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RESUMEN

Esta investigacion desarrolla y optimiza herramientas computacionales de Identificacion Modal
Operacional (OMA) en los dominios del tiempo y frecuencia. Se implementaron algoritmos
como Peak-Picking, SSI-COV y un método de Rinawi adaptativo. La contribucién principal es
la optimizacién numérica mediante filtros Savitzky-Golay, secciones de segundo orden y
ventaneo adaptativo, logrando estimar con alta precisiéon el amortiguamiento en estructuras de
baja disipacion al reducir la inestabilidad y el sesgo estadistico. Ademas, se comparan dos
metodologias de simulaciéon de viento, en donde se realiza el analisis dinamico a un puente
carretero curvo construido por voladizos sucesivos. Utilizando un modelo espina equivalente y
simulaciones tridimensionales de viento, se demostré que la curvatura horizontal actia como un
moderador cinematico que estabiliza la respuesta resonante ante el aleteo (flutter).

Palabras clave: Analisis Modal Operacional, identificacién estocastica, estimaciéon de
amortiguamiento, optimizacién numérica, puente curvo en voladizo.

ABSTRACT

This research develops and optimizes computational tools for Operational Modal Analysis
(OMA) in the time and frequency domains. Algorithms such as Peak-Picking, SSI-COV, and an
adaptive Rinawi method were implemented. The main contribution is the numerical
optimization through Savitzky-Golay filters, second-order sections, and adaptive windowing,
achieving highly accurate estimation of damping in low-dissipation structures by reducing
instability and statistical bias. Furthermore, two wind simulation methodologies are compared,
in which the dynamic analysis of a curved highway bridge constructed by balanced cantilevers is
performed. Using an equivalent fishbone model and three-dimensional wind simulations, it was
demonstrated that the horizontal curvature acts as a kinematic moderator that stabilizes the
resonant response to flutter.

Keywords: Operational Modal Analysis, stochastic identification, damping estimation, numerical
optimization, curved balanced cantilever bridge.
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INTRODUCCION



La seguridad y estabilidad de los puentes carreteros de gran claro frente a solicitaciones dinamicas
severas, como la accién edlica y sismica, representa uno de los desafios mas complejos en la
ingenierfa civil contemporanea. Debido a su inherente flexibilidad, estas estructuras poseen
periodos de vibracion largos que las hacen altamente susceptibles a fendmenos aeroelasticos y
resonantes. En este contexto, el anélisis dinamico experimental de estructuras se posiciona como
una herramienta indispensable para calibrar modelos analiticos, evaluar el estado de salud
estructural y predecir el comportamiento fisico real ante excitaciones ambientales.

La presente investigacion tiene como objetivo principal, desarrollar, optimizar y validar una serie
de metodologias computacionales para la identificacién modal estocastica. A través de la
implementacién algoritmica de técnicas en el dominio del tiempo y de la frecuencia, se busca
extraer con alta precision los parametros dinamicos fundamentales frecuencias naturales, formas
modales y tasas de amortiguamiento utilizando exclusivamente la respuesta vibratoria de la
estructura bajo condiciones operacionales (ruido blanco ambiental).

El documento se estructura en seis capitulos y tres apéndices metodolégicos que guian el estudio
desde la formulaciéon matematica base hasta su aplicacion en un modelo tridimensional complejo.
El Capitulo 1 establece los fundamentos de la discretizacién espacial y justifica la transicion
analitica hacia la representacion en el espacio de estados. Posteriormente, el Capitulo 2 aborda
la identificacién modal operacional en el dominio de la frecuencia mediante el método Peak-
Picking (PP), mientras que el Capitulo 3 profundiza en las técnicas avanzadas en el dominio del
tiempo a través del algoritmo de Identificaciéon por Subespacios Estocasticos impulsado por
Covarianza (SSI-COV), introduciendo los diagramas de estabilizacién para el filtrado de modos
espurios. En el Capitulo 4, se desarrolla e implementa el método de Rinawi, optimizando el ajuste
de curvas por minimos cuadrados para mejorar la estimacién del amortiguamiento.

La culminacion analitica de estas herramientas se presenta en el Capitulo 5, donde se evalaa el
comportamiento edlico de un puente curvo en voladizo de gran altura. Este analisis se sustenta
en un estudio comparativo de enfoques de simulaciéon de viento, revelando la influencia de la
geometria curva en la mitigacion del aleteo aeroelastico. Posteriormente en el capitulo 6 se dan
las conclusiones generales y finalmente, para garantizar el rigor cientifico de los resultados, los
Apéndices A, B y C documentan la validaciéon cruzada de los algoritmos propios frente a
software de estandar industrial (ARTeMIS Modal), la calibracién de un modelo equivalente tipo
espina para la optimizaciéon del costo computacional (SAP2000), y el desarrollo de filtros
adaptativos de procesamiento de sefiales que reducen drasticamente la dispersion numérica en
la identificacién de amortiguamientos bajos.



Objetivo General

Implementar, optimizar y validar metodologias computacionales de identificacién modal

estocastica en el dominio del tiempo y la frecuencia, con el fin de extraer parametros dindmicos

precisos a partir de vibraciones ambientales y evaluar la respuesta aeroelastica en puentes curvos

en doble voladizo.

Objetivos Especificos

Para alcanzar el objetivo general, se plantean las siguientes metas particulares:

Formular el marco analitico del comportamiento dindmico de estructuras en el espacio
de estados, justificando la transicion del dominio continuo al discreto para el
procesamiento de sefiales digitales.

Programar y ejecutar rutinas computacionales para la identificacién modal operacional
(OMA), contrastando la eficiencia del método Peak-Picking en el dominio de la
frecuencia frente al rigor matematico del método de Subespacios Estocasticos (SSI-
COV) en el dominio del tiempo.

Optimizar la estimacién del amortiguamiento estructural, integrando algoritmos de
ajuste de curvas por minimos cuadrados y el método de Rinawi modificado con filtros
de procesamiento adaptativo para reducir la dispersiéon numérica en sistemas con baja
disipacion de energfa.

Validar las herramientas algoritmicas desarrolladas mediante la calibraciéon cruzada con
modelos de elementos finitos equivalentes (tipo espina) y la comparativa de resultados
frente a plataformas de software comercial.

Evaluar analiticamente la estabilidad aerodinamica de un puente curvo en voladizo
sometido a turbulencia edlica, determinando la influencia de la geometria espacial y la
curvatura en la mitigacién de fenémenos de resonancia y aleteo.






CAPITULO 1

IDENTIFICACION
MODAL ESTOCASTICA



1.1. INTRODUCCION

Para establecer los pilares de la identificaciéon modal, en esta seccion se desarrollan las bases
conceptuales de la modelacion dindmica estructural. Se propone una transicion analitica entre la
formulacion tradicional de segundo orden y el planteamiento en variables de estado, explorando
su versatilidad en el dominio de la frecuencia mediante funciones de respuesta espectral. La
implementaciéon de estos conceptos y la resolucién de los casos de estudio se apoyan en
algoritmos propios desarrollados por el autor de este trabajo, los cuales permiten la ejecucion
sistematica de las ecuaciones de movimiento y la verificacion de los fundamentos tedricos que
se exponen a continuacion.

1.2. MODELACION Y DISCRETIZACION ESPACIAL DEL SISTEMA

Para el estudio de sistemas estructurales complejos, la modelaciéon dinamica se fundamenta en la
transformacion del continuo fisico en un sistema de multiples grados de libertad (MDOF). Este
proceso de discretizacion espacial permite organizar las propiedades fisicas en matrices globales
de masa, amortiguamiento y rigidez, reduciendo el comportamiento dinamico a un sistema de
ecuaciones diferenciales.

En este contexto, la definicion precisa de los grados de libertad por nodo es critica para asegurar
que el modelo represente fielmente los modos de vibracion de interés. Actualmente, este
comportamiento puede abordarse desde la formulacién clasica o mediante el enfoque de
variables de estado, siendo este ultimo el nucleo de la presente investigaciéon por su robustez
ante procesos estocasticos. La implementaciéon numérica de esta discretizacion se realiza a través
de herramientas propias, la cual automatiza la estructuracién de los modelos y garantiza la
trazabilidad paso a paso de las propiedades dinamicas del sistema estructural analizado.

1.3. FORMULACION CILASICA DE SISTEMAS DE MULTIPLES GRADOS
DE LIBERTAD

El estudio de estructuras complejas exige trascender el modelo de un solo grado de libertad para
capturar la interaccion espacial de sus componentes. En esta seccion, el balance dinamico se
generaliza para sistemas de multiples grados de libertad (MDOF), donde el estado de equilibrio
en cada instante se define mediante la suma vectorial de las fuerzas de inercia, amortiguamiento
y elasticidad.

Matematicamente, este balance se expresa mediante un sistema de ecuaciones diferenciales de

segundo orden acopladas (Chopra, 2001):

Mq(t)+Cq(2) + Kq(2) = p(?) (1.1
donde M, C y K son matrices de masa, amortiguamiento y tigidez de orden nxn, con

componentes m, ,c, y k, que representan las fuerzas generalizadas para cada coordenada i,

cuando la aceleracion es aplicada en una coordenada k; p(t) es un vector de excitacion y q(t) es
el vector de respuesta del sistema.

Dada la complejidad inercial de las estructuras reales, el nimero de grados de libertad (DOF)
necesarios para una descripciéon completa puede resultar computacionalmente ineficiente para



procesos de identificacion en tiempo real. Para optimizar el analisis, se aplica la técnica de
condensacién cinematica, la cual permite reducir el orden de las matrices del sistema
manteniendo la precision en los modos de vibraciéon de mayor relevancia energética.

En este enfoque, el vector de desplazamientos ¢ se particiona en coordenadas ¢,, , denominadas
"maestras", que corresponden a los grados de libertad donde se concentra la masa o se realizan
las mediciones, y coordenadas "esclavas", g, que suelen ser aquellas con efectos inerciales

despreciables, como las rotaciones o desplazamientos axiales en ciertos elementos. El sistema de
ecuaciones se reestructura de la siguiente forma:

M, Mo [ [ K Ko |[d] _ [P (2) (1.2)
M, M, |4 | K, K,]la] | 0

Bajo la premisa de que las fuerzas de inercia en las coordenadas esclavas son minimas (qs ~ 0)

, se obtiene la matriz de rigidez condensada ( K., ):

K

cond

=K,,- K, KK, (1.3)

Para los propositos de esta investigacion, centrada en la caracterizacién dinamica de puentes
mediante vibracion ambiental, se ha optado por condensar el sistema exclusivamente a los grados
de libertad traslacionales en el eje vertical (). Esta decision se fundamenta en que los

principales modos de flexion, criticos para la evaluaciéon de la integridad estructural, se
manifiestan predominantemente en esta direccion.

1.3.1 Matriz de masa

Complementariamente al proceso de discretizacion, se adopta la idealizacion de matrices de masa
concentrada para representar la distribucion inercial del sistema estructural. En este esquema, la
masa fisica del continuo se asigna puntualmente a los nodos estratégicos que definen los grados

de libertad dinamicos del modelo, resultando en una matriz de masa [M ] de caracter diagonal.

1.3.2 Matriz de amortiguamiento

En la formulacién de sistemas MDOF, la matriz de amortiguamiento [C] representa los

mecanismos de disipacion de energia de la estructura. Para facilitar el desacoplamiento de las
ecuaciones de movimiento mediante coordenadas modales, se asume frecuentemente un
amortiguamiento proporcional o clasico, el cual satisface la condiciéon de ortogonalidad con
respecto a los autovectores del sistema. Bajo esta premisa, la transformacién modal resulta en
una matriz de amortiguamiento diagonal, donde cada componente representa la capacidad de
disipacién de un modo especifico.

Dentro de las opciones de amortiguamiento proporcional, se ha implementado especificamente
el modelo de Amortiguamiento tipo Rayleigh. En este enfoque, la matriz [C ] se construye como

una combinacion lineal de las matrices de masa y rigidez:



C=aM + pK (1.4

20.0. 2
o= é — ) ﬂ = 5/
o, +w, "o+ o,

donde a'y f son dos constantes que dependen de las dos primeras frecuencias naturales y los

porcentajes de amortiguamiento modal.

Esta formulacién permite asignar niveles de amortiguamiento controlados en el rango de
frecuencias de interés para la estructura, usualmente fijados en un 5% para aplicaciones en
ingenieria civil.

La herramienta computacional de autorfa propia ha sido programada para gestionar tanto la
estructuraciéon de matrices de amortiguamiento proporcional genéricas como el calculo
automatico de los coeficientes de Rayleigh. Esta flexibilidad permite al algoritmo ajustar la matriz
de disipacion de forma sistematica antes de realizar la transicion al espacio de estados.

1.4. REPRESENTACION EN ESPACIO DE ESTADOS

La formulacién clasica de segundo orden presenta limitaciones significativas cuando el
amortiguamiento estructural es de tipo no proporcional o no clasico, una caracteristica intrinseca
en estructuras con sistemas de control localizado. En estos casos, la matriz de amortiguamiento
no puede ser diagonalizada mediante las coordenadas normales del sistema, lo que impide el
desacoplamiento de las ecuaciones de movimiento por vias convencionales.

Ante esta restriccion, se adopta la representacion en el espacio de estados, la cual permite acoplar
de manera eficiente los parametros fisicos discretos con la informacién experimental. Esta
metodologia transforma el sistema de 7 ecuaciones diferenciales de segundo orden en un
sistema equivalente de 27 ecuaciones diferenciales de primer orden (Peeter, 2000), facilitando
el manejo de procesos estocasticos y grandes volimenes de datos temporales.

1.4.1 Formulacién en tiempo continuo

La transicion se fundamenta en la introduccion del vector de estado x(t ) , €l cual condensa la
informacién necesaria para predecir el comportamiento futuro del sistema a partir de sus

condiciones actuales de desplazamiento g (t ) y velocidad q(t ) :

q(?) (1.5)
q(1)

A diferencia de la formulacién estandar de control, para el analisis de sistemas mecanicos es

x(1) =

conveniente expresar la dinimica mediante una forma matricial que preserve la estructura de las
matrices fisicas. Esto nos permite reescribir la ecuacién de movimiento original como:

AXx(t)+Bx(t)=W(t) (1.6)

Donde las matrices de estado 4, y B, se definen como:



C M K 0 (1.7)

B
A = , B = , W) = u(t
=l o =l 0=, |0

Para la resolucién del sistema en el espacio de estados, se plantea el problema de valores y
vectores propios complejos. El sistema homogéneo derivado de la representaciéon anterior se
expresa mediante la relacion:

AWA +BY =0 (1.8)

Donde A es la matriz diagonal de autovalores y W representa los autovectores complejos. Es

fundamental observar la configuracién interna de la matriz modal ¥, la cual vincula
directamente las formas modales de desplazamiento (® ) con sus respectivas velocidades:

A0 : (19)
T
OA OA

1o A

Esta estructura es la que permite que el algoritmo desarrollado en este trabajo identifique
parametros dinamicos bajo amortiguamiento no proporcional, verificando que los resultados
satisfagan la ecuacion caracteristica del sistema:

MOA*> +COA+K® =0 (1.10)

Las matrices A, y B, pueden ser diagonalizadas por W estableciendo las siguientes relaciones.
YA =['a, | W' BY =], ]| (1.11)

LLa matriz I:\a,.\] y [\bi\] son conocidas como la matriz modal A y la matriz modal B.

Para un analisis detallado de las demostraciones algebraicas que sustentan esta formulacion, se
pueden consultar en Gémez (2010).

Una vez establecida la dindmica del sistema mediante las matrices de estado simétricas, es
conveniente realizar una transiciéon hacia la forma estindar de representacion en tiempo
continuo. Esta alteracién es fundamental, ya que sirve de base para los métodos de identificacion
modal estocastica que se emplearan posteriormente.

Mediante la manipulacién algebraica de la ecuacién 1.0, el sistema se redefine en su forma
compacta de primer orden:



X(£) = A.x(t)+ B.u(t) (1.12)

donde:

(1.13)

L 0 I L
A=-A'B=| | B =—A"W(t)=

MIB}

En esta representacion, A4,(2nx2n) se denomina matriz de estado y encapsula la dinimica
intrinseca del sistema, permitiendo que todas las propiedades modales (frecuencias naturales,
amortiguamiento y formas modales) sean extraidas mediante su descomposicion espectral; B,

(2nxm) es la matriz de entrada. Esta es la estructura que el algoritmo desarrollado procesa para
vincular el modelo analitico con los datos experimentales.

Para completar el modelo en el espacio de estados, se introduce la ecuacién de observacion, la
cual vincula el vector de estado interno con la respuesta fisica que es capturada por los sensores
en puntos especificos de la estructura. Dado que en aplicaciones practicas solo es posible medir
la respuesta en un numero limitado de localizaciones (/<n), esta expresion es fundamental para
mapear el comportamiento global del sistema hacia los datos experimentales.

La forma general de la ecuacion de observacion Gomez (2010) se define como:

C.=|(c,-cM7k) (c,-cmC)|;  D.=CM'B (1.14)

Por lo general las mediciones pueden estar limitadas ya sean a la velocidad o a la aceleraciéon y

los coeficientes C, y D, para el caso de la aceleracion se expresa de la siguiente forma:

C.=[-c, Mk -C,M'C], D.=C,M'B (1.15)

Para el caso que se limite a la velocidad:

C.=[0 C,], D,=0 (1.16)

1.4.2 Transicion al espacio modal

Para simplificar el analisis de sistemas con un gran nimero de grados de libertad, se define una
transformacion de coordenadas que proyecta el vector de estado original hacia un espacio modal.

Esta operacion se realiza mediante la matriz modal compleja W', estableciendo la relacién:

x(t) = ¥x, (1) (1.17)



Donde x,, representa el vector de estado en coordenadas modales. Esta transformacion permite

desacoplar la dinamica global del sistema en una serie de contribuciones individuales por cada
modo de vibracion, facilitando la identificacion de los parametros dinamicos de interés.

Al aplicar esta transformacion a las ecuaciones de estado, surgen dos operadores fundamentales

para la caracterizacion dindmica: la matriz de factores de participaciéon modal (L:) y la matriz de

respuesta modal V, (Gémez, 2010).

L' =¥"'B, V.=CV¥ (1.18)

c

En donde la matriz de participacion modal (LZ) define el grado en que cada modo de vibracion

es excitado por las entradas del sistema y la matriz de respuesta modal; V,representa la
configuracion de los modos de vibracion tal como se observan en la respuesta medida. Bajo este
esquema, la respuesta total del sistema y(t) puede expresarse como la suma lineal de las

contribuciones de cada modo individual. Esta capacidad de descomposicion es la que permite
que el andlisis se centre en los rangos de frecuencia que contienen la mayor energfa estructural,
descartando el ruido o modos irrelevantes.

A diferencia de las matrices de estado, la matriz de transmisién directa (D, ) no suele presentarse

descompuesta en términos de coordenadas modales en la literatura clasica. Sin embargo, para
los propositos de identificacion de parametros, es posible obtener su descomposicion modal
mediante la relacion:

2n 1 (1.19)

D,=VAL = ZI[vci][lci ]T

i=1 7Y%

donde [vci] (nx1) enésima columna de la matriz V, [lci ]T (1xm) enésima fila de la matriz L,

(Peeters, 2000 ; Gémez, 2010).

1.5. CARACTERIZACION ESTOCASTICA EN EI. DOMINIO DE LA
FRECUENCIA

1.5.1 Funciones de respuesta en frecuencia en espacio de estados

La relacién entre la excitacion y la respuesta en el dominio de la frecuencia se establece mediante
la matriz de Funcién de Respuesta en Frecuencia (FRF). A partir de la representacion en el
espacio de estados y aplicando la transformada de Laplace bajo condiciones iniciales nulas, se
obtiene (Peeters, 2000) la expresion general:

H (@) =V, 0 (jol -A,)" L (1.20)

Una matriz de FRF para desplazamiento, la cual también se conoce como receptancia, puede ser
expresada a través de.



n * 1.21
Hc(w)ZCdZ(.RiilJr .Rei*.]B 120

Una respuesta contribuida por aceleraciones, que en este caso se le llama inertancia, puede ser
expresada a través de:

" 2 21 * 1.22
(o) 3[R R, "
T\ Jo—4 Jjo-1,

1.5.2 Densidad espectral de potencia

En el andlisis de puentes bajo vibraciéon ambiental, la excitacién u(t )no se conoce de forma
deterministica y se caracteriza como un proceso estocastico. Se asume que la entrada tiene las
propiedades de un ruido blanco gaussiano, caracterizado por un espectro de potencia constante
y una media nula.

La herramienta fundamental para este analisis es la matriz de densidad espectral de respuesta
S ) (a)) , 1a cual cuantifica la distribucién del contenido energético de las sefiales medidas a lo
largo de la frecuencia. La relacion fundamental que vincula la entrada desconocida con la

respuesta medida (Rodriguez, 2004) se define como:

S, (@)= H, ()R, (H, (o) )T (1.23)

Para el caso donde solo se observen desplazamiento en la FRF la funcién de densidad espectral
resulta.

S, (@)=(V.(jol =A.) " L])R, ((V (ol —A)' T ))T (1.24)

En el caso donde se observen solo aceleraciones la funcién de densidad espectral se representa
como:

S, (@)= (VcAfaf (jol—A)' L )Ry ((KAfaf (jol—A,)" [T )j (1.25)

y

1.6. VERIFICACION

Con el objetivo de validar la precision de los algoritmos desarrollados y la correcta
implementacién de la formulacion en el espacio de estados, se seleccioné como caso de estudio
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la viga simplemente apoyada analizada por Gémez (2010). Se trata de un elemento estructural
de 6 metros de longitud, discretizado en 6 elementos de 1 metro cada uno (ver figura 1.1) se
establecié una secciéon cuadrada de 0.15m, y un moédulo de elasticidad del material igual a
1.787xe10N/m? ademads, masas concentradas en la direccion vertical igual a 288.36 kg.

5T Gy LZETS) Gun) 951y

L L L L L L -

v
A

e . o e

Figura 1.1 Viga de estudi

A continuacion, como resultado de la implementacion numérica propia se presentan las matrices
de rigidez, masas y amortiguamiento consideradas con un amortiguamiento proporcional del

5%.

744656096 -7168184.85 313173124  -83512833 208782.08 28836 0 0 0 0
-7168184.85 1057829220 -8003313.18 334051332 -83512833 0 28836 0 0 0
K =| 313173124 -8003313.18 1078707429 -8003313.18 313173124 |, M =| 0 0 28836 0 0
-835128.33  3340513.32 -8003313.18 1057829220 -7168184.85 0 0 0 28836 0
20878208 83512833 3131731.24 -7168184.85 7446560.96 0 0 0 0 28836
Matrices de masa y rigidez
305114 -2393.63 35520 7342 15.73
239363 430635 -2467.06 37093 7342
C=| 35520 -2467.06 4322.08 -2467.06 35520
7342 37093 246706 430635 -2393.63
1573 7342 35520 -2393.63 395114
Matriz de amortiguamiento
Los valores propios, las matrices de masa modal y las formas modales.
196.49 14.017 223
3137.47 56.01 891
A7 =| 15687.37 o, = 12524 =1 19.93
47062.12 216.93 3452
96341.20 31038 4939
Valotes propios [rad?/s?] Frecuencias angulares [rad/s] Frecuencias [Hz]
050 -1 1 -1 050 865.08 0 0 0 0
086 -1 0 -1 -0.86 , 0 115344 0 0 0
o= 1 0 -1 0 1 o MO=| 0 0 86508 0 0
086 1 0 -1 086 0 0 0 115344 0
050 1 1 1 050 0 0 0 0 865.08
Matriz modal (vectores propios) Matriz de masa modal



0.0169 -0.029 0.033 -0.029
0.029  -0.029 0 0.029
® =] 0.033 0 -0.033 0
0.029  0.029 0 -0.029
0.016 0.029 0.033 0.029

0.016
-0.029
0.0339
-0.029
0.0169

Matriz modal normalizada a la masa

[} 1 2 3 .

Modo de vibracion 1

o 1 2 3 .

Modo de vibracion 2

o 1 2 3 .

Modo de vibraciéon 4

Modo de vibraciéon 5
Figura 1.2 Configuraciones de modos de vibracion del sistema estructural considerado como

ejemplo.

Las matrices de estado resultantes son:
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[ 3951.14 2395363 35520 -73.42 1573 28836 O 0 0 0
=2393.63 430635 -2467.06 370.53 =73.42 0 288,36 0 0 0
35520  —2467.06 432208 2467068 35520 0 0 288.36 0 0
-73.42 37093 —2467.06 430635 239363 0 0 D 288.36 0
_| 1573 -73.42 35520 239363 395114 0 0 0 0 288.36
4 28836 0 0 0 1 0 0 ] 0 0
] 288.36 0 0 1} 0 ] ] 0 0
0 0 288.36 0 (1] 0 ] ] ] 0
0 ] ] 288.36 o 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 288.36 0 0 0 0 U
Matriz de estado A
[ 7.45x10°  -7.17x10°  3.03710° -B35210°  2.09x10° 0 0 [\ 0
—717x10"  1.06x10° Byl 334510°  —§.35¢10° 0 0 0 0
AINI0Y 0 -BNI0° 108K -8x10° 3 13x10° 0 0 0 0
—E35AI0T 334000 —Bxl0 L06xI0T —T17xl0" ] 0 ] 0
i 2095100 —R3510° 303100 7075107 7.45x10° 0 0 0 0
’ 0 a0 0 0 o —2 881X 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -2.88x10° 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —2.88x10" 0
0 0 0 n 0 ] 0 0 —2R8x140°
| © 0 0 0 0 ] 0 0 0 2.8

Matriz de estado B

0
0
0
0
0
0
0
0
0
8

X107

En seguida se muestra la matriz de vectores propios ¥ y las matrices modales a y b.
[ 0,005 +0,0343) 00009+ 001787  -0.0004 - 0,008 0.0002 +00045) -0.0001 -0.0018/ 0003003437 00000 -00LTE; 00004+ 0,008 OO - 00048 —0,0001 + 0,0016
0,0052+ 00594  0,0009+0,0178%/ -0-D0i —0,0002 - 000465 0,000 +0,0018F 00052 -0,0594i 00000 - 0,01 TaF —0+0i —0,0002 + 0,0645/  0,000)—0,0028/
0.006 + 0,0686/ - 0.0004 + D.O0EF a —-0,0001 -0,003% D006 —0.08RES 0 10,0004 - 0,0087 o —0,0002 + 0,0032F
0,0052 +0,05%4  =0,000% - 00174 =0=0i 0,0007 +0,0046;  -0,0001+ 00028  00052-00594i  ~0000% + 001731 =0+ 0i 00002 = 0.0MEF 0,0001 - 0,002%1
W 0003 + 00533 =0,000%=00178 =0.0004 -0,0087 =00002=00046; =-0.000L=00016F 0003=-00343 ~O0KF 001780 =0.0004+ 0008  -0,0002 + 00046 =0.0001 + 00016
=04522 » 00178 00000+ 00078 05553-0.0060 =09550+ 00000 0499900000 =04B22=00178 -09969-00031 05994+ 00006 -05958 -0.0002 04559 +0.0001¢
=0 8351« QO =0.0009+ 006178 0=0i 09995 + D000 -0LB652+ 00001 =D.E3IS]=-G009F -0.9969 -0.003 1 04 0f DOWE + 000027 —0.EG59 -0.000 L
=0.5643 = 0,035 D0 =150 + 0061 =00t 09909 = 00000 =00643=0.035% 0= =0.0854 = ). 0006/ =0 = D005 + 0.0001¢
=0.8351+ 003 09069 = 0.003 L Q=0 =09598 «0.0002) =0.8659+ 00001 ~0E3S]-0.0308 05569 + 000G Da i =.9998 =0 KN =0.E659-0.000Li
04522400178 09065 -00031  00054-0.0060 00ME-0000L  DAP-00001  -04BZ2-00LTE, 0060400031 D004 000060 0.0P0E « 0.0002  0.4005+0.0001/ |
Matriz de vectores propios
0 0 0 0 0 —19.875 + 113.06i 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —4.334 + 40.651i 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —1.394 + 13.709: 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 —1.065 + 10.536i 0
_ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —0.557 + 5.538i
i T —19.875 — 113.06 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 —4.334 — 40651i 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —-1.394 - 13.709 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —1.065 — 10.5637 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —0.557 — 5.538i 0 0 0 0 0
Matriz modal a
0 0 0 0 0 —~1596.724 — 199.004 i 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —2286.24 - 128.613i 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —1723.543 — 88.472i 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2300.09 - 116.125i 0
b= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~1725.459 — 86.739i
i —1596.724 + 199.004i 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 —-2286.24 + 128.613i 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —1723.543 + 88.472i 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -2300 + 116.125i 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ~1725.459 + 86.739i 0 0 0 0 0

Matriz modal b
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Considerando la situacién en la que se debe observar la respuesta en aceleracion de todos los
grados de libertad (ver figura 1.3) se muestran las matrices de localizacion, respuesta, entrada,
transmision directa.

n(@=aq, (0 =g,(0) ¥:(0)=4() v4(1) = q,(0) ys(0) = g5(7)
Gy o) D30y ) 50)

-:_I__:_q

ot ot OR: ox w1

Figura 1.3 Viga con sus aceleraciones por nodo.

uy (1) 10000 (1) 10000
uy (1) 01000 G, (1) 01000
() = | uy (0 —>B-=[{00100 y() = | iy —>Cu =loo100
uy (1) 00010 iy (1) 00010
ug (1) 00001 i (1) 00001
Matrices de localizacion
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
. 258223 24856.98 —10859.85 289596  —723.99 137 83  -123 025 —0.05
2485698 —36682.15 27752.94 —11583.84 289596 83 —1493 856 129 025
—10859.85 27752.94 —37406.14 2775294 —10859.85 —123 856 —1499 856 123
289596 —11583.84 2775294 -36682.15 2485698 025 ~—129 856 ~—1493 83
—723.99 289596 —10859.85 2485698 258223 —0.05 025 123 83 —I37
Matriz de respuesta A
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
o 0 0 0 0
B, = 3468x10 o 0 0 0
0 3.468x10 o 0 0
0 0 3.468x10 o 0
0 0 0 3.468x10 o
0 0 0 0 3.468x10
Matriz de entrada B
-258223 2485698 -10859.85 289596  -723.99 137 83  -123 025 -0.05
2485698 3668215 27752.94 —11583.84 289596 83 —1493 856 129 025
C, = | -1085985 2775294 -37406.14 2775294 —10859.85 —123 856 ~—1499 856 —123
289596 —11583.84 2775294 -36682.15 2485698 025 -129 856 -1493 83
~723.99 289596 —10859.85 2485698 258223 —005 025 123 83 -I37

Matriz de respuesta C
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La representacion de estado

LD RS A
JLE-1T0
fo=| il Te— LISk
ENERNE R R

| o ouk- 676

=0.000299 — 0. 0000261
—0.000435 - 00000234
0000578 + 0.000029¢
—0.000434 — R.ORO0IZ
0.OOZRY-+ 0.O0CCL7
—(.00029%+ (OR0026i
—0.000435+ (OB0K2I;
G.0005 78— 000002
0000434 + 0000022
0000289 - 0.000014 ¢

2629537 A 1150045
202-3577 ==

= G- 1250014
A 85776 RN

G2+ 55T

=G 125004 — 1D TS+ 2000

-3
3.47x10

0 0 0 0
0 347510 0 0 0

D, = 0 0 347510 0 0
0 0 0 347510 o
0 0 0 0 3.47x10

Matriz de trasmision directa

en términos de coordenadas modales, es:

—0,0005 1 7 — 0. 00004 57
—OL 00035 — 0. 00U2 57
L]

0000434 + 0.0000224
=0.000501 -0.000025¢
—0.000517 + 0.000045¢
—0.000435 + 0.0000234
L]

D054 — (LR 2
—0.00050 1 + 0. 000025F

=0 (ST — (MR E2E
0

—O S TR — (A2
O

0000578 + D020

—0.000597 + Q000053
il

—0.000578+ Q000029
0

0000578 - 0.000029

—(.000517 — (L0005
COORAIS+ (OO0TS
4
000434 — 00000227
—( S| — 0. 25
—0.0005 17+ O35
O35 — DDA 3
4
—0.000434 + 00000224
—(.000501+ QL0025

=0, (R EHY — ORI 6
D000435 + 00000237
Q000378 + 00000204
0000434 + DLO000IZY
0.O002ZRD-+ D.OBOC1A S

—0.00029Y+ B.OM0026/
(000435 — 0000023/
G.0005 78 — 000002/
O 000434 — 00000227
D00028% — 00000147

Matriz de entrada modal
TATuR— GGl =T MG 154 Codk+ o T60 TRZESSTr R TP 12R00L) 1A TURE ZIAGIT
=T 2T 1R =245 BIFTH LTINS 2ok + 55T == =10 P - Flonl?t
—i—1h — 15485+ AW BT+ 15,525 Q- A.179+ 125 1014¢ -3
12738 266l 15411 2634337 DI550011L.71% rex 55 7B a 10798 r 216617
T 1A+ 1408 QRS+ 07637 -XET-SR TR G TPC-12S0Nss 10T -206 €17

Matriz de respuesta modal

0.00343

0

0
0
0

0 0 0
0.00343 0 0

0 0.00343 0

0 0 0.00343

0 0 0

o oo

0

0.00343

Matriz de transmisiéon directa modal

En seguida se muestra la matriz de FRF en aceleracion, en amplitud y fase.

Bl L LA T
13411+ g 4dar
- 15465 - 304 5061
13411 ¢ 2654041
=715 98 |
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H1] H.[12] H.[13] H [1.4] H[1.5]
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Figura 1.4 Amplitud y fase de las FRF en aceleraciones del sistema considerado como ejemplo.

A continuacién, se muestra la matriz de densidad espectral en aceleracién, en amplitud y fase.
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Figura 1.5 Amplitud y fase de la matriz de densidad espectral en aceleraciones

1.7 CONCLUSIONES

La descripcion de los sistemas de maltiples grados de libertad mediante la formulacion clasica
de segundo orden y su transicion a la representacion en el espacio de estados no es solo un
cambio de notacién, sino una necesidad analitica. Mientras la formulacion clasica permite una
interpretacion fisica directa de las fuerzas inerciales y elasticas, el espacio de estados surge como
la herramienta mas robusta para el manejo de sistemas con amortiguamiento no proporcional y
para el procesamiento eficiente de sefales estocasticas.
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La secciéon de verificacion numérica, fundamentada en el caso de estudio, cumplié
satisfactoriamente su proposito de validacion. La correspondencia exacta entre las matrices
globales de masa y rigidez, asi como la coincidencia en los espectros de respuesta obtenidos
mediante las rutinas programadas en MATLAB.

La caracterizacién en el dominio de la frecuencia, mediante el uso de la Densidad Espectral de
Potencia (PSD) y las Funciones de Respuesta en Frecuencia (FRF), es indispensable para el
manejo de excitaciones aleatorias. Dado que las estructuras civiles estan sujetas a fuentes de
energfa de naturaleza incierta.
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CAPITULO 2

METODOLOGIA DE
IDENTIFICACION
MODAIL OPERACIONAL
EN EL. DOMINIO DE LA
FRECUENCIA



2.1. INTRODUCCION

La identificacién de las propiedades dindamicas en estructuras de ingenierfa civil ha evolucionado
significativamente con el aprovechamiento de la excitacion ambiental. A diferencia de los
ensayos forzados, la vibracion producida por fuentes naturales y de servicio como el trafico
vehicular, la accion del viento y microsismos proporciona un estimulo continuo que abarca un
espectro de frecuencias lo suficientemente amplio como para excitar los modos vibratorios
principales de la estructura. Bajo este esquema, y para propositos de simplificacion analitica, se
asume que la excitacion de entrada se comporta como un proceso estocastico de ruido blanco
con una distribucién Gaussiana de media cero.

En la actualidad, las técnicas de identificacion se dividen fundamentalmente en métodos
paramétricos en el dominio del tiempo y métodos no paramétricos en el dominio de la
frecuencia. Este capitulo al igual que el capitulo 4 que se vera mas adelante, se centran en el
desarrollo e implementaciéon de herramientas basadas en el dominio de la frecuencia,
especificamente a través del método Peak-Picking (PP). Este método, reconocido por su eficacia
y simplicidad computacional, permite la estimacion de frecuencias naturales y configuraciones
modales mediante el analisis de las densidades espectrales de potencia y las funciones de
transferencia.

El nucleo de este capitulo describe la l6gica y los fundamentos matematicos que sustentan la
metodologia de identificacion empleada. Cabe destacar que el procesamiento de las sefiales, el
calculo del promedio normalizado de las densidades espectrales de potencia (ANPSD) y la
extraccion sistematica de los picos de resonancia se han integrado en una herramienta
computacional de autoria propia. Este desarrollo permite automatizar la identificacion modal a
partir de los registros capturados, garantizando una interpretacion técnica rigurosa de la dindmica
del puente bajo estudio.

2.2. CLASIFICACION DE LOS ALGORITMOS DE IDENTIFICACION
MODAL

La identificaciéon de parametros dinamicos a partir de registros de vibracién ambiental se basa
en el procesamiento de sefiales de salida (output-only), donde la entrada se considera un proceso
estocastico desconocido. Los algoritmos para este propésito se clasifican generalmente en dos
grandes familias, dependiendo del dominio matematico en el que se procesa la informacion:

2.2.1 Métodos no paramétricos (dominio de la frecuencia)

Estos métodos transforman las series de tiempo al dominio de la frecuencia mediante el
algoritmo de la Transformada Rapida de Fourier (FFT) para estimar las Densidades Espectrales
de Potencia (PSD). Su principal caracteristica es que la identificacion se realiza directamente
sobre las funciones de respuesta espectral sin necesidad de ajustar un modelo matematico previo
a los datos.

Dentro de este grupo destaca el método Peak-Picking (PP), el cual fue sistematizado por Felber
(1993) y se fundamenta en la identificacion de los maximos locales en los espectros de potencia
para determinar las frecuencias naturales. Es el enfoque seleccionado para la herramienta
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computacional desarrollada en este trabajo, debido a su eficiencia numérica y la claridad visual
que ofrece para la interpretacién de los modos de vibracién en puentes.

2.2.2 Métodos paramétricos (dominio del tiempo)

A diferencia de los anteriores, los métodos paramétricos buscan ajustar un modelo matematico
(como modelos autorregresivos o de espacio de estados) directamente a los datos temporales
registrados. Estos algoritmos suelen ser mas robustos ante niveles altos de ruido y modos muy
cercanos entre si, pero requieren una mayor carga computacional y criterios mas complejos para
la selecciéon del orden del modelo.

2.3. FUNDAMENTOS DEL ALGORITMO PEAK-PICKING (PP)

El método de seleccion de picos o Peak-Picking (PP) fundamenta su capacidad de identificacion
en el analisis de la respuesta dinamica en el dominio de la frecuencia. Para transformar las series
de tiempo capturadas en campo hacia funciones de densidad espectral que permitan la
identificacién modal, la herramienta computacional de autorfa propia implementa una cadena de

procesamiento basada en la Transformada Rapida de Fourier y el método de estimacién de
Welch.

2.3.1 Transformacion al dominio de la frecuencia

El primer paso para el analisis estocastico es la conversion de las sefiales temporales de
aceleracion a (l‘ ) en sus componentes espectrales. El algoritmo utiliza la Transformada Discreta

de Fourier (DFT), optimizada mediante el algoritmo de la Transformada Rapida de Fourier
(FFT). Para una sefial discreta de N muestras, la transformacion se define como:

Y(w N-1 _J2mmk (2.1)
Y :M:zwkyke N m:()alaza""aN_l
At k=0

m b

Donde N es el numero de valores discreto de la sefial y,, At es el intervalo de tiempo entre los

valores discretos de la sefial y,, @ es la frecuencia radial y T es la duracién total de la sefial y, .

Debido a la naturaleza estocastica de las sefiales capturadas mediante registros de vibracién
ambiental, resulta indispensable la aplicacién de funciones de ventana para mitigar los efectos de
la fuga de energia espectral (spectral leakage). En este trabajo, se ha implementado
especificamente la ventana de Hanning (Brown e 4/, 1999) dentro de los algoritmos de
procesamiento, debido a su eficacia para suavizar sefiales de banda ancha y mejorar la definicion
de los picos de resonancia. La expresiéon matematica de la ventana de Hanning se define como:
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(2.2
wk:O.S[l—cos(@D, 0<k<N )
N

L=N+1

2.3.2 Estimacion espectral mediante el método del Welch

La estimacion directa de la Densidad Espectral de Potencia (PSD) a partir de una unica
Transformada de Fourier de la sefial completa suele presentar una varianza elevada, lo que se
traduce en un espectro con excesivo "ruido" que dificulta la identificacién clara de los picos
modales. Para mitigar este efecto, la herramienta computacional desarrollada implementa el
Método de Welch (Welch, 1967), el cual se basa en el promedio de periodogramas modificados.

De acuerdo con la metodologia implementada en el codigo propio y basada en Gémez (2010),
el proceso se realiza en las siguientes etapas descriptivas:

1. Segmentacion y Traslape: La sefial de tiempo se divide en varios segmentos mas pequefios de
igual longitud. Para evitar la pérdida de informacién en los extremos de estos segmentos, el
algoritmo aplica un traslape o solapamiento (tipicamente del 50%), lo que permite que los datos
situados en los bordes de un segmento sean procesados también en el centro del siguiente.

2. Aplicacién de Ventanas: Cada segmento se multiplica por una funcién de ventana, como la
ventana de Hanning (Brown ef 4/, 1999). Esta operacion suaviza los datos en los extremos de
cada bloque, eliminando las discontinuidades artificiales que causarian errores de "fuga espectral”
(leakage) en el resultado final.

3. Transformacién y Calculo de Espectros Individuales: Sobre cada uno de estos segmentos ya
ventaneados, el programa ejecuta la Transformada Rapida de Fourier (FFT) para calcular su
contenido energético individual en el dominio de la frecuencia.

4. Promedio Espectral: Finalmente, el algoritmo promedia los resultados de todos los segmentos.
Este paso es el que garantiza la estabilidad estadistica de la medicion: mientras que un espectro
individual puede ser muy irregular, el promedio de multiples segmentos resalta las frecuencias
naturales de la estructura que son constantes, mientras cancela el ruido que es aleatorio.

2.4. PROCESAMIENTO DE SENALES MEDIANTE DENSIDADES
ESPECTRALES

Una vez calculadas las transformadas de Fourier, el algoritmo desarrollado organiza la
informacién en matrices de respuesta espectral. En estas matrices, los auto espectros se ubican
en la diagonal principal y los espectros cruzados (que relacionan dos puntos distintos) fuera de
ella.
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2.4.1 Estimacion de la matriz de densidad espectral

Sila medicion de todos los puntos de la estructura se realizara de forma simultanea, la matriz de
respuesta espectral serfa una matriz cuadrada. La herramienta computacional obtiene esta matriz
en forma compacta mediante la siguiente expresion:

Y(o) Y(w) 2.3)
H(o)= N.AT

*

A

Donde Y (a)) es un vector columna que contiene la FFT de los vectores de respuesta
capturados.

in embargo, en la practica es comun realizar mediciones por grupos de sensores o "setups
Si bargo, en 1 ti li dici g d "setups"

debido a la limitacién de equipos. En estos casos, el programa calcula una matriz rectangular de
tamano /xr, relacionando los grados de libertad medidos con los de referencia:

Y(0) Y (o) (2.4)
(@)= ( )N.AT( )

en donde Y (a)) es el vector con las FFT de las respuestas en los puntos de referencia.

2.4.2 Espectro medio normalizado (ANPSD)

Para evitar analizar multiples graficos de cada grado de libertad y prevenir errores si un sensor
esta ubicado en un punto de amplitud nula para ciertos modos, el algoritmo automatiza el calculo
de una funcién espectral global.

De acuerdo con la formulacién adoptada en este trabajo, la estimaciéon de la PSD se realiza
mediante el promedio de periodogramas, asegurando que la varianza de la sefial sea minima y
los picos modales sean facilmente identificables.

2.4.3 Normalizacién y promedio

El primer paso en la rutina programada es la normalizacion de cada espectro individual para que
el contenido energético sea comparable, independientemente de la intensidad de la excitacién en
diferentes instantes de tiempo. La densidad espectral normalizada (NPSD) para cada canal i se
obtiene dividiendo la PSD por la suma de sus ordenadas:

PSD, () (2.5)

N

> PSD(w,)

NPSD, ()=
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Finalmente, el programa consolida toda la informacién estructural en el Espectro Medio
Normalizado (ANPSD), el cual resulta del promedio de los espectros normalizados de todos los
grados de libertad instrumentados:

! 2.6
ANPSD(w) = %ZNPSDi (@) (20

i=l1

2.5. INTERPRETACION DE LLAS FUNCIONES DE TRANSFERENCIA

Una vez identificadas las frecuencias naturales en el espectro medio normalizado, el siguiente
paso en la caracterizacion dinamica es determinar la configuracion espacial de cada modo.

2.5.1 Relacién de amplitud y funciones de transferencia

Con base en la fundamentacion tedrica descrita previamente, el algoritmo aisla la contribucion
de un modo de vibracién especifico asociado a una frecuencia de resonancia @, . Para reconstruir

la forma modal, el programa requiere definir un grado de libertad de referencia que haya sido
medido en todos los setups instrumentales y cuya amplitud sea distinta de cero para las
frecuencias de interés.

El c6digo establece una relacion directa entre la ordenada del modo de vibracion en el punto de

referencia (¢mf )k y la ordenada en cualquier otro grado de libertad genérico (géj )k . Esta relacion

se obtiene dividiendo el espectro cruzado entre el auto espectro del punto de referencia:

5, (a))f,ref - ((/’J )k 2.7)
Sy (a))ref,ref ((prfff )k

Esta expresion es el nucleo del algoritmo de Peak-Picking, ya que permite estimar los
componentes del modo de vibracién con un factor de escala. En la rutina programada, esta

relacion matematica se sistematiza definiendo la funcién de transferencia (7, ) entre el punto

J v el punto de referencia:

s,(0), @8

=2 iy
Jjref Sy (a))ref,’ef
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2.5.2 Evaluacion de la fase modal

Dado que los espectros cruzados son funciones complejas, la funcién de transferencia resultante

T, posee una amplitud y una fase. El programa de identificacion evalia el dngulo de fase en

la frecuencia de resonancia para asignar la direcciéon del movimiento:

e Unvalor de fase cercanoa 0 indica que el punto j y el punto de referencia se desplazan
en el mismo sentido.

e Un valor de fase cercano a 180° indica que se desplazan en sentidos opuestos.
2.5.3 Identificacién de porcentaje de amortiguamiento modal

La disipacion de energfa es el parametro dinamico mas complejo de estimar bajo excitacion
ambiental. Para resolver esto, la herramienta programada implementa dos metodologias en el
dominio de la frecuencia, basandose integramente en los procedimientos descritos por Gémez,
(2010), lo que permite contrastar y validar los resultados obtenidos por el algoritmo propio.

2.5.3.1 Método del ancho de banda

El primer enfoque programado es el método del ancho de banda (Clough y Penzien, 1993), el
cual se aplica directamente sobre los picos del espectro medio normalizado (ANPSD). El

algoritmo identifica la amplitud maxima en la frecuencia de resonancia @, y busca las frecuencias

vecinas @, y @, donde dicha amplitud decae a la mitad de su valor maximo.

El coeficiente de amortiguamiento &, se calcula mediante la relacion:

®, -0 2.9)
2w,

S =

2.5.3.2 Método de ajuste del espectro analitico

Para superar las limitaciones de resolucion del método anterior, se implementd un algoritmo de
optimizacién numérica que ajusta un espectro teorico a los datos experimentales. El modelo
teorico utilizado corresponde a la respuesta en aceleracion de un sistema de un grado de libertad
sometido a ruido blanco:

R »* (2.10)
S, (0)=— ~+C

NETAIRETAl

Donde k es la rigidez del sistema modal, R es la densidad espectral de la entraday C es una

constante introducida en el programa para mejorar el ajuste de la linea base del espectro, tal
como lo sugiere Gémez (2010).
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El ajuste numérico de la ecuacion 2.10 se lleva a cabo en Matlab mediante la resolucién de un
problema de minimos cuadrados no lineales. Para ello, se implement6 el algoritmo de
Levenberg-Marquardt debido a su robustez y rapida convergencia en este tipo de ajustes
espectrales. El codigo itera hasta minimizar el error entre la curva tedrica y el espectro medido,

arrojando de manera simultanea y automatizada los valores 6ptimos para la frecuencia @, y el

porcentaje de amortiguamiento modal &, .

2.6. VERIFICACION

Para validar la correcta implementacion y robustez de los algoritmos de procesamiento de sefiales
y de la técnica Peak-Picking desarrollados en este capitulo, se procedi6 a realizar una simulacion
numérica controlada. Se retomé como caso de estudio la viga de concreto simplemente apoyada
de 6 metros de longitud y 5 grados de libertad, descrita y fundamentada analiticamente en el
Capitulo 1, (Gémez, 2010).

2.6.1 Generacion de sefales aleatorias y resolucion del sistema

Para simular las condiciones de vibraciéon ambiental a las que se somete una estructura real, se
requiri6 generar un historial de cargas que representara un proceso estocastico. A diferencia de
enfoques convencionales que emplean entornos graficos de simulacién por bloques (como
Simulink), en esta investigacién se optd por una programacion analitica directa para mantener
un control absoluto sobre las variables numéricas.

El c6digo desarrollado generd vectores de excitacion correspondientes a ruido blanco gaussiano
(media nula y varianza unitaria), esta matriz de vectores fue multiplicada por la matriz de masas
y luego aplicando estas fuerzas aleatorias en los grados de libertad de la viga. Posteriormente,
para obtener las respuestas dinamicas (aceleraciones) en el dominio del tiempo, se resolvié el
sistema dinamico utilizando la formulacion en el espacio de estados planteada en el Capitulo 1:

2(t)=Az(t)+Bu(t) (2.11)
y(1)=C.2(1)+ Du(1)

El algoritmo integra numéricamente estas ecuaciones para la excitacién estocastica u(t ),

obteniendo las series de tiempo sintéticas ¥ (t ) correspondientes a las aceleraciones en los nodos

de la estructura.
2.6.2 Ejercicio de aplicacion

Para el ejercicio se considera una serie temporal tipo ruido blanco (media cero y varianza unitaria)
con una duracién de 5 min a una frecuencia de muestreo de 200Hz. A continuacion, se presenta
la respuesta en aceleracion simuladas al sistema estructural.
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Figura 2.1 Respuesta del sistema considerado a una excitacién de ruido blanco.

A continuacion, se presentan las funciones de densidad espectral de respuesta en aceleracion del

sistema estructural (figura 2.2)
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Figura 2.2 Estimacion de las funciones de densidad espectral de la respuesta del sistema
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En la Figura 2.3 se presenta el espectro medio normalizado y su ubicaciéon de los picos de

resonancia del sistema.
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Figura 2.3 Espectro de potencia medio normalizado

En la tabla 2.1 se presentan las frecuencias identificadas y las tedricas.

Tabla 2.1 Frecuencias naturales de la estructura (tedrica/identificada)

i

Frecuencias Frecuencias Error %
Teoricas (Hz) Identificadas (Hz)
2.2310 2.1484 3.702
8.9150 8.9844 0.778
19.9330 20.1172 0.924
34.5260 34.3750 0.437
49.3980 49.6094 0.428

Se presenta en la figura 2.4 las funciones de transferencia.
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Figura 2.4 Funciones de transferencia

A continuacion, se presentan los modos de vibrar de la estructura.
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En la figura 2.6 se ilustran los dos métodos aplicados para obtener los porcentajes de

Fane (gracos)
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Figura 2.5 Identificaciéon de modos de vibracion
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Figura 2.6 Métodos para estimar los porcentajes de amortiguamiento modal
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Figura 2.6 Métodos para estimar los porcentajes de amortiguamiento modal
(continuacion)

A continuacion, se presentan los resultados de los porcentajes de amortiguamiento encontrados.
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Tabla 2.2 Estimacion de los coeficientes de amortiguamiento

M¢étodo de M¢étodo %Error %Error
Amortiguamiento ajuste ancho de Ajuste ancho de
Frecuencia tedrico del espectro banda espectro banda
2.3440 Hz 0.0500 0.0628 0.1149 25.58% 129.80%
8.9840 Hz 0.0500 0.0535 0.0581 7.04% 16.25%
20.1200 Hz 0.0500 0.0520 0.0518 3.98% 3.55%
33.9800 Hz 0.0500 0.0448 0.0424 10.45% 15.16%
49.2200 Hz 0.0500 0.0422 0.0381 15.54% 23.80%
Mediana= 0.0520 0.0518 10.45% 16.25%

En el método del ajuste analitico, los resultados mostrados en la tabla 2.2 son de una
optimizacion que se realizé segin se muestra en el apéndice C.

2.7. CONCLUSION

La integracion del método de Welch y el calculo del Espectro Medio Normalizado (ANPSD)
demostré ser una técnica altamente eficiente para condensar la informaciéon de multiples
sensores, mitigando el ruido aleatorio y resaltando con claridad las frecuencias naturales de la
estructura.

La simulacién numérica valido la exactitud del codigo desarrollado. Al resolver analiticamente el
sistema en el espacio de estados bajo excitaciéon de ruido blanco, y procesar las respuestas
sintéticas como registros experimentales, la herramienta demostré una capacidad plena para
recuperar las frecuencias tedricas, las formas modales y los porcentajes de amortiguamiento con
errores minimos.

Tras el analisis comparativo presentado en la tabla 2.2, el método del ajuste analitico demostrd
una consistencia superior frente al método de ancho de banda, logrando una mediana del error
del 10.45% frente al 16.25% de la técnica de ancho de banda; es notable que para el primer modo
(2.3440 Hz) mientras que el ancho de banda fallo con un error de 129.80%, el ajuste analitico
redujo dicha desviacion al 25.58%. esto demuestra que la aproximaciéon de ruido blanco es
significativamente mas confiable en rangos de baja frecuencia.
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CAPITULO 3

IDENTIFICACION
MODAIL ESTOCASTICA
EN EI. DOMINIO DEL
TIEMPO



3.1. INTRODUCCION

La caracterizaciéon dinamica de sistemas estructurales complejos mediante vibracién ambiental
se fundamenta en el procesamiento de sefiales capturadas a través de sistemas de adquisicién de
datos digitales. Por definicién, este proceso transforma la respuesta continua de la estructura en
series de tiempo discretas, representadas mediante intervalos finitos de muestreo A¢. En este
contexto, la precision de la identificacién modal depende de la correcta transiciéon de las
ecuaciones de movimiento del dominio continuo al dominio discreto.

Para los fines de esta investigacion, el comportamiento dindmico se describe mediante modelos
de variables de estado discretizados en instantes #, = kAt . Bajo la premisa de que el vector de
excitacion u (l‘ ) se mantiene constante entre cada intervalo de muestreo (aproximacion de orden

cero), la dindmica del sistema se representa mediante el siguiente par de ecuaciones de diferencia:

X,,, = Ax, + Bu, (3.1
v, =Cx, +Du,

: . qy L . .
donde x, es el vector de estado en tiempo discreto x, = kAt =| "~ |que sintetiza la informacién

9k
de posicion y velocidad, u, es el vector discreto de excitacién, y,es el vector discreto de

respuesta y las matrices 4,B,C y D constituyen el marco de referencia del modelo, definiendo

las propiedades de transicion, entrada, salida y transmision directa, respectivamente. Esta
formulacion es el pilar para la implementacion de los algoritmos de subespacios estocasticos que
se detallan en las secciones subsecuentes.

32. MODELO ESPACIO DE ESTADO DETERMINISTICO-
ESTOCASTICO EN TIEMPO DISCRETO

En la practica de la ingenierfa, los modelos deterministicos presentan limitaciones para
representar con exactitud las mediciones estructurales reales. Esto se debe a la presencia
inevitable de perturbaciones, imprecisiones en el modelado analitico y factores inherentes a los
sistemas de adquisicion de datos y sensores, los cuales deben ser tratados matematicamente
como ruido.

Para compensar estas incertidumbres, el sistema en tiempo discreto evoluciona hacia una
representacion deterministica-estocastica expresada de la siguiente manera:

X, =Ax, +Bu, +w, (3.2)
v, =Cx, +Du, +v,
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donde w,(2nx1) es un ruido en el proceso debido a perturbaciones e imprecisiones en el

modelo, v, (nx1) es el ruido en las mediciones debido a inexactitud del sensor.

Dado que estos vectores de ruido no son directamente medibles en campo, la metodologia
asume que ambos se comportan como ruido blanco con media igual a cero. La interaccion
estadistica de estos vectores esta definida por su matriz de covarianza, expresada como:

0O S (3.3)

w
E ! (W Vq ) ST Ry | "

donde E es el operador de valor esperado o media, Q(2nx2n) , S(2nxn), Rv(nxn) son matrices

de covarianza de w, y v, 0, es el delta de Kronecker (si p=q entonces 0, =1, si no

0,, =0) py que son dos arbitrarios instantes de tiempo.

3.3. MODELO ESPACIO DE ESTADO ESTOCASTICO EN TIEMPO
DISCRETO

Para los fines de esta investigacion, el puente es excitado por una entrada ambiental que no es
conocida. Debido a la imposibilidad de medir esta fuerza de excitaciéon (u, ), el paradigma de
modelacién cambia: la propia excitaciéon ambiental deja de tratarse de forma deterministica y

pasa a considerarse como un proceso estocastico embebido dentro de los términos de ruido w,
y v, .

Bajo este enfoque, el sistema se simplifica y se establece la representacion final del modelo de
espacio de estados puramente estocastico en tiempo discreto:

X, =Ax, +w, (3.4)

v, =Cx, +v,

Para que los algoritmos de identificacién modal puedan operar sobre este modelo, la entrada
ambiental se asume matematicamente como un proceso gaussiano estacionario de ruido blanco
y media nula. El cumplimiento de esta hipotesis es critico para la identificacién modal estocastica;
si las fuerzas de excitacion reales contuvieran frecuencias claramente dominantes, el algoritmo
interpretarfa errébneamente esas frecuencias, produciendo polos adicionales en la matriz de
estado del sistema o picos falsos en las funciones de densidad espectral.

3.4 PROPIEDADES DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

Para resolver el problema de la identificacion modal a partir de mediciones de vibracion
ambiental, es indispensable establecer las propiedades estadisticas que rigen el modelo de espacio
de estados. Partiendo de la hipdtesis de que los vectores de excitacién w, y v, operan como

procesos de ruido blanco gaussiano estacionario, las operaciones lineales del sistema inducen
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que tanto el vector de estado x, como el vector de respuesta medida y, adquieran también una

distribucién gaussiana estacionaria de media nula.

Bajo estas condiciones de estacionariedad, el valor esperado (o media) del vector de estado y su
matriz de covarianza % de dimensioén (2n X 2n) la cual es independiente del instante de tiempo

k se definen como:

E[xk]:O, E[xkx,f]:z: 3.5)

Dado que el ruido del proceso y el ruido de mediciéon son independientes del estado actual del
sistema, su correlacion cruzada es nula, estableciéndose las siguientes relaciones matematicas:

E[ka,f] =0, E[xkv,f] =0 (3.0)

Para vincular este modelo analitico con los datos experimentales que se registran en la estructura,
se define la matriz de covarianza de la respuesta R; de dimension (n X n) para un intervalo de

tiempo arbitrario i:

R =E|y.y/ ] (37

Asimismo, la correlacion entre la evolucion del sistema y la respuesta observada se cuantifica
mediante la matriz de covarianza cruzada G de dimension (2n X n) , evaluada entre el vector de

estado en el instante futuro k+1 y la salida actual k:

G=E[x. | (38)

A partir de estas definiciones estocasticas, es posible derivar un conjunto de igualdades
fundamentales para el algoritmo de subespacios. La primera de ellas rige la covarianza del estado
mediante la ecuacién discreta de Lyapunov, las definiciones anteriores las siguientes propiedades
pueden ser deducidas (Van Overschee y de Moor, 1990).

Y=4X4"+0 (3-9)

De manera analoga, la evaluacion de las covarianzas de salida para cualquier retraso temporal

i=1,2,... genera las siguientes proyecciones analiticas:

R,=CYXC"+Rv (3.10)
G=A4YXC"+S
R =CA"'G
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R_i — GT (Aifl )T CT
La propiedad R, =CA"'G expresada en la Ecuacion 3.10 es la piedra angular de toda la

metodologia de identificacion. Esta relacion demuestra que la matriz de covarianza R; que puede
ser calculada directamente a partir de las aceleraciones medidas en la estructura contiene en su
intetior la matriz de estado A4 . Al factorizar R, , es posible extraer A y, consecuentemente, aislar

las propiedades dindmicas del sistema estructural.

Para extraer dichos parametros fisicos, se introduce una descomposicién en valores propios de

la matriz de estado A:

A — eACAt — e‘PAC‘PflAt — \Pe/\cAt\I;—l — \{]Ad\I]—l — \P |: \ﬂi\]\P_l (311)

Donde A_. y A, son las matrices diagonales que contienen los polos continuos y discretos

respectivamente, y ¥ alberga los vectores propios. Estableciendo las relaciones de
transformacion modal para las matrices de entrada y salida:

L'=¥Y'B,V=C¥ (3.12)

Se obtiene finalmente la representacion de la covarianza de salida en términos puramente
modales:

R =VA,G, (3.13)

En esta expresion, G,, representa la matriz de participacién modal estocastica, la cual condensa

el grado de excitacion que el entorno ambiental ejerce sobre cada uno de los modos de vibracion
de la estructura.

3.5 IDENTIFICACION DE SUBESPACIOS ESTOCASTICOS BASADOS EN
LA COVARIANZA Y DIAGRAMAS DE ESTABILIZACION

En esta seccién se implementa el método de Identificacion por Subespacios Estocasticos
impulsado por Covarianza (SSI-COV). Siguiendo el enfoque de robustez algoritmica
documentado por Magalhaes e /. (2009), el procedimiento se programé computacionalmente
mediante la siguiente secuencia de procesamiento.
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El punto de partida del algoritmo es la evaluacion de las correlaciones temporales de la respuesta
estructural. A partir de las series temporales de aceleracion medidas, el codigo estima las matrices

de covarianza para distintos desfases temporales (i ) mediante la siguiente expresion discreta:

| N (3.14)

R =—— oyl
i N_l.kz_(;ykﬂ yk

donde N es el numero total de muestras de la serie temporal y el superindice T denota la
transpuesta del vector de salida .

Con el fin de separar las propiedades del sistema del ruido aleatorio, las matrices de covarianza

calculadas se ensamblan en una matriz estructurada por bloques de tipo Toeplitz (T p). Esta

matriz condensa el comportamiento estadistico de la estructura y se define computacionalmente

como:
R R, R, (3.15)
Ti‘i _ . Rl cee RZ
R,, R,, R,

El nimero de bloques (filas y columnas) asignados a esta matriz es un parametro de entrada
critico en el cédigo, ya que influye directamente en la calidad del diagrama de estabilizacion
posterior, tal como lo advierten Magalhaes ez a/. (2009).

El nicleo matematico del algoritmo se fundamenta en las propiedades geométricas de los
sistemas estocasticos establecidas por Van Overschee y De Moor (1996). Para extraer las
matrices del sistema (4 y C) a pattit de la matriz de Toeplitz, el procedimiento implica ejecutar
una Descomposicion en Valores Singulares (SVD) vy, posteriormente, la resoluciéon de una
ecuacion de minimos cuadrados mediante la aplicacion de la pseudo-inversa de Moore-Penrose.

En la etapa inicial de esta descomposicion, la matriz estructurada se factoriza en tres operadores
fundamentales:

EARCBI 319

Donde [U ] y [V] son matrices ortogonales que contienen los vectores singulares, y [2] es una

matriz diagonal que alberga los valores singulares del sistema. En el caso de matrices con valores
propios complejos, la operacion se generaliza utilizando la transpuesta conjugada o Hermitiana,
H . (Van Overschee y de Moor,1996):

[7,]= =) 317
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Una vez ejecutada la particiéon de la SVD (que separa el subespacio de la sefial del subespacio del

ruido), la pseudo-inversa de Moore-Penrose permite estimar la matriz de estado 4 de forma
numéricamente estable. La magnitud de los valores singulares en [2] permite al algoritmo

determinar el orden del modelo, separando el subespacio que contiene la respuesta fisica de la
estructura del subespacio dominado por el ruido.

En estructuras reales complejas, el orden del modelo matematico (el tamafio de la matriz A4) es
desconocido a priori. Para sortear este desafio de programacion, se resuelve el sistema
iterativamente, asumiendo 6rdenes de modelo incrementales (Van Overschee y de Moor, 1996).

Dado que el uso de 6rdenes altos introduce modos puramente matematicos (espurios) necesarios
para ajustar el ruido, se usan los diagramas de estabilizaciéon. En estos diagramas, las frecuencias
identificadas se grafican frente al orden del modelo.

En donde los modos fisicos aparecen de forma consistente formando columnas verticales a
medida que aumenta el orden del modelo, presentando amortiguamientos y formas modales
estables.

3.6 EJEMPLO DE APLICACION

Considerando el ejemplo del capitulo 2, con la simulacién obtenida en donde se crearon series
temporales de aceleracion verticales, para cada grado de libertad considerado. Se determina un
diagrama de estabilizacién y se obtienen los modos de vibrar, frecuencias y amortiguamiento de
la estructura.
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Figura 3.1 diagrama de estabilizacién del sistema considerado de ejemplo

La figura 3.1 presenta un diagrama de estabilizacion obtenido mediante la aplicacion del método
SSI-COV, el diagrama presentado muestra 14 alineaciones verticales de polos estables, que
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representan los primeros 5 modos de la viga analizada (varias alineaciones verticales se
aproximan a uno de los 5 modos).

La calidad de los diagramas de estabilizacion ,es decir, alineaciones verticales mas claras de los
polos estables depende del algoritmo utilizado, de los valores de los parametros de entrada del
algoritmo y también de la relacién sefial/ruido de la serie temporal que se estd analizando
(Magalhaes, ¢f al., 2009); en el caso del método SSI-COV, el nimero de filas de bloques de la
matriz Toeplitz utilizadas en la identificacién influye considerablemente en la calidad de los
diagramas de estabilizacion.

El diagrama de estabilizaciéon por si solo no resuelve el problema de la identificaciéon de los
parametros modales; es solo una herramienta grafica que ayuda a la seleccién manual de los polos
que tienen mas probabilidades de representar los modos fisicos de la estructura.

Considerando el diagrama de estabilizaciéon de la figura 3.1, se determinan las frecuencias
naturales, formas modales y porcentaje de amortiguamiento de los 14 polos estables.

12 15

08

0.2

0 1 2 3 4 5 6 7 -15

Modo de vibracion 1 Modo de vibracién 2

Modo de vibracién 3 Modo de vibracién 4

Modo de vibracion 5
Figura 3.2 Modos de vibracién por el método SSI-COV

40



Tabla 3.1 Estimacion de frecuencias naturales y amortiguamiento por el método SSI-COV

Frecuencias | Frecuencia | Error de | Amortiguamiento | Amortiguamiento Error de
calculadas obtenida | frecuencia esperado obtenido amortiguamiento
(Hz) SSI-COV (%) (%)
& E(%) £(%)
2.344 2.209 0.97 5.00 3.95 20.96
8.984 9.011 1.08 5.00 2.80 43.94
20.12 19.186 3.75 5.00 0.07 98.51
20.12 19.416 2.59 5.00 0.05 98.99
20.12 20.019 0.43 5.00 3.45 30.90
20.12 20.354 2.11 5.00 0.07 98.64
33.98 34.181 1.00 5.00 0.02 99.55
33.98 34.658 0.38 5.00 1.16 76.71
33.98 35.280 2.18 5.00 0.03 99.36
33.98 35.593 3.09 5.00 0.01 99.83
33.98 35.692 3.38 5.00 0.02 99.67
49.22 48.709 1.39 5.00 0.09 98.28
49.22 48.871 1.07 5.00 2.61 47.70
49.22 49.250 0.30 5.00 2.84 43.24

3.7 CONCLUSIONES

Al asumir las excitaciones ambientales no medidas como procesos de ruido blanco, fue posible
extraer las propiedades dinamicas intrinsecas del sistema estructural utilizando dnicamente
matrices de covarianza de la respuesta, eliminando la necesidad de conocer las fuerzas de entrada.

La aplicacion del algoritmo al caso de ejemplo (Tabla 3.1) arroj6é resultados altamente
satisfactorios en la identificacién de las frecuencias naturales del sistema. Los bajos margenes de
error obtenidos (predominantemente menores al 4%).

El ejemplo evidencié una alta dispersion en la estimacion de las razones de amortiguamiento,
con discrepancias significativas respecto a los valores tedricos esperados. Lejos de representar
una falla algoritmica (en el apéndice A se compara con otros ejercicios para validar el programa),
este comportamiento es una limitacién inherente y ampliamente documentada de los métodos
de identificaciéon modal estocastica. Mientras que la masa y la rigidez (que rigen las frecuencias)
son propiedades globales estables, el amortiguamiento es un fenémeno local altamente sensible
a las incertidumbres numéricas y al nivel de ruido de la sefial.
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CAPITULO 4

METODO DE RINAWTI
PARA ESTIMAR
FRECUENCIAS Y
AMORTIGUAMIENTO



4.1. INTRODUCCION

La identificacion de las propiedades dinamicas de una estructura (frecuencia, amortiguamiento y
factores de participacion) es fundamental para la calibracién de modelos numéricos. El método
propuesto por Rinawi y Clough destaca por ser un procedimiento no iterativo basado en el ajuste
de curvas por minimos cuadrados.

Tradicionalmente, los métodos de ajuste de curvas para sistemas de un grado de libertad buscan
minimizar el error entre la funcidn de transferencia tedrica y la experimental. Sin embargo, las
formulaciones estandar de minimos cuadrados tienden a asignar un peso inadecuado a los datos
experimentales. Especificamente, los puntos alejados de la resonancia (donde la amplitud es baja)
suelen tener una influencia desproporcionada en el error total, mientras que la informacion
critica cercana al pico de resonancia pierde relevancia en el ajuste. Esto puede resultar en una
estimacion pobre del amortiguamiento, ya que este parametro depende en gran parte de la forma
exacta del pico de resonancia.

El método de Rinawi y Clough introduce una modificacion en la funcién de error, ponderando
la ecuacién linealizada mediante la propia amplitud de la respuesta experimental. Esta
ponderacion asegura que los datos cercanos a la resonancia tengan una mayor contribucién en
el proceso de minimizacion de error, garantizando asf una estimacion mas precisa y confiable de
la raz6n de amortiguamiento.

A continuacioén, se desarrolla la formulacién matematica del método, partiendo de la ecuacion
del movimiento para un sistema de un grado de libertad y su posterior linealizacién para la
aplicacion del algoritmo de minimos cuadrados.

4.2. FORMULACION DEL METODO

El método parte de la suposiciéon de que, cerca de un pico de resonancia, la estructura se
comporta como un sistema de un solo grado de libertad. La ecuacion diferencial que gobierna
este movimiento ante una excitacion armonica es:

donde ), @,, Sgna P,, y Q son el desplazamiento relativo, frecuencia natural, razén de

amortiguamiento viscoso, factor de participaciéon modal y frecuencia de la excitacion.

Para resolver esta ecuacion en el dominio de la frecuencia, asumimos una solucion de la forma
i(Qt— .o . . .

y(t) = A" | Al sustituir y resolver para la magnitud de la amplitud 4, para una frecuencia

especifica €2, , obtenemos la funcién de transferencia tedrica:

4.2
4 - P (42)

Y@ -) + (20,50,
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Para simplificar la notacién algebraica, definimos el denominador dindmico D, como la raiz del

denominador:
(4.3)
D, \/ a) 92 +(20,£,Q )
Sustituyendo la ecuacién 4.3 en 4.2, queda
P (4.4
4, =—
D,

El objetivo es encontrar los valotes @, y &, que hagan que esta igualdad se cumpla para todos

los puntos medidos. Despejando y elevando al cuadrado la ecuacién 4.4 para eliminar la raiz se
obtiene:

AD;-P =0 (4.5)

Si se usa la ecuacion 4.5 para minimos cuadrados, los puntos con amplitudes bajas (lejos de la
resonancia) dominan el error (Rinawi y Clough, 1992). Para corregir esto, los autores proponen

multiplicar toda la ecuacién por la amplitud experimental 4, . Esto actia como un factor de

peso, forzando al algoritmo a priorizar el ajuste en el pico de resonancia, que es donde la
informacién del amortiguamiento es mas importante.

4, (4D;-P)=0 (4.6)

Desarrollando la ecuacion 4.6

AD; - 4P =0 4.7)

. . . ., . . . 2
Para resolver sin iteraciones la ecuacion 4.7, se debe expandir el término D)y separar las

variables conocidas (Q w0 Ay ) de las desconocidas (a)n &, ) .

Expansion del denominador:

2 2 2\ 2_ 4 202 L (O 222042 (4.8)
D} =(0] -0 ) +(20,£9,) =0} 20,0} + O} +40}£Q
Se agrupan los términos que multiplican a la frecuencia de excitacion al cuadrado (Qi)
D; =0} +Q} (450, -20; |+ Q] (4.9)
Se sustituye la ecuacion 4.9 en la ecuacion 4.7
(4.10)

4|6 +0} (480] 207 )+ Q) |- 4P =0
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Ahora se introducen tres nuevas variables para convertir el problema en un sistema lineal:

XN =0 @4.11)
X2 = 45}120)5 - 2(0}5
'x3 = Blz

Ahora se sustituye la ecuacion 4.11 en la ecuacion 4.10

A% +Qpx, +Qf |- 4, =0 4.12)

Se reordena la ecuacion 4.12 para dejar las incognitas a la izquierda y lo conocido a la derecha:

Ax +( 40 )x, - 4x, =40 (4.13)

La ecuacion 4.13 solo es para un punto de mediciéon experimental, dado que tenemos un

conjunto de N mediciones experimentales (Q oA, ) , el sistema de ecuaciones lineales se escribe
en forma matricial [A] {x} = {B } , donde la fila k-ésima de la matriz A y el vector B estan dados

por:

A4 49 -4 |[x] [-4Y (4.14)
S P
Ay 4Gy A lx] -4

Dado que el sistema esta sobre determinado (N ecuaciones > 3 incognitas), se busca minimizar
el error cuadratico medio. Esto se logra premultiplicando por la transpuesta de la matriz de

coeficientes ([A]T ) generando las ecuaciones normales:
(4] [A]{x}=[4] {8} 1

Al desarrollar el producto matricial [A]T [A] , los términos resultantes son sumatorias (Z) de

los productos de las columnas, lo que condensa toda la informacion experimental en una matriz
de 3x3.

i N 6 N o gm0 N a4 ] N 64 (4.10)
Zkzl 4, Zkzl ALY _Z k=1 4, X, Aars ALY
N N N N
Zkzl Alf Qi Zk:I Alf Qz L=l Alj lef (= _Z k=1 Alf QZ

DO W D WV I D S
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La ecuacion 4.16 se resuelve directamente para obtener el vector {x} .

Finalmente, las propiedades dinamicas del sistema se despejan del vector {x} mediante las

relaciones inversas:

4 4.16
0, =(x) (4.16)
A

4o 2

Endonde @,,&, y P, son la frecuencia natural, amortiguamiento y factor de participacion.

n

4.3. APLICACION DEL METODO

Considerando el ejemplo del capitulo 2, con la simulacién obtenida en donde se crearon series
temporales de aceleracion verticales, para cada grado de libertad considerado. Se procede a la
identificaciéon de parametros mediante una version optimizada del método de Rinawi. Esta
modificacién permite obtener las frecuencias y amortiguamientos con una precision supetior a
la formulacion estandar (los detalles del ajuste y su implementacion se presentan en el apéndice
C).

Seleccione Rango - Modo 1 (Promedio)

Figura 4.1 Espectro promedio de los 5 sensores.

En la figura 4.1 se observa el espectro promedio de los 5 sensores en el dominio de la frecuencia,
en donde después de seleccionar un rango de frecuencias que englobe a cada pico se obtienen
las frecuencias y amortiguamientos, a continuacion, se presentan los resultados de frecuencias
obtenidas en la tabla 4.1 y en la tabla 4.2 los resultados de amortiguamiento.
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Tabla 4.1 Resultados de frecuencias obtenidas

Frecuencia tedrica | Frecuencia encontrada | %Error
0.1671 Hz 0.1668 Hz 0.18%
1.0472 Hz 1.0477 Hz 0.05%
2.9323 Hz 2.9472 Hz 0.51%
5.7460 Hz 5.8403 Hz 1.64%

Mediana= 0.34%

Tabla 4.2 Resultados de amortiguamiento

Amortiguamiento Amortiguamiento
tedtrico encontrado %Error
0.0500 0.0741 48.20%
0.0500 0.0506 1.20%
0.0500 0.0472 5.60%
0.0500 0.0375 25.00%
0.0500 0.0457 8.60%
Mediana= 0.0472 8.60%

4.4. CONCLUSIONES

Se observa en la tabla 4.1, que los errores porcentuales se mantienen, en su mayoria, por debajo
del 0.6%, alcanzando una precision casi exacta en el segundo modo con un error de apenas de
0.05%, ademas se obtuvo una mediana del error de 0.34%. el uso de la mediana como medida
de tendencia central permite concluir que el método es altamente fiable y no se ve afectado por
pequenas desviaciones en los modos superiores.

La identificacién del amortiguamiento suele ser el desafio mas critico en el analisis modal
experimental. Sin embargo, los resultados de la tabla 4.2 validan la eficacia de las modificaciones
realizadas en el algoritmo original, a pesar de la sensibilidad intrinseca de este parametro, se logrd
una mediana del error de 8.60%; se eligié la mediana como parametro estadistico porque es
menos sensible a valores atipicos. Por ejemplo, el error del 48% podria “ensuciar” un promedio,
pero la mediana muestra que, en general, el método aproxima muy bien la mayorfa de los modos.

4.5 BIBLIOGRAFIA
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CAPITULO 5

PUENTE CURVO EN
VOLADIZO



5.1. INTRODUCCION

La seguridad de los puentes carreteros en México es una prioridad debido a la intensa actividad
sfsmica y edlica del pais. Las estructuras que poseen grandes claros suelen ser sumamente
flexibles, lo que deriva en periodos de vibracion largos que pueden entrar en resonancia con las
frecuencias del viento. Bajo esta premisa, el presente capitulo aborda el analisis dinamico de un
puente curvo en voladizo, seleccionado por representar un desafio técnico en términos de
estabilidad. El estudio busca profundizar el comportamiento de estas estructuras ante
solicitaciones edlicas.

El objetivo central es realizar un estudio comparativo entre dos enfoques de simulacion: la
respuesta obtenida mediante un modelo tridimensional detallado con excitaciones en los tres
ejes espaciales (Chavez, 2020), frente a una metodologia basada en la sintesis de la historia en el
tiempo a partir de las propiedades dinamicas del sistema (Rosales, 2018).

5.2. CONFIGURACION GEOMETRICA DEL MODELO ANALITICO

La estructura bajo analisis, corresponde a un puente carretero de gran altura propuesto para
salvar una barranca en una zona de orograffa accidentada, con un claro principal de
aproximadamente 324m, como se ilustra en la figura 5.1.

Figura 5.1 Vista lateral de puente de estudio

Geométricamente, el trazo del puente se desarrolla sobre una curva horizontal con una curvatura
de 2°45’, presentando pendiente transversales y longitudinales de 10% y 5%, respectivamente.

La subestructura esta compuesta por dos estribos convencionales de concreto reforzado y dos
pilas centrales de seccion transversal rectangular hueca, con una altura aproximada de 61 m cada
una. La profundidad maxima desde la rasante de la superestructura hasta el fondo del cauce
alcanza los 192m.

La superestructura consiste en una viga cajon de tres tramos con una longitud de 324m. el ancho
de la calzada es de 13.64m, como se ve en la figura 5.2.
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| 1364 m |

7Mm

Figura 5.2 Seccién transversal de la seccién cajon

A diferencia de su estado operativo final, la estructura experimenta condiciones de mayor
vulnerabilidad dindmica durante su construccion debido al método de voladizos sucesivos. El
avance progresivo de dovelas desde las pilas genera estados de doble voladizo que, al no estar
ligados al centro del claro, presentan una sensibilidad al viento significativamente superior.

El modelo tridimensional detallado fue simplificado mediante una representaciéon de modelo de
espina. En esta idealizaciéon la estructura se modela a través de elementos tipo barra que
concentran las propiedades inerciales y mecanicas de la seccion transversal en su eje neutro. El
procedimiento técnico de reduccion y la validacion de este modelo simplificado frente al modelo
de elementos finitos detallados puede consultarse de manera extensa en el apéndice B.

5.3. PROPIEDADES DE LA ESTRUCTURA

Para el analisis edlico de la estructura, se considerd solo la superestructura. Los coeficientes
acrodinamicos se obtuvieron de Rosales (2016) los cuales se muestran en la tabla 5.2, las
propiedades dindmicas se obtuvieron de Garcia (2018) las cuales se muestran en la tabla 5.1.

Tabla 5.1 Propiedades dinamicas del puente curvo en voladizo

Dato Simbolo Valor
Masa modal (kg /m) M 18936.72
Momento masico de inercia
(kg—m? I m) 1 154172.74
Frecuencia angular horizontal (rad / s) 0, 6.10
Frecuencia angular vertical (rad / s) o, 3.98
Frecuencia angular a torsién (rad /sy o, 13.92
Longitud total (m) L 159.80
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Tabla 5.1 Propiedades dinamicas del puente curvo en voladizo(continuacién)

Dato Simbolo Valor

Amortiguami.ento. critico en ambas c 0.05
direcciones

Ancho del tablero (m) B 13.04
Peralte del tablero (m) D 7.74

Altura sobre el terreno (m) h 192.00

Tabla 5.2 Coeficientes aerodinamicos

Dato Simbolo Valor
Angulo de ataque a 0°
Coeficiente de arrastre C, 1.83
Coeficiente de levante C, 1.27
Coeficiente de momento Cy 0.76
Derivada del coeficiente de arrastre a@% -0.3
Derivada del coeficiente de levante 6@% 0.5
Derivada del coeficiente de momento a@% -0.05

5.4. RESPUESTA EOLICA

5.4.1 Velocidad de disefio e intensidad de turbulencia

Basado en la tabla C.1 del apéndice del manual de Disefio de Obras Civiles (MDOC, 2008) se
tiene que la velocidad regional es V;, =150km / h 1o que equivale a V, =41.67m /s, la categoria

de terreno, basado en la tabla 3.2, se tom6 como 2. Los valores necesarios para la obtencion de
la velocidad de disefio son: k, =0.19,z, =0.05my z=192mde acuerdo a la tabla 3.2.

Dado que la velocidad de disefio del manual de Disefio de Obras Civiles esta promediada a 3s 'y
las ecuaciones empleadas en el Eurocédigo son a 10 min se aplica la tabla 3.1 considerando que
es un terreno casi abierto, se elige el factor (en tierra), por lo que la velocidad regional promediada
a 10 min es

Ve —M:25.10m/s

1.66 1.66

V, =
Con esta velocidad se puede obtener la velocidad de disefio para la altura del puente quedando
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La intensidad turbulenta es:

5.4.2 Rafagas

VD = Cr VR

C = O.l9ln(£j =1.56
0.05

V, =1.56(25.10)=39.16m/ s

I = ! = ! =0.12

nl = ln(mj
- 0.05
[, =051 =0.50.12)=0.06
v, =1.56(25.10)=39.16m /s

A partir de la implementacion de las rutinas computacionales desarrolladas por Rosales (2018)

se obtuvo la respuesta dinamica en el dominio del tiempo presentada en la Figura 5.3. En esta
se aprecia que los desplazamientos resultantes son de magnitud moderada, alcanzando valores
maximos de 2 cm en la componente horizontal y 8 cm en la vertical. Los estadisticos descriptivos
de estas sefiales, incluyendo desviaciones estandar, factores pico y desplazamientos maximos, se

encuentran sistematizados en la Tabla 5.3.

Desplazamientos horizontales

0.04

v, 1

0oz 1
]
=002 1 1

-0.04

0.1

. . . . .
100 200 300 400 500
Desplazamientos verticales

005

r. m

00571

-0

100 200 300 400 500

Figura 5.3 Desplazamientos del puente
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Tabla 5.3 factores del puente ante efectos de rafaga

Simbolo Valor
o, 0.008 m
o, 0.0243 m

max 0.0236 m
max, 0.0798 m
kp, 2.9406
kp. 3.5756

5.4.3 Vortices

La respuesta estructural ante el desprendimiento de vortices se determiné utilizando los datos
de Helliesen (2013) y el numero de Strouhal derivado del Eurocédigo (2002), los cuales se
resumen en la Tabla 5.4. Para llevar a cabo las simulaciones numéricas de este fenémeno, se
utilizé el programa computacional propuesto por Rosales (2018).

Tabla 5.4 Propiedades ante efectos de vortices del puente

Dato Simbolo Valor
Valor asociado con la naturaleza a. 0.4
autolimitante del desprendimiento de
voértices
Longitud de escala adimensional de la A 2.0
coherencia en direccién vertical
Coeficiente adimensional de la raiz cuadrada & 1.0
media de la fuerza de levante -
Parametro de ancho de banda en la direccién b, 0.15
vertical
Numero de Strouhal St 0.11
Coceficiente de velocidad dependiente al K, 0.2
amortiguamiento )

Debido a la naturaleza altamente resonante del desprendimiento de vértices, el analisis se centrd
exclusivamente en la componente fluctuante, omitiendo la contribucién del desplazamiento
estatico medio. Para la configuracion en estudio, se identificé una velocidad critica de resonancia
de 44.43 m/s, valor que supera la velocidad media de disefio. Como se ilustra en la Figura 5.4, la
respuesta en el dominio del tiempo revela amplitudes de desplazamiento que alcanzan 1.0 m;
esta magnitud resulta excepcionalmente elevada para la tipologia del puente, lo que sugiere una
vulnerabilidad significativa ante este fenémeno.
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Figura 5.4 Respuesta del puente en el dominio del tiempo para una velocidad resonante de
4443 m/s

5.5. AEROELASTICIDAD

5.5.1 Divergencia estatica

Para la divergencia el momento masico de inercia es 71, =154172.74kgm’ / my su frecuencia

w, =13.92rad / s
2 12
Vcr = Ba)ﬁ :ne 1
pB°C,,

2(154172.74)
1.25(13.64)" (0.76

1/2
v, (13.64)(13.92)[ )-1} =581.41m/s

La velocidad critica supera las velocidades maximas registradas por huracanes de categoria 5 por
lo que la divergencia estatica no se presentara.

5.5.2 Galopeo
Para que se dé el galopeo se requiere que se cumpla la siguiente desigualdad
C,<C,(D/B)

O.2<-(—0.3)(7.74 / 13.64)
0.2<0.17

Dado que la desigualdad es falsa no se presentara galopeo.
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5.5.3 Aleteo

Con el fin de identificar el comportamiento por aleteo, se integraron las derivadas aerodinamicas
del puente (ver Figura 5.5) basadas en el trabajo de Arias (2012). El calculo de la velocidad critica
de la Figura 5.6 se realiz6 a través del algoritmo computacional de Rosales (2018), el cual facilita
la identificacion de los entornos de inestabilidad dindmica para esta tipologia de puentes.
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Figura 5.5 Derivadas aerodinamicas para el puente

En la figura 5.6 se tienen las graficas de los valores reales e imaginarios, siendo el punto de
interseccion el valor de la velocidad critica donde se genera la inestabilidad.
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Figura 5.6 Raices de la parte imaginaria y real de la determinante de la matriz de impedancia

El punto de interseccion es V., =1030y &, =1.06 pot lo que

cr

V=V )(@)(@)(B)

v, =10.3(1.06)(6.10)(13.64) =908.42m /s

cr

5.5.4 Respuesta en el dominio del tiempo ante aleteo

A partir de la implementacion del programa computacional Rosales (2018), se sintetizaron las

historias de rafagas en las dos direcciones presentadas en la Figura 5.7. El proceso de simulacion

integra funciones de coherencia para modelar la relacion espacial entre los distintos puntos de
aplicacion de carga, asegurando la continuidad del campo de velocidades en el dominio del

tiempo.
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Figura 5.7 Simulacién de velocidades para el puente

A través del programa computacional, se obtuvo la respuesta estructural ante aleteo, el desglose
detallado de los desplazamientos maximos, junto con sus respectivos factores pico y
desviaciones estandar, se encuentra disponible en la Tabla 5.5

Tabla 5.5 Resultados de la respuesta ante el aleteo

Dato Simbolo Valor
Desviacion estandar a torsion o, 0.0016
Desviacion estandar a flexién o, 0.09538
vertical
Rotacion maxima max,, 0.0068 rad
Desplazamiento maximo vertical max,, 0.3772 m
Factor pico a torsion kp, 4.3592
Factor pico a flexion vertical kp, 4.0224

5.5.5 Respuesta en el dominio del tiempo tridimensional

Para el desarrollo de este analisis, se adoptd el marco metodologico de Chavez (2026) basado en
el algoritmo WAWS para la sintesis de velocidades en los tres ejes ortogonales. Cabe destacar
que esta tesis se centra en el uso y aplicacion de dicha metodologfa para el estudio de un puente
curvo construido por voladizos sucesivos, permitiendo caracterizar el comportamiento
aeroelastico de esta tipologfa estructural frente a rafagas de viento simuladas.

Se exponen a continuaciéon las componentes de velocidad en los tres ejes ortogonales, obtenidas
patra una velocidad regional de referencia de 39.16 m/s. La figura 5.8 ilustra el comportamiento
cinematico del flujo edlico que sera empleado como excitacién dindmica en el modelo
estructural.
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Figura 5.8 Simulacién de velocidades en las tres componentes
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A continuacién, se presenta en la Tabla 5.6 los desplazamientos verticales obtenidos para
distintas velocidades de aleteo. Los valores expuestos permiten comparar la metodologia de
analisis por propiedades dinamicas frente al esquema de simulacion global WAWS propuesto
por Chavez (2026). Esta relaciéon de datos evidencia las diferencias en la estimacién de la
respuesta cuando se integra una caracterizacion tridimensional del viento en un puente curvo en
voladizo.

Tabla 5.6 Resultados de la respuesta

Con propiedades dindmicas Tridimensional
Desplazamiento
vertical Desplazamiento | Desplazamiento | Desplazamiento | Desplazamiento
Velocidad fluctuante vertical total vertical lateral longitudinal
39.16 0.3772 m 0.4930 m 0.0329 m 0.0634 m 0.0098 m
60 1.1809 m 1.4488 m 0.0348 m 0.0933 m 0.0144 m
80 1.8069 m 22777 m 0.0674 m 0.2092 m 0.0321 m
100 2.6996 m 3.4287 m 0.0909 m 0.3304 m 0.0507 m

5.6. CONCLUSIONES

Se observo que el modelo tridimensional arroja desplazamientos verticales significativamente
menores en comparacion con el modelo de propiedades dinamicas. Esta diferencia no sugiere
una deficiencia en el modelo 3D, si no que evidencia el método simplificado es mas conservador.
Al ignorar la falta de correlacion espacial del viento (coherencia) y el acoplamiento entre modos
de vibracién, el modelo de propiedades dinamicas tiende a sobreestimar la respuesta, mientras
que el modelo tridimensional (modelo de espina) captura de forma mas realista como la
estructura disipa energia a través de su geometria compleja.

Ademas, una de las aportaciones del modelo tridimensional es la capacidad de monitorear
desplazamientos laterales y longitudinales, datos que en el otro modelo no aparecen. En un
puente curvo, esta es una ventaja, ya que la curvatura induce efectos de torsion y desplazamientos
fuera del plano que afectan directamente la estabilidad de las pilas y los apoyos, por lo que esta
metodologia abarca de cierta manera la estabilidad cinematica del puente.

El uso de la metodologia propuesta por Chavez (2026) para generar el campo de velocidades
demuestra que, al considerar la tridimensionalidad del viento, la estructura presenta un
comportamiento mas rigido y estable de lo que sugieren los métodos tradicionales. Esto indica
que la curvatura del puente actia como un factor que modera la respuesta resonante ante el
fenémeno del aleteo, permitiendo una interpretacién mas ajustada a la realidad fisica del sitio.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES



El desarrollo sistematico de esta investigacion ha permitido consolidar un marco analitico y
computacional robusto para la caracterizaciéon dinamica de puentes de gran claro. De la
implementacion algoritmica, la optimizacion de procesamiento de sefiales y el analisis estructural
del caso de estudio, se extraen las siguientes conclusiones fundamentales:

Se demostré que la implementaciéon de algoritmos propios para la identificacion modal
estocastica, tanto en el dominio de la frecuencia (Peak-Picking y Rinawi) como en el dominio
del tiempo (SSI-COV), posee una precision equiparable al software comercial de estandar
industrial (ARTeMIS Modal). La validacién cruzada documentada en el Apéndice A confirmé
errores relativos casi nulos en la estimacidon de frecuencias naturales. La formulacion en el
espacio de estados y la descomposicion en valores singulares (SVD) probaron ser altamente
eficientes para aislar la respuesta fisica del sistema estructural, filtrando adecuadamente el ruido
ambiental y los modos matematicos esputios.

La caracterizacion del amortiguamiento represento el desafio numérico mas critico debido a su
alta sensibilidad estadistica. Sin embargo, como se demostr6 en el Capitulo 4 y el Apéndice C, la
introduccién de una metodologia de procesamiento adaptativo transformé radicalmente la
fiabilidad de los resultados. .a combinacion estratégica de ventanas de Hanning y rectangulares,
el uso de filtros de Savitzky-Golay para el control de sesgo de suavizado y la implementacion de
secciones de segundo orden (SOS), permitieron reducir la mediana del error en la estimacion del
amortiguamiento de niveles inaceptables (superiores al 40% o incluso 300% en métodos crudos)
a margenes manejables de entre el 7% y el 18%. Esto valida la eficacia del método de Rinawi

modificado para estructuras con amortiguamiento muy bajo (& = 0.50%).

Para abordar la complejidad tridimensional del puente curvo sin incurrir en costos
computacionales prohibitivos durante el analisis de historias de tiempo, la construccién y
calibracién de un modelo simplificado tipo "espina" (Apéndice B) resulté ser una estrategia
eficiente. Se comprobé que, al asignar correctamente las propiedades geométricas y la
distribucién de masas, el modelo reducido es capaz de reproducir con alta fidelidad los periodos
de vibracion, las formas modales y los factores de participacion de masa direccional del modelo
3D detallado, habilitando simulaciones complejas de viento en tiempos de procesamiento
viables.

La aplicacion de los modelos dinamicos al puente carretero curvo en voladizo (Capitulo 5) arrojé
un hallazgo de vital importancia para el disefio estructural aeroelastico. Al contrastar
metodologias tradicionales frente a simulaciones de campo de velocidades tridimensionales, se
descubrié que la curvatura horizontal del puente no es un elemento de debilidad geométrica,
sino que actia como un factor mitigador ante la respuesta resonante. La interaccion de los tres
ejes espaciales frente al fendémeno del aleteo demostré que la estructura posee un
comportamiento cinematico intrinsecamente mas rigido y estable de lo que sugieren los enfoques
normativos unidimensionales.
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APENDICE A

VALIDACION DE LOS
ALGORITMOS
DESARROLLADOS
MEDIANTE LA
REPLICACION DE
PRUEBAS DE
VIBRACION
AMBIENTAL



A.1. INTRODUCCION

La confiabilidad de los resultados obtenidos en la presente investigaciéon depende directamente
de la precision de las herramientas computaciones desarrolladas. Por lo que este apéndice tiene
como objetivo, presentar la validaciéon cruzada de los algoritmos de identificacién modal
implementados en MATLAB, contrastando su desempefio frente a casos de estudio de vibracion
ambiental documentados en la literatura técnica y validandolos contra el software comercial de
estandar industrial, ARTeMIS Modal.

La metodologia de validacion consistié en tomar las pruebas simuladas en historias de tiempo
(sefiales en aceleracion y desplazamiento) de dos articulos. Estas sefiales fueron procesadas
mediante scripts propios utilizando tres técnicas, el método de identificacion de picos (peak
picking) en el dominio de la frecuencia (con el método de ajuste analitico optimizado), el método
de Rinawi adaptativo y el método de identificacién por subespacio estocastico en el dominio del
tiempo, para extraer las propiedades dinamicas del sistema.

Se compararon tres parametros:

1. Frecuencias naturales: se calculd el error relativo porcentual entre el valor identificado
por el algoritmo propio y el valor teérico esperado. Asimismo, se determiné el error
relativo correspondiente a la metodologia del articulo original, lo que permite contrastar
la precision del algoritmo desarrollado frente al reportado en la literatura.

2. Amortiguamiento: Se realiz6 una comparaciéon directa entre los valores de
amortiguamiento estimados por los algoritmos desarrollados y los valores de referencia
reportados en los casos de estudio.

3. Formas modales: Se realiz6 una comparacion grafica de los vectores modales obtenidos
frente a los reportados en la literatura. Para esto, los modos fueron normalizados a la
unidad para verificar visualmente la deformada modal.

A continuacioén, se detallan los casos de estudio seleccionados y la discusién de los resultados
obtenidos.

A.2. CASOS DE ESTUDIO

A.2.1 Caso de estudio: Viga en voladizo de acero.

Para la validacién de los programas, se seleccioné el caso de estudio documentado por Ong,
(2016) correspondiente a una viga de acero de 100 metros de longitud con condiciones de
frontera empotrada de un lado y libre del otro. Este modelo es representativo de estructuras
civiles esbeltas, como chimeneas o edificios altos, donde los efectos de flexion son
predominantes.

La metodologia de identificacion utilizada por el autor de referencia es la descomposicion en el
dominio de la frecuencia automatizada (AFDD). Esta técnica es una evolucién del método
clasico FDD que incorpora algoritmos de detecciéon automatica de picos para optimizar el
procesamiento de datos de vibraciéon ambiental y reducir la intervencién manual del usuario
(Ong, 2016).
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La respuesta dinamica del sistema fue generada mediante una simulacién numérica utilizando el
método de diferencias finitas centrales. La excitacion aplicada al modelo corresponde a una sefial
de aceleraciéon de ruido blanco (White Noise Excitation), disefiada para excitar los tres primeros
modos de vibracién bajo condiciones estocasticas.

Los parametros objetivo contra los cuales se compararon los resultados de los programas
desarrollados son los siguientes:

Frecuencias naturales: fueron calculadas analiticamente para las vibraciones trasversales de una
viga continua Euler-Bernoulli.

Amortiguamiento modal: Se establecié un valor constante de & =0.005(0.50%) para todos los
modos. Ong (20106) destaca que la estimacion precisa de este valor mediante andlisis de vibracion
ambiental constituye el mayor desafio del caso de estudio, debido a la alta sensibilidad de los
métodos de salida unica frente al ruido de medicién inherente de las senales.

A.2.2 Caso de estudio: Modelo simplificado del puente colgante Lysefjord.

Se utilizé un conjunto de datos simulados correspondientes a un modelo simplificado del puente
Lysefjord, ubicado en Noruega. Esta estructura cuenta con una longitud de 639 metros y un
claro principal de 446 metros, dimensiones que la hacen particularmente susceptible a la
excitacion por viento y efectos de trafico (Cheynet, 2020).

La generacion de las sefiales de respuesta se fundamenta en estudios previos sobre la respuesta
de "buffeting" y los efectos del terreno complejo en la aerodinamica de puentes colgantes
(Cheynet ez al., 2016; Cheynet, Snabjornsson y Jakobsen, 2017).

Los valores de referencia para la validacion se obtuvieron mediante el método de Identificacion
Estocastica de Subespacios basada en datos (SSI-DAT). El algoritmo utilizado para generar los
resultados comparativos corresponde a una implementaciéon automatizada inspirada en
metodologias de monitoreo continuo para puentes de gran claro (Magalhaes ez a/., 2009).

El tipo de senal son registros simulados de desplazamiento en cinco posiciones distribuidas a lo
largo del puente (Cheynet, 2020).

Se establecié un valor de amortiguamiento constante de & =0.005(0.50%) para todos los

modos.
A.3. RESULTADOS

En esta seccion se presentan los resultados numéricos y graficos obtenidos tras el procesamiento
de las sefales simuladas descritas en el apartado A.2. Se comparan los parametros modales
identificados por los programas propios frente a los valores esperados y los valores obtenidos
por la metodologia de cada autor.

A.3.1 Resultados del caso de estudio 1: Viga en voladizo

A continuacién, se presenta la comparativa de frecuencias naturales y amortiguamiento para la
viga de acero simulada, contrastando los resultados con la metodologia AFDD (Ong, 2016).
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Tabla A.1 Comparacién de frecuencias por el método de Peak picking (PP)

Frecuencia % Error
Teobrica PP Articulo PP Articulo
0.1671 Hz 0.1660 Hz 0.1683 Hz 0.66% 0.72%
1.0472 Hz 1.0480 Hz 1.0483 Hz 0.08% 0.11%
2.9323 Hz 2.9380 Hz 2.9356 Hz 0.19% 0.11%
5.7460 Hz 5.8430 Hz 5.8362 Hz 1.69% 1.57%
Mediana= 0.43% 0.42%

Tabla A.2 Comparacién de amortiguamiento por el método de Peak picking (PP)

Amortiguamiento % Error
Ancho de Ajuste analitico Ancho de | Ajuste analitico

Tebrico banda optimizado Articulo banda optimizado | Articulo

0.0050 0.0055 0.0054 0.0093 10.00% 8.00% 86.00%

0.0050 0.0068 0.0040 0.0039 36.00% 20.00% 22.00%

0.0050 0.0032 0.0047 0.0053 36.00% 6.00% 6.00%

0.0050 0.0023 0.0051 0.0054 54.00% 2.00% 8.00%
Mediana= 0.0044 0.0049 0.0054 36.00% 7.00% 15.00%

Tabla A.3 Comparacion de frecuencias por el método de Rinawi hibrido

Frecuencia % Error
Teorica Rinawi hibrido Articulo Rinawi hibrido Articulo
0.1671 Hz 0.1673 Hz 0.1683 Hz 0.12% 0.72%
1.0472 Hz 1.0488 Hz 1.0483 Hz 0.15% 0.11%
2.9323 Hz 2.9434 Hz 2.9356 Hz 0.38% 0.11%
5.7460 Hz 5.8346 Hz 5.8362 Hz 1.54% 1.57%
Mediana= 0.27% 0.42%
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Tabla A.4 Comparacion de amortiguamiento por el método de Rinawi hibrido

Amortiguamiento % Error
Teorico Rinawi hibrido Articulo Rinawi hibrido Articulo
0.0050 0.0080 0.0093 60.00% 86.00%
0.0050 0.0060 0.0039 20.00% 22.00%
0.0050 0.0048 0.0053 4.00% 6.00%
0.0050 0.0048 0.0054 4.00% 8.00%
Mediana= 0.0054 0.0054 12.00% 15.00%

Tabla A.5 Comparacion de frecuencias por el método de subespacio estocastico (SSI-COV)

Frecuencia % Error
Tebrica SSI-COV Articulo SSI-COV Articulo
0.1671 Hz 0.1671 Hz 0.1683 Hz 0.02% 0.72%
1.0472 Hz 1.0622 Hz 1.0483 Hz 1.43% 0.11%
2.9323 Hz 2.9640 Hz 2.9356 Hz 1.08% 0.11%
5.7460 Hz 5.8458 Hz 5.8362 Hz 1.74% 1.57%
Mediana= 1.26% 0.42%

Tabla A.6 Comparaciéon de amortiguamiento por el método de subespacio estocastico (SSI-

COV)
Amortiguamiento % Error

Tedtico SSI-COV Articulo SSI-COV Articulo

0.0050 0.0058 0.0093 16.48% 86.00%

0.0050 0.0035 0.0039 30.46% 22.00%

0.0050 0.0027 0.0053 45.41% 6.00%

0.0050 0.0048 0.0054 4.03% 8.00%
Mediana= 0.0041 0.0054 23.47% 15.00%

A continuacion, se presentan los modos de vibrar encontrados por el método de Peak Picking

y el método de subespacio estocastico caso 1.
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Tabla A.7 Comparacion de formas modales por el método de Peak Picking, caso 1
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Tabla A.8 Comparacién de formas modales por el método de subespacio estocastico caso 1
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Tabla A.8 Comparacién de formas modales por el método de subespacio estocastico caso 1
(continuacion)

1 > 1 —&—SS|-CoV
= ® ~Referencia

o L}
© °
805 §os
2 o 2 of
© ©
Z 2
Bos Bos
< <
—&—SSI-COV
-1 ~ ® = Referencia -1 4
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Longitud de la Viga (m) Longitud de la Viga (m)
Forma modal 3 Forma modal 4

A.3.2 Resultados del caso de estudio 2: Puente Lysefjord

En este apartado se presentan los resultados de la identificaciéon estocastica para el modelo
simplificado del puente colgante, comparados con la referencia basada en el método SSI-DAT
(Cheynet, 2020).

Tabla A.9 Comparacion de frecuencias por el método de Peak Picking (PP)

Frecuencia % Error
Tebrica PP Articulo PP Articulo

0.2050 Hz 0.2050 Hz 0.2050 Hz 0.00% 0.00%
0.3190 Hz 0.3190 Hz 0.3190 Hz 0.00% 0.00%
0.4390 Hz 0.4400 Hz 0.4380 Hz 0.23% 0.23%
0.5850 Hz 0.5820 Hz 0.5820 Hz 0.51% 0.51%
0.8640 Hz 0.8530 Hz 0.8550 Hz 1.27% 1.04%

Mediana= 0.23% 0.23%

Tabla A.10 Comparacion de amortiguamiento por el método de Peak picking (PP)

Amortiguamiento %Error
Ajuste
Ancho de Ajuste analitico Ancho de analitico
Teorico banda optimizado Articulo banda optimizado | Articulo
0.0050 0.0012 0.0012 0.0049 76.00% 76.00% 2.00%

0.0050 0.0008 0.0048 0.0059 84.00% 4.00% 18.00%
0.0050 0.0006 0.0006 0.0062 88.00% 87.40% 24.00%
0.0050 0.0029 0.0038 0.0055 42.00% 24.00% 10.00%
0.0050 0.0025 0.0044 0.0057 50.00% 12.00% 14.00%
Mediana= 0.0012 0.0038 0.0057 76.00% 24.00% 14.00%
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Tabla A.11 Comparacién de frecuencias por el método de Rinawi hibrido

Frecuencia Y%Error
Teobrica Rinawi hibrido Articulo Rinawi hibrido Articulo
0.2050 Hz 0.2054 Hz 0.2050 Hz 0.20% 0.00%
0.3190 Hz 0.3182 Hz 0.3190 Hz 0.25% 0.00%
0.4390 Hz 0.4378 Hz 0.4380 Hz 0.27% 0.23%
0.5850 Hz 0.5825 Hz 0.5820 Hz 0.43% 0.51%
0.8640 Hz 0.8547 Hz 0.8550 Hz 1.08% 1.04%
Mediana= 0.27% 0.23%

Tabla A.12 Comparaciéon de amortiguamiento por el método de Rinawi hibrido

Amortiguamiento Y%Error

Teobrico Rinawi hibrido Articulo Rinawi hibrido Articulo

0.0050 0.0058 0.0049 16.00% 2.00%

0.0050 0.0032 0.0059 36.00% 18.00%

0.0050 0.0026 0.0062 48.00% 24.00%

0.0050 0.0059 0.0055 18.00% 10.00%

0.0050 0.0050 0.0057 0.00% 14.00%
Mediana= 0.0050 0.0057 18.00% 14.00%

Tabla A.13 Comparacion de frecuencias por el método de subespacio estocastico (SSI-COV)

Frecuencia YoError
Teobrica SSI-COV Articulo SSI-COV Articulo
0.2050 Hz 0.2048 Hz 0.2050 Hz 0.10% 0.00%
0.3190 Hz 0.3187 Hz 0.3190 Hz 0.09% 0.00%
0.4390 Hz 0.4379 Hz 0.4380 Hz 0.25% 0.23%
0.5850 Hz 0.5821 Hz 0.5820 Hz 0.50% 0.51%
0.8640 Hz 0.8551 Hz 0.8550 Hz 1.03% 1.04%
Mediana= 0.25% 0.23%

72



Tabla A.14 Comparaciéon de amortiguamiento por el método de subespacio estocastico (SSI-

COV)

Amortiguamiento % Error

Teotico SSI-COV Articulo SSI-COV Articulo

0.0050 0.0049 0.0049 2.00% 2.00%

0.0050 0.0058 0.0059 16.00% 18.00%

0.0050 0.0060 0.0062 20.00% 24.00%

0.0050 0.0055 0.0055 10.00% 10.00%

0.0050 0.0058 0.0057 16.00% 14.00%
Mediana= 0.0058 0.0057 16.00% 14.00%

A continuacion, se presentan los modos de vibrar encontrados por el método de Peak Picking y

el método de subespacio estocastico, caso 2.
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Tabla A.15 Comparacion de
2(continuacion)

formas modales por el método de peak picking caso
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Tabla A.16 Comparacion de formas modales por el método de subespacio estocastico caso 2
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Tabla A.16 Comparaciéon de formas modales por el método de subespacio estocastico caso 2
(continuacion)

Amplitud Normalizada
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Forma modal 5

A4, COMPARATIVA ENTRE ALGORITMOS PROPUESTOS Y
SOFTWARE COMERCIAL ARTeMIS

En este apartado se presenta la comparativa entre los algoritmos desarrollados y los resultados
obtenidos mediante el software especializado comercial ARTeMIS Modal.

75



Tabla A.17 Comparacion de frecuencias para ejemplo 1

Frecuencia % Error
Rinawi ARTeMIS Rinawi
Tebrica SSI-COV hibrido PP Articulo OMA PP hibrido SSI-COV Articulo ARTeMIS OMA
0.1671 Hz 0.1671 Hz 0.1673 Hz 0.1660 Hz 0.1683 Hz 0.1670 Hz 0.66% 0.12% 0.02% 0.72% 0.06%
1.0472 Hz 1.0622 Hz 1.0488 Hz 1.0480 Hz 1.0483 Hz 1.0480 Hz 0.08% 0.15% 1.43% 0.11% 0.08%
2.9323 Hz 2.9640 Hz 2.9434 Hz 2.9380 Hz 2.9356 Hz 2.9440 Hz 0.19% 0.38% 1.08% 0.11% 0.40%
5.7460 Hz 5.8458 Hz 5.8346 Hz 5.8430 Hz 5.8362 Hz 5.8430 Hz 1.69% 1.54% 1.74% 1.57% 1.69%
Mediana= 0.43% 0.27% 1.26% 0.42% 0.24%
Tabla A.18 Comparaciéon de amortiguamiento para ejemplo 1
Amortiguamiento Y%Error
Ajuste
Rinawi Ancho de Ajuste analitico ARTeMIS Ancho de analitico Rinawi SSI- ARTeMIS
Teodtico SSI-COV hibrido banda optimizado Articulo OMA banda optimizado | hibrido COV | Articulo OMA
0.0050 0.0058 0.008 0.0055 0.0054 0.0093 0.0131 10.00% 8.00% 60.00% | 16.48% | 86.00% | 162.60%
0.0050 0.0035 0.006 0.0068 0.0040 0.0039 0.0047 36.00% 20.00% 20.00% | 30.46% | 22.00% 6.80%
0.0050 0.0027 0.0048 0.0032 0.0047 0.0053 0.0042 36.00% 6.00% 4.00% | 45.41% | 6.00% 15.40%
0.0050 0.0048 0.0048 0.0023 0.0051 0.0054 0.0046 54.00% 2.00% 4.00% 4.03% 8.00% 8.60%
Mediana= 0.0041 0.0054 0.0044 0.0049 0.0054 0.0046 36.00% 7.00% 12.00% | 23.47% | 15.00% | 12.00%
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Tabla A.19 Comparacion de frecuencias para ejemplo 2

Frecuencia % Error
Rinawi ARTeMIS Rinawi ARTeMIS

Tebdrica SSI-COV hibrido PP Articulo OMA PP hibrido SSI-COV Articulo OMA

0.2050 Hz 0.2048 Hz 0.2054 Hz 0.2050 Hz 0.2050 Hz 0.2050 Hz 0.00% 0.20% 0.10% 0.00% 0.00%

0.3190 Hz 0.3187 Hz 0.3182 Hz 0.3190 Hz 0.3190 Hz 0.3190 Hz 0.00% 0.25% 0.09% 0.00% 0.00%

0.4390 Hz 0.4379 Hz 0.4378 Hz 0.4400 Hz 0.4380 Hz 0.4380 Hz 0.23% 0.27% 0.25% 0.23% 0.23%

0.5850 Hz 0.5821 Hz 0.5825 Hz 0.5820 Hz 0.5820 Hz 0.5820 Hz 0.51% 0.43% 0.50% 0.51% 0.51%

0.8640 Hz 0.8551 Hz 0.8547 Hz 0.8530 Hz 0.8550 Hz 0.8550 Hz 1.27% 1.08% 1.03% 1.04% 1.04%

Mediana= 0.23% 0.27% 0.25% 0.23% 0.23%

Tabla A.20 Comparacion de amortiguamiento para ejemplo 2
Amortiguamiento Y%Ertror
Ajuste
Rinawi | Ancho de Ajuste analitico ARTeMIS | Ancho de analitico Rinawi ARTeMIS
Teobtico SSI-COV hibrido | banda optimizado Articulo OMA banda optimizado hibrido SSI-COV | Articulo | OMA

0.0050 0.0049 0.0058 0.0012 0.0012 0.0049 0.0055 76.00% 76.00% 16.00% 2.00% 2.00% 9.40%
0.0050 0.0058 0.0032 0.0008 0.0048 0.0059 0.0058 84.00% 4.00% 36.00% 16.00% 18.00% | 16.80%
0.0050 0.0060 0.0026 0.0006 0.0006 0.0062 0.0071 88.00% 87.40% 48.00% 20.00% | 24.00% | 42.60%
0.0050 0.0055 0.0059 0.0029 0.0038 0.0055 0.0053 42.00% 24.00% 18.00% 10.00% 10.00% 6.40%
0.0050 0.0058 0.0050 0.0025 0.0044 0.0057 0.0053 50.00% 12.00% 0.00% 16.00% 14.00% 6.60%
Mediana= 0.0058 0.0050 0.0012 0.0038 0.0057 0.0055 76.00% 24.00% 18.00% 16.00% 14.00% 9.40%
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A.5. CONCLUSIONES

En la comparativa entre los algoritmos desarrollados y el software especializado comercial
ARTeMIS Modal se puede observar que, en la identificacion de frecuencias, la mayoria de los
métodos analizados presentan una convergencia con errores medianos al 0.50%; el método

Rinawi hibrido mantuvo una mediana de error de 0.27%, alineandose casi perfectamente con los
resultados de ARTeMIS (0.23%-0.24%).

Para el calculo del amortiguamiento, al ser el parametro mas sensible al ruido y al procesamiento,
se ve aun as{ un desempefio en este caso para el ejemplo 1 para el método del ajuste analitico
optimizado que logra una mediana de error del 7%, superando la precision de ARTeMIS (12%)
y de los valores reportados originalmente en la literatura (15%); en el método de Rinawi hibrido
gracias al uso de secciones de segundo orden (SOS) y el ventaneo adaptativo, este método
alcanzo una precision idéntica a la de ARTeMIS en el primer ejemplo (12%) y se mantuvo
competitivo en el segundo caso (18%), superando significativamente al método de ancho de
banda tradicional.

Se puede observar que al identificar amortiguamientos cercanos al 0.50% y con frecuencias
menores a 0.50Hz en los modos fundamentales, se confirma que el uso de ventanas rectangulares
y datos crudos evita el ensanchamiento artificial del pico, un error que en métodos no
optimizados (como el ancho de banda) escala hasta un 76%.

La evaluaciéon de la mediana del amortiguamiento confirma que los algoritmos desarrollados
presentan una concordancia técnica superior frente al software ARTeMIS, en este caso al medir
la cercana con el valor teérico conocido de 0.50%, ya que para el ejemplo 1 el ajuste analitico
optimizado logro una mediana de 0.49%, situandose en primer lugar, en comparaciéon, ARTeMIS
arrojo una mediana de 0.46% y el método de Rinawi hibrido un 0.54%, demostrando que ambas
herramientas convergen al resultado esperado desde margenes opuestos pero con una
aproximacion numérica equivalente. Para el ejemplo 2 el método de Rinawi hibrido alcanzo la
precision absoluta con una mediana de 0.50%, igualando exactamente el valor tedrico. Este
resultado supera la estimacion de ARTeMIS, cuya mediana fue de 0.55%.

Se observa que para la identificacion del modo fundamental del ejemplo 1 el software ARTeMIS
presenta un error critico del 162.60% al determinar el amortiguamiento de la frecuencia
fundamental, por el contrario las metodologias optimizadas obtuvieron errores drasticamente
menores, como el 8% registrado por el ajuste analitico optimizado, esta diferencia se atribuye a
la 16gica adaptativa de los 0.50Hz, la cual evita el ensanchamiento artificial del pico de resonancia
que los motores de calculo de ARTeMIS no logran corregir automaticamente.
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APENDICE B

CONSTRUCCION Y
CALIBRACION DEL
MODELO
EQUIVALENTE TIPO
ESPINA



B.1. INTRODUCCION

En el analisis dinamico de estructuras complejas, como el puente curvo de estudio, conlleva a
un costo computacional elevado cuando se utilizan modelos tridimensionales detallados
(elementos tipo Shell o Solid). Debido a la gran cantidad de grados de libertad involucrados, los
tiempos de procesamiento para realizar multiples analisis en la historia de tiempo se vuelven
impracticos.

Con el objetivo de optimizar la eficiencia del calculo sin comprometer la precision de los
resultados, se desarrollé un modelo simplificado tipo espina. Este modelo representa la rigidez
y la distribucion de masa del tablero y las pilas mediante elementos barra situados en el eje neutro
de la seccion transversal.

Para que este modelo simplificado sea valido como sustituto del modelo tridimensional, es
necesario garantizar una equivalencia dinamica rigurosa. Por tal motivo, este apéndice describe
el proceso de calibracion de las propiedades geométricas y dinamicas del modelo espina; cabe
recalcar que para los dos modelos se usé el software comercial SAP 2000.

El objetivo es demostrar que el modelo reducido reproduce con fidelidad los siguientes
parametros dindmicos del modelo tridimensional de referencia:

1. Periodos de vibracion.
2. Formas modales.
3. Tactores de participacion de masa.

A continuacion, se detalla la metodologfa de ajuste.

B.2. DESCRIPCION DE 1.OS MODEILOS NUMERICOS
B.2.1 Modelo tridimensional detallado (Garcia, 2018).

El modelo numérico base se construy6 a partir de una propuesta conceptual de un puente
vehicular curvo. Dicha propuesta plantea una estructura con una curvatura horizontal de 2°45.

La propuesta contempla una subestructura conformada por dos estribos y dos pilas de concreto
reforzado. Las pilas presentan una seccion transversal rectangular hueca (tipo cajon) y una altura
de 61 metros. Para efectos de la modelacion, se asignaron las propiedades mecanicas
correspondientes a un concreto con resistencia a la compresion £¢=250 kg/cm?

La superestructura del modelo consiste en una seccidon cajon mixta, estructurada mediante
armaduras de perfiles tubulares, losa de concreto y placas de acero. Se consideré acero estructural
tipo A-36 para todos los elementos metalicos, conforme a la configuracién original de la
propuesta.

Para caracterizar la respuesta dinamica de esta propuesta, se generé un modelo tridimensional
detallado utilizando la siguiente tipologia de elementos:

Elementos Shell (cascara): para representar las losas de concreto y placas de acero.

Elementos barra (frame): para las pilas y los elementos tubulares de la armadura.
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El método constructivo que se empleo para el puente fue a partir del empujado de dovelas donde
se van colocando a partir de los extremos hasta unirse en el centro, esto causa que el puente se
encuentre en voladizo haciéndolo mas flexible en la construccion, es por ello que se analizé solo
en la ultima etapa considerando solo un voladizo de aproximadamente 90 metros.

B.2.2 Modelo simplificado tipo espina (fishbone).

Para reducir el tiempo de analisis asociado al gran numero de grados de libertad del modelo
tridimensional, se desarrollé un modelo reducido denominado modelo de espina. Este modelo
representa la rigidez global y la distribucién de masas de la superestructura mediante una serie
de elementos lineales equivalentes.

La estructura fue idealizada como una linea de elementos tipo barra situados en el eje neutro
geométrico de la seccion transversal del puente. Esta linea central sigue fielmente la curvatura
horizontal de 2°45’ y la elevacién propuesta en el disefio original. A cada elemento se le asigno
la misma seccién transversal, para la definiciéon de las propiedades geométricas, se empleo el
moédulo de section designer. En esta etapa se realizé una simplificacion geométrica consistente
en modelar las costillas transversales y diafragmas (ubicados fisicamente a cada 3 metros) como
elementos continuos extruidos a lo largo de todo el eje longitudinal del puente.

Figura B.i Seccién de dovela creada en el médulo de ééctiogl designer.

Si bien esa idealizaciéon inicial genera una secciéon con propiedades de masa y rigidez
sobreestimadas respecto a la estructura real (al considerar acero continuo donde existen vacios),
este procedimiento se adopto para establecer las propiedades base. Posteriormente, dicho exceso
de rigidez y masa fue corregido mediante la aplicacién de factores modificadores de propiedad
durante la fase de calibracién, logrando asi la equivalencia dindmica con el modelo
tridimensional.
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Figura B.2 Modelos analiticos: a) 3D detallado vs. b) Espina equivalente.

B.3. METODOLOGIA DE CALIBRACION

El proceso de calibraciéon se llevé a cabo en dos etapas secuenciales: primero se realizé la
correccion de la masa traslacional para igualar la inercia global del sistema, y posteriormente se
ajustaron las propiedades de rigidez (I22 y 133) mediante un proceso iterativo basado en la
relacioén entre periodo natural y la rigidez.

B.3.1 Correccion de la masa

Debido a la idealizacién de la seccion transversal en el modelo espina (donde las costillas se
consideraron continuas a lo largo del eje), se observé una sobreestimacion inicial de la masa. En
donde se tenfa:

Masa del modelo tridimensional
2
M, = 1,267,634.11kg'S4

Masa del modelo espina
2
M, =3,194,908.47 kg'sé

Calculando la relacion cuanto cambia la masa:

R = 3,194,908.47 _ 552
1,267,634.11

Para corregir esta discrepancia, se calculé un factor modificador de masa F, aplicando la

relacién inversa:

1,267,634.11

= =0.397
3,194,908.47

Este factor fue asignado a las propiedades de masa y peso del material en la seccién del modelo
espina, logrando asi la equivalencia inercial directa.

El periodo fundamental antes de tener dicha correccion en el modelo espina era de 7'=3.1025s

al metetle este factor de masa correctivo el periodo bajoa T, =1.976s .
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B.3.2 Correccion de la rigidez

Una vez corregida la masa, se procedio a calibrar la rigidez. Dado el periodo de vibracion se sabe

que es inversamente proporcional a la rafz cuadrada de la rigidez T oc I por lo tanto la relacion
de rigidez que se ocupa es el cuadrado de la relacién de periodos, lo que nos da un factor:

T} 1.976°

C

= =1.557
T,,> 1.583

factor =

En donde el periodo fundamental del modelo tridimensional es 1.583 segundos; esto significa
que al modelo de espina hay que incrementarlo un 55% mas en rigidez para tener el
comportamiento esperado, dicho factor se modificé en la inercia 133. Lo que nos da un periodo
fundamental nuevo de 1.637 segundos, pero la forma modal no cambia ya que se tiene una forma
modal que oscila de manera lateral y no vertical (la esperada) (ver figura B.3), esto es porque el
modelo tridimensional de placas es muy dificil de “doblar” de manera lateral por su ancho, en
cambio el modelo de espina es una sola barra delgada, aunque le haya puesto la seccion correcta.

e

b)
2)
Figura B.3 Modo fundamental: a) 3D detallado vs. b) Espina equivalente.

Se propone la soluciéon de desacoplar las rigideces 133 y 122, la rigidez 133 controla la flexion
vertical (arriba y abajo) y la rigidez 122 controla la flexion lateral, por lo que se ajusta la rigidez
122 con un factor de 10 (simplemente propuesto para iniciar) para hacerla mas rigida y con esto
nos da un nuevo periodo 7'=1.136s.

La forma modal ya es igual que el modelo tridimensional ahora solo falta ajustar el modelo
correctivo a 133:

Factor nuevo

2 2
T 1.136s
= factorantiguo-| —<a | =1.557. =0.801

Revisando el segundo periodo del modelo espina da de 0.693 segundos y el modelo
tridimensional da de 1.033 segundos por lo que el factor de rigidez para 122 de 10 se tendra que
modificar.

Factor para 122
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factor,,, = factor,

nicial

2espina

23D

0.6935s
1.033

S

4.507

Como resultado se tiene un nuevo periodo fundamental 1 de 1.514 segundos por lo que se vuelve

a ajustar de la siguiente manera.

faCZOI"I33 = ﬁtue‘vo ’

lespina

13D

1.514sY
83s

=0.732

Por lo que al final tenemos como resultado para el modelo de espina un periodo fundamental 1
de 1.576 segundos y un periodo dos de 1.0086 segundos.

Tabla B.1 Tabla de comparacién de porcentajes de masa modal

PERIODO (s) PORCENTAJE DE PARTICIPACION (3D) PORCENTAJE DE PARTICIPACION (ESPINA)
NO. | ESPINA | 3D UX Uy Uz RX RY RZ UX 50 Uz RX | RY RZ
1 | 1576145 | 1.58381s | 0.0008802 | 0.002587 0109 | 0219 | 0.00675 | 0.0003767 | 0.0004723 | 0.00007787 0215 0389 |0.019 | 0.0003746
2 | 1.00863 s | 1.03303 s 0271 0.01 | 0.0001754 | 0.001751 | 0171 0.422 0.449 0.022 | 0.0001985 | 0.001575 | 0.18 0.436
3 10281105 | 045143 s 0.113 | 0.0007267 | 0.0007895 | 0.003128 |  0.029 0.047 0.161 0.018 | 0.00006345 | 0.00748 | 0.073 0.019

B.4. CONCLUSIONES

En la tabla B.1 se observa que en el modo 1 la masa predominante es en direcciéon vertical,
acoplada con una componente rotacional alrededor del eje x, si revisamos los otros dos modos,
se ve que la cantidad de masa predominante en cada direccién corresponde con el modelo
tridimensional, esto nos confirma que la distribuciéon de masas fue asignada correctamente al
modelo espina y que los grados de libertad rotacionales del modelo simplificado estan
adecuadamente acoplados con la rigidez global del sistema.

Por otro lado, se observa que en el modo 3, los periodos se separan, esto es debido a la
divergencia en modos superiores, ya que es una limitacién a la simplificacion de los grados de
libertad (simplificacién cinematica). El modelo espina, al ser una idealizacién, no posee los
grados de libertad necesarios para replicar las vibraciones locales de las placas (paredes de la
seccion cajon). Sin embargo, dado que la funcién de este modelo es capturar la respuesta global
de la estructura, y dicha condicién se cumple en los modos fundamentales, la validacion se
considera aceptable.
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APENDICE C

OPTIMIZACION
NUMERICA DE LOS
ALGORITMOS DE
AJUSTE ANALITICO Y
RINAWI PARA LA
IDENTIFICACION DEL
AMORTIGUAMIENTO
MODAL



C.1. INTRODUCCION

En este apéndice se detalla la propuesta algoritmica y los ajustes numéricos implementados sobre
los métodos originales de Rinawi y el método de ajuste del espectro analitico. El objetivo
primordial de estas modificaciones es reducir el sesgo estadistico y la inestabilidad numérica que
suelen presentar los métodos convencionales al identificar estructuras con bajo
amortiguamiento.

A lo largo de este apartado, se desglosa la 16gica de programacion y el tratamiento de senales
aplicado para mejorar la convergencia de los resultados, permitiendo reducir errores criticos en
modos fundamentales.

Para demostrar la eficacia de las optimizaciones propuestas, se emplean como casos de estudio
los dos ejemplos descritos detalladamente en el apéndice A de este trabajo.

C.2. DESARROLLO DE LAS OPTIMIZACIONES NUMERICAS

En esta seccion se detallan las intervenciones realizadas a los algoritmos base de identificacion
modal. Dichas modificaciones fueron necesarias debido a que el método estandar presentaba
una inestabilidad demasiado alta en los modos fundamentales, con errores que superaban el
600% en la estimacion del amortiguamiento. A continuacion, se presentan las propuestas que
se le hicieron 2 ambos métodos.

C.2.1 Método de ajuste analitico

En el proceso de sefales para ingenierfa estructural existe una relaciéon entre la resolucion en
frecuencia y la fuga espectral “leakage”.

La resoluciéon nominal (Af ) esta definida por la longitud del registro de tiempo (T):

C1
poLl__F (C.1)
T Nwindow

Donde F| es la frecuencia de muestreo y N es el numero de muestras por ventana.

window

En el codigo se utilizan ventanas Hanning esto con el fin de evitar el “leakage” de frecuencias
vecinas, pero tiene un costo: aumenta el ancho de banda de ruido equivalente (ENBW), para una
ventana Hanning, el ENBW ~1.5-Af .

El problema original es que se tenfa una ventana de 1024 puntos fija, es decir la resolucién es
demasiado gruesa para ver un amortiguamiento muy pequefio (del orden de 0.5%). Suponiendo
que tuviera un primer modo con una frecuencia de 0.1671 Hz y un amortiguamiento teérico de
0.5% el ancho de banda a mitad de potencia es:

B,, =2&f, =2(0.005)(0.1671Hz) ~ 0.0016 Hz (C.2)
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, N.muestras .
El nuevo ajuste que se uso es, V, =————— con esto se logra que Af'<B,,,.Si Af es

window ~ 1.5

mayor que el ancho del pico, el método de ajuste analitico ve un pico mas ancho de lo que es

b

disparando el error de amortiguamiento.

Se propuso también una estrategia de procesamiento adaptativo, en donde se usé el filtro
Savitzky-Golay que a diferencia de un promedio mévil simple que borra los picos del espectro,
este filtro utiliza regresiones polinomiales locales, lo que permite limpiar el ruido sin “aplastar”
la altura real de las resonancias (Savitzky y Golay, 1964).

El filtro Savitzky-Golay, es matematicamente una convolucién en el dominio de la frecuencia.

Ssmooth (f) = Smw(f) * W(f) (C?))

Donde S, son los datos originales del espectro de densidad de potenciay W ( f) representa una

ventana de peso W. el filtro de convolucién de forma discreta esta dado de la siguiente manera
(Savitzky y Golay,1964).

Yj* — i Ci']\);jﬂ

i=—m

(C.4)

* . . . . ~
En donde Y ; es el valor suavizado del punto central. Es el dato que limpia el ruido de las seiales,
C, son los coeficientes enteros de convolucion (los pesos), estos se obtienen mediante el ajuste
de un polinomio de minimos cuadrados a los datos de la ventana, Y,,, son los datos originales
del espectro de densidad de potencia, m es el nimero de puntos a cada lado del centro, es decir
si la ventana contiene 11 puntos entonces m =5, N es el factor de normalizacién, para un filtro
suavizado (grado 0), N es simplemente la suma de todos coeficientes C,, esto asegura que si se
introduce una sefial constante, el filtro devuelve el mismo valor. En la implementacion
computacional, los coeficientes utilizados son normalizados, incorporando el factor N dentro

del valor de cada C,, esto mediante la funcién nativa propia del software Matlab.

Al tener mas puntos en la ventana se tiene mas suavizado en la respuesta y entre mayor orden
tenga el polinomio menor suavizado tendra, por lo que para este algoritmo se utilizé un
polinomio de orden 2 que es lo suficientemente bajo para suavizar el ruido blanco de las sefiales,
pero tiene la curvatura necesaria para no “cortar’ la punta del pico de resonancia.

En la implementacion del cédigo el suavizado no fue general sino condicional. Para frecuencias
f<0.50Hz se decide usar los datos crudos ya que cualquier filtro incluso el Savitzky-Golay,
corrfa el riesgo de ensanchar la base y disparar el error de amortiguamiento, ya que la energia de
la respuesta es muy alta es decir los modos fundamentales que tienen frecuencias bajas suelen
tener amplitudes muy superiores al ruido ambiental del sensor por lo que no es necesario filtrar
el espectro.
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Para las frecuencias f>0.50Hz es donde se aplica el filtro Savitzky-Golay. Dado que a
frecuencias mas altas suele haber mas ruido, el filtro ayudo a que el algoritmo del ajuste analitico
(Ia ecuacion de Brownjohn vista en el capitulo 2) no se entretuviera con pequefas fluctuaciones
y se enfocara en la forma real de la campana.

C.2.2 Método de Rinawi

A diferencia del método original, el algoritmo programado permite la identificacion simultanea
de varias sefiales.

Se implemento una légica de promediado, en la practica comuin, se suelen promediar
transformadas discretas de Fourier (FFT) simples. Sin embargo, para vibraciones ambientales
(sefiales estocasticas), esto genera una varianza excesiva en el espectro, se incorporé el uso de
periodogramas promediados de Welch para obtener la densidad espectral de potencia,
matematicamente, el método del Welch divide la sefial en L. segmentos solapados, reduciendo la
varianza del espectro en un factor de 1/L. esto es critico para el método de Rinawi, ya que el

método utiliza potencias elevadas del espectro (F °F 4) donde el ruido se amplifica

exponencialmente.

Ademas, se propuso la estabilidad numérica del método mediante secciones de segundo orden
(SOS), para garantizar la integridad de los resultados en frecuencias bajas (menores a 0.50Hz), la
implementacion del filtro digital se traslado del analisis de funciones globales a secciones de
segundo orden. Esta decision técnica se fundamenta en la naturaleza matematica del dominio x
y la estabilidad numérica del sistema.

El dominio z es una transformacion matematica que permite analizar sistemas de tiempo
discreto. Se define como:

z=e" (C.5)

Donde s =0+ jwes la variable compleja de Laplace y T es el intervalo de muestreo; mientras
que en el dominio § la estabilidad se analiza en el semiplano izquierdo, en el dominio z la
estabilidad se define dentro del circulo unitario en el plano complejo; un filtro digital es esencia,
una ecuacion de diferencias cuya respuesta en frecuencia depende de la ubicacion de sus polos y
ceros en este plano z.

Una funcién de transferencia global intenta representar un filtro de alto orden (como la funcion
nativa que se usé en Matlab en el c6digo original que es “Butterworth” de orden 4) mediante un
unico polinomio de grado N.

Ly (C.6)
= 1
H (Z) = -
n i

1+»  az

=1 !

El uso de la ecuacion C.6 en frecuencias bajas (menores a 0.50Hz), cuando la frecuencia de corte
es muy pequena respecto a la de muestreo, los polos del sistema se comprimen en una region

infinitesimal cerca del punto (1,0) del circulo unitario; en esta configuracion, el sistema se vuelve
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extremadamente sensible a la precision de los coeficientes {ai} , una minima variacién debida al

redondeo de la computadora puede desplazar un polo fuera del circulo unitario, volviendo al
sistema inestable o generando oscilaciones numéricas que “ensucian” el espectro de potencia.

La solucién a este problema son las secciones SOS (secciones de segundo orden), que resuelven
este problema descomponiendo la funcion de transferencia global en un producto de funciones
cuadraticas estables (Oppenheim y Schafer, 2010):

¥R By +b, 2 +byz7 €7

1()-6[]

-1 )
ia 1ta,z +ay,z

En donde G es la ganancia global del sistema, cada seccién k posee sus propios coeficientes
{aik ,b, } , lo que desacopla la sensibilidad de los polos, al trabajar con polinomios de segundo

orden, los coeficientes mantienen una magnitud similar entre si, esto minimiza el ruido de
cuantizacion y los errores de truncamiento que ocurren al operar, ya que el error de truncamiento
se confina dentro de cada seccién pequena y no se propaga exponencialmente a través del filtro;
todo el procedimiento comentado se implement6 a través de la funcidon nativa de Matlab.

Esto ocasiona que en el método de Rinawi al usar potencias en la amplitud de potencia de orden
4 y de orden 0, si el filtro introdujera el mas minimo ruido numérico por inestabilidad en el
dominio z, estas potencias amplificarfan el error de forma exponencial. L.a implementacién de
SOS garantiza la integridad de la densidad espectral, permitiendo que el sistema de ecuaciones
de Rinawi mantenga un condicionamiento numérico optimo y proporcione una estimacion del
amortiguamiento con un alto grado de certidumbre estadistica.

Ademas, se implemento una estrategia de ventaneo adaptativo, es decir para frecuencias menores
a 0.50 Hz, se optd por una ventana rectangular, dado que las ventanas convencionales (como
Hanning o Hamming) presentan un I6bulo principal (pico de resonancia) significativamente mas
ancho, lo que provoca un ensanchamiento artificial en el pico de resonancia. Para sistemas con
amortiguamiento bajos, el pico de resonancia es extremadamente agudo; el uso de la ventana
rectangular ofrece un ancho de banda efectivo mas estrecho posible, permitiendo una
identificaciéon precisa del amortiguamiento, por el contrario, para frecuencias superiores a
0.50Hz, se emplearon ventanas de Hanning.

C.3. VALIDACION NUMERICA: RESULTADOS OBTENIDOS CON
ALGORITMOS CONVENCIONALES VS. OPTIMIZADOS

En este apartado se presenta la validacion numérica de las mejoras de los algoritmos propuestos.
A través de dos casos de estudio (comentados en el apéndice A).

C.3.1 Método de ajuste analitico hibrido

91



C.3.1.1 Ejemplo 1: Viga en voladizo de acero

A continuacién, se presentan los resultados del método de ajuste analitico original y el
optimizado.

Espectro Medio Normallzado (ANPSD)
T

Frecuerca 04

Espectro medio normalizado original

Espectro Medio Normalizado (ANPSD)
- T

Frecuerc 0)

Espectro medio normalizado optimizado
Figura C.1 Espectro medio normalizado original y optimizado para ejemplo 1
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Figura C.2 Graficas de ajuste analitico original y optimizado para ejemplo 1
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Tabla C.1 Comparacion de frecuencias del ejemplo 1 por el método de Peak Picking

Frecuencia % Error
Ajuste Ajuste analitico Ajuste Ajuste analitico
Tebrica analitico optimizado analitico optimizado

0.1671 Hz 0.1683 Hz 0.1660 Hz 0.74% 0.66%
1.0472 Hz 1.0521 Hz 1.0480 Hz 0.47% 0.08%
2.9323 Hz 2.9459 Hz 2.9380 Hz 0.46% 0.19%
5.7460 Hz 5.8358 Hz 5.8430 Hz 1.56% 1.69%

Mediana= 0.60% 0.43%

Tabla C.2 Comparacién de amortiguamiento de ejemplo 1 por el método de ajuste analitico

Amortiguamiento % Error
Ajuste analitico Ajuste Ajuste analitico

Teobrico Ajuste analitico optimizado analitico optimizado

0.0050 0.0368 0.0054 636.00% 8.00%

0.0050 0.0070 0.0040 40.00% 20.00%

0.0050 0.0060 0.0047 20.00% 6.00%

0.0050 0.0047 0.0051 6.00% 2.00%
Mediana= 0.0065 0.0049 30.00% 7.00%

Los resultados del ejemplo 1 demuestran que el ajuste analitico optimizado es superior para la

identificacion de parametros dindmicos en estructuras con bajo amortiguamiento. Mientras que

el ajuste analitico normal falla severamente en el modo fundamental debido al sesgo de

suavizado, la metodologia hibrida que combina el uso de datos crudos a bajas frecuencias con el

filtro Savitzky-Golay en modos superiores, permite obtener estimaciones de amortiguamiento

con una mediana de error de apenas el 7%, garantizando confiabilidad de los datos para la

posterior calibraciéon del modelo estructural.

C.3.1.2 Ejemplo 2: Puente colgante Lysefjord
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Figura C.3 Espectro medio normalizado original y optimizado para ejemplo 2
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Figura C.4 Graficas de ajuste analitico original y optimizado para ejemplo 2
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Figura C.4 Graficas de ajuste analitico original y optimizado para ejemplo 2(continuacion)
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Figura C.4 Graficas de ajuste analitico original y optimizado para ejemplo 2(continuacion)

Tabla C.3 Comparacién de frecuencias del ejemplo 2 por el método de peak picking

Frecuencia % Error
Ajuste Ajuste analitico Ajuste Ajuste analitico
Teobrica analitico optimizado analitico optimizado

0.2050 Hz 0.2051 Hz 0.2050 Hz 0.04% 0.00%
0.3190 Hz 0.3222 Hz 0.3190 Hz 1.00% 0.00%
0.4390 Hz 0.4399 Hz 0.4400 Hz 0.21% 0.23%
0.5850 Hz 0.5859 Hz 0.5820 Hz 0.15% 0.51%
0.8640 Hz 0.8496 Hz 0.8530 Hz 1.67% 1.27%

Mediana= 0.21% 0.23%

Tabla C.4 Comparacién de amortiguamiento de ejemplo 2 por el método de ajuste analitico

Amortiguamiento % Error
Ajuste analitico Ajuste Ajuste analitico

Tedbrico Ajuste analitico optimizado analitico optimizado

0.0050 0.0388 0.0012 676.00% 76.00%

0.0050 0.0139 0.0048 178.00% 4.00%

0.0050 0.0209 0.0006 318.00% 87.40%

0.0050 0.0243 0.0038 386.40% 24.00%

0.0050 0.0089 0.0044 78.00% 12.00%
Mediana= 0.0209 0.0038 318.00% 24.00%

Para el ejemplo 2, se observa que la densidad de modos en frecuencias bajas (menor a 0.50Hz)
incrementa la complejidad del ajuste. El método optimizado demuestra una superioridad clara al
reducir la mediana del error de amortiguamiento de un 318% a 24%. Esta mejora sustancial se
atribuye a que la l6gica adaptativa evita que el filtro Savitzky-Golay ensanche la base de los picos
de baja frecuencia, preservando la agudeza necesaria para identificar correctamente el
amortiguamiento en un entorno de alta sensibilidad al ruido.
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C.3.2 Método de Rinawi adaptativo
C.3.2.1 Ejemplo 1: Viga en voladizo de acero

A continuacion, se presentan los resultados del método de Rinawi original y el optimizado.

Espectro Promedo

Frecuenca (M

Espectro medio original

Espoctro promedio
T I T T

Espectro medio optimizado
Figura C.5 Espectro medio original y optimizado para ejemplo 1
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Tabla C.5 Comparacion de frecuencias del ejemplo 1 por el método de Rinawi

Frecuencia % Error
Tedrica Rinawi Rinawi adaptativo Rinawi Rinawi adaptativo
0.1671 Hz 0.1666 Hz 0.1673 Hz 0.30% 0.12%
1.0472 Hz 1.0481 Hz 1.0488 Hz 0.08% 0.15%
2.9323 Hz 2.9482 Hz 2.9434 Hz 0.54% 0.38%
5.7460 Hz 5.8399 Hz 5.8346 Hz 1.63% 1.54%
Mediana= 0.42% 0.27%

Tabla C.6 Comparacién de amortiguamiento de ejemplo 1 por el método de Rinawi

Amortiguamiento % Error
Tebrico Rinawi Rinawi adaptativo Rinawi Rinawi adaptativo
0.0050 0.0089 0.0080 78.00% 60.00%
0.0050 0.0032 0.0060 36.00% 20.00%
0.0050 0.0037 0.0048 26.00% 4.00%
0.0050 0.0020 0.0048 60.00% 4.00%
Mediana= 0.0035 0.0054 48.00% 12.00%

Para el ejemplo 1, se observa que la optimizaciéon del método de Rinawi mediante secciones de

segundo orden (SOS) y ventaneo adaptativo marca una diferencia sustancial en la precision de

la identificacién modal. Al utilizar una ventana rectangular para frecuencias menores a 0.50Hz,

se logra preservar la agudeza del pico de resonancia, mientras que las SOSaseguran que las
potencias de orden superior no degraden la sefial por inestabilidad numérica. El resultado es una

mediana de error de apenas el 12%.
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C.3.2.2 Ejemplo 2: Puente colgante Lysefjord

Espectro Promedio

Espectro medio original

Espectro promedio
T I

Espectro medio optimizado

Figura C.6 Espectro medio original y optimizado para ejemplo 2
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Tabla C.7 Comparacion de frecuencias del ejemplo 2 por el método de Rinawi

Frecuencia % Error
Tedrica Rinawi Rinawi adaptativo Rinawi Rinawi adaptativo
0.2050 Hz 0.2048 Hz 0.2054 Hz 0.10% 0.20%
0.3190 Hz 0.3188 Hz 0.3182 Hz 0.06% 0.25%
0.4390 Hz 0.4377 Hz 0.4378 Hz 0.30% 0.27%
0.5850 Hz 0.5823 Hz 0.5825 Hz 0.46% 0.43%
0.8640 Hz 0.8553 Hz 0.8547 Hz 1.01% 1.08%
Mediana= 0.30% 0.27%

Tabla C.8 Comparacion de amortiguamiento de ejemplo 2 por el método de Rinawi

Amortiguamiento % Error

Teobrico Rinawi Rinawi adaptativo Rinawi Rinawi adaptativo

0.0050 0.0038 0.0058 24.00% 16.00%

0.0050 0.0037 0.0032 26.00% 36.00%

0.0050 0.0015 0.0026 70.00% 48.00%

0.0050 0.0028 0.0059 44.00% 18.00%

0.0050 0.0029 0.0050 42.00% 0.00%
Mediana= 0.0029 0.0050 42.00% 18.00%

Para el ejemplo 2, los resultados consolidan la eficacia de la propuesta optimizada, la transicion
dindmica entre ventanas rectangulares (para preservar la agudeza de los picos en baja frecuencia)
y ventanas de Hanning (para el control de ruido en alta frecuencia), sumada a la implementacion
de secciones de segundo orden (SOS), permite reducir la mediana del error de amortiguamiento
de un 42% a un 18%.

C.4. CONCLUSION

La implementacion de una propuesta adaptativa de procesamiento es el factor determinante para
identificar con precisién amortiguamientos bajos (é’ = 0.50%). Esta estrategia reduce errores

sistematicos mediante: el control del sesgo de suavizado, es decir el uso de datos crudos y
ventanas rectangulares en frecuencias bajas preserva la agudeza del pico de resonancia. Esto evita
el ensanchamiento artificial que suele disparar el error de amortiguamiento; la estabilidad y
limpieza en modos superiores mediante el empleo coordinado de filtros de Savitzky-Golay y de
segundo orden, ventanas Hanning y secciones de segundo orden (SOS) permite gestionar el
ruido ambiental y la inestabilidad numérica. Esta metodologia redujo la mediana del error de
amortiguamiento de niveles criticos (superiores a 300%) a valores entre 7-24% para ambos
métodos evaluados.
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