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CAPITULO1

INTRODUCCION.

El programa de Cuantizaciéon por Lazos es un proyecto disenado para
construir una cuantizacién no perturbativa para teorias de norma, la cual
es independiente de una métrica de fondo. El ejemplo més representativo
donde se aplica esta técnica es Relatividad General, reformulada como una
teorfa candnica de norma SU(2) en términos de nuevas variables llamadas
de Ashtekar-Barbero[13, 14].

Este ejemplo, llamado Gravedad Cuantica por Lazos, es una teoria que se ha
desarrollado en los ultimos veinte anos y es hoy una de las candidatas mas
fuertes para la descripcion de una teoria de gravedad cuantica. Sin embargo,
a pesar de que se ha podido describir la cinemética de manera rigurosa, aun
existen ciertos problemas con respecto a la implementacién de la restriccién
escalar, que nos daria el espacio de Hilbert fisico de la gravitacion. Existen
propuestas para tal implementacién [1], mas no existe un consenso general
sobre la validéz fisica de tal implementaciéon. De modo que surgen alternati-

vas para este problema pues es de suma importancia tener una descripcién
completa de la teoria cudntica, tal que podamos obtener predicciones tedri-
cas que puedan ser constrastadas con posibles experimentos.

En este trabajo, proponemos una manera de obtener la dindmica de una
teoria cuantizada por el método de lazos, basada en la implementacién del
grupo de renormalizacion de Wilson en el &mbito de las teorias cuantizadas
por lazos. La idea surge de [50, 51|, donde se plantea que naturalmente



INTRODUCCION. 2

existe la posibilidad de obtener la dindamica de éstas teorias, como un limite
continuo de la dinamica de las teorias efectivas, siguiendo las ideas del grupo
de renormalizacién de Wilson, tal como se realiza en las teorias de norma
sobre la red.

En particular, puesto que el concepto de escala es fundamental en la imple-
mentacion del grupo de renormalizacion, proponemos una nueva nociéon de
escala, tal que nos permita realizar la implementaciéon de estas técnicas a
teorias independientes de una métrica de fondo. Cuando este limite continuo
existe, podemos entonces definir la dindamica de la teoria.

En el caso de teorias que dependen de una métrica de fondo, la nocién
extendida de escala, se reduce a las redes convencionales que son usadas
como reguladores en la teoria de red. Por lo tanto, estructuras de este tipo
presentadas en este trabajo deben ser capaces de exportar mucho del trabajo
realizado en las teorias de red directamente al formalismo de lazos.

La tesis esta organizada de la siguiente manera: En el capitulo 2 referente al
grupo de renormalizacién de Wilson, comenzamos con una breve descripcién
de las teorias de norma en la red. El grupo de renormalizacién es revisado
después desde el punto de vista de la mecéanica estadistica utilizando al
modelo de Ising en dos dimensiones como ejemplo principal. Las secciones
siguientes describen al grupo de renormalizaciéon en la teoria de norma en
la red, que sera de importancia fundamental para nuestro trabajo. Para
concluir el capitulo, describimos la implementacién en teoria cudntica de
campos. Limitamos la revision al caso de campos escalares por simplicidad,
pues en el caso de campos de norma la situacion resulta ser un poco mas
complicada, debido a la invariancia de norma.

El capitulo 3 describe explicitamente el programa de la cuantizaciéon por
lazos. Hemos querido describir tales técnicas de manera general, puesto que
en principio, la cuantizacién por lazos se puede implementar a cualquier
teoria de campos. Finalmente, como ejemplo de la cuantizacién por lazos,
describimos las nociones basicas de la gravedad cuantica por lazos, aunque
estudios completos y detallados se encuentran en las citas mencionadas al
principio de la seccion.

El capitulo 4 reune nuestro trabajo de investigacién. Aqui, utilizamos los
conceptos basicos de los capitulos anteriores directamente en la implemen-
tacion del grupo de renormalizacién a teorias cuantizadas por lazos en su
versién lagrangiana. En éste, seguimos directamente el trabajo que publi-
camos en la referencia [52] y explicamos de manera detallada el proceso de
limite continuo mediante el uso del triangulo de renormalizacién.
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INTRODUCCION. 3

Concluimos con un ejemplo explicito: usando nuestra implementacion del
grupo de renormalizacién y nuestra nocién de escala, construimos la dindmi-
ca de una teoria cuantica de campos cuantizada por lazos. El ejemplo se
construye como el limite continuo del modelo de Ising bidimensional. Esta
es una teoria cuantica de campos relativista con interacciones y grados de
libertad locales cuantizados usando técnicas de la cuantizacién por lazos.

Debemos mencionar que a pesar de que el modelo de Ising es una teoria
que depende de una métrica de fondo, el formalismo presentado no utiliza
la métrica de fondo de manera directa. Este formalismo puede aplicarse
igualmente a teorias topoldgicas. Por lo tanto nuestro método es aplicable a
teorias que no dependen de una métrica de fondo y puede producir teorias
con grados de libertad locales.

Concluimos esta tesis mencionando los logros y metas futuras que se tienen
en este proyecto de investigacion.

IFM-UMSNH



CAPITULO2

Grupo de Renormalizacion de Wilson

2.1. Introduccion.

En Mecanica Estadistica, uno de los objetivos méas importantes de es-
tudio es el andlisis de sistemas ante la influencia de campos externos. La
manera en como el sistema responde ante dicha influencia externa esté de-
terminada por el tipo de fluctuaciones que se generan. En especial, cerca
del punto critico, donde ocurren transiciones de fase (de segundo orden)
del sistema, las fluctuaciones se correlacionan fuertemente sobre una amplia
regién del espacio implicando que interacciones de largo alcance son ahora
importantes. De modo que fluctuaciones de todas las posibles longitudes de
onda contribuyen a la respuesta del sistema.

Si queremos describir de manera sistematica las propiedades termodindmi-
cas del sistema cerca del punto critico, utilizamos la teoria de Escalamiento,
que permite reescribir las funciones termodinamicas afectadas por la tran-
sicién de fase en términos de leyes de potencias que dependen del punto
critico, de manera que a medida que variamos dicha distancia, las funciones
termodinamicas cambian de escala pero no su forma funcional.

Esta idea de escalamiento fue aplicada al modelo de Ising por Kadanoff que
motivé a Wilson para su teoria moderna de Renormalizaciéon. Una canti-
dad bésica en este andlisis es la longitud de correlacién & definida como la
longitud maxima de las longitudes de onda asociadas con las fluctuaciones
que ocurren en el sistema. Esta longitud de correlacién diverge en el punto
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critico, pues en ese punto las fluctuaciones de todas las posibles longitudes
de onda contribuyen a la respuesta del sistema.

La idea de Kadanoff en el modelo de Ising dice que mientras la longitud de
correlacién varia, los campos de spines que interactian en la red pueden ser
rescalados de modo que el resultado es un sistema con “nuevos campos” que
interactian en una red mas grande. Es decir, en vez de describir el siste-
ma en términos de spines interactuantes, caracterizamos a éste en términos
de bloques de spines, tomando el promedio de los valores de spin por cada
bloque y definiendo un nuevo sistema. A medida que el sistema se acerca
al punto critico la longitud de correlacion crece y con ella el tamano de los
bloques de spin, de modo que las funciones termodindmicas no cambian su
forma funcional sino que sélo son rescaladas. Por lo tanto, al tener una red
con una longitud caracteristica, podemos considerar regiones de la red mas
grandes en comparacién con la escala de definicién del problema. Observa-
mos que el continuo estadistico emerge, de modo que a escalas macroscopicas
(en comparacién con la escala caracteristica) la red es despreciable. Asi, los
efectos de largo alcance deben de tener una descripcion continua sin hacer
referencia alguna a la escala de la red.

Wilson toma la idea de Kadanoff para calcular los exponentes criticos de
manera microscopica y permite entender el limite continuo estadistico. El
punto central de este limite estadistico es que carece de una escala asociada
que caracterice el sistema. Basicamente, el método de Wilson es un proce-
dimiento sistematico que construye teorias efectivas reduciendo grados de
libertad. Como primer paso, escogemos una escala inicial, donde definimos
la teoria. Para cambiar de escala, integramos sobre las fluctuaciones con
longitudes de onda mas pequenas que aquella que define nuestro sistema
inicial. Estas integraciones asignan al sistema inicial otro sistema, descrito
por un Hamiltoniano efectivo en la nueva escala, que tiene el mismo com-
portamiento a distancias mas grandes pues sus funciones de correlacién no
distinguen entre ambos. La transformacién de un sistema a otro es llamada
Transformacion del Grupo de Renormalizacion.

Al iterar, obtenemos una secuencia de sistemas fisicos tales que tienen el
mismo comportamiento a distancias grandes. Esta secuencia esta descrita
por relaciones de recurrencia no lineales entre los parametros de la teoria
(también llamados constantes de acoplamiento) a las diferentes escalas. El
punto critico del sistema resulta ser un punto fijo de las relaciones de re-
currencia en donde podemos describir el fenémeno de escalamiento. De la
transformacion de recurrencia alrededor de los puntos fijos se pueden leer
los exponentes criticos.

IFM-UMSNH
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Cabe mencionar que la ausencia de una escala que caracterice al sistema
es evidente en Teorfa Cudntica de Campos, donde se tienen integrales so-
bre estados intermedios que contienen energias arbitrariamente grandes, lo
que puede generar integrales divergentes. El primer método construido pa-
ra eliminar tales divergencias es la teoria de Renormalizaciéon -construida
por Bethe, Feynman, Schwinger, Dyson entre otros - que describe el limite
estadistico de una teoria local sustrayendo las partes divergentes de las inte-
grales en el limite continuo. La restriccion de este método es que sélo puede
ser aplicado a aquellas teorias que son expandibles en términos de diagra-
mas de Feynman. Sin embargo, no podemos tener una explicacién de cuél
es el origen de tales divergencias, asi como el comportamiento del sistema
mientras cambiamos de escala.

IFM-UMSNH
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2.2. Teorias de Norma sobre la Red.

En esta seccion damos una breve descipcién a las ideas principales de las
teorias de norma sobre la red [6] que nos seran ttiles a lo largo de este traba-
jo. Cabe mencionar que el enfoque presentado aqui, extiende la formulacion
estandar de Wilson a teorias cuyos grupos de norma son discretos.

En la Teoria Cuantica de Campos, la necesidad de eliminar divergencias
sugiere métodos para obtener cantidades finitas fisicamente relevantes para
la teorfa. Uno de éstos es utilizar redes espacio-temporales que proporcionan
un corte ultravioleta que remueve las divergencias surgidas. Sin embargo, la
red necesita ser removida después de renormalizar la teoria, como lo es para
cualquier regulador. El objetivo es que las cantidades fisicas no dependan
de la red y se aproximen a un valor finito.

Originalmente, las teorias sobre la red surgieron para estudiar el problema
de confinamiento en las interacciones fuertes de las particulas, fenémeno que
es inherentemente no perturbativo, sin embargo, hoy es una arena para es-
tudiar diversos aspectos no perturbativos de la Teoria Cuantica de Campos.
Ademss la relacion entre ésta y la Fisica Estadistica se hace evidente.

En la teoria de norma sobre la red las variables basicas son conexiones defini-
das usando transporte paralelo a lo largo de segmentos dirigidos e, llamados
aristas de la red. El transporte paralelo resultante puede ser visto como ele-
mentos de un grupo de norma g. € G. Las transformaciones de norma son
definidas asociando elementos h,; € G a cada vértice v; y actuando en el
elementos de grupo de las aristas g. como:

Je — hqj,-lgehvf
donde e representa una arista en particular; hy,,hy,, € G y v;, vy son los
vértices que se forman los extremos iniciales y finales de la arista.

La dinamica se construye mediante una accién que describe nuestro sistema
a la escala dada por la red. Usando una discretizacién de las variables de
campo podemos obtener una accion dada mediante la suma de acciones
locales S, de cada plaqueta p de la red.

S=>5, (2.1)

Usualmente S}, es una funcién invariante ante transformaciones de norma.

IFM-UMSNH
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La accién de Wllson resulta ser la méas usada:

S =" Bl — (1/n)ReWpaq)

plaq

donde Wpiaq = Tr(Ui;U;jkUkiUs;) es el lazo de Wilson sobre cada plaque-
ta. Esta accién se reduce a la accién de Yang-Mills en el continuo [6]. Sin
embargo, la expresion mas general se deduce expandiendo la funcién S, en
términos de los caracteres del grupo: S, = >, Bnxn(g). La teorfa cudntica
se construye usando (2.1) en la funcién de particion:

Z = /(H dge) exp (Z Sp)

Tomando la exponencial de la accién S, en la funcién de particién como una
expansién en términos de los caractéres x, asociados al grupo de norma,
obtenemos la funcién de particién de la accién de Heat-Kernel [2]

P / T] dgec™s 5910 = 3~ T (dimer)e5s / 19 T xnlon) (2:2)

donde la suma es sobre representaciones irreducibles 7, del grupo G asociado
a cada plaqueta, C7, es el operador de Cassimir que actua en el algebra de
Lie del grupo y g, es el producto de los elementos asociados a las aristas
que forman la plaqueta p. Los pardmetro 3, son constantes de acoplamiento
locales asociadas a cada plaqueta en la red que contienen la informacién del
drea de cada una. Estas constantes fueron introducidas por primera vez en
[56].

La integral en la expresién (2.2) puede ser reducida gracias a las propiedades
de ortogonalidad de los caracteres y nos da algunas condiciones para los
valores de las representaciones 7,. Podemos ver que estas restricciones son
interpretadas como Leyes de Gauss que actian en los vértices de la red [6].

Un espacio de Hilbert fisico puede ser asociado a rebanadas puramente es-
paciales del espacio tiempo y sus elementos son funciones invariantes de
norma sobre el espacio de conexiones de la red en esa rebanada. Como con-
sideramos redes en el espacio tiempo cuyas direcciones estan bien definidas,
elegimos las fronteras de la red como rebanadas espaciales fijas a un tiempo
determinado. Esto da lugar a una formulacién Hamiltoniana, en donde el
Hamiltoniano de Kogut-Susskind [6] juega un papel fundamental.

IFM-UMSNH
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Sin embargo, como la red es un regulador que debe ser removido, se necesita
tomar un limite continuo tal que las mediciones de las observables fisicas no
dependan de la red. En este punto las técnicas del grupo de renormalizacion
de Wilson son muy ttiles para nuestro proposito, las cuales revisaremos en
las siguientes secciones.

2.3. Transformaciones por Bloques y Modelo de
Ising

Un ejemplo explicito de la aplicacién del método del Grupo de Renor-
malizacién es el modelo de Ising en dos dimensiones, que consiste en un
sistema discreto de spines S = +1 localizados en los nodos de una red en
dos dimensiones. Por simplicidad, asumimos que el sistema estd definido en
una red regular de tamano L y longitud caracteritica a. El Hamiltoniano del
sistema estd dado por:

H[S] = Ko + K1 Z SZSJ + B Z Sj (23)
{ii} J
donde {ij} representa la suma sobre puntos cercanos en la red. La fun-

cion de particién asociada al sistema es una suma sobre todas las posibles
configuraciones {S} en la red :

Z = Ze_H[S] = Zexp(—/fo — K1 Z SiSj — BZSj) (2.4)

{s} {s} {ij} J

donde hemos absorbido el factor 1/KT dentro de nuestras constates. Para
describir la fisica de este sistema macroscopicamente, utilizamos transfor-
maciones por bloques que permiten relacionar teorias efectivas a distintas
longitudes caracteristicas de la red promediando sobre grados de libertad
microscépicos, definiendo asi un limite para grandes escalas [3, 4].

La transformacién por bloques consiste en dividir la red en bloques de spines
« de tamano sa con s un parametro natural, para formar una nueva red cuya
longitud caracteristica sea sa. Por cada bloque asignamos una variable de
spin nueva S/, = +1 donde el signo estd determinado por una distribucién
de probabilidad ¢(S),,S;), que nos dice la probabilidad de que S/, tome el
signo 4+ dada una cierta configuracién de spines S; en el bloque a.

Por otro lado, dada una configuracién {S} en la red, la probabilidad de tener
una configuracién especifica {S/,} se define como:

IFM-UMSNH
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Figura 2.1: La transformacién por bloques de una red de spines.

T[S, 8) =[] t(S, S:) (2.5)

(67

con la condicién:

> T[S, 8] =1

[5']
Las funciones de probabilidad arriba mencionadas no son tnicas y se tiene
la libertad de escoger la forma funcional dependiendo del problema que se
quiera atacar. La mds sencilla es escoger t(S5/,,5;) = 0(S),,sign(my)) donde
Mo = % Z(je ) S; es la magnetizacién por cada bloque oo y N es el nimero
de spines por bloque.

Ademés la distribucién de probabilidad T'[S’, S] define una transformacién
por bloque Rs que nos relaciona diferentes teorfas efectivas. De esta manera
el peso de la funcién de particién de la nueva red de spines esta determinada
por:

e ISl =N "7, e M5 (2.6)
[5i]

Cabe mencionar que esta transformacion es local, puesto que a cada blo-
que se le asigna un numero finito de spines en una determinada regién de
la red, empero existen ciertos métodos que utilizan transformaciones no lo-
cales. Para comparar el nuevo sistema con el inicial, es necesario tener las
mismas unidades de medicién. Esto implica que tenemos que rescalar las
cantidades involucradas en la descripcién de los sistemas. En particular, la

IFM-UMSNH
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longitud de correlacion &, considerada adimensional, se ve modificada por
un factor llamado de dilatacién s, como &/s. Asi mismo, necesitamos re-
normalizar las nuevas variables S/, — S/, /M, procedimiento que es llamado
renormalizacion de spines y servira para definir el limite continuo.

Obviamente tenemos que las funciones de particién asociadas son las mis-
mas como esperamos (Z = Z') pues estamos describiendo el mismo sistema
de spines a diferentes escalas. Sin embargo, la transformacién (2.6) gene-
rara nuevos acoplamientos a todos los érdenes entre los spines de la nueva
red asi como interacciones no lineales en el Hamiltoniano efectivo:

H'[S=ro+r1Y_ S,Sh+raY  SuSh+rsY  SLSpSLSs+- (27)
{aB} {{aB}} {apy5)

Los coeficientes {ko, k1, k2, k3 - - - } son las constantes de acoplamiento de la
teoria efectiva en la nueva escala y forman el espacio de parametros P donde
cada punto representa una teoria efectiva a una temperatura dada. Estas
constantes de acoplamiento x(3) son funciones analiticas de las constantes
de acoplamiento iniciales incluso en el punto critico.

La transformacién (2.6) establece una correspondencia entre el sistema de
spines y el de bloques. Esta induce la llamada Transformacion del Grupo
de Renormalizacion Rg y actia en el espacio de parametros, relacionando
puntos dentro de éste. Ademas ésta 1ltima tiene asociado un incremento de
la medida de longitud por s. Asi, al integrar sobre longitudes de onda corta
tendremos que cambiar los valores de las constantes de acoplamiento.

La estrategia ahora consiste en iterar la transformacién R en el espacio de
parametros varias veces, lo que significa integrar sobre grados de libertad
extras, rescalando en cada iteracién las unidades de medicién por un factor
de dilatacion. Esto genera una secuencia de puntos en P que nos pueden dar
informacién acerca del sistema en el limite macroscépico.

El modelo de Ising esta representado en P con kg, k1 # 0 a una tempera-
tura dada T como un punto p(7') € P. Al variar la temperatura, llegamos
al valor critico de la constante de acoplamiento, k1. donde el sistema sufre
una transicién de fase y la distancia de correlacién £ diverge. Al aplicar una
transformacion del grupo de renormalizacion en este punto critico, manda-
mos un punto p(7.) € P a otro p'(T.) = Rsp(T.) € P, lo que implica que
la distancia de correlacién se mantiene infinita y por lo tanto el sistema
transformado es también critico.

IFM-UMSNH
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Definimos la superficie critica S, como el conjunto de puntos {p(T¢) € P}.
Asi, las transformaciones iteradas de puntos p € S. nos llevan a puntos en
la misma superficie. Si empezamos con algin punto ¢(7) ¢ S, entonces
iteraciones sucesivas de la transformacién Rs mueven el punto mas lejos de
S, pues al reescalar la distancia de correlacién £ — £/s por cada iteracién
obtenemos sistemas que estan cada vez mas alejados del punto critico.

Las trayectorias generadas por estas iteraciones sucesivas de la transforma-
cién Ry se les llama flujo de renormalizacion. Existen ciertos flujos que se
originan en puntos p(7;) € S, tales que convergen a un punto fijo p*(7,) tal
que satisface Rsp* = p* y que son de relevancia fisica.

Es interesante analizar el comportamiento de la transformacién Ry cerca
del punto fijo p* pues es alli donde podemos obtener la informacién termo-
dindmica del sistema, ya que tanto las funciones de correlacién como las
observables macroscépicas exhiben un comportamiento en forma de leyes de
potencia y permiten determinar los exponentes criticos de la teoria. Notemos
sin embargo que los puntos fijos p* dependen de la forma que escogemos la
transformacion Rg pero no asi los exponentes criticos que definen la teoria.
En la vecindad de p*, la transformacién R la podemos aproximar mediante
una matriz cuyos eigenvalores exp(A;) (que asumimos reales) identifican el
caracter de las constantes de acoplamiento de la teoria efectiva con respecto
al punto fijo. Asi, identificamos tres casos:

Ar > 0 implica que la constante de acoplamiento aumenta por cada itera-
cién, por lo que es llamada relevante.

A < 0 la constante de acoplamiento decrece por cada iteracién. Esta es
llamada irrelevante.

Ar = 0 tiene como consecuencia que por cada iteracién la constante de aco-
plamiento se mantiene invariante, A esta constante se le llama mar-
ginal. Este caso necesita un tratamiento mas alla de la aproximacion
lineal (2.5) para decidir su influencia en el sistema.

Supongamos por ejemplo que (2.5) es una distribucién que depende de la

magnetizacion local mq, = & Z (jea) Sj.

H5 , Mmyg,) (2.8)

donde M es el factor necesario para renormalizar los spines y depende de
la temperatura. Es facil ver que esta distribucion satisface las condiciones
necesarias descritas en (2.5).

IFM-UMSNH
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La ecuacién (2.8) induce una transformacion de renormalizaciéon Rsque gene-
ra un Hamiltoniano de la forma (2.7). Desafortunadamente, para el modelo
de Ising no existe una relacion de recursiéon exacta para las constantes de
acoplamiento [3], por lo que usualmente se realizan aproximaciones que re-
velen el comportamiento de las constantes de acoplamiento kg, k1. Una de
ellas es el proceso de decimacion, que consiste en sumar sobre ciertos spines
en la red (por ejemplo podemos sumar sobre los spines que se encuentren en
filas y columnas etiquetadas por un nimero par). En estas aproximaciones
se encuentra que el punto fijo del modelo de Ising es'

Kle = %ln[l + V2]

donde tenemos una transicién de fase. Este resultado coincide con el cal-
culado por Onsager [4, 5] donde encuentra una singularidad en la energia
libre:

F=—KT[n 242

/ do, / dfs In cosh2 2k1—sinh 2k (cos 01 —cos 02)]

en el punto T' =T, determinado por la condicion:

sinh2k1. = 1

Por otro lado, consideremos la funcién de dos puntos en la teoria efectiva
generada por la transformacién (2.8):

(S1,8%) = ZS’%[ZH& , Mmy,)e~H1S]
(9] [S]
= M2%Zmam@eﬂq[s}
5]

= M’N2) ) (5:S)) (2.9)

i€ jES

Si suponemos que la distancia de correlacion & es lo suficientemente grande
en comparacion con la distancia caracteristica de la red, entonces la funcién
de dos puntos es practicamente la misma para todo par de puntos i € o'y
j e p:

Véase por ejemplo [3, 6].
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(S1,55) = M*(S;S;)
o bien:
(5:5;) = M~2(5,S) (2.10)

donde i € ay j € 3. De la misma manera es es posible escribir la generali-
zacion a funciones de n puntos [7]. El limite continuo de la teorfa se define
de la siguiente manera: Como hasta ahora, etiquetamos mediante indices
latinos los sitios de spin en la red cuya longitud caracteristica es a. La dis-
tancia entre dos puntos arbitrarios, digamos i, j la escribimos como |i — j|.
De manera que el limite continuo se define tomando:

li—j|> =00, T —T, (2.11)

mientras a — 0 y manteniendo fija a|i — j|(T'—T¢) = £ lo que significa man-
tener constante la distancia de correlacion fisica entre los spines al realizar
las transformaciones de renormalizacién.

La funcién de n puntos para 1" < T, (o bien k1. < k1 ) puede ser calculada
explicitamente en el limite continuo [8]:

1 “n(S(; o) -+ S(i)) = (k)
Jm o MTHS()S(2) - (i) = exp (1Y) (2.12)
|ik—i1|>—o00 k=2
donde
1> t -1
(k) — _ 2 4 g2
fn Qk@ﬂa)k/_ogyl dygdzy - - - day, 11_11 (1+93l +’yz) X
Yty :
+1
x ————1Tr A(l 2.13
o LA (213)
donde z = tanhk; y A(l) es la matriz cuyos elementos estdn dados en

términos de las componentes de la distancia |i; — ij| entre los campos de
spin S(j). Explicitamente:

|22 + 22 — 1\} o _i<\z2—|—2z— 1\)
z(1—22) z(1—22)

x (!ij — iklyyr + 1ij — iklx:cz) (2.14)

A = Sgn[!ij—ik!y
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Aclaramos que |ij — ix|5 + |ij — |3 = |ij — ir|?. Para el caso T' > T [8]:

, (18 i)+ S0 = [det(S > o® VY2 e (S £B)
%L?C M7 (S(i1)S(i2) S(ZN»_‘det(;g(n)ij)‘ exp(%fn >
|ix—i1]*—o00 - N

(2.15)

k
k 1 > o
oy = e ot an T (e af)

k—1 k
o PO (2.16)

xr—x i€
i

El factor M toma los valores:

~(a “11/8
M:{ [1 — (sinh 2rk1) 7] siT < T, (2.17)

[(sinh 2k1)~ " — 1]Y/% i T > T.

y representa la magnetizacion espontanea para 7' < T,. Por lo tanto tenemos
dos teorias de campos en el continuo por cada limite 7' < T, 6 T" > T.. Es
posible demostrar que los campos de spin en el continuo son descritos como
campos escalares ¢ en el modelo de Ginzburg Landau con acoplamiento ¢*
que describiremos a detalle mas adelante.

2.4. Grupo de Renormalizacion en Teorias de Red.

Como dijimos en la introduccion, el otro punto de vista que se tiene es
el provisto por la Teoria Cudntica de Campos. En ésta, la necesidad de eli-
minar las divergencias, nos lleva a utilizar métodos para obtener cantidades
finitas fisicamente relevantes en la teoria. Uno de éstos es considerar a la
red como un regulador que proporciona un corte ultravioleta. Para recupe-
rar la teoria original, debemos remover el regulador de nuestras cantidades
fisicas utilizando ciertos limites, de modo que éstas no dependan finalmente
de la red. Es aqui donde cualquier observable definida a escalas efectivas
debe aproximarse a su valor fisico. En esta seccién expondremos el grupo de
renormalizacién siguiendo [6]

Las observables definidas en la teoria efectiva, dependen de la unidad de
longitud caracteristica a de la red, de modo que el limite continuo equivale
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a tomar a — 0 manteniendo alguna cantidad fisica fija. Consideremos por
ejemplo la longitud de correlacién £ adimensional (en términos de la longitud
caracterfstica a): &€ = (ma)~!, donde m es la masa que corresponde al primer
nivel de exitacion de la teoria. El limite continuo implica tomar a — 0 mien-
tras mantenemos fija la masa m, en consecuencia, la longitud de correlacién
del sistema diverge. Notemos que este comportamiento es caracteristico en
sistemas estadisticos que se encuentran en una regién critica donde ocurren
transiciones de fase. Por lo tanto, para tomar el limite continuo, debemos
escoger el esquema de renormalizacion adecuado para el problema en cues-
ti6n. Usualmente se escogen ciertas cantidades de relevancia fisica como fijas
bajo el procedimiento que relaciona las diferentes escalas.

Consideremos una observable adimensional O definida en la red de longi-
tud caracteristica a. Supongamos por simplicidad que ésta depende de una
constante de acoplamiento inicial kg también adimensional asi como de la
longitud caracteristica de la red a y la escala a la que se define, 7.

O = O(ko(a),a,r) (2.18)

A medida que ¢ — 0 manteniendo fija la escala de definicién r, la observable
O(ko(a),a,r) pierde la dependencia del corte a y tiene un valor finito. En
este limite se tiene el comportamiento critico donde todas las escalas tienen
lugar y ocurre sélo para ciertos valores de xo. Notemos sin embargo que una
teoria de red aproxima una teoria continua cuando a < r y ademas a es
mucho mas pequena que cualquier otra escala fisica involucrada en la teoria.

Refinamos ahora la red por un factor de 2. Podemos suponer que la obser-
vable O no cambia drasticamente al variar la longitud de la red si a es lo
suficientemente pequena y la constante de acoplamiento se ajusta adecua-
damente de modo que tengamos:

O(ko(a/2),a/2,7) = O(ko(a),a,r) + O(a?) (2.19)

Si el esquema de renormalizacion que utilizamos es mantener invariante la
observable a una escala dada, entonces (2.19) es exacta a todos los érdenes
en a. Queremos ahora comparar teorias definidas en diferentes escalas 7.
Como la observable es adimensional, entonces un rescalamiento de a y r no
afecta la ecuacién (2.19). Rescalamos por un factor de 2 para tener:

O(ko(a/2),a,2r) = O(ko(a),a,r) (2.20)
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Esta ecuacién exhibe la relacién que existe entre la constante de acopla-
miento valuada en dos redes distintas y la observable medida en dos escalas
diferentes. Para estudiar el comportamiento de kg en el proceso del limite,
fijamos el valor de la observable como prescripcién de renormalizacién a esta
longitud a inicial:

O(ko(a),a,r) = Oq (2.21)

lo que permite conocer, tanto el valor inicial de kg(a) como el valor de
la constante de acoplamiento en la red refinada ko(a/2) mediante (2.20).
Una vez conocido este valor, tomamos la misma observable O ahora con un
valor kg(a/2) de la constante de acoplamiento y repetimos el procedimiento
anterior. Esto nos lleva a tener:

O(rko(a/2),a,r) = O(ro(a/2?),a,2r) = Oy (2.22)

donde ahora la prescripcién de renormalizacién es tomar fija O(ko(a/2),a,r)
en un valor O; distinto de Op. Estas ecuaciones nos da el valor kg(a/2?) de
la constante de acoplamiento.

La repeticién n-ésima del procedimiento anterior implica las siguientes ecua-
ciones con las cuales sabemos el valor de la constante de acoplamiento para
longitudes carcteristicas a/2" cada vez més pequenas:

O(ro(a/2"),a,r) = O(ko(a/2"™), a,2r) = O, (2.23)

manteniendo fija O(ko(a/2),a,r) en un valor O,, como prescripcién de re-
normalizacién.

La secuencia {Qg, 01,09, ,Oy,---} genera un flujo de renormalizacién
para ko tipo escalera en las gréficas de O(kg, a,r) como funcién de kg a dos
escalas distintas r y 2r. Las las situaciones tipicas son esquematizadas en
las gréficas:

» La grifica (2.2) ejemplifica la situaciéon que resulta cuando el flujo
determinado por (2.23) tiene lim, . ko(a/2") = 0, es decir, en el
continuo la constante de acoplamiento se anula, teniendo una teoria
asintoticamente libre.

» La gréifica (2.3) describe otra situacién cuando las trayectorias de
O(ko,a,r)y O(ko,a,2r) se intersectan en un valor no trivial £*. En es-
te caso, el flujo de renormalizacién (2.23) se aproxima asintéticamente
a dicho punto donde se tiene:
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Figura 2.2: El flujo de renormalizacién tiene como limite continuo xo = 0.
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Figura 2.3: Las trayectorias de O(ko,a,7) y O(ko,a,2r) se intersectan en un valor no
trivial k¥, que es un punto fijo atractivo en el ultravioleta del flujo de renormalizacién.
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Figura 2.4: El flujo de renormalizacién no tiene solucién..
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O(k*,a,r) = O(K*,a,2r) (2.24)

El valor k* es un punto fijo atractivo de la teorfa en la regiéon ul-
travioleta donde se tiene una independencia de escala. El valor de la
observable cambia drdsticamente al pasar a través de este punto fijo
y en consecuencia tenemos una transicion de fase. Cabe mencionar
que en el caso del punto fijo repulsivo, el flujo de renormalizacién se
aleja asintéticamente de éste y el limite continuo sélo es posible si el
valor de la constante es exactamente x*. La gréfica para el caso repul-
sivo puede realizarse si intercambiamos las trayectorias de O(ko, a, )
y O(ko, a,2r) de la descrita anteriormente.

= Finalmente, la gréfica (2.4) ejemplifica la dltima situacién, cuando el
flujo de renormalizacién no tiene solucién. Esto quiere decir que la
ecuacién (2.23) no es valida en algin punto del flujo y no se puede
obtener un limite continuo.

Es importante mencionar que el procedimiento antes descrito, se toma en
sentido inverso para el caso de Mecanica Estadistica, tal como hemos dis-
cutido en secciones anteriores mediante el modelo de Ising. Usualmente se
comienza con un sistema descrito en una red de longitud caracteristica a
pequena y se construyen teorias efectivas (con un nimero mayor de cons-
tantes de acoplamiento {«}) en redes cuya longitud es més grande pero que
describen la misma fisica macroscépica. Este procedimiento corresponde a
un limite infrarrojo de una teoria de campos, donde las observables ma-
croscopicas (tales como las variables termodindmicas) son las que describen
al sistema.

Si queremos un estudio andlitico del comportamiento de la constante ),
podemos obtener una ecuacién diferencial que describe tal flujo. En este
caso, podemos tomar la prescripcién de renormalizacion O(kg(a), a,r) = Og
para cualquier valor de a y escribir la razén de cambio de la observable O
con respecto al corte a:

d . d/i(] 0 0 .
G@O(Ko(a), a,r) = [aaa—ﬁo + a%] O(ko(a),a,r) =0 (2.25)

Llamemos (ko) = a‘%o. Esta es la funcién del grupo de renormalizacion® y

determina la manera en que la constante de acoplamiento depende del corte.

2La funcién B(ko) es llamada funcion de flujo 6 funcién beta en teoria de perturbaciones.
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Los ceros en la funcién (ko) determinan los puntos fijos de la teoria y son
independientes del esquema de renormalizaciéon. Ademé&s para valores de kg
cercanos al punto fijo atractivo en el ultravioleta k* tenemos:

B(ko) >0 para ko> K"
B(ko) <0 para ko< K"

Para el caso de puntos fijos repulsivos los signos son intercambiados. La
forma funcional de (B(kg) dependera del esquema de renormalizacién, en
particular, dependerd de la observable O y la escala fisica r donde definimos
el problema.

2.4.1. Triangulo de Renormalizacién

Una manera ilustrativa de entender los flujos de renormalizacion, es me-
diante la construccién de un tridangulo que represente la relacién entre las
teorias efectivas a diferentes escalas usando transformaciones del grupo de
renormalizacién [9]:

Empecemos con una secuencia de redes cada vez mas finas, es decir, cuya
longitud caracteristica a; satisface: {ag > a1 > az > -+ > a, > ---}.
Por cada a; definimos la observable O(x?(a;),a;)® donde £’(a;) son las
constantes de acoplamiento de la teoria efectiva en a;. La siguiente pregunta
que nos hacemos es cémo relacionar la observable definida en los diferentes
cortes asi como las constantes de acoplamiento involucradas.

Observable en el continuo Oy

/O(HQ(G2)7CL2)<—> te <—>O(F‘:Een7a2)
PQ(Klial)’al)H O(K/l(a2)7a1)-—> tte <—>O(K1}en7al)
S RS L
O(HO(G’O)’ ao) <—>O(’€O (al)a a0)4—> O(RO(CLQ)y aO)-—» T e O(ngna aO)
3Usualmente se considergy¢k ddatmileRenormslidepsangiano que definen las teorfas

efectivas para construir el tridngulo, sin embargo, es posible hacer la construcciéon para
cualquier observable fisica O definida en una teoria efectiva.

IFM-UMSNH



Grupo de Renormalizacién de Wilson 21

Si queremos relacionar O(k"(ag), ap) con la observable definida en una red
més fina O(k!(ay),a;), utilizamos una transformacién de renormalizacién
aproximada, la cual llamamos Fs, de modo que preserve la misma forma
funcional de la observable en las dos escalas y actie en el espacio de cons-
tantes de acoplamiento de manera que Fyx°(ag) = x!(a1).

Para definir dicha transformacién Fy debemos imponer condiciones (llama-
das condiciones de renormalizacién) sobre un nimero finito de cantidades
fisicas, por ejemplo, podemos mantener invariantes ciertos elementos de ma-
triz del valor de expectacion (O) de la observable. Esta transformacién apro-
ximada esta representada en la diagonal del tridngulo para todas las teorias
definidas en la secuencia de cortes.

Ahora bien, si tomamos la observable definida en a;, O(k!(a1),a1), pode-
mos aplicar una transformacién Ry, como una transformacién por bloques,
de manera que la relacione con la observable en ag. La transformacién de
renormalizacién actia en P como Rsk!(a1) = k°(ay). Esta transformacion
es exacta y mantiene invariantes las cantidades fisicas definidas en la es-
cala mas grande. La transformacion exacta es representada por las flechas
verticales en el triangulo.

Finalmente, mencionamos que O(x%(ag), ao) y O(k°(a1), ap) no son las mis-
mas observables y solo son iguales en el limite continuo. Sin embargo, éstas
describen la misma fisica. Debido a esto podemos trazar las flechas horizon-
tales que las relacionan. El limite continuo se obtiene aplicando las relaciones
anteriores para redes cada vez més finos (hacia la derecha), tomando en cuen-
ta a cada paso que O(x’(ax), a;) = O(k'(a;), a;) en una buena aproximacién
siag,a; << a;.

2.5. Modelo de Ginzburg-Landau

El modelo de Ginzburg-Landau tiene como fin describir un sistema de spines
en la vecindad del punto critico y analizar los cambios de fase que ocurren
en este punto mediante una aproximacion de campos continuos. De hecho
el modelo trata de eliminar la red donde el sistema de spines estd descrito
utilizando un campo escalar ¢(x) que es interpretado como la magnetizacién
local del sistema, al igual que las variables de bloque del modelo de Ising,
cuando se han realizado suficientes iteraciones de la transformacién de re-
normalizacién y el Hamiltoniano efectivo se considera macroscopico. De esta
manera, el Hamiltoniano efectivo de bloques puede ser expresado bajo cierta
aproximacion como un Hamiltoniano del modelo de Ginzburg-Landau.
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El Hamiltoniano de Ginzburg-Landau lo postulamos como:
PINE 2, 1 o 2 1 4
Hlgl = [ (aP2)|S[VO]? + 5m*(1)6? + AN  (2:20)

de manera que podamos modelar el sistema de spines cerca del punto critico.
Este Hamiltoniano depende de dos pardametros de cardcter fenomenologico:
m?(T) regula las transiciones de fase al variar la temperatura, y el acopla-
miento A\(T") que debe de ser una cantidad positiva.

El primer término [V¢]? elimina las fluctuaciones rapidas y permite hacer
predicciones sobre la estructura de las funciones de correlacion en ¢ mientras
que el término proporcional a ¢* elimina las fluctuaciones grandes para
valores de ¢ grandes. El término cuadratico permite que el modelo describa el
sistema debajo la temperatura critica, representando una fase parcialmente
condensada.

Teoria de Landau

Consideremos la funcién de particion dada como :
7 = /D¢e—del‘(é[V¢]2+§m2(T)¢2+j,/\(T)¢4) (2.27)

donde sumamos sobre todos los posible valores del campo ¢. La teoria de
Landau se basa en suponer como aproximacién que el valor del campo ¢y que
maximiza la exponencial en (2.27) domina la integral funcional. Este valor
maximo corresponde a tomar ¢y como una constante. El Hamiltoniano en
esta aproximacion es:

Hioo] = [ [ %] (m3(D)éf + LAT)o) (225)

Si consideramos m?(T) > 0, entonces el Hamiltoniano (2.28) tiene un
minimo alrededor de ¢ = 0. Sin embargo al considerar valores negativos de
m?(T) tenemos dos valores minimos més situados simétricamente alrededor
del valor maximo local ¢ =0

Explicitamente estos minimos son:

m2(T) >0
m

0
ol ={ o e <1 (2.29)

Las fases del sistema entonces estan caracterizadas por los valores de m?(7)
ocurriendo transiciones de una a otra en m?(T) = 0. Tomando en cuenta
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Figura 2.5: Gréficas del Hamiltoniano (2.28) para los valores de la constante de acopla-
miento: m? >0y m? < 0.

esto, la expresién para m?(T) obtenida de un desarrollo de Taylor alrededor
de T, es:

(2.30)

donde T, es la temperatura critica donde ocurren las transiciones de fase y
C una constante. Es decir, a temperaturas T' > T, el coeficiente m?(T) > 0
y el campo ¢ se anula mientras que para T < T, el pardmetro m?(T) < 0 y

¢ # 0.

La teoria de Landau aproxima el comportamiento de un sistema ferro-
magnético cerca del punto critico.

Relacion entre el Modelo de Ising y el Modelo de Ginzburg-Landau

Existe una manera de derivar el Hamiltoniano del modelo de Ginzburg-
Landau a partir del modelo de Ising. Esta fue derivada por vez primera
por Berlin y Kac e independientemente por Hubbard y Stratonovich (1976).
Presentamos la derivacién siguiendo [10]. Comenzamos con la funcién de
particiéon del modelo de Ising:
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Zitsing = Z o1 2045 Jij SiSj+r 32, BiSi (2.31)
{s}
donde tenemos la influencia de un campo magnético externo que toma dife-
rentes valores B; por cada nodo de la red.

La matriz J no es positiva definida. Sin embargo si tomamos U = ~I—J
podemos demostrar que ésta si lo es para v lo suficientemente grande. Ya
que la traza de esta matriz es TrU = N+ + TrJ, la unica diferencia entre
la matriz J y la matriz U es un factor constante dependiente del parametro
v que sale de la integral (2.31). Entonces podemos entonces sustituir U
en la expresién anterior y utilizando el siguiente resultado de integracién
gausiana:

/ dPx e[_i >is Ui;1x¢Ij+Zi Sizi] _ |:(47T)N/2\/(m @Zij Ui;5:5;

obtenemos:
(4m)~N/2g=rmN
det(k1U)
" Z/dDy o= 1 (1 U)5 (W' =KBY) (v =k B7)] Siy’ (2.32)
{s}

ZIsing

donde hemos adoptado la convencién de suma de Einstein?. El dltimo térmi-
no es el tinico que depende de las configuraciones de spin {S} de la red, de
modo que Z{S} S = 2N [], coshy’. Nuestro siguiente paso es hacer el
cambio de variable:

¢ = (kaU);'y
La transformacién da lugar a una funcién de particién de un modelo cuya
variable es un campo con valores continuos:

Zuing = E|B) [76 Flglel 420000 1550 (2.33)
donde:

6B = N\ e Ndet(x,U)e” TRV B

9[¢] = ]]cosh(kiU)ij¢’ = exp[> Incoshy; (2.34)

4La suma se entiende en indices repetidos y ademss, dado cualquier vector y°, su-
bimos o bajamos sus indices mediante la contraccién con la métrica Euclideana n =
dlag(+17 +17 e ): yl = 77”yj'
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La nueva variable ¢ es interpretada como una variable estocédstica cuyos
valores de expectacion estdn muy relacionados con aquellos del modelo de
Ising. Se puede demostrar que diferenciando (2.32) y (2.33) obtenemos:

(S = (56— w(mU)5'By) (23)
(5:8) = 1oi0)) — o (mU)G! (2.36)

Para valores grandes de ~ se puede demostrar las correlaciones de los campos
{¢} en puntos distintos son las mismas que las correlaciones de los spines
{S}-

Por otro lado, (2.33) puede ser aproximado al Hamiltoniano de Ginzburg-
Landau. Observemos que la matriz U;; tiene como elementos de la diagonal
la constante v mientras que los elementos diferentes de cero que estan fuera
de la diagonal son los proporcionales a las interacciones de vecinos cercanos
digamos por un factor e:

Uid) = 70ij¢" — (Jiign® ™ + Jiacpd’™), p=1,2,...,D.
= Ypi— €Y [bitu+ bioy]

m

= (7 —2eD)i +{2eD¢i — € ¥ [dip+ biyl} (2.37)

I

Reconocemos el término entre corchetes como el operador Laplaciano dis-
cretizado. Entonces, tenemos:

Uz‘j(ﬁj = (v —2eD)¢p; + 6a2v2¢i (2.38)

donde a es la longitud caracteristica de la red.La funcién de particién (2.33)
se escribe como:

ZIsing — Cg[B] ﬁDqg @[¢]e(*i[ﬁlea2¢iv2¢i+m(’7*2€D)¢¢¢i]+§Bi¢i) (2_39)

La aproximacién que hacemos ahora es reemplazar las variables ¢! = ¢(x?)
por una variable que tome valores continuos ¢(x) en el Hamiltoniano efecti-
vo. Esto implica reemplazar las sumas por integrales D-dimensionales. En-
tonces, tendremos una funcién de particion Zgy; con variables continuas

P(x):
ZaL = €|B] /D¢> e Hor
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con el Hamiltoniano Hgy, dado por:

Heplé] = a P /de E[—mea2(v¢)2+/€1 (7—2€D)¢)2}—gB(x)¢)—ln coshy(x)
(2.40)
donde:

y(2) = r1ea®V2p(x) + k(7 — 2eD)p(x)

Ahora bien, el valor del campo que maximiza el Hamiltoniano efectivo (con
B =0) es cuando ¢ es una constante ¢g. En esta aproximacién tenemos:

Yo = K1(7 — 2eD) gy (2.41)

y el Hamiltoniano efectivo es:

Her(¢o) = vol( y2 — Incosh o) (2.42)

1
4k1(y — 2¢eD)
Nos interesa el comportamiento de Hgy, para ¢ pequena, de modo que po-

damos expandir en serie de Taylor In cosh y:

1 1
Incoshy = §(y8 — Eyé + O(Z/S))

S ((s1(y = 26D)60)? — < (sa(y ~ 2D)n)!  (2.43)

Q

Haciendo A~! = k1(y — 2¢D) y sustituyendo en el Hamiltoniano efectivo
tenemos:

A —
Har(60) = vol( g g 68 + 757308) (2.44)

Esta expresion indica que la funcién de particién es dominada por los campos
¢ cerca del minimo de Hgy. Por tanto, podemos restituir el término V¢ y
obtener:

— 2 A—
Hould) =a? [ aPa[ ZHE (9o 4 S 00  not - S B

4
(2.45)
obteniendo el Hamiltoniano de Ginzburg-Landau con campo externo B(x).

Cabe mencionar que la conexion que derivamos entre el modelo de Ginzburg-
Landau y el modelo de Ising no es clara, pues las aproximaciones que se han
hecho en el camino pueden no ser validas. Por ejemplo, la matriz U;; no es
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positiva definida a menos que el pardmetro v sea lo suficientemente gran-
de. Por otro lado, la dependencia de las constantes de acoplamiento de ~
sugieren que el rango de validez no sea el cercano al punto critico donde la
aproximacién de Landau predice transiciones de fase®. A pesar de ésto, la
derivacién anterior sirve como base para justificar que cerca del punto criti-
co el Hamiltoniano asociado al modelo de Ising puede ser expresado como
el Hamiltoniano del modelo de Ginzburg-Landau pues las aproximaciones
que se hacen retienen los términos relevantes y marginales, aseverando que
pertenecen a la misma clase de universalidad, es decir, el conjunto de expo-
nentes criticos que predicen no dependen de la forma detallada de la forma
funcional del Hamiltoniano sino sélo de los parametros macroscépicos.

2.6. Renormalizacion en Teoria Cuantica de Cam-
pos.

Finalmente mostramos en esta seccion el método del grupo de renorma-
lizacion en el contexto de Teoria Cuantica de Campos usando como ejemplo
la teorfa ¢* aunque el método puede ser extendido a cualquier teorfa de
campos en principio. En este contexto, es necesario eliminar las divergencias
que aparecen en los valores de algunos pardmetros, como las masas y las
constantes de acoplamiento, si queremos tener predicciones fisicas.

El método de Wilson radica en estudiar las divergencias ultravioletas ais-
lando la dependencia de la integral funcional sobre los grados de libertad
a distancias cortas del campo. Usamos un corte ultravioleta A para aislar
las divergencias, de modo que las integraciones son sobre momentos |k| < A
Este corte no toma en cuenta las fluctuaciones cuyos momentos son mas
grandes que el corte dado A. Nuestra meta es integrar sobre un rango de
momentos altos y determinar la influencia de las fluctuaciones asociadas en
las predicciones fisicas.

Para tal efecto, consideremos la funcion de particién en el espacio Euclidea-
no de la teorfa ¢*, que equivale a analizar el modelo de Ginzburg-Landau
descrito en la seccién anterior. En un sistema ferromagnético las fluctuacio-
nes de los spines estan restringidas a la escala atémica A para temperaturas
lejanas a la critica. Mientras esta situacion se mantenga, el inverso de la lon-
gitud de correlacién €71 es del orden de A (£~ ~ A). En la escala que nos
interesa queremos ¢! << A, precisamente cerca del punto critico, donde

®En la referencia [10] se encuentra una discusién amplia acerca del papel del pardmetro
~ en la aproximacién de Landau.
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los spines estan correlacionados a distancias arbitrariamente grandes y los
spines fluctuantes tienden a a linearse en una direccién de magnetizacién. En
nuestro caso debemos ajustar el valor de la longitud de correlacién £~ (pues
es nuestro pardmetro analogo a la temperatura) de modo que lleguemos a
una regién donde encontremos correlaciones del campo ¢(z) a distancias
mucho mas grandes que 1/A.

Explicitamente tenemos:

_ (4Pt 2, mZ 2, X\ 4
Z:/[ [T dotk)]em S @Paavor ot (2.46)
IK<A

donde m y A son las constantes de acoplamiento iniciales. El método de re-
normalizacién consiste en integrar sisteméaticamente los momentos de energia
alta y construir teorias efectivas a esa nueva escala. Consideremos un parame-
tro s < 1. Este nos servird para integrar sobre regiones pequenas de momen-
tos, sA < |k| < A. Al igual que en el sistemas de spines, la transformacién
de renormalizaciéon Ry se realiza en tres pasos:

= Integracion sobre una regién pequena de momentos k : sA < k < A,
= Rescalamiento del momento: k — k' = k/s
= Renormalizacién del campo: ¢(k) — Ms'=P2¢(k) = ¢/ (k')
Para realizar la integracién en la regién de momentos sA < |k| < A, defi-

nimos la variable de integracién ¢(z) en dos regiones como ¢ = ¢ + s
donde el subindice hace referencia de la escala donde definimos las variables:

| oa(k) sA<|k| <A
k) = { 0 en otro caso (2.47)
y por otro lado mantener la variable inicial
_f dalk) [kl < sA

De manera que la funcién de particion resultante es:

z = [[ T aoa] [[ TI ae®]expi= [aPal5lT0e+ o)

|k|<sA sA<|k|<A

2o+ o)) (2.49)

2

m
+ 7(90 + ¢sA)2 +
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Notemos que dentro de la integral existen términos del tipo:

D Dy
[ 4% @@ = [ G G (I8 4 ) (B0 (k) (250)

que se anulan debido al rango de definiciéon de las variables. Por lo tanto
tenemos:

2
7= /[ 11 d%(k)} eXp_/dD$[;(V¢sA)2+”;¢§A+2¢§A]

Ikl <sA

1 m? A
X / [ 11 dw(k)} exp{—/dDﬂc[Q(Vw)2 + 5o+ et
sA<|k|<A '
A A A
X SO+ [Pae + goane’]) (2.51)

Ahora, debemos integrar sobre la variable ¢, de modo que podamos construir
un Lagrangiano efectivo definido para momentos |k| < sA:

2 A
Lo — %(wﬁ + 6+ L6+ Flg)

donde F'[¢] representa las correcciones debidas a la integracién en momen-
tos altos. Notemos que parte de tales correcciones son proporcionales a los
términos del lagrangiano original.

Las correcciones son calculadas usando el método de perturbaciones, supo-
niendo que los términos proporcionales al parametro A son perturbaciones
asi como el término cuadréatico proporcional a m? pues nos interesa la si-
tuacion m? << A%. De modo que podemos escribir la funcién de particién
como:

Z= / | TT dounk)]etioea / [ II dek)|ebold-mmila-atalesul

k|<sA sA<|k|<A
(2.52)
donde:
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Ligsa] =

e
il = [walwar=l [ e
f s

de Vqﬁs/\) + 7¢2A + ,¢§A]
sA<|k|<a (2m)P
Wilp]l =
1 1 1
Walp, psp] = /deU[6 AP+ Zéimf + 6¢5A<P3 + @<P4] (2.53)

En este caso los términos Wi[yp] asi como Walp, gpa] son tratados como
perturbaciones de Lo[p] [11].El lagrangiano L[| corresponde a la teoria
libre sin interacciones. Asi, a partir de Lg construimos el propagador que
nos ayudard a calcular las correcciones a cada orden del lagrangiano efectivo:

de e—ik-(m—y)

(6(@)d(y))o = /

A/s<k<A (2m)P k2 para sA < [k| < A (2.54)

Al realizar las integraciones sobre ¢, convertimos (2.52) en una expresién de

la forma:
_ / [ I dseath)]e S aebenton (2.55)

[k|<sA

donde tenemos interacciones a todos los érdenes. Como segundo paso, que-
remos comparar la nueva funcional con la que originalmente comenzamos,
asi que rescalamos los momentos k — k/s, s < 1 de manera que las in-
tegraciones se realizen en el intervalo |k| < A. En consecuencia generamos
un rescalamiento en la unidad de distancia: * — xs. Esquematicamente
tendremos:

2 2 2
/le‘Leﬂr = /deS_D[S(lg_(SZ)(VQs)Q_‘_ (m —Zém )¢2+ (A Z'5A)¢4

+ 60 (V) +6Dg0 + - -] (2.56)

donde los término 87, dm?, 6\ ... son las correcciones debidas a las integra-
ciones en . El tercer paso indica renormalizar el campo ¢ Observemos que
si renormalizamos ¢ de acuerdo a:

¢ — ¢\/s2P(1+62) = s P12 Mg (2.57)
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obtenemos el lagrangiano original (2.46) mas correcciones debidas a la inte-
gracién de momentos altos y con nuevas constantes de acoplamiento dadas
por:

n  m?4om?
T 11028
N S
(1 + 52)2847D
5O — 5CsP
(1+02)?
5D = oD (2.58)

(1+02)3s6-2D

Este procedimiento es lo que se conoce como transformacién de renormaliza-
cién del lagrangiano, la cual podemos repetir integrando grados de libertad
asociados a momentos altos para obtener iteraciones sucesivas de las trans-
formaciones (2.58) de las constantes de acoplamiento. En estas iteraciones,
las constantes correspondientes a términos de orden mas alto, como lo son
C y D son diferentes de cero y por lo tanto tenemos contribuciones extras
en las transformaciones de (2.58). Cabe mencionar que hemos definido es-
ta transformacion de renormalizaciéon suponiendo que el propagador de la
teoria es invariante ante dicha transformacion.

Los pardmetros del lagrangiano efectivo L.y pueden ser muy diferentes de
aquellos del lagrangiano original L, debido que para calcular cantidades a
una escala Ay a la que podamos comparar con experimentos, usando un
lagrangiano L a la escala A, se necesitan tomar en cuenta todas las correc-
ciones cuanticas que surgen en las escalas entre Ag y A, lo cual no sucede
si utilizamos directamente el lagrangiano original L a la escala Ag. En es-
te sentido, los acoplamientos en L.fy estdn mds relacionados a cantidades
fisicas en la escala Ag.

Cerca del punto fijo Lo, linealizamos la transformacion (2.58) lo que da lugar
a las transformaciones:
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m?2 = m2s2
No= AP
' = CsP

D' — pg2b—6
(2.59)

De modo que cerca del punto fijo considerado, tenemos un lagrangiano efec-
tivo que sélo depende de un ntimero finito de interacciones renormalizables
(con pardmetros relevantes y marginales). Asi que, comenzando con un la-
grangiano que puede ser muy complicado, éste degenera a un lagrangiano
que contiene un numero finito de términos renormalizables. Lejos del punto
fijo, las transformaciones del grupo de renormalizacién sufren correcciones
proporcionales a potencias altas de las constantes de acoplamiento. Si las
correcciones son lo suficientemente grandes entonces se puede detener o in-
cluso revertir el flujo de renormalizacién, creando otros puntos fijos que dan
nuevos limites ultravioleta.

Notemos que éste andlisis depende de la dimensionalidad del sistema: en el
caso del campo escalar es posible determinar que para D > 4 tenemos una
teoria efectiva para momentos pequenos tal que sélo la interaccién proporcio-
nal a m? es relevante. El caso D < 4 el acoplamiento de ¢* es un pardmetro
relevante. En consecuencia, al iterar la transformacién de renormalizacién
nos alejamos de la teoria libre. En este caso podemos probar que existe un
punto fijo no gausiano (llamado de Wilson-Fisher) [11], que controla el flujo
de renormalizacién en una teorfa ¢* no masiva. Este nuevo punto fijo es
en un principio analizado mediante perturbaciones, sin embargo en gene-
ral, es posible encontrar puntos fijos cuyos pardmetros de acoplamiento son
grandes de manera que las transformaciones del grupo de renormalizacién
no pueden ser entendidas mediante diagramas de Feynman. Finalmente, el
caso D = 4 requiere mas cuidado, pues tenemos que A es un parametro
marginal, ya que se mantiene constante en la transformacién de renorma-
lizacién linealizada. Para el estudio de este tipo de situaciones utilizamos
correcciones a las transformaciones lineales de modo que podamos inferir el
comportamiento de éstas. El caso D = 4 predice una teoria efectiva trivial,
es decir, el acoplamiento A es cero en el limite ultravioleta. Esto implica que
la teorfa con interaccién ¢* no existe en el limite ultravioleta, sin embargo
ésta es 1til como modelo de una teoria cuantica de campos.
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Como el factor de dilatacién s es continuo , podemos transformar las ecua-
ciones de recursion (2.58) como ecuaciones diferenciales para s infinitesimal.
Si nuestros pardmetros son x,(s) entonces tendremos:

o) _ g, (5 (2.60)
Estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones de flujo de las constantes
de acoplamiento 6 funciones beta y han sido utilizadas ampliamente en la
Teoria Cuantica de Campos. Estas ecuaciones describen el comportamiento
de las constantes de acoplamiento al variar la escala s. Es decir, el factor de
rescalamiento s se toma como una secuencia de transformaciones de renor-
malizacién infinitesimales. Para el caso de parametro marginales, la funcion
beta se obtiene mediante la teoria de perturbaciones, llamada funcién de
Callan-Simanzik [11]. El resultado es que los pardmetros marginales varian
muy lentamente en comparacién del resto.

Los puntos fijos del sistema se encuentran mediante la ecuacién:

Bulku(s)) =0

En el caso de una teoria escalar para D < 4 estas ecuaciones sirven para
demostrar explicitamente la existencia de un punto fijo no trivial. Una vez
encontrados los puntos fijos podemos calcular los exponentes criticos de la
teoria. Cabe mencionar que existe un método més poderoso para calcular
los exponentes criticos basado en la teoria de perturbaciones [12], el cual no
lo expondremos en el presente trabajo.
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CAPITULO3

Cuantizacion por Lazos.

3.1. Programa de la Cuantizacién por Lazos

El programa de Cuantizacién por Lazos es un proyecto disenado para
construir una cuantizacién candnica no perturbativa para teorias de norma,
la cual es independiente de una métrica de fondo. El ejemplo més repre-
sentativo donde se aplica esta técnica es Relatividad General, reformulada
como una teoria de norma SU(2) en términos de nuevas variables llamadas
de Ashtekar-Barbero[13, 14]. En este capitulo describiremos el programa
de cuantizacion por lazos concluyendo con el caso particular de Gravedad
Cuéntica por Lazos.

El primer paso en la Cuantizacion por Lazos es construir el espacio de Hil-
bert cinematico Hp;,. Para la construccién de este espacio, utilizamos las
ideas generales de la Teoria Cuédntica de Campos Algebraica [15, 16]. Pro-
ponemos un conjunto de ciertas funcionales en el espacio de configuraciones
clasicas que generan un &dlgebra C* abeliana con unidad. Luego, mediante
una construccién GNS obtenemos una representacion de ésta dlgebra en un
espacio de Hilbert Hp;,, donde las observables de configuracién son operado-
res autoadjuntos. Los momentos conjugados se construyen en este espacio
de manera que satisfagan las reglas de conmutacién.

Finalmente, se promueven las restricciones del sistema como operadores en el
espacio de Hilbert los cuales nos permiten caracterizar el espacio de estados
fisicos de la teoria.

34



Cuantizacién por Lazos. 35

3.1.1. Construccion del Espacio de Hilbert Cinematico H;,.

Consideremos una teoria de norma descrita en su formulaciéon candénica
mediante las variables de configuracion, las conexiones suaves A’ (llamadas
también potenciales de norma) valuadas en el dlgebra de Lie g del grupo
de noma G de la teorfa y sus momentos conjugados FEj', llamados flujos
generalizados del campo eléctrico, que corresponden a densidades tensoria-
les valuados de la misma manera en g. Al ser (A%, E®) un par conjugado,
satisfacen las relaciones de conmutacion del algebra de Poisson:

{Afz(tv x)v Ai(t7 y)} =0
{7 (t, @), Eg(ta y)} =0
{AL(t,2), E}(t,y)} = 8;0,0° (z,y)

Siguiendo el programa de cuantizacién de Dirac [17], debemos encontrar una
representacion de éstas variables candnicas como operadores en un cierto es-
pacio de Hilbert que satisfagan las relaciones de conmutacion de operadores.

Construimos un espacio de Hilbert Hy;, a partir de ciertas funcionales de las
variables de configuraciéon. Dado que la Cuantizacion por Lazos esta pensada
para teorias de norma, el espacio de configuraciones Ay, es el espacio de
conexiones A% definidas en una variedad ¥ como una 1-forma valuada en el
algebra de Lie g del grupo de norma G. Una cantidad natural asociada con
las conexiones A% son las holonomfas he[A] a lo largo de una curva, definidas
de la siguiente manera:

ho[A] = Pexp—/A

e
dada una curva orientada e : [0,1] — ¥. Notemos que la holonomia carac-
teriza la conexién A al definir el transporte paralelo a lo largo de la curva
e y se puede ver como un elemento de grupo de G. Escogemos entonces la
holonomia he[A] como una funcional bésica de las conexiones A € As.

Sin embargo, sabemos que a pesar de que el espacio de configuraciones clasico
se conforma de campos suaves bajo alguna norma, los estados de la teoria
cuantica dependeran de un espacio de configuraciones mas general. Asi, es
adecuado introducir el concepto de conexiones generalizadas A € Ay.. Una
conexién genralizada A € Ay, es una asignaciéon de un elemento de grupo
he]A] € G a una curva e, sin condiciones de continuidad. Identificamos el
espacio de conexiones generalizadas Ay, como el espacio de configuraciones
cuanticas. Mas adelante describiremos las propiedades de este espacio de
conexiones generalizadas.
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Funciones Cilindricas

El algebra de observables cinematicas que nos servird para construir el es-
pacio de Hilbert Hy;, es en este caso el dlgebra de funciones cilindricas Cyl
de las conexiones generalizadas definidas de la siguiente manera:

Dada una gréfica I' con N aristas' y una funcién suave f : GN — C, el
elemento ¢r ; € Cylp es una funcional definida en la grafica I' como:

¢F7f{A] = f(helv"' 7heN) (31)

El espacio Cyl se construye tomando todas las graficas I' C X, es decir,

Cyl = | Cylp
r

Este espacio es un algebra cerrada bajo la multiplicacion, es decir, dadas
dos funciones ¢r ¢, ¢y € Cyl, su multiplicacién es una funcién ¢ 7 eCyl

talque l Ty I' C L.

Notemos que el dlgebra Cyl es una algebra C* abeliana con unidad? llamada
usualmente en la literatura el dlgebra de holonomias, pues las funcionales
r, r[A] sélo dependen de las conexiones generalizadas. El ejemplo mas sim-
ple de tales funciones cilindricas es el lazo de Wilson:

WilA] = Tr(h[A]) (3-2)

donde [ es una curva cerrada. Debido a las propiedades de las holonomias
y de la traza es facil ver que ésta es una cantidad invariante de norma.
Otro ejemplo importante es la generalizacion natural de los lazos de Wilson
llamado spin network [28, 29]. Su construccién se basa en asociar repre-
sentaciones irreducibles D’ del grupo de norma G a cada vértice e de una
grafica arbitraria I'. A cada vértice v le asociamos ademads un contractor I,.
Explicitamente el spin network lo escribimos como:

e (p Y Buy oy -5
Yy = [HD]E(he)ge T Toan,on, ok, (3.3)
ecl vel’

'Una grifica T' es una coleccién de curvas e C 3, llamadas aristas, unidas en a lo més
sus extremos formando vértices.

2Matematicamente, Cyl es un espacio vectorial normado de funciones con un operador
de multiplicacion bilineal, asociativo y un operador antilineal que actia como conjugacién
x : Cyl — Cyl tal que si f € Cyl entonces f** = f. Ademés como Cyl es un &lgebra C*
entonces se cumple que para todo elemento f € Cyl se tiene ||f*|| = ||f]| y IF£*]] = | f]]>-
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donde suponemos una contraccion total de indices. Estas funciones juegan un
papel importante en la cuantizacién por lazos, como veremos mas adelante.

Una vez descrita el dlgebra de observables, buscamos estados (algebraicos)
12 Cyl — C como aplicaciones lineales positivas y normalizadas que actuen
sobre las observables ¢ f [18, 27] .

En particular, como trabajamos con una teoria de norma, buscamos un
estado par tal que sea invariante ante transformaciones de norma, llamado
medida de Ashtekar-Lewandowski [27]. De este modo definimos un producto
escalar, es decir, dada una funcién cilindrica ¥ f[A] €Cyl, definimos el
estado a7 como:

parlvr.s) = /(Hdh) e hey) (3.4)
ecl

donde dh. es la medida de Haar del grupo de norma G. De modo que el
producto escalar de funciones cilindricas es :

parlbr i ) = /(Hdh) e )glher s hey)  (3.5)

eecl

donde I C T y IV C . Mediante la construccién de Gelfand-Naimark-
Segal (GNS) [15], encontramos una representacion adecuada del dlgebra Cyl
como operadores. Luego, construimos Hyg;, haciendo una completacién de
Cauchy de este espacio en la norma inducida por (3.5) para obtener Hy;, =

LQ(AE):U’)'

Cabe mencionar que existe una construccién de un espacio de Hilbert analo-
ga a la anterior en la versién Hamiltoniana de la teorfa de red [6], sin embargo
la interpretacién de (3.5) es diferente: los estados no viven en una sola red
sino en todas las posibles redes de la variedad ..

Operadores en Hy;,

Finalmente, necesitamos describir los operadores que actian en el espacio de
Hilbert Hp;, constrido anteriormente. Definimos los operadores asociados a
la teorfa cudntica correspondientes a las variables de configuracién A’ y sus
conjugada Ef. El operador he que depende de las variables de configuracién
actua por multiplicacion sobre los estados del espacio de Hilbert, es decir:
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2

Figura 3.1: Curva e que atraviesa la superficie S en un punto. La curva se divide en dos
curvas e1 y ez, donde definimos las holonomias he, y he,.

De hecho, cualquier funcién cilindrica es un operador de multiplicacién en
este espacio. El momento conjugado £ es un operador distribucional que
actia en Cyl como una derivada funcional con respecto a la conexion.

E[S,a] = /(d25)831xa852$b6abcEAfai = /(d%)@slxaa@xbeabcai@ (3.6)
s s 0AL
donde o son funciones de soporte compacto valuadas en el dlgebra de Lie g
del grupo de norma Gy Eiceabc es el operador asociado con la dos-forma va-
luada en g. Una interpretacion de Ef es considerarlo como la generalizacion
del flujo eléctrico a traves de una superficie S.

No es dificil calcular cual es la accion del operador de flujo E [S, a] sobre
una holonomia h.[A]. Dada la curva e que atraviesa una superficie S, ésta
se descompone en la composicién de dos nuevas curvas e; y es obteniendo
las holonomias he, y he, respectivamente como en la figura. La accién del
operador de flujo es entonces:

E[S, ahe[A] = a'he, Tihe, (3.7)

donde 7; es el generador del grupo de norma. Vemos que el operador de
flujo es un operador autoadjunto bien definido en el espacio de Hilbert. De
manera que se puede demostrar que el dlgebra que forman (h., E{) tiene una
representacion en el espacio de Hilbert Hy;,, como operadores conjugados.
como operadores que satisfacen las reglas de conmutacién candnicas.

Implementacién de las Restricciones.
El siguiente paso en la Cuantizacién por Lazos es promover las restricciones

de la teoria clasica C'(«) a ciertos operadores en el espacio de Hilbert cons-
truido anteriormente. Describimos de manera general este procedimiento,

IFM-UMSNH



Cuantizacién por Lazos. 39

dejando una discusién més extensa en el ejemplo de gravedad cudntica de
la siguiente seccién.

Observemos que las restricciones de primera clase? juegan un papel impor-
tante, pues estan asociadas a transformaciones unitarias R4 con g € G, que
dejan invariantes a los estados fisicos. Una vez promovidas a operadores, las
restricciones C' [a] deben formar un algebra cerrada con el conmutador pues
de otra manera tendriamos una teoria cudntica que no es consistente (ver
por ejemplo [17]).

En la Cuantizacion de Lazos se han podido implementar de manera rigurosa,
las restricciones que estan asociadas a simetrias internas bajo el grupo de
norma G y la restriccién de difeomorfismos, presente en teorias libres de un
fondo no dindmico [18]. Para las restricciones asociadas a simetrias internas,
promovemos R, a operador y buscamos soluciones 9 € Hyin de la ecuacién
siguiente: R

Ruy% =49, Vged. (3.8)

Es decir, los estados 1Y son invariantes ante transformaciones de norma
y forman el espacio Hgm. Sin embargo, las restricciones de difeomorfismos
son especiales. Por un lado, las transformaciones Ry, con ¢ € Diff(¥) no
son débilmente continuas y no existe un operador que genere transforma-
ciones infinitesimales. Por el otro, el espacio de soluciones de (3.8) para las
restricciones de difeomorfismos no es de relevancia fisica, pues consiste en
funciones que son constates. Empero, veremos que los estados invariantes
ante difeomorfismos son aquellos que viven en el dual Hj,, v satisfacen:

Rgy™ =" " € Hpyp (3.9)
Notemos que el espacio de estados invariantes de norma atin no contiene
informacién acerca de la dindmica del sistema, por lo que es necesario imple-
mentar la restriccién escalar C [N], es decir buscar soluciones de la ecuacion
C [N]p = 0 y asi caracterizar los estados fisicos de la teoria cudntica. Sin
embargo, se tienen fuertes argumentos que indican que no existe una defini-
cién de C[N] universalmente considerada como fisicamente correcta [14, 18].
Debido a esto, no presentamos la implementacién de la restriccion escalar.

%Decimos que un conjunto de restricciones [R;] son de primera clase si {R;, R;} =~
0 V i,7,es decir, que {R;, R;} = ci—"ij.
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3.2. Gravedad Cuantica por Lazos.

El ejemplo més importante de la Cuantizacion por Lazos es sin duda la
cuantizacién de la Teoria de Relatividad General, llamada Gravedad Cuanti-
ca por Lazos. Su enfoque principal es considerar que la teoria de Einstein
puede ser cuantizada de manera no perturbativa, considerando los funda-
mentos tanto de Relatividad General como los de Teoria Cuantica de Cam-
pos. Una bibliografia extensa del drea se puede encontrar en [19].

3.2.1. Variables de Ashtekar-Barbero

La cuantizacion se basa en la reformulacién de la teoria de Einstein en térmi-
nos de una conexién su(2) A% y una densidad de triada EZ, que permiten
describir RG como una teorfa de norma (independiente de una métrica de
fondo) tipo Yang-Mills con grupo SU(2) [20]. Presentamos la derivacién de
las nuevas variables siguiendo la referencia [14].

Empezamos con la formulacién ADM?* de Relatividad General. Tomemos
una variedad M y una foliacion de ésta, de manera que tengamos M =
> x R. Las variables de configuracién por cada hipersuperficie ¥ son, la
métrica hg, inducida sobre X; las funciones de corrimiento N, y de lapso
N que caracterizan las componentes normales y tangenciales de cualquier
vector v® con respecto a ¥. Introducimos 7% como el momento conjugado
a la 3-métrica hg, relacionado directamente con la curvatura extrinseca K
mediante 7% = h=1/2(K% — Kh). La estructura simpléctica que se tiene
es la siguiente:

{hav(@), heay)t = 0 (3.10)
{n®(@), 7y} = 0
{ﬂ-ab(w)ahcd(y)} = 2>\5&53)5(5L’,y) (311)

donde )\ = 87G/c3, factor proveniente de la accién de Einstein-Hilbert:

1
Slow) = 55 [ d'ov=oR.
2\
La densidad Hamiltoniana obtenida después de introducir estas variables es:

H = N,C*(7%, hap) + NC(7%, hap) (3.12)

4Véase por ejemplo [21, 22] para una derivacién detallada de ésta formulacién.

IFM-UMSNH



Cuantizacién por Lazos. 41

C es la restriccién vectorial y C' es la restriccion escalar. Explicitamente:
CUn®, hey) = 20, (h~1/27%) (3.13)
1
C(r® ha) = h7V2[OR - h lryn® + 5if%r?] (3.14)

donde h es el determinante de la métrica y m = 7%, = hapm®. Para nuestro
propésito es conveniente hacer un cambio de variables, utilizando el forma-
lismo de triadas. Introducimos la triada como una base ortonormal {e}
tales que se satisfacen: ‘

hab = €€ (3.15)

considerando 7;; la métrica Euclideana en 3 dimensiones. Por otro lado
introducimos la 1-forma w’ llamada conexién de spin, compatible con la
triada {e}, es decir, w! es solucién de las ecuaciones de estructura de
Cartan,[21, 22].

Las cantidades definidas anteriormente nos sirven para introducir nuevas va-
riables conjugadas de la siguiente manera: Definimos la densidad de triadas
Ef = e“bceijkege'g' y la cantidad K! = E_1/2KabE]b5ij. Ambas cantidades son
candnicamente conjugadas y a partir de ellas podemos definir las variables
de Ashtekar-Barbero:

E! = eabceijkeielg (3.16)
Al = WK (3.17)

donde la conexién (3.17) es la llamada conexién de Ashtekar-Barbero [23,
24, 25]. Notemos que existe una libertad en el parametro v dentro de la
definicién (3.17). Este es el pardametro de Immirzi, que jugard un papel
importante en la teoria cudntica [26]. De nuevo, las variables satisfacen la
siguiente estructura simpléctica:

{Be(@), BYy)} = 0 (3.18)
(@), 4w} = 0
{BS(@), Aj)} = Mdisid(.y) (3.19)

Ademds, debido a la libertad que se tiene en escoger marcos de referencia
locales {e?} mediante rotaciones de SO(3) (que actian en los indices internos
i=1,2,3), se tiene como consecuencia una restriccién extra G;(A, E) sobre
las variables conjugadas (3.16) y (3.17) que impone una simetria de norma
SO(3) en la teorfa, andloga a la ley de Gauss. De hecho (3.17) debe de ser
una conexién valuada en el algebra de Lie s0(3) para que sea compatible con
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la triada (3.16). Por conveniencia, escogemos trabajar con el grupo SU(2)
(tomando en cuenta que el dlgebra de Lie de ambos grupos es la misma), de
modo que la conexién de Ashtekar-Barbero es una su(2)-conexion.

La densidad hamiltoniana que resulta con las nuevas variables canoénicas es
el siguiente:

H = N°Co(E® A') + NC((BY, AL)) + o'Gi(E2, AY) (3.20)

o bien tomando la integral sobre la hipersuperficie ¥, el Hamiltoniano es:

H(N® N,a') = C'(N*) + C(N) + G(«) (3.21)
Ga') = / dPraiGi(EY, AL) (3.22)
P
C'(N%) = / dPxNC,(EE, AL) (3.23)
b
C(N) = /d%NO((Eg,Ag)) (3.24)
¥

Explicitamente, escribimos los integrandos de las restricciones:

Gi(E?,Aé) = ez-j’“KZEfé = D, E}
Ca(Ef,Ay) = EjF}, —2(1+9°)K,Gi
E¢E?

OB A = i (5 — 200+ ) KK

D,E{ = 0,E; + ei]’?Asz,‘; es la derivada covariante de la densidad de triadas
y las expresiones para las restricciones las escribimos utilizando la curvatura

F’ = 0,A] — 0, AL + eé.kAéAlg inducida por (3.17).

La restriccién (3.22) genera transformaciones infinitesimales de SU(2) tal
como en la teorfa de Yang-Mills, por lo que la llamamos restriccion de Gauss.
La transformacién asociada es Ry = exp (iw - 7) donde 7 = (11,72, 73) son
los generadores de SU(2) y w = (w1, ws,ws) son los pardmetros que definen
la transformacién por g €SU(2); (3.23) es la restriccién vectorial que impone
una simetria de la teorfa ante el grupo de difeomorfismos Diff(¥) y (3.24)
genera “evolucién”temporal, (por supuesto, dada una norma temporal en
RG).
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3.2.2. Cuantizacién de la Gravedad.

Una vez definidas las variables adecuadas en nuestro ejemplo, la Cuantiza-
cién por Lazos se sigue directamente como se describié en la seccién anterior
donde ahora el grupo de norma es SU(2) y las variables candnicas que son
promovidas a operadores son (3.16) y (3.17). De igual manera, la repre-
sentacion que usamos para los estados es la llamada de representacién de
conexiones, donde el espacio de Hilbert es un espacio Hyi, = L%(Asx, par) de
funcionales cuadrado integrables sobre el espacio de conexiones generalizadas
con respecto a la medida p4; (llamada medida de Ashtekar-Lewandowski
27]).

El espacio de Hilbert cinemético Hy;, esta generado por los spin networks
[28, 29] definidos en (3.3) y el producto escalar entre funciones cilindricas
esta dado por (3.5), donde la medida es la medida de Haar asociada al grupo
SU(2). Las holonomias actian como operadores de multiplicacion definidas
en (3.1.1) y las triadas (3.6) (definidas bajo una integral de superficie) actian
como ciertos operadores vectoriales que resultan ser derivadas funcionales
con respecto a las conexiones.

Lo que resta es buscar soluciones a las ecuaciones (3.8) y (3.9):

RpY9 =99, VgeG.

Ry = v*, V¢ € Diff(x)
con Y9 € Hgm y ¥* € Hpiyry, Las ecuaciones anteriores tienen soluciones
descritas por estados que son invariantes ante transformaciones del grupo
SU(2) y Diff(X). Sin embargo, la solucién de la restriccién escalar C(N)
esta lejos de ser completamente entendida, como se vera més adelante.

Restriccion de Gauss.

Como la restriccién R, representa a las transformaciones del grupo de norma
SU(2), buscamos soluciones de la ecuacién (3.8) que sean estados 19 €
Hpin invariantes ante transformaciones del grupo SU(2) y que formen el
subespacio Hgm C Hiin.

Para construir el espacio de estados invariantes de norma, tomamos JA%g, el
operador que representa una transformacién para todo g €SU(2). Tomando
en cuenta que la holonomia transforma como h.[A] — gihe [A]g;l, donde
gi = 9(x(0)) y gr = g(x(1)), entonces la accién del operador unitario R,
sobre la base de spin networks en Hp;, es:
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» j — Buq By B
Ryt 5y = [H D (gehege )G [T Toa, any o, (3.25)

ecl’ vell

Notemos que el operador Rg actia sélo en los vértices de la grafica I'. Si
tomamos la accién de todos los elementos de grupo g € SU(2), definimos el
proyector sobre el espacio de soluciones de la restricciéon de Gauss (3.8):

Pg= | DgR, (3.26)
SU(2)

Al actuar sobre los spin networks, el proyector Py caracteriza los esta-
dos invariantes de norma ¥ seleccionando los contractores de cada vértice

Ivaﬁvll offVQa’ij que pertenecen al subespacio invariante del producto tensorial

le ®VJ2®®V]Nk

de los espacios correspondientes a las representaciones irreducibles que eti-
quetan las aristas que llegan o salen del vértice v. De manera que los estados
que son solucién de la restriccién (3.8) se pueden escribir como 19 = Pg)
con vV € Hiin.

Restriccion de Difeomorfismos.

Usando la misma idea que anteriormente, buscamos estados 1P/ tales
que sean solucién de la ecuacién (3.9). Definimos entonces ]% el operador
unitario que representa transformaciones bajo el difeomorfismo ¢ € Diff(¥).
La accién de ]:Z¢ sobre la base de spin networks es:

f‘)¢> (w{F,I,j}) = w{qﬁ*l(l“),[,j} (3.27)

donde hemos tomado en cuenta que la holonomia transforma como h.[A] —
he[¢p*A] = hy-1.[A] y ¢* A denota la accién de ¢ € Diff(¥) en la conexién, es
decir, movemos la gréafica I' con ¢~!. Sin embargo, obsevemos que el estado
]% (w{ryl,j}) es un estado ortogonal a 11 s ;1 bajo el producto escalar (3.5),
pues son estados que estan definidos en graficas diferentes. Por lo tanto
no es posible obtener un generador de transformaciones infinitesimales que
actien en Hyn, Y ademas los estados 9P/ que buscamos no estan en Hyp,.
Afortunadamente, se pueden encontrar soluciones relevantes a (3.9) dentro
del espacio dual ‘H},,, formado por funcionales lineales ¥ qua actian en los
estados 1.
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Notemos que la accién de l% en los elementos ¥ € 'H;, esta dada por

Ry () () = U(Ry1v) (3.28)
Por lo tanto los estados que son invariantes ante difeomorfismos satisfacen:
U(Ry)) = ¥ (y) (3.29)

o equivalentemente R¢ (\I’) (¥) = \11(1/1) Por lo tanto, las soluciones de la
restriccion de difeomorfismos las escribimos formalmente mediante la apli-
cacion Pp;rr : Hiin — Hjy),

Ppigr() (W) = (Roto, ¢) (3.30)
@

donde la expresién (,) denota el producto escalar definido anteriormente y
la suma es sobre todos los difeomorfismos ¢ € Diff(¥). Un cuidadoso estudio
en [30] logra una definicién rigurosa de (3.30) en la que la suma siempre es
finita.

Restriccion escalar.

La ultima restriccién que resta por analizar es la restriccion escalar (3.24).
Esta restriccién es altamente no lineal y su cuantizacién trae consigo varios
problemas, entre otros, la ambigliedad que se tiene en el ordenamiento de las
variables. El problema parece simplificarse con la introducciéon de una nue-
va funcional que satisface ciertas identidades relacionadas con el paréntesis
de Poisson que permiten reescribir (3.24) de manera més simple [31]. Esto
sugiere que podemos cuantizar de manera estandar, promoviendo paréntesis
de Poisson a conmutador y las variables a operadores. El operador resultante
modifica el spin network agregando aristas de manera que los nuevos nodos
tienen volumen nulo. La derivacion de este procedimiento se encuentra en
[32, 33, 34].

Sin embargo, la definicién de la restriccién escalar dada en [32, 33| implica
que las soluciones que describen la dindmica de la teoria cuantica dependan
de un vasto ntiimero de ambigiiedades®, por lo que tenemos una infinidad de
teorias matematicamente consistentes que describen la dinamica. Incluso,
existen argumentos que indican que ninguna de ellas tiene como limite clasico
a Relatividad General.

*Ver [18, 35] asi como el libro de Rovelli [13] para una descripcién de estas ambigiieda-
des.
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Operadores Geométricos: Area y Volumen.

El operador de flujo E[S, ¢] definido en (3.6) es un operador que naturalmen-
te induce una accién muy simple en los spin networks, inferida de su accién
sobre holonomias (3.7). Debido a su origen geométrico podemos construir
cantidades, cuyas implicaciones fisicas son importantes en gravedad cuanti-
ca. El primero de éstos operadores es el de area [36, 37] . Clasicamente, el
area Ag de una superficie S esta dada por:

AlS] = /S d*c\/ B Eb5iingm, (3.31)

o bien expresando la integral como el limite de una suma de Riemann de-
finida sobre una particién de N pequenas superficies .S, de S, reescribimos
la expresion anterior de la siguiente manera:

N—oo

N
A[S] = lim Y " \/E?[S,] (3.32)

donde E%[S] = E;[S|E[S] y E;[9] es el flujo de EY que pasa por la superficie
S:
E;[S,a] = /(d25)881$“8321‘b6ab0£7§a (3.33)
S

Podemos entonces escribir el operador de drea cudntica asociado a (3.32),
donde E;[S] se promueve al operador de flujo cuéntico E[S] definido en (3.6).
En general dado un spin network que intersecta en varios puntos la superficie
S, tomamos el operador asociado a (3.32) y construimos el operador de drea
dada una particién de N superficies pequenas S,:

N
A[S] = 4/ E2[S,)] (3.34)

donde suponemos que cada pequena superficie S, contiene a lo més un punto
de interseccion p con la grafica I' del spin network. La accién sobre el spin
network puede ser inferida a partir de la accién de (3.6). Supongamos que
existe un punto de interseccién p entre la hipersuperficie S y la grafica I’
donde esta definido el spin network. Si j es la representacion de la arista
que cruza la superficie, entonces cada operador FE [S] inserta un generador 7
de SU(2) en la interseccidn, tal como (3.7) lo indica. De modo que la doble
accion del operador de flujo sobre el mismo spin network inserta el operador
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Figura 3.2: Superficie S y la accién del operador de flujo E;[S], mediante un spin network
intersectado en la superficie.

de Casimir del grupo SU(2) 7;7¢ en la interseccién. El resultado final de la
accion del operador de area es:

ALS) ($eryn A1) = 8792 " \/iplip + e 4] (3.35)

pesSNI’

donde j, es la representacion de la arista del spin network que cruza la
superficie en el punto p y [, es la distancia de Planck. Como consecuencia
de (3.35), la base de spin networks son eigenestados de todos los operadores
de drea cudntica cuyo espectro de eigenvalores estd dado en (3.35), [36, 13].

El otro operador de gravedad cudntica fisicamente relevante, es el operador
de volumen [36, 38, 39]. Clasicamente el volumen de una regién R C X

esta dado por
1
V[R] = / de\/ —
R 3!

La integral anterior puede ser expresada tomando el limite de una suma de
Riemann, como en el caso anterior, esta vez tomando una particion de la
region R en regiones R, tridimensionales:

ViRl = g > (1

cabeciTF BY BVEY|. (3.36)

Cabe€ TR E{ B EX

)n (3.37)

Para el operador de volumen V[R] que actia en un spin network, serd nece-
sario escoger una particiéon de modo que cada region R, contenga a lo mas
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Figura 3.3: Particién en superficies S necesaria para el operador de volumen.

un vértice de la grafica del spin network y superficies S que cubren R,
como en la figura.

La expresion concreta se escribe como:

N
V[R]:Z\/;!

El analisis del operador de volumen rebasa las intenciones de esta seccion,
pues se requiere detalles técnicos que no se han dado hasta ahora. Sin em-
bargo, mencionamos dos aspectos importantes: Existen dos regularizaciones
distintas del operador de volumen.Una de ellas, es puramente combinato-
ria, introducida por Rovelli y Smolin [36] mientras que la otra, propuesta
por Ashtekar y Lewandowski, toma en cuenta la estructura diferencial de la
variedad[38]. El segundo aspecto importante se refiere al espectro del ope-
rador de volumen. Es posible demostrar que el espectro del operador de
volumen (3.38) es discreto, empero s6lo se conoce la solucién al problema de
eigenvalores para este operador en casos concretos (Véase [40, 41, 42, 43]).

eabce T Ei[S5] E; 1S3 Ex[S¢] (3.38)

Spinfoams.

Hasta ahora, hemos presentado la Teoria de Gravitacién Cuantica por Lazos
en su formulacién Hamiltoniana ( o de datos iniciales). Sin embargo exis-
te una version espacio-tiempo covariante de gravedad por lazos que se ha
desarrollado en los ltimos anos llamada formulacién de spinfoam. En esta
seccién sélo mencionamos los aspectos basicos de spinfoams asi como los
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Figura 3.4: Ejemplo de un spin foam en tres dimensiones.

diferentes modelos que han sido objeto de estudio recientemente. Revisiones
detalladas acerca de esta formulacién las podemos encontrar en [44, 45, 46].

Los spinfoams han sido motivados por la esperanza de calcular amplitudes
de transicién en gravedad cudntica, expresadas como sumas sobre trayecto-
rias. Estos son objetos de cardcter combinatorio que representan al espacio-
tiempo y en consecuencia son independientes de una métrica de fondo.

Dentro del procedimiento de Reisenberger-Rovelli [47, 48] los spinfoams sur-
gen de la formulacién de datos iniciales. Consideremos la restriccién escalar
cudntica C'(N)y = 0 asociada a (3.24). Las soluciones de la restriccién es-
calar pueden ser caracterizadas por una aplicacion Po : Hyin — Hpnys del
espacio de Hilbert cinematico al Kernel de C(N). Formalmente podemos
escribir la aplicacion Pp como:

Po = / D[N]exp [z /E N(x)é(x)] (3.39)

De esta manera, el estado Po1 es un estado que satisface todas las restric-
ciones de la teoria. Ademds esta aplicacién induce un producto escalar en el
espacio de soluciones: Dados dos estados Pot) y Pot)’, definimos el producto
escalar como: (Pov, Po') = (Pet, 4’ donde 1,9 € Hyin. Estas amplitu-
des de transicion calculadas en la base de spin network, se convierten en una
suma discreta sobre secuencias (historias) de spin networks. A estas historias
se les llama spinfoams y estan caracterizadas por un complejo dos dimen-
sional A(2-complex formado por caras aristas y vértices) cuyas fronteras
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estan dadas por graficas de spin networks; un conjunto de representaciones
irreducibles {j¢} asociadas a cada cara y {j.} a cada arista.

El producto escalar es expresado en términos de estas cantidades como:

<PC¢7¢/> = ZW(A) Z H Af(]f) H Ae(jeajf) H Av(je»jf) (3'40)

A {dp.ge} fEA e€A veEA

donde A es el complejo cuyas fronteras estan dadas por las gréaficas de los
spin networks ¢ y ¥'; w(A) es un factor de normalizacién y Ay, A, A, son
amplitudes de transicién asociadas a cada cara, arista y vértice internos y
dependen de la coloracién del complejo A. Cada elecciéon de A, Ay, A, A,
especifica modelos diferentes de spinfoam. Los modelos construidos hasta
ahora describen la cuantizacién de la gravedad en tres [49] y cuatro dimen-
siones [47, 48]. En suma, un modelo de spinfoam representa una historia
posible del campo gravitacional y puede ser interpretada como un conjunto
de transiciones de estados cuanticos del espacio.
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CAPITULO4

Teorias Efectivas y Cuantizacion por Lazos.

4.1. Introduccion.

En esta secciéon proponemos una extension del grupo de renormalizacion
de Wilson a teorias de campo cuantizadas por el método de lazos. Basando-
nos en el hecho de que recientemente [50, 51] se ha discutido la posibilidad
de construir la dindmica de teorias cuantizadas por el método de lazos como
limite de teorias efectivas, siguiendo el grupo de renormalizacién de Wilson
usado en teoria cuantica de campos sobre la red, construimos una exten-
sion del grupo de renormalizacién utilizando un nuevo concepto de escala
[52]. Una vez implementado el grupo de renormalizacién, buscamos el limite
continuo que si existe, define la dindmica de la teoria cuantizada por lazos.

Una caracteristica importante de nuestra extension del grupo de renormali-
zacién es que si queremos implementar este nuevo método a teorias definidas
con una métrica de fondo, nos reducimos al caso estandar de la teoria de
red. Por lo tanto podemos exportar gran parte del trabajo hecho en la red
al contexto de la cuantizacién por lazos. En especial, la extension se ha
desarrollado para campos escalares y modelos sigma aunque se tienen re-
sultados concretos para teorias de norma, que se pueden encontrar en [53].
Finalmente como ejemplo consideramos el modelo de Ising 2D.
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4.2. Nociones Basicas.

4.2.1. Descomposiciones Celulares.

La idea central del grupo de renormalizaciéon radica en el concepto de
escala con la cual se definen las teorias efectivas y el limite continuo. Ya
que nuestro problema principal es construir una extension del grupo de
renormalizacién para teorias que no dependen de una métrica de fondo,
tenemos que definir un concepto generalizado de escala. Para esto, usamos
la nocion de descomposiciones celulares de variedades.

Una descomposicion celular C' de una variedad compacta M es una presen-
tacion de ésta como una unién finita de células disjuntas c,:

M:Uca, caNeg=0sia#p (4.1)
ca€C

Cada célula ¢, es homeomorfa a un conjunto abierto cuya dimensién va de
cero a dimM, que es la dimensién méaxima. Para nuestros propésitos es ne-
cesario tener una familia de descomposiciones celulares que satisfaga ciertas
propiedades de modo que los elementos del conjunto de descomposiciones
celulares jueguen el papel de escalas. Estas propiedades se describen como
sigue:

Orden Parcial por Refinamiento. Dos descomposiciones celulares estan
relacionadas C7 < (b, si cualquier célula en la descomposicién mas
gruesa (1, es una unién finita de células de la descomposicion més
fina Cg.

Refinamiento Comun. Dadas dos descomposiciones celulares, C1 y Cj,
existe un refinamiento comin Cj tal que satisface C; < C3 y Cy <
Cs. Esta propiedad hace que la familia sea parcialmente ordenada y
dirigida hacia el continuo.

Refinamiento Infinito. Dado un conjunto abierto U de M, existe una
descomposicién celular Cp lo suficientemente fina en la familia, con
una célula de dimension maxima ¢, € C tal que estd completamente
contenida en U.

Cabe mencionar que existen diversos tipos de familias que satisfacen tales
propiedades. Un ejemplo son las familias de descomposiciones celulares regu-
lares de R™ parametrizadas por ntimeros naturales C,,. Si m < n entonces
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M

Figura 4.1: Ejemplo de una descomposicién celular C' en una variedad M de dos dimen-
siones. En la figura c, es una célula de dimensién méxima dim = 2. Las otras células
corresponden a las fronteras de una dimensién y de dimensién cero.

Cyy < C), y mientras m crece, la descomposicién celular C), es cada vez
mas fina. Estas se identifican con redes regulares de longitud caracteristica
am = ap/2™ usadas en Teoria Cudntica de Campos. Veremos que este tipo
de familias serdn usadas para el modelo de Ising mas adelante.

En particular, tomando en cuenta la importancia que tienen las funciones de
n-puntos en teoria cudntica de campos. Consideremos una variedad M don-
de elegimos n puntos {pi,p2,...,pn} en los que evaluaremos la respectiva
funcién de n-puntos. Pedimos entonces que las familias de descomposicio-
nes celulares de M con n puntos elegidos satisfagan la propiedad adicional
que por cada descomposicién celular C; en la familia, cada punto elegido
esté contenido en una célula ¢, € C de dimensién maxima. Este tipo de
familias se les llama familia de descomposiciones celulares genéricas con res-
pecto a esta eleccién de puntos {pi1,p2,...,pn}

Por otro lado, nuestra nociéon de escala permite construir redes abstractas
L(C) donde definiremos las teorias efectivas que juegan un papel importante
en el grupo de renormalizacion de Wilson como ya hemos visto. La red
abstracta L(C) es el conjunto de las células {c,}cc de una descomposicion
celular C' dada. Denotemos los elementos de este conjunto como a € L(C)
donde « corresponde a la célula ¢, € C'. Podemos pensar a los elementos de
L(C) como puntos relacionados mediante la estructura de la descomposicion
celular.

Debido a lo anterior, existen aplicaciones de L(C) a M llamadas encajes
representativos Embp oy : L(C) — M tales que Embpcy(a) es un punto en
la célula ¢, C M para toda célula en C'. Claramente los encajes represen-
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o 2=celula

h{ & 1=czlula

a P—celula

Figura 4.2: Ejemplo de un encaje representativo de la red L(C) en una variedad M dos
dimensional.

tativos no sontnicos. Lo anterior permite construir una red encajada en M
semejando las redes que sirven de corte ultravioleta en Teoria Cuantica de
Campos.

Ahora bien, si queremos modelar las transformaciones de renormalizacion
(como las de bloques) necesitamos una manera de comparar redes a diferen-
tes escalas. Tomemos dos descomposiciones celulares, C; < (5. Cada una
de éstas es una escala en la cual definimos una teoria efectiva. Para compa-
rar las redes abstractas asociadas L(C4) y L(C2), podemos encajar la red
més gruesa L(Cq) en la més fina L(C9). Esto implica una eleccién en la
manera de encajar una red en otra, sin embargo, pedimos que la aplicacion
elegida Emb; o : L(Cy) — L(C>) satisfaga ro 1 o Emby o = id. Esta clase de
aplicaciones las llamamos también encajes representativos.

Por otro lado, notemos que existe una aplicacién natural (debido a la primera
propiedad) rg 1 : L(C2) — L(C4) de lared més fina L(C5) a la red més gruesa
L(CY), tal que 791 (a?) = oM i y sélo si la célula en c 2 de Co es un
subconjunto de la célula c,q) de Cf.
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4.2.2. Descripcion de las Teorias Cuantizadas por Lazos.

Cinematica de las Teorias Cuantizadas por Lazos.

Dado que gran parte del método del grupo de renormalizacién esta descri-
to en la versién Euclideana de la Teoria Cuantica de Campos, describiremos
las teorias cuantizadas por lazos en esta versién. En particular, daremos una
prescripcion del método para sistemas de spin, campos escalares y modelos
sigma.

El espacio de historias Euclideanas de la teorfa lo denotamos por Aj;. Cada
elemento S € Ajys es una funcién S : M — G que asignan un elemento de
grupo G a cualquier punto del espacio-tiempo M sin condiciones de continui-
dad. De hecho, la cuantizacion por lazos del campo escalar ha sido realizada
usando como grupo la compactificacién de Bohr de R [54].

Por otro lado el dlgebra de observables fundamentales es el dlgebra de
funciones cilindricas Cyl(Ap). las funciones tr [S] € Cyl(Ayr), donde
Yr ¢S] = f(S(p1),S(p2), -+ ,S(pn))! dependen de un ntmero finito de
puntos en el espacio tiempo. Una funcién de importancia fisica resulta ser
Yr ¢y = f(S(p)). El producto de un ndmero finito de estas funciones nos
servird para definir las funciones de n-puntos dada una manera de calcular
el valor de expectacién.

Dinamica de las teorias cuantizadas por lazos.

La dindmica del sistema la obtenemos mediante una medida a la cual
llamamos medida fisica ups en el espacio de historias Aj; y que nos permite
calcular valores de expectacion de observables fisicas. La expresién

<O> = OduM (4.2)

A

nos da un significado preciso a expresiones usadas en Teoria Cuantica de
Campos del tipo:

©) =5 [ Doexp (-Sl6)0()

Hacemos hincapié que la descripcién de la dinamica de la teoria de campos
cuantizada por lazos, ya sea mediante la construccién de una medida fisica o

LObservémos que en este caso I' es una coleccién finita de puntos y f : G¥ — C una
funcién suave.

IFM-UMSNH



Teorias Efectivas y Cuantizacién por Lazos. 56

bien, de un propagador en la versién Hamiltoniana como veremos, es nuestra
meta principal, de modo que construiremos expresiones como (4.2) en la
siguiente seccion.

Descripcion Hamiltoniana.

Nuestra extensiéon del grupo de Renormalizacién de Wilson puede ser
descrito en la verséon Hamiltoniana.

En el capitulo 3, utilizamos al espacio de conexiones generalizadas en el
espacio Ay, como el espacio de configuraciones necesario para construir el
espacio de Hilbert cinematico Hy;, de la teoria de lazos. Recordemos que
los elementos A € Ay, asignan un elemento de grupo h.[A] € G a una curva
e sin condiciones de continuidad. El dlgebra de observables de configuracion
es el algebra de funciones cilindricas Cyl(Ay;) definidas en (3.1). En nuestra
descripcidn, las funciones cilindricas ¢ ¢[S] dependen de un niimero finito
de puntos en el espacio.

El producto escalar de éstas funciones cilindricas se define de manera analoga
a (3.5):

rpteng) = [ (TLaS)) 7w, Sona(Sn). -+ Sow)

pef

N N (4.3)
donde " C T'y IV C T. Asi, el espacio de Hilbert Hy;, es construido mediante
la completaciéon de Cauchy del espacio de funciones cilindricas Cyl(Asy) con
respecto a la norma inducida por el producto escalar (4.3).

Una vez construido el espacio de Hilbert cinematico de nuestra teoria cuanti-
ca por lazos, es necesario definir la dindmica para tener una descripcion
completa de ésta. Dada una foliacién de M = X x R, tomemos dos cortes del
espacio X1 y Y correspondientes a diferentes valores del pardametro t = t;
y t = t9.

Definimos el propagador Fuclideano P2 entre los estados del espacio de
Hilbert cinematico Hy, y del espacio Hy,, como:

PLQ : Hzl - HZQ (44)

tal que (¢s,, (P129s,)) es la amplitud de transicién entre los estados ¢, y
Yy,. Este operador describe la dindmica del sistema en el tiempo imaginario
i(ta —t1) [11, 55]. En el caso de no tener un tiempo fisico, dada una foliacién
del espacio tiempo, podemos utilizar el parametro libre de la foliacion y
pensar en una “evolucién” con respecto a éste.
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4.3. Implementaciéon del Grupo de Renormaliza-
cion de Wilson y Limite Continuo.

Hasta ahora, hemos descrito las nociones béasicas necesarias para poder
implementar el grupo de renormalizacién a las teorias cuantizadas por lazos.
La idea principal radica en definir una teoria efectiva a una escala dada C
y construir un limite continuo, tal como se hace en las teorias de red. En
esta seccidn, tales teorias efectivas son descritas solo para sistemas de spin,
campos escalares y modelos sigma, para el caso de campos de norma una
descripcion del método se encuentra en [53].

4.3.1. Teorias Efectivas.

Dada una escala C, definimos el espacio de historias efectivas Euclidea-
nas como el espacio de configuraciones de campo C-constantes Ac C Ayy.
Las configuraciones C-constantes S € A¢ son tales que para cualquier
par de puntos p,q € M contenidos en la misma célula ¢, de C, entonces
S(p) = S(¢). En otras palabras, las configuraciones C-constantes, son como
su nombre lo expresa, configuraciones constantes por cada célula ¢, € C. El
algebra de observables de configuracién efectivas a la escala C' es Cyl(A¢),
que consiste en funciones cilindricas v, [S] que dependen de configuraciones
de un numero finito de células.

Para definir la teoria efectiva a escala C, debemos especificar una medi-
da duc en el espacio de configuraciones efectivas, de modo que tengamos
una manera de calcular valores de expectacién de observables a esta escala.
Formalmente, escribimos:

<Oc>c = OCdMC’~
Ac

para una observable fisica efectiva O¢. Por lo tanto, especificamos una teoria
efectiva a escala C' mediante el par (A¢, duc). Por otro lado, debido a su de-
finicidn, el espacio de funciones C-constantes en M estd en correspondencia
inyectiva con el espacio de funciones en la red L(C'), de modo que existe una
identificacion natural entre Ac y el espacio A o) que consiste en funciones
de L(C) al grupo G. Asi, la teoria efectiva puede ser especificada en la red
L(C) mediante el par (A ), duc)-

Ahora bien, para aplicar el grupo de renormalizacién, debemos relacionar las
teorias efectivas definidas en diferentes escalas. Asi pues, consideremos dos
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Figura 4.3: Ejemplo de una aplicacién de decimacién 7 en un par de descomposiciones
regulares dos dimensiones C; < (. La configuracién C-constante ({o;}, s1, s2) estd aso-
ciada a la descomosicién celular mas fina Cs.

descomposiciones celulares C7; < C5. Las teorias efectivas correspondientes
se pueden relacionar en dos maneras distintas:

(a)

La inclusién ic,c,. Esta aplicacién esta definida en la direccién de
refinamiento pues Ac, C Ag,:

10y Cy - ACI - ACQ (45)
o bien en términos de los espacios Ay

icicy, =751 P Arney) — Ares) (4.6)

Debido a que A C Ay, tenemos la aplicacién i : Ao — Apr. Esta
aplicacién induce una regularizacion que lleva cualquier observable del
continuo a la escala C":

e Cyl(AM) — Cyl(A¢) (4.7)

Estas regularizaciones vinculan todas las teorias efectivas a la teoria
del continuo.

La decimacién mc,c, . La otra manera de relacionar las teorias efec-
tivas es mediante la aplicacién mc,c, que modela un promedio me-
diante una decimacién. Esta es definida a través de la eleccién de una
aplicacién de encaje representativo Emby o : L(C1) — L(Cy):

Tey0, = Emby o 0 Ap e,y — Aroy) (4.8)

Dada una configuracién S € Ac,, entonces mc, ¢, (S) es una configura-
cién Ci-constante que ignora los valores den la configuracién S € Ac,
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excepto por aquellos valores de las células elegidas por el encaje repre-
sentativo.

De la misma manera, la decimaciéon desde el continuo m¢ se define
mediante la eleccién del encaje Emby,) : L(C) — M como:

T i= Embj oy Ay — Ac (4.9)

Estas aplicaciones juegan un papel fundamental en la implementacién del
grupo de renormalizacién. En primer lugar, notemos que para una familia
de descomposiciones celulares {C;} que satisface las propiedades mencio-
nadas en la seccion anterior, los espacios de configuraciones C-constantes
{Ac,} correspondientes tienen un orden parcial por inclusién, es decir, éstos

satisfacen: ' '
1010y 102C3

Ao, = Ao, = Aoy — - — Ay (4.10)
Entonces podemos definir el conjunto limgo_ 3 Ao como la unién de los
espacios Ac de las descomposiciones celulares de la familia. Obviamente,
como Ac C Ajr para toda C, entonces limc_, 7 Ac es un subconjunto del
continuo Ajs. Ya que nuestro objetivo principal es construir la teorfa de
campos en el continuo a partir del limite de teorias efectivas, el conjunto
limeo_, 3 Ao nos sera de gran utilidad.

Observemos que siempre podremos distinguir dos observables f y ¢ en
Cyl(Ayr), al regularizarlas a una escala C' mediante la aplicacién igy. Es-
to se debe a la propiedad refinamiento infinito de la familia, que asegura
que existe una descomposicién Cj lo suficientemente fina tal que i¢ f y
i¢,,9 pueden ser distinguibles. Esta propiedad de regularizacion en las fami-
lias de configuraciones efectivas sélo puede ser cierta si limgo_ r Ac es un
subconjunto denso de Ay, por lo tanto, podemos escribir:

Jim Ac = Ay. (4.11)

Finalmente, mediante limc_, s A podremos construir teorias en el continuo
como limite de teorias efectivas, tal como planteamos en nuestro objetivo.

Por otro lado, la aplicacién de decimacién 7¢,c, actia de manera natural
en las medidas puc de modo que define una manera de calcular valores de
expectacion en funciones de observables de una teoria efectiva a escala mas
gruesa de acuerdo a la teoria efectiva donde es definida inicialmente. Es decir,
To,o, actia en Ac, integrando los grados de libertad que no contribuyen
en la escala méas gruesa:
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Oy = /A Od(rcscyenics) = [ (Oomeic)duc, (412
cq c

2

De esta manera definimos la medida 7¢, ¢, «ftc, €n Ac, . Similarmente, medi-
das en el continuo pys en Ajps pueden ser transformadas a medidas efectivas
moxpnr en Ao definidas por:

(O)ern 1:/ Od(ﬂc*MM):/_ (O ome)duns.
Ac Anr

4.3.2. Implementacion del Grupo de Renormalizacién de Wil-
son.

Una vez descritas las teorias efectivas y sus relaciones entre ellas, po-
dremos entonces implementar el procedimiento sisteméatico para obtener el
limite continuo de las teorias efectivas a través del grupo de renormalizacion.

Consideremos una sucesién de descomposiciones celulares cada vez més finas
{C;}. Pensamos en estas descomposiciones celulares como una secuencia
de escalas en donde definimos las teorias efectivas. Aqui cualquier par de
teorias efectivas estan relacionadas por las aplicaciones antes mencionadas:
la inclusién iC;Cp Y la decimacion ey, - En esta sucesion, la aplicacion de
decimacion esta restringida a una condicién de compatibilidad que exige que
dos decimaciones diferentes satisfagan mc,c, o Tcyc, = Ty, siempre que
Ch <0y < Cs.

Transformaciones del Grupo de Renormalizacion.

El procedimiento para obtener el limite continuo puede ser descrito mediante
un triangulo de renormalizacién como el presentado en el capitulo 2.
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(Ant, par)
L
<2)/ b oen
(Aczaﬂc2) -~ ---<—>(A027M02)
o1 Honnd) e (Aonnd)) e s (Acli7 K
COC/V i Re, o, i i
(Acy, H(c(')o)) <—>(-ACO7M(C}0)) -~ (ACovll(c?J) o (A, 16y)

Tridngulo de Renormalizacién para teorias cuantizadas por el método de lazos.

Este triangulo se lee de la siguiente manera: Para relacionar dos teorias
efectivas (Ac,, nc,) y (Ao, to,,) definidas a escalas Cy < Cp 1 utiliza-
mos las transformaciones eractas Re, ¢, . Esta transformacion exacta es
definida a través de la aplicacién de decimacioén 7g, ., ¢, que nos relaciona
la medida correspondiente a la escala maés fina con la medida en la escala
mayor de acuerdo a:

HCy = TChy1 CpxHCiqn (4.13)

La transformacién de renormalizacién se aplica a las medidas, pues éstas
son las que permiten calcular los valores de expectacién de las observables
a las diferentes escalas. Es decir, consideremos una escala inicial Cy fija,
donde definimos la teoria efectiva (ACoaMg)()))- Dada cualquier observable
O € Cyl(Ag,) calculamos su valor de expectacién tomando en cuenta (4.13)

y de acuerdo a (4.12). El valor de expectacién de la observable sera:

(O)co(cr) 2/ Od(meycoxtic;) =/ (O o meycp)dpucy,- (4.14)
Acy A

C

Esto significa que para cualquier escala mas fina C, > Cy podemos describir
la fisica de la teoria efectiva (Aco,ugfo)), donde el superindice *) indica
que tan fina es la escala con la cual empezamos, mediante medidas uc,
definidas a dichas escalas. Notemos sin embargo, que las transformaciones

de renormalizacién exactas R¢, ¢, dadas por (4.13), estan dirigidas hacia
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el limite macroscépico y por lo tanto no definen directamente el limite al
continuo pys para las medidas efectivas.

Las transformaciones de renormalizacién exactas (4.13) inducen medidas
efectivas cuya forma funcional es muy complicada en general y por lo tanto
la iteracién del proceso de renormalizacion se hace casi imposible. Podemos
considerar en cambio, medidas restringidas a una cierta forma funcional,
denotadas por fi(c,) de modo que estdn parametrizadas por un nimero
pequetio de constantes de acoplamiento x(C}).

Estas medidas p.(c;) a la escala C; determinan la medida pu.(c,) a la escala
inicial, mediante una transformacién llamada transformacion de renormali-
zacion aprozvimada Fc;c,,, que mantiene la misma forma funcional de las
medidas a escalas mas grandes. Debido a esto, podemos relacionar las cons-
tantes de acoplamiento r¢; de las teorfas efectivas a diferentes escalas. Para
fijar estas constantes de acoplamiento a la escala C;, imponemos condiciones
de renormalizacion en las medidas, que consisten en mantener exactamen-
te invariantes el valor de expectacion de suficientes observables fisicas Oj
en la escala Cp de manera que las constantes de acoplamiento k¢, queden
determinadas para todo C; > Cj

M4ds atin, la transformaciéon F¢; ¢, es invertible; basta con leer la ecuacién
(4.15) como una condicién que determina las constantes k¢, en términos de
kc, para obtener la funcién FEJ_ICJ_H que aparece en el tridngulo de renor-
malizacién.

<OI>CO = / O[dﬂﬁ(co) = / (O OWCiCO)d,UJK(Ci) (4.15)
Acy Ac,

Notemos que si consideramos situaciones en donde la medida p,¢y no es ho-
mogénea, de manera que para especificarla completamente necesitamos un
conjunto de constantes de acoplamiento locales [56, 57|, es decir, constantes
de acoplamiento que toman diferentes valores para diferentes células de la
descomposicion celular. En este caso, necesitamos condiciones de renorma-
lizacion locales para especificar la medida. Tal situacién surge en materiales
inhomogéneos y en sistemas que no dependen de una métrica de fondo, como
lo es el caso de la gravedad cuantica.

4.3.3. Limite Continuo.

Ahora bien, las aplicaciones sucesivas de transformaciones de renormaliza-
cién inversas nos conducen a la teoria en el continuo (Any, i), siguiendo el
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esquema del tridngulo de renormalizacién escrito anteriormente. Estas ite-
raciones se realizan tomando C; — M en la secuencia de escalas {C;} cada
vez mas finas. Observemos que las medidas correspondientes a las teorias
efectivas son determinadas mediante un conjunto apropiado de condiciones
de renormalizacién por cada escala.

Decimos que una teoria definida a una escala Cj tiene un limite continuo si
los valores de expectacién (O)c(c,) de todas las observables O € Cyl(Ac,)
convergen en el limite C; — M siempre que se tengan las condiciones de
renormalizacion adecuadas. Esto define la medida completamente renorma-

lizada pg como:

(O)&, = C%llnM<O>Co(C¢) = leglM Ac.(O 0 ¢, Co)dhtn(cy) (4.16)
la cual debe de existir para cualquier escala Cy. Cabe mencionar que el limite
anterior se entiende de la siguiente manera: dada cualquier observable O €
Cyl(Ac,) fijay € > 0 existe una descomposicién celular C' lo suficientemente

ren

fina tal que se tiene [(O)¢' — (O)cy(cy)| < € para cualquier C; > C.

Notemos que cuando este limite existe, las medidas completamente renorma-
lizadas satisfacen exactamente la relacién (4.13) en la secuencia de teorias
efectivas relacionadas por las transformaciones de renormalizaciéon. En el
tridngulo de renormalizacion, esto significa que la ultima columna de la de-
recha relaciona exactamente todas las teorfas efectivas (Ac;, urce;l) mediante
la ecuacion:
ren __ ren

/’LCZ‘ - ﬂ-CiJrICi*/’LCiJA (417)
Por otro lado, cualquier observable definida a una escala fisica Cy, O €
Cyl(A¢,) induce una secuencia de observables mediante la aplicacién de
decimacién w¢,c, para C; > Cp, la cual la escribimos como {O o m¢,c, }-
Debido a la compatibilidad de las medidas completamente renormalizadas
dada por (4.17), definimos el valor de expectacién en el continuo, para la
observable O o m¢, ¢, de la teoria efectiva en la escala C; como:

{0 omeico )M == (O omeicy) 6 (4.18)

para cualquier escala C; > Cjy. Es decir, podemos describir observables que
son macroscopicas en alguna escala mediante un limite continuo.

El analisis anterior ha servido para poder calcular valores de expectacién en
el continuo de observables definidas en alguna escala. Sin embargo, todavia
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queda por encontrar la medida py; de la teorfa del continuo (A, par),
de modo que podamos calcular valores de expectacion de observables O €

Cyl(Aypr).

En esta busqueda, la estrategia consiste en aprovechar la estructura de las
teorias efectivas y construir una medida en el continuo como limite de las
medidas efectivas definidas mediante un proceso alterno, como describiremos
a continuacién.

Para cualquier observable O € Cyl(Ay), su valor de expectacién a una es-
cala efectiva C; puede calcularse regularizando la observable mediante (4.7):
(it O)c;- Si hacemos esta regularizacién para toda escala C; en la secuen-
cia {C;} con C; — M, obtenemos una secuencia de valores para los cuales
buscamos convergencia.

De esta manera, decimos que la familia de medidas {p¢, } tiene como limite
continuo la medida ups si para cualquier O € Cyl(Ajs) existe el siguiente
limite:

(O)ar = Mm (ig; O)¢,, con g : Cyl(Ay) — Cyl(Ac,) (4.19)

definiendo de manera constructiva una medida pys en A2, La relevancia
fisica de la medida pup; del continuo reside en el hecho que cuando ésta
existe, entonces la medida completamente renormalizada 5" tambien existe

y satisface:
Tospnr = 1S, con 7oy Cyl(Ag) — Cyl(An). (4.20)

de acuerdo al esquema presentado en el tridngulo de renormalizacion y sig-
nifica que py; actia en cualquier observable en Cyl(Aj) al mismo tiempo
que induce una medida completamente renormalizada a la escala C. por lo
tanto (4.19) extiende el limite continuo a Ajy.

Para completar la definicion formal de este limite continuo, mencionamos
que éste se realiza tomando la subfamilia de descomposiciones celulares que
son genéricas con respecto a O. Esto quiere decir que si la observable depende
sensiblemente a las configuraciones {S(p1)...S(pn)}, como lo es el caso de
las funciones de n-puntos, tomamos descomposiciones celulares genéricas
con respecto a la coleccién de puntos {p1,p2,...,Pn}-

2En realidad si el limite existe para toda funcién cilindrica , entonces hemos dado la
definicién constructiva de una funcional lineal positiva p en Ay que permitird calcular
valores de expectacién.
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4.4. El ejemplo: Modelo de Ising bidimensional.

En esta seccién presentamos el modelo de Ising de dos dimensiones como
ejemplo de nuestra construccién de medidas en el continuo. Es de particu-
lar importancia enfatizar que la teoria de fenémenos criticos y la teoria de
escalamiento han servido como base para nuestra extension del grupo de
renormalizacion. En estas teorias, el modelo de Ising es por mucho uno de
los modelos mas importantes para estudiar sistemas los fenémenos ocurri-
dos en sistemas estadisticos [3, 4]. Por otro lado, este modelo estadistico ha
sido el 1inico con el cual se ha podido construir explicitamente una teoria de
campos en el continuo, llamada Teoria de Campos de Ising, ejemplificando
la relacién que existe entre los modelos estadisticos y los sistemas definidos
en Teorfa Cuantica de Campos [58].

Una cantidad bésica en el grupo de renormalizacion aplicado al modelo de
Ising es la longitud de correlacién £. Condiciones impuestas sobre esta lon-
gitud de correlacién en el proceso de renormalizacién nos ayudard a definir
el limite continuo.

En nuestra propuesta, las familias de descomposiciones celulares que sirven
como escala en el sistema de spines son las familias de descomposiciones
regulares en R?, que se identifican con las redes regulares usadas en especial
en el modelo de Ising.

Para construir este tipo de descomposiciones celulares, tomamos los ejes
coordenados de R? fijos y definimos Cyn,t como una descomposicién celular
regular cartesiana de longitud caracteristica es a,, = ao/2™, tal que sus
células de dimension dos son cuadrados; las células unidimensionales corres-
ponden a segmentos abiertos (horizontales y verticales) llamados aristas y
finalmente las células de dimension cero son puntos llamados vértices que
unen a las aristas.

La manera de encajar esta descomposicién celular en R? estd determinada
por la posiciéon que tienen los vértices . Estos estén etiquetados por un par
(I,J) € N que indican la posicién del vértice v/ = ((v;)!7, (vy)!/) con
respecto a los ejes coordenados (z,y). Explicitamente, tenemos:

()", (0)") = (amI, am ) + (ta, 1)

donde el pardmetro ¢t = (t;,t,) permite una traslacién rigida de la descom-
posicién celular Cp, ;. Para t fijo, obtenemos una familia de descomposi-
ciones celulares regulares {Cy, ; }men que satisface (i) el orden parcial por
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refinamiento; (ii) el refinamiento comun y (7i7) el refinamiento infinito; pro-
piedades que caracterizan a las descomposiciones celulares como escalas en
nuestro sistema. Ademas, ésta familia es genérica con respecto a un conjunto
de puntos marcados {p1,p2,...,pn} si permitimos que el parametro ¢ tome
los valores adecuados.

El espacio de historias Euclideanas que utilizamos en la teoria de campos de
Ising es Agz, definido como el espacio de campos de spin en R?. En la escala
Cm,t los objetos que son fisicamente relevantes para nuestro estudio son las
funciones de n-puntos efectivas definidas como:

1 S(a1)S(az) - S(an) [~rep Sia,ay Slei)S(a))]
<S(011) S(an)>cm,t - Zc Z M(FCCm,t)n €

(4.21)

donde Z¢,, , es la funcién de particién de la teoria a la escala Cp, ¢; la suma
en la exponencial corre sobre células vecinas cercanas (ajoy ) y el factor
M(ke,,,) =1 —sinh_4(2mcmyt)\1/8. Cabe mencionar que en nuestra notacién
S(a;) = S(p) para cualquier punto p en la célula «;. En particular, dados n
puntos marcados {p1,p2,...,pn}, tenemos S(p;) = S(¢;), donde cada punto
pj estd en la célula de dimensién maxima a;.

Para justificar la definicién (4.21), observemos que la regularizacién de un

campo de spin en el continuo a la escala Ci,; es: i*cmytS(pj) = S(a(-m)).

J
donde aﬁm) € Cy, . Para la funcién de n puntos tendremos:

(ic,,, [S(p1) - S(pn)c,. = (lic,, S lic,, . SPa)l) .

por lo tanto después de la regularizacion de los campos de spin, tendremos
funciones de n puntos del tipo (4.21).

El encaje representativo que utilizamos para el proceso de decimacién es:

Embymi1 0 L(Ct) — L(Crgt) (4.22)

Especificamente, el encaje para las células de dos dimensiones o™ (X,Y),
etiquetadas por el par de enteros (X,Y) correspondientes a los ejes coorde-
nados x e y, se define como:

Emb,, i1 (0™ (X,Y)) == o™+ (2X,2Y)

Esto significa que un paso en el proceso de decimacién consiste en elegir
fijas las “filas” y “columnas” de la descomposicién celular regular Ci, 11
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que estan etiquetadas con un entero par e integrar sobre el resto. Por lo
tanto la aplicacién de decimacién se define como:

Tmt1,m = Embr, 0 Apcni) = AL, (4.23)
Cabe mencionar que para especificar completamente el encaje representati-
vo Emb,, ,+1 debemos determinar el encaje para las células de dimensién
menor. Escogemos que las células unidimensionales (aristas) de L(Cy, ;) sean
encajadas en aristas de las filas y columnas de L(C)y,+1,) etiquetadas con un
numero par. Debido a que sélo utilizamos descomposiciones celulares genéri-
cas para calcular el limite continuo de las funciones de n puntos, el encaje
de las células de dimensién cero es irrelevante. Claramente, la eleccion de las
“filas” y “columnas” involucradas en el proceso de decimacion es arbitraria,
al final, la decimacién nos lleva a los mismos resultados.

Una vez definida la aplicacién m,41,m, la decimacién de las funciones de n
puntos es:

(S(@™) - 8(al™ N e i Cmiro) = (SEMD i1 [ad™]) - S(Emby m1 [al ) e,
(S(@™ ) S ) e (4.24)

m,t

Nuestro siguiente paso es construir el limite continuo de las funciones de n-
puntos (4.21), resolviendo las condiciones de renormalizacién adecuadas co-
mo veremos. Para calcular este limite, notemos primero que dados n puntos
marcados {p1,...,pn} en R?, éstos inducen un conjunto de células marcadas

(m)}

. .2 s . m
X DY n .
de dimensién maxima ag ) « a la escala Uy, ¢

Es conveniente entonces, denotar sus posciones relativas en términos de sus

coordenadas x e y: Dada una célula a§m), sea X;(m) la coordenada corres-

pondiente al eje x y Yj(m) la correspondiente a y. Las posicion relativa de
(m) (m)

dos células a; "y oy en la descomposicién celular Cy, ; estd dada por los

enteros:

Xji(m) = X;(m) — Xp(m) (4.25)
Yie(m) = Yj(m) — Yi(m) (4.26)

El limite continuo se construye tomando:

Cmyt — R?, mientras  Xjz(m) — o0, Yjr(m) — oo (4.27)
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Esto significa que mientras refinamos la escala C,, ; hacia el continuo R?, el
tamaifio de las células o™ e Cm,t tiende a cero y por lo tanto las posicio-
nes relativas de éstas medidas en unidades de la “red”divergen. Sin embar-
go, ya que los puntos fisicos {p1,...,pn} estan fijos, entonces a,, X i(m) y
amYjk(m) tiene un limite bien definido.

Otra cantidad que diverge es la distancia de correlacién definida en unidades
de la red &,,, de tal modo que la cantidad a,,&,, converge a la funcion
de correlacién fisica £ del sistema mientras se toma el limite al continuo,
ajustando las constantes de acoplamiento.

Para nuestro interés, conviene hacer notar que una definicién alterna de la
longitud de correlacién £, estd en términos de la funcién de dos puntos.
Aqui, la longitud de correlacion mide el comportamiento asintético de la
interaccién entre dos campos de spin lejanos [3, 12]:

(5((0,0))S(a(R,0))) ~ R™P exp(—=R/€)

Tomando en cuenta esta definicién, proponemos como condicién de renor-
malizacién que:

am&m = amfm(m—i—l) (4.28)
donde &, (m41) €s la longitud de correlacién calculada usando la funcién

(S (agm))S (agm))>cm,t(cm +1.1)- Debido a que la longitud de correlacién sélo
mide la interaccion entre cémpos de spin muy lejanos, podemos suponer que
am&m(m+1) = @m+1§m+1. Por lo tanto la prescripcion de renormalizacion
puede ser escrita como:

am&m = ami1§mt1

o explicitamente en términos de la constante de acoplamiento x¢,, ,:

Amém = |22, +22m — 1 Hzm(1—22)]Y2 = ¢, donde 2, = tanh(kc,, ,)

(4.29)
Sin embargo la condicién de renormalizacion (4.28) no es tnica. Notemos
por ejemplo, que otra condicién natural es imponer que las funciones de
correlaciéon de dos puntos se mantengan exactamente invariantes en cada
paso del proceso de renormalizacién. Finalmente, ambas condiciones nos
llevan al mismo limite continuo.

El paso siguiente una vez impuestas las condiciones de renormalizacién, es
investigar si el limite (4.19) de funciones de n puntos (4.21) del modelo de
Ising existe. En [7, 8], McCoy, Tracy and Wu encontraron convergencia de
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escalamiento para las funciones de n puntos del modelo de Ising dos dimen-
sional. De hecho, en el capitulo 2 mostramos explicitamente los resultados
de éste limite. En el nuevo lenguaje desarrollado a lo largo de este capitulo,
tales resultados se pueden traducir mediante el siguiente teorema:

(McCoy,Tracy,Wu) 4.4.1 Sea kc,,, tal que satisfaga la prescripcion de
renormalizacion (4.28). La medida pge en Ag2 es definida por las funciones
de n-puntos calculadas mediante el limite continuo siguiente:

QJim (S(0) - S(pa)) iy = (S(00) -+ S(p))se

Escribimos de nuevo las expresiones encontradas para las funciones de n
puntos. En el caso en el que la constante de acoplamiento ¢, , esta por
debajo del punto critico k. = tanh™'(v/2 — 1), k¢,,, < ke, McCoy et al,
muestran que:

o S (50) - Sondlon, = e [ 311 (4:30)
donde
1 [ - !
ﬁk):_W/Ogyl...dykdxl...dxk ll_Il(lJra;lZerf) X
o ?HMHTr[ﬁ A(D)] (4.31)

T] — Tpyq + i€ ey

y A(l) es la matriz cuyos elementos estdn dados en términos de las compo-
nentes de la distancia Xj;, e Y entre los campos de spin:

kal + X kL]
A(l)jr = sgn[Yk/Em] exp —i [%

donde &, = [|22, + 22m — 1|\/2m(1 — 22,)] 7! es la longitud de correlacién
definida a la escala Ci;, ;.

(4.32)

Por otro lado, para el caso en el que tenemos k¢, , > k. se tiene que:

o 1/2
) o (k)
cn}}guw@(pl) e S(Pn)) Oy = det(; g(n)ij) exp [Z } (4.33)
donde g(( ;
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k
k 1 -
o = (g o dwn-den [L (1ot af)

k
x H . _ Yty HA(Z)]Z-J- (4.34)
=1

— X4 + €

Una vez construida la teoria en el continuo, podemos regresarnos a la escala
Cm,t y calcular las correcciones de la teoria efectiva. La teoria completamente
renormalizada a la escala C),; estd determinada por la decimacién de la
funcién de n puntos del continuo:

(S(ar) - S(em))cp iy, = (S(P1) -~ S(pn))r2 (4.35)

con p; = Emby ¢, ,ya;. Por lo tanto, podemos hacer mediciones en escalas
macroscopicas de la teoria en el continuo.

De esta manera, construimos la teoria en el continuo cuantizada por lazos
mediante teorias efectivas. En particular, las teorias efectivas corresponden
al modelo de Ising descrito en términos de variables de lazos a la escala
Cpmt. La teoria efectiva corresponderia a una teoria de campos de Ising
cuantizada por lazos. Cabe mencionar que la teoria de campos de Ising es
descrita, bajo ciertas aproximaciones como un modelo de Ginzburg Landau
con acoplamiento ¢ [10].

Ademas, las funciones de n puntos en el continuo definidas anteriormente
satisfacen los axiomas Osterwalder-Schrader [59] que permiten la reconstruc-
cién completa de la teorfa en el continuo en el espacio Euclideano[60, 61, 62].
En particular, se demuestra que la invariancia rotacional perdida por el uso
de familias de descomposiciones regulares es recuperada en el limite conti-
nuo.
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CONCLUSIONES Y DIRECCIONES FUTURAS

Usando nuestro formalismo basado en técnicas del grupo de renormali-
zacién, hemos podido construir una dindmica de una teoria cuantizada por
lazos en el continuo como limite de la dindmica de teorias efectivas. Asi,
hemos obtenido el primer ejemplo explicito de una teoria relativista cuan-
tizada por lazos con interacciones, que es el limite continuo del modelo de
Ising. Con respecto a esta teoria cudntica relativista, podemos dar explici-
tamente una teoria Hamiltoniana covariante siguiendo una construccién del
tipo Osterwalder-Schrader en el espacio Ap; como la propuesta en [63].

Por otro lado, atin quedan ciertos aspectos importantes por analizar. Uno
de ellos, es encontrar la relacion explicita entre la teorfa de Ising cuantizada
por lazos que hemos derivado y la teoria estandar relacionada con el modelo
¢* de Ginzburg-Landau. Ambas teorfas comparten las mismas funciones de
n puntos y por lo tanto las mismas predicciones fisicas. Sin embargo, no co-
nocemos la relacion explicita de ambas formulaciones, lo cual implicaria que
podriamos importar conceptos fisicamente importantes de la formulacién
estandar de teoria cudntica de campos a nuestra teoria de lazos.

Si bien, este trabajo se ha centrado principalmente en el caso de sistemas de
spines, campos escalares y modelos sigma lineales, también esta desarrollado
en [53] el caso de teorias de norma, aunque no se ha probado especificamente
en alguna. En particular es de nuestro interés primario, aplicar nuestro for-
malismo al caso de la gravitacién por lazos, que ha motivado principalmente
este trabajo.

Otro aspecto importante que es posible analizar es relacionado con el rom-
pimiento de la simetria inherente a las teorias de red. En el caso del modelo
de Ising, ha podido demostrarse que la invariancia rotacional es recuperada
en el limite continuo [7]. Sin embargo para teorias que no dependen de una
métrica de fondo, éste aspecto necesita un estudio cuidadoso el cual hemos
comenzado, obteniendo resultados interesantes.

IFM-UMSNH



Bibliografia

1]

La implementacion de las restricciones se puede encontrar en la serie de
articulos de Thiemann: Phys.Lett. B, 380:257, 1996; Class. Quant.Grav.,
15:839-873, 1998; Class. Quant. Grav. 18:2025, 2001.

R Oeckl, “Discrete Gauge Theory: From Lattices to Tqft”, Imperial
College Press, 2005.

LP Kadanoff, “Statistical Physics: Statics, Dinamics and Renormaliza-
tion”, Singapore:World Scientific, 2000.

KP Huang , “Statistical Mechanics”, John Wiley & Sons, Inc., 1963.

L Onsager,“ Crystal Statistics. I. A two Dimensional Model with an
Order-Disorder Transition”, Phys.Rev.65, 117, 1944.

M Creutz, “Quarks, Gluons and Lattices”, Cambridge Monographs on
Mathematical Physics, 1983

BM McCoy, CA Tracy, TT Wu, “Two-dimensional Ising model as an
exactly solvable relativistic quantum field theory: explicit formulas for
N point functions”, Phys. Rev. Lett.38 793, 1977.

TT Wu , BM McCoy, Ca Tracy, E Barouch “Spin-spin correlation func-
tions for the two-dimensional Ising Model: exact theory in the scaling
region.”, Phys.Rev.B 13, 1976.

KG Wilson, “The Renormalization Group: Critical Phenomena and the
Kondo Problem”, Rev.Mod.Phys 47 no.4, 1975.

JJ Binney, NJ Dowrick, AJ Fisher, MEJ Newman, “The Theory of
Critical Phenomena: An Introduction to the Renormalization Group”,
Oxford Science Publications, 1992

72



Teorias Efectivas y Cuantizacién por Lazos. 73

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]
[22]

23]

[24]

[25]

ME Peskin, DV Schroeder, “An Introduction to Quantum Field
Theory”, Addison-Wesley Publishing Company, 1995.

M Le Bellac, “Quantum and Statistical Field Theory”, Oxford Science
Publications, 1991.

Rovelli C, “Quantum Gravity”, Cambridge Monographs on Mathema-
tical Physics, 2004.

Perez A, “Introduction to Loop Quantum Gravity and Spin Foams”,
preprint gr-qc/0409061v3 2005

R Haag.“Local Quantum Physics: Fields, Particles, Algebras”, Sprin-
ger, Texts and Monographs in Physics. 1992.

Wald RM, “Quantum Field Theory in Curved Spacetime and Black
Hole Thermodynamics”, Chicago Lectures in Physics, 1994.

Dirac P AM, “Lectures on Quantum Mechanics”, Dover Publications
1964.

A Ashtekar, J Lewandowski “Background Independent Quantum Gra-
vity: A Status Report.”, Class. Quant. Grav. 21:R53, 2004.

A Corichi, A Hauser “Bibliography of Publications Related to Clas-
sical Self-Dual Variables and Loop Quantum Gravity”, preprint gr-
qc/0509039

A Ashtekar, “Lectures on Non Perturbative Canonical gravity”, World
Scientific, 1991

Wald RM “General Relativity”, University of chicago Press, 1984

Misner CW, Thorne KS, Wheeler JA, “Gravitation”, Ed. Freeman and
Company, 1973

JF Barbero, “From Euclidean to Lorentzian General Relativity: The
real way”, Phys.Rev.D 54, 1492-1499, 1996.

JF Barbero, “Real ashtekar Variables for Lorentzian Signature Space-
times”, Phys. Rev.D 51, 5507-5510, 1995

JF Barbero, “A real Polynomial Formulation for General Relativity in
Terms of Connections”, Phys.Rev.D 49, 6935-6938, 1994

IFM-UMSNH



Teorias Efectivas y Cuantizacién por Lazos. 74

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

32]

33]

[34]

[35]

G Immirzi, “Real and Complex Connections for Canonical Gravity”,
Class. Quant. Grav. 14, L177-L181, 1997.

A Ashtekar, J Lewandowski, “Proyective Techniques and Functional
Integration”,J. Math. Phys. 36, 2170, 1995.

C Rovelli, L Smolin, “Spin networks and Quantum Gravity.”,
Phys.Rev.D 53, 5743, 1995

J Baez, “Spin networks States in Gauge Theory”,Adv. Math. 117, 253-
272, 1996.

A Ashtekar, J Lewandowski, D Marolf, J Morurao, T Thiemann,
J.Math.Phys 36 6456, 1995.

T Thiemann,“Gauge Field Theory Coherent States (gcs): I. General
Properties.”, Class. Quant. Grav. 18 2025, 2001.

T Thiemann, “Anomaly-free formulation of Non Pertrbative, Four di-
mensional Lorentzian Quantum Gravity”,Phys. Lett. B 380, 257, 1996.

T Thiemann, “Quantum Spin Dynamics (qsd)”, Class. Quant. Grav. 15,
839-873, 1998.

T Thiemann, “Introduction to Modern Canonical General Relativity”,
preprint gr-qc/0110034.

M Gaul, C Rovelli,“A Generalized Hamiltonian Constrained Opera-
tor in Loop Quantum Gravity and its Simplest Euclidean Matrix Ele-
ments”, Class. Quant. Grav. 18, 1593-1624, 2001.

C Rovelli, L. Smolin, “Discretneess of the Area and Volume in Quantum
Gravity”. Nucl. Phys.B 442, 1995. Erratum: 456:593,734, 1995.

A Ashtekar, J Lewandowski, “Quantum Theory of Gravity I: Area Ope-
rators”, Class.Quant.Grav. 14, A55-A81, 1997.

Ashtekar, J lewandowski, “Quantum Theory of Gravity II: Volume Ope-
rators”, preprint gr-qc/971031, 1997

R Loll, “The Volume Operator in Discretized Quantum Gravity”,
Phys. Rev. Lett 75, 3048-3051, 1995.

R Loll, “Simplifiying the Spectra Analisis of the Volume Operator.”,
Nucl.Phys. B 500, 405-420, 1997

IFM-UMSNH



Teorias Efectivas y Cuantizacién por Lazos. 75

[41]

[42]

[43]

R Loll,“Spectrum of the Volume Operator in Quantum Gravity”, Nu-
cl.Phys. B 460 143-154, 1996.

T Thiemann, “Closed Formula for the Matrix Elements of the Volume
Operator in Canonical Quantum Gravity”,J. Math. Phys. 39, 3347-3371,
1998.

J Brunnemann, T Thiemann, “Simplication of the spectral Anayi-

sis of the Volume Operator in Loop Quantum Gravity”,preprint gr-
qc/0405060, 2004

A Perez, “Spin foam Models for Quantum Gravity”, Class. Quant. Grav.
20, R43, 2003.

D Oriti, “Spacetime Geometry from Algebra: Spin Foam Models for Non
Perturbative Quantum Gravity”, Rept.Prog.Phys 69 1489-1544, 2001

J Baez,“An Introduction to spin Foam Models os BF Theory and Quan-
tum Gravity”, Geometry and Quantum Physics, ed H. Gausterer &
H.Grosse, Lecture Notes in Physics 543, 25-94, 1994

MP Reisenberger, C Rovelli, “Sum over Surfaces form of Loop Quantum
Gravity”, Phys.Rev.D 56, 3490-508, 1997.

C Rovelli,“The Projector on Physical States in Loop Quantum Gra-
vity”, Phys.Rev.D 59, 104015, 1999.

L Freidel, “A Ponzano Regge Model of Lorentzian 3-Dimensional Quan-
tum Gravity”, Nucl. Phys. Proc.Suppl. 88, 237-240, 2000

JA Zapata, “Continuum Spin Foam Model for 3D gravity”,
J.Math.Phys.43, 5612, 2002 (preprint gr-qc/0205037).

JA Zapata, “Loop Quantuzation from a Lattice Gauge Theory Pers-
pective” | Class. Quant. Grav.21 L115, 2004 (preprint gr-qc/0401109).

E Manrique, R Oeckl, A Weber, JA Zapata, “Loop quantization as a
Continuum Limit”, Class. Quant.Grav. 23 3393-3403, 2006.

J Martinez, C Meneses, JA Zapata, “Geometry of C-Flat Connections,
Coarse Grainning and the Continuum Limit”, J. Math. Phys.46 102301,
2005, (preprint hep-th/0507039).

IFM-UMSNH



Teorias Efectivas y Cuantizacién por Lazos. 76

[54]

[55]

[56]

A Ashtekar, J Lewandowski, H Sahlmann, “Polymer and Fock Repre-
sentations for a Scalar Field”, Class. Quant. Grav.20 L11, 2003, (preprint
gr-qc/0211012).

J Glimm, AM Jaffe, “Quantum Physics. A Functional Integral Point of
View”, New York:Springer, 1987.

R Oeckl, “Renormalization of Discrete Models without Back-
ground”, Nucl. Phys.B657 107, 2003, (preprint gr-qc/0212047).

R Oeckl, “Renormalization of Spin foam models of Quantum Gravity”,
Talk given at 10th. Marcel Grossmann Meeting.Rio de Janeiro, Brasil.
2003, (preprint gr-qc/0401087).

BM McCoy, “The Connection Between Statistical Mechanics and Quan-
tum Field Theory”, Canberra 199/: Statistical Mechanics and Field
Theory 26-128, preprint hep-th/9403084, 1994.

K Osterwalder, R Schrader, *“ Axiomas for Euclidean Green’s Functions
11.”, Commun.Math, Phys.42, 281, 1975.

B Schroer, TT Truong, “The relativistic Quantum Fields of the D=2
Ising Model”, Phys.Lett. B72, 371, 1978.

J Palmer, C Tracy, “T'wo Dimensional Ising Correlation Functions: Con-
vergence of Scaling limit”, Adv.Appl. Math. 2, 329-88, 1981.

J Palmer, C Tracy, “T'wo Dimensional Ising Correlation Functions: The
SMJ analisys”, Adv.Appl. Math.4, 46-102, 1983.

A Ashtekar, D Marolf, J Mourao, T Thiemann, “Constructing Hamil-
tonian Quantum Theories form Path Integrals in a Diffeomorphism-

invariant- Context”, Class. Quant. Grav.17, 4919, 2000, (preprint quant-
ph/9904094).

IFM-UMSNH



