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CAPÍTULO1

INTRODUCCIÓN.

El programa de Cuantización por Lazos es un proyecto diseñado para
construir una cuantización no perturbativa para teoŕıas de norma, la cual
es independiente de una métrica de fondo. El ejemplo más representativo
donde se aplica esta técnica es Relatividad General, reformulada como una
teoŕıa canónica de norma SU(2) en términos de nuevas variables llamadas
de Ashtekar-Barbero[13, 14].

Este ejemplo, llamado Gravedad Cuántica por Lazos, es una teoŕıa que se ha
desarrollado en los últimos veinte años y es hoy una de las candidatas más
fuertes para la descripción de una teoŕıa de gravedad cuántica. Sin embargo,
a pesar de que se ha podido describir la cinemática de manera rigurosa, aún
existen ciertos problemas con respecto a la implementación de la restricción
escalar, que nos daŕıa el espacio de Hilbert f́ısico de la gravitación. Existen
propuestas para tal implementación [1], mas no existe un consenso general
sobre la validéz f́ısica de tal implementación. De modo que surgen alternati-

vas para este problema pues es de suma importancia tener una descripción
completa de la teoŕıa cuántica, tal que podamos obtener predicciones teóri-
cas que puedan ser constrastadas con posibles experimentos.

En este trabajo, proponemos una manera de obtener la dinámica de una
teoŕıa cuantizada por el método de lazos, basada en la implementación del
grupo de renormalización de Wilson en el ámbito de las teoŕıas cuantizadas
por lazos. La idea surge de [50, 51], donde se plantea que naturalmente
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INTRODUCCIÓN. 2

existe la posibilidad de obtener la dinámica de éstas teoŕıas, como un ĺımite
continuo de la dinámica de las teoŕıas efectivas, siguiendo las ideas del grupo
de renormalización de Wilson, tal como se realiza en las teoŕıas de norma
sobre la red.

En particular, puesto que el concepto de escala es fundamental en la imple-
mentación del grupo de renormalización, proponemos una nueva noción de
escala, tal que nos permita realizar la implementación de estas técnicas a
teoŕıas independientes de una métrica de fondo. Cuando este ĺımite continuo
existe, podemos entonces definir la dinámica de la teoŕıa.

En el caso de teoŕıas que dependen de una métrica de fondo, la noción
extendida de escala, se reduce a las redes convencionales que son usadas
como reguladores en la teoŕıa de red. Por lo tanto, estructuras de este tipo
presentadas en este trabajo deben ser capaces de exportar mucho del trabajo
realizado en las teoŕıas de red directamente al formalismo de lazos.

La tesis está organizada de la siguiente manera: En el capitulo 2 referente al
grupo de renormalización de Wilson, comenzamos con una breve descripción
de las teoŕıas de norma en la red. El grupo de renormalización es revisado
después desde el punto de vista de la mecánica estad́ıstica utilizando al
modelo de Ising en dos dimensiones como ejemplo principal. Las secciones
siguientes describen al grupo de renormalización en la teoŕıa de norma en
la red, que será de importancia fundamental para nuestro trabajo. Para
concluir el caṕıtulo, describimos la implementación en teoŕıa cuántica de
campos. Limitamos la revisión al caso de campos escalares por simplicidad,
pues en el caso de campos de norma la situación resulta ser un poco más
complicada, debido a la invariancia de norma.

El caṕıtulo 3 describe expĺıcitamente el programa de la cuantización por
lazos. Hemos querido describir tales técnicas de manera general, puesto que
en principio, la cuantización por lazos se puede implementar a cualquier
teoŕıa de campos. Finalmente, como ejemplo de la cuantización por lazos,
describimos las nociones básicas de la gravedad cuántica por lazos, aunque
estudios completos y detallados se encuentran en las citas mencionadas al
principio de la sección.

El caṕıtulo 4 reune nuestro trabajo de investigación. Aqúı, utilizamos los
conceptos básicos de los caṕıtulos anteriores directamente en la implemen-
tación del grupo de renormalización a teoŕıas cuantizadas por lazos en su
versión lagrangiana. En éste, seguimos directamente el trabajo que publi-
camos en la referencia [52] y explicamos de manera detallada el proceso de
ĺımite continuo mediante el uso del triángulo de renormalización.
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INTRODUCCIÓN. 3

Concluimos con un ejemplo expĺıcito: usando nuestra implementación del
grupo de renormalización y nuestra noción de escala, construimos la dinámi-
ca de una teoŕıa cuántica de campos cuantizada por lazos. El ejemplo se
construye como el ĺımite continuo del modelo de Ising bidimensional. Ésta
es una teoŕıa cuántica de campos relativista con interacciones y grados de
libertad locales cuantizados usando técnicas de la cuantización por lazos.

Debemos mencionar que a pesar de que el modelo de Ising es una teoŕıa
que depende de una métrica de fondo, el formalismo presentado no utiliza
la métrica de fondo de manera directa. Este formalismo puede aplicarse
igualmente a teoŕıas topológicas. Por lo tanto nuestro método es aplicable a
teoŕıas que no dependen de una métrica de fondo y puede producir teoŕıas
con grados de libertad locales.

Concluimos esta tesis mencionando los logros y metas futuras que se tienen
en este proyecto de investigación.
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CAPÍTULO2

Grupo de Renormalización de Wilson

2.1. Introducción.

En Mecánica Estad́ıstica, uno de los objetivos más importantes de es-
tudio es el análisis de sistemas ante la influencia de campos externos. La
manera en como el sistema responde ante dicha influencia externa está de-
terminada por el tipo de fluctuaciones que se generan. En especial, cerca
del punto cŕıtico, donde ocurren transiciones de fase (de segundo orden)
del sistema, las fluctuaciones se correlacionan fuertemente sobre una amplia
región del espacio implicando que interacciones de largo alcance son ahora
importantes. De modo que fluctuaciones de todas las posibles longitudes de
onda contribuyen a la respuesta del sistema.

Si queremos describir de manera sistemática las propiedades termodinámi-
cas del sistema cerca del punto cŕıtico, utilizamos la teoŕıa de Escalamiento,
que permite reescribir las funciones termodinámicas afectadas por la tran-
sición de fase en términos de leyes de potencias que dependen del punto
cŕıtico, de manera que a medida que variamos dicha distancia, las funciones
termodinámicas cambian de escala pero no su forma funcional.

Esta idea de escalamiento fue aplicada al modelo de Ising por Kadanoff que
motivó a Wilson para su teoŕıa moderna de Renormalización. Una canti-
dad básica en este análisis es la longitud de correlación ξ definida como la
longitud máxima de las longitudes de onda asociadas con las fluctuaciones
que ocurren en el sistema. Esta longitud de correlación diverge en el punto
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Grupo de Renormalización de Wilson 5

cŕıtico, pues en ese punto las fluctuaciones de todas las posibles longitudes
de onda contribuyen a la respuesta del sistema.

La idea de Kadanoff en el modelo de Ising dice que mientras la longitud de
correlación vaŕıa, los campos de spines que interactúan en la red pueden ser
rescalados de modo que el resultado es un sistema con “nuevos campos” que
interactúan en una red más grande. Es decir, en vez de describir el siste-
ma en términos de spines interactuantes, caracterizamos a éste en términos
de bloques de spines, tomando el promedio de los valores de spin por cada
bloque y definiendo un nuevo sistema. A medida que el sistema se acerca
al punto cŕıtico la longitud de correlación crece y con ella el tamaño de los
bloques de spin, de modo que las funciones termodinámicas no cambian su
forma funcional sino que sólo son rescaladas. Por lo tanto, al tener una red
con una longitud caracteŕıstica, podemos considerar regiones de la red más
grandes en comparación con la escala de definición del problema. Observa-
mos que el continuo estad́ıstico emerge, de modo que a escalas macroscópicas
(en comparación con la escala caracteŕıstica) la red es despreciable. Aśı, los
efectos de largo alcance deben de tener una descripción continua sin hacer
referencia alguna a la escala de la red.

Wilson toma la idea de Kadanoff para calcular los exponentes cŕıticos de
manera microscópica y permite entender el ĺımite continuo estad́ıstico. El
punto central de este ĺımite estad́ıstico es que carece de una escala asociada
que caracterice el sistema. Básicamente, el método de Wilson es un proce-
dimiento sistemático que construye teoŕıas efectivas reduciendo grados de
libertad. Como primer paso, escogemos una escala inicial, donde definimos
la teoŕıa. Para cambiar de escala, integramos sobre las fluctuaciones con
longitudes de onda mas pequeñas que aquella que define nuestro sistema
inicial. Estas integraciones asignan al sistema inicial otro sistema, descrito
por un Hamiltoniano efectivo en la nueva escala, que tiene el mismo com-
portamiento a distancias más grandes pues sus funciones de correlación no
distinguen entre ambos. La transformación de un sistema a otro es llamada
Transformación del Grupo de Renormalización.

Al iterar, obtenemos una secuencia de sistemas f́ısicos tales que tienen el
mismo comportamiento a distancias grandes. Esta secuencia está descrita
por relaciones de recurrencia no lineales entre los parámetros de la teoŕıa
(también llamados constantes de acoplamiento) a las diferentes escalas. El
punto cŕıtico del sistema resulta ser un punto fijo de las relaciones de re-
currencia en donde podemos describir el fenómeno de escalamiento. De la
transformación de recurrencia alrededor de los puntos fijos se pueden leer
los exponentes cŕıticos.

IFM-UMSNH



Grupo de Renormalización de Wilson 6

Cabe mencionar que la ausencia de una escala que caracterice al sistema
es evidente en Teoŕıa Cuántica de Campos, donde se tienen integrales so-
bre estados intermedios que contienen enerǵıas arbitrariamente grandes, lo
que puede generar integrales divergentes. El primer método construido pa-
ra eliminar tales divergencias es la teoŕıa de Renormalización -construida
por Bethe, Feynman, Schwinger, Dyson entre otros - que describe el ĺımite
estad́ıstico de una teoŕıa local sustrayendo las partes divergentes de las inte-
grales en el ĺımite continuo. La restricción de este método es que sólo puede
ser aplicado a aquellas teoŕıas que son expandibles en términos de diagra-
mas de Feynman. Sin embargo, no podemos tener una explicación de cuál
es el origen de tales divergencias, asi como el comportamiento del sistema
mientras cambiamos de escala.

IFM-UMSNH



Grupo de Renormalización de Wilson 7

2.2. Teoŕıas de Norma sobre la Red.

En esta sección damos una breve descipción a las ideas principales de las
teoŕıas de norma sobre la red [6] que nos serán útiles a lo largo de este traba-
jo. Cabe mencionar que el enfoque presentado aqúı, extiende la formulación
estándar de Wilson a teoŕıas cuyos grupos de norma son discretos.

En la Teoŕıa Cuántica de Campos, la necesidad de eliminar divergencias
sugiere métodos para obtener cantidades finitas f́ısicamente relevantes para
la teoŕıa. Uno de éstos es utilizar redes espacio-temporales que proporcionan
un corte ultravioleta que remueve las divergencias surgidas. Sin embargo, la
red necesita ser removida después de renormalizar la teoŕıa, como lo es para
cualquier regulador. El objetivo es que las cantidades f́ısicas no dependan
de la red y se aproximen a un valor finito.

Originalmente, las teoŕıas sobre la red surgieron para estudiar el problema
de confinamiento en las interacciones fuertes de las part́ıculas, fenómeno que
es inherentemente no perturbativo, sin embargo, hoy es una arena para es-
tudiar diversos aspectos no perturbativos de la Teoŕıa Cuántica de Campos.
Además la relación entre ésta y la F́ısica Estad́ıstica se hace evidente.

En la teoŕıa de norma sobre la red las variables básicas son conexiones defini-
das usando transporte paralelo a lo largo de segmentos dirigidos e, llamados
aristas de la red. El transporte paralelo resultante puede ser visto como ele-
mentos de un grupo de norma ge ∈ G. Las transformaciones de norma son
definidas asociando elementos hvj ∈ G a cada vértice vj y actuando en el
elementos de grupo de las aristas ge como:

ge → h−1
vi
gehvf

donde e representa una arista en particular; hvi , hvf
∈ G y vi, vf son los

vértices que se forman los extremos iniciales y finales de la arista.

La dinámica se construye mediante una acción que describe nuestro sistema
a la escala dada por la red. Usando una discretización de las variables de
campo podemos obtener una acción dada mediante la suma de acciones
locales Sp de cada plaqueta p de la red.

S =
∑

p

Sp (2.1)

Usualmente Sp es una función invariante ante transformaciones de norma.

IFM-UMSNH



Grupo de Renormalización de Wilson 8

La acción de WIlson resulta ser la más usada:

S =
∑
plaq

β[1 − (1/n)ReWplaq]

donde Wplaq = Tr(UijUjkUklUli) es el lazo de Wilson sobre cada plaque-
ta. Esta acción se reduce a la acción de Yang-Mills en el continuo [6]. Sin
embargo, la expresión más general se deduce expandiendo la función Sp en
términos de los caracteres del grupo: Sp =

∑
n βnχn(g). La teoŕıa cuántica

se construye usando (2.1) en la función de partición:

Z =
∫

(
∏
e

dge) exp (
∑

p

Sp)

Tomando la exponencial de la acción Sp en la función de partición como una
expansión en términos de los caractéres χτ asociados al grupo de norma,
obtenemos la función de partición de la acción de Heat-Kernel [2]

Z =
∫ ∏

e

dgee
P

p Sp[g] =
∑
τp

∏
p

(dimτ)e−βpCτp

∫ ∏
e

dge

∏
p

χτp(gp) (2.2)

donde la suma es sobre representaciones irreducibles τp del grupo G asociado
a cada plaqueta, Cτp es el operador de Cassimir que actúa en el álgebra de
Lie del grupo y gp es el producto de los elementos asociados a las aristas
que forman la plaqueta p. Los parámetro βp son constantes de acoplamiento
locales asociadas a cada plaqueta en la red que contienen la información del
área de cada una. Estas constantes fueron introducidas por primera vez en
[56].

La integral en la expresión (2.2) puede ser reducida gracias a las propiedades
de ortogonalidad de los caracteres y nos da algunas condiciones para los
valores de las representaciones τp. Podemos ver que estas restricciones son
interpretadas como Leyes de Gauss que actúan en los vértices de la red [6].

Un espacio de Hilbert f́ısico puede ser asociado a rebanadas puramente es-
paciales del espacio tiempo y sus elementos son funciones invariantes de
norma sobre el espacio de conexiones de la red en esa rebanada. Como con-
sideramos redes en el espacio tiempo cuyas direcciones están bien definidas,
elegimos las fronteras de la red como rebanadas espaciales fijas a un tiempo
determinado. Esto da lugar a una formulación Hamiltoniana, en donde el
Hamiltoniano de Kogut-Susskind [6] juega un papel fundamental.

IFM-UMSNH



Grupo de Renormalización de Wilson 9

Sin embargo, como la red es un regulador que debe ser removido, se necesita
tomar un ĺımite continuo tal que las mediciones de las observables f́ısicas no
dependan de la red. En este punto las técnicas del grupo de renormalización
de Wilson son muy útiles para nuestro propósito, las cuales revisaremos en
las siguientes secciones.

2.3. Transformaciones por Bloques y Modelo de
Ising

Un ejemplo expĺıcito de la aplicación del método del Grupo de Renor-
malización es el modelo de Ising en dos dimensiones, que consiste en un
sistema discreto de spines S = ±1 localizados en los nodos de una red en
dos dimensiones. Por simplicidad, asumimos que el sistema está definido en
una red regular de tamaño L y longitud caracteŕıtica a. El Hamiltoniano del
sistema está dado por:

H[S] = κ0 + κ1

∑
{ij}

SiSj +B
∑

j

Sj (2.3)

donde {ij} representa la suma sobre puntos cercanos en la red. La fun-
ción de partición asociada al sistema es una suma sobre todas las posibles
configuraciones {S} en la red :

Z =
∑
{S}

e−H[S] =
∑
{S}

exp(−κ0 − κ1

∑
{ij}

SiSj −B
∑

j

Sj) (2.4)

donde hemos absorbido el factor 1/KT dentro de nuestras constates. Para
describir la f́ısica de este sistema macroscópicamente, utilizamos transfor-
maciones por bloques que permiten relacionar teoŕıas efectivas a distintas
longitudes caracteŕısticas de la red promediando sobre grados de libertad
microscópicos, definiendo aśı un ĺımite para grandes escalas [3, 4].

La transformación por bloques consiste en dividir la red en bloques de spines
α de tamaño sa con s un parámetro natural, para formar una nueva red cuya
longitud caracteŕıstica sea sa. Por cada bloque asignamos una variable de
spin nueva S′

α = ±1 donde el signo está determinado por una distribución
de probabilidad t(S′

α, Si), que nos dice la probabilidad de que S′
α tome el

signo ± dada una cierta configuración de spines Si en el bloque α.

Por otro lado, dada una configuración {S} en la red, la probabilidad de tener
una configuración espećıfica {S′

α} se define como:

IFM-UMSNH
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Figura 2.1: La transformación por bloques de una red de spines.

T [S′, S] =
∏
α

t(S′
α, Si) (2.5)

con la condición: ∑
[S′]

T [S′, S] = 1

Las funciones de probabilidad arriba mencionadas no son únicas y se tiene
la libertad de escoger la forma funcional dependiendo del problema que se
quiera atacar. La más sencilla es escoger t(S′

α, Si) = δ(S′
α, sign(mα)) donde

mα = 1
N

∑
(j∈α) Sj es la magnetización por cada bloque α y N es el número

de spines por bloque.

Además la distribución de probabilidad T [S′, S] define una transformación
por bloque Rs que nos relaciona diferentes teoŕıas efectivas. De esta manera
el peso de la función de partición de la nueva red de spines esta determinada
por:

e−H′[S′
α] =

∑
[Si]

T [S′, S]e−H[Si] (2.6)

Cabe mencionar que esta transformación es local, puesto que a cada blo-
que se le asigna un número finito de spines en una determinada región de
la red, empero existen ciertos métodos que utilizan transformaciones no lo-
cales. Para comparar el nuevo sistema con el inicial, es necesario tener las
mismas unidades de medición. Esto implica que tenemos que rescalar las
cantidades involucradas en la descripción de los sistemas. En particular, la
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Grupo de Renormalización de Wilson 11

longitud de correlación ξ, considerada adimensional, se ve modificada por
un factor llamado de dilatación s, como ξ/s. Asi mismo, necesitamos re-
normalizar las nuevas variables S′

α → S′
α/M , procedimiento que es llamado

renormalización de spines y servirá para definir el ĺımite continuo.

Obviamente tenemos que las funciones de partición asociadas son las mis-
mas como esperamos (Z = Z ′) pues estamos describiendo el mismo sistema
de spines a diferentes escalas. Sin embargo, la transformación (2.6) gene-
rará nuevos acoplamientos a todos los órdenes entre los spines de la nueva
red asi como interacciones no lineales en el Hamiltoniano efectivo:

H ′[S′] = κ0 + κ1

∑
{αβ}

S′
αS

′
β + κ2

∑
{{αβ}}

S′
αS

′
β + κ3

∑
{αβγδ}

S′
αS

′
βS

′
γS

′
δ + · · · (2.7)

Los coeficientes {κ0, κ1, κ2, κ3 · · · } son las constantes de acoplamiento de la
teoŕıa efectiva en la nueva escala y forman el espacio de parámetros P donde
cada punto representa una teoŕıa efectiva a una temperatura dada. Estas
constantes de acoplamiento κ(β) son funciones anaĺıticas de las constantes
de acoplamiento iniciales incluso en el punto cŕıtico.

La transformación (2.6) establece una correspondencia entre el sistema de
spines y el de bloques. Ésta induce la llamada Transformación del Grupo
de Renormalización Rs y actúa en el espacio de parámetros, relacionando
puntos dentro de éste. Además ésta última tiene asociado un incremento de
la medida de longitud por s. Asi, al integrar sobre longitudes de onda corta
tendremos que cambiar los valores de las constantes de acoplamiento.

La estrategia ahora consiste en iterar la transformación Rs en el espacio de
parámetros varias veces, lo que significa integrar sobre grados de libertad
extras, rescalando en cada iteración las unidades de medición por un factor
de dilatación. Esto genera una secuencia de puntos en P que nos pueden dar
información acerca del sistema en el ĺımite macroscópico.

El modelo de Ising está representado en P con κ0, κ1 �= 0 a una tempera-
tura dada T como un punto p(T ) ∈ P. Al variar la temperatura, llegamos
al valor cŕıtico de la constante de acoplamiento, κ1c donde el sistema sufre
una transición de fase y la distancia de correlación ξ diverge. Al aplicar una
transformación del grupo de renormalización en este punto cŕıtico, manda-
mos un punto p(Tc) ∈ P a otro p′(Tc) = Rsp(Tc) ∈ P, lo que implica que
la distancia de correlación se mantiene infinita y por lo tanto el sistema
transformado es también cŕıtico.

IFM-UMSNH
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Definimos la superficie cŕıtica Sc como el conjunto de puntos {p(Tc) ∈ P}.
Asi, las transformaciones iteradas de puntos p ∈ Sc nos llevan a puntos en
la misma superficie. Si empezamos con algún punto q(T ) �∈ Sc, entonces
iteraciones sucesivas de la transformación Rs mueven el punto más lejos de
Sc, pues al reescalar la distancia de correlación ξ → ξ/s por cada iteración
obtenemos sistemas que están cada vez más alejados del punto cŕıtico.

Las trayectorias generadas por estas iteraciones sucesivas de la transforma-
ción Rs se les llama flujo de renormalización. Existen ciertos flujos que se
originan en puntos p(Tc) ∈ Sc tales que convergen a un punto fijo p∗(Tc) tal
que satisface Rsp

∗ = p∗ y que son de relevancia f́ısica.

Es interesante analizar el comportamiento de la transformación Rs cerca
del punto fijo p∗ pues es alĺı donde podemos obtener la información termo-
dinámica del sistema, ya que tanto las funciones de correlación como las
observables macroscópicas exhiben un comportamiento en forma de leyes de
potencia y permiten determinar los exponentes cŕıticos de la teoŕıa. Notemos
sin embargo que los puntos fijos p∗ dependen de la forma que escogemos la
transformación Rs pero no asi los exponentes cŕıticos que definen la teoŕıa.
En la vecindad de p∗, la transformación Rs la podemos aproximar mediante
una matŕız cuyos eigenvalores exp(λk) (que asumimos reales) identifican el
carácter de las constantes de acoplamiento de la teoŕıa efectiva con respecto
al punto fijo. Aśı, identificamos tres casos:

λk > 0 implica que la constante de acoplamiento aumenta por cada itera-
ción, por lo que es llamada relevante.

λk < 0 la constante de acoplamiento decrece por cada iteración. Ésta es
llamada irrelevante.

λk = 0 tiene como consecuencia que por cada iteración la constante de aco-
plamiento se mantiene invariante, A esta constante se le llama mar-
ginal. Este caso necesita un tratamiento más allá de la aproximación
lineal (2.5) para decidir su influencia en el sistema.

Supongamos por ejemplo que (2.5) es una distribución que depende de la
magnetización local mα = 1

N

∑
(j∈α) Sj .

T [S′, S] =
∏
α

δ(S′
α,Mmα) (2.8)

donde M es el factor necesario para renormalizar los spines y depende de
la temperatura. Es fácil ver que esta distribución satisface las condiciones
necesarias descritas en (2.5).
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La ecuación (2.8) induce una transformación de renormalización Rsque gene-
ra un Hamiltoniano de la forma (2.7). Desafortunadamente, para el modelo
de Ising no existe una relación de recursión exacta para las constantes de
acoplamiento [3], por lo que usualmente se realizan aproximaciones que re-
velen el comportamiento de las constantes de acoplamiento κ0, κ1. Una de
ellas es el proceso de decimación, que consiste en sumar sobre ciertos spines
en la red (por ejemplo podemos sumar sobre los spines que se encuentren en
filas y columnas etiquetadas por un número par). En estas aproximaciones
se encuentra que el punto fijo del modelo de Ising es1

κ1c =
1
2

ln[1 +
√

2]

donde tenemos una transición de fase. Este resultado coincide con el cal-
culado por Onsager [4, 5] donde encuentra una singularidad en la enerǵıa
libre:

F = −KT [ln 2+
(2π)−2

2
]
∫ 2π

0
dθ1

∫ 2π

0
dθ2 ln[cosh2 2κ1−sinh 2κ1(cos θ1−cos θ2)]

en el punto T = Tc determinado por la condición:

sinh 2κ1c = 1

Por otro lado, consideremos la función de dos puntos en la teoŕıa efectiva
generada por la transformación (2.8):

〈S′
αS

′
β〉 =

1
Z ′

∑
[S′]

S′
αS

′
β

[ ∑
[S]

∏
μ

δ(S′
μ,Mmμ)e−H[S]

]

= M2 1
Z

∑
[S]

mαmβe
−H[S]

= M2N−2
∑
i∈α

∑
j∈β

〈SiSj〉 (2.9)

Si suponemos que la distancia de correlación ξ es lo suficientemente grande
en comparación con la distancia caracteŕıstica de la red, entonces la función
de dos puntos es prácticamente la misma para todo par de puntos i ∈ α y
j ∈ β:

1Véase por ejemplo [3, 6].
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〈S′
αS

′
β〉 = M2〈SiSj〉

o bien:
〈SiSj〉 = M−2〈S′

αS
′
β〉 (2.10)

donde i ∈ α y j ∈ β. De la misma manera es es posible escribir la generali-
zación a funciones de n puntos [7]. El ĺımite continuo de la teoŕıa se define
de la siguiente manera: Como hasta ahora, etiquetamos mediante ı́ndices
latinos los sitios de spin en la red cuya longitud caracteŕıstica es a. La dis-
tancia entre dos puntos arbitrarios, digamos i, j la escribimos como |i − j|.
De manera que el ĺımite continuo se define tomando:

|i− j|2 → ∞, T → Tc (2.11)

mientras a→ 0 y manteniendo fija a|i− j|(T −Tc) = ξ lo que significa man-
tener constante la distancia de correlación f́ısica entre los spines al realizar
las transformaciones de renormalización.

La función de n puntos para T < Tc (o bien κ1c < κ1 ) puede ser calculada
expĺıcitamente en el ĺımite continuo [8]:

ĺım
T→Tc

|ik−il|2→∞
M−n〈S(i1)S(i2) · · ·S(in)〉 = exp

( ∞∑
k=2

f (k)
n

)
(2.12)

donde

f (k)
n = − 1

2k(2π2)k

∫ ∞

−∞
dy1 · · ·dykdx1 · · ·dxk

k∏
l=1

(
1 + x2

l + y2
l

)−1 ×

× yl + yl+1

xl − xl+1 + iε
Tr[

k∏
l=1

A(l)] (2.13)

donde z = tanhκ1 y A(l) es la matŕız cuyos elementos están dados en
términos de las componentes de la distancia |ij − ik| entre los campos de
spin S(j). Expĺıcitamente:

A(l)jk = sgn
[
|ij − ik|y |z

2 + 2z − 1|√
z(1 − z2)

]
exp−i

( |z2 + 2z − 1|√
z(1 − z2)

)
×

×
(
|ij − ik|yyl + |ij − ik|xxl

)
(2.14)
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Aclaramos que |ij − ik|2y + |ij − ik|2x = |ij − ik|2. Para el caso T > Tc [8]:

ĺım
T→Tc

|ik−il|2→∞
M−n〈S(i1)S(i2) · · ·S(in)〉 = |det(

∞∑
k=1

g
(k)
(n)ij)|1/2 exp

( ∞∑
k=2

f (k)
n

)
(2.15)

donde g(k)
(n)ij es:

g
(k)
(n)ij =

1
(2π2)k

∫ ∞

−∞
dy1 · · ·dykdx1 · · ·dxk

k∏
l=1

(
1 + x2

l + y2
l

)−1 ×

×
k−1∏
l=1

yl + yl+1

xl − xl+1 + iε
[

k∏
l=1

A(l)]ij (2.16)

El factor M toma los valores:

M =
{

[1 − (sinh 2κ1)−1]1/8 si T < Tc

[(sinh 2κ1)−1 − 1]1/4 si T > Tc
(2.17)

y representa la magnetización espontánea para T < Tc. Por lo tanto tenemos
dos teoŕıas de campos en el continuo por cada ĺımite T < Tc ó T > Tc. Es
posible demostrar que los campos de spin en el continuo son descritos como
campos escalares φ en el modelo de Ginzburg Landau con acoplamiento φ4

que describiremos a detalle más adelante.

2.4. Grupo de Renormalización en Teoŕıas de Red.

Como dijimos en la introducción, el otro punto de vista que se tiene es
el provisto por la Teoŕıa Cuántica de Campos. En ésta, la necesidad de eli-
minar las divergencias, nos lleva a utilizar métodos para obtener cantidades
finitas f́ısicamente relevantes en la teoŕıa. Uno de éstos es considerar a la
red como un regulador que proporciona un corte ultravioleta. Para recupe-
rar la teoŕıa original, debemos remover el regulador de nuestras cantidades
f́ısicas utilizando ciertos ĺımites, de modo que éstas no dependan finalmente
de la red. Es aqúı donde cualquier observable definida a escalas efectivas
debe aproximarse a su valor f́ısico. En esta sección expondremos el grupo de
renormalización siguiendo [6]

Las observables definidas en la teoŕıa efectiva, dependen de la unidad de
longitud caracteŕıstica a de la red, de modo que el ĺımite continuo equivale

IFM-UMSNH



Grupo de Renormalización de Wilson 16

a tomar a → 0 manteniendo alguna cantidad f́ısica fija. Consideremos por
ejemplo la longitud de correlación ξ adimensional (en términos de la longitud
caracteŕıstica a): ξ = (ma)−1, donde m es la masa que corresponde al primer
nivel de exitación de la teoŕıa. El ĺımite continuo implica tomar a→ 0 mien-
tras mantenemos fija la masa m, en consecuencia, la longitud de correlación
del sistema diverge. Notemos que este comportamiento es caracteŕıstico en
sistemas estad́ısticos que se encuentran en una región cŕıtica donde ocurren
transiciones de fase. Por lo tanto, para tomar el ĺımite continuo, debemos
escoger el esquema de renormalización adecuado para el problema en cues-
tión. Usualmente se escogen ciertas cantidades de relevancia f́ısica como fijas
bajo el procedimiento que relaciona las diferentes escalas.

Consideremos una observable adimensional O definida en la red de longi-
tud caracteŕıstica a. Supongamos por simplicidad que ésta depende de una
constante de acoplamiento inicial κ0 también adimensional aśı como de la
longitud caracteŕıstica de la red a y la escala a la que se define, r.

O = O(κ0(a), a, r) (2.18)

A medida que a→ 0 manteniendo fija la escala de definición r, la observable
O(κ0(a), a, r) pierde la dependencia del corte a y tiene un valor finito. En
este ĺımite se tiene el comportamiento cŕıtico donde todas las escalas tienen
lugar y ocurre sólo para ciertos valores de κ0. Notemos sin embargo que una
teoŕıa de red aproxima una teoŕıa continua cuando a 	 r y además a es
mucho más pequeña que cualquier otra escala f́ısica involucrada en la teoŕıa.

Refinamos ahora la red por un factor de 2. Podemos suponer que la obser-
vable O no cambia drásticamente al variar la longitud de la red si a es lo
suficientemente pequeña y la constante de acoplamiento se ajusta adecua-
damente de modo que tengamos:

O(κ0(a/2), a/2, r) = O(κ0(a), a, r) +O(a2) (2.19)

Si el esquema de renormalización que utilizamos es mantener invariante la
observable a una escala dada, entonces (2.19) es exacta a todos los órdenes
en a. Queremos ahora comparar teoŕıas definidas en diferentes escalas r.
Como la observable es adimensional, entonces un rescalamiento de a y r no
afecta la ecuación (2.19). Rescalamos por un factor de 2 para tener:

O(κ0(a/2), a, 2r) = O(κ0(a), a, r) (2.20)
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Esta ecuación exhibe la relación que existe entre la constante de acopla-
miento valuada en dos redes distintas y la observable medida en dos escalas
diferentes. Para estudiar el comportamiento de κ0 en el proceso del ĺımite,
fijamos el valor de la observable como prescripción de renormalización a esta
longitud a inicial:

O(κ0(a), a, r) = O0 (2.21)

lo que permite conocer, tanto el valor inicial de κ0(a) como el valor de
la constante de acoplamiento en la red refinada κ0(a/2) mediante (2.20).
Una vez conocido este valor, tomamos la misma observable O ahora con un
valor κ0(a/2) de la constante de acoplamiento y repetimos el procedimiento
anterior. Esto nos lleva a tener:

O(κ0(a/2), a, r) = O(κ0(a/22), a, 2r) = O1 (2.22)

donde ahora la prescripción de renormalización es tomar fija O(κ0(a/2), a, r)
en un valor O1 distinto de O0. Estas ecuaciones nos da el valor κ0(a/22) de
la constante de acoplamiento.

La repetición n-ésima del procedimiento anterior implica las siguientes ecua-
ciones con las cuales sabemos el valor de la constante de acoplamiento para
longitudes carcteŕısticas a/2n cada vez más pequeñas:

O(κ0(a/2n), a, r) = O(κ0(a/2n+1), a, 2r) = On (2.23)

manteniendo fija O(κ0(a/2), a, r) en un valor On como prescripción de re-
normalización.

La secuencia {O0,O1,O2, · · · ,On, · · · } genera un flujo de renormalización
para κ0 tipo escalera en las gráficas de O(κ0, a, r) como función de κ0 a dos
escalas distintas r y 2r. Las las situaciones t́ıpicas son esquematizadas en
las gráficas:

La gráfica (2.2) ejemplifica la situación que resulta cuando el flujo
determinado por (2.23) tiene ĺımn→∞ κ0(a/2n) = 0, es decir, en el
continuo la constante de acoplamiento se anula, teniendo una teoŕıa
asintóticamente libre.

La gráfica (2.3) describe otra situación cuando las trayectorias de
O(κ0, a, r) y O(κ0, a, 2r) se intersectan en un valor no trivial κ∗. En es-
te caso, el flujo de renormalización (2.23) se aproxima asintóticamente
a dicho punto donde se tiene:
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Figura 2.2: El flujo de renormalización tiene como ĺımite continuo κ0 = 0.

Figura 2.3: Las trayectorias de O(κ0, a, r) y O(κ0, a, 2r) se intersectan en un valor no
trivial κ∗, que es un punto fijo atractivo en el ultravioleta del flujo de renormalización.

Figura 2.4: El flujo de renormalización no tiene solución..
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O(κ∗, a, r) = O(κ∗, a, 2r) (2.24)

El valor κ∗ es un punto fijo atractivo de la teoŕıa en la región ul-
travioleta donde se tiene una independencia de escala. El valor de la
observable cambia drásticamente al pasar a través de este punto fijo
y en consecuencia tenemos una transición de fase. Cabe mencionar
que en el caso del punto fijo repulsivo, el flujo de renormalización se
aleja asintóticamente de éste y el ĺımite continuo sólo es posible si el
valor de la constante es exactamente κ∗. La gráfica para el caso repul-
sivo puede realizarse si intercambiamos las trayectorias de O(κ0, a, r)
y O(κ0, a, 2r) de la descrita anteriormente.

Finalmente, la gráfica (2.4) ejemplifica la última situación, cuando el
flujo de renormalización no tiene solución. Esto quiere decir que la
ecuación (2.23) no es válida en algún punto del flujo y no se puede
obtener un ĺımite continuo.

Es importante mencionar que el procedimiento antes descrito, se toma en
sentido inverso para el caso de Mecánica Estad́ıstica, tal como hemos dis-
cutido en secciones anteriores mediante el modelo de Ising. Usualmente se
comienza con un sistema descrito en una red de longitud caracteŕıstica a
pequeña y se construyen teoŕıas efectivas (con un número mayor de cons-
tantes de acoplamiento {κ}) en redes cuya longitud es más grande pero que
describen la misma f́ısica macroscópica. Este procedimiento corresponde a
un ĺımite infrarrojo de una teoŕıa de campos, donde las observables ma-
croscópicas (tales como las variables termodinámicas) son las que describen
al sistema.

Si queremos un estudio análitico del comportamiento de la constante κ0,
podemos obtener una ecuación diferencial que describe tal flujo. En este
caso, podemos tomar la prescripción de renormalización O(κ0(a), a, r) = O0

para cualquier valor de a y escribir la razón de cambio de la observable O
con respecto al corte a:

a
d
da

O(κ0(a), a, r) =
[
a
dκ0

da
∂

∂κ0
+ a

∂

∂a

]
O(κ0(a), a, r) = 0 (2.25)

Llamemos β(κ0) = adκ0
da . Ésta es la función del grupo de renormalización2 y

determina la manera en que la constante de acoplamiento depende del corte.
2La función β(κ0) es llamada función de flujo ó función beta en teoŕıa de perturbaciones.
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Los ceros en la función β(κ0) determinan los puntos fijos de la teoŕıa y son
independientes del esquema de renormalización. Además para valores de κ0

cercanos al punto fijo atractivo en el ultravioleta κ∗ tenemos:

β(κ0) > 0 para κ0 > κ∗

β(κ0) < 0 para κ0 < κ∗

Para el caso de puntos fijos repulsivos los signos son intercambiados. La
forma funcional de β(κ0) dependerá del esquema de renormalización, en
particular, dependerá de la observable O y la escala f́ısica r donde definimos
el problema.

2.4.1. Triángulo de Renormalización

Una manera ilustrativa de entender los flujos de renormalización, es me-
diante la construcción de un triángulo que represente la relación entre las
teoŕıas efectivas a diferentes escalas usando transformaciones del grupo de
renormalización [9]:

Empecemos con una secuencia de redes cada vez más finas, es decir, cuya
longitud caracteŕıstica aj satisface: {a0 > a1 > a2 > · · · > an > · · · }.
Por cada aj definimos la observable O(κj(aj), aj)3 donde κj(aj) son las
constantes de acoplamiento de la teoŕıa efectiva en aj . La siguiente pregunta
que nos hacemos es cómo relacionar la observable definida en los diferentes
cortes asi como las constantes de acoplamiento involucradas.

Triángulo de Renormalización.

O(κ0(a0), a0) O(κ0(a1), a0)

O(κ1(a1), a1)

O(κ0(a2), a0)

O(κ1(a2), a1)

O(κ2(a2), a2)

· · ·

· · ·

· · ·

O(κ0
ren, a0)

O(κ1
ren, a1)

O(κ2
ren, a2)

...

OMObservable en el continuo

F−1
s

Rs�����

�����

�����

����

....
..

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�� � �� � �

� �� �

��

3Usualmente se considera el Hamiltoniano o el Lagrangiano que definen las teoŕıas
efectivas para construir el triángulo, sin embargo, es posible hacer la construcción para
cualquier observable f́ısica O definida en una teoŕıa efectiva.
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Si queremos relacionar O(κ0(a0), a0) con la observable definida en una red
más fina O(κ1(a1), a1), utilizamos una transformación de renormalización
aproximada, la cual llamamos Fs, de modo que preserve la misma forma
funcional de la observable en las dos escalas y actúe en el espacio de cons-
tantes de acoplamiento de manera que Fsκ

0(a0) = κ1(a1).

Para definir dicha transformación Fs debemos imponer condiciones (llama-
das condiciones de renormalización) sobre un número finito de cantidades
f́ısicas, por ejemplo, podemos mantener invariantes ciertos elementos de ma-
triz del valor de expectación 〈O〉 de la observable. Esta transformación apro-
ximada está representada en la diagonal del triángulo para todas las teoŕıas
definidas en la secuencia de cortes.

Ahora bien, si tomamos la observable definida en a1, O(κ1(a1), a1), pode-
mos aplicar una transformación Rs, como una transformación por bloques,
de manera que la relacione con la observable en a0. La transformación de
renormalización actúa en P como Rsκ

1(a1) = κ0(a1). Esta transformación
es exacta y mantiene invariantes las cantidades f́ısicas definidas en la es-
cala más grande. La transformación exacta es representada por las flechas
verticales en el triángulo.

Finalmente, mencionamos que O(κ0(a0), a0) y O(κ0(a1), a0) no son las mis-
mas observables y sólo son iguales en el ĺımite continuo. Sin embargo, éstas
describen la misma f́ısica. Debido a esto podemos trazar las flechas horizon-
tales que las relacionan. El ĺımite continuo se obtiene aplicando las relaciones
anteriores para redes cada vez más finos (hacia la derecha), tomando en cuen-
ta a cada paso que O(κi(ak), ai) = O(κi(al), ai) en una buena aproximación
si ak, al << ai.

2.5. Modelo de Ginzburg-Landau

El modelo de Ginzburg-Landau tiene como fin describir un sistema de spines
en la vecindad del punto cŕıtico y analizar los cambios de fase que ocurren
en este punto mediante una aproximación de campos continuos. De hecho
el modelo trata de eliminar la red donde el sistema de spines está descrito
utilizando un campo escalar φ(x) que es interpretado como la magnetización
local del sistema, al igual que las variables de bloque del modelo de Ising,
cuando se han realizado suficientes iteraciones de la transformación de re-
normalización y el Hamiltoniano efectivo se considera macroscópico. De esta
manera, el Hamiltoniano efectivo de bloques puede ser expresado bajo cierta
aproximación como un Hamiltoniano del modelo de Ginzburg-Landau.
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El Hamiltoniano de Ginzburg-Landau lo postulamos como:

H[φ] =
∫

(dDx)
[1
2
[∇φ]2 +

1
2
m2(T )φ2 +

1
4!
λ(T )φ4

]
(2.26)

de manera que podamos modelar el sistema de spines cerca del punto cŕıtico.
Este Hamiltoniano depende de dos parámetros de carácter fenomenológico:
m2(T ) regula las transiciones de fase al variar la temperatura, y el acopla-
miento λ(T ) que debe de ser una cantidad positiva.

El primer término [∇φ]2 elimina las fluctuaciones rápidas y permite hacer
predicciones sobre la estructura de las funciones de correlación en φ mientras
que el término proporcional a φ4 elimina las fluctuaciones grandes para
valores de φ grandes. El término cuadrático permite que el modelo describa el
sistema debajo la temperatura cŕıtica, representando una fase parcialmente
condensada.

Teoŕıa de Landau

Consideremos la función de partición dada como :

Z =
∫

Dφe−
R

dDx( 1
2
[∇φ]2+ 1

2
m2(T )φ2+ 1

4!
λ(T )φ4) (2.27)

donde sumamos sobre todos los posible valores del campo φ. La teoŕıa de
Landau se basa en suponer como aproximación que el valor del campo φ0 que
maximiza la exponencial en (2.27) domina la integral funcional. Este valor
máximo corresponde a tomar φ0 como una constante. El Hamiltoniano en
esta aproximación es:

H[φ0] =
[ ∫

dDx
](1

2
m2(T )φ2

0 +
1
4!
λ(T )φ4

0

)
(2.28)

Si consideramos m2(T ) > 0, entonces el Hamiltoniano (2.28) tiene un
mı́nimo alrededor de φ = 0. Sin embargo al considerar valores negativos de
m2(T ) tenemos dos valores mı́nimos más situados simétricamente alrededor
del valor máximo local φ = 0

Expĺıcitamente estos mı́nimos son:

|φ0| =
{

0 m2(T ) ≥ 0√−6m2(T )/λ(T ) m2(T ) ≤ 0
(2.29)

Las fases del sistema entonces están caracterizadas por los valores de m2(T )
ocurriendo transiciones de una a otra en m2(T ) = 0. Tomando en cuenta
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Figura 2.5: Gráficas del Hamiltoniano (2.28) para los valores de la constante de acopla-
miento: m2 > 0 y m2 < 0.

esto, la expresión para m2(T ) obtenida de un desarrollo de Taylor alrededor
de Tc es:

m2(T ) = C
T − Tc

T
(2.30)

donde Tc es la temperatura cŕıtica donde ocurren las transiciones de fase y
C una constante. Es decir, a temperaturas T > Tc, el coeficiente m2(T ) > 0
y el campo φ se anula mientras que para T < Tc, el parámetro m2(T ) < 0 y
φ �= 0.

La teoŕıa de Landau aproxima el comportamiento de un sistema ferro-
magnético cerca del punto cŕıtico.

Relación entre el Modelo de Ising y el Modelo de Ginzburg-Landau

Existe una manera de derivar el Hamiltoniano del modelo de Ginzburg-
Landau a partir del modelo de Ising. Ésta fue derivada por vez primera
por Berlin y Kac e independientemente por Hubbard y Stratonovich (1976).
Presentamos la derivación siguiendo [10]. Comenzamos con la función de
partición del modelo de Ising:
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ZIsing =
∑
{S}

eκ1
P

ij JijSiSj+κ
P

i BiSi (2.31)

donde tenemos la influencia de un campo magnético externo que toma dife-
rentes valores Bi por cada nodo de la red.

La matŕız J no es positiva definida. Sin embargo si tomamos U = γI−J
podemos demostrar que ésta si lo es para γ lo suficientemente grande. Ya
que la traza de esta matŕız es TrU = Nγ + TrJ, la única diferencia entre
la matŕız J y la matŕız U es un factor constante dependiente del parámetro
γ que sale de la integral (2.31). Entonces podemos entonces sustituir U
en la expresión anterior y utilizando el siguiente resultado de integración
gausiana:∫

dDx e[−
1
4

P
ij U−1

ij xixj+
P

i Sixi] =
[
(4π)N/2

√
detU

]
e

P
ij UijSiSj

obtenemos:

ZIsing =
(4π)−N/2e−κ1γN√

det(κ1U)
×

×
∑
{S}

∫
dDy e[−

1
4
(κ1U)−1

ij (yi−κBi)(yj−κBj)]eSiy
i

(2.32)

donde hemos adoptado la convención de suma de Einstein4. El último térmi-
no es el único que depende de las configuraciones de spin {S} de la red, de
modo que

∑
{S} e

Siy
i

= 2N
∏

i cosh yi. Nuestro siguiente paso es hacer el
cambio de variable:

φi = (κ1U)−1
ij y

j

La transformación da lugar a una función de partición de un modelo cuya
variable es un campo con valores continuos:

ZIsing = C [B]
∫

dDφ D [φ]e[−
1
4
(κ1U)ijφiφj+κ

2
Biφ

i] (2.33)

donde:

C [B] = e−κ1γN
√
π−Ndet(κ1U)e−

κ2

4
(κ1U)−1

ij BiBj

D [φ] =
∏

i

cosh(κ1U)ijφ
j = exp[

∑
i

ln cosh yi] (2.34)

4La suma se entiende en ı́ndices repetidos y además, dado cualquier vector yi, su-
bimos o bajamos sus ı́ndices mediante la contracción con la métrica Euclideana η =
diag(+1, +1, · · · ): yi = ηijyj .
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La nueva variable φ es interpretada como una variable estocástica cuyos
valores de expectación están muy relacionados con aquellos del modelo de
Ising. Se puede demostrar que diferenciando (2.32) y (2.33) obtenemos:

〈Si〉 = 〈1
2
(φi − κ(κ1U)−1

ij Bj〉 (2.35)

〈SiSj〉 =
1
4
〈φiφj〉 − 1

2κ
(κ1U)−1

ij (2.36)

Para valores grandes de γ se puede demostrar las correlaciones de los campos
{φ} en puntos distintos son las mismas que las correlaciones de los spines
{S}.
Por otro lado, (2.33) puede ser aproximado al Hamiltoniano de Ginzburg-
Landau. Observemos que la matŕız Uij tiene como elementos de la diagonal
la constante γ mientras que los elementos diferentes de cero que estan fuera
de la diagonal son los proporcionales a las interacciones de vecinos cercanos
digamos por un factor ε:

Uijφ
j = γδijφ

j − (Ji,i+μφ
i+μ + Ji,i−μφ

i−μ), μ = 1, 2, . . . , D.

= γφi − ε
∑

μ

[φi+μ + φi−μ]

= (γ − 2εD)φi + {2εDφi − ε
∑

μ

[φi+μ + φi−μ]} (2.37)

Reconocemos el término entre corchetes como el operador Laplaciano dis-
cretizado. Entonces, tenemos:

Uijφ
j = (γ − 2εD)φi + εa2∇2φi (2.38)

donde a es la longitud caracteŕıstica de la red.La función de partición (2.33)
se escribe como:

ZIsing = C [B]
∫

dDφ D [φ]e(−
1
4
[κ1εa2φi∇2φi+κ1(γ−2εD)φiφ

i]+κ
2
Biφ

i) (2.39)

La aproximación que hacemos ahora es reemplazar las variables φi = φ(xi)
por una variable que tome valores continuos φ(x) en el Hamiltoniano efecti-
vo. Esto implica reemplazar las sumas por integrales D-dimensionales. En-
tonces, tendremos una función de partición ZGL con variables continuas
φ(x):

ZGL = C [B]
∫
Dφ e−HGL
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con el Hamiltoniano HGL dado por:

HGL[φ] = a−D

∫
dDx

[1
4
[−κ1εa

2(∇φ)2+κ1(γ−2εD)φ2]−κ
2
B(x)φ−ln cosh y(x)

]
(2.40)

donde:
y(x) = κ1εa

2∇2φ(x) + κ1(γ − 2εD)φ(x)

Ahora bien, el valor del campo que maximiza el Hamiltoniano efectivo (con
B = 0) es cuando φ es una constante φ0. En esta aproximación tenemos:

y0 = κ1(γ − 2εD)φ0 (2.41)

y el Hamiltoniano efectivo es:

HGL(φ0) = vol(
1

4κ1(γ − 2εD)
y2
0 − ln cosh y0) (2.42)

Nos interesa el comportamiento de HGL para φ pequeña, de modo que po-
damos expandir en serie de Taylor ln cosh y:

ln cosh y ≈ 1
2
(y2

0 − 1
6
y4
0 +O(y6

0))

≈ 1
2
((κ1(γ − 2εD)φ0)2 − 1

6
(κ1(γ − 2εD)φ0)4 (2.43)

Haciendo A−1 = κ1(γ − 2εD) y sustituyendo en el Hamiltoniano efectivo
tenemos:

HGL(φ0) = vol(
A− 2
4A2

φ2
0 +

1
12A4

φ4
0) (2.44)

Esta expresión indica que la función de partición es dominada por los campos
φ cerca del mı́nimo de HGL. Por tanto, podemos restituir el término ∇φ y
obtener:

HGL[φ] = a−D

∫
dDx

[−κ1εa
2

4
(∇φ)2 +

A− 2
4A2

φ2 +
1

12A4
φ4 − κ

2
B(x)φ

]
(2.45)

obteniendo el Hamiltoniano de Ginzburg-Landau con campo externo B(x).

Cabe mencionar que la conexión que derivamos entre el modelo de Ginzburg-
Landau y el modelo de Ising no es clara, pues las aproximaciones que se han
hecho en el camino pueden no ser válidas. Por ejemplo, la matŕız Uij no es
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positiva definida a menos que el parámetro γ sea lo suficientemente gran-
de. Por otro lado, la dependencia de las constantes de acoplamiento de γ
sugieren que el rango de validez no sea el cercano al punto cŕıtico donde la
aproximación de Landau predice transiciones de fase5. A pesar de ésto, la
derivación anterior sirve como base para justificar que cerca del punto cŕıti-
co el Hamiltoniano asociado al modelo de Ising puede ser expresado como
el Hamiltoniano del modelo de Ginzburg-Landau pues las aproximaciones
que se hacen retienen los términos relevantes y marginales, aseverando que
pertenecen a la misma clase de universalidad, es decir, el conjunto de expo-
nentes cŕıticos que predicen no dependen de la forma detallada de la forma
funcional del Hamiltoniano sino sólo de los parámetros macroscópicos.

2.6. Renormalización en Teoŕıa Cuántica de Cam-
pos.

Finalmente mostramos en esta sección el método del grupo de renorma-
lización en el contexto de Teoŕıa Cuántica de Campos usando como ejemplo
la teoŕıa φ4 aunque el método puede ser extendido a cualquier teoŕıa de
campos en principio. En este contexto, es necesario eliminar las divergencias
que aparecen en los valores de algunos parámetros, como las masas y las
constantes de acoplamiento, si queremos tener predicciones f́ısicas.

El método de Wilson radica en estudiar las divergencias ultravioletas ais-
lando la dependencia de la integral funcional sobre los grados de libertad
a distancias cortas del campo. Usamos un corte ultravioleta Λ para aislar
las divergencias, de modo que las integraciones son sobre momentos |k| ≤ Λ
Este corte no toma en cuenta las fluctuaciones cuyos momentos son más
grandes que el corte dado Λ. Nuestra meta es integrar sobre un rango de
momentos altos y determinar la influencia de las fluctuaciones asociadas en
las predicciones f́ısicas.

Para tal efecto, consideremos la función de partición en el espacio Euclidea-
no de la teoŕıa φ4, que equivale a analizar el modelo de Ginzburg-Landau
descrito en la sección anterior. En un sistema ferromagnético las fluctuacio-
nes de los spines están restringidas a la escala atómica Λ para temperaturas
lejanas a la cŕıtica. Mientras esta situación se mantenga, el inverso de la lon-
gitud de correlación ξ−1 es del orden de Λ (ξ−1 ≈ Λ). En la escala que nos
interesa queremos ξ−1 << Λ, prećısamente cerca del punto cŕıtico, donde

5En la referencia [10] se encuentra una discusión amplia acerca del papel del parámetro
γ en la aproximación de Landau.
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los spines están correlacionados a distancias arbitrariamente grandes y los
spines fluctuantes tienden a a linearse en una dirección de magnetización. En
nuestro caso debemos ajustar el valor de la longitud de correlación ξ−1 (pues
es nuestro parámetro análogo a la temperatura) de modo que lleguemos a
una región donde encontremos correlaciones del campo φ(x) a distancias
mucho mas grandes que 1/Λ.

Expĺıcitamente tenemos:

Z =
∫ [ ∏

|k|≤Λ

dφ(k)
]
e−

R
dDx[ 1

2
(∇φ)2+m2

2
φ2+ λ

4!
φ4] (2.46)

donde m y λ son las constantes de acoplamiento iniciales. El método de re-
normalización consiste en integrar sistemáticamente los momentos de enerǵıa
alta y construir teoŕıas efectivas a esa nueva escala. Consideremos un paráme-
tro s < 1. Éste nos servirá para integrar sobre regiones pequeñas de momen-
tos, sΛ ≤ |k| < Λ. Al igual que en el sistemas de spines, la transformación
de renormalización Rs se realiza en tres pasos:

Integración sobre una región pequeña de momentos k : sΛ ≤ k ≤ Λ,

Rescalamiento del momento: k → k′ = k/s

Renormalización del campo: φ(k) →Ms1−D/2φ(k) = φ′(k′)

Para realizar la integración en la región de momentos sΛ ≤ |k| < Λ, defi-
nimos la variable de integración φ(x) en dos regiones como φΛ = ϕ+ φsΛ ,
donde el sub́ındice hace referencia de la escala donde definimos las variables:

ϕ(k) =
{
φΛ(k) sΛ ≤ |k| < Λ
0 en otro caso

(2.47)

y por otro lado mantener la variable inicial

φsΛ(k) =
{
φΛ(k) |k| < sΛ
0 |k| > sΛ

(2.48)

De manera que la función de partición resultante es:

Z =
∫ [ ∏

|k|≤sΛ

dφsΛ(k)
] ∫ [ ∏

sΛ≤|k|<Λ

dϕ(k)
]
exp{−

∫
dDx[

1
2
[∇(ϕ+ φsΛ)]2

+
m2

2
(ϕ+ φsΛ)2 +

λ

4!
(ϕ+ φsΛ)4]} (2.49)
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Notemos que dentro de la integral existen términos del tipo:∫
dDx ϕ(x)φsΛ(x) =

∫
dDk

(2π)D

dDk′

(2π)D
(2π)DδD(k + k′)ϕ∗(k)φsΛ(k′) (2.50)

que se anulan debido al rango de definición de las variables. Por lo tanto
tenemos:

Z =
∫ [ ∏

|k|≤sΛ

dφsΛ(k)
]
exp−

∫
dDx[

1
2
(∇φsΛ)2 +

m2

2
φ2

sΛ +
λ

4!
φ4

sΛ]

×
∫ [ ∏

sΛ≤|k|<Λ

dϕ(k)
]
exp{−

∫
dDx[

1
2
(∇ϕ)2 +

m2

2
ϕ2 +

λ

4!
ϕ4

× λ

6
φ3

sΛϕ+
λ

4
φ2

sΛϕ
2 +

λ

6
φsΛϕ

3]} (2.51)

Ahora, debemos integrar sobre la variable ϕ, de modo que podamos construir
un Lagrangiano efectivo definido para momentos |k| < sΛ:

Leff =
1
2
(∇φ)2 +

m2

2
φ2 +

λ

4!
φ4 + F [φ]

donde F [φ] representa las correcciones debidas a la integración en momen-
tos altos. Notemos que parte de tales correcciones son proporcionales a los
términos del lagrangiano original.

Las correcciones son calculadas usando el método de perturbaciones, supo-
niendo que los términos proporcionales al parámetro λ son perturbaciones
asi como el término cuadrático proporcional a m2 pues nos interesa la si-
tuación m2 << Λ2. De modo que podemos escribir la función de partición
como:

Z =
∫ [ ∏

|k|≤sΛ

dφbΛ(k)
]
e−L[φsΛ]

∫ [ ∏
sΛ≤|k|<Λ

dϕ(k)
]
e−L0[ϕ]−m2W1[ϕ]−λW2[ϕ,φsΛ]

(2.52)
donde:

IFM-UMSNH



Grupo de Renormalización de Wilson 30

L[φsΛ] =
∫

dDx[
1
2
(∇φsΛ)2 +

m2

2
φ2

sΛ +
λ

4!
φ4

sΛ]

L0[ϕ] =
∫

dDx
1
2
(∇ϕ)2 =

1
2

∫
sΛ≤|k|<Λ

dDk

(2π)D
ϕ∗(k)ϕ(k)k2

W1[ϕ] =
∫

dDx
1
2
ϕ2

W2[ϕ, φsΛ] =
∫

dDx[
1
6
φ3

sΛϕ+
1
4
φ2

sΛϕ
2 +

1
6
φsΛϕ

3 +
1
4!
ϕ4] (2.53)

En este caso los términos W1[ϕ] asi como W2[ϕ, φbΛ] son tratados como
perturbaciones de L0[ϕ] [11].El lagrangiano L0[ϕ] corresponde a la teoŕıa
libre sin interacciones. Asi, a partir de L0 construimos el propagador que
nos ayudará a calcular las correcciones a cada orden del lagrangiano efectivo:

〈φ(x)φ(y)〉0 =
∫

Λ/s≤k≤Λ

dDk

(2π)D

e−ik·(x−y)

k2
para sΛ ≤ |k| < Λ (2.54)

Al realizar las integraciones sobre ϕ, convertimos (2.52) en una expresión de
la forma:

Z =
∫ [ ∏

|k|≤sΛ

dφsΛ(k)
]
e−

R
dDxLeff[φsΛ] (2.55)

donde tenemos interacciones a todos los órdenes. Como segundo paso, que-
remos comparar la nueva funcional con la que originalmente comenzamos,
asi que rescalamos los momentos k → k/s, s < 1 de manera que las in-
tegraciones se realizen en el intervalo |k| < Λ. En consecuencia generamos
un rescalamiento en la unidad de distancia: x → xs. Esquemáticamente
tendremos:

∫
dDxLeff =

∫
dDxs−D[

s2(1 + δZ)
2

(∇φ)2 +
(m2 + δm2)

2
φ2 +

(λ+ δλ)
4!

φ4

+ δCs4(∇φ)4 + δDφ6 + · · · ] (2.56)

donde los término δZ, δm2, δλ . . . son las correcciones debidas a las integra-
ciones en ϕ. El tercer paso indica renormalizar el campo φ Observemos que
si renormalizamos φ de acuerdo a:

φ→ φ
√
s2−D(1 + δZ) = s1−D/2Mφ (2.57)
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obtenemos el lagrangiano original (2.46) más correcciones debidas a la inte-
gración de momentos altos y con nuevas constantes de acoplamiento dadas
por:

m′2 =
m2 + δm2

(1 + δZ)s2

λ′ =
λ+ δλ

(1 + δZ)2s4−D

δC ′ =
δCsD

(1 + δZ)2

δD′ =
δD

(1 + δZ)3s6−2D
(2.58)

Este procedimiento es lo que se conoce como transformación de renormaliza-
ción del lagrangiano, la cuál podemos repetir integrando grados de libertad
asociados a momentos altos para obtener iteraciones sucesivas de las trans-
formaciones (2.58) de las constantes de acoplamiento. En estas iteraciones,
las constantes correspondientes a términos de orden más alto, como lo son
C y D son diferentes de cero y por lo tanto tenemos contribuciones extras
en las transformaciones de (2.58). Cabe mencionar que hemos definido es-
ta transformación de renormalización suponiendo que el propagador de la
teoŕıa es invariante ante dicha transformación.

Los parámetros del lagrangiano efectivo Leff pueden ser muy diferentes de
aquellos del lagrangiano original L, debido que para calcular cantidades a
una escala Λ0 a la que podamos comparar con experimentos, usando un
lagrangiano L a la escala Λ, se necesitan tomar en cuenta todas las correc-
ciones cuánticas que surgen en las escalas entre Λ0 y Λ, lo cual no sucede
si utilizamos directamente el lagrangiano original L a la escala Λ0. En es-
te sentido, los acoplamientos en Leff están más relacionados a cantidades
f́ısicas en la escala Λ0.

Cerca del punto fijo L0, linealizamos la transformación (2.58) lo que da lugar
a las transformaciones:
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m′2 = m2s2

λ′ = λsD−4

C ′ = CsD

D′ = Ds2D−6

... (2.59)

De modo que cerca del punto fijo considerado, tenemos un lagrangiano efec-
tivo que sólo depende de un número finito de interacciones renormalizables
(con parámetros relevantes y marginales). Asi que, comenzando con un la-
grangiano que puede ser muy complicado, éste degenera a un lagrangiano
que contiene un número finito de términos renormalizables. Lejos del punto
fijo, las transformaciones del grupo de renormalización sufren correcciones
proporcionales a potencias altas de las constantes de acoplamiento. Si las
correcciones son lo suficientemente grandes entonces se puede detener o in-
cluso revertir el flujo de renormalización, creando otros puntos fijos que dan
nuevos ĺımites ultravioleta.

Notemos que éste análisis depende de la dimensionalidad del sistema: en el
caso del campo escalar es posible determinar que para D > 4 tenemos una
teoŕıa efectiva para momentos pequeños tal que sólo la interacción proporcio-
nal a m2 es relevante. El caso D < 4 el acoplamiento de φ4 es un parámetro
relevante. En consecuencia, al iterar la transformación de renormalización
nos alejamos de la teoŕıa libre. En este caso podemos probar que existe un
punto fijo no gausiano (llamado de Wilson-Fisher) [11], que controla el flujo
de renormalización en una teoŕıa φ4 no masiva. Este nuevo punto fijo es
en un principio analizado mediante perturbaciones, sin embargo en gene-
ral, es posible encontrar puntos fijos cuyos parámetros de acoplamiento son
grandes de manera que las transformaciones del grupo de renormalización
no pueden ser entendidas mediante diagramas de Feynman. Finalmente, el
caso D = 4 requiere más cuidado, pues tenemos que λ es un parámetro
marginal, ya que se mantiene constante en la transformación de renorma-
lización linealizada. Para el estudio de este tipo de situaciones utilizamos
correcciones a las transformaciones lineales de modo que podamos inferir el
comportamiento de éstas. El caso D = 4 predice una teoŕıa efectiva trivial,
es decir, el acoplamiento λ es cero en el ĺımite ultravioleta. Esto implica que
la teoŕıa con interacción φ4 no existe en el ĺımite ultravioleta, sin embargo
ésta es útil como modelo de una teoŕıa cuántica de campos.
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Como el factor de dilatación s es continuo , podemos transformar las ecua-
ciones de recursión (2.58) como ecuaciones diferenciales para s infinitesimal.
Si nuestros parámetros son κμ(s) entonces tendremos:

dκμ(s)
ds

= βμ(κν(s)) (2.60)

Estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones de flujo de las constantes
de acoplamiento ó funciones beta y han sido utilizadas ampliamente en la
Teoŕıa Cuántica de Campos. Estas ecuaciones describen el comportamiento
de las constantes de acoplamiento al variar la escala s. Es decir, el factor de
rescalamiento s se toma como una secuencia de transformaciones de renor-
malización infinitesimales. Para el caso de parámetro marginales, la función
beta se obtiene mediante la teoŕıa de perturbaciones, llamada función de
Callan-Simanzik [11]. El resultado es que los parámetros marginales vaŕıan
muy lentamente en comparación del resto.

Los puntos fijos del sistema se encuentran mediante la ecuación:

βμ(κν(s)) = 0

En el caso de una teoŕıa escalar para D < 4 estas ecuaciones sirven para
demostrar expĺıcitamente la existencia de un punto fijo no trivial. Una vez
encontrados los puntos fijos podemos calcular los exponentes cŕıticos de la
teoŕıa. Cabe mencionar que existe un método más poderoso para calcular
los exponentes cŕıticos basado en la teoŕıa de perturbaciones [12], el cual no
lo expondremos en el presente trabajo.
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CAPÍTULO3

Cuantización por Lazos.

3.1. Programa de la Cuantización por Lazos

El programa de Cuantización por Lazos es un proyecto diseñado para
construir una cuantización canónica no perturbativa para teoŕıas de norma,
la cual es independiente de una métrica de fondo. El ejemplo más repre-
sentativo donde se aplica esta técnica es Relatividad General, reformulada
como una teoŕıa de norma SU(2) en términos de nuevas variables llamadas
de Ashtekar-Barbero[13, 14]. En este caṕıtulo describiremos el programa
de cuantización por lazos concluyendo con el caso particular de Gravedad
Cuántica por Lazos.

El primer paso en la Cuantización por Lazos es construir el espacio de Hil-
bert cinemático Hkin. Para la construcción de este espacio, utilizamos las
ideas generales de la Teoŕıa Cuántica de Campos Algebraica [15, 16]. Pro-
ponemos un conjunto de ciertas funcionales en el espacio de configuraciones
clásicas que generan un álgebra C∗ abeliana con unidad. Luego, mediante
una construcción GNS obtenemos una representación de ésta álgebra en un
espacio de Hilbert Hkin donde las observables de configuración son operado-
res autoadjuntos. Los momentos conjugados se construyen en este espacio
de manera que satisfagan las reglas de conmutación.

Finalmente, se promueven las restricciones del sistema como operadores en el
espacio de Hilbert los cuales nos permiten caracterizar el espacio de estados
f́ısicos de la teoŕıa.
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3.1.1. Construcción del Espacio de Hilbert Cinemático Hkin.

Consideremos una teoŕıa de norma descrita en su formulación canónica
mediante las variables de configuración, las conexiones suaves Ai

a (llamadas
también potenciales de norma) valuadas en el álgebra de Lie g del grupo
de noma G de la teoŕıa y sus momentos conjugados Ea

i , llamados flujos
generalizados del campo eléctrico, que corresponden a densidades tensoria-
les valuados de la misma manera en g. Al ser (Ai

a, E
a
i ) un par conjugado,

satisfacen las relaciones de conmutación del álgebra de Poisson:

{Ai
a(t, x), A

j
b(t, y)} = 0

{Ea
i (t, x), Eb

j (t, y)} = 0

{Ai
a(t, x), E

b
j (t, y)} = δi

jδ
b
aδ

3(x, y)

Siguiendo el programa de cuantización de Dirac [17], debemos encontrar una
representación de éstas variables canónicas como operadores en un cierto es-
pacio de Hilbert que satisfagan las relaciones de conmutacion de operadores.

Construimos un espacio de Hilbert Hkin a partir de ciertas funcionales de las
variables de configuración. Dado que la Cuantización por Lazos esta pensada
para teoŕıas de norma, el espacio de configuraciones AΣ es el espacio de
conexiones Ai

a definidas en una variedad Σ como una 1-forma valuada en el
algebra de Lie g del grupo de norma G. Una cantidad natural asociada con
las conexiones Ai

a son las holonomı́as he[A] a lo largo de una curva, definidas
de la siguiente manera:

he[A] = P exp−
∫

e
A

dada una curva orientada e : [0, 1] → Σ. Notemos que la holonomı́a carac-
teriza la conexión A al definir el transporte paralelo a lo largo de la curva
e y se puede ver como un elemento de grupo de G. Escogemos entonces la
holonomı́a he[A] como una funcional básica de las conexiones A ∈ AΣ.

Sin embargo, sabemos que a pesar de que el espacio de configuraciones clásico
se conforma de campos suaves bajo alguna norma, los estados de la teoŕıa
cuántica dependerán de un espacio de configuraciones más general. Aśı, es
adecuado introducir el concepto de conexiones generalizadas A ∈ ĀΣ. Una
conexión genralizada A ∈ ĀΣ es una asignación de un elemento de grupo
he[A] ∈ G a una curva e, sin condiciones de continuidad. Identificamos el
espacio de conexiones generalizadas ĀΣ como el espacio de configuraciones
cuánticas. Más adelante describiremos las propiedades de este espacio de
conexiones generalizadas.
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Funciones Ciĺındricas

El álgebra de observables cinemáticas que nos servirá para construir el es-
pacio de Hilbert Hkin es en este caso el álgebra de funciones ciĺındricas Cyl
de las conexiones generalizadas definidas de la siguiente manera:

Dada una gráfica Γ con N aristas1 y una función suave f : GN → �, el
elemento ψΓ,f ∈ CylΓ es una funcional definida en la gráfica Γ como:

ψΓ,f [A] = f(he1 , · · · , heN ) (3.1)

El espacio Cyl se construye tomando todas las gráficas Γ ⊂ Σ, es decir,

Cyl =
⋃
Γ

CylΓ

Este espacio es un álgebra cerrada bajo la multiplicación, es decir, dadas
dos funciones ψΓ,f , ψΓ′,f ∈ Cyl, su multiplicación es una función ψeΓ,f

∈Cyl

tal que Γ ⊂ Γ̃ y Γ′ ⊂ Γ̃.

Notemos que el álgebra Cyl es una álgebra C∗ abeliana con unidad2 llamada
usualmente en la literatura el álgebra de holonomı́as, pues las funcionales
ψΓ,f [A] sólo dependen de las conexiones generalizadas. El ejemplo más sim-
ple de tales funciones ciĺındricas es el lazo de Wilson:

Wl[A] = Tr(hl[A]) (3.2)

donde l es una curva cerrada. Debido a las propiedades de las holonomı́as
y de la traza es fácil ver que ésta es una cantidad invariante de norma.
Otro ejemplo importante es la generalización natural de los lazos de Wilson
llamado spin network [28, 29]. Su construcción se basa en asociar repre-
sentaciones irreducibles Dj del grupo de norma G a cada vértice e de una
gráfica arbitraria Γ. A cada vértice v le asociamos además un contractor Iv.
Expĺıcitamente el spin network lo escribimos como:

ψ{Γ,I,j} =
[ ∏

e∈Γ

Dje(he)αe
βe

∏
v∈Γ

Iv
βv1βv2 ···βNk
αN1

αN2
···αNk

]
(3.3)

1Una gráfica Γ es una colección de curvas e ⊂ Σ, llamadas aristas, unidas en a lo más
sus extremos formando vértices.

2Matemáticamente, Cyl es un espacio vectorial normado de funciones con un operador
de multiplicación bilineal, asociativo y un operador antilineal que actúa como conjugación
∗ : Cyl → Cyl tal que si f ∈ Cyl entonces f∗∗ = f . Además como Cyl es un álgebra C∗

entonces se cumple que para todo elemento f ∈ Cyl se tiene ||f∗|| = ||f || y ||ff∗|| = ||f ||2.
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donde suponemos una contracción total de ı́ndices. Estas funciones juegan un
papel importante en la cuantización por lazos, como veremos más adelante.

Una vez descrita el álgebra de observables, buscamos estados (algebraicos)
μ : Cyl → � como aplicaciones lineales positivas y normalizadas que actuen
sobre las observables ψΓ,f [18, 27] .

En particular, como trabajamos con una teoŕıa de norma, buscamos un
estado μAL tal que sea invariante ante transformaciones de norma, llamado
medida de Ashtekar-Lewandowski [27]. De este modo definimos un producto
escalar, es decir, dada una función ciĺındrica ψΓ,f [A] ∈Cyl, definimos el
estado μAL como:

μAL[ψΓ,f ] =
∫ ( ∏

e∈Γ

dhe

)
f(he1 , · · · , heN ) (3.4)

donde dhe es la medida de Haar del grupo de norma G. De modo que el
producto escalar de funciones ciĺındricas es :

μAL[ψΓ,fψΓ′,g] =
∫ ( ∏

e∈eΓ
dhe

)
f(he1 , · · · , heN )g(he1 , · · · , heN ) (3.5)

donde Γ ⊂ Γ̃ y Γ′ ⊂ Γ̃. Mediante la construcción de Gelfand-Naimark-
Segal (GNS) [15], encontramos una representación adecuada del álgebra Cyl
como operadores. Luego, construimos Hkin haciendo una completación de
Cauchy de este espacio en la norma inducida por (3.5) para obtener Hkin =
L2(ĀΣ, μ).

Cabe mencionar que existe una construcción de un espacio de Hilbert análo-
ga a la anterior en la versión Hamiltoniana de la teoŕıa de red [6], sin embargo
la interpretación de (3.5) es diferente: los estados no viven en una sola red
sino en todas las posibles redes de la variedad Σ.

Operadores en Hkin

Finalmente, necesitamos describir los operadores que actúan en el espacio de
Hilbert Hkin constrido anteriormente. Definimos los operadores asociados a
la teoŕıa cuántica correspondientes a las variables de configuración Ai

a y sus
conjugada Ea

i . El operador ĥe que depende de las variables de configuración
actúa por multiplicación sobre los estados del espacio de Hilbert, es decir:

(ĥeψ)[A] = he[A]ψ[A]
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Figura 3.1: Curva e que atraviesa la superficie S en un punto. La curva se divide en dos
curvas e1 y e2, donde definimos las holonomı́as he1 y he2 .

De hecho, cualquier función ciĺındrica es un operador de multiplicación en
este espacio. El momento conjugado Êa

i es un operador distribucional que
actúa en Cyl como una derivada funcional con respecto a la conexión.

Ê[S, α] =
∫

S
(d2s)∂s1x

a∂s2x
bεabcÊ

c
iα

i =
∫

S
(d2s)∂s1x

a∂s2x
bεabcα

i δ

δAi
c

(3.6)

donde αi son funciones de soporte compacto valuadas en el álgebra de Lie g

del grupo de norma G y Êc
i εabc es el operador asociado con la dos-forma va-

luada en g. Una interpretación de Êa
i es considerarlo como la generalización

del flujo eléctrico a traves de una superficie S.

No es dif́ıcil calcular cuál es la acción del operador de flujo Ê[S, α] sobre
una holonomı́a he[A]. Dada la curva e que atraviesa una superficie S, ésta
se descompone en la composición de dos nuevas curvas e1 y e2 obteniendo
las holonomı́as he1 y he2 respectivamente como en la figura. La acción del
operador de flujo es entonces:

Ê[S, α]he[A] = αihe1τihe2 (3.7)

donde τi es el generador del grupo de norma. Vemos que el operador de
flujo es un operador autoadjunto bien definido en el espacio de Hilbert. De
manera que se puede demostrar que el álgebra que forman (he, E

a
i ) tiene una

representación en el espacio de Hilbert Hkin como operadores conjugados.
como operadores que satisfacen las reglas de conmutación canónicas.

Implementación de las Restricciones.

El siguiente paso en la Cuantización por Lazos es promover las restricciones
de la teoŕıa clásica C(α) a ciertos operadores en el espacio de Hilbert cons-
truido anteriormente. Describimos de manera general este procedimiento,
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dejando una discusión más extensa en el ejemplo de gravedad cuántica de
la siguiente sección.

Observemos que las restricciones de primera clase3 juegan un papel impor-
tante, pues estan asociadas a transformaciones unitarias Rg con g ∈ G, que
dejan invariantes a los estados f́ısicos. Una vez promovidas a operadores, las
restricciones Ĉ[α] deben formar un álgebra cerrada con el conmutador pues
de otra manera tendŕıamos una teoŕıa cuántica que no es consistente (ver
por ejemplo [17]).

En la Cuantización de Lazos se han podido implementar de manera rigurosa,
las restricciones que estan asociadas a simetŕıas internas bajo el grupo de
norma G y la restricción de difeomorfismos, presente en teoŕıas libres de un
fondo no dinámico [18]. Para las restricciones asociadas a simetŕıas internas,
promovemos Rg a operador y buscamos soluciones ψG ∈ Hkin de la ecuación
siguiente:

R̂gψ
G = ψG , ∀g ∈ G. (3.8)

Es decir, los estados ψG son invariantes ante transformaciones de norma
y forman el espacio HG

kin. Sin embargo, las restricciones de difeomorfismos
son especiales. Por un lado, las transformaciones Rφ, con φ ∈ Diff(Σ) no
son débilmente continuas y no existe un operador que genere transforma-
ciones infinitesimales. Por el otro, el espacio de soluciones de (3.8) para las
restricciones de difeomorfismos no es de relevancia f́ısica, pues consiste en
funciones que son constates. Empero, veremos que los estados invariantes
ante difeomorfismos son aquellos que viven en el dual H∗

kin y satisfacen:

R̂φψ
∗ = ψ∗ ψ∗ ∈ H∗

kin (3.9)

Notemos que el espacio de estados invariantes de norma aún no contiene
información acerca de la dinámica del sistema, por lo que es necesario imple-
mentar la restricción escalar Ĉ[N ], es decir buscar soluciones de la ecuación
Ĉ[N ]ψ = 0 y asi caracterizar los estados f́ısicos de la teoŕıa cuántica. Sin
embargo, se tienen fuertes argumentos que indican que no existe una defini-
ción de Ĉ[N ] universalmente considerada como f́ısicamente correcta [14, 18].
Debido a esto, no presentamos la implementación de la restricción escalar.

3Decimos que un conjunto de restricciones [Rj ] son de primera clase si {Ri, Rj} ≈
0 ∀ i, j, es decir, que {Ri, Rj} = ck

ijRk.
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3.2. Gravedad Cuántica por Lazos.

El ejemplo más importante de la Cuantización por Lazos es sin duda la
cuantización de la Teoŕıa de Relatividad General, llamada Gravedad Cuánti-
ca por Lazos. Su enfoque principal es considerar que la teoŕıa de Einstein
puede ser cuantizada de manera no perturbativa, considerando los funda-
mentos tanto de Relatividad General como los de Teoŕıa Cuántica de Cam-
pos. Una bibliograf́ıa extensa del área se puede encontrar en [19].

3.2.1. Variables de Ashtekar-Barbero

La cuantización se basa en la reformulación de la teoŕıa de Einstein en térmi-
nos de una conexión su(2) Ai

a y una densidad de triada Ea
i , que permiten

describir RG como una teoŕıa de norma (independiente de una métrica de
fondo) tipo Yang-Mills con grupo SU(2) [20]. Presentamos la derivación de
las nuevas variables siguiendo la referencia [14].

Empezamos con la formulación ADM4 de Relatividad General. Tomemos
una variedad M y una foliación de ésta, de manera que tengamos M =
Σ × �. Las variables de configuración por cada hipersuperficie Σ son, la
métrica hab inducida sobre Σ; las funciones de corrimiento Na y de lapso
N que caracterizan las componentes normales y tangenciales de cualquier
vector va con respecto a Σ. Introducimos πab como el momento conjugado
a la 3-métrica hab relacionado directamente con la curvatura extŕınseca Kab

mediante πab = h−1/2(Kab −Khab). La estructura simpléctica que se tiene
es la siguiente:

{hab(x), hcd(y)} = 0 (3.10)
{πab(x), πcd(y)} = 0
{πab(x), hcd(y)} = 2λδa

(cδ
b
d)δ(x, y) (3.11)

donde λ = 8πG/c3, factor proveniente de la acción de Einstein-Hilbert:

S[gμν ] =
1
2λ

∫
d4x

√−gR.

La densidad Hamiltoniana obtenida después de introducir estas variables es:

H = NaC
a(πab, hab) +NC(πab, hab) (3.12)

4Véase por ejemplo [21, 22] para una derivación detallada de ésta formulación.
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Ca es la restricción vectorial y C es la restricción escalar. Expĺıcitamente:

Ca(πab, hab) = 2(3)∇a(h−1/2πab) (3.13)

C(πab, hab) = h−1/2[(3)R− h−1πabπ
ab +

1
2
h−1π2] (3.14)

donde h es el determinante de la métrica y π = πa
a = habπ

ab. Para nuestro
propósito es conveniente hacer un cambio de variables, utilizando el forma-
lismo de triadas. Introducimos la triada como una base ortonormal {ei

a}
tales que se satisfacen:

hab = eiae
j
bηij (3.15)

considerando ηij la métrica Euclideana en 3 dimensiones. Por otro lado
introducimos la 1-forma ωi

a llamada conexión de spin, compatible con la
triada {eia}, es decir, ωi

a es solución de las ecuaciones de estructura de
Cartan,[21, 22].

Las cantidades definidas anteriormente nos sirven para introducir nuevas va-
riables conjugadas de la siguiente manera: Definimos la densidad de triadas
Ea

i = εabcεijke
j
be

k
c y la cantidad Ki

a = E−1/2KabE
b
jδ

ij . Ambas cantidades son
canónicamente conjugadas y a partir de ellas podemos definir las variables
de Ashtekar-Barbero:

Ea
i = εabcεijke

j
be

k
c (3.16)

Ai
a = ωi

a + γKi
a (3.17)

donde la conexión (3.17) es la llamada conexión de Ashtekar-Barbero [23,
24, 25]. Notemos que existe una libertad en el parámetro γ dentro de la
definición (3.17). Éste es el parámetro de Immirzi, que jugará un papel
importante en la teoŕıa cuántica [26]. De nuevo, las variables satisfacen la
siguiente estructura simpléctica:

{Ea
i (x), Eb

j (y)} = 0 (3.18)

{Ai
a(x), A

j
b(y)} = 0

{Ea
j (x), Ai

b(y)} = λγδa
b δ

i
jδ(x, y) (3.19)

Además, debido a la libertad que se tiene en escoger marcos de referencia
locales {eai } mediante rotaciones de SO(3) (que actúan en los ı́ndices internos
i = 1, 2, 3), se tiene como consecuencia una restricción extra Gi(A,E) sobre
las variables conjugadas (3.16) y (3.17) que impone una simetŕıa de norma
SO(3) en la teoŕıa, análoga a la ley de Gauss. De hecho (3.17) debe de ser
una conexión valuada en el álgebra de Lie so(3) para que sea compatible con
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la triada (3.16). Por conveniencia, escogemos trabajar con el grupo SU(2)
(tomando en cuenta que el álgebra de Lie de ambos grupos es la misma), de
modo que la conexión de Ashtekar-Barbero es una su(2)-conexión.

La densidad hamiltoniana que resulta con las nuevas variables canónicas es
el siguiente:

H = NaCa(Ea
i , A

i
a) +NC((Ea

i , A
i
a)) + αiGi(Ea

i , A
i
a) (3.20)

o bien tomando la integral sobre la hipersuperficie Σ, el Hamiltoniano es:

H(Na, N, αi) = C ′(Na) + C(N) +G(α) (3.21)

con:

G(αi) =
∫

Σ
d3xαiGi(Ea

i , A
i
a) (3.22)

C ′(Na) =
∫

Σ
d3xNaCa(Ea

i , A
i
a) (3.23)

C(N) =
∫

Σ
d3xNC((Ea

i , A
i
a)) (3.24)

Expĺıcitamente, escribimos los integrandos de las restricciones:

Gi(Ea
i , A

i
a) = ε k

ij K
j
bE

b
k = DaE

a
i

Ca(Ea
i , A

i
a) = Ea

j F
j
ab − 2(1 + γ2)Ki

aGi

C(Ea
i , A

i
a) =

Ea
i E

b
j

E1/2

(
εkijF

k
ab − 2(1 + γ2)Ki

[aK
j
b]

)

DaE
a
i = ∂aE

a
i + ε k

ij A
j
aEa

k es la derivada covariante de la densidad de triadas
y las expresiones para las restricciones las escribimos utilizando la curvatura
F j

ab = ∂aA
i
b − ∂bA

i
a + εijkA

j
aAk

b inducida por (3.17).

La restricción (3.22) genera transformaciones infinitesimales de SU(2) tal
como en la teoŕıa de Yang-Mills, por lo que la llamamos restricción de Gauss.
La transformación asociada es Rg = exp (iω · τ) donde τ = (τ1, τ2, τ3) son
los generadores de SU(2) y ω = (ω1, ω2, ω3) son los parámetros que definen
la transformación por g ∈SU(2); (3.23) es la restricción vectorial que impone
una simetŕıa de la teoŕıa ante el grupo de difeomorfismos Diff(Σ) y (3.24)
genera “evolución”temporal, (por supuesto, dada una norma temporal en
RG).
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3.2.2. Cuantización de la Gravedad.

Una vez definidas las variables adecuadas en nuestro ejemplo, la Cuantiza-
ción por Lazos se sigue directamente como se describió en la sección anterior
donde ahora el grupo de norma es SU(2) y las variables canónicas que son
promovidas a operadores son (3.16) y (3.17). De igual manera, la repre-
sentación que usamos para los estados es la llamada de representación de
conexiones, donde el espacio de Hilbert es un espacio Hkin = L2(ĀΣ, μAL) de
funcionales cuadrado integrables sobre el espacio de conexiones generalizadas
con respecto a la medida μAL (llamada medida de Ashtekar-Lewandowski
[27]).

El espacio de Hilbert cinemático Hkin esta generado por los spin networks
[28, 29] definidos en (3.3) y el producto escalar entre funciones ciĺındricas
esta dado por (3.5), donde la medida es la medida de Haar asociada al grupo
SU(2). Las holonomı́as actúan como operadores de multiplicación definidas
en (3.1.1) y las triadas (3.6) (definidas bajo una integral de superficie) actúan
como ciertos operadores vectoriales que resultan ser derivadas funcionales
con respecto a las conexiones.

Lo que resta es buscar soluciones a las ecuaciones (3.8) y (3.9):

R̂gψ
G = ψG , ∀g ∈ G.

R̂φψ
∗ = ψ∗, ∀φ ∈ Diff(Σ)

con ψG ∈ HG
kin y ψ∗ ∈ HDiff , Las ecuaciones anteriores tienen soluciones

descritas por estados que son invariantes ante transformaciones del grupo
SU(2) y Diff(Σ). Sin embargo, la solución de la restricción escalar Ĉ(N)
está lejos de ser completamente entendida, como se verá más adelante.

Restricción de Gauss.

Como la restricción Rg representa a las transformaciones del grupo de norma
SU(2), buscamos soluciones de la ecuación (3.8) que sean estados ψG ∈
Hkin invariantes ante transformaciones del grupo SU(2) y que formen el
subespacio HG

kin ⊂ Hkin.

Para construir el espacio de estados invariantes de norma, tomamos R̂g, el
operador que representa una transformación para todo g ∈SU(2). Tomando
en cuenta que la holonomı́a transforma como he[A] → gihe[A]g−1

f , donde
gi = g(x(0)) y gf = g(x(1)), entonces la acción del operador unitario R̂g

sobre la base de spin networks en Hkin es:
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R̂gψ{Γ,I,j} =
[ ∏

e∈Γ

Dje(geiheg
−1
ef

)αe
βe

∏
v∈Γ

Iv
βv1βv2 ···βNk
αN1

αN2
···αNk

]
(3.25)

Notemos que el operador R̂g actúa sólo en los vértices de la gráfica Γ. Si
tomamos la acción de todos los elementos de grupo g ∈ SU(2), definimos el
proyector sobre el espacio de soluciones de la restricción de Gauss (3.8):

PG =
∫

SU(2)
DgRg (3.26)

Al actuar sobre los spin networks, el proyector PG caracteriza los esta-
dos invariantes de norma ψG seleccionando los contractores de cada vértice
Iv

βv1βv2 ···βNk
αN1

αN2
···αNk

que pertenecen al subespacio invariante del producto tensorial

V j1 ⊗ V J2 ⊗ · · · ⊗ V jNk

de los espacios correspondientes a las representaciones irreducibles que eti-
quetan las aristas que llegan o salen del vértice v. De manera que los estados
que son solución de la restricción (3.8) se pueden escribir como ψG = PGψ
con ψ ∈ Hkin.

Restricción de Difeomorfismos.

Usando la misma idea que anteriormente, buscamos estados ψDiff tales
que sean solución de la ecuación (3.9). Definimos entonces R̂φ el operador
unitario que representa transformaciones bajo el difeomorfismo φ ∈ Diff(Σ).
La acción de R̂φ sobre la base de spin networks es:

R̂φ

(
ψ{Γ,I,j}

)
= ψ{φ−1(Γ),I,j} (3.27)

donde hemos tomado en cuenta que la holonomı́a transforma como he[A] →
he[φ∗A] = hφ−1e[A] y φ∗A denota la acción de φ ∈ Diff(Σ) en la conexión, es
decir, movemos la gráfica Γ con φ−1. Sin embargo, obsevemos que el estado
R̂φ

(
ψ{Γ,I,j}

)
es un estado ortogonal a ψ{Γ,I,j} bajo el producto escalar (3.5),

pues son estados que están definidos en gráficas diferentes. Por lo tanto
no es posible obtener un generador de transformaciones infinitesimales que
actúen en Hkin, Y además los estados ψDiff que buscamos no estan en Hkin.
Afortunadamente, se pueden encontrar soluciones relevantes a (3.9) dentro
del espacio dual H∗

kin formado por funcionales lineales Ψ qua actúan en los
estados ψ.
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Notemos que la acción de R̂φ en los elementos Ψ ∈ H∗
kin esta dada por

R̂φ

(
Ψ

)
(ψ) = Ψ

(
R̂φ−1ψ

)
(3.28)

Por lo tanto los estados que son invariantes ante difeomorfismos satisfacen:

Ψ
(
R̂φψ

)
= Ψ

(
ψ

)
(3.29)

o equivalentemente R̂φ

(
Ψ

)
(ψ) = Ψ

(
ψ

)
. Por lo tanto, las soluciones de la

restricción de difeomorfismos las escribimos formalmente mediante la apli-
cación PDiff : Hkin → H∗

kin

PDiff (ψ)(ψ′) =
∑

φ

〈R̂φψ,ψ
′〉 (3.30)

donde la expresión 〈, 〉 denota el producto escalar definido anteriormente y
la suma es sobre todos los difeomorfismos φ ∈ Diff(Σ). Un cuidadoso estudio
en [30] logra una definición rigurosa de (3.30) en la que la suma siempre es
finita.

Restricción escalar.

La última restricción que resta por analizar es la restricción escalar (3.24).
Esta restricción es altamente no lineal y su cuantización trae consigo varios
problemas, entre otros, la ambigüedad que se tiene en el ordenamiento de las
variables. El problema parece simplificarse con la introducción de una nue-
va funcional que satisface ciertas identidades relacionadas con el paréntesis
de Poisson que permiten reescribir (3.24) de manera más simple [31]. Esto
sugiere que podemos cuantizar de manera estándar, promoviendo paréntesis
de Poisson a conmutador y las variables a operadores. El operador resultante
modifica el spin network agregando aristas de manera que los nuevos nodos
tienen volumen nulo. La derivación de este procedimiento se encuentra en
[32, 33, 34].

Sin embargo, la definición de la restricción escalar dada en [32, 33] implica
que las soluciones que describen la dinámica de la teoŕıa cuántica dependan
de un vasto número de ambigüedades5, por lo que tenemos una infinidad de
teoŕıas matemáticamente consistentes que describen la dinámica. Incluso,
existen argumentos que indican que ninguna de ellas tiene como ĺımite clásico
a Relatividad General.

5Ver [18, 35] asi como el libro de Rovelli [13] para una descripción de estas ambigüeda-
des.
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Operadores Geométricos: Area y Volumen.

El operador de flujo Ê[S, φ] definido en (3.6) es un operador que naturalmen-
te induce una acción muy simple en los spin networks, inferida de su acción
sobre holonomı́as (3.7). Debido a su origen geométrico podemos construir
cantidades, cuyas implicaciones f́ısicas son importantes en gravedad cuánti-
ca. El primero de éstos operadores es el de área [36, 37] . Clásicamente, el
área AS de una superficie S esta dada por:

A[S] =
∫

S
d2σ

√
Ea

i E
b
jδ

ijnanb (3.31)

o bien expresando la integral como el ĺımite de una suma de Riemann de-
finida sobre una partición de N pequeñas superficies Sn de S, reescribimos
la expresión anterior de la siguiente manera:

A[S] = ĺım
N→∞

N∑
n

√
E2[Sn] (3.32)

donde E2[S] = Ei[S]Ei[S] y Ei[S] es el flujo de Ea
i que pasa por la superficie

S:
Ei[S, α] =

∫
S
(d2s)∂s1x

a∂s2x
bεabcÊ

c
iα (3.33)

Podemos entonces escribir el operador de área cuántica asociado a (3.32),
donde Ei[S] se promueve al operador de flujo cuántico Ê[S] definido en (3.6).
En general dado un spin network que intersecta en varios puntos la superficie
S, tomamos el operador asociado a (3.32) y construimos el operador de área
dada una partición de N superficies pequeñas Sn:

Â[S] =
N∑
n

√
Ê2[Sn] (3.34)

donde suponemos que cada pequeña superficie Sn contiene a lo más un punto
de intersección p con la gráfica Γ del spin network. La acción sobre el spin
network puede ser inferida a partir de la acción de (3.6). Supongamos que
existe un punto de intersección p entre la hipersuperficie S y la gráfica Γ
donde esta definido el spin network. Si j es la representación de la arista
que cruza la superficie, entonces cada operador Ê[S] inserta un generador τi
de SU(2) en la intersección, tal como (3.7) lo indica. De modo que la doble
acción del operador de flujo sobre el mismo spin network inserta el operador
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Figura 3.2: Superficie S y la acción del operador de flujo Ei[S], mediante un spin network
intersectado en la superficie.

de Casimir del grupo SU(2) τiτ i en la intersección. El resultado final de la
acción del operador de área es:

Â[S]
(
ψ{Γ,j,I}[A]

)
= 8πγl2p

∑
p∈S∩Γ

√
jp(jp + 1)ψ{Γ,j,I}[A] (3.35)

donde jp es la representación de la arista del spin network que cruza la
superficie en el punto p y lp es la distancia de Planck. Como consecuencia
de (3.35), la base de spin networks son eigenestados de todos los operadores
de área cuántica cuyo espectro de eigenvalores está dado en (3.35), [36, 13].

El otro operador de gravedad cuántica f́ısicamente relevante, es el operador
de volumen [36, 38, 39]. Clásicamente el volumen de una región R ⊂ Σ
está dado por

V[R] =
∫
R

d3x

√
1
3!

∣∣∣εabcεijkE
a
i E

b
jE

c
k

∣∣∣. (3.36)

La integral anterior puede ser expresada tomando el ĺımite de una suma de
Riemann, como en el caso anterior, esta vez tomando una partición de la
región R en regiones Rn tridimensionales:

V[R] = ĺım
N→∞

N∑
n

(√
1
3!

∣∣∣εabcεijkE
a
i E

b
jE

c
k

∣∣∣)
n

(3.37)

Para el operador de volumen V̂[R] que actúa en un spin network, será nece-
sario escoger una partición de modo que cada región Rn contenga a lo más
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Figura 3.3: Partición en superficies Sj
1 necesaria para el operador de volumen.

un vértice de la gráfica del spin network y superficies Sa
n que cubren Rn

como en la figura.

La expresión concreta se escribe como:

V̂[R] =
N∑
n

√
1
3!

∣∣∣εabcεijkÊi[Sa
n]Êj [Sb

n]Êk[Sc
n]

∣∣∣ (3.38)

El análisis del operador de volumen rebasa las intenciones de esta sección,
pues se requiere detalles técnicos que no se han dado hasta ahora. Sin em-
bargo, mencionamos dos aspectos importantes: Existen dos regularizaciones
distintas del operador de volumen.Una de ellas, es puramente combinato-
ria, introducida por Rovelli y Smolin [36] mientras que la otra, propuesta
por Ashtekar y Lewandowski, toma en cuenta la estructura diferencial de la
variedad[38]. El segundo aspecto importante se refiere al espectro del ope-
rador de volumen. Es posible demostrar que el espectro del operador de
volumen (3.38) es discreto, empero sólo se conoce la solución al problema de
eigenvalores para este operador en casos concretos (Véase [40, 41, 42, 43]).

Spinfoams.

Hasta ahora, hemos presentado la Teoŕıa de Gravitación Cuántica por Lazos
en su formulación Hamiltoniana ( o de datos iniciales). Sin embargo exis-
te una versión espacio-tiempo covariante de gravedad por lazos que se ha
desarrollado en los últimos años llamada formulación de spinfoam. En esta
sección sólo mencionamos los aspectos básicos de spinfoams asi como los
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Figura 3.4: Ejemplo de un spin foam en tres dimensiones.

diferentes modelos que han sido objeto de estudio recientemente. Revisiones
detalladas acerca de esta formulación las podemos encontrar en [44, 45, 46].

Los spinfoams han sido motivados por la esperanza de calcular amplitudes
de transición en gravedad cuántica, expresadas como sumas sobre trayecto-
rias. Éstos son objetos de carácter combinatorio que representan al espacio-
tiempo y en consecuencia son independientes de una métrica de fondo.

Dentro del procedimiento de Reisenberger-Rovelli [47, 48] los spinfoams sur-
gen de la formulación de datos iniciales. Consideremos la restricción escalar
cuántica Ĉ(N)ψ = 0 asociada a (3.24). Las soluciones de la restricción es-
calar pueden ser caracterizadas por una aplicación PC : Hkin → Hphys del
espacio de Hilbert cinemático al Kernel de Ĉ(N). Formalmente podemos
escribir la aplicación PC como:

PC =
∫
D[N ] exp

[
i

∫
Σ
N(x)Ĉ(x)

]
(3.39)

De esta manera, el estado PCψ es un estado que satisface todas las restric-
ciones de la teoŕıa. Además esta aplicación induce un producto escalar en el
espacio de soluciones: Dados dos estados PCψ y PCψ

′, definimos el producto
escalar como: 〈PCψ, PCψ

′〉 .= 〈PCψ,ψ
′〉 donde ψ,ψ′ ∈ Hkin. Éstas amplitu-

des de transición calculadas en la base de spin network, se convierten en una
suma discreta sobre secuencias (historias) de spin networks. A estas historias
se les llama spinfoams y están caracterizadas por un complejo dos dimen-
sional Λ(2-complex formado por caras aristas y vértices) cuyas fronteras
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están dadas por gráficas de spin networks; un conjunto de representaciones
irreducibles {jf} asociadas a cada cara y {je} a cada arista.

El producto escalar es expresado en términos de estas cantidades como:

〈PCψ,ψ
′〉 =

∑
Λ

ω(Λ)
∑

{jf ,je}

∏
f∈Λ

Af (jf )
∏
e∈Λ

Ae(je, jf )
∏
v∈Λ

Av(je, jf ) (3.40)

donde Λ es el complejo cuyas fronteras están dadas por las gráficas de los
spin networks ψ y ψ′; ω(Λ) es un factor de normalización y Af ,Ae,Av son
amplitudes de transición asociadas a cada cara, arista y vértice internos y
dependen de la coloración del complejo Λ. Cada elección de Λ,Af ,Ae,Av

especif́ıca modelos diferentes de spinfoam. Los modelos construidos hasta
ahora describen la cuantización de la gravedad en tres [49] y cuatro dimen-
siones [47, 48]. En suma, un modelo de spinfoam representa una historia
posible del campo gravitacional y puede ser interpretada como un conjunto
de transiciones de estados cuánticos del espacio.
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CAPÍTULO4

Teoŕıas Efectivas y Cuantización por Lazos.

4.1. Introducción.

En esta sección proponemos una extensión del grupo de renormalización
de Wilson a teoŕıas de campo cuantizadas por el método de lazos. Basándo-
nos en el hecho de que recientemente [50, 51] se ha discutido la posibilidad
de construir la dinámica de teoŕıas cuantizadas por el método de lazos como
ĺımite de teoŕıas efectivas, siguiendo el grupo de renormalización de Wilson
usado en teoŕıa cuántica de campos sobre la red, construimos una exten-
sión del grupo de renormalización utilizando un nuevo concepto de escala
[52]. Una vez implementado el grupo de renormalización, buscamos el ĺımite
continuo que si existe, define la dinámica de la teoŕıa cuantizada por lazos.

Una caracteŕıstica importante de nuestra extensión del grupo de renormali-
zación es que si queremos implementar este nuevo método a teoŕıas definidas
con una métrica de fondo, nos reducimos al caso estándar de la teoŕıa de
red. Por lo tanto podemos exportar gran parte del trabajo hecho en la red
al contexto de la cuantización por lazos. En especial, la extensión se ha
desarrollado para campos escalares y modelos sigma aunque se tienen re-
sultados concretos para teoŕıas de norma, que se pueden encontrar en [53].
Finalmente como ejemplo consideramos el modelo de Ising 2D.
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4.2. Nociones Básicas.

4.2.1. Descomposiciones Celulares.

La idea central del grupo de renormalización radica en el concepto de
escala con la cual se definen las teoŕıas efectivas y el ĺımite continuo. Ya
que nuestro problema principal es construir una extensión del grupo de
renormalización para teoŕıas que no dependen de una métrica de fondo,
tenemos que definir un concepto generalizado de escala. Para esto, usamos
la noción de descomposiciones celulares de variedades.

Una descomposición celular C de una variedad compacta M es una presen-
tación de ésta como una unión finita de células disjuntas cα:

M =
⋃

cα∈C

cα, cα ∩ cβ = 0 si α �= β (4.1)

Cada célula cα es homeomorfa a un conjunto abierto cuya dimensión va de
cero a dimM , que es la dimensión máxima. Para nuestros propósitos es ne-
cesario tener una familia de descomposiciones celulares que satisfaga ciertas
propiedades de modo que los elementos del conjunto de descomposiciones
celulares jueguen el papel de escalas. Estas propiedades se describen como
sigue:

Orden Parcial por Refinamiento. Dos descomposiciones celulares están
relacionadas C1 ≤ C2, si cualquier célula en la descomposición más
gruesa C1, es una unión finita de células de la descomposición más
fina C2.

Refinamiento Común. Dadas dos descomposiciones celulares, C1 y C2,
existe un refinamiento común C3 tal que satisface C1 ≤ C3 y C2 ≤
C3. Esta propiedad hace que la familia sea parcialmente ordenada y
dirigida hacia el continuo.

Refinamiento Infinito. Dado un conjunto abierto U de M , existe una
descomposición celular C0 lo suficientemente fina en la familia, con
una célula de dimensión máxima cα ∈ C tal que está completamente
contenida en U .

Cabe mencionar que existen diversos tipos de familias que satisfacen tales
propiedades. Un ejemplo son las familias de descomposiciones celulares regu-
lares de �n parametrizadas por números naturales Cm. Si m ≤ n entonces
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Teoŕıas Efectivas y Cuantización por Lazos. 53

Figura 4.1: Ejemplo de una descomposición celular C en una variedad M de dos dimen-
siones. En la figura cα es una célula de dimensión máxima dim = 2. Las otras células
corresponden a las fronteras de una dimensión y de dimensión cero.

Cm ≤ Cn y mientras m crece, la descomposición celular Cm es cada vez
más fina. Estas se identifican con redes regulares de longitud caracteŕıstica
am = a0/2m usadas en Teoŕıa Cuántica de Campos. Veremos que este tipo
de familias serán usadas para el modelo de Ising más adelante.

En particular, tomando en cuenta la importancia que tienen las funciones de
n-puntos en teoŕıa cuántica de campos. Consideremos una variedad M don-
de elegimos n puntos {p1, p2, . . . , pn} en los que evaluaremos la respectiva
función de n-puntos. Pedimos entonces que las familias de descomposicio-
nes celulares de M con n puntos elegidos satisfagan la propiedad adicional
que por cada descomposición celular Cj en la familia, cada punto elegido
esté contenido en una célula cα ∈ C de dimensión máxima. Este tipo de
familias se les llama familia de descomposiciones celulares genéricas con res-
pecto a esta elección de puntos {p1, p2, . . . , pn}.
Por otro lado, nuestra noción de escala permite construir redes abstractas
L(C) donde definiremos las teoŕıas efectivas que juegan un papel importante
en el grupo de renormalización de Wilson como ya hemos visto. La red
abstracta L(C) es el conjunto de las células {cα}∈C de una descomposición
celular C dada. Denotemos los elementos de este conjunto como α ∈ L(C)
donde α corresponde a la célula cα ∈ C. Podemos pensar a los elementos de
L(C) como puntos relacionados mediante la estructura de la descomposición
celular.

Debido a lo anterior, existen aplicaciones de L(C) a M llamadas encajes
representativos EmbL(C) : L(C) →M tales que EmbL(C)(α) es un punto en
la célula cα ⊂ M para toda célula en C. Claramente los encajes represen-
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Figura 4.2: Ejemplo de un encaje representativo de la red L(C) en una variedad M dos
dimensional.

tativos no sonúnicos. Lo anterior permite construir una red encajada en M
semejando las redes que sirven de corte ultravioleta en Teoŕıa Cuántica de
Campos.

Ahora bien, si queremos modelar las transformaciones de renormalización
(como las de bloques) necesitamos una manera de comparar redes a diferen-
tes escalas. Tomemos dos descomposiciones celulares, C1 ≤ C2. Cada una
de éstas es una escala en la cual definimos una teoŕıa efectiva. Para compa-
rar las redes abstractas asociadas L(C1) y L(C2), podemos encajar la red
más gruesa L(C1) en la más fina L(C2). Esto implica una elección en la
manera de encajar una red en otra, sin embargo, pedimos que la aplicación
elegida Emb1,2 : L(C1) → L(C2) satisfaga r2,1 ◦ Emb1,2 = id. Esta clase de
aplicaciones las llamamos también encajes representativos.

Por otro lado, notemos que existe una aplicación natural (debido a la primera
propiedad) r2,1 : L(C2) → L(C1) de la red más fina L(C2) a la red más gruesa
L(C1), tal que r2,1(α(2)) = α(1) si y sólo si la célula en cα(2) de C2 es un
subconjunto de la célula cα(1) de C1.
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4.2.2. Descripción de las Teoŕıas Cuantizadas por Lazos.

Cinemática de las Teoŕıas Cuantizadas por Lazos.

Dado que gran parte del método del grupo de renormalización está descri-
to en la versión Euclideana de la Teoŕıa Cuántica de Campos, describiremos
las teoŕıas cuantizadas por lazos en esta versión. En particular, daremos una
prescripción del método para sistemas de spin, campos escalares y modelos
sigma.

El espacio de historias Euclideanas de la teoŕıa lo denotamos por ĀM . Cada
elemento S ∈ ĀM es una función S : M → G que asignan un elemento de
grupo G a cualquier punto del espacio-tiempoM sin condiciones de continui-
dad. De hecho, la cuantización por lazos del campo escalar ha sido realizada
usando como grupo la compactificación de Bohr de � [54].

Por otro lado el álgebra de observables fundamentales es el álgebra de
funciones ciĺındricas Cyl(ĀM ). las funciones ψΓ,f [S] ∈ Cyl(ĀM ), donde
ψΓ,f [S] = f(S(p1), S(p2), · · · , S(pN ))1 dependen de un número finito de
puntos en el espacio tiempo. Una función de importancia f́ısica resulta ser
ψΓ,f = f(S(p)). El producto de un número finito de estas funciones nos
servirá para definir las funciones de n-puntos dada una manera de calcular
el valor de expectación.

Dinámica de las teoŕıas cuantizadas por lazos.

La dinámica del sistema la obtenemos mediante una medida a la cual
llamamos medida f́ısica μM en el espacio de historias ĀM y que nos permite
calcular valores de expectación de observables f́ısicas. La expresión

〈O〉 =
∫
ĀM

OdμM (4.2)

nos da un significado preciso a expresiones usadas en Teoŕıa Cuántica de
Campos del tipo:

〈O〉 = “
1
Z

∫
Dφ exp (−S[φ])O(φ)”

Hacemos hincapié que la descripción de la dinámica de la teoŕıa de campos
cuantizada por lazos, ya sea mediante la construcción de una medida f́ısica o

1Observémos que en este caso Γ es una colección finita de puntos y f : GN → � una
función suave.
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bien, de un propagador en la versión Hamiltoniana como veremos, es nuestra
meta principal, de modo que construiremos expresiones como (4.2) en la
siguiente sección.

Descripción Hamiltoniana.

Nuestra extensión del grupo de Renormalización de Wilson puede ser
descrito en la versón Hamiltoniana.

En el caṕıtulo 3, utilizamos al espacio de conexiones generalizadas en el
espacio ĀΣ, como el espacio de configuraciones necesario para construir el
espacio de Hilbert cinemático Hkin de la teoŕıa de lazos. Recordemos que
los elementos A ∈ ĀΣ asignan un elemento de grupo he[A] ∈ G a una curva
e sin condiciones de continuidad. El álgebra de observables de configuración
es el álgebra de funciones ciĺındricas Cyl(ĀΣ) definidas en (3.1). En nuestra
descripción, las funciones ciĺındricas ψΓ,f [S] dependen de un número finito
de puntos en el espacio.

El producto escalar de éstas funciones ciĺındricas se define de manera análoga
a (3.5):

〈ψΓ,f , ψΓ′,g〉 =
∫ ( ∏

p∈eΓ
dS(p)

)
f(S(p1), · · · , S(pN ))g(S(p1), · · · , S(pN ))

(4.3)
donde Γ ⊂ Γ̃ y Γ′ ⊂ Γ̃. Asi, el espacio de Hilbert Hkin es construido mediante
la completación de Cauchy del espacio de funciones ciĺındricas Cyl(ĀΣ) con
respecto a la norma inducida por el producto escalar (4.3).

Una vez construido el espacio de Hilbert cinemático de nuestra teoŕıa cuánti-
ca por lazos, es necesario definir la dinámica para tener una descripción
completa de ésta. Dada una foliación de M = Σ×�, tomemos dos cortes del
espacio Σ1 y Σ2 correspondientes a diferentes valores del parámetro t = t1
y t = t2.

Definimos el propagador Euclideano P1,2 entre los estados del espacio de
Hilbert cinemático HΣ1 y del espacio HΣ2 como:

P1,2 : HΣ1 → HΣ2 (4.4)

tal que 〈ψΣ2 , (P1,2ψΣ1)〉 es la amplitud de transición entre los estados ψΣ1 y
ψΣ2 . Este operador describe la dinámica del sistema en el tiempo imaginario
i(t2− t1) [11, 55]. En el caso de no tener un tiempo f́ısico, dada una foliación
del espacio tiempo, podemos utilizar el parámetro libre de la foliación y
pensar en una “evolución” con respecto a éste.

IFM-UMSNH
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4.3. Implementación del Grupo de Renormaliza-
ción de Wilson y Ĺımite Continuo.

Hasta ahora, hemos descrito las nociones básicas necesarias para poder
implementar el grupo de renormalización a las teoŕıas cuantizadas por lazos.
La idea principal radica en definir una teoŕıa efectiva a una escala dada C
y construir un ĺımite continuo, tal como se hace en las teoŕıas de red. En
esta sección, tales teoŕıas efectivas son descritas sólo para sistemas de spin,
campos escalares y modelos sigma, para el caso de campos de norma una
descripción del método se encuentra en [53].

4.3.1. Teoŕıas Efectivas.

Dada una escala C, definimos el espacio de historias efectivas Euclidea-
nas como el espacio de configuraciones de campo C-constantes AC ⊂ ĀM .
Las configuraciones C-constantes S ∈ AC son tales que para cualquier
par de puntos p, q ∈ M contenidos en la misma célula cα de C, entonces
S(p) = S(q). En otras palabras, las configuraciones C-constantes, son como
su nombre lo expresa, configuraciones constantes por cada célula cα ∈ C. El
álgebra de observables de configuración efectivas a la escala C es Cyl(AC),
que consiste en funciones ciĺındricas ψγ,f [S] que dependen de configuraciones
de un número finito de células.

Para definir la teoŕıa efectiva a escala C, debemos especificar una medi-
da dμC en el espacio de configuraciones efectivas, de modo que tengamos
una manera de calcular valores de expectación de observables a esta escala.
Formalmente, escribimos:

〈OC〉C =
∫
AC

OCdμC .

para una observable f́ısica efectiva OC . Por lo tanto, especificamos una teoŕıa
efectiva a escala C mediante el par (AC ,dμC). Por otro lado, debido a su de-
finición, el espacio de funciones C-constantes en M está en correspondencia
inyectiva con el espacio de funciones en la red L(C), de modo que existe una
identificación natural entre AC y el espacio AL(C) que consiste en funciones
de L(C) al grupo G. Asi, la teoŕıa efectiva puede ser especificada en la red
L(C) mediante el par (AL(C),dμC).

Ahora bien, para aplicar el grupo de renormalización, debemos relacionar las
teoŕıas efectivas definidas en diferentes escalas. Asi pues, consideremos dos
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Figura 4.3: Ejemplo de una aplicación de decimación π en un par de descomposiciones
regulares dos dimensiones C1 ≤ C2. La configuración C-constante ({σj}, s1, s2) está aso-
ciada a la descomosición celular más fina C2.

descomposiciones celulares C1 ≤ C2. Las teoŕıas efectivas correspondientes
se pueden relacionar en dos maneras distintas:

(a) La inclusión iC1C2 . Esta aplicación está definida en la dirección de
refinamiento pues AC1 ⊂ AC2 :

iC1C2 : AC1 → AC2 (4.5)

o bien en términos de los espacios AL(C):

iC1C2 = r∗2,1 : AL(C1) → AL(C2) (4.6)

Debido a que AC ⊂ ĀM , tenemos la aplicación iC : AC → ĀM . Esta
aplicación induce una regularización que lleva cualquier observable del
continuo a la escala C:

i∗C : Cyl(ĀM ) → Cyl(AC) (4.7)

Estas regularizaciones vinculan todas las teoŕıas efectivas a la teoŕıa
del continuo.

(b) La decimación πC2C1 . La otra manera de relacionar las teoŕıas efec-
tivas es mediante la aplicación πC2C1 que modela un promedio me-
diante una decimación. Ésta es definida a través de la elección de una
aplicación de encaje representativo Emb1,2 : L(C1) → L(C2):

πC2C1 = Emb∗
1,2 : AL(C2) → AL(C1) (4.8)

Dada una configuración S ∈ AC2 , entonces πC2C1(S) es una configura-
ción C1-constante que ignora los valores den la configuración S ∈ AC2
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excepto por aquellos valores de las células elegidas por el encaje repre-
sentativo.

De la misma manera, la decimación desde el continuo πC se define
mediante la elección del encaje EmbL(C) : L(C) →M como:

πC := Emb∗
L(C) : ĀM → AC (4.9)

Estas aplicaciones juegan un papel fundamental en la implementación del
grupo de renormalización. En primer lugar, notemos que para una familia
de descomposiciones celulares {Ci} que satisface las propiedades mencio-
nadas en la sección anterior, los espacios de configuraciones C-constantes
{ACi} correspondientes tienen un orden parcial por inclusión, es decir, éstos
satisfacen:

AC1

iC1C2
↪→ AC2

iC2C3
↪→ AC3 ↪→ · · · ↪→ ĀM (4.10)

Entonces podemos definir el conjunto ĺımC→M AC como la unión de los
espacios AC de las descomposiciones celulares de la familia. Obviamente,
como AC ⊂ ĀM para toda C, entonces ĺımC→M AC es un subconjunto del
continuo ĀM . Ya que nuestro objetivo principal es construir la teoŕıa de
campos en el continuo a partir del ĺımite de teoŕıas efectivas, el conjunto
ĺımC→M AC nos será de gran utilidad.

Observemos que siempre podremos distinguir dos observables f y g en
Cyl(ĀM ), al regularizarlas a una escala C mediante la aplicación i∗C . Es-
to se debe a la propiedad refinamiento infinito de la familia, que asegura
que existe una descomposición C0 lo suficientemente fina tal que i∗C0

f y
i∗C0

g pueden ser distinguibles. Esta propiedad de regularización en las fami-
lias de configuraciones efectivas sólo puede ser cierta si ĺımC→M AC es un
subconjunto denso de ĀM , por lo tanto, podemos escribir:

ĺım
C→M

AC = ĀM . (4.11)

Finalmente, mediante ĺımC→M AC podremos construir teoŕıas en el continuo
como ĺımite de teoŕıas efectivas, tal como planteamos en nuestro objetivo.

Por otro lado, la aplicación de decimación πC2C1 actúa de manera natural
en las medidas μC de modo que define una manera de calcular valores de
expectación en funciones de observables de una teoŕıa efectiva a escala más
gruesa de acuerdo a la teoŕıa efectiva donde es definida inicialmente. Es decir,
πC2C1 actúa en AC2 integrando los grados de libertad que no contribuyen
en la escala más gruesa:
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〈O〉C1(C2) :=
∫
AC1

Od(πC2C1∗μC2) =
∫
AC2

(O ◦ πC2C1)dμC2 . (4.12)

De esta manera definimos la medida πC2C1∗μC2 en AC1 . Similarmente, medi-
das en el continuo μM en ĀM pueden ser transformadas a medidas efectivas
πC∗μM en AC definidas por:

〈O〉C(M) :=
∫
AC

Od(πC∗μM ) =
∫
ĀM

(O ◦ πC)dμM .

4.3.2. Implementación del Grupo de Renormalización de Wil-
son.

Una vez descritas las teoŕıas efectivas y sus relaciones entre ellas, po-
dremos entonces implementar el procedimiento sistemático para obtener el
ĺımite continuo de las teoŕıas efectivas a través del grupo de renormalización.

Consideremos una sucesión de descomposiciones celulares cada vez más finas
{Ci}. Pensamos en estas descomposiciones celulares como una secuencia
de escalas en donde definimos las teoŕıas efectivas. Aqúı cualquier par de
teoŕıas efectivas están relacionadas por las aplicaciones antes mencionadas:
la inclusión iCjCk

y la decimación πCkCj . En esta sucesión, la aplicación de
decimación está restringida a una condición de compatibilidad que exige que
dos decimaciones diferentes satisfagan πC2C1 ◦ πC3C2 = πC3C1 siempre que
C1 ≤ C2 ≤ C3.

Transformaciones del Grupo de Renormalización.

El procedimiento para obtener el ĺımite continuo puede ser descrito mediante
un triángulo de renormalización como el presentado en el caṕıtulo 2.
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Triángulo de Renormalización para teoŕıas cuantizadas por el método de lazos.
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Este triángulo se lee de la siguiente manera: Para relacionar dos teoŕıas
efectivas (ACk

, μCk
) y (ACk+1

, μCk+1
) definidas a escalas Ck ≤ Ck+1 utiliza-

mos las transformaciones exactas RCk+1Ck
. Esta transformación exacta es

definida a través de la aplicación de decimación πCk+1Ck
que nos relaciona

la medida correspondiente a la escala más fina con la medida en la escala
mayor de acuerdo a:

μCk
= πCk+1Ck∗μCk+1

(4.13)

La transformación de renormalización se aplica a las medidas, pues éstas
son las que permiten calcular los valores de expectación de las observables
a las diferentes escalas. Es decir, consideremos una escala inicial C0 fija,
donde definimos la teoŕıa efectiva (AC0 , μ

(0)
C0

). Dada cualquier observable
O ∈ Cyl(AC0) calculamos su valor de expectación tomando en cuenta (4.13)
y de acuerdo a (4.12). El valor de expectación de la observable será:

〈O〉C0(Ck) =
∫
AC0

Od(πCkC0∗μCi) =
∫
ACk

(O ◦ πCkC0)dμCk
. (4.14)

Esto significa que para cualquier escala más fina Ck ≥ C0 podemos describir
la f́ısica de la teoŕıa efectiva (AC0 , μ

(k)
C0

), donde el supeŕındice (k) indica
que tan fina es la escala con la cual empezamos, mediante medidas μCk

definidas a dichas escalas. Notemos sin embargo, que las transformaciones
de renormalización exactas RCk+1Ck

dadas por (4.13), están dirigidas hacia
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el ĺımite macroscópico y por lo tanto no definen directamente el ĺımite al
continuo μM para las medidas efectivas.

Las transformaciones de renormalización exactas (4.13) inducen medidas
efectivas cuya forma funcional es muy complicada en general y por lo tanto
la iteración del proceso de renormalización se hace casi imposible. Podemos
considerar en cambio, medidas restringidas a una cierta forma funcional,
denotadas por μκ(Cj) de modo que están parametrizadas por un número
pequeño de constantes de acoplamiento κ(Cj).

Estas medidas μκ(Cj) a la escala Cj determinan la medida μκ(C0) a la escala
inicial, mediante una transformación llamada transformación de renormali-
zación aproximada FCjCj+1 que mantiene la misma forma funcional de las
medidas a escalas más grandes. Debido a esto, podemos relacionar las cons-
tantes de acoplamiento κCj de las teoŕıas efectivas a diferentes escalas. Para
fijar estas constantes de acoplamiento a la escala Ci, imponemos condiciones
de renormalización en las medidas, que consisten en mantener exactamen-
te invariantes el valor de expectación de suficientes observables f́ısicas OI

en la escala C0 de manera que las constantes de acoplamiento κCi queden
determinadas para todo Ci ≥ C0

Más aún, la transformación FCjCj+1 es invertible; basta con leer la ecuación
(4.15) como una condición que determina las constantes κCi en términos de
κC0 para obtener la función F−1

CjCj+1
que aparece en el triángulo de renor-

malización.

〈OI〉C0 :=
∫
AC0

OIdμκ(C0) =
∫
ACi

(OI ◦ πCiC0)dμκ(Ci) (4.15)

Notemos que si consideramos situaciones en donde la medida μκ(C) no es ho-
mogénea, de manera que para especificarla completamente necesitamos un
conjunto de constantes de acoplamiento locales [56, 57], es decir, constantes
de acoplamiento que toman diferentes valores para diferentes células de la
descomposición celular. En este caso, necesitamos condiciones de renorma-
lización locales para especificar la medida. Tal situación surge en materiales
inhomogéneos y en sistemas que no dependen de una métrica de fondo, como
lo es el caso de la gravedad cuántica.

4.3.3. Ĺımite Continuo.

Ahora bien, las aplicaciones sucesivas de transformaciones de renormaliza-
ción inversas nos conducen a la teoŕıa en el continuo (ĀM , μM ), siguiendo el
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esquema del triángulo de renormalización escrito anteriormente. Estas ite-
raciones se realizan tomando Ci → M en la secuencia de escalas {Ci} cada
vez más finas. Observemos que las medidas correspondientes a las teoŕıas
efectivas son determinadas mediante un conjunto apropiado de condiciones
de renormalización por cada escala.

Decimos que una teoŕıa definida a una escala C0 tiene un ĺımite continuo si
los valores de expectación 〈O〉C0(Ci) de todas las observables O ∈ Cyl(AC0)
convergen en el ĺımite Ci → M siempre que se tengan las condiciones de
renormalización adecuadas. Esto define la medida completamente renorma-
lizada μren

C0
como:

〈O〉renC0
:= ĺım

Ci→M
〈O〉C0(Ci) = ĺım

Ci→M

∫
ACi

(O ◦ πCiC0)dμκ(Ci) (4.16)

la cual debe de existir para cualquier escala C0. Cabe mencionar que el ĺımite
anterior se entiende de la siguiente manera: dada cualquier observable O ∈
Cyl(AC0) fija y ε > 0 existe una descomposición celular C lo suficientemente
fina tal que se tiene |〈O〉renC0

− 〈O〉C0(Ci)| ≤ ε para cualquier Ci ≥ C.

Notemos que cuando este ĺımite existe, las medidas completamente renorma-
lizadas satisfacen exactamente la relación (4.13) en la secuencia de teoŕıas
efectivas relacionadas por las transformaciones de renormalización. En el
triángulo de renormalización, esto significa que la última columna de la de-
recha relaciona exactamente todas las teoŕıas efectivas (ACj , μ

ren
Cj

) mediante
la ecuación:

μren
Ci

= πCi+1Ci∗μ
ren
Ci+1

(4.17)

Por otro lado, cualquier observable definida a una escala f́ısica C0, O ∈
Cyl(AC0) induce una secuencia de observables mediante la aplicación de
decimación πCiC0 para Ci ≥ C0, la cual la escribimos como {O ◦ πCiC0}.
Debido a la compatibilidad de las medidas completamente renormalizadas
dada por (4.17), definimos el valor de expectación en el continuo, para la
observable O ◦ πCiC0 de la teoŕıa efectiva en la escala Ci como:

〈{O ◦ πCiC0}〉M := 〈O ◦ πCiC0〉renCi
(4.18)

para cualquier escala Ci ≥ C0. Es decir, podemos describir observables que
son macroscópicas en alguna escala mediante un ĺımite continuo.

El análisis anterior ha servido para poder calcular valores de expectación en
el continuo de observables definidas en alguna escala. Sin embargo, todav́ıa

IFM-UMSNH
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queda por encontrar la medida μM de la teoŕıa del continuo (ĀM , μM ),
de modo que podamos calcular valores de expectación de observables O ∈
Cyl(ĀM ).

En esta búsqueda, la estrategia consiste en aprovechar la estructura de las
teoŕıas efectivas y construir una medida en el continuo como ĺımite de las
medidas efectivas definidas mediante un proceso alterno, como describiremos
a continuación.

Para cualquier observable O ∈ Cyl(ĀM ), su valor de expectación a una es-
cala efectiva Ci puede calcularse regularizando la observable mediante (4.7):
〈i∗Ci

O〉Ci . Si hacemos esta regularización para toda escala Ci en la secuen-
cia {Ci} con Ci → M , obtenemos una secuencia de valores para los cuales
buscamos convergencia.

De esta manera, decimos que la familia de medidas {μCi} tiene como ĺımite
continuo la medida μM si para cualquier O ∈ Cyl(ĀM ) existe el siguiente
ĺımite:

〈O〉M = ĺım
Ci→M

〈i∗Ci
O〉Ci , con i∗Ci

: Cyl(ĀM ) → Cyl(ACi) (4.19)

definiendo de manera constructiva una medida μM en ĀM
2. La relevancia

f́ısica de la medida μM del continuo reside en el hecho que cuando ésta
existe, entonces la medida completamente renormalizada μren

C tambien existe
y satisface:

πC∗μM = μren
C , con πC∗ : Cyl(AC) → Cyl(ĀM ). (4.20)

de acuerdo al esquema presentado en el triángulo de renormalización y sig-
nifica que μM actúa en cualquier observable en Cyl(ĀM ) al mismo tiempo
que induce una medida completamente renormalizada a la escala C. por lo
tanto (4.19) extiende el ĺımite continuo a ĀM .

Para completar la definición formal de este ĺımite continuo, mencionamos
que éste se realiza tomando la subfamilia de descomposiciones celulares que
son genéricas con respecto a O. Esto quiere decir que si la observable depende
sensiblemente a las configuraciones {S(p1) . . . S(pn)}, como lo es el caso de
las funciones de n-puntos, tomamos descomposiciones celulares genéricas
con respecto a la colección de puntos {p1, p2, . . . , pn}.

2En realidad si el ĺımite existe para toda función ciĺındrica , entonces hemos dado la
definición constructiva de una funcional lineal positiva μ en ĀM que permitirá calcular
valores de expectación.
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4.4. El ejemplo: Modelo de Ising bidimensional.

En esta sección presentamos el modelo de Ising de dos dimensiones como
ejemplo de nuestra construcción de medidas en el continuo. Es de particu-
lar importancia enfatizar que la teoŕıa de fenómenos cŕıticos y la teoŕıa de
escalamiento han servido como base para nuestra extensión del grupo de
renormalización. En estas teoŕıas, el modelo de Ising es por mucho uno de
los modelos más importantes para estudiar sistemas los fenómenos ocurri-
dos en sistemas estad́ısticos [3, 4]. Por otro lado, este modelo estad́ıstico ha
sido el único con el cual se ha podido construir expĺıcitamente una teoŕıa de
campos en el continuo, llamada Teoŕıa de Campos de Ising, ejemplificando
la relación que existe entre los modelos estad́ısticos y los sistemas definidos
en Teoŕıa Cuántica de Campos [58].

Una cantidad básica en el grupo de renormalización aplicado al modelo de
Ising es la longitud de correlación ξ. Condiciones impuestas sobre esta lon-
gitud de correlación en el proceso de renormalización nos ayudará a definir
el ĺımite continuo.

En nuestra propuesta, las familias de descomposiciones celulares que sirven
como escala en el sistema de spines son las familias de descomposiciones
regulares en �2, que se identifican con las redes regulares usadas en especial
en el modelo de Ising.

Para construir este tipo de descomposiciones celulares, tomamos los ejes
coordenados de �2 fijos y definimos Cm,t como una descomposición celular
regular cartesiana de longitud caracteŕıstica es am = a0/2m, tal que sus
células de dimensión dos son cuadrados; las células unidimensionales corres-
ponden a segmentos abiertos (horizontales y verticales) llamados aristas y
finalmente las células de dimensión cero son puntos llamados vértices que
unen a las aristas.

La manera de encajar esta descomposición celular en �
2 está determinada

por la posición que tienen los vértices . Éstos están etiquetados por un par
(I, J) ∈ � que indican la posición del vértice vIJ = ((vx)IJ , (vy)IJ) con
respecto a los ejes coordenados (x, y). Expĺıcitamente, tenemos:

((vx)IJ , (vy)IJ) = (amI, amJ) + (tx, ty)

donde el parámetro t = (tx, ty) permite una traslación ŕıgida de la descom-
posición celular Cm,t. Para t fijo, obtenemos una familia de descomposi-
ciones celulares regulares {Cm,t}m∈� que satisface (i) el orden parcial por
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refinamiento; (ii) el refinamiento común y (iii) el refinamiento infinito; pro-
piedades que caracterizan a las descomposiciones celulares como escalas en
nuestro sistema. Además, ésta familia es genérica con respecto a un conjunto
de puntos marcados {p1, p2, . . . , pn} si permitimos que el parámetro t tome
los valores adecuados.

El espacio de historias Euclideanas que utilizamos en la teoŕıa de campos de
Ising es Ā�2 , definido como el espacio de campos de spin en �2. En la escala
Cm,t los objetos que son f́ısicamente relevantes para nuestro estudio son las
funciones de n-puntos efectivas definidas como:

〈S(α1) · · ·S(αn)〉Cm,t =
1

ZCm,t

∑
{S}

S(α1)S(α2) · · ·S(αn)
M(κCm,t)n

e
[−κCm,t

P
(αiαj) S(αi)S(αj)]

(4.21)

donde ZCm,t es la función de partición de la teoŕıa a la escala Cm,t; la suma
en la exponencial corre sobre células vecinas cercanas (αiαj) y el factor
M(κCm,t) = |1−sinh−4(2κCm,t)|1/8. Cabe mencionar que en nuestra notación
S(αj) = S(p) para cualquier punto p en la célula αj . En particular, dados n
puntos marcados {p1, p2, . . . , pn}, tenemos S(pj) = S(αj), donde cada punto
pj está en la célula de dimensión máxima αj .

Para justificar la definición (4.21), observemos que la regularización de un
campo de spin en el continuo a la escala Cm,t es: i∗Cm,t

S(pj) = S(α(m)
j ).

donde α(m)
j ∈ Cm,t. Para la función de n puntos tendremos:

〈i∗Cm,t
[S(p1) · · ·S(pn)]〉Cm,t = 〈[i∗Cm,t

S(p1)] · · · [i∗Cm,t
S(pn)]〉Cm,t

por lo tanto después de la regularización de los campos de spin, tendremos
funciones de n puntos del tipo (4.21).

El encaje representativo que utilizamos para el proceso de decimación es:

Embm,m+1 : L(Cm,t) → L(Cm+1,t) (4.22)

Espećıficamente, el encaje para las células de dos dimensiones α(m)(X,Y ),
etiquetadas por el par de enteros (X,Y ) correspondientes a los ejes coorde-
nados x e y, se define como:

Embm,m+1(α(m)(X,Y )) := α(m+1)(2X, 2Y )

Esto significa que un paso en el proceso de decimación consiste en elegir
fijas las “filas” y “columnas” de la descomposición celular regular Cm+1,t
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que están etiquetadas con un entero par e integrar sobre el resto. Por lo
tanto la aplicación de decimación se define como:

πm+1,m = Emb∗
m,m+1 : AL(Cm+1,t) → AL(Cm,t) (4.23)

Cabe mencionar que para especificar completamente el encaje representati-
vo Embm,m+1 debemos determinar el encaje para las células de dimensión
menor. Escogemos que las células unidimensionales (aristas) de L(Cm,t) sean
encajadas en aristas de las filas y columnas de L(Cm+1,t) etiquetadas con un
número par. Debido a que sólo utilizamos descomposiciones celulares genéri-
cas para calcular el ĺımite continuo de las funciones de n puntos, el encaje
de las células de dimensión cero es irrelevante. Claramente, la elección de las
“filas” y “columnas” involucradas en el proceso de decimación es arbitraria,
al final, la decimación nos lleva a los mismos resultados.

Una vez definida la aplicación πm+1,m, la decimación de las funciones de n
puntos es:

〈S(α
(m)
1 ) · · ·S(α(m)

n )〉Cm,t(Cm+1,t) =〈S(Embm,m+1[α
(m)
1 ]) · · ·S(Embm,m+1[α

(m)
n ])〉Cm,t

=〈S(α
(m+1)
1 ) · · ·S(α(m+1)

n )〉Cm,t (4.24)

Nuestro siguiente paso es construir el ĺımite continuo de las funciones de n-
puntos (4.21), resolviendo las condiciones de renormalización adecuadas co-
mo veremos. Para calcular este ĺımite, notemos primero que dados n puntos
marcados {p1, . . . , pn} en �2, éstos inducen un conjunto de células marcadas
de dimensión máxima {α(m)

1 · · ·α(m)
n } a la escala Cm,t.

Es conveniente entonces, denotar sus posciones relativas en términos de sus
coordenadas x e y: Dada una célula α(m)

j , sea Xj(m) la coordenada corres-
pondiente al eje x y Yj(m) la correspondiente a y. Las posición relativa de
dos células α(m)

j y α(m)
k en la descomposición celular Cm,t está dada por los

enteros:

Xjk(m) = Xj(m) −Xk(m) (4.25)
Yjk(m) = Yj(m) − Yk(m) (4.26)

El ĺımite continuo se construye tomando:

Cm,t → �
2, mientras Xjk(m) → ∞, Yjk(m) → ∞ (4.27)
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Esto significa que mientras refinamos la escala Cm,t hacia el continuo �2, el
tamaño de las células α(m) ∈ Cm,t tiende a cero y por lo tanto las posicio-
nes relativas de éstas medidas en unidades de la “red”divergen. Sin embar-
go, ya que los puntos f́ısicos {p1, . . . , pn} están fijos, entonces amXjk(m) y
amYjk(m) tiene un ĺımite bien definido.

Otra cantidad que diverge es la distancia de correlación definida en unidades
de la red ξm, de tal modo que la cantidad amξm converge a la función
de correlación f́ısica ξ del sistema mientras se toma el ĺımite al continuo,
ajustando las constantes de acoplamiento.

Para nuestro interés, conviene hacer notar que una definición alterna de la
longitud de correlación ξ, está en términos de la función de dos puntos.
Aqúı, la longitud de correlación mide el comportamiento asintótico de la
interacción entre dos campos de spin lejanos [3, 12]:

〈S(α(0, 0))S(α(R, 0))〉 ∼ R−p exp(−R/ξ)

Tomando en cuenta esta definición, proponemos como condición de renor-
malización que:

amξm = amξm(m+1) (4.28)

donde ξm(m+1) es la longitud de correlación calculada usando la función

〈S(α(m)
1 )S(α(m)

2 )〉Cm,t(Cm+1,t). Debido a que la longitud de correlación sólo
mide la interacción entre campos de spin muy lejanos, podemos suponer que
amξm(m+1) = am+1ξm+1. Por lo tanto la prescripción de renormalización
puede ser escrita como:

amξm = am+1ξm+1

o expĺıcitamente en términos de la constante de acoplamiento κCm,t :

amξm = am|z2
m +2zm−1|−1[zm(1−z2

m)]1/2 = ξ, donde zm = tanh(κCm,t)
(4.29)

Sin embargo la condición de renormalización (4.28) no es única. Notemos
por ejemplo, que otra condición natural es imponer que las funciones de
correlación de dos puntos se mantengan exactamente invariantes en cada
paso del proceso de renormalización. Finalmente, ambas condiciones nos
llevan al mismo ĺımite continuo.

El paso siguiente una vez impuestas las condiciones de renormalización, es
investigar si el ĺımite (4.19) de funciones de n puntos (4.21) del modelo de
Ising existe. En [7, 8], McCoy, Tracy and Wu encontraron convergencia de
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escalamiento para las funciones de n puntos del modelo de Ising dos dimen-
sional. De hecho, en el caṕıtulo 2 mostramos expĺıcitamente los resultados
de éste ĺımite. En el nuevo lenguaje desarrollado a lo largo de este caṕıtulo,
tales resultados se pueden traducir mediante el siguiente teorema:

(McCoy,Tracy,Wu) 4.4.1 Sea κCm,t tal que satisfaga la prescripción de
renormalización (4.28). La medida μ�2 en Ā�2 es definida por las funciones
de n-puntos calculadas mediante el ĺımite continuo siguiente:

ĺım
Cm,t→�2

〈S(p1) · · ·S(pn)〉Cm,t = 〈S(p1) · · ·S(pn)〉�2

Escribimos de nuevo las expresiones encontradas para las funciones de n
puntos. En el caso en el que la constante de acoplamiento κCm,t esta por
debajo del punto cŕıtico κc = tanh−1(

√
2 − 1), κCm,t ≤ κc, McCoy et al,

muestran que:

ĺım
Cm,t→�2

〈S(p1) · · ·S(pn)〉Cm,t = exp
[ ∞∑

k=2

f (k)
n

]
(4.30)

donde

f (k)
n = − 1

2k(2π2)k

∫ ∞

−∞
dy1 · · ·dykdx1 · · ·dxk

k∏
l=1

(
1 + x2

l + y2
l

)−1 ×

× yl + yl+1

xl − xl+1 + iε
Tr[

k∏
l=1

A(l)] (4.31)

y A(l) es la matŕız cuyos elementos están dados en términos de las compo-
nentes de la distancia Xjk e Yjk entre los campos de spin:

A(l)jk = sgn[Yjk/ξm] exp−i
[Yjkyl +Xjkxl

ξm

]
(4.32)

donde ξm = [|z2
m + 2zm − 1|√zm(1 − z2

m)]−1 es la longitud de correlación
definida a la escala Cm,t.

Por otro lado, para el caso en el que tenemos κCm,t ≥ κc se tiene que:

ĺım
Cm,t→�2

〈S(p1) · · ·S(pn)〉Cm,t =

⏐⏐⏐⏐⏐det(
∞∑

k=1

g
(k)
(n)ij)

⏐⏐⏐⏐⏐
1/2

exp
[ ∞∑

k=2

f (k)
n

]
(4.33)

donde g(k)
(n)ij es:
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g
(k)
(n)ij =

1
(2π2)k

∫ ∞

−∞
dy1 · · ·dykdx1 · · ·dxk

k∏
l=1

(
1 + x2

l + y2
l

)−1 ×

×
k−1∏
l=1

yl + yl+1

xl − xl+1 + iε
[

k∏
l=1

A(l)]ij (4.34)

Una vez construida la teoŕıa en el continuo, podemos regresarnos a la escala
Cm,t y calcular las correcciones de la teoŕıa efectiva. La teoŕıa completamente
renormalizada a la escala Cm,t está determinada por la decimación de la
función de n puntos del continuo:

〈S(α1) · · ·S(αn)〉renCm+1,t
= 〈S(p1) · · ·S(pn)〉�2 (4.35)

con pj = EmbL(Cm,t)αj . Por lo tanto, podemos hacer mediciones en escalas
macroscópicas de la teoŕıa en el continuo.

De esta manera, construimos la teoŕıa en el continuo cuantizada por lazos
mediante teoŕıas efectivas. En particular, las teoŕıas efectivas corresponden
al modelo de Ising descrito en términos de variables de lazos a la escala
Cm,t. La teoŕıa efectiva correspondeŕıa a una teoŕıa de campos de Ising
cuantizada por lazos. Cabe mencionar que la teoŕıa de campos de Ising es
descrita, bajo ciertas aproximaciones como un modelo de Ginzburg Landau
con acoplamiento φ4 [10].

Además, las funciones de n puntos en el continuo definidas anteriormente
satisfacen los axiomas Osterwalder-Schrader [59] que permiten la reconstruc-
ción completa de la teoŕıa en el continuo en el espacio Euclideano[60, 61, 62].
En particular, se demuestra que la invariancia rotacional perdida por el uso
de familias de descomposiciones regulares es recuperada en el ĺımite conti-
nuo.
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CONCLUSIONES Y DIRECCIONES FUTURAS

Usando nuestro formalismo basado en técnicas del grupo de renormali-
zación, hemos podido construir una dinámica de una teoŕıa cuantizada por
lazos en el continuo como ĺımite de la dinámica de teoŕıas efectivas. Aśı,
hemos obtenido el primer ejemplo expĺıcito de una teoŕıa relativista cuan-
tizada por lazos con interacciones, que es el ĺımite continuo del modelo de
Ising. Con respecto a esta teoŕıa cuántica relativista, podemos dar expĺıci-
tamente una teoŕıa Hamiltoniana covariante siguiendo una construcción del
tipo Osterwalder-Schrader en el espacio ĀM como la propuesta en [63].

Por otro lado, aún quedan ciertos aspectos importantes por analizar. Uno
de ellos, es encontrar la relación expĺıcita entre la teoŕıa de Ising cuantizada
por lazos que hemos derivado y la teoŕıa estándar relacionada con el modelo
φ4 de Ginzburg-Landau. Ambas teoŕıas comparten las mismas funciones de
n puntos y por lo tanto las mismas predicciones f́ısicas. Sin embargo, no co-
nocemos la relación expĺıcita de ambas formulaciones, lo cual implicaŕıa que
podŕıamos importar conceptos f́ısicamente importantes de la formulación
estándar de teoŕıa cuántica de campos a nuestra teoŕıa de lazos.

Si bien, este trabajo se ha centrado principalmente en el caso de sistemas de
spines, campos escalares y modelos sigma lineales, también esta desarrollado
en [53] el caso de teoŕıas de norma, aunque no se ha probado espećıficamente
en alguna. En particular es de nuestro interés primario, aplicar nuestro for-
malismo al caso de la gravitación por lazos, que ha motivado principalmente
este trabajo.

Otro aspecto importante que es posible analizar es relacionado con el rom-
pimiento de la simetŕıa inherente a las teoŕıas de red. En el caso del modelo
de Ising, ha podido demostrarse que la invariancia rotacional es recuperada
en el ĺımite continuo [7]. Sin embargo para teoŕıas que no dependen de una
métrica de fondo, éste aspecto necesita un estudio cuidadoso el cual hemos
comenzado, obteniendo resultados interesantes.
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