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INTRODUCCION

Como su titulo indica, en este trabajo vamos a considerar la ecuacién unidimensional
discreta de Schrodinger cuando ésta tiene un cierto potencial suficientemente pequefio
(ver Ec. (1.2.1)). El resultado fundamental es la construccién de una expresion explici-
ta para los dos valores propios que aparecen en el exterior (véase [30], Def. 5.4.12) del
espectro esencial (véase Definicién 28 en el Apéndice) del operador discreto de Schré-
dinger (véase Definicién 7), espectro que consiste en un intervalo de longitud finita
del eje real. Tales valores propios se encuentran préximos, respectivamente, a cada
uno de los extremos de dicho espectro. También se construyen las funciones propias

correspondientes.

Consideremos primeramente la ecuacién de Schrédinger

(—Ac+ V) T(x) = EV(x),

para V(x) € C§° (RP), donde D es la dimensién del espacio de configuraciones,
fRD Vx)dx < 0y e — 0. Esta ecuacién tiene un tdnico valor propio negativo
E. = —u?(e), u(e) > 0, a la izquierda del espectro esencial [0, 00) para D = 1,2.
Esto ya fue establecido (incluyendo el caso radialmente simétrico para D = 2) en el
famoso libro de texto de Landau & Lifshitz [26] y después fue demostrado en el caso

general por Simon [45] (vedse también [1], [12]).

Aproximaciones asintdticas con respecto al pardmetro pequefio ¢ del valor propio

de la ecuacién de Schrodinger (versién continua, D = 1) y de la correspondiente

\Y%



INTRODUCCION VI

funcién propia (ésta Gltima no aparece en el trabajo de Simon) fueron encontradas ex-
plicitamente en [51], [52] por Zhevandrov & Merzon mediante una técnica diferente.
Ellos pasan a la representacién de momentos (o transformada de Fourier) correspon-

diente, con £ = —yz, para obtener
2 2N T € 7 IN T (o IN T
AT :——/V— T()dy, 0.0.1
"+ u)¥Qp) 752 ) p—p)¥@)dp (0.0.1)

donde la tilde denota la transformada de Fourier ([3] Cap. 1, [10] Secc. 1.1.1),

~ 1 ‘
S — —px
¥(p) T /Re U (x) dx.

Ya que V(x) = 0 para |x| grande, para tales x tenemos ¥(x) ~ e~ Hlx y ¥lx) es
casi constante porque 4 — 0. Luego su transformada de Fourier es una funcién tipo
0y el lado derecho en (0.0.1) es aproximadamente igual a I~/(p) salvo una constante

multiplicativa. De alli que es natural buscar la solucién en la forma

@(p) . do(p) + Eﬂ](p) + ...

P tEG et )Y 002

con nuevas incégnitas 2;(p) € S(R), B € C, con el fin de construir una solucién
asintética formal. Sustituyendo (0.0.2) en (0.0.1), descomponemos la integral resul-
tante! usando el método de residuos y desarrollamos cada lado de la igualdad que
queda en serie de potencias de €. Igualando entre si los coeficientes de potencias del
mismo grado se obtienen ecuaciones para a;(p), 8. A continuacién, por medio de
un razonamiento standard, se prueba que la asintética formal aproxima en efecto a la
funcién propia. En este trabajo comenzamos con la exposicién del caso continuo por
motivo de explicar la técnica de Zhevandrov—Merzon en la situacién més simple. La

obtencién de las aproximaciones asintéticas para la ecuacién continua es presentada

en la Seccién 5.1.

"Note que el integrando correspondiente sélo tiene 2 polos en C.
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Por otra parte las ecuaciones en diferencias surgen frecuentemente en anilisis
numérico donde se intenta aproximar sistemas continuos por discretos y en modelos
discretos directos con aplicaciones (véase [14]) incluyendo la mecénica cudntica (véase
[31]). En este contexto la pregunta natural de si aparece también un valor propio
para la ecuacién unidimensional discreta de Schrédinger puede contestarse afirmati-
vamente. Estamos interesados en este fenémeno y en la comparacién de los espectros
y funciones propias correspondientes para los casos continuo y discreto. Para poder
hacer uso de la técnica de Zhevandrov—Merzon comentada se interpola la ecuacién
discreta mencionada a todo el eje real. La obtencién de las aproximaciones asintéticas
para la ecuacién discreta de Schrédinger andlogas a las de la ecuacién continua es

presentada en el Capitulo 6 (véase [39]).

En la Seccién 5.2 exponemos una modificaciéon de este acercamiento, obteniendo
como resultado neto una solucién exacta al problema para la ecuacién de Schrodin-
ger (que por supuesto coincide con la expansion asintética —de hecho convergente—
(0.0.2)). Después, aplicamos este procedimiento a la ecuacién discreta de Schrodinger
(Capitulo 7) y veremos que de hecho el problema discreto aproxima al continuo al
disminuir el tamano del paso del esquema de diferencias finitas correspondiente (vedse

las férmulas (1.1.2), (1.1.3), (1.2.4), (1.2.5) y Capitulo 8).



Capitulo 1

FORMULACION DE LOS
PROBLEMAS

1.1. FORMULACION DEL PROBLEMA
PARA EL CASO CONTINUO.

Consideremos primeramente la ecuacién de Schrédinger

2
(_% + sV(x)) W(x) = EW(x), (1.1.1)

en la cual

» £V (x) : R — R es una funcién que describe un pozo suave de potencial de
poca profundidad; esto quiere decir que ¢ — 0™ con V(x) € C°(R) (el espa-
cio de las funciones definidas en R infinitamente diferenciables y con soporte

compacto, véase Fig. 1.1).

» E es la energia total de la particula cuyo movimiento es descrito por dicha

ecuacion.
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eVix)

= eminV (x)

Figura 1.1: Pozo de potencial poco profundo.

Buscamos entonces construir explicitamente la funcién propia ¥(x) correspondiente a
E de la ecuacién (1.1.1). En el quinto capitulo de esta tesis demostraremos el siguiente

teorema:

Teorema 1. Sez fR V(x)dx < 0. Entonces el tinico valor propio del problema (1.1.1)
esti dado por E = —u*(€), donde

B T~ e [ VOV
ue) = —e\/;V(O) += /F T&ZC"— o(e’) (1.1.2)

es la solucion de la ecuacion secular para u (5.2.10). El contorno I' estd definido por
(5.1.12). La transformada de Fourier de la funcién propia perteneciente a este valor propio

es

G [T e VO +efep)
U (p) = \/;ME) e (1.1.3)
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donde f € SR,) y ||f|| = OQ) en €, donde || - || es la norma del supremo.

1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA
PARA EL CASO DISCRETO

Consideremos la versién discreta, usando diferencias divididas finitas centrales (véase
[6], Secc. 3.5.4), de la ecuacién (1.1.1), a saber, la ecuacién unidimensional discreta

de Schrédinger
1
) (G+1 = 24 + i) + Vi = By, {¢} € £a, (1.2.1)

donde ¢; y V; designan los valores de las funciones ¥(x) y V(x) en los nodos de la
malla (uniforme) con paso » > 0, ¢. g, §; = W(jh),j € Z,y e — 0T. Asi {V;} es un

potencial discreto de soporte compacto, i.e.,

Vi=0, |j|>R ReR" (1.2.2)

suficientemente grande; asi que Zj’ifoo V, = Z][-i]_[ ] Vi, donde [R] significa la
parte entera de R. De ahora en adelante escribiremos > y V; simplemente. Ademas,

definimos

(1.2.3)

Surge la pregunta natural de si el mismo fenémeno de aparicién de un valor propio
g g
persiste para la ecuacién discreta de Schrodinger (1.2.1). La formulacién matematica

del problema consiste en la bisqueda de las soluciones no triviales {¢;} de la Ec. (1.2.1)
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con las condiciones dadas en los parrafos de arriba en esta seccién. Enunciamos los si-

guientes resultados, que probaremos en el capitulo 7.

Teorema 2. Sea Z Vi < 0. Entonces el tinico valor propio negativo del problema (1.2.1)
es £ = —18/] (o), donde

2 248
sen”

ﬁh(@:—b—g Vit g 67'5 / ZVV e 4 s +0(E)  (1.24)
J r,, 7k

h

es la solucion de la ecuacion secular para B (7.1.7). El contorno Iy, estd definido por
(6.0.16). El vector propio perteneciente a este valor propio es {);}, donde i = Wy (jh) y

W), (x) es la transformada inversa de Fourier de

e e 4 efp(h, €, p)

b

— \/——

3 —n/h,x . 1.2.5
= \/7/5%(8 ,,42 sen? /J/) + (e Xi—x/h,z/n (D) ( )

Aqui f es analitica en By, = {z € C||Rez| < n/h} y 2n/h-periddica. Ademis,

3|l = OQ1) uniformemente en e, donde || - || es la norma del supremo.

Teorema 3. Sea ) | V; > 0. Entonces el iinico valor propio positivo del problema (1.2.1)
j
e E=4/h + }/ﬁ(e), donde

5(€)
4
=253 v+t MZ/Z( YV Ve JW dC ; +0() (1.2.6)
. S 2

J thv



1.2. EL PROBLEMA PARA EL CASO DISCRETO 5

es la solucion de la ecuacion secular para y (7.2.7). El contorno I, estd definido por
(7.2.4). El vector propio perteneciente a este valor propio es {(;}, donde ; = W,(jh) y

W), (x) es la transformada inversa de Fourier de

- S Vie 7 + efy (b, e, p)

’J@—\/E < ». (127
3 2 Yh(f‘:) %Coszl%p + Yi(s) X—n/hx/h\P)- 2.

Aqui fy es analitica en By, = {z € C||Rez| < n/h} y 2n/h-periddica. Ademis,

Iyl = OQ) uniformemente en e, donde || - || es la norma del supremo.



Capitulo 2

REDUCCION DEL CASO
DISCRETO A UN CASO DE
TIPO CONTINUO

2.1. LA INTERPOLACION DEL CASO DISCRETO

Para aplicar la técnica de Zhevandrov—Merzon comentada en la Introduccién, inter-
polamos la Ec. (1.2.1) a todo el eje real. Cudl interpolacién es la mis recomendable
se decide por analogia a lo ocurrido en el caso continuo. Introducimos entonces la

siguiente

Definicion 1. Sea el operador D), dado por D), = (E/,/z — E_h/z) /h, donde E, :
Ly(R) — Ly(R) es el operador de traslacién por y € R tal que

[Eyu] () = ulx +)), u€ Lr(R). (2.1.1)
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Note que si denotamos W, una interpolacion de {¢;j} de manera que

Unn(jh) = ¢;, entonces para k € Z tenemos que

Givk = Yine (G + Bh) = Vel + £h)|c—jp = [Erp Yind (G5).
Luego la interpolacién correspondiente del primer término de (1.2.1) resulta ser

—[D)? ¥rad (). (2.1.2)

Definiciéon 2. El operador pseudodiferencial L(x, p) : Ly(R) — Ly(R), p = —id /dx
estd definido por su simbolo L(x, p) en la siguiente forma [43], [48], [49]

[L(x,@u] (x) = \/%_ﬂ /Re"pxl(x,p)’ﬁ(p)dp, ulx) € L,(R).

De esta forma, ya que

[E,ul (p) = e?ulp), (2.1.3)

tenemos que ¢ es el simbolo del operador de traslacién E, dado por (2.1.1). Asi

4 hp 2i hp
[Diur(p) = —ﬁsenZT “up) y Dy= Zsen;.

Note que el simbolo de —d?/dx?* es p*, mientras que el de —D),” es

4 h
ﬁsen2 ?P .
Esto ocasiona que el integrando analogo al que se hace referencia en la pigina VI tenga

un ndmero infinito de polos. Ocupariamos entonces una interpolacién para (1.2.1) de



2.1. INTERPOLACION DEL CASO DISCRETO 8

tal manera que dicho integrando se anule fuera de un intervalo finito de tal forma que,
al ser equivalente calcular la integral solamente sobre tal intervalo, ahora el integrando

s6lo posea dos polos. Por la forma de la ecuacién para los polos, a saber,

4 b
ﬁsenz?z +B* =0, (2.1.4)
E = —152, B — 0, ¢ — 0, el intervalo en cuestién més natural es [—7/h, 7/h].

Es decir, ocupamos una interpolacién ¥y (x) de la sucesion {¢);} € £; referida en
(1.2.1) que esté en L,(R) y cuya transformada de Fourier tenga soporte [—1/4, 1/A).

Introducimos entonces la siguiente

Definicién 3. El subespacio M), de Ly(R) de las funciones de banda limitada a fre-
cuencias f = p/2r tales que f < 1/2h, con b el dado en la Ec. (1.2.1), se define como
(véanse [3] Secc. 1.2, [13] Lecc. 38, [32] Secc. 5.19, [47] Cap. 2 Secc. 4)

My, = {u(x) € Ly(R) : supp(p) C [—7/h, 7'://}]}.

M), es un subespacio cerrado de L, (R) (véanse [13] Secc. 38.4, [32] Secc. 5.19). Luego
M), es un espacio de Hilbert ([25], Teor. 1.4-7) separable ([32] Secc. 3.12) y con-
tiene entonces una sucesiéon ortonormal completa ([38], Secc. 1.6, Teor. 2), digamos

{¢j(x)}, j € Z. Por el teorema de Riesz—Fischer, para la sucesién {v;} € £3, la serie

o0

> g

j=—00

converge a un elemento de M), (véase [38], Secc. 1.6), y por tanto, de L,(R). Observe
que podriamos generar entonces una interpolacién como la que buscamos para la
sucesion {¢J;} € £ en la Ec. (1.2.1) si las funciones ¢;(x) fueran tales que ¢;(kh) =
Oips j, & € Z, donde 0y, es el simbolo de Kronecker.
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Por otra parte, ya que #(p) € Li(R,) N Ly(R,) para toda u(x) € M), se sigue
de la teoria de la transformada de Fourier en L;(R) (véase [24], Cap. IX, § 4.2°) que
u(x) € M), es una funcién continua acotada y que lim,_,4+c#(x) = 0; de hecho

u(x) € C*°(R) por tener #(p) soporte compacto (véase [13], Teor. 31.5.1).

Introducimos entonces la siguiente

Definicién 4. Denominamos funcion seno cardinal a aquella dada mediante la f6rmu-

la
sencx =
(algunos llaman a senx/(7x) funcién de Dirichlet, véase [3], Secc. 1.3).

SibeRT,

1
[senc bx] (p) = \/g 7 X=6,00); (2.1.5)

donde y; denota la funcién caracteristica del conjunto 7. Por ello, la familia de trasla-

ciones de funciones seno cardinal dada por

{senc T (; —]) }jez (2.1.6)

estd en M), ya que el intervalo [— 7/, /4] es el soporte de la transformada de Fourier

x N\ |~ h i
[sencn <Z - ])} @ = \/—Z—NX[—E/h, /b (Ple it
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de cada miembro de dicha familia. Observando que
/ senc n(x — k) senc w(x — Ddx = Oy, k[ € Z, (2.1.7)
R

se advierte que la familia (2.1.6) es una base ortogonal para el espacio de Hilbert A;
cada elemento de la misma tiene L, (R)-norma v/5 y sus combinaciones lineales son
densas en M), (véase [13], Prop. 38.4.1). También se cumple el teorema de Shannon
(véanse [13] Secc. 38.1, [22] Secc. 14.8 y [42] Secc. 8.10):

Teorema 4. Sea u(x) una funcion tal que u(p) € Ly(R,) y suppu(p) C [—2xf, 27f],
/- € RY. Entonces el muestreo de paso b (paso al que se hace referencia en la Ec. (1.2.1))
de u(x), dado por la sucesién {u(jh) }jeZ’ estd en £y(Z). Si h < 1/2f, entonces u(x) puede

expremrse como

[e.e]

u(x) = Z u(jh) senc n(x/h — ). (2.1.8)

j=—o0

La igualdad es en el sentido de Ly(R), es decir, la serie de la derecha en (2.1.8) converge
a u(x) en Ly(R). Ademds si el muestreo {u(jh)} € £1, la serie de la derecha en (2.1.8)
converge uniformemente sobre R (obviamente a una funcién continua) y la igualdad se

cumple para todo x € R.

Por ello usamos para la Ec. (1.2.1) la interpolacién definida en seguida.

Definicién 5. Para una sucesién dada {v;} € £, definimos la interpolacién de

Whittaker—Kotelnikov v(x) por

o0

vy(x) = [Koth{vj}] (x) = Z vj senc nlx/h — 7). (2.1.9)

j=—00
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La transformada de Fourier de (2.1.9) es entonces

~ . h > y
U/,(p) = [Kot/,{vj}] (p) = \/—Z_EX[,,T//J, Jr/h](P) Z ngflfbpl (2.1.10)

j=—o0

Nota 1. Por la discusién de los parrafos precedentes, v,(x) € M); de hecho, el soporte
de [Kot,{2;}] (p) sigue siendo [—7/h, n/h]. Ademas, por tanto, v)(x) € Lo(R).

Aplicando la férmula (2.1.9) al primer término en la Ec. (1.2.1) obtenemos

Kotb%{%‘ﬂ =2+ ¢} ()

1

7 (lph(x +h) —2U(x) + Yplx — /J)) (2.1.11)

Por (2.1.2) vemos que el lado derecho de (2.1.11) es igual a [Di Ll'/h] (x), con Dﬁ :
M, — M,,.

Definicién 6. Sea /I}/, : Ly(R) — M), el operador tal que

[?hu](x) = [Koth{Vjuj}] (), u € Ly(R), uj = u(jh). (2.1.12)

Nota 2. ?/, puede representarse en la forma integral
Vial) = | K 21.13)
R

con nucleo

Ky(x,x') = %Z V; senc n(x/h — j) senc n(x' /b —j). (2.1.14)
J
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En efecto, sustituimos (2.1.14) y la férmula (2.1.9) aplicada a #,(x) en el lado derecho
de (2.1.13). Obtenemos (2.1.12) observando la propiedad (2.1.7).

Luego la interpolacién del segundo término en la Ec. (1.2.1) es igual a [% Ll'/h] (x),
con YA//] : M), — M), Finalmente obtenemos para el problema (1.2.1) la ecuacién

interpolada a todo R:

(—th n s@) U, — EW, (2.1.15)

andlogaa (1.1.1).

Definicién 7. Al operador pseudodiferencial I/-\[/Ls : My, — M), dado por
]/_}h,s =-Dy>+ &V,

que acttia sobre W), en el lado izquierdo de (2.1.15), lo llamamos operador discreto de

Schrédinger (aunque involucra una variable continua).

2.2. EL ESPECTRO ESENCIAL EN EL CASO
DISCRETO

Vamos ahora a precisar el espectro del operador que actda en el lado izquierdo de la
Ec. (1.2.1). Tal operador se define asi.
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Definicién 8. Sea Hy ). : £ — £; tal que

Hyp ot} = —Dap? {4} + e{Viy}, (2.2.1)
donde Dy ) : £5 — £5 es tal que actia de la forma

Dy {5} = 55 (i — 24+ )

y {V;} es el potencial discreto de soporte compacto de la Ec. (1.2.1).

Note que Dd7/,2 = (8§ — 2+ S,)/#?, donde S, S; son los operadores de cambio
izquierdo y cambio derecho respectivamente. Como estos operadores son acotados,
también lo es Dd7/,2.

Tenemos entonces que

Hyp i} = [Hye WGh),

donde la sucesion {¢);} € £y ¥)(x) = [Kot,{v;}] ().

Observemos que
Y Wi+ 450G =D G+ by ). (2.2.2)
J k
Véase entonces que la suma del lado derecho es real ya que
Ge1 G + Gethy = 2{Re1Retfy + Im¢_1Imy} € R,

Ademds, por la igualdad (2.2.3) se tiene que
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D Wi+ GG => U@+ b ). (2.2.3)
j /

Luego el operador Dd,h2 es simétrico y, por su dominio de definicién, autoadjunto.
De alli que el espectro residual or(—Dy ;%) del operador —Di , €s vacio.

El operador de multiplicacién por una sucesién finita cuyo resultado es la suce-
sién en el tltimo término de (2.2.1), es autoadjunto y compacto en £5. En efecto, la
simetria de dicho operador viene de que V; € R; la compacidad (véase, por ejemplo,
[25], Teor. 8.1-4 (a)) de que es acotado

Vit leszy = D VP11
j

< mix|V;|? > = max|V;[? Hi
< gl 21y (imsvif ) 146

con mg dado por (1.2.3), y el rango del mismo tiene dimensi6n finita < 2[R] + 1.
Nota 3. Tenemos entonces que ﬁd, 5,¢ €s también autoadjunto.

Recordemos ahora el teorema de Weyl (véanse, por ejemplo, [27], Cap. 2, Secc.

4.8 y [44], Cap. 1, Lema 4.3).

Teorema 5. Si Ty y T, son operadores autoadjuntos donde T es compacto, entonces
Oess(Tl + T2) = GCSS(Tl)'

Puesto que el término €{V;¢);} en la definicién de Hy . (2.2.1) es una pertur-
bacién compacta del operador —Dy %, el teorema precedente nos indica que el espec-
tro esencial de (1.2.1) coincide con el de la ecuacién libre (V; = 0). El siguiente lema
muestra que el espectro esencial de dicha ecuacién libre es el segmento [0,4/4?]. En
lugar de trabajar con el operador Dy ;* en £2(Z) podemos trabajar con el operador
D)? en M), al ser isomorfos ambos espacios de Hilbert justamente con el isomorfismo
Koty, : £5(Z) — M,,.
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Lema 6. E/ espectro esencial Oegs (]/:Id, h.e) del operador ]/:]d, pe es el intervalo [0, 4/ b del

eje real.

Demostracién. Como comentidbamos antes, por el Teorema 5 el espectro esencial
Oess (]/:]d,h,s) de ]/:]d,h,s es el mismo espectro esencial oess(—Ddyhz) de =Dy ,2. Estudiemos
entonces el conjunto resolvente y el espectro del operador —Dd7/,2 1 8y (Z) — £5(Z2),
que son los mismos que para el operador —D)? : M), — M),

Sea A € C~ [0,4/4*]. Veamos que A + D)? es uno-uno. Sea u(x) € M) una
funcién tal que (A + D)?)u = 0. Usando el método de la transformada de Fourier
obtenemos (A — %senﬂ%ﬁ) u(p) = 0. Como A — %senzb—; no se anula se tiene que
u = 0. Por lo tanto A + Dj? es uno-uno para A € C \. [0, 4/4%].

En seguida consideramos el rango A + D%, Sea v € M), para la cual existe alguna

u € M), tal que

(A + th)u = .

Afirmamos que la preimagen de v, aplicando el teorema de inversién para transforma-

da de Fourier, estd dada por

/b .
L 7(p)
u=0+D) lv=— /Rid
V2r h A— h—ésenzg ?

Veamos que (A + D;%)~! es acotado. Calculando el cuadrado de su norma tenemos

n/h ) 2
12 1 e o(p)
A+DH v = / dp
I HLZ(R) /27 A %Senz%

—n/h L(R)
. 2

_ v(p)

- 4 hp

A — sysen? T L®
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1 JI//:' _ 5 1 2
< ) [v(p)|"dp = m_% ””HLZ(R)

1J—n/h

donde m; = min{d(%, [0, 4/h2]) }, el minimo de las distancias de A a cada uno de
los puntos del conjunto [0,4/4*] C C. Por tanto, (A + D;,z)_1 es acotado. De esta

forma hemos visto que cualquier 2 € C \ [0,4/4%] esta en el conjunto resolvente
p(—D/,Z) de —D)?, 0 sea, C ~. [0, 4//72] C p(—D;,z).
Veamos ahora que el espectro puntual op(—D),?) de —Dj?* es vacio. Supongamos

ahora que A € C es un valor propio de —D,? con funcién propia #y; entonces
(A= (=D»))up = A+ Dy*)up =0
o bien usando el método de la transformada de Fourier
(A — %senzhyp) u, = 0.

Como # es funcién propia se tiene que #) 7# 0y por tanto %, # 0. Luego u; =
0(p — po), donde py es tal que
Asen?t — ) =o0. (2.2.4)

2

Entonces

1 . 1.
= —— [ 78(p — po)dp = ——e"* & LH(R).
" \/ﬁ/R o mpodp = e £ LW
Luego
op (=Dy*) = op (—Dy)*) = @. (2.2.5)

Para demostrar que oap (—D/,z) = [0,4/4*] tomamos ahora A € [0,4/4*] y conside-

ramos la sucesién de funciones #,(x) € M), u > 0, v — 07 tales que
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—1/4 =/h—po

~ v =) 1 V2u 2
= _ vy T PP = — ~drt.
) = s et = [ F

Note que 7, — /7/2, v — 0. Dichas funciones #, resultan ser funciones propias
aproximadas (véase Definicién 24 en el Apéndice) para dicho A. En efecto, calculando

el cuadrado de la norma de las mismas tenemos

—1/4 o .
v LB ipop

NoTH Xl—x/h/h Pl

—1/2  pr/h 2
— v / gf(P 21;0> dp
27, —n/h

ool = 17,010 = | @
R

—1/2 "//7\/20
V] 2 2
= V2U e Tdt
2ry _"/h—\/JLPO
2u

1 =/h—po
Vau oo
N V2 Jrim € Pt = L,
nya PO
I ==A0

donde © = (p — po)?/(2u). Luego la norma de las funciones #, de la sucesién es

constante.

Ahora calculamos el cuadrado de la norma de (A + D,?)u,,. Tenemos

2
2 2 4 hp\ ~
10+ DAl = || (2= fosen®%) 7
Ly(R)
2
_ 4 2hpy 4 2hp>~
= —=SeNn" = — msen" 5 | %
H(/fz 2P 2 ) MllLe

2

16 b ~
= 7 H (senz% — senzhjp) Uy

Ly(R)
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_ Z_? / ‘ (Senzh%o - senzbjp) 22u(]’)‘z dp
R

16 [™/* 2 712
= —4/ (senz% —senzb—éj)) o dp
/7 —n/h ZTU

gu=1/2 rr/h b 2 o-n
= i (senzﬁ—sen2@> e 2w dp,
v J—n/h

esto para algtin pg € RT que sea una solucién de la Ec. (2.2.4), digamos py =
7 2 arcsenY2 ya que A € [0,4//%]. Por el lema de Hadamard (véanse [34], Secc.
2.2y [35], Secc. 20) se tiene

1

h h
sen”Z — sen?2 = (p — po) / sen”

0

ds,
Ezpo +s(p—po)

donde la funcién dada por integral pertenece a C°°(R,). Razén por la cual entonces

observamos que

n/h n/h
b w\2 =)
/ (senz%—senzyp) o dp = /(/7 Po) F(p, P0)€ /’
—n/h —x/h
n/h %/h—po
< M /(P—Po)2 dP = 2Myuv/2 /ﬂ//?"rpo T =
—n/h
) ﬂ//ﬁ\;po =/ h—pg
2v U
2Mywn2u | —= e T —/ Ve e Tdt =
2 n/h+po _n/htpo
V2u V2u

donde F(p, po) € C*(R,), My es su maximo en el intervalo de integracién y T =

(p —po)/\/Z_u. Luego
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nt/h

gu~1/2 2w
e / (sen*e —sen’) e Edp - 0.
—n/h
Asi, tenemos que si A € [0,4/4*], ||uy|| = 1 mientras que ||(A + Dy»)uyl| — 0

cuando U — 07. Es decir, hemos comprobado que efectivamente {#,}, U — 0t es
una sucesién que cumple los dos primeros requisitos de una sucesién de Weyl (véase
Definicién 23 en el Apéndice) para —D)?y A € [0,4/h7]. Luego oap(—Dy?) =
[0,4//7].

Por la autoadjuncién de —D)? (que est4 definido en el espacio de Hilbert A1), a

saber,
<—thu, u> = %/Rsenzhjp]ﬁ(p)zdp = <u, —Dh2u>,

tenemos que o(—D)%) = [0,4/h*] (véase Nota 20 del Apéndice). Por otra parte,
como op(—D,?) = &, también ogi.(—D)?) = @. Entonces 0 (—D)?) = [0, 4/47].
Luego O'CSS(—de/Jz) = O-css([/:[d,/],s) = [0,4/h]. Asi concluimos la demostracién del
Lema 6. &

2.3. REPRESENTACION EN EL ESPACIO DE
MOMENTA DEL CASO DISCRETO

El paso a la transformada de Fourier de la interpolacién de Whittaker-Kotelnikov

(2.1.15) de la ecuacién discreta de Schrédinger viene caracterizada por el siguiente

Lema 7. /Sl:/;(p) (usamos la definicion (2.1.10)) satisface la ecuacion

n/h

(%senzh—f — E) Uy(p) = _\/Lz_ﬁ , W(p — 5) 0,0y’ (2.3.1)
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enp € [—n/h,n/hl. Aqui W(p) denota la 21t/ h—continuacién periddica a todo R de
’Vv/,(p) (la transformada de Fourier de V)(x)) y estd dada por

h i
W(p) = E; Vie . (2.3.2)

Nota 4. Note que W(p) € C*°(R,) y depende de / también.

Demostracion. Sustituimos ~ (1//271) fR e U, (x")dx’  en lugar de
@(p’) en el integrando de (2.3.1), y suponemos que el lado derecho de (2.3.1) estd mul-
tiplicado por y(_z/5, =/ () Aplicando la transformada inversa de Fourier a (2.3.1),

tenemos

(=D} — E)W)(x)
n/h nt/h

€ ipx —ip'x!
=— \/w /ep / W(p—p/)/e P, () dx dp’ dp
—n/h —n/h —o©
o0 IT//J IT//J

T (2/% / / / D Vel gl dp Wy (!

—co —zn/h —n/h 7

= _ % /Z Vj senc n(x/h — j) senc n(x' /b —j) W, () dx’.
R J

Igualando la primera y dltima lineas, usando (2.1.13) y transponiendo obtenemos

(2.1.15). %



Capitulo 3

POTENCIALES
RECTANGULARES CENTRALES

3.1. EL CASO CONTINUO CON UN POZO POTENCIAL
RECTANGULAR CENTRADO EN EL ORIGEN

A manera de introduccién vamos a considerar en esta seccién la Ec. (1.1.1) cuando
V(%) = —my[—syx) (%), con m,x9 > 0, donde y[—y, x](*) denota la funcién carac-
teristica del conjunto [—x,xp]; es decir, €V (x) es un potencial de pozo rectangular
(no pertenece a C§°) poco profundo de anchura 2xj centrado en el origen y que tiene
profundidad 7e. Suponga que E = —p*(e), p > 0, u — 01, ¢ — 0T, por lo que

podemos expresar (1.1.1) con este potencial como

dA*v
A2 MEN [ —x,x0] (¥) ¥ (x) = —((12W(x),
de donde tenemos
d*W X
T T (M) =) ) =0, (3.1.1)

21
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que en R es una ecuacién diferencial con coeficientes variables. Buscamos entonces la
solucion (funcién de onda) ¥(x), con || ¥(x)||,g) = 1, para la Ec. (3.1.1), y de esta
forma podemos encontrar (4, y por tanto también la energia £, como funcién de la
profundidad me del potencial £V (x).

La forma de hacer esto es clasica (véase, por ejemplo, [5]). Las soluciones fuera del

pozo que estdn acotadas en el infinito son

V_(x) = Aoe™, x < —xp;

U, (x) = Boe™ ™, X 2 xo,

Escribimos la solucién dentro del pozo en la forma

Uy (x) = Ay cos \/ me — U x + Biseny/me — > x, —xg < x < xg

Ya que £ > V(x) = —me, note que
me — pz > 0.

Pegando soluciones y derivadas en las orillas x = +x( obtenemos las ecuaciones

Aogfyxo — Al Ccos 4/ me — [uz X0 — Blsenw | me — [Uz X0
Aoue™ ™ = [ me — u? (Arseny/ me — u? xo + By cos |/ me — u? xo)
Bye ¥ = A cos \/ me — yz X0 + 315611\/ me — ;Uz X0
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—Bope ¥ =\ /me — u? (—Ayseny/ me — u? xo + By cos \/ me — u? xp),

que se combinan para dar

/ zAlsen\/mf-:—yzxo—Blcos\/ms—[uzxo
= me —
“ “ A cos \/me — u? xy + Byseny/me — u? xo

(3.1.2)

2Alsen\/m&‘—‘uzx0 + By cos \/m(-:—[uzxo
= 1/ me — .
“ Ay cos \/me — y? xg — Byseny/me — py? xp

Conjuntamente estas ultimas implican que A1 B; = 0, esto es, las soluciones son pares
enx (B; = 0) o impares en x (4; = 0), una situacién encontrada también en el caso
del potencial de caja infinita. El estado base, sin nodos (raices), es par. Las condiciones

que determinan la energfa son, de (3.1.2), las siguientes:

U= \/ me — Y? tan \/ me — U2 xo (soluciones pares)

(3.1.3)
U= —1/me— u? cot\/me— utxy (soluciones impares)
Con la notacién
E=\/me— 2 xo (3.1.4)
la primera de las relaciones (3.1.3) nos da
7\/7’1&%7_52 =tan¢& (3.1.5)

<
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B &
\ %

£ pequeiio
| >

0 /2 w 3m/2 27 5n/2 37 T2

Wy

Figura 3.1: Localizacién de los valores propios discretos para soluciones pares en un

pOZO recmngular. Las curvas crecientes represmtan tan E, ld.f curvas decre‘cimtes son

\/ mexg — &2 /& para diferentes valores de «.

Si graficamos tan &y 4/ msxg — & /& como funciones de &, los puntos de intersec-
cién determinan los valores propios. Estos forman un conjunto discreto. La figura 3.1

muestra que existe un valor propio tnico si € es suficientemente pequefo, a saber, si

e< nz/mxé. (3.1.6)

Sea &y la tnica solucién de la ecuacién para & (3.1.5) cuando se cumple (3.1.6). En-

tonces de la sustitucién en la Ec. (3.1.4) obtenemos que

=/ me— /x5
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3.2. EL CASO DISCRETO CON UN POTENCIAL
RECTANGULAR CENTRADO EN EL ORIGEN

Comenzaremos considerando en esta seccién la Ec. (1.2.1) cuando V; =
—myoy(j), donde m > 0y y(01(j) denota la funcién caracteristica del conjunto
{0}; es decir, {€V}} es un potencial de pozo discreto que es 0 en todo ZA excepto en
el origen, donde tiene profundidad me. Suponga que £ = —/52(6), B>0,5— ot,

g — 07, por lo que podemos expresar (1.2.1) con este potencial como
(=1 + 245 — 4-0)/B = xyoy () medyy = =4,
de donde tenemos

b1 + (xgoy() me — 2/ — B*) Py + i1 = 0, (3.2.1)

que es una ecuacioén en diferencias con coeficientes variables. Buscamos la funcién de

onda discreta ¢ = {¢;} con

ldbll,, =1 (3.2.2)

parala Ec. (3.2.1), y encontraremos 3, y por tanto también la energia £, como funcién
de la profundidad e del potencial {eV}}.

Para resolver esta ecuacién procedemos a resolver
biv1 + (Vimb*e — p1(B)) ¢ + i1 = 0, (3.2.3)

donde V es una constante (no depende de /) y toma los valores 0 0 1, y donde

p1(B) =2+ Hp% (3.2.4)
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Para esta ecuacién proponemos (véase [2], Secc. 2.3) una solucién {r,}, donde ry
denota una constante distinta de 0 (independiente de j) que depende de la constante

V; de donde tenemos ahora la ecuacién algebraica para 7y

r%, + (leyzs—pl) rv+1=0,

cuyas soluciones son

2 _ 2 _
e = 14 ’vamghz = h\/(ﬁZ — Vime) <1 + 'BTV’”%) L (B25)

La solucién general de la Ec. (3.2.3) estd dada por ¢, = {¢y;} con

bvj=Avriy, +Bvr,_, (3.2.6)

donde Ay, By son constantes arbitrarias independientes de 7. Podemos dar la solucién
P J
general de la Ec. (3.2.1) como la combinacién de las soluciones ¢ |, dadas por (3.2.6),
las cuales quedarin respectivamente validas sobre los subconjuntos correspondientes
q P ) P

de Z donde V; = —V. Asi, esta solucién general de la Ec. (3.2.1) estd dada por
¢ = {¢;} con

G = xioy Dy + xzeqoy Doy -

Para satisfacer la condicién (3.2.2), tenemos que modificar las constantes arbitrarias

Ay, By de (3.2.6) en forma distinta para cada “intervalo” discreto Z~, {0} y Z™.
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Entonces haciendo C = A; + By, By = Byz+(j) y Ao = Ayz- (7). Asi sucede que

g=4q C, j=0; (3.2.7)

donde 7+ = r9+. De este modo en particular

(;b—z :A7;27 (;b—l :A7;17 Sb() = C7
(3.2.8)
gb] = BV+, (]bz = Bi’i .

Ahora hay que pegar los tres pedazos de (3.2.7) (similar a lo hecho por Landau &
Lifshitz [26] para el caso continuo de la ecuacién de Schrodinger) observando que
(3.2.1) es satisfecha particularmente cuando j = —1,j = 0 yj = 1, que nos genera

tres ecuaciones respectivamente:

bo—prp—1 + 2 =0,
G + (mb*e — p1)do + 1 = 0,

b —p1y + o = 0.
Sustituyendo las correspondientes ¢J;’s dadas por (3.2.8) en estas ecuaciones obtenemos
C -1 -2 _
—pAry +Ar 7 =0,

Br_ + (mh*e — p1)C + Ar;' =0,

B — p1Br_ +C=0.
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Este sistema tiene soluciones no triviales para A, By C (y por tanto existe una ¢ no

trivial) si su determinante

—pirit 0 1
7;1 r_ mh*e —py | = 0. (3.2.9)
0 r — pir— 1
Note que
1232 }232
ry = 1+T’Bihﬁ 1+T’B, (3.2.10)
el cual se obtiene haciendo V' = 0 en (3.2.5); ademds, note que 47— = 1, rp +7r_ =

p1. Por lo tanto, simplificando (3.2.9) se convierte en

—1 0 1
r_ r_ mbzs—pl =0
0 —1 1

Esto nos provee la ecuacién

2r_ + mbzs—pl =0,
de la cual, de acuerdo a (3.2.4) y (3.2.10), podemos escribir en su turno

232
mhe — 203 1+hTﬁ = 0. (3.2.11)
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Considere la funcién

232

Asi tenemos que la funcién F; (8, €) es continuamente diferenciable en cada argumen-

to. Ademas, £,(0,0) = 0, y como

2 /12 2
Q@Fr = — +r B
1+ 22
4
tenemos que [05£;](0,0) = —2. De aqui que, por el teorema de la funcién implicita

(vedse por ejemplo [28], Secc.3.5, Teorema 11), la solucién () para 8 de la ecuacién
secular (3.2.11), la cual tiende a cero cuando € — 0, existe, es Ginica y estd dada por

(3.2.14). Para encontrar esta Gltima expresién tenemos, de la Ec. (3.2.11), que
1232
mhe = 2064/ 1+ TIB . (3.2.13)

Ya que

\/1+@:1+O(5252>

cuando 8 — 0, sustituimos la Gltima expresion en (3.2.13) y eliminando los términos

de orden O(4*[3%) obtenemos

p="= (3.2.14)

que nos da la relacién entre 8 y €. Vemos entonces que E es del orden de €. Re-
solviendo el sistema tenemos que A = B = C. Aqui la constante libre, digamos C, se

determina por la condicién (3.2.2).
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Consideremos ahora la Ec. (1.2.1) en el caso en que Vi = my(o} (), m > 0, es
decir, V.= {V}} es un potencial discreto de barrera el cual es 0 en todo Z/ excepto
en el origen, donde tiene altura 7. Suponga ademés que £ = 4 + v2(e), v > 0,
y — 07, ¢ — 0T. Por un proceso anélogo al precedente también tenemos que
y = mhe/2 + O(?).

Consideremos ahora la Ec. (1.2.1) en el caso en que

Vi=£m Z O (3.2.15)

N € N, siendo 5]-15 la funcién delta de Kronecker, es decir, V es un potencial discreto
de barrera (tomando el signo + en (3.2.15)) o pozo (tomando el signo —), potencial
que tiene altura o profundidad 7, respectivamente, sobre [—NA, Nb], y que vale 0 en
cualquier otro lugar. Suponga que E = 4+ y?(e) (para la barrera) o £ = —3?(¢) (para
el pozo), B, v > 0, 8,7y — 0T, ¢ — 0T. Por un proceso anilogo a los previos de esta

seccién tenemos que en estos casos 3 = y = (2N + 1)mhe/2 + O(e?).



Capitulo 4

LA UNICIDAD DE LOS
VALORES PROPIOS

4.1. UNICIDAD DEL VALOR PROPIO PARA EL CASO
CONTINUO

Introduzcamos la siguiente

Definicién 9. Definimos el operador de Schrédinger H, como aquel que acttia en el

lado izquierdo de la Ec. (1.1.1), es decir,

2
— + eVi(x). (4.1.1)

La existencia y unicidad del valor propio E = —u?(e), u > 0, u — 0", ¢ — 07, para
el problema (1.1.1) enunciado en el primer capitulo de esta tesis, queda manifiesta en

el siguiente hecho importante, que estd probado en [45].

31
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Afirmacion 8. Existe €9 > 0 tal que para todo € tal que 0 < € < & el operador HL, tiene
un valor propio tinico E¢, que estd localizado a la izquierda del espectro esencial [0, 00) y

una funcion propia iinica (salvo por un factor constante) W del espacio Ly(R), i.e.,

H. U, = E. .. (4.1.2)

Vamos a abordar en esta seccién la cuestién de la unicidad de tal valor propio, la cual
podemos ver de la siguiente manera.

Consideremos primeramente el operador A tal que

[HU](x) = — 0" (x) + Ux) ¥ () (4.1.3)

definido sobre funciones con dominio R,. Denotamos por N_(#) el nimero de valo-
res propios negativos (contadas sus multiplicidades) de A, estableciendo que N_(H) =
+00 si este nimero es infinito o si hay al menos un punto no aislado del espectro sobre

(—00, 0). Vamos a representar el potencial U(x) como la suma
Ul) = Uslx) + U_(x)
donde Ui(x) = méx{U(x),0} (llamado parte positiva de U(x)) y U_(x) =

min{U(x),0} (lamado parte negativa de U (x)).

Recordemos las siguientes definiciones (véase [4]).

Definicion 10. Se dice que el potencial U (x) estd acotado por debajo si
Ul) =2 —Co, x€R,

para alguna Cy € R.
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Definicion 11. Se dice que U(x) es localmente acotado sobre R si

esssup |U(x)| < 0o
x€K

para cada conjunto compacto K C R.

Tenemos entonces que se cumple el siguiente teorema ([4], Secc. 2.5, 3., Teorema
5.3). La demostracién se basa en el lema de Glazman (véase Lema 26 en el Apéndice)

y la omitimos aqui.

Teorema 9. Sea H un operador de la forma (4.1.3) sobre R y suponga que el potencial es
localmente acotado, acotado por debajo y que tiene una parte negativa U_(x). Sea N_ (ﬁ )

el niimero de sus valores propios negativos. Entonces
N_(H) <1+ /R x| | U_ (x)| dx. (4.1.4)
Note que H; es un operador de la forma (4.1.3) con
Ulx) = eV (). (4.1.5)

Como V(x) € C§°, entonces el potencial (4.1.5) cumple con las condiciones del
potencial del Teorema 9. Luego aplicamos dicho teorema para H = H,, por lo cual la

estimacidn (4.1.4) se convierte en

N_(H) <1+ 5/ ||| V_ () |,
supp V' (x)

lo cual muestra que para ¢ suficientemente pequeiio el valor propio de H; (o sea del

problema (1.1.1)) es dnico.
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4.2. UNICIDAD DE LOS VALORES PROPIOS PARA EL
CASO DISCRETO

De igual manera, supongamos que existe algin valor propio £ = —f 2(g), B >0,
B — 07, ¢ — 07, para el problema (1.2.1) enunciado en el primer capitulo de esta
tesis. Vamos a abordar en esta seccion la cuestion de la unicidad de tal valor propio.

Definimos ahora el siguiente operador.

Definicién 12. Sea el operador [/:[dl,h,s : £ — £ tal que

Hy, pefthit = {= (i1 — 245 + ) /H — mosxi— i, (DY}

siendo R la referida en (1.2.2), es decir, la mitad de la longitud de algin intervalo

centrado en el origen que contenga al soporte de {V;}, y mq el definido en (1.2.3).

Observemos que este operador ]/_\Idl,h,s es un caso particular del operador ]/:Id,h,s-
Lo podemos ver sustituyendo en el lado izquierdo de la Ec. (2.2.1) el potencial V; dado
por el signo negativo de (3.2.15), con m = mo y N = [R]. El potencial discreto del
operador ]/:[dl, h,e € un pozo rectangular de profundidad my que va de —[R]4 a [R]A.

Este potencial lo expresaremos como

{Vin} = =mo {xgjez>lji<rr )} -

Recordemos que Hy, 5. y Hy ) son autoadjuntos (véase la Nota 3). Por otra parte
tenemos que los potenciales de ambos operadores estan acotados por debajo por —m,

a saber,

=

—my <

AN
=~

jEL (4.2.1)
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Luego Hy, 5 y Hy e son operadores que estin acotados por debajo. En efecto, ob-
servemos que —Dyg ;% es un operador no negativo ya que pasando a la transformada

de Fourier F de su interpolacién de Whittaker-Kotelnikov tenemos

oKot 4 n/h N
(Dt h — T2 T = o

de lo cual se tiene que

(Hap el A1) 2 e Vil = —emo| {} 3,00
j

También, de (4.2.1) y del hecho de que el dominio de definicién de estos operadores
es todo el espacio de Hilbert £,(Z) puede verse que

Hy, pe < Hype-
Luego podemos aplicar el Teorema 28 del Apéndice haciendo 77 = I/-\[d] he 12 =
]/_\Id,h,s y A = 0 para concluir que

N (0; ﬁd,b,s) <1
para € suficientemente pequefo, ya que
N (05 By e) =1

para € suficientemente pequeno segtn las conclusiones del capitulo anterior. Asi, hemos
mostrado que para ¢ suficientemente pequeno el valor propio del operador I/-\[d] he (0
sea del problema (1.2.1), £ = —f3 2), si existe, es tnico. En el séptimo capitulo de esta
tesis se demuestra constructivamente esa existencia.

De manera aniloga, supongamos que existe algtin valor propio £ = 4/h* + y*(e),

¥ >0,y — 0", & — 0T, parael problema (1.2.1) enunciado en el primer capitulo de
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esta tesis. Se tiene que también se presenta la unicidad de tal valor propio. En efecto,

la Ec. (1.2.1) con las condiciones ahora mencionadas se puede reducir a
1
7 G +24 4+ da) — eV = =Yg, {4} e b,

Definimos ahora los siguientes operadores.

Definicién 13. Sea ]flé pe b2 — €3 tal que
= 2
Hiy G} = Day/ {4} + eV i, (4.2.2)

donde Dy ;" : €5 — £; es tal que acttia de la forma

Dy (B} = B + 20+ 4}

Definiciéon 14. Sea el operador ]/-\I(’i] ye i b2 — £y tal que

Hy oy A} = {1 + 245+ g0/ — mpexi—im, ()}

siendo R la referida en (1.2.2), es decir, la mitad de la longitud de algin intervalo
centrado en el origen que contenga al soporte de { V;}, y m el que corresponde a V}/

segtin la definicién dada en (1.2.3).
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Note que ﬁél . €8 un caso particular de ]/:]é, 5. Como se dalaigualdad (2.2.3), el
operador Dy h,z es simétrico y, por su dominio de definicién, autoadjunto. El operador
de multiplicacién por una sucesién finita cuyo resultado es la sucesién en el tltimo
término de (4.2.2), es autoadjunto y compacto en £€2(Z), ya que la simetria de dicho
operador viene de que V' € Ry la compacidad se ve de manera similar a como se hizo
para el operador de multiplicacién por una sucesién finita de la Seccién 2.2. Tenemos
entonces que ﬁél, heV ]/:]('17 5 son también autoadjuntos. Ademds los potenciales de

ambos operadores estin acotados por debajo por —mz:

—my < Vi)' <V, jeL (4.2.3)

Por ello H} , .y Hy . estin acotados por debajo, ya que deb/Z es un operador no

negativo, a saber,

Kot 4 n/h _
(Das (i} Aty — 25— / cos” 2| Ty(p) Pdp > 0,

—n/h
de lo cual
(Hyp A A4} > —em{d}50-

También, de (4.2.3) y del hecho de que el dominio de definicién de estos operadores
es £2(Z), puede verse que

Ty Ty
Hy pe < Hype

Luego podemos aplicar el Teorema 28 del Apéndice haciendo 77 = ]/-\[‘;1 pe 12 =
]/-\I(’M],s y A = 0 para concluir que

N (0; Erj{’h’s> <1
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para € suficientemente pequefo, ya que
N (05 By ) =1

para ¢ suficientemente pequefio segin lo dicho en el tltimo pérrafo del capitulo an-
terior. Asi, hemos mostrado que para ¢ suficientemente pequefio el valor propio del
operador Hc/h,h,s (o sea del problema (1.2.1), £ = 4/52 + v?), si existe, es tnico. En

el séptimo capitulo de esta tesis se demuestra constructivamente esa existencia.



Capitulo 5

EL CASO CONTINUO

5.1. LA APROXIMACION ASINTOTICA PARA EL CASO
CONTINUO.

Como dijimos en la Introduccién, nuestro primer acercamiento es el dado en [51],
[52], a saber, la construccién de una aproximacién asintdtica a la solucién de la

Ec. (1.1.1). En esta seccién daremos, considerando

/ V(x)dx < 0 (5.1.1)
R

en dicha ecuacidn, la construccién de una asintética uniforme ¥, de la funcién propia

normalizada ¥ con el primer método de Zhevandrov-Merzon. Tal asintdtica estd dada

por

)

c(€)Un / e @0(p) + ar(p) + - - - + €"a,(p)
,(x) = i 4
® R i ?

39
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n=0,1,2, ...,y pertenece al valor propio

E=—u2+ 0@, (5.1.2)

donde se tiene que

Un = E(ﬁ0+5/81 ++6n/8n)a

__ [y _ Ve
/80 - \/;V(O)v ﬂO(P) - v(o))

O = &y +dhe -+ de”), do =122,
T

siendo B, ..., By, do, di1, ..., d, y las funciones 4y, ..., a, determinados por los
sistemas de ecuaciones (5.1.19)—(5.1.24) y (5.1.42). Por tanto, ¥, satisface las condi-

ciones

|@,[| =1+ 0", (5.1.3)

|@ — @, = O(*"/?)  cuando € — 07, (5.1.4)

La norma es la de L(R) y [|O(e”™)|| < Const&"™!. La construccién para cuando
f V (x)dx = 0 se modifica ligeramente.
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En efecto, aplicando la transformada de Fourier a (1.1.1) obtenemos

2 - :_L Tl N (A /
(P —E)¥(p) Nor RV(p PYvQR)dp'. (5.1.5)

Segin el esquema delineado en la introduccién, buscamos la solucién aproximada de

la ecuacién (5.1.5) como lo sugiere (0.0.2), o sea en la forma

~ _ An (P)
(;bn (P) - gB}’lpz + SZB% )

(5.1.6)
con  A,(p) = ao(p) + car1(p) + ... + " a(p)

para buscar la asintética respecto a €, suponiendo que #¢(p) # 0 y denotando ex-

plicitamente

B,=fo+ebi+...+ "B, (5.1.7)

El nivel de energia aproximado es

E,= —&"B. (5.1.8)

n

Buscaremos la solucién que satisface las condiciones de normalizacién

a0(0) =1, 40 =0, k=2 ...,n (5.1.9)
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Posteriormente multiplicaremos la solucién aproximada (5.1.6) por cierta constante
c(e) para que la norma de la funcién propia (ya asi normalizada) ¥ sea de orden
1 + O(e"t1). Esto es necesario para la aplicacién de los dos Lemas bésicos 12 y 13,
que proveerdn un fundamento riguroso de este método.

Nuestra meta es construir valores de 31, ..., 8, y funciones 4¢(p), ..., a,(p)
de manera que (Tbn(p) satisfaga la ecuacién (5.1.5) hasta un orden O(¢”*?), donde

|O(e""2)|| < Const &2, y la norma aqui es entendida en el sentido de ;.

Retomando la demostracién de la asintética del Teorema 1, sustituimos (5.1.6) y

(5.1.8) en (5.1.5), obteniendo una ecuacién equivalente

&B, [ Vip—pApdy
anAn(p):—m/R @plzfrezg’z)p. (5.1.10)

En este punto requeriremos un lema auxiliar sobre las expansiones asintdticas de inte-

grales de la forma

9,2 Je

5.1.11
R22+‘u2 ( )

cuando u — 0, donde ¢(p, z) es una funcién entera en z y @(p,# + si) pertenece
a S(R,) (al espacio de Schwarz en cada recta del plano complejo paralela al eje real)
uniformemente en p € R. Hay varios métodos para calcular tal asintética (véase [11]);
para nuestro caso el método més conveniente es el basado en el cilculo de residuos.

Introducimos en el plano complejo C el contorno (vedse Fig. 5):

I:=(—00,~11U{p+ig:p*+4* =1, g >0} U[l,0c0). (5.1.12)
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Figura 5.1: Contornos I'y y I'.

Lema 10. Sea ¢(z) una funcion entera tal que ¢(t) € S(R), t € R. Entonces cuando
u—0*

o(2)dz Z ga(z)dz ([ng) ¥(2)dz
R+ P r 202 4 2)
® (0
+ {Z(z}u)k—? k,( )
¢ k=0 ’

- \n+1 1
n %/ (1— z)nga(n+1)(l'luz)dz} , (5.1.13)
0

7!

para todo m € N, donde oy, = (1 + (—l)k)(—l)k/z/Z, E=0,1,..., n

Demostracién. Consideremos la integral f o2 +Z§’ donde

| i={z:2=1t+0i t € (—00,0]}
U{z:z=1t,t€[0,u—1l, n< u}
U{z:z=iu+ 5" 0¢c[-3n/2,1/2]}
U{z:z2=@u—n—20ite0,u—nl}
U{z : 2=1t+4+0i, 1€ [0,00)}
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(indicado con linea continua en la Fig. 5.1, siendo I" el camino indicado con linea

punteada).

pl2)dz __ P(2)dz P(z)dz :
Tenemos que || [ fR 2 T J Cy b donde C,, denota la circunfer-

encia con centro en 7u y de radio 7 recorrida en sentido de las manecillas del reloj; esta

tltima integral resulta —27iRes,—;, [ga(z) /7% + y2]. Como la funcién ¢(z)/z* + p?
s6lo tiene singularidades en =+ 7u, las integrales de la misma a lo largo de I'; y I” son

iguales y consecuentemente

v(2)dz / ¥(2)dz T
- g _ — . R 4
R/zzﬂ‘z St o o119

Como p — 0, |u?/z*| < 1 para z en I'. Reconocemos entonces en el tltimo inte-

grando una serie geométrica convergente, por lo que esa integral es

o(z) m [uz J [uz m+-1 [uz
I ;(‘—)+ = 7))
J =

para cada m € N, la cual, definiendo ¥ = 2j y n = 2m, puede escribirse en la forma
de los dos primeros términos del segundo miembro de (5.1.13).

Por otra parte, segin el desarrollo finito de McLaurin para ¢ (que es entera),

LN () i
i) = Y- S+ [T g e
—o . - Jo

Factorizando (i)” en el integrando, haciendo z = {/iu, simplificando y sustituyendo
este resultado en el Gltimo término del miembro derecho de (5.1.14), obtenemos el

tercer término de (5.1.13). O
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Desarrollando el lado izquierdo de (5.1.10) en € y usando (5.1.6) y (5.1.7), obte-

nemos

n+t1 k—1
eB,Aup) =) ¢ <Z ﬁlWell(P))

k=1 =0 (5.1.15)
+ €n+2Rn+2(3757 Zl)?
dondeﬁ’ = Bo, b1, .-, Bu)ra = (a0, a1, .., @) y Ryt2(:, -, -) es un polinomio
en sus argumentos. Sustituyendo
U= Un = €By, (5.1.16)

y ¢(2) = €B, 1~/(p —2)A,(z) en el Lema 10, calculando los coeficientes de €°, &', & y
observando también cémo figuran B, ..., By—1, @42, @y—1, a, en los coeficientes de

€”, obtenemos el desarrollo de la integral en el lado derecho de la ecuacién (5.1.10):

v(p — 2)A,(2)dz
EB”/R z* + B2

7ap(0)V (p)

TJr Z2

— €T {,30

—m@?@}

- ~ Vip —
iag(0) V' (p) — iay(0)V (p) — 1/ ¢—2 ao(z)a’z]
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- 32”{ fo

- - 1 [ Vip—
mmeﬁo—mﬁmV@»——/“ @zzbwmﬁ]
TJr Z
- - 1 -
+5; Bao(O) V" (p) — ag(0) V' (p) + 546’(0) V(p)}

- - Vip —
iag(0) V' (p) — iay(0)V (p) — % /F (Pzz Z)ao(z)a’z]

+5i

—@@?@}

Zh

—\/ZrnZi gk{/ Vip—2)Si (Boj—1, @04—1(2), 2) dz
k=3 r

#20 (Foacs s 0. 70 71 70) |

22

_ N Ty
—ﬁ{mk%mwvwm;mww—%ﬁ @z%H@%

~ - 1 -
+55 Bdn—z(o) V" (p) — 2, ,(0)V'(p) + 542_2(0) V(p)]

_ Ty
-wlﬁﬁ@ww—%4@v@—%A(PZ%4@%

Z2
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z n

+ / v(P _Z)Tn (53,71—27 Z12,71—3(Z)) dz
r

Ry (Broas 20, 40, VO, ... TOp)

+ B p

. _ Ty
a0 (0) V' () — idy(O)V (p) — ~ /F (Pzz z)ao(z)dz]

—%@?@}

+(-:”+1{/ V(p —2)S1 (B, a2), 2) do
r

Zht1(22 + €2 B2)

211 (B & 7O, V), V), ... V7))

1 (5.1.17)
+ /0 (a —z)”QnH(,@, e, a7(ieB,z), V(p — icB,a), ...,
Vo — iean)) dz},
donde
Bov =Gy -\ B, 4y ,(2) = (a,,(2), ..., 4,(2)), pr <r,
B=Go -, B az) = (a02), ..., 4,(2), (5.1.18)
@@= (a0, o), @ = (@, ),

:(ilvilv"'7in)7 lkS”"’L
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Sp Ppparak = 3, ..., n— 1, T, Ry, Syt15 Pur1, Quy1 son polinomios de sus
argumentos que contienen solamente los términos proporcionales a potencias de V' (p)
(0 a potencias de V (p — ieB,z) para Q,41) y sus derivadas.

Multiplicando la expresién obtenida por —¢/+/27 e igualando en (5.1.10) a cero

los coeficientes de &, k& = 1, ..., n+ 1, obtenemos el sistema para B, a;, k =
0,1, ..., n
Poar(p) = — \/gﬂo(o)f/(ﬁ), (5.1.19)
Boai(p) + Brao(p)
- \/g {ﬁo a0V () — iah(O) V() — / i ~2) ﬂo(z)ﬂ’z]
TJr zZ
(5.1.20)
—m@?@}
Boar(p) + Brai(p) + Baao(p)
::Vg{p%[mwm?wo—mum?@y—l/ﬁV@thu@ﬁ]
TJr zZ
+%E@@w@—%@v@+;mw@ﬂ
(5.1.21)

+51

iao(0) V' (p) — idly(0) V (p) — % /F V@Z; 2 ao(z)dz]

— 2,(0) Wp)},
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Boaz(p) + Brax(p) + Baar (p) + Bzao(p)

- - Vip —
= \/g{ﬁo |:idz (0) V’(p) — l'tllz(O) Vp) — 71[ /F] (pzz 2 a(2) dz}

8] 3007 () - 407 () + 34O p)

_ _ Ty —
+ 5 [im O)V'(p) — a1 (0)V (p) — % /F (Pz2 Z)ﬂl (2) a’Z} + ...

_ _ T
s [mo«» V)~ iy OV ()~ - /F 272 e dz}

—@@V@} (5.1.22)

Boar(p) + Prag—1(p) + - - - + Brao(p)

:/ i;(P —2)8; (ﬁo,kfl) g j—1(2), Z) dz
r

Zh

+ 2 (Bosrs @40, V) V), o, VO)  (5.1.23)
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Boan(p) + Bra,—1(p) + Poan—2(p) + ... + Bu—1a1(p) + Buao(p)

- - Vip—
= \/g { ﬁO [Zdnl(O) V/(P) - l'll;_l (0) V(P) - l / (P b} Z) ﬂnl(z)dt]
TJr Z

8| 30207~ A OT )+ 307

+ 5
4 / ‘7(]7—2)Tn (IB3,71—27 212771_3(2)) dz
r

_ N Ty
iy OV(p) — id, OV ()~ - [ T Z)an_z<z)dz]

TJr

Z In

+ By (B2s 8,30, V), s V)

+ﬁn—1

_ N T
i OV )~ iay OV ()~ - [ 2 Z)ﬂo(z)ﬂ'z]

TJr 22

— 4,(0) Wp)} (5.1.24)

Notemos que la ecuacién (5.1.24) da las primeras cuatro ecuaciones (5.1.19)—(5.1.22)
si sustituimos 0, 1, 2, 3 en lugar de 7, respectivamente y hacemos 0 los términos
con dos indices el primero siendo menor que el segundo y los términos con indices

negativos.

Lema 11. El sistema (5.1.19)-(5.1.24) tiene una solucién tinica bajo las condiciones
ay(0) =1, 41(0) = 0, ... (5.1.9) y sus soluciones ay, ..., a, pertenecen a S(R).

Demostracion de la solubilidad iinica del sistema. Poniendo p = 0 en (5.1.19) y

teniendo en cuenta que por (5.1.1) V(0) # 0 obtenemos

Bo = —\/;7(0)- (5.1.25)
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Por la condicién 2q(0) = 1 obtenemos de (5.1.20)

a(p) = —L-. (5.1.26)

Fijemos p = 0 en (5.1.20). Por (5.1.26) y la condicién a;(0) = 0 obtenemos

22

=1 / V@V (5.1.27)
r

Ahora encontremos @ (p) de (5.1.20). Sustituyendo (5.1.25), (5.1.26) y (5.1.27) en

(5.1.20), y tomando en cuenta el hecho de que #¢(0) = 1, obtenemos

i T[T \T TN T
ap) = %)\E 77O - V07
1 V@) V(p—2)
- = d: 5.1.28
V27V (0) /p 2 : o129
V() / VeV
Tavor T 2

Observamos que de hecho #;(0) = 0. Procediendo andlogamente, obtenemos 3, y 4,
suponiendo que conocemos Bo, B1, ..., Bu_1, a0, @15 ... a1,y que 4(0) = 0, k =
2, ..., n— 1. Buscamos 4,(p) tal que #,(0) = 0. Poniendo p = 0 en (5.1.24) y

tomando en cuenta el hecho de que #¢(0) = 1, obtenemos
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B = fo [—z\[ 4,1 (0)V(0) — \/l_ﬂ/ (_Z)z‘;”‘l(z)dz T

+ B 1[1\[ V'(0) — \ﬁﬂo(O)V(O) (5.1.29)

/V( P — 2)a(2) pap
\/_7r r 2 ’

esto es, 3, se determina de forma tnica. Sustituyendo (5.1.29) y Bo, B1, - - - Bu—1> 405

ai, ..., ay—1 en (5.1.24) vemos que a,(p) se determina de forma tnica puesto que
Bo # 0. No es dificil ver que de hecho ,(0) = 0. De esta forma queda probada la
primera afirmacién del Lema 11. &

Asi nos queda probar el hecho de que todas las 2, € S(R).

Afirmacion. a,(p) € SR), £ =0,1,....

Demostracién. Esta afirmacion es obvia para # = 0.
Para la funcién 4;, la misma afirmacién se sigue de (5.1.28), la desigualdad de

Peetre
(14 [02) <29 (14 [0 — o) (1 +0P)

para todo ¥, s € R, y la condicién V(p —2) € S(R4). De hecho, el primero y el tercer
sumandos en el lado derecho de (5.1.28) pertenecen a S(R) porque ?(p) y 1~/’(p)

pertenecen a S(R). El segundo sumando pertenece a S(R) también por la desigualdad
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de Peetre. Demostrémoslo con mis detalle. De la condicién V € S, paraN € N

arbitrario tenemos

2

22 z

o / V@V(p—2)da| _ / V@0V (p— 2) de
P r r

(5.1.30)

< /
r

|

< CkN/ i .
T (122 (4 - 2N

Por la desigualdad de Peetre para s = NV, ) = p, y ¥ = z, obtenemos la declaracién
deseada de (5.1.30). Las aserciones correspondientes para 2; con # > 1 se demuestran

por induccién. De esta forma queda probado el Lema 11. &

Completemos la construccién de la asintdtica buscada. Del Lema 11 y de (5.1.19)—
(5.1.24) se sigue que B, y A,, expresados en términos de los valores S, ..., 3, y las
funciones 4y, ..., 4, mediante (5.1.6), (5.1.7), resuelven la ecuacién (5.1.10) hasta
un orden mayor que O(¢""2) en la norma de Z,(R). Para demostrar esto, considere-
mos el coeficiente de €”*! en (5.1.17). Tenemos que P,; € S(R) uniformemente
con respecto a € € (0, 1] ya que v(p) € S(R). El primer sumando en el coeficiente
en £"T! pertenece a S(R) por la desigualdad de Peetre y la misma inclusién para v
y a;. Finalmente, el tercer sumando en el mismo coeficiente pertenece a S(R) por las

desigualdades siguientes para z, € € (0, 1] y algtin /V:

‘Q,Hl (B, e, ad"(ieB,2), V(p — icB,2), ..., W”)(p—z'eB,,z))‘ (5.1.31)
< 1
T (1+[p—eBa))”

_ 1
2N
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Esto significa que la funcién propia (,an (p) de (5.1.06) resuelve la ecuacién (5.1.5) con E,,
determinado de (5.1.8), (5.1.7) hasta O(e"1?). Més exactamente,

Hethy = E, b, + O("2), (5.1.32)

donde H, es el operador de Schrédinger definido en (4.1.1) que actda en el lado
derecho de (1.1.1) y O(e"1?) se entiende en el sentido de la Z,(R)-norma.

Vamos a usar ahora la siguiente asercién (Lema 1.3 de [29]):

Lema 12. Sea T un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H. Sea u algin
punto sobre la recta real, r la distancia de u al espectro del operador T'. Entonces para cada

2 € D(T) es vilida la siguiente desigualdad.

rllell < (T = well- (5.1.33)

Usando este lema (o el lema similar de [23]), obtenemos, después de la normalizaciéon
(5.1.3), la estimacién (5.1.2) de la manera que describiremos en seguida.

Apliquemos el Lema 12 a nuestra situacién. Para este fin, consideramos el operador
de Schrodinger ]/-\[5 dependiente del pardmetro € como el operador 7" de dicho lema.
El espacio de Hilbert H en nuestro caso es el espacio A),. Usamos la Afirmacién 8.

Nuestro razonamiento es como sigue. Como dijimos en la Introduccién de esta
tesis, de momento, en lugar de encontrar una solucién exacta de (4.1.2), la resolvemos
aproximadamente, 7.e., encontramos un valor propio aproximado E, (vedse (5.1.8))
y una funcién propia ¢, (omitimos aqui el indice ¢ guardando en mente que esta

notacién corresponde a Ec. (4.1.2)). Esto es, hemos probado la igualdad (5.1.32).
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Vamos a sustituir la distancia del valor propio aproximado £, al espectro en vez
de 7 en la desigualdad (5.1.33) y la funcién propia aproximada ¢, en lugar de g. Para
obtener la estimacién requerida para » que es realmente la diferencia entre el valor
propio exacto £ = E; y el valor propio aproximado £, es necesario sélo normalizar
la funcién propia ¢, de acuerdo a (5.1.3) en L(R). A saber, construimos una funcién

propia ¥, que satisface la siguiente condicién de normalizacién:

|, — 1= 0. (5.1.34)

Hacemos esto escogiendo una constante c(¢) tal que, después de multiplicarla por ¢,,,
obtengamos una funcién propia ¥, que satisfaga la estimacién (5.1.34).

De (5.1.6) y la identidad de Parseval sigue que

An( )Zd 1/2
()] = gan|< RW%) . (5.1.35)

Notemos que Sy > 0 por (5.1.25) y (5.1.1). Asi, para ¢ suficientemente pequefio
tenemos |B,| = B,,.

1/2 s analitica en & para € pequefio.

De (5.1.7) se sigue que la expresién (B,)~
También necesitamos la asintdtica de la integral en (5.1.35). Aplicando argumen-
tos similares a aquellos del Lema 10 y tomando en cuenta la analiticidad de B, 1/ 2,

podemos escribir la expansién asintética de la norma (5.1.35):
)l = e/ [(B, @) + -+ + "4(B, ap) + O], € — 0. (5.1.36)

Para obtener el término principal / (ﬁ , Z(p)) de esta expansién, usamos el siguiente



5.1. ASINTOTICA PARA EL CASO CONTINUO 56

método. Cambiando la variable en (5.1.35) p = p (e,#) = u,t, donde u, estd deter-

minado de (6.0.38), obtenemos

1/2
A, (tu, 2ds
H()bn(X)H = 5_1/2(3;1)_1/2 ( R%) . (5137)
Tomando en cuenta (5.1.9) y el hecho que
dt
/Rm = 7'[/2, (5138)

tenemos

Amﬁ,ﬁ@nzz,/zgi (5.1.39)

Vamos a normalizar la funcién propia ¢, seleccionando la constante apropiada c(e).

De (5.1.36) se sigue que esta constante tiene la forma

(&) = e (dy + dye- -+ d &) + O("T3?). (5.1.40)

Multiplicando la expresién (5.1.36) por la que es para |||, obtenemos

c©||hall = dolo + (doly +drlp)e+ -+ -+ (dob, + - - + dulp)e” + OE™™). (5.1.41)
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Ahora es claro que podemos hacer este producto igual a 1 + O(¢"™!). De hecho, para

este fin, es suficiente resolver el sistema de ecuaciones con incognitas d;, i = 0, ..., n:
dolo =1, doly+---+dly=0, k=1,...,n (5.1.42)
Obviamente, esto es posible ya que /y # 0 por (5.1.39). Ademas,

dy = \/2—’50. (5.1.43)

Asi hemos encontrado la constante ¢(¢) tal que la funcién propia aproximada
Wy (x) = c(€)¢n(x) (5.1.44)

satisface la condicién (5.1.34). Es evidente que esta funcién propia normalizada ¥,

satisface (5.1.32) con un nuevo término residual O(¢”? et/ 2, ie.,
H.W, =E, W, + 0E?), n=0,.... (5.1.45)

Ahora sustituyendo ¢ = ¥, en el Lema 12 obtenemos de la estimacién (5.1.33) la

estimacién (5.1.2).

Para obtener la estimacién (5.1.4) para la funcién propia ¥, i.e., para probar que
¥, es la asintética de la funcién propia ¥, también usamos el Lema 1.4 del mismo

libro [29] (o el lema semejante de [23]):
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Lema 13. Sean Ao un wvalor propio aislado de un operador autoadjunto T,
M, = o(T) ~A{ Ao} y dy, la distancia del punto u al conjunto M),. Sea P),, el proyector
sobre el subespacio propio correspondiente al valor propio Aq. Entonces para g € D(T) es

vilida la siguiente desigualdad:

a1 = Prell < (T — wel| (5.1.46)

Aplicamos este lema a nuestra situacién de la siguiente manera. El punto A¢ es la
energia £ que es el valor propio aislado del operador de Schrédinger Hg; M, o €s el
semieje [0, 00), dy, = |E,|- De (5.1.2), (5.1.25), (5.1.1) se sigue que

ae <|E)| < e, aa2>0. (5.1.47)

Ademids, tomamos otra vez la funcién propia aproximada ¥, como g. Entonces de

(5.1.47), la estimacién (5.1.46) y (5.1.45) se sigue que

H v, — <W717 lps> W&:H < C€n+1/27 (5.1.48)

donde (¥, ¥,) significa el producto escalar en L.
Sea ¢ = (¥, ¥,). Note que por la desigualdad de Schwarz, (5.1.3), y (5.1.34),
les] < 14 O(e"™1). De esta desigualdad y de (5.1.48) obtenemos

Hwn - ¢€|| = ||¢n —ceWet Ve — WEH

< OV 4 |ee — 1
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< O(gn-‘rl/l).

Asi, hemos construido la asintética con la aproximacién deseada. &

5.2. LA SOLUCION EXACTA PARA EL CASO
CONTINUO

La aproximacidn asintdtica construida en la seccién anterior resulta ser exacta en reali-

dad. La forma de mostrarlo se vera a continuacién. Como se mencion en la introduc-

cién, es natural buscar la solucién de la ecuacién (1.1.1), con £ = —yz, en la forma
o A(P, 6)

U(p,e) = 5. (5.2.1)
p2 + ‘u2

Sustituyendo (5.2.1) en (0.0.1) tenemos

& [V =pAp)dy
Alp) = Nor /R P (5.2.2)

Nuevamente observamos que el integrando en (6.0.14) es singular en el origen cuando
¢ = 0, el limite de 4 cuando € — 0. Por lo tanto nos gustarfa cambiar el contorno
de integracién en el plano complejo de forma que las singularidades z = £iu estén

alejadas de él. Para este fin, introducimos la siguiente

Definicion 15. En el plano complejo, sea B, la banda {z € C, |Imz| < 4}, 2 > 1.
Denotamos por (2 el espacio de funciones analiticas acotadas en B, las cuales son

continuas en su cerradura. Usamos la norma del supremo en £2, ||¢|| = sup |¢(z)]
2€EB,
para todo ¢ € {2.
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Suponga que A(z) pertenece a §2 (después probaremos que éste es en efecto el caso)

y consideramos nuevamente el contorno I” (véase Fig. 5.2).

Figura 5.2: Contorno I'.

Por el teorema del residuo de Cauchy,

/ Vip— QAQAS _ [ Vip— DAQAL
R

iy o
2 T a2 + pV(p — i A(i).

donde I~/(z) es la continuacién analitica de Y~/(p) al plano complejo. De aqui que

(6.0.14) se convierta en

_ € V(z — DAQ _ me~ . .
Az) = \/ZT/F o2 dl \/;y Viz — iwAGiu). (5.2.3)

Definicion 16. Definimos el operador integral 7}, : £2 — (2 por la férmula

! V(z — OQp(0dl
Tl = = [ FEI% e,

Nota 5. Observe que

1. [7T,9(D](2) es analitica en z porque el integrando es analitico y la integral con-

verge uniformemente en z.
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2. [Tue(Dl(p + 07) € S(R,) si ¢(p + i0) € S(R,). Esto se sigue de la desigualdad
de Peetre [49]

+ 1) < @ 0= PHa )y, .24

vélida para todo 0,5 € R, y la condicién 17(])) € S(R,). Probémoslo con mas
detalle. Para V€ N arbitrario, de las condiciones ¢(p + 07) € S(R,), la de-
sigualdad |(2 +@2| >1—p?onl,y(5.24) paras =N, =pyd =

obtenemos el resultado deseado:

o [ V=090 e
Plr O+
POV (p— 0 dC 1 .
| < o [ 1006 - .

|d{]
C
= °““/p I+ DM (1 + [p— PV

1+ 1Eh™14¢]
< Const/F T+ A+ )"

para cualquier 4, IV} € N. Poniendo Ny = N +2 en la tltima linea concluimos

que

¢ [ Vo - 9u0de 1 / |4¢]
6? /F 72 < Const Q)" S T+ (5.2.5)

Nota 6. [7,¢()](z) también es analitica en u ya que |1/{| < 1 para { € I' y tenemos

que

:2+y @Z(D . (5.2.6)
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Nota 7. Ademas, 7}, es acotado. En efecto,

| Zupll = sup
ZEBﬂ

1/?(z—c>qo<¢>d:<u I su l/l'V(z—OHd:\
V¥ R R W A

La tltima integral es acotada porque sobre I tenemos [{% + y?| > 1/2, digamos.

Ahora de (5.2.3) se sigue

01+ T)a0)e = -1 £7e — i

donde 1 es el operator identidad. Supongamos que A(7u) = 1 (después probare-
mos que siempre puede suponerse que esto es verdad). Ya que 7, es acotado, €7,

es pequefio, y tenemos
6 - i .
Alz) = —\/gll—l [(1 +e1, g_w) 1V(C— z(u)} (2), (5.2.7)

donde (1 + sTu)*1 es igual a la serie de Neumann correspondiente 2210(— 1)”¢” T‘f.
Aqui Tg = 1. El subindice { — z enfatiza la variable independiente con respecto a la

cual el operador 7}, estd actuando. Ahora (5.2.7) se expresa como

L [reN d[ T
Az) = \/;H;( 1)5’[%,5%1/(( zy)] (2). (5.2.8)

Asi, por el item 1 de la Nota 5, tenemos una serie uniformemente convergente de
funciones analiticas en z sobre B,. Aplicando el teorema de Weierstrass (véase, por

ejemplo, [46], Cap. 6, Teor. 21), concluimos que A(z) es analitica en z € B,.

Nota 8. Aplicando / veces el operador 7}, a una funcién ¢ € 2,/ =1,2..., tenemos
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[T20(D](z)

—ene [ f (@H é; g, =2 =0 529)

Supusimos arriba que A(7u) = 1. Evaluando (5.2.7) en z = 7u y multiplicando por y,

obtenemos la ecuacién secular para u:

u— _\/gg (14 e Te) P~ )] G (5.2.10)
Considere la funcién

F(u,e) = u+ \/ge [(1 teTye..) V(- zp)] (i). (5.2.11)

Sustituyendo nuevamente (1 +e T)f1 por su serie de Neumann en (5.2.11), ésta se

convierta en
Fu,e) = p+ \/ge > (-1'e [T‘i e V= )| (). (5.2.12)
=0

Nota 9. Observemos que (7! ?(C — i)](zu) es analitica en . En efecto, en la Ec.

w¢—z N
(5.2.9) podemos sustituir 7u en lugar de zy V({ — i) en lugar de ¢({), teniendo en

cuenta las expansiones

~ kb _ O (L1)kETH
Viin— ) = Z i kf C1)Hk’ V(— i) = Z (=1) l/e! (O(uk,
k=0 k=0

I I =
e X 7|

n=1 f,=0

(5.2.13)

la dltima en virtud de (5.2.6).
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Asi tenemos que la funcién F(y, ) es analitica en cada argumento, y por el teo-
rema de Hartogs (véanse [8] Secc. 3.1, [15] Cap. I Secc. A, [20] Secc. 2.2), entonces
también es analitica en C%. Ademis, F(0,0) = 0, [0,F1(0,0) = 1, lo Gltimo por el
factor € en el segundo término de (5.2.12). De aqui que, por el teorema de la fun-
cién implicita (véanse [15] Teor. I,B4, [20] Teor. 2.1.2.), la solucién u(e) para u de
la ecuacién secular (5.2.10), la cual tiende a cero cuando € — 0, existe, es Unica y
estd dada por (1.1.2). En efecto, desarrollemos F(u, €) en serie de Taylor. Necesitamos

los siguientes calculos:

[0:F1(0,0) = {\f S0+ D T V- )] (zw}
(0,0)

7r~
- \E V(0), (5.2.14)

[02.F1(0,0) = {\[Z Y+ e {[18 V- zy)](z’y)}/}
¢ (0,0)
:\/g[?m)];:o, (5.2.15)

[2F1(0,0) = {\f Z( ' {[ 7 Vi - zw](z‘y)}:}

2F)(0,0) = {\/72( DU+ 1) 1[ Fan (e l[u)} (zy)}

= V2 { [TV~ )] G )}\MZO:—/F%& (5.2.17)

(0,0)
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Asi tenemos hasta términos de segundo orden la expansién

F(u,e) = u \/71/(0 /wa@—i—.... (5.2.18)
2 Jr <

La ecuacidn secular (5.2.10) es equivalente a F(u, €) = 0, y obtenemos de (5.2.18) la
solucién (1.1.2) a (5.2.10). Ademas, de (5.2.7) tenemos

Ap) = —\/g }% (14 € T, ) V(2= @) | @) (5.2.19)

Nos queda probar que A(p + i0) € S(R,) yA (zp(e)) = 1. Yaque v(p) € S(R,) y por

la desigualdad de Peetre, tenemos que

Cn (1 + [DV]e(Q)] |4¢]
T, < .
([ Tup(D)(p)] < 1+ o)V Jr 12 + 12|
Usando las desigualdades
|4

1+ |2)Y]eQ)| < Cy,

rl&+e -

obtenemos |[7,¢(01(p)] < CyCnC( + [p)~". Similarmente, \[Tﬁgﬂ(l)](p)] <
C]%,C]'VCQ(I + |p|)_N. Por induccién, |[T‘£g0({)](p)| < CIZ\,C]’VC'[(I + LD])_N. De a-

qui que
Const ¢ _ Const
[AQp)| < 1+ |P|)N ‘u(&-) Z y( e (1+ |P’)N

Las derivadas son estimadas andlogamente.



5.2. SOLUCION EXACTA PARA EL CASO CONTINUO 66

Verifiquemos que A(iu(g)) = 1. En efecto,
Aliu(e)) = —\/g ‘%E) [Z;(—n/d [Tlﬁ(e)vgﬂj(:— z'y(e))] (iw©), (5.2.20)
pero, ya que u(¢) satisface (5.2.10) idénticamente, a saber,
u(e) = —\/g(-: [(1 te Ty rm)  V(C— z'y(a))] (iu(e)), (5.2.21)

obtenemos el resultado deseado sustituyendo (5.2.21) en el lado derecho de (5.2.20).

Asi, el Teorema 1 estd probado.



Capitulo 6

LA ASINTOTICA PARA EL CASO
DISCRETO

Como mencionamos en la Introduccién, en este capitulo daremos, considerando
E V; <0. (6.0.1)

enla Ec. (1.2.1), la construccién (con el primer método de Zhevandrov-Merzon, véase
[39]) de un vector propio asintético uniforme ¢, = {gbn]} del vector propio normali-

zado ¢ (en adelante en esta seccién, vamos a omitir pero a tener en mente el subindice

fijo /), dado por

C(E) /n/h ihpj An (P)
G y b, (6.0.2)
& V271 )z %senzh—f + (eB,)? ?

donde

67
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A,(p) = ay(p) + ear(p) + . . . + a,(p), (6.0.3)
(R/H)
ao (P) = [R/h] Z Veilhpja
> =R
j=—R/A
) [R/h]
By=fot+eb++B fo=—3 D, V; (6.0.4)
J=—IR/h]

siendo fi, ..., B,, determinados por el sistema de ecuaciones (6.0.52)—(6.0.57). Las

funciones ;(p), # =1, ..., nson analiticas en
Dy = {z €C|le < 7'5//)}, (6.0.5)

el disco cerrado centrado en el origen y de radio /5, y se determinan por medio del
sistema de ecuaciones (6.0.52)—(6.0.57) también. c(¢) es una constante de normal-

izacién dada por

/2 n 2188
(@) = +dhe -+ dye), dy =TT, (6.0.6)

donde los valores restantes 41, 5, . . ., 4, se determinan mediante el sistema de ecua-

ciones (6.0.81). ¢h , pertenece al valor propio

E=—&B 4 0"/ (6.0.7)
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y satisface las condiciones

I, Il =1+ O™,

(6.0.8)
Hq' - q’n” = O(Enﬂ/z) cuando € — +0,

La norma es la de ¢3(Z). El proceso de construcciéon se modifica ligeramente cuando

[R/h] _
> ik Vi =0

En efecto, por el Lema 7, pasando a la transformada de Fourier en (2.1.15) obte-

nemos para @;(p) la Ec. (2.3.1), que podemos escribir para todo p € R:

(%senzhyp — E) /Sl:/;(p)

n/h —
W(p—p)0,0)dy'. (6.0.9)

h

&
BV @)

—7T

Segin el esquema perfilado en los capitulos anteriores, buscamos la solucién aproxi-

mada de la ecuacién (6.0.9) en la forma (prescindimos del subindice /)

_ A,
i) = — D)

- , (6.0.10)
psen2 7P + &’B2

con A,(p) dado por (6.0.3), para buscar la asintética respecto a €, suponiendo que

ay(p) #Z 0y denotando explicitamente
B,=po+eb+...+ B, (6.0.11)
El nivel de la energia aproximado es

E,= —&B. (6.0.12)
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Buscaremos la solucién que satisface las condiciones de normalizacién
a0(0) =1, 40)=0, ,=2,...,n (6.0.13)

Posteriormente multiplicaremos la solucién aproximada (6.0.10) por cierta constante
¢(¢e) para que la norma de la funcién propia (asi normalizada) ¥ sea de orden 1 +
O(e"t"). Esto es necesario para la aplicacién del Lema basico 12, que proveera de un
fundamento riguroso a este método.

Nuestra meta en esta seccién es construir tales valores de 8o, 51, . . . , 8, y funciones
ay(p), . .., a,(p) de forma que @n (p) satisfaga la ecuacién (6.0.9) hasta O(e"™!), donde
HO(&‘”JFI)HL2 < Const ¢"t!. Sustituyendo (6.0.10) y (6.0.12) en (6.0.9) obtenemos

una ecuacién equivalente

c nt/h W(p—])/)A (p/)dp/
ap=-— [ )y 6.0.14)
d V2n —n/h %senzgp + &?B2

Como vimos en capitulos anteriores, requerimos desarrollos asintdticos que implican

desarrollar a su vez una integral del tipo

[ (6.0.15)
[

;
—x/h/h Fsen?Z + B

cuando § — 0, donde ¢(z) es una funcién analitica en z para |z| < /A en C. Usamos
también el método basado en el calculo de residuos (vedse [11]), s6lo que introducimos
ahora como contorno un pedazo del utilizado en el Capitulo anterior, aquel que va del

punto (—1x/A, 0) al punto (7/h,0) del plano complejo C:

Lyp:=[-n/h,~1U{p+ig:p*+4* =1, ¢> 0} U[1,7/h. (6.0.16)
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Tenemos

/ ¢(2)dz B / ¢(2)dz
N FeEp T pekep
—T/ T s,h

¥(2)dz
Sl By e
rsen® 2 + 32
G

donde C) denota la frontera del semicirculo unitario contenido en el semiplano com-

(6.0.17)

plejo superior recorrida en sentido directo. La funcién

¥(2)
rsen 5 + 52

s6lo tiene como singularidades polos simples, a saber, los puntos 247/h =+ 23 ), k € Z,

donde

2i h [ Pp?
2. = —len (—7’8 +14/1+ TIB> . (6.0.18)

Como 8 — 0, consideraremos que
B < ZSen%, (6.0.19)

siendo de esta manera zg , el tinico polo localizado en el interior del semicirculo men-

cionado, y de esta forma la tltima integral en (6.0.17) es igual a

. z
277 Res %
#=25,) 73sen = +p

Consecuentemente
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/ o(2)dz B / o(2)dz
] ek T ) Rk
— T/ s,h
(6.0.20)
T .
+ m@(l‘zmhb.

4

Atendiendo ahora el dltimo término de (6.0.20), evaluaremos el desarrollo finito de
McLaurin para ¢ (que es analitica en Bn > el disco cerrado con centro en el origen

y radio ©//) en 23 s lo cual enunciaremos con un Lema, haciendo primero unas

definiciones.

Definicién 17. Paracadax = {x,,} ey = {yn}, y» € C,m =0, 1, ..., definimos

cri(y) = js k=1 (6.0.21)

7162 16k

Z o Z )/jz o .)yk.)}j'l(j,k)—jk7 k > 1;
Jj2=0 J#=0

J
dix,y) = xucej—i(y) (6.0.22)
k=0

dondej, =0, 1, ..., /1(j, 4),

7’*]'(") 7
710G == s JO) = a2y @y D jn <jy 1 =2,
r=2 r=2

Lema 14. Sea ¢(2) una funcién analitica en z. Entonces

Wilzs) = 3 dile, DB + U, (h9) + O((hB)"™) (6.0.23)

k=0
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cuando B — 0%, donde

(m)
@ (0) ,
CP:{T’ }

2 (1)
SORTEEHS i)
-1/2, m = 0;
D2,
b=1{6,}, b,=1<{ (—1/8)"tD/2 HO T, mimpars
=
0, m par > 0.

-n+1 n+1 1
U,(hf) = * M”(hf)(/"@) / (1 — 2)" "tV (iZ,(hB)z) dz; (6.0.24)
. 0

n

My(hB) = e, NBBY + OAB)" ),

=0
Zy(hB) = Z (hBY + O((hB)"), ¢ = —dj(a,b),
=1
0, m=0;
a={a,}, a,= -
(—1) ’ -0
m

Demostracién. Evaluemos el desarrollo finito de McLaurin para ¢ en zg j:

il25.| )
o(ilzp|) = 9” ) (i]2p.1)) + - /0 " (i) 24| — £)"dC.

Factorizando (#[zg,4|)" en el integrando, haciendo z = {/i|zg 4| y simplificando ob-

tenemos
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" o®
il =) © k.( (i s*
= (6.0.25)

1 1
T / (1= 2" gD i) g 4| )i 24
"o

Ahora expresemos cada una de las potencias de zg , en serie de potencias de /3. Recor-
daremos para ello coémo es a su vez el desarrollo en serie de potencias de las potencias
de otras series y series dobles de McLaurin que aqui apareceran.

Consideremos las sucesiones a = {,,} yb = {b,,}, 4, b, € R, g =0, 1, ....

Para el desarrollo en serie de potencias de z, z — 0

D bd + 06", by #0, (6.0.26)
j=0
se tiene
n k n
Y bd + 0T | = ayb)d + 06", (6.0.27)
=0 j=0

Vk € N, donde ¢ j(b) se define de acuerdo a (6.0.21). También se cumple

DY aeb) T + 0T = dia b)d + 0", (6.0.28)
k=0 j=0 j=0
J
con d;(a,b) = Z arcrj—k(b) segtin (6.0.22).
=0

Ahora, desarrollando el radical que aparece en (6.0.18) en serie de McLaurin te-

232 ” .
1+ — = ]Z; 2i(hBY + O((hB)" ) (6.0.29)

nemos
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para cada #» € N, con

1, J=0
P = 0, J impar; (6.0.30)
Jh—1
—1)/2 bi— .
(231]')/12 H 2k1]+117 J par > 05
L k1=0

de alli que

P n+1
In (-% /1 @) —1n [ S 508 + 0P |, (6031
7=0

redefiniendo p; = — % Escribiendo (6.0.31) como In(1+vAf) su desarrollo de McLau-

rin es

n

> @k )t + o ()™, (6.0.32)
k=0
con
0, k= 0;
ap =
(_1)1671
o k> 0.

Podemos expresar v en la forma (6.0.26) (con b; = p;11); elevando esta expresién a las
potencias p y 7 + 1 respectivamente, aplicando (6.0.27), sustituyendo los resultados
a su vez en (6.0.32), aplicando a continuacién (6.0.28), y observando que ¢y = 0

llegamos a

n

254 = Z,hB) = > GhBY + O(hP™), = —2d(a,b).

j=1
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De esto

£
‘Zﬁ,ly‘k = {bﬁ (Z ¢ (hBY + O(Uﬂﬁ)"“)) }

j=0

k
= (hp)* { (Z@«(bﬁ)f) + O((laﬁ)”“)} L =g
=0

Aplicando (6.0.27) tenemos

n

254" = (hB)* (Z%(l)(hﬁ)"Jr o((hp)"* 1)) . 1={l}  (6.0.33)

j=0

n

= B a;OBBY + 0",

J=0
n

= > o MEB + 0" ). (6.0.34)

j=0

Sustituyendo esta ultima expresién en (6.0.25) y aplicando luego (6.0.28) nos queda

£=0 j:O

. . ﬁp(k)(o) y . i n+1
Wilzpa) =D | | D s OBB) + 0™

Z'n—H 1 0 (1t1) {
+{ ! /0 (1= 2)" ¢ (1] 25 4| 2) dz
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J=0

x (hB)"™! (Z ot DABY + o<<h,6>"+1>) }

n ®(0) ,
k!

S|

e ;) (BY*
k=0 j=0

n+1 n+1
{ (bﬁ) / 1 - )n (n+1) ( !Zf;(bﬁ)’+0(/ﬂﬁ)”+l)] )

x (Z errr OB + 0<(b,6>"+1)) }

J=0

o((hB)"™

= de«p,l)(/aﬁ)k + Uu(BP) + O™, o {Q q,( L } )
k=0 '
(6.0.35)

sustituyendo (6.0.34) para |z ,|*, £ < n+ 1y (6.0.33) para |z5 5|"*, y donde U, (58)
esta definido en (6.0.24). &

Continuando entonces en la bisqueda del desarrollo de la Ec. (6.0.20), en virtud

de (6.0.35) podemos escribirla como

/ ECLI / _ s
et PE O e
’ 7”” (Z %l D) + Uy (<bﬁ>)+0((bﬁ)”+l)>’ (6.0.36)
By 1+
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Para buscar expresar en series de potencias de § ambos lados de (6.0.36), multipli-

camos ambos lados de la misma por 84/1 + &fz y tenemos

12132 ¥(2)dz
g ”T( / - / )W -
[—n/h,r/h] I, ) pzsen™75 +p

E(Z dk(@al)hkﬁ/@ + Un(bﬁ) + O((/aﬁ)”Jrl)) .

k=0
Sustituyendo (6.0.29) en la ecuacién anterior se tiene

" . (2)dz
ﬁ( s o) ( (—n/ha/hl I, %senz% + p?

j=0

7':(2 Ay, DI B* + U, (hB) + 0((/7,6)"“)) . (6.0.37)

k=0

Expresaremos ahora (6.0.37) como una igualdad entre dos series de potencias de . En

(6.0.37) sustituimos 3 por

eB,, (6.0.38)

o(Q) por ¢,() = Wz — 0A,(D, con W(z — ) continuacién analitica de
W (p — p'); y sustituimos también la primera integral en el lado izquierdo de (6.0.37)
por —A,(z)\/2x/¢, al tener en cuenta (6.0.14). Nos queda

aBn<Z i (ehB,Y + 0((eth)”+1))

=0
X <—An(z)\/ﬁ/6 — \:V(z z_hf)A”(C)d:>

T, 7zsen” 3 + (eB,)?

= n(z di(ep,, 1) (ehB,)* + O((eth)”+1)>, (6.0.39)

k=0
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donde ¢, = {iqgaiq) 0)/ q!}. Definamos el operador integral 7} ; , sobre un espacio
funcional conveniente de forma que, dada una funcién A(z), analitica en un dominio

suficientemente extenso del plano complejo C, la accién de 7 ), , sobre A(z) sea

1 Wiz — 0AdL
V2rJr,, b—@senz%’ + EZB% ’

(75,5,,A1(2) =

Note que 7p,, es acotado, digamos, en la norma del supremo, y como ¢ — 0,

€| 7,5,4|| < 1 para e suficientemente pequefio. Entonces de (7.1.3) se sigue

—\/ann(Z piEW B+ 0(&“/%“3:“))(1 + € 75,,) An(2)

7=0
= 1Y di(ep, DB B, + O(e" T BT,
k=0

donde 1 es el operador identidad. Finalmente tenemos

—V2z <Z piEW B+ O(a"“h"“Bz“))B,,An(z)

=0

= z(1 +5T57;,7n)1(24,6(%,1)5/%’?% - O(s”“b”“BZ“)) (6.0.40)
k=0

Desarrollando el producto B,4,(p) en serie de potencias de € obtenemos

n k
B =3¢ (z ﬁm“@)
k=0 /=0

(6.0.41)

+ €n+1R0,n(€7 IBm Zln)v

donde 8, = (Bo, b1, .-+, Bu)s @ = (a0, 1, ..., a,) y Ry2(-, -, ) es un
polinomio en sus argumentos.

Considerando el lado izquierdo de (6.0.40), sustituimos el producto B,A4,(z) por
la expresién dada por (6.0.41) y A,(z) y B, por los desarrollos (6.0.3)y (6.0.11). Te-

nemos
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—V2n (Z pie B, + 0" pt Bt )>Bn/1n(z)
7=0

m=0 m1 =0

n k
X {Z Ek (Zﬁ[ﬂk_/(z)> + 5n+1R0,n(€7,Bmﬂn)}
k=0

_\/_E{ZP]//EJ<Z ¢Gm(B)e” + €”+1EM(€, ﬁn)>

m=0

_ _m{jﬁopjﬂ‘g/(Zﬁme > (b’“rl 7t [i B gml]n+1>}

+ O</7n+15n+1 |:Z Cn+1,m1(ﬁ)EM1 + 5n+1En+1 n(€ ﬁn):| )}

my =0

{Z e+ e Rl )

= —@f(Z S PGB + (e B) + O(e"“))

7=0 m=0

X <Z E/elk(Z) + 5n+1RO,n(Ealém ﬁn))

= —\/Er(za; PR + " E (e B + O(s”“))

7=0

X (Z iy(z) + "M Ry ﬁnv‘%))
= —Er{ (Z dp, p)ef)(Z s%(z>> + & HE (e, B3 + 0<e”+1>}
i k=0

n k
= zn{z (Z j(p, Bit—;(2) )ek + &y (e, B ) + O™ }

7=0
(6.0.42)

dOHdC p = {18]}’ i/@(z) = Z/;:()ﬁlﬂk,[(z), P= {P;H} y E-,-(') ')x F,-(') ')x F,-('a ) )

son polinomios en sus argumentos.
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En el lado derecho ocuparemos las derivadas de ¢,,({) y por tanto, las de W(z — )
y A, (Q) respecto de {:

(We=0)p= W4, _, .= -WE-0
(Wz—0){ = 1w -0

AP =Y 4 @d
/=0

Aplicando la fé6rmula de Leibniz para derivadas de orden superior de productos tene-

mos

W = ZQ (W(z—0) AL

[@ YW — 03 4 0
=0

7=0

</>( YWz — a7 Qe

/=0 j

Notemos que podemos estimar U,(4f3) sustituyendo

oV (iZ,0B)Y) =

(J)( YWY (3 — iZ,(chB,)0)a) 7 (iZ(hB,)C)e.  (6.0.43)

ZO]O

en (6.0.24).
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Consideremos ahora el lado derecho de (6.0.40). Tenemos que

E D)
Ao, ) =Y 9””].,( Ligi )

j:O
—Z ”_] >y ( )( AW @)l (0)¢!
=0 k1=
:Zghk,xz)s’, (6.0.44)
/=0
donde
g Zk: ZJZ N L TR RIS (6.0.45)
1,4, (2 2z k1]—k1)' / . .0.

Entonces, por sustitucién de (6.0.44) en lugar de (¢, 1) en el primer término del
argumento del operador (1+¢ 75, ,) ! en el lado derecho de (6.0.40), dicho término

puede expresarse como

n n n n k
> i, 08 = 3 (S Gua ) (3 e
=0 =0 Ni=0 =0
= Z hk5k<z gw,;(z)e’)(Z f/e,m(ﬁ)ffm + gn+1E/e7n(6, ﬁ,))
=0 =0 =0
=S #e(S Gunird + o)
=0 =0
= Z Z K G2 + 0(ert)

k=0 [=0

= G + O(e) (6.0.46)
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donde

/
Got(2) =D G1 km(@)ct1—m(B)

m=0

k

Gia(@) =D H"Gampm(2).

m=0

Escribamos el lado derecho de (6.0.40), mediante la sustitucién (6.0.46) en lugar del
primer término del argumento de ( 14¢ T, /,7,,) ! , sustituyendo a su vez esta expresién

de dicho operador por su serie de Neumann, y desarrollemos el producto resultante:

(VT T ) 3 Guet + ()

/=0 k=0

n k
- TC{Z(Z(_l)lngﬁ/,h,ngl,k—l(Z)>E/e + o(e"“)}, (6.0.47)

k=0 /=0

donde 79, =1y Tren = (=11 T35 (1 + € Tp )
Sustituyendo (6.0.42) y (6.0.47) en los lados izquierdo y derecho de (6.0.40) res-

pectivamente, obtenemos la igualdad

no, ok
\/ZT{ (Z dj(P’ p)i/ej(z)> &+ O(E"+1)}

=] ]:O

= E{Z Gi(2)e" + o(e”“)} (6.0.48)

k=0

donde
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k
Grle) = > (=175, Gra (@),

/=0

Notemos que

k
Ge(a) = = Gua(@) + Tppn (D750 G (@)
/=1

k-1
== G2 + 1p, Z(_l)ngf/,’ngl,kfmfl(z)
m=0
=— (G14(&) + T5,G1—1(2)). (6.0.49)

Después, calculando los coeficientes de €%, e, €%, etc., observando también cémo
figuran By, ..., Bu—1, @y—2, ay—1, a, en los coeficientes de €” en ambos lados de
(6.0.48) y teniendo en mente (6.0.49) en el lado derecho de (6.0.48), obtenemos una
igualdad entre dos desarrollos explicitos en serie de potencias de € equivalente a la
ecuacién (6.0.37):

\/2_7r{,50ﬂ0(z) + &(Boar (2) + Prao(2))

3
e <ﬁoﬂz ) + frar () + D0 ”g(Z) + ﬁm@)

n—1 ko=
+ (Z 4(p, @ﬁ/ﬂ/e;z(z)) ¢t
k=3 \j=0 [=0
n n—j
+e (Z %(P7B)ﬁ/ﬂnjz(z)>} + O™
=0 [=0

— 12y (0) W (2)



CAPITULO 6. ASINTOTICA PARA EL CASO DISCRETO 85

+ m{ Bo [ia0(0) W' (2) — iay(0) W (2)]

1 W(z— QW ()
+\/ZT Iy, 74256112/’7{ + &2 B? 20 (0)d ¢ —a1(0) W(Z)}

+ 6271{ fo [ia1 (VW' (2) — id, ()W (2)] + By [iao(0) W' (2) — iap(0) W (2)]

+82 Bao(O) W (z) — ay(0) W' (2) + %aé’ (O)W(Z)]

Wz —

_\/lz_n/p 4 2(hzc +?_sz( o [ia0 Q) W' (Q) — iag(O)W ()] —a1 (0) W ()
L jpsent 3 2
1 W - W

)
V2rJr, %senzh—g‘ + &2 B?

ao(O)dCl>dC — 2(0) W(Z)}

)

n—1 _
+ Z €k7r{Pk (/EO,/efl) _(()l’)k_l(o)v W(Z)7 W,(Z)v cee W(k)(z)>
k=3

1 / W(P_C)g/eq(f)d:}
V21 T, %senz%g—i—ezBﬁ

+ enn{ fo [z’an_l(O) Vi(z) — id,_, (O)W(z)} + By [iay2(0)W'(2) — id,_(0)W(2)]
+5o Ban_z(O) W (z) — d,_,(0)W'(z) + %a;’z(O)W(z)}
+R, (Bg,n,z, &0, W), ..., W(”)(z)>

+Bu-1 [iao(0) W' (2) — iy (0) W (2)]

[ W06,
V21 r,, %senz%g + &2B?

dl — an(O)W(Z)} + 0™

(6.0.50)
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donde
Bpm =G5 -5 B)s 4y, () = (apl Q, ..., ar(C)), n <r,
B=Go, -, B ) = (a0, ..., 4,(0),  (6.0.51)
@@= (af a ), a9 = (@, ),
i=1, 0y ooy b))y < n+1;
Spp Py parak = 3, ..., n—1, T, Ry, Sut1, Pyy1, Qut1 son polinomios de sus

argumentos que contienen solamente los términos proporcionales a potencias de W (z)
(0 a potencias de W(z - z'Z,,(f-:/?B,,)C) para Q,,+1) y sus derivadas.

Ya que sen% < |sen§‘ cuando 1 < |z| < 7y a consecuencia de (6.0.19) se tiene
que |eB,/[(2/h)sen(hl/2)]| < 1 para { € I, si h < 1. Por lo tanto reconocemos en

los integrandos de (6.0.50) una serie geométrica convergente:

1 _ Z 2m g
4 . 2h - 211 47 n -
Jzsen 7{ + 2B h2 sen C "0 7S¢ 75

Hacemos justamente esta sustitucién en (6.0.50) y desarrollamos en serie de McLaurin

W (2). Igualando los coeficientes de ek b= 0, ..., nen ambos lados de la ecuacién
resultante obtenemos el sistema de ecuaciones para B, 4, k=0, 1, ..., m:
T
Goao(s) = — \/;ﬂo(O)W(z), (6.0.52)

Poai(z) + Prao(2)

2 _
= \/g {,30 [iao(O)W/(z) i) (0) W (z) — jﬁ &hg@ﬂo@d@'}

21
r,, sen“>

—2,(0) W(z)}, (6.0.53)
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ot @) + fray(@) + Paao @) + éﬁgao @)

hz
— \E{ Bo [,‘al O)W'(2) — i} (0) W (z) — el Wiz th m(C)dC]

/7 SCn -5

+2 Bao O W (2) — a5 (0)W'(2) + Eﬂg (0) W(z)]

h2
+h [iao(O)W/(z) — iy ()W () — — Wie—9) O o(l)dC]
rJr,, sen2% 5
—2,(0) W(z)}, (6.0.54)
foas(@) + Prar(e) + <3 @) + foan2) + 2B fran(@) + fsao(e)
? W
N \/E{ﬁo [iﬂz(O) W) — iy wie - = [ TE—9 O (0 ”14
2 4 r,, sen’%
+ 4 Bal O W (z) — (W' (2) + 5‘/1'(0) W(zﬁ
1
+ 5 [ﬁiag(O)W(z) 270 0)W'(2)
+ 6:‘46”(0>W(z) - 5%’ OW'(2)
1 . 1! 1 . /l/
+ Elﬂo(O)W (2) — Ezao(O)W (2)
Vi Wi(z — C) ) W(z— )
167 r,, sen4h§ (9 de - 327 Jp ., senz%g dO(OdC]
W -
+ 5 [z’m O)W'(2) — ia) (0)W(z) — — &hg@ﬂl@) d(}
4r I, sen27

+Lo [ao O)W" (2) — 245(0) W' (2) + 44 (0) W(z)]
, ,, b Wiz —
+6 [iﬂo(O)W (@ — idyOW () — - /F Se(z—z%f)ao(o 44

— a3 (O)W(z)} (6.0.55)
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ko k—j

foar(®) + Prag—1(2) + - + Brao(2) + > > dip, B)Bray—j—i(2)
=1 [=0
Wiz — 0S8 (ﬁo,/«—h a9 4—1(0), Sen%g) dl
- /FS’,, senl/e%C
+ P, (ﬁM,l, 0, 0, W), W), ..., wb (z)) (6.0.56)

Boan(2) + Pra,—1(2) + Pray,—2(2) + ... + Br—141(2) + Brao(2)

n ”*j

+ 33" 4(p. BB —i(2)
j=1 1=0
! ./ bz W —_

+82 Bﬂ“m) W'(z) — a, ,(0)W'(2) + %ﬂ;’_z«» W<z>}

» Wz —
+ [m“«» W' (a) = id) ,(O)W (&) — - (Z—z,fanz@d:]

TJr,, sen*Z

N / Wz =T, (B2, 030) dC
Iy,

S
sen’s =

Ry (B2 @30, W), ..., W)

P -
o 00O W)~ idhO W) — 7 | &Mfmoax:]
s,h  SE€N a5

—,(0) W/(z)} (6.0.57)
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Nota 10. Note que la Ec. (6.0.57) da las primeras cuatro Ecs. (6.0.52)—(6.0.55) si
sustituimos 0, 1, 2, 3 en lugar de 7, respectivamente, y hacemos cero tanto los térmi-
nos con dos indices para los que el primer indice es menor que el segundo como los

términos con indices negativos.

Lema 15. El sistema (6.0.52)—(6.0.57) tiene solucion vinica bajo las condiciones ay(0) =

1, 21(0) =0, ..., (6.0.13) y sus soluciones ay, ..., a, son analiticas en Bn/h-

Demostracién. Poniendo p = 0 en (6.0.52) y teniendo en cuenta que por (6.0.1)
(notemos que para p € [—x/h, n/h], W(p) = [V,(x)] (p)

[R/h]
W () = / V,(x)dx = Z V]/ sencr(x/h — j)dx
R R

J=—IR/A

b
=——) V;<0, (6059
\V2r F

es decir, W(0) # 0, obtenemos

Bo = _\/gw(o), (6.0.59)

Por la condicién 2(0) = 1 obtenemos de (6.0.53)

W)
ap(z) = W) (6.0.60)
Fijemos z = 0 en (6.0.53). Por (6.0.60) y la condicién #;(0) = 0 obtenemos
Vi W(QW(—
p=2 [ HOVO b(c Dz (6.0.61)
8 Fs,h Sen2 3

Ahora encontremos 4;(z) de (6.0.53). Sustituyendo (6.0.59), (6.0.60) y (6.0.61) en

(6.0.53), y tomando en cuenta el hecho de que 2¢(0) = 1, obtenemos
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z

a(z) = W‘(O)\/g (W (@)W (0) — W (0)W(z)]
_ W W(QW(z— ) A
421w Jr,  sen?% (6.0.62)

B W(z) W(QW (=0
) e Ac
4\/27‘[(W(0)) r,, sen’%

Observamos que de hecho #;(0) = 0. Procediendo andlogamente, obtenemos 3, y 4,
suponiendo que conocemos Bo, B1, ..., Bu_1> a0, a5 ... an—1,y que 4(0) = 0, kb =
2, ..., n— 1. Buscamos ,(2) tal que 2,(0) = 0. Poniendo z = 0 en (6.0.57) y

tomando en cuenta el hecho de que 2¢(0) = 1, obtenemos

+ ...

PR RNy P [ W08
B = /Bo[ z\ﬁanxowm) T AT S

. T / o E / - hz W(_Qﬂ()(o .
+ B [z\/;W (0) z\/;ao(O)W(O) Nor N, 756112%{ dC] ;

(6.0.63)
esto es, 3, estd determinado de manera tinica. Sustituyendo (6.0.63) y 8o, 1, - -, Bu—1>
ag, ai, ..., ay—1 en (6.0.57) vemos que a,(p) se determina en forma tinica puesto que
Bo # 0. No es dificil ver que de hecho #,,(0) = 0. O

Completemos la prueba del Teorema 1. Del Lema 15 y de (6.0.52)-(6.0.57) se
sigue que B, y A,, expresados en términos de los valores Sy, ..., B, y las funciones 4y,
.., a, mediante (6.0.3), (6.0.11), resuelven la ecuacién (6.0.14) hasta un orden mayor
que O(¢""!) en la norma de Z,(R). Para demostrar esto, consideremos el coeficiente de
e""! en (6.0.50). Tenemos que P11 € Cr, k= 0,1, ..., n,donde Cy es el conjunto
de funciones analiticas en D/, = {z € C 5 |z| < 1/h}, ya que W(z), 4; € C. El

"+1 pertenece a C;, por la finitud del contorno

primer sumando en el coeficiente en &
I, y la misma propiedad para W' y 4;. Finalmente, el tercer sumando en el mismo

coeficiente pertenece a Cy de igual manera.
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Esto significa que la funcién propia g~b,,(p) de (6.0.10) resuelve la ecuacién (6.0.9)
con E, determinado de (6.0.12), (6.0.11) hasta O(¢”t!). Mas exactamente,

Hyethy = Enthy + O, (6.0.64)

donde ]/_\]h,s = —D)* + 6% es el operador discreto de Schrodinger de la Definicién
7 del primer capitulo de esta tesis, cuyo efecto es el hecho en el lado izquierdo de la
Ec. (2.1.15): D;? es el operador discreto de Laplace tal que D)> = —%senzb—éZ7 =
(E/]/z - E,b/z)z, siendo p = —id/dx y E, el operador de traslacién por y tal que
(Eyf1(x) = fle+9),y 17/, estd dado por (2.1.13). O(e"*!) se entiende en el sentido de

la Z,(R)-norma.

Usando nuevamente ahora el Lema 12 (Lema 1.3 de [29], pig. 23, o el lema
similar de [23]), obtenemos, después de la normalizacién (5.1.3), la estimacién (6.0.7)

de la manera que describiremos en seguida.

Consideramos el operador discreto de Schrédinger [/:[/;,s = —D)> + 517/, depen-
diente del pardmetro € como el operador A de dicho lema. El espacio de Hilbert H en
este caso es el espacio L(R). Para aplicar el Lema 12 nuestro razonamiento es como

sigue. De momento entonces, en lugar de encontrar una solucién exacta ¢, de
Hy cthe = Ectfe. (6.0.65)

la resolvemos aproximadamente, i.e., encontramos un valor propio aproximado £,
(vedse (6.0.12)) y una funcién propia aproximada ¢, (omitimos aqui el subindice €
guardando en mente que esta notacion corresponde a la ecuacién (6.0.65)). Esto es,
probamos la igualdad (6.0.64).

Vamos a sustituir la distancia del valor propio aproximado £, al espectro en vez
de 7 en la desigualdad (5.1.33) y la funcién propia aproximada ¢, en lugar de g.
Es necesario s6lo normalizar la funcién propia ¢, de acuerdo a (5.1.3) en L, (R).
A saber, construimos una funcién propia ¥, que satisface la siguiente condicién de

normalizacién:
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| @,]| — 1= O("™). (6.0.66)

Hacemos esto escogiendo una constante c(¢) tal que, después de multiplicarla por ¢,,,
obtengamos una funcién propia ¥, que satisfaga la estimacién (6.0.66).

De (6.0.10) y la identidad de Parseval se sigue que

o) = ([ e "

n/h 2 1/2
:( / [4:(p)"dp > . (6.0.67)

/b | Asen2 + 2B2)2

@l =|

Notemos que By > 0 por (6.0.4) y (6.0.58 ). Asi, para ¢ suficientemente pequefio
tenemos |B,| = B,,.

De (6.0.11) se sigue que la expresion (B,) /2 es analitica en ¢ para & pequefio.
También necesitamos la asintética de la integral en (6.0.67). Para obtener el primer
término de esta expansién, usamos el siguiente método. Hacemos la particién de la

unidad formada por las tres funciones y1,3(p) € C™ tales que y2(p) = y3(—p),
> 4@ =1Ly
j

0, p€ |—n/h,—n/2h| U [rn/2h, n/h];
@) =
1, pel-1/h1/hl,

0, pe [—n/h, 1//7];
@) =
1, pe€ln/2h, n/h].

Luego
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/n/h AZ(p /n/h i}(](ﬁ) 2(p

2
—/h ( sen2 £ hp + 6232 2sen2 oy 5232>

n/h A2(0)d
_ / 1) WP)dp _ (6.0.68)
—n/h (%senzhjp + EZB%)
n/h A2(0)d,
+ / (2 + 13) @) ’2(/’ L — (6.0.69)
—n/h (%senzjﬂ + &‘2Bﬁ>

Haciendo el cambio de variable ¢ = %sen/}—éﬂ en la integral (6.0.68) la podemos escribir

/2/h X1 < arcsen—- )A2 ( arcsenhzq> a’q

—2/h (2 + 523%) 1— /’24_72

_ /ﬁ/’? (g (1 + 0lg) + 0@OW) (1 + Og))dg 0

~Va/h (4 + 2B2)°

ya que sucesivamente (tomando en cuenta las condiciones de normalizacién (6.0.13))

A,(p) = a(p) + OP)O(e), ag(p) = 1+ O@p), A2(p) = 1+ O@p) + O(p)O(e),
/Jarcsen— = O(g) y por ende A2 (barcsen%> = 1+ 0(g) + O(g)O(¢e), y donde

x(g) € C™y

5 P 0, g€ [-2/h,—V2/h| U[V2/h, 2/h];
n(g) = (—arcsen—q> =

b 2 ) a1 21
S [ hsenz, hsenz],

Luego la integral (6.0.70) se puede sucesivamente escribir
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/ﬂ/’] Apgdg /°° A1(g)dg
i (2 + 2B) oo (2 + e2B2)’

_ /oo (14 0(g) + O(9)O(e) ) dq (6.0.71)

—o0 (4% + 2B2)°

donde

x1 (q) A2 (%arcsen%)

Al,n(q) =

estd en Cg° y su serie asintdtica es 1 + O(g) + O(q)O(¢). Haciendo otro cambio de

variable, ¢ = €B,t, en (6.0.71), dicha integral la podemos expresar como

1 (1 + 0P (B, e, t))dt
I

_ —3p3 (T
£V e =25, (S +00)., 6.0.72)

tomando en cuenta (6.0.13) y el hecho que

dt

Por otra parte, la integral (6.0.69) podemos escribirla como

w (2 + 25) D) A2p)edp
16 5 2
UBSpISah sent2 14 627%
%senzip
— At (2 + x3) (@) Const® (1 4+ O(p) + O(p)O(e)) dp
16 sen4%}) (1 + Const® 2e2B2(1 + O(p)))2

1/h<|p|<n/h
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O+ )@ (1+ 0) (1 + O(E*B2))dp

— Const? h* ;
sent?
1/ h<pl<z/h
1 + O(e))d,
= Const” 4 (Xz T X3)(P)(h * (E)) ?
SCH4§
1/h<|pl<=/h
n/h d
— Const® /' / 1OD | o, (6.0.74)
1/h sen47p
ya que csc? B — csczg(l + O(P)) y x2(p) = yx3(—p). Sustituyendo (6.0.72) y

2
(6.0.74) en (6.0.68) y (6.0.69) respectivamente tenemos que

/ /b Ap)dp

2
—n/h (%senzhjp + SZB%)

nt/h
xs)dp + O(e)  (6.0.75)

= 6_33;3 (E + O(E)) + Const? 4 -
2 1/h sen4jﬂ

por lo que la norma

/b 1/2
||| =e=3/2B;3/2 (g + O(¢) + Const® 4*e* B> / 20 - 0(54)>

1/h sen4%p
=28, (5 + 00) e (LT o
" 2 " 2
=g, e 2\/§ (1+ 0@e) (6.0.76)

Aplicando argumentos similares a aquellos del Lema 14 y tomando en cuenta la analiti-

cidad de B, >/ podemos escribir la expansién asintética de la norma (6.0.67):
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X6l
= (B.ap) + ... + &L (B, a(p) + O], e—0. (6.0.77)

Luego, de acuerdo a (6.0.76) el término principal / (/B’ Zt(p)) es

[ 7
ﬁ. (6.0.78)

Vamos a normalizar la funcién propia ¢, seleccionando la constante apropiada c(e).

De (6.0.77) se sigue que esta constante tiene la forma
c(e) = & dy + die + ... + dy") + O@E"/?). (6.0.79)

Multiplicando la expresién (6.0.77) por la que es para |||, obtenemos

@\l = doly + (doh + dilp)e + ... + (doby + -+ + dyly)e”
+ OE™™).  (6.0.80)

Ahora es claro que podemos hacer este producto igual a 1 + O(”!). De hecho, para

este fin, es suficiente resolver el sistema de ecuaciones con incognitas d;, i = 0, ..., n:
dolp =1, dolp+---4+diy=0, k=1,... 5 (6.0.81)

Obviamente, esto es posible ya que /y # 0 por (6.0.78). Ademas,

3
dy = \/ %. (6.0.82)

Asi hemos encontrado la constante ¢(¢) tal que la funcién propia aproximada
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U, (x) = (&) Pul) (6.0.83)

satisface la condicién (6.0.66). Es evidente que esta funcién propia normalizada ¥,

satisface (6.0.64) con un nuevo término residual O(e"T1£3/2), i.e.,
Hy W, = E, 0, + 0", n=0,.... (6.0.84)

Ahora sustituyendo ¢ = ¥, en el Lema 12, obtenemos de la estimacién (5.1.33) la

estimacién (6.0.7).



Capitulo 7

LA SOLUCION EXACTA PARA
EL CASO DISCRETO

7.1. LA SOLUCION EXACTA PARA EL CASO
DISCRETO CON 3} V; NO POSITIVA

Siguiendo las consideraciones heuristicas de la Introduccién y tomando £ = —f32,

[ — 07, ahora es natural, para construir una solucién de la Ec. (2.3.1), buscarla en la

forma (no distinguimos entre ¥, y su continuacién periddica)

Ay(p)
hsen?% 4 g2

W, (p) = (7.1.1)

donde Aj(2) es una funcién analitica en By, y 21/ h-periédica en C. Similarmente
al caso continuo, debemos recordar el hecho de que A,(p) también depende de €y,
ademds, de 4. Sustituyendo en (2.3.1) la funcién ?Pv/, dada por (7.1.1) obtenemos la

ecuacién equivalente

98
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Ayp) = —— /n/h W — )4y’ (7.1.2)
V21 —n/h %SCHZ% + B2

El integrando en (7.1.2) es también singular en el origen cuando 8 = 0. Introducimos

la siguiente

Definicién 18. Denotamos por {2, el espacio de funciones 27/ h-periédicas analiticas
sobre B/, y continuas en su cerradura. Usamos la norma del supremo en £2),, [|¢|| =

sup |¢(2)| paratodo ¢ € (2.
ZEBH/IJ

Nota 11. Note que, por los ceros de la expresion %sen2% + /3, la continuacién
analitica @(z) de /Sl:/;(p) a todo el plano complejo C tiene polos simples 2kn/h=+ zg j,
k € Z, donde zg ) esta dado por (6.0.18). Sin embargo, £z ) son las singularidades
de ¥, en [Rez| < 7/h cuando B — 01, de manera similar a las singularidades de ¥

en B, para el caso continuo.

Cambiamos el contorno de integracién en el plano complejo en tal forma que el
polo z = zg , esté alejado de él. Suponga que A, (z) pertenece a 2, (después probare-
mos que éste es en efecto el caso) e introducimos nuevamente el contorno I’ , (véase

Fig. 2).

Tih T -1 ol lw ’x—:,f";_’.uJ

Figura 7.1: Contorno I ,.

Sifg < %senh%, entonces 25, estd localizado debajo de I’ ;. Por el teorema del residuo



7.1. SOLUCION EXACTA CASO DISCRETO CON V<o 100

de Cauchy,

W — 0A,(0dl

4 2% 2
[777//1,71/}}] thCn ) +ﬁ

= i 2 . T2 ng m

L, > +0 5. zrsen?>: + f3
W — 0A,(0dl bes .
K hzsenﬂg + B2 T3 8 W@ — 25 5)A) (25, )sec >
s,h

Asi (7.1.2) toma la forma

o1+ @< ~ayparfe— [ - OAM‘“)

h
I, %senzf + ,32

= W (p — ilz 5 Ay(i|z,4)). (7.1.3)

Definicién 19. Definimos el operador integral 77 ), : 2, — 2, por la f6rmula

Wz — Do(9dl

, z € 8. (7.1.4)
V2rJr,, %senz%c + B2

[(75,,0(D](2) =

Nota 12. [7,¢(0)](2) € §2, porque el integrando es analitico. Por lo tanto 7,

esta bien definida.

Nota 13. [73 ,¢(0)](2) es analitica en 8 también ya que |8/[(2/h)sen(h{/2)]| < 1
paral €I,y

5~ ToE L T
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Nota 14. Ademais, Ty ) es acotado. En efecto,

1 Tapol = sup | [ X920

s z€D, , V2n I, %senzh—c+l@2
<L ap / P QW = 0de _ Cullgl 4]
V2, Iy e 02 T V2 fsen 4

para alguna constante adecuada Cj ;. Por lo tanto € H Tﬁ,/,H < 1 para ¢ suficientemente

pequefo.

Ahora, de (7.1.3) se sigue que
2/52 . '
—\/E'CIB 14 [(1 +e T‘g h)Ah O](Z) = ﬂ&W(z - ZIZﬁﬁ’)Ah(Z‘Zﬁ’h’),

donde 1 es el operador identidad. Supongamos que A, (|23 4|) = 1 (después probare-

mos que siempre puede suponerse que esto es verdad). Tenemos que
T € —1 .
Ayz) = —\/ji (1 eTpp ) W= ilzuD)| @) 715)
2 hzﬁz
By1+ =

. -1 . .
Ya que €73, es un operador de contraccién, (1 + e Tﬁ,h) es igual a su serie de

Neumann y (7.1.5) se expresa como

Ay(z) = _\/Eihzﬁz Z( l)lgl [Tﬁ/} CHzW(C ’Z{&/,D} (2),
By 1+ =

dOI‘ldC T,é)/;v =1. ASi, por la Nota 12, tenemos una serie uniformemente convergente
k)

de funciones analiticas en z sobre By ). Por lo tanto Aj(z) es analitica en z € By,

([46], Cap. 6, Teor. 21).
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Nota 15. Aplicando / veces el operador 7g ; a una funcién ¢ € £,/ = 1,2...,

tenemos

[75,9(D](=)
/

— -/ W(Cn 1= )
- @9 /2/F/F Il B mdtn == 4=¢ 019

Evaluando en z = i|zg 5|, de (7.1.5) obtenemos la ecuacién secular para f3:

/ h2 32 _
[B 1+ TIB = —\/§€ [(1 +e Tﬁ,h,(—m) IW(C— l"Zﬁth (Z"Zﬁyh’). (7.1.7)

Consideremos la funcién

F,(B,¢)

/ 232 _
=[\/1+ TIB + \/gé‘ [(1 + ¢ 7:/57/,7 Caz) IW(Z— i’z[37/,|)] (l'|Zﬁ7/,|). (7.1.8)

Sustituyendo nuevamente (1 +e¢ Tﬂ/,) ! por su serie de Neumann en (7.1.8), ésta se

convierte en

F,(B,¢)

o PP [F e [ o
Pyrr = 252( 1) {Tﬁ,b,cﬂW(C ilzg 4D | Glzg ). (7.1.9)
=0

Nota 16. Observemos que [T[é b W ({—1i|zg 4|)](i|2p,5|) es analitica en 3. En efec-
to, en la Ec. (7.1.6) podemos sustituir #|zg 5| en lugar de zy W({—i|zg 5|) en lugar de
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9(0), teniendo en cuenta las expansiones W (i|zg | — 1) = D50 #WH (= ))|2p,, /% / £,
W (L — iz ) = Yoo (D FWOQ)|25 ,|F /A,

/ d R S G Vi
— 2k
e e U e D e

n=17% n=1 \ ZSN" 73" 4 —0 725 S

andlogas a (5.2.13), y

|Z,B,/;v|k _ ZCth/eJrjﬁ/eJrj

j=0
con algunos coeficientes explicitos ¢, ;.

Asi tenemos que la funcién F,(8, €) es analitica en cada argumento, y por teorema
de Hartogs (véanse [8] Secc. 3.1, [15] Cap. I Secc. A, [20] Secc. 2.2), es analitica en
C?. Ademas, F,(0,0) = 0, [0F)(0,0) = 1, lo tltimo por el factor € en el segundo
término de (7.1.9). De aqui que, por el teorema de la funcién implicita (véanse [15]
Teor. I,B4, [20] Teor. 2.1.2.), la solucién f,(e) para 3 de la ecuacién secular (7.1.7),
la cual tiende a cero cuando € — 0, existe, es Ginica y estd dada por (1.2.4). En efecto,
desarrollemos (3, €) en serie de Taylor. Analogamente a (5.2.14)—(5.2.17), tenemos
[0:F31(0,0) = \/FW(0), [95.F,1(0,0) = 0, [05F,](0,0) = 0y

W(QW (=0
[8§Fh](070) = - 472/15 :
Fs,h /:'2 sen >
Asi tenemos hasta términos de segundo orden la expansién
T &2 WQwW (-0
FyB,e) =B+ e/ =W(0) — = 7/]{6{{—1—... . (7.1.10)
2 2 s,h hZ Sen2 2

La ecuacién secular (7.1.7) es equivalente a

Fy(B,¢e) =
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y obtenemos, usando la férmula (2.3.2) en (7.1.10), la solucién (1.2.4) a (7.1.7).
Ademis, de (7.1.5) tenemos

4@ \/E €
h = 71\/5 232 (¢
2 pen/1+ 289

X |:(1 +¢€ Tﬂh(s)vhv g_)z)il‘V(C— i‘zﬁh(s),h’)} (z). (7.1.11)

Verifiquemos que Aj(i|zg,(¢) 5|) = 1. En efecto,

. T 15
Ah(llzﬁh(s)vh’) = _\/; /JZﬁZ(s)
b

X [(1 +eTp,e gﬁz)_l W(Z— i|z[3h(€)7/,|)] (i|z{gh(€)7/,|), (7.1.12)

pero, ya que f3(¢) satisface (7.1.7) idénticamente, 7. ¢.,

T €
Byle) = —\/ji
2 /1 n hzﬁg@

X (L4 e Ty 00e) " W(E= i) | (lzeal), (.11

obtenemos el resultado deseado si sustituimos (7.1.13) en el lado derecho de (5.2.20).

Asi, el Teorema 2 estd probado.
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72. LA SOLUCION EXACTA PARA EL CASO
DISCRETO CON 3} V; NO NEGATIVA

Tomemos E = 4/h* + y%, v — 07T ; entonces la Ec. (2.3.1) se convierte en

e n/h

W — ) 0,()dp' 7.2.1
N @ =), )dp ( )

(Freos% + ) By =

enp € [—n/h, n/h). Similarmente a lo anterior, buscamos la solucién en la forma

Dy (p)

B (7.2.2)
%coszh—f + y?

Uy (p) =

donde Dj(2) es una funcién analitica en B/, y 27/h-periédica. Sustituyendo en

(7.2.1) la funcién ,LDV/, dada por (7.2.2) obtenemos la ecuacién equivalente

n/h ! N 1!
Dy(p) = — / W =)Dy (7.2.3)

h/
V21 J—n/h %cosz% + 72

Nota 17. Note que el integrando en el lado derecho de Ec. (7.2.3) es singular en
P = —x/hyp’ = n/hcuando y = 0. Para reducir nuestra ecuacién a una situacién
similar a la de la Seccién 7.1, observemos que ya que se supuso que D), es 271/h-

periddica, tenemos

/0 _ /27r/h W(p _P/)Dh(P/)dP/
—n/h n/h %cosz%/ +vy?

Asi podemos calcular la integral en la Ec. (7.2.3) de 0 a 21/4 con el mismo integrando,
la cual, dentro del nuevo intervalo de integracién, es solamente singular en p’ = 7/h

cuando y = 0 (similarmente al caso discreto con ) | ; Vj no positiva).
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Nota 18. La unica singularidad con parte imaginaria positiva de ¢, (z) en

0 < Rez < 2n/h cuando y — 07 es

_ 2i hy h2y?
Zyy/]:ﬂ'/h—zln<—7+ 1+T>

En forma anéloga a la de la Seccién 7.1, suponemos que Dj(z) € (2, e introducimos

el contorno formado por la traslacién de I ; a la derecha por 7/4:

L.y :=10,7/h—11U{p+iqg : p—7/h)*+q* =1, ¢ > 0}U[r/h+1,27/h]. (7.2.4)

Siy< %senh%, por el teorema del residuo de Cauchy tenemos

h2},2
A (o
4 [02r/5 Jr,

c

) Wip — ODyO4E _ W (p — 2y 5)Dy(2y.5),

%cosM?C + v?
y (7.2.3) se convierte en

[ 2y W(p — ODy(Qd<
1+ —|D 2n/he —
Y y ( W)V 21/ he r, Ay )

= ﬁW(p — z%/,)D/,(z%/,). (725)

Definimos el operador integral 77, : £2, — (2}, por la férmula

1 Wz — Qp(0)dl
T. = :
[ Y7hg0(§)](Z) V2r /Fc’h %C052§ + Y2

Tenemos que [T, ,9({)](2) € £2; y es analitica en y. Ademis, 77, es acotado. Por lo
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tanto € H T%/,H < 1 para € suficientemente pequefio. Ahora, de (7.2.5) se sigue que

202

h
Varn\[14 =5 (1= e 1) DyQ]@ = 7eW (e = 2,,)Dylar,).

Suponiendo Dy(zy,;) = 1, tenemos

) W2, @), (7.2.6)

s e
Dy(2) = \/;71322 [(1 —¢€ TY,/J,CHZ
Ty 1+

la cual se lee

T € >
Dy(z) = \/g 7%% Z ¢ [T)l,,/,, gﬂzW(C— Zy,h)] (2).
Y 1+ = =0

Por lo tanto, D),(2) es analitica en z € By,

Evaluando (7.2.6) en z = 2z, obtenemos la ecuacién secular para y:

hy? _
1+ 20 - \/g e[(1-eTye) W2 727)

Consideremos la funcién

/ hy? _
Gy(v,e) =7y\/1+ TY - \/;E [(1 - ¢ Ty, Cﬂz) 1W(C_ zy,h)} (Zy,h>
22 ©°
=1+ - \/?-: STt W= 2] ().
/=0

Ya que [T W (L — iy)](zy) es analitica en y también, por el teorema de Har-

Y, {—z
togs, tenemos que G)(Y, €) es analitica en C%. Asi, por las igualdades G,(0,0) = 0,
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[0,G](0,0) = 1y el teorema de la funcién implicita, la solucién y(¢) para y de
la ecuacién secular (7.2.7), la cual tiende a cero cuando € — 0, existe y es Gnica.
Esta dada por (1.2.6), ya que expandiendo G(y, €) en serie de Taylor, tenemos, hasta

términos del segundo orden,
T e W(QW (=0
Gyr,e)=ry—e /s WO0) —— | ————d{—....
2 2 izcosz—c
r., b 2

Ademds, por sustitucién de (1.2.6) en (7.2.6) obtenemos D,(z).
En la misma forma que antes, podemos verificar que D) (zy, ) 5) = 1. Asi, el

Teorema 3 estd probado.



Capitulo 8

COMPARACION ENTRE LOS
CASOS DISCRETO Y
CONTINUO

En este capitulo compararemos los modelos continuo y discreto cuando 4/ — 0. Note
que en general, para a un valor fijo de 4, las dos ecuaciones pueden comportarse muy
diferente. Por ejemplo, si el potencial es como se presenta en la Fig. 8.1, el modelo
discreto posee un valor propio positivo 4/ + v7, mientras que el continuo tiene un
valor propio negativo. Sin embargo, probamos que para # — 0 y ¢ suficientemente
pequefio y fijo, el valor propio negativo del problema discreto pasa al del continuo.
Suponemos de ahora en adelante que fR V(x)dx < 0. Necesitaremos los siguientes

hechos.

1. Por la férmula de sumacién de Poisson (véase por ejemplo, [13] Lecc. 37) apli-

cada a (2.3.2), tenemos

W) = V(+2mi/h. (8.0.1)
J

De aqui que, W({) = V() + 0O(h™) para |{] < 7/h.
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V(x)
f f /I\ f
—2h —h 0 h 2h  x
Figura 8.1: Un potencial especial.
2. Lasolucién (6.0.18) de la ecuacién (2.1.4) tiene la forma
25, = iB(1+ O(H%)). (8.0.2)

3. Eloperador 7p j definido por (7.1.4) estd acotado uniformemente en 4, a saber,

(7559l < Cllgll
con C no dependiente de 4. En efecto, por (8.0.1),

[75.50(01(@)] < Const / W - |14l

Fs,h
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< Const{/ (\v(z — Q|+ |V(z — L+ 27/h)|
Iy,
V(e — c—zn//o)\>ydzy
+ [ It 2mmlaa ol

j22
La segunda integral en corchetes es O(h*°), ya que |z — {| < 2n/hy

Cn < CnhY
(1+220) © ali— )™

y la primera, obviamente, es acotada.

|V(z+ 2m/h)| <

(8.0.3)

Por (8.0.1) y (8.0.2), de (7.1.13) tenemos

P _\/g {04 € T 02 V@ dlap )] Glassh + 07}

De aqui que,

u—pB= —\/ge{[(l +eTy)‘1?(:—zp)}(zp)
[+ £ 750) P (E = el Glazal) + owz)}
- —\/g(-:{ [(—aTu)(l +eT,) V(- z"u)} (iw)

— [T (14 e Tps) 7 V(C— iz l) | (l2s.4) + 0(/%)}.
(8.0.4)

Tenemos que por (8.0.2)

V(Z—ilzgsl) = V(¢ —iu) + O — B) + OG?).
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Ahora de (8.0.4) tenemos que
T -1 . )
wmp = Te{ [cemati+em) V- )] (0
- [(—eTW,)(l +eTy,) V(- z'y)] (ilzg,4]) + €O — B) + 0(172)}. (8.0.5)

Ahora bien

[{(1 + sTﬁ,/y,gﬂz)il - (1+ ET%gﬂz)*l} IN/(C— z'y)] (z)

— I:{(1+€Tﬁ,h)1g(T — Tﬁh)} Q} (2) _5( (H_IB)+O(/72)), (8.0.6)

donde

Uple) = [(1 el ) V(- zp)] @),

yaque [(Tu—T5) 9lQ1@) = Ou—F) y [(Ts—Tp 1) Q1) = OU2) para plp-+i0) €
S (Rp), y Uu(p + 70) ciertamente pertenece a S(Rp) como vimos en la Seccién 5.2.
Luego, de (8.0.6) tenemos

(14 e Tps00) " V(2= )] @) = Unlo) + (08 — 1 + O02)).

Por tanto, (8.0.5) se lee

u—p = \f{ T,Uu9] ( zy)—e[Tﬁ,,,U,,(c)](ﬂzﬂ,M)+50(y—ﬁ)+0<h2)}.

De aqui que
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. [ e V=0 V-2
v i (0 T

+eO(u—p) + 0(172)} = \/ge(eO(lu —B) + O(h))

y finalmente tenemos que u — 3 = €O(h?) para ¢ suficientemente pequefio.

En la misma forma, se obtiene que

€

— 00 < z/h.
e (), I <x/

Alp) — A)p) =

Esto implica la aproximacién de las funciones propias correspondientes cuando

h— 0.



Apéndice A

LA DESIGUALDAD DE PEETRE

Recordaremos la desigualdad de Peetre ([43], [49]), usual en casos de estimaciones de
integrales como las que ocupamos. En adelante en esta seccién las letras griegas &, ny A
no se entenderdn en el mismo sentido que en las secciones precedentes. A denotard la
funcién A(&) = (1 + |E|2)1/ 2 definida sobre R”, y mas generalmente escribiremos
e =0+ \f|2)s/2 paras € Ry & e R”.

Lema 16 (Desigualdad de Peetre). Para todo s € R y todo &, 9 € R”, tenemos

(&) < 2HaHE - pr.

Demostracion. La desigualdad triangular para la norma euclidiana en R” nos da

(1+1E) <A+ [E=gl+n) <A +[E= DA+ |7
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asi que

P <A+ <A+ IE- 2+ |gh*

Por otro lado, (1+|5))? < (1+]5))* + (1 —|5))* = 22%(), y estimando (1+ |&— 7|)?

en la misma forma, tenemos asi

1) < 2222(E - AW

Obtenemos la conclusién del Lema 16 paras > 0 simplemente elevando esta desigual-
dad a la potencia s/2. Para s < 0, justamente tenemos que intercambiar &'y 7 para ver

que

A7) <2707 (n =929

que puede reescribirse como

K <274 (= pX().



Apéndice B

ANALISIS ESPECTRAL PARA
OPERADORES
AUTOADJUNTOS

B.. EL TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES
AUTOADJUNTOS

Una familia de ortoproyectores {E; } 1cRr, en un espacio de Hilbert H (para cada A €
R, el operador E; : H — 'H es lineal, continuo y autoadjunto con E3 = E,) se

denomina una familia espectral o resolucién ortogonal de identidad (sobre R) si satisface
1. E;Ey =EyE, =E;, (A < ).

2. E_ =0,E ;o =1, donde 1 es el operador identidad, en la topologia fuerte
de operadores, es decir, E4 o estd definido por (el 7zem anterior garantiza la

existencia del limite)

Eiwu= lim Eu
A—too

para todo # en H.
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3. Eju, con u € 'H, es una funcién continua por la derecha con respecto a A sobre
todo el ¢je, es decir, Ej+ = E, en la topologia fuerte de operadores, donde E,+

estd definido por

E;+u = lim Euu
N, WS A

Ademis, bajo las condiciones mencionadas, para cualquier intervalo [A1, ;] el opera-
dor Epy, 5,1 = E;, — E,, es un ortoproyector (véase [27], Cap. 2, Secc. 4.8). Observe-

mos que de hecho se cumple el siguiente

Teorema 17 ([18], Secc. 10.2, Teor. 2). Para cada u € H la funcién
A— 0,(A) = (Bau, u)

es  mondtona no decreciente y continua por la derecha sobre R, con

Como E; = E, y E{E,,
2
eu(A) = ||Exul]

para todo # € H, A € R (véase [50], Secc. 5.14). Entonces, por la identidad de
polarizacién, para todo #,v € Hy A € R,

2

4 (Eyu,v) = HE;\(u—i- v) 2—HEA(y— u)‘

2
. (B.1.1)

2
— OfluEA(Oflu +v) +0!1HE/\(1/ — Oflu)‘

donde oy = 0 0 a; = isi H es un espacio de Hilbert real o complejo, respectivamente.
Ya que la funcién A — ||Ejw||* es no decreciente para cada w € ‘H, se sigue de (B.1.1)

que la funcién
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A— 0u,(A) = (Eju,v)
es de variacién acotada para todo uy v en ‘H y se puede entonces ver la existencia de
E)\+ y E)\, .

Definicién 20 ([18], Secc. 10.3, Def. 1). Se dice que A es una discontinuidad de salto
deE;siE; —E;- #0.

Podemos entonces definir, para cada familia espectral { £}, })er, un operador lineal,

denotado con la integral

A, = / AdE;, (B.1.2)
R

cuyo dominio de definicién es el subespacio

D(A,) = {u EH : /A2dpu()k) < oo}
R

(suponiendo ademds que es denso) y tal que para todo # € D(A,) yv € H

(Agu,v) E/Adpw,()k).
R

Las integrales fR - dp,(A), fR' -+ dpy »(A) se entienden en el sentido de Stieltjes. De-
cimos que el lado derecho en (B.1.2) es la descomposicién espectral del operador A,
Esta teoria trabaja de forma mas general para cualquier funcién boreliana de 2. En
efecto, cada resolucién ortogonal de identidad {E; };cr define una familia de medidas
de Borel {2, }, ycn de valores complejos sobre los conjuntos de Borel de R (véase,
por ejemplo, [41], Cap. 1), las cuales son generadas por la funcién p, ,(4), u,v € 'H

mediante

(M) = / s,
M

donde M es un conjunto de Borel de R. En efecto, cada m,,, satisface la condicién

de aditividad numerable: si {M,}, £ = 1, 2, ... es una sucesién de conjuntos de
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Borel disjuntos dos a dos, se tiene que mu,v(U/e Mk) =Y, my,(My). Las m, , estin
normalizadas por 72, ,(R) = (u, v).
Cada operador my, en ‘H asociado a cada conjunto de Borel M/ de modo que para

todo u,v € H
(mpru, v) = my, (M),
es un ortoproyector en H. En particular

mRZI,

donde 1 es el operador identidad. Tenemos entonces otra medida m definida sobre los
conjuntos de Borel de R cuyos valores son operadores (véase, por ejemplo, [33], Secc.

6.2) dada por M +— my,. También se usa la denotacién

M

Hablando de manera més general, hacemos la siguiente

Definicion 21 ([40], Secc. 1.5). Cualquier medida € cuyos valores (M) son or-
toproyectores en H y E(R) = 1, denotando aqui con 1 el operador identidad, se

denomina medida espectral en H (definida sobre los conjuntos de Borel de R).

Nota 19. Los ortoproyectores de una familia espectral {E;} cr pueden caracteri-

zarse por una medida espectral, digamos €(g,}, ., mediante la definicién E; =

G{EA})\GR(_OO’ A).

Por otra parte podemos definir, con respecto a una medida espectral € (que tiene

asociada la medida m,, , dada por m,, (M) = ([E(M)]u, v)), el operador lineal

Ag = /M(E (B.1.3)
R

cuyo dominio de definicién es el subespacio
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D(Ag) = {u eH : /Azdmw < oo}
R

(suponiendo ademés que es denso) y tal que paratodo v € D(Ag¢)yv € H

(A gu,v) E/Admuy,,.
R

Ademis se tiene

||A€u||2:/A2dmu,u
R

para todo # € D(A ).

De esta forma es posible definir funciones del operador A ¢ como sigue. Suponga
que la funcién escalar ¢ : R — C es medible respecto a todas las m,,,. Se dice
entonces que es medible con respecto a €. Podemos entonces definir el operador lineal

no acotado

gp(A@) E/Rga()k)d@

como aquel cuyo dominio de definicién es el subespacio

D(@(A@)) = {u cH : / |¢(A)|zdmu,u < oo}
R

(suponiéndolo denso) y

(o(Ae)u,v) = /R oW,

para todo u € D (¢ (A¢)) y v € H. Ademis

lo(Ae)u]? = /R o),

paratodo # € D (ga (A g;)) . Adicionalmente puede verse también que D (ga (Ag)* ) =
D(¢(Ae)y
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o) = /R s0vde,

ie.,

<§9(A@)*”’ ”> :/Rmdmu,y

se satisface para todo # € D(ga (A@)*) yv e H.

Consecuentemente es necesario y suficiente para la autoadjuncién del operador
@(A¢) que la funcién ¢ esté definida sobre R casi siempre (con respecto a la medida
€7). Observamos que para ¢ = 1 tenemos que @(A@) es el operador identidad y
para el caso en que (1) = A obtenemos el operador autoadjunto ¢(Ag) = Ag.
El siguiente teorema de descomposicion espectral para operadores autoadjuntos, que de-
sempefa un papel importante en el analisis espectral de los mismos, explicita que la

situacién precedente es la general.

Teorema 18 ([25] Teor. 10.6-3, [40] Teor. 1.2). Para cada operador autoadjunto T

existe una familia espectral {E) 1} e (medida espectral € 1) vinica tal que
Tl = Aot (Tlpae = A

donde A, 1 es el operador dado por (B.1.2) correspondiente a dicha familia espectral (A ¢,
estd dado segiin (B.1.3)).

B.2. ESPECTRO DE UN OPERADOR

Recordemos ahora algunos conceptos de los espectros de los operadores.

Definicion 22. Sea 7" un operador tal que D(7), T(D(7)) C B, donde B es un
espacio de Banach,y A € C.



B.2. ESPECTRO DE UN OPERADOR 122

1. Si existe una solucién # € D(7T) \ {0} de la ecuacién 7ix = Au, entonces A se
llama un valor propio de T'y u se llama un vector propio que corresponde a A. El
subespacio ker(7"— A) de vectores propios que corresponden a A se llama espacio
propio correspondiente a A ([32], Def. 6.5.1). Se llama multiplicidad del valor
propio A ([16], Secc. 5.1) a la dimensién dim ker(7" — A) de dicho espacio. Se
denomina espectro puntual op(7) de un operador 7" al conjunto de todos los

valores propios de 7.

2.8 Tu = Au no tene soluciones no trivialess en D(T), pero
(T'—= )D(T) # B, se dice que A pertenece al espectro residual de T, A €
or(T). En este caso la variedad lineal (7 — A)D(T))* tiene dimensién positi-

va que se llama de deficiencia de 1.

3. Si la ecuacién Tu = Au tiene sbélo la soluciéon trivial en D(7) vy
("= ND(T) = B, pero (T — A)~! no es acotado, entonces se dice que A

pertenece al espectro continuo de T', A € oc(T).

4. Se llama espectro o(T) del operador 7 al conjunto unién de los espectros pun-

tual, residual y continuo definidos antes, y se denota
o(T) = op(T) U or(T) U oc(T).
A su complemento C \ o(7T") = o(7) se le denomina conjunto resolvente de T

Recordamos algunos resultados importantes al respecto.

Teorema 19. Si A un punto del espectro residual de T, entonces A es un valor propio de

T de multiplicidad igual a la deficiencia de ).

Teorema 20. Sea T un operador simétrico, entonces (Tu, u) es real para u € D(T) y

todos los valores propios son reales.

Teorema 21. Si T es simétrico, entonces los espectros puntudl y continuo son reales.
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Teorema 22. Sea T un operador autoadjunto, entonces su espectro es real y el espectro

residual es vacio (véase, por ejemplo, [30], Teor. 7.6.18).

Corolario. Si T es autoadjunto, entonces
1. A€ o(T)siysélosi (T —AND(T) =H.
2. X es un valor propio si y sélo si (T — A)D(T) # H.

3. A€ oc(T) siysélosi (T — ND(T) # H pero (T — )D(T) = H.

Teorema 23 ([18], Secc. 10.3, Teor. 1). Sea T un operador autoadjunto. op(T) es el
conjunto de todos los puntos de discontinuidad de salto de E; 1.

El operador Py, 7 = E/\g, +—Ej,,7 es un ortoproyector sobre el subespacio propio

correspondiente al valor propio Ag de 7" (véase [27], Cap. 2, Secc. 4.8).

Definiciéon 23 ([16], Def. 5.1). Decimos que {#,} C D(T), u — 0% es una sucesién
de Weyl para el operador 7'y A € Csi

1. ||uy|| = 1 para toda v.
2. (T = X)uy|| — 0 cuando v — 0.

3. #y — 0 cuando u — 0.

Definicion 24 (véanse [25] Secc. 10.4, [30] Def. 7.6.14, [32] Cap. 6 Secc. 5). Sea T
un operador lineal sobre un espacio de Banach complejo B y consideremos el conjunto
de los niimeros A € C para cada uno de los cuales existe en D(7") una sucesioén 3 ),
v — 0" que cumple las dos primeras de condiciones de una sucesién de Weyl para
Ty A. Observe que, por una parte, tal conjunto es subconjunto de o(7’), y por otra,
incluye a op(7"). A dicho conjunto lo llamamos espectro puntual aproximado oap(T) de
Ty a sus elementos A valores propios aproximados de T'. Los vectores u; ,, se denominan

vectores propios aproximados correspondientes a A.
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Nota 20. Se cumple que oc(7") C oap(7) y si or(7) = @, entonces oap(7) = o(7T)
([32] Cap. 6 Secc. 5), por lo que esta tltima igualdad es vélida si 7" es autoadjunto
([7] Lema 4.1.2, [25] Secc. 10.4).

Definicién 25. Un valor propio A de un operador 7 se dice aislado si existe 6 > 0 tal

que o(T) N (A — 8,4+ 06) = {A}.

Definicién 26. Se denomina espectro discreto 64is.(T) de un operador 7" al conjunto

de los valores propios aislados de 7" de multiplicidad finita.

Definicién 27. Sea el operador autoadjunto 7" definido en un espacio de Hilbert H.

La funcién de distribucion del espectro de T la definimos como
N(I; T) = dim [€7()]H, (B.2.1)

donde 7/ C Rees un intervalo arbitrario / C Ry €7 es la medida en la descomposicién

espectral de 7" segtin el Teorema 18.

Esta funcién sirve como una ayuda importante para la localizacién del espectro
de un operador autoadjunto 7. En particular puede ser igual a +00. El caso cuando
N(I; T) < oo es el més interesante. En este caso el espectro de 7 sobre / consiste de
un ndmero finito de valores propios de multiplicidad finita y entonces (B.2.1) es igual
a la suma de sus multiplicidades (véase [40], Secc. 1.11). El espectro discreto de 7" se
puede caracterizar entonces de esta manera (ver [4] Secc. 3.4 1., [7] Lema 4.1.4, [17]

Secc. 6.3, [36] Secc. VII.3):
o4ine(T) = {A € o(T) tales que 36> 0: N((h — 8,1+ 8); T) < oo}.

Definicién 28. Se denomina espectro esencial 0es(1) de un operador 7 al conjunto

Oess ( T) = 0( T) ™ Odisc ( T) .

Hemos asi afadido al espectro continuo:

1. Cualesquiera valores propios incrustados en el espectro continuo o en sus orillas.
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2. Cualesquiera puntos limite del espectro.

3. Valores propios, si los hay, de multiplicidad infinita.

Examinando los varios casos, estd visto que los puntos del espectro esencial pueden
caracterizarse por vectores propios aproximados (posiblemente incluyendo verdaderos
vectores propios) como sigue (ver [16] Secc. 5.1, [17] Teor. 6.3.3, [44] Cap. 1 Teor.
7.9).

Teorema 24. Sea T un operador autoadjunto. Entonces

Oess(T) = {A : existe una sucesion de Weyl {u,} C D(T) para T y )t}. (B.2.2)

Para obtener otras caracterizaciones de dicho espectro esencial podemos sustituir la
condicién de convergencia débil a 0 (izem 3 en la Definicién 23) que se pide a los

vectores unitarios de la sucesién en (B.2.2) por una de las dos condiciones siguientes:

1. Que sean linealmente independientes ([38], Secc. 11.4) o, si se prefiere, mutua-

mente ortogonales (criterio de Weyl, véase [36], Teor. VII.12).

2. Que su sucesién no contenga ninguna subsucesién convergente (véanse [27],

Cap. 2, Secc. 4.8 y [44], Cap. 1, Teor. 4.4).

B.3. EL PRINCIPIO VARIACIONAL PARA
OPERADORES AUTOADJUNTOS

Establecemos el nimero

N T)=N((-00,4); T), A€R. (B.3.1)
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Ya que el Teorema 18 establece la unicidad de la medida en la descomposicién espectral

de 7'y como QS{EA’T}AeR((—OO, A)) = E, 7 por la Nota 19, tenemos que
N(A; T) = dim [QST((—OO,)&))] ‘H = dim [E,\,T]H.
Poniendo N(A™ 5 1) = limy . y<s N(u; T) claramente tenemos

N~ ;T)=dim[E,- 7|H.

Notemos que, en general, N(A1; 7) = lim,_,;+ N(y; T) puede diferir de N At
(por ejemplo, si 7 es el operador de multiplicacién en Z,[0, 1] entonces N(0T; 7) =
+00 mientras que N(0;7) = 0). Sin embargo, si IV (AT; T) es finito, entonces
N@T;T) = N T), es decir, N(A; T) es continua por la derecha.

Para el estudio del espectro es necesario que (B.3.1) pueda expresarse explicita-
mente en términos de la forma cuadratica cerrada que corresponde al operador au-

toadjunto 7"y que definiremos a continuacion.

Definicién 29. Un operador simétrico 7" se dice semiacotado o acotado por debajo si
2
(Tia, u) > c|ull

para algtin ¢ € Ry para todo # € D(T) (véanse [7], Secc. 4.3 y [37], Teorema XIII.1).

Sea

r= inf (T, u).
ueD(T), [Jul|=1

Entonces, si en particular g7 > 0 (g7 > 0), decimos que 7" es un operador 7o negativo
(definido positivo). Eso lo denotamos 7" > 0 (7 > 0).

Ahora sea D(Q) un subespacio lineal denso de H y Q una funcién de valores
complejos definida en D(Q) x D(Q) que es lineal en el primer argumento y hermi-
tiana, z.c., Q(u, v) = Q(v, u) para todo #, v € D(Q). De alli se sigue que la funcién es

lineal conjugada en el segundo argumento. También se tiene que la forma cuadrética
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Q(#) = Q(u, u), donde u € D(Q), tiene valores reales. Q(u, v) puede reconstruirse de

manera Unica a partir de Q(#). Tenemos una definicién anéloga a la anterior.

Definicién 30. Una forma Q se dice semiacotada o acotada por debajo si

Qu) > cllul|?
para algiin ¢ € Ry para todo # € D(Q) (véase [40], Secc. 1.8). Sea

= inf (u).
82 u€D(Q), ||u[|=1 ¢

Entonces, si en particular gg > 0 (gg > 0), decimos que Q es una forma no negativa
(definida positiva). Eso lo denotamos Q > 0 (Q > 0).

Cualquier Q > 0 define una norma || - || en D(Q) dada por ||#/|}, = Q(w),
llamada la Q-norma.
Definicion 31. La forma Q > 0 se dice cerrada (en D(Q)) si D(Q) es completo en la
QQ-norma.

El teorema de Friedrichs establece una correspondencia uno-uno entre formas defi-

nidas positivas cerradas y operadores autoadjuntos definidos positivos.

Teorema 25. 1. A todo operador autoadjunto T > 0 corresponde una tinica forma

cerrada Qr > 0 tal que D(T) C D(Q7) y

(Tu,v) = Qr(u,v)
para todo u € D(T), v € D(Q7).

2. Viceversa, a toda forma cerrada Q > O corresponde un tinico operador autoadjunto

TQ >0 tal que D(TQ) C D(Q) 4

(Tou,v) = Q(u,v) (B.3.2)

para todo u € D(Tg), v € D(Q).
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Siun operador 7"y una forma Q se corresponden uno al otro en el sentido del teorema

anterior, entonces

97 = 8Q- (B.3.3)

Veamos la siguiente definicién.

Definicion 32. Sea ahora QQ una forma semiacotada arbitraria. Decimos que Q es
cerrada si la forma Q.(u) = c||u|* + Q) > 0 tiene la propiedad correspondiente

para algtn (y entonces para todo) ¢ > —g.

Si T es el operador correspodiente a Q,, entonces el operador a ser asociado con
Q es el operador autoadjunto (que es independiente de la eleccién de ¢) T = T¢. — ¢,
el cual es semiacotado y satisface las relaciones (B.3.2) y (B.3.3). Veamos otras defini-

ciones.

Definicion 33. Sea 7" un operador autoadjunto semiacotado. Definimos el dominio-
forma Q(T) de T como aquel dominio D(Q7) de la forma cerrada Q7 que corres-
ponde al operador 7" (véanse [17] Secc. 6.7, [36] Secc. VIIL.G6).

Definicién 34 ([37], Secc. XII1.2). Sean 77y 75 dos operadores autoadjuntos y aco-
tados por debajo. Entonces decimos que 77 < 75 siy sélo si OQ(72) C O(71) y
(Thu,u) < (Tou,u) paratodo u € Q(T3).

Ahora estamos en condiciones de enunciar el principio variacional para operado-
res autoadjuntos, expresado para las funciones N(A7;7) y N(4; T) por medio del
conocido lema de Glazman (véase, por ejemplo, [9], I. Secc. 8.1), el cual sirve como la

versiéon mds adecuada para expresar dichas funciones en términos de Q7.

Lema 26. Sea T un operador autoadjunto acotado por debajo y Dy un subespacio denso

en Q(T) (con respecto a la norma en Q(T)). Entonces para cualquier A € R tenemos

NAT) = méx{dimL : L C Dy, Qr(w) < A|ul|* para todo u € L ~ {0}}
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Lema 27. Para cualquier operador autoadjunto T y A € R tenemos

N T) = mix {dimL . L D(T), Qr(u) < Alul|® para todo u € L}. (B.3.4)

Se cumple entonces el siguiente importante resultado que es una consecuencia de

(B.3.4) (véanse [4], Secc. S1.3, Prop. 3.1 y [40], Teorema 1.6).
Teorema 28. Sean 1 y T, dos operadores autoadjuntos y acotados por debajo tales que

11 < 1. Entonces

N Ty) =2 N(& 1) (B.3.5)

para todo A € R.

Ahora formulamos otra variante del principio variacional para operadores autoad-
juntos. Sea 7" un operador autoadjunto no negativo y sea L cualquier subespacio lineal

finito-dimensional del dominio de 7. Definimos
ML) = sup{(Tu,u) : u € Ly|lul]| = 1}.

Estos nimeros L-dependientes son usados para definir una sucesién no decreciente de

numeros A, de acuerdo a la férmula variacional de Rayleigh-Ritz:
A = inf{A(L) : L C D(T) y dim L = n}. (B.3.6)

En muchas situaciones es posible obtener cotas explicitas de estos nimeros. El sig-
nificado de las mismas se explica por la variante aludida del principio variacional,
conocida como principio de minimax de Courant (véanse [4] Secc. S1.3 Prop. 3.2, [7]
Teor. 4.5.2, [9] Secc. 8.1, [16] Teor. 5.8, [17] Secc. 6.7, [19] Prop. 75.5, [21] Teor.
8.5.3, [37] Secc. XIII.1), a saber.
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Teorema 29. Sea T un operador autoadjunto no negativo y sea 1, definido por (B.3.06).

Si T tiene un espectro esencial no vacio entonces uno de los siguientes casos ocurre.

1. Existe Ay < 00 tal que A,, < Ag para todo m y lim,, .o A,, = Ag. Entonces
Ao = min o (T) y el conjunto o(T) N [0, Ag) consiste de los valores propios de

T, los cuales repetidos cada uno de acuerdo a su multiplicidad forman la sucesién

{2}

2. Existen Ag < 00y N < 00 tales que Ay < Ag pero A,, = Ao para todo m > N.
Entonces Ay = min 6e(T) y el conjunto o(T) N [0, Ay) consiste de los valores
propios de T, los cuales repetidos cada uno de acuerdo a su multiplicidad forman la

sucesién finita { X, }V_,.
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