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Capitulo 0

Presentaciéon

§1. Contenido.

En el primer capitulo de esta tesis se presenta un método de calculo para
los ceros de series de Dirichlet con coeficientes periddicos. Se aplica este
método a la serie de Dirichlet de Davenport y Heilbronn (ver referencia
[12]) y se presentan 30 ceros que yacen fuera de la linea critica. Ninguno
de estos ceros tiene parte real mayor que uno como hubiera sido deseable.
Sin embargo, en el Capitulo 1 de esta tesis presentamos ejemplos de series
de Dirichlet que satisfacen una ecuacién funcional y tienen ceros con parte
real mayor que uno. Los resultados de esta investigacion se publicaron
en la revista Mathematics of Computation de la American Mathematical
Society (ver referencia [7]).

El Capitulo 2 estd dedicado a una generalizacion de los polinomios de
Bernoulli. Estos polinomios de Bernoulli generalizados se aplican para
calcular el valor de ciertas series de Dirichlet en los valores naturales de
su argumento. Esta generalizacién de los polinomios de Bernoulli que se
propone aqui es nueva y no se ha considerado en la literatura sobre el
tema. Este trabajo se envidé para su publicaciéon al Ramanujan Journal
en marzo del 2007 y fue presentado en el XL. Congreso Nacional de la
Sociedad Matematica Mexicana en octubre del 2007. También se considera
la aplicacién de estos polinomios de Bernoulli generalizados a la evaluacion
numeérica de la funcién zeta de Hurwitz mediante el método de Euler-
Maclaurin (ver referencia [16]). En particular, en el Teorema 18 de este
Capitulo 2 se propone una mejora al trabajo publicado en [6].

En el ultimo capitulo de esta tesis, Capitulo 3, se presenta una férmula

integral de Riemann-Siegel para la funcién zeta de Lerch. Esta férmula
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integral de Riemann-Siegel nos permite calcular el valor numérico de la
funcion zeta de Lerch procediendo como en el método de Turing para el
céalculo de la funcién zeta de Riemann. La férmula integral de Riemann-
Siegel para la funcién zeta de Lerch presentada aqui es nueva y es un
complemento de los trabajos de Deuring [15] y de Siegel [32]. Cabe decir
ademas que en la tesis presentada aqui se invirtié mucho trabajo en la
verificacién de que nuestra féormula integral de Riemann-Siegel para la
funcion zeta de Lerch arroja los resultados numéricos correctos. Para
esto presentamos en un apéndice a esta tesis un listado de instruciones en
el lenguage de Mathematica que codifica nuestra férmula integral y nos
permite compararla numericamente con otros métodos de calculo para la
funcion zeta de Lerch.

Por dltimo, todos los resultados nuevos de esta tesis, con la excepcion
del Teorema 18 del Capitulo 2, son el resultado de la colaboracién entre el
titular de la tesis (Jorge Sancez Ortiz) y el director de la misma (Eugenio
P. Balanzario). El Teorema 18 del Capitulo 2 es de la autoria solamente

del titular de la tesis.
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Capitulo 1

Ceros del ejemplo de Davenport-Heilbronn

§1. Introduccidn.

En este capitulo nosotros calculamos ceros fuera de la linea critica de la
serie de Dirichlet considerada por H. Davenport y H. Heilbronn en 1936.
Estos ceros se obtienen por la deformacion de una serie de Dirichlet de

la cual conocemos un gran numero de ceros, en la serie de Davenport y

Heilbronn.
Sea & = (v/10 —2v/5 —2) /(v/5 —1). Para s = 0 + it, con o > 1, sea
(1) f1(s):1—|—£—£_i+g+.__

una serie de Dirichlet con coeficientes peridédicos de periodo 5. Entonces

f1(s) define una funcién entera que satisface la siguiente ecuacién funcional

(2) f(s) = T3 xa(s) f(1 = 9)
(ver seccién 10.25 en [34]) con T'= 5y en donde
(3) X2(8) = 2(2m)* "1 T(1 — s) cos (g).

Davenport y Heilbronn (ver [12]) mostraron que fi(s) definida en (1),
tiene ceros fuera de la linea critica. En 1994, R. Spira (ver [31]) calculé

los siguientes ceros del ejemplo de Davenport y Heilbronn

808517 +  85.699348i, .650830 + 114.1633431,
574356 + 166.4793064, 724258 + 176.7024614.

En la seccién §2 nosotros presentamos un método para calcular ceros adi-

cionales de la serie de Dirichlet dada por Davenport y Heilbronn.
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§2. Continuidad de los ceros.

Para calcular los ceros de f1, nosotros consideramos la siguiente funcion

(142 ¢t

@) fols) = (14 %

donde ((s) es la funcién zeta de Riemann. Una gran cantidad de ceros de

la funcién ((s) son conocidos. Por otro lado

5 1 2k+1

1+\/_:O siysblosi s=— + m con k€ Z.
5s 2 log b

Para cada 7 € [0, 1], sea

(5) fr=Jfo-A=7)+ f1-T.

El siguiente teorema muestra que si pg es un cero de fo vy 7 > 0 un
nimero pequeno, entonces f, tiene un cero p, en una vencidad pequena
de pg. Dado pg, es facil calcular numericamente un cero p, de f, en una
vecindad pequena de pg. Repitiendo este proceso varias veces, nosotros

terminamos con un cero p; del ejemplo de Davenport-Heilbronn.

Teorema 6. Sea ¢ un nimero entero positivo fijo. Sea a.(j):RxN — C
una sucesion de funciones continuas tal que a,(j + q) = a,(j) para cada
7 € R y para cada j € N. Sea f.(s) la funcién meromorfa, definida
inicialmente para o > 1 por

o = o

Esta funcién se puede extender a todo el plano complejo por continuacion

analitica. Suponga que f.(s) no es identicamente cero. Sea p tal que
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0 < Re(p) < 1y tal que fo(p) = 0. Para cada § > 0 existe € > 0 tal que

|7| < € implica que existe s tal que f.(s) =0 y tal que |s — p| < 9.

Demostracion. Sea

A = ZaT(j) y sea A (z) = ZaT(j).

j<z

Q|

Para o > 0 tenemos que

A, s +s/ Ar(x)— Az .

xs—l—l

Sea p € C tal que 0 < Re(p) < 1y tal que fo(p) = 0. Entonces existe
51 > 0 tal que fo(s) # 0 para 0 < |s — p| < 0;. Podemos suponer que
01 < 0. Sea

er = min{|fo(s)| : [s—p| =d1}.
Noétese que
q
‘AT($) _ATLE_AO(SC) +A0x’ < 2Z’a7’(j) _aO(j)"
71=1

Dado que las a,(j) : R x N — C son funciones continuas de 7 y bajo el
supuesto de que |s — p| = d1, entonces existe € > 0 tal que |7| < e implica

que

S
s—1

574 = ool < {3]

q
s . .
22} ) - il <
j=1
Por el teorema de Rouché

fr(s) = fols) + {F-(5) = fols)}
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tiene un cero en [s — p| < 91 < 6. B

Asi, nuestro método para calcular los ceros de f; es estar muy atentos
a lo que pasa con los ceros de fy mientras hacemos una “deformacién” de
fo en f1. Dado que nosotros conocemos los primeros ceros de fj, entonces
nosotros podemos encontrar ceros adicionales de la serie de Dirichlet de
Davenport y Heilbronn f; definida en (1). En la siguiente tabla listamos
algunos de estos ceros

.86953 + 240.40467, .81955 + 320.87641, 716822 + 331.0502¢,
.62850 + 366.6409¢, 81587 + 411.79674, 70882 + 440.4845¢,
51591 + 520.94384, .84695 4+ 531.27974, 72953 + 548.90671,
78655 + 566.50977, 08285 + 595.02334, .62825 + 611.77501,
.61076 + 646.98681, 76059 + 657.10831, 78870 + 692.892441,
7736 + 737.76691, .85300 + 783.6530¢, 66855 + 811.7657¢,
56194 + 847.46571, .85610 + 857.2958¢, .68089 + 864.11807,
.68843 + 892.1490¢, 75935 4 921.17264, 716249 + 983.75214,
.69140 + 1012.019¢, .69809 + 1018.7951, 58613 + 1029.0047,
.61106 + 1078.490¢, .85462 + 1092.4541, 60577 + 1109.548s.

83. Dos hipétesis.

En esta seccién nosotros consideramos el caso en el cual fo v fi son dos
series de Dirichlet linealmente independientes y ademés satisfacen una
ecuacién funcional dada. Por ejemplo nosotros podemos tomar fy como

en (4), o bien como
Lisx$) =1 — = —+ — 4+ —+---.

Nétese que fo dada en (4) y L(s, ng)) ambas satisfacen la ecuacién fun-
cional

(7) fls) = T2 xa(s) f(1—5)
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con T'= 15y en donde

(8) xi(s) = 2(2m)*7'r(1 — s)sen(%s).

Asi nosotros tenemos dos series de Dirichlet linelamente independien-
tes que satisfacen una ecuacién funcional dada. Por lo tanto, tomando
una combinacion adecuada de estas dos series nosotros podemos producir
una serie de Dirichlet f; que satisfaga la ecuacién funcional (7) y tal que
tenga un cero fuera de la linea critica, de hecho, en cualquier lugar prede-
terminado del plano complejo. Con estas series fo v f1, nosotros definimos
fr como en (5). Entonces f, satisface la ecuacién funcional (7) para todo
7€ [0,1].

Como f, satisface (7), entonces los ceros de f, con parte imaginaria
distinta de cero son simétricos con respecto a la linea critica. Por lo tanto
por el Teorema 6 de la seccién §2, un cero simple debe moverse a lo largo
de la linea critica. Si nosotros asumimos que todos los ceros de fy son
simples, ;cémo entonces nosotros podemos obtener un cero de f; fuera de
la linea critica? Es facil ver que debe de existir 0 < 7* < 1 tal que f«
tiene un cero en la linea critica de multiplicidad par.

Por lo anterior, nosotros podemos decir que los ceros de multiplicidad

mayor que uno deben de existir antes que la hipdtesis de Riemann falle.

84. Otras series periédicas de Dirichlet.

La serie de Dirichlet considerada por Davenport y Heilbronn, satisface una
ecuacién funcional similar a la ecuacién funcional que satisface la funcién
zeta de Riemann. Ademas la serie de Dirichlet de Davenport y Heilbronn
es la 1nica solucién a su ecuacién funcional. Es natural considerar todas
las series de Dirichlet que son solucién tnica de una ecuacién funcional

fija del tipo de la ecuacién que satisface la funcion zeta de Riemann. El
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siguiente resultado nos ayuda a determinar todas las series de Dirichlet de

este tipo.

Teorema 9. Sea f(s) una serie de Dirichlet periédica de periodo T. Sea
X1(8) ¥ x2(s) definidas como en (8) y (3) respectivamente. Sean

Vas = {F(s) 1 () = (1" T3 xa()f (1 = 9) }.

Sean di = dimVy 1, do = dimV; 1, d3 = dimVy 2 y dy = dimV); 5, donde
dimV, g es la dimension de V, g, el cual es un espacio vectorial. Entonces
d; esta dado en la siguiente tabla:

T dy do ds dy

4m m+1 m m m—1
dm+1 m+1 m m m
dm + 2 m+1 m—+1 m m
4m 4+ 3 m+ 1 m+1 m+ 1 m

Demostracién. Ver [3] y [23]. 1

El siguiente teorema nos permite encontrar todas las series de Dirichlet
f(s), con coeficientes periddicos de periodo T, tal que satisfacen una de
las siguientes ecuaciones funcionales

f(s) = T72 Axa(s) f(1—s),
f(s) = T7° Axa(s) f(1 =),

donde X es alguna constante entera.

Teorema 10. (W. Schnee). Sea

f(s):Z% (para s=o +it tal que o >1)
n=1
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una serie de Dirchlet con coefiecientes periodicos de periodo 1, es decir,
fner = fn para cadan € N. Sean

T T
k k
a; = ka COS(QTI‘]T), B = z:f;f sen(ZWJf).
k=1 k=1
Ademas para o > 1, definamos las siguientes series

oo

Ao =32 v pe=32
J‘:l‘7 j:lj

Entonces la continuacion analitica de f(s), fi(s) y fa(s) satisfacen
T° f(s) = xa(s) fr(1 =) + xa(s) fa(1 = s).
Demostracién. Ver [30]. &

En las siguientes proposiciones listamos todas las series de Dirichlet
periddicas de periodo 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8, que son soluciones tnicas a su
ecuacién funcional. Estas listas agotan todas las series de Dirichlet con

coeficientes periédicos que son solucién tnica a una ecuacién funcional.

Proposicién 11. Sea f(s) una serie de Dirichlet con coeficientes periodi-
cos de periodo 2 y tal que f(s) es solucién unica a su ecuacién funcional.
Entonces f(s) es igual a una de las siguientes series de Dirichlet

V2
(1 + 9s )C(S)’ (1 - 9s )C(S)

Demostracién. Por el Teorema 9, tenemos que los inicos espacios vec-
toriales de dimension 1, para una serie de Dirichlet de periodo 2, estan
dados por

Vou = {f(s): f(s) =27 3x1(s)f(1 — s)},
Vii = {f(s): f(s) = =27 2x1(s) f(1 - s)}.
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Para determinar f(s) en estos espacios vectoriales, por el Teorema 10, es

suficiente resolver el siguiente problema de eigenvalores

2
> fr cos(mik) = A fj, j=1.2

k=1

Este problema tiene dos eigenvalores; A = V2 y A = —/2. El eigenvalor
A = /2 corresponde al espacio vectorial V0,1 ¥ en este caso un eigenvector
asociado es igual a (—1 + v/2,1). Entonces

[0 R LA LA (1435 ) <),
donde v = (—1+v2)7".

Por otro lado el eigenvalor A = —+/2 corresponde al espacio vectorial

Vi1 y un eigenvector asociado esta dado por (—1 —+/2,1). Por lo tanto

_ n 1 7 B V2
J(s) = 14 gh ok b = (1= 57 )<t).

donden = (-1 —-+v2)"'. 1

Proposicién 12. Sea f(s) una serie de Dirichlet con coeficientes periodi-
cos de periodo 3 y tal que f(s) es solucién inica a su ecuacién funcional.

Entonces f(s) es igual a una de las siguientes series de Dirichlet

Hond®. 0 e 0 P,

donde ng) es el caracter no principal médulo 3.

Demostracion. Por el Teorema 9, tenemos que los 1inicos espacios vec-

toriales de dimension 1, para una serie de Dirichlet de periodo 3, estan
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dados por
Vou = {f(s): f(s) = 37" 2xa(s) f(1 - )},
Vin = {f(s): f(s) = =37 2xa(s)f(1 - s)},
Voo = {f(s): f(s) = 37T 2xa(s)f(1 - )}

Para determinar f(s) en el caso de los espacios vectoriales Vy 1 y V1.1, por

el Teorema 10, es suficiente resolver el siguiente problema de eigenvalores

3
> fi cos (27rj§) = A\ fj, j=1,23.
k=1

Este problema tiene dos eigenvalores no triviales; A = v3y A = —/3. El
eigenvalor A\ = /3 corresponde al espacio vectorial Vo,1 ¥ un eigenvector
asociado estd dado por (w,w, 1) donde w = (—1 4 v/3)/2. Entonces

V3

1 1w 1 1 1/w+_._:<1+35)c(8).

=14+ —
) =l+g+t ot ot 6

Por otro lado el eigenvalor A\ = —+/3 corresponde al espacio vectorial Vi1
y un eigenvector asociado estd dado por (v,v,1) donde v = —(1 ++/3)/2.
Por lo cual

1 1o 1 1 1jv V3

— 14— S 44 ...:<1__) .
f(s) tot gttt et 30 ¢(s)
Ahora para determinar f(s) en el caso del espacio vectorial Vo, por

el Teorema 10, es suficiente resolver el siguiente problema de eigenvalores
’ k
kasen@wjg) = \fj, j=1,2,3.
k=1

Este problema solamente tiene un eigenvalor no trivial; A = /3, donde un

eigenvector asociado esta dado por (—1,1,0). Por lo tanto

1 0
f(s) = 1—§+§+--- = L(s,xg‘g)),
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donde X§3) es el caracter no principal médulo 3. |
Proposicién 13. Sea f(s) una serie de Dirichlet con coeficientes periodi-
cos de periodo 4 y tal que f(s) es solucién inica a su ecuacién funcional.

Entonces f(s) es igual a una de las siguientes series de Dirichlet

La®), (1= 2)d0s)

donde X§4) es el caracter no principal médulo 4.

Demostracion. Por el Teorema 9, tenemos que los tinicos espacios vec-
toriales de dimension 1, para una serie de Dirichlet de periodo 4, estan
dados por

Via = {f(s): f(s) = =4~ 3x 1 (s) f(1 - 8)},
Voo = {f(s): f(s) = 47" xa(s) f(1 — 8)}.

Para determinar f(s) en el caso del espacio vectorial V; 1, por el Teorema

10, es suficente resolver el siguiente problema de eigenvalores

4
k
> fr cos (27er) = \fj, j=1,23,4.
k=1
Este problema tiene dos eigenvalores no triviales; A = —2 y A = 2, donde

el eigenvalor A = 2 tiene multiplicidad 2. Entonces el tinico eigenvalor que

nos interesa es A = —2, el cual corresponde al espacio vectorial V1 y un
eigenvector asociado estd dado por (—1,—1,—1,1). Entonces

1 1 1 2

f(S)=1+§+§—E+"': (1—4—S)C(S)

Ahora para determinar f(s) en el caso del espacio vectorial Vo, por

el Teorema 10, es suficiente resolver el siguiente problema de eigenvalores

4

> sen(27rj§) =\, j=1,2,3,4.
k=1
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Este problema tiene solamente un eigenvalor no trivial; A = 2, donde un
eigenvector asociado estd dado por (—1,0,1,0). Por lo tanto

fe) =12 L O ),

donde X§4) es el caracter no principal modulo 4. |
Proposicién 14. Sea f(s) una serie de Dirichlet con coeficientes periodi-
cos de periodo 5 y tal que f(s) es solucién tnica a su ecuacion funcional.

Entonces f(s) es igual a una de las siguientes series de Dirichlet

V5

(15) (1= )¢ Al fals) =

/¢ 1/¢ 1 0
1— >4 75— 4 4
254—3S 454—5S+ ’

donde f1 es la serie de Davenport-Heilbronn y la constante £ esta definida

en la introduccion §1.

Demostracién. Por el Teorema 9, tenemos que los inicos espacios vec-
toriales de dimension 1, para una serie de Dirichlet de periodo 5, estan
dados por

Vig = {f(s): f(s) = =57 T2 x1(s)f(1 - s)},
Voo = {f(s): f(s) =5 Taxa(s)f(1 - s)},
Vig = {f(s): f(5) = =5 T xa(s) f(1 - s)}.

Para determinar f(s) en el caso del espacio vectorial V; 1, por el Teorema

10, es suficiente resolver el siguiente problema de eigenvalores

5
k
kacos(Zﬂjg):/\fj, j=1,---,5.
k=1
Este problema tiene dos eigenvalores no triviales; A = —v5 y A = /5,

donde el eigenvalor A = +/5 tiene multiplicidad 2. Entonces el tinico
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eigenvalor que nos interesa es A = —/5, el cual corresponde al espacio
vectorial Vi 1 y un eigenvector asociado estd dado por (v,7,7,7,1) donde
v = —(1++/5)/4. Entonces

Ahora para determinar f(s) en el caso de los espacios vectoriales Vp o

y Vi,2, por el Teorema 10, es suficiente resolver el siguiente problema de

eigenvalores
> k
kasen(%rjg) = Afj, j=1,---,5.
k=1
Este problema tiene dos eigenvalores no triviales; A = V5 y A = —/5.

El eigenvalor A\ = /5 corresponde al espacio vectorial Vo2 v en este caso

un eigenvector asociado es igual a (—1, =¢, £,1, 0), donde la constante

¢=(v10-2v5-2)/(v/5 —1). Entonces

13 0
=14+ _ = _ T .
J(8) = 14 o= e = b ek = fi(s)
Por otro lado el eigenvalor A\ = —+/5 corresponde al espacio vectorial V12
y un eigenvector asociado es igual a (—1, 1/¢, —1/£,1, 0). Por lo tanto
1/¢ 1 0

1/¢ _
BT iR PICIN

f(s) =1
Proposicién 16. Sea f(s) una serie de Dirichlet con coeficientes periodi-
cos de periodo 6 y tal que f(s) es solucién unica a su ecuacién funcional.
Entonces f(s) es igual a una de las siguientes series de Dirichlet

(- (-0,
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Demostracion. Por el Teorema 9, tenemos que los 1inicos espacios vec-
toriales de dimension 1, para una serie de Dirichlet de periodo 6, estan
dados por

Voo = {f(s): f(s) =6 Exa(s) f(1 - 8)},
Via = {f(s): f(s) = —67T2xa(s) f(1 - s)}.

Para determinar f(s) en estos espacios vectoriales, por el Teorema 10, es

suficiente resolver el siguiente problema de eigenvalores
° k
kasen(%rjg) = Afj, j=1,---,6.
k=1

Este problema tiene dos eigenvalores no triviales; A = —v6y A = /6. El
eigenvalor \ = —+/6 corresponde al espacio vectorial Vo2 ¥ en este caso
un eigenvector asociado es igual a (—1, k, 0, —k, 1, 0), donde Kk = 1 + V2.

Entonces

K 0 K 1 0
/() > 3T 5 e 1+2°

)E(s.x1):

Por otro lado el eigenvalor A\ = /6 corresponde al espacio vectorial V12
y un eigenvector asociado es igual a (=1, —1/k, 0,1/k, 1, 0). Por lo tanto

1/« 0 1/k 1 0 1/k (6)
R LA _.”:1.__ﬁ .
R ( e ) M)

fls) =1+

Proposicién 17. Sea f(s) una serie de Dirichlet con coeficientes periodi-
cos de periodo 7 y tal que f(s) es solucién inica a su ecuacién funcional.
Entonces f(s) es igual a la siguiente serie de Dirichlet

(18) f (s) _ 1 1+w w w 14+ w 1 0
3 -1 _

_|___|_,
donde w = 0.80194 - - -.

> 3 r 5 6w

Demostraciéon. Por el Teorema 9, tenemos que el tinico espacio vectorial

de dimensién 1, para una serie de Dirichlet de periodo 7, estd dado por

Via = {f(s): f(s) = —7T"TExa(s) f(1 - s)}.
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Para determinar f(s) en este espacio vectorial, por el Teorema 10, es

suficiente resolver el siguiente problema de eigenvalores
d k
> frsen(2miz) = Afj, =17,
k=1

Este problema tiene dos eigenvalores no triviales; A = —V7 y A = /7,
donde el eigenvalor A = /7 tiene multiplicidad 2. Entonces el tinico
eigenvalor que nos interesa es A = —/7, el cual corresponde al espacio
vectorial V; o y el vector (-1, 14+w, w, —w, —1—w, 1, 0) es un eigenvector
asociado de A = —+/7, donde w = 0.80194 - - -. Entonces

1+w w w 14w 1 0

S TR TR T T TR LG

fls) =1

Proposicién 19. Sea f(s) una serie de Dirichlet con coeficientes periodi-
cos de periodo 8 y tal que f(s) es solucién inica a su ecuacién funcional.

Entonces f(s) es igual a la siguiente serie de Dirichlet

donde ng)(B) =1, ng)(S) =1 yx@(?) = —1 son caracteres de Dirichlet

modulo 8.

Demostracion. Por el Teorema 9, tenemos que el tinico espacio vectorial

de dimensién 1, para una serie de Dirichlet de periodo 8, esta dado por

Vip = {f(s): f(s) = =8 5 3 xy(s) f(1 — s)}.

Para determinar f(s) dada en este espacio vectorial, por el Teorema 10,

es suficiente resolver el siguiente problema de eigenvalores

: 2
kasen(%rjg) = A fj, j=1,---,8.

k=1
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Este problema tiene dos eigenvalores no triviales; A = —v/8 y A = /8,
donde el eigenvalor A = /8 tiene multiplicidad 2. Entonces el inico eigen-
valor que nos interesa es A = —v/8, el cual corresponde al espacio vectorial
Vi 2 y un eigenvector asociado es igual a (—1, V2,1,0, =1, -2, 1, 0).
Entonces

V2 1 0 1 V2 1 0 V2 )
f(s) w3 TrteTe et (1-55)L(sxa) W

De todas las series de Dirichlet periddicas que son solucién tnica de una
ecuacién funcional, Uinicamente tres de ellas no se pueden escribir como
un producto de Euler. Estas tres series son las siguientes; f; la cual esta
dada en (1), f2 la cual esta definida en (15) y f3 la cual esta dada en (18).

Ahora listamos algunos ceros fuera de la linea critica de fy. Notese que
algunos de estos ceros tienen parte real mayor que 1.

2.30862 + 8.91836¢, 1.94374 + 18.8994¢, 2.09106 + 26.54504,
2.15626 + 36.55561, 1.50497 + 44.80571, 2.33262 + 54.4201¢,
1.78509 + 64.37114, 2.17279 + 72.06377, 0.69340 + 77.34691,
2.05503 + 82.0598¢, 1.83279 + 89.9631¢, 2.34551 + 99.86141,
1.18952 + 107.106%, 1.33795 + 109.4391, 2.22293 + 117.5724.

Finalmente, nosotros listamos algunos ceros fuera de la linea critica de

f3. Notese que algunos de estos ceros tienen parte real mayor que 1.

1.34746 + 17.5286¢, 1.06162 + 28.44261, 1.30492 + 45.5320¢,
1.01460 + 56.27931, 0.91718 + 63.7111¢, 1.33196 + 80.35221,
1.22180 + 91.17564, 1.22009 + 108.402, 0.92165 + 119.3234,
1.28500 + 126.4821, 1.08964 + 137.285¢, 0.91608 + 143.1751,
0.78002 + 146.163¢, 1.28909 + 154.2681, 0.65384 + 161.5215.
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Capitulo 2

Polinomios de Bernoulli y una
formula de Hurwitz en la banda critica

§1. Introduccion.

En este capitulo nosotros consideramos la funcién zeta de Hurwitz, definida

originalmente por

1
s,a) = ———, 0<a<l, s=o0+4it o> 1.
((s,a) nz_% mtar < y
En [6] se demuestra que la transformada de Mellin de una serie de Fourier
se puede evaluar en términos de series de Dirichelt, y se usa esta evalua-
cién para dar una generalizacién de la formula de Euler-Maclaurin para la

funcion zeta de Hurwitz.

Como corolario de la férmula general de Euler-Maclaurin en [6], aqui
nosotros obtenemos (ver Teorema 18) una nueva representacién de la

funcion zeta de Hurwitz en la franja critica.

La férmula de Euler-Maclaurin involucra los niimeros y polinomios de
Bernoulli. Es bien conocido que estos niimeros y polinomios de Bernoulli
tienen una funcién generatriz. La férmula de Euler-Maclaurin propuesta
en [6] involucra una generalizacién de los polinomios de Bernoulli. En
la seccion §2 consideramos estos polinomios de Bernoulli generalizados y

obtenemos su funcion generatriz.

§2. Funciones generatrices.

Consideramos generalizaciones de las funciones y polinomios de Bernoulli.

Sea By(x) una funcién periédica de periodo uno continua a pedazos tal
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que fo Bo(x)dx = Ag. El caso particular de que By(z) = 1 para cada

0<z <1, corresponde al caso de los polinomios usuales de Bernoulli.

Para n € N, definimos

(1) Ba(x) = / Buoi(y)dy + / (4 — 1)Bus(y) dy.

Estas funciones B, (x) satisfacen las siguientes propiedades,

B, (z) = Bn-1(x) y /Bn(x) dx = 0.

Estas propiedades se obtienen directamente del teorema fundamental del

célculo y de integrar (1).

Otra forma de definir los polinomios generalizados de Bernoulli B,,(z),

estd dada en la siguiente proposicion.

Proposicién 2. Sea By(x) una funcién periédica de periodo uno y con-
tinua a pedazos. Supongamos que fol Bo(z)dr = Ag. Paran > 1, sea

B, (x) como en (1). Entonces paran > 1,

z) = Re[2° ;W (A; — Ag — iB;)

Jj=1

donde A; y B; son los coeficientes de Fourier de la funcién periédica By(x).

Demostracién. Puesto que By(z) es continua a pedazos entonces es

posible considerar su representacién en términos de una serie de Fourier,

Bo(x) = Ag+2 Z [A; cos(2mjz) + Bjsen(2mjz)].
71=1
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La operacién definida en (1), aplicada a la constante A, da como resultado
ApB,, (), en donde B,,(z) es el polinomio usual de Bernoulli. Procedemos
por induccién sobre n. Supongamos que se cumple la proposicion para
k = n y demostremos que se satisface para k = n + 1. Por (1) obtenemos

que
K s e2myy
Boi1(z) — Ao By () :/ [2; o —iBj)} dy
; O e2mijy
+/ —1) %e[Q; Grij) —iBj)} dy
9 —

T 1
2Tijy _ 27igy
§Re{ Z 2m] /e dy+/(y 1)e dy]}
0

Jj=1

donde los B, (z) son los polinomios usuales de Bernoulli y la integracién
término a término estd justifacada dado que By(z) es una funcién continua
a pedazos (ver Walker [36] Corolario 6.11, pdgina 69). La demostracién se

sigue de observar que

T

1
/ 2mijy dy+/ 27rijy dy _ 21 : 627rijcc
T
0

y de observar que el polinomio usual de Bernoulli B,,(x) tiene la siguiente

expansion en serie de Fourier (ver Lehmer [27])

[e.9]

B,(x) = %e[—ZZl (Zj:;;] |

En la siguiente proposicién se obtiene una funcion generatriz para los

polinomios generalizados de Bernoulli.
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Proposicién 3. Sea By(x) una funcién periédica de periodo uno y con-
tinua a pedazos. Supongamos que fol Bo(x)dx = Ag. Sea {B,} la sucesién

de polinomios generalizados definidos por la ecuacion (1). Entonces

x

1
= te®t , eV —1 _ ,
> Bt = — [Ao—/Bo(l—y) . dy} +/6“"” Y By (y) dy.
k=0 )

0

Demostracién. Procedemos aqui como en el Problema 9.785 en [1]. Sea

G(z,t) = i By (z)t*.
k=0

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial, en donde ¢ se considera un

parametro fijo y la derivada es con respecto a =z,
G —tG = B|.

Multiplicando ambos lados por e~** tenemos

a
dx

Integrando de 0 a x obtenemos

(Ge ™) = e "B} ().

Gz, t)e ™ = G(O,t)—f—/e_ytl%(y) dy.
0

Por lo cual

x

(a) S Be(a) t* = Cevt + / 0Bl (y) dy,
k=0

0

donde C' = G(0,t). Ahora integrando nuevamente de 0 a 1 con respecto
de x e intercambiando de manera formal la suma y la integral, tenemos

que
1 =z

1
Ay = C/emt dx+//et(x_y)86(y) dy dx
0

0 0
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1

+/36(1—y)

0

e —1

dy.

Despenjado C' y sustituyendo en (4) obtenemos el resultado. Ji

Recordemos que los nimeros de Bernoulli B,, se definen mediante la
igualdad B,, = B, (0), es decir, los polinomios de Bernoulli evaluados en
x = 0. De manera similar nosotros podemos definir los niimeros genera-
lizados de Bernoulli mediante B,, = B,,(0). Si consideramos, a modo de
ejemplo, la funcién By(z) = —6x(z — 1) entonces tenemos que la funcién
generatriz para los nimeros generalizados de Bernoulli B,, asociados a esta

eleccién de By(x) esta dada por

e et(td —6tet +12ef — 6t —12) 12 — 12! + 6te! + 61
ZBkt - 2( ot + 2 :
pors t2(et — 1) t

Asi nosotros obtenemos

1 1 -1 13
57 82—1_0, 83—0, 84—%, Bs = 0, Be = 302400

B =

Es bien sabido que, con recurso de los nimeros de Bernoulli, es posible
evaluar la funcién zeta de Riemann en los enteros positivos pares. De
manera similar, los Polinomios generalizados de Bernoulli nos habilitan a
evaluar ciertas series de Dirichlet en los ntimeros naturales. En el siguiente

teorema se generalizan los resultados en [4].

Teorema 5. Sea {f;} una sucesion de niimeros complejos de periodo T,
es decir, fry; = f; para cada j € N. Sean f(s) y g(s) dos series de
Dirichlet con coeficientes periédicos de periodo T, definidas por

(A - A
f(s) = Z(]j—s())fj’
j=1

j=1
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donde A; y Bj son los coeficientes de Fourier de By(x). Para j € N, sean

T L T k
aj = ka cos (27ij), Bj = kasen (QWJT)-
k=1 k=1

Si fr—; = f; para cada j € {1,---,T — 1}, entonces para cada n € N

tenemos que

© son) = S 0n Y 0 B (L),
_1\n+1 T .
M gent) = S0 Y 6 B (),

donde B,,(x) es el n-énesimo polinomio generalizado de Bernoulli. Por otro

lado si fr—_; = —f; paracada j € {1,---,T — 1} y fr =0, entonces para
cada n € N tenemos que
T .
8 9 1) = (_1)n 9 2n+1 B J
(8) f@2n+1) = 5T (2) Zﬁj 2n+1(T),
j=1
T .
(9) 9(2n) = = (2m)*" Y B Ban ().
7j=1

Demostracion. Sea 0 < x < 1. Por la Proposiciéon 2 tenemos que
B, (z) = Re [22 e.—<Ak: — Ao — in)],

donde Ay y By son los coeficientes de Fourier de By(xz). Sim = 2n y

n € N, entonces

(—I)H(QW)Q" BQn(ZL‘) _ i ]{;% [(Ak _ AO) COS(27TI{ISU) + By, sen(27rksc)}-
k=1
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Ahora tomando x = j/T con j =1, 2, 3, ---, T', multiplicando ambos lados
de la igualdad por nimeros arbitrarios b; y sumando sobre j, obtenemos

(=)"(2m)*" - Jy_ NN b j
_ J
j=1 k=1 j=1
co T b
+ Z Z kTBk sen(27rk—)
k=1 j=1
Dados los coeficientes f1, fa, - -+, fr de la serie de Dirichlet f(s), nosotros
queremos elegir by, bo, - -+, by tal que para cada k =1, 2, ---, T tengamos

que
- j
= b; 2nk=).
fr Z j cos( T T)
j=1
Una condicién necesaria y suficiente para que esta igualdad se cumpla es

que fr—; = f; paracada j € {1, ---, T'— 1}. En este caso los nimeros b;
estan dados por (ver Apostol [2], Teorema 8.4, pag. 200)

T
1 .n Q;
b; = T 521 [ cos (2717?) = T]
Sustituyendo b; en (10) y observando que

cOS 27r77 sen(27rk‘%)

M=

Jj=1

para cualesquiera niimeros naturales k y 7 fijos, nosotros tenemos que

—1)n a ' 2 (A — A
(21T) (27T)2"20<j32n(%)= (kkTO)fk'
=1 k=1

De manera similar se demuestran (7), (8) y (9). R
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En el siguiente teorema vamos a considerar los casos f(2n+1) y g(2n)
cuando fr_; = f; para cada j € {1,---,7 — 1} y también consideraremos
los casos f(2n) y g(2n+1) cuando fr_; = —f; paracadaj € {1,---,T—1}
y fr = 0. Para evaluar estos casos vamos a considerar la parte par y la
parte impar de B, (x) y después procederemos como en Berndt [8].

Teorema 11. Supongamos las mismas hipotesis del Teorema 5. Sea

B (z) + B,(1 — x)
2

B, (z) — B,(1 —x)
2 b

B?L(m) = y sea B,ll(x) =

para 0 < z < 1. Sea f(s) una funcién periédica de periodo uno y sean
{vx} numeros complejos. Nosotros escribimos

T
Flem) = =3 f(EEE).
k=1

Si fr—; = f; para cada j € {1,---,T — 1}, entonces para cada n € N

tenemos que

T
a2) g+ = et S0 (B e (5 a
0
(—y f
n\ " nl ™r
(13) g(2n) = (27)? 5T /B%(x,a) cot (?) dzx.
0
Por otro lado si fr_; = —f; para cada j € {1,---,T — 1} y fr = 0,
entonces
n(_l)n+1 20 mr
(14) f(2n) = (27’(’)2 T BQn(.’E,ﬁ) cot (?) d.’lf,

n

S

(15) g(2n+1) = (2m)*"*! (=1)

5T ni1(z, B) cot (E) dz.

T

Ot — “T—
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Demostracién. Probaremos (12). Sea 0 < x < 1. Por la Proposicién 2

tenemos que
(A — Ao — in)]:

donde Ay y By son los coeficientes de Fourier de By(z). Sim =2n+1y

n € N, entonces

Boni1 (@) = 27r 2n+1 Z 2 1 sen(27rjm).

Haciendo el cambio de variable = por (z + k)/7, multiplicando ambos
lados de la igualdad por ay/T? y sumando respecto a k desde 1 hasta T

obtenemos que

Etk (4, — Ay) vtk
ZTQanH ) = 2n+1z 2n+10 Zaksen 2mj " 7 ).

Pero como ar_; = «; , entonces

d T+ k
Zaksen(%r] T ) sen 27rj Zakcos 2m)— )

+ cos 27‘(‘] Zaksen 27‘(‘]

= sen 27T] Zak cos 27Tj k)

Por otro lado, si fr—; = f; para cada j € {1,---,7 — 1}, entonces los
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coeficientes f; estdn dados por

Zak cos 277] Z Z fm cos 27Tk ) cos (27rj§)

k=1m=1
e, — —j m+ j
=3 Z fmz COS 27rk; )+COS (27Tk‘ T )]
m=1 k=1
T T 27rzk(m /T —2mik(m—3)/T
1 +e
=52 I [ 2 }
m=1 k=1
T
1 27rzk(m+])/T _’_6727rzk(m+3)/
tp 2 in [ 2 ]
m=1 k=1

donde la ultima igualdad se sigue de observar que

) : : {T m=j (modT),

ZeZﬂzk(m—])/T _
— 0 m#j (modT).

Por consiguiente

A Ap) T
Z 2n+10 1 SQD(Q’/TJT).

]:1 :

Por lo tanto si multiplicamos por cot(7wx/T) e integramos de 0 a T' con

respecto de z, tenemos que

T
—1)" T
)2 1
(2m)=" 5T / a1 (T cot(T)dx
0

T
Z A 2n+ﬁ10 /Sen(271'];) cot (%x) de = f(zn + 1),

J:1 0
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donde la integracién término a término esta justificada dado que By(z) es
una funcién continua a pedazos (ver Walker [36] Corolario 6.11, pag. 69)

y donde la ultima igualdad se sigue de observar que

z T 1 T sen(? + l)x Sen(? — 1)x
/ sen 27‘(‘] cot (?) dx = 5 / { " + ona }dm
0 0

T
J
/{1+ZCOS (2mkx) + Zcos (2mkx) } =1T.

La identidad

21)

sen(— + 1)x

J
=1+2 Z cos(2mkx)
k=1

senx

se demuestra partiendo de la siguiente igualdad
2senx cos(2mzx) = sen(2m + 1)z — sen(2m — 1)x.

De manera similar se demuestra (13).

Ahora probaremos (15). Sea 0 < z < 1. Por la Proposicién 2 tenemos

que
2mikx

B, (z) = %6[2; W(Ak — Ao — in)]’

donde Ay y By, son los coeficientes de Fourier de By(z). Sim =2n+1y

n € N, entonces tenemos que

2(-1)" X B ,
BgnH(x) = ST Z '2ni—1 cos(2mjx).
(2m) =

Haciendo el cambio de variable x por (z + k)/7T, multiplicando ambos
lados de la igualdad por £ /T? y sumando respecto a k desde 1 hasta T

obtenemos que

(B DR x4k
ZT2B2”+1 ) = 2n+1 Z 2n+1 Zﬁk oS 27TJ T )-
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Pero como Br_; = — [3; entonces
T
T+ k k
gﬁk oS (27r] ) = cos 27?] Zﬁk cos 27TjT)

— sen 27r] Zﬁk sen 27?]5)

= —sen 27r] Zﬁk sen QWJ;)

Por otro lado tenemos que los coeficientes f; estan dados por (la prueba
es similar a la anterior o bien ver Apostol [2], Teorema 8.4, pag. 200)

1 < k
=7 Z Ok sen(QWjT).
k=1

Una condicién suficiente y necesaria para que esta igualdad se cumpla es
que fr_; = —f; paracada j € {1,---,T —1} y fr = 0. Por consiguiente

> B, <& r+k = B;

J : _
Zj2n+1 Zﬁk cos (277] B ) = —TZ]%H 1 sen(27ro)
j=1 k=1 j=1

Por lo tanto si multiplicamos por cot(mx/T') e integramos de 0 a T' con

respecto de z, tenemos que

—-1" T
2n+1

(2m) 5T / 2n+1xacot(T)d:1:
0

T
- %Z%fj/sen(%j%)cot (%)daz = g(2n + 1),
0

=17

donde la integracién término a término estd justificada dado que By(z) es

una funcién continua a pedazos (ver Walker [36] Corolario 6.11, pag. 69)
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y donde
T
X T
/SGH(QTF]T) cot (?) de = T.
0
De manera similar se demuestra (14). i

Otra manera de representar las férmulas (12), (13), (14) y (15) es como
sigue Sea B( ) alguna de las siguientes funciones B3, 1 (z, @), B3, (z, o),

S.(z,3) o BQnH(J:, B). Por integracién por partes tenemos que

T T
T T , X
/B(w) cot (?) dr = —;/B (z)log [sen(?)} dzx.
0 0
Por lo tanto
( n+1 " T
f2n+1) = / on (2, @) log [sen( T )] dx,
0
(=pn+t ”+1 r T
g(2n) = )3 1/ on_1 (T, a)log {sen( T )] dx,
0

B, (e, 9) log [sen (%) da,
Bl (z,8)log [sen(%)} dx.

Terminamos esta seccién con unos ejemplos ilustrativos del Teorema 5,

el Teorema 11 y la Proposicién 2.

T

Sea la funcién inicial By(x) = e* — e ® para 0 < z < 1. Tenemos

que la funcién generatriz para los polinomios generalizados de Bernoulli es
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igual a

o —x(1 _ z(t+1) _ 2z
g e (1 —t42e e*T(t+1))
E By (x)t" = 71
k=0

tel® te t 2¢t

—2 — .
et—1< +t—l+e(t—|—1) t2—1)

Tomando n = 1 y aplicando (6) obtenemos que

i fi _ 3+2eV0— e+ 2e7/6 — 3e
=+ 45212) 6(e — 1) ’
donde fl =1, f2 = —1, f3 = —1, f4 = —1, f5 =1, f6 =1 y ademas

Je+i = [

Ahora por ejemplo si consideramos la funcién By(z) = cos(mx) para
0 <z < 1, entonces tenemos que la funciéon generatriz de los polinomios
generalizados de Bernoulli es igual a

ilgk(ﬂﬂ) e 2 cos(ﬂ'x)(et -1)— 75(2tem _ 7TS€I](7TSU)(€t _ 1))
k=0

B (e = 1)(x + 1)

En este caso si tomamos n = 2 y aplicamos (9) entonces obtenemos que

Zmé—]_l) = 55 1/20(205 - 22V5 — 401/6 - 2v5),
j=1

donde fl - 15 f2 = 17 f3 = _17 f4 = _17 f5 =0 y ademas f5+j = fj

Por otro lado si tomamos x = 1/4 y aplicamos la Proposicién 2, pode-

mos evaluar cualquier serie de la forma

>, sen(wj/2
Z (m/2)

2 g 1)
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con m un numero impar positivo. Por ejemplo si m = 9, tenemos que

i sen(mj/2) ~ Gan(vVZ—1) - S5m0 6lm’ 27779

o3 _ 2T _ .
72(452 — 1) ™ — 56 ~ 16080 _ 3357536

j=1

Por ultimo consideramos By(x) = sen(mx) para 0 < z < 1. Tomando

T =1, n =2y aplicando (12) con f; = 1 para cada j € N, obtenemos

8log(2) — _|_Z 1_4] ZC3+21€

en donde ((s) es la funcién zeta de Riemann. Ahora por ejemplo si

que

tomamos T' =5, n = 1 y aplicamos (13) entonces tenemos que

> 3 55
2 om0V eV s (R
_FIO 10(5 — v/5) log(?lﬁ),

donde

=\V1-2V5, fo=\1+2V5, fa=—fo, fa=—fi, f5=0

y ademads f54; = f;.

§3. Férmula de Hurwitz.

El siguiente teorema nos permite representar la transformada de Mellin de

una serie de Fourier en términos de series de Dirichlet.



Pagina 33

Teorema 16. Sea e(x) = ¢*™®_ consideremos la siguiente serie de Fourier

Az) = Z cje(jr) = co +2 Z{Aj cos(2mjx) + Bj sen(2mjx)}
JeZ j=1
donde

+1/2
Aj = B / A(x) cos(2mjz) dz,

—1/2
+1/2
Bj=—_J = / A(z) sen(2mjz) dx.
—1/2
Supongamos que ¢; < 1/|j| cuando |j| — oco. Sea ¢ un nimero real mayor
o igual que uno. Para s = o + it tal que o > 1, definamos
o0
z(s) = /x_SA(x) dzx.
1/¢
Entonces z(s) se puede extender analiticamente (meromorficamente) a el

semiplano o > 0 si ¢g = 0 (si ¢g # 0). Ahora definamos para o > 0 las
siguientes series de Dirichelt

A > B.
Zi(s) =) = Zy(s)=)
=Y =1/

v para toda s las siguientes funciones y

xi(s) = 2(2m)*7'T(1 - s) sen(%s),
17)
s
x2(s) = 2(2m)*"'T(1 — s) cos (7)
Finalmente, para 0 < o < 1, definamos £(s) = — 0l/z v A()do. Si

0 < o < 1 entonces

z(s) = x1(8) Z1(1 = 8) + x2(s) Z2(1 — 5) + E(s).



Pagina 34

Demostracién. Ver §2. en [6]. §

En el siguiente resultado damos una representacion de la funcién zeta
de Hurwitz. Este es el principal resultado de este capitulo. También es
interesante comparar nuestro resultado con el resultado de Boudjelkha ver
[10].

Teorema 18. Sea By(x) una funcién periédica de periodo uno definida
en R, tal que fol By(z)dx = 1. Para cada x € [0,1) y cada n € N, sea
B, (x) como en (1). Para0 < a <1 y parax € R, sea

Bo(x —a)=1+2 Z {A;(a)cos(2mjz) + Bj(a) sen(2mjz)}

la expansion en serie de Fourier de By(z — a). Sean x1(s) y x2(s) como
en (17). Supongamos ademads que existe 0 < b < a tal que By(x) = 0 para
b < |z| < 1/2. Entonces para 0 < 0 < 1 y para cadan € N,

l—a

o) = a0 2 A o S By [ B,

ji= r+a—1)°
1/2

=

n—1 (s) o Leg )
_;(_1)kk_!’“e(xk)<(5+k,a)—I—O{t (?) e2™e(|x| )C(U-l-n,a—b)}

/
donde (s), = i:é (s +0) y ademds e(f(x)) = +} 2f(x) Boy(x) dx.
—1/2

Demostracion. Sea 0 < a < 1y cada o > 1. Notemos primero que

oo o0

((s,a) = /JJ_SB()(J} —a)dx — /x_sdb’l(fv —a).

a a
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Sea 1 un entero positivo. Entonces tenemos que

00 n+a~ oo

((s,a) = /x_sBo(x —a)dx — / x %dBi(x —a) — / x%dBi(x — a)
a a~ n+a—
D1 7B s i
:Z : +/ ol —a) dx — / Mda’— / x%dBy(z—a).
— (] + a)s xrs xrs
Jj=0 . P nta-

Notese que faoo x7° Bo(z — a)dx tiene sentido sélo para o > 1. Me-
diante { [*° 27" By(z — a)dz} denotamos la continuacién analitica de
faoo x7° Bo(z — a)dx al semiplano ¢ > 0. Si 0 < o < 1 entonces por
el Teorema (16), nosotros obtenemos

[oe) n+a

{/Bo(x—a) dm}— / By(xz — a) i
xs xs
=, Ay(a) = Bya) [ Bolx—a)
. jla jla o\ — a
—X1(5)Z ji-s +X2(8)Zj1—_5— / Tdiﬂ
j=1 7j=1 0
Sea J un entero no negativo. Integrando por partes, nosotros tenemos
T < . Biii(a” —a) 7B (x —a)
—s — Di+\® T %) 2 4
_ / x dBl(:zr—a)—Z(s)] (7 +a) (s)s / oy dx.
n+a— 7=0 n+a

Por lo tanto cuando 1 — oo tenemos la siguiente igualdad

C(sva) —xa(s) Y f;%al' (_6? S B;(a)

Jj=1 Jj=1

l1—a +1/2

:/%dﬁi / &@)[Uja)s—(“jlﬂ)s]dx.
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Los términos en la suma anterior son iguales a

n—1 ($)k (—x)k |
__42 Bo(x){]; AR + Ro(z,j)| dx
donde
) = v o<l <l

12 (n/t) b

Por la férmula de Stirling’s R, (x,j) < Por lo tanto

€z +J +a|n+g
L2 .
t2 (n/t)? 3 |z|™
B (z,j)dr < /B dx
g // o Z @ T T ap e



Pagina 37

Capitulo 3

Férmula integral de Riemann-Siegel

para la funcién zeta de Lerch

§1. Introduccién.

La funcién zeta de Riemann admite la siguiente representacion en términos
de integrales definidas, ver Edwards [16],

1 T0/2—5/2)

(1) C(s) = I(s) 47 (s
en donde
2) I(s) = / %dw.

o1

Mediante 0 N\, 1 se denota el contorno de integracion con parametrizacion

w= oz+§e_gfi, en donde a € (0, 1) esté fijo y £ corre desde —oo hasta oo.

La expresion (1) se conoce como la férmula integral de Riemann-Siegel
para la funcién zeta de Riemann. La férmula (1) fue descubierta por
Riemann en el siglo XIX pero no la publicé. Basdndose en documentos
péstumos de Riemann, finalmente Siegel [32] hizo piblica la férmula (1)
en 1932. En la actualidad, (1) se conoce como la férmula integral de

Riemann-Siegel para la funcion zeta de Riemann.

Aparte de la férmula (1), en el trabajo de Siegel [32] de 1932 también
se considerd la asi llamada férmula de Riemann-Siegel (no confundir con la
féormula integral) para el cdlculo numérico de la funcién zeta de Riemann.

La férmula de Riemann-Siegel resulta al aplicar el método del punto silla
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(ver de Bruijn [14]) a la siguiente representacion integral, ver férmula 2.4.2
en Titchmarsh [34],

3) R (rtw)” dw

271 ew—1 w

Aqui H denota un contorno de Hankel alrededor del origen.

En 1943, Siegel [33] obtuvo una férmula de Riemann-Siegel para las
funciones L de Dirichlet. La generalizacion de la féormula de Riemann-
Siegel a las funciones L de Dirichlet fue considerada también por Deuring
[15]. Las férmulas obtenidas por Siegel [33] y por Deuring [15] no hicieron
posible el célculo eficiente de las funciones L de Dirichlet. A partir de
una representacion para la funcién zeta de Hurwitz, analoga a la férmula
(3), Balanzario [5] obtuvo una férmula de Riemann-Siegel para la funcién
zeta de Hurwitz. El problema de obtener una féormula de Rieman-Siegel
para el cdlculo numérico eficiente de las funciones zeta periddicas, fue
considerado también por Davis [13], por Laurinchikas y Shyauchyunas [26].
En 1997, Guthmann [20] obtuvo una férmula integral de Riemann-Siegel
para formas modulares. En 1999, Guthmann [21] publicé una férmula de

Riemann-Siegel para formas modulares.

Por otro lado, en 1943 Turing [35] propuso una forma para el cdlculo
de la funcion zeta de Riemann. El método de Turing se basa en la formula
integral de Riemann-Siegel (1). Para el calculo numérico de la funcién zeta
de Riemann, el método de Turing requiere mas operaciones aritméticas
de las requeridas por la férmula de Riemann-Siegel. Sin embargo, al ser
la féormula de Riemann-Siegel una expansion asintética, el error numérico
cometido no puede hacerse arbitrariamente chico. Con el método de Turing
se puede obtener el valor numérico de la funcién zeta de Riemann con un
numero arbitrariamente grande de cifras decimales. En el 2001 Galway
[17] volvié a considerar el método de Turing aplicado a la funcién zeta de

Riemann.
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En este capitulo obtenemos la férmula integral de Riemann-Siegel para

la funciéon zeta de Lerch descrita en el siguiente teorema.

Teorema 4. Sea0 < a<1. Sea0 < X\ < 1. Sea

62771)\71

L(\a,s) = Z — para o> 1.
— (n+a)

Para la prolongacién analitica de L(\,a,s) al semiplano o > 0, se cumple

que

) e—iﬂ’w2+27riw(a+)\)
L(/\,a,s) — e—zwa(1+a+2)\) / W™ dw
(&

—2mia eiﬁw _ e—iﬁw
oN\a

w* ™t dw.

) .
irw +2miw(a+\
i jemAAF D)+ T is I'(l-—s) e'” miw(a+d)
(27-‘-)1—5 I 627ri>\ei7rw _ e—iﬂw

Aqui H es el contorno de Hankel que va desde el punto al infinito coet’
hasta el origen w = 0, luego describe un circulo en sentido negativo
(el sentido de las manecillas del reloj) y finalmente regresa al punto al
infinito ooe4’. Mediante 0 \, @ se denota el contorno de integracion con
parametrizacion w = «a + 56_%i, en donde a € (0,a) estd fijo y £ corre

desde —oo hasta oo.

Esta féormula integral del Teorema 4 hace posible aplicar el método
de Turing para el calculo numérico de alta precision de la funcion zeta
de Lerch y por lo tanto para el cdlculo numérico de las funciones L de
Dirichlet.

§2. Un lema auxiliar.

La prueba del siguiente lema es muy similar a la prueba del Lema 3.17
en [5]. Aqui nosotros hemos hecho las modificaciones apropiadas para

aplicarlo a nuestros propdsitos.
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Lema 5. Sea 0 <a < 1. Sea (8 un nimero real tal que

§a+1 <1< §a+2.
Sea -
1 i?u +Bu
o,(8) = e—du,

2mi J; e~2miaen — ]
donde L es la linea recta que cruza el eje imaginario en i3, hace un angulo

de 37 /4 con el eje imaginario y se extiende al infinito en ambas direcciones.

FEntonces tenemos

2 2
o G +Ba-1)— % +a—3}

o,(0) = COSE(ﬁ—a—I—é)(ﬁ—a—é).

cos(B—a+1) 2

Demostracién. Sea ¢ = e~2™%, Entonces

1 1= (pelBhu _ fu)

PR3+ 1)~ @u() = o [ T

2
271 L 21 L

Si intercambiamos la recta L por una recta paralela a ella que cruza el

eje imaginario por 2mw¢3, de modo que u — 2mwi( pase a través del origen,

entonces obtenemos que

+o00
in? i 2 im 52
pPu(B+1) —Pu(B) = _62 ' /ezﬁ(t”) Fdt = ™D,
i

Sea L* una linea recta paralela a L y que cruza el eje imaginario 2w
unidades abajo de L. Por las condiciones para a y 3 se cumple
p B

——1< -1 < —.
2 “ 2
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Multiplicando por 27 vemos que entre L* y L, el integrando de ®,(/3) tiene
un polo en 27i(a — 1). Entonces

248 2
m L* goe —

Por otro lado

1 647l'u +Bu 1 eﬁ(u—Qwi)2+B(u—27ri)
/ du
L

i - du = —
21 Jrx pev —1 “ 2mi pev —1

i 2
_ _ —2mip _ du = —e 2P 1).
‘ 27ri/L pet —1 " ‘ a(f+1)

Por lo tanto
6727m'a¢)a<6+ 1) — ®,(8) = eiﬂ(52+%)
e—2m'ﬁq>a(5 +1)+ B, (8) = _e2ﬂi(a—2;+ﬁ(a—1))_
Sumando ambas igualdades tenemos que

2
(T8 +3) _ 2mi(a—%+B(a—1)

2 e~ (ima+inf) cos (3 — a + 2)

o,(B+1) =

(B2, a2 2 2
(o= +Aa-)+d) COSW(%— —a+ % —fla—1)— %)
e—(imatinB) cos (3 — a + 2)

T a—% +Ba 5 5
e ( +2 2+’8+8)cos2(ﬁ—a+1+§)(ﬂ—a+l—%)
cosm(f —a+2)

El lema se sigue al hacer la sustitucién §— G —1.
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63. Prueba del Teorema 4.

Para la prueba del Teorema 4, serd necesario considerar las dos integrales

I(s) y J(s) descritas en la siguiente definicién.

Definicién 6. Escribamos

fiﬂw2+27riw(af)\) i7rw2+27'riw(af)\)

(&

e—27riaei7rw _ e—iww

(&

e—27ri)\ei7rw — e~ iTw :

f(wv)‘) =

Para cada s = o 4 it tal que o < 1 sean

I(s) = /f(w,)\)w51dw,

y h(w7 )‘) =

o\ a
coil/?
J(s) = —2isen(7rs)6”5/ h(w, \) w™* dw,
0

en donde 0 \_ a representa un contorno de integracion que es una linea
recta que cruza el eje real entre 0 y a, hace un dngulo de 37/4 con el
eje real y se extiende al infinito en ambas direcciones. Por otro lado el
contorno de integracién en J(s) es la linea recta que parte del origen y se
prolonga hasta infinito a lo largo de la direccién /2.

Proposicién 7. Sean 0 <a <1 y 0 < |\ < 1. Sea s = o + it tal que
o < 1. Entonces

L(—/\, a, 1 — S) = _e—iﬂa(1+a—2)\) I(S) _ eiﬂ')\()\—l)_%is

en donde I(s) y J(s) son como en la Definicién 6.

Demostracién. Por el Lema 5 tenemos que

. 2 9
1 [ edri O eim{ G- -4 +a-§)
— | —————du =
2mi ), e~ 2micen — cosm(B —a+1)
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donde L es la linea recta que cruza el eje imaginario en iw3 y hace un
angulo de 37w/4 con el eje imaginario. Escribiendo la funcién coseno en

forma exponencial tenemos que

1 ea%u2+ﬂu p 61;77/82+1;7T(a—,8)—%ﬂi
2_7”' N e—2mia gu _ ] u = eim(B—a+1) 4 o—im(B—a+1)

(8)

e—iﬂa2+27riaﬂ+27ri(a—ﬁ)

1+ 6—27ri(,3—a+1)

Haciendo el cambio de variable v = 2mwiw obtenemos

dw

1 ea%u2+ﬁu e—ifrw2+27ri,3w
(9) S B e — du = i i
2711 L e mia pu _ | e—2mia p2miw _ |

(a-1)\a

en donde se utilizé la relacién entre a y (6 del Lema 5 para verificar que
el contorno de integracién L se transforma en el contorno (a — 1) \_ a.
Tomando # = v + 1/2 tenemos que (8) y (9) implican

(10) Il(v) = IQ(U) +Ig(1})
en donde
e—iﬂ'w2—|—27rivw—|—1l7rw
Il (7)) = / e—27ria 627r'£w -1 dw’
(a—1)N\a
6i7rv2+i7ra
IQ(U) - _eiﬂ’(vfa) — e—in(v—a)’
e—iﬁa2+37'ria—271'iv+27riva
I3(v) =

1 — e—2mi(v—a)

Ahora multiplicamos ambos lados de (10) por (v — a + A\)~® donde

0 < |\ <1y o <1, e integramos respecto de v a lo largo de la recta
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que parte de a — A y se prolonga hasta infinito a lo largo de la direccién

/2. Con més precisién, el contorno de integracién estd dado por

—a—AtazeT
(11) vV =a—A+zxed,

0<z<o0.

Entonces tenemos que

ooil/?

ooil/?
ei7r(3a—a2)+27riv(a—1)
/ Is(v)(v—a+A)"*dv = / (v—a+A)"*dv
a—A

1 — e—27mi(v—a)
a—X\

2mi(aut+A—u—al)
. 2 e _
— im(a®+a) / u”® du

1 — e—2mi(u—2X)

ooil/?

9 6727‘(’1’(’[},7}\)
_ im(a®4a)—27ida 2miua ., —S
= € ————— € u du
1 — e—2mi(u—2A)

0
, coil/? -
— _ezﬂ”(a +a)—2mila / 627rzua E eQﬂ'zn(u—)\) u=® du
0 n=0
ooil/?
00
.92 . ) )
— _ezﬂ”(a +a)—2mila E e—27r7,n)\ / 627rzu(n+a) uw=® du
n=0 0
i, o i ;3/2
5 —2min
_ eiﬂ(a2+a)—2ﬂ'i/\a e 2 Z e e w=° dw
(2m)L—s (n+a)l—s

i

) _omi _
_Zewr(a +a) 27rz>\ae

s I(1—ys) i g~ 2mini
(

(2m)l—s — n+a)l—s

donde la integracion término a término de la serie queda justificado dado
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que
1/2

/ eZﬁiu(NJra)fZTriN)\

1 _ e2mi(u—x) u*du = 0.

lim
N—oo

0

Si |[A| € (0,1) entonces el término I3(v) no tiene singularidad en v =
1/2

a — A. Esto implica que la integral [~ I3(v) (v —a+ X\)~* dv converge

de manera uniforme en s cuando s corre en subconjuntos compactos del

semiplano ¢ < 1. Por lo tanto

ooil/?
13(7)) . jmra( +1,2>\),7r_i F(l — S)
dv — —ieimala o s L(—\ 1—
/ (v—a+ A\)* v e (2m)L—s (=X, a, s)
a—A\

extiende la funcién zeta de Lerch L(\, a, s) al semiplano ¢ > 0. En
resumen

. mi . I'(1—
(12) /13 =X3L endonde Xjz=—je'm* TNy ﬁ

Por otro lado

ooil/? coil/?

i7rv2+i7ra
/ L(v)(v—a+X)"*dv = / ¢ (v—a+ )" dv
e

—im(v—a) _ pin(v—a)

a—A a—A

v % dv

1/2
oo eiﬁ(v2+a2—|—>\2)—27ri>\(v+a)—|—i7ra(2v+1)
== / Qi (V—X) _ p—im(v—X\)
0

ooil/?

] ] ei7rv2+27riv(a—)\)
- _ ezﬂa(a+1)+7,7r/\()\—2a) / v=% dv.

eim(v=2A) _ pg—im(v—2A)
0
En resumen

-1/2
OOZ/

(13) /IQ = X5 / en donde Xy = —efmalat)HinA(A=2a)
0
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Por tltimo consideramos la integral

o0il/? o
(14) / I ( / / e imw +2miwvtiTw dw dv
(v—a+)\ e~2miae2miv — 1 (p—q+ NS
a—\ a—X (a—1)N\a

Intercambiando formalmente el orden de integracion nosotros tenemos que

e—iﬂw2+27riwv+i7rw
/ / . 4 (v—a+ A" dwdv

e—27rza 627rzw -1

-2 (a—1)N\a
ooi1/2
e*lﬂ'w omi
= D . e (v —a+ N) "% dvdw
e~ mTia e’LTI"LU _ e—Zﬂ"u)
(a—1)N\a a—\
o oil/?
e—Zﬂ"LU omi N
= D : 2w (v=A+a) =5 oy dw
e~ mia elﬂ'w _ eszrw
(a=1)\a 0
1/2
e—iﬂw2+27riw(a—)\) oo )
= P . 2™ 4= du dw.
e mia €Z7rw _ 6—Z7rw
(a=1)\a 0

Para justificar el intercambio anterior en el orden de las integrales, ndtese
que el contorno de integracién (a — 1) "\ a admite la siguiente parame-
trizacién w = ag + x(—1 + i), en donde ap es un numero real tal que
a—1<ag<ayendonde —oo < x < co. Por otro lado v se puede tomar
como v = y(1 +14) en donde 0 < y < co. Ahora bien

Re(2miwv) = —2myay.

Por lo tanto la integral interior converge absolutamente cuando ag > 0. De
aqui en adelante supondremos que 0 < ag < a y por lo tanto escribiremos
0\ a en lugar de (a — 1) \_a.
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Haciendo el cambio de variable v = z/2miw tenemos que

ooil/? ocoe’®
/ 627riwv v dv = (27_‘_w)sfle§i(s—l) /exxs dr
0 0
en donde /2 < a < 37w /2. Por otra parte
/e"”:z:s dx = /e‘”a:s dr = —e ™ T(1 — s).
0 0
Asf entonces
ooil/?
/ 2™ S dy = i(2mw) Tt e_%isI‘(l —35).
0

Por lo tanto la integral doble en (14) es igual a

L i efiﬂ'w2+27riw(af)\) L
: s—1 _—Lis s—
iT(1—s)(2m)° e 2 / o W dw.
e eimw — e
oNa

En resumen

(15) /Il =X / en donde X; =il'(1 — s)(277)3*16_%i5.
oNa

Por (10), (12), (13) y (15) tenemos que

ooil/?
X X
L = 2L /_ 22 /
X3 X3
oNa 0

en donde
X4

— = —exp{ —ima(a+1—2\)}
X3
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y en donde
X9 - ima24 i g sen(7s)
= —= _2 2
X ' G L)

Esto termina la prueba de la Proposiciéon 7. |

El propdsito del siguiente lema es modificar el contorno de integracién

en J(s) para llevarlo a un contorno de Hankel.

Lema 16. Sea |A| € (0,1) y sea 0 <7 < |\|. Sea o < 1. Consideremos el
contorno de integracion y(r) = C1(r) + Co(r) + C2(r) en donde Cy, Cy y
C son los siguientes contornos

T, w=re Tr

w=_Eed", ’ w=~Ee 4"

-Ch = ¢ —Cy = T - Cy = $
r<§&< oo, ——<9§Z,

Sea J(s) como en la Definicién 6. Se cumple entonces que

J(s) = lim h(w, \) d_w

AT w?

Demostracién. La funcién h(w, \) tiene sus polos en w = k + X para
k € Z. Puesto que |A| € (0,1) y ademéas 0 < r < |\| entonces h(w, \) es

analitica en el disco |w| < r. Por lo tanto existe una constante K tal que
|h(w, )| < K para |w| < r. Puesto que o < 1, entonces

Tt
/ h(w,)\)d—f<<27rr-Ke—d—>0
Co(r) w r

cuando r — 0.

Para toda 0 < r < |A| se cumple que

/ h(w, \) d_us) = —62”3/ h(w, A) d_w
Ca(r) w
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Asi entonces

Lo Fu =0
7(0) C1(0)  JO2(0) €1(0)

y por lo tanto

d , , , d
ti [ b ) 5 = e ) [ S = ().
v(r) w

r—0 w?s
0

El Teorema 4 se sigue de inmediato de la Proposicion 7 y del Lema 16

al hacer las sustituciones A — —\ y s+—1—s.

§4. Preliminares al calculo numérico.

Con objeto de calcular numericamente la funciéon zeta de Lerch vamos

primero a desplazar el contorno 0 N\ a de la integral I(s) hacia la derecha.

Lema 17. Sea ng € N. Sea f(w,\) como en la Definicién 6. Se cumple

que

"0 e—27ri)\(k:—|—a) +ima(a+1)

I(s) = —;O Fra + /f(w,A)ws— dw

en donde la integral se toma sobre el contorno (ng +a) \ (no +a + 1).

Demostracién. La funcién f(w,\)w*~! tiene polos en w = k + a para

cada k € Z, con residuos

o —2miA(k+a)+ira(a+1) (k+a)*! .

271

Puesto que ng > 0 entonces el cruce de los polos se realiza cerrando un
contorno de integracién orientado en sentido negativo. Por lo tanto los

residuos deben multiplicarse por —1. |
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Ahora vamos a “inflar” el ojo del contorno de Hankel en la integral
sobre J(s).

Lema 18. Sea 0 < A < 1. Sea n; € N. Sea (r) el contorno descrito en
el Lema 16. Se cumple entonces que

" —2mia(k+A)—imA(A+1)

(k+ \)*

k=0

"1 e2mia(k—X)—imA(A+1) dw

— . —|—/ h(w, =) —.
—1 (k—A) v(n1) w

Demostracién. Cuando |A| € (0,1), la funcién h(w,\)w™* tiene polos
en w = k + X para cada k € Z. Cuando k < 0 el residuo correspondiente

es igual a
627ria(k:+)\)—i7r)\()\—1)

L A8 iﬂs'
i k4 A e

Cuando k > 0 el residuo correspondiente es igual a

e2mia(k+A)—irA(A-1)

kE—+ A%
2mi [+ Al
El lema se sigue al sumar estos residuos escribiendo —\ en lugar de A en
donde 0 < A< 1. N

A continuacién vamos a sustituir el contorno de Hankel «(n;) por dos

lineas paralelas.

Lema 19. Sea 0 < A < 1. Seany € N. Sea C; la linea recta que cruza
el eje real entre ny — X\ y n; — A+ 1, hace un angulo de —3m/4 con el eje
real y se extiende al infinito en ambas direcciones. Sea C5 la linea recta

que cruza el eje real entre —(ny + \) y —(n1 + A) + 1, hace un dngulo
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de —7m /4 con el eje real y se extiende al infinito en ambas direcciones. Se

cumple entonces que

d d d
/h(w,—)\)—w _ / h(w,—)\)—w+/ h(w, —)\) 22,
w? cq w? c w?

v(n1) 2

Demostracion. Sea « el punto donde C7 intersecta al eje real. Sea

K > 0. Consideremos los contornos de integracion

— e Fi 4 g T _ qe—im 4 gem i
—Cl(K):{w ae +8ed’, () = w=ae "4+ 17,
— K <¢ < o0, — K <¢ < o0
Sea wy € C1(K) y sea wy € Cy(K) los puntos correspondientes al valor
& = —K del parametro en la representacion paramétrica de los contornos
Ci(K) y Co(K). La integral de hw™° sobre y(«a) es igual a la integral
de hw™* sobre el contorno que recorre primero C7(K), luego recorre el

segmento de linea recta que va de w; a wy y finalmente recorre Cy(K).

Es féacil ver que la integral sobre el segmento de linea recta que va de
w1 a wy es
< e—cle K—o’

en donde ¢; > 0. Haciendo que K — oo, vemos que la integral sobre 7y(«)

es igual a la integral sobre C(c0) mads la integral sobre Cy(o0). B

En la Proposicién 20 que sigue vamos a resumir la discucién de este
apartado. Serd esta expresiéon para la férmula integral de Riemann-Siegel
para la funcién zeta de Lerch, la que nos permitird proceder segun el
método de Turing en el siguiente apartado. Es facil desplazar el contorno
C5 del Lema 19 a la izquierda o a la derecha segin sea conveniente. Al
cruzar polos se deben tomar en cuenta los residuos correspondientes. Esto

nos permite desacoplar las dos sumas del Lema 18.
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Proposiciéon 20. Sean ng, n1 y no nimeros naturales. Sea 0 < \ < 1.

Sea s = o +it tal que o < 1. Para la funcién zeta de Lerch se cumple que

"0 2mizk

e .
LA\ a,1—35) = —_ — emimallta+2)) flw, =N w dw
,;) (k4a)t=s Co

nog—1 n
o F(S) ke 2 e—27mak _E 1 eQTrzak:
2miaA 5 i 5 i8S
e 2n)° [6 kzo (k+N)° Z:

e (I;Ej))s{/cl /c} )

en donde Cy = (ng+a) \ (no+a+1), Ci=(n1—A) / (nmi—AN)+1y
Cy=—(na+ )/ —(na+A)+ 1.

§5. Calculo numérico.

Nuestra tarea ahora es elegir los valores de ng, n1 y ny en la Proposicién
20 de tal manera que las integrales sobre f y sobre h se puedan calcular

de manera conveniente.

Para la eleccién de ng nétese que la funcién f(w, —\)w*~! tiene dos

s—1

puntos silla. Por punto silla de f(w, —A)w nosotros entendemos aquel

valor de w tal que ¢’'(w) = 0, en donde
p(w) = —irw? + 2miw(a + ) + iTw + (s — 1) log w.

Asf entonces, los dos puntos silla de f(w,—\)w*~! son

A AN2Z  s—1
(21) w:Zj: (Z) + 5 endonde A=2a+\)+1

Note que la funcién

e—irrw2 +2miw(a+N)+iTw

f(w7 _)‘) =

e2mi(w—a) _ 1
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tiene polos en w = k+a para cada k € Z. Ahora podemos hacer la eleccién

de ng. Sea

A AN 2 t
(22) no = [fo—al] endonde [y = Z+ (Z> +%'

En el siguiente lema vamos a estimar la contribucién a la integral sobre
f debida a los dos segmentos de linea recta que quedan después de remover

la parte central del contorno de integracion Cj.

Lema 23. Sean 0 < A <1 y 0<a<1 SeaA=2a+\)+1. Seaf
como en (22). Sea 0 < o < 1. Para K > 0, sea

3
w = ﬁo + SeTla
Lo(K) =

K < |¢] < 0.

Sea Ay = 447 /100. Se cumple entonces que

d 6 3ol e—AoK?
[rw-n S < 2B
wh=s 5 MoK [[Bo — all
Lo(K)
en donde ||z|| = |x — [x + 1/2]| es la distancia de x al conjunto Z.

Demostracion. Si z = x + iy entonces

1 6 3 1
24 R D -0y s §
2 il < w5 5 e )

Asi pues, para cada w € Ly(0) tenemos que

3v2

‘ 1
5[|6o — al|

e2mi(w—a) _ 1‘ =
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Por lo tanto | fLO(K) f(w, —=A)w*~! dw| no es mayor que

3v2 L/ @m{—Wi2+vﬁm%€_”A&W6_tEﬂ&%®}d€

1150 HI&IZK |Go + €e1|
en donde hemos escrito F(£/5y) en lugar de arg (ﬁo + ﬁe%ili). Noétese que

arctan <\/§L_§) si €< V2,

7 + arctan <

Fo(§) = ¢
&Y desvam
V2 - £>

Aqui arctan({) denota la funcién arco tangente usual, es decir, la funcién
estrictamente creciente tal que arctan(z) — +m/2 cuando x — oo y
tal que arctan(0) = 0. Con el cambio de variable £ — (& vemos que
‘ fLO(K) flw, =) ws=t dw‘ no es mayor que (ya que 0 < o < 1)

iy [ oo {m(- v g - ) e

K
€235

Por otro lado, para cada t > 0, cada £ € R y cada 1 < A <5, tenemos
A& t

4,
ﬁoﬂ_ﬂ_gﬁb(g) < —mf .

Por lo tanto | fLO(K) f(w, =\)w*™! dw| no es mayor que

_£2+\/§£_

oo

128§ / —Ag(Bpe)? 447
—_ d dond Ap=—=1.3823---.
51130 — all e ¢ en donde 0= 100

K/Bo

Por dltimo, nétese que

—AgK?

—Ag(Bpé)* <&
/ ‘ d < 2KAofBy
K/Bo
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Consideremos ahora la eleccién de nq y ng. Nétese que h(w, —\) tiene
dos puntos silla. Por punto silla de hA(w, —A)w™° nosotros entendemos

aquel valor de w tal que ¢'(w) = 0, en donde
d(w) = irw? + 2wiw(a + \) 4 imw — slogw.

Asi entonces, los dos puntos silla de A(w, —A)w™* son

A AN2
(25) w:—Z:I: (Z) —l—% en donde A=2(a+\)+1.

Note que la funcién

eiﬂ'w2 +2miw(a+N)+iTw

h(w, =A) = o2mi(wA) _ |

tiene polos en w = k — X para cada k € Z. Ahora podemos hacer la

eleccién de ny y no. Sea

A AN2Z
(26) ny = [f1+A] endonde [ = -7 + (Z) + o
Finalmente, sea

A ANZ ot
(27) ny = —[f2+ A endonde [ = i <Z) + o

En el siguiente lema vamos a estimar la contribucion a la integral sobre
h debida a los dos segmentos de linea recta que quedan después de remover
la parte central del contorno de integraciéon C;. También se considera la
integral sobre h a lo largo de Cs.

Lema 28. Sean 0 < A <1 y 0<a<1. Sea A=2(a+ \)+1. Sea [
como en (26). Sea 0 < o < 1. Para K > 0, sea

37 ;
w = ﬂl + fe_Tz,
Li(K) =

K < [¢] < o0.
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Sea Ay = 8m/100. Si s = o + it es tal que t > 7 entonces

/ h(w, —\) dw

ws
Ly (K)

6 6° oM K2
5 MK |G+ Al

en donde ||z|| es la distancia de x al conjunto Z.

Demostracién. Por (24), para cada w € L1(0) tenemos que

3V2

1
‘ 5181+ All

e2mi(w+A) _ 1 ‘ =

Por lo tanto | le(K) h(w, —A)w™* dw| no es mayor que

3v2 / exp{—7r€2+\/§7Tﬁ1f+7TA§/\/§+tF1(§/ﬁ1)}

dg
5181 + Al |61—|—§e_§47£i‘0

l€1=K

3
en donde hemos escrito Fy(£/B1) en lugar de arg (1 + e~ 2 '). Nétese
que

§
=)

— 7 + arctan (

si & < V2,

arctan (

Fi(§) =

£ :
si & > V2.
mva) SV
Con el cambio de variable £ — ;£ vemos que ‘ le(K) h(w, —A)w™* dw‘
no es mayor que (ya que 0 < o < 1)

66" 2f _ 2 At
5181 + All /Kexp{wﬁl( 3 +\/§€+/31\/§+7rﬁ%F1(§)>}d£'
1

61> £

Por otro lado, para cada t > 7, cada £ € R y cada 1 < A < 5, tenemos

e +L2F1(£) < —152-

2
B +\/ﬁéﬂ—’—ﬁl\ﬁ Qeh 100
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Por lo tanto | le(K) h(w, —A)w™* dw | no es mayor que

12817 7 (56 8
—_— e MB1O7 g en donde A; =-—=0.2513---.
5181+ Al : 100
K/B1
Por dltimo, nétese que
7 ~A K2
/ e~ A1(816)? d¢ < L' 0
T 2KA B
K/B1

Para la integral sobre h a lo largo del contorno C'; damos a continuacion
dos estimaciones. Notese en particular que en una de estas estimaciones
no aparece la expresion ||z + A|| en el denominador. Esto se debe a que

hacemos que el contorno C5 pase justo en medio de dos polos.

Lema 29. Sean 0 < A <1 y 0<a <1 SeaA=2a+ A +1. Sea
0<o<1l Seaf € (—(n2+A),—(n2+ A) + 1) en donde ny es como en
(27). Para cada K > 0, sea

_77TZ~
Ly - Jr=ore T

K < |¢] < 0.

Sea Ay = 447 /100. Si 3 = (2 en donde (33 es como en (27) entonces

2
dw 6 |G| e h2K
h(w,—A) —| < = . expy — 7ty.
S B e el o Rt
La(K)
1
En caso de que f = —(na + \) + 5 en donde n9 es como en (27), entonces
dw o4m
N R {1 ——}.
h(w, —\) s | S dexp It 10075

L5(0)
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Demostracién. Suponga que § € (—(n2 + A), —(n2 + A) + 1). Por (24),
para cada w € Lo(0) tenemos que

‘ 1 < 3v2
e2mi(wX) — 1| = 5|8+ A|[’

Por lo tanto | fLQ(K) h(w, —\)w™* dw‘ Nno es mayor que

3\/5 / exp{ —7T£2 _ \/ﬁﬂﬁg—ﬂAﬁ/ﬁ‘FtFQ(f/‘ﬁD} d¢

JEEDY e T
[§1>K |ﬁ . ’

T ;
en donde hemos escrito F5(¢/[6]) en lugar de arg (8 4+ e~ 4"). Nétese

que

—m — arctan (\/;_ 5) sié < V2,

— 27 — arctan (

Fy(8) = ¢
——) si&> V2

e ¥

Con el cambio de variable & — [B|¢ vemos que | fL2(K) h(w, =A)w™* dw|

no es mayor que

6l6]' 7 2 2 A¢ t
AEES /Kexp{wﬂ (—E —i—\/if—l-ﬁ—l-ﬂ—ﬁZFQ(i))}df.
|£\2m

Aqui hemos utilizado que 0 < ¢ < 1. Si § = (5 en donde (33 es como en

(27) entonces

At Mo, 1
ﬁ—i_ﬂ__wﬁb(g) < 008 TR

paracadat > 0,cada € Rycadal < A <5. De esta manera, obtenemos

—& +V2¢6+

que | sz(K) h(w, —A)w™* dw | es menor o igual que

r 44
/ e_AQ(ﬁ25)2 d¢ en donde Ay = Wg =1.3823---.

e 12182177

5(182 + All
K/1Bo|
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Por 1ltimo, nétese que

I o AoK?
/ —Ag(B26)? d¢ <
= 2KAs|Bo|
K/|B2]
Supongamos ahora que § = —(n2 + A) + 1/2 en donde ny es como en

(27). En este caso, para cada w € L2(0) tenemos

1
| < v2

e2mi(w+A) _ 1
De aqui que ‘ fL2(O) h(w,=A)w™* dw| no es mayor que

+oo
@0) 20 [exn{ms(— ¢+ vEE+ 25+ —mm0) e

Puesto que —77/4 < F5(§) < —37/4, vemos entonces que

LR < BB -

- +\/_§+ﬁf ok 1

1 A
en donde B = — + ———. Por lo tanto

V2 28V2
3t A N2 3t
52<B2— W> = (%+m> -7
Notese ahora que
p= [ﬁz+)\]—>\+% Zﬂz—% de modo que |f| < |ﬁ2]+%_
Puesto que ademds A < 5, entonces

1 5
ol , 1, 5 _ el

‘f f’<f 22 e 2R
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Por otro lado tenemos que, para toda t > 0,

5 52t )2 126 ¢
32 < J3. 2 (-) L O T
(1821 +3) —{ 1TV +27r} = o7

Vemos entonces que

3t 63t 3t 54
— ) <1 - < 17— —t.
4,(32) <17 <17

2( p2
B2 — =
b ( 100 4 100

Al multiplicar esta desigualdad por 7 vemos que (30) es menor o igual que

+oo
541 2 2 2 S54m
2|81~ {17 ——t}/ —TATEB)T ge = {17 ——t}.
|B]"~7 exp =100 e £ G exp =100

Note que |3|77 <29 < 2. Esto termina la demostracién. Ji

Antes de enunciar un algoritmo para el cédlculo de la funcién zeta de

Lerch, serd necesario un par de lemas adicionales.

Lema 31. Sea ng como en (27). Sea 0 < A < 1. Sea s = o + it en donde
0 < o < 1. Se cumple que

TLQZ_l 6727T’L'ak _ 1 N 1+\/¥
= (k+A)] 7 A -0

Demostracién. Si n > 0 entonces

n

L LY . S
e (k+X)7 = X (x+ A7 ~ A7 1-0
- 0

El lema se cumple ya que no < 1+ /1.

Para la demostracién del siguiente lema ver [22] pdgina 95.
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Lema 32. Para la funcién gamma se cumple, para cada t > 0, que

Tt

5
IT'(o +it)] < 56 (t+1)°*%.

o

Ahora podemos hacer un resumen de toda la discusién hasta este punto
y concluir presentando una forma de calcular la funcién zeta de Lerch
L(\, a,s). Para esto, sea v;(K) el segmento finito de linea recta tal que
C; = vj(K) + Lj(K) para cada K > 0 y en donde Cj, con j = 0,1, 2,
son como en la Proposicion 20 y ademés Lo(K), L1(K) y La(K) son como
en los Lemas 23, 28 y 29. Asi entonces 7;(K) es la parte central de los
contornos de integraciéon C, es decir, lo que queda después de remover los
extremos L;(K).

Si la funcién zeta de Lerch L(A,a,1 — s) se aproxima mediante los

cuatro términos siguientes

n, . n .
0 eZTrzAk F(S) 1 eZTmak

(k= A)

__—2miaA— %is

(k+a)i— © (27)°

k=0 k=1

— dw ; _ms L(8) dw
_—ima(l+a+2X) - _ SimA(A+L)—Fis )
e / flw, =) il —(27r) / h(w, —\) e
70(Kp) 71 (K1)

»

entonces, para cada t > 7, el error cometido no es mayor que

6 { PN a7 B e—AlK%}
5 AoKo |0 — all 20 (2m)°  MK; ||B1+ M|

[0} 7T ( ) ( — 0 )

en donde () y B1 son como en (22) y (26) respectivamente.

El parrafo anterior expresa la idea esencial del método de Turing. Tanto

en el trabajo de Turing [35], como también en el de Galway [17], se dan
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estimaciones para el error cometido cuando se aproxima ntimericamente las
integrales ij( K;) el el caso de que la cuadratura se lleve a cabo mediante
el método mas elemental que consiste en aproximar una integral mediante
sus sumas de Riemann. Estas estimaciones del error han sido discutidas
por Crouch y Siegelman [11], por Goodwin [18] y por McNamee [28]. Es
claro, sin embargo que hay métodos mas eficientes para llevar a cabo la
cuadratura numérica que el usar sumas de Riemann: el método de Simpson

por ejemplo.

Finalmente debe notarse que hemos propuesto un modo de calcular
L(X a,1 — s) en lugar de la expresién més natural L(\, a,s). Esto se
justifica por el hecho de que los puntos silla que resultan al considerar
L(\, a,1 — s) estdan muy cerca del eje real. Esto tltimo permite evitar la

aparicion de términos exponencialmente grandes.
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