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Prefacio

Consideramos el problema de valor inicial con frontera para la ecuación no lineal

no local del tipo Schrödinger

+N ( ) +K = 0 (0 ) 0

( 0) = 0 ( ) (0 )
(1)

donde = ( ) el término no lineal N ( ) = | | y 0. Sea C0 (0 )

entonces el operador pseudodiferencial K se de ne como

K ( ) := ( )
1

2

Z +

( ) b( ) (2)

donde (0 )

( ) :=
1 (0 )

0 (0 )
(3)

( ) = (0 1) y una constante compleja tal que el operador K sea

disipativo, es decir

Re ( ) 0 para valores de C para Re = 0

Aquí y abajo es la rama principal de la función analítica compleja en el semiplano

complejo Re 0, tal que 1 = 1 (haciendo un corte a lo largo del eje real negativo

( 0)

iv



0. Prefacio v

b denota la transformada de Laplace de la función
b( ) = Z

0

( )

C Notamos que la integral en (2) converge debido a que b decae cuando
| | (Luego vamos a precisar la clase de funciones a que pertenece )



Capítulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

La teoría de ecuaciones no lineales evolutivas juega un papel muy importante

en la teoría de la Física Matemática contemporánea, ya que tales ecuaciones

aparecen en la Física moderna, la Biología, Tecnología y otros campos de la ciencia.

Mencionamos algunas de estas importantes ecuaciones. La ecuación de Otto-Sudan-

Ostrovsky

+N ( ) + 1

Z
0

( )
= 0 (1.1)

donde el término no lineal N( ) = y el término 1

R
0

( ) puede ser escrito

usando el operador pseudodiferencial K en la siguiente manera

1

Z
0

( )
= K ( )

1

2

Z +

( )
£
(0 ) ( )

¤
con ( ) = 1

1
2 , =

1

2
y 1 se elige por la condición de disipación, tal que

Re 1
1
2 0 para Re = 0 (ver [27]).

1
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La ecuación de Burgers

+N( ) = 0

donde el término no lineal N( ) = y el término se describe mediante el

operador pseudodiferencial K por

( ) = K ( )
1

2

Z +

( )
2X
=1

(0 ) ( )

donde ( ) = 2 y = 2 (ver [14]).

La ecuación de Korteweg-de Vries

+N( ) + = 0

donde el término no lineal N( ) = y el término se describe mediante el

operador pseudodiferencial K como

( ) = K ( )
1

2

Z +

( )
3X
=1

(0 ) ( )

con ( ) = 3 y = 3 (ver [29] y [42]).

También es de gran interés en la Física Matemática, la combinación de estas dos

ecuaciones, la así llamada ecuación de Korteweg-de Vries Burgers

+N( ) + = 0

donde se escribe como

( ) ( ) = K ( )
1

2

Z +
"

3
3X
=1

(0 ) ( )

+ 2
2X
=1

(0 ) ( )
#
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donde ( ) = 3 2 Está ecuación aparece en acústica no lineal para los líquidos

con burbujas de gas (ver [39], [53] [50], [58], [22]). Estas ecuaciones son deducidas

de de niciones fundamentales y de las leyes de conservación, tales como: la ley de

la conservación de la energía, la masa y el impulso, características esenciales de

los objetos de estudio. Cabe mencionar también, que estas ecuaciones tienen una

amplia aplicación en la descripción de distintos procesos en la propagación de ondas,

procesos que son disímiles a primera vista.

Con el desarrollo de software y hardware que actualmente se tiene en los

grandes sistemas de computo, se han podido efectuar complicados experimentos de

cálculos numéricos para estudiar ecuaciones no lineales evolutivas, permitiéndose al

investigador descubrir nuevas leyes y efectos no lineales que son difíciles de enunciar

a simple vista y así abrir una nueva ruta de investigación para estudios futuros

(ver [26]). De esta manera en 1967 fue encontrado un método usado para encontrar

explícitamente la solución de una clase particular de ecuaciones no lineales, este

método es conocido como "Transformada Inversa de Dispersión"(IST) por sus siglas

en ingles (ver [15]). Este método estudia las propiedades de esta clase particular de

ecuaciones no lineales y es posible encontrar en muchos casos el comportamiento

asintótico de las soluciones por medio de este método (ver [1] y la literatura señalada

aquí).

Desgraciadamente no hay recetas para la solución de alguna ecuación no lineal

evolutiva, porque cada ecuación posee su propia individualidad y requiere un enfoque

especial y hasta un conjunto de métodos analíticos para su investigación. Sin

embargo, es posible aplicar muchos de los métodos ya desarrollados a algunas

ecuaciones particulares y generalizarlos para algunas clases de EDP no lineales.
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Por otro lado se puede desarrollar las soluciones de las EDP no lineales mediante

métodos asintóticos; ya que en pocas ocasiones se puede resolver explícitamente

una ecuación no lineal evolutiva. Es muy importante tener una representación

analítica aproximada para las soluciones en forma explícita cerrada o desarrollada

en serie para poder controlar los errores. Los desarrollos asintóticos se utilizan para

deducir fácilmente las propiedades básicas de la solución tales como el crecimiento

o decaimiento de la solución en diferentes regiones, nos permiten saber dónde oscila

y dónde es monótona, además de que nos da información sobre los datos iníciales

después de un tiempo grande.

Así, los métodos asintóticos son importantes no sólo desde el punto de

vista teórico sino también son usados provechosamente en la práctica como un

complemento para los métodos numéricos. Sin embargo los métodos asintóticos son

difíciles aún en el caso de ecuaciones lineales evolutivas (ver [19], [57]). En el caso de

ecuaciones no lineales es necesario probar la existencia global de soluciones clásicas y

obtener algunas estimaciones adicionales para aclarar las expansiones asintóticas. Ya

que los métodos asintóticos no representan un método general, es importante decir

que cada tipo de no linealidad debe ser estudiado individualmente, especialmente

en el caso de tener datos iníciales grandes, pero en este trabajo sólo trabajamos

con datos iníciales pequeños ya que el método que aquí desarrollamos no se aplica

para datos iníciales grandes, debido a que para probar la existencia y unicidad de

la solución usamos el método de principio de contracción.

A pesar de la importancia y de la actualidad de los métodos asintóticos,

hay relativamente pocos resultados para las ecuaciones evolutivas no lineales. Sin

embargo una gran cantidad de publicaciones se han ocupado de la representación
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asintótica de soluciones al problema de Cauchy para las ecuaciones no lineales en

últimos veinte años. Mientras que aún no se ha proporcionado una revisión completa

de este problema en las publicaciones anteriores mencionadas, a continuación

referimos algunos resultados conocidos (ver [7], [9], [10], [11], [12],[13], [19], [20], [21],

[23], [24], [30], [34], [38], [40], [47], [48], [49], [56], [59], [60]), donde hay estimaciones

óptimas obtenidas del decaimiento del tiempo y fórmulas asintóticas de soluciones

a diversas ecuaciones no lineales locales y no locales en el caso de los problemas

de Cauchy. Sin embargo, hay sólo algunos resultados referentes al comportamiento

asintótico del tiempo grande de las soluciones para los problemas del valor del inicial

y de frontera. Observe que "tiempo grande"; no signi ca valor necesariamente grande

en la solución.

El problema de valor inicial y de frontera (1) es de gran interés desde un punto

de vista físico ya que éste describe fenómenos físicos, tales como rayos laser, ondas

sobre agua y otros fenómenos ondulatorios (ver [47]), además es un modelo simple

que aparece como una primera aproximación en la descripción de ondas no lineales

en un medio disipativo y dispersivo (ver [47]).

1.2. Objetivo

Desarrollar un método general para el estudio analítico del comportamiento

asintótico de la solución del problema de valor inicial de la ecuación (1).

El propósito de este trabajo es responder algunas de las preguntas más

importantes en la teoría de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, tales

como la existencia, unicidad y el comportamiento asintótico de la soluciones para
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tiempos grandes. También se resolverá la pregunta natural que surge al momento

de de nir nuestro problema: ¿Cuántos valores en frontera se deben considerar para

la existencia y unicidad de la solución?

1.3. Descripción por capítulos

Este trabajo consta de siete capítulos, organizados de la siguiente manera:

El primer capítulo de este trabajo está dedicado a la introducción e inicia con

una recapitulación de la teoría acerca de las EDP no lineales y el lugar que ocupan

los métodos asintóticos en la solución de éstas ecuaciones.

El capítulo 2 se centra en dar la teoría básica necesaria para facilitar la

comprensión del contenido de este trabajo. Además se de ne y desarrolla el operador

pseudodiferencial K así como la de nición de las integrales de tipo de Cauchy y del

operador P.

En el capítulo 3 se presenta el desarrollo de la solución del problema lineal

empleando la metodología de la transformada de Laplace en un segmento, las

propiedades del operador P y teoremas de Cauchy para construir la función de

Green. Al aplicar la transformada inversa de Laplace se encuentra la solución en

forma integral del problema lineal y aplicando el principio de Duhamel se encuentra

la solución del problema no lineal. También se presentan algunas estimaciones y la

fórmula asintótica de la función de Green.

Los capítulos del 4 al 6 están dedicados a la demostración de la existencia y

unicidad de la solución, así como la obtención de la asintótica de la solución para

tiempos grandes.



Capítulo 2

Teoría preliminar

En este capítulo se pretende dar la teoría básica necesaria para facilitar la

comprensión del contenido de este trabajo.

2.1. Clases de funciones

Los teoremas sobre la inversión para la transformada integral de las soluciones

para las ecuaciones diferenciales parciales son de un tipo muy general, pero puesto

que estamos interesados sobre todo en usos físicos, consideraremos solamente las

funciones del tipo que se presentan normalmente en el análisis de problemas físicos.

Si una función es continua sobre un intervalo abierto ( ) se dice que

pertenece a la clase de funciones C( ); si el intervalo sobre el cuál la función es

continua es cerrado, se escribe C [ ]

Una función se dice que es continua a trozos en un intervalo ( ) si el

7
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intervalo puede ser partido en un número nito de intervalos no autointersectados

( 1) ( 1 2) · · · ( 1 )

en cada uno de los cuales la función es continua y tiene límite nito cuando se

aproxima a cada uno de los puntos fronteros de los subintervalos. Entonces se escribe

que P ( )

Si es el punto extremo izquierdo de unos de los subintervalos en el cuál ( )

es particionado, entonces por ( ) quiere decir ĺ m 0 ( ) donde tiende

a cero a través de todos los posibles valores positivos de .

Cuando una función y cada una de las primeras derivadas 0 (2) · · · ( )

son continuas sobre el intervalo abierto ( ) se dice que pertenece a la clase de

funciones continuamente diferenciables de orden y escribimos C ( )

Cuando una función y cada una de sus derivadas hasta orden son continuas

a trozos en el intervalo abierto ( ) se dice que pertenece a la clase de funciones

continuamente diferenciables a trozos de orden y escribimos P ( )

Si todas las derivadas son continuas por trozos en el intervalo abierto ( ) es

decir, si C ( ) para todo entero positivo menor o igual que decimos que

C ( ) o que es in nitamente suave.

Otra clase de funciones las cuales toman interés en el espacio de distribuciones,

es la clase J (R) de funciones de prueba de rápido descenso. Una función se dice

que es una función de prueba de rápido descenso si C (R) y si y todas

sus derivadas decrecen a cero más rápido que cualquier potencia de | | 1 es decir,

si éstas satisfacen que ¯̄̄
( ) ( )

¯̄̄
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donde 0, 0 y Z. Está condición puede escribirse de forma alternativa

como: ¯̄̄
( ) ( )

¯̄̄ ¡
| |

¢
para enteros no negativos y y para todos los valores de J (R) es llamado

espacio de Schwartz.

Para el mismo propósito se introduce la clase de funciones de lento

crecimiento. Y se dice que N (R) si C (R) y existe 0 con la

propiedad de que para todo entero 0 satisface que¯̄̄
( ) ( )

¯̄̄
donde 0 Está condición también puede ser escrita de forma alternativa como

sigue ¯̄̄
( ) ( )

¯̄̄ ³
| |

´
| |

Ahora se de ne formalmente la clase de funciones de prueba con soporte

compacto sobre abierto como sigue

D ( ) := { | C ( ) y con soporte compacto en }

El concepto de convergencia en este espacio de funciones es importante desde el

punto de vista de la teoría de distribuciones y por eso enunciamos la de nición

siguiente.

Una sucesión de funciones de prueba { ( )} =1 con R es convergente en

D si:

a) D, para todo = 1 2 · · ·

b) cada una de las funciones se anulan fuera de un intervalo jo , donde este

intervalo pertenece a la línea real,
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c) para cada entero positivo jo
n

( )
( )
o
=1
converge uniformemente para

todos los valores de

Si es la función límite de la sucesión { ( )} =1 entonces es fácil mostrar que

D.

Ahora introducimos el conjunto de funciones absolutamente integrables

L1 ( ) Decimos que L1 ( ) si es absolutamente integrable sobre es decir

si Z
| ( )|

Similarmente decimos que L ( ) si se satisface queZ
| ( )|

para 1 .

Funciones de orden exponencial

Si existen constantes reales 0 y tales que para todo¯̄
( )
¯̄

o | ( )|

se dice que es una función de orden exponencial cuando o simplemente

que es una función de orden exponencial.

Intuitivamente, las fórmulas de orden exponencial no pueden crecer en valor

absoluto más rápidamente que cuando crece.

2.2. Espacio de Sobolev

Ya que se tiene en mente una aplicación en ecuaciones diferenciales parciales,

utilizaremos espacios de Sobolev para estimar las soluciones de los problemas de
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ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

Se dice que pertenece al espacio de Sobolev H (R+) si

( ) L
¡
R+
¢

para 0 y 1 y se de ne en sentido generalizado comoZ
( ) :=

μ
( )

¶
:=

μ ¶
C0 (0 )

2.3. Notaciones asintóticas

La función es equivalente a la función en algún punto 0 y denotamos

cuando 0 si ĺ m 0

( )
( )
= 1

La función es in nitesimal con respecto a la función en algún punto 0 y

escribimos = ( ) cuando 0 si ĺ m 0

( )
( )
= 0

Finalmente, la función es del mismo orden que la función en algún punto 0

y denotamos = ( ) cuando 0 si la desigualdad | ( )| | ( )| es válida

con una constante 0 para una vecindad del punto 0

También es común escribir = ( ) para D cuando la desigualdad | ( )|

| ( )| es verdadera para toda D R donde 0 es alguna constante.

Decimos que la solución ( ) tiene la asintótica:

( ) = ( ) + ( ( ))

donde ( ) es el término principal y ( ( )) es el residuo, para 1

uniformemente con respecto a 0 si existe algún 0 0 y una constante 0
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la cual no depende de los valores de las variables y que satisfaga la siguiente

estimación

| ( ) ( )| | ( )|

donde para todo valor 0 donde

ĺ m
k ( )kL
k ( )kL

= 0

2.4. Principio de mapeo de Contracción

De nición 1 Sea X un espacio métrico. El mapeo A del espacio X en sí mismo se

llama mapeo de contracción, cuando existe un número 0 1 tal que para todo

X con la métrica se veri ca la desigualdad

(A ( ) A ( )) ( )

(ver [2]).

El siguiente resultado es usualmente llamado Principio de mapeo de contracción.

Teorema 2 Sea X un espacio métrico completo y A un mapeo de contracción

del espacio X en sí mismo. Entonces existe un único punto jo e X, esto es:

A (e) = e.
Demostración. Tomamos un punto arbitrario 0 X y aplicando sucesivamente
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la transformación A al punto 0

1 = A ( 0)

2 = A ( 1)

...

= A ( 1)

de nimos una sucesión de aproximaciones sucesivas

:= A ( 1)

para toda 1 que debe de cumplir tres condiciones:

a) { } e
b) e es punto jo.

c)e es único
Para probar a) es su ciente probar que { } es una sucesión de Cauchy porque

X es completo. Primero calculamos la métrica entre 2 y 1

( 2 1) = (A ( 1) A ( 0))

aplicando la propiedad de contracción 2) se obtiene

( 2 1) ( 1 0) (2.1)

Ahora para 2 y 3

( 3 2) = (A ( 2) A ( 1)) ( 2 1)

aplicando (2.1) se obtiene

( 3 2)
2 ( 1 0)
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Y así, aplicando sucesivamente se obtiene que

( 1) = (A ( 1) A ( 2)) ( 1 2)

( 1 0) (2.2)

y de la de nición de propiedad de Cauchy se tiene que 0 ( ) tal que

( )

( )

Desarrollando para toda = +

( ) = ( + ) ( +1 ) + ( +2 +1)

+ ( +3 2) + · · ·+ ( + 1 + )
+ 1X
=

( +1)

aplicando (2.2) a cada uno de los términos de la suma

+ 1X
= +1

( +1) ( 1 0)
1X

=1

( 1 0)
1

1
( 1 0)

+

1

( 1 0)
1

si es su cientemente grande. Entonces la sucesión es de Cauchy que tiene límite

e= ĺ m

porque X es un espacio métrico completo.
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Ahora probaremos b) e= ĺ m es un punto jo. Tomando la métrica

(A (e) e) (A (e) A ( )) + (A ( ) ) + ( e)
(e ) + ( 1 ) + ( e)
(e ) + ( 1 ) + ( e)

porque e para y { } es una sucesión de Cauchy que es convergente

Así (A (e) e) = 0 lo cual implica
A (e) = e

Ahora probaremos c) el punto jo e es único. Al contrario, suponemos que existen
dos puntos jos e y ee tal que A (e) = e, A³ee´ = ee y calculamos la métrica³e ee´ =

³
A (e) A³ee´´ ³e ee´

(1 )
³e ee´ 0

donde 1 por lo tanto
³e ee´ = 0 entonces e= ee

2.5. Completitud de las funciones continuas

Proposición 3 El conjunto de funciones continuas {C ([ ])} con la

métrica

( ( ) ( )) = máx | ( ) ( )|

forman un espacio métrico completo.

Demostración. Sea { ( )} una sucesión fundamental de C ([ ]) y aplicando el

criterio de Cauchy, una sucesión es convergente si y solo si es fundamental.
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De la sucesión { ( )} jamos = 0, para tener una sucesión numérica { ( 0)}

que es fundamental y vamos a demostrar que es convergente a ( 0)

ĺ m ( 0) ( 0)

Por de nición de límite según Cauchy se tiene,

0 1 ( ) tal que 1 ( ) ( ( 0) ( 0))
2

(2.3)

Lo primero que probaremos es que esta sucesión esta acotada.

Sea = 1 entonces 1 ( ) tal que 1 ( ) con = 1 + 1

( ( 0) ( 0)) 1

abriendo la desigualdad se obtiene

1+1 ( 0) 1 ( 0) 1+1 ( 0) + 1

y tomando como cota superior

= máx { 1 ( 0) 2 ( 0) 1+1 ( 0) 1 1+1 ( 0) + 1}

por lo que | ( 0)| Aplicando el teorema de Bolzano-Weierstrass, para

cada sucesión acotada existe una subsucesión que es convergente

ĺ m ( 0) ( 0) (2.4)

por de nición de (2.4)

0 2 ( ) tal que 2 ( ) ( ( 0) ( 0))
2

Ahora probaremos que

0 ( ) tal que ( ) ( ( 0) ( 0)) (2.5)
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desarrollando la desigualdad (2.5), tomando = y aplicando (2.3) se tiene

( ( 0) ( 0)) = ( ( 0) ( 0)) + ( ( 0) ( 0))

( ( 0) ( 0)) + ( ( 0) ( 0))

( ( 0) ( 0)) + ( ( 0) ( 0))

2
+
2
=

y como 0 es cualquiera, la convergencia no depende de por lo que podemos escribir

la de nición de convergencia uniforme con respecto a

{ ( )} [ ] ( ) (2.6)

Ahora probaremos que sí { ( )} es continua y se cumple (2.6), entonces ( )

también es continua.

Por de nición de continuidad en un punto = 0 0 0 tal que

[ ], con | 0|

( ( ) ( 0))
3

(2.7)

y la de nición de convergencia uniforme 0 ( ) tal que ( )

[ ],

( ( ) ( ))
3

(2.8)

Escribiendo la de nición de continuidad en = 0 se tiene 0 0 tal que

[ ], con | 0|

( ( ) ( 0)) (2.9)
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desarrollando (2.9) y usando (2.7) y (2.8) se obtiene

( ( ) ( 0)) = ( ( ) ( 0)) + ( ( ) ( )) + ( ( 0) ( 0))

( ( ) ( )) + ( ( ) ( 0)) + ( ( 0) ( 0))

3
+
3
+
3
=

2.6. Transformada de Fourier

De nición 4 De nimos la transformada de Fourier como

( ) :=
1

2

Z
( ) (2.10)

y la transformada inversa de Fourier como

( ) :=
1

2

Z
( ) (2.11)

donde es continuamente diferenciable a trozos y absolutamente integrable sobre R

El par de fórmulas (2.10) y (2.11) determinan el así llamado, teorema de

inversión de Fourier.

2.7. Teorema de inversión de Fourier

En esta sección estamos interesados en dar un argumento formal en algún sentido

para que la identidad

( ) =
1

2

Z Z
( ) (2.12)
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sea válida. Está identidad es conocida como el teorema integral de Fourier.

En esta sección mostramos el teorema integral de Fourier para funciones las

cuales son continuamente diferenciables a trozos y absolutamente integrables sobre

toda la línea real. El resultado central es:

Teorema 5 (Teorema de la integral de Fourier) Sea P1 (R) y

L1 (R) entonces para toda R, se tiene

1
Z
0

Z
( ) cos { ( )} =

1

2
[ ( +) + ( )]

Demostración. (ver [55])

Corolario 6 Si en adición, es continua en el punto = entonces la siguiente

identidad es válida

1
Z Z

( ) = ( ) (2.13)

Si es una función de variable real con respecto de el complejo conjugado de

su transformada de Fourier es dada por

F [ ] =
1

2

Z
( ) (2.14)

así que

F [ ( ) ; ] = F [ ( ) ; ]

Con esta notación, se puede escribir (2.14) como

= F

y ya que = F entonces equivalentemente se puede escribir la ecuación

F F =
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en donde denota el operador identidad. Así, se escribe en forma alternativa

F 1 = F (2.15)

donde F 1 denota el operador inverso del operador F

2.8. Transformada de Laplace

De nición 7 Clase de funciones T .

La función pertenece a la clase de funciones T si

1) Para 0 se tiene que 0

2) Para 0 : 1 2 en [ 1 2] la función tiene un número nito de

puntos de discontinuidad de primer tipo.

3) tiene orden exponencial , es decir, existen constantes 0 y , tal que

para algun 0 0

| ( )| (2.16)

para 0

De nición 8 La transformada de Laplace de la función está de nida por la

integral impropia b( ) = Z +

0

( ) C (2.17)

Teorema 9 Si T la integral (2.17) es convergente en el dominio Re

También para cualquier 0 la integral (2.17) converge uniformemente con

respecto a Re 0



2. Teoría preliminar 21

Demostración. Para Re 1 = + = + y usando la prueba de

comparación para la convergencia de integrales impropias se consigue que¯̄̄ b( )¯̄̄ = ¯̄̄̄Z +

0

( )

¯̄̄̄ Z +

0

¯̄ ¯̄
| ( )|

y aplicando (2.16) y | | Re se obtiene¯̄̄ b( )¯̄̄ Z +

0

1

integrando se obtiene que¯̄̄ b( )¯̄̄ ĺ m

μ
1

( 1)
¯̄
0

¶
ĺ m

1

( 1) +
1

1

por lo que b está acotada para 1. Ahora como cada uno de los términos de

la integral de la transformada de Laplace son positivos, la integral es monótona, de

aquí la integral
R +
0

( ) es convergente para Re

En forma análoga consideramos el caso para Re 0 entonces¯̄̄ b( )¯̄̄ =

¯̄̄̄Z +

0

( )

¯̄̄̄ Z +

0

Re 1Z +

0

( 0 1)

0 1
ĺ m ( 0 1)

¯̄
0

0 1
(2.18)

Entonces b está acotada, es monótona y no depende de , de aquí b converge
uniformemente con respecto al parámetro en el dominio Re 0
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Teorema 10 Si T entonces la transformada de Laplace b es una función
analítica para Re

Demostración. Por el teorema 9 la integralZ +

0

( ) (2.19)

converge en el dominio Re y converge uniformemente para Re 0

Ahora dividimos el intervalo de integración en subintervalos [ +1] de longitud

nita, donde 0 = 0 y cuando Entonces la función bpara Re
es la suma de una serie

b( ) = Z +

0

( ) =
X
=0

Z
+1

( ) =
X
=0

( ) (2.20)

donde 0 = 0 1 +1 + Note que a partir del -ésimo término, la

serie (2.20) es igual a
R

+1
( ) Tomando en cuenta que

( ) =

Z
+1

( )

Ahora probaremos que la serie
P

=0 ( ) converge uniformemente en el dominio

Re > 0 Usando el criterio de Cauchy para convergencia uniforme se tiene

0 tal que 1 2 y para Re 0¯̄̄̄
¯ 2X
= 1

Z
2

1

( )

¯̄̄̄
¯
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Desarrollando la serie, se tiene¯̄̄̄
¯ 2X
= 1

Z
+1

( )

¯̄̄̄
¯ 2X

= 1

¯̄̄̄Z
+1

( )

¯̄̄̄
2X

= 1

Z
+1 ¯̄ ¯̄

| ( )|

2X
= 1

Z
+1

( 0 1)

0 1

2X
= 1

( 0 1)
¯̄

+1

0 1

2X
= 1

¡
( 0 1) +1 ( 0 1)

¢

0 1

¡
( 0 1) 1

( 0 1) 2

¢
0 1

( 0 1) 1

Eligiendo 1 se cumple el criterio de Cauchy de convergencia uniforme de la

serie para Re 0 .

Cada una de las funciones

( ) =

Z
+1

( )

están de nidas como una integral dependiente de un parámetro sobre un intervalo

de longitud nita en el plano complejo . En base a las propiedades generales de

integrales de funciones de dos variables complejas dependiente en un parámetro (ver

[4]), las funciones ( ) son funciones enteras con respecto a . Del razonamiento

anterior se sigue que la serie (2.20) en el dominio Re satisface todas las

condiciones del teorema de Weierstrass (ver [4]), de aquí, la función b es analítica
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en el dominio Re y sus derivadas pueden calcularse diferenciando la función

bajo la integral en (2.19) con respecto al parámetro

Teorema 11 Si T y

b( ) = Z +

0

( )

entonces para

( ) =
1

2

Z + b( ) (2.21)

La integral (2.21) es llamada Transformada inversa de Laplace o fórmula de

Mellin (ver [4] ).

Demostración. Por hipótesis la función existe y tienen orden de crecimiento ,

por lo que

| ( )|

Considerando una función auxiliar

( ) = ( ) (2.22)

que puede ser representada por la transformada de Fourier como.

( ) =
1

2

Z + Z +

( ) ( ) (2.23)

Usando (2.22) en (2.23) se obtiene

( ) =
1

2

Z + Z +

( ) ( )

cambiando el orden de integración y como ( ) = 0 para 0 se tiene

( ) =
1

2

Z +
( + )

Z +

0

( + ) ( ) (2.24)



2. Teoría preliminar 25

Denotando = + y notamos que la integral interior de (2.24) es la

transformación dada b de la función entonces la expresión (2.24) se vuelve

( ) =
1

2

Z + b( ) (2.25)

que es por de nición la fórmula de Mellin.

2.9. Transformada Inversa de Laplace

Aquí consideraremos algunas condiciones su cientes bajo la cuál una función

dada b es la transformación de alguna función Primero de nimos la clase de

funciones H ( ).

De nición 12 La función b pertenece a la clase de funciones H ( ) si

1) b es analítica en el dominio Re
2) En el dominio Re ¯̄̄ b( )¯̄̄ 0 | | (2.26)

uniformemente con respecto al arg

3)Para todo Re = Z + ¯̄̄ b( )¯̄̄ (2.27)

El siguiente teorema nos da las condiciones su cientes para que la función b
admita una inversión como en la ecuación (2.25), obtenida aplicando el teorema de

inversión de Fourier y también las condiciones impuestas para la función como

consecuencias de la función b.
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Teorema 13 Si b H entonces

( ) =
1

2

Z + b( ) (2.28)

pertenece a T

Demostración. Para probar que la integral (2.28) es la original de la función dada

por b se debe establecer que:
(1) La integral (2.28) es independiente de y de ne la función además está

función tiene orden de crecimiento ;

(2) para 0, 0;

(3) la función b es la transformada de Laplace de
Ahora probaremos cada una de estas proposiciones.

(1) En el dominio para Re y para cualquier 0 se tiene¯̄̄̄
1

2

Z + b( ) ¯̄̄̄
1

2

Z + ¯̄̄ b( ) ¯̄̄
1

2

Z + ¯̄̄ b( ) ¯̄̄
1

2

Z + ¯̄̄ b( )¯̄̄
aplicando (2.27) se obtiene nalmente que¯̄̄̄

1

2

Z + b( ) ¯̄̄̄
2

(2.29)

Ahora probaremos que (2.29) no depende de y que

| ( )| 0

En el dominio Re considerando el contorno cerrado mostrado en la

Figura 2.1
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x + iA2

x - iA2x - iA1

x + iA1

0

y

x

Figura 2.1: Contorno cerrado

Integrando alrededor del contorno cerrado y como la función es analítica en

el dominio Re entonces por el teorema de Cauchy, la integral de la funciónb alrededor del contorno es cero. Por lo tanto

ĺ m

Z
2

1

b( ) +

Z
2+

2

b( )
+

Z
1+

2+

b( ) +

Z
1

1+

b( ) ¸
= 1 + 2 + 3 + 4 = 0

Estimando cada integral por separado se obtiene

| 1| = ĺ m

¯̄̄̄Z
2

1

b( ) ¯̄̄̄
ĺ m

Z
2

1

¯̄̄ b( ) ¯̄̄
ĺ m

Z
2

1

¯̄ ¯̄ ¯̄̄ b( )¯̄̄ | |

Usando la propiedad 2) de la de nición 12, podemos acotar la transformada de

Laplace como b( ) | | (2.30)
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Entonces 1, se puede representar como

| 1| ĺ m

Z
2

1
| | | |

haciendo el cambio de variable

=

=

se obtiene

| 1| ĺ m

Z
2

1
| | ĺ m | 1 |

Z
2

1

= ĺ m
( 2
1 +

2)
1
2

¡
1 2

¢
0

También la integral 3 0 bajo las mismas condiciones. Por lo tanto

ĺ m

Z
1

1+

b( ) = ĺ m

Z
2+

2

b( )
y como 1 y 2 son arbitrarios, se prueba la proposición (1). Así la integral (2.28)

es una función de la variable . Y de la evaluación de (2.29) se sigue inmediatamente

que la integral (2.28) es una función de orden de crecimiento limitado con respecto

a y el orden de crecimiento es .

(2) Ahora probaremos que

( ) = 0 0

Considerando en el dominio Re un contorno cerrado como se muestra

en la Figura 2.2 y por el teorema de Cauchy, la integral de la función b sobre el
contorno cerrado es cero. Z b( ) = 0



2. Teoría preliminar 29

p

x

y

q

p=0 x=a

x+iR

R

x-iR

RC

Figura 2.2: Contorno para Re

Escribimos el círculo en forma paramétrica con

= +
2 2

y estimando la integral sobre el círculo

ĺ m

¯̄̄̄Z b( ) ¯̄̄̄
ĺ m

Z ¯̄ ¯̄ ¯̄̄ b( )¯̄̄
usando (2.30) b( ) | |

1

y ¯̄ ¯̄
=
¯̄̄
( + )

¯̄̄
( + cos )

por lo que la integral se estima como

ĺ m

¯̄̄̄
¯
Z

2

2

b( ) ¯̄̄̄
¯ ĺ m

Z
2

2

( + cos )

ĺ m

Z
2

2

( + cos ) 0
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por lo tanto

( ) =
1

2

Z + b( ) 0 0

(3) Ahora probaremos que

LL 1 =

construyendo la transformada de Laplace de la función (2.28) y consideraremos esté

valor para algún 0 arbitrario, donde Re 0 Escribimos la integralZ
0

0 ( ) =

Z
0

0
1

2

Z + b( ) ¸
(2.31)

donde la fórmula de Mellin en (2.31) es independiente de Elegimos un valor de

que satisfaga la condición

Re 0

y cambiando el orden de integración. Esto es posible debido a la convergencia

uniformemente de las integrales correspondientes, se obtieneZ
0

0 ( ) =
1

2

Z + b( ) Z
0

( 0 )

=
1

2

Z + b( )
0

(2.32)

La integral (2.32) puede ser calculada con la ayuda de teoría de residuos, debido

a la propiedad 2) de la de nición 12, la función
¯̄̄ b( )¯̄̄ = ³

1
| |
´
Por lo tanto,

tomando en cuenta que hay una singularidad (un polo simple) en el punto = 0

y cerrando el contorno hacia el semiplano derecho como se muestra en la Figura 2.3

e integrando en dirección negativa se obtieneZ
0

0 ( ) = b( 0)
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p

x

y

q

p=0 x=a

x+iR

R

x-iR

RC

0
p

Figura 2.3: Contorno para Re y con punto singular 0

Como 0 es un punto arbitrario en el dominio Re se prueba el teorema.

L{ ( )} = b( )
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2.10. Operadores pseudodiferenciales en el seg-

mento (0 )

2.10.1. Notación y de nición

De nición 14 Sea L (0 ) y se extiende a R con = 0 si (0 )

De nimos el espacio de funciones

:=
©

( ) ( ) : ( ) H1 (0 )
ª

(2.33)

De nición 15 Decimos que la función b pertenece a la clase de funciones A si

1) Es analítica en todo el plano complejo.

2) |b( )| para | | 1

1+| |
| | para | | 1

Teorema 16 Si entonces la transformada de Laplace b A

Demostración. Para demostrar 1) primero vamos a probar que la transformada de

Laplace de nida por

b( ) = Z
0

( )

es convergente Como la función 0 para (0 ) tiene discontinuidades

de primer tipo en los extremos del intervalo (0 ) y esta acotada, podemos usar la

prueba de comparación, obteniendo

|b( )| = ¯̄̄̄Z
0

( )

¯̄̄̄ Z
0

¯̄ ¯̄
| ( )|Z

0

¯̄ ¯̄
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aplicando | | Re donde = + por lo tanto

|b( )| Z
0¡
1

¢

Ahora como cada uno de los términos de la integral de la transformada de Laplace

son positivos, la integral es monótona, de aquí que la integral
R
0

( ) es

convergente C Ahora dividimos el intervalo de integración en subintervalos

[ +1] de longitud nita, donde 0 = 0 y cuando Entonces la

función b es la suma de una serie
b( ) = Z

0

( ) =
X
=0

Z
+1

( ) =
X
=0

( )

Como la función 0 para (0 ) y tiene discontinuidad de primer tipo en

los extremos del intervalo (0 ) y esta acotada. Usando la convergencia de la serie

(2.20) la serie
P

=0 ( ) converge uniformemente en el dominio 0 Re

Cada una de las funciones

( ) =

Z
+1

( )

están de nidas como una integral dependiente de un parámetro sobre un intervalo

de longitud nita. Por lo tanto las funciones ( ) son funciones enteras con respecto

a y se satisfacen las condiciones del teorema de Weierstrass (ver [4]), de aquí, la

función b es analítica C
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Ahora probamos 2) usando integración por partes con respecto a para 1

|b( )| = ¯̄̄̄Z
0

( )

¯̄̄̄
¯̄̄̄
1 £

(0) ( )
¤
+
1
Z
0

0 ( )
¯̄̄̄

1 + | |
| | +

1

| |

Z
0

¯̄ ¯̄
| 0 ( ) |

1 + | |
| | +

| |2
¡¯̄ ¯̄

1
¢

1 + | |
| | +

μ
1

| |2
¶

Para el caso 1, la exponencial esta acotada por | | 1, por lo que

|b( )|

Proposición 17 Si C entonces

L
½

( )
¾
=

Ãb( ) X
=1

1 (0) 1 ( )
!

(2.34)

Demostración. Usando el principio de inducción matemática, probaremos la

fórmula (2.34).

Para = 1 debemos integrar por partes

L
½

( )

¾
=

Z
0

0( ) =

Z
0

( ( ))

= ( )
¯̄
0
+

Z
0

( )

= b( ) £
(0) ( )

¤
= b( ) (0) ( )

¸



2. Teoría preliminar 35

Ahora supongamos que para = 1 se cumple la fórmula

L
½

1

1
( )

¾
= 1

Ãb( ) 1X
=1

1 ( (0)) 1 ( ( ))
!

(2.35)

y probemos el caso = integrando por partes

L
½

( )

¾
=

Z
0

( )( ) =

Z
0

¡
1 ( )

¢
= 1 ( )

¯̄
0
+

Z
0

( 1)( ) (2.36)

Usando la fórmula (2.35) en (2.36) se obtiene

L
½

( )

¾
= 1 ( )

¯̄
0
+

"
1

Ãb( ) 1X
=1

1 (0) 1 ( )
!#

= 1 ( ) 1 (0) +

Ãb( ) 1X
=1

1 (0) 1 ( )
!

desarrollando y reagrupando la suma respecto a la potencia se obtiene

L
½

( )

¾
=

μb( ) (0) ( ) 0 (0) 0 ( )
2

· · ·
( 2) (0) ( 2) ( )

1

( 1)(0) ( 1)( )
¶

=

Ãb( ) X
=1

1 (0) 1 ( )
!

Esta última escritura prueba que para = se cumple la fórmula (2.34). Luego

la fórmula (2.34) se cumple 1
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Por lo que podemos de nir el operador diferencial de orden entero en términos

de la transformada inversa de Laplace como

= L 1

( "b( ) X
=1

1 (0) 1 ( )
#)

Ahora de nimos la derivada fraccional donde (0 1) como

:= ( )L 1 { L}

Notamos que la función no es analítica en el semiplano complejo Re 0

por lo que debemos hacer un corte como se muestra en la Figura 2.4, donde el

contorno está de nido como

=
© ¡

; 0
¢ ¡

0;
¢ª

por lo tanto para la correcta de nición de derivada fraccional se debe multiplicar

por la característica ( ).

y

x

p

0

Figura 2.4: Corte en Re 0 para la función
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2.11. Integrales del tipo de Cauchy

La integral de la forma
1

2

Z
C

( )

donde ( ) es una función continua en el contorno, a excepción, posiblemente de un

número nito de puntos, donde tiene discontinuidades integrables, se llama integral

de tipo de Cauchy. La función ( ) se llama densidad y 1 el núcleo de la integral.

La integral del tipo de Cauchy representa una función ( ) analítica en todo recinto

que no contiene puntos del contorno C. Además

( ) ( ) =
!

2

Z
C

( )

( ) +1

Supongamos que ( ) veri ca sobre el contorno C la condición de Hölder, esto

es para dos puntos cualquiera 1 y 2 sobre C

| ( 1) ( 2)| | 1 2|

donde 0 0 1 Si = 1 la condición de Hölder se llama condición de

Lipschitz. En estas condiciones, si el punto 0 del contorno no es un extremo suyo,

existe la integral singular

( 0) =
1

2

Z
C

( )

0

de nida como el valor principal de tipo Cauchy.

Este valor principal se puede expresar a través de una integral impropia mediante

la fórmula

( 0) =
1

2

Z
C

( ) ( 0)

0

+
1

2
( 0) +

( 0)

2
0

0
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donde los puntos y son los puntos extremos del contorno C, si este no es cerrado.

La rama uniforme de se escoge de manera que en el caso de un contorno cerrado

( = ) el término con el logaritmo desaparezca y la fórmula adquiera la forma

( 0) =
1

2

Z
C

( ) ( 0)

0

+
1

2
( 0)

Si designamos mediante + ( 0) y ( 0) los valores frontera de la integral

( ) de tipo de Cauchy cuando 0 por la izquierda y por la derecha de C

respectivamente, tendremos de acuerdo con las fórmulas de Sokhotski-Plemelj

+ ( 0) = ( 0) +
1

2
( 0)

( 0) = ( 0)
1

2
( 0)

o bien

( 0) =
1

2

£
+ ( 0) + ( 0)

¤
+ ( 0) ( 0) = ( 0)

Si C es un contorno cerrado que se recorre como siempre, + ( ) son los valores

frontera de la función + ( ) de nida en el interior del contorno (recinto +),

mientras que ( ) son los valores frontera de la función ( ) de nida en el

exterior del contorno (recinto ) (ver [5]).
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2.12. Proyectores

En esta sección, se de ne y se presentan las propiedades del operador P.

De nición 18 Si b satisface la condición de Hölder en Re = 0, de nimos el

operador P como

P
nb( )o := 1

2

Z + ( ) 1 b( ) (2.37)

Teorema 19 Si b A entonces P
nb( )o = b( )

Demostración. Como b es analítica en todo el plano complejo, desarrollamos la
integral en dos partes

P
nb( )o =

1

2

Z + ( ) b( )
1

2

Z + 1 b( )
Esta integral la analizamos en tres casos,

a) para Re 0

P
nb( )o =

1

2

Z + b( )
1

2

Z + 1 b( )
= 1 + 2

Para 1, debemos cerrar el contorno para Re 0, para que la función b 0

cuando sobre el contorno como se muestra en la Figura 2.5.

Como la función b es analítica y dentro del contorno no se encierra ningún

punto singular, entonces aplicando el teorema de Cauchy

1 = 0
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y

x0

p

RC

Figura 2.5: Contorno para Re 0

Ahora evaluamos 2 de la siguiente manera,

2 =
1

2

Z + 1 b( ) (2.38)

como la función b es analítica C, la integral (2.38) puede ser calculada con la

ayuda de residuos, tomando en cuenta que hay una singularidad (un polo simple)

en el punto = y cerrando el contorno hacia el semiplano derecho como se muestra

en la Figura 2.6, la integración es realizada en dirección negativa, por lo que

2 = b( )

b) cuando Re 0 debemos cerrar el contorno para 1, para Re 0 como

se muestra en la Figura 2.5. Como la función b es analítica dentro del contorno
y tomando en cuenta que hay una singularidad (polo simple) en = entonces
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0

y

x

0
p

Figura 2.6: Contorno para Re 0 con punto singular 0

aplicando el teorema de Cauchy se obtiene

1 =
1

2

Z + b( )
= b( )
= b( )

Ahora para el término 2, cerramos en contorno de integración a la derecha como

se muestra en la Figura 2.6, y como Re 0 no se encierra ningún punto singular,

entonces aplicando el teorema de Cauchy

2 = 0

c) Ahora consideramos el caso Re = 0

P
nb( )o =

1

2

Z + b( )
1

2

Z + 1 b( )
= 1 + 2
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p

0

y

x

Figura 2.7: Contorno para Re 0

Para cada una de las integrales 1 y 2, se debe cerrar el contorno para Re 0

como se muestra en la Figura 2.7 y similarmente para Re 0, debido a que

Re = 0 debemos calcular la mitad del residuo en cada integral, por lo que

P
nb( )o =

1

2
b( ) + 1

2
b( )

= b( )

Teorema 20 Si b satisface la condición de Hölder para Re = 0 y
¯̄̄ b( )¯̄̄ | | ,

0 y | | 1 entonces P
nb( )o A y

L 1
n
P
nb( )oo = ( )

1

2

Z + b( )
Demostración. Tenemos por de nición

P
nb( )o = 1 + 2
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donde

1 =
1

2

Z + b( )
2 =

1

2

Z + b( ) 1

Notamos que 1 y 2 son integrales de tipo de Cauchy con núcleos b y b
respectivamente. Debido a las condiciones del teorema ambos núcleos satisfacen la

condición de Lipschitz y obtenemos que 1 y 2 son analíticos para Re 6= 0 y

satisfacen condición

| | 1

| | | | 1 = 1 2

Además para Re = 0

+
1 1 = b( )
+
2 2 = b( )

donde

= ĺ m
Re 0

1( )

+ = ĺ m
Re 0

1( )

Entonces para Re = 0

P
nb( )o+ P

nb( )o = 0

Por lo tanto, usando el teorema de unicidad de continuación analítica el operador

P
nb( )o A

Ahora demostramos la propiedad

L 1
n
P
nb( )oo = ( )

1

2

Z + b( )
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Desarrollando la parte izquierda de la igualdad para Re 0 con el contorno

mostrado en la Figura 2.8, se obtiene

L 1
n
P
nb( )oo = 1

2

Z + +

+

1

2

Z + ( ) 1 b( ) ¸
Usando el teorema de Fubini se puede cambiar el orden de integración para obtener

L 1
n
P
nb( )oo = 1

2

Z + b( ) 1

2

Z + +

+

+ ( )
¸

(2.39)

0 x

pq

y

Figura 2.8: Contorno para Re 0

Ahora desarrollamos la integral interior de (2.39) y la llamamos 2

2 =
1

2

Z + +

+

( )

En el caso para 0 debemos cerrar el contorno a la derecha, como se muestra

en la Figura 2.9, y el punto singular = queda fuera del contorno de integración

y como la función
¡

( )
¢
es analítica dentro del contorno por lo tanto

usando el teorema de Cauchy

2 = 0
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0 x

pq

y

Figura 2.9: Contorno cerrado para Re

En el caso para se debe cerrar el contorno a la izquierda, como se muestra

en la Figura 2.10, por lo que debemos calcular el residuo en el punto singular =

(polo simple), aplicando la fórmula integral de Cauchy

2 =
( ) = 0

Para el caso cuando 0 separamos 2 en dos partes

2 =
2

Z + +

+

( ) 1

2

Z + +

+

Para la primera integral se tiene que 0, por lo que se debe cerrar el

contorno a la derecha, como se muestra en la Figura 2.9, por lo tanto no se encierra

ningún punto singular entonces usando el teorema de Cauchy la primera integral es

cero. Para la segunda integral cerramos el contorno de integración a la izquierda,

como se muestra en la Figura 2.10, por lo que debemos calcular el residuo en el

punto singular = , entonces obtenemos

2 = 0
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0 x

pq

y

Figura 2.10: Contorno cerrado para Re

Por lo tanto nalmente obtenemos

L 1
n
P
nb( )oo = ( )

1

2

Z + b( )

2.13. Operador pseudodiferencial K

Ahora se de ne el operador pseudodiferencial K de la siguiente manera

K ( ) := ( )
1

2

Z +

( ) b ( ) (0 ) (2.40)

donde ( ) fue de nida en (3), b A y ( ) = (0 1) y una

constante compleja tal que el operador K sea disipativo, es decir

Re ( ) 0 para valores de C para Re = 0 (2.41)

Para probar la convergencia de la integral (2.40), separamos en dos intervalos de



2. Teoría preliminar 47

integración y aplicamos la desigualdad del triangulo

|K ( )| =
¯̄̄̄
ĺ m
1

1

2

Z + 2

0

( ) b ( )
+ ĺ m

2

1

2

Z 0

1

( ) b ( ) ¯̄̄̄
¯̄̄̄
ĺ m
1

1

2

Z + 2

0

( ) b ( ) ¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
ĺ m
2

1

2

Z 0

1

( ) b ( ) ¯̄̄̄
= 1 + 2

Donde

1 =

¯̄̄̄
ĺ m
1

1

2

Z + 2

0

( ) b ( ) ¯̄̄̄
2 =

¯̄̄̄
ĺ m
2

1

2

Z 0

1

( ) b ( ) ¯̄̄̄
Ahora probaremos la convergencia del término 1 usando el criterio de Cauchy

para convergencia simple, es decir 0 0 tal que¯̄̄̄
1

2

Z
( ) b ( ) ¯̄̄̄

Integrando por partes con respecto a y aplicando la desigualdad del triangulo

se obtiene
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¯̄̄̄Z
( ) b ( ) ¯̄̄̄

=

¯̄̄̄Z
1

( ) b ( ) ( )

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄
1

( ) b ( )|
1
Z

( 0 ( ) b ( ) + ( ) b0 ( )) ¯̄̄̄
¯̄̄̄
1

( ) b ( )| ¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
1
Z

0 ( ) b ( ) ¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
1
Z

( ) b0 ( ) ¯̄̄̄
1 ¯̄̄

( ) b ( )| ¯̄̄
+
1
Z

| 0 ( )| |b ( )| | |

+
1
Z

| ( )| |b0 ( )| | |

Usando (2.30) se tiene que |b ( )| | | y |b0 ( )| | |2 , para | | 1 y

( ) = y su derivada 0 ( ) = 1

¯̄̄̄Z
( ) b ( ) ¯̄̄̄

1
¯̄̄̄
¯ | | | |

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
¯+ 1

Z ¯̄
| | 1

¯̄ 1
| | | |

+
1
Z

| | | | 1
| |2

| |¯̄̄̄
| | 1

| |

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
| | 1

| |

¯̄̄̄
+

Z
| | 2 | |

1
1

+
1
1

+ | | 1
¯̄

1
1

+
1
1

+
1
1

1
1
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Para =
¡
1
¢ 1
1 se cumple el criterio de Cauchy de convergencia

simple. En forma análoga se demuestra la convergencia para el término 2.

2.14. Funciones inversas 1 ( )

Para que una ecuación en derivadas parciales (EDP) tenga solución única, se

requieren especi car algunas condiciones adicionales tales como condiciones iníciales

o de frontera.

El paso siguiente en este trabajo es demostrar que sólo se requiere una condición

inicial y no se necesita ninguna condición en frontera, para el problema (1).

Puesto que en el problema (1) sólo existe la primera derivada respecto a , se

requiere únicamente una condición inicial

( 0) = 0 ( )

Ahora el siguiente Lema nos muestra que si (0 1), no es necesaria ninguna

condición de frontera para el problema (1).

Lema 21 Sea ( ) = , (0 1), y ( ) cumple la condición (2.41),

entonces no existen funciones inversas para Re 0 tales que ( ) = 1 ( )

para Re ( ) 0.

Demostración. Sea ( ) una función analítica de nida en el semiplano complejo

Re 0 y elegimos la rama principal de la función analítica en el semiplano

complejo Re 0.

Haciendo un cambio de variable con ( ) = = para Re 0 y

2
arg

2
(2.42)
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El primer paso es hallar las raíces de como sigue

=
| |

1

| |
1

( +arg arg +2 ) 1 = ( )

donde ( ) son las funciones inversas.

Tomando Re ( ) = cos
¡
( + arg arg + 2 ) 1

¢
0 el argumento de

( ) debe estar entre los valores

2
+
arg arg

+
2

2
(2.43)

despejando el valor de de la desigualdad (2.43) se obtiene que

4

1

2

arg

2
+
arg

2 4

1

2

arg

2
+
arg

2

denotando una nueva variable = 1
2

arg
2
+ arg

2
reescribimos la desigualdad

4
+

4
+ Z (2.44)

Usando (2.42) tenemos que

1

4

arg

2

1

4
(2.45)

Como ( ) es disipativo representamos

( ) = | |

Ã
±
2

!

donde = arg = R. Notamos que cos( ±
2
) 0 y por lo tanto

1

4
+

4
arg
2

1

4
+

4
1

4
+ +

4
arg
2

1

4
+ +

4

(2.46)
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Resolviendo el sistema obtenido tenemos

1

2
+
2

1

2
+
2

Tal que 1 y son enteros, vemos que un valor posible es = = 0

Por eso
1

4

arg

2

1

4
(2.47)

Usando (2.47) y (2.45) obtenemos para (2.44)

4

1

2

arg

2
+
arg

2 4

1

2

arg

2
+
arg

2

Tomando el máximo de la parte izquierda y el mínimo de la parte derecha de la

desigualdad se obtiene una nueva desigualdad para

=
1

2

arg

2
+
arg

2

máx { } =
3

4
+
1

4

m ń { } =
1

4
+

1

4

tomando la desigualdad

4
+m ń { }

4
+máx { }

4

1

4
+

1

4 4

3

4
+
1

4

se cancela el argumento de arg
2

por lo que queda

4

1

4 4

3

4
1

2 2

1
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por lo que sólo existen valores de cuando 1

Entonces se demuestra que no es necesario poner condiciones en frontera al

problema (1) para que la solución sea única.



Capítulo 3

Problema Lineal

3.1. Introducción

Sea C ([0 ) L (0 )) el conjunto de funciones continuas en los dominios

[0 ) y (0 ) En este capítulo vamos a demostrar que existe una solución

C ([0 ) L (0 )) C1 ([0 )) del siguiente problema lineal asociado al

problema (1)

+K = 0 (0 ) 0

( 0) = 0( ) (0 )
(3.1)

donde = ( ) y K es un operador pseudodiferencial en (0 ) de nido por

K ( ) = ( )
1

2

Z +

( ) b ( ) (3.2)

( ) =
1 (0 )

0 (0 )

( ) = (0 1) y una constante compleja que se elige tal que cumpla la

condición (2.47) y la de nición 2.41, un ejemplo es = 1 Además b ( ) denota

53



3. Problema Lineal 54

la transformada de Laplace de la función ( )

b ( ) =

Z
0

( )

C 0 La convergencia de (3.2) es condicional (ver sección 2.13).

Sea L (0 ) de nimos el operador de Green como

G ( ) ( ) :=

Z
0

( ) ( )

donde

( ) =
( )

2

Z +
( ) ( ) (3.3)

es una solución fundamental del problema lineal (3.1). Notamos que bajo la

de nición 2.41, la integral (3.3) converge uniformemente 0.

3.2. Construcción de la función de Green

Teorema 22 Si 0 L (0 ) entonces existe única solución C ([0 ) L (0 ))

del problema (3.1) que tiene la siguiente representación

( ) = G ( ) 0 (3.4)

Demostración. Para demostrar el teorema, primero suponemos que existe una

solución para hallar una representación integral del problema (3.1). Por

el teorema 16 b A Aplicando la transformada de Laplace a cada uno de los

términos del problema (3.1) se obtiene

L{ ( )} =

Z
0

( )

= b ( )
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Usando la condición b A y por el teorema de Fubini se obtiene la transformada

de Laplace del operador K

L{K ( )} =

Z
0

1

2

Z +

( ) b ( )

¸
=

1

2

Z +

( ) b ( )

Z
0

( )

¸
=

1

2

Z + ( ) 1
( ) b ( )

= P { ( ) b ( )}

Por lo que aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (3.1) respecto a

la variable espacial , y usando el teorema 19 se obtiene C

P {b ( ) + ( ) b ( )} = 0 (3.5)

Como ( ) no es analítica paraRe 0, reescribimos el argumento del operador

P de la ecuación (3.5) en la forma

b ( ) + ( ) b ( ) = b ( ) (3.6)

donde la función b ( ) es analítica para Re 0 y satisface las siguientes

condiciones

P
nb ( )

o
= 0 C¯̄̄b ( )

¯̄̄ | |+ 1
| |1

para | | 1

Notamos que bajo estas condiciones se cumple para Re = 0

b ( ) =

Z + b ( ) (3.7)

y para Re 0 b ( ) =
2

Z + b ( ) (3.8)
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Ahora tomamos la transformada de Laplace con respecto al tiempo de la ecuación

(3.6), obteniéndose

bb ( ) =
1

( ) +
b0 ( ) + 1

( ) +
bb ( ) (3.9)

donde bb ( )
bb ( ) y b0 ( ) son la transformada de Laplace con respecto a la

distancia y al tiempo respectivamente.

Como bb ( ) es analítica para toda C se debe cumplir que

P
nbb ( )

o
= bb ( ) (3.10)

Notamos que (3.10) es una condición necesaria y su ciente para satisfacer la

propiedad de que la solución

( ) = 0

para (0 ) Debido a la analiticidad de P
nbb ( )

o
también es su ciente cumplir

la condición (3.10) sólo para Re 0 Por lo tanto, se debe pedir que

1

2

Z + ( ) bb ( ) = 0 para Re 0 (3.11)

Usando (3.11) en la ecuación de (3.9) encontramos para Re 0

1

2

Z + ( ) bb ( ) =
1

2

Z + ( ) 1

( ) +
b0 ( )

+
1

2

Z + ( ) 1

( ) +
bb ( )

= 1 + 2 = 0 (3.12)

Para la integral 1 todos los términos son conocidos, por lo que sólo estudiamos

la integral 2, tal que bajo la fórmula (3.7) para Re = 0

bb ( ) =

Z + 1

1

bb ( 1 ) 1 (3.13)
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tenemos

2 =
1

2

Z + ( ) 1

( ) +
bb ( ) (3.14)

=
1

2

Z + 1 1

( ) +

1
Z + 1

1

bb ( 1 ) 1

Introducimos una nueva función ( ) tal que

( ) =
1

2

Z + bb ( )

Notamos que ( ) es analítica para Re 6= 0 También según la fórmula (3.8)

para Re 0

( ) =
bb ( ) (3.15)

Usando la fórmula Sokhotski-Plemelj tenemos para Re = 0

( ) =
1

2

Z bb ( )
1

2
bb ( ) (3.16)

donde

( ) = ĺ m
Re 0

( )

Entonces sustituyendo (3.16) en (3.14) obtenemos

2 =
2

2

Z + 1 1

( ) +
( ) +

1

2
bb ( )

¸
=

2

2

Z + 1 1

( ) +
( ) (3.17)

1

2

Z + 1 1

( ) +
bb ( ) (3.18)

Como ( ) + 6= 0 y ( ) es analítica para Re 0, podemos usar el

teorema de Cauchy para Re 0 en la ecuación (3.17)

2

2

Z + 1 1

( ) +
( ) =

2

( ) +
( )
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y por de nición

1

2

Z + 1 1

( ) +
bb ( ) = 2

Por lo tanto para la igualdad (3.18) obtenemos

2 =
1

( ) +
( )

y usando (3.15) encontramos una representación para 2

2 =
1

( ) +
bb ( ) (3.19)

Por lo tanto, aplicando (3.12) y (3.19) probamos que

1

( ) +
bb ( ) =

1

2

Z + ( ) 1

( ) +
b0 ( ) (3.20)

Sustituyendo (3.20) en (3.9) se obtiene nalmente

bb ( ) =
1

( ) +
b0 ( ) + 1

2

Z + ( ) 1

( ) +
b0 ( )

= P
½ b0 ( )

( ) +

¾
Ahora tomando la transformada inversa de Laplace con respecto a y y

aplicando la propiedad

L 1P = ( )
1

2

Z +

(3.21)

se obtiene

( ) = L 1L 1
nbb ( )

o
= L 1L 1P

½ b0 ( )
( ) +

¾
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Escribiendo la de nición de la transformada inversa de Laplace para cada

variable y aplicando (3.21) se obtiene

( ) = ( )
1

2

Z + 1

2

Z + 1

( ) +
b0 ( ) (3.22)

Cambiando el orden de integración y cerrando el contorno de integración para

Re 0 podemos aplicar el teorema de Cauchy en la siguiente manera

( ) = ( )
1

2

Z + b0 ( ) 1

2

Z +

( ) +

= ( )
1

2

Z +
( ) b0 ( )

= ( )

Z
0

0 ( )
1

2

Z +
( ) ( )

Por lo que encontramos una representación integral de la solución del problema

(3.1) como

( ) =

Z
0

0 ( ) ( ) = G ( ) 0 ( ) (3.23)

donde la función de Green se de ne por

( ) :=
( )

2

Z +
( ) ( )

Ahora probaremos que la función de Green es solución del problema lineal

asociado

( ) +K ( ) = 0 (3.24)

para 0 y 6= Por de nición del operador K se tiene

K ( ) = ( )
1

2

Z +

( ) b ( )
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donde

b( ) =

Z
0

1

2

Z +
( ) ( )

¸
=

1

2

Z +
( )

Z
0

( )

=
1

2

Z +
( )

( ) 1
¸

Por lo tanto

K ( ) = ( )
1

2

Z +

( )

½
1

2

Z +
( )

( ) 1
¸ ¾

= 1 + 2

donde

1 = ( )
1

2

Z +

( )

½
1

2

Z +
( )

( )
¸ ¾

y

2 = ( )
1

2

Z +

( )

½
1

2

Z +
( ) 1

¸ ¾
Para calcular 1 ordenamos los términos haciendo cambio de orden de

integración

1 = ( )
1

2

Z +
( ) + 1

2

Z + ( )

( )

¸
En la última integral sólo se tiene el caso cuando , por lo que debemos

cerrar el contorno para Re 0 como se muestra en la Figura 3.1, por lo tanto no

se encierra el punto singular = y usando el teorema de Cauchy.

1 = 0
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p

x0

y

q

Figura 3.1: Contorno cerrado para Re

Ahora calculamos 2 con respecto a la variable en la siguiente manera

2 = ( )
1

2

Z +

( )
1

2

Z +
( )

μ
1
¶ ¸

Como 0 y Re ( ) 0 debemos cerrar el contorno de integración para

Re 0 como se muestra en la Figura 3.2, encerrando el punto singular = (polo

simple) y usando el teorema de Cauchy se obtiene

2 = ( )
1

2

Z +

( ) ( ) ( ) (3.25)

Ahora comparamos con la derivada de la función de Green con respecto al tiempo

= ( )
1

2

Z + +

+

( ) ( )

Para poder intercambiar la derivada por la integral dependiente del parámetro

, debemos cumplir ciertas condiciones (Ver [6]).

Sea

( ) = ( ) ( )
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y

0 x

pq

Figura 3.2: Contorno cerrado para Re 0

una función continua y su derivada parcial con respecto al parámetro

( ) = ( ) ( ) ( )

también continua. Además la integralZ + +

+

( ) ( )

converge para cierto [ 1 2], mientras que la integralZ + +

+

( ) ( ) =

Z + +

+

( ) ( ) ( )

converge uniformemente con respecto de [ 1 2], entonces

= ( )
1

2

Z + +

+

( ) ( )

= ( )
1

2

Z + +

+

( ) ( )

Por lo tanto la derivada de la integral

= ( )
1

2

Z + +

+

( ) ( ) ( ) (3.26)
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+i

-i

+i

-i

0

y

x

Figura 3.3: Cambio de contorno de integración

Tomando el límite de (3.26) cuando 0 y comparando con (3.25) se obtiene

nalmente que

2 = ( )

Entonces la ecuación (3.24) se cumple.

Ahora veri camos que nuestra solución cumple con la condición inicial, tomando

ĺ m
0
( ) = ĺ m

0

Z
0

0 ( )
1

2

Z +
( ) ( )

Cambiando el orden de integración, se obtiene

ĺ m
0
( ) = ĺ m

0

1

2

Z +
( )

Z
0

0 ( )

= ĺ m
0

1

2

Z +
( ) b0 ( )

Ahora debemos cambiar el contorno de integración para tener convergencia

uniforme de la integral y poder intercambiar el límite con la integral, como se muestra

en la Figura 3.3.
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Entonces se obtiene

ĺ m
0
( ) = ĺ m

0

1

2

Z
( ) b0 ( )

=
1

2

Z
ĺ m
0

( ) b0 ( )
Aplicando el teorema de Cauchy, podemos cambiar los limites de integración

cerrando el contorno de integración debido a la analiticidad de b0 ( ) entonces

ĺ m
0
( ) =

1

2

Z + b0 ( )
= ( 0)

Usando estimaciones de Lema 23 (véase abajo) es fácil demostrar que ( )

C ([0 ) L (0 ))
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3.3. Solución del problema no lineal

Consideramos el problema no lineal

+K = N ( ) 0 (0 )

( 0) = 0( ) (0 )

donde = ( ) Aplicando la integral de Duhamel (ver [4])se obtiene la

solución del problema no lineal en la siguiente manera

( ) = G ( ) 0 ( ) +

Z
0

G ( )N ( ( )) (3.27)

donde

G ( ) 0 ( ) =

Z
0

0 ( ) ( )

y

N ( ) = | |

3.4. Análisis de la función de Green

La solución del problema no lineal queda expresada por medio de una ecuación

integral que no puede resolverse en forma exacta. Los métodos aproximados de

solución por métodos numéricos son más complicados y no constituyen el objetivo

de este trabajo de investigación, por lo que analizamos la función de Green por

métodos asintóticos.
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3.4.1. Estimación de la Norma kG ( 1) ( 2)kL

Lema 23 Sea L (0 ) entonces se cumple

kG ( 1) ( 2)kL h 1i
1

k ( 2)kL (3.28)

donde h 1i = 1 + 1

Demostración. Primero estimamos la función de Green en valor absoluto

| ( )| =
¯̄̄̄
( )

2

Z +
( ) ( )

¯̄̄̄
(3.29)

donde

( ) =

Haciendo un cambio de variable para 0

= (3.30)

=
1

=
1

( ) = = ( )

se obtiene

| ( )| =
¯̄̄̄
1

2

Z + 1
( ) ( ) 1

¯̄̄̄
(3.31)

1

Z + ¯̄̄
1
( ) ( )

¯̄̄
1

Z + ¯̄̄
1
( )

¯̄̄ ¯̄
( )
¯̄
| |
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Ahora veri camos la convergencia de la integral
R + Re ( ) separándola en

tres intervalos¯̄̄̄Z +
Re ( )

¯̄̄̄ ¯̄̄̄Z +
Re ( )

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄Z
Re ( )

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄Z +

+

Re ( )

¯̄̄̄
= 1 + 2 + 3

Estimando por separado cada una tenemos

1 =

¯̄̄̄Z +
Re ( )

¯̄̄̄ Z + ¯̄
Re ( )

¯̄
| |Z +

| |

Ahora estimamos

2 =

¯̄̄̄Z +

+

Re ( )

¯̄̄̄
usando la desigualdad

para 0 (3.32)

Re ( ) = | | | | cos
³
2
+ arg

´
e | | e 0

Podemos estimar la integral como

2
e Z +

+

1

| | | |

e | | +1
¯̄̄
1

donde 1
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Debido a la simetría de la integral 3 se puede estimar de la misma manera, por

lo que

3 =

¯̄̄̄Z
Re ( )

¯̄̄̄
(3.33)

Regresando a (3.31) consideramos el caso 1 Para Re = 0 tenemos¯̄̄
1
( )

¯̄̄
= 1

y usando (3.33) se obtiene

| ( )| 1

Z +
Re ( )

1

Aplicando la última estimación para ( ) se obtiene para 1

|G ( 1) ( 2)| =
¯̄̄̄Z
0

( 1) ( 2)

¯̄̄̄
(3.34)Z

0

| ( 1)| | ( 2)| | |
1 k ( 2)kL

Ahora consideramos el caso ( ) 0 y 1 Tal que¯̄̄
1
( )

¯̄̄
= 1 Re = 0

por lo que cambiando el contorno de integración se obtiene

| ( )| 1

Z ¯̄̄
1
( )

£¡
( ) 1

¢
+ 1
¤¯̄̄

1

Z ¯̄̄
1
( )

¡
( ) 1

¢¯̄̄
+

1

Z ¯̄̄
1
( )

¯̄̄
| |
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donde

=
© ¡

(
2
+ ) 0

¢ ¡
0 (

2
+ )

¢ª
0

Aplicando las estimaciones para 1

| 1| =
¯̄̄̄Z
0

¯̄̄̄
m ń (| | 1) 1

y para Re 0 ¯̄̄
1
( )

¯̄̄
Re
h

1
( )

i
1h

1

( )
i +1

Estimamos para

| ( )| = 1

Z
| | 1

¯̄̄
1
( )

¡
( ) 1

¢¯̄̄
+

1

Z
| | 1

¯̄̄
1
( )

¡
( ) 1

¢¯̄̄
1

Z
| | 1

| |h
1

( )
i +1

+
1

Z
| | 1

1h
1

( )
i +1

( ) +1

μZ
| | 1

| |
+1

+

Z
| | 1

1

[ ] +1

¶

( ) +1

Aquí usamos si 1 el módulo
¯̄

( ) 1
¯̄

Finalmente

| ( )|
( ) +1

(3.35)
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En forma análoga podemos tener (3.35) para el caso ( ) 0 1 Aplicando

la estimación (3.35) en el caso 1 obtenemos

|G ( 1) ( 2)| =
¯̄̄̄Z
0

( 1) ( 2)

¯̄̄̄
Z
0

| ( 1)| | ( 2)| | |

k ( 2)kL
Z
0

1

( ) +1

y la integral es convergente con respecto a con 0. Finalmente

|G ( 1) ( 2)| k ( 2)kL (3.36)

Por lo que podemos escribir las dos estimaciones (3.34) y (3.36) en forma general

como

kG kL h i
1

k ( 2)kL

3.4.2. Asintótica de la función de Green

Lema 24 Si 1 la función de Green se expresa

( ) = ( )
1

μ
1

¶
+

³
1+
´

donde (0 ) y

( ) =
1

2

Z +
( )+

Demostración. Se tiene la representación de la función de Green como

( ) =
( )

2

Z +
( ) ( ) (3.37)
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Haciendo cambio de variable

=

= 1

=
1

obtenemos

( ) =
1 1

2

Z + 1
( )

+
1 1

2

Z + 1 ³ 1

1
´

( )

=
1

μ
1

¶
+

1

( )

y vamos a probar que

sup
(0 )

| ( )| 1+

0

por lo tanto

sup
(0 )

| ( )|
Z + ¯̄̄

1
¯̄̄ ¯̄̄

1

1
¯̄̄

Re ( ) | |

Tal que

Re ( ) = Re = Re | | | | (arg ±
2 ) = | |

y para Re = 0

| 1| =
¯̄̄̄ Z

0

¯̄̄̄ Z
0

¯̄ ¯̄
| |Z

0

|1| | | | |
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la integral se puede estimar como

sup
(0 )

| ( )| 1

Z + ¯̄̄
1
¯̄̄

| | | |

Considerando el máximo cuando =

sup
(0 )

| ( )| 1 1

Z +
| | | | | |

ya que Z +
| | | | | |

por lo que nalmente se obtiene para 0

sup
(0 )

| ( )| 2

³
1+
´

3.4.3. Evaluación de la función ( )

Proposición 25 La función

( ) =
1

2

Z +
( )+ (3.38)

donde = 1 , ( ) = y para Re 0 se expresa mediante la siguiente fórmula

( ) =
1

2

μ
1
¶³
1

2
´

cuando 0
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Demostración. La integral (3.38) puede ser evaluada usando técnicas de variable

compleja cuando es decir 0 por lo que la ecuación a estudiar es

( ) =
1

2

Z +

(3.39)

haciendo el cambio de variable

=
1

=
1 1 1

se obtiene

=
1

2

1
Z

1 1

donde se muestra en la Figura 3.4. Separando el contorno en dos partes 1 y 2

y cerrándolo como se muestra en la Figura 3.5, se puede escribir como

=
1

2

1
"Z

1

1 1 +

Z
1

1 1 +

Z 0

+

1 1

#

+
1

2

1
"Z

2

1 1 +

Z
2

1 1 +

Z +

0

1 1 2 ( 1 1)

#

Aplicando el teorema de Cauchy, para los contornos cerrados formados por 1 y

2 y debido a la analiticidad de la función
1 1 se obtieneZ

1

1 1 +

Z
1

1 1 +

Z 0

+

1 1 = 0Z
2

1 1 +

Z
2

1 1 +

Z +

0

1 1 2 ( 1 1) = 0
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0

y

Figura 3.4: Contorno

0

y

x

CR1

CR2

Figura 3.5: Contornos cerrados para 1 y 2

Las integrales de los segmentos 1 y 2 tienden a cero por el Lema de Jordan,

por lo tanto Z
1

1 1 =

Z +

0

1 1Z
2

1 1 =

Z +

0

1 1 2 1
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Por lo que para la integral , se tiene

=
1

2

1
Z +

0

1 1

Z +

0

1 1 2 1

¸
=

1

2

1 ³
1 2 1

´Z +

0

1 1

la última integral es por de nición la función
¡
1
¢
por lo que nalmente

=

¡
1
¢

2

1 ³
1 2 1

´
Por lo que la fórmula (3.39) tiene la siguiente representación

ĺ m
0
( ) =

1

2

μ
1
¶³
1

2
´

Lema 26 Sea 1 1 1 1 2 0 2 0 entonces

Z
0

{ } 1 h i 2 { } 1 h i 2
1 1 1 1

2 + 2 2+1 + 2 1

donde h i = 1 + { } = h i 0

Demostración. (Ver [16]).



Capítulo 4

Teorema de existencia local

Teorema 27 Sea 0 L (0 ) entonces existe 0 y existe una única solución

C ([0 ) L (0 )) del problema no lineal

+N ( ) +K = 0 (0 ) (0 )

( 0) = 0( ) (0 )
(4.1)

donde = ( )

N ( ) = | |

y

(k 0kL )

Demostración. Probaremos la existencia local de la solución usando el principio

de mapeo de contracción. De nimos un mapeo A dado por

A ( ) := G ( ) 0 ( ) +

Z
0

G ( )N ( ( )) (4.2)

y un espacio métrico completo Z donde

Z : =

(
( ) C([0 ] ;L (0 )) k kZ = sup

[0 ]

k ( )kL +

)

76
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y

k 0 ( )kL (4.3)

Supongamos que Z con k kZ 2 y usando la de nición de (1) probaremos

que

kA ( )kZ 2

Aplicando la de nición (4.2) escribimos

kA ( )kZ =

°°°°G ( ) 0 ( ) +

Z
0

G ( )N ( ( ))

°°°°
Z

kG ( ) 0 ( )kZ +
°°°°Z

0

G ( )N ( ( ))

°°°°
Z

sup
[0 ]

kG ( ) 0 ( )kL + sup
[0 ]

Z
0

kG ( )N ( ( )) kL

Usando el Lema 3.28 se obtiene que

kA ( )kL sup
[0 ]

h i
1

k 0 ( )kL + sup
[0 ]

Z
0

h i
1

kN ( ( ))kL
(4.4)

Ya que Z k kZ 2 entonces

kN ( ( ))kL sup
[0 ]

k ( )k +1
L (2 ) +1 (4.5)

Sustituyendo (4.5) en (4.4) obtenemos

kA ( )kL h i
1

k 0 ( )kL + (2 ) +1
Z
0

h i
1

= 1 + 2

Es fácil ver que

1 sup
[0 ]

1

(1 + )
1 k 0 ( )kL
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Ya que k 0 ( )kL = obtenemos

1

Ahora estimamos la integral

2 = (2 ) +1
Z
0

1

(1 + )
1

acotando la integral por arriba cuando = se obtiene

2 (2 ) +1
Z
0

= +1

y tomando el supremo para [0 ]

2 sup
[0 ]

(2 ) +1 (2 ) +1 (4.6)

Entonces

kA ( )kZ + (2 ) +1 2

usando (4.3) estimamos como sigue

(k 0 ( )kL )

Ahora demostramos que para 1

kA 1 ( ) A 2 ( )kZ k 1 ( ) 2 ( )kZ

Por la de nición de norma de espacio Z tenemos

kA 1 ( ) A 2 ( )kZ = sup
[0 ]

°°°°Z
0

G ( ) [N ( 1 ( )) N ( 2 ( ))]

°°°°
L

sup
[0 ]

Z
0

kG ( ) |N ( 1 ( )) N ( 2 ( ))|kL
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Aplicando el Lema 3.28 se obtiene

kA 1 ( ) A 2 ( )kZ sup
[0 ]

Z
0

h i
1

kN ( 1 ( )) N ( 2 ( ))kL
(4.7)

Ahora estimamos la diferencia de los términos no lineales usando el teorema de

Lagrange

( 1) ( 2) =
0 ( ) ( 1 2) ( 1 2)

Considerando que ( ) = | | y su derivada por la de nición de Leibnitz

0 ( ) = | | + | | 1 ( )

= ( + 1) | |

por lo que

kN ( 1) N ( 2)kL ( + 1) máx
( 1 2)

k kL k 1 2kL

( + 1)
³
k 1kL + k 2kL

´
k 1 2kL (4.8)

Aplicando (4.8) a (4.7) se obtiene

kA 1 A 2kZ sup
[0 ]

Z
0

h i
1

( + 1)
³
k 1kL + k 2kL

´
k 1 2kL

Tal que sup [0 ] k kL = k kZ (2 ) es fácil ver

kA 1 A 2kZ sup
[0 ]

2 ( + 1) (2 )Z k 1 ( ) 2 ( )kL
Z
0

h i
1

sup
[0 ]

k 0kL k 1 ( ) 2 ( )kL

k 1 ( ) 2 ( )kZ

para
(k 0kL )

y

k 0kL 1
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Por lo tanto A es mapeo de contracción en Z por lo que existe una única solución

( [0 ] L (0 )) del problema de valor inicial (4.1).



Capítulo 5

Teorema de existencia global

Teorema 28 Sea 0 L (0 ) con k 0 ( )k donde 0 es su cientemente

pequeño. Entonces existe una única solución global C ([0 ) L (0 )) del

problema no lineal

+N ( ) +K = 0 0 (0 )

( 0) = 0( ) (0 )

donde

N ( ) = | |

Además se cumple que

k ( )kL (0 ) =
³
h i

1
´

Demostración. Aquí probaremos la existencia global de la solución usando

nuevamente el principio de mapeo de contracción. De nimos un mapeo A dado

por

A ( ) := G ( ) 0 ( ) +

Z
0

G ( )N ( ( ))

81
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y un espacio métrico completo X donde

X : =

½
( ) C([0 ) ;L (0 )) k kX = sup

0
h i

1

k ( )kL 1

¾
donde 1 Supongamos que X con k ( )kX 1 y usando la de nición

de (1) probaremos que

kA ( )kX 1

Tenemos

kA ( )kX =

°°°°G ( ) 0 ( ) +

Z
0

G ( )N ( ( ))

°°°°
X

kG ( ) 0 ( )kX +
°°°°Z

0

G ( )N ( ( ))

°°°°
X

kG ( ) 0 ( )kX +
Z
0

kG ( )N ( ( ))kX

Aplicando las condiciones del espacio X

kA ( )kX sup
0
h i

1

kG ( ) 0 ( )kL + sup
0
h i

1
Z
0

kG ( )N ( ( ))kL

= 1 + 2

y usando el Lema 3.28 se obtiene

1 sup
0
h i

1

h i
1

k 0kL

sup
0
k 0kL

(5.1)

Ahora estimamos 2

2 = sup
0
h i

1
Z
0

kG ( )N ( ( ))kL
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usando el Lema 3.28 se obtiene

2 sup
0
h i

1
Z
0

h i
1

kN ( ( ))kL (5.2)

Ya que k ( )kX 1 es fácil ver

kN ( )kX =
°°°| | °°°

X
k k +1

X ( 1)
+1

entonces

kN ( ( ))kL +1
1 h i

+1

(5.3)

Sustituyendo (5.3) en la integral (5.2) se obtiene

2 sup
0
h i

1
Z
0

h i
1

+1
1 h i

+1

+1
1 sup

0
h i

1
Z
0

h i
1

h i
+1

(5.4)

Usando el Lema 26 la última integral puede ser estimada comoZ
0

h i
1

h i
+1

³
1

+
1 +1+1 +

+1
´

tal que (0 1) y 0 se obtiene que

2
+1
1 sup

0
h i

1

h i
1

+1
1

Por lo que nalmente

kA ( )kX + +1
1 1

Ahora probamos la diferencia

kA 1 ( ) A 2 ( )kX =

°°°°Z
0

G ( ) [N ( 1 ( )) N ( 2 ( ))]

°°°°
XZ

0

kG ( ) [N ( 1 ( )) N ( 2 ( ))] k
X
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Aplicando las condiciones del espacio X tenemos

kA 1 ( ) A 2 ( )kX sup
0
h i

1
Z
0

kG ( ) |N ( 1 ( )) N ( 2 ( ))|kL

sup
0
h i

1
Z
0

h i
1

×kN ( 1 ( )) N ( 2 ( ))kL (5.5)

Ya que

k 1 2kL = h i
1

sup h i
1

k 1 2kL

= h i
1

k 1 2kX (5.6)

y

k 1kL + k 2kL = h i sup h i
³
k 1kL + k 2kL

´
= h i

³
k 1kX + k 2kX

´
(5.7)

se obtiene

kN ( 1) N ( 2)kL h i
1+
³
k 1kX + k 2kX

´
×k 1 2kX

2 1 h i
1+

k 1 2kX (5.8)

Sustituyendo la estimación (5.8) en (5.5) encontramos

kA 1 ( ) A 2 ( )kX sup
0
h i

1
Z
0

h i
1

h i
1+

2 1

×k 1 ( ) 2 ( )kX

2 1 k 1 ( ) 2 ( )kX

× sup
0
h i

1
Z
0

h i
1

h i
1+
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kA 1 ( ) A 2 ( )kX 2 1 k 1 ( ) 2 ( )kX sup
0
h i

1

h i
1

2 1 k 1 ( ) 2 ( )kX

k 1 ( ) 2 ( )kX

con 2 1 = 1

Por lo tanto A es mapeo de contracción en X y entonces existe una única

solución global ( [0 ) L (0 )) del problema de valor inicial.



Capítulo 6

Asintótica de la solución

Teorema 29 Sea (C [0 ) L (0 )) la única solución global del problema

(4.1) y k ( )kL (0 ) h i
1

Entonces existe una constante tal que la

solución tiene la siguiente asintótica para tiempos grandes

( ) = ( )
1

μ
1

¶
+

³
1+
´

(6.1)

uniformemente con respecto a (0 ) y donde

=

Z
0

0 ( ) +

Z
0

N ( ( )) +

y

( ) =
1

2

μ
1
¶³
1

2
´

Demostración. La asintótica de la función de Green por el Lema 24 tiene la

siguiente forma

( ) = ( )
1

μ
1

¶
+

³
1+
´

(6.2)
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Representamos la función de Green en la siguiente manera

( ) = ( ) + [ ( ) ( )] (6.3)

Sustituyendo (6.2) y (6.3) en (3.27) obtenemos

( ) =

Z
0

1

μ
1

¶
+

³
1+
´¸

0 ( )

+

Z
0

Z
0

1

μ
1

¶
+

³
1+
´¸
N ( ( ))

+

Z
0

Z
0

[ ( ) ( )]N ( ( ))

= ( ) + ( )

donde

( ) =
1

μ
1

¶ Z
0

0 ( )

+

Z
0

Z
0

N ( ( ))

¸
y

( ) =
³

1+
´ Z

0
0 ( ) +

Z
0

Z
0

N ( ( ))

¸
1

μ
1

¶Z Z
0

N ( ( ))

+

Z
0

Z
0

[ ( ) ( )]N ( ( ))

= 1 + 2 + 3

Ya que

0 L

¯̄̄̄Z
0

0 ( )

¯̄̄̄
+ (6.4)

y

kN ( ( ))kL k ( )k +1
L h i

+1

(6.5)
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entonces existe una constante

=

Z
0

0 ( ) +

Z
0

N ( ( )) +

tal que

( ) =
1

μ
1

¶
Para ( ) se necesita demostrar que

( ) =
³

1+
´

k ( )k h i
+1

Tenemos

1 =
³

1+
´ Z

0
0 ( ) +

Z
0

Z
0

N ( ( ))

¸
2 =

1

μ
1

¶Z Z
0

N ( ( ))

3 =

Z
0

Z
0

[ ( ) ( )]N ( ( ))

Estimando en la norma k·kL , se obtiene

k 1kL
³

1+
´ Z

0

| 0 ( )| +

Z
0

Z
0

kN ( ( ))kL
¸

1+

(6.6)

Ahora estimamos 2 en la norma L

k 2kL
1

°°°° μ
1

¶°°°°
L

Z Z
0

kN ( ( ))kL
1

Z
h i

+1+

1

Z
h i

+1+
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La última integral es positiva, por lo que se puede extender el dominio de integración

para hasta 0,

k 2kL
1

Z
0

h i
+1+

1

(6.7)

donde +1 1 Para 3 primero estimamos la diferencia:

| ( ) ( )|

usando Lagrange

| ( 1) ( 2)| máx
[ 1 2]

| 0 ( )| | 1 2|

y descomponiendo la diferencia

| ( 1) ( 2)| | ( 1) ( 2)| | ( 1) ( 2)|1

y aplicando el supremo a la segunda diferencia se obtiene

| ( 1) ( 2)| | ( 1) ( 2)| k ( )k1

máx
[ 1 2]

| 0 ( )| k 1 2k k ( )k1

Usando la última estimación en la función de Green obtenemos

| ( ) ( )| máx
[0 ]
| ( )| k ( )k1 (6.8)

Tal que

k ( )kL h i
1

k ( )kL h i
2
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sustituyendo en (6.8) se obtiene

k ( ) ( )kL h i
2

h i
1

(6.9)

Sustituyendo la estimación (6.9) y (6.5) en 3, se obtiene

k 3kL
Z
0

Z
0

k ( ) ( )kL kN ( ( ))kLZ
0

Z
0

h i
2

h i
1

h i
+1

h i
2

h i
1
Z
0

h i
+1

Elegimos 1 +1de tal forma para que la integral sea convergente cuando

y se puede estimar

k 3kL h i
+1

+1

(6.10)

si . Por lo tanto, sumando todos los resultados obtenidos en (6.6), (6.7) y

(6.10) se obtiene:

k ( )k +1



Capítulo 7

Conclusiones

Las conclusiones de este trabajo son:

Se planteó el problema no lineal y no local del tipo Schrödinger con condiciones

iníciales y de frontera en el segmento (0 ) para la ecuación

+N ( ) +K = 0 0 (0 )

( 0) = 0 ( ) (0 )
(7.1)

Se presentó el problema lineal asociado y se resolvió a través de la construcción

de la función de Green.

Se analizaron las funciones inversas de ( ) para demostrar que solo se

requiere una condición inicial y no se necesita ninguna condición en frontera

para el problema planteado tenga solución única.

Se analizaron las propiedades básicas y estimaciones de la función de Green.

Se presentaron y se demostraron los siguientes teoremas que veri can la

unicidad de la solución obtenida.
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Sea 0 L (0 ) entonces existe 0 y existe una única solución

C ([0 ] L (0 )) del problema no lineal (7.1), donde

k 0kL
Sea 0 L (0 ) con k 0 ( )kL donde 0 es su cientemente

pequeño. Entonces existe una única solución global C ([0 ) L (0 ))

del problema no lineal (7.1). Además existe una constante tal que

( ) = ( )
1

μ
1

¶
+

³
1+
´

uniformemente con respecto a (0 ) y

=

Z
0

0 ( ) +

Z
0

N ( ) +

y

( ) =
1

2

μ
1
¶³
1

2
´
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