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Prefacio

Consideramos el problema de valor inicial con frontera para la ecuacién no lineal

no local del tipo Schrodinger

u+N(u)+Ku=0, z € (0,a), t>0 0

u(z,0) =wup(x), x € (0,a),

donde u = u (,t), el término no lineal N (u) = i |ul’u y 6 > 0. Sea v € C (0, a) ,

entonces el operador pseudodiferencial K se define como

Ko ()= 00 (@) 3 [ K )P 0) . )
donde z € (0,a),
0, (2) = 1, x € (0,a) 3)
0,2 ¢ (0,a),

K (p) = Cup*, a € (0,1) y C, una constante compleja tal que el operador K sea

disipativo, es decir
Re K (p) > 0 para valores de p € C para Rep =0,

Aqui y abajo p® es la rama principal de la funcién analitica compleja en el semiplano
complejo Rep > 0, tal que 1* = 1 (haciendo un corte a lo largo del eje real negativo

(—00,0).

v
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v denota la transformada de Laplace de la funcién v

Vp € C. Notamos que la integral en (2) converge debido a que ¥ decae cuando

|p| — oo. (Luego vamos a precisar la clase de funciones a que pertenece v).



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

La teorfa de ecuaciones no lineales evolutivas juega un papel muy importante
en la teorfa de la Fisica Matemdtica contempordnea, ya que tales ecuaciones
aparecen en la Fisica moderna, la Biologia, Tecnologia y otros campos de la ciencia.
Mencionamos algunas de estas importantes ecuaciones. La ecuacién de Otto-Sudan-

Ostrovsky
ds =0, (1.1)

ut+N(u)+C’1/Z1\L/Sg

donde el término no lineal N(u) = uu, y el término C [ %ds puede ser escrito

usando el operador pseudodiferencial K en la siguiente manera

Cl ’ Mds = Ku (aj t) — i /+ioo eme (p) I:u (0 t) — e_pau (a t)] dp
0 VT s " omi ) ’ ’ ’

1
con K (p) = \/%C’lp%, o = R (1 se elige por la condicién de disipacién, tal que

100

Re Cyp? > 0 para Rep = 0 (ver [27]).
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La ecuacién de Burgers

ur + N(u) — tg =0,

donde el término no lineal N(u) = wu, y el término u,, se describe mediante el
operador pseudodiferencial K por

+i00

Uy (2,1) = Ku (2,t) — 271”/_

100

2
t) — e Pou(a,t
PR (p Z“O e ulat)
Jj=1

donde K (p) = p* y a =2 (ver [14]).

La ecuacién de Korteweg-de Vries

up + N(u) + tgpe = 0,

donde el término no lineal N(u) = uu, y el término u,,, se describe mediante el

operador pseudodiferencial K como

210 ) _ioo

1 +i00 3 Ot _ Pay, "
Usag (7,1) = Ku (2, 1) — —/ K (p)) u ¢ ula, )dp,
_ par

con K(p) =p®y a =3 (ver [29] y [42]).
También es de gran interés en la Fisica Matemadtica, la combinacién de estas dos

ecuaciones, la asf llamada ecuacién de Korteweg-de Vries Burgers

donde w4, — U, se escribe como

1 +i00 3 0 t —epay ¢
AUy g (SE, t) — Uy (x,t) = Ku (x,t) _ _/ [pg Z U e (Cl, )
7=1
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donde K (p) = p® — p?. Estd ecuacién aparece en actstica no lineal para los liquidos
con burbujas de gas (ver [39], [53] [50], [58], [22]). Estas ecuaciones son deducidas
de definiciones fundamentales y de las leyes de conservacién, tales como: la ley de
la conservacién de la energia, la masa y el impulso, caracteristicas esenciales de
los objetos de estudio. Cabe mencionar también, que estas ecuaciones tienen una
amplia aplicacién en la descripcién de distintos procesos en la propagacién de ondas,
procesos que son disimiles a primera vista.

Con el desarrollo de software y hardware que actualmente se tiene en los
grandes sistemas de computo, se han podido efectuar complicados experimentos de
cédlculos numéricos para estudiar ecuaciones no lineales evolutivas, permitiéndose al
investigador descubrir nuevas leyes y efectos no lineales que son dificiles de enunciar
a simple vista y asi abrir una nueva ruta de investigacién para estudios futuros
(ver [26]). De esta manera en 1967 fue encontrado un método usado para encontrar
explicitamente la solucién de una clase particular de ecuaciones no lineales, este
método es conocido como "Transformada Inversa de Dispersion" (IST) por sus siglas
en ingles (ver [15]). Este método estudia las propiedades de esta clase particular de
ecuaciones no lineales y es posible encontrar en muchos casos el comportamiento
asintético de las soluciones por medio de este método (ver [1] y la literatura senalada
aqui).

Desgraciadamente no hay recetas para la solucién de alguna ecuacion no lineal
evolutiva, porque cada ecuacién posee su propia individualidad y requiere un enfoque
especial y hasta un conjunto de métodos analiticos para su investigacién. Sin
embargo, es posible aplicar muchos de los métodos ya desarrollados a algunas

ecuaciones particulares y generalizarlos para algunas clases de EDP no lineales.
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Por otro lado se puede desarrollar las soluciones de las EDP no lineales mediante
métodos asintéticos; ya que en pocas ocasiones se puede resolver explicitamente
una ecuacién no lineal evolutiva. Es muy importante tener una representacion
analitica aproximada para las soluciones en forma explicita cerrada o desarrollada
en serie para poder controlar los errores. Los desarrollos asintéticos se utilizan para
deducir ficilmente las propiedades bésicas de la solucién tales como el crecimiento
o decaimiento de la solucién en diferentes regiones, nos permiten saber dénde oscila
y dénde es mondtona, ademds de que nos da informacién sobre los datos iniciales
después de un tiempo grande.

Asi, los métodos asintéticos son importantes no sélo desde el punto de
vista tedrico sino también son usados provechosamente en la préctica como un
complemento para los métodos numéricos. Sin embargo los métodos asintéticos son
dificiles aun en el caso de ecuaciones lineales evolutivas (ver [19], [57]). En el caso de
ecuaciones no lineales es necesario probar la existencia global de soluciones clédsicas y
obtener algunas estimaciones adicionales para aclarar las expansiones asintéticas. Ya
que los métodos asintéticos no representan un método general, es importante decir
que cada tipo de no linealidad debe ser estudiado individualmente, especialmente
en el caso de tener datos iniciales grandes, pero en este trabajo sélo trabajamos
con datos iniciales pequenos ya que el método que aqui desarrollamos no se aplica
para datos iniciales grandes, debido a que para probar la existencia y unicidad de
la solucién usamos el método de principio de contraccién.

A pesar de la importancia y de la actualidad de los métodos asintéticos,
hay relativamente pocos resultados para las ecuaciones evolutivas no lineales. Sin

embargo una gran cantidad de publicaciones se han ocupado de la representaciéon
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asintética de soluciones al problema de Cauchy para las ecuaciones no lineales en
dltimos veinte anos. Mientras que atin no se ha proporcionado una revisién completa
de este problema en las publicaciones anteriores mencionadas, a continuacién
referimos algunos resultados conocidos (ver [7], [9], [10], [11], [12],[13], [19], [20], [21],
(23], [24], [30], [34], [38], [40], [47], [48], [49], [56], [59], [60]), donde hay estimaciones
Optimas obtenidas del decaimiento del tiempo y férmulas asintéticas de soluciones
a diversas ecuaciones no lineales locales y no locales en el caso de los problemas
de Cauchy. Sin embargo, hay sélo algunos resultados referentes al comportamiento
asintético del tiempo grande de las soluciones para los problemas del valor del inicial
y de frontera. Observe que "tiempo grande"; no significa valor necesariamente grande
en la solucion.

El problema de valor inicial y de frontera (1) es de gran interés desde un punto
de vista fisico ya que éste describe fenémenos fisicos, tales como rayos laser, ondas
sobre agua y otros fenémenos ondulatorios (ver [47]), ademds es un modelo simple
que aparece como una primera aproximacion en la descripciéon de ondas no lineales

en un medio disipativo y dispersivo (ver [47]).

1.2. Objetivo

Desarrollar un método general para el estudio analitico del comportamiento
asintético de la solucién del problema de valor inicial de la ecuacién (1).

El propdsito de este trabajo es responder algunas de las preguntas més
importantes en la teoria de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, tales

como la existencia, unicidad y el comportamiento asintético de la soluciones para
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tiempos grandes. También se resolvera la pregunta natural que surge al momento
de definir nuestro problema: ; Cudntos valores en frontera se deben considerar para

la existencia y unicidad de la solucién?

1.3. Descripcién por capitulos

Este trabajo consta de siete capitulos, organizados de la siguiente manera:

El primer capitulo de este trabajo estd dedicado a la introduccién e inicia con
una recapitulacién de la teorfa acerca de las EDP no lineales y el lugar que ocupan
los métodos asintéticos en la solucion de éstas ecuaciones.

El capitulo 2 se centra en dar la teorfa bdsica necesaria para facilitar la
comprensién del contenido de este trabajo. Ademads se define y desarrolla el operador
pseudodiferencial K, asf como la definicién de las integrales de tipo de Cauchy y del
operador P.

En el capitulo 3 se presenta el desarrollo de la solucién del problema lineal
empleando la metodologia de la transformada de Laplace en un segmento, las
propiedades del operador P y teoremas de Cauchy para construir la funcién de
Green. Al aplicar la transformada inversa de Laplace se encuentra la solucién en
forma integral del problema lineal y aplicando el principio de Duhamel se encuentra
la solucién del problema no lineal. También se presentan algunas estimaciones y la
féormula asintética de la funcién de Green.

Los capitulos del 4 al 6 estdn dedicados a la demostraciéon de la existencia y
unicidad de la solucién, asi como la obtencién de la asintética de la solucién para

tiempos grandes.



Capitulo 2

Teoria preliminar

En este capitulo se pretende dar la teoria bdsica necesaria para facilitar la

comprensién del contenido de este trabajo.

2.1. Clases de funciones

Los teoremas sobre la inversién para la transformada integral de las soluciones
para las ecuaciones diferenciales parciales son de un tipo muy general, pero puesto
que estamos interesados sobre todo en usos fisicos, consideraremos solamente las
funciones del tipo que se presentan normalmente en el analisis de problemas fisicos.

Si una funcién f es continua sobre un intervalo abierto (a,b), se dice que f
pertenece a la clase de funciones C(a, b); si el intervalo sobre el cudl la funcién es
continua es cerrado, se escribe f € C|a,b].

Una funcién f se dice que es continua a trozos en un intervalo (a,b), si el
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intervalo puede ser partido en un nimero finito de intervalos no autointersectados

(CL, al)a (a17a2)7"' 3 (anflab)v

en cada uno de los cuales la funcién es continua y tiene limite finito cuando z se
aproxima a cada uno de los puntos fronteros de los subintervalos. Entonces se escribe
que f € P (a,b).

Si a, es el punto extremo izquierdo de unos de los subintervalos en el cudl (a, b)
es particionado, entonces por f(a,—) quiere decir lim._q f(a, — ¢), donde ¢ tiende
a cero a través de todos los posibles valores positivos de €.

Cuando una funcién f y cada una de las primeras m derivadas f/, f®, ..., f™
son continuas sobre el intervalo abierto (a,b) se dice que f pertenece a la clase de
funciones continuamente diferenciables de orden m y escribimos f € C™(a, b).

Cuando una funcién f y cada una de sus derivadas hasta orden m son continuas
a trozos en el intervalo abierto (a, b) se dice que f pertenece a la clase de funciones
continuamente diferenciables a trozos de orden m y escribimos f € P™(a,b).

Si todas las derivadas son continuas por trozos en el intervalo abierto (a,b), es
decir, si f € C*(a,b) para todo entero positivo menor o igual que k, decimos que
f € C>(a,b), o que f es infinitamente suave.

Otra clase de funciones las cuales toman interés en el espacio de distribuciones,
es la clase J(R) de funciones de prueba de rapido descenso. Una funcién ¢ se dice
que es una funcién de prueba de rapido descenso si ¢ € C*(R) y si ¢ y todas
sus derivadas decrecen a cero mas rapido que cualquier potencia de |90|71 , es decir,
si éstas satisfacen que

76 ()] < C.
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donde C' > 0, k > 0 y m € Z. Estd condicién puede escribirse de forma alternativa
como:
[0 @) <0 (e ™).
para enteros no negativos m y k y para todos los valores de x. J(R) es llamado
espacio de Schwartz.
Para el mismo propédsito se introduce la clase de funciones de lento
crecimiento. Y se dice que ¢ € N (R) si ¢ € C®(R) y existe N > 0 con la

propiedad de que para todo entero r > 0, ¢ satisface que
276" (@) < .

donde C,. > 0. Estd condiciéon también puede ser escrita de forma alternativa como
sigue
6 @) <0 (oY), lal = o0.
Ahora se define formalmente la clase de funciones de prueba con soporte

compacto sobre €2 abierto como sigue
D () :={¢|pe C®(Q), y con soporte compacto en 2} .

El concepto de convergencia en este espacio de funciones es importante desde el
punto de vista de la teorfa de distribuciones y por eso enunciamos la definicién
siguiente.

Una sucesién de funciones de prueba {¢; (z)};2, , con z € R, es convergente en
D si:

a) ¢, € D, paratodo!l =1,2,--- .

b) cada una de las funciones ¢, se anulan fuera de un intervalo fijo /, donde este

intervalo pertenece a la linea real,
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c) para cada entero positivo fijo k, { l(k) (x)}il converge uniformemente para
todos los valores de .

Si ¢ es la funcién limite de la sucesion {¢, (x)},2, , entonces es facil mostrar que
¢ €D.

Ahora introducimos el conjunto de funciones absolutamente integrables
L' (©2) . Decimos que f € L' () si f es absolutamente integrable sobre €2, es decir
si

|1 @lde < o

Similarmente decimos que f € L" () si se satisface que

/ 1 @) dz < oo,
Q

para 1 < r.
Funciones de orden exponencial

Si existen constantes reales M > 0y ~ tales que para todo t > N
‘e‘”’tf(t)‘ <M o |f(t)<Me"

se dice que f es una funcién de orden exponencial v cuando ¢t — co o simplemente
que es una funcién de orden exponencial.
Intuitivamente, las férmulas de orden exponencial no pueden crecer en valor

absoluto mds réapidamente que Me™ cuando ¢ crece.

2.2. Espacio de Sobolev

Ya que se tiene en mente una aplicacién en ecuaciones diferenciales parciales,

utilizaremos espacios de Sobolev para estimar las soluciones de los problemas de
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ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

Se dice que f pertenece al espacio de Sobolev H¥ (R*1), si

&’

% (.I') S L” (R+) s

para 0 < j < ky1l<ry fsedefine en sentido generalizado como

/%gp(:ﬁ) dr := <3—J;,<P(37)> = (f’ Z_(‘;)

Vo € CF (0,a).

2.3. Notaciones asintoticas

La funcién f es equivalente a la funcién g en algin punto xg y denotamos f ~ g

fl=)
glz) — 1.

La funcién f es infinitesimal con respecto a la funcién g en algiin punto zy y

escribimos f = 0 (g) cuando x — xq si lim,_,, % —0.

cuando z — x si lim,_,,

Finalmente, la funcién f es del mismo orden que la funcién g en algin punto xg
y denotamos f = O (g) cuando x — xz si la desigualdad | f (z)| < C'|g ()] es valida
con una constante C' > 0 para una vecindad del punto x.

También es comun escribir f = O (g) parax € D, cuando la desigualdad | f (z)| <
C'|g ()] es verdadera para toda z € D C R, donde C > 0 es alguna constante.

Decimos que la solucién u (x,t) tiene la asintética:
u(x,t) =V (z,t) + 0 (¢ (1)),

donde ¥ (z,t) es el término principal y O (¢ (x,t)) es el residuo, para ¢t >> 1

uniformemente con respecto a x > 0, si existe algin T; > 0 y una constante C' > 0
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la cual no depende de los valores de las variables = y t, que satisfaga la siguiente
estimacién

u(z,t) = W (z,t)] < Cle(z,1)],
donde para todo valor ¢ > Tj, donde

t oo

= 0.
t=00 [[W (2, 1) Lo

2.4. Principio de mapeo de Contraccién

Definicién 1 Sea X un espacio métrico. El mapeo A del espacio X en si mismo se
llama mapeo de contraccion, cuando existe un nimero 0 < A < 1 tal que para todo

x,y € X con la métrica p, se verifica la desigualdad
p(A(z), Aly)) < Ao(z,y)
(ver [2]).
El siguiente resultado es usualmente llamado Principio de mapeo de contraccion.

Teorema 2 Sea X un espacio métrico completo y A un mapeo de contraccion

del espacio X en si mismo. Entonces existe un tnico punto fijo T € X, esto es:

A(F) =7

Demostraciéon. Tomamos un punto arbitrario iy, € X y aplicando sucesivamente
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la transformacion A al punto yq

v = A(yo)
Y2 = A(yl)
ue = Ayr-1),

definimos una sucesiéon de aproximaciones sucesivas

Uk = A(Yr-1)

para toda k > 1 que debe de cumplir tres condiciones:
a) {ykt — ¥
b) ¥ es punto fijo.
¢)y es unico.
Para probar a) es suficiente probar que {yx} es una sucesién de Cauchy porque

X es completo. Primero calculamos la métrica entre ys y 41

p (Y2, 1) = p (A1), Aw)),

aplicando la propiedad de contraccién 2) se obtiene

P (y2,y1) < Ap (Y1, 90) - (2.1)

Ahora para y y 3

p (Y3, 42) = p (A(y2) , A(y1)) < Ap (Y2, 1)

aplicando (2.1) se obtiene

p (Y3, y2) < N (y1,90) -
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Y asi, aplicando sucesivamente se obtiene que

P Wk Yk—1) = p(AWk-1), AWr—2)) < A0 (Yr—1, Yr—2)

< Np(y1,0) (22)

y de la definicién de propiedad de Cauchy se tiene que Ve > 0, IN (¢), tal que Vn,
m > N (g),

p(zn, ) < e

Desarrollando para toda m =n + k

0 UmsUn) = 0 WUniks Yn) < P Ynt1sYn) + P Ynt2s Ynt1)

0 Unt3:¥2) + -+ 0 (Ynsk—15 Ynsk)
n+k—1

< Z P (Y, Yj+1)

j=n

aplicando (2.2) a cada uno de los términos de la suma

n+k—1 k_1 .
Y pWiyin) < plrnam) AN N
1—\F A" AT
< " < AN AN
= p(xlva))\ 1—\ _p(l’l,l’o) T
< p(ar,20) A <e
S p(T1, %o -

si n es suficientemente grande. Entonces la sucesién es de Cauchy que tiene limite
y = lim y,,
n—oo

porque X es un espacio métrico completo.
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Ahora probaremos b) y = lim,, ., ¥, es un punto fijo. Tomando la métrica

A

p(A®),y) < p(A®@),Ayk) +p(AYk),yx) + o (Yr, ¥)
< @ uk) + p (Wr—1,Yx) + P (Yr, V)
< p@yr)+pWk-1.yK) + p (Y, 9) <€

porque y, — y para k — ooy {yx} es una sucesién de Cauchy que es convergente.

Asi p(A(y),y) =0, lo cual implica

Ahora probaremos c) el punto fijo § es tinico. Al contrario, suponemos que existen

dos puntos fijos 7 y ¥ tal que A () =y, A (5) = 7 v calculamos la métrica
p(7.5) = »(A@.A(>5)) <2 (37)
(1-Np(3.5) < 0

donde A\ < 1, por lo tanto p (i], 5) = 0. entonces y = 5 ]

2.5. Completitud de las funciones continuas

Proposicién 3 El conjunto de funciones continuas f, g € {C([a,b])} con la
métrica

p(f(t),g(t) = max |g(t) — f ().

a<t<b

forman un espacio métrico completo.

Demostracién. Sea {z,, (t)} una sucesién fundamental de C ([a, b]), y aplicando el

criterio de Cauchy, una sucesién es convergente si y solo si es fundamental.



2. Teoria preliminar 16

De la sucesion {x,, (t)} , fijamos t = t¢, para tener una sucesién numérica {x,, (o)}

que es fundamental y vamos a demostrar que es convergente a x (ty) .
lim Tn (to) — T (to) .

Por definicién de limite segiin Cauchy se tiene,

Ve > 0,dN; (g), tal que Yn,m > Ny (€), p(x, (to),xm (to)) <

Do ™

Lo primero que probaremos es que esta sucesion esta acotada.

Sea ¢ = 1, entonces N, (¢), tal que Vn,m > Ny (¢), con m = Ny + 1,
p (T (to) , m (to)) <1,
abriendo la desigualdad se obtiene
Ty (to) — 1 <@y (fo) < Tyt (to) +1
y tomando como cota superior
M = méx{z (to), x2(to), -y Tny11 (to) — 1, N1 (to) + 1}

por lo que |z, ()| < M, Vn. Aplicando el teorema de Bolzano-Weierstrass, para

cada sucesién acotada existe una subsucesién que es convergente
lim z,, (ty) — x (to), (2.4)
k—o0

por definicién de (2.4)

Ve > 0,3N;y (g), tal que Yn > Ny (g), p(xn, (to),x(ty)) <

)

DO | ™

Ahora probaremos que

Ve > 0,3N (g), tal que Vn > N (¢), p(x, (to),x (to)) < e, (2.5)
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desarrollando la desigualdad (2.5), tomando m = ny y aplicando (2.3) se tiene

p(xn(to),x(to) = p(zn(to),z(to)) +p(2m (to) , 2m (o))
P

(
(@n (to) , @m (to)) + p (m (o) , 7 (to))
(to)

<
< pln(lo) s m (to)) + p (2n, (o) 2 (to))
< % + % =c.

y como tq es cualquiera, la convergencia no depende de ¢, por lo que podemos escribir

la definicién de convergencia uniforme con respecto a t

{20 (1)} Sicpan = (). (2.6)

Ahora probaremos que si {z, ()} es continua y se cumple (2.6), entonces x (t)
también es continua.
Por definicién de continuidad en un punto ¢t = tg, Ve > 0,36 > 0, tal que

Vt € [a,b], con |t — to| <9,

p (2 (1), 20 (t)) < 5 (2.7)

y la definicién de convergencia uniforme Ve > 0,3N (g), tal que Yn > N (g),
Vt € [a,b],

p(an (t), 2 (1) < (2.8)

wl M

Escribiendo la definicién de continuidad en ¢ = t; se tiene Ve > 0,3 > 0, tal que
Vt € [a,b], con |t — o] < 9,

pla(t),x(to)) <e, (2:9)



2. Teoria preliminar 18

desarrollando (2.9) y usando (2.7) y (2.8) se obtiene

p(x(t),x (o))

p(x(t),x(t)) +plen (), 25 (1) + p (N (to) , 2N (fo))

< plx(t),zn () +p(an (), 28 (t)) +p (2N (to) 2 (t))
< §+§+§:€

2.6. Transformada de Fourier
Definicion 4 Definimos la transformada de Fourier como

F(e) = \/%7 /_ Z F#)e i€t (2.10)
y la transformada inversa de Fourier como
10 == [ e 2.11)
V21 J o
donde f es continuamente diferenciable a trozos y absolutamente integrable sobre R.

El par de férmulas (2.10) y (2.11) determinan el asi llamado, teorema de

inversién de Fourier.

2.7. Teorema de inversion de Fourier

En esta seccién estamos interesados en dar un argumento formal en algiin sentido

para que la identidad

Fla) = = / " intae [ () edu, (2.12)

27 00 —100
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sea valida. Estd identidad es conocida como el teorema integral de Fourier.
En esta seccién mostramos el teorema integral de Fourier para funciones f las
cuales son continuamente diferenciables a trozos y absolutamente integrables sobre

toda la linea real. El resultado central es:

Teorema 5 (Teorema de la integral de Fourier) Sea f € P'(R), y f
€ L' (R), entonces para toda x € R, se tiene

= [T [ rcoste@-oya =31 @0+ 7 o),

‘s

Demostracién. (ver [55]). m

Corolario 6 Si en adicion, f es continua en el punto t = x, entonces la siguiente
identidad es vilida

%/00 e~ d¢ ZZ f(t)etdt = f(x). (2.13)

Si f es una funcién de variable real con respecto de ¢, el complejo conjugado de

su transformada de Fourier es dada por

szv%/wﬂmm% (2.14)

asi que
Frlr):€l=FIIf(t); ¢

Con esta notacién, se puede escribir (2.14) como
[=F"F,
y ya que F'= F f, entonces equivalentemente se puede escribir la ecuaciéon

FF=1,
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en donde [ denota el operador identidad. Asi, se escribe en forma alternativa
Fl=7F, (2.15)

donde F~! denota el operador inverso del operador F.

2.8. Transformada de Laplace

Definicién 7 Clase de funciones 7,.

La funcion f pertenece a la clase de funciones 7, si

1) Parat <0 se tiene que f = 0.

2) Parat > 0:VYRy, Ry ent € [Ry, Rs|, la funcion [ tiene un nimero finito de
puntos de discontinuidad de primer tipo.

3) f tiene orden exponencial a, es decir, existen constantes M > 0 y a, tal que

para algun tog > 0
()] < Me™ (2.16)

para t > tg.

Definicion 8 La transformada de Laplace de la funcion f estd definida por la

integral impropia

fo)= [ e pec (2.17)
0

Teorema 9 Si f € 7, la integral (2.17) es convergente en el dominio Rep > a.

También para cualquier xy > a la integral (2.17) converge uniformemente con

respecto a Rep > x¢ > a.
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Demostracién. Para Rep > a1 = a+ ¢, p = = + iy y usando la prueba de

comparacion para la convergencia de integrales impropias se consigue que

+o00 +00
e Pt d e Pt d
| e t\ < [lemisona

y aplicando (2.16) y e P!| < e~ ReP! se obtiene

‘f(p)( =

P <o [ et
0
integrando se obtiene que

‘f(p)‘ < lm (_ M 6(;na1)t‘:)4>

A—o0 Tr — ay
< — lim e~(wman)A 4 M
- A—oo T — 1 xr — a
M
< ;
Tr — aq

por lo que ]? estd acotada para xr > a;. Ahora como cada uno de los términos de
la integral de la transformada de Laplace son positivos, la integral es mondétona, de
aquf la integral f0+oo e Pt f(t)dt es convergente para Rep > a.

En forma andloga consideramos el caso para Rep > xg > a, entonces

‘f(p)) =

+o00o +o0o
/ 6_ptf(t)dt’ S M/ e—Reptealtdt
0 0
+oo
< M / e~ (womantgy
0

lim e~ (ro—a1)t

M

on—al-

S_

A
o

< (2.18)

Entonces f estd acotada, es mondtona y no depende de x , de aqui f converge

uniformemente con respecto al pardmetro p en el dominio Rep > xg > a. ®m
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Teorema 10 Si f € 7, entonces la transformada de Laplace f es una funcion

analitica para Rep > a.

Demostraciéon. Por el teorema 9 la integral

+o00
/ e P f(t)dt (2.19)

converge en el dominio Rep > a y converge uniformemente para Rep > xg > a.
Ahora dividimos el intervalo de integracién en subintervalos [¢;,%;11] de longitud
finita, donde tg = 0, y t,, — oo cuando n — oo. Entonces la funcién fpara Rep > a,

es la suma de una serie

Fo = [ emima=Y [T ernd =Y wo).  @20)

donde 0 =ty < ty... < t, < tny1... < +00. Note que a partir del n-ésimo término, la

serie (2.20) es igual a f;il e Pt f(t)dt. Tomando en cuenta que

un(p) = /t e f(t)dt.

Ahora probaremos que la serie Y  u,(p) converge uniformemente en el dominio

Rep > x9 > a. Usando el criterio de Cauchy para convergencia uniforme se tiene

Ve > 0,dA, tal que VA, A5 > A, y para VRep > xq

Taq

Az
> e PLf(t)dt

n:Al TAl

< €.
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Desarrollando la serie, se tiene

A2 Tn+1 A2 Tn+1
> / ef(td] < Y / e_ptf(t)dt'
n=A1 s n=A1 n
A2 Tn+1
< > [ e
n=A1 Tn
A
2 Tn+1 _(Zo_al)t
< M Z e dt
n=A; Tn
Az
M T
< - ¢ (wo—an)t| Tt
o Ty — a1 ?12;1 }Tn
Az
M
< — e—(fo—al)TnH _ e—(ro—al)Tn
- To — a1 n:ZAl ( )
< M (ef(JUO*al)TAl _ e*(IO*al)TAz,)
Ty — ay
S M 6—(z0—(z1)TAl <€
To — ai

Eligiendo A > T}, se cumple el criterio de Cauchy de convergencia uniforme de la
serie para Rep > xg > a.

Cada una de las funciones

%@zlmawwﬁ

estdn definidas como una integral dependiente de un pardmetro p, sobre un intervalo
de longitud finita en el plano complejo t. En base a las propiedades generales de
integrales de funciones de dos variables complejas dependiente en un pardmetro (ver
[4]), las funciones u,(p) son funciones enteras con respecto a p. Del razonamiento
anterior se sigue que la serie (2.20) en el dominio Rep > a satisface todas las

condiciones del teorema de Weierstrass (ver [4]), de aqui, la funcién f es analitica
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en el dominio Rep > a y sus derivadas pueden calcularse diferenciando la funcién

bajo la integral en (2.19) con respecto al pardmetro p. m
Teorema 11 Si f €7, y

) = / T e (b,

entonces para x > a

=5 [ T o Fp)dp. (2.21)

2 S
La integral (2.21) es llamada Transformada inversa de Laplace o férmula de
Mellin (ver [4] ).
Demostracion. Por hipétesis la funcién f existe y tienen orden de crecimiento a,

por lo que

If(t)] < Me™ < Me™, x> a.

Considerando una funcién auxiliar
ot)=e"f(t), z>a, (2.22)

que puede ser representada por la transformada de Fourier como.

+oo +oo
o(t) = — / ¢ / ()N, (2.23)

2 J_o

Usando (2.22) en (2.23) se obtiene

=5 [ e / e ey,

o)
cambiando el orden de integracién y como f(n) = 0 para n < 0 se tiene

i e (:c+i£)td e —(x+i&)n d 2.94
£(t) / s/o &~ @O £ () dn. (2.24)

T or o
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Denotando p = = + i y notamos que la integral interior de (2.24) es la

transformacion dada fde la funcién f, entonces la expresion (2.24) se vuelve

=5 [ T o Fp)dp, (2.25)

21 Sy oo

que es por definicién la férmula de Mellin. =

2.9. Transformada Inversa de Laplace

Aqui consideraremos algunas condiciones suficientes bajo la cuédl una funcién
dada f es la transformacién de alguna funcién f. Primero definimos la clase de

funciones H,(p).

Definicién 12 La funcion f pertenece a la clase de funciones H,(p) si
1) f es analitica en el dominio Rep > a,

2) En el dominio Rep > a
)| — 0, ol — oo (2:26)

uniformemente con respecto al argp.
3)Para todo Rep =z > a
atico |
/ ' ’f(p)}dy<M, T > a. (2.27)
El siguiente teorema nos da las condiciones suficientes para que la funcién f
admita una inversién como en la ecuacién (2.25), obtenida aplicando el teorema de
inversién de Fourier y también las condiciones impuestas para la funcién f como

consecuencias de la funcion f.
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Teorema 13 5i fe H, entonces

x+1i00 -
f(t) L/ e’ f(p)dp, x> a (2.28)

270 )y ioo

pertenece a 71,.

Demostracién. Para probar que la integral (2.28) es la original de la funcién dada
por f, se debe establecer que:

(1) La integral (2.28) es independiente de = y define la funcién f, ademds estd
funcién tiene orden de crecimiento a;

(2) parat <0, f = 0;

(3) la funcién f es la transformada de Laplace de f.

Ahora probaremos cada una de estas proposiciones.

(1) En el dominio para Rep > a y para cualquier = > xy > a se tiene

1 4100 o7 1 T+100 o7
= Tod| < 5[ | T
1 L4100 s
< o | |
1 ’ z+ico |
< %ex/l ’f(p)‘dy,
aplicando (2.27) se obtiene finalmente que
1 T+100 R M .
%/ 4 eptf(p)dp' < 3¢ r (2.29)

Ahora probaremos que (2.29) no depende de x y que
If(8)] < Me™, t > 0.

En el dominio Rep > a, considerando el contorno cerrado I' mostrado en la

Figura 2.1
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Figura 2.1: Contorno cerrado I'

Integrando alrededor del contorno cerrado I', y como la funcién es analitica en
el dominio Rep > a, entonces por el teorema de Cauchy, la integral de la funcién

ept]? alrededor del contorno I' es cero. Por lo tanto

Tro—1A N xro+iA R
lim [ / 7 (p) dp + / ' (v) dp

A—o0

1—1A To—1iA
r1+iA - 1 —1A -
[ e [T e o)
To+1A x1+1A

= L+L+Is+1,=0.

Estimando cada integral por separado se obtiene

:Eg—iA e Iz—iA e
N R e Y e
0 :El—iA 0 :El—iA
zz—iA e
< lm | |T )| ldp .
A—>OO :El—iA

Usando la propiedad 2) de la definicién 12, podemos acotar la transformada de

Laplace como
oy < &

f(p) < ol (2.30)



2. Teoria preliminar 28

Entonces I, se puede representar como

To—1A C
|| < lim e — |dp|,
A—oo r1—1A ’p’
haciendo el cambio de variable
p = x—iA
dp = dx

se obtiene

T2 eact C T2
L] < lfm C/ " _dr< lim 7/ et
A—00 1 ‘:L‘ - ZAl A—o0 ‘331 - ZA‘ x1

= lim Ll (e™f — ™) — 0.
Ao (2 4+ A2)2

También la integral Is — 0, bajo las mismas condiciones. Por lo tanto
r1—1A R To+iA R
lim e’ f (p)dp = lim e’ f (p) dp.
A—o0 z1+iA A—o0 ro—iA
y como x1 y xp son arbitrarios, se prueba la proposicién (1). Asf la integral (2.28)
es una funcion de la variable ¢. Y de la evaluacién de (2.29) se sigue inmediatamente
que la integral (2.28) es una funcién de orden de crecimiento limitado con respecto

a t y el orden de crecimiento es a.

(2) Ahora probaremos que
f(t)y=0,t<0.

Considerando en el dominio Rep > a, un contorno cerrado I' como se muestra
en la Figura 2.2 y por el teorema de Cauchy, la integral de la funcién eptf sobre el

contorno cerrado I' es cero.

/ ept]?(p) dp = 0.
r
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y x+HR
q p
Cr
R
p=0 [x=a X
—
€
-
x-IR

Figura 2.2: Contorno I' para Rep > a

Escribimos el circulo Cr en forma paramétrica con

p=x+Re¥, —Z<p<

bo | 3
bo | 3

y estimando la integral sobre el circulo

/ eptf(p)dp‘ < h’m/ |e|
Cr R—oo Jor

lim
R—o00

7 )| dp

usando (2.30)
c 1

TR

}ept’ — ‘e(x+Rei“’)t < €(z+Rcos<p)t

por lo que la integral se estima como

s

/_ " (p) dp

s
2

s

2 C .
< lim e(z-i—R cos Lp)t_Reukap

R—o0

lim
R—o0

_z
2
s

}%im C 2 e(erRcosga)tdSO =0

IN

_
2
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por lo tanto

r+1i00 R
f(t) i/ e’ f(p)dp =0, t <.

N 2mi T—100
(3) Ahora probaremos que
LLY=E,

construyendo la transformada de Laplace de la funcién (2.28) y consideraremos esté

valor para algin pg arbitrario, donde Re py > a. Escribimos la integral

oo ot B 0 oot 1 T+100 o7
/0 e PO (t) dt/o e {2—7” /xioo e f(p)dp} dt (2.31)

donde la férmula de Mellin en (2.31) es independiente de z. Elegimos un valor de x
que satisfaga la condicién

a < x < Repgy

y cambiando el orden de integracion. Esto es posible debido a la convergencia
uniformemente de las integrales correspondientes, se obtiene

-~

00 T+100 0o
[ eriwa = o= [ Foan [ e
0

0 271 T—100
1 z+ico  p
271 z—ico P — Do

La integral (2.32) puede ser calculada con la ayuda de teorfa de residuos, debido
a la propiedad 2) de la definicién 12, la funcién ‘f(p)‘ =0 (ﬁ) . Por lo tanto,
tomando en cuenta que hay una singularidad (un polo simple) en el punto p = py
y cerrando el contorno hacia el semiplano derecho como se muestra en la Figura 2.3
e integrando en direccién negativa se obtiene

/ et (tydi = Fip).

0
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y x+HR
q p
Cr
R
p=0 [x=a X
o P,
—
€
-
x-IR

Figura 2.3: Contorno I' para Rep > a y con punto singular pg

Como pg es un punto arbitrario en el dominio Rep > a, se prueba el teorema.

~

L)} = f(p).
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2.10. Operadores pseudodiferenciales en el seg-

mento (0, a)

2.10.1. Notacién y definicién

Definicién 14 Sea g € L>*(0,a) y g se extiende a R con g = 0 si x ¢ (0,a).

Definimos el espacio de funciones
Dy :={0u () g(x): g(z) € HL (0,a)}, (2.33)

Definicién 15 Decimos que la funcion g pertenece a la clase de funciones A, si

1) Es analitica en todo el plano complejo.

N C para |p| <1
2) 19 (p)| < -

[p|

para |p| >> 1.
Teorema 16 Si g € D, entonces la transformada de Laplace g € A,.

Demostracién. Para demostrar 1) primero vamos a probar que la transformada de

Laplace definida por

es convergente Vp. Como la funcién g = 0 para = ¢ (0,a), tiene discontinuidades
de primer tipo en los extremos del intervalo (0,a) y esta acotada, podemos usar la

prueba de comparacién, obteniendo

/a e g (x)dx

0

M/ ’e‘pz‘dw,
0

g ()| =

g/o | g (@) da

IN
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aplicando e P*| < e~ ReP? donde p = £ + i, por lo tanto

g ()| < M/ e~ dy
0
M

M1 e
< Fl-e®)

M
< —.

§

Ahora como cada uno de los términos de la integral de la transformada de Laplace
son positivos, la integral es mondétona, de aqui que la integral foa e Pg(x)dr es
convergente Vp € C. Ahora dividimos el intervalo de integracién en subintervalos
[ti,tis1] de longitud finita, donde ¢ty = 0 y ¢, — a cuando n — oo. Entonces la

funcién g, es la suma de una serie

@zlﬁﬂw@m=ngkﬂwwng¥m»

Como la funcién g = 0 para = ¢ (0,a) y tiene discontinuidad de primer tipo en

Q)

los extremos del intervalo (0,a) y esta acotada. Usando la convergencia de la serie
(2.20) la serie Y "> u,(p) converge uniformemente en el dominio 0 < Rep < a.

Cada una de las funciones

tnt1
%@zj’eﬂwmw
tn

estdn definidas como una integral dependiente de un pardmetro p, sobre un intervalo
de longitud finita. Por lo tanto las funciones u,,(p) son funciones enteras con respecto
a py se satisfacen las condiciones del teorema de Weierstrass (ver [4]), de aqui, la

funcién g es analitica Vp € C.
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Ahora probamos 2) usando integracién por partes con respecto a x para p >> 1

il = || emo@a
0
1 a 1 ¢ —px I
< \E[g<o>—epg<a>]+—/ e (o) da
ol |
1+ Je P _
< O—— 4+ — (le?] -1
¢ ot o (L),
Pl Pl

Para el caso p < 1, la exponencial esta acotada por |e77*| < 1, por lo que

g (p)| < C.

Proposicién 17 Si g € C" entonces

Demostraciéon. Usando el principio de induccién matemadtica, probaremos la
formula (2.34).

Para k = 1, debemos integrar por partes

clgo@} = [[erguan= ["erape)

= e Py (x)]S%—p/ e Pg(x)dx
0

= pg(p) —[9(0) —e g (a)]
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Ahora supongamos que para k =n — 1 se cumple la férmula

j=1
y probemos el caso k = n, integrando por partes

clgmo@) = [emawie = [Temag )

0

= ey g(@)|g / e gV (z)dw. (2.36)
0

Usando la férmula (2.35) en (2.36) se obtiene

et (g -5 %90 —;md;lg <a>)]

n—1 4 ;
N d‘;fl 0) — 7padjzfl
= e g(a) — g (0) + " (g(p)—z 210) PR (a)>

j=1

dxm

e{Eaw) = eraraols

=1

desarrollando y reagrupando la suma respecto a la potencia p” se obtiene

R R

2

dz™ D D
L@t ) ) ey )
pnfl P
~ " &g (0) — e Pdi g (a
_ pn<g(p)_z 9(0)—¢ g()).
=1 P

Esta tltima escritura prueba que para k = n se cumple la férmula (2.34). Luego

la férmula (2.34) se cumple n > 1. m
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Por lo que podemos definir el operador diferencial de orden entero n, en términos

de la transformada inversa de Laplace como

L~ {pn [M _y ) laa g(a)] }

J=1

Ahora definimos la derivada fraccional «, donde a € (0, 1) como
D* =0, (z) L7 {p“L}.

Notamos que la funcién p® no es analitica en el semiplano complejo Rep < 0,
por lo que debemos hacer un corte I' como se muestra en la Figura 2.4, donde el

contorno I' esta definido como
I'= {p € (ooe_”; 0) U (0; ooe”)} )

por lo tanto para la correcta definicién de derivada fraccional o, se debe multiplicar

por la caracteristica 0, (x).

Figura 2.4: Corte I' en Rep < 0 para la funcién p*
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2.11. Integrales del tipo de Cauchy

1 v (¢)
Q_M/(:Edg

donde ¢ (¢) es una funcién continua en el contorno, a excepcion, posiblemente de un

La integral de la forma

numero finito de puntos, donde tiene discontinuidades integrables, se llama integral
de tipo de Cauchy. La funcién ¢ (¢) se llama densidad y Cflz el nicleo de la integral.
La integral del tipo de Cauchy representa una funcién F (z) analitica en todo recinto
que no contiene puntos del contorno C. Ademads
P (z) = 12 / LA
2mi Jo (¢ — 2)"
Supongamos que ¢ (¢) verifica sobre el contorno C la condicién de Holder, esto

es para dos puntos cualquiera (; y (, sobre C

lo (C1) = (C)l < K[ — Gl

donde £ > 0,0 < a < 1, Si @ = 1, la condicién de Holder se llama condicién de
Lipschitz. En estas condiciones, si el punto ¢, del contorno no es un extremo suyo,
existe la integral singular

_ 1 [ ¢@
FC) =5 | e

definida como el valor principal de tipo Cauchy.

Este valor principal se puede expresar a través de una integral impropia mediante

la formula

_ -
F(Co):%/Cmg_—?f@d§+%gp(co)+¢(gg>Ln CO’
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donde los puntos a y b son los puntos extremos del contorno C, si este no es cerrado.
La rama uniforme de Ln se escoge de manera que en el caso de un contorno cerrado

(a =) el término con el logaritmo desaparezca y la férmula adquiera la forma

L [ 9 —=¢()
J

1
o e dC"’?P(Co)-

F(Co) =

Si designamos mediante F'* ((,) v F~ ((,) los valores frontera de la integral
F (z) de tipo de Cauchy cuando z — (, por la izquierda y por la derecha de C

respectivamente, tendremos de acuerdo con las férmulas de Sokhotski-Plemelj

F*(G) = FGo)+50(C).

Fo(G) = FG)- 50 (G,

o bien

F(Go) =5 [F* () + F~ (@),
F*(Co) = F~ (Go) = ¢ (Co) -

Si C es un contorno cerrado que se recorre como siempre, F'* ({) son los valores
frontera de la funcién F* (z) definida en el interior del contorno (recinto D¥),
mientras que F'~ (¢) son los valores frontera de la funcién F'~ (z) definida en el

exterior del contorno (recinto D~) (ver [5]).
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2.12. Proyectores

En esta seccién, se define y se presentan las propiedades del operador P.

Definicién 18 §i ]? satisface la condicion de Hélder en Rep = 0, definimos el

operador P como

R 1 +ic0 6(q—p)a 1~
P{f(P)} = %/_m Wf(@l) dg. (2.37)

Teorema 19 Si fe A, entonces P {f(p)} = f(p) )

Demostraciéon. Como f es analitica en todo el plano complejo, desarrollamos la

integral en dos partes

N 1 +1i00 e(q—p)a/\
PUW = 55 ) T @d
S —F(q)dqg.
omi | q_pf(q) q

Esta integral la analizamos en tres casos,

a) para Rep > 0

- 1 “+1i00 eqa R
p— — 727(1/
P{fn)} = 5=e /OO —F(a)da

—— —f(q)d
i | q_pf(q) q

= Ji+ o
Para J;, debemos cerrar el contorno para Req < 0, para que la funcién e?*f — 0
cuando ¢ — oo sobre el contorno C'r, como se muestra en la Figura 2.5.
Como la funcién e? f es analitica y dentro del contorno I' no se encierra ningin

punto singular, entonces aplicando el teorema de Cauchy

J1 = 0.
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o

Cr

Figura 2.5: Contorno para Reg < 0

Ahora evaluamos .J; de la siguiente manera,

PR R G L (239

2= 75 —J\q)aq, .
2m —ico 4P

como la funcién fes analitica Vp € C, la integral (2.38) puede ser calculada con la

ayuda de residuos, tomando en cuenta que hay una singularidad (un polo simple)

en el punto ¢ = p y cerrando el contorno hacia el semiplano derecho como se muestra

en la Figura 2.6, la integracién es realizada en direccién negativa, por lo que

J2=]?(p).

b) cuando Rep < 0, debemos cerrar el contorno para .J;, para Rep < 0 como
se muestra en la Figura 2.5. Como la funcién eqaf es analitica dentro del contorno

I' y tomando en cuenta que hay una singularidad (polo simple) en ¢ = p, entonces
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Figura 2.6: Contorno para Re ¢ > 0 con punto singular pg

aplicando el teorema de Cauchy se obtiene

J 1 —pa e el ~ d
T /ioo 1—p @4

— ereni)

= f(p).

Ahora para el término J,, cerramos en contorno de integracion a la derecha como
se muestra en la Figura 2.6, y como Rep < 0, no se encierra ningtin punto singular,

entonces aplicando el teorema de Cauchy
Jy = 0.

c¢) Ahora consideramos el caso Rep =0

/\ 1 +i00 eqa -
= e b
P{f(p)} 57¢ /_m q_pf(Q)dq
1 +i00 1
N —F(q)d
omi | q_pf(q) q
- J1+J2.
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Figura 2.7: Contorno para Req > 0

Para cada una de las integrales J; y Js, se debe cerrar el contorno para Req > 0
como se muestra en la Figura 2.7 y similarmente para Req < 0, debido a que

Rep = 0, debemos calcular la mitad del residuo en cada integral, por lo que
—~ 1 e v 1~
P{f)} = e e™Fm)+570)
= f().
]

Teorema 20 Si f satisface la condicion de Hélder para Rep = 0 y ‘f(p)’ < <
v >0y |p| >1 entonces P{f(p)} cA, y

c{p{fw}} =0 [ e

21 ioco

Demostracién. Tenemos por definicién

P {f(p)} =e P + Js,
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donde
1 +ico eda
J=— d
1 oi i f(Q) q—p q,
1 +ic0 - 1
J = —— —d
2= o | f(a) e

Notamos que J; y Jo son integrales de tipo de Cauchy con nicleos feqa y —f
respectivamente. Debido a las condiciones del teorema ambos niicleos satisfacen la
condicién de Lipschitz y obtenemos que J; y Jo son analiticos para Rep # 0y

satisfacen condicién

1

Ademds para Rep =0

JE—Jr = f(p)er

J—Jy = f),

donde
Jo = lim  Ji(2)
z—p,Re z>0
+ . 7z
Ji a z—>pl,llgelz<0 Jl (Z) '

Entonces para Rep =0
—~ + ~ -
p{fw} -P{fm)} -0
Por lo tanto, usando el teorema de unicidad de continuacién analitica el operador

P{F()} € A.

Ahora demostramos la propiedad

c{p{fw}} =05 e

—100
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Desarrollando la parte izquierda de la igualdad para Rep > 0 con el contorno
mostrado en la Figura 2.8, se obtiene
- 1 +i00+¢€ 1 +i00 e(q—p)a o 1 N
e {p{ }}_—/ o —/ " F(q)dq|dp.
f(p) i) e L i f(q)dq| dp

Usando el teorema de Fubini se puede cambiar el orden de integracion para obtener

e {effol} - [Tl [T e

2mi 100 2mi 100+€ q—

Figura 2.8: Contorno para Rep > 0

Ahora desarrollamos la integral interior de (2.39) y la llamamos I,

1 +ioco+e eqaep(ﬂc—a) _ ep
IQ = — dp
2mi —100+€ q—Dp

En el caso para z < 0 debemos cerrar el contorno a la derecha, como se muestra
en la Figura 2.9, y el punto singular p = ¢ queda fuera del contorno de integracion
y como la funcién (eq“ep(“”—") — epx) es analitica dentro del contorno I', por lo tanto

usando el teorema de Cauchy

I, =0.
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Figura 2.9: Contorno cerrado para Rep > ¢

En el caso para x > a se debe cerrar el contorno a la izquierda, como se muestra
en la Figura 2.10, por lo que debemos calcular el residuo en el punto singular p = ¢

(polo simple), aplicando la férmula integral de Cauchy
I, = e1%e1@=a) _ g1z — ),
Para el caso cuando 0 < x < a separamos I5 en dos partes

I p—
27 omi

p -
icote 4 —D 2mi —ioote 4P

ela +ico+e ep(;r—a) 1 “+ico+e ebT
dp.

Para la primera integral se tiene que x — a < 0, por lo que se debe cerrar el
contorno a la derecha, como se muestra en la Figura 2.9, por lo tanto no se encierra
ningin punto singular entonces usando el teorema de Cauchy la primera integral es
cero. Para la segunda integral cerramos el contorno de integracién a la izquierda,
como se muestra en la Figura 2.10, por lo que debemos calcular el residuo en el

punto singular p = ¢, entonces obtenemos

Ih=e" 0<z<a.
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Figura 2.10: Contorno cerrado para Rep < ¢

Por lo tanto finalmente obtenemos

e plo}} =0 e

2w _ioo

2.13. Operador pseudodiferencial K

Ahora se define el operador pseudodiferencial K de la siguiente manera

Ku (z) := 0, () —/_ N e K (p)u(p)dp, =€ (0,a), (2.40)

21 ) o
donde 0, (z) fue definida en (3), u € A, y K (p) = Cop®, a € (0,1) y C, una

constante compleja tal que el operador K sea disipativo, es decir
Re K (p) > 0 para valores de p € C para Rep = 0. (2.41)

Para probar la convergencia de la integral (2.40), separamos en dos intervalos de
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integracién y aplicamos la desigualdad del triangulo

1 +iR2
K = — " K (p) 1 (p) d
[Ku ()| sl (p) u(p)dp
1 0
lim — " K (p)@(p)d
ey (p)u(p) p‘
1 +iRo
< — P K (p)a (p) d
S oo [ ERER) p’
1 0
lim — P K (p) i (p) d
+|Jlm o - (p)u(p) p'
= L+1D.
Donde
1 +iRa
L = | lim — K (p)a(p)d
1 A g ) EPER) p‘
1 0
L = | lim — P K (p) (p) dp| -
2 A 5 o € (p)u (p) p‘

Ahora probaremos la convergencia del término /; usando el criterio de Cauchy

para convergencia simple, es decir Ve > 0, A > 0 tal que VN > M > A

1
21

N
| ek dp\ <e
M

Integrando por partes con respecto a p y aplicando la desigualdad del triangulo

se obtiene
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/ziNePwK(p)ﬂ(p)dp‘ - / —K (p)u(p)d(e™)

iM M T

1 <N
= | K ®)um)y

=3 em<K’<p>a<p>+K<p>a'<p>>dp\

T Jiv
1 RN
< =K @)am)y
1 w DT ! -~ 1 w pT -~
+= [ K (p)ulp)dp|+ |- [ €K (p)u (p)dp
T Jim T Jim
N
<

E@awn| 1 [ K @laee

1 IN
1 / K )1 ()] dp]
T Jim

C

Usando (2.30) se tiene que |u(p)] < ‘% y W (p)| < 7 bara p| > 1y

K (p) = Cup®, y su derivada K’ (p) = Cp>~'.

1 . O
- Ca ’p‘ T
T

Ip|

1 N N 1
o A

N e R 1 N o1 1
e K (p)u(p)dp| < + = |Ca || = Idp]

i M

iM

2
M Ip|
< cljiNe | ol 2
7 E— 1 r—
< iN] B
N 5
e / 1pI2 |dy]
M
1 1 a—1 N
S CNl—a + CMl—a + C |p| ‘zM
1 1 1
S Oleoc +CN17(1 +CM1*(1
< o1

Ml :
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1
Para N > M > A = (%) 1-o ge cumple el criterio de Cauchy de convergencia

simple. En forma andloga se demuestra la convergencia para el término Is.

2.14. Funciones inversas K ! (—¢)

Para que una ecuacién en derivadas parciales (EDP) tenga solucién tnica, se
requieren especificar algunas condiciones adicionales tales como condiciones iniciales
o de frontera.

El paso siguiente en este trabajo es demostrar que sélo se requiere una condicién
inicial y no se necesita ninguna condicién en frontera, para el problema (1).

Puesto que en el problema (1) sélo existe la primera derivada respecto a t, se

requiere unicamente una condicién inicial
u(2,0) =ug ().

Ahora el siguiente Lema nos muestra que si a € (0, 1), no es necesaria ninguna

condicién de frontera para el problema (1).

Lema 21 Sea K (p) = Cuop®, a € (0,1), y K (p) cumple la condicion (2.41),
entonces no ezisten funciones inversas para Re& > 0 tales que ¢ (§) = K~ (=¢),

para Re p (€) > 0.

Demostracién. Sea K (p) una funcién analitica definida en el semiplano complejo
Rep > 0, y elegimos la rama principal de la funcién analitica C,,p® en el semiplano
complejo Rep > 0.

Haciendo un cambio de variable con K(p) = C,p* = —€ para Re{ >0y

—g <argé < g (2.42)
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El primer paso es hallar las raices de p como sigue

1
_ ‘£|<¥ ei(ﬂ+arg£7arg0r¥+2ﬂ-k)é = (f)

1
Cal?

donde ¢ (§) son las funciones inversas.
Tomando Rep (§) = cos ((7 + arg§ — arg C, + 27k) L) > 0, el argumento de

¢ (&) debe estar entre los valores

T ar argC, 2wk T«
+ gf_ & + o <§,

(2.43)

T
2 o o o

despejando el valor de k de la desigualdad (2.43) se obtiene que

a 1 argé argC, «
————— — 2 k- —2

4 2 27 + 27 4 2 27 27
denotando una nueva variable ¢ = —% — %gf + %, reescribimos la desigualdad

—SHU<k<StY, kEZ (2.44)
Usando (2.42) tenemos que
1 argé 1
—= - 24
1% 727 T3 (245)

Como K (p) es disipativo representamos

m
Opt—a
)

Y

K (p) = |Cap”| i

donde 0, = arg C,, p = iy, y € R. Notamos que cos(f,, £+ goz) > 0, y por lo tanto

1 -~ 1 o
——+m——<2—°‘<—+m——

4 4 T4 4 (2.46)
———Fn—i—g<%<l—i—n—|—g

4 4 2 4 4’
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Resolviendo el sistema obtenido tenemos

1+oz< <1+a
g Ty STy

Tal que o < 1 y m, n son enteros, vemos que un valor posible es m = n = 0.

Por eso
a—1 <argCa<1—a
4 2 4

Usando (2.47) y (2.45) obtenemos para (2.44)

(2.47)

4 2 or or <k<Z_§_ o o

1 a arg C,, 1 a arg C,,
« rg£+ rg « rg§+ rg '

Tomando el méximo de la parte izquierda y el minimo de la parte derecha de la

desigualdad se obtiene una nueva desigualdad para «

1 arg¢ argC,

¢:_§ 27 27
, 3 1—«
méx {y} = —Z+ 1
, 1 «a-1
min {0} = —3+5—,

tomando la desigualdad

Q@ «
-4 min {¢} < 7+ max {1}
a1, a-1 _a 3 l1-a
4 4 4 4 4 4
se cancela el argumento de %, por lo que queda
Lo a3
4 4 4 4
1 - «
2 2
1 < «a
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por lo que sélo existen valores de k cuando o > 1. m
Entonces se demuestra que no es necesario poner condiciones en frontera al

problema (1) para que la solucién sea tunica.



Capitulo 3

Problema Lineal

3.1. Introducciéon

Sea C ([0,00),L> (0,a)) el conjunto de funciones continuas en los dominios
t €[0,00) y x € (0,a). En este capitulo vamos a demostrar que existe una solucién
u € C([0,00),L>(0,a)) N C*([0,00)) del siguiente problema lineal asociado al

problema (1)

u+Ku=0, z€(0,a), t >0,
' (0.9) (3.1)

w(x,0) = up(z), z € (0,a),

donde u = u(x,t) y K es un operador pseudodiferencial en = € (0, a) definido por

K (1, ) = 0 (1) 5 /_ K (p) ) d, (3.2)
6, () = 1, x € (0,a)
0,z ¢ (0,a),

K (p) = Cop®, a € (0,1) y C,, una constante compleja que se elige tal que cumpla la

condicién (2.47) y la definicién 2.41, un ejemplo es C,, = 1. Ademds u (p,t) denota

53
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la transformada de Laplace de la funcién u (x,t)

T (p,t) = / e Pz, t)de,
0

Vp € C, t > 0. La convergencia de (3.2) es condicional (ver seccién 2.13).

Sea ¢ € L* (0,a), definimos el operador de Green como

G (z,y,t) p(z) = /OaG(fr,y,t)cp(y)dy
donde

211

+i00
G (.CU, Y, t) — ea—(@ / ep(z—y)—K(p)tdp’ (33)

es una solucién fundamental del problema lineal (3.1). Notamos que bajo la

definicién 2.41, la integral (3.3) converge uniformemente Vt > 0.

3.2. Construccion de la funcién de Green

Teorema 22 Siuy € L™ (0,a) entonces existe unica solucién u € C ([0, 00) ,L> (0,a))

del problema (3.1) que tiene la siguiente representacion
u(x,t) =G (t) up. (3.4)

Demostracién. Para demostrar el teorema, primero suponemos que existe una
solucién uw € D, para hallar una representacién integral del problema (3.1). Por
el teorema 16 u € A,. Aplicando la transformada de Laplace a cada uno de los

términos del problema (3.1) se obtiene

LA{u (x, 1)} = /0“ e Pruy (z,t) dx

= at (p,t) .
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Usando la condicién u € A, y por el teorema de Fubini se obtiene la transformada

de Laplace del operador Ku

L{Ku(z,1)} = /an—m {i /_ +mew((q)a(q,t)dq] da

21 ) _iso
1 “+100

- — K (q)T(q,t) [ /0 ’ e(qp)‘”d:c] dq

210 ) oo

1 +i00 e(qu)a -1

= —  K(q)t(g,t)d

= P{K(p)u(pt)}.

Por lo que aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién (3.1) respecto a

la variable espacial x, y usando el teorema 19 se obtiene Vp € C

P{u; (p,t) + K (p)u(p,t)} = 0. (3.5)

Como K (p) no es analitica para Re p < 0, reescribimos el argumento del operador

[P de la ecuacién (3.5) en la forma

@ (p,t) + K (p)(p,t) = D (p,t), (3.6)

donde la funcién Zﬁ(p,t) es analitica para Rep > 0 y satisface las siguientes

condiciones

n»{&)(p,t)} —0,VpeC

~ —pal 41
8.0 < O para ol > 1
p
Notamos que bajo estas condiciones se cumple para Rep =0
b AT R Y 3.7
t = — t .
w=-ve [ b (3.7
y para Rep > 0
(/I; e—ba +ioc0 ede EI\) J 13
t) = — t . .
w0 =5 [ =B 39
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Ahora tomamos la transformada de Laplace con respecto al tiempo de la ecuacién
(3.6), obteniéndose

#a ( )+¥
Ko+ VT Kp +¢

KH))

donde 5(]7,5) , o (p,€) v U (p) son la transformada de Laplace con respecto a la
distancia y al tiempo respectivamente.

Como @ (p, &) es analitica para toda p € C se debe cumplir que

P{a(p.o)} =09 (3.10)

Notamos que (3.10) es una condicién necesaria y suficiente para satisfacer la
propiedad de que la solucién

u(x,t) =0,

paraz ¢ (0,a). Debido a la analiticidad de P {/ﬁ\ (p, & )} también es suficiente cumplir

la condicién (3.10) sélo para Rep > 0. Por lo tanto, se debe pedir que

1 +i00 6(q—p)a

omi | q_pﬁ(qf)dqzo para Rep > 0. (3.11)

Usando (3.11) en la ecuacién de (3.9) encontramos para Rep > 0

1 +ioc0 e(q—p)a/\ 1 +ioco 6(qu)a 1
210 ) oo 4 =P (2.¢)dg 2mi J iw ¢ —p K (q) +§ 0(a)da
1 +i00 6(qu)a 1 =~
— P (g,¢)dg
2mi s g —p K(q) +¢ (2.8)
= L+L=0 (3.12)

Para la integral [; todos los términos son conocidos, por lo que sélo estudiamos

la integral I, tal que bajo la férmula (3.7) para Req =0

—qa

b (g.6) = 5

™

+i0co el 2
VP/ p@(fh;f)dm (3.13)

ico q1 —
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tenemos
1 +i00 ela—pa 1 ~
b= o ©(q,8)d 3.14
= i) cp E@re @OU (3.14)
1 4100 1 1 1 +i00 ed1a 2
= Tt —vr ® (g1, €) dqudg.
2m /ioo q—pK(q)+Emi /m n—q (1,€) dardq

Introducimos una nueva funcién ¥(z, ) tal que

+i00 a =~
W@Q:L/ (0.6 dg

21 ) i @ — 2

Notamos que ¥(z,§) es analitica para Re ¢ # 0. También segtin la férmula (3.8)

para Rez > 0
V(2 €) = - (,€) . (3.15)

Usando la férmula Sokhotski-Plemelj tenemos para Rep = 0

1 o et 1,2
U= (p,¢€) =%VP/A .l @8 da— 5 (p.g), (3.16)

donde
U (p,&) = lm W(zQ).

z—p,Re 2>0

Entonces sustituyendo (3.16) en (3.14) obtenemos

I fom4L L (g,6) + e (g,6)| d
- __Z —e
? o’ ) -pK(g) ¢ ¢ 2 ¢
2 +ZOO 1 1
= ——epa —_ q,&)dq 3.17
2mi /_ioo q—pK(q)+¢ v (a8) (8.17)
__—_pa —76‘% q,€)dq. 3.18
2mi /ioo q—pK(q)+ (2.¢) (3.18)

Como K (q) +& # 0y ¥ (q,€) es analitica para Req > 0, podemos usar el

teorema de Cauchy para Rep > 0 en la ecuacién (3.17)

2 / L L (06— ——e (g 6),
_2, Ll e —2
2mi e 4—PK(q)+¢ p
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y por definicién

Lo [ b (g1
5. € e , = 9.
2mi Lo 4P K (q) +¢ ERT

Por lo tanto para la igualdad (3.18) obtenemos

I = e (p,§),

K (p)+¢

y usando (3.15) encontramos una representacion para Io

v
K(p)+¢

1))

I=-— (p,€) - (3.19)

Por lo tanto, aplicando (3.12) y (3.19) probamos que

2 1 +ico ,(q—p)a 1 R
Ko e o =55 / ey e ZIOLD (3.20)

Sustituyendo (3.20) en (3.9) se obtiene finalmente

:\\( g) B ;/\ ( )+L/+ZOO e(q—P)a 1 N ( )d

Lo =P K (q)+¢
_ ]P’{ U (p) }
K (p)+¢
Ahora tomando la transformada inversa de Laplace con respecto a £ y p, y
aplicando la propiedad

. 1 4100 ’
LTP =46, (x) dpe? (3.21)

2mi

100

se obtiene

u(z,t) = LL)1 {ﬁ(paf)}
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Escribiendo la definicién de la transformada inversa de Laplace para cada

variable y aplicando (3.21) se obtiene

1 +i00 1 +i00 1
— _— g~ pr_____— =
u(x,t) =46, (x) 5t /_ioo dée 57 /_m e K0) +£u0 (p) dp. (3.22)

Cambiando el orden de integracién y cerrando el contorno de integracién para
Re & < 0, podemos aplicar el teorema de Cauchy en la siguiente manera

+i00 +i00 &t
w(at) = 0, (x) / Ty (p) dp—— / ok

—ico —

+100
= 0, ()= / KOG, (p) dp

@ 1 +ico
= 40, (-’L’)/ up (y) dy—/ ep(ﬂ"*y)*K(p)tdp'
0 _

21 ) i
Por lo que encontramos una representacion integral de la solucién u del problema
(3.1) como
wle.t) = [ 0 (0) G (@1 0)dy =G () uo (0 (323)

donde la funcién de Green G se define por

9(1 +ioco
G(l’,y,t) = % / ep(x*y)*K(p)tdp.

Ahora probaremos que la funcién de Green G es solucién del problema lineal

asociado

Gi(z,y,1) + KG (2,9,1) =0, (3.24)
parat > 0y x # y. Por definicién del operador KG se tiene

1 +i00 R
KG (2,9,1) = 0, (2) — / e K (p) G (p.y.t) dp,

211 ) i
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donde

-~ a 1 +i00
G(pv y,t) == / e P |:—/ e‘I($y)K(q)tdq:| dr
0

21 ) oo
1 +i00 a
- e—qy—K(q)tdq/ ela=pr)z g,
21 J oo 0
+i —p)a
— i e e~ w—K(a)t [e(qp)—_l] dq.
27 q—0p

—1300

Por lo tanto

+ico +i0o (g—p)a __
KG () = 0u(o) 5 | emmm{i | e [—1] dq}dp

21t o 211 ) o q—7p
= 11+ I,
donde
1 +i0c0 1 +ico e(q—p)a
I, =0, _ 20 _ —qy—K(q)t da b d
' (@) 2mi /_m K ) {27”' /_m ‘ "
Yy

1 +i00 ’ 1 +i00 Kt 1
IQ——HQ(I)%/' epK(p> %/ e q H dq dp

Para calcular [;, ordenamos los términos haciendo cambio de orden de

integracién

1 +i0co 1 +ioco _p(z—a)
I =04 (z) 5= / e~ K(@)tta {— / K (p) dp] dg.

271 —100 2mi ico 40P

En la tltima integral sélo se tiene el caso cuando = < a, por lo que debemos
cerrar el contorno para Rep > 0 como se muestra en la Figura 3.1, por lo tanto no

se encierra el punto singular p = ¢ y usando el teorema de Cauchy.

I, =0.
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Figura 3.1: Contorno cerrado para Rep > ¢

Ahora calculamos I con respecto a la variable ¢, en la siguiente manera

1 +i00 ’ 1 +ico K@)t 1
12:—9,1 (.I)% ‘ eP K(p) % A (& H dq dp

Como y > 0y ReK (p) > 0 debemos cerrar el contorno de integracién para
Re g > 0 como se muestra en la Figura 3.2, encerrando el punto singular ¢ = p (polo
simple) y usando el teorema de Cauchy se obtiene

1 “+1i00

I =0, (x) K (p) ePle= v =K@t gy, (3.25)

21 —ico

Ahora comparamos con la derivada de la funcién de Green con respecto al tiempo

1 a +ic0+¢€ K
Gt = 0(), (.Z') %a / ep(xiy)i (p)tdp
—100-+€

Para poder intercambiar la derivada por la integral dependiente del pardametro

t, debemos cumplir ciertas condiciones (Ver [6]).

Sea

h (:c, n t) — ePle—y)—K(p)t
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Figura 3.2: Contorno cerrado para Req > 0
una funcién continua y su derivada parcial con respecto al pardmetro ¢

£ (2,0,0) = K (p) e KON

también continua. Ademds la integral

+ico+e
/ eJo(l—y)—K(p)tdp

100+-¢€

converge para cierto t € [t,t5], mientras que la integral

+ioco+4-€ 8 Ko +ioco4-¢€ Ko
/ aep(ﬂﬁ—y)— Pltgp = _/ K (p) eP@v)=K®1g),

100+-€ 100+-€

converge uniformemente con respecto de ¢ € [t1, 2], entonces

1 8 +ioco+¢ ( VK ()t

G, = (1) —— Pla—y)-K@)tg

=3 :
1 +i00+¢€ a

= 0, (x)—/ aep(xfy)flf(p)tdp.

2mi —100+¢€

Por lo tanto la derivada de la integral

1 +ico+e
Gy = —0,(x) _/ K (p) P@=v)=K®) gy,

2mi —i00+€

(3.26)



3. Problema Lineal 63

Figura 3.3: Cambio de contorno de integracién

Tomando el limite de (3.26) cuando ¢ — 0 y comparando con (3.25) se obtiene
finalmente que

I = =Gy (x,y,t).

Entonces la ecuacién (3.24) se cumple.
Ahora verificamos que nuestra solucién cumple con la condicién inicial, tomando
a 1 [
lf_r)%u (x,t) = 15% i up (y) dy2—m, /_m ePe= =K@t gy,
Cambiando el orden de integracién, se obtiene
ico

1 a
limu(z,t) = lim— emK(p)tdp/ e Pug (y) dy
t—0 t—0 271 ico 0

+100
= h’m—,/ P K@y, (p) dp.

—100
Ahora debemos cambiar el contorno de integracién para tener convergencia
uniforme de la integral y poder intercambiar el Ifimite con la integral, como se muestra

en la Figura 3.3.
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Entonces se obtiene

1
7 _ T pr—K(p)t=
lm&u (x,t) = %m& 5 /Fe o (p) dp.

1 e K(p)ie
= 5= 11_{%6;037 K@, (p) dp.
r

Aplicando el teorema de Cauchy, podemos cambiar los limites de integracién

cerrando el contorno de integracién debido a la analiticidad de e’ (p) , entonces

1 “+100
’ _ DTS
]ELH%U (x,t) = i) e g (p) dp
= u(z,0).

Usando estimaciones de Lema 23 (véase abajo) es facil demostrar que u (z,t) €

C([0,00),L*(0,a)). =
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3.3. Solucion del problema no lineal

Consideramos el problema no lineal

u+Ku=N(u), t >0,z € (0,a),
u(z,0) = up(z), z € (0,a).

donde u = wu(z,t). Aplicando la integral de Duhamel (ver [4])se obtiene la

solucién del problema no lineal en la siguiente manera

u(w,t) = G () up (z) + /0 G(t — )N (u(w, 7)) dr, (3.27)

donde

N (u) =i |u)’ u.

3.4. Anadlisis de la funcion de Green

La solucién del problema no lineal queda expresada por medio de una ecuacién
integral que no puede resolverse en forma exacta. Los métodos aproximados de
soluciéon por métodos numéricos son mas complicados y no constituyen el objetivo
de este trabajo de investigacién, por lo que analizamos la funcién de Green por

métodos asintéticos.
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3.4.1. Estimacién de la Norma ||G (z,y,t1) ¢ (v, t2) |1~

Lema 23 Sea ¢ € L™ (0,a) entonces se cumple

1G (@, 11) @ (4, 1) lge < C {12) 7% [0 (1) g - (3.28)
donde (t1) =1+ t;.
Demostracién. Primero estimamos la funcién de Green en valor absoluto

ea (Z) e —y)—K(p)t
|G (z,y,t)] = —/ Pl =K@t gy, (3.29)

21

donde
K (p)t = C,p°t.

Haciendo un cambio de variable para ¢t > 0

pt = 2 (3.30)

se obtiene

1 tico 4 . L
G(x,y,t)] = |z et @) =K(2) =3 1
| y

21

(3.31)

—100

/—i—ioo
—100
+
—i

1
L 100
< ot /

< (Ot = 6ztfé(z—y)—K(z)dZ’

ezt_%(xfy)‘ |€7K(Z)‘ |dZ| )
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—Hoo

—ReK(2) ], separandola en

'/ 7ReK(z)dZ

Ahora verificamos la convergencia de la integral f

< '/ 7ReK(z)dZ

4100
/ —Re K (z) dz
+1i

= L+ L+

tres intervalos

+ioco
‘/ 7ReK(z

Estimando por separado cada una tenemos

+i +i
Il _ ‘/ e—ReK(z)dZ S/ ‘e—ReK(z)| ’d2’|
i )
< [ lwi=c
Ahora estimamos
+i00
I, = / e” ReKG) gy
+i
usando la desigualdad
. C
et < — paray > 0, (3.32)
—ReK (2) = |C4]|2|" cos (ga + arg C’azo‘>

~ Clz|*, C>o.

Podemos estimar la integral como

. +100 1
IQ S C/ W|d2f‘

v 2]

IN

~ oo
C|Z‘*Oé’y+1‘1 S C,

donde vy > i
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Debido a la simetria de la integral I3, se puede estimar de la misma manera, por

I3 = ‘/ e~ ReK() g,

100

lo que

<C. (3.33)

Regresando a (3.31) consideramos el caso ¢ > 1. Para Re z = 0 tenemos

et” & (2—y)

=1,

y usando (3.33) se obtiene

+i00
‘G(‘Tvy>t)| < Ct_i/ e_ReK(Z)dZ

A\
Q

|
3

Aplicando la tltima estimacién para G (x,y,t) se obtiene para t >> 1

|G (2, 11) ¢ (t2)]

/O "Gyt oy ) dy (3.34)

IN

/ G (2,9, 1] o (5, £2)] ]
0

1
< Ot o (g, t2) || -
Ahora consideramos el caso (z —y) > 0y t < 1. Tal que

ezré(m_y)) =1,Rez =0,

por lo que cambiando el contorno de integracién se obtiene

eZtié(‘r—y) [(e_K(Z) — 1) + 1] ‘ dz

G (@ .1)] < Ot—%/

< Ct%/
I'e
+Ot%/

T.

e”%(“y) (e*K(Z) — 1)‘ dz

ezré(;‘*y)) |dz|,
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donde
I.={z€ (e‘i(%“)oo,O) U (0, ei(%+€)oo)} e > 0.
Aplicando las estimaciones para ¢ < 1
q
led — 1| = / e*dz| < Cmin(|g|,1),g< 1
0
y para Rez < 0
-z e|z 7é r— 1
et o (z—y) < €R { t7 o y)] < . —
[zt-z (r — y)}
Estimamos para v > «
_1
G(z,y,t) = Ot = e T @) (o=KGE) 1) | dz
Y
Te,|Cazl<1
_1
—i—Ct_é/ e " @) (e_K(Z) — 1) ‘ dz
e, |Caz¥|>1
_1 |2|*
SCta/Fcal - —rdz
seena ot (o)
_1 1
+Ct™a / : T dz
ricus 1 [z (2 — )|
Cta ( / Els 1 )
< — —dz +/ ——dz
(z —y)"™ \Ur. jcusej<1 2777 T Cazal>1 [T
Cta
GRS
Aqui usamos si C,2z® > 1, el médulo }e*K (=) — 1’ < (. Finalmente
Cta
|G (2,y,1)] < T (3.35)
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En forma andloga podemos tener (3.35) para el caso (x — y) < 0,¢ < 1. Aplicando

la estimacién (3.35) en el caso t < 1 obtenemos

|G($7y7 tl) (p(yu t2)| =

/OaG (@,y,t1) ¢ (y,12) dy‘

< / G (2, 02)] | (3 2)| |y
0

o O
< Cllo ) ta)lpe / -

R — ,
ey

y la integral es convergente con respecto a y con v > 0. Finalmente

G (2,5, 11) 0 (3, 12)| < Cllp (y, b2) |l oo - (3.36)

Por lo que podemos escribir las dos estimaciones (3.34) y (3.36) en forma general

COmo

1Gpllp < C )= lle ()l gos -

3.4.2. Asintética de la funcion de Green

Lema 24 Sit >> 1 la funcion de Green se expresa
G (2,y,t) = O, (x)t 5 A (%) +0 (t*lT”) ,
donde y € (0,a) y
1 +i00
A(s) —/ e k@t gy,

- 21

100

Demostracion. Se tiene la representacién de la funcién de Green como

211

+ic0o
G (ay,t) = 220 / el Kwl gy, (3.37)

100
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Haciendo cambio de variable

pOét — ZOA
z
p = -T
try

dp = tadz

obtenemos

L1 +ioo 1
G(z,y,t) = t = / et T EE) g,

100

"
—l—tié 1 / 1o ezt‘%x (efzt_éy _ 1) e K@),

—100

y vamos a probar que

sup |R(x,y,t)] < C't*%,é > 0.
z,y€(0,a)

por lo tanto

+i0o 1
ezt_ ax

sup |R(z,y,t)] < /

x:ye(ova) —100

e Y 1‘ e Re K@ |2
Tal que
Re K (2) = Re Cz® = Re O] || (38 a0t ) — 1|0
y para Req =10

-1 -

] < o
0 0

q
/0 1] ldyl <l

IN
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la integral se puede estimar como

“+100
sup |R(z,y.1)| < Ct / e CFI" 2.

z,y€(0,a) —1i00

1
‘zyt*E

Considerando el méximo cuando y = a
1 1 Fico Clz|*
sup [R (o0 <e4CEE [0 al),
z,y€(0,a) —i00

ya que

+i00 o
/ e 21d )z < ©

100

por lo que finalmente se obtiene para 0 <

2

sup |R(z,y,1) < Ct ¢

z,y€(0,a)
0 (t*%‘s) .

IN

3.4.3. Evaluacién de la funcién A (s)

Proposicion 25 La funcion

1 “+100
A(s) = 5 / R, (3.38)

donde s = =
ta

, K (2) = 2% y para Re z* > 0, se expresa mediante la siguiente férmula

Als) = 27r1iocF (%) (1 N 62_> ’

cuando s — 0.
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Demostracién. La integral (3.38) puede ser evaluada usando técnicas de variable

compleja cuando t — o0, es decir s — 0, por lo que la ecuacién a estudiar es

1
A(s) = —/ e *dz, (3.39)

27

—1300

haciendo el cambio de variable

se obtiene

11
I = _._/eqqéldfb
2mia Jr

donde I' se muestra en la Figura 3.4. Separando el contorno I' en dos partes I'; y I'y

y cerrdndolo como se muestra en la Figura 3.5, se puede escribir I como

0
/ e_qqé_ldCI‘l—/ e‘qqé_ldq+/ e g ldg
Iy CRl —+o00

+oo
e_qqé_ldq+/ e_qq%_leﬁ”(é_l)dq] :
0

Aplicando el teorema de Cauchy, para los contornos cerrados formados por I'; y
I'; y debido a la analiticidad de la funcién e~%g=! se obtiene

0
/eqqéldq+/ eqqéldq+/ e*qq%’ldq =0
I CR —+o0

1

+o0 ,
/ e‘qqé‘lqur/ e‘qqé_lqur/ tgs e (G dg = 0.
r2 Cry 0
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Figura 3.4: Contorno I'

y

Figura 3.5: Contornos cerrados para I'y y I's

Las integrales de los segmentos Cg, y Cg, tienden a cero por el Lema de Jordan,

1 Foo 1
/ e lga"dg = / e lg=""dg
I't 0

+oo
/ e_qqé_ldq = —/ e_qqé_le’%édq.
2 0

por lo tanto
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Por lo que para la integral I, se tiene

1 1 “+o00 “+00 )
I = —— [/ eqqéldq—/ eqqileﬂ“édq}
27'(—104 0 0

11 o\ [T 1
= i (1—62 a)/ e g 1d§[7
T o 0

la iltima integral es por definicién la funcién I' (é) , por lo que finalmente
r(t ,
ARICTY A
2m «

Por lo que la férmula (3.39) tiene la siguiente representacion

1 1 27
Ifm A (s) = r(= (1_ 7).
sl—r}(l) (S> 2micy (a) c

Lema 26 Sea oy < 1,8, <1,ay > 0,3, >0 entonces

ctl=h <1

/0 {t—7}y ™ (t—7)™ {7} 1 () Pdr <

donde (ty =1+t,{t} = <—i>,t > 0.

Demostracién. (Ver [16]). =

Ct=2 4 Ot~ =Pl L Ot=F2 ¢t >1

?



Capitulo 4

Teorema de existencia local

Teorema 27 Sea ug € L (0,a) entonces existe T' > 0 y existe una tinica solucion

u € C([0,00),L>®(0,a)) del problema no lineal

{ut—f—N(u)—i—KuO,tE(O,T),xG(O,a), (@)
u(z,0) = uo(z), z € (0,a),
donde u = u(x,t),

N(u) =i|ul’u

C

(luollg=)"

Demostracion. Probaremos la existencia local de la solucién usando el principio

de mapeo de contraccién. Definimos un mapeo A dado por
t
Au(x,t) := G (t) up (z) + / G(t—71)N(u(z,7))dr (4.2)
0
y un espacio métrico completo Z donde

Z:= {w(t,x) € C([0, TT; L>(0,a)), llellz = Sup, le )l < +OO}
€10,

76
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[uo ()L = p- (4.3)

Supongamos que v € Z con ||v||, < 2p y usando la definicién de (1) probaremos
que

[Av (2, )|z < 2p.

Aplicando la definicién (4.2) escribimos

|Av (z,t)||l, = HG(t)uo(ﬂ:)—l—/OtG(t—T)N(v(x,T))dT

4

IN

1G () uo (2)ll + H/tG (t =7)N(v(z,7))dr

z

< s G ()0 (@) + sup / IG (t — )N (v (2, 7)) dr g -

te€[0,7

Usando el Lema 3.28 se obtiene que

1 t 1
[ Av (2, )|l < C sup ()= [Jug (fB)IILoo+CtS[%I;]/O dr (t —7) = IN(v (2, 7))llpe -
€l0,

t€[0,7
(4.4)
Ya que v € Z = ||v||; < 2p entonces
5 5
IN (v (2,)) | < Sup, lo (@, Ole < (2p)"" (4.5)
€lo,

Sustituyendo (4.5) en (4.4) obtenemos

v (@, Ol < C ()7 o (@)l + C (29" / (1)

0
= I+ L.

Es facil ver que

I; < C sup

[[uo ()| -
reo1] (1+ 1) -

Q=
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Ya que ||ug (7)]|~ = p obtenemos

Ahora estimamos la integral

t
1
I, = C(2p)"! / S
0 (I+t—1)=

acotando la integral por arriba cuando 7 =t se obtiene
t
L, <C (2,0)5“/ dr = Cp™'t
0
y tomando el supremo para t € [0, 7]

L<C sup (2p)°Tt<C(2p)T. (4.6)
te[0,T

FEntonces
A (v)]l < Cp+C (2p)" T < 2p,
usando (4.3) estimamos 7' como sigue

C

= o @)’

Ahora demostramos que para A < 1
[ Avy (2, 1) = Avg (2, 8)|lz < Allvr (2, 8) — vz (2, )|
Por la definicién de norma de espacio Z tenemos

[ Avy (2,8) — Avy (2,7)[l; = sup
t€[0,T

< sup /O IG (= 7) IN(v1 (2, 7)) = N(v2 (,7))[ [ e 7

t€[0,T

/0 drG (t — 7) [N (v1 (2, 7)) = N(v2 (z,7))]

Loe
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Aplicando el Lema 3.28 se obtiene

o1 (.) = i (.01 < s [ =) E IN (1 2,7) N o 2, )l
(4.7)
Ahora estimamos la diferencia de los términos no lineales usando el teorema de
Lagrange
f o) = fv2) = f(v) (1 —v2), vE (vr,09).

Considerando que f (v) =1 |v\‘S v y su derivada por la definicién de Leibnitz

) = il +id v’ vsign (v)

= i(6+1) ],
por lo que
IN() =N(@)lg= < (+1) mix (ol or = vl
< @+1) (Joullfe + ool ) llor = vllpe - (48)

Aplicando (4.8) a (4.7) se obtiene

t 1
[Avr = ually < C sup [ (=77 6+ 1) (Jonlie + el 1o = vl dr
0

t€[0,T
Tal que sup;epo 1) [0z = 0]z < (20)° . s fcil ver
t 1
| Avy — Avall, < sup 2C (54 1) (2p)y, [lor () — vz (2, 1) | e / (t—7) =dr
te[0,1] 0
< sup C Hu(]Hioo o1 (z,t) = v2 (2,1)][ o T
te[0,T
< Aoy (2,8) — vy (2,1)||
ara T’ < £
b (ollgeo)” ~

Juollw T < A < 1.
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Por lo tanto A es mapeo de contraccién en Z por lo que existe una tnica solucién

u e (C0,T],L*(0,a)) del problema de valor inicial (4.1). m



Capitulo 5

Teorema de existencia global

Teorema 28 Sea ug € L (0,a) con |lug (x)|| < e donde € > 0 es suficientemente
pequenio. Entonces existe una unica solucion global uw € C([0,00),L>* (0,a)) del

problema no lineal
w+N(u)+Ku=0,t>02¢€(0,a),
u(z,0) = uo(z), x € (0,a).
donde

N (u) =i |u)’ u.

Ademds se cumple que

(@, Dllge oy = O (7).

Demostracién. Aqui probaremos la existencia global de la solucién usando
nuevamente el principio de mapeo de contraccién. Definimos un mapeo A dado
por

Au (z,t) :—G(t)uo(x)+/0 Gt —7)N(u(x,1))dr

81
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y un espacio métrico completo X donde

X := {¢(t, ) € C([0,00) ; L®(0,a)), ||¢llx = sup 0= e Ol < 61} :

donde &1 > . Supongamos que v € X con ||v(z,t)|x < &1 y usando la definicién
de (1) probaremos que

| Av (2, t)[x < &1

Tenemos

|Av (2, t)]|x = HG(t)Uo(I)+/OtG(t—7‘)N(U($,T))dT

X

IN

60w+ | [ G0-NE @

X

< ||G(t)u0($)||x+/0 IG (& = 7)N (v (2, 7))l[x dr-

Aplicando las condiciones del espacio X

Q=

/0 IG (t - )N (v (2, 7)) oo d7

JAv (@, 8)lx < sup (B |G (t) o (@)l + sup (£)
t>0 t>0

= Il+-[27

y usando el Lema 3.28 se obtiene

1 _1
I < Csup ()= ()= |luol| g
t>0
< Csup|jugl|pe
t>0
< Ce. (5.1)
Ahora estimamos I,
Lot
h=sw(®)* [ Gt )N (7)) e dr.
t>0 0
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usando el Lema 3.28 se obtiene

B<swF [ (= FIN© @)y dr

t>0

Ya que |[v (z,7)|x < €1 es fécil ver
0 0+1 0+1
IN@)Ix = [|lof o] < 101 < )™,

entonces
5+1

IN (v (2, 7))l < 77 ()

Sustituyendo (5.3) en la integral (5.2) se obtiene

t 1
/ dr (¢ — 1) et ()~
0

o1

Q=

I, < sup(t)
>0

IN

t>0

Usando el Lema 26 la iltima integral puede ser estimada como

t
/ (t=7) () dr < C (1 i T
0

tal que a € (0,1) y 0 > 0 se obtiene que

I < Cetlsup (t)= (t) =
t>0

< Ot

Por lo que finalmente
| Av (z,t)||x < O+ Cei™ < e;.
Ahora probamos la diferencia

HAUl (l‘,t) - AU? (xvt)HX =

IN

1 t 1
CeStsup ()= / (t—71) = (1) = dr.
0

/0 G(t—7)[N(vy (z,7)) = N(vg (z,7))] dr

(5.2)

(5.4)

X

/0 IG(t - 7) [N (vr (7)) — N (2 (&, 7)) dr ]l
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Aplicando las condiciones del espacio X tenemos

Q=

[ Avy (2,1) — Avy (2, 1)[x - < sup (1) /OHG(t—T) N (v1 (2, 7)) = N (v (2,7))[[| oo d7

t>0
1 t _1
< sup(tt [ (t-n)
t>0 0
X [N (v1 (2, 7)) = N(v2 (%,7))| g dT- (5.5)
Ya que
_1 1
[v1 = vallpe = (&) > sup ()= [Jv1 — val
_1
= (t) = [Jv1 —vollx (5.6)
y
_9d s
V13 + llvallfe = (£)7% sup ()@ (Ilvlll}iw + HUQHiPO)
_s
= (7% (oallk + el ) (5.7)
se obtiene

146

IN(@) = N@)lpe < 607 (ol + leally)

X fJor = vallx

146

< 20 () g — ok - (5.8)

Sustituyendo la estimacién (5.8) en (5.5) encontramos

1 ¢ 1 146
[Avr (2.0) = Avs @Ol < sup (0 [ (6=)7F ()7 2]
0

t>0

X Jor (2, 7) = v (2, 7)||x dr

IN

1496

« sup (£) /O<t—r>—% ()

t>0

2C€] [|vs (2, 8) = v2 (1) x
1
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v (2,) = Avs (2 0)llx - < 20} Jon (2,2) = v (2, ) sup 48)* {8)

A

2C€] [Jur (1) — v2 (2,0 x

IN

A HU1 (:L’,t) — U2 (x>t)”X7

con 2Ce = \ < 1.
Por lo tanto A es mapeo de contracciéon en X, y entonces existe una tnica

solucién global u € (C'[0,00),L> (0,a)) del problema de valor inicial. m



Capitulo 6

Asintotica de la solucion

Teorema 29 Sea u € (C[0,00),L>(0,a)) la unica solucién global del problema
(4-1) y llu(z,t)lpea < C’(t>7é. Entonces existe una constante A tal que la

solucion tiene la siguiente asintdtica para tiempos grandes

w(z,t) = 0, (v) A5 A (i_) +0 (t—%) , (6.1)

[e%

uniformemente con respecto a x € (0,a) yt — oo, donde

A:/Oauo(y)dy—f—/oooaN(u(m,T))dT<—|—oo

o= gt (8) 0%

Demostracién. La asintética de la funcién de Green por el Lema 24 tiene la

siguiente forma

G (z,y,1) = O (2) 15 A (t%) +0 <t‘1%6> . (6.2)
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Representamos la funcién de Green en la siguiente manera
G<xay7t _T) = G($7y7t) + [G(I7y7t - T) - G($7y7t)] : (63)

Sustituyendo (6.2) y (6.3) en (3.27) obtenemos

w(z,t) = /O [téA (ti_) +0 (tﬁﬂ wo (y) dy

“) +0 (tT>] N (u (2, 7)) dy

+/0th G (g, t— 1) — G (2, O] N (u (2, 7)) dy

donde

M(x,t) = t3A <tﬁ_> [ Oauo (y) dy

+ Omdr/OaN(u(x,T))dy]
y
R(z,t) = o(r%ﬂ) {/Oauo(y)dy+/0td7 OaN(u(x,T))dy]
7T A (%) /tOOdT OaN(u(x,T))dy
+/0th Oa[G(x,y,t—T)—G(x,y,t)]N(u(x,T))dy
— L+L+1
Ya que
wp € L® = /0 o (y) dy‘ < +o00 (6.4)

y

o+1

IN (u (&, 6)) | < JJu(z,0)gh < C{8) e (6.5)
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entonces existe una constante

A:/Oauo(y)dy—f—/oooaN(u(m,T))dT<+oo

tal que

M (z,t) = At 3 A (i) .
ta
Para R (x,t) se necesita demostrar que

1+6

R(xz,t) = O(t_T>
= ||R(z,0)] = <C (1)~ .

Tenemos

I :0(25*1 )Uouo dy—i—/dr/ ]

I, = —t7aA (ﬁ)/t dr i N(u(:z:,T))dy
I — /0th Gyt =) — Gy O] N (u(z,7)) dy.

0

Estimando en la norma ||||;«, se obtiene

[/ w0 (y rdy+/df/ IN (u (2, 7))l
1+5

< Ct~ (6.6)

(11|l g 00

IN

Ahora estimamos [, en la norma L

A(%) Lw/ dT/ IN (u (2, 7))

< Ct_éf <T>Jiﬂ Tdr
t

_1
2| Lo

IN

o Tdr

< Gt / (r)~
t
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La tdltima integral es positiva, por lo que se puede extender el dominio de integracién
para t hasta 0,

d+1

A CtéV/ () g
0

< Ct a7, (6.7)

o+1

donde v < &= — 1. Para I3 primero estimamos la diferencia:

|G({L’,y,t - 7—) - G(Iayat”?
usando Lagrange

|f (21) = f(22)] < méxﬂ If" (z)] |a1 — 22

zE€[x1,2

y descomponiendo la diferencia

f (1) = [ (22)] S [ (@2) = f (@2)|" | (00) = f ()",

y aplicando el supremo a la segunda diferencia se obtiene

If (21) = f(@2)] < CUf (1) = f @) | f ()]

< O méx |f @) oy — zl” |If (@)

- T€[T1,T2]
Usando la dltima estimacion en la funcién de Green obtenemos

G (z,y,t —7) =G (v,y,t)| <C m[%gg] Gy (,y, ) T |G (2, y, 7). (6.8)
T7€|0,

Tal que

A
Q
=
y

HG (l‘, Y, T)HL;?y
G (2, y, e, < C ()=
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sustituyendo en (6.8) se obtiene
IG (2. y,t —7) = G (2,9, t)|ge < C{8) % 74 ()" (6.9)

Sustituyendo la estimacién (6.9) y (6.5) en I3, se obtiene

t a
TATE / dr / 1G (2 st — ) — G (2,9, 8) g N (1 (7)) ey
t a o 1 s
< c/df/ B ) () gy
0 0

2 1— t 1
< oW T /r“(ﬂ%dr
0

Elegimos p > 1 — %de tal forma para que la integral sea convergente cuando

t — oo y se puede estimar

pt1

() =

sl < C
< ot (6.10)

si u > 0. Por lo tanto, sumando todos los resultados obtenidos en (6.6), (6.7) y

(6.10) se obtiene:

1

IR (2, 8)]| o < O



Capitulo 7

Conclusiones

Las conclusiones de este trabajo son:

Se planteé el problema no lineal y no local del tipo Schrédinger con condiciones

iniciales y de frontera en el segmento x € (0,a), para la ecuacién
u+N(u) + Ku=0,t >0,z € (0,a) )
u(z,0) = ug (z),2 € (0,a)

Se presento el problema lineal asociado y se resolvié a través de la construccion

de la funcion de Green.

Se analizaron las funciones inversas de K (p) para demostrar que solo se
requiere una condicién inicial y no se necesita ninguna condicién en frontera

para el problema planteado tenga solucién tnica.
Se analizaron las propiedades bésicas y estimaciones de la funcién de Green.

Se presentaron y se demostraron los siguientes teoremas que verifican la

unicidad de la solucién obtenida.

91
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Sea uy € L>(0,a) entonces existe 7' > 0 y existe una tnica solucién

u e C([0,7],L*>(0,a)) del problema no lineal (7.1), donde

C

—
HUOHLoo

T <

Sea uy € L*(0,a) con ||ug ()| < ¢ donde ¢ > 0 es suficientemente
pequeno. Entonces existe una tnica solucién global u € C ([0, 00),L> (0,a))
del problema no lineal (7.1). Ademés existe una constante A tal que

w(z,t) = 0, (z) A5 A (%) +0 (f%) .

uniformemente con respecto a x € (0,a) y t — 00,

A:/ uo(y)dy+/ aN (u) dr < 400
0 0

o e (2) 6%
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