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Raya por el tiempo incondicional que me han brindado y a todos aquellos que me estim-
ularon a continuar adelante.

Al personal Administrativo y de la biblioteca del Instituto de F́ısica y Matemáticas por
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1.3. Electrodinámica Cuántica Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.1. La Densidad de Lagrange para un Escalar en un Campo Electro-
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3. El Vértice de Tres Puntos 52

3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.2. Regularización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.2.1. Primer Diagrama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.2.2. Segundo Diagrama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2.3. Tercer Diagrama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3. Identidad de Ward-Green-Takahashi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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1 a un Lazo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.4.2. Los Vértices Λμ
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5.3. El Vértice de Dispersión Compton a un Lazo . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
5.4. Diagrama 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
5.5. Diagrama 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
5.6. Diagrama 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
5.7. Diagrama 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
5.8. Diagrama 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
5.9. Diagrama 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
5.10. Diagrama 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
5.11. Diagrama 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
5.12. Diagrama 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
5.13. Diagrama 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
5.14. Diagrama 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
5.15. Diagrama 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
5.16. Diagrama 13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
5.17. Diagrama 14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
5.18. Diagrama 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
5.19. Diagrama 16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
5.20. Diagrama 17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
5.21. Diagrama 18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
5.22. Diagrama 19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
5.23. Diagrama 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200
5.24. Diagrama 21 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
5.25. Diagrama 22 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

5.25.1. La Integral Tensorial Ĩμ(k, k + k′) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
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Introducción

El Módelo Estándar (SM) de part́ıculas elementales es la teoŕıa de la interacción elec-
trodébil (la cual describe las interacciones débil y electromagnética). El Módelo Estándar
fue propuesto en 1967 por Salam, Weinberg y Glashow. Desde entonces hasta la fecha, este
módelo ha sobrevivido todos los retos experimentales. Conjuntamente con Cromodinámi-
ca Cuántica (QCD), el Módelo Estándar juega un papel central en la f́ısica de part́ıculas
elementales. El espectro de part́ıculas del SM consiste de part́ıculas con esṕın 1/2 leptones
y quarks y bosones de norma con esṕın 1. El origen del número de sus masas se debe a
la part́ıcula llamada Higgs. El bosón de Higgs es el único bosón en la teoŕıa que no es
un bosón de norma y es una part́ıcula escalar sin carga. Aunque el Módelo Estándar
ha tenido gran éxito en los resultados experimentales, éste no ha sido aceptado como una
teoŕıa completa en la f́ısica de part́ıculas. Entre otras razones, porque tiene los siguientes
defectos:

1. El módelo contiene alrededor de 24 parámetros libres, tales como masas de las
part́ıculas, que necesitan ser determinadas experimentalmente. Estos parámetros no
pueden ser calculados dentro del módelo.

2. El módelo considera solamente neutrinos no masivos que se ha probado no es el
caso.

3. Como las correcciones a la masa del Higgs son cuadraticamente divergentes, uno
tiene que afinar los parámetros del potencial del Higgs finamente para evitar que la
masa del Higgs alcance valores grandes no razonables.

4. El módelo no describe la interacción gravitacional.

Se han hecho muchos esfuerzos para dirigir estos problemas y completar el Módelo Estándar.
Una atractiva extensión del Módelo Estándar puede ser encontrada en la teoŕıa de super-
simetŕıa, donde encontramos part́ıculas escalares cargadas también. Otras extensiones
del Módelo Estándar tal como los módelos de tecnicolor también cuentan con part́ıculas
escalares cargadas. Por lo tanto, estos escenarios nos dan una posibilidad realista de tener
escalares fundamentales cargados cuyas interacciones con fotones serán la realización de
la Electrodinámica Cuántica Escalar (SQED) al nivel elemental. Notemos que la interac-
ción de los piones cargados con fotones (cuando el fotón no tiene suficiente enerǵıa para
interactuar dentro de los piones con quarks) es también descrita por SQED.
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Al nivel teórico, SQED ha sido una teoŕıa atractiva por largo tiempo, ver por ejemplo,
[1]. Nuestro interés particular en SQED es debido al hecho que nos da un laboratorio
excelente para explorar las estructuras no perturbativas de las funciones de Green. Vamos
a resumir varios aspectos a nuestra afirmación:

1. Debido a la ausencia de las matrices espinoriales, los cálculos son mucho más sim-
ples en SQED. Sin perdida de generalidad tratamos con las mismas integrales que
aparecen en QED espinorial y QCD. Por lo tanto, los cálculos perturbativos de las
funciones de Green nos ayudan a la construcción de las funciones de Green no per-
turbativas. La teoŕıa de perturbación es una gúıa fiable en la cual las estructuras no
perturabativas debeŕıan de reducirse en el régimen de acoplamiento débil.

2. Motivados por al razonamiento dado en 1, presentamos un cálculo completo a un lazo
de los propagadores escalar y fotónico, del vértice escalar-fotón de tres y 4 puntos
y del vértice de la dispersión de Compton en norma y dimensiones arbitrarias para
escalares masivos y part́ıculas externas fuera de la capa de masa.

3. Como parte importante de nuestro cálculo de la función de 4 puntos a un lazo,
hemos calculado algunas integrales, llamadas J

(3)
� y J

(4)
� definidas en el caṕıtulo 4

que nunca antes hab́ıan sido calculadas en la literatura. Este cálculo nos permite
introducir una nueva función de Lauricella generalizada Y3 y Y4.

4. Aunque la forma general de la identidad de Ward-Fradkin-Green-Takahashi (WFGTI)
y la transformación de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKFT) son las mismas para
QED espinorial y escalar, su implementación para extraer las rigurosas constric-
ciones de las funciones de Green es mucho más simple para QED escalar.

5. Usando WFGTI,

6. La evaluación de las funciones de Green para teoŕıas de norma en un régimen no
perturbativo es importante aśı como d́ıficil. Por ejemplo, el entendimiento del confi-
namiento y la generación dinámica de masas en Cromodinámica Cuántica requiere
del conocimiento de los propagadores del quark y gluón en el infrarojo. Estos ob-
jectos estan ligados a los vétices de 3 y 4 puntos a través de las ecuaciones de
Schwinger-Dyson (SDEs) aśı como a las identidades de Slavnov-Taylor (STI) .

7. En este escenario, el vértice de 3 puntos puede ser escrito en terminos de dos
cuadrimomentos independientes. La identidad de Ward-Frankin-Green-Takahashi
(WFGTI) fija el coeficiente de uno de estos. Por lo tanto, hay solamente una fun-
ción desconocida que define al vértice transverso representando una simplificación
comparada con QED y QCD.

8. Este cálculo es interesante porque mantiene las propiedades de covariancia correc-
tas de las funciones de Green. Podemos tomar cualquier ĺımite on-shell requerido
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del resultado general off-shell para checar la invariancia de norma de los observ-
ables f́ısicos, esto no podŕıa ser posible si tenemos solamente los resultados en cu-
atro dimensiones. Electrodinámica Cuántica Escalar SQED ha sido explorada en
bajas dimensiones. Las teoŕıas de campo en tres dimensiones contienen varias car-
acteŕısticas que corresponden a las teoŕıas de campo a altas temperaturas en cuatro
dimensiones.

9. La función de 4 puntos aparece incluso al nivel de las identidades de STI en el kernel
de dispersión fantasma-fantasma-quark-quark que relacionan los vértices de 2 y 3
puntos en normas covariantes.

10. El kernel de dispersión de 4 puntos quark-quark para piernas externas off-shell es
otra importante cantidad. Su comportamiento en el infrarojo en el espacio de coor-
denadas debeŕıa decirnos como el potencial fuerte aumenta para grandes distancias
entre dos quarks estáticos.

11. El estudio del vértice de 4 gluones puede mejorar nuestra percepción del corrimiento
del acoplamiento en la región del infrarojo.

12. El entendimiento del vértice de 4 puntos no perturbativo es una tarea desafiante,
entonces un estudio detallado de tal función en SQED en términos de la identidad
de Ward-Fradkin-Green-Takahashi (WFGTI) puede ser un primer paso importante
hacia más funciones similares implicadas en QCD.

Hemos organizado la tesis de la siguiente manera:
En el Caṕıtulo 1 estudiamos las part́ıculas escalares, las cuales son descritas por la

ecuación de Klein-Gordon. Vemos cual es la densidad de Lagrange para estás part́ıculas,
aśı como el propagador, ingrediente importante para la teoŕıa de dispersión correspon-
diente. También, estudiamos los fotones, es decir, las ecuaciones de Maxwell. También
discutimos la invariancia de norma, el Lagrangiano y el propagador fotónico en norma
arbitraria. Finalmente estudiaremos las interacciones entre part́ıculas escalares y fotones,
es decir, la electrodinámica cuántica escalar. Partiendo con el lagrangiano de interacción,
vemos la invariancia de norma local que nos conduce a los vértices de 4-puntos.

En el Caṕıtulo 2 estudiamos las divergencias generadas por los lazos en los diagramas
de Feynman y la manera de como regularizar estás divergencias. Estudiamos solamente dos
métodos de regularización, el método de corte y el método de regularización dimensional.

En el Caṕıtulo 3 calculamos la corrección al propagador escalar a un lazo en una norma
y dimensiones arbitrarias. Tomamos los casos part́ıculares D = 3 y D = 4 − 2ε, ε→ 0.

En el Caṕıtulo 4 calculamos la corrección al propagador fotónico a un lazo por dos
métodos alternativos en D arbitrario. Tomamos los casos D = 3 y D = 4 − 2ε, ε → 0.
Verificamos la identidad de Ward para el propagador fotónico. Además obtenemos una
expresión para el propagador no perturbativo en D = 3 y m = 0.

En el Caṕıtulo 5 evaluamos el vértice completo de 3-puntos en norma y dimensiones
arbitrarias a un lazo y deducimos una expresión para su componente transversa. Además
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verificamos la Identidad de Ward-Green-Takahashi para el vértice de 3-puntos y el propa-
gador escalar.

En el Caṕıtulo 6 estudiamos como reducir las integrales escalares usando Identidades
de Integración por Partes. También, presentamos la técnica de Mellin-Barnes. Usando esta
técnica, calculamos el vértice de 4-puntos (la caja) con potencia arbitraria en los factores
del denominador en dimensiones arbitrarias y masas iguales. Consideramos algunos casos
particulares.

En el Caṕıtulo 7 calculamos el proceso de dispersión escalar-fotón a un lazo. También
discutimos acerca del vértice no perturbativo de 4 puntos y como la identidad de Ward-
Green-Takahashi relaciona este vértice con el vértice de 3 puntos. Y por último daremos
las conclusiones de está tesis.
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Caṕıtulo 1

Electrodinámica Cuántica Escalar

1.1. Escalares

1.1.1. La Ecuación de Klein-Gordon

La ecuación de Klein-Gordon para part́ıculas libres es:

(�2 +m2)ϕ = 0 , (1.1)

donde m es la masa de la part́ıcula. Aqúı hemos usado la siguiente notación

∂μ ≡
(
∂

∂t
,−∇

)
,

∂μ∂
μ ≡ �

2 . (1.2)

Podemos verificar la covariancia de Lorentz para la ecuación de Klein-Gordon, como p̂μp̂μ

es invariante de Lorentz. Las soluciones libres son de la forma

ϕ = exp(−ipμx
μ) = exp[+i(p · x −Et)] . (1.3)

Estas soluciones admiten el principio de superposición. Insertando (1.3) en (1.1) nos con-
duce a la condición

p̂μp̂
μϕ = m2ϕ → pμpμ exp(−ipμx

μ) = m2 exp(−ipμx
μ)

→ pμpμ = m2 o E2 − p · p = m2 , (1.4)

la cual resulta ser
E = ±

√
m2 + p2 . (1.5)

Aśı, existen ambas soluciones para E = +(m2 + p2)1/2 positiva como para E = −(m2 +
p2)1/2 negativa respectivamente. Las enerǵıas negativas están asociadas f́ısicamente con las
antipart́ıculas. La ecuación de Klein-Gordon es satisfecha para part́ıculas escalares tales
como el Higgs o piones. Los campos escalares reales ϕ corresponden a part́ıculas neutrales
mientras que las part́ıculas cargadas son representadas por campos escales complejos.
Como nosotros estudiaremos en esta tesis la interacción de part́ıculas escalares cargadas
con fotones, elegimos ϕ a ser complejo.
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1.1.2. La Densidad de Lagrange para la Ecuación de Klein-

Gordon

La densidad de Lagrange para la ecuación de Klein-Gordon para un campo complejo
es:

L

(
ϕ, ϕ∗,

∂ϕ

∂xμ
,
∂ϕ∗

∂xν

)
= ∂μϕ

∗(x)∂μϕ(x) −m2ϕ∗(x)ϕ(x) . (1.6)

Sustituyendo (1.6) en las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para un campo,
tenemos

∂L

∂ϕ
= −m2ϕ∗(x) ,

∂μ

(
∂L

∂(∂μϕ)

)
= �

2ϕ∗ . (1.7)

Por lo tanto,

(∂μ∂μ +m2)ϕ∗ = 0 . (1.8)

Similarmente para el campo ϕ∗

∂L

∂ϕ∗
− ∂μ

(
∂L

∂(∂μϕ∗)

)
= 0 .

Por lo tanto,

(∂μ∂μ +m2)ϕ = 0 , (1.9)

que son efectivamente la ecuación de Klein-Gordon (una para el campo ϕ y otra para el
campo ϕ∗).

1.1.3. Conservación del Cuadrivector de Corriente

La densidad de Lagrange ecuación (1.6) es, invariante bajo la siguiente transformación:

ϕ(x) → eiαϕ(x) , ϕ∗(x) → e−iαϕ∗(x) , (1.10)

(donde α es una constante real) y cuya forma infinitesimal es especificada por

δϕ(x) = iαϕ(x) , δϕ∗(x) = −iαϕ∗(x) . (1.11)

Como α es independiente de las coordenadas, la transformación es llamada transforma-
ción global, porque esta es la misma para cada punto en el espacio y tiempo. La familia de
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transformaciones de fase U(α) ≡ eiα, donde α es sólo un parámetro que corre continua-
mente sobre los números reales, forman un grupo Abeliano unitario conocido como el grupo
U(1). Abeliano porque satisface la propiedad de conmutatividad en la multiplicación:

U(α1)U(α2) = U(α2)U(α1) , (1.12)

y unitario porque
U †(α)U(α) = 1 . (1.13)

El teorema de Noether implica la existencia de una corriente conservada. Para ver esto es
suficiente estudiar la invariancia de L bajo una transformación infinitesimal U(1),

ϕ→ (1 + iα)ϕ (1.14)

La invariancia requiere que el Lagrangiano no cambie, esto es,

δL =

(
∂L

∂ϕ

)
δϕ+

(
∂L

∂(∂μϕ)

)
∂μ(δϕ) +

(
∂L

∂ϕ∗

)
δϕ∗ +

∂L

∂(∂μϕ∗)
∂μ(δϕ∗)

= (−m2ϕ∗)(iαϕ) + (∂μϕ∗)(iα)(∂μϕ) + (−m2ϕ)(−iαϕ∗) + (∂μϕ)(−iα)(∂μϕ
∗)

= iα[(∂μϕ∗)(∂μϕ) − (∂μϕ)(∂μϕ
∗) −m2ϕ∗ϕ+m2ϕ∗ϕ] = 0 (1.15)

Para los campos ϕ y ϕ∗ tenemos

jμ =
∂L

∂(∂μϕ)
Δϕ+

∂L

∂(∂μϕ∗)
Δϕ∗ , (1.16)

donde usamos que Jμ = 0. Sustituyendo L dado por la ecuación (1.6) obtenemos

∂L

∂(∂μϕ)
= ∂μϕ∗ y

∂L

∂(∂μϕ∗)
= ∂μϕ . (1.17)

Además considerando que
Δϕ = iϕ , Δϕ∗ = −iϕ∗ , (1.18)

tenemos que el cuadrivector de corriente es:

jμ = (∂μϕ∗)(iϕ) + (∂μϕ)(−iϕ∗) = ie[ϕ(∂μϕ∗) − ϕ∗(∂μϕ)] (1.19)

donde hemos considerado la normalización adecuada. Esta carga jμ es conservada, es
decir, ∂μj

μ = 0. La carga conservada correspondientemente es

Q = ie

∫
d3x(ϕ∂0ϕ∗ − ϕ∗∂0ϕ) . (1.20)

Más generalmente, el teorema de Noether demuestra que una simetŕıa continua resulta
en una corriente y carga conservadas.
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1.1.4. El Propagador Escalar

La interacción de una part́ıcula escalar con el campo electromagnético es introducida
usualmente por la prescripción de mı́nimo acoplamiento

p̂μ → p̂μ − eAμ .

La ecuación de Klein-Gordon en presencia de un campo electromagnético nos conduce a

[(p̂μ − eAμ)(p̂μ − eAμ) −m2
0]ϕ(x) = 0 (1.21)

ó
[∂μ∂μ +m2

0]ϕ(x) = −V ϕ(x) . (1.22)

Aqúı hemos introducido el operador del potencial V , expĺıcitamente dado como

V ϕ = ie(∂μA
μ + Aμ∂μ)ϕ− e2AμAμϕ . (1.23)

El signo de V en (1.23) es elegido de manera que esté de acuerdo con el signo relativo
de la enerǵıa cinética y potencial de la ecuación de Schrödinger. El potencial, (1.23), es
caracterizado por el parámetro e, el cual (en unidades naturales) está relacionado con la
constante de la estructura fina α por

α =
e2

4π
� 1

137
. (1.24)

La pequeñez de la constante de acoplamiento nos permite hacer una expansión perturba-
tiva de V en potencias de α. Si queremos resolver (1.22) para ϕ, es conveniente resolver
primero la siguiente ecuación

[�2 +m2]G(x, y) = δ4(x− y) (1.25)

y escribir la solución para ϕ(x) de la siguiente manera

ϕ(x) = ϕ0(x) −
∫
d4yG(x, y)V (y)ϕ(y) , (1.26)

donde ϕ0(x) satisface (�2 + m2)ϕ0(x). Ahora verifiquemos si esta solución satisface la
ecuación (1.22)

[�2 +m2]

[
ϕ(x) = ϕ0(x) −

∫
d4yG(x, y)V (y)ϕ(y)

]
. (1.27)

Usando el hecho de que

[�2 +m2]ϕ0(x) = 0 , (1.28)

8



tenemos

[�2 +m2]ϕ(x) = −
∫
d4y(�2 +m2)G(x, y)V (y)ϕ(y)

= −
∫
d4yδ4(x− y)V (y)ϕ(y) (1.29)

= −V (x)ϕ(x) . (1.30)

Por lo tanto (1.26) es una solución. Ahora tomamos la transformada de Fourier de G(x, y)
en el espacio de momentos y conseguimos

G(x, y) = − 1

(2π)4

∫
d4pS(p) exp[−ip(x− y)] . (1.31)

S(p) es llamado el propagador de la part́ıcula en el espacio de momentos.

[�2 +m2][G(x, y) = − 1

(2π)4

∫
d4pS(p) exp(−ip(x− y))] = δ4(x− y) ,

entonces

δ4(x− y) =
1

(2π)4

∫
d4pS(p)(p2 −m2) exp[−ip(x − y)] . (1.32)

Esta ecuación se satisface si escogemos:

S(p) =
1

(p2 −m2)
.

Más adelante, en la teoŕıa de dispersiones para part́ıculas escalares, usaremos con frecuen-
cia esta expresión para el propagador escalar. A continuación estudiaremos los fotones que
son part́ıculas con esṕın uno, es decir, part́ıculas vectoriales.

1.2. Fotones

1.2.1. Las Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell de la electrodinámica clásica en el vaćıo son

∇ · E (x, t) = ρ (x, t) ,

∇ · B (x, t) = 0 ,

∇× E (x, t) = −∂B (x, t)

∂t
,

∇× B (x, t) =
∂E (x, t)

∂t
+ j (x, t) . (1.33)

Las cuales relacionan el campo eléctrico E (x, t) y el campo magnético B (x, t) con la den-
sidad de carga ρ (x, t) y la corriente electromagnética j (x, t). Las ecuaciones de Maxwell
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constituyen un sistema de ecuaciones acopladas en derivadas parciales de primer orden
entre las componentes de los campos eléctrico y magnético. Estas pueden ser resueltas
directamente en algunos casos sencillos. Pero a menudo nos conviene introducir los po-
tenciales con el objetivo de obtener un número menor de ecuaciones de segundo orden
que satisfagan idénticamente alguna de las ecuaciones de Maxwell. Podemos introducir el
potencial escalar ϕ (x, t) y el potencial vectorial A (x, t), de la manera usual, escribiendo
E (x, t) y B (x, t) como:

E (x, t) = −∂A (x, t)

∂t
−∇ϕ (x, t) , (1.34)

B (x, t) = ∇× A (x, t) . (1.35)

Las expresiones de E (x, t) y B (x, t) en función de los potenciales ϕ (x, t) y A (x, t), esto es
la (1.34) y la (1.35), satisfacen idénticamente las dos ecuaciones homogéneas de Maxwell.
El comportamiento dinámico de A (x, t) y ϕ (x, t) se determinará mediante las otras dos
ecuaciones de (1.33) no homogéneas. Aśı, pues, las ecuaciones no homogéneas de (1.33)
pueden escribirse en función de los potenciales del siguiente modo:

∇2ϕ(x, t) +
∂

∂t
(∇ · A(x, t)) = −ρ(x, t) , (1.36)

∇2A(x, t) − ∂2A(x, t)

∂t2
−∇(∇ · A(x, t) +

∂ϕ

∂t
) = −j(x, t) . (1.37)

Escribimos estas dos ecuaciones en forma covariante, para ello introducimos los cuadrivec-
tores jμ = (ρ, j) y Aμ = (ϕ,A) tal que:

�
2Aμ − ∂μ(∂νA

ν) = jμ . (1.38)

Los campos se expresan en función de los potenciales de acuerdo a (1.34) y (1.35). Las
componentes según x de E y B son, expĺıcitamente,

Ex = −∂Ax

∂t
− ∂ϕ

∂x
= −(∂0A1 − ∂1A0) ,

Bx =
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
= −(∂2A3 − ∂3A2) . (1.39)

Estas ecuaciones implican que los campos eléctrico y magnético tienen seis componentes en
total, son los elementos de un tensor de segundo orden, el tensor antisimétrico, intensidad
de campo,

F μν ≡ ∂μAν − ∂νAμ . (1.40)

Las ecuaciones de Maxwell no homogéneas de (1.33) en forma covariante toman la forma:

∂μF
μν = jν . (1.41)

A continuación vemos que las ecuaciones de Maxwell son invariantes ante una transfor-
mación de norma, es decir, la teoŕıa electromágnetica es una teoŕıa de norma.
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1.2.2. Invariancia de Norma

Como el campo magnético B se relaciona con A a través de (1.35), el potencial vec-
torial es arbitrario en el sentido de podérsele sumar el gradiente de una función escalar χ
cualquiera. B no se altera en la transformación:

A → A′ = A + ∇χ . (1.42)

Si queremos que también el campo eléctrico permanezca inalterado, debemos transformar
simultáneamente el potencial escalar:

ϕ→ ϕ′ = ϕ− ∂χ

∂t
. (1.43)

Aśı, sustituyendo (1.42) y (1.43) para el campo eléctrico tenemos:

E′ = −∂A
′

∂t
−∇ϕ′ = − ∂

∂t
[A + ∇χ] −∇

[
ϕ− ∂χ

∂t

]
= −∂A

∂t
−∇ϕ = E .

Similarmente para el campo magnético:

B′ = ∇× A′ = ∇× [A + ∇χ] = ∇× A + ∇×∇χ = ∇× A = B .

La transformación definida por (1.42) y (1.43) se denomina tranformación de norma, y la
invariancia de los campos en estas transformaciones, invariancia de norma. Las ecuaciones
(1.42) y (1.43) se pueden combinar como:

Aμ′

= Aμ + ∂μχ , (1.44)

F μν es invariante ante las transformaciones de norma:

F μν = ∂μAν − ∂νAμ −→ ∂μ(Aν + ∂νχ) − ∂ν(Aμ + ∂μχ) = F μν .

Por el hecho de que las transformaciones en la ecuación (1.44) dejan los campos E y B

invariantes, es recomendable deshacerse de la arbitrariedad en Aμ. A éste proceso se le
llama fijación de la noma. Una de las maneras de hacerlo es elegir ∂μA

′μ = 0, a ésta
condición se le llama condición de Lorentz e implica que:

∂μA
′μ = 0 = ∂μ∂

μχ+ ∂μA
μ .

Aśı, pues, basta hallar una función de norma χ que satisfaga:

�
2χ = −∂μA

μ . (1.45)

para que los nuevos potenciales A′, ϕ′ satisfagan la condición de Lorentz. De ahora en
adelante usaremos la notación Aμ en vez de A′μ. Tenemos que

�
2Aμ = jμ . (1.46)
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1.2.3. Vectores de Polarización

Consideremos la ecuación (1.46) para un fotón libre, es decir,

�
2Aμ = 0 , (1.47)

la cual tiene soluciones
Aμ = εμ(q)e−iq·x . (1.48)

El cuadrivector εμ es llamado el vector de polarización del fotón. Sustituyendo en la
ecuación (1.47) tenemos

�
2Aμ = εμ(q)�2e−iq·x = q2εμ(q) = 0 (1.49)

la cual implica que

q2 = 0 , q2
0 − q = m2 , esto es, mγ = 0 , (1.50)

es decir, el fotón es una part́ıcula sin masa. El vector de polarización todav́ıa tiene cuatro
componentes y describe una part́ıcula de esṕın 1. Primero, la condición de Lorentz, ∂μA

μ =
0, nos conduce

qμε
μ = 0 , (1.51)

y esto reduce el número de componentes independientes de εμ a solamente tres. Además,
tenemos que explorar las consecuencias del adicional grado de libertad de la norma (1.44).
Elegimos la función χ como

χ = iae−iq·x (1.52)

con a constante aśı que (1.45) es satisfecha (tomando en cuenta la condición de Lorentz).
Sustituyendo esto, junto con (1.48), en (1.44) la f́ısica deberá permanecer sin cambios con
el reemplazamiento

εμ → ε′μ = εμ + aqμ , (1.53)

es decir,
∂μA

μ = 0 ⇒ (εμ + aqμ)qμ = εμq
μ + am2

γ = 0 (1.54)

pero recurriendo a (1.50) y (1.51) tenemos que los dos vectores de polarización (εμ, ε
′
μ)

los cuales difieren por un multiplo de qμ describen el mismo fotón. Podemos usar esta
libertad para asegurar que la componente del tiempo de εμ desaparece. Sea que elegimos
ε0 = −aq0 entonces,

ε′0 = ε0 + aq0 = −aq0 + aq0 = 0 . (1.55)

Por lo tanto,
ε′0 = 0 (1.56)

y entonces la condición de Lorentz (1.51) se reduce a

ε · q = 0 . (1.57)
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Esta elección (no covariante) de norma es conocida como norma de Coulomb. De (1.57),
vemos que hay únicamente dos vectores de polarización independientes y que ambos son
transversos a el momento del fotón. Recordando la ecuación (1.34) y sustituyendo la
solución de fotón libre (1.48) en ésta tenemos

E = − ∂

∂t
(εe−iq·x) = iq0

εe−iq·x . (1.58)

Por lo tanto E es directamente proporcional a ε. E es perpendicular a la dirección de
movimiento del fotón ε · q = 0, es decir,

E · q = 0 . (1.59)

De la misma manera para la ecuación (1.35),

B = ∇× [εe−iq·x] = −i[q × ε]e−iq·x . (1.60)

Aśı, B es perpendicular a ambas direcciones de movimiento del fotón y del campo eléctrico
E. Por ejemplo, para un fotón que viaja a lo largo del eje z, podemos tomar

ε1 = (1, 0, 0) , ε2 = (0, 1, 0) . (1.61)

Aśı, un fotón libre es descrito por su momento q y dos vectores de polarización εi. Ya que
εi transforma como un vector, anticipamos que éste es asociado a una part́ıcula de esṕın
1.

1.2.4. La Densidad de Lagrange para un Fotón

La densidad de Lagrange para un fotón libre es:

L = −1

4
F μνFμν − 1

2ξ
(∂μA

μ)(∂νA
ν) . (1.62)

La presencia de una corriente jμ modifica la densidad de Lagrange como:

L = −1

4
F μνFμν − 1

2ξ
(∂μA

μ)(∂νA
ν) − jμAμ . (1.63)

Correspondientemente las ecuaciones de Maxwell son:

�
2Aν −

(
1 − 1

ξ

)
∂ν(∂μA

μ) = jν . (1.64)

donde hemos agregado el término − 1
2ξ

(∂μA
μ)(∂νA

ν), por conveniencia. ξ recibe el nombre
de parámetro de norma covariante y puede ser cualquier número real finito. Dos elecciones
bien conocidas son ξ = 1 que es la norma de Feynman, y ξ = 0 la norma de Landau. Éste
término adicional se puede considerar como una constricción. La teoŕıa queda invariante
después de imponer la condición de Lorentz ∂μA

μ = 0. Es importante resaltar que la
f́ısica no es afectada por el valor de ξ. Cualquier ξ puede ser usada. Los pasos intermedios
pueden ser diferentes para diferentes elecciones de ξ, pero el resultado final para cualquier
observable f́ısico es independiente de la ξ escogida.
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1.2.5. El Propagador Fotónico

Para definir el propagador del fotón empezaremos con la ecuación (1.64). Queremos
encontrar Aμ que satisfaga esta ecuación. Para esto consideremos dos casos:
Caso I: El procedimiento es un poco más sencillo si empezamos con la norma de Feynman
ξ = 1. En este caso,

�
2Aμ = jμ .

Resolveremos esta ecuación usando el método de Green para el cual hay que encontrar la
solución de la siguiente ecuación:

gαμ
�

2
xGμβ(x, y) = gα

βδ
4(x− y) , (1.65)

donde Gμβ(x, y) es la función de Green de dos puntos para el fotón o propagador del fotón
en el espacio de posiciones. Ahora proponemos la siguiente solución para Aμ(x):

Aμ(x) = Aμ
0 +

∫
d4yGμβ(x, y)jβ(y) , (1.66)

donde Aμ
0 es el campo en ausencia de corrientes. Para verificar que śı es solución, aplicamos

gα
μ�

2
x a la ecuacion (1.66) y usando (1.65) conseguimos:

gα
μ�

2
xA

μ(x) = gα
μ�

2
xA

μ
0 +

∫
d4ygα

μ�
2
xG

μβ(x, y)jβ(y)

=

∫
gαβδ4(x− y)jβ(y) = jα(x) ,

�
2
xA

α = jα(x) .

Para resolver la ecuación (1.65) usamos la transformada de Fourier Gμβ(x, y) en el espacio
de momentos:

Gμβ(x, y) =
1

(2π)4

∫
Δμβ(q)e−iq(x−y)d4q . (1.67)

Aplicamos gαμ�
2 a Gμβ(x, y) y usando la ecuación (1.65) obtenemos que:

gβ
αδ

4(x− y) =
1

(2π)4

∫
Δμβ(q)gαμ(−q2)e−iq(x−y)d4q .

Por lo tanto,

Δμβ(q) = − 1

q2
gμβ . (1.68)
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Δμβ es el propagador del fotón.
Caso II: Resolvemos (1.64) completa

�
2Aν −

(
1 − 1

ξ

)
∂ν(∂μA

μ) = jν .

Para encontrar Aν resolvemos primero la siguiente ecuación:[
gνλ

�
2
x −
(

1 − 1

ξ

)
∂ν∂λ

]
Gλα(x, y) = gν

αδ
4(x− y) , (1.69)

y proponemos la siguiente solución para Aλ(x)

Aλ(x) = A0
λ +

∫
Gλα(x, y)jα(y)d4y . (1.70)

Procedemos como en el Caso I, de manera que el propagador del fotón resulta ser:

Δλα(q) =

[
−gλα

q2
+ (1 − ξ)

qλqα
q4

]
.

Como mencionamos anteriormente, el propagador del fotón juega un papel importante
en la teoŕıa de dispersión cuando los fotones interactuán con part́ıculas cargadas. A con-
tinuación estudiaremos la interacciones de part́ıculas cargadas escalares con un campo
electromagnético.

1.3. Electrodinámica Cuántica Escalar

1.3.1. La Densidad de Lagrange para un Escalar en un Campo

Electromagnético

La densidad de Lagrange para el sistema acoplado de las ecuaciones de Maxwell y el
campo de Klein-Gordon es

L = −1

4
FμνF

μν + (i∂μ − eAμ)ϕ∗(−i∂μ − eAμ)ϕ−m2ϕ∗ϕ ,

Fμν = ∂μAν − ∂νAμ . (1.71)

La variación de S =
∫

Ld4x con respecto a ϕ∗ nos conduce a la ecuación de Klein-Gordon
para un campo ϕ, acoplada mı́nimamente al campo electromagnético, es decir,

δS

δϕ∗
= 0

⇒
∫

{δ(i∂μϕ
∗ − eAμϕ

∗)(−i∂μ − eAμ)ϕ−m2ϕδϕ∗}d4x = 0 . (1.72)
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Usando δ∂μϕ
∗ = ∂μδϕ

∗ e integrando parcialmente el primer término, obtenemos bajo la
suposición de que δϕ∗ desaparece en las fronteras de integración,∫

{−i∂μ − eAμ)(−i∂μ − eAμ)ϕ−m2ϕ}δϕ∗d4x = 0 . (1.73)

Dada la libertad de elección de δϕ∗, esto nos conduce a la ecuación de Klein-Gordon

(p̂μ − eAμ)(p̂μ − eAμ)ϕ = m2ϕ . (1.74)

La variación de S con respecto a Aμ nos permite escribir las ecuaciones de Maxwell en
una manera análoga

∂μFμν = jν = ie{ϕ∗(∂ν + ieAν)ϕ− ϕ(∂ν − ieAν)ϕ
∗} . (1.75)

Por lo tanto, la densidad de Lagrange (1.71) nos reproduce las ecuaciones de movimiento
apropiadamente tanto para el campo de Klein-Gordon como para el cuadrivector Aμ. La
forma explicita de la corriente depende del esṕın de la part́ıcula que se acopla con el fotón.

1.3.2. Invariancia de Norma Local U(1)

Hemos visto que la teoŕıa electrodinámica es invariante bajo transformaciones globales
U(1) de norma. Además, por medio del teorema de Noether hemos probado la conser-
vación del cuadrivector de corriente, bajo una transformación global. Ahora veremos que
la teoŕıa electrodinámica es invariante también bajo transformaciones locales. Aśı mis-
mo que la densidad de cuadricorriente para la interacción de una part́ıcula escalar con
un campo electromagnético es conservada bajo una transformación local. Primeramente
generalizamos (1.10) a la transformación

ϕ(x) → eiα(x)ϕ(x) , (1.76)

donde α(x) ahora depende del espacio y del tiempo. Estas transformaciones se llaman
transformaciones U(1) locales de norma. La densidad de Lagrange, (1.6),

L = ∂μϕ
∗(x)∂μϕ(x) −m2ϕ∗(x)ϕ(x) , (1.77)

no es invariante bajo tal transformación de fase local. El último término de L es invariante;
sin embargo, la derivada de ϕ no lo es. Puesto que,

∂μϕ→ eiα(x)∂μϕ+ ieiα(x)ϕ∂μα (1.78)

y el término ∂μα rompe la invariancia de L. Śı, insistimos en imponer invariancia del
Lagangiano bajo transformaciones de norma local, necesitamos buscar una derivada mod-
ificada, Dμ, que transforme covariantemente bajo una transformación de fase, esto es,

Dμϕ→ eiα(x)Dμϕ . (1.79)
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Para formar la “derivada covariante” Dμ, necesitamos introducir un campo vectorial Aμ

con propiedades de transformación tal que el término que no queremos en (1.78) sea
cancelado. Una hábil construcción es

Dμ ≡ ∂μ − ieAμ (1.80)

donde Aμ transforma como

Aμ → Aμ +
1

e
∂μα . (1.81)

Es fácil verificar que Dμ satisface (1.79). La invariancia de la densidad de Lagrange (1.6)
consiste en reemplazar ∂μ por Dμ que nos conduce a

L = (D∗
μϕ

∗)(Dμϕ) −m2ϕ∗ϕ ,

Dμ = i∂μ − eAμ ,

D∗
μ = −i∂μ − eAμ . (1.82)

ó

L = (∂μϕ
∗)(∂μϕ) −m2ϕ∗ϕ− ie(ϕ∗∂μϕ− ϕ∂μϕ∗)Aμ + 2e2ϕ∗AμϕAμ , (1.83)

donde los primeros dos términos corresponden a la densidad de Lagrange para una part́ıcu-
la escalar y los dos últimos corresponden a la interacción que podemos escribir como
−jμAμ, donde jμ es la densidad de cuadricorriente la cual es conservada. Como podemos
ver, śı demandamos invariancia de fase local, necesariamente tenemos que introducir un
vector de campo Aμ, llamado el campo de norma, el cual acopla a la part́ıcula escalar. Si
añadimos la densidad Lagrangiana de un fotón libre (1.62) entonces

L = −1

4
FμνF

μν − 1

2ξ
(∂μAμ)2 + (∂μϕ

∗)(∂μϕ) −m2ϕ∗ϕ

−ie(ϕ∗∂μϕ− ϕ∂μϕ∗)Aμ + 2e2ϕ∗AμϕAμ , (1.84)

la misma densidad de Lagrange que (1.71).

1.3.3. Escalar Cargado en un Campo Electromagnético

La amplitud de transición para una part́ıcula de esṕın cero del estado ϕi al estado ϕf

en presencia del potencial electromagnético Aμ, donde V está dado por la ecuación (1.23),
es

Tfi = −i
∫
ϕ∗

f(x)V (x)ϕi(x)d
4x (1.85)

= −i
∫
ϕ∗

f [−ie(Aμ∂μ + ∂μA
μ) − e2AμAμ]ϕid

4x , (1.86)
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o en forma equivalente,

Tfi = −e
∫
d4x[ϕ∗

f (x)∂
μϕi(x) − ∂μϕ∗

f (x)ϕi(x)]Aμ(x)

+ie2
∫
d4xϕ∗

f (x)A
μ(x)ϕi(x)Aμ(x) . (1.87)

Los primeros dos términos se pueden representar mediante el siguiente diagrama:

ϕf(x)ϕi(x)

Aμ(x)

e

Figura 1.1: Representación esquemática de los primeros dos términos de (1.87).

La interpretación es la siguiente: Una part́ıcula que se encuentra en el estado ϕi interactua
con el término eAμ del potencial V y se dispersa en un estado final ϕf . El tercer término
de (1.87) se puede representar por medio del siguiente diagrama

ϕf(x)ϕi(x)

Aμ(x)Aμ(x)

e2

Figura 1.2: Representación esquemática del tercer término de (1.87).

La interpretación f́ısica es: Una part́ıcula en el estado ϕi interactua con el término e2AμA
μ

del potencial y se dispersa en el estado final ϕf . Esto es una forma preliminar de los
diagramas de Feynman.
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1.3.4. Diagramas y Reglas de Feynman

La amplitud de transición Tfi se puede interpretar en términos de los llamados dia-
gramas de Feynman. La ventaja es la enorme simplicidad que se consigue en el cálculo de
los procesos de dispersión y decaimiento como explicaremos más adelante.

Diagramas de Feynman

Ahora regresamos a la ecuación (1.87), solamente vamos a considerar el primer térmi-
no debido a que en el diagrama que vamos a estudiar en seguida el término e2A2 no
contribuye. La amplitud de transición se reduce a

Tfi = i

∫
ϕ∗

f ie(A
μ∂μ + ∂μA

μ)ϕid
4x . (1.88)

La derivada, en el segundo término, el cual actúa en ambos Aμ y ϕi, puede ser convertida
a actuar únicamente en ϕ∗

f después de una integración por partes, es decir,∫
ϕ∗

f∂μ(Aμϕi)d
4x = ϕ∗

fA
μϕi|frontera −

∫
∂μ(ϕ∗

f)A
μϕid

4x . (1.89)

El primer término es cero debido a que hemos considerado que el potencial desaparece en
|x|, cuando t→ ±∞. Podemos por lo tanto escribir la amplitud Tfi como

Tfi = −i
∫
jfi
μ A

μd4x , (1.90)

donde
jfi
μ (x) ≡ −ie(ϕ∗

f (∂μϕi) − (∂μϕ
∗
f)ϕi) , (1.91)

la cual, comparando con (1.19), puede ser considerada como la transición de la corriente
electromagnética de la part́ıcula escalar i → f . Esquemáticamente representamos esta
transición en la figura 1.3. Śı la part́ıcula entrante tiene un cuadrimomento pi, tenemos

ϕi(x) = Nie
−ipi·x , (1.92)

donde Ni es una constante de normalización. Usando una expresión similar para ϕf , esto
nos conduce a

jfi
μ (x) = −eNiNf(pi + pf)μe

i(pf−pi)· x . (1.93)
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jfi
μ

ϕf(x)ϕi(x)

Aμ(x)

e

Figura 1.3: Una part́ıcula escalar interactuando con Aμ.

Ahora nos planteamos la siguiente pregunta: ¿De dónde viene el fotón que dispersa la
part́ıcula bajo estudio? En otras palabras ¿cúal es el oŕıgen del potencial electromagnético?
Sabemos que cualquier part́ıcula cargada produce un potencial electromagnético. En mu-
chos de los problemas de la f́ısica de part́ıculas elementales, estudiamos interacción de
part́ıculas fundamentales entre śı. Para explicar el oŕıgen de las reglas de Feynman, con-
sideramos un ejemplo simple en donde un electrón (sin esṕın) se dispersa con un muón
(sin esṕın). Estamos considerando diferentes part́ıculas para evitar complicaciones extras
asociadas con part́ıculas idénticas. Identificamos el muón como la fuente del potencial
electromagnético Aμ que aparece en (1.90). Por lo tanto la figura 1.3 se puede extender a
la siguiente figura

j
(1)
μ

j
(2)
μ

qγ

pCpA

pB pD

e−

μ−

Figura 1.4: Dispersión electrón-muón.
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que representa el proceso de dispersión e−μ− → e−μ−. Por lo tanto el fotón Aμ debe
satisfacer la siguiente ecuación de Maxwell

�
2Aμ = jμ

(2) (1.94)

Esta ecuación determina el campo electromagnético Aμ asociado con la corriente jμ
(2) del

muón. Notemos que hemos cambiado la notación jfi
μ a j

(1)
μ . Como el electrón y el muón

son part́ıculas fundamentales, las tratamos al mismo nivel. Por lo tanto, imaginamos al
electrón dispersandose en un potencial electromagnético creado por el muón o equiva-
lentemente al muón dispersandose en un potencial creado por el electrón. La corriente
asociada para un muón y un electrón sin esṕın tiene la misma forma como para la de una
part́ıcula escalar, la cual es dada por (1.93). Aśı, tenemos

jμ
(1) = −eNANC(pC + pA)μei(pC−pA)·x , (1.95)

jμ
(2) = −eNBND(pD + pB)μei(pD−pB)·x . (1.96)

Ya que
�

2eiq·x = −q2eiq·x , (1.97)

la solución de (1.94) es

Aμ = − 1

q2
jμ
(2) con q = pD − pB . (1.98)

Insertando éste campo dado por el muón en (1.90), encontramos que la amplitud al orden
más bajo para la dispersión del electrón-muón es

Tfi = −i
∫
j(1)
μ (x)

(
− 1

q2

)
jμ
(2)(x)d

4x . (1.99)

Insertando (1.95) y (1.96) en (1.99) e integrando con respecto a x, encontramos

Tfi = −iNANBNCND(2π)4δ(4)(pD + pC − pB − pA)M (1.100)

con

−iM = (ie(pA + pC)μ)

(
− i

gμν

q2

)
(ie(pB + pD)ν) . (1.101)

M, es conocida como la amplitud invariante. La función delta en (1.100) expresa la con-
servación de momento en tal proceso. Ahora estamos en posición de hablar de las reglas
de Feynman.
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Reglas de Feynman

La amplitud M se puede considerar como la multiplicación de varios factores que
podemos asociar con varias partes del diagrama 1.4, el llamado diagrama de Feynman.
Estos factores se muestran en la figura 1.5. Éste diagrama de Feynman es al orden más
bajo (orden árbol). El fotón es el intercambio entre los leptones, y el factor asociado al
fotón −igμν/q

2 es llamado el propagador fotónico; éste lleva dos ı́ndices de Lorentz porque
el fotón es una part́ıcula con esṕın 1. El cuadrimomento q del fotón es determinado por la
conservación del cuadrimomento en los vértices. Puesto que q2 �= 0, decimos que el fotón
es “virtual”. Para cada uno de los vértices asociamos el factor mostrado. Cada factor
del vértice contiene el acoplamiento electromagnético e y un ı́ndice de cuadrivector para
conectar con el ı́ndice del fotón. El signo particular menos en la distribución y los factores
de i son dados para obtener el resultado correcto a ordenes mayores. Notemos que la
multiplicación de los tres factores nos da −iM. La amplitud invariante M es obtenida por
dibujar todos los diagramas (topológicamente distintos y conectados) de Feynman para
los procesos y asignando los factores multiplicativos para los diversos elementos de cada
diagrama. Las reglas las resumimos en la tabla 1.1. Para la interacción de un fotón con
una part́ıcula de esṕın cero, existe también un vértice de cuatro puntos; ver la figura 1.6.
Éste origina del término e2A2 en (1.87), el cual no existe para el proceso correspondiente
a la dispersión electrón-muón al nivel más bajo en e.

j
(1)
μ

j
(2)
μ

ie(pA + pC)μ

ie(pB + pD)ν

−igμν/q
2

e−e−

μ− μ−

Figura 1.5: Factores del vértice y del propagador para la dispersión electrón-muón

“sin esṕın”.
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e−

εμ

ε∗ν

2ie2gμν

↗

Figura 1.6: Diagrama para γe− → γe−, con electrones sin esṕın.

Hasta ahora hemos considerado únicamente los diagramas de Feynman al orden más
bajo. Las reglas se pueden generalizar a diagramas de un orden mayor. Los diagramas
a los siguientes ordenes contienen lazos cerrados de part́ıculas intermediarias (ver por
ejemplo la figura 1.7). La conservación del cuadŕımomento permanece en cada vértice.
Uno tiene que integrar sobre todas las variables de momento p que no pueden ser fijadas
(lazos internos): ∫

d4p

(2π)4

p
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Figura 1.7: Algunos diagramas de orden mayor para e−e+ → μ+μ−.

Agregamos los siguientes comentarios:

No hay factores extras de -1. Es evidente porque el cambio de la ĺınea de un bosón
siempre nos da un factor de +1 de acuerdo a la estad́ıstica de Bose-Einstein.

En el orden n-ésimo de teoŕıa de perturbaciones tenemos que dibujar todos los
posibles distintos diagramas de Feynman topológicamente con n vértices que tienen
el número de part́ıculas prescrito en el estado inicial y final (ĺıneas externas).

Para la construcción de los diagramas de Feynman, solamente la estructura topológi-
ca es importante. Ya que la teoŕıa esta formulada en una manera relativisticamente
covariante, todos los posibles ordenes son automáticamante tomados en cuenta. Las
gráficas pueden ser arbitrariamente deformadas sin cambiar su significado.

Para cada lazo de un fotón asignamos un factor de 1/2.

Desafortunadamente, las integraciones de lazos a menudo nos dan divergencias. Sin embar-
go, en teoŕıas renormalizables todos los infinitos pueden ser removidos mediante técnicas
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ya establecidas permaneciendo la predictibilidad de la teoŕıa.

1.4. Divergencias y Regularización

1.4.1. Divergencias

A orden árbol, el cuadrimomento de una part́ıcula interna (o virtual) es fijado no
ambiguamente por la conservación de la enerǵıa y el momento. Un ejemplo de un dia-
grama árbol es la figura 1.5 que corresponde a la contribución más baja en α para la
dispersión electrón-muón. Pero los diagramas de Feynman a ordenes mayores contienen
lazos. Los lazos cerrados son tales que el momento de todos los lazos internos no es fijo
por el cuadrimomento de las part́ıculas externas. Para cada lazo hay un cuadrimomento
completamente no especificado. Las reglas de Feynman nos dicen que debemos integrar
sobre todos los posibles valores del cuadrimomento interno. La evaluación de los diagra-
mas de lazos por lo tanto requiere que las integrales de lazos sean llevadas a cabo con
mucha dificultad. Las correcciones a ordenes mayores son conocidas como correcciones
radiativas. Los diagramas de Feynman que representan las correcciones radiativas en un
proceso contienen vértices adicionales, comparados con los diagramas que describen un
proceso a ordenes más bajos en la teoŕıa de perturbaciones, los cuales corresponden a
la emisión y absorsión de part́ıculas virtuales. Para ilustrar estas ideas consideremos el
proceso de dispersión electrón-muón sin espines. Al orden árbol hemos obtenido que la
amplitud de probabilidad M es

−iM = (ie(pA + pC)μ)

(
− i

gμν

q2

)
(ie(pB + pD)ν) , (1.102)

correspondiente al diagrama de Feynman de la figura 1.5. Al siguiente orden en teoŕıa de
perturbaciones (orden e4), encontramos, es decir, los diagramas mostrados en la página
26. Los dos primeros diagramas representan la corrección a las ĺıneas externas, el tercero
es la corrección al vértice y el cuarto es la corrección al propagador fotónico. Para mostrar
la corrección al propagador escalar consideramos el último diagrama, al orden e6. En prin-
cipio las integrales de lazos son integrales divergentes debido a que tenemos que integrar
sobre todos los posibles valores del cuadrimomento interno. La forma expĺıcita de estas
integrales y los cálculos de estas correcciones lo haremos en los siguientes caṕıtulos. Antes,
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q = k − p

p− w
w

e−e−

μ−μ−

q = k − p

k − w

w

e−e−

μ−μ−

q = k − p

k − p

w + q w

e−e−

μ−μ−

q = k − p

p− w
w

k − w

e−e−

μ−μ−

q = k − p

e−e−

μ−μ−

q = k − p

k − p

w + q w

e−e−

μ−μ−

Contribuciones radiativas a ordenes mayores.
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para introducir la maquinaria requerida, veremos algunos de los métodos estándar para
la evaluación de lazos.

1.4.2. Regularización

En la sección anterior mencionamos que el cálculo de integrales de lazos nos da diver-
gencias. Estas divergencias son removidas por regularización, es decir, una modificación
de estas integrales que nos permite separar las partes finitas e infinitas de una manera
conveniente. El siguiente paso es eliminar los términos divergentes de tal manera que
la predictibilidad de la teoŕıa permanezca. Este proceso se llama renormalización. La
renormalización de la teoŕıa no siempre es posible. Por lo tanto algunas teoŕıas son renor-
malizables y otras no lo son. En teoŕıas renormalizables, después de la renormalización, los
resultados finales permanecen finitos y la predictibilidad de la teoŕıa también. Existen var-
ios formalismos de regularización y renormalización. Los pasos intermedios dependen del
formalismo empleado. Sin embargo, en el ĺımite en el cual la teoŕıa original es válida, las
predicciones f́ısicas son independientes del método usado. Por esta razón, los diferentes
métodos han sido usados, dependiendo del problema. Historicamente el procedimiento
más antigüo es el método de corte (cut-off). Éste tiene la ventaja de relacionar el compor-
tamiento de las divergencias a distancias y por lo tanto a enerǵıas extremas. Por lo tanto,
existen dos tipos de cortes, los cortes ultravioletas e infrarojos. El empleo del método de
corte puede generar los siguientes problemas:

1. Perdida de la invariancia translacional.

2. Es d́ıficil asegurar la invariancia de norma y la válidez de la identidad de Ward tanto
en teoŕıa de perturbaciones como en tratamientos no perturbativos.

Un método alternativo, conocido como regularización dimensional, es libre de estos prob-
lemas. Tomaremos un ejemplo explicito de la teoŕıa cuántica de campos para describir los
métodos de corte y regularización.

Regularizacion de Corte

Consideremos la siguiente integral t́ıpica a un lazo en teoŕıas de campo en el espacio
de Minkowski

I4
n(s) =

∫ ∞

−∞

d4w

(2π)4

1

(w2 − s)n
, donde n ∈ Z

+ . (1.103)

En el espacio de Minkowski w2 = w2
0 −w2

1 −w2
2 −w2

3 y d4w = dw0dw1dw2dw3. No es dificil
evaluar la integral w0 como una integral de contorno, entonces pasamos las integrales espa-
ciales a coordenadas esféricas. Para esto, hacemos una rotación de Wick (WR). Notemos
que si no tuvieramos el signo menos en la métrica de Minkowski, podŕıamos realizar la
integral cuadridimensional completa en coordenadas esféricas cuadridimensionales. Para
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| w | 2 + Δ

| w | 2 + Δ

Re

Im w

w

0

0

Figura 1.1: El contorno de la integración w0 puede ser rotada como se muestra.

remover el signo menos, consideramos el contorno de integración en el plano w0 (ver figu-
ra 1.1). La localización de los polos, y el hecho de que la integral cae lo suficientemente
rápido a lo largo de |w0|, nos permite rotar el contorno 90◦ en contra de las manecillas
del reloj. Definimos la variable wE como el cuadrimomento Euclidino:

espacio de Minkowski → espacio de Euclides

w0 → iwE
0 ,

w2 → −w2
0 − w2

1 − w2
2 − w2

3

−[w2
0 + w2

1 + w2
2 + w2

3] = −wE ,

d4w → id4wE . (1.104)

Aśı, la integral (1.103) toma la forma

I4
n(s) =

∫ ∞

−∞

id4wE

(2π)4

1

(−1)n(w2
E + s)n

. (1.105)

En coordenadas polares la medida es

d4wE = dΩ4w
3
Edw

E = 2π2w3
Edw

E , (1.106)

entonces la integral será

I4
n(s) =

i(−1)n

(2π)4

∫
dΩ4

∫ ∞

0

dwE w3
E

(w2
E + s)n

(1.107)

=
i(−1)n(2π2)

(2π)4

∫ ∞

0

dwE w3
E

(w2
E + s)n

. (1.108)
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Esta integral aún es divergente cuando wE → ∞. Hacemos el cambio de variable x = w2
E

I4
n(s) =

i(−1)n(π2)

(2π)4

∫ ∞

0

dx
x

(x+ s)n
. (1.109)

Usamos la siguiente integral definida1∫ ∞

0

xμ−1

(1 + βx)ν
= β−μB(μ, ν − μ) , [| arg β| < π ; ν > μ > 0 ; ν , μ ∈ �] . (1.110)

Por lo tanto,

I4
n(s) =

i(−1)n(π2)

(2π)4

1

(n− 1)(n− 2)sn−2
(1.111)

la cual es singular para n = 1 y n = 2. Evaluamos la integral (1.109) para n = 2

I4
2 (s) =

i(−1)2(π2)

(2π)4

∫ ∞

0

dx
x

(x+ s)2
. (1.112)

Introducimos un corte con el regulador Λ:

I4
2 (s,Λ) =

iπ2

(2π)4

∫ Λ

0

dx
x

(x+ s)2
(1.113)

entonces,

−i(4π)2I4
2 (s,Λ) = ln

(
Λ + s

s

)
− Λ

Λ + s
. (1.114)

Notemos que logramos separar en partes finita e infinita. El primer término diverge loga-
ritmicamente y el segundo término es convergente en el ĺımite cuando Λ → ∞. Es trivial
notar que perdimos la invariancia translacional de la integral inicial.

Regularización Dimensional

La regularización dimensional consiste en modificar la dimensionalidad de estas in-
tegrales para convertirlas en finitas. En primer lugar, generalizemos la cuadridimension-
alidad a un espacio D-dimensional donde D es un entero positivo. El tensor métrico
gαβ = gαβ esta definido por

g00 = −gii = 1 , i = 1, 2, · · · , D − 1 ,

gαβ = 0 , α �= β . (1.115)

Correspondientemente, un cuadrivector wα es remplazado por un vector con D compo-
nentes

wα ≡ (w0, w1, · · · , wD−1) , (1.116)

1Tomamos esta integral de la referencia [2].
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y

w2 = wαw
α = (w0)2 −

D−1∑
i=1

(wi)2 . (1.117)

Las integrales de lazos ahora se convierten en integrales en D dimensiones con un elemento
de volumen dDw = dw0dw1 · · · dwD−1. Por ejemplo, la ecuación (1.107) se generaliza a

ID
n (s) =

i(−1)n

(2π)D

∫
dΩD

∫ ∞

0

dwE wD−1
E

(w2
E + s)n

. (1.118)

Para integrar sobre el momento del lazo wE usamos x = s
w2

E+s

ID
n (s) =

i(−1)n

2(2π)D
sD/2−n

∫
dΩD

∫ 1

0

dxxn−1−D/2(1 − x)D/2−1 . (1.119)

Conocemos que

π1/2 =

∫ ∞

−∞

dxe−x2

, (1.120)

entonces

πD/2 =

D∏
i

∫ ∞

−∞

dxie
−x2

i =

∫ ∞

−∞

dDx exp

(
−

D∑
i

x2
i

)
. (1.121)

Usando coordenadas polares en el lado derecho

πD/2 =

∫
dΩD

∫ ∞

0

drrD−1e−r2

. (1.122)

Finalmente, hacemos un cambio de variable r2 = y y usamos la siguiente definición de
función Gamma:

Γ(z) =

∫ ∞

0

dttz−1e−t , (1.123)

para tener

πD/2 =

∫
dΩD × 1

2

∫ ∞

0

dyy
D−2

2 e−y =
1

2
Γ

(
D

2

)∫
dΩD . (1.124)

Entonces para la integración sobre el ángulo sólido∫
dΩD =

2π
D
2

Γ(D
2
)
. (1.125)

En la tabla 1.2 se muestran algunos valores de ángulo sólido. La definición de la función
Beta es

B(a, b) =

∫ 1

0

dtta−1(1 − t)b−1 =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a + b)
. (1.126)
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Con esta definición y el valor de ángulo sólido para D dimensiones, la integral de (1.119)
se convierte en

ID
n (s) =

i(−1)nπ
D
2

(2π)D

Γ(n− D
2
)

Γ(n)

(
1

s

)n−D
2

. (1.127)

Para n = D/2 (es decir, para n = 2 cuando D = 4), es singular para el polo de Γ(z) en
z = 0. Sin embargo, para valores no enteros de D, el lado derecho de la ecuación (1.127)
es perfectamente bien definida y finita. Por lo tanto, podemos usar esto para hacer una
generalización de la integral en el lado derecho de (1.127) a D dimensiones para valores
no enteros de D. En particular, tomemos D = 4 − 2ε donde ε es un parámetro pequeño
positivo y n = 2

−i(4π)2ID=4−2ε
2 (s) = (4π)ε Γ(2 − 4−2ε

2
)

Γ(2)

(
1

s

)2− 4−2ε
2

= (4π)εΓ(ε)s−ε . (1.128)

En el ĺımite ε→ 0 obtenemos

−i(4π)2ID=4−2ε
2 (s) =

1

ε
− ln(s) − γ + ln(4π) + O(ε) , (1.129)

donde γ=0.5772 · · · es la constante de Euler. Comparamos este resultado con (1.114)

−i(4π)2I4
2 (s,Λ) = ln

(
Λ + s

s

)
− Λ

Λ + s
−−−−→
Λ � s ln(Λ) − ln(s) + O(Λ−1) . (1.130)

Como podemos observar con el método de regularización de corte la divergencia es logar-
itmica ln(Λ) cuando Λ → ∞ mientras que con el método de regularización dimensional la
divergencia es de la forma 1/ε cuando ε → 0. En general, las divergencias expĺıcitas son
de la forma 1/εn donde n = 1, 2, 3, · · · . Con el método de regularización dimensional el
tratamiento de las integrales divergentes a todos los órdenes en teoŕıa de perturbaciones
preserva las śımetrias en QED. En los próximos caṕıtulos aplicaremos el método de la
regularización dimensional para realizar cálculos de propagadores y vértices en SQED a
un lazo.
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Ĺıneas externas Factor Multiplicativo

bosón entrante 1

bosón saliente 1

fotón entrante ↗ εμ

fotón saliente ↙ ε∗μ

Ĺıneas internas

bosón de esṕın cero
p

iS(p) = i
p2−m2

fotón de esṕın 1
μ ν

p
iΔμν(p) = − i

p2g
μν

+i(1 − ξ)pμpν

p4

Factores del vértice

vértice de un fotón
p p′

μ

−ieΓμ = −ie(p′μ + pμ)

vértice de dos fotones
p p′

νμ

2ie2gμν

Tabla 1.1: Reglas de Feynman para la Electrodinámica Cuántica Escalar.
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D Γ(D/2)
∫
dΩD

1
√
π 2

2 1 2π
3

√
π/2 4π

4 1 2π2

Tabla 1.2: Algunos valores de Γ y
∫
dΩD.

33



Caṕıtulo 2

Propagadores

2.1. El Propagador Escalar

En éste caṕıtulo vamos a estudiar el propagador escalar a un lazo en norma y di-
mensiones arbitrarias. En la siguiente figura mostramos las correcciones del propagador
escalar a primer orden:

k
+

iS0

k − p

μ ν
p p

k

2ie2gμν

iΔ0
μν

−ieΓν
0−ieΓμ

0

iΔ0
μν

Figura 3.1: Correcciones a primer orden en el propagador escalar.

El ı́ndice cero denota cantidades desnudas. El segundo diagrama no contribuye en nuestros
cálculos puesto que aplicando las reglas de Feynman (ver tabla 1.1) tenemos:∫

dDk

(2π)D
(2ie2gμν)i

[
− gμν

k2
+ (1 − ξ)

kμkν

k4

]
=

2e2

(2π)D
[D − 1 + ξ]

∫
dDk

k2
= 0 . (2.1)

En la figura 3.2, el ćırculo del primer diagrama representa la suma de todas las correcciones
de lazos. Llamaremos a esta suma iS. En principio debemos incluir una serie infinita de
diagramas de Feynman, pero nos vamos a restringir a calcular correcciones a nivel de un
lazo para el propagador escalar.
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iS
p

= +
p

iS0 = i/(p2 −m2)

+ + · · ·+

+

Figura 3.2: Correcciones del propagador escalar a ordenes mayores.

Observemos que hemos incluido diagramas de Feynman que estan de acuerdo con (1.84),
nuestro Lagrangiano de interacción en Electrodinámica Cuántica Escalar:

LSQED = −1

4
FμνF

μν − 1

2ξ
(∂μAμ)

2 + (∂μϕ
∗)(∂μϕ) −m2ϕ∗ϕ

−ie(ϕ∗∂μϕ− ϕ∂μϕ∗)Aμ + 2e2ϕ∗AμϕAμ . (2.2)

Es importante mencionar que se requiere introducir un término de interacción escalar de
cuatro puntos de la siguiente manera:

LSQED = −1

4
FμνF

μν − 1

2ξ
(∂μAμ)2 + (∂μϕ

∗)(∂μϕ) −m2ϕ∗ϕ

−ie(ϕ∗∂μϕ− ϕ∂μϕ∗)Aμ + 2e2ϕ∗AμϕAμ − λ

4
(ϕ∗ϕ)2 , (2.3)

por las cuestiones de renormalizabilidad para cancelar las divergencias que surgen en la
dispersión coulombica escalar [1]. Sin embargo, como nosotros no entramos en los asuntos
de renormalización, no consideraremos este término adicional. Si queremos calcular −iS−1

a primer orden los diagramas a considerar obviamente son:

[iS]−1

p −1
= -

p
.

[iS0]−1 = i
(p2−m2) −1

k − p

k

iS0

μν

−ieΓν
0 −ieΓμ

0

iΔ0
μν

Figura 3.3: Correcciones a un lazo para −iS−1.
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Aplicando las reglas de Feynman obtenemos que −iS−1 es:

−iS−1 = −i[S0]−1 −
∫

dDk

(2π)D
[−ieΓν

0 ][iS
0][−ieΓμ

0 ][iΔ0
μν ] , (2.4)

multiplicando por i:

S−1 = [S0]−1 − ie2
∫

dDk

(2π)D
Γν

0S
0Γμ

0Δ0
μν . (2.5)

La forma expĺıcita de (2.5) es

S−1 = [S0]−1 + ie2
∫

dDk

(2π)D
(k + p)ν 1

k2 −m2
(k + p)μ 1

q2

[
gμν − (1 − ξ)

qμqν
q2

]
, (2.6)

donde q = k − p y ξ es el parámetro covariante de norma. El valor de ξ = 0 corresponde
a la norma de Landau y el valor de ξ = 1 a la norma de Feynman.

2.1.1. El Propagador Escalar a un Lazo

Norma de Feynman

Procedemos a resolver la integral (5.5) en la norma de Feynman (ξ = 1),

S−1
Feynman = [S0]−1 + ie2

∫
dDk

(2π)D

(k + p)ν(k + p)μ

k2 −m2

gμν

q2
. (2.7)

Del hecho que

AμBνgμν = A ·B y (k + p) · (k + p) = (k + p)2 , (2.8)

S−1
Feynman = [S0]−1 + ie2

∫
dDk

(2π)D

(k + p)2

(k2 −m2)q2
. (2.9)

La integral de (2.9) es divergente para valores de k muy grandes. Por ejemplo, para D = 4,
la integral de (2.9) en coordenadas esféricas polares es:∫

d4k

(2π)4

(k + p)2

(k2 −m2)q2
=

2π2

(2π)4

∫ ∞

0

dk
k3(k + p)2

(k2 −m2)(k − p)2
. (2.10)

Por lo tanto, en el ĺımite k → ∞
1

8π2

∫ ∞

dk
k3k2

k2k2
=

1

8π2

∫ ∞

dkk = ∞ . (2.11)

Por esta razón queremos integrar sobre D dimensiones directamente puesto que vamos a
aplicar el método de regularización dimensional.∫

dDk
(k + p)2

(k2 −m2)q2
=

∫
dDk

k2 + p2 + 2k · p
(k2 −m2)q2

. (2.12)
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La definición del momento q2 es

q2 = (k − p)2 = k2 + p2 − 2k · p , (2.13)

entonces
2k · p = −q2 + k2 + p2 . (2.14)

Sustituyendo (2.14) en (2.12) tenemos que∫
dDk

(k + p)2

(k2 −m2)q2
=

∫
dDk

2k2 + 2p2 − q2

(k2 −m2)q2
. (2.15)

Por lo tanto, sumando y restando 2m2 obtenemos∫
dDk

(k + p)2

(k2 −m2)q2
= 2

∫
dDk

1

q2
+ 2(m2 + p2)

∫
dDk

1

(k2 −m2)q2
−
∫
dDk

1

k2 −m2
.

(2.16)
La primera integral es cero debido a que es de la forma∫

dDwf(w) = 0 (2.17)

puesto que q = k− p y dDq = dDk. La tercera integral es de la forma (A.8) con s = m2 y
n = 1, aśı ∫

dDk
1

k2 −m2
= −iπD/2Γ(1 −D/2)(m2)D/2−1 . (2.18)

Para solucionar la segunda integral de (2.16) usamos parametrización de Feynman en
particular la forma (A.15) donde

a = q2 = (k − p)2 y b = k2 −m2 , (2.19)

∫
dDk

1

(k2 −m2)q2
=

∫
dDk

∫ 1

0

dx
1

[x(k − p)2 + (1 − x)(k2 −m2)]2

=

∫ 1

0

dx

∫
dDk

1

[x(k − p)2 + (1 − x)(k2 −m2)]2
. (2.20)

Transformemos el denominador de esta integral a una forma conveniente para poder in-
tegrar. Llamemos

D = x(k − p)2 + (1 − x)(k2 −m2)

= x[k2 + p2 − 2k · p] + (1 − x)k2 −m2(1 − x)

= k2 − 2k · px+ p2x−m2(1 − x) . (2.21)
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Sea
w = k − px , ⇒ k = w + px . (2.22)

Sustituyendo (2.22) en (2.21) obtenemos

D = (w + px)2 − 2(w + px) · px+ p2x−m2(1 − x)

= w2 + p2x(1 − x) −m2(1 − x) . (2.23)

Aśı ∫
dDk

1

(k2 −m2)q2
=

∫ 1

0

dx

∫
dDw

1

[w2 + p2x(1 − x) −m2(1 − x)]2
. (2.24)

La integración sobre w la podemos llevar a cabo pues esta integral es de la forma (A.8)
donde n = 2 y s = −p2x(1 − x) +m2(1 − x). Entonces∫

dDk
1

(k2 −m2)q2
= iπD/2Γ(2 −D/2)

∫ 1

0

dx[(1 − x)(m2 − p2x)]D/2−2 . (2.25)

La integral∫ 1

0

dx[(1 − x)(m2 − p2x)]D/2−2 = (m2)
D
2
−2

∫ 1

0

(1 − x)
D
2
−2

(
1 − p2

m2
x

)D
2
−2

dx (2.26)

la resolvemos usando la siguiente integral estándar, [2].∫ 1

0

xλ−1(1 − x)μ−1(1 − βx)−νdx = B(λ, μ)2F1(ν, λ;λ+ μ; β) , (2.27)

donde λ = 1, μ = D
2
− 1, β = p2

m2 y −ν = D
2
− 2. Tal que,∫ 1

0

(1 − x)
D
2
−2

(
1 − p2

m2
x

)D
2
−2

dx = B(1,
D

2
− 1)2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
=

Γ(D
2
− 1)

Γ(D
2
)

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
. (2.28)

Aśı,∫
dDk

1

(k2 −m2)q2
= iπD/2 Γ(2 −D/2)Γ(D/2 − 1)

Γ(D/2)
(m2)

D
2
−2

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
.(2.29)

Por lo tanto,∫
dDk

(k + p)2

(k2 −m2)q2
= 2iπD/2(m2 + p2)(m2)

D
2
−2 Γ(2 − D

2
)Γ(D

2
− 1)

Γ(D
2
)

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
+iπD/2Γ(1 −D/2)(m2)D/2−1 . (2.30)
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Finalmente, el inverso del propagador escalar en D dimensiones en la norma de Feynman
es:

S−1
Feynman = p2 −m2 − e2

(2π)D

[
2πD/2(m2 + p2)(m2)

D
2
−2Γ(2 − D

2
)Γ(D

2
− 1)

Γ(D
2
)

×

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
+ πD/2Γ(1 −D/2)(m2)D/2−1

]
. (2.31)

Norma Arbitraria

Ahora solucionamos (2.6) en la norma arbitraria ξ

S−1 = [S0]−1 + ie2
∫

dDk

(2π)D

(k + p)ν(k + p)μ

k2 −m2

gμν

q2

−i(1 − ξ)e2
∫

dDk

(2π)D

(k + p)ν(k + p)μqμqν
(k2 −m2)q4

(2.32)

donde solamente nos resta resolver la última integral∫
dDk

(k + p)ν(k + p)μqμqν
(k2 −m2)q4

=

∫
dDk

[(k + p) · (k − p)][(k + p) · (k − p)]

(k2 −m2)q4

=

∫
dDk

(k2 − p2)2

(k2 −m2)q4
=

∫
dDk

k4 + p4 − 2k2p2

(k2 −m2)q4
(2.33)

Sumamos y restamos m2 dos veces, tal que,∫
dDk

(k + p)ν(k + p)μqμqν
(k2 −m2)q4

=

∫
dDk

k2(k2 −m2 +m2)

(k2 −m2)q4
+ p4

∫
dDk

1

(k2 −m2)q4

−2p2

∫
dDk

k2 −m2 +m2

(k2 −m2)q4
. (2.34)

Simplificando algunas operaciones algebraicas y usando (2.17) obtenemos∫
dDk

(k + p)ν(k + p)μqμqν
(k2 −m2)q4

= (m2 − p2)2K21 . (2.35)

Ahora aplicamos parametración de Feynman a esta integral. Pero resolvemos la siguiente
integral más general por conveniencia del cálculo de otras integrales a futuro (la cual
hemos solucionado para ν1 = 1 y ν2 = 1)

Kν1ν2
≡
∫
dDk

1

( q2︸︷︷︸
A

)ν1(k2 −m2︸ ︷︷ ︸
B

)ν2

. (2.36)
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Transformamos el denominador usando la siguiente integral de Feynman

1

Aν1Bν2

=
Γ(ν1 + ν2)

Γ(ν1)Γ(ν2)

∫ 1

0

dx
xν1−1(1 − x)ν2−1

[xA + (1 − x)B]ν1+ν2

(2.37)

entonces

Kν1ν2
=

Γ(ν1 + ν2)

Γ(ν1)Γ(ν2)

∫ 1

0

dx

∫
dDk

xν1−1(1 − x)ν2−1

[x(k − p)2 + (1 − x)(k2 −m2)]ν1+ν2

, (2.38)

el término dentro del corchete cuadrado en el denominador tiene la misma forma que
(2.21) el cual transformamos a la forma (2.23). Usando nuevamente (A.8) y simplificando
tenemos

Kν1ν2
=

(−1)ν1+ν2iπD/2Γ(ν1 + ν2 − D
2
)

Γ(ν1)Γ(ν2)

∫ 1

0

dx[−p2x(1 − x) +m2(1 − x)]
D
2
−ν1−ν2 ×

xν1−1(1 − x)ν2−1 . (2.39)

La integral ∫ 1

0

dx[−p2x(1 − x) +m2(1 − x)]
D
2
−ν1−ν2xν1−1(1 − x)ν2−1 =

=

∫ 1

0

xν1−1(1 − x)ν2−1(1 − x)
D
2
−ν1−ν2(−p2x+m2)

D
2
−ν1−ν2dx

= (m2)
D
2
−ν1−ν2

∫ 1

0

xν1−1(1 − x)
D
2
−ν1−1(1 − p2

m2
x)

D
2
−ν1−ν2dx (2.40)

la podemos resolver usando la integral (2.27) donde λ = ν1, μ = D
2
− ν1, β = p2

m2 y
−ν = D

2
− ν1 − ν2. Por lo tanto,∫ 1

0

xν1−1(1 − x)
D
2
−ν1−1(1 − p2

m2
x)

D
2
−ν1−ν2dx =

= B

(
ν1,

D

2
− ν1

)
2F1

(
− D

2
+ ν1 + ν2, ν1;

D

2
;
p2

m2

)
=

Γ(ν1)Γ(D
2
− ν1)

Γ(D
2
)

2F1

(
− D

2
+ ν1 + ν2, ν1;

D

2
;
p2

m2

)
. (2.41)

Entonces

Kν1ν2
= (−1)ν1+ν2iπD/2(m2)

D
2
−ν1−ν2

Γ(ν1 + ν2 − D
2
)Γ(D

2
− ν1)

Γ(ν2)Γ(D
2
)

×

2F1

(
− D

2
+ ν1 + ν2, ν1;

D

2
;
p2

m2

)
. (2.42)
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Para ν1 = 2 y ν2 = 1 tenemos

K21 = −iπD/2(m2)
D
2
−3Γ(3 − D

2
)Γ(D

2
− 2)

Γ(D
2
)

2F1

(
− D

2
+ 3, 2;

D

2
;
p2

m2

)
(2.43)

Por lo tanto, el inverso del propagador escalar en D dimensiones en la norma arbitraria
es:

S−1 = p2 −m2 − e2

(2π)D

[
2πD/2(m2 + p2)(m2)

D
2
−2Γ(2 − D

2
)Γ(D

2
− 1)

Γ(D
2
)

×

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
+ πD/2Γ(1 −D/2)(m2)D/2−1

]

−e
2(1 − ξ)

(2π)D
(m2 − p2)2πD/2(m2)

D
2
−3 Γ(3 − D

2
)Γ(D

2
− 2)

Γ(D
2
)

×

2F1

(
− D

2
+ 3, 2;

D

2
;
p2

m2

)
. (2.44)

Simplificando términos, el propagador escalar en el espacio de Minkowski a un lazo en
SQED en norma y dimensiones arbitrarias es:

S−1(p) = p2 −m2 − e2

(2π)D
πD/2(m2)

D
2
−1

{
Γ(1 −D/2)

+2(m2 + p2)(m2)−1Γ(2 − D
2
)Γ(D

2
− 1)

Γ(D
2
)

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
+(1 − ξ)(m2 − p2)2(m2)−2Γ(3 − D

2
)Γ(D

2
− 2)

Γ(D
2
)

×

2F1

(
3 − D

2
, 2;

D

2
;
p2

m2

)}
. (2.45)
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Regularización

Regresando a la expresión (2.45) del propagador escalar en el espacio de Minkowski a
un lazo en SQED en norma y dimensiones arbitrarias:

S−1(p) = p2 −m2 − e2

(2π)D
πD/2(m2)

D
2
−1

{
Γ(1 −D/2)

+2(m2 + p2)(m2)−1Γ(2 − D
2
)Γ(D

2
− 1)

Γ(D
2
)

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
+(1 − ξ)(m2 − p2)2(m2)−2Γ(3 − D

2
)Γ(D

2
− 2)

Γ(D
2
)

×

2F1

(
3 − D

2
, 2;

D

2
;
p2

m2

)}
. (2.46)

Observemos que la función Γ es divergente para D = 4. Vamos a tratar de separar la
parte divergente de esta expresión:

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
= 2F1

(
0, 1; 2;

p2

m2

)
= 1 , (2.47)

2F1

(
3 − D

2
, 2;

D

2
;
p2

m2

)
= 2F1

(
1, 2; 2;

p2

m2

)
=

m2

m2 + p2
, (2.48)

Γ(D/2 − 1) = Γ(1) = 1 , Γ(3 −D/2) = Γ(3 − 2) = 1 , Γ(D/2) = 1 . (2.49)

Sustituimos D = 4 − 2ε en las siguientes funciones de Gamma:

Γ(2 −D/2) = Γ(ε) =
1

ε
+ cantidad finita , (2.50)

Γ(D/2 − 2) = Γ(−ε) = −1

ε
+ cantidad finita , (2.51)

Γ(1 −D/2) = Γ(−1 + ε) = − 1

1 − ε
Γ(ε) = −1

ε
+ · · · . (2.52)

Entonces,

S−1(p) = p2 −m2 − e2

16π2
m2

[
− 1

ε
+ 2

(
1 +

p2

m2

)
1

ε
− (1 − ξ)

(
1 − p2

m2

)
1

ε

]
. (2.53)

Por lo tanto el inverso del propagador en la norma arbitraria en D = 4−2ε cuando ε→ 0
es:

S−1(p) = p2 −m2 − e2

16π2

1

ε

[
m2 + 2p2 − (1 − ξ)(m2 − p2)

]
+ cantidad finita . (2.54)
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Esta expresión separa la parte divergente de la parte finita en la expresión del propa-
gador escalar a un lazo. A continuación vamos a calcular el propagador del fotón a un
lazo en norma y dimensónes arbitararias.

2.2. El Propagador Fotónico

En este caṕıtulo, vamos a calcular las correcciones al propagador fotónico a primer
orden. Además, en D = 3, sumaremos diagramas con burbujas para evaluar el propa-
gador modificado. Las correcciones en el propagador fotónico a primer orden vienen de
la presencia de un lazo adicional al propagador fotónico desnudo como se muestra en los
siguientes diagramas:

p p

k

k − p

p p

k

i
(k−p)2−m2

2ie2gμν

i
k2−m2

−ie(k + k − p)μ −ie(k + k − p)ν

i
k2−m2

+

Figura 6.1: Correcciones del propagador fotónico a primer orden.

El propagador fotónico se representa bajo los siguientes diagramas de Feynman:

=
p

+
p p p

k

+

k − p

p p
+

k

· · ·

Figura 6.2: Correcciones al propagador fotónico.

donde el ćırculo en el primer diagrama representa todas las correcciones del propagador
fotónico. Aplicando las reglas de Feynman a las correcciones de primer orden obtenemos

iπμν ≡
∫

dDk

(2π)D

[
(−ie(2k − p)μ)(−ie(2k − p)ν)

(
i

k2 −m2

)(
i

(k − p)2 −m2

)]
+

∫
dDk

(2π)D

i

(k2 −m2)
2ie2gμν . (2.55)
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2.2.1. El Propagador Fotónico a un Lazo

En esta sección vamos a calcular la corrección al propagador fotónico a primer orden,
ec. (2.55). Una de estas es esencialmente la misma que como procedimos al cálculo de
las correcciones del propagador escalar con unas pequeñas variaciones en los cálculos.
Comenzamos simplificando (2.55) tal que

iπμν =

∫
dDk

(2π)D
e2
[

(2k − p)μ(2k − p)ν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
− 2gμν

k2 −m2

]
. (2.56)

Del hecho que (k − p)2 = k2 − 2k · p+ p2 y (2k − p)μ = 2kμ − pμ obtenemos

iπμν =

∫
dDk

(2π)D
e2
[−2gμν [(k − p)2 −m2] + (2k − p)μ(2k − p)ν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

]
=

∫
dDk

(2π)D
e2
[−2gμν [k2 − 2k · p+ p2 −m2] + 4kμkν − 2kμpν − 2kνpμ + pμpν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

]
.

Las integrales a calcular son de la forma:

K̃(p) =

∫
ddk

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
, (2.57)

K̃ν(p) =

∫
ddkkν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
, (2.58)

K̃μν(p) =

∫
ddkkμkν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
, (2.59)

K̃1(p) =

∫
ddkk2

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
, (2.60)

Para calcular la integral K̃(p) usamos (A.15). Entonces

K̃(p) =

∫ 1

0

dx

∫
ddk

1

[x[(k − p)2 −m2] + (1 − x)(k2 −m2)]2
. (2.61)

Definamos

D = x[(k − p)2 −m2] + (1 − x)(k2 −m2)]

= x[k2 − 2k · p+ p2 −m2] + (1 − x)k2 −m2(1 − x)

= k2 − 2xk · p+ xp2 −m2 . (2.62)

Sea w = k − px entonces k = w + px. Sustituyendo éste cambio de variable en (2.62) y
posteriormente en (2.61) obtenemos

K̃(p) =

∫ 1

0

dx

∫
dDw

1

[w2 + p2x(1 − x) −m2]2
. (2.63)
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Esta integral tiene la forma de (A.8) con n = 2 y s = −p2x(1 − x) +m2. Entonces

K̃(p) = iπD/2Γ(2 −D/2)

∫ 1

0

dx[−p2x(1 − x) +m2]D/2−2 . (2.64)

Para calcular las integrales restantes transformamos el denominador a la forma (2.62).
Por ejemplo, para calcular K̃ν(p) transformamos el denominador y usamos la integral de
Feynman (A.15) de manera que

K̃ν(p) =

∫ 1

0

dx

∫
dDk

kν

[k2 − 2xk · p+ xp2 −m2]2
. (2.65)

Consideremos la siguiente integral [3]∫
dDp

pμ

(p2 + 2p · q − t2)n
= − iπD/2Γ(n−D/2)qμ

Γ(n)(−q2 − t2)n−D/2
(2.66)

que es la generalización en D dimensiones de (A.5), la cual aplicamos a K̃ν(p) con n = 2:

K̃ν(p) = iπD/2Γ(2 −D/2)pν

∫ 1

0

dx
x

(−x2p2 + xp2 −m2)2−D/2
. (2.67)

Para calcular K̃μν(p) usamos la siguiente integral [3]∫
dDp

pμpν

(p2 + 2p · q − t2)n
=

iπD/2

Γ(n)(−q2 − t2)n−D/2

[
qμqνΓ(n−D/2)

+
1

2
gμν(−q2 − t2)Γ(n− 1 −D/2)

]
(2.68)

que es la generalización en D dimensiones de (A.6) con n = 2. Entonces:

K̃μν(p) = iπD/2pμpνΓ(2 −D/2)

∫ 1

0

dxx2(−p2x2 −m2 + xp2)D/2−2

+
i

2
πD/2gμνΓ(1 −D/2)

∫ 1

0

dx(−p2x2 −m2 + xp2)D/2−1 . (2.69)

Hacemos una contracción con gμν en la integral (2.68), tal que,∫
dDp

p2

(p2 + 2p · q − t2)n
=

iπD/2

Γ(n)(−q2 − t2)n−D/2

[
q2Γ(n−D/2)

+
D

2
(−q2 − t2)Γ(n− 1 −D/2)

]
, (2.70)
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la cual aplicamos a K̃1(p) con n = 2:

K̃1(p) = iπD/2p2Γ(2 −D/2)

∫ 1

0

dxx2(−p2x2 −m2 + xp2)D/2−2

+
iD

2
πD/2Γ(1 −D/2)

∫ 1

0

dx(−p2x2 −m2 + xp2)D/2−1 . (2.71)

Después de simplificar y realizar algunas operaciones algebraicas obtenemos que el propa-
gador fotónico a primer orden en D dimensiones es:

iπμν =
e2iπD/2

(2π)D
Γ(2 −D/2)p2

(
pμpν

p2
− gμν

)∫ 1

0

(4x2 − 4x+ 1)dx

(−p2x(1 − x) +m2)2−D/2
. (2.72)

Solo falta una integral por calcularse.

Regularización

Calculamos (2.72) en D = 4 − 2ε. En śı queremos separar esta integral en una parte
finita y una parte infinita como lo hicimos en el caṕıtulo anterior para el propagador
escalar. Comenzamos con

iπμν =
ie2πD/2

(2π)D
Γ(2 −D/2)p2

(
pμpν

p2
− gμν

)∫ 1

0

(4x2 − 4x+ 1)dx

(−p2x(1 − x) +m2)2−D/2
. (2.73)

Sustituyendo D = 4 − 2ε tenemos:

iπμν =
ie2

16(2)−2επ2π−ε
Γ(ε)(pμpν − p2gμν)

∫ 1

0

(4x2 − 4x+ 1)dx

(−p2x(1 − x) +m2)ε
. (2.74)

Usamos la expansión de la función Gamma (A.21) tal que

iπμν =
ie2

16π2
[1 + ε ln 4][1 + ε lnπ]

[
1

ε
− γ + O(ε)

]
(pμν − p2gμν) ×∫ 1

0

(4x2 − 4x+ 1)(1 − ε ln(m2 − p2x(1 − x)))dx . (2.75)

Despreciamos términos mayores del orden O(ε). Obtenemos:

iπμν =
ie2

16π2

[
1

3ε
− γ

3
− [pμpν − p2gμν ]

∫ 1

0

(4x2 − 4x+ 1) ln(m2 − p2x(1 − x))dx

]
Entonces
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iπμν =
ie2

16π2

(
1

3ε

)
[pμpν − p2gμν ] + cantidad finita . (2.76)

Hemos logrado separar la integral inicial en una parte finita y una parte infinita.

2.2.2. Método Alternativo

Ahora vamos a calcular nuevamente el propagador fotónico en D dimensiones pero de
otra manera. Regresamos a la ecuación (2.55) la cual escribimos de la siguiente manera:

iπμν = e2
∫

dDk

(2π)D

[4kμkν − 2kμpν − 2kνpμ + pμpν ]

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
− 2e2gμν

∫
dDk

(2π)D

1

(k2 −m2)
(2.77)

iπμν =

4e2
∫

dDk

(2π)D

kμkν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
− 2e2pν

∫
dDk

(2π)D

kμ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

−2e2pμ

∫
dDk

(2π)D

kν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
− 2e2gμν

∫
dDk

(2π)D

1

(k2 −m2)

+e2pμpν

∫
dDk

(2π)D

1

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
. (2.78)

Primero evaluamos

K̃μν(p) =

∫
dDk

kμkν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
. (2.79)

Dado que K̃μν(p) solo puede depender de pμpν y gμν , y como es simétrico bajo el inter-
cambio μ↔ ν, la podemos escribir de la sigiente manera general.

K̃μν(p) =

∫
dDk

kμkν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
≡ a

[
pμpν

p2
− 1

D
gμν

]
+ bgμν (2.80)

donde tenemos que determinar a y b que serán funciones de k y m. Multiplicamos por gμν

en ambos lados de la ecuación, (2.80):

gμνK̃
μν(p) =

∫
dDk

k2

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
=

∫
dDk

k2 −m2 +m2

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

=

∫
dDk

(k − p)2 −m2
+m2

∫
dDk

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
. (2.81)

También:
gμνK̃

μν(p) = bgμνg
μν = bD . (2.82)
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Entonces

b =
1

D

∫
dDk

(k − p)2 −m2
+
m2

D

∫
dDk

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
. (2.83)

Ahora multiplicamos la ecuación (2.80) por pμpν en ambos lados de la ecuación:

pμpνK̃
μν(p) =

∫
dDk

(k · p)(k · p)
(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

(2.84)

pμpνK̃
μν(p) = =

1

2

∫
dDk

(k · p)[k2 + p2 − (k − p)2]

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
=

1

2

∫
dDk

k · p
[(k − p)2 −m2]

+
p2

2

∫
dDk

k · p
(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

− 1

2

∫
dDk

k · p
(k2 −m2)

. (2.85)

La última integral es cero porque es una integral impar:∫
ddk

k · p
(k2 −m2)

= pμ

∫
ddk

kμ

(k2 −m2)
= 0 . (2.86)

Hacemos el cambio de variable w = k − p en la primer integral de (2.85), tal que,∫
dDk

k · p
[(k − p)2 −m2]

=

∫
dDw

(p+ w) · p
w2 −m2

= p2

∫
dDw

1

w2 −m2
. (2.87)

La segunda integral es equivalente a∫
dDk

k · p
(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

=
1

2

∫
dDk

k2 + p2 − (k − p)2

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
.

Después de sumar y restar m2 y simplificar obtenemos:∫
dDk

k · p
(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

=
p2

2

∫
dDk

1

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
.

Entonces la ecuación (2.85) la podemos escribir como:

pμpνK̃
μν(p) =

p2

2

∫
dDk

1

k2 −m2
+
p4

4

∫
dDk

1

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
. (2.88)

Por otro lado, también tenemos que

pμpνK̃
μν(p) = a

[
p2 − p2

D

]
+ bp2 = ap2

(
1 − 1

D

)
+ bp2 . (2.89)

Por lo tanto,

a =
D − 2

2(D − 1)

∫
dDk

1

k2 −m2
+
p2D − 4m2

4(D − 1)

∫
dDk

1

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
. (2.90)
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La ecuación (2.89) ha sido determinada en términos de a y b que a su vez estas están dadas
en términos de integrales las cuales vamos a calcular más adelante. Antes consideremos
la integral ∫

dDk
kμ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
. (2.91)

Por el hecho de que esta integral depende únicamente de pμ, la podemos escribir como∫
dDk

kμ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
≡ cpμ . (2.92)

Para encontrar c multiplicamos por pμ ambos lados de la ecuación (2.92):

cp2 =

∫
dDk

k · p
(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

. (2.93)

Entonces

c =
1

2p2

∫
dDk

k2 + p2 − (k − p)2

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
=

1

2

∫
dDk

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
. (2.94)

Aśı ∫
dDk

kμ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
=

1

2

∫
dDk

pμ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
, (2.95)

∫
dDk

kν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
=

1

2

∫
dDk

pν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
. (2.96)

Aśı, la corrección al propagador fotónico a nivel de un lazo ecuación (2.78) la podemos
escribir de la siguiente manera

iπμν =
4e2

(2π)D

{[
D − 2

2(D − 1)
K̃(p; 1, 0) +

1

D − 1

(
p2D − 4m2

4

)
K̃(p; 1, 1)

]
×(

pμpν

p2
− 1

D
gμν

)
+
gμν

D
K̃(p; 1, 0) +

m2gμν

D
K̃(p; 1, 1)

}
− e2

(2π)D
pμpνK̃(p; 1, 1) − 2e2

(2π)D
gμνK̃(p; 1, 0) , (2.97)

donde hemos usado la notación

K̃(p; ν1, ν2) =

∫
dDk

(k2 −m2)ν1[(k − p)2 −m2]ν2

. (2.98)

Después de simplificar y realizar algunas operaciones algebraicas llegamos a que
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iπμν =
e2

(2π)D

1

D − 1

(
pμpν

p2
− gμν

)[
2(D − 2)K̃(p; 1, 0)

+(p2 − 4m2)K̃(p; 1, 1)

]
. (2.99)

donde [4],

K̃(p; 1, 1) = iπD/2(−p2)D/2−2

[
Γ(D

2
− 1)Γ(2 −D/2)

Γ(D
2
)

λD−3

−Γ(1 −D/2)(1 − λ)

(
− m2

p2

)D
2
−2

2F1

(
1, 2 − D

2
;
D

2
;
(1 − λ)2

4m2/p2

)]
K̃(p; 1, 0) = −iπD/2Γ(1 −D/2)(m2)

D
2
−1 (2.100)

con λ =
√

4m2−p2

−p2 . Para el caso D = 3 la ecuación (2.99) se reduce a:

iπμν =
e2

(2π)3

1

3 − 1

(
pμpν

p2
− gμν

)[
2K̃(p; 1, 0) + (p2 − 4m2)K̃(p; 1, 1)

]
=

e2

(2π)3

(
pμpν

p2
− gμν

)[
K̃(p; 1, 0) +

p2 − 4m2

2
K̃(p; 1, 1)

]
, (2.101)

donde K̃(p; 1, 1) = K̃(p) solo que ahora en 3 dimensiones:

K̃(p; 1, 1) =

∫
d3k

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]

= iπ3/2Γ(2 − 3/2)

∫ 1

0

dx[−p2x(1 − x) +m2]

=
2iπ2√
−p2

arctan

(√
− p2

4m2

)
, (2.102)

y

K̃(p; 1, 0) =

∫
d3k

(k2 −m2)
= (−1)iπ3/2Γ(1 − 3/2)(m2)

3

2
−1 = 2iπ2m . (2.103)

Por lo tanto,

iπμν =
iα

2
(pμpν − gμνp2)

1√
−p2

[√
4m2

−p2
+
m2 − p2/4

−p2/4

√
−p2

4m2

]
. (2.104)
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Este resultado coincide con el de la ecuación (??).

2.2.3. La Identidad de Ward

La Identidad de Ward para el propagador fotónico nos permite escribir el propagador
de la siguiente manera:

Δμν(p
2) = ΔT

μνπ(p2)︸ ︷︷ ︸
πμν

−ξ pμpν

p2
(2.105)

donde

ΔT
μν = [gμνp2 − pμpν ] y π(p2) ∼ α0 + α1 + α2 + · · · . (2.106)

Que nos quiere decir que la parte longitudinal no tiene contribuciones de ningún orden
en la teoŕıa de perturbaciones. Como una consecuencia de esta identidad iπμν ∝ (gμνp2 −
pμpν), es decir, πμν es transversal pμ(g

μνp2 − pμpν) = pνp2 − p2pν = 0, a todos los ordenes
en teoŕıas de perturbaciones. Esto es lo que hemos logrado a nivel de un lazo [ver ec.
(2.99)]. Es importante notar que la interacción de 4-puntos es crucial para obtener la
estructura tensorial requerida de iπμν . En otras palabras, esta interacción es necesaria
para obtener la invariancia de norma. Los cálculos de los propagadores escalar y fotónico
son relativamente simples. En el siguiente caṕıtulo, calcularemos el vértice escalar-fotón
de tres puntos al nivel de un lazo en norma y dimensiones arbitrarias para part́ıculas
externas off-shell.

51



Caṕıtulo 3

El Vértice de Tres Puntos

3.1. Introducción

La estructura no perturbativa de las funciones de Green en las teorias de norma ha
resultado ser un problema desafiante. Además del escenario complicado no abeliano de la
Cromodinámica Cuántica (QCD), incluso en ejemplos más simples como la Electrodinámi-
ca Cuántica (QED) han probado ser un problema d́ıficil en el régimen no perturbtivo. Sin
embargo, las relaciones de covariancia, tales como la Identidad de Ward-Fradkin-Green-
Takahashi (WFGTI) [5] y las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKFT)
[6] contienen vital información acerca de las funciones de Green. Guiandonos por tales
relaciones, extensiones de trabajo han sido llevadas para construir funciones de Green
no perturbativas [7, 8, 9]. Como bien, la teoŕıa de perturbación es una gúıa fiable en la
cual las estructuras no perturbativas debeŕıan de reducirse en el régimen de acoplamiento
débil [10, 11, 12, 13, 14, 15]. En el contexto de la teoŕıa de perturbaciones, un estudio sis-
temático de QED espinorial fue iniciado por Ball y Chiu [10]. Ellos dividieron el vértice en
una parte ‘longitudinal’ y una parte ‘transversa’ que garantiza que la identidad WFGTI
se satisfaga. En una base donde las singularidades cinemáticas son obvias, ellos dieron
los resultados para el vértice transverso off-shell a un lazo en 4 dimensiones en la nor-
ma de Fermi-Feynman. Más tarde, Kızılersü, Reenders y Pennington extendieron estos
resultados en norma arbitraria covariante [11]. Los resultados para QED3 no masivo y
masivo fueron obtenidos después [13, 14, 15, 16]. Estos resultados fueron entonces gen-
eralizados a dimensión arbitarria por Davydychev, Osland y Saks [17] en el dominio de
QCD (de donde todos los resultados de QED pueden ser derivados). Mientras que para
el vértice desnudo del fermión-bosón en el mı́nimo acoplamiento de la teoŕıa de norma es
meramente γμ, en general el vértice puede ser expandido en términos de 12 amplitudes
de esṕın construidos de γμ y dos cuadrimomentos independientes [18]. La identidad de
WFGTI fija 4 coeficientes de las 12 amplitudes de esṕın en términos de las funciones del
fermión incorporados en la componente longitudinal. La parte transversa necesita asi 8
vectores con 8 coeficientes escalares que dependen del parametro de norma ξ, la dimensión
espacio-tiempo D = 4 − 2ε, fermiones masivos y tres invariantes cinemáticas (k2, p2, q2);
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aśı esto es un problema complicado incluso al nivel de un lazo. Uno podŕıa esperar que,
en la ausencia de las matrices espinoriales, la Electrodinámica Cuántica Escalar (SQED)
puede ofrecer una simple plataforma para estudiar soluciones no no perturbativas [19].
En este escenario, el vértice de 3 puntos puede ser escrito en términos de 2 cuadrimo-
mentos independientes. La identidad de WFGTI fija un coeficiente de estos. Por lo tanto,
hay solamente una función desconocida que define el vértice transverso representando una
simplificación de 8 términos en QED/QCD! La interacción de cuatro puntos es adicional
en QED escalar. Aśı el vértice a un lazo del vértice escalar-fotón involucra 2 diagramas
de Feynman adicionales. Ball and Chiu [10] realizaron este cálculo para mesones masivos
en norma de Fermi-Feynman (ξ = 1) para D = 4. En esta tesis, extendemos su trabajo
en norma ξ y dimensiones arbitrarias D a un lazo. Hay varias razones porque este cálculo
es de ayuda: (i) este mantiene las propiedades de covariacia correctas de las funciones de
Green; (ii) uno puede tomar ĺımites on-shell para checar la invariancia de norma de los
observables f́ısicos, esto podŕıa ser no posible [17] si uno únicamente tiene los resultados
cerca de las cuatro dimensiones; (iii) SQED de cualquier manera tiene interés en bajas
dimensiones, por ejemplo SQED no perturbativa ha sido examinada en 2+1 y 0+1 di-
mensiones por [20] y [21] respectivamente; (iv) Las teorias de campos tres dimensional
contienen varias caracteŕısticas de correspondencia a teorias de campos cuatro dimension-
al a altas temperaturas [22]. Vamos a comenzar el caṕıtulo con el cálculo de la corrección
del vértice de tres puntos a un lazo. Las correcciones al vértice de 3-puntos vienen de
la presencia de un fotón virtual adicional a los diagramas de Feynman como los que se
muestran a continuación:

μ μ

α

α

β

μν μν

α

q = k − p q = k − p q = k − p
w

q = k − p q = k − p

p

k

=

p

k

+

p

k

+

p− w

k − w

p

k

w +

p− w

p

k

w + · · ·

k − w

Figura 7.1: Correcciones al vértice de 3-puntos.

53



Si aplicamos las reglas de Feynman a los diagramas de la figura 7.1 tenemos que la
corrección al vértice de 3-puntos a primer orden es:

Λμ = Λμ
1 + Λμ

2 + Λμ
3 , (3.1)

donde

−ieΛμ
1 =

∫
dDk

(2π)D
[ieΓα][iS(p− w)][−ieΓμ][iS(k − w)][−ieΓβ ][iΔαβ(w)] , (3.2)

−ieΛμ
2 =

∫
dDw

(2π)D
[−ieΓα(p− w, p)][iS(p− w)][iΔαν(w)][2ie2gμν ] , (3.3)

−ieΛμ
3 =

∫
dDw

(2π)D
[−ieΓα(k, k − w)][iS(k − w)][iΔαν(w)][2ie2gμν ] . (3.4)

3.2. Regularización

En esta sección vamos a calcular el vértice de 3-puntos en la norma de Feynman en
D = 4 − 2ε cuando ε→ 0.

3.2.1. Primer Diagrama

Primero vamos a resolver la integral correspondiente al diagrama:

μ
α

β
q = k − p

w

p

k

p− w

k − w

−ieΛμ
1 =

∫
dDk

(2π)D
[ieΓα][iS(p− w)][−ieΓμ][iS(k − w)][−ieΓβ ][iΔαβ(w)] , (3.5)

Sustituyendo los valores de S, Γμ y Δαβ , tenemos,

−iΛμ
1 = −e2

∫
dDw

(2π)D
(p+ p− w)α 1

(p− w)2 −m2
(k − w + p− w)μ 1

(k − w)2 −m2
×

(k + k − w)β 1

w4
[w2gαβ + (1 − ξ)wαwβ] . (3.6)
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Podemos escribir esta expresión como:

Λμ
1 = −ie2

∫
dDw

(2π)D

(2p− w)α(k + p− 2w)μ(2k − w)β

w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
[w2gαβ + (1 − ξ)wαwβ] .(3.7)

Sea que tomamos ξ = 1 (Norma de Feynman):

Λμ
1 = −ie2

∫
dDw

(2π)D

(2p− w)α(k + p− 2w)μ(2k − w)β

w2[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
gαβ . (3.8)

El numerador lo podemos escribir como:

(2p− w)α(k + p− 2w)μ(2k − w)βgαβ

= (2p− w) · (2k − w)(k + p− 2w)μ

= [4k · p− 2(k + p) · w + w2][(k + p)μ − 2wμ]

= 4k · p(k + p)μ + [−8k · pgμν − 2(k + p)μ(k + p)ν ]wν + 4(k + p)νw
μwν

+(k + p)μw2 − 2w2wμ . (3.9)

Entonces

Λμ
1 = − ie2

(2π)D

∫
dDw

4k · p(k + p)μ + [−2(k + p)μ(k + p)ν − 8k · pgμν ]wν

w2[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

− ie2

(2π)D

∫
dDw

4(k + p)νw
μwν + (k + p)μw2 − 2w2wμ

w2[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
. (3.10)

Usaremos la integral de Feynman (A.16) con a = w2, b = (k−w)2−m2 y c = (p−w)2−m2.
Por lo tanto,

1

w2[(p− w)2 −m2][(k −m)2 −m2]
=

= 2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
1

{w2(1 − x− y) + [(k − w)2 −m2]x+ [(p− w)2 −m2]y}3
.

Definamos

D = w2(1 − x− y) + [(k − w)2 −m2]x+ [(p− w)2 −m2]y

= w2 −m2(x+ y) − 2w · (kx+ py) + k2x+ p2y . (3.11)

Sea que w′ = w − kx− py entonces w = w′ + py + kx. Aśı, la ecuación (5.59) nos queda
como:

D = [w′ + py + kx]2 −m2(x+ y) − 2(w′ + py + kx) · (kx+ py) + k2x+ p2y

= w′2 −m2(x+ y) − (py + kx)2 + k2x+ p2y

= w′2 −m2(x+ y) + p2y(1 − y) + k2x(1 − x) − 2xyp · k . (3.12)
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Por lo tanto,

1

w2[(p− w)2 −m2][(k −m)2 −m2]
=

= 2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
1

[w′2 −m2(x+ y) + p2y(1 − y) + k2x(1 − x) − 2xyp · k]3 .

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (3.10) obtenemos:

Λμ
1 = − 2ie2

(2π)D
×{∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫
dDw′ 4k · p(k + p)μ + [−2(k + p)μ(k + p)ν − 8k · pgμν ]wν

[w′2 −m2(x+ y) + p2y(1 − y) + k2x(1 − x) − 2xyp · k]3

+

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫
dDw

4(k + p)νw
μwν + (k + p)μw2 − 2w2wμ

[w′2 −m2(x+ y) + p2y(1 − y) + k2x(1 − x) − 2xyp · k]3
}
.

Las diferentes integrales a calcular son de la forma:

J0 =

∫
dDw′ 1

[w′2 −m2(x+ y) + p2y(1 − y) + k2x(1 − x) − 2xyp · k]3 , (3.13)

Jνμ
1 =

∫
dDw′ w′νw′μ

[w′2 −m2(x+ y) + p2y(1 − y) + k2x(1 − x) − 2xyp · k]3 , (3.14)

J2 =

∫
dDw′ w′2

[w′2 −m2(x+ y) + p2y(1 − y) + k2x(1 − x) − 2xyp · k]3 . (3.15)

Usaremos las fórmulas (A.8) y (2.68) con n = 3 para la primera y la segunda integral
respectivamente. Para la tercera integral observemos que∫

dDw
w2

(w2 − s)n
=

∫
dDw

w2 − s+ s

(w2 − s)n
=

∫
dDw

1

(w2 − s)n−1

+s

∫
dDw

1

(w2 − s)n
. (3.16)

Para nuestro caso, n = 3 y s = m2(x+ y)− p2y(1− y)− k2x(1 − x) + 2xyp · k. Entonces

J0 = −iπD/2 Γ(n−D/2)

Γ(n)

[
m2(x+ y) − p2y(1 − y) − k2x(1 − x) + 2xyp · k

]D
2
−3

,

Jνμ
1 =

iπD/2

4
gνμΓ(2 −D/2)

1

[m2(x+ y) − p2y(1 − y) − k2x(1 − x) + 2xyp · k]2−D
2

,

J2 = iπD/2

[
m2(x+ y) − p2y(1 − y) − k2x(1 − x) + 2xyp · k

]D
2
−n+1

×[
(−1)n−1Γ(n− 1 − D

2
)

Γ(n− 1)
+ (−1)n Γ(n−D/2)

Γ(n)

]
. (3.17)
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Después de simplificar y realizar algunas operaciones algebraicas obtenemos que la cor-
rección al vértice Λμ

1 en la norma de Feynman es:

Λμ
1 = cantidad finita +

2e2

(2π)D

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy[kμ(2 − 3x) + pμ(2 − 3y)] ×{
πD/2Γ(2 −D/2)

[m2(x+ y) − p2y(1 − y) − k2x(1 − x) + 2xyp · k]2−D
2

}
. (3.18)

Aclaramos que cuando hablamos de las partes finitas e infinitas, tenemos en mente de que
al final tomaremos el ĺımite de D → 4.

3.2.2. Segundo Diagrama

Ahora vamos a calcular la integral Λμ
2 :

−ieΛμ
2 =

∫
dDw

(2π)D
[−ieΓα(p− w, p)][iS(p− w)][iΔαν(w)][2ie2gμν ]

=
2e3

(2π)D

∫
dDw

(2p− w)α

w2[(p− w)2 −m2]

[
gαμ − (1 − ξ)

wαwμ

w2

]
, (3.19)

correspondiente al diagrama:

α

μν

q = k − p

p

k

w

p− w

Tomamos ξ = 1:

−ieΛμ
2 =

2e3

(2π)D

∫
dDw

(2p− w)μ

w2[(p− w)2 −m2]
. (3.20)

Sea que w → p− w entonces

−ieΛμ
2 =

2e3

(2π)D

∫
dDw

(2p− p+ w)μ

(p− w)2[(p− p + w)2 −m2]

=
2e3

(2π)D

∫
dDw

(p+ w)μ

(w − p)2[w2 −m2]
. (3.21)
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Aplicando parametrización de Feynman obtenemos:

−ieΛμ
2 =

∫ 1

0

dx

∫
dDw

(2p− p+ w)μ

[x(w − p)2 + (1 − x)(w2 −m2)]2
. (3.22)

Hacemos el cambio de variable w′ = w − px entonces w = w′ + px. Aśı,

−ieΛμ
2 =

2e3

(2π)D

∫ 1

0

dx

∫
dDw′ (1 − x)pμ + w′μ

[w′2 + p2x(1 − x) −m2(1 − x)]2

=
2e3

(2π)D
pμ

∫ 1

0

dx(1 + x)

∫
dDw

1

[w2 + p2x(1 − x) −m2(1 − x)]2

=
2ie3πD/2Γ(2 −D/2)

(2π)D
pμ

∫ 1

0

dx(1 + x)[−p2x(1 − x) +m2(1 − x)]
D
2
−2 .

Por lo tanto la corrección al vértice Λμ
2 en la norma de Feynman es:

Λμ
2 = −2e2πD/2Γ(2 −D/2)

(2π)D
pμ

∫ 1

0

dx(1 + x)[−p2x(1 − x) +m2(1 − x)]
D
2
−2 . (3.23)

3.2.3. Tercer Diagrama

Por último vamos a calcular la corrección correspondiente al diagrama:

μν

α

q = k − p

p

k

w

k − w

−ieΛμ
3 =

∫
dDw

(2π)D
[−ieΓα(k, k − w)][iS(k − w)][iΔαν(w)][2ie2gμν ]

=
2e3

(2π)D

∫
dDw

(2k − w)α

w2[(k − w)2 −m2]

[
gαμ − (1 − ξ)

wαwμ

w2

]
. (3.24)

Tomamos ξ = 1:

−ieΛμ
3 =

2e3

(2π)D

∫
dDw

(2k − w)μ

w2[(k − w)2 −m2]
. (3.25)
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Debido a la simetŕıa de esta integral con Λμ
2 tenemos que la corrección al vértice para

Λμ
3 en la norma de Feynman es:

Λμ
3 = −2e2πD/2Γ(2 −D/2)

(2π)D
kμ

∫ 1

0

dx(1 + x)[−p2x(1 − x) +m2(1 − x)]
D
2
−2 . (3.26)

Por lo tanto, la corrección al vértice a primer orden es:

Λμ = Λμ
1 + Λμ

2 + Λμ
3 , (3.27)

Λμ = cantidad finita +
2e2

(2π)D

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy[kμ(2 − 3x) + pμ(2 − 3y)] ×{
πD/2Γ(2 −D/2)

[m2(x+ y) − p2y(1 − y) − k2x(1 − x) + 2xyp · k]2−D
2

}
−2e2πD/2Γ(2 −D/2)

(2π)D
(pμ + kμ)

∫ 1

0

dx(1 + x)[−p2x(1 − x)

+m2(1 − x)]
D
2
−2 . (3.28)

Ahora vamos a poner D = 4 − 2ε en Λμ
1 , Λμ

2 y Λμ
3 . Para Λμ

1 tenemos:

Λμ
1 = cantidad finita +

2e2

(2π)4−2ε

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy[kμ(2 − 3x) + pμ(2 − 3y)] ×{
π(4−2ε)/2Γ(2 − (4 − 2ε)/2)μ4−D

[m2(x+ y) − p2y(1 − y) − k2x(1 − x) + 2xyp · k]2− 4−2ε
2

}
= cantidad finita +

2e2

16(2)−2επ2π−ε
Γ(ε)

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy[kμ(2 − 3x) + pμ(2 − 3y)] ×[
m2(x+ y) − p2y(1 − y) − k2x(1 − x) + 2xyp · k

μ2

]−ε

(3.29)

Λμ
1 = cantidad finita +

e2

8π2
[1 − ε ln 4 + · · · ][1 + ε ln π + · · · ]

[
1

ε
− γ + · · ·

]
×∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy[kμ(2 − 3x) + pμ(2 − 3y)] ×{
1 − ε ln

[
m2(x+ y) − p2y(1 − y) − k2x(1 − x) + 2xyp · k

μ2

]}
. (3.30)

Las integrales involucradas son simples de evaluar:∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy(2− 3x) =

∫ 1

0

dx(2 − 3x)(1 − x) =
1

2
, (3.31)
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∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy(2 − 2y) =

∫ 1

0

dx

[
2(1 − x) − 3

2
(1 − x)2

]
=

1

2
. (3.32)

Sustituyendo estos resultados en (3.30) y simplificando, además de despreciar términos
mayores del orden O(ε) obtenemos:

Λμ
1 = cantidad finita − e2

16π2ε
(k + p)μ . (3.33)

De manera similar tenemos que:

Λμ
2 = − e2

8π2

pμ

ε

∫ 1

0

dx(1 − x)

{
1 − ε ln

[−p2x(1 − x) +m2(1 − x)

μ2

]}
= cantidad finita − e2

8π2

pμ

ε

(
1 +

1

2

)
= cantidad finita − 3e2pμ

16π2ε
(3.34)

y

Λμ
3 = cantidad finita − 3e2kμ

16π2ε
. (3.35)

Por lo tanto, la corrección al vértice a primer orden en D = 4 − 2ε es:

Λμ = cantidad finita +
e2

16π2ε
(k + p)μ − 3e2

16π2ε
(k + p)μ (3.36)

Λμ = − e2

8π2ε
(k + p)μ + cantidad finita . (3.37)

En esta sección, hemos logrado la regularización del vértice de tres puntos, es decir,
hemos separado le parte finita de la parte infinita. En la próxima sección, confirmaremos
que esta división respeta la covarianza de norma.

3.3. Identidad de Ward-Green-Takahashi

A continuación vamos a verificar la identidad de Ward-Green-Takahashi que relaciona
el propagador escalar con el vértice de 3-puntos. La cual nos dice que S−1(k)− S−1(p) es
igual a qμΓ

μ, es decir,

S−1(k) S−1(p)

qμ

q = k − p

p

k

=

k

−
p

.
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Como la regularización dimensional preserva la simetŕıa de norma, esperamos que las
partes finitas e infinitas satisfagan la identidad de Ward-Green-Takahashi individual-
mente. Como hemos evaluado explicitamente solo la parte divergente, la verificamos para
esta parte.

S−1(k) = − e2

16π2

m2 + 2k2

ε
+ cantidad finita ,

S−1(p) = − e2

16π2

m2 + 2p2

ε
+ cantidad finita . (3.38)

Entonces

S−1(k) − S−1(p) = − e2

16π2

m2 + 2k2 −m2 − 2p2

ε
+ cantidad finita

= − e2

8π2

k2 − p2

ε
+ cantidad finita . (3.39)

Y

qμΓμ = − e2

8π2

(kμ − pμ)(kμ + pμ)

ε
+ cantidad finita

= − e2

8π2

k2 − p2

ε
+ cantidad finita . (3.40)

Por lo tanto se satisface la identidad de Ward para la parte divergente. Vamos a agregar
los siguientes comentarios:

La identidad de Ward-Green-Takahashi que relaciona el propagador del escalar con
el vértice de tres puntos es satisfecha para la parte divergente en la norma de Feyn-
man.

Aunque no lo hemos mostrado, pero aśı debe de ser para el caso de la norma arbi-
traria y para la parte convergente también.

3.4. El Vértice Completo de 3-Puntos a un Lazo

Hemos calculado la corrección del vértice en la norma de Feynman. Además evalu-
amos únicamente la parte divergente. Ahora vamos a evaluar Λμ

1 completo en una norma
arbitraria.

3.4.1. El Vértice Λμ
1 a un Lazo

Regresamos a la expresión de la ecuación (3.7):

Λμ
1 = −ie2

∫
dDw

(2π)D

(2p− w)α(k + p− 2w)μ(2k − w)β

w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
×

[w2gαβ + (1 − ξ)wαwβ] . (3.41)
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El primer término en el numerador toma la forma de (5.57) y el segundo término lo
transformamos como:

(2p− w)α(k + p− 2w)μ(2k − w)βwαwβ

= (2pα − wα)[(k + p)μ − 2wμ][2kβwαwβ − w2wα]

= 4(k + p)μpαkβwαwβ − 2(k + p)μ(k + p)αw2wα − 8pαkβwμwαwβ

+4(k + p)αw2wμwα + (k + p)μw4 − 2w4wμ (3.42)

Las diferentes integrales independientes a calcular son de la forma:

K̃(k − p) =

∫
dDw

1

[(k − w)2 −m2][(p− w)2 −m2]
(3.43)

K̃μ(k − p) =

∫
dDw

wμ

[(k − w)2 −m2][(p− w)2 −m2]
(3.44)

I(k, p) =

∫
dDw

1

w2[(k − w)2 −m2][(p− w)2 −m2]
(3.45)

Iν(k, p) =

∫
dDw

wν

w2[(k − w)2 −m2][(p− w)2 −m2]
(3.46)

Iμν(k, p) =

∫
dDw

wμwν

w2[(k − w)2 −m2][(p− w)2 −m2]
(3.47)

Jαβ(k, p) =

∫
dDw

wαwβ

w4[(k − w)2 −m2][(p− w)2 −m2]
(3.48)

Jμαβ(k, p) =

∫
dDw

wμwαwβ

w4[(k − w)2 −m2][(p− w)2 −m2]
. (3.49)

La Integral Escalar K̃(k − p)

Tenemos,

K̃(k − p) =

∫
dDw

[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
. (3.50)

Empleamos parametrización de Feynman:

1

ab
=

∫ 1

0

dz

[az + b(1 − z)]2
. (3.51)

Tomamos

a = [(p− w)2 −m2] , b = [(k − w)2 −m2] . (3.52)

Ahora definimos

Den = z[(p− w)2 −m2] + (1 + z)[(k − w)2 −m2]

= z[p2 − 2p · w + w2 −m2] + (1 − z)[k2 − 2k · w + w2 −m2]

= z(p2 − 2p · w) + (1 − z)(k2 − 2k · w) + w2 −m2 . (3.53)
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Ahora hacemos el siguiente cambio de variable

w → w′ = w − k(1 − z) .

Entonces, obtenemos

Den = zp2 − 2p · (w′ + k(1 − z))z + (1 − z)(k2 − 2k · (w′ + k(1 − z)))

+(w′ + k(1 − z))2 −m2

= zp2 − 2zp · w′ − 2z(1 − z)p · k + k2z(1 − z) + w′2 −m2 .

Un segundo cambio de variable

w′ → w = w′ − zp ,

implica

Den = z(1 − z)(p− k)2 + w2 −m2 = z(1 − z)q2 + w2 −m2 .

Por lo tanto,

K̃(k − p) =

∫ 1

0

dz

∫
dDw

1

[w2 + q2(1 − z)z −m2]2
.

Usando (A.8) llegamos a

K̃(k − p) = iπD/2Γ(2 −D/2)

∫ 1

0

dz[m2 − q2z(1 − z)]
D
2
−2 . (3.54)

En el caso masivo y dimensión arbitraria D, K̃(k − p) es (ver las ec. (2.4) y (C3)
de [17]):

K̃(k − p) =

∫
dDw

1

[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

= iπD/2Γ(2 −D/2)(m2)D/2−2
2F1

(
1, 2 − D

2
;
3

2
;
q2

4m2

)
≡ iπ2

2
K̃0 , (3.55)

donde q = k − p. En el caso no masivo, K̃(k − p) se reduce a

K̃(k − p) =

∫
dDw

1

(k − w)2(p− w)2
=

∫ 1

0

dz

∫
dDw

1

[w2 + q2z(1 − z)]2

= iπD/2Γ

(
2 − D

2

)
(−q2)D/2−2

∫ 1

0

dz[z(1 − z)]D/2−2 . (3.56)
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Ahora usamos la siguiente integral [2]:∫ 1

0

xν−1(1 − x)μ−1dx =

∫ 1

0

xμ−1(1 − x)ν−1dx = B(μ, ν) . (3.57)

Entonces ∫ 1

0

dz[z(1 − z)]D/2−2 = B

(
D

2
− 1,

D

2
− 1

)
=

Γ
(

D
2
− 1
)2

Γ(D − 2)
. (3.58)

Por lo tanto, en el caso no masivo y dimensión arbitraria D tenemos:

K̃(k − p) =

∫
dDw

1

(k − w)2(p− w)2
= iπD/2(−q2)D/2−2Γ2

(
D
2
− 1
)
Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(
D − 2

) . (3.59)

Resultado que esta de acuerdo con [17] (ver las ec. (2.5, C1)). A continuación consid-
eremos los siguientes casos particulares:

CASO D = 3:

La ecuación (3.55) se reduce a:

K̃(k − p) =
2iπ2√
−q2

arctan

√
− q2

4m2
. (3.60)

En el caso no masivo en D = 3 obtenemos:

K̃(k − p) =
iπ3√
−q2

. (3.61)

Los resultados de (3.60) y (3.61) coinciden con la ec. (A3) de [15].

CASO D = 4 − 2ε:
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Ahora la ecuación (3.54) se transforma de la siguiente manera:

K̃(k − p) = iπ2−εΓ(ε)

∫ 1

0

dz[m2 − q2z(1 − z)]−ε

= iπ2−εΓ(ε)

[
1 − ε ln(−q2) − ε

∫ 1

0

dz ln

[
− m2

q2
+ z(1 − z)

]]

= iπ2−εΓ(ε)

[
1 − ε lnm2 + 2ε− 2ε

√
−1 +

4m2

q2
arctan

(
1√

−1 + 4m2

q2

)]

Usando la identidad

arctan z =
1

2i
ln

(
1 + iz

1 − iz

)
(3.62)

obtenemos que

K̃(k − p) = iπ2−εΓ(ε)

[
1 + 2ε− ε lnm2 +

ε

q

√
q2 − 4m2 ln

(√
q2 − 4m2 − q√
q2 − 4m2 + q

)]
. (3.63)

Sustituyendo la ecuación (A.21), la integral escalar K̃(k − p) en el caso masivo y di-

mensión D = 4 − 2ε es:

K̃(k − p) = iπ2

[
1

ε
− γ − ln π + 2 − lnm2 −

√
1 − 4m2

q2
ln

(√
1 − 4m2

q2 + 1√
1 − 4m2

q2 − 1

)]

= iπ2[C − S] , (3.64)

donde

C =
1

ε
− γ − ln π + 2 − lnm2 , S =

√
1 − 4m2

q2
ln

(√
1 − 4m2

q2 + 1√
1 − 4m2

q2 − 1

)
. (3.65)

La ecuación (3.64) coincide con [11] (ver las ec. (44,46-48)). Por último consideramos el
caso no masivo. De la ecuación (3.59) tenemos:

K̃(k − p) = iπ2−ε(−q2)−ε Γ
2(1 − ε)Γ(ε)

Γ(2 − 2ε)
. (3.66)

Aśı, en el caso no masivo en D = 4 − 2ε, K̃(k − p) es:
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K̃(k − p) = iπ2

[
1

ε
+ 2 − γ − ln π − ln(−q2)

]
. (3.67)

Este resultado coincide con [11] tomando el ĺımite m → 0 de las ec. (44,46-48) y con
[10] sustituyendo ln Λ2 → 1/ε+ 1 − γ − lnπ en la ec. (A3).

La Integral Tensorial K̃μ(k − p)

Ahora, vamos a calcular

K̃μ(k − p) =

∫
dDw

wμ

[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
. (3.68)

Después de la parametrización de Feynman podemos escribir:

K̃μ(k − p) =

∫ 1

0

dz

∫
dDw

wμ

{z[(p− w)2 −m2] + (1 − z)[(k − w)2 −m2]}2
. (3.69)

Definimos,
Den = z[(p− w)2 −m2] + (1 − z)[(k − w)2 −m2] . (3.70)

Después del cambio de variable

w′ = w − zp− (1 − z)k , (3.71)

tenemos que después de realizar algunas operaciones algebraicas y simplificar el Den es:

Den = z(1 − z)q2 + w′2 −m2 . (3.72)

Por lo tanto,

K̃μ(k − p) =

∫ 1

0

dz

∫
dDw

[w′
μ + zpμ + kμ(1 − z)]

[w′2 + q2z(1 − z) −m2]2
. (3.73)

La integral ∫
dDw′

w′
μ

[w′2 + q2z(1 − z) −m2]2
= 0 . (3.74)

Por otro lado,∫
dDw′ 1

[w′2 + q2z(1 − z) −m2]2
= (−1)2iπD/2Γ

(
2 − D

2

)
Γ(2)

[m2 − q2z(1 − z)]D/2−2 . (3.75)

Entonces

K̃μ(k − p) = iπD/2Γ

(
2 − D

2

)[
pμ

∫ 1

0

zdz[m2 − q2z(1 − z)]D/2−2 +

kμ

∫ 1

0

dz[m2 − q2z(1 − z)]D/2−2 − kμ

∫ 1

0

zdz[m2 − q2z(1 − z)]D/2−2

]
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La segunda integral la hemos ya calculado [ver (3.54)]. Para resolver la integral restante
procedemos de la siguiente manera. Sea

I =

∫ 1

0

dzz[m2 − q2z(1 − z)]D/2−2 . (3.76)

Si y = 1−z, dy = −dz entonces cuando z = 0 → y = 1 y cuando z = 1 → y = 0; es decir,

I =

∫ 1

0

dy(1 − y)[m2 − q2(1 − y)y]D/2−2

=

∫ 1

0

dy[m2 − q2y(1 − y)]D/2−2 −
∫ 1

0

dyy[m2 − q2y(1 − y)]D/2−2 . (3.77)

2I =

∫ 1

0

dz[m2 − q2z(1 − z)]D/2−2 . (3.78)

Por lo tanto,

K̃μ(k − p) = iπD/2Γ

(
2 − D

2

)[
pμ

2
I + kμI − kμ

2
I

]
=

1

2
(pμ + kμ)K̃(k − p) . (3.79)

La Integral Tensorial Iμ

Tenemos

Iμ =

∫
dDw

wμ

w2[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
. (3.80)

Como un vector de Lorentz Iμ puede únicamente tener componentes en la dirección de
los momentos kμ y pμ. Aśı, podemos escribir:

Iμ =
iπ2

2
[kμIA(k, p) + pμIB(k, p)] (3.81)

donde IA(k, p), IB(k, p) necesitan ser funciones escalares de k y p. El factor de iπ2/2 lo
tomamos por conveniencia. Formamos los siguientes productos escalares

kμIμ =
iπ2

2
[k2IA(k, p) + k · pIB(k, p)]

pμIμ =
iπ2

2
[k · pIA(k, p) + p2IB(k, p)] (3.82)

resolviendo para IA(k, p) y IB(k, p) obtenemos

(k · p)kμIμ =
iπ2

2
[(k · p)k2IA(k, p) + (k · p)2IB(k, p)]

k2pμIμ =
iπ2

2
[k2(k · p)IA(k, p) + k2p2IB(k, p)] . (3.83)
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Por lo tanto,

IB(k, p) =
2

iπ2Δ2
[(k · p)kμIμ − k2pμIμ]

IA(k, p) = IB(p, k) (3.84)

donde

kμIμ =
(k2 −m2)

2

∫
dDw

1

w2[(k − w)2 −m2][(p− w)2 −m2]

+
1

2

∫
dDw

1

[(k − w)2 −m2][(p− w)2 −m2]

−1

2

∫
dDw

1

w2[(p− w)2 −m2]

=
1

2
(k2 −m2)I +

1

2
K̃(k − p) − 1

2
K(p) . (3.85)

La integral K(p) será definida como una integral maestra cuando calculemos J . Hemos
usado la relación

p · w =
1

2
(p2 + w2 − (p− w)2 −m2 +m2) . (3.86)

De manera similar, tenemos que

pμIμ =
1

2
(p2 −m2)I +

1

2
K̃(k − p) − 1

2
K(k) . (3.87)

Procedemos a calcular K(p). El cálculo de esta integral es suficiente puesto que K(k) es
solo un cambio de p↔ k. Resolvemos esta integral usando parametrización de Feynman

1

ab
=

∫ 1

0

dx

[xa + (1 − x)b]2
(3.88)

donde
a = (p− w)2 −m2 , b = w2 . (3.89)

K(p) =

∫
dDw

∫ 1

0

dx
1

{x[(p− w)2 −m2] + (1 − x)w2}2

=

∫ 1

0

dx

∫
dDw

1

{x[(p− w)2 −m2] + (1 − x)w2}2
(3.90)

Sea

Den = x[(p− w)2 −m2] + (1 − x)w2

= xp2 − 2xp · w − xm2 + w2 (3.91)
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Si k = w − px entonces w = k + px. Tal que

Den = xp2 − 2xp · (k + px) − xm2 + (k + px)2

= k2 + p2x(1 − x) − xm2 . (3.92)

Entonces

K(p) =

∫ 1

0

dx

∫
dDk

1

[k2 + p2x(1 − x) − xm2]2
. (3.93)

Usando (A.8) donde n = 2 y s = −p2x(1 − x) + xm2 tenemos:

K(p) = iπD/2Γ

(
2 − D

2

)∫ 1

0

dxxD/2−2[p2x+m2 − p2]D/2−2

= iπD/2Γ

(
2 − D

2

)
(m2 − p2)D/2−2

∫ 1

0

dxxD/2−2

[
1 − p2

p2 −m2
x

]D/2−2

.

Usando la siguiente integral [2]∫ 1

0

xλ−1(1 − x)μ−1(1 − βx)−νdx = B(λ, μ)2F1(ν, λ;λ+ μ; β) [λ > 0 , μ > 0 , |β| < 1]

(3.94)
donde μ = 1, ν = 2 −D/2, λ = D/2 − 1, obtenemos

K(p) = iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − p2)D/2−2B

(
D

2
− 1, 1

)
×

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
= −iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − p2)D/2−2

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
.

(3.95)

Similarmente

K(k) = −iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − k2)D/2−2

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

k2

k2 −m2

)
. (3.96)

Por lo tanto, IA(k, p) en el caso masivo y dimensión arbitarria D es:
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IA(k, p) = − 1

Δ2

{[
p2 − (k · p)

]
K̃0

2
+

[
p2(k2 −m2) − (k · p)(p2 −m2)

]
I0
2

+p2Q1(p) − (k · p)Q1(k)

}
IB(k, p) = IA(p, k) , (3.97)

donde

Q1(k) = πD/2−2Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − k2)

D
2
−2

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

k2

k2 −m2

)
, (3.98)

y

I0 =
2

iπ2
I , K̃0 =

2

iπ2
K̃ , Δ2 = (k · p)2 − k2p2 . (3.99)

Las ecuaciones (3.55), (3.97) y (3.81) nos dan el resultado final de Iμ. Para el caso no

masivo en dimensión arbitraria D tenemos:

IA(k, p) = − 1

Δ2

{[
p2 − (k · p)

]
K̃0

2
+

[
p2k2 − (k · p)p2

]
I0
2

− p2

iπ2

∫
dDw

1

w2(p− w)2
+

(k · p)
iπ2

∫
dDw

1

w2(k − w)2

}
(3.100)

donde ∫
dDw

1

w2(k − w)2
= πD/2(−k2)D/2−2 Γ2

(
D
2
− 1
)
Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(
D − 2

) . (3.101)

CASO D = 3:

Las ecuaciones (3.97) y (3.95) se reducen a:

IA = − 2

Δ2

{[
p2(k2 − k · p) −m2(p2 − k · p)

]
I0
4

+
(p2 − k · p)√

−q2
arctan

√
− q2

4m2

− p2√
p2

arc sen

√
1 − p2

m2
+

(k · p)√
k2

arc sen

√
1 − k2

m2

}
. (3.102)

Ahora haciendo uso de la identidad

arctanx = arc sen
x√

1 + x2
, (3.103)
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obtenemos

arc sen

√
1 − p2

m2
= arc sen

p/m√
p2/m2 − 1

=
1

i
arctan

√
− p2

m2
. (3.104)

Por lo tanto, En el caso masivo y dimensión D = 3, IA(k, p) es:

IA(k, p) = − 2

Δ2

{
[p2(k2 − k · p) −m2(p2 − k · p)]I0

4
+

(p2 − k · p)√
−q2

arctan

√
− q2

4m2

− p2√
−p2

arctan

√
− p2

m2
+

(k · p)√−k2
arctan

√
− k2

m2

}
. (3.105)

Para el caso no masivo en D = 3 tenemos:

IA(k, p) = − 1

Δ2

{
[p2(k2 − k · p)]I0

2
+

π√
−q2

(p2 − k · p) − πp2√
−p2

+
π(k · p)√−k2

}
. (3.106)

Los resultados de (3.105) estan de acuerdo con la ec. (A5) de [15] y los resultados de
(3.106) estan de acuerdo con la ec. (28) de [13].

CASO D = 4 − 2ε:

Para el caso D = 4 − 2ε tenemos que IA(k, p) es:

IA = − 1

iπ2Δ2

{
[p2 − k · p]K̃ + [p2(k2 −m2) − (k · p)(p2 −m2)]I

−p2

∫
d4w

w2[(p− w)2 −m2]
+ (k · p)

∫
d4w

w2[(k − w)2 −m2]

}
. (3.107)

Vamos a calcular una de estas integrales. Después de usar parametrización de Feynman
obtenemos en dimensión arbitraria que:∫

dDw

w2[(p− w)2 −m2]
= iπD/2Γ(2 −D/2)

∫ 1

0

dxxD/2−2[p2x+m2 − p2]D/2−2 . (3.108)

Sustituyendo D = 4 − 2ε obtenemos:∫
d4w

w2[(p− w)2 −m2]
= iπ2−εΓ(ε)

∫ 1

0

dxx−ε[p2x+m2 − p2]−ε

= π2−εΓ(ε)

[
1 − ε

∫ 1

0

dx ln[x(p2x+m2 − p2)] . (3.109)
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Usando mathematica tenemos que:∫ 1

0

dx ln[x(p2x+m2 − p2)] = −2 +
m2

p2
ln(m2) +

(
1 − m2

p2

)
ln(m2 − p2) . (3.110)

Por lo tanto, ∫
d4w

w2[(p− w)2 −m2]
= iπ2[C − L] , (3.111)

donde

L =

(
1 − m2

p2

)
ln

(
1 − p2

m2

)
. (3.112)

Por lo tanto, en el caso masivo y en la dimensión D = 4−2ε tenemos que IA(k, p) es:

IA(k, p) =
1

Δ2

{
I0
2

(−m2p · q − p2k · q) + k · pL′ − p2L− p · qS
}

(3.113)

donde L′ = L(p ↔ k). Este resultado coincide con [11] (ver ec. (39-44)) y [10] (ver
ec. (A16,A17,3.9a,3.9b,3.9c)). En el caso no masivo:

IA = − 1

iπ2Δ2

{
[p2 − k · p]K̃ + [p2k2 − (k · p)p2]I − p2

∫
d4w

w2(p− w)2

+(k · p)
∫

d4w

w2(k − w)2

}
. (3.114)

Tal que, ∫
d4w

w2(p− w)2
= iπ2

[
1

ε
+ 2 − γ − ln π − ln(−p2)

]
, (3.115)∫

d4w

w2(k − w)2
= iπ2

[
1

ε
+ 2 − γ − ln π − ln(−k2)

]
. (3.116)

Sustituyendo (3.115) y (3.116) en (3.114) obtenemos que IA(k, p) en D = 4 − 2ε y caso

no masivo es:

IA(k, p) = − 1

Δ2

{
1

2
[p2k2 − (k · p)p2]I0 − [p2 − (k · p)] ln(−q2) + p2 ln(−p2)

−(k · p) ln(−k2)

}
, (3.117)

IB(k, p) = IA(p, k) . (3.118)
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Este resultado coincide con [10], (ver las ec. (A4-A6)).

La Integral Tensorial Iμν

La integral tensorial Iμν puede ser expresada en términos de las integrales escalares
K̃0, IC , ID y IE como

Iμν =
iπ2

2

[
gμν

D
K̃0 +

(
kμkν − gμν

k2

D

)
IC +

(
pμkν + kμpν − gμν

2(k · p)
D

)
ID

+

(
pμpν − gμν

p2

D

)
IE

]
. (3.119)

Contrayendo con pν , tenemos

pνIμν =
iπ2

2

[
pμ

D
K̃0 +

(
(k · p)kμ − pμ

k2

D

)
IC

+

(
p2kμ + (k · p)pμ

(
1 − 2

D

))
ID + p2pμ

(
1 − 1

D

)
IE

]
. (3.120)

Hacemos una contracción más con respecto a pμ

pμpνIμν =
iπ2

2

[
p2

D
K̃0 +

(
(k · p)2 − k2p2

D

)
IC + 2p2(k · p)

(
1 − 1

D

)
ID

+p4

(
1 − 1

D

)
IE

]
. (3.121)

Otras posibles contracciones son:

kμkνIμν =
iπ2

2

[
k2

D
K̃0 + k4

(
1 − 1

D

)
IC + 2k2(k · p)

(
1 − 1

D

)
ID

+

(
(k · p)2 − k2p2

D

)
IE

]
, (3.122)

kνpμIμν + pνkμIμν = iπ2

[
(k · p)
D

K̃0 + k2(k · p)
(

1 − 1

D

)
IC

+

(
k2p2 + (k · p)2

(
1 − 2

D

))
ID + p2(k · p)

(
1 − 1

D

)
IE

]
.

(3.123)
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Por otro lado,

pμIμν =

∫
dDw

p · wwν

w2[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

=
1

2
(p2 −m2)

∫
dDw

wν

w2[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

+
1

2

∫
dDw

wν

[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

−1

2

∫
dDw

wν

w2[(k − w)2 −m2]

=
1

2
(p2 −m2)Iν +

1

2
K̃ν − 1

2
Kν(k) , (3.124)

donde

Kν(k) =

∫
dDw

wν

w2[(k − w)2 −m2]
. (3.125)

En una manera similar, kμIμν nos conduce a

kμIμν(k, p) = pμIμν(p, k) (3.126)

kμIμν =
1

2
(k2 −m2)Iν +

1

2
K̃ν − 1

2
Kν(p) . (3.127)

Antes de proceder a calcular Iμν calculamos primero la nueva integral Kν(p). Usando
parametrización de Feynman,

Kν(p) =

∫ 1

0

dx

∫
dDw

wν

[x[(p− w)2 −m2] + (1 − x)w2]2
. (3.128)

Sea

Den = x[(p− w)2 −m2] + (1 − x)w2

= w2 + xp2 − 2xp · w − xm2 . (3.129)

Ahora tomamos
w = w′ + xp , (3.130)

tal que
Den = w′2 + p2x(1 − x) −m2x , (3.131)

y consecuentemente,

Kν(p) =

∫ 1

0

dx

∫
dDw

w′
ν + pνx

[w′2 + p2x(1 − x) −m2x]2

= iπD/2Γ

(
2 − D

2

)
(m2 − p2)D/2−2pν

∫ 1

0

dxxD/2−1

[
1 − p2

p2 −m2
x

]D/2−2

=
(2 −D)

D
iπD/2pνΓ

(
1 − D

2

)
(m2 − p2)D/2−2

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 1;

p2

p2 −m2

)
.

(3.132)
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Regresamos a calcular Iμν . Una segunda contracción nos conduce a:

pνpμIμν =
iπ2

4
(p2 −m2)[(k · p)IA + p2IB] +

1

4
(p2 + (k · p))K̃ − pν

2
Kν(k)

kνpμIμν =
iπ2

4
(p2 −m2)[k2IA + (k · p)IB] +

1

4
(k2 + (k · p))K̃ − kν

2
Kν(k)

kνkμIμν =
iπ2

4
(k2 −m2)[k2IA + (k · p)IB] +

1

4
(k2 + (k · p))K̃ − kν

2
Kν(p)

pνkμIμν =
iπ2

4
(k2 −m2)[(k · p)IA + p2IB] +

1

4
(p2 + (k · p))K̃ − pν

2
Kν(p) .

(3.133)

Vamos a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

k4

(
1 − 1

D

)
IC + 2k2(k · p)

(
1 − 1

D

)
ID +

[
(k · p)2 − k2p2

D

]
IE = a[

(k · p)2 − k2p2

D

]
IC + 2p2(k · p)

(
1 − 1

D

)
ID + p4

(
1 − 1

D

)
IE = b

k2(k · p)
(

1 − 1

D

)
IC +

[
k2p2 + (k · p)2

(
1 − 2

D

)]
ID + p2(k · p)

(
1 − 1

D

)
IE = c ,

donde

a =
2

iπ2
kμkνIμν − k2

D
K̃0

b =
2

iπ2
pμpνIμν − p2

D
K̃0

c =
1

iπ2
[kνpμIμν + pνkμIμν ] − (k · p)

D
K̃0 . (3.134)

Para resolver este sistema de IC , ID y IE, usamos el metodo matricial:

IC =
Y

X
, (3.135)

donde

X ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k4

(
1 − 1

D

)
2k2(k · p)

(
1 − 1

D

)
(k · p)2 − k2p2

D

(k · p)2 − k2p2

D
2p2(k · p)

(
1 − 1

D

)
p4

(
1 − 1

D

)
k2(k · p)

(
1 − 1

D

)
k2p2 + (k · p)2

(
1 − 2

D

)
p2(k · p)

(
1 − 1

D

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(3.136)
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Y ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2
iπ2k

μkνIμν − k2

D
K̃0 2k2(k · p)

(
1 − 1

D

)
(k · p)2 − k2p2

D

2
iπ2p

μpνIμν − p2

D
K̃0 2p2(k · p)

(
1 − 1

D

)
p4

(
1 − 1

D

)
kνpμIμν+pνkμIμν

iπ2 − (k·p)
D
K̃0 k2p2 + (k · p)2

(
1 − 2

D

)
p2(k · p)

(
1 − 1

D

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(3.137)

Substituyendo las ecuaciones (5.144, 5.145) en la ecuación (3.135) obtenemos que IC en

el caso masivo y dimensión arbitraria D es:

IC(k, p) =
D

(D − 2)Δ2

{[(
1

2
− 1

D

)
(p2 −m2)(k · p) −

(
1

2
− 1

2D

)
(k2 −m2)p2

]
IA

− 1

2D
(p2 −m2)p2IB +

[(
2

D
− 1

2

)
p2 +

(
1

2
− 1

D

)
(k · p)

]
K̃0

2

−
(

1 − 2

D

)
(k · p)Q2(k)

}
, (3.138)

donde

Q2(k) = −πD/2−2

(
1− 2

D

)
Γ

(
1− D

2

)
(m2 − k2)D/2−2

2F1

(
2− D

2
,
D

2
;
D

2
+1;

k2

k2 −m2

)
.

(3.139)

Similarmente ID es

ID ≡ Z

X
, (3.140)

donde

Z ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k4

(
1 − 1

D

)
2

iπ2k
μkνIμν − k2

D
K̃0 (k · p)2 − k2p2

D

(k · p)2 − k2p2

D
2

iπ2p
μpνIμν − p2

D
K̃0 p4

(
1 − 1

D

)
k2(k · p)

(
1 − 1

D

)
kνpμIμν+pνkμIμν

iπ2 − (k·p)
D
K̃0 p2(k · p)

(
1 − 1

D

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(3.141)

Reemplazando Z y X en la ecuación (3.140) con las ecuaciones (5.144, 5.149) obtenemos
que ID en el caso masivo y dimensión arbitraria D es
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ID =
D

2(D − 2)Δ2

{
1

2

[
(k · p)(k2 −m2) +

(
2

D
− 1

)
k2(p2 −m2)

]
IA

+
1

2

[
(p2 −m2)(k · p) +

(
2

D
− 1

)
p2(k2 −m2)

]
IB

−1

4

[(
1 − 2

D

)
(p− k)2 +

4

D
(k · p)

]
K̃0

+

(
1 − 2

D

)[
k2Q2(k) + p2Q2(p)

]}
. (3.142)

IC(k, p) y IE(k, p) son funciones simétricas en k y p, aśı que IE puede ser escrita co-
mo

IE(k, p) = IC(p, k) , (3.143)

que completa el cálculo de Iμν . En el caso no masivo en D dimensiones IC y ID son:

IC(k, p) =
D

(D − 2)Δ2

{[(
1

2
− 1

D

)
p2(k · p) −

(
1

2
− 1

2D

)
k2p2

]
IA

− 1

2D
p4IB +

[(
2

D
− 1

2

)
p2 +

(
1

2
− 1

D

)
(k · p)

]
K̃0

2

−
(

1 − 2

D

)
pν

iπ2

∫
dDw

wν

w2(k − w)2
, (3.144)

ID(k, p) =
D

2(D − 2)Δ2

{
1

2

[
(k · p)k2 +

(
2

D
− 1

)
k2p2

]
IA

+
1

2

[
p2(k · p) +

(
2

D
− 1

)
p2k2

]
IB

−1

4

[(
1 − 2

D

)
(p− k)2 +

4

D
(k · p)

]
K̃0

+

(
1 − 2

D

)
1

iπ2

[
kν

∫
dDw

wν

w2(k − w)2

+pν

∫
dDw

wν

w2(p− w)2

]}
. (3.145)
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donde∫
dDw

wν

w2(p− w)2
= iπD/2Γ

(
2 − D

2

)
(−k2)D/2−2kν

∫ 1

0

dxxD/2−1(1 − x)D/2−2

= iπD/2(−k2)D/2−2Γ2
(

D
2
− 1
)
Γ
(
2 − D

2

)
Γ(D − 2)

. (3.146)

Consideremos los siguientes casos particulares:

CASO D = 3:

Sustituyendo D = 3 en las ecuaciones (5.146) y (3.142) obtenemos que en el caso ma-

sivo y dimensión D = 3, IC y ID son

IC =
1

Δ2

{
[p2(k · p− 2k2) −m2(k · p− 2p2)]

IA
2

− p2(p2 −m2)
IB
2

+
k · p

k2
√−k2

(m2 − k2) arctan

√
− k2

m2
+

(k · p+ p2)√
−q2

arctan

√
−q2

4m2

−mk · p
k2

}
(3.147)

ID =
1

2Δ2

{
[k2(3k · p− p2) −m2(3k · p− k2)]

IA
2

+[p2(3k · p− p2) −m2(3k · p− p2)]
IB
2

−(m2 − k2)√−k2
arctan

√
− k2

m2
− (m2 − p2)√

−p2
arctan

√
− p2

m2

−(k + p)2√
−q2

arctan

√
−q2

4m2
+ 2m

}
(3.148)

Los resultados de las ecuaciones (3.147), (3.148) estan de acuerdo con [15] (ver la ec.(A7)).
En el caso no masivo y D = 3, IC y ID son
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IC =
1

2Δ2

{
[p2(k · p− 2k2)]IA − p4IB − π(k · p)√−k2

+
π(k · p+ p2)√

−q2

}
(3.149)

ID =
1

4Δ2

{
[k2(3k · p− p2)]IA + [p2(3k · p− p2)]IB +

πk2

√−k2

+
πp2√
−p2

− π(k + p)2√
−q2

}
(3.150)

Los resultados de las ecuaciones (3.149) y (3.150) estan de acuerdo con las ecuaciones
(31) y (32) de [13].

CASO D = 4 − 2ε:

Sustituimos D = 4 − 2ε en la ecuación (5.146) tal que,

IC(k, p) =
4 − 2ε

(4 − 2ε− 2)Δ2

{[(
1

2
− 1

4

)
(p2 −m2)(k · p) −

(
1

2
− 1

8

)
(k2 −m2)p2

]
IA

−1

8
(p2 −m2)p2IB +

[(
2

4 − 2ε
− 1

2

)
p2 +

(
1

2
− 1

4 − 2ε

)
(k · p)

]
K̃0

2

−
(

1 − 2

4 − 2ε

)
pν

∫
d4w

wν

w2[(k − w)2 −m2]

}
. (3.151)

Después de simplificar tenemos que

IC =
2 + ε

Δ2

{[
1

4
(p2 −m2)(k · p) − 3

8
(k2 −m2)p2

]
IA − 1

8
(p2 −m2)p2IB

+

[
ε

4
p2 +

(
1

4
− ε

8

)
(k · p)

]
K̃0

2
−
(

1

2
− ε

4

)
pν

∫
d4w

wν

w2[(k − w)2 −m2]

}
.

(3.152)

Para resolver la integral ∫
d4w

wν

w2[(k − w)2 −m2]
, (3.153)

comenzamos de la integral (3.132) en el caso D dimensional

Kν(k) =

∫ 1

0

dx

∫
dDw

w′
ν + kνx

[w′2 + k2x(1 − x) −m2x]2

= iπD/2Γ

(
2 − D

2

)
(m2 − k2)D/2−2kν

∫ 1

0

dxxD/2−1

[
1 − k2

k2 −m2
x

]D/2−2

.(3.154)
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Ahora tomamos el ĺımite D = 4 − 2ε tal que

K4
ν (k) = iπ2−εΓ(ε)(m2 − k2)−εkν

∫ 1

0

dxx1−ε

[
1 − k2

k2 −m2

]−ε

= iπ2−εΓ(ε)kν

[
1

2
− ε

2
ln(m2 − k2) − ε

∫ 1

0

dxx ln

(
x+

x2k2

m2 − k2

)]
.(3.155)

Usando mathematica tenemos que∫ 1

0

dxx ln

(
x+

x2k2

m2 − k2

)
=

1

2

[
m2

k2
− 2 −

(
m2

k2
− 1

)2

ln(m2) + ln

(
m2

m2 − k2

)
+

(
m2

k2
− 1

)2

ln(m2 − k2)

]
. (3.156)

Entonces

K4
ν (k) = iπ2kν

[
1

2ε
− γ

2
− ln π

2
− m2

2p2
+ 1 − 1

2

(
m2

p2
− 1

)2

ln

(
1 − p2

m2

)
−1

2
ln(m2)

]
=

[
C

2
− m2

2p2
− 1

2

(
1 − m2

p2

)
L

]
, (3.157)

donde

L =

(
1 − m2

p2

)
ln

(
1 − p2

m2

)
, L′ = L(p↔ k) . (3.158)

Sustituyendo (3.64), (3.157) en (3.152) tenemos:

IC =
1

4Δ2

{
[2(p2 −m2)(k · p) − 3(k2 −m2)p2]IA − p2(p2 −m2)IB + 2p2 − 2(k · p)S

+2(k · p)
(

1 − m2

k2

)
L′ + 2(k · p)m

2

k2

}
. (3.159)

Por lo tanto, IC en el caso masivo y dimensión D = 4 − 2ε es:

IC =
1

4Δ2

{
2p2 + 2

m2

k2
(k · p) − 2(k · p)S + 2(k · p)

(
1 − m2

k2

)
L′ + [2(k · p)(p2 −m2)

+3(m2 − k2)p2]IA + p2(m2 − p2)IB

}
. (3.160)

De manera similar tenemos que ID en el caso masivo y dimensión D = 4 − 2ε
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es:

ID =
1

4Δ2

{
2(k · p)[(k2 −m2)IA + (p2 −m2)IB − 1] − k2

[
m2

k2
− S +

(
1 − m2

k2

)
L′

+(p2 −m2)IA

]
− p2

[
m2

p2
− S +

(
1 − m2

p2

)
L+ (k2 −m2)IB

]}
. (3.161)

Los resultados de las ecuaciones (3.160) y (3.161) estan de acuerdo con [11]. Al tomar el
ĺımite D = 4−2ε en las ecuaciones (5.146) y (3.142) debemos de ser muy cuidadosos pues
las funciones IC y ID tienen un factor común en términos de D que multiplica nuestras
expresiones. De tal manera, que podemos perder algunos términos que nos dan contribu-
ciones al momento de tomar el ĺımite. A continuación consideremos el caso no masivo.
Tomamos m = 0 en la ecuación (3.152) tal que

IC =
2 + ε

Δ2

{[
p2

4
(k · p) − 3

8
(k2 −m2)p2

]
IA − p4

8
IB

+

[
ε

4
p2 +

(
1

4
− ε

8

)
(k · p)

]
K̃0

2
−
(

1

2
− ε

4

)
pν

∫
d4w

wν

w2(k − w)2

}
. (3.162)

Para resolver la última integral consideramos el caso D dimesional; es decir,∫
dDw

wν

w2(k − w)2
= iπD/2Γ

(
2 − D

2

)
(−k2)D/2−2kν

∫ 1

0

dxxD/2−1(1 − x)D/2−2 (3.163)

Ahora tomando el ĺımite de D = 4 − 2ε obtenemos∫
d4w

wν

w2(k − w)2
= iπ2−εΓ(ε)(−k2)−εkν

∫ 1

0

dx(x− x2)−εx

= iπ2kν

[
1

ε
− γ − ln(−k2) − lnπ

][
1

2
+ ε

]
= iπ2kν

[
1

2ε
− γ

2
− ln(−k2)

2
− ln π

2
+ 1

]
. (3.164)

Sustituyendo (3.164) en (3.162) tenemos finalmente que IC en el caso no masivo en

D = 4 − 2ε es:

IC =
1

4Δ2

{
[2(k · p)p2 − 3k2p2]IA − p4IB + 2p2 + 2(k · p) ln

(
k2

q2

)}
. (3.165)
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Similarmente, ID en el caso no masivo en D = 4 − 2ε es:

ID =
1

4Δ2

{
[2k2(k · p) − k2p2]IA + [2p2(k · p) − k2p2]IB + k2 ln

(
q2

k2

)
+ p2 ln

(
q2

p2

)
−2k · p

}
. (3.166)

La Integral Escalar J

Definimos

J =

∫
dDw

1

w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
. (3.167)

Esta integral aparecerá en las integrales tensoriales Jμ e Jμν , por lo que tendremos que
calcular esta. De manera general, sea que definimos la familia de integrales:

J(ν1, ν2, ν3) =

∫
dDw

1

[(p− w)2 −m2]ν1 [(k − w)2 −m2]ν2 [w2]ν3

. (3.168)

Este método es basado en la técnica llamada integración por partes (IBP):∫
dDw

∂

∂wμ

[
(qi − w)μ

[(p− w)2 −m2]ν1[(k − w)2 −m2]ν2[w2]ν3

]
= 0 . (3.169)

Después de diferenciar obtenemos:∫
dDw(qi −m)μ

[
2ν1(p− w)μ

Aν1+1Bν2Cν3

+
2ν2(k − w)μ

Aν1Bν2+1Cν3

− 2ν3w
μ

Aν1Bν2Cν3+1

]
+

∫
dDw

−D
Aν1Bν2Cν3

= 0 , (3.170)

ya que,
∂

∂wμ
wμ = gμ

μ = D . (3.171)

Hemos definido

A = (p− w)2 −m2 , B = (k − w)2 −m2 , C = w2 . (3.172)

Por lo tanto,

dJ(ν1, ν2, ν3) =

∫
dDw(qi−w)μ

[
2ν1(p− w)μ

Aν1+1Bν2Cν3

+
2ν2(k − w)μ

Aν1Bν2+1Cν3

− 2ν3w
μ

Aν1Bν2Cν3+1

]
. (3.173)
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Asumiendo que qi es definido como q1 = p, q2 = k y q3 = 0. Entonces, para i = 1:

dJ(ν1, ν2, ν3) =

∫
dDw(p−w)μ

[
2ν1(p− w)μ

Aν1+1Bν2Cν3

+
2ν2(k − w)μ

Aν1Bν2+1Cν3

− 2ν3w
μ

Aν1Bν2Cν3+1

]
. (3.174)

Observemos los siguientes productos:

2(p− w) · (k − w) = (p− w)2 + (k − w)2 − (p− k)2 −m2 −m2 + 2m2

= A+B − [(p− k)2 − 2m2] ,

2(p− w) · (−w) = (p− w)2 −m2 + w2 − p2 +m2 = A+ C − p2 +m2 ,

(p− w)2 = (p− w)2 −m2 +m2 = A+m2 . (3.175)

Sustituyendo estos productos, obtenemos:

dJ(ν1, ν2, ν3) =

∫
dDw

[
2ν1(A +m2)

Aν1+1Bν2Cν3

+
ν2[A+B − [(p− k)2 − 2m2]]

Aν1Bν2+1Cν3

+
ν3[A+ C − (p2 −m2)]

Aν1Bν2Cν3+1

]
=

∫
dDw

[
2ν1 + ν2 + ν3

Aν1Bν2Cν3

+
ν2

Aν1−1Bν2+1Cν3

+
2ν1m

2

Aν1+1Bν2Cν3

−ν2[(p− k)2 − 2m2]

Aν1Bν2+1Cν3

+
ν3

Aν1−1Bν2Cν3+1
− ν3(p

2 −m2)

Aν1Bν2Cν3+1

]
(3.176)

Entonces,

dJ(ν1, ν2, ν3) = (2ν1 + ν2 + ν3)J(ν1, ν2, ν3) + ν2J(ν1 − 1, ν2 + 1, ν3)

+2m2ν1J(ν1 + 1, ν2, ν3) − ν2[(p− k)2 − 2m2]J(ν1, ν2 + 1, ν3)

+ν3J(ν1 − 1, ν2, ν3 + 1) − ν3(p
2 −m2)J(ν1, ν2, ν3 + 1) . (3.177)

Reordenando los términos de tal manera que las integrales con ν1 + ν2 + ν3 como la suma
de sus argumentos estén en el lado derecho, mientras que aquellas con ν1 + ν2 + ν3 + 1
estén en el lado izquierdo:

−2ν1m
2J(ν1 + 1, ν2, ν3) + ν2[(p− k)2 − 2m2]J(ν1, ν2 + 1, ν3)

+ν3(p
2 −m2)J(ν1, ν2, ν3 + 1) = (2ν1 + ν2 + ν3 −D)J(ν1, ν2, ν3)

+ν2J(ν1 − 1, ν2 + 1, ν3) + ν3J(ν1 − 1, ν2, ν3 + 1) . (3.178)

Para i = 2 tenemos:

dJ(ν1, ν2, ν3) =

∫
dDw(k − w)μ

[
2ν1(p− w)μ

Aν1+1Bν2Cν3

+
2ν2(k − w)μ

Aν1Bν2+1Cν3

− 2ν3w
μ

Aν1Bν2Cν3+1

]
= (ν1 + 2ν2 + ν3)J(ν1, ν2, ν3) + ν1J(ν1 + 1, ν2 − 1, ν3)

+ν3J(ν1, ν2 − 1, ν3 + 1) − [(p− k)2 − 2m2]ν1J(ν1 + 1, ν2, ν3)

+2ν2m
2J(ν1, ν2 + 1, ν3) − ν3(k

2 −m2)J(ν1, ν2, ν3 + 1) (3.179)
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ó

ν1[(p− w)2 − 2m2]J(ν1 + 1, ν2, ν3) − 2ν2m
2J(ν1, ν2 + 1, ν3)

+ν3(k
2 −m2)J(ν1, ν2, ν3 + 1) = (ν1 + 2ν2 + ν3 −D)J(ν1, ν2, ν3)

+ν1J(ν1 + 1, ν2 − 1, ν3) + ν3J(ν1, ν2 − 1, ν3 + 1) , (3.180)

y para i = 3:

dJ(ν1, ν2, ν3) =

∫
dDw(−w)μ

[
2ν1(p− w)μ

Aν1+1Bν2Cν3

+
2ν2(k − w)μ

Aν1Bν2+1Cν3

− 2ν3w
μ

Aν1Bν2Cν3+1

]
= (ν1 + ν2 + 2ν3)J(ν1, ν2, ν3) + ν1J(ν1 + 1, ν2, ν3 − 1)

+ν2J(ν1, ν2 + 1, ν3 − 1) − ν1(p
2 −m2)J(ν1 + 1, ν2, ν3)

−ν2(k
2 −m2)J(ν1, ν2 + 1, ν3) (3.181)

ó

ν1(p
2 −m2)J(ν1 + 1, ν2, ν3) + ν2(k

2 −m2)J(ν1, ν2 + 1, ν3)

= (ν1 + ν2 + 2ν3 −D)J(ν1, ν2, ν3)

+ν1J(ν1 + 1, ν2, ν3 − 1) + ν2J(ν1, ν2 + 1, ν3 − 1) . (3.182)

Por lo tanto, necesitamos resolver el sistema de ecuaciones:

−2ν1m
2J(ν1 + 1, ν2, ν3) + ν2(q

2 − 2m2)J(ν1, ν2 + 1, ν3)

+ν3(p
2 −m2)J(ν1, ν2, ν3 + 1) = a

ν1(q
2 − 2m2)J(ν1 + 1, ν2, ν3) − 2ν2m

2J(ν1, ν2 + 1, ν3)

+ν3(k
2 −m2)J(ν1, ν2, ν3 + 1) = b

ν1(p
2 −m2)J(ν1 + 1, ν2, ν3) + ν2(k

2 −m2)J(ν1, ν2 + 1, ν3)

+0J(ν1, ν2, ν3 + 1) = c , (3.183)

donde

a = (2ν1 + ν2 + ν3 −D)J(ν1, ν2, ν3) + ν2J(ν1 − 1, ν2 + 1, ν3)

+ν3J(ν1 − 1, ν2, ν3 + 1)

b = (ν1 + 2ν2 + ν3 −D)J(ν1, ν2, ν3) + ν1J(ν1 + 1, ν2 − 1, ν3)

+ν3J(ν1, ν2 − 1, ν3 + 1)

c = (ν1 + ν2 + 2ν3 −D)J(ν1, ν2, ν3) + ν1J(ν1 + 1, ν2, ν3 − 1)

+ν2J(ν1, ν2 + 1, ν3 − 1) . (3.184)

En obvia notación:⎛⎝ −2m2ν1 ν2(q
2 − 2m2) ν3(p

2 −m2)
ν1(q

2 − 2m2) −2m2ν2 ν3(k
2 −m2)

ν1(p
2 −m2) ν2(k

2 −m2) 0

⎞⎠⎛⎝ J1

J2

J3

⎞⎠ =

⎛⎝ a
b
c

⎞⎠ , (3.185)
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que escribimos formalmente como:
SI = A . (3.186)

Entonces,

|S| = 2ν1ν2ν3[m
2(k2 −m2)2 +m2(p2 −m2)2 + (k2 −m2)(p2 −m2)(q2 − 2m2)]

= 2ν1ν2ν3[m
2(k2 − p2)2 + (m2 − k2)(m2 − p2)q2] . (3.187)

Si las ecuaciones son resueltas para J(ν1, ν2, ν3 + 1), encontramos:

J(ν1, ν2, ν3 + 1) =
1

|S|

∣∣∣∣∣∣
−2ν1m

2 ν2(q
2 − 2m2) a

ν1(q
2 − 2m2) −2ν2m

2 b
ν1(p

2 −m2) ν2(k
2 −m2) c

∣∣∣∣∣∣ . (3.188)

Para resolver la integral J tomamos ν1 = ν2 = ν3 = 1. Entonces:

|S| = 2[m2(k2 − p2)2 + (m2 − k2)(m2 − p2)q2] . (3.189)

J =
1

|S|
{

2(4 −D)q2(m2 + k · p)I + q2(4m2 − q2)[J(2, 1, 0) + J(1, 2, 0)]

+[(q2 − 2m2)(p2 −m2) + 2m2(k2 −m2)][J(2, 0, 1) + J(1, 0, 2)]

+[(q2 − 2m2)(k2 −m2) + 2m2(p2 −m2)][J(0, 2, 1) + J(0, 1, 2)]

}
, (3.190)

con J = J(1, 1, 2) y I = J(1, 1, 1). Aśı que, necesitamos calcular las integrales J(0, 2, 1) =k↔p

J(2, 0, 1), J(0, 1, 2) =k↔p J(1, 0, 2) y J(2, 1, 0) =k↔p J(1, 2, 0). Para nuestro proposito,
definimos la integral

Jν1ν2
(k, p,m1, m2) =

∫
dDw

1

[(k − w)2 −m2
1]

ν1[(p− w)2 −m2
2]

ν2

. (3.191)

Usando parametrización de Feynman, conocemos que

1

Aν2Bν1

=
Γ(ν1 + ν2)

Γ(ν2)Γ(ν1)

∫ 1

0

dxxν2−1(1 − x)ν1−1 1

[xA+ (1 − x)B]ν1+ν2

. (3.192)

Sea

A = [(p− w)2 −m2
2] ,

B = [(k − w)2 −m2
1] , (3.193)
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y

D = xA+ (1 − x)B

= x[p2 + w2 − 2p · w −m2
2] + (1 − x)[k2 + w2 − 2k · w −m2

1]

= w2 − 2w · [px+ k(1 − x)] + p2x+ k2(1 − x) −m2
2x−m2

1(1 − x) . (3.194)

Hacemos el cambio de variable

w′ = w − [px+ k(1 − x)] (3.195)

tal que,
w2 − 2w · [px+ k(1 − x)] = w′2 − [px+ k(1 − x)]2 . (3.196)

De esta manera, D es reescrita como:

D = w′2 − [px+ k(1 − x)]2 + p2x+ k2(1 − x) −m2
2x−m2

1(1 − x)

= w′2 + p2x(1 − x) + k2x(1 − x) − 2k · px(1 − x) −m2
2x−m2

1(1 − x)

= w′2 + q2x(1 − x) −m2
2x−m2

1(1 − x) . (3.197)

Por lo tanto,

Jν1ν2
(k, p,m1, m2) =

Γ(ν1 + ν2)

Γ(ν2)Γ(ν1)

∫ 1

0

dxxν2−1(1 − x)ν1−1

∫
dDw′ 1

Dν1+ν2

=
Γ(ν1 + ν2)

Γ(ν1)Γ(ν2)

∫ 1

0

dxxν2−1(1 − x)ν1−1(−1)ν1+ν2iπD/2 Γ(ν1 + ν2 −D/2)

Γ(ν1 + ν2)
s

D
2
−ν1−ν2

= i(−1)ν1+ν2πD/2Γ(ν1 + ν2 −D/2)

Γ(ν2)Γ(ν1)

∫ 1

0

dxxν2−1(1 − x)ν1−1s
D
2
−ν1−ν2 , (3.198)

donde
s = −q2x(1 − x) +m2

2x+m2
1(1 − x) . (3.199)

Para las integrales de nuestro interés, tomamos ν1 = ν2 = 1

J11(k, p,m1, m2) =

∫
dDw

[(p− w)2 −m2
2][(k − w)2 −m2

1]

= iπD/2Γ(2 −D/2)

∫ 1

0

dxs
D
2
−2 . (3.200)

Aśı tenemos que

J(2, 1, 0) =
1

2m1

∂

∂m1

J11(k, p,m1, m2)|m1=m2=m (3.201)

Ahora,
∂

∂m1

s
D
2
−2 =

(
D

2
− 2

)
s

D
2
−32m1(1 − x) (3.202)
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y por lo tanto

J(2, 1, 0) = iπD/2

(
D

2
− 2

)
Γ

(
2 − D

2

)∫ 1

0

dx
(1 − x)

[−q2x(1 − x) +m2x+m2(1 − x)]3−
D
2

= iπ
D
2

(
D

2
− 2

)
Γ

(
2 − D

2

)∫ 1

0

dx(1 − x)

[−q2x(1 − x) +m2]3−
D
2

. (3.203)

Sea
x1 = 1 − x ⇒ dx1 = −dx . (3.204)

Entonces, ∫ 1

0

dx1x1

[−q2x1(1 − x1) +m2]3−D/2
=

∫ 1

0

dx

[−q2x(1 − x) +m2]3−D/2

−
∫ 1

0

dxx

[−q2x(1 − x) +m2]3−D/2
. (3.205)

Por lo tanto,∫ 1

0

dx(1 − x)

[−q2x(1 − x) +m2]3−D/2
=

1

2

∫ 1

0

dx

[−q2x(1 − x) +m2]3−D/2
. (3.206)

Usando mathematica resolvemos la última integral y obtenemos que

J(2, 1, 0) =

iπD/2

(
D

2
− 2

)
Γ

(
2 − D

2

)
2D/2−3(m2)D/2−3

[(D − 4)q2(q2 − 4m2)]{(
1 − q2√

q4 − 4m2q2

)1−D
2

(−2m2 + q2 −
√
q4 − 4m2q2) ×

(q2 +
√
q4 − 4m2q2)2F1

(
D

2
− 2, 3 − D

2
;
D

2
− 1;

1

2
+

q2

2
√
q4 − 4m2q2

)

−
(

q2√
q4 − 4m2q2

+ 1

)1−D
2

(−2m2 + q2 +
√
q4 − 4m2q2) ×

(−q2 +
√
q4 − 4m2q2)2F1

(
D

2
− 2, 3 − D

2
;
D

2
− 1;

1

2
− q2

2
√
q4 − 4m2q2

)}
=p↔k J(1, 2, 0) . (3.207)
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Por otro lado,

J(2, 0, 1) =
1

2m2

∂

∂m2

J11(k, p,m1, m2)|k=m1=0,m2=m

= iπD/2

(
D

2
− 2

)
Γ

(
2 − D

2

)∫ 1

0

dx
x

[−p2x(1 − x) +m2x]
3−D

2

= iπD/2

(
D

2
− 2

)
Γ

(
2 − D

2

)
(m2 − p2)

D
2
−3

∫ 1

0

dxx
D
2
−2

[
1 − p2

p2 −m2
x

]D
2
−3

.

Usando[2] ∫ 1

0

xλ−1(1 − x)μ−1(1 − βx)−νdx = B(λ, μ)2F1(ν, λ;λ+ μ; β) (3.208)

donde λ = D/2 − 1, μ = 1, ν = 3 −D/2 y β = p2/(p2 −m2) tenemos que

J(2, 0, 1) = iπD/2

(
D

2
− 2

)
Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2
− 1
)

Γ
(

D
2

) (m2 − p2)
D
2
−3 ×

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
= iπD/2

(
D

2
− 2

)
Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − p2)

D
2
−3 ×

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
=p↔k J(0, 2, 1) . (3.209)

Para resolver la integral J(1, 0, 2), consideramos la integral

Lν(p) =

∫
dDw

wν

w4[(p− w)2 −m2]
. (3.210)

Entonces,

pνL
ν(p) =

1

2
(p2 −m2)

∫
dDw

1

w4[(p− w)2 −m2]
+

1

2

∫
dDw

1

w2[(p− w)2 −m2]

−1

2

∫
dDw

w4
=

1

2
(p2 −m2)J(1, 0, 2) +

1

2
J(1, 0, 1) , (3.211)
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ya que la última integral desaparece en el esquema de regularización dimensional. Es fácil
ver que,

J(1, 0, 1) = J11(k, p,m1, m2)|k=m1=0,m2=m

= iπD/2Γ

(
2 − D

2

)∫ 1

0

dx[−p2x(1 − x) +m2x]
D
2
−2

= iπD/2Γ

(
2 − D

2

)
(m2 − p2)

D
2
−2

∫ 1

0

dxx
D
2
−2

[
1 − p2

p2 −m2

]D
2
−2

.(3.212)

Usando (3.208) donde λ = D/2 − 1, μ = 1, β = p2/(p2 −m2) y ν = 2 −D/2 obtenemos

J(1, 0, 1) = iπD/2Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2
− 1
)

Γ
(

D
2

) (m2 − p2)
D
2
−2

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
= −iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − p2)

D
2
−2

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
= k↔pJ(0, 1, 1) . (3.213)

Para resolver Lν(p) hacemos uso de la fórmula (3.192) con A = (p− w)2 −m2 y B = w2

tal que,

Lν(p) =

∫
dDw

wν

w4[(p− w)2 −m2]
=

Γ(3)

Γ(1)Γ(2)

∫ 1

0

dx(1 − x)

∫
dDwwν 1

[Ax+B(1 − x)]3
.

Sea w′ = w − px. Entonces,

D = Ax+B(1 − x)

= w2 + p2x− 2p · wx− xm2

= w′2 + p2x− p2x2 −m2x

= w′2 + p2x(1 − x) −m2x , (3.214)

por lo tanto,

Lν(p) = 2

∫ 1

0

dx(1 − x)

∫
dDw

pνx

[w2 + p2x(1 − x) −m2x]3
. (3.215)

Ahora usamos la ecuación (A.8) con n = 3 y s = −p2x(1 − x) +m2x. Aśı,

Lν(p) = −iπD/2Γ

(
3 − D

2

)
pν

∫ 1

0

dxx
D
2
−2(1 − x)[−p2(1 − x) +m2]

D
2
−3

= −iπD/2Γ

(
3 − D

2

)
(m2 − p2)

D
2
−3pν

∫ 1

0

dxx
D
2
−2(1 − x)

[
1 − p2

p2 −m2
x

]D
2
−3

.

89



Usando (3.208) con λ = D/2 − 1, μ = 2, β = p2/(p2 −m2) y ν = 3 −D/2 tenemos que:

Lν(p) = −iπD/2 Γ
(
3 − D

2

)
Γ
(

D
2
− 1
)

Γ
(

D
2

+ 1
) (m2 − p2)

D
2
−3pν

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

p2

p2 −m2

)
= −iπD/2

(
1 − 4

D

)
Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − p2)

D
2
−3pν

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

p2

p2 −m2

)
. (3.216)

Aśı que,

J(1, 0, 2) =
2

p2 −m2

[
pνL

ν(p) − 1

2
J(1, 0, 1)

]
=

2iπD/2

p2 −m2

[
−
(

1 − 4

D

)
Γ

(
1 − D

2

)
p2(m2 − p2)

D
2
−3 ×

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

p2

p2 −m2

)
+

Γ
(
1 − D

2

)
2

(m2 − p2)
D
2
−2

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)]
= k↔pJ(0, 1, 2) . (3.217)

Queremos escribir este resultado de tal manera que solamente tengamos la dependencia de
una sola función hipergeometrica. Para lograr nuestro objetivo hacemos uso de la siguiente
identidad entre funciones hipergeometricas[23]:

c(1 − z)F (a, b; c; z) − cF (a, b− 1; c; z) + (c− a)zF (a, b; c+ 1; z) = 0 , (3.218)

ó equivalentemente,

F (a, b; c+ 1; z) =
1

z(c− a)
[cF (a, b− 1; c; z) − c(1 − z)F (a, b; c; z)] . (3.219)

En nuestro caso a = 3 −D/2, b = D/2 − 1, c = D/2 y z = p2/(p2 −m2). De tal manera
que,

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

p2

p2 −m2

)
=

D

2(D − 3)

(
1 − m2

p2

)[
2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 2;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
+

m2

p2 −m2 2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)]
. (3.220)

Ahora usamos la siguiente identidad:

c(1 − z)F (a, b; c; z) − cF (a− 1, b; c; z) + (c− b)zF (a, b; c + 1; z) = 0 (3.221)
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ó

F (a, b; c; z) =
1

c(1 − z)
[cF (a− 1, b; c; z) − (c− b)zF (a, b; c + 1; z)] . (3.222)

Para nuestra conveniencia tomamos a = 3 −D/2, b = D/2− 1, D/2 y z = p2/(p2 −m2).
Tal que,

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
=

−p2 +m2

m2

[
2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
− 2

D

(
p2

p2 −m2

)
2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

p2

p2 −m2

)]
.

(3.223)

Sustituyendo (3.223) en (3.220) y simplificando obtenemos que:

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

p2

p2 −m2

)
=

D

2(D − 4)

(
1 − m2

p2

)[
2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 2;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
−2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)]
. (3.224)

De esta manera, podemos escribir (3.217) como:

J(1, 0, 2) = −iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − p2)

D
2
−3

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 2;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
=k↔p J(0, 1, 2) . (3.225)

Finalmente, sustituyendo (3.207), (3.209) y (3.225) en (3.190) obtenemos el resultado
deseado. En el caso no masivo y dimensión arbitraria la ecuación (3.190) se reduce a:

J0 =
1

k2p2
[(4 −D)(k · p)I0 − k2Q3(k) − p2Q3(p) + q2Q3(q)] , (3.226)

donde

Q3(p) = πD/2−2(−p2)D/2−3 Γ2
(

D
2
− 2
)
Γ
(
3 − D

2

)
Γ
(
D − 4

) . (3.227)
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CASO D = 3:

A continuación consideramos el caso masivo y D = 3:

J =
1

χ

{
q2(m2 + k · p)I(0) + iπ2m

[
q2(k2 −m2) − (k2 − p2)(k2 +m2)

(k2 −m2)2

+
q2(p2 −m2) + (k2 − p2)(p2 +m2)

(p2 −m2)2

]}
, (3.228)

donde

χ = m2(k2 − p2)2 + q2(m2 − k2)(m2 − p2) . (3.229)

En el caso no masivo y D = 3 obtenemos:

J =
(k · p)
k2p2

I . (3.230)

CASO D = 4 − 2ε:

En el caso masivo y D = 4 − 2ε tenemos que cuando ε → 0 desaparece el termino
de I en la ecuación (3.190). Además tenemos que en este ĺımite las ecuaciones (3.207),
(3.209) y (3.225) se reducen a:

J(1, 2, 0) = iπ2 1

(q2 − 4m2)
S ,

J(2, 0, 1) = iπ2 1

(p2 −m2)
L ,

J(1, 0, 2) =
iπ2

(m2 − p2)

(
C − p2 +m2

p2 −m2
L

)
. (3.231)

Sustituyendo estas en (3.190) tenemos que la solución a J es:
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J = iπ2

{
1

χ

[
− q2S + p2 [(p2 −m2)q2 + 2m2(k2 − p2)]

(p2 −m2)2
L

+k2 [(k2 −m2)q2 − 2m2(k2 − p2)]

(k2 −m2)2
L′

]
− C

(p2 −m2)(k2 −m2)

}
. (3.232)

En el caso no masivo y D = 4 − 2ε tenemos:

J =
iπ2

k2p2

[
−
(

1

ε
− ln π − γ

)
+ ln

(
k2p2

q2

)]
. (3.233)

La Integral Tensorial Jμ

Tenemos que

Jμ =

∫
dDw

wμ

w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
. (3.234)

Esta integral aparecerá en la integral tensorial Jμν por lo que es conveniente resolver esta
antes de comenzar a resolver Jμν . Escribimos (3.234) en la siguiente forma general:

Jμ =
iπ2

2
[kμJA(k, p) + pμJB(k, p)] . (3.235)

Contrayendo con kμ y pμ obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

kμJμ =
iπ2

2
[k2JA(k, p) + (k · p)JB(k, p)]

pμJμ =
iπ2

2
[(k · p)JA(k, p) + p2JB(k, p)] (3.236)

Por otro lado,

pμJμ =
(p2 −m2)

2

∫
dDw

1

w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

−1

2

∫
dDw

1

w4[(k − w)2 −m2]

+
1

2

∫
dDw

1

w2[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

=
(p2 −m2)

2
J +

1

2
I − 1

2
L(k) , (3.237)
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donde hemos usado:

p · w =
1

2
(p2 + w2 − (p− w)2 −m2 +m2) . (3.238)

Tenemos también que:

kμJμ =
(k2 −m2)

2
J +

1

2
I − 1

2
L(k) . (3.239)

Aplicamos parametrización de Feynman a L(k), tal que:∫
dDw

1

w4[(k − w)2 −m2]
= −iπD/2Γ

(
3 − D

2

)∫ 1

0

dzz[(1 − z)(−k2z +m2)]
D
2
−3

= −iπD/2Γ

(
3 − D

2

)
(m2)

D
2
−3 ×∫ 1

0

dzz(1 − z)
D
2
−3

(
1 − k2

m2
z

)D
2
−3

. (3.240)

Usando (3.208) con λ = 2, μ = D/2 − 2, β = k2/m2 y ν = 3 −D/2 tenemos que:∫
dDw

1

w4[(k − w)2 −m2]
= −iπD/2Γ

(
3 − D

2

)
(m2)

D
2
−3B

(
2,
D

2
− 2

)
×

2F1

(
3 − D

2
, 2;

D

2
;
k2

m2

)
= −iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
(m2)

D
2
−3

2F1

(
3 − D

2
, 2;

D

2
;
k2

m2

)
.

Usamos la siguiente identidad entre funciones hipergeometricas [23]:

F (a, b; c; z) = (1 − z)−aF

(
a, c− b; c;

z

z − 1

)
(3.241)

con a = 3 −D/2, b = 2, c = D/2 y z = k2/m2, tal que:

2F1

(
3 − D

2
, 2;

D

2
;
k2

m2

)
=

(
1 − k2

m2

)D
2
−3

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 2;

D

2
;

k2

k2 −m2

)
. (3.242)

De esta manera,∫
dDw

1

w4[(k − w)2 −m2]
= −iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − k2)

D
2
−3 ×

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 2;

D

2
;

k2

k2 −m2

)
. (3.243)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones (3.236) obtenemos que JA(k, p) en dimensión arbi-
traria y caso masivo es:

JA(k, p) =
1

Δ2

{
[(k · p)(p2 −m2) − p2(k2 −m2)]

J0

2
+ [(k · p) − p2]

I0
2

+(k · p)Q3(k) − p2Q3(p)

}
,

JB(k, p) = JA(p, k) , (3.244)

donde

Q3(k) = πD/2−2Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − k2)

D
2
−3

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 2;

D

2
;

k2

k2 −m2

)
. (3.245)

Por lo tanto, las ecuaciones (3.235) y (3.244) forman la solución completa. En el caso
no masivo y dimensión arbitraria tenemos que (3.244) se reduce a:

JA(k, p) =
1

Δ2

{
p2[(k · p) − k2]

J0

2
+ [(k · p) − p2]

I0
2

+
(k · p)
iπ2

∫
dDw

1

w4(k − w)2
− p2

iπ2

∫
dDw

1

w4(p− w)2

}
, (3.246)

donde ∫
dDw

1

w4(p− w)2
=
iπD/2

2
(−p2)

D
2
−3 Γ
(
3 − D

2

)
Γ2
(

D
2
− 2
)

Γ(D − 4)
. (3.247)

A continuación consideraremos los siguientes casos particulares:

CASO D = 3:

JA(k, p) =
2

Δ2

{
[(k · p)(p2 −m2) − p2(k2 −m2)]

J0

4
+ [(k · p) − p2]

I0
4

+
mp2

(m2 − p2)2
− m(k · p)

(m2 − k2)2

}
. (3.248)

En el caso no masivo en D = 3 obtenemos:
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JA(k, p) = − π

k2
√

−q2k2p2
. (3.249)

La ecuación (3.248) esta de acuerdo con [15] ver la ecuación (A11). La ecuación (3.249) es-
ta de acuerdo con [13] ver la ecuación (34). A continuación consideremos el casoD = 4−2ε.

CASO D = 4 − 2ε:

En el caso masivo y D = 4 − 2ε obtenemos:

JA(k, p) =
1

Δ2

{
− k · q

2
I0 − q2

χ
{(m2 − k2)k2 − (m2 − k2)k · p}S

+
1

(m2 − p2)

[
p2 − k · p+

p2q2

χ
(k2 −m2)(m2 + k · p)

]
L

+
k2q2

χ
(m2 + k · p)L′

}
. (3.250)

La ecuación (3.250) coincide con [11] ver la ecuación (53). Por último consideremos el
caso no masivo y D = 4 − 2ε:

JA(k, p) =
1

Δ2

{
[k · p− p2]

I0
2
− [k · p− k2]

ln(−q2)

k2
+
k · p
k2

ln(−p2) − ln(−k2)

}
(3.251)

La Integral Tensorial Jμν

Tenemos que,

Jμν =

∫
dDw

wμwν

w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
. (3.252)
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Expresamos esta integral en su forma más general como:

Jμν =
iπ2

2

{
gμν

D
I0 +

(
kμkν − k2

D
gμν

)
JC +

(
pμkν + kμpν − 2

D
(k · p)gμν

)
JD

+

(
pμpν − p2

D
gμν

)
JE

}
. (3.253)

Contrayendo con pμ obtenemos:

pμJμν =
iπ2

2

{
pνI0
D

+

(
(k · p)kν − k2

D
pν

)
JC +

(
p2kν + (k · p)pν − 2

D
(k · p)pν

)
JD

+

(
p2pν − p2

D
pν

)
JE

}
. (3.254)

Contrayendo nuevamente obtenemos:

pνpμJμν =
iπ2

2

{
p2

D
I0 +

(
(k · p)2 − k2p2

D

)
JC +

(
2p2(k · p) − 2

D
p2(k · p)

)
JD

+

(
p4 − p4

D

)
JE

}
(3.255)

y

kνpμJμν =
iπ2

2

{
(k · p)
D

I0 +

(
(k · p)k2 − k2

D
(k · p)

)
JC +

(
p2k2 + (k · p)2 − 2

(k · p)2

D

)
JD

+

(
p2(k · p) − p2

D
(k · p)

)
JE

}
. (3.256)

En la misma manera,

kμJμν =
iπ2

2

{
kν

D
I0 +

(
k2kν − k2

D
kν

)
JC +

(
(k · p)kν + k2pν − 2

D
(k · p)kν

)
JD

+

(
(k · p)pν − p2

D
kν

)
JE

}
(3.257)

donde después de una segunda contracción obtenemos:

kνkμJμν =
iπ2

2

{
k2

D
I0 +

(
k4 − k4

D

)
JC +

(
2(k · p)k2 − 2

D
(k · p)k2

)
JD

+

(
(k · p)2 − k2p2

D

)
JE

}
(3.258)

y

pνkμJμν =
iπ2

2

{
(k · p)
D

I0 +

(
(k · p)k2 − k2

D
(k · p)

)
JC +

(
(k · p)2 + k2p2 − 2

D
(k · p)2

)
JD

+

(
(k · p)p2 − p2

D
(k · p)

)
JE

}
. (3.259)
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Por otro lado,

pμJμν =

∫
dDw

(p · w)wν

w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

=
(p2 −m2)

2

∫
dDw

wν

w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

+
1

2

∫
dDw

wν

w2[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

−1

2

∫
dDw

wν

w4[(k − w)2 −m2]

=
(p2 −m2)

2
Jν +

1

2
Iν − 1

2
Lν(k) . (3.260)

Similarmente,

kμJμν =
(k2 −m2)

2
Jν +

1

2
Iν − 1

2
Lν(p) . (3.261)

De la segunda contracción obtenemos:

pνpμJμν =
(p2 −m2)

2

iπ2

2
[(k · p)JA + p2JB] +

1

2
pνIν − pν

2
Lν(k)

kνpμJμν =
(p2 −m2)

2

iπ2

2
[k2JA + (k · p)JB] +

1

2
kνIν − kν

2
Lν(k)

kνkμJμν =
(k2 −m2)

2

iπ2

2
[k2JA + (k · p)JB] +

1

2
kνIν − kν

2
Lν(p)

pνkμJμν =
(k2 −m2)

2

iπ2

2
[(k · p)JA + p2JB] +

1

2
pνIν − pν

2
Lν(p) (3.262)

donde

Lν(k) = iπD/2

(
4

D
− 1

)
Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − k2)

D
2
−3kν ×

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

k2

k2 −m2

)
. (3.263)

Justamente como en el caso de Iμν , tenemos un sistema de 3 ecuaciones a resolver:(
1 − 1

D

)
k4JC + 2

(
1 − 1

D

)
k2(k · p)JD +

(
(k · p)2 − k2p2

D

)
JE = a(

(k · p)2 − k2p2

D

)
JC + 2

(
1 − 1

D

)
p2(k · p)JD +

(
1 − 1

D

)
p4JE = b(

1 − 1

D

)
k2(k · p)JC +

(
k2p2 +

(
1 − 2

D

)
(k · p)2

)
JD +

(
1 − 1

D

)
p2(k · p)JE = c ,

(3.264)
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donde

a =
2

iπ2
kνkμJμν − k2

D
I0

b =
2

iπ2
pνpμJμν − p2

D
I0

c =
1

iπ2
[kνpμJμν + pνkμJμν ] − (k · p)

D
I0 . (3.265)

La solución al sistema es:

JC(k, p) =
D

(D − 2)Δ2

{[(
1 − 2

D

)
(p2 −m2)(k · p) −

(
1 − 1

D

)
(k2 −m2)p2

]
JA

2

− 1

2D
(p2 −m2)p2JB +

[(
1 − 2

D

)
(k · p) −

(
1 − 1

D

)
p2

]
IA
2

− p2

2D
IB +

p2

D
I0 +

(
1 − 2

D

)
(k · p)Q4(k)

}
, (3.266)

donde

Q4(p) = πD/2−2

(
1 − 4

D

)
Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − p2)D/2−3 ×

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

p2

p2 −m2

)
. (3.267)

JD(k, p) =
D

2(D − 2)Δ2

{[
(k2 −m2)(k · p) −

(
1 − 2

D

)
(p2 −m2)k2

]
JA

2

+

[
(p2 −m2)(k · p) −

(
1 − 2

D

)
(k2 −m2)p2

]
JB

2

+

[
(k · p) −

(
1 − 2

D

)
k2

]
IA
2

− 2

D
(k · p)I0

+

[
(k · p) −

(
1 − 2

D

)
p2

]
IB
2

−
(

1 − 2

D

)
[p2Q4(p) + k2Q4(k)]

}
, (3.268)
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JE(k, p) = JC(p, k) . (3.269)

En el caso no masivo y dimensión arbitraria obtenemos:

JC(k, p) =
D

(D − 2)Δ2

{
p2

[(
1 − 2

D

)
(k · p) −

(
1 − 1

D

)
k2

]
JA

2

− p4

2D
JB +

[(
1 − 2

D

)
(k · p) −

(
1 − 1

D

)
p2

]
IA
2

− p2

2D
IB +

p2

D
I0 +

(
1 − 2

D

)
(k · p)Q4(k)

}
, (3.270)

donde

Q4(p) = πD/2−2(−p2)D/2−3 Γ
(
3 − D

2

)
Γ2
(

D
2
− 2
)

Γ(D − 4)
. (3.271)

JD(k, p) =
D

2(D − 2)Δ2

{[
(k · p) −

(
1 − 2

D

)
p2

](
IB
2

+
k2JA

2

)
+

[
(k · p) −

(
1 − 2

D

)
k2

](
IA
2

+
p2JB

2

)
− 2

D
(k · p)I0 −

(
1 − 2

D

)
[p2Q4(p) + k2Q4(k)]

}
. (3.272)

Consideramos los siguientes casos particulares:

CASO D = 3:

JC(k, p) =
1

Δ2

{
p2I0 + [p2(k · p− 2k2) −m2(k · p− 2p2)]

JA

2

−p2(p2 −m2)
JB

2
+ (k · p− 2p2)

IA
2

− p2

2
IB +

mk · p
k2(m2 − k2)

− k · p
k2
√−k2

arctan

√
−k2

m2

}
, (3.273)
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JD(k, p) =
1

2Δ2

{
− 2(k · p)I0 + [k2(3k · p− p2) −m2(3k · p− k2)]

JA

2

+[p2(3k · p− k2) −m2(3k · p− p2)]
JB

2
+ (3k · p− k2)

IA
2

+(3k · p− p2)
IB
2

− m

m2 − k2
− m

m2 − p2

+
1√−k2

arctan

√
−k2

m2
+

1√
−p2

arctan

√
−p2

m2

}
. (3.274)

Las ecuaciones (3.273), (3.274) estan de acuerdo con [15] ver la ecuación (A13). En el
caso no masivo y D = 3 tenemos que:

JC(k, p) =
1

2Δ2

{
p2(k · p− 2k2)JA − p4JB + (k · p− 2p2)IA − p2IB

− πk · p
k2
√−k2

− 4πp2√
−k2p2q2

}
, (3.275)

JD(k, p) =
1

4Δ2

{
k2(3k · p− p2)JA + p2(3k · p− k2)JB + (3k · p− k2)IA

+(3k · p− p2)IB +
π√−k2

+
π√
−p2

+
8k · p√
−k2p2q2

}
. (3.276)

Las ecuaciones (3.275), (3.4.1) estan de acuerdo con [13] ver las ecuaciones (36) y (37). A
continuación consideramos el caso D = 4 − 2ε.

CASO D = 4 − 2ε:

En el caso masivo y D = 4 − 2ε obtenemos:
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JC(k, p) =
1

4Δ2

{
2p2I0 − 4

k · p
k2

(
1 +

m2

(k2 −m2)
L′

)
+ {2k · p− 3p2}IA − p2IB

+{−2k · p(m2 − p2) + 3p2(m2 − k2)}JA + p2(m2 − p2)JB

}
, (3.277)

JD(k, p) =
1

4Δ2

{
− 2(k · p)I0 + 2

(
1 +

m2

(k2 −m2)
L′

)
+ 2

(
1 +

m2

(k2 −m2)
L

)
+(2k · p− k2)IA + (2k · p− p2)IB + [k2(m2 − p2) − 2k · p(m2 − k2)]JA

+[p2(m2 − k2) − 2k · p(m2 − p2)]JB

}
. (3.278)

Las ecuaciones (3.277) y (3.278) estan de acuerdo con [11] ver la ecuación (57). Por
último consideramos el caso cuando m = 0 y D = 4 − 2ε:

JC(k, p) =
1

4Δ2

{
2p2I0 − 4

k · p
k2

+ (2k · p− 3p2)IA − p2IB − p4JB

+p2(2k · p− 3k2)JA

}
, (3.279)

JD(k, p) =
1

4Δ2

{
− 2(k · p)I0 + 4 + (2k · p− k2)IA + (2k · p− p2)IB

−k2(p2 − 2k · p)JA − p2(k2 − 2k · p)JB

}
. (3.280)
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La Integral Tensorial Jμαβ

La integral que nos resta calcular es (3.49) la cual no es necesario calcular puesto que
esta la podemos escribir en términos de algunas de las integrales anteriores:

Jμαβ =

∫
dDw

wμwαwβ

w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
. (3.281)

De la ecuación (3.42) tenemos que el factor multiplicativo de esta integral es −8pαkβ, sea
entonces que calculamos

Jμα =

∫
dDw

wμwαk · w
w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

=
1

2

[
(k2 −m2)

∫
dDw

wμwα

w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

+

∫
dDw

wμwα

w2[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

−
∫
dDw

wμwα

w4[(p− w)2 −m2]

]
, (3.282)

donde hemos usado que (k − w)2 = k2 + w2 − 2k · w. Las dos primeras integrales ya las
hemos calculado. La tercer integral la multiplicamos ahora por pα, entonces

pα

∫
dDw

wμwα

w4[(p− w)2 −m2]
=

∫
dDw

wμw · p
w4[(p− w)2 −m2]

. (3.283)

Usando (p− w)2 = p2 + w2 − 2p · w, podemos escribir∫
dDw

wμw · p
w4[(p− w)2 −m2]

=
1

2

[
(p2 −m2)

∫
dDw

wμ

w4[(p− w)2 −m2]

+

∫
dDw

wμ

w2[(p− w)2 −m2]
−
∫
dDw

wμ

w4

]
.(3.284)

La última integral es cero y las dos primeras integrales las hemos ya calculado anterior-
mente [ ver las ecuaciones (3.132) y (3.263)]. Entonces,

−8pαkβJμαβ =

−2pα(k2 −m2)Jμα − 2pαIμα + iπ2pμ[Q2(p) − (p2 −m2)Q4(p)]

−2kβ(p2 −m2)Jμβ − 2kβIμβ + iπ2kμ[Q2(k) − (k2 −m2)Q4(k)] .(3.285)

Por lo tanto, tenemos los resultados completos de las integrales independientes para el
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vértice Λμ
1 en dimensión arbitraria y norma arbitraria. De tal manera que sustituyendo

estos en el vértice Λμ
1 que a continuación escribimos tenemos el resultado deseado.

Λμ
1 =

π2e2

(2π)D

{
2(k · p)(k + p)μI0 +

2

D
(k + p)μK̃0

−[kμ(k2 + 5(k · p)) + pμ(k2 + (k · p))]IA
−[pμ(p2 + 5(k · p)) + kμ(p2 + (k · p))]IB
+2

[
− k2

D
pμ +

((
1 − 1

D

)
k2 + (k · p)

)
kμ

]
IC

+2

[(
1 − 2

D

)
(k · p)(p+ k)μ + pμk2 + kμp2

]
ID

+2

[((
1 − 1

D

)
p2 + (k · p)

)
pμ − p2

D
kμ

]
IE

+(ξ − 1)

[
1

D
[2(k + p)μ(k · p) − pμ(k2 −m2) − kμ(p2 −m2)]I0

−(k + p)μ[k2 + (k · p)]IA − (k + p)μ[(k · p) + p2]IB

+

[
kμ

(
(k · p) + k2

(
1 − 1

D

))
− k2

D
pμ

]
IC

+

[
pμ

(
k2 +

(
1 − 2

D

)
(k · p)

)
+ kμ

(
p2 +

(
1 − 2

D

)
(k · p)

)]
ID

+

[
− p2

D
kμ + pμ

(
(k · p) +

(
1 − 1

D

)
p2

)]
IE +

1

D
(k + p)μK̃0

+

[
kμ

((
m2 + k2

(
1 − 2

D

))
(k · p) +

(
1 − 1

D

)
(−p2 +m2)k2

)
+pμ

(
2

(
1 − 1

D

)
(k · p)k2 +

k2

D
(k2 −m2)

)]
JC

+

[(
p2(k2 +m2) + 2

(
1 − 2

D

)
(k · p)2 +

(
1 − 2

D

)
(k · p)(m2 − p2)

)
kμ

+

(
k2(p2 +m2) + 2

(
1 − 2

D

)
(k · p)2 +

(
1 − 2

D

)
(m2 − k2)(k · p)

)
pμ

]
JD

+

[
kμ

(
2

(
1 − 1

D

)
p2(k · p) +

p2

D
(p2 −m2)

)
+ pμ

(
(k · p)

(
m2 +

(
1 − 2

D

)
p2

)
+

(
1 − 1

D

)
p2(m2 − k2)

)]
JE + pμ[Q2(p) + (m2 − p2)Q4(p)]

+kμ[Q2(k) + (m2 − p2)Q4(k)

]}
. (3.286)

A continuación vamos a calcular los vertices Λμ
2 y Λμ

3 .
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3.4.2. Los Vértices Λμ
2 y Λμ

3 a un Lazo

Regresando a la expresión (3.19) tenemos que

Λμ
2 =

2ie2

(2π)D

∫
dDw

(2p− w)α

w2[(p− w)2 −m2]

[
gαμ − (1 − ξ)

wαwμ

w2

]
=

2ie2

(2π)D

[ ∫
dDw

(2p− w)μ

w2[(p− w)2 −m2]
− (1 − ξ)

∫
dDw

(2p− w)αw
αwμ

w4[(p− w)2 −m2]

]
=

2ie2

(2π)D

{
2pμ

∫
dDw

1

w2[(p− w)2 −m2]
−
∫
dDw

wμ

w2[(p− w)2 −m2]

−(1 − ξ)

[
2pα

∫
dDw

wαwμ

w4[(p− w)2 −m2]
−
∫
dDw

wμ

w2[(p− w)2 −m2]

]}
.

Las integrales independientes a calcular son:

K(p) =

∫
dDw

1

w2[(p− w)2 −m2]
, (3.287)

Kμ(p) =

∫
dDw

wμ

w2[(p− w)2 −m2]
, (3.288)

Lαμ(p) =

∫
dDw

wαwμ

w4[(p− w)2 −m2]
. (3.289)

Hacemos el cambio de variable p− w = w′ en la integral (3.287), tal que,

K(p) =

∫
dDw′ 1

(w′2 −m2)(p− w′)2
, (3.290)

la cual hemos calculado [ver (2.29), (2.16)]. Entonces

K(p) = iπD/2 Γ(2 − D
2
)Γ(D

2
− 1)

Γ(D
2
)

(m2)
D
2
−2

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
. (3.291)

Usamos la formula (3.241), tal que:

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
=

(
1 − p2

m2

)D
2
−2

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
. (3.292)

Por lo tanto,

K(p) = −iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
(m2 − p2)

D
2
−2

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

p2

p2 −m2

)
. (3.293)

La integral (3.288) la escribimos de la siguiente manera:

Kμ(p) =

∫
dDw

wμ

w2[(p− w)2 −m2]
= apμ . (3.294)
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Entonces,

a =
1

p2

∫
dDw

w · p
w2[(p− w)2 −m2]

. (3.295)

Del hecho que w ·p = 1
2
[p2 +w2− (w−p)2], además de sumar y restar m2 en el numerador

de la integral obtenemos:

a =
1

2p2

[ ∫
dDw

1

w2 −m2
+ (p2 −m2)

∫
dDw

1

w2[(p− w)2 −m2]

]
. (3.296)

Por lo tanto,

Kμ(p) =
pμ

2p2

[ ∫
dDw

1

w2 −m2
+ (p2 −m2)

∫
dDw

1

w2[(p− w)2 −m2]

]
. (3.297)

Estas integrales ya las hemos calculado en el caṕıtulo 5 (ver para la primer integral (2.18)
y (2.29), (2.16) para la segunda integral). Finalmente, sea que escribimos Lμν(p) de la
siguiente manera:

Lαμ(p) =

∫
dDw

wαwμ

w4[(p− w)2 −m2]
= a

[
pμpν

p2
− 1

D
gμν

]
+ bgμν . (3.298)

Si multiplicamos por gμν esta integral obtenemos:

b =
1

D

∫
dDw

1

w2[(p− w)2 −m2]
= K(p) . (3.299)

Ahora multiplicamos (3.298) por pμpν , tal que,∫
dD (p · w)2

w4[(p− w)2 −m2]
= p2

[
a(D − 1)

a
+ b

]
, (3.300)

donde

(p · w)2 =
1

4
[p4 + w4 + (w − p)4 + 2p2w2 − 2w2(w − p)2 − 2p2(w − p)2] . (3.301)

Después de hacer algunas operaciones algebraicas y simplicando tenemos∫
dD (p · w)2

w4[(p− w)2 −m2]
=

=
1

4
(p2 −m2)

∫
dDw

1

w4[(p− w)2 −m2]
+

1

4

∫
dDw

1

w2 −m2

+
1

2
(p2 −m2)

∫
dDw

1

w2[(p− w)2 −m2]
. (3.302)

Todas estas integrales ya las hemos calculado (ver (2.34), (2.43) para la primer integral,
(2.18) para la segunda integral y (2.16), (2.29) para la tercera integral). Por lo tanto,
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conocemos que es Λμ
2 a un lazo en una norma y dimensión arbitaria lo mismo ocurre para

Λμ
3 puesto que Λμ

3 = Λμ
2(k ↔ p). Escribimos Λμ

2 expĺıcitamente como:

−iΛμ
2 =

2e2

(2π)D
pμ

{[
3

2
+
m2

2p2

][
− iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
(m2)

D
2
−2

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)]
+
iπD/2

2p2
Γ

(
1 − D

2

)
(m2)

D
2
−1 − (1 − ξ)

[
1

2p2
(p2 −m2)

[
− iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
×

(m2)
D
2
−2

2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
− (p2 −m2)

[
iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
(m2)

D
2
−3 ×

2F1

(
3 − D

2
, 2;

D

2
;
p2

m2

)]]]}
(3.303)

Simplificando y usando las formulas (3.242), (3.292), tenemos que Λμ
2 en norma y dimen-

sión arbitraria es:

Λμ
2 =

e2π2

(2π)D
pμ

{[
3 +

m2

p2

]
Q1(p) − πD/2−2

p2
Γ

(
1 − D

2

)
(m2)D/2−1

+(ξ − 1)

[
(p2 −m2)

p2
[Q1(p) + (p2 −m2)Q3(p)]

]}
(3.304)

De esta manera conocemos el vértice de 3-puntos Λμ a un lazo.

3.5. Sobre el Vértice No Perturbativo de 3-Puntos

La identidad de Ward-Green-Takahashi relaciona el vértice con el propagador escalar
de la siguiente manera:

qμΓμ(k, p) = S−1(k) − S−1(p) , (3.305)

la cual, hemos verificado explicitamente para la parte divergente del vértice a un lazo.
Esta identidad indica que el vértice completo contiene información del propagador escalar.
¿De qué manera podemos extraer esta información?. Para ver esto, podemos empezar con
la identidad de Ward que es la forma ĺımite (k → p) de la identidad 3.305:

∂

∂pμ

S−1(p) = Γμ(p, p) . (3.306)

Podemos verificar esta identidad para el inverso del propagador escalar a orden árbol,
S−1(p) = p2 −m2:

∂

∂pμ
[S−1(p)] =

∂

∂pμ
[p2] = 2pμ . (3.307)
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Por otra parte, Γμ(p, p) = 2pμ. Por lo tanto, la identidad de Ward obviamente se satisface
al orden árbol. La ecuación (3.305) nos permite dividir Γμ en dos partes,

Γμ(k, p) ≡ ΓL
μ(k, p) + ΓT

μ (k, p) , (3.308)

donde ΓT
μ (k, p) es llamado el vértice transversal y ΓL

μ(k, p) es llamado el vértice longitudi-
nal. El vértice transversal, por definición, satisface las siguientes propiedades:

qμΓT
μ (k, p) = 0 y ΓT

μ (p, p) = 0 . (3.309)

Entonces,
qμΓL

μ(k, p) = S−1(k) − S−1(p) . (3.310)

De esta manera ΓT
μ (k, p) queda completamente indeterminado. Usando estas propiedades

tenemos que:

ΓL
μ(p, p) =

∂

∂pμ
S−1(p) . (3.311)

Empleando la regla de la cadena obtenemos

ΓL
μ(p, p) =

∂p2

∂pμ

∂

∂p2
S−1(p) = 2pμ

∂

∂p2
S−1(p) . (3.312)

El vértice longitudinal satisface la propiedad de ser simétrico bajo el intercambio del
momento k y p, es decir, Γμ

L(k, p) = Γμ
L(p, k). Uno de los procedimientos más usados para

determinar el vértice longitudinal para momentos arbitarios es

pμ → 1

2
(kμ + pμ) y

∂S−1(p)

∂p2
→ S−1(k) − S−1(p)

k2 − p2
(3.313)

cuando k �= p. Entonces

Γμ
L(k, p) = (kμ + pμ)

S−1(k) − S−1(p)

k2 − p2
(3.314)

Por lo tanto,

Γμ(k, p) = (kμ + pμ)
S−1(k) − S−1(p)

k2 − p2
+ Γμ

T (k, p) . (3.315)

Sabemos que Γμ(k, p) se puede escribir únicamente en términos de kμ y pμ. Por lo tanto,
la expresión más general se puede escribir como

Γμ(k, p) = fkμ + gpμ (3.316)

o alguna combinación lineal de vectores kμ y pμ. La ecuación (3.314) nos sugiere escoger
una de estas como kμ + pμ. Por lo tanto Γμ

T necesita solo un vector para expanderse.
Podemos escribir

ΓT
μ (k, p) = τ(k2, p2, q2)Tμ(k, p) . (3.317)
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Siguiendo [10], escogemos
Tμ(k, p) = k · qpμ − p · qkμ (3.318)

Es fácil verificar que
qμT

μ(k, p) = 0 y T μ(k, p) = 0 . (3.319)

Por lo tanto

Γμ(k, p) = (kμ + pμ)
S−1(k) − S−1(p)

k2 − p2
+ τ(k2, p2, q2)[k · qpμ − p · qkμ] . (3.320)

La única función que nos queda indeterminada es la función τ . Si conocemos esta función
podemos saber todo sobre el vétice no perturbativo. Para el vértice a orden árbol la
función τ0 = 0, puesto que,

Γμ
0(k, p) = kμ + pμ , Γμ

0L(k, p) = kμ + pμ , ⇒ Γμ
0T (k, p) = 0 . (3.321)

El conocimiento de τ a un lazo nos puede guiar a sus posibles estructuras no perturbativas.
Esto se obtiene de la siguiente manera:

τ1−lazo[k · qpμ − p · qkμ] = Γ1−lazo
μ − S−1

1−lazo(k) − S−1
1−lazo(p)

k2 − p2
(kμ + pμ) . (3.322)

Ya que conocemos S−1
1−lazo y Γ1−lazo

μ , podemos calcular τ1−lazo.

3.5.1. El Vértice Longitudinal a un Lazo

Hemos obtenido que el propagador inverso a un lazo en norma y dimensión arbitraria
es [ver la ecuación (2.45)]:

S−1(p) = p2 −m2 − e2

(2π)D
πD/2(m2)

D
2
−1Γ

(
1 − D

2

)
×{

1 − 2
(m2 + p2)

m2 2F1

(
2 − D

2
, 1;

D

2
;
p2

m2

)
+(1 − ξ)

(m2 − p2)2

m4 2F1

(
3 − D

2
, 2;

D

2
;
p2

m2

)}
. (3.323)

Transformamos las funciones hipergeometricas de esta ecuación usando las fórmulas (3.242)
y (3.292) y usando la ecuación (3.314) tenemos que el vértice longitudinal a un lazo en
norma y dimensión arbitraria es:

Γμ
L(k, p) = (kμ + pμ)

e2π2

(2π)D(k2 − p2)

{
2Q1(k)(m

2 + k2) − 2Q1(p)(m
2 + p2)

+(1 − ξ)[(m2 − p2)2Q3(p) − (m2 − k2)2Q3(k)]

}
. (3.324)

109



A continuación vamos a calcular el vértice transversal.

3.5.2. El Vértice Transversal a un Lazo

El vértice transversal a un lazo en norma y dimensión arbitraria es:

Γμ
T (k, p) = T μ(k, p)τ(k2, p2, q2) , (3.325)

donde

τD,ξ,m =
e2π2

2(2π)DΔ2

{
(k2 − 2m2 + p2 − 4k · p)[−K̃0 + (m2 + k · p)I0]

+
2Q1(p)

k2 − p2

[
p2(p2 − 3k · p) + k2(k · p− 3p2) − 2m2(p2 + k · p)

]
−2Q1(k)

k2 − p2

[
k2(k2 − 3k · p) + p2(k · p− 3k2) − 2m2(k2 + k · p)

]
+(ξ − 1)(m2 − k2)(m2 − p2)

[
I0 − (k · p+m2)J0

− 2Q3(p)

k2 − p2
(k · p+ p2) +

2Q3(k)

k2 − p2
(k · p+ k2)

]}
. (3.326)

Podemos observar que esta función depende únicamente de las funciones Q1 y Q3 puesto
que Q2 y Q4 dependen de estas dos primeras. Para esto hemos usado las siguientes rela-
ciones entre funciones hipergeometricas[23]:

c(1 − z)F (a, b; c; z) − cF (a, b− 1; c; z) + (c− a)zF (a, b; c + 1; z) = 0 (3.327)

F (a, b; c+ 1; z) =
1

z(c− a)
[cF (a, b− 1; c; z) − c(1 − z)F (a, b; c; z)] . (3.328)

Sea a = 2 −D/2, b = D/2, c = D/2 y z = k2/(k2 −m2), tal que:

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 1;

k2

k2 −m2

)
=

D

2(D − 2)

[(
1 − m2

k2

)
2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

k2

k2 −m2

)
+

(
m2

k2 −m2

)
2F1

(
2 − D

2
,
D

2
;
D

2
;

k2

k2 −m2

)]
. (3.329)
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La última función hipergeometrica es igual a la siguiente función:

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
;
D

2
;

k2

k2 −m2

)
=

(
k2 −m2

k2

)2−D
2

(
− m2

k2

)D
2
−2

. (3.330)

Sustituyendo (3.330) en (3.329) y simplificando tenemos que la función Q2(k) es:

Q2(k) = −1

2

[(
1 − m2

k2

)
Q1(k) + πD/2−2Γ

(
1 − D

2

)
(m2)D/2−1

k2

]
. (3.331)

De manera semejante obtenemos que la función Q4(k) es:

Q4(k) =
1

2

[(
1 − m2

k2

)
Q3(k) +

1

k2
Q1(k)

]
. (3.332)

Ahora tomamos el ĺımite m = 0 en la ecuación (3.326), tal que:

τD,ξ,m=0 =
e2π2

2(2π)DΔ2

{
(k2 + p2 − 4k · p)[(k · p)I0 − K̃0]

− 2Q1(p)

k2 − p2
[p4 − 3(k2 + k · p)p2 + k2(k · p)]

+
2Q1(k)

k2 − p2
[k4 − 3(p2 + k · p)k2 + p2(k · p)]

+(ξ − 1)k2p2

[
I0 − (k · p)J0

− 2Q3(p)

k2 − p2
(k · p+ p2) +

2Q3(k)

k2 − p2
(k · p+ k2)

]}
(3.333)

En el caso masivo y D = 3 obtenemos:
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τD=3,ξ,m =
e2

16πΔ2

{
(k2 − 2m2 + p2 − 4k · p) ×[

(m2 + k · p)I0 − 2I(−q
2

4
)

]
+ 4(k2(k2 − 3k · p) − 2(k2 + k · p)m2

+(k · p− 3k2)p2)
I(−k2)

(k2 − p2)
− 4(k2(k · p− 3p2) + p2(p2 − 3k · p)

−2m2(k · p+ p2))
I(−p2)

(k2 − p2)
+ (ξ − 1)(m2 − k2)(m2 − p2)

[
I0

− 4m(k2 + k · p)
(k2 −m2)2(k2 − p2)

+
4m(p2 + k · p)

(m2 − p2)2(k2 − p2)
− 1

χ

[
2(m2 + k · p) ×(

I0
2

(m2 + k · p)q2 +m

(
(k2 −m2)q2 − (k2 +m2)(k2 − p2)

(k2 −m2)2

−k
2 − p2 + q2

m2 − p2

))]]}
, (3.334)

donde

I(−k2) =
1√−k2

arctan

√
− k2

m2
, (3.335)

I(−q2/4) =
2√
−q2

arctan

√
− q2

4m2
. (3.336)

En el caso no masivo y D = 3 obtenemos:

τD=3,ξ,m=0 =
e2

8Δ2

{
− p4 − 3(k2 + k · p)p2 + k2(k · p)√

−p2(k2 − p2)

+
k4 − 3(p2 + k · p)k2 + p2(k · p)√−k2(k2 − p2)

−(k2 + p2 − 4k · p)
(

1√
−q2p2k2

+
1√
−q2

)
+(ξ − 1)

Δ2√
−q2p2k2

}
. (3.337)

Usando
√−k2 = k,

√
−p2 = p,

√
−q2 = q tenemos:
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τD=3,ξ,m=0 = e2
k2 + 2qk + p2 + 2pq

2kp(k + p)q(k + p+ q)
+ (ξ − 1)

e2

8qpk
(3.338)

En el caso masivo y D = 4 − 2ε obtenemos:

τD=4−ε,ξ,m =
α

8πΔ2

{
(k2 − 2m2 + p2 − 4k · p)[(m2 + k · p)I0 + 2S]

+
2L

k2 − p2

(
p2(p2 − 3k · p) + k2(k · p− 3p2) − 2m2(p2 + k · p)

)
− 2L′

k2 − p2

(
k2(k2 − 3k · p) + p2(k · p− 3k2) − 2m2(k2 + k · p)

)
+(ξ − 1)(m2 − k2)(m2 − p2)

[
I0 − 2

χ
(k · p+m2)

(
− q2S

+
p2[(p2 −m2)q2 + 2m2(k2 − p2)]L

(p2 −m2)2
+
k2[(k2 −m2)q2 − 2m2(k2 − p2)]L′

(k2 −m2)2

)
+2

(k · p+ p2)(p2 +m2)

(k2 − p2)(p2 −m2)2
L− 2

(k · p+ k2)(k2 +m2)

(k2 − p2)(k2 −m2)2
L′

]}
(3.339)

En el caso no masivo y D = 4 − 2ε obtenemos:

τD=4−ε,ξ,m=0 =
α

8πΔ2

{
(k2 + p2 − 4k · p)

(
k · pI0 + ln

q4

p2k2

)
+

(k2 + p2)q2 − 8p2k2

p2 − k2
ln
k2

p2
+ 2(ξ − 1)k2p2

[
I0
2

+
p2(k2 + k · p) ln(−p2)

k2 − p2

−k
2(p2 + k · p)
k2 − p2

ln(−k2) + k · p ln(−q2)

]}
(3.340)

3.5.3. Técnica de Delbourgo

Hemos visto que
Γμ(k, p) = Γμ

L(k, p) + Γμ
T (k, p) (3.341)
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Podemos trabajar con una base de vectores diferentes:

P =
1

2
(k + p) , q = k − p (3.342)

Entonces
Γμ(P, q) = Γμ

L(P ) + Γμ
T (P, q) (3.343)

Para calcular Γμ
T , necesitamos únicamente identificar el coeficiente de qμ en Γμ(P, q). Por

ejemplo para el vértice Λμ
1 tenemos que

−ieΛμ
1 = −e3

∫
dDw

(2π)D

(2p− w)α(k + p− 2w)μ(2k − w)β

w4[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
[w2gαβ + (1 − ξ)wαwβ](3.344)

Eliminando el término k + p en el numerador y tomando ξ = 1 obtenemos:

−ieΛμ
1 = 2e3

∫
dDw

(2π)D

wμ(4p · k − 2k · w − 2p · w + w2)

w2[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
(3.345)

(3.346)

Eliminando el término w2 en el numerador puesto que R
(1)
μ = (k + p)μR

(0). Entonces

−ieΛμ
1 = 2e3

∫
dDw

(2π)D

wμ(4p · k + (k − w)2 − k2 − w2 + (p− w)2 − p2 − w2)

w2[(p− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]
(3.347)

Eliminando w2 en el numerador y simplificando tenemos

−ieΛμ
1 =

2e3

(2π)D
{[4k · p− k2 − p2 + 2m2]Iμ +Kμ(p) +Kμ(k)} (3.348)

Además

−ieΛμ
2 =

2e2

(2π)D
[2pμK(p) −Kμp)] (3.349)

−ieΛμ
3 =

2e2

(2π)D
[2kμK(k) −Kμ(k)] (3.350)

Por lo tanto, para calcular Λμ = Λμ
1 +Λμ

2 +Λμ
3 solamente necesitamos calcular las integrales

Iμ, Kμ(k) y K(k). Antes necesitamos calcular las integrales R(0), I, Iμ y Iμν en la norma
de Feynman. Usando esta técnica obtenemos el mismo resultado que antes. Podŕıamos
tratar de encontrar el vértice transverso al nivel de dos lazos usando esta técnica. Algunos
diagramas a calcular del vértice de 3 puntos son:
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Para el diagrama

μ
α

λ

β

σ
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,

,
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Usando reglas de Feynman obtenemos

−ieΛμ = e5
∫

dDw1

(2π)D

∫
dDw2

(2π)D

[k + p− 2w1 − w2]
μ[2p− w1]λ

[(p− w1 − w2)2 −m2]
×

[2p− 2w1 − w2]α[2k − 2w1 − w2]β[2k − w1]σ
[(k − w1 − w2)2 −m2][(p− w1)2 −m2][(k − w1)2 −m2]

×[
− gαβ

w2
2

+ (1 − ξ)
wα

2w
β
2

w4
2

][
− gλσ

w2
1

+ (1 − ξ)
wλ

1w
σ
1

w4
1

]
(3.351)
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Eliminando el término k+p del numerador se puede simplificar un poco el cálculo de este
vértice.

3.5.4. El Vértice Transverso No Perturbativo

La expresión a un lazo para τ(k2, p2, q2) es una gúıa a sus posibles formas en el régimen
de acoplamiento fuerte. Cualquier ansatz no perturbativo para el vértice transverso debeŕıa
reducir el resultado perturbativo evaluado anteriormente. Las ecuaciones (2.45) y (3.326)
sugieren que τ debeŕıa tener la forma general para e2 como :

τD,m(k2, p2, q2) =
1

4Δ2

[S−1(k, ξ = 1) − S−1(p, ξ = 1)]

[(m2 + k2)Q1(k) − (m2 + p2)Q1(p)]
×{

(k2 − 2m2 + p2 − 4k · p)
[
−K̃0(k − p) + (m2 + k · p)I0

]
+

2Q1(p)

k2 − p2

[
p2(p2 − 3k · p) + k2(k · p− 3p2) − 2m2(p2 + k · p)]

−2Q1(k)

k2 − p2

[
k2(k2 − 3k · p) + p2(k · p− 3k2) − 2m2(k2 + k · p)]}

+
1

2Δ2

[S−1(k, ξ − 1) − S−1(p, ξ − 1)]

[(m2 − k2)2Q3(k) − (m2 − p2)2Q3(p)]
(m2 − k2)(m2 − p2) ×{

I0 − (k · p+m2)J0 − 2Q3(p)

k2 − p2
(k · p+ p2) +

2Q3(k)

k2 − p2
(k · p+ k2)

}
.

(3.352)

La notación significa que S(p, ξ = 1) es el propagador escalar en la norma de Fermi-
Feynman, mientras que, S(p, ξ − 1) es el coeficiente del propagador escalar proporcional
a (ξ − 1). Por construcción, esta expresión reproduce el vértice transverso a un lazo en
el régimen de acoplamiento débil. En dimensiones especificas y para el caso no masivo,
este se simplifica. Por supuesto su forma no es única pero quiza esta es la extensión no
perturbativa cercana más simple de nuestros resultados para algún ξ y D. Nosotros esper-
amos que un cálculo idéntico a dos lazos nos ayudará a encontrar una mejor estructura
exacta. Debido a la ausencia de las matrices de Dirac, este cálculo a dos lazos es una tarea
formidable no como para QED espinorial y QCD.

3.5.5. Las Identidades Transversas de Takahashi

La ecuación (3.352) es efectivamente una identidad de Ward asociando el vértice
transverso al propagator escalar. Hemos estado intentando encontrar relaciones formales
de este tipo. Y. Takahashi, [24], descubrió que son llamadas identidades transversas cuyas
implicaciones para el vértice han sido examinadas para QED espinorial, [25, 26, 27, 28].
En el caso de SQED, como hay justamente una cantidad desconocida que permanece
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indeterminada por la convencional identidad de WFGTI, esta es tentativamente a en-
contrarse por una identidad transversa de Takahashi, esperando poder ser determinado
el vértice de 3 puntos más realisticamente. Debeŕıamos notar que la forma general del
vértice (3.320) demuestra que el coeficiente transverso contribuye a ambas bases de vec-
tores Pμ = (p + k)μ y qμ = (k − p)μ. El rotacional del vértice qμΓν − qνΓμ eliminará la
componente de Γ proporcional a q, quedandonos con mezcla cinématica qμPν − qνPμ,
multiplicando los coeficientes

S−1)(p) − S−1(k)

p2 − k2
+ q2τ(p2, k2, q2)/2,

que es d́ıficil manejar. Sin embargo la misma combinación cinématica puede también
ser obtenida formando el ‘rotacional modificado’ PμΓν − PνΓμ; este tiene la ventaja de
eliminar la parte longitudinal de Γ y brindarnos únicamente τ . Sugerimos que las nuevas
identidades que involucran el rotacional modificado son más apropiadas y demostrarán
más desarrollo para SQED.
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Caṕıtulo 4

El Vértice de Cuatro Puntos

4.1. Notation

Como ejercicio de calentamiento, en este caṕıtulo dedicaremos a la metodoloǵıa para
calcular las integrales de la función de 4 puntos.

Identidades de Integración Por Partes (IIPP).

Técnica de Mellin-Barnes para resolver integrales.

Comenzamos por establecer la notación. La topoloǵıa con la que vamos a trabajar es la
que se muestra en la figura 4.1. Esto es, cada uno de los propagadores es etiquetado por
un entero y lleva un momento especifico que satisface la conservación del momento. Esto

p

k

p
1

k 1

p − w

q − w

k − w

w

Figura 4.1: Diagrama para la caja off-shell a un lazo.
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se puede verificar con la siguiente definición de los propagadores:

A1 = (p− w)2 −m2
1

A2 = w2 −m2
2

A3 = (k − w)2 −m2
3

A4 = (q − w)2 −m2
4 (4.1)

donde q = k + k1 y w es el momento del lazo.

4.2. Representación Parámetrica para Integrales de

Lazo

Las dos representaciones parametricas que pueden ser usadas son

1. Parametros de Feynman Esta representación se basa en la idea de Feynman, esto
es, expresar un conjunto de propagadores como integrales sobre parametros asignado
a cada propagador. La relación entre esos parametros es preescrita por una función
delta aśı que la integración es sobre una unidad de longitud, y normalizada por un
radio de funciones de Γ. La preescripción es la siguiente:

1

Aν1

1 ...A
νn
n

= Γ(N)

[
n∏

i=1

1

Γ(νi)

∫ 1

0

dxi x
νi−1
i

]
δ

(
1 −

n∑
i=1

xi

)(
n∑

i=1

xiAi

)−N

(4.2)

con

N =

n∑
i=1

νi.

2. Parametros de Schwinger Esta representación se basa en la propuesta de Schwinger,
es decir, usar la función exponencial, en lugar de la función δ para expresar un propa-
gador como una integral sobre algún parametro. Esta vez la integración es sobre un
intervalo infinito y para un solo propagador esto es:

1

Aνi

i

=
(−1)νi

Γ(νi)

∫ ∞

0

dxi x
νi−1
i exp (xiAi) , (4.3)

entonces,para un número arbitrario de propagadores tenemos

1

Aν1

1 ...A
νn
n

=

[
n∏

i=1

(−1)νi

Γ(νi)

∫ ∞

0

dxi x
νi−1
i

]
exp

(
n∑

i=1

xiAi

)
. (4.4)

Ambas formas parametricas nos permiten escribir los propagadores en el denominador
como un polinomio que puede ser usado para integrar sobre el momento del lazo con un
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simple cambio de variables. El polinomio, para la integral de un lazo, tiene la siguiente
estructura

n∑
i=1

xiAi = aw2 + 2b · w + c, (4.5)

donde hemos tomado aparte la actual estructura interna de los propagadores de las difer-
entes contribuciones. Precisamente, a es la suma de los parametros asociados con los
propagadores que contribuyen al w-lazo. Los tensores bμ nos dan la contribución de los
términos como pi ·w, donde pi puede ser alguno de los momentos externos. Por último, los
términos c tienen toda la dependencia de los momentos externos al cuadrado. En todos
estos términos siempre tenemos una dependencia lineal en los parametros xi. Por ahora,
tenemos una idea de la estructura de esos términos que puede ser leida la estructura de los
polinomios en la ecuación (4.5), de la actual gráfica asociada con estos. Sea que extraemos
la estructura de los polinomios asociados con el diagrama general planar mostrado en la
fig.(4.1), cuya integral involucra los siguientes propagadores

Términos contribuyentes :
Propagador a bμ c

A1 = (p− w)2 −m2
1 w2 −2p · w p2 −m2

1

A2 = w2 −m2
2 w2 −m2

2

A3 = (k − w)2 −m2
3 w2 −2k · w k2 −m2

3

A4 = (q − w)2 −m2
4 w2 −2q · w q2 −m2

4

Por lo tanto tendremos

a = x1 + x2 + x3 + x4,

bμ = −(x1 p
μ + x3 k

μ + x4 q
μ), (4.6)

c = x1(p
2 −m2

1) − x2m
2
2 + x3(k

2 −m2
3) + x4(q

2 −m2
4),

para el polinomio asociado con la integral planar general de la ecuación (??).

4.3. Cambio de las Integrales Escalares y Tensoriales

Con esto en mente, podemos aplicar cualquiera de las dos parametrizaciones para una
integral arbitraria a un lazo

ID[ν1, ..., νn] =

∫
dDw

iπ
D
2

1

Aν1

1 · · ·Aνn
n

,

y usando la estructura de los polinomios podemos resolver la integración con respecto
al lazo del momento. Podemos hacer esto fácilmente con el siguiente cambio general de
variables,

wμ → W μ − 1

a
bμ, (4.7)
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Si aplicamos este cambio de variables a el lado izquierdo de la ecuación (4.5), efectivamente
diagonalizan el polinomio (completando los cuadrados del lazo de momento) y tenemos

n∑
i=1

xiAi = aw2 + 2b · w + c

= aW 2 + Δ, (4.8)

donde,

Δ =
ac− b2

a
=
Q

P
(4.9)

y
P = a. (4.10)

Entonces

Q =
{

(x1 + x2 + x3 + x4) [x1(p
2 −m2

1) − x2m
2
2 + x3(k

2 −m2
3) + x4(q

2 −m2
4)]

−2 (x1x3 k · p+ x1x4 p · q + x3x4 k · q)
− (x2

1 p
2 + x2

3 k
2 + x2

4 q
2
) }

(4.11)

P = x1 + x2 + x3 + x4 (4.12)

En cualquier caso, de acuerdo a lo que hemos discutido, nuestra integral arbitraria de la
ecuación (4.7) puede ser escrita de dos maneras. Si usamos la preescripción de Feynman,

ID[νi, ..., νn] = Γ(N)

[
n∏

i=1

1

Γ(νi)

∫ 1

0

dxi x
νi−1
i

]
δ

(
1 −

n∑
i=1

xi

)

×
∫

dDW

iπ
D
2

(
aW 2 + Δ

)−N
(4.13)

y si usamos la preescripción de Schwinger,

ID[νi, ..., νn] =

[
n∏

i=1

(−1)νi

Γ(νi)

∫ ∞

0

dxi x
νi−1
i

]

×
∫
dDW

iπ
D
2

exp
(
aW 2 + Δ

)
. (4.14)

Ahora, la dependencia en el lazo de momento es solamente a través de su magnitud,
aśı podemos integrar sobre este. Realizando la rotación de Wick e integrando sobre el
momento del lazo. Nos quedamos con las integraciones parametricas sobre las estructuras
de Q y P , que pueden ser reconstruidas directamente de la gráfica (usando a, bμ y c) a la
integral que es asociada. Por lo tanto, la integración de lazo resultante es

ID[ν1 . . . νn] =

(
n∏

i=1

(−1)νi

Γ(νi)

∫ 1

0

dxix
νi−1
i

)
δ

(
1 −

n∑
i=1

xi

)
× Γ(N −D) PN−D QD/2−N , (4.15)
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en la preescripción de Feynman, mientras que en la preescripción de Schwinger, tenemos

ID[ν1 . . . νn] =

(
n∏

i=1

(−1)νi

Γ(νi)

∫ ∞

0

dxix
νi−1
i

)
× 1

PD/2
exp

(
Q

P

)
. (4.16)

Esta última expresión puede ser reescrita como:

ID[ν1 . . . νn] =

∫
Dx

1

PD/2
exp

(
Q

P

)
(4.17)

donde ∫
Dx =

n∏
i=1

(−1)νi

Γ(νi)

∫ ∞

0

dxix
νi−1
i .

Y, cuando tenemos integrales tensoriales, necesitaremos identidades como,∫
dDW

iπ
D
2

W μ exp
(
aW 2

)
= 0,∫

dDW

iπ
D
2

W μW ν exp
(
aW 2

)
= − 1

2a
gμν 1

aD/2
, (4.18)∫

dDW

iπ
D
2

W μW νW ρW σ exp
(
aW 2

)
=

1

4a2
{gμνgρσ + gμρgνσ + gμσgνρ} 1

aD/2

Aśı, como un ejemplo concreto, consideremos la integral tensorial asociada con wμ

ID[ν1 . . . νn]{wμ} =

∫
Dx

∫
dDW

iπ
D
2

{
W μ − bμ

a

}
exp

(
aW 2 +

Q

P

)
=

∫
Dx

bμ

a

1

PD/2
exp

(
Q

P

)
(4.19)

pero, recordemos que a = P , aśı que,

ID[ν1 . . . νn]{wμ} =

∫
Dx

bμ

P (D+2)/2
exp

(
Q

P

)
(4.20)

Vamos a ver la respuesta que nos proporciona la integración. Conocemos que los términos
a, bμ y c, tienen dependencia lineal en los parametros de Schwinger xi. Entonces, podemos
absorber los factores extra de xi (viniendo de a, bμ, c) y P en los términos ya presentes.
Notemos que tendremos dos tipos de modificaciones en nuestro integrando

1. potencias extra en los parametros de Schwinger

xνi−1
i

Γ(νi)
xi︸︷︷︸

de bμ

→ νi
xνi

i

Γ(νi + 1)
∼ νii

+
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2. y dimensiones extras

1

PD/2

1

P︸︷︷︸
from 1

a

→ 1

P (D+2)/2
∼ d+.

asi que 1/P = 1/a actua como un aumento en la dimensión

1

P
=⇒ d+, P =⇒ d− = ν11

+ + ν22
+ + ν33

+ + ν44
+ (4.21)

donde
d±ID[ν1, ν2, ..., νn] ∼ ID±2[ν1, ν2, ..., νn]. (4.22)

En resumen, el término bμ es lineal en los parametros de xi, aśı que el cambio de potencias
actual ocurrirá en un propagador una vez. La integral en la ecuación (4.20) será una suma
de integrales con una estructura similar, esquematicamente

ID[ν1, ..., νi, ..., νn]{wμ} ∼
∑

νi I
D+2[ν1, ..., νi+1, ..., νn]{pμ

k}. (4.23)

Aśı hemos escrito nuestras integrales tensoriales en términos de una suma de integrales
que tienen potencias y dimensiones extra en los propagadores. Este procedimiento puede
ser aplicado a integrales con cualquier número de tensores en el numerador, todo lo que
necesitamos es aplicar el cambio de variables dado por wμ.

4.3.1. Reducción de Integrales Escalares Usando Identidades de

Integración por Partes

En este momento, cualquier integral tensorial a un lazo puede ser escrita como inte-
grales escalares con potencias y dimensiones extra en los propagadores. Ahora necesitamos
un procedimeinto para reducir estas potencias y dimensiones, para ser capaz de identificar
que integrales escalares necesitamos calcular, y siempre que podemos hacer esto, podemos
tener el resultado para cualquier otra integral escalar. Para lograr esto, construiremos un
sistema de 4 identidades de Integración por Partes (IBP), comenzando de la siguiente
identidad: ∫

dDw

iπ
D
2

∂

∂wμ

[
Aμ

i

Aν1

1 A
ν2

2 A
ν3

3 A
ν4

4

]
≡ 0. (4.24)
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donde i = 1, 2, 3, 4 las definiciones de los propagadores son aquellos presentados en la
sección previa. Aplicando la derivada obtenemos las siguientes 4 identidades:[

(p2 −m2
1 −m2

2)ν11
+ + (k2 −m2

2 −m2
3)ν33

+ + (q2 −m2
2 −m2

4)ν44
+
]
ID

= (D − ν1 − 2ν2 − ν3 − ν4)I
D +

[
(ν11

+ + ν33
+ + ν44

+)2−
]
ID,

(4.25)[
(p2 −m2

1 −m2
2)ν22

+ + [(k − p)2 −m2
1 −m2

3]ν33
+ + [(q − p)2 −m2

1 −m2
4]ν44

+
]
ID

= −(D − 2ν1 − ν2 − ν3 − ν4)I
D +

[
(ν22

+ + ν33
+ + ν44

+)1−
]
ID,

(4.26)[
[(k − p)2 −m2

1 −m2
3]ν11

+ + (k2 −m2
2 −m2

3)ν22
+ + [(q − k)2 −m2

3 −m2
4]ν44

+
]
ID

= −(D − ν1 − ν2 − 2ν3 − ν4)I
D +

[
(ν11

+ + ν22
+ + ν44

+)3−
]
ID,

(4.27)[
[(q − p)2 −m2

1 −m2
4]ν11

+ + (q2 −m2
2 −m2

4)ν22
+ + [(q − k)2 −m2

3 −m2
4]ν33

+
]
ID

= −(D − ν1 − ν2 − ν3 − 2ν4)I
D +

[
(ν11

+ + ν22
+ + ν33

+)4−
]
ID.

(4.28)

Notemos que este sistema se ve como el siguiente sistema de ecuaciones

(p2 −m2
1 −m2

2)X + (k2 −m2
2 −m2

3)Z + (q2 −m2
2 −m2

4)W = A

(p2 −m2
1 −m2

2)Y + [(k − p)2 −m2
1 −m2

3]Z + [(q − p)2 −m2
1 −m2

4]W = B

((k − p)2 −m2
1 −m2

3)X + (k2 −m2
2 −m2

3)Y + [(q − k)2 −m2
3 −m2

4]W = C

((q − p)2 −m2
1 −m2

4)X + (q2 −m2
2 −m2

4)Y + [(q − k)2 −m2
3 −m2

4]Z = D

(4.29)

donde {X = ν11
+, Y = ν22

+, Z = ν33
+,W = ν44

+} (representa integrales con potencias
extras en los propagadores) y {A,B,C,D} son integrales con potencias menos y pinchings.
Este sistema es fácilmente invertido aśı que terminamos con cuatro identidades de IBP
que pueden reducir o bajar las potencias de propagadores, esquematicamente

νii
+ ID = c0I

D +
[
c11

− + c22
− + c33

− + c44
−
]
ID

donde i = 1, 2, 3, 4 y los {ci} son coeficientes que dependen de razones de polinomios
de los momentos externos {p2, k2, q2, (k − p)2, (q − p)2, (q − k)2}. En el caso en el que
m1 = m2 = m3 = m4 = m. El sistema de ecuaciones (4.29) se reduce a:

(p2 − 2m2)X + (k2 − 2m2)Z + (q2 − 2m2)W = A

(p2 − 2m2)Y + [(k − p)2 − 2m2]Z + [(q − p)2 − 2m2]W = B

((k − p)2 − 2m2)X + (k2 − 2m2)Y + [(q − k)2 − 2m2]W = C

((q − p)2 − 2m2)X + (q2 − 2m2)Y + ((q − k)2 − 2m2)Z = D

(4.30)
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1

1

11 +      + +

=(q −p) + q2 + (q −k)22

Figura 4.2: Representación diagramatica de una de las Identidades de Integración Por
Partes (IIPP) para el caso m = 0 y νi = 1 para i = 1, · · · , 4.

Aśı mismo, para el caso m = 0 tenemos que:

p2X + k2Z + q2W = A

p2Y + (k − p)2Z + (q − p)2W = B

(k − p)2X + k2Y + (q − k)2W = C

(q − p)2X + q2Y + (q − k)2Z = D

(4.31)

Si hacemos una representación diagramatica de este sistema de ecuaciones. Sea por ejem-
plo, que tomamos la última ecuación de este sistema en el caso en que νi = 1 para
i = 1, · · · , 4. Entonces tendŕıamos que calcular los diagramas que se muestran el la figura
4.2 donde los puntos significan una potencia más en el propagador. Se puede hacer una
representación diagramatica similar para el resto de las Identidades de Integración Por
Partes (IIPP). Para el caso m = 0 tenemos que la solución al sistema queda de la siguiente
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forma:

X =
1

χ
(Dk2(−k2(p · q) + p2(k · q − q2) + q2(k · p)) + A(k2 − 2k · q + q2)(−p2(k · q)

+k2(p · q) − k2q2 + q2(k · p)) + q2(Bk2(k2 − 2k · q + q2) + C(−k2p2 + p2(k · q)
+k2(p · q) − q2(k · p)))) , (4.32)

Y =
1

χ
((Bk2 − Cp2 − 2B(k · q) + 2(p · q))(−p2(k · q) + k2(p · q)) − (B(k4

+(p2 + 2(k · p))k · q − k2(k · p− 2k · q + p · q)) + C(p4 + (k2 + 2k · p)(p · q)
−p2(k · p+ k · q + 2p · q)))q2 − (Bk2 + Cp2 − (B + C)k · p)q4 + A(k2 + p2

−2k · p)(k2 − 2k · q + q2)(p2 − 2p · q + q2) +D(k2 + p2 − 2k · p)(p2k · q
+k2(−p2 + p · q) − q2(k · p))) , (4.33)

Z =
1

χ
(A(p2 − 2p · q + q2)(−k2(p · q) + p2(k · q − q2) + q2(k · p)) +Dp2(−p2(k · q)

+k2(p · q) − k2q2 + q2(k · p)) + q2(Cp2(p2 − 2p · q + q2) +B(−k2p2 + p2(k · q)
+k2(p · q) − q2(k · p)))) , (4.34)

W =
1

χ
(Dk2p2(k2 + p2 − 2k · p) − (Bk2 − Cp2)(−p2k · q + k2(p · q)) − ((B + C)k2p2

−(Bk2 + Cp2)k · p)q2 + A(k2 + p2 − 2k · p)(p2(k · q) + k2(−p2 + p · q)
−q2(k · p))) , (4.35)

donde

χ = 2(p4((k · q)2 − k2q2) + ((p · q)k2 − q2(k · q))2 − p2(k4q2 + 2(k · p)(k · q)q2

+k2(2(k · q)(p · q) − 2(k · p+ k · q + p · q)q2 + q4))) . (4.36)

A continuación vamos a discutir la técnica de Mellin-Barnes.

4.4. Representación de Mellin-Barnes

Una vez que tenemos una integral en la prescripción de Feynman podemos integrar
sobre los parámetros usando el método de Mellin-Barnes que se basa en la representación
de una potencia de una suma sobre el contono de la integral. En el caso de una suma de
dos términos con potencia arbitraria,

(A1 + A2)
−N =

1

2πi

∫ +i∞

−i∞

dξAξ
1A

−N−ξ
2

Γ(−ξ)Γ(N + ξ)

Γ(N)
, (4.37)

donde hemos introducido una variable compleja ξ y el contorno de integración separa los
polos de las funciones Γ como se muestra en la figura 6.2. A1,2 son números complejos
tal que | arg(A1) − arg(A2) < π|. Esta identidad puede ser generalizada a un número
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B > A

,,,,,,

,,,,,,

A > B

, , ,,,

Figura 4.3: El contorno de interación para las integrales de Mellin-Barnes separa los polos
de Γ(· · ·−u) y los de Γ(· · ·+u). Cerramos el contorno hacia la izquierda o hacia la derecha
escogiendo una de las dos series de residuos.

arbitrario de términos para la suma y ser aplicada para convertir el término QD−N de la
representación de Feynman, en un producto de integrales sobre variables complejas. Por
iteración de la misma fórmula tenemos que

(A1 + · · ·+ Am)−N =
1

(2πi)m−1

∫ i∞

−i∞

dξ1 · · · dξm−1A
ξ1
1 · · ·Aξm−1

m−1A
−N−ξ1−···−ξm−1

m

×Γ(−ξ1) · · ·Γ(−ξm−1)Γ(N + ξ1 + · · ·+ ξm−1)

Γ(N)
. (4.38)

Podemos ver que el integrando tiene polos para ξ = n (rama positiva) y para ξ = −N −n
(rama negativa), con n = 0, 1, 2, · · · Si decidimos cerrar el contorno a la derecha. En este
caso, sumamos unicamente la primer serie de residuos. Estamos en posición de emplear
el teorema del residuo de Cauchy∮

dyf(y) = 2πi
∑

i

Res{f(yi)} . (4.39)

La única cosa que necesitamos conocer es el residuo de la función Γ en −n = 0,−1,−2, · · · .

Res{Γ(−x)}x=n = Res{Γ(x)}x=−n

= Res{Γ(y − n)}y=0

= Res{Γ(y − n− 1)!}y=0

= Res{ Γ(y + 1)

y(y − 1) · · · (y − n)
}y=0

=
(−1)n

n!
(4.40)

127



donde hemos usado la propiedad básica de la función Γ

xΓ(x) = Γ(1 + x) . (4.41)

Sumando todos los residuos obtenemos:

1

2πi

∫ i∞

−i∞

dξAξ
1A

−N−ξ
2

Γ(−ξ)Γ(N + ξ)

Γ(N)

= A−N
2

∞∑
n=0

Γ(N + n)

Γ(N)

(−A1/A2)
n

n!

= A−n
2

(N, n)

n!
(−A1/A2)

n , (4.42)

que es la expansión de Taylor de (A1 + A2)
−N alrededor de A1 = 0. Un resultado similar

puede ser obtenido cuando cerramos el contorno a la izquierda. En la siguiente sección
aplicaremos esta técnica para evaluar el triangulo no masivo.

4.4.1. Representación de Mellin-Barnes para el Triangulo no

Masivo

Consideremos el caso del triangulo no masivo como se muestra en la figura 4.4, tal
que,

A1 = (p− w)2 ,

A2 = w2 ,

A3 = (k − w)2 . (4.43)

En este caso la ecuación (4.11) se reduce a la siguiente forma:

Q = x1x2p
2 + x1x3(p− k)2 + x2x3k

2 . (4.44)

Empleamos la siguiente notación por conveniencia:

f12 = p2

f13 = (p− k)2

f23 = k2 . (4.45)
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A

A

A

k

p

1

2

3

q=(p −k)

Figura 4.4:

Entonces la representación de Mellin-Barnes para el triangulo conm1 = m2 = m3 = m = 0
es:

Jm=0
� =

(−1)D/2Γ(N −D/2)∏
i Γ(νi)

∫ 1

0
(
∏

i dxix
νi−1
i )δ(1 −∑i xi)

[f12x1x2 + f13x1x3 + f23x2x3]
N−D

2

=
(−1)D/2∏

i Γ(νi)(2πi)2

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2Γ(−λ1)Γ(−λ2)Γ

(
N − D

2
+ λ12

)
×

fλ1

12 f
λ2

13 f
D
2
−N−λ12

23

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(
∏

l

dxl)δ(1 −
∑

xl)x
λ1+λ2+ν1−1
1 x

D
2
−N−λ2+ν2−1

2 ×

x
D
2
−N−λ1+ν3−1

3 , (4.46)

Jm=0
� =

(−1)D/2(f23)
D/2−N

Γ(D −N)
∏

i Γ(νi)(2πi)2

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2Γ(−λ1)Γ(−λ2) ×

Γ

(
N − D

2
+ λ12

)
Γ(λ1 + λ2 + ν1)Γ

(
D

2
−N − λ2 + ν2

)
Γ

(
D

2
−N − λ1 + ν3

)
×
(
f12

f23

)λ1
(
f13

f23

)λ2

. (4.47)
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Integramos con respecto a λ2, tal que, (p− k)2 < k2. Elegimos aśı, cerrar el contorno a la
derecha. Entonces,

Jm=0
� =

(−1)D/2(f23)
D/2−N

Γ(D −N)
∏

i Γ(νi)(2πi)

∫ +i∞

−i∞

dλ1Γ(−λ1)Γ

(
D

2
+ ν3 −N − λ1

)(
f12

f23

)λ1

×[ ∞∑
n=0

(−1)n

n!

(
f13

f23

)n

Γ

(
D

2
− n−N + ν2

)
Γ

(
N − D

2
+ λ1 + n

)
Γ(λ1 + n+ ν1)

+
∞∑

n=0

(−1)n

n!

(
f13

f23

)n+ν2+D/2−N

Γ

(
− n− D

2
+N − ν2

)
Γ

(
λ1 + n +

D

2
− ν3

)
×

Γ(λ1 + n+ ν2)

]
(4.48)

Jm=0
� =

(−1)D/2(f23)
D/2−N

Γ(D −N)
∏

i Γ(νi)(2πi)

∞∑
n=0

(−1)n

n!

(
f13

f23

)n{
Γ

(
D

2
− n−N + ν2

)
×∫ +i∞

−i∞

dλ1Γ(−λ1)Γ

(
D

2
+ ν3 −N − λ1

)
Γ

(
N − D

2
+ λ1 + n

)
Γ(λ1 + n+ ν1)

×
(
f12

f23

)λ1

+

(
f13

f23

)ν2+D/2−N[ ∫ +i∞

−i∞

dλ1Γ(−λ1)Γ

(
D

2
+ ν3 −N − λ1

)
×Γ

(
λ1 + n+

D

2
− ν3

)
Γ

(
N − D

2
− n− ν2

)
Γ(λ1 + n+ ν2)

(
f12

f23

)λ1
]}

(4.49)
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Ahora integramos con respecto a λ1. Si p2 < k2 elegimos cerrar el contorno a la derecha :

Jm=0
� =

(−1)D/2(f23)
D/2−N

Γ(D −N)
∏

i Γ(νi)

[ ∞∑
n=0

∞∑
l=0

(−1)n

n!

(−1)l

l!
Γ

(
− n +

D

2
−N + ν2

)
×

Γ

(
D

2
+ ν3 −N − l

)
Γ

(
N − D

2
+ l + n

)
Γ(n+ l + ν1)

(
f13

f23

)n(
f12

f23

)l

+
∞∑

n=0

∞∑
l=0

(−1)n

n!

(−1)l

l!
Γ

(
− n +

D

2
−N + ν2

)
Γ

(
− D

2
− ν3 +N − l

)
×

Γ

(
D

2
− ν2 + l + n

)
Γ(ν3 + l + n)

(
f13

f23

)n(
f12

f23

)D/2−ν3−N+l

+

∞∑
n=0

∞∑
l=0

(−1)n

n!

(−1)l

l!
Γ

(
− n− D

2
+N − ν2

)
Γ

(
D

2
+ ν3 −N − l

)
×

Γ

(
l + n +

D

2
− ν3

)
Γ(l + n + ν2)

(
f12

f23

)l(
f13

f23

)n+ν2+D/2−N

+

∞∑
n=0

∞∑
l=0

(−1)n

n!

(−1)l

l!
Γ

(
− n− D

2
+N − ν2

)
Γ

(
− D

2
− ν3 +N − l

)
×

Γ

(
D

2
− ν1 + l + n

)
Γ(D −N + l + n)

(
f12

f23

)D/2+ν3−N+l(
f13

f23

)n+ν2+D/2−N]
(4.50)

Introducimos los śımbolos de Pochamers:

(z, n) ≡ Γ(z + n)

Γ(z)
(4.51)

(z,−n) ≡ (−1)n

(1 − z, n)
=

Γ(z − n)

Γ(z)
(4.52)
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Usando los śımbolos de Pochamers tenemos que (4.4.1) se reduce a:

Jm=0
� = (−1)D/2(k2)D/2−ν1−ν2−ν3

Γ
(

D
2
− ν1 − ν3

)
Γ
(

D
2
− ν1 − ν2

)
Γ
(
ν1 + ν2 + ν3 − D

2

)
Γ(D − ν1 − ν2 − ν3)Γ(ν2)Γ(ν3)

×F4

(
ν1 + ν2 + ν3 − D

2
, ν1, 1 − D

2
+ ν1 + ν3, 1 − D

2
+ ν1 + ν2,

(p− k)2

k2
,
p2

k2

)
+(−1)D/2(p2)D/2−ν1−ν2(k2)−ν3

Γ
(

D
2
− ν1 − ν3

)
Γ
(
ν1 + ν2 − D

2

)
Γ
(

D
2
− ν2

)
Γ(D − ν1 − ν2 − ν3)Γ(ν1)Γ(ν2)

×F4

(
D

2
− ν2, ν3, 1 − D

2
+ ν1 + ν3, 1 +

D

2
− ν1 − ν2,

(p− k)2

k2
,
p2

k2

)
+(−1)D/2((p− k)2)D/2−ν1−ν3(k2)−ν2

Γ
(

D
2
− ν1 − ν2

)
Γ
(

D
2
− ν3

)
Γ
(
ν1 + ν3 − D

2

)
Γ(D − ν1 − ν2 − ν3)Γ(ν1)Γ(ν3)

×F4

(
D

2
− ν3, ν2, 1 +

D

2
− ν1 − ν3, 1 − D

2
+ ν1 + ν2,

(p− k)2

k2
,
p2

k2

)
+(−1)D/2((p− k)2)D/2−ν1−ν3(p2)D/2−ν1−ν2(k2)ν1−D/2 ×
Γ
(
ν1 + ν3 − D

2

)
Γ
(
ν1 + ν2 − D

2

)
Γ
(

D
2
− ν1

)
Γ(ν1)Γ(ν2)Γ(ν3)

×

F4

(
D

2
− ν1, D − ν1 − ν2 − ν3, 1 +

D

2
− ν1 − ν3, 1 +

D

2
− ν1 − ν2,

(p− k)2

k2
,
p2

k2

)
(4.53)

Este resultado coincide con la ecuación (3.7) de [29].

4.4.2. Representación de Mellin-Barnes para el Triangulo con

un Denominador Masivo

Ahora consideraremos el caso con un denominador masivo, tal que,

A1 = (p− w)2 ,

A2 = w2 −m2 ,

A3 = (k − w)2 . (4.54)

Recordemos que:

1

(w2 −m2)ν
2

=
1

2πi(w2)ν2Γ(ν2)

∫ i∞

−i∞

dλ3

(
− m2

w2

)λ3

Γ(−λ3)Γ(λ3 + ν2)

=
1

2πiΓ(ν2)

∫ +i∞

−i∞

dλ3(−m2)λ3
Γ(−λ3)Γ(λ3 + ν2)

(w2)λ3+ν2

(4.55)
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De manera que el denominador con una masa, se puede escribir en términos de un de-
nominador sin masa pero con potencia modificada:

1

[(p− w)2]ν1[w2 −m2]ν2[(k − w)2]ν3

=
1

2πiΓ(ν2)

∫ +i∞

−i∞

dλ3(−m2)λ3Γ(−λ3)

× Γ(λ3 + ν2)

[(p− w)2]ν1[w2]ν2+λ3 [(k − w)2]ν3

. (4.56)

Entonces, la representación de Mellin-Barnes del triangulo con una masa es:

J
(1)
� ≡ 1

2πiΓ(ν2)

∫ +i∞

−i∞

dλ3(−m2)λ3Γ(−λ3)Γ(λ3 + ν2)J
m=0
� [ν1, ν2 + λ3, ν3] . (4.57)

Es decir,

J
(1)
� =

1

2πiΓ(ν2)

∫ +i∞

−i∞

dλ3(−m2)λ3Γ(−λ3)Γ(λ3 + ν2) ×

(i)D(k2)D/2−ν123−λ3

Γ(D − ν123 − λ3)Γ(ν1)Γ(ν2 + λ3)Γ(ν3)

1

(2πi)2

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2 ×

Γ(−λ1)Γ(−λ2)

(
p2

k2

)λ1
(
q2

k2

)λ2

Γ

(
λ123 + ν123 − D

2

)
Γ(λ12 + ν1) ×

Γ

(
− λ13 − ν12 +

D

2

)
Γ

(
− λ2 − ν13 +

D

2

)
(4.58)

J
(1)
� =

(i)D(k2)D/2−ν123

(2πi)3
∏3

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2dλ3Γ(−λ1)Γ(−λ2)Γ(−λ3) ×(
p2

k2

)λ1
(
q2

k2

)λ2
(
− m2

k2

)λ3 Γ
(
λ123 + ν123 − D

2

)
Γ(D − ν123 − λ3)

Γ(λ12 + ν1) ×

Γ

(
− λ13 − ν12 +

D

2

)
Γ

(
− λ2 − ν13 +

D

2

)
(4.59)

Integramos con respecto a λ3:

Iλ3
≡
∫ +i∞

−i∞

Γ(−λ3)
Γ
(
λ123 + ν123 − D

2

)
Γ
(− λ13 − ν12 + D

2

)
Γ(D − ν123 − λ3)

(
− m2

k2

)λ3

dλ3 . (4.60)

Queremos que el resultado quede con (−k2/m2), entonces pedimos que | −m2/k2| > 1 y
cerramos a la izquierda sólo hay polos en Γ(λ123 +ν123 −D/2) cuando λ123 +ν123−D/2 =
−n. Entonces

Iλ3
= 2πi

(
− k2

m2

)λ12+ν123−D/2 ∞∑
n=0

(−1)n

n!

(
− k2

m2

)n

Γ

(
λ12 + ν123 − D

2
+ n

)
Γ(λ2 + ν3 + n)

Γ
(

D
2

+ λ12 + n
) (4.61)
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La integral del triángulo queda:

J
(1)
� =

(i)D(−m2)D/2−ν123

(2πi)2
∏3

i=1 Γ(νi)

∞∑
n=0

(−1)n

n!

(
− k2

m2

)n ∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2Γ(−λ1)Γ(−λ2) ×(
− p2

m2

)−λ1
(
− q2

m2

)λ2

Γ(λ12 + ν1)Γ

(
− λ2 − ν13 +

D

2

)
Γ(λ2 + ν3 + n) ×

Γ
(
λ12 + ν123 − D

2
+ n
)

Γ
(

D
2

+ λ12 + n
) . (4.62)

Ahora integramos con respecto a λ1:

Iλ1
≡
∫ +i∞

−i∞

Γ(−λ1)
Γ(λ12 + ν1)Γ

(
λ12 + ν123 − D

2
+ n
)

Γ
(

D
2

+ λ12 + n
) (

− p2

m2

)λ1

dλ1 (4.63)

Queremos que el resultado quede con (−p2/m2), entonces pedimos que | − p2/m2| < 1 y
cerramos a la derecha. Solo hay polos en:

Γ(−λ1) cuando − λ1 = −l ⇒ λ1 = l (4.64)

Entonces

Iλ1
= 2πi

∞∑
l=0

(−1)l

l!

Γ(λ2 + l + ν1)Γ
(
λ2 + l + ν123 − D

2
+ n
)

Γ
(

D
2

+ λ2 + l + n
) (

− p2

m2

)l

. (4.65)

La integral del triangulo queda:

J
(1)
� =

(i)D(−m2)D/2−ν123

(2πi)
∏3

i=1 Γ(νi)

∞∑
n,l=0

(−1)n+l

n!l!

(
− k2

m2

)n(
− p2

m2

)l ∫ +i∞

−i∞

dλ2Γ(−λ2) ×(
− q2

m2

)λ2

Γ

(
− λ2 − ν13 +

D

2

)
Γ(λ2 + ν3 + n)Γ(λ2 + ν1 + l) ×

Γ
(
λ2 + ν123 + n + l − D

2

)
Γ
(

D
2

+ λ2 + n+ l
) . (4.66)

Por último integramos con respecto a λ2. Queremos que quede (−q2/m2), entonces pedi-
mos que | − q2/m2| < 1 y cerramos a la derecha sólo hay polos en:

Γ(−λ2) ⇒ λ2 = j (4.67)

I
(1)
λ2

= 2πi

∞∑
j=0

(−1)j

j!

(
− q2

m2

)j

Γ

(
− j − ν13 +

D

2

)
Γ(j + ν3 + n)Γ(j + ν1 + l) ×

Γ
(
j + ν123 + n+ l − D

2

)
Γ
(

D
2

+ j + n+ l
) (4.68)
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Γ

(
− λ2 − ν13 +

D

2

)
⇒ λ2 = j − ν13 +

D

2
(4.69)

I
(2)
λ2

= 2πi
∞∑

j=0

(−1)j

j!

(
− q2

m2

)j−ν13+D/2

Γ

(
ν13 − D

2
− j

)
Γ

(
− ν1 +

D

2
+ n + j

)
×

Γ

(
− ν3 + D

2
+ l + j

)
Γ(ν2 + n+ l + j)

Γ(−ν13 +D + n+ l + j)
(4.70)

Entonces, la integral del triángulo queda:

J
(1)
� =

(i)D(−m2)D/2−ν123∏3
i=1 Γ(νi)

∞∑
n,l,j=0

(−1)n+l+j

n!l!j!

(
− k2

m2

)n(
− p2

m2

)l(
− q2

m2

)j

×
{

Γ(ν1 + l + j)Γ(ν3 + n+ j)Γ
(− ν13 − j + D

2

)
Γ
(
ν123 + n+ l + j − D

2

)
Γ
(

D
2

+ n + l + j
)

+

(
− q2

m2

)D/2−ν13

Γ(ν2 + n + l + j)Γ

(
− ν1 +

D

2
+ n+ j

)
×

Γ

(
− ν3 +

D

2
+ l + j

)
Γ
(
ν13 − D

2
− j
)

Γ(−ν13 +D + n+ l + j)

}
(4.71)

Cambiamos a śımbolos de Pochamers el primer sumando, tal que:

Γ(ν1 + l + j) = (ν1; l + j)Γ(ν1) ,

Γ(ν3 + n+ j) = (ν3;n+ j)Γ(ν3) ,

Γ

(
ν123 + n+ l + j − D

2

)
=

(
ν123 − D

2
;n+ l + j

)
Γ

(
ν123 − D

2

)
,

Γ

(
D

2
+ n + l + j

)
=

(
D

2
;n+ l + j

)
Γ

(
D

2

)
,

Γ

(
D

2
− ν13 − j

)
=

(−1)jΓ
(

D
2
− ν13

)(
1 + ν13 − D

2
; j
) . (4.72)

Ahora cambiamos el segundo sumando a śımbolos de Pochamers:

Γ(ν2 + n+ l + j) = (ν2;n+ l + j)Γ(ν2) ,

Γ

(
D

2
− ν1 + n+ j

)
=

(
D

2
− ν1;n+ j

)
Γ

(
D

2
− ν1

)
,

Γ

(
D

2
− ν3 + l + j

)
=

(
D

2
− ν3; l + j

)
Γ

(
D

2
− ν3

)
,

Γ

(
ν13 − D

2
− j

)
=

(−1)jΓ
(
ν13 − D

2

)(
1 − ν13 + D

2
; j
) ,

Γ(D − ν13 + n+ l + j) = (D − ν13;n+ l + j)Γ(D − ν13) . (4.73)

135



Entonces la integral del triángulo con un denominador masivo queda de la siguiente forma:

J
(1)
� = (i)D(−m2)D/2−ν123

∞∑
n,l,j=0

(−1)n+l+j

n!l!j!

(
− k2

m2

)n(
− p2

m2

)l(
− q2

m2

)j

×
{

(−1)jΓ
(
ν123 − D

2

)
Γ
(

D
2
− ν13

)
Γ(ν2)Γ

(
D
2

) (
ν123 − D

2
;n+ l + j

)
(ν1; l + j)(ν3;n+ j)(

D
2
;n + l + j

)(
1 + ν13 − D

2
; j
)

+
(−1)jΓ

(
D
2
− ν1

)
Γ
(

D
2
− ν3

)
Γ
(
ν13 − D

2

)
Γ(ν1)Γ(ν3)Γ(D − ν13)

(
− q2

m2

)D/2−ν13

×

(ν2;n+ l + j)
(

D
2
− ν1;n+ j

)
(D

2
− ν3; l + j)(

1 − ν13 + D
2
; j
)(
D − ν13;n+ l + j

) }
. (4.74)

O bién;

J
(1)
� = (i)D(−m2)D/2−ν123

{
Γ
(
ν123 − D

2

)
Γ
(

D
2
− ν13

)
Γ(ν2)Γ

(
D
2

) ∞∑
n,l,j=0

(k2/m2)n

n!

(p2/m2)l

l!

(−q2/m2)j

j!

×
(
ν123 − D

2
;n+ l + j

)
(ν1; l + j)(ν3;n+ j)(

D
2
;n+ l + j

)(
1 + ν13 − D

2
; j
)

+
Γ
(

D
2
− ν1

)
Γ
(

D
2
− ν3

)
Γ
(
ν13 − D

2

)
Γ(ν1)Γ(ν3)Γ(D − ν13)

∞∑
n,l,j=0

(k2/m2)n

n!

(p2/m2)l

l!

(−q2/m2)j

j!

×
(
− q2

m2

)D/2−ν13 (ν2;n+ l + j)
(

D
2
− ν1;n + j

)
(D

2
− ν3; l + j)(

1 − ν13 + D
2
; j
)(
D − ν13;n+ l + j

) }
. (4.75)

J
(1)
� = (i)D(−m2)D/2−ν123

{
Γ
(
ν123 − D

2

)
Γ
(

D
2
− ν13

)
Γ(ν2)Γ

(
D
2

) Φ1

[
ν123 − D

2
, ν3, ν1

D
2
; ν13 − D

2
+ 1

∣∣∣∣ k2

m2
,
p2

m2
,− q2

m2

]
+

(
− q2

m2

)D/2−ν13 Γ
(

D
2
− ν1

)
Γ
(

D
2
− ν3

)
Γ
(
ν13 − D

2

)
Γ(ν1)Γ(ν3)Γ(D − ν13)

×[
ν2,

D
2
− ν1,

D
2
− ν3

D − ν13;
D
2
− ν13 + 1

∣∣∣∣ k2

m2
,
p2

m2
,− q2

m2

]}
. (4.76)

Que coincide con la ecuación (27) de [30] si hacemos ν1 → ρ; ν2 → μ; ν3 → ν.

4.4.3. Representación de Mellin-Barnes para el Triangulo con

Dos Denominadores Masivos

Consideremos ahora el caso con dos denominadores masivos. Sea

A1 = (p− w)2 −m2

A2 = w2

A3 = (k − w)2 −m2 (4.77)
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Recordemos que:

1

[(p− w)2 −m2]ν1

=
1

(2πi)Γ(ν1)

∫ i∞

−i∞

dλ3(−m2)λ3
Γ(−λ3)Γ(λ3 + ν1)

[(p− w)2]λ3+ν1

(4.78)

1

[(k − w)2 −m2]ν3

=
1

(2πi)Γ(ν3)

∫ i∞

−i∞

dλ4(−m2)λ4
Γ(−λ4)Γ(λ4 + ν3)

[(k − w)2]λ4+ν3

(4.79)

De manera que el denominador asociado a esta integral es:

1

[(p− w)2 −m2]ν1[w2]ν2 [(k − w)2 −m2]ν3

=
1

(2πi)2Γ(ν1)Γ(ν3)

∫ ∫
dλ3dλ4(−m2)λ3+λ4

× Γ(−λ3)Γ(−λ4)Γ(λ3 + ν1)Γ(λ4 + ν3)

[(p− w)2]λ3+ν1 [w2]ν2[(k − w)2 −m2]λ4+ν3

(4.80)

Entonces la representación de Mellin-Barnes del triángulo con dos denominadores masivos
es:

J
(2)
� ≡ 1

(2πi)2Γ(ν1)Γ(ν3)

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ3dλ4(−m2)λ3+λ4Γ(−λ3)Γ(−λ4)Γ(λ3 + ν1) ×

Γ(λ4 + ν3)J
(0)
� (ν1 + λ3, ν2, ν3 + λ4) (4.81)

Sea que

λ4 = λ34 − λ3 ó λ34 = λ3 + λ4

dλ4 = dλ34 (4.82)

Entonces

J
(2)
� =

1

(2πi)2Γ(ν1)Γ(ν3)

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ3dλ34(−m2)λ34Γ(−λ3)Γ(−λ34 + λ3) ×

Γ(λ3 + ν1)Γ(λ34 − λ3 + ν3)J
(0)
� (ν1 + λ3, ν2, ν3 + λ34 − λ3) (4.83)

Sustituyendo el valor de J
(0)
� (ν1 + λ3, ν2, ν3 + λ34 − λ3) y simplificando obtenemos que

J
(2)
� =

(i)D∏3
i=1 Γ(νi)

(k2)D/2−ν123

(2πi)4

∫ ∫ ∫ ∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2dλ3dλ34Γ(−λ1)Γ(−λ2)Γ(−λ3) ×

Γ(λ3 − λ34)

(
p2

k2

)λ1
(
q2

k2

)λ2
(
− m2

k2

)λ34 Γ
(
λ12 + λ34 + ν123 − D

2

)
Γ(λ123 + ν1)

Γ(D − ν123 − λ34)
×

Γ

(
− λ13 − ν12 +

D

2

)
Γ

(
− λ2 − λ34 − ν13 +

D

2

)
(4.84)
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Integraremos con respecto a λ3:

Iλ3
=

1

2πi

∫ +i∞

−i∞

dλ3Γ(−λ3)Γ(λ3 − λ34)Γ(λ123 + ν1)Γ

(
− λ13 − ν12 +

D

2

)
(4.85)

Usaremos el lema de Barnes:

1

2πi

∫ +i∞

−i∞

dsΓ(a+ s)Γ(b+ s)Γ(c− s)Γ(d− s) =
Γ(a+ c)Γ(b+ c)Γ(a+ d)Γ(b+ d)

Γ(a+ b+ c+ d)
.

(4.86)

En nuestro caso:

a = −λ34

b = ν1 + λ12

c = 0

d =
D

2
− ν12 − λ1 (4.87)

De aqúı que

Iλ3
=

Γ(−λ34)Γ(ν1 + λ12)Γ
(− λ1 − λ34 − ν12 + D

2

)
Γ
(
λ2 − ν2 + D

2

)
Γ
(
λ2 − λ34 − ν2 + D

2

) (4.88)

Por lo tanto no genera suma. Entonces la integral del triángulo nos queda como:

J
(2)
� =

(i)D∏3
i=1 Γ(νi)

(k2)D/2−ν123

(2πi)3

∫ ∫ ∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2dλ34Γ(−λ1)Γ(−λ2)

(
p2

k2

)λ1
(
q2

k2

)λ2

×(
− m2

k2

)λ34 Γ
(
λ12 + λ34 + ν123 − D

2

)
Γ
(− λ2 − λ34 − ν13 + D

2

)
Γ(D − ν123 − λ34)

×
Γ(−λ34)Γ(ν1 + λ2)Γ

(− λ1 − λ34 − ν12 + D
2

)
Γ
(
λ2 − ν2 + D

2

)
Γ
(
λ2 − λ34 − ν2 + D

2

) (4.89)

Queremos que la dependencia en (−m2/k2) nos quede como (−k2/m2). Vamos a integrar
con respecto a λ34 cerrando el contorno a la izquierda | −m2/k2| > 1, tenemos polos en:

Γ

(
λ12 + λ34 + ν123 − D

2

)
⇒ λ34 = −λ12 − ν123 +

D

2
− n (4.90)

De manera que:

Iλ34
= 2πi

∞∑
n=0

(−1)n

n!

(
− m2

k2

)D/2−λ12−ν123−n

Γ(λ1 + ν2 + n)Γ

(
λ12 + ν123 − D

2
+ n

)
×

Γ(λ2 + ν3 + n)

Γ
(

D
2

+ λ12 + n
)
Γ(2λ2 + λ1 + ν13 + n)

(4.91)
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Entonces, la integral queda

J
(2)
� =

(i)D∏3
i=1 Γ(νi)

(−m2)D/2−ν123

(2πi)2

∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2Γ(−λ1)Γ(−λ2)

(
− p2

m2

)λ1

×(
− q2

m2

)λ2
(
− k2

m2

)n Γ
(
λ2 − ν2 + D

2

)
Γ(λ12 + ν1)Γ

(
λ12 + ν123 − D

2
+ n
)

Γ
(

D
2

+ n+ λ12

)
Γ(n+ ν13 + λ1 + 2λ2)

×

Γ(λ1 + ν2 + n)Γ(λ2 + ν3 + n) (4.92)

Ahora integramos con respecto a λ1. Cerramos el contorno a la derecha, tal que, | −
p2/m2| < 1

Iλ1
=

∫ +i∞

−i∞

dλ1Γ(−λ1)

(
− p2

m2

)λ1

Γ(λ1 + λ2 + ν1)Γ

(
λ1 + λ2 + ν123 − D

2
+ n

)
×

Γ(λ1 + ν2 + n)

Γ
(

D
2

+ n+ λ12

)
Γ(n+ ν13 + λ1 + 2λ2)

(4.93)

Sólo hay polos en:
Γ(−λ1) ⇒ λ1 = l (4.94)

Entonces

Iλ1
= 2πi

∞∑
l=0

(−1)l

l!

(
− p2

m2

)l

Γ(λ2 + l + ν1)Γ

(
λ2 + l + ν123 − D

2
+ n

)
×

Γ(ν2 + n+ l)

Γ
(

D
2

+ n + l + λ2

)
Γ(n+ l + ν13 + 2λ2)

(4.95)

La integral queda como:

J
(2)
� =

(i)D(−m2)D/2−ν123∏3
i=1 Γ(νi)(2πi)

∞∑
n,l=0

(−1)n

n!

(−1)l

l!

(
− k2

m2

)n(
− p2

m2

)l ∫ +i∞

−i∞

dλ2Γ(−λ2) ×(
− q2

m2

)λ2

Γ

(
D

2
+ λ2 − ν2

)
Γ(λ2 + ν3 + n)Γ(λ2 + ν1 + l) ×

Γ
(
λ2 + n + l + ν123 − D

2

)
Γ(ν2 + n + l)

Γ
(
λ2 + D

2
+ n+ l

)
Γ(2λ2 + n+ l + ν13)

(4.96)

Finalmente integramos con respecto a λ2. Cerramos el contorno a la derecha, tal que,
| − q2/m2| < 1

Iλ2
=

∫ +i∞

−i∞

dλ2Γ(−λ2)Γ

(
D

2
+ λ2 − ν2

)
Γ(λ2 + ν3 + n)Γ(λ2 + ν1 + l)

(
− q2

m2

)λ2

×

Γ
(
λ2 + n+ l + ν123 − D

2

)
Γ
(
λ2 + D

2
+ n+ l

)
Γ(2λ2 + n+ l + ν13)

(4.97)
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Sólo hay polos en:

Γ(−λ2) ⇒ λ2 = j (4.98)

Entonces:

Iλ2
= 2πi

∞∑
j=0

(−1)j

j!

(
− q2

m2

)j

Γ

(
j − ν2 +

D

2

)
Γ(n + j + ν3)Γ(l + j + ν1) ×

Γ
(
n + l + j + ν123 − D

2

)
Γ
(
n+ l + j + D

2

)
Γ(n + l + 2j + ν13)

(4.99)

La integral queda:

J
(2)
� =

(i)D(−m2)D/2−ν123∏3
i=1 Γ(νi)

∞∑
n,l,j=0

(−1)n

n!

(−1)l

l!

(−1)j

j!

(
− k2

m2

)n(
− p2

m2

)l(
− q2

m2

)j

×

Γ(l + j + ν1)Γ(n+ l + ν2)Γ(n + j + ν3)Γ

(
n+ l + j + ν123 − D

2

)
×

Γ

(
j − ν2 + D

2

)
Γ

(
n + l + j + D

2

)
Γ(n + l + 2j + ν13)

(4.100)

Cambiamos a Pochamers, tal que:

J
(2)
� =

(i)D(−m2)D/2−ν123∏3
i=1 Γ(νi)

∞∑
n,l,j=0

(−1)n+l+j

n!l!j!

(
− k2

m2

)n(
− p2

m2

)l(
− q2

m2

)j

Γ(ν1)Γ(ν2)

×Γ(ν3)Γ
(

D
2
− ν2

)
Γ(ν123 − D

2
)

Γ
(

D
2

)
Γ(ν1 + ν3)

(
ν123 − D

2
;n+ l + j

)
(ν2;n+ l)(ν3;n+ j)(

D
2
;n+ l + j

)
(ν13;n+ l + 2j)

×(ν1; l + j)

(
D

2
− ν2; j

)
(4.101)

O bién,

J
(2)
� = (i)D(−m2)D/2−ν123

Γ
(

D
2
− ν2

)
Γ
(
ν123 − D

2

)
Γ(ν1 + ν3)Γ

(
D
2

) ×

Φ2

[
ν123 − D

2
, ν2, ν3, ν1;

D
2
− ν2

D
2
; ν13

∣∣∣∣ k2

m2
,
p2

m2
,
q2

m2

]
. (4.102)

Que coincide con la ecuación (32) de [30] si hacemos ν1 → ρ; ν2 → μ; ν3 → ν.
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4.4.4. Representación de Mellin-Barnes para el Triangulo Ma-

sivo

Ahora consideremos el caso del triángulo con tres denominadores masivos, tal que:

A1 = (p− w)2 −m2

A2 = w2 −m2

A3 = (k − w)2 −m2 (4.103)

1

[w2 −m2]ν2

=
1

2πiΓ(ν2)

∫ +i∞

−i∞

dλ5(−m2)λ5Γ(−λ5)Γ(λ5 + ν2) (4.104)

J
(3)
� ≡ (i)D(k2)D/2−ν123

(2πi)4Γ(ν1)Γ(ν2)Γ(ν3)

∫ ∫ ∫ ∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2dλ34dλ5Γ(−λ1)Γ(−λ2)Γ(−λ34) ×

Γ(−λ5)

(
p2

k2

)λ1
(
q2

k2

)λ2
(
− m2

k2

)λ34+λ5

Γ

(
λ12 + λ34 + ν123 − D

2
+ λ5

)
×

Γ(ν1 + λ12)Γ

(
− λ2 − λ34 − ν13 +

D

2

)
Γ

(
− λ1 − λ34 − ν12 +

D

2
− λ5

)
×

1

Γ
(
λ2 − λ34 − ν2 + D

2
− λ5

)
Γ(D − ν123 − λ34 − λ5)

(4.105)

Hacemos un cambio de variable, tal que:

λ5 = λ345 − λ34 ⇒ λ345 = λ5 + λ34 (4.106)

Integramos con respecto a λ34:

Iλ34
=

∫ +i∞

−i∞

dλ34Γ(−λ34)Γ(−λ345 + λ34)Γ

(
− λ2 − λ34 − ν13 +

D

2

)
×

Γ

(
λ2 − ν2 +

D

2
− λ345 + λ34

)
(4.107)

Aplicando el lema de Barnes obtenemos:

Iλ34
= Γ(−λ345)Γ

(
λ2 − ν2 +

D

2
− λ345

)
Γ(−ν123 +D − λ345)

Γ(−λ345 − λ2 − ν13 + D
2
)

Γ(−2λ345 − ν123 +D)

(4.108)

Entonces

J
(3)
� =

(i)D(k2)D/2−ν123

(2πi)3Γ(ν1)Γ(ν2)Γ(ν3)

∫ ∫ ∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2dλ345Γ(−λ1)Γ(−λ2)Γ(−λ345) ×(
p2

k2

)λ1
(
q2

k2

)λ2
(
− m2

k2

)λ345

Γ

(
λ12 + ν123 − D

2
+ λ345

)
Γ(λ12 + ν1) ×

Γ

(
− λ1 − ν12 +

D

2
− λ345

)(− λ345 − λ2 − ν13 + D
2

)
Γ(−2λ345 − ν123 +D)

(4.109)
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Para integrar con respecto a las variables restantes procedemos como en los casos anteri-
ores de manera que obtenemos que la representación de Mellin-Barnes para el triángulo
masivo es:

J
(3)
� =

(i)D(k2)D/2−ν123

Γ(ν1)Γ(ν2)Γ(ν3)

∞∑
n,l,j=0

(−1)n+l+j

n!l!j!

(
q2

k2

)l(
p2

k2

)j (
−m

2

k2

)D/2−ν123−n−l−j

×

Γ(ν1 + j + l)Γ(ν2 + n+ j)Γ(ν3 + n+ l)
Γ
(
ν123 − D

2
+ n+ l + j

)
Γ(2j + 2l + 2n+ ν123)

(4.110)

Cambiando a śımbolos de Pochammers obtenemos:

J
(3)
� =

(i)D(−m2)D/2−ν123Γ
(
ν123 − D

2

)
Γ(ν123)

∞∑
n,l,j=0

1

n!l!j!

(
q2

m2

)l(
p2

m2

)j (
k2

m2

)n

×

(ν1; l + j)(ν2;n + j)(ν3;n+ l)(ν123 −D/2;n+ l + j)

(ν123; 2n+ 2l + 2j)
(4.111)

O bien,

J
(3)
� = (i)D(−m2)D/2−ν123

Γ
(
ν123 − D

2

)
Γ(ν123)

Φ3

[
ν123 − D

2
, ν2, ν3, ν1

ν123

∣∣∣∣ q2

m2
,
p2

m2
,
k2

m2

]
(4.112)

Que coincide con la ecuación (37) de [30] si hacemos ν1 → ρ; ν2 → μ; ν3 → ν.

4.4.5. Representación de Mellin-Barnes de la Caja no Masiva

Consideremos el caso de la caja no masiva como se muestra en la figura 4.1. Entonces

A1 = (p− w)2

A2 = w2

A3 = (k − w)2

A4 = (q − w)2 (4.113)

Para este caso la ecuación (4.11) se reduce a

Q = [(x1 + x2 + x3 + x4)(x1p
2 + x3k

2 + x4q
2) − 2(x1x3k · p+ x1x4p · q + x3x4k · q)

−(x2
1p

2 + x2
3k

2 + x2
4q

2)] (4.114)

Q = x1x3(k
2 + p2 − 2k · p) + x1x4(q

2 + p2 − 2p · q) + x1x2p
2 + x2x3k

2 + x2x4q
2

+x3x4(q
2 + k2 − 2k · q) (4.115)

Entonces

Q = x1x3(k − p)2 + x1x4(q − p)2 + x3x4(q − k)2 + x1x2p
2 + x2x3k

2 + x2x4q
2 (4.116)

142



Sea

f13 = (k − p)2

f14 = (q − p)2

f34 = (q − k)2

f12 = p2

f23 = k2

f24 = q2 (4.117)

Entonces necesitamos 5 integraciones de Mellin-Barnes. La representación de Mellin-
Barnes es la siguiente:

J (0)
�

[ν1, ν2, ν3, ν4] ≡ (−1)D/2Γ
(
N − D

2

)∏
i Γ(νi)

∫ 1

0

(
∏

i

dxix
νi−1
i )δ(1 −

∑
i

xi) ×

1

[x1x3f13 + x1x4f14 + x3x4f34 + x1x2f12 + x2x3f23 + x2x4f24]N−D/2

(4.118)

Por lo tanto la representación de Mellin-Barnes para la caja en el caso no masivo es:

J (0)
�

[ν1, ν2, ν3, ν4] ≡ (−1)D/2(f32)
D/2−N

(2πi)5Γ(D −N)
∏

i Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ5 ×

Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ5)Γ

(
N − D

2
+ λ12345

)
Γ(ν1 + λ124) ×

Γ

(
ν2 +

D

2
−N − λ123

)
Γ

(
ν3 +

D

2
−N − λ245

)
×

Γ(ν4 + λ235)

(
f13

f23

)λ1
(
f14

f23

)λ2
(
f34

f23

)λ3
(
f12

f23

)λ4
(
f24

f23

)λ5

(4.119)
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Calculando las integraciones con respecto a λ3, lambda4, λ5 y simplificando obtenemos:

J (0)
�

=
(−1)D/2(f23)

D/2−ν1234

(2πi)2Γ(D − ν1234)
∏

i Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2Γ(−λ1)Γ(−λ2) ×(
f13

f23

)λ1
(
f14

f23

)λ2 ∞∑
n,l,j=0

(−1)n+l+j

n!l!j!

[(
f24

f23

)n(
f12

f23

)l(
f34

f23

)j

Γ(ν1 + λ12 + l) ×

Γ

(
D

2
− ν124 − λ2 − n− l

)
Γ

(
D

2
− ν134 − λ12 − j

)
Γ(ν4 + λ2 + n+ j) ×

Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ12 + n+ l + j

)
+

(
f24

f23

)n(
f12

f23

)l(
f34

f23

)D/2−ν134−λ12+j

×

Γ(ν1 + λ12 + l)Γ

(
D

2
− ν124 − λ2 − n− l

)
Γ

(
ν134 − D

2
+ λ12 − j

)
×

Γ

(
D

2
− ν13 − λ1 + n+ j

)
Γ(ν2 + n+ l + j) +

(
f24

f23

)n(
f12

f23

)D/2−ν124−λ2−n+l

×(
f34

f23

)j

Γ

(
ν124 − D

2
+ λ2 + n− l

)
Γ

(
λ1 +

D

2
− ν24 − n + l

)
×

Γ

(
D

2
− ν134 − λ12 + j

)
Γ(ν4 + λ2 + n+ j)Γ(ν3 + λ1 + l + j)

+

(
f24

f23

)n(
f12

f23

)D/2−ν124−λ2−n+l(
f34

f23

)D/2−ν134−λ12+j

Γ

(
D

2
− ν13 − λ1 + j

)
×

Γ

(
ν124 − D

2
+ λ2 + n− l

)
Γ

(
λ1 +

D

2
− ν24 − n+ l

)
Γ

(
ν134 − D

2
+ λ12 − j

)
×

Γ

(
D

2
− ν14 − λ2 + l + j

)
+

(
f12

f23

)l(
f24

f23

)D/2−ν124−λ2+n−l(
f34

f23

)j

×

Γ(ν1 + λ12 + l)Γ

(
ν124 − D

2
+ λ2 − n+ l

)
Γ

(
D

2
− ν134 − λ12 − j

)
×

Γ(ν3 + λ1 + n+ j)Γ

(
D

2
− ν12 + n− l + j

)
+

(
f12

f23

)l(
f24

f23

)D/2−ν124−λ2+n−l

×(
f34

f23

)D/2−ν134−λ12+j

Γ

(
ν134 − D

2
+ λ12 − j

)
Γ

(
D

2
− ν14 − λ2 + n + j

)
×

Γ(D − 2ν1 − ν234 − λ12 + n− l + j)Γ(ν1 + λ12 + l)Γ

(
λ2 − D

2
− ν124 − n+ l

)
+

(
f12

f23

)D/2−ν12+n+l+j (
f24

f23

)−ν4−λ2−l−j (
f34

f23

)j

Γ

(
D

2
− ν134 − λ12 − j

)
×

Γ(ν3 + λ1 + n+ j)Γ

(
− D

2
− ν12 − n− l − j

)
Γ

(
D

2
+ λ12 − ν2 + n+ l + j

)
×
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Γ(ν4 + λ2 + l + j) +

(
f12

f23

)D−2ν1−ν234−λ12+n+l+j (
f34

f23

)D/2−ν134−λ12+j

×(
f24

f23

)ν13−D/2+λ1−l−j

Γ

(
ν134 − D

2
+ λ12 − j

)
Γ

(
D

2
− ν14 − λ2 + n + j

)
×

Γ(ν34 −D − ν2 + λ12 − n− l − j)Γ(D − ν1234 + n+ l + j)Γ

(
D

2
− ν13 − λ1 + l + j

)
+

(
f12

f23

)j−2ν12
(
f34

f23

)−D/2−ν12−n−l−j (
f24

f23

)D/2+ν12−ν4−λ2+n−j

Γ

(
D

2
+ ν12 + n+ l + j

)
×

Γ(D − ν34 + ν2 − λ12 + n + l − j)Γ

(
ν3 + λ1 − D

2
− ν12 − l + j

)
Γ(λ12 − ν1 − 2ν2 + j) ×

Γ

(
ν4 + λ2 − D

2
− ν12 − n+ j

)]
(4.120)

4.4.6. Representación de Mellin-Barnes para la Caja con un De-

nominador Masivo

Consideremos el caso de la caja con un propagador masivo:

A1 = (p− w)2

A2 = w2 −m2

A3 = (k − w)2

A4 = (q − w)2 (4.121)

Recordemos que:

1

[w2 −m2]ν2

=
1

(2πi)Γ(ν2)

∫ +i∞

−i∞

dλ6(−m2)λ6Γ(−λ6)Γ(λ6 + ν2) (4.122)

Entonces

J (1)
�

=
(−1)D/2(k2)D/2−ν1234

(2πi)6
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · ·dλ6Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ6) ×

Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ123456

)
Γ

(
D

2
− ν134 − λ123

)
Γ(ν1 + λ124)Γ(ν4 + λ234) ×

Γ
(

D
2
− ν124 − λ2456

)
Γ(D − ν1234 − λ6)

(
f13

f23

)λ1
(
f14

f23

)λ2
(
f34

f23

)λ3
(
f12

f23

)λ4
(
f24

f23

)λ5
(
−m

2

k2

)λ6

(4.123)
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Integramos con respecto a λ6:

Iλ6
=

∫ +i∞

−i∞

dλ6Γ(−λ6)Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ123456

)
Γ

(
D

2
− ν124 − λ2456

)(
−m

2

k2

)λ6

×
1

Γ(D − ν1234 − λ6)
(4.124)

Cerramos el contorno a la izquierda:

Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ123456

)
⇒ λ6 = −ν1234 +

D

2
− λ12345 − n (4.125)

Entonces

J (1)
�

=
(−1)D/2(−m2)D/2−ν1234

(2πi)5
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ5Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ5) ×

Γ

(
D

2
− ν134 − λ123

)
Γ(ν1 + λ124)Γ(ν4 + λ234)

(
−f13

m2

)λ1
(
−f14

m2

)λ2

×(
−f34

m2

)λ3
(
−f12

m2

)λ4
(
−f24

m2

)λ5 ∞∑
n=0

(−1)n

n!
Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ12345 + n

)
×

Γ(ν3 + λ13 + n)

Γ
(

D
2

+ λ12345 + n
) (− k2

m2

)n

(4.126)

Integramos con respecto a λ5:

Iλ5
=

∫ +i∞

−i∞

dλ5Γ(−λ5)
Γ
(
ν1234 − D

2
+ λ12345 + n

)
Γ
(

D
2

+ λ12345 + n
) (

−f24

m2

)λ5

(4.127)

Cerramos a la derecha, es decir, Γ(−λ5) ⇒ λ5 = l Por lo tanto

J (1)
�

=
(−1)D/2(−m2)D/2−ν1234

(2πi)4
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ4Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ4) ×

Γ

(
D

2
− ν134 − λ123

)
Γ(ν1 + λ124)Γ(ν4 + λ234)

(
−f13

m2

)λ1
(
−f14

m2

)λ2

×(
−f34

m2

)λ3
(
−f12

m2

)λ4 ∞∑
n,l=0

(−1)n+l

n!l!
Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ1234 + n+ l

)
×

Γ(ν3 + λ13 + n)

Γ
(

D
2

+ λ1234 + n + l
) (− k2

m2

)n(
− q2

m2

)l

(4.128)
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Ahora integramos con respecto a λ4 cerrando a la derecha Γ(−λ4) ⇒ λ4 = j

J (1)
�

=
(−1)D/2(−m2)D/2−ν1234

(2πi)3
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ1dλ2dλ3Γ(−λ1)Γ(−λ2)Γ(−λ3) ×

Γ

(
D

2
− ν134 − λ123

)(
−f13

m2

)λ1
(
−f14

m2

)λ2
(
−f34

m2

)λ3 ∞∑
n,l,j=0

(−1)n+l+j

n!l!j!
×

Γ(ν1 + λ12 + j)Γ(ν3 + λ13 + n)Γ(ν4 + λ23 + j)

Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ123 + n+ l + j

)
Γ
(

D
2

+ λ123 + n + l + j
)

×
(
− k2

m2

)n(
− q2

m2

)l(
− p2

m2

)j

(4.129)
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Integrando con respecto a las variables restantes obtenemos:

J (1)
�

=
(−1)D/2(−m2)D/2−ν1234∏4

i=1 Γ(νi)

∞∑
n,l,j,r,t,w=0

(−1)n+l+j+r+t+w

n!l!j!r!t!w!

(
− k2

m2

)n(
− q2

m2

)l(
− p2

m2

)j

[(
−f34

m2

)r (
−f14

m2

)t(
−f13

m2

)w

Γ(ν3 + n+ r + w)Γ(ν4 + j + r + t) ×

Γ
(

D
2
− ν134 − r − t− w

)
Γ
(
ν1234 − D

2
+ n+ l + j + r + t+ w

)
Γ
(

D
2

+ n+ l + j + r + t+ w
)

+

(
−f34

m2

)r (
−f14

m2

)t(
−f13

m2

)D/2−ν134−r−t−w

Γ(ν2 + n + l + j + w) ×

Γ(ν4 + j + r + t)Γ

(
ν134 − D

2
+ r + t− w

)
Γ
(

D
2
− ν14 + n− t+ w

)
Γ(D − ν134 + n + l + j + w)

+

(
−f34

m2

)r (
−f14

m2

)D/2−ν134−r+t−w (
−f13

m2

)w

Γ(ν2 + n + l + j + t) ×

Γ(ν3 + n+ r + w)Γ

(
ν134 − D

2
+ r − t+ w

)
Γ
(

D
2
− ν13 + j + t− w

)
Γ(D − ν134 + n+ l + j + t)

+

(
−f34

m2

)r (
−f14

m2

)−ν4−j−r−w(
−f13

m2

)D/2−ν13+j+t+w

Γ(ν2 + n + l + j + t) ×

Γ(ν4 + j + r + w)
Γ
(

D
2
− ν1 + n+ j + r + t+ w

)
Γ(D − ν134 + n + l + j + t)

+

(
−f34

m2

)t(
−f13

m2

)w (
−f14

m2

)D/2−ν134+r−t−w

Γ(ν2 + n+ l + j + r) ×

Γ(ν3 + n+ t+ w)Γ

(
ν134 − D

2
− r + t+ w

)
Γ
(

D
2
− ν13 + j + r − w

)
Γ(D − ν134 + n + l + j + r)(

−f34

m2

)t(
−f14

m2

)−ν4−j−t+w (
−f13

m2

)D/2−ν13+j+r−w

Γ(ν2 + n+ l + j + r) ×

Γ(ν4 + j + t− w)Γ

(
ν13 − D

2
− j − r + w

)
Γ
(

D
2
− ν1 + n+ j + r + t− w

)
Γ(D − ν134 + n + l + j + r)

]
(4.130)
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4.4.7. Representación de Mellin-Barnes para la Caja con Dos

Denominadores Masivos

Consideremos el caso de la caja con 2 masas iguales:

A1 = (p− w)2 −m2

A2 = w2

A3 = (k − w)2 −m2

A4 = (q − w)2 (4.131)

Recordemos que:

1

[(p− w)2 −m2]ν1

=
1

(2πi)Γ(ν1)

∫ +i∞

−i∞

dλ6(−m2)λ6Γ(−λ6)
Γ(λ6 + ν1)

[(p− w)2]λ6+ν1

(4.132)

y

1

[(k − w)2 −m2]ν3

=
1

(2πi)Γ(ν3)

∫ +i∞

−i∞

dλ7(−m2)λ7Γ(−λ7)
Γ(λ7 + ν3)

[(k − w)2]λ7+ν3

(4.133)

Entonces

J (2)
�

≡ 1

(2πi)2Γ(ν1)Γ(ν3)

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ6dλ7(−m2)λ67Γ(−λ6)Γ(−λ7) ×

Γ(ν1 + λ6)Γ(ν3 + λ7)J
(0)
�

[ν1 + λ6, ν2, ν3 + λ7, ν4] (4.134)

J (2)
�

=
(−1)D/2(f23)

D/2−ν1234

(2πi)7
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ7Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ7) ×

Γ(ν1 + λ1246)Γ(ν4 + λ235)Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ1234567

)
Γ

(
D

2
− ν134 − λ12367

)
×

Γ
(

D
2
− ν124 − λ2456

)
Γ(D − ν1234 − λ67)

(
f13

f23

)λ1
(
f14

f23

)λ2
(
f34

f23

)λ3
(
f12

f23

)λ4
(
f24

f23

)λ5
(
−m

2

f23

)λ67

(4.135)

Hacemos el cambio de variable λ67 = λ7 + λ6

J (2)
�

=
(−1)D/2(f23)

D/2−ν1234

(2πi)7
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ67Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ6) ×

Γ(λ6 − λ67)Γ(ν1 + λ1246)Γ(ν4 + λ235)Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ12345 + λ67

)
×

Γ

(
D

2
− ν134 − λ123 − λ67

)
Γ
(

D
2
− ν124 − λ2456

)
Γ(D − ν1234 − λ67)

(
f13

f23

)λ1
(
f14

f23

)λ2

×(
f34

f23

)λ3
(
f12

f23

)λ4
(
f24

f23

)λ5
(
−m

2

f23

)λ67

(4.136)
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Integramos con respecto a λ6 usando el lema de Barnes:

Iλ6
=

∫ +i∞

−i∞

dλ6Γ(−λ6)Γ(−λ67 + λ6)Γ(ν1 + λ1246)Γ

(
D

2
− ν124 − λ2456

)
(4.137)

donde

a = −λ67

b = ν1 + λ124

c = 0

d =
D

2
− ν124 − λ245 (4.138)

J (2)
�

=
(−1)D/2(k2)D/2−ν1234

(2πi)6
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ5dλ67Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ5) ×

Γ(−λ67)Γ(ν1 + λ124)Γ(ν4 + λ235)Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ12345 + λ67

)
×

Γ

(
D

2
− ν134 − λ123 − λ67

)
Γ
(

D
2
− ν124 − λ245 − λ67

)
Γ
(

D
2
− ν24 + λ1 − λ5

)
Γ(D − ν1234 − λ67)Γ

(
D
2

+ λ1 − λ67 − λ5 − ν24

) ×(
f13

k2

)λ1
(
f14

k2

)λ2
(
f34

k2

)λ3
(
f12

k2

)λ4
(
f24

k2

)λ5
(
−m

2

k2

)λ67

(4.139)
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Integrando con respecto a las variables restantes obtenemos:

J (2)
�

= (−1)D/2(−m2)D/2−ν1234

[
Γ
(
ν1234 − D

2

)
Γ
(

D
2
− ν24

)
Γ
(

D
2

)
Γ(ν13)

∞∑
n,l,j,r,t,w=0

1

n!l!j!r!t!w!
×

(ν1; l + r + t)(ν2;n+ l + w)(ν3;n+ j + t)(ν4; j + r + w)

(
D

2
− ν24; t− w

)
×(

ν1234 − D
2
;n+ l + j + r + t+ w

)(
D
2
;n+ l + j + r + t+ w

)
(ν13;n + l + j + r + 2t)

(
k2

m2

)n(
p2

m2

)l

×(
(q − k)2

m2

)j (
(q − p)2

m2

)r (
(k − p)2

m2

)t(
q2

m2

)w

+
Γ
(
ν24 − D

2

)
Γ
(

D
2
− ν2

)
Γ
(

D
2
− ν4

)
Γ(ν2)Γ(ν4)Γ(D − ν24))

∞∑
n,l,j,r,t,w=0

(−1)n+l+r+j

n!l!j!r!t!w!
(ν1; l + r + t) ×

(ν3;n+ j + t)

(
D

2
− ν4;n+ l + t+ w

)(
D

2
− ν2; j + r + t+ w

)
×

(ν13;n+ l + j + r + 2t+ w)

(ν13;n+ l + j + r + 2t)
(
1 − ν24 + D

2
; t+ w

)
(D − ν24;n+ l + j + r + 2t+ w)

×(
− k2

m2

)n(
− p2

m2

)l(
−(q − k)2

m2

)j (
−(q − p)2

m2

)r (
−(k − p)2

m2

)t

×(
− q2

m2

)D/2−ν24+t+w ]
(4.140)

Tomando el ĺımite ν4 = 0, j = r = w = 0 en el primer término obtenemos que J
(2)
� → J

(2)
�

coincide con [30].

4.4.8. Representación de Mellin-Barnes para la Caja con Tres

Denominadores Masivos

Consideremos el caso de la caja con 3 masas iguales:

A1 = (p− w)2 −m2

A2 = w2 −m2

A3 = (k − w)2 −m2

A4 = (q − w)2 (4.141)

1

[w2 −m2]ν2

=
1

(2πi)Γ(ν2)

∫ +i∞

−i∞

dλ8(−m2)λ8Γ(−λ8)Γ(λ8 + ν2) (4.142)
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J (3)
�

=
1

(2πi)Γ(ν2)

∫ +i∞

−i∞

dλ8(−m2)λ8Γ(−λ8)Γ(λ8 + ν2)J
(2)
�

(ν1, ν2 + λ8, ν3, ν4)

J (3)
�

=
(−1)D/2(f23)

D/2−ν1234

(2πi)8
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ67dλ8Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ6) ×

Γ(−λ67 + λ6)Γ(−λ8)Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ123458 + λ67

)
Γ(ν1 + λ1246) ×

Γ

(
D

2
− ν134 − λ123 − λ67

)
Γ
(

D
2
− ν124 − λ24568

)
Γ(ν4 + λ235)

Γ(D − ν1234 − λ8 − λ67)
×(

f13

f23

)λ1
(
f14

f23

)λ2
(
f34

f23

)λ3
(
f12

f23

)λ4
(
f24

f23

)λ5
(
−m

2

f23

)λ67+λ8

(4.143)

Hacemos el cambio de variable λ678 = λ67 + λ8 ⇒ λ8 = λ678 − λ67

J (3)
�

=
(−1)D/2(f23)

D/2−ν1234

(2πi)8
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ67dλ678Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ6) ×

Γ(−λ67 + λ6)Γ(−λ678 + λ67)Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ12345(678)

)
Γ(ν1 + λ1246) ×

Γ(ν4 + λ235)Γ

(
D

2
− ν134 − λ123 − λ67

)
Γ
(

D
2
− ν124 − λ2456 − λ678 + λ67

)
Γ(D − ν1234 − λ678)

×(
f13

f23

)λ1
(
f14

f23

)λ2
(
f34

f23

)λ3
(
f12

f23

)λ4
(
f24

f23

)λ5
(
−m

2

f23

)λ678

(4.144)

Integramos con respecto a λ67 usando el lema de Barnes y obtenemos:

Iλ67
= 2πiΓ(λ6 − λ678)Γ

(
D

2
− ν124 − λ245 − λ678

)
Γ

(
D

2
− ν134 − λ123 − λ678

)
×

Γ(D − 2ν14 − ν23 − λ13456 − 2λ2 − λ678)

Γ(D − 2λ678 − 2ν14 − ν23 − 2λ2 − λ1345)
(4.145)

Ahora integramos con respecto a λ6 usando el lema de Barnes y obtenemos:

Iλ6
= 2πiΓ(−λ678)Γ(ν1 + λ124)Γ(D − 2ν14 − ν23 − λ1345 − 2λ2 − 2λ678) ×

Γ(D − 2ν4 − ν123 − λ235 − λ678)

Γ(−2λ678 +D − ν123 − 2ν4 − λ235)
(4.146)
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Entonces

J (3)
�

=
(−1)D/2(f23)

D/2−ν1234

(2πi)6
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ5dλ678Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ5) ×

Γ(−λ678)Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ12345 + λ678

)
Γ(ν4 + λ235)Γ(ν1 + λ124) ×

Γ

(
D

2
− ν124 − λ245 − λ678

)
Γ

(
D

2
− ν134 − λ123 − λ678

)
×

Γ(D − 2ν14 − ν23 − λ1345 − 2λ2 − 2λ678)Γ(D − 2ν4 − ν123 − λ235 − λ678)

Γ(D − ν1234 − λ678)Γ(D − 2λ678 − 2ν14 − ν23 − 2λ2 − λ1345)
×

1

Γ(−2λ678 +D − ν123 − 2ν4 − λ235)

(
f13

f23

)λ1
(
f14

f23

)λ2
(
f34

f23

)λ3
(
f12

f23

)λ4

×(
f24

f23

)λ5
(
−m

2

f23

)λ678

(4.147)

Integrando con respecto a las variables restantes obtenemos:

J (3)
�

= (−1)D/2(−m2)D/2−ν1234

∞∑
n,l,r,w,t,j=0

1

n!l!r!w!t!j!

(
k2

m2

)n(
q2

m2

)l(
p2

m2

)r

×
(

(q − k)2

m2

)w (
(q − p)2

m2

)t(
(k − p)2

m2

)j Γ
(

D
2
− ν4

)
Γ
(
ν1234 − D

2

)
Γ
(

D
2

)
Γ(ν123)

×

(ν1; r + t+ j)(ν2;n+ l + r)(ν3;n+ w + j)(ν4; l + w + t) ×(
D
2
− ν4;n+ r + j

)(
ν1234 − D

2
;n+ l + r + w + t+ j

)(
D
2
;n+ l + r + w + t+ j

)
(ν123; 2n+ l + 2r + w + t+ 2j)

(4.148)

O bien,

J (3)
�

= (−1)D/2(−m2)D/2−ν1234
Γ
(

D
2
− ν4

)
Γ
(
ν1234 − D

2

)
Γ
(

D
2

)
Γ(ν123)

×

Y3

[
ν1234 − D

2
, ν1, ν2, ν3, ν4,

D
2
− ν4

D
2
, ν123

∣∣∣∣ k2

m2
,
q2

m2
,
p2

m2
,
(q − k)2

m2
,
(q − p)2

m2
,
(k − p)2

m2

]
(4.149)

Tomando el ĺımite l = w = t = 0 y ν4 = 0 recuperamos J
(3)
� , es decir,

J
(3)
� = (−1)D/2(−m2)D/2−ν123

Γ
(
ν123 − D

2

)
Γ(ν123)

Φ3

[
ν123 − D

2
, ν1, ν2, ν3

ν123

∣∣∣∣ (k − p)2

m2
,
p2

m2
,
k2

m2

]
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4.4.9. Representación de Mellin-Barnes de la Caja Masiva

Consideremos el caso de la caja con 4 masas iguales:

A1 = (p− w)2 −m2

A2 = w2 −m2

A3 = (k − w)2 −m2

A4 = (q − w)2 −m2 (4.150)

1

[w2 −m2]ν2

=
1

(2πi)Γ(ν2)

∫ +i∞

−i∞

dλ8(−m2)λ8Γ(−λ8)Γ(λ8 + ν2) (4.151)

1

[(q − w)2 −m2]ν4

=
1

(2πi)Γ(ν4)

∫ +i∞

−i∞

dλ9(−m2)λ9
Γ(−λ9)Γ(λ9 + ν4)

[(q − w)2]λ9+ν4

(4.152)

J (4)
�

=
1

(2πi)2Γ(ν2)Γ(ν4)

∫ +i∞

−i∞

∫ +i∞

−i∞

dλ8dλ9(−m2)λ8+λ9Γ(−λ8)Γ(−λ9) ×

Γ(λ8 + ν2)Γ(λ9 + ν4)J
(2)
�

[ν1, ν2 + λ8, ν3, ν4 + λ9] (4.153)

J (4)
�

=
(−1)D/2(f23)

D/2−ν1234−λ89

(2πi)9
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ9Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ9) ×

Γ(−λ67 + λ6)Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ1234589 + λ67

)
Γ(ν1 + λ1246)Γ(ν4 + λ2359) ×

Γ
(

D
2
− ν134 − λ1239 − λ67

)
Γ
(

D
2
− ν124 − λ245689

)
Γ(D − ν1234 − λ67 − λ89)

(−m2)λ89

(
f13

f23

)λ1

×(
f14

f23

)λ2
(
f34

f23

)λ3
(
f12

f23

)λ4
(
f24

f23

)λ5
(
−m

2

k2

)λ67

(4.154)

Hacemos los siguientes cambios de variables:

λ8 + λ9 = λ89 ⇒ λ9 = λ89 − λ8

λ67 + λ89 = λ6789 ⇒ λ89 = λ6789 − λ67 (4.155)
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Entonces

J (4)
�

=
(−1)D/2(f23)

D/2−ν1234

(2πi)9
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ6dλ67dλ8dλ6789Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ8)

×Γ(−λ6789 + λ67 + λ8)Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ12345 + λ6789

)
Γ(ν1 + λ1246)Γ(−λ67 + λ6)

×Γ(ν4 + λ235 + λ6789 − λ67 − λ8)Γ

(
D

2
− ν134 − λ123 − λ6789 + λ8

)
×Γ
(

D
2
− ν124 − λ2456 − λ6789 + λ67

)
Γ
(
D − ν1234 − λ6789

) (
f13

f23

)λ1
(
f14

f23

)λ2
(
f34

f23

)λ3
(
f12

f23

)λ4

×
(
f24

f23

)λ5
(
−m

2

k2

)λ6789

(4.156)

Integramos con respecto a λ8 usando el lema de Barnes y obtenemos:

Iλ8
= Γ(λ67 − λ6789)Γ

(
D

2
− ν134 − λ123 − λ6789

)
Γ(ν4 + λ235) ×

Γ
(

D
2
− ν13 − λ1 + λ5 − λ67

)
Γ
(

D
2
− ν13 − λ1 + λ5 − λ6789

) (4.157)

Integramos con respecto a λ67 usando el lema de Barnes y obtenemos:

Iλ67
= Γ(λ6 − λ6789)Γ

(
D

2
− ν124 − λ245 − λ6789

)
Γ

(
D

2
− λ6789 − ν13 − λ1 + λ5

)
×

Γ(D − ν234 − 2ν1 − λ1246 − λ6789)

Γ(−2λ6789 +D − 2ν1 − ν234 − λ124)
(4.158)

Ahora integramos con respecto a λ6 usando el lema de Barnes y obtenemos:

Iλ6
= Γ(−λ6789)Γ(ν1 + λ124)Γ(D − ν234 − 2ν1 − λ124 − 2λ6789) ×

Γ(D − ν1234 − λ6789)

Γ(D − ν1234 − 2λ6789)
(4.159)
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Entonces

J (4)
�

=
(−1)D/2(f23)

D/2−ν1234

(2πi)6
∏4

i=1 Γ(νi)

∫ +i∞

−i∞

· · ·
∫ +i∞

−i∞

dλ1 · · · dλ5dλ6789Γ(−λ1) · · ·Γ(−λ5) ×

Γ(−λ6789)Γ

(
ν1234 − D

2
+ λ12345 + λ6789

)
Γ

(
D

2
− ν134 − λ123 − λ6789

)
×

Γ(ν4 + λ235)Γ

(
D

2
− ν124 − λ245 − λ6789

)
Γ

(
D

2
− λ6789 − ν13 − λ1 + λ5

)
×

Γ(ν1 + λ124)Γ(D − ν234 − 2ν1 − λ124 − 2λ6789)Γ(D − ν1234 − λ6789)

Γ
(

D
2
− ν13 − λ1 + λ5 − λ6789

)
Γ(D − 2λ6789 − 2ν1 − ν234 − λ124)

×

1

Γ(D − ν1234 − λ6789)Γ(D − ν1234 − 2λ6789)

(
f13

f23

)λ1
(
f14

f23

)λ2
(
f34

f23

)λ3

×(
f12

f23

)λ4
(
f24

f23

)λ5
(
−m

2

k2

)λ6789

(4.160)

Integrando con respecto a las variables restantes obtenemos:

J (4)
�

= (−1)D/2(−m2)D/2−ν1234
Γ
(
ν1234 − D

2

)
Γ(ν1234)

∞∑
n,l,j,r,w,t=0

1

n!l!j!r!w!t!
(ν1; j + w + t) ×

(ν2;n+ l + j)(ν3;n+ r + t)(ν4; l + r + w)

(
ν1234 − D

2
;n+ l + j + r + w + t

)
(ν1234; 2n+ 2l + 2j + 2r + 2w + 2t)

(4.161)

O bien,

J (4)
�

= (−1)D/2(−m2)D/2−ν1234
Γ
(
ν1234 − D

2

)
Γ(ν1234)

×

Y4

[
ν1234 − D

2
, ν1, ν2, ν3, ν4

ν1234

∣∣∣∣ k2

m2
,
q2

m2
,
p2

m2
,
(q − k)2

m2
,
(q − p)2

m2
,
(k − p)2

m2

]
(4.162)

Algunos de los procesos donde podemos aplicar los resultados que hemos calculado en
este caṕıtulo son la dispersión escalar-escalar, fotón-fotón y escalar-fotón. En el siguiente
caṕıtulo calcularemos el proceso de dispersión escalar-fotón.
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Caṕıtulo 5

El Vértice de Dispersión Compton

5.1. Introducción

La evaluación de las funciones de Green para las teorias de norma en el régimen no per-
turbativo es importante aśı como d́ıficil. Por ejemplo, el entendimiento del confinamiento
y la generación dinámica de masas en QCD requiere del conocimiento de los propagadores
del quark y gluón en el infrarojo. Estos objetos estan ligados a los vértices de 3 y 4 pun-
tos a través de las ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDEs) aśı como a las identidades de
Slavnov-Taylor (STI), [31]. Por ejemplo, a diferencia de las teoŕıas de norma abelianas,
aparecen en el kernel de la dispersión de 4 puntos fantasma-fantasma-quark-quark incluso
al nivel donde estas identidades relacionan vértices de 2 y 3 puntos en normas covariantes.
El kernel de dispersión de 4 puntos quark-quark para piernas externas off-shell es otra
importante cantidad. Su comportamiento en el infrarojo en el espacio de coordenadas de-
beŕıa decirnos como el potencial fuerte aumenta para distancias grandes entre dos quarks
estáticos. El estudio del vértice de 4 gluones puede mejorar nuestro comprendimiento
del corrimiento de acoplamiento en la región del infrarojo, [32]. El entendimienton del
comportamiento no perturbativo de una función de 4 puntos es una tarea desalentadora,
aśı un estudio detallado de tal función en una relativamente simple SQED en términos de
la identidad de WFGTI [5] podemos dar un paso importante hacia funciones similares en
QCD mucho más complicadas.

Comenzaremos por dar la base más general en términos de la cual podemos expander el
vértice de la dispersión de Compton. Usaremos un conjunto apropiado de vectores aśı del
vértice de 4 puntos las componentes del vértice longitudinal para fotones externos puede
ser identificado fácilmente. Apelando a la identidad de WFGTI, que relaciona el vértice
de 4 puntos de la dispersión de Compton con el vértice de 3 puntos escalar-fotón y el
propagador escalar, construimos el vértice longitudinal para todos los ordenes en teoŕıa
de perturbaciones en términos de menores funciones de n puntos. La conservación de la
construcción de la identidad de WGTI nos permitirá ir al próximo orden de aproximación
en los estudios de las ecuaciones de SDE. En principio, por ahora seremos capaces de trun-
car este al nivel de las funciones de 4 puntos en lugar de las funciones de 3 puntos. Notemos
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que la identidad de WFGTI nos deja la parte transversa del vértice indeterminada que
ha de ser evaluada usando la fuerza bruta de la teoŕıa de perturbationes.

A pesar del hecho de que la evaluación perturbativa de las funciones de Green de n
puntos en teoŕıas de norma esta reciviendo más atención, resultados anaĺıticos para norma
y dimensiones arbitrarias con piernas externas off-shell incluso al nivel de un lazo para
vértices de 3 puntos en SQED y QCD [17, 33, 34, 35] han sido reportado recientemente.
Los resultados para QED espinorial pueden ser derivados por los apropiados factores de
color en el vértice de quark-gluón. Esos reultados perturbativos nos dan una gúıa natural
hacia sus posibles estructiras no perturbativas del vértice fermión-bosón, estructuras que
son vitales en las truncaciones de las auténticas ecuaciones de Schwinger-Dyson al nivel
de las funciones de 3 puntos para el estudio del confinamiento, generación dinámica de
masas y el espectro del hadrón, ver por ejemplo [8, 36].

Un paso natural en esta dirección es la evaluación de la función de 4 puntos en norma
y dimensiones arbitrarias para piernas externas off-shell. Para nuestro conocimiento, tal
cálculo completo no existe para alguna teoŕıa de norma a través de mucho trabajo tratar
con el cálculo de los diagramas de caja en régimenes cinemáticos particulares relacionan
el problema por un lado. Por ejemplo, un método para calcular las integrales masivas de
Feynman usando la técnica de Mellin-Barnes fue desarrollada en [30] para propagadores
y triangulos con potencias arbitrarias en los denominadores. Primero la caja escalar on
shell diverge en el infrarojo fue calculada en [37] usando un regulador masivo para el fotón
interno; este resultado ha sido extensivamente empleado en muchos cálculos electrodébiles
y cálculos para quarks pesados desde entonces. Los diagramas de caja de la dispersión
fotón-fotón fueron tratados en [38] usando diferentes representaciones para integrales de
un lazo. Las integrales masivas para momentos y dimensiones arbitrarias para funciones
de 2, 3 y 4 puntos fueron estudiadas en [39] ejemplos explicitos de las integrales relacio-
nan la dispersión de Bhabha. La integral maestra de 4 puntos en D dimensiones usando
técnicas de Mellin-Barnes fueron estudiadas en [40]. Técnicas generales para resolver in-
tegrales escalares masivas y no masivas de n puntos a un lazo fueron desarrolladas en
[41, 42]. En [43], el diagrama de la caja en dimensiones arbitrarias fue calculada para
piernas externas on-shell con propagadores internos de masas variables en conección con
las correcciones radiativas a primer orden para la dispersión Bhabha en D dimensiones.
Las amplitudes a un lazo para las funciones de 4 puntos con dos quarks masivos externos
y dos partones externos no masivos fueron estudiados en detalle en [44]. En conección
con 2 → 2 amplitudes de dispersión de QCD, integrales escalares a un lazo en diferentes
regimenes han sido evaluados en [45, 46, 47]. Trabajo más reciente en este tema puede
ser encontrado en [48]. Nuestra tesis extende estos resultados para piernas externas off-
shell. Sin embargo, en lugar de calcular una topoloǵıa particular, evaluamos un proceso
completo en una teoŕıa de norma (dispersión de Compton en SQED) en norma covari-
ante arbitraria, calculando todos los diagramas que contribuyen al proceso en dimensiones
generales D.

SQED es una teoŕıa de norma simple comparada con las teoŕıas de norma espinoriales
(en el sentido que no hay estructura matricial de Dirac), pero las integrales de lazo tienen la
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mismas topoloǵıas que aparecen en QED espinorial y QCD. Este hecho la hace una teoŕıa
más atractiva. Recientemente, resultados anaĺıticos de las amplitudes de helicidad de 6
fotones han sido reportados para SQED, [49]. A parte del hecho que hemos formulado la
maquinaria necesaria para obtener la función de 4 puntos a un lazo, el estudio de procesos
tales como la dispersión de Compton

e−(p) + γ(k) → e−(p′) + γ(k′)

tiene su propio valor correcto. Por ejemplo, las polarizaciones electrica y magnética de un
pión estan relacionadas con la amplitud de la dispersión de Compton. Debido al hecho
que la estructura interna del pión contribuye poco a esas polarizaciones, es importante
calcular los resultados a un lazo (ver [50] y referencias en este) porque este juega un
papel importante en la calibración de los aceleradores de altas enerǵıas. Sin embargo, en
términos del entendimiento f́ısico, el analisis de procesos con fotones reales o virtuales
ligados a un electrón o a una ĺınea de quark nos ayudan a probar la subestructura de un
electrón o un nucleón (ver [51] y referencias en este para una revisión en el desarrollo).
En particular, el cálculo de la amplitudes a un lazo con quarks masivos externos son
cruciales para describir quarks pesados en la hadrón producción y desarrollos teóricos de la
constante guiados de procedimientos numericos o semianaliticos que nos permiten mejorar
los resultados con precisión. Estos avances han permitido un continuo flujo de diferentes
métodos matemáticos modificando la evaluación de las integrales escalares y tensoriales
de con ĺıneas masivas [51]. En esta tesis, en adición a la conservación de la identidad de
WFGTI para el vértice longitudinal por construcción, también presentamos su calculación
a un lazo para momentos externos off-shell en norma y dimensiones arbitrarias para SQED
masivos. Este involucra integrales escalares de 2, 3 y 4 puntos con un máximo de 2 ı́ndices 1.
Los diagramas de caja involucrados tienen al menos 3 propagadores masivos. Todos los
cálculos se han llevado a cabo usando FORM o/y Mathematica 6.0.

5.2. Conservación de WGTI para el Vértice Longitu-

dinal de la Dispersión Compton

5.2.1. Identidades de Ward-Green-Takahashi para la Electrodinámi-

ca Cuántica Escalar

Consideremos los siguientes vértices:

1También resultan integrales tensoriales que involucran 3 ı́ndices de Lorentz pero dos diagramas de
los involucrados se cancelan entre ellos por simetŕıa de conjugación de carga.
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Asumimos que el momento conservado es:

k + p = p′ para la función de 3 puntos

k + p = k′ + p′ para la función de 4 puntos (5.1)

Consideremos entonces, que podemos tener la función de 3 puntos como

Gμ(p′, p) = Δ(p′)Γμ(p′, p)Δ(p) (5.2)

que obedece
kμGμ(p

′, p) = Δ(p) − Δ(p′) (5.3)

o bien
kμΓμ(p+ k, p) = Δ−1(p+ k) − Δ−1(p) . (5.4)

En este mismo espiritu analizamos las relaciones de la función de 4 puntos. Como punto
de partida, las identidades satisfechas por las funciones de Green, estan dadas por:

k′νGνμ(p′, k′; p, k) = Gμ(p+ k, p) −Gμ(p
′, p′ − k) , (5.5)

k′μGνμ(p′, k′; p, k) = Gν(p
′, p′ + k′) −Gμ(p− k′, p) , (5.6)

Para ver que implican estas identidades para Γ primero dividimos los Gs en partes 1-PI
y entonces contraemos con los vectores de momento del fotón k y k′. Para la primera,
tenemos

0 = k′νGνμ(p′, k′; p, k) = −Δ(p′) k′νΓν(p
′, p′ + k′)︸ ︷︷ ︸Δ(p′ + k′)Γμ(p+ k, p)Δ(p)

−Δ(p′)Γμ(p
′, p′ − k)Δ(p′ − k) k′νΓν(p− k′, p)︸ ︷︷ ︸Δ(p)

+Δ(p′)k′νΓνμ(p′, k′; p, k)Δ(p) (5.7)

y para la segunda tenemos

0 = kμGνμ(p′, k′; p, k) = −Δ(p′)Γν(p
′, p′ + k′)Δ(p′ + k′) kμΓμ(p+ k, p)︸ ︷︷ ︸Δ(p)

−Δ(p′) kμΓμ(p′, p′ − k)︸ ︷︷ ︸Δ(p′ − k)Γν(p− k′, p)Δ(p)

+Δ(p′)kμΓνμ(p′, k′; p, k)Δ(p) (5.8)
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Notemos que los términos que estan en el corchete se reemplazan por la identidad de la
ecuación (5.4) para obtener el conjunto de ecuaciones

0 = −Δ(−p′)[Δ−1(p′) − Δ−1(p′ + k′)]Δ(p′ + k′)Γμ(p+ k, p)Δ(p)

−Δ(−p′)Γμ(p
′, p′ − k)Δ(p′ − k)[Δ−1(p− k′) − Δ−1(p)]Δ(p)

+Δ(p′)k′νΓνμ(p′, k′; p, k)Δ(p) (5.9)

0 = −Δ(p′)Γν(p
′, p′ + k′)Δ(p′ + k′)[Δ−1(p+ k) − Δ−1(p)]Δ(p)

−Δ(p′)[Δ−1(p′) − Δ−1(p′ − k)]Δ(p′ − k)Γν(p− k′, p)Δ(p)

+Δ(p′)kμΓνμ(p′, k′; p, k)Δ(p) (5.10)

Podemos aislar el término que contiene la información de la función de 4 puntos de ambas
relaciones y tenemos

Δ(p′)k′νΓνμ(p′, k′; p, k)Δ(p) = Δ(p′ + k′)Γμ(p+ k, p)Δ(p) − Δ(p′)Γμ(p′, p′ − k)Δ(p′ − k)

+Δ(p′)Γμ(p′, p′ − k)Δ(p) − Δ(p′)Γμ(p + k, p)Δ(p) ,

(5.11)

por un lado, y

Δ(p′)kμΓνμ(p′, k′; p, k)Δ(p) = Δ(p′ − k)Γν(p− k′, p)Δ(p) − Δ(p′)Γν(p
′, p′ + k′)Δ(p′ + k′)

+Δ(p′)Γν(p
′, p′ + k′)Δ(p) − Δ(p′)Γν(p− k′, p)Δ(p) ,

(5.12)

por el otro. Notemos ahora que los primeros dos términos de las dos relaciones se cancelan
cuando usamos conservación de momento, como en la ecuación (5.1), ya que:

Δ(p′)Γμ(p′, p′ − k)Δ(p′ − k) −→p′→p′+k′

Δ(p′ + k′)Γμ(p′ + k′, p′ + k′ − k)Δ(p′ + k′ − k)

= Δ(p′ + k′)Γμ(p + k, p)Δ(p) . (5.13)

y

Δ(p′)Γμ(p
′, p′ + k′)Δ(p′ + k′) −→p′→p′−k Δ(p′ − k)Γμ(p

′ − k, p′ + k′ − k)Δ(p′ + k′ − k)

= Δ(p′ − k)Γμ(p′ − k, p)Δ(p) . (5.14)

Con las ecuaciones (5.11)-(5.14) tenemos que las identidades de Ward-Frankin-Green-
Takahashi (WFGTI) que relacionan las funciones de Green de 3 y 4 puntos son :

k′μΓνμ(p′, k′; p, k) = Γν(p+ k, p) − Γν(p
′, p′ − k) ,

kμΓνμ(p′, k′; p, k) = Γν(p
′, p′ + k′) − Γν(p− k′, p) , (5.15)

Estas identidades nos permiten escribir “ las partes longitudinales ” del vértice de 4-puntos
en términos del vértice de 3-puntos. Esas partes son definidas como las que desaparecen
cumpliendo con las contracciones descritas en la ecuación (5.15). Las partes restantes
“ las partes transversas ” tendran que ser calculadas por fuerza bruta de la teoŕıa de
perturbaciones.
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5.2.2. Resolviendo las Identidades de WGT para la Función de

4 Puntos

Hemos obtenido que

k′μΓνμ(p′, k′; p, k) = Γν(p+ k, p) − Γν(p
′, p′ − k) ,

kμΓνμ(p′, k′; p, k) = Γν(p
′, p′ + k′) − Γν(p− k′, p) , (5.16)

donde podemos hacer la siguiente descomposición

Γμ(p+ k, p) = (2p+ k)μ
Δ−1(p+ k) − Δ−1(p)

(p + k)2 − p2
+ 2(kμp · k − k2pμ)T ((p+ k)2, p2, k2)︸ ︷︷ ︸

parte transversa

(5.17)

Necesitamos expander Γνμ en términos de un conjunto de tensores que contienen términos
que son longitudinales y transversos a los dos fotones. Para guiarnos notemos que

k′μΓνμ = (2p+ k)ν
Δ−1(p+ k) − Δ−1(p)

(p+ k)2 − p2
+ 2(kνp · k − k2pν)T (p+ k, p)

−(2p′ − k)ν
Δ−1(p′) − Δ−1(p′ − k)

p′2 − (p′ − k)2
+ 2(kνp

′ · k − k2p′ν)T (p′, p′ − k)

= (p′ + p)ν

[
Δ−1(p+ k) − Δ−1(p)

(p+ k)2 − p2
− Δ−1(p′) − Δ−1(p′ − k)

p′2 − (p′ − k)2

]
+kν

[
Δ−1(p+ k) − Δ−1(p)

(p+ k)2 − p2
− Δ−1(p′) − Δ−1(p′ − k)

p′2 − (p′ − k)2

]
+[kν(p+ p′) · k − k2(p+ p′)ν ][T (p+ k, p) − T (p′, p′ − k)]

+[kνk
′ · k − k2k′ν ][T (p+ k, p) + T (p′, p′ − k)] (5.18)

Los últimos dos términos son transversos a kν y son independientes pero tenemos 3
cuadrivectores independientes, (p+ p′)ν , kν , k

′
ν dos de los cuales pueden ser ortonormales

a kμ. Similarmente la otra identidad de WGT queda como

kμΓνμ = (2p′ + k′)ν
Δ−1(p′ + k′) − Δ−1(p′)

(p′ + k′)2 − p′2
+ 2(k′νk

′ · p′ − k′2p′ν)T (p′ + k′, p′)

−(2p− k)ν
Δ−1(p) − Δ−1(p− k′)

p2 − (p− k′)2
− 2(k′νk

′ · p− k′2pν)T (p, p− k′)

= (p+ p′)ν

[
Δ−1(p′ + k′) − Δ−1(p′)

(p′ + k′)2 − p′2
− Δ−1(p) − Δ−1(p− k′)

p2 − (p− k′)2

]
+kν

[
Δ−1(p′ + k′) − Δ−1(p′)

(p′ + k′)2 − p′2
− Δ−1(p) − Δ−1(p− k′)

p2 − (p− k′)2

]
+[k′νk

′ · (p+ p′) − k′2(p+ p′)ν ][T (p′ + k′, p′) − T (p, p− k′)]

+[k′νk
′ · k − k′2kν ][T (p′ + k′, p′) + T (p, p− k′)] (5.19)
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5.2.3. Base de Vectores

Si convenientemente definimos

Qμ = k′μ(p+ p′) · k − k · k′(p+ p′)μ ,

Q′
ν = kν(p+ p′) · k′ − k · k′(p+ p′)ν ,

Rμ = kμk
′ · k − k2k′μ ,

R′
ν = k′νk

′ · k − k′2kν . (5.20)

entonces el vértice completo de 4 puntos puede ser escrito en su forma más general como :

Γμν = ΓL
μν + ΓT

μν = Agμν + B11(k · k′gνμ − kνk
′
μ) +B12Q

′
νk

′
μ +B13R

′
νk

′
μ

+ B21kνQμ +B22Q
′
νQμ +B23R

′
νQμ

+ B31kνRμ +B32Q
′
νRμ +B33R

′
νRμ , (5.21)

donde los coeficientes A, B12, B21, B31 y B13 son determinados por la identidad de WFGT
a todos los ordenes en teoŕıa de perturbaciones. Por lo tanto,

ΓL
μν = Agμν +B12Q

′
νk

′
μ +B13R

′
νk

′
μ + B21kνQμ +B31kνRμ , (5.22)

ΓT
μν = B11(k · k′gνμ − kνk

′
μ) +B22Q

′
νQμ +B23R

′
νQμ +B32Q

′
νRμ +B33R

′
νRμ .

(5.23)

Los coeficientes que constituyen la parte longitudinal del vértice son:

A = − 1

k · k′
{
Δ−1(p+ k) − Δ−1(p) + Δ−1(p′ − k) − Δ−1(p′)

}
B21 = − 1

k · k′
{

Δ−1(p+ k) − Δ−1(p)

(p+ k)2 − p2
− Δ−1(p′) − Δ−1(p′ − k)

p′2 − (p′ − k)2
− k2[ΓT (p+ k, p)

−ΓT (p′, p′ − k)]

}
B12 = − 1

k · k′
{

Δ−1(p′ − k′) − Δ−1(p′)

(p′ − k′)2 − p′2
− Δ−1(p) − Δ−1(p+ k′)

p2 − (p+ k′)2
− k′2[ΓTT (p′ − k′, p′)

−ΓT (p, p+ k′)]

}
B31 =

1

(k · k′)2
{[(p+ k)2 − p2]ΓT (p+ k, p) + [(p′ − k)2 − p′2]ΓT (p′, p′ − k)}

B13 =
1

(k · k′)2
{[(p′ − k′)2 − p′2]ΓT (p′ − k′, p′) + [(p+ k′)2 − p2]ΓT (p, p+ k′)} , (5.24)

donde ΓT es la parte transversa del vértice de 3-puntos escalar-fotón definido como

Γμ(p+ k, p) = (2p+ k)μ
Δ−1(p+ k) − Δ−1(p)

(p+ k)2 − p2
+ 2(kμp · k − k2pμ)ΓT (p+ k, p) . (5.25)

165



Notemos que en todos estos cálculos, donde la proyección longitudinal del vértice involu-
crado, Eqs.(5.24) constituye un resultado exacto no perturbativo. Sin embargo B11, B22,
B23, B32 y B33 permanecen indeterminados y necesitan ser calculados perturbativamente
orden por orden. Substrayendo la parte longitudinal del vértice de 4 puntos, podemos
extraer los coeficientes desconocidos a un lazo en teoŕıa de perturbaciones. La dispersión
Escalar-Fotón2 puede ser expandida en una base natural como :

Γμν = C0 gμν + C1 kμkν + C2 kμpν + C3 pμkν + C4 kμp
′
ν + C5 p

′
μkν + C6 pμp

′
ν + C7 p

′
μpν

+C8 p
′
μp

′
ν + C9 pμpν , (5.26)

Usando las ecuaciones (5.21) y (5.26), podemos invertir el sistema y encontrar las rela-
ciones entre los Ci, A’s y B’s como:

C0 = A + (k · k′)B11 (5.27)

C1 = B11 + (−p2 − k · p− k · p′ + p′2)B12

+(−2p · p′ + p2 + p′2 − k · p′ + k · p)B13

+(k · p+ k · p′)B21 + (k · p+ k · p′)(k · p− p′2 + k · p′ + p2)B22

+(k · p+ k · p′)(2p · p′ + k · p′ − p2 − p′2 − k · p)B23

+(k · p′ − k · p)B31 + (k · p′ − k · p)(k · p− p′2 + k · p′ + p2)B32

+(k · p′ − k · p)(2p · p′ + k · p′ − p2 − p′2 − k · p)B33 (5.28)

C2 = (−k · k′)B12 + (k · k′)B13 + (k · p + k · p′)(k · k′)B22

−(k · p+ k · p′)(k · k′)B23 + (k · p′ − k · p)(k · k′)B32

−(k · p′ − k · p)(k · k′)B33 (5.29)

C3 = B11 + (−p2 − k · p− k · p′ + p′2)B12 + (−2p · p′ + p2 + p′2 − k · p′ + k · p)B13

+(−k2 + 2k · p′)B21 + (k · p− p′2 + k · p′ + p2)(−k2 + 2k · p′)B22

+(−k2 + 2k · p′)(2p · p′ + k · p′ − p2 − p′2 − k · p)B23 + k2B31

+k2(k · p− p′2 + k · p′ + p2)B32 + k2(2p · p′ + k · p′ − p2 − p′2 − k · p)B33

C4 = (−k · k′)B12 + (−k · k′)B13 + (k · p+ k · p′)(k · k′)B22

+(k · p+ k · p′)(k · k′)B23 + (k · p′ − k · p)(k · k′)B32

+(k · p′ − k · p)(k · k′)B33 (5.30)

C5 = −B11 + (k · p− p′2 + k · p′ + p2)B12 + (2p · p′ + k · p′ − p2 − p′2 − k · p)B13

+(−2k · p− k2)B21 − (k2 + 2k · p)(k · p− p′2 + k · p′ + p2)B22

−(k2 + 2k · p)(2p · p′ + k · p′ − p2 − p′2 − k · p)B23 − k2B31

−k2(k · p− p′2 + k · p′ + p2)B32 − k2(2p · p′ + k · p′ − p2 − p′2 − k · p)B33

C6 = (−k · k′)B12 + (−k · k′)B13 + (−k2 + 2k · p′)(k · k′)B22

+(−k2 + 2k · p′)(k · k′)B23 + k2(k · k′)B32 + k2(k · k′)B33 (5.31)

2Analizamos el proceso de dispersión de Compton para escalares masivos como e−(p) + γ(k) →
e(−)(p′) + γ(k′) esto significa que p + k = p′ + k′ para la función de 4 puntos.
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C7 = (k · k′)B12 + (−k · k′)B13 − (k2 + 2k · p)(k · k′)B22

+(k2 + 2k · p)(k · k′)B23 − k2(k · k′)B32 + k2(k · k′)B33 (5.32)

C8 = (k · k′)B12 + (k · k′)B13 − (k2 + 2k · p)(k · k′)B22

−(k2 + 2k · p)(k · k′)B23 − k2(k · k′)B32 − k2(k · k′)B33 (5.33)

C9 = (−k · k′)B12 + (k · k′)B13 + (−k2 + 2k · p′)(k · k′)B22

−(−k2 + 2k · p′)(k · k′)B23 + k2(k · k′)B32 − k2(k · k′)B33 (5.34)

Estos coeficientes satisfacen las siguientes relaciones:

C2 = C4|{B13=−B13,B23=−B23,B33=−B33} ,

C6 = C9|{B13=−B13,B23=−B23,B33=−B33} ,

C7 = C8|{B13=−B13,B23=−B23,B33=−B33} ,

C6 = C7|{B12=−B12,B23=−B23,B32=−B32} + 2(k · k′)(k · p+ k · p′)(B22 +B23) ,

C1 − 1

2
(C3 − C5) = −(k · k′)[B31 + (p2 − p′2 + k · p+ k · p′)(B32 − B33)

+2(p · p′ − k · p− p2)B33]

C3 + C5 = −2(k · k′)[B21 − (p2 − p′2 + k · p+ k · p′)B22

+(k · p′ − k · p− (p− p′)2)B23] . (5.35)

Invirtiendo este sistema podemos escribir las piezas transversas desconocidas en la ecuación
(5.21) al nivel de un lazo de la siguiente forma:

B11 = − k2

k · k′ C1 +
k2(k · p+ p2 − p · p′)

(k · k′)2
C2 − k · p

k · k′ C3 +
k2(−p′2 + p · p′ + k · p′)

(k · k′)2
C4

−k · p
′

k · k′ C5 +
k · p(−p′2 + p · p′ + k · p′)

(k · k′)2
C6 +

k · p′(k · p+ p2 − p · p′)
(k · k′)2

C7

+
k · p′(−p′2 + p · p′ + k · p′)

(k · k′)2
C8 +

k · p(k · p+ p2 − p · p′)
(k · k′)2

C9

B22 =
1

4

C6 + C7 + C8 + C9

(k · p′)(−2k · p+ k · p′) + (k · p)2 + k2(k2 + 2k · p− 2k · p′)
B23 =

1

4

C6 − C7 + C8 − C9

(k · p′)(−2k · p+ k · p′) + (k · p)2 + k2(k2 + 2k · p− 2k · p′)
B32 =

1

4

2 C2 + 2 C4 − C6 + C7 + C8 − C9

(k · p′)(−2k · p+ k · p′) + (k · p)2 + k2(k2 + 2k · p− 2k · p′)
B33 = −1

4

2 C2 − 2 C4 + C6 + C7 − C8 − C9

(k · p′)(−2k · p+ k · p′) + (k · p)2 + k2(k2 + 2k · p− 2k · p′) . (5.36)

Los coeficientes Ci pueden ser identificados de las expresiones de Γμν
1 a Γμν

28 . A continuación
daremos los coeficientes Ci explicitamente.
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5.2.4. Los Coeficientes Ci a un Lazo

Los coeficientes Ci son:

C0 = −2−2D−1e2π−2D

D

{
− 2DπD+2DK̃0(p, p

′) + 2D+1πD+2
(
p′4(UI(p, p

′, q)

+UI(p, p
′, q′)) + p′2(IC(p′, q) + IC(p′, q′) − IE(p′, q) − IE(p′, q′)

−Ĩ0(q′ − p, p′ − p) − Ĩ0(q − p, p′ − p) + ĨE(q′ − p, p′ − p)

+ĨE(q − p, p′ − p)) + p2p′2(UD(p, p′, q) + UD(p, p′, q′)) + 2p′2(p · q)UE(p, p′, q)

+2p′2(p · q′)UE(p, p′, q′) + 2p′2(p · p′)UF (p, p′, q) + 2p′2(p · p′)UF (p, p′, q′)

+q2p′2UG(p, p′, q) + q′2p′2UG(p, p′, q′) + 2p′2(p′ · q)UH(p, p′, q)

+2p′2(p′ · q′)UH(p, p′, q′) − 2m2p′2(UI(p, p
′, q) + UI(p, p

′, q′))

+p2p′2(UI(p, p
′, q) + UI(p, p

′, q′)) −K0(q
′ − p, p′ − p) −K0(q − p, p′ − p)

−m2(Ĩ0(q
′ − p, p′ − p) − Ĩ0(q − p, p′ − p) + 2Ĩ0(q

′ − p, p′ − p)

+2Ĩ0(q − p, p′ − p)) + 2(p′ · q)ĨD(q − p, p′ − p) + 2(p′ · q′)ĨD(q′ − p, p′ − p)

+p2(IC(p, q) + IC(p, q′) − IE(p, q) − IE(p, q′) − Ĩ0(q
′ − p, p′ − p)

−Ĩ0(q − p, p′ − p) + ĨC(q′ − p, p′ − p) + ĨC(q − p, p′ − p) + 2ĨD(q′ − p, p′ − p)

+2ĨD(q − p, p′ − p) + ĨE(q′ − p, p′ − p) + ĨE(q − p, p′ − p))

−2(p · p′)(ĨD(q′ − p, p′ − p) − ĨD(q − p, p′ − p) − ĨE(q′ − p, p′ − p)

−ĨE(q − p, p′ − p)) − 2(p · q)(ĨC(q − p, p′ − p) − ĨD(q − p, p′ − p))

−2(p · q′)(ĨC(q′ − p, p′ − p) − ĨD(q′ − p, p′ − p)) − q′2(IC(p′, q′) − IC(p, q′)

+IE(p′, q′) + IE(p, q′) + ĨC(q′ − p, p′ − p)) − q2(IC(p′, q)q2 − IC(p, q)

+IE(p′, q) + IE(p, q) + ĨC(q − p, p′ − p)) + p4(UD(p, p′, q) + UD(p, p′, q′))

−2m2p2(UD(p, p′, q) + UD(p, p′, q′)) + 2p2(p · q)UE(p, p′, q)

+2p2(p · q′)UE(p, p′, q′) + 2p2(p · p′)UF (p, p′, q) + 2p2(p · p′)UF (p, p′, q′)

−2m2q2UG(p, p′, q) + p2q2UG(p, p′, q) − 2m2q′2UG(p, p′, q′) + p2q′2UG(p, p′, q′)

+2p2(p′ · q)UH(p, p′, q) + 2p2(p′ · q′)UH(p, p′, q′) − 4
(
2(p · p′)2(UF (p, p′, q)

+UF (p, p′, q′)) − (p · p′)(Ĩ0(q′ − p, p′ − p) − Ĩ0(q − p, p′ − p))

+p2(p · p′)(UD(p, p′, q) + UD(p, p′, q′)) + 2(p · q)(p · p′)UE(p, p′, q)

+2(p · q′)(p · p′)UE(p, p′, q′) +m2(p · p′)(UF (p, p′, q) + UF (p, p′, q′))

+q2(p · p′)UG(p, p′, q) + q′2(p · p′)UG(p, p′, q′) + 2(p′ · q)(p · p′)UH(p, p′, q)

+2(p′ · q′)(p · p′)UH(p, p′, q′) + p′2(p · p′)(UI(p, p
′, q) + UI(p, p

′, q′))

+m2(p · q)UE(p, p′, q) +m2(p · q′)UE(p, p′, q′) +m2(p′ · q)UH(p, p′, q)

+m2(p′ · q′)UH(p, p′, q′)
)

+D
(− 2(p · p′)I0(p, p′) +K0(q) +K0(q

′)

+(p′2 + p · p′)IB(p, p′) + (p′ · p+ p2)IA(p, p′)
))

+ (1 − ξ)
(
2D+1πD+2

(
−m4(U0(p, p

′, q) + U0(p, p
′, q′)) + p2m4(VD(p, p′, q) + VD(p, p′, q′))

+q2m4VG(p, p′, q) + q′2m4VG(p, p′, q′) + p′2m4(VI(p, p
′, q) + VI(p, p

′, q′))
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−m2(Ĩ0(q
′ − p, p′ − p) + Ĩ0(q − p, p′ − p)) + p′2m2(−JC(p′, q) − JC(p′, q′) + JE(p′, q)

+JE(p′, q′)) + p2m2(−JC(p, q) − JC(p, q′) + JE(p, q) + JE(p, q′)) + q′2m2(JC(p′, q′)

+JC(p, q′) − JE(p′, q′) − JE(p, q′)) + q2m2(JC(p′, q) + JC(p, q) − JE(p′, q) − JE(p, q))

+p′2m2(U0(p, p
′, q) + U0(p, p

′, q′)) + p2m2(U0(p, p
′, q) + U0(p, p

′, q′))

−4m2(p · q)UE(p, p′, q) − 4m2(p · q′)UE(p, p′, q′) − 4m2(p · p′)(UF (p, p′, q) + UF (p, p′, q′))

−4m2(p′ · q)UH(p, p′, q) − 4m2(p′ · q′)UH(p, p′, q′) − p4m2(VD(p, p′, q) + VD(p, p′, q′))

−p′2p2m2(VD(p, p′, q′) + VD(p, p′, q) + VI(p, p
′, q) + VI(p, p

′, q′)) − p′2q2m2VG(p, p′, q)

−p2q2m2VG(p, p′, q) − p′2q′2m2VG(p, p′, q′) − p2q′2m2VG(p, p′, q′) − p′4m2(VI(p, p
′, q)

+VI(p, p
′, q′)) + p′4(JC(p′, q) + JC(p′, q′) − JE(p′, q) − JE(p′, q′)) +Dp′2IB(p, p′)

+p4(JC(p, q) + JC(p, q′) − JE(p, q) − JE(p, q′)) +K0(p
′, q) +K0(p

′, q′) +K0(p, q)

+K0(p, q
′) −K0(q

′ − p, p′ − p) −K0(q − p, p′ − p) + p′2(−IE(p′, q) − IE(p′, q′)

−Ĩ0(q′ − p, p′ − p) − Ĩ0(q − p, p′ − p) + ĨE(q′ − p, p′ − p) + ĨE(q − p, p′ − p))

+p2(−IE(p, q) − IE(p, q′) − Ĩ0(q
′ − p, p′ − p) − Ĩ0(q − p, p′ − p) + ĨC(q′ − p, p′ − p)

+ĨC(q − p, p′ − p) + ĨE(q′ − p, p′ − p) + ĨE(q − p, p′ − p) +DIA(p, p′))

+D(p · p′)(IA(p, p′) + IB(p, p′)) + q′2(−IC(p′, q′) − IC(p, q′) + ĨC(q′ − p, p′ − p))

−p′2q′2(JC(p′, q′) + JE(p′, q′)) + p2q′2(−JC(p, q′) + JE(p, q′)) + q2(−IC(p′, q) − IC(p, q)

+ĨC(q − p, p′ − p)) + p′2q2(−JC(p′, q) + JE(p′, q)) + p2q2(−JC(p, q) + JE(p, q))

−p′2p2(U0(p, p
′, q) + U0(p, p

′, q′)) + p4(UD(p, p′, q) + UD(p, p′, q′)) + p′2p2(UD(p, p′, q)

+UD(p, p′, q′)) + p′2q2UG(p, p′, q) + p2q2UG(p, p′, q) + p′2q′2UG(p, p′, q′) + p2q′2UG(p, p′, q′)

+p′4(UI(p, p
′, q) + UI(p, p

′, q′)) + p′2p2(UI(p, p
′, q) + UI(p, p

′, q′)) + p′2p4(VD(p, p′, q)

+VD(p, p′, q′)) + p′2p2q2VG(p, p′, q) + p′2p2q′2VG(p, p′, q′) + p′4p2(VI(p, p
′, q) + VI(p, p

′, q′))
)

+2D+1π3D/2D

(
(q2 −m2)D/2−2 Γ

(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2
− 1
)

Γ
(

D
2

+ 1
) 2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

q2

q2 −m2

)
+(q′2 −m2)D/2−2Γ

(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2
− 1
)

Γ
(

D
2

+ 1
) 2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

q′2

q′2 −m2

))
+2DπD+2

(
4m4(p · q)VE(p, p′, q) + 4m4(p · q′)VE(p, p′, q′) + 4m4(p · p′)(VF (p, p′, q)

+VF (p, p′, q′)) + 4m4(p′ · q)VH(p, p′, q) + 4m4(p′ · q′)VH(p, p′, q′) + 4p2m2(−UD(p, p′, q)

−UD(p, p′, q′)) − 4q2m2UG(p, p′, q) − 4q′2m2UG(p, p′, q′) − 4p′2m2(UI(p, p
′, q) + UI(p, p

′, q′))

−4p′2m2(p · q)VE(p, p′, q) − 4p2m2(p · q)VE(p, p′, q) − 4p′2m2(p · q′)VE(p, p′, q′)

−4p2m2(p · q′)VE(p, p′, q′) − 4p′2m2(p · p′)VF (p, p′, q) − 4p2m2(p · p′)VF (p, p′, q)

−4p′2m2(p · p′)VF (p, p′, q′) − 4p2m2(p · p′)VF (p, p′, q′) − 4p′2m2(p′ · q)VH(p, p′, q)

−4p2m2(p′ · q)VH(p, p′, q) − 4p′2m2(p′ · q′)VH(p, p′, q′) − 4p2m2(p′ · q′)VH(p, p′, q′)

+4m2(Ĩ0(q
′ − p, p′ − p) + Ĩ0(q − p, p′ − p)) − 4Dp2(p · p′)JC(p, p′) − 4Dp′2p2JD(p, p′)

−DK̃0(p, p
′) − 4D(p · p′)2JD(p, p′) − 4Dp′2(p · p′)JE(p, p′) + 4p′2(p · q)UE(p, p′, q)

+4p2(p · q)UE(p, p′, q) + 4p′2(p · q′)UE(p, p′, q′) + 4p2(p · q′)UE(p, p′, q′)
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+4p′2(p · p′)UF (p, p′, q) + 4p2(p · p′)UF (p, p′, q) + 4p′2(p · p′)UF (p, p′, q′)

+4p2(p · p′)UF (p, p′, q′) + 4p′2(p′ · q)UH(p, p′, q) + 4p2(p′ · q)UH(p, p′, q)

+4p′2(p′ · q′)UH(p, p′, q′) + 4p2(p′ · q′)UH(p, p′, q′) + 4p′2p2(p · q)VE(p, p′, q)

+4p′2p2(p · q′)VE(p, p′, q′) + 4p′2p2(p · p′)(VF (p, p′, q) + VF (p, p′, q′))

+4p′2p2(p′ · q)VH(p, p′, q) + 4p′2p2(p′ · q′)VH(p, p′, q′) + 4(p′ · q)(−ID(p′, q)

+ĨD(q − p, p′ − p)) + 4(p′ · q′)(−ID(p′, q′) + ĨD(q′ − p, p′ − p))

+4p2(ĨD(q′ − p, p′ − p) + ĨD(q − p, p′ − p)) − 4(p · p′)(ĨD(q′ − p, p′ − p)

+ĨD(q − p, p′ − p)) − 4(p · p′)(ĨE(q′ − p, p′ − p) + ĨE(q − p, p′ − p))

−4(p · q)(ID(p, q) + ĨC(q − p, p′ − p) + ĨD(q − p, p′ − p)) − 4(p · q′)(ID(p, q′)

+ĨC(q′ − p, p′ − p) + ĨD(q′ − p, p′ − p))
))}

(5.37)
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C1 =
1

4
e2
{

21−Dπ2−D(−IB(p′, q) − IB(p, q) + 2IE(p′q) + 2IE(p, q))

−23−Dπ−D
(
π2K0(q) − πD/2Q1(q)

)
m2 − q2

+
2−Dπ2−D(T − 2K0(q)(m

2 + q2))

(m2 − q2)2

+(2π)−D

(
− π2I0(p

′, q) +
1

m2 − q2

(
π2(K0(p

′) +K0(q) + (I0(p
′, q) − 2IA(p′, q))

(2m2 − p′2 + 4p′ · q − q2)) − 4πD/2Q1(q)

)
+

1

m2 − q2

(
π2(K0(p) +K0(q)

+(I0(p, q) − 2IA(p, q))(2m2 − p2 + 4p · q − q2)) − 4πD/2Q1(q)

)
+π2(−2m2 + p′2 + p2 − 4p · p′)U0(p, p

′, q) + 4π2(IB(p′, q) + IB(p, q)

−ĨA(q − p, p′ − p) − (−2m2 + p′2 + p2 − 4p · p′)UB(p, p′, q))

−4π2(IC(p′, q) + IC(p, q) − ĨC(q − p, p′ − p) − (−2m2 + p′2 + p2

−4p · p′)UG(p, p′, q)) − π2I0(p, q) + π2Ĩ0(q − p, p′ − p)

+4π2ĨC(q′ − p, p′ − p)

)}
+ (1 − ξ) − 4−D−1e2π−2D

m2 − q2

{
2DπD+2(m4(−m2 + p′2 + p2 + q2)V0(p, p

′, q) +m2(I0(p, q) − Ĩ0(q − p, p′ − p)

+L0(p) + L0(p
′) − (p′2 + p2)U0(p, p

′, q) − p′2p2V0(p, p
′, q) − p′2q2V0(p, p

′, q)

−p2q2V0(p, p
′, q)) − p′2L0(p

′) − p2L0(p) + (m2 − q2)I0(p, q) − q2I0(p, q)

+q2Ĩ0(q − p, p′ − p) + (p′2q2 + p2q2)U0(p, p
′, q) + p′2p2q2V0(p, p

′, q))

+2D+1πD+2(m4(−JA(p′, q) − JA(p, q) − JB(p′, q) − JB(p, q) + U0(p, p
′, q)

−4UB(p, p′, q) + 4UG(p, p′, q)) +m2(p′2(JA(p′, q) + JB(p′, q)) + p2(JA(p, q)

+JB(p, q)) + q2(JA(p′, q) + JA(p, q) + JB(p′, q) + JB(p, q) − U0(p, p
′, q)

+4UB(p, p′, q) − 4UG(p, p′, q))) − p′2q2(JA(p′, q) + JB(p′, q)) − p2q2(JA(p, q)

+JB(p, q))) + (2π)D+2(m2 − q2)
(
m4VB(p, p′, q) +m2(JB(p′, q) + JB(p, q)

−JC(p′, q) − JC(p, q) + JE(p′, q) + JE(p, q) − p′2VB(p, p′, q) − p2VB(p, p′, q))

−IB(p′, q) − IB(p, q) + IC(p′, q) + IC(p, q) + ĨA(q − p, p′ − p)

−ĨC(q′ − p, p′ − p) − ĨC(q − p, p′ − p) + p′2(−JB(p′, q) + JC(p′, q) − JE(p′, q)

+UB(p, p′, q) − UG(p, p′, q)) + p2(−JB(p, q) + JC(p, q) − JE(p, q) + UB(p, p′, q)

−UG(p, p′, q)) + p′2p2VB(p, p′, q) − (m2 − p′2)(m2 − p2)VG(p, p′, q)
)

−2D+3π3D/2(q2 −m2)D/2−2Γ
(

D
2

)
Γ
(
3 − D

2

)
Γ
(

D
2

+ 2
) 2F1

(
3 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 2;

q2

q2 −m2

)}
(5.38)
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C2 =
1

4
e2
{
− 21−Dπ2−D

(
IB(p′, q) − 2IE(p′, q) + 2I0(p, q) − IA(p, q)

−5IB(p, q) + 2(ID(p, q) + IE(p, q)) − 4

m2 − q2

(
K0(q) − πD/2−2Q1(q)

))
+2−Dπ2−D

(
1

m2 − q2

(
K0(p) +K0(p

′) + 2K0(q) + I0(p
′, q)(2m2

−p′2 + 4(p′ · q) − q2) + I0(p, q)(2m
2 − p2 + 4(p · q) − q2)

+2(IA(p′, q)(−2m2 + p′2 − 4(p′ · q) + q2) + IA(p, q)(−2m2 + p2 − 4(p · q) + q2))

−8πD/2−2Q1(q)
)

+
1

(m2 − q2)2
(T − 2K0(q)(m

2 + q2)) − (I0(p
′, q) + I0(p, q)

+Ĩ0(q − p, p′, p) − 2IA(p, q) − 4IB(p′, q) − 4IB(p, q) + 4IC(p′, q) + 4IC(p, q)

+4ID(p, q) − 2ĨA(q − p, p′ − p) − 2ĨB(q − p, p′ − p) + 4ĨD(q − p, p′ − p)

+(2m2 − p′2 − p2 + 4(p · p′))(U0(p, p
′, q) − 2UA(p, p′, q) + 4(−UB(p, p′, q)

+UE(p, p′, q) + UG(p, p′, q))))

)}
− (1 − ξ)

2−D−2π2−De2

m2 − q2

{
m6(−V0(p, p

′, q)

+2VA(p, p′, q) + 4VB(p, p′, q) − 4VE(p, p′, q)) +m4(2U0(p, p
′, q) − 4UA(p, p′, q)

−8UB(p, p′, q) + 8UE(p, p′, q) + 8UG(p, p′, q) + (q2 + p′2 + p2)(V0(p, p
′, q)

−2VA(p, p′, q) − 4VB(p, p′, q) + 4VE(p, p′, q)) − 2JA(p′, q) − 2JA(p, q)

+2JB(p′, q) + 2JB(p, q) − 4JC(p′, q) − 4JC(p, q) + 4JE(p′, q) + 4JE(p, q))

+m2(q2(2JA(p′, q) + 2JA(p, q) − 2JB(p′, q) − 2JB(p, q) + 4JC(p′, q) + 4JC(p, q)

−4JE(p′, q) − 4JE(p, q) − 2U0(p, p
′, q) + 4UA(p, p′, q) + 8UB(p, p′, q)

−8UE(p, p′, q) − 8UG(p, p′, q)) + (p′2 + p2)(−U0(p, p
′, q) + 2UA(p, p′, q)

+4UB(p, p′, q) − 4UE(p, p′, q) − 4UG(p, p′, q)) + (p′2q2 + p2q2 + p′2p2)(−V0(p, p
′, q)

+2VA(p, p′, q) + 4VB(p, p′, q) − 4VE(p, p′, q)) + I0(p, q) + Ĩ0(q − p, p′ − p)

−2IA(p, q) − 4IB(p′, q) − 4IB(p, q) + 4IC(p′, q) + 4IC(p, q) + 4ID(p, q)

−2ĨA(q − p, p′ − p) − 2ĨB(q − p, p′ − p) + 4ĨD(q − p, p′ − p) + L0(p)

+L0(p
′) + p′2(2JA(p′, q) − 2JB(p′, q) + 4JC(p′, q) − 4JE(p′, q))

+p2(2JA(p, q) − 2JB(p, q) + 4JC(p, q) − 4JE(p, q))) + (m2 − q2)I0(p
′, q)

+q2(−I0(p, q) − Ĩ0(q − p, p′ − p) + 2IA(p, q) + 4IB(p′, q) + 4IB(p, q) − 4IC(p′, q)

−4IC(p, q) − 4ID(p, q) + 2ĨA(q − p, p′ − p) + 2ĨB(q − p, p′ − p)

−4ĨD(q − p, p′ − p)) + p′2q2(−2JA(p′, q) + 2JB(p′, q) − 4JC(p′, q) + 4JE(p′, q)

+U0(p, p
′, q) − 2UA(p, p′, q) − 4UB(p, p′, q) + 4UE(p, p′, q) + 4UG(p, p′, q))

+p2q2(−2JA(p, q) + 2JB(p, q) − 4JC(p, q) + 4JE(p, q) + U0(p, p
′, q)

−2UA(p, p′, q) − 4UB(p, p′, q) + 4UE(p, p′, q) + 4UG(p, p′, q)) + p′2p2q2(V0(p, p
′, q)

−2VA(p, p′, q) − 4VB(p, p′, q) + 4VE(p, p′, q)) − 4(m2 − p′2)(m2 − p2)(m2 − q2) ×

VG(p, p′, q) − p′2L0(p
′) − p2L0(p) − 8πD/2−2(q2 −m2)D/2−2 Γ

(
D
2

)
Γ
(
3 − D

2

)
Γ
(

D
2

+ 2
) ×

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 2;

q2

q2 −m2

))}
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C3 = 2−D−1π2−De2
{

2(IB(p′, q) − IC(p′, q) − IC(p, q) + IE(p′, q) + IE(p, q))

+IB(p, q) + ĨB(q − p, p′ − p) − 2ĨD(q − p, p′ − p) +
2q2IA(p′, q)

m2 − q2
− 2q2K0(q)

(m2 − q2)2

+
T

(m2 − q2)2
2m2(−U0(p, p

′, q) + UA(p, p′, q) + 3UB(p, p′, q) − 2UE(p, p′, q)

−2UG(p, p′, q)) + p′2(U0(p, p
′, q) + U0(p, p

′, q) − UA(p, p′, q) − 3UB(p, p′, q)

+2UE(p, p′, q) + 2UG(p, p′, q)) + 4(p · p′)(−U0(p, p
′, q) + UA(p, p′, q)

+3UB(p, p′, q) − 2UE(p, p′, q) − 2UG(p, p′, q)) + p2(−UA(p, p′, q) − 3UB(p, p′, q)

+2UE(p, p′, q) + 2UG(p, p′, q)) +
K0(p

′)

m2 − q2
+
m2I0(p, q)

m2 − q2
+

2p′2IA(p′, q)

m2 − q2

+
(m2 − p′2 + 4(p′ · q))

m2 − q2
I0(p

′, q) +
4(p · q)
m2 − q2

I0(p, q) +
K0(p)

q2 −m2
+

4K0(q)

q2 −m2

+
4m2IA(p′, q)

q2 −m2
+

8(p′ · q)
q2 −m2

IA(p′, q) +
p2I0(p, q)

q2 −m2
+

(m2 − p2 + 4(p · q))
q2 −m2

IA(p, q)

− 2m2K0(q)

(m2 − q2)2
− (1 − ξ)

m2 − q2

(
m6(−V0(p, p

′, q) + VA(p, p′, q) + 3VB(p, p′, q)

−2VE(p, p′, q)) +m4(2U0(p, p
′, q) − 2UA(p, p′, q) − 6UB(p, p′, q) + 4UE(p, p′, q)

+4UG(p, p′, q) + (p′2 + p2 + q2)(V0(p, p
′, q) − VA(p, p′, q) + 2VE(p, p′, q)

−3VB(p, p′, q)) + 2(−JA(p′, q) + JB(p′, q) − JC(p′, q) − JC(p, q) + JE(p′, q)

+JE(p, q))) +m2(2q2(JA(p′, q) − JB(p′, q) + JC(p′, q) + JC(p, q) − JE(p′, q)

−JE(p, q) − U0(p, p
′, q) + UA(p, p′, q) − 2UE(p, p′, q) + 3UB(p, p′, q)

−2UG(p, p′, q)) + (p′2 + p2)(−U0(p, p
′, q) + UA(p, p′, q) + 3UB(p, p′, q)

−2UE(p, p′, q) − 2UG(p, p′, q)) + (p′2q2 + p2q2 + p′2p2)(−V0(p, p
′, q)

+3VB(p, p′, q) + VA(p, p′, q) − 2VE(p, p′, q)) + I0(p, q) − IA(p, q) − 3IB(p′, q)

−3IB(p, q) + 2IC(p′, q) + 2IC(p, q) + 2ID(p, q) − ĨB(q − p, p′ − p)

+2ĨD(q − p, p′ − p) + L0(p) + L0(p
′) + p′2(2JA(p′, q) − 2JB(p′, q) + 2JC(p′, q)

−2JE(p′, q)) + p2(2JC(p, q) − 2JE(p, q)) + 4πD/2−2Q2(q)) + (m2 − q2)I0(p
′, q)

+q2(−I0(p, q) + IA(p, q) + 3IB(p′, q) + 3IB(p, q) − 2IC(p′, q) − 2IC(p, q)

−2ID(p, q) + ĨB(q − p, p′ − p) − 2ĨD(q − p, p′ − p)) + 2p′2q2(−JA(p′, q)

+JB(p′, q) − JC(p′, q) + JE(p′, q)) + 2p2q2(−JC(p, q) + JE(p, q))

−4πD/2−2q2Q2(q) + (p′2q2 + +p2q2)(U0(p, p
′, q) − UA(p, p′, q)

−3UB(p, p′, q) + 2UE(p, p′, q) + 2UG(p, p′, q)) + p′2p2q2(V0(p, p
′, q) − VA(p, p′, q)

−3VB(p, p′, q) + 2VE(p, p′, q)) − 2(m2 − p′2)(m2 − p2)(m2 − q2)VG(p, p′, q)

−p′2L0(p
′) − p2L0(p)

)}
(5.40)
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C4 =
1

4
e2
{
− 21−Dπ2−D(IB(p′, q) − 2ID(p′, q)) − 22−Dπ2−D

m2 − q2
(K0(p

′) − πD/2−2Q1(p
′)

−K0(q) + πD/2−2Q1(q)) +
2−Dπ2−D

m2 − q2

(
K0(p) +K0(p

′) + 2K0(q) + I0(p
′, q)(2m2

−p′2 + 4(p′ · q) − q2) + I0(p, q)(2m
2 − p2 + 4(p · q) − q2) + 2(IB(p′, q)(−2m2

+p′2 − 4(p′ · q) + q2) + IA(p, q)(−2m2 + p2 − 4(p · q) + q2)) − 4πD/2−2(Q1(p
′)

+Q1(q)) +
1

(m2 − q2)
(T − 2K0(q)(m

2 + q2))

)
− 2−Dπ2−D(I0(p

′, q) + I0(p, q)

−Ĩ0(q − p, p′ − p) − 2IA(p′, q) − 2IB(p′, q) − 2IB(p, q) + 4ID(p′, q)

+2ĨA(q − p, p′ − p) + 2ĨB(q − p, p′ − p) − 4ĨD(q − p, p′ − p) + (2m2 − p′2 − p2

+4(p · p′))(U0(p, p
′, q) − 2(UB(p, p′, q) + UC(p, p′, q) − 2UH(p, p′, q))))

}
+(1 − ξ)

4−D−1e2π2−2D

m2 − q2

{
2D+1πD(m6(−VB(p, p′, q) − VC(p, p′, q) + 2VH(p, p′, q))

+m4(−JA(p′, q) + JA(p, q) + JB(p′, q) − JB(p, q) − U0(p, p
′, q) + 2UB(p, p′, q)

+2UC(p, p′, q) − 4UH(p, p′, q) + (p′2 + p2 + q2)(VB(p, p′, q) + VC(p, p′, q)

−2VH(p, p′, q))) +m2(IB(p′, q) + IB(p, q) − 2ID(p′, q) − ĨA(q − p, p′ − p)

−ĨB(q − p, p′ − p) + 2ĨD(q − p, p′ − p) + (p′2 + q2)(JA(p′, q) − JB(p′, q))

+(p2 + q2)(−JA(p, q) + JB(p, q)) + q2(U0(p, p
′, q) − 2UB(p, p′, q)

−2UC(p, p′, q) + 4UH(p, p′, q)) + p′2(−UB(p, p′, q) − UC(p, p′, q)

+2UH(p, p′, q)) + p2(−UB(p, p′, q) − UC(p, p′, q) + 2UH(p, p′, q)) + (p′2p2 + p′2q2

+p2q2)(−VB(p, p′, q) − VC(p, p′, q) + 2VH(p, p′, q))) + (m2 − q2)IA(p′, q)

+q2(−IB(p′, q) − IB(p, q) + 2ID(p′, q) + ĨA(q − p, p′ − p) + ĨB(q − p, p′ − p)

−2ĨD(q − p, p′ − p)) + p′2q2(−JA(p′, q) + JB(p′, q) + UB(p, p′, q) + UC(p, p′, q)

−2UH(p, p′, q)) + p2q2(JA(p, q) − JB(p, q) + UB(p, p′, q) + UC(p, p′, q)

−2UH(p, p′, q)) + p′2p2q2(VB(p, p′, q) + VC(p, p′, q) − 2VH(p, p′, q)))

−(2π)D(m2(I0(p
′, q) + I0(p, q) − Ĩ0(q − p, p′ − p) + L0(p) + L0(p

′)) − p′2L0(p
′)

−p2L0(p) − q2(I0(p
′, q) + I0(p, q) − Ĩ0(q − p, p′ − p)) + (m2 − q2)((p′2 −m2) ×

(m2 − p2)V0(p, p
′, q) − (p′2 + p2)U0(p, p

′, q)))

}
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C5 = 2−D−1π2−De2
(
2I0(p

′, q) − 4IB(p′, q) − ĨB(q − p, p′ − p) + 2ĨD(q − p, p′ − p)

+(2m2 − p′2 − p2 + 4p · p′)(UC(p, p′, q) − 2UH(p, p′, q)) + (1 − ξ)
(

−m4(VC(p, p′, q) − 2VH(p, p′, q)) +m2(2UC(p, p′, q) − 4UH(p, p′, q) + (p′2 + p2)

(VC(p, p′, q) − 2VH(p, p′, q))) + IA(p′, q) − 2ID(p′, q) − ĨB(q − p, p′ − p)

+2ĨD(q − p, p′ − p) − p2(UC(p, p′, q) − 2UH(p, p′, q)) − p′2(UC(p, p′, q)

−2UH(p, p′, q) + p2(VC(p, p′, q) − 2VH(p, p′, q)))
))

(5.42)
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C6 = 2−Dπ2−De2
{
ID(p′, q) − 1

2
IB(p′, q) + ID(p′, q′) − 1

2
IB(p′, q′) +

1

q′2 −m2

(
−πD/2−2Q1(p) +K0(p)

)
+

1

q2 −m2

(
K0(p) − πD/2−2Q1(p)

)
+

2

q′2 −m2
(K0(p

′)

−πD/2−2Q1(p
′)) +

2

q2 −m2

(
K0(p

′) − πD/2−2Q1(p
′)
)

+
−(K0(p

′) +K0(q
′))

2(q′2 −m2)

−1

2
I0(p

′, q′)

(
m2 − p′2

q′2 −m2
+

4(p′ · q′)
q′2 −m2

− 1

)
+

K̃0(p
′, q′)

2(q′2 −m2)
− 4

(
+

K̃0(p
′, q′)

4(q′2 −m2)

−1

2
IB(p′, q′)

(
m2 − p′2

q′2 −m2
+

4(p′ · q′)
q′2 −m2

− 1

)
− πD/2−2Q1(p

′)

q′2 −m2

)
+
−(K0(p

′) +K0(q))

2(q2 −m2)
− 1

4
I0(p

′, q)

(
m2 − p′2

q2 −m2
+

4(p′ · q)
q2 −m2

− 1

)
+

K̃0(p
′, q)

4(q2 −m2)
− K̃0(p

′, q)

(q2 −m2)
+ 2IB(p′, q)

(
m2 − p′2

q2 −m2
+

4(p′ · q)
q2 −m2

− 1

)
+

4πD/2−2Q1(p
′)

q2 −m2
− πD/2−2Q1(q)

q2 −m2
+

K0(q)

q2 −m2
+

−(K0(p) +K0(q))

2(q2 −m2)

−1

4
I0(p, q)

(
m2 − p2

q2 −m2
+

4(p · q)
q2 −m2

− 1

)
+

K̃0(p, q)

4(q2 −m2)
− K̃0(p, q)

2(q2 −m2)

+
1

2
IA(p, q)

(
m2 − p2

q2 −m2
+

4(p · q)
q2 −m2

− 1

)
+

πD/2−2

q2 −m2
(Q1(p) +Q1(q))

+
−(K0(p) +K0(q

′))

2(q′2 −m2)
− 1

2
ID(p, q′)

(
m2 − p2

q′2 −m2
+

4(p · q′)
q′2 −m2

− 1

)
+

K̃0(p, q
′)

2(q′2 −m2)

− K̃0(p, q
′)

2(q′2 −m2)
+

1

2
(IA(p, q′) + IB(p, q′))

(
m2 − p2

q′2 −m2
+

4(p · q′)
q′2 −m2

− 1

)
+
πD/2−2

q′2 −m2
(Q1(p) +Q1(q

′)) − K0(q)

2

(
4m2

(q2 −m2)2
+

2

q2 −m2

)
+

T

2(q2 −m2)2

+
1

2

(
(I0(p

′, q) + I0(p, q) − Ĩ0(q − p, p′ − p) − (−2m2 + p′2 + p2

−4(p · p′))U0(p, p
′, q)) + (Ĩ0(q − p, p′ − p) − IA(p, q) − IB(p′, q) − IB(p, q)

−ĨB(q − p, p′ − p) + (−2m2 + p′2 + p2 − 4(p · p′))(UA(p, p′, q) + UB(p, p′, q)))

−2(IA(p′, q) − ĨB(q − p, p′ − p) − (−2m2 + p′2 + p2 − 4(p · p′))UC(p, p′, q))

+2(ID(p′, q) − ĨB(q − p, p′ − p) + ĨE(q − p, p′ − p) − (−2m2 + p′2 + p2

−4(p · p′))(UF (p, p′, q) + UH(p, p′, q))) − (I0(p
′, q′) + ID(p, q′) − Ĩ0(q

′ − p, p′ − p)

−(−2m2 + p′2 + p2 − 4(p · p′))U0(p, p
′, q′)) − (Ĩ0(q

′ − p, p′ − p) − IA(p, q′)

−IB(p′, q′) − IB(p, q′) − ĨB(q′ − p, p′ − p) + (−2m2 + p′2 + p2 − 4(p · p′))
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(UA(p, p′, q′) + UB(p, p′, q′))) + 2(IA(p′, q′) − ĨB(q′ − p, p′ − p) − (−2m2 + p′2

+p2 − 4(p · p′))UC(p, p′, q′)) − 2(ID(p′, q′) − ĨB(q′ − p, p′ − p) + ĨE(q′ − p, p′ − p)

−(−2m2 + p′2 + p2 − 4(p · p′))(UF (p, p′, q′) + UH(p, p′, q′)))

)}
+ (1 − ξ)2−D−1π2−De2{

m4(V0(p, p
′, q) + V0(p, p

′, q′) − VA(p, p′, q) − VA(p, p′, q′) − VB(p, p′, q)

−VB(p, p′, q′) − 2VC(p, p′, q) − 2VC(p, p′, q′) + 2VF (p, p′, q) + 2VF (p, p′, q′) + 2VH(p, p′, q)

+2VH(p, p′, q′)) +m2(−2JA(p′q) − 2JA(p′, q′) + 2JB(p′, q) + 2JB(p′, q′) − 2U0(p, p
′, q)

−2U0(p, p
′, q′) + 2UA(p, p′, q) + 2UA(p, p′, q′) + 2UB(p, p′, q) + 2UB(p, p′, q′)

+4(UC(p, p′, q) + UC(p, p′, q′) − UF (p, p′, q) − UF (p, p′, q′) − UH(p, p′, q) − UH(p, p′, q′))

+(p′2 + p2)(−V0(p, p
′, q) − V0(p, p

′, q′) + VA(p, p′, q) + VA(p, p′, q′) + VB(p, p′, q)

+VB(p, p′, q′) + 2VC(p, p′, q) + 2VC(p, p′, q′) − 2VF (p, p′, q) − 2VF (p, p′, q′) − 2VH(p, p′, q)

−2VH(p, p′, q′)) +
L0(p)

q′2 −m2
+

L0(p
′)

q′2 −m2
+

L0(p)

q2 −m2
+

L0(p
′)

q2 −m2
) − I0(p

′, q) − I0(p
′, q′)

−I0(p, q) − I0(p, q
′) + 2IA(p′, q) + 2IA(p′, q′) + IA(p, q) + IA(p, q′) + IB(p′, q)

+IB(p′, q′) + IB(p, q) + IB(p, q′) − 2ID(p′, q) − 2ID(p′, q′) + 2ĨB(q′ − p, p′ − p)

+2ĨB(q − p, p′ − p) − 2ĨE(q′ − p, p′ − p) − 2ĨE(q − p, p′ − p) − L0(q
′)

+p′2(2JA(p′, q) + 2JA(p′, q′) − 2JB(p′, q) − 2JB(p′, q′)) + (p′2 + p2)(U0(p, p
′, q)

+U0(p, p
′, q′) − UA(p, p′, q) − UA(p, p′, q′) − UB(p, p′, q) − UB(p, p′, q′)

−2UC(p, p′, q) − 2UC(p, p′, q′) + 2UF (p, p′, q′) + 2UF (p, p′, q) + 2UH(p, p′, q)

+2UH(p, p′, q′)) + p′2p2(V0(p, p
′, q) + V0(p, p

′, q′) − VA(p, p′, q) − VA(p, p′, q′)

−VB(p, p′, q) − VB(p, p′, q′) − 2VC(p, p′, q) − 2VC(p, p′, q′) + 2VF (p, p′, q)

+2VF (p, p′, q′) + 2VH(p, p′, q) + 2VH(p, p′, q′)) + p′2
(

L0(p
′)

m2 − q′2
+

L0(p
′)

m2 − q2

)
+p2

(
L0(p)

m2 − q′2
+

L0(p)

m2 − q2

)
+ 2πD/2−2(m2 − q′2)D/2−3 Γ

(
3 − D

2

)
Γ
(

D
2
− 1
)

Γ
(

D
2

+ 1
)

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

q′2

q′2 −m2

)}
(5.43)
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C7 = 2−D−1π2−De2
{

1

(m2 − q′2)2

(
8πD/2−2(m2 − q′2)D/2−2q′2

Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2

)
Γ
(

D
2

+ 1
)

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 1;

q′2

q′2 −m2

)
− (4q′2K0(q

′) + T ) + 2I0(p
′, q)

+2I0(p
′, q′) − 4IB(p′, q) − 4IB(p′, q′) + ĨB(q′ − p, p′ − p) + ĨB(q − p, p′ − p)

−2ĨE(q′ − p, p′ − p) − 2ĨE(q − p, p′ − p) + (2m2 − p′2 − p2 + 4p · p′)(UC(p, p′, q)

+UC(p, p′, q′) − 2(UF (p, p′, q) + UF (p, p′, q′) + UH(p, p′, q) + UH(p, p′, q′)))

)
+(1 − ξ)

(
4(I0(p, p

′) − p′2JE(p, p′) − p2JC(p, p′) − 2(p · p′)JD(p, p′))

− 8πD/2−2

(m2 − q′2)2

(
(m2 − q′2)D/2−2q′2

Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2

)
Γ
(

D
2

+ 1
) 2F1

(
2 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 1;

q′2

q′2 −m2

)
−q′4(q′2 −m2)D/2−3Γ

(
D
2

)
Γ
(
3 − D

2

)
Γ
(

D
2

+ 2
) 2F1

(
3 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 2;

q′2

q′2 −m2

)
−1

2
q′2(q′2 −m2)D/2−2 Γ

(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2
− 1
)

Γ
(

D
2

+ 1
) 2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

q′2

q2 −m2

))
−m4(VC(p, p′, q) + VC(p, p′, q′) − 2(VF (p, p′, q) + VF (p, p′, q′) + VH(p, p′, q)

+VH(p, p′, q′))) +m2(2UC(p, p′, q) + 2UC(p, p′, q′) − 4UF (p, p′, q) − 4UF (p, p′, q′)

−4UH(p, p′, q) − 4UH(p, p′, q′) + (p′2 + p2)(VC(p, p′, q) + VC(p, p′, q′) − 2(VF (p, p′, q)

+VF (p, p′, q′) + VH(p, p′, q) + VH(p, p′, q′)))) + IA(p′, q) + IA(p′, q′) − 2ID(p′, q)

−2ID(p′, q′) + ĨB(q′ − p, p′ − p) + ĨB(q − p, p′ − p) − 2ĨE(q′ − p, p′ − p)

−2ĨE(q − p, p′ − p) + 4(p · p′)JD(p, p′) +
T

(m2 − q′2)2
− p2(UC(p, p′, q)

+UC(p, p′, q′) − 2(UF (p, p′, q) + UF (p, p′, q′) + UH(p, p′, q) + UH(p, p′, q′)))

−p′2(UC(p, p′, q) + UC(p, p′, q′) − 2UF (p, p′, q) − 2UF (p, p′, q′) − 2UH(p, p′, q)

−2UH(p, p′, q′) + p2(VC(p, p′, q) + VC(p, p′, q′) − 2(VF (p, p′, q) + VF (p, p′, q′)

+VH(p, p′, q) + VH(p, p′, q′))))

)}
(5.44)
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C8 = 2−D−1π2−De2
(
2I0(p

′, q) + 2I0(p
′, q′) − 4IA(p′, q) − 4IA(p′, q′) + 2IC(p′, q)

+2IC(p′, q′) − 2IE(p′, q) − 2IE(p′, q′) − ĨB(q′ − p, p′ − p) − ĨB(q − p, p′ − p)

+2ĨE(q′ − p, p′ − p) + 2ĨE(q − p, p′ − p) + (2m2 − p′2 − p2 + 4p · p′)
(UC(p, p′, q) + UC(p, p′, q′) − 2(UI(p, p

′, q) + UI(p, p
′, q′)))

+(1 − ξ)
(
m4(−VC(p, p′, q) − VC(p, p′, q′) + 2VI(p, p

′, q)) +m2(−2JC(p′, q)

−2JC(p′, q′) + 2JE(p′, q) + 2JE(p′, q′) + 2UC(p, p′, q) + 2UC(p, p′, q′)

−4UI(p, p
′, q) − 4UI(p, p

′, q′)) + p′2m2(VC(p, p′, q) + VC(p, p′, q′) − 2VI(p, p
′, q))

+p2m2(VC(p, p′, q) + VC(p, p′, q′) − 2VI(p, p
′, q)) + IA(p′, q) + IA(p′, q′)

−2IE(p′, q) − 2IE(p′, q′) − ĨB(q′ − p, p′ − p) − ĨB(q − p, p′ − p)

+2ĨE(q′ − p, p′ − p) + 2ĨE(q − p, p′ − p) + p′2(2JC(p′, q) + 2JC(p′, q′)

−2JE(p′, q) − 2JE(p′, q′) − UC(p, p′, q) − UC(p, p′, q′) + 2UI(p, p
′, q)

+2UI(p, p
′, q′)) + p2(4JD(p, p′) − UC(p, p′, q) − UC(p, p′, q′) + 2UI(p, p

′, q)

+2UI(p, p
′, q′)) + p′2p2(−VC(p, p′, q) − VC(p, p′, q′) + 2VI(p, p

′, q))

+2(m2 − p′2)(m2 − p2)VI(p, p
′, q′)

))
(5.45)
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C9 = −2−D−1π2−De2
{
− 2IE(p′, q) + IB(p′, q) + 2IE(p′, q′) − IB(p′, q′) + 4I0(p, q)

−6(IA(p, q) + IB(p, q)) + 2(IC(p, q) + 2ID(p, q) + IE(p, q)) + I0(p, q
′)

−6(IA(p, q′) + IB(p, q′)) + 2(IC(p, q′) + 2ID(p, q′) + IE(p, q′))

+

(
2

q′2 −m2
+

2

q2 −m2

)
(−πD/2−2Q1(p) +K0(p)) +

6

q2 −m2
(−πD/2−2Q1(q)

+K0(q)) + 2

(−(K0(p
′) +K0(q))

2(q2 −m2)
− 1

2
I0(p

′, q)

(
m2 − p′2

q2 −m2
+

4(p′ · q)
q2 −m2

− 1

)
+

K̃0(p
′, q)

2(q2 −m2)

)
− 4

(
K̃0(p

′, q)

4(q2 −m2)
− 1

2
IA(p′, q)

(
m2 − p′2

q2 −m2
+

4(p′ · q)
q2 −m2

− 1

)
−πD/2−2 Q1(q)

q2 −m2

)
+ 2

(−(K0(p) +K0(q))

2(q2 −m2)
− 1

2
I0(p, q)

(
m2 − p2

q2 −m2
+

4(p · q)
q2 −m2

−1

)
+

K̃0(p, q)

2(q2 −m2)

)
− 2

(
K̃0(p, q)

2(q2 −m2)
− 1

2
IA(p, q)

(
m2 − p2

q2 −m2
+

4(p · q)
q2 −m2

− 1

)
−πD/2−2

(
Q1(p) +Q1(q)

q2 −m2

))
+

6

q′2 −m2
(−πD/2−2Q1(q

′) +K0(q
′))

+2

(−(K0(p
′) +K0(q

′))

2(q′2 −m2)
− 1

2
I0(p

′, q′)

(
m2 − p′2

q′2 −m2
+

4(p′ · q′)
q′2 −m2

− 1

)
+

K̃0(p
′, q′)

2(q′2 −m2)

)
−4

(
K̃0(p

′, q′)

4(q′2 −m2)
− 1

2
IA(p′, q′)

(
m2 − p′2

q′2 −m2
+

4(p′ · q′)
q′2 −m2

− 1

)
− πD/2−2 Q1(q

′)

q′2 −m2
− 1

)
+2

(−(K0(p) +K0(q
′))

2(q′2 −m2)
− 1

2
I0(p, q

′)

(
m2 − p2

q′2 −m2
+

4(p · q′)
q′2 −m2

− 1

)
+

K̃0(p, q
′)

2(q′2 −m2)

)
−2

(
K̃0(p, q

′)

2(q′2 −m2)
− 1

2
(IA(p, q′) + IB(p, q′))

(
m2 − p2

q′2 −m2
+

4(p · q′)
q′2 −m2

− 1

)
−πD/2−2

(
Q1(p) +Q1(q

′)

q′2 −m2

))
− 2

(q′2 −m2)2

(
2K0(q

′)q′2

−4πD/2−2q′2(m2 − q′2)D/2−2 Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2

)
Γ
(

D
2

+ 1
) 2F1

(
2 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 1;

q2

q′2 −m2

)
+

1

2
T

)
−K0(q)

(
4m2

(q2 −m2)2
+

2

q2 −m2

)
+

T

(q2 −m2)2
− (I0(p

′, q) + I0(p, q)

−Ĩ0(q − p, p′ − p) − (−2m2 + p′2 + p2 − 4(p · p′))U0(p, p
′, q))

−3(Ĩ0(q − p, p′ − p) − IA(p, q) − IB(p′, q) − IB(p, q) − ĨB(q − p, p′ − p)

+(−2m2 + p′2 + p2 − 4(p · p′))(UA(p, p′, q) + UB(p, p′, q))) + 2(Ĩ0(q − p, p′ − p)

−IC(p′, q) − IC(p, q) − 2ID(p, q) − IE(p, q) − 2ĨB(q − p, p′ − p)

+ĨE(q − p, p′ − p) + (−2m2 + p′2 + p2 − 4(p · p′))(UD(p, p′, q) + 2UE(p, p′, q)
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+UG(p, p′, q′))) − (I0(p
′, q′) + I0(p, q

′) − Ĩ0(q
′ − p, p′ − p) − (−2m2 + p′2 + p2

−4(p · p′))U0(p, p
′, q′)) − 3(Ĩ0(q

′ − p, p′ − p) − IA(p, q′) − IB(p′, q′) − IB(p, q′)

−ĨB(q′ − p, p′ − p) + (−2m2 + p′2 + p2 − 4(p · p′))(UA(p, p′, q′) + UB(p, p′, q′)))

+2(Ĩ0(q
′ − p, p′ − p) − IC(p′, q′) − IC(p, q′) − 2ID(p, q′) − IE(p, q′)

−2ĨB(q′ − p, p′ − p) + ĨE(q′ − p, p′ − p) + (−2m2 + p′2 + p2(p · p′))(UD(p, p′, q′)

+2UE(p, p′, q′) + UG(p, p′, q′)))

}
+ (1 − ξ)2−D−1π2−De2

{
m4(V0(p, p

′, q)

+V0(p, p
′, q′) − 3VA(p, p′, q) − 3VA(p, p′, q′) − 3VB(p, p′, q) − 3VB(p, p′, q′)

+2VD(p, p′, q) + 2VD(p, p′, q′) + 4VE(p, p′, q) + 4VE(p, p′, q′) + 2VG(p, p′, q))

+m2(−2U0(p, p
′, q) − 2U0(p, p

′, q′) + 6UA(p, p′, q) + 6UA(p, p′, q′) + 6UB(p, p′, q)

+6UB(p, p′, q′) − 4UD(p, p′, q) − 4UD(p, p′, q′) − 8UE(p, p′, q) − 8UE(p, p′, q′)

−4UG(p, p′, q) − 4UG(p, p′, q′) + (p′2 + p2)(−V0(p, p
′, q) − V0(p, p

′, q′)

+3VA(p, p′, q) + 3VA(p, p′, q′) + 3VB(p, p′, q) + 3VB(p, p′, q′) − 2VD(p, p′, q)

−2VD(p, p′, q′) − 4VE(p, p′, q) − 4VE(p, p′, q′) − 2VG(p, p′, q)) +
L0(p)

q′2 −m2

+
L0(p

′)

q′2 −m2
+

L0(p)

q2 −m2
+

L0(p
′)

q2 −m2
+ 2JA(p′, q) + 2JA(p′, q′) − 2JB(p′, q)

−2JB(p′, q′) + 2JC(p′, q) + 2JC(p′, q′) − 2JE(p′, q) − 2JE(p′, q′)) +
T

(m2 − q′2)2

+(p′2 + p2)(U0(p, p
′, q) + U0(p, p

′, q′) − 3UA(p, p′, q) − 3UA(p, p′, q′)

−3UB(p, p′, q) − 3UB(p, p′, q′) + 2UD(p, p′, q) + 2UD(p, p′, q′) + 4UE(p, p′, q)

+4UE(p, p′, q′) + 2UG(p, p′, q) + 2UG(p, p′, q′)) + p′2p2(V0(p, p
′, q) + V0(p, p

′, q′)

−3VA(p, p′, q) − 3VA(p, p′, q′) − 3VB(p, p′, q) − 3VB(p, p′, q′) + 2VD(p, p′, q)

+2VD(p, p′, q′) + 4VE(p, p′, q) + 4VE(p, p′, q′) + 2VG(p, p′, q)) + 2(m2 − p′2)

(m2 − p2)VG(p, p′, q′) + p′2
(

L0(p
′)

m2 − q′2
+

L0(p
′)

m2 − q2

)
+ p2

(
L0(p)

m2 − q′2
+

L0(p)

m2 − q2

)
−I0(p′, q) − I0(p

′, q′) − I0(p, q) − I0(p, q
′) + 3IA(p, q) + 3IA(p, q′) + 3IB(p′, q)

+3IB(p′, q′) + 3IB(p, q) + 3IB(p, q′) − 2IC(p′, q) − 2IC(p′, q′) − 2IC(p, q)

−2IC(p, q′) − 4ID(p, q) − 4ID(p, q′) − 2IE(p, q) − 2IE(p, q′) − ĨB(q′ − p, p′ − p)

−ĨB(q − p, p′ − p) + 2ĨE(q′ − p, p′ − p) + 2ĨE(q − p, p′ − p) − L0(q
′)

+p′2(−2JA(p′, q) − 2JA(p′, q′) + 2JB(p′, q) + 2JB(p′, q′) − 2JC(p′, q) − 2JC(p′, q′)

+2JE(p′, q) + 2JE(p′, q′) + 4JD(p, p′)) + 8πD/2−2 q′4

(m2 − q′2)2

[
(q′2 −m2)D/2−3 ×

Γ
(

D
2

)
Γ
(
3 − D

2

)
Γ
(

D
2

+ 2
) 2F1

(
3 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 2;

q′2

q′2 −m2

)
+

1

2
(q′2 −m2)D/2−2 Γ

(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2
− 1
)

Γ
(

D
2

+ 1
) 2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

q′2

q′2 −m2

)]
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−8πD/2−2q′2(m2 − q2)D/2−4Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2

)
Γ
(

D
2

+ 1
) 2F1

(
2 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 1;

q2

q2 −m2

)
−4πD/2−2

[
(q2 −m2)D/2−3 Γ

(
D
2

)
Γ
(
3 − D

2

)
Γ
(

D
2

+ 2
) 2F1

(
3 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 2;

q2

q2 −m2

)
+(q′2 −m2)D/2−3 Γ

(
D
2

)
Γ
(
3 − D

2

)
Γ
(

D
2

+ 2
) 2F1

(
3 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 2;

q′2

q′2 −m2

)]}
(5.46)

5.3. El Vértice de Dispersión Compton a un Lazo

En este caṕıtulo comenzamos proponiendo una base conveniente para descomponer
el vértice de la dispersión de Compton en sus partes longitudinal y transversa. Además,
construimos el vértice longitudinal. En esta sección, vamos a calcular la dispersión Escalar-
Fotón. Los diagramas que tenemos que evaluar son 28. Estos diagramas los generamos us-
ando un paquete computacional llamado Feyn-Arts. Comenzaremos calculando el primer
diagrama.

182



D1

k′k

p p′

D2 D3 D4

D5 D6 D7 D8

D9 D10 D11 D12

D13 D14 D15 D16

D17 D18 D19 D20

D21 D22 D23 D24

D25 D26 D27 D28

183



5.4. Diagrama 1

k′k

p p′

w

k + p− w

α β

μ ν

Aplicando reglas de Feynman tenemos:

Γμν =

∫
dDw

(2π)D
(2ie2)

gμαgνβ

[(q − w)2 −m2]

[
− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.47)

Γμν = −2ie2
∫

dDw

(2π)D

[
− gμν

w2[(q − w)2 −m2]
+ (1 − ξ)

wμwν

w4[(q − w)2 −m2]

]
(5.48)

donde q = k + p y

K(q) =

∫
dDw

(2π)D

1

w2[(q − w)2 −m2]
=
iπD/2

(2π)D
Γ

(
2 − D

2

)
(m2 − q2)D/2−2 ×

B

(
D

2
− 1, 1

)
2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
;

q2

q2 −m2

)
(5.49)

Lμν(q) =

∫
dDw

(2π)D

wμwν

w4[(q − w)2 −m2]
= iπD/2

[
qμqν

Γ
(

D
2

)
Γ
(
3 − D

2

)
Γ
(

D
2

+ 2
) (q2 −m2)D/2−3 ×

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 2;

q2

q2 −m2

)
+
gμν

2

Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2
− 1
)

Γ
(

D
2

+ 1
) (q2 −m2)D/2−2 ×

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

q2

q2 −m2

)]
(5.50)

Entonces

Γμν
D1

= − 2ie2

(2π)D

{− gμνK(q) + (1 − ξ)Lμν(q)
}

(5.51)

184



5.5. Diagrama 2

k′k

p p′

w

α β

Γμν
D2

= − 2ie2

(2π)D

{− gμνK(q′) + (1 − ξ)Lμν(q′)
}

(5.52)

donde q′ = k′ + p

5.6. Diagrama 3

k′k

p p′

k + k′ + w

k + k′

w

α

β

μ ν
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Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

Γμν = ie2
∫

dDw

(2π)D

gμν(p+ p′)β(k + k′ + 2w)α

(w2 −m2)[(k + k′ + w)2 −m2]

[
− gαβ

(k + k′)2

+(1 − ξ)
(k + k′)α(k + k′)β

(k + k′)4

]
(5.53)

(k + k′ + 2w)α(p+ p′)βg
αβgμν = gμν [(p+ p′) · (k + k′) + 2(p+ p′)βw

β] (5.54)

(k+k′ +2w)α(k+k′)α(k+k′)β(p+ p′)βg
μν = gμν(k+k′) · (p+ p′)[(k+k′)2 +2(k+k′)βwβ]

(5.55)
Las integrales a calcular son de la forma:∫

dDw

(w2 −m2)[(k + k′ + w)2 −m2]∫
dDwwβ

(w2 −m2)[(k + k′ + w)2 −m2]

(5.56)

Sea −r = k + k′∫
dDw

(w2 −m2)[(w − r)2 −m2]
= iπD/2(−r2)D/2−2

[
Γ
(

D
2
− 1
)
Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2

) λD−3

−Γ

(
1 − D

2

)
(1 − λ)

(
−m

2

r2

)D/2−2

×

2F1

(
1, 2 − D

2
;
D

2
;
(1 − λ)2

4m2/r2

)]
(5.57)

donde

λ =

√
4m2 − r2

−r2
(5.58)

∫
dDwwβ

(w2 −m2)[(w − r)2 −m2]
=

rβ

2

∫
dDw

(w2 −m2)[(w − r)2 −m2]
(5.59)

Por lo tanto

Γμν
D3

= 0 (5.60)
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5.7. Diagrama 4

k′k

p p′

k + p

w

k + p− w

α β

μ
ν

Aplicando reglas de Feynman tenemos que:

Γμν = ie2
∫

dDw

(2π)D
gνβ (p+ q)μ(2q − w)α

(q2 −m2)[(q − w)2 −m2]

[
− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.61)

gαβg
νβ(q + p)μ(2q − w)α = (2q − w)ν(q + p)μ

gνβ(q + p)μ(2q − w)αwαwβ = wν(p+ q)μ[q2 − (q − w)2] (5.62)

Entonces

Γμν =
ie2

(2π)D

[
− 2qν(p+ q)μ

(q2 −m2)

∫
dDw

w2[(q − w)2 −m2]
+

(p+ q)μ

(q2 −m2)

∫
dDwwν

w2[(q − w)2 −m2]

+(1 − ξ)

[
(p+ q)μ

∫
dDwwν

w4[(q − w)2 −m2]
− (p+ q)μ

∫
dDwwν

w4︸ ︷︷ ︸
=0

]]
(5.63)

donde

Kν(q) =

∫
dDwwν

w2[(q − w)2 −m2]
= iπD/2(m2 − q2)D/2−2qν Γ

(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2

)
Γ
(

D
2

+ 1
) ×

2F1

(
2 − D

2
,
D

2
;
D

2
+ 1;

q2

q2 −m2

)
(5.64)

Lν(q) =

∫
dDwwν

w4[(q − w)2 −m2]
= −iπD/2(m2 − p2)D/2−3qν Γ

(
3 − D

2

)(
D
2
− 1
)

Γ
(

D
2

+ 1
) ×

2F1

(
3 − D

2
,
D

2
− 1;

D

2
+ 1;

q2

q2 −m2

)
(5.65)

187



Por lo tanto

Γμν
D4

=
ie2

(2π)D

{
− 2

(pμ + qμ)qν

(q2 −m2)
K(q) +

(pμ + qμ)

(q2 −m2)
Kν(q) + (1 − ξ)(pμ + qμ)Lν(q)

}
(5.66)

5.8. Diagrama 5

k′k

p p′

k′ + p− w

α νμ

k′ + p

Γμν
D5

=
ie2

(2π)D

{
− 2

(pμ + q′μ)q′ν

(q′2 −m2)
K(q′) +

(pμ + q′μ)

(q′2 −m2)
Kν(q′) + (1 − ξ)(pμ + q′μ)Lν(q′)

}
(5.67)
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5.9. Diagrama 6

k′k

p p′

νμ

k′ + p

w

Γμν
D6

=
ie2

(2π)D

{
− 2

(p′ν + q′ν)q′μ

(q′2 −m2)
K(q′) +

(p′ν + q′ν)

(q′2 −m2)
Kμ(q′) + (1 − ξ)(p′ν + q′ν)Lμ(q′)

}
(5.68)

5.10. Diagrama 7

k′k

p p′

νμ

α
k + p

k + p− w

w

Aplicando reglas de Feynman tenemos:

Γμν = ie2
∫

dDw

(2π)D
gαμ

(2q − w)β(p′ + q)ν

(q2 −m2)[(q − w)2 −m2]

[
− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.69)
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Γμν =
ie2

(2π)D

{
−
∫
dDw

[
(2q − w)μ(p

′ + q)ν

w2(q2 −m2)[(q − w)2 −m2]

]
+(1 − ξ)

∫
dDw

[
wμ(p

′ + q)ν [w · (2q − w)]

w4(q2 −m2)[(q − w)2 −m2]

]}
(5.70)

Entonces

Γμν =
ie2

(2π)D

{
− 2qμ(p′ν + qν)

(q2 −m2)

∫
dDw

w2[(q − w)2 −m2]
+

(p′ν + qν)

(q2 −m2)

∫
dDwwμ

w2[(q − w)2 −m2]

+(1 − ξ)

[
(p′ν + qν)

∫
dDwwμ

w4[(q − w)2 −m2]
− (p′ν + qν)

(q2 −m2)

∫
dDwwμ

w4︸ ︷︷ ︸
=0

]}
(5.71)

Γμν
D7

=
ie2

(2π)D

{
− 2

(p′ν + qν)qμ

(q2 −m2)
K(q) +

(p′ν + qν)

(q2 −m2)
Kμ(q) + (1 − ξ)(p′ν + qν)Lμ(q)

}
(5.72)

5.11. Diagrama 8

k′k

p p′

w

p′ − wp− w
β α

μν

Aplicando reglas de Feynman tenemos:

Γμν =
ie2

(2π)D

∫
dDw(2p′ − w)α(2p− w)βgμν

[(p− w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]

[
− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.73)

O bien,

Γμν
D8

=
−ie2
(2π)D

gμν

{
K̃(p− p′) − 2(p+ p′)μIμ(p, p

′) + 4p · p′I(p, p′)

+(ξ − 1)[K̃(p− p′) − 2(p+ p′)μIμ(p, p
′) + 4p′μpνJμν(p, p

′)]

}
(5.74)

190



donde

K̃(p− p′) =

∫
dDw

[(p− w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]
(5.75)

5.12. Diagrama 9

k′k

p p′

w

p− w

p+ k − wμ

ν
α β

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

Γμν = ie2
∫

dDw

(2π)D

(p+ q − 2w)μ(2p− w)αgβν

[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2]

[
− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.76)

(2p− w)α(p+ q − 2w)μgαβgβν = 2(p+ q)μpν − (p+ q)μwν − 4wμpν + 2wμwν (5.77)

(2p− w)α(p+ q − 2w)μgβνwαwβ = [(q + p)μwν − 2wμwν ][p2 − (p− w)2] (5.78)
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Las integrales que necesitamos calcular son de la forma:

Lν(q) =

∫
dDwwν

w4[(q − w)2 −m2]

Lμν(q) =

∫
dDwwμwν

w4[(q − w)2 −m2]

I(p, q) =

∫
dDw

w2[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2]

Iν(p, q) =

∫
dDwwν

w2[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2]

Iμν(p, q) =

∫
dDwwμwν

w2[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2]

Jν(p, q) =

∫
dDwwν

w4[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2]

Jμν(p, q) =

∫
dDwwμwν

w4[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2]
(5.79)

Entonces

Γμν
D9

=
−ie2
(2π)D

{
2(p+ q)μpνI(p, q) − (p+ q)μIν(p, q) − 4pνIμ(p, q) + 2Iμν(p, q)

−(1 − ξ)
[
(p2 −m2)(p+ q)μJν(p, q) − 2(p2 −m2)Jμν(p, q) + 2Lμν(q)

−(p + q)μLν(q)
]}

(5.80)

5.13. Diagrama 10

k′k

p p′

w

p− w

μ

ν
α β
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Γμν
D10

=
−ie2
(2π)D

{
2(p+ q′)μpνI(p, q′) − (p+ q′)μIν(p, q′) − 4pνIμ(p, q′) + 2Iμν(p, q′)

−(1 − ξ)
[
(p2 −m2)(p+ q′)μJν(p, q′) − 2(p2 −m2)Jμν(p, q′) + 2Lμν(q′)

−(p + q′)μLν(q′)
]}

(5.81)

5.14. Diagrama 11

k′k

p p′

p′ − w

w

ν

β

α
μ

Γμν
D11

=
−ie2
(2π)D

{
2p′μ(p′ + q′)νI(p′, q′) − (p′ + q′)νIμ(p′, q′) − 4p′μIν(p′, q′) + 2Iμν(p′, q′)

−(1 − ξ)
[
(p′2 −m2)(p′ + q′)νJμ(p′, q′) − 2(p′2 −m2)Jμν(p′, q′) + 2Lμν(q′)

−(p′ + q′)νLμ(q′)
]}

(5.82)
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5.15. Diagrama 12

k′k

p p′

p′ − w

w

ν

β
α

μ

k + p− w

Aplicamos reglas de Feynman:

Γμν =
ie2

(2π)D

∫
dDw

(2p′ − w)β(p′ + q − 2w)νgαμ

[(p′ − w)2 −m2][(q − w)2 −m2]

[
− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]

(2p′ − w)β(p′ + q − 2w)νgαβgαμ = (2p′ − w)μ(p′ + q − 2w)ν (5.83)

(2p′ − w)β(p′ + q − 2w)νgαμwαwβ = [w · (2p′ − w)]wμ(p′ + q − 2w)ν (5.84)

Por lo tanto

Γμν
D12

=
−ie2
(2π)D

{
2p′μ(p′ + q)νI(p′, q) − (p′ + q)νIμ(p′, q) − 4p′μIν(p′, q) + 2Iμν(p′, q)

−(1 − ξ)
[
(p′2 −m2)(p′ + q)νJμ(p′, q) − 2(p′2 −m2)Jμν(p′, q) + 2Lμν(q)

−(p′ + q)νLμ(q)
]}

(5.85)
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5.16. Diagrama 13

k′k

p p′

k + k′

w − k

β

ν
α

μ

w

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

Γμν = ie2
∫

dDw

(2π)D

(p+ p′)β(2w − k)μgαν

(w2 −m2)[(w − k)2 −m2]

[
− gαβ

(k + k′)2

+(1 − ξ)
(k + k′)α(k + k′)β

(k + k′)4

]
(5.86)

(p+ p′)β(2w − k)μgαβgαν = (2w − k)μ(p+ p′)ν (5.87)

(p+ p′)β(2w − k)μgαν(k + k′)α(k + k′)β = (k + k′) · (p+ p′)(2w − k)μ(k + k′)ν (5.88)

Entonces

Γμν =
ie2

(2π)D

{[
− (p+ p′)ν

(k + k′)2
+ (1 − ξ)

(k + k′) · (p+ p′)(k + k′)ν

(k + k′)4

]
×[

2

∫
dDwwμ

(w2 −m2)[(w − k)2 −m2]
− kμ

∫
dDw

(w2 −m2)[(w − k)2 −m2]

]}
Utilizando (5.57), (5.59) y simplificando obtenemos:

Γμν
D13

= 0 (5.89)
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5.17. Diagrama 14

k′k

p p′

k + k′

w − k′

β

ν

α

μ

w

Γμν
D14

= 0 (5.90)

5.18. Diagrama 15

k′k

p p′p′

w

p′ − w

k + p

β

μ ν

α

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

Γμν =
ie2

(2π)D

∫
dDw

(2p′ − w)β(p+ q)μgαν

(q2 −m2)[(p′ − w)2 −m2]

[
− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.91)
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(2p′ − w)β(p+ q)μgαβgαν = (2p′ − w)ν(p+ q)μ (5.92)

(2p′ − w)β(p+ q)μgανwαwβ = [w · (2p′ − w)](p+ q)μwν (5.93)

Entonces

Γμν =
ie2

(2π)D

[
− (p+ q)μ

(q2 −m2)

∫
dDw

(2p′ν − wν)

w2[(p′ − w)2 −m2]

+(1 − ξ)
(p+ q)μ

(q2 −m2)

∫
dDw

(2p′ · w − w2)

w4[(p′ − w)2 −m2]

]
(5.94)

Por lo tanto

Γμν
D15

=
ie2

(2π)D

(p+ q)μ

(q2 −m2)

{− 2p′νK(p′) +Kν(p′) + (1 − ξ)(p′2 −m2)Lν(p′)
}

(5.95)

5.19. Diagrama 16

k′k

p p′

w

p′ − w

k′ + p

β

μ
ν

α

Γμν
D16

=
ie2

(2π)D

(p+ q′)μ

(q′2 −m2)

{− 2p′νK(p′) +Kν(p′) + (1 − ξ)(p′2 −m2)Lν(p′)
}
(5.96)
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5.20. Diagrama 17

k′k

p p′

w

p− w μα ν

β

Γμν
D17

=
ie2

(2π)D

(p′ + q′)ν

(q′2 −m2)

{− 2pμK(p) +Kμ(p) + (1 − ξ)(p2 −m2)Lμ(p)
}

(5.97)

5.21. Diagrama 18

k′ k

p p′

w

p− w
k + p

μα ν

β

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

Γμν =
ie2

(2π)D

∫
dDw

(2p− w)β(p′ + q)νgαμ

(q2 −m2)[(p− w)2 −m2]

[
− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.98)

(2p− w)β(p′ + q)νgαβgαμ = (p′ + q)ν(2p− w)μ (5.99)

(2p− w)β(p′ + q)νgαμwαwβ = [w · (2p− w)]wμ(p′ + q)ν (5.100)
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Por lo tanto

Γμν
D18

=
ie2

(2π)D

(p′ + q)ν

(q2 −m2)

{− 2pμK(p) +Kμ(p) + (1 − ξ)(p2 −m2)Lμ(p)
}

(5.101)

5.22. Diagrama 19

k′k

p p′

k + p− w

w

βα
μ ν

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

Γμν = − ie2

2(2π)D

∫
dDw

(q2 −m2)2[(q − w)2 −m2]
(p+ q)μ(p′ + q)ν(2q − w)α(2q − w)β ×[

− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.102)

(2q − w)α(2q − w)βgαβ = (2q − w)2 (5.103)

(2q − w)α(2q − w)βwαwβ = [q2 −m2 − (q − w)2 +m2]2 (5.104)

Γμν =
ie2

2(2π)D

[ ∫
dDw

(2q − w)2(p+ q)μ(p′ + q)ν

w2(q2 −m2)2[(q − w)2 −m2]

−(1 − ξ)

∫
dDw

[q2 −m2 − (q − w)2 +m2]2(p+ q)μ(p′ + q)ν

w4(q2 −m2)2[(q − w)2 −m2]

]
(5.105)

Simplificando tenemos que:

Γμν
D19

=
ie2

2(2π)D
(p+ q)μ(p′ + q)ν

{(
2

q2 −m2
+

4m2

(q2 −m2)2

)
K(q) − T

(q2 −m2)2

−(1 − ξ)L(q)

}
(5.106)

donde

T =

∫
dDw

[(q − w)2 −m2]
= −iπD/2Γ

(
1 − D

2

)
(m2)D/2−1 (5.107)
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L(q) =

∫
dDw

w4[(q − w)2 −m2]
= −iπD/2(m2)D/2−3Γ

(
3 − D

2

)
B

(
2,
D

2
− 2

)
×

2F1

(
3 − D

2
, 2;

D

2
;
q2

m2

)
(5.108)

5.23. Diagrama 20

p′p

k′k

μ

β

α

ν

p+ k′

p+ k′

p+ k′ − w

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

Γμν = − ie2

2(2π)D

∫
dDw(2q′ − w)α(2q′ − w)β(p′ + q′)μ(p+ q′)ν

(q′2 −m2)2[(q′ − w)2 −m2]
×[

− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.109)

(2q′ −w)α(2q′ −w)β(p′ + q′)μ(p+ q′)νgαβ = (p′ + q′)μ(p+ q′)ν [w2 + 4q′2 − 4q′αw
α] (5.110)

(2q′ − w)α(2q′ − w)β(p′ + q′)μ(p+ q′)νwαwβ = (p′ + q′)μ(p+ q′)ν [w4 − 2w2q′βw
β

−2w2wαq′α + 4q′αq
′
βw

αwβ] (5.111)

Las integrales a calcular son de la forma:

T =

∫
dDw

(q′ − w)2 −m2

K(q′) =

∫
dDw

w2[(q′ − w)2 −m2]

Kα(q′) =

∫
dDwwα

w2[(q′ − w)2 −m2]

Lαβ(q′) =

∫
dDwwαwβ

w4[(q′ − w)2 −m2]
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Entonces

Γμν
D20

=
−ie2

2(2π)D

(p′ + q′)μ(p+ q′)ν

(q′2 −m2)2

{
− 4q′2K(q′) − T + 4q′αK

α(q′) + (1 − ξ)
[
T

−4q′αK
α(q′) + 4q′αq

′
βL

αβ(q′)
]}

(5.112)

5.24. Diagrama 21

k′k

p p′

−k − k′

α

β

μ ν

w − k

w w − k − k′

Γμν
D21

= −Γμν
D22

(5.113)
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5.25. Diagrama 22

k′k

p p′

k + k′

α

β

μ ν

k − w

w k + k′ − w

Aplicamos reglas de Feynman y tenemos que:

Γμν = − ie2

2(2π)D

∫
(k + k′ − 2w)α(p+ p′)β(k − 2w)μ(2k + k′ − 2w)ν

(w2 −m2)[(k − w)2 −m2][(k + k′ − w)2 −m2]
×[

− gαβ

(k + k′)2
+ (1 − ξ)

(k + k′)α(k + k′)β

(k + k′)4

]
(5.114)

(k + k′ − 2w)α(p+ p′)β(k − 2w)μ(2k + k′ − 2w)νgαβ =

(k − 2w)μ(2k + k′ − 2w)ν[−2wα(p+ p′)α + (k + k′) · (p+ p′)] (5.115)

(k + k′ − 2w)α(p+ p′)β(k − 2w)μ(2k + k′ − 2w)ν(k + k′)α(k + k′)β =

(p+ p′) · (k + k′)[(k + k′)2 − 2w · (k + k′)](k − 2w)μ(2k + k′ − 2w)ν (5.116)

Las integrales a calcular son de la forma:

Ĩ(k, k + k′) =

∫
dDw

(w2 −m2)[(k − w)2 −m2][(k + k′ − w)2 −m2]

Ĩμ(k, k + k′) =

∫
dDwwμ

(w2 −m2)[(k − w)2 −m2][(k + k′ − w)2 −m2]

Ĩμν(k, k + k′) =

∫
dDwwμwν

(w2 −m2)[(k − w)2 −m2][(k + k′ − w)2 −m2]

Ĩμν
α (k, k + k′) =

∫
dDwwμwνwα

(w2 −m2)[(k − w)2 −m2][(k + k′ − w)2 −m2]
(5.117)
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donde

Ĩ(k, k + k′) =
(i)D

2
Γ

(
3 − D

2

)
(−m2)D/2−3 ×

Y3

[
3 − D

2
, 1, 1, 1
3

∣∣∣∣ (k + k′)2

m2
,
k′2

m2
,
k2

m2

]
(5.118)

5.25.1. La Integral Tensorial Ĩμ(k, k + k′)

Tenemos

Ĩμ(k, k + k′) =

∫
dDwwμ

[w2 −m2][(k − w)2 −m2][(k + k′ − w)2 −m2]
(5.119)

Sea t = k + k′

Ĩμ(k, t) =

∫
dDwwμ

[w2 −m2][(k − w)2 −m2][(t− w)2 −m2]
. (5.120)

Como un vector de Lorentz Ĩμ puede únicamente tener componentes en la dirección de
los momentos kμ y tμ. Aśı, podemos escribir:

Ĩμ =
iπ2

2
[kμĨA(k, t) + tμĨB(k, t)] (5.121)

donde ĨA(k, t), ĨB(k, t) necesitan ser funciones escalares de k y t. El factor de iπ2/2 lo
tomamos por conveniencia. Formamos los siguientes productos escalares

kμĨμ =
iπ2

2
[k2ĨA(k, t) + k · tĨB(k, t)]

tμĨ(1)
μ =

iπ2

2
[k · tĨA(k, t) + t2ĨB(k, t)] (5.122)

resolviendo para ĨA(k, t) y ĨB(k, t) obtenemos

(k · t)kμĨμ =
iπ2

2
[(k · t)k2ĨA(k, t) + (k · t)2ĨB(k, t)]

k2tμĨμ =
iπ2

2
[k2(k · t)ĨA(k, t) + k2t2ĨB(k, t)] . (5.123)

Por lo tanto,

ĨB(k, t) =
2

iπ2Δ2
[(k · t)kμĨμ − k2tμĨμ]

ĨA(k, t) = ĨB(t, k) (5.124)
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donde

kμĨμ =
k2

2

∫
dDw

1

[w2 −m2][(k − w)2 −m2][(t− w)2 −m2]

+
1

2

∫
dDw

1

[(k − w)2 −m2][(t− w)2 −m2]

−1

2

∫
dDw

1

[w2 −m2][(t− w)2 −m2]

=
k2

2
Ĩ(k, t) +

1

2
K̃(k − t) − 1

2
K̃(t) . (5.125)

Hemos usado la relación

t · w =
1

2
(t2 + w2 − (t− w)2 −m2 +m2) . (5.126)

De manera similar, tenemos que

tμĨμ =
t2

2
Ĩ +

1

2
K̃(k − t) − 1

2
K̃(k) . (5.127)

Donde

K̃(k) = iπD/2(−k2)D/2−2

[
Γ
(

D
2
− 1
)
Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2

) λD−3 −
(
− m2

k2

)D/2−2

Γ

(
1 − D

2

)
×

(1 − λ)2F1

(
1, 2 − D

2
;
D

2
;
(1 − λ)2

4m2/k2

)]
, (5.128)

con λ =
√

(4m2 − k2)/− k2. Por lo tanto, ĨA(k, t) en el caso masivo y dimensión

arbitarria D es:

ĨA(k, t) = − 1

Δ2

{
[t2 − (k · t)]K̃0(k − t)

2
+ [t2(k2 − k · t)] Ĩ0

2
+ t2Q̃1(t) − (k · t)Q̃1(k)

}
ĨB(k, t) = ĨA(t, k) , (5.129)

donde

Q̃1(k) = πD/2−2(−k2)D/2−2

[
Γ
(

D
2
− 1
)
Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2

) λD−3 −
(
− m2

k2

)D/2−2

Γ

(
1 − D

2

)
×

(1 − λ)2F1

(
1, 2 − D

2
;
D

2
;
(1 − λ)2

4m2/k2

)]
, (5.130)

y

Ĩ0 =
2

iπ2
Ĩ , K̃0(k − t) =

2

iπ2
K̃(k − t) , Δ2 = (k · t)2 − k2t2 . (5.131)
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5.25.2. La Integral Tensorial Ĩμν(k, k + k′)

La integral tensorial Ĩμν puede ser expresada en términos de las integrales escalares
K̃(k − t), Ĩ, ĨC , ĨD y ĨE como

Ĩμν =
iπ2

2

[
gμν

D

(
K̃(k − t) +m2Ĩ

)
+

(
kμkν − gμν

k2

D

)
ĨC +

(
tμkν + kμtν

−gμν
2(k · t)
D

)
ĨD +

(
tμtν − gμν

t2

D

)
ĨE

]
. (5.132)

Contrayendo con tν , tenemos

tν Ĩμν =
iπ2

2

[
tμ
D

(
K̃(k − t) +m2Ĩ

)
+

(
(k · t)kμ − tμ

k2

D

)
ĨC

+

(
t2kμ + (k · t)tμ

(
1 − 2

D

))
ĨD + t2tμ

(
1 − 1

D

)
ĨE

]
. (5.133)

Hacemos una contracción más con respecto a tμ

tμtν Ĩμν =
iπ2

2

[
t2

D

(
K̃(k − t) +m2Ĩ

)
+

(
(k · t)2 − k2t2

D

)
ĨC + 2t2(k · t)

(
1 − 1

D

)
ĨD

+t4
(

1 − 1

D

)
ĨE

]
. (5.134)

Otras posibles contracciones son:

kμkν Ĩμν =
iπ2

2

[
k2

D

(
K̃(k − t) +m2Ĩ

)
+ k4

(
1 − 1

D

)
ĨC + 2k2(k · t)

(
1 − 1

D

)
ĨD

+

(
(k · t)2 − k2t2

D

)
ĨE

]
, (5.135)

kνtμĨμν + tνkμĨμν = iπ2

[
(k · t)
D

(
K̃(k − t) +m2Ĩ

)
+ k2(k · t)

(
1 − 1

D

)
ĨC

+

(
k2t2 + (k · t)2

(
1 − 2

D

))
ĨD + t2(k · t)

(
1 − 1

D

)
ĨE

]
.

(5.136)

205



Por otro lado,

tμĨμν =

∫
dDw

t · wwν

[w2 −m2][(t− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

=
t2

2

∫
dDw

wν

[w2 −m2][(t− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

+
1

2

∫
dDw

wν

[(t− w)2 −m2][(k − w)2 −m2]

−1

2

∫
dDw

wν

[w2 −m2][(k − w)2 −m2]

=
t2

2
Ĩν +

1

2
K̃ν(k − t) − 1

2
K̃ν(k) . (5.137)

Donde

K̃ν(k) =

∫
dDw

wν

[w2 −m2][(k − w)2 −m2]
=
iπD/2

2
kν(−k2)D/2−2 ×[

Γ
(

D
2
− 1
)
Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2

) λD−3 −
(
− m2

k2

)D/2−2

Γ

(
1 − D

2

)
(1 − λ) ×

2F1

(
1, 2 − D

2
;
D

2
;
(1 − λ)2

4m2/k2

)]
(5.138)

En una manera similar, kμĨμν nos conduce a

kμĨμν(k, t) = tμĨμν(t, k) (5.139)

kμĨμν =
k2

2
Ĩν +

1

2
K̃ν(k − t) − 1

2
K̃(t) . (5.140)

Una segunda contracción nos conduce a:

tνtμĨμν =
iπ2

4
t2[(k · t)ĨA + t2ĨB] +

1

4
(t2 + (k · t))K̃(k − t) − tν

2
K̃ν(k)

kνtμĨμν =
iπ2

4
t2[k2ĨA + (k · t)ĨB] +

1

4
(k2 + (k · t))K̃(k − t) − kν

2
K̃ν(k)

kνkμĨμν =
iπ2

4
k2[k2ĨA + (k · t)ĨB] +

1

4
(k2 + (k · t)))K̃(k − t) − kν

2
K̃ν(t)

tνkμĨμν =
iπ2

4
k2[(k · t)ĨA + t2ĨB] +

1

4
(t2 + (k · t))K̃(k − t) − tν

2
K̃ν(t) .

(5.141)
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Vamos a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

k4

(
1 − 1

D

)
ĨC + 2k2(k · t)

(
1 − 1

D

)
ĨD +

[
(k · t)2 − k2t2

D

]
ĨE = a[

(k · t)2 − k2t2

D

]
ĨC + 2t2(k · t)

(
1 − 1

D

)
ĨD + t4

(
1 − 1

D

)
ĨE = b

k2(k · t)
(

1 − 1

D

)
ĨC +

[
k2t2 + (k · t)2

(
1 − 2

D

)]
ĨD + t2(k · t)

(
1 − 1

D

)
ĨE = c ,

donde

a =
2

iπ2
kμkν Ĩμν − k2

D
(K̃(k − t) +m2Ĩ)

b =
2

iπ2
tμtν Ĩμν − t2

D
(K̃(k − t) +m2Ĩ)

c =
1

iπ2
[kνtμĨμν + tνkμĨμν ] − (k · t)

D
(K̃(k − t) +m2Ĩ) . (5.142)

Para resolver este sistema de ĨC , ĨD y ĨE, usamos el metodo matricial:

ĨC =
Y

X
, (5.143)

donde

X ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k4

(
1 − 1

D

)
2k2(k · t)

(
1 − 1

D

)
(k · t)2 − k2t2

D

(k · t)2 − k2t2

D
2t2(k · t)

(
1 − 1

D

)
t4
(

1 − 1
D

)
k2(k · t)

(
1 − 1

D

)
k2t2 + (k · t)2

(
1 − 2

D

)
t2(k · t)

(
1 − 1

D

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(5.144)

Y ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2
iπ2k

μkν Ĩμν − k2

D
(K̃(k − t) +m2Ĩ) 2k2(k · t)

(
1 − 1

D

)
(k · t)2 − k2t2

D

2
iπ2 t

μtν Ĩμν − t2

D
(K̃(k − t) +m2Ĩ) 2t2(k · t)

(
1 − 1

D

)
t4
(

1 − 1
D

)
kνtμ Ĩμν+tνkμĨμν

iπ2 − (k·t)
D

(K̃(k − t) +m2Ĩ) k2t2 + (k · t)2

(
1 − 2

D

)
t2(k · t)

(
1 − 1

D

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(5.145)

Substituyendo las ecuaciones (5.144, 5.145) en la ecuación (5.143) obtenemos que ĨC en

el caso masivo y dimensión arbitraria D es:
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ĨC(k, t) =
D

(D − 2)Δ2

{[(
1

2
− 1

D

)
t2(k · t) −

(
1

2
− 1

2D

)
k2t2
]
ĨA − 1

2D
t4ĨB

+

[(
2

D
− 1

2

)
t2 +

(
1

2
− 1

D

)
(k · t)

]
K̃0(k − t)

2
+

1

D
m2t2Ĩ0

−
(

1 − 2

D

)
(k · t)Q̃2(k)

}
, (5.146)

donde

Q̃2(k) =
πD/2−2

2
(−k2)D/2−2

[
Γ
(

D
2
− 1
)
Γ
(
2 − D

2

)
Γ
(

D
2

) λD−3 −
(
− m2

k2

)D/2−2

Γ

(
1 − D

2

)
×

(1 − λ)2F1

(
1, 2 − D

2
;
D

2
;
(1 − λ)2

4m2/k2

)]
. (5.147)

Similarmente ĨD es

ĨD ≡ Z

X
, (5.148)

donde

Z ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k4

(
1 − 1

D

)
2

iπ2k
μkν Ĩμν − k2

D
(K̃(k − t) +m2Ĩ) (k · t)2 − k2t2

D

(k · t)2 − k2t2

D
2

iπ2 t
μtν Ĩμν − t2

D
(K̃(k − t) +m2Ĩ) t4

(
1 − 1

D

)
k2(k · t)

(
1 − 1

D

)
kνtμ Ĩμν+tνkμĨμν

iπ2 − (k·t)
D

(K̃(k − t) +m2Ĩ) t2(k · t)
(

1 − 1
D

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(5.149)

Reemplazando Z y X en la ecuación (5.148) con las ecuaciones (5.144, 5.149) obtenemos
que ĨD en el caso masivo y dimensión arbitraria D es

ĨD =
D

2(D − 2)Δ2

{
1

2

[
(k · t)k2 +

(
2

D
− 1

)
k2t2
]
ĨA +

1

2

[
t2(k · t) +

(
2

D
− 1

)
t2k2

]
ĨB

−1

4

[(
1 − 2

D

)
(t− k)2 +

4

D
(k · t)

]
K̃0(k − t) − 1

D
m2(k · t)Ĩ0

+

(
1 − 2

D

)[
k2Q̃2(k) + t2Q̃2(t)

]}
. (5.150)
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ĨC(k, t) y ĨE(k, t) son funciones simétricas en k y t, aśı que ĨE puede ser escrita como

ĨE(k, t) = ĨC(t, k) , (5.151)

que completa el cálculo de Ĩμν .

5.25.3. La Integral Tensorial Ĩαμν(k, k + k′)

Tenemos

Ĩαμν(k, t) =

∫
dDwwαwμwν

[w2 −m2][(k − w)2 −m2][(t− w)2 −m2]
. (5.152)

Como un vector de Lorentz Ĩαμν puede tener únicamente las siguientes dependencias:

1. kαkμkν

2. tαtμtν

3. kαkμtν + kνkμtα + kαkνtμ

4. tαtμkν + tνtμkα + tαtνkμ

5. kαgμν + kμgαν + kνgαμ

6. tαgμν + tμgαν + tνgαμ

Aśı, podemos escribir:

Ĩαμν(k, t) =
iπ2

2

{
kαkμkν ĨF (k, t) + tαtμtν ĨG(k, t) +

[
kαkμkν − k2

D + 2
(kαgμν + kμgαν

+kνgαμ)

]
ĨH(k, t) +

[
tαtμtν − t2

D + 2
(tαgμν + tμgαν + tνgαμ)

]
ĨI(k, t)

+

[
kαkμtν + kνkμtα + kαkνtμ − 2k · t

D + 2
(kαgμν + kμgαν + kνgαμ)

−k
2

t2
tαtμtν

]
ĨJ(k, t) +

[
tαtμkν + tνtμkα + tαtνkμ − 2k · t

D + 2
(tαgμν

+tμgαν + tνgαμ) − t2

k2
kαkμkν

]
ĨK(k, t)

}
. (5.153)

Donde se satisfacen las siguientes propiedades:

ĨF (k, t) = ĨG(k, t)

ĨH(k, t) = ĨI(k, t)

ĨJ(k, t) = ĨK(k, t) (5.154)
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Hacemos las siguientes contracciones:

kαgμν Ĩαμν =
iπ2

2

{
k4ĨF + t2(k · t)ĨG

}
, (5.155)

tαgμν Ĩαμν =
iπ2

2

{
k2(k · t)ĨF + t4ĨG

}
, (5.156)

kαkμkν Ĩαμν =
iπ2

2

{
k6ĨF + (k · t)3ĨG + k6

(
1 − 3

D + 2

)
ĨH +

(
(k · t)3

− 3

D + 2
t2k2(k · t)

)
ĨI +

[
k4(k · t)

(
3 − 6

D + 2

)
− k2

t2
(k · t)3

]
ĨJ

+

[
k2(k · t)2

(
3 − 6

D + 2

)
− t2k4

]
ĨK

}
, (5.157)

tαtμtν Ĩαμν =
iπ2

2

{
(k · t)3ĨF + t6ĨG +

(
(k · t)3 − 3

D + 2
t2k2(k · t)

)
ĨH

+t6
(

1 − 3

D + 2

)
ĨI +

[
t2(k · t)2

(
3 − 6

D + 2

)
− k2t4

]
ĨJ

+

[
t4(k · t)

(
3 − 6

D + 2

)
− t2

k2
(k · t)3

]
ĨK

}
, (5.158)

kαkμtν Ĩαμν =
iπ2

2

{
k4(k · t)ĨF + t2(k · t)2ĨG + k4(k · t)

(
1 − 3

D + 2

)
ĨH

+

[
t2(k · t)2

(
1 − 2

D + 2

)
− k2t4

D + 2

]
ĨI +

[
k4t2

+k2(k · t)2

(
1 − 6

D + 2

)]
ĨJ +

[
(k · t)3

(
1 − 4

D + 2

)
+k2t2(k · t)

(
1 − 2

D + 2

)]
ĨK

}
, (5.159)

tαtμkν Ĩαμν =
iπ2

2

{
k2(k · t)2ĨF + t4(k · t)ĨG +

[
k2(k · t)2

(
1 − 2

D + 2

)
− k4t2

D + 2

]
ĨH + t4(k · t)

(
1 − 3

D + 2

)
ĨI +

[
(k · t)3

(
1 − 4

D + 2

)
+k2t2(k · t)

(
1 − 2

D + 2

)]
ĨJ +

[
t2(k · t)2

(
1 − 6

D + 2

)
+t4k2

]
ĨK

}
. (5.160)

Por otro lado tenemos que:

gμν Ĩαμν =

∫
dDww2wα

[w2 −m2][(k − w)2 −m2][(t− w)2 −m2]
= K̃α(k − t) +m2Ĩα(k, t) .(5.161)
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kαkμkν Ĩαμν =
kαkμ

2

[
k2Ĩαμ + K̃αμ(k − t) −

∫
dDwwαwμ

[w2 −m2][(t− w)2 −m2]

]
. (5.162)

Donde

K̃αμ(t) =

∫
dDwwαwμ

[w2 −m2][(t− w)2 −m2]
= a

(
tαtμ
t2

− 1

D
gαμ

)
+ bgαμ . (5.163)

a =
D − 2

2(D − 1)

∫
dDw

w2 −m2
+
t2D − 4m2

4(D − 1)

∫
dDw

[w2 −m2][(t− w)2 −m2]
, (5.164)

b =
1

D

∫
dDw

(t− w)2 −m2
+
m2

D

∫
dDw

[w2 −m2][(t− w)2 −m2]
, (5.165)

T =

∫
dDw

w2 −m2
=

∫
dDw

(t− w)2 −m2
= −iπD/2(m2)D/2−1Γ

(
1 − D

2

)
. (5.166)

Tenemos

K̃αμ(k − t) =

∫
dDwwαwμ

[(k − w)2 −m2][(t− w)2 −m2]
. (5.167)

Sea
w = k + w′ (5.168)

K̃αμ(t) =

∫
dDw′(w′ + k)α(w′ + k)μ

[w′2 −m2][(w′ + k − t)2 −m2]
=

∫
dDw′w′

αw
′
μ

[w′2 −m2][(w′ + k − t)2 −m2]

+kα

∫
dDw′w′

μ

[w′2 −m2][(w′ + k − t)2 −m2]
+ kμ

∫
dDw′w′

α

[w′2 −m2][(w′ + k − t)2 −m2]

kαkμ

∫
dDw′

[w′2 −m2][(w′ + k − t)2 −m2]
. (5.169)

K̃αμ(t) = a′
(

(t− k)α(t− k)μ

(t− k)2
− 1

D
gαμ

)
+ b′gαμ + ckα(t− k)μ + ckμ(t− k)α

+2ckαkμ (5.170)

a′ =
D − 2

2(D − 1)

∫
dDw′

w′2 −m2
+

(t− k)2D − 4m2

4(D − 1)

∫
dDw′

[w′2 −m2][(w′ + k − t)2 −m2]
,

b′ =
1

D

∫
dDw′

(w′ + k − t)2 −m2
+
m2

D

∫
dDw′

[w′2 −m2][(w′ + k − t)2 −m2]
, (5.171)

c =
1

2

∫
dDw′

[w′2 −m2][(w′ + k − t)2 −m2]
. (5.172)
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Por conveniencia definimos:

X0 =
2

iπ2
X , donde X = a, b, a′, b′, c. (5.173)

Entonces:

kαgμν Ĩαμν =
iπ2

2

[
(k2 + k · t)K̃0(k − t)

2
+m2(k2ĨA + (k · t)ĨB)

]
, (5.174)

tαgμν Ĩαμν =
iπ2

2

[
(t2 + k · t)K̃0(k − t)

2
+m2((k · t)ĨA + t2ĨB)

]
, (5.175)

kαkμkν Ĩαμν =
iπ2

4

{
k2

[
k2

D
(K̃0(k − t) +m2Ĩ0) + k4

(
1 − 1

D

)
ĨC + 2k2(k · t)

(
1 − 1

D

)
ĨD

+

(
(k · t)2 − k2t2

D

)
ĨE

]
+ a′0

(
(k · t− k2)2

(t− k)2
− k2

D

)
+ b′0k

2 + 2c0k
2k · t

−a0

(
(k · t)2

t2
− k2

D

)
− b0k

2

}
, (5.176)

tαtμtν Ĩαμν =
iπ2

4

{
t2
[
t2

D
(K̃0(k − t) +m2Ĩ0) +

(
(k · t)2 − k2t2

D

)
ĨC + 2t2(k · t)

(
1 − 1

D

)
ĨD

+t4
(

1 − 1

D

)
ĨE

]
+ a′0

(
(t2 − k · t)2

(t− k)2
− t2

D

)
+ b′0t

2 + 2c0t
2k · t

−a0

(
(k · t)2

k2
− t2

D

)
− b0t

2

}
, (5.177)

kαkμtν Ĩαμν =
iπ2

4

{
k2

[
k · t
D

(K̃0(k − t) +m2Ĩ0) + k2(k · t)
(

1 − 1

D

)
ĨC +

[
k2t2

+(k · t)2

(
1 − 2

D

)]
ĨD + t2(k · t)

(
1 − 1

D

)
ĨE

]
+a′0

(
(t2 − k · t)(k · t− k2)

(t− k)2
− k · t

D

)
+ b′0k · t+ c0(k

2t2 + (k · t)2)

−a0(k · t)
(

1 − 1

D

)
− b0k · t

}
, (5.178)

tαtμkν Ĩαμν =
iπ2

4

{
t2
[
k · t
D

(K̃0(k − t) +m2Ĩ0) + k2(k · t)
(

1 − 1

D

)
ĨC +

[
k2t2

+(k · t)2

(
1 − 2

D

)]
ĨD + t2(k · t)

(
1 − 1

D

)
ĨE

]
+a′0

(
(t2 − k · t)(k · t− k2)

(t− k)2
− k · t

D

)
+ b′0k · t+ c0(k

2t2 + (k · t)2)

−a0(k · t)
(

1 − 1

D

)
− b0k · t

}
. (5.179)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones para ĨF , ĨG, ĨH , ĨI , ĨJ y ĨK obtenemos:

ĨF (k, t) =
1

2k2
[K̃0(k − t) + 2m2ĨA(k, t)] , (5.180)

ĨG(k, t) = ĨF (t, k) , (5.181)
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ĨH(k, t) =
1

2(D − 2)Δ6

{
− 2(D − 2)Δ4

k2

[
m2
(
(k · t)2 − k2t2

) ]
ĨA

−Δ4

k2

[
4(k · t)m2t2

]
ĨB +

[
t2
( ((

D2 +D − 2
)
k2 + (D − 2)Dk · t) (k · t)4

+2k2(3k · t+ 2(D − 1)(Dk2 + k2 −Dk · t))t2(k · t)2 − k4(2k · t

+(D + 2)((D − 1)k2 +Dk · t))t4)] ĨC
D

+
[
t2
( (
D2 − 4

)
(k · t)5

− ((−4D2 + 2D + 8
)
k2 + 3

(
D2 − 4

)
k · t) t2(k · t)3 + k2

(
(D(3D + 2) + 4)k2

+2
(−2D2 +D − 2

)
k · t)t4k · t−D(D + 2)k4t6

)] ĨD
D

+
[
t4
(
(D − 2)(k · t)4

−2
((−2D2 +D + 2

)
k2 +

(
2D2 +D − 3

)
k · t) t2(k · t)2 + k2((D + 2)k2

+2(D − 1)k · t)t4)] ĨE
D

− [(D − 2)D(k · t)6 +
( (−3D2 +D − 2

)
k2

+2Dk · t)t2(k · t)4 + k2((D(3D − 2) − 4)k2 + 6k · t)t4(k · t)2

−(D − 1)k4((D + 2)k2 − 2k · t)t6]K̃0(k − t)

k2D
− [k · t(− k2(k · t)4

+(k · t− 2k2)2t2(k · t)2 + k2(3k2 − 4k · t)t6 + k2
(
k4 − 8k · tk2

+8(k · t)2
)
t4
)
D2 +

(
(k · t)2 − k2t2

)2 (−t4 − k2t2 + 2k2k · t)D
+2t2(k2 − 2k · t+ t2)

(
(k · t)4 + k2(2t2 − 3k · t)(k · t)2 + k4(k · t− t2)t2

) ]
a′0

Dk2(t− k)2
− [t2(((4D + 6)k2 − (D + 2)k · t)(k · t)3 − 2k2(k2

+2(D + 1)k · t)t2k · t+ (D + 2)k4t4
)] b′0
k2

− [t2(((3D + 8)k2

−(D + 2)k · t)(k · t)4 − 2k2(−2Dk2 + k2 + (2D + 3)k · t)t2(k · t)2

+k4((D + 2)k2 − 3Dk · t)t4)] c0
k2

− [(D − 2)D(k · t)5 + ((6 − 4(D − 1)D)k2

+(D − 2)k · t)t2(k · t)3 − k2
(
(D(D + 2) + 2)k2 + 2

(− 2D2 +D

+2
)
k · t)t4k · t+ (D + 2)k4t6

] a0

Dk2
− [t2(((D + 2)k · t− 2(2D + 3)k2)(k · t)3

+2k2(k2 + 2(D + 1)k · t)t2k · t− (D + 2)k4t4
)] b0
k2

+
[
m2t2

(
(D + 2)(k · t)4

−2((2D + 3)k · t− 2(D + 1)k2)t2(k · t)2 − k2((D + 2)k2 − 2k · t)t4)] Ĩ0
D

}
(5.182)

ĨI(k, t) = ĨH(t, k) , (5.183)
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ĨJ(k, t) =
1

2(D − 2)Δ6

{
− Δ4

[
4k · tm2

]
ĨA +

[
2Δ4m2t2

]
ĨB +

[
k2t2
((

(D − 2)k · t
−2
(
D2 +D − 2

)
k2
)
(k · t)3 + (D − 1)k2(2k2 + 2Dk · t+ k · t)t2k · t

+k4t4
)] ĨC
D

+
[
t2
( (
D2 − 4

)
(k · t)5 − (D + 2)k2(2(D − 2)k · t−Dt2

+t2)(k · t)3 − k4t2
((
D2 +D + 4

)
k · t+

(−2D2 +D − 2
)
t2
)
k · t

−(D − 1)Dk6t4
)] ĨD
D

+
[
t4
( (
D2 +D − 2

)
(k · t)4 + k2

( (
D2 − 1

)
t2

− (D2 +D − 4
)
k · t)(k · t)2 + k4t2

((−D2 +D − 2
)
k · t−Dt2 + t2

) )] ĨE
D

+
[− 2D(k · t)5 + 2((D − 2)k2 +Dk · t+ k · t)t2(k · t)3

−(D − 1)k2(2k2 + k · t)t4k · t+ (D − 1)k4t6
]K̃0(k − t)

D
+
[
(D − 2)(k2

−(D + 2)k · t)(k · t)4 +
(
(D − 1)(2D + 1)k4 − 3

(
D2 +D − 2

)
k · tk2

+(D + 2)(3D − 5)(k · t)2
)
t2(k · t)2 + k2

(
k2(D − 1)2 +

(−D2 +D

−2
)
k · t)t6 +

(
k6 − (D(2D − 3) + 4)k · tk4 +

(
2D2 +D + 3

)
(k · t)2k2

− (D2 +D − 4
)
k · t3)t4] a′0

D(t− k)2
+
[ (

(D + 2)(k · t)2 − k2t2
) (

(k · t)2

−2t2k · t+ k2t2
)]
b′0 −

[− (D + 2)(k · t)5 + (2(D + 2)k · t
−(D + 3)k2)t2(k · t)3 + k2(−2Dk2 + k2 +Dk · t+ k · t)t4k · t+ (D − 1)k4t6

]
c0

−[(D − 2)(k · t)4 − ((−2D2 +D + 1
)
k2 +

(
D2 +D − 4

)
k · t) t2(k · t)2

+k2
(
k2 +

(−D2 +D − 2
)
k · t) t4]a0

D
− [ ((D + 2)(k · t)2 − k2t2

) (
(k · t)2

−2t2k · t+ k2t2
)]
b0 +

[
m2t2

(
(D + 2)(k · t)2 − k2t2

) (
(k · t)2

+k2(t2 − 2k · t))] Ĩ0
D

}
, (5.184)

ĨK(k, t) = ĨJ(t, k) . (5.185)
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Por lo tanto

Γμν
D22

=
−ie2

2(2π)D

{
− (p+ p′) · (k + k′)

(k + k′)2

[
kμ(2k + k′)ν Ĩ(k, k + k′) − 2kμĨν(k, k + k′)

−(4k + 2k′)ν Ĩμ(k, k + k′) + 4Ĩμν(k, k + k′)

]
−(p + p′)α

(k + k′)2

[
− 2kμ(2k + k′)ν Ĩα(k, k + k′) + 4kμĨαν(k, k + k′)

+4(2k + k′)ν Ĩαμ(k, k + k′) − 8Ĩαμν(k, k + k′)

]
+ (1 − ξ)

(p+ p′) · (k + k′)

(k + k′)4

[
(k + k′)2kμ(2k + k′)ν Ĩ(k, k + k′) − 2(k + k′)αk

μ(2k + k′)ν Ĩα(k, k + k′)

−2(k + k′)2kμĨν(k, k + k′) − 2(k + k′)2(2k + k′)ν Ĩμ(k, k + k′)

+4(k + k′)αk
μĨαν(k, k + k′) + 4(k + k′)α(2k + k′)ν Ĩαμ(k, k + k′)

+4(k + k′)2Ĩμν(k, k + k′) − 8(k + k′)αĨ
αμν(k, k + k′)

]}
(5.186)

5.26. Diagrama 23

k′k

p p′

α
β

ν

μ

w

k + p p′ − w

k + p− w

Aplicamos reglas de Feynman y tenemos:

Γμν = − ie2

2(2π)D

∫
dDw

(2k + 2p− w)α(2p′ − w)β(2p+ k)μ(k + p′ + p− 2w)ν

(p′ − w)2 −m2
×[

− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.187)

Simplificando tenemos que las integrales que necesitamos calcular son de la forma:
K(p′), K(q), Kν(p′), Kν(q), K̃(p′ − q), K̃ν(p′ − q), I(p′, q), Iν(p′, q), L(p′), L(q), Lν(p′),
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Lν(q), J(p′, q), Jν(p′, q) Por lo tanto

Γμν
D23

=
ie2

2(2π)D

{
(p+ q)μ(p′ + q)ν

[(
4p′ · q
q2 −m2

+
m2 − p′2

q2 −m2
− 1

)
I(p′, q) − K̃(p′ − q)

q2 −m2

+
K(p′)

q2 −m2
+

K(q)

q2 −m2

]
− 2(p+ q)μ

[(
4p′ · q
q2 −m2

+
m2 − p′2

q2 −m2
− 1

)
Iν(p′, q)

− p′ν + qν

2(q2 −m2)
K̃(p′ − q) +

Kν(p′)

q2 −m2
+

Kν(q)

q2 −m2

]
−(1 − ξ)

[
(p + q)μ(p′ + q)ν

[
(p′2 −m2)J(p′, q) − L(q) − p′2 −m2

q2 −m2
L(p′)

]
−2(p+ q)μ

[
(p′2 −m2)Jν(p′, q) − Lν(q) − p′2 −m2

q2 −m2
Lν(p′)

]]}
(5.188)

5.27. Diagrama 24

k′k

p p′

α
β

ν

μ

w

p′ − w

k′ + p− w

Γμν
D24

=
ie2

2(2π)D

{
(p+ q′)μ(p′ + q′)ν

[(
4p′ · q′
q′2 −m2

+
m2 − p′2

q′2 −m2
− 1

)
I(p′, q′) − K̃(p′ − q′)

q′2 −m2

+
K(p′)

q′2 −m2
+

K(q′)

q′2 −m2

]
− 2(p+ q′)μ

[(
4p′ · q′
q′2 −m2

+
m2 − p′2

q′2 −m2
− 1

)
Iν(p′, q′)

− p′ν + q′ν

2(q′2 −m2)
K̃(p′ − q′) +

Kν(p′)

q′2 −m2
+

Kν(q′)

q′2 −m2

]
−(1 − ξ)

[
(p+ q′)μ(p′ + q′)ν

[
(p′2 −m2)J(p′, q′) − L(q′) − p′2 −m2

q′2 −m2
L(p′)

]
−2(p + q′)μ

[
(p′2 −m2)Jν(p′, q′) − Lν(q′) − p′2 −m2

q′2 −m2
Lν(p′)

]]}
(5.189)

217



5.28. Diagrama 25

k′k

p p′

w

p− w

k′ + p− w

α
β

μ

ν

Γμν
D25

=
ie2

2(2π)D

{
(p+ q′)μ(p′ + q′)ν

[(
4p · q′
q′2 −m2

+
m2 − p2

q′2 −m2
− 1

)
I(p, q′) − K̃(p− q′)

q′2 −m2

+
K(p)

q′2 −m2
+

K(q′)

q′2 −m2

]
− 2(p′ + q′)ν

[(
4p · q′
q′2 −m2

+
m2 − p2

q′2 −m2
− 1

)
Iμ(p, q′)

− pμ + q′μ

2(q′2 −m2)
K̃(p− q′) +

Kμ(p)

q′2 −m2
+

Kμ(q′)

q′2 −m2

]
−(1 − ξ)

[
(p+ q′)μ(p′ + q′)ν

[
(p2 −m2)J(p, q′) − L(q′) − p2 −m2

q′2 −m2
L(p)

]
−2(p′ + q′)ν

[
(p2 −m2)Jμ(p, q′) − Lμ(q′) − p2 −m2

q′2 −m2
Lμ(p)

]]}
(5.190)
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5.29. Diagrama 26

k′k

p p′

w

p− w

k + p− w

k + p

α
β

μ

ν

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

Γμν = − ie2

2(2π)D

∫
dDw

(2p− w)α(2k + 2p− w)β(2p+ k − 2w)μ(k + p+ p′)ν

[(k + p− w)2 −m2][(p− w)2 −m2][(k + p)2 −m2]
×[

− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.191)

Γμν =
ie2

2(2π)D

{∫
dDw

(p+ q − 2w)μ(p′ + q)ν [(2p− w) · (2q − w)]

w2(q2 −m2)[(q − w)2 −m2][(p− w)2 −m2]

−(1 − ξ)

∫
dDw

(p+ q − 2w)μ(p′ + q)ν [w · (2p− w)][w · (2q − w)]

w4(q2 −m2)[(q − w)2 −m2][(p− w)2 −m2]

}
(5.192)

Simplificando tenemos que:

Γμν
D26

=
ie2

2(2π)D

{
(p+ q)μ(p′ + q)ν

[(
4p · q
q2 −m2

+
m2 − p2

q2 −m2
− 1

)
I(p, q) − K̃(p− q)

q2 −m2

+
K(p)

q2 −m2
+

K(q)

q2 −m2

]
− 2(p′ + q)ν

[(
4p · q
q2 −m2

+
m2 − p2

q2 −m2
− 1

)
Iμ(p, q)

− pμ + qμ

2(q2 −m2)
K̃(p− q) +

Kμ(p)

q2 −m2
+

Kμ(q)

q2 −m2

]
−(1 − ξ)

[
(p+ q)μ(p′ + q)ν

[
(p2 −m2)J(p, q) − L(q) − p2 −m2

q2 −m2
L(p)

]
−2(p′ + q)ν

[
(p2 −m2)Jμ(p, q) − Lμ(q) − p2 −m2

q2 −m2
Lμ(p)

]]}
(5.193)
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5.30. Diagrama 27

k

p

k′

p′

w

p′ − wp− w

p+ k − w

α β

μ ν

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

Γμν = − ie2

(2π)D

∫
dDw

(2p− w)α(2p′ − w)β(p+ q − 2w)μ(p′ + q − 2w)ν

[(p− w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2][(q − w)2 −m2]
×[

− gαβ

w2
+ (1 − ξ)

wαwβ

w4

]
(5.194)

Las integrales que necesitamos calcular son de la forma (ξ = 1):
I(p, q), I(p′, q), Iμ(p, q), Iμ(p′, q), Iμν(p, q), Iμν(p′, q),∫

dDw

(2π)D

1

[(p− w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2][(q − w)2 −m2]
,∫

dDw

(2π)D

wμ

[(p− w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2][(q − w)2 −m2]
,∫

dDw

(2π)D

wμwν

[(p− w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2][(q − w)2 −m2]
, (5.195)

U(p, q, p′) =

∫
dDw

(2π)D

1

w2[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]
,

Uμ(p, q, p′) =

∫
dDw

(2π)D

wμ

w2[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]
,

Uμν(p, q, p′) =

∫
dDw

(2π)D

wμwν

w2[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]
.

(5.196)
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Cuando ξ �= 1 adicionalmente tenemos: L(q), Lμ(q), Lμν(q), J(p, q), J(p′, q), Jμ(p, q),
Jμ(p′, q), Jμν(p, q), Jμν(p′, q),

V (p, q, p′) =

∫
dDw

(2π)D

1

w4[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]
,

V μ(p, q, p′) =

∫
dDw

(2π)D

wμ

w4[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]
,

V μν(p, q, p′) =

∫
dDw

(2π)D

wμwν

w4[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]
.

(5.197)

Vamos a resolver∫
dDw

(2π)D

1

[(p− w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2][(q − w)2 −m2]
(5.198)

Sea w′ = w − p⇒ w = w′ + p. Entonces

Ĩ(k, p′ − p) = Ĩ(q − p, p′ − p) =∫
dDw′

(2π)D

1

[w′2 −m2][(k − w′)2 −m2][(p′ − p− w′)2 −m2]
.(5.199)

De la misma manera tenemos que:∫
dDw

(2π)D

wμ

[(p− w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2][(q − w)2 −m2]
=

pμĨ(q − p, p′ − p) + Ĩμ(q − p, p′ − p) (5.200)

donde

Ĩμ(q − p, p′ − p) =

∫
dDw

(2π)D

wμ

[w2 −m2][(k − w)2 −m2][(p′ − p− w)2 −m2]
. (5.201)

Por otra parte ∫
dDw

(2π)D

wμwν

[(p− w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2][(q − w)2 −m2]
=

pμpν Ĩ(q − p, p′ − p) + pμĨν(q − p, p′ − p) + pν Ĩμ(q − p, p′ − p) + Ĩμν(q − p, p′ − p)

(5.202)

donde

Ĩμν(q − p, p′ − p) =

∫
dDw

(2π)D

wμwν

[w2 −m2][(k − w)2 −m2][(p′ − p− w)2 −m2]
. (5.203)
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5.30.1. La Integral Escalar U(p, q, p′)

Tenemos que la integral escalar U(p, q, p′) es:

U(p, q, p′) =

∫
dDw

w2[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]
(5.204)

Hemos calculado

J (3)
�

=

∫
dDw

[(p′ − w)2 −m2]ν1 [w2 −m2]ν2 [(p− w)2 −m2]ν3 [(q − w)2]ν4

(5.205)

Sea w′ = q − w ⇒ w = q − w′. Entonces

J (3)
�

=
dDw′

[(q − p′ − w′)2 −m2]ν1[(q − w′)2 −m2]ν2[(k − w′)2 −m2]ν3[w′2]ν4

(5.206)

Sea ν1 = ν2 = ν3 = ν4 = 1

U(p, q, p′) = (−1)D/2(−m2)D/2−4Γ
(

D
2
− 1
)
Γ
(
4 − D

2

)
2Γ
(

D
2

) ×

Y3

[
4 − D

2
, 1, 1, 1, 1, D

2
− 1

D
2
, 3

∣∣∣∣ p2

m2
,
q2

m2
,
p′2

m2
,
(q − p)2

m2
,
(q − p′)2

m2
,
(p− p′)2

m2

]
.

(5.207)

5.30.2. La Integral Tensorial Uμ(p, q, p′)

Tenemos

Uμ(p, q, p′) =

∫
dDwwμ

w2[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]
. (5.208)

Uμ puede depender únicamente de los momentos pμ, qμ y p′μ. Tal que,

Uμ =
iπ2

2
[pμUA(p, q, p′) + qμUB(p, q, p′) + p′μUC(p, q, p′)] (5.209)

donde UA(p, q, p′), UB(p, q, p) y UC(p, q, p) necesitan ser funciones escalares de p, q y p′.
Formamos los siguientes productos escalares

pμUμ =
iπ2

2
[p2UA(p, q, p′) + p · qUB(p, q, p′) + p · p′UC(p, q, p′)]

qμUμ =
iπ2

2
[p · qUA(p, q, p′) + q2UB(p, q, p′) + p′ · qUC(p, q, p′)]

p′μUμ =
iπ2

2
[p · p′UA(p, q, p′) + p′ · qUB(p, q, p′) + p′2UC(p, q, p′)] (5.210)
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Hacemos las siguientes contracciones:

pμUμ =
1

2
(p2 −m2)U(p, q, p′) +

1

2
Ĩ(q − p, p′ − p) − 1

2
I(p′, q)

qμUμ =
1

2
(q2 −m2)U(p, q, p′) +

1

2
Ĩ(q − p, p′ − p) − 1

2
I(p, p′)

p′μUμ =
1

2
(p′2 −m2)U(p, q, p′) +

1

2
Ĩ(q − p, p′ − p) − 1

2
I(p, q) (5.211)

Donde se satisfacen las siguientes propiedades:

UA(p, q, p′) = UB(q, p, p′)

UC(p, q, p′) = UC(q, p, p′)

UA(p, q, p′) = UC(p′, q, p)

UB(p, q, p′) = UB(p′, q, p)

UA(p, q, p′) = UA(p, p′, q)

UB(p, q, p′) = UC(p, p′, q) (5.212)

Resolviendo para UA(p, q, p′), UB(p, q, p′) y UC(p, q, p′) obtenemos

UA(p, q, p′) =
1

2[p′2(p · q)2 − 2(p · q)(p · p′)(p′ · q) + q2(p · p′)2 + p2((p′ · q)2 − p′2q2)]
×

{[(p · p′)(p′ · q) − p′2(p · q)]I0(p, p′) + [p′2q2 − (p′ · q)2]I0(p
′, q)

+[(p · q)(p′ · q) − q2(p · p′)]I0(p, q) + [p′2(p · q) − p′2q2 + q2(p · p′)
−(p · q + p · p′)p′ · q + (p′ · q)2]Ĩ0 + [p′2q2(−p2 + p · q + p · p′)
−p′ · q(p′2(p · q) + q2(p · p′)) + p2(p′ · q)2 +m2(−p′2(p · q) + p′2q2

−q2(p · p′) + p′ · q(p · q + p · p′) − (p′ · q)2)]U0} , (5.213)

UB(p, q, p′) = UC(p, p′, q) , (5.214)

UC(p, q, p′) =
1

2[p′2(p · q)2 − 2(p · q)(p · p′)(p′ · q) + q2(p · p′)2 + p2((p′ · q)2 − p′2q2)]
×

{[(p · p′)(p · q) − p2(p′ · q)]I0(p, p′) + [(p · q)(p′ · q) − q2(p · p′)]I0(p′, q)
+[(p · q)2 − p2q2]I0(p, q) + [(p · q)2 + q2(p · p′) + p2(−q2 + p′ · q)
−(p · p′ + p′ · q)p · q]Ĩ0 − [−p′2(p · q)2 + p2q2(p′2 − p · p′ − p′ · q)
+p · q(q2(p · p′) + p2(p′ · q)) +m2((p · q)2 − p2q2 + q2(p · p′) + p2(p′ · q)
−p · q(p′ · q + p · p′))]U0} , (5.215)

donde

Ĩ0 =
2

iπ2
Ĩ , I0 =

2

iπ2
I , U0 =

2

iπ2
U . (5.216)
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5.30.3. La Integral Tensorial Uμν(p, q, p′)

La integral tensorial Uμν puede ser expresada en términos de las integrales escalares
Ĩ0, UD, UE ,UF , UG, UH y UI como

Uμν =
iπ2

2

[
gμν

D
Ĩ0 +

(
pμpν − gμν

p2

D

)
UD +

(
pμqν + qμpν − gμν

2(p · q)
D

)
UE

+

(
pμp

′
ν + p′μpν − gμν

2(p · p′)
D

)
UF +

(
qμqν − gμν

q2

D

)
UG

+

(
qμp

′
ν + p′μqν − gμν

2(p′ · q)
D

)
UH + +

(
p′μp

′
ν − gμν

p′2

D

)
UI

]
. (5.217)

Hacemos las siguientes contracciones:

pμpνUμν =
iπ2

2

[
p2

D
Ĩ0 + p4

(
1 − 1

D

)
UD + 2p2(p · q)

(
1 − 1

D

)
UE

+2p2(p · p′)
(

1 − 1

D

)
UF +

(
(p · q)2 − p2q2

D

)
UG

+2

(
(p · q)(p · p′) − p2(p′ · q)

D

)
UH +

(
(p · p′)2 − p2p′2

D

)
UI

]
,

qμqνUμν =
iπ2

2

[
q2

D
Ĩ0 +

(
(p · q)2 − p2q2

D

)
UD + 2q2(p · q)

(
1 − 1

D

)
UE

+2

(
(p · q)(p′ · q) − q2(p · p′)

D

)
UF + q4

(
1 − 1

D

)
UG

+2q2(p′ · q)
(

1 − 1

D

)
UH +

(
(p′ · q)2 − p′2q2

D

)
UI

]
, (5.218)

p′μp′νUμν =
iπ2

2

[
p′2

D
Ĩ0 +

(
(p · p′)2 − p2p′2

D

)
UD + 2

(
(p′ · p)(p′ · q)

−p
′2(p · q)
D

)
UE + 2p′2(p · p′)

(
1 − 1

D

)
UF + q4

(
1 − 1

D

)
UG

+2q2(p′ · q)
(

1 − 1

D

)
UH +

(
(p′ · q)2 − p′2q2

D

)
UI

]
, (5.219)

pμqνUμν + qμpνUμν = iπ2

[
p · q
D

Ĩ0 + p2(p · q)
(

1 − 1

D

)
UD +

(
p2q2 + (p · q)2 ×(

1 − 2

D

))
UE +

(
p2(p′ · q) + (p · p′)(p · q)

(
1 − 2

D

))
UF

+q2(p · q)
(

1 − 1

D

)
UG +

(
q2(p · p′) + (p′ · q)(p · q) ×(

1 − 2

D

))
UH +

(
(p · p′)(p′ · q) − p′2

D
(p · q)

)
UI

]
, (5.220)
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pμp′νUμν + p′μpνUμν = iπ2

[
p · p′
D

Ĩ0 + p2(p · p′)
(

1 − 1

D

)
UD +

(
p2(p′ · q)

+(p · p′)(p · q)
(

1 − 2

D

))
UE +

(
p2p′2 + (p · p′)2

(
1 − 2

D

))
UF

+

(
(p · q)(p′ · q) − q2

D
(p · p′)

)
UG +

(
p′2(p · q) + (p′ · p)(p′ · q) ×(

1 − 2

D

))
UH + p′2(p · p′)

(
1 − 1

D

)
UI

]
, (5.221)

qμp′νUμν + p′μqνUμν = iπ2

[
p′ · q
D

Ĩ0 +

(
(p · p′)(p · q) − p2

D
(p′ · q)

)
UD +

(
q2(p · p′)

+(p′ · q)(p · q)
(

1 − 2

D

))
UE +

(
p′2(p · q) + (p · p′)(p′ · q) ×(

1 − 2

D

))
UF + q2(p′ · q)

(
1 − 1

D

)
UG +

(
p′2q2 + (p′ · q)2 ×(

1 − 2

D

))
UH + p′2(p′ · q)

(
1 − 1

D

)
UI

]
. (5.222)

Por otro lado,

pμpνUμν = pμ

∫
dDw

p · wwμ

w2[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]

= pμ

[
1

2
(p2 −m2)Uμ(p, q, p′) +

1

2
Ĩμ(q − p, p′ − p) +

pμ

2
Ĩ(q − p, p′ − p)

−1

2
Iμ(p′, q)

]
. (5.223)

Entonces

pμpνUμν =
iπ2

4
[(p2 −m2)(p2UA(p, q, p′) + (p · q)UB(p, q, p′) + (p · p′)UC(p, q, p′))

+(q · p− p2)ĨA(q − p, p′ − p) + (p · p′ − p2)ĨB(q − p, p′ − p)

+p2Ĩ0(q − p, p′ − p) − ((p · q)IA(p′, q) + (p · p′)IB(p′, q))]

qμqνUμν =
iπ2

4
[(q2 −m2)((p · q)UA(p, q, p′) + q2UB(p, q, p′) + (p′ · q)UC(p, q, p′))

+(q2 − p · q)ĨA(q − p, p′ − p) + (p′ · q − p · q)ĨB(q − p, p′ − p)

+(p · q)Ĩ0(q − p, p′ − p) − ((p · q)IA(p, p′) + (p′ · q)IB(p, p′))]

p′μp′νUμν =
iπ2

4
[(p′2 −m2)((p · p′)UA(p, q, p′) + (p′ · q)UB(p, q, p′) + p′2UC(p, q, p′))

+(p′ · q − p · p′)ĨA(q − p, p′ − p) + (p′2 − p · p′)ĨB(q − p, p′ − p)

+(p · p′)Ĩ0(q − p, p′ − p) − ((p · p′)IA(p, q) + (p′ · q)IB(p, q))] (5.224)
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pμqνUμν =
iπ2

4
[(q2 −m2)(p2UA(p, q, p′) + (p · q)UB(p, q, p′) + (p · p′)UC(p, q, p′))

+(p · q − p2)ĨA(q − p, p′ − p) + (p · p′ − p2)ĨB(q − p, p′ − p)

+p2Ĩ0(q − p, p′ − p) − (p2IA(p, p′) + (p · p′)IB(p, p′))]

qμpνUμν =
iπ2

4
[(p2 −m2)((p · q)UA(p, q, p′) + q2UB(p, q, p′) + (p′ · q)UC(p, q, p′))

+(q2 − p · q)ĨA(q − p, p′ − p) + (p′ · q − p · q)ĨB(q − p, p′ − p)

+(p · q)Ĩ0(q − p, p′ − p) − (q2IA(p′, q) + (p′ · q)IB(p′, q))]

p′μpνUμν =
iπ2

4
[(p2 −m2)((p · p′)UA(p, q, p′) + (p′ · q)UB(p, q, p′) + p′2UC(p, q, p′))

+(p′ · q − p · p′)ĨA(q − p, p′ − p) + (p′2 − p · p′)ĨB(q − p, p′ − p)

+(p · p′)Ĩ0(q − p, p′ − p) − ((p′ · q)IA(p′, q) + p′2IB(p′, q))]

pμp′νUμν =
iπ2

4
[(p′2 −m2)(p2UA(p, q, p′) + (p · q)UB(p, q, p′) + (p · p′)UC(p, q, p′))

+(p · q − p2)ĨA(q − p, p′ − p) + (p · p′ − p2)ĨB(q − p, p′ − p)

+p2Ĩ0(q − p, p′ − p) − (p2IA(p, q) + (p · q)IB(p, q))]

qμp′νUμν =
iπ2

4
[(p′2 −m2)((p · q)UA(p, q, p′) + q2UB(p, q, p′) + (p′ · q)UC(p, q, p′))

+(q2 − p · q)ĨA(q − p, p′ − p) + (p′ · q − p · q)ĨB(q − p, p′ − p)

+(p · q)Ĩ0(q − p, p′ − p) − ((p · q)IA(p, q) + q2IB(p, q))]

p′μqνUμν =
iπ2

4
[(q2 −m2)((p · p′)UA(p, q, p′) + (p′ · q)UB(p, q, p′) + p′2UC(p, q, p′))

+(p′ · q − p · p′)ĨA(q − p, p′ − p) + (p′2 − p · p′)ĨB(q − p, p′ − p)

+(p · p′)Ĩ0(q − p, p′ − p) − ((p · p′)IA(p, p′) + p′2IB(p, p′))] (5.225)

Donde se satisfacen las siguientes propiedades:

UD(p, q, p′) = UG(q, p, p′)

UE(p, q, p′) = UE(q, p, p′)

UF (p, q, p′) = UH(q, p, p′)

UI(p, q, p
′) = UI(q, p, p

′)

UD(p, q, p′) = UI(p
′, q, p)

UE(p, q, p′) = UH(p′, q, p)

UF (p, q, p′) = UF (p′, q, p)

UG(p, q, p′) = UG(p′, q, p)

UD(p, q, p′) = UD(p, p′, q)

UE(p, q, p′) = UF (p, p′, q) (5.226)
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UG(p, q, p′) = UI(p, p
′, q)

UH(p, q, p′) = UH(p, p′, q) (5.227)

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos que:

UD(p, q, p′) =
1

2(D − 3) [p2(p′ · q)2 − 2(p · p′)(p · q)(p′ · q) + (p · p′)2q2 + p′2 ((p · q)2 − p2q2)]{[
(D − 2)p2(p′ · q)2 − (D − 3)(p′2p · q + p · p′q2)p′ · q + p′2((D − 3)(p · p′ + p · q)

−(D − 2)p2)q2 +m2(−(D − 2)(p′ · q)2 + (D − 3)(p · p′ + p · q)p′ · q
−(D − 3)p′2p · q + (D − 2)p′2q2 − (D − 3)p · p′q2)

]
UA(p, q, p′)

+
[
(m2 − q2)

(
p′2q2 − (p′ · q)2

) ]
UB(p, q, p′)

+
[
(p′2 −m2)

(
(p′ · q)2 − p′2q2

) ]
UC(p, q, p′)

+
[
(D − 4)(p′ · q)2 − (D − 3)(p · p′ + p · q)p′ · q + (D − 3)p′2p · q

−(D − 4)p′2q2 + (D − 3)p · p′q2
]
Ĩ0(q − p, p′ − p)

−(D − 3)
[
(p′ · q)2 − (p · p′ + p · q)p′ · q + p′2(p · q − q2) + p · p′q2

]×[
ĨA(q − p, p′ − p) + ĨB(q − p, p′ − p)

]
+ (D − 3)

[
(p′ · q)(p · p′) − p′2p · q]×

IA(p, p′) + (D − 3)
[
(p′ · q)(p · q) − p · p′q2

]
IA(p, q)

}
(5.228)

UE(p, q, p′) = UH(p′, q, p) (5.229)

UF (p, q, p′) = UH(q, p, p′) (5.230)

UG(p, q, p′) = UI(p, p
′, q) (5.231)
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UH(p, q, p′) =
1

2(D − 3) [p2(p′ · q)2 − 2(p · p′)(p · q)(p′ · q) + (p · p′)2q2 + p′2 ((p · q)2 − p2q2)]{− [(m2 − p2)((p′ · q)p2 − (p · p′)(p · q))]UA(p, q, p′)

+
[
(D − 3)p · q(p′2p · q − p′ · qp2) + (−p2((D − 3)p′2 + p′ · q + 3p · p′
−D(p′ · q + p · p′)) − (D − 1)p · p′p · q)q2 +m2(p′ · q(−Dp2 + p2

+(D − 3)p · q) − p · q(−Dp · p′ + p · p′ + (D − 3)p · q) + (D − 3)(p2 − p · p′)q2)
]

UB(p, q, p′)

2
+
[
m2(p′ · q(−Dp2 + p2 + (D − 3)p · p′) + (D − 3)p′2(p2 − p · q)
−p · p′((D − 3)p · p′ −Dp · q + p · q)) + p′2((D − 1)p′ · qp2

+(D − 3)(p · q − q2)p2 − (D − 1)p · p′p · q) + (D − 3)p · p′(p · p′q2 − p′ · qp2)
]

UC(p, q, p′)

2
+
[
(p · p′)(p · q) − p′ · qp2

]
Ĩ0(q − p, p′ − p)

+
D − 3

2

[
p · q2 − p′ · qp · q − p · p′p · q + p′ · qp2 − p2q2 + p · p′q2

]
ĨA(q − p, p′ − p) +

D − 3

2

[
p′ · q(p2 − p · p′) + p · p′(p · p′ − p · q) +

p′2(p · q − p2)
]
ĨB(q − p, p′ − p) +

D − 3

2

[
p′2p2 − (p · p′)2

]
IB(p, p′)

+
D − 3

2

[
p2q2 − (p · q)2

]
IB(p, q) +

D − 3

2

[
p′ · qp · q − p · p′q2

]
IA(p′, q)

+
D − 3

2

[
p′ · qp · p′ − p′2p · q]IB(p′, q)

}
(5.232)

UI(p, q, p
′) =

1

2(D − 3) [p2(p′ · q)2 − 2(p · p′)(p · q)(p′ · q) + (p · p′)2q2 + p′2 ((p · q)2 − p2q2)]{[
(m2 − p2)

(
p2q2 − (p · q)2

) ]
UA(p, q, p′) +

[
(m2 − q2)

(
p2q2 − (p · q)2

) ]
UB(p, q, p′) − [p · q((D − 3)p′ · qp2 − (D − 2)p′2p · q) + ((D − 2)p′2p2

−(D − 3)(p2(p′ · q + p · p′) − p · p′p · q))q2 +m2((D − 3)p′ · q(p2 − p · q)
+(D − 3)p · p′(q2 − p · q) + (D − 2)

(
(p · q)2 − p2q2

)
)
]
UC(p, q, p′)

+
[
p2q2 − (p · q)2

]
Ĩ0(q − p, p′ − p) + (D − 3)

[
(p · q)2 − p′ · qp · q − p · p′p · q

+p′ · qp2 − p2q2 + p · p′q2
]
ĨB(q − p, p′ − p) + (D − 3)

[
p · p′p · q − p′ · qp2

]
IB(p, p′) + (D − 3)

[
p′ · qp · q − p · p′q2

]
IB(p′, q)

}
(5.233)
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5.30.4. La Integral Escalar V (p, q, p′)

La integral escalar V (p, q, p′) es:

V (p, q, p′) =

∫
dDw

w4[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]
(5.234)

Hemos calculado

J (3)
�

=

∫
dDw

[(p′ − w)2 −m2]ν1 [w2 −m2]ν2 [(p− w)2 −m2]ν3 [(q − w)2]ν4

(5.235)

Entonces

V (p, q, p′) = (−1)D/2(−m2)D/2−5Γ
(

D
2
− 2
)
Γ
(
5 − D

2

)
6Γ
(

D
2

) ×

Y3

[
5 − D

2
, 1, 1, 1, 2, D

2
− 2

D
2
, 4

∣∣∣∣ p2

m2
,
q2

m2
,
p′2

m2
,
(q − p)2

m2
,
(q − p′)2

m2
,
(p− p′)2

m2

]
.

(5.236)

5.30.5. La Integral Tensorial V μ(p, q, p′)

Tenemos

V μ(p, q, p′) =

∫
dDwwμ

w4[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]
. (5.237)

De manera similar a Uμ tenemos que

Vμ =
iπ2

2
[pμVA(p, q, p′) + qμVB(p, q, p′) + p′μVC(p, q, p′)] (5.238)

donde VA(p, q, p′), VB(p, q, p) y VC(p, q, p) seran funciones escalares que dependeran de p,
q y p′.

pμVμ =
iπ2

2
[p2VA(p, q, p′) + p · qVB(p, q, p′) + p · p′VC(p, q, p′)]

qμVμ =
iπ2

2
[p · qVA(p, q, p′) + q2VB(p, q, p′) + p′ · qVC(p, q, p′)]

p′μVμ =
iπ2

2
[p · p′VA(p, q, p′) + p′ · qVB(p, q, p′) + p′2VC(p, q, p′)] . (5.239)

pμVμ =
1

2
(p2 −m2)V (p, q, p′) +

1

2
U(p, q, p′) − 1

2
J(p′, q)

qμVμ =
1

2
(q2 −m2)V (p, q, p′) +

1

2
U(p, q, p′) − 1

2
J(p, p′)

p′μVμ =
1

2
(p′2 −m2)V (p, q, p′) +

1

2
U(p, q, p′) − 1

2
J(p, q) (5.240)
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Donde se satisfacen las siguientes propiedades:

VA(p, q, p′) = VB(q, p, p′)

VC(p, q, p′) = VC(q, p, p′)

VA(p, q, p′) = VC(p′, q, p)

VB(p, q, p′) = VB(p′, q, p)

VA(p, q, p′) = VA(p, p′, q)

VB(p, q, p′) = VC(p, p′, q) (5.241)

Resolviendo para VA(p, q, p′), VB(p, q, p′) y VC(p, q, p′) obtenemos

VA(p, q, p′) =
1

2[p′2(p · q)2 − 2(p · q)(p · p′)(p′ · q) + q2(p · p′)2 + p2((p′ · q)2 − p′2q2)]
×

{[(p · p′)(p′ · q) − p′2(p · q)]J0(p, p
′) + [p′2q2 − (p′ · q)2]J0(p

′, q)

+[(p · q)(p′ · q) − q2(p · p′)]J0(p, q) + [p′2(p · q) − p′2q2 + q2(p · p′)
−(p · q + p · p′)p′ · q + (p′ · q)2]U0 + [p′2q2(−p2 + p · q + p · p′)
−p′ · q(p′2(p · q) + q2(p · p′)) + p2(p′ · q)2 +m2(−p′2(p · q) + p′2q2

−q2(p · p′) + p′ · q(p · q + p · p′) − (p′ · q)2)]V0} , (5.242)

VB(p, q, p′) = VC(p, p′, q) , (5.243)

VC(p, q, p′) =
1

2[p′2(p · q)2 − 2(p · q)(p · p′)(p′ · q) + q2(p · p′)2 + p2((p′ · q)2 − p′2q2)]
×

{[(p · p′)(p · q) − p2(p′ · q)]J0(p, p
′) + [(p · q)(p′ · q) − q2(p · p′)]J0(p

′, q)

+[(p · q)2 − p2q2]J0(p, q) + [(p · q)2 + q2(p · p′) + p2(−q2 + p′ · q)
−(p · p′ + p′ · q)p · q]U0 − [−p′2(p · q)2 + p2q2(p′2 − p · p′ − p′ · q)
+p · q(q2(p · p′) + p2(p′ · q)) +m2((p · q)2 − p2q2 + q2(p · p′) + p2(p′ · q)
−p · q(p′ · q + p · p′))]V0} , (5.244)

donde

V0 =
2

iπ2
V , J0 =

2

iπ2
J , U0 =

2

iπ2
U . (5.245)

5.30.6. La Integral Tensorial V μν(p, q, p′)

La integral tensorial V μν puede ser expresada en términos de las integrales escalares
U0, VD, VE ,VF , VG, VH y VI como

Vμν =
iπ2

2

[
gμν

D
U0 +

(
pμpν − gμν

p2

D

)
VD +

(
pμqν + qμpν − gμν

2(p · q)
D

)
VE

+

(
pμp

′
ν + p′μpν − gμν

2(p · p′)
D

)
VF +

(
qμqν − gμν

q2

D

)
VG

+

(
qμp

′
ν + p′μqν − gμν

2(p′ · q)
D

)
VH + +

(
p′μp

′
ν − gμν

p′2

D

)
VI

]
. (5.246)

230



Hacemos las siguientes contracciones:

pμpνVμν =
iπ2

2

[
p2

D
U0 + p4

(
1 − 1

D

)
VD + 2p2(p · q)

(
1 − 1

D

)
VE

+2p2(p · p′)
(

1 − 1

D

)
VF +

(
(p · q)2 − p2q2

D

)
VG

+2

(
(p · q)(p · p′) − p2(p′ · q)

D

)
VH +

(
(p · p′)2 − p2p′2

D

)
VI

]
qμqνVμν =

iπ2

2

[
q2

D
U0 +

(
(p · q)2 − p2q2

D

)
VD + 2q2(p · q)

(
1 − 1

D

)
VE

+2

(
(p · q)(p′ · q) − q2(p · p′)

D

)
VF + q4

(
1 − 1

D

)
VG

+2q2(p′ · q)
(

1 − 1

D

)
VH +

(
(p′ · q)2 − p′2q2

D

)
VI

]
, (5.247)

p′μp′νVμν =
iπ2

2

[
p′2

D
U0 +

(
(p · p′)2 − p2p′2

D

)
VD + 2

(
(p′ · p)(p′ · q)

−p
′2(p · q)
D

)
VE + 2p′2(p · p′)

(
1 − 1

D

)
VF + q4

(
1 − 1

D

)
VG

+2q2(p′ · q)
(

1 − 1

D

)
VH +

(
(p′ · q)2 − p′2q2

D

)
VI

]
, (5.248)

pμqνVμν + qμpνVμν = iπ2

[
p · q
D

U0 + p2(p · q)
(

1 − 1

D

)
VD +

(
p2q2 + (p · q)2 ×(

1 − 2

D

))
VE +

(
p2(p′ · q) + (p · p′)(p · q)

(
1 − 2

D

))
VF

+q2(p · q)
(

1 − 1

D

)
VG +

(
q2(p · p′) + (p′ · q)(p · q) ×(

1 − 2

D

))
VH +

(
(p · p′)(p′ · q) − p′2

D
(p · q)

)
VI

]
,

pμp′νVμν + p′μpνVμν = iπ2

[
p · p′
D

U0 + p2(p · p′)
(

1 − 1

D

)
VD +

(
p2(p′ · q) + (p · p′)(p · q) ×(

1 − 2

D

))
VE +

(
p2p′2 + (p · p′)2

(
1 − 2

D

))
VF

+

(
(p · q)(p′ · q) − q2

D
(p · p′)

)
VG +

(
p′2(p · q) + (p′ · p)(p′ · q) ×(

1 − 2

D

))
VH + p′2(p · p′)

(
1 − 1

D

)
VI

]
, (5.249)
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qμp′νVμν + p′μqνVμν = iπ2

[
p′ · q
D

U0 +

(
(p · p′)(p · q) − p2

D
(p′ · q)

)
VD +

(
q2(p · p′)

+(p′ · q)(p · q)
(

1 − 2

D

))
VE +

(
p′2(p · q) + (p · p′)(p′ · q) ×(

1 − 2

D

))
VF + q2(p′ · q)

(
1 − 1

D

)
VG +

(
p′2q2 + (p′ · q)2 ×(

1 − 2

D

))
VH + p′2(p′ · q)

(
1 − 1

D

)
VI

]
. (5.250)

Por otro lado,

pμpνVμν = pμ

∫
dDw

p · wwμ

w4[(p− w)2 −m2][(q − w)2 −m2][(p′ − w)2 −m2]

= pμ

[
1

2
(p2 −m2)Vμ(p, q, p

′) +
1

2
Uμ(p, q, p′) − 1

2
Jμ(p

′, q)

]
. (5.251)

Entonces

pμpνVμν =
iπ2

4
[(p2 −m2)(p2VA(p, q, p′) + (p · q)VB(p, q, p′) + (p · p′)VC(p, q, p′))

+p2UA(p, q, p′) + (p · q)UB(p, q, p′) + (p · p′)UC(p, q, p′)

−((p · q)JA(p′, q) + (p · p′)JB(p′, q))]

qμqνVμν =
iπ2

4
[(q2 −m2)((p · q)VA(p, q, p′) + q2VB(p, q, p′) + (p′ · q)VC(p, q, p′))

+(p · q)UA(p, q, p′) + q2UB(p, q, p′) + (p′ · q)UC(p, q, p′)

−((p · q)JA(p, p′) + (p′ · q)JB(p, p′))]

p′μp′νVμν =
iπ2

4
[(p′2 −m2)((p · p′)VA(p, q, p′) + (p′ · q)VB(p, q, p′) + p′2VC(p, q, p′))

+(p · p′)UA(p, q, p′) + (p′ · q)UB(p, q, p′) + p′2UC(p, q, p′)

−((p · p′)JA(p, q) + (p′ · q)JB(p, q))]

pμqνVμν =
iπ2

4
[(q2 −m2)(p2VA(p, q, p′) + (p · q)VB(p, q, p′) + (p · p′)VC(p, q, p′))

+p2UA(p, q, p′) + (p · q)UB(p, q, p′) + (p · p′)UC(p, q, p′)

−(p2JA(p, p′) + (p · p′)JB(p, p′))]

qμpνVμν =
iπ2

4
[(p2 −m2)((p · q)VA(p, q, p′) + q2VB(p, q, p′) + (p′ · q)VC(p, q, p′))

+(p · q)UA(p, q, p′) + q2UB(p, q, p′) + (p′ · q)UC(p, q, p′)

−(q2JA(p′, q) + (p′ · q)JB(p′, q))]

p′μpνVμν =
iπ2

4
[(p2 −m2)((p · p′)VA(p, q, p′) + (p′ · q)VB(p, q, p′) + p′2VC(p, q, p′))

+(p · p′)UA(p, q, p′) + (p′ · q)UB(p, q, p′) + p′2UC(p, q, p′)

−((p′ · q)JA(p′, q) + p′2JB(p′, q))]
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pμp′νVμν =
iπ2

4
[(p′2 −m2)(p2VA(p, q, p′) + (p · q)VB(p, q, p′) + (p · p′)VC(p, q, p′))

+p2UA(p, q, p′) + (p · q)UB(p, q, p′) + (p · p′)UC(p, q, p′)

−(p2JA(p, q) + (p · q)JB(p, q))]

qμp′νVμν =
iπ2

4
[(p′2 −m2)((p · q)VA(p, q, p′) + q2VB(p, q, p′) + (p′ · q)VC(p, q, p′))

+(p · q)UA(p, q, p′) + q2UB(p, q, p′) + (p′ · q)UC(p, q, p′)

−((p · q)JA(p, q) + q2JB(p, q))]

p′μqνVμν =
iπ2

4
[(q2 −m2)((p · p′)VA(p, q, p′) + (p′ · q)VB(p, q, p′) + p′2VC(p, q, p′))

+(p · p′)UA(p, q, p′) + (p′ · q)UB(p, q, p′) + p′2UC(p, q, p′)

−((p · p′)JA(p, p′) + p′2JB(p, p′))] (5.252)

Donde se satisfacen las siguientes propiedades:

VD(p, q, p′) = VG(q, p, p′)

VE(p, q, p′) = VE(q, p, p′)

VF (p, q, p′) = VH(q, p, p′)

VI(p, q, p
′) = VI(q, p, p

′)

VD(p, q, p′) = VI(p
′, q, p)

VE(p, q, p′) = VH(p′, q, p)

VF (p, q, p′) = VF (p′, q, p)

VG(p, q, p′) = VG(p′, q, p)

VD(p, q, p′) = VD(p, p′, q)

VE(p, q, p′) = VF (p, p′, q)

VG(p, q, p′) = VI(p, p
′, q)

VH(p, q, p′) = VH(p, p′, q) (5.253)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos que:

VD(p, q, p′) =
1

2(D − 3) [p2(p′ · q)2 − 2(p · p′)(p · q)(p′ · q) + (p · p′)2q2 + p′2 ((p · q)2 − p2q2)]{[
(D − 2)p2(p′ · q)2 − (D − 3)(p′2p · q + p · p′q2)p′ · q + p′2((D − 3)(p · p′ + p · q)

−(D − 2)p2)q2 +m2
(− (D − 2)(p′ · q)2 + (D − 3)(p · p′ + p · q)p′ · q

−(D − 3)p′2p · q + (D − 2)p′2q2 − (D − 3)p · p′q2
)]
VA(p, q, p′)

+
[
(m2 − q2)

(
p′2q2 − (p′ · q)2

) ]
VB(p, q, p′) +

[
(p′2 −m2)

(
(p′ · q)2 − p′2q2

) ]
VC(p, q, p′) +

[
(D − 2)(p′ · q)2 − (D − 3)(p · p′ + p · q)p′ · q + (D − 3)p′2p · q

−(D − 2)p′2q2 + (D − 3)p · p′q2
]
UA(p, q, p′) +

[
(p′ · q)2 − p′2q2

]
[UB(p, q, p′)

+UC(p, q, p′)] + (D − 3)
[
p′ · qp · p′ − p′2p · q]JA(p, p′)

+(D − 3)
[
p′ · qp · q − p · p′q2

]
JA(p, q) + 2

[
p′2q2 − (p′ · q)2

]
U0(p, q, p

′)
}
(5.254)

VE(p, q, p′) = VH(p′, q, p) (5.255)

VF (p, q, p′) = VH(q, p, p′) (5.256)

VG(p, q, p′) = VI(p, p
′, q) (5.257)

VH(p, q, p′) =
1

2(D − 3) [p2(p′ · q)2 − 2(p · p′)(p · q)(p′ · q) + (p · p′)2q2 + p′2 ((p · q)2 − p2q2)]{− [(m2 − p2)(p′ · qp2 − p · p′p · q)]VA(p, q, p′)

+
[
(D − 3)p · q(p′2p · q − p′ · qp2) + (−p2((D − 3)p′2 + p′ · q + 3p · p′

−D(p′ · q + p · p′)) − (D − 1)p · p′p · q)q2 +m2(p′ · q(−Dp2 + p2 + (D − 3)p · q) −
p · q(−Dp · p′ + p · p′ + (D − 3)p · q) + (D − 3)(p2 − p · p′)q2)

]VB(p, q, p′)

2[
m2(p′ · q(−Dp2 + p2 + (D − 3)p · p′) + (D − 3)p′2(p2 − p · q) − p · p′((D − 3)p · p′
−Dp · q + p · q)) + p′2((D − 1)p′ · qp2 + (D − 3)(p · q − q2)p2 − (D − 1)p · p′p · q)

+(D − 3)p · p′(p · p′q2 − p′ · qp2)
]VC(p, q, p′)

2
+
[
p′ · qp2 − p · p′p · q]UA(p, q, p′)[

(D − 1)p′ · qp2 − (D − 3)p′ · qp · q + p · q(−Dp · p′ + p · p′ + (D − 3)p · q)
+(D − 3)(p · p′ − p2)q2

]UB(p, q, p′)

2
+
[
(D − 1)p′ · qp2 − (D − 3)p′ · qp · p′

+(D − 3)p′2(p · q − p2) + p · p′((D − 3)p · p′ −Dp · q + p · q)]UC(p, q, p′)

2

+
(D − 3)

2

[
p′2p2 − (p · p′)2

]
JB(p, p′) +

(D − 3)

2

[
p2q2 − (p · q)2

]
JB(p, q)

+
(D − 3)

2

[
p′ · qp · q − p · p′q2

]
JA(p′, q) +

(D − 3)

2

[
p′ · qp · p′ − p′2p · q]JB(p′, q)
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+2
[
p · p′p · q − p′ · qp2

]
U0(p, q, p

′)
}

(5.258)

VI(p, q, p
′) =

1

2(D − 3) [p2(p′ · q)2 − 2(p · p′)(p · q)(p′ · q) + (p · p′)2q2 + p′2 ((p · q)2 − p2q2)]{[
(m2 − p2)

(
p2q2 − (p · q)2

) ]
VA(p, q, p′) +

[
(m2 − q2)

(
p2q2 − (p · q)2

) ]
VB(p, q, p′) − [p · q((D − 3)p′ · qp2 − (D − 2)p′2p · q) + ((D − 2)p′2p2

−(D − 3)(p2(p′ · q + p · p′) − p · p′p · q))q2 +m2
(
(D − 3)p′ · q(p2 − p · q)

+(D − 3)p · p′(q2 − p · q) + (D − 2)
(
p · q2 − p2q2

) )]
VC(p, q, p′)

+
[
(p · q)2 − p2q2

]
[UA(p, q, p′) + UB(p, q, p′)] +

[
(D − 3)p′ · q(p2 − p · q)

+(D − 3)p · p′(q2 − p · q) + (D − 2)
(
(p · q)2 − p2q2

) ]
UC(p, q, p′)

(D − 3)
[
p · p′p · q − p′ · qp2

]
JB(p, p′) + (D − 3)

[
p′ · qp · q − p · p′q2

]
JB(p′, q)

2
[
p2q2 − (p · q)2

]
U0(p, q, p

′)
}

(5.259)

Por lo tanto

Γμν
D27

=
−ie2

2(2π)D

{
(k + 2p)μ(k + p + p′)ν [(−2m2 + (p′ − p)2 − 2p · p′)U(p, p′, q)

+Ĩ(q − p, p′ − p) − I(p, q) − I(p′, q)] − 2(k + p+ p′)ν [(−2m2 + (p′ − p)2

−2p · p′)Uμ(p, p′, q) + Ĩμ(q − p, p′ − p) − Iμ(p, q) − Iμ(p′, q)]

−(2k + 4p)μ[(−2m2 + (p′ − p)2 − 2p · p′)Uν(p, p′, q) + Ĩν(q − p, p′ − p)

−Iν(p, q) − Iν(p′, q)] + 4[(−2m2 + (p′ − p)2 − 2p · p′)Uμν(p, p′, q)

+Ĩμν(q − p, p′ − p) − Iμν(p, q) − Iμν(p′, q)] + (1 − ξ)
[
(k + 2p)μ(k + p+ p′)ν[

(−m2(p2 + p′2 −m2) + p2p′2)V (p, p′, q) + (p2 + p′2 − 2m2)U(p, p′, q)

+Ĩ(q − p, p′ − p) + (m2 − p2)J(p, q) + (m2 − p′2)J(p′, q) − I(p, q)

−I(p′, q) + L(q)
]− 2(k + p+ p′)ν

[
(−m2(p2 + p′2 −m2) + p2p′2)V μ(p, p′, q)

+(p2 + p′2 − 2m2)Uμ(p, p′, q) + Ĩμ(q − p, p′ − p) + (m2 − p2)Jμ(p, q)

+(m2 − p′2)Jμ(p′, q) − Iμ(p, q) − Iμ(p′, q) + Lμ(q)
]− (2k + 4p)μ[

(−m2(p2 + p′2 −m2) + p2p′2)V ν(p, p′, q) + (p2 + p′2 − 2m2)Uν(p, p′, q)

+Ĩν(q − p, p′ − p) + (m2 − p2)Jν(p, q) + (m2 − p′2)Jν(p′, q) − Iν(p, q)

−Iν(p′, q) + Lν(q)
]
+ 4
[
(−m2(p2 + p′2 −m2) + p2p′2)V μν(p, p′, q)

+(p2 + p′2 − 2m2)Uμν(p, p′, q) + Ĩμν(q − p, p′ − p) + (m2 − p2)Jμν(p, q)

+(m2 − p′2)Jμν(p′, q) − Iμν(p, q) − Iμν(p′, q) + Lμν(q)
]]}

(5.260)
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5.31. Diagrama 28

k

p

k′

p′

w

p′ − wp− w

α β

μ ν

Γμν
D28

=
−ie2

2(2π)D

{
(k′ + 2p)μ(k′ + p+ p′)ν [(−2m2 + (p′ − p)2 − 2p · p′)U(p, p′, q′)

+Ĩ(q′ − p, p′ − p) − I(p, q′) − I(p′, q′)] − 2(k′ + p+ p′)ν [(−2m2 + (p′ − p)2

−2p · p′)Uμ(p, p′, q′) + Ĩμ(q′ − p, p′ − p) − Iμ(p, q′) − Iμ(p′, q′)]

−(2k′ + 4p)μ[(−2m2 + (p′ − p)2 − 2p · p′)Uν(p, p′, q′) + Ĩν(q′ − p, p′ − p)

−Iν(p, q′) − Iν(p′, q′)] + 4[(−2m2 + (p′ − p)2 − 2p · p′)Uμν(p, p′, q′)

+Ĩμν(q′ − p, p′ − p) − Iμν(p, q′) − Iμν(p′, q′)] + (1 − ξ)
[
(k′ + 2p)μ(k′ + p+ p′)ν[

(−m2(p2 + p′2 −m2) + p2p′2)V (p, p′, q′) + (p2 + p′2 − 2m2)U(p, p′, q′)

+Ĩ(q′ − p, p′ − p) + (m2 − p2)J(p, q′) + (m2 − p′2)J(p′, q′) − I(p, q′)

−I(p′, q′) + L(q′)
]− 2(k′ + p+ p′)ν

[
(−m2(p2 + p′2 −m2) + p2p′2)V μ(p, p′, q′)

+(p2 + p′2 − 2m2)Uμ(p, p′, q′) + Ĩμ(q′ − p, p′ − p) + (m2 − p2)Jμ(p, q′)

+(m2 − p′2)Jμ(p′, q′) − Iμ(p, q′) − Iμ(p′, q′) + Lμ(q′)
]− (2k′ + 4p)μ[

(−m2(p2 + p′2 −m2) + p2p′2)V ν(p, p′, q′) + (p2 + p′2 − 2m2)Uν(p, p′, q′)

+Ĩν(q′ − p, p′ − p) + (m2 − p2)Jν(p, q′) + (m2 − p′2)Jν(p′, q′) − Iν(p, q′)

−Iν(p′, q′) + Lν(q′)
]
+ 4
[
(−m2(p2 + p′2 −m2) + p2p′2)V μν(p, p′, q′)

+(p2 + p′2 − 2m2)Uμν(p, p′, q′) + Ĩμν(q′ − p, p′ − p) + (m2 − p2)Jμν(p, q′)

+(m2 − p′2)Jμν(p′, q′) − Iμν(p, q′) − Iμν(p′, q′) + Lμν(q′)
]]}

(5.261)

En este caṕıtulo, hemos desarrollado una base apropiada para descomponer el vétice
completo de la dispersión de Compton en SQED en sus partes longitudinal y transversa
(a uno o ambos fotones externos). Entonces empleamos la identidad de WFGTI que
relaciona los vértices de 3 puntos y 4 puntos para determinar la componente longitudinal
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del vértice de la dispersión de Compton en una forma exacta no perturbativa, escrita
en términos de funciones de menores puntos. La conservación de la identidad de WGTI
por construcción para las interacciones de tres puntos contiene información auténtica
del esquema de truncación para las ecuaciones de SDEs al nivel de las funciones de dos
puntos. El trabajo presentado en esta tesis nos da la oportunidad de ir al siguiente orden de
aproximación. Podemos truncar la torre de las ecuaciones de SDE al nivel de la función de 4
puntos, otra vez con una conservación de WFGTI comoansatz y resolver consistentemente
el conjunto acoplado de las ecuaiones de SDEs para las funciones al orden de 2 y 3 puntos
para llegar a sus más exactas soluciones. Un paso natural es probar la importancia de las
estructuras no perturbativas de los vértices de 4 puntos en QCD a través de las identidades
generalizadas de Slavnov-Taylor.

Como el nombre lo sugiere, la parte transversa permanece indeterminada por la identi-
dad de WFGTI. Sin embargo, con la ayuda de la evaluación de este vértice completo a un
lazo, las partes transversas desconocidas pueden ser extraidas a este orden. Este debeŕıa
servir como una gúıa para sus posibles extensiones no perturbativas. Cualquier intento
debeŕıa de reproducir este resultado perturbativo en el régimen de acoplamiento débil.

Hay varias ventajas de calcular la dispersión de Compton para electrones masivos y
piernas externas off-shell en norma y dimensiones arbitrarias: (i) Como las piernas externas
son off-shell, uno puede estudiar varios casos de interés poniendo las part́ıculas on shell
deseadas. Por otro lado, este también puede servir como la parte interna de diagramas de
Feynman más elaborados. (ii) La norma arbitraria nos ayuda a checar la invariancia de
norma de las observables f́ısicas relacionadas y las propiedades de covariancia de norma
de las funciones de Green. (iii) Sustituyendo D = 4 − 2ε y expandiendo en potencias
de ε, podemos estudiar el caso 4-dimensional. También ha sido demostrado que las bajas
dimensiones en SQED son de interés y pueden ser proyectadas por la sustitución apropiada
de D. (iv) Resultados explicitos de muchas de las integrales son nuevos y pueden ser
usados en otros cálculos. Estas son las mismas integrales que aparecen en QED espinorial
y QCD. Por lo tanto, este estudio puede ser de gúıa para la calculación similar de los
vértices fantasma-fantasma-quark-quark, 4-gluones y 4-quark en QCD, cuya importancia
ha sido descrita en la introducción de este caṕıtulo.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Hemos estudiado la Electrodinámica Cuántica Escalar a nivel de un lazo en la teoŕıa
de perturbaciones y algunos aspectos no perturbativos de la misma. Vamos a resaltar los
resultados más importantes que hemos desarrollado a lo largo de la tesis:

EL PROPAGADOR ESCALAR

• Hemos calculado el propagador escalar a un lazo en dimensión y norma arbi-
traria. Como casos particulares tomamos D = 3 y D = 4 − 2ε en el ĺımite
ε→ 0.

EL PROPAGADOR FOTÓNICO

• Calculamos el propagador fotónico a un lazo en dimensión arbitraria con-
siderando los casos D = 3 y D = 4 − 2ε en el ĺımite ε→ 0.

• Como una verificación de nuestros resultados, la identidad de Ward es satisfecha
puesto que la estructura tensorial es transversa.

• Aśı mismo calculamos el propagador fotónico sumando las burbujas en D = 3
en el caso en que m = 0. Donde pudimos observar que este tiene un compor-
tamiento similar al propagador del fotón espinorial en D = 3.

EL VÉRTICE DE TRES PUNTOS

• Hemos presentado el vértice de 3 puntos a un lazo en norma y dimensiones
arbitrarias para escalares masivos.

• Para calcular el vértice, usamos la identidad WFGTI para descomponer el
vértice en sus partes longitudinal y transversa; el vértice longitudinal es com-
pletamente determinado por el propagador escalar.

• Hemos presentado también los resultados para los casos especiales D = 4− 2ε
y D = 3 con escalares masivos y no masivos.
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• Como comparación, en QED espinorial y QCD donde las ocho funciones es-
calares desconocidas definen el vértice transverso, solamente una función es-
calar no determinada existe para el caso de QED escalar. Sin embargo, su
calculación perturbativa puede ser una gúıa cercana a sus posibles formas no
perturbativas. Hemos formulado una forma simple y natural del vértice no
perturbativo que, por construcción, se reduce a su expansión de un lazo en el
régimen de acoplamiento débil.

EL VÉRTICE DE CUATRO PUNTOS

• Calculamos el vértice de cuatro puntos a un lazo en norma y dimensiones
arbitrarias. Utilizamos este resultado para calcular el proceso de dispersión
escalar-fotón.

• Hemos propuesto una base apropiada para descomponer la dispersión escalar-
fotón completa en sus partes longitudinal y transversa (a uno o ambos fotones
externos).

• Empleamos la identidad WFGTI que relaciona los vértices de 3 puntos con
los de 4 puntos para determinar la componente longitudinal de la dispersión
escalar-fotón en una forma no perturbativa.

• El trabajo presentado en esta tesis nos da la oportunidad de ir al siguiente
orden de aproximación. Uno puede truncar la torre de las ecuaciones de SDE
al nivel de la función de 4 puntos, otra vez conservandose la identidad WFGTI
y consistentemente resolviendo el conjunto acoplado de las ecuaciones de SDEs
para las funciones al orden de 2 y 3 puntos para llegar a su más exactas solu-
ciones. Un paso natural es probar la estructura no perturbativa y las estruc-
turas vitalmente importantes de los vértices de 4 puntos en QCD a través de
las generalizadas identidades de Slavnov-Taylor.

• Como el nombre lo sugiere, las partes transversas permanecen indeterminadas
por la identidad de WFGTI. Sin embargo, con la ayuda de la evaluación com-
pleta de este vértice a un lazo, las piezas desconocidas pueden ser extraidas a
tal orden. Esto debeŕıa de servirnos como una gúıa para sus posibles exten-
siones no perturbativas. Cualquier intento debeŕıa de reproducir este resultado
perturbativo en el régimen de acoplamiento débil.
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Apéndice A

Parametrización de Feynman

A.1. Algunas Integrales Estándar

Primero listamos las integrales estándar que más frecuentemente encontramos en la
evaluación de integrales de lazos.∫

d4w

(w2 + s)n
= iπ2 Γ(n− 2)

Γ(n)

1

sn−2
, (A.1)∫

d4w
wμ

(w2 + s)n
= 0 , (A.2)∫

d4w
wμwν

(w2 + s)n
= iπ2 Γ(n− 3)

2Γ(n)

gμν

sn−3
, (A.3)∫

d4w

(w2 + 2w · q + s)n
= iπ2 Γ(n− 2)

Γ(n)

1

(s− q2)n−2
, (A.4)∫

d4w
wμ

(w2 + 2w · q + s)n
= −iπ2 Γ(n− 2)

Γ(n)

qμ

(s− q2)n−2
, (A.5)∫

d4w
wμwν

(w2 + 2w · q + s)n
= iπ2 Γ((n− 3)

2Γ(n)

[2(n− 3)qμqν + (s− q2)gμν ]

(s− q2)n−2
. (A.6)

La fórmula (A.1) la hemos derivado anteriormente en la seccion ?? realizando la inte-
gración sobre el cortorno de integración de w0 y la subsecuente la integración con respec-
to a w usando coordenadas polares.1La ecuación (A.2) es obviamente de simetŕıa. Las
ecuaciones (A.4) y (A.5) se siguen de (A.1) y (A.2) respectivamente por un cambio de
variables de w y s a

w → w + q , s→ s− q2 . (A.7)

Diferenciando la ecuación (A.5) con respecto a qν nos conduce a la ecuación (A.6), y
tomando q = 0 en la ecuación (A.6) obtenemos la ecuación (A.3). Podemos generalizar las

1Para más detalles ver la referencia [52].
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fórmulas (A.1)-(A.6) a un espacio D-dimensional. Para una referencia rápida, escribimos
algunas de estas formulas:∫

dDw

(w2 + s)n
= (−1)niπD/2Γ(n− 1

2
D)

Γ(n)

1

sn−D/2
, (A.8)∫

dDw
wμ

(w2 + s)n
= 0 , (A.9)∫

dDw
wμwν

(w2 + s)n
= iπD/2 Γ(n− 1

2
D − 1)

2Γ(n)

gμν

sn−D/2−1
, (A.10)∫

dDw
w2

(w2 + s)n
= iπD/2 Γ(n− 1

2
D − 1)

2Γ(n)

D

sn−D/2−1
, (A.11)

donde la ecuación (A.11) se sigue de la ecuación (A.10), ya que

gμνg
μν = D . (A.12)

Las ecuaciones (A.8)-(A.11), son en primer lugar derivadas para valores enteros deD. Para
valores no enteros, las integrales son definidas por las expresiones de los lados derechos de
estas ecuaciones. Podemos escribir D = 4−2ε y luego requerimos tomar el ĺımite ε→ 0, es
decir D → 4. Otras integrales que involucran tensores más complicados en el numerador
de la integral son fáciles de obtener de las fórmulas de arriba por diferenciación y cambios
de variables, pero para nuestro proposito con las anteriores es suficiente.

A.2. Parametrización de Feynman

Las integrales (A.1)-(A.6) contienen un sólo factor cuadrático, elevado a la potencia
n, en los denominadores, usualmente nosotros tratamos con integrales que contienen un
producto de varios factores en el denominador. Estos términos son reducidos a la forma
deseada usando una técnica ingeniosa dada por Feynman. Para el producto de dos factores
cuadráticos a y b, comenzamos con la identidad

1

ab
=

1

b− a

∫ b

a

dt

t2
. (A.13)

Definiendo el parámetro de Feynman z como

t = b+ (a− b)z , (A.14)

La ecuación (A.13) puede ser escrita

1

ab
=

∫ 1

0

dz

[b+ (a− b)z]2
. (A.15)

241



Vemos que introduciendo el parámetro de Feynman z hemos expresado 1/ab en términos
de un sólo factor elevado a la potencia 2. Aunque la integral (A.15) tenga la apariencia
de ser más complicada, veremos que la parametrización de Feynman nos permite evaluar
todas las integrales directamente. El método anterior se puede extender fácilmente. Para
tres factores, el resultado alternativo es

1

abc
= 2

∫ 1

0

dx

∫ x

0

dy
1

[a+ (b− a)x+ (c− b)y]3

= 2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz
1

[a + (b− a)x+ (c− a)z]3
(A.16)

las cuales se pueden probar integrando con respecto a y y z respectivamente y usando
la ecuación (A.15). La ecuación (A.16) se puede generalizar a un número arbitrario de
factores, y el resultado es

1

a0a1a2 · · ·an
= Γ(n + 1)

∫ 1

0

dz1

∫ z1

0

dz2 · · ·
∫ zn−1

0

dzn

× 1

[a0 + (a1 − a0)z1 + · · ·+ (an − an−1)zn]n+1
(A.17)

la cual es establecida por inducción. Otros resultados útiles son obtenidos por diferen-
ciación con respecto a uno o más parámetros. Por ejemplo, diferenciando la ecuación
(A.15) con respecto a a obtenemos

1

a2b
= 2

∫ 1

0

dz
z

[b+ (a− b)z]3
. (A.18)

En la misma manera podemos obtener otras expresiones más complicadas.

A.3. La Función Gamma

De las identidades de la Función Gamma tenemos que

Γ(ε) =
1

ε
Γ(1 + ε) . (A.19)

Por una expansión de Taylor (ε� 1)

Γ(1 + ε) = Γ(1) + εΓ′(1) + O(ε2)

= 1 + εΓ(1)ψ1(1) + O(ε2)

= 1 − εγ + O(ε2) , (A.20)

Γ(ε) =
1

ε
(1 − εγ + O(ε2))

=
1

ε
− γ + O(ε) , (A.21)
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Γ(−1 + ε) = − 1

1 − ε
Γ(ε) = −(1 + ε+ ε2 + · · · )

(
1

ε
− γ + O(ε)

)
= −

[
1

ε
+ 1 − γ + O(ε)

]
, (A.22)

donde γ es la constante de Euler:

γ = ĺım
n→∞

(1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn) = 0,5772157 . (A.23)

Además

ψ1(z) = −γ − 1

z
+

∞∑
r=1

(
1

r
− 1

r + z

)
. (A.24)

Cuando z = n=entero

ψ1(n) = −γ +
n−1∑
r=1

1

r
; ψ1(1) = −γ . (A.25)
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