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Introduccion

El Médelo Estandar (SM) de particulas elementales es la teoria de la interaccion elec-
trodébil (la cual describe las interacciones débil y electromagnética). El Mddelo Estandar
fue propuesto en 1967 por Salam, Weinberg y Glashow. Desde entonces hasta la fecha, este
maédelo ha sobrevivido todos los retos experimentales. Conjuntamente con Cromodinami-
ca Cudntica (QCD), el Médelo Estdndar juega un papel central en la fisica de particulas
elementales. El espectro de particulas del SM consiste de particulas con espin 1/2 leptones
y quarks y bosones de norma con espin 1. El origen del niimero de sus masas se debe a
la particula llamada Higgs. El bosén de Higgs es el tinico bosén en la teoria que no es
un bosén de norma y es una particula escalar sin carga. Aunque el Mddelo Estandar
ha tenido gran éxito en los resultados experimentales, éste no ha sido aceptado como una
teoria completa en la fisica de particulas. Entre otras razones, porque tiene los siguientes
defectos:

1. El médelo contiene alrededor de 24 pardmetros libres, tales como masas de las
particulas, que necesitan ser determinadas experimentalmente. Estos pardametros no
pueden ser calculados dentro del modelo.

2. El médelo considera solamente neutrinos no masivos que se ha probado no es el
caso.

3. Como las correcciones a la masa del Higgs son cuadraticamente divergentes, uno
tiene que afinar los parametros del potencial del Higgs finamente para evitar que la
masa del Higgs alcance valores grandes no razonables.

4. El médelo no describe la interaccion gravitacional.

Se han hecho muchos esfuerzos para dirigir estos problemas y completar el Médelo Estandar.
Una atractiva extension del Mddelo Estandar puede ser encontrada en la teoria de super-
simetria, donde encontramos particulas escalares cargadas también. Otras extensiones
del Modelo Estandar tal como los médelos de tecnicolor también cuentan con particulas
escalares cargadas. Por lo tanto, estos escenarios nos dan una posibilidad realista de tener
escalares fundamentales cargados cuyas interacciones con fotones serdan la realizacion de
la Electrodindmica Cuantica Escalar (SQED) al nivel elemental. Notemos que la interac-
cién de los piones cargados con fotones (cuando el fotén no tiene suficiente energia para
interactuar dentro de los piones con quarks) es también descrita por SQED.



Al nivel tedrico, SQED ha sido una teoria atractiva por largo tiempo, ver por ejemplo,
[1]. Nuestro interés particular en SQED es debido al hecho que nos da un laboratorio
excelente para explorar las estructuras no perturbativas de las funciones de Green. Vamos
a resumir varios aspectos a nuestra afirmacion:

1.

Debido a la ausencia de las matrices espinoriales, los calculos son mucho més sim-
ples en SQED. Sin perdida de generalidad tratamos con las mismas integrales que
aparecen en QED espinorial y QCD. Por lo tanto, los cdlculos perturbativos de las
funciones de Green nos ayudan a la construccién de las funciones de Green no per-
turbativas. La teoria de perturbacién es una guia fiable en la cual las estructuras no
perturabativas deberian de reducirse en el régimen de acoplamiento débil.

. Motivados por al razonamiento dado en 1, presentamos un calculo completo a un lazo

de los propagadores escalar y fotonico, del vértice escalar-fotén de tres y 4 puntos
y del vértice de la dispersién de Compton en norma y dimensiones arbitrarias para
escalares masivos y particulas externas fuera de la capa de masa.

Como parte importante de nuestro célculo de la funcién de 4 puntos a un lazo,
hemos calculado algunas integrales, llamadas @) y J& definidas en el capitulo 4
que nunca antes habian sido calculadas en la literatura. Este cédlculo nos permite

introducir una nueva funcién de Lauricella generalizada Y5 v Y,.

Aunque la forma general de la identidad de Ward-Fradkin-Green-Takahashi (WFGTTI)
y la transformacién de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKFT) son las mismas para

QED espinorial y escalar, su implementacion para extraer las rigurosas constric-

ciones de las funciones de Green es mucho mas simple para QED escalar.

. Usando WFGTI,

La evaluacién de las funciones de Green para teorias de norma en un régimen no
perturbativo es importante asi como dificil. Por ejemplo, el entendimiento del confi-
namiento y la generacion dindmica de masas en Cromodinamica Cuantica requiere
del conocimiento de los propagadores del quark y gluéon en el infrarojo. Estos ob-
jectos estan ligados a los vétices de 3 y 4 puntos a través de las ecuaciones de
Schwinger-Dyson (SDEs) asi como a las identidades de Slavnov-Taylor (STI) .

En este escenario, el vértice de 3 puntos puede ser escrito en terminos de dos
cuadrimomentos independientes. La identidad de Ward-Frankin-Green-Takahashi
(WFGTI) fija el coeficiente de uno de estos. Por lo tanto, hay solamente una fun-
cién desconocida que define al vértice transverso representando una simplificacion
comparada con QED y QCD.

. Este calculo es interesante porque mantiene las propiedades de covariancia correc-

tas de las funciones de Green. Podemos tomar cualquier limite on-shell requerido



del resultado general off-shell para checar la invariancia de norma de los observ-
ables fisicos, esto no podria ser posible si tenemos solamente los resultados en cu-
atro dimensiones. Electrodindamica Cudntica Escalar SQED ha sido explorada en
bajas dimensiones. Las teorias de campo en tres dimensiones contienen varias car-
acteristicas que corresponden a las teorias de campo a altas temperaturas en cuatro
dimensiones.

9. La funcién de 4 puntos aparece incluso al nivel de las identidades de STT en el kernel
de dispersién fantasma-fantasma-quark-quark que relacionan los vértices de 2 y 3
puntos en normas covariantes.

10. El kernel de dispersién de 4 puntos quark-quark para piernas externas off-shell es
otra importante cantidad. Su comportamiento en el infrarojo en el espacio de coor-
denadas deberia decirnos como el potencial fuerte aumenta para grandes distancias
entre dos quarks estaticos.

11. El estudio del vértice de 4 gluones puede mejorar nuestra percepcion del corrimiento
del acoplamiento en la region del infrarojo.

12. El entendimiento del vértice de 4 puntos no perturbativo es una tarea desafiante,
entonces un estudio detallado de tal funcién en SQED en términos de la identidad
de Ward-Fradkin-Green-Takahashi (WFGTI) puede ser un primer paso importante
hacia mas funciones similares implicadas en QCD.

Hemos organizado la tesis de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 estudiamos las particulas escalares, las cuales son descritas por la
ecuacién de Klein-Gordon. Vemos cual es la densidad de Lagrange para estds particulas,
asi como el propagador, ingrediente importante para la teoria de dispersion correspon-
diente. También, estudiamos los fotones, es decir, las ecuaciones de Maxwell. También
discutimos la invariancia de norma, el Lagrangiano y el propagador foténico en norma
arbitraria. Finalmente estudiaremos las interacciones entre particulas escalares y fotones,
es decir, la electrodinamica cuantica escalar. Partiendo con el lagrangiano de interaccion,
vemos la invariancia de norma local que nos conduce a los vértices de 4-puntos.

En el Capitulo 2 estudiamos las divergencias generadas por los lazos en los diagramas
de Feynman y la manera de como regularizar estas divergencias. Estudiamos solamente dos
métodos de regularizacion, el método de corte y el método de regularizacién dimensional.

En el Capitulo 3 calculamos la correccién al propagador escalar a un lazo en una norma
vy dimensiones arbitrarias. Tomamos los casos particulares D =3y D =4 — 2¢, € — 0.

En el Capitulo 4 calculamos la correccién al propagador foténico a un lazo por dos
métodos alternativos en D arbitrario. Tomamos los casos D =3y D =4 — 2¢, ¢ — 0.
Verificamos la identidad de Ward para el propagador foténico. Ademas obtenemos una
expresion para el propagador no perturbativo en D =3 y m = 0.

En el Capitulo 5 evaluamos el vértice completo de 3-puntos en norma y dimensiones
arbitrarias a un lazo y deducimos una expresién para su componente transversa. Ademas



verificamos la Identidad de Ward-Green-Takahashi para el vértice de 3-puntos y el propa-
gador escalar.

En el Capitulo 6 estudiamos como reducir las integrales escalares usando Identidades
de Integracién por Partes. También, presentamos la técnica de Mellin-Barnes. Usando esta
técnica, calculamos el vértice de 4-puntos (la caja) con potencia arbitraria en los factores
del denominador en dimensiones arbitrarias y masas iguales. Consideramos algunos casos
particulares.

En el Capitulo 7 calculamos el proceso de dispersion escalar-fotén a un lazo. También
discutimos acerca del vértice no perturbativo de 4 puntos y como la identidad de Ward-
Green-Takahashi relaciona este vértice con el vértice de 3 puntos. Y por ultimo daremos
las conclusiones de esta tesis.



Capitulo 1

Electrodinamica Cuantica Escalar

1.1. Escalares

1.1.1. La Ecuacién de Klein-Gordon
La ecuacién de Klein-Gordon para particulas libres es:
(O +m*)p =0, (1.1)

donde m es la masa de la particula. Aqui hemos usado la siguiente notacién

0
o= <8t’ )
9,00 = 0. (1.2)

Podemos verificar la covariancia de Lorentz para la ecuaciéon de Klein-Gordon, como ptp,
es invariante de Lorentz. Las soluciones libres son de la forma

¢ = exp(—ip,a") = exp[+i(p - x — Et)] . (1.3)
Estas soluciones admiten el principio de superposicién. Insertando (1.3) en (1.1) nos con-
duce a la condicion

puple =mPp — prpuexp(—ip,at) = m® exp(—ip, )

= Ppu=m’ o E-p-p=m’, (1.4)

la cual resulta ser
E—tymi ot (L5)
Asi, existen ambas soluciones para E = -I—(m2 + pg)l/ 2 positiva como para E = —(m2 +
p?)'/? negativa respectivamente. Las energfas negativas estdn asociadas fisicamente con las

antiparticulas. La ecuacion de Klein-Gordon es satisfecha para particulas escalares tales
como el Higgs o piones. Los campos escalares reales ¢ corresponden a particulas neutrales
mientras que las particulas cargadas son representadas por campos escales complejos.
Como nosotros estudiaremos en esta tesis la interaccién de particulas escalares cargadas
con fotones, elegimos ¢ a ser complejo.



1.1.2. La Densidad de Lagrange para la Ecuacion de Klein-
Gordon

La densidad de Lagrange para la ecuacién de Klein-Gordon para un campo complejo
es:

& (0 5 55 ) = B (@0 el) — g (holo). (16)

Sustituyendo (1.6) en las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para un campo,
tenemos

oL .
% = _m2S0 (‘%’) 3
8L 2k
o <8(8ng)> = D%p*. (1.7)
Por lo tanto,
(0"0, +m?*)p* =0 . (1.8)

Similarmente para el campo ¢*

oL oL
_ K —
dp* 0 <5(3“90*)) v

(0"0, +m*)p =0, (1.9)

Por lo tanto,

que son efectivamente la ecuacion de Klein-Gordon (una para el campo ¢ y otra para el
campo ¢*).

1.1.3. Conservacion del Cuadrivector de Corriente

La densidad de Lagrange ecuacion (1.6) es, invariante bajo la siguiente transformacion:
p(r) = p(x), ¢'(zr) = e p*(z), (1.10)

(donde « es una constante real) y cuya forma infinitesimal es especificada por
do(x) =iap(z), dp*(z) = —iap*(x) . (1.11)

Como « es independiente de las coordenadas, la transformacion es llamada transforma-
cion global, porque esta es la misma para cada punto en el espacio y tiempo. La familia de



transformaciones de fase U(a) = €', donde « es s6lo un pardmetro que corre continua-
mente sobre los nimeros reales, forman un grupo Abeliano unitario conocido como el grupo
U(1). Abeliano porque satisface la propiedad de conmutatividad en la multiplicacion:

U(an)U(as) = Ulan)U(a) (1.12)

y unitario porque
Ul(@)U(a) =1, (1.13)

El teorema de Noether implica la existencia de una corriente conservada. Para ver esto es
suficiente estudiar la invariancia de £ bajo una transformacién infinitesimal U(1),

o — (1+ia)p (1.14)
La invariancia requiere que el Lagrangiano no cambie, esto es,

(5)30+ (5 Jmtoer = (25 )oor + o soutoe)

= (—m?¢") (i) + (0"0") (i) (Dup) + (—mP @) (—iap™) + (0"¢) (—ia) (D e")
= iaf(8"0")(Oup) — (8"0)(Du") — m* @ + mPp*p] = 0 (1.15)

oL

Para los campos ¢ y ¢* tenemos

oL oL
L *
7= 500 T 0, (1.16)

donde usamos que g* = 0. Sustituyendo £ dado por la ecuacién (1.6) obtenemos

oL oL
= oHy" y =0yp. 1.17
() (Iup) ( )
Ademaés considerando que
Ap=ip, Ap*=—ip*, (1.18)

tenemos que el cuadrivector de corriente es:

j* = (0"9")(ip) + (Op)(—ip™) = ie[p(d"p") — " (0"p)] (1.19)

donde hemos considerado la normalizacién adecuada. Esta carga j* es conservada, es
decir, 9,j* = 0. La carga conservada correspondientemente es

Q= ie/d?’x(tpﬁoap* —* ) . (1.20)

Mas generalmente, el teorema de Noether demuestra que una simetria continua resulta
en una corriente y carga conservadas.



1.1.4. EIl Propagador Escalar

La interaccién de una particula escalar con el campo electromagnético es introducida
usualmente por la prescripcion de minimo acoplamiento

Dp — Pu— €A, .
La ecuacion de Klein-Gordon en presencia de un campo electromagnético nos conduce a

(P — eA")(py — eAy) — mg]gp(x) =0 (1.21)

(00, + mglip(z) = —Vip(z) . (1.22)
Aqui hemos introducido el operador del potencial V', explicitamente dado como
Vi =ie(9,A" + A9, — * AP AL . (1.23)

El signo de V en (1.23) es elegido de manera que esté de acuerdo con el signo relativo
de la energfa cinética y potencial de la ecuaciéon de Schrédinger. El potencial, (1.23), es
caracterizado por el pardmetro e, el cual (en unidades naturales) estd relacionado con la
constante de la estructura fina « por

e? 1

= — ~ 1.24
T T 137 (1.24)

La pequenez de la constante de acoplamiento nos permite hacer una expansion perturba-

tiva de V' en potencias de «. Si queremos resolver (1.22) para ¢, es conveniente resolver
primero la siguiente ecuacion

(0% + m?G(z,y) = 6*(z —y) (1.25)

y escribir la solucién para p(z) de la siguiente manera

o(z) = polz) - / G, )V (W)o(w) (1.26)

donde ¢g(z) satisface (0% + m?)pg(x). Ahora verifiquemos si esta solucién satisface la
ecuacién (1.22)

(0% + m?] [@(l‘) = @o(x) —/d“yG(%y)V(y)s@(y) : (1.27)
Usando el hecho de que

(02 + m?|po(x) =0, (1.28)



tenemos

O+ milpa) = — / 2ty (0 + m2)G(x y)V (1) o(v)
- / a6z — )V (9)e(y) (1.20)
= —V(x)p(z) . (1.30)

Por lo tanto (1.26) es una solucién. Ahora tomamos la transformada de Fourier de G(z, y)
en el espacio de momentos y conseguimos

G(l’, y) - -

i | 495w esplin(e — ). (1.31)

S(p) es llamado el propagador de la particula en el espacio de momentos.

0% + | Glay) =~ 57 [ d'pS(p)expl—in(a — )] = 5z =)
entonces
o'z —y) = (2;)4 /d4p5(p)(p2 —m?) exp[—ip(z — y)] . (1.32)
Esta ecuacién se satisface si escogemos:
1
S(p) = W .

Maés adelante, en la teoria de dispersiones para particulas escalares, usaremos con frecuen-
cia esta expresion para el propagador escalar. A continuacion estudiaremos los fotones que
son particulas con espin uno, es decir, particulas vectoriales.

1.2. Fotones

1.2.1. Las Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell de la electrodindmica cldsica en el vacio son

V'E(th) = p(X,t),
V-B(xt) = 0,

VxE(x,t) = —w,
VxB(x,t) = w+j(x,t). (1.33)

Las cuales relacionan el campo eléctrico E (x,t) y el campo magnético B (x,t) con la den-
sidad de carga p (x,t) y la corriente electromagnética j (x,t). Las ecuaciones de Maxwell
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constituyen un sistema de ecuaciones acopladas en derivadas parciales de primer orden
entre las componentes de los campos eléctrico y magnético. Estas pueden ser resueltas
directamente en algunos casos sencillos. Pero a menudo nos conviene introducir los po-
tenciales con el objetivo de obtener un nimero menor de ecuaciones de segundo orden
que satisfagan idénticamente alguna de las ecuaciones de Maxwell. Podemos introducir el
potencial escalar ¢ (x,t) y el potencial vectorial A (x,t), de la manera usual, escribiendo
E (x,t) y B (x,t) como:

E(x,t) = —w — Ve (x,t), (1.34)
B(x,t) = VxA(x,t). (1.35)

Las expresiones de E (x,t) y B (x, t) en funcién de los potenciales ¢ (x,t) y A (x,1), esto es
la (1.34) y la (1.35), satisfacen idénticamente las dos ecuaciones homogéneas de Maxwell.
El comportamiento dindmico de A (x,t) y ¢ (x,t) se determinard mediante las otras dos
ecuaciones de (1.33) no homogéneas. Asi, pues, las ecuaciones no homogéneas de (1.33)
pueden escribirse en funcién de los potenciales del siguiente modo:

V23p(x,t) + ;(V ~A(x,t)) = —p(x,t), (1.36)
VZA(x,t) — % —V(V-Ax,t)+ g—f) = —j(x,t) . (1.37)

Escribimos estas dos ecuaciones en forma covariante, para ello introducimos los cuadrivec-
tores j* = (p,j) v A* = (p, A) tal que:

O2AF — 9(9,A%) = j* | (1.38)

Los campos se expresan en funcién de los potenciales de acuerdo a (1.34) y (1.35). Las
componentes segun = de E y B son, explicitamente,

_ 04, 8790 _ 041 140
E, = 5 S (A" =0 A")
0A 0A
B, = T = (92A — 93 A . 1.
R L (1.39)

Estas ecuaciones implican que los campos eléctrico y magnético tienen seis componentes en
total, son los elementos de un tensor de sequndo orden, el tensor antisimétrico, intensidad
de campo,

Fr=0orA” — 0" A . (1.40)
Las ecuaciones de Maxwell no homogéneas de (1.33) en forma covariante toman la forma:
O F" = 3" . (1.41)

A continuaciéon vemos que las ecuaciones de Maxwell son invariantes ante una transfor-
macién de norma, es decir, la teoria electromdgnetica es una teoria de norma.
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1.2.2. Invariancia de Norma

Como el campo magnético B se relaciona con A a través de (1.35), el potencial vec-
torial es arbitrario en el sentido de podérsele sumar el gradiente de una funcién escalar y
cualquiera. B no se altera en la transformacion:

A=A =A+Vy. (1.42)

Si queremos que también el campo eléctrico permanezca inalterado, debemos transformar
simultaneamente el potencial escalar:

ox
'=p——=. 1.43
po = o (1.43)
Asi, sustituyendo (1.42) y (1.43) para el campo eléctrico tenemos:
0A’ 9, x 0A
E=-22 _vy=—21A - X P g, - B
g VT Ty AT VA=Y { 82&} o VY

Similarmente para el campo magnético:
B =VxA'=Vx[A+Vyx]=VxA+VxVy=VxA =B.

La transformacién definida por (1.42) y (1.43) se denomina tranformacion de norma, y la
invariancia de los campos en estas transformaciones, invariancia de norma. Las ecuaciones
(1.42) y (1.43) se pueden combinar como:

AY = AR 4 9ty (1.44)
FH" es invariante ante las transformaciones de norma:
Fr = 0rAY — 9V Al — OH(AY + 0"x) — OV (A + 0% x) = F* .

Por el hecho de que las transformaciones en la ecuacién (1.44) dejan los campos E y B
invariantes, es recomendable deshacerse de la arbitrariedad en A*. A éste proceso se le
llama fijacion de la noma. Una de las maneras de hacerlo es elegir J,A" = 0, a ésta
condicién se le llama condicion de Lorentz e implica que:

IA" =0 =0,0"x + 0,A" .
Asi, pues, basta hallar una funciéon de norma x que satisfaga:
0%y = —9,A" . (1.45)

para que los nuevos potenciales A’, ¢ satisfagan la condicién de Lorentz. De ahora en
adelante usaremos la notacién A" en vez de A’"'. Tenemos que

O2A¢ = j# . (1.46)
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1.2.3. Vectores de Polarizacion

Consideremos la ecuacién (1.46) para un fotén libre, es decir,
0%A* =0, (1.47)

la cual tiene soluciones _
Al = el (q)e " . (1.48)

El cuadrivector £* es llamado el vector de polarizacion del fotén. Sustituyendo en la
ecuacién (1.47) tenemos

la cual implica que
2 2 _ 2 —
¢=0, ¢g—q=m", estoes, my,=0, (1.50)

es decir, el fotén es una particula sin masa. El vector de polarizacién todavia tiene cuatro
componentes y describe una particula de espin 1. Primero, la condicién de Lorentz, 9, A* =
0, nos conduce

et =0, (1.51)

y esto reduce el nimero de componentes independientes de e a solamente tres. Ademas,
tenemos que explorar las consecuencias del adicional grado de libertad de la norma (1.44).
Elegimos la funcién x como

X = iae 0" (1.52)

con a constante asi que (1.45) es satisfecha (tomando en cuenta la condicién de Lorentz).
Sustituyendo esto, junto con (1.48), en (1.44) la fisica deberd permanecer sin cambios con
el reemplazamiento

ey €, = Eutagq, (1.53)

es decir,
0, A" =0 = (e, + QQM)QM =euq" + am? =0 (1.54)

5
pero recurriendo a (1.50) y (1.51) tenemos que los dos vectores de polarizacién (e, ¢),)
los cuales difieren por un multiplo de g, describen el mismo fotén. Podemos usar esta
libertad para asegurar que la componente del tiempo de £ desaparece. Sea que elegimos
e’ = —aqy entonces,

£y = €0+ aqo = —aqo +ago =0 . (1.55)

Por lo tanto,
gp =0 (1.56)

y entonces la condicién de Lorentz (1.51) se reduce a
e-q=0. (1.57)
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Esta eleccién (no covariante) de norma es conocida como norma de Coulomb. De (1.57),
vemos que hay unicamente dos vectores de polarizacion independientes y que ambos son
transversos a el momento del fotén. Recordando la ecuacién (1.34) y sustituyendo la
solucion de fotén libre (1.48) en ésta tenemos

E= —%(seiq‘m) = iq’ee 7 | (1.58)

Por lo tanto E es directamente proporcional a €. E es perpendicular a la direccién de
movimiento del fotén € - q = 0, es decir,

E-q=0. (1.59)
De la misma manera para la ecuacién (1.35),
B =V x [ge 17| = —i[q x €]e " . (1.60)

Asi, B es perpendicular a ambas direcciones de movimiento del fotén y del campo eléctrico
E. Por ejemplo, para un fotén que viaja a lo largo del eje z, podemos tomar

e1=(1,0,0), & =(0,1,0). (1.61)

Asi, un fotén libre es descrito por su momento ¢ y dos vectores de polarizaciéon ;. Ya que

g; transforma como un vector, anticipamos que éste es asociado a una particula de espin
1.

1.2.4. La Densidad de Lagrange para un Fotén

La densidad de Lagrange para un fotén libre es:

- —iF‘“’FW - 216(@/1“)(6”14”) . (1.62)
La presencia de una corriente j# modifica la densidad de Lagrange como:
- —%F’“’FW - %(@A“)(&,A”) _jean (1.63)
Correspondientemente las ecuaciones de Maxwell son:
O2A” — <1 - i) (0, A"y = ¥ (1.64)

donde hemos agregado el término —2—15(@14“)(&,14”), por conveniencia. £ recibe el nombre
de pardmetro de norma covariante y puede ser cualquier niimero real finito. Dos elecciones
bien conocidas son £ = 1 que es la norma de Feynman, y € = 0 la norma de Landau. Este
término adicional se puede considerar como una constriccién. La teoria queda invariante
después de imponer la condicién de Lorentz 9,A" = 0. Es importante resaltar que la
fisica no es afectada por el valor de £. Cualquier ¢ puede ser usada. Los pasos intermedios
pueden ser diferentes para diferentes elecciones de &, pero el resultado final para cualquier
observable fisico es independiente de la & escogida.
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1.2.5. El Propagador Fotoénico

Para definir el propagador del fotén empezaremos con la ecuacién (1.64). Queremos
encontrar A" que satisfaga esta ecuacién. Para esto consideremos dos casos:
Caso I El procedimiento es un poco mas sencillo si empezamos con la norma de Feynman
¢ = 1. En este caso,

O2AF = j+ |

Resolveremos esta ecuacion usando el método de Green para el cual hay que encontrar la
solucion de la siguiente ecuacion:

gHOLG (2, y) = g% 90 (x —y) (1.65)

donde G*(x,y) es la funcién de Green de dos puntos para el fotén o propagador del fotén
en el espacio de posiciones. Ahora proponemos la siguiente solucién para A*(x):

Ar() = Ab+ / Iy G (2, y) s y) | (1.66)

donde A es el campo en ausencia de corrientes. Para verificar que si es solucién, aplicamos
0 9
g ,02 ala ecuacion (1.66) y usando (1.65) conseguimos:

gt D2AM(z) = ¢* O2AL + / d*yg® JO2G" (2,y)js(y)

- / g6z — 1) jsy) = J(x) |

Para resolver la ecuacién (1.65) usamos la transformada de Fourier G**(z,y) en el espacio
de momentos:

6" (w.9) = s [ A (e Iy, (1.67)

(2m)t

Aplicamos g,,0?% a G"5(z,y) y usando la ecuacién (1.65) obtenemos que:

9" btz —y) = / AP (@) gop(—q*)e MW dlq

1
@)’

Por lo tanto,

1
A (q) = =" . (1.68)



AM3 es el propagador del foton.
Caso II: Resolvemos (1.64) completa

O24Y — <1 - 2) 0" (9,A") = " .

Para encontrar A" resolvemos primero la siguiente ecuacién:
VA2 1 v QA v 4
g = \1-¢ )70 Gra(®,y) = g" a0 (x —y) , (1.69)
y proponemos la siguiente solucién para A, (x)

An(z) = A + / Cora(, )7 (9) 'y (1.70)

Procedemos como en el Caso I, de manera que el propagador del foton resulta ser:

Analq) = {—fﬁ(l—@qgi’“] |

Como mencionamos anteriormente, el propagador del fotén juega un papel importante
en la teoria de dispersién cuando los fotones interactuan con particulas cargadas. A con-
tinuacién estudiaremos la interacciones de particulas cargadas escalares con un campo
electromagnético.

1.3. Electrodinamica Cuantica Escalar

1.3.1. La Densidad de Lagrange para un Escalar en un Campo
Electromagnético

La densidad de Lagrange para el sistema acoplado de las ecuaciones de Maxwell y el
campo de Klein-Gordon es

1
L = _ZFWFW + (10, — eA, )" (—i0" — eA")p — m2p*p
F., = 0,A, —0,A,. (1.71)

La variacién de S = [ Ld*z con respecto a ¢* nos conduce a la ecuacién de Klein-Gordon
para un campo ¢, acoplada minimamente al campo electromagnético, es decir,

05

=0
dp*

= /{5(1’@&* — €A, ") (—id" — eA")p —mPpdp*tdir =0 . (1.72)
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Usando 00,¢* = 0,0¢" e integrando parcialmente el primer término, obtenemos bajo la
suposicion de que dp* desaparece en las fronteras de integracion,

/{—i@u —eA,)(—i0" — eAM)p — mPp}ip*dir =0 . (1.73)

Dada la libertad de eleccion de d¢*, esto nos conduce a la ecuacion de Klein-Gordon

(0" — eA") (D — eAy)p = mPp . (1.74)

La variacién de S con respecto a A, nos permite escribir las ecuaciones de Maxwell en
una manera analoga

OMF,, = j, = ie{¢"(0, +ieA,)p — ¢(0, —ieA,)p"} . (1.75)

Por lo tanto, la densidad de Lagrange (1.71) nos reproduce las ecuaciones de movimiento
apropiadamente tanto para el campo de Klein-Gordon como para el cuadrivector A,. La
forma explicita de la corriente depende del espin de la particula que se acopla con el fotén.

1.3.2. Invariancia de Norma Local U(1)

Hemos visto que la teoria electrodinamica es invariante bajo transformaciones globales
U(1) de norma. Ademads, por medio del teorema de Noether hemos probado la conser-
vacién del cuadrivector de corriente, bajo una transformacién global. Ahora veremos que
la teoria electrodinamica es invariante también bajo transformaciones locales. Asi mis-
mo que la densidad de cuadricorriente para la interacciéon de una particula escalar con
un campo electromagnético es conservada bajo una transformacién local. Primeramente
generalizamos (1.10) a la transformacién

p(z) — ¢ Pop(z) (1.76)

donde «(z) ahora depende del espacio y del tiempo. Estas transformaciones se llaman
transformaciones U(1) locales de norma. La densidad de Lagrange, (1.6),

L = 0,¢"(2)0"p(z) — m*¢"(2)p(2) , (1.77)

no es invariante bajo tal transformacion de fase local. El dltimo término de L es invariante;
sin embargo, la derivada de ¢ no lo es. Puesto que,

Oup — eia(m)ﬁugo + ieia(m)gpﬁua (1.78)

y el término J,a rompe la invariancia de L. Si, insistimos en imponer invariancia del
Lagangiano bajo transformaciones de norma local, necesitamos buscar una derivada mod-
ificada, D,,, que transforme covariantemente bajo una transformacién de fase, esto es,

D, — @D, . (1.79)
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Para formar la “derivada covariante” D, necesitamos introducir un campo vectorial A,
con propiedades de transformacion tal que el término que no queremos en (1.78) sea
cancelado. Una habil construccién es

D, =0, —ieA, (1.80)
donde A, transforma como
1
Ay — A+ =00 (1.81)
e

Es fécil verificar que D,, satisface (1.79). La invariancia de la densidad de Lagrange (1.6)
consiste en reemplazar d,, por D, que nos conduce a

L = (D" )(Dl'e) —mo e,
D, = i0,—¢cA,,

Dt = —id, —eA, . (1.82)
e}
L= (0,¢%)(0"¢) — m2p*p —ie(p* " p — PO ™A, + 262g0*A“g0AH , (1.83)

donde los primeros dos términos corresponden a la densidad de Lagrange para una particu-
la escalar y los dos tultimos corresponden a la interacciéon que podemos escribir como
—j*A,, donde j* es la densidad de cuadricorriente la cual es conservada. Como podemos
ver, si demandamos invariancia de fase local, necesariamente tenemos que introducir un
vector de campo A,,, llamado el campo de norma, el cual acopla a la particula escalar. Si
anadimos la densidad Lagrangiana de un fotén libre (1.62) entonces

1 1 . *
L = B = AN+ (0)(0%) — i
—ie(p* " p — " P*) A, + 2" AP pA, (1.84)
la misma densidad de Lagrange que (1.71).

1.3.3. Escalar Cargado en un Campo Electromagnético

La amplitud de transicién para una particula de espin cero del estado ¢; al estado ¢y
en presencia del potencial electromagnético A, donde V esta dado por la ecuacién (1.23),
es

Ty = —i/go}l(:l:)‘/(x)gpi(x)d‘lx (1.85)

= —i/gp’}[—ie(A”@u + 9,A") — AP A pid T (1.86)
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o en forma equivalente,
T = —e [ dlalj@0ia) - o)) A
tie? / 0o () A (@) or(2) A () (1.87)

Los primeros dos términos se pueden representar mediante el siguiente diagrama:

Figura 1.1: Representacion esquemética de los primeros dos términos de (1.87).

La interpretacion es la siguiente: Una particula que se encuentra en el estado ¢; interactua
con el término eA, del potencial V' y se dispersa en un estado final ¢¢. El tercer término
de (1.87) se puede representar por medio del siguiente diagrama

pi(x) ()

Ar(x) Au(2)

Figura 1.2: Representacién esquemdtica del tercer término de (1.87).

La interpretacion fisica es: Una particula en el estado ¢; interactua con el término e* A4, A"
del potencial y se dispersa en el estado final ;. Esto es una forma preliminar de los
diagramas de Feynman.
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1.3.4. Diagramas y Reglas de Feynman

La amplitud de transiciéon TY; se puede interpretar en términos de los llamados dia-
gramas de Feynman. La ventaja es la enorme simplicidad que se consigue en el cdlculo de
los procesos de dispersion y decaimiento como explicaremos mas adelante.

Diagramas de Feynman

Ahora regresamos a la ecuacién (1.87), solamente vamos a considerar el primer térmi-
no debido a que en el diagrama que vamos a estudiar en seguida el término e?A? no
contribuye. La amplitud de transicién se reduce a

Tji=i / Phie(A"D, + 0, A" pid'x (1.88)

La derivada, en el segundo término, el cual actiia en ambos A" y ¢;, puede ser convertida
a actuar unicamente en ¢} después de una integracion por partes, es decir,

/ P30u (A pi)d e = 3 A Gl ontera — / Oup) Apid'x . (1.89)

El primer término es cero debido a que hemos considerado que el potencial desaparece en
|x|, cuando t — *o00. Podemos por lo tanto escribir la amplitud 7’; como

Ty = —i / JlArd (1.90)

donde A
j;{z(l‘) = _ie(SO}(au(Pi) - (augp?)()pz) ) (191)

la cual, comparando con (1.19), puede ser considerada como la transicién de la corriente
electromagnética de la particula escalar ¢ — f. Esquemdticamente representamos esta
transicion en la figura 1.3. Si la particula entrante tiene un cuadrimomento p;, tenemos

pi(z) = Nye™ e, (1.92)

donde N; es una constante de normalizacién. Usando una expresion similar para ¢y, esto
nos conduce a
31 (@) = —eNiNp(pi + py)ue® 70 * . (1.93)
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Figura 1.3: Una particula escalar interactuando con A,,.

Ahora nos planteamos la siguiente pregunta: ;De dénde viene el fotén que dispersa la
particula bajo estudio? En otras palabras jcual es el origen del potencial electromagnético?
Sabemos que cualquier particula cargada produce un potencial electromagnético. En mu-
chos de los problemas de la fisica de particulas elementales, estudiamos interaccién de
particulas fundamentales entre si. Para explicar el origen de las reglas de Feynman, con-
sideramos un ejemplo simple en donde un electrén (sin espin) se dispersa con un muén
(sin espin). Estamos considerando diferentes particulas para evitar complicaciones extras
asociadas con particulas idénticas. Identificamos el muén como la fuente del potencial
electromagnético A* que aparece en (1.90). Por lo tanto la figura 1.3 se puede extender a
la siguiente figura

DA j ,Sl) Pc

/(2)\
PB Ju Pb

Figura 1.4: Dispersion electrén-muon.

20



que representa el proceso de dispersion e"pu~ — e pu~. Por lo tanto el fotén A* debe
satisfacer la siguiente ecuacion de Maxwell

D2A" = jt (1.94)

Esta ecuacion determina el campo electromagnético A* asociado con la corriente j("z) del

muon. Notemos que hemos cambiado la notacién jui a j,(}). Como el electrén y el muon
son particulas fundamentales, las tratamos al mismo nivel. Por lo tanto, imaginamos al
electron dispersandose en un potencial electromagnético creado por el muén o equiva-
lentemente al mudn dispersandose en un potencial creado por el electréon. La corriente
asociada para un muon y un electron sin espin tiene la misma forma como para la de una
particula escalar, la cual es dada por (1.93). Asi, tenemos

joy = —eNaNe(pe + pa)telberaT (1.95)
jty = —eNgNp(pp + pg)'e o re)e . (1.96)
Ya que
D27 = —q?e'™ | (1.97)
la solucion de (1.94) es
I
Al = _jjé) con q=Dpp—DB- (1.98)
q

Insertando éste campo dado por el muén en (1.90), encontramos que la amplitud al orden
mas bajo para la dispersion del electrén-mudn es

T = —i / jg)(x)( ! ) ity (@) (1.99)

G
Insertando (1.95) y (1.96) en (1.99) e integrando con respecto a x, encontramos
Ty = —iNaNgNcNp(2m)*6™W (pp + pc — ps — pa)M (1.100)

con
~i00 = (ie(pa +0)*)( 12 ) ieom + o)) (1.101)
M, es conocida como la amplitud invariante. La funcién delta en (1.100) expresa la con-

servacién de momento en tal proceso. Ahora estamos en posicién de hablar de las reglas
de Feynman.
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Reglas de Feynman

La amplitud M se puede considerar como la multiplicaciéon de varios factores que
podemos asociar con varias partes del diagrama 1.4, el llamado diagrama de Feynman.
Estos factores se muestran en la figura 1.5. Este diagrama de Feynman es al orden més
bajo (orden arbol). El fotén es el intercambio entre los leptones, y el factor asociado al
fotén —ig,,/q* es llamado el propagador foténico; éste lleva dos indices de Lorentz porque
el fotén es una particula con espin 1. El cuadrimomento ¢ del fotén es determinado por la
conservacion del cuadrimomento en los vértices. Puesto que ¢? # 0, decimos que el fotén
es “virtual”. Para cada uno de los vértices asociamos el factor mostrado. Cada factor
del vértice contiene el acoplamiento electromagnético e y un indice de cuadrivector para
conectar con el indice del fotén. El signo particular menos en la distribucién y los factores
de 7 son dados para obtener el resultado correcto a ordenes mayores. Notemos que la
multiplicacién de los tres factores nos da —iM. La amplitud invariante M es obtenida por
dibujar todos los diagramas (topolégicamente distintos y conectados) de Feynman para
los procesos y asignando los factores multiplicativos para los diversos elementos de cada
diagrama. Las reglas las resumimos en la tabla 1.1. Para la interacciéon de un fotén con
una particula de espin cero, existe también un vértice de cuatro puntos; ver la figura 1.6.
Este origina del término e?A? en (1.87), el cual no existe para el proceso correspondiente
a la dispersion electron-muén al nivel mas bajo en e.

e, e

Figura 1.5: Factores del vértice y del propagador para la dispersion electréon-mudn

“sin espin”.
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7 52

Ep

Figura 1.6: Diagrama para ve~ — ye~, con electrones sin espin.

Hasta ahora hemos considerado unicamente los diagramas de Feynman al orden mas
bajo. Las reglas se pueden generalizar a diagramas de un orden mayor. Los diagramas
a los siguientes ordenes contienen lazos cerrados de particulas intermediarias (ver por
ejemplo la figura 1.7). La conservacién del cuadrimomento permanece en cada vértice.
Uno tiene que integrar sobre todas las variables de momento p que no pueden ser fijadas

(lazos internos) :
/ 4y
(2m)4
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Figura 1.7: Algunos diagramas de orden mayor para e" et — putpu~.

Agregamos los siguientes comentarios:

= No hay factores extras de -1. Es evidente porque el cambio de la linea de un boséon
siempre nos da un factor de +1 de acuerdo a la estadistica de Bose-Einstein.

= En el orden n-ésimo de teoria de perturbaciones tenemos que dibujar todos los
posibles distintos diagramas de Feynman topoldgicamente con n vértices que tienen
el nimero de particulas prescrito en el estado inicial y final (lineas externas).

= Para la construccion de los diagramas de Feynman, solamente la estructura topoldgi-
ca es importante. Ya que la teoria esta formulada en una manera relativisticamente
covariante, todos los posibles ordenes son automaticamante tomados en cuenta. Las
graficas pueden ser arbitrariamente deformadas sin cambiar su significado.

= Para cada lazo de un fotén asignamos un factor de 1/2.

Desafortunadamente, las integraciones de lazos a menudo nos dan divergencias. Sin embar-
go, en teorias renormalizables todos los infinitos pueden ser removidos mediante técnicas
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va establecidas permaneciendo la predictibilidad de la teorfa.

1.4. Divergencias y Regularizacion

1.4.1. Divergencias

A orden arbol, el cuadrimomento de una particula interna (o virtual) es fijado no
ambiguamente por la conservacion de la energia y el momento. Un ejemplo de un dia-
grama arbol es la figura 1.5 que corresponde a la contribuciéon méas baja en a para la
dispersién electron-muédn. Pero los diagramas de Feynman a ordenes mayores contienen
lazos. Los lazos cerrados son tales que el momento de todos los lazos internos no es fijo
por el cuadrimomento de las particulas externas. Para cada lazo hay un cuadrimomento
completamente no especificado. Las reglas de Feynman nos dicen que debemos integrar
sobre todos los posibles valores del cuadrimomento interno. La evaluacion de los diagra-
mas de lazos por lo tanto requiere que las integrales de lazos sean llevadas a cabo con
mucha dificultad. Las correcciones a ordenes mayores son conocidas como correcciones
radiativas. Los diagramas de Feynman que representan las correcciones radiativas en un
proceso contienen vértices adicionales, comparados con los diagramas que describen un
proceso a ordenes mas bajos en la teoria de perturbaciones, los cuales corresponden a
la emisién y absorsion de particulas virtuales. Para ilustrar estas ideas consideremos el
proceso de dispersion electrén-mudn sin espines. Al orden drbol hemos obtenido que la
amplitud de probabilidad M es

—iM = (ie(pa + pc)*) ( — zi“é’) (ie(ps +pp)") , (1.102)

correspondiente al diagrama de Feynman de la figura 1.5. Al siguiente orden en teoria de
perturbaciones (orden e?), encontramos, es decir, los diagramas mostrados en la pdgina
26. Los dos primeros diagramas representan la correccion a las lineas externas, el tercero
es la correccion al vértice y el cuarto es la correccion al propagador fotonico. Para mostrar
la correccién al propagador escalar consideramos el ltimo diagrama, al orden €®. En prin-
cipio las integrales de lazos son integrales divergentes debido a que tenemos que integrar
sobre todos los posibles valores del cuadrimomento interno. La forma explicita de estas
integrales y los calculos de estas correcciones lo haremos en los siguientes capitulos. Antes,
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Contribuciones radiativas a ordenes mayores.
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para introducir la maquinaria requerida, veremos algunos de los métodos estdndar para
la evaluacién de lazos.

1.4.2. Regularizacion

En la secciéon anterior mencionamos que el calculo de integrales de lazos nos da diver-
gencias. Estas divergencias son removidas por regularizacién, es decir, una modificacion
de estas integrales que nos permite separar las partes finitas e infinitas de una manera
conveniente. El siguiente paso es eliminar los términos divergentes de tal manera que
la predictibilidad de la teoria permanezca. Este proceso se llama renormalizacion. La
renormalizacion de la teoria no siempre es posible. Por lo tanto algunas teorias son renor-
malizables y otras no lo son. En teorias renormalizables, después de la renormalizacién, los
resultados finales permanecen finitos y la predictibilidad de la teoria también. Existen var-
ios formalismos de regularizacion y renormalizacién. Los pasos intermedios dependen del
formalismo empleado. Sin embargo, en el limite en el cual la teoria original es valida, las
predicciones fisicas son independientes del método usado. Por esta razén, los diferentes
métodos han sido usados, dependiendo del problema. Historicamente el procedimiento
més antigiio es el método de corte (cut-off). Este tiene la ventaja de relacionar el compor-
tamiento de las divergencias a distancias y por lo tanto a energias extremas. Por lo tanto,
existen dos tipos de cortes, los cortes ultravioletas e infrarojos. El empleo del método de
corte puede generar los siguientes problemas:

1. Perdida de la invariancia translacional.

2. Es dificil asegurar la invariancia de norma y la vélidez de la identidad de Ward tanto
en teoria de perturbaciones como en tratamientos no perturbativos.

Un método alternativo, conocido como reqularizacion dimensional, es libre de estos prob-
lemas. Tomaremos un ejemplo explicito de la teoria cudntica de campos para describir los
métodos de corte y regularizacién.

Regularizacion de Corte

Consideremos la siguiente integral tipica a un lazo en teorias de campo en el espacio
de Minkowski

> d'w 1
Ii(s) = /_oo ) (@ —5) donde neZzZt. (1.103)

En el espacio de Minkowski w? = wi —w} —w? — w3 y d*w = dwydw,dwedws. No es dificil
evaluar la integral wy como una integral de contorno, entonces pasamos las integrales espa-
ciales a coordenadas esféricas. Para esto, hacemos una rotacion de Wick (WR). Notemos
que si no tuvieramos el signo menos en la métrica de Minkowski, podriamos realizar la
integral cuadridimensional completa en coordenadas esféricas cuadridimensionales. Para
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Im w

Vw2 + A \
®
o
\ Vi w]? + A

Re w

Figura 1.1: El contorno de la integracion wy puede ser rotada como se muestra.

remover el signo menos, consideramos el contorno de integracion en el plano wy (ver figu-
ra 1.1). La localizacién de los polos, y el hecho de que la integral cae lo suficientemente
rapido a lo largo de |wy|, nos permite rotar el contorno 90° en contra de las manecillas
del reloj. Definimos la variable wg como el cuadrimomento Euclidino:

espacio de Minkowski — espacio de Euclides

wy — wy
w = —wi —wi —w; —w}

—[wd + wi 4+ w3 + w3 =

dw — id*w" .

Asi, la integral (1.103) toma la forma

15y — * id*w® 1
1= [ G T

En coordenadas polares la medida es

d*w? = dywidw® = 2w} dw”

entonces la integral serd

Ils) = 27T1))4n/d§24/ dw” W

1)

- o [t
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Esta integral atin es divergente cuando w® — oco. Hacemos el cambio de variable z = w?

Iis) = U= /OOO dx% . (1.109)

(2m)4 T+ s)"

Usamos la siguiente integral definidal

/o (lgfiﬁx)” =B,y —p),  lagfl<miv>p>05v,peR]. (1.110)
Por lo tanto, )
_a=1)"(7?) 1

la cual es singular para n =1y n = 2. Evaluamos la integral (1.109) para n = 2
i(—1)%(m?) /°° x
I}(s) = —2——~ dr——— . 1.112
2= "0 J, Tt (1112)
Introducimos un corte con el regulador A:
im? A T

INs,AN) = —— | do—"— 1.113
2 (S ) (271')4 /[) x(ﬂ? + 8)2 ( )

entonces,

A+s A
—i(4m)* I (s, A) = In — : 1.114
P ) = (250 - (1114
Notemos que logramos separar en partes finita e infinita. El primer término diverge loga-
ritmicamente y el segundo término es convergente en el limite cuando A — oo. Es trivial

notar que perdimos la invariancia translacional de la integral inicial.

Regularizacion Dimensional

La regularizacién dimensional consiste en modificar la dimensionalidad de estas in-
tegrales para convertirlas en finitas. En primer lugar, generalizemos la cuadridimension-
alidad a un espacio D-dimensional donde D es un entero positivo. El tensor métrico
9° = gap esta definido por

goo _ _giizl, i=1,2,---,D—1,
¢’ =0, a#3. (1.115)

Correspondientemente, un cuadrivector w® es remplazado por un vector con D compo-

nentes
e 0

w® = (v, w, -, wPh (1.116)

!Tomamos esta integral de la referencia [2].
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w? = wew® = (W) =Y (w')?. (1.117)

Las integrales de lazos ahora se convierten en integrales en D dimensiones con un elemento
de volumen dPw = dw’dw! - - - dwP~1. Por ejemplo, la ecuacién (1.107) se generaliza a

IP(s) a | " d” wii TR (1.118)
Para integrar sobre el momento del lazo w¥ usamos = = w?; e
IP(s) = i(_l)nsD/Q”/dQD /1 dea" P21 — )Pt (1.119)
! 2(2m)P 0
Conocemos que
ri/? = /Oo dre ™ | (1.120)

entonces
D . . D
— H/ dre ™ = / dPz exp < - fo) : (1.121)

Usando coordenadas polares en el lado derecho

:/dQD/ drrP=le™ (1.122)
0

Finalmente, hacemos un cambio de variable 7> = 3 y usamos la siguiente definicién de
funcion Gamma:

I'(z) :/ dtt*te " (1.123)
0

1 [ b 1_(D
xD/2 = /dQD x / dyy > eV = r<> /dQD . (1.124)
2 J, 2\ 2

Entonces para la integracién sobre el angulo solido

para tener

D
2

27
/dQD = F(%) . (1.125)

En la tabla 1.2 se muestran algunos valores de angulo sélido. La definicion de la funcién
Beta es

B(a,b) :/O dtt* (1 — )t = Flath) (1.126)
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Con esta definicién y el valor de dngulo sélido para D dimensiones, la integral de (1.119)

se convierte en
b i(=1)rE D —2) (1" %
I(s) = 2D ) (;) . (1.127)

Para n = D/2 (es decir, para n = 2 cuando D = 4), es singular para el polo de I'(z) en
z = 0. Sin embargo, para valores no enteros de D, el lado derecho de la ecuacién (1.127)
es perfectamente bien definida y finita. Por lo tanto, podemos usar esto para hacer una
generalizacion de la integral en el lado derecho de (1.127) a D dimensiones para valores
no enteros de D. En particular, tomemos D = 4 — 2¢ donde € es un parametro pequeno
positivo y n = 2

' . T(2—42) 1 2- 4%
SimPIE) = e (5)
= (4m)T(e)s . (1.128)
En el limite € — 0 obtenemos
1
—i(4m)? 1= (s) = — — In(s) — v + In(47) + O(e) , (1.129)
€
donde y=0.5772 - - - es la constante de Euler. Comparamos este resultado con (1.114)
A+s A
i(4m)°15(s, \) In ( . > s
S
A>s In(A)—In(s) + O(A7Y) . (1.130)

Como podemos observar con el método de regularizacion de corte la divergencia es logar-
itmica In(A) cuando A — oo mientras que con el método de regularizacién dimensional la
divergencia es de la forma 1/e cuando € — 0. En general, las divergencias explicitas son
de la forma 1/€¢™ donde n = 1,2,3,---. Con el método de regularizaciéon dimensional el
tratamiento de las integrales divergentes a todos los 6rdenes en teoria de perturbaciones
preserva las simetrias en QED. En los proximos capitulos aplicaremos el método de la
regularizacién dimensional para realizar calculos de propagadores y vértices en SQED a
un lazo.
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Lineas externas

bosén entrante

bosén saliente

foton entrante

fotén saliente

Factor Multiplicativo

Lineas internas

bosén de espin cero

foton de espin 1

i (p) = —Feg"”

(- OBF

Factores del vértice

vértice de un foton

vértice de dos fotones

p P
jit ui
D 2

—iel’y, = —ie(p), + py)

2iezgw

Tabla 1.1: Reglas de Feynman para la Electrodinamica Cuantica Escalar.
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DI T(D2) | [ a0
1| Jr 2

2 1 27
3 Vm/2 4
4 1 272

Tabla 1.2: Algunos valores de 'y [ dQp.
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Capitulo 2

Propagadores

2.1. El Propagador Escalar

En éste capitulo vamos a estudiar el propagador escalar a un lazo en norma y di-
mensiones arbitrarias. En la siguiente figura mostramos las correcciones del propagador
escalar a primer orden:

K
k—p
g%iﬁfw —= Ay,
B /'Z;SO oV n I

Pl k lp

—iel'l] —iel'y 2ie? g

Figura 3.1: Correcciones a primer orden en el propagador escalar.

El indice cero denota cantidades desnudas. El segundo diagrama no contribuye en nuestros

célculos puesto que aplicando las reglas de Feynman (ver tabla 1.1) tenemos:

kuk, | 2e?
kK| (2m)P

dPk

/ o (2ie2g™)i| — I 4 (1-¢) [D—1+¢]
(2m)P k?

En la figura 3.2, el circulo del primer diagrama representa la suma de todas las correcciones
de lazos. Llamaremos a esta suma S. En principio debemos incluir una serie infinita de
diagramas de Feynman, pero nos vamos a restringir a calcular correcciones a nivel de un

lazo para el propagador escalar.

34



Figura 3.2: Correcciones del propagador escalar a ordenes mayores.

Observemos que hemos incluido diagramas de Feynman que estan de acuerdo con (1.84),
nuestro Lagrangiano de interaccion en Electrodindmica Cuéntica Escalar:

1 1 . .
Lsoep = —ZFWFW - E(WAH)Z + (8u90 )(0"p) — mQ‘P ¥
—ie(@* 0" — pO"p*) A, + 220" AFp A, . (2.2)

Es importante mencionar que se requiere introducir un término de interaccion escalar de
cuatro puntos de la siguiente manera:

1 1
Lsarp = —Ful = (@A) (00@0) —miete
A
—ie(p* @ — ") A, + 260" AP A, — 2 (0" p)? (2.3)

4

por las cuestiones de renormalizabilidad para cancelar las divergencias que surgen en la
dispersién coulombica escalar [1]. Sin embargo, como nosotros no entramos en los asuntos
de renormalizacién, no consideraremos este término adicional. Si queremos calcular —iS~*
a primer orden los diagramas a considerar obviamente son:

’ LN

—telly 50 —iel'l
Figura 3.3: Correcciones a un lazo para —iS~!.
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Aplicando las reglas de Feynman obtenemos que —iS™! es:

o 07— Ak ‘ .
—iS™t = i[9 —/W[—zel“o][ZSO][—zeFS}[zAgy] : (2.4)
multiplicando por i:
ST =[S — ie? A7k Iy STHA? (2.5)
(27’[’)D 0 0= v * :
La forma explicita de (2.5) es
_ _ . dPk 5 1 1 quqy

S 1= [SO] ! + 262/ (27T)D(k +p) m(k —O—p)”? |:gw, - (1 - 5)2—2 s (26)

donde ¢ = k — p y € es el pardmetro covariante de norma. El valor de & = 0 corresponde
a la norma de Landau y el valor de £ =1 a la norma de Feynman.

2.1.1. El Propagador Escalar a un Lazo
Norma de Feynman

Procedemos a resolver la integral (5.5) en la norma de Feynman (£ = 1),

d"k (k+p)"(k+p)g
—1 _rQ0=1 | 2 G
SFeynman - [S ] +e / (27T)D kQ o mg qg . (27)
Del hecho que
A'BYg, =A-B y (k+p)-(k+p) = (k+p)?, (2.8)
Pk (k+p)?
—1 _ 01—1 - 2
SFeynman - [S ] +e / (27T)D (kQ _ m2)q2 : (29)

La integral de (2.9) es divergente para valores de k muy grandes. Por ejemplo, para D = 4,
la integral de (2.9) en coordenadas esféricas polares es:

d*k (k + p)2 B 272 00 /{23(/{} + p)Q
/ (2m)* (k? — m?)q? o (2m)4 /0 dk(k,z —m2)(k—p)?2 (2.10)

Por lo tanto, en el limite kK — oo

1 © 32 1 o0
= dkk = 0o . 2.11
82 k2k2  8n? >0 ( )

Por esta razén queremos integrar sobre D dimensiones directamente puesto que vamos a
aplicar el método de regularizacién dimensional.

k+p)? / k*+p*+2k-p
de(i = [ d°k . 2.12
/ (k* —m?)q? (k* —m?)q? (2.12)

36



La definicién del momento ¢* es

=k-pP=k+p* -2k -p, (2.13)
entonces
2k -p=—+ kK +p*. (2.14)
Sustituyendo (2.14) en (2.12) tenemos que
(k +p)? 2k +2p° — ¢
/deﬁ = | kT (2.15)
(k* —m?)q (k2 —m?)q

Por lo tanto, sumando y restando 2m? obtenemos

k + p)? 1 1 1
de(i—Q/de:— 2(m? + p? /dei—/dei.
/ (k2 — m2)g? e +2(m” +p7) (k2 — m?) g2 2 _ m2
(2.16)
La primera integral es cero debido a que es de la forma

/dDwf(w) =0 (2.17)

puesto que ¢ = k — py dPq = dPk. La tercera integral es de la forma (A.8) con s = m? y
n =1, asi

1 . _
/dekg — 5= —inP?’T(1 — D/2)(m?*)P/21 (2.18)

Para solucionar la segunda integral de (2.16) usamos parametrizaciéon de Feynman en
particular la forma (A.15) donde

a:qz:(k‘—p)2 y b=k —m?, (2.19)

[ s = [ e <1—x><k P
= /dg;/de CEDE (1_$)(k A (2.20)

Transformemos el denominador de esta integral a una forma conveniente para poder in-
tegrar. Llamemos

D = z(k—p)?’+(1—2)(k* —m?
= z[k*+p* -2k -p|+ (1 —2)k* —m*(1 — 2)
= kK =2k -pr+p’r —m*(1—2z). (2.21)
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Sea
w=k—px, = k=w+pz. (2.22)

Sustituyendo (2.22) en (2.21) obtenemos

D = (w+pz)*—2(w+px)-pr+p’z —m?*(1 —2)
= w+p'z(l —2)—m*(1—2). (2.23)

Asi

e R L et T

La integracién sobre w la podemos llevar a cabo pues esta integral es de la forma (A.8)
donde n =2y s = —p*z(1 — ) + m?(1 — z). Entonces

/de(k'Q% = inPPT(2 - D/2)/0 dz[(1 — x)(m? — p?x)|P/?72. (2.25)

—m?)q

La integral

/01 dz[(1 — x)(m? — p*2)]P/*72 = (m?) 2 2 /01(1 —a)s <1 - p_2x> %de (2:20)

la resolvemos usando la siguiente integral estdndar, [2].

1
/ e (1 — 2)P (1 = Ba)Vde = B\, w)o Fy (v, A+ 3 B) (2.27)
0
donde A =1, :3—1,ﬁ:%y—1/:%—2.Talque,

r(2) " m?
Asi,
1 , I'2-D/2)I'(D/2—-1) D_ D D p?
/ P e = T o )RR g )
Por lo tanto,
p,  (k+p)? _ o; D/2/ 2 TN %)F(% -1 o Q Q p_2
/d k(kQ_mQ)QQ = 2im S (m” +p7)(m”) > (D) 217 | 2 2’1’2’m2
+inP?T(1 — D/2)(m?)P/2~1 (2.3
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Finalmente, el inverso del propagador escalar en D dimensiones en la norma de Feynman
es:

’ T2 -2 1
S;elynman = p2 —m? — (267_‘_)[) [QFD/Q(m2 +p2)(m2)§—2 ( ;2232 ) %
2
D D p2 D/2 2\D/2—1
25(”‘xh2nﬁ)+ﬂ/Fﬂ—men>/ | 231)

Norma Arbitraria

Ahora solucionamos (2.6) en la norma arbitraria £

_ . d’k (k+p)’(k+p)yg
1 01—1 2 Jpv
S = [ e / (2m)P k2 —m?2 q?

: A%k (k+p)"(k +p)*quq
2 v
—i(1=¢)e / (2m)D (2= m2) g t (2.32)
donde solamente nos resta resolver la tltima integral
/de(k’ +0)"(k+p) Qe _ /de[(k +p)- (k=pll(k+p) - (k—p)
(1= ) (2~ mi)
/{32 _ p2)2 /{34 +p4 _ 2k2p2
S (PP Gkt /de (2.33
/ (k2 —m?)q* (2 —mt)g *5)
Sumamos y restamos m? dos veces, tal que,
/de(k+p)u(k+p)uqHQV _ /dekQ(kQ_mQ_l_mQ) +p4/de 1
(1= )7 (2= )" (2 = )
k2 — m2 4+ m?
2 D
Simplificando algunas operaciones algebraicas y usando (2.17) obtenemos
(k+p)"(k + p)"quq
Jarn R LA (239

Ahora aplicamos parametracién de Feynman a esta integral. Pero resolvemos la siguiente
integral mas general por conveniencia del célculo de otras integrales a futuro (la cual
hemos solucionado para vy =1y vy = 1)

1
K, = [ d°k . 2.36
1 / ( q2 )V1<k2 _mQ)yz ( )
A B
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Transformamos el denominador usando la siguiente integral de Feynman

1 F(Vl + 1/2) ! l’yl_l(l — [E)Vz_l
_ 2.
AnB D) () / A (1= 2) B (237)

entonces

7/1 +V2 D x”l 1(1 $)V2 1
KV1V2 - / /d k p ( )(/{,’ mz)}Vl“l‘VQ b (238)

el término dentro del corchete cuadrado en el denominador tiene la misma forma que
(2.21) el cual transformamos a la forma (2.23). Usando nuevamente (A.8) y simplificando
tenemos

(=1)1+v2ig DT (1) + vy — 2) /1 )
K,, = dx z(l—z)+m (1 —x)]27"7" x
1V2 F(l/l)l—‘( 2) 0 [ p ( ) ( )]
21— x)t (2.39)

La integral
! D
[ delpat = ) 40— ) B0yt
0

1
— / ar;"lfl(l—31:)”2*1(1—30)**”1 v2( p:c+m) T2y
0

1 2
= (m2)]§”1”2/ (1 —:E)**”l 1 - p—zx)%*”r”?dx (2.40)
0 m
la podemos resolver usando la integral (2.27) donde A\ = vy, p = % -, 0= f;—z y

—v =21 — v — vy Por lo tanto,

! D p2 D
2N — )2 - o) ey =
[ea—ata- L

= B<V1, g - V1>2F1 < - g + v+ v, 12), 7]7912>
- F(Vl)ll:((g)_ ) ( —~ g + 1+ v, 115 g; Z—i) : (2.41)
Entonces
Koy = (—1)1+2in0/2(ip2) 8 —n-v N %)g(% — ) %
L(2)I'(3)
2F1<—§+V1+V2,V1;§;£—2) . (2.42)
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Para vy =2 y vy = 1 tenemos

-9 -2 D D p?
Kot — —inP/2(m?2 D_3 2 2 - 3.9 2.4
21 1T (m )2 F(%) 2471 2 + 3,2 2 m2 ( 3)

Por lo tanto, el inverso del propagador escalar en D dimensiones en la norma arbitraria
es:

S—l _ p2 —m?_ € |:27TD/2(m2 +p2)(m2)%’2 5 »
(2m)” r()
2
F <2 — 12) 1 12) :ﬂ) + 7TD/2F(1 o D/Z)(mQ)D/2—1
1—E&), 5 9 DJ2(, 2 Q,JF(B—i)I‘(g —2)
- m- —=p )T m-) 2 X
PEER PPl (m?) 2,
D D p2

Simplificando términos, el propagador escalar en el espacio de Minkowski a un lazo en
SQED en norma y dimensiones arbitrarias es:

La(m? + p?)(m2) 1 LT gzg(ﬁ “Yon (2 R %)
H = 9 = )2 e
N3 (3 - %2?%%)} . (2.45)
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Regularizacion

Regresando a la expresién (2.45) del propagador escalar en el espacio de Minkowski a
un lazo en SQED en norma y dimensiones arbitrarias:

57 = - = ) - )

+(1 = &)(m? —p*)*(m?)~? (D) X
JFy <3— %2'%%»' (2.46)

Observemos que la funcion I' es divergente para D = 4. Vamos a tratar de separar la
parte divergente de esta expresion:

D D 2 2
2F1<2—§,1;5;%> - 21}«1(0,1;2;%)_ , (2.47)
D D p2 p2 m2
F{3——2,——) = 1,22, — | = ——— 2.48
2 1< 27 527m2> 2 1<7 ) 7m2 m2+p27 ( )

I(D/2-1)=T(1)=1, T(3-D/2)=0(3-2)=1, T(D/2)=1. (2.49)

Sustituimos D = 4 — 2¢ en las siguientes funciones de Gamma:

1
I'2—D/2) = TI'(e) = — + cantidad finita , (2.50)
€
1
I'(D/2 —-2) = I'(—€) =—- + cantidad finita , (2.51)
€
1 1
PL-D/2) = D(=1+¢=———T()=—=+---. (2.52)
—€ €
Entonces,
2 2 2
)= p—m?— 2| =L PAL g2
S (p)=p —m T62™ [ 6+2<1+m2>e (1 f)(l m2>e]' (2.53)

Por lo tanto el inverso del propagador en la norma arbitraria en D = 4 — 2¢ cuando € — 0
es:

2

1
S p)=p* —m? - 1(657r22 [WQ +2p* — (1= &)(m® — pZ)} + cantidad finita . (2.54)
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Esta expresién separa la parte divergente de la parte finita en la expresion del propa-
gador escalar a un lazo. A continuacién vamos a calcular el propagador del fotén a un
lazo en norma y dimensénes arbitararias.

2.2. El Propagador Fotoénico

En este capitulo, vamos a calcular las correcciones al propagador foténico a primer
orden. Ademads, en D = 3, sumaremos diagramas con burbujas para evaluar el propa-
gador modificado. Las correcciones en el propagador foténico a primer orden vienen de
la presencia de un lazo adicional al propagador foténico desnudo como se muestra en los
siguientes diagramas:

Figura 6.1: Correcciones del propagador foténico a primer orden.

El propagador foténico se representa bajo los siguientes diagramas de Feynman:
k
k WA/@A/&
AVAVAVAY. AVAVAVAVIE AVAVAVAVAVAVAVAVIR = + + -
p p p p p p
k—p

Figura 6.2: Correcciones al propagador foténico.

donde el circulo en el primer diagrama representa todas las correcciones del propagador
foténico. Aplicando las reglas de Feynman a las correcciones de primer orden obtenemos

e = [ et - etz - o) () ()|

dPk i o
+/ (259D (i _m2)216 g . (2.55)
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2.2.1. El Propagador Foténico a un Lazo

En esta seccién vamos a calcular la correccién al propagador fotonico a primer orden,
ec. (2.55). Una de estas es esencialmente la misma que como procedimos al calculo de
las correcciones del propagador escalar con unas pequenas variaciones en los célculos.
Comenzamos simplificando (2.55) tal que

[ APk [ @k-prRk-p)” 2
s /(27r)D [(kQ—mQ)[(k:—p)?—mﬂ kg_mJ . (2.56)

Del hecho que (k —p)? = k?> — 2k -p+p? v (2k — p)* = 2k* — p* obtenemos
i = / d%k_ [ =2¢"[(k —p)* = m’] + (2k — p)*(2k — p)"
) @nP (k> = m?)[(k —p)* — m?]
B / dPk 2 [—29‘“’[/@2 — 2k - p+p? — m?] + 4kFEY — 2kFpY — 2KV pH + p“p”]

(2m)P (k* —m?)[(k — p)* —m?]
Las integrales a calcular son de la forma:
- dek
K(p) = / 2= B[k —p) =]’ (2.57)
- dkk”
K, (p) = / 2= md)[(k — ) —m?] (2.58)
~ dkkr kY
K,u(p) = / 2=k = p) —m] (2.59)
- dkk?
Ki(p) = / Z—md)(k — ] (2.60)
Para calcular la integral K (p) usamos (A.15). Entonces
) : ] 1
N R K e e AL
Definamos
D = a[(k—p)*=m+ (1 - 2)(k* —m?)]
= a[k* —2k-p+p*—m? + (1 —2)k* —m*(1 —2)
k* —2zk - p+ap* —m? . (2.62)

Sea w = k — px entonces k = w + px. Sustituyendo éste cambio de variable en (2.62) y
posteriormente en (2.61) obtenemos

) ! . 1
K(p) :/0 da:/d w[w2+p2x(1 e (2.63)
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Esta integral tiene la forma de (A.8) con n =2y s = —p*z(1 — x) + m?. Entonces
1
K(p) = inP?T(2 — D/2) / da[—p*x(1 — x) +m?*)P/*72 (2.64)
0

Para calcular las integrales restantes transformamos el denominador a la forma (2.62).
Por ejemplo, para calcular K, (p) transformamos el denominador y usamos la integral de
Feynman (A.15) de manera que

Ro(p) = /0 i / P i | (2.65)

2 —2zk - p+ xp? —m??

Consideremos la siguiente integral [3]

/dD Du iﬁD/ZF(n— D/2)q,

p(pz + 2p g — t2)n - _F(n)(—q2 . tQ)n—D/Z (266)

que es la generalizacion en D dimensiones de (A.5), la cual aplicamos a K, (p) conn = 2:

1

% - _DJ/2 v T

K,(p) = iwP*T(2— D/2)p /0 dx(_x2p2 T (2.67)
Para calcular K, (p) usamos la siguiente integral [3]

. D/2
D Pubv B i B
[Py T [q“q”r(" o)
1
+§gW(—q2 —t)P(n—1- D/2)} (2.68)

que es la generalizacién en D dimensiones de (A.6) con n = 2. Entonces:

1
IN(W(p) = iwD/Zp”p'T(Q — D/2)/ dach(—prZ —m?+ po)D/Q*Q
0
. 1
+%7rD/2g“"F(1 —D/2) / dr(—p*ax? —m? + zp?)P271 . (2.69)
0

Hacemos una contracciéon con ¢g"” en la integral (2.68), tal que,

/ Py v - im D2 - [qQF(n —D/2)
(P +2p-q—t2)" L(n)(=¢* —2)"=PP2
+§(_q2 —t)(n—1— D/2)] ) (2.70)
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la cual aplicamos a K;(p) con n = 2:

1
Ki(p) = in”Pp’r(2 - D/Q)/ dra®(—p*a® — m? + ap®)P/> 2
0
1D 1
+77TD/2F(1 — D/Q)/ dl’(—p2$2 —m?+ $p2)D/2_1 . (271)
0

Después de simplificar y realizar algunas operaciones algebraicas obtenemos que el propa-
gador fotonico a primer orden en D dimensiones es:

e2imP/? pHp” ! (4% — 4z + 1)dx
g . 2 o
i = )P I'(2—-D/2)p <—p2 g )/0 (Cp2a(l = 2) + m22DF - (2.72)

Solo falta una integral por calcularse.

Regularizacion

Calculamos (2.72) en D = 4 — 2¢. En s queremos separar esta integral en una parte
finita y una parte infinita como lo hicimos en el capitulo anterior para el propagador
escalar. Comenzamos con

e2nD/? o D (da? — a4 1)de
MY e F 2 _ D 2 2 pp o / ( T x 2
T BT PR N m ) Cet o 2T

Sustituyendo D = 4 — 2¢ tenemos:

~ 1
i = 16(2)+;27T_5F(e)(p”p” —p*g") /0 (_(;;f; (I fxgi)ﬁ)e . (2.74)
Usamos la expansion de la funciéon Gamma (A.21) tal que
it — ic? [1+eln4][l+elnmn] F -7+ O(e)] (p" — p*gh) x
1672 €
/1(43:2 — 4z +1)(1 — eln(m? — p*x(1 — )))dx . (2.75)
0

Despreciamos términos mayores del orden O(¢). Obtenemos:

;52

1
MY e l_l_ uu_2uu/42_4 11 2 .2 1— d

Entonces
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. 2 1
it = % <3—) [p'p” — p*g"] + cantidad finita . (2.76)
72 \ e

Hemos logrado separar la integral inicial en una parte finita y una parte infinita.

2.2.2. Método Alternativo

Ahora vamos a calcular nuevamente el propagador foténico en D dimensiones pero de
otra manera. Regresamos a la ecuacion (2.55) la cual escribimos de la siguiente manera:

APk [AkIkY — 2kPpP — 2kVpP + ] Pr1
Y 2 _9 2 upv 2.
e =e [ P (i) (s e R / 2P G —me) 277

i =

, [ dPk Ktk g [ A7k K

e / @n)P (2 —md)[(k —p? —m?] P / @m)P (k2 — m?)[(k — p) —m?]
o . [ dPk kv g [ 47K 1

e / n)P (& D)k —p2 —mf Y / 200D (k2 — )

oy [ APk 1
ey / (2m)P (k> = m?)[(k = p)? —=m?] 21

Primero evaluamos

i - ket kv
B0 = [ Pt 27

Dado que K™ (p) solo puede depender de p“p” y ¢g"’, y como es simétrico bajo el inter-
cambio p <+ v, la podemos escribir de la sigiente manera general.

2N o D K EY =a pﬂpl’
N e (== R

donde tenemos que determinar a y b que seran funciones de £ y m. Multiplicamos por g,,,
en ambos lados de la ecuacién, (2.80):

1
- BQW] + bg"” (2.80)

0% _ D k> . D k2 —m? + m?
g K" (p) = /d k(k Bk~ P ] _/d k(k = ) =
- [t | e (281)
También: 3
9 K" (p) = bgyu g™ =bD . (2.82)
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Entonces

1 dPk m? dPk
A= = A A e

Ahora multiplicamos la ecuacién (2.80) por p,p, en ambos lados de la ecuacién:

Pupuf(w@) = /de(k2 _ é@){?}i(ﬁ pZ;Z _ m2] (2~84)

sy L [ op (B[R +p—(k—p)?] 1 [ p k-p
mkp) = =5 [n e =5 [
1
5

P [ b k-p B
o5 [ a S [

La dltima integral es cero porque es una integral impar:

/ddk(kf_% :p“/ddk(k,iuma ~0. (2.86)
Hacemos el cambio de variable w = k — p en la primer integral de (2.85), tal que,
/de[(k_];)‘f_ = /d%%’ —pQ/dwazimZ . (2.87)
La segunda integral es equivalente a
/de kop _ 1/de Fap—(k—p?®
(k* —=m?)[(k — p)*> — m?] 2 (k* —m?)[(k — p)* — m?]

Después de sumar y restar m? y simplificar obtenemos:

2 1

D k-p _ P D
/d SRk ] 2 /d Rk ]

Entonces la ecuacion (2.85) la podemos escribir como:

K" (p) = p—z/de: ! +p—4/de ! (2.88)
Pubv 2 P) =5 K2—m? 4 (&2 —m2)[(k —p)2 —m?] '
Por otro lado, también tenemos que
v ), P 2 2 1 2
P KM (p) = a|p” — D +bp*=ap”|1— o) + bp” . (2.89)

Por lo tanto,

_ D=2 D 1 p?D — 4m? 5 1
e R e e K e e R
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La ecuacion (2.89) ha sido determinada en términos de a y b que a su vez estas estan dadas
en términos de integrales las cuales vamos a calcular mds adelante. Antes consideremos
la integral

oz
/ dPk :
(k* —m?)[(k —p)*> — m?]

Por el hecho de que esta integral depende tnicamente de p*, la podemos escribir como

(2.91)

LH
d"k =cp". 2.92
| == = 292
Para encontrar ¢ multiplicamos por p, ambos lados de la ecuacion (2.92):
k-p
= [ d"k : 2.93
R e s 29
Entonces
202 ()2 D
e b [grp ot =k p) :1/ 7k L (2.94)
2p? (k> =m?)[(k —p)*—m?] 2] (F* —m?)[(k —p)* —m?]
Asi
K+ 1 pH
de —— de; 2.
R e e e R K e e R
kY 1 p¥
dPk =— [ d°k . 2.
| = = 1 O e G

Asi, la correccién al propagador foténico a nivel de un lazo ecuacién (2.78) la podemos
escribir de la siguiente manera

4e? D—-2 - 1 p?D — 4m?)\ -
T = K(p;1,0 K(p;1,1
I R AN m*g" -~
— —qg" K(p:1 K(p:1,1
<p2 Y >+D (p:1,0) + =5 —K(p1,1)
e? oV T ’ v
— YK(p;1,1) — YK(p;1,0 2.97
donde hemos usado la notacion
- dPk
K(p; = ) 2.98
o) = [ Gl 2%

Después de simplificar y realizar algunas operaciones algebraicas llegamos a que
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(2.99)

donde [4],

K(p;1,1) = iWD/Z(—pZ)D/Q‘Zl

(%)
m2\ 7 2 D D (1-))?
_F(l—D/Q)(l—)\)<—p2> 2F1<1,2—2,2, 4m2/p2>
K(p;1,0) = —ixP20(1 = D/2)(m?)2 ! (2.100)
con \ = \/%. Para el caso D = 3 la ecuacién (2.99) se reduce a:
e? 1 pHp” ~ ~
T — : — g™ ) |2K(p: 1,0 2 4m*)K(p: 1,1
in (2ﬂ)33_1<p2 g )[ (;1,0) + (p° — 4m”) (p,,)]
et (P’ - p* —4m?
= ——|——9¢"||K(p;1,0) + p;1,1) 2.101
o (B~ 0 ) [RsL0) + pl. (2.101)
donde K (p;1,1) = K(p) solo que ahora en 3 dimensiones:
~ d*k
K(p;1,1) =
R e T
1
= im’T(2 - 3/2) / dz[—p*z(1 — ) + m?]
0
;2 2
S arctan( _p> ; (2.102)
W i
y
K(p;1,0) = / _ Lk (—1)ir®?D(1 — 3/2)(m?)2 " = 2ix’m . (2.103)
b ) (kQ _ m2)
Por lo tanto,
PR 1o y . 1 4m2  m? —p?/4 [—p?
i = = (p'p” — g"p?) . [ 5+ el (2.104)

2 —p —p —p?/4
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Este resultado coincide con el de la ecuacién (?7?).

2.2.3. La Identidad de Ward

La Identidad de Ward para el propagador foténico nos permite escribir el propagador
de la siguiente manera:

Pubv
A (p?) = Apm(p?) =755 (2.105)
~——— p
donde
T _ v, 2 v 2 0 1 2
Ay = g = vy 7(p)~a’+a Fat (2.106)

Que nos quiere decir que la parte longitudinal no tiene contribuciones de ningtin orden
en la teorfa de perturbaciones. Como una consecuencia de esta identidad i oc (gH*p* —
pp¥), es decir, ™ es transversal p,(g"'p? — p'p”) = p*p* — p?p” = 0, a todos los ordenes
en teorfas de perturbaciones. Esto es lo que hemos logrado a nivel de un lazo [ver ec.
(2.99)]. Es importante notar que la interaccién de 4-puntos es crucial para obtener la
estructura tensorial requerida de im#”. En otras palabras, esta interaccién es necesaria
para obtener la invariancia de norma. Los cdlculos de los propagadores escalar y foténico
son relativamente simples. En el siguiente capitulo, calcularemos el vértice escalar-fotéon
de tres puntos al nivel de un lazo en norma y dimensiones arbitrarias para particulas
externas off-shell.
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Capitulo 3

El Vértice de Tres Puntos

3.1. Introduccion

La estructura no perturbativa de las funciones de Green en las teorias de norma ha
resultado ser un problema desafiante. Ademés del escenario complicado no abeliano de la
Cromodindmica Cuantica (QCD), incluso en ejemplos mas simples como la Electrodindmi-
ca Cudntica (QED) han probado ser un problema dificil en el régimen no perturbtivo. Sin
embargo, las relaciones de covariancia, tales como la Identidad de Ward-Fradkin-Green-
Takahashi (WFGTI) [5] y las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKFT)
[6] contienen vital informacién acerca de las funciones de Green. Guiandonos por tales
relaciones, extensiones de trabajo han sido llevadas para construir funciones de Green
no perturbativas [7, 8, 9]. Como bien, la teoria de perturbacién es una gufa fiable en la
cual las estructuras no perturbativas deberfan de reducirse en el régimen de acoplamiento
débil [10, 11, 12, 13, 14, 15]. En el contexto de la teoria de perturbaciones, un estudio sis-
tematico de QED espinorial fue iniciado por Ball y Chiu [10]. Ellos dividieron el vértice en
una parte ‘longitudinal’ y una parte ‘transversa’ que garantiza que la identidad WFGTI
se satisfaga. En una base donde las singularidades cinematicas son obvias, ellos dieron
los resultados para el vértice transverso off-shell a un lazo en 4 dimensiones en la nor-
ma de Fermi-Feynman. Mas tarde, Kizilersii, Reenders y Pennington extendieron estos
resultados en norma arbitraria covariante [11]. Los resultados para QED3 no masivo y
masivo fueron obtenidos después [13, 14, 15, 16]. Estos resultados fueron entonces gen-
eralizados a dimensién arbitarria por Davydychev, Osland y Saks [17] en el dominio de
QCD (de donde todos los resultados de QED pueden ser derivados). Mientras que para
el vértice desnudo del fermién-bosén en el minimo acoplamiento de la teoria de norma es
meramente v, en general el vértice puede ser expandido en términos de 12 amplitudes
de espin construidos de 7* y dos cuadrimomentos independientes [18]. La identidad de
WEFGTI fija 4 coeficientes de las 12 amplitudes de espin en términos de las funciones del
fermién incorporados en la componente longitudinal. La parte transversa necesita asi 8
vectores con 8 coeficientes escalares que dependen del parametro de norma &, la dimension
espacio-tiempo D = 4 — 2¢, fermiones masivos y tres invariantes cinematicas (k?, p?, ¢%);
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asi esto es un problema complicado incluso al nivel de un lazo. Uno podria esperar que,
en la ausencia de las matrices espinoriales, la Electrodindmica Cuéntica Escalar (SQED)
puede ofrecer una simple plataforma para estudiar soluciones no no perturbativas [19].
En este escenario, el vértice de 3 puntos puede ser escrito en términos de 2 cuadrimo-
mentos independientes. La identidad de WFGTI fija un coeficiente de estos. Por lo tanto,
hay solamente una funcién desconocida que define el vértice transverso representando una
simplificacién de 8 términos en QED/QCD! La interaccién de cuatro puntos es adicional
en QED escalar. Asi el vértice a un lazo del vértice escalar-fotén involucra 2 diagramas
de Feynman adicionales. Ball and Chiu [10] realizaron este célculo para mesones masivos
en norma de Fermi-Feynman (§ = 1) para D = 4. En esta tesis, extendemos su trabajo
en norma & y dimensiones arbitrarias D a un lazo. Hay varias razones porque este calculo
es de ayuda: (i) este mantiene las propiedades de covariacia correctas de las funciones de
Green; (ii) uno puede tomar limites on-shell para checar la invariancia de norma de los
observables fisicos, esto podria ser no posible [17] si uno tnicamente tiene los resultados
cerca de las cuatro dimensiones; (iii) SQED de cualquier manera tiene interés en bajas
dimensiones, por ejemplo SQED no perturbativa ha sido examinada en 241 y 041 di-
mensiones por [20] y [21] respectivamente; (iv) Las teorias de campos tres dimensional
contienen varias caracteristicas de correspondencia a teorias de campos cuatro dimension-
al a altas temperaturas [22]. Vamos a comenzar el capitulo con el célculo de la correccién
del vértice de tres puntos a un lazo. Las correcciones al vértice de 3-puntos vienen de
la presencia de un fotén wvirtual adicional a los diagramas de Feynman como los que se
muestran a continuacion:

Figura 7.1: Correcciones al vértice de 3-puntos.
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Si aplicamos las reglas de Feynman a los diagramas de la figura 7.1 tenemos que la
correccion al vértice de 3-puntos a primer orden es:

A= AP+ A+ AY (3.1)
donde
o dPk o I . :
—ieN} = /(QW)D[ZGF 1[iS(p — w)][—iel][iS (k — w)][—iel?][iAnp(w)] , (3.2)
sieh = [ Gl o= wp)iSp - wlidn ]2y (3)
ey = dPw —zel™ —w)lli —w)|[i w)|[2ie? g
sieh = [ GSpleer k= )l = widn )i (34)

3.2. Regularizaciéon

En esta seccién vamos a calcular el vértice de 3-puntos en la norma de Feynman en
D =4 — 2¢ cuando € — 0.

3.2.1. Primer Diagrama

Primero vamos a resolver la integral correspondiente al diagrama:

o [ dPE . . :
—ieAf —/W[zeF 1[iS(p — w)][—iel][iS (k — w)][—iel?][iAns(w)] , (3.5)

Sustituyendo los valores de S, I'* y A3, tenemos,

d” 1 !
it = = [ s ) e
(k+k— w)ﬁi[wggaﬁ + (1 = wawp] - (36)
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Podemos escribir esta expresiéon como:

N = —iet [ o e ) gy + (1~ Ewag] -(3.7)

2m)P wi(p — w)? — m?[[(k — w)? —m?]

Sea que tomamos £ = 1 (Norma de Feynman):
Pw (2p — w)® —2w)H(2k — w)”
(2m)P w?[(p — w)?* = m?][(k — w)* — m?]
El numerador lo podemos escribir como:
(2p — w)*(k + p — 2w)"(2k — w) gag
= 2p—w)- 2k —w)(k+p—2w)"
[4k - p — 2(k + p) - w + w?][(k + p)* — 2w"]
= 4k p(k+p)* + [=8k - pg"” = 2(k + p)*(k + p)"Jw, + 4(k + p)w"w”

+(k + p)'w® — 2w wh . (3.9)
Entonces
A= - /dD Ak - p(k +p)* + [=2(k + p)*(k + p)” — 8k - pg"*]w,
I (2m)P w?[(p — w)2 — m2[(k — w)2 — m?]

(3.10)

B ie? / b Ak +p)wrw” + (k + p)rw? — 2ww”
(2m)P w?[(p — w)? = m?|[(k — w)? —m?]

Usaremos la integral de Feynman (A.16) con a = w? b= (k—w)*~m? y ¢ = (p—w)?>—m?.
Por lo tanto,

W[ - ke —my —m?]

1—x 1
/ dx/ dy{w2 —y) + [k —w)* = m?z + [(p — w)* = m?y}?
Definamos
D = w(l—z—y)+[(k—w)?=m’z+[(p—w)—m?y
= w —mi(z+y) —2w- (kx +py) + Kz + p’y . (3.11)

Sea que w' = w — kx — py entonces w = w’ + py + kx. Asi, la ecuacion (5.59) nos queda
como:

D = [ +py+ka]* —m?(x+y) - 2w +py+ k) (kv +py) + K2z + p’y
= w?—m*(z+y) = (py + k)’ + Kz +py
w? —m?*(r +y) +p’y(l —y) + k21 —2) — 22yp - k . (3.12)
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Por lo tanto,
1 J—
== m)? =]

[(p — w)
! 1
= 2 [ dz d
/o /0 Mo = m2(w+y) + p2y(1 = y) + K2e(1 — ) = 2oyp - K]
Sustituyendo esta expresion en la ecuacién (3.10) obtenemos:

2i62

A=

11—z " u , ' #U
{/ dm/ i [ Pk + )" + [=2(k + p)(Fk + p)Y — 8k - pg s,

—m?(z+y)+p*y(l —y) + k22(1 —z) — 2zyp - kJ?

1—x L Jwhw? k Hon2 — Qu2t
/d:r/ dy/dD 4(k + p),wrw” + (k + p)rw w?w }

—m2(z +y) +py(l —y) + k22(1 — x) — 2xyp - kJ?

><

Las diferentes integrales a calcular son de la forma:

1
Jo= [ d°w’ 3.13
0 / v [w? —m2(z+y) + p*y(l —y) + k2x(l —x) — 2xyp - k| ( )
v lu
g — | dPy! v 3.14
= O e ) T g 019
2
Jy = [ dPuw’ v 3.15
2 / w [wIZ o mz(x + y) +p2y(1 _ y) + /4321’(1 _ x) _ Qxyp . k]3 ( )

Usaremos las férmulas (A.8) y (2.68) con n = 3 para la primera y la segunda integral
respectivamente. Para la tercera integral observemos que

2 25+ 1
dD w — /dD w S — /dD
/ w(wZ _ S)n w (wQ _ S)n w(wZ _ S)n—l

1

dPw——— . 3.16

+s/ w(w2 o ( )

Para nuestro caso, n = 3y s = m*(z +y) — p?y(1 — y) — k*x(1 — x) + 2zyp - k. Entonces

D
I'(n—D/2 K
Jo = —iwD/Qi( X )/ ) [ 2o +y) —ply(l —y) — K*o(l — ) + 22yp - k] :
n
D /2 1
M = T—g"T(2=Dj2)

[m2(z +y) — p2y(1 —y) — k22(1 — z) + 2zyp - k>~ = 7
5 —n+1
Jy = ixP/? [mQ(I + 1) — p*y(l —y) — K*x(1 — ) + 22yp - k‘] X

T(n— D/Z)]
I'(n) '

I'(n— 1)2

I'n—1-2)

[(—1)“1 + (=1)" (3.17)
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Después de simplificar y realizar algunas operaciones algebraicas obtenemos que la cor-
reccién al vértice A} en la norma de Feynman es:

1-z
A} = cantidad finita + / dx/ y[k"(2 — 3z) + pH(2 — 3y)] x

{ Dﬂr2-D/2 }
(m?(z +y) — p?y(1 —y) — k(1 —2) + 2xyp - kK[>~

(3.18)

Aclaramos que cuando hablamos de las partes finitas e infinitas, tenemos en mente de que
al final tomaremos el limite de D — 4.

3.2.2. Segundo Diagrama

Ahora vamos a calcular la integral Ab:

—ieNy =
_ (3.19)
correspondiente al diagrama
Tomamos £ = 1:
, 2¢3 I (2p — w)*
—ieNy = (2m)D /d wa[(p_ w)? — 2] (3.20)
Sea que w — p — w entonces
‘ 2¢° (2p —p+w)*
—ieNy = /dDw
’ (2m)P (p—w)*[(p —p+w)* —m?]
2¢3 (p+ w)*
= d” : 3.21
e | = 20
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Aplicando parametrizacion de Feynman obtenemos:

ieAF = ' v | dPw (2p —p+w)"
M= [ e (3.22)

Hacemos el cambio de variable w’ = w — px entonces w = w' + px. Asi,

23 [1 (1—a)p 4+ w™
s Au _ D_ ./
e <27r>D/o df“/ e el —0) — (1 — )P
2¢3 1 1
= M dx(1 dP
<2w>Dp/o = ”)/ TR T el —2) — (1= D)
2ie37P/?I (2 — D/2)

- (2m)? p”/o Aol +2)[=pe(l = 2) +m?(1 = )] 572

Por lo tanto la correccién al vértice A5 en la norma de Feynman es:
2 Yy

_2°7PPr(2 - D/2)
(2m)P

CJS]

Ay = 2. (3.23)

p“/o dz(1 + 2)[-p*x(1 — x) + m*(1 — 2)]

3.2.3. Tercer Diagrama

Por 1ltimo vamos a calcular la correccion correspondiente al diagramas:

CieAl — / A0 eTo (e ke — w)][iS(k — w)][i Doy (w)][2ic%g"]

(2m)P
- 2e? D (2k —w), o wwh
- (2m)P d wa[(k —w)?2 —m?] {g -(1-9 | (3.24)
Tomamos & = 1:
Ljenr = 2 / ) 525
N B e
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Debido a la simetria de esta integral con A5 tenemos que la correccién al vértice para
A% en la norma de Feynman es:

2e27rP2T(2 — D)2 !
VR © ()D / )k”/ do(1 + 2)[-pz(1 — ) + m* (1 —2)]72.  (3.26)
T 0
Por lo tanto, la correccion al vértice a primer orden es:

AP = AP 4 AE 4 A (3.27)

A" = cantidad finita +

(22;;7 /0 dx /O k(2 — 32) + (2 — 3y)] X

{ P22 — D/2) }
m?(z +y) — pPy(1 —y) — Kx(1 — z) + 2zyp - k>~ %
27T (2-D/2) [ )
- [2m)D (P +Ek )/O dx(1+ x)[—p°z(1 — x)
+m?(1 — )]z 2. (3.28)

Ahora vamos a poner D =4 — 2e en A}, Ay y A§. Para A tenemos:
262 1 1—x
)" Jo 0

{ 7U=29/2D(2 — (4 — 2¢)/2)u*P }
m2(@ +y) = py(1 —y) — K2a(l - 2) + 2ayp - K~

2 2 1 1—x
= cantidad finita + WF(G)/@ dq:/o dy[k*(2 — 3x) + p"(2 — 3y)] x
2 2 _ _ 12 _ . ¢
{m (x+y)—py(l—y) : E*z(1 — x) 4+ 2zyp k} (3.20)
1

2 1
A = cantidadﬁnita+862[1—eln4+---][1+eln7r+---][—’y+~l X
m €

/O dx/o Ay (2 — 32) + (2 — 3y)] X

2 —p?y(l —y) — k*z(1 — 2 .
{1 el [m (@ +y) — p?y( yiﬂ kx(1 —x) + 2zyp k]} . (3.30)
Las integrales involucradas son simples de evaluar:
1 1—a 1 1
/ dav/ dy(2 — 3z) = / dz(2 —3z)(1 —x) = =, (3.31)
0 0 0 2

29



/01 dx /le dy(2 —2y) = /01 dx {2(1 —x)— g(l —z)?| = % . (3.32)

Sustituyendo estos resultados en (3.30) y simplificando, ademéds de despreciar términos
mayores del orden O(e) obtenemos:
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Al = cantidad finita — L6n2e

(k+p)* . (3.33)

De manera similar tenemos que:

R W R L TR |

82 € 2
2 1 1 3 2,1
= cantidad finita — #% (1 + 2) = cantidad finita — 1273;6 (3.34)
' 3e2kH

A% = cantidad finita — 1Z7T26 : (3.35)

Por lo tanto, la correccion al vértice a primer orden en D = 4 — 2¢ es:

. . 2 2
A" = cantidad finita + m(k’ +p)H — 167T2€(k‘ +p)¥ (3.36)
2

A = (k + p)* + cantidad finita . (3.37)

2

En esta seccién, hemos logrado la regularizacion del vértice de tres puntos, es decir,
hemos separado le parte finita de la parte infinita. En la proxima seccién, confirmaremos
que esta division respeta la covarianza de norma.

3.3. Identidad de Ward-Green-Takahashi

A continuacién vamos a verificar la identidad de Ward-Green-Takahashi que relaciona
el propagador escalar con el vértice de 3-puntos. La cual nos dice que S7'(k) — S~1(p) es
igual a ¢,I'"*, es decir,

p




Como la regularizacién dimensional preserva la simetria de norma, esperamos que las
partes finitas e infinitas satisfagan la identidad de Ward-Green-Takahashi individual-
mente. Como hemos evaluado explicitamente solo la parte divergente, la verificamos para
esta parte.

2 2 2
) = € M2k - .
ST(k) = 1672 . + cantidad finita ,
2 02 4 92
S7Hp) =~y + cantidad fnita (3.38)
Entonces
2 2 2]{2 a2 2 2
S7Hk)—SHp) = _1((;r2m il - o P | cantidad finita
2 2 _ 2
= —55—— + cantidad finita. (3.39)
Y

€ (ku—pu) (K" +p")

q " = = + cantidad finita
s €
2 12 _ 2
=~ +cantidad finita (3.40)
Y €

Por lo tanto se satisface la identidad de Ward para la parte divergente. Vamos a agregar
los siguientes comentarios:

= La identidad de Ward-Green-Takahashi que relaciona el propagador del escalar con
el vértice de tres puntos es satisfecha para la parte divergente en la norma de Feyn-
man.

= Aunque no lo hemos mostrado, pero asi debe de ser para el caso de la norma arbi-
traria y para la parte convergente también.

3.4. El Vértice Completo de 3-Puntos a un Lazo

Hemos calculado la correccion del vértice en la norma de Feynman. Ademas evalu-
amos unicamente la parte divergente. Ahora vamos a evaluar A} completo en una norma
arbitraria.

3.4.1. El Vértice A a un Lazo

Regresamos a la expresién de la ecuacién (3.7):

Wi dPw (2p —w)*(k + p — 2w)*(2k — w)”
M= i | T T
[W2gas + (1 — )wawg] . (3.41)
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El primer término en el numerador toma la forma de (5.57) y el segundo término lo
transformamos como:

(2p — w)*(k + p — 2w)"(2k — w) wawg
= (2" — w")[(k +p)" — 20”2k waws — ww,]
= Ak + p)'p*kPwawg — 2(k + p)*(k + p)*ww, — 8p* kP whw,wgs
+4(k + p)*wwhw, + (k + p)rw* — 2wrw” (3.42)

Las diferentes integrales independientes a calcular son de la forma:

R0 = [P g =ap 349)
I D T o4

1) = [ ey 49)
Lbn) = [ (3.46)
Lu(k,p) = /dwaQ[(,_C ) —%;T[V(p e (3.47)
o) = [ P (349
Juas(kyp) = / dwa4[ = i”’;”;f(’z —oF (3.49)

La Integral Escalar K (k — p)

Tenemos,
. dPw
K(k—p) = : 3.50
== | o= 0
Empleamos parametrizacién de Feynman:
1 ! dz
- = _ 3.51
ab /0 [az 4+ b(1 — z)]? (3:51)
Tomamos
a=[(p—w)?—m?, b= [k —w)>—m?. (3.52)

Ahora definimos

Den = z[(p—w)* —m?* + (1 +2)[(k —w)* —m?]
= z[p? —2p-w+w? —m?+ (1 —2)[k* =2k -w +w? —m?
= z2(p*—2p-w)+ (1 —2)(k* =2k -w) + w® —m?. (3.53)
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Ahora hacemos el siguiente cambio de variable
w—w=w-—Fk(1-2).
Entonces, obtenemos

Den = zp* —2p- (W' + k(1 —2))z+ (1 —2)(k* — 2k - (0’ + k(1 — 2)))
+(w' + k(1 = 2))* —m?
= z2p"—2zp-w —22(1 = 2)p-k+ Kk 2(1 —2) +w? —m*.

Un segundo cambio de variable
w—w=w—2zp,
implica
Den=z(1-2)(p—k)?+w* —m?=2(1 —2)¢* +w* —m*.

Por lo tanto,

f((k—p):/Oldz/dDw[w2+q2<1_lz)z_mz]g.

Usando (A.8) llegamos a
1
K(k —p) = ixP’T(2 — D/2)/ dz[m® — ¢*z(1 — z)]%_2 . (3.54)
0

En el caso masivo y dimensién arbitraria D, K(k — p) es (ver las ec. (2.4) y (C3)
de [17]):

5 1
K(k—p) = /d T —w)? = m)[(k — w)? — m?]

. - D 3 ¢

= in?PP0(2 = D/2)(m*) P72, Fy (1,2 oY #)
. 2 ~

= i, (3.55)

2
donde ¢ = k — p. En el caso no masivo, K (k — p) se reduce a
Kh-p) = [& ! /1d/dD !
- = = z w
g 0P —w? w2+ @221 - 2P
D 1
= mD/QF(2 — 5) (—qQ)D/QQ/ dz[z(1 — 2)]P/32. (3.56)
0
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Ahora usamos la siguiente integral [2]:

1 1
/ xl/_l(l - CL,)u—ldw _ / ;L"“_l(l _ w)l’_ldx = B(/j,) 1/) . (357)
0 0

Entonces

/0 daf2(1 — )P/ = B(l; - 1,% - 1) _ FF(&)__Z)) | (3.58)

Por lo tanto, en el caso no masivo y dimensién arbitraria D tenemos:

(3 - re- %)

(D -2)

~ 1
D - D D/2—
K(kj—p):/d w(k_w) 5 =T /2<_q2> /2—2

e (3.59)

Resultado que esta de acuerdo con [17] (ver las ec. (2.5, C1)). A continuacién consid-
eremos los siguientes casos particulares:

CASO D =3:

La ecuacién (3.55) se reduce a:

~ i [
K(k—p) = T arctan _q_2 . (3.60)
—q2 4m

En el caso no masivo en D = 3 obtenemos:

- im3

K(k—p)=

2 (3.61)
—q

Los resultados de (3.60) y (3.61) coinciden con la ec. (A3) de [15].

CASO D =4 — 2e:
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Ahora la ecuacién (3.54) se transforma de la siguiente manera:

K(k—-p) = inEF(e)/O dz[m?* — ¢*2(1 — 2)] ¢

= i T(e) - eln(—¢%) — 6/01 dzIn {— ZL—; +2(1 - z)H

| dm? 1
= i T(e)|1 — elnm? + 2 — 2¢ —1+ﬂ2arctan _
q N,
q

Usando la identidad

1 14z
t = —1 .62
arctan z 5 n(l—iz) (3.62)

obtenemos que

K(k—p) =ir>* Cclnm? 4 S —am? ¢’ —4m? — g
p) =in" T(e) |1+ 2¢ — elnm” + —/¢?> — 4m? In . (3.63)
q

q? —4m? +q

Sustituyendo la ecuacién (A.21), la integral escalar K(k — p) en el caso masivo y di-
mension D = 4 — 2¢ es:

Kk —p) = in’

4m?
1 4 2 ]-_ 2+1
Sy —InT4+2—Inm?— /1 - WQZID( !

€ q 1—4m2
q
= ir’[C - 9], (3.64)
donde
4m?
1 Am2 — 75 +1
C==-—~y—Inm+2—Inm?, S=4/1- ﬂZln : . (3.65)
€ q /1 —4m2 _q
q

La ecuacion (3.64) coincide con [11] (ver las ec. (44,46-48)). Por tltimo consideramos el
caso no masivo. De la ecuacién (3.59) tenemos:

K(k _p) — i7T2_E(—q2)_€F2(1 — G)F(E) .

T =20 (3.66)

Asi, en el caso no masivo en D =4 — 2¢, K(k — p) es:
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~ 1
K(k—p)=ir*|- +2—y—In7 —In(—¢*)| . (3.67)
€

Este resultado coincide con [11] tomando el limite m — 0 de las ec. (44,46-48) y con
[10] sustituyendo InA? — 1/e +1 —~ — In7 en la ec. (A3).

La Integral Tensorial K ,(k — p)

Ahora, vamos a calcular

Rtk =) = [ ot 0%

Después de la parametrizacién de Feynman podemos escribir:

Wy

Rtk =)= [ [ e S 09

Definimos,

Den = z[(p — w)* —m?| + (1 — 2)[(k — w)* —m?] . (3.70)

Después del cambio de variable
w=w-—zp—(1-2)k, (3.71)
tenemos que después de realizar algunas operaciones algebraicas y simplificar el Den es:
Den = 2(1 — 2)¢* + w” —m?*. (3.72)

Por lo tanto,

- ! [w!, + zp, + ku(1 = 2)]
Ku(k—p)= [ dz [ dPw—tr—"—" . .
;1,( p) /0v Z/ w [w/z + q22(1 . Z) . m2}2 (3 73)
La integral
wl
D
[ e 0. (3.74)
Por otro lado,
1 o ,r(2-2 _
/dDw, [w? + ¢?2(1 — 2) — m?]? - (‘1)2Z7TD/2 (F(Q)Q) [7712 - qzz(l - Z)]D/2 2. (3.75)

Entonces

- D !
K, (k—p) = i7TD/2F<2 - 2) [pu/ zdz[m? — ¢?2(1 — 2)|P?72 +
0
1 1
ku/ dz[m? — ¢?2(1 — 2)|P/*2 — ku/ zdz[m? — ¢?2(1 — 2)]P/?72
0 0
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La segunda integral la hemos ya calculado [ver (3.54)]. Para resolver la integral restante
procedemos de la siguiente manera. Sea

1
I= / dzz[m? — ¢?2(1 — 2))P/*72 (3.76)
0
Siy=1—2z dy = —dz entonces cuando z =0 — y = 1 y cuando z = 1 — y = 0; es decir,
1
I = / dy(1 —y)[m* = ¢*(1 — y)y] "/~
0

= /O dy[m?® — ¢*y(1 — )P 2 — /0 dyy[m® — ¢*y(1 —y)|"/*2 . (3.77)

2] = /1 dz[m? — ¢?2(1 — 2)]P/*% (3.78)
Por lo tanto, 0
K, (k—p) = irPT (2 — g) [%I + kI — %1
= B ( ). (379)

La Integral Tensorial I,

Tenemos
w
I, = [ d°w - .
8 / w?[(p —w)? —=m?|[(k —w)* —m?]
Como un vector de Lorentz I, puede tinicamente tener componentes en la direcciéon de
los momentos £, y p,. Asi, podemos escribir:

(3.80)

-2
1T

donde I4(k,p), Ig(k,p) necesitan ser funciones escalares de k y p. El factor de i7?/2 lo
tomamos por conveniencia. Formamos los siguientes productos escalares

;2
i

ku‘[ll« - 7[]?2[14(]6,])) + k pIB(kap)]
;2
i

-l

resolviendo para I4(k,p) y Ig(k,p) obtenemos

P, = k- pla(k,p) + p*Ip(k,p)] (3.82)

(DL, = Tk R Lakp) + (k)P (k)]

c 2
1T
Rl = (k- p)La(k,p) + KI5 (k, p)] (3.83)
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Por lo tanto,

Io(k,p) = —argllh KT, — KT
Ia(k,p) = Ig(p,k) (3.84)
donde
iz _ (kQ - m2) Dw 1
S B e = e e

Dw 1
# [k —w)? — m|[(p — w)? —m2

R

= %(/@2 —m?)I + %f((k —p) - %K(p) : (3.85)

N —

La integral K (p) serd definida como una integral maestra cuando calculemos J. Hemos

usado la relacién 1
pow= L0+ — (p— ) e ). (350

De manera similar, tenemos que

1 1~ 1
Pl =50 —m*) + SK(k—p) = SK(k) . (3.87)
Procedemos a calcular K (p). El célculo de esta integral es suficiente puesto que K (k) es

solo un cambio de p < k. Resolvemos esta integral usando parametrizacién de Feynman

1 ! dx
donde
a=powiomt, b=t (3.89)
D ! 1
K(p) = /d w/o dx{:c[(p W) —m2 + (1 — o)}
' D 1
= /0 dl‘/d w{x[(p _ w)Q _ mZ} + (1 _ x)wQ}Q (390)
Sea

Den = z[(p—w)? —m? + (1 — 2)w?
rp? — 2xp - w — xm? + w? (3.91)
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Si k = w — px entonces w = k + px. Tal que

Den = zp* —2xp- (k+px) —am? + (k + pz)?
= K +p*r(l—x)—am?*. (3.92)

Entonces
1

K(p) :/0 daj/d k[kQ—l—pr(l—x) e 7 (3.93)

Usando (A.8) donde n =2y s = —p?z(1 — x) + 2m? tenemos:

D 1
K(p) = z'7rD/2F<2—§>/ dzxP?2[p2e 4 m? — p?|P/?2
0

D 1 p2 D/2-2
= iWD/QF(Q — 2) (m? —pQ)D/Q_Q/ dwxP/?2 [1 - 23:]
0 pr—m

Usando la siguiente integral [2]

1
/ 21— )1 = Ba)Vdr = B\, w)oFy (v, s A+ ;) A>0,u>0,|0] <1]
0

(3.94)
donde p=1,v=2—-D/2, A\ = D/2 — 1, obtenemos
D D
K(p) = i7TD/2F<1—§>(m2—p2)D/2_QB(§—l,l> X
D D D p?
22— =—-1,— —
21( 272 ’2’p2—m2>
D D D D p?
_ . D2 Y 2 2\D/2-2 e T
= 1T F(l 2>(m p) 2F1(2 279 1’2’]?2—7712).
(3.95)
Similarmente
D D D D k2
_ _ . DJ2 2 2\D/2-2 =

Por lo tanto, I4(k,p) en el caso masivo y dimensién arbitarria D es:
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Ip(k,p) = Ia(p,k), (3.97)
donde
D D D k?
_ D/2-2 Y 2 222 I P
Ql(k’) s F(l 9 )(m k ) 2F1 <2 2, 9 17 9 N /{2 m2> s (398)
y 2 2
- = PO % 2 (. \2 _ 7.2.2
Iy = z'7r2]’ Ky 2'7T2K’ A (k-p) k“p* . (3.99)

Las ecuaciones (3.55), (3.97) y (3.81) nos dan el resultado final de I,,. Para el caso no
masivo en dimensién arbitraria D tenemos:

I
) = —gof [ o) | 5+ a2 = | 2
2
_p D 1 (kp)/ D 1
P d wa(p—w)2+ o d wa(k:—w)Q (3.100)
donde 2(D ) ( D)
D 1 D/2 21)/272F 5_1 r 2
—_— = —k : 101
/d wa(k—w)2 TR I'(D-2) (3.101)
CASO D =3:

Las ecuaciones (3.97) y (3.95) se reducen a:

= 2 e k) — 2R — k| P @ ED) o
Iy = AQ{[p (k* =k -p)—m*(p” —k-p) 4t Nen arctan i

2 2 k- L2
—jjarcsen 1_512+(\/k7€) arcsen I—mQ} . (3.102)
p
Ahora haciendo uso de la identidad
arctan xr = arc sen \/1‘1_%2 , (3.103)
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obtenemos
2

[, P _ p/m 1 p
arc sen 1— ﬁ = arcsen W = ; arctan _W . (3104)

Por lo tanto, En el caso masivo y dimensién D = 3, I4(k,p) es:

2 Iy  (p*—k-p) ¢
Ia(k,p) = _N{[pZ(k;Z_k;.p)—m2(p2_k;.p)]40+\/TQZarctan a2

2 2 L 12
P arctany/ -2 (k- p) arctan{/ —— o . (3.105)
/_pQ m2 _k? m2

Para el caso no masivo en D = 3 tenemos:

h@wﬂ=—§4@%ﬁ—kﬁmg+\/%5ﬁ—k4ﬁ—J@E+7$;§}(3w®

Los resultados de (3.105) estan de acuerdo con la ec. (A5) de [15] y los resultados de
(3.106) estan de acuerdo con la ec. (28) de [13].

CASO D =4 — 2e:

Para el caso D = 4 — 2¢ tenemos que I4(k,p) es:
1

I = = B R O = ) - )P = )

‘ﬁ/wwWiﬂ—Wr“hm/wmwi%—Wﬁ' (3.107)

Vamos a calcular una de estas integrales. Después de usar parametrizacion de Feynman
obtenemos en dimensién arbitraria que:

dPw . D/2 1 Do o , s
/UJQ[(p_w)Q—mQ} =7 /F(Q—D/Q)/O dzaPP2[pPx +m?® — p2 P22 . (3.108)
Sustituyendo D = 4 — 2¢ obtenemos:
d*w . 1 o ,
/@ﬂ@—mwﬂw]:lﬂ ”@Ad“7@x+m—p1

= 77T (e) {1 - 6/0 dz In[z(pz +m? — p»)] . (3.109)
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Usando mathematica tenemos que:
2

/0 dz Infz(p*r +m? — p?)] = =2 + 7;—2 In(m?) + <1 - Tf) In(m? —p*) . (3.110)

Por lo tanto,

/wQ[( d4w2 —ir[C - I], (3.111)

p—w)? —m?|

L= (1-?) In (1—71;) . (3.112)

Por lo tanto, en el caso masivo y en la dimensién D = 4 — 2¢ tenemos que 14(k, p) es

donde

I
Ia(k.p) = N{ Z(=m’p-q—pk-q)+k-pL' —p*L—p- qS} (3.113)

donde L' = L(p < k). Este resultado coincide con [11] (ver ec. (39-44)) y [10] (ver
ec. (A16,A17,3.9a,3.9b,3.9¢)). En el caso no masivo:

BE : d*w
+(k-p) o7 k o) } (3.114)
Tal que,
/% — in? EJFZ—W—IM—IH(—Z)Z)] 7 (3.115)
/% — 2 E+2—'y—ln7r—ln(—k2)} . (3.116)

Sustituyendo (3.115) y (3.116) en (3.114) obtenemos que I4(k,p) en D =4 — 2¢ y caso
no masivo es:

Tahp) = = ga{ IR = (e pPlo = 7 = (-] ?) 4 7 n(12)
(k=) (s.117)
Iolk.p) = Lok (3.118)
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Este resultado coincide con [10], (ver las ec. (A4-A6)).

La Integral Tensorial [,

_ La integral tensorial I, puede ser expresada en términos de las integrales escalares
Ko, Io, Ip y I como

i [ G ~ k? 2(k -
Iuy = % [%KO + (kuky - g;w5> [C + <p,u,k1/ + kupu - g/tl/%> ]D
p2
+ <pup1/ - 9;w5> IE:| . (3119)

Contrayendo con p”, tenemos

D Prp

+<p2kﬂ + (k- p)py (1 - %))ID +p pﬂ< é)IE] . (3.120)

Hacemos una contraccién mas con respecto a p*

im? ~ k?
pyjuu = 7 [@KO + ((k : p)ku - _> [C

3} in? [p? - k2p? 1
H1— =) Ig|. 121
(1= ) te] (3.121)
Otras posibles contracciones son:
1
KrEY L, = { Ko+k4<1——>fc+2k:2(k p)<1_5>ID
(k- p)? 2 EPN (3.122)
D )
v, v . (kp> % 1
E'p"l,, +p"k'1, = ZWQ[TK + k*(k - p) 1—5 Ic
(s ep2 (1= 2V 4 20 (1 )1
D))" D) |-
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Por otro lado,

P = / A WP — nEl(k—w) ]

I 9 1~ 1
= 50" =m)L + 5K, = S K, (k) (3.124)
donde
w
K, (k)= [ d" Z : 12
) = [P (3129
En una manera similar, £#1,, nos conduce a
KL (K, p) = "L (D, k) (3.126)
1 1~ 1
K1, = 5(/752 —m?)I, + §KV - §Ku(p) . (3.127)

Antes de proceder a calcular I, calculamos primero la nueva integral K,(p). Usando
parametrizacién de Feynman,

K, (p) —/O dx/d U= e =+ (= D) (3.128)

Den = z[(p—w)*—m’|+ (1 — z)w’

Sea

= w4+ ap® —2zp-w—axm? . (3.129)
Ahora tomamos
w=uw+ap, (3.130)
tal que
Den = w” + p*z(1 — x) — m’z | (3.131)

y consecuentemente,
1 /
w,, + PuT
K,(p) = dz | d” n
9 /0 x/ w[w’2 +px(l —x) — m2:1:]2
— D2 2_2 ( 2 2)D/2—2 d D/2-1 b
= 5 m°—p Dy TT 2 m2
_|_

p
(2_D)~D/2 D 2 D/2—-2 D D D P’

= = J(1—= PR (2-2, 2o+ )
p TP 5 ) =) 2' 9 Th e

(3.132)
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Regresamos a calcular /,,,. Una segunda contraccién nos conduce a:

iﬂ'Q 1 ~ pV
Pl = T(p2 —m?)[(k - p)Ia+p*Ip] + 1(192 + (k- p)) K = K, (k)
i 1 S °2
BV = 07 = m)R L+ (k- p) el + (8 + (k- p) K = S K, (k)
v in? 2 2177.2 J PP w k"
R = (K =)k La+ (k- p)s) + (K + (k- p)K — S K, (p)
vk i, 2 2 Ly N
Pk, = T(k —m?)[(k-p)la+p°Ip] + Z(p + (k-p)) K — EKV(p) :

(3.133)

Vamos a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

4 1 2 1 . K
2,2

[(k:-p)Z— k?p]lc—i—ZpQ(k’-p)(l — %)ID+p4<1 — %)1,; = b

kQ(k.p)<1—%)IC+{k2p2+(/c-p)2<1—%>]JD+p2(k.p)<1—%>JE = ¢,
donde

I I
a = m—zkuk Ip,u — BKO
2 y P2
b = m_QpHp I;w - EKO
1 v v (k p) o
c = mj[k p#[uy —|—p kﬂluy] — TKO . (3134)

Para resolver este sistema de Io, Ip y Ig, usamos el metodo matricial:

Ie =, (3.135)
donde
2,2
k;4(1—]g> 2k(k-p) [ 1— 3 (k-p)?— 12
X=| (k-p?-4F 2p°(k-p)(1- 5 p“(l—%) :
k2 (k p)<1 - é) k*p? + (k -p)2<1 - f;) p*(k - p) (1 - };)
(3.136)
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~
Il
SIS
|
=
=
S
]
_:'\4
AN
|
ol
o

;i 2p*(k-p)(1- 5 ﬁ@—%)

B e W BRIy R+ (k-p)2(1 - %) p2<k-p>< - %>

i

(3.137)

Substituyendo las ecuaciones (5.144, 5.145) en la ecuacién (3.135) obtenemos que /o en
el caso masivo y dimensiéon arbitraria D es:

k@m)ZZﬁé%E{K%—%yﬁ—mmhm—<;j%>w—m%4h

2
~(1-5) D@} (3.138)
donde
2 D D D D k?
— D22y r(1_-% 2 12\D/2-2 v Lo
Qa(k) = = ( 1)) < 2)(”l w) F‘<2 2 aig T nﬂ)
(3.139)
Similarmente Ip es P
Ip=". (3.140)
donde
B1-4) AL SR epr- B
Z=| (k-p?-"r 2L, — Ky ﬁ<1—$>
ep(1-p) Btk (1)
(3.141)

Reemplazando Z y X en la ecuacion (3.140) con las ecuaciones (5.144, 5.149) obtenemos
que Ip en el caso masivo y dimensiéon arbitraria D es
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s ol e (3 )
2

+% [(ﬁ —m?)(k-p) + (D — 1)192(/62 - mz)] Ip

A3+ el

+ <1 - 2) [kQQz(k) +p2Qz(p)} } ~

(3.142)

Ic(k,p) v Ig(k,p) son funciones simétricas en k y p, asi que g puede ser escrita co-

mo

IE‘(kvp) - [C(pa k) )

(3.143)

que completa el célculo de I,,. En el caso no masivo en D dimensiones I y [p son:

an = oD ()l
1
2

_%p413+ [(2 — >p2+ (%—%)(k.p)]%

(3.144)

(3.145)
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v 1
/dDwQ(wQ — ixD27 (2 _ 1;) (_k,Q)D/QQk,V/ dzpaP/?1(1 — 1)P/22
w 0

(3 - r(e- %)
T'(D —2)

_ ,m_D/Q(_kZ)D/Z—Q

Consideremos los siguientes casos particulares:

CASO D =3:

(3.146)

Sustituyendo D = 3 en las ecuaciones (5.146) y (3.142) obtenemos que en el caso ma-

sivo y dimension D =3, I y Ip son

1 I I
Io = N{[pz(k‘m—%Q)—mz(k-p—2p2)];—pQ(pz—mQ)
k- [k (k-p+p?
+ P (m? — k?) arctan ———l—ﬂamtan
L2/ — k2 m2 /_q2
k -
—mk—f} (3.147)
1 2 2 2 2y 1a
Ip = 5 [F@k-p—=p7) —m Bk -p— k)=
2 2 2 2\ 1B
Hp Bk p —p) =m Bk p — )]
2—k2 kQ 2 _ 2 2
—(ka) arctan\/—ﬁ — (m\/ii) arctan\/—%
- -p
k+p)? —7
_ktp) arctan\/—q2+2m} (3.148)
/_q2 4dm

Los resultados de las ecuaciones (3.147), (3.148) estan de acuerdo con [15] (ver la ec.(A7)).

En el caso no masivoy D =3, Io y Ip son
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c = ﬁ{[ﬁ(/ﬂ p—2k*)| 14 — p*lp — ﬂk_;? + W(k\'/%ﬁ)} (3.149)
R LA IR S A
n Wflg B m(k i—qp2>2} (3.150)

Los resultados de las ecuaciones (3.149) y (3.150) estan de acuerdo con las ecuaciones
(31) y (32) de [13].

CASO D =4 — 2e:

Sustituimos D = 4 — 2¢ en la ecuacion (5.146) tal que,
4 — 2e 1 1 1 1
Io(k e — __Z 2 (ko) — [ 2 = 2V (k2 — 22| T
Loy 2,2 2 LYy o 1 1 Ko
—Z(p? — I _ - - N (k-p)| 22
s —mp B+K4—26 57 LA e LU 2l b

(1) ) 15

Después de simplificar tenemos que

s G L

1
(kQ _ m2)p2:| IA _ *(]72 _ mZ)p2[B

A? 4 8 8
€ o 1 € Ko 1 € / 4 w”
- -—=)k-p|l—=——-(=—=|p | d .
+[4p * (4 8>( p)} 2 (2 4>p Yk — w)? — m?
(3.152)
Para resolver la integral

d* Z 1

R =) 1

comenzamos de la integral (3.132) en el caso D dimensional

! w!, + k,x
d ar v Y
/0 x/ v [w? + k2x(1 — x) — m2x]?
D/2-2

D ! k?
= 2'7TD/2F<2 - 5) (m? — kQ)D/QQk’,,/O daaP/>1 [1 - mx] (3.154)

K, (k)
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Ahora tomamos el limite D = 4 — 2¢ tal que

1 ]{?2 —€
4 - _2—e€ 2 2\ —€ 1—e
K, (k) = in* T'(e)(m* —k7) k:l,/o dxx [1 - m]
o e 1 € ! k>
= ’Lﬂ'z F(E)ky |:2 — 5 h’l(m2 — k2) — 6/0 drxIn <$ + M)] (3155)

Usando mathematica tenemos que

1 z2k2 1 [m2 m2 2 ) m2

m? ? 2 2
+<ﬁ_1> In(m —k)} (3.156)
Entonces
, 1 v Inm m? 1 m? ? p?
K4 = =L - 41— ——1) In(1-E&
vk) = ik [26 2" 2 o2 2<p2 U
1 cC m?> 1 m?
——1 Hhl=|=—-——=(1—-—=]L 1
0] e
donde
m? P’ ,
L= 1—F In 1_W , L'=Lp<k). (3.158)

Sustituyendo (3.64), (3.157) en (3.152) tenemos:

Ie = 422{[2(192 —m?)(k-p) = 3(k* = m®)p*]La — p*(p* — m*)Ip + 2p° — 2(k - p)S
+2(k - p) <1 - Zf) L+ 2(k -p)TZ;} . (3.159)

Por lo tanto, I en el caso masivo y dimension D = 4 — 2¢ es:

o = - 22+2@2(1<; ) —2(k-p)S+2(k-p) 1—””‘72 L'+ [2(k - p)(p* —m?)
+3(m? — k*)p* 14 + p*(m?* — pQ)IB} : (3.160)
De manera similar tenemos que Ip en el caso masivo y dimension D = 4 — 2¢
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€s:

Ip = ﬁ{mk p)[(K* —m*) 4+ (p* — m*)p — 1] — k* m—; - S+ (1 - %j)ﬂ
+(p* — mQ)IA] — p? [7;22 — S+ (1 — 7;:22>L + (k% — mz)IB] } . (3.161)

Los resultados de las ecuaciones (3.160) y (3.161) estan de acuerdo con [11]. Al tomar el
limite D = 4 — 2¢ en las ecuaciones (5.146) y (3.142) debemos de ser muy cuidadosos pues
las funciones I y Ip tienen un factor comtin en términos de D que multiplica nuestras
expresiones. De tal manera, que podemos perder algunos términos que nos dan contribu-
ciones al momento de tomar el limite. A continuacién consideremos el caso no masivo.
Tomamos m = 0 en la ecuacién (3.152) tal que

24 [p? 3.9 2y, 2 p!
Ie = Az {[4(75'27)—8(’? —m7)p [A—ng

n Epz n G _ g) (k .p)} % - (% - i)pu/dzlw#_yw)z} - (3.162)

Para resolver la ultima integral consideramos el caso D dimesional; es decir,

D w” . _D/2 D 2\D/2-2 ' D/2-1 D/2-2

Ahora tomando el limite de D = 4 — 2¢ obtenemos
wY !
/d4’UJm = inEF(€)<—k2)€ku/() dI(.T} — .T2)7€x
5 1 9 1
= ir'k,|- —v—In(—k*) —In7 §+e
€

1 In(—k?) 1
= ik, {— _y K lr 1} . (3.164)

Sustituyendo (3.164) en (3.162) tenemos finalmente que I en el caso no masivo en
D =4—2¢ces:

1 2 2, 2 1 2 k?
Ic = 4A2{[Q(k-p)p = 3k“p |Ia —p*Ip+2p° +2(k - p)In 2) 0 (3.165)
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Similarmente, Ip en el caso no masivo en D = 4 — 2¢ es:

| 'y ’
Ip = E{Dlﬂk -p) = Kp*|La + [2°(k - p) — K*p°) 5 + K In (ﬁ> ' (F
» 'p} | (3.166)

La Integral Escalar J

Definimos 1
J= [ d°w :
/ wi(p —w)? =m?|[(k —w)* —m?]
Esta integral aparecera en las integrales tensoriales J, e J,,, por lo que tendremos que
calcular esta. De manera general, sea que definimos la familia de integrales:

1
J(V17V27V3>_/dDw

[ — w)? — 2Pk — w)? — mepafu s

(3.167)

(3.168)

Este método es basado en la técnica llamada integracién por partes (IBP):

/dDw 0 [ (g; = w), } ~0. (3.169)

8111# [(p _ w)? _ mQ}Vl [(k _ ’U])Q _ mZ]Vg [wQ]ug

Después de diferenciar obtenemos:

/dDw(qi —m), [ 2v1(p — w)* N 2uy(k — w)* 2w }

AI/IJrlBl/QCI/g AleV2+lcV3 - AI/IBVQC’V3+1

-D
D _
ya que,
9 B
Hemos definido
A=@p-w)?-m?, B=(k—w)?-m?, C=uw?. (3.172)

Por lo tanto,

21 (p —w)*  2va(k —w)H 2uwh
D 1 3
dj(yl’ V2, ]/3) - /d w((h _w)” |:AV1+1BV2CV3 Avi Bra+1(lvs - Avi Bra(Cva+1

. (3.173)
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Asumiendo que ¢; es definido como ¢; = p,qa = k v g3 = 0. Entonces, para ¢ = 1:

2vi(p—w)*  2vp(k —w)H 2vgwt

_ D
dJ(vy,ve,v3) = /d w(p—w), {AWHBWC% A Beticn A BrCu | (3.174)
Observemos los siguientes productos:
2p—w) - (k—w) = (p—w)+ (k—w)*—(p—k)?—m?—m?+2m?
A+ B —[(p—k)*—2m?,
2p—w) - (-w) = (p—w)-m’+w'—p'+m?=A+C—p’+m’,
(p—w)? = (p—w)?—m*+m?>=A+m?. (3.175)
Sustituyendo estos productos, obtenemos:
[201(A4+m?)  w[A+ B—|[(p—k)?*—2m?]
_ D 1 2
dj(’/la”?aV?)) = /d w An+1lBra(vs + Avi Bra+1(vs
v3[A+C — (p* —m?)
+ Al/lBVQCV3+1
_ dPw _2V1 + 17+ 13 Vo " 2y1m2
- i Al/lBUQCl/3 AI/l—lBle-‘rlCUg AV1+1BUQOU3
— k)2 —2m2 2 02

Al/lBV2+ICU3 AVl—lBUQCU3+1 - AulBugCU3+1
Entonces,

dJ (v, ve,v3) = (2 +vo+v3)J (v, v0,13) + o (1 — 1 ve + 1, 13)
+2m2u J (v + 1, v, v3) — wo[(p — k)* — 2m?]J (vy, v + 1, 13)
+sJ(vy — 1, v3 + 1) — u3(p?> — m?) J (v, 9,03 +1) . (3.177)
Reordenando los términos de tal manera que las integrales con vy 4+ v5 + v3 como la suma

de sus argumentos estén en el lado derecho, mientras que aquellas con vy + vy + 5+ 1
estén en el lado izquierdo:

—2uym?J(vy + 1,00, v3) + w[(p — k)? — 2m?|J (1, vs + 1, 13)
+us(p® —m?)J (v, 10,3+ 1) = (201 + vo + v3 — D) J (v1, V2, v3)
+]/2J(V1 - 1, Vo + 1, Vg) -+ V3J(l/1 - 1, Vo, V3 + 1) . (3178)

Para ¢« = 2 tenemos:
2u(p—w)* 2wk —w)" 2ugwh
_ D1 1 B 3
d‘](yh U, V3) - /d ’UJ(]C w)“ [AV1+1BVQCV3 Ayl BV2+1CI/3 AlleVQCllg—i-l
= (1 +2vy +1v3)J (1, v0,13) + 1 (1 + 1,00 — 1,13)
s (v, ve — Livg+1) — [(p— k)? — 2m% iy J (11 + 1, v, v3)
+2uem? J(vy, o + 1, v3) — v3(k* — m?)J (vy, 1o, v3 + 1) (3.179)
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nl(p — w)2 - ZmQ}J(Vl + 1,09, 13) — 2wsm? J(vi,v0 + 1,1v3)
—|—V3(/<;2 — mQ)J(yl, vo,v3+ 1) = (11 + 215 + v3 — D) J (11, 12, 13)

+V1J(V1 + 1, Vo — 1, V3) + VgJ(Vl, Vo — 1, V3 + 1) s (3180)
y para ¢ = 3:
2vi(p—w)* 2wk —w)* 2ugwH
_ Dy 1 2 B 3
dJ(Vl’l/Q’l/3) - /d ’lU( w)ﬂ |:AV1+1BVQCV3 + Avi Brat1(vs Avr Br2(Clvs+1
= (Vl+V2+2V3)J(V17V2,V3)+V1J(V1—|—1,V2,V3—1)
taJ (v, vs + 1 vs — 1) — vy (p> — m?)J (v + 1, 15, 13)
—vo(k? —m?)J(vy, v + 1, 13) (3.181)
o
vi(p? — m?)J (v, + 1,09, v3) + v (k* —m?) J(v1, 15 + 1, 13)
= (1) + 1o+ 2v3 — D)J(vy, 1o, v3)
+V1J(V1 + ]., Vo, V3 — 1) + VQJ(I/l, Vo + 1, Vs — 1) . (3182)
Por lo tanto, necesitamos resolver el sistema de ecuaciones:
—2um?J (v + 1,1, 13) + 15(q* — 2m*) J(vy, vy + 1, v3)
+us(p? — m?)J (v, va, 3 +1) = a
vi(q* —2m?)J (v + 1,9, 1) — 2vom?J (vy, vy + 1, 13)
+V3(k’2 2)J(V1,I/2,V3+1) = b
v (p? —m?)J(n + 1,10, v3) + va (k> — m?)J (1, v2 + 1, v3)
+0J(v1, 0,5 +1) = ¢, (3.183)
donde
a = (21/1 —+ 125} + V3 — D)J(Vl, Vo, 7/3) + VQJ(Vl — ]., Vo + 1, Vg)
‘|‘I/3J(V1 - 1, Vo, V3 + ].)
b = (1/1 -+ 21/2 + 3 — D)J(I/l, vy, 1/3) + VlJ(l/l + 1, Vo — 1, Vg)
gt (V1,2 — 1,03+ 1)
c = (1/1 —+ Vo + 21/3 — D)J(Vl, vy, V3) + V1J(V1 + 1, Vo, V3 — ].)
+V2J(I/1, Vo + 1, V3 — 1) . (3184)
En obvia notacién:
—2m?1 va(q? — 2m?)  13(p* — m?) Ji a
vi(q® — 2m?) —2m?vy  w3(k?* —m?) Jo | =10 |, (3.185)
2 2 2 2
v (p* —m*)  ve(k* —m?) 0 Js
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que escribimos formalmente como:

ST=A. (3.186)
Entonces,
IS| = 2umusm?(k? — m?)* + m?(p* — m*)? + (K2 — m?)(p* — m?)(¢* — 2m?)]
= 2uu[m?(k* — p*)? + (m? — K*)(m? — p*)¢*] . (3.187)

Si las ecuaciones son resueltas para J(vq, o, 15 + 1), encontramos:

] —2um? va(q? —2m?) a
J(vi,ve,v3+ 1) = — | v1(¢* —2m?) —2vem? b | . (3.188)
|S| V1(p2 _ mZ) VQ(kQ o mQ) c

Para resolver la integral J tomamos 1, = v = v3 = 1. Entonces:

|S] = 2[m*(k* — p*)* + (m* — k*)(m* — p*)q”] . (3.189)

J = ’—‘;‘{2(4—1))(]2(7712+/€'p)l+q2(4m2_q2)[<](2a170)+‘](1’270)]

+1(¢* = 2m*)(p* — m?) + 2m*(k* — m?)][J(2,0,1) + J(1,0,2)]

+[(g* — 2m*)(k* — m?) + 2m*(p* — m?)][J(0,2,1) + J(0, 1, 2)]} . (3.190)

conJ = J(1,1,2) y I = J(1,1,1). Asi que, necesitamos calcular las integrales J(0, 2, 1) =5,
J(2,0,1), J(0,1,2) =4y J(1,0,2) y J(2,1,0) =y J(1,2,0). Para nuestro proposito,
definimos la integral

1

T (K, p,ma, = [dP . 3.191
N = e = = R
Usando parametrizacién de Feynman, conocemos que
1 F(l/l + 1/2) /1 1 1 1
= drx” (1 — )" . 192
Amn T Tt Jy T T AT - o B (3.192)
Sea,
A = [(p—w)—mj],
B = [(k—w)*—mi], (3.193)



D = zA+(1—-2)B
= 2zl +w?—2p-w—mi+ (1 —2)[k + w? -2k w—m?]

w? — 2w - [pr + k(1 — )] + p?r + k*(1 —2) — miz —mi(1 —x) . (3.194)

Hacemos el cambio de variable
w' =w— [pr + k(1 — )] (3.195)
tal que,
w? — 2w - [pr + k(1 — 2)] = w”? — [pr + k(1 —2)]*. (3.196)
De esta manera, D es reescrita como:
2

D = w?—[pr+k(1—2)+p*r+ k(1 —-2)—miz—mi(l—2)

w? + p*r(l —z) + k2o(1 —2) — 2k - pr(1 — ) — miz — mi(l — )

w? + ¢*x(1 —2) —mizr —mi(l —2) . (3.197)
Por lo tanto,
_ F(Vl + I/Q) ! vo—1 v1i—1 D _ 7 1
T (kypymy,my) = F(VQ)F(Vl)/O dex” (1 — x) /d W
— F(Vl + V?) /1 dIZEV271(1 _ x)ulfl(_l)V1+l/QZ’ﬂ_D/2F(V1 + Vo — D/2)
F(V])F(I/Q) 0 F(I/l + 1/2)
X F(V1+V2—D/2) L _ -1 Db,
= 4 _1 Z/1+U27I_D/2 / dmxllz 1 1 —x V1 182 v1—r2 ,
= TSI S
donde
s=—g’z(1—z)+miz+mi(l—uz). (3.199)

Para las integrales de nuestro interés, tomamos v; = 15 = 1

ol ) = / dPw
PRI o — w)E = m3][(k — w)E —
= inP’r(2 - D/2)/ dzs? 2. (3.200)
0
Asi tenemos que
1 9
J(Q, 1,0) = 2—7nlaml Jll(k,p7 ml,mg)\mI:mQZm (3201)
Ahora,
) D
amf%f? = (5 - 2>5532m1(1 — ) (3.202)
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y por lo tanto

1 J—
J(2,1,0) = mD/2<D—2>F<2—D>/ dx 1-2) . D
2 2)Jo =@l —2) +m2z +m2(1 —2)P =
D D ! dz(1l —
— in? ( - 2)F<2 - > / -z (3.203)
2 2/ J)o [~q?x(1 —z)+m2]> =
Sea
rn=1—x = dr; = —dx . (3.204)
Entonces,
/1 drizq B /1 dx
o CPn—o) +mF P2~ Jy Ea(i—a) - m 0P

' drx
_/0 [—qzx(l - ;c) 4 m2}3*D/2 . (3.205)

Por lo tanto,

! dzx(1 —x) 1 1 du
/0 [—q2x(1 — x) + m23-P/2 2/0 [—2z(l — @) + m2-D/2 ° (3.206)

Usando mathematica resolvemos la tltima integral y obtenemos que

J(2,1,0) =

(Bl Y

2 -2
{ <1 - q) (—2m? + ¢ — /¢* — 4m2¢?) x

Vgt — 4Am2¢?
D D D 1 q*
2 fo4 — Am202)o | = — 2.3 — - _1: =
@+ Ve mq>21<2 P Ty g
¢ e 2, 2., /3 22
—<m+1> (—2m +q +Vq —4mq)><
D D D 1 q>
—Z+ St — Am2¢?)F | - 92 3-—~.— (.= -+
(—¢"+Vaq m2q?), 1(2 ) 979 9 O — a2
=, J(1,2,0). (3.207)
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Por otro lado,

1 0
J(270,1) = Tma—mjll(kvp’m17m2)|k:m1:0,m2:m

D 1
. mD/2<—2>F<2—D>/ dz & y
2 2/ )0 [-p22(l —x) + mez]? 2

D D . 2
= mD/2<5—2>r<2—§> (mQ—pQ)g“/ drx? 2 [1— Qf 24
0 p m

Usando|[2]
1
/ A1 = 2)" (1 = Br) e = B\ p)o By (v, A+ s 9) (3.208)
0
donde \=D/2—1, u=1,v=3—-D/2y 8 =p?/(p* — m?) tenemos que
D re-orw-1) D
J(2,0,1) = mD/2< 2) 2- 2 (m? —p*)2 72 x
2 r(2)
D D D p?
ni3——=,—=—-1—
21(3 272 72ap2_m2>
= D)2 9—2 r 1—9 (mQ—pz)%f?’x
2 2
D D D p?
Pl3——=—=—-1;,—;
21< 272 727p2_m2>
= J(0,2,1). (3.209)
Para resolver la integral J(1,0,2), consideramos la integral
wl/
L'(p)= [ d” : 21
() / ww4[(p —w)2 —m?| (3.210)
Entonces,
1 1 1 1
l/LV I 2 2 /dD _/dD
P L7 (p) = m) Vil —wE—m? 2 Y (p —w)? = m?]
1 [fdPw 1, , 9 1
Y e 1,0,2)+ =J(1,0,1 .
2/ " 2(p m*)J (1,0, )+2J( ,0,1), (3.211)
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va que la ultima integral desaparece en el esquema de regularizacién dimensional. Es facil
ver que,

J(17 0) 1) = Jll(kvpy may, m2)‘k:m1:o,m2:m

D 1
= inP’r (2 — 5) / de[—p*z(1 — z) + m’2)7
0

D
D 2 1=
— mD/2F<2 2) m® — p°) / dm—?[ 2]’ mQ} (3.212)

Usando (3.208) donde A = D/2 -1, p=1, 8 =p?/(p> — m?) y v =2 — D/2 obtenemos

r2-2)r(2 -1 ) DD D p
J17071 = Z'TFD/Q 2 2 m2_p2 7_2F<2__7__ et )
(1.0.1) r(2) ( ) 272 2" p? —m?
D b DD D
_ . D/2 2 2\ 5 —2 . .
S (o ) [ CRE )
= kpd(0,1,1). (3.213)

Para resolver L”(p) hacemos uso de la férmula (3.192) con A = (p — w)? — m? y B = w?
tal que,

v o Dw wV _ F(g) ! T — way 1
L (p)—/d wi(p—w) — 7] r(1)r(2)/0 dz(1 )/d [Az + B(1 - )P

Sea w' = w — pz. Entonces,

D = Az+ B(1—ux)
= w4 p’r — 2p-wxr — m?

— w? 4 pPr— pPa® — mix

w? + p*r(l —z) — mir (3.214)
por lo tanto,
1 r
L'(p)=2 | da(1— d” : 3.215
(p) /o z(l — ) / w [w? + p2z(l — z) — m2a]? ( )
Ahora usamos la ecuacién (A.8) con n =3y s = —p?z(1 — x) + m?x. Asi,
v . _D/2 DY\ ., ' D_o 2 2123
L"(p) = —in”/°T 3—5 D dez2"*(1 —x)[—p(1 —z) + m?]2
0
D 1 2 %_3
= —ixP/?r <3 - 2) (m?* — p2)?_3p”/0 d:m:%_Q(l — ) [1 ~ ? mQx} .
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Usando (3.208) con A= D/2 —1, u =2, 8 =p?/(p*> —m?) y v = 3 — D/2 tenemos que:

(3.216)

INCERSINC Y D D D D P’
LY - D/2 2 2 2 27—31/F 3~ = _1.= 1. —£
(p) i F(%+1) (m P)2 P ol1 2,2 72+ ;pQ_mQ
. 4 D D D D D P’
= —inP2(1-=)r(1-= S 7Y 2 [ ey F Ty FE
LT ( D) ( 2)(777, p) P ol 3 272 72+ 7p2_m2
Asi que,
J1,0,2) = — 2 |p 1) — Sa(1,0,1)
» Y - p2_m2 pu p 2 ]
2imP/? 4 D\ 5, 5 oD 4
= pz_ma[‘< ‘5>F<1‘5)P (m” = p7) =
D D D p?
Fil3-= =—-1=+1;
2 1( 272 72+ 7p2_m2
ra-2y , Lo, D D D p?
N 2/ _ 5 F 7/ . —
+ 9 (m p) 2 1< 272 727p2_m2>:|
= e J(0,1,2) . (3.217)

Queremos escribir este resultado de tal manera que solamente tengamos la dependencia de
una sola funcion hipergeometrica. Para lograr nuestro objetivo hacemos uso de la siguiente
identidad entre funciones hipergeometricas|23|:

c(l—=2)F(a,b;c;2) — cF(a,b—1;¢2) + (¢ —a)zF(a,byjc+ 1;2) =0, (3.218)

0 equivalentemente,

F(a,bjc+1;2) =

z(cl_ o [eF @b —Tie2) — el = 2)F(a,bic; 2)] (8:219)

En nuestro caso a =3 —D/2,b=D/2—1,c= D/2y z = p?/(p? — m?). De tal manera
que,

DD D 7
Al3-2 2 1,741 -
21( 272 ’2+’p2—m2)

D m? D D D P?
7 (1 WR(3- 2 2 2 B
2(D—3)< p2>[2 1( 2792 g7 2—m2>

m2 DD D
F — = = 1= . .22
+p2—m22 1<3 272 ’2’p2—m2>] (8:220)

Ahora usamos la siguiente identidad:

c(l=2)F(a,b;c;2) —cF(a—1,b;¢;2) + (¢ —b)zF(a,byc+ 1;2) =0 (3.221)
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b
c(l—2)

Para nuestra conveniencia tomamos a =3 — D/2, b= D/2—1, D/2y z = p*/(p* — m?).
Tal que,

DD D p
R(3-Z2,= 12— ) =
21(3 272 ) >

F(a,b;c;2) = [cF(a—1,b;¢;2) — (¢ — b)zF(a,b;c+ 1; 2)] . (3.222)

2’p2_m2
—p* +m? DD D p?
2F1 2__a ) o )
m2 272 27 p?2 —m?
2 p? D D D p?
—— (3 - 1 1
D<p2—m2>2 1( 272 "2 "p? —m?

Sustituyendo (3.223) en (3.220) y simplificando obtenemos que:

DD D 2
2F1<3— = 1'+1;pz’imz)> _

272 72
2 2
S G o B N O T
2(D —4) P? 272 2 p?—m?
D
2

. D D D D D p2
D/2 2 L3 it
J(1,0,2) = irP/ [‘(1 >(m p )2 2F1<3 55 2; 2’]?2 m2>

=rep J(0,1,2). (3.225)

Finalmente, sustituyendo (3.207), (3.209) y (3.225) en (3.190) obtenemos el resultado
deseado. En el caso no masivo y dimension arbitraria la ecuacién (3.190) se reduce a:

Jo = k%ﬂ[(ﬁl = D) (k- p)Io — K*Qs(k) — p*Q3(p) + ¢*Q3(q)] , (3.226)

donde
(3 -2)r3-7%)

I'(D —4)

Qs(p) = P22 (—p?)P2 (3.227)
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CASO D = 3:

A continuacion consideramos el caso masivo y D = 3:

(k= m?) = (k* = p*)(F* + m?)

1
J = {qQ(mQ—l—k-p)I(O)%-QO{
X

(k2 — m?)?

20,2 2 2 2 2 2

¢ (p* —m?) + (K — p*)(p* + m?)
+ i) , (3.228)

donde
x = m?(k* = p*)* + ¢*(m? — k) (m® — p?) . (3.229)
En el caso no masivo y D = 3 obtenemos:
L -

J= (k2p€) (3.230)

CASO D =4 — 2e:

En el caso masiwo y D = 4 — 2¢ tenemos que cuando ¢ — 0 desaparece el termino
de I en la ecuacién (3.190). Ademds tenemos que en este limite las ecuaciones (3.207),
(3.209) y (3.225) se reducen a:

9 1

J(1,2,0) = T WS,
1
2,0,1) = ir®———1L
‘]( 707 ) [ (pg_mQ) )
im? p*+m?
J(1,0,2) = D) (C—pQ_m2L>. (3.231)

Sustituyendo estas en (3.190) tenemos que la solucién a J es:
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2 02Y,2 2012 _ .2
J - mz{l[_qszrpg[(p m’)g* + 2m*(k* —p*)] .
X

(7 — m?)?
k> —m?)g® —2m*(k* — p°)] C
k? ( L' — . (3.232
: 07—y |-G |- 02
En el caso no masivo y D = 4 — 2¢ tenemos:
im? 1 k?p?

= —|-—Inm— 1 : 2

J k2p2[ (6 nm 7) + n( " ﬂ (3.233)

La Integral Tensorial J,

Tenemos que

J, = /d ww4[(p S m;ﬁ(k S ] (3.234)

Esta integral aparecera en la integral tensorial .J,,, por lo que es conveniente resolver esta
antes de comenzar a resolver J,,. Escribimos (3.234) en la siguiente forma general:

.2
im
J, = 7[/€#JA(k,p) +puJB(k,p) . (3.235)

Contrayendo con k* y p* obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

2
1T
kﬂJM = T{kQJA(kvp)_'—(kp)‘]B(kvp)]

in?

P = [0k p)Jalk,p) + 0" sk, p)] (3.236)
Por otro lado,
e K P
8 K
] i e
_ WJ + %I - %L(kz) : (3.237)
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donde hemos usado:

1
p-w:§(p2+w2—(p—w)2—m2+m2)- (3.238)

Tenemos también que:

(8 — )

11
“1—=L(k). 2
s 51— LK) (3.239)

ke, =

Aplicamos parametrizacién de Feynman a L(k), tal que:

1 D\ [* D
D _ - _D/2 2 2\12 -3
/d ww4[(k—w)2—m2] = —ir /F(3—2>/0 dzz[(1 — z)(—k"z +m?)]2
D
= —iWD/ZF(Zi - 5) (m?)= 3 x
1 2\ 23
D_g k 2
/Odzz(l—z)2 (1_mQZ> . (3.240)
Usando (3.208) con A =2, = D/2 —2, f=k*/m* y v =3 — D/2 tenemos que:
1 D D D
D _ _-D/QF = 27—3B 22 _9
R e e S (RE L L CERD R
D _ D Kk
F . 2.7-7
2 1(3 27 727m2>
. D D_ D _ D k?
= —Z7TD/2F<1—§>(T)/L2)§ 32F1<3_§72,57W) .

Usamos la siguiente identidad entre funciones hipergeometricas [23]:
F(a,b;c;2) = (1 — z)‘“F(a, c—b:c; Ll) (3.241)
Z —

cona=3-D/2,b=2,c=D/2y z=k*/m? tal que:

D D k2 K22 DD D R

27 92" m m2

De esta manera,

1 D D
D — _ibrp(q_ 2 12\2-3
/d ww4[(k—w)2—m2] i < 2>(m E?) X
D D D k2
(32292 B ) 24
2 1<3 272 727k2_m2) (3 3)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones (3.236) obtenemos que J4(k,p) en dimension arbi-
traria y caso masivo es:

Iathp) = a0 D) ) = 202~ w2+ (k) Pl
HE Q) - Q) |
Jp(k,p) = Jalp, k), (3.244)
donde
Qs(k) = wD/“r<1 - 1;) (m2 — k)2 %, <3 — 12),]2) —2; 12); kimg> . (3.245)

Por lo tanto, las ecuaciones (3.235) y (3.244) forman la solucién completa. En el caso
no maswo y dimensidn arbitraria tenemos que (3.244) se reduce a:

Iahp) = ga{ ko)~ IR+ (6 5) — 1

(k-p) D 1 . ]i D
+ im? /d wik —w)?  ir? d 74}4(10—11))2}7 (3:246)
o [ U RS £ B
ww4(p—w)2 2 (=r7) I'(D—4) ' (3.247)

A continuacién consideraremos los siguientes casos particulares:

CASO D =3:
Ja(k,p) = é{[(’f p)(p® —m®) = PPk — m2)]% + (k- p) _p2]%
mp’ B m(k - p)
+(m2 —p2)2  (m2— k2)2} (3.248)

En el caso no masivo en D = 3 obtenemos:
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Takyp) = —— 1 (3.249)

La ecuacion (3.248) esta de acuerdo con [15] ver la ecuacién (A11). La ecuacién (3.249) es-
ta de acuerdo con [13] ver la ecuacién (34). A continuacién consideremos el caso D = 4—2e.

CASO D =4 —2e:

En el caso masivo y D = 4 — 2¢ obtenemos:

1 k-q q2 2 217.2 2 2
Ja(k,p) = A2 —Tfo—;{(m = k)E" = (m” = k")k - p}S
1 2 p2q2 2 2 2
b Ak P — ) (m? ko p)|L
<m2—p2>{ o )
ke, /
P k)L (3.250)

La ecuacién (3.250) coincide con [11] ver la ecuacién (53). Por dltimo consideremos el
caso no masivo y D =4 — 2e:

In(—¢") | kpy ) 1n(—k2)}(3.251)

Ja(k,p) = %{[k‘p—pz]% —[k-p— k7]

La Integral Tensorial J,,
Tenemos que,

WyWy,

T = / O Al — ) — mA[(k —w) — ]

(3.252)
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Expresamos esta integral en su forma mas general como:

2 y k? 2
J;u/ = 7{%10 + (kukzx - Bg,ul/) JC + (p,uky + kppu - E(k : p)g,uu> JD

2
p
+ <pupu - Dg,w> JE} . (3253)

Contrayendo con p* obtenemos:

72 [ pl 2 2
P = Zl{p °+<(k-p)k,,—— -2

ok -p)pu> Jp

2\ D D

+( p? v J 3.254
P Dv Dpu E . (5)

Contrayendo nuevamente obtenemos:

, Z"iTQ p2 k2p2 2
Pt = —{—Io + ((k -p)* - T)JC * <2P2(k -p)— =p°(k -p)> Jp

>Jc + <p2/<:,, + (k- p)p,

2 | D D
4 !
- = 2
+ ( D) JE} (3.255)
y
y in® { (k- p) k? (k- p)®
v = T E ek (= S ok (0 g 252 )
2
# (000 = Gtk ) g} (3.256)
En la misma manera,
it (k, k? 2
K = Q{DIO + (k‘QkV — 5@) Jo + <(k pky, + kpy, — ok -p)ky> Jp
P
+ ((k )Py — D’%) JE} (3.257)
donde después de una segunda contraccion obtenemos:
. in? [ k? k* 2
E'E* T, = 7{510 + <k4 — E)JC + (2(k’ p)k? — 5(/-{: -p)k:Q) Jp
k2 2
+<(k p)? - ><]E} (3.258)
D
y
V. i772 (k i p) kQ 2
pied = T a0 = S ot (e pP 4 92 = Stk
2
+<(k p)p? — %(k : p)) JE} : (3.259)



Por otro lado,

P = / A —wP — B[k —w) ]

Similarmente,
(k* —m?) 1 1
kg, =~——=J,+=1,—=L,(p) .
g g Sl L)

De la segunda contraccién obtenemos:

vt = P gk gt St - Y Lt
Kt T, = LQ’”Q)%WJA + (k- p)Js] + %k:”ly - %Lu(k:)
Kk, = WWWJA + (k- p)Ja] + %k”[u - k;LV(p)
i = E T s ) - B L)

donde

L,(k) = < 1>r(1——> (m2 — k%)= 3k, x

D D k2
F(3-Z2 -1 24— ).
<3 272 ’2+’k2—m2>

(3.260)

(3.261)

(3.262)

(3.263)

Justamente como en el caso de I, tenemos un sistema de 3 ecuaciones a resolver:

<1 — ;) k‘*J; 2+ 2<1 - ;)) k*(k - p)Jp + ((k: -p)* — ’if) Jp
<(k p)* - %)JC - 2<1 — %)pQ(k -p)Jp + (1 —~ %)p“JE

(1= 5 )wteemic+ (5 + (1= 5 ) 0o+ (1= 5 )20 e
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donde

2 k?
a = ?k kujwj—ﬁ.[o

1
2

2 p
b = Zﬂjp p#J;Lu_B[O

Loy v (k- p)
c = M—Q[k P T + 07K I — 1o (3.265)

La solucién al sistema es:

Jo(k,p) = ﬁ{{(l_%)(pQ_mQ)(k'p)_<1—%></{/’2—m2)p2:|%

_%(ﬁ — m2)p?Jp + Kl — %) (k- p) — <1 — %)pQ] %A

_%IB i %]O * <1 - %) (k -p)Q4(/f)} : (3.266)
donde
Quilp) = wD/H<1 é)r(l _ l;)(mz )P
2F1<3_12)’l2)_1;§+1;p£72w> : (3.267)
Ioln) = g e | - n — (1= 5 ) e

#lo2 =) - (1= 5 )0 -yt 2
+ :(k p) - (1 - %)/ﬂ u ko)
fon-(E
- (1 - %) [P*Qa(p) + k2Q4(k)]} : (3.268)
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En el caso no masivo y dimension arbitraria obtenemos:

etk = gty (1 5) - (1- )R] 3

Gy 5210 + (1 - %) ( -p)Q4(k)} , (3.270)

donde
L(3-3)r* (g -2

_  D/2-2(_ 2\D/2-3 271
B D 2 9 Ip k‘QJA
st = s [0 - (1= 5)7] (5 +5°)
2 IA pQJB
) — (1= 2 VR2| (22 4 228
fwen (-5 (5473
2 2 9 9
—5(/‘? p)lo— (1~ D [p"Qa(p) + E°Qu(k)] ¢ (3.272)
Consideramos los siguientes casos particulares:
CASO D =3:
1 2 2 2 2 2y1 /4
Jo(k,p) = g P Lo+ [P (k-p—2k7) —m (k- p = 2p7)| =
Jp Iy p° mk - p
—n2(n2 2\Y5b k . _ 2 2\~ A4 _I RS
P (p m)2+( p p)2 23+k2(m2—k‘2)
k-p —k?
- arctan{/ —— » , (3.273)
R m? }
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Iolhn) = ]~ 20D+ Bk p =) = Bk p -
Bk p— %) — (3 p— "))+ (3 p— k) 2
I
+Bkp =9 - mﬁ =i mzﬂi p
—i—\/%kQ arctan \/% + \/%p? arctan \/%} . (3.274)

Las ecuaciones (3.273), (3.274) estan de acuerdo con [15] ver la ecuacién (A13). En el
caso no masivo y D = 3 tenemos que:

1
Jo(k,p) w{pz(k p—2k")Ja —p"Jp + (k-p—2p*) 4 — p*lp
. Amp?
e il d } : (3.275)
K2V =k —k2p2g?
1 2 2 2 2 2
Iolk:p) = TRa\F Gk -p=p)Jatp Bk -p—k)Jp+ Bk p—k)ls
@k ep— b ey SR } (3.276)
B Nay= \/_pQ \/—k2p2q2 ' '

Las ecuaciones (3.275), (3.4.1) estan de acuerdo con [13] ver las ecuaciones (36) y (37). A
continuacién consideramos el caso D =4 — 2e.

CASO D =4 — 2e:

En el caso masivo y D = 4 — 2¢ obtenemos:
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2

k-
{2p210—4 zp(H( - )LI>+{2k-p—3p2}fA—psz

JC(kap) - L k2 — m2

4A2

+{ =2k - p(m* — p*) + 3p*(m* — k*)}J4 + p*(m* — pQ)JB} . (3.277)

1 m? , m?
+(2k - p— k)4 + (2k - p — p*)Ip + [K*(m* — p*) — 2k - p(m® — k*)]Ja

Hp*(m? = k) = 2k - p(m? — pz)]JB} : (3.278)

Las ecuaciones (3.277) y (3.278) estan de acuerdo con [11] ver la ecuacién (57). Por
ultimo consideramos el caso cuando m =0y D =4 — 2e:

k-
Jo(k,p) = @{219210 - 4% + (2k-p—3p*) L4 — p*lp —p'Jp
P22k - p — 3k2)JA} , (3.279)
1
Io(k) = gxa{ — 20D+ 4 @y = L+ @k~ )
—k*(p* — 2k - p)Js — p*(k* — 2k -p)JB} : (3.280)
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La Integral Tensorial J,.z

La integral que nos resta calcular es (3.49) la cual no es necesario calcular puesto que
esta la podemos escribir en términos de algunas de las integrales anteriores:

whwawg

Juas = /d e o e 1 e (3.281)

De la ecuacién (3.42) tenemos que el factor multiplicativo de esta integral es —8p“k”, sea
entonces que calculamos

Jpa = 1/dwa4[(p - w);i#:lo;ﬁ(‘;u— w)? —m?]
= {(kQ —m?) /dwa4[(p —w)? —%l]][?k —w)? —m?]
n / dwaQ[(p e 7752][06/{5 )P —
- v =] o

donde hemos usado que (k —w)? = k* + w? — 2k - w. Las dos primeras integrales ya las
hemos calculado. La tercer integral la multiplicamos ahora por p®, entonces

« Dw W Wy _ Dw wuw - p | |
! /d wil(p = w)? —m?] /d w|(p — w)? — m?] (3.283)

Usando (p — w)? = p? + w? — 2p - w, podemos escribir

e e I Ul e e

+/dwa2[(p _I:’U“)Q — /d%}%} (3.284)

La ultima integral es cero y las dos primeras integrales las hemos ya calculado anterior-
mente [ ver las ecuaciones (3.132) y (3.263)]. Entonces,

—8pakﬁ<]ﬂa/3 =
—2p% (k2 — m?) S — 2% Lo + 720" [Qa(p) — (p* — m*)Qu(p)]
=2k (p* — m?)J,5 — 2k L5 + im* k" [Qa(k) — (K* — m*)Qu(k)] .(3.285)

Por lo tanto, tenemos los resultados completos de las integrales independientes para el

103



vértice A} en dimensién arbitraria y norma arbitraria. De tal manera que sustituyendo
estos en el vértice A} que a continuacién escribimos tenemos el resultado deseado.

v m2e? i 2 e
R C e =T e
Mk +5(k - p)) + P (K + (k- p))]La

[k
-l +5k p)) + k" (p* + (k- p)lIn

so = Spe (1= 5 )0+ ) )t

2
+2 <1 — 5)(k p)(p+ k) 4 pk* + k’“pﬂ Ip

+2:<<1 — %>p2+ (k‘-p))p”— %Qk:”]]E

He-1) E[%k PP (k) — PO - ) — R - )]

—(k+p)'[* + (k- p)La — (k+p)"[(k - p) + p’llp

+ |k (k P +k2<1—%>> —Igp“}lc

+ p“<k2—|— (1— %)(k-@) +k‘”<p2—|— (1 — %)(k.p)ﬂfD
ng“—i—p“((k )+ <1—11)>p )]IEJrD(ker)“KO
(oe(e- (- o)
2

o)

# (w2 (1= D)+ (1= 5) o 7))

# (0 4 2(1= ) (1 5 )t = k) )]

+[k ( ( ) “(k-p) +p;<p2 —m2)> +p“<(k ) <m2 + (1 - 12)>p2>
#(1= 5 )oon = 10)) | i+ 10at0) + (02 = 00

FRIQR) + (= 2)0u(0)] | (3.256)

+

+ |k

A continuacién vamos a calcular los vertices Ay y Af.
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3.4.2. Los Vértices A}, y A} a un Lazo

Regresando a la expresion (3.19) tenemos que

M = oy | PV | 09
2ie? D 2p —w)* D 2p — w)ww"
B <2w>D[/d “’w%(fofw)?)— ] ‘(1‘@/‘% wwgfp—zgﬁ—mﬂ]
2ie? D 1 D wh
B <2w>0{2p“/ P A —w) ] ‘/ P A~ w)E ]

B R e ) R e 8

Las integrales independientes a calcular son:

D 1
K(p) = /d wwz[(p—w)Q —] (3.287)
Kh(p) = / e e R (3.288)
Lon(p) — / P (3.280)

Hacemos el cambio de variable p — w = w’ en la integral (3.287), tal que,

1
K(p) = [ d”u' 2
0 = [ o 20
la cual hemos calculado [ver (2.29), (2.16)]. Entonces
re—-9re -1 D D D p?
K(p) = inP/? 22 N R (2-= L= ). 3.291
(p) 0 F(%) (m )2 2 1( 27 ) 7m2> ( )

Usamos la formula (3.241), tal que:

D
D D p? p2\ 22 D D D p?
[ =t Pt i R R Fle-2, 2 12— ). 3202
2 1( 27 727m2> < m2 241 272 727p2_m2 ( )

Por lo tanto,
D D D D 2

La integral (3.288) la escribimos de la siguiente manera:

K*(p) = /dwa2[(p ey = apt . (3.294)
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Entonces,

= dPw w-p , 3.295
- [P (3.295)
Del hecho que w-p = [p +w? — (w—p)?], ademés de sumar y restar m? en el numerador
de la integral obtenemos
1 1 1
dPw——— 2 _m? /dD . 3.296
0= 5| [ P ) [P (3:296)
Por lo tanto,
Ko(p) = 22 / dPw— (= m?) / dPw ! . (3.207)
2 w2 wPlp— w) — )

Estas integrales ya las hemos calculado en el capitulo 5 (ver para la primer integral (2.18)
y (2.29), (2.16) para la segunda integral). Finalmente, sea que escribimos L*”(p) de la
siguiente manera:

QL LoV 1
Lon(p) = [ dP W — | PP 2 | gy 3.208

Si multiplicamos por g, esta integral obtenemos:

1 1
- — dD — K . .2
5 | v ma =~ KW (3299
Ahora multiplicamos (3.298) por p,p,, tal que,
Cw)? D—1)
g ) _ 2=l 3.300
[ & = e Y (3:300)
donde
1
(p-w)” = 2" +w' + (w—p)* + 20" = 20w —p)* =2 (w—p)’]. (3301

Después de hacer algunas operaciones algebraicas y simplicando tenemos

/ lefll[(p(f -;)22_ ] . | 1
= Z(pQ—mz)/dwa4[(p_w)2_m2] Z/dD Yur —me

1 2_ 2 Dy, 1
5 ) [ e

Todas estas integrales ya las hemos calculado (ver (2.34), (2.43) para la primer integral,
(2.18) para la segunda integral y (2.16), (2.29) para la tercera integral). Por lo tanto,
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conocemos que es A5 a un lazo en una norma y dimensidn arbitaria lo mismo ocurre para
A% puesto que A = A5 (k < p). Escribimos A} explicitamente como:

2e? 3 m? D D D D p?
N = p 12 2 el (1= D) )RR (2 - 21 2 P
(285 (27T)Dp {[2+ p2:||: s 9 (m)2 241 27 ,2’777/2

2
ST <1 - l;) (m*) 2™ = (1-¢) {2]192(292 —m?) { — T (1 - l;) -

Simplificando y usando las formulas
sion arbitraria es:

2.2 2 D/2-2 D
po— ET m- _r v 2\D/2-1
M= {[3+ . }@(p) ; r<1 . ><m )

— m2)

He= 0|7 @) + 02 - e | (3.304)

De esta manera conocemos el vértice de 3-puntos A* a un lazo.

3.5. Sobre el Vértice No Perturbativo de 3-Puntos

La identidad de Ward-Green-Takahashi relaciona el vértice con el propagador escalar

de la siguiente manera:
qﬂrﬂ(kap) = Sil(k) - Sil(p) ) (3305)

la cual, hemos verificado explicitamente para la parte divergente del vértice a un lazo.
Esta identidad indica que el vértice completo contiene informacién del propagador escalar.
. De qué manera podemos extraer esta informacion?. Para ver esto, podemos empezar con
la identidad de Ward que es la forma limite (k — p) de la identidad 3.305:

%5‘1(19) =T"(p,p) . (3.306)

Podemos verificar esta identidad para el inverso del propagador escalar a orden arbol,
57 p) = 97 —
O 571p)) = ) = 2 (3.307)
Opy Opy
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Por otra parte, I'*(p, p) = 2p*. Por lo tanto, la identidad de Ward obviamente se satisface
al orden arbol. La ecuacion (3.305) nos permite dividir I';, en dos partes,

Lu(k,p) =T} (k,p) + T} (k,p) (3.308)

donde Ff(k,p) es llamado el vértice transversal y Fﬁ(k‘,p) es llamado el vértice longitudi-
nal. El vértice transversal, por definicion, satisface las siguientes propiedades:

¢'Th(k.p)=0 y Tl(p,p)=0. (3.30)

Entonces,
¢"T}(k,p) =S~ (k) = 5" (p) . (3.310)

De esta manera F;‘f(k, p) queda completamente indeterminado. Usando estas propiedades
tenemos que:

0
re = _——Sp). 3.311
(P, D) o, (p) (3.311)
Empleando la regla de la cadena obtenemos
op? 0 0
It = S p)=2p,——S"(p) . 3.312
£ (D, p) O O (p) = 2p, o0 (p) (3.312)

El vértice longitudinal satisface la propiedad de ser simétrico bajo el intercambio del
momento k y p, es decir, I'} (k, p) = I'; (p, k). Uno de los procedimientos mds usados para
determinar el vértice longitudinal para momentos arbitarios es

1 S~ p)  ST'(k)—S"'(p)
W (K w N )
P = 5 (R ) o pE— (3.313)
cuando k # p. Entonces
S—YE) - S (p
(k) = (b4 ) D=5 (3.314)
Por lo tanto,
SH(k) -85t
Dtk p) = (k) 2 =5 g (3.315)

k2 — p2
Sabemos que T'*(k, p) se puede escribir tinicamente en términos de k* y p*. Por lo tanto,
la expresién mas general se puede escribir como

I*(k,p) = [K" + gp" (3.316)

o alguna combinacién lineal de vectores k* y p#. La ecuacién (3.314) nos sugiere escoger
una de estas como k* + pt. Por lo tanto I} necesita solo un vector para expanderse.

Podemos escribir
Ty (k,p) = 7(k*, p°, ¢*)T,(k, p) . (3.317)
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Siguiendo [10], escogemos

Tu(k,p) =k -qp" —p- qk" (3.318)
Es facil verificar que
qT"(k,p)=0 y T"(k,p)=0. (3.319)
Por lo tanto
S—l _ S—l
I*(k,p) = (K" +p") (kg 7 L (K 0% )k - qp —p-qk"] . (3.320)

La tinica funcién que nos queda indeterminada es la funcién 7. Si conocemos esta funcion
podemos saber todo sobre el vétice no perturbativo. Para el vértice a orden arbol la
funcién 7y = 0, puesto que,

Pg(kap) - k# +p# ) FgL(kvp) = k# +p# ) = FgT(kap) - 0 . (332]‘)

El conocimiento de 7 a un lazo nos puede guiar a sus posibles estructuras no perturbativas.
Esto se obtiene de la siguiente manera:
St - S

—tazo —ltazo k —tazo p
Tictazolki - qp/* — p - qk¥] = T} 10%0 — =1 (kz _p; ol )(k“+p“) . (3.322)

-1

Ya que conocemos S|,

o ¥ )71, podemos calcular 7y_qz,.

3.5.1. El Vértice Longitudinal a un Lazo

Hemos obtenido que el propagador inverso a un lazo en norma y dimension arbitraria
es [ver la ecuacion (2.45)]:

2
571(])) _ p2—m2— € ﬂ_D/Z(mQ)glF(l_ D> «

(2m)P 2
(m? + p?) D . D p?
1-2 2F1 2_7717777
m? 2 2" m?2
m? — p?)? D D p
+(1— 5)(”174“2171 (3 - 555 %)} . (3.323)

Transformamos las funciones hipergeometricas de esta ecuacion usando las férmulas (3.242)
y (3.292) y usando la ecuacién (3.314) tenemos que el vértice longitudinal a un lazo en
norma y dimension arbitraria es:

i) = (0 ) s s {20, ()0 4 47) = 20, 4) 0 + )
H1= €~ 1P Qalp) — (o~ P Qu(b] | (3.324)
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A continuacién vamos a calcular el vértice transversal.

3.5.2. El Vértice Transversal a un Lazo

El vértice transversal a un lazo en norma y dimension arbitraria es:

L (k,p) = T (k, p)7 (K, 0%, %) (3.325)
donde
e2n? ) , B )
D&m = 2(27T)DA2{(]C —2m” +p” — 4k - p)[=Ko + (m” + k- p) L]
2Q:1(p
+l<:2 i( )2 {p?(p2 — 3k -p) + ]{;Z(k p— 3p2) _ 2m2(p2 Ty p)]
201 (k
E i(pg [kQ(k2 —3k-p) +p2(k‘ -p— 3k‘2) — 2m2(k;2 +k- p)]

» (k-p+p°) + z?i(g(k -p+k2)]}. (3.326)

Podemos observar que esta funcién depende tinicamente de las funciones )7 y Q3 puesto
que Q2 y Q4 dependen de estas dos primeras. Para esto hemos usado las siguientes rela-
ciones entre funciones hipergeometricas[23]:

c(l1=2z)F(a,b;c;z) — cF(a,b—1;¢,2) + (¢ —a)zF(a,b;c+ 1;2) =0 (3.327)

F(a,bjc+1;2) = [cF(a,b—1;¢;2) —c¢(1 — 2)F(a,b;¢; 2)] . (3.328)

1
z(c—a)
Seaa=2—D/2,b=D/2, c=D/2y z=k*/(k* —m?), tal que:

D D D k2
Fl2-=2 =241, —— ) =
“( 2’2’2+’k2—m2>
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La tultima funcién hipergeometrica es igual a la siguiente funcién:

D DD K B2—m2\*72 w2\ 2
2F1<2_2’2’2’k:2—m2> - ( k2 ) <_k2> : (3.330)
Sustituyendo (3.330) en (3.329) y simplificando tenemos que la funciéon Qy(k) es:
1 m2 5 D (mz)D/2—1

_ 4+ _m /22 v
Q2 (k) 5 [(1 12 )Ql(k‘) + 7 F<1 5 ) 12 : (3.331)

De manera semejante obtenemos que la funcién Q4 (k) es:

1 m? 1

Q4(k) = 3 [(1 - k2> Qs(k) + szl(k)] : (3.332)

Ahora tomamos el limite m = 0 en la ecuacién (3.326), tal que:

D)

TD,&,m:O - m{(kz —|—p2 — 4k p)[(k‘ . p).[() — .f(o]
_li?i(];l " = 3(k* + & - p)p* + K*(k - p)]
D = 37+ k- R )]

+@—nﬁﬁkwwhm%

—E?i(];l (k-p+p*)+ 2%@ (k-p+ k2)]} (3.333)

En el caso masivo y D = 3 obtenemos:
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62

16w A2

TD=3,6,m

{(k2—2m2+p2—4k-p) X

2

(m*+k-p)ly — 2[(—%)] + 4(k*(k* — 3k - p) — 2(k* + k - p)m?

+(k-p— 3k2)pg)% — 4(K*(k - p — 3p®) + p*(p* — 3k - p)
—2m*(k - p +p2))éz(__]9],i)2) + (€= 1)(m? = k*)(m* — p?) [Io

~ Am(K + k- p) Am(p*+k-p) 1 2 ‘

) g gy [ )
Iy, 4 2 (kz - m2)q2 - (kQ + mg)(k’g - pQ)

(2(m +k-p)q m< (2 — m2)?

+
L))

donde
1
I(—k?) = N arctan |/ — m2 , (3.335)
2 q>
I(—¢*/4) = ? arctan a2 (3.336)

En el caso no masivo y D = 3 obtenemos:

d {—p4—3(k2+k-p)p2+k2(k-p)

TD=3,6,m=0 —
S8A2 /_pQ(kQ —p?)
+/<74 —3(p* + k- p)k* +p*(k - p)
VR )
1 1
—(K*+p* — 4k - < + )
(K +p p) N R
AQ
e 1)7_@21@} | (3.337)
Usando v —k? = =p, \/—¢* = ¢ tenemos:
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o k*+2qk + p* + 2pq e2

TD=8Em=0 ‘ 2kp(k +p)g(k +p+q) « )8qpk

(3.338)

En el caso masivo y D = 4 — 2¢ obtenemos:

o
TD=4—etm — SHAZ
2L

to5 s (pz(p2 =3k p) + K (k-p—3p°) —2m*(p* + k -p)>
k2 _p2

2L
T2 (’fz(k2 —3k-p)+p*(k-p—3k*) —2m*(k* + k - p)>

+@—Mm%wmm%m%%—i@m+m%(w%

{(k2 —2m? 4 p? — 4k - p)[(m? + k - p) Iy + 25]

+ (p2 _ m2)2 + (kQ _ m2)2

Plp* —m?)@® +2m* (K — p*)IL | K*[(K* —m?)¢® — 2m*(k* — pQ)]L’>

(k-p+p°)(p* +m?) (k-p+ k) (K +m?)
2 L—2 L 3.339
R [ e s e 533
En el caso no masivo y D = 4 — 2¢ obtenemos:
L e Y ST &
TD=4—¢(,m=0 = STAZ (k*+p” =4k -p)| k-plo+ sz—kg
(k* + p*)q® — 8p*k* | K? 5 o Lo P*(K*+ k- p)In(—p?)
M C)E2p2 |0
+ 2 — k2 lnp2+2(5 )k°p 2+ K2 — p2
20,2 .
KR D) ey -pln(—qZ)] } (3.340)
K2 — p?
3.5.3. Técnica de Delbourgo
Hemos visto que
I¥(k,p) = (k. p) + (k. p) (3.341)
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Podemos trabajar con una base de vectores diferentes:
1
P:§(k’+p), q=k—p (3.342)

Entonces
[*(P,q) = T%(P) + T%(P.q) (3.343)

Para calcular I'}., necesitamos tnicamente identificar el coeficiente de ¢* en I'*(P, q). Por
ejemplo para el vértice A tenemos que

_ieAH = o3 dPw (2p — w)*(k + p — 2w)*(2k — w)”?
. / (2m)P w[(p — w)? — m?|[(k — w)? — m?]

[W2gas + (1 — E)waws)(3.344)

Eliminando el término k£ + p en el numerador y tomando & = 1 obtenemos:

o 5 [ dPw wh(4p -k —2k-w —2p - w + w?)
—teAy = 2e D )2 2 2 2 2
(2m)P w?((p — w)? = m?[[(k — w)? —m?]

(3.345)
(3.346)

Eliminando el término w? en el numerador puesto que Ry = (k + p),R©. Entonces

D (A - a2 12 2 a2 2 2
—ieA’f—Ze?’/dww(p k4 (k—w)*—k*—w*+ (p—w)* — p* —w?) (3.347)
(2m)P w[(p —w)? =m?|[(k —w)* —m?]
Eliminando w? en el numerador y simplificando tenemos
2 3
—iehl = 6)D{[4k p— k2 —pP 4 2m?I" + K (p) + K*(k)}  (3.348)
T
Ademaés
Cjent = 2 20" K (p) — K"p)] (3.349)
(= (27-‘-)D P p p .
o 2¢? B "

Por lo tanto, para calcular A* = A+ A5+ A% solamente necesitamos calcular las integrales
I, K*(k) y K(k). Antes necesitamos calcular las integrales R, I, I* y I* en la norma
de Feynman. Usando esta técnica obtenemos el mismo resultado que antes. Podriamos
tratar de encontrar el vértice transverso al nivel de dos lazos usando esta técnica. Algunos
diagramas a calcular del vértice de 3 puntos son:
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e
~¢—4—

Para el diagrama

Usando reglas de Feynman obtenemos

et — 65/ dPun / dPw, [k +p — 2wy — wa]*[2p — wy]a

@m)P ) @2m)P  [(p— w1 —w2)? — m?]
2p — 2wy — wo]a[2k — 2wy — was[2k — wr ], "
[(k = w1 —w2)* = m?|[(p — w1)* — m?][(k — w1)* — m?]
af ,wa,wﬂ Ao ’LU)"LU
Lm0t gt (3:351)
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Eliminando el término k4 p del numerador se puede simplificar un poco el calculo de este
vértice.

3.5.4. El Vértice Transverso No Perturbativo

La expresion a un lazo para 7(k?, p?, ¢*) es una gufa a sus posibles formas en el régimen
de acoplamiento fuerte. Cualquier ansatz no perturbativo para el vértice transverso deberia
reducir el resultado perturbativo evaluado anteriormente. Las ecuaciones (2.45) y (3.326)
sugieren que 7 deberfa tener la forma general para e? como :

1 [S7YkE=1)—SHp,E=1)]
AN [(m? + k2)Q1(k) — (m? + p*)Q1(p))]
{(k:2 —2m?® + p* — 4k - p) [—f(o(k —p)+ (m?+ k -p)fo}
2Q1(p)
k2 _p2
2Qu(k)
k2 _p2

1 [k, —1) — S (p, & — 1)]

202 [(m? — k2)2Q3(k) — (m? — p?)2Qs(p)]

{%—%m+mﬂh—§%ﬁwm+ﬁ%k

Tom(k* p%, %) =

+ [pz(p2—3k-p)+k2(k:-p—3p2) —2m2(p2+k:-p)]

[K*(k* = 3k - p) + p°(k - p — 3k%) — 2m*(K* + k - p)] }

+ (m? = ) (m® — 1?)

2Q3(k)
k2 — p2

(k-p+ kQ)} .
(3.352)

La notacion significa que S(p,& = 1) es el propagador escalar en la norma de Fermi-
Feynman, mientras que, S(p,& — 1) es el coeficiente del propagador escalar proporcional
a (£ — 1). Por construccion, esta expresién reproduce el vértice transverso a un lazo en
el régimen de acoplamiento débil. En dimensiones especificas y para el caso no masivo,
este se simplifica. Por supuesto su forma no es tinica pero quiza esta es la extension no
perturbativa cercana més simple de nuestros resultados para algin £ y D. Nosotros esper-
amos que un calculo idéntico a dos lazos nos ayudard a encontrar una mejor estructura
exacta. Debido a la ausencia de las matrices de Dirac, este calculo a dos lazos es una tarea
formidable no como para QED espinorial y QCD.

3.5.5. Las Identidades Transversas de Takahashi

La ecuacién (3.352) es efectivamente una identidad de Ward asociando el vértice
transverso al propagator escalar. Hemos estado intentando encontrar relaciones formales
de este tipo. Y. Takahashi, [24], descubrié que son llamadas identidades transversas cuyas
implicaciones para el vértice han sido examinadas para QED espinorial, [25, 26, 27, 28].
En el caso de SQED, como hay justamente una cantidad desconocida que permanece
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indeterminada por la convencional identidad de WFGTI, esta es tentativamente a en-
contrarse por una identidad transversa de Takahashi, esperando poder ser determinado
el vértice de 3 puntos més realisticamente. Deberfamos notar que la forma general del
vértice (3.320) demuestra que el coeficiente transverso contribuye a ambas bases de vec-
tores P, = (p+ k), v g = (k — p),. El rotacional del vértice ¢,I', — ¢,I', eliminara la
componente de I' proporcional a ¢, quedandonos con mezcla cinématica q,P, — ¢, P,
multiplicando los coeficientes

S(p) ~ 57 (h)
p2 _ k?

+ ¢ T(p*, K ¢%) /2,

que es dificil manejar. Sin embargo la misma combinacién cinématica puede también
ser obtenida formando el ‘rotacional modificado’ P,I', — P,I',; este tiene la ventaja de
eliminar la parte longitudinal de I' y brindarnos unicamente 7. Sugerimos que las nuevas
identidades que involucran el rotacional modificado son méas apropiadas y demostraran
mas desarrollo para SQED.
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Capitulo 4

El Vértice de Cuatro Puntos

4.1. Notation

Como ejercicio de calentamiento, en este capitulo dedicaremos a la metodologia para
calcular las integrales de la funcién de 4 puntos.

» Identidades de Integracion Por Partes (IIPP).
= Técnica de Mellin-Barnes para resolver integrales.

Comenzamos por establecer la notacién. La topologia con la que vamos a trabajar es la
que se muestra en la figura 4.1. Esto es, cada uno de los propagadores es etiquetado por
un entero y lleva un momento especifico que satisface la conservacién del momento. Esto

p-w
p o - > p
1 » » »
a=w R AV
ki — < «—
k—w

Figura 4.1: Diagrama para la caja off-shell a un lazo.
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se puede verificar con la siguiente definicion de los propagadores:

A = (p—w)*—m?

Ay = w?—m]

Ay = (k—w)®—m;

A = (g—w) - (4.1)

donde g = k + k1 v w es el momento del lazo.

4.2. Representacion Parametrica para Integrales de
Lazo

Las dos representaciones parametricas que pueden ser usadas son

1. Parametros de Feynman  Esta representacion se basa en la idea de Feynman, esto
es, expresar un conjunto de propagadores como integrales sobre parametros asignado
a cada propagador. La relacién entre esos parametros es preescrita por una funcién
delta asi que la integracion es sobre una unidad de longitud, y normalizada por un
radio de funciones de I'. La preescripcion es la siguiente:

N

1 i 1 ! vi—1 - - :
il T'(N) [H ) /0 dx; x’ ]5(1—;@) (;m) (4.2)

=1

con
n
N = E V.
=1

2. Parametros de Schwinger Esta representaciéon se basa en la propuesta de Schwinger,
es decir, usar la funcién exponencial, en lugar de la funcién § para expresar un propa-
gador como una integral sobre algin parametro. Esta vez la integracién es sobre un
intervalo infinito y para un solo propagador esto es:

1 . (_1)Vl e v;—1
i P(Vi)/o dz; )" exp (x;4;) , (4.3)

entonces,para un numero arbitrario de propagadores tenemos

n

1 —1)¥ 0 b1 n
P [,H Ty, ]exp (ZA> (44

=1

Ambas formas parametricas nos permiten escribir los propagadores en el denominador
como un polinomio que puede ser usado para integrar sobre el momento del lazo con un
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simple cambio de variables. El polinomio, para la integral de un lazo, tiene la siguiente
estructura

n
Z r;A; = aw? +2b-w +c, (4.5)
i=1
donde hemos tomado aparte la actual estructura interna de los propagadores de las difer-
entes contribuciones. Precisamente, a es la suma de los parametros asociados con los
propagadores que contribuyen al w-lazo. Los tensores b nos dan la contribucion de los
términos como p; - w, donde p; puede ser alguno de los momentos externos. Por ultimo, los
términos ¢ tienen toda la dependencia de los momentos externos al cuadrado. En todos
estos términos siempre tenemos una dependencia lineal en los parametros z;. Por ahora,
tenemos una idea de la estructura de esos términos que puede ser leida la estructura de los
polinomios en la ecuacién (4.5), de la actual grafica asociada con estos. Sea que extraemos
la estructura de los polinomios asociados con el diagrama general planar mostrado en la
fig.(4.1), cuya integral involucra los siguientes propagadores

Términos contribuyentes :
Propagador a b+ c

Ar= (p—w)—mi || w> —2p-w p*—mj

Ay = w?—mj w? —mj

Az= (k—w)?—mi | w? —2k-w k*—m

Ay= (g—w)>—mi | w® —2¢-w ¢ —m]

Por lo tanto tendremos

a = $1+$2+$3+l’4,
Vo= —(x1 p"+x3 B+ x4 ¢), (4.6)
c = z1(p® —mi) — xoms + x3(k* — m3) + 14(¢* — m3),

para el polinomio asociado con la integral planar general de la ecuacién (?7).

4.3. Cambio de las Integrales Escalares y Tensoriales

Con esto en mente, podemos aplicar cualquiera de las dos parametrizaciones para una
integral arbitraria a un lazo

D
Py, . v :/d = !

. D )
imz At A

y usando la estructura de los polinomios podemos resolver la integracién con respecto
al lazo del momento. Podemos hacer esto facilmente con el siguiente cambio general de
variables,

1
wh o W (4.7)
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Si aplicamos este cambio de variables a el lado izquierdo de la ecuacion (4.5), efectivamente
diagonalizan el polinomio (completando los cuadrados del lazo de momento) y tenemos

inAi = aw?+2b-w+c
i=1

= aW?+ A, (4.8)
donde,
ac—b  Q
A= = = 4.9
, 2 (4.9)
Yy
P =a. (4.10)
Entonces
Q = { (x1 + xo + 23 + 14) [tflcl(p2 — mQ) — zom3 + xg(k2 — mg) + :Jc4(q2 — mi)]
—2(wa3 k-p+aixap-q+ x3x4 k- q)
— (@ P+ K+ )} (4.11)
P = X1+ X9 + X3+ 24 (412)

En cualquier caso, de acuerdo a lo que hemos discutido, nuestra integral arbitraria de la
ecuacion (4.7) puede ser escrita de dos maneras. Si usamos la preescripciéon de Feynman,

Py, v] = T(N) [Hﬁ/{) dx; x;’i1]5<1—2xi>

i=1

X / W (aW?+ )" (4.13)

12
v si usamos la preescripcion de Schwinger,

D - -1~ > v;i—1
Py, v = [H (F(v)i)/o dw;

i=1

D
X /d I;V exp (aW?+ A) . (4.14)
T2

Ahora, la dependencia en el lazo de momento es solamente a través de su magnitud,
asi podemos integrar sobre este. Realizando la rotacién de Wick e integrando sobre el
momento del lazo. Nos quedamos con las integraciones parametricas sobre las estructuras
de @ y P, que pueden ser reconstruidas directamente de la grafica (usando a, b" y ¢) a la
integral que es asociada. Por lo tanto, la integracién de lazo resultante es

Py o) = <H (F_(ly); /0 dxixi”il) ) (1 — ;xz>

i=1

x I'(N — D) PN-D QP/2=N, (4.15)
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en la preescripcion de Feynman, mientras que en la preescripcion de Schwinger, tenemos

Py v] = (ﬁ (F_(ly)) /0 " i, xw) X P;/Q exp (g). (4.16)

i=1

Esta ultima expresion puede ser reescrita como:

Py v = /@m pll)/z exp (%) (4.17)

/D:c: (=1) / da;a ™
1 L) Jo

1

donde

Y, cuando tenemos integrales tensoriales, necesitaremos identidades como,

D
/d W WH exp (aWQ) = 0,

Z7T2
dPwW 1 1
WHWY W?) = —— g™ — 4.18
/ = exp (alV?) 50 9" o (4.18)
/dDW W“WVWPWU exp (CLWQ) — i {guugpa +gupgya +guogup}
i3 da? aP/?

Asi, como un ejemplo concreto, consideremos la integral tensorial asociada con w*

D 1
o) = [on [ -2 (o)
= /Dx " W exp (g) (4.19)

pero, recordemos que a = P, asi que,

b
Pl v {w'}y = /Dx Pz P <g) (4.20)

Vamos a ver la respuesta que nos proporciona la integracién. Conocemos que los términos
a, b v ¢, tienen dependencia lineal en los parametros de Schwinger z;. Entonces, podemos
absorber los factores extra de xz; (viniendo de a, b*, ¢) y P en los términos ya presentes.
Notemos que tendremos dos tipos de modificaciones en nuestro integrando

1. potencias extra en los parametros de Schwinger

3:;’1'_1 x; .
xZ; V,————— V;1

T(v) = T+ "
de b~
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2. y dimensiones extras

1 1 1
+
pb2z p  p+22 ~dr.
from L1

asi que 1/P = 1/a actua como un aumento en la dimensién

1
5 = dt, P = d =ul1"+ w2t + 133" +u4" (4.21)
donde

dE 1Py, vg, oy 0] ~ TP [0, 1y, . 1) (4.22)

En resumen, el término b* es lineal en los parametros de x;, asi que el cambio de potencias
actual ocurrird en un propagador una vez. La integral en la ecuacién (4.20) serd una suma
de integrales con una estructura similar, esquematicamente

ID[VD -y Vi "'7V’n]{wu} ~ Zy’i ID+2[V17 s Vg1, 7Vn]{plli} (423)

Asi hemos escrito nuestras integrales tensoriales en términos de una suma de integrales
que tienen potencias y dimensiones extra en los propagadores. Este procedimiento puede
ser aplicado a integrales con cualquier niimero de tensores en el numerador, todo lo que
necesitamos es aplicar el cambio de variables dado por w*.

4.3.1. Reduccion de Integrales Escalares Usando Identidades de
Integracién por Partes

En este momento, cualquier integral tensorial a un lazo puede ser escrita como inte-
grales escalares con potencias y dimensiones extra en los propagadores. Ahora necesitamos
un procedimeinto para reducir estas potencias y dimensiones, para ser capaz de identificar
que integrales escalares necesitamos calcular, y siempre que podemos hacer esto, podemos
tener el resultado para cualquier otra integral escalar. Para lograr esto, construiremos un

sistema de 4 identidades de Integracién por Partes (IBP), comenzando de la siguiente
identidad:

dPw O AH
¢ = . 4.24
/ in? [A?A;?A?Ar] ! (424
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donde ¢ = 1,2,3,4 las definiciones de los propagadores son aquellos presentados en la
seccién previa. Aplicando la derivada obtenemos las siguientes 4 identidades:

[(p* = mi —m3)i 1T + (K> — m3 — m3)vs3% + (¢ — m3 — m{)wadt] IP
= (D—v1 =2 — vy —v)I” + [(1n 1" + 133" + 14a")27] 1P,

(4.25)

[ — 2 — a2 + (O — ) — m — a3 + [(q - p)? — m? — mia*] 17
= —(D—-2v1 — vy —v3— V4)[D + [(V22+ + 133" + 1/44+)1_] 1P,
(4.26)

[[(k —p)* = m} —m3l 1T + (K> — m3 — m3)w2" + (¢ — k)* — m3 — m3]vad™] 1P
= —(D — V] — Vy — 21/3 — 1/4)ID + [(Vll+ + V22+ + V44+)37] [D,
(4.27)

(g = ) = m = 2l ¥ + (2 — md — 22" + [(q — k)? — m3 — m3Jus3*] 17
= —(D — UV —Vy — V3 — 2V4)[D -+ [(V11+ -+ 1/22+ + V33+)4_] [D.

(4.28)
Notemos que este sistema se ve como el siguiente sistema de ecuaciones
(p* —mi —m3) X + (K —mj —m3)Z + (¢" — my)W = A
(p2—m?—mi)Y+[(k—p)2—m?—m§]Z+[(q—p)Q—ml mi]W = B
((k—p)z—m%—m§>X+(kz—mé—mé)YH(q—k)Z—ms myW = C
((q—p)* —=mi —m)X + (¢* —my —mi)Y +[(q— k) —mi—mi]Z = D
(4.29)

donde {X = 117, = 152" Z = 133", W = 144"} (representa integrales con potencias
extras en los propagadores) y {A, B, C, D} son integrales con potencias menos y pinchings.
Este sistema es facilmente invertido asi que terminamos con cuatro identidades de IBP
que pueden reducir o bajar las potencias de propagadores, esquematicamente

TIP =P + [l + 027 + 63 +ed | I

donde i = 1,2,3,4 y los {¢;} son coeficientes que dependen de razones de polinomios
de los momentos externos {p? k% ¢* (k — p)?, (¢ — p)?, (¢ — k)*}. En el caso en el que
my = mg = mz = my = m. El sistema de ecuaciones (4.29) se reduce a:

W_
W:
W

(p* = 2m*)X + (k* = 2m*)Z + (¢* — 2m?)
(p* —2m*)Y + [(k —p)* — 2m*|Z + [(¢ — p)* — 2m?]
(k —p)* = 2m*) X + (k* —2m?)Y + [(q — k)* — 2m?
((g—p)? =2m*)X + (" —2m*)Y + ((¢ — k)* = 2m*)Z =

O aQm =

(4.30)

124



[ (T 1 1

+
+
+

=(q —p)* +4 * +(q—k)?

Figura 4.2: Representacion diagramatica de una de las Identidades de Integracién Por
Partes (IIPP) parael casom =0y v; =1 parai=1,--- 4.

Asi mismo, para el caso m = 0 tenemos que:

PX+EZ+¢3W = A

pY +(k=p)’Z+(q-p?*W = B

(k—p)P’X + kY + (¢ —k)*’W = C

(@—p*X+¢Y +(q—k)?Z = D
(4.31)
Si hacemos una representacion diagramatica de este sistema de ecuaciones. Sea por ejem-
plo, que tomamos la ultima ecuacién de este sistema en el caso en que v; = 1 para
1 =1,---,4. Entonces tendriamos que calcular los diagramas que se muestran el la figura

4.2 donde los puntos significan una potencia mas en el propagador. Se puede hacer una
representacion diagramatica similar para el resto de las Identidades de Integracién Por
Partes (IIPP). Para el caso m = 0 tenemos que la solucién al sistema queda de la siguiente
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forma:

X = i(DkQ(—kQ(p Q)+ (k-q— )+ (k-p) + AR =2k - g+ ) (—p*(k - q)
+k2 (- q) = K°¢* + ¢*(k - p)) + *(BE* (K — 2k - ¢ + ¢*) + C(=k*p* + p*(k - )
+E(p-q) — (k- p)))) . (4.32)

Y o= ;((Bk? —COp* =2B(k-q) +2(p- @) (=p*(k - q) + K*(p- q)) — (B(K*
+(P*+2k-p)k-q—k(k-p—2k-q+p-q)+Cp"+ (K +2k-p)(p-q)
—p*(k-p+k-q+2p-q))¢" — (BK* 4+ Cp* — (B+ C)k - p)g* + A(k* + p?
=2k -p)(k* =2k -q+ ) (P> = 2p-q+ @) + D(K* +p* — 2k - p)(p°k - q
+E* (=" +p-q) — (k- p))) (4.33)

Z = ;(A(p2 —20-q+ @) (=K p-q) +p*(k-q—¢*) +¢*(k-p)) + Dp*(—p*(k - q)
+k(p-q) = K¢ + ¢ (k- p) + ¢ (CP° (0> = 2p- g+ ¢*) + B(=k*p* + p*(k - q)
+k(p-q) — ¢*(k - p)))) (4.34)

W= >1<(D/-c2p?(k2 +p* =2k p) — (BE = Cp*)(—p°k - g + K*(p- q)) — (B + O)k*p?
—(BE* + Cp)k - p)¢* + A(K* + p* = 2k - p)(P*(k - ) + KF*(=p* +p - )
—¢*(k-p))) (4.35)

donde

X = 208k q? =) + (0 Ok = ¢ (k- q)* = p*(K*¢ +2(k - p)(k - q)¢°
+E 2k -q)(p-q) = 2(k-p+k-q+p-9)° +4"))) . (4.36)

A continuacién vamos a discutir la técnica de Mellin-Barnes.

4.4. Representacion de Mellin-Barnes

Una vez que tenemos una integral en la prescripcion de Feynman podemos integrar
sobre los pardmetros usando el método de Mellin-Barnes que se basa en la representacion
de una potencia de una suma sobre el contono de la integral. En el caso de una suma de
dos términos con potencia arbitraria,

L v TOT(V +6)
A+ AN =— d¢ AFA;NE : 4.37
(A1 + A2) i EAT A, (N (4.37)
donde hemos introducido una variable compleja & y el contorno de integracién separa los
polos de las funciones I' como se muestra en la figura 6.2. A; 5 son nimeros complejos
tal que |arg(A;) — arg(As) < 7|. Esta identidad puede ser generalizada a un nimero

—100
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ﬂ ﬂ \\l"// Il \’7 ‘V_\‘ rrm

Figura 4.3: El contorno de interacién para las integrales de Mellin-Barnes separa los polos
deI'(---—u) ylos de I'(- - -4u). Cerramos el contorno hacia la izquierda o hacia la derecha
escogiendo una de las dos series de residuos.

arbitrario de términos para la suma y ser aplicada para convertir el término QP de la
representacion de Feynman, en un producto de integrales sobre variables complejas. Por
iteracion de la misma férmula tenemos que

1 100
Ayt A)Y = dey - -dg,, JASE - AS Tt AT NGl
( 1+ + ) (Qﬂi)m_l /—@oo 51 5 144 m—1“im
D(=&) P& )TV + &+ 4+ &)
: 4.38
Podemos ver que el integrando tiene polos para £ = n (rama positiva) y para{ = —N —n
(rama negativa), con n =0, 1,2, --- Si decidimos cerrar el contorno a la derecha. En este

caso, sumamos unicamente la primer serie de residuos. Estamos en posicién de emplear
el teorema del residuo de Cauchy

]f dyf(y) = 2mi Z Res{f(y;)} . (4.39)

La tinica cosa que necesitamos conocer es el residuo de la funcion I'en —n =0, —1, -2, - - -

Res{I'(—2)}s=rn = Res{I'(z)},=—n
— Res{T(y — ) byeo
= Res{I'(y —n— 1!},
I'ly+1)
yly—1)---(y —n)
(=1)"

= (4.40)

= Res{

}y:0
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donde hemos usado la propiedad basica de la funcién I’
2I(z) =T(1+x). (4.41)
Sumando todos los residuos obtenemos:

b o0 d{AﬁAQ_N_SF(_g)NN +¢)

270 ) _io I'(N)

v DIV +n) (A /Ay)"

= 4 nz_% I'(N) n!

_ AZ“(A;;'”)(—AI/AQ)”, (4.42)

que es la expansién de Taylor de (A; + Ay) ™ alrededor de A; = 0. Un resultado similar
puede ser obtenido cuando cerramos el contorno a la izquierda. En la siguiente seccion
aplicaremos esta técnica para evaluar el triangulo no masivo.

4.4.1. Representacion de Mellin-Barnes para el Triangulo no
Masivo

Consideremos el caso del triangulo no masivo como se muestra en la figura 4.4, tal
que,

Ay = (k—w)?. (4.43)
En este caso la ecuacién (4.11) se reduce a la siguiente forma:
Q = 2129p” + w123(p — k) + w03k (4.44)

Empleamos la siguiente notacion por conveniencia:

Jiz = P’
fis = (p—k)?
fos = K. (4.45)
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4

4= 5

Figura 4.4:

Entonces la representacion de Mellin-Barnes para el triangulo con m; = mg = mg =m =0
es:

gm=0 _ (= VPPN = D/2)  Jo (T dasal ™ )3(1 = 30, 1)
‘ [L;T(w) [froz12 + fisw123 + fogwows] N-%

D/2 Fico  pico 5
" LIeP F (vi) (2mi)? / / Phadra MFH”F@_ 3 +A12) x

D_nN_)\ 1 PNt
1 L2 £32 12 Aot —1 .3 2+v2
15 /%5 / o / (l | dry)o(1 — E 1)} Ly x
0 0
l

ag N (4.46)
0 ( 1)D/2 2 D/2 N +ico  pico
m=0 — dAdNT(=\)D(=A
IR (D - N)IL ryl 97mi)? /_ /_ 2L(=2)T (=) X

D D D
F<N_ 5 +)\12>F()\1+)\2+V1)P<§ —N—)\2+V2>F<E —N—)\l—f—l/g)

A1 A2
() (%) oy
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Integramos con respecto a Ay, tal que, (p — k)? < k2. Elegimos asi, cerrar el contorno a la
derecha. Entonces,

B = F(l()__l);/)Qf{Z?Zj)_(Zm) / jdw‘*”@*”‘%_N A><ﬁz>

Oo()fl D
[no — (é)I(——n—N#VQFOV—§+AHTQHM+n+m)

f n+ve+D/2—N D D
—|—Z o <f23 r —n—;—kN—l/g r )\1+TL+§—V3 X

Pﬂ

n=0

NM+”+W4 (4.48)
o ()PP 2 AN (D
° - F(D N)HFVZ 27rz n! <f23> {F<2—H—N+l/2>><

n:O

e D D
/ d)\lF(—)\l)F 5+V3—N—>\1 T N—E—F)\]—‘-n F()\1+n+1/1)

100

M Vot D/2-N  piico
) <%> " (%) {/ dMI(=A) <§ +rv3— N — )\1>

><F<)\1 +n+ g —V3>F<N— g —n—y2>F(A1+n+u2)<£z> }}(4.49)
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Ahora integramos con respecto a A;. Si p? < k? elegimos cerrar el contorno a la derecha :

(D)2 (f22)" N [ o= (1) (1) D v ) x
r(D—N)HJ(w)[ZZ | F( Ty N )

D D f13\" ( fiz :
r 2+u3—N—l>F<N—2+l+n>1“(n+l+v1)<fzg> <f23>

m=0 __
JX =

D E n @ D/2—v3— N+l
F(E—V2+l+n>F(1/3+l+n)<f23> (f23>

EE (e Lo i (en v

n=0 [=0
D f12>l (flg)”“?”/z‘”
I'Nli+n+——w | I'l+n+uvy)| =— =
< 2 3> ( 2 (f23 fas
- (=D (1) D D
+;§ o TG N T = — s N =) X
D D/2+v3—N+l n+ve+D/2—N
r<__y1+z+n>r<D_N+z+n><@) <&> ]
2 fa3 fo3
(4.50)
Introducimos los simbolos de Pochamers:
['(z+n)
= - 4.51
()= 25 (151)
_1)n (s —
(2, —m) = D" _T=n) (4.52)

~ (1—=2z,n) I'(2)
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Usando los simbolos de Pochamers tenemos que (4.4.1) se reduce a:

Jm:0 — (_1)D/2<k2)D/2—V1—V2—I/3F(% — - V3)F(% — VQ)F(yl tre vy — %)
& F(D — UV — Vg — Vg)F(VQ)F(Vg)

@—Mzﬁ)

1% 1% 1% 14 1% 1% 1% 1%
4 1 2 3 27 1, 9 1 3 2 1 2 kQ 7k2

C(2 11— )T + 2~ B)U(E - )
LD — vy — vy — v3) (1))

@—M2ﬁ>

+(_1)D/2(p2)D/2—V1—I/2(k?)—llg

k2 k2

2= )D(B - )+~ B)
(D — vy — vy — v3)l (1) (v3)

@—M2ﬁ>

D D D
XF4<2—V27V371—2+V1+V3,1+2—V1—V2,

+(_1)D/2((p o k)Q)D/qulfug (]CZ)*VQ F(

x F, 1+ 1 + v+
— — U3, U —-— — V] —V - — 14 1Z
4 9 3, V2, 9 1 35 1 25 k'2 7k2

2
+(_1)D/2((p o k,)Q)D/?—ul—ug(pZ)D/2—z/1—ug(k2)z/1—D/2 >
Do+ n = )T+ 0a = BT =) |

L(1)L(2)T (v3)

D D D — k)2 p?
F4<——1/1,D—1/1—y2—1/3,1+——1/1—1/3,1+——1/1—y2,(p ) p)

2 2 2 k2 k2
(4.53)

Este resultado coincide con la ecuacién (3.7) de [29].

4.4.2. Representacion de Mellin-Barnes para el Triangulo con
un Denominador Masivo

Ahora consideraremos el caso con un denominador masivo, tal que,

A1 - (p - w)2 )
Ay = wr—m?,
Ay = (k—w)?. (4.54)

Recordemos que:

e w5 TEra e

1 Hico F(—>\ )F(}\g + VQ)
S g (—m?)Ys 7%
2mT(y2)/ 3(=m’) (w?)Hs+v

(4.55)
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De manera que el denominador con una masa, se puede escribir en términos de un de-
nominador sin masa pero con potencia modificada:

1 1 e 2\As(_
[(p — w2 [w? — m2e[(k —w)=  2ml(s) /ioo dA3(=m”) T (=As)

X F()‘?) + VQ)
=P (G —wpps

Entonces, la representacion de Mellin-Barnes del triangulo con una masa es:

JU = Ml(yz) /f: dAs(—m®) ST (=A3) T (A5 + v9) JT=[v1, 15 + A, v5] . (4.57)
Es decir,
Iy = #/HOO dXg(=m® )N (=X3)D (Mg + 1) X
2mil (v2) J_ino
N\ D (1.2\D/2—v125—As tico  pico
D - 1/12(:)— ()\k;))r(Vl)F(I/Q + A3)[(v3) 2m / /_ dAidAs X

T(—A\)D(— Ag)@yl(g)& </\123+V123—5>F()\12+1/1)><

D D
F<_A13_””+2>F<_A2‘”13+2) (4.58)
D kQ)D/Q V123 +ico  ptico  pico
gp - O / / / A dAgdAsT (= AT (=A)T(=A3) X
° (27m)3Hf’11“yZ - - _ 1dA2d AT (= AT (= A2) (= A3)

2 2 A3 D
p F(>\123 + V123 — —)
Y — (A
k2 <k2) < ]{72 ) F(D — V123 — )\3) ( 12 * Vl)
D D
F( )\13—V12+2>F<—)\2—V13—|—2> (4.59)

Integramos con respecto a As:

i F()\123 + Vigg — 2)F< — A3 — vzt 2) m2\
I, = NG 2 220 —— ) dxs. (4
. /ioo (=2s) ['(D — 1123 — A3) < k? > 5. (460

Queremos que el resultado quede con (—k?/m?), entonces pedimos que | —m?/k* > 1y
cerramos a la izquierda sélo hay polos en I'(Aj93 + 1123 — D/2) cuando Ajo3+ 1193 — D/2 =
—n. Entonces

‘ k2 A12+v123—D/2 o0 1) E2\" D
I, = 2m<_2> ( ,) <_2> F<)\12+V123——|-n)
m n! m 2

n=0
Ay +v3+n)
F(2+ At )

(4.61)
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La integral del tridngulo queda:

Z’ D _m2 D/27V123 o0 _ +ZOO +i00
o - W (.2 ) yo U : < ) / / dAdAaT (AT (= Ag) X
(2mi)2 [[-, T'(») —~ nl a B
p2 —A1 2 A2 _D
(_TTI?) <_7TL2 F()\12+V1)F(—>\2—V13+2>F()\2+V3—|-n)x
F()\m + 23 — 5 + ) (462)
F( 2 + )\12 + TL) ) .
Ahora integramos con respecto a A:
e (Mg + v1)L (M2 + vi2s — 2 +n) 2\ M
Ly = P(=A : — ) ax 4,
» /ioo (=%) I'(2+ X +n) ( m2> 1 (4.63)

Queremos que el resultado quede con (—p?/m?), entonces pedimos que | — p?/m?| < 1y
cerramos a la derecha. Solo hay polos en:

['(=A1) cuando — X\ =-l= X\ =1 (4.64)

Entonces

oy Z_i(—1)ZF(A2+Z+V1)F(A2+l+ms—g’+n)( p2>l
= T _——
M /! T(D+ X +1+n)

1=0
La integral del triangulo queda:

Jo (Z')D('_mQ)D/QfVms i (_1)n+l<_ k_Q)"( - p_2>l/+z'oo DaT(3) x

(2mi) [T, T(v) A il m2 m?) | .

qQ A2 D
<— —) F(—)\2—V13+5)P(>\2+I/3+TL)F(>\2+V1+Z) X

m?2

F(/\2+1/123+n+l—§)
L(5+X+n+l)

(4.66)

Por tltimo integramos con respecto a Ay. Queremos que quede (—¢?/m?), entonces pedi-
mos que | — ¢?/m?| < 1y cerramos a la derecha sélo hay polos en:

I(=X) = A= (4.67)

Ig) — Qm‘Z( ‘> <_‘1> I‘<—j—1/13+2>F(j+y3+n)F(j+y1+l)x

F(j+u123+n+l—%)
L2 +j+n+1)

(4.68)
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2

.oo _1j qg j—vi3+D/2 D ' D .
I/(\z) = 2mz( ) <_W> r vis = 5 < r —V1+E+TL+] X

F(—u3+§+l+j>r(y2+n+l+j)

D D
F<—)\2—V13+2) = )\sz—V13+* (469)

(4.70)

F(—V13+D+n+l+j)

Entonces, la integral del triangulo queda:

ND(__ . 2\D/2—v1a3 X 1 \n+l+j 2\ " 2\ ! 2\ J
J(An:(l)(sm) Z(l)' _k PN (Y
[T, T(») n!l!j! m2 m2 m2

n,l,j=0

{F(ul+l+j)r(y3+n+j)r(—y13—j+§)r(um+n+l+j—%)
T2 +n+1+7)

q2 D/27V13 D
+<——2> F(V2+n+l+j)F<—V1+—+n+j>X
m 2

D F(I/lg - b _ ]) }
I —vs+—+1+j 2 . 471
( SR ]>F(—V13+D+n+l+]) (4.71)
Cambiamos a simbolos de Pochamers el primer sumando, tal que:
P +1+7) = (vsl+5)0(n),
Fvs+n+j) = (in+5)(vs),

. D D ) D
I V123+n+l+]—5 = V123—§;”+Z+J I Vizs = 5 |
D D D
I'f — i) = | = T =
<2+n+l+j> (27n+l+j> <2>,
D —1)T(2 -
r<——u13—j> _ DTG D'/l?). (4.72)
2 (1+1/13—5;])

Ahora cambiamos el segundo sumando a simbolos de Pochamers:

D(ra4+n+1+75) = (vn+1+)C (),

FQ—I/Jr +7 Q—V'nJr'FQ—V
5 1TnT]j 9 13 J 9 1)
D . D : D
F(E—l/g—i-l—i-]) == <§—V3,l+]>r<§—V3>,
D 1V (14 — 2
(D) = CUTln D)
2 (1— w3+ 257)
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Entonces la integral del tridngulo con un denominador masivo queda de la siguiente forma:

[e’e] n : n l 2 J
1 _ /D 2\D/2—1 (—1) i k? p2 q
‘]A = (Z) (—m) / 23 Z T'J' _w _W _W %

n,l,7=0

W (2) oo 13) (1 v 5:3)
(e - SUCELITEFALESS
F(Vl)r(yg)F(D — 1/13) m2
(I/Q;n"_l"_j)(% —Vl;n+j)(§—1/3;l+j)}
(1—V13+%;j)(D—I/13;n+l+j) )

{ 1)1 ( V123 — D05 —13) (vies — Zsn+ 1+ §) (vis L+ ) (vssn + J)
+

D(vizs — 2)T(5 —v1s) o~ (B2/m?)" (0 /m?) (=¢*/m?)
L() (5 2 '

)
(V123 27n+l+])(ylal+])(y37n+j)
(Zin+1+75)(1+0s— 53j)

L(3 - n)0(5 —w)l(ms — 3) i kg/m )" (/) (—g*/m?)

+ -
L(w)l(vs)0(D — v13) a0 Il J!

X<_q_2>D/2—V15(]/ n+l+3)(——yl,n+])( V3,l+j)} (475>
m2 (1—V13+2,])(D—V13,n+l+j) . .

D D
(1) _  (AD(_,,2\D/2—v123 (123 = 3)T(5 — 113) [ V123 — 5, V3,1
I (i) (=m’) { [(1y ( ) 1 2‘1/13—%—0—1

k,2 p2 q2
> ; |
A~ )T s )

m2’ m2’ m?2

=

m2 F(V])F Vg) ( — 1/13)
VZJ%_VD%_VS k72 p2 _q72 (476)
D—vig 2 —vg+1 | m2 m2 m2][° '

Que coincide con la ecuacion (27) de [30] si hacemos vy — p; vy — p; vz — V.

4.4.3. Representacion de Mellin-Barnes para el Triangulo con
Dos Denominadores Masivos

Consideremos ahora el caso con dos denominadores masivos. Sea

A = (p—w)*—m?
A2 = ’U)Q
As = (k—w)>—m? (4.77)
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Recordemos que:

! _ ! e AT
(p—w)2—m2n — (2r)D() /iOO dAz(—m”) (- w)Z]A3+u1 (4.78)
1 - 1 00 _m2 A F( )\4)F()\4 + Vg)
(k— w2 —m2s ~ (2mi)(w) /_ e e e, (4T9)
De manera que el denominador asociado a esta integral es:
! = )\3+/\4
[(p — w)? — m2]1 [w?]2[(k — w)? — m2]»s - (270)2T (1) (v3) //dAde
F( AS)F( )\3 + V])F()\4 + V3)
S e e e
(4.80)

Entonces la representacién de Mellin-Barnes del triangulo con dos denominadores masivos
es:

+i00 +i00
@ = A3+A
o’ = (2mi) 2r ()T (v3) /_ /_ dAzdAy(—m?) S TMT (= Xg)T (= A)T (A3 + v1) X

T(Ag + v3) I (11 + Ag, va, 5 + Ag) (4.81)
Sea que
Al = dsu—A3 0 A=A+ N
dhy = dXs (4.82)
Entonces

+ico  pHico
2 _
J N (271'1, 2F Vl 1/3 /_ /_ d)\3d>\34 ) 34F(—)\3)P(—>\34 + )\3) X
(s +v1)T (Aaa = s+ vs) W (11 + A, v2, 5 + Aga — Ag) (4.83)

Sustituyendo el valor de Jg))(ul + A3, 2, 3 + Agq — A3) y simplificando obtenemos que

NP ]gQ D/2—v123 +ico
p/ Ju— //// A dhodsdasT(— A )T (= Ag)T(—A
5T P Ty (2mi) | ANddadhdhlD (= AT (=A)T (= s) X
)\34F A A D A\
T'(A3 — A3q) p2 q2 __2 (12+ 34 1+ V123 ) (123 + v1) »
k k k F(D — V123 — )\34)
D D
P<_A13_V12+5>P<_A2_A34_’/13+§) (4.84)
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Integraremos con respecto a As:

1 +iOO D
L, = omi | dAsT(=A3)T' (A3 — A3a)T'(A123 + V1)F< — Mz — vz + 2) (4.85)
Usaremos el lema de Barnes:
Y C(a+c)L(b+c)T(a+d)T(b+d)
— dsT T I'(c—s)['(d — s) = .
omi | sl'(a+ s)I'(b+ s)I'(c — s)I'(d — s) Tatbrerd
(4.86)

En nuestro caso:

a —A34
b = v+ A2
c = 0
D
d = 5 — V192 — Al (487)

De aqui que

I o F(—)\34>F(V1 + /\12)F( — /\1 — )\34 — V12 + %)F(Ag — U9 + %) (4 88)
As F(/\Q — )\34 — U9 + %) .

Por lo tanto no genera suma. Entonces la integral del triangulo nos queda como:

(Z)D k2 D/2—vq23 +i00 p2 A1 q2 A2
J(A2) — H?}_lr(yl 27” 3 d>\1d>\2d)\34f(—>\1)F(—)\2) ? ﬁ X

< _ ﬁ)AMI‘()\m + A3q + vig3 — %)F( — A2 — Azq — i3+ %) »
k2 ['(D — v193 — A34)
L(=A34) (1 + >\2)F( — A1 — Ay — V2 + %)P()\z — vy + %)
T\ —Agg —1p+ D)

(4.89)

Queremos que la dependencia en (—m?/k?) nos quede como (—k?/m?). Vamos a integrar
con respecto a Az cerrando el contorno a la izquierda | — m?/k?| > 1, tenemos polos en:

D D
F</\12 + )\34 + V193 — 5) = )\34 = —/\12 — V193 + 5 —-n (490)

De manera que:
‘ [ele} _1 n mQ D/2—Xi2—vi23—n D
I)\34 = 271'7,”2_(:) ( n') <— k‘2> F()\1 + 1y —l—n)F()\lQ + Viog — 5 +n) X
I'(As +v5+n)
P(% + )\12 + n)F(Q)\Q + /\1 + 13 + n)

(4.91)
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Entonces, la integral queda
-\ D _ 2 D/Q—Ulgg OO +i00 +i00 2 )\1
go - 7 (m)o / / A dAaT(—A)T (o) ( - p—Q) x
[Tie T'(w) (2mi)? m
( qz)/\z< k2> F()\Q—y2+§)F(A12+V1)F()\12+V123— %—Fn)
(D +n4 A2)T(n+ viz + A + 2))
F()\l + Vs + n)F(AQ + v+ n) (492)

m2

Ahora integramos con respecto a A;. Cerramos el contorno a la derecha, tal que, | —
p*/m? <1

100

+ico p2 A1 D
[/\1 = / d)\lf(—)\l)(— Tn2> F()\l +)\2+V1)F()\1 +)\2—|—V123 — 2—|—n> X

F()\l + vy + n)

4.93
D(2 40+ Mo)T(n+ 13 + Ay +2X) (4.93)

Sélo hay polos en:
L(=A) = M=1I (4.94)

Entonces
(-1 2\! D
I, = 2#12( l!) <_:1_> F()\2+Z+V1)F<>\2+l+y123_§+n> «
T

(e +n+1) o

D2+ n+1+X)0(n+1+ s+ 2))
La integral queda como:

. v S n n I ptico
@ (’L)D( m D/2 123 )l k2 p2
= e 2 “or) ) [ A

n,l=0 100

q2 A2 D
<_W> F(E+AQ—V2>F(A2+Z/3+TL)F(AQ+I/1+l)X

F()\2+TL+Z+V123 - %)F(VQ—FTL—FZ)
T+ 2 +n+ )2 s +n+1+n3)

(4.96)

Finalmente integramos con respecto a As. Cerramos el contorno a la derecha, tal que,
| —q*/m?| <1

+i00 D 2\ A2
I>\2 = / d)\QF(—)\Q)F <2 + )\2 — V2> F()\Q + V3 + n)F()\Q —+ 121 —+ l) < — q) X

100 m2
F()\2+7’L+l+V123 — %)
T+ 2 +n+ )02\ +n+1+v3)

(4.97)
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Sélo hay polos en:

Entonces:

I, = 2#12(_
3=0

U(n+1+j+12s—79)
D(n 4145+ 9)T(n+1+2j+ 1)

1)/ ¢ J ' D ' |
') <_m2> F<]_V2+2>F(n+J+V3)F(l+]+V1)><

(4.99)

La integral queda:

o - U £ QPRI EY()(-5)'

D
F(l—l—j—i-m)F(n—i-l—l—l/z)F(n—i-j+V3)F<n+l+j+V123— 5) x

F<j—V2+§>
(4.100)
F<n+l+j+%>r(”+l+2j+v13)

Cambiamos a Pochamers, tal que:
ND(_ 0 2\D/2—v1a3  ® _ 1)+ E2\" 2\ ! 2\ J
- W & e 8
i=1 v n,l,j=0 R
y F(Vg)r(g Vg)F(l/lgg — %) (V123 — %, n+1l+ ]) (VQ; n + l)(Vg, n + ])

D _
L(3)001+ ) (55m +1+45) (igsm + 1+ 2j)
D
O bién,
D D
JO = (i)P(emypr-vm LG = 1) (1 — 5)

F(Vl + Vg)r(%)
k? p2 q2:|

D D
Vigg — 5, V2, V3,115 5 —
(1)2 |: D mQa m2> m2 (4102)

53 V13

Que coincide con la ecuacién (32) de [30] si hacemos v, — p; vy — p; V3 — V.
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4.4.4. Representacion de Mellin-Barnes para el Triangulo Ma-
sivo
Ahora consideremos el caso del triangulo con tres denominadores masivos, tal que:

A = (p—w)?—m?

Ay = w?—m?
Ay = (k—w)’=m’ (4.103)
! 1 e 2\As
m - W , dAs(—m?) T (=X5)(As + 11) (4.104)
3) ( D(kQ)D/2 V123 +ico
JA = (27TZ)4F(V ) V /// d)\1d)\2d>\34d)\5F(—)\1)F(_)\Z)F(_)\M) X
1 3 _

2 m /\34+)\5 D
) () ) e )

D D
F(V1+)\12)< Ao — )\34—V13+2>F<—>\1—)\34—V12+—)\5>><

2
! (4.105)
T(A2 = Ags — v+ 2 = X5)T(D — v1g3 — Azg — Xs) '

Hacemos un cambio de variable, tal que:

As=Azas —Asa = Azs = As+ Am (4.106)
Integramos con respecto a Azy:
+1i00 D
Ly, = / dA34l (= A34) T (= Azas + )\34)F< — A=Az — vzt 5) X
D

I <>\2 — 1+ 5~ Asas + )\34> (4.107)

Aplicando el lema de Barnes obtenemos:
[(—X3a5 — de —vi3 + 2)
D(=2A345 — v123 + D)
(4.108)

D
I, = F(—/\345)F</\2 — 1+ 5~ /\345>F(—V123 + D — A345)

Entonces
(Z)D(kQ D/2—vq23

(27m3)30 (1) T (v2) [ (v3) ///_HOOd>‘1d)‘2d)‘345r(_)‘1)P(_)\2)F(—)\345)><

)?
2 A345
D
<p_2> (ﬁ) ( 7;32 ) F</\12 + V123 — 5 + /\345> F(A2 + 1) %
r

k
—Aags — dg —vig + 2
< )\1—V12+5—)\345><F( 5~ de = Vi 5) (4.109)

I =

—2A345 — V123 + D)
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Para integrar con respecto a las variables restantes procedemos como en los casos anteri-
ores de manera que obtenemos que la representacion de Mellin-Barnes para el triangulo
masivo es:

®) ()P (k)P S (1t (2N 2\ (w2 P
J = =)™ fq P’ m?
A INCZDINCZYINCZY nlzj:_o nllly! <k2) <k2) ( k,g) X

F(l/lzg — % +n+l+])
(27 + 21 + 2n + v123)

T(vi+j+ D0 +n+ )0 (v +n+1) (4.110)

Cambiando a simbolos de Pochammers obtenemos:

y —V12 D oo l j n
J(Ag) _ (i)P(—=m2) P21 (95 — D) Z 1 | q_z p_2 j k_z }
['(v123) W n!lj! \ m? m2 m2
(ri; 0+ J)(vasn + J)(vssn + 1) (125 — D/2in + 1+ j)
(7/123; 271 + 2l + 2])

(4.111)

2 2 2
¢ P k—} (4.112)

(g9 — 2 _D
JS) _ (,L-)D(_mZ)D/qulgg ( 123 2)@3 |: V123 D) , Vo, V3,11 W, W, -

F<V123) V1923

Que coincide con la ecuacién (37) de [30] si hacemos vy — p; V2 — p; Vs — V.

4.4.5. Representacion de Mellin-Barnes de la Caja no Masiva

Consideremos el caso de la caja no masiva como se muestra en la figura 4.1. Entonces

A= (p—w)
A2 = w2
Ag = (k — w)2
Ay = (¢g—w)? (4.113)
Para este caso la ecuacién (4.11) se reduce a
Q = [(z1+ 32+ 23+ 24)(T1P% + T3K* + 740%) — 2(2173k - p+ T174D - ¢ + T3T4K - q)
—(22p? + 22k* + 23¢%)] (4.114)

Q = mas(K* +p* — 2k -p) + 2124(% + p* — 20+ @) + T179D” + Tox3k® + ToT4q
ta3z4(q® + k* — 2k - q) (4.115)

Entonces

Q = mas(k — p)® + z124(q — p)* + 324(q — k) + T122D" + W23k + T2w4q" (4.116)
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Sea

fiz = (k- p)2

fuu = (¢— p)2

fas = (¢— k)Q

Ji2 = P2

fos = K

for = ¢ (4.117)

Entonces necesitamos 5 integraciones de Mellin-Barnes. La representacion de Mellin-
Barnes es la siguiente:

-1)PPr(N - L)
JONy 1o, v5,14] = ( )H F(( 2 / dez”‘ 1—in)x

1

(2123 fis + T124 f1a + X324 f34 + 122 fra + Toxs foz + Toxy fou| NP/
(4.118)

Por lo tanto la representacion de Mellin-Barnes para la caja en el caso no masivo es:

0 ( 1)D/2 D/2 N +ioco +zoo
Jé>[l/1,l/27lj3,y4] = (27TZ)5F(D N H F V / / . d)\5 X

F(_)‘l) o F( )\5)F<N - =+ )\12345>F(V1 + )\124) X

D D
F<V2+2 —N—)\123>F<V3+2 —N—)\245) X

@ N @ A2 @ A3 @ A4 @ As
F(V4+>\235)<f23> <f23> <f23> <f23) <f23>

(4.119)
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Calculando las integraciones con respecto a A3, lambday, A5 v simplificando obtenemos:

1 D/2 D/2 V1234 +i0c0 +i00
JO  — 5 () )( Ef;m HFV / / A\ dAal (= A)T(=Ag) x

Ju &{(fm) <&> (@)j v
( ) <f23> Z nlilj! fo3 fos o vy + Mg +1) X

n,l,j=0

2

" D/2—vi34—A12+]
V1254_+>‘12+71+l+j> <§24> <§12> <§34> "
23 23 23

D D
F(V1+)\12+Z)F<§ —V124—)\2—n—l>F<V134— §+>\12 —j> X

D f24 n f12 D/Q—U124—)\2—n+l
F<——V13—A1+7L+])F(V2+n+l+j)+<—> <—> X
2 Jo3 Jo3

2\ D D
<§34> F<V124_2+)\2+n_l>r‘<)\1+2—]/24—7’L+l)><
23

D
F( — Vigq — A2 +j>F(u4+)\2+n+j)F(y3+)\1+l+j)

o3
D D
<§ 1/124—>\2—n—l>r<——V134—)\12—j>F(V4+>\2+n+j)X

2

f24>n (f12>D/21/124>\2n+l <f34>D/2V134)\12+j (D >
T e 34 TS s — A +7) x
<f23 fo3 fo3 2 v L

D D D .
F<V124—2+)\2+n—l>r()\1+2—V24—7”L+l>r<l/134—2+)\12—j> X

2 - - - & Z<Q>D/2—ylg4—/\2+n—l <@>]
P<2 = AQ”“) i <f23) = fu)

D D
F(V1+)\12+Z)F<I/124— 2+)\2—n+l>r< — V134 —>\12 —]> X

2
D l D/27V1247)\2+7Lfl
F(V3+)\1+n+j)F<——V12+n—l+j>+<@> <@> X
2 Jo3 Jo3
D/2—vi3a—A12+] D D
Jou Dirga— 5+ A —J )T 5 —vu—do+n+j) %
J23 2 2

D
F(D—2V1 —1/234—)\12+n—l+j)F(V1+)\12+l)F<)\2 — 5 —1/124—n+l>

f12>D/2—V12+n+l+j <f24> —va—Ao—l—j <f34>j (D >
= ) T = —vi3a — Ao — X
<f23 Fos Tos 5 134 12— J

D D
F(V3+)\1+TL+])F(—5—1/12—n—l—]>r(§+)\12—1/2+n+l+]>><
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X

D—2v1—voza—A12+n+I+j D/2—vi3a—X12+]
f12 ) ( f34 >
f23 f23

V13—D/2+/\1_l_j
D D
(]{24> F<V134—2+)\12—j>r<2—V14—)\2+n+j>><
23

: (D :
F(V34—D—V2+)\12—n—l—])F(D—V1234+n+l+j)F<5—V13—)\1+l+]>

f12 ) Jj—2v12 (f34 ) —D/2—vig—n—Il—j (f24 ) D/2+vi2—va—Ao+n—j (D )
+ | == = = N —=4+vie+n+il+7) x
<f23 Jo3 Jo3 2 2

D
F(D—V34+V2—)\12+”+l—j)r<V3+A1—5—V12—l+j>r(/\12—V1—2V2+j) X

Hu+&+Hﬁ+(

D
F<V4+)\2———V12—n+j> (4120)

2

4.4.6. Representacion de Mellin-Barnes para la Caja con un De-
nominador Masivo

Consideremos el caso de la caja con un propagador masivo:

A = (p—w)?

Ay = w?—m?
Ay = (k—w)’
Ar = (g—w)’ (4.121)
Recordemos que:
1 1 +ioco .
[w2—m2= — 2ril(n) /), dAg(=m”)*T(=A6)I'(Ag 4 12) (4.122)
Entonces
1)P/2 kQ D/2—vi234  f+ico —Hoo
JW = (=1 ; / / Lo dAT(=A1) - T(—=Xg) X
(27i) H —1 I'(v;)

F<V1234 - =+ )\123456>F (5 — V134 — )\123) C(v1 4 Maa)T(vg + Aaza) X

oo () () () () () ()
F(D — V1234 — )\6) f23 f23 f23 f23 f23 k2
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Integramos con respecto a Ag:

+ic0o D D m2 A6
IA@- = / d/\GF(_)\G)F<V1234 - 5 + )\123456>F<2 — V124 — )\2456> <—/€2> X

1
4.124
F(D — V1934 — )\6) ( )
Cerramos el contorno a la izquierda:
D D
r <1/1234 Y + >\123456> =  X¢ = —Vioza + 5 A2gas — N (4.125)
Entonces
D/2 D/2 V1234 +i00 —Hoo
JO = (=) (=m / / coedAsD (=) - T(=)s) X
(2m1)° Hl () . _
A2
D
F(; — V134 — )\123)F(V1 + A2a) (v + Agza) <—@> <—f—13>
m? m
A3 A A5 00
1) D
f _he _fu ) I 1234 — = + Aiogas +1n ) X
m2 m2 m2 — n! 2
2\ "
FJ(JVB F st <—k> (4.126)
P(g + Aia3as + n) m?
Integramos con respecto a As:
e I (vig30 — 2 + Ai2sas + 1) < f24>
I, = dAsT(=A 2 4.127
. /—ioo (=) F(% + A12345 + n) m? ( )

Cerramos a la derecha, es decir, I'(—A5) = A\s = [ Por lo tanto

( 1)D/2( D/2 V19234 +i00 +ZOO
JO = o T T / / Lo dMT (<)) - - T(=)y) X
ux ie1 1/z - _

D A Ao
F( — V134 — >\123> [y 4 A2a) T (vg + Aaza) <—£};> <—m>

2 m2

A3 A4 0 1
: —1)nt D
(2" (£2) 5 Tt (oS )

n,l=0

T(vs + Mg +n) <_’f_2>” <_q_2>l (4.128)

F(% +)\1234+n—|—l) m?2 m2

146



Ahora integramos con respecto a A4 cerrando a la derecha I'(=\y) = Ay = j

( 1)D/2( D/2 V1234 Fico pdico  ptico
Jo T T / / / A dAadAsT (= AT (= Aa)T(—Ag) X
T i=1 1

. f f Ao f A3 00 )it
(B ne) (1) (40" (40" £ S

n,l,j=0

[ 1930 — 2 +)\123+n+l+j>
L 4+ Mo+ )0 (s + Mg +n)T(vs + Aog + )

(% +Xas+n+1+))

(AN (2 (2)
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Integrando con respecto a las variables restantes obtenemos:

W (— 1>D/2 (_m2)D/2—u1234 > (—1)ntititrtttw E2\" ¢ ! p? J
J, = - - -
- H4 L(v;) Z n!l!jlritho! < m2> < m2) < m2>

i=1 n,l,7,r,t,w=0
T t w
[(—{33) <—7J;1;> (—Q;) Tvs+n+r+w)l(vg+j+r+t) x
T2 —vg—r—t—w)l(vioss — 24+ n+l+j+r+t+w)

T(24+n+l+j+r+t+w)
] r t ) D/2—vi34—r—t—w
+ (—%) (—% <—%> (e +n+l+j+w)x
F(%—V14+n—t+w)
D—V134+n+l+j+w)

r D/2—vi34—r+t—w w
+< f34> ( f14 (—%) D(vy+n+1+7+1) %

D
F(V4+]—|—T‘—|—t)r<l/134—2+7”+t—w>r(

m?
F(%—V13+j+t—’w)
F(D—V134+n+l+j+t)

f —vg—j—r—w fl D/2—vi3+j+t+w
+< 34) ( ) <—3> D(vy+n+1+7+1) x

T —wm+n+j+r+t+w)
F(D—I/134+n+l+]+t)
t w D/2—vi3a+r—t—w
+ <_f34> <—fl?’> <—fl4> Fro+n+1+j+r)x

m2

D
F(I/3+7”L+T+w)f‘<v134—§+T‘—t+w>

Dy +j+r+w)

D P(Q—V13+j+’l”—’w)
Pvs+n+t+w)l(vg—=—r+t+w : _
(vs 4 ) (134 9 )F(D—V134—|-n+l+]+7“)

t —vy—j—t+w D/2—vi3+j+r—w
(—‘]‘1?’4> <—fl4> (_f13> P(ve+n+1l+j+71)x

m2

)F(g—y1+n+j+r+t—w)
D —viga+n+1l+j+7)
(4.130)

D
F(V4+j+t—w)l“<y13—§—j—r+w
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4.4.7. Representacion de Mellin-Barnes para la Caja con Dos
Denominadores Masivos

Consideremos el caso de la caja con 2 masas iguales:

A = (p—w)*—m?

Ay = w?

Ay = (k—w)* —m?

Ay = (qg—w)? (4.131)

Recordemos que:

1 1 +1200 F()\G + Vl)
= d(—mA)MT (= Ng) — 2 4.132
G~ Gty |, MmO s
y
1 1 e 2\Ar I'(A7 + vs)
e = e | P TN G s (4139
Entonces
+i00 +i00
J& = ded7(—m?) (=g ) T (= A7) X
. (2mi) QF (v1)(v3) J_ s 6 r
F(Vl + )\G)F(Vg + )‘7)JD [1/1 + )\67 Vo, Vs + )\7, 1/4] (4134)
1 D/Q D/2 V1234 +i00 +’LOO
J@ = ( (2)7” 7F[2 o0 / / Lo dAT(=A1) - - T(= A7) x
=1 ? - -

2 2

Mo () () () () () (1)
F(D — V1234 — >\67) f23 f23 f23 f23 f23 f23

(4.135)

D
['(v1 + M2ae) U (vg + Agzs)T <V1234 -+ /\1234567> r <— — V134 — )\12367) X

Hacemos el cambio de variable A\gy = A7 + Xg

( 1)D/2 D/2 V1234 +i00 +ZOO
J& = / / L dAgr T (=Ap) - - - T(=Xg) X
(27i) 71_[Z T(w)  J- -

D
I'(X6 — X67)I'(v1 + A2ae) D (vg + Aazs)T (1/1234 D) + Aiosas + )\67) X

D T(Z — v124 — Aause) <f13>)\1 <f14>>\2
T2 —viss — Aias — A ; fos F
< 5 134 123 67) [(D — v1934 — A67) \ Sfo3 fas

B () (@) ()"
f23 f23 f23 f23
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Integramos con respecto a A\g usando el lema de Barnes:

“+100 D
I = / dX6I' (=X)L (=67 + X6) (14 + /\1246)F<2 — Vo4 — )‘2456> (4.137)

donde

QL o o e
(Il
[=>EEAN
i
_I_
>
st
o
=

= —— — Vg — )\245 (4138)

_ D/2 2 D/27V1234 +ioco +ioco
J@ = (=)7K / / dAy - dXsdNgrT(=Ap) - - T(=X5) X

S @m)STIL Tw)

D
L'(=Xe7)I'(v1 + A2a)T(vs + >\235)F<V1234 D)

F(B — V134 — A123 — )\67> F(% Vi~ o A[??)F(% e T )\5) X
2 (D — v1934 — AG?)F(g + A= A7 — A5 — V24)

A1 Ao A3 A4 X5 A67
BB () ()

100 100

+ 2345 + )\67> X
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Integrando con respecto a las variables restantes obtenemos:

_ 1ﬂ(7/1234 - Q)F(Q - V24) = 1
@) _  (_1\D/2(_,2\D/2=vi234 2 2
/5 (=17 (=m’) B [ ['(2)(vi3) Z nll!jlr!thw! 8

D
(yl;l—H“—|—t)(1/2;n—|—l—|—w)(u3;n+j+t)(1/4;j—|—7“+w)<——1/24;75—10) X

n,l,g,r,tw=0

2

(V1234—§;n+l+j+r+t+w) <k2>"<p2>lx
(Zin+1+j+r+t+w)(ngn++5+r+2t) \m? m?

() (5 (“3) ()
D= B0 N () S s
()T (va)T(D — va4)) nljlrlthw!

(vi;l+7+1) x

n,l,g,mt,w=0
, D D ,

v3;n—+ ) — —Uyn w — — V)t w | X

( +j+1) 5 +1+t+ 5 +r+t+

(ngin+1+j+r+2t+w) y
(mzn+1+j+r+2)(1—vas+ 55t +w) (D —vasn+ 145+ 7+ 2t + w)

() () () (o (52

q2 D /2—vag+t+w
(__) } (4.140)

m2

Tomando el limite vy = 0,j =7 = w = 0 en el primer término obtenemos que J - J(A?)
coincide con [30].

4.4.8. Representacion de Mellin-Barnes para la Caja con Tres

Denominadores Masivos

Consideremos el caso de la caja con 3 masas iguales:

A = (p—w)?—m?

Ay = w?—m?
Ay = (k—w)* —m?
Ay = (¢g—w)? (4.141)
1 1 tioo N )
T = e J L PR (4.142)
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1 —+100
J§ = (27ri)F(V2)/ ds(—mA) T (= A)T (s + 10) J& (1, v + As, v3, 14)

—1300

( 1)D/2 f3 D/2 V1234

“+100 +zoo
JB) = / / e dAgrd AT (=Ap) - - - T(=)g) X
O (27”)81_[1 IF% - B 67 8 ( 1) ( 6)

L'(=Xe7 + X6)(—=As)T <V1234 Y + Ai23ass + >\67>F(V1 + A2ag) X

D I'(2 — vi2g — Aaases) T (Vs + Aass)
T2 = bigs — Aoy — Agr | 2
( 5 V134 123 67) F(D  Viost — s — )\67) X

E A1 <&>)\2 (@>)\3 <@>>\4 <@>)\5 (_ﬁg>)\67+)\8
<f23> Jo3 Jo3 fo3 fas3 fas (4.143)

Hacemos el cambio de variable Agrg = A\g1 + As = Ag = A1z — Ag7
1)D/2 2 D/2 V1234 +i00 —Hoo
go - = / / e dAgrdAgrsD(= ) - - - T(=\g) X
&) (2mi)® Hz T 3 67d 67l (— A1) (—X6)

D
I'(=Xe7 + A6) (= Aers + Aer)[ <V1234 D) + )\12345(678)>F(V1 + Aioag) X

D T(L2 — 1194 — Mauss — Aers + Aer)
r Aazs) | — — — A2z — A 2
(Va4 + Agzs) ( 5 Vs 123 67) (D — 1931 — Aors) X

A I A I O I € I G R
Jfo3 Jo3 Jfo3 Jo3 Jfo3 Jo3 .
Integramos con respecto a Ag; usando el lema de Barnes y obtenemos:

) D D
f/\67 = 27”F()\6 - )\678)F<§ — Vigq — Auas — )\678)F<_ — Vi34 — Ai23 — >\678> X

2
I'(D — 2014 — v3 — Mizass — 22 — Aers)

4.145
['(D — 2Xe7s — 2114 — Va3 — 2X9 — Ai3a5) ( )
Ahora integramos con respecto a Ag usando el lema de Barnes y obtenemos:
[)\6 = QFiF(—)\678)F(V1 + )\124)F(D — 2V14 — U3 — )\1345 — 2)\2 — 2)\678) X
(D -2y, — — Aazs — A
( Vg — 123 235 678) (4.146)
['(—2Xe7s + D — v123 — 2v4 — Aazs)
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Entonces

1 D/2 D/Z V1234 4300 +’LOO
JB = (=D (f2s) / / L dAsdAgrsD (=) - - D(=Xs) x
(27m1)8 ]_[Z D)

I'(—=Aers)T <V1234 Y + Aiosas + /\678> vy + Aazs )T (11 4+ Ajaq) X

D D
F<2 — Vigg — Ao — )\678> r <2 — Vi34 — A2z — )\678> X
F(D — 21y — Vo3 — A1zas — 2A2 — 2)\678)F(D —2vy — Vi93 — Aazs — >\678) v

['(D — v1930 — Aers) (D — 278 — 2014 — Vo3 — 209 — Ai3as)

: (o) (B () ()
['(—=2Xe7s + D — 193 — 2v4 — Aazs) \ fos fo3 fa3 fa3

f24 As m2 A678
(2) (%) e

Integrando con respecto a las variables restantes obtenemos:

(3) D/2 2\D/2 . 1 " q2 l p2 '
— _ _ —V1234 - N i, -
Jo? = (=17 (=mT) ) nllrlwltj! <m2> <m2> <m2> .
n,l,rw,t,j=0
() () () e
m2 m?2 m? L(D)T (v123)
(visr +t 4 g) (s n + L) (vgin +w + ) (va L+ w + ) x
(B —vin+r+7)(ves— Sin+l+r+w+t+))

(D.2 2 , (4.148)
Dintl+r+w+t+ ) (v 2n+142r +w—+t+2j)
O bien,
D D
3) _ _ D/2 a2 D/27V1234F(5 T V4)F(V1234 o 5)
o = (=1)7(=m) D x
()T (v12s)
g V1234 — D V17V2a1/371/47§_y4 k_2 q_2 p_2 (q_k)2 (q_p)2 (k_p)2
’ 2, a3 m2 m2 ' m2 m2 7 om?2 T m?
(4.149)

Tomando el limite [ = w =t =0y vy = 0 recuperamos Jg), es decir,

J(S) _ (_1)D/2(_m2)D/27u123F(V123 B %) By V123 — % v, v, v | (K —p)2 P>k
A ['(1193) V123 m2
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4.4.9. Representacion de Mellin-Barnes de la Caja Masiva

Consideremos el caso de la caja con 4 masas iguales:

A = (p—w)*—m?
Ay = w?—m?
Ay = (k—w)*—m?
Ay = (g—w) —m? (4.150)
1 1 e 2\ As
[w? = m?2 ~ (2mi)T () /—ioo drg(=m")FT(= )T (s + 1) (4.151)

! = ! o 2\ L(—=Xg)T'(Ag + v4)
[(q - w)2 — mQ]m o (QWZ)F(Z/ ) /ZOO d)\9( ) [(q — IU)Z])‘9+”4 (4152)

+i00 +ioo
Jw = / / dAgdAg(—m?) TR (= Ag)T(—Ag) X
(2mi) 2F (v2)(vg) J_ -

F()\g + V2)F<>\9 -+ V4)JD )[l/l, Vo + >\8> Vs, V4 + )\9] (4153)
_1 D/2 D/2 V1234 — )\89 +i00 +ZOO
Jé4) _ (=1)7%(f23) / / o dXAgl(=Ap) -+ - T(=Xg) X
(2mi)° T, D(w) - _

I'(=Xe7 + Ag)T <V1234 Y + Ai234589 + )\67> I'(v1 + A2ae) T (vg + Aazsg) X

F(% — Vi34 — A1239 — )\67)F(2 — Vi2a — )‘245689) (_m2)>\89 <f13> .
['(D — V1234 — Ae7 — Asg) Jo3

E AQ(@>A3<@>)‘4<@>>‘5<_m—2>)\67
(f23> Jos fas3 fo3 L2 (4.154)

Hacemos los siguientes cambios de variables:

)\8+)\9:)\89 = )\9:)\89—)\8
>\67 + )\89 = )\6789 = )\89 = /\6789 — )\67 (4.155)
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Entonces
1 D/2 D/2 V1234 4100 +1200
JE = ( (2)7”)9 é : o / : / A dedAardAsdAgzsol (=) - T (= Ag)

D
XT'(=Xe7s9 + A6 + As)[ (V1234 Y + Ai2sas + )\6789>F(V1 + Ai246) (=67 + Ao)

2
XF(% — V124 — Aaass — Aerso + Aer) (@)Al (E)'\Q (@>A3 (@)M
F(D — V1234 — )\6789) fo3 fo3 f3 fo3
(f24> (—mZ)mg (4.156)
Jas k2 '

Integramos con respecto a Ag usando el lema de Barnes y obtenemos:

D
XTI (14 + Aags + Aerso — Agr — Ag)T < — V134 — A123 — Aerg9 + As)

D
Iy, = I'(Ae7 — Agreo) T <5 — Vi34 — A123 — /\6789> [(vy + Aass) ¥
F(% — V13 — )\1 + /\5 - )\67)

4.157
(2 — i3 — M+ A5 — Xerso) ( )

Integramos con respecto a Agy usando el lema de Barnes y obtenemos:

D D
I,\67 = F()\e - )\6789>F <— — V194 — Aags — /\6789>F<_ — Xe7s9g — V13 — A1 + )\5> X

2 2
(D — — 211 — Ajogg — A
( V934 131 1246 6789) (4.158)
[(—2Xg789 + D — 2v1 — Vo34 — A124)
Ahora integramos con respecto a Ag usando el lema de Barnes y obtenemos:
I = T(=Aere0) T (1 + A2a)T(D — 35 — 201 — Aoy — 2Ag789) X
(D - - A

( V1234 6789) (4.159)

F(D — V1234 — 2)\6789)
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Entonces

( 1)D/2 fas D/2 vigss  [Hic0 'HOO
Jw = / / 1o dAsdAgrsol (= A1) -+ T'(=As) x
) [ 1)

D
I'(—MXe7s9) <V1234 Y + Aiasas + )\6789> F(; — V134 — Ai23 — )\6789> X

D D
I'(vy + )\235)F<2 — V24 — Aoas — >\6789>F<2 — Aer89 — V13 — A1 + )\5> X

L(v1 + M2a) (D — vagq — 201 — Aag — 2X6789) (D — 11934 — Agrso) »

P(% — Vi3 — AL+ A5 — )\6789)F(D — 2Xg789 — 2V1 — Vo34 — Ai24)

e (1) (B) (2
['(D — 1930 — Aers9) (D — 11934 — 2X6789) \ f23 fa3 fa3
f12 A4 f24 As m2 A6789
() () (%) 1)

Integrando con respecto a las variables restantes obtenemos:

Jw = (_1)D/2(_m2)D/2—y1234F(V1234 — %) i 1 (137 +w+1) x
- Dnas) oo ittt

(V1234—€;n+l+j+r+w+t)
(1934520 + 21 + 25 + 2r + 2w + 2t)

(vasn + 1+ j) (v n 41+ 1) (vas L+ 7 4+ w)

(4.161)
O bien
F(V1234 - 2)
J(4) = (=1 D/2 —m? D/2—vig34 ~ \"120% 2/ %
) ( ) ( ) F(V1234)
y Vigss — 5. V1, 12, V3,14 k‘_2 q_2 p_2 (q—k)* (¢g—p)* (k—p)?
‘ V1234 m2' m2 m2° m?2 7 m?2 7 m?
(4.162)

Algunos de los procesos donde podemos aplicar los resultados que hemos calculado en
este capitulo son la dispersiéon escalar-escalar, foton-foton y escalar-foton. En el siguiente
capitulo calcularemos el proceso de dispersion escalar-foton.
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Diagram 1; topology u1_ B Diagram 2; topology u2_ Diagram 3;topology u3_
G .6

Diagram 19; fopology u19._ Diagram 20;topology u20_
4 y 4

. p S AW
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Diagram 1; topology u1_ Diagram 2; topology u2_ Diagram 3;topology 13_

N Diagram 17; topology ul0_ Diagram 18; topology u11_
6 i 6 1

Diagram 19; topology u11_

3.0
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Capitulo 5

El Vértice de Dispersiéon Compton

5.1. Introduccion

La evaluacion de las funciones de Green para las teorias de norma en el régimen no per-
turbativo es importante asi como dificil. Por ejemplo, el entendimiento del confinamiento
v la generacién dinamica de masas en QCD requiere del conocimiento de los propagadores
del quark y gluén en el infrarojo. Estos objetos estan ligados a los vértices de 3 y 4 pun-
tos a través de las ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDEs) asi como a las identidades de
Slavnov-Taylor (STI), [31]. Por ejemplo, a diferencia de las teorfas de norma abelianas,
aparecen en el kernel de la dispersion de 4 puntos fantasma-fantasma-quark-quark incluso
al nivel donde estas identidades relacionan vértices de 2 y 3 puntos en normas covariantes.
El kernel de dispersion de 4 puntos quark-quark para piernas externas off-shell es otra
importante cantidad. Su comportamiento en el infrarojo en el espacio de coordenadas de-
berfa decirnos como el potencial fuerte aumenta para distancias grandes entre dos quarks
estaticos. El estudio del vértice de 4 gluones puede mejorar nuestro comprendimiento
del corrimiento de acoplamiento en la regién del infrarojo, [32]. El entendimienton del
comportamiento no perturbativo de una funcién de 4 puntos es una tarea desalentadora,
asi un estudio detallado de tal funcién en una relativamente simple SQED en términos de
la identidad de WFGTT [5] podemos dar un paso importante hacia funciones similares en
QCD mucho mas complicadas.

Comenzaremos por dar la base mas general en términos de la cual podemos expander el
vértice de la dispersion de Compton. Usaremos un conjunto apropiado de vectores asi del
vértice de 4 puntos las componentes del vértice longitudinal para fotones externos puede
ser identificado facilmente. Apelando a la identidad de WFGTI, que relaciona el vértice
de 4 puntos de la dispersién de Compton con el vértice de 3 puntos escalar-foton y el
propagador escalar, construimos el vértice longitudinal para todos los ordenes en teoria
de perturbaciones en términos de menores funciones de n puntos. La conservacion de la
construccion de la identidad de WGTI nos permitira ir al préximo orden de aproximacién
en los estudios de las ecuaciones de SDE. En principio, por ahora seremos capaces de trun-
car este al nivel de las funciones de 4 puntos en lugar de las funciones de 3 puntos. Notemos
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que la identidad de WFGTT nos deja la parte transversa del vértice indeterminada que
ha de ser evaluada usando la fuerza bruta de la teoria de perturbationes.

A pesar del hecho de que la evaluacién perturbativa de las funciones de Green de n
puntos en teorias de norma esta reciviendo mas atencién, resultados analiticos para norma
y dimensiones arbitrarias con piernas externas off-shell incluso al nivel de un lazo para
vértices de 3 puntos en SQED y QCD [17, 33, 34, 35] han sido reportado recientemente.
Los resultados para QED espinorial pueden ser derivados por los apropiados factores de
color en el vértice de quark-gluén. Esos reultados perturbativos nos dan una guia natural
hacia sus posibles estructiras no perturbativas del vértice fermion-bosén, estructuras que
son vitales en las truncaciones de las auténticas ecuaciones de Schwinger-Dyson al nivel
de las funciones de 3 puntos para el estudio del confinamiento, generacién dindamica de
masas y el espectro del hadrén, ver por ejemplo [8, 36].

Un paso natural en esta direccién es la evaluacion de la funcién de 4 puntos en norma
vy dimensiones arbitrarias para piernas externas off-shell. Para nuestro conocimiento, tal
calculo completo no existe para alguna teoria de norma a través de mucho trabajo tratar
con el cédlculo de los diagramas de caja en régimenes cinemadticos particulares relacionan
el problema por un lado. Por ejemplo, un método para calcular las integrales masivas de
Feynman usando la técnica de Mellin-Barnes fue desarrollada en [30] para propagadores
y triangulos con potencias arbitrarias en los denominadores. Primero la caja escalar on
shell diverge en el infrarojo fue calculada en [37] usando un regulador masivo para el fotén
interno; este resultado ha sido extensivamente empleado en muchos calculos electrodébiles
y céalculos para quarks pesados desde entonces. Los diagramas de caja de la dispersion
fotén-fotén fueron tratados en [38] usando diferentes representaciones para integrales de
un lazo. Las integrales masivas para momentos y dimensiones arbitrarias para funciones
de 2, 3 y 4 puntos fueron estudiadas en [39] ejemplos explicitos de las integrales relacio-
nan la dispersion de Bhabha. La integral maestra de 4 puntos en D dimensiones usando
técnicas de Mellin-Barnes fueron estudiadas en [40]. Técnicas generales para resolver in-
tegrales escalares masivas y no masivas de n puntos a un lazo fueron desarrolladas en
[41, 42]. En [43], el diagrama de la caja en dimensiones arbitrarias fue calculada para
piernas externas on-shell con propagadores internos de masas variables en coneccién con
las correcciones radiativas a primer orden para la dispersion Bhabha en D dimensiones.
Las amplitudes a un lazo para las funciones de 4 puntos con dos quarks masivos externos
y dos partones externos no masivos fueron estudiados en detalle en [44]. En coneccién
con 2 — 2 amplitudes de dispersion de QCD, integrales escalares a un lazo en diferentes
regimenes han sido evaluados en [45, 46, 47]. Trabajo mds reciente en este tema puede
ser encontrado en [48]. Nuestra tesis extende estos resultados para piernas externas off-
shell. Sin embargo, en lugar de calcular una topologia particular, evaluamos un proceso
completo en una teoria de norma (dispersién de Compton en SQED) en norma covari-
ante arbitraria, calculando todos los diagramas que contribuyen al proceso en dimensiones
generales D.

SQED es una teoria de norma simple comparada con las teorias de norma espinoriales
(en el sentido que no hay estructura matricial de Dirac), pero las integrales de lazo tienen la
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mismas topologias que aparecen en QED espinorial y QCD. Este hecho la hace una teoria
mas atractiva. Recientemente, resultados analiticos de las amplitudes de helicidad de 6
fotones han sido reportados para SQED, [49]. A parte del hecho que hemos formulado la
maquinaria necesaria para obtener la funcién de 4 puntos a un lazo, el estudio de procesos
tales como la dispersion de Compton

e (p) +(k) — e () +(K)

tiene su propio valor correcto. Por ejemplo, las polarizaciones electrica y magnética de un
pion estan relacionadas con la amplitud de la dispersién de Compton. Debido al hecho
que la estructura interna del pién contribuye poco a esas polarizaciones, es importante
calcular los resultados a un lazo (ver [50] y referencias en este) porque este juega un
papel importante en la calibracion de los aceleradores de altas energias. Sin embargo, en
términos del entendimiento fisico, el analisis de procesos con fotones reales o virtuales
ligados a un electrén o a una linea de quark nos ayudan a probar la subestructura de un
electrén o un nucleén (ver [51] y referencias en este para una revisién en el desarrollo).
En particular, el calculo de la amplitudes a un lazo con quarks masivos externos son
cruciales para describir quarks pesados en la hadrén produccién y desarrollos tedricos de la
constante guiados de procedimientos numericos o semianaliticos que nos permiten mejorar
los resultados con precisién. Estos avances han permitido un continuo flujo de diferentes
métodos matematicos modificando la evaluacion de las integrales escalares y tensoriales
de con lineas masivas [51]. En esta tesis, en adicién a la conservacién de la identidad de
WEGTI para el vértice longitudinal por construccién, también presentamos su calculacion
a un lazo para momentos externos off-shell en norma y dimensiones arbitrarias para SQED
masivos. Este involucra integrales escalares de 2, 3 y 4 puntos con un méaximo de 2 indices !
Los diagramas de caja involucrados tienen al menos 3 propagadores masivos. Todos los
célculos se han llevado a cabo usando FORM o/y Mathematica 6.0.

5.2. Conservaciéon de WGTI para el Vértice Longitu-
dinal de la Dispersiéon Compton

5.2.1. Identidades de Ward-Green-Takahashi para la Electrodinami-
ca Cuantica Escalar

Consideremos los siguientes vértices:

ITambién resultan integrales tensoriales que involucran 3 indices de Lorentz pero dos diagramas de
los involucrados se cancelan entre ellos por simetria de conjugacién de carga.
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Asumimos que el momento conservado es:

k+p=7p parala funcién de 3 puntos
E+p=FK +p parala funcién de 4 puntos (5.1)

Consideremos entonces, que podemos tener la funcién de 3 puntos como

Gu(p'sp) = AWTLu(p', p)Alp) (5.2)
que obedece
k'GL(p',p) = Alp) — A(Y) (5.3)
o bien
T (p+k,p)=AT(p+k)— A (p) . (5.4)

En este mismo espiritu analizamos las relaciones de la funcién de 4 puntos. Como punto
de partida, las identidades satisfechas por las funciones de Green, estan dadas por:

KYGuu(p' Kip k) = Gulp+k,p) = G000 k), (5.5)
k/HGu,u(pla kl;]% k) = Gu(plapl + k/) - G,u(p - klvp) ) (56)
Para ver que implican estas identidades para I primero dividimos los G's en partes 1-PI

y entonces contraemos con los vectores de momento del fotén k y k’. Para la primera,
tenemos

0=K"G,,(p". Kip,k) = —AQ@)E"T,(p.p + k;’)JA(p/ + KT u(p+ k,p)A(p)

-~

—A (0,0 = k)AQP — k) KT, (p — K, p) Alp)
N
AR T (0, K5 p, k)A(p) (5.7)

y para la segunda tenemos
0=Fk'G,.(p k;p k) = —A@PT,0,p" +E)AQ +K)E'T,(p+ k, p) A(p)
—AQ) KT (0, — k) A(p" = k)Lu(p = K, p)Alp)
+AP)E TP, K p, k) A(p) (5.8)
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Notemos que los términos que estan en el corchete se reemplazan por la identidad de la
ecuacion (5.4) para obtener el conjunto de ecuaciones

0 = =AEATQ) =A@ +K)AQP + E)Culp + k, p)A(p)
—A(=pTulp', ' = B)AQ — k)[A (p— k') — A (p)]A(p)
+AQP )T, (0 K, B)A(p) (5.9)
0 = =A@ D@, 0 +K)AQP + KA (p+k) — A (p)]A(p)
—AP)ATHY) = AT = B)AQ — k)Tu(p — K, p)Alp)
+AP KT, (0 K p, k) A(p) (5.10)

Podemos aislar el término que contiene la informacién de la funcién de 4 puntos de ambas
relaciones y tenemos

AT K p, k) A(p) = A +E)Tu(p+k,p)Alp) — AT, 0" = k)AQ — k)
+AP TP, 0 = k)AP) — A)Tu(p + &, p)Ap)
(5.11)
por un lado, y
APET (0 K0, B)A(p) = AW = k)T, (p— K, p)A(p) = AT, p' + K)AQ +F)
+AP (0, 0+ K)A(p) — AT (p — K, p)Ap) ,
(5.12)

por el otro. Notemos ahora que los primeros dos términos de las dos relaciones se cancelan
cuando usamos conservacién de momento, como en la ecuacién (5.1), ya que:

AP0, 0 — kA — k) V=23 Alp + KL (p + K, p + K —k)AQY + K —k)
=A@ +K)u(p + k,p)Ap) - (5.13)

y

AT, 0 + KA + k) P25k Al = k)T, =k + K —kE)AQ + K — k)
=A@ — k). —k,p)Ap) . (5.14)

Con las ecuaciones (5.11)-(5.14) tenemos que las identidades de Ward-Frankin-Green-
Takahashi (WFGTI) que relacionan las funciones de Green de 3 y 4 puntos son :

K'Dy, (0 Ksp k) = Tulp+k,p) =T, 0" — k),
KDy (p' K p k) = D00 +K)=Tu(p—F,p), (5.15)

Estas identidades nos permiten escribir “las partes longitudinales ” del vértice de 4-puntos
en términos del vértice de 3-puntos. Esas partes son definidas como las que desaparecen
cumpliendo con las contracciones descritas en la ecuacion (5.15). Las partes restantes
“ las partes transversas 7 tendran que ser calculadas por fuerza bruta de la teoria de
perturbaciones.
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5.2.2. Resolviendo las Identidades de WGT para la Funcién de
4 Puntos

Hemos obtenido que
KU K p k) = Tolp+k,p) =10 — k),
KT, (p' Ksp k) = T, p"+F)—T.(p—K,p), (5.16)
donde podemos hacer la siguiente descomposicién

A (p+k)— A (p)
(p+k)?—

Lulp +k,p) = (2p+ k), +2(kyp - k = k*pu) T((p + k)%, p?, k?)

parte transversa
(5.17)

Necesitamos expander I',,, en términos de un conjunto de tensores que contienen términos
que son longitudinales y transversos a los dos fotones. Para guiarnos notemos que

A7 (p+ k) — A7 (p)

k/uruy, = (2]7 + k)l/ =+ 2(kl/p k- kau)T(p + kyp)

(p+k)* —p?

—(2p" - k)VA ](fz)—_(ﬁ = (kp)z_ i 2(kup’ - k= K*pl, )T, — k)
o A p+k) A7 p) ATP) AP - k)
- (p +p)V|: (p 4 k)2 _p2 p/2 _ (p/ _ /{:)2 :|

k {Al(p +hk)—ATNp) ATHY) AT - k)]
T k)22 p?— (v —k)?
+h(p+p) k=K @+p)T(p+kp) - T, 0 — k)
kK -k = ER[T(p+ k,p) + T, p' = k)] (5.18)

Los 1ltimos dos términos son transversos a k¥ y son independientes pero tenemos 3
cuadrivectores independientes, (p+ p'),, k., k., dos de los cuales pueden ser ortonormales
a k*. Similarmente la otra identidad de WGT queda como

AT+ F) — AT

KTy = (20 + k), +2(kLK - p = KPp)T(p + K, p)

(p/ + k/)? _

_(2p - k)VA (p) —pA ]E;]/))— i ) - Z(kzljkl P kl2pl/)T(p7p - k/)
B '+ F) - ( ) AT ) AT (p - F)
= (p+p) { W+ k)2 — P2 —(p— k)2 }

AP + ) - A 1( ) CAT(p) AT p -

+k”[ (v + k)2 = p? P —(p— k) }

+k k- (p+1) - k'Q(p +0) T +K,p) = T(p,p— k)

[k K k= EPR[T(0 + K, p) + T(p.p— )] (5.19)
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5.2.3. Base de Vectores

Si convenientemente definimos

Qu = k,o+p) k=k-Kp+p).,
Q, = kp+p) K-k-Fp+p),
R, = k) k- k:%; ,
R, = kK k—k%,. (5.20)
entonces el vértice completo de 4 puntos puede ser escrito en su forma més general como :
FIJJ/ = Fﬁy + Flj;’/ = Aglﬂ’ + Bll(k' . k’/gyu - kyk;) + Bng;k’L + B13R:,kL

+ DByik,Q, + B2 Q,Q, + B R,Q,
+ Bk, R, + ngQ;RM + ngR’VRH , (5.21)

donde los coeficientes A, Bis, Boy, B3y y Bis son determinados por la identidad de WFGT
a todos los ordenes en teoria de perturbaciones. Por lo tanto,

I, = Aguw + BuQk, + BisR)k, + Byk,Q, + Bsik,R,, , (5.22)
U7, = Bulk-Kgu—kk))+ BynQ,Q.+ BsR,Q, + BQ, R, + BssR,R, .
(5.23)

Los coeficientes que constituyen la parte longitudinal del vértice son:

4 = —QZAA”QH%»—A*@»+A*@uw»—A4mﬁ
L (A pt k) AT p) AT AN -k,
T E k”{ (0 + k)2 —p? p?— (' = k)? Pl k)
~Tr(p',p' — /‘»‘)]}
o 1 A_l(p/— k/) _ A_l(p') B A_l(p) —A_l(p—i-kil) e C
By = L - k’{ W — k)2 = p~? Pr— (p+ k)2 E=[TrT(p" =K', p')
—Ip(p,p + k)]
Ba =7 ,1k,)2 {lo+ k) =p’ICr(p+ k,p) + (0 = B)* = p"I0r(t, 0" = K)}
Bz = G _1k,)2 {{(p' = K)? = p®ICr(p' = K, p) + [(p+ k) = p"ICr(p,p+ K}, (5.24)

donde I'r es la parte transversa del vértice de 3-puntos escalar-foton definido como

A ' (p+k) = A (p)

20k k= Kp)Cr(p+ k) . (5.25)
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Notemos que en todos estos cédlculos, donde la proyeccion longitudinal del vértice involu-
crado, Eqgs.(5.24) constituye un resultado exacto no perturbativo. Sin embargo Biy, Bas,
B3, B3y v B3z permanecen indeterminados y necesitan ser calculados perturbativamente
orden por orden. Substrayendo la parte longitudinal del vértice de 4 puntos, podemos
extraer los coeficientes desconocidos a un lazo en teoria de perturbaciones. La dispersién
Escalar-Fotén? puede ser expandida en una base natural como :

F;w = C(O Guv + C’1 k,uky + 02 kupy + CS pul{;u + 04 k,up:/ + 05 p;ku + 06 pup:/ =+ C'7 p;pu
+Cs p,p,, + Co pupy, (5.26)

Usando las ecuaciones (5.21) y (5.26), podemos invertir el sistema y encontrar las rela-
ciones entre los C;, A’s y B’s como:

Co = A+ (k-K)Bn (5.27)
Ci = Bu+(—p"—k-p—k-p+p*)Bp
+(=2p- )+ + 0 —k-p +k-p)Bis
(k-p+k-p)Bu+(k-p+k-p)k-p—p®+k-p +p*) B
(k-p+k-p)2p-p +k-p—p°—p? —k-p)Bos
+(k-p' —k-p)Bsi+ (k-p' —k-p)(k-p—p?+k-p' +p*)Bs
(k-p—k-p)Q2p-p+k-p—p"—p*—k p)Bss (5.28)
Cy = (=k-K)Biy+ (k-k)Big+ (k-p+k-p')(k-k)Bs
—(k-p+k-p)(k-K)Bys+ (k-p' —k-p)(k-k)Bs
—(k-p' =k -p)(k-k)Bss (5.29)
Cy = Bn—|—(—p2—k‘p—k-p’+p’2)B12+(—2p-p’+p2+p’2—k-p’+k-p)B13
+(—k*+2k ) By + (k-p—p” + k- p' +p*)(—k* + 2k - ') By
+(—k*+2k-p)2p-p +k-p —p* —p? — k- p)Bas + k*Bx
kP (kp—p?+ k- +p") B+ K 2p-p +k-p —p* —p® — k- p)Bsy
Cy, = (=k-K)Bia+ (=k-K)Bis+ (k-p+k-p)(k-k)Ba
+(k-p+k-p)k-E)Boz+ (k-p —k-p)(k-k)Bs
+(k-p'—k-p)(k-k)Bs3 (5.30)
Cs = —Bu+(k-p—p"+k-p+p)Bu+2p-p+k-p—p*—p” —k-p)Bus
+(—2k - p— k*)Byy — (kK* + 2k - p)(k - p — p” + k- p' 4+ p*) B
—(kK2+2k-p)2p-p +k-p —p* —p? —k-p)Bys — k*Bs
—k*(k-p—p?+k-p +p")Bsy — K (2p-p' + k- p' —p* —p® — k- p)Bss
Cs = (—=k-K)Bia+ (=k-¥)Bus + (—k2 + 2k - p)(k - k') Ba
+(—k2 + 2k - p')(k - k') Bas + k?Q(k - k") B3y + k’Q(k - k') Bss (5.31)

2Analizamos el proceso de dispersién de Compton para escalares masivos como e~ (p) + v(k) —
el=)(p) + v(K') esto significa que p + k = p’ + k para la funcién de 4 puntos.
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Cr = (k-K)Bu+ (k- K)Bis — (k* 4 2k - p)(k - k') By

(k2 1 2k - p)(k - K)Bag — k2(k - ') Bys + K2(k - k') Bss (5.32)
Cs = (k-K)Bi+ (k-k)Bis — (k* + 2k - p)(k - k') Bas

(k2 1 2k - p)(k - K')Bag — k2(k - k') Bys — K2(k - k') By (5.33)

Cg = (—k . k,)Blg + ( )Bl3 + ( kQ + 2]‘6’ p/)(ki k/)BQQ
—(—k2 42k - p)(k - k') By + k*(k - k') B3y — k*(k - k') Bss (5.34)

Estos coeficientes satisfacen las siguientes relaciones:

Cy = C4|{313:—313,323:—323,5’33:—333}7

Cs

C9|{313:*313,323:*323,333:*333} )

Cr; = CS|{3132*313,B23=*323,333=*Ba3} )
06 = 07|{312:—312,323:—323,332:—332} =+ 2(k : k/) (k p+ k - p/) (BQQ + BQS) s
1
01_5(03—05) = —(k‘-k/)[B;n+(p2—p/2+k-p+k-p/)(B32—B33)
+2(p-p' — k- p—p*)Bss]
Cs+C5 = =2(k-K)[Ba—(*—p?+k-p+Fk-p)Ba
+(k-p' —k-p—(p—p)?)Bas] . (5.35)

Invirtiendo este sistema podemos escribir las piezas transversas desconocidas en la ecuaciéon
(5.21) al nivel de un lazo de la siguiente forma:

k? E(k-p+p*—p-p) k-p P (=p?+p-p +k-p)
Bll = _kk/ Cl+ (l{k’)Q 02 k; k! C + (kk/)Q 04
k-pf k-p(—p?+p-p +k-p) k-p'(k-p+p*—p-p)
P k)2 Cot (k)2 07
kp'(=p” +p-p +k-p) keplk-p+p®—p-p)
C C.
+ (k- k)2 s+ (k- k)2 9
B 1 Co + C7 + Cg + Co
2T 4(kp) (2 p+kep)+ (kp)?+k2(K2 + 2k -p— 2k - p)
b _ 1 Cs— Cr+Cs — Cy
Y A k-p)(=2k - ptkop) + (k-p)? + K2R+ 2k - p — 2k - p)
B - 1 205+2C;—Ce+ Cr+ Cg — Cy
P 4k p)(—2k p+k-p)+ (k-p)?+ K2k + 2k p— 2k - p)
1 20y —2 —Cs—
By — Cy Cy+Cg+ Cr —Cy — Cy . (5.36)

4(k-p)(=2k-p+k-p)+ (k-p)?+k2(k*+2k-p—2k-p)

Los coeficientes C; pueden ser identificados de las expresiones de I'f” a I'h¢. A continuacién
daremos los coeficientes C; explicitamente.
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5.2.4. Los Coeficientes C; a un Lazo

Los coeficientes C; son:

2—2D 1627T_2D

Co = ———F { = 2PaP DKo (p,p') + 272 (0 (Ur(p, ', 0)

+Ui(p. 0’ d) + U q) + Ic(W,d) — 1e(p'.q) — Ie(p',q)

—Io(d —p.p —p) = Io(g —p.p' —p) + Ip(d — p,p' — p)

+ip(qg—p,p' = p) + 0 (Up(p, v, q) + Up(p,p'.d) + 20 (p - Q) Us(p, 7', q)
+20”(p- YVe(p, 0, d) + 20" (p - ) Ur(p, 0, q) + 20" (p - 0"\ Ur(p, 1, ¢)
+¢°p*Us(p, 1, @) + *1*Uc(p, 0, ¢') + 207 (0 - )Uu(p, 9, )

+2p%(p" - " \Un(p, v, q') — 2m*p*(Us(p, 7', q) + Ur(p, v, ¢))

+p*p* (Ui (p. ¥’ q) + Us(p, 7', ¢')) — Ko(d' — p, 0" — p) — Kolq — p,p' — )
—m?(Io(q' — p,p' — p) — Iolg — p.p' — p) +2Io(d — p,p' — )

+2I(q—p.p =)+ 20" @) Iplg —p, 0 — p) + 20 - ¢)p(d — p.p' —p)
+p*(Ie(p,q) + 1c(p, @) — Ie(p, @) — Ie(p,d') — Io(d — p,’ — p)
~Io(q—p, ' —p) + Icld —p.p' —p)+ Iclg—p.p' = p) +2Ip(¢d — p.p' — p)
+2Ip(q—p,p' —p) + Ip(d —p.p —p) + Igla — p.p' — p))

=2(p-p)Up(q = p.0' = p) = Iplg—p.p —p) = Ie(d —p.p' —p)
~Ig(qg—p.p =) = 2(p-))Uclg—p, ' —p) = Ip(g = p,p' — p))
—2(p-¢")Ic(d —p.p —p) = In(d —p.p —p)) — U, d) — Ic(p.q)
+Ip(,qd) + Ie(p.d) + Ic(d — p,0 — p) — *(Ic(W, 0)a* — Ic(p,q)
+Ig(p,q) + Ip(p,q) + Ic(g — p.p' — p)) + P (Up(p, 1. q) + Un(p. ¥, )
—2m*p*(Up(p. ', @) + Un(p.¥'.d') + 20*(p- 9)Us(p, v, q)

+20%(p - VUr(p, 0, ¢') + 20°(p - P)Ur(p, 0, @) + 20°(p - V) Ur(p, 7', ¢)
—2m*¢*Uc(p, ', q) + p*¢*Uc(p, v, q) — 2m*¢*Us(p,v'. ') + p°¢*Uc(p.v'. ¢')
+2p° (0" QUn(p. 0’ 0) + 20° (0 - )WUn(p. P, ') — 4(2(p - P')*(Ur(p. P, q)
+Ur(p,p', ) — (p ) o(d — p.¥ —p) — Io(qg — p.p' — p))
+p*(p- ) Up(p, P q) + Up(p, P, q')) + 2(p- Q)(p P)Ue(p,p',q
+2(p-¢)(p-P)Us(p,p',d") + m*(p- ) Ur(p, 0, 0) + Ur(p, 7', ¢))

+¢*(p- P )Uca(p. 0’ q) + ¢*(p - 1)Uc(p.p'. ¢) + (p’ 7)) Un(p,p'.q)
+2(0" - ) p- P Uu(p, 0, d) + (- 0)Urlp, 9, @) + Ur(p, ', ¢'))
+m*(p- Q)Us(p, 0’ q) + m*(p- )Ue(p, v, ¢) +m*(" - )Uu(p, 7', q)
+m*(p" - ¢)Un(p,p',q)) + D(—2(p- ') 1o(p, p) + Ko(Q) + Ko(q')
+? +p- D) sp.0) + 0 - p+ ") alp.p))) + (1= (277" (
—m*(Us(p, 7', q) + Us(p, 9, q)) + p°m (VD(p v, q) +Vo(p.p',q))
+¢mVe(p.p' q) + *m* Ve (p.p'. ) + p*m* (Vi(p.p'.q) + Vilp. v’ ¢))
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—m*(Io(q = p,p’ — p) + Lo(q — p, 0’ — p)) + P°m*(=Je(p',q) — Je(W' . d) + Je(p',q)
+Je(v. q)) + p’m*(=Jc(p, q) — Jo(p, ¢)+ Je(p.q) + Je(p.d)) + *m*(Jc(v', )
+Jo(p,q) = JeW',d) — Jelp.d) + m*(Je(', q) + Jo(p, @) = Je(v', 9) — Je(p, q))
+p*m*(Us(p, 7', q) + Uo(p, P, ¢)) + 0°m*(Uo(p, 9, @) + Uo(p, 9, ¢'))

—4m*(p - q)Ug(p,p',q) — 4m*(p - ) Ur(p,p'.¢') — 4m”(p - ') (Ur(p, ¥, q) + Ur(p, ', ¢'))
—4m*(p" - )Un(p, 9, @) — 4m* (' - )Un(p. 0, ¢) — p*'m*(Vo(p, 1. q) + Vo (p. ¥, ¢))
—p*p*m*(Vo(p. o', d') + Voo, v, a) + Vilp, v’ q) + Vilp, P, ') — p'2q2m2VG(p,p’, q)
-’ ¢m*Va(p,p', @) — " m*Va(p,. v, d') — p°*m*Va(p, v, d) — p*m*(Vi(p. p', q)
+Vilp.v'. ) + (I @) + JeW',d) — JeW'.q) — Je(',q)) + Dp’ZIB(p, P)
+p'(Jo(p,q) + Je(p, d) — Je(p, @) — Je(p, 4)) + Ko(p', ) + Ko (P, ¢') + Ko(p, q)
+Ko(p.q') — Ko(d' — p,p' —p) — Kolqg—p. 0’ — p) + p* (=16, @) — Ie(p',q)

—Io(¢ =, —p) — Io(g — p,0' = p) + Ip(d —p.p' — p) + Ie(q— p,p' — )
+p*(=Is(p, @) — Ip(p.q') — Io(d — p,0' —p) — Io(q — p, 0’ — p) + Ic(qd — p.p' — D)
+lc(q—p.p = p) + Ip(d — p.p' —p) + Ie(q — p,0’ — p) + DIa(p.p'))

+D(p P)Ua(pp) + In(p.p) + *(=Ic('.d) — Ic(p, @) + Ic(d' = p.p' — p))

P2 (e d) + T, ) + v°d*(—Jc(p.d) + Jep,d) + ¢ (—1c (W, @) — Ic(p. q)
+Ic(q p, 0 =)+ (=Je(p' q) + Je(t', q) + p*¢* (= Jc(p, @) + Je(p, q))
—p?p*(Uo(p, v, q) + Uo(p, ', q") + ' (Un(p, v, q) + Up(p, ', d) + 0" (Un(p, V', q)
+Un(p, 7', 4)) + 0°¢*Uc(p, v, @) + P*¢Uc(p. ¥, @) + p*¢*Us(p, 1. ') + p°¢*Ua(p, v, ¢)
+0"(Ui(p, ¥, @) + Ur(p, 0, 4)) + *0* Ui (p, 0, @) + Us(p, 7', ¢)) + 0°p* (Vo (p, 7', )
+Vo(p.v',d) + *0°*Veap. v’ ) + 0”0’ d*Va(p,v' . d) + 0" Vilp.v'. @) + Vi(p.v'. d)))

D D 2
LoD+1.3D/2 ], <(q2 o m2)D/2—2F(2 F(Zg)i(f) 1) LF (2 . g’g 1 g 1 - z m2>
D/2—2F(2_ %)F(% — ) Ja (2 _ Q Q .D . q’2 >>
2471 ’ o m2

+(g? = m?) Lo +1

279 P
+2P7 P2 (4 (p - q)Vi(p. 0, q) + 4m* (p - )Ve(p. 0, d) + 4m* (p - 0) (Ve (p, 1. )
+Ve(p, v, q) +4m' (0" - )Vu(p,p',q) +4m* (' - ¢)Wu(p, ', ¢) + 4p*m*(=Up(p,p', )
—UD (p, P, ) — 4*m*Uc(p, v, q) — 4¢*m*Uc(p. p'. ¢') — 4" m*(Ur(p.p'. @) + Ur(p. ¥’ ¢'))
m®(p- )Ve(p, ', q) — 4*m*(p - Q)Ve(p, v, q) — 4°m*(p - ¢)WVe(p. ¥, d)
4p m*(p- ¢ Wep,v',d) — 4p"m*(p- 0 )\Ve(p,v', q) — 4p°m*(p - p')Ve(p, v’ q)
—4p”m*(p - p")WVe(p, 0, d) — 4p*m” (p - P )Ve(p,v'. ) — 4" m* (' - )V (p. ¥, q)
—4p*m*(p" - q)Vu(p,v', @) — 4 "m*(0' - ¢ Wau(p.p'.d) — 40°m* (0" - ¢ )Wu(p.v'. d)
+4m*(Io(q = p.p' — p) + Lo(q — p,p’ — p)) — 4Dp*(p - ') Je(p. p') — 4Dp"p* Jp(p. p')
—DEo(p,p') = 4D(p - 1')*Jp(p, ') — 4Dp"”(p - ') Je(p.p) + 4™ (p - ¢)Us(p, V', q)
+4p*(p - Q)Us(p, v’ q) + 4% (p - ¢V Ue(p, ', ¢) + 40*(p - ) Us(p, ¥’ ¢')
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+4p”(p - P )VUr(p, 0’ q) + 4p°(p - P)Ur(p, 0, @) + 49 (p - 1) Ur(p, 0 ¢')
+4p*(p - p"\Ur(p, 1, d) + 40" (0" - )Un(p. v’ q) + 40° (0" - )Un (p, 7', q)
+4p? (' - ¢V Uu(p, 1, d) +40° 0" - VU (0,9, ¢ ) + 40P (0 - O)Ve(p, 1, q)
+4p”p*(p - " Welp, v, d) + 4°p* (0 - 1) Ve (p. 0, q) + Ve(p, ', )
+4p?p* (0" - V(.1 @) + 400 - )Waulp.v'.d) + 40" - ) (—Ip (', q)
+Ip(q—p, 0 —p) +40 - ) (~Ip(V.¢) + Ip(d — p,1’ —p))

+4p*(Ip(q' = p.p' —p) + Inlg —p.p —p)) — 4(p- P )(Ip(d — p,0’ — p)
+Ip(g—p.p —p)) —4p-)Ue(d = p.0' —p) + Ielg— p,0’ — p))
~4(p-q)Up(p.q) + Ic(g—p.p' —p) + Iplg—p.p' =) — 4p- ¢)Un(p.¢)

iold = pt =)+ In(d - o — p>>))} (5.37)
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1 D o
—62{21 Pra2=P(—Ip(p',q) — Is(p, q) + 2Ip(p'q) + 2Ir(p, q))

4
23=Dp=D (WQKO(q) - WD/ZQl(q)) N 27 Pr2=D(T — 2Ky(q)(m? + ¢%))
m? — g2 (m? — 2)?

+(27T)D< - Io(p', q) + ﬁ (WQ(Ko(p') + Ko(q) + (Io(p', 0) — 214, q))

(@ = 4y = )~ 47PQu0) ) + s (wale) + Kol

m

+(Lo(p, q) — 21a(p, q))(2m* — p* +4p - q — ¢*)) — 47TD/2Q1(61)>

w2 (=2m® 4+ p” +p* — 4p - P YUo(p, v, @) + 47 (Is(p', q) + I5(p, q)
—Ialg—p, 0 —p) — (=2m* +p” + p* — dp - p)Us(p, 7, )
—Ar*(Ic(p',q) + Ic(p, q) — Ic(q —p,p' — p) — (—2m® + p” + p
—dp - pUe(p,p',q)) — ™ Io(p.q) + m*Io(q — p.p’ — p)

e , J—D—1,2,-2D
+4m°lc(¢ — p,p" —p) +(1—f)——q

e T
2 _
2P7P 2 (mt (—m® + " + p* + @)Volp. ¥, @) + m* (Lo(p, ) — Lo(q — p, 0’ — p)
+Lo(p) + Lo(p') — (0 + 0" )Us(p, ', @) — P*p*Vo(p, ', @) — 0 a*Va(p. ¥, q)
—p*¢*Volp.p', @) — P*Lo(p) — 2Lo( )+ (m* = ) 1o(p,q) — ¢*Lo(p, q)
+@Io(q — p, 0’ = p) + (0P + P*)Uo(p. ¥, @) + 0°P*Vo(p. ', q))
+2PH TP (m (= a0 q) — Jalp, @) — Je(P' @) — Te(p.q) + Us(p, 1, q)
—A4Up(p, ', @) + 4Uc(p, ', @) + m*(*(Ja(v', q) + (', 0)) + p*(Ja(p, q)
+J(0,q) + ¢ (Jal®', @) + Jalp,q) + Js(0',q) + Ts(p, q) — Uo(p, ¥, q)
+4Ug(p, ', q) — 4Ua(p, 9’ q))) — 0 *(Ja(0', @) + Js(0', @) — P°¢* (Ja(p, q)
+J5(p,q)) + (2m)" 2 (m* — ¢ )( Vap.p',q) + m*(Js(p', @) + J(p,q)
—Jo(0' q) = Je(p.q) + Je(P', @) + Je(p, @) — P*Ve(p, P, @) — P*Va(p, 1, q))
—Ip(p.q) — Is(p,q) + Ic(p'.q) + Ic(p.q) + Tala — p.p' — D)
~Ic(d —p.p —p) = Iclg—p.p' —p) + (= I @) + Jo(¥',q) — Je('. q)
+Us(p, 7', q) — Uc(p. ¥, q)) + p*(=Js(p.q) + Je(p, q) — Je(p. @) + Us(p, 7', q)
~Ua(p,7',9) +0*p° V(0,0 q) — (m* — p*)(m* = p*)Va(p,1', q))
L(3)r(B- %)

D DD 7
D/2— 2—F 3____ 27
) r(Z+2) < 22 7 2—m2>}

m 2

_2D+37T3D/2(q2 —m
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1
62{ - 21_D7T2_D (IB(pla q) - 2IE(p/7 Q) + 210(])7 Q) - IA(p7 Q)

4
~Sla(p.) + 2p(p ) + s, 0) ~ 1 (Kole) = 77 Qu(0) )

-9
+27D7T27D ( 1

m2 —q
—p?+40 - q) — ) + L(p,q)2m* —p* +4(p- q) — &%)
2(L4(p, @) (—2m* + p* =4 - @) + &) + La(p. @) (—2m* + p* — 4(p- @) + ¢*))

—87TD/2_2Q1(C])) + (T)’I,Q%qQ)Q(T — 2K0(q)(m2 + C]2)) - (Io(p/, Q) =+ IO(pa Q)

+Io(q — p, 9, p) — 21a(p, q) — 4Ip(Y', q) — AlIn(p, q) + 41c(p', q) + 41c(p. @)
+41p(p,q) —21a(q — p,p' —p) — 2Ig(q¢ —p,p"' — p) + 4p(q — p,p" — p)
+2m* = p? = p* +4(p- 1) (Us(p, 1, q) — 2Ua(p. 7', q) + 4(—Us(p, ¥, q)

H%@ﬁﬂ)ﬂkmﬁﬂWO}—ﬂ—QQDgQDQ%WP%@ﬁﬂ)

T e
+2Va(p, 0, @) + 4Vs(p. ¥, @) — 4Ve(p, v’ q)) + m* (2Us(p, ¥, q) — 4Ua(p. P, q)
—8Us(p, v, q) + 8Ur(p, v, q) + 8Ua(p, v, q) + (¢* + p”* + p*) Vo (p, ¥, @)
—2Va(p. v’ q) — 4Ve(p, ', @) + Ve(p,p'.q)) — 2Ja(p', q) — 2J4(p, )
+2Jp(p', q) +2Jp(p, q) — 4Jo (v, q) — 4Jo(p, q) +4Je(V, q) + 4TE(p, q))
+m*(*(2Ja(p', @) + 2Ja(p, @) — 2J5(0'. @) — 2JB(p.q) + 4Jc(V', @) + 4Jc(p. q)
—4Jp(p', q) — 4T, q) — 2Us(p, p', q) +4Ua(p, v, q) +8Us(p, v, q)
—8Ug(p,p',q) — 8Uc(p, v, q)) + (0 + p*)(=Uo(p. ¥, q) + 2Ua(p, ', @)
+4Up(p. ' q) — WUs(p, v, q) — 4Uc(p.v'.q)) + (¢ + p*¢® + p*p*) (Vo (p, 1, )
+2Va(p, v’ q) + 4Vi(p. ¥, @) — 4Ve(p, ', q)) + Lo(p, @) + Io(q — p,1’ — p)
—214(p, q) — 4Ip(p', q) — 4Ip(p,q) +41c(p', @) + 4lc(p, ) +4Ip(p, q)
—21a(q—p.p' —p) — 2I5(q — p,p' —p) +4Ip(q — p,p' — p) + Lo(p)
+Lo(p') + (2140, @) = 2J(0' q) + 4Jc (V' q) — 4T6(p, )
+p*(2Ja(p, @) — 2JB(p, q) + 4Jc(p, q) — 4Ts(p, ) + (m* — ¢*)Io(p', q)
+¢*(—Io(p.q) — Io(q — p, 0’ — p) + 21a(p.q) + 415(p', @) + 415(p, q) — Al (V. q)
—41c(p,q) — 4p(p, q) + 21alq — p.p' — p) + 2I5(q — p.p' — )
—4Ip(q—p, 0 =) + 7P (=204, @) + 2J5(0 . q) — 4Jc (P q) + 4Te(V', )
+Uo(p, 7', q) — 2Ua(p, v, q) — 4Us(p,p', @) + 4Ug(p,p', q) + 4Uc(p, P, 9))
+0°¢*(—2Ja(p, @) + 2J5(p, @) — 4Jc(p, @) + 4J6(p, @) + Uo(p, 7', q)
—2Ux(p,1',q) — 4Up(p.p', q) + WUk (p, v, q) + 4Uc(p. v’ q)) + p*0*¢*(Vo(p, 1, )
—2Va(p. v’ q) — 4Vs(p,v'. @) + 4Ve(p,p'. q)) — 4(m* — p”*)(m* — p*)(m* — ¢*) X

r(3)reé-73%)
2 N2 _o.-D/2-2/.2 _2\D/2-2" \2 2
Ve(p,.p'sq) —p”Lo(p") — p*Lo(p) &5 (% —m?) 0(Z+2) X

D DD e

5 (Ko(p) + Ko(p) + 2EKo(q) + Io(p', ) (2m”

m2_q2




Cs

zre 2{ (Is(v' q) — Io(p'sq) — Io(p.a) + 1e(P', @) + I6(p, q))

2¢°14(p, ) 2¢°Ko(q)

+15(p,q) + Ip(qg —p,p' —p) — 2Ip(qg — p,p' —p) +

m2 _ q2 (mQ _ q2)2

+(m2qu)22m2(—Uo(p,p’, q) +Ua(p.p',q) + 3Us(p, v, q) — 2Ug(p,p', q)
—2Uc(p, 7', q)) + 0*(Uo(p, ¥, q) + Uo(p, 0’ q) — Ua(p. ¥, q) — 3Us(p, 7', q)
+2Ug(p,p',q) +2Uc(p. P’ q)) + 4(p - ) (=Uo(p, 9, @) + Ua(p. . q)
+3Us(p,v', q) — 2Us(p, v, q) — 2Uc(p,/p’, q)) th(—UA(p, PII;Q) _/3UB (p, 1, q)
+2Ug(p,p,q) + 2Uc(p.p. q)) + ﬂi?(_p q)Q + mm?fp ;]3) + 2pm£A_(p q’f)
L )+ )+ 4 S

4TZQIA(7I; 2(1) N 82(19’ q)2 L.q) + p;j(fpy;;) L —q€2_+ ?;12@ “q)) Li(p.q)

(2721221((; ( ~Volp. ' @) + Valp.p' . q) + 3V (p, 1, q)

—2Vi(p, 1, Q)) +m (2Uo P10, q) = 2Ua(p, v, q) — 6Us(p, 7', q) + 4Ur(p, v, q)

+4Ua(p. P @) + (0% +0° + ) Volp. 0’ q) = Valp, v q) + 2Ve(p, 1, q)

=3Vs(p, 0, q)) +2(=Jalp',q) + Is(p', @) — Je (v, q) — Je(p, @) + Te(p', q)

+Je(p,q))) + m*(2¢*(Jap', @) — I, @) + Je(v', @) + Jo(p, ) — Je(p', q)

—Je(p,q) = Uo(p, v, q) + Ua(p, p', @) — 2Uk(p,p', q) + 3Us(p, 7', q)

—2Uc(p, 7', q)) + (0° +p*)(=Uo(p. ', q) + UA(p p.q) +3Us(p,p,q)

—2U(p,7',q) — 2Ua(p, 7', q)) + (0"°¢" + p*¢* + *p*) (Vo (p. P, @)

+3Ve(p, ', @) + Valp,v', q) — 2Ve(p,v', @) + Io(p, @) — Ta(p, q) — 31(¢, q)

—315(p,q) + 2Ic(p, q) + 2Ic(p. q) + 2Ip(p.q) — In(q — p.p' — )

+2Ip(q = p.p' — p) + Lo(p) + Lo(p) + p*(2Ja(0),q) — 2J5(V . q) + 2Jc (V. )

—2Jp(p',q)) + P*(2Jc(p, @) — 2J6(p.q)) + 47°*72Qa(q)) + (m* — ) Lo(p', q)
¢*(—Io(p.q) + La(p. q) + 315, @) + 31s(p, q) — 21c(p', @) — 2Ic(p, q)

—2Ip(p,q) + Ig(q — p,p' — p) — 2Ip(q — p.p' — p)) + 207 (—Ja(p. q)

+Js(1',q) = Je(v', @) + Je(v',q) + 20°¢* (= Jc(p, @) + Je(p, )

—AxPP22Qs(q) + (00 + +0°) (Uo(p, ¥, q) — Ua(p. v, q)

—3Us(p, 7, q) + 2Us(p.v'.q) + 2Uc(p, ', @) + 00’ Vo(p.v'. @) — Valp, 7', q)

—3Va(p, o', q) + 2Ve(p, P, q)) — 2(m* — p*)(m* = p*)(m* — ¢*)Va(p, v, q)

Laly) - Ta() )} (5.40)
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Cy

22_D7T2_D

1 2 7_(]2(1(0(]?/) - 7TD/2_2Q1(]3/)

1€ { =27 Pa P (Ig(p', q) — 2Ip(p,q)) —

m?2

27D7T27D

—Ko(q) -+ 7TD/272Q1(Q)) + m (Ko(p) + Ko(p/) -+ QKO(Q) + Io(p/, q)(2m2

—p? 40 Q) = @) + L(p, ) (2m* — p* +4(p - q) — ¢°) + 2(Is(p', q) (—2m”
% =40 @) + @) + La(p, @) (—2m® + p* — 4(p - @) + %)) — 4”22 (Qu ()

FQU) (T = 2l + ) ) =270 P (hly') + o)

~Io(q —p,p —p) = 2Ia(p', q) — 2I5(p',q) — 2I5(p,q) + 4Ip(p, q)
+214(q — p,p' —p) + 2I5(q¢ — p,p' —p) — 4Ip(q — p.p' — p) + (2m* — p”* —p
+4(p- ") (Uo(p,p',q) —2(Up(p, P, q) + Uc(p,p',q) — 2Uu(p, ', Q))))}

4_D_1€27T2_2D

2

-0~ 5 {2D+17TD(m6(—VB(p,pZ q9) = Vep,v',0) +2Vu(p, P, q))
+m*(=Ja(v',q) + Jalp,q) + Js(0' q) — Js(p, @) — Us(p. 9, q) + 2Us(p, P, q)
+2Uc(p,p',q) — 4Uu(p. 0’ q) + 0% + 0* + ) (Va(p,0', ) + Ve (p. v, q)
—2Vi(p, 0. 0)) + m*(Is(p', @) + In(p.q) — 2Ip(p, @) — La(q — p,p’ — p)
—Iplq—p,0' —p)+2Ipla—p,0' —p)+ P° + A (Jal'.a) — Js(¥.,q))

+(0* + @) (—Jalp, @) + Js(p, q)) + ¢ (Uo(p, 9 0) — 2Us(p, 1, q)

—2Uc(p, 7', q) + 4Unu(p,p', q)) + p*(=Us(p, ', ¢) = Uc(p, 7', q)

+2Ux(p, ¢, 0) + 0°(=Us(p,0', @) = Uc(p, 1, @) + 2Uu(p, 0, q)) + (0°p* + "¢
+0°¢) (=Va(p. 0’ q) = Velp. 0’ q) + 2Va(p, ', @) + (m® — ¢*)1a(p', q)

+@* (=150, ) — In(p.q) + 2Ip(p', @) + Ia(a — p.p' —p) + Ip(a — p.p' — D)
—2Ip(q—p,0 =)+ P*C(=JaW. Q) + T q) + Us(p, ¥, q) + Uc(p.p',q)
—2Uu(p, 7, @) + P°¢(Ja(p, @) = Ju(p,q) + Us(p.¥'.q) + Uc(p, P, q)
—2Uu(p, 7, @) + P*0* ¢ (Vs (p. P, @) + Ve(p, v, a) — 2Vu(p, 1. q)))
—2m)P(m*(L(p', ) + Lo(p, @) — Io(q — p, 0’ = p) + Lo(p) + Lo(p')) — p"* Lo (')
—p*Lo(p) — *(Io(t', @) + Io(p, @) — Lo(q — p.p' — p)) + (m* — @) ((p* — m?) x

(m* = )Vo(p, 9, @) — (0 + 0*)Uo(p, P, Q)))} (5.41)
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C; = 2P P (2L (v, q) — Als(Y,q) — Ip(qa — p.p' — p) + 2Ip(q — p,p' — p)
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5.3. El Vértice de Dispersiéon Compton a un Lazo

En este capitulo comenzamos proponiendo una base conveniente para descomponer
el vértice de la dispersién de Compton en sus partes longitudinal y transversa. Ademas,
construimos el vértice longitudinal. En esta seccién, vamos a calcular la dispersion Escalar-
Foton. Los diagramas que tenemos que evaluar son 28. Estos diagramas los generamos us-
ando un paquete computacional llamado Feyn-Arts. Comenzaremos calculando el primer
diagrama.
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5.4. Diagrama 1

p

Aplicando reglas de Feynman tenemos:

dPw . Juald g Wl
T, = 2ie? povl _ B (1) F 5.47
o /(27T)D< e ){(q—w)Q—TTLQ] w2 +( g) w ( )
dPw g wyw
I, = —2ie’ - 1 1— L 4
o = - [ | - e (- O] 549
donde g=Fk+py
dDw 1 Z'T('D/Z D
K — _ r(o_Z 2 2\D/2-2
0 = [ G~ (2 7 )t
D D D D q>
Bl——-11)F(2——, - —1;,—; A4
<2 7>2 1( 272 727q2_m2) (5 9)
d%w Yty i D/2 F(%)F(S_ %) 2 2\D/2-3
Lm/(Q) = /(QW)Dw“[(q—w)?—m?] =T q#qyw(q —m) X
D D D 7> g F(Q—Q)F(Q—l) B
Fls3_~2 2.2 o v 2 2 2 2\D/2-2
21(3 272’2+7q2 m2)+2 M2 +1) ( m?) X
D D D 2
2F1(2—5,§—1;5+1, _ qmz)] (5.50)
Entonces
v 2ie? . ,
I'p, @t K@)+ (1= OL(9)}) (5.51)
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5.5. Diagrama 2

(5.52)

donde ¢ = k' +p

5.6. Diagrama 3
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Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

W = e / dPw g (p+ )k + K +2w)a [ g%
(m)P (w2 = m?)[(k -+ K+ w)? = m] |~ (kR
k4 kN> (k + k8
+(1 - 5)( (k)—l—(k')4 ) :| (5'53)
(k+ K +2w)alp+9)sg*’g" = ¢"[(p+p) - (k+ k) +2(p+ ') pw’] (5.54)
(k4K +2w)a(k+ k) (k+ k)’ (p+1)sg" = g (k+K)- (0+P)(k+K)*+2(k+F) w”)
(5.55)
Las integrales a calcular son de la forma:
/ dPw
(w2 —m2)[(k + K + w)? — m?
dPww”
/ (w2 —m2)[(k + K + w)? — m?
(5.56)
Sea —r =k + Kk
/ dPw _ ZT‘_D/Q(_TQ)D/2—2 F(% B 1)F(2 — %) \D-3
(w? —m?)[(w —7)? — m?] r(%)
D m2 D/2-2
(- D) ()
D D (1- )
2 I <1,2—272,4mQ/T2>] (5.57)
donde
4m? —r?
/ L _ / Gl (5.59)
@ —mdw—rP—ml] ~ 2 ) W om]
Por lo tanto
r;g”g =0 (5.60)
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5.7. Diagrama 4

Aplicando reglas de Feynman tenemos que:

w2 dw 5 (p+q)"(2q —w)" _ 9as B w*w?
S b e e e U K
9apg”’(q +p)'(2¢ —w)* = (2 —w)"(q+p)*
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e = /w4[<q e R S TG+
2F1(3 l;? 1;§+ : 2q2m2> (5.65)



Por lo tanto

P i {_ (" +a")g"
Dy -

(2m)? (¢? = m?)

(@ — mz)) E(q)+ (1 =0" + CJ“)L”(Q)}

(5.66)

5.8. Diagrama 5

(@ - m)) K () + (1= 00" + q’ﬂ)L"(qv}
(5.67)
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5.9. Diagrama 6

v (" +q")
FIBG = K(q’) + m

7:62 { 5 (plu + qu)q/u

e R KH)+ (1= 90" + ") 10 |

(5.68)

5.10. Diagrama 7

Aplicando reglas de Feynman tenemos:

T = je? / T (29 — w)’(v' + )" g9* ww”
(

T e T I
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" :<§;{‘/“%Lﬂé?égﬁgzgim4

wi(g? = m)(g — w)? = m]

Entonces
w2 + ") dPw (p" +q") dPwwH
R - R s e
W dPwuw B " +q¢) [ d°wuw"
=00+ [ S e )} 6
wo et (" +d")g" " +4") N o Ta
I'p, = (%)D{ 2 @ —m?) K(q) + (qg_mg)K (@) + (1 =8P +4¢")L (q)}

(5.72)

5.11. Diagrama 8

Aplicando reglas de Feynman tenemos:

i — ie? / dw(2p —w)*(2p —w)’gu [ g% . g)wawﬁ (5.73)
@m)P ) [(p—w)?=m?[(p) —w)* —m?] | w? w* '
O bien,
v —ie? [~ ,
o = Grp? {K(p =p) =2+ )" Lup.0) +4p- ' 1(p,p)

+HE=D[K(p—p) = 2p+ )" Lu(p, 1) + 4p’”p”JW(p,p’)]}
(5.74)
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donde

~ N dPw
Kp—-p)= / 0= w)f — [y — w)f =l (5.75)

5.12. Diagrama 9

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

w2 d°w  (p+q—2w)"(2p —w)"g” g’ ww”
= / P [(p—w) —mAl[g — w2 —m? | w?

(2p — w)*(p+q —2w0)"g*g™ = 2(p+ )"’ — (p + )'w” — 4w'p” + 2w'w”  (5.77)

(2p —w)*(p + ¢ — 2w)*g™ ww” = [(q + p)'w” — 2w w][p* — (p—w)’]  (5.78)
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Las integrales que necesitamos calcular son de la forma:

, B dPww”
L(q) = / wi(q — w)2 —m?
w - dPwwhw”
L'(q) = / wi(qg — w)? — m?]
dPw
I(p,q) = / w2[(p — w)?2 — m2][(q — w)? — m?|
, B dPww”
(pq) = / w?[(p — w)? — m?[(q — w)? — m?]
» B dPwwhw”
I"(p.q) = / w2[(p — w)? — m2][(q — w)? — m?|
} B dPww
J(p.q) = / wH(p — w)? — m?][(q — w)? — m?]
» B dPwwhw”
J¥(p.a) = / wi[(p — w)2 — m?[(q — w)? — m?] (5.79)
Entonces
Ip, = (;ri {20+ a)"p"I(p.a) = (0 + )" I"(p.q) — 4p"1"(p, @) + 21" (p, q)
~(1=9[0* —m)(p + )" I (p,q) = 2(p* — m*)J* (p, q) + 2L" (q)
~(p+9)"L"(q)] } (5:80)

5.13. Diagrama 10
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- 2
v —ue v v v v
Ipy = (27r)D‘{2(p +¢)'p"1(p,q") — (p+ ) 1" (p,q") — 4p"I"(p, q') + 21" (p, ¢')

—(1 =9[> —m)(p+ )T (p,d") — 2(p° — m*)J* (p,q) + 20" (¢)
—(p+¢)'L" ()]} (5.81)

5.14. Diagrama 11

- 2
—e v v v v
(2m)D 20" + ) I, d) = O+ )W, ) = 4T )+ 2 (0, )

—(1 =[P —m*) @ + ) TP, d) = 200" —m*) " (', ) + 20" (¢)
~(v' + ) L"(d)] } (5.82)

w
FDu -
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5.15. Diagrama 12

p
Aplicamos reglas de Feynman:
o A i I e
-~ (@2m)P (P —w)?=m?[(g —w)? —=m? | w? !
(20" — w)’ (v + ¢ — 2w)" g*" g™ = (2 — w)*(p' + ¢ — 2w)" (5.83)
2 —w)’ (' + ¢ — 2w)" g™ ww” = [w - (2p" — w)]w(p' + g — 2w)” (5.84)

Por lo tanto

(;:;2 {200+ )" 1 q) — (0 + )" 1" (P, @) — ™I (P, q) + 21" (P, q)
—(1=9[@*=m*) W + )" J" W, @) — 20 —m*)J*™ (¥, q) + 2L (q)

—(p' +9)"L"(q)]}

o
I‘D12 -

(5.85)
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5.16. Diagrama 13

D i

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

wo_ 2 [P0 (p+p)Qu—k)g [ g7
s / (2m)P (w? = m?)[(w — k) — m?] [ (k+ k')
(k+K)*(k+k)°
+(1—=9) () } (5.86)
(p+7)° 2w — k)*g*° g™ = 2w — k)*(p+ p')" (5.87)

(p+p)P 2w — kg (k+ k) k+E) = (k+E) (p+p)2w— k)" k+E) (5.88)
Entonces

wo et ([ (ptp) o EHE) )RR
: (%)DH (R k) ]

{2/ (w? meEZU—]MW o m2>[c<lju— R m2J }

Utilizando (5.57), (5.59) y simplificando obtenemos:

T =0 (5.89)
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5.17. Diagrama 14

Fpy, =0 (5.90)

5.18. Diagrama 15

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

o ie? [ op (2 —w)(p+q) g™ g*° wow?
' (2m)P / P - —w2—m? | a? (1=&—| (6:91)
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20 — w)’(p+ @)"g*’ g™ = (20" — w)" (p + q)" (5.92)

(20" — w)’(p+ )" g™ ww” = [w- (2p' — w)](p + ¢)*w" (5.93)
Entonces
w1 pret [ op (207 —w)
YT op { oy |
- [P 20
Por lo tanto
o= 1 PR k) b K ) 4 (- 07— m?) L)} (5.95)

ve T @mP (=)

5.19. Diagrama 16

e’ (p+4q)*
(2m)P (¢% —m?)

IDe = {—2"K@)+ K"(p) + (1 =& p* —m*)L"(p') }(5.96)
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5.20. Diagrama 17

/

p p

’L'62 (p/ +q/)y
(2m)P (¢ —m?)

I, = { = 20" K (p) + K*(p) + (1 — )(p* — m*) L*(p)} (5.97)

5.21. Diagrama 18

uy i62 D (2p - w)ﬁ(p/ + q)ugau o ﬂ . wo‘wﬁ
R R R rar T | Rl B
2p —w)’(p +q) g g™ = (v + )" (2p — w)* (5.99)
(2p — w)’(p' + q)" g™ ww® = [w - (2p — w)]w"(p’ + q)* (5.100)
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Por lo tanto

oo ¢ (g
bu = )P (g2~ m)

{—20"K(p) + K*(p) + (1 — &) (p* — m*)L*(p) } (5.101)

5.22. Diagrama 19

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

woo_ ie? dPw o % — V(2 — ) x
= 2(27)D / (2 — m2)2[(q — w)? — m?] P+ )" +9)"(2q )*(2q )

{— ol - é)w;fﬁ] (5.102)
(2g — w)*(2g — w)’g* = (2¢ — w)? (5.103)
(2q — w)*(2g — w)’ww’ = [¢* = m* — (¢ — w)* + m?]” (5.104)

oo i€ D, (24— wPp+a)"¥' +q)"

g 2(2m)P {/d w?(¢* = m?)*[(q — w)* — m?]
1 Dw[q2_m2 — (g —w)*+m*P(p+ Q" + q)

(1-¢) /d ST Pl WP ] (5.105)

Simplificando tenemos que:

b, = Q(Qi)p(p +a) (' + Q)”{ (q2 _2m2 P Z1_7717712)2)}((61) - m
—(1- £)L(q)} (5.106)
donde
_ d"w — _izD/2 _ B m2)P/2-1
== (1-7) o 100



””:/ﬁﬂmfiﬁ—mﬂ::‘”mmﬁwﬂﬁ<3‘§>3@é;‘ﬁx

D . D ¢
2F1(3—2,2;2;§12> (5.108)
5.23. Diagrama 20

k Y

I
p+Fk

p+k’—w<

p+K

14
p i

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

- / dPw(2¢ — w)*(2¢ — w)’(p' + ¢)*(p+ ¢)"
)

7T Taaap e (T e R,
gaﬁ wawﬁ
[_Fﬂl_@ — } (5.109)

(2¢ —w)*(2¢' —w) (Y +¢)"(p+ ) 9" = (o + ) (p+ ) [w® +4¢* — 4¢,w*] (5.110)

2¢ —w)*(2¢ —w)’ (0 + )P+ ¢)ww’ = @ +)p+q) w' — 20 g’
2 o/

—2w*wq, + 44, qﬂw“wﬁ} (5.111)

Las integrales a calcular son de la forma:

KW)—{/W _mﬂ
z@w>:t/w S
2o) = [ wfmZ]
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Entonces

w o —ie? () p+d)” PY .
FD20 - 2(27T)D <q/2_m2)2 {_46] K(Q)_T+4QaK (Q)+(1_£)[T

—4¢, K*(¢) + 44, q5L" (¢')] } (5.112)

5.24. Diagrama 21

Dy =T, (5.113)
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5.25. Diagrama 22

Aplicamos reglas de Feynman y tenemos que:

ie?

(k+ K —2w)*(p+p)P(k — 2w)*(2k + k' — 2w)”

e e e e
g°? (k+E)*(k+ k)’
{_(k+k’)2+(1_€) (k+ k)

(k4K —2w)*(p+p)°(k — =
(k= 2w)"(2k + k' = 2w)"[-2wa(p + p)* + (k + &) - (p+ )]

(k+ K —2w)*(p+p)°(k -

2w)*(2k + k' — 2w)” g*?

2w)*(2k + k' — 2w)"(k + K (k + k’)ﬁ -
(p+p)-(k+E)(k+k)?=2w- (k+k)](k—2w)* 2k + k' — 2w)”

Las integrales a calcular son de la forma:

I(k, k+ k)
Mk k+ k)
I (k, k + k')

I8 (ky b+ &)

dPw

| e

dPwwt

/ (w? —m?)[(k —w)? = m?|[(k + K — w)? —m?]

dPwwrw?

| e T

dPwwrww,,

f
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m2)[(k —w)? —m?][(k + k' —w)? — m?

X

(5.114)

(5.115)

(5.116)

(5.117)



donde

Ik k+K) = @F<3 _ g (—m2)P/23 x

2
3_2717171 (k+k/)2 k/2 k2
Y3 [ 2 'T o (5.118)
5.25.1. La Integral Tensorial I*(k,k + k')
Tenemos
~ N dPwwH
Ik k+ k) = / (3o s e 1 gy v e (5.119)
Seat =k + K
(k1) = / A (5.120)
Y =l = w0 = [ = ) =] |

Como un vector de Lorentz I* puede tinicamente tener componentes en la direccién de
los momentos k* y t*. Asi, podemos escribir:

~ im?

It = 7[k:ﬂ[}l(k, t) + thIp(k,t)] (5.121)

donde I4(k,t), Ig(k,t) necesitan ser funciones escalares de k y t. El factor de in?/2 lo
tomamos por conveniencia. Formamos los siguientes productos escalares

~ ) 2 ~ ~
e = %[k:QIA(k,t)Jrk-t[B(k,t)]
im?

I = [k tha(k,t) + *1p(k,1)] (5.122)

resolviendo para I4(k,t) y Ig(k,t) obtenemos

~ ) 2 ~ ~
(k- k[t = %[(k R TA (k) + (k- 1)2Tp(k, t)]
- 2
Kefr = %[kQ(k (k) + KI5k, 1)] . (5.123)
Por lo tanto,
- 2 - -
[B(k, t) - m[(k} . t)k,/.L[/J - th,uI,u]
Li(k,t) = Ip(tk) (5.124)
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donde
Ty - kj Py :
e =5 ) T = wp =l -
1[5 1
R e

D 1
_§/d YT —m?[(t — w)2 — m?]

k2 - 1~ 1 -
= ?I(k:,t) + §K(k —t) — §K(t) . (5.125)
Hemos usado la relacién
1
t-w:§(t2+w2—(t—w)2—m2+m2). (5.126)
De manera similar, tenemos que
- 2 1~ 1 -
it =T+ _-Kk—t)— -K(k). (5.127)
2 2 2
Donde
N r-nrie-2) . m2\ P/ D
K(k — D/2 —k2 D/2-2 2 2 )\D*& o e rfi1—=
( ) LT ( ) F(g) k2 2 %
D D (1—-)\)?
1—=A)Fi 1,2 — —; —; 12
( )\)2 1(7 2’2’4m2//c2 :|7 (5 8)
con A = +/(4m2 — k2)/ — k2. Por lo tanto, I4(k,t) en el caso masivo y dimensién

arbitarria D es:

Iu(k,t) = —22{[9 — (k- t)]KO(kQ_t) + [k — k- t)]IQO +12Q4(t) — (k - t)@l(k:)}
Ig(k,t) = Iu(t k), (5.129)
donde
~ D D [ m2\ P22
Ql(k) 7TD/272(_]€2)D/272 |:F( 2 ;zggz 2 ) )\Dfs o ( o ﬁ) F(l _ g) %
(1—N\)oFy <1,2 12); 12), (A}m_z/Ak)jﬂ , (5.130)
y
- mizf o Ralk-t)= R(-n), N =k R (5131)



5.25.2. La Integral Tensorial " (k, k + k')

[

im?

La integral tensorial I puede ser expresada en términos de las integrales escalares
K(k—t),I,Ic,Ipy Ig como

~ ~ 2 ~
I Rk —t) +m2l ) + kky—gyk— I+ |t k, + k.t
Iz o Iz Iz
D D
2(k-1)\ - 2\ -«

Contrayendo con t¥, tenemos
)]

tuj,uu

”22 [% <f((k: —1)+ m2i> + ((k )k — tf,f) [c

Hacemos una contracciéon més con respecto a t*

PV TRV ﬁ % _ 27 . 2_@ 7 2(L . _i [

v ] 4 Kk =t)+m*T ) + (k)2 = ) Io + 22k - 1) (1= = ) I
1\ -~

t1— = )Ig| . 134

(1= 5 )i (5134

Otras posibles contracciones son:

kiR T

e

m; ﬁ; (f((k —1) +m2i> + k4<1 — é)ic + 2k2(k - t)(l ~ é)[},
+<(k 1)? - 7) jE:| : (5.135)
i {@ (f((k —1) + m2f> + k2 (k- t) <1 — %)ic

+(k¢2t2+ (k-t)2<1 — é))fDthQ(k:-t)(l — é)iE] .

(5.136)

205



Por otro lado,

b _ D, t-ww,
v /d [w? — e[t — w)? — mA][(h — w)? — 7
= ﬁ dPw i
2 [w? — m?][(t — w)2 — m2][(k — w)? — w2
*2/61 YT = w) — m2(k — w)? — m]
1 D w,
‘i/d YT — m[(k — w)? — A
- Ly K”(k—t)—%f(”(k). (5.137)
Donde
~ w Z7TD/2
K, (k) = /dDw[wQ_mQH(ku w)? — m?] ) ko ( kz)D/Q 2 x
PE-yre-2) 5 ( m2\"*7? / D\ "
[ RO ( k) F<1 2)“ g
2Py (1 2— g,g, ilm;/A;Q)] (5.138)

En una manera similar, k#I*" nos conduce a

KR (K, t) = tH I (t, k) (5.139)

- k2 . 1 -~ -
Kt IM = EIU + §K”(kz t)— -K(t) . (5.140)

[\')l'—‘

Una segunda contraccién nos conduce a:
7 i’ 2 3 27 L o %
I = Tt [(k-t)Ia+t"1p] + Z(t +(k-t)K(k—t)— gKy(k)
- 2 - - 1 -
[ %ﬂ K2 La+ (k- ) Ia] + S (4 (k- ) K (k =) = K, (k)
KV kRIR = ﬁk?[k?f + (k- t)Ig] + 1(k2 +(k-t))K(k—t) — M (t)
- 4 A B 4 9 v
tl/

— K, (1) .

- 2 - - 1 -
YRR = %k‘Z[(k:-t)IA+tQIB]+1(t2+(k-t))K(k—t)— 5

(5.141)
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Vamos a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

!

E = a

k4(1_ %>I~C+2k2(k.w<1 _ %)m [(k.t)2 - ’%]

[(k:-t)Q—%}fC—FZF(k-t)(l—%)fp+t4<1—%> E = b

kQ(k.t)<1—%)ic+ [k2t2+(k-t)2<1—%)]ffrt?(k.t)(l—%) [ = ¢,

donde

!

2

2 ~ k? - -
— e N Kk — 27
a i7T2k k D( (k—1t)+mI)
b= e e (K (k —t) +m?I)
o qn? D mn
L (1) .
= —[kK"trI" + PRI — —= (K (k — I). 142
c z’7r2[kt +t'k ] 5 (K(k—t)+mI) (5.142)
Para resolver este sistema de I, Ip v I, usamos el metodo matricial:
~ Y
I — 14
C X ) (5 3)
donde
l<:4<1 —~ %) 2k%(k - t) (1 —~ %) (k-t)? - E2
X=| (k-t)2-E2 2t2(k-t)<1—[1)> t4<1—[1)> :
k2 (k - t)<1 — %) k*t* + (k - t)2(1 - %) t2(k - t) <1 — %)
(5.144)
ZRPRY T — E(K (k —t) +m?2]) 2k(k - t) (1 — %) (k-1)? - £
Y = 2 [ — B(K(k —t) + m?I) 262(k - t) <1 — ,g) tt <1 — ,g)
RPT b1 O (R (e —t) 4+ m2D) k22 4 (k- )2 <1 - %) t2(k - ) <1 - %)

(5.145)

Substituyendo las ecuaciones (5.144, 5.145) en la ecuacién (5.143) obtenemos que Io en
el caso masivo y dimensién arbitraria D es:
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Io(k,t) = w}ﬁ{[(%—%)ﬁ(k-w—<%—%>k2t2]1}—%t4f3

e

2 ~
~(1- 5 )00} (5.146)
donde
- 7D/2-2 re-nre-2) . m2\ P/*? D
k _ _kQ D/2-2 2 2 >\D73 o 0 rl1-=
Q2(k) 9 ( ) { F(%) < k2> < 2) s
D D (1-))?
1— MR (1,2 ==, 14
(1=2), 1(’ 2’2’4m2/k2>] (5.147)
Similarmente Ip es
=2 (5.148)
D = X ) .
donde
k4<1 —~ %) ZRRRV T — B(K (k — t) +m?2]) (k-t)? - &2
Z=| (k-t)?-E2 2 [ — C(K(k —t) +m?I) t4<1 - ,g)
K2 (k - t)<1 - %) BRI B (R — )+ m2T) (k- t)(l - %)

(5.149)

Reemplazando Z y X en la ecuacién (5.148) con las ecuaciones (5.144, 5.149) obtenemos
que Ip en el caso masivo y dimensiéon arbitraria D es

Ip = ﬁ{% [(k )k + <% - 1) thQ] Iy+ % {ﬁ(k 1) + (% — 1)1&21@2} I

+<1 — %) [kZQQ(k) + tQQQ(t)} } . (5.150)
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Ic(k,t) y Ip(k,t) son funciones simétricas en k y t, asf que Iy puede ser escrita como

que completa el cdlculo de T#.

5.25.3. La Integral Tensorial I**(k, k + k')

Tenemos

dwaawuw,,

I (k. t) = / w? = 2k — w)? — m2|[(t = w) = m] ° (5.152)

Como un vector de Lorentz I** puede tener tinicamente las siguientes dependencias:
1. kok,k,
2. tot,t,
3. kokut, + kokute + Eokyt,
4. totuk, + totke + tat,k,
5. kaGuw + kuJow + EvGap
6. taGu +tugor + tuGon

Asi, podemos escribir:

2

D +2

im?

I (k1) = L kokukoIp(k,t) + tot it Ia(k,t) + |kokk, — koG + Koy
2 k I3 k 1Y w

t2
D+2

2% - t
+ [k’akut,,  hokte + kakity =

+kugaﬂ>} Tk ) + [wy e L )

(kag;w + kugalf + kugau)

k-t
D+ 2

2

k .
_#tatﬂty] ]J(k, t) + [tatuk‘l, + t,,tuka + tatyk‘u — (tagu,,

2

t -
+tugw + tygcm) — k;kakuk,j] IK(k, t)} . (5153)

Donde se satisfacen las siguientes propiedades:

Ip(k,t) = Ig(k,t)

IH(k’t) = I[(k‘,t)
Iy(k,t) = Ix(k,t) (5.154)



Hacemos las siguientes contracciones:

2
. 1T ~ ~
kg [or = 7{]{4]F+t2(k.t)]0}, (5.155)
2
~ 1T ~ ~
trgh [ = 7{k?(k-t)[FH‘UG}, (5.156)
kCkH gy [om = i KSTp + (k-t)%1g + kS -3 I+ (k-t)?
2 D+2
3 2 7 4 6 k? 3|7
_ . — — (k- b
D+2tk(kz t)>1,+[k (k t)<3 D+2> (k01
6 -
2k-t)? (3 — =——= ) — %M1 5.157
e (3= 55) i) a1
pagpgy fony i (k-t)31p + 151 + (k-t)?’—it?k?(k;-t) Iy
2 D+2
(-2 Vi s (k- t)? SR BN
D+2)" D+2 /
[ 6
4 . _—— R —
+ |t (K t)<3 D+2> kQ(k £) }IK}, (5.158)
T ) B (- ) Fr + 20k - 02+ K - ) (1 = —— ) T
2 D+2
k24
! b D+2> D+2] I+[
4
2 2 k‘t?’ 1— —
+EA(k-t)* 1 — >:|IJ+[( )( D+2>
22 5.159
+ktkt<1 D+2>} K} (5.159)
aypy opy 2 2 1—
otk T { 2k t) e+ t4 (k- t)IG+{kkt D+2>

—5:2]fﬁt4<’“'t>(“0—+2> frorl-55)
R (- t)<1 - Diz)]ij + {tz(k-t)2<1 - D6+2>

+t4k2] iK} . (5.160)

Por otro lado tenemos que:

uv T _ dD’LUUJQ’wa - o=
9 Ty = / T 0w = Kk = )+ m L) (5.161)
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[ kR dPwwaw
KRR Loy, = 2 Doy + KO (k — t) — il . (5162
/ { pt (k—1) / [w? — m2|[(t — w)? — mg]] ( )
Donde
% dPwwaw t.t 1
KD& t = oK = R « b QLo 1
(1) / (w2 — m2][(t — w)? — m?] a( 2 DY u) + 0Gap (5.163)
D —2 dPw t2D 4m? dPw
B 164
' >/w2 m? 1)/[w2 e [ s Rl
b= 5.165
D/ t—w —m2 D/ 2 m?)[(t —w)>—m?]’ ( )

dDw dDw D
T= _ [ vw o Dpenpe-ip( 2 1
/ w? — m2 / (t —w)? — m? i 7 (m?) 5 (5.166)

Tenemos

- dPwwaw,
Ronth=0) = | e = o107
Sea
w=Fk+w (5.168)
[ PW R ), 'l
O e ey o e (e e
dPw'w’ dPw'w!
ko | et | e
dPw’
kaku/ o el b o] (5.169)
R'w(t) = a/<(t _(]Z)j(li); k)# - égau> + b/gau + Cka(t - k)u + Cku(t - k)a
+2ckak, (5.170)
J o D—2 / dPw’ (t —k)’D — 4m? dPw’
N -1) w’2 m2 4(D —1) [w? —m?][(w +k —t)2 —m?]’
- m_Q dDw/
b= D/ (w’ —|—k m2+ D /[w’Q—mQ][(w’—Fk—t)Q—mQ} ’ (5.171)

dD !
C 2/[w/2—m2][(w+k—t)2—m2]'

(5.172)
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Por conveniencia definimos:

Entonces:
kagp,leauu
tozgm/fam/

I R

oy [on

ke Ry T

U ) G

Xy = M%X , donde X =a,b,d,l,c. (5.173)
m;{(kzqtk-t)f(o(l;_t)+m2(k2&+ (k'f)fB):| , (5.174)
?{(ﬁ—i—k-t)@+m2((k-t)fA+t2fB)} , (5.175)
?{If {%(Ko(k; — )+ mh) + I<:4<1 _ %)ic L2k 1) (1 - %)i,)
+<(k ) — %) fE} + aj, <% — %) + Opk? + 2cok%k - t
—a0<(k't)2 - ’g) - bokQ} : (5.176)

t2
im? 2 - ~ 212N\ . 1\ -
T{H |:5(Ko(k‘ —t) +m?ly) + <(k )2 — ?> Ic +2t*(k - t) (1 — 5) Ip
1

B 2 1. 4)2 2
+t4<1 — —>]E} + aj <@7kt> - t—) + byt + 2cot’k - t

D (t—k?2 D
k-t)?2 2
—a0<( k2) — D) —botQ} , (5.177)
2 k-t ~ - 1\ -
T{kQ ?(Ko(k —t)+m?ly) + k*(k - t) (1 - 5) I+ [k%?

+(k:-t)2<1 - %)]ED +t2(k-t><1 - %)INE}

+a), ((t — kétz(z)’; —F) _ k;) + bpk -t + co(K*2 + (k - t)%)

—ag(k - t) <1 - ;)) —bok-t} , (5.178)
i ( [k

%{ 2 {%([{0(/@ —t) +m?Iy) + kK (k- 1) (1 - %)fa + [k:QtQ

+(l~c-t)2<1 - %)]fp +t2(k-t><1 - %)INE}

+al, ((tQ - k(ttz(i)gt — k?) B th> FUk -t ok 4 (k- 1)?)

—ag(k - t) (1 - %) —bok-t} . (5.179)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones para I 7, jg, I H, I I I, y I obtenemos:

~ 1

Ir(k,t) = o [Ko(k —t) + 2m* L4 (k,t)] (5.180)

Ig(k,t) = Ip(t, k), (5.181)
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Iy(k,t)

[ ((k - 1)? — k%) | L

1 { 2(D ;22)A4

——[4k - tym* ] Ip + [ (((D*+ D = 2) k* + (D — 2)Dk - t) (k - t)*
+2k*(3k - t + 2(D — 1)(DK* + k* — Dk - 1))t*(k - t)* — k" (2k - ¢

+(D +2)((D — 1)k* + Dk - t))t*)] % + [ ((D*—4) (k-t)°
—((—4D* +2D+8) kK + 3 (D* —4) k- t) *(k - t)* + k*((D(3D 4 2) 4 4)k?

+2(=2D*+ D —2) k- t)t'k -t — D(D + 2)1&?)]% + [t'((D—2)(k-t)*
—2((-2D*+D+2) K+ (2D*+ D = 3) k-t) *(k - t)* + K*((D + 2)k*

+2(D — 1)k - t)th)] %E —[(D=2)D(k-t)°+ ((=3D*+ D — 2) k*

+2Dk - t)t*(k - t)* + k*((D(3D — 2) — 4)k* + 6k - t)t* (k- t)?

—(D — DKY((D + 2)k? — 2k - £)t°] f(oli’;’g D ket = Rk 1)

+(k-t =2k (k- t)> + K (3k* — 4k - t)t° + K (k* — 8k - tk

+8(k - 1))t D + ((k - )% — K22)? (—t* — K% + 2Kk - 1) D

27 (k* — 2k -t + ) ((k - )" + k*(2t° = 3k - ) (k- t)* + k* (k- t — °)7) |
ag

DE2(t — k)2

— [*((AD + 6)k* — (D + 2)k - t)(k - t)* — 2k* (K

/

+2(D + Dk - t)t*k -t + (D + 2)/€4t4)]zg — [#(((3D + 8)k*

—(D+2)k - t)(k - t)* — 2k*(—2Dk* + k* + (2D + 3)k - t)t*(k - t)*

+EA(D + 2)k* — 3Dk - 1)t%)] % — [(D=2)D(k-t)°+ ((6 — 4(D — 1) D)k*
+(D = 2)k - )t (k- t)* — K*((D(D +2) + 2)k* + 2( —2D*+ D

+2)k )tk -t + (D + 2)k*S] % — [2(((D + 2)k - t — 22D + 3)k) (k - t)?

+2k*(k* +2(D + )k - t)t?k - t — (D + 2)k4t4)]% + [m**((D +2)(k - t)*

—2((2D +3)k -t — 2(D + DE)E(k - £)? — k(D + 2)k? — 2k - )t*)] ﬁg}
(5.182)

Lk, t) = Tu(t k) (5.183)
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1 . 8
—2(D*+ D —2)k*)(k-t)° + (D — 1)k*(2k* + 2Dk - t + k - t)t°k - ¢
I,

R 5 + [2((D*—4) (k-1)° — (D +2)k*2(D — 2)k - t — Dt?
+2) (k- 1) — k' (D* + D+ 4) k-t 4 (—2D*+ D —2) #*) k- ¢

(D= D)DK L [ (D 4 D —2) (b 1) + R2((D* 1) 2

(D2+D 4)k-t)(k:-t)2+k4t2((—D2+D—2)k-t—Dt2+t2))]%

+[ - > +2(D — 2)k* + Dk - t + k- t)t*(k - t)?
—(D = D)E*(2K* + k- t)t'k - t + (D — 1)k*°] K‘)(];_t) + [(D —2)(k?
—(D+2)k-t)(k-t)*+ (D-1)(2D+ 1)k* =3 (D*+ D —2) k - tk?
+(D+2)(3D = 5) (k- t)*)t*(k - t)* + K*(K*(D — 1)*+ (- D*+ D
—2)k - t)t° + (K° — (D(2D = 3) + 4)k - th* + (2D* + D + 3) (k - t)*k?
—(D*+ D —4) k- *)¢'] D - e +[((D+2)(k-t)* = k) ((k-1)°

=20k -t + K)oy — [ — (D +2)(k - t)° + (2(D + 2)k - t

—(D +3)k*)t*(k - t)* + K*(—2Dk* + k* + Dk - t + k- )tk - t + (D — 1)k*t] cq
—[(D=2)k-t)* = ((—2D*+D+ 1) K>+ (D*+ D —4) k- t) t*(k - t)°

+k (k> + (=D*+ D —2) k- t) t*] % —[(D+2)(k-t)> = k*¢*) ((k-t)

=28k - t + k) |bo + [m*t* (D +2)(k - t)* — k°t*) (k- t)°
+k (8 — 2k - t))] g} : (5.184)

Ic(k,t) = I;(t, k) . (5.185)

215



Por lo tanto

a2 AW k k,/ — ~
T = Q(QZ;)D{— v +(]/i)+/(«)2+ ){k“(2k+k’)y (b, + k) — 26"T" (k, ke + &)

—(4k + 2KV T* (ke k + k') + 4T (k, k + k;')]

1\ o — ~
_rre [ — 2kM(2k + )T (k, k + k') + 4T (k, k + &)

(k+ k)2
+A(2h + KT (b o ) — ST (ki b+ k’>] r1-g +(ZI)% z(gk)j o)

(k + k)K" (2k + K T(k k+ K) — 2(k + K)ok (2k + K T*(k, k + k')
—2(k 4 KT (k k + k) — 20k 4+ K22k + K T#(k, k + )
4k + K)ok T (b, k + k) + 4k + K)o (2k + k) T (k, k + k')

4k 4+ K)2T" (k k + k') — 8(k + koI (k, k + k’)] } (5.186)

5.26. Diagrama 23

k

p

Aplicamos reglas de Feynman y tenemos:

™ = _

- / D, (2k+2p —w)*(2p' —w)’(2p + k) (k + 1/ +p = 2w)”
2(2m)P (Y — w)2 —m?

af a, 0
[_ %2 r(1- 5)“’1;’ } (5.187)

Simplificando tenemos que las integrales que necesitamos calcular son de la forma:
K(p'), K(q), K*(p'), K"(q), K(p — q), K" (p" — q), I(¢', q), I" (¥, q), L(p'), L(q), L"(p'),
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L"(q), J(p',q), J" (P, q) Por lo tanto

ic’ R K(p' —q)
FHV = — mip v - 1 ] ! -
Das Q(QW)D{(P-FQ) (v +q) Kq2_m2+q2_m2 ) (', q) Pm?

K(p) K(q) dp'-q | m? —p~? i
+q2_m2+q2_m2 _2(p_’_q)ﬂ qg_m2+q2_m2_]‘ I(p>Q)

Pt~ K*(p) | K"(q)
R T R i A e qg_mQ]
=0+ 00+ 0|07 - )0 - L) - )]
I 2 _ 2 JY (v gV _pIQ_mz v/
2+ |02 - )0 - e - )| [} s
5.27. Diagrama 24
k %
P
o ie? o o 4]?/ . q/ m2 _p/2 o f?(p/ _ q/)
Ip,, = Q(QW)D{(P*-Q) (' +4d) [(q,Q_mQ + 02— m? —1>I(p7Q) T —m?

K(p) K(q') , ap'-q | m® —p” v
+q,2_m2+q,2_m2 —2(p+d)" qa_m2+q/2_m2—1 "y, q)

e~ KYY) | KY(d)
R0 O+ s+ )
—(1-¢) [(p +d)P +4q)" [(p’2 -m?)J(,q) - L(¢) - le - Zz L(p')}
Y 2 _ 2T (0. ) — LV l_p/2_m21/ /
2+ |07 -l - ) - || easy)
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5.28. Diagrama 25

ie? dp-q  m® —p? K(p—¢q)
PMV — AV / AVZ _ 1 [ AN

q12 _ m2 q12 _ m2 q/2 _ m2

K K(d Ay - o 2 _ 2
+ . p) + Eqn)ﬂb2i| _2(p/+q/>y|:<q P-q 4 m p _1>[u(p,q/)

q/ _ m2 q/2 2 m2 q/2 _ m2
ottt = KMp) | KM(q)
2<q/2 _ mZ)K(p q ) + q12 _ m2 ql2 _ m2:|
=00+ | =) - L) - T 1)
/ v 2 2\ TH ,_H,_pQ—mQ w
—2(p' +4) {(p —m?)J*(p,q") — L*(q') . — 5L (p)H} (5.190)
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5.29. Diagrama 26

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

o= 1 / p, (20— w)*(2k +2p — w)’(2p + k — 2w)"(k + p + )"
2(2m)P [(k+p—w)?—m?[(p —w)? —m?][(k + p)? — m?]
gaﬁ ,wozwﬁ
{_ S ] (5.191)
PR p, (P+q—2w)"Qp +q)"[(2p —w) - (20 — w)]
: m%w{/' WA (@ — m®)[(g — w)? — mA[(p — w)? — m?

)
q)"[w - (2p — w)][w - (2q — w)] }
]

2 _m2

+q-— 2w) (r' +
1= [ = e = vl —
(5.192)
Simplificando tenemos que:
) 2 2 %
ny _ e i/ v 4pq m=—p B _K(p_Q)
1 2(2m)P {(p+ )" (" +q) [(qg e B 1> 1(p,q) 2 —m?

LK) K9 ]—2(p’+q)”[<q24p'q +m2_p2—1>1“(p,Q)

q2_m2 q2_m2 _m2 q2_m2
PPt~ K*(p) | K"(q)
ol —mr) PO qQ—mQ}
—(1-¢) {(p + )" +q)" {(p2 —m?)J(p,q) — L(q) — Zg - 22 (p)}
/ v 2 2\ TH TR _ p2 —m? I
—2(p' +q) [(p —m*)J*(p,q) — L"(q) 2 L (p)”} (5.193)
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5.30. Diagrama 27

Aplicando reglas de Feynman obtenemos:

P - e / D, (20— w)* (20 — w)’(p + g = 2w)"(p' + g — 2w)”
(2m)P [(p —w)* = m?][(pf — w)* = m?][(q — w)* — m?]
gaﬁ waw/B
[_wQHl_@ i ] (5.194)

Las integrales que necesitamos calcular son de la forma (£ = 1):
I(p.q), I(p', q), I"(p, @), I"(P', @), 1" (p, @), 1" (1, ),

/ dPw 1
@m)P [(p —w)? = m?[(p' — w)? —m?[[(q — w)? —m?]’

dPw wh
/ 2m)P [(p — w)? = m?[(p — w)* —m?[(qg — w)> —m?]’

dDw wHw?
/ 2m)P [(p— w)? —m?|[(p) — w)? —m?[(q — w)? — m?]’ (5.195)

N dPw 1
U(pa q,p) - / (27T)D wQ[(p_w)Q _mQH(q_w)Q _mQH(p’_w)Q_mQ] )
y N dPw wh
Ut(p.q.p') = / (2m)P w?[(p — w)? — m?]|[(q — w)? — m?][(p/ — w)2 —m?]’
» ) B leU wHw?
U™(p,q,p") = / (2m)P w?[(p — w)2 — m?|[(q — w)2 —m?][(p — w)2 —m?]
(5.196)
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Cuando & # 1 adicionalmente tenemos: L(q), L*(q), L"**(q), J(p,q), J (V. q), J*(p, q),
P ), I (pa), (P ),

N dPw 1
Vip,q,p") = / 2m)P wi(p — w)2 — m2][(q — w)2 — m2|[(p — w)2 —m?2]’
dPw w

Vi(p,q.p) = / (2m)P wi[(p — w)?2 — m?][(q — w)? — m2][(p) — w)2 —m?]’

V¥ (p,q,p) = /(

dPw whw?

2m)P wt((p — w)? = m?[(q — w)? = m?[(p/ — w)? —m?]
(5.197)

Vamos a resolver

dPw 1
/ 2m)P [(p— w)2 — m?|[(p) — w)? — m?|[(q — w)? — m?] (5.198)

Sea w' = w — p = w = w' + p. Entonces

I(k,p'—p) = Ilg—p,p —p) =

AP’ 1
/ v .(5.199)

(2m)P fw? = m?[(k —w')? = m?][(p" — p — w')? = m?]

De la misma manera tenemos que:

dPw wh
/@mDm—wv—mMW—wV—mmm—wv—mﬂ:

pI(q—p, 0 —p)+1"(q—p, 0 — D) (5.200)
donde
ey dPw wh
Pa=vd' -0 = | Gt e e 620

Por otra parte

dPw whw?
) / (2m)P [(p — w)? = m?[(pf — w)? =m?[[(g — w)? —m?] B
P (g —p,p" —p) +p"1"(q—p,p' —p) +p"1"(q—p,p —p) +1"(q—p.p —p)
(5.202)

donde

dPw whw?

(2m)P [w?® =m?[(k = w)*> =m?|[(pf —p —w)* —m?] |

1"(q—p,p' = p) =/ (5.203)
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5.30.1. La Integral Escalar U(p, q,p’)

Tenemos que la integral escalar U(p, ¢, p’) es:

dPw
) = 204
e b e e (e B (e S
Hemos calculado
dPw
J& = / 5.205
7] el — wp el w2
Sea w' = q—w = w = q —w'. Entonces
dPw’
J& = 5.206
S (PR e (PRt e (e e e R
Seavy =1y =13=14=1
r2-1rE-2
U(p, q’p/) _ (_1)D/2(_m2)D/274 (2 ) D( 2) %
2F(5
y [4= 5 LLLLE =1 ¢ p” (g—p)f (@=p) p-p)
3 %73 m2’m2 ' m2 m2  m2 | m2
(5.207)
5.30.2. La Integral Tensorial U*(p,q,p)
Tenemos
dPwwt
0 N — 2
R e e (s e R
U, puede depender tnicamente de los momentos p,,, ¢, y p,- Tal que,
27-(-2 / / / /
U= = puUa(p. 0,9 + 4uUp(p: 0, 9) + p,Uc(p, 4. 1)) (5.209)

donde Ua(p,q,p'), Us(p,q,p) v Uc(p, q, p) necesitan ser funciones escalares de p, q y p'.
Formamos los siguientes productos escalares

2

LT
P, = 7[p2UA(p, ¢.0")+p-qUs(p,q.p") +p-0'Uc(p,q,p)
-2
1T
U, = Tb-qUA(p,q,p’)+q2UB(p,q,p’)+p’-ch(p,q,p’)]
-2
17T
U, = 7[p-p’UA(p,q,p’)+p’-qUB(p,q,p’)+p’2Uc(p,q,p’)] (5.210)
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Hacemos las siguientes contracciones:

1 1. 1
U, = 5(p2—m2)U(p,q,p’)+21(q pp' =p) = 51(,q)
1 1. 1
0. U, = 5(612—mQ)U(p,q,p’)+§f(q—p,p’—p)—§f(p,p')
1 1. 1
P = 507 =m)U(p,q.0") +51a=p.0' = p) = 510, 9) (5.211)
Donde se satisfacen las siguientes propiedades:
Ua(p,q.p) Ugs(q,p.p)
UC(?»‘LPI) = UC((Lpap/)
Uap,q,0") = Uc(p',q,p)
Us(p,q.p") = Up(,q,p)
UA(p7Q7p/) - UA(pap/7Q)
UB(p7Q)p/> UC(pvp/7Q) (5212)
Resolviendo para Ua(p, q.7'), Us(p. ¢,7") ¥y Uc(p.q,p') obtenemos
Ua(p,q.p)) = ! X
A 2[p2(p-q)* —2(p- Q)(P PP @)+ @3- p)?+ (0 - 9)? — p"¢?)]
{{p-2)® 9 = a)llolp,p) + [p?¢* — (0 - 0)*] LY. q)
+[(p- ) - q) — (p- ) (p, )Hp’?(p-Q) PP+ p-p)

[
—(p-q+p- W a+ @)’ + (=P +p-q+p-1)

- g - @)+ - 0) + 00 @) +mP(=p (- q) + 0%
—*(p-p)+p ap-q+p-P)— 90}, (5.213)
Us(p,q,0") = Uc(p, ', q) (5.214)
Uo(p,q.p) = L «
CLP) = S g =20 )P W - 0) + P D)+ (0 - 9)? — )
{{p-p)(p- ) P - )Mo, ) + (- 0)® - q) — (- )] (P, 9)
+p- ) = p*CMop. )+ [(p-0)* + - P) + (=" +p - q)
—(p-p +p’ Op-qllo— [0 0>+ W —p- 0 —p - q)
- q(@p-0) + @0 - a) +m*((p- @) —p° + - ) +p° (0 - q)
—p-q(p" - q+p-p)) 0o}, (5.215)
donde
Iy = m%] Iy = %I ,  Up= %U . (5.216)



5.30.3. La Integral Tensorial U"(p,q,p’)

_ La integral tensorial U" puede ser expresada en términos de las integrales escalares
Io,Up,Ug ,Ur, Ug, Upg y Ur como

2

i [ Guv 7 p 2(p-q
U;w = 7|:%IO+ (p,upu_g;w5>UD+ (pyqy+quu_guu (D ) UE

2(p- ¥ s
+(pup:/ +p:¢pu — Guv ( D )>UF =+ (Q,uqy - g,uuﬁ UG

2(p' - q p?
+<qu,y +pluq1/ — Guv ( D >>UH + +<plupf, — gwjf U[ . (5217)

Hacemos las siguientes contracciones:

v z7r2 1 9 1
P U, = - Dlg—i-p 1—5 Up + 2p°(p-q) 1—5 Ug
2

Z'7T2 2 2 2
"¢V = {q Io+ ((p q)? — ﬂ) Up +2¢*(p- q) <1 — B)UE

Z7T
P U = {p I+ ((p-p’)2 PP >UD + 2<(p' p)(P" - q)

12
p*p-q) P 1 af L
D >U +2p"(p- p)<1 D)Up—i-q (1 D Ua

+2q2(p’-Q)<1—D>UH ((p'-Q)2 p,;qZ)Uz}, (5.219)

D

(1-2))ve+ (70 0+ 0100 (1= 5) s

+¢*( <—1 Uc ( P)+@ a9 x

3
<1——>>UH+< |

—%(p q))UI} . (5.220)

v v . P-qx 1
P U +¢'p'U, = in® {Tlo +p°(p-q) (1 - —) Up + <p2q2 +(p-q)* x



v 1
P U +p"p'U, = ir? [pr[o +p*(p-p) (1 - D) Up + (pQ(p/ -q)
9 2
+(p-p)(p-q) <1 - D))UE + <p2p’2 + (p-p’)2<1 - D>>UF

+((p ~q)(p' - q) - q—Q(p-p’)> Ug + (p’Q(p q)+ (@ -p)p-q) x

D
(1 —~ 2>>UH +p%(p-p) <1 - 1> UI] (5.221)
D D ’
/. 2
P U + 9" Uy = in [qufo + ((p P)p-a) =50 Q)) Up + <q2(p )

+(' - Q)(p'Q)<1 - ;))UE + <p/2(P'Q) + (P - q) X

(1 - %))UF +¢* (0 q) <1 — %) U + (p’2q2 + (' - q)® x

(1 - %))UH + 9% - q) <1 - %) UI] : (5.222)

Por otro lado,

o o Dy D - ww,
R K e e e e

1 1~ Puz
= [(Pz —m*)U,u(p,q,9") + S Lu(a = p, 0" —p) + 5 1(qg —p,p' —p)

P P P
_% LW, q)} _ (5.223)
Entonces
PP U = ZZQ[(p2 —m?)(P*Ua(p. ¢, ) + (- Q)Us(p,¢.9") + (- P )Uc(p, q.7))
+aq p =) ale—p.0' = p) + (-2 =) s(a —p.¥ —p)
{rp2fo(q =00 =)= ((p- a0, q) + (p- )Y, q))]
"¢V = Z%[(qr2 —m*)((p- )Ualp,¢.7') + *Us(p. ¢.9") + (' - ¢)Uc(p. q. 7))
He* —p- ) ala—p.0' =p) + ' a—p ) sla—p.p' —p)
+(p- ) lo(qg—p. 0 —p) — (- ) alp, p) + (0" - Q) I6(p,D"))]
P U = %[(p’z —m?)((p-P)Ualp,q.0") + (0" - QUs(p, ¢, 9") + p*Uc(p,q.p"))
0 a—p-P)ala=p.0' =)+ (0% = p- D) sla—p.p' — p)
+(p-0)Io(qg—p, 0" —p) = (- P)alp, @) + (' - O)IB(p, q))] (5.224)
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Z7T2

PaUw = = — > =m*)P°Ua(p, q,9") + (p- )Us(p,q.0') + (p- P)Uc(p, q,p))
+(p g =) ale—p.0' = p) + (00 =) B(a —p.¥ —p)
+p210(q —p,0 =) — W La(p,p) + (p- V') Ip(p,1"))]

PV = = m*)((p-q)Ua(p. q.9) + U, 4,9") + (' - 9)Uc(p. ¢, p))
He* —p ) alg—p.0' =p) + ' a—p 0 slg—p.p' —p)
+(p- ) lola—p.p' —p) — (L4’ q) + (0" @) (0. q))]

P U = ZZ [(0* —=m*)((p- P )Ualpa,0) + (' - QUs(p. . 9) + p*Uc(p. q,1"))

+(' g —p D) alg—p.p —p)+ @*—p-p)slg—p,p —p)
+(p- D) olg—p. 0" —p) — (0 Q) Ia@, q) + D160, q))]
-2
1T
P U, = T[(p’Q—mz)(pQUA(p,q,p’H(p-q)UB(p, 0.7)+ - Uc(p,q,7))
+(p - q —p)alg—p.p —p)+ (p- 0 — )5 —p,p — D)
+p°Io(q — p.p' = p) — (P*La(p. @) + (p- 9)15(p,q))]
c 2
1T
YU = T[(p’2 —m?)((p-q)Ua(p,q,7) + PUs(p,q,9) + (0" - Q)Uc(p, q, 7))
@ —p-@)lalg—p. 0 —p)+ @ -a—p ) s(q—p,p —p)
(p

- 0)Io(g—p.p —p) — (- @) La(p, @) + ¢*I5(p, q))]

U, = 4 T = m®) (- P)Ualp.a,9) + 0 - )Us(p.a,¥) + p*Uc(p, 0, 9'))
+' a—p P ale—p.0' =)+ 0* —p- ) sle—p.0' — p)
+(p -0 olqg —p, 0" —p) — ((p- D) ap, ') + 0 I(p, p))] (5.225)

Donde se satisfacen las siguientes propiedades:

Up(p,q,7") Ua(q,p )
Ue(p;q:p") = Ugrlq,p,p)
Ur(p;q,0") = Un(q,p,p)
Ur(p,q,0") = Urlq,p,p")
Up(p,q,p') = Ui(p',q,p)
Ue(p;q:p") = Un(p',q,p)
Ur(p,q,v') = Ur(p',q,p)
Usp,q,p) = Uc(p’qp)
Up(p,q,p") = Un(p,v',q)
Ue(p,q,p') Ur(p, 7, Q) (5.226)
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Uc(p.q,p")
Un(p,q. )

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos que:

Ur(p.p'.q)
Un(p,p',q)

Up(p,q.p) =
1

2(D =3) [p*(p' - q)?> =2(p-)p- ) - @) + (- V)P +p*((p-q)? — p*¢?)]
{{(D=2p°W - q)* = (D=3)@"p-a+p- V)W - a+p*(D=3)p-p +p-q)
—(D=2)p ) +m*(—=(D=2)(p' - q)* + (D =3)(p-p' +p-q)p - q
—(D=3)p"p-q+ (D —2)p"¢* — (D =3)p-p'q*)|Ua(p, q. 1)

+[(m2 @) (P =0 - 9)?) |Us(p,q.p)

+[?=m?) (0 - 0)* — ) |Uc(p, @ P)

+H(D -4 9> = (D=3)p-p' +p-Qp - q+(D 3)p'

P°p-q
p

—(D = 0)p*¢* + (D =3)p-p'q®|Io(q — p, v — p)
—(D=3)[(0 )=V +p- Qv a+p*p-a— ) +p-V] x
[Talg—p.p =)+ Iplg—p.p —p)] + (D =3)[(0' - @)(p-P)) —p*p-q] x

La(p,p) + (D =3)[(0" - )(p- @) —p-P*] Lalp.q) }

(5.227)

(5.228)
Ue(p.q,p") = Uu(p',q,p) (5.229)
Ur(p,q.7") = Unlq,p,p) (5.230)
Uc(p,q.p") = Uilp,p',q) (5.231)
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Un(p,q.p') =
1

2(D=3)[p*(' - q)* =2(p-P)p- )W @)+ (- V)¢ +p*((p-9)? — )]
{—[m* =) (- @)p* - (p-p')(p-q))}UA(pqp)
+(D=3)p-q®p-q—1"-qp”) + (=’ (D =3)p? +p -q+3p-pf

~D@ - q+p-p)—(D=1)p-pp- Q)¢ +m*@ - q(—Dp* + p*
+(D—=3)p-q)—p-q(=Dp-p' +p-p'+(D=3)p-q)+ (D =3)(p* —p-p)q*)]
Uelp.a.p) | [m*(p' - q(=Dp* +p*> + (D =3)p-p') + (D = 3)p*(p* —p - q)

p
—p-p'(D=3)p-p —Dp-q+p-q)+p*((D—1)p - qp
+(D=3)p-q—)p*—(D-1p-pp-a)+ (D —=3)p PP —p )]

U y Yy ! / / T /
er[(p-p)(p-Q)—p-qu}fo(q—p,p —p)

D -3 / / / /
+T[p-q2—p-qp-q—p-pp-q+p-qu—p2q2+p-pq2}

D—3 o

Li(qg—p,p — p)+T[p g —p-p)+p-Pp-p—p-q+
/ T / D -3 / / /
P*p-a=p)]Islg—p.0' —p)+ —5—[P"0" = (0 V)] In(p, 1)

D—3 D3, , ,
+—5— p’q* —(p- q)}IB(p,q)JrT[p~qp‘q—p-pq2]IA(p,q)
+ 2_ P a0 —%p-d|Is(Pq)}

(5.232)
Urp,q,p') =
1

2D =3)[p*(p"-q)> —2(p-P)p- )W - @)+ (p-P)**+p*((p-q)? —p %)

{{(m* = p*) (P’ — (p-@)*) |Ua(p, 0, 7) + [(m* — &) (0°¢* — (p- 0)?)

~D=3)P*W q+p-P)—p-Pp-0)’+m*(D=3)p - q(p> —p-q

D =3)p-p'(¢* —p-q)+(D=2)((p-9)* —p*¢*))|Uc(p.q,p’

+[P’¢ = (p- 0l ol —p.0 —p)+ (D =3)[(p-0)* =1 -ap-a—p-Pp-q

- =+ slg—p.p —p)+ (D =3)[p-pp-q—p - ap’]
Ig(p, V') +(D=3)[p -ap-q—p- P’/ 1P, q)} (5.233)

]
]
Us(p,q,p") — [p-q((D = 3)p" - qp* — (D = 2)pp - q) + ((D - 2)p *p?
)
)
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5.30.4. La Integral Escalar V(p,q,p)

La integral escalar V' (p, q,p’) es:
Vip,¢.p) = / i T T — )2 — 2
w{(p —w)* = m?|[(qg — w)* = m?|[(p/ — w)* —m?]

Hemos calculado

J® = / = a2 (5.235)

p' = w)? —m*w? —m?e{(p — w)? —m?{(q — w)?

Entonces

V / — _1 D/2 _ 2 D/2—5 2 2 X
y, [3-%LLL28 =2 ¢ p” (g (@=p) -p)
3 %74 m2 m2’ m2’ m2 . m2 | m2
(5.236)
5.30.5. La Integral Tensorial V*(p,q,p’)
Tenemos
dPwwt
i N — 5.237
R e (P e s e s R
De manera similar a U, tenemos que
c 2
1T
Vo = 5 Valp.0,9) + a.Ve(p, 4. 0') + 0, Ve(p, g, P) (5.238)

donde V4(p,q,p"), Ve(p,q,p) v Veo(p, q, p) seran funciones escalares que dependeran de p,
qyp.

im?

PV = S Valp,a,p) +p-aVsp.a.p) +p-0Velpg.0)]

¢V, = ?[p qValp, a,0) + Ve(p, 0. 0) + 1" Ve (p, 4. p)]

PV, = Z.7;2[1?‘p’VA(p,q,p’) +9 - qVs(p, q,0') + 0 Ve(p.q, )] . (5.239)
PV = %(p2 —m*)V(p,q,p) + %U(p, 0.7 — %J(p’, q)
WV = %(q2 —m*)V(p,q,p) + %U(p, 7)) — %J(p,p’)
AT %(p’2 —m?*)V(p,q,p) + %U(p, ¢p') — %J(p, q) (5.240)
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Donde se satisfacen las siguientes propiedades:

Valp,q,9) = Vaslq,p,p)
Ve, q,p) = Vela,p,p)
Valp.q,p') = Vo' q,p)
Vi(p, q, p’) = Vs(r',q,p)
Va(p,q,9) = Valp,v',q)
Ve(p,a.p") = Velp.p',q) (5.241)
Resolviendo para Va(p, q,7'), V(p, q, p) y Ve(p, q,p') obtenemos
, 1
Valp.p) = 20%(p-q) =200 ) p-P) W -0 + P P2+ P -0 — 2]
{lo-P)® - q) =0 )V Jolp.?) + 07 — 0" )] Jo(¥. @)
+He-a® -9 — )9 + P @ Q) P+ (p-p)

[
—(p-q+p-P)Wa+ @ Q)0+ P*E (" +p-a+p-p)

- -
—-q

a0 (p-q)+ )+ 00 @) + m*(=p(p-q) + 07

o)+ alp-a+p-p)— @ 0)*)Vo} (5.242)

Ve(p.q.p") = Ve, v, q) (5.243)
1

20°(p- 92 —2(- ) p- 7)) - @) + 0 - PV + (W - 02 — °P)]

{{-2)w-a) =P Ol )+ - 0)® - q) — - )]h@,9)

+- 0 =Pl ) + (0 0)* + - 1) +0° (= +p - q)

—(p-p +10 - Qp-dUo— [0 0)* + G —p-p =1 q)

+p-q(@Pp- )+ @) +m*((p-0)* —p*¢ + - 0) +p* (0 - q)

—p-q® g +p-p)Vo}, (5.244)

Velp,q,p) =

donde

5.30.6. La Integral Tensorial V" (p,q,p)

La integral tensorial V#* puede ser expresada en términos de las integrales escalares
Uo, Vp, Ve Vi, Vi@, Vg v Vi como

. 9 )

1T [m P

2(p-q)
92 D D)VD + <pu(IV + quPv — Guv D VE

2(p - ¢/ ¢
+ (puply + pru - g;w ( D ))VF + (qMQU - glﬂ’ﬁ VG
2(p" - q p?
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Hacemos las siguientes contracciones:

P Vi

"q" Vi

/ll, /uv
g

PV + 4"V

PV + 0"V

i [ p? 1
7{%U°+p4<1__>VD+2p2(p q)(1_5>VE
) ) p2q2
/ [ — _— —
+2p~(p p)<1 D>VF+ ((p q) D >VG

v (1- 3 v+ (0P - 20w s

% [%Uo + ((p-p’)2 psza)VD + 2(( PP -9

—"'Q%Q)) Ve + 20°(p 1) (1 - ;) Ve + q4<1 - é)vc
w2 (13 vk (00 -0 s

. . 1
in? P%Uo +p*(p-q) <1 — B)VD + (p ¢+ (p-q)? x

(1—%)>VE+<p2(p’-q)+(p-p <1—%>)
+- ) (1= 5 Voot (0-) 4 0 00 x
(1 - %))VH + ((p-p’)(p’ q) — %z(p : CI))VI] ,

i P%p/Uo +p(p-p) (1 - %)VD + (pg(p’ Q)+ (p-p)p-q) x

(1-5) v+ (o + 7 (1= 5) e

2

+<(p Q' - q) — %(p-p’)) Ve + <p’2(p Q)+ @ PP q) x

( - %))VH +p%(pp) <1 - %)vf} : (5.249)
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Por otro lado,

1w, v _ m Dw p-wwy
PV = v wil(p — w) — m7[(g — w)? — mA[W — w) —
= p E(pQ —m*)V(p, ¢, 1) + %U#(p, ¢.p') — %Jﬂ(p/7 q)] : (5.251)
Entonces
PV = %[(pQ—WQ)(pQVA(p,q,p’)Jr(p-Q)VB(pvq,p’)+(p-p’)Vc(p, ¢.7))
+p?Ua(p,q.9") + (p- QUs(p, 0. 1') + (p - p")Uc(p. . ')
—((p-9)Ja(p' @) + (p-P) (0, 0))]
"¢V = ZZ (@ —m*)((p- a)Valp. . 9) + @ Ve(p.q,0) + (0" - )Ve(p, . P))
+(p- )Uap, ¢.7') + Us(p, ¢.0') + 0" - )Uc(p, 4. 7)
((p ) Ja(p,0') + (@' - ) Js(p, p'))]
PV = ZZ [(0? —m?)((p-P)Valp.¢.9) + (0" - ) Vs(p,a.0') + *Ve(p.¢.p))
+(p-)Ualp,0.0') + ' - )Us(p, 4, 7") + p*Uc(p,q. )
~((p-p)Jalp, @) + (0" - 0)J6(p,q))]
PV = ZZ [(¢® = m®)(p*Va(p, q,0") + (0 @)Vs(p.¢.0') + (- ' )Ve(p, ¢, 1))
+p*Ua(p,q.9') + (p- )Us(p, a, 1) + (p- p)Uc(p, ¢, p')
—(P*Jalp, ) + (p- 1) J(p.p))]
PV = ZZ [(p> —m*)((p- 9)Valp,q.0) + ¢ Va(p,a.0) + (0" - O)Ve(p. ¢, p))
+(p- QUalp.¢.9) + *Us(p.q.9") + (0" - )Uc(p. ¢, p)
—(* a0, 9) + (' - a) T, )]
PPV = m — [ =) ((p-P)WValp,a.0) + @ - Ve, a.0) + p*Velp, a.0'))

1 )+ (
+(p-PVUap, 0. 0') + (0" - )Us(p, ¢, 7") + p*Uc(p, ¢.7)
—((p' - @) Jalp', @) + 07T, q))]
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-2
17
PPV = 07 = m)0Valp,a.0) + (- 9)Vs(p,0.7) + (0 P)Vo(p,q. 7))

+p*Ua(p,q,0") + (- )Us(p, ¢, 9") + (p- 1" )Uc(p, a7

—(p*Jalp.q) + (0~ 9)JB(p, )]

Z7T'2

PV = — (% = m*)((p- @)Valp, 4. 9) + Vs, q.0') + @' - )Ve(p, ¢, 7))

+(p-q)Ua(p,q,7") + ¢Us(p,q.7') + (0" - Q)Uc(p, ¢, p)

—((p- 9)Jap, @) + ¢*JB(p. q))]

2
2

PPV = (> —m*)((p-P)Valp,q.9) + (0" - O)Vs(p,q, ) + P*Ve(p. q.))
_l’_

%‘3'

p-P)Ua(p,q,0) + (0" - Q)Us(p, q.7') + p*Uc(p,q,p)
(p-0)Talp,p) + P2 T5(p.1))] (5.252)

—~~

Donde se satisfacen las siguientes propiedades:

(p,q,0") = Valg,p.p)
Vi(p,q,p) Vi(q, p,p)
Ve, ¢,9) = Vulg,p,p)
Vilp,¢,p") = Vi(g,p,p')
Vo(p,q,p) = Vi(v',q,p)
VE(pqp) = Vu(r',q,p)
VF(pqp’) = Ve, qp
Va(p,q,p)
Vp(p, ¢, p)
Vi(p, )
Va(p,q,p)
Vi (p,q,p)

/

)
= Va(p',q4,p)
= Vb(p,0',q)
= Vr(p,v',q)
= Vilp,0',q)

= Vu(p,p'q) (5.253)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos que:

Vb(p,q.p') =
1

2D =3)[p*( - q)* =2p-P)p- )@ -a)+ (V)P +p?*((p-9)?* —p*)]
{{(D=2p’(0 0> = (D =3)@ p-q+p- Y)W - q+*(D=3)(p-p +p-q)
—(D=2)p")¢* +m*(— (D =2)(p" - q)* + (D =3)(p-1' +p-q)p - ¢

—(D =3)p"p-q+ (D =2)p”¢> — (D =3)p-p'¢*) | Valp, ¢, 7")

+[m* =) (0% — ' - 0)?) [Va(p. a.0) + [0% —m*) (- 0)° — P°°) ]
Vo, 4,0") + [(D=2)(p" - ¢)* = (D=3)(p-p' +p-q)p' - g+ (D =3)p°p-q
—(D =2)p"¢ + (D = 3)p- p'|Ualp. ¢, 0) + [ - 0)* — 0] [Us(p. 4. 7)
+Uc(p, ¢, )]+ (D =3)[p' - qp-p' — p - q] Ja(p, D)

+(D=3)[p ap-q—p- V] Jalp.q) +2[p"¢ — (0 )*]Uo(p, 0.7) }

Velp,a,p) = Vu(@, q.p)
Ve(p,q,0) = Vulg,p.p)
Ve, q,p") = Vilp,p'.q)

1
2(D=3)[p*(" - a)* =2(p-P)p- )W - a) + (p- )¢ +p? ((p-0)* — p°¢°)]
{—[m* =)@ -ap* —p-Pp- )] Valp,a.7)

+[{(D=3)p-ap®p-q—p" - ap?) + (=p*((D = 3)p" +p" - q+3p-1f

—D(p' - q+p-p)— (D —Dp-pp-q)g* +m*(p' - ¢(—Dp* +p* + (D = 3)p-q) —
p-q(—Dp-p’+p-p’+(D—3)p-Q)+(D—3)(p2—p-p’)(fﬂw

[m?*(p' - q(=Dp* +p* + (D =3)p-p') + (D =3)p*(p* —p-q) —p-p'(D—3)p- ¢/
—Dp-q+p-q)+p*(D=1)p - qp* +(D=3)(p-q—¢")p° = (D—1)p-p'p-q)
+D=3)p-pp- P =1 ap’)] %q’p) + [0’ —p-pp-alUalp.q,p)
(D—1)p - qp* —(D=3)p qp-q+p-q(=Dp-p' +p-p' +(D—-3)p-q
+(D=3)(p-p — ") Uslp.a.p) | (D=1)p" - qp* — (D =3)p" - qp-p/

2
Uc(p,q, 7'
HD=3)%(p-a—2") 492 (D =32 ~ Dp-q +p- )] “CLLE)

AL P g — (-0 Js(p.0)

[p”p* = (p-1')*] Je(p,P') +
(D —3) (D —3)

M

P ap-q—p- P Ialp,q) + P ap-p —1"p-ql I q)
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+2[p-p'p-q—p -’ |Us(p. q, 1)} (5.258)

Vi(p,q,p') =

1
(D—3)[2(p’ q)* — ( P 9@ -0+ @ p)E+p*((p- Q) ’q?)
{[(m* - p*) (V*¢* ))}VA(pqp)Jr[( =) (0P’ - )
Vs(p.q,p") — [p- (( —3) - qp*— (D )p’Qp q)+ (D —2)p2p
—(D=3)P*® -q+p-p)—p-0p- @) +m*(( q(p®—p-q

3)p
2

]
l
D—3) )

+HD=3)p-P(@*—p-0)+(D=2)(p-¢* = p*¢) )| Ve, ¢.p)
+[(p- )2—pq][UA(pqp)+UB(pqp)] [(D 3 - alp® —p-q)
2 2 )

)

+(D =3)p-p (¢ —p-q) 2) ((p ¢’) |Uc(p, q,p’
(D=3)[p-pp-a—p  ap’]Jsp.p) + 3)[p - ap- q p- P I q
2[pq —(p-9)*]Us(p,q,7)} (5.259)
Por lo tanto
- 2
Y —ie y
M, = myp {200+t ) (-2 + 0 = 0 =2 )V (pr )

+(q—p.p —p)—1(p.q) = 1Y, @)l — 2(k + p+ )" [(—2m* + (¢ — p)?

~2p- ) U (p, 9, q) + I"(q = p,p = p) = I"(p.q) = I"(P', q)]

—(2k + 4p)"[(—2m* + (¢ —p)* = 20 ) U (0,9 @) + I"(¢ — p,p' — p)

—I"(p,q) = I"(¢, @)] + 4[(=2m* + (v = p)* = 2p- ) U™ (p, 7', q)

+I (g —p,p' — p) — "™ (p,q) — I" (1, )] + (1 = &) [(k + 2p)" (k + p+ )"

[(=m*(p* + p* = m?) + PP )V (p, v q) + (P> + p° = 2m*)U (p.p', q)

+(q—p.p —p) + (m* = p*)J(p,q) + (m* — )T (0, q) — I(p.q)

—I(p',q) + L(q)] = 2(k +p +p)" [(=m*(p* + p* = m®) + p*p*)V*(p,p', q)

+(p? +p? = 2m?) U (p. 9 @) + 1" (q — p, 0 — p) + (m?* = p*)J*(p. q)

+(m? —p’Q)J“(p’,Q) I"(p,q) — I"(P', q) + L*(q)] — (2/€+4p)“

[(=m*(p* + p* —m?) + PP )V (p, 0, @) + (p° + p* — 2m*)U" (p,p', q)

+I'(q = p.p — p) + (m* = p*)J" (p, ) (m -0 q) — I (p, q)
—1"(p, Q)+L”( )] +4[(=m?(p* +p” —m®) + p*p* )V (p, 1, q)

(@ + P = 2m?) UM (p, 1, q) + T (q — p, 0 — p) + (m? = p*)J* (p,q)

+(m?* — p”? )J“”(p, q) = I"(p,q) = I"(p',q) + L' (q)]] } (5.260)
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5.31. Diagrama 28

—se?
Vb = 2(2;e)D {(K' +2p)" (K +p+p)"[(=2m* + ()" = p)* = 2p - P)U(p, P )

+I(q = p.p —p) = 1(p.q) — I(p. )] — 2(K' + p+ p)’[(—2m* + (¢ — p)’

=2p-p\U(p, 0, )+ T"(d = p,p = p) = I"(p,q) = 1" (0, )]

—(2K' +4p)[(=2m® + (v —p)* = 2p P U (p.9.d) + I"(¢ — p.¥ — D)

—I"(p,q) = I"(1, 4] + 4[(=2m® + (v = p)* = 2p- ") U (p, 1, )

+I(q = p,p' —p) = " (p,q) — " (W )] + (1 = &) [(K + 2p)" (K +p + )"

[(=m®(p* + p? — m?) +p2p’2)V(p r.d)+ ( 2 —2m®)U(p,p,q)

+I(q = p.p —p) + (m* = p2)J (p.¢) + (m? )J(p’ q)—1(p,q)

—I1(p',q) + ( ] - (k’ +p+1)[(—m (p + % =m?) + )WV (.0 ¢)

+(p? +p? = 2m?) U (0, q) + 1M(d — p.p = p) + (m* — p*)J"(p,q)

+(m? —p’Q)J“(p ¢)—1"(p,q) = I"(V',¢') + L"(¢)] — (2K + 4p)*

[(=m*(* + P = m?) + PP )V (.0, ) + (0 + 0 — 2m*)U" (p, 1, ¢)

+1¥(q —p.p' = p) + (m* = p*) ' (p.q) + (m* = p*)J" W, d) — I(p. )

100, )+ L ()] + A[(=mP(p* + p* — m®) + p*p* )V (p, 1, ¢)

+(p? +p? = 2m) UM (p. 0 q) + 1"(d = p.p' — p) + (m* = p*)J™ (p,q)

+(m? = p?) I (0, q) = 1" (p.q) = "™ (0, ) + L™ ()] } (5.261)

En este capitulo, hemos desarrollado una base apropiada para descomponer el vétice

completo de la dispersion de Compton en SQED en sus partes longitudinal y transversa

(a uno o ambos fotones externos). Entonces empleamos la identidad de WFGTI que
relaciona los vértices de 3 puntos y 4 puntos para determinar la componente longitudinal
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del vértice de la dispersiéon de Compton en una forma exacta no perturbativa, escrita
en términos de funciones de menores puntos. La conservacién de la identidad de WGTI
por construcciéon para las interacciones de tres puntos contiene informacion auténtica
del esquema de truncacion para las ecuaciones de SDEs al nivel de las funciones de dos
puntos. El trabajo presentado en esta tesis nos da la oportunidad de ir al siguiente orden de
aproximacion. Podemos truncar la torre de las ecuaciones de SDE al nivel de la funcién de 4
puntos, otra vez con una conservacién de WFGTI comoansatz y resolver consistentemente
el conjunto acoplado de las ecuaiones de SDEs para las funciones al orden de 2 y 3 puntos
para llegar a sus més exactas soluciones. Un paso natural es probar la importancia de las
estructuras no perturbativas de los vértices de 4 puntos en QCD a través de las identidades
generalizadas de Slavnov-Taylor.

Como el nombre lo sugiere, la parte transversa permanece indeterminada por la identi-
dad de WFGTT. Sin embargo, con la ayuda de la evaluacién de este vértice completo a un
lazo, las partes transversas desconocidas pueden ser extraidas a este orden. Este deberia
servir como una guia para sus posibles extensiones no perturbativas. Cualquier intento
deberia de reproducir este resultado perturbativo en el régimen de acoplamiento débil.

Hay varias ventajas de calcular la dispersién de Compton para electrones masivos y
piernas externas off-shell en norma y dimensiones arbitrarias: (i) Como las piernas externas
son off-shell, uno puede estudiar varios casos de interés poniendo las particulas on shell
deseadas. Por otro lado, este también puede servir como la parte interna de diagramas de
Feynman mas elaborados. (ii) La norma arbitraria nos ayuda a checar la invariancia de
norma de las observables fisicas relacionadas y las propiedades de covariancia de norma
de las funciones de Green. (iii) Sustituyendo D = 4 — 2¢ y expandiendo en potencias
de ¢, podemos estudiar el caso 4-dimensional. También ha sido demostrado que las bajas
dimensiones en SQED son de interés y pueden ser proyectadas por la sustitucion apropiada
de D. (iv) Resultados explicitos de muchas de las integrales son nuevos y pueden ser
usados en otros calculos. Estas son las mismas integrales que aparecen en QED espinorial
y QCD. Por lo tanto, este estudio puede ser de guia para la calculacion similar de los
vértices fantasma-fantasma-quark-quark, 4-gluones y 4-quark en QCD, cuya importancia
ha sido descrita en la introduccion de este capitulo.
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Capitulo 6

Conclusiones

Hemos estudiado la Electrodindmica Cuédntica Escalar a nivel de un lazo en la teoria
de perturbaciones y algunos aspectos no perturbativos de la misma. Vamos a resaltar los
resultados mas importantes que hemos desarrollado a lo largo de la tesis:

» KL PROPAGADOR ESCALAR

e Hemos calculado el propagador escalar a un lazo en dimension y norma arbi-
traria. Como casos particulares tomamos D = 3y D = 4 — 2¢ en el limite
e — 0.

= EL PROPAGADOR FOTONICO
e (Calculamos el propagador foténico a un lazo en dimensién arbitraria con-

siderando los casos D =3 y D =4 — 2¢ en el limite e — 0.

e Como una verificacién de nuestros resultados, la identidad de Ward es satisfecha
puesto que la estructura tensorial es transversa.

e Asi mismo calculamos el propagador fotonico sumando las burbujas en D = 3
en el caso en que m = 0. Donde pudimos observar que este tiene un compor-
tamiento similar al propagador del fotén espinorial en D = 3.

» EL VERTICE DE TRES PUNTOS
e Hemos presentado el vértice de 3 puntos a un lazo en norma y dimensiones

arbitrarias para escalares masivos.

e Para calcular el vértice, usamos la identidad WFGTI para descomponer el
vértice en sus partes longitudinal y transversa; el vértice longitudinal es com-
pletamente determinado por el propagador escalar.

e Hemos presentado también los resultados para los casos especiales D = 4 — 2¢
y D = 3 con escalares masivos y no masivos.
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e Como comparacién, en QED espinorial y QCD donde las ocho funciones es-
calares desconocidas definen el vértice transverso, solamente una funcion es-
calar no determinada existe para el caso de QED escalar. Sin embargo, su
calculacion perturbativa puede ser una guia cercana a sus posibles formas no
perturbativas. Hemos formulado una forma simple y natural del vértice no
perturbativo que, por construccién, se reduce a su expansion de un lazo en el
régimen de acoplamiento débil.

» EL VERTICE DE CUATRO PUNTOS

e (Calculamos el vértice de cuatro puntos a un lazo en norma y dimensiones
arbitrarias. Utilizamos este resultado para calcular el proceso de dispersién
escalar-fotén.

e Hemos propuesto una base apropiada para descomponer la dispersion escalar-
fotén completa en sus partes longitudinal y transversa (a uno o ambos fotones
externos).

e Empleamos la identidad WFGTI que relaciona los vértices de 3 puntos con
los de 4 puntos para determinar la componente longitudinal de la dispersion
escalar-fotén en una forma no perturbativa.

e Kl trabajo presentado en esta tesis nos da la oportunidad de ir al siguiente
orden de aproximacién. Uno puede truncar la torre de las ecuaciones de SDE
al nivel de la funcién de 4 puntos, otra vez conservandose la identidad WFGTI
y consistentemente resolviendo el conjunto acoplado de las ecuaciones de SDEs
para las funciones al orden de 2 y 3 puntos para llegar a su mas exactas solu-
ciones. Un paso natural es probar la estructura no perturbativa y las estruc-
turas vitalmente importantes de los vértices de 4 puntos en QCD a través de
las generalizadas identidades de Slavnov-Taylor.

e Como el nombre lo sugiere, las partes transversas permanecen indeterminadas
por la identidad de WFGTTI. Sin embargo, con la ayuda de la evaluacién com-
pleta de este vértice a un lazo, las piezas desconocidas pueden ser extraidas a
tal orden. Esto deberia de servirnos como una guia para sus posibles exten-
siones no perturbativas. Cualquier intento deberia de reproducir este resultado
perturbativo en el régimen de acoplamiento débil.
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Apéndice A

Parametrizacion de Feynman

A.1. Algunas Integrales Estandar

Primero listamos las integrales estandar que méas frecuentemente encontramos en la
evaluacion de integrales de lazos.

d*w B Z‘7T2F(n—2) 1
/7( = —_ : (A1)

w? + s)n I(n) s"2
vty =0 (4.2)

/ ’ (wfﬁl}:)n - ”J;@f : sfq#s (A:3)
/(w2+2ilf]q+s)n - WF(?(;)Q) (S_;g)n_zv (A.4)
/ d4w(w2+zjq+s)n = —”TQF(?(;)Q) (S_QC;)”_W (A.5)
[ty = e T g

La férmula (A.1) la hemos derivado anteriormente en la seccion ?? realizando la inte-
gracién sobre el cortorno de integraciéon de w® y la subsecuente la integracién con respec-
to a w usando coordenadas polares.'La ecuacién (A.2) es obviamente de simetria. Las
ecuaciones (A.4) y (A.5) se siguen de (A.1) y (A.2) respectivamente por un cambio de
variables de w y s a

w—w+q, s—s—q*. (A.7)

Diferenciando la ecuaciéon (A.5) con respecto a ¢, nos conduce a la ecuacién (A.6), y
tomando ¢ = 0 en la ecuacién (A.6) obtenemos la ecuacién (A.3). Podemos generalizar las

1Para mas detalles ver la referencia [52].
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férmulas (A.1)-(A.6) a un espacio D-dimensional. Para una referencia rapida, escribimos
algunas de estas formulas:

[ - g e
/dD m = 0, (A.9)
/dwa2+5 _ mD/2F(n ;F%(D)_l)sn—g;;—l’ (A.10)
[ - (A1)

donde la ecuacién (A.11) se sigue de la ecuacién (A.10), ya que

gy =D . (A.12)

Las ecuaciones (A.8)-(A.11), son en primer lugar derivadas para valores enteros de D. Para
valores no enteros, las integrales son definidas por las expresiones de los lados derechos de
estas ecuaciones. Podemos escribir D = 4 —2¢ y luego requerimos tomar el limite ¢ — 0, es
decir D — 4. Otras integrales que involucran tensores mas complicados en el numerador
de la integral son faciles de obtener de las formulas de arriba por diferenciacion y cambios
de variables, pero para nuestro proposito con las anteriores es suficiente.

A.2. Parametrizacion de Feynman

Las integrales (A.1)-(A.6) contienen un sélo factor cuadrético, elevado a la potencia
n, en los denominadores, usualmente nosotros tratamos con integrales que contienen un
producto de varios factores en el denominador. Estos términos son reducidos a la forma
deseada usando una técnica ingeniosa dada por Feynman. Para el producto de dos factores
cuadraticos a y b, comenzamos con la identidad

1 1 [tat

— = — . A.13
ab b—aj, t? ( )
Definiendo el pardmetro de Feynman z como
t=b+(a—10)z, (A.14)
La ecuacién (A.13) puede ser escrita
1 ! dz
— = _— . A.15
ab /0 b+ (a—b)z]? ( )
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Vemos que introduciendo el parametro de Feynman z hemos expresado 1/ab en términos
de un sélo factor elevado a la potencia 2. Aunque la integral (A.15) tenga la apariencia
de ser mas complicada, veremos que la parametrizaciéon de Feynman nos permite evaluar
todas las integrales directamente. El método anterior se puede extender facilmente. Para
tres factores, el resultado alternativo es

1 ! e 1
— = 2 d d
abc /0 x/o y[a—i— (b—a)x+ (c=b)y)?

1 1—x 1
= 2/0 dx/o dz[a—i—(b—a)x—i—(c—a)zP (A.16)

las cuales se pueden probar integrando con respecto a y y z respectivamente y usando
la ecuacion (A.15). La ecuacién (A.16) se puede generalizar a un numero arbitrario de
factores, y el resultado es

1 1 z1 anl
1) [da [ Cdae [ a
aoa1a2 A an 0 0 0

1

X
lap + (a1 —ag)z1 + -+ - + (an — ap—1) 2, |7

(A.17)

la cual es establecida por induccién. Otros resultados ttiles son obtenidos por diferen-
ciacién con respecto a uno o mas parametros. Por ejemplo, diferenciando la ecuacion
(A.15) con respecto a a obtenemos

1 ! z
@b 2/0 a0 (4.18)

En la misma manera podemos obtener otras expresiones mas complicadas.

A.3. La Funcién Gamma
De las identidades de la Funcién Gamma tenemos que
1
I'e) = -T(1+e). (A.19)
€

Por una expansién de Taylor (¢ < 1)

D(1+¢) = D(1)+el’(1) + O(?)
= 1+ el(Dyr (1) +0(2)
= 1—ey+0(é), (A.20)
(

I'(e) = %(1—6’74—0 %))
= 540, (A21)
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1
1—e¢

1
I'(-1+¢ = F(e):—(1+6—|—62+---)<6—’y—l—O(e))
1
- -[t+1-r+00),
donde v es la constante de Euler:
, 1 1
v = hm(l—f—§+-~-+g—lnn) = 0,5772157 .

Ademas

Cuando z = n=entero
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