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Introduccion

El problema de ondas atrapadas (estados no triviales de energfa finita en
dominios infinitos) es de gran interés en varias ramas de fisica matematica
(actstica, mecanica cudntica, hidrodindmica, elecromagnetismo, etc., ver, p.
ej., [1, 2]). El estudio de ellas en guias de ondas hoy en dia se convirtié en
toda una industria con un volumen enorme de literatura correspondiente.
En breve, su existencia se debe a la no homogeneidad de las guias (p. e€j.,
la presencia de curvatura en las paredes y/o obstdculos en la misma guia)
y la aparicion del espectro puntual bajo perturbaciones del extremo del es-
pectro continuo que describe el sistema homogéneo. Varios acercamientos
a este problema fueron elaborados independientemente en las areas men-
cionadas. En el contexto de ondas de agua, el primer ejemplo fue la solucion
de Stokes (1846, [24]) que describe la “onda de borde” (edge wave en inglés)
que se propaga a lo largo de una playa de inclinacién constante y decae en la

A%



VI INTRODUCCION

direccion ortogonal a ella. El segundo ejemplo fue el problema de ondas atra-
padas por un cilindro circular sumergido resuelto por Ursell en 1950 [25] (ver
también [26, 27]). En 1957, Lavrentiev conjeturé que una sierra submarina
puede guiar las ondas de agua y subsecuentemente Garipov demostré que
esta conjetura es cierta (ver [3]). Después de estas publicaciones esporadicas,
la cantidad de articulos dedicados a este tema empezo a crecer espectacular-
mente. Una buena resena de la literatura puede ser encontrada en el libro [4]
publicado en 2002. Las investigaciones mas recientes pueden consultarse en
la resena [5] y en [6].

En el presente trabajo se estudia el problema de ondas de agua atrapadas
por una sierra submarina de pequena altura. Matematicamente, el problema

linealizado consiste en encontrar las soluciones del sistema

;

Oy + 9P, =0, para y =0,

AD+ D, =0, para —h(z,2z) <y <0,

¢, + h, P, + h,®, =0, para y = —h(z,2),

donde ®(z,vy,2,t) es el potencial de velocidades del liquido, = y z son las
coordenadas horizontales, y es la coordenada vertical, A = 9% + 85, yy =
—h(z,z) describe el fondo del liquido. Vamos a suponer que el fondo es

cilindrico, h(x,z) = h(z). Asumiendo la dependencia arménica del tiempo
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y la coordenada z, vamos a buscar la solucién en la forma ¢ = exp[i(wt —

kz)|¥(x,y) y por tanto, para ¥ obtenemos el problema

;

U, =AU, para y =0,

AV — [?U =0, para —h(z) <y <0, (0.0.1)

U, + WV, =0, para y = —h(z),

\

donde A = w?/g es el pardmetro espectral. Las soluciones no triviales de
(0.0.1) con energfa finita se llaman ondas atrapadas y existen sélo para ciertos
valores de A y bajo ciertas restricciones sobre el fondo, es decir, sobre la
funcién h(x). La existencia de ondas atrapadas fue demostrada por Garipov
(ver [3]) y Bonnet-Joly [28] para h(x) tal que mingeg h(z) < hg, donde hq es
la profundidad en el infinito. En el caso de altura pequena de la sierra, es
decir, cuando h(z) = hy + €V (z), V(z) € C(R), ¢ — 07, la existencia de
un solo modo fue demostrada en [7] bajo la condicién [V (z)dz < 0 (aqui y
en lo que sigue la integral sin limites significa la integral a lo largo del eje
real) y ahi también fue calculada la primera aproximacién para el eigenvalor
correspondiente. En [29] fue obtenida la serie completa para A en potencias
de € y fue demostrado que en el caso [V (z)dz = 0 también existe la onda
atrapada. Estos resultados se asemejan mucho al bien conocido problema de

estados confinados para la ecuacion de Schrédinger con un pozo de potencial
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poco profundo:

—U + €V (2)V = BV, (0.0.2)

donde la energia F es el pardmetro espectral, eV (x) es el potencial y ¥ €
Ly(R) es la funcién propia. De hecho, cuando € = 0 (problema homogéneo),
tanto (0.0.1) como (0.0.2) poseen un espectro continuo que coincide con el
rayo E € [0,00) para (0.0.2) y con A € [ktanhkhg, co) para (0.0.1). Bajo
la perturbacién, el extremo izquierdo del espectro continuo da a luz a un
eigenvalor cuya distancia al espectro continuo tiende a cero junto con €. Esta
distancia es del orden de €? cuando [V(z)dz < 0y del orden de €* en el
caso que [ V(z)dz = 0. Para la ecuacién de Schrodinger estas afirmaciones
fueron demostradas por Simon [8, 23] (y antes en [10] para [V (z)dz < 0)y
para el problema (0.0.1) en [29], donde fue establecida la analogia entre los
dos problemas.

El primer objetivo del presente trabajo consiste en demostrar que para el
problema de ondas de agua las expansiones asintéticas de [29] son en realidad
convergentes igual como para la ecuacién de Schrodinger [8]. Este resultado,
interesante en si mismo (jestamos construyendo soluciones ezactas!), es nece-
sario para nuestro segundo objetivo que vamos a enunciar enseguida.

Consideremos la ecuacion de Schrodinger con una barrera de potencial en
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lugar de un pozo, [ V(x)dx > 0 (los casos de pozo y barrera rectangulares
admiten soluciones explicitas y se presentan en los Apéndices A y B). En
este caso (0.0.2) admite un estado “anticonfinado” (antibound state en in-
glés) que describe ondas exponencialmente crecientes para cuando |z| — oc:
U ~ exp(B|z]), donde E = —3% 3 > 0 (ver [14]). En realidad, la existencia
de estas resonancias esta asociada con polos de la continuacién analitica de
la resolvente del operador de Schrodinger al plano complejo del parametro (3
[11]. La importancia de estos polos se revela en la asintdtica, para grandes va-
lores del tiempo, de la solucién del problema no estacionario correspondiente
(ver [12, 13] y referencias alli). Desde este punto de vista, los estados anti-
confinados juegan el mismo papel que los estados confinados (bound states
en inglés), es decir, eigenfunciones. Por lo tanto es de interés construir anélo-
gos de ellos para un surco submarino, es decir, para el problema (0.0.1) con
h = ho + €V (x), [V(x)dz > 0. Para esto, es necesario eliminar en la solu-
ci6én términos proporcionales a exp(—f|x|) y esto sélo es posible si la solucién
se conoce ezactamente porque términos residuales del orden de O(€") en la
asintética pueden contener sumandos de la forma eV exp(—03|z|). La cons-
truccion de estos estados anticonfinados, basada en la construccién exacta

de las eigenfunciones, constituye el segundo objetivo de esta tesis.
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El contenido del trabajo es el que sigue. En el Capitulo 1 presentamos
los resultados conocidos sobre la ecuacién de Schrodinger (0.0.2), tanto para
eigenfunciones como para resonancias. La razon de incluir este material se
basa en la analogia muy estrecha con el problema de ondas de agua (0.0.1);
la metodologia que usamos para (0.0.1) se ve més claramente en este sencillo
ejemplo, cuando la idea principal no se oculta por los detalles técnicos. En el
Capitulo 2 presentamos la reformulacién de los resultados del Capitulo 1 para
la ecuacion linealizada de agua de poca profundidad, para después compa-
rarlos con los resultados del sistema completo. En el Capitulo 3, calculamos
el primer término de la asintdtica del eigenvalor para (0.0.1); este resultado
nos servira para la comprobaciéon del resultado exacto del Capitulo 5. En el
Capitulo 4, presentamos la reduccién del problema (0.0.1) a dos ecuaciones
integrales, las cuales se resuelven en el Capitulo 5 para obtener los estados
confinados y anticonfinados del sistema (0.0.1); estos resultados coinciden en
el término principal con la asintética obtenida en el Capitulo 3 y pasan en los
resultados del Capitulo 2 para pequenos valores de hg. En los Apéndices A y
B presentamos el material clasico perteneciente a pozos y barreras rectangu-
lares, y en el Apéndice C adjuntamos algunas propiedades de la funcién de

Macdonald que son titiles en la reduccién del problema (0.0.1) a ecuaciones
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integrales.
Los resultados de la tesis fueron enunciados en [36].

En todo el texto, la transformada de Fourier de una funcién f(x) se denota

() = Foplf ()] = / e () d. (0.0.3)

La transformada inversa tiene la forma

@) = FL 1) = = / e F(p) dp. (0.0.4)
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Capitulo 1

Construccién de la solucion
exacta para la ecuacion de

Schrodinger

1.1. Introduccion

En este capitulo introductorio consideraremos la ecuacién unidimensional
de Schrodinger

—U" 4 VU = BV, (1.1.1)

donde E es la energia y €V representa un pozo (o barrera) de potencial de

1



2 CAPITULO 1. ECUACION DE SCHRODINGER
poca profundidad (altura), es decir, ¢ — 07 y V(z) € C§°(R). La condicién
JV(z)dx < 0 corresponde a un pozo y la condicién [V (z)dz > 0 a una
barrera (aqui y en todo lo que sigue la integral sin limites significa la integral a
lo largo del eje real). El problema de encontrar las eigenfunciones de (1.1.1)
es bien conocido y se remonta al texto cldsico de Landau y Lifshitz [10].
Vamos a presentar aqui la construccién de eigenfunciones elaborada en [9]
y nosotros presentamos su generalizacion a la construccién de resonancias
(estados anticonfinados o antibound states en inglés). Aunque los resultados
son bien conocidos (ver, p. €j., [14]), exponemos este material aqui porque
en los capitulos siguientes vamos a tratar los problemas de ondas guiadas de
agua mediante la misma técnica y en el ejemplo de la ecuacién (1.1.1) ésta se
ve de la manera mas clara debido a la simplicidad de la ecuacién. Notemos

que la aplicacion a la construccion de resonancias es nueva.

1.2. Valores propios para pozos de potencial

Consideremos la ecuacién de Schrodinger (1.1.1) y supongamos que V'
describe un pozo de potencial, V(0) = [V(z)dz < 0. Nuestro resultado

principal en esta seccién consiste en el siguiente
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Teorema 1.2.1. Sea [V (z)dx < 0. Entonces para € suficientemente pequerio

la ecuacidén (1.1.1) posee un tinico valor propio dado por E = —[3* donde
B = —§V<0) +O(). (1.2.1)

Si [ V(z)dx =0, la afirmacidn anterior sigue en pie con

ﬁ:i—w/yvgz)‘ dp + O(€*). (1.2.2)

Demostracion. Sea B = —3%, 3 > 0. Aplicando la transformada de Fourier
a la ecuacién (1.1.1) y pasando el término de orden de € a la parte derecha
tenemos

W+ 5)¥(p) = -5 / Vip )0 (p)dy, (1.2.3)
donde la tilde denota la transformada de Fourier. Para x fuera del soporte
de V(z) la solucién tiene la forma W(z) ~ e~ 71l es decir, se aproxima a una
constante cuando  — 0. Por tanto la transformada de Fourier ¥(p) es una
funcién tipo 6.

En la ecuacién (1.2.3) observemos que:

= Como U(p) es una funcién tipo 4, el lado derecho de la ecuacién (1.2.3)

es casi igual a V(p), excepto por una constante multiplicativa.

= U(p) es el cociente de una “buena” funcién (que es regular en €) y de

la expresién p? + 52
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Estas caracteristicas nos llevan a buscar una solucién de (1.1.1) en la

forma:

T, A<p7 E)

donde A(p,€) € S(R) con respecto a p y depende de una manera regular de
e (en lo que sigue omitiremos la dependencia explicita de €). Si sustituimos

(1.2.4) en (1.2.3) obtenemos:

e [Vp-p)AP)
271' p/2 +62

A(p) = dp'. (1.2.5)

Notemos que el integrando del lado derecho de (1.2.5) posee una singularidad
para cuando # = 0 en p’ = 0, como suponemos que [ es pequeno, para
calcular la integral cambiamos el contorno de integraciéon a uno en el plano
complejo de tal manera que las singularidades z = +i[3 estén circunscritas

por este.

Definicién 1.2.1. Definamos a 'H, como el espacio de funciones analiticas
acotadas en la banda B, := {z € C,|3z| < a}, donde a > 0 no depende de e,

con la norma ||¢|| = sup,cp, |p(2)].

Asumamos que A(z) € H,, lo que comprobaremos mas adelante, e intro-

duzcamos el contorno dado por I' (ver Fig. 1.1):
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[:=(—00,—a/2]U{p+iq:p*+q¢* =da*/4,q>0}U[a/2,00). (1.2.6)

ta

SN
oot

Figura 1.1: Contorno I'.

Por el teorema del residuo de Cauchy, la integral en el lado derecho de

(1.2.5) queda dada por:

e [V(z=0QAl)

€ -~ : ,
o | T ar d¢ — =V (z —ifB)A@p), (1.2.7)

Az) = 23

donde V() es la continuacién analitica de V(p) al plano complejo.

Definicién 1.2.2. Definamos el operador integral Tg : Hoy — Ha como

o@D = o [P tae, ce B,

Observemos que:
= La funcién [T5¢(¢)](2) es analitica en z. Sabemos que V() € CP(R),

por tanto su transformada de Fourier esta en S(R) y asi el integrando

es analitico, luego la integral resulta analitica.
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= [T5p(Q(p+ 0i) € S(R), si p(p +i0) € S(R).
En efecto, recordemos la desigualdad de Peetre

(L+10)° < L+ 10— o)L +10])°

valida para toda 6, ¢ y s € R. Aplicando la desigualdad de Peetre y

del hecho que tanto V(p) como ¢(¢) pertenecen a S(R), se tiene que:

‘/ C2+62 dC

<=7 [ V= 0w(0x]

1
C
< te/p(lﬂp—d) (RaRd

dc]
= Cte/p T+ )

Para sus derivadas tenemos:

k (p C 8kV P O
%[ o ‘ ‘/ e dc'
/F POV (p — )]

dc|
= Cte/p A D™+ p—

(14 [c)
< Cte/p A1 1 )™

<

para cualquier k£, N; € N. Si en la ultima linea ponemos N; = N + 2,

v [ V=) 1 |d¢|
ap/p Fro © SCte<1+|p\>N/r<1+|<\>2'
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= La funcién [Ts¢(¢)](z) también es analitica en 3, para (3 suficientemente
pequena. Esta afirmacion es la consecuencia inmediata del siguiente

calculo elemental:

1 1 1 S am
Crp 21+ () :?Z; () '

= El operador T 3 es acotado. En efecto,

!/V@—cw@mg
r 2+ 52

J\IQ

< gl sup [ WVEZ Ol
- ZGBa ‘<2+ﬁ2| .

Sobre T' tenemos |(? + 3?| > a/2 y la tltima expresién es acotada por

I Tsell = sup

2EB,

2 _
lell [ 176 = 0)iag

y como V(z—¢) € S(R), la tltima integral est4 acotada. Por tanto, T}

estd acotado.

Reescribamos la ecuacién (1.2.7) en términos del operador Tp:

KHf%MKmdz—%V@—w>Wﬂ

donde 1 es el operador identidad. Supongamos que A(i3) = 1, mas adelante
lo comprobaremos.
Hemos visto que el operador Tg es acotado, por tanto efﬁ es pequeno y

podemos nuevamente reescribir la ecuacién (1.2.7) como

A(2) = = [(1+ €Tp) V(¢ = iB)](2), (1.2.8)

20
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donde (14 €T) ' =32 (—1)”6"T§, Tg = 1, es la correspondiente serie de

n=0

Neumann. Podemos reescribir (1.2.8) como:

Z Ve [TEV (¢ —iB)](2) (1.2.9)

= Si aplicamos [ veces el operador Tg a una funcién ¢ € H,, para [ =

1,2, ..., obtenemos:
" s ) V(G — G
eI = (57) [ [ T g

donde (, =2, = (.

Evaluemos (1.2.9) en z = i3 y multipliquemos esta expresién por /3, obtene-

mos, teniendo en cuenta que A(i3) = 1, como resultado la ecuacién secular
para (3 :

p=-3 (1 + €Tp) V(¢ — B ). (1.2.11)

Consideremos ahora la funcién

F(8.0) = 8+ 5(1+ ¢Tp) V(¢ —iB))iB);

en esta 1ltima expresion sustituyamos (1+ €73)~! por su serie de Neumann,

=6+ Z D' HTEV (¢ — iB)](iB). (1.2.12)
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= Observemos que la funcién [T3V (¢ — i3)](i3) es analitica en (. En
efecto, si en la ecuacién (1.2.10) en lugar de z sustituimos i3, en lugar

de ¢(¢) ponemos V(¢ —if3) v teniendo en cuenta las expansiones

iV (—()

V(iﬁ—<1)=; 8"

Ve =3 CUEEC g
k=0 ’

Yl Tl & DR

Uz -1z 2

podemos entonces concluir que la funcién F(3,€) es analitica en cada
uno de sus argumentos y por el teorema de Hartogs es analitica en C2,
Atdn mas, como F(0,0) = 0, d3F(0,0) = 1 (esto dltimo debido a la
presencia de € en el segundo término de (1.2.12)), aplicando el teorema
de la funcién implicita, la solucién ((e) para [ en la ecuacién secular
(1.2.11), la cual tiende a cero cuando € — 0, existe, es tinica y esta dada

por las férmulas (1.2.1), (1.2.2).

En efecto, la ecuacién secular (1.2.11) es equivalente a F((3,¢) = 0,
por tanto, para resolver la ecuacién (1.2.12), primero expandimos en
su serie de Taylor a F(3,¢€). Tengamos en cuenta que, en la ecuacién
(1.2.11) el tnico término que depende de  y no tiene como factor a

€ es el primero, asi que las demads derivadas respecto de 3 se anulan.
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Calculemos algunos de los términos de la serie

(0,0)

Fee(0,0) = { (—1)ll(l+1)61_1[T[3,<%‘7(C—@ﬂ)(iﬂ)]}

(0,0)
= {1V (¢ - B))i8) }|

1 [V(OV(=(0)
=T e ©

5=0

De acuerdo con lo anterior podemos reescribir F'(/3,€) como:

2

F(f,¢€) :ﬁ+§f/(0)—i—ﬂ/F%dcj@(e%e?meﬁ?). (1.2.13)
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Por tanto, logramos solucionar la ecuacién secular (1.2.11), encontrando
asf el valor de 3(e) dado en (1.2.1). En el caso cuando V (0) = 0 podemos
deformar el contorno I' en (1.2.13) al eje real y usar el hecho de que

V(P) = V(—p) para p € R, demostrando asi (1.2.2).

Adtin nos falta comprobar que en efecto A(if(€)) =1y que A(p+10) €

S(Ry).

= Verifiquemos que A(i3) = 1. De la ecuacién (1.2.8) tenemos:

[e.o]

AG) = =55 > (DY (C = iB)GB) (1.2.14)

por otra parte, de la ecuacién (1.2.11) se tiene que

B = =5l +eDp) VI if))(iB), (1.2.15)

luego A(if3) = 1.

» Comprobemos que A(p+i0) € S(R,). En la ecuacion (1.2.8) definimos

a A(z), y sabemos que V(p) € S(R,). Ahora consideremos el operador

~

Tg:

[T p)] = | = / Vir—9e(©)

2 r G+ p3

d{‘ . (1.2.16)
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Sabemos que f/(p) € S(R) lo que implica que podemos acotar la ex-

presiéon (1.2.16) por

(O
Cte/ A= (1.2.17)

y aplicando la desigualdad de Petree a (1 + |p — ¢|)™" tenemos que

1 o+

(I+[p—=<¢hY = (L +|p)V

lo que nos sirve para obtener la cota

LY )
e L e

para la expresién anterior. Como ¢(p) € S(R,), tenemos las desigual-
dades

(1+[¢)N]e(¢)] < Cte,

/ KJ dql < Cte.

Finalmente obtenemos

[T50(O)(p)] < O+ Jp))

donde C' es una constante. Por inducciéon conseguimos

[T50(O)p)| < C'(1+ [p) ™"
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Por tanto:

Cte

[Ap)| < 1+\p\ NZE < T (1.2.18)

Sus derivadas se estiman de manera anéloga.

De esta manera concluimos con la demostracién del Teorema 1.2.1. ]

1.3. Resonancias

En esta seccién consideraremos el caso [ V(z)dz > 0 (barrera de poten-
cial) y demostraremos que bajo esta condicién la ecuacién (1.1.1) posee una

resonancia (estado anticonfinado). Introduciremos primero la

Definicién 1.3.1. Una solucion V(z) de la ecuacion (1.1.1) se llama reso-

nancia (estado anticonfinado) si ¥ satisface
() ~ Pl |z — oo, (1.3.1)
con >0, BE=—3.

Observaciéon 1.3.2. Segun el Apéndice B, soluciones de este tipo pueden
ser interpretadas como “ondas salientes” (outgoing waves). Nosotros no va-

mos a profundizar en este tema porque eventualmente las nociones de ondas
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entrantes y salientes estan relacionadas con problemas no estacionarios. La
condicion (1.3.1) significa que la resonancia no incluye términos decrecientes

proporcionales a exp(—pf|z|), |z| — oo.

Teorema 1.3.1. Sea f V(z)dx > 0. Entonces para € suficientemente pequeno

la ecuacidén (1.1.1) posee una resonancia para E = —3%, donde

B ==V (0)+O0(). (1.3.2)

€
2
Demostracion. Las soluciones construidas en la seccion anterior tienen la

forma

1 A
U(z) = - / e’pxp2 j_p)ﬂz dp, (1.3.3)

donde A(p) es entera y estd en S(R) sobre cualquier recta paralela al eje
real uniformemente en |Sp| < Cte < oco. Para estudiar el comportamiento
de (1.3.3) cuando |z| — oo, introduciremos los siguientes contornos (ver Fig.
1.2):

Ly ={-R<p<Rq=0tU{-R<p<Rq=a>0}

U{p==xR,0<q<a},

L.={-R<p<R,q=0}U{-R<p<R,q=—a,a>0}

U{p==%R,—a < q <0}
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L 4
a
Ly
_R R 2
R 4 R
p
L_
—a

Figura 1.2: Contornos L..

Las tnicas singularidades del integrando en (1.3.3) son los polos simples
en p = +13 y por lo tanto las integrales a lo largo de L4 son iguales a 274
veces los residuos en +i(3. Haciendo tender R al infinito y calculando los

residuos, vemos que para x > 0

L[ e AlD) 1 pe_AP) Lo -

- ipx dn = — 1pT d — A Pa 1.3.4

27T € p2 + ﬁ2 p 27'{' %p:ae p2 + /62 p + 25 (Z/6>6 ) ( 3 )
y para x < (

L[ e Alp) 1 pe_AD) 1 :
_ ipT —_ T —A(— ’GI. 1.3.
5 | ¢ e dp 5 Lp_ae P dp + 23 (—if)e (1.3.5)

Consideremos la integral en la parte derecha de (1.3.4):

e AD) _ / - Alp+ia)
ipx dp = e~ [ gro 2PN 1.3.6
L\pzae P+ ) priprr™ (13.6)
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siendo la 1ltima integral acotada, tenemos que la solucién es O(e~*") con a
arbitraria. Pero para x fuera del soporte de V() la solucién es combinacion
lineal de €% y e por lo tanto, para z suficientemente grande, la integral

(1.3.6) se anula y

U(zr) = %A(@ﬂ)e‘ﬁgﬁ, r> 1. (1.3.7)
Analogamente,
W(z) = 16 (—iB)e, < —1. (1.3.8)

Ahora con el fin de eliminar las exponenciales decrecientes de la solucion,

buscaremos V¥ en la forma

U(z) = % /eim Alp ;2 dp + Cre™ P + Cyel™. (1.3.9)

Esta funcién satisface la condicién (1.3.1) si

_A(@p) _ A(=iB)
C, = 27 Cy = 55 (1.3.10)
La transformada de Fourier de (1.3.9) tiene la forma
T(p) = A( ) +21C16(p — i) + 21Ca8(p + if3). (1.3.11)
p Y 1 20(pP -0

Reemplazando (1.3.11) en (1.2.3) obtenemos

A(p) = —i/wpp&i);< Dyt — Che(p— iB) — CoeV (p+ ). (1.3.12)



1.3. RESONANCIAS 17

En la ecuacién (1.3.12) cambiemos el contorno de integracién por I' (ver
seccién 1.2). Tomando en cuenta (1.3.10), la ecuacién (1.3.12) se convierte

e1n

Ap) = - V(p—p’)A(p’)dp, +6A(p—)‘7(p+@'ﬁ)'

2m Jp PPA P 26

(1.3.13)

A esta ecuacion apliquemos la técnica de la seccion anterior. Igual como alli,

podemos suponer que A(—if3) = 1. Tenemos entonces

Vip+if)

[1+ €T3l A(p) = € %

(1.3.14)

Siendo Tg acotado tenemos que efg es pequeno, por tanto podemos reescribir
(1.3.14) como

A(p) = [1 + €TV (Y +ip), (1.3.15)

26

y nuevamente en términos de la serie de Neumann

252 D" [TV +iB)](p). (1.3.16)

Evaluemos la expresion (1.3.16) en p = —if8 y multipliquemos por [3; obte-

nemos de esta manera la ecuacion para (:

5= 3 SN IRV + iB) (i) (1.3.17)

Definamos la funcién F'(3,€) como

o0

F(B,6) =~ 5 S (- TRV +iB)(~i). (1.3.18)

n=0
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Desarrollando la sumatoria en esta ultima expresion obtenemos

f/(o)+$62AV(_iB;ZI’EZEﬂHB) dp +O(e?). (1.3.19)

F(ﬁ,e):ﬁ—

N |

Tenemos que

1.
F(0,00=0,  F(0,0)==3V(0),  Fs(0,0)=1,
1 V(p)V(=p
Fo0,0) =0, Fl(0,0) =~ F%dp, Fy5(0.0) = 0.

Esto implica que

F(B,¢) =0 — %‘7(0) + ﬁeQ /1“ w dp+ O(€® + €3 + €3?).

De esta manera, tenemos por el teorema de la funcién implicita que

7(0) — € /FM@H O(e*), (1.3.20)

ﬁ = E p/2

€
2

y esto termina la demostracion del teorema. O



Capitulo 2

Ondas atrapadas y resonancias
para la ecuacién de agua de

poca profundidad

2.1. Introduccion

En el presente capitulo, aplicaremos la técnica del capitulo anterior al es-
tudio de ondas atrapadas y resonancias para la ecuacién linealizada de agua
de poca profundidad (EAPP). Esta ecuacién se parece bastante a la ecuacién
de Schrodinger estudiada en el Capitulo 1 y las consideraciones correspon-

19
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dientes son casi idénticas. Mas adelante, en el Capitulo 5, obtendremos las
formulas para ondas atrapadas y resonancias para las ecuaciones completas
que describen las ondas de agua sin la suposicién de que hy < 1 (donde hy
es la profundidad del agua en el infinito) y comprobaremos que ellas pasan
en las del presente capitulo cuando hg — 0.

La EAPP tiene la forma
Oy — gV (h(z,2)VP) =0,

donde V = (0,,0.), g es la aceleraciéon de gravedad, h(z,z) representa la
profundidad del agua y ® (la incégnita) es, por ejemplo, la elevacién de la
superficie libre. Las coordenadas = y z son las coordenadas horizontales en
el plano, que coincide con la superficie del agua en el reposo. Buscaremos la
solucion de EAPP en la forma de ondas estacionarias, ® = exp(iwt)¥(z, 2),

entonces para ¥ obtendremos la ecuacién
~V(hVU¥) = \U, A =w?/g. (2.1.1)

Supongamos que h describe una sierra (o surco) submarina de poca altura
(profundidad) que es paralela al eje z: h(z,z) = hg+ €V (z), V(x) € Cg°(R),
e — 0. La profundidad de esta forma describe una “sierra” si [ V(x)dx <0

y “surco” si [V(x)dx > 0. Buscaremos ahora la solucién de (2.1.1) en la
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forma U = exp(ikz)p(x) separando de esta manera la variable z. Llegamos

finalmente a la ecuacién
—ho" — (V') 4+ k*(ho + V) = . (2.1.2)

En esta ecuacién y en todo lo que sigue vamos a suponer que k es una
constante positiva, k > ko > 0. El espectro continuo de la ecuacién (2.1.2)

coincide con el espectro continuo de la ecuacion no perturbada (e = 0):
—ho” + k*hop = M. (2.1.3)

Esta tltima posee soluciones del tipo “ondas planas”, ¢ ~ exp(dilx), si
A ho =12+ k? > k2. Por lo tanto, el espectro continuo es el rayo A\ > k?hy.
Igual como en el Capitulo 1, la perturbacién da origen a un eigenvalor y /o una
resonancia a la izquierda del punto A\ = k?hg bajo ciertas condiciones sobre
V(z). En las siguientes secciones veremos la aplicaciéon de nuestra técnica a

la ecuacién (2.1.2).

2.2. Ondas atrapadas

En esta seccién supondremos que V(0) = [ V(z)dz < 0 (sierra). En este

caso siempre tendremos ondas atrapadas (es decir, esta situacién es analoga
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al pozo de potencial para la ecuacién de Schrodinger). El resultado principal

de esta seccién es el siguiente

Teorema 2.2.1. Seaq f V(z)dx < 0. Entonces para € suficientemente pequeno

la ecuacion (2.1.2) posee un valor propio dado por X = k*hg — (3%, donde

ek?

_2h01/2“7(0) +0(e). (2:2.1)

6=

Si [V (x)dx =0, entonces la afirmacion anterior sigue en pie con

k4 ‘7 2
52624%3/2/’ ;f?' dp + O(e). (2.2.2)
0

Demostracion. Apliquemos la transformada de Fourier a (2.1.2). Agrupando

términos de orden de € en la parte derecha tenemos
- € ~ -
(ha? + P)olp) =~ [ Vo= 9)ow + B)0) ap'. (223)

Siendo la ecuacion (2.2.3) parecida a la transformada de Fourier de la ecuacién

de Schrédinger (1.2.3) del Capitulo 1, buscamos su solucién en la forma

¢(p) = %, (2.2.4)

donde A(p) € S(R) y L(p) = hop* + (. Si sustituimos (2.2.4) en (2.2.3)

obtenemos

_ e [V +AW)
A(p) - _% L(p/) dp’ <225)
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Obviamente, la funciéon L(p) posee dos ceros simples en p = py = +ifh, 12,
Por lo tanto, el integrando del lado derecho de (2.2.5) posee una singularidad
para cuando 5 = 0 en p’ = 0; como suponemos que (3 es pequeno (mas
adelante lo comprobamos), para calcular la integral cambiamos el contorno
de integracion a uno en el plano complejo de tal manera que las singularidades
z = p1 estén circunscritas por este (comp. con el procedimiento del Capitulo

1; el contorno I' es el mismo).

Definicién 2.2.1. Definamos a 'H, como el espacio de funciones analiticas

acotadas en la banda B, = {z € C,|3z| < a}, a > 0, con la norma ||¢|| =
Sup.ep, lo(2)]-

Asumamos que A(z) € H,, lo que comprobaremos mas adelante e intro-

duzcamos el contorno dado por I':
= (—o00,—a/2]U{p+iq: p* + ¢" = a*/4,q¢ > 0} U [a/2,00).

Por el teorema del residuo de Cauchy, la integral en el lado derecho de (2.2.5)

queda dada por:

AR =5 [ 76 o%(zc ) dC— 1), (2.2.6)

f(2)=V(z = p+)Alps) (% + %) :
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donde V(¢) es la continuacién analitica de V(p) al plano complejo. Las eigen-
funciones son definidas salvo un factor numérico, por lo tanto, podemos supo-

ner que A(p,) =1y la funcién f en (2.2.6) queda dada por

- izf  k?
f(z)=V(z=ps) (h_o +F> :

Definicién 2.2.2. Definamos el operador integral Tg : Ho — Ha como

1 (TR
T s

[Ta(0)](2) p(Q)d¢,  CE€B, (227

Observemos que:

= La funcién [To(¢)](2) es analitica en z. Sabemos que V(z) € C°(R),
por lo tanto su transformada de Fourier es entera y sobre cualquier recta
3z = Cte estd en S(R) y asi el integrando es analitico y la integral es

convergente luego la integral resulta analitica.

= [T30(0)](p) € S(R), si ¢(p) € S(R). Recordamos la desigualdad de
Peetre
(L+10)° < (1410 — oI+ o))’
valida para toda 6, #' y s € R.

Tenemos que demostrar que |z|N[0M (Ts[p(¢€)](2))| es acotado para toda

M, N. Consideremos el caso M = 0 (los deméds casos se tratan de una
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manera analoga). Sobre el contorno I' tenemos |L(¢)| > Cte > 0. Por

lo tanto

2N IIT50(O)(2)] < Cte|Z|N/F|‘7(Z—C)|(1+|Z-<|)(1+|C|)2|¢(C)| iy

f;éu+V—<W“kMu+mW“%mowm

porque

V(2)| < Cte(1+|2)™ VAL

Tomando M = N + 3 y usando el hecho de que ¢ € §, tenemos que la

ultima expresion estd acotada por

mgAu+V—q>ﬂ%L

y esta integral converge.

. [ngp(g)] es analitico en (8 para (3 suficientemente pequeno. Esta afir-

macién es consecuencia inmediata del siguiente cédlculo elemental:

1 1 w8\
weE ey~ e ()

hOI/QC n=0
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= El operador T@ es acotado. En efecto, tenemos

oo (26 + KV (z = Op(¢) d
el = sup | [ S
E*)V d
< el sup 'ZC+MCQ+5%”'“
< Ce J¢|

porque la ultima integral esta acotada.

Reescribamos la ecuacién (2.2.6) en términos del operador Tj:

KLH%M«Mdz—%ﬂ@, (2.2.8)

donde 1 es el operador identidad.

Hemos visto que el operador Tg es acotado, por tanto ETﬁ es pequeno y

podemos nuevamente reescribir la ecuacién (2.2.8) como:

A() = — 501+ <D £, (2.2.9)

donde (1 +€Tp)~! = Zfzo(—l)”enfg, T9 = 1, es la correspondiente serie de

Neumann. Podemos reescribir (2.2.9) como:

Z 1)"e"[T5 £(0)](2)- (2.2.10)
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= Si aplicamos [ veces el operador Tg a una funcién ¢ € H,, para [ =

1,2, ..., obtenemos:

S (S (T
001 = [ -+ [ ol¢ 11 Clho@(m; i,

donde (y =z, (1 = (.

Hemos supuesto anteriormente que A(py) = 1. Evaluemos (2.2.10) en

z = p4 y multiplicando por (3 obtenemos como resultado la ecuacion secular

para (3:
B= =5 > (DT (2:2.11)

Consideremos ahora la funcién

=B+ - Z 1) e[ T3 F(O)](p+), (2.2.12)

Podemos escribir

F(,6) = B+ 51 (p+) = 5T (O))ps) + O(E).

La ecuacién secular (2.2.11) es equivalente a F'(f,€) = 0, por tanto, para
resolver la ecuacion (2.2.11) comenzaremos por expandir en su serie de Taylor

F(5,¢€). Tenemos que

ek? -

F(O’ O) =0, F€<Oa0> = th/gv(o)v FQ(0,0) =1,
0
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I V(OV(—
P00 = | O a a0 =0 Ful0.0) =0
0

De acuerdo con lo anterior podemos reescribir F'(3, €) como:

ek? - ek V(OV(=0)

F(B,e)=0+—-V(0) — / d¢ 4+ O(€® + €3 + ¢3%).
(6:¢) 2hy/? © axh? Jr ( )

(2.2.13)

Podemos aplicar el teorema de la funcién implicita a la ecuacién secular

(2.2.11) y por tanto su solucién existe, es unica y estd dada por las férmulas

(2.2.1), (2.2.2), porque el contorno I' puede ser deformado al eje real en el

caso cuando V(0) = 0 y V(—p) = V(p) para p real.

Atin nos falta comprobar que en efecto A(p;) = 1y que A(p+i0) € S(R,).

» Verifiquemos que A(p,) = 1. Si comparamos la ecuacién (2.2.9) con

(2.2.11) vemos que A(p;) = 1.

» Comprobemos que A(p+1i0) € S(R,). En la ecuacion (2.2.9) definimos
a A(z) y sabemos que V(p) € S(R,). Consideremos el operador definido

en (2.2.7). La demostracién es la misma que en el Capitulo 1.

De esta manera concluimos con la demostracion del Teorema 2.2.1. OJ
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2.3. Resonancias

En esta seccién consideramos el caso V(0) = [V (x)dz > 0 (surco) y de-
mostraremos que bajo esta condicién la ecuacién (2.1.2) poseé una resonancia

(estado anticonfinado). Introduciremos primero la

Definicién 2.3.1. Una solucion ¢(x) de la ecuacion (2.1.1) se llama reso-

nancia (estado anticonfinado) si ¢ satisface
hy /2 Blal
o(x) ~ e |z| — o0, (2.3.1)
con 3> 0, A = k*hy — 3°.

Teorema 2.3.1. Sea [V (x)dx > 0. Entonces para € suficientemente pequeno

la ecuacidn (2.1.2) posee una resonancia para X = k?hg — (3%, donde

ek?

SV (0 + 0. (2:32)

b=

Demostracion. Las soluciones construidas en la seccién anterior tienen la

forma

olz) = / ere_AW) (2.3.3)

- % h0p2 + 52 b
donde A(p) es entera y estd en S(R) sobre cualquier recta paralela al eje

real uniformemente en |Jp| < Cte < oco. Para estudiar el comportamiento
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de (2.3.3) cuando |z| — oo, introduciremos los siguientes contornos (ver Fig.

1.2 en el Capitulo 1):

Ly ={-R<p<R,q=0}U{-R<p<Rqg=a>0}

U{p==R,0<q<a},

L.={-R<p<Rq=0tU{-R<p<R.q=—a,a>0}

U{p=4=R,—a <q<0}.

Las singularidades del integrando en (2.3.3) son los polos simples en p =
Py = iihalﬂﬁ y por lo tanto las integrales a lo largo de L son iguales a 27
veces los residuos en +ih, Y ?(. Haciendo tender R al infinito y calculando

los residuos, vemos que para x > 0

1 ' A 1 ) A —1/2
e AP) / e 2P 4y Alps)e 0 (2.3.4)
Sp=a

- e e -
2 Lip) "~ or L(p) 2h?3

y para z < (

T Py g i v
— [ eP* dp = — e’ dp + A(p_)eMo 7B (235
2n ) T P T 0w Sy 1) P g0 (2:3.5)

Consideremos la integral en la parte derecha de (2.3.4):

e AD) _ / ; A(p +ia)
e ) gp = 0w [ b7 dp: 2.3.6
Lp:ae hp?+ 2T ) holptiap+ 3" (2:3.6)
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siendo la tltima integral acotada, tenemos que la solucion es O(e~*") con a >
0 arbitraria. Pero para x fuera del soporte de V' (z) la solucién es combinacion
—1/2

. -1/ .
lineal de efo ' 8% y e 7P por lo tanto para z suficientemente grande la

integral (2.3.6) se anula y

1 .
(o) = mz‘l(m)e o > L (2.3.7)
0
Anélogamente,
1 h1/25
plr) = mfl(pf)e A (2.3.8)
0

Ahora con el fin de eliminar las exponenciales decrecientes de la solucion,

buscaremos ¢ en la forma

]_ . A —1/2 —1/2
pla) = o /eng; dp + Cre Mo TP 4 Chelto 0T, (2.3.9)
Esta funcién satisface la condicién (2.3.1) si
A Ap_
Cy=— (5j) . Oy = ——(fj ). (2.3.10)
2hy' " 2hy' "
La transformada de Fourier de (2.3.9) tiene la forma
oy AD)
¢(p) = 0 +21C16 (p — py) + 27050 (p —p-) . (2.3.11)

Reemplazando (2.3.11) en (2.2.3) obtenemos

e [ +E)V(p—p)AP)
27 L(p)

A(p) = dp’

— C1eV (p—ps) (pps + k) — CoeV (p— p-) (pp— + k7). (2.3.12)
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En la ecuacién (2.3.12) cambiemos el contorno de integracién por I' (ver
seccién 2.2). Tomando en cuenta (2.3.10), la ecuacién (2.3.12) se convierte

en

(2.3.13)

Alp) = _i/ (w + KV = P)AW) s S B)

2m L(p') 20
~ k2 ipl
=Vip—p I VAW )| ——-——"1.
fp)=V(p—p)Ap )<h}/2 e
A esta ecuacién apliquemos la técnica aplicada a la ecuacién de Schrodinger
(ver secci6én 1.2 del Capitulo 1). Podemos suponer que A (p_) = 1. Tenemos
entonces que
- k> ipB
=Vp—-p )| ———5—-— 2.3.14
fp)=Vp—p-) <h(1)/2 h0> (2.3.14)

y por tanto

(1 + T AW (p) = 5=/ (). (2.3.15)

26

Siendo Tg acotado tenemos que GTB es pequeno, por tanto podemos re-

escribir (2.3.15) como
Alp) = g1+ Tl () (23.16)

y nuevamente en términos de la serie de Neumann

- i@ ; Ve [T F ()] () (2.3.17)
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Evaluemos la expresién (2.3.17) en p = p_ y multipliquemos por 3, obte-

nemos de esta manera la ecuacion para [3:

00
€

B= 5 (0 TR (o) (23.15)

n=0

Definamos la funcién F'(f3,€) como

o

F(B,6) = 6 5 D (-1 I3 0] (p-) (2:3.19)

n=0

Desarrollando la sumatoria en esta ultima expresion obtenemos

K2 - 274 ‘7 OV (0 —
- 1/2V(0) + 61/2 / (P pg (pz p)
2hy 4hy'“m Jr hop” + 5

F(B,e)=p dp' + O(€).

(2.3.20)

Tenemos que

k* -

F(0,0)=0,  F.(0,0) = —WV(O), F5(0,0) =1,
0

k4 V(—p\V(p
Fu(0,0) =0, F.(0,0) = —— / CPVE) 4y Fy0,0) =0,
4rhy” Jr D

Esto implica que

ek? - k! V=)V (@)
F(B,e) =3 — ——-V(0)+ 62/—d’+063+e2ﬂ+662.
(6,€) =4 2hé/ 2V (0) 47rh§/ > Jr p? P ( )

De esta manera, tenemos por el teorema de la funcién implicita que

3 dp + O(e%), (2.3.21)

ek - ek [ V(=P)V)
- 1/2V(0)_ 3/2/ 2
2h 4drhy'~ Jr p
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y esto concluye la demostracién del teorema.



Capitulo 3

Asintéotica de ondas atrapadas

para el sistema completo

3.1. Introduccion

En el presente capitulo y los siguientes, estudiaremos las ondas atrapadas
y las resonancias en la formulacién completa del problema, es decir, sin acudir
a la aproximacion de agua de poca profundidad estudiada en el Capitulo 2.

35
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El potencial de velocidades ®(x,y, z,t) satisface el siguiente sistema

(
Py + g, = 0, para y=0,

A®+®., =0, para — h(z,2) <y <0, (3.1.1)

\ ®, + h,®, +h, P, =0, para y = —h(z,2).

donde h(z, z) es la profundidad y la ecuacion y = —h(z, z) describe el fondo
del liquido, A = 92 + 85. Como en el Capitulo 2, supondremos que h(z, z) =
ho + €V (z), V(z) € C§(R), y buscaremos la solucién en la forma & =
exp(iwt — ikz)W¥(x,y); para la funcién ¥ tenemos el sistema (ver Fig. 3.1

para la geometria del problema):

(

v, = A\V, para y=20

AV — kU =0, para —h(x)<y<0 (3.1.2)

\ U, +eV'¥, =0, para y = —h(z),
donde A = w?/g.

En este capitulo vamos a obtener la asintética del eigenvalor A bajo la
condicién [V (z)dz < 0 (sierra). Esta asintGtica representa los términos
principales del desarrollo de A en su serie de Taylor con respecto a €. Pre-
sentamos aqui la construccion de la asintotica porque la derivacion de esta

es bien sencilla y sigue muy de cerca los pasos de los anteriores capitulos.

Veremos que el resultado coincide con el del Capitulo 5 para el caso de la
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Y

Figura 3.1: Geometria del sistema.

sierra. Notemos que la asintética no puede ser utilizada para los calculos de
resonancias porque términos O(e"V) (los términos residuales al construir la
asintética) pueden incluir exponenciales decrecientes. Las consideraciones de
este capitulo seran formales ya que en el Capitulo 5 obtendremos la solucion

exacta con todo rigor.
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3.2. Asintética de la onda atrapada

Siguiendo las ideas de [17, 18, 19] consideremos el problema

(
U=, para y=0,

AV — k?¥ =0, para —h(z) <y <0, (32.1)

U, + V'V, =0, para y = —h(z),
{
donde suponemos que ¢ es una funcién dada; la solucién existe (p. ej., en

Hi(2),Q={-h<y<0,—00 <z < oo}, donde H; es el espacio de Sobolev

estandar, si ¢ € H;(R). Tenemos entonces que:
V|, = Re, (3.2.2)

donde R : Hy(R) — Ly(R) es un operador lineal. Asi, la primera ecuacién en

(3.1.2) se convierte en

Ry = A, (3.2.3)

la cual es parecida a (2.1.2). Queremos encontrar R con precision de O(e?).
Buscaremos la solucién ¥ de (3.2.1) en la forma de una serie de Taylor

en €:

U(x,y) = Vo(z,y) + eVi(z,y) + EVs(a,y) + - . (3.2.4)

Sustituyamos (3.2.4) en (3.2.1) y desarrollemos la condicién de fondo en la



3.2. ASINTOTICA DE LA ONDA ATRAPADA 39

serie de Taylor con respecto a €V:

U, (x,—hy — €V) + eV'U(x, —hy — V)
1
=V, (x,—hy) — VW, (z,—ho) + §€2V2\I/yyy(l’, —ho) + ...

+ V', (2, —hg) — V'V, (z,—ho) + ... (3.2.5)

Consideremos los términos con coeficientes €, €', €2 los cuales nos llevan a

considerar los siguientes problemas para las funciones Wy, Wy, Ws:

Uy = p(z), para y=0,
AV, — kU, =0, para —hy <y <0, (3.2.6)
\ Yo, = 0, para y = —ho,
)
v, =0, para y =0,
AV, — k20, =0, para —hy <y <0, (3.2.7)

Uy, — VW, + V¥, =0, para y = —ho,

vy, =0, para y =0,
AUy — k20, =0, para —hy <y <0,

(3.2.8)
qj?y - Vlelyy + %Vzlpoyyy

+V',y, — V'V¥,, =0, para y = —hg.

\

Apliquemos la transformada de Fourier a (3.2.6) con respecto a la variable
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x, tenemos que

Uo(p,y) = &(p), para  y =0,

Vo (p.y) — (0° + k) To(p,y) =0, para  —hg<y<0, (32.9)
\ \ifoy(p, y) =0, para y = —hog.
Llamemos

") = Vi TR

Al solucionar el sistema (3.2.9) obtenemos:

To(p,y) = ¢(p) COS?(E;EZ) Ei);to};o)) :

(3.2.10)

que nos proporciona la expresion del término principal de W.
Calculemos el término de O(e). Aplicamos la transformada de Fourier a

(3.2.7) y obtenemos

(

Wi (p,y) =0, para y =0,
Uy (0, y) — (02 + )0y (p,y) =0, para  —hy<y<0, (3211)
Wiy (p,y) = 1(p), para y = —ho,

\

donde 0, (z) = VW, (2, —ho) — V"W, (2, —ho) y su transformada de Fourier

esta dada por

R =
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Al solucionar el sistema (3.2.11) obtenemos la expresién para \I~fl(p, Y):

3 B senh(7(p)y)
Ui(p.y) = 277 (p) cosh(T(p)ho)

/ Pi(p,p)3(0') dp, (32.12)

donde

k2 +pg -

Pi(p,q) = mv(p —q). (3.2.13)

Ahora, calculemos el término de O(e?). Para esto, primero aplicamos la trans-

formada de Fourier a (3.2.8) para obtener

(

Us(p,y) =0, para  y =0,
Y Yo (0, y) — (p* + E2)Us(p,y) = 0, para —hy<y<0, (3.2.14)
| Uoy(py) = 0a(), para  y = —hy,
donde

02 ( ) Vklllyy( hO) V \IJOyyy( hO)

— V', (x, —ho) + V'V Uy, (z, —ho)

y su transformada de Fourier estd dada por

O2(p) = Fup [V\Ijlyy< —ho) — V \Doyyy( —hy)

— VW (2, —ho) + V'V W, (2, —ho)].
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Como conocemos las expresiones para \Tlg(p, Y)Yy @1(p, y), podemos calcular

Uiy Lyepy = Fp | — —7’ ) tanh (7 / NG(p
Uy, |y Cho = .7-;;1%[ 27”_ tanh /
bl o5 gg;h(f; )i n .
L
de esta manera
i sinh(7(p)y)

U (p,y) = (27T)27-(p) COSh(hOT( )

“J/ { (M - 70 cnnttur )P - r>¢<q>} dgdr

(3.2.15)
Por lo tanto el operador R en (3.2.3) esta dado por
. . 1 -
FoealBl(9) = (o) tanb () 2(0) + €5 | 0. 0)2(0) do
, 1
+e€ @) cosh(hor(p) //P2 p,7)Pi(r, q)3(q) dgdr + O(€?),
(3.2.16)
donde
Py(p,r) = V(p — r) tanh(hor(r))| — 7(r) — ’"(f (;)T)]. (3.2.17)
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Sustituyendo (3.2.16) en (3.2.3) y agrupando los términos proporcionales a €

y €2 (la perturbacién) en la parte derecha, obtenemos

L(p)3(p) = M, (3.2.18)

donde
Wﬁ@z/meW@%
M = M, + eMy + O(€?),

X))
27 cosh(hoT(p))’

1
(2m)? cosh(7(p)) /P2(pv r)Pi(r,q)dr,

y L(p) = 7(p) tanh(ho7(p)) — A. Cuando la perturbacién se anula (¢ = 0),

Ml(pv Q) =

Ms(p,q) = —

tenemos la equacion

L(p)g(p) =0 (3.2.19)

que tiene soluciones p(p) = d(p — 1) con A = /12 + k2 tanh(hoV/1% + k?)
para [ € R. Estas soluciones son transformadas de Fourier de ondas planas
¢ = exp(ilz), y por lo tanto el espectro continuo de (3.2.3) coincide con el
rayo A > ktanh(khg).

La perturbacion, igual como en capitulos anteriores, da origen a un eigen-

valor a la izquierda del espectro continuo. Por tanto, buscaremos A en la forma
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A = ktanh(khg) — 3% con 8 > 0 suficientemente pequetio. Desarrollando L(p)
en su serie de Taylor con respecto a p, tenemos

7(p) tanh(ho7(p)) — ktanh(kho) + 3 = I*p* + O(p*) + 52, (3.2.20)
donde

2=

(k™" tanh(kho) + hosech?(khy)) . (3.2.21)

N | —

Vemos que los términos principales de la funcién L(p) tienen la misma forma
que su andlogo en (2.2.3), (2.2.4). De hecho, la funcién L(p) tiene dos ceros

imaginarios cerca del origen para pequenos valores de 3, por tanto:

Lema 3.2.1. Para cuando  — 0 la funcién L(p) tiene dos ceros p.(f) =
+im(5), m(B) > 0 con 5 > 0, tales que p+ — 0 cuando f — 0, donde m
tiene la forma

m(B8) = /1 + O(B?). (3.2.22)

Demostracion. Consideremos la funcion
f(2) = Vk? + ztanh(hoVk? + 2z) — k tanh(kho).

Para cuando z — 0 tenemos por (3.2.20) que f(z) = [z + O(2?). Por el
teorema de la funcién inversa, la ecuacién f(z) = —3? tiene precisamente

una solucién
2
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Recordando que p? = z, tenemos el enunciado. O

Definicion 3.2.2. Definamos a 'H, como el espacio de funciones analiticas
acotadas en la banda B, = {z € C,|Sz| < a} con a suficientemente pequena

y con la norma del supremo.

Ahora buscamos la solucién de (3.2.18) en la forma

. A(p)
_ 2w 3.2.23
?(p) () (3.2.23)
donde A(p) € H,. Si sustituimos (3.2.23) en (3.2.18) obtenemos
M(
/ (p. q’ A(q) dg. (3.2.24)

La funcién L(p) posee dos ceros simples en p = p.; la funcién cosh(hor(p)) no
tiene ceros en una vecindad del eje real y por lo tanto M(p, ¢, €) es analitica

en una vecindad del eje real. En efecto, cosh(ho7(p)) tiene ceros en

hot(p) =i (g + 7m> : n € Z,

y los ceros mas cercanos al eje real estan dados por

hot(p) = :I:zg, p = iy /K2 + 72/ (4h2).

La funcién 7(p) es analitica en la banda |Sp| < k. Por lo tanto, podemos

escojer la constante a en la Definicion 3.2.2 de tal manera que

a<k.
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Para calcular la integral en (3.2.24) cambiamos el contorno de integracién a

uno en el plano complejo, de tal manera que las singularidades z = p estén

circunscritas por este (comp. con el procedimiento de los Capitulos 1y 2; el

contorno I' es el mismo).

Mediante el teorema del residuo de Cauchy calculamos la integral en el

lado derecho de (3.2.24) y asi obtenemos una expresién para A(z), z € By,

dada por:

Alz) = ¢ /F %A(Q 0+ (200

donde

f(z,6) = fi(2) + efa(2) + O(€),

(B4 zp )V —pi)Alps)
cosh(ho7(2)) cosh(ho(py))A(py)’

fi(z) =

. Alp+)
27 cosh(ho7(2)) cosh(hoT(py))A(py)

: /Pz(z, VK +¢p)V(C = py)dC,

fa(2) =

_ tanh(hoT(p))

Py + hg sech”(hoT(p)),

A(p)

(3.2.25)

y donde V(¢) es la continuacién analitica de V(p) al plano complejo. Las

eigenfunciones estan definidas salvo un factor numérico, por lo tanto podemos
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suponer que A(py) =1, asi las funciones fi - en (3.2.25) quedan dadas por

B (k% + 2zp)V(z = py)
coh(hor(2)) coshhor (o, ) A (D)

fi(z) =

1
21 cosh(hot(2)) cosh(hoT(py ) A(ps)

x / Pa(z, )k + Cp )V (¢ — py) dC.

fo2) =

Definicién 3.2.3. Definamos el operador integral Tg : Hy — Hy como

Tap())(z) = /F %w(é) ac. (3.2.26)

Las propiedades de analiticidad junto con las de acotacion del operador
T/g se pueden demostrar de la misma manera que en el Capitulo 2.

Reescribamos entonces la ecuacion (3.2.25) en términos del operador Tg:

(1= eTp)A(Q)](2) = f(z,6), (3.2.27)

donde 1 es el operador identidad.
Siendo el operador Tg acotado, el operador GTg es pequeno y podemos

nuevamente reescribir la ecuacién (3.2.27) como

A(z) = ﬁ[(l — TH)] " (2, €), (3.2.28)
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donde (1 — €Tp)™' = 3. €T B Tg = 1, es la correspondiente serie de Neu-
n=0
mann. Podemos reescribir (3.2.28) como:

€

m(B) > TG ). (3.2.2)

n=0

A(z) =

Anteriormente hemos supuesto que A(py) = 1. Evaluemos (3.2.29) en
z = py y multipliquemos por m(f3), obteniendo como resultado la ecuacién

secular para :

(e}

m() = > TG N, (32.30)

n=0

Desarrollemos la sumatoria del lado derecho en (3.2.30), obteniendo

m(B) = elfi(Olp. + Ol +€ [{To(A(Q) + el +OE)] ...

(3.2.31)

Tomando términos hasta de O(e?) tenemos que

m(B) = E[f1<C)]p+ + EQ[fZ(C)]p+

2 1 P1(27C) 3
e |:27TCOSh(hOT(§))/F L(0) f1(¢) dCLJr + O(e). (3.2.32)

Usando (3.2.22), en el caso cuando V(0) < 0, para el término principal

tenemos

B ek*V (0)1 2
b= ~ Coshi(ho) (sinh(kho) + Kho sech(kho)) (&)
- ek2V (0)

2l cosh®(khg)

+ O(€%). (3.2.33)
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En el caso cuando V(0) = 0, tenemos que evaluar la correccién O(€?) salvo
términos del orden de €3, tomando en cuenta que 3 = O(e?). El término de

O(¢€?) tiene la forma

(Ol + € | T(A1(C))

P+

Es facil ver que

) I k® - tanh(hoT(r)) 5
O, = g | WP ar o)

2 [7 2 k?
‘ [Tﬁ(fl(o)]m ~ o cosh(hok)o(0)
" / V(=r)V(r)
p cosh?(hoT (1)) (7(r) tanh(ho7(r)) — k tanh(hok))

dr + O(€).

[ ~—

En este ultimo término podemos cambiar el contorno de integracion por
el eje real porque el denominador y el numerador tienen un cero del orden 2
en el origen. Sumando las dos tltimas férmulas y usando (3.2.22), tenemos

en el caso cuando V(0) = 0 que

— —k_tanh(ho7(r)) tanh(hok)

K 1 )
2 7(r) 9 3
ﬁ =€ 4l COSh(hOk‘) / T(T) tanh(hm—(r)) — ktanh(hok‘) |V<T)‘ dr + 0(6 )

(3.2.34)
El integrando en la ultima integral es no negativo porque las funciones
7(r) y tanh(ho7(r)) son crecientes y la ultima es menor que 1. Por lo tanto,

£ > 0 para e suficientemente pequeno.
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Observacion 3.2.4. Para pequenos valores de hg tenemos que
I~ hy cosh(khg) ~ 1,

por lo tanto las formulas (3.2.33) y (3.2.34) pasan en las formulas (2.2.1)
y (2.2.2) del Capitulo 2 que dan la frecuencia de la onda atrapada en la

aproximacion de agua de poca profundidad.



Capitulo 4

Reduccion a ecuaciones

integrales

4.1. Introducciéon

En este capitulo vamos a reducir el sistema completo de ecuaciones de

ondas de agua (3.1.2),

p

v, =AU, para y =0,

AV — k20U =0, para —h(z) <y <0, (4.1.1)

U, + 1 (z)¥, =0, para y = —h(z),
\

ol
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donde ¥ = W(z,y) es el potencial y la ecuacion y = h(z) describe el fondo

del liquido, a dos ecuaciones integrales para las funciones

Esta reduccion se hace mediante técnicas estandares de la teoria de potencial
(ver, p. €j., [33, 34, 35]) pero la presentamos aqui con todos los detalles
porque en las referencias usuales esta reduccién se hace para la ecuacién de
Laplace, cuya solucién fundamental (% Inr) es mas sencilla que la solucién
fundamental de la ecuacién de Helmholtz que nos interesa. Notemos que esta
reduccion es ezxacta, es decir, no estamos suponiendo que la variacion de h
es pequena. En el Capitulo 5 construiremos las soluciones de las ecuaciones
obtenidas mediante las técnicas desarrolladas en los capitulos anteriores bajo
la suposicién de que h = ho + €V (x). Estas soluciones van a satisfacer todas

las condiciones de suavidad requeridas en la reduccion.

4.2. Ecuaciones integrales

Sea Q = {—h(zr) <y <0,—00 <z <oo}ysea B,(£n) la bola del radio

py centro en (&, n) € Q. Dado que G(r) = —3=Ko(kr), donde

r=(z =+ (y —n)? (4.2.1)



4.2. ECUACIONES INTEGRALES 93

y K es la funcién de Macdonald (ver Apéndice C), es la solucién fundamental

para el operador A — k2, se cumple que
AG - kG =0 (4.2.2)
en 2\ B,, y por tanto, se cumple que:

/famw—ﬁm—mma—ﬁﬂpmwzg

O\B,

Usando la formula
div(yy)Ve) = vA¢ + Vi) - Vo,

la anterior ecuacion puede escribirse como

/ {div(GVV¥) — div(IVG)} daxdy = 0.

Q\B,
A esta ultima integral le aplicamos el teorema de la divergencia y hacemos

tender p a cero. Obtenemos

0= / (GV) - fipds — / (UVG) - fipds

I'r I'r

+ 11'1% (GVY) - ii,ds — h'n% (VVG) - 1i,ds
—s p—
’ 9B, 9B,

+ / (GVV) - fipds — / (UVG) - pds, (4.2.3)

FB FB
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donde I'pr = {y = 0,—0c0 <z < o0}, I'p = {y = —h(x),—00 < < o0},
np,r son normales exteriores a I'p r, 77, es la normal interior a 05,.

Para reescribir la ecuacién (4.2.3) tenemos en cuenta el siguiente lema

Lema 4.2.1. Sea U € C'(Q), se cumplen las siguientes identidades:

(a) f PIVW) - fipds = —2 [ Ko(ky/(x — €)% + 12)e(

» Ko/
(b) rf (UVG(r)) - fipds = % O(T)Qﬂﬂngo(x)daz,
F

(¢c) lim, o [ (G(r)V¥)-n,ds =0
0B,

(d) =lim,o [ (WVG(r)) - 7i,ds = W(E,n),

0B,

(e) Ff (G(r)VV) -iipgds = 0,

(f) f (\I’VG(’I“)) . ﬁBdS _ % f (7' (z)(z—&)— h\(/ﬂ?() TI}K/( (x n)) +(h($)+77)2)9(1,)dx.
I'p =

Demostracion. Para demostrar el item (a), tenemos en cuenta que fip =

(0,1) y por tanto

/(—%Ko(k‘r)v\lf) - Tipds =/ < — %Ko(kr))

I'r

VU - (0,1)dx

y=0

_ % / Ko(k/( — €22 + 1) (@) dx
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lo que demuestra (a). Para demostrar (b) tenemos en cuenta que g = (0, 1)

Luego

/\I/V(G(r))-ﬁpds :/ (- 2ﬁK3(k o ”) UL
:];_Z/Ké(k(x(_xg_)ff;nz (2)d,

donde r estd definida en (4.2.1). Asi obtenemos (b). Para demostrar (c)
tomamos r = p y usando el hecho que Ky(kp) = —1In(kp) + K(kp), donde
R(kp) € C[0,00) y |[R(kp)| < Cte cuando p — 0, tenemos que

lim
p—0

1 1
/(——Ko(kr)V\If)-n_'pds <lim —|In(kp)—R(kp)|2mpsup ||[V¥| = 0,
2m p—0 27 oB,

0B,
lo que muestra (c). Ahora demostremos (d). Dado que 77, = —(x =&, y—n)/p,

tenemos

V(G() iy = W)y K (k).

Parametricemos 0B, asf:

0B, = {(z,y) = a(t) = (pcost + &, psint+n),0 <t < 2w}
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Puesto que kK| (kp) = _71 + R (kp) (ver Apéndice C), donde & (kp) es con-

tinua y & (kp) — 0 cuando p — 0, tenemos

k
UV(G(r)) -1, =¥(pcost + &, psint+n) - %K{)(kp)

1 -1
— %(7 + Ri1(kp))W(pcost + &, psint +n).

Dado que |/(s)| = p y ds = pdt, tenemos

2

1

— |V dt =W

5 | YEm) (&n)

0
Yy
1 2m
—lim—/ﬁl(k’p)\ll(pcost—i-f, psint 4+ n)pdt =0,
p—0 27

0

en consecuencia

- lfﬂ(l) (UV(G(r))) - 7i,ds
p—
0B,

21

2m
! 1 |
= %/\If@ﬂ?)dt—ilir(l)%/ﬁl(kp)\lf(pcost—l—f,psmt—i—n)pdt

0 0

= V(& n),

lo que demuestra el item (d). (e) es inmediata de la condicién de impermea-
bilidad en el problema (ver la condicién para y = —h en el problema (4.1.1))

puesto que VW - iip = (¥, + A'U,)(1 + h?)~Y2 = 0. Para demostrar (f)
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tenemos en cuenta (4.2.1) y

np = \;E}i(—fli?(’;;, ds = /1 + h'(x)%dx,

concluimos que

V(G(r) - i :(_ %%m(m(@*—é | ﬂ)) | <M>

r r 1+ h'(z)?

/(\IJV(—%KO(M))) Fipds
= [ (e M= =)

kK / Ky(k/(x — &% % (h(z) + n)?)
2m V(@ =82+ (h(z) + n)?

Asi queda demostrado (f) y en consecuencia el lema. O

y=—h(x)

[ (z)(x = &) — h(x) — )0 (z)dx.

Del Lema 4.2.1 y tomando el limite cuando p — 0 en (4.2.3) obtenemos

W) = [ Kotk lo— €7+ P)p(ads
_}_@ Ké(k\/ ($_€)2+772)90(x)dx

2n (x =P+
k / Ki(ky/(z — €)2 4 (h(x) +1)?)
V(@ =€)+ (h(x) +n)?

2
< W (@)(x - €) — h(x) —mlf(x)dz,  (Em) € R (424)
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Lema 4.2.2. Tomando los limites cuando n — 0 en cada uno de los términos

de la ecuacion (4.2.4) obtenemos la siguiente ecuacidn integral

/ Ko(klz — €]}l )dfv+%so(€)
Lk Ki(kv/(x — &) + h(z)?)
=] = ey

[ (z)(z — §) — h(z)]0(x)d.

Demostracion. Basta con demostrar en (4.2.4) que

K{(k\/(x —£)? +n?) 1
lim — — . 4.2.
Jm 27T TR o(r 2@(5) (4.2.5)

Denotemos

Ko(ky/(z — €)% +1?)
(x = &) +n?

y dividamos el intervalo de integracién en las partes (—oo, & —0), (£ —9,£+0)

H(x —&,n) =

y (£ 4 d,00), donde § > 0 es suficientemente pequeno. Tenemos

£E—4 [e9)
\ [ a—emewar scee | [ - gneto)do] < o
—00 §+0
si |¢| < Cte. Consideremos
§+6 &+6
S HE=Emple)dr = (&) | Hlz =& n)de
&— §—

)
" / H(z — €.0)(plx) — p(€)) de.
€6

Usemos la asintotica




4.2. ECUACIONES INTEGRALES 29

(ver [30], pag. 376, o Apéndice C). Tenemos

§+0 1
—77/ ————————dr — 7 cuando 1 — 0~
ees (x—&)2+n?

448
’ / H(z— £.0))|o(e) — o(6)] dz < Cte  sup  |p(x) — 9(€)].
&6 E—o<x<€&+S

Tomando en cuenta el hecho de que

sup  [p(z) —o(§)] — 0
E—d<a<é+d

cuando § — 0, tenemos lo deseado. O

Lema 4.2.3. Tomando los limites cuando n — —h(§) en cada uno de los

términos de la ecuacion (4.2.4) obtenemos la siguiente ecuacion integral

0() = 5 [ Kalkv/To = €7+ (@) Yol
SO [ G0/ T )
2m V(=62 + 1)
& [ /G GG T
V=02 i) - W)

2w
x [W(z)(z = &) — (h(z) — h(£))]0(z)dz.

pla)dz + 26(6)

Demostracion. En los dos primeros términos el limite es inmediato por lo
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que es suficiente demostrar que

O N S e R Y
e ] T e a8 k@) b

1 ko[ Ky(ky/(z — )2+ (h(z) — h(£))?)
Q N
+ 2m / \/(x —&)% + (h(z) — h(§))?

x [W(z)(z = &) = (h(z) — h(§))]0(z)d.

Pero la demostracion de esto es repeticion literal de la demostracion del Lema

4.2.2. [l

De los Lemas 4.2.2 y 4.2.3 tenemos que, tomando los limites cuando
n — 0y cuando n — —h(§) en cada uno de los términos de la ecuacién

(4.2.4), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones integrales

(€)= A / Ko(kz — €)p(x)dz

Ki(ky/(x — §)* + h(z)?)
i k/ V@ =&+ ()

[ (z)(z — §) — h(2)]6(x)dx

(4.2.6)



4.3. TRANSFORMADA DE FOURIER 61

T0(€) = A / Kolkv/(z — € + 12(6)p(x)dz
Ki(k/@ = OF THEP)
~ (o) | N
Ky(k/(e — &2 1 (h@) — @)
k
o f N e OELG)E

x [W(x)(z = &) = (h(x) — h(£))0(x)dz. (4.2.7)

4.3. Transformada de Fourier

Pasemos en (4.2.6) y (4.2.7) a las transformadas de Fourier de las fun-
ciones ¢ y # lo que nos conduciréd a ecuaciones que resultan mas cémodas de

trabajar. Para lograrlo, necesitaremos el siguiente lema:

Lema 4.3.1. Tenemos las siguientes transformadas de Fourier de & — p:

i)
Fep[Ko(KIED)(p) = ﬁ
i)
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iii)
Fe i [ I ) o — 0ty
m/ e b (1) (2) o
iv)
Fey [k Kl(\’;é(f ;)f)j —f;zgm))h(m)ﬂx)dx ()

71'/ —ipr—h(z)\/k2+p? 9( )

Demostracion. Para i) tomemos en cuenta la formula de Mehler (ver [30], p

376):
[ cos(zlé])
Ko(k|¢]) = N
0
Dado que
1 e~z g oOcos(az:|§|)alx
Foiel | ———= (&) = | ———= =2 | /252 — 2K, (k[¢)),
|70 [ e [ iEra = oD

tomando de nuevo la transformada de Fourier £ — z, tenemos

# B fg_’x[]:%sl[ﬁﬂ = 2F¢—a[Ko(KIE])].
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Asi queda demostrado 7). Demostremos ahora 7). En efecto,

s {Kﬂk\/mq(m: e—iprl(k\/m)dg
L Ve NEETE

_ / (cos(p€) — isin(p€)) K1 (k+/€2 + h3)

:2 7 cos(p€) Ky (kr/E T T2)

—)1/2 cosz (ver [31], pag. 54), tenemos que

T

dg

de.

0

Usando la férmula J_j5(z) = (

costep) = TLNTIE

Entonces,

- [m(k:\/f? T h%)} . 7’ TS K (k& ) €2
LVERR ) NGEE

Ahora usamos la siguiente férmula (ver [31], pag. 416):

= +\/2mp §.

[ t2”2>tu+ldt—b—“(_aw?')w_lf( (AT TP
v (Y |

(t2+22)%” a? z
Por tanto, tomando p = —1/2, v =1,t =&, 2= ho, b =p y a = k tenemos

que

De ([31], pag. 80), sabemos que Ki/9(2) = (%)1/26*2. Asi obtenemos ii).

Para demostrar iii), usamos i) y el hecho de que K{(x) = —K;(x) (ver [30],
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pag 376). Obtenemos

LA R ) VR
s e~ 99t | )

_k;/f&p{ _xfz k\/g) +h2(+)h2( ))}h’(:ﬁ)ﬁ(m)dm

:k:/ —Wfﬁ,,[% kgf;(hz } (2)0(x)da
:k/ —W< dfw{Kl kye+ Wila D (2)6(x)dz

d &+ h*(x)

_ 7zpz hx)ﬂ/
N =k H(@)6(a)ds

Asi se logra iii). Para demostrar iv) procedemos como sigue:

f&—m[

kKl(k\/<CU_§)2+h2($>> )0 (x)dx
NS D h(z)0(z)d ](p)

_ k/f&,,[Kl k(@ _) +‘;}(‘2§$))] h(2)0(x)da
i f e—w&p[m N oot
- / ¢ P h@VIER (1) 1y

f&ﬂp{

quedando demostrado iv). O

Usando los resultados del Lema 4.3.1 y tomando transformada de Fourier

en las ecuaciones (4.2.6), (4.2.7) obtenemos el nuevo sistema

) — o—ivo—h(ayr(p) (1 _ PR@)N g0y
¢(p) T(p)w(pH/ (1 ) )9( )dz, (4.3.1)
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6(¢) = i/ews h(&)r (p)(T(/\p) + 1) 5(p)dp

/ Rothetr 5 ) — (hlx) — h(€))(x)dz,

donde

7(p) :=V/k? + 12,
o(z,€) =/ (z = €)? + (h(z) — h(£))2.

Reescribimos el sistema (4.3.1)-(4.3.2) como sigue:

A B e
(1- @)w( ) = (M,0)(p)
(0 — M30)(€) = (Map)(8),
donde
p) :/Ml(P>
(Mp)(€ /M2 p,&)@(p)dp,
£) = / My(z, €

M, (pa l') :€_ipz_h(x)7—(17) <1 . th/<l’)) ’

M,y (p,€) = —E=h(&)7(p )(

Moo =—kKi;’§if§a§>>

T(p

[ (z)(z =€) = (h(z) = h(£))],

donde 7(p) vy o(x, &) estan definidas en (4.3.3).

65

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)

(4.3.5)

(4.3.6)
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Expresemos ahora la funcién 6(z) en términos de su transformada de

Fourier, A(x) = F; 1 0(p), y apliquemos la transformada de Fourier a (4.3.5).

p—x

Obtenemos
(1_1) 5(p) = Mdi(p) (4.3.7)
(1 — Ny é(ﬁ) = ]%@(p), (4.3.8)
donde
Ny = MF*, (4.3.9)
Ny = Fe )M, (4.3.10)
Ny = Fe_ ) My F, . (4.3.11)

Las ecuaciones (4.3.7) y (4.3.8) constituyen el resultado principal de este
capitulo. Obviamente, una solucién de (4.3.7), (4.3.8) por medio de (4.2.4)
es una solucion de (4.1.1). En el siguiente capitulo construiremos soluciones
de (4.3.7) y (4.3.8) que describen ondas atrapadas y resonancias cuando
el fondo es constante con una perturbacién, igual, como en el Capitulo 3.
La diferencia consistira en que las soluciones obtenidas seran ezactas, igual
como las ecuaciones (4.3.7) y (4.3.8) son ezactas y no aproximadas, como la

ecuacién (3.2.18) en el capitulo anterior.



Capitulo 5

Soluciones exactas para el

sistema completo

5.1. Introduccion

En este capitulo aplicaremos la técnica de los Capitulos 1-3 al sistema
(4.3.7), (4.3.8) en el caso cuando h(x) = ho+ €V (z), V(z) € C5°(R). En este
caso los operadores N5 en el sistema (4.3.7), (4.3.8) admiten desarrollos
en series de potencias de € con coeficientes que son operadores acotados en
H, (en todo lo que sigue la constante a en la definiciéon de H, satisface
la desigualdad 0 < a < k). Para los operadores NLQ estos desarrollos son

67
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casi obvios (hay que desarrollar los niicleos correspondientes en sus series de
Taylor); para el operador N el procedimiento es un poco méas complicado (ver
el Lema 5.2.3). Notemos que la demostraciéon de la dependencia holomorfa
de los operadores de Dirichlet-Neumann sobre el parametro que caracteriza
la desviacién de la profundidad de una constante fue demostrada en [20]
mediante un procedimiento analogo al del Capitulo 3. Nuestros resultados
de este capitulo son, por lo visto, equivalentes, pero se obtienen de manera
maés directa y nuestro caso (cuando la profundidad no depende de una de
las variables y la ecuacién principal es de Helmholtz y no de Laplace) no es
cubierto por los resultados de [20]. En el caso de la ecuacién de Laplace un

procedimiento similar fue también usado en [15, 16].

5.2. Desarrollos de los operadores en series

Empecemos con los operadores N; 5. Tenemos el siguiente

Lema 5.2.1. Los operadores N; o admiten las siguientes representaciones:

A~

[N16](p) = e "7 P6(p) + eI, (5.2.1)

(Mo (p) = e (1 n %) () + T, (5.2.2)
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donde

(D9 (p /%pp €)@(p') dp’,

69

(5.2.3)

(5.2.4)

los niicleos My 2(p, p', €) son analiticos en p,p’ € B, y para € suficientemente

pequeno. Ademds, las funciones Ny o admiten los desarrollos
SJ‘tl,2<papl7 6) - Z En—1m§7’12)(p’p/)’

n=1

donde

L (1) trelp)

o (n—1)!
e e

N (p,p') =

sﬁ(;) (pvp,) - % n!

(')

Finalmente, existen constantes c; o tales que

‘mg’fz)(p,p’) <Ctecl,(1+pp—p)™", Nez,

y por lo tanto
M2(p, P, €)] < Cte(1+ |p —p’])fN, N e Z,

para € suficientemente pequeno.

- —) Fopy V(@)

(5.2.5)

(5.2.6)

(5.2.7)

(5.2.8)

(5.2.9)
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Observacion 5.2.2. Las series en (5.2.5) son absolutamente convergentes

para € suficientemente pequeno por la desigualdad
e T < gl (5.2.10)

y porque las transformadas de Fourier de V" (x) son convoluciones de V. Por
lo mismo, se cumplen las cotas (5.2.8). La analiticidad de 2y 5 en p,p’ es,
por lo tanto, una consecuencia del teorema de Weierstrass. En lo que sigue,
necesitaremos la forma explicita de m§ 2 paran =1,2. Cdlculos directos nos

llevan a las siguientes formulas:

[‘515 )9] (p) = QL /6_'“”(”) <p—(p(;)Q) - T(p)) Vip - 9)f(q)dg, (5.2.11)
[‘ﬁ 2) o // ~hor(p) (72;]9) p(p— r)>

xV(p—r\V(r— q)é(q) drdg, (5.2.12)
%) () = —%/e‘h“(‘” (1 + % V(p— q)@(q) dg, (5.2.13)
02| () = (er>2 / / ehom@) <1+ %) . ;(D

x V(p—r\V(r—q)p(q)drdg. (5.2.14)

[‘ﬁgo)é} (p) = e hT®F(p), (5.2.15)

[R02] (p) = e o (1 ' l) o) (5.2.16)
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En estos términos las formulas (5.2.1), (5.2.2) se reescriben como

e”‘fi&n)e,

=
]
Nk

0

3
I

e"‘jtgn)gé.

I
M8

3
Il
=)

Demostracion. La demostracién es inmediata después de desarrollar e=¢V(#)7(®)

en su serie de Taylor:

—eV(@)r(p) _ iEn(—l)"Vn(x)T”(P).

n!

3
I
o

Demostraremos, por ejemplo, la cota (5.2.8) para m§”>. Tenemos

N (p,p') = 2n) o

></.../f/(p—p’—rl—-n—rn_l)

X V(rl)...f/(rn_l) dT’l...dT’n_l. (5217)

La funcién V(z) € C3°(R), por lo tanto tenemos la desigualdad

Cn

|‘~/(p)’ < W

(5.2.18)
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Usemos la desigualdad de Peetre consecuentemente para obtener

1
(I+lp—p —ri— =)V
(L+[r D™
ST =7 -
<.
- (1+lp—p DY ' (5219
Por (5.2.10), (5.2.17), (5.2.18) y (5.2.19) obtenemos
OnCR2 dr e
1 (p, )| < N2 / ’
77019 < @m)rhg \J (T [r])?
lo que implica (5.2.8). O

Lema 5.2.3. El operador Ng admite la siguiente representacion:

donde
[’3135} (p) = / Ns(p, ', )0(p') dp,

el nicleo N(p, p', €) es analitico enp,p’ € B, y para € suficientemente pequenio.
Ademds, N3 admite el desarrollo

Ns(p,pse) = Y "N (p, 1),

n=0
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donde

" , k2n+22 1” B B
N (p,p) = 20T / [Vo-¥ -2V VG

27T 2n+19np|

X Fn(p7p,7 Cl) s 7C2n) dCI s dCQn; (5220)
Con  fCon—1 ¢1 p—5Sn
Fn(p7p/’gl7.__7c2n):/ / / / (t_p/_zn‘i‘Sn)
0 0 0 ' +Zn—Sh
x 7273t dtds, . . . dsop, (5.2.21)

2n 2n
Zn=> G Su=)_s;
j=1 J=1

Finalmente, existe una constante cg tal que

‘m;(a”)(p,p’) <Ctect 1+ lp—p)", Nez, (5.2.22)
y por lo tanto
Ms(p,p, 6| < Cte(L+p—p)™", Nez, (5.2.23)

para € suficientemente pequeno.

Demostracién. De la deficién de Nj tenemos
Ndé = /N3(p7p/7 e)é(pl) dp,?
donde

Ny(p,p zm// ~igp+ip's 1 p)(x—g)zux(x,f)dxdf’, (5.2.24)
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p=\(x—E2+(V(x) - V(€)= |z —EV1+eu?,
Viw) V(&)

€xr —

u<x7£) =

Por la férmula (9.6.25) de [30] tenemos que

, k[ cosptdt
Ktk =itk =, | e

En esta tltima férmula podemos cambiar cos pt por e~ porque la integral
P P

del sen pt se anula. Ademss,

e~ Pt (¢ B 672'|:1:7£|\/1+52u2t dt B efi(zfﬁ)\/1+52u2t dt
(t2 —|—k2)3/2 B (t2 +k’2)3/2 - (t2 + k;2)3/2

porque la dltima integral no depende del signo de (z —¢). Hacemos en la ulti-
ma integral el cambio de variable v/1 + €2u?t = t'. Sustituyendo el resultado

en la férmula (5.2.24), obtenemos

ek? it (o) — i (f—p Uy (2, §)
_ i§(p—t)—iz(t—p’) T\

En esta férmula usemos el desarrollo de Taylor

(t2 + k2 + €2U2k32>3/2 o 2n7—2n+3(t)n! ’

n=

Cambiando el orden de sumacién e integracién (es posible por [21], §1.77),

ek? = (—1)"(2n 4 1)1k
Ny = —
ST ()2 g 2nn)

X /fxﬂmﬂs [up (2, &)u?(x, )] 772" 73(t) dt, (5.2.25)
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donde
r=t—7p, s=p—t.
Usemos la férmula para la transformada de Fourier de la funcién u(zx, §):
Fooress [u(z,€)] = im(sgnr + sgn s)V (r + s).

Reescribiendo las transformadas de Fourier de productos en (5.2.25) como
convoluciones de las transformadas de Fourier de las funciones correspon-

dientes, ésta queda dada por

—1 n+1
/ Frrorteos [, €002, ) 721 at = VT

« / | ./(7‘ — RV (r+s— Ry — S,)(sgn(r — Ry) +sgn(s — S,))
XV (ron + 520)V (ron—1 + Son_1) ... V(r1 + s1)

X (Sgn Ton + sSgn SQn) c (Sgn r1 4 sgn 81)7_—2n—3<t)

2n
X dSld’I"l R dSQndTQndt, Rn = ZTJ‘.

J=1

En la dltima integral hacemos los cambios de variables r; + s; = (5, 7 =

1,2,...,2n. Notemos que

B
/ F(t)(sen(t — ) + sgn(f — 1)) dt = 2 / F(t)dt

y analogamente para las integrales a lo largo de sq, ..., S9,. Introduciendo la

denotacién (5.2.21), llegamos a (5.2.20). La cota (5.2.22) se obtiene exacta-
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mente como en el Lema 5.2.1 después de notar que la funcién F, en (5.2.21)

satisface

|F7Z(p’p/aC17 s 7C27l)| S |C2n| : |C?n—1| ce |<:1| ’ |p _p, - Zn|2k_4n_6‘
]

Observacion 5.2.4. En lo que sigue, necesitaremos la formula explicita para

‘5‘1:())0). Por (5.2.20) tenemos

58] ) = 5= [ V-0 (vl - ) by o

T o ()
Por el Lema 5.2.3 la norma del operador Nj es O(€) y por tanto podemos

invertir la expresion (1 — N3) en (4.3.8) obteniendo
0 = (1— N3)~' Nogs;

aqui (1 — N3)~' significa la serie de Neumann,

(1= N3)™h = (N3)".
n=0
Sustituyendo en (4.3.7), tenemos
A 5= Ni(1— Ng) "INy (5.2.26)

Una soluciéon de esta ecuacion nos da una solucién del problema inicial. En lo

que sigue construiremos soluciones de (5.2.26) que describen ondas atrapadas
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y resonancias. Para lograrlo, queremos reducir esta ecuacién a una forma

parecida a (3.2.18). Tenemos

Ni(1 = Ny) 'Ny = N0 4+ enn, (5.2.27)
donde
an == ;511]\72 + leftg + Nl Z En—lgjthQ‘
n=1

Agrupando en (5.2.26) los términos del orden O(1) en la parte izquierda,

logramos

A s OG0 5 s
1— 2 )¢ - N0V = eme. 5.2.28
( T(p)) 1 2 2 2 ( )

Recordando las formas explicitas de los operadores fftﬁo; (ver Lema 5.2.1), la

ecuacién (5.2.28) finalmente se transforma en

L(p)p = eM, (5.2.29)

donde

e 7(p)ehoT(®)

L(p) = 7(p) tanh(ho7(p)) — A, ~ 2cosh hot(p)

igual como en Capitulo 3. Por los Lemas 5.2.1, 5.2.3 tenemos

M (p,p,¢e)] < Cte(l+ |p— p'|)_N, N e Z. (5.2.30)
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5.3. Ondas atrapadas

En esta seccion aplicaremos la técnica de los capitulos 1-3 a la ecuacion
(5.2.29). Los argumentos heuristicos del Capitulo 3 (ver seccién 3.2) obvia-
mente se aplican a la ecuacién (5.2.29) porque por el Lema 3.2.1 los ceros
de L(p) en (5.2.29) estan dados por las mismas férmulas py = £im(3) con

m(3) dada en el Lema 3.2.1. Para el caso de la sierra submarina (V(0) < 0)

tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.3.1. Sea [V (z)dx < 0. Entonces para € suficientemente pequerio
el problema (3.2.1) posee un valor propio dado por A = ktanh(khgy) — (2,

donde

ek*V (0)

2l cosh?(khy) +OE) o

8=

Si [ V(xz)dx =0, entonces la afirmacidn anterior sigue en pie con

|‘7(r)|2 dr + O(é%).

5 LA / 1- % tanh(ho7(r)) tanh(hok)

= cosh(hok) ) 7(r) tanh(hor(r)) — k tanh(hok)
(5.3.2)

Demostracion. Por los Lemas 5.2.1 y 5.2.3, basta con construir la solucién

de la ecuacion (5.2.29). Busquémosla en la forma

¢(p) = () (5.3.3)
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donde A es la nueva incégnita. Sustituyendo (5.3.3) en (5.2.29) y cambiando

el contorno de integracién por el contorno I' (ver (1.2.6)), obtenemos

= e/M(p,p’, 6)12E§//§ dp' = ET{L((];)) + e/FM(p,p’, 6)12E§//§ dp’, (5.3.4)

donde

_ 2 M (p, py,€)Alpy)
. m(B)A(py)

) = 2mi Res {M(p,p’, 6)218;3}

Como antes, podemos suponer que A(py) = 1 y entonces la férmula para

f(p) queda dada por

27TM<p7p+7 6)

10 =="560)

Reescribamos la ecuacién (5.3.4) como

(1 - T AQp) = LB

donde

Obviamente, || 75| = O(e) luego

A(p) = m(ﬁ) (1 _Tﬂ 1f_

igual como antes, A(p) € H, y decae mas rapido que cualquier potencia de

Rp en B, por la desigualdad (5.2.30). Sustituyendo en esta ecuacién p = py
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y multiplicando por m([3), llegamos a la ecuacién secular para f:

m(B) = e(1—T3) "L f . (5.3.5)

P=p+

Por el teorema de la funcion implicita, la solucién 3 de esta ecuacion existe,
es unica y posee el desarrollo en la serie de Taylor en €. Para calcular los
primeros términos del desarrollo, necesitamos desarrollar la parte derecha en

(5.3.5) en su serie de Taylor hasta O(e?). Tenemos entonces que

M = (FOTE + RORY 1 ROTERL)
+ MO0 + nPa® 4 RPORO 4 jOnOa®
+ NORPRNY + RO R 2RD) + O(?). (5.3.6)

Para los operadores en el lado derecho de (5.3.6) por los Lemas 5.2.1 y 5.2.3

tenemos que

o) e I A Y 5
‘)Tgm‘ﬁgl)cp(p) _ —/6 ho(7(p)+7(q)) (1 + _) T((])V(p — q)gp(q) dq,
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2 (0) 53 (1) 33 (0) ~ 1 —ho(T(p)+7 A
*ﬁ§ )mé)mg)w(p):% e~ ho(m(P)+7(q)) 1+@

x (T(Q) — kT@fq) Vip—q)2(q)dg,

> v ~ 1 —ho(T T )\
’ﬁgl)‘ﬁ(gl)w(p) _ _(QW)2 //6 ho(7(p)+7(q)) (1 + @>

FORDRD 5(p) — / / ~ho(r(p)+7(q < L)
- (2n)? (q)

rla) (vt - 1)

7(p)

x V(p—r)V(r—q)¢(q)drdg,
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AR () = -

e e 3)

k2 + pr k2 + qr
X_JD(T(Q)__Q)

7(p) 7(r)

x V(p—r)V(r—q)¢(q)drdg,

) (1) | A
7O (FOV2HO 5, — // —ho(r)+(@) (1 4 A
1 (9137)791,7@(p) (2m)? € +T(q)

(0= 55) (- 55)

< V(p =)V (r - q)p(q) drdg.
Sustituyendo estas férmulas en (5.3.6) tenemos

M = / (M (p,q) + EMa(p, q) + O()) B(g) da, (5.3.7)

donde
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Ma(p. q) = (%)2/ e~ horw)Fria) (1 ) —r)V(r—q
y {T%q) ) | TEq)

(k*+pr)—plp—r)

2 2 T
S (- ) vt (vt - )

7(p) 7(r) 7(p)

+ (T(r) - kig’“) (T(q> - kiz;)qr) }dr. (5.3.9)

Repitiendo ahora los célculos en (3.2.30)-(3.2.34), llegamos al resultado. [

5.4. Resonancias

Definicién 5.4.1. Una solucion ¢(x) de la ecuacion (5.2.29) se llama reso-

nancia (estado anticonfinado) si
o(z) ~ e™Blel L Ol 2| — oo, (5.4.1)

donde v > 0 es una constante positiva independiente de €,  — 0 cuando

¢ — 0, m(p) estd definida en el Lema 3.2.1.

Observacién 5.4.2. La presencia del término e 1% en (5.4.1) en contraste
con la Definicion 1.3.1 se debe a la existencia de modos evanescentes (ceros
de L(p) que estdn lejos del eje real). Nosotros no vamos a estudiar estas

TeSONANCILAS.
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Teorema 5.4.1. Sea [V (x)dx > 0. Entonces para € suficientemente pequerio
la ecuacion (5.2.29) posee una resonancia para A\ = ktanh(khgy) — 3%, 3 > 0,

donde

ek*V(0)
=———7 1 0O(). 5.4.2
ot (i) O (54.2)
Demostracion. Las soluciones encontradas en la seccidén anterior tienen la

forma

o) = % / em% dp. (5.4.3)

donde

L(p) = 7(p) tanh(ho7(p)) — A

y A(p) es una funcién del espacio de Schwartz analitica en la banda B,.
Para estudiar el comportamiento de (5.4.3) cuando |z| — oo introducimos
los contornos dados por L4 en la seccién 1.3 del Capitulo 1, con la condicién
0<a<k.

Las singularidades del integrando en (5.4.3) son los polos simples en py =
+im(3), donde m(3) = %—I—O(ﬁ:‘). Haciendo tender R al infinito y calculando

los residuos, vemos que para x > 0

1AW, (L AD)
2 L(p) p=1R ( L(p))

1 e A(D)
o ipT d
"o [\ I ™

Sp=a

p=im(B)
(5.4.4)
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y para x < 0
L[ e AlD) . ( - A(p)) 1 / e AP)
— [ eP"——=dp =iRes | e?"——= + — et ——dp
2 L(p) L(p) p—im(@) 27 Jop=—a L(p)
(5.4.5)
Consideremos la integral de la parte derecha de (5.4.4):
1 pa AD) e / pae AP + ia)
il ipx dn = wr__ 2 (p. 5.4.6
27 %p:ae L(p) == ]° L(p +ia) P ( )

Siendo la tultima integral acotada, tenemos que la integral es O(e=*). Por

tanto, para x suficientemente grande, tenemos, salvo términos de orden de

O(e~"), que
o(x) =1 Res (eim (p)) : x> 1. (5.4.7)
L(D) ) 1 pim(p)
Anélogamente
A
o(x) =i Res (emﬁ) : r << —1. (5.4.8)
L(p) p=—im(0)
Calculando los residuos tenemos
A A
i Res (esz (p)) _ e—m(ﬁ)x (p+) ’
L(p) p=im(B) m(B)A(p+)
A A(p_
i Res (esz (p)) = —em(ﬁ)xL.
L(p) p=—im() m(3)A(p-)

Ahora, con el fin de eliminar las exponenciales decrecientes de la solucion,

buscaremos ¢(x) en la forma

1 [, A
pla) = o / e”"f% dp + Cre ™7 4 Coem™ O, (5.4.9)
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Esta funcién satisface la condicion (5.4.1) si

_ A(p+)
= T nAp
 Alpo)
© = LA

La transformada de Fourier de (5.4.9) tiene la forma

o(p) = M +271C10(p — py) + 20Co0(p — p-). (5.4.10)

L(p)

Reemplazando (5.4.10) en (5.2.29) obtenemos

A(p')

L) dp’ + 27eCy M (p, p, €) + 2meCoM (p, p_, €).
p

Alp) = G/M(p,p’,e)
(5.4.11)

En la ecuacién (5.4.11) cambiamos el contorno de integracién a I' y tal como

se hizo anteriormente tenemos

(1—Tp)Alp) = en];i%)), (5.4.12)
TsA(p) = M(p’p/’e)A( Y dp,

Obviamente, la solucién de (5.4.12) es

Alp) = e(1— Tp) ™" f (p) /m(B), (5.4.13)
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Multiplicando (5.4.13) por m(/3) y evaluandola en p = p_, tenemos que la

ecuacion para (3 es:

m(B) = e(1—T5) " f(p)

p=p_
Calculando los términos principales en la tltima ecuacion con el uso de (5.3.6)

y las férmulas siguientes, llegamos al resultado. [



Apéndice A

Pozo rectangular

Consideremos la ecuaciéon de Schrédinger
(p* + V(2))¥(z) = EV(x) (A.0.1)

donde p = —10,. El lado izquierdo de la ecuacién es el resultado de actuacion
del operador de Hamilton sobre la funcién W(x) y E representa el nivel de

energia.

El problema conocido en mecanica cuantica como el problema de encon-
trar los niveles de energia de una particula en el pozo rectangular aqui lo
planteamos bajo el siguiente enunciado:

89
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Encontrar la solucién de (A.0.1) cuando

0, siz|>1,
V(z) =

—e, sifz| <1,
para V(z) € Ly. A ¥(x) se le llama la eigenfunciéon de la ecuacién (A.0.1) y
el correspondiente nivel de energia E es negativo £ = —3?, donde 3 € R*.

La solucién de (A.0.1) en las condiciones dadas estd dada por:

(

Chel”, six < —1,
U(z) =14, cos(y/€ — 3?z) + Cysin(y/e — f2x), si|z|<1,

\

donde C1, C5,C3 y Cy son constantes.
Como se requiere que tanto W(z) como su primera derivada sean conti-

nuas, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
Cie P = Cycos m — (C3sin m,
BCre P = WC& sin \/ﬁ + WC@, cos \/m,
Cye P = Cy cos \/ﬁ + C3sin \/ﬁ,

\—ﬁC&;e’ﬁ = _WCQ sin /e — 32 + /€ — 32C; cos \/ﬁ

Las dos primeras ecuaciones nos proporcionan la continuidad de ¥(x) en

(

xr = —1 y las dos siguientes en z = 1.
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Denotemos por 0 a /e — (3%2. Llamemos S a la matriz de coeficientes del

anterior sistema de ecuaciones:

e ?  —cosb sin 6 0
Be P —Osinf —Ocosb 0

0 —cosf) —sinf e P

0 fsin® —6Ocosh —fFe P

La solucién de la ecuacion

det S =0, (A.0.2)

donde
det S = (28% — €) sin 260 + 230 cos 20,

nos proporciona los eigenvalores de (A.0.1).

De la ecuacién (A.0.2) tenemos que:

260

tan 20 = m

(A.0.3)

Observemos que la ecuacién (A.0.3) presenta diferentes comportamientos
en distintos intervalos de [ los cuales, a su vez, dependen del valor de e

escogido. Para pequetios valores de € tenemos una tunica solucién: [ = € +
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O(€?). Para valores de ¢ del orden de 1, se puede encontrar la solucién grafica

en [22], por ejemplo.



Apéndice B

Barrera rectangular

Para comprender como se obtienen soluciones de la ecuacion de Schrodinger
para un potencial que es una barrera rectangular, primero necesitamos com-

prender el concepto de ondas entrantes y salientes.

Con este fin, consideremos la ecuaciéon no estacionaria de Schrodinger

dada por:

Ul = €7, (B.0.1)

donde H = —id?.

93
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Sea = A?, A > 0. Busquemos la solucién de (B.0.1) en la forma:

U(x,t) = e Po(x),

U (z,t)|i=0 = (), donde ¢(z) = ™.
De esta manera, la solucién de (B.0.1) es:
U(x,t) = A, (B.0.2)

Una funcién de la forma f(x — c¢t) donde ¢ > 0, representa una onda que
se propaga a la derecha; por tanto, la solucién dada por (B.0.2) de la ecuacién
no estacionaria de Schrodinger para el dato inicial W|,—g = €** representa
una onda que se propaga a la derecha.

A como dato inicial, dado que la onda resul-

Si consideramos e, (x, \) = €'
tante en este caso se propaga a la derecha, a e, (z, A) la llamamos una onda
que viaja a la derecha. De manera similar si consideramos como dato inicial
ae_(z,\) = e dado que la onda resultante se propaga a la izquierda, a
e_(z,\) = e~ la definimos como una onda que viaja a la izquierda.

Ahora bien, conservamos la misma terminologia para las soluciones e, y
e_ incluso para el caso cuando A es un nimero complejo.

Entonces, para definir lo que denominamos ondas salientes, planteamos

el problema de encontrar soluciones W (x) de la ecuacién de Schrédinger, que
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corresponden a ondas emitidas del pozo de potencial (conocidas también por
resonancias), de la siguiente manera:

Consideremos la ecuacién de Schrodinger

(p* + V(2))¥(2) = EV(z), (B.0.3)
donde p = —i0,, E = A2, con una barrera rectangular de potencial dada por:
0, silz|>1,
Vir) =

e, silz| <1

Aqui, las resonancias son ondas del tipo e, (x,\) : € para z > 1y
e_(z,\) : e para o < —1. Nosotros estaremos interesados en estados
anticonfinados, es decir, soluciones exponencialmente crecientes, las cuales
existen solamente si A = —if3, con 3 € R™.

El estado anticonfinado de la ecuacién (B.0.3) para la barrera rectangular

V() viene dado por:

Cre b=, six < —1,

U(z) = 4§ ChenVi+e 4 Cye™"VP+e i 2] < 1,

Cyel®, sixz > 1.
\
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Sea 8 = /32 4+ €. Como V(x) y su derivada deben ser continuas, tenemos

las siguientes condiciones:

(

C’leﬁ = 026_9 + 0366,
—5016/8 = 002679 — 90369,

0269 + 036_9 = 0466,

90269 — 003679 = 50465.
Las dos primeras ecuaciones nos proporcionan la continuidad de la funcién
U(z) y de su derivada en z = —1 y las dos siguientes en z = 1.

Denotemos por S a la matriz de coeficientes del anterior sistema.

0 Ore?  —fe=? —pef

La continuidad de W(x) se tiene cuando
det S =0, (B.0.4)
donde

det S = (6% + %) tanh (20) — 20.3.
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De la ecuacién (B.0.4) tenemos que:

30

h(20) =2 .
tanh (20) 7 1

(B.0.5)

Resolviendo la ecuacién (B.0.5) para pequenos valores de e obtenemos

B =€+ 0(e?).



Apéndice C

Ecuacion de Bessel

En este apéndice presentamos unos hechos bien conocidos sobre la funcion
de Macdonald y la ecuacién de Bessel modificada (ver [31, 32]). Estamos

interesados en la solucion fundamental de la ecuacién de Helmholtz
(A —k*)u =0, (C.0.1)

donde A es el Laplaciano, k una constante, u = u(xy, zz, ..., x,) € C*(Q2), Q
una region del espacio.
Al poseer la ecuacién (C.0.1) simetria cilindrica podemos buscar solu-

ciones en la forma

(C.0.2)

99
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Derivando a (C.0.2) dos veces y reemplazando el resultado en (C.0.1)

logramos la ecuacién diferencial ordinaria:

n—1

U (r) + V' (r) — E*U(r) = 0. (C.0.3)

r

Trabajemos con n = 2. La ecuacién (C.0.3) se reescribe como:
1
V' (r) + =V'(r) — K*¥(r) = 0, (C.0.4)
r

que es la ecuacién modoficada de Bessel.
Para resolver la ecuacion (C.0.4) aplicamos el método de Frobenius. Note-
mos que en r = 0 la ecuacién (C.0.4) posee un punto singular regular. Bus-

camos entonces sus soluciones en la forma de serie:

U(r) = chr”H, co # 0. (C.0.5)
n=0

Derivando dos veces la expresion (C.0.5) y sustituyendo en (C.0.4) obte-

nemos:

Z(n + )2, k2 Z e =0,
n=0 n=0

podemos reescribir esta tltima expresion como

Peor™? + (14 Deyr™' + Z((n + 1)%c, — K?cpo)r" ™2 = 0.
n=2
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De la menor potencia de r obtenemos la ecuacion indicial, la cual nos
proporciona los valores posibles de [, que en este caso corresponden a [? = 0,
lh=10=0.

Al igualar a 0 los demads coeficientes de las siguientes potencias de r

obtenemos:

(1+1)%c; =0, luego ¢; =0,

y para n > 2 tenemos la férmula de recurrencia:

Cpn—2
n2

(n+02c, — k*cpo =0, e, = k?

Notemos que los coeficientes impares son iguales a cero y que el coeficiente

par general se puede escribir de la forma:

Co

_1.2n
Con =k (n!)222n

paran > 1.

Al hacer I = 0 en (C.0.5) y reemplazar los coeficientes por ¢y, obtenemos
la expresion de la solucién de (C.0.4) en su serie de potencias:

o0

U(r) = Z jo2n_€0_ <g>2n; (C.0.6)

— (n!)?

renombremos V(r) = Wy(r).
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El método de Frobenius nos dice que existe otra solucién de (C.0.4) li-

nealmente independiente de (C.0.6) que posee la forma:
Uy (r) = Uy (r)Inr + anr", para r > 0, by # 0. (C.0.7)

Para determinar los coeficientes b,,, nuevamente derivamos dos veces la ex-
presién (C.0.7) y reemplazamos en (C.0.4) obteniendo la siguiente ecuacién:

2 [ee]
W (r — 4> (b, — Kb o)r T = 0.

n=2

Tenemos entonces que by = 0y por tanto by, 1 = 0. La férmula de recurrencia
para los coeficientes by, queda dada por

4n k" k?b,, o
b2n - - +
(n!)2227(2n)2  (2n)?

), paran > 1.

Nuestro principal interés es hallar la soluciéon fundamental de la ecuacién
de Helmholtz (C.0.1) que decae en el infinito. Notemos que la solucion Wy (r)
corresponde a la funcién Iy(kr) definida en [30], ¥y (1) = colo(kr). La solucién
que buscamos resulta de la combinacién lineal y la adecuada eleccién de
coeficientes para (C.0.7).

Al comparar nuestras soluciones con las dadas en [30], concluimos que

co = —1, bp = —y — In(k/2), donde 7 es la constante de Euler,

-1
v = lim [ZY—lnm] = 0,577....
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Por tanto, la funcién de Macdonald Kg(kr), que es la solucién fundamental
que decae en el infinito, en su serie para pequenos valores del argumento

queda dada por:

() i 7 (1) U

112 2 212

+<1+%+%>(i(§—22)+.... (C.0.8)
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