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“Modelos cosmológicos dominados por materia con viscosidad

volumétrica para explicar la expansión acelerada del

Universo”

Tesis presentada al

Instituto de F́ısica y Matemáticas

como requisito parcial para la obtención del grado de

Doctor en Ciencias en el Área de F́ısica
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Resumen

En 1998, a través de observaciones de supernovas tipo Ia (SNe Ia) se descubrió que el
Universo parećıa estar expandiéndose aceleradamente hoy en d́ıa. Esto atrajo la atención
de una gran cantidad de cosmólogos, astrof́ısicos y astrónomos que empezaron a estudiar
el fenómeno con más detalle. A partir de entonces se fueron obteniendo datos cada vez más
precisos para investigar mejor este fenómeno. Los nuevos datos han seguido confirmando, y
cada vez con mayor certeza, la expansión acelerada del Universo, fenómeno cuya evidencia
ha sido también respaldada indirectamente por observaciones de la radiación cósmica de
fondo y de la estructura a gran escala en el Universo.

Diversos modelos han sido propuestos para explicar la aceleración. La mayoŕıa de ellos
suponen la existencia de un tipo muy particular de enerǵıa hasta ahora desconocida que
permea todo el Universo, con la capacidad de causar la expansión acelerada. Esta ha sido
llamada “enerǵıa oscura”.

El modelo cosmológico más aceptado para explicar la aceleración, que es conocido
como “Lambda Cold Dark Matter” (ΛCDM), considera que la enerǵıa oscura se comporta
como una constante cosmológica y que constituye alrededor del 70% de la densidad de
materia-enerǵıa presente en el Universo.

A pesar de que ΛCDM logra explicar las observaciones cosmológicas en cierta medida,
el modelo enfrenta varios problemas, uno de ellos es el de que la densidad estimada para
la enerǵıa oscura según este modelo es 120 órdenes de magnitud más pequeña que el
valor predicho por la f́ısica de part́ıculas (el “problema de la constante cosmológica”, que
algunos llaman “la peor predicción de la f́ısica teórica [1]”). Otro problema es el llamado
“problema de la coincidencia cósmica” que cuestiona por qué el modelo ΛCDM predice
una densidad de enerǵıa oscura que es, casualmente, del mismo orden que la densidad de
materia bariónica y materia oscura1 hoy en d́ıa.

A ráız de los problemas del modelo ΛCDM surge la motivación del presente trabajo de
tesis, que busca proponer y explorar un modelo cosmológico viable alternativo a ΛCDM,
que además sea consistente con las observaciones cosmológicas.

En esta tesis se estudia un modelo cosmológico en donde se asume que la única com-
ponente (la componente dominante) presente en el Universo es un fluido sin presión con
viscosidad volumétrica parametrizada como ζ = ζ0 + ζ1H, en donde H es el parámetro
de Hubble y ζ0, ζ1 son coeficientes viscosos los cuales se asumen constantes espacial y
temporalmente. Este fluido sin presión caracteriza conjuntamente a las componentes de
materia bariónica y oscura.

El término “ζ0” permite estudiar la parametrización más sencilla que se podŕıa tener
1La “materia oscura” es algo distinto a la “enerǵıa oscura”. En la sección 1.4 se describirá cada una

de ellas con más detalle.
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para la viscosidad volumétrica: una viscosidad igual a una constante. Y el término “ζ1H”
parametriza una viscosidad proporcional a la expansión del Universo, esto a través de H.

Para cada posible valor de ζ0 y ζ1 se tiene un escenario cosmológico en particular. La
parametrización propuesta del presente modelo es muy general, lo que permite estudiar e
incluir una gran cantidad de modelos cosmológicos particulares, incluso algunos que son
populares en la literatura y que se encuentran en investigación actualmente.

Desde la perspectiva de los fluidos viscosos en cosmoloǵıa, la expansión del Universo es
vista como una colección de estados termodinámicos fuera de su equilibrio térmico local
durante periodos de tiempo muy pequeños (comparados con la edad del Universo), lo cual
genera una producción de entroṕıa local y a su vez induce una viscosidad volumétrica
con la capacidad de producir una aceleración en la expansión del Universo. La viscosidad
volumétrica en los fluidos cosmológicos corresponde a una descripción más detallada del
estudio y propiedades de estos fluidos, en los cuales, los términos viscosos que comúnmente
se desprecian pueden llegar a tener efectos apreciables en el comportamiento de los mismos.

Para probar la viabilidad del modelo para explicar las observaciones cosmológicas se
confrontó el modelo con datos observacionales de la distancia modular de la prueba de
supernovas Ia (SNe Ia), el parámetro de corrimiento de la radiación cósmica de fondo
(CMB), el pico acústico de las oscilaciones acústicas bariónicas (BAO), la segunda ley
de la termodinámica local en Relatividad General y con la cota observacional sobre la
edad del Universo calculada a partir de las edades de los cúmulos globulares galácticos
más longevos. Con las tres primeras pruebas, además se estimaron los valores centrales
de los parámetros libres del modelo y sus intervalos de confianza a través de un análisis
estad́ıstico Bayesiano.

De este análisis estad́ıstico se encontró que los dos escenarios elegidos por las mejores
estimaciones corresponden a los casos cuando los coeficientes (ζ0, ζ1) toman valores en los
rangos: (1) ζ0 > 0, ζ1 < 0 con ζ0 + ζ1 ≤ 3; y (2) 0 < ζ0 < 3 con ζ1 = 0.

Por otra parte, se analizaron y clasificaron todos los posibles escenarios que predice el
modelo para la evolución pasada, presente y futura del Universo de acuerdo a los valores
de los coeficientes (ζ0, ζ1), estudiando el comportamiento del factor de escala, la densidad
de materia y el escalar de curvatura.

De este análisis se obtuvieron una gran cantidad de escenarios posibles que el modelo
predice. Sin embargo, de entre todos ellos, se encontró que el escenario que mejor describe
al Universo observado es el caracterizado por los valores en el intervalo 0 < ζ̃0 < 3 y
con ζ̃1 = 0, donde (ζ̃0, ζ̃1) son las versiones adimensionales de los coeficientes viscosos
(ζ0, ζ1). Este escenario predice un Big-Bang como origen del Universo, seguido de un
periodo de expansión desacelerada en tiempos tempranos, con una transición suave a
un periodo de expansión acelerada en tiempos recientes que continuará por siempre en
el futuro. Además, este escenario es el favorecido por las observaciones cosmológicas, es
decir, al realizar el analisis estad́ıstico del modelo ζ = ζ0 + ζ1H, se encuentra que la
mejor estimación es ζ̃0 = 1.98 ± 0.06 usando los datos observacionales de supernovas, y
ζ̃0 = 0.10±0.04 usando conjuntamente las tres pruebas SNe+CMB+BAO (en ambos casos
asumiendo ζ̃1 = 0), que coincide precisamente con el intervalo 0 < ζ̃0 < 3, lo cual es un
hecho sobresaliente del modelo.

A partir de lo anterior se concluye lo siguiente: El modelo cosmológico cuya única
componente es un fluido sin presión y con viscosidad volumétrica ζ̃0 constante, con valores
en el intervalo 0 < ζ̃0 < 3, es un candidato viable para explicar la aceleración de la
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expansión del Universo y consistente con las observaciones cosmológicas de supernovas,
del parámetro de corrimiento del CMB, del pico acústico de BAO, de la segunda ley
de la termodinámica local y en concordancia con la cota observacional de la edad del
Universo. El modelo soluciona además el problema de la “constante cosmológica” y el de
la “coincidencia cósmica” debido a que logra explicar la aceleración, sin la necesidad de
asumir la existencia de la componente de “enerǵıa oscura” o “constante cosmológica”.

Vale la pena recalcar los siguientes dos aspectos de la conclusión del modelo: (1)
La mejor estimación de ζ̃0 calculada a partir de los datos observacionales (SNe y
SNe+CMB+BAO) tiene un valor localizado precisamente en el intervalo 0 < ζ̃0 < 3,
que es el escenario que justamente describe mejor al Universo observado, de entre todos
los otros escenarios. (2) La parametrización del modelo es muy sencilla, es decir, hay un
único parametro libre del modelo, ζ̃0, y cuyo valor es constante.

Uno de los aspectos a desarrollar del presente trabajo es el de proponer un modelo
microscópico que pueda explicar el origen y composición de la viscosidad volumétrica en
el fluido cosmológicos sin presión. Además, será importante estudiar las predicciones del
modelo en base al espectro de potencias del CMB y la formación de estructura, que seŕıan
pruebas a realizarle en el futuro.

La organización del presente trabajo de tesis es la siguiente. En el caṕıtulo 1 se des-
criben los fundamentos y herramientas de la cosmoloǵıa que serán de utilidad para entrar al
estudio de los modelos con viscosidad. El caṕıtulo 2 describe las pruebas cosmológicas em-
pleadas para probar el modelo en estudio. El caṕıtulo 3 muestra los elementos matemáticos
de la estad́ıstica Bayesiana, que es uno de las herramientas para probar modelos cos-
mológicos usando datos observacionales. En el caṕıtulo 4 se detalla el descubrimiento de
la expansión acelerada del Universo, de cómo es que se llega a esa conclusión y se describe
el modelo cosmológico estándar (ΛCDM) junto con sus problemas.

El caṕıtulo 5 hace una revisión de la teoŕıa de los fluidos con viscosidad volumétrica
y la segunda ley de la termodinámica local. En el caṕıtulo 6 se describe el análisis teórico
realizado al modelo, su confrontación con observaciones cosmológicas, la restricción de
sus posibles valores de los párametros libres y se hace una discusión de los resultados.
Finalmente, en el caṕıtulo 7 se dan las conclusiones del trabajo.
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4. Enerǵıa oscura y la expansión acelerada del Universo 57
4.1. Descubrimiento de la aceleración . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Notación.

En el siguiente trabajo se utiliza la signatura: (−,+, +, +). Los ı́ndices griegos indican
las componentes de un tensor o vector en el espacio-tiempo 4-dimensional, mientras que
los ı́ndices latinos indican las componentes espaciales solamente. Indices repetidos significa
suma impĺıcita.

A continuación se muestran los śımbolos más relevantes o utilizadas a lo largo del texto
junto con su significado:

Śımbolo Significado

R El conjunto de los reales.
R Escalar de curvatura (R ≡ Rμ

μ).
R Parámetro de corrimiento del CMB.
M Variedad diferencial.
g Métrica de un espacio-tiempo.

gμν Métrica o tensor métrico expresado en un sistema de coordenada.
Estrictamente, gμν indica tan solo una de las componentes de la métrica g
expresada en términos de un carta coordenana espećıfica.

Ση Hipersuperficie tipo espacio (spacelike) de 3 dimensiones.
U Vector de cuadrivelocidad, tangente a una curva timelike y ortogonal a las

hipersuperficies Ση

Uμ Componentes del vector de cuadrivelocidad. U
τ Tiempo propio.

P , Q Puntos en una variedad M.
VP (U) Conjunto de vectores ortogonales a U en el punto p ∈ M.
s1, s2 Vectores tangentes a la hipersuperficie Ση y ortogonales a U . s1, s2 ∈ Vp(U)

k Curvatura espacial del Universo (de la hipersuperficie spacelike Ση).
a(t) Factor de escala.

(r, θ, φ) Coordenadas esféricas.
Tμν Tensor de enerǵıa-momento.
T Traza del tensor de enerǵıa-momento Tμν .
ρ Densidad de materia-enerǵıa.
p Presión hidrostática del fluido.
T0 Temperatura.
ζ Viscosidad volumétrica (“bulk viscosity”).
η Viscosidad de corte (“shear viscosity”).
ν Coeficiente de conducción de calor.

Pμν Tensor de proyección ortogonal a Uμ.
Qμ Vector de flujo de calor.
Wμν Tensor de corte (“shear tensor”).
sμ Vector de flujo de entroṕıa local.
σ Entroṕıa por part́ıcula.



ÍNDICE GENERAL xi

Śımbolo Significado

H Parámetro de Hubble.
H0 Constante de Hubble.
Λ Constante cosmológica.
c Velocidad de la luz.
G Constante gravitacional.
π 3.141591 ...
λ Longitud de onda.
t Coordenada temporal, tiempo.
z Corrimiento al rojo (redshift).
μ Distancia modular.
dL Distancia de luminosidad.
χ2 Función estad́ıstica “ji cuadrada”.
φ Potencial gravitacional Newtoniano (∇2φ = 4πGρ).
n Densidad del número de part́ıculas que componen un fluido.
ρ Densidad de masa.
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Caṕıtulo 1

Cosmoloǵıa

1.1. ¿Qué es la cosmoloǵıa?

¿Cuál es el origen del Universo? ¿Cómo y cuándo nació? ¿De qué tamaño es? ¿Cuándo
se acabará? ¿Qué lugar ocupamos en él? Estas son tal vez algunas de las preguntas que la
humanidad se ha hecho más de una vez a lo largo de su historia, desde que el hombre existe.
Estos son ejemplos de las primeras interrogantes cosmológicas que de manera natural el
hombre se ha planteado desde sus oŕıgenes.

Cosmoloǵıa: del griego “κoσμoλoγία”; el vocablo se divide en “κóσμoς” (cosmos) =
Universo, y “λoγία” (loǵıa) = estudio. Se piensa que la palabra “cosmoloǵıa” fue primer-
amente usada en 1731 por el filósofo alemán Christian Wolff en su tratado llamado “Cos-
mologia generalis” [2]. Sin embargo, el interés del ser humano en saber cual es el origen,
evolución, tamaño, etc. del Universo, aśı como el lugar que el hombre ocupa en él, se
remonta a los tiempos más antiguos. Desde entonces hasta la fecha, la mayoŕıa de las
antiguas civilizaciones, aśı como la moderna, han mantenido el interés en este tipo de
preguntas y han desarrollado sus propias respuestas.

La cosmoloǵıa podŕıa definirse como la ciencia que se encarga del estudio del Universo,
su origen, estructura, composición, forma, evolución, destino y de las leyes que la gobiernan
en grandes escalas de espacio y tiempo. A diferencia de la astronomı́a, la cosmoloǵıa estudia
la estructura global del Universo. Toma en cuenta a las estructuras locales que la componen,
tales como las galaxias, estrellas, nebulosas, agujeros negros, planetas, etc1., pero las ve
tan solo como las “part́ıculas” que constituyen al Universo como un todo, y que al tomar
su comportamiento global, logra determinar caracteŕısticas a gran escala del Universo.

En estas escalas, la gravedad es la interacción más importante (por no decir, totalmente
dominante) que gobierna la dinámica del Universo, en comparación con las otras tres
fuerzas fundamentales. Es por ello que los modelos cosmológicos de hoy en d́ıa están
cimentados sobre la Teoŕıa General de la Relatividad de Einstein (GR), que da una posible
explicación de lo que es la gravedad y de cómo se comporta. La cosmoloǵıa se considera
es una de las aplicaciones más importantes de esta teoŕıa.

Bajo la perspectiva de GR, la mayoŕıa de los modelos cosmológicos consideran al Uni-
verso como un espacio-tiempo 4-dimensional2, con tres dimensiones para la parte espacial

1Estos son ejemplos de los objetos celestes que estudian la astronomı́a y la astrof́ısica.
2Existen modelos cosmológicos que asumen la existencia de más de 4 dimensiones, tales como las Teoŕıas
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CAPÍTULO 1. COSMOLOGÍA
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y una para la temporal, que es curvado por la presencia de la masa-enerǵıa que el Universo
contiene y cuya geometŕıa está descrita por un tensor métrico gμν (comúnmente llamado
“la métrica”).

Antes de continuar conviene mencionar algo sobre la nomenclatura usada en el presente
trabajo. Los sub́ındices o supeŕındices griegos corresponden a las componentes cuadridi-
mensionales de la métrica, y adoptamos la convención de suma implićıta de Einstein donde
ı́ndices repetidos indicarán suma de componentes, a menos que se indique expĺıcitamente
lo contrario. Además, también se emplean sub/supeŕındices latinos que corresponden a
las componentes espaciales de la métrica.

1.2. Principio cosmológico.

La cosmoloǵıa se basa en el “Principio de Copérnico” que nace de la intuición y que
las observaciones astronómicas modernas del Universo han ido corroborando con gran
precisión. Actualmente llamado el “Principio cosmológico” éste se enuncia como:

“El Universo es homogeneo e isotrópico espacialmente a escalas cosmológi-
cas.”

Vale la pena resaltar que solamente la parte espacial del Universo es homogeneo e
isotrópico. A continuarán se va a precisar estos conceptos.

Desde la perspectiva de la Teoŕıa General de la Relatividad de Einstein (GR), el
Universo es un espacio-tiempo que matemáticamente es representado por una variedad M
y una métrica asociada g, lo cual se denota de forma compacta como (M, g).

Para definir formalmente los conceptos de “homogeneidad e isotroṕıa espacial” del
Universo, considere una familia de hipersuperficies tipo-espacio (spacelike) Ση que folean
todo el espacio-tiempo. Cada uno de los elementos de ésta familia (es decir, cada una de
estas hipersuperficies spacelike) es etiquetado a través de un parámetro continuo η ∈ R, de
tal forma que para cada valor de η, se está eligiendo una hipersuperficie Ση en particular
(ver figura 1.1).

Entonces, un espacio-tiempo es espacialmente homogeneo si existe una familia de hiper-
superficies tipo-espacio Ση que folean todo el espacio-tiempo de tal forma que para cada η
y para cualesquiera dos puntos P, Q ∈ Ση, existe una isometŕıade la métrica del espacio-
tiempo, g, la cual lleva P a Q (ver sección 8.1 de [3], sección 6.9 de [4] y sección 5.1 de
[5]).

Considere también una congruencia de curvas tipo-tiempo (timelike) en M, es decir,
una familia de curvas que llenan a toda la variedad M, y tales que a través de cada punto
P ∈ M pasa una curva de ésta familia (una curva timelike). En cada punto P de estas
curvas tipo-tiempo se puede definir un vector tangente, que denotaremos como U . Además
se puede definir también un conjunto VP (U) formado de vectores ortogonales a U en el
punto P .

Se define también cierta clase de observadores que tiene la caracteŕıstica de que son los
únicos que ven al Universo homogeneo e isotrópico, son llamados “observadores comóviles”
y siguen justamente la congruencia de curvas tipo-tiempo (timelike) en la variedad M,
es decir, las trajectorias de estos observadores coinciden con las ĺıneas tipo-tiempo de la
congruencia.

de Branas o de dimensiones extras.
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1.2. PRINCIPIO COSMOLÓGICO.

Figura 1.1: Hipersuperficies espacialoides (spacelike) Ση que folean toda la variedad M
(izquierda) y congruencia de curvas temporaloides (timelike) que llenan toda la variedad
M (derecha).

Entonces, un espacio-tiempo es espacialmente isotrópico en cada punto del mismo, si
este espacio-tiempo es llenado por una congruencia de curvas timelike (con vectores tan-
gentes U en cada punto de cada curva), que satisfacen la propiedad de que dado cualquier
punto P y dados cualesquiera dos vectores unitarios tangentes espaciales3 s1, s2 ∈ VP (U),
existe una isometŕıa de g la cual deja a P y al vector U (situado en P ) fijos, pero rota s1

hacia s2 (ver figura 1.1, sección 8.1 de [3], sección 6.9 de [4] y sección 5.1 de [5]).

Debido a esta isometŕıa de g y dado que s1 y s2 son arbitrarios es que en una var-
iedad M espacialmente isotrópica no es posible construir un vector tangente s3 ∈ VP (U)
��preferido��, lo cual implicaŕıa una dirección privilegiada que estaŕıa en contradicción con
la isotroṕıa espacial de la variedad.

Dicho de otra forma, la “isotroṕıa espacial” significa que el Universo tiene el mismo
aspecto y propiedades en cualquier dirección, visto por un observador comóvil situado en
un punto P arbitrario en el Universo. “Homogeneidad espacial” se refiere a que el espacio
tiene las mismas caracteŕısticas, medidas por un observador comóvil, sin importar el lugar
en el Universo en el que se encuentre. “Escalas cosmológicas” se refiere a que en el Universo
se observa esta homogeneidad e isotroṕıa pero solo cuando se le estudia a grandes escalas
(del orden de megaparsecs4).

A pesar de su sencillez, éste principio tiene importantes implicaciones e impone restric-
ciones muy fuertes a cualquier teoŕıa que pretenda describir al Universo. Por mencionar
algunas consecuencias, el principio cosmológico implica que no podemos definir un “centro”
u “orillas” al Universo y que no ocupamos ningún lugar privilegiado dentro de él.

Una de las observaciones que sustentan fuertemente al principio cosmológico es la im-
presionante isotroṕıa observada en la radiación de microondas cósmica de fondo (“CMB”,
de sus siglas en inglés) que permea todo el Universo hasta ahora observado. Actualmente
esta radiación tiene asociada una temperatura de ≈ 2.7 K y sus variaciones son de apenas
10−4 Kelvins solamente [6].

3Por “espaciales” se refiere a que son ortogonales al vector U .
4Un megaparsec se denota como “Mpc” y equivale a 3.0856776 × 1019 km.
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1.3. La métrica de FRW

De las posibles métricas que pudieran proponerse para describir al Universo, la única
que es compatible con el principio cosmológico de isotroṕıa y homogeneidad espacial a
gran escala es la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW).

Sin embargo, puede surgir la pregunta “¿existirá alguna otra métrica distinta a la de
FRW y que también sea espacialmente isotrópica y homogenea?”. De existir, tendŕıa que
también estudiarse para conocer las predicciones que esta otra métrica hace del Universo
(pudiendo darse el caso que esté en contradicción con las predicciones de la métrica de
FRW).

La respuesta es “No”. No existe ninguna otra métrica distinta a la de FRW que también
sea espacialmente isotrópica y homogenea. La única métrica posible que se obtiene de
considerar una variedad M con isotroṕıa y homogeneidad espacial es la métrica de FRW,
no existe ninguna otra que pueda contener al principio cosmológico distinta a la de FRW.

En coordenadas esféricas (r, θ, φ) y en términos del elemento diferencial de ĺınea ds2,
la métrica de FRW se expresa como

ds2 = −dt2 + a2(t)
[

dr2

1 − kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
, (1.1)

donde la función a(t) es llamada el factor de escala. El coeficiente k es un factor que toma
en cuenta la curvatura espacial del Universo, que además es constante, es decir, no cambia
en el tiempo y espacio, aśı que una vez determinado su valor, este será el mismo a lo largo
de toda la evolución del Universo. Dependiendo del valor de k el Universo puede ser de tres
tipos llamados comúnmente como cerrado, abierto o plano, de acuerdo a si la curvatura
espacial es positiva, negativa o nula, respectivamente (ver cuadro 1.1).

La curvatura espacial (el valor de k) queda determinada a través del contenido de
materia-enerǵıa en el Universo, es decir, de la abundancia total de cada una de las distintas
componentes de materia-enerǵıa que lo componen. En la sección 1.6 se discutirá con más
detalle este aspecto. No obstante cabe mencionar ahora que las observaciones cosmológicas
más recientes, principalmente de las anisotroṕıas del CMB realizadas por el satelite WMAP
(Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) durante 7 años, sugieren que el valor de k es
prácticamente cero, esto es, que el Universo es espacialmente plano [6].

Una de las predicciones que se pueden obtener de la métrica de FRW es la expansión
del Universo, cuantificada a través del factor de escala a(t), el cual es un elemento central
de esta métrica ya que permite cuantificar la evolución del Universo y su expansión.
Esta función representa la distancia comóvil entre dos puntos en el Universo, es decir, la
distancia entre dos puntos comóviles arbitrarios que se van alejando entre śı conforme el
Universo se expande. Al inicio del Universo, en la época del Big-Bang5 se considera que
ésta distancia es cero, esto es, a = 0. A partir de este momento la distancia entre los
dos puntos, es decir, el factor de escala, comienza a aumentar debido a la expansión del

5Esta afirmación del Big-Bang es solo válida para el caso en que el modelo cosmológico prediga la
existencia de un Big-Bang como inicio del Universo, ya que existen modelos cosmológicos que no predicen
ningún Big-Bang, o que el valor del factor de escala nunca ha llegado a ser cero.
En el presente trabajo el Big-Bang se define como el estado del Universo en el cual el escalar de curvatura
del espacio-tiempo R y de la densidad de masa-enerǵıa ρ son singulares cuando el factor de escala es cero,
en el pasado del Universo.
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k Densidad cŕıtica Curvatura espacial Tipo Universo
k > 0 ρ > ρcrit positiva cerrado
k < 0 ρ < ρcrit negativa abierto
k = 0 ρ = ρcrit nula plano

Cuadro 1.1: Distintas geometŕıas espaciales del Universo dependiendo del valor del fac-
tor de curvatura espacial k, o de la densidad de masa-enerǵıa ρ total del Universo en
comparación con el valor de la densidad cŕıtica, que se define como ρcrit ≡ 3H2/(8πG)
(en la sección 1.6 se discutirá en detalla el concepto de densidad y densidad cŕıtica en el
Universo).

Universo. Hoy en d́ıa el valor del factor de escala se denota como “a0” y comúnmente se
normaliza a a0 = 1. En el caso en que la expansión continúe por siempre en el futuro,
entonces a medida que el tiempo t → ∞ ⇒ a → ∞.

Escribiendo expĺıcitamente las componentes del tensor métrico gμν de la métrica de
FRW en forma matricial [ver ecuación (1.1)], tenemos:

gμν =

⎛
⎜⎜⎝

−1 0 0 0
0 a2/(1 − kr2) 0 0
0 0 a2r2 0
0 0 0 a2r2 sin2 θ

⎞
⎟⎟⎠ . (1.2)

El determinante de este tensor esta dado por:

g ≡ det gμν = −a6r4 sin2 θ

1 − kr2
. (1.3)

1.3.1. Vectores de Killing de la métrica FRW

Como se mencionó anteriormente, la métrica asociada al Universo a nivel cosmológico
es la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), la cual es la métrica natural que
surge de tomar en cuenta el principio cosmológico.

Otra forma de considerar matemáticamente la isotroṕıa es a través de la condición de
que las ecuaciones de la teoŕıa deben ser invariantes ante rotaciones espaciales, es decir,
que si nos situamos en algún punto P en la hipersuperficie Ση en donde establecemos una
carta coordenada (un sistema de referencia), podemos rotar en cualquier dirección y no
habrá ningún cambio en las ecuaciones. De hecho, las ecuaciones no dependen de ninguna
dirección preferida (ya que ésta dirección “preferida” no se ha observado hasta ahora en
el Universo en gran escala).

Y para la homogeneidad se puede establecer como la invariancia ante translaciones
espaciales, es decir, que si consideramos las ecuaciones en dos puntos arbitrarios distintos
P y Q de la hipersuperficie Ση, las ecuaciones no cambiarán su forma; las ecuaciones no
tendrán ninguna dependencia del punto en el que estemos situados a un tiempo fijo, o en
la dirección en la que observemos.

Se dice entonces que el espacio-tiempo (M, g) es invariante bajo un grupo uni-
paramétrico si se satisface:

£εg = 0, (1.4)
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es decir, la derivada de Lie de la métrica con respecto al campo vectorial ε es cero. Aqúı el
grupo uni-paramétrico es generado por el campo vectorial ε llamado campo vectorial de
Killing de la métrica.

Invariancia bajo un grupo tres-paramétrico de rotaciones espaciales (isotroṕıa) implica
la existencia de un espacio vectorial de Killing de dimensión tres de la métrica de FRW
expresada en (1.1), los cuales se escriben como:

ε1 = cos(φ)∂θ − cot(θ) sin(φ)∂φ, (1.5)
ε2 = sin(φ)∂θ + cot(θ) cos(φ)∂φ, (1.6)
ε3 = ∂φ . (1.7)

La invariancia bajo un grupo tres-paramétrico de traslaciones espaciales (homogenei-
dad) implica la existencia de otro espacio-vectorial de vectores de Killing de dimensión
tres de la métrica de FRW, dada por la expresión (1.1), los cuales se escriben como:

ε4 =
1

f(r)

[
sin(θ) cos(φ)∂r +

cos(θ) cos(φ)
r

∂θ − sin(φ)
r sin(θ)

∂φ

]
, (1.8)

ε5 =
1

f(r)

[
sin(θ) sin(φ)∂r +

cos(θ) sin(φ)
r

∂θ +
cos(φ)
r sin(θ)

∂φ

]
, (1.9)

ε6 =
1

f(r)

[
cos(θ)∂r − sin(θ)

r
∂θ

]
. (1.10)

donde la función f(r) es:

f(r) =
1

1 − kr2
. (1.11)

No existe ninguna otra métrica distinta a la de FRW que posea estas simetŕıas.

1.4. Las componentes del Universo

Los principales tipos de materia que se piensa constituyen el Universo, y que se utilizan
más comúnmente en los modelos cosmológicos actualmente son:

Materia bariónica También llamada materia luminosa o “materia conocida” ya que
está constituida por bariones6 tales como el protón y el neutrón, aśı como de elec-
trones (que son leptones). En general esta formada por los fermiones del Modelo
Estándar de F́ısica de Part́ıculas.

Se ha encontrado que el Universo hasta ahora observado es eléctricamente neutro,
por lo que se considera que hay igual cantidad de protones que de electrones. Sin
embargo, el protón y el neutrón son aproximadamente 2000 veces más pesados7

que el electrón, por tanto su contribución a la cantidad total de materia bariónica
domina por encima de la del electrón. Es por eso que comúnmente en cosmoloǵıa esta
componente es llamada simplemente materia “bariónica”, a pesar de que también se
toman en cuenta a los electrones y demás part́ıculas, en ésta componente.

6Part́ıculas compuestas por tres quarks.
7Masas. protón: 938.272 MeV/c2; neutrón: 939.565 MeV/c2; electrón: 0.510 MeV/c2.
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Esta materia se encuentra principalmente en las estructuras observadas en el Uni-
verso tales como estrellas, galaxias, nebulosas, polvo interestelar, etc.

Según algunos modelo cosmológicos8 la proporción total de materia bariónica en el
Universo hoy en d́ıa9 es de apenas ∼ 4.6%.

Radiación electromagnética También llamada la radiación cósmica de fondo (CMB),
permea todo el Universo de forma altamente isotrópica. La distribución espectral
de esta radiación corresponde, con una enorme precisión, a la de un cuerpo negro
con una temperatura de 2.725 K [6]. El pico de la curva Planckiana asociada con
esta temperatura está localizado en la región de microondas, en la frecuencia de
160.2 GHz, que corresponde a una longitud de onda de 1.872 mm.

Se estima que su abundancia hoy en d́ıa es muy pequeña, de apenas ∼ 0.005% de
la densidad de la materia-enerǵıa presente en el Universo.

Materia oscura o materia que no emite radiación electromagética. Esta materia solo se
ha podido medir a través de sus efectos gravitacionales en los halos de galaxias y
cúmulos de galaxias, usando las curvas de rotación galácticas. Del total de masa me-
dida en una galaxia a través de efectos gravitacionales, el ∼ 90% es materia oscura.
Se desconoce aún mucho sobre su naturaleza, no se sabe de qué esta constituida,
cómo surgió, etc. Por ahora se piensa que solo interactúa gravitacionalmente, que las
part́ıculas que la componen deben ser eléctricamente neutras y que no esta hecha de
algun tipo de part́ıcula del Modelo Estándar hasta conocida u experimentalmente
observada. Hoy en d́ıa es un problema abierto. Las estimaciones actuales de la abun-
dancia de esta materia sugieren que es ∼ 23.3 % de la proporción total de materia
en el Universo actual [6].

Enerǵıa oscura La naturaleza de la enerǵıa oscura es un total enigma hoy en d́ıa. “Ener-
ǵıa oscura” es el nombre genérico que comúnmente se utiliza para denominar al res-
ponsable de la presente expansión acelerada del Universo, descubierta inicialmente
por Adam Riess et al. [7] en 1998 y confirmada meses más tarde por Perlmutter
et al. [8]. De los diferentes modelos que buscan explicar la expansión acelerada, el
más favorecido por las observaciones es la llamada “constante cosmológica”. En el
caṕıtulo 4 se describirá con más detalle ésta componente. Según el modelo ΛCDM su
abundancia se estima que es del orden de ∼ 72.1 % de la densidad total de materia-
enerǵıa presente en el Universo [6], por lo que se considera que ésta es la componente
dominante hoy en d́ıa. Tomando en cuenta a la materia oscura, resulta que el 95.4 %
del Universo esta constituido de materia-enerǵıa desconocida según este modelo. Es
importante recalcar que la “enerǵıa oscura” es algo distinto a la “materia oscura”,
como se mencionó en el punto anterior, la materia oscura es un cierto tipo de densi-
dad de materia descubierta en los halos galácticos. Mientras que la enerǵıa oscura se

8Tal como el modelo cosmológico llamado ΛCDM: “materia oscura fŕıa con constante cosmológica”.
Este modelo es el más favorecido por las observaciones. En la sección 4.4 se explica con detalle.

9Se remarca que este valor es el estimado hoy en d́ıa ya que hubo una época del Universo en el cual la
densidad de materia bariónica fue prácticamente el 100%. Lo mismo ha pasado con las demás componentes
de materia, es decir, la proporción de cada una de las componentes de materia en el Universo ha ido
cambiando a lo largo del tiempo conforme el Universo se ha ido expandiendo; excepto la componente de
enerǵıa oscura, según algunos modelos.
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piensa que es la responsable de la presente aceleración en la expansión del Universo.

1.5. Fluido perfecto y el tensor de enerǵıa-momento

Una de las maneras de modelar el contenido material del Universo en cosmoloǵıa
es considerar a cada una de las componentes que lo constituyen (es decir, la materia
bariónica, oscura, radiación10, enerǵıa oscura) como fluidos, caracterizados por cantidades
macroscópicas tales como densidad, presión, temperatura, entroṕıa, viscosidad, etc.

Por ejemplo, todas las estructuras conocidas tales como las galaxias, cúmulos de gala-
xias, etc., pueden considerarse cada una de ellas, vistas a gran escala, como part́ıculas de
un fluido, que seŕıa el fluido de materia bariónica.

A pesar de que cada part́ıcula del fluido tiene su propia velocidad, el fluido como un
todo (a nivel cosmológico) tiene su propio campo de velocidades global.

Para poder caracterizar las propiedades f́ısicas de estos fluidos se define el tensor de
enerǵıa-momento Tμν para cada uno de ellos. Este tensor contiene toda la información
relativa a la enerǵıa del fluido tal como la densidad de enerǵıa, la presión, estrés, etc. Las
componentes T 00 y T ii corresponden a la densidad de enerǵıa ρ y la componente de la
presión pk del fluido en cuestión respectivamente. El supeŕındice k sobre la presión denota
a la componente de la presión en la dirección k̂. T 0i corresponde a la densidad de momento,
y los elementos T ij son el flujo de momento, caracterizando a la viscosidad, intercambio
de calor, etc. que pueda haber en el fluido.

Un caso particular de fluidos muy útiles en cosmoloǵıa son los llamados fluidos perfectos
que permiten aproximar en buena medida el comportamiento de los fluidos cosmológicos,
por ser homogeneos e isotrópicos11.

Un fluido perfecto se define como aquel en el cual un observador que se mueva con el
fluido (un observador comóvil) verá al fluido alrededor de él isotrópico. En otras palabras,
supongamos un fluido que tiene una cierta velocidad en cualquier punto de él, el fluido
es perfecto si un observador con la misma velocidad (comóvil) ve el fluido isotrópico.
Esto será el caso si el tiempo y camino libres medios entre colisiones son muy pequeños
comparados con las escalas usadas por el observador.

Los fluidos perfectos se distinguen por ser caracterizados por tan solo dos únicas com-
ponentes, su densidad ρ y su presión p, medidos en el marco de referencia en reposo del
fluido.

Respecto a “p”, ésta cantidad caracteriza a la presión en cualquier dirección en el
fluido, es decir, es una medida de una presión isotrópica, en el marco de referencia en
reposo. Dada esta isotroṕıa de la presión, todos los términos T ii son iguales a p, es decir
T 11 = T 22 = T 33 = p (o equivalentemente, p1 = p2 = p3 = p), además implica que no hay
flujo de particulas (de momento), por lo cual los elementos T ij son cero (con i �= j); esto,
en el marco de referencia en reposo del fluido. Por tanto, el tensor de enerǵıa-momento
para un fluido perfecto tiene la forma

10La radiación puede ser tratada como un gas de fotones (tal como lo hace la mecánica estad́ıstica), donde
es posible medir en este “gas” propiedades termodinámicas tales como densidad, presión, temperatura, etc.

11Un tipo más general de fluidos homogeneos e isotrópicos son los fluidos con viscosidad volumétrica,
que serán estudiados en los caṕıtulos 5 y 6.

8
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Tμν = ρUμUν + p(gμν + UμUν), (1.12)

donde gμν es el tensor métrico y Uμ es la cuadrivelocidad de un observador comóvil que
se define como

Uμ ≡ dxμ

dτ
(1.13)

donde τ es el tiempo propio. Los observadores comóviles se mueven junto con la contracción
o expansión del fluido de tal forma que siempre guardan sus mismas coordenadas comóviles;
en el contexto cosmológico, en ocasiones son referidos como observadores fundamentales, ya
que son ellos los que ven al Universo isotrópico y homogéneo a gran escala. Normalizando
las cuadri-velocidades comóviles, se tiene: UνUν = −1. De aqúı que

Uμ = (1, 0, 0, 0), Uν = (−1, 0, 0, 0). (1.14)

en el sistema de referencia comóvil. La traza T de Tμν es:

T = Tr(Tμ
μ) = gμνTμν = Tμ

μ = 3p − ρ. (1.15)

Vale la pena recalcar que como se mencionó en la sección 1.4, el Universo está com-
puesto de varios tipos de materia (por ejemplo, materia bariónica, oscura, etc.), es decir,
esta compuesto por diversos fluidos, cada uno de ellos con su propia densidad ρk y presión
pk (donde el sub́ındice k denota a cada uno de los tipos de fluido en particular) y por ende,
también su propio tensor de enerǵıa-momento.

1.5.1. Ecuación de conservación local de la materia

A partir del tensor de enerǵıa-momento (1.12) y usando la identidad de Biachi es
posible tener una ecuación que comúnmente es llamada la “ecuación de conservación local
de masa-enerǵıa”. Esta ecuación se expresa como

∇μTμ
ν = 0, (1.16)

y es obedecida individualmente por cada una de las diferentes componentes de materia-
enerǵıa presentes en el Universo.

El nombre de “ecuación de conservación local” viene del hecho de que en un marco de
referencia inercial local, lo que se obtiene de la expresión (1.16) si corresponde verdader-
amente a una ecuación de conservación para la masa-enerǵıa. Sin embargo, para el caso
con curvatura (de todo el espacio-tiempo, como es el caso de la cosmoloǵıa) la expresión
(1.16) no corresponde a una “ecuación de conservación” realmente, es en cierta forma un
abuso de lenguaje, ya que la densidad de materia-enerǵıa de la materia no se conserva (ver
[9], sección 22.2).

La componente temporal de (1.16) permite tener una ecuación de conservación de
materia que relaciona la evolución temporal de ρ con su presión p y la expansión del
Universo caracterizada por el factor de escala a.

Entonces, tomamos la componente temporal t de la ecuación (1.16), es decir,
∇μTμ

t = 0. Expresamos expĺıcitamente esta derivada covariante como:

9
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∂μTμ
t + Γμ

μλT λ
t − Γλ

μtT
μ

λ = 0, (1.17)

donde Γμ
νλ son los śımbolos de Christoffel usuales. Usando el hecho de que el tensor Tμ

ν

de un fluido perfecto es diagonal en el sistema de referencia comóvil, los únicos términos
diferentes de cero de Tμ

ν son los elementos de la diagonal. Con esto, la ecuación (1.17) se
expresa

∂tT
t
t + Γμ

μtT
t
t − Γr

rtT
r
r − Γθ

θtT
θ
θ − Γφ

φtT
φ

φ = 0. (1.18)

A partir del tensor métrico de FRW (1.2) se pueden calcular las expresiones para los
śımbolos de Christoffel. En el apéndice A se muestran todos los elementos distintos de
cero para la métrica de FRW. Para la ecuación (1.18) los elementos de interés son

Γr
rt = Γθ

θt = Γφ
φt =

ȧ

a
y Γt

tt = 0, (1.19)

donde el punto sobre “a” indica derivada temporal. Usando estos valores en la ec. (1.18)
y tomando los elementos de Tμ

ν a partir de la matriz (A.5), obtenemos:

−∂tρ + Γr
rt(3T

t
t − T r

r − T θ
θ − T φ

φ) = 0,

−ρ̇ +
ȧ

a
(−3ρ − 3p) = 0.

Por tanto, se llega a la expresión que es llamada la “ecuación de conservación local de
materia-enerǵıa”:

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = 0. (1.20)

Esta ecuación es cumplida individualmente por cada uno de los diferentes fluidos pre-
sentes en el Universo.

Como se mencionó al inicio de esta sección, la expresión (1.20) no es estrictamente
hablando, una “ecuación de conservación” dado que la densidad de materia-enerǵıa no se
conserva. Por dar un ejemplo, en la siguiente sección se demostrará que para el caso de
la materia bariónica, usando la expresión (1.20), la evolución de la densidad bariónica se
expresa como: ρb(a) = ρb0/a3 [ver expresiones (1.41) y (1.42)]. Conforme el Universo se
expande el factor de escala a incrementa su valor y por tanto la densidad bariónica ρb(a)
no se conserva.

1.5.2. Ecuaciones de estado

Observacionalmente se ha encontrado que los fluidos más relevantes en cosmoloǵıa
tales como la materia bariónica, oscura, radiación, aśı como teóricamente la constante
cosmológica, tienen cada una de forma independiente, una ecuación de estado muy sen-
cilla12 que relaciona a la presión del fluido con su densidad de forma lineal y que puede

12Existen una gran cantidad de posibles ecuaciones de estado para un fluido, que relacionan de forma
funcional la presión, densidad, temperatura, entroṕıa, número de part́ıculas, etc., en ecuaciones que podŕıan
ser complicadas. Sin embargo, para los fluidos cosmológicos se ha encontrado observacionalmente que sus
ecuaciones de estado son barotrópicas lineales escencialmente como lo es la ecuación (1.21).

10
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expresarse de manera concisa como

p = w ρ (1.21)

donde el factor w es una constante de proporcionalidad adimensional13. Esta expresión
suele ser llamada por los cosmólogos como una ecuación de estado barotrópica por rela-
cionar linealmente la presión del fluido con su densidad. Cada uno de los fluidos que
constituyen al Universo tienen asociado su propia ecuación de estado de la forma (1.21),
donde la diferencia entre un fluido y otro recae escencialmente en el valor de w. Por dar
una idea del valor de este factor, se muestra la siguiente tabla:

tipo de materia w

Materia bariónica y oscura 0
Radiación 1/3
Constante cosmológica -1

Para el caso de las componentes de materia bariónica y oscura, se ha observado que
la presión de estas componentes es tan pequeña que puede considerarse cero (sin que esto
implique que la densidad sea cero). Esta observación se estable en la ecuación (1.21) a
través de fijar: w = 0. Comúnmente los fluidos que tienen la caracteŕıstica de p = 0 son
llamados “polvo”.

Para el caso de la enerǵıa oscura, si se asume que esta es la constante cosmológica,
entonces se tiene que su ecuación de estado es p = −ρ (es decir, w = −1).

1.6. Las ecuaciones de Friedmann

Las dos ecuaciones de Friedmann son expresiones centrales de la cosmoloǵıa. Permiten
estudiar de manera cuantitativa la evolución, composición, geometŕıa y dinámica del Uni-
verso. En los siguientes caṕıtulos se hará amplio uso de ellas. Para deducirlas partimos de
las ecuaciones de Einstein,

Rμν = 8πG

(
Tμν − 1

2
gμνT

)
, (1.22)

donde Rμν es el tensor de Ricci, T es la traza de Tμν , G es la constante gravitacional de
Newton y Tμν es el tensor de enerǵıa-momento total del Universo, que resulta de la suma
de todos los tensores de enerǵıa-momento individuales de cada una de las componentes
de materia-enerǵıa que un modelo cosmológico dado considere que están presentes en el
Universo, es decir,

Tμν = T b
μν + Tmo

μν + T r
μν + TΛ

μν + ... (1.23)

donde los supeŕındices “b”, “mo”, “r”, “Λ” denotan “materia bariónica”, “materia oscura”,
“radiación” y “enerǵıa oscura (como constante cosmológica)” respectivamente. Los puntos
suspensivos indican cualquier otro tipo de materia o enerǵıa adicional que algún modelo

13En la ecuación (1.21) se ha asumido un valor de la velocidad de la luz c = 1. La expresión completa es
p = c2wρ.
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cosmológico pudiera proponer, por ejemplo, gas de Chaplygin (ver por ejemplo [10] sus
references), campos escalares como quintaesencia (por ejemplo [11]), etc.

Calculamos primero solo la componente temporal de la ecuación (1.22). Para ello se
usan las componentes del tensor Tμν , los elementos de la matriz (1.2) para gμν y traza
(A.6) para T . Sustituimos en la ecuación (1.22) y obtenemos:

Rtt = 8πG

[
ρ +

1
2
(3p − ρ)

]
=

8πG

2
(3p + ρ), (1.24)

donde ρ y p denotan la densidad y presión total del conjunto de fluidos que conforman al
Universo, esto es,

ρ = ρb + ρmo + ρr + ρΛ + ... (1.25)
p = pb + pmo + pr + pΛ + ... (1.26)

Por otra parte, es posible calcular las componentes de Rμν a partir de la métrica de
FRW. Se encuentra que Rtt = −3(ä/a) [cf. expresiones (A.36) del apéndice A], los dos
puntos sobre “a” significan segunda derivada temporal. Por tanto:

ä

a
= −4πG

3
(3p + ρ) (1.27)

Esta ecuación es llamada la segunda ecuación de Friedmann. La primera ecuación,
o más brevemente, la Ecuación de Friedmann se deriva a partir de la segunda de la
siguiente forma. Se toma ahora la componente radial de la ecuación (1.22). Con la ayuda
de las componentes radiales de las matrices (1.2) y Tμν , la ecuación (1.22) resulta

Rrr = 8πG
a2

1 − kr2

[
p − 1

2
(3p − ρ)

]
, (1.28)

donde k el factor de la curvatura espacial (ver sección 1.3). De calcular Rrr se encuentra
que [ver expresión (A.36)]:

Rrr =
aä + 2ȧ2 + 2k

1 − kr2
, (1.29)

igualando estas dos expresiones obtenemos

ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+
2k

a2
= 4πG(ρ − p). (1.30)

Sustituyendo la segunda ecuación de Friedmann (1.27) en esta última expresión:

2
(

ȧ

a

)2

+
2k

a2
= 4πG(ρ − p) +

4πG

3
(3p + ρ),

=
4πG

3
(3ρ − 3p + ρ + 3p),

=
4πG

3
4ρ,

⇒
(

ȧ

a

)2

+
k

a2
=

8πG

3
ρ. (1.31)
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Se define el parámetro de Hubble como

H(t) ≡ ȧ(t)
a(t)

(1.32)

donde “t” es el tiempo cósmico. Con esto, la ecuación (1.31) llega a ser

H2(t) =
8πG

3
ρ(t) − k

a2(t)
(1.33)

Esta es la primera ecuación de Friedmann, o simplemente la Ecuación de Friedmann.
De las otras dos componentes del tensor de Ricci (es decir, Rθθ, Rφφ) se obtiene la

misma expresión (1.30).
Existen otras dos maneras muy útiles de expresar esta ecuación. Una de ellas es a

través de los parámetros de densidad Ωi para cada una de las componentes de materia
presentes en el Universo. Estos se definen como

Ωi ≡ ρi

ρcrit
(1.34)

donde ρi es la densidad de materia-enerǵıa de la i−ésima componente de materia del
Universo (por ejemplo, materia bariónica, oscura, etc.) y ρcrit es densidad cŕıtica que a su
vez se define como

ρcrit(t) ≡ 3H2(t)
8πG

(1.35)

que proviene de asumir que la curvatura espacial del Universo es cero [k = 0 en la ecuación
(1.33)]. Cuando la densidad total de la materia-enerǵıa ρ en el Universo es igual al valor
de la densidad cŕıtica, entonces resulta que el Universo es espacialmente plano. Si ρ > ρcrit

entonces el Universo es espacialmente cerrado, y si ρ > ρcrit es abierto (ver cuadro 1.1).
La densidad cŕıtica depende del tiempo cósmico t. El tiempo cósmico presente del

Universo lo distinguiremos con un sub́ındice cero, es decir, t0, y de igual forma, todas las
cantidades cosmológicas cuyo valor dependa del tiempo pero queramos distinguir el valor
que tienen hoy en d́ıa y las etiquetaremos con un sub́ındice o supeŕındice 0. Por tanto, el
valor presente de la densidad cŕıtica lo representamos como

ρ0
crit ≡ ρcrit(t0) =

3H2
0

8πG
� 1.16 × 10−27kg/m3 (1.36)

donde H0 ≡ H(t0) es llamada la constante de Hubble.
Usando las definiciones (1.34) y (1.35) podemos reescribir la ecuación de Friedmann

(1.33) de la siguiente forma. Dividimos ambos lados de la igualdad (1.33) por H2 e iden-
tificamos el factor que corresponde a la densidad cŕıtica,

1 =
ρ

ρcrit
− k

a2H2
(1.37)

13
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Se suele definir un parámetro Ωk que corresponde a la curvatura espacial del Universo
como

Ωk ≡ − k

a2H2
(1.38)

Con ésta definición y usando también (1.35), la ecuación (1.37) llega a ser

1 = Ωtotal + Ωk (1.39)

donde

Ωtotal ≡ ρ

ρcrit
= Ωb + Ωmo + Ωr + ΩΛ + ... (1.40)

Esta es otra manera de expresar la ecuación de Friedmann. A pesar de que Ωtotal y Ωk

dependen del tiempo, esta igualdad debe satisfacerse para cualquier tiempo.
Otra alternativa de expresar la ecuación de Friedmann es una mezcla de las expresiones

(1.33) y (1.39), con la ayuda de la ecuación de conservación de la materia (1.20) para
cada una de las componentes del Universo. Primero hay que encontrar la dependencia
de la densidad ρi con respecto al factor de escala para cada una de las componentes.
Comencemos con la componente de materia bariónica.

Como se mencionó en la sección 1.5.2 la presión asociada al fluido de materia bariónica
es cero, es decir, pb = 0. Por tanto, su ecuación de conservación de materia (1.20) para
esta componente toma la forma:

ρ̇b + 3
ȧ

a
ρb = 0, (1.41)

⇒ ρ̇b

ρb
= −3

ȧ

a
,

⇒ d ln ρb

dt
= −3

d ln a

dt
,

⇒
∫ ρb

ρb0

d ln ρb = −3
∫ a

a0

d ln a,

donde ρb0 y a0 representan el valor de la densidad de materia bariónica y del factor de
escala hoy en d́ıa. Integrando obtenemos

ln
(

ρb

ρb0

)
= ln

(a0

a

)3
,

⇒ ρb(a) =
ρb0

a3
, (1.42)

donde hemos normalizado al factor de escala de tal forma que en el presente éste valga
uno (esto es, a0 = 1). Como puede verse de esta ecuación, la materia bariónica depende
del factor de escala como a−3.

Para el caso de la materia oscura, se tiene exactamente la misma expresión que para la
bariónica dado que también se considera que su presión es despreciable (esto es, pmo0 = 0),
por tanto
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ρmo(a) =
ρmo0

a3
, (1.43)

donde ρmo0 es el valor presente de la densidad de la materia oscura. En ocasiones se suele
agrupar ambas componentes, materia bariónica y oscura, en una misma expresión, y se
suele referir a ella simplemente como “materia”, que denotaremos como ρM(a). Esta se
define de la siguiente forma

ρM(a) ≡ ρb(a) + ρmo(a), ρM0 ≡ ρb0 + ρmo0,

con lo que se llega a

ρM(a) =
ρM0

a3
(1.44)

Para la componente de radiación, su ecuación de estado puede calcularse a partir del
tensor de enerǵıa-momento del campo electromagnético, que se expresa como

Tμν = FμαFν
α − 1

4
gμνFαβFαβ, (1.45)

donde Fμν es el tensor de Faraday o de intensidad el campo (electromagnético)14. La traza
de (1.45) es

Tμ
μ = FμαFμα − FαβFαβ

⇒ Tμ
μ = 0, (1.46)

donde se ha usado el hecho de que gμ
μ = 4. Considerando las ecuaciones (A.6) y (1.46),

obtenemos que Tμ
μ = 0 = 3pr − ρr. De aqui que

pr =
1
3
ρr (1.47)

Sustituyendo (1.47) en la ecuación de conservación local (1.20) obtenemos

dρr

dt
+ 4

ȧ

a
ρr = 0,

1
ρr

dρr

dt
= −4

ȧ

a
,

d ln ρr

dt
= −4

d ln a

dt
,∫ ρr

ρr0

d ln ρr = −4
∫ a

1
d ln a,

ln
(

ρr

ρr0

)
= ln

(
1
a

)4

. (1.48)

14El tensor de intensidad del campo electromagnético Fμν se define en términos del cuadripotencial
A como Fμν = ∂μAν − ∂νAμ donde Aμ = (φ,−A), φ y A son los potenciales eléctrico y magnético
respectivamente.
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1.6. LAS ECUACIONES DE FRIEDMANN

Por tanto,

ρr(a) =
ρr0

a4
(1.49)

donde ρr0 es el valor presente de la densidad de radiación.
Para la componente de enerǵıa oscura, asumiendo que es la constante cosmológica,

tiene entonces una ecuación de estado de la forma pΛ = −ρΛ. Sustituyendo esta expresión
en la ecuación de conservación (1.20) se obtiene

dρΛ

dt
= 0. (1.50)

Lo cual implica que la densidad de la constante cosmológica siempre es una constante a
lo largo de la expansión del Universo,

ρΛ = ρΛ0 = constante (1.51)

Siguiendo esta misma estrategia se pueden ir agregando más tipos de componentes de
materia-enerǵıa dado un modelo cosmológico en particular.

Sustituyendo las expresiones (1.42, 1.43, 1.49, 1.51) en la parte de la densidad de la
ecuación de Friedmann (1.33) obtenemos

H2 =
8πG

3

(ρb0

a3
+

ρmo0

a3
+

ρr0

a4
+ ρΛ0

)
− k

a2
. (1.52)

Dividiendo todo por H2
0 e identificando la expresión de la densidad cŕıtica hoy,

ρ0
crit = 3H2

0/8πG, se tiene

H2

H2
0

=
(

ρb0

ρ0
crit

1
a3

+
ρmo0

ρ0
crit

1
a3

+
ρr0

ρ0
crit

1
a4

+
ρΛ0

ρ0
crit

)
− k

a2H2
0

. (1.53)

Usando las definiciones del parámetro de densidad (1.34) evaluadas hoy (esto es.,
Ωi0 ≡ ρi0/ρ0

crit), aśı como la definición del parámetro de la curvatura espacial (1.38)
hoy, Ωk0 ≡ −k/H2

0 (recuerde que “a” evaluada hoy vale 1), llegamos a

H(a) = H0

(
Ωb0

a3
+

Ωmo0

a3
+

Ωr0

a4
+ ΩΛ0 +

Ωk0

a2

)1/2

. (1.54)

En astronomı́a comúnmente se definen las distancias cosmológicas en terminos del
“redshift” o corrimiento hacia el rojo del espectro de luz emitida por un objeto debido
a su velocidad de recesión con respecto a un observador que mide la luz emitida por
dicho objeto. Dado que el Universo se está expandiendo, todos las estructuras que lo
componen (galaxias, cúmulos de galaxias, etc.) se están alejando entre si unas de otras lo
que se traduce en un corrimiento al rojo en la luz que emiten y que es medida por algún
observador comóvil.

Se acostumbra denotar el corrimiento al rojo con la letra “z” y se define como

z ≡ λ − λo

λo
, (1.55)

donde λ es la longitud de onda medida por un observador que se aleja o acerca de la fuente
que emite la radiación y λo es la medida por un observador en reposo con la fuente.
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Por otro lado, existe una relación entre z y el factor de escala, que aparece en la métrica
de FRW, esta es, a = 1/(1+z) [ver expresión (2.15) y sección 2.1.2]. Con esto, la expresión
para el parámetro de Hubble (1.54) llega a ser

H(z) = H0

[
Ωb0(1 + z)3 + Ωmo0(1 + z)3 + Ωr0(1 + z)4 + ΩΛ0 + Ωk0(1 + z)2

]1/2 (1.56)

Esta otra forma del parámetro de Hubble es muy útil para probar y acotar los parámet-
ros libres de un modelo cosmológico dado usando los datos de supernovas tipo Ia. Esto es
algo de lo que se hablará con detalle en los siguientes caṕıtulos.

Respecto al parámetro de curvatura, Ωk0, para determinar cuál es el valor de k, o al
menos si es positivo, negativo o cero, para un Universo dominado por polvo (materia sin
presión) y una constante cosmológica podemos utilizar la ecuación de Friedman (1.39). De
acuerdo al valor de k se obtiene (asumiendo el modelo ΛCDM)

Cerrado k > 0 ⇒ Ωk0 < 0 ⇒ ΩM0 + ΩΛ0 > 0

Plano k = 0 ⇒ Ωk0 = 0 ⇒ ΩM0 + ΩΛ0 = 0

Abierto k < 0 ⇒ Ωk0 > 0 ⇒ ΩM0 + ΩΛ0 < 0

Por tanto, logrando determinar los valores de ΩM0 y ΩΛ0 queda determinada la geo-
metŕıa del Universo (de acuerdo a este modelo).

1.7. El parámetro de desaceleración

El parámetro de desaceleración de la expansión del Universo se define como

q(t) = −aä

ȧ2
(1.57)

En términos de q(t) se tiene que

ä > 0 ⇒ q(t) < 0 Expansión acelerada del Universo.

ä < 0 ⇒ q(t) > 0 Expansión desacelerada del Universo.

De igual forma, de la definición del parámetro de Hubble H(t) ≡ ȧ/a se tiene que

H(t) > 0 ⇒ Expansión del Universo.

H(t) < 0 ⇒ Contracción del Universo.
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CAPÍTULO 1. COSMOLOGÍA
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1.8. En resumen:

El este caṕıtulo se han establecido las bases y elementos más relevantes de la cos-
moloǵıa que serán utilizados como herramientas de trabajo o referencia en lo siguiente,
principalmente en los caṕıtulos 4–6. Elementos tales como el tensor de enerǵıa-momento,
la ecuación de la conservación local de la materia-enerǵıa y las ecuaciones de Friedmann,
que se han ya definido en este momento, serán usados con insistencia a lo largo de los
siguientes caṕıtulos.

La parte de fluidos perfectos presentada en este caṕıtulo será generalizada en el caṕıtulo
5 a un tipo más global de fluidos llamados “fluidos imperfectos”, de los cuales, los fuidos
perfectos son solo un caso particular cuando no hay efectos disipativos, no obstante, los
fluidos perfectos sirven de base para este estudio.

En el siguiente caṕıtulo se describirán tres tipos de datos observacionales que sirven
para probar modelos cosmológicos, que son usados para probar el modelo propuesto en
este trabajo de tesis, y que se describirá en el caṕıtulo 6. La expresión del parámetro
de Hubble presentada en este caṕıtulo, será justamente la relación más importante para
confrontar la teoŕıa contra observaciones cosmológicas, como se explicará en el siguiente
caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

Pruebas cosmológicas

Un elemento central en el estudio de la cosmoloǵıa moderna es que hoy en d́ıa esta área
a pasado a ser, de una ciencia de especulaciones y suposiciones, a una ciencia de precisión
debido a los avances tecnológicos que ha habido en los últimos 20 años, que han permitido
hacer mediciones cosmológicas de una gran precisión, con lo que se ha logrado actualmente
poner sobre bases observacionales los modelos teóricos del Universo. Aún hay mucho por
medir, mejorar, refinar, precisar, tanto en la cosmoloǵıa observacional como teórica, aún
quedan pendientes muchas preguntas abiertas, pero se va avanzado con rapidez en ello, lo
cual a su vez ha ido transformando nuestra percepción de cómo es el Universo conforme
las investigaciones avanzan.

Debido a la gran cantidad de observaciones cosmológicas de las que se dispone hoy
en d́ıa, resulta impensable que algún modelo cosmológico no sea probado, una vez que es
propuesto, usando los datos observacionales para verificar su viabilidad y congruencia con
los datos. De ah́ı la importancia de conocer y manejar, tan a detalle como sea posible,
las pruebas cosmológicas, los datos observaciones y las técnicas estad́ısticas y numéricas
que se aplican para probar modelos. Cada prueba o técnica por si sola puede ser todo un
campo de especialización para un cosmólogo debido al vasto conocimiento y elementos que
integran cada una de ellas.

En el presente caṕıtulo se describirán tres pruebas cosmológicas, que después serán
empleadas para probar un modelo cosmológico muy general, que tiene el propósito de
explicar la expansión acelerada del Universo a través de fluidos imperfectos relativistas
con viscosidad aplicados a cosmoloǵıa, que se describirán con detalle en los caṕıtulo 5 y 6.

Las tres cantidades observacionales que se describirán a continuación, y que se usarán
para probar modelos cosmológicos son: (1) la distancia modular de las supernovas tipo Ia,
(2) el parámetro de corrimiento de las anisotroṕıas de la radiación cósmica de fondo y (3)
la localización del pico acústico en las oscilaciones acústicas bariónicas.

2.1. Las Supernovas

Existen diferentes aspectos del Universo que pueden observarse y con ello utilizarse
para generar datos que permitan comparar modelos teóricos con dichas observaciones. Uno
de esos aspectos ha sido desde hace muchos años la medición de la distancia y posición
a la que los objetos celestes se encuentran con respecto a nosotros como observadores.
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Figura 2.1: Candelas estándar: conociendo la luminosidad absoluta L de una sola candela,
y aprovechando el hecho de que todas tienen la misma luminosidad absoluta (que son igual-
mente brillantes), se puede medir la distancia a la que se encuentra cualquier otra candela
simplemente midiendo el flujo observado f (o también llamada “luminosidad aparente”)
de esa otra candela que se encuentra a una cierta distancia r del observador (ver sección
2.1.4 para definiciones de luminosidad y flujo). Esto es, el flujo de una fuente luminosa
disminuye proporcionalmente con r−2, es decir, f = L/(4πr2), aśı que conociendo f y L
se puede calcular r [ver expresiones (2.25)]. Normalmente para conocer el valor de L se
hace a través de estudiar y medir primero las candelas que son más cercanas y accesibles
al observador.

Estas dos mediciones permiten tener una perspectiva de cómo está formado el Universo.
En particular, hoy en d́ıa la medición de la distancia permite reconstruir la historia de la
expansión del Cosmos.

Para poder trazar la historia de la expansión se necesita conocer la distancia a la que se
encuentran la mayor cantidad de objetos celestes cercanos y lejanos, en todas direcciones
y a cualquier distancia, y la velocidad con la que se mueven con respecto a nosotros.

Para lograrlo, los astrónomos han utilizado diferentes técnicas que con el paso de los
años han ido perfeccionando notablemente. Para los objetos cercanos, no hay mucha di-
ficultad lograr esta meta actualmente. Sin embargo, para objetos distantes (localizados a
distancias del orden de megaparsecs) es un verdadero desaf́ıo conseguir medir sus distan-
cias debido a diversas dificultades, y que además, el valor medido sea lo suficientemente
confiable como para tomarlo en cuenta.

Hoy en d́ıa, una de las maneras más precisas y que permite medir la distancia de
objetos muy lejanos (distancias cosmológicas) es a través de cierto tipo de explosiones
ultraenergéticas llamadas “supernovas tipo Ia” (SNe Ia). Las explosiones de supernovas
Ia tienen principalmente dos caracteŕısticas que las hacen de gran utilidad para medir
distancias en comparación a otros métodos:

Estándar. Las observaciones realizadas hasta ahora de supernovas Ia parecen indicar que
la luminosidad (enerǵıa radiada) de la explosión de cada una de ellas es casi la misma
entre si. Por lo mismo, se considera que la explosión de una supernova Ia que suceda
en nuestra vecindad (por ejemplo, dentro de la Vı́a Lactea) tiene prácticamente la
misma luminosidad que aquella que suceda a distancias cosmológicas de nosotros.
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Figura 2.2: Supernova 1994D (mancha brillante en la parte inferior izquierda de la imagen
e señalado con una pequeña flecha) en la galaxia NGC 4526. Créditos de la fotograf́ıa:
NASA, ESA, HST y High-Z Supernova Search Team.

Sin embargo, este aspecto de la igualdad de la luminosidad en todas las SNe Ia aún
está en investigación, no obstante, ya existe cierta evidencia observacional de ello.

Asumiendo como válida esta suposición de que la luminosidad de todas las explo-
siones de SNe Ia es la misma, permite que una vez que se conozca bien la luminosidad
neta que emiten, se puede estimar la distancia de cualquier SNe Ia midiendo sim-
plemente su luminosidad que se observa desde la Tierra. Debido a esta igualdad en
la luminosidad radiada por todas las supernovas Ia es que son llamadas “candelas
estándar” (ver figura 2.1).

Ultraenergética. Las explosiones de supernovas Ia son enormemente brillantes. Pueden
ser tan brillantes que la luminosidad de una sola de ellas es comparable con el de
millones de estrellas juntas que conforman la galaxia donde habita. Esto permite
que estas explosiones puedan ser vistas a muy grandes distancias de nosotros (a
distancias cosmológicas), lo cual significa poder medir distancias muy grandes y con
gran precisión (ver figura 2.2).

Sin embargo, a pesar de su enorme luminosidad y lo estándar que son, las explosiones
de SNe Ia siguen siendo muy dif́ıciles de observar (esperar que un evento suceda). Hoy en
d́ıa y solo después de ∼ 20 años de intensas observaciones por parte de los astrónomos se
cuenta con alrededor de 550 datos únicamente (ver figura 2.3). Actualmente, la supernova
Ia más distante que se haya podido medir, y cuya medición sea confiable, se localiza a
una distancia del orden de z = 1.4 ≈ 4.2 × 103 Mpc (asumiendo ΛCDM plano) que
corresponde aproximadamente a medir la historia de la expansión hasta una época en la
cual el Universo teńıa menos de la mitad del tamaño que tiene ahora.

A través de la medición de la distancia de objetos celestes, en particular con las su-
pernovas, se puede reconstruir la historia de la expansión del Universo. Recientemente y
justo a través de la medición de supernovas Ia se descubrió que el Universo se está expan-
diendo aceleradamente. Los detalles del descubrimiento se analizarán en el caṕıtulo 4. Lo
importante a mencionar por ahora es que a partir de ese descubrimiento los astrónomos
redoblaron esfuerzos por medir más supernovas, con más precisión y que se encuentren a
la mayor distancia posible.
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Figura 2.3: Datos de supernovas tipo Ia de la muestra llamada “Union2” del Supernova
Cosmology Project (SCP) [18] que es la muestra más grande y robusta con la que se cuenta
actualmente. Está compuesta por 557 datos de SNe Ia. El eje horizontal corresponde a
corrimiento al rojo z y el vertical a la distancia modular μ(z) (ver sección 2.1.5).

Existe un proyecto para hacer mediciones de una gran cantidad de supernovas, es a
través del satélite SNAP (Supernova Acceleration Probe) dedicado para tal fin.

2.1.1. ¿Qué son las supernovas?

Las supernovas Ia son la fase final de un sistema binario conformado por una estrella
enana blanca y una gigante roja. La supernova en si misma es la explosión violenta de la
enana blanca, que tiene la caracteŕıstica de que si su temperatura es lo suficientemente
alta, se generan inestabilidades en la estrella que permiten la liberación de una enorme
cantidad de enerǵıa [12].

La masa de las estrellas enanas blancas que rotan lentamente está limitada a la masa
ĺımite de Chandrasekar, que es del orden de 1.38 masas solares. Por encima de esta masa las
enanas blancas colapsan [13]. En el caso de las supernovas Ia, la enana blanca está acom-
pañada de una gigante roja, de la cual va acretando masa gradualmente hasta el punto
en que su núcleo alcanza la temperatura de ignición para la fusión de carbón debido a la
presión. En los primeros segundos de que se inicia la fusión nuclear del carbón una gran
cantidad de materia sufre una explosiva reacción liberando suficiente enerǵıa como para
desencadenar en la extrella una explosión de supernova tipo Ia [14]–[16] (ver figura 2.2).

Este tipo de explosiones de supernovas tienen un máximo en la luminosidad que generan
muy semejante en todas ellas, debido a que la masa de la enana blanca que explota por el
mecanismo de acreción es prácticamente la misma en todos los casos. Aprovechando que
el máximo en la luminosidad generada es semejante en cualquier explosión de SNe Ia, es
que pueden ser utilizadas como candelas estándar, para medir la distancia de las galaxias
o cúmulos de galaxias donde suceden, debido a que el flujo observado (o “luminosidad
aparente”) de la supernova depende en escencia solo de la distancia a la que se encuentra
(ver figura 2.1).
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La magnitud absoluta t́ıpica de una supernova Ia es de M = −19.31±0.03+5 log10 h70

[17], con pequeñas variaciones [18, 19]; donde h70 = 0.7, que significa asumir un valor de la
constante de Hubble H0 = 70 (km/s)Mpc−1 en la definición H0 = h × 100 (km/s)Mpc−1.

La magnitud de M de una SNe Ia significa que es 5 × 109 veces más brillante que el
Sol. La enerǵıa radiada es de aproximadamente 1− 2× 1044 joules [15]. La duración de la
explosión de una supernova es de t́ıpicamente entre 50 a 200 d́ıas [20].

2.1.2. Relación entre el factor de escala y el redshift

A escala de distancias cosmológicas resulta que la luz proveniente de una fuente lumi-
nosa en el Universo, por ejemplo una galaxia o una supernova, sufre un efecto de corri-
miento al rojo (“redshift”) al ir viajando a través del espacio debido a la velocidad rece-
sional de esa fuente, por la expansión del Universo.

Por lo mismo, un observador en la Tierra que mida la luz que proviene de una lejana
galaxia, notará que las ĺıneas espectrales en conjunto de la galaxia estarán corridas al rojo,
lo que significa que la frecuencia de la luz observada es menor que lo esperado si la galaxia
estuviera en reposo con respecto a la Tierra (o a la Vı́a Láctea).

Este fenómeno del corrimiento al rojo de la luz debido a la expansión es utilizado
precisamente para ir trazando la historia de la expansión a través del valor medido por
los telescopios de este corrimiento, y observando objetos ubicados a distintas distancias
cosmológicas de nosotros. Como se mencionó anteriormente, hoy en d́ıa los objetos más
confiables para ir trazando esta expansión son las SNe Ia.

Conviene aclarar que la luz que proviene de la supernova (o galaxia, o cualquier otra
fuente luminosa) sufre un corrimiento al rojo pero no solo debido a la expansión del Uni-
verso sino también debido al movimiento de rotación de la galaxia en la cual se encuentra,
la rotación en el cúmulo de galaxias donde habita, etc., aśı como también para el obser-
vador, debido a la rotación de la Tierra en la Vı́a Lactea y en el cúmulo de Virgo, etc.
Estos otros movimientos relativos en ocasiones, inducen incluso un corrimiento al azul si
el objeto se mueve en dirección hacia la Tierra.

Para las supernovas, estos movimientos son llamados “movimientos intŕınsecos” o “ve-
locidades peculiares”, que inducen un corrimiento al rojo o azul pero que es muy pequeño1

(despreciable) en comparación al corrimiento al rojo debido a la expansión del Universo.
Se suele llamar “corrimiento al rojo cosmológico”, al redshift debido únicamente a

la expansión del Universo, para distinguirlo del corrimiento debido a otros movimientos
relativos entre la fuente y el observador (los movimientos intŕınsecos).

La relación entre el corrimiento al rojo y el factor de escala se calcula de la si- guiente
manera. Supongamos un Universo caracterizado por la métrica de FRW. También supong-
amos una fuente luminosa distante (por ejemplo, una supernova Ia o una galaxia) con
coordenadas espaciales comóviles (r = r∗, θ = 0, φ = 0), y un observador ubicado en
(r = 0, θ = 0, φ = 0) (ver figuras 2.4 y 2.5). Por simplicidad es que se ha elegido
(θ = 0, φ = 0).

Consideremos que la fuente luminosa emite dos fotones de la misma frecuencia ωe.
Un fotón es emitido al tiempo te y el otro al tiempo te + δte. El sub́ındice “e” indica
“emitido”. Por su parte, el observador recibe los dos fotones, el primer fotón emitido lo

1Las velocidades peculiares v t́ıpicas de una supernova son 200 km/s ≤ v ≤ 500 km/s [20], algunos
autores asumen en sus cálculos el valor de 300 km/s principalmente [17].
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Figura 2.4: Gráfica que muestra las ĺıneas temporales y las coordenadas comóviles de una
fuente luminosa y un observador en un Universo en expansión. La fuente, que se encuentra
a una distancia comóvil r∗ alejada del observador, emite dos fotones con frecuencia ωe,
uno al tiempo te y el segundo al tiempo te + δte. El observador detecta los dos fotones
con una frecuencia ωo al tiempo to y to + δto respectivamente. La frecuencia de los fotones
sufre un corrimiento al rojo cosmológico debido a la expansión del Universo. En este tipo
de gráfica, las dos ĺıneas temporales, la del observador y la fuente, son paralelas debido a
que su distancia r∗ es comóvil, y las trayectorias de ambos fotones se curvan al viajar de
la fuente al observador debido a la expansión.

recibe al tiempo to y el segundo al tiempo to + δto, y les asigna una frecuencia ωo. El
sub́ındice “o” indica “observado”.

Los fotones siguen una curva nula caracterizada por

ds2 = 0 = −dt2 + a2(t)
(

dr2

1 − kr2

)
, (2.1)

por lo cual

dt = ±a(t)
(

dr√
1 − kr2

)
. (2.2)

El signo “+” indica que el fotón se mueve al futuro y “−” al pasado. Respecto al primer
fotón emitido, entre el tiempo te y to éste viajó la distancia r∗, que se puede calcular
integrando a partir de la ecuación (2.2) como

r∗ =
∫ 0

r∗

dr√
1 − kr2

=
∫ to

te

dt

a(t)
. (2.3)

Nótese que la magnitud de r∗ se fijó desde el inicio, al momento de establecer las
posiciones de la fuente con respecto al observador. Además, su magnitud no cambia en el
tiempo ya que es una coordenada comóvil, por lo tanto es una constante2.

2Como se comentó anteriormente, a pesar de que la fuente luminosa (o el observador) tenga movimientos
intŕınsecos, el redshift que inducen es despreciable en comparación con el corrimiento al rojo cosmológico.
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Figura 2.5: Gráfica equivalente a la figura 2.4 pero ahora en coordenadas espaciales que
no son comóviles. En este caso la distancia inicial entre el observador y la fuente al tiempo
te cuando es emitido el primer fotón es a(te)r∗. Y la distancia final cuando el fotón llega
al observador es a(to)r∗. En este caso las ĺıneas temporales de la fuente y el observador no
son paralelas, sino que se van separando conforme el tiempo avanza debido a la expansión
del Universo.

Del mismo modo para el segundo fotón emitido, la distancia que recorre es igual r∗ y
se calcula como:

r∗ =
∫ 0

r∗

dr√
1 − kr2

=
∫ to+δto

te+δte

dt

a(t)
. (2.4)

Igualando estas dos expresiones obtenemos

∫ to

te

dt

a(t)
=
∫ to+δto

te+δte

dt

a(t)
, (2.5)

desarrollamos la integral del lado derecho de la igualdad como

∫ to+δto

te+δte

dt

a(t)
=
∫ te

te+δte

dt

a(t)
+
∫ to

te

dt

a(t)
+
∫ to+δto

to

dt

a(t)
. (2.6)

Substituyendo en la ecuación (2.5) vemos que se elimina el término del lado izquierdo de
la igualdad con uno de los que se obtienen de la expresión (2.6), por lo que la expresión
(2.5) se vuelve

∫ te+δte

te

dt

a(t)
=
∫ to+δto

to

dt

a(t)
. (2.7)

Debido a ello, se puede considerar con buena aproximación que la fuente está “fija” en sus coordenadas
comóviles.
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Ahora, asumimos que los incrementos δte y δto son muy pequeños, esto es, que el
intervalo de tiempo transcurrido entre te y te + δte es infinitesimal, lo mismo que para to
y to + δto, comparados con las escalas de tiempo cosmológicas. De esto, se puede suponer
que el factor de escala es aproximadamente constante o no cambia durante los intervalos
de tiempo [te, te + δte] y [to, to + δto], es decir, a(te) ≈ a(te + δte) y a(to) ≈ a(to + δto).
Con este argumento, podemos sacar de la integral a a(t) en la expresión (2.7), obteniendo

1
a(te)

∫ te+δte

te

dt =
1

a(to)

∫ to+δto

to

dt, (2.8)

integrando se tiene

δte
a(te)

=
δto

a(to)
. (2.9)

En la realidad la fuente luminosa no sólo emite dos fotones sino todo un conjunto de ellos,
que son emitidos con un periodo igual a δte, y observados con un periodo δto. De aqui que
la frecuencia angular ω de estos fotones sea

ωe =
2π

δte
y ωo =

2π

δto
, (2.10)

sustituyendo estas expresiones en (2.9) se obtiene

a(to)
a(te)

=
ωe

ωo
, (2.11)

usando el hecho de que el corrimiento al rojo z se define en término de la frecuencia angular
como

z ≡ ωe − ωo

ωo
, (2.12)

podemos escribir la expresión (2.11) como

1 + z =
a(to)
a(te)

. (2.13)

Regularmente en la literatura se suele expresar esta relación de manera más compacta
como

1 + z =
a0

a(t)
, (2.14)

de donde se entiende que a0 es el valor que tiene el factor de escala hoy en d́ıa y a(t) el
valor que tuvo o tendrá en algún otro momento. La teoŕıa no dice cual debe ser el valor
de a0, aśı que normalmente y por simplicidad se elige que a0 = 1, por lo se que se tiene

1 + z =
1

a(t)
(2.15)

Entonces, con la expresión (2.15), una vez que se mide el corrimiento z de una fuente
lejana se puede determinar a que época de la evolución corresponde esa fuente a través de
a(t).
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2.1.3. Distancia de luminosidad

Consideremos de nuevo las ĺıneas de mundo de un observador ubicado en las coor-
denadas comóviles (r = 0, θ = 0, φ = 0) y una explosión de supernova (o alguna otra
fuente luminosa) ubicada en (r = r∗, θ = 0, φ = 0) la cual emite fotones que llegan hasta
el observador (ver figuras 2.4 y 2.5). El cálculo teórico de la distancia de luminosidad se
realiza a través de calcular primero la distancia comóvil r∗.

A partir de la métrica de FRW, la trayectoria nula que siguen los fotones entre la fuente
y el observador esta dada por las expresiones (2.1 y 2.2), de aqúı se obtiene la igualdad
(2.3), es decir,

∫ r∗

0

dr√
1 − kr2

=
∫ to

te

dt

a(t)
. (2.16)

Note que se han invertido los ĺımites de integración de la expresión (2.3). Esto es posible
debido a que lo que importa es la magnitud de r∗, que es lo que se desea calcular. Integrando
el lado derecho de la igualdad (2.16) tenemos

∫ r∗

0

dr√
1 − kr2

=
1√|k|sinn−1(

√
|k|r)

∣∣∣∣
r∗

0

=
1√|k|sinn−1(

√
|k|r∗), (2.17)

donde para simplificar la notación se ha definido la función “sinn” como

sinn(x) ≡

⎧⎪⎨
⎪⎩

sin(x) si k > 0 (i.e., Universo espacialmente cerrado, Ωk < 0),
x si k = 0 (i.e., Universo espacialmente plano, Ωk = 0),
sinh(x) si k < 0 (i.e., Universo espacialmente abierto, Ωk > 0).

(2.18)

Por otro lado, la integral del lado izquierdo de la igualdad de la expresión (2.16) puede
reescribirse como

∫ to

te

dt

a(t)
=
∫ a(to)

a(te)

da

a(t)(da/dt)

=
∫ a(to)

a(te)

da

a2 · (ȧ/a)

=
∫ ao

ae

da

a2H
, (2.19)

donde se ha utilizado la definición del parámetro de Hubble H ≡ ȧ/a. Luego, utilizando
la relación (2.15) entre el factor de escala y el corrimiento al rojo, a = 1/(1 + z), implica
que da = −dz/(1 + z)2, donde ae → z y ao → z = 0. Haciendo el cambio de variable de
a → z, la expresión (2.19) puede escribirse como

∫ to

te

dt

a(t)
= −

∫ 0

z

dz′

H(z′)
. (2.20)
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Utilizando las expresiones (2.17) y (2.20), la igualdad (2.16) puede expresarse como

1√|k|sinn−1(
√

|k|r∗) =
∫ z

0

dz′

H(z′)
. (2.21)

De esta expresión, resolvemos para r∗ para obtener

r∗(z) =
1√|k|sinn

[
c
√
|k|
∫ z

0

dz′

H(z′)

]
, (2.22)

donde hemos puesto expĺıcitamente el factor de la velocidad de la luz, c = 3 × 105 km/s,
para tener la expresión de la distancia comóvil, r∗(z), con sus unidades reales. Las unidades
de los demás factores son, [k] = 1/(distancia)2, [H] = (1/tiempo), el redshift z es adimen-
sional. Por otro lado, la distancia efectiva deff entre el observador y la fuente está dada
por deff = a(t)r∗(z). Luego, en astronomı́a resulta útil definir la llamada distancia de
luminosidad , que en términos de la distancia efectiva se expresa como

dL(z) ≡ deff(1 + z). (2.23)

Entonces, sustituyendo la expresión (2.22) para r∗ en la distancia efectiva, y ésta a su
vez en la definición de la distancia de luminosidad (2.23) obtenemos [20]:

dL(z) =
(1 + z)√|k| sinn

[
c
√

|k|
∫ z

0

dz′

H(z′)

]
(2.24)

La expresión para H(z) estará dada por el modelo cosmológico en particular en estudio,
es decir, es en H(z) donde entra la teoŕıa cosmológica.

2.1.4. Luminosidad y flujo

Comenzemos por definir algunas cantidades usadas en astrof́ısica y astronomı́a, estas
son:

Luminosidad L. Cantidad de enerǵıa radiada por una fuente, por unidad de tiempo.

Flujo f . Cantidad de enerǵıa radiada por una fuente, por unidad de tiempo, por unidad
de área, en todas direcciones de forma isotrópica.

De estas definiciones es claro que L y f se relacionan de la siguiente manera

L =
∫

S2

fdA = 4πr2f ⇒ f =
L

4πr2
. (2.25)

Consideremos una fuente luminosa en el Universo (por ejemplo, una galaxia o una
supernova) cuya luminosidad emitida deseamos calcular, a una frecuencia particular ωe

de los fotones. El sub́ındice “e” indica “emitidos” por la fuente luminosa. Sea entonces

ne =número de fotones emitidos por unidad de tiempo.

Ne =número total de fotones emitidos. Lo cual significa que ne = Ne/δte, donde δte
es el lapso de tiempo infinitesimal durante el cual la fuente luminosa emite fotones.
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Figura 2.6: Una fuente luminosa localizada en r = 0 emite luz en todas direcciones durante
un lapso de tiempo δte. Al cabo de un cierto tiempo, un observador situado a una distancia
comóvil r∗ mide un flujo de luz proveniente de la fuente, durante un lapso de tiempo δto.

Ee =enerǵıa de un fotón con frecuencia ωe, es decir, Ee = �ωe.

La luminosidad emitida se expresa como

Le = Ee
Ne

δte
= Eene = �ωene. (2.26)

Supongamos que la fuente se encuentra ubicada en las coordenadas espaciales comóviles
(r = 0, θ = 0, φ = 0). Y que además hay un observador ubicado en (r = r∗, θ = 0, φ = 0)
que mide desde su ubicación la luminosidad de la fuente (ver figura 2.6). De manera
análoga a la expresión (2.26), la luminosidad observada de la fuente se expresa como

Lo = Eo
No

δto
= Eono = �ωono, (2.27)

donde el sub́ındice “o” indica “observada”. Asumiendo que todos los fotones emitidos por
la fuente en r = 0 llegan a una esfera de radio r = r∗, al cabo de un cierto tiempo se tiene
entonces que

Ne = No. (2.28)

Usando la relación 1 + z = δto/δte = ωe/ωo [ver expresiones (2.10,2.12)], se puede deducir
de la expresión (2.28) que

Ne = No ⇒ neδte = noδto ⇒ no = ne
δte
δte

⇒

no =
ne

1 + z
. (2.29)

Y para la expresión (2.27) se deduce que
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Lo = �ωono = �

(
ωe

1 + z

)(
ne

1 + z

)
⇒

Lo =
Le

(1 + z)2
. (2.30)

Por otra parte, consideremos el flujo de enerǵıa “fo” [ver definición (2.25)] que el obser-
vador mide de la fuente, desde su ubicación. La distancia efectiva deff entre el observador
y la fuente esta dada por deff = a(t)r∗. Con esto, el flujo observado puede expresarse como

fo =
Lo

4πd2
eff

, (2.31)

usando la expresión (2.30) tenemos

fo =
Le

4πd2
eff(1 + z)2

(2.32)

2.1.5. La distancia modular.

Como se mencionó al principio de este caṕıtulo, en años recientes los astrónomos han
descubierto que las supernovas tipo Ia se comportan como candelas estándar, es decir, que
la luminosidad absoluta de cualquier explosión de SNe Ia es prácticamente la misma, sin
importar la parte del Universo donde sucedan. Este hecho ha sido aprovechado por los
astrónomos para medir distancias cosmológicas de las galaxias y cúmulos de galaxias que
las hospedan y con ello ir trazando la historia de la expansión del Universo.

La otra ventaja de las SNe Ia es que la explosión es enormemente brillante, lo que
permite que puedan ser vistas a grandes distancias, y con ello medir distancias muy grandes
y con mayor precisión que utilizando otras técnicas u objetos. La observaciones de objetos
lejanos permite recrear la historia de la expansión a tiempos más tempranos del Universo.

En una combinación de observaciones y modelos f́ısicos, los astrónomos han determi-
nado la expresión y sus coeficientes para la magnitud absoluta de la luminosidad de una
supernova tipo Ia, que se expresa como

M ≡ −2.5 log10

(
Le

Lsun

)
+ 4.74, (2.33)

donde el sub́ındice “sun” indica la luminosidad total del Sol, y que se usa como medida
de referencia y calibración en la expresión (2.33). La magnitud de esta luminosidad es:
Lsun = 3.85 × 1033 erg/seg. Observacionalmente los astrónomos han determinado un
valor de M = −19.31 ± 0.03 + 5 log10 h70 [17] para las supernovas, donde h70 = 0.7.

Por otra parte, la magnitud aparente u observada de la luminosidad se define como

m ≡ −2.5 log10

(
fo

fsun, 10pc

)
+ 4.74, (2.34)

donde el sub́ındice “sun, 10pc” indica que es el flujo del Sol medido a una distancia de
10 parsecs. La magnitud de este flujo es: fsun, 10pc = 3.21 × 10−7erg/(cm2·seg). Con estas
dos magnitudes, se define la distancia modular como
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μ ≡ m − M. (2.35)

Utilizando las expresiones (2.33–2.34), se puede expresar la distancia modular como

μ = 2.5
[
log10

(
Le

Lsun

)
− log10

(
fo

fsun, 10pc

)]

= 2.5
[
log10

(
Le · fsun, 10pc

Lsun · fo

)]
, (2.36)

sustituyendo la expresión (2.32) para fo se obtiene

μ = 2.5 log10

(
fsun, 10pc

Lsun
· 4πd2

eff(1 + z)2
)

. (2.37)

Por otra parte, usando de nuevo la expresión (2.32), se puede escribir el término del
flujo para el Sol como

fsun, 10pc =
Lsun

4πd2
eff, sun(1 + zsun)2

. (2.38)

Sin embargo, el corrimiento al rojo cosmológico para el Sol, zsun, es prácticamente cero,
lo cual es muy razonable ya que la distancia entre la Tierra y el Sol es en esencia nula en
comparación a las escalas cosmológicas, a esa ı́nfima distancia el efecto de la expansión es
totalmente despreciable y no hay redshift cosmológico. De aqúı que la ecuación (2.38) se
pueda expresar como

fsun, 10pc =
Lsun

4π(10pc)2
, (2.39)

sustituyendo en (2.37) tenemos

μ = 2.5 log10

(
d2

eff(1 + z)2

(10pc)2

)

= 5 log10

(
deff(1 + z)

10pc

)
. (2.40)

Normalmente, en lugar de la distancia efectiva deff , los astrónomos suelen usar la
distancia de luminosidad dL(z) ≡ deff(1 + z) [ver expresión 2.24)] en la distancia mod-
ular (2.40). Por otra parte, para medir distancias cosmológicas es más conveniente usar
unidades de “megaparsecs” (Mpc) en lugar de parsecs. Aśı que utilizando el hecho de que
10pc = 1Mpc/105 podemos expresar la ecuación (2.40) como

μ = 5 log10

(
dL(z)
1Mpc

· 105

)

= 5 log10

(
dL(z)
1Mpc

)
+ 5 log10(105) (2.41)
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2.2. PARÁMETRO DE CORRIMIENTO R DEL CMB

con lo cual se llega a

μ(z) = 5 log10

(
dL(z)
1Mpc

)
+ 25 (2.42)

donde dL(z) está dado por la expresión (2.24). Esta expresión de la distancia modular
corresponde al cálculo teórico de su magnitud, es decir, a partir de una teoŕıa o mode-
lo cosmológico, se puede determinar cual es la magnitud que predice el modelo para la
distancia modular μ(z) de un objeto luminoso ubicado a una distancia z de nosotros. En
contraparte, los astrónomos miden esta magnitud para diversos objetos brillantes en el
Universo, en particular, miden la magnitud de μ(z) para las supernovas Ia.

Por tanto, empleando la expresión (2.42) es posible confrontar las predicciones de un
modelo teórico, contra el conjunto de datos observacionales de supernovas Ia (u objetos
luminosos) y estudiar qué tanto el modelo es capaz de reproducirlos a través de μ(z). En
la figura 4.5 se muestran los datos observacionales más recientes de supernovas Ia de la
muestra “Union2” (2010) del “Supernova Cosmology Project” (SCP) compuesta de 557
datos de SNe Ia [18].

La confrontación entre “teoŕıa vs datos” y toda la información que se obtiene de hacer
este análisis se describirá con detalle en el caṕıtulo 3.

2.2. Parámetro de corrimiento R del CMB

La prueba cosmológica basada en el parámetro de corrimiento R de las anistroṕıas
de la radiación cósmica de fondo (CMB) es una prueba de gran precisión y que toma
en cuenta tiempos muy tempranos del Universo (hasta un z = 1089). Esta se basa en la
ubicación lTT

1 del primer pico del espectro de las anisotroṕıas en la temperatura del CMB
(ver figura 2.7).

El parámetro de corrimiento R del CMB se define como [21]–[24]

R ≡ l̃ TT
1

lTT
1

, (2.43)

donde lTT
1 corresponde a la predicción de la ubicación del primer pico de acuerdo al modelo

cosmológico que se desea probar, con (wm ≡ Ωm0h
2, wb ≡ Ωb0h

2, h) fijos. Y l̃ TT
1 es la

predicción de un modelo de referencia, que suele denotarse como “SCDM”, que consiste
en asumir una geometŕıa espacial del Universo plana, con ΩM0 = 1, y asumiendolos mismos
valores para (wm, wb) que el modelo a probar.

Observacionalmente, a través de las mediciones de las anisotroṕıas en temperatura del
CMB, se encuentra que la ubicación del primer pico es lTT

1 = 220.8 ± 0.7 [26, 27].
Para eliminar la dependencia de modelo que pueda resultar de calcular la escala del

horizonte de sonido se define un parámetro que pueda ser lo más independiente posible
del modelo asumido. Normalmente esto se hace considerando el cociente de R = l̃ TT

1 /lTT
1

en lugar de usar solo lTT
1 , para probar modelos.

El cálculo teórico de lTT
1 está relacionado con la escala comóvil del horizonte del sonido

en la época de la última dispersión, rs(zrec), y la distancia diametral angular del horizonte
de sonido, dA(zrec), a través de la escala angular del horizonte del sonido en la época de
la última dispersión, θTT

1 , de la siguiente forma
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lTT
1 = lA(dA, rs)[1 − ψ(wm, wb)], (2.44)

donde

lA(dA, rs) ≡ π

θTT
1

, y θTT
1 ≡ rs(zrec)

dA(zrec)
, (2.45)

de aqúı que,

lTT
1 = π[1 − ψ(wm, wb)]

dA(zrec)
rs(zrec)

. (2.46)

El parámetro de corrimiento de fase ψ(wm, wb) � 0.27 depende débilmente de los paráme-
tros cosmológicos [28]. La escala comóvil del horizonte del sonido, rs(zrec), se calcula como

rs(zrec) = arec

∫ arec

0

cs(a)da

a2H(a)
= arec

∫ arec

0

cs(a)da

Ω1/2
M0

[
Ωrh

2

ΩM0h2
+ a

]−1/2

, (2.47)

donde cs(a) es la velocidad del sonido3 dada por

c2
s(a) =

δp

δρ
=

1
3[1 + (3Ωb/4Ωr)a]

. (2.48)

Por otra parte, la distancia diametral angular dA de un objeto astrof́ısico se define
como el cociente entre el tamaño transversal f́ısico (real) x del objeto y su tamaño angular
θ visto por un observador, es decir,

dA ≡ x
θ
. (2.49)

La distancia diametral angular depende del modelo cosmológico que se asuma, a través de
x. La distancia diametral angular es usada para convertir una separación angular entre dos
puntos dados en una imagen obtenida por un telescopio, en una separación propia4 en la
fuente. Resulta que dA está relacionada con la distancia de luminosidad dL [ver expresión
(2.24)] de la siguiente forma [29]

dA =
dL

(1 + z)2
. (2.50)

Por lo tanto, usando la expresión (2.24) y expresando k en términos de Ωk0, resulta

dA(z) =
a

H0

√|Ωk|
sinn

[
H0

√
|Ωk|

∫ z

0

dz′

H(z′)

]
, (2.51)

donde se ha usado (1+z) = 1/a. La distancia diametral angular para el modelo cosmológico
de referencia SCDM, que distinguiremos por una tilde, d̃A(z), puede calcularse usando la
expresión (2.51), para obtener (asumiendo el Universo espacialmente plano):

3En cosmoloǵıa se suele llamar “sonido” a las ondas mecánicas que se propagan en el fluido cosmológico,
en analoǵıa a la propagación del sonido en el aire.

4“Propia” en el sentido de Relatividad.
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Figura 2.7: Ubicación del primer pico lTT
1 : Espectro de potencias de las anisotroṕıas de

temperatura de la radiación cósmica de fondo (CMB). La gráfica muestra los datos ob-
servacionales (puntos) medidos por WMAP durante sus tres primeros años. De acuerdo
a los datos, la ubicación del primer pico lTT

1 (el pico más alto en la gráfica) se local-
iza en lTT

1 = 220, tal como lo marca la ĺınea vertical de punteo corto. La ĺınea con-
tinua que ajusta a los datos corresponde al modelo “ΛCDM”, que asume los valores:
(wm = 0.14, wb = 0.022, h = 0.72), donde wm ≡ ΩM0h

2, wb ≡ Ωb0h
2 y H0 = h × 100

(km/s)Mpc−1. El modelo ΛCDM predice teóricamente que la ubicación de lTT
1 es tam-

bién en 220 (que se denota como lΛCDM
peak = 220). La ĺınea punteada corresponde a un

modelo de referencia, denotado como “SCDM”, que se diferencia de “ΛCDM” únicamente
en el hecho de que SCDM asume un valor de ΩM0 = 1, de aqui que sus valores sean
(wm = 0.14, wb = 0.022, h = 0.37). SCDM predice teóricamente la ubicación de lTT

1 en 246
(que se denota como lSCDM

peak = 246) y que se indica con la ĺınea vertical de punteo largo.
El parámetro de corrimiento R del CMB se define como R ≡ lSCDM

peak /lΛCDM
peak . Créditos de

la imagen original: Nesseris et al. [25].
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d̃a(zrec) =
arec

H0

∫ zrec

0

dz

[Ω̃M0(1 + z)3 + Ω̃r(1 + z)4]1/2

=
2arec

H0

[
(Ω̃r + 1)1/2 − (arec + Ω̃r)1/2

]
, (2.52)

donde hemos usado el hecho de que Ω̃M0 = 1, dado que es el modelo de referencia. Se
define el factor de corrección como q(Ω̃r, arec) ≡ (Ω̃r + 1)1/2 − (arec + Ω̃r)1/2. Con esto, la
distancia diametral angular para SCDM es

d̃a(zrec) =
2arec

H0
q(Ω̃r, arec). (2.53)

Por lo tanto, usando las expresiones (2.46–2.53) y asumiendo un Universo espacial-
mente plano, la expresión teórica para calcular R queda dada como

R =
l̃ TT
1

lTT
1

=
l̃A(1 − ψ̃)
lA(1 − ψ)

=
rsd̃A(zrec)
r̃sdA(zrec)

=
2

Ω1/2
M0 χ(zrec)

q(Ω̃r, arec), (2.54)

donde se ha usado el hecho de que ψ = ψ̃, debido a que (wb = w̃b, wm = w̃m), y se ha
definido

χ(z) ≡
∫ z

0

H0

H(z′)
dz′. (2.55)

La expresión (2.54) depende poco de la presencia o valor de otros parámetros cos-
mológicos que no sean a través de H(z). La dependencia entra principalmente a través de
la presencia de ΩM0 y q(Ω̃r, arec) en la expresión (2.54).

Por otro lado, se tiene que wm = h̃2, ya que por definición, wm ≡ ΩM0h
2, y al considerar

el modelo de referencia se asumió que ΩM0 = 1. Los valores para los demás parámetros
son [28]:

wr ≡ Ωrh
2 � 2.47 × 10−5 (2.56)

zrec = 1048(1 + 0.00124w−0.738
b )(1 + g1w

g2
m ), (2.57)

donde

g1 =
0.0783

w0.238
b (1 + 39.5w0.763

b )
y g2 =

0.560
1 + 21.1w1.81

b

. (2.58)

T́ıpicamente zrec � 1089 [23, 30]. Es importante señalar que aún no ha sido demostrado
o investigado de manera cuidadosa qué tanto el parámetro de corrimiento es dependiente
de los valores de (wm, wb), que afectaŕıan a R a través de q(Ω̃r, arec) [lo cual es igual a
q(wr/h̃2, arec(wm, wb))], ver expresión (2.54). Para no correr riesgos de una posible de-
pendencia fuerte, se elige definir un paramétro R̄ que pueda ser equivalente a R, que no
contenga al término q(Ω̃r, arec) pero que tenga la misma utilidad que R. Usualmente se
define entonces como R̄ ≡ Ω1/2

M0χ(zrec), esto es,
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R̄ =
√

ΩM0

∫ zrec

0

H0

H(z)
dz (2.59)

A esta nueva R̄ es a la que se le suele llamar en la literatura como el “parámetro de
corrimiento” [31, 33]. Para el caso general con curvatura espacial, R̄ tiene la forma:

R̄ =

√
ΩM0

|Ωk0| sinn
[√

|Ωk0|
∫ zrec

0

H0

H(z)
dz

]
. (2.60)

Como se comentó anteriormente, observacionalmente se encuentra que lTT
1 = 220 [27].

Para obtener un valor de R, o equivalentemente de R̄, el cual será usado para probar
modelos cosmológicos arbitrarios, es preciso primero conocer el valor de l̃ TT

1 y luego hacer
el cociente con lTT

1 . Sin embargo, para calcular l̃ TT
1 es preciso primero asumir o definir

el modelo de referencia SCDM. Para ello se acostumbra usar el modelo ΛCDM, debido a
que ajusta muy bien el primer pico. A este aspecto, es importante enfatizar que se utiliza
ΛCDM pero no como el modelo de referencia, sino como el modelo con el cual se calculaŕıa
teóricamente el valor lTT

1 = 220, no para calcular el valor de 220, ya que esto se conoce
de forma puramente observacional, sino más bien para poder determinar cuales son los
valores de los parámetros (wm, wb, h) que se necesitan conocer para usarlos en el modelo
de referencia SCDM.

Resulta entonces que los valores que mejor ajustan los datos del CMB usando ΛCDM
son (wm = 0.14, wb = 0.022, h = 0.72), generando lTT

1 = 220 ± 0.08. Con lo cual se
encuentra que los valores para SCDM deben ser entonces (wm = 0.14, wb = 0.022, h =
0.37), con lo cual se calcula l̃ TT

1 = 247. De aqúı que

R =
l̃ TT
1

lTT
1

= 1.122 ± 0.3. (2.61)

O equivalentemente, asumiendo un valor de q = 0.964 se obtiene

R̄ = Ω1/2
M0χ(zrec) = 1.71 ± 0.05. (2.62)

El valor reportado usando los datos de WMAP es de [32]

R̄ = 1.71 ± 0.03 (2.63)

2.3. Oscilaciones acústicas bariónicas

A través del muestreo de galaxias se ha encontrado que su distribución en el Universo
es de tal forma que hay regiones con sobredensidad y otras de baja densidad, lo cual
técnicamente es llamado como: “acumulación (clustering) de la materia bariónica”. Se le
llama “materia bariónica” por tratarse de las galaxias.

El estudio de estas sobre y baja densidades se hace a través de una función de cor-
relación a gran escala en una muestra de galaxias rojas luminosas (GRL) del SDSS
(Sloan Digital Sky Survey) constituida por 46,748 galaxias ubicadas hasta una distan-
cia de z =0.47, la cual indica un pico evidente ubicado alrededor de 100h−1 Mpc [34]
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Figura 2.8: Oscilaciones acústicas bariónicas. Observe la existencia de un pico ubicado
alrededor de 100h−1 Mpc. La existencia de este tipo y su valor observacional permite
crear una prueba cosmológica para modelos. Créditos de la imagen: Eisenstein et al. [34].

(ver figura 2.8). La existencia de este pico es el motivo del término “oscilaciones acústicas
bariónicas” y su ubicación permite crear una prueba para modelos cosmológicos.

T́ıpicamente, para tomar en cuenta una región confiable de este muestreo de galaxias
se hace un corte a z = 0.35 para estar seguros de que se está trabajando en el bulto de la
muestra y no es sus orillas. Algunos autores, prefieren dividir la muestra en dos regiones
o esferas, una hasta z = 0.2 y la otra hasta z = 0.35, para tener una región de galaxias
cercanas (hasta z = 0.2) y otra lejana (hasta z = 0.35).

Existen al menos tres maneras de implementar la prueba de las oscilaciones acústicas
bariónicas (BAO) para probar modelos cosmológicos, estas son: (1) usando el pico acústico
A, (2) usando el pico acústico dz, y (3) usando una prueba de dos puntos f . A continuación
se detalla cada una de estas tres maneras.

Para el caso de un Universo plano, con w constante y usando el hecho de que se tiene
un valor del redshift pequeño, zBAO =0.35, el pico acústico A de BAO se puede definir
como [25, 34].

A(z) =
√

ΩM0

E(zBAO)1/3

[
1

zBAO

∫ zBAO

0

dz

E(z)

]2/3

. (2.64)

Observacionalmente se encuentra que el valor de A es de [34]

A ≡ DV (zBAO)

√
ΩM0H2

0

zBAO c
= 0.469 ± 0.017, (2.65)

donde “c” es la velocidad de la luz y ΩM0 es la componente conjunta de materia bariónica
más oscura. Este valor observacional es el resultado de la función de correlación a grandes
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escalas de una muestra de galaxias rojas luminosas (GRL) del SDSS (Sloan Digital Sky
Survey) constituida por 46,748 galaxias ubicadas hasta una distancia de z =0.47 [34].

La función DV (z) se llama “distancia de dilación” y se define como [34, 35]

DV (z) ≡
[
d2

A

c z(1 + z)2

H(z)

]1/3

, (2.66)

donde dA es la distancia diametral angular. Se demuestra que DV (z) tiene la forma [34]–
[36]

DV (z) =

[
z

H(z)

(∫ z

0

dz′

H(z′)

)2
]1/3

. (2.67)

Otra forma de implementar la prueba cosmológica usando las oscilaciones acústicas
bariónicas es también a través de la posición del pico acústico pero ahora definida como
[35]

dz(z) ≡ rs(zd)/DV (0.275), (2.68)

donde rs(zd) es el horizonte del sonido comóvil en la época de arrastre de bariones (bary-
on drag epoch) y DV (z) está dado por la expresión (2.66). El valor observacional es
dz = 0.1390 ± 0.0037 [35].

La tercera forma de implementar los resultados observacionales de BAO para probar
modelos cosmológicos es a través del cociente de la distancia de dilación evaluada en dos
valores del corrimiento al rojo, es decir, z = 0.2, 0.35. Este cociente se denomina “cociente
de distancias” f y se define como

f(z) ≡ DV (0.35)
DV (0.2)

. (2.69)

El valor observacional que se encuentra es f = 1.736 ± 0.065 [35]. Esta tercera forma de
implementar BAO es la más independiente del modelo y por tanto la más adecuada para
probar modelos cosmológicos arbitrarios. El valor observacional de f , aśı como el de dz,
provienen del análisis espectroscópico de 893,319 galaxias sobre 9100 deg2 del SDSS en su
versión “Data Release 7” que incluye las muestras de galaxias rojas luminosas (LRG), las
muestras principales y la muestra del 2dFGRS (2-degree Field Galaxy Redshift Survey)
[35].

2.4. En resumen:

En este caṕıtulo se han descrito tres tipos de pruebas cosmológicas que serán usadas
para confrontar el modelo propuesto en el presente trabajo de tesis (que se describirá en
el caṕıtulo 6) contra datos observacionales, tales como los de las supernovas tipo Ia, la
ubicación del primer pico del CMB y el pico de las oscilaciones acústicas bariónicas.

En este sentido, las expresiones (2.15), (2.42), (2.59), (2.63), (2.64) y (2.65) son las
más relevantes de este caṕıtulo y que se usarán posteriormente.
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Confrontar modelos contra observaciones permite estudiar la viabilidad de modelos y
acotar sus parámetros libres, para con ello, verifica si la teoŕıa (el modelo) realmente puede
explicar la realidad (las observaciones) y pasar de la especulación a la comprobación, de
aqui la importancia de lo presentado en este caṕıtulo.

No obstante, para poder hacer esta confrontación de la teoŕıa contra datos aún falta un
elemento central que permite hacerlo, que es la “función estad́ıstica χ2”. Esta función es el
puente entre la teoŕıa y datos, permite confrontar entre el valor medido observacionalmente
de un dato contra su valor predicho teóricamente. La construcción y descripción de la
función χ2 es justamente el tema del siguiente caṕıtulo: la estad́ıstica Bayesiana.
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Caṕıtulo 3

Estad́ıstica Bayesiana

Actualmente, una parte central de la cosmoloǵıa consiste en utilizar los datos y obser-
vaciones cosmológicas para obtener conclusiones sobre los modelos que intentan describir
al Universo. Por un lado, esto se logra a través de probar o verificar que los modelos sean
capaces de reproducir lo que se observa a nivel cosmológico, por ejemplo, los datos obser-
vacionales de supernovas, el primer pico lTT

1 de las anisotroṕıas del CMB, etc. Y por otro
lado, las mismas observaciones sirven para poner cotas a los valores de los parámetros
libres de los modelos.

En términos matemáticos, probar un modelo y poner cotas observacionales a sus
parámetros libres se traduce en realizar un análisis estad́ıstico Bayesiano al modelo en
cuestión, usando datos observacionales, en el cual se confronta “modelo vs observaciones”.
El análisis Bayesiano es el tema central del presente caṕıtulo, comenzaré por explicar la
notación que utilizaré.

Definición. Sean X y Y dos proposiciones, las cuales pueden tomar por ahora solamente
dos valores cada una de ellas: que sea falsa o verdadera. Además, sea I una suposi-
ción. Entonces la notación:

Prob(X,Y |I)

indica la probabilidad de que X y Y sean verdaderas, asumiendo a I como verdadera.

Esta definición se extiende a cualquier número n de proposiciones X1, X2, . . . y de
suposiciones I1, I2, . . . . O bien, la proposición sola X puede representar todo un conjunto
de proposiciones o parámetros. Lo mismo para I.

En el contexto de nuestro estudio, X1, X2, . . ., serán los parámetros a inferir (e.g., los
valores de los parámetros Ωm,H0, ζ, etc.) a partir de los datos observacionales. Y I1, I2, . . .
será la información de fondo, con la que ya contamos respecto al Universo y que asumimos
como cierta (e.g., los datos observacionales de las supernovas, la teoŕıa de la Relatividad,
el valor actual de la constante de Hubble, etc.).

La idea básica del estudio estad́ıstico es buscar los valores de los parámetros que mejor
se ajusten a los datos. Esto significa, en términos de la estad́ıstica Bayesiana, el buscar los
valores que nos den la máxima probabilidad de que sean ciertos. Esta búsqueda se hará a
través de una técnica estad́ıstica llamada prueba χ2.
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3.1. Teoremas de probabilidad

Los dos axiomas de probabilidad que serán de utilidad en lo siguiente son:

Axioma. Suma de probabilidades:

Prob(X|I) + Prob(X̄ | I) = 1, (3.1)

donde X̄ significa la negación de la proposición X.

Axioma. Producto de probabilidades:

Prob(X, Y | I) = Prob(X | Y, I) · Prob(Y | I). (3.2)

Lo que se desea es calcular probabilidades de los posibles “valores” que las proposi-
ciones1 pueden tomar, tales que maximicen la probabilidad de que estos valores sean
ciertos en base a datos observacionales. Esto se traduce primeramente en calcular cierta
probabilidad llamada comúnmente “probabilidad posterior”, que se define como:

Prob(X | Y, I).

Esta expresión se leé como: “probabilidad de que los valores asumidos para la proposi-
ción o variable X [por ejemplo, X = (Ωm,H0)] sean ciertos, asumiendo cierta proposición
o datos Y como verdaderos (por ejemplo, Y = los datos observacionales de supernovas),
aśı como también alguna otra información de fondo I (por ejemplo, algunos otros valores
cosmológicos y la teoŕıa de la relatividad) como cierta”.

La idea es calcular la probabilidad posterior para cada posible valor de X, buscando
el valor X = X0 que tiene el máximo valor de probabilidad posterior, lo cual significa que
X0 tiene la máxima probabilidad de ser cierto. A este valor X0 se le denomina “la mejor
estimación de X”, calculado a partir de cierto conjunto de datos observacionales.

Desafortunadamente es dif́ıcil poder calcular la probabilidad posterior directamente,
pero a través del Teorema de Bayes se puede hacer este cálculo.

Teorema de Bayes

Prob(X | Y, I) =
Prob(Y | X, I) · Prob(X | I)

Prob(Y | I)
, (3.3)

donde, cada uno de estos factores tienen un nombre particular:

Prob(X | Y, I) = Probabilidad posterior.

Prob(Y | X, I) = Función de probabilidad.

Prob(X | I) = Probabilidad previa.

1Más adelante se verá que estas proposiciones usualmente corresponderán a los valores de parámetros
libres de un modelo o teoŕıa dada.
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El teorema de Bayes se demuestra fácilmente de los axiomas (3.1) y (3.2). Este teorema
se puede generalizar directamente al caso cuando las proposiciones o parámetros X y Y
pueden tomar más que solo dos valores (falso o verdadero), sino todo un conjunto discreto
de valores, o más aún, un continuo de valores. Además, se generaliza al caso cuando se
tienen más que solo dos parámetros (X,Y ), como será mostrado en la siguiente sección.

Para el caso continuo, el teorema de Bayes toma la forma

fdp(X|Y, I) =
fdp(Y |X, I) · fdp(X|I)

fdp(X,Y |I)
(3.4)

donde ahora X y Y toman valores continuos. Las expresiones “ fdp ” se denominan ahora
como funciones de densidad de probabilidad (FDP) para X y Y .

3.2. Prueba χ2

A continuación se describe la técnica estad́ıstica de estimación de parámetros llamada
prueba χ2.

Sean:

X ≡ Vector cuyas componentes son el conjunto de los parámetros a estimar su valor
[por ejemplo, X = (ζ, H0, Ωm)].

D ≡ Vector cuyas componentes son el conjunto de datos observacionales [por ejemplo,
los datos de supernovas, D = (x1, x2, . . . , xn)].

I ≡ Información de fondo que se asume como verdadera (por ejemplo, que la Teoŕıa
General de la Relatividad es correcta).

Entonces, el teorema de Bayes se escribe como:

Prob(X | D, I) ∝ Prob(D | X, I) · Prob(X | I). (3.5)

Se ha omitido el denominador que aparećıa en el teorema de Bayes (3.3), debido a que
no es un factor relevante2, lo importante son los otros dos factores: la función de proba-
bilidad Prob(D | X, I), y la probabilidad previa Prob(X | I). Debido a que se ha omitido
“Prob(D|I)” en la expresión (3.5), es por eso que en lugar del śımbolo de “igualdad”
aparece el de “proporcional” (∝).

El cálculo de la probabilidad posterior se basa en tres suposiciones. La primera es sobre
la forma de la probabilidad previa. En este momento se va a asumir que es constante, sin
embargo, en la sección 3.3 se estudiarán y utilizarán otras posibilidades (ver figura 3.1).
Entonces, asumiendo una probabilidad previa constante, se tiene

Prob(X | I) = cte. (3.6)

Esta expresión indica que todos los valores posibles para la proposición X son igual-
mente probables a priori, lo cual hace que su probabilidad previa sea una constante.

2El factor que iŕıa como denominador seŕıa: Prob(D|I)= probabilidad de que los datos sean ciertos
asumiendo que la teoŕıa es válida. Este término no depende de X y se utiliza principalmente solo para
normalizar el valor de la probabilidad posterior
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Prob(X | I) es la probabilidad de que los parámetros X tengan cierto valor, asumiendo
a la teoŕıa e información de fondo como verdaderas. Pero de la pura teoŕıa e información
de fondo, los parámetros X no logran preferir algún valor en particular a priori, sino que
son los datos D quienes permiten escoger cuáles valores de X dan la mayor probabilidad
de ser los verdaderos. Por tanto, la suposición “Prob(X | I) = cte” indica que a priori no
se está asignando alguna probabilidad mayor para algún valor particular de X sino que se
les está asignando la misma probabilidad de ser, a cada uno de ellos.

Dado que la probabilidad previa es una constante, entonces todo el peso de calcular la
probabilidad posterior recae sobre la función de probabilidad, esto es:

Prob(X | D, I) ∝ Prob(D | X, I). (3.7)

Ahora, tomemos dos datos cualesquiera xk y xl del conjunto de datos D. Del axioma
(3.2) tenemos que:

Prob(xk, xl|X, I) = Prob(xk|xl, X, I) · Prob(xl|X, I). (3.8)

En este momento conviene establecer la segunda suposición, esta es: “La medición
observacional de cada dato xk es independiente de la medición de cualquier otro dato xl”.

Esta suposición es muy razonable, ya que por ejemplo, medir la distancia modular μ(z)
[cf. definición (2.42)] de una supernova, no influye en la medición que se obtiene al medir
la distancia modular de alguna otra. Utilizando esta suposición, obtenemos:

Prob(xk|xl, X, I) = Prob(xk|X, I),

de aqúı que:

Prob(xk, xl|X, I) = Prob(xk|X, I) · Prob(xl|X, I). (3.9)

Solo ha desaparecido el elemento xl del primer factor del lado derecho de la igualdad
(3.8). Aplicando la propiedad (3.9) a todos los datos, la función de probabilidad se vuelve:

Prob(D|X, I) =
n∏

k=1

Prob(xk|X, I). (3.10)

La tercera suposición es: “La distribución de probabilidad de cada dato xk, generada
a partir de su medición observacional, es en una buena aproximación, una distribución
Gaussiana”. Esta suposición se basa sobre el hecho experimental de que en la naturaleza
al tomar l-mediciones de un mismo fenómeno bajo las mismas condiciones (en este caso
por ejemplo, la observación de la luminosidad relativa de una supernova), la distribución
histográfica de estas mediciones es Gaussiana.

Considerando esto, la distribución de probabilidad del dato xk, tiene la forma:

Prob(xk|X, I) =
1

σk

√
2π

exp
[
−(mk − xk)2

2σ2
k

]
, (3.11)

donde:
mk= es la media de la distribución gaussiana, es decir, mk es el valor promedio de xk.
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σk= es la desviación estándar que se obtiene de las multiples observaciones del dato
xk.

En términos cosmológicos y para el caso de la prueba de supernovas, el dato xk corre-
sponde a la medición observacional de la distancia modular “μk” de la k-ésima supernova
del conjunto de datos de SNe. La distribución de probabilidad para μk surge de todas las
mediciones realizadas a ésta magnitud, y que de acuerdo con la tercera suposición tiene
la forma de una distribución Gaussiana o normal, centrada en el valor mk.

Respecto a la magnitud de mk, en el caso de la prueba de supernovas va a corresponder
al valor que teóricamente se predice para el dato μk de la supernova. Para ir relacionando
la teoŕıa estad́ıstica aqúı presentada con las pruebas cosmológicas, en lo siguiente cam-
biaré la notación como xk → μo

k, donde el supeŕındice “o” en μo
k indica que es el k-ésimo

dato medido observacionalmente. Y mk → μt
k(z), donde el supeŕındice “t” en μt

k(z) indica
que es el k-ésimo dato predicho teóricamente por el modelo cosmológico en estudio. Nótese
que solo μt

k(z) depende del redshift z, el otro término, μo
k, no porque es un dato obser-

vacional, que śı tiene asociado un valor especifico de z, que fue medido y fijado también
observacionalmente.

Combinando (3.10) y (3.11), la función de probabilidad toma la forma:

Prob(D|X, I) =
n∏

k=1

1
σk

√
2π

exp
[
−(μt

k(z,X) − μo
k)

2

2σ2
k

]
. (3.12)

Observe como μt
k(z, X) depende de X. La parte de los datos observacionales D corre-

sponden a μo
k. El término σk es la desviación estandar que se obtiene de las multiples

observaciones del dato μo
k, su valor se obtiene también de las observaciones.

Definiendo la constante A como

A ≡
n∏ 1

σk

√
2π

, (3.13)

y a la función χ2 como

χ2 ≡
n∑

k=1

(μt
k(z) − μo

k)
2

σ2
k

(3.14)

obtenemos que la función de probabilidad del teorema de Bayes (3.5) adquiere la forma:

Prob(D|X, I) = A exp
[
−χ2

2

]
. (3.15)

Por tanto, de acuerdo a la igualdad (3.7), hemos hallado la expresión para la probabilidad
posterior :

Prob(X|D, I) = B exp
[
−χ2

2

]
, (3.16)

donde B es una constante de proporcionalidad (y normalización), en ella ya va incluida
la constante A. Observe que la función χ2 no depende de z, solo depende del conjunto de
parámetros X.
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Para el caso continuo, la expresión de la función de probabilidad (3.15) puede expresarse
en términos de una función de densidad de probabilidad como

fdp(D|X, I) = cte · e−χ2/2, (3.17)

donde “cte” es una constante de normalización. Con esta expresión, y para el caso más
general en el cual no se asume necesariamente que la probabilidad previa sea una constante
[ver expresión (3.6)], el teorema de Bayes toma la forma [ver (3.5) y (3.4)]

fdp(X|D, I) = cte · e−χ2/2 · fdp(X|I) (3.18)

Con esta expresión general (3.18) para la FDP posterior, es posible redefinir una nueva
función χ2 como

fdp(X|D, I) ≡ cte · e−χ2
n/2, (3.19)

donde χ2
n es la nueva función χ2, el sub́ındice “n” indica que es la nueva función. Re-

solviendo para χ2
n obtenemos

χ2
n(X) = −2 ln

(
fdp(X|D, I)

cte

)
(3.20)

Calcular las mejores estimaciones de cierto conjunto de parámetros,
X = (x1, x2, ..., xn), significa encontrar el valor x0

i para cada uno de los paráme-
tros xi que en conjunto formarán un vector X0 = (x0

1, x
0
2, ..., x

0
n) con la caracteŕıstica de

que maximiza la probabilidad posterior fdp(X|D, I) [ver ecuación (3.18)], es decir, que
tienen el máximo de probabilidad de ser ciertos. A partir de la ecuación (3.19) puede
verse que encontrar los valores xi que maximizan a fdp(X|D, I) es equivalente a que
minimizen la función χ2

n(X).
Regularmente se trabaja sobre la función χ2

n(X) en lugar de la FDP posterior. Calcular
el vector X0 es escencialmente un trabajo de calcular el mı́nimo de una función [χ2

n(X)]
de varias variables.

3.2.1. χ2 como medida de calidad de ajuste

Una vez que se tiene un modelo teórico que contiene ciertos parámetros libres X que se
desean estimar a través de datos observacionales, se busca el mı́nimo de la función χ2

n(X),
con lo cual se logran dos cosas:

Estimación de parámetros. La prueba da como resultado la mejor estimación de los
valores de los parámetros libres, X0, del modelo teórico, en relación al conjunto de
datos observacionales utilizados.

Calidad de ajuste. La misma prueba determina qué tan bueno es el ajuste del modelo
teórico a los datos. Mientras más pequeño sea el valor de χ2

n, mejor a sido el ajuste
de la teoŕıa a los datos.

Una manera burda de estimar si un modelo ajusta razonablemente a los datos es que
el valor obtenido para χ2

n(X) sea del mismo orden que el número de datos utilizados para
la prueba.
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3.2.2. χ2 por grados de libertad

El mı́nimo de la función χ2 por grados de libertad se suele denotar como χ2
d.o.f. y se

define como

χ2
d.o.f. ≡

χ2
min

n − p
(3.21)

donde χ2
min denota el valor mı́nimo de la función χ2

n, n corresponde al número de datos
observacionales utilizados para acotar y calcular los p parámetros libres de la teoŕıa. Por
ejemplo, la muestra de supernovas “Union2” de la SCP [18] está compuesta de 557 datos,
si con esta muestra de SNe estamos interesados en acotar y calcular dos parámetros libres
de un modelo cosmológico en particular, por ejemplo, la densidad de materia ΩM0 y la
constante de Hubble H0, entonces n = 557 y p = 2. Supongamos que el valor mı́nimo que
se obtiene de la función χ2

n al estimar los valores de (ΩM0,H0) es χ2
min = 570, entonces,

χ2
d.o.f. = 1.027.

Siguiendo con el ejemplo, si ahora se utiliza la prueba conjunta de supernovas “Union2”,
más el parámetro de corrimiento R del CMB, “SNe+CMB”, para calcular las mejores
estimaciones de (ΩM0,H0), entonces n = 558, ya que el valor observacional del R aporta
un dato al conjunto de valores observacionales.

La ventaja y utilidad de calcular el valor de χ2
d.o.f. consiste en que su magnitud es

más independiente del número de datos observacionales utilizados para estimar valores de
parámetros libres de un modelo, en comparación al valor de χ2

min. Debido a que el valor
del mı́nimo de la función χ2

n permite medir la calidad de ajuste del modelo en cuestión a
los datos observacionales, resulta muy útil tener un valor del mı́nimo de χ2

n independiente
del número de datos utilizados, ya que esto permite comparar entre diferentes mı́nimos
de χ2

n, obtenidos a partir de diferentes muestras de datos observacionales que contienen
diferentes cantidades de números de datos n, para observar la calidad de ajuste del modelo
a los diferentes grupos de datos utilizados para probarlo y poder comparar entre ellos.

Por ejemplo, si ahora se utiliza la muestra de supernovas “Union” de la SCP [37] que
está compuesta de 307 datos, para estimar los valores de (ΩM0,H0), y se obtiene un valor
de χ2

min = 340, se estaŕıa teniendo un valor mucho menor de χ2
min que cuando se utiliza la

muestra “Union2” (χ2
min = 570), sin embargo esto no significa que la calidad de ajuste sea

mejor. Si ahora comparamos los valores de χ2
d.o.f. notamos que en realidad el mejor ajuste

se logró utilizando la muestra de “Union2” (χ2
d.o.f. = 1.027), ya que usando “Union” se

tiene que χ2
d.o.f. = 1.114. Mientras más pequeño sea el valor de χ2

d.o.f., mejor habrá sido la
calidad de ajuste del modelo a los datos.

3.3. Marginalización

Una herramienta estad́ıstica de gran utilidad es la llamada marginalización. El pro-
ceso de marginalización se utiliza cuando en un modelo teórico con varios parámetros
libres, es necesario reducir el número de estos o eliminar estad́ısticamente la dependencia
del modelo con respecto a algunos parámetros en particular para después poder calcular los
valores más probables de los parámetros libres restantes. Técnicamente significa construir
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probabilidades o funciones de distribución de probabilidad (FDP) que ya no dependan de
algunos parámetros en particular del modelo.

Para ilustrar esto ya en el caso de la cosmoloǵıa, la marginalización se utiliza cuando
se desea calcular las mejores estimaciones de ciertos parámetros libres de algún modelo
cosmológico en particular, por ejemplo Ωm, pero hay más parámetros libres en los cuales
no estamos interesados en estimar por alguna razón, por ejemplo H0, entonces se usa el
proceso de marginalización, que para el ejemplo seŕıa marginalizar sobre H0 para eliminarlo
como parámetro libre del modelo y poder tener una FDP que ya no dependa de H0 y con
la cual podremos calcular el valor estad́ısticamente más probable de Ωm solamente.

La marginalización consiste escencialmente en sumar las probabilidades sobre todos los
valores probables de una proposición o parámetro. Retomando la notación y expresiones
que se utilizaron al principio de este caṕıtulo, una manera de expresar la ecuación de
marginalización en su forma más sencilla es

Ecuación de Marginalización

Prob(X|I) = Prob(X,Y |I) + Prob(X, Ȳ |I), (3.22)

donde X y Y son proposiciones que pueden tomar solamente dos valores cada una de ellas:
que sea falsa o verdadera. La barra sobre Ȳ indica que la proposición es falsa y I es una
suposición. Entonces, inicialmente se tiene un sistema o modelo teórico que depende de
dos proposiciones o parámetros, X y Y , cuya probabilidad de que sean verdaderas o falsas
esta cuantificada por la probabilidad Prob(X, Y |I). Para deshacernos del parámetro Y
(i.e., marginalizar sobre Y ), sumamos las probabilidades sobre todos los posibles valores
de Y , que para este caso son solo dos, falso y verdadero, que es lo que se está indicando
en la ecuación de marginalización (3.22). De esta suma de probabilidades sobre todos los
posibles valores de Y (lado derecho de la ec. (3.22)) se obtiene una probabilidad que ya
no depende de Y , es decir, Prob(X|I).

La ecuación de marginalización (3.22) puede leerse como sigue: “La probabilidad de que
X y Y sean verdaderas, más la probabilidad de que X sea verdadera pero Y falsa, es igual
a la probabilidad de que X sea verdadera, asumiendo a I como cierta en todos los casos”.

La marginalización es de gran ayuda, ya que con ella se logra eliminar algunos parámet-
ros libres de la teoŕıa, y que, de conservarlos, podŕıan generar valores con tendencias en
la estimación de los parámetros libres restantes que realmente puedan ser importantes.

Esta ecuación se generaliza fácilmente para el caso cuando las proposiciones pueden
tomar más de dos valores discretos o bien para el caso continuo. En este último caso, la
ecuación de marginalización se expresa como

fdp(X|I) =
∫

fdp(X,Y |I)dY, (3.23)

intregrando sobre todos los posibles valores de Y que vaŕıan de forma continua.
En la práctica, la expresión a la que hay que marginalizar es la probabilidad posterior

en el caso continuo, fdp(X, Y |D, I). La ecuación de marginalización para este caso se
expresa como

fdp(X|D, I) =
∫

fdp(X,Y |D, I)dY. (3.24)
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Figura 3.1: Los tres tipos principales de funciones de densidad de probabilidad (FDP)
previas. En este caso se ilustran como ejemplo para la variable H0 en el intervalo [0, 100].
En el caso Gaussiano y de delta de Dirac, las gráficas están centradas en el valor H0 = 72.

Usando la expresión (3.18) obtenemos

fdp(X|D, I) = cte ·
∫

e−χ2(X,Y )/2 · fdp(Y |I)dY (3.25)

donde la función χ2 depende de las variables (X, Y ) y fdp(Y |I) es la función de densidad
de probabilidad previa para la variable Y . Note cómo la nueva FDP posterior fdp(X|D, I)
ya no depende de Y . Una vez que se tiene fdp(X|D, I), se puede redefinir una nueva
función χ2 como

fdp(X|D, I) ≡ cte · e−χ2
m/2, (3.26)

donde χ2
m es la nueva función χ2, el sub́ındice m indica que es para el caso cuando se ha

“marginalizado”. Resolviendo para χ2
m obtenemos

χ2
m(X) = −2 ln

(
fdp(X|D, I)

cte

)
(3.27)

La función χ2
m(X) depende ahora ya solo de la variable X.

Existen varias formas de marginalización, en el presente trabajo empleamos tres que
son las más importantes y utilizadas (ver figura 3.1):

1. Marginalización asumiendo una FDP previa “fdp(Y |I)” constante.

2. Marginalización asumiendo una FDP previa “fdp(Y |I)” Gaussiana.

3. Marginalización asumiendo una FDP previa “fdp(Y |I)” con la forma de una delta
de Dirac.

En cada una de ellas, el parámetro libre a marginalizar será la constante de Hubble H0.
Las tres formas de marginalización se ilustrarán para el caso de la prueba de supernovas
y asumiendo que se tienen dos parámetros libres, ζ̃ y H0.

La ecuación de marginalización (3.25) para este caso adquiere la forma

fdp(ζ̃) = cte ·
∫ ∞

0
e−χ2(ζ̃,H0)/2 · fdp(H0) dH0 (3.28)
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CAPÍTULO 3. ESTADÍSTICA BAYESIANA
3.3. MARGINALIZACIÓN

En general, la integración (3.28) debe hacerse sobre todo el rango de posibles valores del
parámetro a ser marginalizado. En este caso, el rango de posibles valores para H0 tomando
en cuenta solamente la expansión del Universo es (0,∞).

A continuación se describen estas trés técnicas de marginalización para H0.

3.3.1. FDP previa constante e integración anaĺıtica en SNe.

Asumir una FDP previa constante para marginalizar H0 significa que todos los va-
lores posibles para H̃0 son igualmente probables, no hay ningún valor que destaque por
encima de los demás, por lo cual su función de densidad de probabilidad es simplemente
una constante. Esto también podŕıa verse como el hecho de que no se está prefiriendo a
priori ningún valor en particular para H̃0. Ver figura 3.1.

Para la marginalización de H0 usando una FDP previa constante, en el caso de la
prueba de supernovas a un modelo cosmológico dado, es posible resolver anaĺıticamente la
integral (3.28) que permite al final poder tener una expresión de la función χ2 que ya no
dependerá de H0.

Conviene mencionar que el procedimiento que se describe a continuación para resolver
anaĺıticamente la integral (3.28) solo es válido para el caso en que se tiene una métrica de
FRW espacialmente plana, para el caso con curvatura espacial no es posible aplicar ésta
técnica con la prueba de supernovas, sino que se debe resolver numéricamente la integral
(3.28).

Consideremos la expresión para la distancia de luminosidad (2.24) para el caso plano
(
√

k = 0 y sinnx = x). Multiplicamos y dividimos por la constante de Hubble H0 esta
ecuación para obtener

dL(z, ζ̃, H0) =
c(1 + z)

H0

∫ z

0

H0 dz′

H(z′, ζ̃, H0)
. (3.29)

Ahora, definimos una nueva “distancia de luminosidad” adimensional como DL(z, ζ̃) ≡
H0 · dL(z, ζ̃,H0)/c. Entonces

DL(z, ζ̃) = (1 + z)
∫ z

0

dz′

E(z′, ζ̃)
, (3.30)

donde DL(z, ζ̃) ya no depende de H0, y E(z, ζ̃) ≡ H(z, ζ̃, H0)/H0. Con esto, la distancia
modular teórica (2.42) se vuelve

μt(z, ζ̃,H0) = 5 log10

(
DL(z, ζ̃) · c
H0 · Mpc

)
+ 25 ≡ 5 log10

(
DL(z, ζ̃)

H̃0

)
+ 25, (3.31)

donde hemos definido un “parámetro de Hubble” adimensional H̃0 ≡ H0 ·Mpc /c. Ahora,
definimos una nueva distancia modular teórica que ya no dependa de H0, como

μ̃t(z, ζ̃) ≡ 5 log10[DL(z, ζ̃)] + 25. (3.32)

Entonces, la expresión (3.31) para la distancia modular es
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μt(z, ζ̃, H0) = μ̃t(z, ζ̃) − 5 log10[H̃0]. (3.33)

De esto, construimos la función χ2 (3.14) con estas nuevas definiciones como

χ2(ζ̃, H0) =
n∑

i=1

(
μ̃t(zi, ζ̃) − μobs

i − 5 log10 H̃0

σi

)2

, (3.34)

donde μobs
i es el valor observacional de la distancia modular y σi la desviación estándar

de la observación. Reescribimos la expresión (3.34) como

χ2(ζ̃, H0) =
n∑

i=1

(
μ̃t

i − μobs
i

σi

)2

− 2
(
5 log10 H̃0

) n∑
i=1

(
μ̃t

i − μobs
i

σ2
i

)
+

+
(
5 log10 H̃0

)2
n∑

i=1

(
1
σ2

i

)
. (3.35)

Si definimos3

A ≡
n∑

i=1

(
μ̃t

i − μobs
i

σi

)2

, B ≡
n∑

i=1

μ̃t
i − μobs

i

σ2
i

, C ≡
n∑

i=1

1
σ2

i

, (3.36)

entonces podemos expresar a (3.35) como

χ2(ζ̃, H0) = A − 2Bx + Cx2, (3.37)

donde

x ≡ 5 log10(H̃0). (3.38)

Observe que toda la dependencia de la función χ2 con respecto a H0 está ahora con-
tenida en la variable x. La ecuación de marginalización para H̃0 en este caso es

fdp(ζ̃) = cte ·
∫ ∞

0
e−χ2(ζ̃,H̃0) /2 fdp(H̃0) dH̃0, (3.39)

donde fdp(H̃0) es la FDP previa para H̃0. Ahora, es en este punto donde asumimos que la
FDP previa para H̃0 es constante. En la sección 3.3.2, donde se discute el caso Gaussiano,
se asumirá una FDP previa con la forma de una Gaussiana en lugar de constante, para
fdp(H̃0) en la expresión (3.39).

Entonces, tomando en cuenta la suposición de FDP previa constante tenemos

fdp(ζ̃) = cte ·
∫ ∞

0
e−χ2 /2 dH̃0. (3.40)

Para solucionar la integral (3.40) hacemos un cambio de variable de H̃0 a x [ver expresión
(3.38)]. Al mismo tiempo, sustituimos la expresión (3.37) en (3.40) produciendo

3Note que estas expresiones no dependen ya H0.
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fdp(ζ̃) = cte

(
ln 10

5

)
exp

[
1
2

(
B̃2

C
− A

)]∫ ∞

−∞
exp

⎡
⎣−C

2

(
x − B̃

C

)2
⎤
⎦ dx, (3.41)

donde B̃ ≡ B + (ln 10)/5. Podemos ver que la integral (3.41) tiene la forma de una
distribución Gaussiana, es decir

1 =
1

σ
√

2π

∫ ∞

−∞
exp

[
−(x − x̄)2

2σ2

]
dx, (3.42)

donde x̄ es la media y σ2 es la varianza de la distribución. Entonces la expresión (3.41) se
vuelve

fdp(ζ̃) = cte

(
ln 10

5

)√
2π

C
exp

[
−1

2

(
A − B̃2

C

)]
, (3.43)

tal que fdp(ζ̃) ya no depende de H0. Note entonces que para este caso no es necesario hacer
integración numérica de la expresión (3.40). Podemos expresar esta fdp(ζ̃) en términos de
una nueva función χ2

c como

fdp(ζ̃) = a · e−χ2
c/2, (3.44)

donde a ≡ cte · √2π ln 10/(5
√

C) y la etiqueta “c” indica FDP previa “constante” para
H0. Resolviendo para χ2

c obtenemos

χ2
c(ζ̃) ≡ A(ζ̃) −

[
B(ζ̃) + ln(10)/5

]2
C

(3.45)

Esta nueva χ2
c ya no depende de H0. A partir de ella se puede proceder a calcular la mejor

estimación para ζ̃.

3.3.2. FDP previa Gaussiana

Marginalizar H0 usando una FDP previa Gaussiana consiste en asumir una distribu-
ción de probabilidad para H0 con la forma de una distribución Gaussiana, la cual es-
tará centrada en un cierto valor que indicaremos con H∗

0 y con un ancho de la Gaussiana
caracterizado por una desviación estándar σ∗ (ver figura 3.1). A diferencia del caso de
FDP previa constante, en el caso Gaussiano śı se está prefiriendo un cierto valor para H0

(sugerido por algúna otra observación cosmológica, por ejemplo, WMAP), que es el valor
central de la Gaussiana H∗

0 , pero asumiendo que existen también otros valores de H0 que
tienen cierta probabilidad (menor a la de H∗

0 ) de ser ciertos. La probabilidad de estos otros
valores están distribuidos justamente de forma Gaussiana.

Entonces, una FDP previa para H0 con la forma de una Gaussiana se expresa como

fdp(H0) = exp

[
−1

2

(
H0 − H∗

0

σ∗

)2
]

. (3.46)
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Con esto, la ecuación de marginalización (3.28) se vuelve

fdp(ζ̃) = cte ·
∫ ∞

0
e−χ2/2 exp

[
−1

2

(
H0 − H∗

0

σ∗

)2
]

dH0. (3.47)

El valor central H∗
0 que se utiliza en el presente trabajo es el de H∗

0 = 72 (km/s)Mpc−1 con
una desviación estandar de σ∗ = 8 (km/s)Mpc−1 como es reportado en las observaciones
del telescopio espacial Hubble (HST) [38].

En este caso ya no es posible realizar un procedimiento parecido al descrito en la
sección 3.3.1 para resolver anaĺıticamente la integral (3.47), por lo cual ésta debe resolverse
numéricamente.

Una vez que se tiene la expresión numérica de fdp(ζ̃), se construye una nueva función
χ2 definida como

fdp(ζ̃) ≡ cte · e−χ2
g/2, (3.48)

donde χ2
g es la nueva función χ2, el sub́ındice “g” indica “marginalización Gaussiana”.

Resolviendo para χ2
g obtenemos

χ2
g(ζ̃) = −2 ln

(
fdp(ζ̃)

cte

)
(3.49)

Esta nueva χ2
g ya no depende de H0. A partir de ella se puede proceder a calcular la mejor

estimación para ζ̃.

3.3.3. FDP previa Delta de Dirac

Esta marginalización consiste en asumir que H0 tiene un valor espećıfico H∗
0 . En este

caso si se está prefiriendo totalmente un valor espećıfico para H0 en donde se esta poniendo
el 100% de la probabilidad de que sea cierto, cualquier otro valor para H0 tiene una
probabilidad nula. Esto significa que la distribución de la probabilidad para H0 tiene la
forma de una delta de Dirac centrada en el valor H∗

0 . Dado que para cualquier otro valor
de H0 la probabilidad es nula, significa que la desviación estándar σ∗ de la probabilidad
es cero y por ello la FDP previa tiene la forma de la delta de Dirac. Es como asumir que
el valor de H0 a sido medido con infinita precisión (con desviación estandar igual a cero),
tal que su fdp(H0) tiene la forma de la delta.

Claramente, esta suposición es solo una idealización para simplificar el trabajo ya que
un valor medido con infinita precisión no corresponde a la realidad. Sin embargo, en varios
casos esta suposición es una buena aproximación. Esta FDP previa tiene la ventaja de que
simplifica enormemente la manera de resolver la integral de la ecuación de marginalización
(3.28) usando las propiedades matemáticas de la delta de Dirac. Entonces, una FDP previa
para H0 con la forma de una delta de Dirac tiene la forma

fdp(H0) = δ(H0 − H∗
0 ), (3.50)

Con lo cual la expresión (3.28) resulta
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fdp(ζ̃) = cte · e−χ2(ζ̃,H∗
0 )/2. (3.51)

El valor de H∗
0 se toma de alguna otra observación cosmológica independiente. En parti-

cular elegimos H∗
0 = 72 (km/s)Mpc−1, como lo indican las observaciones del HST [38].

En la práctica, marginalizar H0 usando una FDP previa de delta de Dirac consiste
simplemente en fijar el valor de H0 = H∗

0 en todas las expresiones donde aparezca la
constante de Hubble, con esto entonces H0 deja de ser un parámetro libre.

3.4. Prueba χ2 usando SNe, CMB y BAO

En el caso de las supernovas Ia (SNe) la magnitud observacional que se utiliza para
confrontar teoŕıa vs observaciones es la distancia modular μ(z) definida por la expresión
(2.42) y que es la cantidad utilizada para la construcción de la función χ2, que como ya
se hab́ıa indicado en la expresión (3.14), se define como

χ2
SNe =

n∑
k=1

[
μ(zk) − μk

σk

]2

(3.52)

donde μk es el valor medido observacionalmente de una supernova Ia situada a una
distancia zk del observador. Y el término μ(zk) es la predicción teórica de la distancia
modular dada por la expresión (2.42) para esa supernova. El denominador σk corresponde
a la desviación estándar en la medición de μk.

Para el caso de las anisotroṕıas de la radiación cósmica de fondo (CMB), el parámetro
observacional que se utiliza para la construcción de la función χ2 es el parámetro de
corrimiento R definido en la expresión (2.43) o su versión equivalente, R̄, en (2.59). La
función χ2 para R-CMB se define como

χ2
CMB ≡

[R(z) −Robs

σR

]2

, (3.53)

o equivalentemente

χ2
CMB ≡

[R̄(z) − R̄obs

σR̄

]2

, (3.54)

donde (R̄, σR̄) estan dados por los valores en (2.63).

Para el caso de las variaciones acústicas bariónicas (BAO), se utiliza el pico acústico
A, dado por la expresión (2.64), para construir la función χ2 de la siguiente manera

χ2
A−BAO ≡ [A(z) − 0.469]2

0.0172
(3.55)

donde A(z) es el valor teórico que predice el modelo cosmológico. El valor observacional
del pico acústico es Aobs = 0.469 ± 0.017 [34] (ver expresión 2.65).
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Usando el pico acústico dz definido en la expresión (2.68), la función χ2 para este caso
es

χ2
dz−BAO ≡ [dz(z) − 0.1390]2

0.00372
(3.56)

Finalmente, cuando se usa el cociente de distancias definido en la expresión (2.69) la
función χ2 queda dada como

χ2
f−BAO ≡ [f(z) − 1.736]2

0.0652
(3.57)

Es posible también definir una función χ2 que tome en cuenta todas las pruebas cos-
mológicas descritas arriba. Esto se hace simplemente usando cada una de las funciones χ2,
obteniendo

χ2
total = χ2

SNe + χ2
CMB + χ2

A−BAO + χ2
dz−BAO + χ2

f−BAO (3.58)

o bien, se puede considerar solo ciertas pruebas que se deseen, o incluir más.

3.5. En resumen:

El presente caṕıtulo ha sido de estad́ıstica, y en particular sobre la función χ2, que
es la parte central de la técnica para confrontar datos observacionales con predicciones
teóricas. Por lo mismo, esta función desempeña un papel central en la prueba de modelos
cosmológicos. Lo descrito en este caṕıtulo, en combinación con el caṕıtulo 2 permite tener
ya todas las bases necesarias para implementar y aplicar las tres pruebas cosmoloógicas
(SNe Ia, R-CMB y A-BAO) a un modelo cosmológico dado.

Las expresiones más relevantes de este caṕıtulo y que serán utilizadas en el caṕıtulo
6 para probar espećıficamente el modelo cosmológico propuesto en el presente trabajo de
tesis son: (3.14), (3.20), (3.21), (3.45), (3.49), (3.52), (3.54) y (3.55).

La sección sobre la marginalización y sus técnicas (sección 3.3) es de particular im-
portancia, se utilizará en repetidas ocasiones en el caṕıtulo 6 para marginalizar sobre la
constante de Hubble H0, por lo que conviene comprender bien los conceptos descritos en
esa sección.

En el siguiente caṕıtulo se describirá el descubrimiento de la expansión acelerada del
Universo, la enerǵıa oscura y el modelo cosmológico ΛCDM. Las tres cosas están muy
vinculadas entre si ya que las dos primeras son predicciones de ΛCDM.

En el caṕıtulo 4 se utilizará ya la función χ2 y los datos de supernovas Ia para probar
el modelo ΛCDM, hacer estimaciones sobre sus parámetros libres y acotarlos.
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Caṕıtulo 4

Enerǵıa oscura y la expansión
acelerada del Universo

4.1. Descubrimiento de la aceleración

En 1998 un grupo de astrónomos encabezados por Adam G. Riess de la Universidad
de California en Berkeley, publicaron un art́ıculo titulado “Observational evidence from
supernovae for an accelerating Universe and a cosmological constant” [7] en el que indi-
caban la posible evidencia de que el Universo se está expandiendo aceleradamente, hoy
en d́ıa.

Este grupo realizó un estudio sobre una muestra de 50 supernovas tipo Ia (SNe Ia) que
se encontraban a diversas distancias cosmológicas (con un redshift entre 0 � z ≤ 0.62, esta
era la muestra más numerosa y de mayor redshift que se teńıa en aquel momento). Del
estudio descubrieron que las supernovas parećıan tener una luminosidad aparente menor
de la que predećıa el modelo cosmológico más aceptado en aquel tiempo: ΩM0 = 0.2 (con
Ωr0 = ΩΛ0 = Ωk0 = 0). Revisaron las posibles razones que atenuaban su luminosidad, tales
como errores sistemáticos en las mediciones, polvo interestelar o intergaláctico, evolución
de la metalicidad, perturbaciones locales en la razón de expansión, lentes gravitaciones,
etc. y a pesar de tomar en cuenta estos fenómenos, la luminosidad era de cualquier for-
ma notablemente menor a lo esperado y sin que sus contribuciones lograran explicar el
atenuamiento (ver figura 4.1).

De aqui se concluyó que el atenuamiento era en realidad debido a que las supernovas
se encontraban a una distancia mayor de la esperada, es decir, que las supernovas a al-
to redshift estaban en promedio 10 %–15 % más distantes que lo que predećıa el modelo
cosmológico más aceptado en aquel tiempo, que predice un Universo en expansión desacel-
erada. Al realizar un análisis estad́ıstico con las supernovas para determinar y acotar los
valores de ΩM0 y ΩΛ0 encontraron que el modelo cosmológico favorecido (i.e., que mejor
ajustaba a los datos de supernovas) era el de una constante cosmológica positiva, ΩΛ0 > 0,
con un 99.9 % de nivel de confianza (4.0 σ) y un Universo en expansión acelerada, con
también un 99.9% de confianza; asumiendo solamente que ΩM0 fuera positiva [7] (ver
figura 4.1).

Con esto concluyeron que el aparente atenuamiento de las supernovas, o bien, el hecho
de que estuvieran más distantes de lo predicho por el modelo cosmológico más aceptado
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Figura 4.1: Gráfica de los 50 datos de supernovas tipo Ia utilizados por Riess et al. [7],
con los que llegaron a la conclusión de la aceleración presente del Universo y la posible
existencia de una constante cosmológica no nula. La figura muestra los datos con sus
barras de error aśı como las ĺıneas generadas por tres modelos cosmológicos diferentes. El
modelo ΩM0 =0.2, con ΩΛ0 y Ωk0 = 0 era el de mayor aceptación entre la comunidad de
cosmólogos antes del descubrimiento del grupo de Riess. Para poder construir las gráficas
mostradas fue asumido un valor de Ωr0 = 0 y H0 = 71 (km/s)Mpc−1.

en su tiempo, podŕıa explicarse con la presencia de una constante cosmológica positiva
(ΩΛ0 ≈ 0.7, asumiendo Ωk = 0) y con un Universo en una etapa de expansion acelerada
actualmente [7].

Este estudio despertó gran interés en el tema dentro de la comunidad cient́ıfica, lo que
generó que diversos grupos se pusieran a trabajar en el tema. En el mismo año, un grupo
liderado por Saul Perlmutter del Lawrence Berkeley National Laboratory, en Berkeley,
California, realizó un estudio semejante al de Riess, pero usando sus propias formas de
manejar los datos de supernovas y sus propias formas de calibración de los mismos llegá la
misma conclusión: un Universo en expansión acelerada y la presencia de una constante
cosmológica con contribución del orden de ΩΛ0 ≈ 0.7 [39, 8].

Desde 1998 a la fecha se han realizado estudios cada vez más exhaustivos sobre este
fenómeno de la expansión acelerada. Diversos grupos se han dedicado a obtener muestras
de supernovas cada vez más numerosas, de mayor calidad y confiabilidad, y estos siguen
confirmando y con mayor certeza la aceleración en la expansión del Universo (ver figuras
4.2–4.5).

Por la parte teórica se han propuesto una enorme cantidad de modelos que den expli-
cación a este fénomeno. Sin embargo, aún no hay un modelo que lo explique de manera
satisfactoria, todos los modelos, algunos mejor que otros, explican de manera parcial la
aceleración pero teniendo problemas, aspectos incomprendidos o abriendo nuevos proble-
mas, dentro del mismo modelo. Aún se está lejos de lograr una comprensión profunda del
fenómeno.

La mayoŕıa de los modelos asumen que existen un cierto tipo de enerǵıa o materia hasta
ahora desconocida con la propiedad y capacidad de expander aceleradamente al Universo.

58
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A esta enerǵıa responsable de la aceleración se le ha llamado enerǵıa oscura.
Entre todos los modelos existentes hoy en d́ıa para explicar la aceleración y la enerǵıa

oscura destaca el llamado “ΛCDM” (Lambda Cold Dark Matter), que es el que mejor
explica las observaciones cosmológicas. Este modelo propone que el Universo está con-
stitutido principalmente por materia oscura fŕıa y constante cosmológica1 a manera de
enerǵıa oscura. En las secciones 4.4–4.5 lo describiré en detalle, mostrando sus virtudes y
sus problemas.

4.2. ¿Cómo se sabe que el Universo se expande acelerada-
mente hoy?

Para evidenciar la aceleración presente se utiliza el parámetro de desaceleración2, q(z),
que tal como su nombre lo dice, indica la desaceleración o aceleración en la expansión del
Universo (ver secciones 1.7, 4.2).

En esta sección se hará una aproximación lineal de q(z), centrada en el tiempo presente
(z = 0) para estimar el valor del parámetro de desaceleración hoy, q(z = 0).

Entonces, considere al parámetro de Hubble H(z), usando el hecho de que H(z) = ȧ/a,
podemos reescribir a H(z) en términos de q(z) como

H(z) = H0 exp
(∫ z

0
[1 + q(z′)] d ln(1 + z′)

)
. (4.1)

Entonces, la distancia de luminosidad (2.24) adquiere la forma:

dL(z) =
c (1 + z)

H0

∫ z

0
exp

(
−
∫ z

0
[1 + q(z′)] d ln(1 + z′)

)
dz′, (4.2)

donde hemos asumido un Universo plano tal como lo sugiere 7y-WMAP [6]. Hasta este
momento no se ha dicho nada sobre la forma funcional del parámetro q(z), ni se está asum-
iendo algún modelo cosmológico en particular. Se puede hacer una expansión de q(z) y
estudiarla a primer orden,

q(z) = q0 + z
dq

dz

∣∣∣∣
z=0

. (4.3)

Esta expansión permitirá por un lado calcular el valor que el parámetro de desace-
leración tiene hoy en d́ıa, q0 ≡ q(z = 0), y por otro lado (dq/dz)|z=0 indicará la evolución
de q(z). Con esto se podrá investigar el signo de q0 (lo cual significa saber si el Universo
está acelerado o desacelerado hoy en d́ıa) y si ha habido transiciones en el pasado, a partir
del signo de (dq/dz)|z=0.

Tomando en cuenta la expansión (4.3), la expresión (4.2) resulta

dL(z) =
c (1 + z)

H0

∫ z

0

dz′

(1 + z′)1+q0−q′0 ez′q′0
, (4.4)

1La constante cosmológica es un término matemático en las ecuaciones de Einstein que algún tiempo
atrás Einstein mismo introdujo en sus ecuaciones pero con otros motivos (para lograr tener un Universo
estático). En las secciones 4.4–4.5 se describe en detalle.

2Por cuestiones históricas se le llamó “parámetro de desaceleración”, ya que hasta antes de 1998 se
pensaba que el Universo se expand́ıa pero desaceleradamente.
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Figura 4.2: Intervalos de confianza conjuntos para los parámetros (ΩM0,ΩΛ0), usando
el modelo cosmológico “ΛCDM” [ver la expresión (4.7) y sección 4.4] y la muestra de
supernovas Ia “Union 2” del Supernova Cosmology Project (SCP) [18] que es la muestra
más reciente, grande y robusta con la que se cuenta hoy en d́ıa y que consta de 557 SNe Ia.
Los valores estimados para (ΩM0, ΩΛ0) usando esta muestra de supernovas y asumiendo
la curvatura espacial son: ΩM0 = 0.297 y ΩΛ0 = 0.774, con un valor del mı́nimo de la
función χ2 de χ2

min =542.54 (ver tabla 4.1). Y asumiendo un Universo espacialmente plano:
ΩM0 = 0.270 y ΩΛ0 = 0.729 (el modelo de concordancia, indicado con el punto rojo), con
χ2

min =542.68. Estos valores para (ΩM0,ΩΛ0) son los que permiten el mejor ajuste a los
datos de supernovas (ver figura 4.5). Los intervalos de confianza corresponden a 68.3 %,
95.4% y 99.73 % de probabilidad. La región definida como “No Big-Bang” corresponden
a valores de (ΩM0,ΩΛ0) que satisfacen la relación (4.11). La ĺınea diagonal “flat” muestra
el caso de un Universo plano (ΩM0 + ΩΛ0 = 1). Las otras ĺıneas diagonales punteadas
corresponden a distintos valores del parámetro de desaceleración q0 [ver expresión (1.57)].
En particular, destaca la región con q0 < 0 que indica los valores de (ΩM0, ΩΛ0) para los
cuales el Universo se está expandiendo aceleradamente hoy en d́ıa. Observe que los tres
intervalos de confianza caen dentro de la región q0 < 0 holgadamente, lo cual se traduce
en que usando los datos de supernovas “Union2” y el modelo ΛCDM se puede afirmar que
el Universo se está expandiendo aceleradamente hoy en d́ıa con al menos un 99.73 % de
certeza. La ĺınea vertical situada en el valor ΩΛ = 0 marca la división entre la región para
la cual el Universo se expandirá eternamente en el futuro (arriba de la ĺınea) y cuándo el
Universo se recolapsará [abajo de la ĺınea. Ver expresión (4.10)]. Observe cómo los datos
indican con 99.73 % de certeza que el Universo se va a expandir eternamente, usando el
modelo ΛCDM.
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Figura 4.3: Intervalos de confianza de (ΩM0, ΩΛ0), usando el modelo cosmológico “ΛCDM”.
Misma explicación que la gráfica 4.2. En este caso se muestran los intervalos de confianza
calculados a partir de usar las tres pruebas conjuntas: SNe Ia, parámetro de corrimiento R
del CMB y la localización del pico acústico A de BAO (elipses pequeñas de color negro).
También se muestran los intervalos de confianza calculados a partir de usar solamente
los datos de SNe Ia (elipses más grandes. Se usó la muestra SNe Ia “Gold 06” [40]).
Observe cómo al usar la prueba conjunta de SNe+CMB+BAO las cotas sobre los valores
de (ΩM0, ΩΛ0) son mucho más fuertes que solo usando supernovas.

61
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donde q′0 ≡ (dq/dz)|z=0. Con la expresión (4.4) se define la distancia modular (2.42) para
usarse en la función χ2 (3.52) y probar este ansatz. En este análisis, los parámetros libres
del modelo son (q0, (dq/dz)|z=0). La constante de Hubble H0 es marginalizada. Del análisis
estad́ıstico usando los datos de supernova Ia3 se encuentra que las mejores estimaciones
son:

q0 = −0.7432,
dq

dz

∣∣∣∣
z=0

= 1.6344, χ2
d.o.f. = 1.2399. (4.5)

Observe como q0 < 0, lo cual significa que el Universo tiene una expansión acelerada
hoy en d́ıa. Además, dq/dz|z=0 > 0 lo cual sugiere un periodo de desaceleración en el
pasado del Universo, debido a que la función q(z) es una recta bajo la aproximación lineal
q(z) = q0 + z(dq/dz)|z=0, y si dq/dz|z=0 > 0 (con q0 < 0) implica entonces que q(z) fue
positiva para algún z > 0 (en algún momento en el pasado) en particular.

La figura 4.4 muestra los intervalos de confianza para la estimación de (q0, (dq/dz)|z=0).

4.2.1. ¿Hubo una transición “desaceleración-aceleración” en la historia
pasada del Universo?

Los datos de SNe Ia dan evidencia de que el Universo se expande aceleradamente hoy
en d́ıa. Además sugieren que hubo un periodo de desaceleración previo al de aceleración
presente. La transición entre un periodo previo de desaceleración seguido de un periodo
acelerado sucedeŕıa cuando q(zt) = 0, donde zt indica el valor de redshift cuando la
transición sucede.

Usando nuevamente la aproximación lineal de q(z) [ver expresión (4.3)], se tiene

q(zt) = 0 = q0 + q′0zt,

⇒ zt = −q0

q′0
, (4.6)

donde q′0 ≡ (dq/dz)|z=0. Al evaluar q(zt) en los valores de las mejores estimaciones para
(q0, q

′
0) se obtiene zt = 0.442, lo cual indica que hubo una transición entre “desace- leración-

aceleración” y que ésta sucedió muy probablemente, a un redshift de zt = 0.442. La figura
4.6 muestra la distribución de probabilidad para zt.

4.3. ¿Cómo se ��deduce�� que hay “enerǵıa oscura”?

La conclusión de la existencia de la “enerǵıa oscura” depende del modelo cosmológico
que se asuma. Para tener una idea de como se llega a esta “conclusion”, utilizaré en la
siguiente descripción el modelo cosmológico ΛCDM (que será descrito en la sección 4.4).

Para darse una primera idea de la afirmación de la enerǵıa oscura es útil observar las
figuras 4.1 y 4.5, que son las gráficas de los datos de supernovas tipo Ia. En ellas se muestra
el diagrama de Hubble que se construye de graficar los datos observacionales del redshift
z de cada supernova versus su distancia modular μ(z) [ver sección 2.1 y expresión (2.42)].

La figura 4.5 muestra los datos observacionales de 557 SNe Ia que en conjunto forman
la llamada muestra “Union2” (2010) [18], que es la más reciente con la que se cuenta

3Gold 04
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Figura 4.4: Intervalos de confianza para los parámetros (q0, Q0), donde Q0 ≡ (dq/dz)|z=0,
usando la prueba de SNe Ia (“Union2” (2010) SCP [18]). Observe cómo los datos favorecen
a un Universo acelerado en su expansión (q0 < 0), con un nivel de confianza del 99.9%,
y sugieren una posible desaceleración en el pasado Q0 > 0 con aproximadamente 95 % de
confianza.

hasta hoy en d́ıa (Octubre 2010). Esta figura muestran además las gráficas de tres modelos
cosmológicos particulares, que son (ΩM0 =0.27, ΩΛ0 =0.73, Ωk0 =0.0), (ΩM0 =0.2, ΩΛ0 =0,
Ωk0 =0.8) y (ΩM0 =1, ΩΛ0 =0, Ωk0 =0).

Lo primero que se puede observar de la figura 4.5 es que los modelos (ΩM0 =1, ΩΛ0 =0,
Ωk0 =0) y (ΩM0 =0.2, ΩΛ0 =0, Ωk0 =0.8) no ajustan tan finamente los datos de supernovas
en comparación al modelo (ΩM0 =0.27, ΩΛ0 =0.73, Ωk0 =0). Esto es, se observa que
asumiendo un Universo constituido únicamente de materia bariónica y oscura (ΩM0 =1)
resulta entonces que las distancias modulares de las supernovas no pueden explicarse
satisfactoriamente, es decir, el valor observacional de μ es mayor que lo que este modelo
predice. Lo mismo pasa con el modelo (ΩM0 =0.2, ΩΛ0 =0, Ωk0 =0.8) que era el modelo
cosmológico que se créıa era el correcto hasta antes de las observaciones de las SNe en
1998.

Sin embargo, nuestra observación “a simple vista” de la figura 4.5 no es una prueba
confiable y definitiva para determinar qué modelo es el que mejor ajusta a los datos. Para
tener realmente un estimación precisa y detallada de cual es el mejor modelo se hace el
análisis estad́ıstico Bayesiano, que permite calcular con gran precisión los valores más
probables para los parámetros (ΩM0, ΩΛ0) aśı como sus regiones de probabilidad, usando
un determinado conjunto de datos (no solamente datos de supernovas).

El resultado de hacer este análisis estad́ıstico para (ΩM0, ΩΛ0) se muestra en las figuras
4.2 y 4.3, en las que se puede observar como los modelos (ΩM0 =1, ΩΛ0 =0, Ωk0 =0) y
(ΩM0 =0.2, ΩΛ0 =0, Ωk0 =0.8) predicen un Universo con una expansión desacelerada hoy
en d́ıa. Y por el contrario, el modelo (ΩM0 =0.3, ΩΛ0 =0.7, Ωk0 =0) más bien predice una
expansión acelerada y eterna.
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Figura 4.5: Gráfica del conjunto de datos de supernovas tipo Ia más reciente y grande con
el que se cuenta hoy en d́ıa, llamada “Union2” del SCP [18], consta de 557 supernovas.
La figura muestra los datos con sus barras de error aśı como las ĺıneas generadas por tres
modelos cosmológicos diferentes. El modelo ΩM0 =0.2, con ΩΛ0, Ωk0 = 0 era el de mayor
aceptación entre la comunidad de cosmólogos antes del descubrimiento del grupo de Riess.
En la construcción de las gráficas se asumió un valor de Ωr0 = 0 y H0 = 65 (km/s)Mpc−1.

El análisis estad́ıstico de los datos de supernovas y asumiendo el modelo cosmológico
ΛCDM, da como resultado que los valores más probables (es decir., que mejor ajustan a
los datos) son (ΩM0 =0.27, ΩΛ0 =0.73, Ωk0 =0.0) asumiendo un Universo espacialmente
plano (ver tabla 4.1). Este tipo de análisis estad́ıstico nos permite concluir de manera
precisa que éste es efectivamente el modelo que mejor ajusta a los datos de SNe. Observe
entonces como los datos de supernovas, en conjunto con asumir el modelo cosmológico
ΛCDM plano, indican que el Universo está constituido en un 73% por enerǵıa oscura
(asumiendo enerǵıa oscura como constante cosmológica), es decir, el modelo (ΩM0 =0.27,
ΩΛ0 =0.73, Ωk0 = 0). La presencia de este 73% de enerǵıa oscura rompe con el esquema
que antes de 1998 se teńıa del Universo.

Es importante recalcar en este momento que la conclusión de la existencia de la enerǵıa
oscura es dependiente del modelo cosmológico que se use.

4.4. Modelo cosmológico “ΛCDM”

El nombre “ΛCDM” viene de “Λ Cold Dark Matter”, lo cual quiere decir: “Modelo
cosmológico que propone un Universo constituido por materia oscura fŕıa y enerǵıa oscura
con el comportamiento de una constante cosmológica Λ”.

Este modelo considera que el Universo está constituido por:

Constante cosmológica. El modelo asume que existe la enerǵıa oscura y que ésta tiene
exactamente el comportamiento de una constante cosmológica, con una ecuación
de estado: p = −ρ. Además predice que el porcentaje de densidad de enerǵıa con
que contribuye la constante cosmológica en el Universo es de ∼ 73 %. La constante
cosmológica normalmente se representa por la letra griega “Λ”.
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DEL UNIVERSO

4.4. MODELO COSMOLÓGICO “ΛCDM”

Figura 4.6: Función de distribución de probabilidad para el redshift de transición zt entre
“desaceleración-aceleración”.

Materia oscura fŕıa. El modelo toma en cuenta la existencia de la materia oscura y
asume que está compuesta por part́ıculas no relativistas (de aqúı el nombre de “fŕıa”)
y que a nivel de fluido cosmológico la materia oscura se comporta como polvo. En
combinación con observaciones, el modelo ΛCDM predice una contribución del ∼
23% de la densidad de materia-enerǵıa total del Universo.

Materia bariónica. El modelo toma en cuenta la evidente presencia de la materia
bariónica, de la cual asume que tiene un comportamiento de polvo. De observaciones
independientes al modelo ΛCDM, se estima que el porcentaje de esta componente
es de ∼ 4% del total del Universo.

Radiación. También toma en cuenta la existencia de la radiación en el Universo, prin-
cipalmente manifestada a través de la radiación cósmica de fondo. Se calcula un
porcentaje de ∼ 0.005% del total del Universo.

El modelo ΛCDM es el más aceptado entre la comunidad, sin embargo, tiene fuertes
problemas como se describirá en las secciones 4.5 y 4.6.

Para el modelo ΛCDM, la expresión del parámetro de Hubble tiene la forma dada por
la expresión:

H(z) = H0

[
ΩM0(1 + z)3 + ΩΛ0 + Ωr0(1 + z)4 + Ωk0(1 + z)2

]1/2
. (4.7)

La componente de curvatura Ωk0 puede escribirse en términos de los otros parámetros
de densidad usando la primera ecuación de Friedmann (1.39), obteniendo Ωk0 = 1−(ΩM0+
ΩΛ0+Ωr0). No obstante las observaciones más recientes de WMAP indican que el Universo
es espacialmente plano [6], por lo cual actualmente la mayoŕıa de los cosmólogos asumen
en sus modelos de antemano Ωk0 = 0.

Por otra parte, la componente de radiación hoy en d́ıa es muy pequeña, por lo que su
contribución o efectos en tiempos recientes del Universo es despreciable. Debido a esto,
también una buena parte de cosmólogos que hacen estudios del Universo para tiempos
recientes suelen despreciar a Ωr0.
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La distancia de luminosidad para el análisis de supernovas [ver expresión (2.24)], en el
caso del modelo ΛCDM tomando en cuenta la curvatura espacial, tiene la forma

dL(z) =
c(1 + z)

H0|1 − ΩM0 − ΩΛ0|1/2
sinn

(
|1 − ΩM0 − ΩΛ0|1/2

∫ z

0

H0 dz

H(z)

)
, (4.8)

donde la función “sinn” va de acuerdo a la geometŕıa del Universo que estemos tratando
[ver expresión (2.18)]. Con esta expresión se construye la distancia modular μ(z) [ver
expresión (2.42)] para ΛCDM con la que se forma la función χ2 para probar el modelo.

Al probar el modelo ΛCDM usando las tres pruebas cosmológicas, SNe+CMB+BAO,
se encuentra que los valores de los parámetros de densidad para la constante cosmológica,
ΩΛ0, y de la materia oscura y bariónica juntas, ΩM0, hoy en d́ıa son

ΩΛ0 = 0.73, ΩM0 = 0.27, (4.9)

y con la componente de radiación Ωr0 = 0.00005. A estos valores calculados usando ΛCDM
son llamados en la literatura como el modelo de concordancia.

La figura 4.5 presenta el diagrama de Hubble en el cual se muestran los datos ob-
servacionales de supernovas y el ajuste hecho con diferentes valores de (ΩM0, ΩΛ0) usan-
do el modelo ΛCDM. La tabla 4.1 muestra los valores de las mejores estimaciones para
(ΩM0, ΩΛ0,Ωk0) usando datos de supernovas, y las figuras 4.2 y 4.3 muestran los intervalos
de confianza.

Por otra parte y para la figura 4.3, dado el valor de ΩM0, se puede calcular el valor de
ΩΛ0 para el cual el Universo se expandirá por siempre. La expresión se escribe como

ΩΛ0 ≥
{

0 para 0 ≤ ΩM0 ≤ 1,

4ΩM0 cos3
[

1
3 cos−1

(
1−ΩM0
ΩM0

)
+ 4π

3

]
para ΩM0 > 1.

(4.10)

Y la expresión que define la región para la cual no hubo Big-Bang en el pasado del
Universo está dada por

ΩΛ0 ≥ 4ΩM0coss3
[
1
3
coss−1

(
1 − ΩM0

ΩM0

)]
, (4.11)

donde la función “coss” significa “cosh” cuando ΩM0 < 1/2, y “cos” cuando ΩM0 > 1/2.
Para el caso del modelo ΛCDM el parámetro de desaceleración, q, tiene la forma

q =
1
2
ΩM − ΩΛ. (4.12)

4.5. El problema de la constante cosmológica

Alrededor de la década de 1920 los f́ısicos y astrónomos, basados en las observaciones
de aquel tiempo consideraban que el Universo era estático, es decir, que no estaba ni
en expansión (o contracción) ni en aceleración. En aquella misma época (1917), Einstein
estaba estudiando su Teoŕıa General de la Relatividad en el contexto cosmológico. De su
teoŕıa, inicialmente él hab́ıa llegado a sus ecuaciones de campo:
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Geometŕıa Mejor estimación χ2

Plano ΩM0 = 0.270 ΩΛ0 = 0.729 Ωk0 = 0 542.68
Cerrado ΩM0 = 0.297 ΩΛ0 = 0.774 Ωk0 = −0.07 542.54

Cuadro 4.1: Valores calculados para las mejores estimaciones de los parámetros
(ΩM0, ΩΛ0,Ωk0) usando el modelo cosmológico ΛCDM y la prueba de supernovas Ia con el
conjunto de datos “Union2” (2010) compuesto por 557 SNe Ia [18]. Observe como asumien-
do un Universo plano se encuentra que los datos favorecen a un modelo con (ΩM0 = 0.27
y ΩΛ0 � 0.73. Los intervalos de confianza de estos tres modelos se muestran en la figura
4.3.

Rμν − 1
2
Rgμν = 8πGTμν , (4.13)

a partir de las cuales se obtienen las ecuaciones de Friedmann

H2 ≡
(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ − k

a2
, (4.14)

ä

a
= −4πG

3
(ρ + 3p), (4.15)

donde ρ y p son la densidad y presión total de las componentes de materia, k es la curvatura
espacial y a es el factor de escala.

Basado en la concepción del Universo de su tiempo, Einstein estaba interesado en
encontrar soluciones estáticas de sus ecuaciones, lo cual significaba crear un modelo tal
que ȧ = 0 (sin expansión ni contracción) y ä = 0 (no aceleración ni desaceleración).

Sin embargo, un Universo con una densidad de enerǵıa positiva es compatible con la
ecuación (4.14) solo si la curvatura espacial es positiva y tanto ρ como k son finamente
ajustadas para que entre ellas se cancelen exactamente. Esta necesidad del ajuste fino
parećıa algo extraño y no muy natural. Pero peor aún es el hecho de que la ecuación (4.15)
implica que ä nunca será cero en tal modelo si la presión p es positiva.

Debido a esta imposibilidad de generar un Universo estático a partir de sus ecua-
ciones originales, concluyó entonces que estas estaban incompletas y después de una larga
búsqueda las volvió a reformular de la siguiente manera

Rμν − 1
2
Rgμν + Λgμν = 8πGTμν , (4.16)

donde ahora inclúıa un nuevo término Λ al que llamó la “constante cosmológica”.
Lovelock [41] demostró que una combinación lineal de gμν y Gμν (que se define como
Gμν ≡ Rμν − 1

2Rgμν) es el tensor más general posible, de dos ı́ndices, simétrico, sin
divergencia, que puede construirse localmente a partir de la métrica y sus derivadas hasta
de segundo orden. Por lo tanto, la expresión (4.16) es la modificación más general posible
la cual no altera de manera sensible las propiedades de las ecuaciones de Einstein. Sin
embargo, si Λ �= 0 entonces no se recupera la teoŕıa Newtoniana en el ĺımite de velocidades
pequeñas (comparadas a la luz) y campos débiles. Pero si Λ es lo suficientemente pequeño,
entonces estas desviaciones de la teoŕıa Newtoniana son despreciables [5].
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Con ésta reformulación, las ecuaciones de Friedmann quedan como

H2 ≡
(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ +

Λ
3
− k

a2
, (4.17)

ä

a
= −4πG

3
(ρ + 3p) +

Λ
3

. (4.18)

Estas nuevas ecuaciones si admiten una solución estática, con los parámetros ρ, p, Λ
no negativos y k positivo. Esta solución fue llamada “la solución estática de Einstein”.

A pesar de que con esto Einstein ya hab́ıa logrado obtener la solución estática que
buscaba con sus nuevas ecuaciones, esta solución fue muy criticada por el hecho de que se
requeŕıa nuevamente un balance muy fino entre los términos (ρ, p, Λ, k) en las ecuaciones
(4.17, 4.18) para poder tener y mantener la solución estática (ȧ = 0 = ä). Cualquier
pequeña desviación de ese balance rápidamente creceŕıa haćıa un Universo no estático.

Por otra parte, en 1929 Edwin Hubble descubrió que el Universo se estaba expandiendo.
Esto fue un hecho revolucionario en su tiempo en cuanto a la concepción del Cosmos y
era contrario al Universo estático que Einstein hab́ıa estado buscando en sus ecuaciones,
por lo cual, la necesidad emṕırica de la constante cosmológica fue desechada (algo que
Einstein llamó “el mayor disparate de mi vida” [42]).

No obstante, la desaparición de la motivación inicial para introducir la constante cos-
mológica no hizo que cambiara su estatus de una adición leǵıtima a las ecuaciones de
campo gravitacionales. Ahora “Λ” estaba presente en las ecuaciones más generales que
se pod́ıan obtener para las ecuaciones de Einstein y entonces se tendŕıa que dar alguna
justificación o modelo f́ısico viable para poder removerla de las ecuaciones, o bien debeŕıa
ser acotada mediante observaciones. La única forma de poder realmente quitar a Λ de las
ecuaciones seŕıa a través de medir con suficiente precisión los otros términos, (ρ, p, k), para
poder concluir que el término Λ/3 fuera totalmente despreciable en comparación a ellos.

Sin embargo, actualmente el reciente descubrimiento de la expansión acelerada del
Universo ha reabierto la posibilidad, y más fuertemente que antes, de que la constante
cosmológica no necesariamente debe ser cero.

4.5.1. Vaćıo cuántico y constante cosmológica.

Hace algunos años atrás, los f́ısicos de part́ıculas notaron que la constante cosmológica
podŕıa ser interpretada como una medida de la densidad de enerǵıa del vaćıo cuántico,
el estado de mı́nima enerǵıa. Esta densidad de enerǵıa del vaćıo es la suma de diferentes
contribuciones.

Para ilustrarlo, considere un campo escalar φ, con enerǵıa potencial V (φ). La acción
de este campo escalar puede ser escrita como

S =
∫

d4x
√−g

[
1
2
gμν∂μφ∂νφ − V (φ)

]
, (4.19)

y el tensor de enerǵıa-momento del campo escalar es:

Tμν =
1
2
∂μφ∂νφ +

1
2
(gρσ∂ρφ∂σφ)gμν − V (φ)gμν . (4.20)
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La configuración con la densidad de enerǵıa más baja será aquella en la que no haya
contribuciones de la enerǵıa cinética o gradientes de ella, por lo cual ∂μφ = 0. De aqúı que
el tensor de enerǵıa-momento resulta ser

T v
μν = −V (φ0)gμν , (4.21)

donde φ0 es el valor del campo escalar que minimiza a V (φ). El supeŕındice “v” indica
“vaćıo cuántico”. En principio, no hay ninguna razón por la cual V (φ0) deba ser cero. Por
otra parte, la densidad local de enerǵıa en general se define como

ρ ≡ UμUνTμν , (4.22)

aplicando esta definición a la expresión (4.21) y usando el hecho de que la cuadrivelocidad
comóvil Uμ está normalizada [UμUνgμν = −1, ver expresión (1.14)], tenemos

ρv ≡ UμUνT v
μν = −V (φ0)UμUνgμν = V (φ0). (4.23)

De aqúı que se pueda expresar al tensor (4.21) como

T v
μν = −ρvgμν (4.24)

donde ρv = V (φ0) es la densidad del vaćıo cuántico. Comparando con el tensor de enerǵıa-
momento de un fluido perfecto, Tμν = (ρ + p)UμUν + pgμν [ver expresiones (1.12)], se
observa que el vaćıo cuántico puede ser visto como un fluido perfecto, con una presión
particular de la forma

pv = −ρv (4.25)

La forma que tiene la expresión del tensor de enerǵıa-impulso (4.24) hace que sea
equivalente a una constante cosmológica, y es justamente esta equivalencia que hace que
la constante cosmológica sea identificada con la densidad de enerǵıa del vaćıo cuántico.

Para verlo, consideremos inicialmente las ecuaciones de campo (4.13). El tensor Tμν de
esta expresión es la suma de todas las contribuciones de materia-enerǵıa presentes en el
espacio-tiempo. Separamos expĺıcitamente como Tμν = T v

μν +T o
μν , la contribución del vaćıo

cuántico y cualquier otra componente, el supeŕındice “o” indica “otras” componentes. Con
esto, reescribimos las ecuaciones (4.13) como

Rμν − 1
2
Rgμν = 8πG(T o

μν + T v
μν), (4.26)

usando la expresión (4.24) tenemos

Rμν − 1
2
Rgμν = 8πGT o

μν − (8πGρv)gμν . (4.27)

Pasamos al lado izquierdo de la igualdad al término (8πGρv)gμν , y definiendo

Λ ≡ (8πG) ρv (4.28)

llegamos justamente a

Rμν − 1
2
Rgμν + Λgμν = 8πGT o

μν , (4.29)

que es exactamente la expresión (4.16) cuando se tiene una constante cosmológica.
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4.5.2. Estimación de la densidad de enerǵıa del vaćıo cuántico.

Hoy en d́ıa, no se ha podido medir directamente la enerǵıa del vaćıo cuántico en algún
experimento. Sin embargo, los f́ısicos de part́ıculas consideran que el efecto Casimir puede
ser una evidencia indirecta de su existencia, aunque actualmente no hay aún un consenso
respecto a ello.

Para estimar teóricamente el valor de la enerǵıa del vaćıo consideremos un oscilador
armónico simple, esto es, una part́ıcula moviendose en un potencial unidimensional
V (x) = 1

2w2x2, donde x es el desplazamiento de la part́ıcula medido a partir de su
posición de equilibrio.

Desde un punto de vista clásico, el vaćıo para este sistema es el estado en el cual la
part́ıcula está en reposo y en su posición de equilibrio x = 0 (el mı́nimo del potencial). En
este caso la enerǵıa del vaćıo es cero.

Sin embargo, desde el punto de vista de la mecánica cuántica, el principio de incer-
tidumbre prohibe que a la part́ıcula se le pueda medir en un estado de total reposo y con
una posición precisa x = 0 simultáneamente, por lo cual se encuentra que el estado de
mı́nima enerǵıa śı tiene una enerǵıa, de magnitud E0 = 1

2�w.
Un fenómeno semejante sucede en el caso de la teoŕıa de campos. Supongamos un

campo cuántico libre, los f́ısicos de part́ıculas suelen considerarlo como un conjunto infinito
de osciladores armónicos4. Estrictamente, la enerǵıa del estado base (es decir, del vaćıo)
de este sistema es infinita. Sin embargo, se pueden descartar los modos de momentos muy
altos basándose en el hecho de que la teoŕıa se piensa que es válida y confiable solo hasta
ciertas enerǵıas (la escala de Planck). Con esto se puede hacer un corte de momentos
ultravioleta kmax, con lo cual la densidad de enerǵıa del estado base es finita y de la forma
[43, 44, 45]

ρv ∼ �k4
max. (4.30)

Los f́ısicos de part́ıculas eligen el corte para la enerǵıa de tal forma que esté den-
tro del ĺımite superior de enerǵıas para las cuales se piensa que la teoŕıa cuántica
sigue siendo aún válida. Se especula que este ĺımite corresponde a la escala de Planck,
kPl = (8πG)−1/2 ∼ 1018 GeV, del cual se espera una contribución del orden de [45]

ρPl
v ∼ (1018 GeV)4 ∼ 2 × 10110 erg/cm3. (4.31)

Sin embargo, usando el modelo cosmológico ΛCDM, los datos observacionales dan un
valor para la densidad de la constante cosmológica del orden de

ρΛ ≤ (10−12 GeV)4 ∼ 2 × 10−10erg/cm3 (4.32)

lo cual son ¡120 órdenes de magnitud de diferencia! Hasta ahora no se sabe de algún tipo
especial de simetŕıa o algún otro mecanismo que pudiera disminuir el valor de la densidad
del vaćıo cuántico ρPl

v , al menos remotamente, para acercarlo al valor estimado de ρΛ. Esta
discrepancia de valores es el llamado “problema de la constante cosmológica”.

4La suposición de asumir a un campo cuántico como un conjunto infinito de osciladores armónicos es
cuestionable y no está claro si es es correcto asumirlo. La manera de calcular teóricamente el vaćıo cuántico
no está aún bien establecida actualmente.
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Si se estudia separadamente las contribuciones que hacen cada teoŕıa de campo al vaćıo
cuántico se observa que cada teoŕıa por si sola, predice una aportación al vaćıo de muchos
ordenes de magnitud mayor que al valor estimado de ρΛ.

Por ejemplo, en la teoŕıa electrodébil de Weinberg-Salam, las “fases rotas” y la
simetŕıa no rota se distinguen por una diferencia de enerǵıa potencial de aproximada-
mente kED ∼ 200GeV [43, 45], el sub́ındice “ED” indica teoŕıa “electro débil”. El valor
de un giga-electrónvolt es de 1 GeV = 1.6× 103 erg. Se considera que en tiempos tempra-
nos, cuando el Universo se encontraba a muy altas temperaturas, éste estuvo en la fase
no rota de la simetŕıa. Hoy en d́ıa el Universo se encuentra en la fase rota debido a la
temperatura baja que tiene actualmente. Por tanto, se estima que la contribución a la
densidad de enerǵıa del vaćıo cuántico hoy en d́ıa es del orden de

ρED
v ∼ (200 GeV)4 ∼ 3 × 1047 erg/cm3. (4.33)

Por otra parte, en el caso de las interacciones fuertes, los f́ısicos de teoŕıas de campo
piensan que la “simetŕıa quiral” se rompe por un valor de expectación no nulo del quark
bilineal q̄q [43, 45]. En este caso la diferencia de enerǵıa entre las fases rotas y la simetŕıa
son del orden de la escala de QCD, es decir, kQCD ∼ 0.3 GeV, por lo que se estima que la
contribución a la densidad de enerǵıa del vaćıo cuántico es del orden de

ρQCD
v ∼ (0.3 GeV)4 ∼ 1.6 × 1036 erg/cm3. (4.34)

A estas contribuciones se les debeŕıa sumar cualquier otra contribución originada por
transiciones de fase desconocidas en el Universo temprano, tal como la posible contribución
de las teoŕıas de gran unificación que se piensa que es del orden de kGUT ∼ 1016GeV .

El problema de la constante cosmológica es uno de los desaf́ıos más grandes de la
cosmoloǵıa moderna. Algunos investigadores consideran que este es un punto en el cual
se confrontan la teoŕıa general de la relatividad con la teoŕıa cuántica de campos, donde
la discrepancia de valores puede ser un indicador de que alguna de estas dos teoŕıas (o
ambas) pudieran estar mal en alguna parte y/o necesiten una revisión.

Sin embargo, si se observa con cuidado el problema, se notará que este conflicto surge
a partir de hacer una identificación entre dos fenónemos que en principio son distintos, es
decir, el vaćıo cuántico y la constante cosmológica de las ecuaciones de Einstein, motivados
escencialmente por la forma del tensor de enerǵıa-impulso (4.24).

En principio, no tienen necesariamente que estar vinculados ambos fenómenos, es decir,
que la constante cosmológica no tiene porqué ser en realidad el vaćıo cuántico, esto es
solo una especulación. Existen autores que asumen o dan por un hecho que ρΛ ∼ 2 ×
10−10erg/cm3 (ver expresión (4.32) y [45]), e incluso se empieza ya a considerar este valor
como una “medida” de la densidad del vaćıo cuántico.

Por un lado, la predicción de la existencia y presencia del vaćıo cuántico es un problema
que le corresponde a la f́ısica de part́ıculas, su medición observacional tendŕıa que ser
primero confirmada, o más aún, la manera teórica de calcularla debeŕıa primero estar bien
establecida para después ligarla a otros fenómenos.

Por otro lado, es muy importante subrayar que el valor estimado para ρΛ (o bien Λ) a
partir de los datos observacionales, es dependiente del modelo, se determina asumiendo
el modelo cosmológico ΛCDM, que es un modelo en particular entre toda una gama de otros
modelos cosmológicos, que si bien, logra tener un buen ajuste a los datos observacionales,
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Figura 4.7: Gráficas del logaŕıtmo de los parámetros de densidad de la componente de
materia oscura+bariónica y la enerǵıa oscura como constante cosmológica. La evolu-
ción de la componente de materia con respecto al factor de escala viene dada como
ρM(a)/ρ0

crit = ΩM0/a3, y para la enerǵıa oscura como ρΛ/ρ0
crit = ΩΛ0 = constante.

Observe como para tiempos tempranos (“a” pequeñas) la diferencia entre las densidades
era mucho mayor de lo que es en tiempos recientes, y para tiempos futuros la diferencia
también será mayor de lo que es ahora. La coincidencia de que justamente en tiempos
recientes las densidades parecen ser del mismo orden, es decir, que estamos viviendo una
época privilegiada en la cual sucede esta semejanza de valores, y justo ahora que se ha
detectado la enerǵıa oscura, levantan sospechas sobre la veracidad de las predicciones del
modelo ΛCDM.

no es el único que lo hace, incluso hay otros modelos cuyo ajuste a ciertos datos es mejor
que ΛCDM, aunque estos otros modelos también tienen sus propios problemas, lo mismo
que ΛCDM, como se acaba de describir anteriormente.

4.6. El problema de la coincidencia cósmica

Este es otro de los problemas que tiene el modelo cosmológico ΛCDM, que ha desper-
tado mucho interés entre la comunidad. El problema de la coincidencia cósmica consiste
en el hecho de que, de acuerdo a las predicciones de ΛCDM, la densidad de enerǵıa oscura
(con el comportamiento de una constante cosmológica) hoy en d́ıa es del mismo orden, y en
realidad muy cercana, al valor de la densidad de materia oscura + bariónica hoy. Es decir,
de toda la enorme variedad del continuo de posibles valores que estas densidades podŕıa
valer hoy en d́ıa, resulta que estamos viviendo justamente en una época privilegiada en la
cual ambas parecen tener casi el mismo valor, lo que despierta fuertes sospechas de que
tal vez algo no anda bien.

Como se mencionó en la sección 4.4, usando datos observacionales en combinación con
ΛCDM se encuentra que los valores de los parámetros de densidad de constante cosmológi-
ca y de materia oscura + bariónica, hoy en d́ıa son ΩΛ0 � 0.73 y ΩM0 � 0.27.

La figura 4.7 muestra la evolución de los parámetros de densidad, en función del factor
de escala, donde las relaciones son ΩM(a) ≡ ρM(a)/ρ0

crit = ΩM0/a3 y ΩΛ ≡ ρΛ/ρ0
crit =

ΩΛ0 = constante. Observe cómo cuando a = 1, los valores de ΩΛ y ΩM son muy cercanos
en comparación a la diferencia de valores en tiempos pasados del Universo.
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4.7. En resumen:

El presente caṕıtulo ha tenido como objetivo poner en contexto al lector en cuanto
a uno de los problemas actuales más fuertes de la cosmoloǵıa moderna, que es el de la
aceleración presente en la expansión del Universo. Y que para estudiarlo, se utilizan los
conceptos de cosmoloǵıa descritos en el caṕıtulo 1 y las pruebas cosmológicas (caṕıtulo 2)
a través de la estad́ıstica Bayesiana (caṕıtulo 3).

Se ha descrito el descubrimiento de la expansión acelerada a través de las supernovas
Ia, que es donde nace la idea de la enerǵıa oscura como responsable de dicha aceleración
y que según el modelo cosmológico ΛCDM, constituye alrededor del 73% de la densidad
total de la materia-enerǵıa presente en el Universo, y que matemáticamente tiene el com-
portamiento de una constante cosmológica. Además, se describió el modelo ΛCDM, que es
de los que mejor ajustan a las observaciones cosmológicas, pero que tiene ciertos problemas
que también fueron analizados.

En este sentido, en el caṕıtulo 6 se describirá un modelo cosmológico alternativo a
ΛCDM basado en fluidos viscosos, que soluciona los problemas de la constante cosmológi-
ca y el de la coincidencia cósmica del modelo ΛCDM y que además logra explicar la
aceleración en la expansión del Universo. No obstante, este modelo también enfrenta prob-
lemas.

En el siguiente caṕıtulo se introducirá el concepto de fluidos imperfectos, que servirá de
base para presentar el modelo alternativo a ΛCDM en el caṕıtulo 6, que se basa en pro-
poner que el Universo presente está constituido de forma dominante por materia bariónica
pero con viscosidad volumétrica, que es una de las caracteristicas que poseen los fluidos
imperfectos.
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4.7. EN RESUMEN:
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Caṕıtulo 5

Fluidos imperfectos

Desde haćıa varios años antes del descubrimiento de la expansión acelerada, se sab́ıa
que los fluidos cosmológicos con viscosidad volumétrica tienen la capacidad de expander
al Universo aceleradamente sin la necesidad de una constante cosmológica o alguna com-
ponente extraña de enerǵıa oscura. En aquel entonces, los modelos con fluidos viscosos
eran usados originalmente en el contexto de modelos inflacionarios del Universo tempra-
no [46]–[49]. Ahora, con el reciente descubrimiento de la aceleración, algunos autores han
propuesto la utilización de fluidos viscosos pero en el contexto de la aceleración presente
(ver por ejemplo [50]–[56]). Con los avances en la investigación en esta dirección, es posible
postular a los fluidos viscosos como candidatos para explicar la aceleración observada, no
obstante, con bondades y desventajas.

De los aspectos que restan para que los modelos viscosos puedan ser viables destaca
el tener un modelo microscópico que explique satisfactoriamente el origen y composición
de la viscosidad en los fluidos cosmológicos. No obstante, en este sentido ya hay varias
propuestas [57]-[60]. Debido a esta carencia de un modelo microscópico, actualmente los
modelos cosmológicos con viscosidad asumen a priori la forma funcional de esta.

El origen de la viscosidad volumétrica en un sistema f́ısico es debido a desviaciones
de su equilibrio termodinámico local. En un fluido cosmológico la viscosidad volumétrica
surge cuando un fluido se expande o contrae rápidamente de modo que el sistema no tiene
el tiempo suficiente para restablecer su equilibrio termodinámico local y entonces surge
una presión efectiva restableciendo al sistema a su equilibrio. La viscosidad puede ser vista
justamente como una medida de esta presión efectiva [59]. Cuando el fluido alcanza de
nuevo su equilibrio termodinámico entonces la presión viscosa cesa [61]–[63].

En un Universo con expansión acelerada es altamente probable que el proceso de ex-
pansión se dé en realidad como una colección de estados fuera del equilibrio termodinámico
local durante pequeñas fracciones de tiempo entre el paso de un estado al otro, dando lugar
a la generación de una viscosidad volumétrica. Por tanto, es natural asumir la existencia
de la viscosidad como una descripción más realista y precisa del proceso de expansión de
los fluidos que componen al Universo.

El formalismo de los fluidos con viscosidad volumétrica se describe a continuación.
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5.1. Tensor de enerǵıa-momento de fluidos imperfectos

En los fluidos imperfectos, a diferencia de los perfectos, la presión, la densidad, o la
velocidad pueden variar de forma detectable para el observador. El tiempo y camino libres
medios entre colisiones de las part́ıculas que componen a los fluidos imperfectos son de
una magnitud comparables a las escalas de medida del observador. En este tipo de fluidos,
el equilibrio térmico no es mantenido estrictamente, y la enerǵıa cinética del fluido puede
disiparse en forma de calor.

Consideremos que las pequeñas variaciones espaciales y en tiempo (perturbaciones a
la isotroṕıa) que el observador mide en el fluido imperfecto tienen el efecto de modificar
el tensor de enerǵıa-momento de un fluido perfecto en una magnitud δTμν , es decir,

Tμν
imp = ρUμUν + p(gμν + UμUν) + δT μν , (5.1)

donde el sub́ındice “imp” indica “fluido imperfecto”. El objetivo es calcular la expresión
de δT μν . De la identidad de Bianchi se tiene que

∇μTμν
imp = 0. (5.2)

Haciendo la contracción con la cuadrivelocidad Uν se tiene

Uν ∇μTμν
imp = 0, (5.3)

sustituyendo la expresión (5.1) en (5.3):

Uν ∇μ [ρUμUν + p(gμν + UμUν)] = −Uν∇μ(δT μν). (5.4)

Ahora, definimos el vector de corriente de part́ıculas Nμ como

Nμ ≡ nUμ, (5.5)

donde n es la densidad del número de part́ıculas que componen al fluido en cualquier
punto dado del espacio-tiempo. Por conservación de número de part́ıculas se tiene que

∇μNμ = ∇μ(nUμ) = 0, (5.6)

Esta expresión es llamada ecuación de continuidad para la densidad de masa en reposo y
forma parte importante en la descripción de los fluidos en Relatividad General. Usando la
expresión (5.6), la ecuación (5.4) puede expresarse como

−nUμ

[
p

∂

∂xμ

(
1
n

)
+

∂

∂xμ

(ρ

n

)]
= −Uν∇μ(δTμν). (5.7)

Por otra parte, la ecuación de Gibbs de la termodinámica establece que

T0 dσ = pd

(
1
n

)
+ d

(ρ

n

)
, (5.8)

donde T0 es la temperatura en cualquier punto dado del espacio-tiempo y “σ” es la entroṕıa
por part́ıcula. Expresando (5.8) de forma relativista resulta:
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T0 Uμ ∂σ

∂xμ
= pUμ ∂

∂xμ

(
1
n

)
+ Uμ ∂

∂xμ

(ρ

n

)
. (5.9)

Sustituyendo la expresión (5.9) en (5.7) obtenemos

nT0 Uμ ∂σ

∂xμ
= Uν∇μδT μν , (5.10)

la cual, usando (5.6), puede expresarse también como

T0 ∇μ(nσUμ) = Uν ∇μδTμν . (5.11)

Reacomodando esta expresión de tal manera que el factor de temperatura T0 y la cuadriv-
elocidad Uν queden dentro de la derivada covariante y ∇μ(δTμν) fuera de ella, se llega
a

∇μ

[
nσUμ − Uν

T0
δTμν

]
= − 1

T0
(∇νUμ)δT μν +

1
T 2

0

(∇νT0)UμδT μν . (5.12)

Definiendo el vector de flujo de entroṕıa local como

sμ ≡ nσUμ − Uν

T0
δT μν , (5.13)

se puede expresar la ecuación (5.12) como

∇μsμ = − 1
T0

(∇νUμ)δTμν +
1
T 2

0

(∇νT0)UμδTμν . (5.14)

La ecuación (5.14) determina la razón de producción local de entroṕıa por unidad de
volumen, donde la densidad de entroṕıa local en un sistema de referencia comóvil es
s0 = nσ. Usando la expresión (5.14), la segunda ley de la termodinámica se establece
como

∇μsμ ≥ 0 (5.15)

Para que la desigualdad (5.15) pueda cumplirse para cualquier posible configuración de
un fluido, se observa de la expresión (5.14) que es necesario que el término δTμν sea una
combinación lineal de gradientes de velocidades y temperaturas solamente, para garantizar
que el cambio en la entroṕıa local del fluido sea siempre mayor o igual a cero. Es decir, se
necesita que

δT μν ∝ ∇μUν y δTμν ∝ Uμ∇νT0, (5.16)

debido a que con esto se formaŕıan términos cuadráticos del tipo (∇νUμ)2 y (∇νT0)2 en
la expresión (5.14), los cuales siempre son positivos, y con ello se garantizaŕıa (5.15).

Además, observe que por la misma razón, δT μν no puede estar relacionada con gra-
dientes de la presión p ni densidad ρ del fluido, aśı como de n, ya que de estarlo, el lado
derecho de la expresión (5.14) contendŕıa productos de gradientes cruzados de (p, ρ, n)
con (Uμ, T0), los cuales no seŕıan positivos (por no ser cuadráticos) para todas las con-
figuraciones posibles del fluido y por tanto no se cumpliŕıa la ley de la entroṕıa local
(5.15).
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Con el razonamiento descrito anteriormente, se encuentra entonces que el tensor δT μν

debe ser de la forma

δTμν = −η PμγP νδWγδ − ν (PμγUν + P νγUμ)Qγ − ζ Pμν∇γUγ , (5.17)

donde

Pμν ≡ gμν + UμUν , tensor de proyección al hiperplano normal a Uμ.

Qμ ≡ ∇μT0 + T0(∇νUμ)Uν vector de flujo de calor. (5.18)

Wμν ≡ ∇νUμ + ∇μUν − 2
3
gμν∇αUα tensor de corte (“shear tensor”).

Y los coeficientes ζ, η, χ deben ser siempre positivos o cero, y se identifican como

ζ ≥ 0, viscosidad volumétrica o de bulto (“bulk viscosity”)
η ≥ 0, viscosidad de corte (“shear viscosity”) (5.19)
ν ≥ 0, coeficiente de conducción de calor

La viscosidad de corte η suele también ser llamada “viscosidad dinámica”. La vis-
cosidad volumétrica ζ también en ocasiones es llamada “segunda viscosidad” o “segundo
coeficiente de viscosidad” aunque estos otros dos nombres no son estrictamente correctos.

La expresión total para el tensor de enerǵıa-momento para un fluido imperfecto viene
dada por

Tμν
imp = ρUμUν + p(gμν + UμUν) − η PμγP νδWγδ − ν (PμγUν + P νγUμ)Qγ − ζ Pμν∇γUγ

(5.20)
y la ecuación para la razón de producción de entroṕıa local (5.14), usando (5.17) se expresa
como

∇μsμ =
(

η

2T0

)
PμαP νλ

(
∇νUμ + ∇μUν − 2

3
gμν∇σUσ

)(
∇λUα + ∇αUλ − 2

3
gαλ∇σUσ

)
+

+
ν

T 2
0

Pμν(∇μT0 + T0U
α∇αUμ)(∇νT0 + T0U

λ∇λUν) +

+
ζ

T0
(∇σUσ)2 ≥ 0. (5.21)

5.2. Fluidos imperfectos en cosmoloǵıa.

Para el caso cosmológico resulta que la expresión (5.17), o bien (5.20) y (5.21) se
simplifican notablemente debido a que la isotroṕıa espacial de la métrica de FRW impone
que el vector de flujo de calor y el “shear tensor” deben ser cero para respetar la isotroṕıa
del Universo. Esto es, el flujo de calor puede ser solamente a lo largo del eje temporal
en el sistema de referencia comóvil, debido a la isotroṕıa espacial de la métrica de FRW.
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De haber flujos espaciales de calor, estos difiniŕıan una dirección espacial preferida en el
fluido, siendo entonces incompatible con la isotroṕıa del Universo, es por ello entonces que
Qμ debe ser cero. Por otra parte, la isotroṕıa implica que la matriz de componentes de
Wμν debe ser invariante bajo rotaciones SO(3), en cada punto del espacio (debido a la
isotroṕıa y homogeneidad). La única matriz con esta caracteŕıstica es aquella que se forma
de la matriz unidad, I, multiplicada por alguna constante, es decir, Wμν = a · I, donde a
es constante. Pero debido a que la matriz Wμν no tiene traza (todos sus elementos de la
diagonal son cero), implica entonces que la constante es cero, lo cual implica a su vez que
en realidad Wμν = 0.

Por lo tanto, el único término disipativo que es compatible con la isotroṕıa y ho-
mogeneidad de la métrica de FRW es el que corresponde a la viscosidad volumétrica,
−ζ Pμν∇γUγ . De esta forma, fijando Qμ = 0 = Wμν en la perturbación δT μν , la expresión
(5.17) se reduce a

δTμν = −ζ(gμν + UμUν)∇γUγ . (5.22)

Considerando que ∇αUα = 3H, donde H es el parámetro de Hubble y que Qμ = 0 = Wμν ,
la expresión (5.20) resulta

T imp
μν = ρUμUν + P ∗(gμν + UμUν) (5.23)

donde

P ∗ ≡ p − ζ∇γUγ . (5.24)

Al calcular ∇γUγ en la métrica de FRW se obtiene que

∇γUγ = 3H, (5.25)

donde H es el parámetro de Hubble. Aśı que usando (5.25) la expresión (5.24) llega a ser

P ∗ ≡ p − 3ζH (5.26)

Como puede verse de la expresión (5.26), P ∗ es en realidad una presión efectiva com-
puesta por la presión hidrostática o termodinámica del fluido p, más la presión viscosa
−3ζH. La forma del tensor T imp

μν es similar a la de un fluido perfecto [ver expresión (1.12)],
solo que con un término extra en el factor de la presión.

Observe entonces cómo el único coeficiente disipativo que prevalece en la expresión
(5.23, 5.26) es la viscosidad volumétrica ζ, que surge cuando un fluido está fuera de su
equilibrio termodinámico local y que induce la presión viscosa de magnitud −3ζH. Esta
presión viscosa puede ser vista como una medida de la presión para restablecer el equilibrio
termodinámico local [59], [61]–[63]. En general ζ = ζ(t), es decir, puede depender del
tiempo, pero no del espacio, para poder ser consistente con la homogeneidad del Universo.

Por otra parte, la ecuación para la razón de producción de entroṕıa local (5.21), usando
el hecho de que Qμ = 0 = Wμν , se puede expresar como

∇μsμ =
ζ

T0
(∇αUα)2 = 9H2 ζ

T0
≥ 0 (5.27)
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donde la desigualdad viene de tomar en cuenta la ley de la entroṕıa local (5.15). Con-
siderando que H2 y T0 son siempre positivas, implica que

ζ ≥ 0 (5.28)

El formalismo para fluidos imperfectos aqúı presentado fue inicialmente derivado por
Eckart [64] en 1940 para procesos disipativos relativistas en sistemas termodinámicos fuera
de su equilibrio local. Más tarde Landau & Lifshitz desarrollaron también una formulación
equivalente [65].

La teoŕıa de Eckart tiene escencialmente dos problemas en su formulación, el primero
es que hay posibles estados de equilibrio en esta teoŕıa que son inestables [66], el segundo
problema es que puede darse el caso de que las señales puedan propagarse en el fluido
más rápido que la velocidad de la luz [67, 68]. Para corregir estos problemas, Israel-
Stewart [69, 70] desarrollaron en 1979 una teoŕıa más consistente y general que evita estos
problemas, y en la cual la teoŕıa de Eckart es el ĺımite a primer orden cuando el tiempo
de relajación tiende a cero. En este ĺımite, la teoŕıa de Eckart es una buena aproximación
a la de Israel-Stewart, y de tal forma que los problemas de la inestabilidad y velocidades
supralumı́nicas desaparecen. Por otro lado, se considera que estos dos problemas surgen
principalmente en el dominio no f́ısico de las teoŕıas [49].

Tomando ventaja de la equivalencia de la teoŕıa de Eckart con la de Israel-Stewart en
el ĺımite cuando el tiempo de relajación tiende a cero, es que la primera ha sido usada
ampliamente en la investigación debido a su mayor sencillez en comparación a la teoŕıa de
Israel-Stewart.

Por otra parte, Steven Weinberg en 1971 fue el primero en hacer un estudio formal
de los efectos de la teoŕıa de los fluidos imperfectos para el caso de la cosmoloǵıa de un
Universo en expansión [71].

Hoy en d́ıa, los fluidos imperfectos han tomado nuevo auge para modelar fluidos “os-
curos” con viscosidad volumétrica como responsables de la aceleración observada en la
expasión del Universo, asumiendo que la aproximación de tiempo de relajación tiende a
cero (ver por ejemplo [50]-[52], [54, 55, 59], [72]–[75]).

Cabe señalar que para procesos irreversibles D. Pavón et al. [76] desarrollaron una
formulación más general que la teoŕıa de Israel-Stewart, donde la temperatura podŕıa no
estar asociada con la temperatura del equilibrio. Sin embargo, en un escenario cosmológico
esta formulación no ha sido totalmente explorada.

5.3. Ecuaciones hidrodinámicas de los fluidos en Relativi-
dad General.

A partir del tensor de enerǵıa-momento T imp
μν para fluidos imperfectos (ecuación 5.23)

y de la ecuación de conservación del número de part́ıculas (ecuación 5.6) es posible derivar
las cinco ecuaciones hidrodinámicas más relevantes que describen el comportamiento de
los fluidos en el contexto de la teoŕıa general de la relatividad, que son:

Ecuación de continuidad para la densidad de materia.

Ecuación de transferencia de calor.
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Ecuaciones de Navier-Stokes (3 ecuaciones).

El movimiento de un fluido es gobernado por estas cinco ecuaciones, a la cual se le
agrega la “ecuación de estado” del fluido para tener una descripción completa del mismo.

En el presente trabajo de tesis se estudian especificamente los fluidos compresibles con
viscosidad volumétrica.

La ecuación de continuidad corresponde a la expresión (5.6), es decir,

∇μ(nUμ) = 0. (5.29)

La ecuación de la transferencia de calor en Relatividad General corresponde a la ex-
presión (5.21). Esta puede ser reescrita de otra forma1 usando la expresión (5.10). Para
esto, se calcula la derivada covariante de δT μν usando la expresión (5.22), que corresponde
al caso de un fluido con viscosidad volumétrica, pero sin viscosidad de corte (η = 0) ni
transferencia de calor (ν = 0), obteniendo

∇μδT μν = −ζ
[
θ2Uν + θUμ∇μUν + Pμν∇μθ

]
, (5.30)

donde se ha definido

θ ≡ ∇μUμ. (5.31)

El escalar θ suele llamarse la expansión del fluido porque describe justamente la razón
de incremento del volumen de un elemento del fluido.

Sustituyendo la expresión (5.30) en (5.10) y usando el hecho de que Uμ∇μUν = 0, la
expresión (5.10) toma la forma

nT0 Uμ ∂σ

∂xμ
= ζθ2. (5.32)

Esta es la ecuación de transferencia de calor en Relatividad General, para el caso de
un fluido compresible y con viscosidad volumétrica.

Las ecuaciones de Navier-Stokes se calculan a partir de la parte espacial de la identidad
de Bianchi, es decir,

Pνα∇μTμν = 0 (5.33)

donde Tμν esta dado por la ecuación (5.23) y Pνα es el tensor de proyección (ver 5.18).
Para calcular la expresión (5.33) se puede primero calcular ∇μTμν , de lo que se obtiene

∇μTμν = (ρ + p− ζθ) (Uμ∇μUν + θUν) + UμUν∇μ(ρ + p− ζθ) + gμν∇μ(p− ζθ). (5.34)

Proyectando esta expresión con Pνα, la ecuación (5.33) resulta

(ρ + p − ζθ)Uμ∇μUα + gμνPνα∇μ(p − ζθ) = 0. (5.35)

Estas son las ecuaciones de Navier-Stokes en el contexto de Relatividad General.
1El interés de expresar la ecuación (5.21) de la forma dada por la ecuación (5.32) viene del hecho de

que esta segunda forma de la ecuación de transferencia de calor es más adecuada para calcular su ĺımite
Newtoniano. Este ĺımite se calculará en la siguiente sección.
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5.4. Ĺımite Newtoniano de las ecuaciones hidrodinámicas.

Para mostrar la correspondencia entre las ecuaciones hidrodinámicas en Relatividad
General con el contexto Newtoniano, se calcula en esta sección el ĺımite Newtoniano2 de
las ecuaciones de continuidad, transferencia de calor y de Navier-Stokes, para obtener las
ecuaciones hidrodinámicas Newtonianas para un fluido “de laboratorio”.

Para ello, se usarán las siguientes expresiones que resultan de expander cada una
de ellas en potencias de la velocidad v (recuerde que se están utilizando las unidades
de velocidad de la luz c = 1) del movimiento de una part́ıcula3 inmersa en un campo
gravitacional. En el ĺımite Newtoniano la expansión en potencias de v es hasta v2 (es
decir, del orden de O(2)), cualquier otro término mayor al orden O(2) se desprecia por ser
muy pequeño (en unidades donde si se toma en cuenta el valor de c, la expansión hasta
orden O(2) corresponde a v2/c2).

A continuación se enlistan las expresiones que más se usarán a lo largo de esta sección.
La derivación de cada una de ellas se puede consultar en el apéndice B. La expansión de
los elementos de la métrica gμν viene dada como (ver expresiones B.28–B.30):

g00 = −1 + 2φ + O(4), (5.36)
gij = δij + O(2), (5.37)
gi0 = O(3), (5.38)

donde φ es el potencial gravitacional Newtoniano definido por la ecuación de Poisson:
∇2φ = 4πGρ. El orden de φ es de O(2). Las expansiones de los términos contravariantes
gμν corresponden a las expresiones (B.33–B.35).

Las expansiones de las componentes de cuadrivelocidad Uα hasta un orden de v2 son
(ver expresiones B.45–B.48):

U0 = 1 +
(

1
2
v2 − φ

)
+ O(4), (5.39)

U i = vi + O(5), (5.40)

U0 = −
(

1 +
1
2
v2 + φ

)
+ O(4), (5.41)

Ui = vi + O(5), (5.42)

El término vi representa las componentes del vector de velocidad v (de dimensión 3),
de magnitud v = v ·v. El orden de vi y v2 es de O(1) y O(2) respectivamente. La derivada
parcial con respecto al tiempo, ∂/∂x0 = ∂/∂t, es de orden O(1).

Las expansiones de los śımbolos de Christoffel vienen dadas por las expresiones (B.36–
B.40).

5.4.1. Ecuación de continuidad.

Desarrollando expĺıcitamente la ecuación de continuidad (5.29) de Relatividad General
tenemos

2También llamada la “aproximación Newtoniana”.
3Una “part́ıcula” en este contexto corresponde, por ejemplo, a un planeta, un cúmulos entero de galaxias,

etc.
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∇μ(nUμ) = ∇0(nU0) + ∇i(nU i) = 0. (5.43)

Desarrollando el primer sumando:

∇0(nU0) = n
∂U0

∂x0
+

∂n

∂x0
U0 + n(Γ0

00U
0 + Γ0

0iU
i). (5.44)

Sin embargo, el primer término de la expansión de Γ0
00 es de orden O(3) (ver expresión

B.37) por lo que este término queda descartado (dado que Γ0(2)
00 = 0). El primer término de

la expansión de Γ0
0i es de orden O(2) (ver expresión B.36), sin embargo, al multiplicarlo por

U i, el producto se vuelve de orden O(3) aśı que también queda descartada su contribución.
Luego, usando la expresión (5.39) para U0, se obtiene

∇0(nU0) = n
∂

∂x0

[
1 +

(
1
2
v2 − φ

)]
+
(

∂n

∂x0

)[
1 +

(
1
2
v2 − φ

)]
. (5.45)

Los términos “(∂/∂x0)(1
2v2 − φ)” y “

(
∂n/∂x0

)
(1
2v2 − φ)” son de orden O(3) por lo

que se descartan. Con esto se llega a

∇0(nU0) =
∂n

∂t
. (5.46)

Ahora, para el sumando ∇i(nU i) se tiene

∇i(nU i) = n
∂U i

∂xi
+

∂n

∂xi
U i + n(Γi

i0U
0 + Γi

ijU
j). (5.47)

Γi
i0 y Γi

ij son de orden O(3) y O(2) respectivamente (ver expresiones B.38–B.39), que
multiplicadas por U0 y U j incrementan el orden a O(4) y O(3) respectivamente, por lo
que se descartan. Sustituyendo la expresión (5.40) para U i se tiene

∇i(nU i) = n
∂vi

∂xi
+
(

∂n

∂xi

)
vi. (5.48)

Sustituyendo las expresiones (5.46) y (5.48) en (5.43) se obtiene

∂n

∂t
+ n

∂vi

∂xi
+
(

∂n

∂xi

)
vi = 0. (5.49)

O en notación vectorial se puede expresar como

∂n

∂t
+ n∇ · v + v · ∇n = 0, (5.50)

Conviene expresar la ecuación (5.50) en términos de la densidad de masa del fluido,
que denotaremos como ρ0 y es igual a

ρ0 = nm (5.51)

donde m es la masa de una de las part́ıculas del fluido. Con esto, la ecuación se expresa
como

∂ρ0

∂t
+ ρ0∇ · v + v · ∇ρ0 = 0, (5.52)

lo cual corresponde a la ecuación de continuidad conocida para los fluidos Newtonianos.
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5.4.2. Ecuación de transferencia de calor.

Partiendo de la expresión (5.32) se observa que hay que expandir el factor θ:

θ = ∇μUμ = ∇0U
0 + ∇iU

i. (5.53)

El primer sumando se puede expandir como

∇0U
0 =

∂U0

∂t
+ Γ0

00U
0 + Γ0

0jU
j , (5.54)

pero Γ0
00 y Γ0

0jU
j son de orden O(3), aśı que se descartan. Sustituyendo la expresión (5.39)

para U0 y despreciando los términos mayores a O(2) resulta que todos los otros términos
también se desaparecen, obteniendo

∇0U
0 = 0. (5.55)

Luego, para el sumando ∇iU
i se tiene

∇iU
i =

∂U i

∂xi
+ Γi

i0U
0 + Γi

ijU
j . (5.56)

Nuevamente Γi
i0 y Γi

ijU
j se descartan por ser de orden O(3). Al sustituir la expresión

(5.40) para U i y conservando terminos hasta de orden O(2) se llega a

∇iU
i =

∂vi

∂xi
= ∇ · v (5.57)

Usando las expresiones (5.55) y (5.57) en (5.53) se tiene que

θ = ∇ · v (5.58)

Ahora, desarrollando el factor Uμ(∂σ/∂xμ) de la expresión (5.32), se tiene

Uμ ∂σ

∂xμ
= U0 ∂σ

∂x0
+ U i ∂σ

∂xi
,

=
[
1 +

(
1
2
v2 − φ

)]
∂σ

∂t
+ vi ∂σ

∂xi
. (5.59)

Conservando solo los términos de orden O(2) se obtiene

Uμ ∂σ

∂xμ
=

∂σ

∂t
+ vi ∂σ

∂xi
, (5.60)

que en forma vectorial se puede escribir como

Uμ ∂σ

∂xμ
=

∂σ

∂t
+ v · ∇σ (5.61)

Sustituyendo las expresiones (5.58) y (5.61) en (5.32), y multiplicando por m resulta

ρ0T0

(
∂σ

∂t
+ v · ∇σ

)
= ζ (∇ · v)2 , (5.62)

donde se ha usado la definición (5.51) y se ha redefinido ζ → mζ. Esta es la familiar
ecuación Newtoniana de transferencia de calor para un fluido compresible y con viscosidad
volumétrica.
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5.4.3. Ecuaciones de Navier-Stokes.

Para calcular el ĺımite Newtoniano de las ecuaciones de Navier-Stokes (5.35) conviene
realizar la expansión separadamente de los dos sumandos que aparecen en (5.35). Consid-
eremos primero el sumando Uμ∇μUα. Desarrollando solamente la parte espacial de esta
expresión (α = k) se tiene

Uμ∇μUk = gkβUμ∇μUβ (5.63)

= gk0(U0∇0U
0 + U i∇iU

0) + gki(U0∇0U
i + U j∇jU

i)

Pero gk0 es de orden O(3) (ver expresión 5.38) aśı que se descarta. Luego, gki = δki +O(2)
(ver 5.37). Manteniendo solo términos de orden O(2) resulta

Uμ∇μUk = δki(U0∇0U
i + U j∇jU

i)

= U0∇0U
k + U j∇jU

k. (5.64)

Luego,

U0∇0U
k = U0

(
∂Uk

∂x0
+ Γk

00U
0 + Γk

0iU
i

)
. (5.65)

Γk
0i es de orden O(3) aśı que se descarta. Sustituyendo U0, Uk y Γk

00 de las expresiones
(5.39, 5.40) y (B.40) respectivamente, y conservando términos de orden O(2), resulta

U0∇0U
k =

∂vk

∂t
+

∂φ

∂xk
. (5.66)

Ahora, el término U j∇jU
k se expande como

U j∇jU
k = U j

(
∂Uk

∂xj
+ Γk

j0U
0 + Γk

jiU
i

)
. (5.67)

Γk
j0 y Γk

jiU
i son de orden O(3). Conservando términos de orden O(2):

U j∇jU
k = vj ∂vk

∂xj
. (5.68)

Sumando las expresiones (5.66) y (5.68), la ecuación (5.64) se escribe como

Uμ∇μUk =
∂vk

∂t
+

∂φ

∂xk
+ vj ∂vk

∂xj
. (5.69)

Por otra parte, el segundo término de la ecuación (5.35), en la parte espacial, se puede
expandir como

gμνPνk∇μ(p − ζθ) = (g00P0k + g0jPjk)∇0(p − ζθ) + (gi0P0k + gijPjk)∇i(p − ζθ), (5.70)

g0j y gi0 son de orden O(3). El primer término del lado derecho de la expresión (5.70)
puede expandirse de la siguiente forma

g00P0k∇0(p − ζθ) = (−1 − 2φ) (g0k + U0Uk)
∂

∂t
(p − ζθ). (5.71)
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Pero tomando en cuenta que la presión hidrostática p del fluido y el término θ son de orden
O(2), y (∂/∂t) de orden O(1), se observa que este todo el lado derecho de la igualdad (5.71)
es mayor a O(2), por lo mismo se descarta, y entonces

g00P0k∇0(p − ζθ) = 0. (5.72)

Luego, el término gijPjk∇i(p − ζθ) se expande como

gijPjk∇i(p − ζθ) = δij(gjk + UjUk)
∂

∂xi
(p − ζθ)

= (δik + UiUk)
∂

∂xi
(p − ζθ)

=
∂

∂xk
(p − ζθ). (5.73)

Usando las expresiones (5.72) y (5.73), la ecuación (5.70) se puede expresar como

gμνPνk∇μ(p − ζθ) =
∂p

∂xk
− ∂(ζθ)

∂xk
. (5.74)

Ahora, sustituyendo las expresiones (5.69) y (5.74) en la parte espacial de (5.35), se
tiene

(ρ + p − ζθ)
(

∂vk

∂t
+

∂φ

∂xk
+ vj ∂vk

∂xj

)
+

∂p

∂xk
− ∂(ζθ)

∂xk
= 0. (5.75)

ρ es de orden O(0), pero p, θ, φ son de orden O(2). Conservando solo términos de O(2) en
la expresión (5.75) y rearreglando se obtiene

ρ

(
∂vk

∂t
+ vj ∂vk

∂xj

)
= − ∂p

∂xk
− ∂φ

∂xk
+

∂(ζθ)
∂xk

. (5.76)

Expresando la ecuación (5.76) en forma vectorial resulta

ρ

[
∂v
∂t

+ (v · ∇)v
]

= −∇p − ρ∇φ + ∇(ζ∇ · v). (5.77)

Luego, ρ corresponde a la densidad de enerǵıa del fluido en el contexto de Relatividad
General. Este factor puede verse como la suma de dos contribuciones, una debida a la den-
sidad de enerǵıa que viene de la densidad de masa del fluido, es decir, ρ0c

2 (ver expresión
5.51), donde c es la velocidad de la luz4, y otra contribución que viene de la densidad de
enerǵıa interna del fluido ρ0Π, donde Π es un número real, esto es,

ρ = ρ0c
2 + ρ0Π. (5.78)

En el ĺımite Newtoniano sucede que ρ0c
2 >> ρ0Π. Aśı que despreciando ρ0Π y asum-

iendo nuevamente c = 1, la ecuación (5.77) se escribe como

ρ0

[
∂v
∂t

+ (v · ∇)v
]

= −∇p − ρ0∇φ + ∇(ζ∇ · v). (5.79)

Que corresponde a las ecuaciones de Navier-Stokes en el contexto Newtoniano.
4Aqúı se ha hecho la excepción de escribir expĺıcitamente el factor c.
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5.5. Interpretación f́ısica de la viscosidad volumétrica.

La viscosidad volumétrica ζ es una propiedad de los fluidos compresibles y que aparece
principalmente en gases poliatómicos. La viscosidad volumétrica se define a través de la
diferencia entre la presión termodinámica p del fluido y la presión mecánica p∗ en el mismo,
como

p − p∗ = ζ(∇ · v) (5.80)

donde v es la velocidad del fluido. La presión termodinámica p es una medida de toda
la enerǵıa cinética de las moleculas del fluido, este término incluye los movimientos de
translación, rotación, vibración y cualquier otro movimiento de las mismas. La presión
mecánica p∗ es una medida de la enerǵıa translacional de las moleculas solamente, mientras
que la presión ζ(∇ · v) mide las otras formas de enerǵıa cinética: rotación y vibración
[77, 78]. De esta forma, en el caso de que los modos vibracionales y/o rotacionales (o algún
otro tipo de modo) de las moleculas de un fluido compresible esten activados, entonces
ζ �= 0.

En el caso en que el fluido sea incompresible, el término (∇ · v) es cero y entonces
ambas presiones son iguales en ese caso.

El efecto más conocido (y tal vez el único) de la viscosidad volumétrica en un fluido
es el de atenuación de las ondas acústicas en un medio, que consisten en la reducción
de la amplitud de la onda en función de la distancia de profundidad que recorre en el
medio. La única manera hasta ahora conocida para medir y estudiar experimentalmente
la viscosidad volumétrica es justamente a través de esta atenuación de ondas ultrasónicas,
principalmente a través de una técnica llamada espectroscoṕıa acústica [78].

La ecuación para la atenuación α de ondas acústicas que se propagan en un medio
viscoso, térmicamente no conductivo, en el ĺımite de bajas frecuencias (del orden de 100
MHz) se expresa como5 [78]

α =
ω2

2ρ0V 3

(
4
3
η + ζ

)
(5.81)

donde ω es la frecuencia de la onda acústica, ρ0 es la densidad del fluido, V es volumen y
η, ζ son las viscosidades dinámica (o de corte) y volumétrica, respectivamente.

Algunos valores de la viscosidad volumétrica calculados recientemente por Dukhin y
Goetz, 2009 [78] para ciertos liquidos se muestran en la tabla 5.1. Estos autores estudiaron
12 liquidos de diversa naturaleza a los que miden experimentalmente la viscosidad dinámica
η y volumétrica ζ, además de otros parámetros. Encontraron, contrario a lo que se asume
insistentemente en la literatura sin fundamentos experimentales, que la magnitud de la
viscosidad volumétrica de cada uno de estos fluidos definitivamente no es despreciable,
y que en todos ellos es mayor que la viscosidad dinámica, incluso por dos ordenes de
magnitud (para la piridina por ejemplo). Además, que la viscosidad volumétrica depende
escencialmente solo de las propiedades moleculares del fluido.

Una de las aplicaciones de interés del estudio de la viscosidad volumétrica y su efecto
en la atenuación de ondas acústicas es en la técnica no destructiva de exploración de

5En el presente trabajo de tesis no se muestra la derivación de esta ecuación, la cual esta fuera del
alcance e intereses del trabajo. Se muestra solo con fines de ilustración.
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Viscosidad Viscosidad
Ĺıquido Volumétrica Dinámica

(cP) (cP)
Agua 2.4 0.890
Tolueno 7.6 0.560
Metanol 0.8 0.544
Acetona 1.4 0.306
Etanol 1.4 1.074
Piridina 62.4 0.879

Cuadro 5.1: Valores de la viscosidad volumétrica para 6 ĺıquidos calculados por Dukhin
y Goetz, 2009 [78] a través de la atenuación de ondas ultrasónicas de 100 MHz, a una
temperatura de 25◦ C. Las unidades corresponden a centipoises (cP) [1 poise (P) = 1
gr/(cm · seg)]. Observe como la viscosidad volumétrica es notablemente mayor que la
viscosidad dinámica para todos los fluidos.

medios a través de ondas acústicas ultrasónicas (por ejemplo, para generar las imágenes
de ultrasonido de un bebé en el vientre materno).

Vale la pena mencionar que la viscosidad volumétrica ha sido escasamente estudia-
da hasta hoy en d́ıa, al punto tal que sorprende la poca información que existe al re-
specto [78]. Son muy pocos los trabajos que se han hecho sobre ella tanto teórica como
experimentalmente. Casi no hay valores experimentales reportados para fluidos de labo-
ratorio. Prácticamente toda literatura existente sobre fluidos viscosos se enfoca en fluidos
incompresibles y con viscosidad dinámica (shear viscosity) quedando fuera del estudio la
viscosidad volumétrica, y los que abordan los fluidos compresibles lo hacen sin entrar en
detalles de lo que es la viscosidad volumétrica, salvo algunos escasos trabajos.

5.5.1. Efecto de la viscosidad volumétrica en fluidos Newtonianos.

En el presente trabajo de tesis se planteó y realizó un estudio preeliminar al respecto de
la siguiente pregunta (no se encontró ningún antecedente de algún estudio previo realizado
en ello en la literatura): “¿podŕıa observarse en un fluido Newtoniano el efecto de que la
viscosidad volumétrica pueda inducir expansión acelerada en el fluido, tal como sucede en
el contexto cosmológico?”.

Para ello, se consideró el caso de un fluido con viscosidad volumétrica, sin viscosidad
dinámica ni conducción térmica. Se asume que el flujo del fluido es en la dirección del
eje cartesiano x y que se mueve con una velocidad v = v(x)̂ı, donde la densidad del
mismo depende solamente de x y el tiempo t, es decir ρ0 = ρ0(t, x). Además, la presión es
p = p(x), y se asume que no hay la presencia de algún campo de fuerza externo (φ = 0).
Además se considera que en el fluido existe un gradiente de presión de la forma6

∂p

∂x
= −C (5.82)

6Este gradiente (y en general esta configuración del fluido) es a semejanza del flujo plano de Poiseuille,
para fluidos incompresibles con viscosidad dinámica.
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donde C es una constante positiva. Con estas condiciones las ecuaciones de Navier-Stokes
(5.79) se reduce a una sola, que es

ρ0

[
∂v

∂t
+ v

∂v

∂x

]
= C + ζ

∂2v

∂x2
, (5.83)

donde se ha usado el resultado de Dukhin y Goetz [78] de que la viscosidad no depende
de x. Por otra parte, la ecuación de continuidad (5.52) para este fluido se expresa como

∂ρ0

∂t
+ ρ0

∂v

∂x
+ v

∂ρ

∂x
= 0. (5.84)

Las condiciones de frontera e iniciales que se consideran son:

v(t = 0, x) = 1 ρ0(t = 0, x) = 1 (5.85)
v(t, x = 0) = 1 ρ0(t, x = 0) = 1 (5.86)

∂

∂x
v(t, x = 0) = 0 C = 1 (5.87)

Se resolvió numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(5.84) y (5.85) para encontrar las funciones ρ0(t, x) y v(x). Luego, el escalar de expansión
θ, que en Relatividad General se define como (ver expresión 5.31) θ ≡ ∇μUμ y que en
el ĺımite Newtoniano toma la forma θ = ∇ · v (ver expresión 5.58), describe la razón
de incremento del volumen de un elemento del fluido [79], es por ello que es llamado la
expansión. Este término en las ecuaciones permite tomar en cuenta de que el fluido es
compresible. Para fluidos incompresibles θ = 0.

En el caso del fluido propuesto en esta sección, θ toma la forma

θ =
∂v

∂x
. (5.88)

La aceleración en la expansión del fluido corresponde al cambio en el tiempo de θ, es
decir

dθ

dt
=

∂θ

∂x

∂x

∂t
+

∂θ

∂t
= v

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂t∂x
. (5.89)

En las figuras 5.1–5.4 se grafican las funciones calculadas para θ, dθ/dt, v(t) y ρ(t) en
función del tiempo. Dado que estas cuatro funciones dependen de (t, x), se eligió x = 0.5 cm
como un valor caracteŕıstico fijo espacialmente para estudiar el comportamiento del fluido.
Los valores elegido para ζ en las figuras 5.1–5.4, corresponden a los de la tabla 5.1, con
el fin de tener una referencia experimental de fluidos reales que puedan tener esa magni-
tud de viscosidad volumétrica. Además, se incluyó el caso en el que la magnitud de ζ es
muy pequeña (ζ = 0.01 cP) para observar el comportamiento del fluido cuando la viscosi-
dad volumétrica es “despreciable”. Las unidades utilizadas son: centipoises (viscosidad),
milipascales (presión), 10−2 gr/cm3 (densidad) y cm/seg (velocidad).

Se analizó también el caso en que se eleǵıa un valor de ζ = 62.4 cP, que corresponde
a la viscosidad volumétrica de la piridina (ver tabla 5.1), sin embargo, se obtuvo un
comportamiento caótico y con singularidades para este caso, por lo que no se muestra en
las gráficas.

De las figuras 5.1–5.4 (principalmente de 5.2) se observa que el fluido tiene una ex-
pansión acelerada (dθ/dt > 0) para tiempos tempranos (t � 0), tal que la aceleración se

89
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Figura 5.1: Gráfica de la función de expansión θ ≡ ∂v/∂x en función del tiempo t (segun-
dos) para diferentes valores de la viscosidad volumétrica. Se estudia el comportamiento
del fluido a una profundidad en el medio de x = 0.5 cm. Las unidades de ζ están dadas
en centipoises (cP) [1 poise (P) = 1 gr/(cm · seg)]. Se observa como el fluido se expande
cada vez en mayor proporción conforme pasa el tiempo (expansión acelerada). Ver figura
5.2. Los valores elegidos para ζ que se muestran en la figura corresponden a los de la tabla
5.1, de tal forma que las gráficas corresponden al caso en que el fluido sea: agua (ζ = 2.4
cP), tolueno (ζ = 7.6 cP), metanol (ζ = 0.8 cP), acetona y etanol (ζ = 1.4 cP).

incrementa rápidamente en un principio hasta alcanzar un máximo y luego empieza a de-
crecer monotónicamente hasta tener una transición suave a un periodo tard́ıo de expansión
desacelerada (dθ/dt > 0).

Del comportamiento que se observa en las figuras 5.1–5.4, se llega a la conclusión
preliminar de que, dada la configuración y condiciones iniciales y de frontera planteados
arriba para un fluido compresible, los resultados sugieren que la presencia de la viscosidad
volumétrica en un fluido compresible parecen inducir una aceleración en la expansión
del fluido (semejante a la que se obtiene en el contexto cosmológico). Sin embargo, esta
aceleración decrece en el tiempo hasta llegar a un periodo de expansión desacelerada.

Es preciso realizar un estudio más profundo para verificar y analizar el rango de validez
de la conclusión arriba planteada.

5.6. En resumen:

Este caṕıtulo describe las bases teóricas y f́ısicas de los fluidos imperfectos relativistas,
que son una generalización de los fluidos perfectos del caṕıtulo 1. Los fluidos imperfectos
toman en cuenta los posibles efectos disipativos presentes en los fluidos reales que se
encuentran en la naturaleza, tales como el flujo de calor, la viscosidad de corte (la que
es más familiar) y la volumétrica. Los fluidos perfectos son tan solo una idealización o
aproximación al comportamiento de los fluidos, que en realidad es más complejo, por
lo que una descripción más detallada se hace precisamente con la teoŕıa de los fluidos
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Figura 5.2: Gráfica de la aceleración de expansión dθ/dt (donde θ ≡ ∂v/∂x. Ver expre-
sión 5.88) en función del tiempo t (segundos), para diferentes valores de la viscosidad
volumétrica. Se estudia el comportamiento del fluido a una profundidad en el medio de
x = 0.5 cm. Se observa que el fluido inicialmente experimenta un periodo de expansión
acelerada (dθ/dt > 0), pero cuya magnitud de la aceleración va disminuyendo gradual-
mente en el tiempo hasta llegar a un periodo desacelerado (dθ/dt < 0). Sin embargo, para
el caso ζ = 0.01 cP, el fluido empieza con aceleración igual a cero, luego tiene una ligera
etapa de aceleración seguida por una de desaceleración, y que tiempo después se vuelve
cero, ya que el fluido deja de expanderse (ver figura 5.3). Las unidades de ζ son centipoises
(cP).

Ζ�2.4
Ζ�7.6
Ζ�0.8
Ζ�1.4
Ζ�0.01

x�0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

t

v�
t�

Velocidad del fluido

Figura 5.3: Gráfica de la velocidad del flujo v(t) para distintos valores de la viscosidad
volumétrica. Se estudia el comportamiento del fluido a una profundidad en el medio de
x = 0.5 cm. Se observa como la velocidad del fluido se va incrementando conforme pasa el
tiempo hasta llegar a un máximo y luego viene un periodo de decremento de la velocidad o
se mantiene constante. Las unidades de ζ son centipoises (cP), y de la velocidad (cm/seg).
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Figura 5.4: Gráfica de la densidad del fluido ρ0(t) en función del tiempo (segundos) para
distintos valores de la viscosidad volumétrica. Se estudia el comportamiento del fluido a
una profundidad en el medio de x = 0.5 cm. Se observa como la densidad del fluido va
decreciendo conforme pasa el tiempo. Las unidades de ζ y ρ0 son centipoises (cP) y 10−2

gr/cm3, respectivamente.

imperfectos.
La expresión del tensor de enerǵıa-momento de los fluidos imperfectos es más com-

plicada que para el caso de los perfectos, sin embargo, al requerir que los fluidos sean
homogeneos e isotrópicos para poder usarlos en el contexto cosmológico, la expresión del
tensor se simplifica notablemente, de tal manera que el único efecto que queda es el de la
viscosidad volumétrica.

Por otra parte, se calcularon las ecuaciones hidrodinámicas de los fluidos en el con-
texto de Relatividad General y su contraparte Newtoniana, para mostrar como de las
ecuaciones más generales se llegan a las ecuaciones conocidas de hidrodinámica de fluidos
Newtonianos.

Se estudió también la interpretación f́ısica de la viscosidad volumétrica en fluidos New-
tonianos para tener una mejor comprensión de su naturaleza. Además se investigó si era
posible tener un fluido de laboratorio en el cual se observara que se expande acelerada-
mente debido a la presencia de la viscosidad volumétrica. La conclusión preeliminar a la
que se llegó en ese sentido es que si puede darse el caso, al menos teóricamente.

Las tres expresiones más importantes de este caṕıtulo que serán usadas en el siguiente
caṕıtulo son: el tensor de enerǵıa-momento (5.23), la presión efectiva (5.26) y la segunda
ley de la termodinámica local (5.28).

Los conceptos aqúı presentados servirán de base para proponer y analizar en el siguiente
caṕıtulo un modelo cosmológico con viscosidad volumétrica para explicar la expansión
acelerada del Universo, a manera de alternativa al modelo ΛCDM.
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Caṕıtulo 6

Modelos cosmológicos con
viscosidad volumétrica

En los caṕıtulos anteriores se han descrito diferentes elementos teóricos, estad́ısticos y
observacionales de la cosmoloǵıa, y en particular, aquellos relacionados con la expansión
acelerada del Universo y la enerǵıa oscura. Además, en el caṕıtulo 5 se describieron las
generalidades teóricas de los fluidos imperfectos, con una orientación hacia la cosmoloǵıa.

En el presente caṕıtulo se propone y estudia un modelo muy general de cosmoloǵıa vis-
cosa, basado sobre la teoŕıa de los fluidos imperfectos, a manera de un modelo alternativo
al de la enerǵıa oscura o a ΛCDM.

Se trata de un modelo cosmológico que propone que la única1 componente presente
en el Universo es un fluido sin presión (polvo), con viscosidad volumétrica de la forma
general ζ = ζ0 + ζ1H, para explicar la aceleración presente del Universo, donde ζ0 y ζ1 son
constantes en el espacio y tiempo, y H es el parámetro de Hubble. El fluido caracteriza
conjuntamente a las componentes de materia bariónica y oscura.

El término “ζ0” toma en cuenta la parametrización más simple posible para la viscosi-
dad, esto es, que sea proporcional a una constante. Y el término “ζ1H” caracteriza a una
viscosidad que es proporcional a la razón de expansión del Universo.

Se clasifican todos los posibles escenarios del Universo predichos por el modelo de
acuerdo a su evolución en el pasado, presente y futuro, analizando el comportamiento del
factor de escala aśı como el escalar de curvatura y la densidad de materia.

Por otra parte, acotamos y probamos la viabilidad del modelo desarrollando un análisis
estad́ıstico Bayesiano para calcular las mejores estimaciones de ζ0 y ζ1 usando los datos
de supernovas tipo Ia, el parámetro de corrimiento R de la radiación cósmica de fondo
y el pico A de las variaciones acústicas bariónicas. Además de usar la segunda ley de la
termodinámica local y las cotas observacionales sobre la edad el Universo para impon-
er dos cotas más sobre el modelo. Adicionalmente, desarrollamos diferentes formas de
marginalizar a la constante de Hubble para estudiar la sensibilidad de los resultados ante
la forma de marginalizar.

Este caṕıtulo representa el trabajo central de la tesis, que por un lado consistió en
el aprendizaje, dominio e implementación de los conceptos descritos someramente en los
caṕıtulos anteriores, y que se resumen en las pruebas cosmológicas, la estad́ıstica Bayesiana

1Es decir, la componente dominante del Universo.
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y los fluidos imperfectos. Y por otro lado, su aplicación al estudio formal y detallado de
un modelo cosmológico alternativo, con una parametrización muy general que permite
abarcar un gran número de casos, los cuales son estudiados. Además, el modelo general es
confrontado con pruebas cosmológicas para medir su viabilidad y calcular los parámetros
libres de la teoŕıa.

Es importante mencionar que el tercer elemento central de la tesis consistió precisa-
mente en la confrontación “modelo vs datos” que implica un trabajo considerable en la
parte de cálculo númerico, tanto su implementación como desarrollo, que dan como resul-
tado ciertas gráficas y valores mostrados en las tablas de este caṕıtulo.

Comencemos por estudiar el modelo a partir de la ecuación de conservación local de
la materia y la obtención del parámetro de Hubble.

6.1. La ecuación de conservación local y el parámetro de
Hubble.

Como se mencionó anteriomente, estudiamos un modelo cosmológico en la métrica de
FRW donde la única componente es un fluido sin presión con viscosidad volumétrica de
la forma ζ = ζ0 + ζ1H, para explicar la aceleración presente del Universo. Este fluido sin
presión caracteriza conjuntamente a las componentes de materia oscura y bariónica.

Asumimos un Universo de geometŕıa espacialmente plana que en la métrica de FRW
se expresa como

ds2 = −dt2 + a2(t)(dr2 + r2dΩ2), (6.1)

donde a(t) es el factor de escala. Por otra parte, la ecuación de conservación local para el
fluido viscoso se expresa como

ρ̇m + 3H(ρm + P ∗
m) = 0, (6.2)

donde

P ∗
m ≡ Pm − 3ζH. (6.3)

El sub́ındice “m” indica “componente de materia”, H es el parámetro de Hubble y el
punto sobre ρm significa derivada temporal.

En particular, establecemos la presión hidrostática del fluido como Pm = 0, debido a
que estamos asumiendo que la componente de materia es un fluido sin presión (polvo).
Con esto, la ecuación de conservación (6.2) resulta

ρ̇m + 3H(ρm − 3ζH) = 0. (6.4)

El coeficiente de viscosidad ζ en general puede depender del tiempo cósmico. Las ecua-
ciones de Friedmann para este caso son

H2 =
8πG

3
ρm, (6.5)

ä

a
= −4πG

3
(ρm − 9ζH). (6.6)
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Usando la parametrización ζ = ζ0 + ζ1H y la primera ecuación de Friedmann (6.5),
podemos escribir el término (ρm − 3ζH) de la ecuación (6.4) como:

ρm − 3ζH =

(
1 − ζ̃1

3

)
ρm − H0

(24πG)1/2
ζ̃0ρ

1/2
m , (6.7)

donde hemos definido los coeficientes de viscosidad volumétrica adimensionales ζ̃0 y ζ̃1

como

ζ̃0 ≡
(

24πG

H0

)
ζ0, ζ̃1 ≡ (24πG) ζ1, (6.8)

y H0 es la constante de Hubble. Usando la expresión (6.7) podemos reescribir la ecuación
(6.4) en términos del factor de escala como

dρm

da
+ (3 − ζ̃1)

ρm

a
− 3H0

(24πG)1/2

ζ̃0

a
ρ1/2

m = 0. (6.9)

Dividimos la ecuación diferencial ordinaria (EDO) (6.9) por la densidad cŕıtica hoy
ρ0

crit ≡ 3H2
0/8πG, obteniendo

a
dΩ̂m

da
+ (3 − ζ̃1)Ω̂m − ζ̃0Ω̂1/2

m = 0, (6.10)

donde ahora además hemos definido el parámetro de densidad adimensional Ω̂m ≡ ρm/ρ0
crit.

Usando la relación entre el factor de escala a y el redshift 1 + z = 1/a podemos expresar
la EDO (6.10) como

(1 + z)
dΩ̂m

dz
+ (ζ̃1 − 3)Ω̂m + ζ̃0Ω̂1/2

m = 0, (6.11)

donde la función a ser calculada es Ω̂m(z). Esta EDO tiene la solución exacta:

Ω̂m(z) =

[(
1 − ζ̃0

3 − ζ̃1

)
(1 + z)(3−ζ̃1)/2 +

ζ̃0

3 − ζ̃1

]2

; para ζ̃1 �= 3, (6.12)

donde hemos usado la condición inicial Ωm0 ≡ Ω̂m(z = 0) = 1. Por otra parte, dividimos la
primera ecuación de Friedmann (6.5) también por la densidad cŕıtica hoy y le sustituimos
la expresión (6.12) para obtener

H(z) = H0

(
3 − ζ̃0 − ζ̃1

)
(1 + z)(3−ζ̃1)/2 + ζ̃0

3 − ζ̃1

; para ζ̃1 �= 3. (6.13)

O en términos del factor de escala

H(a) = H0

[(
1 − ζ̃0

3 − ζ̃1

)
a(ζ̃1−3)/2 +

ζ̃0

3 − ζ̃1

]
; para ζ̃1 �= 3. (6.14)
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6.2. El factor de escala.

De la definición del parámetro de Hubble H(a) ≡ ȧ/a escribimos la expresión (6.14)
como

1
a

da

dt
= H0

[(
1 − ζ̃0

3 − ζ̃1

)
a(ζ̃1−3)/2 +

ζ̃0

3 − ζ̃1

]
. (6.15)

Definimos γ ≡ ζ̃0/(3 − ζ̃1) y β ≡ ζ̃1 − 3, e integramos la ecuación (6.15), es decir,

∫ a

1

da′

a′
[
(1 − γ)a′β/2 + γ

] =
∫ t

t0

H0dt′ = H0(t − t0), (6.16)

donde t es el tiempo cósmico. Resolviendo esta integral obtenemos

− 2
γβ

ln
[
1 − γ +

γ

aβ/2

]
= H0(t − t0). (6.17)

Resolviendo para a(t) y sustituyendo los valores de γ y β llegamos a

a(t) =

⎡
⎣ ζ̃0 + ζ̃1 − 3 + (3 − ζ̃1) exp

(
1
2 ζ̃0H0(t − t0)

)
ζ̃0

⎤
⎦

2/(3−ζ̃1)

; para ζ̃0 �= 0, ζ̃1 �= 3.

(6.18)
Además, calculamos la primera y segunda derivadas de la expresión (6.18) con respecto

a x ≡ H0(t − t0) para estudiar las épocas de expansión aceleradas o desaceleradas del
Universo y las transiciones entre ellas:

da

dx
= eζ̃0x/2

[
ζ̃0 + ζ̃1 − 3 + (3 − ζ̃1)eζ̃0x/2

ζ̃0

](ζ̃1−1)/(3−ζ̃1)

, (6.19)

d2a

dx2
=

1
2
eζ̃0x/2

(
ζ̃0 + ζ̃1 − 3 + 2eζ̃0x/2

)[ ζ̃0 + ζ̃1 − 3 + (3 − ζ̃1)eζ̃0x/2

ζ̃0

]2(ζ̃1−2)/(3−ζ̃1)

.

(6.20)

6.3. Análisis del factor de escala

En esta sección analizamos el comportamiento del factor de escala y la evolución del
Universo que el modelo ζ = ζ0 + ζ1H predice, además de clasificar todos sus posibles
escenarios de acuerdo a su comportamiento, cuando las expresiones (6.18–6.20) son eval-
uadas en los diferentes valores posibles de ζ̃0 y ζ̃1. Para simplificar el análisis agrupamos
los posibles valores de (ζ̃0, ζ̃1) de acuerdo al comportamiento que el Universo tiene para
cada caso. Cada uno de estos casos son estudiados separadamente y son:

Caso (I): ζ̃0 + ζ̃1 = 3
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Caso (II): ζ̃0 < 0, ζ̃1 < 0

Caso (III): ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0

Caso (IV): ζ̃0 > 0, 0 < ζ̃1 < 3

Caso (V): ζ̃0 < 0, 0 < ζ̃1 < 3

Caso (VI): ζ̃0 > 0, ζ̃1 > 3

Caso (VII): ζ̃0 < 0, ζ̃1 > 3

Caso (VIII): ζ̃0 > 0, ζ̃1 = 3

Caso (IX): ζ̃0 < 0, ζ̃1 = 3

Caso (X): ζ̃0 = 0, ζ̃1 = 3

Caso (XI): ζ̃0 = 0, ζ̃1 �= 0

Caso (XII): ζ̃0 �= 0, ζ̃1 = 0

6.3.1. Caso (I): ζ̃0 + ζ̃1 = 3.

Estudiamos el caso cuando el factor de escala (6.18) es evaluado en todos los posibles
valores de (ζ̃0, ζ̃1) tales que ζ̃0 + ζ̃1 = 3. Encontramos de manera simple que este caso
corresponde a un Universo de de Sitter

a(t) = eH0(t−t0), (6.21)

en el cual el Universo tiene una expansión eterna acelerada (ver ĺıneas punteadas en las
figuras 6.2, 6.3).

6.3.2. Caso (II): ζ̃0 < 0, ζ̃1 < 0.

Estudiamos el caso en el que se evalúa la expresión (6.18) para cualesquiera valores de
ζ̃0 < 0, ζ̃1 < 0. Encontramos que en este caso el Universo comienza con un Big-Bang2.
Justo después el Universo comienza a expanderse desaceleradamente, y esto lo hace por
siempre. El factor de escala está acotado en el futuro, solo puede alcanzar un valor máximo
“amax” cuando el tiempo cósmico va a infinito en el futuro, dado por

amax ≡ ĺım
t→∞ a(t) =

(
ζ̃0 + ζ̃1 − 3

ζ̃0

)2/(3−ζ̃1)

, (6.22)

donde el sub́ındice “max” indica “máximo”. La figura 6.1 muestra el comportamiento del
factor de escala para diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) para este caso.

Por otra parte, usando a(tBB) = 0, encontramos que el tiempo cósmico tBB cuando
sucede el Big-Bang al inicio del Universo es

2En el presente trabajo definimos al Big-Bang como el estado del Universo donde el factor de escala es
cero en algún tiempo pasado tBB, donde además los valores del escalar de curvatura R y la densidad de
materia ρ divergen. El sub́ındice “BB” indica “Big-Bang”.
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Figura 6.1: Gráficas del factor de escala con respecto a H0(t − t0) para diferentes valores
de (ζ̃0, ζ̃1) cuando ζ̃0 < 0 y ζ̃1 < 0 (ver sección 6.3.2). En este caso el modelo predice
un Big-Bang como inicio del Universo, seguido por una expansión eterna desacelerada. El
factor de escala está acotado por un valor máximo amax = [(ζ̃0 + ζ̃1−3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando
t → ∞. El tiempo t0 corresponde al tiempo presente y H0 es la constante de Hubble.

tBB = t0 +
2

H0ζ̃0

ln

(
1 − ζ̃0

3 − ζ̃1

)
. (6.23)

Además, definimos la edad del Universo como el tiempo transcurrido entre el momento
del Big-Bang tBB hasta hoy en d́ıa, t0. Aśı que usando la expresión (6.23), la edad del
Universo esta dada por

Edad ≡ |t0 − tBB| = − 2
H0ζ̃0

ln

(
1 − ζ̃0

3 − ζ̃1

)
(6.24)

6.3.3. Caso (III): ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0.

Analizamos el factor de escala (6.18) en valores ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0. Encontramos que hay
dos tipos de comportamientos del Universo, dependiendo de la desigualdad:

(III-a) ζ̃0 + ζ̃1 < 3,

(III-b) ζ̃0 + ζ̃1 > 3.

Las figuras 6.2–6.12 muestran el comportamiento del factor de escala para estos subcasos
usando diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1).

Para el subcaso (III-a) el modelo predice un Universo expandiendose eternamente,
este comienza con un Big-Bang seguido por una expasión desacelerada en la cual la des-
aceleración va disminuyendo gradualmente hasta un momento en el cual es cero y es
seguida por una transición suave a un periodo de expansión acelerada que continuará por
siempre en el futuro, tal que a → ∞ cuando t → ∞ (ver figuras 6.2-6.5).
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VOLUMÉTRICA
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El tiempo cósmico “ttrans” en el cual la transición entre el periodo desacelerado al
acelerado sucede puede calcularse igualando a cero la expresión (6.20) produciendo

ttrans = t0 +
2

H0ζ̃0

ln

(
3 − ζ̃0 − ζ̃1

2

)
. (6.25)

Para obtener la expresión de la transición entre el periodo desacelerado al acelerado
para el factor de escala, derivamos la expresión (6.14) con respecto al factor de escala, y
usando el hecho de que H ≡ ȧ/a obtenemos

dȧ

da
= H0

[
ζ̃1 − 1

2

(
1 − ζ̃0

3 − ζ̃1

)
a(ζ̃1−3)/2 +

ζ̃0

3 − ζ̃1

]
. (6.26)

Esta ecuación la igualamos a cero para con ello obtener la expresión para el factor de
escala, at, para la cual se da la transición,

at =

[
2ζ̃0

(ζ̃1 − 1)(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)

]2/(ζ̃1−3)

. (6.27)

Es importante señalar que la transición entre el periodo de expansión desacelerada a
acelerada viene directamente del modelo, no es necesario asumir algún otro elemento para
obtenerla.

La transición toma lugar en el pasado del Universo si 1 < ζ̃0 + ζ̃1 < 3. En el futuro si
ζ̃0 + ζ̃1 < 1. Y hoy si ζ̃0 + ζ̃1 = 1.

Las mejores estimaciones para los valores de los coeficientes adimensionales de la vis-
cosidad volumétrica (ζ̃0, ζ̃1) corresponden justamente a este caso (ver tabla 6.3 y la sección
6.6.1 para detalles). Las figuras 6.4 y 6.5 muestran el comportamiento del factor de escala
cuando es evaluada en las mejores estimaciones.

De manera semejante al caso anterior, la edad del Universo para este subcaso está dado
por la expresión (6.24). La tabla 6.1 muestra el valor de la edad del Universo cuando la
expresión (6.24) es evaluada en las mejores estimaciones. La tabla muestra también el
valor del factor de escala at y su respectivo valor del redshift zt cuando se da la transición
entre desaceleración a aceleración en la expansión del Universo, para el caso de las mejores
estimaciones.

Para el subcaso (III-b) el modelo predice una expansión acelerada eterna (ver figura
6.12). En este subcaso no hay un Big-Bang como origen del Universo, en lugar de eso, se
tiene un valor mı́nimo para el factor de escala cuando el tiempo cósmico tiende a menos
infinito dado por

amin ≡ ĺım
t→−∞ a(t) =

(
ζ̃0 + ζ̃1 − 3

ζ̃0

)2/(3−ζ̃1)

, (6.28)

donde el sub́ındice “min” indica “mı́nimo”. A partir del valor mı́nimo amin, el factor de
escala se va incrementado conforme el tiempo pasa, hasta el infinito cuando t → ∞. La
edad del Universo para este subcaso no está definida [ver ecuación (6.24)].
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Figura 6.2: Gráficas del factor de escala con respecto a H0(t − t0) para diferentes valores
de (ζ̃0, ζ̃1) cuando ζ̃0 > 0 y ζ̃1 < 0 pero con la condición ζ̃0 + ζ̃1 ≤ 3 (ver sección 6.3.3). El
modelo predice un Universo con expansión eterna, que comienza con un Big-Bang seguido
por una expansión con una desaceleración decreciente hasta el punto que es cero dando
lugar a una transición a un periodo de expansión acelerado, que continuará por siempre,
tal que a → ∞ cuando t → ∞. Los puntos indican el tiempo en el que se da la transición
entre desaceleración a aceleración para cada uno de los ejemplos mostrados [ver expresión
(6.25)]. La ĺınea punteada corresponde a un Universo de de Sitter (ver sección 6.3.1). El
tiempo t0 corresponde al tiempo presente.
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Figura 6.3: Gráficas de la primera y segunda derivadas del factor de escala con respecto
a x ≡ H0(t − t0) para diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) cuando ζ̃0 > 0 y ζ̃1 < 0 pero con la
condición ζ̃0 + ζ̃1 ≤ 3 [ver ecuaciones (6.19–6.20) y la sección 6.3.3].
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Figura 6.4: Gráficas del factor de escala a(t) con respecto a H0(t − t0) [ver expresión
(6.18)] cuando es evaluado en los valores de las mejores estimaciones de ζ̃0 y ζ̃1, calculadas
usando la muestra de SNe Ia “Union2” (2010) [18] (ver tabla 6.3). La ĺınea negra punteada
corresponde a los valores de (ζ̃0 = 8.58 ± 1.2, ζ̃1 = −5.96 ± 1.1) que vienen de usar una
función de distribución de probabilidad (FDP) previa delta de Dirac para marginalizar
sobre la constante de Hubble H0. La ĺınea de color más tenue (roja) continua corresponde
a los valores (ζ̃0 = 4.38 ± 1.5, ζ̃1 = −2.16 ± 1.4) que vienen de usar una FDP previa
constante. Los puntos indican el tiempo cósmico cuando se da la transición entre el periodo
temprano de expansión desacelerado al tard́ıo de expansión acelerada (ver expresión (6.25)
y tabla 6.1). Las bandas de tono suave y oscuro (rosa y gris) corresponden a evaluar (6.18)
en los errores de las mejores estimaciones de los coeficientes de viscosidad (ζ̃0, ζ̃1), cuando
se usa la FDP previa constante y de delta de Dirac, respectivamente.
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Figura 6.5: Gráficos de la primera y segunda derivadas del factor de escala a(t) con respecto
a x ≡ H0(t − t0) [ver expresiones (6.19) y (6.20)] cuando son evaluadas en las mejores
estimaciones de ζ̃0 y ζ̃1, calculadas usando la muestra de SNe Ia “Union2” (2010) [18] (ver
tabla 6.3). Los puntos indican el tiempo en el cual se da la transición entre una época
desacelerada a una acelerada [ver expresión (6.25) y tabla 6.1].
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Figura 6.6: Gráfica semejante a la figura 6.4 pero ahora usando las mejores estimaciones
de ζ̃0 y ζ̃1 calculadas a partir de la muestra de SNe Ia “Union” (2008) [37] y el parámetro
de corrimiento R del CMB, e incluyendo la componente de radiación Ωr0 (ver tabla 6.3).
Los puntos indican el tiempo en el cual se da la transición entre una época desacelerada
a una acelerada [ver expresión (6.25) y tabla 6.1].
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Figura 6.7: Gráficos de la primera y segunda derivadas del factor de escala a(t) con respecto
a x ≡ H0(t − t0) (ver figura 6.6). Gráfica semejante a la figura 6.5 pero ahora usando la
muestra de SNe Ia “Union” (2008) [37] y el parámetro de corrimiento R del CMB, e
incluyendo la componente de radiación Ωr0.
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VOLUMÉTRICA

6.3. ANÁLISIS DEL FACTOR DE ESCALA

constant prior
�SNe�

constant prior
�SNe
�CM

B
�

20 40 60 80 100
H0

5

10

15

20

25

30

35

Age�Gyr�
Age of the universe

Figura 6.8: Gráfica de la edad del Universo en términos de la constante H0 [ver expresión
(6.24)]. H0 es dada en unidades de (km/s)Mpc−1 y la edad en unidades de “Gigayears”
(Gyr). Las ĺıneas punteada y continua corresponden a la edad del Universo evaluada en
las mejores estimaciones de (ζ̃0, ζ̃1) calculadas usando sólo SNe, aśı como conjuntamente
SNe + CMB, respectivamente, asumiendo una función de distribución de probabilidad
(FDP) previa constante para marginalizar sobre H0 (ver tabla 6.3) y usando la muestra
“Union” SNe Ia (2008) del SCP. El punto y el triángulo indican la edad del Universo
evaluada en las mejores estimaciones, usando una FDP previa de delta de Dirac, centrada
en H0 = 72 (km/s)Mpc−1, usando SNe + CMB y solo SNe, respectivamente. El punto y
el triángulo no son ĺıneas ya que se asumió el valor particular de H0 = 72 (km/s)Mpc−1

(la delta de Dirac) cuando las mejores estimaciones de (ζ̃0, ζ̃1) fueron calculadas. Las
ĺıneas verticales corresponden al intervalo H0 = [55, 75] (km/s)Mpc−1, ésta es la región
permitida de acuerdo a los valores de H0 consistentes con la distancia modular usada
para derivar edades de los cúmulos globulares galácticos del paralaje de Hipparcos [80].
Las ĺıneas horizontales corresponden a las cotas en la edad del Universo provenientes de
estos cúmulos galácticos (Edad = 12.9± 2.9 Gyr [80]). Por tanto, el área sombreada es la
región consistente para la edad. Observe que el triángulo queda afuera del área sombreada,
indicando un problema del modelo para predecir una edad que sea consistente con las
observaciones. La tabla 6.1 resume los valores estimados de la edad del Universo.
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6.3. ANÁLISIS DEL FACTOR DE ESCALA

delta prior
constant prior

constant prior,
Ζ
�

1 �0

20 40 60 80 100
H0

5

10

15

20

25

30

35

Age�Gyr�
Age of the universe

Figura 6.9: Gráfica de la edad del Universo en términos de la constante de Hubble H0

cuando es evaluada en las mejores estimaciones para (ζ̃0, ζ̃1) [ver expresión (6.24) y tabla
6.3] y usando la muestra “Union2” SNe Ia (2010) del SCP. Los puntos indican los valores
calculados para la edad del Universo cuando se asume un valor de H0 = 72 (km/s)Mpc−1,
como lo sugieren las observaciones del Telescopio espacial Hubble (HST) [38]. Las ĺıneas
horizontales corresponden a las cotas en la edad del Universo a partir de estos cúmulos:
Edad = 12.9 ± 2.9 Gyr [80]. El área sombreada es la región consistente para la edad del
Universo. La tabla 6.1 resume los valores estimados para la edad del Universo.

6.3.4. Caso (IV): ζ̃0 > 0, 0 < ζ̃1 < 3.

De acuerdo al comportamiento del factor de escala (6.18) dividimos el caso en dos
subcasos:

(IV-a) ζ̃0 + ζ̃1 < 3

(IV-b) ζ̃0 + ζ̃1 > 3

Las figuras 6.13, 6.14 muestran el comportamiento del factor de escala para estos subcasos
usando diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1).

Para el subcaso (IV-a), el Universo empieza con un Big-Bang seguido por una expan-
sión eterna. De la ecuación (6.19) vemos que cuando ζ̃1 > 1 (con ζ̃0 + ζ̃1 < 3) la expansión
después del Big-Bang es siempre acelerada, con una velocidad de la expansión igual a cero
al momento del Big-Bang (ver figura 6.14).

Cuando ζ̃1 < 1 (con ζ̃0 + ζ̃1 < 3) la expansión después del Big-Bang es desacelerada
pero esta desaceleración va decreciendo hasta un momento en que es cero, dando lugar a
una transición a una expansión eternamente acelerada, tal que a → ∞ cuando t → ∞.

En el caso ζ̃1 = 1 (⇒ ζ̃0 < 2) la expansión es siempre acelerada, la rapidez de la
expansión justo después del Big-Bang es mayor a cero (ver figura 6.14). Usando la ecuación
(6.20) encontramos que la transición entre el periodo de desaceleración al de aceleración
tienen lugar en el tiempo cósmico dado por la ecuación (6.25) y la edad del Universo dada
por la expresión (6.24).
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Figura 6.10: Intervalos de confianza para los coeficientes adimensionales (ζ̃0, ζ̃1) del modelo
dominado por materia viscosa de la forma ζ = ζ0 + ζ1H. Se usó el conjunto de supernovas
SCP “Union2” (2010) [18] para calcular las mejores estimaciones ζ̃0 = 4.389 ± 1.56 y
ζ̃1 = −2.166±1.42 que son indicados con el punto en la figura. Los intervalos de confianza
corresponden a 68.3 %(1σ), 95.4 %(2σ) y 99.73%(3σ) de probabilidad. La región gris (parte
superior de la figura) indica los valores de (ζ̃0, ζ̃1) para los cuales no hay un Big-Bang en
el pasado, es decir, el factor de escala nunca es cero en el pasado del Universo, aśı como
que el escalar de curvatura R no diverge (ver figuras 6.12 y 6.37). La ĺınea que delimita la
región gris con la blanca corresponde a los valores ζ̃0 + ζ̃1 = 3, que generan un Universo
de de Sitter. La región blanca (parte central) indica los valores para los cuales el Universo
se expande aceleradamente hoy en d́ıa, y la región verde (parte inferior) corresponde a
desaceleración hoy en d́ıa. Observe que las mejores estimaciones aśı como los intervalos
de confianza caen precisamente en la región acelerada, con al menos un 99.73% de proba-
bilidad. Las ĺıneas punteadas muestran un par de valores para la edad del Universo (10 y
20 Gyr). El valor central estimado para la edad del Universo es 11.72 Gyr (ver tabla 6.1).
La constante de Hubble H0 fue marginalizada asumiendo una FDP previa constante.
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Figura 6.11: Intervalos de confianza para los coeficientes adimensionales (ζ̃0, ζ̃1). Esta
gráfica es similar a la figura 6.10 y con las mismos comentarios, solo que en este caso se
utilizó una FDP previa de delta de Dirac para marginalizar sobre H0. Las mejores esti-
maciones son ζ̃0 = 8.58 ± 1.2 y ζ̃1 = −5.96 ± 1.15 (ver tabla 6.3). El valor central de la
edad del Universo calculada a partir de las mejores estimaciones es 10.03 Gyr (ver tabla
6.1). Observe como para este caso los intervalos de confianza en su totalidad (99.73 %)
se siguen localizando en la estrecha región de “expansión acelerada hoy” de igual forma
que el caso de FDP previa constante, no obstante, los intervalos de confianza están recor-
ridos hacia valores mayores de ζ̃0 y menores de ζ̃1. Este corrimiento de los intervalos de
confianza entre las figuras 6.10 y 6.11 denota los efectos que tiene el asumir métodos de
marginalización distintos (FDP previa constante y delta de Dirac, respectivamente), que
si bien cualitativamente indican lo mismo, cuantitativamente difieren. En este sentido, los
resultados que se obtienen cuando se usa la FDP previa de delta de Dirac son menos
robustos que cuando se usa la FDP previa constante, debido a que se está asumiendo un
valor espećıfico para H0, lo cual no toma en cuenta el error en el valor reportado de H0 y
que el valor elegido pueda no sea el correcto (de hecho hay diferencias en el valor central
reportado de H0 según las observaciones que se utilizan para estimarlo).
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Figura 6.12: Gráfica del factor de escala con respecto a x ≡ H0(t − t0) para diferentes
valores de (ζ̃0, ζ̃1) cuando ζ̃0 > 0 y ζ̃1 < 0 pero con la condición ζ̃0 + ζ̃1 ≥ 3 (ver sección
6.3.3). El modelo predice un Universo con una expansión eternamente acelerada. En este
subcaso no hay un Big-Bang como origen, más bien el Universo tiene un mı́nimo en el
valor del factor de escala dado por amin = [(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → −∞. A
partir de este mı́nimo, el factor de escala va incrementando su valor a lo largo del tiempo
hasta a → ∞ cuando t → ∞.
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Figura 6.13: Gráfica del factor de escala con respecto a H0(t − t0) para diferentes valores
de (ζ̃0, ζ̃1) cuando ζ̃0 > 0 y 0 < ζ̃1 < 3 (ver sección 6.3.4). Para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 < 3 el
modelo predice un Universo que inicia con un Big-Bang seguido por una expansión eterna.
Cuando ζ̃1 < 1 la expansión después del Big-Bang es desacelerada pero decreciendo en
magnitud hasta llegar a cero, momento en el cual se da una transición a un periodo de
expansión acelerada que continuará por siempre, tal que a → ∞ cuando t → ∞. Los
puntos indican el tiempo en el cual se da la transición para los ejemplos mostrados [ver
expresión (6.25)]. Para el subcaso ζ̃0+ ζ̃1 > 3 el modelo predice una expansión eternamente
acelerada.
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Figura 6.14: Gráfica de la primera y segunda derivadas del factor de escala con respecto
a x ≡ H0(t − t0) para diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) ζ̃0 > 0 y 0 < ζ̃1 < 3 (ver ecuaciones
(6.19), (6.20) y sección 6.3.4).

Para el subcaso (IV-b) el modelo predice una expansión eterna del Universo, y esta
expansión es siempre acelerada a lo largo de toda la historia del Universo (ver figura 6.13).
No hay Big-Bang como origen del Universo, en lugar de ello, se tiene un valor mı́nimo del
factor de escala dado por amin = [1 + (ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → −∞.

Para este valor mı́nimo “amin”, el factor de escala se va incrementando a lo largo del
tiempo hasta que a → ∞ cuando t → ∞. La edad del Universo no está definida para este
subcaso [ver ecuación (6.24)].

6.3.5. Caso (V): ζ̃0 < 0, 0 < ζ̃1 < 3.

En este caso el Universo comienza con un Big-Bang. El factor de escala alcanza un
valor máximo de amax = [1 + (ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → ∞ (ver figuras 6.15, 6.16).

Cuando ζ̃1 > 1, la expansión comienza aceleradamente desde el momento del Big-
Bang. Después de un tiempo hay una transición a un periodo de expansión desacelerada
que continuará por siempre. La transición sucede en el tiempo cósmico dado por la ecuación
(6.25). Cuando ζ̃1 ≤ 1, la expasión es eternamente desacelerada desde el inicio del Big-
Bang. En ambos subcasos la edad del Universo esta dada por la expresión (6.24).

6.3.6. Caso (VI): ζ̃0 > 0, ζ̃1 > 3.

En este caso el factor de escala puede escribirse como

a(t) =

⎡
⎣ ζ̃0

ζ̃0 + ζ̃1 − 3 + (3 − ζ̃1) exp
(

1
2 ζ̃0H0(t − t0)

)
⎤
⎦

2/(ζ̃1−3)

. (6.29)

El modelo predice un Universo en expansión acelerada. En este caso no hay Big-
Bang, en lugar de ello, el Universo tiene un valor mı́nimo en el factor de escala amin =
[ζ̃0/(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)]2/(ζ̃1−3) cuando t → −∞ (ver figura 6.17). A partir de este valor mı́nimo
amin el factor de escala se va incrementando de forma acelerada hasta un tiempo finito tBR,
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Figura 6.15: Gráfica del factor de escala con respecto a H0(t − t0) para diferentes
valores de (ζ̃0, ζ̃1) cuando ζ̃0 < 0 y 0 < ζ̃1 < 3 (ver sección 6.3.5). En este caso
el Universo comienza con un Big-Bang. El factor de escala alcanza un valor máximo
amax = [1 + (ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → ∞. Cuando ζ̃1 > 1 la expansión comien-
za aceleradamente al momento del Big-Bang. Después de un tiempo hay una transición
a un periodo de expansión desacelerada que continuará por siempre. Cuando ζ̃1 ≤ 1 la
expansión es eternamente desacelerada desde el Big-Bang, hasta t → ∞.
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Figura 6.16: Gráfica de la primera derivada del factor de escala con respecto a x ≡ H0(t−t0)
para diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) cuando ζ̃0 < 0 y 0 < ζ̃1 < 3 [ver ecuación (6.19) y sección
6.3.5].
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Figura 6.17: Gráficas del factor de escala con respecto a H0(t− t0) para diferentes valores
de (ζ̃0, ζ̃1) cuando ζ̃0 > 0 y ζ̃1 > 3 (ver sección 6.3.6). El modelo predice una expansión
acelerada del Universo. No hay Big-Bang, más bien, el Universo tiene un valor mı́nimo en
el factor de escala amin = [ζ̃0/(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)]2/(ζ̃1−3) cuando t → −∞. A partir de este valor
mı́nimo, amin, el factor de escala se va incrementando de forma acelerada hasta un tiempo
tBR que es cuando sufre un “Big-Rip”.

que es cuando el Universo sufre un “Big-Rip”, es decir, el factor de escala y la curvatura
escalar alcanzan un valor infinito en un tiempo finito en el futuro. El sub́ındice “BR”
indica “Big-Rip”. El tiempo cósmico cuando el Big-Rip sucede es

tBR = t0 +
2

H0ζ̃0

ln

(
ζ̃0 + ζ̃1 − 3

ζ̃1 − 3

)
. (6.30)

En este caso la edad del Universo no esta definida.

6.3.7. Caso (VII): ζ̃0 < 0, ζ̃1 > 3.

A partir de la ecuación (6.29), con ζ̃0 < 0, vemos que el factor de escala es cero en el
pasado pero solo hasta un tiempo cuando t → −∞. Para tiempos tempranos el Universo
tiene una expansión acelerada (ver figuras 6.18 y 6.19). Cuando ζ̃0 + ζ̃1 > 3, con ζ̃1 > 3, el
Universo se expande hasta un momento en que se da un Big-Rip al tiempo cósmico dado
por la ecuación (6.30).

Cuando ζ̃0 + ζ̃1 < 3, el periodo de expansión acelerada, al cabo de cierto tiempo,
sufre una transición a uno de expansión desacelerada. Esta transición sucede al tiempo
cósmico dado por la ecuación (6.25). El factor de escala alcanza su valor máximo amax =
[ζ̃0/(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)]2/(ζ̃1−3) cuando t → ∞ (ver figuras 6.18 y 6.19).

6.3.8. Caso (VIII): ζ̃0 > 0, ζ̃1 = 3.

Para estudiar el caso ζ̃1 = 3 tenemos que empezar desde la ecuación diferencial ordi-
naria (EDO) (6.11) donde fijamos ζ̃1 = 3, para tener
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Figura 6.18: Gráficas del factor de escala con respecto a H0(t− t0) para diferentes valores
de (ζ̃0, ζ̃1) cuando ζ̃0 < 0 y ζ̃1 > 3 (ver sección 6.3.7). El factor de escala es cero cuando
t → −∞. Para tiempos tempranos el Universo tiene una expansión acelerada. Cuando
ζ̃0 + ζ̃1 > 3 (con ζ̃1 > 3) el Universo se expande hasta el tiempo en que hay un Big-Rip.
Cuando ζ̃0 + ζ̃1 < 3 el periodo de expansión acelerada tiene una transición a un periodo
desacelerado que continuará por siempre. En este subcaso el factor de escala alcanza un
valor máximo amax = [ζ̃0/(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)]2/(ζ̃1−3) cuando t → ∞.
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Figura 6.19: Gráficas de la primera derivada del factor de escala con respecto a x ≡
H0(t− t0) para diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) cuando ζ̃0 < 0 y ζ̃1 > 3 [ver ecuación (6.19) y
sección 6.3.7].
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(1 + z)
dΩ̂m

dz
+ ζ̃0Ω̂1/2

m = 0. (6.31)

cuya solución es

Ω̂m(a, ζ̃0, ζ̃1 = 3) =
(

1 +
1
2
ζ̃0 ln(a)

)2

. (6.32)

Ahora, usando la primera ecuación de Friedman en la forma H(a) = H0

√
Ω̂m(a, ζ̃0, ζ̃1 = 3),

el parámetro de Hubble para el caso ζ̃1 = 3 puede ser escrito como

H(a, ζ̃0, ζ̃1 = 3) = H0

[
1 +

1
2
ζ̃0 ln a

]
, (6.33)

o en términos del redshift z como

H(z, ζ̃0, ζ̃1 = 3) = H0

[
1 − 1

2
ζ̃0 ln(1 + z)

]
. (6.34)

De la ecuación (6.33) podemos escribir el parámetro de Hubble como H(a) ≡ ȧ/a para
obtener

1
a

da

dt
= H0

[
1 +

1
2
ζ̃0 ln a

]
. (6.35)

Reescribiendo esta expresión en forma integral∫ a

1

da′

a′
(
1 + 1

2 ζ̃0 ln a′
) =

∫ t

t0

H0dt′, (6.36)

se visualiza la solución

2
ζ̃0

ln
(

1 +
1
2
ζ̃0 ln a

)
= H0(t − t0), (6.37)

y resolviendo para a(t) obtenemos

a(t) = exp

[
2
ζ̃0

{
exp

[
ζ̃0

2
H0(t − t0)

]
− 1

}]
; donde ζ̃0 �= 0. (6.38)

Las figuras 6.20 y 6.22 muestran algunas gráficas del factor escala (6.38) para diferentes
valores de ζ̃0.

Calculamos también la primera y segunda derivadas de a(t), a partir de la función
(6.38), con respecto a x ≡ H0(t − t0):

da

dx
= exp

{
2
ζ̃0

[
exp

(
ζ̃0

2
x

)
− 1

]
+

ζ̃0

2
x

}
, (6.39)

d2a

dx2
= exp

{
2
ζ̃0

[
exp

(
ζ̃0

2
x

)
− 1

]
+

ζ̃0

2
x

}
×
[
exp

(
ζ̃0

2
x

)
+

ζ̃0

2

]
. (6.40)
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Figura 6.20: Gráficas del factor de escala para el caso ζ̃0 ≥ 0 y ζ̃1 = 3 (ver sección 6.3.8). El
modelo predice una expansión eternamente acelerada. El Universo tiene un valor mı́nimo
del factor de escala de amin = exp(−2/ζ̃0) cuando t → −∞, que va incrementando su valor
a lo largo del tiempo hasta a → ∞ cuando t → ∞.

De la expresión (6.38), cuando ζ̃0 > 0, el modelo predice una expansión eternamente
acelerada a lo largo de toda la evolución del Universo (ver figuras 6.20-6.21).

El factor de escala tiene un valor mı́nimo de amin = exp(−2/ζ̃0) cuando t → −∞, que
se va incrementado a lo largo del tiempo hasta que a → ∞ cuando t → ∞. La edad del
Universo no esta definida en este caso.

6.3.9. Caso (IX): ζ̃0 < 0, ζ̃1 = 3.

El modelo predice una expansión acelerada del Universo en tiempos tempranos, seguida
por una transición a un periodo de expansión desacelerada tard́ıa que continuará desace-
leradamente por siempre. El factor de escala es cero cuando t → −∞ y se incrementa a lo
largo del tiempo hasta que alcanza un valor máximo de amax = exp(−2/ζ̃0) cuando t → ∞
(ver figuras 6.22, 6.23). El tiempo cósmico cuando la transición sucede esta dado por

ttrans = t0 +
2

H0ζ̃0

ln

(
− ζ̃0

2

)
. (6.41)

La edad del Universo no está definida.

6.3.10. Caso (X): ζ̃0 = 0, ζ̃1 = 3.

Fijamos ζ̃0 = 0 en la ecuación (6.36), produciendo

∫ a

1

da′

a′
=
∫ t

t0

H0dt′ ⇒ ln a = H0(t − t0), (6.42)

resolviendo para a(t) se tiene

a(t) = eH0(t−t0), (6.43)
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Figura 6.21: Gráficas de la primera y segunda derivada del factor de escala con respecto
a x ≡ H0(t − t0), para diferentes valores de ζ̃0 ≥ 0, para el caso ζ̃1 = 3 (ver ecuaciones
(6.39), (6.40) y sección 6.3.8).
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Figura 6.22: Gráficas del factor de escala con respecto a H0(t− t0) para diferentes valores
de ζ̃0 ≤ 0, para el caso ζ̃1 = 3 (ver sección 6.3.9). El modelo predice una expansión
acelerada en tiempos tempranos, seguida por una transición a un periodo de expansión
desacelerada que continuará por siempre. El factor de escala es cero cuando t → −∞
y va incrementandose a lo largo del tiempo hasta alcanzar su valor máximo de amax =
exp(−2/ζ̃0) cuando t → ∞.
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Figura 6.23: Gráficas de la primera y segunda derivadas del factor de escala con respecto
a x ≡ H0(t − t0) para diferentes valores de ζ̃0 ≤ 0, para el caso ζ̃1 = 3 (ver ecuaciones
(6.39), (6.40) y sección 6.3.9).

que corresponde a un Universo de de Sitter .

6.3.11. Caso (XI): ζ̃0 = 0, ζ̃1 �= 0.

Para este caso fijamos ζ̃0 = 0 en la expresión para el parámetro de Hubble (6.14) para
obtener H(a, ζ̃0 = 0, ζ̃1) = H0a

(ζ̃1−3)/2. De esta forma, siguiendo el mismo procedimiento
que en la sección 6.3, la expresión del factor de escala es

a(t) =

[
1 +

3 − ζ̃1

2
H0(t − t0)

]2/(3−ζ̃1)

; para ζ̃1 �= 3. (6.44)

En este caso el modelo predice un Universo en expansión. Cuando ζ̃1 < 3 entonces el
Universo comienza con un Big-Bang seguido por una expansión eterna, tal que a → ∞
cuando t → ∞. Además, cuando ζ̃1 < 1 la expansión es eternamente desacelerada. Cuando
1 < ζ̃1 < 3 la expansión es eternamente acelerada. Y cuando ζ̃1 = 1, la velocidad de la
expansión es constante por siempre (ver figuras 6.24 y 6.25). La edad del Universo está dada
por

Edad =
2

H0(3 − ζ̃1)
. (6.45)

Para el subcaso ζ̃1 > 3, la expansión es siempre acelerada. El factor de escala es cero
cuando t → −∞ y va creciendo hasta un valor infinito en un tiempo tBR, que es cuando
sucede un Big-Rip en el futuro. El Big-Rip sucede en el tiempo cósmico

tBR = t0 +
2

H0(ζ̃1 − 3)
. (6.46)

En este subcaso la edad del Universo no está definida.
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Figura 6.24: Gráficas del factor de escala con respecto a H0(t−t0) para diferentes valores de
ζ̃1, para el caso ζ̃0 = 0 (ver sección 6.3.11). El modelo predice un Universo expandiendose.
Cuando ζ̃1 < 3 el Universo comienza con un Big-Bang seguido por una expansión eternal,
tal que a → ∞ cuando t → ∞. Cuando ζ̃1 < 1 la expansión es eternamente desacelerada.
Cuando 1 < ζ̃1 < 3 la expansión es eternamente acelerada. Y cuando ζ̃1 = 1 la velocidad
de la expansión es constante por siempre. Para el subcaso ζ̃1 > 3, la expansión es siempre
desacelerada. El factor de escala es cero cuando t → −∞ y se va incrementado hasta un
tiempo tBR, en el cual hay un Big-Rip.
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Figura 6.25: Misma explicación que de la figura 6.24, que ahora muestra el caso ζ̃1 < 0.
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6.3.12. Caso (XII): ζ̃0 �= 0, ζ̃1 = 0.

Este es un caso de particular interés ya que resulta ser muy buen candidado para
explicar la aceleración presente del Universo, y que a diferencia del caso (ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0)
que es donde se localizan los valores de las mejores estimaciones, este caso (ζ̃0 �= 0, ζ̃1 = 0)
no viola la segunda ley de la termodinámica, como se demostrará en la sección 6.6.2.

Primero, fijamos ζ̃1 = 0 en la expresión del parámetro de Hubble (6.13) obteniendo,

H(z) =
H0

3

[
ζ̃0 +

(
3 − ζ̃0

)
(1 + z)3/2

]
, (6.47)

y para tener la expresión del factor de escala, fijamos de nuevo ζ̃1 = 0 en la ecuación (6.18)
para llegar a

a(t) =

⎡
⎣3 exp

(
1
2 ζ̃0H0(t − t0)

)
− 3 + ζ̃0

ζ̃0

⎤
⎦

2/3

, ζ̃0 �= 0. (6.48)

Para estudiar mejor la expresión (6.48) dividimos el análisis en los siguientes tres
subcasos:

(XII-a) 0 < ζ̃0 < 3

(XII-b) ζ̃0 > 3

(XII-c) ζ̃0 < 0

Las figuras 6.27–6.35 muestran el comportamiento del factor de escala para estos subcasos.
El subcaso ζ̃0 = 3 (con ζ̃1 = 0) corresponde al explicado ya en la sección 6.3.1. Este es el
de un Universo de de Sitter en el futuro lejano.

Para el subcaso (XII-a) 0 < ζ̃0 < 3, cuando t → ∞ entonces el factor de escala tiende
al de un Universo del tipo de de Sitter,

a(t) ∝ e(ζ̃/3)H0(t−t0). (6.49)

El modelo predice un Universo que comienza con un Big-Bang, seguido por una expansión
eterna. La expansión comienza desaceleradamente al momento del Big-Bang, que va dis-
minuyendo gradualmente hasta el momento en que es cero, dando lugar a una transición
a un periodo de expansión acelerada que continuará por siempre (ver figuras 6.27, 6.28 y
6.29). El tiempo cósmico en el cual el Big-Bang tiene lugar esta dado por

tBB = t0 +
2

ζ̃0H0

ln

(
1 − ζ̃0

3

)
. (6.50)

La transición entre el periodo inicial de expansión desacelerada al de acelerada se
obtiene directamente de fijar ζ̃1 = 0 en la expresión (6.25) para llegar a

ttrans = t0 +
2

H0ζ̃0

ln

(
3 − ζ̃0

2

)
, (6.51)
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Figura 6.26: Gráfica del factor de escala a(t) con respecto a H0(t−t0) [ver expresión (6.18)]
evaluada en la mejor estimación ζ̃0 = 1.98 ± 0.06 que se calculó a partir de la muestra
“Union2” (2010) del SCP (ver tabla 6.3). Esta gráfica corresponde al caso cuando ζ̃1 se
fija a cero y se calcula la mejor estimación para ζ̃0 solamente, usando una FDP previa
constante para marginalizar sobre H0, que se indica en la gráfica con la leyenda “Prior
constante”. La gráfica muestra cómo el factor de escala evaluado en la mejor estimación
de ζ̃0 (con ζ̃1 = 0), predice un periodo temprano de expansión desacelerada justo después
del Big-Bang, seguido por un periodo acelerado en tiempos recientes que continuará por
siempre. La transición entre desaceleración-aceleración sucede cuando el factor de escala
tiene el valor de at = 0.4 [ver tabla 6.1 y la expresión (6.27)], que se indica con el punto
negro sobra la gráfica. La banda tenue (rosa) que rodea la gráfica corresponde a evaluar a
la expresión (6.18) en el error estad́ıstico de la estimación de ζ̃0.

y en términos del factor de escala, de la ecuación (6.27) se tiene

at =

(
3 − ζ̃0

2ζ̃0

)2/3

. (6.52)

De la expresión (6.52) podemos ver que para valores en el intervalo 0 < ζ̃0 < 1, la transición
entre el periodo de expansión desacelerada a la acelerada sucede en el futuro (at > 1).
Cuando ζ̃0 → 0, el valor de at tiende a infinito en el futuro. Cuando ζ̃0 = 1, la transición
sucede hoy en d́ıa (at = 1), cuando 1 < ζ̃0 < 3 sucede en el pasado, y cuando ζ̃0 es cercano
a 3 entonces la transición sucede cerca del momento del Big-Bang (ver figuras 6.28–6.30).

En este subcaso el escalar de curvatura R diverge cuando a → 0. Conforme el valor
del factor de escala va aumentando a lo largo del tiempo, el valor del escalar de curvatura
va decreciendo al punto que llega a un valor mı́nimo R = 4

3H2
0 ζ̃0 cuando a → ∞ (ver

sección 6.4.1 y figura 6.45 para detalles), lo que corresponde a un Universo de de Sitter
[consistente con la expresión (6.49)].

De la misma forma, el valor de la densidad de materia diverge cuando a → 0, y
va decreciendo conforme el factor de escala aumenta, hasta llegar a un valor mı́nimo
ρm = (H2

0/24πG)ζ̃2
0 cuando a → ∞ (ver sección 6.5).

El valor de la mejor estimación para ζ̃0 =1.983 ±0.066 (usando “Union” 2008, SCP,
ver tabla 6.4) y su distribución de probabilidad caen justamente en el intervalo 1 < ζ̃0 < 3
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Figura 6.27: Gráficas de a(t, ζ̃) para diferentes valores de ζ̃0 en el intervalo 0 ≤ ζ̃0 ≤ 3
[ver expresión 6.48]. La ĺınea de punteo largo corresponde a ζ̃0 = 0 (un Universo plano
dominado por materia sin viscosidad. La ĺınea de punteo corto corresponde a ζ̃0 = 3 (el
Universo de de Sitter). La ĺınea rodeada por la banda (azul) corresponde al modelo con
ζ̃0 = 1.922± 0.089. Esta es la mejor estimación de ζ̃0 calculada usando la muestra de SNe
Ia “Union”(2008) de SCP. La banda corresponde al error en la estimación de ζ̃0 a un nivel
de confianza del 68.3%.
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Figura 6.28: Gráficas de la primera derivada del factor de escala con respecto a x ≡ H0(t−
t0) para diferentes valores de ζ̃0 (ver figura 6.27). La ĺınea de punteo largo corresponde a
ζ̃0 = 0 (Universo dominado por materia, sin viscosidad), y la de punteo corto a ζ̃0 = 3
(Universo de de Sitter). La ĺınea con la banda (azul) corresponde a un modelo con ζ̃0 =
1.922± 0.089 (“Union” 2008, SCP). La banda corresponde al error en la estimación de ζ̃0

a un nivel de confianza del 68.3%.
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Figura 6.29: Gráficas de la segunda derivada del factor de escala con respecto a x ≡ H0(t−
t0) para diferentes valores de ζ̃0 (ver figura 6.27). La ĺınea de punteo largo corresponde a
ζ̃0 = 0 (Universo dominado por materia, sin viscosidad), y la de punteo corto a ζ̃0 = 3
(Universo de de Sitter). La ĺınea con la banda (azul) corresponde a un modelo con ζ̃0 =
1.922 ± 0.089 (“Union” 2008, SCP). La banda corresponde al error en la estimación de
ζ̃0 a un nivel de confianza del 68.3%. Encontramos que para ζ̃0 ≤ 0 el modelo predice
un Universo desacelerado (d2a/dx2 < 0) por siempre. Para ζ̃ ≥ 3, predice un Universo
acelerado (d2a/dx2 > 0) por siempre. Y en el intervalo 0 < ζ̃ < 3 el modelo predice dos
periodos: uno desacelerado en tiempos tempranos del Universo y otro periodo acelerado
en tiempos recientes.
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Figura 6.30: Gráficas del parámetro de Hubble H(a, ζ̃0) para diferentes valores de ζ̃ (ver
figura 6.27). a es el factor de escala y H0 la constante de Hubble. La ĺınea con la banda
(azul) corresponde a un modelo con ζ̃ = 1.922 ± 0.089 (“Union” 2008, SCP). La banda
corresponde al error en la estimación de ζ̃0 a un nivel de confianza del 68.3%.
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Figura 6.31: Gráfica similar a las figuras 6.8 y 6.9. El punto está localizado en 14.957±0.422
Gyr que corresponde a la mejor estimación para la edad del Universo, usando la muestra
“Union” (2008) de SCP, (donde H0 = 69.62 ± 0.59(km/s)Mpc−1, ver sección 6.6.1). La
ĺınea con la banda (azul) corresponde al modelo evaluado en la mejor estimación ζ̃ =
1.922 ± 0.089.

con al menos un 99.7 % de nivel de confianza. De esta forma, asumiendo el valor de la
mejor estimación de ζ̃0, el factor de escala cuando se da la transición entre desaceleración
a aceleración es at = 0.4.

Evaluando la expresión (6.50) en la mejor estimación de ζ̃0 y H0 (usando “Union”, 2008,
SCP), se obtiene una edad del Universo de 14.957±0.422 Gyr (ver tabla 6.4). Este valor es
perfectamente consistente con las cotas en la edad del Universo que vienen de los cúmulos
globulares [80]. La figura 6.31 muestra la edad para diferentes valores de ζ̃0 aśı como
para la mejor estimación. La ĺınea vertical corresponde a H0 = [55, 75] (km/s)Mpc−1 3,
esta es la región permitida de acuerdo a los valores de H0 consistentes con la distancia
modular usada para derivar las edades de los Cúmulos Globulares Galácticos del paralaje
de Hipparcos [80]. Como referencia, la edad del Universo que se estima usando ΛCDM
espacialmente plano y las mejores estimaciones de Ωm0 y H0 es 13.750 ± 0.29 Gyr (ver
tabla 6.4).

Para el subcaso (XII-b) ζ̃0 > 3, el modelo predice una expansión eternamente ace-
lerada. No hay Big-Bang, en lugar de ello el Universo tiende a un Universo estático de
Einstein, con un valor mı́nimo del factor de escala amin = [(ζ̃0−3)/ζ̃0]2/3 cuando t → −∞.
Cuando t → ∞, el factor de escala tiende a la forma de un Universo de de Sitter. Para
este subcaso la edad del Universo no está definida. La figura 6.34 muestra algunas gráficas
para este subcaso.

En el subcaso ζ̃0 > 3, cuando el factor de escala tiene su valor mı́nimo, amin el escalar
de curvatura R es cero, y a partir de este valor R va aumentando hasta alcanzar su máximo
de R = 4

3H2
0 ζ̃0 cuando a → ∞ (ver sección 6.4.1 y figura 6.45 para detalles).

3Las unidades de H0 siempre estarán expresadas en (km/s)Mpc−1
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Figura 6.32: Intervalos de confianza para ζ̃0 y H0, donde se ha fijado: ζ̃1 = 0. Las mejores
estimaciones y los intervalos de confianza fueron calculados usando la prueba de SNe
con la muestra “Union” del SCP [37]. Los valores calculados son ζ̃0 = 1.922 ± 0.089 y
H0 = 69.62 ± 0.59 (km/s)Mpc−1, ver tabla 6.4. Observe que al menos con un 99.73% de
nivel de confianza, los posibles valores de ζ̃0 están dentro del intervalo 1 < ζ̃0 < 3 indicando
una aceleración en la expansión del Universo hoy. Las ĺıneas punteadas diagonales (en azul)
muestran diferentes edades del Universo (en Gigayears) de acuerdo a los valores de ζ̃0 y H0

Las ĺıneas verticales punteadas gruesas (en rojo) indican diferentes valores del parámetro de
desaceleración hoy en d́ıa, siendo q0 = 0 el ĺımite entre un Universo acelerado-desacelerado
hoy. La edad estimada del Universo es 14.957 ± 0.422 Gyr. Encontramos que esta edad
está en perfecta concordancia con las cotas observacionales calculadas usando los cúmulos
globulares más longevos [80]. H0 esta en unidades de (km/s)Mpc−1 y los intervalos de
confianza corresponden a 68.3%, 95.4% y 99.73% de probabilidad.
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Figura 6.33: Gráfica de la función de distribución de probabilidad (FDP) normalizada
de ζ̃0 para el caso cuando se fija ζ̃1 = 0. El valor calculado de la mejor estimación es
ζ̃0 = 1.9835 ± 0.066 usando SNe Ia “Union2” (2010) SCP. El error esta dado a un 68.3%
nivel de confianza (ver tabla 6.3). Para marginalizar sobre H0 una FDP previa constante
fue utilizada.
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Figura 6.34: Gráficas del factor de escala a(t, ζ̃0) para diferentes valores de ζ̃0 (donde
ζ̃1 = 0) en el intervalo ζ̃0 ≥ 3 [ver expresión (6.48)]. La ĺınea ζ̃0 = 3 corresponde al
Universo de de Sitter.

De igual forma, la densidad de materia ρm = 0 cuando a = amin, y va incrementando
su valor hasta un máximo ρm = (H2

0/24πG)ζ̃2
0 cuando a → ∞, lo cual es no fÃsico (ver

sección 6.5 y figura 6.56 para detalles).
Para el subcaso (XII-c) ζ̃0 < 0, el modelo predice una expansión eternamente desace-

lerada. El Universo comienza con un Big-Bang, seguido por una expansión con un factor de
escala que alcanzará su máximo valor amax = (1 − 3/ζ̃0)2/3 cuando t → ∞, llegando a ser
un Universo estático de Einstein en el futuro. El Big-bang tuvo lugar en el tiempo cósmico
dado por la expresión (6.50). Las figuras 6.28–6.30 y 6.35 muestran el comportamiento del
factor de escala para este subcaso.

En este caso el escalar de curvatura tiene una transición de valores positivos a negativos
cuando a ≡ [(ζ̃ − 3)/4ζ̃]2/3. Cuando a → 0 entonces R → ∞ y cuando a = (1 − 3/ζ̃0)2/3,
la curvatura escalar es cero. El valor mı́nimo de R es negativo y este valor es alcanzado
cuando a = [(2 − 6/ζ̃)/5]2/3 (ver sección 6.4.1 y figura 6.45).

La densidad de materia diverge cuando a → 0 y va decreciendo a lo largo del tiempo
hasta cero cuando a = (1 − 3/ζ̃0)2/3 (ver sección 6.5 y figura 6.56).

6.4. La curvatura

Analizamos el comportamiento del escalar de curvatura R, aśı como los invariantes que
surgen de contraer el tensor de Riemann, RαβγδRαβγδ, y el tensor de Ricci, RαβRαβ, consi-
go mismos. Estos dos últimos, los analizamos solo para el caso de las mejores estimaciones
de (ζ̃0, ζ̃1).

6.4.1. La curvatura escalar R

En un Universo espacialmente plano el escalar de curvatura se define como

R = 6
[
ä

a
+ H2

]
, (6.53)
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Figura 6.35: Gráficas del factor de escala a(t, ζ̃0) para diferentes valores de ζ̃0 en el intervalo
ζ̃0 ≤ 0 [ver expresión (6.48)]. La ĺınea ζ̃0 = 0 corresponde al Universo dominado por
materia, sin viscosidad.

Modelo viscoso ζ = ζ0 + ζ1H

Prueba FDP previa H0 Edad Universo at zt

SNe Delta 9.64 Gyr 0.676 0.478
SNe+CMB Delta 11.55 Gyr 0.605 0.652

SNe Constante 10.27 Gyr 0.671 0.488
SNe+CMB Constante 11.24 Gyr 0.636 0.570

Cuadro 6.1: Resumen de los valores centrales para la edad del Universo, el valor del factor
de escala “at” cuando se da la transición entre un periodo desacelerado a acelerado, y su
correspondiente valor en redshift “zt”, calculados a partir de las mejores estimaciones de ζ̃0

y ζ̃1, usando la muestra de supernovas “Union” (2008) [37] y el parámetro de corrimiento
R del CMB, con distintas marginalizaciones de H0 [ver tabla 6.3 y figuras 6.6 y 6.7]. La
primera columna muestra la prueba cosmológica utilizada para calcular las mejores esti-
maciones. La segunda columna muestra la función de distribución de probabilidad (FDP)
previa utilizada para marginalizar sobre la constante de Hubble. La tercer y cuarta colum-
nas muestran los valores centrales calculados para la edad del Universo y el redshift de
transición entre desaceleración-aceleración. Estas magnitudes fueron calculadas asumiendo
un valor de H0 = 72 (km/s)Mpc−1, (como lo sugieren las observaciones del HST [38]), un
valor del año de 31556925.2 segundos (año tropical) y un megaparsec = 3.0856776 × 1019

km.
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Modelo viscoso ζ = ζ0 + ζ1H

FDP previa H0 Edad Universo at zt

Constante 11.72 Gyr 0.61 0.63
Delta Dirac 10.03 Gyr 0.65 0.52
Constante (ζ̃1 = 0) 14.82 Gyr 0.40 1.47

Cuadro 6.2: Tabla semejante a la tabla 6.1 pero para el caso en el cual solamente se
utilizan los datos de supernovas, en particular, la muestra “Union2” (2010) [18]. En esta
tabla se pueden ver los diferentes valores que se obtienen para la edad del Universo, y
la transición entre “desaceleración-aceleración” de acuerdo a la marginalización que sea
empleada. Además, se muestra el valor que se obtiene cuando se fija ζ̃1 = 0 y se calculan
los valores usando solo la mejor estimación de ζ̃0 (tercera fila). Ver figuras 6.4, 6.5 y 6.26.

El término ä/a corresponde a la segunda ecuación de Friedmann, es decir,

ä

a
= −4πG

3
(ρm + 3P ∗

m). (6.54)

Ahora sustituimos la expresión para P ∗
m = −3ζH [ver ecuación (6.3)], ζ = ζ0 + ζ1H y

ρm = (3/8πG)H2 de la primera ecuación de Friedmann en la ecuación (6.54) para obtener

ä

a
= H2

[
(12πG)

(
ζ0

H
+ ζ1

)
− 1

2

]
. (6.55)

Usando la expresión del coeficiente de viscosidad adimensional ζ̃0 y ζ̃1 se obtiene

ä

a
=

H2

2

[
H0

H
ζ̃0 + ζ̃1 − 1

]
. (6.56)

Sustituimos la ecuación (6.56) en (6.53) para obtener

R = 3H
[
H0ζ̃0 + H(ζ̃1 + 1)

]
. (6.57)

Ahora, usando la ecuación (6.14) para el parámetro de Hubble llegamos a

R(a) =
3H2

0

(3 − ζ̃1)2

{
4ζ̃2

0 + (ζ̃0 + ζ̃1 − 3)a(ζ̃1−3)/2
[
(ζ̃1 + 1)(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)a(ζ̃1−3)/2 − ζ̃0(ζ̃1 + 5)

]}
(6.58)

para ζ̃1 �= 3.

Caso ζ̃0 < 0, ζ̃1 < 0: En este caso la curvatura escalar diverge cuando el factor de escala
es igual a cero. Esto respalda la existencia de un Big-Bang al inicio del Universo para
este caso (ver figura 6.36 y sección 6.3.2). El factor de escala tiene un valor máximo
amax = [(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → ∞. El escalar de curvatura se vuelve
cero cuando el factor de escala es igual a amax, i.e., R(amax) = 0.

Para ζ̃1 > −1, la curvatura escalar es positiva cuando a → 0 y negativa cuando
ζ̃1 ≤ −1.
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VOLUMÉTRICA
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Figura 6.36: Gráfica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) donde ζ̃0 < 0 y ζ̃1 < 0 [ver ecuación (6.58)]. La curvatura
escalar diverge cuando el factor de escala es igual a cero. El factor de escala tiene un valor
máximo amax = [(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → ∞. Resulta que la curvatura escalar
es cero cuando el factor de escala es igual a amax, i.e., R(amax) = 0. Cuando ζ̃1 > −1
entonces el escalar de curvatura es positivo conforme a → 0 y negativo cuando ζ̃1 ≤ −1.

Caso ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0: Cuando a → ∞ entonces R → 12[H0ζ̃0/(3− ζ̃1)]2. Para ζ̃0 + ζ̃1 < 3,
la curvatura escalar diverge cuando el factor de escala es cero. Esto respalda la
existencia de un Big-Bang al inicio del Universo (ver figura 6.37 y sección 6.3.3).

Sin embargo, para ζ̃0 + ζ̃1 > 3 no hay Big-Bang, el Universo tiene un factor de escala
con un valor mı́nimo amin = [1 + (ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → −∞. Por lo mismo,
el escalar de curvatura no diverge sino que es cero cuando el factor de escala es igual
a amin, de aqúı que para este caso se concluye que no hay Big-Bang (ver figura 6.37).
Cuando ζ̃0 + ζ̃1 = 3 el escalar de curvatura tiene un valor constante 12H2

0 a lo largo
de toda la historia del Universo.

Para ζ̃1 > −1, R es positivo cuando a → 0 y negativo cuando ζ̃1 < −1. Para ζ̃1 = −1,
R es positivo si a → 0 y negativo si ζ̃0 > 4.

El valor central del escalar de curvatura es R/H2
0 = 9.66 y R/H2

0 = 10.87 cuando
una FDP previa constante y delta de Dirac son utilizadas respectivamente.

Caso ζ̃0 > 0, 0 < ζ̃1 < 3: En este caso el escalar de curvatura diverge a infinito cuando el
factor de escala es igual a cero para ζ̃0+ ζ̃1 < 3. Esto respalda la existencia de un Big-
Bang en el pasado del Universo (ver figura 6.38 y sección 6.3.4). Cuando ζ̃0 + ζ̃1 > 3
el valor mı́nimo que el factor de escala alcanza es amin = [1 + (ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1)

cuando t → −∞. La curvatura escalar es cero cuando el factor de escala tiene el valor
de amin. Cuando a → ∞ entonces R → 12[H0ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2. Cuando ζ̃0 + ζ̃1 = 3 el
escalar de curvatura tiene el valor constante de 12H2

0 a lo largo de toda la evolución
del Universo.

Caso ζ̃0 < 0, 0 < ζ̃1 < 3: El escalar de curvatura diverge a infinito cuando a = 0. Esto
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Figura 6.37: Gráfica de la curvatura escalar con respecto al factor de escala para dife-
rentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) para los casos (ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0) y (0 < ζ̃0 < 3, ζ̃1 = 0) [ver
ecuación (6.58)]. Las ĺıneas punteadas cortas y largas corresponden a evaluar R en las
mejores estimaciones de (ζ̃0, ζ̃1) cuando una FDP previa constante y de Delta de Dirac son
utilizadas para marginalizar sobre H0 respectivamente. La ĺınea sólida negra corresponde
a evaluar R en la mejor estimación de ζ̃0 sola, cuando ζ̃1 = 0 y H0 es marginalizada
usando una FDP previa constante. En general, la curvatura diverge cuando el factor de
escala es igual a cero para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 < 3 (con ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0). Para el subcaso
ζ̃0 + ζ̃1 > 3 (con ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0) el valor mı́nimo que el factor de escala alcanza es
amin = [1 + (ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → −∞. Entonces, para este subcaso el escalar de
curvatura no diverge sino que es cero cuando el factor de escala es igual a amin, por lo que
no hay condiciones de un Big-Bang. Cuando ζ̃0 + ζ̃1 = 3 el escalar de curvatura tiene el
valor constante de 12H2

0 a lo largo de toda la evolución del Universo. Cuando ζ̃1 > −1 la
curvatura escalar es positiva conforme a → 0 y negativa cuando ζ̃1 < −1. Cuando ζ̃1 = −1
la curvatura escalar es positiva conforme a → 0 si ζ̃0 < 4 y negativa si ζ̃0 > 4. Cuando
a → ∞ entonces R → 12[H0ζ̃0/(3− ζ̃1)]2. Finalmente, para el caso (0 < ζ̃0 < 3, ζ̃1 = 0), la
curvatura escalar diverge cuando a = 0 (la singularidad del Big-Bang), y cuando a → ∞
entonces R = 4

3H2
0 ζ̃0.
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Figura 6.38: Gráfica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) donde ζ̃0 > 0 y 0 < ζ̃1 < 3 [ver ecuación (6.58)]. La curvatura
escalar diverge a infinito cuando el factor de escala es igual a cero, para ζ̃0 + ζ̃1 < 3. Esto
respalda la existencia de un Big-Bang en el pasado del Universo (ver sección 6.3.4). Cuando
ζ̃0+ ζ̃1 > 3 el valor mı́nimo que el factor de escala alcanza es amin = [1+(ζ̃1−3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1)

cuando t → −∞. El escalar de curvatura es igual a cero cuando el factor de escala es igual
a amin. Cuando ζ̃0 + ζ̃1 = 3, la curvatura escalar tiene un valor constante 12H2

0 a lo largo
de toda la evolución del Universo. Cuando a → ∞ entonces R → 12[H0ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2.

respalda la existencia de un Big-Bang en el pasado (ver figura 6.39 y sección 6.3.5).
En este caso el valor máximo que el factor de escala puede alcanzar es amax =
[1 + (ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → ∞. El escalar de curvatura es igual a cero
cuando el factor de escala es igual a amax.

Caso ζ̃0 > 0, ζ̃1 > 3: El valor mı́nimo que el factor de escala alcanza es amin = [ζ̃0/(ζ̃0 +
ζ̃1 − 3)]2/(ζ̃1−3) cuando t → −∞. El escalar de curvatura es cero cuando el factor
de escala es igual a amin (ver figura 6.40 y sección 6.3.6). Cuando a → ∞ entonces
R → ∞ también.

Caso ζ̃0 < 0, ζ̃1 > 3: El escalar de curvatura es 12[H0ζ̃0/(ζ̃1 − 3)]2 cuando a → 0. Para el
caso ζ̃0+ζ̃1 > 3, cuando a → ∞ entonces R → ∞ también. Y para ζ̃0+ζ̃1 < 3 el valor
máximo que el factor de escala puede alcanzar es amax = [ζ̃0/(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)]2/(ζ̃1−3)

cuando t → ∞. El escalar de curvatura es igual a cero cuando el factor de escala es
amax (ver figura 6.41 y sección 6.3.7). Cuando ζ̃0 + ζ̃1 = 3 el escalar de curvatura
tiene el valor constante 12H2

0 a lo largo de toda la evolución del Universo.

Caso ζ̃0 > 0, ζ̃1 = 3: Para este caso, primero fijamos ζ̃1 = 3 en la ecuación (6.57) obte-
niendo:

R = 3
(
H0ζ̃0H + 4H2

)
. (6.59)

Usando la expresión para el parámetro de Hubble (6.33) en (6.59) llegamos a
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Figura 6.39: Gráficas del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) donde ζ̃0 < 0 y 0 < ζ̃1 < 3. El escalar de curvatura diverge
a infinito cuando a = 0. Esto respalda la existencia de un Big-Bang en el pasado del
Universo (ver sección 6.3.5). En este caso el valor máximo que el factor de escala alcanza
es amax = [1 + (ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → ∞. El escalar de curvatura es cero cuando
el factor de escala es igual a amax.
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Figura 6.40: Gráfica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) donde ζ̃0 > 0 y ζ̃1 > 3. En este caso el valor mı́nimo que el
factor de escala alcanza es amin = [ζ̃0/(ζ̃0 + ζ̃1−3)]2/(ζ̃1−3) cuando t → −∞. De esta forma,
los valores del escalar de curvatura comienzan en el valor mı́nimo del factor de escala amin

(ver sección 6.3.6). Cuando a → ∞, entonces R → ∞.
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Figura 6.41: Gráfica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) donde ζ̃0 < 0 y ζ̃1 > 3. En este caso el escalar de curvatura
es igual a 12[H0ζ̃0/(ζ̃1 − 3)]2 cuando a → 0. Para este caso ζ̃0 + ζ̃1 > 3, cuando a → ∞,
entonces R → ∞. Y para ζ̃0+ ζ̃1 < 3 el valor máximo que el factor de escala puede alcanzar
es amax = [ζ̃0/(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)]2/(ζ̃1−3) cuando t → ∞. El escalar de curvatura es cero cuando
el factor de escala es amax (ver sección 6.3.7). Cuando ζ̃0 + ζ̃1 = 3 el escalar de curvatura
tiene un valor constante de 12H2

0 a lo largo de toda la evolución del Universo.

R(a, ζ̃0, ζ̃1 = 3) = 3H2
0

[
4 + ζ̃0 +

(
4 +

1
2
ζ̃0 + ζ̃0 ln a

)
ζ̃0 ln a

]
. (6.60)

En este caso ζ̃0 > 0 con ζ̃1 = 3, el valor mı́nimo que el factor de escala puede alcanzar
es amin = exp(−2/ζ̃0) cuando t → −∞. Sucede además que R(amin) = 0 (ver figura
6.42 y sección 6.3.8). Cuando a → ∞, entonces R → ∞ [ver ecuación (6.60)].

Caso ζ̃0 < 0, ζ̃1 = 3: El escalar de curvatura diverge a infinito cuando a → 0. El valor
máximo que el factor de escala pueda alcanzar es amax = exp(−2/ζ̃0) cuando t → ∞
(ver sección 6.3.9). Sucede que R(amax) = 0 (ver figura 6.43).

Caso ζ̃0 = 0, ζ̃1 = 3: Fijamos ζ̃0 = 0 en la expresión (6.60) para obtener R(a, ζ̃0 = 0, ζ̃1 =
3) = 12H2

0 que es un valor constante a lo largo de toda la evolución del Universo.

Caso ζ̃0 = 0, ζ̃1 �= 0: Primero fijamos ζ̃0 = 0 en la expresión (6.58) para obtener

R(a, ζ̃0 = 0, ζ̃1) = 3H2
0 (ζ̃1 + 1)aζ̃1−3. (6.61)

Cuando −1 < ζ̃1 < 3 el escalar de curvatura diverge a infinito cuando a → 0, y
a menos infinito cuando ζ̃1 < −1. En ambos casos es cero cuando a → ∞ (ver
figura 6.44 y sección 6.3.11). Cuando ζ̃1 = −1, el escalar de curvatura es siempre
cero. Cuando ζ̃1 > 3, el escalar de curvatura es cero cuando a = 0 e infinito cuando
a → ∞.
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Figura 6.42: Gráficas del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de ζ̃0 > 0 con ζ̃1 = 3 [ver ecuación (6.60)]. En este caso el valor mı́nimo
que el factor de escala puede alcanzar es amin = exp(−2/ζ̃0) cuando t → −∞ (ver sección
6.3.8). Por tanto, R(amin) = 0 (ver sección 6.3.8). Cuando a → ∞, entonces R → ∞.
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Figura 6.43: Gráfica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de ζ̃0 < 0 con ζ̃1 = 3. El escalar de curvatura es infinito cuando a → 0.
En este caso el valor máximo que el factor de escala puede alcanzar es amax = exp(−2/ζ̃0)
cuando t → ∞ (ver sección 6.3.9), en cuyo caso R(amax) = 0.
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CAPÍTULO 6. MODELOS COSMOLÓGICOS CON VISCOSIDAD
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Figura 6.44: Gráfica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de ζ̃1 con ζ̃0 = 0 [ver ecuación (6.61)]. Cuando −1 < ζ̃1 < 3 el escalar de
curvatura diverge a infinito cuando a → 0, y a menos infinito cuando ζ̃1 < −1. En ambos
casos es cero cuando a → ∞. Cuando ζ̃1 = −1 el escalar de curvatura es siempre cero.
Cuando ζ̃1 > 3 entonces R es cero cuando a = 0 e infinito cuando a → ∞.

Caso ζ̃0 �= 0, ζ̃1 = 0: Este es el otro caso de especial importancia ya que corresponde a
tener un modelo cosmológico con viscosidad constante.

Cuando ζ̃0 = 0 entonces R = 3H2
0/a3 que corresponde a un Universo dominado

por materia sin viscosidad.

Cuando ζ̃0 = 3 entonces R = 12H2
0 que corresponde al Universo de de Sitter.

Subcaso 0 < ζ̃0 < 3: Cuando a → 0 entonces R → ∞ (la singularidad del
Big-Bang). En este caso la curvatura es siempre positiva. A partir del valor
infinito R(a = 0), el escalar de curvatura va decreciendo conforme el Universo
se expande hasta alcanzar su valor mı́nimo de R = 4

3H2
0 ζ̃0 cuando a → ∞ (ver

figura 6.37).

Subcaso ζ̃0 > 3: El escalar de curvatura es siempre una función positiva creciente
desde un valor cero cuando a = amin (donde amin = (1 − 3/ζ̃0)2/3 es el valor
mı́nimo del factor de escala) hasta alcanzar su valor máximo R = 4

3H2
0 ζ̃0 cuando

a → ∞.

Subcaso ζ̃0 < 0: Cuando a → 0 entonces R → ∞ (la singularidad del Big-
Bang). El escalar de curvatura es cero en los valores del factor de escala amax =
(1 − 3/ζ̃0)2/3 y a∗, donde

a∗ =

(
ζ̃0 − 3
4ζ̃0

)2/3

, (6.62)

y amax es el valor máximo del factor de escala (ver sección 6.3.12). En a∗ hay una
transición de valores positivos a negativos de R. Cuando 0 < a < a∗ el escalar
de curvatura es una función positiva y decreciente. Para a0 < a < amax el valor

132
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Figura 6.45: Gráfica del escalar de curvatura R(a, ζ̃0) en función del factor de escala para
diferentes valores de ζ̃0 (con ζ̃1 = 0). La ĺınea de punteo largo corresponde a ζ̃0 = 0.
La ĺınea de punteo corto corresponde a ζ̃0 = 3 (Universo de de Sitter). La ĺınea con su
banda (azul) corresponde al modelo con ζ̃0 = 1.922 ± 0.089 (con ζ̃1 = 0), que es la mejor
estimación de ζ̃0 calculada a partir de la prueba de supernovas usando la muestra “Union”
(2008) del SCP. La banda corresponde al error en la estimación de ζ̃0 a un 68.3 % de
confianza (1σ).

de R es negativo. El valor mı́nimo de la curvatura escalar es R = −3
4H2

0 ζ̃2
0 en

los valores del factor de escala ã, donde

ã =

[
2
5

(
ζ̃0 − 3

ζ̃0

)]2/3

. (6.63)

6.4.2. El escalar RαβγδRαβγδ

Analizamos el comportamiento del escalar de Kretschmann, que se define como la
contracción del tensor de Riemann consigo mismo, es decir, K ≡ RαβγδRαβγδ. La expresión
general de K, para la métrica de FRW espacialmente curva es

K ≡ RαβγδRαβγδ = 12

[(
ȧ

a

)4

+ 2k

(
ȧ

a2

)2

+
k2

a4
+
(

ä

a

)2
]

, (6.64)

donde k caracteriza la curvatura espacial constante de la métrica de FRW, para nuestro
modelo k = 0. Por tanto, usando el hecho de que H ≡ (ȧ/a) y de que ä/a corresponde a
la segunda ecuación de Friedmann dada por la expresión (6.56), reescribimos la ecuación
(6.64) como

K = 12H4

⎡
⎣1 +

1
4

(
H0ζ̃0

H
+ ζ̃1 − 1

)2
⎤
⎦ , (6.65)

donde H esta dado por la expresión (6.14), que sustituimos para obtener
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VOLUMÉTRICA

6.4. LA CURVATURA

to
da
y

delta
prior

constant prior

constant prior,
Ζ �
1 �0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

10

1000

a

ln
�K
�a
��

H
04 �

to
da
y

delta
prior

constant prior

constant prior,
Ζ �
1 �0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

10

1000

a

ln
�A
�a
��

H
04 �

Figura 6.46: Gráficas en escala logaŕıtmica de los escalares K (izquierda) y A (derecha),
que vienen de la contracción del tensor de Riemann K ≡ RαβγδRαβγδ (escalar de
Kretschmann), y de Ricci A ≡ RαβRαβ , con respecto al factor de escala [ver expre-
siones (6.66) y (6.69) respectivamente]. Ambos escalares están evaluados en las mejores
estimaciones para (ζ̃0, ζ̃1) (ver tabla 6.3).

K =
12H4

0

(ζ̃1 − 3)4 a6

{
ζ̃0a

3/2 + (3 − ζ̃0 − ζ̃1)aζ̃1/2
}4 ×

×
⎧⎨
⎩1 +

1
4

[
1 − ζ̃1 +

ζ̃0(ζ̃1 − 3)a3/2

ζ̃0a3/2 + (3 − ζ̃0 − ζ̃1)aζ̃1/2

]2
⎫⎬
⎭ . (6.66)

Evaluamos a K en las mejores estimaciones para ζ̃0, ζ̃1 (ver tabla 6.3). Para el caso
ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0), encontramos que K diverge a infinito cuando a → 0 (la singularidad
del Big-Bang), y cuando a → ∞ entonces K → 24[H0ζ̃0/(ζ̃1 − 3)]4. Para las mejores esti-
maciones, el valor central del escalar de Kretschmann es K/H4

0 = 16.48 y K/H4
0 = 19.91

cuando una distribución previa constante y de delta de Dirac es utilizada, respectivamente.
Para el otro caso de interés, (0 < ζ̃0 < 3, ζ̃1 = 0), encontramos que K es infinito

cuando a → 0. Este decrece desde K(a = 0) conforme el Universo se va expandiendo hasta
alcanzar su valor mı́nimo K = (8/27)(H0ζ̃0)4 cuando a → ∞ (ver figura 6.46).

6.4.3. El escalar RαβRαβ

Estudiamos también el comportamiento del escalar que resulta de la contracción del
tensor de Ricci consigo mismo, es decir A ≡ RαβRαβ , que en general para la métrica de
FRW con curvatura, tiene la forma

A ≡ RαβRαβ = 12

[(
ä

a

)2

+
ä

a3
(ȧ2 + k) +

(
ȧ

a

)4

+ 2k

(
ȧ

a2

)2

+
(

k

a2

)2
]

. (6.67)

Para nuestro modelo k = 0. Sustituimos ȧ/a por H y ä/a por la expresión (6.56) para
obtener
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A = 3H2
[
H2

0 ζ̃2
0 + 2H0ζ̃0ζ̃1H + (3 + ζ̃2

1 )H2
]
. (6.68)

Ponemos la expresión de la constante de Hubble (6.14) en (6.68) produciendo

A =
3H4

0

(ζ̃1 − 3)4a6

{
ζ̃0a

3/2 + (3 − ζ̃0 − ζ̃1)aζ̃1/2
}2 ×

×
{

12ζ̃2
0a3 + 6ζ̃0(1 + ζ̃1)(3 − ζ̃0 − ζ̃1)a(3−ζ̃1)/2 − (3 + ζ̃2

1 )(3 − ζ̃0 − ζ̃1)2aζ̃1
}

. (6.69)

Evaluamos A en las mejores estimaciones para (ζ̃0, ζ̃1). Para el caso (ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0)
encontramos que cuando a → 0 entonces A → ∞ (la singularidad del Big-Bang). Y cuando
a → ∞ entonces A → 36[H0ζ̃0/(ζ̃1−3)]4. Para las mejores estimaciones, el valor central de
la contracción de Ricci es A/H4

0 = 23.81 y A/H4
0 = 29.66 cuando se utiliza una FDP previa

constante y de delta de Dirac, respectivamente. La figura 6.46 muestra el comportamiento
de A evaluado en las mejores estimaciones, con respecto al factor de escala.

Para el otro caso de interés, (0 < ζ̃0 < 3, ζ̃1 = 0), el escalar A es infinito cuando
a → 0, y va decreciendo desde A(a = 0) conforme el Universo se va expandiendo hasta
que alcanza su valor mı́nimo de A = (4/9)(H0ζ̃0)4 cuando a → ∞.

6.5. Densidad de materia ρm

Analizamos el comportamiento de la densidad de materia. Para ello, de la primera
ecuación de Friedmann (6.5) tenemos

ρm(a) =
(

3
8πG

)
H2(a). (6.70)

Usando la expresión para el parámetro de Hubble (6.14) en la expresión de arriba, llegamos
a

ρm(a) = ρ0
crit

[(
1 − ζ̃0

3 − ζ̃1

)
a(ζ̃1−3)/2 +

ζ̃0

3 − ζ̃1

]2

; para ζ̃1 �= 3. (6.71)

Analizamos el comportamiento de ρm(a) para todos los posibles valores de (ζ̃0, ζ̃1),
agrupando por casos de la siguiente forma:

Caso ζ̃0 < 0, ζ̃1 < 0: En este caso la densidad de materia diverge cuando el factor de
escala es cero. Esto respalda la suposición del Big-Bang como inicio del Universo,
para este caso (ver sección 6.3.2). El factor de escala tiene un valor máximo de
amax = [(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → ∞. La densidad de materia es cero
cuando el factor de escala tiene valor amax (ver figura 6.47).

Caso ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0: Para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 < 3 la densidad de materia diverge cuando
el factor de escala es cero. Sin embargo, para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 > 3, el valor mı́nimo
que el factor de escala alcanza es amin = [(ζ̃0+ ζ̃1−3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → −∞. La
densidad de materia es cero cuando el factor de escala es igual a amin. Por lo tanto, no
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CAPÍTULO 6. MODELOS COSMOLÓGICOS CON VISCOSIDAD
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Figura 6.47: Gráficas de la densidad de materia ρm con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) donde ζ̃0 < 0 y ζ̃1 < 0 [ver ecuación (6.71)]. La densidad de
materia diverge a infinito cuando el factor de escala es cero. Esto respalda la existencia de
un Big-Bang como inicio del Universo, para este caso (ver sección 6.3.2). El factor de escala
tiene un valor máximo de amax = [(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → ∞. La densidad de
materia es cero cuando el factor de escala tiene el valor amax, i.e., ρm(amax) = 0.

hay condiciones para la existencia de un Big-Bang para este subcaso además de ser un
caso no f́ısico. En ambos subcasos, cuando a → ∞ entonces ρm = ρ0

crit[ζ̃0/(3− ζ̃1)]2.
Para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 = 3, la densidad de materia tiene el valor constante ρ0

crit. La
figura 6.48 muestra el comportamiento de ρm con respecto al factor de escala.

Caso ζ̃0 > 0, 0 < ζ̃1 < 3: Este caso tiene exactamente el mismo comportamiento que el
caso (ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0). Ver figura 6.49 y expresión (6.71).

Caso ζ̃0 < 0, 0 < ζ̃1 < 3: La densidad de materia diverge cuando a = 0. Esto respalda
la existencia de un Big-Bang en el pasado. El valor máximo que el factor de escala
puede alcanzar es amax = [(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → ∞. La densidad de
materia es cero cuando el factor de escala es amax (ver figura 6.50).

Caso ζ̃0 > 0, ζ̃1 > 3: El valor mı́nimo del factor de escala es amin = [ζ̃0/(ζ̃0+ζ̃1−3)]2/(3−ζ̃1)

cuando t → −∞ (ver sección 6.3.6). La densidad de materia es cero cuando el factor
de escala es amin. Cuando a → ∞, entonces ρm → ∞ (ver figura 6.51).

Caso ζ̃0 < 0, ζ̃1 > 3: La densidad de materia es igual a ρ0
crit[ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2 cuando a → 0.

Para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 > 3, cuando a → ∞ entonces ρm → ∞. Para el subcaso
ζ̃0 + ζ̃1 < 3, el valor máximo que el factor de escala puede alcanzar es amax =
[ζ̃0/(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)]2/(3−ζ̃1) cuando t → ∞ (ver sección 6.3.7). La densidad de materia
es igual a cero cuando el factor de escala es amax. Cuando ζ̃0 + ζ̃1 = 3, la densidad de
materia tiene un valor constante de ρ0

crit a lo largo de toda la evolución del Universo
(ver figura 6.52).

Caso ζ̃0 > 0, ζ̃1 = 3: Para este caso, primero sustituimos la expresión del parámetro de
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Figura 6.48: Gráfica de la densidad de materia ρm con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) donde ζ̃0 > 0 y ζ̃1 < 0 (panel de la izquierda) y también en
las mejores estimaciones (panel de la derecha) [ver ecuación (6.71) y tabla 6.3]. Para el
subcaso ζ̃0 + ζ̃1 < 3 (con ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0) la densidad de materia diverge a infinito cuando
el factor de escala es cero. Esto respalda la afirmación de un Big-Bang como inicio del
Universo (ver sección 6.3). Sin embargo, para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 > 3, el valor mı́nimo
que el factor de escala alcanza es amin = [(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → −∞. La
densidad de materia es cero cuando el factor de escala es igual a amin. De aqúı que no
haya condiciones para el Big-Bang en este subcaso. En ambos subcasos, cuando a → ∞
entonces ρm = ρ0

crit[ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2. Para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 = 3, la densidad de materia
tiene el valor constante ρ0

crit. Para el panel de la derecha, las ĺıneas punteadas cortas
y largas corresponden a evaluar a la densidad de materia en las mejores estimaciones
cuando es usada una FDP previa constante y de delta de Dirac para marginalizar sobre
H0, respectivamente. La ĺınea sólida negra corresponde a la mejor estimación para ζ̃0,
cuando ζ̃1 = 0 y usando una FDP previa constante para marginalizar sobre H0.
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Figura 6.49: Gráfica de la densidad de materia ρm con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) donde ζ̃0 > 0 y 0 < ζ̃1 < 3 [ver ecuación (6.71)]. Para el
subcaso ζ̃0 + ζ̃1 < 3 (con ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0) la densidad de materia diverge cuando el factor
de escala es igual a cero. Esto respalda la afirmación de un Big-Bang como inicio del
Universo (ver sección 6.3.4). Sin embargo, para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 > 3 el valor mı́nimo
que el factor de escala alcanza es amin = [(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1) cuando t → −∞. La
densidad de materia es cero cuando el factor de escala es igual a amin. Por tanto, no hay
condiciones para un Big-Bang, además de no ser f́ısico este subcaso. En ambos subcasos,
cuando a → ∞ entonces ρm = ρ0

crit[ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2. Para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 = 3, la densidad
de materia tiene un valor constante ρ0

crit.
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Figura 6.50: Gráficas de la densidad de materia ρm con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) donde ζ̃0 < 0 y 0 < ζ̃1 < 3. La densidad de materia diverge
cuando a = 0. Esto respalda la existencia de un Big-Bang como inicio del Universo. El
valor máximo que el factor de escala puede alcanzar es amax = [(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)/ζ̃0]2/(3−ζ̃1)

cuando t → ∞. La densidad de materia es cero cuando el factor de escala es igual a amax.
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Figura 6.51: Gráficas de la densidad de materia ρm con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) donde ζ̃0 > 0 y ζ̃1 > 3. El valor mı́nimo que el factor de escala
puede alcanzar es amin = [ζ̃0/(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)]2/(3−ζ̃1) cuando t → −∞ (ver sección 6.3.6). La
densidad de materia es cero cuando el factor de escala es igual a amin lo cual carece de
sentido f́ısico. Cuando a → ∞, entonces ρm → ∞.
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Figura 6.52: Gráfica de la densidad de materia ρm con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (ζ̃0, ζ̃1) donde ζ̃0 < 0 y ζ̃1 > 3. La densidad de materia es igual a
ρ0

crit[ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2 cuando a → 0. Para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 > 3, cuando a → ∞ entonces
ρm → ∞. Para el subcaso ζ̃0 + ζ̃1 < 3, el valor máximo que el factor de escala puede
alcanzar es amax = [ζ̃0/(ζ̃0 + ζ̃1−3)]2/(3−ζ̃1) cuando t → ∞ (ver sección 6.3.7). La densidad
de materia es igual a cero cuando el factor de escala es amax. Cuando ζ̃0+ζ̃1 = 3, la densidad
de materia tiene un valor constante de ρ0

crit a lo largo de la evolución del Universo.
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CAPÍTULO 6. MODELOS COSMOLÓGICOS CON VISCOSIDAD
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Figura 6.53: Gráficas de la densidad de materia ρm con respecto al factor de escala para
diferentes valores de ζ̃0 > 0 con ζ̃1 = 3. El valor mı́nimo que el factor de escala puede
alcanzar es amin = exp(−2/ζ̃0) cuando t → −∞ (ver sección 6.3.8). La densidad de materia
es cero cuando el factor de escala es igual a amin. Y cuando a → ∞, entonces R → ∞.

Hubble (6.33), en (6.70) produciendo

ρm(a, ζ̃1 = 3) = ρ0
crit

(
1 +

1
2
ζ̃0 ln a

)2

. (6.72)

En el caso ζ̃0 > 0 con ζ̃1 = 3, el valor mı́nimo que el factor de escala alcanza es
amin = exp(−2/ζ̃0) cuando t → −∞ (ver sección 6.3.8). La densidad de materia es
cero cuando el factor de escala es igual a amin. Y cuando a → ∞, entonces R → ∞
(ver figura 6.53).

Caso ζ̃0 < 0, ζ̃1 = 3: La densidad de materia diverge cuando a → 0. El valor máximo
que el factor de escala alcanza es amax = exp(−2/ζ̃0) (ver sección 6.3.9). Sucede que
ρm(amax) = 0 (ver figura 6.54).

Caso ζ̃0 = 0, ζ̃1 = 3: Fijamos ζ̃0 = 0 en la expresión (6.72) produciendo ρm = ρ0
crit.

Caso ζ̃0 = 0, ζ̃1 �= 0: Primero fijamos ζ̃0 = 0 en la expresión (6.71) para obtener

ρm(a, ζ̃0 = 0, ζ̃1) = ρ0
crita

(ζ̃1−3). (6.73)

Encontramos que para ζ̃1 < 3 la densidad de materia diverge cuando a → 0, y es
cero cuando a → ∞. Para ζ̃1 > 3 sucede que ρm(a → 0) = 0 y ρm(a → ∞) = ∞ (ver
figura 6.55).

Caso ζ̃0 �= 0, ζ̃1 = 0: Este corresponde al otro caso de interés dado que es un buen can-
didato a explicar la expansión acelerada del Universo, en particular, el subcaso
0 < ζ̃ < 3.
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Figura 6.54: Gráficas de la densidad de materia ρm con respecto al factor de escala para
diferentes valores de ζ̃0 < 0 con ζ̃1 = 3 [ver ecuación (6.71)]. La densidad de materia diverge
cuando a → 0. El valor máximo que el factor de escala alcanza es amax = exp(−2/ζ̃0) (ver
sección 6.3.9), en este valor sucede que ρm(amax) = 0.
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Figura 6.55: Gráfica de la densidad de materia ρm con respecto al factor de escala para
diferentes valores de ζ̃1 con ζ̃0 = 0 [ver ecuación (6.73)]. Encontramos que para ζ̃1 < 3 la
densidad de materia diverge cuando a → 0 y es cero cuando a → ∞. Para ζ̃1 > 3 tenemos
que ρm(a → 0) = 0 y ρm(a → ∞) = ∞.
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Figura 6.56: Gráfica de la densidad de materia ρm(a, ζ̃0) con respecto al factor de escala,
para diferentes valores de ζ̃0. La ĺınea de punteo largo corresponde a ζ̃0 = 0 y la de punteo
corto a ζ̃0 = 3 (Universo de de Sitter). La ĺınea con la banda (azul) corresponde a un
modelo con ζ̃0 = 1.922± 0.089. Esta es la mejor estimación calculada a partir de los datos
de supernovas Ia usando la muestra “Union” del SCP. La banda corresponde al error en
la estimación de ζ̃0 a un 68.3 % de nivel de confianza.

Cuando ζ̃0 = 0 entonces ρm = (3H2
0/8πG) a−3 que corresponde a un Universo

dominado por materia sin viscosidad.

Cuando ζ̃0 = 3 entonces ρm = 3H2
0/8πG que corresponde a un Universo de de

Sitter.

Subcaso 0 < ζ̃0 < 3: La densidad de materia es infinita cuando a → 0 (la sin-
gularidad del Big-Bang). A partir de este valor infinito, la densidad de materia
va decreciendo conforme el Universo se va expandiendo hasta alcanzar su valor
mı́nimo de ρm = (H2

0/24πG)ζ̃2
0 cuando a → ∞ (ver figura 6.48).

Subcaso ζ̃0 > 3: Cuando a = amin entonces ρm(amin) = 0 donde amin =
(1 − 3/ζ̃0)2/3 es el valor mı́nimo que del factor de escala. Es una función
creciente desde cero hasta alcanzar su valor máximo de ρm = (H2

0/24πG) ζ̃2
0

cuando a → ∞.

Subcaso ζ̃0 < 0: Cuando a → 0 entonces ρm → ∞ (la singularidad del
Big-Bang). Es una función decreciente hasta alcanzar su valor mı́nimo de
ρm(amax) = 0, donde amax = (1 − 3/ζ̃0)2/3.

6.6. Pruebas cosmológicas

El presente modelo cosmológico es probado usando cinco pruebas cosmológicas: los
datos de supernovas Ia, el parámetro de corrimiento R del CMB, la localización del pico
acústico en BAO, la segunda ley de la termodinámica y las cotas observacionales en la edad
del Universo. Los detalles de estas pruebas son descritos en los caṕıtulos 2 y 5. Para las
tres primeras pruebas se usó un análisis estad́ıstico Bayesiano que es descrito en el caṕıtulo
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Figura 6.57: Intervalos de confianza para (ζ̃0, ζ̃1). La constante de Hubble H0 es marginal-
izada asumiendo una FDP previa de la forma de un delta de Dirac centrada en
H0 = 72 (km/s)Mpc−1. Los valores mejor estimados e intervalos de confianza fueron
calculados usando el conjunto de datos de SNe Ia “Union” (2008) del SCP y el parámetro
de corrimiento R del CMB. Se encontraron los valores ζ̃0 = 5.546±0.24 y ζ̃1 = −3.1241±0.2
como mejores estimaciones. Los intervalos de confianza corresponden a 68.3%, 95.4% y
99.73% de probabilidad.
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Figura 6.58: Intervalos de confianza para (ζ̃0, ζ̃1). La constante de Hubble H0 es margina-
lizada asumiendo una FDP previa constante. Se usó el conjunto de datos de SNe Ia “Union”
(2008) del SCP y el parámetro de corrimiento R del CMB. Se encontraron los valores
ζ̃0 = 4.716 ± 0.34 y ζ̃1 = −2.496 ± 0.25 como mejores estimaciones. Los intervalos de
confianza corresponden a 68.3%, 95.4% y 99.73% de probabilidad.
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VOLUMÉTRICA
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Figura 6.59: Intervalos de confianza para (ζ̃0, ζ̃1) del modelo dominado por materia viscosa
ζ = ζ0 + ζ1H. La constante de Hubble H0 es marginalizada asumiendo una FDP previa
de la forma de una delta de Dirac centrada en H0 = 72 (km/s)Mpc−1. En este caso se
consideró la presencia de la componente de radiación con un valor de Ωr0 = 0.00005. Las
mejores estimaciones e intervalos de confianza se calcularon usando la muestra de super-
novas “Union” (2008) del SCP y el parámetro de corrimiento R del CMB. Se encontraron
los valores ζ̃0 = 5.54± 0.24 y ζ̃1 = −3.124± 0.2 como mejores estimaciones. Los intervalos
de confianza corresponden a 68.3%, 95.4% y 99.73% de probabilidad.

Figura 6.60: Proyección de los intervalos de confianza de (ζ̃0, ζ̃1) de la figura 6.59, en el
plano de la edad del Universo dada por la expresión (6.24). La edad esta dada en unidades
de Gigayears (Gyr). Los tres intervalos de confianza (68.3%, 95.4 % y 99.73 %) caen en una
región superior al hiperplano de 11 Gyr para la edad del Universo, lo cual es consistente
con las cotas observacionales en la edad que surgen a partir de los cúmulos globulares [80]
(ver también la figura 6.8).
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VOLUMÉTRICA
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Figura 6.61: Intervalos de confianza para (ζ̃0, ζ̃1). La constante de Hubble H0 es margina-
lizada asumiendo una FDP previa constante. En este caso se consideró también la presencia
de la componente de radiación con un valor de Ωr0 = 0.00005. Se usó la muestra de SNe
Ia “Union” (2008) del SCP y el parámetro de corrimiento R del CMB. Se encontraron los
valores ζ̃0 = 4.716 ± 0.34 y ζ̃1 = −2.496 ± 0.25 como mejores estimaciones. Los intervalos
de confianza corresponden a 68.3%, 95.4% y 99.73% de probabilidad.
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Figura 6.62: Intervalos de confianza para los coeficientes adimensionales (ζ̃0, ζ̃1) del modelo
dominado por materia viscosa ζ = ζ0 + ζ1H. La constante de Hubble H0 es marginalizada
asumiendo una FDP previa constante. Los valores mejor estimados e intervalos de con-
fianza fueron calculados usando las tres prueba conjuntas: SNe Ia “Union2” (2010) del
SCP, el parámetro de corrimiento R del CMB y el pico acústico A de BAO. Los intervalos
de confianza corresponden a 68.3%, 95.4% y 99.73% de probabilidad.
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CAPÍTULO 6. MODELOS COSMOLÓGICOS CON VISCOSIDAD
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Figura 6.63: Gráfica de la función de distribución de probabilidad para ζ̃0 (con ζ̃1 = 0).
Se usaron cinco diferentes marginalizaciones para H0, que de arriba a abajo son:
Marginalización asumiendo una FDP previa (1) constante, (2) Gaussiana, centrada en
H0 = 70.5 ± 1.3(km/s)Mpc−1 como lo reporta WMAP [33], (3) Gaussiana, centrada en
H0 = 72±8(km/s)Mpc−1 como lo reporta el “Hubble Space Telescope” de la observación
de estrellas variables Cefeidas [38], (4) delta de Dirac, centrada en H0 = 70.5 (km/s)Mpc−1

y (5) delta de Dirac, centrada en H0 = 72 (km/s)Mpc−1. Se usó la muestra SNe Ia “Union”
(2008) del SCP [37] (ver tabla 6.5).
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3. Por tanto, en las siguientes secciones solo se describen los aspectos más relevantes de
las pruebas, aplicadas al presente modelo.

Las pruebas antes mencionadas permiten estudiar la viabilidad del modelo y a su vez
estimar e imponer cotas a los valores posibles de (ζ̃0, ζ̃1) para que sean consistentes con las
observaciones. Para ello, en el caso de las pruebas de SNe, CMB y BAO, se construirá la
función χ2 con la que se calcularán las mejores estimaciones de (ζ̃0, ζ̃1) y se medirá la
calidad del ajuste a los datos a través del valor obtenido del mı́nimo de la función χ2.
Luego, se calcularán sus intervalos de confianza para acotar sus posibles valores a 1σ, 2σ
y 3σ.

6.6.1. Supernovas, R-CMB y A-BAO.

Supernovas Ia

Para el caso de la prueba de supernovas Ia se utilizó la muestra “Union” (2008) del
proyecto “The Supernova Cosmology Project” (SCP) compuesta por 307 SNe Ia generada
con 13 muestras independientes [37]. Y también la muestra “Union2” (2010) del SCP, que
contiene 557 datos de SNe Ia [18]. Esta última es la muestra más grande y confiable con
la que se cuenta actualmente de SNe Ia.

Usando la definición de la distancia de luminosidad dL (ver expresión (2.24) y [20],
[40]–[83]) en una cosmoloǵıa espacialmente plana se tiene

dL(z, ζ̃0, ζ̃1,H0) = c(1 + z)
∫ z

0

dz′

H(z′, ζ̃0, ζ̃1,H0)
, (6.74)

donde H(z, ζ̃0, ζ̃1,H0) esta dado por la expresión (6.13) y “c” es la velocidad de la luz. La
distancia modular teórica para la k-ésima supernova con redshift zk queda dada como [ver
expresión (2.42)]

μt(zk, ζ̃0, ζ̃1,H0) ≡ m − M = 5 log10

[
dL(zk, ζ̃0, ζ̃1,H0)

Mpc

]
+ 25, (6.75)

el supeŕındice “t” indica “teórica”. Construimos la función χ2 como [ver expresión (3.52)]:

χ2
SNe(ζ̃0, ζ̃1,H0) ≡

n∑
k=1

[
μt(zk, ζ̃0, ζ̃1,H0) − μk

]2
σ2

k

, (6.76)

donde μk es la distancia modular observacional de la k-ésima supernova con redshift zk y
σ2

k es la varianza de la medición.

Parámetro de corrimiento R del CMB

Para el parámetro de corrimiento R del CMB, usamos el valor reportado por WMAP
[33]. Teóricamente y para espacio plano, R se define para nuestro modelo como (ver ex-
presión (2.59) y [31, 33])

R(ζ̃0, ζ̃1) ≡
∫ zrec

0

dz′

E(z′, ζ̃0, ζ̃1)
, (6.77)
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donde zrec = 1089 corresponde al redshift de la época de recombinación [30] y
E(z′, ζ̃0, ζ̃1) ≡ H(z′, ζ̃0, ζ̃1)/H0. El valor reportado es de Robs = 1.70 ± 0.03 [31]. La
función χ2 se define como

χ2
CMB(ζ̃0, ζ̃1) ≡

[
R(ζ̃0, ζ̃1) −Robs

σR

]2

. (6.78)

Pico acústico A de BAO

En el caso del pico acústico A de las oscilaciones acústicas bariónicas, la expresión
teórica viene dada por [ver expresión (2.64)]

A(ζ̃0, ζ̃1) =
1

E(zBAO)1/3

[
1

zBAO

∫ zBAO

0

dz

E(ζ̃0, ζ̃1)

]2/3

, (6.79)

donde zBAO =0.35. El valor reportado es de [34]

Aobs = 0.469 ± 0.017. (6.80)

La función χ2 queda dada entonces como

χ2
BAO(ζ̃0, ζ̃1) ≡ [A(ζ̃0, ζ̃1) − Aobs]2

σ2
A

. (6.81)

Con estas tres funciones χ2 construimos la χ2 total como

χ2
total(ζ̃0, ζ̃1,H0) = χ2

SNe + χ2
CMB + χ2

BAO. (6.82)

Minimizamos numéricamente para calcular las mejores estimaciones de (ζ̃0, ζ̃1), sus inter-
valos de confianza y la calidad de ajuste a los datos. Los resultados de estos análisis se
muestran en las tablas 6.3–6.5 y figuras 6.10–6.63.

6.6.2. Termodinámica y la entroṕıa local.

Como se describió en el caṕıtulo 5, la ley de generación de entroṕıa local en un fluido
en la métrica de FRW puede escribirse como [ver ecuación (5.27)]

T0 ∇νs
ν = ζ(∇νU

ν)2 = 9H2ζ, (6.83)

donde T0 es la temperatura y ∇νs
ν es la razón de producción de entroṕıa por unidad de

volumen. La segunda ley de la termodinámica se expresa como

T0∇νs
ν ≥ 0, (6.84)

lo cual implica de la expresión (6.83) que

ζ ≥ 0, (6.85)

El coeficiente de viscosidad ζ corresponde a la viscosidad total, por lo que para el presente
modelo la desigualdad (6.85) se expresa como
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Figura 6.64: Gráfica de la viscosidad total adimensional ζ̃ = ζ̃0+ ζ̃1H con respecto al factor
de escala (panel izquierdo) y el redshift (panel derecho) [ver ecuación (6.87)] cuando es
evaluada en las mejores estimaciones para (ζ̃0, ζ̃1) (ver tabla 6.3). En el Universo temprano
la viscosidad total es negativa para el caso del uso de una FDP previa de delta de Dirac y
constante, y positiva para el caso en que se fija ζ̃1 = 0 La transición entre valores negativos
a positivos para el modelo ζ̃ = ζ̃0 + ζ̃1H esta dada por la ecuación (6.88). Cuando a → ∞
la viscosidad total tiene el valor de ζ̃ = 3ζ̃0/(3 − ζ̃1).

ζ = ζ0 + ζ1H ≥ 0. (6.86)

Por otra parte, usando la expresión para el parámetro de Hubble (6.14) encontramos
que la expresión para la viscosidad total ζ(a) esta dada como

ζ̃(a) = ζ̃0 + ζ̃1

[(
1 − ζ̃0

3 − ζ̃1

)
a(ζ̃1−3)/2 +

ζ̃0

3 − ζ̃1

]
, (6.87)

donde hemos definido el coeficiente adimensional de viscosidad total ζ̃ ≡ (24πG/H0)ζ. La
figura 6.64 muestra el comportamiento de ζ̃ con respecto al factor de escala cuando (ζ̃0, ζ̃1)
son evaluadas en las mejores estimaciones. Encontramos que la viscosidad total para las
mejores estimaciones (ζ̃0, ζ̃1) es negativa para tiempos tempranos del Universo y positiva
para tiempos tard́ıos. Para la mejor estimación de ζ̃0 sola (cuando fijamos ζ̃1 = 0), la
viscosidad total es positiva y constante a lo largo de toda la evolución del Universo.

De acuerdo a la ecuación (6.86), valores negativos de la viscosidad total ζ̃ implican
una violación a la segunda ley de la termodinámica. Por tanto, el modelo ζ̃ = ζ̃0 + ζ̃1H,
evaluado en las mejores estimaciones, viola la ley de la entroṕıa en tiempos tempranos,
pero el modelo ζ̃ = ζ̃0, evaluado en las mejores estimaciones para ζ̃0 (con ζ̃1 = 0) no.

La transición entre valores negativos a positivos de la viscosidad total para el caso
ζ̃ = ζ̃0 + ζ̃1H sucede cuando el factor de escala tiene el valor

anp =

[
3ζ̃0

ζ̃1(ζ̃0 + ζ̃1 − 3)

]2/ζ̃1−3

. (6.88)

El sub́ındice “np” indica valores “positivos a negativos”. Para las mejores estimaciones
para (ζ̃0, ζ̃1) usando la prueba de SNe, encontramos que el valor del factor de escala anp
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6.7. DISCUSIÓN DE LOS RESULTADOS

cuando la transición sucede son anp = 0.45 y anp = 0.57, que corresponden a cuando una
distribución previa constante y de delta de Dirac son utilizadas para marginalizar sobre
la constante de Hubble, respectivamente. Para las mejores estimaciones usando la prueba
conjunta SNe + CMB encontramos que anp = 0.483 y anp = 0.486, que corresponden a
cuando una FDP previa constante y de delta de Dirac son utilizadas para marginalizar
sobre la constante de Hubble, respectivamente. Cuando a → ∞, la viscosidad total es
ζ̃ = 3ζ̃0/(3 − ζ̃1).

6.7. Discusión de los resultados

De todos los posibles escenarios que el modelo predice y que fueron estudiados con
detalle en este caṕıtulo, resulta que el que mejor describe al Universo observado es el
caso (XII-a), caracterizado por el intervalo de valores: (ζ̃0 �= 0, ζ̃1 = 0), y con la
condición adicional de 0 < ζ̃0 < 3. Dado que ζ̃0 es constante, este escenario corresponde
al caso de tener un modelo cosmológico dominado por materia con viscosidad volumétrica
parametrizada de la forma: ζ = ζ0 = constante, la cual es la parametrización más sencilla
que se pueda tener.

Cuando 0 < ζ̃0 < 3, este escenario predice que el Universo tuvo un Big-Bang en el pasa-
do, seguido por una expansión desacelerada en tiempos tempranos, que fue disminuyendo
gradualmente hasta darse una transición suave a un periodo de expansión acelerado en
tiempos recientes y que continuará por siempre.

Por otra parte, este escenario en particular es respaldado por los siguientes resultados:

1. El valor calculado del coeficiente ζ̃0 (se fijó ζ̃1 = 0) usando la muestra más reciente
y robusta de datos observacionales de supernovas Ia es: ζ̃0 = 1.9835 ± 0.066 (ver
tabla 6.3) lo cual se encuentra precisamente en el intervalo 0 < ζ̃0 < 3. Por lo
tanto, las observaciones siguen indicando la existencia de la reciente aceleración
en la expansión del Universo, de un Big-Bang y un periodo temprano de expansión
desacelerada. Además de que prefieren al modelo con la parametrización más sencilla
posible: ζ = constante.

2. Se obtuvo un valor de χ2
min = 554.58 (o de forma equivalente χ2

d.o.f. = 0.979) al hacer
el cálculo del valor de ζ̃0, lo cual indica un excelente ajuste a los datos. En otras
palabras, el modelo ζ = constante logra explicar los datos observacionales de SNe Ia
con una gran calidad de ajuste (que es medido a partir de la magnitud de χ2

d.o.f.).

3. La edad del Universo estimada es de 14.82 Gyr, lo cual está en perfecta concordancia
con las cotas observacionales que vienen de las edades de los cúmulos globulares
galácticos (12.9 ± 2.9 Gyr).

4. Se respeta la segunda ley de la termodinámica local, que establece ζ > 0, lo cual se
cumple en este escenario.

De acuerdo a este escenario y utilizando el valor de la mejor estimación para ζ̃0 se
encuentra que la transición entre el periodo desacelerado al acelerado sucedió en el pasado,
a un corrimiento al rojo de aproximadamente zt = 1.47 (o equivalentemente at = 0.4).
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Ver cuadro 6.2.

Además del caso (XII-a) descrito arriba, se encontró que también el caso (III-a)
caracterizado por los intervalos (ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0), y con la condición adicional de ζ̃0+ζ̃1 < 3,
tiene predicciones que están parcialmente de acuerdo con el Universo observado y que
además es también preferido por las observaciones.

Es decir, el caso (III-a) predice también la existencia de un Big-Bang seguido de una
expansión desacelerada y con una transición a un periodo de expansión acelerada eterna.
Además, cuando se calcula las mejores estimaciones para los coeficientes (ζ̃0, ζ̃1) conjunta-
mente, resulta que sus valores calculados se ubican precisamente en los intervalos caracter-
izados por el escenario (III-a), esto es (ζ̃0 = 4.38±1.56, ζ̃1 = −2.166±1.42) usando super-
novas, y (ζ̃0 = 2.917, ζ̃1 = −1.337) usando las tres pruebas conjuntas SNe+CMB+BAO
(ver cuadro 6.3).

Sin embargo, este escenario tiene dos problemas. Uno de ellos es que viola la segunda
ley de la termodinámica local para tiempos tempranos del Universo (para z > 3.22 o
a < 0.45). Y el segundo es que la edad del Universo estimada en este caso (11.72 Gyr)
está por debajo del valor medio acotado usando cúmulos globulares galácticos (12.9± 2.9
Gyr). Ver cuadro 6.2.

Debido a estos problemas es que el escenario (III-a) no es del todo un buen candidato
a explicar el Universo observado en comparación al escenario (XII-a) con 0 < ζ̃0 < 3.

A continuación se hace una śıntesis de las caracteŕısticas de todos los escenarios, cuyo
análisis detallado se puede consultar a lo largo de este caṕıtulo. La mayoŕıa de los escenarios
[a excepción de (III-a) y (XII-a)], o bien no corresponde del todo al Universo observado
o bien no son f́ısicos, además de que no son favorecidos por las pruebas cosmológicas
aplicadas (SNe, CMB, BAO).

Caso (I) ζ̃0 + ζ̃1 = 3: Universo de de Sitter. No Big-Bang y con una expansión
exponencial.

Caso (II) ζ̃0 < 0, ζ̃1 < 0: Tiene Big-Bang. Expansión eternamente desacelerada.
R → ∞ cuando a → 0, R(amax) = 0. ρm → ∞ cuando a → 0, ρm(amax) = 0.

Caso (III-a) ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0, y con ζ̃0 + ζ̃1 < 3: Tiene Big-Bang. Expansión desacel-
erada con transición a acelerada. R → ∞ cuando a → 0, R → 12[H0ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2

cuando a → ∞. ρm → ∞ cuando a → 0, ρm = ρ0
crit[ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2 cuando a → ∞.

Caso (III-b) ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0, y con ζ̃0+ ζ̃1 > 3: No Big-Bang. Expansión eternamente
acelerada. R(amin) = 0, R → 12[H0ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2 cuando a → ∞. ρm(amin) = 0,
ρm = ρ0

crit[ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2 cuando a → ∞.

Caso (IV-a) ζ̃0 > 0, 0 < ζ̃1 < 3, y con ζ̃0 + ζ̃1 < 3: Tiene Big-Bang. Expansión
eternamente acelerada, o con transición desaceleración-aceleración si ζ̃1 < 1. R → ∞
cuando a → 0. ρm → ∞ cuando a → 0, ρm = ρ0

crit[ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2 cuando a → ∞.

Caso (IV-b) ζ̃0 > 0, 0 < ζ̃1 < 3, y con ζ̃0 + ζ̃1 > 3: No Big-Bang. Expansión eterna-
mente acelerada. R(amin) = 0, R → 12[H0ζ̃0/(3− ζ̃1)]2 cuando a → ∞. ρm(amin) = 0,
ρm = ρ0

crit[ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2 cuando a → ∞.
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CAPÍTULO 6. MODELOS COSMOLÓGICOS CON VISCOSIDAD
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Caso (V) ζ̃0 < 0, 0 < ζ̃1 < 3: Tiene Big-Bang. Si ζ̃1 > 1 hay transición aceleración-
desaceleración (observe el orden de la transición). Y si ζ̃1 ≤ 1 la expansión es siempre
desacelerada. R → ∞ cuando a → 0, R(amax) = 0. ρm → ∞ cuando a → 0,
ρm(amax) = 0.

Caso (VI) ζ̃0 > 0, ζ̃1 > 3: No Big-Bang. Expansión siempre acelerada hasta alcanzar
un Big-Rip. R(amin) = 0, R → ∞ cuando a → ∞. ρm(amin) = 0, ρm → ∞ cuando
a → ∞.

Caso (VII-a) ζ̃0 < 0, ζ̃1 > 3, y con ζ̃0 + ζ̃1 < 3: No Big-Bang. Expansión acelerada
con transición a desacelerada. R = 12[H0ζ̃0/(ζ̃1 − 3)]2 cuando a → 0, R(amax) = 0.
ρm = ρ0

crit[ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2 cuando a → 0, ρm(amax) = 0.

Caso (VII-b) ζ̃0 < 0, ζ̃1 > 3, y con ζ̃0 + ζ̃1 > 3: No Big-Bang. Expansión siempre
acelerada hasta alcanzar un Big-Rip. R = 12[H0ζ̃0/(ζ̃1 − 3)]2 cuando a → 0, R → ∞
cuando a → ∞. ρm = ρ0

crit[ζ̃0/(3 − ζ̃1)]2 cuando a → 0, ρm → ∞ cuando a → ∞.

Caso (VIII) ζ̃0 > 0, ζ̃1 = 3: No Big-Bang. Expansión eternamente acelerada.
R(amin) = 0, R → ∞ cuando a → ∞. ρm(amin) = 0, ρm → ∞ cuando a → ∞.

Caso (IX) ζ̃0 < 0, ζ̃1 = 3: Tiene Big-Bang cuando t → −∞. Expansión acelerada
con transición a desacelerada. R → ∞ cuando a → 0, R(amax) = 0. ρm → ∞ cuando
a → 0, ρm(amax) = 0

Caso (X) ζ̃0 = 0, ζ̃1 = 3: Universo de de Sitter. R = 12H2
0 . ρm = ρ0

crit.

Caso (XI-a) ζ̃0 = 0, ζ̃1 �= 0, y con ζ̃1 < 3: Tiene Big-Bang. Cuando ζ̃1 < 1 la expan-
sión es eternamente desacelerada, cuando 1 < ζ̃1 < 3 la expansión es eternamente
acelerada. R → 0 cuando a → ∞. Cuando −1 < ζ̃1 < 3 entonces R → ∞ cuando
a → 0. Cuando ζ̃1 < −1 entonces R → −∞ cuando a → 0. ρm → ∞ cuando a → 0,
ρm → 0 cuando a → ∞.

Caso (XI-b) ζ̃0 = 0, ζ̃1 �= 0, y con ζ̃1 > 3: No Big-Bang. Expansión siempre
acelerada hasta alcanzar un Big-Rip. R(a = 0) = 0, R → ∞ cuando a → ∞. ρm → 0
cuando a → 0, ρm → ∞ cuando a → ∞.

Caso (XII-a) ζ̃0 �= 0, ζ̃1 = 0, y con 0 < ζ̃0 < 3: Tiene Big-Bang. Expansión
desacelerada con transición a acelerada. R → ∞ cuando a → 0, R = 4

3H2
0 ζ̃0 cuando

a → ∞. ρm → ∞ cuando a → 0, ρm = (H2
0/24πG)ζ̃2

0 cuando a → ∞.

Caso (XII-b) ζ̃0 �= 0, ζ̃1 = 0, y con ζ̃0 > 3: No Big-Bang. Expansión eter-
namente acelerada. R(amin) = 0, R = 4

3H2
0 ζ̃0 cuando a → ∞. ρm(amin) = 0,

ρm = (H2
0/24πG)ζ̃2

0 cuando a → ∞.

Caso (XII-c) ζ̃0 �= 0, ζ̃1 = 0, y con ζ̃0 < 0: Tiene Big-Bang. Expansión eternamente
desacelerada. R → ∞ cuando a → 0, R(amax) = 0. ρm → ∞ cuando a → 0,
ρm(amax) = 0.
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Modelo ζ = ζ0 + ζ1H

Asumiendo una FDP previa delta de Dirac
Prueba Set de SNe Ωr0 ζ̃0 ζ̃1 χ2

min χ2
d.o.f.

SNe Union2 0 8.58935 ± 1.217 −5.96505 ± 1.159 561.15 1.011
SNe Union 0 8.858 ± 1.55 −6.257 ± 1.47 314.78 1.032

SNe+CMB Union 0 5.546 ± 0.24 −3.124 ± 0.20 319.18 1.046
SNe+CMB Union 0.00005 5.547 ± 0.24 −3.124 ± 0.2 319.18 1.043

Asumiendo una FDP previa constante
Prueba Set de SNe Ωr0 ζ̃0 ζ̃1 χ2

min χ2
d.o.f.

SNe Union2 0 4.38929 ± 1.568 −2.16673 ± 1.421 542.38 0.977
SNe Union2 0 1.9835 ± 0.066 0 (fijado) 544.587 0.979

SNe+CMB+BAO Union2 0 0.1054 ± 0.046 0 (fijado) 1418.89 2.551
SNe Union 0 6.281 ± 0.1 −3.925 ± 0.11 309.99 1.016

SNe+CMB Union 0 4.716 ± 0.34 −2.496 ± 0.25 310.647 1.018
SNe+CMB Union 0.00005 4.716 ± 0.34 −2.496 ± 0.25 310.647 1.015

SNe+CMB+BAO Union2 0 2.9177 −1.3378 1102.83 1.979

Cuadro 6.3: Resumen de los valores para las mejores estimaciones de los coeficientes de vis-
cosidad ζ̃0 y ζ̃1. La tabla superior muestra los valores para el caso en que se marginalizó la
constante de Hubble usando una función de distribución de la probabilidad (FDP) previa
de delta de Dirac centrada en H0 = 72 (km/s)Mpc−1, tal como lo sugieren las observa-
ciones del HST [38]. La tabla inferior muestra las mejores estimaciones para (ζ̃0, ζ̃1) cuando
se marginaliza H0 usando una FDP previa constante. Las tablas muestran en la primera
columna las diferentes pruebas utilizadas para calcular las mejores estimaciones. “SNe”
significa que solo se emplearon los datos de supernovas para calcular y acotar los valores de
(ζ̃0, ζ̃1). “SNe+CMB” significa el uso conjunto de SNe y el parámetro de corrimiento del
CMB y “SNe+CMB+BAO” también agrega la prueba usando el pico acústico A de BAO.
Las muestras de SNe usada son “Union” (2008) [37] y “Union2” (2010) [18] del Supernova
Cosmology Project, cada una compuesta de 307 y 557 SNe Ia respectivamente. La segunda
columna muestra el conjunto de supernovas utilizado. La tercer columna muestra el valor
inicial considerado para la densidad de radiación Ωr0 al momento de calcular las mejores
estimaciones. La cuarta columna muestra los valores de las mejores estimaciones para
(ζ̃0, ζ̃1) y la quinta columna muestra el valor mı́nimo de la función χ2, aśı como el valor
de χ2 mı́nimo por grados de libertad, χ2

d.o.f.. Las figuras 6.10–6.63 muestran los intervalos
de confianza que acotan los valores para los coeficientes viscosos (ζ̃0, ζ̃1).
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Modelo ζ0 = constante
Modelo H0 ζ̃0 ΩM0 χ2

min χ2
d.o.f.

ζ̃0 = constante 69.62 ± 0.59 1.922 ± 0.089 1 314.57 1.031
ΛCDM 70.01 ± 0.59 — 0.278 ± 0.027 311.84 1.022

Cuadro 6.4: Resumen de los valores para las mejores estimaciones del coeficiente de vis-
cosidad ζ̃0 y la constante de Hubble H0 (donde ζ̃1 = 0). También se muestran las mejores
estimaciones de (H0, ΩM0) para el caso en que se usa el modelo cosmológico ΛCDM, con
el fin de comparar los valores de H0 y χ2

min de cada modelo usando la misma muestra de
SNe Ia (“Union”, 2008, SCP [37]) y el mismo procedimiento para calcular los valores. En-
contramos que son muy similares las mejores estimaciones para H0 con su respectivo χ2

min,
lo cual muestra que el modelo con viscosidad constante es competitivo en comparación a
ΛCDM, además de ser consistente con los valores reportados por WMAP (H0 = 70.5±1.3
(km/s)Mpc−1, ver [33]). Para el modelo ΛCDM se asumió un Universo espacialmente
plano.

Modelo viscoso ζ0 = constante
Mejores estimaciones para ζ̃0

Marg. ζ̃0 χ2
min χ2

d.o.f.

(i) 1.922 ± 0.089 331.30 1.08
(ii) 1.941 ± 0.084 315.26 1.03
(iii) 1.924 ± 0.089 314.91 1.02
(iv) 2.026 ± 0.051 316.75 1.03
(v) 2.195 ± 0.049 330.41 1.07

Cuadro 6.5: Mejores estimaciones para ζ̃0 (con ζ̃1 = 0) usando la muestra de SNe Ia
“Union” (2008) del SCP [37]. La primera columna muestra la FDP previa utilizada para
marginalizar sobre H0 (que se indica con “Marg”), los números corresponden a: (i) con-
stante, (ii) Gaussiana, centrada en H0 = 70.5±1.3 (km/s)Mpc−1 como lo reporta WMAP
[33], (iii) Gaussiana, centrada en H0 = 72 ± 8 (km/s)Mpc−1 como lo reporta el “Hub-
ble Space Telescope” de la observación de estrellas variables Cefeidas [38], (iv) delta de
Dirac, centrada en H0 = 70.5 ± 1.3 (km/s)Mpc−1 y (v) delta de Dirac, centrada en
H0 = 72 ± 8 (km/s)Mpc−1. La figura 6.63 muestra las FDP para ζ̃0. Los errores son
calculados al 68.3 % de nivel de confianza (1σ).
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En el presente trabajo de tesis se ha estudiado un modelo cosmológico cuya única
componente (la componente dominante) es un fluido sin presión con viscosidad volumétrica
parametrizada de la forma ζ = ζ0 +ζ1H, donde ζ0 y ζ1 son constantes y H es el parámetro
de Hubble.

El objetivo de este estudio ha sido el proponer un modelo cosmológico viable y consis-
tente con las observaciones cosmológicas, que pueda ser una alternativa al modelo estándar
“ΛCDM”, que a pesar de que este segundo explica en buena medida la mayoŕıa de las ob-
servaciones, tiene problemas en sus predicciones.

El fluido sin presión caracteriza conjuntamente a las componentes de materia bariónica
y oscura. El término “ζ1H” parametriza a la viscosidad proporcional a la expansión del
Universo y “ζ0” a la viscosidad proporcional a una constante.

En el contexto de los fluidos viscosos la expansión del Universo se estudia como un
conjunto de estados termodinámicos fuera de su equilibrio térmico local durante perio-
dos de tiempo muy cortos, lo cual genera una entroṕıa local que induce una viscosidad
volumétrica, esta a su vez, es capaz de producir una aceleración en la expansión del Uni-
verso.

Se analizaron todos los posibles escenarios para el comportamiento y evolución del
Universo que el modelo ζ = ζ0 + ζ1H predice, los cuales fueron divididos en 12 casos
de acuerdo a los diferentes valores de los coeficientes (ζ0, ζ1). Se encontraron una am-
plia variedad de predicciones y escenarios posibles. En algunos casos el modelo predice
la existencia de un Big-Bang como inicio del Universo, aśı como también predicen una
expansión acelerada y otros casos desacelerada, bien en el pasado, o en el presente o en
el futuro, de tal manera que algunos casos se tienen transiciones del tipo “desaceleración
→ aceleración” o viceversa conforme el Universo se ha ido expandiendo. Otros casos más
resultaron no tener sentido f́ısico.

De todos estos casos se encontró que el escenario que mejor describe al Universo
observado corresponde al caso en el cual la viscosidad es proporcional a una constante
(que corresponde a la parametrización más sencilla posible) y que es caracterizado por
los valores en el intervalo 0 < ζ̃0 < 3 (con ζ̃1 = 0). Este caso predice la existencia de un
Big-Bang en el pasado del Universo, seguido por una expansión desacelerada en tiempos
tempranos, con una transición suave a un periodo reciente de expansión acelerada que
continuará por siempre.

157
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En base al análisis realizado a este caso y basado en el hecho de que además es el esce-
nario favorecido por las observaciones cosmológicas, la conclusión del estudio desarrollado
en la presente tesis puede plantearse de la siguiente forma: El modelo cosmológico domina-
do por materia sin presión y con viscosidad volumétrica de la forma ζ̃0 = constante, donde
0 < ζ̃0 < 3, es un candidato viable para explicar la actual aceleración en la expansión
del Universo, que además es consistente con las observaciones cosmológicas. Cuando se
calcula la mejor estimación de ζ̃0 usando la muestra más reciente y robusta de supernovas
Ia (“Union2” SCP) y también usando las tres pruebas conjuntas de (1) supernovas, (2)
el parámetro de corrimiento del CMB y (3) el pico acústico de BAO, se encuentra que el
valor estimado de ζ̃0 se localiza precisamente en el intervalo 0 < ζ̃0 < 3, y con una calidad
de ajuste a los datos muy buena (medida a partir del valor de χ2

min). El modelo es además
consistente con la segunda ley de la termodinámica local y la predicción de la edad del
Universo (14.82 Gyr) está en perfecta concordancia con las cotas observacionales que se
obtienen de los cúmulos globulares galácticos (12.9 ± 2.9 Gyr). Además, este modelo re-
suelve automáticamente el problema de la “constante cosmológica” y el de la “coincidencia
cósmica” debido a que no introduce ninguna componente de enerǵıa oscura para poder
explicar la expansión acelerada del Universo.

Un segundo escenario que también mostró tener predicciones parcialmente de acuerdo
con el Universo observado es el caso caracterizado por los intervalos (ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0), con
ζ̃0 + ζ̃1 < 3. Este caso predice también un Big-Bang en el pasado seguido por una expan-
sión desacelerada en tiempos tempranos y con una transición a una expansión acelerada
reciente. Cuando se calculan simultáneamente las mejores estimaciones de los coeficientes
(ζ̃0, ζ̃1), los valores de estos se localizan precisamente en los intervalos (ζ̃0 > 0, ζ̃1 < 0) con
ζ̃0 + ζ̃1 < 3, usando la muestra de supernovas y la prueba SNe + CMB + BAO conjunta.
Sin embargo, este caso tiene dos problemas. El primero es que la estimación en la edad
del Universo [11.72 Gyr (FDP constante) y 10.03 Gyr (FDP delta Dirac)] es menor que la
reportada a partir de las cotas observacionales que se calculan de los cúmulos globulares
(12.9 ± 2.9 Gyr). El segundo problema es que hay una violación de la segunda ley de la
termodinámica local para tiempos tempranos del Universo, es decir, la viscosidad total
es negativa (ζ < 0) para redshifts z � 1, pero positiva para z � 1. Encontramos que
la violación es debida a considerar la existencia del término “ζ1H” en la expresión de la
viscosidad total, y que para que este caso no viole la segunda ley de la termodinámica
local seŕıa preciso que los efectos de la viscosidad fueran relevantes solo a partir de tiempos
recientes (z ≤ 1), y despreciables a tiempos tempranos.

Es importante remarcar que de todos los posibles escenarios que el modelo general
ζ = ζ0 + ζ1H predice, los dos escenarios escogidos por las mejores estimaciones de (ζ̃0, ζ̃1)
calculadas a partir de las observaciones son precisamente los dos casos antes mencionados,
que indican la existencia de un Big-Bang y un periodo de expansión desacelerada en
tiempos tempranos con una transición suave a un periodo reciente de expansión acelerada,
que continuará por siempre en el futuro.

Como se mencionó brevemente arriba, las mejores estimaciones de (ζ̃0, ζ̃1) se calcularon
usando las últimas muestras de datos observacionales de SNe Ia, de los datos provenientes
del WMAP de las anisotroṕıas en la temperatura de la radiación cósmica de fondo
usando el primer pico de las anisotroṕıas, a través del parámetro de corrimiento R, y de
la localización del pico acústico A en la función de correlación a grandes escalas de la
distribución de 46,748 galaxias rojas ubicadas hasta una distancia de z =0.47. Además,
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se consideró la restricción en los valores de la viscosidad total ζ a partir de la segunda ley
de la termodinámica local, y utilizamos las cotas observacionales en la edad del Universo
para probar la viabilidad del modelo en ese aspecto.

En los caṕıtulos 1–5 se describió el formalismo y los conceptos principales para abor-
dar la investigación en el modelo cosmológico descrito en el caṕıtulo 6. Este estudio ha
implicado el aprendizaje, desarrollo e implementación de las técnicas para probar mode-
los cosmológicos usando hasta ahora tres tipos de datos observacionales (SNe, R-CMB y
A-BAO).

Una de las grandes ventajas del aprendizaje de las pruebas cosmológicas es que con
estas herramientas es posible probar cualquier modelo cosmológico dado, lo cual abre un
panorama amplio en la investigación en cosmoloǵıa.
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Apéndice A

Elementos de la métrica de FRW

El elemento de ĺınea ds2 de la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) en
coordenadas esféricas, se puede expresar como

ds2 = −dt2 + a2(t)
[

dr2

1 − kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
(A.1)

La métrica de FRW en forma matricial tiene la forma

gμν =

⎛
⎜⎜⎝

−1 0 0 0
0 a2/(1 − kr2) 0 0
0 0 a2r2 0
0 0 0 a2r2 sin2 θ

⎞
⎟⎟⎠ (A.2)

La matriz inversa gμν es

gμν =

⎛
⎜⎜⎝

−1 0 0 0
0 (1 − kr2)/a2 0 0
0 0 1/(a2r2) 0
0 0 0 1/(a2r2 sin2 θ)

⎞
⎟⎟⎠ (A.3)

El determinante de gμν esta dado por:

g ≡ det gμν = −a6r4 sin2 θ

1 − kr2
(A.4)

Las componentes del tensor Tμν en el sistema comóvil pueden escribirse en forma
matricial como:

Tμ
ν = gμαTαν =

⎛
⎜⎜⎝

−ρ 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p

⎞
⎟⎟⎠ . (A.5)

La traza T de este tensor es:

T = Tr(Tμ
μ) = gμνTμν = Tμ

μ = 3p − ρ. (A.6)
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Los śımbolos de Christoffel se definen como

Γμ
νλ =

1
2
gμα

(
∂gαν

∂xλ
+

∂gαλ

∂xν
− ∂gνλ

∂xα

)
(A.7)

Los śımbolos de Christoffel distintos de cero para la métrica de FRW son los siguientes
trece términos:

Γt
rr =

aȧ

1 − kr2
Γr

rr =
kr

1 − kr2
(A.8)

Γt
θθ = aȧr2 Γt

φφ = aȧr2 sin2 θ (A.9)

Γr
tr = Γθ

tθ = Γφ
tφ =

ȧ

a
(A.10)

Γr
θθ = −r(1 − kr2) Γr

φφ = −r(1 − kr2) sin2 θ (A.11)

Γθ
rθ = Γφ

rφ =
1
r

(A.12)

Γθ
φφ = − sin θ cos θ Γφ

θφ = cot θ. (A.13)

El tensor de Riemann Rρ
σμν de manera general se define como

Rρ
σμν = ∂μΓρ

νσ − ∂νΓρ
μσ + Γρ

μλΓλ
νσ − Γρ

νλΓλ
μσ (A.14)

Los términos distintos de cero para el caso de la métrica de FRW, son

Rt
rtr =

aä

1 − kr2
(A.15)

Rt
θtθ = aär2 (A.16)

Rt
φtφ = aär2 sin2(θ) (A.17)

Rr
ttr = Rθ

ttθ = Rφ
ttφ =

ä

a
(A.18)

Rr
θrθ = −Rφ

θθφ = r2(ȧ2 + k) (A.19)

Rr
φrφ = Rθ

φθφ = r2(ȧ2 + k) sin2(θ) (A.20)

Rθ
rrθ = Rφ

rrφ = − ȧ2 + k

1 − kr2
(A.21)

Las componentes distintas de cero del tensor de Riemann en su forma totalmente
covariante Rαβγδ son

Rtrtr = − aä

1 − kr2
(A.22)

Rtθtθ = −aär2 (A.23)

Rtφtφ = −aär2 sin2(θ) (A.24)

Rrθrθ =
a2r2(ȧ2 + k)

1 − kr2
(A.25)

Rrφrφ =
a2r2 sin2(θ)(ȧ2 + k)

1 − kr2
(A.26)

Rθφθφ = a2r4 sin2(θ)(ȧ2 + k) (A.27)
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Y las componentes distintas de cero del tensor de Riemann en su forma totalmente
contravariante Rαβγδ son

Rtrtr = − ä(1 − kr2)
a3

(A.28)

Rtθtθ = − ä

a3r2
(A.29)

Rtφtφ = − ä

a3r2 sin2(θ)
(A.30)

Rrθrθ =
(1 − kr2)(ȧ2 + k)

a6r2
(A.31)

Rrφrφ =
(1 − kr2)(ȧ2 + k)

a6r2 sin2(θ)
(A.32)

Rθφθφ =
ȧ2 + k

a6r4 sin2(θ)
(A.33)

(A.34)

La expresión para el escalar de Kretschmann es

RαβγδRαβγδ = 12

[(
ȧ

a

)4

+ 2k

(
ȧ

a2

)2

+
k2

a4
+
(

ä

a

)2
]

(A.35)

Los términos covariantes distintos de cero del tensor de Ricci Rμν ≡ Rλ
μλν son los

elementos de la diagonal, esto es,

Rtt = −3
ä

a

Rrr =
aä + 2ȧ2 + 2k

1 − kr2
(A.36)

Rθθ = r2(aä + 2ȧ2 + 2k)

Rφφ = r2(aä + 2ȧ2 + 2k) sin2 θ

Los términos contravariantes distintos de cero del tensor de Ricci Rμν son

Rtt = −3
ä

a
(A.37)

Rrr =
(

1 − kr2

a4

)(
aä + 2ȧ2 + 2k

)
(A.38)

Rθθ =
aä + 2ȧ2 + 2k

a4r2
(A.39)

Rφφ =
aä + 2ȧ2 + 2k

a4r2 sin2(θ)
(A.40)

(A.41)
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Expresadas de la forma “contravariante-covariante”, las componentes del tensor de
Ricci Rμ

ν distintas de cero son

Rt
t = 3

ä

a
(A.42)

Rr
r = Rθ

θ = Rφ
φ =

aä + 2ȧ2 + 2k

a2
(A.43)

La contracción del tensor de Ricci consigo mismo es

RαβRαβ = 12

[(
ä

a

)2

+
ä

a3
(ȧ2 + k) +

(
ȧ

a

)4

+ 2k

(
ȧ

a2

)2

+
(

k

a2

)2
]

(A.44)

El escalar de curvatura R ≡ Rα
α = Rβα gβα se expresa como:

R = 6

[
ä

a
+
(

ȧ

a

)2

+
k

a2

]

Del tensor de Einstein Gμν ≡ Rμν − 1
2gμνR, los únicos términos distintos de cero son

los de la diagonal, es decir:

Gtt =
3
a2

(ȧ2 + k)

Grr =
2aä + ȧ2 + k

−1 + kr2
(A.45)

Gθθ = −r2(2aä + ȧ2 + k)

Gφφ = −r2(2aä + ȧ2 + k)sin2θ

Del tensor de Weyl, Cαβγδ, que se define como

Cαβγδ ≡ Rαβγδ − gα[γRδ]β + gβ[γRδ]α (A.46)

todas sus componentes son cero en la métrica de FRW. Lo mismo que cuando se expresa
de manera contravariante Cαβγδ.

164



Apéndice B

Aproximación Newtoniana de
Relatividad General.

Las aproximaciones Newtoniana y Post-Newtoniana de las ecuaciones de Einstein
fueron desarrolladas primeramente por Einstein, Infeld y Hoffmann en 1938 [84]. Once
años más tarde Einstein e Infeld perfeccionaron la técnica para calcular estas aproxima-
ciones para que fuera posible calcularlas para cualquier orden deseado de aproximación
[85].

La manera de calcular estas aproximaciones se basa en el hecho de asumir que las
particulas1 del sistema en estudio se mueven a velocidades no relativistas, es decir, que

v

c
<< 1 (B.1)

donde v es la velocidad de una particula y c la velocidad de la luz, por lo que la
aproximación consiste en desarrollar en serie de potencias de v/c a los diferentes entes
matemáticos de la Relatividad General, como por ejemplo, al tensor métrico, y reescribir
las ecuaciones de Einstein pero conservando solamente términos de hasta un cierto orden
de (v/c)n, donde n es un número natural. En el caso de la aproximación Newtoniana la
expansión se realiza hasta términos del orden de (v/c)2, y la post-Newtoniana hasta (v/c)4.

La razón de que la aproximación Newtoniana corresponde a calcular las expansiones
hasta terminos de orden (v/c)2 puede verse de considerar una part́ıcula de masa M alrede-
dor de la cual orbita una segunda part́ıcula con velocidad tangencial promedio v localizada
a una distancia promedio r de la primera part́ıcula. Usando mecánica Newtoniana se llega
a que la velocidad de la segunda part́ıcula viene dada por

v2 =
GM

r
(B.2)

donde G es la constante gravitacional de Newton. De esta ecuaciones se observa que el
movimiento de la segunda part́ıcula está gobernado por un término de la velocidad de orden
v2 [o equivalentemente (v/c)2, donde la expresión (B.2) seŕıa (v/c)2 = (GM/rc2)]. Una
aproximación post-Newtoniana de la expresión (B.2), que viniera de Relatividad General
seŕıa calcular correcciones de orden (v/c)4 para la expresión (B.2).

1Una “part́ıcula” en este contexto corresponde, por ejemplo, a un planeta girando en torno al Sol, o
bien todo un cúmulos de galaxias completo (a escalas cosmológicas), etc.
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Existe otra forma de aproximar las ecuaciones de Einstein llamada “de campos débiles”
en el cual se asume que los campos gravitacionales generados por las part́ıculas (o más
bien, la curvatura al espacio-tiempo que inducen) son pequeños o “débiles”, es decir,

GM

rc2
<< 1, (B.3)

en donde no necesariamente se asume que v/c << 1, lo cual es útil para el caso de radiación
(ver por ejemplo, Weinberg 1972 [71], caṕıtulos 9 y 10).

En la aproximación y expansiones que se mostrarán a continuación se usará más bien
el primer enfoque, donde (v/c) será el parámetro de la expansión en series de potencias
de este factor. En particular, para la aproximación Newtoniana, se despreciarán cualquier
término de orden mayor a (v/c)2 por ser demasiado pequeña su contribución. En este
sentido, conviene mencionar que el suponer velocidades pequeñas lleva impĺıcita la idea
de campos gravitacionales débiles, debido a que de no ser débiles, las part́ıculas en torno
a ellas podŕıan alcanzar velocidad relativistas al estar inmersas en campos gravitacionales
fuertes ([86], sección 87).

A lo largo del presente trabajo de tesis se han usado las unidades geometrizadas donde
c = 1, sin embargo, para hacer más comprensibles las expansiones siguientes se hará una
excepción en este apéndice y se escribirá expresamente c donde corresponda.

En Relatividad General, la ecuación de movimiento de una part́ıcula está dada por la
ecuación geodésica

d2xμ

dτ2
+ Γμ

νλ
dxν

dτ

dxλ

dτ
= 0. (B.4)

donde τ es el tiempo propio de la part́ıcula. La i−ésima componente de la aceleración
3-dimensional ai de la part́ıcula se puede definir como

ai ≡ d2xi

dt2
, (B.5)

=
d

dt

[
dxi

dt

]
=

d

dt

[(
dxi

dτ

)(
dτ

dt

)]
,

=
(

dτ

dt

)
d

dτ

[(
dxi

dτ

)(
dτ

dt

)]
,

=
(

dt

dτ

)−1 d

dτ

[(
dxi

dτ

)(
dt

dτ

)−1
]

,

=
(

dt

dτ

)−1
[(

d2xi

dτ2

)(
dt

dτ

)−1

−
(

dxi

dτ

)(
dt

dτ

)−2( d2t

dτ2

)]
,

=
(

dt

dτ

)−1
[(

d2xi

dτ2

)(
dt

dτ

)−1

− vi

(
dt

dτ

)−1( d2t

dτ2

)]
,

=
(

dt

dτ

)−2 [(d2xi

dτ2

)
− vi

(
d2t

dτ2

)]
, (B.6)

donde se ha definido la i−ésima componente de la velocidad 3-dimensional vi como

166
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vi ≡ dxi

dt
(B.7)

Usando la ecuación geodésica (B.4) se tiene que

d2xi

dτ2
= −Γi

νλ
dxν

dτ

dxλ

dτ
= −Γi

νλ
dxν

dt

dxλ

dt

(
dt

dτ

)2

, (B.8)

y
d2t

dτ2
=

1
c

d2x0

dτ2
= −1

c
Γ0

νλ
dxν

dt

dxλ

dt

(
dt

dτ

)2

, (B.9)

Sustituyendo las expresiones (B.8) y (B.9) en (B.6) resulta

ai = −Γi
νλ

dxν

dt

dxλ

dt
+ Γ0

νλ
dxν

dt

dxλ

dt

(
vi

c

)
. (B.10)

Explicitamente:

ai = −Γi
00 − 2Γi

0j

(
vj

c

)
− Γi

jk

(
vjvk

c2

)
+
[
Γ0

00 + 2Γ0
0j

(
vj

c

)
+ Γ0

jk

(
vjvk

c2

)](
vi

c

)
(B.11)

Evidentemente la velocidad (vi/c) es ya de orden 1. Viendo la ecuación (B.11), se
observa que para el caso de la aproximación Newtoniana (que es de orden (v/c)2), el último
término Γ0

jk(vjvkvi)/c3 es de magnitud despreciable (es decir, se asume que es cero) debido
a que contiene el producto de tres veces la velocidad vi/c, por lo que al menos este término
es ya de orden (v/c)3 (sin contar Γ0

jk). Luego, de los demás śımbolos de Christoffel se
necesita calcular cada uno de los que aparecen en (B.11) hasta los siguientes ordenes:

Γi
00 hasta orden (v/c)2

Γi
0j hasta orden (v/c)1

Γi
jk hasta orden (v/c)0 (B.12)

Γ0
00 hasta orden (v/c)1

Γ0
0j hasta orden (v/c)0

Los śımbolos de Christoffel se calculan a través del tensor métrico gμν a partir de su
definición (A.7), por lo que ahora centraremos la atención en calcular la expansión de gμν

en potencias de (v/c)n.
De forma general, la expansión para las componentes de gμν es

g00 = g
(0)
00 + g

(1)
00 + g

(2)
00 + O(3),

gij = g
(0)
ij + g

(1)
ij + g

(2)
ij + O(3), (B.13)

gi0 = g
(0)
i0 + g

(1)
i0 + g

(2)
i0 + O(3),

donde el número entre paréntesis “(n)” indica el orden (v/c)n de expansión, y O(3) indica
los demás términos de la expansión de ordenes mayores a (v/c)3. De manera análoga, la
expansión de las componentes contravariantes gμν pueden expresarse como
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g00 = g00
(0) + g00

(1) + g00
(2) + O(3),

gij = gij
(0) + gij

(1) + gij
(2) + O(3), (B.14)

gi0 = gi0
(0) + gi0

(1) + gi0
(2) + O(3),

La expansión a orden v0 (es decir, g
(0)
00 , g

(0)
ij , g

(0)
i0 ) corresponde al caso cuando no hay

ningún campo gravitacional presente, es decir, el espacio-tiempo es plano (Minkowski),
esta seŕıa la primera aproximación del tensor gμν , quien describe la curvatura del espacio-
tiempo.

En términos del tensor métrico, esto significa que gμν debe corresponder al espacio de
Minkowski ημν a primera aproximación (a orden O(0)), es decir gμν = g

(0)
μν = ημν , donde

η00 = −1, ηij = δij , ηi0 = 0. (B.15)

Comparando las expresiones (B.15) con (B.13) se concluye que

g
(0)
00 = −1, g

(0)
ij = δij , g

(0)
i0 = 0. (B.16)

Por otra parte, una manera de calcular los términos g
(1)
00 , g

(2)
00 , g

(1)
i0 es a través de la

acción S de una part́ıcula no relativista que se mueve con velocidad v debido a la influencia
de un campo gravitacional, que se expresa como

S = −mc2

∫ (
1 − v2

2c2
+

φ

c2

)
dt, (B.17)

donde m es la masa de la part́ıcula, v2 = v · v = viv
i, y φ es el potencial del campo

gravitational Newtoniano definido por la ecuación de Poisson: ∇2φ = 4πGρ. Desarrollando
el integrando de (B.17):

[(
1 − v2

2c2
+

φ

c2

)2
]1/2

=
[
1 − v2

c2
+

2φ

c2
− φv2

c4
+

v4

4c4
+

φ2

c4

]1/2

. (B.18)

Despreciando términos de orden mayores a (v/c)2 en (B.18), la acción (B.17) puede ex-
presarse como.

S = −mc2

∫ (
1 − v2

c2
+

2φ

c2

)1/2

dt. (B.19)

Por otra parte, la acción de la misma part́ıcula pero dada por Relatividad General es

S = −mc

∫
dτ, (B.20)

donde dτ es el tiempo propio de la part́ıcula, que se define como

dτ2 = −ds2 = −gμνdxμdxν , (B.21)

= −g00dx0dx0 − 2gi0dxidx0 − gijdxidxj . (B.22)
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Usando el hecho de que dx0 = cdt y vi ≡ dxi/dt, se puede reescribir (B.21) como

dτ2 =
[
−g00 − 2gi0

vi

c
− gij

vivj

c2

]
c2dt2. (B.23)

Sustituyendo (B.22) en (B.20) resulta

S = −mc2

∫ [
−g00 − 2gi0

vi

c
− gij

vivj

c2

]1/2

dt, (B.24)

Luego, sustituyendo las expansiones para g00, gi0, gij (ver B.13) tomando en cuenta los
valores calculados en (B.16), y tomando solamente los términos hasta el orden (v/c)2 para
S, se llega a

S = −mc2

∫ [(
1 − g

(1)
00 − g

(2)
00

)
− 2g

(1)
i0

vi

c
− δij

vivj

c2

]1/2

dt, (B.25)

reordenando los términos:

S = −mc2

∫ [
1 − v2

c2
− g

(2)
00 − g

(1)
00 − 2g

(1)
i0

vi

c

]1/2

dt, (B.26)

Comparando la acción de Relatividad General (B.26) con la acción Newtoniana (B.19), y
tomando en cuenta que ambas deben coincidir a orden (v/c)2, se puede entonces concluir
que

g
(2)
00 = −2φ

c2
, g

(1)
00 = 0, g

(1)
i0 = 0. (B.27)

De esta forma, tomando en cuenta los resultados obtenidos en (B.16) y (B.27), las
expansiones (B.13) se expresan como

g00 = −1 − 2φ

c2
+ O(3) (B.28)

gij = δij + O(1) (B.29)
gi0 = O(2), (B.30)

Como comentario vale la pena mencionar que al hacer los cálculos para la aproximación
Post-Newtoniana, se encuentra que en la expansión de g00 y gij para ordenes más altos solo
están presentes potencias pares de (v/c)n, mientras que para gi0 son solo potencias impares,
y en donde las expresiones (B.28–B.30) son los primeros términos en la aproximación Post-
Newtoniana.

La expansión para las componentes contravariantes gμν pueden calcularse a partir del
hecho de que debe satisfacerse que gμνg

μν = 1, lo cual más expĺıcitamente se escribe como

g0μgμ0 = g00g
00 + g0jg

j0 = 1,

giμgμj = gi0g
0j + gikg

kj = δij , (B.31)

giμgμ0 = gi0g
00 + gijg

j0 = 0.
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De igual forma que para gμν , la primera aproximación (a orden cero) de gμν corresponde
al espacio de Minkowski, esto es, gμν = gμν

(0) = ημν , de lo cual resulta

g00
(0) = −1, gij

(0) = δij , gi0
(0) = 0. (B.32)

Sustituyendo en (B.31) las expansiones (B.14), (B.28–B.30) y los valores (B.32), se obtiene

g00 = −1 + 2
φ

c2
+ O(3), (B.33)

gij = δij + O(1), (B.34)

gi0 = O(2). (B.35)

Con las expansiones (B.28–B.30) y (B.33–B.35) se pueden calcular explicitamente las
expansiones de los śımbolos de Christoffel (B.12) a través de su definición (A.7), hasta el
orden (v/c)2, de lo cual se obtiene

Γ0
0i =

1
c2

∂φ

∂xi
+ O(4) (B.36)

Γ0
00 = O(3) (B.37)

Γi
j0 = O(3) (B.38)

Γi
jk = − 1

c2

(
δij

∂φ

∂xk
+ δik

∂φ

∂xj
+ δjk

∂φ

∂xi

)
+ O(4) (B.39)

Γi
00 =

1
c2

∂φ

∂xi
+ O(4). (B.40)

Las expansiones (B.28–B.30), (B.33–B.35) y (B.36–B.40) serán muy utilizadas en el
caṕıtulo 5 para calcular las aproximaciones Newtonianas de las ecuaciones hidrodinámicas
de Relatividad General.

B.1. Expansión de la cuadrivelocidad Uμ

La cuadrivelocidad Uμ se define como (ver 1.13) Uμ ≡ dxμ/dτ , donde τ es el tiempo
propio definido en la expresión (B.21). Expĺıcitamente, las componentes de Uμ se definen
como

U0 ≡ dx0

dτ
= c

dt

dτ
y U i ≡ dxi

dτ
=

dxi

dt

dt

dτ
= vi dt

dτ
. (B.41)

Se puede calcular dt/dτ a partir de la expresión (B.22), para ello, multiplicandola por
(1/dt)2 y considerando que dx0 = cdt y vi = dxi/dt, se obtiene

(
dτ

dt

)2

= −g00c
2 − 2c gi0v

i − gijv
ivj . (B.42)

Sustituyendo las expresiones (B.28–B.30) en (B.42) y manteniendo solo los términos
de orden (v/c)2 se llega a
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1
c2

(
dτ

dt

)2

= 1 + 2
φ

c2
− v2

c2
. (B.43)

Luego, inviertiendo (dτ/dt) por (dt/dτ) y expandiendo el inverso de la ráız cuadrada
que surge de tener (dt/dτ) en (B.43), resulta:

c
dt

dτ
=
[
1 + 2

φ

c2
− v2

c2

]−1/2

=
[
1 − 1

2

(
2

φ

c2
− v2

c2

)
+ O(3)

]

⇒ c
dt

dτ
=
[
1 +

v2

2c2
− φ

c2
+ O(3)

]
. (B.44)

Usando la expresión (B.44) en (B.41), la expansión hasta orden (v/c)2 para U0 viene
dada como

U0 = 1 +
v2

2c2
− φ

c2
. (B.45)

Para U i, usando la expansión (B.44) en (B.41) y despreciando términos de orden mayor
a (v/c)2 se llega directamente a

U i =
vi

c
. (B.46)

Por último, se puede calcular la expansión de los términos covariantes de la cuadrive-
locidad usando la relación: Uμ = gμνU

ν , donde gμν esta dada por las expresiones (B.28–
B.30) y Uν por (B.45, B.46), para obtener

U0 = −
(

1 +
v2

2c2
+

φ

c2

)
, (B.47)

Ui =
vi

c
. (B.48)
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