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Resumen

En 1998, a través de observaciones de supernovas tipo Ia (SNe Ia) se descubrié que el
Universo parecia estar expandiéndose aceleradamente hoy en dia. Esto atrajo la atencion
de una gran cantidad de cosmdélogos, astrofisicos y astrénomos que empezaron a estudiar
el fenémeno con mas detalle. A partir de entonces se fueron obteniendo datos cada vez méas
precisos para investigar mejor este fendmeno. Los nuevos datos han seguido confirmando, y
cada vez con mayor certeza, la expansiéon acelerada del Universo, fenémeno cuya evidencia
ha sido también respaldada indirectamente por observaciones de la radiacion césmica de
fondo y de la estructura a gran escala en el Universo.

Diversos modelos han sido propuestos para explicar la aceleracion. La mayoria de ellos
suponen la existencia de un tipo muy particular de energia hasta ahora desconocida que
permea todo el Universo, con la capacidad de causar la expansion acelerada. Esta ha sido
llamada “energia oscura”.

El modelo cosmoldgico mas aceptado para explicar la aceleracion, que es conocido
como “Lambda Cold Dark Matter” (ACDM), considera que la energia oscura se comporta
como una constante cosmoldgica y que constituye alrededor del 70 % de la densidad de
materia-energia presente en el Universo.

A pesar de que ACDM logra explicar las observaciones cosmolégicas en cierta medida,
el modelo enfrenta varios problemas, uno de ellos es el de que la densidad estimada para
la energia oscura segun este modelo es 120 ordenes de magnitud més pequena que el
valor predicho por la fisica de particulas (el “problema de la constante cosmoldgica”, que
algunos llaman “la peor prediccién de la fisica tedrica [1]”). Otro problema es el llamado
“problema de la coincidencia cdsmica” que cuestiona por qué el modelo ACDM predice
una densidad de energia oscura que es, casualmente, del mismo orden que la densidad de
materia bariénica y materia oscura! hoy en dia.

A raiz de los problemas del modelo ACDM surge la motivacién del presente trabajo de
tesis, que busca proponer y explorar un modelo cosmoldgico viable alternativo a ACDM,
que ademas sea consistente con las observaciones cosmologicas.

En esta tesis se estudia un modelo cosmolégico en donde se asume que la tinica com-
ponente (la componente dominante) presente en el Universo es un fluido sin presién con
viscosidad volumétrica parametrizada como ¢ = {y + (1 H, en donde H es el pardmetro
de Hubble y (p, (1 son coeficientes viscosos los cuales se asumen constantes espacial y
temporalmente. Este fluido sin presién caracteriza conjuntamente a las componentes de
materia bariénica y oscura.

El término “(y” permite estudiar la parametrizacién mas sencilla que se podria tener

La “materia oscura” es algo distinto a la “energia oscura”. En la seccién 1.4 se describird cada una
de ellas con més detalle.
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v Resumen

para la viscosidad volumétrica: una viscosidad igual a una constante. Y el término “(; H”
parametriza una viscosidad proporcional a la expansién del Universo, esto a través de H.

Para cada posible valor de (y y (; se tiene un escenario cosmoldgico en particular. La
parametrizacién propuesta del presente modelo es muy general, lo que permite estudiar e
incluir una gran cantidad de modelos cosmoldgicos particulares, incluso algunos que son
populares en la literatura y que se encuentran en investigaciéon actualmente.

Desde la perspectiva de los fluidos viscosos en cosmologia, la expansién del Universo es
vista como una coleccién de estados termodindamicos fuera de su equilibrio térmico local
durante periodos de tiempo muy pequenos (comparados con la edad del Universo), lo cual
genera una produccién de entropia local y a su vez induce una viscosidad volumétrica
con la capacidad de producir una aceleracion en la expansién del Universo. La viscosidad
volumétrica en los fluidos cosmoldgicos corresponde a una descripcién més detallada del
estudio y propiedades de estos fluidos, en los cuales, los términos viscosos que comunmente
se desprecian pueden llegar a tener efectos apreciables en el comportamiento de los mismos.

Para probar la viabilidad del modelo para explicar las observaciones cosmoldgicas se
confronté el modelo con datos observacionales de la distancia modular de la prueba de
supernovas Ia (SNe Ia), el pardmetro de corrimiento de la radiacién césmica de fondo
(CMB), el pico actstico de las oscilaciones acusticas bariénicas (BAO), la segunda ley
de la termodinamica local en Relatividad General y con la cota observacional sobre la
edad del Universo calculada a partir de las edades de los camulos globulares galacticos
més longevos. Con las tres primeras pruebas, ademds se estimaron los valores centrales
de los parametros libres del modelo y sus intervalos de confianza a través de un andlisis
estadistico Bayesiano.

De este andlisis estadistico se encontré que los dos escenarios elegidos por las mejores
estimaciones corresponden a los casos cuando los coeficientes ({y, (1) toman valores en los
rangos: (1) (o > 0,¢1 <0 con (o +¢1 <3;y (2) 0<¢p <3 con (1 =0.

Por otra parte, se analizaron y clasificaron todos los posibles escenarios que predice el
modelo para la evolucién pasada, presente y futura del Universo de acuerdo a los valores
de los coeficientes ({p, (1), estudiando el comportamiento del factor de escala, la densidad
de materia y el escalar de curvatura.

De este analisis se obtuvieron una gran cantidad de escenarios posibles que el modelo
predice. Sin embargo, de entre todos ellos, se encontrd que el escenario que mejor describe
al Universo observado es el caracterizado por los valores en el intervalo 0 < CNO <3y
con <~1 = 0, donde (50,51) son las versiones adimensionales de los coeficientes viscosos
(Co,¢1). Este escenario predice un Big-Bang como origen del Universo, seguido de un
periodo de expansion desacelerada en tiempos tempranos, con una transicion suave a
un periodo de expansién acelerada en tiempos recientes que continuard por siempre en
el futuro. Ademas, este escenario es el favorecido por las observaciones cosmolégicas, es
decir, al realizar el analisis estadistico del modelo ¢ = ({y + (1 H, se encuentra que la
mejor estimacion es 50 = 1.98 £+ 0.06 usando los datos observacionales de supernovas, y
o = 0.1040.04 usando conjuntamente las tres pruebas SNe+CMB+BAO (en ambos casos
asumiendo 51 = 0), que coincide precisamente con el intervalo 0 < 50 < 3, lo cual es un
hecho sobresaliente del modelo.

A partir de lo anterior se concluye lo siguiente: El modelo cosmoldgico cuya tunica
componente es un fluido sin presién y con viscosidad volumétrica 50 constante, con valores
en el intervalo 0 < CNO < 3, es un candidato viable para explicar la aceleracién de la



\%

expansién del Universo y consistente con las observaciones cosmolégicas de supernovas,
del pardmetro de corrimiento del CMB, del pico actstico de BAO, de la segunda ley
de la termodinamica local y en concordancia con la cota observacional de la edad del
Universo. El modelo soluciona ademas el problema de la “constante cosmologica” y el de
la “coincidencia cosmica” debido a que logra explicar la aceleracién, sin la necesidad de
asumir la existencia de la componente de “energia oscura” o “constante cosmoldgica”.

Vale la pena recalcar los siguientes dos aspectos de la conclusién del modelo: (1)
La mejor estimacién de 50 calculada a partir de los datos observacionales (SNe y
SNe+CMB+BAO) tiene un valor localizado precisamente en el intervalo 0 < fo < 3,
que es el escenario que justamente describe mejor al Universo observado, de entre todos
los otros escenarios. (2) La parametrizacién del modelo es muy sencilla, es decir, hay un
unico parametro libre del modelo, (NO, y cuyo valor es constante.

Uno de los aspectos a desarrollar del presente trabajo es el de proponer un modelo
microscopico que pueda explicar el origen y composicién de la viscosidad volumétrica en
el fluido cosmolégicos sin presién. Ademads, serd importante estudiar las predicciones del
modelo en base al espectro de potencias del CMB y la formacién de estructura, que serian
pruebas a realizarle en el futuro.

La organizacién del presente trabajo de tesis es la siguiente. En el capitulo 1 se des-
criben los fundamentos y herramientas de la cosmologia que seran de utilidad para entrar al
estudio de los modelos con viscosidad. El capitulo 2 describe las pruebas cosmoldgicas em-
pleadas para probar el modelo en estudio. El capitulo 3 muestra los elementos matematicos
de la estadistica Bayesiana, que es uno de las herramientas para probar modelos cos-
moldgicos usando datos observacionales. En el capitulo 4 se detalla el descubrimiento de
la expansion acelerada del Universo, de cémo es que se llega a esa conclusion y se describe
el modelo cosmoldgico estdndar (ACDM) junto con sus problemas.

El capitulo 5 hace una revisién de la teoria de los fluidos con viscosidad volumétrica
v la segunda ley de la termodindmica local. En el capitulo 6 se describe el andlisis tedrico
realizado al modelo, su confrontacién con observaciones cosmoldgicas, la restriccion de
sus posibles valores de los parametros libres y se hace una discusion de los resultados.
Finalmente, en el capitulo 7 se dan las conclusiones del trabajo.
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INDICE GENERAL

En el siguiente trabajo se utiliza la signatura: (—, 4, +, +). Los {ndices griegos indican
las componentes de un tensor o vector en el espacio-tiempo 4-dimensional, mientras que
los indices latinos indican las componentes espaciales solamente. Indices repetidos significa
suma implicita.

A continuacién se muestran los simbolos mas relevantes o utilizadas a lo largo del texto
junto con su significado:

Simbolo

Significado

El conjunto de los reales.

Escalar de curvatura (R = R*,).
Parametro de corrimiento del CMB.
Variedad diferencial.

Meétrica de un espacio-tiempo.

Métrica o tensor métrico expresado en un sistema de coordenada.
Estrictamente, ¢g"” indica tan solo una de las componentes de la métrica g
expresada en términos de un carta coordenana especifica.

Hipersuperficie tipo espacio (spacelike) de 3 dimensiones.

Vector de cuadrivelocidad, tangente a una curva timelike y ortogonal a las
hipersuperficies 3,

Componentes del vector de cuadrivelocidad. U

Tiempo propio.

Puntos en una variedad M.

Conjunto de vectores ortogonales a U en el punto p € M.

Vectores tangentes a la hipersuperficie ¥, y ortogonales a U. s1,s2 € Vj,(U)
Curvatura espacial del Universo (de la hipersuperficie spacelike %,)).
Factor de escala.

Coordenadas esféricas.

Tensor de energia-momento.

Traza del tensor de energia-momento 7}, .

Densidad de materia-energia.

Presién hidrostética del fluido.

Temperatura.

Viscosidad volumétrica (“bulk viscosity”).

Viscosidad de corte (“shear viscosity”).

Coeficiente de conduccién de calor.

Tensor de proyeccién ortogonal a U¥.

Vector de flujo de calor.

Tensor de corte (“shear tensor”).

Vector de flujo de entropia local.

Entropia por particula.
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Simbolo

S 3 eS T >3 Q0 >80T

Significado

Parametro de Hubble.

Constante de Hubble.

Constante cosmoldgica.

Velocidad de la luz.

Constante gravitacional.

3.141591 ...

Longitud de onda.

Coordenada temporal, tiempo.
Corrimiento al rojo (redshift).
Distancia modular.

Distancia de luminosidad.
Funcién estadistica “ji cuadrada”.
Potencial gravitacional Newtoniano (V2¢ = 47Gp).

Densidad del nimero de particulas que componen un fluido.

Densidad de masa.
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Capitulo 1

Cosmologia

1.1. ;Qué es la cosmologia?

;,Cudl es el origen del Universo? ; Cémo y cuando nacié? ;De qué tamanio es? ;Cuando
se acabard? ; Qué lugar ocupamos en él7 Estas son tal vez algunas de las preguntas que la
humanidad se ha hecho mas de una vez a lo largo de su historia, desde que el hombre existe.
Estos son ejemplos de las primeras interrogantes cosmoldgicas que de manera natural el
hombre se ha planteado desde sus origenes.

Cosmologia: del griego “koopoloyia”; el vocablo se divide en “kéopos” (cosmos) =
Universo, y “Aoyia” (logia) = estudio. Se piensa que la palabra “cosmologia” fue primer-
amente usada en 1731 por el filésofo aleman Christian Wolff en su tratado llamado “Cos-
mologia generalis” [2]. Sin embargo, el interés del ser humano en saber cual es el origen,
evolucion, tamano, etc. del Universo, asi como el lugar que el hombre ocupa en él, se
remonta a los tiempos mas antiguos. Desde entonces hasta la fecha, la mayoria de las
antiguas civilizaciones, asi como la moderna, han mantenido el interés en este tipo de
preguntas y han desarrollado sus propias respuestas.

La cosmologia podria definirse como la ciencia que se encarga del estudio del Universo,
su origen, estructura, composicién, forma, evolucion, destino y de las leyes que la gobiernan
en grandes escalas de espacio y tiempo. A diferencia de la astronomfa, la cosmologia estudia
la estructura global del Universo. Toma en cuenta a las estructuras locales que la componen,
tales como las galaxias, estrellas, nebulosas, agujeros negros, planetas, etc!., pero las ve
tan solo como las “particulas” que constituyen al Universo como un todo, y que al tomar
su comportamiento global, logra determinar caracteristicas a gran escala del Universo.

En estas escalas, la gravedad es la interaccién mas importante (por no decir, totalmente
dominante) que gobierna la dindmica del Universo, en comparacién con las otras tres
fuerzas fundamentales. Es por ello que los modelos cosmolégicos de hoy en dia estan
cimentados sobre la Teor{a General de la Relatividad de Einstein (GR), que da una posible
explicacion de lo que es la gravedad y de cémo se comporta. La cosmologia se considera
es una de las aplicaciones mdas importantes de esta teoria.

Bajo la perspectiva de GR, la mayoria de los modelos cosmoldgicos consideran al Uni-
Verso como un espacio-tiempo 4-dimensional?, con tres dimensiones para la parte espacial

!Estos son ejemplos de los objetos celestes que estudian la astronomia y la astrofisica.
2Existen modelos cosmoldgicos que asumen la existencia de més de 4 dimensiones, tales como las Teorias
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y una para la temporal, que es curvado por la presencia de la masa-energia que el Universo
contiene y cuya geometria estd descrita por un tensor métrico g,, (cominmente llamado
“la métrica”).

Antes de continuar conviene mencionar algo sobre la nomenclatura usada en el presente
trabajo. Los subindices o superindices griegos corresponden a las componentes cuadridi-
mensionales de la métrica, y adoptamos la convencion de suma implicita de Einstein donde
indices repetidos indicaran suma de componentes, a menos que se indique explicitamente
lo contrario. Ademds, también se emplean sub/superindices latinos que corresponden a
las componentes espaciales de la métrica.

1.2. Principio cosmoloégico.

La cosmologia se basa en el “Principio de Copérnico” que nace de la intuicién y que
las observaciones astronémicas modernas del Universo han ido corroborando con gran
precisién. Actualmente llamado el “Principio cosmolégico” éste se enuncia como:

“El Universo es homogeneo e isotropico espacialmente a escalas cosmologi-
cas.”

Vale la pena resaltar que solamente la parte espacial del Universo es homogeneo e
isotrépico. A continuaran se va a precisar estos conceptos.

Desde la perspectiva de la Teoria General de la Relatividad de Einstein (GR), el
Universo es un espacio-tiempo que matematicamente es representado por una variedad M
y una métrica asociada g, lo cual se denota de forma compacta como (M, g).

Para definir formalmente los conceptos de “homogeneidad e isotropia espacial” del
Universo, considere una familia de hipersuperficies tipo-espacio (spacelike) %, que folean
todo el espacio-tiempo. Cada uno de los elementos de ésta familia (es decir, cada una de
estas hipersuperficies spacelike) es etiquetado a través de un pardmetro continuo 7 € R, de
tal forma que para cada valor de 7, se estd eligiendo una hipersuperficie 3J,, en particular
(ver figura 1.1).

Entonces, un espacio-tiempo es espacialmente homogeneo si existe una familia de hiper-
superficies tipo-espacio X, que folean todo el espacio-tiempo de tal forma que para cada 7
y para cualesquiera dos puntos P, () € ¥, existe una isometriade la métrica del espacio-
tiempo, g, la cual lleva P a @ (ver seccién 8.1 de [3], seccién 6.9 de [4] y seccién 5.1 de
51).

Considere también una congruencia de curvas tipo-tiempo (timelike) en M, es decir,
una familia de curvas que llenan a toda la variedad M, y tales que a través de cada punto
P € M pasa una curva de ésta familia (una curva timelike). En cada punto P de estas
curvas tipo-tiempo se puede definir un vector tangente, que denotaremos como U. Ademaés
se puede definir también un conjunto Vp(U) formado de vectores ortogonales a U en el
punto P.

Se define también cierta clase de observadores que tiene la caracteristica de que son los
unicos que ven al Universo homogeneo e isotrépico, son llamados “observadores comoviles”
y siguen justamente la congruencia de curvas tipo-tiempo (timelike) en la variedad M,
es decir, las trajectorias de estos observadores coinciden con las lineas tipo-tiempo de la
congruencia.

de Branas o de dimensiones extras.
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Z’\
Figura 1.1: Hipers cies espacialoides (slpaceli e) ¥, que folean toda la variedad M

(izquierda) y congruencia de curvas temporaloides (timelike) que llenan toda la variedad

M (derecha).

Entonces, un espacio-tiempo es espacialmente isotropico en cada punto del mismo, si
este espacio-tiempo es llenado por una congruencia de curvas timelike (con vectores tan-
gentes U en cada punto de cada curva), que satisfacen la propiedad de que dado cualquier
punto P y dados cualesquiera dos vectores unitarios tangentes espaciales® s1,s2 € Vp(U),
existe una isometria de g la cual deja a P y al vector U (situado en P) fijos, pero rota s;
hacia sy (ver figura 1.1, seccién 8.1 de [3], seccién 6.9 de [4] y seccién 5.1 de [5]).

Debido a esta isometria de g y dado que s; y s2 son arbitrarios es que en una var-
iedad M espacialmente isotrépica no es posible construir un vector tangente s3 € Vp(U)
«preferido», lo cual implicaria una direccién privilegiada que estaria en contradiccién con
la isotropia espacial de la variedad.

Dicho de otra forma, la “isotropia espacial” significa que el Universo tiene el mismo
aspecto y propiedades en cualquier direccion, visto por un observador comévil situado en
un punto P arbitrario en el Universo. “Homogeneidad espacial” se refiere a que el espacio
tiene las mismas caracteristicas, medidas por un observador comoévil, sin importar el lugar
en el Universo en el que se encuentre. “Escalas cosmoldgicas” se refiere a que en el Universo
se observa esta homogeneidad e isotropia pero solo cuando se le estudia a grandes escalas
(del orden de megaparsecs?).

A pesar de su sencillez, éste principio tiene importantes implicaciones e impone restric-
ciones muy fuertes a cualquier teoria que pretenda describir al Universo. Por mencionar
algunas consecuencias, el principio cosmoldgico implica que no podemos definir un “centro”
u “orillas” al Universo y que no ocupamos ningin lugar privilegiado dentro de él.

Una de las observaciones que sustentan fuertemente al principio cosmoldgico es la im-
presionante isotropia observada en la radiacion de microondas césmica de fondo (“CMB?”,
de sus siglas en inglés) que permea todo el Universo hasta ahora observado. Actualmente
esta radiacién tiene asociada una temperatura de ~ 2.7 K y sus variaciones son de apenas
10~* Kelvins solamente [6].

3Por “espaciales” se refiere a que son ortogonales al vector U.
4Un megaparsec se denota como “Mpc” y equivale a 3.0856776 x 10 km.
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1.3. La métrica de FRW

De las posibles métricas que pudieran proponerse para describir al Universo, la tnica
que es compatible con el principio cosmolégico de isotropia y homogeneidad espacial a
gran escala es la métrica de Friedmann-Robertson- Walker (FRW).

Sin embargo, puede surgir la pregunta “;existird alguna otra métrica distinta a la de
FRW y que también sea espacialmente isotropica y homogenea?”. De existir, tendria que
también estudiarse para conocer las predicciones que esta otra métrica hace del Universo
(pudiendo darse el caso que esté en contradiccién con las predicciones de la métrica de
FRW).

La respuesta es “No”. No existe ninguna otra métrica distinta a la de FRW que también
sea espacialmente isotrépica y homogenea. La unica métrica posible que se obtiene de
considerar una variedad M con isotropia y homogeneidad espacial es la métrica de FRW,
no existe ninguna otra que pueda contener al principio cosmolégico distinta a la de FRW.

En coordenadas esféricas (7,6, ¢) y en términos del elemento diferencial de linea ds?,
la métrica de FRW se expresa como

dr?

2 _ 2 2

+ r2(d6* 4 sin® 0d¢?) | (1.1)

donde la funcién a(t) es llamada el factor de escala. El coeficiente k es un factor que toma
en cuenta la curvatura espacial del Universo, que ademas es constante, es decir, no cambia
en el tiempo y espacio, asi que una vez determinado su valor, este serd el mismo a lo largo
de toda la evolucion del Universo. Dependiendo del valor de k el Universo puede ser de tres
tipos llamados comtinmente como cerrado, abierto o plano, de acuerdo a si la curvatura
espacial es positiva, negativa o nula, respectivamente (ver cuadro 1.1).

La curvatura espacial (el valor de k) queda determinada a través del contenido de
materia-energia en el Universo, es decir, de la abundancia total de cada una de las distintas
componentes de materia-energia que lo componen. En la secciéon 1.6 se discutird con mas
detalle este aspecto. No obstante cabe mencionar ahora que las observaciones cosmoldgicas
mas recientes, principalmente de las anisotropias del CMB realizadas por el satelite WMAP
(Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) durante 7 anos, sugieren que el valor de k es
practicamente cero, esto es, que el Universo es espacialmente plano [6].

Una de las predicciones que se pueden obtener de la métrica de FRW es la expansion
del Universo, cuantificada a través del factor de escala a(t), el cual es un elemento central
de esta métrica ya que permite cuantificar la evolucién del Universo y su expansién.
Esta funcién representa la distancia comdvil entre dos puntos en el Universo, es decir, la
distancia entre dos puntos comoviles arbitrarios que se van alejando entre si conforme el
Universo se expande. Al inicio del Universo, en la época del Big-Bang® se considera que
ésta distancia es cero, esto es, a = 0. A partir de este momento la distancia entre los
dos puntos, es decir, el factor de escala, comienza a aumentar debido a la expansion del

Esta afirmacién del Big-Bang es solo valida para el caso en que el modelo cosmoldgico prediga la
existencia de un Big-Bang como inicio del Universo, ya que existen modelos cosmolégicos que no predicen
ningin Big-Bang, o que el valor del factor de escala nunca ha llegado a ser cero.

En el presente trabajo el Big-Bang se define como el estado del Universo en el cual el escalar de curvatura
del espacio-tiempo R y de la densidad de masa-energia p son singulares cuando el factor de escala es cero,
en el pasado del Universo.
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k Densidad critica | Curvatura espacial | Tipo Universo
k>0 P > Perit positiva cerrado
k<0 P < Perit negativa abierto
k=20 P = Perit nula plano

Cuadro 1.1: Distintas geometrias espaciales del Universo dependiendo del valor del fac-
tor de curvatura espacial k, o de la densidad de masa-energia p total del Universo en
comparacién con el valor de la densidad critica, que se define como puiy = 3H?/(87G)
(en la seccién 1.6 se discutird en detalla el concepto de densidad y densidad critica en el
Universo).

Universo. Hoy en dia el valor del factor de escala se denota como “ap” y cominmente se
normaliza a ag = 1. En el caso en que la expansion continte por siempre en el futuro,
entonces a medida que el tiempo t — o0 = a — .

Escribiendo explicitamente las componentes del tensor métrico g, de la métrica de
FRW en forma matricial [ver ecuacién (1.1)], tenemos:

-1 0 0 0

B 0 a?/(1—Fkr?) 0 0
Juv = 0 0 a2r2 0 (1.2)

0 0 0 a?r?sin?6
FEl determinante de este tensor esta dado por:
a%r*sin? @
- , = _arsm o 1.

g = det g, T 52 (1.3)

1.3.1. Vectores de Killing de la métrica FRW

Como se mencioné anteriormente, la métrica asociada al Universo a nivel cosmoldgico
es la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), la cual es la métrica natural que
surge de tomar en cuenta el principio cosmologico.

Otra forma de considerar matematicamente la isotropia es a través de la condicién de
que las ecuaciones de la teoria deben ser invariantes ante rotaciones espaciales, es decir,
que si nos situamos en algin punto P en la hipersuperficie ¥, en donde establecemos una
carta coordenada (un sistema de referencia), podemos rotar en cualquier direccién y no
habra ningtin cambio en las ecuaciones. De hecho, las ecuaciones no dependen de ninguna
direccién preferida (ya que ésta direccion “preferida” no se ha observado hasta ahora en
el Universo en gran escala).

Y para la homogeneidad se puede establecer como la invariancia ante translaciones
espaciales, es decir, que si consideramos las ecuaciones en dos puntos arbitrarios distintos
Py @ de la hipersuperficie ¥, las ecuaciones no cambiaran su forma; las ecuaciones no
tendran ninguna dependencia del punto en el que estemos situados a un tiempo fijo, o en
la direccion en la que observemos.

Se dice entonces que el espacio-tiempo (M,g) es invariante bajo un grupo uni-
paramétrico si se satisface:

£.g = 0, (1.4)
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es decir, la derivada de Lie de la métrica con respecto al campo vectorial € es cero. Aqui el
grupo uni-paramétrico es generado por el campo vectorial € llamado campo vectorial de
Killing de la métrica.

Invariancia bajo un grupo tres-paramétrico de rotaciones espaciales (isotropia) implica
la existencia de un espacio vectorial de Killing de dimensién tres de la métrica de FRW
expresada en (1.1), los cuales se escriben como:

e1 = cos(¢)0p — cot(h)sin(¢)y, (1.5)
gg = sin(¢)0p + cot(f) cos(¢)dy, 6)
g3 = 8¢

La invariancia bajo un grupo tres-paramétrico de traslaciones espaciales (homogenei-
dad) implica la existencia de otro espacio-vectorial de vectores de Killing de dimensién
tres de la métrica de FRW, dada por la expresién (1.1), los cuales se escriben como:

ey = f(lr) :sin(a)cos(¢)ar+ COS(G):OS(@a - :is?rffe))a } (1.8)
&5 = f(lr) 5in(6) sin6)0, + COS(Q)TSi“(¢)60+ :;’iffe))ad,}, (1.9)
- f(lr) :cos(e)aT—SiI;(e)ag . (1.10)
donde la funcién f(r) es:
fr) =1y (1.11)

No existe ninguna otra métrica distinta a la de FRW que posea estas simetrias.

1.4. Las componentes del Universo

Los principales tipos de materia que se piensa constituyen el Universo, y que se utilizan
m&s comunmente en los modelos cosmolégicos actualmente son:

Materia bariénica También llamada materia luminosa o “materia conocida” ya que
estd constituida por bariones® tales como el protén y el neutrén, asi como de elec-
trones (que son leptones). En general esta formada por los fermiones del Modelo
Estandar de Fisica de Particulas.

Se ha encontrado que el Universo hasta ahora observado es eléctricamente neutro,
por lo que se considera que hay igual cantidad de protones que de electrones. Sin
embargo, el protén y el neutrén son aproximadamente 2000 veces mds pesados”
que el electrén, por tanto su contribucién a la cantidad total de materia baridnica
domina por encima de la del electrén. Es por eso que comtinmente en cosmologia esta
componente es llamada simplemente materia “bariénica”, a pesar de que también se
toman en cuenta a los electrones y demds particulas, en ésta componente.

SParticulas compuestas por tres quarks.
"Masas. protén: 938.272 MeV /c?; neutrén: 939.565 MeV/c?; electrén: 0.510 MeV /¢
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Esta materia se encuentra principalmente en las estructuras observadas en el Uni-
verso tales como estrellas, galaxias, nebulosas, polvo interestelar, etc.

Segtin algunos modelo cosmolégicos® la proporcién total de materia bariénica en el
Universo hoy en dia® es de apenas ~ 4.6 %.

Radiacién electromagnética También llamada la radiacién césmica de fondo (CMB),
permea todo el Universo de forma altamente isotrépica. La distribucion espectral
de esta radiacién corresponde, con una enorme precision, a la de un cuerpo negro
con una temperatura de 2.725 K [6]. El pico de la curva Planckiana asociada con
esta temperatura esta localizado en la region de microondas, en la frecuencia de
160.2 GHz, que corresponde a una longitud de onda de 1.872 mm.

Se estima que su abundancia hoy en dia es muy pequena, de apenas ~ 0.005 % de
la densidad de la materia-energia presente en el Universo.

Materia oscura o materia que no emite radiacion electromagética. Esta materia solo se
ha podido medir a través de sus efectos gravitacionales en los halos de galaxias y
cumulos de galaxias, usando las curvas de rotacion galacticas. Del total de masa me-
dida en una galaxia a través de efectos gravitacionales, el ~ 90 % es materia oscura.
Se desconoce atin mucho sobre su naturaleza, no se sabe de qué esta constituida,
cémo surgio, etc. Por ahora se piensa que solo interactia gravitacionalmente, que las
particulas que la componen deben ser eléctricamente neutras y que no esta hecha de
algun tipo de particula del Modelo Estandar hasta conocida u experimentalmente
observada. Hoy en dia es un problema abierto. Las estimaciones actuales de la abun-
dancia de esta materia sugieren que es ~ 23.3% de la proporcién total de materia
en el Universo actual [6].

Energia oscura La naturaleza de la energia oscura es un total enigma hoy en dia. “Ener-
gia oscura” es el nombre genérico que comunmente se utiliza para denominar al res-
ponsable de la presente expansion acelerada del Universo, descubierta inicialmente
por Adam Riess et al. [7] en 1998 y confirmada meses més tarde por Perlmutter
et al. [8]. De los diferentes modelos que buscan explicar la expansién acelerada, el
mas favorecido por las observaciones es la llamada “constante cosmoldgica”. En el
capitulo 4 se describird con mas detalle ésta componente. Segiin el modelo ACDM su
abundancia se estima que es del orden de ~ 72.1% de la densidad total de materia-
energfa presente en el Universo [6], por lo que se considera que ésta es la componente
dominante hoy en dfa. Tomando en cuenta a la materia oscura, resulta que el 95.4 %
del Universo esta constituido de materia-energia desconocida segin este modelo. Es
importante recalcar que la “energia oscura” es algo distinto a la “materia oscura”,
como se menciond en el punto anterior, la materia oscura es un cierto tipo de densi-
dad de materia descubierta en los halos galdcticos. Mientras que la energia oscura se

8Tal como el modelo cosmolégico llamado ACDM: “materia oscura fria con constante cosmoldgica”.
Este modelo es el més favorecido por las observaciones. En la seccién 4.4 se explica con detalle.

9Se remarca que este valor es el estimado hoy en dia ya que hubo una época del Universo en el cual la
densidad de materia bariénica fue practicamente el 100 %. Lo mismo ha pasado con las demds componentes
de materia, es decir, la proporcién de cada una de las componentes de materia en el Universo ha ido
cambiando a lo largo del tiempo conforme el Universo se ha ido expandiendo; excepto la componente de
energia oscura, segin algunos modelos.
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piensa que es la responsable de la presente aceleracion en la expansién del Universo.

1.5. Fluido perfecto y el tensor de energia-momento

Una de las maneras de modelar el contenido material del Universo en cosmologia
es considerar a cada una de las componentes que lo constituyen (es decir, la materia
bariénica, oscura, radiacién'?, energfa oscura) como fluidos, caracterizados por cantidades
macroscopicas tales como densidad, presién, temperatura, entropia, viscosidad, etc.

Por ejemplo, todas las estructuras conocidas tales como las galaxias, ciimulos de gala-
xias, etc., pueden considerarse cada una de ellas, vistas a gran escala, como particulas de
un fluido, que seria el fluido de materia bariénica.

A pesar de que cada particula del fluido tiene su propia velocidad, el fluido como un
todo (a nivel cosmoldgico) tiene su propio campo de velocidades global.

Para poder caracterizar las propiedades fisicas de estos fluidos se define el tensor de
energia-momento TH" para cada uno de ellos. Este tensor contiene toda la informacion
relativa a la energia del fluido tal como la densidad de energia, la presion, estrés, etc. Las
componentes T y T% corresponden a la densidad de energia p y la componente de la
presién p¥ del fluido en cuestién respectivamente. El superindice k sobre la presién denota
a la componente de la presién en la direccion k. T corresponde a la densidad de momento,
y los elementos 7% son el flujo de momento, caracterizando a la viscosidad, intercambio
de calor, etc. que pueda haber en el fluido.

Un caso particular de fluidos muy ttiles en cosmologia son los llamados fluidos perfectos
que permiten aproximar en buena medida el comportamiento de los fluidos cosmoldgicos,
por ser homogeneos e isotrépicos!!.

Un fluido perfecto se define como aquel en el cual un observador que se mueva con el
fluido (un observador comdvil) verd al fluido alrededor de él isotrdpico. En otras palabras,
supongamos un fluido que tiene una cierta velocidad en cualquier punto de él, el fluido
es perfecto si un observador con la misma velocidad (comévil) ve el fluido isotrépico.
Esto serd el caso si el tiempo y camino libres medios entre colisiones son muy pequenos
comparados con las escalas usadas por el observador.

Los fluidos perfectos se distinguen por ser caracterizados por tan solo dos tinicas com-
ponentes, su densidad p y su presion p, medidos en el marco de referencia en reposo del
fluido.

Respecto a “p”, ésta cantidad caracteriza a la presion en cualquier direccion en el
fluido, es decir, es una medida de una presién isotrdpica, en el marco de referencia en
reposo. Dada esta isotropfa de la presion, todos los términos 7% son iguales a p, es decir
TH =722 =T33 = p (0 equivalentemente, p' = p? = p* = p), ademds implica que no hay
flujo de particulas (de momento), por lo cual los elementos 7% son cero (con i # j); esto,
en el marco de referencia en reposo del fluido. Por tanto, el tensor de energia-momento
para un fluido perfecto tiene la forma

197, radiacién puede ser tratada como un gas de fotones (tal como lo hace la mecénica estadistica), donde
es posible medir en este “gas” propiedades termodindmicas tales como densidad, presién, temperatura, etc.

"Un tipo més general de fluidos homogeneos e isotrépicos son los fluidos con wviscosidad volumétrica,
que seran estudiados en los capitulos 5 y 6.
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TH = pURUY + p(gh” + URUY), (1.12)

donde g, es el tensor métrico y U¥ es la cuadrivelocidad de un observador comévil que
se define como
T
dr
donde 7 es el tiempo propio. Los observadores coméviles se mueven junto con la contraccion
o expansién del fluido de tal forma que siempre guardan sus mismas coordenadas coméviles;
en el contexto cosmolégico, en ocasiones son referidos como observadores fundamentales, ya
que son ellos los que ven al Universo isotrépico y homogéneo a gran escala. Normalizando
las cuadri-velocidades comdviles, se tiene: UYU, = —1. De aqui que

(1.13)

U* = (1,0,0,0), U, =(-1,0,0,0). (1.14)

en el sistema de referencia comévil. La traza T de TH es:

T="Te(T",) =9¢""Tw =T",=3p—p. (1.15)

Vale la pena recalcar que como se mencioné en la seccién 1.4, el Universo estd com-
puesto de varios tipos de materia (por ejemplo, materia bariénica, oscura, etc.), es decir,
esta compuesto por diversos fluidos, cada uno de ellos con su propia densidad pj, y presién
pr (donde el subindice k denota a cada uno de los tipos de fluido en particular) y por ende,
también su propio tensor de energia-momento.

1.5.1. Ecuacién de conservacion local de la materia

A partir del tensor de energia-momento (1.12) y usando la identidad de Biachi es
posible tener una ecuacién que comunmente es llamada la “ecuacion de conservacién local
de masa-energia”. Esta ecuacion se expresa como

v,T", =0, (1.16)

y es obedecida individualmente por cada una de las diferentes componentes de materia-
energia presentes en el Universo.

El nombre de “ecuacion de conservacién local” viene del hecho de que en un marco de
referencia inercial local, lo que se obtiene de la expresién (1.16) si corresponde verdader-
amente a una ecuacion de conservacion para la masa-energia. Sin embargo, para el caso
con curvatura (de todo el espacio-tiempo, como es el caso de la cosmologia) la expresién
(1.16) no corresponde a una “ecuacién de conservacién” realmente, es en cierta forma un
abuso de lenguaje, ya que la densidad de materia-energia de la materia no se conserva (ver
[9], seccibn 22.2).

La componente temporal de (1.16) permite tener una ecuacién de conservacién de
materia que relaciona la evolucién temporal de p con su presion p y la expansién del
Universo caracterizada por el factor de escala a.

Entonces, tomamos la componente temporal ¢ de la ecuacién (1.16), es decir,
V,T#; = 0. Expresamos explicitamente esta derivada covariante como:
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0, T + FfjATAt — T, T+ =0, (1.17)

donde Fﬁ/\ son los simbolos de Christoffel usuales. Usando el hecho de que el tensor T*#,
de un fluido perfecto es diagonal en el sistema de referencia comévil, los tinicos términos
diferentes de cero de T*, son los elementos de la diagonal. Con esto, la ecuacién (1.17) se
expresa

O+ Th T — T, 1", — T4,T% —T%,T%; = 0. (1.18)
A partir del tensor métrico de FRW (1.2) se pueden calcular las expresiones para los

simbolos de Christoffel. En el apéndice A se muestran todos los elementos distintos de
cero para la métrica de FRW. Para la ecuacién (1.18) los elementos de interés son

ro_ 1m0 _ ¢ _ a t __

rt =L = FqSt ~a y Iy =0, (1.19)

donde el punto sobre “a” indica derivada temporal. Usando estos valores en la ec. (1.18)

y tomando los elementos de T#, a partir de la matriz (A.5), obtenemos:
—0ip + T (3T = T7 — T — T?4) =0,
. a
=P+ —(=3p—3p) =0.

Por tanto, se llega a la expresién que es llamada la “ecuacion de conservacion local de
materia-energia”:

/3+3§(p—0—p) =0. (1.20)

Esta ecuacién es cumplida individualmente por cada uno de los diferentes fluidos pre-
sentes en el Universo.

Como se mencioné al inicio de esta seccidn, la expresién (1.20) no es estrictamente
hablando, una “ecuacién de conservacion” dado que la densidad de materia-energia no se
conserva. Por dar un ejemplo, en la siguiente seccién se demostrard que para el caso de
la materia bariénica, usando la expresién (1.20), la evolucién de la densidad bariénica se
expresa como: p(a) = ppo/a® [ver expresiones (1.41) y (1.42)]. Conforme el Universo se
expande el factor de escala a incrementa su valor y por tanto la densidad bariénica py,(a)
no se conserva.

1.5.2. Ecuaciones de estado

Observacionalmente se ha encontrado que los fluidos mas relevantes en cosmologia
tales como la materia bariénica, oscura, radiacion, asi como tedricamente la constante
cosmoldgica, tienen cada una de forma independiente, una ecuacion de estado muy sen-
cilla'? que relaciona a la presién del fluido con su densidad de forma lineal y que puede

12Existen una gran cantidad de posibles ecuaciones de estado para un fluido, que relacionan de forma
funcional la presién, densidad, temperatura, entropia, niimero de particulas, etc., en ecuaciones que podrian
ser complicadas. Sin embargo, para los fluidos cosmolégicos se ha encontrado observacionalmente que sus
ecuaciones de estado son barotrépicas lineales escencialmente como lo es la ecuacién (1.21).
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expresarse de manera concisa como

p=wp (1.21)

donde el factor w es una constante de proporcionalidad adimensional®. Esta expresién
suele ser llamada por los cosmoélogos como una ecuacion de estado barotrdpica por rela-
cionar linealmente la presiéon del fluido con su densidad. Cada uno de los fluidos que
constituyen al Universo tienen asociado su propia ecuacién de estado de la forma (1.21),
donde la diferencia entre un fluido y otro recae escencialmente en el valor de w. Por dar
una idea del valor de este factor, se muestra la siguiente tabla:

tipo de materia ‘ w
Materia baridnica y oscura 0
Radiacién 1/3
Constante cosmoldgica -1

Para el caso de las componentes de materia bariénica y oscura, se ha observado que
la presién de estas componentes es tan pequena que puede considerarse cero (sin que esto
implique que la densidad sea cero). Esta observacién se estable en la ecuacién (1.21) a
través de fijar: w = 0. Cominmente los fluidos que tienen la caracteristica de p = 0 son
llamados “polvo”.

Para el caso de la energia oscura, si se asume que esta es la constante cosmoldgica,
entonces se tiene que su ecuacién de estado es p = —p (es decir, w = —1).

1.6. Las ecuaciones de Friedmann

Las dos ecuaciones de Friedmann son expresiones centrales de la cosmologia. Permiten
estudiar de manera cuantitativa la evolucién, composicién, geometria y dinamica del Uni-
verso. En los siguientes capitulos se hara amplio uso de ellas. Para deducirlas partimos de
las ecuaciones de Einstein,

R, = 871G (TW - ;g,wT> : (1.22)
donde R, es el tensor de Ricci, T es la traza de T}, G es la constante gravitacional de
Newton y T}, es el tensor de energia-momento total del Universo, que resulta de la suma
de todos los tensores de energia-momento individuales de cada una de las componentes
de materia-energia que un modelo cosmolégico dado considere que estan presentes en el
Universo, es decir,

T =Th, + T’ +Th, + Ti, + .. (1.23)

k2

donde los superindices “b”, “mo
“radiacién” y “energfa oscura (como constante cosmoldgica)” respectivamente. Los puntos
suspensivos indican cualquier otro tipo de materia o energia adicional que algiin modelo

,“r”, “A” denotan “materia bariénica”, “materia oscura”,

13En la ecuacién (1.21) se ha asumido un valor de la velocidad de la luz ¢ = 1. La expresién completa es
2
p = c wp.
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cosmoldgico pudiera proponer, por ejemplo, gas de Chaplygin (ver por ejemplo [10] sus
references), campos escalares como quintaesencia (por ejemplo [11]), etc.

Calculamos primero solo la componente temporal de la ecuacién (1.22). Para ello se
usan las componentes del tensor T}, los elementos de la matriz (1.2) para g, y traza
(A.6) para T Sustituimos en la ecuacién (1.22) y obtenemos:

Ry = 81G {p +5Gp— p)} ZG (3p+p), (1.24)

donde p y p denotan la densidad y presién total del conjunto de fluidos que conforman al
Universo, esto es,

p:pb+pmo+pr+pA+--- (125)

P =Db + Pmo +DPr+pA+ .. (126)

Por otra parte, es posible calcular las componentes de 7, a partir de la métrica de

FRW. Se encuentra que Ry = —3(d/a) [cf. expresiones (A.36) del apéndice A], los dos
puntos sobre “a” significan segunda derivada temporal. Por tanto:

a 47 G
i 1.2
4 st p) (1.27)

Esta ecuacién es llamada la sequnda ecuacion de Friedmann. La primera ecuacion,
o més brevemente, la FEcuacion de Friedmann se deriva a partir de la segunda de la
siguiente forma. Se toma ahora la componente radial de la ecuacién (1.22). Con la ayuda
de las componentes radiales de las matrices (1.2) y 7", la ecuacién (1.22) resulta

a? 1
R, = 87TG ) |: 5(3]9 - ,0):| ) (1.28)

donde k el factor de la curvatura espamal (ver secci6n 1.3). De calcular R, se encuentra
que [ver expresion (A.36)]:

ai + 2a% + 2k
Ryp = T2 (1.29)
igualando estas dos expresiones obtenemos
i a\® 2k
-+2(- — =4 — D). 1.
a2 (2) 4 B —anlo-p) (1.30)
Sustituyendo la segunda ecuacién de Friedmann (1.27) en esta ultima expresion:
a\® 2k e
2\ o) + 2 =4Glp—p)+ 7(3p+p)
47rG
— Bp=3p+p+3p),
47rG
=—A
3 P
NG
a k. 8rG
N @y L E e 1.31
<a> T =P (1.31)
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Se define el parametro de Hubble como

H(t) “8 (1.32)

donde “t” es el tiempo césmico. Con esto, la ecuacién (1.31) llega a ser

Q

#2(0) = T () -

; 20 (1.33)

Esta es la primera ecuacién de Friedmann, o simplemente la Ecuacion de Friedmann.

De las otras dos componentes del tensor de Ricci (es decir, Rpg, Rgp) se obtiene la
misma expresién (1.30).

Existen otras dos maneras muy utiles de expresar esta ecuacién. Una de ellas es a
través de los parametros de densidad €); para cada una de las componentes de materia
presentes en el Universo. Estos se definen como

1.34
Perit ( )

donde p; es la densidad de materia-energia de la i—ésima componente de materia del
Universo (por ejemplo, materia baridnica, oscura, etc.) y puit s densidad critica que a su
vez se define como

3H?(t)

— (1.35)

Pcrit (t) =

que proviene de asumir que la curvatura espacial del Universo es cero [k = 0 en la ecuacién
(1.33)]. Cuando la densidad total de la materia-energia p en el Universo es igual al valor
de la densidad critica, entonces resulta que el Universo es espacialmente plano. Si p > perit
entonces el Universo es espacialmente cerrado, y si p > perit €s abierto (ver cuadro 1.1).

La densidad critica depende del tiempo césmico t. El tiempo césmico presente del
Universo lo distinguiremos con un subindice cero, es decir, tg, y de igual forma, todas las
cantidades cosmoldgicas cuyo valor dependa del tiempo pero queramos distinguir el valor
que tienen hoy en dia y las etiquetaremos con un subindice o superindice 0. Por tanto, el
valor presente de la densidad critica lo representamos como

3H2 - ;
P2 = peit(to) = ﬁ ~1.16 x 10*"kg/m (1.36)
donde Hy = H(ty) es llamada la constante de Hubble.
Usando las definiciones (1.34) y (1.35) podemos reescribir la ecuacién de Friedmann
(1.33) de la siguiente forma. Dividimos ambos lados de la igualdad (1.33) por H? e iden-
tificamos el factor que corresponde a la densidad critica,

P k

1=
Perit a’H?

(1.37)
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Se suele definir un parametro € que corresponde a la curvatura espacial del Universo
como

k
gzk = 472;?;?5 (1.38)

Con ésta definicién y usando también (1.35), la ecuacién (1.37) llega a ser

1 = Qiotal + Qi (139)

donde

QtotaIE L :Qb+Qmo+Qr+QA+--- (140)

Perit

Esta es otra manera de expresar la ecuacién de Friedmann. A pesar de que Qota1 v Q%
dependen del tiempo, esta igualdad debe satisfacerse para cualquier tiempo.

Otra alternativa de expresar la ecuacion de Friedmann es una mezcla de las expresiones
(1.33) y (1.39), con la ayuda de la ecuacién de conservacién de la materia (1.20) para
cada una de las componentes del Universo. Primero hay que encontrar la dependencia
de la densidad p; con respecto al factor de escala para cada una de las componentes.
Comencemos con la componente de materia bariénica.

Como se menciond en la seccién 1.5.2 la presién asociada al fluido de materia bariénica
es cero, es decir, p, = 0. Por tanto, su ecuacién de conservacién de materia (1.20) para
esta componente toma la formas:

po + 3%Pb =0, (1.41)
= Ph —39,
Pb a
dln py, dlna
= =-3
dt dt ’

Pb a
= / dlnpb:—S/ dlna,
Pb0o aop

donde ppy v ag representan el valor de la densidad de materia bariénica y del factor de
escala hoy en dia. Integrando obtenemos

a3
In <pb> =1In (—O) ,
Pbo a
Pbo
= po(a) = B (1.42)
donde hemos normalizado al factor de escala de tal forma que en el presente éste valga
uno (esto es, ag = 1). Como puede verse de esta ecuacién, la materia bariénica depende
del factor de escala como a™>.
Para el caso de la materia oscura, se tiene exactamente la misma expresion que para la
bariénica dado que también se considera que su presion es despreciable (esto es, pmeo = 0),
por tanto
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pmol(a) = %, (1.43)

donde ppe es el valor presente de la densidad de la materia oscura. En ocasiones se suele
agrupar ambas componentes, materia bariénica y oscura, en una misma expresion, y se
suele referir a ella simplemente como “materia”’, que denotaremos como pyi(a). Esta se
define de la siguiente forma

pum(a) = pr(a) + pmola), PMO = Pb0 + Pmo0ds

con lo que se llega a

pri(a) = B2 (1.44)

Para la componente de radiacién, su ecuacién de estado puede calcularse a partir del
tensor de energia-momento del campo electromagnético, que se expresa como

1
Ty = Fua B, — Zgw,FaﬁFaﬂ, (1.45)

donde F},, es el tensor de Faraday o de intensidad el campo (electromagnético)*. La traza
de (1.45) es

TH, = FuoF"® — FgFP
= T*,=0, (1.46)

donde se ha usado el hecho de que g,* = 4. Considerando las ecuaciones (A.6) y (1.46),
obtenemos que T*, = 0 = 3p; — p;. De aqui que

1

L= —py 1.47
Pr=3p (1.47)

Sustituyendo (1.47) en la ecuacién de conservacion local (1.20) obtenemos

dpy a
4—pr =0,
dt + a’
ldpr — _4g7
pr dt a
dinp, 4dlna
da dt ’

Pr a
/ dlnp, = —4 dIna,
Pro

In <5;) =In (if (1.48)

MEl tensor de intensidad del campo electromagnético F},, se define en términos del cuadripotencial
A como F,, = 0,A, — A, donde A, = (¢,—A), $ y A son los potenciales eléctrico y magnético
respectivamente.
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Por tanto,

_ Pr0

o (1.49)

pr(a)

donde pyg es el valor presente de la densidad de radiacién.

Para la componente de energia oscura, asumiendo que es la constante cosmoldgica,
tiene entonces una ecuacion de estado de la forma py = —pa. Sustituyendo esta expresién
en la ecuacién de conservacién (1.20) se obtiene

don _

dt

Lo cual implica que la densidad de la constante cosmolédgica siempre es una constante a
lo largo de la expansién del Universo,

0. (1.50)

‘pA = pao = constante‘ (1.51)

Siguiendo esta misma estrategia se pueden ir agregando maés tipos de componentes de
materia-energia dado un modelo cosmolégico en particular.

Sustituyendo las expresiones (1.42, 1.43, 1.49, 1.51) en la parte de la densidad de la
ecuacién de Friedmann (1.33) obtenemos

287G (,Obo Pmod | Pr0 )_ c7k2 , (1.52)

3 U T3 T i

Dividiendo todo por Hg e identificando la expresiéon de la densidad critica hoy,
Pl = 3HZ/87G, se tiene

2
EQ _ (pObO ig prgoOi3 ,OOrO i4 + pé\O) _ Zk . (153)
HO Perit @ Perit @ Perit @ Perit a HO
Usando las definiciones del pardmetro de densidad (1.34) evaluadas hoy (esto es.,
Qio = pio/ pgm), asi como la definicién del pardmetro de la curvatura espacial (1.38)
hoy, Qo = —k/H (recuerde que “a” evaluada hoy vale 1), llegamos a
1/2
H(a) = Hy <2‘;f) + QCT;’O + ?Lff + Qa0 + %) . (1.54)

En astronomia cominmente se definen las distancias cosmoldgicas en terminos del
“redshift” o corrimiento hacia el rojo del espectro de luz emitida por un objeto debido
a su velocidad de recesiéon con respecto a un observador que mide la luz emitida por
dicho objeto. Dado que el Universo se estd expandiendo, todos las estructuras que lo
componen (galaxias, cimulos de galaxias, etc.) se estan alejando entre si unas de otras lo
que se traduce en un corrimiento al rojo en la luz que emiten y que es medida por algin
observador comovil.

Se acostumbra denotar el corrimiento al rojo con la letra “z” y se define como

A=X

Ao
donde A es la longitud de onda medida por un observador que se aleja o acerca de la fuente
que emite la radiacién y A, es la medida por un observador en reposo con la fuente.

z = (1.55)
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Por otro lado, existe una relacién entre z y el factor de escala, que aparece en la métrica
de FRW, esta es, a = 1/(1+z) [ver expresién (2.15) y seccién 2.1.2]. Con esto, la expresién
para el pardmetro de Hubble (1.54) llega a ser

H(2) = Ho [0(1 + 2)® + Qoo (1 + 2)3 + Qo (1 + 2)* + Qpo + Qo (1 + 2)2] /| (1.56)

Esta otra forma del parametro de Hubble es muy 1til para probar y acotar los paramet-
ros libres de un modelo cosmolégico dado usando los datos de supernovas tipo Ia. Esto es
algo de lo que se hablard con detalle en los siguientes capitulos.

Respecto al parametro de curvatura, 2o, para determinar cuél es el valor de k, o al
menos si es positivo, negativo o cero, para un Universo dominado por polvo (materia sin
presién) y una constante cosmoldgica podemos utilizar la ecuacién de Friedman (1.39). De
acuerdo al valor de k se obtiene (asumiendo el modelo ACDM)

Cerrado k>0 = Q<0 = Quo+ Qr0>0
Plano k=0 = Q=0 = OQuo+Q20=0

Abierto k<0 = Q>0 = Quo+Qr<0

Por tanto, logrando determinar los valores de Qyg v Qa0 queda determinada la geo-
metria del Universo (de acuerdo a este modelo).

1.7. El parametro de desaceleracién

El pardametro de desaceleracion de la expansion del Universo se define como

at) =% (157)

En términos de ¢(t) se tiene que

a>0 = q(t)<0 Expansién acelerada del Universo.

a<0 = q(t)>0 Expansién desacelerada del Universo.
De igual forma, de la definicién del pardmetro de Hubble H(t) = a/a se tiene que

H(t) > 0= Ezpansion del Universo.

H(t) < 0= Contraccion del Universo.
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CAPITULO 1. COSMOLOGIA
1.8. EN RESUMEN:

1.8. En resumen:

El este capitulo se han establecido las bases y elementos mas relevantes de la cos-
mologia que seran utilizados como herramientas de trabajo o referencia en lo siguiente,
principalmente en los capitulos 4-6. Elementos tales como el tensor de energia-momento,
la ecuacion de la conservacion local de la materia-energia y las ecuaciones de Friedmann,
que se han ya definido en este momento, seran usados con insistencia a lo largo de los
siguientes capitulos.

La parte de fluidos perfectos presentada en este capitulo serd generalizada en el capitulo
5 a un tipo mas global de fluidos llamados “fluidos imperfectos”, de los cuales, los fuidos
perfectos son solo un caso particular cuando no hay efectos disipativos, no obstante, los
fluidos perfectos sirven de base para este estudio.

En el siguiente capitulo se describiran tres tipos de datos observacionales que sirven
para probar modelos cosmoldgicos, que son usados para probar el modelo propuesto en
este trabajo de tesis, y que se describird en el capitulo 6. La expresion del pardametro
de Hubble presentada en este capitulo, sera justamente la relacién mas importante para
confrontar la teoria contra observaciones cosmoldgicas, como se explicaréd en el siguiente
capitulo.
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Capitulo 2
Pruebas cosmolégicas

Un elemento central en el estudio de la cosmologia moderna es que hoy en dia esta area
a pasado a ser, de una ciencia de especulaciones y suposiciones, a una ciencia de precision
debido a los avances tecnolégicos que ha habido en los ultimos 20 anos, que han permitido
hacer mediciones cosmoldgicas de una gran precisién, con lo que se ha logrado actualmente
poner sobre bases observacionales los modelos tedricos del Universo. Atn hay mucho por
medir, mejorar, refinar, precisar, tanto en la cosmologia observacional como tedrica, ain
quedan pendientes muchas preguntas abiertas, pero se va avanzado con rapidez en ello, lo
cual a su vez ha ido transformando nuestra percepcién de cémo es el Universo conforme
las investigaciones avanzan.

Debido a la gran cantidad de observaciones cosmolégicas de las que se dispone hoy
en dia, resulta impensable que algiin modelo cosmolégico no sea probado, una vez que es
propuesto, usando los datos observacionales para verificar su viabilidad y congruencia con
los datos. De ahi la importancia de conocer y manejar, tan a detalle como sea posible,
las pruebas cosmoldgicas, los datos observaciones y las técnicas estadisticas y numéricas
que se aplican para probar modelos. Cada prueba o técnica por si sola puede ser todo un
campo de especializacion para un cosmoélogo debido al vasto conocimiento y elementos que
integran cada una de ellas.

En el presente capitulo se describiran tres pruebas cosmoldgicas, que después seran
empleadas para probar un modelo cosmoldgico muy general, que tiene el propdsito de
explicar la expansién acelerada del Universo a través de fluidos imperfectos relativistas
con viscosidad aplicados a cosmologia, que se describirdn con detalle en los capitulo 5 y 6.

Las tres cantidades observacionales que se describirdn a continuacion, y que se usaran
para probar modelos cosmoldgicos son: (1) la distancia modular de las supernovas tipo Ia,
(2) el pardmetro de corrimiento de las anisotropias de la radiacién césmica de fondo y (3)
la localizacién del pico actstico en las oscilaciones acusticas baridnicas.

2.1. Las Supernovas

Existen diferentes aspectos del Universo que pueden observarse y con ello utilizarse
para generar datos que permitan comparar modelos tedricos con dichas observaciones. Uno
de esos aspectos ha sido desde hace muchos anos la mediciéon de la distancia y posicion
a la que los objetos celestes se encuentran con respecto a nosotros como observadores.
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Figura 2.1: Candelas estandar: conociendo la luminosidad absoluta L de una sola candela,
y aprovechando el hecho de que todas tienen la misma luminosidad absoluta (que son igual-
mente brillantes), se puede medir la distancia a la que se encuentra cualquier otra candela
simplemente midiendo el flujo observado f (o también llamada “luminosidad aparente”™)
de esa otra candela que se encuentra a una cierta distancia r del observador (ver seccién
2.1.4 para definiciones de luminosidad y flujo). Esto es, el flujo de una fuente luminosa
disminuye proporcionalmente con 2, es decir, f = L/(47nr?), asi que conociendo f y L
se puede calcular r [ver expresiones (2.25)]. Normalmente para conocer el valor de L se
hace a través de estudiar y medir primero las candelas que son maés cercanas y accesibles
al observador.

Estas dos mediciones permiten tener una perspectiva de como esta formado el Universo.
En particular, hoy en dia la medicién de la distancia permite reconstruir la historia de la
expansion del Cosmos.

Para poder trazar la historia de la expansion se necesita conocer la distancia a la que se
encuentran la mayor cantidad de objetos celestes cercanos y lejanos, en todas direcciones
v a cualquier distancia, y la velocidad con la que se mueven con respecto a nosotros.

Para lograrlo, los astréonomos han utilizado diferentes técnicas que con el paso de los
anos han ido perfeccionando notablemente. Para los objetos cercanos, no hay mucha di-
ficultad lograr esta meta actualmente. Sin embargo, para objetos distantes (localizados a
distancias del orden de megaparsecs) es un verdadero desafio conseguir medir sus distan-
cias debido a diversas dificultades, y que ademas, el valor medido sea lo suficientemente
confiable como para tomarlo en cuenta.

Hoy en dia, una de las maneras mas precisas y que permite medir la distancia de
objetos muy lejanos (distancias cosmolégicas) es a través de cierto tipo de explosiones
ultraenergéticas llamadas “supernovas tipo Ia” (SNe Ia). Las explosiones de supernovas
Ta tienen principalmente dos caracteristicas que las hacen de gran utilidad para medir
distancias en comparacion a otros métodos:

Estandar. Las observaciones realizadas hasta ahora de supernovas Ia parecen indicar que
la luminosidad (energia radiada) de la explosién de cada una de ellas es casi la misma
entre si. Por lo mismo, se considera que la explosion de una supernova Ia que suceda
en nuestra vecindad (por ejemplo, dentro de la Via Lactea) tiene précticamente la
misma luminosidad que aquella que suceda a distancias cosmoldgicas de nosotros.
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Figura 2.2: Super ' hnte en la parte inferior izquierda de la imagen
e senialado con u galaxia NGC 4526. Créditos de la fotografia:
NASA, ESA, HS brch Team.

Sin embargo, este aspecto de la igualdad de la luminosidad en todas las SNe Ia atn
esta en investigacion, no obstante, ya existe cierta evidencia observacional de ello.

Asumiendo como vélida esta suposicién de que la luminosidad de todas las explo-
siones de SNe Ia es la misma, permite que una vez que se conozca bien la luminosidad
neta que emiten, se puede estimar la distancia de cualquier SNe Ta midiendo sim-
plemente su luminosidad que se observa desde la Tierra. Debido a esta igualdad en
la luminosidad radiada por todas las supernovas Ia es que son llamadas “candelas
estandar” (ver figura 2.1).

Ultraenergética. Las explosiones de supernovas la son enormemente brillantes. Pueden
ser tan brillantes que la luminosidad de una sola de ellas es comparable con el de
millones de estrellas juntas que conforman la galaxia donde habita. Esto permite
que estas explosiones puedan ser vistas a muy grandes distancias de nosotros (a
distancias cosmoldgicas), lo cual significa poder medir distancias muy grandes y con
gran precisién (ver figura 2.2).

Sin embargo, a pesar de su enorme luminosidad y lo estandar que son, las explosiones
de SNe Ia siguen siendo muy dificiles de observar (esperar que un evento suceda). Hoy en
dia y solo después de ~ 20 anos de intensas observaciones por parte de los astronomos se
cuenta con alrededor de 550 datos tinicamente (ver figura 2.3). Actualmente, la supernova
Ia més distante que se haya podido medir, y cuya medicién sea confiable, se localiza a
una distancia del orden de z = 1.4 ~ 4.2 x 10®> Mpc (asumiendo ACDM plano) que
corresponde aproximadamente a medir la historia de la expansion hasta una época en la
cual el Universo tenia menos de la mitad del tamano que tiene ahora.

A través de la medicién de la distancia de objetos celestes, en particular con las su-
pernovas, se puede reconstruir la historia de la expansién del Universo. Recientemente y
justo a través de la medicién de supernovas la se descubrié que el Universo se esta expan-
diendo aceleradamente. Los detalles del descubrimiento se analizaran en el capitulo 4. Lo
importante a mencionar por ahora es que a partir de ese descubrimiento los astrénomos
redoblaron esfuerzos por medir mas supernovas, con mas precisién y que se encuentren a
la mayor distancia posible.
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Figura 2.3: Datos de supernovas tipo la de la muestra llamada “Union2” del Supernova
Cosmology Project (SCP) [18] que es la muestra méas grande y robusta con la que se cuenta
actualmente. Estd compuesta por 557 datos de SNe Ia. El eje horizontal corresponde a
corrimiento al rojo z y el vertical a la distancia modular u(z) (ver seccién 2.1.5).

Existe un proyecto para hacer mediciones de una gran cantidad de supernovas, es a
través del satélite SNAP (Supernova Acceleration Probe) dedicado para tal fin.

2.1.1. ;Qué son las supernovas?

Las supernovas Ia son la fase final de un sistema binario conformado por una estrella
enana blanca y una gigante roja. La supernova en si misma es la explosion violenta de la
enana blanca, que tiene la caracteristica de que si su temperatura es lo suficientemente
alta, se generan inestabilidades en la estrella que permiten la liberacién de una enorme
cantidad de energia [12].

La masa de las estrellas enanas blancas que rotan lentamente esta limitada a la masa
limite de Chandrasekar, que es del orden de 1.38 masas solares. Por encima de esta masa las
enanas blancas colapsan [13]. En el caso de las supernovas Ia, la enana blanca estd acom-
panada de una gigante roja, de la cual va acretando masa gradualmente hasta el punto
en que su nucleo alcanza la temperatura de ignicién para la fusion de carbén debido a la
presién. En los primeros segundos de que se inicia la fusiéon nuclear del carbén una gran
cantidad de materia sufre una explosiva reaccion liberando suficiente energia como para
desencadenar en la extrella una explosién de supernova tipo Ia [14]-[16] (ver figura 2.2).

Este tipo de explosiones de supernovas tienen un maximo en la luminosidad que generan
muy semejante en todas ellas, debido a que la masa de la enana blanca que explota por el
mecanismo de acrecién es practicamente la misma en todos los casos. Aprovechando que
el méximo en la luminosidad generada es semejante en cualquier explosion de SNe Ia, es
que pueden ser utilizadas como candelas estindar, para medir la distancia de las galaxias
o cimulos de galaxias donde suceden, debido a que el flujo observado (o “luminosidad
aparente”) de la supernova depende en escencia solo de la distancia a la que se encuentra
(ver figura 2.1).
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La magnitud absoluta tipica de una supernova Ia es de M = —19.31 +£0.03+51og; h7o
[17], con pequenas variaciones [18, 19]; donde h7o = 0.7, que significa asumir un valor de la
constante de Hubble Hy = 70 (km/s)Mpc~! en la definicién Hy = h x 100 (km/s)Mpc~!.

La magnitud de M de una SNe Ia significa que es 5 x 10? veces més brillante que el
Sol. La energfa radiada es de aproximadamente 1 — 2 x 10* joules [15]. La duracién de la
explosién de una supernova es de tipicamente entre 50 a 200 dias [20].

2.1.2. Relacion entre el factor de escala y el redshift

A escala de distancias cosmoldgicas resulta que la luz proveniente de una fuente lumi-
nosa en el Universo, por ejemplo una galaxia o una supernova, sufre un efecto de corri-
miento al rojo (“redshift”) al ir viajando a través del espacio debido a la velocidad rece-
sional de esa fuente, por la expansion del Universo.

Por lo mismo, un observador en la Tierra que mida la luz que proviene de una lejana
galaxia, notara que las lineas espectrales en conjunto de la galaxia estaran corridas al rojo,
lo que significa que la frecuencia de la luz observada es menor que lo esperado si la galaxia
estuviera en reposo con respecto a la Tierra (o a la Via Léctea).

Este fenomeno del corrimiento al rojo de la luz debido a la expansién es utilizado
precisamente para ir trazando la historia de la expansion a través del valor medido por
los telescopios de este corrimiento, y observando objetos ubicados a distintas distancias
cosmoldgicas de nosotros. Como se mencioné anteriormente, hoy en dia los objetos mas
confiables para ir trazando esta expansion son las SNe Ia.

Conviene aclarar que la luz que proviene de la supernova (o galaxia, o cualquier otra
fuente luminosa) sufre un corrimiento al rojo pero no solo debido a la expansién del Uni-
verso sino también debido al movimiento de rotacién de la galaxia en la cual se encuentra,
la rotacién en el cimulo de galaxias donde habita, etc., asi como también para el obser-
vador, debido a la rotacion de la Tierra en la Via Lactea y en el cimulo de Virgo, etc.
Estos otros movimientos relativos en ocasiones, inducen incluso un corrimiento al azul si
el objeto se mueve en direccién hacia la Tierra.

Para las supernovas, estos movimientos son llamados “movimientos intrinsecos” o “ve-
locidades peculiares” , que inducen un corrimiento al rojo o azul pero que es muy pequefio
(despreciable) en comparacién al corrimiento al rojo debido a la expansién del Universo.

Se suele llamar “corrimiento al rojo cosmoldgico”, al redshift debido unicamente a
la expansion del Universo, para distinguirlo del corrimiento debido a otros movimientos
relativos entre la fuente y el observador (los movimientos intrinsecos).

La relacién entre el corrimiento al rojo y el factor de escala se calcula de la si- guiente
manera. Supongamos un Universo caracterizado por la métrica de FRW. También supong-
amos una fuente luminosa distante (por ejemplo, una supernova Ia o una galaxia) con
coordenadas espaciales coméviles (r = r*,0 = 0,¢ = 0), y un observador ubicado en
(r = 0,0 = 0,6 = 0) (ver figuras 2.4 y 2.5). Por simplicidad es que se ha elegido
(0 =0,¢=0).

Consideremos que la fuente luminosa emite dos fotones de la misma frecuencia we.
Un foton es emitido al tiempo t. y el otro al tiempo t. + dt.. El subindice “e” indica
“emitido”. Por su parte, el observador recibe los dos fotones, el primer fotén emitido lo

Las velocidades peculiares v tipicas de una supernova son 200 km/s < v < 500 km/s [20], algunos
autores asumen en sus célculos el valor de 300 km/s principalmente [17].
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Figura 2.4: Grafica que muestra las lineas temporales y las coordenadas coméviles de una
fuente luminosa y un observador en un Universo en expansion. La fuente, que se encuentra
a una distancia comovil r* alejada del observador, emite dos fotones con frecuencia we,
uno al tiempo t. y el segundo al tiempo t. + 6t.. El observador detecta los dos fotones
con una frecuencia w, al tiempo t, y t, + dt, respectivamente. La frecuencia de los fotones
sufre un corrimiento al rojo cosmologico debido a la expansién del Universo. En este tipo
de gréfica, las dos lineas temporales, la del observador y la fuente, son paralelas debido a
que su distancia r* es comoévil, y las trayectorias de ambos fotones se curvan al viajar de
la fuente al observador debido a la expansion.

recibe al tiempo t, y el segundo al tiempo t, + dt,, y les asigna una frecuencia w,. El
[Pk

subindice “0” indica “observado”.
Los fotones siguen una curva nula caracterizada por

2 2 2 dr?

por lo cual

V1 — kr?
El signo “4” indica que el fotén se mueve al futuro y “—” al pasado. Respecto al primer

foton emitido, entre el tiempo t. y t, éste viajo la distancia r*, que se puede calcular
integrando a partir de la ecuacién (2.2) como

dt = +af(t) <dr> . (2.2)

7

O dr to qt
T*:/ 7:/ A (2.3)
 V1— kr? te a’(t)
Notese que la magnitud de 7* se fijé desde el inicio, al momento de establecer las
posiciones de la fuente con respecto al observador. Ademés, su magnitud no cambia en el
tiempo ya que es una coordenada comévil, por lo tanto es una constante?.

2Como se comenté anteriormente, a pesar de que la fuente luminosa (o el observador) tenga movimientos
intrinsecos, el redshift que inducen es despreciable en comparacién con el corrimiento al rojo cosmolégico.
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Figura 2.5: Grafica equivalente a la figura 2.4 pero ahora en coordenadas espaciales que
no son comoviles. En este caso la distancia inicial entre el observador y la fuente al tiempo
t. cuando es emitido el primer fotén es a(t.)r*. Y la distancia final cuando el fotén llega
al observador es a(t,)r*. En este caso las lineas temporales de la fuente y el observador no
son paralelas, sino que se van separando conforme el tiempo avanza debido a la expansion
del Universo.

Del mismo modo para el segundo fotén emitido, la distancia que recorre es igual r* y
se calcula como:

0 to+0t
d o 0ot
r :/ _ :/ At (2.4)
e V1 — kr? totot, alt)

Igualando estas dos expresiones obtenemos

to dt to+0to dt
[ o
¢, alt) te+0te a(t)

e

desarrollamos la integral del lado derecho de la igualdad como

to+0to di te dt to dt to+dto dt
/ 7:/ 74-/ —4-/ —. (2.6)

terste alt) terste a(t) 1. a(t) to a(t)
Substituyendo en la ecuacién (2.5) vemos que se elimina el término del lado izquierdo de
la igualdad con uno de los que se obtienen de la expresién (2.6), por lo que la expresién

(2.5) se vuelve
/’te+5te dt B /to"!‘(sto dt (2 7)
t a(t) B to a(t)' -

e

Debido a ello, se puede considerar con buena aproximaciéon que la fuente estd “fija” en sus coordenadas
comoviles.
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Ahora, asumimos que los incrementos dt, y dt, son muy pequenos, esto es, que el
intervalo de tiempo transcurrido entre t. y t. + dt. es infinitesimal, lo mismo que para t,
y t, + dt,, comparados con las escalas de tiempo cosmoldgicas. De esto, se puede suponer
que el factor de escala es aproximadamente constante o no cambia durante los intervalos
de tiempo [te,te + Ote] ¥ [to, to + Oto), €s decir, a(te) = a(te + dte) y al(t,) = a(to + dto).
Con este argumento, podemos sacar de la integral a a(t) en la expresién (2.7), obteniendo

1 te+6te 1 to+6to
R e (2.8)

a(te) te a(to) to

integrando se tiene

ot ot

< =2 (2.9)
alte)  a(to)

En la realidad la fuente luminosa no sélo emite dos fotones sino todo un conjunto de ellos,

que son emitidos con un periodo igual a dt., y observados con un periodo dt,. De aqui que

la frecuencia angular w de estos fotones sea

2m 2m
= — = — 2.10
We 5t, y Wo 5ty ( )
sustituyendo estas expresiones en (2.9) se obtiene
t
alto) _ we. (2.11)
a(te)  wo

usando el hecho de que el corrimiento al rojo z se define en término de la frecuencia angular
como

We — Wo
= — 2.12
st (212)
podemos escribir la expresién (2.11) como
a(to)
1+2= 2.13
alte) (2.13)

Regularmente en la literatura se suele expresar esta relacién de manera mas compacta
como

ap

1d+z=—2 2.14

ot (2.14)
de donde se entiende que ag es el valor que tiene el factor de escala hoy en dia y a(t) el
valor que tuvo o tendra en algiin otro momento. La teoria no dice cual debe ser el valor
de ag, asi que normalmente y por simplicidad se elige que ag = 1, por lo se que se tiene

1
1+2=—+ 2.15
0 (2.15)
Entonces, con la expresién (2.15), una vez que se mide el corrimiento z de una fuente
lejana se puede determinar a que época de la evolucién corresponde esa fuente a través de

a(t).
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2.1.3. Distancia de luminosidad

Consideremos de nuevo las lineas de mundo de un observador ubicado en las coor-
denadas coméviles (r = 0,6 = 0,¢ = 0) y una explosién de supernova (o alguna otra
fuente luminosa) ubicada en (r = r*,0 = 0,¢ = 0) la cual emite fotones que llegan hasta
el observador (ver figuras 2.4 y 2.5). El cédlculo tedrico de la distancia de luminosidad se
realiza a través de calcular primero la distancia comovil r*.

A partir de la métrica de FRW, la trayectoria nula que siguen los fotones entre la fuente
y el observador esta dada por las expresiones (2.1 y 2.2), de aqui se obtiene la igualdad
(2.3), es decir,

/T* ar /fo dt
o VI—k? )i, a(t)
Note que se han invertido los limites de integracién de la expresién (2.3). Esto es posible

debido a que lo que importa es la magnitud de *, que es lo que se desea calcular. Integrando
el lado derecho de la igualdad (2.16) tenemos

(2.16)

* r*

/T - st (y/[El)
= inn r
o V1I—krZ ]k
1
= ——sinn~ (/] k|r"), (2.17)

VIkl

donde para simplificar la notacién se ha definido la funcién “sinn” como

0

sin(z) si k>0 (i.e., Universo espacialmente cerrado, € < 0),
sinn(x) = ¢ 2 si k =0 (i.e., Universo espacialmente plano, Q; = 0), (2.18)
sinh(x) si k <0 (i.e., Universo espacialmente abierto, Q0 > 0).

Por otro lado, la integral del lado izquierdo de la igualdad de la expresién (2.16) puede

reescribirse como

/to dt /a“o) da

o a(t)  Jau. a(t)(da/dt)
/a(to) da
ate) @*-(a/a)

% da
= — 2.1
/a a’H’ (2.19)

e

donde se ha utilizado la definicién del pardmetro de Hubble H = a/a. Luego, utilizando
la relacién (2.15) entre el factor de escala y el corrimiento al rojo, a = 1/(1 + 2), implica

que da = —dz/(1 + z)?, donde a. — z y a, — z = 0. Haciendo el cambio de variable de
a — z, la expresion (2.19) puede escribirse como
t 0 /
° dt dz
—— == —. (2.20)
/te a(t) - H(Z')
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Utilizando las expresiones (2.17) y (2.20), la igualdad (2.16) puede expresarse como

1 24y
s (VR = [ 2 (2.21)
0

VIEl H(Z')

De esta expresion, resolvemos para r* para obtener

() = i VIR [ (2:22)
ri(z) = sinn |c , .
VK| o H(z')

donde hemos puesto explicitamente el factor de la velocidad de la luz, ¢ = 3 x 10° km/s,
para tener la expresién de la distancia comévil, #*(z), con sus unidades reales. Las unidades
de los demés factores son, [k] = 1/(distancia)?, [H] = (1/tiempo), el redshift z es adimen-
sional. Por otro lado, la distancia efectiva de.g entre el observador y la fuente estd dada
por deg = a(t)r*(z). Luego, en astronomia resulta ttil definir la llamada distancia de
luminosidad, que en términos de la distancia efectiva se expresa como

dp(2) = deg(1+ 2). (2.23)

Entonces, sustituyendo la expresién (2.22) para r* en la distancia efectiva, y ésta a su
vez en la definicién de la distancia de luminosidad (2.23) obtenemos [20]:

z) = (1+Z)sinn c T _de

La expresion para H(z) estard dada por el modelo cosmolégico en particular en estudio,
es decir, es en H(z) donde entra la teoria cosmolégica.

} (2.24)

2.1.4. Luminosidad y flujo

Comenzemos por definir algunas cantidades usadas en astrofisica y astronomia, estas
son:
Luminosidad L. Cantidad de energia radiada por una fuente, por unidad de tiempo.

Flujo f. Cantidad de energia radiada por una fuente, por unidad de tiempo, por unidad
de area, en todas direcciones de forma isotrépica.

De estas definiciones es claro que L y f se relacionan de la siguiente manera

L

Amr2’

L:/ mA:Mﬁf = f= (2.25)
52

Consideremos una fuente luminosa en el Universo (por ejemplo, una galaxia o una
supernova) cuya luminosidad emitida deseamos calcular, a una frecuencia particular w,
de los fotones. El subindice “e” indica “emitidos” por la fuente luminosa. Sea entonces

= 1. =numero de fotones emitidos por unidad de tiempo.

= N, =numero total de fotones emitidos. Lo cual significa que n, = N./dt., donde dt,
es el lapso de tiempo infinitesimal durante el cual la fuente luminosa emite fotones.
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Figura 2.6: Una fuente luminosa localizada en r = 0 emite luz en todas direcciones durante
un lapso de tiempo dt.. Al cabo de un cierto tiempo, un observador situado a una distancia
comévil r* mide un flujo de luz proveniente de la fuente, durante un lapso de tiempo dt,.

= F, =energia de un fotén con frecuencia we, es decir, F, = hw.

La luminosidad emitida se expresa como

N,
Le=E.~—° = Ene = hwene. (2.26)
Ote
Supongamos que la fuente se encuentra ubicada en las coordenadas espaciales comdviles
(r=0,0=0,¢=0).Y que ademds hay un observador ubicado en (r = r*,0 = 0,¢ = 0)
que mide desde su ubicacién la luminosidad de la fuente (ver figura 2.6). De manera
andloga a la expresion (2.26), la luminosidad observada de la fuente se expresa como
N,

Lo = E,~2 = E,ny, = hwony, (2.27)
5t

donde el subindice “0” indica “observada”. Asumiendo que todos los fotones emitidos por
la fuente en r = 0 llegan a una esfera de radio r = r*, al cabo de un cierto tiempo se tiene

entonces que
N, = N,. (2.28)

Usando la relacién 1+ z = 0t,/dte = we/w, [ver expresiones (2.10,2.12)], se puede deducir
de la expresion (2.28) que

ot
Ne = NO = neéte = n05t0 = Ny = ne(site =
e
Te
= : 2.29
o 14z ( )

Y para la expresion (2.27) se deduce que
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L, = hwong = h [ =2 fle
1+ 2 142

L
L, = z

T (2.30)

Por otra parte, consideremos el flujo de energfa “f,” [ver definicién (2.25)] que el obser-
vador mide de la fuente, desde su ubicacién. La distancia efectiva deg entre el observador
y la fuente esta dada por deg = a(t)r*. Con esto, el flujo observado puede expresarse como

Lo
L= 2.31
J 47szff ( )
usando la expresién (2.30) tenemos
L
fo=—F— (2.32)
4rd?e (1 4 2)?

2.1.5. La distancia modular.

Como se mencioné al principio de este capitulo, en anos recientes los astronomos han
descubierto que las supernovas tipo Ia se comportan como candelas estdndar, es decir, que
la luminosidad absoluta de cualquier explosion de SNe Ia es practicamente la misma, sin
importar la parte del Universo donde sucedan. Este hecho ha sido aprovechado por los
astrénomos para medir distancias cosmoldgicas de las galaxias y cimulos de galaxias que
las hospedan y con ello ir trazando la historia de la expansién del Universo.

La otra ventaja de las SNe Ia es que la explosion es enormemente brillante, lo que
permite que puedan ser vistas a grandes distancias, y con ello medir distancias muy grandes
y con mayor precisién que utilizando otras técnicas u objetos. La observaciones de objetos
lejanos permite recrear la historia de la expansion a tiempos mas tempranos del Universo.

En una combinacién de observaciones y modelos fisicos, los astronomos han determi-
nado la expresién y sus coeficientes para la magnitud absoluta de la luminosidad de una
supernova tipo la, que se expresa como

Le

sun

donde el subindice “sun” indica la luminosidad total del Sol, y que se usa como medida
de referencia y calibracién en la expresién (2.33). La magnitud de esta luminosidad es:
Lem = 3.85 x 1033 erg/seg. Observacionalmente los astrénomos han determinado un
valor de M = —19.31 £ 0.03 + 5log;, h7o [17] para las supernovas, donde hzy = 0.7.

Por otra parte, la magnitud aparente u observada de la luminosidad se define como

m=-2.5 logw (ffolo
sun, 10pc

) +4.74, (2.34)
donde el subindice “sun, 10pc” indica que es el flujo del Sol medido a una distancia de
10 parsecs. La magnitud de este flujo es: fsun, 10pc = 3.21 x 10~ erg/(cm?-seg). Con estas

dos magnitudes, se define la distancia modular como
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pw=m— M. (2.35)

Utilizando las expresiones (2.33-2.34), se puede expresar la distancia modular como

Le [
=23 () -t (7250
sun sun, 10pc

Le * Jsun
=25 {loglo (Lf}(“”)] : (2.36)

sustituyendo la expresién (2.32) para f, se obtiene

1= 2.5logy, (JC‘E“OP Amd?e (1 + 2)2) : (2.37)

sun

Por otra parte, usando de nuevo la expresion (2.32), se puede escribir el término del
flujo para el Sol como

Lgun
(1 + Zsun)2

fsun, 10pc — (238)

4drd?

eff, sun

Sin embargo, el corrimiento al rojo cosmolégico para el Sol, zgyy,, €s practicamente cero,
lo cual es muy razonable ya que la distancia entre la Tierra y el Sol es en esencia nula en
comparacién a las escalas cosmoldgicas, a esa infima distancia el efecto de la expansién es
totalmente despreciable y no hay redshift cosmolégico. De aqui que la ecuacién (2.38) se
pueda expresar como

Lsun
sun = T N9 2.39
Jsun, 10pc 47(10pc)? (2:39)
sustituyendo en (2.37) tenemos
d%: (14 2)?
=251 ZeffA” T )
= st (S50 )
degr (14 2)

=51 == ). 2.40
0810 < 10pc ( )

Normalmente, en lugar de la distancia efectiva deg, los astrénomos suelen usar la
distancia de luminosidad dy,(z) = deg(1 + 2) [ver expresién 2.24)] en la distancia mod-
ular (2.40). Por otra parte, para medir distancias cosmoldgicas es mds conveniente usar
unidades de “megaparsecs” (Mpc) en lugar de parsecs. Asi que utilizando el hecho de que
10pc = 1Mpc/10° podemos expresar la ecuacién (2.40) como

d
pcC

d
— 5log, (116/[(;)) + 5log;(10%) (2.41)
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con lo cual se llega a

1(z) = 5logyg (dL(;):) +25 (2.42)

donde dy(z) estd dado por la expresién (2.24). Esta expresién de la distancia modular
corresponde al cdlculo tedrico de su magnitud, es decir, a partir de una teoria o mode-
lo cosmoldgico, se puede determinar cual es la magnitud que predice el modelo para la
distancia modular p(z) de un objeto luminoso ubicado a una distancia z de nosotros. En
contraparte, los astrénomos miden esta magnitud para diversos objetos brillantes en el
Universo, en particular, miden la magnitud de pu(z) para las supernovas Ia.

Por tanto, empleando la expresion (2.42) es posible confrontar las predicciones de un
modelo tedrico, contra el conjunto de datos observacionales de supernovas Ia (u objetos
luminosos) y estudiar qué tanto el modelo es capaz de reproducirlos a través de pu(z). En
la figura 4.5 se muestran los datos observacionales méas recientes de supernovas la de la
muestra “Union2” (2010) del “Supernova Cosmology Project” (SCP) compuesta de 557
datos de SNe Ia [18].

La confrontacién entre “teoria vs datos” y toda la informacion que se obtiene de hacer
este andlisis se describira con detalle en el capitulo 3.

2.2. Parametro de corrimiento R del CMB

La prueba cosmolégica basada en el pardmetro de corrimiento R de las anistropias
de la radiacién césmica de fondo (CMB) es una prueba de gran precisién y que toma
en cuenta tiempos muy tempranos del Universo (hasta un z = 1089). Esta se basa en la
ubicacion llTT del primer pico del espectro de las anisotropias en la temperatura del CMB
(ver figura 2.7).

El pardmetro de corrimiento R del CMB se define como [21]-[24]

ilTT

R = (2.43)

T

1
donde llTT corresponde a la prediccion de la ubicacion del primer pico de acuerdo al modelo
cosmoldgico que se desea probar, con (w,, = Qumoh?, wy = Qpoh?, h) fijos. Y ZlTT es la
predicciéon de un modelo de referencia, que suele denotarse como “SCDM”, que consiste
en asumir una geometria espacial del Universo plana, con Qg = 1, y asumiendolos mismos
valores para (wm,wy) que el modelo a probar.

Observacionalmente, a través de las mediciones de las anisotropias en temperatura del
CMB, se encuentra que la ubicacién del primer pico es Z{T = 220.8 £ 0.7 [26, 27].

Para eliminar la dependencia de modelo que pueda resultar de calcular la escala del
horizonte de sonido se define un parametro que pueda ser lo mas independiente posible
del modelo asumido. Normalmente esto se hace considerando el cociente de R = 1,77 /iTT
en lugar de usar solo llTT, para probar modelos.

El célculo tedrico de I est4 relacionado con la escala comévil del horizonte del sonido
en la época de la tltima dispersion, 75(zpec), y la distancia diametral angular del horizonte
de sonido, d4(zrec), & través de la escala angular del horizonte del sonido en la época de
la tltima dispersion, 677, de la siguiente forma
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Z{T = ZA(dAv 7”5)[1 - w(wmv wb)L (2'44)
donde
™ 745(25rcc)
la(da,ms) = =, orT = el 2.45
aldar) =ger -y =g 24
de aqui que,
dA(Zrec)

T =71 = (Wi, wp)] (2.46)

7s(2rec)

El pardmetro de corrimiento de fase ¥ (wiy,, wp) =~ 0.27 depende débilmente de los pardme-
tros cosmoldgicos [28]. La escala comévil del horizonte del sonido, 75 (zrec), se calcula como

a a —1/2
ree cg(a)da / e co(a)da [ Q.h?
s\ Zrec) = Urec = Qrec 179 s 2.47
o) = e [ S = e | T (i (2.47)
donde c,(a) es la velocidad del sonido® dada por
0 1
(a) = L . (2.48)

dp 31+ (3%/49,)d]

Por otra parte, la distancia diametral angular ds de un objeto astrofisico se define
como el cociente entre el tamano transversal fisico (real) x del objeto y su tamano angular
0 visto por un observador, es decir,

X

da=7. (2.49)

La distancia diametral angular depende del modelo cosmoldgico que se asuma, a través de
x. La distancia diametral angular es usada para convertir una separacion angular entre dos
puntos dados en una imagen obtenida por un telescopio, en una separacién propia* en la
fuente. Resulta que d4 estd relacionada con la distancia de luminosidad dj, [ver expresién
(2.24)] de la siguiente forma [29]

dr,
(1+2)%

Por lo tanto, usando la expresion (2.24) y expresando k en términos de g, resulta

Horlsmn {HOF/ dz' ] (2.51)

donde se ha usado (1+z) = 1/a. La distancia diametral angular para el modelo cosmoldgico
de referencia SCDM, que distinguiremos por una tilde, d4(z), puede calcularse usando la
expresion (2.51), para obtener (asumiendo el Universo espacialmente plano):

dy = (2.50)

da(z) =

3En cosmologia se suele llamar “sonido” a las ondas mecdnicas que se propagan en el fluido cosmoldgico,
en analogia a la propagacién del sonido en el aire.
4«propia” en el sentido de Relatividad.
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Figura 2.7: Ubicacion del primer pico llTT: Espectro de potencias de las anisotropias de
temperatura de la radiacién césmica de fondo (CMB). La grafica muestra los datos ob-
servacionales (puntos) medidos por WMAP durante sus tres primeros anos. De acuerdo
a los datos, la ubicacion del primer pico ZF{T (el pico méas alto en la grafica) se local-
iza en [77 = 220, tal como lo marca la linea vertical de punteo corto. La linea con-
tinua que ajusta a los datos corresponde al modelo “ACDM”, que asume los valores:
(W = 0.14,w, = 0.022,h = 0.72), donde w,, = Moh?, wy, = Qoh? y Hy = h x 100
(km/s)Mpc~!. El modelo ACDM predice tedricamente que la ubicacién de I77 es tam-
bién en 220 (que se denota como ZQQEM = 220). La linea punteada corresponde a un
modelo de referencia, denotado como “SCDM?”, que se diferencia de “ACDM” tinicamente
en el hecho de que SCDM asume un valor de 9 = 1, de aqui que sus valores sean
(wm = 0.14,wy = 0.022, h = 0.37). SCDM predice teéricamente la ubicacién de 177 en 246
(que se denota como ZSSHQM = 246) y que se indica con la linea vertical de punteo largo.

El pardmetro de corrimiento R del CMB se define como R = ZSSaEM / lﬁgENI. Créditos de
la imagen original: Nesseris et al. [25].
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d~ (Z ) _ Orec /Zrec dz
alZrec Ho Jo  [Oao(1 + 2)3 + Q.(1 4 2)4]1/2
o 20rec ~ 12 5 \1/2
=i, [(Qr +1) (Grec + ) } , (2.52)

donde hemos usado el hecho de que S:)MO = 1, dado que es el modelo de referencia. Se
define el factor de correccién como q(Qy, arec) = (Q + 1)Y2 = (aree + Q)'/2. Con esto, la
distancia diametral angular para SCDM es

5 - 20rec

dg, (Zrec) = H,

Q(Qra arec)- (253)

Por lo tanto, usando las expresiones (2.46-2.53) y asumiendo un Universo espacial-
mente plano, la expresién tedrica para calcular R queda dada como

ITT (1 —1)  reda(zrec) 2 )
R = d = Ns ree/ — Q'm Qrec ), 2.54
Z{T lA(l — w) TsdA(Zrec) Qll\/{g X(Zrec) q( ) ( )

donde se ha usado el hecho de que ¢ = ’(Z), debido a que (wp = Wy, Wy, = Wyy), v se ha
definido

_ [7_Ho
&=, B

La expresién (2.54) depende poco de la presencia o valor de otros pardmetros cos-
moldgicos que no sean a través de H(z). La dependencia entra principalmente a través de
la presencia de Qo y ¢(Qr, arec) en la expresion (2.54).

Por otro lado, se tiene que w,, = h2, ya que por definicién, w,, = Qoh?, v al considerar
el modelo de referencia se asumié que Qyg = 1. Los valores para los demds pardametros
son [28]:

dz'. (2.55)

wy = Qh? ~ 247 x 1075 (2.56)
Zree = 1048(1 4 0.00124w, %) (1 + gwi2), (2.57)
donde
0.0783 0.560
y 92 (2.58)

IE= W1+ 395w T09) Tt 2Llwl

Tipicamente zpe. > 1089 [23, 30]. Es importante sefialar que atin no ha sido demostrado
o investigado de manera cuidadosa qué tanto el pardmetro de corrimiento es dependiente
de los valores de (wp,,wy), que afectarfan a R a través de ¢(Qy, drec) [lo cual es igual a
q(wr/iLQ,arec(wm,wb))], ver expresiéon (2.54). Para no correr riesgos de una posible de-
pendencia fuerte, se elige definir un paramétro R que pueda ser equivalente a R, que no
contenga al término q(flr,aroc) pero que tenga la misma utilidad que R. Usualmente se

5 1/2
define entonces como R = QN{O X (Zrec ), esto es,
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Zrec

ﬁ_m/(]

A esta nueva R es a la que se le suele llamar en la literatura como el “pardmetro de
corrimiento” [31, 33]. Para el caso general con curvatura espacial, R tiene la forma:

- Omo . [ /Zr“ Hy ]
R = sinn Q dz| . 2.60
\ oo S VIl J ) (250)

Como se comenté anteriormente, observacionalmente se encuentra que (77 = 220 [27].
Para obtener un valor de R, o equivalentemente de R, el cual serd usado para probar
modelos cosmolégicos arbitrarios, es preciso primero conocer el valor de ilTT y luego hacer
el cociente con l{T. Sin embargo, para calcular [ITT es preciso primero asumir o definir
el modelo de referencia SCDM. Para ello se acostumbra usar el modelo ACDM, debido a
que ajusta muy bien el primer pico. A este aspecto, es importante enfatizar que se utiliza
ACDM pero no como el modelo de referencia, sino como el modelo con el cual se calcularia
tedricamente el valor ZF{T = 220, no para calcular el valor de 220, ya que esto se conoce
de forma puramente observacional, sino mas bien para poder determinar cuales son los
valores de los pardmetros (w.,, wp, h) que se necesitan conocer para usarlos en el modelo
de referencia SCDM.

Resulta entonces que los valores que mejor ajustan los datos del CMB usando ACDM
son (wy, = 0.14,w, = 0.022,h = 0.72), generando llTT = 220 £ 0.08. Con lo cual se
encuentra que los valores para SCDM deben ser entonces (wy, = 0.14,w, = 0.022,h =
0.37), con lo cual se calcula ZlTT = 247. De aqui que

Hy
mdz (2.59)

ZTT
R = -t =1.1224+0.3. (2.61)

lTT
1
O equivalentemente, asumiendo un valor de ¢ = 0.964 se obtiene

R = QX (2rec) = 1.71 £ 0.05. (2.62)

El valor reportado usando los datos de WMAP es de [32]

R = 1.71+0.03] (2.63)

2.3. Oscilaciones acusticas barionicas

A través del muestreo de galaxias se ha encontrado que su distribucién en el Universo
es de tal forma que hay regiones con sobredensidad y otras de baja densidad, lo cual
téenicamente es llamado como: “acumulacion (clustering) de la materia bariénica”. Se le
llama “materia barionica” por tratarse de las galaxias.

El estudio de estas sobre y baja densidades se hace a través de una funciéon de cor-
relacién a gran escala en una muestra de galaxias rojas luminosas (GRL) del SDSS
(Sloan Digital Sky Survey) constituida por 46,748 galaxias ubicadas hasta una distan-
cia de z =0.47, la cual indica un pico evidente ubicado alrededor de 100h~! Mpc [34]
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Figura 2.8: Oscilaciones acusticas bariénicas. Observe la existencia de un pico ubicado
alrededor de 100h~! Mpec. La existencia de este tipo y su valor observacional permite
crear una prueba cosmolégica para modelos. Créditos de la imagen: Eisenstein et al. [34].

(ver figura 2.8). La existencia de este pico es el motivo del término “oscilaciones acusticas
barionicas” y su ubicacién permite crear una prueba para modelos cosmolégicos.

Tipicamente, para tomar en cuenta una regién confiable de este muestreo de galaxias
se hace un corte a z = 0.35 para estar seguros de que se esta trabajando en el bulto de la
muestra y no es sus orillas. Algunos autores, prefieren dividir la muestra en dos regiones
o esferas, una hasta z = 0.2 y la otra hasta z = 0.35, para tener una regién de galaxias
cercanas (hasta z = 0.2) y otra lejana (hasta z = 0.35).

Existen al menos tres maneras de implementar la prueba de las oscilaciones acusticas
bariénicas (BAO) para probar modelos cosmoldgicos, estas son: (1) usando el pico actstico
A, (2) usando el pico actstico d., y (3) usando una prueba de dos puntos f. A continuacién
se detalla cada una de estas tres maneras.

Para el caso de un Universo plano, con w constante y usando el hecho de que se tiene
un valor del redshift pequeno, zgao =0.35, el pico actstico A de BAO se puede definir
como [25, 34].

Onmo { 1 /ZBAO dz r/f”
A = . 2.64
(=) E(za0)"? [ zBAO Jo E(z) (2.64)

Observacionalmente se encuentra que el valor de A es de [34]

Vo HZ
) Y2MOT0 0,469 +0.017, (2.65)

A= DV(ZBAO
ZBAO €

donde “c” es la velocidad de la luz y Qg es la componente conjunta de materia bariénica
mds oscura. Este valor observacional es el resultado de la funcién de correlacién a grandes
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escalas de una muestra de galaxias rojas luminosas (GRL) del SDSS (Sloan Digital Sky
Survey) constituida por 46,748 galaxias ubicadas hasta una distancia de z =0.47 [34].
La funcién Dy (z) se llama “distancia de dilacion” y se define como [34, 35]

(1+z)2]1/37

Dy () = {di”H(z) (2.66)

donde dy4 es la distancia diametral angular. Se demuestra que Dy (z) tiene la forma [34]-

[36]

Otra forma de implementar la prueba cosmoldgica usando las oscilaciones actsticas
baridnicas es también a través de la posicién del pico acustico pero ahora definida como
[35]

d,(2) = rs(2q)/ Dy (0.275), (2.68)

donde r5(z4) es el horizonte del sonido comévil en la época de arrastre de bariones (bary-
on drag epoch) y Dy(z) estd dado por la expresién (2.66). El valor observacional es
d, = 0.1390 £ 0.0037 [35].

La tercera forma de implementar los resultados observacionales de BAO para probar
modelos cosmoldgicos es a través del cociente de la distancia de dilacién evaluada en dos
valores del corrimiento al rojo, es decir, z = 0.2, 0.35. Este cociente se denomina “cociente
de distancias” f y se define como

Dy(0.35)

/) Dy (0.2)

(2.69)

El valor observacional que se encuentra es f = 1.736 £+ 0.065 [35]. Esta tercera forma de
implementar BAO es la méas independiente del modelo y por tanto la mas adecuada para
probar modelos cosmoldgicos arbitrarios. El valor observacional de f, asi como el de d,
provienen del anlisis espectroscépico de 893,319 galaxias sobre 9100 deg? del SDSS en su
versién “Data Release 77 que incluye las muestras de galaxias rojas luminosas (LRG), las
muestras principales y la muestra del 2dFGRS (2-degree Field Galaxy Redshift Survey)
[35].

2.4. En resumen:

En este capitulo se han descrito tres tipos de pruebas cosmoldgicas que seran usadas
para confrontar el modelo propuesto en el presente trabajo de tesis (que se describird en
el capitulo 6) contra datos observacionales, tales como los de las supernovas tipo Ia, la
ubicacién del primer pico del CMB y el pico de las oscilaciones acisticas baridnicas.

En este sentido, las expresiones (2.15), (2.42), (2.59), (2.63), (2.64) y (2.65) son las
mas relevantes de este capitulo y que se usaran posteriormente.
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Confrontar modelos contra observaciones permite estudiar la viabilidad de modelos y
acotar sus parametros libres, para con ello, verifica si la teoria (el modelo) realmente puede
explicar la realidad (las observaciones) y pasar de la especulacién a la comprobacién, de
aqui la importancia de lo presentado en este capitulo.

No obstante, para poder hacer esta confrontacion de la teoria contra datos ain falta un
elemento central que permite hacerlo, que es la “funcidn estadistica x*”. Esta funcién es el
puente entre la teorfa y datos, permite confrontar entre el valor medido observacionalmente
de un dato contra su valor predicho tedricamente. La construccién y descripcion de la
funcién x? es justamente el tema del siguiente capitulo: la estadistica Bayesiana.
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Capitulo 3
Estadistica Bayesiana

Actualmente, una parte central de la cosmologia consiste en utilizar los datos y obser-
vaciones cosmoldgicas para obtener conclusiones sobre los modelos que intentan describir
al Universo. Por un lado, esto se logra a través de probar o verificar que los modelos sean
capaces de reproducir lo que se observa a nivel cosmoldgico, por ejemplo, los datos obser-
vacionales de supernovas, el primer pico llTT de las anisotropias del CMB, etc. Y por otro
lado, las mismas observaciones sirven para poner cotas a los valores de los parametros
libres de los modelos.

En términos matemadticos, probar un modelo y poner cotas observacionales a sus
pardametros libres se traduce en realizar un andlisis estadistico Bayesiano al modelo en
cuestion, usando datos observacionales, en el cual se confronta “modelo vs observaciones”.
El andlisis Bayesiano es el tema central del presente capitulo, comenzaré por explicar la
notacién que utilizaré.

Definicion. Sean X y Y dos proposiciones, las cuales pueden tomar por ahora solamente
dos valores cada una de ellas: que sea falsa o verdadera. Ademds, sea I una suposi-
cién. Entonces la notacién:

Prob(X,Y|I)

indica la probabilidad de que X y Y sean verdaderas, asumiendo a I como verdadera.

Esta definicién se extiende a cualquier nimero n de proposiciones X1, Xo,... y de
suposiciones I1, Is,.... O bien, la proposicién sola X puede representar todo un conjunto
de proposiciones o parametros. Lo mismo para I.

En el contexto de nuestro estudio, X7, Xo, ..., serdn los pardmetros a inferir (e.g., los
valores de los pardmetros €,,, Hy, ¢, etc.) a partir de los datos observacionales. Y Iy, Io, . . .
serd la informacién de fondo, con la que ya contamos respecto al Universo y que asumimos
como cierta (e.g., los datos observacionales de las supernovas, la teoria de la Relatividad,
el valor actual de la constante de Hubble, etc.).

La idea bésica del estudio estadistico es buscar los valores de los parametros que mejor
se ajusten a los datos. Esto significa, en términos de la estadistica Bayesiana, el buscar los
valores que nos den la mdzima probabilidad de que sean ciertos. Esta busqueda se hard a
través de una técnica estadistica llamada prueba 2.
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3.1. Teoremas de probabilidad

Los dos axiomas de probabilidad que serdn de utilidad en lo siguiente son:

Axioma. Suma de probabilidades:
Prob(X|I) + Prob(X | I) =1, (3.1)
donde X significa la negacién de la proposicién X.

Axioma. Producto de probabilidades:

Prob(X,Y | I) = Prob(X | Y,I) - Prob(Y | I). (3.2)

Lo que se desea es calcular probabilidades de los posibles “valores” que las proposi-
ciones! pueden tomar, tales que mazimicen la probabilidad de que estos valores sean
ciertos en base a datos observacionales. Esto se traduce primeramente en calcular cierta
probabilidad llamada comunmente “probabilidad posterior”; que se define como:

Prob(X | Y, I).

Esta expresién se leé como: “probabilidad de que los valores asumidos para la proposi-
cion o variable X [por ejemplo, X = (Q, Ho)] sean ciertos, asumiendo cierta proposicion
o datos Y como verdaderos (por ejemplo, Y = los datos observacionales de supernovas),
ast como también alguna otra informacion de fondo I (por ejemplo, algunos otros valores
cosmoldgicos y la teoria de la relatividad) como cierta”.

La idea es calcular la probabilidad posterior para cada posible valor de X, buscando
el valor X = X que tiene el méaximo valor de probabilidad posterior, lo cual significa que
X tiene la méxima probabilidad de ser cierto. A este valor X se le denomina “la mejor
estimacion de X, calculado a partir de cierto conjunto de datos observacionales.

Desafortunadamente es dificil poder calcular la probabilidad posterior directamente,
pero a través del Teorema de Bayes se puede hacer este cdlculo.

Teorema de Bayes

Prob(Y | X,I)-Prob(X | I)
Prob(Y | 1) ’

Prob(X |Y,I) =

donde, cada uno de estos factores tienen un nombre particular:
= Prob(X | Y, I) = Probabilidad posterior.
s Prob(Y | X, I) = Funcién de probabilidad.

» Prob(X | I) = Probabilidad previa.

IM4s adelante se verd que estas proposiciones usualmente corresponderan a los valores de pardmetros
libres de un modelo o teorfa dada.

42



CAPITULO 3. ESTADISTICA BAYESIANA
3.2. PRUEBA y?

El teorema de Bayes se demuestra facilmente de los axiomas (3.1) y (3.2). Este teorema
se puede generalizar directamente al caso cuando las proposiciones o pardmetros X y Y
pueden tomar mas que solo dos valores (falso o verdadero), sino todo un conjunto discreto
de valores, o mas aun, un continuo de valores. Ademds, se generaliza al caso cuando se
tienen mds que solo dos pardmetros (X,Y’), como serd mostrado en la siguiente seccidn.
Para el caso continuo, el teorema de Bayes toma la forma

fdp(V| X, I) - fdp(X|1)
fdp(X,Y|I)

donde ahora X y Y toman valores continuos. Las expresiones “ fdp’
como funciones de densidad de probabilidad (FDP) para X y Y.

fdp(X|Y, 1) = (3.4)

’ se denominan ahora

3.2. Prueba \?

A continuacién se describe la técnica estadistica de estimacion de pardmetros llamada
prueba 2.
Sean:

X = Vector cuyas componentes son el conjunto de los parametros a estimar su valor
[pOI‘ ejemp107 X = (Cv HO; Qm)]

D = Vector cuyas componentes son el conjunto de datos observacionales [por ejemplo,
los datos de supernovas, D = (z1,%2,...,Tn)].

I = Informacién de fondo que se asume como verdadera (por ejemplo, que la Teoria
General de la Relatividad es correcta).

Entonces, el teorema de Bayes se escribe como:
Prob(X | D,I)  Prob(D | X,I) - Prob(X | I). (3.5)

Se ha omitido el denominador que aparecia en el teorema de Bayes (3.3), debido a que
no es un factor relevante?, lo importante son los otros dos factores: la funcion de proba-
bilidad Prob(D | X, I), y la probabilidad previa Prob(X | I). Debido a que se ha omitido
“Prob(D|I)” en la expresién (3.5), es por eso que en lugar del simbolo de “igualdad”
aparece el de “proporcional” (o).

El célculo de la probabilidad posterior se basa en tres suposiciones. La primera es sobre
la forma de la probabilidad previa. En este momento se va a asumir que es constante, sin
embargo, en la seccién 3.3 se estudiardn y utilizardn otras posibilidades (ver figura 3.1).
Entonces, asumiendo una probabilidad previa constante, se tiene

Prob(X | I) = cte. (3.6)

Esta expresiéon indica que todos los valores posibles para la proposiciéon X son igual-
mente probables a priori, lo cual hace que su probabilidad previa sea una constante.

2El factor que irfa como denominador serfa: Prob(D|I)= probabilidad de que los datos sean ciertos
asumiendo que la teoria es vdlida. Este término no depende de X y se utiliza principalmente solo para
normalizar el valor de la probabilidad posterior
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Prob(X | I) es la probabilidad de que los pardmetros X tengan cierto valor, asumiendo
a la teorfa e informacién de fondo como verdaderas. Pero de la pura teoria e informacion
de fondo, los parametros X mo logran preferir algin valor en particular a priori, sino que
son los datos D quienes permiten escoger cudles valores de X dan la mayor probabilidad
de ser los verdaderos. Por tanto, la suposiciéon “Prob(X | I) = cte” indica que a priori no
se estd asignando alguna probabilidad mayor para algtin valor particular de X sino que se
les estd asignando la misma probabilidad de ser, a cada uno de ellos.

Dado que la probabilidad previa es una constante, entonces todo el peso de calcular la
probabilidad posterior recae sobre la funcion de probabilidad, esto es:

Prob(X | D,I) x Prob(D | X, I). (3.7)

Ahora, tomemos dos datos cualesquiera z; vy x; del conjunto de datos D. Del axioma
(3.2) tenemos que:

Prob(zg, 2| X, I) = Prob(zk |z, X, I) - Prob(z| X, I). (3.8)

En este momento conviene establecer la segunda suposicion, esta es: “La medicion
observacional de cada dato xj es independiente de la medicion de cualquier otro dato x;”.

Esta suposicién es muy razonable, ya que por ejemplo, medir la distancia modular p(z)
[cf. definicién (2.42)] de una supernova, no influye en la medicién que se obtiene al medir
la distancia modular de alguna otra. Utilizando esta suposicién, obtenemos:

Prob(zy|z;, X, I) = Prob(zx| X, I),

de aqui que:

Prob(zk, 21| X, I) = Prob(x;| X, I) - Prob(z;| X, I). (3.9)

Solo ha desaparecido el elemento x; del primer factor del lado derecho de la igualdad
(3.8). Aplicando la propiedad (3.9) a todos los datos, la funcidn de probabilidad se vuelve:

Prob(D|X, I) = [ [ Prob(ax| X, ). (3.10)
k=1

La tercera suposicion es: “La distribucion de probabilidad de cada dato xi, generada
a partir de su medicion observacional, es en una buena aprorimacion, una distribucion
Gaussiana” . Esta suposicién se basa sobre el hecho experimental de que en la naturaleza
al tomar l-mediciones de un mismo fenémeno bajo las mismas condiciones (en este caso
por ejemplo, la observacién de la luminosidad relativa de una supernova), la distribucién
histogréafica de estas mediciones es Gaussiana.

Considerando esto, la distribucién de probabilidad del dato xj, tiene la forma:

1 |: (mk — xk)2:|
exp | — 5 )
opV 2T 20},

Prob(zy| X, I) = (3.11)

donde:

my= es la media de la distribucién gaussiana, es decir, my es el valor promedio de zy,.
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o= es la desviacién estandar que se obtiene de las multiples observaciones del dato
Tl

En términos cosmologicos y para el caso de la prueba de supernovas, el dato xj, corre-
sponde a la medicion observacional de la distancia modular “ui” de la k-ésima supernova
del conjunto de datos de SNe. La distribucién de probabilidad para py surge de todas las
mediciones realizadas a ésta magnitud, y que de acuerdo con la tercera suposicién tiene
la forma de una distribucion Gaussiana o normal, centrada en el valor my,.

Respecto a la magnitud de my, en el caso de la prueba de supernovas va a corresponder
al valor que tedricamente se predice para el dato uy de la supernova. Para ir relacionando
la teoria estadistica aqui presentada con las pruebas cosmoldgicas, en lo siguiente cam-
biaré la notacién como xp — pug, donde el superindice “0” en pf indica que es el k-ésimo
dato medido observacionalmente. Y my, — p}.(z), donde el superindice “t” en yl (z) indica
que es el k-ésimo dato predicho tedricamente por el modelo cosmolégico en estudio. Nétese
que solo pf(z) depende del redshift z, el otro término, uf, no porque es un dato obser-
vacional, que si tiene asociado un valor especifico de z, que fue medido y fijado también
observacionalmente.

Combinando (3.10) y (3.11), la funcién de probabilidad toma la forma:

n t X)) — y° 2
P['Ob(D|X7 I) _ H 1 exp |:_ (,U:k(Z, )2 ,U,k)
o TRV 2T 20},

Observe como pf(z, X) depende de X. La parte de los datos observacionales D corre-
sponden a 7. El término o es la desviacion estandar que se obtiene de las multiples
observaciones del dato uf, su valor se obtiene también de las observaciones.

Definiendo la constante A como

(3.12)

n
1
A= , 3.13
H opV 2T ( )
y a la funcién x* como
n t 0\2
Hp\Z) — |
2= Z (16(277216) (3.14)
k=1 k

obtenemos que la funcidn de probabilidad del teorema de Bayes (3.5) adquiere la forma:

2
Prob(D|X, I) = Aexp {—XZ} . (3.15)

Por tanto, de acuerdo a la igualdad (3.7), hemos hallado la expresién para la probabilidad
posterior:

2
Prob(X|D,I) = Bexp {—XQ] , (3.16)

donde B es una constante de proporcionalidad (y normalizacién), en ella ya va incluida
la constante A. Observe que la funcién y? no depende de z, solo depende del conjunto de
parametros X.
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Para el caso continuo, la expresion de la funcidn de probabilidad (3.15) puede expresarse
en términos de una funcién de densidad de probabilidad como

fdp(D|X, 1) = cte - e X/2, (3.17)

donde “cte” es una constante de normalizacién. Con esta expresién, y para el caso mas
general en el cual no se asume necesariamente que la probabilidad previa sea una constante
[ver expresién (3.6)], el teorema de Bayes toma la forma [ver (3.5) y (3.4)]

fdp(X|D, 1) = cte - e X’/2 . fdp(X|I) (3.18)

Con esta expresion general (3.18) para la FDP posterior, es posible redefinir una nueva
funcién x? como

fdp(X|D,I) = cte - e Xn/2) (3.19)

[13)]

donde X2 es la nueva funcién y2, el subindice “n” indica que es la nueva funcién. Re-
solviendo para y2 obtenemos

(3.20)

X2(X) = -2In <‘WW)

cte

Calcular las mejores estimaciones de cierto conjunto de parametros,
X = (x1,%9,...,2,), significa encontrar el valor x? para cada uno de los parame-
tros z; que en conjunto formardn un vector X° = (29,29, ...,2%) con la caracteristica de
que mazimiza la probabilidad posterior fdp(X|D, I) [ver ecuacién (3.18)], es decir, que
tienen el mdzimo de probabilidad de ser ciertos. A partir de la ecuacién (3.19) puede
verse que encontrar los valores x; que maximizan a fdp(X|D,I) es equivalente a que
minimizen la funcién x2(X).

Regularmente se trabaja sobre la funcién y2(X) en lugar de la FDP posterior. Calcular
el vector XY es escencialmente un trabajo de calcular el minimo de una funcién [x2(X)]

de varias variables.

3.2.1. x? como medida de calidad de ajuste

Una vez que se tiene un modelo tedrico que contiene ciertos parametros libres X que se
desean estimar a través de datos observacionales, se busca el minimo de la funcién y2(X),
con lo cual se logran dos cosas:

Estimacién de parametros. La prueba da como resultado la mejor estimacion de los
valores de los parametros libres, X, del modelo teérico, en relacién al conjunto de
datos observacionales utilizados.

Calidad de ajuste. La misma prueba determina qué tan bueno es el ajuste del modelo
tedrico a los datos. Mientras mas pequeiio sea el valor de Y2, mejor a sido el ajuste
de la teorfa a los datos.

Una manera burda de estimar si un modelo ajusta razonablemente a los datos es que
el valor obtenido para y2(X) sea del mismo orden que el niimero de datos utilizados para
la prueba.
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3.2.2. x? por grados de libertad

El minimo de la funcién x? por grados de libertad se suele denotar como Xﬁ.o.f. y se
define como

2 X2 i
= min 321
Xd.o.f. n—on D ( )

donde x?2,;, denota el valor minimo de la funcién x2, n corresponde al nimero de datos
observacionales utilizados para acotar y calcular los p parametros libres de la teoria. Por
ejemplo, la muestra de supernovas “Union2” de la SCP [18] estd compuesta de 557 datos,
si con esta muestra de SNe estamos interesados en acotar y calcular dos parametros libres
de un modelo cosmoldgico en particular, por ejemplo, la densidad de materia Qyg v la
constante de Hubble Hy, entonces n = 557 y p = 2. Supongamos que el valor minimo que
se obtiene de la funcién x?2 al estimar los valores de (o, Ho) es X2, = 570, entonces,
X3op = 1.027.

Siguiendo con el ejemplo, si ahora se utiliza la prueba conjunta de supernovas “Union2”,
mds el parametro de corrimiento R del CMB, “SNe4+CMB?”, para calcular las mejores
estimaciones de (w0, Ho), entonces n = 558, ya que el valor observacional del R aporta
un dato al conjunto de valores observacionales.

La ventaja y utilidad de calcular el valor de Xa.o.f. consiste en que su magnitud es
mas independiente del nimero de datos observacionales utilizados para estimar valores de
parametros libres de un modelo, en comparacién al valor de sznin. Debido a que el valor
del minimo de la funcién y2 permite medir la calidad de ajuste del modelo en cuestién a
los datos observacionales, resulta muy 1til tener un valor del minimo de x2 independiente
del nimero de datos utilizados, ya que esto permite comparar entre diferentes minimos
de x2, obtenidos a partir de diferentes muestras de datos observacionales que contienen
diferentes cantidades de nimeros de datos n, para observar la calidad de ajuste del modelo
a los diferentes grupos de datos utilizados para probarlo y poder comparar entre ellos.

Por ejemplo, si ahora se utiliza la muestra de supernovas “Union” de la SCP [37] que
estd compuesta de 307 datos, para estimar los valores de (o, Hp), v se obtiene un valor
de x2;, = 340, se estarfa teniendo un valor mucho menor de X2, que cuando se utiliza la
muestra “Union2” (x2,; = 570), sin embargo esto no significa que la calidad de ajuste sea
mejor. Si ahora comparamos los valores de Xﬁ_ o.f Notamos que en realidad el mejor ajuste
se logré utilizando la muestra de “Union2” (X(2i.o.f. = 1.027), ya que usando “Union” se
tiene que x3 ,; = 1.114. Mientras mds pequeilo sea el valor de x3  ; , mejor habrd sido la
calidad de ajuste del modelo a los datos.

3.3. Marginalizacién

Una herramienta estadistica de gran utilidad es la llamada marginalizacién. El pro-
ceso de marginalizacion se utiliza cuando en un modelo tedrico con varios parametros
libres, es necesario reducir el nimero de estos o eliminar estadisticamente la dependencia
del modelo con respecto a algunos parametros en particular para después poder calcular los
valores més probables de los pardmetros libres restantes. Técnicamente significa construir
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probabilidades o funciones de distribucién de probabilidad (FDP) que ya no dependan de
algunos parametros en particular del modelo.

Para ilustrar esto ya en el caso de la cosmologia, la marginalizacién se utiliza cuando
se desea calcular las mejores estimaciones de ciertos parametros libres de algiin modelo
cosmologico en particular, por ejemplo €2y, pero hay mds pardmetros libres en los cuales
no estamos interesados en estimar por alguna razon, por ejemplo Hy, entonces se usa el
proceso de marginalizacion, que para el ejemplo seria marginalizar sobre Hy para eliminarlo
como pardametro libre del modelo y poder tener una FDP que ya no dependa de Hy y con
la cual podremos calcular el valor estadisticamente mas probable de §2,,, solamente.

La marginalizacion consiste escencialmente en sumar las probabilidades sobre todos los
valores probables de una proposicion o parametro. Retomando la notacién y expresiones
que se utilizaron al principio de este capitulo, una manera de expresar la ecuacion de
marginalizacion en su forma mas sencilla es

Ecuaciéon de Marginalizacion

Prob(X|I) = Prob(X, Y|I) + Prob(X,Y|I), (3.22)

donde X y Y son proposiciones que pueden tomar solamente dos valores cada una de ellas:
que sea falsa o verdadera. La barra sobre Y indica que la proposicién es falsa y I es una
suposicion. Entonces, inicialmente se tiene un sistema o modelo tedrico que depende de
dos proposiciones o pardametros, X y Y, cuya probabilidad de que sean verdaderas o falsas
esta cuantificada por la probabilidad Prob(X,Y|I). Para deshacernos del parametro Y
(i.e., marginalizar sobre Y), sumamos las probabilidades sobre todos los posibles valores
de Y, que para este caso son solo dos, falso y verdadero, que es lo que se estd indicando
en la ecuacién de marginalizacién (3.22). De esta suma de probabilidades sobre todos los
posibles valores de Y (lado derecho de la ec. (3.22)) se obtiene una probabilidad que ya
no depende de Y, es decir, Prob(X|I).

La ecuacién de marginalizacién (3.22) puede leerse como sigue: “La probabilidad de que
X yY sean verdaderas, mas la probabilidad de que X sea verdadera peroY falsa, es igual
a la probabilidad de que X sea verdadera, asumiendo a I como cierta en todos los casos”.

La marginalizacion es de gran ayuda, ya que con ella se logra eliminar algunos pardmet-
ros libres de la teoria, y que, de conservarlos, podrian generar valores con tendencias en
la estimacion de los parametros libres restantes que realmente puedan ser importantes.

Esta ecuacion se generaliza facilmente para el caso cuando las proposiciones pueden
tomar mas de dos valores discretos o bien para el caso continuo. En este ultimo caso, la
ecuacion de marginalizacion se expresa como

fdp(X|I) = /fdp(X, Y |I)dy, (3.23)

intregrando sobre todos los posibles valores de Y que varfan de forma continua.

En la practica, la expresion a la que hay que marginalizar es la probabilidad posterior
en el caso continuo, fdp(X,Y|D,I). La ecuacién de marginalizacién para este caso se
expresa como

fdp(X|D, 1) = /fdp(X, Y|D, I)dY. (3.24)
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fdp(Ho) fdp(Ho) fdp(Ho)
1.0 1.0 1.0
0.8 FDP previa constante 0.8 | FDP previa Gaussiana 0.8 FDP previa delta de Dirac
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
Ho t Ho 0.0 Ho

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Figura 3.1: Los tres tipos principales de funciones de densidad de probabilidad (FDP)

previas. En este caso se ilustran como ejemplo para la variable Hy en el intervalo [0, 100].
En el caso Gaussiano y de delta de Dirac, las graficas estan centradas en el valor Hy = 72.

Usando la expresién (3.18) obtenemos

fdp(X|D, ) = cte - / e X XY)/2 gdp(Y|I)dY (3.25)

donde la funcién x? depende de las variables (X,Y) y fdp(Y|I) es la funcién de densidad
de probabilidad previa para la variable Y. Note cémo la nueva FDP posterior fdp(X|D, I)
ya no depende de Y. Una vez que se tiene fdp(X|D, ), se puede redefinir una nueva
funcién x? como

fdp(X|D,I) = cte - e Xm/2, (3.26)

donde x?2, es la nueva funcién x?, el subindice m indica que es para el caso cuando se ha
“marginalizado” . Resolviendo para 2, obtenemos

(3.27)

X2 (X) = —2In (fdp(X|D7f)>

cte

La funcién x?2,(X) depende ahora ya solo de la variable X.
Existen varias formas de marginalizacion, en el presente trabajo empleamos tres que
son las més importantes y utilizadas (ver figura 3.1):

1. Marginalizacién asumiendo una FDP previa “fdp(Y|I)” constante.
2. Marginalizacién asumiendo una FDP previa “fdp(Y|I)” Gaussiana.

3. Marginalizacién asumiendo una FDP previa “fdp(Y|I)” con la forma de una delta
de Dirac.

En cada una de ellas, el pardametro libre a marginalizar serd la constante de Hubble Hj.
Las tres formas de marginalizacién se ilustraran para el caso de la prueba de supernovas
y asumiendo que se tienen dos parametros libres, f y Hp.

La ecuacién de marginalizacién (3.25) para este caso adquiere la forma

o0 ~
fdp(¢) = cte - / e X*(GHo)/2 | fdp(Hy) dHy (3.28)
0
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En general, la integracion (3.28) debe hacerse sobre todo el rango de posibles valores del
parametro a ser marginalizado. En este caso, el rango de posibles valores para Hjy tomando
en cuenta solamente la expansién del Universo es (0, 00).

A continuacion se describen estas trés técnicas de marginalizacién para Hy.

3.3.1. FDP previa constante e integracién analitica en SNe.

Asumir una FDP previa constante para marginalizar H, significa que todos los va-
lores posibles para Hy son igualmente probables, no hay ningin valor que destaque por
encima de los demas, por lo cual su funciéon de densidad de probabilidad es simplemente
una constante. Esto también podria verse como el hecho de que no se esté prefiriendo a
priori ninguiin valor en particular para Hy. Ver figura 3.1.

Para la marginalizaciéon de Hy usando una FDP previa constante, en el caso de la
prueba de supernovas a un modelo cosmolégico dado, es posible resolver analiticamente la
integral (3.28) que permite al final poder tener una expresién de la funcién x? que ya no
dependerda de Hy.

Conviene mencionar que el procedimiento que se describe a continuacién para resolver
analiticamente la integral (3.28) solo es valido para el caso en que se tiene una métrica de
FRW espacialmente plana, para el caso con curvatura espacial no es posible aplicar ésta
técnica con la prueba de supernovas, sino que se debe resolver numéricamente la integral
(3.28).

Consideremos la expresién para la distancia de luminosidad (2.24) para el caso plano
(VEk = 0y sinnz = x). Multiplicamos y dividimos por la constante de Hubble Hy esta
ecuacion para obtener

. e(1 H
dr(z, ¢, Ho) = +z / T OCdZH (3.29)
) 0

Ahora, definimos una nueva “distancia de luminosidad” adimensional como Dp,(z, ()
Hy - dy(z,¢, Hp)/c. Entonces

Dp(z,¢) = (1+2) /oE(ijC) (3.30)

donde Dy(z,¢) ya no depende de Hy, y E(z,() = H(z,(, Hy)/Hp. Con esto, la distancia
modular tedrica (2.42) se vuelve

4t (2, C, Hy) = 5logyg (DL(ZOC> +25 = 5logy, (DLI(;O> +25, (3.31)

Hy - Mpc 0

donde hemos definido un “pardmetro de Hubble” adimensional Hy = Hy - Mpc /c. Ahora,
definimos una nueva distancia modular teérica que ya no dependa de Hy, como

it(z,C) = 5logyo[Dr(z,¢)] + 25. (3.32)

Entonces, la expresion (3.31) para la distancia modular es
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H'(2,C, Ho) = [i'(2,C) = 5logio Ho). (3.:33)
De esto, construimos la funcién y? (3.14) con estas nuevas definiciones como
- N
n =t obs
- 2i, C) — ™ — 5logy g H
(¢ Ho) = (” Cily MZJ, 510 0) , (3.34)
i=1 !
donde p¢™ es el valor observacional de la distancia modular y o; la desviacién esténdar

de la observacién. Reescribimos la expresién (3.34) como

obs n

- it — uobs\ 2 N it — iobs
(G Ho) =Y (“U“) ~2(5logy o) Y (“02> -

1=1 i=1
N L 1
+ (5 log HO) ; (02> . (3.35)
Si definimos?
n ~t obs \ 2 noo~t obs n
i — My i — 1
A= = B = -t C= — 3.36
; ( i ) ’ = o = (330
entonces podemos expresar a (3.35) como
X*(¢, Ho) = A — 2Bz + Ca?, (3.37)
donde
x = 5logyo(Hp). (3.38)

Observe que toda la dependencia de la funcién x? con respecto a Hy esta ahora con-
tenida en la variable x. La ecuacién de marginalizacién para Hy en este caso es

oo ~ o~
fdp(¢) = cte - / e X (GHo) /2 fdp(Ho) dH, (3.39)
0
donde fdp(ﬁo) es la FDP previa para H,. Ahora, es en este punto donde asumimos que la
FDP previa para Hy es constante. En la seccién 3.3.2, donde se discute el caso Gaussiano,
se asumird una FDP previa con la forma de una Gaussiana en lugar de constante, para
fdp(Hp) en la expresién (3.39).
Entonces, tomando en cuenta la suposicién de FDP previa constante tenemos

fdp(¢) = cte - / e X2 4. (3.40)
0

Para solucionar la integral (3.40) hacemos un cambio de variable de Hy a x [ver expresién
(3.38)]. Al mismo tiempo, sustituimos la expresién (3.37) en (3.40) produciendo

3Note que estas expresiones no dependen ya Hp.
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fdp(¢) = cte <1n510> exp

~ ~\ 2
1 [ B? e C B

donde B = B + (In10)/5. Podemos ver que la integral (3.41) tiene la forma de una
distribucion Gaussiana, es decir

1= O_\}% /Z exp {—(5”2_05)1 da, (3.42)

donde Z es la media y o2 es la varianza de la distribucién. Entonces la expresién (3.41) se

vuelve
. In10 o 1 B?

tal que fdp(¢) ya no depende de Hy. Note entonces que para este caso no es necesario hacer

integracién numérica de la expresién (3.40). Podemos expresar esta fdp(¢) en términos de
una nueva funcién x? como

: (3.43)

fdp(C) = a - e X¢/2, (3.44)

donde a = cte - v/2rIn10/(5v/C) y la etiqueta “c” indica FDP previa “constante” para
Hy. Resolviendo para x? obtenemos

o [BO+waoys]
Xe(Q) = A(¢) - 5 (3.45)

Esta nueva x2 ya no depende de Hy. A partir de ella se puede proceder a calcular la mejor
estimacion para (.

3.3.2. FDP previa Gaussiana

Marginalizar Hy usando una FDP previa Gaussiana consiste en asumir una distribu-
cién de probabilidad para Hy con la forma de una distribucién Gaussiana, la cual es-
tard centrada en un cierto valor que indicaremos con Hj y con un ancho de la Gaussiana
caracterizado por una desviacién estandar o* (ver figura 3.1). A diferencia del caso de
FDP previa constante, en el caso Gaussiano si se estd prefiriendo un cierto valor para Hy
(sugerido por algina otra observacién cosmoldgica, por ejemplo, WMAP), que es el valor
central de la Gaussiana Hj, pero asumiendo que existen también otros valores de Hy que
tienen cierta probabilidad (menor a la de H) de ser ciertos. La probabilidad de estos otros
valores estan distribuidos justamente de forma Gaussiana.

Entonces, una FDP previa para Hy con la forma de una Gaussiana se expresa como

1

fdp(Ho) = exp [— (HO‘HO)Q

a—*

. (3.46)
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Con esto, la ecuacién de marginalizacién (3.28) se vuelve

0 o 2
)t [ | (P28 .47
0 [

El valor central H que se utiliza en el presente trabajo es el de Hy = 72 (km/s)Mpc~! con
una desviacién estandar de o* = 8 (km/s)Mpc~! como es reportado en las observaciones
del telescopio espacial Hubble (HST) [38].

En este caso ya no es posible realizar un procedimiento parecido al descrito en la
seccién 3.3.1 para resolver analiticamente la integral (3.47), por lo cual ésta debe resolverse
numéricamente.

Una vez que se tiene la expresién numérica de fdp(¢), se construye una nueva funcién
x? definida como

fdp(() = cte - e ¥5/2, (3.48)

donde xé es la nueva funcién x?, el subindice “g” indica “marginalizacién Gaussiana”.
Resolviendo para Xé obtenemos

cte

X2(¢) = —2In (fdp@> (3.49)

Esta nueva Xé yva no depende de Hy. A partir de ella se puede proceder a calcular la mejor

estimacion para (.

3.3.3. FDP previa Delta de Dirac

Esta marginalizacion consiste en asumir que Hy tiene un valor especifico Hg. En este
caso si se estd prefiriendo totalmente un valor especifico para Hy en donde se esta poniendo
el 100% de la probabilidad de que sea cierto, cualquier otro valor para Hy tiene una
probabilidad nula. Esto significa que la distribucién de la probabilidad para Hy tiene la
forma de una delta de Dirac centrada en el valor Hj. Dado que para cualquier otro valor
de Hy la probabilidad es nula, significa que la desviacién estandar o* de la probabilidad
es cero y por ello la FDP previa tiene la forma de la delta de Dirac. Es como asumir que
el valor de Hy a sido medido con infinita precisién (con desviacién estandar igual a cero),
tal que su fdp(Hj) tiene la forma de la delta.

Claramente, esta suposicion es solo una idealizacion para simplificar el trabajo ya que
un valor medido con infinita precisiéon no corresponde a la realidad. Sin embargo, en varios
casos esta suposicién es una buena aproximacion. Esta FDP previa tiene la ventaja de que
simplifica enormemente la manera de resolver la integral de la ecuacién de marginalizacion
(3.28) usando las propiedades mateméaticas de la delta de Dirac. Entonces, una FDP previa
para Hy con la forma de una delta de Dirac tiene la forma

fdp(Ho) = 6(Ho — Hy), (3.50)

Con lo cual la expresién (3.28) resulta
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fdp(C) = cte - e X" (CH)/2, (3.51)

El valor de H se toma de alguna otra observacién cosmoldgica independiente. En parti-
cular elegimos H} = 72 (km/s)Mpc ™!, como lo indican las observaciones del HST [38].

En la practica, marginalizar Hy usando una FDP previa de delta de Dirac consiste
simplemente en fijar el valor de Hy = Hj en todas las expresiones donde aparezca la
constante de Hubble, con esto entonces Hy deja de ser un parametro libre.

3.4. Prueba x? usando SNe, CMB y BAO

En el caso de las supernovas Ta (SNe) la magnitud observacional que se utiliza para
confrontar teorfa vs observaciones es la distancia modular p(z) definida por la expresién
(2.42) y que es la cantidad utilizada para la construccién de la funcién x2, que como ya
se habia indicado en la expresién (3.14), se define como

Xéne = i [Mzk)_”’“] : (3.52)

ag
k=1 k

donde py es el valor medido observacionalmente de una supernova la situada a una
distancia z; del observador. Y el término pu(zx) es la prediccién tedrica de la distancia
modular dada por la expresién (2.42) para esa supernova. El denominador oy corresponde
a la desviacion estandar en la medicion de py.

Para el caso de las anisotropias de la radiacién césmica de fondo (CMB), el pardmetro
observacional que se utiliza para la construccién de la funcién y? es el pardmetro de
corrimiento R definido en la expresién (2.43) o su versién equivalente, R, en (2.59). La
funcién x? para R-CMB se define como

Xemp = (3.53)

0 equivalentemente

: (3.54)

2 _
XCMB =

donde (R, o5) estan dados por los valores en (2.63).

Para el caso de las variaciones actsticas bariénicas (BAQO), se utiliza el pico actistico
A, dado por la expresién (2.64), para construir la funcién x? de la siguiente manera

A(z) — 0.469]?
XA-BAo = [4(z) ~ 04697 ())'0172 ] (3.55)

donde A(z) es el valor tedrico que predice el modelo cosmoldgico. El valor observacional
del pico actistico es Agps = 0.469 + 0.017 [34] (ver expresion 2.65).
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Usando el pico actistico d, definido en la expresién (2.68), la funcién x? para este caso
es

5 _ [ds(2) = 0.1390]?
Xd-—BAO = 0 00372

(3.56)

Finalmente, cuando se usa el cociente de distancias definido en la expresién (2.69) la
funcién x? queda dada como

—1.736]2
XfuBAo = —[f(zz).0652 ] (3.57)

Es posible también definir una funcién x? que tome en cuenta todas las pruebas cos-
moldgicas descritas arriba. Esto se hace simplemente usando cada una de las funciones x?,
obteniendo

2 2 2 2 2 2
Xiotal = XSNe T XCMB + XA—-BAO T Xd,—BAO T Xi-BAO (3.58)

o bien, se puede considerar solo ciertas pruebas que se deseen, o incluir mas.

3.5. En resumen:

El presente capitulo ha sido de estadistica, y en particular sobre la funcién x?, que
es la parte central de la técnica para confrontar datos observacionales con predicciones
tedricas. Por lo mismo, esta funcién desempena un papel central en la prueba de modelos
cosmologicos. Lo descrito en este capitulo, en combinacién con el capitulo 2 permite tener
yva todas las bases necesarias para implementar y aplicar las tres pruebas cosmolodgicas
(SNe Ta, R-CMB y A-BAO) a un modelo cosmolégico dado.

Las expresiones més relevantes de este capitulo y que seran utilizadas en el capitulo
6 para probar especificamente el modelo cosmolégico propuesto en el presente trabajo de
tesis son: (3.14), (3.20), (3.21), (3.45), (3.49), (3.52), (3.54) y (3.55).

La seccién sobre la marginalizacién y sus técnicas (seccién 3.3) es de particular im-
portancia, se utilizara en repetidas ocasiones en el capitulo 6 para marginalizar sobre la
constante de Hubble Hj, por lo que conviene comprender bien los conceptos descritos en
esa seccion.

En el siguiente capitulo se describira el descubrimiento de la expansion acelerada del
Universo, la energia oscura y el modelo cosmolégico ACDM. Las tres cosas estan muy
vinculadas entre si ya que las dos primeras son predicciones de ACDM.

En el capitulo 4 se utilizard ya la funcién x? y los datos de supernovas Ia para probar
el modelo ACDM, hacer estimaciones sobre sus pardametros libres y acotarlos.
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Capitulo 4

Energia oscura y la expansién
acelerada del Universo

4.1. Descubrimiento de la aceleracion

En 1998 un grupo de astréonomos encabezados por Adam G. Riess de la Universidad
de California en Berkeley, publicaron un articulo titulado “Observational evidence from
supernovae for an accelerating Universe and a cosmological constant” [7] en el que indi-
caban la posible evidencia de que el Universo se estd expandiendo aceleradamente, hoy
en dia.

Este grupo realizé un estudio sobre una muestra de 50 supernovas tipo Ia (SNe Ia) que
se encontraban a diversas distancias cosmoldgicas (con un redshift entre 0 < z < 0.62, esta
era la muestra mds numerosa y de mayor redshift que se tenfa en aquel momento). Del
estudio descubrieron que las supernovas parecian tener una luminosidad aparente menor
de la que predecia el modelo cosmoldgico més aceptado en aquel tiempo: Oy = 0.2 (con
Q0 = Qa0 = Qko = 0). Revisaron las posibles razones que atenuaban su luminosidad, tales
como errores sistematicos en las mediciones, polvo interestelar o intergalactico, evolucion
de la metalicidad, perturbaciones locales en la razén de expansion, lentes gravitaciones,
etc. y a pesar de tomar en cuenta estos fenémenos, la luminosidad era de cualquier for-
ma notablemente menor a lo esperado y sin que sus contribuciones lograran explicar el
atenuamiento (ver figura 4.1).

De aqui se concluy6 que el atenuamiento era en realidad debido a que las supernovas
se encontraban a una distancia mayor de la esperada, es decir, que las supernovas a al-
to redshift estaban en promedio 10 %15 % mads distantes que lo que predecia el modelo
cosmoldgico mas aceptado en aquel tiempo, que predice un Universo en expansion desacel-
erada. Al realizar un analisis estadistico con las supernovas para determinar y acotar los
valores de Qyg ¥ Qa0 encontraron que el modelo cosmoldgico favorecido (i.e., que mejor
ajustaba a los datos de supernovas) era el de una constante cosmolégica positiva, Qpg > 0,
con un 99.9% de nivel de confianza (4.0 o) y un Universo en expansién acelerada, con
también un 99.9% de confianza; asumiendo solamente que Qg fuera positiva [7] (ver
figura 4.1).

Con esto concluyeron que el aparente atenuamiento de las supernovas, o bien, el hecho
de que estuvieran mas distantes de lo predicho por el modelo cosmolégico mas aceptado
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Figura 4.1: Gréfica de los 50 datos de supernovas tipo Ia utilizados por Riess et al. [7],
con los que llegaron a la conclusion de la aceleracion presente del Universo y la posible
existencia de una constante cosmoldgica no nula. La figura muestra los datos con sus
barras de error asi como las lineas generadas por tres modelos cosmologicos diferentes. El
modelo Qyg =0.2, con Qg v Qo = 0 era el de mayor aceptacion entre la comunidad de
cosmélogos antes del descubrimiento del grupo de Riess. Para poder construir las graficas
mostradas fue asumido un valor de Q0 = 0y Hy = 71 (km/s)Mpc~!.

en su tiempo, podria explicarse con la presencia de una constante cosmoldgica positiva
(40 =~ 0.7, asumiendo 2 = 0) y con un Universo en una etapa de expansion acelerada
actualmente [7].

Este estudio desperté gran interés en el tema dentro de la comunidad cientifica, lo que
generd que diversos grupos se pusieran a trabajar en el tema. En el mismo afo, un grupo
liderado por Saul Perlmutter del Lawrence Berkeley National Laboratory, en Berkeley,
California, realizé un estudio semejante al de Riess, pero usando sus propias formas de
manejar los datos de supernovas y sus propias formas de calibracién de los mismos llegd la
misma conclusion: un Universo en expansion acelerada y la presencia de una constante
cosmoldgica con contribucién del orden de Qp0 ~ 0.7 [39, 8].

Desde 1998 a la fecha se han realizado estudios cada vez mds exhaustivos sobre este
fenémeno de la expansion acelerada. Diversos grupos se han dedicado a obtener muestras
de supernovas cada vez mas numerosas, de mayor calidad y confiabilidad, y estos siguen
confirmando y con mayor certeza la aceleracién en la expansién del Universo (ver figuras
4.2-4.5).

Por la parte tedrica se han propuesto una enorme cantidad de modelos que den expli-
cacion a este fénomeno. Sin embargo, atin no hay un modelo que lo explique de manera
satisfactoria, todos los modelos, algunos mejor que otros, explican de manera parcial la
aceleracién pero teniendo problemas, aspectos incomprendidos o abriendo nuevos proble-
mas, dentro del mismo modelo. Auin se esté lejos de lograr una comprensién profunda del
fenémeno.

La mayoria de los modelos asumen que existen un cierto tipo de energia o materia hasta
ahora desconocida con la propiedad y capacidad de expander aceleradamente al Universo.
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4.2. ;COMO SE SABE QUE EL UNIVERSO SE EXPANDE ACELERADAMENTE
HOY?

A esta energia responsable de la aceleracion se le ha llamado energia oscura.

Entre todos los modelos existentes hoy en dia para explicar la aceleracion y la energia
oscura destaca el llamado “ACDM” (Lambda Cold Dark Matter), que es el que mejor
explica las observaciones cosmoldgicas. Este modelo propone que el Universo esta con-
stitutido principalmente por materia oscura fria y constante cosmoldgica® a manera de
energia oscura. En las secciones 4.4-4.5 lo describiré en detalle, mostrando sus virtudes y
sus problemas.

4.2. ;Cbémo se sabe que el Universo se expande acelerada-
mente hoy?

Para evidenciar la aceleracién presente se utiliza el pardmetro de desaceleracion?, q(z),
que tal como su nombre lo dice, indica la desaceleracién o aceleracién en la expansién del
Universo (ver secciones 1.7, 4.2).

En esta seccién se hard una aproximacion lineal de ¢(z), centrada en el tiempo presente
(z = 0) para estimar el valor del pardmetro de desaceleracién hoy, ¢(z = 0).

Entonces, considere al pardmetro de Hubble H(z), usando el hecho de que H(z) = a/a,
podemos reescribir a H(z) en términos de ¢(z) como

H(z) = Hyexp </OZ[1 +q(2")] dIn(1 + Z/)> . (4.1)

Entonces, la distancia de luminosidad (2.24) adquiere la forma:

dp(z) = C(lH—ZZ) /OZ exp (— /Oz[l +q(2")] dIn(1 + z’)) d?’, (4.2)

donde hemos asumido un Universo plano tal como lo sugiere 7y-WMAP [6]. Hasta este
momento no se ha dicho nada sobre la forma funcional del pardmetro ¢(z), ni se estd asum-
iendo algiin modelo cosmolégico en particular. Se puede hacer una expansién de ¢(z) y
estudiarla a primer orden,

() = o+ 22 (4.3)

dz z:O.
Esta expansion permitird por un lado calcular el valor que el pardametro de desace-
leracién tiene hoy en dia, go = g(z = 0), y por otro lado (dg/dz)|.=o indicara la evolucién
de ¢(z). Con esto se podra investigar el signo de gg (lo cual significa saber si el Universo
estd acelerado o desacelerado hoy en dia) y si ha habido transiciones en el pasado, a partir
del signo de (dq/dz)]|.=o-
Tomando en cuenta la expansién (4.3), la expresién (4.2) resulta

Cc(l42) [ dz'
dL(Z> - H, /0 (1 + Z/)1+q07q6 ez/q(lJ’ (44)

!La constante cosmoldgica es un término matematico en las ecuaciones de Einstein que algin tiempo
PR . . . . . v v
atrds Einstein mismo introdujo en sus ecuaciones pero con otros motivos (para lograr tener un Universo

estéatico). En las secciones 4.4-4.5 se describe en detalle.
2Por cuestiones histéricas se le llamé “pardmetro de desaceleracién”, ya que hasta antes de 1998 se
pensaba que el Universo se expandia pero desaceleradamente.
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Figura 4.2: Intervalos de confianza conjuntos para los pardametros (o, 2a0), usando
el modelo cosmolégico “ACDM” [ver la expresién (4.7) y seccién 4.4] y la muestra de
supernovas la “Union 2”7 del Supernova Cosmology Project (SCP) [18] que es la muestra
mads reciente, grande y robusta con la que se cuenta hoy en dia y que consta de 557 SNe Ia.
Los valores estimados para (o, 240) usando esta muestra de supernovas y asumiendo
la curvatura espacial son: Qyg = 0.297 y Qa9 = 0.774, con un valor del minimo de la
funcién x? de anin =542.54 (ver tabla 4.1). Y asumiendo un Universo espacialmente plano:
Qo = 0.270 y Qa0 = 0.729 (el modelo de concordancia, indicado con el punto rojo), con
X2 =542.68. Estos valores para (0, Q2a0) son los que permiten el mejor ajuste a los
datos de supernovas (ver figura 4.5). Los intervalos de confianza corresponden a 68.3 %,
95.4% y 99.73 % de probabilidad. La regién definida como “No Big-Bang” corresponden
a valores de (Quo, Q2a0) que satisfacen la relacién (4.11). La linea diagonal “flat” muestra
el caso de un Universo plano (o + Qa0 = 1). Las otras lineas diagonales punteadas
corresponden a distintos valores del pardmetro de desaceleracion gg [ver expresién (1.57)].
En particular, destaca la regién con gy < 0 que indica los valores de (S0, Q20) para los
cuales el Universo se esta expandiendo aceleradamente hoy en dia. Observe que los tres
intervalos de confianza caen dentro de la regién ¢y < 0 holgadamente, lo cual se traduce
en que usando los datos de supernovas “Union2” y el modelo ACDM se puede afirmar que
el Universo se estd expandiendo aceleradamente hoy en dia con al menos un 99.73 % de
certeza. La linea vertical situada en el valor 2, = 0 marca la divisién entre la regiéon para
la cual el Universo se expandira eternamente en el futuro (arriba de la linea) y cudndo el
Universo se recolapsard [abajo de la linea. Ver expresién (4.10)]. Observe cémo los datos
indican con 99.73 % de certeza que el Universo se va a expandir eternamente, usando el
modelo ACDM.
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Figura 4.3: Intervalos de confianza de (Qp19, 2A0), usando el modelo cosmolégico “ACDM”.
Misma explicacion que la grafica 4.2. En este caso se muestran los intervalos de confianza
calculados a partir de usar las tres pruebas conjuntas: SNe Ia, parametro de corrimiento R
del CMB y la localizacién del pico actstico A de BAO (elipses pequenas de color negro).
También se muestran los intervalos de confianza calculados a partir de usar solamente
los datos de SNe Ia (elipses mds grandes. Se usé la muestra SNe Ia “Gold 06”7 [40]).
Observe cémo al usar la prueba conjunta de SNe+CMB+BAO las cotas sobre los valores
de (2nm0, 2a0) son mucho mas fuertes que solo usando supernovas.
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donde ¢y = (dg/dz)|.,=o. Con la expresién (4.4) se define la distancia modular (2.42) para
usarse en la funcién x? (3.52) y probar este ansatz. En este anélisis, los parametros libres
del modelo son (g, (dg/dz)|.=p). La constante de Hubble Hj es marginalizada. Del andlisis
estadistico usando los datos de supernova Ia? se encuentra que las mejores estimaciones
son:

dq

qo = —0.7432,
dz z=0

= 1.6344, Xior = 1.2399. (4.5)
Observe como ¢y < 0, lo cual significa que el Universo tiene una expansion acelerada
hoy en dia. Ademds, dq/dz|,—o > 0 lo cual sugiere un periodo de desaceleracién en el
pasado del Universo, debido a que la funcién ¢(z) es una recta bajo la aproximacion lineal
q(z) = qo + 2(dq/dz)| =0, y si dq/dz|.—0 > 0 (con ¢op < 0) implica entonces que ¢(z) fue
positiva para algun z > 0 (en algin momento en el pasado) en particular.

La figura 4.4 muestra los intervalos de confianza para la estimacion de (qo, (dg/dz)|.—0).

4.2.1. ;Hubo una transicion “desaceleraciéon-aceleracion” en la historia
pasada del Universo?

Los datos de SNe Ia dan evidencia de que el Universo se expande aceleradamente hoy
en dia. Ademads sugieren que hubo un periodo de desaceleraciéon previo al de aceleracion
presente. La transicién entre un periodo previo de desaceleracion seguido de un periodo
acelerado sucederfa cuando ¢(z;) = 0, donde z indica el valor de redshift cuando la
transicién sucede.

Usando nuevamente la aproximacion lineal de ¢(z) [ver expresion (4.3)], se tiene

q(z) =0 = qo + qh2t,
= 2y = —qj

: 4.6
0 (46)

donde ¢, = (dgq/dz)|.=o. Al evaluar ¢(z;) en los valores de las mejores estimaciones para
(qo, q})) se obtiene z; = 0.442, lo cual indica que hubo una transicién entre “desace- leracidn-
aceleracion” y que ésta sucedié muy probablemente, a un redshift de z; = 0.442. La figura
4.6 muestra la distribucién de probabilidad para z;.

4.3. ;Cbémo se «deduce» que hay “energia oscura”?

La conclusion de la existencia de la “energia oscura” depende del modelo cosmolégico
que se asuma. Para tener una idea de como se llega a esta “conclusion”, utilizaré en la
siguiente descripcién el modelo cosmolégico ACDM (que serd descrito en la seccién 4.4).

Para darse una primera idea de la afirmacion de la energia oscura es ttil observar las
figuras 4.1 y 4.5, que son las graficas de los datos de supernovas tipo Ia. En ellas se muestra
el diagrama de Hubble que se construye de graficar los datos observacionales del redshift
z de cada supernova versus su distancia modular ;(z) [ver seccién 2.1 y expresién (2.42)].

La figura 4.5 muestra los datos observacionales de 557 SNe Ia que en conjunto forman
la llamada muestra “Union2” (2010) [18], que es la mds reciente con la que se cuenta

3Gold 04
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Figura 4.4: Intervalos de confianza para los pardmetros (qo, Qo), donde Qo = (dq/dz)|.=0,
usando la prueba de SNe Ta (“Union2” (2010) SCP [18]). Observe cémo los datos favorecen
a un Universo acelerado en su expansion (qo < 0), con un nivel de confianza del 99.9 %,
y sugieren una posible desaceleracion en el pasado QQp > 0 con aproximadamente 95 % de
confianza.

hasta hoy en dia (Octubre 2010). Esta figura muestran ademés las graficas de tres modelos
cosmoldgicos particulares, que son (2o =0.27, Qap =0.73, Qo =0.0), (Ao =0.2, Q0 =0,
QkO :08) y (QMQ :1, QAO :0, QkO :0)

Lo primero que se puede observar de la figura 4.5 es que los modelos (g =1, Qp9 =0,
Qo =0) v (v =0.2, Qpg =0, Qo =0.8) no ajustan tan finamente los datos de supernovas
en comparacién al modelo (2o =0.27, Qa9 =0.73, Qo =0). Esto es, se observa que
asumiendo un Universo constituido dnicamente de materia bariénica y oscura (Qug =1)
resulta entonces que las distancias modulares de las supernovas no pueden explicarse
satisfactoriamente, es decir, el valor observacional de p es mayor que lo que este modelo
predice. Lo mismo pasa con el modelo (9 =0.2, Qa9 =0, Qo =0.8) que era el modelo
cosmoldgico que se creia era el correcto hasta antes de las observaciones de las SNe en
1998.

Sin embargo, nuestra observacién “a simple vista” de la figura 4.5 no es una prueba
confiable y definitiva para determinar qué modelo es el que mejor ajusta a los datos. Para
tener realmente un estimacién precisa y detallada de cual es el mejor modelo se hace el
analisis estadistico Bayesiano, que permite calcular con gran precisién los valores mds
probables para los pardmetros (2no, 240) asi como sus regiones de probabilidad, usando
un determinado conjunto de datos (no solamente datos de supernovas).

El resultado de hacer este andlisis estadistico para (o, Q240) se muestra en las figuras
4.2 y 4.3, en las que se puede observar como los modelos (g =1, Qa0 =0, Qo =0) ¥
(0 =0.2, Qp0 =0, Qo =0.8) predicen un Universo con una expansién desacelerada hoy
en dia. Y por el contrario, el modelo (29 =0.3, Qp0 =0.7, Qg =0) més bien predice una
expansion acelerada y eterna.
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Figura 4.5: Gréfica del conjunto de datos de supernovas tipo Ia més reciente y grande con
el que se cuenta hoy en dia, llamada “Union2” del SCP [18], consta de 557 supernovas.
La figura muestra los datos con sus barras de error asi como las lineas generadas por tres
modelos cosmolégicos diferentes. El modelo Qyjg =0.2, con Qxg, ko = 0 era el de mayor
aceptacion entre la comunidad de cosmélogos antes del descubrimiento del grupo de Riess.

En la construccién de las graficas se asumi6 un valor de Q2,9 = 0y Hog = 65 (km/s)Mpc~!.

El analisis estadistico de los datos de supernovas y asumiendo el modelo cosmoldgico
ACDM, da como resultado que los valores més probables (es decir., que mejor ajustan a
los datos) son (g =0.27, Qa9 =0.73, Qo =0.0) asumiendo un Universo espacialmente
plano (ver tabla 4.1). Este tipo de andlisis estadistico nos permite concluir de manera
precisa que éste es efectivamente el modelo que mejor ajusta a los datos de SNe. Observe
entonces como los datos de supernovas, en conjunto con asumir el modelo cosmoldgico
ACDM plano, indican que el Universo estd constituido en un 73% por energia oscura
(asumiendo energfa oscura como constante cosmolégica), es decir, el modelo (o =0.27,
Qpo =0.73, Qo = 0). La presencia de este 73 % de energia oscura rompe con el esquema
que antes de 1998 se tenia del Universo.

Es importante recalcar en este momento que la conclusiéon de la existencia de la energia
oscura es dependiente del modelo cosmologico que se use.

4.4. Modelo cosmolégico “ACDM?”

El nombre “ACDM” viene de “A Cold Dark Matter”, lo cual quiere decir: “Modelo
cosmologico que propone un Universo constituido por materia oscura fria y energia oscura
con el comportamiento de una constante cosmoldgica A”.

Este modelo considera que el Universo esta constituido por:

Constante cosmolégica. El modelo asume que existe la energia oscura y que ésta tiene
exactamente el comportamiento de una constante cosmoldgica, con una ecuacién
de estado: p = —p. Ademaés predice que el porcentaje de densidad de energia con
que contribuye la constante cosmolégica en el Universo es de ~ 73 %. La constante
cosmolégica normalmente se representa por la letra griega “A”.
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Figura 4.6: Funcién de distribucién de probabilidad para el redshift de transicién z; entre
“desaceleracion-aceleracion”.

Materia oscura fria. El modelo toma en cuenta la existencia de la materia oscura y
asume que estd compuesta por particulas no relativistas (de aqui el nombre de “fria”)
y que a nivel de fluido cosmoldgico la materia oscura se comporta como polvo. En
combinacién con observaciones, el modelo ACDM predice una contribucién del ~
23 % de la densidad de materia-energia total del Universo.

Materia barionica. El modelo toma en cuenta la evidente presencia de la materia
bariénica, de la cual asume que tiene un comportamiento de polvo. De observaciones
independientes al modelo ACDM, se estima que el porcentaje de esta componente
es de ~ 4% del total del Universo.

Radiacién. También toma en cuenta la existencia de la radiacién en el Universo, prin-
cipalmente manifestada a través de la radiaciéon cosmica de fondo. Se calcula un
porcentaje de ~ 0.005 % del total del Universo.

El modelo ACDM es el més aceptado entre la comunidad, sin embargo, tiene fuertes
problemas como se describira en las secciones 4.5 y 4.6.

Para el modelo ACDM, la expresién del parametro de Hubble tiene la forma dada por
la expresion:

1/2

H(z) = Ho [Q0(1 + 2)* + Qa0 + Qo(1 + 2)* + Quo(1 + 2)?] (4.7)

La componente de curvatura 2,9 puede escribirse en términos de los otros parametros
de densidad usando la primera ecuacién de Friedmann (1.39), obteniendo Qo = 1—(Qno+
Qao0+Q:0)- No obstante las observaciones mas recientes de WMAP indican que el Universo
es espacialmente plano [6], por lo cual actualmente la mayoria de los cosmélogos asumen
en sus modelos de antemano €y = 0.

Por otra parte, la componente de radiaciéon hoy en dia es muy pequena, por lo que su
contribucién o efectos en tiempos recientes del Universo es despreciable. Debido a esto,
también una buena parte de cosmologos que hacen estudios del Universo para tiempos
recientes suelen despreciar a .
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La distancia de luminosidad para el andlisis de supernovas [ver expresion (2.24)], en el
caso del modelo ACDM tomando en cuenta la curvatura espacial, tiene la forma

c(l+2) _ 1/2/2Hodz
d = 1— g — — 4.8
() Holl — Qao — Qo2 < o = ol o H(z) )’ (48)

donde la funcién “sinn” va de acuerdo a la geometria del Universo que estemos tratando
[ver expresién (2.18)]. Con esta expresién se construye la distancia modular u(z) [ver
expresién (2.42)] para ACDM con la que se forma la funcién y? para probar el modelo.

Al probar el modelo ACDM usando las tres pruebas cosmolégicas, SNe+CMB+BAO,
se encuentra que los valores de los parametros de densidad para la constante cosmoldgica,
Qpo, v de la materia oscura y bariénica juntas, {dypg, hoy en dia son

Qa0 = 0.73,  Quo = 0.27, (4.9)

y con la componente de radiacion Q.9 = 0.00005. A estos valores calculados usando ACDM
son llamados en la literatura como el modelo de concordancia.

La figura 4.5 presenta el diagrama de Hubble en el cual se muestran los datos ob-
servacionales de supernovas y el ajuste hecho con diferentes valores de (Qno, Q2a0) usan-
do el modelo ACDM. La tabla 4.1 muestra los valores de las mejores estimaciones para
(0, a0, Qo) usando datos de supernovas, y las figuras 4.2 y 4.3 muestran los intervalos
de confianza.

Por otra parte y para la figura 4.3, dado el valor de (g, se puede calcular el valor de
Qa0 para el cual el Universo se expandira por siempre. La expresion se escribe como

0 para 0 < Qo < 1,
Qa0 > { (4.10)

4o cos® [% cos™1 (%) + 4{] para Qyp > 1.

Y la expresion que define la regién para la cual no hubo Big-Bang en el pasado del
Universo esta dada por

1 1-0Q
Qa0 > 4Qnocoss® | =coss™! U , (4.11)
3 o
donde la funcién “coss” significa “cosh” cuando Qyp < 1/2, y “cos” cuando Qg > 1/2.
Para el caso del modelo ACDM el parametro de desaceleracion, ¢, tiene la forma

1
q= §QM — QA. (4.12)

4.5. El problema de la constante cosmoldégica

Alrededor de la década de 1920 los fisicos y astronomos, basados en las observaciones
de aquel tiempo consideraban que el Universo era estdtico, es decir, que no estaba ni
en expansién (o contraccién) ni en aceleracién. En aquella misma época (1917), Einstein
estaba estudiando su Teoria General de la Relatividad en el contexto cosmolégico. De su
teoria, inicialmente él habia llegado a sus ecuaciones de campo:
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Geometria ‘ Mejor estimacion ‘ X2
Plano Ovio = 0.270 Qa9 = 0.729 Qo =10 542.68
Cerrado QMO = 0.297 QAO =0.774 Qk:O = —0.07 | 542.54

Cuadro 4.1: Valores calculados para las mejores estimaciones de los pardametros
(0, 240, Qo) usando el modelo cosmolégico ACDM y la prueba de supernovas Ta con el
conjunto de datos “Union2” (2010) compuesto por 557 SNe Ta [18]. Observe como asumien-
do un Universo plano se encuentra que los datos favorecen a un modelo con (2 = 0.27
v Qa0 =~ 0.73. Los intervalos de confianza de estos tres modelos se muestran en la figura
4.3.

1
R, — iRgm, = 87GT,,, (4.13)

a partir de las cuales se obtienen las ecuaciones de Friedmann

L\ 2
e k
= (%) ==, 4.14
<a> 3P (4.14)
a 4G
a_ 1
P 3 (p+3p), (4.15)

donde p y p son la densidad y presién total de las componentes de materia, k es la curvatura
espacial y a es el factor de escala.

Basado en la concepcién del Universo de su tiempo, Einstein estaba interesado en
encontrar soluciones estdticas de sus ecuaciones, lo cual significaba crear un modelo tal
que @ = 0 (sin expansién ni contraccién) y @ = 0 (no aceleracién ni desaceleracion).

Sin embargo, un Universo con una densidad de energia positiva es compatible con la
ecuacién (4.14) solo si la curvatura espacial es positiva y tanto p como k son finamente
ajustadas para que entre ellas se cancelen exactamente. Esta necesidad del ajuste fino
parecfa algo extrafio y no muy natural. Pero peor atin es el hecho de que la ecuacién (4.15)
implica que d nunca serad cero en tal modelo si la presién p es positiva.

Debido a esta imposibilidad de generar un Universo estatico a partir de sus ecua-
ciones originales, concluyo entonces que estas estaban incompletas y después de una larga
busqueda las volvié a reformular de la siguiente manera

1
R, — §ng, + Agu = 81GT ), (4.16)

donde ahora incluia un nuevo término A al que llamé la “constante cosmoldgica”.
Lovelock [41] demostré que una combinacién lineal de g, y G (que se define como
Guw = Ru — %Rgm,) es el tensor mas general posible, de dos indices, simétrico, sin
divergencia, que puede construirse localmente a partir de la métrica y sus derivadas hasta
de segundo orden. Por lo tanto, la expresién (4.16) es la modificacién més general posible
la cual no altera de manera sensible las propiedades de las ecuaciones de Einstein. Sin
embargo, si A # 0 entonces no se recupera la teoria Newtoniana en el limite de velocidades
pequenas (comparadas a la luz) y campos débiles. Pero si A es lo suficientemente pequeno,
entonces estas desviaciones de la teoria Newtoniana son despreciables [5].

67



CAPITULO 4. ENERGIA OSCURA Y LA EXPANSION ACELERADA
DEL UNIVERSO
4.5. EL PROBLEMA DE LA CONSTANTE COSMOLOGICA

Con ésta reformulacién, las ecuaciones de Friedmann quedan como

N
a &G A k
H? = <a> =Pty (4.17)
a 4G A
a = —T(p+3p)+§. (4.18)

Estas nuevas ecuaciones si admiten una solucién estética, con los pardmetros p,p, A
no negativos y k positivo. Esta solucion fue llamada “la solucion estdtica de Einstein”.

A pesar de que con esto Einstein ya habia logrado obtener la solucién estatica que
buscaba con sus nuevas ecuaciones, esta solucién fue muy criticada por el hecho de que se
requerfa nuevamente un balance muy fino entre los términos (p, p, A, k) en las ecuaciones
(4.17, 4.18) para poder tener y mantener la solucién estdtica (¢ = 0 = ). Cualquier
pequena desviacién de ese balance rapidamente creceria hacia un Universo no estatico.

Por otra parte, en 1929 Edwin Hubble descubrié que el Universo se estaba expandiendo.
Esto fue un hecho revolucionario en su tiempo en cuanto a la concepcion del Cosmos y
era contrario al Universo estatico que Einstein habia estado buscando en sus ecuaciones,
por lo cual, la necesidad empirica de la constante cosmoldgica fue desechada (algo que
Einstein llamé “el mayor disparate de mi vida” [42]).

No obstante, la desaparicion de la motivacion inicial para introducir la constante cos-
moldgica no hizo que cambiara su estatus de una adicién legitima a las ecuaciones de
campo gravitacionales. Ahora “A” estaba presente en las ecuaciones mas generales que
se podian obtener para las ecuaciones de Einstein y entonces se tendria que dar alguna
justificaciéon o modelo fisico viable para poder removerla de las ecuaciones, o bien deberia
ser acotada mediante observaciones. La tnica forma de poder realmente quitar a A de las
ecuaciones serfa a través de medir con suficiente precision los otros términos, (p, p, k), para
poder concluir que el término A/3 fuera totalmente despreciable en comparacién a ellos.

Sin embargo, actualmente el reciente descubrimiento de la expansién acelerada del
Universo ha reabierto la posibilidad, y mas fuertemente que antes, de que la constante
cosmologica no necesariamente debe ser cero.

4.5.1. Vacio cuantico y constante cosmoldgica.

Hace algunos anos atras, los fisicos de particulas notaron que la constante cosmoldgica
podria ser interpretada como una medida de la densidad de energia del vacio cudntico,
el estado de minima energia. Esta densidad de energia del vacio es la suma de diferentes
contribuciones.

Para ilustrarlo, considere un campo escalar ¢, con energia potencial V(¢). La accién
de este campo escalar puede ser escrita como

5= [d'ay=g Bgﬂ”wm ~ve)|, (4.19)

y el tensor de energia-momento del campo escalar es:

1 1
Tuu = §6u¢au¢ + §(gp‘78p¢80¢)gw - V(¢)guu~ (4'20)
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La configuracién con la densidad de energia més baja serd aquella en la que no haya
contribuciones de la energia cinética o gradientes de ella, por lo cual 9,¢ = 0. De aqui que
el tensor de energia-momento resulta ser

T[\L,l/ = _V(¢0)guua (4.21)

[}

donde ¢ es el valor del campo escalar que minimiza a V(¢). El superindice “v” indica
“vacio cudntico”. En principio, no hay ninguna razén por la cual V' (¢g) deba ser cero. Por
otra parte, la densidad local de energia en general se define como

p=UrUYT,,, (4.22)
aplicando esta definicién a la expresién (4.21) y usando el hecho de que la cuadrivelocidad
comévil UM estd normalizada [UFUY g, = —1, ver expresion (1.14)], tenemos

Pv = UHUVT;ZV = _V(QSO)UMUVQ;W = V(d)O) (4'23)

De aqui que se pueda expresar al tensor (4.21) como

a2

donde py = V(¢) es la densidad del vacio cudntico. Comparando con el tensor de energia-
momento de un fluido perfecto, T,,, = (p + p)U,U, + pgu [ver expresiones (1.12)], se
observa que el vacio cuantico puede ser visto como un fluido perfecto, con una presiéon
particular de la forma

Dy = —pPv (4.25)

La forma que tiene la expresién del tensor de energia-impulso (4.24) hace que sea
equivalente a una constante cosmoldgica, y es justamente esta equivalencia que hace que
la constante cosmoldgica sea identificada con la densidad de energia del vacio cuantico.

Para verlo, consideremos inicialmente las ecuaciones de campo (4.13). El tensor T}, de
esta expresién es la suma de todas las contribuciones de materia-energia presentes en el

espacio-tiempo. Separamos explicitamente como T}, = T, +1p,, la contribucion del vacio

cuantico y cualquier otra componente, el superindice “0” indica “otras” componentes. Con
esto, reescribimos las ecuaciones (4.13) como

1
Ry, — §R9m’ =8rG(T},, +T,,), (4.26)
usando la expresion (4.24) tenemos

1
R/w - §Rglw = 87TGT131/ - (87TGIOV)9NV' (4'27)

Pasamos al lado izquierdo de la igualdad al término (87Gpy)g,., y definiendo

A = (87G) py (4.28)

llegamos justamente a

1
R, — iRgﬂV +Agu = SWGTEW (4.29)

que es exactamente la expresion (4.16) cuando se tiene una constante cosmoldgica.
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4.5.2. Estimacion de la densidad de energia del vacio cuantico.

Hoy en dia, no se ha podido medir directamente la energia del vacio cudntico en algin
experimento. Sin embargo, los fisicos de particulas consideran que el efecto Casimir puede
ser una evidencia indirecta de su existencia, aunque actualmente no hay ain un consenso
respecto a ello.

Para estimar tedricamente el valor de la energia del vacio consideremos un oscilador
armonico simple, esto es, una particula moviendose en un potencial unidimensional
V() = %w%z, donde z es el desplazamiento de la particula medido a partir de su
posicién de equilibrio.

Desde un punto de vista clédsico, el vacio para este sistema es el estado en el cual la
particula estd en reposo y en su posicién de equilibrio = 0 (el minimo del potencial). En
este caso la energia del vacio es cero.

Sin embargo, desde el punto de vista de la mecanica cuantica, el principio de incer-
tidumbre prohibe que a la particula se le pueda medir en un estado de total reposo y con
una posicion precisa x = 0 simultdneamente, por lo cual se encuentra que el estado de
minima energia si tiene una energia, de magnitud Fy = %hw.

Un fendémeno semejante sucede en el caso de la teoria de campos. Supongamos un
campo cuantico libre, los fisicos de particulas suelen considerarlo como un conjunto infinito
de osciladores arménicos*. Estrictamente, la energia del estado base (es decir, del vacio)
de este sistema es infinita. Sin embargo, se pueden descartar los modos de momentos muy
altos basandose en el hecho de que la teoria se piensa que es valida y confiable solo hasta
ciertas energfas (la escala de Planck). Con esto se puede hacer un corte de momentos
ultravioleta kpax, con lo cual la densidad de energia del estado base es finita y de la forma
[43, 44, 45]

py ~ hikd (4.30)

max-*

Los fisicos de particulas eligen el corte para la energia de tal forma que esté den-
tro del limite superior de energias para las cuales se piensa que la teoria cuantica
sigue siendo adn valida. Se especula que este limite corresponde a la escala de Planck,
kpi = (87G)~Y2 ~ 10'® GeV, del cual se espera una contribucién del orden de [45]

PP~ (10' GeV)t ~ 2 x 10110 erg/em®. (4.31)

Sin embargo, usando el modelo cosmolégico ACDM, los datos observacionales dan un
valor para la densidad de la constante cosmoldgica del orden de

pa < (10712 GeV)* ~ 2 x 10" Perg/cm® (4.32)

lo cual son (120 6rdenes de magnitud de diferencia! Hasta ahora no se sabe de algin tipo
especial de simetria o algin otro mecanismo que pudiera disminuir el valor de la densidad
del vacio cuantico p\F,’ I, al menos remotamente, para acercarlo al valor estimado de p,. Esta
discrepancia de valores es el llamado “problema de la constante cosmologica”.

4La suposicién de asumir a un campo cudntico como un conjunto infinito de osciladores arménicos es
cuestionable y no estd claro si es es correcto asumirlo. La manera de calcular teéricamente el vacio cuantico
no estd ain bien establecida actualmente.
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Si se estudia separadamente las contribuciones que hacen cada teoria de campo al vacio
cuantico se observa que cada teoria por si sola, predice una aportacién al vacio de muchos
ordenes de magnitud mayor que al valor estimado de py.

Por ejemplo, en la teorfa electrodébil de Weinberg-Salam, las “fases rotas” y la
simetria no rota se distinguen por una diferencia de energia potencial de aproximada-
mente kgp ~ 200GeV [43, 45], el subindice “ED” indica teorfa “electro débil”. El valor
de un giga-electrénvolt es de 1 GeV = 1.6 x 103 erg. Se considera que en tiempos tempra-
nos, cuando el Universo se encontraba a muy altas temperaturas, éste estuvo en la fase
no rota de la simetria. Hoy en dia el Universo se encuentra en la fase rota debido a la
temperatura baja que tiene actualmente. Por tanto, se estima que la contribucion a la
densidad de energia del vacio cuantico hoy en dia es del orden de

PED (200 GeV)* ~ 3 x 10*7 erg/em®. (4.33)

Por otra parte, en el caso de las interacciones fuertes, los fisicos de teorias de campo
piensan que la “simetria quiral” se rompe por un valor de expectaciéon no nulo del quark
bilineal qq [43, 45]. En este caso la diferencia de energfa entre las fases rotas y la simetria
son del orden de la escala de QCD, es decir, kgcp ~ 0.3 GeV, por lo que se estima que la
contribucién a la densidad de energia del vacio cuantico es del orden de

PP~ (0.3 GeV)* ~ 1.6 x 100 erg/cm®. (4.34)

A estas contribuciones se les deberia sumar cualquier otra contribucién originada por
transiciones de fase desconocidas en el Universo temprano, tal como la posible contribucién
de las teorfas de gran unificacién que se piensa que es del orden de kqut ~ 10'6GeV .

El problema de la constante cosmoldgica es uno de los desafios mas grandes de la
cosmologia moderna. Algunos investigadores consideran que este es un punto en el cual
se confrontan la teoria general de la relatividad con la teoria cudntica de campos, donde
la discrepancia de valores puede ser un indicador de que alguna de estas dos teorfas (o
ambas) pudieran estar mal en alguna parte y/o necesiten una revision.

Sin embargo, si se observa con cuidado el problema, se notara que este conflicto surge
a partir de hacer una identificacién entre dos fenénemos que en principio son distintos, es
decir, el vacio cudntico y la constante cosmologica de las ecuaciones de Einstein, motivados
escencialmente por la forma del tensor de energia-impulso (4.24).

En principio, no tienen necesariamente que estar vinculados ambos fenémenos, es decir,
que la constante cosmoldgica no tiene porqué ser en realidad el vacio cuantico, esto es
solo una especulacion. Existen autores que asumen o dan por un hecho que pp ~ 2 X
10~ erg/cm® (ver expresién (4.32) y [45]), e incluso se empieza ya a considerar este valor
como una “medida” de la densidad del vacio cuantico.

Por un lado, la prediccion de la existencia y presencia del vacio cuantico es un problema
que le corresponde a la fisica de particulas, su medicién observacional tendria que ser
primero confirmada, o mas atun, la manera tedrica de calcularla deberia primero estar bien
establecida para después ligarla a otros fenémenos.

Por otro lado, es muy importante subrayar que el valor estimado para py (o bien A) a
partir de los datos observacionales, es dependiente del modelo, se determina asumiendo
el modelo cosmolégico ACDM, que es un modelo en particular entre toda una gama de otros
modelos cosmoldgicos, que si bien, logra tener un buen ajuste a los datos observacionales,
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Figura 4.7: Graficas del logaritmo de los pardmetros de densidad de la componente de
materia oscura+barionica y la energia oscura como constante cosmoldgica. La evolu-
cion de la componente de materia con respecto al factor de escala viene dada como
pm(a)/pdy = Quo/a®, y para la energfa oscura como pp/ply = Qao = constante.
Observe como para tiempos tempranos (“a” pequefias) la diferencia entre las densidades
era mucho mayor de lo que es en tiempos recientes, y para tiempos futuros la diferencia
también serda mayor de lo que es ahora. La coincidencia de que justamente en tiempos
recientes las densidades parecen ser del mismo orden, es decir, que estamos viviendo una
época privilegiada en la cual sucede esta semejanza de valores, y justo ahora que se ha
detectado la energia oscura, levantan sospechas sobre la veracidad de las predicciones del
modelo ACDM.

no es el unico que lo hace, incluso hay otros modelos cuyo ajuste a ciertos datos es mejor
que ACDM, aunque estos otros modelos también tienen sus propios problemas, lo mismo
que ACDM, como se acaba de describir anteriormente.

4.6. El problema de la coincidencia césmica

Este es otro de los problemas que tiene el modelo cosmolégico ACDM, que ha desper-
tado mucho interés entre la comunidad. El problema de la coincidencia césmica consiste
en el hecho de que, de acuerdo a las predicciones de ACDM, la densidad de energia oscura
(con el comportamiento de una constante cosmoldgica) hoy en dia es del mismo orden, y en
realidad muy cercana, al valor de la densidad de materia oscura + bariénica hoy. Es decir,
de toda la enorme variedad del continuo de posibles valores que estas densidades podria
valer hoy en dfa, resulta que estamos viviendo justamente en una época privilegiada en la
cual ambas parecen tener casi el mismo valor, lo que despierta fuertes sospechas de que
tal vez algo no anda bien.

Como se menciond en la seccion 4.4, usando datos observacionales en combinacion con
ACDM se encuentra que los valores de los parametros de densidad de constante cosmolégi-
ca y de materia oscura + baridnica, hoy en dia son Q9 ~ 0.73 y Qo ~ 0.27.

La figura 4.7 muestra la evolucién de los pardametros de densidad, en funcién del factor
de escala, donde las relaciones son Qy(a) = pum(a)/pls = Qmo/a® y Qa = pa/pls =
Qpo = constante. Observe cémo cuando a = 1, los valores de 25 y €2 son muy cercanos
en comparacion a la diferencia de valores en tiempos pasados del Universo.
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4.7. En resumen:

El presente capitulo ha tenido como objetivo poner en contexto al lector en cuanto
a uno de los problemas actuales mas fuertes de la cosmologia moderna, que es el de la
aceleracion presente en la expansion del Universo. Y que para estudiarlo, se utilizan los
conceptos de cosmologfa descritos en el capitulo 1 y las pruebas cosmoldgicas (capitulo 2)
a través de la estadistica Bayesiana (capitulo 3).

Se ha descrito el descubrimiento de la expansién acelerada a través de las supernovas
Ia, que es donde nace la idea de la energia oscura como responsable de dicha aceleracion
y que segin el modelo cosmolégico ACDM, constituye alrededor del 73 % de la densidad
total de la materia-energia presente en el Universo, y que matematicamente tiene el com-
portamiento de una constante cosmoldgica. Ademas, se describié el modelo ACDM, que es
de los que mejor ajustan a las observaciones cosmoldgicas, pero que tiene ciertos problemas
que también fueron analizados.

En este sentido, en el capitulo 6 se describird un modelo cosmoldgico alternativo a
ACDM basado en fluidos viscosos, que soluciona los problemas de la constante cosmoldgi-
ca y el de la coincidencia césmica del modelo ACDM y que ademads logra explicar la
aceleracién en la expansién del Universo. No obstante, este modelo también enfrenta prob-
lemas.

En el siguiente capitulo se introducird el concepto de fluidos imperfectos, que servira de
base para presentar el modelo alternativo a ACDM en el capitulo 6, que se basa en pro-
poner que el Universo presente esta constituido de forma dominante por materia bariénica
pero con wviscosidad volumétrica, que es una de las caracteristicas que poseen los fluidos
imperfectos.
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Capitulo 5
Fluidos imperfectos

Desde hacia varios anos antes del descubrimiento de la expansion acelerada, se sabia
que los fluidos cosmoldgicos con viscosidad volumétrica tienen la capacidad de expander
al Universo aceleradamente sin la necesidad de una constante cosmologica o alguna com-
ponente extrana de energia oscura. En aquel entonces, los modelos con fluidos viscosos
eran usados originalmente en el contexto de modelos inflacionarios del Universo tempra-
no [46]-[49]. Ahora, con el reciente descubrimiento de la aceleracién, algunos autores han
propuesto la utilizacion de fluidos viscosos pero en el contexto de la aceleracion presente
(ver por ejemplo [50]-[56]). Con los avances en la investigacién en esta direccion, es posible
postular a los fluidos viscosos como candidatos para explicar la aceleracion observada, no
obstante, con bondades y desventajas.

De los aspectos que restan para que los modelos viscosos puedan ser viables destaca
el tener un modelo microscépico que explique satisfactoriamente el origen y composicion
de la viscosidad en los fluidos cosmoldgicos. No obstante, en este sentido ya hay varias
propuestas [57]-[60]. Debido a esta carencia de un modelo microscépico, actualmente los
modelos cosmoldgicos con viscosidad asumen a priori la forma funcional de esta.

El origen de la viscosidad volumétrica en un sistema fisico es debido a desviaciones
de su equilibrio termodinamico local. En un fluido cosmoldgico la viscosidad volumétrica
surge cuando un fluido se expande o contrae rapidamente de modo que el sistema no tiene
el tiempo suficiente para restablecer su equilibrio termodindmico local y entonces surge
una presion efectiva restableciendo al sistema a su equilibrio. La viscosidad puede ser vista
justamente como una medida de esta presién efectiva [59]. Cuando el fluido alcanza de
nuevo su equilibrio termodindmico entonces la presién viscosa cesa [61]-[63].

FEn un Universo con expansion acelerada es altamente probable que el proceso de ex-
pansion se dé en realidad como una coleccién de estados fuera del equilibrio termodinamico
local durante pequenas fracciones de tiempo entre el paso de un estado al otro, dando lugar
a la generacién de una viscosidad volumétrica. Por tanto, es natural asumir la existencia
de la viscosidad como una descripcion mas realista y precisa del proceso de expansion de
los fluidos que componen al Universo.

El formalismo de los fluidos con viscosidad volumétrica se describe a continuacion.
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5.1. Tensor de energia-momento de fluidos imperfectos

En los fluidos imperfectos, a diferencia de los perfectos, la presién, la densidad, o la
velocidad pueden variar de forma detectable para el observador. El tiempo y camino libres
medios entre colisiones de las particulas que componen a los fluidos imperfectos son de
una magnitud comparables a las escalas de medida del observador. En este tipo de fluidos,
el equilibrio térmico no es mantenido estrictamente, y la energia cinética del fluido puede
disiparse en forma de calor.

Consideremos que las pequernias variaciones espaciales y en tiempo (perturbaciones a
la isotropia) que el observador mide en el fluido imperfecto tienen el efecto de modificar
el tensor de energia-momento de un fluido perfecto en una magnitud 67", es decir,

Ti’gp = pUrU” + p(¢g"" + UFU") + 6T+, (5.1)
donde el subindice “imp” indica “fluido imperfecto”. El objetivo es calcular la expresion
de dTH”. De la identidad de Bianchi se tiene que

v, " = 0. (5.2)

imp

Haciendo la contraccién con la cuadrivelocidad U, se tiene

U, v, T =0, (5.3)

imp —
sustituyendo la expresién (5.1) en (5.3):
U, V, [pUrUY + p(g"" + UPU")] = =U,V . (6TH"). (5.4)

Ahora, definimos el vector de corriente de particulas N* como

NF = nU, (5.5)

donde n es la densidad del nimero de particulas que componen al fluido en cualquier
punto dado del espacio-tiempo. Por conservaciéon de nimero de particulas se tiene que

V,N* =V, (nU") = 0, (5.6)

Esta expresién es llamada ecuacion de continuidad para la densidad de masa en reposo 'y
forma parte importante en la descripcion de los fluidos en Relatividad General. Usando la
expresién (5.6), la ecuacién (5.4) puede expresarse como

0 (1 a /p
_ H | = R — _ %
nU {p - (n> + 50 (n)] U,V (6T, (5.7)
Por otra parte, la ecuacion de Gibbs de la termodinamica establece que
1 p
Ty do = pd (n) +d (E) : (5.8)

donde Tj es la temperatura en cualquier punto dado del espacio-tiempo y “o” es la entropia
por particula. Expresando (5.8) de forma relativista resulta:
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o 0 (1 o (p
w e Y (2 w 2 (F
LU Ox# =pv Oxt (n) v OxH (n) (59)

Sustituyendo la expresién (5.9) en (5.7) obtenemos

nTp U“% =U,V,6T", (5.10)

la cual, usando (5.6), puede expresarse también como

Ty Vu(noU*) = U, V,,6TH. (5.11)

Reacomodando esta expresion de tal manera que el factor de temperatura Tq y la cuadriv-
elocidad U, queden dentro de la derivada covariante y V,(0T"") fuera de ella, se llega
a

U, y 1 » 1 »
Vu |noU" — TOCSTH = —?O(VVUM)(ST” + TT)Q(VVTO)U“(STM . (5.12)
Definiendo el vector de flujo de entropia local como
Uy v
st =noUH — ——6TH, (5.13)
To

se puede expresar la ecuacién (5.12) como

1
Vst = _T(VUU#)(STW + — (V. To)U,0TH . (5.14)
0

1
2
Tg
La ecuacién (5.14) determina la razén de produccién local de entropia por unidad de
volumen, donde la densidad de entropia local en un sistema de referencia comévil es
59 = no. Usando la expresién (5.14), la segunda ley de la termodindmica se establece

CcOmo

519

Para que la desigualdad (5.15) pueda cumplirse para cualquier posible configuracién de
un fluido, se observa de la expresion (5.14) que es necesario que el término dT*” sea una
combinacién lineal de gradientes de velocidades y temperaturas solamente, para garantizar
que el cambio en la entropia local del fluido sea siempre mayor o igual a cero. Es decir, se
necesita que

STH o VAUV y  6TM o« UFV'Ty, (5.16)

debido a que con esto se formarfan términos cuadraticos del tipo (V,U,)? y (V,1p)? en
la, expresién (5.14), los cuales siempre son positivos, y con ello se garantizaria (5.15).
Ademads, observe que por la misma razén, dT*” no puede estar relacionada con gra-
dientes de la presién p ni densidad p del fluido, asi como de n, ya que de estarlo, el lado
derecho de la expresién (5.14) contendria productos de gradientes cruzados de (p, p,n)
con (U,,Tp), los cuales no serian positivos (por no ser cuadréticos) para todas las con-
figuraciones posibles del fluido y por tanto no se cumpliria la ley de la entropia local

(5.15).
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Con el razonamiento descrito anteriormente, se encuentra entonces que el tensor 67T+
debe ser de la forma

STH = —n PMYPYOW, 5 — v (PMIUY + PYUMQ, — ¢ PPV, U7, (5.17)
donde
P =g9uw+U,U,, tensor de proyeccién al hiperplano normal a U*.
Qu=V,To+To(V,U,)U" vector de flujo de calor. (5.18)

2
Ww =V,U,+V,U, — ggWVQUO‘ tensor de corte (“shear tensor”).

Y los coeficientes (, 7, x deben ser siempre positivos o cero, y se identifican como

¢ >0, viscosidad volumétrica o de bulto (“bulk viscosity”)
n >0, viscosidad de corte (“shear viscosity”) (5.19)

v >0, coeficiente de conduccién de calor

La viscosidad de corte n suele también ser llamada “viscosidad dindmica”. La vis-
cosidad volumétrica ¢ también en ocasiones es llamada “segunda viscosidad” o “segundo
coeficiente de viscosidad” aunque estos otros dos nombres no son estrictamente correctos.

La expresion total para el tensor de energia-momento para un fluido imperfecto viene
dada por

Th = pUPUY + p(g" + UMU") — n P¥Y PYW,s — v (PFIUY + PYTUM)Qy — ¢ PHV, U7

(5.20)
y la ecuacién para la razén de produccién de entropia local (5.14), usando (5.17) se expresa
como

9 2
Vst = (2;0> pHe prA <V,,UM + V.U, — 3gWVUU") (VAUQ LV Uy — 3ngaU"> +

12
+ T—OQP’“’(VMTO + ToUV UL (V, To + ToUAVAU,) +

C o\2
+ ?O(V,,U )2 >0. (5.21)

5.2. Fluidos imperfectos en cosmologia.

Para el caso cosmoldgico resulta que la expresién (5.17), o bien (5.20) y (5.21) se
simplifican notablemente debido a que la isotropia espacial de la métrica de FRW impone
que el vector de flujo de calor y el “shear tensor” deben ser cero para respetar la isotropia
del Universo. Esto es, el flujo de calor puede ser solamente a lo largo del eje temporal
en el sistema de referencia comévil, debido a la isotropia espacial de la métrica de FRW.
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De haber flujos espaciales de calor, estos difinirian una direccién espacial preferida en el
fluido, siendo entonces incompatible con la isotropia del Universo, es por ello entonces que
@, debe ser cero. Por otra parte, la isotropia implica que la matriz de componentes de
W, debe ser invariante bajo rotaciones SO(3), en cada punto del espacio (debido a la
isotropia y homogeneidad). La tinica matriz con esta caracteristica es aquella que se forma
de la matriz unidad, I, multiplicada por alguna constante, es decir, W, = a - I, donde a
es constante. Pero debido a que la matriz Wy, no tiene traza (todos sus elementos de la
diagonal son cero), implica entonces que la constante es cero, lo cual implica a su vez que
en realidad W, = 0.

Por lo tanto, el Unico término disipativo que es compatible con la isotropia y ho-
mogeneidad de la métrica de FRW es el que corresponde a la viscosidad volumétrica,
—( PV, U". De esta forma, fijando @, = 0 = W,,, en la perturbacién 67", la expresion
(5.17) se reduce a

0T, = —C(9w + UU,)V,U. (5.22)

Considerando que V,U® = 3H, donde H es el parametro de Hubble y que @, = 0 = W,
la, expresién (5.20) resulta

T;izrzrzlp = PUuUu + P*(gm, + UuUu) (5.23)

donde

P*=p— (VU (5.24)

Al calcular V,U7 en la métrica de FRW se obtiene que

vV, U = 3H, (5.25)

donde H es el pardmetro de Hubble. Asi que usando (5.25) la expresién (5.24) llega a ser

52

Como puede verse de la expresién (5.26), P* es en realidad una presion efectiva com-
puesta por la presién hidrostatica o termodindmica del fluido p, mds la presiéon viscosa
—3CH. La forma del tensor 7},;,” es similar a la de un fluido perfecto [ver expresién (1.12)],
solo que con un término extra en el factor de la presion.

Observe entonces cémo el tnico coeficiente disipativo que prevalece en la expresion
(5.23, 5.26) es la wviscosidad volumétrica ¢, que surge cuando un fluido estd fuera de su
equilibrio termodindmico local y que induce la presion viscosa de magnitud —3(H. Esta
presion viscosa puede ser vista como una medida de la presién para restablecer el equilibrio
termodindmico local [59], [61]-[63]. En general ( = ((¢), es decir, puede depender del
tiempo, pero no del espacio, para poder ser consistente con la homogeneidad del Universo.

Por otra parte, la ecuacién para la razén de produccién de entropia local (5.21), usando
el hecho de que @, = 0 =W,,, se puede expresar como

¢

Vst = ?(VQU“)Q =9H?*> >0 (5.27)
0

¢
To
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donde la desigualdad viene de tomar en cuenta la ley de la entropia local (5.15). Con-
siderando que H? y Tp son siempre positivas, implica que

(5.28)

El formalismo para fluidos imperfectos aqui presentado fue inicialmente derivado por
Eckart [64] en 1940 para procesos disipativos relativistas en sistemas termodindmicos fuera
de su equilibrio local. Més tarde Landau & Lifshitz desarrollaron también una formulacién
equivalente [65].

La teoria de Eckart tiene escencialmente dos problemas en su formulacién, el primero
es que hay posibles estados de equilibrio en esta teorfa que son inestables [66], el segundo
problema es que puede darse el caso de que las senales puedan propagarse en el fluido
més rapido que la velocidad de la luz [67, 68]. Para corregir estos problemas, Israel-
Stewart [69, 70] desarrollaron en 1979 una teorfa més consistente y general que evita estos
problemas, y en la cual la teoria de Eckart es el limite a primer orden cuando el tiempo
de relajacion tiende a cero. En este limite, la teoria de Eckart es una buena aproximacion
a la de Israel-Stewart, y de tal forma que los problemas de la inestabilidad y velocidades
supraluminicas desaparecen. Por otro lado, se considera que estos dos problemas surgen
principalmente en el dominio no fisico de las teorfas [49].

Tomando ventaja de la equivalencia de la teoria de Eckart con la de Israel-Stewart en
el limite cuando el tiempo de relajacion tiende a cero, es que la primera ha sido usada
ampliamente en la investigacién debido a su mayor sencillez en comparacién a la teoria de
Israel-Stewart.

Por otra parte, Steven Weinberg en 1971 fue el primero en hacer un estudio formal
de los efectos de la teoria de los fluidos imperfectos para el caso de la cosmologia de un
Universo en expansién [71].

Hoy en dia, los fluidos imperfectos han tomado nuevo auge para modelar fluidos “os-
curos” con viscosidad volumétrica como responsables de la aceleracion observada en la
expasién del Universo, asumiendo que la aproximacion de tiempo de relajacion tiende a
cero (ver por ejemplo [50]-[52], [54, 55, 59], [72]-[75]).

Cabe senalar que para procesos irreversibles D. Pavén et al. [76] desarrollaron una
formulacién més general que la teoria de Israel-Stewart, donde la temperatura podria no
estar asociada con la temperatura del equilibrio. Sin embargo, en un escenario cosmolégico
esta formulacién no ha sido totalmente explorada.

5.3. Ecuaciones hidrodinamicas de los fluidos en Relativi-
dad General.

A partir del tensor de energia-momento TLIBP para fluidos imperfectos (ecuacién 5.23)
y de la ecuacién de conservacién del nimero de particulas (ecuacién 5.6) es posible derivar
las cinco ecuaciones hidrodindmicas mas relevantes que describen el comportamiento de
los fluidos en el contexto de la teoria general de la relatividad, que son:

= Ecuacion de continuidad para la densidad de materia.

» Ecuacion de transferencia de calor.
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» Ecuaciones de Navier-Stokes (3 ecuaciones).

El movimiento de un fluido es gobernado por estas cinco ecuaciones, a la cual se le
agrega la “ecuacion de estado” del fluido para tener una descripcién completa del mismo.

En el presente trabajo de tesis se estudian especificamente los fluidos compresibles con
viscosidad volumétrica.

La ecuacidon de continuidad corresponde a la expresion (5.6), es decir,

V,(nU") = 0. (5.29)

La ecuacion de la transferencia de calor en Relatividad General corresponde a la ex-
presién (5.21). Esta puede ser reescrita de otra forma! usando la expresion (5.10). Para
#¥ usando la expresién (5.22), que corresponde
al caso de un fluido con viscosidad volumétrica, pero sin viscosidad de corte (n = 0) ni

esto, se calcula la derivada covariante de 6T°
transferencia de calor (v = 0), obteniendo

V. 0TH = —( [0*UY + UMV U + P*'V 0], (5.30)
donde se ha definido

0=V,U" (5.31)

El escalar 6 suele llamarse la expansion del fluido porque describe justamente la razén
de incremento del volumen de un elemento del fluido.

Sustituyendo la expresién (5.30) en (5.10) y usando el hecho de que U*V,U" = 0, la
expresién (5.10) toma la forma

nTo U“% = (62 (5.32)

Esta es la ecuacién de transferencia de calor en Relatividad General, para el caso de
un fluido compresible y con viscosidad volumétrica.

Las ecuaciones de Navier-Stokes se calculan a partir de la parte espacial de la identidad
de Bianchi, es decir,

PoV, TH =0 (5.33)

donde T™ esta dado por la ecuacién (5.23) y P, es el tensor de proyeccién (ver 5.18).
Para calcular la expresién (5.33) se puede primero calcular V, T*”, de lo que se obtiene

VT = (p+p —G0) (UMV,uU” +0U") + UMU"V u(p+ p— CO) + "'V u(p — C0). (5.34)

Proyectando esta expresiéon con P,q, la ecuacion (5.33) resulta

(p +p— CQ)UHV;LUa + g”VPuaVu(P - Ce) =0. (535)

Estas son las ecuaciones de Navier-Stokes en el contexto de Relatividad General.

'El interés de expresar la ecuacién (5.21) de la forma dada por la ecuacién (5.32) viene del hecho de
que esta segunda forma de la ecuacion de transferencia de calor es mas adecuada para calcular su limite
Newtoniano. Este limite se calculara en la siguiente seccién.
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5.4. Limite Newtoniano de las ecuaciones hidrodinamicas.

Para mostrar la correspondencia entre las ecuaciones hidrodinamicas en Relatividad
General con el contexto Newtoniano, se calcula en esta seccién el limite Newtoniano? de
las ecuaciones de continuidad, transferencia de calor y de Navier-Stokes, para obtener las
ecuaciones hidrodindmicas Newtonianas para un fluido “de laboratorio”.

Para ello, se usaran las siguientes expresiones que resultan de expander cada una
de ellas en potencias de la velocidad v (recuerde que se estan utilizando las unidades
de velocidad de la luz ¢ = 1) del movimiento de una particula® inmersa en un campo
gravitacional. En el limite Newtoniano la expansién en potencias de v es hasta v? (es
decir, del orden de O(2)), cualquier otro término mayor al orden O(2) se desprecia por ser
muy pequetio (en unidades donde si se toma en cuenta el valor de ¢, la expansién hasta
orden O(2) corresponde a v?/c?).

A continuacion se enlistan las expresiones que més se usaran a lo largo de esta seccion.
La derivacion de cada una de ellas se puede consultar en el apéndice B. La expansién de
los elementos de la métrica g, viene dada como (ver expresiones B.28-B.30):

goo = —14+26+0(4), (5.36)
Gij = (Sij + 0(2), (5.37)
gio = O(3), (5.38)

donde ¢ es el potencial gravitacional Newtoniano definido por la ecuacién de Poisson:
V2¢ = 4nGp. El orden de ¢ es de O(2). Las expansiones de los términos contravariantes
g"¥ corresponden a las expresiones (B.33-B.35).

Las expansiones de las componentes de cuadrivelocidad U® hasta un orden de v? son
(ver expresiones B.45-B.48):

Ul =1+ (;UQ - ¢>) +0(4), (5.39)

Ul =o'+ 0(5), (5.40)
(137

Up=—(1+5v"+ qs) +0(4), (5.41)

Ui =v; + O(5), (5.42)

El término v’ representa las componentes del vector de velocidad v (de dimensién 3),
de magnitud v = v-v. El orden de v’ y v? es de O(1) y O(2) respectivamente. La derivada
parcial con respecto al tiempo, 9/02° = 9/0t, es de orden O(1).

Las expansiones de los simbolos de Christoffel vienen dadas por las expresiones (B.36—
B.40).

5.4.1. Ecuacién de continuidad.

Desarrollando explicitamente la ecuacién de continuidad (5.29) de Relatividad General
tenemos

2También llamada la “aprozimacién Newtoniana’ .
3Una “particula” en este contexto corresponde, por ejemplo, a un planeta, un cimulos entero de galaxias,
etc.
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V,.(nU") = Vo (nU°) + V;(nU") = 0. (5.43)
Desarrollando el primer sumando:
ou’  on i
Vo(nU) = nag+ @UO +n(TUY + T9,UY). (5.44)
Sin embargo, el primer término de la expansion de FBO es de orden O(3) (ver expresién

B.37) por lo que este término queda descartado (dado que 1"8(()2) = 0). El primer término de

la expansién de T'; es de orden O(2) (ver expresién B.36), sin embargo, al multiplicarlo por
U", el producto se vuelve de orden O(3) asf que también queda descartada su contribucion.
Luego, usando la expresién (5.39) para U, se obtiene

Vo(nU®) = n% [1 + (;zﬂ — ¢>] + <§;)> [1 + (;112 — ¢>>] . (5.45)

Los términos “(8/81:0)(%112 —¢)" y “(On/0x") (%vg — ¢)” son de orden O(3) por lo

que se descartan. Con esto se llega a

on
0y - 727
Vo(nU") = 2. (5.46)
Ahora, para el sumando V;(nU?) se tiene
, out  on 0 A
Vi(nU") = noa 1 o U'+n(TyU" +T5U07). (5.47)

Il y Fﬁj son de orden O(3) y O(2) respectivamente (ver expresiones B.38-B.39), que
multiplicadas por U? y U7 incrementan el orden a O(4) y O(3) respectivamente, por lo
que se descartan. Sustituyendo la expresién (5.40) para U® se tiene

N o on\ ;
Vi(nU") = N + (E)mi) v (5.48)

Sustituyendo las expresiones (5.46) y (5.48) en (5.43) se obtiene
on on\
— - - =0. 4
8t+n8x’+<8xz>v 0 (5.49)

O en notacién vectorial se puede expresar como

%+nV~V+V-Vn:O, (5.50)

Conviene expresar la ecuacién (5.50) en términos de la densidad de masa del fluido,
que denotaremos como pg y es igual a

po = nm (5.51)

donde m es la masa de una de las particulas del fluido. Con esto, la ecuacién se expresa

como

0
%+poV~v+v'Vp0:O, (5.52)

lo cual corresponde a la ecuacion de continuidad conocida para los fluidos Newtonianos.
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5.4.2. Ecuacién de transferencia de calor.

Partiendo de la expresién (5.32) se observa que hay que expandir el factor 6:

0=V, U"=VU’+V,U". (5.53)
El primer sumando se puede expandir como
ouv ;
VoU? = e IoU° + ;U7 (5.54)

pero I, v I‘gj U7 son de orden O(3), asf que se descartan. Sustituyendo la expresion (5.39)
para U y despreciando los términos mayores a O(2) resulta que todos los otros términos
también se desaparecen, obteniendo

VoU® = 0. (5.55)
Luego, para el sumando V;U’ se tiene
;_ oU! i i T7J
Vill' = 5= + U + T, U7 (5.56)

Nuevamente ', y FﬁjUj se descartan por ser de orden O(3). Al sustituir la expresién
(5.40) para U’ y conservando terminos hasta de orden O(2) se llega a

.o
=" _vy. 5.57
\Y 9 V-v (5.57)
Usando las expresiones (5.55) y (5.57) en (5.53) se tiene que
0=V v (5.58)
Ahora, desarrollando el factor U#(0o /0z*) de la expresion (5.32), se tiene
do do ;0o
P =Y + U —
Ot 920 " Bt
1 0o . Jo
=11 —v? — — — .
{ + (21) qb)} ot +v o (5.59)
Conservando solo los términos de orden O(2) se obtiene
do  OJo . do
e = — 40— 5.60
gon ~ ot Vg (5.60)
que en forma vectorial se puede escribir como
do  OJo
Iz = . .61
U@xﬂ 8t+v Vo (5.61)

Sustituyendo las expresiones (5.58) y (5.61) en (5.32), y multiplicando por m resulta

poTh <Z‘; +v- va) =((V-v)?, (5.62)

donde se ha usado la definicién (5.51) y se ha redefinido ( — m(. Esta es la familiar
ecuacion Newtoniana de transferencia de calor para un fluido compresible y con viscosidad
volumétrica.
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5.4.3. Ecuaciones de Navier-Stokes.

Para calcular el limite Newtoniano de las ecuaciones de Navier-Stokes (5.35) conviene
realizar la expansion separadamente de los dos sumandos que aparecen en (5.35). Consid-
eremos primero el sumando U#V ,U,. Desarrollando solamente la parte espacial de esta
expresion (a = k) se tiene

UMY Uy, = grpUrV,UP (5.63)
= gro(UVoU? + U'V;U°) + g1 (UVoU* + U7 V;U")
Pero gro es de orden O(3) (ver expresién 5.38) asi que se descarta. Luego, gi; = dx; + O(2)
(ver 5.37). Manteniendo solo términos de orden O(2) resulta

UMY Uy = 61:(UV U + UIV,;UY)

= UV U* + UIV,U". (5.64)
Luego,
0 k o (OU* k 770 E rri

F’gi es de orden O(3) asi que se descarta. Sustituyendo U°, U koy 1"’50 de las expresiones
(5.39, 5.40) y (B.40) respectivamente, y conservando términos de orden O(2), resulta

ok 0¢

0 k__ YY e
UV U* =+ o (5.66)

Ahora, el término U7V;U* se expande como

A - (oUF ,
k _ k 170 krri

F;?O y I‘?iUi son de orden O(3). Conservando términos de orden O(2):

. Ok
Iy . 7k — o))
U'V;U" =wv Erh (5.68)

Sumando las expresiones (5.66) y (5.68), la ecuacién (5.64) se escribe como
ok 9¢ vk
U U, = — + — +v—.
e TR
Por otra parte, el segundo término de la ecuacién (5.35), en la parte espacial, se puede
expandir como

(5.69)

9" PV u(p — €0) = (¢%Pox + g% Pjy)Vo(p — C0) + (9% Por, + 9" Pjx)Vi(p — ¢0), (5.70)

g% y ¢" son de orden O(3). El primer término del lado derecho de la expresién (5.70)
puede expandirse de la siguiente forma

6% FeFo(p — ) = (1~ 20) (g0 + Uol) a(p — CO). (5.11)

85



CAPITULO 5. FLUIDOS IMPERFECTOS
5.4. LIMITE NEWTONIANO DE LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS.

Pero tomando en cuenta que la presién hidrostatica p del fluido y el término 6 son de orden
0(2),y (0/0t) de orden O(1), se observa que este todo el lado derecho de la igualdad (5.71)
es mayor a O(2), por lo mismo se descarta, y entonces

9" PorVo(p — ¢0) = 0. (5.72)

Luego, el término g Pj, V;(p — (0) se expande como

’ B
9" PjVi(p — ¢0) = 04 (gjr + U;jUr) 5= (p — ¢0)

ox?
0
= (0t + UilUk) 55 (p = C0)
0
Usando las expresiones (5.72) y (5.73), la ecuacién (5.70) se puede expresar como
Op  9(¢h)
H P, - =— - . e
g l/kv,u(p 69) 5‘xk 856k (5 7 )

Ahora, sustituyendo las expresiones (5.69) y (5.74) en la parte espacial de (5.35), se
tiene

ok 9¢ j ok dp  0(¢h)
(p+p—c0) (8t+axk+“ axn) T 9uF T 0ak

p es de orden O(0), pero p, 0, ¢ son de orden O(2). Conservando solo términos de O(2) en
la expresién (5.75) y rearreglando se obtiene

=0. (5.75)

ok vk op oo 0(¢0)
AT R I A
,0( ot TV axj> dzk  Ozk  Oxk (5.76)
Expresando la ecuacién (5.76) en forma vectorial resulta
ov
p L?t +(v- V)V] =—-Vp—pVop+V(V- V). (5.77)

Luego, p corresponde a la densidad de energia del fluido en el contexto de Relatividad
General. Este factor puede verse como la suma de dos contribuciones, una debida a la den-
sidad de energfa que viene de la densidad de masa del fluido, es decir, poc? (ver expresién
5.51), donde ¢ es la velocidad de la luz*, y otra contribucién que viene de la densidad de
energia interna del fluido poll, donde II es un nimero real, esto es,

p = poc? + poll. (5.78)

En el limite Newtoniano sucede que poc? >> poll. Asi que despreciando poll y asum-
iendo nuevamente ¢ = 1, la ecuacién (5.77) se escribe como

" [gj e V)V] — V- V6 + V(T V). (5.79)

Que corresponde a las ecuaciones de Navier-Stokes en el contexto Newtoniano.

4Aqui se ha hecho la excepcién de escribir explicitamente el factor c.
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5.5. Interpretacion fisica de la viscosidad volumétrica.

La viscosidad volumétrica ¢ es una propiedad de los fluidos compresibles y que aparece
principalmente en gases poliatomicos. La viscosidad volumétrica se define a través de la
diferencia entre la presion termodinamica p del fluido y la presion mecdnica p* en el mismo,
como

p—p =(V-v) (5.80)

donde v es la velocidad del fluido. La presién termodindamica p es una medida de toda
la energia cinética de las moleculas del fluido, este término incluye los movimientos de
translacion, rotacién, vibracién y cualquier otro movimiento de las mismas. La presion
mecanica p* es una medida de la energia translacional de las moleculas solamente, mientras
que la presién ((V - v) mide las otras formas de energia cinética: rotacion y vibracion
[77, 78]. De esta forma, en el caso de que los modos vibracionales y/o rotacionales (o algin
otro tipo de modo) de las moleculas de un fluido compresible esten activados, entonces
¢#0.

En el caso en que el fluido sea incompresible, el término (V - v) es cero y entonces
ambas presiones son iguales en ese caso.

El efecto més conocido (y tal vez el unico) de la viscosidad volumétrica en un fluido
es el de atenuacion de las ondas acusticas en un medio, que consisten en la reduccion
de la amplitud de la onda en funcién de la distancia de profundidad que recorre en el
medio. La dnica manera hasta ahora conocida para medir y estudiar experimentalmente
la viscosidad volumétrica es justamente a través de esta atenuacion de ondas ultrasonicas,
principalmente a través de una técnica llamada espectroscopia acistica [78].

La ecuacion para la atenuacion « de ondas acusticas que se propagan en un medio
viscoso, térmicamente no conductivo, en el limite de bajas frecuencias (del orden de 100
MHz) se expresa como® [78]

2

w 4
@ 2V (3” " C) o5y

donde w es la frecuencia de la onda actistica, pg es la densidad del fluido, V' es volumen y
71, ¢ son las viscosidades dindmica (o de corte) y volumétrica, respectivamente.

Algunos valores de la viscosidad volumétrica calculados recientemente por Dukhin y
Goetz, 2009 [78] para ciertos liquidos se muestran en la tabla 5.1. Estos autores estudiaron
12 liquidos de diversa naturaleza a los que miden experimentalmente la viscosidad dindmica
1y volumétrica ¢, ademas de otros parametros. Encontraron, contrario a lo que se asume
insistentemente en la literatura sin fundamentos experimentales, que la magnitud de la
viscosidad volumétrica de cada uno de estos fluidos definitivamente no es despreciable,
vy que en todos ellos es mayor que la viscosidad dindmica, incluso por dos ordenes de
magnitud (para la piridina por ejemplo). Ademds, que la viscosidad volumétrica depende
escencialmente solo de las propiedades moleculares del fluido.

Una de las aplicaciones de interés del estudio de la viscosidad volumétrica y su efecto
en la atenuacion de ondas actsticas es en la técnica no destructiva de exploracién de

°En el presente trabajo de tesis no se muestra la derivacién de esta ecuacién, la cual esta fuera del
alcance e intereses del trabajo. Se muestra solo con fines de ilustracion.
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Viscosidad ~ Viscosidad
Liquido  Volumétrica Dindmica

(cP) (cP)
Agua 24 0.890
Tolueno 7.6 0.560
Metanol 0.8 0.544
Acetona 14 0.306
Etanol 1.4 1.074
Piridina 62.4 0.879

Cuadro 5.1: Valores de la viscosidad volumétrica para 6 liquidos calculados por Dukhin
y Goetz, 2009 [78] a través de la atenuacién de ondas ultrasénicas de 100 MHz, a una
temperatura de 25° C. Las unidades corresponden a centipoises (cP) [1 poise (P) =1
gr/(cm - seg)]. Observe como la viscosidad volumétrica es notablemente mayor que la
viscosidad dinamica para todos los fluidos.

medios a través de ondas acusticas ultrasénicas (por ejemplo, para generar las imdgenes
de ultrasonido de un bebé en el vientre materno).

Vale la pena mencionar que la viscosidad volumétrica ha sido escasamente estudia-
da hasta hoy en dia, al punto tal que sorprende la poca informaciéon que existe al re-
specto [78]. Son muy pocos los trabajos que se han hecho sobre ella tanto tedrica como
experimentalmente. Casi no hay valores experimentales reportados para fluidos de labo-
ratorio. Practicamente toda literatura existente sobre fluidos viscosos se enfoca en fluidos
incompresibles y con viscosidad dindmica (shear viscosity) quedando fuera del estudio la
viscosidad volumétrica, y los que abordan los fluidos compresibles lo hacen sin entrar en
detalles de lo que es la viscosidad volumétrica, salvo algunos escasos trabajos.

5.5.1. Efecto de la viscosidad volumétrica en fluidos Newtonianos.

En el presente trabajo de tesis se planted y realizé un estudio preeliminar al respecto de
la siguiente pregunta (no se encontré ningin antecedente de algtin estudio previo realizado
en ello en la literatura): “;podria observarse en un fluido Newtoniano el efecto de que la
viscosidad volumétrica pueda inducir expansion acelerada en el fluido, tal como sucede en
el contexto cosmolégico?”.

Para ello, se consideré el caso de un fluido con viscosidad volumétrica, sin viscosidad
dindmica ni conduccién térmica. Se asume que el flujo del fluido es en la direccién del
eje cartesiano = y que se mueve con una velocidad v = v(x)1, donde la densidad del
mismo depende solamente de z y el tiempo ¢, es decir pg = po (¢, x). Ademds, la presion es
p = p(x), y se asume que no hay la presencia de algin campo de fuerza externo (¢ = 0).
Ademis se considera que en el fluido existe un gradiente de presién de la forma®

9 _

5o =—C (5.82)

SEste gradiente (y en general esta configuracién del fluido) es a semejanza del flujo plano de Poiseuille,
para fluidos incompresibles con viscosidad dindmica.
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donde C' es una constante positiva. Con estas condiciones las ecuaciones de Navier-Stokes
(5.79) se reduce a una sola, que es

ov ov 9%
00 [5‘154_1)895} —C’—I—Q@, (5.83)

donde se ha usado el resultado de Dukhin y Goetz [78] de que la viscosidad no depende
de z. Por otra parte, la ecuacién de continuidad (5.52) para este fluido se expresa como

[E—— — —_— = . . 4
ot +p08m+vﬁx 0 (5.84)
Las condiciones de frontera e iniciales que se consideran son:
v(t=0,2)=1 po(t=0,2)=1 (5.85)
v(t,r=0)=1 po(t,z=0)=1 (5.86)
%v(t, z=0)=0 Cc=1 (5.87)

Se resolvié numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(5.84) y (5.85) para encontrar las funciones py(t, z) y v(z). Luego, el escalar de expansién
6, que en Relatividad General se define como (ver expresiéon 5.31) § = V,U* y que en
el limite Newtoniano toma la forma # = V - v (ver expresién 5.58), describe la razén
de incremento del volumen de un elemento del fluido [79], es por ello que es llamado la
expansion. Este término en las ecuaciones permite tomar en cuenta de que el fluido es
compresible. Para fluidos incompresibles 6 = 0.

En el caso del fluido propuesto en esta seccién, 0 toma la forma

ov

ox’

La aceleracion en la expansién del fluido corresponde al cambio en el tiempo de 6, es
decir

0 (5.88)

g 000x 00 v 0%
at ~azor o " oa? T Biow
En las figuras 5.1-5.4 se grafican las funciones calculadas para 0, df/dt, v(t) y p(t) en
funcién del tiempo. Dado que estas cuatro funciones dependen de (¢, x), se eligié = 0.5 cm
como un valor caracteristico fijo espacialmente para estudiar el comportamiento del fluido.
Los valores elegido para ¢ en las figuras 5.1-5.4, corresponden a los de la tabla 5.1, con
el fin de tener una referencia experimental de fluidos reales que puedan tener esa magni-

(5.89)

tud de viscosidad volumétrica. Ademds, se incluyé el caso en el que la magnitud de ¢ es
muy pequena (¢ = 0.01 c¢P) para observar el comportamiento del fluido cuando la viscosi-
dad volumétrica es “despreciable”. Las unidades utilizadas son: centipoises (viscosidad),
milipascales (presién), 1072 gr/cm?® (densidad) y cm/seg (velocidad).

Se analizé también el caso en que se elegia un valor de { = 62.4 cP, que corresponde
a la viscosidad volumétrica de la piridina (ver tabla 5.1), sin embargo, se obtuvo un
comportamiento cadtico y con singularidades para este caso, por lo que no se muestra en
las graficas.

De las figuras 5.1-5.4 (principalmente de 5.2) se observa que el fluido tiene una ex-
pansién acelerada (df/dt > 0) para tiempos tempranos (¢ > 0), tal que la aceleracién se
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Figura 5.1: Gréfica de la funcién de expansién § = dv/0x en funcién del tiempo ¢ (segun-
dos) para diferentes valores de la viscosidad volumétrica. Se estudia el comportamiento
del fluido a una profundidad en el medio de x = 0.5 cm. Las unidades de ¢ estan dadas
en centipoises (cP) [1 poise (P) = 1 gr/(cm - seg)]. Se observa como el fluido se expande
cada vez en mayor proporcién conforme pasa el tiempo (expansién acelerada). Ver figura
5.2. Los valores elegidos para ¢ que se muestran en la figura corresponden a los de la tabla
5.1, de tal forma que las graficas corresponden al caso en que el fluido sea: agua (¢ = 2.4
cP), tolueno (¢ = 7.6 cP), metanol (¢ = 0.8 cP), acetona y etanol (( = 1.4 cP).

incrementa rapidamente en un principio hasta alcanzar un méaximo y luego empieza a de-
crecer monoténicamente hasta tener una transicién suave a un periodo tardio de expansion
desacelerada (df/dt > 0).

Del comportamiento que se observa en las figuras 5.1-5.4, se llega a la conclusion
preliminar de que, dada la configuraciéon y condiciones iniciales y de frontera planteados
arriba para un fluido compresible, los resultados sugieren que la presencia de la viscosidad
volumétrica en un fluido compresible parecen inducir una aceleracién en la expansion
del fluido (semejante a la que se obtiene en el contexto cosmolégico). Sin embargo, esta
aceleracién decrece en el tiempo hasta llegar a un periodo de expansion desacelerada.

Es preciso realizar un estudio mas profundo para verificar y analizar el rango de validez
de la conclusién arriba planteada.

5.6. En resumen:

Este capitulo describe las bases tedricas y fisicas de los fluidos imperfectos relativistas,
que son una generalizacién de los fluidos perfectos del capitulo 1. Los fluidos imperfectos
toman en cuenta los posibles efectos disipativos presentes en los fluidos reales que se
encuentran en la naturaleza, tales como el flujo de calor, la viscosidad de corte (la que
es mds familiar) y la volumétrica. Los fluidos perfectos son tan solo una idealizacién o
aproximacion al comportamiento de los fluidos, que en realidad es més complejo, por
lo que una descripcion mas detallada se hace precisamente con la teoria de los fluidos
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Aceleracion
LT e R ——

de/dt

Figura 5.2: Gréfica de la aceleracidn de expansién df/dt (donde 8 = dv/dz. Ver expre-
sién 5.88) en funcién del tiempo t (segundos), para diferentes valores de la viscosidad
volumétrica. Se estudia el comportamiento del fluido a una profundidad en el medio de
x = 0.5 cm. Se observa que el fluido inicialmente experimenta un periodo de expansion
acelerada (df/dt > 0), pero cuya magnitud de la aceleracién va disminuyendo gradual-
mente en el tiempo hasta llegar a un periodo desacelerado (df/dt < 0). Sin embargo, para
el caso ¢ = 0.01 cP, el fluido empieza con aceleracion igual a cero, luego tiene una ligera
etapa de aceleracion seguida por una de desaceleracién, y que tiempo después se vuelve
cero, ya que el fluido deja de expanderse (ver figura 5.3). Las unidades de ¢ son centipoises
(cP).

R ‘ \(elqcidaq de‘l ﬂpido ‘
(=24

V()

Figura 5.3: Grafica de la velocidad del flujo v(t) para distintos valores de la viscosidad
volumétrica. Se estudia el comportamiento del fluido a una profundidad en el medio de
x = 0.5 cm. Se observa como la velocidad del fluido se va incrementando conforme pasa el
tiempo hasta llegar a un maximo y luego viene un periodo de decremento de la velocidad o
se mantiene constante. Las unidades de ¢ son centipoises (cP), y de la velocidad (cm/seg).
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Figura 5.4: Gréfica de la densidad del fluido py(t) en funcién del tiempo (segundos) para
distintos valores de la viscosidad volumétrica. Se estudia el comportamiento del fluido a
una profundidad en el medio de z = 0.5 cm. Se observa como la densidad del fluido va
decreciendo conforme pasa el tiempo. Las unidades de ¢ y pg son centipoises (cP) y 1072
gr/cm?, respectivamente.

imperfectos.

La expresion del tensor de energia-momento de los fluidos imperfectos es més com-
plicada que para el caso de los perfectos, sin embargo, al requerir que los fluidos sean
homogeneos e isotrépicos para poder usarlos en el contexto cosmoldgico, la expresion del
tensor se simplifica notablemente, de tal manera que el Unico efecto que queda es el de la
viscosidad volumétrica.

Por otra parte, se calcularon las ecuaciones hidrodindmicas de los fluidos en el con-
texto de Relatividad General y su contraparte Newtoniana, para mostrar como de las
ecuaciones mas generales se llegan a las ecuaciones conocidas de hidrodinamica de fluidos
Newtonianos.

Se estudi6 también la interpretacion fisica de la viscosidad volumétrica en fluidos New-
tonianos para tener una mejor comprension de su naturaleza. Ademas se investigd si era
posible tener un fluido de laboratorio en el cual se observara que se expande acelerada-
mente debido a la presencia de la viscosidad volumétrica. La conclusion preeliminar a la
que se llegd en ese sentido es que si puede darse el caso, al menos teéricamente.

Las tres expresiones mas importantes de este capitulo que seran usadas en el siguiente
capitulo son: el tensor de energia-momento (5.23), la presién efectiva (5.26) y la segunda
ley de la termodindmica local (5.28).

Los conceptos aqui presentados serviran de base para proponer y analizar en el siguiente
capitulo un modelo cosmolégico con viscosidad volumétrica para explicar la expansion
acelerada del Universo, a manera de alternativa al modelo ACDM.
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Capitulo 6

Modelos cosmolégicos con
viscosidad volumétrica

En los capitulos anteriores se han descrito diferentes elementos tedricos, estadisticos y
observacionales de la cosmologia, y en particular, aquellos relacionados con la expansién
acelerada del Universo y la energia oscura. Ademads, en el capitulo 5 se describieron las
generalidades tedricas de los fluidos imperfectos, con una orientacién hacia la cosmologia.

En el presente capitulo se propone y estudia un modelo muy general de cosmologia vis-
cosa, basado sobre la teoria de los fluidos imperfectos, a manera de un modelo alternativo
al de la energia oscura o a ACDM.

Se trata de un modelo cosmoldgico que propone que la tnica® componente presente
en el Universo es un fluido sin presién (polvo), con viscosidad volumétrica de la forma
general ( = (op+ (1 H, para explicar la aceleracién presente del Universo, donde (y y (7 son
constantes en el espacio y tiempo, y H es el parametro de Hubble. El fluido caracteriza
conjuntamente a las componentes de materia bariénica y oscura.

El término “(p” toma en cuenta la parametrizacion mas simple posible para la viscosi-
dad, esto es, que sea proporcional a una constante. Y el término “(yH” caracteriza a una
viscosidad que es proporcional a la razén de expansién del Universo.

Se clasifican todos los posibles escenarios del Universo predichos por el modelo de
acuerdo a su evolucion en el pasado, presente y futuro, analizando el comportamiento del
factor de escala asi como el escalar de curvatura y la densidad de materia.

Por otra parte, acotamos y probamos la viabilidad del modelo desarrollando un analisis
estadistico Bayesiano para calcular las mejores estimaciones de (p y (; usando los datos
de supernovas tipo Ia, el pardmetro de corrimiento R de la radiacién césmica de fondo
y el pico A de las variaciones actusticas bariénicas. Ademds de usar la segunda ley de la
termodinamica local y las cotas observacionales sobre la edad el Universo para impon-
er dos cotas méds sobre el modelo. Adicionalmente, desarrollamos diferentes formas de
marginalizar a la constante de Hubble para estudiar la sensibilidad de los resultados ante
la forma de marginalizar.

Este capitulo representa el trabajo central de la tesis, que por un lado consistié en
el aprendizaje, dominio e implementacién de los conceptos descritos someramente en los
capitulos anteriores, y que se resumen en las pruebas cosmoldgicas, la estadistica Bayesiana

1

'Es decir, la componente dominante del Universo.
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y los fluidos imperfectos. Y por otro lado, su aplicacién al estudio formal y detallado de
un modelo cosmolégico alternativo, con una parametrizacion muy general que permite
abarcar un gran nimero de casos, los cuales son estudiados. Ademaés, el modelo general es
confrontado con pruebas cosmoldgicas para medir su viabilidad y calcular los pardametros
libres de la teoria.

Es importante mencionar que el tercer elemento central de la tesis consistié precisa-
mente en la confrontacién “modelo vs datos” que implica un trabajo considerable en la
parte de calculo nimerico, tanto su implementaciéon como desarrollo, que dan como resul-
tado ciertas graficas y valores mostrados en las tablas de este capitulo.

Comencemos por estudiar el modelo a partir de la ecuacién de conservacién local de
la materia y la obtencién del parametro de Hubble.

6.1. La ecuacion de conservaciéon local y el parametro de
Hubble.

Como se mencioné anteriomente, estudiamos un modelo cosmoldgico en la métrica de
FRW donde la unica componente es un fluido sin presiéon con viscosidad volumétrica de
la forma ¢ = (o + (1 H, para explicar la aceleracién presente del Universo. Este fluido sin
presién caracteriza conjuntamente a las componentes de materia oscura y bariénica.

Asumimos un Universo de geometria espacialmente plana que en la métrica de FRW
se expresa como

ds* = —dt* + a* (t) (dr® + r*dQ?), (6.1)

donde a(t) es el factor de escala. Por otra parte, la ecuacién de conservacién local para el
fluido viscoso se expresa como

Pm + 3H (pm + PL) =0, (6.2)
donde

Pt = P, — 3CH. (6.3)

El subindice “m” indica “componente de materia”, H es el parametro de Hubble y el
punto sobre p,, significa derivada temporal.

En particular, establecemos la presién hidrostatica del fluido como Py, = 0, debido a
que estamos asumiendo que la componente de materia es un fluido sin presién (polvo).
Con esto, la ecuacién de conservacion (6.2) resulta

pm + 3H (pm — 3CH) = 0. (6.4)

El coeficiente de viscosidad ¢ en general puede depender del tiempo cdésmico. Las ecua-
ciones de Friedmann para este caso son

drG
p ——T(Pm—%H)- (6.6)
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Usando la parametrizacién ¢ = (o + (1H y la primera ecuacién de Friedmann (6.5),
podemos escribir el término (py, — 3(H) de la ecuacién (6.4) como:

_ él Hy Zo1/2
pm — 3CH = (1 3 Pm — Wﬁopm ) (6.7)

donde hemos definido los coeficientes de viscosidad volumétrica adimensionales (y y (1
como

o= () e G=eme, (6
0

y Hy es la constante de Hubble. Usando la expresién (6.7) podemos reescribir la ecuacién
(6.4) en términos del factor de escala como

dpm

3H <~0 1/2 _ 0
da

-~ Pm
3—Q)— — ——5— . 6.9
+( Cl) a (247TG)1/2 apn’l ( )
Dividimos la ecuacién diferencial ordinaria (EDO) (6.9) por la densidad critica hoy
pYs = 3HZ/87G, obteniendo

d,

(3 ) — G =0, (6.10)

a

donde ahora ademaés hemos definido el pardametro de densidad adimensional QO = Pm/ pgrit.
Usando la relacién entre el factor de escala a y el redshift 1 4+ z = 1/a podemos expresar
la EDO (6.10) como

(1428 (G 30+ G0l =0 (6.11)

donde la funcién a ser calculada es Oy, (z). Esta EDO tiene la solucién exacta:

2
Qm(z) = l(l - CO" ) (1 + Z)(3*Q:1)/2 + Q)*“| ;  para 51 7é 37 (612)
3—( 3—C

donde hemos usado la condicién inicial 2,0 = Qm(z = 0) = 1. Por otra parte, dividimos la
primera ecuacién de Friedmann (6.5) también por la densidad critica hoy y le sustituimos
la, expresién (6.12) para obtener

(3 —Go— 51) (14 2)B3-072 4 G .
H(z) = Hy 3¢ ; para (1 # 3. (6.13)
-G

O en términos del factor de escala

H(a) = H, [(1 _ 35()&) a(gl—S)/Q + 35051] : para 51 #+ 3. (6.14)
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6.2. El factor de escala.

De la definicién del pardmetro de Hubble H(a) = a/a escribimos la expresién (6.14)
como

) - ) -
lda =Hyl||1- <70~ al61=3)/2 & . (6.15)
a dt 3—G 3—G
Definimos v = (p/(3 — (1) v 8= (1 — 3, e integramos la ecuacién (6.15), es decir,
a da/ t
= [ Hodt' = Ho(t —to), 6.16
/1 a [(1*7)a'ﬁ/2+7] to 0 of 0) ( )
donde t es el tiempo césmico. Resolviendo esta integral obtenemos
2 11 | = Hy(t —t 6.17
_Tﬂn[_w“aﬂ/z]_ ot = to). (6:17)

Resolviendo para a(t) y sustituyendo los valores de v y 3 llegamos a

G+ G —3+(B-0)exp (%EoHo(t—tO)) 2/(3-&) ~ ~
a(t) = C~ ; para (g #0, (1 # 3.
0

(6.18)

Ademas, calculamos la primera y segunda derivadas de la expresién (6.18) con respecto

a x = Hy(t — tp) para estudiar las épocas de expansién aceleradas o desaceleradas del
Universo y las transiciones entre ellas:

@ — efol’/Q

dx

- - .z (&1-1)/(3=¢1)
_ _ Cox/2
Go+¢—3 +~(3 Gr)e ] 7 (6.19)

o

2 ~ o ) o o
da _ lecox/z (<0+<1 —3+2640f/2) Co+ G 3+§(3 ¢1)
0

6C~OI/2 2(¢1-2)/(3—¢1)
dz?2 2 ]

(6.20)

6.3. Analisis del factor de escala

En esta seccién analizamos el comportamiento del factor de escala y la evolucién del
Universo que el modelo ( = (yp + (1H predice, ademéas de clasificar todos sus posibles
escenarios de acuerdo a su comportamiento, cuando las expresiones (6.18-6.20) son eval-
uadas en los diferentes valores posibles de CNO y 51. Para simplificar el analisis agrupamos
los posibles valores de (50, §~1) de acuerdo al comportamiento que el Universo tiene para
cada caso. Cada uno de estos casos son estudiados separadamente y son:

» Caso (I): o+ (1 =3
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= Caso (IT): (o <0, {; <0

= Caso (IIT): G >0, 1 <0

= Caso (IV): {p>0,0<( <3
= Caso (V): (p<0,0<¢ <3
= Caso (VI): (o >0, ¢ >3

» Caso (VIL): (o <0, {; >3

= Caso (VIII): ¢ > 0, ¢ = 3
» Caso (IX): (p <0, (=3

= Caso (X): (=0, (1 =3

» Caso (XI): (o =0, (1 #0

s Caso (XII): o #0, (=0

6.3.1. Caso (I): {4 ( = 3.

Estudiamos el caso cuando el factor de escala (6.18) es evaluado en todos los posibles
valores de ((p,¢1) tales que (o + ¢4 = 3. Encontramos de manera simple que este caso
corresponde a un Universo de de Sitter

a(t) = eflolt=to) (6.21)

en el cual el Universo tiene una expansién eterna acelerada (ver lineas punteadas en las
figuras 6.2, 6.3).

6.3.2. Caso (I1): (, <0, { <O0.

Estudiamos el caso en el que se evaliia la expresion (6.18) para cualesquiera valores de
Q:O < 0, 51 < 0. Encontramos que en este caso el Universo comienza con un Big-Bang?.
Justo después el Universo comienza a expanderse desaceleradamente, y esto lo hace por
siempre. El factor de escala esta acotado en el futuro, solo puede alcanzar un valor mdzimo
“amax’ cuando el tiempo césmico va a infinito en el futuro, dado por

. 2/(3-&1)
e = I a(t) = (W’> , (6.22)

—00 <0

donde el subindice “max” indica “maximo”. La figura 6.1 muestra el comportamiento del
factor de escala para diferentes valores de ((:“0, 51) para este caso.

Por otra parte, usando a(tBB) = 0, encontramos que el tiempo coésmico tgg cuando
sucede el Big-Bang al inicio del Universo es

)

2En el presente trabajo definimos al Big-Bang como el estado del Universo donde el factor de escala es
cero en algin tiempo pasado tgg, donde ademds los valores del escalar de curvatura R y la densidad de
materia p divergen. El subindice “BB” indica “Big-Bang”.
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Figura 6.1: Gréficas del factor de escala con respecto a Hy(t — tg) para diferentes valores
de ((o,¢1) cuando {p < 0y ¢ < 0 (ver seccién 6.3.2). En este caso el modelo predice
un Big-Bang como inicio del Universo, seguido por una expansién eterna desacelerada. El
factor de escala estd acotado por un valor maximo ayax = [(50 +G— 3)/60]2/(3_41) cuando
t — oo. El tiempo £y corresponde al tiempo presente y Hy es la constante de Hubble.

2 o
tgp = t — 1 1-— — | . 6.23
BB = o 0Go n( 3—C1> (6.23)

Ademas, definimos la edad del Universo como el tiempo transcurrido entre el momento
del Big-Bang tpp hasta hoy en dia, tg. Asi que usando la expresién (6.23), la edad del
Universo esta dada por

Edad = |tp — tgp| = _H2§ In (1 = 3 COE ) (6.24)
060 — 61

6.3.3. Caso (III): ¢, > 0, {; < 0.

Analizamos el factor de escala (6.18) en valores {y > 0, ¢; < 0. Encontramos que hay
dos tipos de comportamientos del Universo, dependiendo de la desigualdad:

(II-a) ¢o+ (i < 3,

(I1I-b) o+ > 3.

Las figuras 6.2-6.12 muestran el comportamiento del factor de escala para estos subcasos
usando diferentes valores de (o, (1)

Para el subcaso (III-a) el modelo predice un Universo ezpandiendose eternamente,
este comienza con un Big-Bang seguido por una expasion desacelerada en la cual la des-
aceleracién va disminuyendo gradualmente hasta un momento en el cual es cero y es
seguida por una transicion suave a un periodo de expansion acelerada que continuara por
siempre en el futuro, tal que a — oo cuando t — oo (ver figuras 6.2-6.5).
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El tiempo césmico “tirans” en el cual la transicién entre el periodo desacelerado al
acelerado sucede puede calcularse igualando a cero la expresién (6.20) produciendo

) .
terans = to + —= In 3-G—G (6.25)
Hy(o 2

Para obtener la expresién de la transicién entre el periodo desacelerado al acelerado
para el factor de escala, derivamos la expresién (6.14) con respecto al factor de escala, y
usando el hecho de que H = a/a obtenemos

@ — 51_1 _ 50 (€1—3)/2 50
i Hol 5 <1 3_§1>a +73—C~1 . (6.26)

Esta ecuacion la igualamos a cero para con ello obtener la expresion para el factor de
escala, a;, para la cual se da la transicién,

- [ 2%, r/(fl—fi)
ar = = = =
(¢t —1)(Co+¢1 —3)

Es importante senalar que la transicién entre el periodo de expansién desacelerada a
acelerada viene directamente del modelo, no es necesario asumir algin otro elemento para
obtenerla.

(6.27)

_ La transicién toma lugar en el pasado del Universo si 1 < C~0 + C~1 < 3. En el futuro si
C+¢G<1.Y hoysi(+¢ =1

Las mejores estimaciones para los valores de los coeficientes adimensionales de la vis-
cosidad volumétrica (fo, 51) corresponden justamente a este caso (ver tabla 6.3 y la seccién
6.6.1 para detalles). Las figuras 6.4 y 6.5 muestran el comportamiento del factor de escala
cuando es evaluada en las mejores estimaciones.

De manera semejante al caso anterior, la edad del Universo para este subcaso estd dado
por la expresién (6.24). La tabla 6.1 muestra el valor de la edad del Universo cuando la
expresién (6.24) es evaluada en las mejores estimaciones. La tabla muestra también el
valor del factor de escala a; y su respectivo valor del redshift z; cuando se da la transicion
entre desaceleracion a aceleracion en la expansion del Universo, para el caso de las mejores
estimaciones.

Para el subcaso (III-b) el modelo predice una expansién acelerada eterna (ver figura
6.12). En este subcaso no hay un Big-Bang como origen del Universo, en lugar de eso, se
tiene un valor minimo para el factor de escala cuando el tiempo césmico tiende a menos
infinito dado por

o o

donde el subindice “min” indica “minimo”. A partir del valor minimo anyi,, €l factor de
escala se va incrementado conforme el tiempo pasa, hasta el infinito cuando ¢ — oo. La
edad del Universo para este subcaso no estd definida [ver ecuacién (6.24)].

- 2/(3-&1)
i = 1im_a(t) = (W’> : (6.28)
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ZO>O, Z’]<0
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Figura 6.2: Gréficas del factor de escala con respecto a Hy(t — to) para diferentes valores
de (Co, (1) cuando Gy > 0y ¢; < 0 pero con la condicién {p + ¢ < 3 (ver seccién 6.3.3). El
modelo predice un Universo con expansion eterna, que comienza con un Big-Bang seguido
por una expansién con una desaceleracién decreciente hasta el punto que es cero dando
lugar a una transicion a un periodo de expansién acelerado, que continuara por siempre,
tal que @ — oo cuando t — oo. Los puntos indican el tiempo en el que se da la transicion
entre desaceleracién a aceleracién para cada uno de los ejemplos mostrados [ver expresién
(6.25)]. La linea punteada corresponde a un Universo de de Sitter (ver seccién 6.3.1). El
tiempo tg corresponde al tiempo presente.

4+ >0, <0 ‘ L
(I 70 4 o/ 4 % Y%
| J,) 4 Y
| _with; T @.// N & R
o
' {ot¢ =3 N > e
/

£y>0, £,<0

with: 50 +Z] <3

Figura 6.3: Graficas de la primera y segunda derivadas del factor de escala con respecto
a x = Hy(t — to) para diferentes valores de ((o, (1) cuando ¢p > 0y (1 < 0 pero con la
condicién (p + ¢ < 3 [ver ecuaciones (6.19-6.20) y la seccién 6.3.3].
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Figura 6.4: Graficas del factor de escala a(t) con respecto a Hy(t — tg) [ver expresién
(6.18)] cuando es evaluado en los valores de las mejores estimaciones de 50 y 51, calculadas
usando la muestra de SNe Ia “Union2” (2010) [18] (ver tabla 6.3). La linea negra punteada
corresponde a los valores de ((:“0 = 8.58 + 1.2, 51 = —5.96 &+ 1.1) que vienen de usar una
funcién de distribucién de probabilidad (FDP) previa delta de Dirac para marginalizar
sobre la constante de Hubble Hy. La linea de color més tenue (roja) continua corresponde
a los valores (Eo = 4.38 £ 1.5, 51 = —2.16 + 1.4) que vienen de usar una FDP previa
constante. Los puntos indican el tiempo césmico cuando se da la transicién entre el periodo
temprano de expansion desacelerado al tardio de expansién acelerada (ver expresion (6.25)
y tabla 6.1). Las bandas de tono suave y oscuro (rosa y gris) corresponden a evaluar (6.18)
en los errores de las mejores estimaciones de los coeficientes de viscosidad (50, 61), cuando

se usa la FDP previa constante y de delta de Dirac, respectivamente.

Figura 6.5: Gréficos de la primera y segunda derivadas del factor de escala a(t) con respecto
ax = Hy(t — ty) [ver expresiones (6.19) y (6.20)] cuando son evaluadas en las mejores
estimaciones de y y ¢y, calculadas usando la muestra de SNe Ta “Union2” (2010) [18] (ver
tabla 6.3). Los puntos indican el tiempo en el cual se da la transicién entre una época
desacelerada a una acelerada [ver expresién (6.25) y tabla 6.1].
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Figura 6.6: Grafica semejante a la figura 6.4 pero ahora usando las mejores estimaciones
de ¢y y (; calculadas a partir de la muestra de SNe Ta “Union” (2008) [37] y el pardametro
de corrimiento R del CMB, e incluyendo la componente de radiacién 2, (ver tabla 6.3).
Los puntos indican el tiempo en el cual se da la transicién entre una época desacelerada
a una acelerada [ver expresién (6.25) y tabla 6.1].

da/dx
35 ,
‘}‘ 300
| i
i 25F

‘,\ 20f
' L
\ :

Mejores estimaciones:

= FDP delta (SNe+CMB)
== FDP constante (SNe+CMB)
I I

Mejores estimaciones:
= FDP delta (SNe+CMB)
=== FDP constante (SNe+CMB)

0.5 1.0

Figura 6.7: Gréficos de la primera y segunda derivadas del factor de escala a(t) con respecto
ax = Hy(t — tg) (ver figura 6.6). Gréfica semejante a la figura 6.5 pero ahora usando la

muestra de SNe Ta “Union” (2008) [37] y el pardmetro de corrimiento R del CMB, e
incluyendo la componente de radiacion €.
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Figura 6.8: Grafica de la edad del Universo en términos de la constante Hy [ver expresién
(6.24)]. Hy es dada en unidades de (km/s)Mpc~! y la edad en unidades de “Gigayears”
(Gyr). Las lineas punteada y continua corresponden a la edad del Universo evaluada en
las mejores estimaciones de (50, 51) calculadas usando solo SNe, asi como conjuntamente
SNe + CMB, respectivamente, asumiendo una funcién de distribucion de probabilidad
(FDP) previa constante para marginalizar sobre Hy (ver tabla 6.3) y usando la muestra
“Union” SNe Ia (2008) del SCP. El punto y el tridngulo indican la edad del Universo
evaluada en las mejores estimaciones, usando una FDP previa de delta de Dirac, centrada
en Hy = 72 (km/s)Mpc ™!, usando SNe + CMB y solo SNe, respectivamente. El punto y
el tridngulo no son lineas ya que se asumié el valor particular de Hy = 72 (km/s)Mpc ™!
(la delta de Dirac) cuando las mejores estimaciones de (o, (1) fueron calculadas. Las
lineas verticales corresponden al intervalo Hy = [55,75] (km/s)Mpc™?, ésta es la regién
permitida de acuerdo a los valores de Hj consistentes con la distancia modular usada
para derivar edades de los ciimulos globulares galdcticos del paralaje de Hipparcos [80].
Las lineas horizontales corresponden a las cotas en la edad del Universo provenientes de
estos cimulos galdcticos (Edad = 12.9 4+ 2.9 Gyr [80]). Por tanto, el drea sombreada es la
region consistente para la edad. Observe que el triangulo queda afuera del drea sombreada,
indicando un problema del modelo para predecir una edad que sea consistente con las
observaciones. La tabla 6.1 resume los valores estimados de la edad del Universo.
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Figura 6.9: Grafica de la edad del Universo en términos de la constante de Hubble Hy
cuando es evaluada en las mejores estimaciones para ((y, 1) [ver expresién (6.24) y tabla
6.3] y usando la muestra “Union2” SNe Ta (2010) del SCP. Los puntos indican los valores
calculados para la edad del Universo cuando se asume un valor de Hy = 72 (km/s)Mpc ™,
como lo sugieren las observaciones del Telescopio espacial Hubble (HST) [38]. Las lineas
horizontales corresponden a las cotas en la edad del Universo a partir de estos ctimulos:
Edad = 12.9 + 2.9 Gyr [80]. El drea sombreada es la regién consistente para la edad del
Universo. La tabla 6.1 resume los valores estimados para la edad del Universo.

6.3.4. Caso (IV): (;, >0, 0<( < 3.

De acuerdo al comportamiento del factor de escala (6.18) dividimos el caso en dos
subcasos:

(IV-a) Co+ ¢ <3
(IV-b) 50 + 51 >3

Las figuras 6.13, 6.14 muestran el comportamiento del factor de escala para estos subcasos
usando diferentes valores de (o, C1).

Para el subcaso (IV-a), el Universo empieza con un Big-Bang seguido por una expan-
sién eterna. De la ecuacién (6.19) vemos que cuando ¢; > 1 (con (o + (1 < 3) la expansién
después del Big-Bang es siempre acelerada, con una velocidad de la expansién igual a cero
al momento del Big-Bang (ver figura 6.14).

Cuando 51 < 1 (con QNO + 51 < 3) la expansién después del Big-Bang es desacelerada
pero esta desaceleracién va decreciendo hasta un momento en que es cero, dando lugar a
una transicién a una expansion eternamente acelerada, tal que a — oo cuando t — oo.

En el caso {; = 1 (= {y < 2) la expansién es siempre acelerada, la rapidez de la
expansién justo después del Big-Bang es mayor a cero (ver figura 6.14). Usando la ecuacién
(6.20) encontramos que la transicién entre el periodo de desaceleracién al de aceleracién
tienen lugar en el tiempo césmico dado por la ecuacion (6.25) y la edad del Universo dada
por la expresién (6.24).

104



CAPITULO 6. MODELOS COSMOLOGICOS CON VISCOSIDAD
VOLUMETRICA
6.3. ANALISIS DEL FACTOR DE ESCALA

Confidence intervals

%o

Figura 6.10: Intervalos de confianza para los coeficientes adimensionales (fo7 51) del modelo
dominado por materia viscosa de la forma ( = (y+ (1 H. Se usé el conjunto de supernovas
SCP “Union2” (2010) [18] para calcular las mejores estimaciones {; = 4.389 + 1.56 y
51 = —2.166 +1.42 que son indicados con el punto en la figura. Los intervalos de confianza
corresponden a 68.3 %(10),95.4 %(20) v 99.73 %(30) de probabilidad. La regién gris (parte
superior de la figura) indica los valores de (QNO, 61) para los cuales no hay un Big-Bang en
el pasado, es decir, el factor de escala nunca es cero en el pasado del Universo, asi como
que el escalar de curvatura R no diverge (ver figuras 6.12 y 6.37). La linea que delimita la
region gris con la blanca corresponde a los valores fo + 51 = 3, que generan un Universo
de de Sitter. La regién blanca (parte central) indica los valores para los cuales el Universo
se expande aceleradamente hoy en dia, y la regiéon verde (parte inferior) corresponde a
desaceleracion hoy en dia. Observe que las mejores estimaciones asi como los intervalos
de confianza caen precisamente en la regién acelerada, con al menos un 99.73 % de proba-
bilidad. Las lineas punteadas muestran un par de valores para la edad del Universo (10 y
20 Gyr). El valor central estimado para la edad del Universo es 11.72 Gyr (ver tabla 6.1).
La constante de Hubble Hj fue marginalizada asumiendo una FDP previa constante.
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Figura 6.11: Intervalos de confianza para los coeficientes adimensionales (50,61). Esta
grafica es similar a la figura 6.10 y con las mismos comentarios, solo que en este caso se
utilizé6 una FDP previa de delta de Dirac para marginalizar sobre Hy. Las mejores esti-
maciones son (o = 8.58 + 1.2 y ¢; = —5.96 + 1.15 (ver tabla 6.3). El valor central de la
edad del Universo calculada a partir de las mejores estimaciones es 10.03 Gyr (ver tabla
6.1). Observe como para este caso los intervalos de confianza en su totalidad (99.73 %)
se siguen localizando en la estrecha regién de “expansién acelerada hoy” de igual forma
que el caso de FDP previa constante, no obstante, los intervalos de confianza estédn recor-
ridos hacia valores mayores de CNO y menores de C~1. Este corrimiento de los intervalos de
confianza entre las figuras 6.10 y 6.11 denota los efectos que tiene el asumir métodos de
marginalizacién distintos (FDP previa constante y delta de Dirac, respectivamente), que
si bien cualitativamente indican lo mismo, cuantitativamente difieren. En este sentido, los
resultados que se obtienen cuando se usa la FDP previa de delta de Dirac son menos
robustos que cuando se usa la FDP previa constante, debido a que se estd asumiendo un
valor especifico para Hy, lo cual no toma en cuenta el error en el valor reportado de Hy y
que el valor elegido pueda no sea el correcto (de hecho hay diferencias en el valor central
reportado de H segun las observaciones que se utilizan para estimarlo).
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a(t)
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Figura 6.12: Gréfica del factor de escala con respecto a = Hy(t — tg) para diferentes
valores de (Cp, (1) cuando ¢y > 0y ¢; < 0 pero con la condicién (y + ¢ > 3 (ver seccién
6.3.3). El modelo predice un Universo con una expansién eternamente acelerada. En este
subcaso no hay un Big-Bang como origen, mas bien el Universo tiene un minimo en el
valor del factor de escala dado por ami, = [(50 + C~1 - 3)/50]2/(3_41) cuando t — —oo. A
partir de este minimo, el factor de escala va incrementando su valor a lo largo del tiempo
hasta a — oo cuando t — oc.

{p>0, 0<Z,<3

e e Hit- )
-3 -2 -1 1 2

Figura 6.13: Gréfica del factor de escala con respecto a Hy(t — tg) para diferentes valores
de ({o,¢1) cuando Gy > 0y 0 < {1 < 3 (ver seccién 6.3.4). Para el subcaso (o + ;< 3 el
modelo predice un Universo que inicia con un Big-Bang seguido por una expansién eterna.
Cuando fl < 1 la expansion después del Big-Bang es desacelerada pero decreciendo en
magnitud hasta llegar a cero, momento en el cual se da una transicién a un periodo de
expansién acelerada que continuara por siempre, tal que a — oo cuando t — oo. Los
puntos indican el tiempo en el cual se da la transicién para los ejemplos mostrados [ver
expresién (6.25)]. Para el subcaso QNO —|—§~1 > 3 el modelo predice una expansion eternamente
acelerada.
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Figura 6.14: Grafica de la primera y segunda derivadas del factor de escala con respecto
a x = Hy(t — ty) para diferentes valores de ({p,(1) ¢p > 0y 0 < {3 < 3 (ver ecuaciones
(6.19), (6.20) y seccién 6.3.4).

Para el subcaso (IV-b) el modelo predice una expansién eterna del Universo, y esta
expansién es siempre acelerada a lo largo de toda la historia del Universo (ver figura 6.13).
No hay Big-Bang como origen del Universo, en lugar de ello, se tiene un valor minimo del
factor de escala dado por amim = [1+ ({1 — 3)/¢)?/ 3~ cuando t — —oc.

Para este valor minimo “ani,”, el factor de escala se va incrementando a lo largo del
tiempo hasta que a — oo cuando t — oco. La edad del Universo no estd definida para este
subcaso [ver ecuacién (6.24)].

6.3.5. Caso (V): (; <0, 0<( < 3.

En este caso el Universo comienza con un Big-Bang. El factor de escala alcanza un
valor maximo de amax = [1 + (¢ — 3)/¢o]?/ 3¢ cuando t — oo (ver figuras 6.15, 6.16).

Cuando C~1 > 1, la expansién comienza aceleradamente desde el momento del Big-
Bang. Después de un tiempo hay una transicion a un periodo de expansion desacelerada
que continuara por siempre. La transicion sucede en el tiempo césmico dado por la ecuacion
(6.25). Cuando ¢; < 1, la expasion es eternamente desacelerada desde el inicio del Big-
Bang. En ambos subcasos la edad del Universo esta dada por la expresion (6.24).

6.3.6. Caso (VI): (; >0, { > 3.

En este caso el factor de escala puede escribirse como

- 2/(¢1-3)
a(t) = 0 . (6.29)

<~0 + 61 -3+3- 51) exp (%50H0(t — to))

El modelo predice un Universo en expansién acelerada. En este caso no hay Big-
Bang, en lugar de ello, el Universo tiene un valor minimo en el factor de escala amin =
[Co/(Co + €1 — 3)](€=3) cuando t — —oo (ver figura 6.17). A partir de este valor minimo
amin €l factor de escala se va incrementando de forma acelerada hasta un tiempo finito tgg,
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« Hp(t—to)

Figura 6.15: Gréfica del factor de escala con respecto a Hy(t — tp) para diferentes
valores de ((p,¢;) cuando (y < 0y 0 < ¢ < 3 (ver seccién 6.3.5). En este caso
el Universo comienza con un Big-Bang. El factor de escala alcanza un valor méximo
Amax = [1 + (51 — 3)/60]2/(3_41) cuando ¢t — co. Cuando (; > 1 la expansién comien-
za aceleradamente al momento del Big-Bang. Después de un tiempo hay una transicion
a un periodo de expansién desacelerada que continuard por siempre. Cuando C~1 <1la
expansion es eternamente desacelerada desde el Big-Bang, hasta ¢t — oco.

Figura 6.16: Gréfica de la primera derivada del factor de escala con respecto az = Hy(t—to)
para diferentes valores de ((p, (1) cuando (o < 0y 0 < (1 < 3 [ver ecuacién (6.19) y seccién
6.3.5].
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Figura 6.17: Gréficas del factor de escala con respecto a Hy(t — to) para diferentes valores
de (Co,¢1) cuando ¢o > 0y ¢ > 3 (ver seccién 6.3.6). El modelo predice una expansién
acelerada del Universo. No hay Big-Bang, méas bien, el Universo tiene un valor minimo en
el factor de escala apmin = [fo/(g:o +6— 3)]2/(41_3) cuando t — —oo. A partir de este valor
minimo, amyin, €l factor de escala se va incrementando de forma acelerada hasta un tiempo
tpr que es cuando sufre un “Big-Rip”.

que es cuando el Universo sufre un “Big-Rip”, es decir, el factor de escala y la curvatura
escalar alcanzan un valor infinito en un tiempo finito en el futuro. El subindice “BR”
indica “Big-Rip”. El tiempo césmico cuando el Big-Rip sucede es

_ 2 o+G -3
tpr = to + HOEO In ( 61 —3 ) . (6.30)

En este caso la edad del Universo no esta definida.

6.3.7. Caso (VII): {, <0, ¢ > 3.

A partir de la ecuacién (6.29), con 50 < 0, vemos que el factor de escala es cero en el
pasado pero solo hasta un tiempo cuando ¢t — —oo. Para tiempos tempranos el Universo
tiene una expansién acelerada (ver figuras 6.18 y 6.19). Cuando C~0 + 51 > 3, con 51 > 3, el
Universo se expande hasta un momento en que se da un Big-Rip al tiempo césmico dado
por la ecuacién (6.30).

Cuando 50 + 51 < 3, el periodo de expansiéon acelerada, al cabo de cierto tiempo,
sufre una transicién a uno de expansién desacelerada. Esta transicion sucede al tiempo
césmico dado por la ecuacién (6.25). El factor de escala alcanza su valor maximo amax =

[Co/(Co + C1 — 3)]2/€1=3) cuando ¢ — oo (ver figuras 6.18 y 6.19).

6.3.8. Caso (VIII): {, >0, {; = 3.

Para estudiar el caso 51 = 3 tenemos que empezar desde la ecuacion diferencial ordi-
naria (EDO) (6.11) donde fijamos (; = 3, para tener

110



CAPITULO 6. MODELOS COSMOLOGICOS CON VISCOSIDAD
VOLUMETRICA
6.3. ANALISIS DEL FACTOR DE ESCALA

Ho(t—t)

Figura 6.18: Graficas del factor de escala con respecto a Hy(t — to) para diferentes valores
de ({o,¢1) cuando ¢y < 0y ¢ > 3 (ver seccién 6.3.7). El factor de escala es cero cuando
t — —oo. Para tiempos tempranos el Universo tiene una expansion acelerada. Cuando
Q:O + 51 > 3 (con <~1 > 3) el Universo se expande hasta el tiempo en que hay un Big-Rip.
Cuando CNO + C~1 < 3 el periodo de expansion acelerada tiene una transicién a un periodo
desacelerado que continuard por siempre. En este subcaso el factor de escala alcanza un
valor maximo amax = [(,to/(éo +4— 3)]#/(1=3) cuando t — oo.

Figura 6.19: Graficas de la primera derivada del f&}ctor de escala con respecto a x =
Hy(t — to) para diferentes valores de ({y, (1) cuando ¢y < 0y {3 > 3 [ver ecuacién (6.19) y
seccién 6.3.7].
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O
(14 z)d— + G2 =o. (6.31)
dz
cuya solucion es
. S 1- 2
(0. =) = (14 300m(@)) (6.32)

Ahora, usando la primera ecuacién de Friedman en la forma H(a) = H \/Qm(a, CNO, 51 =3),

el pardametro de Hubble para el caso (~1 = 3 puede ser escrito como

~ ~ 1 -
H(a7 CO? Cl - 3) - HO |:1 + 5(0 In (l:| s (633)
o en términos del redshift z como
o 1-
H(Z, Q), Cl = 3) = H() [1 — 5(() 111(1 + Z)] . (634)

De la ecuacién (6.33) podemos escribir el parametro de Hubble como H(a) = a/a para
obtener

1da 1+
—— =Hp |1+ =(p] . .
P 0 [ + 2(0 na} (6.35)
Reescribiendo esta expresion en forma integral
a da’ t
/ 4 = [ Hyat, (6.36)
Lo (1 + %C@ In a’) to
se visualiza la solucién
2 1~
—In <1 + §<0 In a> = H()(t — to), (637)
0
y resolviendo para a(t) obtenemos
e | 2 G | ;
a(t) = exp 5— exp EHO(t —to)| —1p|; donde ¢y #0. (6.38)
0

Las figuras 6.20 y 6.22 muestran algunas gréficas del factor escala (6.38) para diferentes
valores de CNO.

Calculamos también la primera y segunda derivadas de a(t), a partir de la funcién
(6.38), con respecto a x = Hy(t — tp):

d—a ex z ex @x -1
dx P & Pl
@ = ex z ex éx —1
da? P & Pl

+ 42%} , (6.39)

+ CQO:E} X lexp <§20x> —i—% . (640)
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Figura 6.20: Gréficas del factor de escala para el caso (o > 0y ( = 3 (ver seccién 6.3.8). El
modelo predice una expansiéon eternamente acelerada. El Universo tiene un valor minimo
del factor de escala de api, = exp(—2/ fo) cuando t — —o0, que va incrementando su valor
a lo largo del tiempo hasta a — oo cuando ¢ — oo.

De la expresion (6.38), cuando CNO > 0, el modelo predice una expansién eternamente
acelerada a lo largo de toda la evolucién del Universo (ver figuras 6.20-6.21).

El factor de escala tiene un valor minimo de amin = exp(—2/(y) cuando t — —o0, que
se va incrementado a lo largo del tiempo hasta que a — oo cuando ¢t — oco. La edad del
Universo no esta definida en este caso.

6.3.9. Caso (IX): (; <0, { = 3.

El modelo predice una expansién acelerada del Universo en tiempos tempranos, seguida
por una transicién a un periodo de expansién desacelerada tardia que continuara desace-
leradamente por siempre. El factor de escala es cero cuando t — —oo y se incrementa a lo
largo del tiempo hasta que alcanza un valor maximo de apax = exp(—2/ 50) cuando t — oo
(ver figuras 6.22, 6.23). El tiempo césmico cuando la transicién sucede esta dado por

9 -
ttrans = To + — In <_€;) . (641)

0Go

La edad del Universo no esta definida.

6.3.10. Caso (X): (=0, (; = 3.

Fijamos (y = 0 en la ecuacién (6.36), produciendo

a da’ t
— = Hodt!' = Ina= Hy(t — tog), (6.42)
1 to
resolviendo para a(t) se tiene
a(t) = efoli=to), (6.43)
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Figura 6.21: Gréficas de la primera y segunda derivada del factor de escala con respecto
a x = Ho(t — tg), para diferentes valores de (o > 0, para el caso ; = 3 (ver ecuaciones
(6.39), (6.40) y secci6én 6.3.8).
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Figura 6.22: Gréficas del factor de escala con respecto a Hy(t —tg) para diferentes valores
de ¢y < 0, para el caso (i = 3 (ver seccién 6.3.9). El modelo predice una expansién
acelerada en tiempos tempranos, seguida por una transicién a un periodo de expansion
desacelerada que continuara por siempre. El factor de escala es cero cuando t — —o0
y va incrementandose a lo largo del tiempo hasta alcanzar su valor méximo de apax =
exp(—2/¢p) cuando t — oo.
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Figura 6.23: Graficas de la primera y segunda derivadas del factor de escala con respecto
a x = Hy(t — t9) para diferentes valores de (y < 0, para el caso (; = 3 (ver ecuaciones
(6.39), (6.40) y seccién 6.3.9).

que corresponde a un Universo de de Sitter.

6.3.11. Caso (XI): (, =0, { # 0.

Para este caso fijamos 50 = 0 en la expresién para el pardmetro de Hubble (6.14) para

obtener H(a, fo =0, (fl) = Hoa(gl_g)/Q. De esta forma, siguiendo el mismo procedimiento
que en la seccion 6.3, la expresion del factor de escala es

a(t) = |1+ -4 Hy(t —to) ; para ( # 3. (6.44)

- ] 2/(3—C1)

En este caso el modelo predice un Universo en expansion. Cuando 51 < 3 entonces el
Universo comienza con un Big-Bang seguido por una expansion eterna, tal que a — oo
cuando t — co. Ademads, cuando 51 < 1 la expansién es eternamente desacelerada. Cuando
1< 51 < 3 la expansion es eternamente acelerada. Y cuando 51 = 1, la velocidad de la
expansion es constante por siempre (ver figuras 6.24 y 6.25). La edad del Universo estd dada
por

Fdad = — 2> (6.45)

Ho(3— (1)

Para el subcaso 61 > 3, la expansién es siempre acelerada. El factor de escala es cero
cuando t — —oo y va creciendo hasta un valor infinito en un tiempo tgr, que es cuando
sucede un Big-Rip en el futuro. El Big-Rip sucede en el tiempo cdsmico

2
t =tg+ ————. 6.46
BR = to Hoer —3) (6.46)

En este subcaso la edad del Universo no esta definida.
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Figura 6.24: Gréficas del factor de escala con respecto a Hy(t—tg) para diferentes valores de
51, para el caso C~0 = 0 (ver seccién 6.3.11). El modelo predice un Universo expandiendose.
Cuando 51 < 3 el Universo comienza con un Big-Bang seguido por una expansién eternal,
tal que a — oo cuando t — oco. Cuando (~1 < 1 la expansién es eternamente desacelerada.
Cuando 1 < 51 < 3 la expansion es eternamente acelerada. Y cuando (~1 = 1 la velocidad
de la expansion es constante por siempre. Para el subcaso C~1 > 3, la expansion es siempre
desacelerada. El factor de escala es cero cuando t — —oo y se va incrementado hasta un
tiempo tpR, en el cual hay un Big-Rip.

a(t)

301

[ - 29 7

[ S i
251 7T

[ - 27

r Pt Z‘;Jj _
20F e = Z/= _45

[ P

: O 1
1.5j /'///////,.,/ 412720

' Ho(t—to)
-05 00 05 10 15 20 25 30

Figura 6.25: Misma explicacién que de la figura 6.24, que ahora muestra el caso 51 < 0.
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6.3.12. Caso (XII): (, #0, { = 0.

Este es un caso de particular interés ya que resulta ser muy buen candidado para
explicar la aceleracién presente del Universo, y que a diferencia del caso (60 >0, C~1 < 0)
que es donde se localizan los valores de las mejores estimaciones, este caso (50 # 0, 51 =0)
no viola la segunda ley de la termodindmica, como se demostrara en la seccién 6.6.2.

Primero, fijamos 61 = 0 en la expresién del pardametro de Hubble (6.13) obteniendo,

H(z) = % [50 + (3 - 50) (1+ 2)3/2} , (6.47)

y para tener la expresion del factor de escala, fijamos de nuevo C~1 = 0 en la ecuacién (6.18)
para llegar a

~ _22/3
3exp (%C@H@(i — to)) -3+ -
a(t) = 50 ) 40 7é 0. (648)

Para estudiar mejor la expresién (6.48) dividimos el andlisis en los siguientes tres
subcasos:

(XII-a) 0 < (<3
(XII-b) {o >3

(XII-c) ¢p <0

Las figuras 6.27-6.35 muestran el comportamiento del factor de escala para estos subcasos.
El subcaso fo = 3 (con 51 = 0) corresponde al explicado ya en la seccién 6.3.1. Este es el
de un Universo de de Sitter en el futuro lejano.

Para el subcaso (XII-a) 0 < {y < 3, cuando ¢t — oo entonces el factor de escala tiende
al de un Universo del tipo de de Sitter,

a(t) o« e(¢/3)Holt—to) (6.49)

El modelo predice un Universo que comienza con un Big-Bang, seguido por una expansion
eterna. La expansién comienza desaceleradamente al momento del Big-Bang, que va dis-
minuyendo gradualmente hasta el momento en que es cero, dando lugar a una transicion
a un periodo de expansién acelerada que continuard por siempre (ver figuras 6.27, 6.28 y
6.29). El tiempo césmico en el cual el Big-Bang tiene lugar esta dado por

2 Co
tgg = to + = Inll1-—-2>=>]. 6.50
BB = to N ( 3 ) (6.50)

La transicion entre el periodo inicial de expansion desacelerada al de acelerada se
obtiene directamente de fijar (; = 0 en la expresion (6.25) para llegar a

2 3 -
tirans = to + —In ( <O> s (651)

HyGp 2
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Figura 6.26: Gréfica del factor de escala a(t) con respecto a Ho(t—tg) [ver expresion (6.18)]
evaluada en la mejor estimacion Q:O = 1.98 + 0.06 que se calculé a partir de la muestra
“Union2” (2010) del SCP (ver tabla 6.3). Esta grafica corresponde al caso cuando (; se
fija a cero y se calcula la mejor estimacién para fo solamente, usando una FDP previa
constante para marginalizar sobre Hj, que se indica en la grafica con la leyenda “Prior
constante”. La grafica muestra cémo el factor de escala evaluado en la mejor estimacion
de 50 (con 51 = 0), predice un periodo temprano de expansién desacelerada justo después
del Big-Bang, seguido por un periodo acelerado en tiempos recientes que continuard por
siempre. La transicion entre desaceleracion-aceleracion sucede cuando el factor de escala
tiene el valor de a; = 0.4 [ver tabla 6.1 y la expresién (6.27)], que se indica con el punto
negro sobra la grafica. La banda tenue (rosa) que rodea la grafica corresponde a evaluar a
la expresién (6.18) en el error estadistico de la estimacién de (.

y en términos del factor de escala, de la ecuacién (6.27) se tiene

3_¢ 2/3
_ —Co
at—< % ) . (6.52)

De la expresién (6.52) podemos ver que para valores en el intervalo 0 < 50 < 1, la transicién
entre el periodo de expansién desacelerada a la acelerada sucede en el futuro (ay > 1).
Cuando Eo — 0, el valor de a4 tiende a infinito en el futuro. Cuando 50 =1, la transicién
sucede hoy en dia (a; = 1), cuando 1 < fo < 3 sucede en el pasado, y cuando fo es cercano
a 3 entonces la transicién sucede cerca del momento del Big-Bang (ver figuras 6.28-6.30).

En este subcaso el escalar de curvatura R diverge cuando a — 0. Conforme el valor
del factor de escala va aumentando a lo largo del tiempo, el valor del escalar de curvatura
va decreciendo al punto que llega a un valor minimo R = %Hg&o cuando a — oo (ver
seccién 6.4.1 y figura 6.45 para detalles), lo que corresponde a un Universo de de Sitter
[consistente con la expresién (6.49)].

De la misma forma, el valor de la densidad de materia diverge cuando a — 0, y
va decreciendo conforme el factor de escala aumenta, hasta llegar a un valor minimo
pm = (H3/247G)(3 cuando a — oo (ver seccién 6.5).

El valor de la mejor estimaciéon para (NO =1.983 4+0.066 (usando “Union” 2008, SCP,
ver tabla 6.4) y su distribucién de probabilidad caen justamente en el intervalo 1 < CNO <3
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Figura 6.27: Graficas de a(t,() para diferentes valores de (o en el intervalo 0 < (o < 3
[ver expresién 6.48]. La linea de punteo largo corresponde a (o = 0 (un Universo plano
dominado por materia sin viscosidad. La linea de punteo corto corresponde a CNO =3 (el
Universo de de Sitter). La linea rodeada por la banda (azul) corresponde al modelo con
50 = 1.922 £ 0.089. Esta es la mejor estimacion de Qto calculada usando la muestra de SNe
Ta “Union” (2008) de SCP. La banda corresponde al error en la estimacién de Co a un nivel
de confianza del 68.3 %.

Figura 6.28: Graficas de la primera derivada del factor de escala con respecto a x = Hy(t —
to) para diferentes valores de (o (ver figura 6.27). La linea de punteo largo corresponde a
¢o = 0 (Universo dominado por materia, sin viscosidad), y la de punteo corto a {; = 3
(Universo de de Sitter). La linea con la banda (azul) corresponde a un modelo con ¢y =
1.922 4+ 0.089 (“Union” 2008, SCP). La banda corresponde al error en la estimacién de (o
a un nivel de confianza del 68.3 %.
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d2a/dx?

Figura 6.29: Gréficas de la segunda derivada del factor de escala con respecto a x = Hy(t—
tog) para diferentes valores de 50 (ver figura 6.27). La linea de punteo largo corresponde a
50 = 0 (Universo dominado por materia, sin viscosidad), y la de punteo corto a CNO =3
(Universo de de Sitter). La linea con la banda (azul) corresponde a un modelo con ¢y =
1.922 + 0.089 (“Union” 2008, SCP). La banda corresponde al error en la estimacién de
Co a un nivel de confianza del 68.3%. Encontramos que para (o < 0 el modelo predice
un Universo desacelerado (d%a/dz? < 0) por siempre. Para ¢ > 3, predice un Universo
acelerado (d?a/dz? > 0) por siempre. Y en el intervalo 0 < ¢ < 3 el modelo predice dos
periodos: uno desacelerado en tiempos tempranos del Universo y otro periodo acelerado
en tiempos recientes.

0.5 1 1.5

Figura 6.30: Graficas del pardmetro de Hubble H(a,(y) para diferentes valores de ¢ (ver
figura 6.27). a es el factor de escala y Hy la constante de Hubble. La linea con la banda
(azul) corresponde a un modelo con ¢ = 1.922 4 0.089 (“Union” 2008, SCP). La banda
corresponde al error en la estimacién de 50 a un nivel de confianza del 68.3 %.
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Figura 6.31: Grafica similar a las figuras 6.8 y 6.9. El punto estd localizado en 14.957+0.422
Gyr que corresponde a la mejor estimacién para la edad del Universo, usando la muestra
“Union” (2008) de SCP, (donde Hy = 69.62 4 0.59(km/s)Mpc ™!, ver seccién 6.6.1). La
linea con la banda (azul) corresponde al modelo evaluado en la mejor estimacién ¢ =
1.922 £ 0.089.

con al menos un 99.7% de nivel de confianza. De esta forma, asumiendo el valor de la
mejor estimacion de Q:O, el factor de escala cuando se da la transicion entre desaceleracién
a aceleracion es a; = 0.4.

Evaluando la expresion (6.50) en la mejor estimacién de Coy Ho (usando “Union”, 2008,
SCP), se obtiene una edad del Universo de 14.957+0.422 Gyr (ver tabla 6.4). Este valor es
perfectamente consistente con las cotas en la edad del Universo que vienen de los ciimulos
globulares [80]. La figura 6.31 muestra la edad para diferentes valores de (o asi como
para la mejor estimacién. La lfnea vertical corresponde a Hy = [55,75] (km/s)Mpc™t 3,
esta es la region permitida de acuerdo a los valores de Hy consistentes con la distancia
modular usada para derivar las edades de los Ctimulos Globulares Galécticos del paralaje
de Hipparcos [80]. Como referencia, la edad del Universo que se estima usando ACDM
espacialmente plano y las mejores estimaciones de Q.0 v Hy es 13.750 + 0.29 Gyr (ver
tabla 6.4).

Para el subcaso (XII-b) {y > 3, el modelo predice una expansién eternamente ace-
lerada. No hay Big-Bang, en lugar de ello el Universo tiende a un Universo estatico de
Einstein, con un valor minimo del factor de escala amin, = [(Co —3)/(o)?/? cuando t — —oo.
Cuando t — o0, el factor de escala tiende a la forma de un Universo de de Sitter. Para
este subcaso la edad del Universo no esta definida. La figura 6.34 muestra algunas graficas
para este subcaso.

En el subcaso (NO > 3, cuando el factor de escala tiene su valor minimo, ap;y, el escalar
de curvatura R es cero, y a partir de este valor R va aumentando hasta alcanzar su maximo
de R = %Hgfo cuando a — oo (ver seccién 6.4.1 y figura 6.45 para detalles).

3Las unidades de Hy siempre estaran expresadas en (km/s)Mpc~!
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Figura 6.32: Intervalos de confianza para 50 y Hy, donde se ha fijado: 51 = 0. Las mejores
estimaciones y los intervalos de confianza fueron calculados usando la prueba de SNe
con la muestra “Union” del SCP [37]. Los valores calculados son ¢y = 1.922 + 0.089 y
Hy = 69.62 4 0.59 (km/s)Mpc~!, ver tabla 6.4. Observe que al menos con un 99.73 % de
nivel de confianza, los posibles valores de CO estan dentro del intervalo 1 < Cg < 3 indicando
una aceleracién en la expansién del Universo hoy. Las lineas punteadas diagonales (en azul)
muestran diferentes edades del Universo (en Gigayears) de acuerdo a los valores de Co v Ho
Las lineas verticales punteadas gruesas (en rojo) indican diferentes valores del parametro de
desaceleracion hoy en dia, siendo gy = 0 el limite entre un Universo acelerado-desacelerado
hoy. La edad estimada del Universo es 14.957 + 0.422 Gyr. Encontramos que esta edad
estd en perfecta concordancia con las cotas observacionales calculadas usando los ciimulos
globulares més longevos [80]. Hy esta en unidades de (km/s)Mpc™' y los intervalos de
confianza corresponden a 68.3 %, 95.4 % y 99.73 % de probabilidad.

Probability distribution function
pdfiGy)
6

5

Figura 6.33: Gréifica de la funcién de distribucién de probabilidad (FDP) normalizada
de Co para el caso cuando se fija Ql = 0. El valor calculado de la mejor estimacion es
o = 1.9835 + 0.066 usando SNe Ia “Union2” (2010) SCP. El error esta dado a un 68.3%
nivel de confianza (ver tabla 6.3). Para marginalizar sobre Hy una FDP previa constante
fue utilizada.
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Figura 6.34: Gréficas del factor de escala a(t, (o) para diferentes valores de (o (donde
¢1 = 0) en el intervalo ¢y > 3 [ver expresién (6.48)]. La linea ¢y = 3 corresponde al
Universo de de Sitter.

De igual forma, la densidad de materia py, = 0 cuando a = apiy, v va incrementando
su valor hasta un méximo py, = (HZ/247G)¢3 cuando a — oo, lo cual es no fAsico (ver
seccién 6.5 y figura 6.56 para detalles).

Para el subcaso (XII-c) 50 < 0, el modelo predice una expansion eternamente desace-
lerada. E1 Universo comienza con un Big-Bang, seguido por una expansion con un factor de
escala que alcanzard su maximo valor amax = (1 — 3/ 50)2/ 3 cuando t — oo, llegando a ser
un Universo estatico de Einstein en el futuro. El Big-bang tuvo lugar en el tiempo cdésmico
dado por la expresién (6.50). Las figuras 6.28-6.30 y 6.35 muestran el comportamiento del
factor de escala para este subcaso.

En este caso el escalar de curvatura tiene una transicion de valores positivos a negativos
cuando a = [( — 3)/4¢]*/3. Cuando a — 0 entonces R — oo y cuando a = (1 — 3/(y)%/?,
la curvatura escalar es cero. El valor minimo de R es negativo y este valor es alcanzado
cuando a = [(2 — 6/)/5]%/3 (ver seccién 6.4.1 y figura 6.45).

La densidad de materia diverge cuando a — 0 y va decreciendo a lo largo del tiempo
hasta cero cuando a = (1 — 3/()?/3 (ver seccién 6.5 y figura 6.56).

6.4. La curvatura

Analizamos el comportamiento del escalar de curvatura R, asi como los invariantes que
surgen de contraer el tensor de Riemann, R”‘ﬁ“f‘;Ramg, y el tensor de Ricci, R*? R.3, consi-
go mismos. Estos dos tltimos, los analizamos solo para el caso de las mejores estimaciones

de (¢o, C1)-

6.4.1. La curvatura escalar R

En un Universo espacialmente plano el escalar de curvatura se define como

R=6 [Z + HQ} , (6.53)
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CAPITULO 6.

a(t)

Hy (t-t9)
1 3 0 0

Figura 6.35: Gréficas del factor de escala agt, 50) para diferentes valores de CNO en el intervalo
Co < 0 [ver expresién (6.48)]. La linea (o = 0 corresponde al Universo dominado por
materia, sin viscosidad.

Modelo viscoso ( = (o + (1 H

Prueba FDP previa Hy | Edad Universo a; 2
SNe Delta 9.64 Gyr 0.676  0.478
SNe+CMB Delta 11.55 Gyr 0.605  0.652
SNe Constante 10.27 Gyr 0.671  0.488
SNe+CMB Constante 11.24 Gyr 0.636  0.570

Cuadro 6.1: Resumen de los valores centrales para la edad del Universo, el valor del factor
de escala “a;” cuando se da la transicion entre un periodo desacelerado a acelerado, y su
correspondiente valor en redshift “z;”, calculados a partir de las mejores estimaciones de Q:o
y 1, usando la muestra de supernovas “Union” (2008) [37] y el pardmetro de corrimiento
R del CMB, con distintas marginalizaciones de Hy [ver tabla 6.3 y figuras 6.6 y 6.7]. La
primera columna muestra la prueba cosmolédgica utilizada para calcular las mejores esti-
maciones. La segunda columna muestra la funcidn de distribucion de probabilidad (FDP)
previa utilizada para marginalizar sobre la constante de Hubble. La tercer y cuarta colum-
nas muestran los valores centrales calculados para la edad del Universo y el redshift de
transicién entre desaceleracidon-aceleracion. Estas magnitudes fueron calculadas asumiendo
un valor de Hy = 72 (km/s)Mpc ™, (como lo sugieren las observaciones del HST [38]), un
valor del afio de 31556925.2 segundos (afio tropical) y un megaparsec = 3.0856776 x 10*°
km.
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Modelo viscoso ( = (y+ (1 H
FDP previa Hy Edad Universo | ay 2t
Constante 11.72 Gyr 0.61 0.63
Delta Dirac 10.03 Gyr 0.65 0.52
Constante (¢ = 0) 14.82 Gyr 0.40 1.47

Cuadro 6.2: Tabla semejante a la tabla 6.1 pero para el caso en el cual solamente se
utilizan los datos de supernovas, en particular, la muestra “Union2” (2010) [18]. En esta
tabla se pueden ver los diferentes valores que se obtienen para la edad del Universo, y
la transicion entre “desaceleracion-aceleracion” de acuerdo a la marginalizacion que sea
empleada. Ademads, se muestra el valor que se obtiene cuando se fija (~1 = 0 y se calculan
los valores usando solo la mejor estimacion de (NO (tercera fila). Ver figuras 6.4, 6.5 y 6.26.

El término d/a corresponde a la segunda ecuacién de Friedmann, es decir,

a 4G
—=——(pPm Pr). .54
& T 43P0 (6:54)

Ahora sustituimos la expresién para Pf = —3(CH [ver ecuacién (6.3)], ¢ = (o + G H y
pm = (3/87G)H? de la primera ecuacién de Friedmann en la ecuacién (6.54) para obtener

a o 1
- =H?|(127G) | = - . 6.55
to o) (§+a) -5 (6.59)
Usando la expresién del coeficiente de viscosidad adimensional (y y ¢; se obtiene
a H?[Hy: -
—-—=—|= —1]. 6.56
Pl { I G+ } (6.56)

Sustituimos la ecuacién (6.56) en (6.53) para obtener
R=3H [Hoio +H((+ 1)] . (6.57)
Ahora, usando la ecuacién (6.14) para el pardmetro de Hubble llegamos a
(3-G)?

para (1 # 3.

2 . - - ~ e -~ o~
Mo 1G4 ot & - 2)aG I [+ 1)+ - 92 - 4G +5)] )

(6.58)

Caso §~0 <0, 51 < 0: En este caso la curvatura escalar diverge cuando el factor de escala
es igual a cero. Esto respalda la existencia de un Big-Bang al inicio del Universo para
este caso (ver figura 6.36 y seccién 6.3.2). El factor de escala tiene un valor maximo
Amax = [(fo + C~1 — 3)/50]2/(3741) cuando t — oo. El escalar de curvatura se vuelve
cero cuando el factor de escala es igual a amax, i-€., R(amax) = 0.

Para 51 > —1, la curvatura escalar es positiva cuando a — 0 y negativa cuando
G <-L
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Figura 6.36: Gréafica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (Cp,¢1) donde o < 0y ¢ < 0 [ver ecuacién (6.58)]. La curvatura
escalar diverge cuando el factor de escala es igual a cero. El factor de escala tiene un valor
MAXIMO amay = [(Co + (1 — 3)/C0)>/ 3~ cuando ¢ — co. Resulta que la curvatura escalar
es cero cuando el factor de escala es igual a amax, i.e., R(amax) = 0. Cuando 51 > —1
entonces el escalar de curvatura es positivo conforme a — 0 y negativo cuando 51 < -1

Caso {y > 0, {; < 0: Cuando a — oo entonces R — 12[HyCo/(3 — 1)]?. Para o+ (1 < 3,
la curvatura escalar diverge cuando el factor de escala es cero. Esto respalda la
existencia de un Big-Bang al inicio del Universo (ver figura 6.37 y seccién 6.3.3).

Sin embargo, para fo + 61 > 3 no hay Big-Bang, el Universo tiene un factor de escala
con un valor mmimo amin = [1+ (1 — 3) /0] 3= cuando t — —oo. Por lo mismo,
el escalar de curvatura no diverge sino que es cero cuando el factor de escala es igual
a amin, de aqui que para este caso se concluye que no hay Big-Bang (ver figura 6.37).
Cuando C~0 + C~1 = 3 el escalar de curvatura tiene un valor constante 12HO2 a lo largo
de toda la historia del Universo.

Para 51 > —1, R es positivo cuando a — 0y negativo cuando fl < —1. Para gzl = —1,
R es positivo si a — 0 y negativo si (y > 4.

El valor central del escalar de curvatura es R/H3 = 9.66 y R/H2 = 10.87 cuando
una FDP previa constante y delta de Dirac son utilizadas respectivamente.

Caso fo >0,0< C~1 < 3: En este caso el escalar de curvatura diverge a infinito cuando el
factor de escala es igual a cero para C~0 —i—fl < 3. Esto respalda la existencia de un Big-
Bang en el pasado del Universo (ver figura 6.38 y seccién 6.3.4). Cuando CNO + C~1 >3
el valor minimo que el factor de escala alcanza es amin = [1 + ({ — 3) /]2 BV
cuando t — —o0. La curvatura escalar es cero cuando el factor de escala tiene el valor
de amin. Cuando @ — oo entonces R — 12[[—[0@:0/(3 - 51)]2. Cuando (o + ¢ = 3 el
escalar de curvatura tiene el valor constante de 12H3 a lo largo de toda la evolucién
del Universo.

Caso CNO <0,0< <~1 < 3: El escalar de curvatura diverge a infinito cuando a = 0. Esto
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Figura 6.37: Grafica de la curvatura escalar con respecto al factor de escala para dife-
rentes valores de (o, (1) para los casos (o > 0,¢ < 0) y (0 < G < 3, = 0) [ver
ecuacién (6.58)]. Las lineas punteadas cortas y largas corresponden a evaluar R en las
mejores estimaciones de ((g, Cl) cuando una FDP previa constante y de Delta de Dirac son
utilizadas para marginalizar sobre H( respectivamente. La linea sélida negra corresponde
a evaluar R en la mejor estimacién de (p sola, cuando ¢; = 0 y Hy es marginalizada
usando una FDP previa constante. En general, la curvatura diverge cuando el factor de
escala es igual a cero para el subcaso 50 + 51 < 3 (con fo > 0, §~1 < 0). Para el subcaso
Co+C > 3 (con G > 0, < 0) el valor minimo que el factor de escala alcanza es
min = [14 ({1 —3)/C0]% B~ cuando t — —oco. Entonces, para este subcaso el escalar de
curvatura no diverge sino que es cero cuando el factor de escala es igual a apyiy, por lo que
no hay condiciones de un Big-Bang. Cuando CNO + <~1 = 3 el escalar de curvatura tiene el
valor constante de 12H3 a lo largo de toda la evolucién del Universo. Cuando 51 > —1la
curvatura escalar es positiva conforme a — 0 y negativa cuando ¢, < —1. Cuando ¢; = —1
la curvatura escalar es positiva conforme a — 0 si Co < 4 y negativa si (0 > 4. Cuando
a — oo entonces R — 12[HyCo/(3 — ¢1)]?. Finalmente, para el caso (0 < (o < 3, ¢; = 0), la
curvatura escalar diverge cuando a = 0 (la singularidad del Big-Bang), y cuando a — oo

— 4dpF
entonces R = 3 Hg(o.
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Figura 6.38: Gréfica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de ((o, 1) donde o > 0y 0 < (; < 3 [ver ecuacién (6.58)]. La curvatura
escalar diverge a infinito cuando el factor de escala es igual a cero, para fo + 51 < 3. Esto
respalda la existencia de un Big-Bang en el pasado del Universo (ver seccién 6.3.4). Cuando
Co+C1 > 3 el valor minimo que el factor de escala alcanza es amyin = [1+ (¢ —3)/¢o)?/ G0
cuando t — —o0. El escalar de curvatura es igual a cero cuando el factor de escala es igual
a amin. Cuando 50 + 51 = 3, la curvatura escalar tiene un valor constante 12H§ a lo largo
de toda la evolucién del Universo. Cuando a — oo entonces R — 12[Holo/(3 — (1))

respalda la existencia de un Big-Bang en el pasado (ver figura 6.39 y seccién 6.3.5).
En este caso el valor maximo que el factor de escala puede alcanzar es amax =
(14 (& — 3)/¢)>3=<) cuando t — oo. El escalar de curvatura es igual a cero
cuando el factor de escala es igual a amyax.

Caso 50 > 0, (~1 > 3: El valor minimo que el factor de escala alcanza es amin = [50 / (fo +
G- 3)]#/(¢=3) cuando t — —oo. El escalar de curvatura es cero cuando el factor
de escala es igual a anyy (ver figura 6.40 y seccién 6.3.6). Cuando a — oo entonces
R — oo también.

Caso (y < 0, (; > 3: El escalar de curvatura es 12[HyCo/((1 — 3)]2 cuando a — 0. Para el
caso §0+51 > 3, cuando a — oo entonces R — oo también. Y para §0+Q:1 < 3 el valor
maximo que el factor de escala puede alcanzar es amax = [Co/(Co + C1 — 3)]¥/ (@ —3)
cuando t — oco. El escalar de curvatura es igual a cero cuando el factor de escala es
amax (ver figura 6.41 y seccién 6.3.7). Cuando CNO + 51 = 3 el escalar de curvatura
tiene el valor constante 12HZ a lo largo de toda la evolucién del Universo.

Caso <~0 >0, C~1 = 3: Para este caso, primero fijamos C~1 = 3 en la ecuacién (6.57) obte-
niendo:

R=3 (HOEOH + 4H2) . (6.59)

Usando la expresién para el pardmetro de Hubble (6.33) en (6.59) llegamos a
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Figura 6.39: Graficas del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (Q:O, 51) donde Q:O <0y0< C~1 < 3. El escalar de curvatura diverge
a infinito cuando a = 0. Esto respalda la existencia de un Big-Bang en el pasado del
Universo (ver seccién 6.3.5). En este caso el valor mdzimo que el factor de escala alcanza
es amax = [1 + ({1 — 3)/¢]? 3= cuando t — oo. El escalar de curvatura es cero cuando
el factor de escala es igual a apax.
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Figura 6.40: Grafica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de ((o,¢1) donde ¢y > 0y ¢; > 3. En este caso el valor minimo que el
factor de escala alcanza es a,;, = [50/(50 +§1 —3)]2/(51*3) cuando ¢t — —oo. De esta forma,
los valores del escalar de curvatura comienzan en el valor minimo del factor de escala amin
(ver seccién 6.3.6). Cuando a — oo, entonces R — oo.
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Figura 6.41: Grafica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (507 (~1) donde (~0 <0y 51 > 3. En este caso el escalar de curvatura
es igual a 12[Ho(o/(¢1 — 3)]? cuando a — 0. Para este caso (o 4+ ¢, > 3, cuando a — o,
entonces R — oo. Y para <~0+§~1 < 3 el valor méximo que el factor de escala puede alcanzar
es amax = [C0/(Co + ¢1 — 3)]%/€173) cuando ¢ — oc. El escalar de curvatura es cero cuando
el factor de escala es apax (ver seccién 6.3.7). Cuando 50 + 51 = 3 el escalar de curvatura
tiene un valor constante de 12HZ a lo largo de toda la evolucién del Universo.

R(a, 60; Czl =3) = 3H3 {4 + 50 + <4 + %Q:o + 50 In a) fo lna} ) (6.60)

En este caso 50 > 0 con 51 = 3, el valor minimo que el factor de escala puede alcanzar
€8s amin = exp(—2/(p) cuando t — —oo. Sucede ademds que R(ami,) = 0 (ver figura
6.42 y seccién 6.3.8). Cuando a — oo, entonces R — oo [ver ecuacion (6.60)].

Caso <~0 <0, 51 = 3: El escalar de curvatura diverge a infinito cuando a — 0. El valor
méximo que el factor de escala pueda alcanzar es amax = exp(—2/(p) cuando t — oo
(ver secci6n 6.3.9). Sucede que R(amax) = 0 (ver figura 6.43).

Caso (o =0, {; = 3: Fijamos ¢y = 0 en la expresién (6.60) para obtener R(a,(y = 0,{ =
3) = 12H§ que es un valor constante a lo largo de toda la evolucién del Universo.

Caso (y =0, (; # 0: Primero fijamos {y = 0 en la expresién (6.58) para obtener

R(a, & = 0,() = 3HE (G + 1)a 2, (6.61)

Cuando —1 < (1 < 3 el escalar de curvatura diverge a infinito cuando a — 0, y
a menos infinito cuando ¢; < —1. En ambos casos es cero cuando a — oo (ver

figura 6.44 y seccién 6.3.11). Cuando (i = —1, el escalar de curvatura es siempre
cero. Cuando (; > 3, el escalar de curvatura es cero cuando a = 0 e infinito cuando
a — o0.
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Figura 6.42: Graficas del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (o > 0 con {; = 3 [ver ecuacién (6.60)]. En este caso el valor minimo
que el factor de escala puede alcanzar es amin = exp(—2/(p) cuando t — —oo (ver seccién
6.3.8). Por tanto, R(amin) = 0 (ver seccién 6.3.8). Cuando a — oo, entonces R — 0.

R(a)/H3

Figura 6.43: Grafica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (y < 0 con (; = 3. El escalar de curvatura es infinito cuando a — 0.

En este caso el valor méximo que el factor de escala puede alcanzar es ayax = exp(—2/ 50)
cuando ¢ — oo (ver seccién 6.3.9), en cuyo caso R(amax) = 0.
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Figura 6.44: Gréfica del escalar de curvatura R con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (; con (s = 0 [ver ecuacién (6.61)]. Cuando —1 < (; < 3 el escalar de
curvatura diverge a infinito cuando a — 0, y a menos infinito cuando 61 < —1. En ambos
casos es cero cuando a — oo. Cuando 51 = —1 el escalar de curvatura es siempre cero.
Cuando §~1 > 3 entonces R es cero cuando a = 0 e infinito cuando a — oo.

Caso (yp #0, (1 = 0: Este es el otro caso de especial importancia ya que corresponde a
tener un modelo cosmolégico con viscosidad constante.

» Cuando (p = 0 entonces R = 3H3 /a® que corresponde a un Universo dominado
por materia sin viscosidad.

» Cuando (o = 3 entonces R = 12H§ que corresponde al Universo de de Sitter.

= Subcaso 0 < ¢y < 3: Cuando a — 0 entonces R — oo (la singularidad del
Big-Bang). En este caso la curvatura es siempre positiva. A partir del valor
infinito R(a = 0), el escalar de curvatura va decreciendo conforme el Universo
se expande hasta alcanzar su valor minimo de R = %Hgfo cuando a — oo (ver
figura 6.37).

= Subcaso (y > 3: El escalar de curvatura es siempre una funcién positiva creciente
desde un valor cero cuando @ = @iy (donde api, = (1 — 3/ CO)Q/ 3 es el valor
minimo del factor de escala) hasta alcanzar su valor maximo R = %Hg{o cuando
a — 0.

= Subcaso Q:o < 0: Cuando a — 0 entonces R — oo (la singularidad del Big-
Bang). El escalar de curvatura es cero en los valores del factor de escala amax =

(1—3/80)*3 y a*, donde
. 2/3
at = (CO _ 3) , (6.62)
4o

¥ Gmax es el valor méximo del factor de escala (ver seccién 6.3.12). En a* hay una
transicién de valores positivos a negativos de R. Cuando 0 < a < a* el escalar
de curvatura es una funcion positiva y decreciente. Para ag < a < apax €l valor
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Figura 6.45: Gréfica del escalar de curvatura R(a,(y) en funcién del factor de escala para
diferentes valores de CO (con (1 = 0). La linea de punteo largo corresponde a CO = 0.
La linea de punteo corto corresponde a Co = 3 (Universo de de Sitter). La linea con su
banda (azul) corresponde al modelo con Co = 1.922 + 0.089 (con ¢; = 0), que es la mejor
estimacion de (0 calculada a partir de la prueba de supernovas usando la muestra “Union”
(2008) del SCP. La banda corresponde al error en la estimacién de ¢y a un 68.3% de
confianza (1o).

de R es negativo. El valor minimo de la curvatura escalar es R = —%Hg&g en
los valores del factor de escala a, donde

2 (¢ -3 0
- |2 (60—
a_[5< 2 )] . (6.63)

Analizamos el comportamiento del escalar de Kretschmann, que se define como la
contraccién del tensor de Riemann consigo mismo, es decir, K = RaﬂV‘SRam(s. La expresion
general de K, para la métrica de FRW espacialmente curva es

_ apys B a\* a\? kK [d\?
K=R Ragys = 12 p + 2k o] +¥+ P

donde k caracteriza la curvatura espacial constante de la métrica de FRW, para nuestro
modelo k& = 0. Por tanto, usando el hecho de que H = (a/a) y de que d/a corresponde a
la segunda ecuacién de Friedmann dada por la expresién (6.56), reescribimos la ecuacién
(6.64) como

6.4.2. El escalar R*¥°R,5.5

: (6.64)

2
H,
K = 12H* 1+4< I(;C°+¢1—1> : (6.65)

donde H esta dado por la expresién (6.14), que sustituimos para obtener
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Figura 6.46: Graficas en escala logaritmica de los escalares K (izquierda) y A (derecha),
que vienen de la contraccion del tensor de Riemann K = R“B'V‘SRQM(; (escalar de
Kretschmann), y de Ricci A = RO‘IBRQB, con respecto al factor de escala [ver expre-
siones (6.66) y (6.69) respectivamente]. Ambos escalares estdan evaluados en las mejores
estimaciones para ((y, (1) (ver tabla 6.3).

4 3 o
K= & _3)ias 12];04 pr: {Coa3/2 +(3—Co— Cl)a<1/2}4 X
L

: G(G1 —3)a’/?

1
X<1l+-11—-C+ = = —
“ Coad/? + (3 = ¢p — ¢1)asr/?

4

(6.66)

Evaluamos a K en las mejores estimaciones para 60,51 (ver tabla 6.3). Para el caso
C~0 > 0, C~1 < 0), encontramos que K diverge a infinito cuando a — 0 (la singularidad
del Big-Bang), y cuando a — oo entonces K — 24[HoCo/((1 — 3)]*. Para las mejores esti-
maciones, el valor central del escalar de Kretschmann es K/H§ = 16.48 y K/H§ = 19.91
cuando una distribucion previa constante y de delta de Dirac es utilizada, respectivamente.

Para el otro caso de interés, (0 < (o < 3, (1 = 0), encontramos que K es infinito
cuando a — 0. Este decrece desde K (a = 0) conforme el Universo se va expandiendo hasta
alcanzar su valor minimo K = (8/27)(H(p)* cuando a — oo (ver figura 6.46).

6.4.3. El escalar Ro‘ﬂRag

Estudiamos también el comportamiento del escalar que resulta de la contraccién del
tensor de Ricci consigo mismo, es decir A = R*? R.3, que en general para la métrica de
FRW con curvatura, tiene la forma

A= RPRy, = 12 KZ)z L@ Rt (3)4 Y (;2)2 + @)2] C(667)

Para nuestro modelo k = 0. Sustituimos a/a por H y d/a por la expresién (6.56) para
obtener

134



CAPITULO 6. MODELOS COSMOLOGICOS CON VISCOSIDAD
VOLUMETRICA
6.5. DENSIDAD DE MATERIA py

A= 3H? [Hggg + 2HoCoC H + (3 + éf)Hﬂ . (6.68)

Ponemos la expresion de la constante de Hubble (6.14) en (6.68) produciendo

4 ~ ~ ~ -
:

% {12§§a3 +6Co(1+ 1) (3 — G — G)aB=/2 — (34 )3 - ¢ — 51)%51} . (6.69)

Evaluamos A en las mejores estimaciones para ((o, (). Para el caso (o > 0,1 < 0)
encontramos que cuando a — 0 entonces A — oo (la singularidad del Big-Bang). Y cuando
a — oo entonces A — 36[Holo/(C1 —3)]*. Para las mejores estimaciones, el valor central de
la contraccién de Ricci es A/Hg = 23.81y A/H{ = 29.66 cuando se utiliza una FDP previa
constante y de delta de Dirac, respectivamente. La figura 6.46 muestra el comportamiento
de A evaluado en las mejores estimaciones, con respecto al factor de escala.

Para el otro caso de interés, (0 < 50 < 3, C~1 = 0), el escalar A es infinito cuando
a — 0, y va decreciendo desde A(a = 0) conforme el Universo se va expandiendo hasta
que alcanza su valor minimo de A = (4/9)(HoCp)* cuando a — co.

6.5. Densidad de materia p,,

Analizamos el comportamiento de la densidad de materia. Para ello, de la primera
ecuacion de Friedmann (6.5) tenemos

p(a) = <87T3G> H2(a). (6.70)

Usando la expresién para el pardmetro de Hubble (6.14) en la expresién de arriba, llegamos
a

_ - 92
_ 0. G\ Eeme S | :
Pm (@) = poit l(l - 51) a + - 511 ;  para (1 # 3. (6.71)

Analizamos el comportamiento de py,(a) para todos los posibles valores de ((p, (1),
agrupando por casos de la siguiente forma:

Caso (5 <0, {; < 0: En este caso la densidad de materia diverge cuando el factor de
escala es cero. Esto respalda la suposicion del Big-Bang como inicio del Universo,
para este caso (ver seccién 6.3.2). El factor de escala tiene un valor méximo de
amax = [(Co + €1 — 3)/C0)¥B~%) cuando t — oo. La densidad de materia es cero
cuando el factor de escala tiene valor apmax (ver figura 6.47).

Caso 50 > 0, 61 < 0: Para el subcaso 50 + 51 < 3 la densidad de materia diverge cuando
el factor de escala es cero. Sin embargo, para el subcaso C~0 + §1 > 3, el valor minimo
que el factor de escala alcanza es amin = [(Co+¢1 —3)/Co)?/ =< cuando t — —oo. La
densidad de materia es cero cuando el factor de escala es igual a ayi,. Por lo tanto, no
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Figura 6.47: Graficas de la densidad de materia py, con respecto al factor de escala para
diferentes valores de ({y, (1) donde (y < 0y ¢; < 0 [ver ecuacién (6.71)]. La densidad de
materia diverge a infinito cuando el factor de escala es cero. Esto respalda la existencia de
un Big-Bang como inicio del Universo, para este caso (ver seccién 6.3.2). El factor de escala
tiene un valor maximo de amayx = [(Co + €1 — 3)/C0]? G~ cuando t — co. La densidad de
materia es cero cuando el factor de escala tiene el valor amax, i.€., pm(Gmax) = 0.

hay condiciones para la existencia de un Big-Bang para este subcaso ademas de ser un
caso no fisico. En ambos subcasos, cuando a — oo entonces pm, = pO., [Co/(3—C1))2
Para el subcaso 50 + C~1 = 3, la densidad de materia tiene el valor constante pgﬁt. La
figura 6.48 muestra el comportamiento de py, con respecto al factor de escala.

Caso Co >0, 0< Q < 3: Este caso tiene exactamente el mismo comportamiento que el
caso (Co >0, {1 <0). Ver figura 6.49 y expresién (6.71).

Caso C~0 <0,0< C~1 < 3: La densidad de materia diverge cuando a = 0. Esto respalda
la existencia de un Big-Bang en el pasado. El valor maximo que el factor de escala
puede alcanzar es amax = [(Co + ¢1 — 3)/o)/ G ~C) cuando ¢ — oo. La densidad de
materia es cero cuando el factor de escala es amax (ver figura 6.50).

Caso (y > 0, (; > 3: Elvalor minimo del factor de escala es amin = [fo/(§0+§1—3)}2/(3_51)
cuando t — —oo (ver seccién 6.3.6). La densidad de materia es cero cuando el factor
de escala es apin. Cuando a — oo, entonces p,, — oo (ver figura 6.51).

Caso (s <0, (; > 3: La densidad de materia es igual a P2 [Co/(3 — (1)]? cuando a — 0.
Para el subcaso CO + Cl > 3, cuando a — oo entonces p, — oo. Para el subcaso
Co + Cl < 3, el valor méaximo que el factor de escala puede alcanzar es amax =
[Co/(Go+ G — 3))2/ - ) cuando t — 0o (ver seccién 6.3.7). La densidad de materia
es igual a cero cuando el factor de escala es ayax. Cuando (y+ Q = 3, la densidad de
materia tiene un valor constante de p2;, a lo largo de toda la evolucién del Universo
(ver figura 6.52).

Caso CNO > 0, 51 = 3: Para este caso, primero sustituimos la expresion del parametro de
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Figura 6.48: Gréfica de la densidad de materia p,, con respecto al factor de escala para
diferentes valores de ((o, 1) donde ¢o > 0y {; < 0 (panel de la izquierda) y también en
las mejores estimaciones (panel de la derecha) [ver ecuacién (6.71) y tabla 6.3]. Para el
subcaso (o + ¢1 < 3 (con {p > 0,¢; < 0) la densidad de materia diverge a infinito cuando
el factor de escala es cero. Esto respalda la afirmacion de un Big-Bang como inicio del
Universo (ver seccién 6.3). Sin embargo, para el subcaso (o + ¢; > 3, el valor minimo
que el factor de escala alcanza es amin = [(Co + 1 — 3)/C0]¥ 3¢ cuando t — —oc. La
densidad de materia es cero cuando el factor de escala es igual a apyi,. De aqui que no
haya condiciones para el Big-Bang en este subcaso. En ambos subcasos, cuando a — oo
entonces pm = p%[Co/(3 — €1)]?. Para el subcaso (o + ¢ = 3, la densidad de materia
tiene el valor constante pgrit. Para el panel de la derecha, las lineas punteadas cortas
y largas corresponden a evaluar a la densidad de materia en las mejores estimaciones
cuando es usada una FDP previa constante y de delta de Dirac para marginalizar sobre
Hy, respectivamente. La linea solida negra corresponde a la mejor estimacién para 50,
cuando 51 = (0 y usando una FDP previa constante para marginalizar sobre Hy.
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Figura 6.49: Grafica de la densidad de materia py, con respecto al factor de escala para
diferentes valores de ((p, (1) donde ¢y > 0y 0 < {; < 3 [ver ecuacién (6.71)]. Para el
subcaso C~0 + C~1 < 3 (con 50 > 0, C~1 < 0) la densidad de materia diverge cuando el factor
de escala es igual a cero. Esto respalda la afirmaciéon de un Big-Bang como inicio del
Universo (ver seccién 6.3.4). Sin embargo, para el subcaso CNO + C~1 > 3 el valor minimo
que el factor de escala alcanza es apin = [(50 + 51 - 3)/50]2/(3_41) cuando t — —oo. La
densidad de materia es cero cuando el factor de escala es igual a an;,. Por tanto, no hay
condiciones para un Big-Bang, ademas de no ser fisico este subcaso. En ambos subcasos,

cuando a — oo entonces pm = pls[Co/(3 — ¢1)]?. Para el subcaso {y + ¢; = 3, la densidad
de materia tiene un valor constante pgm.
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Figura 6.50: Graficas de la densidad de materia p,, con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (fo, 61) donde C~0 <0y0< 51 < 3. La densidad de materia diverge
cuando a = 0. Esto respalda la existencia de un Big-Bang como inicio del Universo. El
valor méximo que el factor de escala puede alcanzar es amayx = [(Co + G — 3)/o]¥/ B~
cuando t — oo. La densidad de materia es cero cuando el factor de escala es igual a aypax.
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Figura 6.51: Graficas de la densidad de materia p, con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (50, 51) donde fo >0y 51 > 3. El valor minimo que el factor de escala
puede alcanzar es amin = [o/(Co + &1 — 3)]7/ =) cuando t — —oo (ver seccién 6.3.6). La
densidad de materia es cero cuando el factor de escala es igual a ani, lo cual carece de
sentido fisico. Cuando a — oo, entonces py, — oc0.
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Figura 6.52: Grafica de la densidad de materia p,, con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (Eo, <~1) donde Q:o <0y <~1 > 3. La densidad de materia es igual a
P2 [Co/(3 — (1)]? cuando a — 0. Para el subcaso (o + ¢ > 3, cuando a — oo entonces
pm — 00. Para el subcaso Q:O + C~1 < 3, el valor maximo que el factor de escala puede
alcanzar es amax = [Co/(Co+¢1 — 3)]7G~4) cuando t — oo (ver seccién 6.3.7). La densidad
de materia es igual a cero cuando el factor de escala es ayax. Cuando 50 +(~1 = 3, la densidad

de materia tiene un valor constante de pgrit a lo largo de la evolucion del Universo.
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Figura 6.53: Graficas de la densidad de materia py, con respecto al factor de escala para
diferentes valores de 50 > 0 con C~1 = 3. El valor minimo que el factor de escala puede
alcanzar es ayin = exp(—2/(p) cuando t — —oco (ver seccién 6.3.8). La densidad de materia
es cero cuando el factor de escala es igual a anyn- Y cuando a — oo, entonces R — oo.

Hubble (6.33), en (6.70) produciendo

1. 2
pm(a, ¢ =3) = p(c)rit (1 + 5{@ lna) . (6.72)

En el caso <~0 > 0 con Zl = 3, el valor minimo que el factor de escala alcanza es
min = exp(—2/{p) cuando t — —oo (ver seccién 6.3.8). La densidad de materia es
cero cuando el factor de escala es igual a ay,. Y cuando a — oo, entonces R — oo
(ver figura 6.53).

Caso C~0 <0, 51 = 3: La densidad de materia diverge cuando a — 0. El valor maximo
que el factor de escala alcanza es amax = exp(—2/(p) (ver seccién 6.3.9). Sucede que
pm(amax) = 0 (ver figura 6.54).

Caso (y =0, (; = 3: Fijamos (s = 0 en la expresion (6.72) produciendo py, = o
Caso (y =0, (; # 0: Primero fijamos (o = 0 en la expresién (6.71) para obtener

pm(a,Go = 0,¢1) = plyea@ ™. (6.73)

Encontramos que para C~1 < 3 la densidad de materia diverge cuando a — 0, y es

cero cuando a — oo. Para (1 > 3 sucede que pp(a — 0) =0y py(a — 00) = oo (ver
figura 6.55).

Caso fo £ 0, 51 = 0: Este corresponde al otro caso de interés dado que es un buen can-
didato a explicar la expansién acelerada del Universo, en particular, el subcaso

0<(<3.
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Figura 6.54: Gréficas de la densidad de materia py con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (o < 0 con ¢; = 3 [ver ecuacién (6.71)]. La densidad de materia diverge
cuando a — 0. El valor maximo que el factor de escala alcanza es amax = exp(—2/(p) (ver

seccién 6.3.9), en este valor sucede que py(Gmax) = 0.

crit

Pm /PO

Figura 6.55: Grafica de la densidad de materia py, con respecto al factor de escala para
diferentes valores de (1 con (o = 0 [ver ecuacién (6.73)]. Encontramos que para ¢; < 3 la
densidad de materia diverge cuando a — 0 y es cero cuando a — oco. Para (; > 3 tenemos

que ppm(a —0) =0y pm(a — o0) = oo.
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(24nG/H3)-prn

Figura 6.56: Grafica de la densidad de materia py(a, C~0) con respecto al factor de escala,
para diferentes valores de 50. La linea de punteo largo corresponde a Q:O = 0 y la de punteo
corto a (o = 3 (Universo de de Sitter). La linea con la banda (azul) corresponde a un
modelo con 50 = 1.922 4+ 0.089. Esta es la mejor estimacién calculada a partir de los datos
de supernovas Ia usando la muestra “Union” del SCP. La banda corresponde al error en
la estimacion de fo a un 68.3% de nivel de confianza.

= Cuando (y = 0 entonces p, = (3HZ/87G) a~? que corresponde a un Universo
dominado por materia sin viscosidad.

= Cuando fo = 3 entonces py = 3H§ /87wG que corresponde a un Universo de de
Sitter.

= Subcaso 0 < {y < 3: La densidad de materia es infinita cuando a — 0 (la sin-
gularidad del Big-Bang). A partir de este valor infinito, la densidad de materia
va decreciendo conforme el Universo se va expandiendo hasta alcanzar su valor
minimo de py, = (HZ/247G)(Z cuando a — oo (ver figura 6.48).

= Subcaso 50 > 3: Cuando a = apin entonces pmy(amin) = 0 donde apin =
(1 — 3/(p)*? es el valor minimo que del factor de escala. Es una funcién
creciente desde cero hasta alcanzar su valor maximo de py, = (H3/247G) Zg
cuando a — oo.

= Subcaso 50 < 0: Cuando a — 0 entonces p, — oo (la singularidad del
Big-Bang). Es una funcién decreciente hasta alcanzar su valor minimo de

Pm(amax) =0, donde amax = (1 _ 3/50)2/3'

6.6. Pruebas cosmoldgicas

El presente modelo cosmolédgico es probado usando cinco pruebas cosmoldgicas: los
datos de supernovas la, el parametro de corrimiento R del CMB, la localizacion del pico
acustico en BAQO, la segunda ley de la termodindmica y las cotas observacionales en la edad
del Universo. Los detalles de estas pruebas son descritos en los capitulos 2 y 5. Para las
tres primeras pruebas se usé un andlisis estadistico Bayesiano que es descrito en el capitulo
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Confidence intervals
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Figura 6.57: Intervalos de confianza para (50, 51) La constante de Hubble Hy es marginal-
izada asumiendo una FDP previa de la forma de un delta de Dirac centrada en
Hy = 72 (km/s)Mpc~!. Los valores mejor estimados e intervalos de confianza fueron
calculados usando el conjunto de datos de SNe Ia “Union” (2008) del SCP y el pardmetro
de corrimiento R del CMB. Se encontraron los valores 50 = 5.546+0.24y C~1 = —3.12414+0.2
como mejores estimaciones. Los intervalos de confianza corresponden a 68.3 %, 95.4% y
99.73 % de probabilidad.

Confidence intervals

Figura 6.58: Intervalos de confianza para (éo, 51) La constante de Hubble Hj es margina-
lizada asumiendo una FDP previa constante. Se uso el conjunto de datos de SNe Ia “Union”
(2008) del SCP y el pardametro de corrimiento R del CMB. Se encontraron los valores
(~0 = 4.716 £ 0.34 y 51 = —2.496 + 0.25 como mejores estimaciones. Los intervalos de
confianza corresponden a 68.3 %, 95.4 % y 99.73 % de probabilidad.
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Confidence Intervals
T~ T L A
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\ I

Dirac Deltd‘ Hy=72 :
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Figura 6.59: Intervalos de confianza para (50, 51) del modelo dominado por materia viscosa
¢ = (o + (1H. La constante de Hubble Hj es marginalizada asumiendo una FDP previa
de la forma de una delta de Dirac centrada en Ho = 72 (km/s)Mpc™!. En este caso se
considerd la presencia de la componente de radiacién con un valor de 2,9 = 0.00005. Las
mejores estimaciones e intervalos de confianza se calcularon usando la muestra de super-
novas “Union” (2008) del SCP y el pardmetro de corrimiento R del CMB. Se encontraron
los valores Eo =554+024y 51 = —3.124 £ 0.2 como mejores estimaciones. Los intervalos
de confianza corresponden a 68.3 %, 95.4 % y 99.73 % de probabilidad.

T}

Figura 6.60: Proyeccion de los intervalos de confianza de (CNO, 51) de la figura 6.59, en el
plano de la edad del Universo dada por la expresién (6.24). La edad esta dada en unidades
de Gigayears (Gyr). Los tres intervalos de confianza (68.3 %, 95.4 % y 99.73 %) caen en una
region superior al hiperplano de 11 Gyr para la edad del Universo, lo cual es consistente
con las cotas observacionales en la edad que surgen a partir de los ctimulos globulares [80]
(ver también la figura 6.8).
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Confidence Intervals
Yo

Constant prior for I-TO

|
SNe + CMB
(©,=0.00005)

Figura 6.61: Intervalos de confianza para ((y, C1). La constante de Hubble Hy es margina-
lizada asumiendo una FDP previa constante. En este caso se considerd también la presencia
de la componente de radiaciéon con un valor de €9 = 0.00005. Se us6 la muestra de SNe
Ia “Union” (2008) del SCP y el pardmetro de corrimiento R del CMB. Se encontraron los
valores (o = 4.716 + 0.34 y (; = —2.496 + 0.25 como mejores estimaciones. Los intervalos
de confianza corresponden a 68.3 %, 95.4 % y 99.73 % de probabilidad.
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Confidence intervals
-1. — A =

N SNe+CMB+BAO -

i N x
oo i N Union2
! S N

Figura 6.62: Intervalos de confianza para los coeficientes adimensionales (50, 51) del modelo
dominado por materia viscosa ¢ = (y + (1 H. La constante de Hubble H( es marginalizada
asumiendo una FDP previa constante. Los valores mejor estimados e intervalos de con-
fianza fueron calculados usando las tres prueba conjuntas: SNe Ia “Union2” (2010) del
SCP, el parametro de corrimiento R del CMB y el pico acustico A de BAO. Los intervalos
de confianza corresponden a 68.3 %, 95.4 % y 99.73 % de probabilidad.
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Probability density functions
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Figura 6.63: Gréfica de la funcién de distribucién de probabilidad para (o (con ¢; = 0).
Se usaron cinco diferentes marginalizaciones para Hg, que de arriba a abajo son:
Marginalizacién asumiendo una FDP previa (1) constante, (2) Gaussiana, centrada en
Hy = 70.5+ 1.3(km/s)Mpc! como lo reporta WMAP [33], (3) Gaussiana, centrada en
Hy = 72i8(km/s)1\/[pc_1 como lo reporta el “Hubble Space Telescope” de la observacién
de estrellas variables Cefeidas [38], (4) delta de Dirac, centrada en Hy = 70.5 (km/s)Mpc ™!
y (5) delta de Dirac, centrada en Hy = 72 (km/s)Mpc L. Se usé la muestra SNe Ia “Union”
(2008) del SCP [37] (ver tabla 6.5).
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3. Por tanto, en las siguientes secciones solo se describen los aspectos mas relevantes de
las pruebas, aplicadas al presente modelo.

Las pruebas antes mencionadas permiten estudiar la viabilidad del modelo y a su vez
estimar e imponer cotas a los valores posibles de (50, 51) para que sean consistentes con las
observaciones. Para ello, en el caso de las pruebas de SNe, CMB y BAO, se construird la
funcién x? con la que se calcularan las mejores estimaciones de (fo, 51) y se medird la
calidad del ajuste a los datos a través del valor obtenido del minimo de la funcién y?2.
Luego, se calcularan sus intervalos de confianza para acotar sus posibles valores a 10,20
y 30.

6.6.1. Supernovas, R-CMB y A-BAO.
Supernovas Ia

Para el caso de la prueba de supernovas Ia se utilizé la muestra “Union” (2008) del
proyecto “The Supernova Cosmology Project” (SCP) compuesta por 307 SNe Ia generada
con 13 muestras independientes [37]. Y también la muestra “Union2” (2010) del SCP, que
contiene 557 datos de SNe Ia [18]. Esta tltima es la muestra mas grande y confiable con
la que se cuenta actualmente de SNe Ia.

Usando la definicién de la distancia de luminosidad dj, (ver expresién (2.24) y [20],
[40]-[83]) en una cosmologia espacialmente plana se tiene

Z/

z
_ d
dL(Z,CQ,Cl,HO) = C(1+Z>/ S N
0 H(Z/’ <0a Cl? HO)
donde H (z, Co, 1, Hy) esta dado por la expresién (6.13) y “c” es la velocidad de la luz. La
distancia modular tedrica para la k-ésima supernova con redshift zj queda dada como [ver
expresion (2.42)]

(6.74)

dL(Zkv <~Oa 51) HO)

25 6.75
Mpe +25, (6.75)

11 (2k, G0, C1, Ho) = m — M = 5logy, [

el superindice “t” indica “tedrica”. Construimos la funcién x? como [ver expresién (3.52)]:

o 2
o n |\t (zk, o, C1y Ho) — p
X%Ne(CO) Cla HO) = Z |: P) :| s (676)

k=1 Tk

donde py es la distancia modular observacional de la k-ésima supernova con redshift zj y
0'13 es la varianza de la medicién.
Parametro de corrimiento R del CMB

Para el parametro de corrimiento R del CMB, usamos el valor reportado por WMAP
[33]. Tedricamente y para espacio plano, R se define para nuestro modelo como (ver ex-
presién (2.59) y [31, 33])

Zrec dZ,
0 E(Z/,§0,€1)7
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donde 2. = 1089 corresponde al redshift de la época de recombinacién [30] y
E(,¢0, (1) = H(Z,{o,¢1)/Ho. El valor reportado es de Rops = 1.70 £ 0.03 [31]. La
funcién x? se define como

(6.78)
oR

S 2

r oz R(C0s¢1) — Robs
xems(Co, 1) = [ ( ) ]
Pico acustico A de BAO

En el caso del pico actistico A de las oscilaciones acusticas bariénicas, la expresion
tedrica viene dada por [ver expresién (2.64)]

;s 1 1 (a0 gy 3
A(Cy, 1) = / = ] , 6.79
(¢o,¢1) E(zpac)/? LBAO A EGo.C1) (6.79)
donde zpao =0.35. El valor reportado es de [34]
Agps = 0.469 + 0.017. (6.80)

La funcién x? queda dada entonces como

: oz A(o, 1) — Agng]?
XBao (G0, (1) = Al )2 obal” (6.81)
A
Con estas tres funciones x? construimos la x? total como
2 a1 (Cos C1y Ho) = Xne + Xoup + X3 (6.82)
Xtotal\60, 615 110 XSNe T XCMB T XBAO- :

Minimizamos numéricamente para calcular las mejores estimaciones de (Eo, 51), sus inter-
valos de confianza y la calidad de ajuste a los datos. Los resultados de estos anélisis se
muestran en las tablas 6.3-6.5 y figuras 6.10-6.63.

6.6.2. Termodinamica y la entropia local.

Como se describié en el capitulo 5, la ley de generacién de entropia local en un fluido
en la métrica de FRW puede escribirse como [ver ecuacién (5.27)]

Ty V,s" = ((V,U")? = 9H?C, (6.83)

donde Ty es la temperatura y V,s” es la razén de produccion de entropia por unidad de
volumen. La segunda ley de la termodindmica se expresa como

ToVys” >0, (6.84)
lo cual implica de la expresién (6.83) que

¢=0, (6.85)

El coeficiente de viscosidad ( corresponde a la viscosidad total, por lo que para el presente
modelo la desigualdad (6.85) se expresa como
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Figura 6.64: Grafica de la viscosidad total adimensional ¢ = (o+C1 H con respecto al factor
de escala (panel izquierdo) y el redshift (panel derecho) [ver ecuacién (6.87)] cuando es
evaluada en las mejores estimaciones para ((o, (1) (ver tabla 6.3). En el Universo temprano
la viscosidad total es negativa para el caso del uso de una FDP previa de delta de Dirac y
constante, y positiva para el caso en que se fija C~1 = 0 La transicion entre valores negativos
a positivos para el modelo § CO + (1H esta dada por la ecuacién (6.88). Cuando a — oo

la viscosidad total tiene el valor de ¢ = 3(y/(3 — (1).

¢=C+GH >0. (6.86)

Por otra parte, usando la expresion para el pardmetro de Hubble (6.14) encontramos
que la expresién para la viscosidad total ((a) esta dada como

(1 - CO) a=3)/2 4 50 G (6.87)
3—Q 3-G

donde hemos definido el coeficiente adimensional de viscosidad total { = (247G/ Hp)(.
figura 6.64 muestra el comportamiento de C con respecto al factor de escala cuando (Co, Cl)
son evaluadas en las mejores estimaciones. Encontramos que la viscosidad total para las
mejores estimaciones (fo, 51) es negativa para tiempos tempranos del Universo y positiva
para tiempos tardios. Para la mejor estimacién de 50 sola (cuando fijamos 51 = 0), la
viscosidad total es positiva y constante a lo largo de toda la evoluciéon del Universo.

De acuerdo a la ecuacién (6.86), valores negativos de la viscosidad total f implican
una violacion a la segunda ley de la termodinamica. Por tanto, el modelo 5 ={o+ le
evaluado en las mejores estimaciones, viola la ley de la entropia en tiempos tempranos,
pero el modelo C CO, evaluado en las mejores estimaciones para CO (con Cl = 0) no.

La transicién entre valores negativos a positivos de la viscosidad total para el caso
5 = 50 + le sucede cuando el factor de escala tiene el valor

f(a) =G +G

anp =

= 2/81—
3
% . (6~88)
C1(Co+ ¢t —3)

El subindice “np” indica valores “positivos a negativos”. Para las mejores estimaciones
para ((p, (1) usando la prueba de SNe, encontramos que el valor del factor de escala any
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cuando la transicién sucede son anp = 0.45 y anp = 0.57, que corresponden a cuando una
distribucion previa constante y de delta de Dirac son utilizadas para marginalizar sobre
la constante de Hubble, respectivamente. Para las mejores estimaciones usando la prueba
conjunta SNe + CMB encontramos que anp, = 0.483 y a,p = 0.486, que corresponden a
cuando una FDP previa constante y de delta de Dirac son utilizadas para marginalizar
sobre la constante de Hubble, respectivamente. Cuando a — o0, la viscosidad total es

¢ =3G/(3-G).

6.7. Discusion de los resultados

De todos los posibles escenarios que el modelo predice y que fueron estudiados con
detalle en este capitulo, resulta que el que mejor describe al Universo observado es el
caso (XII-a), caracterizado por el intervalo de valores: ((o # 0, {1 = 0), y con la
condicién adicional de 0 < fo < 3. Dado que 50 es constante, este escenario corresponde
al caso de tener un modelo cosmolégico dominado por materia con viscosidad volumétrica
parametrizada de la forma: { = {y = constante, la cual es la parametrizacién mas sencilla
que se pueda tener.

Cuando 0 < fo < 3, este escenario predice que el Universo tuvo un Big-Bang en el pasa-
do, seguido por una expansion desacelerada en tiempos tempranos, que fue disminuyendo
gradualmente hasta darse una transiciéon suave a un periodo de expansion acelerado en
tiempos recientes y que continuara por siempre.

Por otra parte, este escenario en particular es respaldado por los siguientes resultados:

1. El valor calculado del coeficiente fo (se fijé 51 = 0) usando la muestra mas reciente
y robusta de datos observacionales de supernovas Ia es: 50 = 1.9835 £ 0.066 (ver
tabla 6.3) lo cual se encuentra precisamente en el intervalo 0 < CNO < 3. Por lo
tanto, las observaciones siguen indicando la existencia de la reciente aceleracion
en la expansién del Universo, de un Big-Bang y un periodo temprano de expansion
desacelerada. Ademads de que prefieren al modelo con la parametrizaciéon mas sencilla
posible: ( = constante.

2. Se obtuvo un valor de x2, = 554.58 (o de forma equivalente x3 _; = 0.979) al hacer
el calculo del valor de 50, lo cual indica un excelente ajuste a los datos. En otras
palabras, el modelo ¢ = constante logra explicar los datos observacionales de SNe Ia
con una gran calidad de ajuste (que es medido a partir de la magnitud de Xgl.o.f.)'

3. La edad del Universo estimada es de 14.82 Gyr, lo cual estd en perfecta concordancia
con las cotas observacionales que vienen de las edades de los cimulos globulares
galacticos (12.9 £2.9 Gyr).

4. Se respeta la segunda ley de la termodinamica local, que establece ¢ > 0, lo cual se
cumple en este escenario.

De acuerdo a este escenario y utilizando el valor de la mejor estimacién para (y se
encuentra que la transicién entre el periodo desacelerado al acelerado sucedié en el pasado,
a un corrimiento al rojo de aproximadamente z; = 1.47 (o equivalentemente a; = 0.4).
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Ver cuadro 6.2.

Ademads del caso (XII-a) descrito arriba, se encontré que también el caso (III-a)
caracterizado por los intervalos (CNO > 0, 51 < 0), y con la condicién adicional de 50 +C~1 < 3,
tiene predicciones que estan parcialmente de acuerdo con el Universo observado y que
ademads es también preferido por las observaciones.

Es decir, el caso (I1I-a) predice también la existencia de un Big-Bang seguido de una
expansién desacelerada y con una transicién a un periodo de expansion acelerada eterna.
Ademsds, cuando se calcula las mejores estimaciones para los coeficientes (50, 51) conjunta-
mente, resulta que sus valores calculados se ubican precisamente en los intervalos caracter-
izados por el escenario (ITI-a), esto es ((p = 4.3841.56,(; = —2.166+ 1.42) usando super-
novas, y (50 = 2.917,51 = —1.337) usando las tres pruebas conjuntas SNe+CMB-+BAO
(ver cuadro 6.3).

Sin embargo, este escenario tiene dos problemas. Uno de ellos es que viola la segunda
ley de la termodindmica local para tiempos tempranos del Universo (para z > 3.22 o
a < 0.45). Y el segundo es que la edad del Universo estimada en este caso (11.72 Gyr)
estd por debajo del valor medio acotado usando cimulos globulares galdcticos (12.9 + 2.9
Gyr). Ver cuadro 6.2.

Debido a estos problemas es que el escenario (III-a) no es del todo un buen candidato
a explicar el Universo observado en comparacién al escenario (XII-a) con 0 < {5 < 3.

A continuacién se hace una sintesis de las caracteristicas de todos los escenarios, cuyo
analisis detallado se puede consultar a lo largo de este capitulo. La mayoria de los escenarios
[a excepcién de (ITI-a) y (XII-a)], o bien no corresponde del todo al Universo observado
o bien no son fisicos, ademas de que no son favorecidos por las pruebas cosmoldgicas
aplicadas (SNe, CMB, BAO).

= Caso (I) (o + ¢1 = 3: Universo de de Sitter. No Big-Bang y con una expansion
exponencial.

= Caso (II) 50 < 0, 51 < 0: Tiene Big-Bang. Expansién eternamente desacelerada.
R — oo cuando a — 0, R(amax) = 0. pm — 00 cuando a — 0, py(amax) = 0.

s Caso (I1I-a) 50 > 0, C~1 <0, y con C~0 + C~1 < 3: Tiene Big-Bang. Expansion desacel-
erada con transicién a acelerada. R — oo cuando a — 0, R — 12[Ho(o/(3 — 1))
cuando a — 00. pm — o0 cuando a — 0, pm = p2.[Co/(3 — (1)]* cuando a — oo.

= Caso (III-b) 50 > 0, 51 < 0,y con 504:51 > 3: No Big-Bang. Expansion eternamente
acelerada. R(amin) = 0, R — 12[Ho(o/(3 — ¢1)]? cuando a — 0. pm(amin) = 0,

pm = p2s[Co/ (3 — €1)]? cuando a — oo.

= Caso (IV-a) ¢y > 0, 0 < (1 < 3,y con {g+ (; < 3: Tiene Big-Bang. Expansién
eternamente acelerada, o con transicion desaceleracion-aceleracion si (1 < 1. B — 0o
cuando a — 0. py, — 00 cuando a — 0, pm = p2;;[Co/(3 — ¢1)]? cuando a — oc.

= Caso (IV-b) (p >0, 0 < {; <3,y con (o + G > 3: No Big-Bang. Expansion eterna-
mente acelerada. R(amin) =0, R — 12[Ho(o/(3—¢1))? cuando @ — 00. pm(a@min) = 0,
o = PG/ (3 — G cuando o — oo,

152



CAPITULO 6. MODELOS COSMOLOGICOS CON VISCOSIDAD
VOLUMETRICA
6.7. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Caso (V) (o <0, 0 < {1 < 3: Tiene Big-Bang. Si (; > 1 hay transicién aceleracion-
desaceleracion (observe el orden de la transicién). Y si ¢; < 1 la expansién es siempre
desacelerada. R — oo cuando a — 0, R(dmax) = 0. pm — oo cuando a — 0,

pm(amax) =0.

Caso (VI) fo > 0, 51 > 3: No Big-Bang. Expansion siempre acelerada hasta alcanzar
un Big-Rip. R(amin) = 0, R — oo cuando a — 00. py(@min) = 0, pm — oo cuando
a — 0.

Caso (VII-a) (o <0, {; >3,y con o+ CE < 3: No Big-Bang. Expansién acelerada
con transicion a desacelerada. R = 12[HoCo/(C1 — 3)]? cuando a — 0, R(amax) = 0.
Pm = pgrit [€o/(3 = ¢1)]? cuando @ — 0, pm(amax) = 0.

Caso (VII-b) ZO <0, (~1 > 3, y con 50 + 51 > 3: No Big-Bang. Expansion siempre
acelerada hasta alcanzar un Big-Rip. R = 12[Ho(o/(¢1 — 3)]? cuando a — 0, R — o0
cuando a — 00. pm = p2;;[Co/(3 — ¢1)]? cuando a — 0, py, — 00 cuando a — oo.

Caso (VIII) ¢y > 0, ¢; = 3: No Big-Bang. Expansién eternamente acelerada.
R(amin) =0, R — oo cuando a — 0. py(amin) = 0, pm — 00 cuando a — 0.

Caso (IX) Qto < 0, <~1 = 3: Tiene Big-Bang cuando t — —oo. Expansion acelerada
con transicién a desacelerada. R — oo cuando a — 0, R(amax) = 0. pm — oo cuando
a — 07 pm(amax) =0

Caso (X) (o =0, {; = 3: Universo de de Sitter. R = 12H3. pm = p2.

Caso (XI-a) (o =0, {1 #0, y con {; < 3: Tiene Big-Bang. Cuando (; < 1 la expan-
sion es eternamente desacelerada, cuando 1 < 51 < 3 la expansion es eternamente
acelerada. R — 0 cuando ¢ — oo. Cuando —1 < <~1 < 3 entonces R — oo cuando
a — 0. Cuando <~1 < —1 entonces R — —oo cuando a — 0. py, — oo cuando a — 0,
Pm — 0 cuando a — oo.

Caso (XI-b) (s = 0, ¢; # 0, y con ¢; > 3: No Big-Bang. Expansién siempre
acelerada hasta alcanzar un Big-Rip. R(a = 0) = 0, R — oo cuando a — 00. py, — 0
cuando a — 0, py — oo cuando a — oo.

Caso (XII-a) (y # 0, ¢, = 0, y con 0 < (o < 3: Tiene Big-Bang. Expansion
desacelerada con transicion a acelerada. R — oo cuando a — 0, R = %Hg(o cuando
a — 00. py — 0o cuando a — 0, pp, = (HZ/247G)(Z cuando a — oc.

Caso (XII-b) o % 0, ¢ =0, y con (o > 3: No Big-Bang. Expansion eter-
namente acelerada. R(amin) = 0, R = %cho cuando a — 0. py(amin) = 0,
pm = (H3/247G)(2 cuando a — oo.

Caso (XII-c) ¢y # 0, (1 = 0, y con ¢y < 0: Tiene Big-Bang. Expansién eternamente
desacelerada. R — oo cuando a — 0, R(amax) = 0. pm — oo cuando a — 0,
pm(amax) =0.
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Modelo ( = (o + (G H

Asumiendo una FDP previa delta de Dirac

Prueba Set de SNe Qo o G in  Xaof

SNe Union2 0 8.58935 £ 1.217 —5.96505 £1.159 | 561.15 1.011

SNe Union 0 8.858 £ 1.55 —6.257 £1.47 314.78 1.032

SNe+CMB Union 0 5.546 £ 0.24 —3.124 £0.20 319.18  1.046

SNe+CMB Union 0.00005 5.547 £0.24 —3.124 £ 0.2 319.18  1.043
Asumiendo una FDP previa constante

Prueba Set de SNe Qo o G in  Xaof

SNe Union2 0 4.38929 £1.568 —2.16673 +1.421 | 542.38 0.977

SNe Union2 0 1.9835 £ 0.066 0 (fijado) 544.587  0.979

SNe+CMB+BAO Union?2 0 0.1054 + 0.046 0 (fijado) 1418.89 2.551

SNe Union 0 6.281 £0.1 —3.925£0.11 309.99 1.016

SNe+CMB Union 0 4.716 +0.34 —2.496+0.25 | 310.647 1.018

SNe+CMB Union 0.00005 | 4.716 £0.34 —2.496+0.25 | 310.647 1.015

SNe+CMB+BAO Union2 0 2.9177 —1.3378 1102.83  1.979

Cuadro 6.3: Resumen de los valores para las mejores estimaciones de los coeficientes de vis-
cosidad 50 y 51. La tabla superior muestra los valores para el caso en que se marginalizé la
constante de Hubble usando una funcién de distribucién de la probabilidad (FDP) previa
de delta de Dirac centrada en Hy = 72 (km/s)Mpc ™!, tal como lo sugieren las observa-
ciones del HST [38]. La tabla inferior muestra las mejores estimaciones para (o, ¢1) cuando
se marginaliza Hy usando una FDP previa constante. Las tablas muestran en la primera
columna las diferentes pruebas utilizadas para calcular las mejores estimaciones. “SNe”
significa que solo se emplearon los datos de supernovas para calcular y acotar los valores de
(Co,C1). “SNe-+CMB” significa el uso conjunto de SNe y el pardmetro de corrimiento del
CMB y “SNe+CMB+BAQO” también agrega la prueba usando el pico actstico A de BAO.
Las muestras de SNe usada son “Union” (2008) [37] y “Union2” (2010) [18] del Supernova
Cosmology Project, cada una compuesta de 307 y 557 SNe Ia respectivamente. La segunda
columna muestra el conjunto de supernovas utilizado. La tercer columna muestra el valor
inicial considerado para la densidad de radiacion €2, al momento de calcular las mejores
estimaciones. La cuarta columna muestra los valores de las mejores estimaciones para
(50, 51) y la quinta columna muestra el valor minimo de la funcién x2, asf como el valor
de x? minimo por grados de libertad, X(Qi.o.f.' Las figuras 6.10-6.63 muestran los intervalos
de confianza que acotan los valores para los coeficientes viscosos (50, 51)
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Modelo (y) = constante

Modelo Hy Co Qo Xowin_ Xdoor.
(o = constante | 69.62 +=0.59 1.922 + 0.089 1 314.57 1.031
ACDM 70.01 +£0.59 — 0.278 £ 0.027 | 311.84 1.022

Cuadro 6.4: Resumen de los valores para las mejores estimaciones del coeficiente de vis-
cosidad C~0 y la constante de Hubble Hy (donde 51 = 0). También se muestran las mejores
estimaciones de (Hy, Qo) para el caso en que se usa el modelo cosmolégico ACDM, con
el fin de comparar los valores de Hy y sznin de cada modelo usando la misma muestra de
SNe Ta (“Union”, 2008, SCP [37]) y el mismo procedimiento para calcular los valores. En-
contramos que son muy similares las mejores estimaciones para H( con su respectivo anin,
lo cual muestra que el modelo con viscosidad constante es competitivo en comparacién a
ACDM, adem4s de ser consistente con los valores reportados por WMAP (Hy = 70.5+1.3
(km/s)Mpc~!, ver [33]). Para el modelo ACDM se asumi6é un Universo espacialmente
plano.

Modelo viscoso (y = constante
Mejores estimaciones para 50
Mary. | G Xinin__ Xdof,
(i) 1.922+0.089 331.30 1.08

(i) | 1.941+0.084 31526 1.03
(iii) | 1.92440.089 314.91 1.02
(iv) |2.026+£0.051 316.75 1.03
(v) |2195+0.049 33041 1.07

Cuadro 6.5: Mejores estimaciones para fo (con C~1 = 0) usando la muestra de SNe Ia
“Union” (2008) del SCP [37]. La primera columna muestra la FDP previa utilizada para
marginalizar sobre Hy (que se indica con “Marg”), los ntimeros corresponden a: (i) con-
stante, (i) Gaussiana, centrada en Hy = 70.54 1.3 (km/s)Mpc ™! como lo reporta WMAP
[33], (iii) Gaussiana, centrada en Hy = 72 & 8 (km/s)Mpc~! como lo reporta el “Hub-
ble Space Telescope” de la observacién de estrellas variables Cefeidas [38], (iv) delta de
Dirac, centrada en Hy = 70.5 + 1.3 (km/s)Mpc™! y (v) delta de Dirac, centrada en
Hy = 72 + 8 (km/s)Mpc™!. La figura 6.63 muestra las FDP para (. Los errores son
calculados al 68.3 % de nivel de confianza (10).
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Capitulo 7
Conclusiones

En el presente trabajo de tesis se ha estudiado un modelo cosmoldgico cuya tnica
componente (la componente dominante) es un fluido sin presién con viscosidad volumétrica
parametrizada de la forma ¢ = (y+ (1 H, donde (y y (; son constantes y H es el pardmetro
de Hubble.

El objetivo de este estudio ha sido el proponer un modelo cosmolégico viable y consis-
tente con las observaciones cosmolégicas, que pueda ser una alternativa al modelo estandar
“ACDM”, que a pesar de que este segundo explica en buena medida la mayoria de las ob-
servaciones, tiene problemas en sus predicciones.

El fluido sin presién caracteriza conjuntamente a las componentes de materia bariénica
y oscura. El término “(; H” parametriza a la viscosidad proporcional a la expansion del
Universo y “(p” a la viscosidad proporcional a una constante.

En el contexto de los fluidos viscosos la expansién del Universo se estudia como un
conjunto de estados termodindmicos fuera de su equilibrio térmico local durante perio-
dos de tiempo muy cortos, lo cual genera una entropia local que induce una viscosidad
volumétrica, esta a su vez, es capaz de producir una aceleracion en la expansién del Uni-
verso.

Se analizaron todos los posibles escenarios para el comportamiento y evolucién del
Universo que el modelo ¢ = (yp + (1 H predice, los cuales fueron divididos en 12 casos
de acuerdo a los diferentes valores de los coeficientes ((p,(1). Se encontraron una am-
plia variedad de predicciones y escenarios posibles. En algunos casos el modelo predice
la existencia de un Big-Bang como inicio del Universo, asi como también predicen una
expansion acelerada y otros casos desacelerada, bien en el pasado, o en el presente o en
el futuro, de tal manera que algunos casos se tienen transiciones del tipo “desaceleracion
— aceleracion” o viceversa conforme el Universo se ha ido expandiendo. Otros casos mas
resultaron no tener sentido fisico.

De todos estos casos se encontré que el escenario que mejor describe al Universo
observado corresponde al caso en el cual la viscosidad es proporcional a una constante
(que corresponde a la parametrizacién més sencilla posible) y que es caracterizado por
los valores en el intervalo 0 < 50 < 3 (con 51 = 0). Este caso predice la existencia de un
Big-Bang en el pasado del Universo, seguido por una expansién desacelerada en tiempos
tempranos, con una transicién suave a un periodo reciente de expansion acelerada que
continuara por siempre.
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En base al andlisis realizado a este caso y basado en el hecho de que ademas es el esce-
nario favorecido por las observaciones cosmoldgicas, la conclusiéon del estudio desarrollado
en la presente tesis puede plantearse de la siguiente forma: El modelo cosmolégico domina-
do por materia sin presion y con viscosidad volumétrica de la forma 60 = constante, donde
0 < CNO < 3, es un candidato viable para explicar la actual aceleracién en la expansién
del Universo, que ademas es consistente con las observaciones cosmolégicas. Cuando se
calcula la mejor estimacion de 50 usando la muestra méas reciente y robusta de supernovas
Ta (“Union2” SCP) y también usando las tres pruebas conjuntas de (1) supernovas, (2)
el parametro de corrimiento del CMB y (3) el pico actstico de BAO, se encuentra que el
valor estimado de fo se localiza precisamente en el intervalo 0 < fo < 3,y con una calidad
de ajuste a los datos muy buena (medida a partir del valor de x2,;.). El modelo es ademés
consistente con la segunda ley de la termodindmica local y la prediccion de la edad del
Universo (14.82 Gyr) estd en perfecta concordancia con las cotas observacionales que se
obtienen de los cimulos globulares galacticos (12.9 £ 2.9 Gyr). Ademds, este modelo re-
suelve automaticamente el problema de la “constante cosmoldgica” y el de la “coincidencia
césmica” debido a que no introduce ninguna componente de energia oscura para poder
explicar la expansion acelerada del Universo.

Un segundo escenario que también mostré tener predicciones parcialmente de acuerdo
con el Universo observado es el caso caracterizado por los intervalos (éo > 0, 51 < 0), con
50 + 51 < 3. Este caso predice también un Big-Bang en el pasado seguido por una expan-
sién desacelerada en tiempos tempranos y con una transicion a una expansion acelerada
reciente. Cuando se calculan simultdneamente las mejores estimaciones de los coeficientes
(Co, 1), los valores de estos se localizan precisamente en los intervalos (Co > 0, ¢; < 0) con
Q:O + 51 < 3, usando la muestra de supernovas y la prueba SNe + CMB + BAO conjunta.
Sin embargo, este caso tiene dos problemas. El primero es que la estimacion en la edad
del Universo [11.72 Gyr (FDP constante) y 10.03 Gyr (FDP delta Dirac)] es menor que la
reportada a partir de las cotas observacionales que se calculan de los cimulos globulares
(12.9 £ 2.9 Gyr). El segundo problema es que hay una violacién de la segunda ley de la
termodinamica local para tiempos tempranos del Universo, es decir, la viscosidad total
es negativa (( < 0) para redshifts z 2 1, pero positiva para z < 1. Encontramos que
la violacion es debida a considerar la existencia del término “(i H” en la expresion de la
viscosidad total, y que para que este caso no viole la segunda ley de la termodinamica
local seria preciso que los efectos de la viscosidad fueran relevantes solo a partir de tiempos
recientes (z < 1), y despreciables a tiempos tempranos.

Es importante remarcar que de todos los posibles escenarios que el modelo general
¢ = (o + (1 H predice, los dos escenarios escogidos por las mejores estimaciones de (50, 51)
calculadas a partir de las observaciones son precisamente los dos casos antes mencionados,
que indican la existencia de un Big-Bang y un periodo de expansion desacelerada en
tiempos tempranos con una transiciéon suave a un periodo reciente de expansion acelerada,
que continuard por siempre en el futuro.

Como se menciond brevemente arriba, las mejores estimaciones de (507 61) se calcularon
usando las ultimas muestras de datos observacionales de SNe Ia, de los datos provenientes
del WMAP de las anisotropias en la temperatura de la radiacién césmica de fondo
usando el primer pico de las anisotropias, a través del parametro de corrimiento R, y de
la localizacién del pico actustico A en la funcién de correlaciéon a grandes escalas de la
distribucién de 46,748 galaxias rojas ubicadas hasta una distancia de z =0.47. Ademas,
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se considerd la restriccién en los valores de la viscosidad total ¢ a partir de la segunda ley
de la termodindmica local, y utilizamos las cotas observacionales en la edad del Universo
para probar la viabilidad del modelo en ese aspecto.

En los capitulos 1-5 se describio el formalismo y los conceptos principales para abor-
dar la investigacién en el modelo cosmoldgico descrito en el capitulo 6. Este estudio ha
implicado el aprendizaje, desarrollo e implementacién de las técnicas para probar mode-
los cosmolégicos usando hasta ahora tres tipos de datos observacionales (SNe, R-CMB y
A-BAO).

Una de las grandes ventajas del aprendizaje de las pruebas cosmoldgicas es que con
estas herramientas es posible probar cualquier modelo cosmolégico dado, lo cual abre un
panorama amplio en la investigacion en cosmologia.
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Apéndice A
Elementos de la métrica de FRW

El elemento de linea ds? de la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) en
coordenadas esféricas, se puede expresar como

dr?
1 —kr?

ds® = —di® + a*(¢) +72(d6? + sin® 0dg?) (A1)

La métrica de FRW en forma matricial tiene la forma

-1 0 0 0
0 a*/(1—kr*) 0 0
Guv = 0 /( 0 ) a27,2 0 (A2)
0 0 0 a’?sin?0
La matriz inversa g"” es
-1 0 0 0
0 (1—kr?)/a® 0 0
p
g 0 0 1/(ar?) 0 (A-3)
0 0 0 1/(a®r?sin% )
El determinante de g, esta dado por:
a%rtsin? @
g = det v = —ﬁ (A4)

Las componentes del tensor T),, en el sistema comévil pueden escribirse en forma
matricial como:

—-p 0 0 0
0O p 00
B, = ghoT,  —
0 0 0 p
La traza T de este tensor es:
T="Te(T",)=9¢""Tw =T",=3p—p. (A.6)
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Los simbolos de Christoffel se definen como

F“V}\ _ lg,ua <8gow + 89&)\ . agl/)\) (A?)

2 oz Oxv Oz~
Los simbolos de Christoffel distintos de cero para la métrica de FRW son los siguientes
trece términos:

aa kr

Ft = FT — A
1 — kr? 1 — kr? (A-8)
T, = aar? Iy, = aar? sin® 0 (A.9)

, a
Iy, =T =Ty, = b (A.10)
e = —r(1 — kr?) b = —r(1— kr®)sin® 6 (A.11)
1
sz = —sinfcosf F?gﬁ = cot 6. (A.13)
El tensor de Riemann R’ o de manera general se define como
A A
R? =0, — 0,1, + I‘Z)\I‘W — Ffj)\l“lw (A.14)
Los términos distintos de cero para el caso de la métrica de FRW, son
ad
R, =— A.15
rir 1 — kr2 ( )
Ry = air® (A.16)
R' 4, = aiir® sin®(0) (A.17)
a
Ry, = R’ to = R¢tt¢ “a (A.18)
R g5 = —R% gy, =1%(a> + k) (A.19)
RT ¢T‘¢ = Re ¢9¢ = T2(d2 + k) Slnz(e) (AZO)
£ 2
0 ) o a +k

Rog =R\ =772 (A.21)

Las componentes distintas de cero del tensor de Riemann en su forma totalmente
covariante R,gys son

ad
Rirtr = 12 (A.22)
Rt9t9 = —(ld?”’2 (A23)
Rigry = —aiir? sin®(0) (A.24)
a’r?(a® + k)
Ryorg = T2 (A.25)
a’r?sin?(0)(a® + k)
Rrgry = T 2 (A.26)
Rygop = a’rt Sin2(9) (d2 + k) (A.27)
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Y las componentes distintas de cero del tensor de Riemann en su forma totalmente

contravariante R0 son

trir a(l — kTQ)
R ==

g _ 0@
B =32
Rtoté — _ a

a3r? sin?(6)
RT9T9 _ (1 B kTQ)(dZ + k)
- abr2

Rr¢>r¢ _ (1 — er)(aQ + k)

a%72 sin?(6)

R0 _ a+k
a4 sin?(6)

La expresion para el escalar de Kretschmann es

RV R, 505 = 12

() () + 5 ()]

Los términos covariantes distintos de cero del tensor de Ricci Ry, = R}
elementos de la diagonal, esto es,

Ry = —32
a
ai + 262 + 2k
Rrr - —2
1—kr

Roo = r*(ai + 2a* + 2k)
Ryp = *(ai + 24* + 2k) sin® 0

Los términos contravariantes distintos de cero del tensor de Ricci R, son

Rtt:_3§
a
1 — kr?

R””:( 4r>(ad—|—2a2+2k)
a

po  ad+2a%+ 2k

R” = A2

R96 _ ai + 2a* + 2k

— afr?sin®()

HAV

(A.28)
(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

son los

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)
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Expresadas de la forma “contravariante-covariante”, las componentes del tensor de

Ricci R, distintas de cero son

i
R, = 3= (A.42)

. 2.2 2k
R" —R‘)GZR%:M (A.43)

T a2

La contraccién del tensor de Ricci consigo mismo es

R Rop5 =12 KZ)Q - %(d2 +k) + <Z>4 + 2k <§2)2 + (;;)2] (A.44)

El escalar de curvatura R = R, = Rg, g° se expresa como:

Del tensor de Einstein G, = R, — %gWR, los tinicos términos distintos de cero son

los de la diagonal, es decir:

3 .
Gy = E(CLQ + k‘)

2ai + a* + k

Grp=——"-—— A .45
—1+ kr? ( )

Gop = —7’2(2ad +a%+ k)

Gy = —1r%(2ad + a* + k)sin®6

Del tensor de Weyl, Cyng+5, que se define como

Caprs = Raprs — 9oy Rag + 951 Roja (A.46)

todas sus componentes son cero en la métrica de FRW. Lo mismo que cuando se expresa

de manera contravariante C*979 .
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Apéndice B

Aproximacion Newtoniana de
Relatividad General.

Las aproximaciones Newtoniana y Post-Newtoniana de las ecuaciones de Einstein
fueron desarrolladas primeramente por Einstein, Infeld y Hoffmann en 1938 [84]. Once
anos mas tarde Einstein e Infeld perfeccionaron la técnica para calcular estas aproxima-
ciones para que fuera posible calcularlas para cualquier orden deseado de aproximacion
[85].

La manera de calcular estas aproximaciones se basa en el hecho de asumir que las
particulas! del sistema en estudio se mueven a velocidades no relativistas, es decir, que

% <<1 (B.1)

donde v es la velocidad de una particula y ¢ la velocidad de la luz, por lo que la
aproximacién consiste en desarrollar en serie de potencias de v/c a los diferentes entes
matematicos de la Relatividad General, como por ejemplo, al tensor métrico, y reescribir
las ecuaciones de Einstein pero conservando solamente términos de hasta un cierto orden
de (v/c¢)™, donde n es un nimero natural. En el caso de la aproximacién Newtoniana la
expansién se realiza hasta términos del orden de (v/c)?, y la post-Newtoniana hasta (v/c)*.

La razén de que la aproximacién Newtoniana corresponde a calcular las expansiones
hasta terminos de orden (v/c)? puede verse de considerar una particula de masa M alrede-
dor de la cual orbita una segunda particula con velocidad tangencial promedio v localizada
a una distancia promedio r de la primera particula. Usando mecanica Newtoniana se llega
a que la velocidad de la segunda particula viene dada por

s GM
oor
donde G es la constante gravitacional de Newton. De esta ecuaciones se observa que el
movimiento de la segunda particula esta gobernado por un término de la velocidad de orden
v? [0 equivalentemente (v/c)?, donde la expresién (B.2) serfa (v/c)? = (GM/rc?)]. Una
aproximacién post-Newtoniana de la expresion (B.2), que viniera de Relatividad General

v

(B.2)

serfa calcular correcciones de orden (v/c)* para la expresién (B.2).

Una “particula” en este contexto corresponde, por ejemplo, a un planeta girando en torno al Sol, o
bien todo un cimulos de galaxias completo (a escalas cosmoldgicas), etc.
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Existe otra forma de aproximar las ecuaciones de Einstein llamada “de campos débiles”
en el cual se asume que los campos gravitacionales generados por las particulas (o més
bien, la curvatura al espacio-tiempo que inducen) son pequenos o “débiles”, es decir,

GM

rc2

<< 1, (B.3)

en donde no necesariamente se asume que v/c << 1, lo cual es 1itil para el caso de radiacién
(ver por ejemplo, Weinberg 1972 [71], capitulos 9 y 10).

En la aproximacién y expansiones que se mostraran a continuacion se usard mas bien
el primer enfoque, donde (v/c) serd el pardmetro de la expansién en series de potencias
de este factor. En particular, para la aproximacién Newtoniana, se despreciaran cualquier
término de orden mayor a (v/c)? por ser demasiado pequefia su contribucién. En este
sentido, conviene mencionar que el suponer velocidades pequenas lleva implicita la idea
de campos gravitacionales débiles, debido a que de no ser débiles, las particulas en torno
a ellas podrian alcanzar velocidad relativistas al estar inmersas en campos gravitacionales
fuertes ([86], seccién 87).

A lo largo del presente trabajo de tesis se han usado las unidades geometrizadas donde
¢ = 1, sin embargo, para hacer mas comprensibles las expansiones siguientes se hara una
excepcion en este apéndice y se escribird expresamente ¢ donde corresponda.

En Relatividad General, la ecuacién de movimiento de una particula estda dada por la
ecuacion geodésica

A2t " dx? da?

e
donde 7 es el tiempo propio de la particula. La ¢—ésima componente de la aceleracion
3-dimensional a’ de la particula se puede definir como

= 0. (B.4)

G

Il
ST N 7 N 7 N N

G

-2[5)-3 () ()]
@)
@]
.
|

(&) (%) (@] ®9

donde se ha definido la i—ésima componente de la velocidad 3-dimensional v como

P
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Usando la ecuacién geodésica (B.4) se tiene que
4z . dz? da? , dxvda® (dt?
i () (B.8)
dr dr dr dt dt \dr
Y 2 2,.0 A 2
dt ld°x 1 dz¥ dz? [ dt
= =Tl (=], (B.9)
dr cdr c dt dt \dr
Sustituyendo las expresiones (B.8) y (B.9) en (B.6) resulta
; - da? da? da? da* (v
i i, A9 po T AT (U B.10
“ M ar T PV a dt(c) (B-10)
Explicitamente:
J , Jyk Jyk i
= —T'go — 2T, <v ) — Tk (U > ) + [F000+2F00j ( > +T0% (v > )} <U>
c c c c
(B.11)

Evidentemente la velocidad (v'/c) es ya de orden 1. Viendo la ecuacién (B.11), se
observa que para el caso de la aproximacién Newtoniana (que es de orden (v/c)?), el dltimo
término 0 (v/v*v?) /c® es de magnitud despreciable (es decir, se asume que es cero) debido
a que contiene el producto de tres veces la velocidad v /¢, por lo que al menos este término
es ya de orden (v/c)? (sin contar I'%;;). Luego, de los demds sfmbolos de Christoffel se
necesita calcular cada uno de los que aparecen en (B.11) hasta los siguientes ordenes:

I'gy hasta orden (v/c)?
Io; hasta orden (v/c)’
I';; hasta orden (v/c)’ (B.12)
%o hasta orden (v/c)
IY%; hasta orden (v/c)’

Los simbolos de Christoffel se calculan a través del tensor métrico g, a partir de su
definicién (A.7), por lo que ahora centraremos la atencion en calcular la expansion de g,,,
en potencias de (v/c)".

De forma general, la expansién para las componentes de g,,,, es

goo = 960 + 960 + 9(2) +0(3),

0 2)
g = 9 + 9+ +03), (B.13)
gi0 = gl + g§o) + gfo) +0@3),
donde el nimero entre paréntesis “(n)” indica el orden (v/c)™ de expansion, y O(3) indica
los demés términos de la expansién de ordenes mayores a (v/c)?. De manera andloga, la
expansién de las componentes contravariantes g** pueden expresarse como
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00 00 00 00

9" =90 +9a) + 9@ +0B),
97 =930, + 900, + 9 + OB3), (B.14)
9° = g(o) + 9(0) + 9z) + O(3),
La expansién a orden v° (es decir, g((]%), gl-(?)7 gl%])) corresponde al caso cuando no hay
ninglin campo gravitacional presente, es decir, el espacio-tiempo es plano (Minkowski),
esta serfa la primera aproximacién del tensor g, quien describe la curvatura del espacio-
tiempo.

En términos del tensor métrico, esto significa que g,, debe corresponder al espacio de

Minkowski 7, a primera aproximacién (a orden O(0)), es decir g,, = ngJ = N, donde
mo=-1,  mi;j=06ij,  Mio=0. (B.15)
Comparando las expresiones (B.15) con (B.13) se concluye que
0 0 0
a0 =-1. g =05 g9 =0 (B.16)
n (2 (1)

Por otra parte, una manera de calcular los términos g5y, g5, 9;0° €s a través de la
accion S de una particula no relativista que se mueve con velocidad v debido a la influencia
de un campo gravitacional, que se expresa como

2
— _mc? A
S =—-mc / <1 52 + 02> dt, (B.17)

donde m es la masa de la particula, v> = v - v = v;v', y ¢ es el potencial del campo
gravitational Newtoniano definido por la ecuacién de Poisson: V2¢ = 47Gp. Desarrollando
el integrando de (B.17):

9 271/2 2 2 4 271/2
l<1—0+§;)] =[1—Z2+2Cf—m+v+f4} : (B.18)

2c2 ct 4ct

Despreciando términos de orden mayores a (v/c)? en (B.18), la accién (B.17) puede ex-

presarse como.
2 9 1/2
S = 7mc2/ (1 - Z—Q - Cf) dt. (B.19)

Por otra parte, la accion de la misma particula pero dada por Relatividad General es

S = —mc/dT7 (B.20)

donde d7 es el tiempo propio de la particula, que se define como

dr? = —ds® = —gudxtdx”, (B.21)
= —goodz"dz’ — 2g;oda’da’ — gijdxid:rj. (B.22)
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Usando el hecho de que dz° = cdt y v' = da?/dt, se puede reescribir (B.21) como

i iyj
dr? = |:—900 — 292'01 - gijvg} Adt?. (B.23)
c c
Sustituyendo (B.22) en (B.20) resulta
; i i11/2
v’ vl

Luego, sustituyendo las expansiones para goo, gi0,g;; (ver B.13) tomando en cuenta los
valores calculados en (B.16), y tomando solamente los términos hasta el orden (v/c)? para
S, se llega a

i i, §71/2
v vhd
S = —mcz/ [(1 - g((]%)) - 9(()%)) - 291%) . 5ij 2 ] dt, (B.25)

reordenando los términos:

2 i11/2
s—-me [ [1- 5 o o) 202 ar (8.26)

Comparando la accién de Relatividad General (B.26) con la accién Newtoniana (B.19), y
tomando en cuenta que ambas deben coincidir a orden (v/c)?, se puede entonces concluir
que

2
%?=—£§ a0 =0, g =0. (B.27)

De esta forma, tomando en cuenta los resultados obtenidos en (B.16) y (B.27), las
expansiones (B.13) se expresan como

goo = —1— 207;[) +0(3) (B.28)
gij = 51‘]' -+ O(l) (B.29)
gio = O(2), (B.30)

Como comentario vale la pena mencionar que al hacer los calculos para la aproximacion
Post-Newtoniana, se encuentra que en la expansion de gog y g;; para ordenes més altos solo
estdn presentes potencias pares de (v/c)™, mientras que para g;o son solo potencias impares,
y en donde las expresiones (B.28-B.30) son los primeros términos en la aproximacién Post-
Newtoniana.

La expansién para las componentes contravariantes g"” pueden calcularse a partir del
hecho de que debe satisfacerse que g, g"” = 1, lo cual mas explicitamente se escribe como

90u9" = 9009™ + 90’ = 1,
9ing" = gi0g" + gixg™ = 5y, (B.31)
9ing"" = 9i0g™ + 6ijg’° = 0.
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De igual forma que para g,,,, la primera aproximacién (a orden cero) de g"” corresponde
al espacio de Minkowski, esto es, g"” = gé‘oy) =", de lo cual resulta

g0 =1 94 =% 9o =0 (B.32)

Sustituyendo en (B.31) las expansiones (B.14), (B.28-B.30) y los valores (B.32), se obtiene

g0 =1+ 26% +0(3), (B.33)
g7 =6;; +0(1), (B.34)
g0 =0(2). (B.35)

Con las expansiones (B.28-B.30) y (B.33-B.35) se pueden calcular explicitamente las
expansiones de los simbolos de Christoffel (B.12) a través de su definicién (A.7), hasta el
orden (v/c)?, de lo cual se obtiene

o _ 109
L6 = 575 T 0(4) (B.36)
I =0(3) (B.37)
; 1 ¢ d¢ 9¢
b=~ (8 e+ B + B ) +0() (B39
.19
b0 = 35,5 +O(). (B.40)

Las expansiones (B.28-B.30), (B.33-B.35) y (B.36-B.40) serdn muy utilizadas en el
capitulo 5 para calcular las aproximaciones Newtonianas de las ecuaciones hidrodinamicas
de Relatividad General.

B.1. Expansiéon de la cuadrivelocidad U*

La cuadrivelocidad U* se define como (ver 1.13) U* = dx*/dt, donde T es el tiempo
propio definido en la expresién (B.21). Explicitamente, las componentes de U* se definen
como . ‘ '

dx dt . dx'  dx dt - dt
Ul= - =c— U= = — =" —.
ar  Car Y at dr ' dr

== (B.41)

Se puede calcular dt/dr a partir de la expresién (B.22), para ello, multiplicandola por
(1/dt)? y considerando que dz' = cdt y v* = dx'/dt, se obtiene

dr\? ; i
(dt) = —gooc® — 2¢ gipv' — gijv'v’. (B.42)

Sustituyendo las expresiones (B.28-B.30) en (B.42) y manteniendo solo los términos
de orden (v/c)? se llega a
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1 [/dr\? ¢ 02
== =14+25 - —. B.43
2 <dt> tea T (B43)

Luego, inviertiendo (dr/dt) por (dt/dr) y expandiendo el inverso de la raiz cuadrada
que surge de tener (dt/dr) en (B.43), resulta:

e[ ¢ v —1/2
‘O _”202—02]
[ 19
= 1—2<22—C2>+O(3)}
[ v ¢

Usando la expresién (B.44) en (B.41), la expansién hasta orden (v/c)? para U viene
dada como
2
L
U0=1+4_——-. B.45
* 22 2 ( )
Para U, usando la expansién (B.44) en (B.41) y despreciando términos de orden mayor
a (v/c)? se llega directamente a .
/U'L

b= B.4
U - (B.46)

Por 1ltimo, se puede calcular la expansién de los términos covariantes de la cuadrive-
locidad usando la relacién: U, = g, U, donde g, esta dada por las expresiones (B.28-
B.30) y U” por (B.45, B.46), para obtener

29
UO__<1+UC+C2>’ (B.47)

U =2 (B.48)
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