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Introduccion

En este trabajo continuamos con la justificacién matematica de la teoria de la dispersion dependiente del
tiempo sobre cufias. En los articulos [1]-[2] este problema fue analizado para las cuias que satisfacen las
condiciones de frontera de Dirichlet o de Neumann. En este trabajo de tesis investigamos la dispersion
de una onda plana sobre una cufia “duro-suave” que satisface la condicion de Dirichlet sobre un lado y
la condicién de Neumann sobre el otro lado.

SeaW :={y =,y € R?: y1 =pcosf, y, =psinfd, p >0, 0 <6 < ¢} una cuiia de magnitud ¢,
(1) 0<¢<n.

Consideremos una onda plana incidente u;,(z, y) de la forma

(2) uin(t,y) = €0 f(t —ng - y)parar e Ry y € Q := R*\ W.

Aqui wy > 0 representa la frecuencia de la onda u;,(y, f), mientras que el vector unitario y el correspon-

diente vector de onda son
3) ny = (cos a, sina) € R?, kg = wony € R?

donde a - b denota el producto escalar en IR*. La funcién f es el perfil de la onda. Supongamos que
f € C*(R) y para algin 7y > 0,

0, <0,
@) ﬂ@={ $=

1, s>

En este caso el frente de la onda u;,(y, #) en el momento ¢ es la recta en R?: {t — ny - y = 0}. Delante de
esta linea, es decir, cuando ng -y > ¢, u;,(y, t) = 0 por (4). Vamos a imponer una restriccion al vector ng
0 (que es equivalente) al dngulo @. Supongamos que en el momento ¢ = 0O el frente de la onda u;,(y, 1)
no intersecta a la cufia W. Esto nos da la condicién la siguiente condicién ¢ — g <a< g(ver Figura
1). Ademas, supongamos que la onda incidente se refleja por ambos lados de la cufia. Esto nos da la

restriccion para @, 0 < @ < ¢. Estas condiciones implican las desigualdades
m (T
®)) max{¢ —5 ()} <a< mln{i ,¢}.
Si alguna de estas condiciones no se cumplen, el plantiamiento del problema se complica un poco técni-

camente, pero no esencialmente. Para evitar estas complicaciones técnicas, vamos siempre en adelante a

considerar (5).
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Figura 1. Onda incidente

Partimos 0Q = Q1 U Oy donde Q) :={y = (y1,)2) € 00 : y, = 0}y Qs :={y = (y1,y2) € 00 : y; =
pcosd,y, = psing, p > 0}. Mateméaticamente el problema de dispersion de la onda (2) sobre una cufia
del tipo "duro-suave"se describe por medio del siguiente DN-problema mixto para la ecuacién de onda
con la condicién de Dirichlet sobre un lado de la cufia, digamos Q, y la condicién de Neumann sobre el
otro lado Q; de la cuiia:

Ou(y,n)=0, yeQ
(6) Oyu(y,n) =0, yeQ [1€R,
M(y, t) = 09 y S Q2

donde O = §?> — A. Nosotros incluimos la onda entrante u;, en el planteamiento del problema a través de
la condicién inicial

(7 u(y, 1) = uin(y, 1), y € Q, t <0.
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Esto es posible, ya que u;,(y, ) es una solucién del problema (6) para ¢t < 0: las condiciones de frontera
en (6) se cumplen para ¢ < 0 ya que u;, es identicamente cero en una vecindad de dQ por (5). Equivalen-
temente, u(y, ) es la solucion del problema de Cauchy para el sistema (6) para ¢ > 0 con las condiciones
iniciales

®) € Q0.

l;l(y, O) = I;tin(y’ O)

En el presente trabajo, nosotros derivaremos por primera vez la representacion del tipo Sommerfeld para

{ u(y,0) = tn(y, 0)

la solucién u(y, t) del DN-Problema de difraccion no estacionario (ver (30), (31)). Por la representacion
del tipo-Sommerfeld nos referimos a la transformada inversa de Fourier-Laplace de la repesentacion in-
tegral Sommerfeld de la solucién correspondiente al problema estacionario con un pardmetro complejo.
Usamos esta representacion para probar la existencia de la solucion al problema (6), (7). Denotemos las

ondas de dispersion y difractada por

(9) us(y’ t) = u(y’ t) - uil’l(y’ l), ud(y’ t) = Ms(y, l) - Mr(y’ t)a te IR
La onda reflejada u,(y, t) esta dada por

Mr,l(p’ 9’ t)’ ¢ S 0 S 91
(10) l/tr(y, t) = 0 91 <0< 92
ur2(p, 0, fHn, 6b<0<2nr

donde (p, 8) son las coordenadas polares de y,

(11) 0, :=2¢p—-a, b=2n—«
y
(12) U1 (0,0, 0) = =" CON £t —ny oY), u(p, 60,1) = OV f(t —ny - y),

k] = wony, N = (COS 91,Sin9]); kg = Wwohyp, Ny = (COS 92, sinHz)

(cf. con ny en (3)) (ver Figura 1). Probamos la existencia del problema no estacionario (6), (7) en el
espacio funcional &, y. Mds precisamente, que esta solucidn (campo total) u se representa como la suma
de la onda incidente u;,, onda reflejada u, y la onda difractada u,. Encontramos una nueva representacion
del tipo Sommerfeld-Malyuzhinets para la onda difractada no estacionaria u, (ver Seccién 8, Capitulo 4).
Esta representacion nos permite probar que el campo total u pertenece a una clase funcional apropiada.
También usamos esta representacion para probar el Principio de Amplitud Limite. Notemos que el plan
en esta parte de la tesis coincide con el articulo [3]. A pesar de esto, vamos a dar todas las formulaciones
y todas las referencias. También vamos a probar el Principio de Amplitud Limite, es decir, probamos

u(y, 1) ~ e ““u(y), t = oo,

donde u.(y) es la amplitud limite y una representacion tipo-Sommerfeld para la amplitud limite. La

representacion de Sommerfeld juega un papel importante en la dispersion sobre cufias, ya que da una
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representacion de la solucién como una superposicion de las ondas planas. Nuestro progreso en la jus-
tificacién de la representacion Sommerfeld para el DN-Problema se basa en el método general de las

carateristicas complejas desarrollado en [4]-[8].

El método usa la trasformada de Fourier compleja y el método de Malyshev de funciones automorfas [9].
Reducimos el problema estacionario a una ecuacion de conexion algebraica con dos funciones descono-
cidas sobre la superficie de Riemann de las caracteristicas complejas de la ecuacion de onda. La ecuacion
relaciona las transformadas de Fouier de las densidades de las capas de superficie de la representacion
de la solucidn por las superficies potenciales.

El método de Malyshev permite reducir la ecuacion a una ecuacion en diferencias la cual resolvemos
explicitamente. El método proporciona una representacion explicita para todas las soluciones de la clase
de las distribuciones temperadas. Esto da la solucion como una integral de Fourier la cual es una su-
perposicion de ondas planas que es instructivo para obtener la representaciéon Sommerfeld. La presente
aplicacion del método demuestra que proporciona una adecuada técnica para tratar la difraccion sobre

una cufia del tipo DN.

De los articulos desarrollados para el DN- problema mencionamos a los articulos [10], [11], [12]. Rot-
tbrand [10] (ver, también [11]) ha considerado una onda plana no estacionaria y no periddica que cae a

un semi-plano. Una solucion particular es construida.

También, Rottbrand y otros [12, 11] construyeron una solucién particular del problema de dispersion
no estacionario para una cufia con una onda no periddica. Los autores desarrollan la técnica de Wiener-
Hopf. La unicidad de la solucion y el buen planteamiento no se consideran. El plan de este trabajo es el

siguiente:

En la Seccién 1, Capitulo 1 introducimos las clases funcionales y formulamos los resultados principales.
En la Seccién 2 reducimos el problema no estacionario a un problema estacionario. En la Seccién 3
reducimos el problema al plano. En las Secciones 1, 2 y 3 del Capitulo 2 aplicamos la transformada de
Fourier e introducimos la ecuacion de conexion entre la solucidn de los datos de Cauchy. En la Seccion
4 del Capitulo 2 obtenemos una ecuacion en diferencias. En la Seccién 5 del Capitulo 2 se demuestra
la unicidad de la solucién del problema de dispersion. En la Seccién 6 del Capitulo 2 construimos una
solucién de la ecuacion en diferencias y en la Seccidn 1 del Capitulo 3 obtenemos la representacion tipo-
Sommerfeld para el campo total u(y, ). En las Secciones 1- 4 del Capitulo 4 demostramos la particion del
campo total u. En las Secciones 5 y 6 del Capitulo 4 demostramos las estimaciones para la densidad y sus
derivadas de la onda de difraccion. En la Seccion 7 del Capitulo 4 demostramos que la funcién (30) es una
solucién suave del problema de dispersion (6), (7). En las Secciones 8-11 del Capitulo 4 demostramos
que la solucién pertenece al espacio funcional. En la Seccion 12 del Capitulo 4 demostramos el Principio
de Amplitud Limite.



Capitulo 1
Reduccion del problema de dispersion a un problema estacionario en el plano.

1. Definiciones y resultados principales

1. Consideremos la funcién u(f) € C(IR), y asumimos que u(f) = O parat < Ty |u(t)] < C(1 + [t|)N para
algunos C, N € R. Denotamos su transformada de Fourier-Laplace respecto al tiempo como

00

(13) i(w) := Frop[ul(w) = f e“lu(t)dt = f ) e“u(t)dt, Imw > 0.
T

Denotemos C' := {w € C: Im w > 0}. Obviamente, #i(w) es una funcién analitica en w € C'.
2. También usaremos la transformada de Fourier real y compleja en las variables espaciales. Considere-
mos u(x) € C7(IR"), n = 1,2. Nosotros denotamos por

(14) (&) := Fooelulé) = f e“y(x)dx, € € R".

n

Usaremos similares notaciones para las distribuciones temperadas u € S’(IR"). Por el Teorema de Paley-
Wiener [13, Teorema 1.5.2], la distribucion ii(€) tiene una extension analitica en el conjunto CK” := {z €
C': Imz e K}},sisuppu C K_ﬁ ={xelR":x;,>0,i=1,...,n. Vamos en adelante a denotar
esta extension analitica por el mismo simbolo u(z) y nombramos a esta funcion como la tranformada de
Fourier compleja de u. Para las funciones regulares temperadas u(x) con soporte en K su transformada

de Fourier compleja se expresa como

(15) uz) = f ¢ u(x)dx, z € C i
K

3. Denotamos por 0 = 0\ {0}, {y} := [yl/(1 + ). ye R2 6y € R.

DEeriNiciON 1.1. @) E, = E.(Q) es el espacio de las funciones u(y) € C O)ncC! (5) con la norma finita

(16) ul; = sup [u(y)| + sup{y}*|Vu(y)| < o0, £ >0
yeQ yeQ

ii) Ecn = E.n(Q) es el espacio de las funciones u(y,t) € Cw(é X ﬁJr) N C(@ X ﬁJ,) con la norma
finita

a7 e := sup | suplucy, 0] + sup(l + 0 y)°1Vu(y, ] < 0, N > 0,

>0 yeQ ve0
Notemos que para € < 1 las funciones u € E, tienen energia local finita

f (Vu)|* + lu()|P)dy < o, R >0

xeQ:|x|<R
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OBSERVACION 1.1. Si una funcion u(y, t) esta definida en é X R escribiremos u € &,y si u(y, t) xR €
Een-

xR,

OBSERVACION 1.2. Siu € &,y (en el sentido de la Observacion 1.1) entonces, en general, u(y, w) ¢ E.
para w € C". Por ejemplo, la funcion u;, € Eyy pero wy, ¢ Ey para w € C' (ver (38)). Sin embargo
Fioolu(y, O] € E, para w € C" donde O(t) aqui y en lo que sigue es la funcion de Heaviside.

4. Denotemos por

(18) g(w) = J?(w —wy) = f‘x’ @S £(5)ds, w e C.

0

Lema 1.1. La funcion g(w) es analitica en C" y satisface la cota

(19) lg(w)| < COmw)™!, we C.

Demostracion. Ya que f(s) satisface (4), tenemos f”(s) € Cy’(IR), supp f* C [0,7¢] y

(20) s =32 e
— wo

donde

(2D () = ih(w - wy), we C

con Ah(s) := f’(s). Por el Teorema de Paley-Wiener

(22) 81 € H(O.

donde aqui y en lo que sigue H(O) denota el conjunto de las funciones analiticas en O para cualquier
abierto O c C'. Denotamos por g(¢) la transformada inversa de Fourier-Laplace de la funcion g(w).

Entonces, (21) implica que

(23) gi(f) = e (1), te R
y (4) implica que
(24) supp g1 C [0, 7]

Ademas, g; € S(IR), y para cualquier k € N, N > 0

(25) Bl < v + )™, we T
Entonces, (25) y (18) implican la cota (19), ya que w, € R. [ |
5. Sea
(26) O:=2r-¢
1 1 T

(27) H(u, a, ®) := — + — = —

1 sinh[(u — p1)g] ~ sinh[(u — p})q] 17 20
donde
(28) Uy = L i@, ) = —py +irm

2
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OBSERVACION 1.3. Usamos la denotacion H, para distinguir éste kernel del kernel similar (20) de [3].

6. Denotemos por C los contornos tipo-Sommerfeld
C = C 1 U Cz
donde

Clz{al—%ﬂ:alzl}u{l+ib1:—%Sbls—z}u{al—T:alzl}.

) 3r . -
El contorno C, es la reflexion de C; con respecto del punto 5 Escogemos la orientacién del contorno

C, en el sentido contrario de las manecillas del relog (ver Figura 6).

Sea
(29) y = pe”

y en lo que sigue son las coordenadas polares de y € IR%. Los resultados principales de esta tesis son los
siguientes teoremas.

TeoREMA 1.1. Sea u(y,t) una solucion para el problema de dispersion (6), (7) y u(y,t) € Egn con
g€ [0,1)y N > 0. Entonces la solucion u(y, t)

i) es linica

ii) estd dada por la transformada de Fourier inversa

(30) u(p,0,1) = F! [a(p, 0, w)], t >0, (p,0) € O,
donde ii(p, 0, w) es una integral de tipo Sommerfeld
~ _ lg(w) —pw sinh u : +
(31 ip,0,w) = 10 e Hiu+i0,a,0)du, p>0, § <0<2r, weC".
c
Sea
(32) 1n(0) = Ap.0) 1= 1 f ¢ SEE (B + i6)dB

c

TeOREMA 1.2. i) Sea el perfil de la onda incidente f(s) una funcion suave (ver (4)). Entonces la
funcion u(y, t) definida por (30), pertenece al espacio C*(Q x R,) N C(Q x R,) y es una solucién para
el problema de dispersion (6), (7).

/8

iJ)u€&ycone=N=1-5,

iii) El Principio de Amplitud Limite se cumple: para cualquier py > 0
(33) u(p, 0,1) — e “A(p,0) = 0, t = oo

uniformemente para p € [0, pg] and 0 € (¢, 2n].



12 1. REDUCCION DEL PROBLEMA DE DISPERSION A UN PROBLEMA ESTACIONARIO EN EL PLANO.

OBSERVACION 1.4. Nosotros reducimos el DN-Problema no estacionario al correspondiente DN-Problema
estacionario por medio de la transformada de Fourier respecto al tiempo. Mostramos que la solucion

para el problema estacionario es tinica en E y se expresa por la integral tipo-Sommerfeld.
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2. Reducion al problema estacionario

Consideremos el problema (6), (7). Vamos a aplicar la transformada de Fourier compleja (13) con respec-
to al tiempo ¢ para la primera ecuacion de (6) para obtener la ecuacion de Helmholtz con un parametro.
Primero, reducimos el problema a la condicién inicial cero y las condiciones de frontera no cero. Sea
u(y,t) € E.n una solucién del problema (6)-(8) para algunos € > 0 y N > 0. Definimos la onda de

dispersion como:

(34) us(y’ t) = M(ya t) - Min(y, t)’ re ]Ra y € Q
Entonces (7) implica
(35) us(y,) =0, 1<0, ye Q.

El sentido fisico de esta funcion es el siguiente: u,(y, ) describe el campo de difraccién que se obtiene

como el resultado de la dispersion de la onda incidente u;,(y, t) sobre la superficie Q de la cuiia W.

Ademas, uy(y, t) es una solucién para el problema

Ou,(y, 1) = 0, yeQ
(36) 3y2us(y’ t) = _ayzuin(yv t)? y € Ql >0
us(,)}a t) = _uin(y9 t)9 y € Q2

OBSERVACION 1.5. Notemos que ui,(y, t) € Eop. Luego, la condicion u(y,t) € E,n es equivalente a la

condicion uy(y, t) € &, y. Por lo tanto, los problemas (6), (7)y (35), (36) son equivalentes.

Lema 1.2. Sea u, € E, n una solucion del problema (35), (36). Entonces, la transformada de Fourier

iiy(y, w) es una funcion analitica en w € C* con valores en E,.

En particular, ii,(y, w) es una funcién continua de (y, w) € C"x Q. Nuestro plan es el siguiente. Suponien-
do que u, € &, y satisface el sistema (35), (36), obtendremos condiciones necesarias para su transforma-
da de Fourier compleja con respecto al tiempo . De esto deduciremos la unicidad de la solucién para
(36) (y por lo tanto la unicidad de la solucion para (6), (7) ). Ademds, hallaremos una férmula para
us(y, w) (véase (31)). De esta manera vamos a demostrar el Teorema 1.1. En la Seccién 5 del Capitulo
4 demostraremos que u(y, t) es realmente la solucién del problema (6), (7) y en las Secciones 6-9 del

Capitulo 4 probaremos que u € &z -z

Aplicamos la transformada de Fourier compleja en el tiempo ¢ al problema (35), (36). Calculamos los
datos de Dirichlet y Neumann a los llamamos datos de Cauchy de la funcién #;,(y, w) sobre lados Q, y

Q) del dngulo Q respectivamente.

Lema 1.3. Los datos de Cauchy de la funcion u;,(y, w) sobre los lados de Q se expresan como

(37) Uin(y, w) = glw)e "
yeQ2

cos(a+d)
S

e 0y, Uin(y, W) 0 = iwg(w) sin ae
Yyeli

iwy] cos @

Demostracion. Primero demostramos,

(38) 1in(y, ) = W)V, y e R?, w e C".
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De hecho, aplicando la transformada de Fourier compleja a (2) con respecto a ¢ y usando (3), tenemos:

(39) ’ﬁm(y’ (,U) — eiwo(no.y) f ei(w—wo)tf(t —np - y)dt

R

Haciendo un cambio de variable, & = ¢ — ng - y, en la dltima integral de (39), obtenemos

il\m()/ w) — eiwo(noy) f ei(w—wo)(§+no-y)f(ér)dé: — eiw(no~y) f €i(w_w0)sf(S)dS.

R R
Ahora (38) se sigue de (3), (18) y (29). La primera identidad en (37) se sigue de (38), con § = ¢. La
segunda identidad en (37) se sigue también de (38) y la identidad (37). [ |

Por lo tanto, el problema de dispersion (36) se reduce al siguiente problema estacionario.

Lema 1.4. Sea u(y, t) € &,y una solucion para el problema (36); entonces

i) La funcion iiy(y, w) es una solucion para el siguiente problema de valores en la frontera con pardametro

w e C,

(—A — wHiy(y, w) = 0, yeo
(40) 0y, u5(y, w) = —iwg(w) sin @e™> <57, yeQ weC.
Uy(y, w) = —g(w)e Sl yE O,

ii) La funcion (-, w) € E, para w € C'.

Demostracion. i) La primera ecuacion de (40) se sigue directamente de la primera ecuacion de (36) por
la transformada de Fourier-Laplace con respecto a ¢. Aplicando la misma transformada a la segunda y

tercera ecuacion de (36) y usando (37), obtenemos la segunda y tercera ecuacion en (40).
ii) La afirmacion se sigue de la Observacion 1.2 y (35). [ ]

Sea u(y,t) € &,y una solucion del problema (6), (7). Por (2), (4) para cualquier y € Q existe ¢, € IR, tal
que u;,(y, 1) = 0, t < t,.. Por tanto, u(y, t) = 0, t < t,. Por (13) para cualquier y € Q existe u(y, w) € H(C").

Cororario 1.1. u(y, w) satisface el siguiente sistema

(_A - wz)ﬁ(y’ LL)) = 0’ ye Q

41) Oy,u(y,w) =0, y e Oy w e C.

7’t\(y’(")):o’ y€Q2

Demostracion. La primera ecuacion de (41) se sigue de la primera ecuacion de (40), (34) y la identidad
Ou, (v, 1) =0, (v,1) € Q X IR. Las otras ecuaciones se siguen de las correspondientes ecuaciones en (40),
(34)y (37). [ |
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OBSERVACION 1.6. Parece que el sistema (41) admite solo la tinica solucion cero. Como vamos a
demostrar en la Seccion 6 que es asi siu(y, w) € E,. Perou(y, w) ¢ E, para cualquier w (ver Observacion
1.2).

En contraste a esto, la funcién u,(y, w) € E, ya que supp u,(-, ) C R,. Por eso preferimos resolver el
problema (40).

Resolveremos (40) usando el método de las caracteristicas complejas [S]-[9]. En primer lugar vamos a
probar la unicidad de la solucién para el problema (40) en E.. El Lema 1.4 implica la unicidad de la

solucién en el espacio &, .

3. Reduccion del problema en el plano

3.1. Extension por cero. En esta seccion reduciremos el problema (40) en el angulo, a un proble-
ma en el plano. Supongamos que u,(y, w) € E,, w € C" y satisface el sistema (40). Hacemos un cambio
de variables x := (x1, x,) = L(y), donde la transformacién correspondiente a la matriz £ mapea el dngulo
QO sobre K := {(x1,x): x; <006x, <0}:

Y2
sin®’

Reescribimos el sistema (40) en las coordenadas x. Sea v(x, w) la funcién

Xp =y +y,cot®; x; = —

(42) vix,w) =u (L (x,w), weC, xek.

La funcién v depende del pardmetro w, sin embargo, de aqui en adelante, escribiremos simplemente v(x)
en lugar de v(x, w). Lo haremos también con todas las funciones que dependen de w si no da lugar a
malos entendidos. Ademas, en todas partes, mas adelante, si no decimos otra cosa, vamos a suponer que
w € C'. Es facil ver que el sistema (40) para la funcién u;(y, w) toma la forma:

ProposiciON 1.1. El problema (40) es equivalente al problema en el plano K:
H(D)v(x) :=
= (— sin+d)[Ax -2 cos® 0)261)62] -~ wz)v(x) =0, x€kK

43) cos PI,, v(xy,0) — 0,,v(x1,0)

= —iwg(w) sina sin @ ¢@*1 5 x>0

V(O, xz) — _g(w)eiwxz cos((y+(1))’ X > 0

donde denotamos D := (idy,, i0,,).

DEerINICION 1.2. E (K) es la imagen del espacio E.(Q) bajo la transformacion L.

Obviamente, E.(K) es el espacio de las funciones v(x) € C (K)nC 1(?) con la norma finita

(44) Ve = sup [v(x)| + sup{x}*|V,v| < co.

xeK xeK
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donde E = K\ {0}. Suponemos que

(45) 0<e<l.

Ygl que uy(y,w) € E,, w € C', v(x,w) € E, y la funcién v posse los siguientes datos de Neumann sobre
o0K:

(46) v%(xl) = v%(x, w) = 0, v(x1,0,w), x; > 0; vé(xz) = vé(x, w) 1= 0, v(0, x2, w), x, > 0

y los siguientes datos de Dirichlet sobre dK:

(47) Wixp) = W(x, w) 1= v(x1,0,w), x; > 0; v)(x2) 1= vI(x, w) := (0, X2, w), X >0

Extendemos vf (x;, w) por cero para x; < 0. Entonces, por (44),

(48) v, (x, )| < C(w){x} ™%, x € R\ {0}, W(x,w) < Cw), ;e R ,1=1,2.
Por tanto,
(49) V) € S'(R), [=1,2, B=0,1, supp ¥(x) c R
y
(50) v/ (x1) € L, (IR)
por (45).
Extendemos v(x) por cero fuera de K y denotamos
v(x), xe€K
(51) vo(x):{ Of ) e F

Entonces vy(x) determina una distribucion regular (funcién localmente sumable) en R? por la definicion

del espacio E.. El siguiente lema expresa la distribucién Hv, en términos de los datos de Cauchy de v.

Lema 1.5. Sea v(x) € E, con € € (0, 1) una solucion de (43). Entonces, en el sentido de las distribu-

ciones,
(52) H(D)vo(x) = do(x), x € R?,
donde dy(x) es la distribucion de la forma

1
do(x) := do(x, w) = T[é(Xz)Vi(xl) + 8" (o)1) + S(xv (x2) + & (e V) () —
53) sin” @

—2¢08 @ §(x2)0,,V(x1) — 2 cos @ §(x1)I,,19(x2) — 2 cos D v(0)6(x)].

donde vf se definen en (46), (47) (con las extensiones por 0 en x; < 0).

Demostracion. Para 7 > 0 denotemos K, := {x € K : x; < -7 0 x, < —7}; v, := V|¢,.. La funcién

v € C*(K), es una solucién del operador eliptico de la ecuacion transformada de Helmholtz H(D) en K.

{ v(x), x€ KT
ve(x) = —
0, xé¢ K,.

Denotamos por
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Entonces, v;. — vy in Llloc(IRz) cuando 7 — 0+ yaque v € E, con € < 1. Por tanto,
(54) ve(x) — vo(x) inS'(R?), 7 — 0 +.

Ahora aplicamos el operador H (D) de (43) a la distribucion v;. Ya que v, es una funcién discontinua y

Vo €s una solucién de la ecuacién homogenea transformada de Helmholtz en K, tenemos
(55) 7_{((’()7 D)VT(x) = dT(x)’ X € ]Rz’

donde d- es una distribucién con el soporte en 0K, dada por la expresion

d(x) =

— [ 0(x2+1)O(x; +1)0,, v(x1,—T) + &' (2 +T)O(x; +T)v(X1,—T)
sin” @
+0(x1+7)O(X2+7)0,, VT, X2) + 0" (X1 +T)O (X2 + T)V(=T, X2)

—2c0s D 5(x, +7)O(x; +7)0,, v(x1,—T)

~2¢0s ®© §(x1+7)O(x2+7)d,, V(-T, Xx2)

-2 cos ODv(—1,7)5(x; + 17)0(x2 + T)]

donde O la funcién de Heaviside. (54) implica que

d:(x) — Hvp(x)in S'(R*), T — 0 +.
Sélo resta verificar que
(56) d. — dy, T— 0 +.
Paso 1. La continuidad de v(x) en K implica que
(57) v(xy, —7) — W(x)), T — 0+, x; > 0.

Por (44) tenemos
v(x;, -7 < C, 720, x; >0.

Por tanto, (57) implica que
O(x; + T)v(xy,—7) — @(xl)v?(xl) enS'R), T — 0 +.
De aqui, tenemos
(58) & (x2 + T)O(x; + T)V(x1, —7) — &' (x2)O(x V) (x1) en S'(R?), 7 — 0 +.
Similarmente, tenemos
§'(x1 + DO + VAT, x2) — &' (x)O(x2)v3(x2) en S'(R*) 7 — 0 +.
y v(—1,—1) — v(0, 0), por lo tanto

(59) 2cos Ov(—1, —1)d(x; + 17)0(x2 + T) — 2cos Dv(0,0)d(x), T — 0 + .
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Paso 2. La continuidad de Vvy(x) in E implica que
(60) 0, v(x1,—7) = 0, v(x))Vx; >0, T > 0+.
Por (44) tenemos
(61) 105, v(x1, =7 < C{(x1, DY < Cifxad} ™, 1 > -
(45), (60) y (61) implican por el teorema de Lebesgue que
O(x| + T)0,,v(x1, —T) = O(x1)d,,v(x1,0) en S (R?), 7 — 0 +.
De aqui, tenemos
(62) 8 (X2 + T)O(x) + T)3,v(x1, —T) = &' (x2)vi(x1) en S'(R?), 7 — 0 +.
Similarmente, tenemos

0’ (x1 + T)O(x2 + 7)0,, V(-T, X2) — &' (x)vy(x2)
(63) —2cos Po(xp + 7)O(x; + 7)0,, v(x1,—T) — —2co0s d)é(xz)(?xlv?(xl) 7o 0+
—2cos Po(x; + 1)O(x; + 7)0,,V(x2, —T) — —2c0s CI)(S(x])avag(xz)

en S’(IR?). Finalmente, (58)-(59), (62) y (63) implica (56). [ |

Ahora establecemos la relacion entre los datos de Cauchy generados por las condiciones de frontera.

Proposicion 1.2. Sea v(x) € E.(K) una solucion de (43). Entonces los datos de Cauchy Vlﬁ para
[=1,2yB=0,1 definidos en (46), (47) (y extendidas por cero en x; < 0) satisfacen las condiciones de

frontera:
cos d)[axl W(x) — 5(x1)v(0)] - vi(x)

64 = —iwg(w) sin a sin ® H(x;)ew 1 5 x; € R,
Y(00) = —g(@)fx)e e, * €R.

Demostracion. La segunda ecuacion aqui se sigue directamente de la tercera ecuacién de (43). La

primera ecuacion se sigue de la segunda ecuacion de (43), ya que en el sentido de las distribuciones

0,0 = [a, (G| )], +6Gam©)
donde [-], significa extension por cero. -

De este modo, hemos reducido el sistema (43) definido en K al sistema (52),(64), donde ahora dos datos
de Cauchy vg(xz) y uno de v(l)(xl), vi(xl) son funciones conocidas by (64). En la siguiente seccidn, vamos
a reducir este sistema al sistema con las transformadas de Fourier de vf paral = 1,2, =0, 1. A partir
de aqui encontraremos el resto de los datos de Cauchy de vy.



Capitulo 2
Método de las caracteristicas complejas: reducion a una ecuacion en diferencias

1. Transformada de Fourier

Aplicamos la transformada de Fourier (14) a la ecuacién (52). Obtenemos

in

1 -
(65) H(w, E)T(€) = L—Z(D(g% +& —2c0sD £6) — | T9(é) = do(w, &), € € R?,

donde 7y(¢) y c?o(f) denotan la transformada de Fourier (14) de las distribuciones temperadas v, y d re-
spectivamente. La identidad (65) se entiende en el sentido de las distribuciones. La férmula (53) implica

que

~ 1
do(w, &) = T[f’}(fl) - P)(&)(i&, — 2i€) cos D) + 7(&2)
(66) sin” @

—(£2)(i&) — 2ié; cos D) — 2 cos Dv(0) |-
La identidad (65) permite definir la solucion

C’Z()(a), é‘:)
H(w, &)’

(67) Vo(&) = £e R,

ya que H(w, &) # 0 para & € R* y w € C. Sélo nos falta determinar las funciones desconocidas 73(&) (la
transformada de Fourier de los datos de Neumann v,) y uno de las funciones \7‘1)(51) 6 7,(&1) (la transfor-
mada de Fourier de lo datos de Dirichlet \7? de (47)). Para este fin, usaremos las condiciones de frontera
(64) y la ecuacion (65). De estas dltimas ecuaciones obtenemos una ecuacion de conexién la cual es
una relacion algebraica sobre la supeficie de Riemann de las caracteristicas complejas del operador de
Helmholtz H entre los datos de Cauchy vf (ver [5]). Encontraremos una solucion particular para esta
ecuacion de conexidn, reduciéndola a una ecuacién en diferencias. Entonces probaremos que esta solu-
cidn particular satisface una cierta estimacion de crecimiento sobre la superficie de Riemann. Cualquier
solucion de E, satisface esta estimacion de crecimiento. Esto nos permite identificar la solucidn particu-
lar como tnica solucién en el espacio E.. Esta identificacion nos lleva a la unicidad y a la representacion

del tipo Sommerfeld.

Notemos que (48), (50) implican que las funciones T/’lg(fl), ¢ € R admiten las continuaciones analiticas
en C' y estas continuaciones analiticas son las transformadas de Fourier compleja de las funciones vlﬁ (x7)

y admiten las representaciones

(68) V(z) = f e (x)dx;, Tmz; > 0.
0

19
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En efecto, esto se sigue de (48), (49) y (50). Por lo tanto, existe la transformada de Fourier compleja del

sistema (64). En el siguiente lema demostraremos esta transformada.

Lema 2.1. La transformada de Fourier compleja del sistema (64), toma la forma:

wg(w) sin @ sin ®
cos (D[—izﬁ(l)(zl) —v(0)] - ¥{(z)) = s(w) , Im z; >0,
71 + wcosa

(69)
—ig(w)
2 + wcos(a + ©)’

M(z) = Im z, > 0.

Demostracion. i) Aplicamos (14) a la primera ecuacién de (64).
cos ®[—iz;7(z1) = v(0)] — }(z1) = —iwg(w) sinasin @ - F,_, [0(x))e™ " ](z;)

(70) o sin @
_ wg(w) sin a sin Imz >0
71 + wcosa

ya que cos @ > 0 por (5).
ii) Aplicamos (14) a la segunda ecuacién de (64).

‘7(2)(Z2) — _g(w) . sz_)zz [9(X2)eiwxz cos(<1+(l)] (22)

(71) :
—ig(w)
2+ wcos(a + D)’

Imz, >0
ya que cos(a + ®) > 0 por (5). [ ]
En seguida analizaremos el crecimiento de las funciones \711 (z)inC, [ =1,2.

Lema 2.2. Paral = 1,2 tenemos

C
W) < —, 1 0
72) V) @)l < Imz ™ >

Demostracion. Las cotas se obtienen por integracién de (48)y (14) con é = z; € C'. [ |

2. Superficie de Riemann
Para formular la ecuacién de conexidn, recordemos algunas notaciones de [2], [3], [S]. Denotemos por
V = V(w) la superficie de Riemann
V ={(z1,22) € C |22 + 75 — 2cos Dz, 7, — w*sin”* ® = 0.
La ecuacion es equivalente a
(z1 sin @)? + (zo — 71 cos ®)? = W’ sin” .
Entonces las formulas
71 = wsing

. peC
—z1c08® = wsin®cosy
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dan una parametrizacion para V. Es conveniente cambiar el parametro u := ip. La superficie V tiene una

cubierta universal V = C con la proyeccién p : V — V definida por

21 = z1(u) 1= —iwsinh u

(73) Pk (@), { 2 = 22(1) := —iw sinh(u + iD).

Definamos \v/l* para [ = 1 respectivamente [ = 2 como la componente conexa del conjunto {u € C :

Im z;(i) > 0} la cual contiene el punto u = %T respectivamente u = i(g — @). Entonces (')\v/;r = lv";r U lv"l‘,
donde
IT={peC:Imz ) =0,0eTl7}
lv";“ ={ueC:Imz(u) =0, ir € lv“f}
(74)
I ={ueC:Imnw =0, ir—®) eI}
I ={ueC:Imznp) =0, —id el7).

Es facil verificar que

(75) f[ = {,u = +iw) 2R, up = alrctan(ﬂ tanh,ul)}
wy

con el valor arctan 0 = 0. La misma representacion se cumple para Iv“f con el valor arctan 0 = x. Por lo
tanto, el contorno 1V"T es la traslacién de lv"l‘ por el vector mi: IV"T = lv“l‘ + mi. Similarmente, el contorno
IVE es la traslacion de f; por 7, y f; es la traslacion de IV‘[ por —i®. Asi, todos los contornos (74) son

traslaciones superiores idénticas. Para v € R, definimos el contorno
(76) y(v) =17 +iv.
Entonces los contornos (74) se representan en la siguiente forma

7 = ¥(0), It = y(mi),
I = y(i(n — @), T} =y(—iD).

Definamos la region \V/l‘ paral = 1,2 como la componente conexa del conjunto {u € C: Imz;(u) < 0} la
cual contiene al punto u = —%. Sea V-~ := \71‘ N ‘72‘ y
(77) Ve=ViuvV-uvy

(ver Figura 2, la cual corresponde al caso Rew > 0). Usando las definiciones de VE Vo, Vs podemos

representar las regiones por los contornos y(v):

Vi = {u:y(0) < p < y(m), Vi={u:y(=2n+¢) <pu <y(-m+@);
(78) Vi={u:y(-m) <p<y0)},  V;={u:y(-n+¢)<u<yh

Vo= y(-m+¢) <pu<y(0)) Vo= {u:y(=®) < pu<ym)
Aqui el simbolo “ < ” significa que el punto u estd entre las correspondientes curvas. También, consid-

eremos la siguiente subregion Vs s conun 6 > 0:

(79) Vs = {u: y(=®+6) < u < y(r - 6)}

(ver Figura 2)
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Ahora "levantamos"las funciones i’f sobre V,* con la cubierta (73). Mds precisamente, denotemos por
f/f (4, w) la composicion de \7? (z1, w) y (1, w):

(80) P = ¥ () = 7 (@u,w), € C,1=1,2, f=0,1.

La analiticidad de las funciones \7? (i, -) en C" implica la analiticidad de f/; (u,-) en \v/;r, [ =1,2. Nosotros
calculamos estos levantamientos para la bien conocida solucién de los datos de Dirichlet. Mds precisa-
mente, (69), (73) y (80) dan

L0, N g(w) ..
S R0 = eh(e i) 1 fcos@r o) L€V
Sea
(82) Vie:={u: e <pu<y@x/2- o)

para algin € > 0.

Lema 2.3. Las funciones \V/lﬁ (-, w) son analiticas en ‘v/,* paral = 1,2, B=0,1y la siguiente estimacion

se cumple para cualquier € > 0
(83) ¥ (1, w)| < C(w, e)e ™M, e V.

Demostracion. La analiticidad de las funciones f/f se sigue de la analiticidad de las funciones?f enC'y
(73). Vamos a probar (83). Notemos que por (72)

Cs(w)

,w) < ———, 1 > 0.

Mz, w)l [+ Imz, Ma

Por (73), esto implica que

(84) (s, )] < Co(w)e ™, py € VI :={u e Vi : Imz 2 6},

Por el Lema A1 del Apéndice se sigue que \71* . C ‘V/f"S sio = Ssz (83) esta probado. [ ]
: ine

3. Ecuacion de Conexion y eliminacion de dos datos de Cauchy

3.1. Ecuaciéon de conexion. Ahora podemos formular nuestra ecuacion de conexién basica [5].
Recordemos que las funciones \V/f , definidas por (80), son analiticas en las regiones ‘v/l* . Por [W(w)];, [ =
1,2 denotemos la continuacién analitica de una funcién v(u) € H(V,") alaregion compleja Vs (ver Figura

2) si la continuacidn existe. Denotemos

(85) P1(1) = V1 (u) + wsinh(u — iD)V () — v(0) cos D, € Vi
y
(86) Vo) := V(i) + wsinh(u + 2i@)(u) — v(0) cos D, u € V.

La siguiente ecuacion de conexién fue probada en [4], [5].
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ProposicionN 2.1. Sea v(x) € E.(K) una solucion de (43). Entonces,

i) La funcion V(1) admite la continuacion analitica de V{ a Vs, y la funcidn v,(u) admite la continuacion

analitica de \v/; aVs.

ii) Para las continuaciones analiticas siguientes la ecuacion de conexion se cumple:
(87) P10l + [P20], = 0, € Vs

iii) La siguiente estimacion se cumple para la continuacion analitica:

(88) il < Cs(1+ e, p e Veg, 1=1,2.

para cualquier 6 € (0,®/2 + nt/2), con un q € R dependiendo en \V/}(,u) y Vo(1) y no en funcion de w.

3.2. Eliminacion de dos datos de Cauchy en la ecuacion de conexion. En esta seccion reducire-
mos la ecuacion de conexion (87) a una ecuacion que contenga solamente dos funciones incognitas. En
las siguientes secciones construiremos una solucion meromorfa y después una solucién analitica para la

ecuacion en diferencias.

Proposicion 2.2. Sea v(x) € E.(K) una solucion del problema (43). Entonces las funciones \V/(l)(,u) y

\\%(ﬂ) admiten la continuacion meromorfa a Vs la cual satisface la ecuacion de conexion

(89) iw sin @ cosh (1) — V() = G(u), € Vs
donde
sin @ sin sinh(u + 2i®)
() = g(w)|- w

(90) isinhu —cosa sinh(u + i®) + icos(a + ®)

—3v(0)cos ®, u € C.

y W(u), V(1) se determinan por (80).

Demostracion. Levantamos la primera ecuacion en (69) a \v/f usando (73) y expresamos ﬁ}(,u):

g(w)sin @ sin
isinhu — cos

V() = — wcos @ sinh 1 V(u)—

oD
—v(0) cos @, u € V.
Sustituyendo esta expresion en (85), obtenemos

ig(w) sin @ sin

(92) Vi(u) = —iwsin ®© cosh,uxvz?(,u) - —2v(0)cos D, u € \v/f’.

sinh u + i cos @
Similarmente, sustituyendo en el lado derecho de (86) la funcién \Vzg(,u) de (81), obtenemos

g(w) sinh(u + 2iD)
sinh(u + i®) + i cos(a + ®)

93) V() = V() + —v(0)cos D, p e Vy.

Ahora usamos la Proposicién 2.1. Ya que V(u) admite la continuacién analitica a Vs, la funcién ¥)(u)

admite la continuacién meromorfa a Vs por (92). Similarmente, ya que ¥,(x) admite la continuacién
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analitica a V por la Proposicién 2.1, \Vzé(,u) admite la continuacién meromorfa a Vs por (93). Finalmente,
sustituyendo (92) y (93) en (87) obtenemos:

(94) [w?(u)(cos @ sinh p — sinh(u — iD))]; — [Vy()]2 = G(u), p € Vs.

donde G(u) esta determinada por (90). Omitiendo paréntesis en (94), obtenemos (89). [ |

4. Automorfismos y ecuacion en diferencias

4.1. Automorfismos. Para reducir la ecuacion (89) a la ecuacion en diferencias, usaremos las

propiedades de automorfia de las funciones \V/(l)(y) y Vo ().
DERINICION 2.1. Un automorfismo by : V. — V para | = 1 resp. | = 2 es la reflexion en el punto ir/2
resp. in/2 — iD:

izl,u =—u+in

95) uecC.

lvzz,u = —u+inm—2i0

Notemos que para [ = 1,2 el automorfismo &, no cambia la proyeccién u — z,(u):

() = z(u), p e C.

Por lo tanto, /;V," = V', y las funciones \V/f son invariantes con respecto al automorfismo /;:

(96) W) = Vi (w), pe Vi, B=0,1.

4.2. Ecuacion en diferencias. En esta seccion reduciremos la ecuacion de conexion dada en (89),
a una ecuacion en diferencias. En las siguientes secciones construiremos una solucién meromorfa y

después una solucion analitica a dicha ecuacion en diferencias. Introducimos las regiones:
(97) Voo o= Ve Ul Vs, Wy = Vio Uy Vs
Por (78) y (95), tenemos
Vso = {u 0 y(=20) < p < y(m)}, We = {u: y(=2®) < pu < y(7 + 20)}.
Obviamente
(98) ha Vs = Vs,
OBSERVACION 2.1. Notemos que por (97), Wy = \V/z’z U (‘72,2 + 2i®). (Véase la Figura 3).

Lema 2.4. Sea v(x) € E.(K) una solucion al problema (43). Entonces, la analiticidad en \7]+ las

funciones \V/(l)(,u) y Vy(1) admiten continuacion meromorfa a Wy y satisfacen el sistema:
iwsin @ cosh ¥(u) = V() = G(u),  p € Ws,

99)
V(= + i) = W), ue Ws.

donde G se determina en (90).
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Demostracion. Ya que f/;(p) es meromorfa en Vg, (véase la demostracion de la Proposicion 2.2) y auto-

morfa con respecto de hy por (95), f);(/l) admite la continuacién meromorfa a /1, Vs por la férmula
Vo) = Va(ha()), p € haVs.

Ya que G(u) es meromorfa en C por (90), de (89) se sigue que la funcién \V/(l)(,u) admite continuacién

meromorfa a \V/m = Vs U, Vs y la ecuacidn (89) en esta region se cumple:

(100) iwsin @ cosh (u) — v (w) = G(u),  p € Vso.

Ademas, la funcién \V/(l)(,u) se extiende como una funcién meromorfa a la regién Ws = 711 \72,2 U \72,2 (verla
Figura 3), ya que la funcién #)(u) es automorfa en ‘V/f con respecto a f; () por (96). En esta regién, ob-
viamente V(1) satisface la ecuacién de automorfia (99) y su continuacién analitica satisface la ecuacion
(100) en Ws. m
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TeoreMa 2.1. (La ecuacion en diferencias) Sea v(x) € E.(K) una solucion para (43) y \7(1)(/1) se

define en (80). Entonces, V(i) es analitica en V', meromorfa en Vs y satisface la siguiente ecuacion en

diferencias:
(101) cosh () + cosh(u + 2i®@)W(u + 2i®) = Go(u), p € Vio
donde
g(w) cosh u cosh(u + 2i®)
102 G = , ueC
(102) () w \sinhu+icosa sinh(u + 2i®) + icosa

Demostracion. La analiticidad de V() en \v/l* y la meromorfia en Wy se sigue del Lema 2.4. De-

mostremos (102).

Paso 1. Aplicando el automorfismo h, a la ecuacién (100), usando (98) y (96), tenemos:

(103) iw sin @ cosh(A (u)V] (ha (1)) — ¥h(u) = G(ha()), p € V.

La automorfia de ¥)(u) en Wy con respecto de /i (u) y las férmulas (95), implica que

W) = W + 2iD), p € Vs,
Sustituyendo esta tltima expresion en (103) y usando que cosh(lvez(,u)) = —cosh(u + 2i®) obtenemos:

(104) —iw sin @ cosh(u + 2P (u + 2iD) — V() = G(ha(w)), pt € Vso.

Restando (104) de (100) y dividiendo por iw sin @, obtenemos:

G
cosh ui(u) + cosh(u + 2i®)W)(u + 2i®) = ———, pu € V.
donde

(105) Gi(p) = G(u) = Glha(u)
Paso II. Sustituyendo G(u) dada por (90) en la expresion (105) y dividiendo por iw sin @, obtenemos:

Gi(pw)  glw) —isina N isina N
iwsin®  w lisinhyu—cose  isinh(u + 2i®) — cos

(106)

N 2 cosh(u + i®D)
sinh(u + i®) + icos(a + ®) |’

Vamos a demostrar que

G
(107) Gty = 21
iw sin @
donde G, se define por (102). Tenemos
cosh u _icoshy +isina isina

(108)

sinhu+icosa  isinhu—cosa isinhu—cosa’
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y similarmente
cosh(u + 2i®) _ icosh(u + 2i®) — isina N isina
sinh(u + 2i®) +icose  isinh(u + 2i®) —cosa  isinh(u + 2i®) — cosa’
sumando (108) y (109), obtenemos por (102)
wGH (W) _ —isina N isina
g(w) isinhu —cosa isinh(u + 2i®) — cosa

(109)

icoshu +isina icosh(u+ 2i®) —isina

isinhy —cosa  isinh(u + 2i®) —cosa |
Ahora, por (106) y (107) solo queda por demostrar que
C(u) :=

icoshyu +isina icosh(u +2i®) —isina

isinhyu —cosa  isinh(u + 2i®) —cosa

B 2 cosh(u + iD)
~ sinh(u + i®) + i cos(a + D)’

Se hace por la factorizacién de los numeradores y denominadores de las fracciones enteras en el lado

izquierdo de esta identidad. El teorema estd probado. [ ]

Cororario 2.1. Bajo las hipotesis del Teorema 2.1

i) La funcion Y(u) definida por (80) es analitica en V*, admite la continuacién meromorfa en C 'y

satisface la ecuacion en diferencias, la cual es "la extension"de la ecuacion (101):

(110) cosh 1i9(u) + cosh(u + 26 (u + 2i®) = Go(u), p € C.

ii) La funcion \V/(l)(,u) satisface la ecuacion de automorfia, la cual es “ la extencion ” de la ecuacion de
automorfia (99)

(111) W) = W), peC

iii) La funcién )(u) admite la cota (83).

iv) La funcién V(1) dada por (85) toma la forma (92), es meromorfa en C, analitica en Vs y satisface
(88).

Demostracion i) La analiticidad de \V/(l)(,u) en ‘v/l* fue demostrada en el Teorema 2.1. Ademas, la funcién
\“/(1’(;1) es meromorfa en Wy por el Lema 2.4. Por induccién respecto a k € Z, para u ¢ W, u—2kid e W,
u—2(k — 1)i® ¢ Wy, se define f/(l)(u) por la férmula “sugerida  por la ecuacién en diferencias (101):
— cosh(u — 2i0)WV(u — 2i®) + Go(u — 2iD)

cosh u )

W) o=

Es facil ver que \V/(l)(,u) es continuaciéon meromorfa de \V/(l)(y) en Ws + 2i®, suponiendo que \V/(l)(u) €s mero-
morfa en Wy + 2(k — 1)i®, ya que G, es meromorfa en C. Continuando en la misma forma, definimos
V(1) para u que estd por ““ encima ” de Ws. Similarmente definimos 7(u) para u que estén por “ abajo ”
de Wz.
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ii) Por la unicidad de la continuacién meromorfa y de la segunda ecuacién de (99), es facil convencerse

que la extension de \“/?(/J) asi definida satisface (110) y (111).
iii) Esta afirmacion se sigue del Lema 2.3.

iv) (92) se sigue de (91) y (85). La meromorfia de vV, en C se sigue de la meromorfia de \V/(l’ en C (ver
afirmacién i)). La analiticidad de ¥, € Vs y la estimacion (88) se sigue de la Proposicion 2.1. [ |

CoroLarIo 2.2. Bajo las hipdétesis del Teorema 2.1 la funcion
(112) u(u) = u(u, w) = cosh,uf/(l)(p).

es analitica en V|, meromorfa en Cy satisface el sistema:

+ +2i0) = G
(113) u(p) + u(p 2 ) 2 (1) LEeC
uthi(w) = —u(p)
v la siguiente estimacion para cualquier € > (0
(114) Ju(p, W) < C(w, €), pe Vi,

Demostracion. La funcién u(u) es analitica en \71+ y meromorfa en Cya que \V/(l)(,u) tiene estas propiedades

por el Corolario 2.1. La estimacion (114) se sigue de (83). [ |

5. Unicidad

En la seccién anterior encontramos una solucion fz?(u) que satisfaga todas las condiciones del Corolario

2.1. En esta seccion demostraremos que tal funcién es tnica. Empezamos del siguiente lema.

Lema 2.5. Sea

(u —imm

L opm
11 A := sinh — h
(115) () := sin S T sin D

entonces A(u) satisface el sistema homogéneo (113):

A(u +2iD) = -A
A(—p + im) = —A(u)
Ademas
in
(117) A(E) =0
Demostracion. La afirmacion se sigue de (115) por cdlculos directos. [ ]

Nuestra meta ahora es demostrar el Teorema 1.1(i). Primero probamos la unicidad de la funcién \Vz(l)(,u).

TeOREMA 2.2. No existen dos funciones que satisfagan todas las condiciones 1)-iv) del Corolario 2.1.
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Demostracion.

Paso 1. Sea V() y ¥*(u) dos funciones que satisfacen i)-iv) del Corolario 2.1. Consideremos las fun-
ciones Vi (u) y V|(u) construidas por \V/(l)(y) y \V/(l)*(,u) como en (92). Por la afirmacién iv) del Corolario 2.1
estas funciones son meromorfas en Cy la estimacion (88) se cumple para ellas con algin g. Ademas,
estas funciones son analiticas en Vs por la Proposicién 2.1. Consideremos las funciones u(u) y u*(u)
definidas por (112) con f/(l)(,u) y V,"(u) respectivamente. Por el Corolario 2.2 estas funciones son mero-
morfas en C, analiticas en V', satisfacen el sistema (113) y la estimacién (114) se cumple. Por (92)
podemos reescribir las funciones V(1) y Vj(u) como

i D
(118) Bi() = —iwsin @ - () — SSMPSNT L cosd, y e C
sinhu + icosa

y

vlk(ﬂ) = —jwsin - u*(ﬂ) _ lg(w) S1n O sin @

- 2v(0 d, uel
sinh u + i cos « V(O)cos D, u

Por lo tanto,

(119) Vi) — V() = —iwsin® - D(u), p e C
donde
(120) D(u) = D(u, w) = u(u, w) — u*(u, w)
es meromorfa en Cy analitica en Vy. (113) implica que D(u) satisface el sitema homogéneo
a2 { D() + Dt +2i®) = 0
D(h(w) = —D().
Paso 2. Consideremos la funcién
(122) Dy(p) := A(u) - D(u)

donde A(u) se define por (115). Ya que D(u) es meromorfa en Cy analitica en Vs, D;(u) también es
meromorfa en Cy analitica en V. Ademds, la funcién D, (i) es simétrica con respecto a ki, ya que D(u)
y A(u) son antisimétrica con respecto a /1, por (121) y (116) respectivamente. Esto implica que D (u) es

analitica en Vs U XV/;“. Note que para w € C', la banda
IM:={ueC: g—CDSIm,u§7—2r+(D}

se encuentra en Vs U fvz] Vs (ver Figura 3). Ademés, por (121), (116) D;(u + 2i®) = D(u). Por tanto, la
funcién D;(u) es analitica en IT y en todas partes C por la periodicidad. Asi, la funcién analitica en D, (u)
en Ces invariante con respecto al grupo G generado por las traslaciones con periodo 2i® y la simetria en
el punto 7i/2. En otra palabras, D;(u) es una funcion analitica en el espacio cociente F := C/G. Vamos

a demostrar que D, (u) satisface la estimacién del tipo (88)

(123) 1Dy (i, w)| < Co,(1 + e, pell
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con algun g. Ya que A(u) cumple esta estimacion (115) es suficiente probar (123) para D(u). Usando (75),
(76) y (79), es fécil verificar que existe una 6(w) > 0 tal que I, := {,u /2 -0 <Impu < 71/2} - \V/z,(;.
Esto implica que (123) en I1; por (88), (119) y por lo tanto en IT por la simetria de D, (i) con respecto a
hy.

Paso 3. Vamos a construir una transformacién analitica S : F — € del espacio cociente F para

extender la funciéon D;(u) en el plano complejo extendido C'. Un cdlculo elemental proporciona (cf.
8, 14, 15]),

_ 2 -
(124) s(u) = coth ﬁ(ﬂ —mi/2).

La transformacién es uno-valuada en el espacio cociente F, ya que es simétrica con respecto a h;(u) y
periddica con periodo 2i®. Los rayos {u : u = mi/2 + ® + uy, p; > 0} son transformados al intervalo
{s: 0<s<1}.Losintervalos {u : pu=1iu, /2 - O <, <m/2} y{u: pu=iu, m/2 <y < /2 + id}
se trasforman a {s : —co < s < 0}. Por lo tanto, el mapeo u +— s(u) es un isomorfismo analitico
s . F — €\ {1} y existe un isomorfismo analitico inverso W : C" \ {1} — F. La funcién compleja
D(W(s)) es analiticaen C" \ {1} y posiblemente tiene un s6lo punto singular en s = 1. Verifiquemos que
si s = 1 es un punto singular puede ser solo un polo. De hecho, D,(u) admite la cota del tipo (123). Por

otro lado, (124) implica que

(125) sy — 1= (W) = 55 = 7i/2)

— 2 .
sinh” a(u)
Por lo tanto, Re u > 1 para |s(u) — 1| < r para un pequeno r > 0. Luego, la cota de tipo (123) para D;(u)
implica la siguiente estimacién de potencias para D{(W(s)) en una cierta vecindad del punto s = 1 :

ID{(W(s) < Cls =17, |s= 1] < 7.
Por lo tanto, el punto s=1 es el polo de la funcién D(W(s)).

Paso 4. Vamos a verificar que este punto es regular y D{(W(1)) = 0. Por (114), (120) |D(u)| < C,
pueLl:={u+ir/2, u> 0}yaque L pertenece a \71*, . para € suficientemente pequefio. Por lo tanto, Dy (u)

admite la estimacion
(126) D) < Ce™, el

por (115) y (122). Note que (125) implica que

1 1y

(127) S(7Ti/2+ﬂ1) —-1= YT e, U — +oo, uy € R..
sinh” (3

Por lo tanto, s(in/2 + uy) > 1y s(in/2 + ;) — 1, uy — +oco. Ademas, (127) implica que existe C > 0y
Cy > 0O tal que
mu _1
e™ < C(s(m/2+p)—1) 2 Cy.
Luego, de (126) obtenemos para algtin C,, C;

(128) ID;(W(s)| < Co(s —1)2, 1 <5< Cs.
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Esto implica que D;(W(s)) no tiene un polo en s = 1, pues de lo contrario, para algtin C,, k > 1
IDI(W(s)| =>C(s—D* 1<s<C4

lo cual contradice a (128). Asi, D;(W(s)) es analitica en C". Por (124) D;(W(o0)) = D (in/2)y por (117),
(122), D{(W(e0)) = 0. Esto implica que D;(W(s)) = 0, s € Cpor el Teorema de Liouville. Por lo tanto,
Dy(u) =0, ue Cypor (122), D(u) = 0, u € C. Por consiguiente u = u* en Cpor (120) y \V/‘l)(,u) = \V/(l)*(,u)
por (112). El teorema esta probado. [ ]

Cororario 2.3. Supongamos que v(x) y v*(x) pertenecen a E.(K) y ambas son soluciones para el

sistema (43). Sean vf y vf * definidas por (46) y (47) para v y v* respectivamente. Entonces,
(129) V=9 1=1,2,=01

/

Demostracién. Ya que las funciones W y ¥ satisfacen i)-iv) del Corolario 2.1, ¥)(u) = *(u) por el
Teorema 2.2. Esto implica que V(z;) = %(z1), z1 € €' por (80) y ¥}() = Vi(w), u € Wy por (99). La
dltima ecucién implica que v;(z,) = v)*(22), 22 € C" por (80). Ademids, V(z2) = V5'(z2), 22 € C" por (69)

y V(u) = ¥1*(u), 1 € V; por la primera ecuacién de (69). Por lo tanto,
Vi(z) =V"(@), 21 € €
por (80). El corolario esta probado. [ ]

Demostracion del Teorema 1.1( l ) Consideremos dos funciones u,(y, 1) y u;(y, t) definidas
por (34) y sus correspondientes u y u* respectivamente. Entonces por el Lema 1.4, y u’ pertenece a E, y
satisface (40). Las funciones v(x, w) y v*(x, w) definidas por (42) y que corresponden a u, u%, satisfacen
(43) y pertenecen a E.(K). Ahora estamos en la situacion del Corolario 2.3. Por este corolario todas las
identidades (129) se cumplen. Por lo tanto, v(x, w) = v*(x, w) por (67), (66) y (51) para cualquier w € C.
Esto implica que u(y,?) = u;(y,t) ya que estas funciones son las transformadas de Fourier-Laplace

inversas u(y, w) y u*(y, w) las cuales obviamente coinciden por (42). [ |
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6. Solucion de la ecuacion en diferencias

6.1. Solucién meromorfa. Nuestra meta es encontrar una solucién analitica V) en V; para la

ecuacion en diferencias (110). Ademds, la funcién correspondiente V(1) dada por (118) debe ser analiti-
caen Vs debido a la Proposicién 2.1. Una solucién “natural” analitica en lv/l* para (110) se encuentra muy
facilmente debido a la estructura de la funcién G,. Sin embargo, la funcién correspondiente V; no resulta
ser analitica. Entonces, necesitamos corregir la solucion “natural” adicionando una solucién meromorfa
a la ecuacién homogénea (110) tal que la nueva funcién ¥, debe ser analitica en Vs. Lo hacemos en
esta seccion. Primero, construimos una soluciéon “natural” de la ecuacién en en diferencias (110) la cual

decrece cuando e ¢4 para Re u — oo. Denotamos
(130) (k) = py + 2kniy puo(k) = pp + 2kni, k€ Z, p, = —in/2 — i

donde u; se define en (28). Definimos

(131) W) = W0, w) 1= g(w)( 1

, ueC
w \sinhu + icosa) H
Obviamente W(l)(,u) es una funcién meromorfa en C con polos p;(k), pz(k) y

8 pesi (k) = -2 g ez,
w SINn o w o

(132) Res(VY, i (k) =

En el siguiente lema demostramos que W?(ﬂ) es una soluciéon meromorfa de la ecuacion en diferencias y

es automorfa con respecto a ;.

Lema 2.6. i) La funcion w(u) es analitica ‘7_1+
ii) Es una solucion para (110), (111).
iii) La estimacion se cumple

(133) 0, )] < C@)e™eH, e Vi, [, )] < Cw)e ™M, Rep] > 1.

Demostracion.

i) Vamos a demostrar que u;(k), ur(k) ¢ %, k € Z. (Ver Figura 4). Por (78) es suficiente verificar que
i estd por “ abajo” de y(0) y por “ encima” de y(—7/2). Ambas afirmaciones se siguen de (28) y (5).

Similarmente demostramos que (k) ¢ vV, keZ.

ii) La identidad (110) se siguen directamente usando (102). La identidad (111) se sigue del automorfismo
de sinh y« con respecto de ;.

iii) La estimacién (133) se sigue de (131) y la afirmacién i). [ |
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6.2. La funcion w,(u, w). En esta subseccion analizaremos la correspondiente solucion “natural”.
Mas precisamente, definimos la funcién w(u) := w;(u, w) en forma similar a v;(u, w) de (92) con la
sustitucién ¥)(u) por wi(u) de (131).

Lema 2.7. i) La funcion wi(u, w), admite la representacion
(134) Wi (u, w) = —iw sin ®( cosh u + sin a/)vT/?(,u) —2v(0) cos .
ii) Los polos de W (u, w) en C pueden ser solamente u(k), uy(k), k € Z que se definen en (130).
iii) El tinico polo de wi(u, w) en Vs es Uy con
(135) Res(Wy, 1) = —2ig(w) sin ®.
iv) La funcion w(u, w) admite la estimacion para algiin C(w) > 0

(136) W (Wl < C(w), [Rep| > 1.

Demostracion. i). Combinando (131) y (92), obtenemos (134).
ii) La afirmacion se sigue de (132).

jii). De (132), de la definicién Vs (78) y (5) se sigue que los posibles polos de W?(ﬂ) en Vs son U1y to.
Sin embargo, u» no es el polo de w;(u) en Vs debido a que coshu, + sina = 0. La identidad (135) se
sigue de (132) y (130).

iv) La estimacién (136) se sigue de (134) y (133). El lema se demostro. [ |

6.3. Solucién “correcta” de la ecuacién en diferencias. El Lema 2.7 ensefia que w9(u) no es la
solucién apropiada de la ecuacion en diferencias (101) porque la funcién correspondiente w,(u) no es
analitica en Vz no obstante la Proposicion 2.1. Por lo tanto necesitamos cambiar la funcion W?(,u) por

una funcién ¥)(u) tal que la funcién correspondiente V(1) serd analitica en V.

Nuestro plan es el siguiente: agregaremos a la funcion W?(}l) una funcién CK,(u) (con alguna constante
C) tal que la funcién correspondiente (1) serd analitica en Vs y la suma Wi(w) + CK> () serd analitica
en V7, satisfaga la ecuacion en diferencias (110) e invariante con respecto de 4, (u) de (111). Claro que si
W?(y) + CK,(u) satisface la ecuacion (101) y W?(,u) satisface también la misma ecuacion en diferencias,

entonces por el Lema 2.6 la funcién K,(u) satisfacerd la ecuacion en diferencias homogénea:
(137) cosh u(Ky(u)) + cosh(u + 2i®)(Ky(u + 2id0)) =0, u € C

Denotando K;(u) := C cosh uK,(u), obtenemos que K;(u) satisface a la ecuacion

(138) Ki(u) + Ky(u + 2i®) = 0.

Ademds, K;(u) tiene que ser antisimétrica con respecto de A (u), es decir

(139) Ki(u +im) = —Ki(w),

ya que K> (u) tiene que ser simétrica con respecto de /i, () por que ¥(u) es simétrica y cosh u es anti-

simétrica con respecto de /i (u).
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Sea
(140) Ko@) = Kl ) 1= o)
cosh u
con
(141) Kiw) = -7 g a.®), pec
wd

y H, definida por (27). “Corregimos ™ 1a funcién w! y definimos #) como

(142) W = W, w) == W (w, w) + K(u, w).

Es fécil verificar que K, es una solucion para la ecuacion homogénea correspondiente a (110) y satisface
(111). Por lo tanto, \V)(]) satisface (110), (111). En el Lema 2.9 también vamos a demostrar que la funcién

correspondiente v;(u) de (92) es analitica en Vs. Los polos de la funcién K;(u) son

(143) B, =y +20ki, B = h(B,) = | + 2idDk, k€ Z
donde y;, p] estdn definidos en (28). Ya que ® > 7 solo 5 = u; € Vs. Ademis
(144) Res(Ky,uy) = —#.
Obviamente K; satisface la estimacion
(145) 1K1 (i, )] < Cw)e #ReH Re u| > 1.
Lema 2.8. i) La funcion \V/(l) satisface (110), (111).
ii) Es meromorfa en Cy analitica en ‘V/l*.
iii) La estimacion se cumple
(146) W, w)| < Cw)e ™, Repu| > 1

Demostracion.
i) La afirmacién ya fue probada.

ii) ¥ es meromorfa en C por (142) ya que w? y K, son meromorfas. La funcién W' es analitica en V" por

el Lema2.61). Los.polos de Kz(,_u) en V7, difieren de. los polos de K;(w), S(’)I.O puede ser el cero de cosh p,
es decir, s6lo u = % Pero Kl(%) = 0 yaque Hl(%r) = 0 por (27). Asi, % no es el polo de la funcién
K>, y los polos de la funcién K;(u) en V;, coinciden con los polos de la funcién K»(u) en \71+ . Ki(u) tiene
sélo el tinico polo y; en Vs, por (77) y (143) que no pertenece a Xv/f por (5) y la definicion (78) de ‘71*

(ver Figura 4). Por lo tanto, la funcién \V/(l)(,u) es analitica en ‘v/l*.

iii) La funcién K;(u, w) satisface (146) por (145) y (140). Por lo tanto, la estimacién (146) para \V/‘f(,u) se
sigue de (142) y (133).

Sea v;(u) = V1 (u, w) una funcidn correspondiente a \V/(l)(y) de (142) y construida como en (92).
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Demostremos que esta funcion es analitica en Vs.

LEma 2.9. i) La funcion v,(u) admite la siguiente representacion:
(147) Vi) = (U, w) == wi (1, w) —iwsin® - Ky (u, w)
donde, W1, K, estdn definidos en (134) y (141) respectivamente.

ii) v, (u) es analitica en \V/_z
iii) v, (w) satisface la estimacion

(148) 91 (1, )| < Cw)(1 + ¥y, e Vs,

Demostracion. i) La representacion (147) se sigue de (92), (131), (142), (134) y (140).

ii) El ﬁnic_o polo de w; en Ez es uy con residuo (135) por el Lema 2.7 iii). También el tnico polo de
Ki(u) en Vs es w1 con residuo (144). Por lo tanto, Res(vy, py) = 0 por (147).

iii) (136), (145) y (147) implica la estimacion (148) para [Rey| > 1. Para [Rey| < 1 la estimacion se
sigue de la analiticidad de V;(u) en Vs. [ |



Capitulo 3
Representacion de Sommerfeld para la onda de dispersion estacionaria

1. Representacion de u;

En esta secciéon damos una solucién iy para el problema (40) bajo la suposicioén de su existencia, con
la ayuda de la funcién v, dada por (85). Como veremos en el Teorema 3.1 cualquier solucién de la
ecuacion de Helmholtz se expresa por medio de esta funcion. En la seccion anterior hemos obtenido la
representacion (147) para esta funcidn usando las condiciones de frontera. Asi que, vamos a obtener la
expresion explicita para la solucién del problema (40) usando ésta representacion. Después obtendremos
la representacion (31). Sea I'(0) es el contorno descrito por:

(149) Fo) - { Y@ UY(-D), sigp <0 <n

—

_____> .
y(m)Uy(-n), sim<0<2m

donde ¢ y @ se definen por (1) y (26) respectivamente, y(v) se define por (76). Las orientaciones del

contorno I'(A) se muestran en la Figura 5. Denotamos por —y el contorno vy, con la orientacién contraria.

TeoreMA 3.1. (Ver Teorema 9.1 y Observacion 12.2 de [2]). Si existe una solucion u; € E, para la

ecuacion de Helmholtz (40) con los datos de Cauchy \7(1’ y \V/}, entonces la solucion tiene la forma:

f e PY sinh(y—ie)‘\;l(u)du,
')

parap >0y ¢ <0 <2n convi(u) definida por (85).

(150) uy(p, 0, w) =

47 sin @

Ahora aplicamos este teorema general para el problema (40).

39
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Vamos a representar la funcién (150) en la forma estdndar de la integral de Sommerfeld. Esta forma
es la consecuencia directa de la representacion (150). Primero encontramos y reducimos el kernel de la
integral v, en (150).

TeorREMA 3.2. Si una solucion al problema (40) con w € C' existe en el espacio E, con € € (0, 1),

entonces se expresa por la integral tipo-Sommerfeld.

ig(w)
4(1) IXC))

donde H,(u, a, ®) es dada por (27).

(151) uy(p, 0, w) = e POSEIO I (u, ar, D), ¢ < 0 < 21

Demostracion. Por el Teorema 3.1, una solucién del problema (40) se expresa por la integral tipo-
Sommerfeld (150), donde V;(u) estd definido por (85). Por el Lema 2.9 la funcién v;(u) admite la rep-
resentacion (147). Vamos a sustituir la expresion (147) para v;(u) en (150). Como W, (u) no tiene polos

en ['(f) por Lema 2.7 ii), f e’ Si“h(“_ig)wl(u)dy = 0 por la periodicidad de w(u) con el periédo 2mi
()
porque I'(f) es la unidén de dos contornos que se dirigen en direccion contraria y(v) y y(v — 2in) (ver

(149)). Entonces se obtiene la representacion (151) para la solucién del problema (40) para 6 € (¢, 2n).
Solo resta observar que esta integral es continua en los extremos 8 = 0,27 ya que el integrando H,

decrece exponencialmente por (27). El Teorema 3.2 estd probado. [ ]

2. Terminacion de la prueba del Teorema 1.1

En esta seccion se demuestra el Teorema 1.1(ii). Supongamos que existe una solucion u(y,t) para el
problema (6), (7) y u(y,t) € E;y conun € € [0,1) y una N > 0. La onda de dispersion correspondiente
us(y,t) esta definida por (34). Su transformada de Fourier en el tiempo se expresa por (151) segun el

Lema 1.4 y el Teorema 3.2.

Apliquemos la transformada de Fourier en el tiempo para (34). Primero, (2) implica (38). Por lo tanto,
(34) da

(152) Uy, ) =1y, ) + Win(y, W) = Uy(y, W) + (W) Y ye 0, we .
Vamos a probar la representacion de tipo-Sommerfeld (31) para iéi(w, y). Usamos el contorno C de “dos-

lazos”. Vamos a deducir la representacion aplicando el Teorema de Cauchy de residuos a la integral

(151). Introducimos los siguientes contornos:

reuvr,ur_, sim<6<2nr
Lo =
T@urLur.) —i(r - ¢), sip<O<nm

I'e) = {;1 el'®) :|Reul > 1}, I, = {,u Reu=+1,y(-m) <u< lv“f},

y las orientaciones correspondientes se muestran en la Figura 6. (Para una mejor visualizacion de las

lineas verticales I'. y I'y — i(;m — ¢) son movidas un poco una parte en ésta Figura).
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De (77), (141) y (143) se sigue que la funciéon H,(u, @, ®) tiene un polo unico u; en Vs (ver también la
demostracién del Lema 2.8 y por (144), (141))

(153) Res(Hy, 1) = 20/n.

Definamos los contornos I'’(0) = {u € I'(6) : |Reu| < 1} para 6 € (m, 27), y representemos ['(6) de (149)

en la forma
©) = { f(@) + [I"@) U (-T',) U (-T)], n<0<2r

[T®) + @) U(-T) U (-T)|-i(@-m), ¢<b<m,
donde el signo “+” significa una suma “algebraica” de los contornos. Aplicando el teorema de residuos
de Cauchy a (151) y usando (153) obtenemos una representacion “intermedia” para la funcién i(p, 6, w):

ig(w)

40
NG

(154) w(p, 6, w) = eSO i, ar, @)dy, p >0, ¢ <0 <2m, peC.

Sélo resta reemplazar los contornos I'(6), que dependen de 6, por el contorno de dos lazos C que no

depende de 6. Con este fin, cambiamos la variable en la integral (154) por
u—> u—io.

Entonces el contorno I'(d) se transforma en el contorno ['(6) — if. (27) implica que la funcién H;(u +
i0, a, ®) decae exponencialmente en el contorno I'(4) — i6 para w € C'. Por lo tanto, podemos deformar
el contorno T'(H) — if en la integral (154), al contorno C. Mds precisamente, el contorno se encuentra
en la region, donde la funcién e~“si""# estd acotada con respecto a yu para toda w € C'. De hecho, las
lineas {a; — in/2 | a; € R}y {a; — 5/2in | a; € IR} se encuentran en la regién \7_1‘ U (‘v/_l‘ — 2irm) para
toda w € C* (ver las franjas sombreadas en la Figura 6). En esta region, la funcién e *"# es acotada
para toda w € c por el Lema 9.2 [2]. Por lo tanto, obtenemos la representacién (31) por el teorema de
Cauchy.

Ahora la representacion (30) para la solucion u se sigue de (31). Esto completa la prueba de la afirmacion
ii). Junto con la prueba de la afirmacion i) de este teorema (ver Seccidén 5) se completa la prueba del
Teorema 1.1. u






Capitulo 4
Existencia

1. Integral del tipo Sommerfeld-Malyuzhinets

Empezamos a probar la existencia de la solucién del problema (6), (7), es decir, vamos a probar que
la funcién u dada por (30) con u dada por (31) es realmente una solucién para este problema y u €
E1-r20.1-n/20- Nuestro propdsito mds cercano es probar que la funcién u es una solucion para el problema

estacionario (41).

Para w € C* denotemos por S(y, w) la integral “estacionaria” tipo Sommerfeld-Malyuzhinets

(155) SO, w) := ﬁ f e PSMAE (B+i0)dB, p>0, ¢ <0 <2n
C

donde H, es definida por (27) y converge absolutamente (ver Lema 4.1). Hemos probado en la Seccién
5 la unicidad de la solucién u(y,t) € E.n para el problema (6), (7),con 0 < & < 1y N > 0. Ademas,

hemos demostrado el Teorema 1.1 (i1) que la solucion (si existe) es dada por (30) donde en vista de (155)

(156) i(p, 0, w) = g(w)S(p, s, w), w e C".

Examinamos la convergencia de la integral (155) y sus derivadas en w y p, 6. Los polos de la funcién
H, coinciden con los polos de K; de (141) y son dados por (143). Para ¢ > 0 denotamos G := {5 € C:
IB — Bl = 6, Yk € Z}. De la representacién de (27) en la forma
sinh[ig(2m — @)]
sinh[g(B + in/2 — ia)] sinh[g(B — 3/2ni + ia)]

Hl(ﬂ, CL’,(D) =

se sigue que para cualquier 6 > 0 la estimacion se cumple

(157) |H,(B,a,®)| < Cse @R A g e .

Ademas, consideremos w = w; + iw,, w; € Rconw, >0y B =) +iB, € Ccon B, € R. Denotemos

Y.=0xC.

Lema 4.1. i) La integral (155) converge absolutamente y uniformemente para (p,0,w) € %, y se

puede reescribir como:

f e_“)pSinhﬁHl(ﬂ + 19, a, (D)dﬁ’ Rew >0
Cs

(158) S(p, 6, w) = ﬁ

f e~ “PSB LT (B + i0, @, ®)dB, Rew < 0
c.

45
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donde C, := (Cy +in/4)U(-C; = 13n/4) yC_ :=(C, —in/4) U (=C — 11n/4) (ver Figura 7).
ii) La funcion S(p, 0, w) es continua en b

iit) La funcion S(p, 0, w) es analitica en w € C" y suave en (p, 0) € @

iv) La funcion S(p, 0, w) € C“(§ x (R \ {O})).

Demostracion.

1) Para grandes 8 = 31 +if3; € C tenemos 8 = 8, —nmi/2,0 = 1 —5ni/2 con §; € R. Entonces 5, = —n/2

0B, = =5n/2, asi cos B, = 0y sinB, = —1. Por consiguiente, la estimacion (157) implica que
(159) e P H (B + i6, @, )] < Ce™ <M ER g e C, |By| 2 1
Entonces, para w,, p > 0 la integral (155) converge absolutamente y uniformemente.

Demostremos (158), por ejemplo, para w; = Rew > 0. La regién donde decae la exponencial (157)
se muestra en las Figuras 6 y 7. Ahora, por el Teorema de Cauchy de Residuos podemos deformar el
contorno C a C, en la integral (155). Entonces obtenemos

(160) S(p, 6, w) = ﬁ f e~ PSMAL (B + 10, a, ®)dB, p > 0, 6 € [¢,27]
Cs

ii) La continuidad de la funcién S se sigue por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,
de la estimacion (159) y de la continidad de la integral en (155).

1i1) Para w,, p > 0 todas las derivadas de la integral (155) convergen absoluta y uniformemente por (159).
iv) Por ejemplo, consideremos w; = Re w > 0. Entonces S(p, 6, w) admite la representacion (160). Sea
B € Cy + in/4. Para grandes 8 = 81 + i3, tenemos 8 = 5 — mi/4, 0 = 1 — 9mi/4 con B, € IR. Entonces
Bo = —n/40B, =-9n/4,asi cosfB, = 1/ V2 ysing, = -1/ V2. Por consiguiente, la estimacion (157)
implica que

e SBEL (B + i, @, D)| < Ce P eohB/ N5 g e, B >0
ya que w, > 0,p > 0. Similarmente, la misma estimacién es vélida para § € —C — 137/4. De aqui, las
derivadas formales de la integral (160) con respecto a w, p, 6 convergen absolutamente y uniformente.
|
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2. Problema Estacionario

Consideremos la funcién i(p, 6, w) dada por (31) (6 por (156)).

Lema 4.2. Para w € C', la funcion a(-,w) € C“(@) es una solucion cldsica para el problema

estacionario (41).

Demostracion. Primero, notemos que (-, w) € C“(E) para w € C" por el Lema 4.1 iii) y (156). La
ecuacion de Helmholtz en (41) se sigue por la diferenciacion de la integral de Sommerfeld (155), después
el cambio de variable 8 — 8’ —if ya que (A + w?)e s~ — () Sélo resta verificar que i satisface las
condiciones en (41). Notemos que por (155), (156,) 9,,i(y, w) o, =0, sii

(161) fe—f’wsi“hﬁﬁHl(ﬂ +i6)dB =0, 6 =21
c 00

De (27) tenemos

0 )
F(B) i= 5-Hi(B + 19)'0:%

) cosh [(ﬁ + Sg - ia/)q]iq ) cosh [(,8 + % + ia/)q](iq)’

sinh? (g + 2 —ia)g|  sinh?[(8+ 3 + ia)]

i
Es facil verificar que F(—B — 3ni) = F(B). Ahora, la simetria de los contornos C con respecto a o

implica (161). Entonces, la segunda identidad en (41) estd probada. Demostremos la tercera identidad de
(41). Por (155) y (156) es suficiente probar que
f e PP H (B + ig)dB = 0

c
Esta identidad se sigue de la simetria de los contornos C ya que H (8 + i¢) = H,(—B — 3ir + i¢) por (27).

La tercera condicién en (41) estd probada. [ |
Definamos
(162) ﬁs(l)a 9’ (U) = ﬁ(p’ 0’ U)) - i/\til’l(p, 9’ CL))

similarmente a (34), donde u se define por (156).

CoroLARIO 4.1. Para w € C', la funcion iy(-, w) € C“(@) es una solucion cldsica para el problema

estacionario (40).

Demostracion. La funcion —u;,(p, 6, w) = —g(w)e'’ - ¢ C>(Q). Por lo tanto, el corolario se sigue
del Lema 4.2, (152) y (37). [ |



48

4. EXISTENCIA

[NSTp]

J—
v/
N
o,

Ci +i71'/4

Figura 7. Contorno C.
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3. Ondas estacionarias: incidentes, reflejadas y difractadas
En la Seccién 7 probaremos la afirmacién i) del Teorema 1.2. Mds precisamente, probaremos que la
funcién u definida por (30) pertenece al espacio C w(@ X EJ,) NnC (@ X ﬁJr) y es una solucién clésica para

(6), (7). La pertenencia de la solucién a 81_#1_% (afirmacion (ii) de este teorema) se demostrara en las

Secciones 8-11.

Vamos a deducir (7) de (35) por el teorema de Paley-Wiener, usando la estimacion de i(p, 0, w) para
w € C'. Notemos que S(p, 0, w) y i(p, 0, w) = iy(p, 0, w) + it;,(p, B, w) no estdn acotadas para w € C" ya
que u;,(x,t) # 0 para t < 0. Por lo tanto, tenemos que extraer primero la onda incidente de la integral
(155).

El contorno C en esta integral cruza las “zonas malas” entre y(—r) y y(—2n), donde Re (w sinh8) < 0, y
la exponencial e"“?*""# eg creciente para Imw — +00. Veremos que esta parte creciente de la integral
s6lo corresponde a la onda incidente. Para extraer la onda incidente, vamos a dividir la funcién S(p, 6, w)

en (156), en tres sumandos
(163) S$=8,,+S,+S8,

que se corresponden con la onda incidente, reflejada y difractada. Con este fin describimos primero la
funciéon H(B + i6, a, ®) definida por (27).

Sea
vi:={B1 —in/2, By € R}, y, :={B; — 5in/2, B; € R}
Determinamos los polos de H;(8 + i6, a, ®@). Por (143) y (141), los polos de la funcién H,(8 + i0, a, D)

como funcién de 8 son
B(0) := uy —i0 + 2i0k, B(0) = u} —i0 + 2iDk, k € Z

Tenemos que tomar en cuenta los polos entre y; y y,, es decir, Img € [-57/2, —n/2]. El polo B,(6)

pertenece al intervalo [—5in/2, —in/2] s6lo para k = 0 ya que 0 € [¢, 27]. Asi,
Bo(0) =y —i0 € [-57/2 + ia; —in/2 + ia — i¢], 6 € [¢,2n].

Por lo tanto, tenemos que

(164) By(0) € [-57/2; —in/2], 6 € [¢, 2]

por (5).

Como veremos mds adelante, el residuo en este polo corresponde a la onda incidente u;,. Similarmente
el polo B3/ (0) € [-5in/2, —in/2] sOlo parak =0y k = 1.

Parak =0

By (0) = py —i0 € [—in/2 — ia, —in/2], 6, <0 <2r
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donde 6, se define por (11). Entonces (5) implica que

0 (0) € [-5in/2; —in[2), O € [60,; 2]
1(6,) = ~in/2

Como veremos mas adelante el residuo en este polo corresponde a la onda reflejada en la cara 6 = 2.
Parak =1

B(O) = pj —i0 + 2i® € [-5in/2 + i — i, —in/2], ¢ <O <6,
donde 6, es definido por (11). Entonces (5) implica que

{ ;/(9) e (_517-(/2’ —i]z'/Z], e [(b, 01)

(165) 1(6,) = =5in/2

Como veremos mads adelante, este polo corresponde a la onda reflejada en la cara 8 = ¢.

DErNICION 4.1. Las direcciones criticas correspondesn a los dngulos 6, y 0, definidos por (11). Los

rayos criticos ly, I, son los rayos en Q, correspondientes a las direcciones criticas (ver Figura 1).

La estimacién (157) implica que

(166) le=“PSMAEHL (B + i6, a, D) < C(O)eRP e R, B e Cy, 0 € [¢,2n], 6 # 6,

Vamos a definir las funciones

Sd(pa 95 C()) = L f e’ SinhﬁHl (ﬁ + 19, a, (I))dﬁ’ 0+ 91,2
40 Je,
(167) Sin(p,0,w) 1= el weC
_eiwpcos(e—ﬁl) ¢ <0< 91
Sr(p, 0, (J)) = 0 0, <0< 06,
eoncost=6) g, < < o
donde
(168) Co:=71Uy

y Cy esta dirigido de modo que la franja entre vy, y y, permanece a la izquierda (ver Figura 8). De (166)
se sigue que la integral en (167) converge para 6 # 6;,6,, y diverge para 8 = 6,6, ya que el integrando

tiene polos en Cy. Por lo tanto, la integral es una funcion discontinua en 6 = 6, y € = 6,. Notemos que

(169) ﬁin(y’ (,()) = g(w)Sln(p’ 09 (,())

por (38). Similarmente, calculando la transformda de Fourier-Laplace de u,(p, 0, t), definida por (10),

obtenemos
i(p,0,w), ¢<0<06,
(170) (y,w) =1 0, 0, <60<86,
i(p,0,w), 0, <0<2n
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donde
(171) 110, 6, w) = _g(w)eiwp cos(0-61) ,2(p, 6, w) = g(w)eiwp cos(6-62)
Por lo tanto,

(172) i1:(p, 0, w) = g(w)S+(p, 0, w).

OBSERVACION 4.1. Supongamos que (163) se cumple. Entonces (162), (156) y (169) implican

(173) i\ts =il- ain = g(S - Sm) = gSv
donde
(174) S, :=8-8,=8,+8,

Por lo tanto, (9), (172) y (174) implican

(175) g = s — ity :g(Sr+Sd_Sr) :ng-

Llamaremos a S, S;, Si,, S,, Sy como las densidades: total, difractada, incidente, reflejada y dispersa
de las ondas, respectivamente. La parte incidente S;,(p, 6, -) no es acotada en C" mientras que S,(p, 6, )

y Su(p, 6, -) son acotados en C" como lo verificaremos en las Secciones 5 y 6. Por lo tanto, &i,(p, 0, -) es

acotada en C'.

4. Prueba de la particiéon

Para demostrar la particién (163), deformaremos el contorno de integracién C en (155) al contorno C.
Entonces, la integral también cambia y la diferencia es la suma de los residuos entre C y Cy por el

teorema de Cauchy de residuos.
Lema 4.3. i) La particion (163) se cumple,
(176) S(p, 0, w) = Sin(p, 0, w) + S, (p, 0, w) + Su(p, 0, w).
ii) Para (p,0) € O con 6 # 0., tenemos
A77) Sa(p.0,-) € H(C"), Salp,6,w) € C7 (@\ {lh UL} x (R\ 0))

Demostracion. Deformamos el contorno C al contorno Cy en la integral (155). Usando (164), (165) y

(167), se obtiene con el teorema de Cauchy de residuos que

S(p, 0, w) = Sy(p, 0, w) +

T : T .
ﬁ resﬁzﬁé(g)e_wpsmhﬁHKﬂ + 10, a, (D) + ﬁresﬁ#?/l’(é’)e_wpsmhﬁl‘ll(ﬂ + 10, a, (D), ¢ <6<6
T i .
ﬁ resﬁ:ﬁ()(g)e_“’psmhﬁHl(ﬂ + 6, a, (D), 0, <0<2n
T . T .
ﬁ resﬁ:ﬁ(/)(g)e_wpsmhﬁHKB + 10, a, q)) + ﬁreSﬁ:ﬁg(e)e_wpsmhﬁHl(ﬁ +1i0, a, q)), 6, <0< 2r
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Calculando los residuos, obtenemos (176). La afirmacién (177) se sigue de (176), Lema 4.1 iii), iv), y
las expresiones (167) para S;, y S,. El lema se demostro. [ |

OBSERVACION 4.2. La prueba muestra que la onda incidente corresponde a los residuos en 3 = B(,(0),
y la onda reflejada a los residuos en B = B;(0), B (6).

NN
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(98]
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|
i
i
|
|
\

|
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\<
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Figura 8. Contorno C
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5. Densidad de la onda difractada
Recuerde que uno de nuestros objetivos es demostrar (35). Lo vamos a deducir por el Teorema de Paley-

Wiener y usando las estimaciones de la densidad S; de la onda de dispersion (174). Es suficiente estimar

la densidad de la onda difractada S, lo cual probaremos en esta seccion.

Notemos que la densidad de la onda reflejada S, es, obviamente, discontinua en las direcciones criticas
0 = 6,y 8 = 6,, mientras que la densidad de la onda incidente S;, y la densidad total S son suaves en
todas partes. Por lo tanto, la densidad de la onda difractada S, = S — S, — S;, también es dicontinua en
6= (91 y 0= 92.

TeorREMA 4.1. La densidad S, satisface la siguiente estimacion

(178) 1Su(0, 0, w)| < C, weC, p>0, 0€(p,2n], 6% 6,

Demostracion.

El contorno Cj en la integral (167) consiste de dos partes y; y 2. Luego, es suficiente demostrar que la

funcidén

(179) My(p, 0, w) = — f e~ PSh B (B + i0)dB
40 J,

satisface la estimacion (178), ya que la funcion

40

puede ser acotada similarmente. Omitiremos los indices abajo de a, ® en la expresion para H;.

Mo(p, 6, w) := — f e’ sSmB L (B + i0)d
Y2

Asi que, consideremos la funcién M,. Para 8 € y; tenemos S := —in/2 + 31 donde S, € IR. Sustituyendo
ésta expresion en la integral (179), y cambiando §; por 8, obtenemos
My(p, 6, w) = —ﬁ ¢OPONBE (L2 + B + i6)dB
R
La desigualdad (157) implica que la integral es acotada si la funcién 8 — H(—ir/2+[+i6) no tiene ningin
poloenp € R para ¢ € [, 2n]. En particular, €sta estimacion es valida para 6 tal que |0 -6, > 6, k = 1,2.
Por otro lado, la funciéon H 1( - % +B+ iH) tiene un polo 8 = 0 cuando 6 = 6,. La estimacién depende de
la derivacion del integrando. La diferenciacion nos da el factor wp, entonces no obtenemos la estimacion
uniforme del tipo (178). Por tanto, necesitamos métodos mas cuidadosos. Nosotros usamos el método del

descenso més rapido [16],[17]. Més precisamente, representemos la funcién M, en la siguiente forma:
M (p,0,w) == M3(p, 0, w) + M4(p, 0, w)

donde

Mi(p, 6, w) = f PO BH (—in/2 + B + i6)dp
IBI<1
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My(p, 0, w) := f PO (—in/2 + B + i0)dp.
1B>1

La funcion M, satisface una estimacion del tipo (178) por (157) ya que
/P OshB| < 7% B e R, w=w +iwy, wy >0

Sélo resta demostrar la estimacion del tipo (178) para la funcién Mj;. La representacion (27) nos da

1 1
H\(=in/2 + B+ i6) = - ,BER
(i 2 B ) = e B i —ia)  sinhgmi—f - —ia) P
1
Por (5) la funcién es continua para 8 € [—1, 1]. Finalmente, es suficiente demostrar

sinh g(B + i0 — i)
la estimacion (178) para la funcién

1

M , 9’ = iwp coshf d
50,6, 0) f ¢ sinhq(ni = f—i0 i) P
BI<1

El integrando tiene un polo en el punto 8 = 0 para § = 6, (ver (11)). Consideremos 6 = 6, + ¢, |g| < &,
donde gy > 0 es lo suficientemente pequeiio. Entonces reescribimos la funcién Ms como la funcién de
P, E, W:

eiwp coshf

Mes(p, &, w) := Ms(p,0, + &, w) = — f mdﬁ-

1BI=1

Primero, representemos Mg en la siguiente forma:

eiwlp cosh,B(e—wzp coshp _ e—wzp)

M, = -
o0, & w) f sinh g(B + ig) aPp
BI<1

eiwlpcoshﬁ
—e P —dB, w €R, 0, 20p>0
f Sinh (3 +ie) P> ¢! 2=0p

1BI<1

Notemos que

(e—wzp coshp _ e—wzp)

< > -1,1
Slnhq(ﬁ + l8) = C(go)’ Wy 2 09 ﬁ € [ ) ]

para |g| < &. Por tanto, es suficiente demostrar una estimacién del tipo (178) para la funcién

elwp coshp

180 M;(p,e,w) == - | —————dp, R, p > 0.
(180) 7(pr £ ) f51nhq(ﬁ’+zs)ﬁwe P

IBI<1

Ya que snh B+ i2) ~ JG o) para |§] < 1, la estimacién (178) para M; se sigue de la Proposicién

4.5 (i1) del Apéndice . [ |
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6. Derivada de la densidad de la onda difractada

Para probar el Teorema 1.2 i) es necesario demostrar en particular que, u(y,t) € C""(é X IR). Nosotros
probaremos la suavidad en la Seccién 7 usando las estimaciones para la derivada de la densidad S;
de la onda de dispersion. Las estimaciones seran demostradas en la presente seccion. Notemos que las
estimaciones no se siguen directamente de las representaciones (30), (156) ya que la funcién S(p, 6, w)
crece exponencialmente en w € C'. El crecimiento estd relacionado con la densidad S;, de la onda
incidente en (167). Asi que, para acotar las derivadas, extraemos la onda incidente como anteriormente.
También extraemos la onda reflejada, ya que las estimaciones para sus derivadas son obvias. Denotemos
por INy := IN U {0}

TeoREMA 4.2. La densidad de la onda difractada S, tiene todas sus derivadas y las estimaciones se
cumplen
o0 —
————S4(p, 0, w)| < C(6,a)(1 +|w)p™, we C"\ {0},

a (2160(22
(181) P

p>6>0,0€[p,2n], 06, CG, a)>O0.

para a = (ay,az) € Ng X Ny, |a| >0

Demostracion. L. Las estimaciones para el caso |a| = 0 se demostraron en la seccién anterior. Primero,
demostremos que las derivadas (181) existen para @ # 0 y encontremos una expresion apropiada para
ellas. En contraste con el caso @ = 0, las integrales las cuales expresan las derivadas, no convergen
absolutamente en el contorno Cy para w € IR. Por tanto, tenemos que modificar la prueba para el caso
a # 0. Fijamos la funcién «(8) € C*(IR) tal que

0, pB<I1
k(B) :=
n/4, B=2
Sea B. el contorno en C: B, := {#; + ik(£8y) — in/2, £, > 0}; B_ := {By F ik(£p;,) — in/2, £B; > 0}.

Orientamos el contorno B, similarmente a y; y el contorno B, — 2xi similarmente a y, (ver la Figura 9).
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=9r B+ _

7T

‘2

€ = ST

/ ;Tﬁ’i——“"“—“”
~3r

Figura 9. Contornos B, B, — 2ni. El caso Re w > 0.
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Entonces, obtenemos la representacion modificada para S :

Sup,6,0) = — P SMBE (B + i6)dp,
40 B.U(B.—2ni)
(182)

wEE,pZO,¢S9S2ﬂ,9¢91,2

por la definicién de S, en (167), la estimacion (159) y el Teorema de Cauchy. Aqui el signo “+” se toma

(132

paraRe w > 0, y el signo “-” se toma para Re w < 0. Diferenciando formalmente la integral con respecto

de p, obtenemos una integral que converge absolutamente

;( w)®! e~ PSmB (B + i6)(sinh B8)*' dB

B.,U(B.—2ri)

(183)

donde el contorno B, U (B, — 27i) se escoje para Re w > 0y el contorno B_ U (B_ — 27i) se escoje para
Re w < 0. El contorno de integracién B, U(B,—2i) estd en las regiones sombreadas donde la exponencial
decae si Rew,Imw > 0y w # 0. Similarmente, el contorno de integraciéon B_ U (B_ — 2mi) esté en las
regiones sombreadas donde la exponencial decae si Rew < 0y Imw > 0. Por tanto, la integral (183)
converge uniformemente parap > ¢ > 0, 0 € [0,2n], |0 — 6, ,| > v > 0. Luego, la diferenciacion formal
(183) esta justificada. Ahora podemos calcular las derivadas (181). Mas precisamente, diferenciando
formalmente (182), obtenemos que
9°

Fprage: O1P-6.)

1\ i
=[=] —=(-w)™ e‘wpmhﬁ [H + i0)(sinh B)¥']
( l ) 40 B.U(By—2ri) op 16 A 1dp

Integrando por partes, obtenemos
aaf
(9p"1 06>

l(lz+l

—(~w)"p® f e~ " H\ (B + if)(sinh B)" (cosh ) d
40 U(B.—2mi)

Si(p, 0, w) =
(184)

II. Ahora demostremos la estimacion uniforme (181) usando la representacién (184). Primero, acotamos

la derivada (184) para Re w > 0. El caso Re w < 0 se analiza similarmente. Demostraremos que

f e~ “PSB | (B + i9)(sinh B)*! (cosh B)*d
B,

1
(185) I+ |w|

(]

lo1- 55
SC(é,a/)( ) L p 26, 0€(p,2n], 0% 6, CG,a)>0

siRew,Imw >0y w #0.

Similarmente podemos estimar la misma integral sobre el contorno B, — 2xi. Entonces la estimacion

proporciona (181) por (184). Para probar (185), partimos la integral en dos sumandos:

A(p, 0, w) = f e~ PSB (B + i9)(sinh ) (cosh B)™d

B, N{B1122}
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y

(186) As(p, 6, w) : f e~ “PSB T (B + i9)(sinh B)*' (cosh B)™2dp.
B.N{|B11<2}
Notemos que la funcién A (p, 6, w) se define para 6 # 6, », porque los polos de H; (B + if) estan sobre el

eje imaginario para 6 € [0, 2r]. Acotemos la integral

AT (p,0,w) = f e~ “PSMMB T (B + i6)(sinh ) (cosh B)™d8
B.N{B1>2}
La correspondiente integral sobre B, N {#; < —2} se acota similarmente. La definicién del contorno B,

implica, que

Al (p, 6, w)
aj+a; X
2 o
= [7‘/_) f PP Sinh - coshB (B — i /4 + i0)(sinh B — i cosh B)™!
2

(cosh — isinh 8)*dp

Luego, la estimacion (157) implica que
|AT(P 0, w)| < Cfe—am(w] Sinhﬂ+w2COShB)e(le—ﬁ)ﬁdﬁ < C fe—az(w1+w2)peﬁe(lal—2’§,)ﬁd13
2 2

para w := w + iw,, donde a;, a, > 0.

Cambiando la variable & := (w; + w,)pe’ en ésta integral, y usando g de (27) y las condiciones ¢ < ,

|a] > 1, obtenemos

(o)

£\ ag .
R ST S L VSO
(w1 + wr)p £
(187) (w1 +wr)pe?
< COwls™, p>6>0

Queda so6lo acotar la funcién A, de (186). La integral sobre B, N {1 < |B| < 2} se puede estimar usando
(157):

(188) f e~ PSMA L (B + i6)(sinh B) (cosh B)2dB| < C, p > 0, 6 € [¢, 27]
+N{1<1811<2)

Por tanto, sélo falta acotar la integral

Ay(p, 0, w) = f e~ “PSB | (B + i6)(sinh ) (cosh B)™d
B.n{pil<1}
Verificamos la estimacion de tipo (188) para ésta integral. Si 0 € [¢, 27] no esta cerca de 6,, 0 @, > 0, la
estimacion (188) para A), es obvia, ya que el punto —7i/2 no es el polo de la funcién H; (S + i6)(cosh 5)*
por (143) y (5). Si 6 estd cerca de 6, y a, = 0, la estimacidn del tipo (188) para ésta integral se reduce a

la estimacién de la funcién M5 de (180).
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Ahora la estimacion (185) se sigue de (187), y (188). El Teorema se demostro. [ |
Cororario 4.2. La estimacion (181) implica que
IVS4(p, 0, w)| < CO)(1 + |w]), w e C\ {0}, p=20>0,0¢€][p,2n], 0+06,,
para cualquier 6 > 0.

CoroLarIO 4.3. La densidad S(p, 0, w) de la onda de dispersion tiene todas sus derivadas con re-
specto a p, 0 en la region Q, y la estimacion del tipo (181) se cumple para las derivadas. En particular,

las estimaciones se cumplen para VS, en ésta region.

Demostracion. (174), Lema 4.1 (iv), y la definicién de S;, en (167) implica que S(p, 6, w) € C”(a X
(IR \ {0})). Por otro lado, la representacion S; = S, + S, de (174), Teorema 4.2 y la definicion de S, en
(167) implica la estimacion (181) para 6 # 6, ,. Luego, las estimaciones se cumplen para 6 € [¢, 2r]. El

corolario se demostro. [ ]

7. La onda de dispersion. Prueba del Teorema 1.2 i)

En esta seccidon empezaremos a demostrar el Teorema 1.2 1), esto es, que la funcién (30) es una solucioén

suave para el problema de dispersion (6), (8). Notemos que ity = &t — it;, por (173). Estudiaremos la
funcién

(189) us(p, 0.1) := F,L [its(p. 0, w)]

donde

(190) ity = g(w)Ss(p, 0, w)

por (173) y la funcién S definida por (174). Nosotros demostraremos que u,(p, 8, t) satisface el sistema
(36), (35).

Notemos que por el Lema 4.1 ii), iii), la férmula (174), y la definicién de S;, en (167),
S, € CQXR), S,(w) € C™(Q), we "

Primero, estudiaremos la funcion

(191) Wy(0, 6, ) = &1(w)Sy(p, 6, w), w € C

donde 2;(w) estd definida en (21). Definamos la funcién

(192) wi(p,0,1) := F' [wy(p,0,w)], t € R

Lema 4.4. Para todos p > 0y 6 € [¢, 2r] existe la transformada Fourier-Laplace inversa wi(p, 6,t) =
F.! W] de la funcion wy(p, 6, w), y

(193) w, € C¥(0 X R)

(194) wi(p,0,1) € C(Q X R), wy(p,0,0)| <C, t>0
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(195) ws(p,0,1) =0, t <0

Demostracion. El Lema 4.1 iii) muestra que S(p,6,w) es analitica en w € C'. Luego, la funcién
S,(p,0,") = S(p,6,) — Sin(p,6,-) es analitica en w € C', ya que Si,(p, 6, w) = P50 eg analiti-
caen w € C. Ademds, la funciéon S; = S, + S, estd acotada: esto es, S, estd acotada por el Teorema 4.1,
y S, estd acotada por (167) ya que

|eiwpeos®=01| < C, <6<6y; pr
. | ¢ weC, p=0
|elwp005(9—92)| <C, 6,<6<2n,

Las estimaciones se cumplen, yaque —n/2 < -6, <n/2, [ = 1,2. Estoes,¢p—0; <0—-0, <0y p—0, =
a—¢>-n/2por(11)y(5). Similarmente, (5) implica que @ < /2. Por tanto, 0 < -6, < @ < /2, ya
que 6, = 2w — a por (11). Luego,

IS0, 0, w)| < C, we C

Por lo tanto, w(p, 8, w) también es analitica en w € C" por (22) y
.0, 0, )| < Cn(1 + )™, we

por (25). Luego, w; satisface (194), (195) por el Teorema de Paley-Wiener [13].

Por otra parte, el Corolario 4.3, la féormula (191), y la estimacién (25) implica que
60(

G 0.6, < a6 51+ 6D ™, (0.6) € 0.

weC \{0}, p=6>0,6€e[0,2n], Cy(S,a)>0
Por lo tanto, (193) se cumple. El lema se demostro. [ |

En la proposicion siguiente demostraremos, en particular que la funcién u,(p, 6, f), definida por (189),
satisface el problema (36), (35).

Proposicion 4.1. i) La funcion u(p, 0, t) admite la siguiente representacion

!
(196) us(p, 0, 1) = —i f Ty (p, 6, 7)dT, (p,0) € 0; t € R.
0
Ademds,
(197) u, € C*(Ox R)

ypara(p,0) € Q,
(198) us(p,0,1) =0, t <0, lus(p,0,)| <C(1+1), t>0
ii) ug(p, 0, t) es una solucion del sistema (36) y las condiciones iniciales (35), y

(199) us(p,0,1) € C(Q x R)
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Demostracion i) De (190), (191), y (20) tenemos
Wwy(p, 0, w)

As 995 = . C+
40,6, @) w — wy + i0 @
De aqui y de (192)
1 _
(200) uy(p,0,0) = F.' | [— s wy(p,0,1), w e, (p,0) € 0.
w — wy + 10
Ya que
1 .
F—l — _q —lu)o[@ 1
“’_”[w—w0+10 e ®

entonces (200), (195) implica que

us(p, 0, 1) = [—ie ' O(1)] * wy(p, 0, 1).

Luego, (196) se sigue. Ahora, (197) se sigue de (193) y la representacion (196). Por fin, (198) se sigue
de (194), (195) y (196).

ii) El sistema (36) se cumple para u, en el sentido clasico, ya que i, satisface (40) por el Corolario 4.1,
y (197) se cumple. La identidad (35) se sigue de (198). Finalmente, (199) se sigue de (196) y (194). ®

Demostracion del Teorema 1.2 i). La inclusion se sigue de (197), (199), (9) y (2). Las ecuaciones (6) y
(7) para u se siguen de (9) y (35), (36) para u;. [ |

Asi, hemos demostrado que u es la solucidn clésica para (6), (7).

Sélo resta demostrar el Teorema 1.2 ii). Esto se hard en las Secciones 8-11. Note que la Definicién 1.1,
el Teorema 1.2 1) y la Observacién 1.5 implican que es suficiente probar solo las estimaciones (17) para
us. A su vez, para esto es suficiente probar la estimacion sélo para u; = u, — u, fuera de las direcciones
criticas 6 = 6,6, ya que las estimaciones para u, son triviales. En las Sections 8-11 se refieren a las
demostraciones de las estimaciones (17) para la onda de dispersion u,(y, 1). [ ]

8. Representacion del tipo Sommerfeld-Malyuzhinets para la onda de difraccion

Para probar (17) para u, necesitamos construir una representacion conveniente para la onda difractada

ug := F1 i)

w—t
donde u, esta definida por (175). La representacion juega un papel crucial en la prueba de las estima-

ciones (17) para uy(p, 6, t).

Lema 4.5. La onda de dispersion u, admite la siguiente representacion:

ud(p’ 0’ t) + ur,](p, 9’ t)a ¢ < 0 < 01
MS(p’ 6’ t) = l/ld(P, 9’ t), 91 < 0 < 92
uq(p,0,t) + u,2(p,60,t) 6, <0 <2n
con u,; y u,, definidas por (171).

Demostracion. La representacion se sigue de (175) y (170). [ |
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TeorREMA 4.3. La onda de difraccion u; admite la siguiente representacion integral:

—iwot

4D

f e~ PSMBE (B +i0) f(t — ip sinh B)dB, 0 # 6,

Co

donde H, estd definido por (27), el contorno Cy estd definido por (168) y f estd definido (4).

(201) ud(p, 0,t)=1i

OBSERVACION 4.3. Ya que para 8 € Cy, tenemos f(t —ipsinhf) = 0, p > t, entonces

ud(pae") :0’ PZI

Notemos que esto corresponde al hecho de que la onda dispersada por el vértice del dngulo alcanza el

punto (p, 0) durante el tiempo p, si la velocidad de propagacion de la sefial es igual a 1.

Demostracion del Teorema 4.3. De (175), (20) tenemos

(202) f14(p, 0, w) = 1w wa(p, 6, w), (p,0) € 0, w € C"\ {wp}
— W

donde

(203) wa(p, 0, w) = &1(W)S 4(p, 0, w), w € C'.

De (22), (25), Lema 4.3, Teorema 4.1 se sigue que wy es analitica en C', infinitamente diferenciable en
R\ {0} y admite la siguiente estimacion

wa(p, 6, w)l < Cy(1 + )™, (0,6) € 0, N € N.
Luego, por el Teorema de Paley-Wiener obtenemos que
supp wa(p, 6, -) [0, c0)
donde
(204) wa(p, 0,1) == F,1 [wa(p, 0, w)].
De (202) se sigue que
(205) ug(p, 0,1) = —ile™ ' O(n)] * wa(p, 6, 1)].

Calculemos wy(p, 8, t) parat > 0,y 0 # 6y, 6,. De (204), (203), la definicién de S; en (167), las estima-
ciones (157), (25) y el Teorema de Fubini, tenemos para t > 0, 8 # 6,,6,

wa(p,0,1) = 3 '(D f " g [g (w) | e“rsmPH (B + iG)dﬂ] dw
(206) f H,(3 + i0) [ f Tiw(t=ipsinh ) & (a))dw] dp
Co

H,(B +i6)g(t — ip sinh B)df
4d) o

donde g(7) := F,!, [21(w)]. Notemos que ¢ — ip sinh 3 € R para 8 € C, por definicion (168) del contorno
Co. Ademas,

supp wa(p, 6, ) C [p, +00),
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yaque g(t — ipsinh ) = 0 para ¢t < p por (24). Luego, (205) implica que

!
—jeiwot f e“"wy(p,0,7)dtr, p<t
e

0, p>t

(207) ug(p, 0,1) = (p,0) € 0.

Sustituyendo (206) en (207), usando las estimaciones (157), (25) y el Teorema de Fubini obtenemos para
0+6, k=1,2

—iwpt

H 1¢)
10 fco 1(B +i6)

OBSERVACION 4.4. La onda de difraccion uy(p, 0, t) se anula para p > t. Esto corresponde al principio

(208) uq(p, 6,1) =

!
f g (s —ipsinhB)ds|dB, p <t
o

de Huygens para la dispersion sobre la cuiia.

Sustituyendo (23) en (208), obtenemos para 6 # 6, k = 1,2,

ie—twol

uq(p,0,1) =

f e PSP HL (B + i6)

Co

f f'(s—ipsinhB)ds|dBp <t
P

Luego, por (4)

—iwot

(209) ug(p,6,1) = i f e~ oSBT (B 4+ i9) f(t — ipsinh B)dB, p < t.

40 e,

Por lo tanto, la representacion (201) se sigue de (207) y Observacion 4.3.

El teorema se demostro. u
Denotemos

(210) Z\(B,0) := —H(—in/2 + B+ i0) + H|(=5in/2 + B + iH)

y

(211) h(B,p, 1) := f(t — pcoshB)e™Phf B e R

OBSERVACION 4.5. Tomamos la denotacion Z; en lugar de Z para distinguirla de la expresion similar
(88) de [3], ver Observacion 1.3.

Cororario 4.4. La funcion uy(p, 0, t) admite la siguiente representacion para 6 # 6y, 6,

ie—zwot

40

212) a0, 0,1) = f Z,(B. O)h(B. p. 1)
R

Demostraciéon. Notemos que sinh8 = —icosh(Rep) para 8 € C,. Haciendo el cambio de variable
Re B — B, obtenemos de (209) la representacion (212) para 6 # 6y, k = 1,2.

El corolario se demostro. [ ]
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9. Estimaciones para la onda de difraccion

En esta seccién empezamos a probar las estimaciones (17) para u,(p, 6, t). En las Secciones 9 y 10 de-
mostramos que u, es acotada. En la Seccion 11 demostramos las estimaciones para las derivadas de
uy. El esquema de las demostraciones coincide con las demostraciones de las estimaciones correspondi-
entes a las Secciones 12-14 en [3]. Primero, demostramos que la funcién u, es acotada més alld de las

direcciones criticas. Escojamos ¢ > 0 lo suficientemente pequefio.
Lema 4.6. La funcion u,(p, 0, t) satisface la siguiente estimacion:
(213) lua(p, 6,0l < Cs, 120
paral6, -6 >6>0, k=1,2.
Demostracion. La estimacion (157) y (210) implican que la funcion Z(B, ) satisface la estimacion del

tipo (157) paraf € Ry |0 -6 > 9, k = 1,2. Luego, la estimacion (213) se sigue de la definicion (4) del
perfil de la funcién f, (211)y (212).

En seguida, demostramos (213) para 6 cerca de 8, 6 6,.

TeorReEMA 4.4. Para k = 1,2 la funcion uy(p, 0, t) satisface la estimacion (213) para |60 — 6| < 6 con
algiin 6 > 0.
Demostracion. Consideremos el caso cuando
(214) 10— 6, <6

para algin ¢ > 0. El caso |6 — 6,| < ¢ es analizado similarmente. El segundo término del lado derecho de
(210) no tiene polo para 5 € R y 0 satisfaciendo (214). Luego, (157) implica que

(215) |H,(=5in/2 + B + i0)| < C(6)e kA B e R.

La representacion (212) y (210) implica que

l'e—lw()t

Ug = 10 (Va1 +va2)
donde
(216) vai1(p,0,1) = le(—in/Z + B+ i)h(B, p, t)dS
R
217) vaa(p, 6,1) = le(—Sin/Z + B+ i0)h(B, p, t)dB.
R

Es suficiente probar la estimacion (213) para la funcién v, ;, ya que la estimacion para v, se sigue de
(215) y (211).
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Partimos la integral (216) en dos integrales: una para |5| > 1 y una segunda para |5| < 1. La estimacion
(213) para la funcién
(218) vi1(0,0,1) = H\(—in/2 + B + i0)h(B, p, H)dB
181=1
se sigue de la estimacién de la funcién a(3, p, 6) por (157) ya que |H(=in/2 + 8 + i6] < C e~ 35%F para
|8l > 1. S6lo queda probar (213) para la funcién
(219) vy 1(0,6,10) = H(—in/2 + B + iO)h(B, p, )dp.
1BI<1
Por la definicion (27) tenemos

V:“(P, 97 t) = _Vm(p’ 9’ t) + Vb(p’ 9’ t)

donde
h(B, p, 1)
0,1) = - ———d
(220) Vsl 8.1) fwsl sinh[g(B + i0 — ia)] s
Vulp.0.1) = LCTEU N

pi<i Sinh[g(2ri — B —i0 — ia)]
La condicién (214) implica que
0=0,+¢

donde || < 4. Sustituyendo en la representacién (220) obtenemos

_ _ ~ h(B, p, 1)
Vs £:1) = vilp. by + 1) = fmg SInh[q(B + ie + 2in — 2i)] "
) o— _ h(ﬂap7 t)
(221) (0, 8, 1) 1= V(0,6 + &, 1) = jt; | RG] dg.

Notemos que la funcién 7,(p, &, t) es regular en el punto € = 0 ya que sinh[g(8 + 27i — 2ia + i€)] no tiene
polo para |B| < 1, si |g] < 6 = 1/2. De esto se sigue que « < /2 por (5). Por lo tanto la estimacion (213)
para la funcién v, se sigue, ya que h(B, p, t) es acotada. En contraste, la funcién v,,(p, €, f) es singular en

el punto € = 0. No obstante, mostraremos que la estimacién (213) se cumple para esta funcién también.

10. La parte singular de la onda de difraccion

Primero acotamos la funcién (221) en el caso simple cuando el perfil de la funcidn es f(s) = O(s).

Entonces (211) implica que
Vm(p, &, 1) = f coth[g(B + ig)]e™ P <"Bqp
1BI<Bo
donde
(222) Bo = min{1, B}
y Bo = Bo(p, 1) > 0 estd definida por

(223) t—pcoshfy =0
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Lema 4.7. La funcion v,, satisface la siguiente estimacion:

Vo, e, )| <C, t>2p>0,e+#0

Demostracion. Por (222) es suficiente notar que para cualquier a € [0, 1] la integral

eiwopcoshﬂ
l/l](p, &, Cl) = f —dﬁ
(B + i)
|Bl<a

es uniformemente acotada con respecto a sus argumentos (ver la Proposicion 4.5 en el Apéndice). El

lema se demostro. [ ]

Ahora acotamos la funcién (221) para una funcion f de perfil general.

TeorREMA 4.5. La funcion v,,(p, €, t) satisface la siguiente estimacion

(224) (o, 60| <C, p=0, ££0

Demostracion. Es suficiente acotar la funcién

(225) r(p,&,1) = f ]Mdﬁ
18

<1 ﬁ +ie
con & definida en (211). Daremos la demostracién de este teorema en los Lemas 4.8-4.10. Por (211), es

suficiente verificar (224) en las siguientes tres regiones:

Ry ={(p,t): 0<p <579, p<t}
Ry ={(p,t): p=519, t =210 <p <t}

R; :={(p,t): 519 <p <t—210}

donde 7 es lo mismo que en (4). Primero, demostremos la estimacion uniforme de ésta funcién en R;.

Lema 4.8. La funcion r(-, €, -) estd acotada uniformente en Ry, con € + 0:

|r(p, e, < C, (p,t) ERy, € #0

Demostracion. Representemos a r en la forma:

Hp, &, 1) = f 0B p.0) = hO.L.0) o o1 )
IBI<1

ﬁ+i8 |'3|§1ﬁ+i8

El segundo sumando es acotado, debido a que 4(0, ¢, p) es acotada por (211) y la integral

dp.

1 1
f dﬁ‘:larg(ﬁ+is)‘ <7 840
; .

<1 ﬁ + i
Consideremos el primer sumando. Tenemos

h(B, p, 1) = (0,1, p) = hy(B, 1,p)B
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donde || < 1. Calculando la derivada de h, conseguimos que existe C > 0 :

esto implica la estimacién

f h(ﬂ,p,t)—fz(O,t,p)dﬁl < Cpf Iﬁl' dp < Cy
<1 v

B+ ie <1 |8 + igl

ya que p < 57.

Ahora probamos la estimacion r(p, &, ) en R, cerca de la ecuacion caracteristica de la onda.

Lema 4.9. La funcion r(-, &, -) estd acotada en R, uniformemente si € # 0O:

(227) o, &,0| < C, (0,1) €Ry, €% 0

Demostracion. Representamos la funcion » como

r(p,&,t) :==ri(p,0,1) + r(p, &, 1)

donde
etwopcoshﬁ
(228) ri(p,&,t) = f B f(,B p, Hdp
1BI<1

con

fB.p,1) := f(t — pcoshp) — f(z — p)
y

lwopcoshﬂ
.00 = fu=p) [ dp

1BI<1
La estimacion (227) para la funcidn r, se sigue de la Proposicion 4.5 del Apéndice, ya que la funcién

f(t — p) es acotada. Sélo falta probar la estimacion (227) para la funcién r;.
t

Por (4) la funcion f(t — pcoshp) es igual a O por coshfS > —. Ya que t/p < 1 + 27y/p para (p,t) € Ry,
p

tenemos f(t—p coshB) = 0sicoshf > 14271 /p. Por lo tanto podemos cambiar el intervalo de integracion

2
en (228) por [—f3,,5:], donde 8, > 0, y coshB, = 1 + ﬂ, yaque 8, < 1 para p > 57¢. Asi, la funcién r;
Je
estd representada en la forma

iwop cosh B
(229) ’”l(Pa &, t) = ﬁ f(ﬁ f, p)dﬁ
1B1<B>

Ahora acotamos el integrando en (229). Usando el Teorema de Lagrange escribimos

1Bl
|(ﬁ o) —| smhﬁl

ezwop coshf

(230) B+ ———f.p.0| <
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» 2 B
donde |8] < . Notemos que 1 + il coshfB, ~ 1+ %, luego 3, ~ %@, ya que p > 519 > 0. Por lo
0

tanto,
~ 1
Sil’lhﬁ < Sil’lhﬁz Nﬁz ~ —
\p
Abhora, (230) implica que
ezwopcoshﬂ
B+ie ————f(p.B.1)| < Ci\p, p = 579

Por lo tanto, (229) implica que
Iri(p, &, < CpB2 < Cy p = 579
|

Sélo resta demostrar la estimacién (227) en la region R; mads alld de las caracteristicas. Por (4) y (223)

tenemos que

0, coshf > coshpy,
_ — t
(231) f(t—pcoshp) I, coshp<lo E,
p P
La ecuacién
t T
(232) coshfBy = — — 2
p P

t
admite la solucién 3 > 0, ya que — — n > 1 en R3. Entonces (231) implica que
p P

(233) f(t—pcoshpB) =1 for |B] < B3

Denotemos _
0, B> '§0

f(t—pcoshp), B<B,

donde ,[_30 estd definida por (222). Entonces escribimos (225) en la forma:

Silt —pcoshp) = {

twopcoshﬁ
(234) r(p,e,1) = RN a— B p=t
1B1<Fo B+

Lema 4.10. La funcion r(-, &, ) es acotada en la region R; uniformemente en € # 0:

(235) lr(o, e, )| <C, 519 <p<t—219, €+ 0

Demostracion. Denotemos por

(236) B; :=min{l,B3}, p<t—1,
Entonces para p < t — 27 escribimos (234) en la forma:
(p ) f ezwop cosh f (’8 ) lw()p coshf
r(p, &, t) = dag + 18,1, p dp
pp, B+is B,<1pI<B, B+i

La primera integral es acotada por la Proposicion 4.5 del apéndice y (236):

f eiwopcoshﬂ
4Bl <C p>0,8%0
1B1<B; B+is
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Para la segunda integral demostramos que

eiwop coshf

(237) |A(p7 &, l)l = f .fl(Ba t’p)—dﬁ < C, STO < P A 2T0
B <lpl<ho B+ie

Consideremos dos casos.

I. Sea ,5’3 > %, entonces la estimacion (237) se cumple, ya que |8 + ig| > 1/2, para |B| > B3 y la integral

(237) esta acotada por una constante en vista de (231).

— 1t 1
II. Sea 35(p, 1) < % Entonces S5 < % por (236). Luego cosh 53 < cosh 5 y—< T + cosh 3 por (232).
PP

1 1 1 t
Por otro lado, p > 57¢. Luego n < — < cosh 1 —cosh 3 y 70 4 cosh 3 < cosh 1. Por lo tanto — < cosh 1
P P P
y Bo < 1 por (223). Ahora, verifiquemos que

(238) Po _,

B3
A saber, (238) es equivalente a cosh 3y < 2coshf3; — 1. Las definiciones (223), (232) de S, 5 implican
que la dltima desigualdad es equivalente a p(t + p) < 2(t — 79)?, la cual se cumple por la hipétesis (235).

Por lo tanto, (238) estd probada. Ahora (237) se sigue, ya que (238) implica que

d d
A < [ < |Z
ps<igispo 1B 11 Jpi<ipi<py |53
(239)
2
S—|,30—,33|S2(1+ @)36
B3 Bs
Aqui usamos que B3 = B3, yaque B3 < 1y By = Bo ya que By < 1. El Teorema 4.5 se demostro. u

Asi, hemos demostrado la estimacion (17) para u,. En la siguiente seccion demostraremos la estimacion

para Vu,.

11. Derivada de la onda de difraccion

En esta seccion terminaremos la prueba del Teorema 1.2 (ii). Méas precisamente, demostramos las esti-

maciones (17) para Vu,.

11.1. Mas alla de las direcciones criticas. En esta subseccion demostramos que las derivadas de
la onda de difraccion (212) satisfacen la estimacion (17) mas alld de las direcciones criticas. En la sigu-
iente subseccién demostramos que las derivadas de la onda de difraccion (212) satisface la estimacion
(17) cerca de las direcciones criticas.

ProposiciON 4.2. Sea 6 la cual satisface la condicion del Lema 4.6 para algiin 6 > 0. Entonces, la

funcion uy(p, 0, t) satisface la siguiente estimacion
(240) Vi (0,0,1) < Cs(1 +°)(1 +p7°), 0<p<t<0

donde
1 T
e=1-—
20
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Demostracion.

i) Primero, verificamos (240) para la derivada radial O_Md(p’ 0, t). Después, demostramos ésta estimacion

para la derivada angular. Para demostrar ésta estimacion para la derivada radial consideremos la derivada
radial de la funcién v, de (216) solamente, ya que la estimacion para el segundo sumando de (217) se
demuestra similarmente. Diferenciando ésta funcidn con respecto a p y usando (211), obtenemos

0
%Vd,l(p, 0,1)

(241) _ {f e P OSNB I (—im/2 + B + i0) cosh B [iwo f(t — p cosh B)—
R

f'(t = peoshp)] dp}.
El integrando en (241) se anula fuera del intervalo [—f, By] segtn (4) y la definicién (223). Por lo tanto,
(157) implica la siguiente estimacion para (241):

Bo
0 x

(242) ‘%vd,l(p, 0,1)| < Cs f FHU7w)qp.

0
La definicién (223) nos da

t+ 12 = p?
Bo=1In P )
Je,

Luego, (242) implica la siguiente estimacion:

(1 + 2 —p7)
(243) Va1, 0, )| < Cl| ———| -1

—_— ’p_
op P

La estimacion (¢ + /1> — p?) < 2(1 + ¢) implica la estimacion (z + /1> — p?)* < C(1 + ¢°). De aqui y de
(243) obtenemos

0

(244) 'a_vd’l(p’ 0, t)‘ SCl[A+)A+p )+ +p )], p<t
o

Abhora, la estimcion (240) se sigue de Cys := 2C . La afirmacion 1) se demostro.

i1) Demostremos la estimacion (240) para la derivada angular de la funcién u,. Para una prueba de ii) es
suficiente demostrar ésta estimacion para :—)vd,l (o, 0, 1). Diferenciando la funcién (216) con respecto a 6,

notemos que

(%Hl(—in/z +B+i) = (—i)%Hl(—iﬂﬂ + B+ i0)dp

De aqui:

(245) 12vd,l(p, 0,t) = ! [ f el‘wwmhﬂﬁfll(—m/z + B +i0)f(t — pcoshB)dB
p 00 P |lJr op

Integrando por partes en (245), y usando que la funcién f € C;(IR) obtenemos

19 ‘
—%vd,l(p, 0,t) =i f P hBH (—in/2 + B + i6) sinh Bliwy f(t — p cosh B)
P R

(246)
—f'(t = pcoshp)ldp
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Asi, hemos obtenido una expresion similar a (241) y aplicando los mismos argumentos como en la

demostracion de 1) obtenemos la estimacion (240) para la derivada — 8_¢9vd’1 (0,0,1).
Jol

La proposicion se demostro. [ ]

11.2. Cerca de las direcciones criticas. En esta seccion obtendremos la estimacién (240) para 6

cercade 0,y 6,.

ProposiciON 4.3. La estimacion (240) se cumple para |0 —6;| < 6, k = 1,2 para 6 > 0 suficientemente

pequerio.

Demostracion. Primero, demostremos la estimacién (240) para la derivada radial. Suponemos que 6

satisface (214). El caso cuando 6 estd cerca de 6, se considera similarmente. Como en la Proposicién

24

. . . Ova, . .
4.2 verificamos €sta estimacion para (')_ de (241). Esta funcion es la suma de las funciones w/, | y w//,,
0 : .

donde

w1 (0,6, 1)
(247) = f P OhB L (—in /2 + B + i6) cosh B [iw f(t — p cosh B)
IBI<1
—f'(t = pcoshB)| dp
y
w1 (p, 0,1)
(248)

‘= f P OSMBET (—im /2 + B + i0) cosh B [iw, f(t — p cosh B)
1BI>1

~f'(t - pcosh B)] dB.
Las funciones w;; , y w/;, son similares a las funciones v, , y v/, de (219) y (218). La diferencia es que

la funcién & de (211) se cambia por la funcién

(249) 2B, p, 1) := P <NE cosh B [iwy f(t — pcoshB) — f/(t — pcoshB)], BER, p <t.

La funcion wy;, satisface la estimacion (240). En efecto, se obtiene de la estimacion del tipo (242) para la
0

funcién é_vd’] (o, 0,1) de (241), donde en lugar de la integracion sobre [0, Sy] es necesario integrar sobre

[1,Bol.

Demostremos la estimacion para w, | . Similarmente a (219-221) reducimos €ste problema a la estimacion

_ . 8B, 1,p)
W, 1) = fmg sinh[¢(B + i2)]

Similarmente al Lema 4.7 reducimos el problema para la funcién

b(t,p, &) = f 86.1.0) 4o
18

<1 ﬁ+l€

de la funcion
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Entonces, ésta funcién es similar a la funcion r(p, €, 1) de (225). La diferencia es que la funcién £ en

(225) se cambia por la funcién g de (249).

Proposicion 4.4.
b(p,e, )| <C,e#+0,0<p<t

Demostracion. La prueba es similar a la prueba del Teorema 4.5. Analizaremos los Lemas 4.8-4.10. La

prueba del Lema 4.8 sirve para este caso ya que g admite la estimacion de tipo (226):

8B, p,1) —8(0,0,0)| <Cp, 0<p =<1 Bl <1

La prueba del Lema 4.9 también sirve ya que la funcion g := g(t — pcoshfB) — g(t — p) admite la
estimacion (230). Finalmente, ya que la funcién g es acotada, entonces la prueba del Lema 4.10 para
b(p, &, 1) se reduce a la estimacion de la funcion A(p, €, 1) de (239). Asi, la proposicion y el Teorema 4.3

se demuestran para la derivada radial.

o . 10 . i
Ahora, demostremos la estimacion para la derivada angular —6—‘9vd,1(p, 6, t). Consideremos la expresion
(246). Similarmente al caso de la derivada radial, representemos ésta expresion como la suma de inte-

grales de tipo (247) y (248). La integral sobre |5| > 1 esté acotada similarmente a la funcién w//(p, 6, 1).

h
Al <t 0
+ 1€

L . . .. si
La estimacion de la misma integral |5| < 1 es trivial, ya que B

Asi, hemos probado completamente la estimacién (240). Junto con los resultados de las Secciones 9-10,
implica la estimacién (17) para la funcién uy. El Teorema 1.2 (ii) se demostro. [ |

En la siguiente seccidn terminaremos la prueba del Teorema 1.2.
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12. El Principio de Amplitud Limite

Aqui demostraremos el Principio de Amplitud Limite (33), es decir,
(250) u(p, 0, 1) ~ A(p, 0)e™™" | t — co.
Consideremos la funcion

(251) u(y, 1) = uin(y, 1) + u,(y, 1) + uq(y, 1)

la cual es una solucién del problema no estacionario (6), (8) dado por (30), con u;,, u,, u; dadas por

(2), (10)-(12) y (212) respectivamente. Luego, las ecuaciones (2), (10)-(12) implican que para cualquier

po>0
(252) Uin = Ain(pv 0)€_iw0[, u, = Ar(p, 9)€_iwof, =1 + Po, P < Po
donde

Ain(p, 9) = eiﬂ)()p cos(6—a)
(253) _eiwopcos(e_gl)’ ¢ < 0 - 91

Alp =3 0 0, <0<6,
elpeon00) ) <0 <2

y 0, estan definidos por (11). S6lo queda verificar las asintéticas de tipo (250) para la onda de difraccion
uy(p, 0, t) dada por (212), con el correspondiente limite de amplitud
(254) Ap.0) 1= g [ e zp08. 000 € 0
R
donde Z; estd definida por (210).

TeOREMA 4.6. Para cualquier py > 0 las asintoticas siguientes se cumplen
ua(p, 0,1) — Ag(p, 0)e " — 0, t — oo

uniformemente en p € [0,p0] y 0 € [¢, 2r].

Demostracion. (212) implica que

l

(255) Adp,0,1) 1= €“uy(p, 6,1) = 10

f Z,(B, 6)h(B. p, 6)dp.
R

Sélo queda demostrar que
Ag(p,0,1) > Ay(p,0), t —> o0

uniformemente con respecto a p < py. Las férmulas (254) y (255) implican que

I .
Ad(p.0.1) = Ad(p.0) = 7 f |2:(8.0n(B.p.1) - Z,(B.O)e ) dp.
R
Fijamos py > 0y & > 0. Escojemos 3 > 1 tal que

2C,De A
T

<é&
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donde C; es la constante de (157). Entonces por (210), (157) y (4)

De 3P

(256) f 1Z1(B, O)h(B, p, ) — Z1(B, B)e' " <*NF| < C, f e P <20, <eg teR.
181> B=p

Sélo queda demostrar la convergencia a cero de la integral sobre |3 < B. Primero, coshfs(p,6) =
r— 7o

/s

> cosh 3, parat > ty+p cosh 3, donde B; estd definido por (232). Esto implica que f(t—p cos3) = 1
para |8| < 8 por (233). Luego
f |Zl(ﬂ7 G)h(ﬁapa t) - Zl(ﬁa Q)einPCOShﬁldﬁ = 0 <g, > To +p0 COShBa 1Y < Po

BI<p
Por lo tanto, (256) implica que

f 1Z,(B, O)h(B, p, 1) — Z1(B, 0)e“P M PldB < &, t > 1o + po cosh B, p < po
R

El teorema se demostro. [ ]

Demostracion del Teorema 1.2 iii). Usando el Teorema de Cauchy de Residuos, partimos el limite de
amplitud A(p, 8), dada por (32), en tres sumandos, similarmente para la particiéon de la funcién S(p, 6, w)

en el Lema 4.3. Asi que, obtenemos

A(p’ 9) = Ain(p’ 9) + Ar(p’ 9) + Ad(P, 0)

donde A;,,A,, Ay son dados por (253)-(254). Aqui la representacion (254) para A, se obtiene similar-
mente a la derivacion de (167) de la representacién (212) para S,. Ahora, la afirmacién iii) del Teorema
1.2 se sigue de (251), (252), y el Teorema 4.6. [ |

OBSERVACION 4.6. La expresion (32) es un andlogo de la formula Sommerfeld-Malyuzhinets [18]-[22].

Es conocido (ver, por ejemplo [20]) que la tinica solucion del problema estacionario de difraccion

(A+w)Ap.0) =0, (p.0)€Q
(257) 0,4 =0

0

A|Q2 =0
satisface las siguientes condiciones:
1.A € C(Q), A € CXQ).
2. La condicion de Meixner se cumple en alguna vecindad del vértice:

A(p,0) =0(1), p =0

3. El limite de amplitud Ay,(p,0) == A — A;,, — A, de la onda de dispersion, satisface la condicion de
radiacion de Sommerfeld ([20]), [18]-[22]).
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13. Conclusion

En esta tesis se considerd la dispersion de una onda plana incidente u;, de (2) por una cuiia "duro-
suave". Las caracteristicas de la cufia son tales que el problema que surge de la interaccion de la cufia y la
onda incidente u;, se describe por el DN-problema mixto con valores en la frontera de la ecuacién de on-
da. Més precisamente, con la condiciéon de Neumann digamos sobre el lado Q; de la cufa y la condicién
de Dirichlet sobre el lado Q, de la cufia. Obtenemos la solucion explicita u(y, t) para el problema (6),(7)
por medio de la transformada inversa de Fourier, donde #i(y, w) es una integral del tipo Sommerfeld. En
el pico de la cufia se genera la onda de difraccion u,; que es discontinua a lo largo de las direcciones
criticas, mas precisamente, la solucién u(y, ) = w;,(y,t) + u,(y,t) + uy(y,t) es continua. Resulta que la
onda incidente y la onda reflejada se analizan facilmente, mas no asi la onda difractada que tiene mayor
dificultad. Para esto, se encontrd una representacion nueva y explicita para uy (201), la cual se usa para
analizar la onda difractada u,, ya que sus discontinuidades compensan las discontinuidades de la onda
reflejada y asi tenemos que la solucidn total u(y, r) es continua. La unicidad y existencia estan probadas

en cierto espacio funcional. También se prob6 que el Principio de Amplitud Limite (33) se cumple.
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14. Apéndice

14.1. Las integrales de Cauchy tipo oscilatorio. Consideremos la siguiente integral singular de

p. eizz‘2 p eizcosht
Yi(z, 8, a) 1=f dt, Yo(z, &, a) :=f dt

t+ie t+ie

—a —a

Hemos usado las bien conocidas estimaciones.

Fresnel,

Prorosicion 4.5. ([21],[16])
i) La funcion y,(z, €, a) estd uniformemente acotada:
Y1(z,e,a)l <C,2>20,0<a<1l,&#0
ii) La funcion y,(z, €, a) estd uniformemente acotada:
Wo(z,8,0)) <C, 220,0<a<1,e#0
Lema Al. Seae > 0,6 = 6(¢) := wysiney ‘71,9 \v/f % son definidas por (82) y (84) respectivamente.
Entonces V;, c V/ 9,
Demostracion. Sea w := w; + iw,, wy > 0; u := y; + ia, donde

(258) a :=arctanb, b := il tanh u;.
Wy

Para (75), u € lv“f. Notemos que
(259) wibsinhp; > 0.

De hecho, st w; > 0y u; > 0, entonces b > 0y si yu; < 0, entonces b < 0. El caso w; < 0 se analiza
similarmente. Vamos a demostrar que y(€) = Iv“l‘ + i€ estd por encima de la linea {Im z;(u) = 6(¢), Imu <
m/2}. (Ver Figura 2). Para esto es suficiente probar que (Im z;(u; + i(a + €))) > 6.

(73) y (258) implica que

Imz(u + i(a + €)) = Im (—iw sinh(u; + i(a + €))) =

inh
= s11n Zz(wlb sinh y; + w, cosh,ul) > d(e)

por (259). Similarmente y(r — €) estd por encima de la linea {Im z; (1) = 6(€), Imyu > m/2}. Por lo tanto
‘7;:6 C ‘V/:—’é. ]
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