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Capitulo 1

Introduccion

En la presente tesis, consideramos una ecuacién pseudodiferencial con simbolo
no-analitico en la semirrecta. Estudiamos la existencia local y global en tiempo y
el comportamiento asintético de soluciones, para del siguiente problema con valor
inicial la semirrecta:

(0.1)

up +Nw) +Ku=0, t>0, z>0;
U(I‘,O) ZUO(x)v x>0,

donde NV(u) = |u|u, o > 1, y K es el operador pseudodiferencial definido por

21 ) oo mndlo 2M ) oo @ — 2

(0.2) Ku = eP?® ( lim —/ K(q)ﬂ(q,t)dq) dp,

donde K(q) = |q|%, 3 < a < 1, es el simbolo no-analitico y u(p,t) es la transfor-
mada de Laplace para u(z,t) con respecto a x.

La teoria de ecuaciones de evolucién no lineales juega un papel muy impor-
tante en la fisica matematica contemporanea. Tales ecuaciones sirven como una
base para modelos matematicos que describen diferentes fenémenos en fisica mod-
erna, biologia y otras areas de la ciencia. Como ejemplos, mencionamos los nombres
de matemadticos involucrados en algunas ecuaciones famosas: Burgers, Schrodinger,
Korteweg-de Vries, Klein-Gordon. Estas ecuaciones se deducen de leyes de conser-
vacion fundamentales (la energfa, la masa, el momento, etcétera). Un progreso
importante en el estudio de ecuaciones de evolucién no lineales esta relacionado
con el uso de poderosas supercomputadoras. Con las cuales, es posible llevar a
cabo experimentos numericos que han permitido descubrir nuevas leyes no lin-
eales y efectos que analiticamente son dificiles de predecir. Ademds, estos estudios
son utiles para formular hipdtesis que sirven para encaminar estudios analiticos
posteriores.

Es posible obtener propiedades de las soluciones para ecuaciones de evolucion
no lineales via métodos generales del analisis funcional. Asi, para una clase amplia
de este tipo de ecuaciones, se han resuelto algunos problemas tipicos, tales como
la existencia y unicidad de soluciones clédsicas y generalizadas, la existencia global
en tiempo y la diferenciabilidad de soluciones. Varios efectos no lineales han sido
estudiados, por ejemplo: la explosion de ondas en tiempo finito, la existencia y
estabilidad de soluciones auto-similares, la existencia de grupos de simetrias, los
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solitones, etcétera. En ocasiones, los resultados de la teoria no lineal pueden ser
obtenidos via la linealizacién del problema y aplicando la teoria de perturbaciones
con respecto a un parametro pequeno. Sin embargo, este enfoque no funciona
cuando los efectos no lineales son esenciales en el problema; es decir, el compor-
tamiento de las soluciones no esta reflejado en el caso lineal correspondiente. Por
lo tanto, el desarrollo de la teoria no lineal es muy importante. Actualmente, no
existe un enfoque general para estudiar ecuaciones no lineales: cada ecuacién tiene
una estructura intrinseca individual y requiere de un conjunto especial de méto-
dos analiticos de investigacién. Por otro lado, muchos de los métodos que han sido
desarrollados para ecuaciones particulares pueden ser generalizados para algunas
clases de ecuaciones de evolucién no lineales. En esta direccién podemos citar la
teoria de funciones generalizadas. Sin embargo, las soluciones generalizadas no
proporcionan caracteristicas importantes del comportamiento de soluciones. Por
ejemplo, el comportamiento asintdotico de soluciones. Por lo tanto, es conveniente
considerar soluciones clasicas o semi-clésicas.

Los métodos asintéticos juegan un papel muy importante en el estudio de las
ecuaciones de evolucion no lineales. Sélo para un nimero pequeno de ecuaciones
no lineales es posible encontrar soluciones explicitas. Entonces, es muy importante
tener una representacion analitica aproximada de las soluciones y estimar el er-
ror correspondiente. Las féormulas asintéticas nos permiten conocer propiedades
bésicas de las soluciones, tales como el crecimiento o decrecimiento en diferentes
regiones, donde las soluciones son monétonas y donde oscilan, que informacion del
dato inicial se preserva en la representacién asintética de la solucién en tiempos
grandes, etcétera. Es interesante estudiar la influencia del término no lineal en
el comportamiento asintdtico de soluciones. Por ejemplo, en comparacion con el
caso lineal correspondiente, las soluciones pueden oscilar rdapidamente o converger
a un perfil auto-similar. Es muy complicado obtener esta informacién via exper-
imentos nimericos, ya que en principio los errores computacionales incrementan
su valor en tiempos grandes y ponen en duda la validez del resultado. Asi, los
métodos asintéticos son importantes no sélo desde el punto de vista tedrico, sino
que también son ampliamente usados en la practica como complemento de los
métodos nimericos. Notemos que “tiempo grande” no necesariamente significa un
valor grande para el tiempo. En realidad es un tiempo finito, el cual es suficiente
para que terminen todos los procesos transitorios relacionados con la perturbacion
inicial.

La teoria de series asitéticas es dificil incluso en el caso de ecuaciones de
evolucidn lineales (véase [9,45]). Ademds, en el caso de ecuaciones no lineales es
necesario demostrar la existencia global de soluciones clésicas, asi como obten-
er algunas estimaciones adicionales para precisar las expansiones asintéticas. Ca-
da tipo de no-linealidad debe ser estudiada individualmente, especialmente en
el caso de datos iniciales grandes. A pesar de la importancia de los métodos
asintoticos relativamente existen pocos resultados para ecuaciones de evolucion
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no lineales. Sin embargo, en las tltimas dos décadas, en un gran nimero de pub-
licaciones se construyen representaciones asintéticas de soluciones para el proble-
ma de Cauchy para ecuaciones no lineales. Algunos ejemplos pueden consultarse
en: [1,3-8,10-13,15-18,23,25,27,28,32-34,38,39,41,42, 50,52 54]. En tales
articulos se obtuvieron estimaciones con tiempo 6ptimo de decaimiento y férmu-
las asintéticas de soluciones para diferentes ecuaciones locales y no-locales en el
caso del problema de Cauchy. También, existen resultados con respecto al compor-
tamiento asintdtico para tiempos grandes, de soluciones para problemas con valor
inicial y de frontera [47-49].

En el libro [22] se desarrolla la teorfa general de ecuaciones pseudodiferen-
ciales no-lineales sobre una semirrecta, el operador pseudodiferencial K se define
por medio de la transformada de Laplace inversa. En ésta definicién es importante
que el simbolo K (p) sea una funcién analitica en el semiplano complejo derecho.
Por otro lado, el operador pseudodiferencial K definido en la ecuacién (0.2) tiene
el simbolo no-analitico K (p) = |p|* y la teoria general desarrollada en el libro [22]
no puede ser aplicada al problema (0.1). A la fecha, hay pocos resultados para
problemas con valor inicial y de frontera que involucran operadores pseudodifer-
enciales con simbolo no analitico. El caso de que el simbolo K(p) es una funcién
racional, con algunos polos en el semiplano complejo derecho, fué estudiado en los
articulos [19,20], donde se propone un nuevo método para construir el operador
de Green, basado en la introduccién de condiciones necesarias en los puntos sin-
gulares del simbolo K (p). En el articulo [21] fue considerado el problema de valor
inicial y de frontera para una ecuacion pseudodiferencial con simbolo no-analitico

1
K(p) = |p|?. Para demostrar que el problema con valor inicial y de frontera es-
ta bien planteado se implementé la teoria de funciones seccionalmente analiticas.

1
Como el simbolo K(p) = |p|? no crece rapido cuando p — oo, no hay valor en la
frontera para el problema correspondiente.

En la presente tesis, estudiamos un problema inicial de frontera para una

ecuacién pseudodiferencial con simbolo mas general K(p) = |p|®, & < a < 1.

2
Se da respuesta a la pregunta bésica sobre el numero de condiciones de fron-
tera que deben fijarse para que el problema este bien planteado. Para construir
el operador de Green, proponemos un nuevo método basado la teoria de ecua-
ciones integro-diferenciales singulares (véase [14,21]). Una parte importante en
el procedimiento consiste en resolver un problema del tipo Riemann-Hilbert: se
obtiene una condicién de frontera del tipo Q*(p) = W(p)Q~(p) + g(p), donde
—ico < p < +ico. La meta consiste en encontrar dos funciones analiticas, Q7 y
Q7 (una funcién seccionalmente analitica €2), en los semiplanos complejos dere-
cho e izquierdo, respectivamente; tal que la condicion de frontera se satisface. Dos
condiciones para resolver el problema son necesarias: Primero, la funcién W debe
satisfacer la condicién de Holder para todo —ioo < p < +i00; y segundo, el indice
de la funcién W debe ser cero. En el problema que nos ocupa ambas condiciones
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fallan. Para resolver esta dificultad, introducimos dos funciones auxiliares, tales
que la condiciones de Hoélder e indice-cero se satisfacen.

Una vez que se ha construido el operador de Green G, se demuestran algunas
estimaciones a priori en espacios L? para G, las cuales se utilizan para demostrar,
via un mapeo de contraccién, los teoremas de existencia local y global en tiempo.
Finalmente, se encuentra una representacion asintética para la solucién.

Los resultados de la presente tesis se encuentran publicados en el Special Issue:
Nonlocal Boundary Value Problems, del Journal: Boundary Value Problems [2].



Capitulo 2

Preliminares

La transformada de Laplace constituye una herramienta fundamental en la
teoria de problemas con valores iniciales y de frontera. Aqui, serdan escritos unica-
mente los resultados necesarios para la presente tesis. Mas detalles a cerca de la
transformada de Laplace se pueden encontrar en [46].

1. La transformada de Laplace

1.1. Definicién y propiedades principales.

DEFINICION 1. Decimos que una funcién f(t) pertenece a la clase de funciones
7, si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. f(t) =0 para t < 0.
2. La integral

“+o0
/ e POl f(t)dt
0

converge para Repy = a.

DEFINICION 2. La transformada de Laplace de la funcién f(t) se define me-
diante la integral impropia

o~ +OC
(L1) ) = / e f(t)dt.

TEOREMA 1. Si f(t) € 7,, entonces la integral (1.1) converge para Rep > a.
Ademds, para todo xg > a, la integral (1.1) converge uniformemente para Rep >
o > Q.

Demostracién. Sean
—+o0

Pt) =e () y F(t)=-— o(7)dr.

t
Notemos que F’(t) = ¢(t). Por hipétesis,

+oo
/ e POl f(t)dt < +oo,
0
entonces para todo ¢ > 0 existe Tp, tal que |F(t)] < ¢, para t > Tp. Ahora,
consideremos la integral
T
/ e PLf(t)dt,

T
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donde T, > T;. Tenemos que

Ts T> T>
/ e P f(t)dt = / em PPt (t)dt = / e” PP E (1) dt.

T: T T
Usando integracién por partes en la tltima integral obtenemos

T
/ ’ e*(p’pO)tF’(t)dt = e P2 f(Ty) — e~ (P—P0) T2 p(TY)
T

Ts

+(p —po)/ e~ PTPOLE (1) dt.
T

Por lo tanto, para T1,T> > Ty v Re(p — po) > 0,

T
/ e PLf(t)dt

< (e—RC(p—po)Tz + e_RC(p_pO)Tl) €

T
T>
+€lp — pol e~ Relp=ro)tgy
Ty
< 2e Re(p—po)Toe
€ P — ol (_e—Re(P—Po)T2 +6—Re(p—po)T1)
Re(p — po)
lp — pol > —Re(p—po) T
< 24 £ 01 ) g~ Re(p—ro)Toe
( Re(p — po)

Asi, por el criterio de Cauchy sobre la convergencia de integrales impropias', la
integral f0+°° e PUf(t)dt es convergente para Rep > Repy = a. En la misma for-

ma, es posible demostrar que f0+°° e PUf(t)dt es uniformemente convergente para
Rep > Rep; > Repy. B

El teorema anterior implica que la transformada de Laplace f(p) esta definida
para Rep > a. Ademads, hemos obtenido que

’f(p)‘ — 0, cuando |p| — oc.

1Sea Y un conjunto y supongamos que, para cada y € Y fijo, la funcién f(z,y) esta definida
sobre el intervalo [a,b), —co < a < b < 400, y toma valores numéricos. Supongamos que para
cualquier ¢ € (a,b) la funcién f es integrable sobre [a, c|. Entonces, la integral impropia

b
/ flz,y)dz, yevy,

es convergente si, y sélo si, para e > 0y y € Y, existe n € (a,b) tal que, para todo n; y 15 que

satisfacen la condicién n < ny,n, < b, se cumple

M2
f(z,y)dz| <e, yeY.

1
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o~

TEOREMA 2. Si f(t) € T,, entonces la transformada de Laplace f(p) es una
funcion analitica para Rep > a.

Demostracion. El Teorema 1 implica que la integral

+oo
/ e PLE(t)dt
0

converge para Rep > a. Representamos la integral anterior en la forma

N +o0 0 tnt1 >
for= [ ermiwa=3 [ eriwa =Y nw).
tn n=0

n=0" "n

donde 0 =tg <t1 <--- <t; <tjpy1 <--- < 4o0. Tomando en cuenta que

) 400
> he)= [ e
n=N N

obtenemos que la serie ZZOZO fn(p) converge uniformemente en el dominio Rep >
o > a. Finalmente, como todas las funciones

fulp) = / et gty

n

son analiticas, el Teorema de Weierstrass? implica que la funcién f(p) es analitica
en el dominio Rep > a. B
Ahora escribimos la propiedad principal de la transformada de Laplace.

TEOREMA 3. Si f(t) € 7o, y O™ f(t) € T, entonces
0 fp) =p" | Fo) = 220 O |
j=1
para Rep > a.

Demostraciéon. Integrando por partes se obtiene el resultado. B

1.2. La transformada de Laplace inversa.

TEOREMA 4. Si f(t) € Ty y

o~ +(X>
) = /O (1),

2Una serie de funciones holomorfas > fuv en D la cual converge sobre compactos en D tiene
un limite holomorfo f en D. Ademés, para cada k € N la serie ) fy““) converge sobre compactos
en D a f(F):

W@ =3 M), zeb.
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entonces para o > a

o+ioco R
(1.2 fO=5 [ T

a % o—1i00
La integral (1.2) es la transformada de Laplace inversa o la integral de Mellin.

Demostracién. Sea ¢(t) = e 7' f(t), 0 > a. Representemos a ¢(t) como una
transformada de Fourier,

+oo 400
o=y [ de [ Do

21 J_ o

Como f(#) = 0, para 6 < 0, obtenemos

1 +oo +oo ]
e 7tf(t) = > / e'Stde / e~ (@80 £(0)dp.
—00 0
Finalmente, tomando p = o + £ se sigue
B 1 o+1i00 o7
10 =55 [ T

Asi, el Teorema 4 ha sido demostrado. B

Ahora, demostramos las condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de la transformada de Laplace inversa para la funcién F(p). Primero, definimos la
clase de funciones H,(p).

DEFINICION 3. Decimos que una funcién F(p) pertenece a la clase de fun-
ciones H,(p) si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. F(p) es analitica en el dominio Rep > a.
2. Para cada € > 0 y o¢ > a existen constantes Cc(og) > 0y m =m(og) >0
tales que

[F(p)] < Ce(o0)e” (1 + [p|™), o> oo.
3. La norma ||F (o +i -)||Lr < 400 para todo o > a.

TEOREMA 5. Para que la funcion f(t) € T, es necesario y suficiente que la
transformada de Laplace F(p) € Hq(p). Ademds, la funcion original f(t) puede
ser reconstruida via F(p) por la integral de Mellin

1 o+1i00
1.3 t)=— PER (p)dp.
(13) 0 =50 [ P
Demostracion.
Necesidad. Sea f(t) € 7,, entonces F'(p) es analitica para Rep > a y para cada
o > o9 > a, donde p = ¢ + 1w, tenemos

Fol=|[ e f(t)dt‘ <o
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Asi, hemos obtenido que F'(p) € Hy(p).
Suficiencia. Primero, consideremos el caso

Ce(op)e“
1.4 Fpl|<—— a>1
(14) P < 0
Entonces, la integral
1 o+i00
(15) fO=5 [ @Fwdn o>a
27” o—100

converge uniformemente con respecto a t y f(t) es continua con respecto a t €
(—00,0). Demostremos que f(t) no depende de o > a. Sean g2 > 01 > a. El
Teorema de Cauchy implica que

(1.6) / eP' F(p)dp = 0,
I'(d)

donde
I'(d) ={peC:pefoy—id,oy —id)U[oy —id, o2 +id)

Ulog +id, 01 +id) U [o1 +id, 01 — id)}.
De la desigualdad (1.4) obtenemos

oo+id
/ e’ F(p)dp
g1 +Ld

IN

/ e F (o + id)|do

1

02 e (e+t)
< 05(01)/ ——do — 0,
o1 [(0—a)?+d?”
cuando d — +o00. Entonces, tomando el limite d — 400 en (1.6) se sigue
o1+100 o2+100
/ e F(p)dp =/ e F(p)dp.
o1 —100 09 —100

Ahora, escribimos (1.5) en la forma

ot +oo
(1.7) f(t) = e—/ e"'F(o +iw)dw, o> a.
2 J_ o
Usando (1.4) y tomando ¢ > g > a, obtenemos
eot +o0
IfO < 5= |F (0 + iw)|dw
27 J_
< Ce(o)e? o) /+°° dw
- 2 oo [(0—a)? +w??
< C(og)e”tt9),



6 2. PRELIMINARES

Sea t < —¢, € > 0. Tomando el limite ¢ — 400 obtenemos f(t) =0, y como € > 0
es arbitrario, se sigue que f(t) = 0 para todo t < 0. La ecuacién (1.7) implica que

+oo
o) = [ e

~

Por lo tanto, f(t) € 7, y f(p) = F(p), o > a. Ahora, consideremos el caso general.
Definimos
F(p)

p -0
donde b < a, o9 > a y el entero k > m(og) + 1. Notemos que Fj(p) es analitica
para Rep=0 >ay

Fi(p)

06(00)660(1 + |p|m)

F <

| l(p)| — \p—a|k
Ce(00)e (14 [p|™) = Cc(og)e
lp—alk=m|p—al™ " |p—alt—m’

para todo o > og, siempre que kK —m > 1. Hemos probado que existe una funcién
filt) € T,, tal que

o+i00
(18) fl(t) = L‘/ eptFl(p)dp, o> 0.

210 J oo

Como f:jioo |F (0 + iw)|dw < +o00, para o > a, obtenemos

fmz(d—QWw>

dt
1 d k o+io0o
1 o+ioco d k
= — Z b)) ertFy(p)d
2mi o—100 <dt > ‘ 1(p) v
1 o+i00 % o
= o ) (p—0)" e" Fi(p)dp
1 o+1i00
= 5= 4 eP F(p)dp.

o~

Asi, tenemos que f(t) € 7, y f(p) = F(p), cuando o > a. Como

0= (%) 1o,

via (1.8) obtenemos la representacién (1.3). El Teorema 5 ha sido demostrado. H
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2. Integrales tipo Cauchy
2.1. Definicién y ejemplos.
DEFINICION 4. Una curva lisa es una curva simple de clase C' y sin puntos
recurrentes (cuspides).

Sea L una curva lisa y cerrada en el plano C,. El dominio dentro de la curva
L se llama dominio interior y se denota mediante D, mientras que el dominio
complementario a DT + L se llama dominio exterior y se denota por D~. La
direccién positiva de la curva L es usualmente aquella para la cual DT estd a la
izquierda.

DEFINICION 5. Sea L una curva lisa y cerrada o abierta en el plano C, y ¢(7)
una funcion continua. Entonces, la integral

M@Z;,A¢“Mﬂ

woJ T — 2
se llama integral tipo Cauchy. La funcion ¢(T) es la densidad y T—iz el kernel.

TEOREMA 6. Sean L una curva lisa (cerrada o abierta) de longitud finita,
f(1,2) una funcion continua con respecto a T € L y analitica en z en algin
dominio para todo 7. Entonces, la funcion

:Lf@@m

Demostracién. Primero, notemos que

es analitica en z.

F(z —|—Az /fz r2)
_ f(T72+AZ)_f(TaZ)
= /L [ A, fo(7,2)| dr.
Luego, usando la analiticidad de f en z obtenemos
, flryz+ Az) — f(r,2) -
A, A: =0

Finalmente, usamos que la longitud de L es finita para obtener una estimacién de
la integral y pasando al limite

F'(z) = lim (+AZ /ﬁrz

Az—0

Por lo tanto, F(z) es analitica. B

Sea L una curva cerrada. Por definicién, la funcién ®(z) se parte en dos fun-
ciones independientes: ®T(z) definida en DT, y ®~(2) definida en D~. Las fun-
ciones ®*(z) no son en general continuacién analitica una de la otra. Una funcién
analitica ®(z) definida en dos dominios D* complementarios, por dos expresiones
independientes ®*(z), se llama seccionalmente analitica.
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PROPOSICION 1. Sea L una curva lisa (cerrada o abierta). Sea o(7) una fun-
cion continua. Entonces, la funcion

D(z) = 271TZ,/L;'_0(T)ZdT

se anula en infinito.

Demostracién. Expandimos ®(z) en una vecindad del infinito con respecto a la
serie de potencias % Primero, observemos que

T —Z z z

Multiplicando por %90(7) e integrando término a término, obtenemos

O (2) = Z Crzk,
k=1

donde
1

_ 1 k—1
Cy = 2m,/LT p(T)dr.

En la serie, la potencia cero no aparece. Por lo tanto, = (c0) = 0. B

EJEMPLO 1. Sean L={z€C:|z| =1}, Dt ={z€C:|z| <1}, D” ={z €
C:lz| >1} y
2
w(r) = T(r—2)

Entonces,

() L/ 1 dr _L 1 dr
L

27 T—27—2 2mi JpTT—2%

Notemos que 2%2 es analitica en DT, % es analitica en D™ y % — 0 cuando

z — 00. Ademds, el teorema de Cauchy implica

1
1 1 dr 5 FEDT
2mi J, T =27 —2
0, z€e D™
Y
0, zeDF
1 1 dr
o2mi Jy T —2 1 e D
2’ '
Por lo tanto,
1
ot (z) = y () =1
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2.2. La condicién de Holder. Sea L una curva lisa y ¢(t) una funcién de
posicién sobre L.

DEFINICION 6. Decimos que la funcion o(t) satisface la condicién de Holder
sobre L si, para todo T,t € L,

lo(1) = o(t)| < Alr — 1,
donde A>0y0<A<1.

2.3. Valor principal de integrales tipo Cauchy. Supongamos que |f(z)| —
oo cuando z — ¢, donde ¢ € (a,b) y f es acotada en (a,c—€)U(c+ ¢, b) para cada
€>0.

DEFINICION 7. Decimos que el limite

c—eq b
lim [/ f(z)dx + f(x)dx} ,
€1 "g a cteo

€3 —

si existe, es la integral impropia de la funcion no acotada f en el intervalo (a,b).

Notemos que la integral impropia existe si se satisface la desigualdad

|f(l‘)|<L a < 1.

|z —c|*’

Ahora, consideremos la integral

b dx
, a<c<b.
L T—c

Usando la definicién de integral impropia obtenemos

b dx , T da b dx
= lim — +
W T—C €1 — 0 o c—T ctey T—C
€2 — 0
b—c B €1
= In + Iim In—.
cC—a ep — 0 €9
ey — 0

Es claro que el limite en la ultima expresion depende de la manera en la cual €;
y €2 tienden a cero. Luego, la integral impropia no existe. Sin embargo, podemos
darle significado asumiendo que
; €1
Im — =1
eg — 0 €9
es — 0

En particular, tomando €; = €5 = € el limite anterior se cumple.

DEFINICION 8. El valor principal de Cauchy de la integral singular

b da
, a<c<hb,
a

Tr—cC
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se define mediante

3 ¢ da b dr b—c
lim + =In .
e—0 a xr—C C+E$—C cC—a

Ahora, consideremos la integral
b
/ de, a<c<b,
w T—C

donde () satisface la condicién de Holder en el intervalo (a, b). Primero, notemos

que /a,, de _ /ab o(x) — f(C) g+ o) /b dx

T—c w T—C

Luego, la condiciéon de Hélder implica

‘w(x) — ()

r —cC

A

|z — c[t=>"

De aqui, obtenemos la existencia de la integral impropia

/b p(z) = ole) ;.

Tr —cC

b
/ w(x)dx’
e T—C¢C

donde p(z) satisface la condicién de Holder, existe en el sentido de valor principal
de Cauchy, y se cumple la ecuacién

/b o) , /bw(z)—w(C)d N b—c
0= e, v(c)In

Por lo tanto, la integral singular

c—a’

2.4. Valor principal de integrales singulares curvilineas. Sea L una
curva lisa. Sean T y t coordenadas complejas de L. Consideremos la integral sin-

gular curvilinea
/ #(7) dr.
L T— t

Sea C, = {z € C: |z —t| = p}, donde p es tal que L N C, sblo contiene dos
elementos, t; y to. Seal=L — D,, donde D, ={z € C: |z —t| < p}.

DEFINICION 9. El limite de la integral

/L_l f(_TidT

cuando p — 0 es llamado el valor principal de la integral singular

/L f(jidr.
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Primero, estudiemos el caso ¢(7) = 1. Asumimos que In(7 — ¢) son los valores
sobre L de la funcién analitica In(r — z). Para que In(r — z) sea una funcién
univaluada, hacemos un corte a lo largo de una curva que conecta los puntos rama
t e 00, a la derecha de la curva L. Notemos que

1 th b
/LflT_th = ln(T—t)|a —|—ln(7'—t)|t2

b—t t1 —t

+1n 2 ,
a—t to —1

donde a y b son los puntos inicial y final, respectivamente, de la curva L. Por

definicién,

= In

t1 —1 t1 —1 .
1 =1 arg(ty —t) —arg(te — ¢
0 g ) =2 (s — 0~ ang(ea 1)
y por hipétesis |t; — t| = |t2 — t|. Entonces,

t1 —1

Por lo tanto,

1 b—t
/ dr =1n + im.
L T—1 a—1

Notemos que la condicién para tq y to de estar en el mismo circulo, |t; —t| = |[t2 —t|,
es un caso particular de la condicién:

t1 —t
to — 1

,
lim
t1 — t
to — t

-

Seleccionando la rama de la funcién logaritmo de manera que In(—1) = i, obten-
emos que la integral anterior puede ser escrita en la forma

1 b—t
/ dr =1n .
L T—1 t—a

Ademas, si la curva es cerrada, a = b, obtenemos

1
/ dr = im.
LT—t

Ahora, consideremos la integral
/ 2) 4o
L T— t

donde (1) satisface la condicién de Holder. Representamos la integral anterior en

la forma
o(7) o(1) — () 1
/L p— th = /L Y dr + o(t) /L - th.

Entonces, de la discusion precedente obtenemos que la integral
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existe en el sentido de valor principal de Cauchy y puede ser representada por

/L 2 gy /L 1200 Rk O P {ln bt —|—iﬂ'} :

T—1 T—1 a—t

o bien, si In(—1) = im,

o)y [l bt
/L dT—/L dr + ()1 ;

T—1 T—1t —a’
En particular, para una curva cerrada (a = b), obtenemos

/ o(1) 4 :/ o(7) —s@(t)dTH.w(t)
L L '

T—1 T—1

2.5. Propiedades de integrales singulares. La regla del cambio de vari-
able se satisface para integrales singulares.

TEOREMA 7. Si la funcion 7 = a(C) es una biyeccion de L en L' de clase C*
y o/ (¢) #0, para toda . Entonces,

o), [ elall(©
.AT—ﬂ //Mo—a@fm

t=a(©).

Demostracién. Cortamos el arco I’ de la curva L/, usando un circulo centrado
en £ € L' de radio suficientemente pequeno. Sean &; y &, los puntos inicial y
final, respectivamente, del arco I/, que corresponden a los puntos t; y t2 en la
curva L, ie., a(ty) = & y a(te) = &,. Definimos el valor principal de la integral
transformada,

donde

OO, [ el
J, S0 e S a@-a© "

Hacemos la sustitucién ¢ = §(7), donde B(7) es la funcién inversa de «((), la cual
existe y es Unica, ya que por hipdtesis se satisfacen las condiciones del teorema de
la funcién inversa,

) o) e,
g;?g - a(C) —a(f) ‘ ;;?; LTt

Notemos que los puntos t; y t2 no estan situados de manera simétrica con respecto
a t € L; sin embargo, se satisface la condicion

t1 —1
to —1

lim =1.
t1 — t
to — t

En efecto, expandiendo la funcién a(¢) en serie de Taylor en el punto £, obtenemos

a(() = a(§) + o/ (§)(¢ = &) + (¢ (= &)
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La continuidad de o/(¢) implica que ((,£) — 0, cuando ¢ — &. Sustituyendo
(=& y (=&, en la ecuacién anterior, y recordando que t = a(§), obtenemos

tr = t+a(§)(E — &) +e1(€1,8) (6 —§)
tr = t+a(§(E — &) +e2(62:6)(E — ),

donde €1,e9 — 0, cuando &, &, — &£. Entonces,

fl—t‘: o' (§) + &1 51—5’
lo—1 o (€) +ea| |6 —E|
Por lo tanto,
b — —
TR 1Sk B PR 1S Tk B
t1 —t |l —1 &1 — & 52_5
ty — o2 — &

|
Ahora, escribiremos la féormula de integraciéon por partes para integrales sin-
gulares.

TEOREMA 8. Si ¢(7) es una funcién de clase C! yt € L no coincide con el
punto inicial ¢ final de L, entonces

[ 8 =yt o]t - [ ¢)intr —tyar £ impte).
L

T—1 L
El signo (+) en el dltimo término del lado derecho corresponde al caso en el que,

para hacer univaluada a la funcion In(t —t), seleccionamos el corte a la derecha
de la curva L, el signo (—) corresponde al caso opuesto.

Demostracion. Usando la definicién de la integral impropia obtenemos

/ O () In(T — t)dr
L

p—0 to

t1 b
= lim [/ o' (1) In(r — t)dr Jr/ o' (1) In(r — t)dT] .
a
La férmula de integracion por partes para integrales ordinarias implica

t b
/ o' (7) In(r — t)dr + / o' (1) In(r — t)dr

= @) n(r = )|, + p(r)In(r - 1)|;}

t1 b
7/ ﬂﬂmi/’ﬂﬂw.
o T—1 t, T—t

Pasando al limite, p — 0, el primer término permanece inalterado; los dos tltimos
equivalen a la integral
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en el sentido de valor principal. Ahora, observemos que
t t t
() In(r =] = p(t) In(r — 8)|" + [p(r) — ()] In(r — )"
La funcién ¢(7) es de clase C!, entonces satisface la condicién de Lipschitz. Luego,
usando que zIlnx — 0, cuando = — 0, obtenemos
1fm [p(7) — o(t)] In(r — 8)|* =0
p—0 to
Finalmente, si el corte se hace a la derecha (+), o a la izquierda (-), de L, obtenemos
lim In(7 — t)|z1 = +im.
pP— 2
|
Notemos que, para una curva cerrada (a = b), la férmula de integracién por
partes se simplifica:

(1) =+ — "(7)In(T — t)dr
[ Eir = timett) = [ oyt~ .

T—1 L

3. Valores limite de integrales tipo Cauchy
3.1. El lema basico.

LEMA 1. Si la densidad p(7) satisface la condicion de Holder y t € L no
coincide con el punto inicial ¢ final de la curva L, entonces la funcion

—p(t
W(z) = / p(1) —o(t) .
L T —Z
es continua en t, i.e.,

fm W (=) :/LMdT — W),

z—t T—1

3.2. Las férmulas de Sokhotski-Plemelj. Consideremos la integral
1
O(z) = — / mdr,
2 J, T — 2
donde L es una curva lisa y la funcién ¢(7) satisface la condicién de Holder sobre
L. Supongamos, también, que la curva L es cerrada. En el caso de que L sea abier-
ta podemos completarla, con alguna curva arbitraria, para que ésta sea cerrada,
definiendo ¢(7) = 0 sobre la curva adicional. Investigaremos los valores limite de
®(z) en un punto t € L. Definimos

dE(t) = lim ®(2).

z—tE
Aqui, z — t* significa que z — t y z € D*. Andlogamente,
TE(t) = lim ¥(z),
z—tE

U(z) = 1/LMdT'

21 T—2z

donde
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Recordemos que

15

2mi, z€ DT
/ dr = 0, ze€ D~
L T—Z
m, z€L
De aqui,
1 t d
Ut(t) = lim {/ #(7) dr — o )/ T }
z—tt |27 Jp T — 2 21 J, T — 2
= (I)+(t) - (P(t)7
1 t
U(t) = lim —/ o) 4 _ o0 / ar
z—t— |27 Jp T — 2 2 J T — 2
= ¢ (1),
1 t d
v = L p(1) . ¢l )/ T
2me J, T —t 2 Jp T —1t
1
= (1) — 5olt).
La continuidad de la funcién ¥(z) en ¢t € L, lema bdsico, implica que
_ 1
() = plt) = 27 (1) = 2(t) — 5 (1).
Por lo tanto, hemos obtenido la férmulas
1 1 [ o)
OE(t) = +-p(t) + —— d
®) 2“0()+2m'/ﬂ—tT’
donde la integral singular
1
2 Jp T —1

se entiende en el sentido de valor principal. Finalmente, resumimos los resultados

obtenidos en el siguiente teorema:

TEOREMA 9. Sea L una curva lisa (cerrada o abierta) y (1) una funcion que
satisface la condicion de Holder sobre L. Entonces, la integral tipo Cauchy

a(:) = 5

T

I

tiene los valores limite

md7’

T —Z
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siempre que t mo coincida con los puntos inicial ¢ final de la curva L, donde la
integral singular
/ o(1) 4o
L T— t

se entiende en el sentido de valor principal.

OBSERVACION 1. Restando y sumando las formulas para ®*(t) obtenemos

() -0 (t) = (t),
OH(t) + D (1) = ;/Lf(jldr

4. Operador pseudodiferencial en semirrecta

La meta principal de la presente seccién consiste en definir un operador pseu-
dodiferencial, con simbolo no-analitico, sobre una semirrecta; asi como enunciar
algunas de sus propiedades bésicas. Iniciamos con algunos antecedentes.

4.1. La ecuacion integral de Abel.

DEFINICION 10. Una funcion f(z) es absolutamente continua sobre un inter-
valo I, si para todo € > 0, existe un 0 > 0 tal que para cualquier conjunto finito
de intervalos disjuntos [ax,by] C I, k=1,--- ,n, tales que Y ,_, (bx — ax) < 8, se
cumple la desigualdad Y, _, | f(br) — f(ar)| < €. El espacio de éstas funciones se
denota por AC(I).

TEOREMA 10. La ecuacion de Abel

L [T et
(4.1) )/0( — f@), x>0,

IN(e x —t)l—«

donde T es la funcion Gamma, 0 < o < 1, es soluble en L'(0,b) si, y sélo si,

flfoz(m) S AC([07 b]) Y flfa(o) = 07

I T p(t)dt
fi-al@) = i

rl—ao x—t)

Si las condiciones anteriores se satisfacen, la ecuacion (4.1) tiene una tinica solu-

cion dada por
B 1 d [* f(t)dt
SD(UT)if(l—oz)ﬁ/o (x —t)e

donde

DEFINICION 11. Sea f(x) una funcion definida en el intervalo [0,b]. La deriva-
da de Riemann-Liouville de orden o, 0 < o < 1, se define en la siguiente forma:

we o 1d [T f(t)dt
- PO = T ), G
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OBSERVACION 2. Sia > 1, es natural extender la definicién anterior mediante

D1 = () s,

donde o = [a] + {a}. Aqui, [a] y {a} significan la parte entera y la parte frac-
ctonaria de o, respectivamente.

4.2. El potencial de Riesz sobre la semirrecta. Definimos los siguientes
potenciales sobre la semirrecta:

o 1 < p(t)dt
(43) 1% = S (a) costar/2) /0 w—gia °>0
(44) % = 55 sii(cm‘/?) /OOO Tin—(ip—tj elt)dt, z>0.

Las siguientes relaciones se cumplen:

1% = H*S(140) /20 = S—(11a)/2H%¢

H(X(p = _Iasa/QSO = _S—a/zfa%

o) v
Syp = l/ (t> QD(t)dt, x> 0.
T Jo T t—x
4.3. El potencial de Riesz en R". Ahora, daremos las definiciones y algu-
nas propiedades de integrales de Riesz fraccionarias multidimensionales (véase [37],
Secciones 25 y 26). Las operaciones de integracién fraccionaria y diferenciacién
fraccionaria en el espacio Euclidiano n-dimensional R™, n € N, son potencias
fraccionarias (—A)~%/2 del operador de Laplace. Para a € C\ {0} y funciones

suficientemente buenas f(x) = f(x1, - ,xy), tales operadores fraccionarios estdn
definidos en términos de la transformada de Fourier por

A2 ol — Iafa Rea>07

(45) oy = aers={ gl peeZh

Las operaciones I* y D% definidas en (4.5) para Re o > 0 son llamadas la inte-
gracion fraccionaria de Riesz y la diferenciacion fraccionaria de Riesz, respecti-
vamente.

donde

La integracion fraccionaria de Riesz I se lleva a cabo utilizando el potencial
de Riesz definido mediante la convolucién

(4.6) (I°f)(z) = /R ka(e = D)f(t)dt, Rea >0,

Aqui, la funcién k, (x) esta dada por

1 { |l,‘o¢fn7 O[*TL#O,Q,ZL,"',

|x‘ain1n<ﬁ)’ O[-?’L:0,2,47"'7
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y la constante ~,,(«) tiene la forma

(@) = { 207/ 2T (a/2)[T((n — ) /2)] 71, a—n#0,2,4,---,
n (—=1)(n=e) /22010 2T (a/2)T(1 + (a — 1) /2), a—n=0,2,4,---.

Ahora, definimos un espacio de funciones de prueba apropiado para los operadores
de diferenciacion e integracion fraccionarios.

DEFINICION 12. El espacio de Lizorkin de funciones de prueba ® se define en
la siguiente forma

P = {(Z)ES(R"):/ntk(p(t)dtzQ keN"}.

Recordamos la relacion entre la transformada de Fourier y la convolucion

TEOREMA 11. Supongamos que se cumple alguno de los siguientes casos:
h(t) € LY(R") y p(t) € LYR"), o h(t) € LY(R") y p(t) € L*(R"), o h(t) €
L2(R") y o(t) € L2(R™). Entonces, la transformada de Fourier de la convolucidn
h % ¢ esta dada por la formula:

(F(hx @) (x) = (Fh)()(Fe)(x).
El teorema anterior implica la siguiente propiedad

PROPOSICION 2. Si Re a > 0, entonces la transformada de Fourier del poten-
cial de Riesz (4.6) esta dada por

(FI*f)(x) = ——(Ff)(@).

|[
Esta formula se cumple para una funcion f en el espacio de Lizorkin ®.
COROLARIO 1. S7 Re a > 2, entonces la siguiente formula se cumple:
AI°f =—1°"%2f  Rea>2, fed.
Para funciones f € ®, la propiedad de semigrupo también se cumple.

PROPOSICION 3. El espacio de Lizorkin ® es invariante con respecto al po-
tencial de Riesz I¢, I*(®) = ®. Ademds,

I“IPf=1°TPf  Rea, Ref >0, feo.

Cuando a —n # 0,2,4, -, el potencial de Riesz toma la forma:

a7  I“NH)(z) = ’ynl(a) /Rn |xf(tt)|ita, Rea>0, a—n#0,2,4,---.

Cuando « > 0, la siguiente proposicién se cumple.

PROPOSICION 4. Si0<a<n yl<p<n/a, entonces el potencial de Riesz
(I*f)(x) esta definido para f € LP(R™).

FEl siguiente teorema, conocido como teorema de Sobolev, es una generalizacion
del teorema de Hardy-Littlewood.
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TEOREMA 12. Sea @ > 0, 1 < p < 0o y 1 < q < 0. The operator I* :
L?(R"™) — L4(R™) es acotado si, y sdlo si,
1 1
0<a<n, 1<p<E Y f:f—g.
« q p n

Ahora, damos una generalizacion del teorema anterior para espacios LP pesa-
dos:

1/p
(18) Lp’”(R"):{f:IIflp,w:(/R allf@ra) 1<p<oo}.

TEOREMA 13. Sea a>0,1<p<oo, 1 <qg<oo, yv,u€R tales que
I a_1_1 +n +n

(49) op-n<y<n@p-1), t-%<lolo ptn_oin
p n qa p q p

Entonces, el operador I¢ : LPY(R™) — L&*(R™) es acotado:

woy ([ emeser) <o ([ erier)”

donde la constante C' > 0 depende de o, n,p,q,v Yy b

Para a > 0, la derivada de Riesz fraccionaria D® en (4.5) se realiza en la
forma de una integral hipersingular definida por

L x
(4.11) (D) (z) = dn(} 5 / (Aﬁ)fa)dt, 1> a.

Aqui, (Aly)(x) es una diferencia finita de orden I de una funcién y(z) con paso
vectorial ¢t € R™ y centrada en el punto z € R™:

l
@@ =0 ()t k)

k=0
donde z,t € R, mientras que d,, (I, @) es una constante definida por

2 agl—n/2 A(a)

(412) d?t(l7a): F(1+%)F(TL+TO¢) sin (%)7
donde

l
(4.13) A(a) =Y (D! ( /zlf ) k<.

k=0
Note que la integral hipersingular (D“y)(x) no depende de la seleccién de I, (I > «).
Tal construccion es llamada la derivada fraccionaria de Riesz de orden o > 0 en
el sentido de que
(4.14) (FD%)(z) = |2|*(Fy)(z), y >0,

para funciones suficientemente buenas y(z). En particular, ésta relacién es valida
funciones f en el espacio de Lizorkin ®. La equacién (4.14) también se cumple para
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funciones diferenciables y(x). La siguiente propiedad se cumple (véase Samko et
al. [37], Lema 25.3)

PROPOSICION 5. Si y(x) pertenece al espacio C§°(R™), entonces la transfor-
mada de Fourier de (D“y)(x) esta dada por
(4.15) (FD%)(z) = [|*(Fy)(x)

)
Las condiciones para la existencia de (D®f)(x) estdn dadas por el siguiente
lema (véase Samko et al. [37], seccién 26.2)

y >0,

LEMA 2. Sean a > 0 y [ la parte entera de . También sea y(x) una funcidn
acotada junto con todas sus derivadas (D¥y)(z), |k| = [a] + 1. Entonces la integral
hipersingular (D f)(xz) en (4.11) es absolutamente convergente. Si | > 2[a/2],
entonces ésta integral es solo condicionalmente convergente.

La derivada fraccionaria de Riesz (4.11) es un operador inverso al potencial
de Riesz (4.6).

PROPOSICION 6. La férmula
(4.16) DeI°f = f, o> 0.
se cumple para funciones f suficientemente buenas; en particular, para f € ®.
Ademas, la inversién (4.16) también se cumple para el potencial de Riesz (4.6)
en el contexto de espacios LP: f(z) € LP(R"™) para 1 < p < n/a. Aqui, la derivada

fraccionaria de Riesz D se entiende condicionalmente convergente en el siguiente
sentido

(4.17) D% = lim DZy,

donde (D%y) es la integral hipersingular truncada definida por

1 (Aly)(z)
4.18 Dy)(x) :== / dt, 1>a; a,e>0,
W18 D =500 Jse T

y el limite se toma en la norma del espacio LP(R").
El siguiente resultado se cumple (ver Samko et al. [37], Teorema 26.3).

TEOREMA 14. Sea 0 < o < n and let y = I*f con f(x) € LP(R"), 1 <p <
n/a. Entonces,

(4.19) f(z) = (D%)(z),
donde (D%y)(x) se entiende en el sentido (4.17), con el limite tomado en la norma
del espacio LP(R™).
COROLARIO 2. Si0<a<ny f(x) e LP(R"), 1 <p < n/a, entonces
f(z) = (DI f)(=),
donde (D*I*f)(x) se entiende en el sentido de (4.17), y
(DI f)(x) = lim (DI f)(x),

lim
e—0+
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con el limite tomado en la norma del espacio LP (R™).

5. El problema de Riemann-Hilbert

En esta seccién consideraremos un problema con valores en la frontera iR*
para funciones analiticas, a saber, problema de Riemann. Primero, describiremos el
concepto de indice de una funcion, el cual sera de gran valor como una herramienta
auxiliar.

5.1. El indice. Consideremos el conjunto de funciones
G={GcC(iR*C):Vt, G(t) #0, y G(+icc) = A € C},
donde iR* = iR U {+o00}.
DEFINICION 13. El indice de G € G se define mediante la integral de Stieltjes
(5.1) Ind G = o [iwdarg G(t) = o [ioo dInG(t).

OBSERVACION 3. Como una consecuencia directa de la definicion se sigue que

1. Si G € G, entonces Ind G € Z.
2. Si G1,Gs € G, entonces

Ind GGy =Ind G; +Ind Gy ¥y Indﬁ =Ind G7 — Ind Gs.

Go
3. Si G e GNC!(iR*,C), entonces
1 [ G'(t)
2 Ind G =— dt.
(52) M G=on | Gw

4. Si G(t) es el valor en la frontera iR* de una funcidn analitica en el semi-
plano derecho o izquierdo, entonces su indice es igual al nimero de ceros
en el semiplano derecho o izquierdo, respectivamente, tomados con signo
negativo.

5. Si la funcion G(z) es analitica en el semiplano izquierdo excepto en un
numero finito de puntos donde podria tener polos, entonces el indice de

G=(H) = lim G(2),
Rez<0

donde t € iR*, es la diferencia entre el nimero de ceros y el nimero de
polos de G(z).

En la observacién anterior los ceros y polos deben ser contados con sus respec-
tivas multiplicidades.

Notemos que para G(t) € G, lacurvao : R* — C, definida por o(s) = G(is) =
&(s)+in(s), donde € y i son coordenadas cartesianas, es cerrada. Entonces, usando

que
darg G(t) = darctan n(s)

£(s)’
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obtenemos
1 d _ d 1 100 / _ /
(5.3) Ind G(t) = 7/5 n=n £ _ 7/ 5(8)772(8) n(s)€(s) ;.
2r Jy & +n? 21 J ioo § (5)+772(5)
5.2. Teoremas auxiliares. Ahora, enunciaremos algunos teoremas de la
teoria de funciones de variable compleja que usaremos posteriormente.

TEOREMA 15. (Continuacidon analitica) Supongamos que dos dominios
Dy y Dy tienen frontera comun lisa L; en los dominios Dy y Dy dos funciones
analiticas f1(z) y f2(2) estan dadas. Asumimos que cuando un punto z tiende a la
curva L ambas funciones tienden a valores limite, los cuales son continuos sobre la
curva L e iguales. Bajo estas condiciones las funciones f1(z) y f2(2) constituyen
la continuacion analitica una de la otra.

TEOREMA 16. (Liouwville) Supongamos que la funcién f(z) es analitica en
todo el plano complejo, excepto en los puntos ag = oo, ar (k= 1,...,n), donde
tiene polos, y supongamos que las partes principales de las expansiones de la fun-
cion f(z) en las vecindades de los polos tienen la forma:

» Go(z) =z + -+ 2", en el punto ao;

k K
'Gk( 1 ): G

zZ—ag Z—Qp

Entonces la funcion f(z) es una funcidn racional y se representa mediante la
ecuacion

= 1
f(z) =C+Go(2)+ ) Gi (2 — ak) .
k=1
En particular, si la inica singularidad de la funcién f(z) es un polo de orden
m en infinito, entonces f(z) es un polinomio de grado m:

fR)=co+caz+-+epz™.

5.3. Formulacién del Problema. Denotamos a los semiplanos derecho e
izquierdo mediante D~ y DV, respectivamente. Sean G(t) y g(t) dos funciones
definidas sobre iR* que satisfacen la condicién de Hélder, y G(¢) no se anula. Se
requiere encontrar dos funciones®: Q7 (z), analitica en D™, y Q7 (2), analitica en
D las cuales satisfacen sobre iR* alguna de las siguientes condiciones de frontera:

= QT (t) = G(t)Q2™(t), problema homogéneo;

= QF(t) = G(t)Q (t) + g(t), problema no homogéneo.
Llamaremos a la funcién G(t) el coeficiente del problema de Riemann y a la funcién
g(t) su termino libre.

30 bien, una funcién seccionalmente analitica.



Capitulo 3

El problema lineal

En este capitulo construiremos la funcién de Green asociada al siguiente prob-
lema lineal sobre una semirrecta con valor inicial en la frontera,
up + |0 [*u =0, t>0, x>0
(0.4)
u(z,0) = up(z), x>0,

donde |05]* es el operador diferencial médulo-fraccionario definido por
100

1 ~
. u(e.t) = 6)5 [ el .
T J—ico
Aqui, a € (%, 1), la funcién u(p,t) es la transformada de Laplace de u(x,t) con
respecto a x,

“+o0
Ap,t) = Loplule, 1)} = / Pz, £)dx,
0
y 0(x) es la funcién de Heaviside,

1, z>0;
9(95):{ 0, x<O0.

1. La funcién de Green

Definimos el operador integral G mediante

+oo

g(t)¢ = 0 G(&y,t)qﬁ(y)dy,

donde la funcién de Green G(z,y,t) se define por

1 700 100 Y+(p 5) B
1.1 t)= s d 5f/ pr___ >0 7 d
(1) Gt =~ [ et [ o Bz e,
1 [ 1 1
Z7(p,&,y) = lim —/ R ————
(p g y) Rze?go 2mi —ico 4 — % YJr(qa 5) e

En las ecuaciones anteriores
+
YE(p, &) = POuw(p),

T(p,6) = lfm —— =1 1n{(K(q>+5>Z_(q)}dq7

z—p y . —
+Rez<0 2mi —ico 4 z

donde

23



24 3. EL PROBLEMA LINEAL

+ p% 4
w =—F, 2zg€R™.
(®) (PF 20)2 0

Aqui, K(p) = [p|*, Ki(p) =p* y a €,(3,1).

PROPOSICION 7. Para toda ug(x) € LY(RT) ULV (RT)UL®(R™) existe una
solucion tnica u(x,t) para el problema con wvalor inicial en la frontera (0.4), la
cual tiene representacion

(1.2) u = G(t)uop.

Demostracién. Con la finalidad de obtener una representacion integral para solu-
ciones del problema (0.4) supondremos que existe una solucién u(zx,t), la cual
satisface

u(x,t) =0, paratodo xz <DO0.

Definimos el operador P,

Pon{o(@) =~ [ 1 p(q)da.

271 ) oo @ — %

donde Re z # 0. Usando la transformada de Laplace se obtiene

(1.3) Loq {10:|"u(z, 1)} = Ppg {K(p)ulp, 1)},
donde K (p) = |p|®. En efecto, el teorema de Fubini implica

Lomq (10| 7ua, 1))

+oo
/ e~ 0, | “u(x, t)dx
0

1 “+o00 100
= | dee / & pl*a(p, t)dp
0

27T'L —ioo
1 100 +o00 ( )
= . dp|p|“u(p, t)/ e\ PV qy
27(_7, —ioo 0
1 [ 1

= —— — |p|*u(p, t)dp
2mi _mp—qH 1)

= Py {K(p)ulp.t)}.

Como la funcién u(p, t) es analitica para todo p tal que Re p > 0, usando la férmula
integral de Cauchy obtenemos

(1.4) Ppq {ulp,t)} = ulg, ).

Aplicando la transformada de Laplace con respecto a z al problema (0.4) y usando
las ecuaciones (1.3) y (1.4) obtenemos

{ Py {ue(p,t) + K(p)u(p,t)} =0, t>0;

u(p,0) = uo(p)-

(1.5)
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Ahora, escribimos (1.5) en la forma

a(pa 0) = aO(p)a
donde ®(p,t) es una funcién tal que
]P)P—’(I {(I)(pv t)} = 07 Re p > 07

(1.6)

y
|®(p,t)| < Clp|*~",  |p| > 1.

Aplicando la transformada de Laplace con respecto a t al problema (1.6) se obtiene
§a(p,€) —(p,0) + K (p)u(p,§) = B(p, &);

a(pa 0) = ao(p)a
o bien,

~

(17) 50,9 = e (W) +80.)

donde Re p > 0y Re £ > 0. Aqui, 5(])7 &y ;I\D(p, €) son las transformadas de
Laplace con respecto a t de u(p,t) y ®(p,t), respectivamente.

Con la finalidad de obtener una férmula integral para la solucién del problema
que nos ocupa, es necesario conocer a la funcién ®(p, t). Para encontrarla usaremos
la condicién de analiticidad de la funcion /ﬁ\(p, &) para Rep > 0y Re & > 0.
Primero, extendemos ﬁ(p7 €) sobre Re p = 0. La ecuacién (1.4) y la férmula de
Sokhotski-Plemelj implican que para Re p = 0 se satisface

p.6) = lim Py {i(a.6)}

z—

Rez>0

— lim */ ——ulg,€)dg

Rez20 2mi —icc § — 2
1™~ 1 = 1~
= —— — d —u .
57 ﬁwq_puwé)q+2wn©
Entonces,
= L™ 1 =
(1.8) u(p,§) = —— ——1i(q, §)dg.

i) oo § — P

De la ecuacién (1.7) se sigue que (1.8) es equivalente a

(19) 6+(p7 g) = 7A+(p7 5)7
donde
1 1 1 -
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Yy
1 [ 1 1

(1.11) A(z,6) = i /_ioo EWUO(QMQ-
Definimos

1 [ 1
(1.12) ) =5 [ a0,
donde (

K =
Notemos que para Re z > 0,

Q(z,¢) = L ! ®(q,€)dg

1 [ 1

i) K@) e
= P, {8(6.0} —€0(=.¢)
_66('276)

(q,8)dq

Entonces,

(1.13) Q" (p,§) = —€07(p,§).

Observemos que las definiciones de © y €2 implican

U(p,&) = K(p)[©F(p,§) — 07 (p,§)]
QJr(p,é') 797(1)75)

Sustituyendo (1.9) y (1.13) en la ecuacién anterior obtenemos

K(p) |-A"(p,&) + %Q_(p, & =" (p, &) —Q (p, &),
o bien, para Re p = 0,

K(p)+&,-
(1.14) 04 (.6) = L ,.6) - KA ().
La ecuacién (1.14) corresponde a la condicién de frontera de un problema del
tipo Riemann-Hilbert no-homogéneo, en el que buscamos dos funciones Q% (z, €)
y Q7 (2,¢), analiticas con respecto a z, en los semiplanos izquierdo (Re z < 0) y
derecho (Re z > 0), respectivamente. Para encontrar la solucién, definimos

o= (B0) =13
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donde K (p) = [p|*, Ki(p) = p®, a € (3,1) y

i( R ZQGRJr.

p) =

pe

(p T 20)2
Notemos que ¢(p, -) satisface la condicién de Holder y se cumple que el indice de
o(p,-) es igual a cero. Entonces, ¢ admite la representacién

+
(1.16) o0.6) = -,
donde

X*(p,6) = lim X(2,6), X(2,6) =9,

+Rez<0

o= [ (oo}

27i ico 4
Luego, definiendo
YE(p,§) = COuwt(p),
de (1.15) y (1.16) se sigue que

(1.17) S

et (M)
11)

Sustituyendo la ecuacién anterior en obtlene

De aqui,

(1.18) K(p)A™(p, ).

Yipe) \ ¢ Y*(p, O Y9
Por otro lado, la férmula de Sokhotski-Plemelj y (1.11) implican
+ A — 1 -
N (0,6 = A~ (0, = g o®)
Luego
(1.19) (K(p) + AT (p,§) = (K(p) + &) A (p, €) + To(p)-
Sustituyendo
Y+
K(p) + € = 3= (o8 (K) +)
en el lado derecho de la ecuacién (1.19) se obtiene
y+
(K )+ A (.6) = =253 (K1) + O A~ (. €) + ).
La ecuacién anterior implica
1 1 1
WK(Z?)M— =y (Ki(p) +§A™ + VT (o (p) — EAT)
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Ahora, sustituimos la ecuacién anterior en (1.18),

o= (R S L (Rl + 94— g (@) — €A7).

Y+ ¢ Y- Y
De aqui,
QFf —¢At Ki(p)+ &\ [(Q — &A™ 1.
(1.20) v :( ! : > ( - )—wuo(p).

Usando que el segundo sumando en el lado derecho de la ecuacién anterior satisface
la condicién de Hoélder, obtenemos

1

) — gt 7
(1.21) Y+(p’€)uo(p) U™ (p.§) = U™ (p.¢),
donde
Ut (p,&) = lim U(z,€)
y

1 [ 1 1
U(Z7f) = %/_wo q_—zmuo(q)dq

Entonces, sustituyendo (1.21) en (1.20),
QFf — AT n Ki(p)+&\ [Q —&A~ -
Tt = (R (B o

En la ecuacién anterior, tenemos la igualdad entre los limites de funciones analiticas
en los semiplanos izquierdo (4) y derecho (—). Por lo tanto, el teorema de Liouville
implica que la solucién del problema del tipo Riemann-Hilbert no-homogéneo, con
la condicién de frontera (1.14) es:

QO (p,§) = =Y (p, U (p.§) + AT (p,§)

&
Ki(p) +5Y

Q*(p,g) = - 7(p7£)U7(p?€)+€A7(p7£)a

donde Y*(p, &) = wt(p)e @4,

1> 1 1
U(z,€) = %/_ioo q_izmuo((ﬁdq
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Notemos que

S T Er R
S S {rﬁla (p)]+£A
K(p) +¢ 0
___¢ YUt + 3 Uo(p) + &A™
K(p) +¢ (p) +¢
Entonces,
_ 3 - £ .
Q-i-_Q — _ +77t+ A+—A _
e 1] e - - g
Luego,
K (p)

U(p, &) =0T (p, &) — Q0 (p, &) = — Y (p, &)U (p, ).

K(p)+¢
(p)

Por lo tanto, recordando que ¥ = ﬁ@, obtenemos

~

(I)(pa 5) - 7YJF (pa g)UJr(p’ 6)

La ecuacién anterior para o implica que para Re z > 0,
Py {30 6)} =0,
Asi, hemos obtenido para ﬁ(p, §),

0. = o0 (W00~ Y (.00 (2.9)).

Usando la formula de sokhotski-;imelj se sigue
. 8.6 = g (0 - V0.0 (U004 722 )
= o P OU.6)
o bien,
0. =~ ROV (6

Notemos que la ecuacién anterior implica que ﬁ(p, £) es el limite de una funcién
analitica en el semiplano derecho. Aplicando la transformada de Laplace inversa,
con respecto a p y &, en la ecuacién (1.22) se obtiene

1 100 100 Y+
0= [ e O
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donde

en la ecuacién anterior e intercambiando las integrales se obtiene la férmula para
la funcién de Green,

L e [T e YO
G((E,y,t) - (27_‘_2)2 /—7,00 df@ /_ioo ep K(p)+§Z (pagvy)dpv
donde

1 e
Z7(p.&y) = lim — / ]
Rzej§0 2mi —ico 4 T % Y+(qa é-)

Asi, la Proposicion 7 ha sido demostrada. l



Capitulo 4

Estimaciones a priori

1. Asintética para la funciéon de Green
En ésta seccion demostraremos la siguiente proposicién

PROPOSICION 8. La funcién de Green G, dada por la férmula

100 100 Y+
(1.1) G(z,y,t) = —ﬁ/ dgeﬁt/ epwﬁz—(p,f,y)dp,

—1i00 —100 K(p) + g
donde
L[>~ 1 1
1.2 Z = Ty
(12) Cen=g= [ e
satisface la representacion asintotica
(1.3) Glz,y,t) =t~ %A (xt—é) o) (t—éw”yﬂ) :
donde 0 < pp<2a—1, 1 <a<1yA(s) € L™ (RT) se define por
1 100 pl°
A(s) = — PPl
(5) = 5 - p

ei%a 100 . 100 erg—(p7€) (%)5 _ e*i%a
T o _o d§6 / ePs dp
(27TZ)2 \/7100 —i00 |p|a + 5 ’

1 [ 1 o ~1\
I (p€) = lim —./ I 14 +5<‘-’ ) dq
Rez<p[) 27TZ —100 q -z q +£ q + 1

OBSERVACION 4. De la estimacidn (1.3) se sigue

donde

1

| (6o - ria (o)) <z><y>dy' < CrHE g,

donde
“+00
[@llL1m =/ (14 2)"|p(x)|dx.
0

Por lo tanto,

(1.4) |gwe—t=2a (06 %) s0)], . <t =+ ],

31
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donde .
f(6) = /0 $(y)dy.

Demostracion. Primero, estudiemos la funcion

(eo=5m [ —w{eeod

_% —ic0 4 — 2

donde

_ K(q) +¢ <q20>€;
Ki(Q)+&\a+20/)

#(q,8)

Notemos que
Q .
arg {d(q,§)} — —ga, ¢ — Fioo.

Ahora, escribimos la funcién I' en la forma
1 100

F(Z,é.) = o

27 ) _joo @ — %

In{e"2%¢(q, &)} dg

(1.5) '
1 [ 1

% —ico 4 — 7

In {eﬂ%“} dq.
Calculamos la segunda integral en (1.5) explicitamente,

100 100
L_ ! In {e_i%“}dq = —g/ L dq
2mi —ic0c 4 — 2 4 —ico 4 — %

(1.6)
= iga sgn (Re z).

Ahora, estimamos la primer integral en (1.5),
1o 1

% —ico 4 T 2

. £ o
L[> 1 xo K I+ % — 2 2
= — I d giza K@) Kéq) (‘1 ZO) dq
27 L KI(Q) 1+W q+ 2
; £
1 100 1 1+7
TV J oo 4 — % 1+m

L b 1 1] cizati—san(img) (4= %
2mi —ico 4 — % q+ZO

Usando la estimacion In(1 + z) = O(z) obtenemos

i £
1 100 1 1+ ==
(1.8) — In KD Ldg =0 (i) .
27 ) oo @ — % 1+ @ z

In{e">“¢(q,&)} dq

(1.7)

wlR

} i
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Por otro lado, notemos que para Im ¢ > 0,

[3

e (22) = S ) - 0ala)

q+z0
(1.9) :Oé[(7T+arctam(zo>)—(7T arctan( ))}
2 [\2 lq] 2 lal
= «arctan 0 R
lq|
y para Im ¢ < 0,
(1.10)
q—20\7?
= —[0 -0
arg(q+zo) 6:(q) — 62(q)]

[CI RN Y e

(ERE

=0
q
0
= —am — «arctan ()
q

Aqui, hemos definido a la funcién ¢ — (;{T_—jg) * en C menos el segmento [—20,20] C

R, donde los angulos locales con respecto a zyg y —zp son: —1 < 01 < 7y
0 < 0y < 27, respectivamente. Entonces, de (1.9) y (1.10) se sigue que
a sgn (Imgq) arctan (| |>

arg 4 ¢iFa(-sen(ing) (L=%0) "
q+ 2o
1—e
20
0 (q) .

Luego, de la definicién de la funcién logaritmo y la estimacién anterior se obtiene

L7 seossama (27 20) 0L
271 ) oo 4 — 2 q+zo

)= (5 e (55))]

1 o
21 ) oo 4 — 1+ ;
(1.11) +i arg 15 a(1-sgn(Imq)) q—20)\ 2 dq
27 —ico 4 — q + 20

Zé_e o

=0 Sl—e + 5o o o q_zsgn (Imgq) arctan |q\ dq
1—e
20
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Entonces, sustituyendo las estimaciones (1.8) y (1.11) en (1.7), obtenemos

100 1—e
(1.12) 1 ! m{é?%@£ﬁdq=0(§J4*9<2ﬁ)-

2m ) oo @ — 2

Luego, sustituyendo (1.6) y (1.12) en (1.5), obtenemos la siguiente estimacién para
la funcién T,

o f Zl—e
(1.13) I'(z,6) = i segn (Rez) + O <z> +0 (;{_6) .

[e3
De la ecuacién anterior se sigue para Re ¢ = 0,

FW%@Z—&@+O<;)+O(%%>.

qlfe

N
Luego, recordando que Y+ = el w*, donde

w () = ——,
(¢ —20)2
obtenemos
(_ira i zé:e o
1 (risereiE)ro(G=)) (1_ZO>2
Y+ (q,¢) q
1—e
_ cito (1 e (5> e (Zg )) (1 e (0>)
q* q—° q
1—e
- eiia+0<i> +0 (Z(j_ )
q =
o bien,
1 x €l |zl C
(1.14) ‘—614“ g()(+ .
Y*(q,¢) lgl* — lgl'=
Ahora, notemos que las ecuaciones
o[> 1
— ——e Wdg=—e"*Y, Rez>0,
2m1 ) oo @ — 2
y .
1 o1 1 ‘m
— —_— —e'1%)dg=0, R 0
2mi 4mq—Z<Y+@£) ‘ ) e=h e n
implican que la funcién Z admite la representacién
(1.15) Z(z,&y) = T% W + Zy(2,€,y), Rez>0,
donde

1 [P 1 1 .
7 = otz —Y _ =2V (.
(2, & y) QWi/ioqu(Y+(q,§) e's )(e e ) q
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Ademas,

Z(;(pvgvy) = lllr}) ZO(vaay)

Rez>0

o[> 1 1 w@> _ _
= - i e~ — e7PY) dg,
2mi ) joq —p <Y+(q,€) ( )

entonces

Z7(p.&y) =€ "+ Z7 (p,&y), Rep=0.

Sustituyendo la ecuacién anterior en (1.1) obtenemos

ifa 100 100 +
(1.16) G(z,y,t) :—67/ dfeft/ emme*wdp—i—Ro(%yvt%

(27Ti)2 —100 —1i00 K(p) + E

donde

1 200 100 Y+
Ro(z,y,t) = _W/ dfegt/ BPIMZJ(p,ﬁ,y)dp-

—1

Ahora, sustituyendo la ecuacion

Y (p, e = 14T (YH(p,£) —e7'5%)

et (YH(p,§) — e ) (e = 1)+ (e — 1)

en (1.16) se obtiene

1 00 00 1
I &t pr__ =

100

ey 100 100 Y+ o —iTa
e [ g
(27”) —100 —100 K(p) + 5

[ g [ Y e

1 100 100 . 1 B
- (271—2)2 [100 dgegt [zm “ K(p) + 5 (e v 1) dp

+R0(£L', Y, t)v

35



36 4. ESTIMACIONES A PRIORI

o bien, aplicando los teoremas de Fubini y Cauchy en el primer y cuarto sumandos
de la ecuacién anterior,

G(z,y,t) = QL err KWt dp
Tt J—ico
el [ o Y H(p,€) —etie
_ d Et/ ePT ’ d
(27Ti)2 »[zoo 56 —100 K(p) + 5 P
et 100 100 Y+(p f) — e ifa 3
_ d Et/ px ’ Py _ 1) d
(27Ti)2 [zw ge —100 ‘ K(p) + 5 (e ) P
1 100
o ePr— K@)t (e™" —1)dp+ Ro(z,y,t).
Entonces,
(117) G(J?, y7t) = Ao(l‘,t) + RO(xaya t) + Rl(xvyat) + RQ(£7 y?t)a
donde
1 100 B ei%a 100 100 Y+(p 5) o efi%a
Ag = — pr—K(p)t g _7/ d Et/ pT ’ d
* T omi ) P ) T T Kmre
y
Lo YY)
R I s
0 (27”)2 —100 —100 K(p) + E 0 ( )
S o LY (p€) - et
1.18 R = —— d gt/ pE ’ “PY — 1) dp,
( ) ! (27TZ)2 /—zoo ge —1i00 ‘ K(p) + f (e ) P
_ 1 i pz—K(p)t (,—py d
Ry = o e (e — 1) .

—100

A continuacion, demostraremos que Ay admite la representacién
(1.19) Ao(z,t) =t~ A (xt—%) .

Haciendo los cambios de variable p = t*5q0 y & =t~ 1q, obtenemos
(1.20) Y*(p,&) =Y (q0,q1)-

En efecto, primero recordemos que Y+ (p, &) = eI’ @€ w+(p), donde

0.8 = gof o ole.Oda+ 30(0.6)
(K@ +E\ w(p) ) = 9
00.9=(Gorre) ) ¥ U= s
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1
Tomando zy =t~ =, obtenemos

i)’ 2
wi(p) = wi(t_éqO) = ( qO) « = % o = wi(q0>‘
(t—iqo ¥ t—é) > (pF1)>
Luego,
R T PR K(go)t™ '+ qit™! ) w”(q)
d)(p) f) - ¢(t QO7t Q1) - (Kl(qo)t_l ¥+ (J1t_1 w+(q0) - ¢(q0a (11)

Definiendo ¢ = t‘éqQ7 se obtiene de manera andloga

gb(q,{) = ¢(QQ,L]1)~

Entonces, sustituyendo p = t_éqo, E=t"lqyq= t_éQQ en la ecuacién para I't,
se sigue

I (p,&) =T (po, p1)-
Por lo tanto, la ecuacién (1.20) se cumple. Ahora, haciendo los cambios de variable
p= t‘éqo y € =t ¢ en las integrales que definen a Ay se obtiene

100

1 1
Mo, ) = 174 / et =K (@) g
—100
A o [
(27”)2 —i00 —i00 K(QO) +q1

Por lo tanto,
Ao(z,t) =t = A (xt—%) ,
donde (cambiando gy y ¢1 por p y &, respectivamente),
100

Alat—%) = L ep””fé*K(p)dp
2m ) _;

PR ico 100 + —ifa
[ [
(27”) —100 —100 K(p) + E
Ahora, demostremos que la funcién Ry definida en (1.18) satisface la siguiente
estimacion

(1.21) |Ro(z,y,t)| < Ctatyr < 20— 1.

Primero, recordemos que
1> 1 1 x
Zy (p,&y) = 7/ — ( - e“a) e” W —e PV dg.
0 (P68) =50 Cico 4 =P \Y (¢, §) ( )
Usando las estimaciones (1.14) y

|e=® —e7P| < 2]q —p|" y,



38 4. ESTIMACIONES A PRIORI
donde Re g =Rep=0y 0 < u <1, obtenemos

- 1o 1 €] zol'™
Zy (p,&,y)| < Cy"/ T ( + |dq|.
1% | Zico lg—p[* 7 gl glt—e

Haciendo el cambio de variable ¢ = pz, se sigue

) N Y A
Zy (0,6 y)| < C (+ ().
%0 &) < O\ e * i ) L o (e i

Entonces,

i o, lal
Zy (p:€y) SCy“( + :
% 0 el O o ¥ e

siempre que p < min{«, 1—¢}. Ahora, usamos la desigualdad anterior para estimar
Ry, (1.18),

100
1
Ro(w.y.0)] < € [ Jagle ™ [ S 125 (.6 0y
- 10 1 [3 |20/
< C’y“/ d€le AIE|t/ ( + dp|.
T TR e e ) 1)
Aqui,

C, = {5 € (ooeii(%“l),O) U (ooei(%+€1),0>}, €1 >0,

y hemos usado que |ef| = ef¢ &t < e Mélt para € € C; y algin A > 0. En

la desigualdad anterior, tomamos zy = t~a y hacemos los cambios de variable
1 —

p=qt™= yE=qt

» v [l (il |
Ro| < Ct i(u+1)yu/ dqile )\|q1|/ + .
ol ., |l o K@+ \Jgew T i

Entonces, tomando ¢ < 1 — a,

(1.22) |Ro(z,y,t)| < Ct— =t Dyn,

siempre que g < min{«a, 2a — 1} = 2 — 1. Ahora, demostremos que la funcién Ry
definida en (1.18) satisface la estimacién

(1.23) |Ry(z,y,t)| < Ct—aHDyr <20 — 1.

Usando que

1—e
v -] <o (L 4 1)
} (p.§) —e | = ple " Jpli

(1.24) le™PY — 1] < 2|p|" y*,
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donde Re p =0y 0 < p < 1, obtenemos

100 + —i T
C dele— el !Y (p,§) —e's ‘
e [ e

_ o |dpl €| |20| ¢
Cy* / e el / + dpl.
c —ico [K(p) +&] \p|*=#  [p|t=er

Entonces, tomando zy = t’é7 € < 1 — a y haciendo los cambios de variable
p= qt’i y € = @1t~ !, obtenemos la estimacién (1.23). Por tltimo, demostremos
que la funcién Rs definida en (1.18) satisface, al igual que Ry y Ry, la desigualdad

| R

IN

e 1] |dsl

IN

(1.25) |Ro(z,y,t)| < Ct=aWtDyr <20 — 1.
Usando la desigualdad (1.24), se obtiene

|[Ro(w,y,t)] < C | e K@ emv —1]|dp]

—100

Cy / KW plF dp|.

IN

Haciendo el cambio de variable p = qt_%, se sigue

|Ro(,y, t)| < Ct= a0t yn / e~ K@ |g|" |dg|

—100
Entonces, se cumple (1.25). Por lo tanto, usando (1.19) y las estimaciones (1.21),

(1.23) ¥ (1.25) en (1.17), obtenemos la representacién asintética (1.3) para la
funcién de Green G. B

2. Estimaciones para el operador de Green

La meta de estd seccién consiste en encontrar estimaciones en espacios L*# (RT),
donde 1 < s < ooy u >0, para el operador de Green G, definido por

+oo

G(t)p = G(x,y,t)o(y)dy.

0

Iniciamos con una estimacién en el espacio L™ (R*), para t > 1.
LEMA 3. La siguiente estimacion se cumple,
1
1G()llLe < Ct™= ||¢]La-

Demostracion. Primero, recordemos que la funciéon de Green G esta dada por la
expresion

B 1 100 . 100 xY-i-(p’g) _
(21) G(.T,y,t) = —W/;ioo dfe t/_ioo eP mz (p765y>dpa
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donde para Re z #£ 0,

1 [ 1 1
J S ¢ ')
Z(=6y) = 2W2[imq—zY+(q7§)e .

Usando la férmula de Sokhotzki-Plemelj, se sigue que
1

+ _ _ —py
Z7(p&y) = Z7(p, &) TEIrG

Sustituyendo la ecuacién anterior en (2.1), obtenemos que la funcién de Green G
satisface la representacion

(22) G(Z‘,y,t) = Jl(‘r - y7t) + JQ(x7yat)7
donde

1 100
B —y1) = 5 / P =K@t g,

—100

e [ )
JQ(l’ayﬂt)* (27”)3 /ZOO dg ¢ /71.00 ()_1_5 ( Ea )

. . . . . _1 .
Primero, estimamos J;. Haciendo el cambio de variable p = 2zt~ %, se obtiene

1

t— = 100 1
Ji(z —y,t) = 5 / et @@y =Kt g,

Luego,
Il e

Por lo tanto,
(2.3) [Ji(x —y,t)| < Ct=
Ahora, estimamos Jo. Considerado la extensién de la funcién K (p),

(_ip)aa Im p> 0;

K(p) = _
(ip)*,  Imp <0,

y usado los contornos

- {g c (ooe*i(%“l),o) U (o,ooei(%“l))}, e >0,
Co = {p € (ooe_i(%“"‘),()) U (O,ooei(%Jr”))} , €2>0,

obtenemos la siguente representacién para Js:

(24)  Ja(e,y.t) = /C de ! /C Z*(My)
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Notemos que

1 o[>~ 1 1 iz
Z(2,&y) = — (M - el“a) e”Wdq

(¢

ei%a 100 1
o= / e~ dg,
2mt ) oo @ — 2

donde Re z # 0. Entonces, para Re z < 0 se sigue

1 [ 1 1 x
A - - R &
(2:6y) 2mi /ﬂ-oo q—z (Yﬂq,é) <

% —ico 4 T 2

Luego, usando la desigualdad (1.14),
1

Y*(q,8)

s
1406

1—
<C ('5 4 [l

obtenemos

lgl> ~ [q|*~

1 el
2(z.6.y)| < C/ ( + dq
| fgle T g ) 14

[
<o 5L ,
- <z|a I
donde Re z < 0. Por lo tanto,

1—e
Z7(p, €, <C<f|+zo| >
1Z"(p, &, y)| < ol T

donde Re p = 0. La desigualdad anterior y (2.4) implican

i

o [ 1 (1€
| Jo(z,y,t)| < C/c1 |d€le /<:2 |K(p) + ¢ (Ipl“ -

Tomando zp = t=& y haciendo los cambios de variable
1 _
p= zt ’ y f = glt 17

en la desigualdad anterior, se obtiene

1 1
Jola,y. )| < Cts [ |dg e—clfll/ (
12,9, ) il K@ 6]

Pero

€4

|Z0‘1—e
o )|

1
LI, -

2|

|Z|175

RS 31} 1 )d P L.
/cz |K<z>+fl|(|z|a+|z|1—e dz] = 16| /c IOESILE

) |dz].

|dz|

1 1

o
€0t e, 1K (2) + 1] [2]'

=)
&t )

IN

c (|£1 o1y

|dz|

41
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siempre que a > % y € < a. Por lo tanto,

(2.5) |Ja(z,y,t)| < Ct %, a> %

La ecuacién (2.2) y las estimaciones (2.3) y (2.5) implican que
G,y ) < CE %, a> .

2

Entonces,
“+o00

”g(t)QSHLOO = Ssup G(x,y,t)gb(y)dy

zERT

0

IN

+oo
/0 Gy, D)]|6(w) |y

“+o0
crt / 16(y)|dy

= Ot % ||gllu:.
Por lo tanto, el Lema 3 ha sido demostrado.
Ahora, demostremos una estimacién para el operador G, en el espacio L™ (R™),
para t < 1.

IA

LEMA 4. Las siguiente estimacion se cumple,
IG()llL < Ct== (||gllLs + [[@llee<)
donde 1 —a < v < 1.

Demostracion. Primero, notemos que la funcién de Green G admite la repre-
sentacion

(26) G((E,y,t) :Jl(xfyvt)+J2(mayvt),
donde

Ti(r—yt) = —— /m P -K®)t gy

211 —i0o

Jo(z,y,t) = 2@ / fe‘ftfczdpem f)f

) /<:3 q *pY*(lq,f) <K1(< )):56) ¢ o

Las integrales en J; estan definidas sobre los contornos:

C1= {5 € (ooefi(%+51)70) U <0, ooei(%+€1))}, €1 >0,
Co = {p € (ooeii(%“?),O) U (0,ooei(g+52)>} , 9> 0,
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C3 = {q € (ooe_i(%_a3),0) U (O,mei(%_53)>} , e3>0.
Ademads, hemos considerado la extensién de la funcién K(p),
(=ip)*, Imp>0;
K(p) =
(ip)*, Imp<O0.

Para estimar .J;, usamos la representacién

1
Ji(r,t) —/ e”T*K(p)tdp,
Ct

" 2mi
para £+r > 0, donde
Cy = {p € (ooefi(%is),O) U (0,ooei(%i5)) }, e > 0.
Haciendo el cambio de variable p = 2t~ = y usando la desigualdad |e*| < |27,
~ > 0, obtenemos la estimacion
[Ty (r,t)] < Ot~ w0077,
o bien, para z,y > 0,
(2.7) [Ji(z =y, 1) < Ct =0 |z —y| 7.

Ahora, estimaremos Jo. Usando la desigualdad |e~%| < |¢| "7y~ 7, donde Re ¢ > 0,

y >0y~ >0, obtenemos
[ Ja(2,y,t)| < Cy™ |d§\e—cws|t/ |dp| 1 |dg
Cl C2 |K(

p)+&l Je, la—pllal

Ahora, hacemos los cambios de variable
Y 1 _
p=zt e, q=unt « y fiflt 1;

en la desigualdad anterior,

b)) < o0y [ gy ectel |
1

Usando la estimaciéon

|dz] 1 |dz|
2 K (2) + &1l Jey |21 = 2] [

1 1 1
/ e ldm|<C—,
cs 121 — 2] |z |7 2]

se sigue

1 1 1
28) |y )| < Ct-30=0y=1 [ |dg je=Clal / TRl
(2:8) e ASOERIER
Pero

/71 e = —— / S N
e [K(2) + & [ 611D e, [K(2) + 1] |2
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De aqui,

1 1 1
T e | S O
/C2 |K(2) + & |27 &y 1= a =)
siempre que 1 — a < v < 1. Entonces, sustituyendo la desigualdad anterior en
(2.8), obtenemos

1
< Ot~ ad=7),— —Cl&|
|J2<.’I,‘,y,t)| <Ct Y /Cle ' |£ |1 (1— 'y)| 61‘

donde 1 —a < v < 1. Como la integral en la desigualdad anterior converge, hemos
obtenido la estimacién

(2.9) |Ja(z,y, )] < Ct™==y=7 1_a<y<1.
Entonces, la ecuacién (2.6) y las estimaciones (2.7) y (2.9) implican
G(z,y, 1) <O (jp—y| 7V +y77), l-a<y<l

Luego,
+o00

IG(#)¢llL~ = sup

zERT

0 G(x,y,t>¢<y>dy]

+oo
< sup/o G, 9, )| 6(y)|dy

zeRT n
< ct—=0-7 / (lz =97 +y77) [o(y)|dy.
0

Finalmente, notando que

—+o0 —+oo
[ s ety < c/ Wiy +C [ jotwy
0
+ sup |o(y |/ |z —y| "dy
yERF

< C(llollur + lI¢llee)

+o0 +“>
/ yéW)ldy < sup loly |/ Wdyw/ »)dy
0 yeER+

C(lllee +llolle),

A

IN

se obtiene
IG(H)¢llL~ < Ct==0=D (gl + [[¢lln) -

Por lo tanto, el Lema 4 ha sido demostrado.
Introducimos los operadores

+oo
(2.10) Ti(6)p = 0(x) /0 Ti(e — .06 (y)dy



2. ESTIMACIONES PARA EL OPERADOR DE GREEN 45

y
+oo
(211) )0 =0(a) [ Bl o)y,
donde i
Ji(z —y,t) = %/ eP—y) =K@t g,
y
133 € p7§)
Ja(z,y,t) = 27m /d&e /Czdpep :
Ki() + E) g
x/cg q—pY*(q,E) <K(q)+§ c o
Entonces, el operador
“+o0
G(t)g =0(z) ; G(z,y,t)o(y)dy,

donde
G(x,y,t) = Jl(x - yvt) + JQ(xavav
se representa en la forma
(2.12) G(t) = J1(t) + J2(1).
En el siguiente lema, damos una estimacién para el operador G, en el espacio
L? (RT), para t < 1.

LEMA 5. Las siguiente estimacion se cumple,
1G@)¢lILe < C (Il + [|6llLe=) -

Demostracion. Primero, estimamos el operador /;. Haciendo el cambio de vari-
_1 .,
able p = gt~ <, obtenemos para la funcién Ji,

(2.13) |J(r,t)| < Ct™ =
Ahora, hacemos el cambio de variable z = t‘ir,
I R
t) = =R dg.
i) 271 ¢ q

—1i00
Integrando por partes en la ultima ecuacién obtenemos

L ; 1
tTa (1 veo t—a o fe
Ji(rt) = 5= ()/ e K@ gerr = —__ (%) (g )eqz K@) qq

21t \2) J_ioo 211 Cice 4

Entonces,
11 e Ol
0] < 0% e [ a0 g
+

para +r > 0, donde C+ se definen como antes. Asi, para v < «,

1

(2.14) BAGRI] = CtiéMT”'
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Por lo tanto, de las desigualdades (2.13) y (2.14) se sigue
t—a
1 I+v?
1+ (t‘E |r|)
Recordemos algunas desigualdades clasicas:

. Desigualdad de Young. Sean f € LP(R) y g€ Lq( ) donde 1<p,q< oo,
+ > 1. Entonces la convolucién h(x fR (y)dy pertenece a

L"(R ) donde 1 = 1; + E —1lyla des1gualdad de Young
(2.16) 1Al < [ flleellglle

se cumple.
= Desigualdad de Minkowski. Sean f,g € L? y 1 < p < oo, entonces

(2.17) If +glle <[l flle + gl

= Desigualdad de Interpolacién. Sea f € LP(R) N L% (R) with 1
q < o0, entonces f € L" (R) para todo p < r < ¢ y la desigual
interpolacion se cumple,

(2.18) 1 fller < IFIER I F Il
donde%:%—&—l_—ayogagl.
s Desigualdad entre las medias aritmética y geométrica. Si a y b son no-
negativos, entonces

b
(2.19) Vab < “;F .
De (2.15) y la desigualdad de Young (2.16), obtenemos
17l < 1A [dllee < Clléle,

(2.15) T (r,t) < C v <a

<p<
dad de

ya que
+o00o 1
[1( )] <C/ )1+7dT:C/—oo 71+|r‘1+vdr§0.

Finalmente, usando la desigualdad de Interpolacién (2.18) y la desigualdad entre
las medias aritmética y geométrica (2.19), se obtiene

I8llze < ol ol < 5 (H¢||L1+||¢”L°°)-

o 1+ t’*|7“

Por lo tanto,

(2.20) 171l < C (¢l + ll¢flLe) -

Ahora, estimamos al operador J5. Primero, por el teorema de Cauchy se sigue
para Rez < 0,

1 %0 o—qy 1 1
2(289) =5 /w P <Y+<q,s> - Y(q,@) 4
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Notemos que
1 11 [(Kip)+¢ 1 (Ki(p)—K(p)
(221) Y+_Y_Y<K1(p)+£ _1)_Y<1K(p)+€)'

Entonces, usando (2.21) y las desigualdades e=€191¥ < Cy=7|¢|~7, donde Req > 0
yv>0,y

(2.22) LR 0<y, <1
. < s Y )
|K(q) + £ g =7)]¢m !
se obtiene
y_'Y 1 1 y_’Y
Z(z,6.9) < C / dl<c— YV
128901 < Clemr |, Te— Al laran 4 < O gz

Entonces, usando las desigualdades (2.22) y |le=CIP17|| . < C|p|~2, se obtiene para
Jo

0 ldg] |dp|

ioe P e, Jpl a2 =

1oy e < Cy™ / Cy.

Por lo tanto,

“+ o0
[72(t) ¢l S/O 172( 5, )Lz lo(y)ldy < C ([|9llLs + [|6]lLe) -

Asi, la desigualdad anterior y (2.20) imply la estimacién del Lema 5. B
En el siguiente lema, estableceremos una estimacién para el operador de Green
G en el espacio

L (RY) ={¢: 4| Lo = [[(1+2)" 9]
LEMA 6. La siguiente estimacidon se satisface,
_1(1_1_, _1(1_1
1@ lnen < Ct2 G721 lg]lnr + 175G g e,
donde—1<—l(l—l—u) <l,1<s<r<ocoyl0<pu<l.

(o3

Lew <00},  [[@] Le-

Demostraciéon. Para estimar el operador de Green G usamos la ecuacién (2.12).
Primero, estimamos el operador [J;, definido en (2.10). Usando la desigualdad
ot < |x —y|* +y*, donde 0 < p < 1, y la desigualdad de Minkowski (2.17),

obtenemos
+o0 +oo . %
- z =yl Al - d dx
Lo < (/0 (/O | Y| Ji(z —y,t)|| ()] y> )
+oo 400 . %
+ </0 (/0 yH|Jy(x — y,t)||¢(y)dy> dx) _

Entonces, la desigualdad de Young (2.16) implica
(2.23) [71(E)BllLew < (T2 (D) |Lew |@llLr + 115 ) leel|@llLre,

[71(t)¢]
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donde%:%—i-%—l,1§p,r§oo,1§%—i—%§2y0§u§1.Lueg07usandola

desigualdad (2.15),

_1 1
|J1(Tvt)|§0t * R T4~ 7 <a
1+ (t—a|r|)
obtenemos
P P
e |r[*
1 r
el <t | [ s | ]
—o \ 14 (t—am)
o bien,

2G| < C2w(7570) (/j (MT[’[)M)pdr); .

11 () o < Ct=w (07570),
siempre que 1+ vy — pu > %. Recordando que % = 1 + % — 1, se sigue

Entonces,

(2.24) 11 )| < Cmw (i),
donde 1 +— 5 —wu+~vy > 0. Notemos que f%(%f%fu) < 1, ya que v < a.
Sustltuyendo (2.24) en (2.23), obtenemos
(2.25) 17 @ leen < Ct2E=2 Mgl + O3 G2 g lpm,
donde —é (% — % —u) <1, 1<s7r<o0y0<pu<1. Ahora, estimaremos el
operador />, definido en (2.11). Primero, notemos que la funcién .J5, definida por
,S)
Ja(z,y,t) = /d{eft/ dpem
( 27m Co +&

) /<:3 q —pY*(lq,ﬁ) <K1(( )):S) ¢ e

satisface la siguiente desigualdad,

|J2($ y7 | < C/ ‘d§|€ C‘f‘t/ |dp| —Clp|z
1
x/ L Clagg,
¢ la—pl

+oo
(18] < / (a1, )| 6() |y,

K ()+€|

Entonces, usando
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obtenemos

C d clelt d Clple___ L
2001 < € [ jaete [ apleeine ot

1 T o
dgl —— / ¢~Claly|(y)|dy.
e la—nlJo

Sustituyendo en la desigualdad anterior la estimacién

+oo
/0 e=Claly| ()| dy

IN

H(;C‘Iqu

ol

_1
Clal" 7 | 9llL-
donde % + l =1, se obtiene

%09 < C 6l / dele=CIEl / (dp|e=CIrle

1
X [ 1\Q|
s |4 —pl g

o bien, usando la estimacién

1 1 1
/ g <o,
e la—pl g/t p|1

obtenemos la desigualdad

K ()+§|

0ol < Clloly, [ Idele=Ce [ emomwle L 1
|72(t)¢] < Clolly, /Cllﬁe /C2e IO |dpl.
Luego,
o <C . d Clelt —Clplz
||\72(t) ‘L — ||¢HL / | €|€ /C; € Lok |K( )+£|| |

Ahora, sustituyendo en la desigualdad anterior la ecuacién

H ;
e _
Ls:» |p %+V”

obtenemos

[ 72(t)¢|

K(p) +&| |p|ttstr

o bien, recordando que } + 1 =1,

1 1
a8l < Cllol, | liele < [ .
” 2( )¢||L H¢HL e | §| s |K(p) +§| |p|1,:+§+#

Entonces,

1

172(t)¢) a(rmimn)—1ge,

pon < Cl0llg /C e~Clele

|d

llp\

_ 1 1
on < C 1ol / deeClel / | - — )
Cl Cz (

.

49
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donde 0 < % — % — 1t < a. Por lo tanto,

(2.26) 12 ()¢l < Ot 5 G371 gL,

donde0<%—%—,u<a,1§r<s§ooy0§,u<1.Fina1mente,delas

estimaciones (2.25) y (2.26) se obtiene
1

16@®)8llLe < Ot =G gLr + Ot (=3 |,
donde—1<—§(l—%—u) <1,1<r<s<ooy0<pu<1. Asi el Lema 6 ha

T
sido demostrado. l
Finalizamos esta seccién con un Lema, en el que reunimos los resultados de

los Lemas 3, 4, 5 y 6.

LEMA 7. Las siguientes estimaciones se satisfacen,
Gl < C{t} = ()= (Ig]lus + I dllL=) ,
16@)0llL> < C([[dllLr + [[6llLe),
IG®@lleen < Ct==G=2M|jgflgr + Cm2 (72

1
T

IN

|¢HLT*"7 0§M< 1,
donde 0 < v < «,

—%—u’<ay1§r<s§oo.



Capitulo 5

El problema no-lineal

En este capitulo estudiaremos el siguiente problema no-lineal sobre una semir-
recta con valor inicial,

(0.27) up + N(u) + [05|*u=0, t>0, z>0;
’ u(z,0) = up(x), x>0,
donde N(u) = |u|u, o0 > 1, y |0:]* es el operador de diferenciacién médulo-

fraccionario definido por

1 100
.l u(e,t) = 6)5 [ oA dp. a € (0.1),

—i00

Aqui, u(p,t) es la transformada de Laplace de u(x,t) con respecto a z,

+o00o
u(p,t) = Lomp{u(z,t)} = / e PPu(z, t)dx,
0
y 0(z) es la funcién de Heaviside,

1, x2>0;
0(”3)_{ 0, z<0.

1. Existencia local en tiempo

En esta seccién demostraremos la existencia local en tiempo de soluciones
para el problema de frontera con valor inicial (0.27). Por el principio de Duhamel
podemos reescribir el problema (0.27) como la siguiente ecuacién integral

(1.1) u(t) uof/ Gt — )N (u)(r)dr,

donde el operador de Green G del problema lineal correspondiente se define medi-

ante
+oo
()6 = / G, 9, H)6(y)dy.

Asi, la ecuacion (1.1) es equivalente a

+oo
u(z,t) = G(z,y,t)uo(y)dy

(12) / " /*‘” (2, .t — )N (u(y, 7))dy

51
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A continuacién, demostraremos que si una funcién u satisface la ecuacién
anterior, entonces también satisface la ecuacién (0.27). Primero, notemos que es
suficiente probar que la funcién de Green G satisface la ecuacién lineal asociada a
(0.27), Gt + 0.|*G =0, y que G(x,y,0) = §(y — ). En efecto, asumiendo que se
cumplen las condiciones anteriores, obtenemos usando (1.2),

—+oo
ut+|5'm|au:/ (G + 104G w0 (y)dy

0 t “+o00

- / dr / (G +10:1°C) N (uly, t — ))dy
O+oo 0

- &

0
Asi, basta probar la siguiente proposicién:

PROPOSICION 9. La funcién de Green G, definida en (1.1), satisface las ecua-
ciones: Gy + |0,|*G =0 y G(z,y,0) = 6(y — x).

Demostracién. Primero, demostremos que G(z,y,0) = 6(y — x). En efecto, us-
amos que G = J; + Jo, donde

1 100
Ti(x —y,t) = %/ P -K @)t gy
—100

. 1 ioo ¢ oo T Y+ (p7 5)
Ry ) =~ /_m dée t/_m R el PV

Como Ji(x —y,0) = 6(y — z), es suficiente demostrar que Jo(x,y,0) = 0. Primero,
notemos que para Rep < 0 el teorema de Cauchy implica que

1 [ e 1 1 [i e 1 x
g ‘ (—e‘”)dm

N

Comi ) o a—pY (@& T 2mi) o q—p \YT(q,€)
donde
1 iz lq|*7
— —e 2 << , 0<~vy <1,
Y*(q,$) 1€

para [£| > |g|*. Ademds, de la desigualdad anterior y la analiticidad de la funcién

Y+(p,£) 1 —1 T«
I(p’g’mpwf(wm,a)e “ >

con respecto de &, se obtiene

(1.3) /C I(p.€)de =0,

donde
C = {5 € (ooeii(%“l),O) U (0, ooei(%JrEl))} , € >0.
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Por otro lado, moviendo los contornos de integracién y usando el Teorema de
Fubini, obtenemos

e~V

(8 et =~ [ e [anS [t ggac
donde
Co = {f € (ooe_i(%“l),()) U (O, ooei(%“l))} , € >0.

C3 = {§ € (ooefi(%fel),0> U (O, ooei(%fel))}, €1 > 0.

Por lo tanto, las ecuaciones (1.3) y (1.4) implican que J(x,y,0) = 0. Ahora,
demostremos que se cumple Gt + |0,|*G = 0. En efecto, tomando la transformada
de Laplace con respecto a  y ¢ en ecuacién (1.1), se obtiene

Gp,&y) = *ﬁw(p,&ﬂ’(p’&y)'
Luego,
G- —ﬁyv = Y2 K g2
o bien, R R
¢G=-YtZ —K(p)G.
Sustituyendo Z~ = ZT — S;T en la ecuacion anterior se obtiene

EG—e P+ K(p)G=-YTZ7.
Ahora, tomando la transformada de Laplace inversa, con respecto de p, obtenemos

~

G066y =) 0w [ P EGEG0.

21 oo
= —9(:6)%/4 Y (p,€) 27 (p, €, y)dp.
—100
Pero,
1 i00 pry+ 7+ + o ‘§|
5 | YTZTdp=0. yaque |Z7(p.&y)l <Oyt o
T J —ico Ip|

Por lo tanto, tomando la transformada de Laplace inversa, con respecto a &, en
(1.5) se obtiene Gt + |0,|*G =0. &

Con la finalidad de demostrar la existencia de solucién para la ecuacion integral
(1.1), consideremos el operador integral

t

(1.6) M(u) = G(t)ug — / G(t — )N (u)(T)dr.
0

Ahora, definimos los siguientes espacios métricos en R™:

Lo ={¢: |¢[lLew < oo}, [[@llLen = [I(1 4 )"

Ls,
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Z={peLNL>:|¢llz <o},

donde u € (0,1), con la norma

[6llz = [|olle: + [[dllLrw + [ISllLee

Xy = {0 € C([0.75 L) C((O.THL* N L) : [[¢]x, < ocf.

donde p € (0,1) y s > 1, con la norma

jail
16llx; = sup [¢[lz + sup t= ([¢]lLe + [|@llLen + |@llLe),
te[0,T] te(0,T]

donde v = 1 — % En el siguiente teorema demostraremos la existencia local en
tiempo de soluciones para el problema de frontera con valor inicial (0.27).

TEOREMA 17. Sea el dato inicial ug € Z. Entonces, para algin T > 0 eziste
una solucion unica u € X para el problema de frontera con valor inicial (0.27).
Ademds, el tiempo de existencia T satisface la estimacion

T<Clollz",
donde k > 0.

Demostracién. Primero, notemos que el Lema 7 implica que el operador de Green
G : Z — X satisface la estimacion

1G(#)uollx, < Clluollz-

Ahora, demostremos que se cumple la estimacién

G(t =7) N(u)() = N(v)(7)) dr

0

(1.7) ‘

< CT"|lu = vlx, (lullxr + [vllx.)”

X

para todo u,v € X, donde x € (0,1) y 0 > 1. En efecto, recordando que N (u) =
|u|u, donde o > 1, y usando la desigualdad

(1.8) [[u|”u = [v]7v] < Clu —v| (Ju]” + [v]7),
obtenemos

-, IV (@)(7) = N (@) (7)o < Cllw = vlle (Jlull?, o + 1007, )

< Crma D u —vljx, (fullxr + [v]%2)7
donde 0 < pu <1,y

(1.10) IV (u)(7) = N (@) (7)llpe < Cllu—vllLes ([[ullg~ + [vlIE~)
| < O™ @ lu = wlixg (lullxs + [lvllx,)7 -
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Luego, usando (1.9), (1.10) y las estimaciones en el Lema 7, obtenemos

1G(t = 7) N (u)(1) = N ()(7))ll>

(1.11) )
< Cr = lu—vllx, (Jullxy + [0lxs)7
1G(t —7) (N (u(T)) = N(o(T)lLe.n

(1.12) <C ((t ISP CaRY

H(t = 7)== ) flu = vllxp (lullxr + [ollxr)”
donde 0 < pu <1,y
1G(t — ) (N (u)(7) = N (0)(7)) I~
(1.13) L
< Ot —7) ar 2 lu —vllx, ([ullxr + vlx7)7

donde v =1 — 1 < a. Integrando con respecto a 7 en el intervalo [0,], de (1.11),
(1.12) y (1.13), se sigue para 1 <o < & — 1,

(1.14) / 1G(t = 7) W ()(7) = N (0)(7))llz

2
< Ctma e lu—vllx, (Jullxr + lvlx.)”

Ls:n»

1.15) /O 1G(t = 7) N (u)(r) = N(v)(7))]

< Ot (72 4 =2 D) u — ollxy ([ullxr + [0]lxr)7
donde 0 < pu <1,y
t
/ 1G(t —7) N (w)(7) = N(0) (7))L~
(1.16) 0
< Ctmat' = w lu — vl x, (Jullxr + [[ollx)” -

Entonces, la definicién de la norma en el espacio X y las estimaciones (1.14),
(1.15) y (1.16) implican

] / G(t — 7) (N (w)(r) = N (w)(r)) dr
0 X7

< OT' 2% Elu — vl %, (Jullxr + ollx,)"

donde 1 < 0 < % — 1. Recordando que v =1 — %, obtenemos

< CT"lu—vllx, (lullxs + lvllx.)7

/0 Gt — 1) (W (w)(r) - N'(v)(7)) dr

Xr
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donde k =1 -2 (1-1)(c+ 1)+ £. Por lo tanto, la estimacién (1.7) ha sido
demostrada. Ahora, aplicaremos el principio de contraccién sobre una bola de
radio p > 0 en el espacio métrico completo X,

XT”O = {(b € Xrp: ||¢||XT < p}7
donde
p=2C|uol|z-

Aqui, la constante C' coincide con la que aparece en la estimacién (1.7). Primero,
demostremos que se cumple

(1.17) [M(W)lx, < ps

donde u € Xr ,. En efecto, de la férmula integral (1.6) y la estimacién (1.7) (con
v = 0) se obtiene

A

M@k, < [G(Eulx, + H [ 6ttt ear

Xr

IN

+1
Cluollz + CT" |lullx,

o <,
siempre que T° > 0 sea suficientemente pequeno. Por lo tanto, el operador M
transforma una bola de radio p > 0 en si misma, en el espacio X7. Como en la
demostracién de (1.17), tenemos para u,v € X7,

IN

[M(u) = M(v)llx, < /0g(t—T)(N(U)(T)—N(v)(T))dT

X7

< CT" = vl (lullxs + lo]x,)”
1
< CT*(20)" < Sl = vl

ya que 7" > 0 es suficientemente pequeno. Asi, M es una contraccién en Xr ,. Por
lo tanto, existe una unica solucién u € X para el problema de Cauchy (0.27). El
Teorema 17 ha sido demostrado. B

2. Existencia global en tiempo

En esta seccién demostraremos la existencia global en tiempo, para datos
iniciales pequenos, de soluciones para el problema de frontera con valor inicial
(0.27). Primero, definimos los simbolos (t) =1+t y {t} = %, t > 0. El siguiente
lema serd de gran utilidad.
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LEMA 8. Se satisface la siguiente estimacion
t
10) = [t =7yt = n) o {ry )
0

< C{tpt TPyt
donde n = méx{ay + By, as + [y, a2 + By}, siempre que aq, 3, < 1.

(2.1)

Demostracion. Primero se divide el intervalo de integracion en la siguiente forma:

t 1 t t—1 t
AT
0 0 1 t t—1

Luego, se consideran los casos t < 1 y t > 1, para cada una de las integrales. B
Ahora, definimos los siguientes espacios métricos en R™:

Lo ={¢: [|plluen < oo}, @flLewn := (1 +z)"|
Z={pecL""NL>®:|¢|z < oo},
donde p € (0,1), con la norma

[6llz = [I@llL: + [[dllLrw + lISllLe

Ls,

X = {¢ € C ([0,00);L%) () C ((0,00); L** N L) : [|)]1x < oo},
donde p € (0,1) y s > 1, con la norma

I6llx = sup 6]z +sup{t} ()7 Iollee + ()5~ gllgew + (7 glle )
t>0 t>0

donde |y — y| <o¢y7:1—%.
En el siguiente teorema demostraremos la existencia global en tiempo de solu-
ciones para el problema de frontera con valor inicial (0.27).

TEOREMA 18. Sea o > 1+ «. Sea el dato inicial ug € Z, con la norma
||uollz suficientemente pequeria. Entonces, existe una solucion unica v € X para
el problema de frontera con valor inicial (0.27). Ademds, se cumple la estimacion
[uollx < Clluo||z-

Demostracion. Por el el teorema de existencia local, Teorema 17, se sigue que
la solucién global (si existe) es dnica. En efecto, procediendo por contradiccion,
suponemos que existen dos soluciones globales con el mismo dato inicial. Y que
esas soluciones son diferentes para algin tiempo ¢ > 0. En virtud de la continuidad
de soluciones con respecto al tiempo, podemos encontrar un segmento de tiempo
méaximo [0, 7], donde las soluciones son iguales, pero para ¢ > T son diferentes.
Ahora, aplicamos el teorema de existencia local tomando el tiempo inicial Ty
obtenemos que esas soluciones coinciden en algin intervalo [T, T}], lo cual nos da
una contradiccion con el hecho de que T es el tiempo méaximo de coincidencia. Asi,
la meta principal el la prueba del Teorema 18 es demostrar la existencia global en
tiempo de soluciones.
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Primero, notemos que el Lema 7 implica que el operador de Green G : Z — X
satisface la estimacion

1G(#)uollx < Cluolly -

Ahora, demostremos que se cumple

/O Gt — 1) (N'(w)(r) - N'(v)(7)) dr

(2.2) X

< Cllu = vlx (Jullx + llvllx)

para todo u,v € X, donde o > 1+ «a. En efecto, recordando que N (u) = |u|u,
donde o > 1+ «, y usando la desigualdad (1.8), obtenemos

0y VOO MOl < Ol vl (el e + 1017 )
< Cfr}=3 () =2 ot =m flu — o) x (Jullx + [lvllx)7
donde 0 < pu <1,y
[N () (1) = N(@)(T) e < Cllu— vl ([Jullfe + [|v]|f)
< C{r} == @)= D lu — w]|x (|fullx + [[v]lx)7 -
Luego, las estimaciones (2.3), (2.4) y el Lema 7 implican
1G(t = 7) N(u)(T) = N (0)(7)) 2
(2.5) <C ({T}f%(Hl)@%(wH) i {T}f%(aﬂ)@yé(aﬂ))

xlu = vl (Jullx + [[v]x)7,

1G(t = 7) N (u)(r) = N(v)(7))]

Ls:m
(2.6) <C ((t _ T)—é(v—u){T}—%(fﬂrl)<7->—é(w+1)
T (t =) EF R ()R 070 ) fu— ol (el + Jellx)”
donde 0 < p <1,y
1G(t =) (N (w)(7) = N @) ()
< O({t=rh 3t —n) R )R ma OoD
HE =) R =) ()RR () He)

|lu —vl[x (fullx + [[v]x)” -
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Ahora, integramos con respecto a 7, en el intervalo [0, t], las desigualdades (2.5),

(2.6) y (2.7). Entonces, usando el Lema 8, se sigue para v < >

/0 16t - 7) (N (@) () — N (0)(7)) |2

(2.8) <C ({t}l—%(ff-&-l) <t>1—§—g(20+1) + {t}l—%(o’-‘rl)<t>1—é(o‘+1)(’y+1))
x|lu = vlx (lullx +llvllx)” < Cllu = vllx (lullx + lvx)”,
/0 1G(t = 7) N (u)(T) = N (@) (7)) lle .

(2.9) < Co{t}a(t)"atrm ({t}l—g<a+1)<t>1-§(2w+1)

+ {t}l‘%("“”g<t>1‘5(2w“)‘5) lw =l (lullx + llollx)”
) —Liv_p o
< C{ty== ()= lu = vlix (Jullx + [lv]1x)”,

donde 0 < <1,y

/0 1G(t — ) (N (u)(r) = N(@)(7)) e

(2.10) < C{tya(t)" = ({t}l_%(aﬂ)(t)l—é(WH)

+{t}1‘%("+1)<t>1‘§("+1)) [lu = vllx (Jullx + [[vllx)”
< Ot} 3 ()™= Ju— vllx (lullx + [lvllx) "

Entonces, la definicién de la norma en el espacio X y las estimaciones (2.8), (2.9)
y (2.10), implican (2.2). Ahora, aplicaremos el principio de contraccién sobre una
bola de radio p > 0 en el espacio X,

X, ={peX:[¢llx <p},
donde
p=2C|uol|z.

Aqui, la constante C' coincide con la que aparece en la estimacién (2.2). Primero,
demostremos que se cumple

(2.11) IM(u)llx < p,
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donde u € X,. En efecto, de la férmula integral (1.6) y la estimacién (2.2) (con
v = 0) se obtiene

t
IM@)lx < 16 uollx + H | ot - e )
< Clluolly + C llullg™

< Propti <y,
ya que p > 0 es suficientemente pequeno. Por lo tanto, el operador M transforma
una bola de radio p > 0 en si misma, en el espacio X. Como en la demostracion
de (2.11), tenemos para u,v € X,

[M(u) = M(v)llx < /0Q(t—T)(N(U)(T)—N(v)(T))dT

X

IN

Cllu—vllx (Jullx + llvlx)”

1
< C(2p)7 < 5llu—vlx,

ya que p > 0 es suficientemente pequeno. Asi, M es una contracciéon en X,. Por
lo tanto, existe una tnica solucién u € X para el problema de Cauchy (0.27). El
Teroema 18 ha sido demostrado.

3. Representacion asintética para la soluciéon

En esta seccién demostraremos que la solucién global del problema (0.27)
admite una representacion asintética.

TEOREMA 19. Sea 0 > 1+a«. La solucion global w € X para el problema (0.27)
admite la representacion asintdética

(3.1) u(et) = AN (at75) +0 (£750F) | we (0,p),
donde .
A= flug) - / N (u(r)dr.

Demostracién. Denotemos Gy () =t~ = A (mt‘i). De la estimacién (1.4), del

Capitulo 3, se sigue

(3.2) IG (£) & — Go (t) £ (8) g < CL)" = 6]

para todo ¢ > 1. También, de la definicién de la norma en X, se obtiene
[FN @@ < IV (@)l < e @< u ()]

—2(o—1 —Lo-1 o+1
C{ry = )7 3

IN
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Un célculo directo produce para ¢ > 1,

(3.3) / *(Go(t—7) — Go (1) f (N (u(r))) dr
0 Loo
< Clull™ [ 160 (t =)+ Go Ol (r)F ()7 H Vs
0
< fullEt / R (R g o o RO gy
0

donde k =0 — 1 — a, siempre que o < 1 + %, y en la misma forma

(3.4) <O @) = &t
LOC

siempre que o > 1 4+ «. También, tenemos que

(3.5) ‘

Go) [ T () dr

2

/ (G (t—7)N (u(r)) = Go (t— 7) f (N (u(r)))) dr

t

Gt—71)N (u(r))dr

Lee

+

SC/
0

+C/L {t—r} "5t =) "% (IV (@) lps + IV (u (7))l ) dT

< o) =0 ul
para todo ¢t > 1. De la ecuacién integral (1.6), obtenemos

(1) =0 (1) = AGo (Dl < {0) =16 (1) w0 — Gl () f (1)l

+ ()= (1) / (Gt —T)N(u(r)) = Go(t — ) f N (u(r)) dr

o

Loc

(t —7)" " IV (u (7))l dr

N+

Lee

+<t>é(1+ﬁ) /ttg(t—f)/\/'(u (1)) dr

Lee

+H 0 6o ) [ TP () dr

Loe

(3.6) + (t)y=") /Oé(Go(tT)Go(t))f(N(u(T)))dT

LDQ
Todos los sumandos a la derecha en (3.6) se estiman por C |Jugl|,, + C |Jul|g " via
las estimaciones (3.3) - (3.5). Asi, por (3.6) la asintética (3.1) se cumple. B
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