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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Los mundos membrana

En el lenguaje contemporaneo de la fisica moderna, un mundo membrana
es visualizado como una hipersuperficie (1+ 3)-dimensional, a la que llamare-
mos membrana, en la que los campos y particulas del modelo estandar estan
atrapados, embebida en una hipersuperficie (1+3+d)—-dimensional. La Fig. 1
muestra de una forma ilustrativa cémo estaria sumergida una hipersuperficie
llamada membrana en otra hipersuperficie mas grande llamada bulto. Cabe
senalar que las variedades de la membranas y el bulto no tienen que tener las
mismas propiedades geométricas, es decir, podemos encontrar una membra-
na con una métrica inducida plana sumergida en un bulto con una métrica
de fondo Anti de Sitter (AdS) o una membrana con una métrica inducida de

Sitter (dS) embebida en un bulto con una métrica de fondo AdS, etc.



Bulto

Bulto

Figura 1.1: (a) membrana gruesa, (b) membrana delgada.

En la fisica moderna existe el llamado problema de la jerarquia de masas,
el cual plantea la interrogante de por qué la interaccién débil es 103? veces
mas fuerte que la gravedad, en otras palabras se habla de un desierto entre
la constante de acoplamiento de Fermi y la de Newton. Esta interrogante fue
abordada a finales de la década de los 90 por un modelo que le da una inter-
pretacién puramente geométrica al problema de la jerarquia de masas, donde
se plantea una explicacién desde un punto de vista que emplea dimensiones
extra, empezando por los trabajos de Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali [1]
hasta aterrizar completamente la idea por Randall y Sundrum [2]. En dichos
articulos se presentan modelos de variedades cuatridimensionales embebidos
en variedades hexa- y pentadimensionales. La idea de las dimensiones extra
es una idea vieja considerada por primera vez por Nordstrom [3]|, para ser
retomada después por Kaluza y Klein (KK) [4], en el marco de la teoria
general de la relatividad en la década de los 1920. Después de mas de 70

anos, la idea de las dimensiones extra fue retomada con un giro importante



donde se plantea, a diferencia de KK, que todas las componentes del tensor
métrico que viven en el bulto dependen de las dimensiones extra. Este giro
permite plantear una teorfa fundamental en cinco (o mas) dimensiones don-
de la constante de Newton es considerada como una constante fundamental,
permitiendo expresar, mediante una reduccién dimensional, la constante de
Newton de la teoria efectiva en 4D a través de la constante fundamental en
5D y los parametros de la teoria fundamental. Ademads, a la teoria se le dio
mas importancia cuando se vincularon los trabajos de (RS) con los articu-
los de (H W) [5], donde las teorfas de mundos membrana se relacionan con
teorias de cuerdas. Para tener una idea mas clara de como evoluciono la idea
de KK hasta llegar al origen de los mundos membrana planteados por RS, y
para familiarizar al lector con la terminologia que se emplea en este trabajo
de tesis, haremos una revisién de cémo surge la teoria de 5D dimensiones de
KK y como esas ideas son retomadas y cristalizadas después de 70 anos en [1]
para solucionar el problema de la jerarquia de masas. Sin embargo, estos mo-
delos de mundos membraba son generados por funciones delta de Dirac y dan
lugar a singularidades desnudas en la posicion de las membranas a lo largo
de la quinta dimension, una propiedad poco atractiva desde el punto de vista
gravitatorio, pues esto significa que nuestro universo es una singularidad en
la dimensién extra. Es asi como surge la necesidad de los mundos membrana
gruesos, los cuales permiten tener variedades d-dimensionales embebidas en
variedades (d+n)-dimensionales, pero sin singularidades en el lugar donde se
centra el mundo membrana [6]-[56]. Este hecho es relevante ya que muestra

céomo se puede suavizar la solucion de RS mediante el empleo de campos



escalares dependientes de las dimensiones extra [6, 8, 10] o simplemente me-
diante el uso de una constante cosmolégica fundamental incluida en la teoria

con dimensiones extra [10, 54].

1.2. La vision de Kaluza—Klein de las dimen-

siones extra

La teoria de Kaluza-Klein es una teoria que generaliza la teoria general
de la relatividad y fue presentada en el ano de 1919 por Kaluza, para ser
revisada y retomada después por Klein en el ano de 1926. La generalizacion
a la teoria general de la relatividad planteada por Kaluza y Klein consiste
en unificar la gravedad y el electromagnetismo. Kaluza supuso que existia
una quinta dimension de la cual las magnitudes fisicas conocidas no tenian
ninguna dependencia. La explicacién de por qué ignorar la dependencia de
la quinta dimensiéon de todos los campos conocidos en 4D la dio Klein al
suponer que la quinta dimension era de tipo espacial, compacta y ademas,
muy pequena. Si tomamos en cuenta que la quinta dimensién es compacta,
entonces podemos suponer que cualquier cantidad f(x*,y) es periddica so-
bre la coordenada extra, f(a*,w + 2n7wL), donde L es el radio de la quinta
dimension representada por w y p = 0,...,3. De esta forma, cualquier cam-

po tensorial g, (z#,w), vectorial A, (2", w), escalar ¢(x#, w), etc. se puede



expresar como una serie de Fourier sobre la quinta dimensién

G (2%, w0) =) g, (27T, (1.1)
Az, w) = f:AZ(xo‘)eian, (1.2)
Blaw) = ¢ (a)e T (1.3)

De lo anterior podemos inferir, haciendo una analogia con la mecanica cuanti-
ca, que cada modo de la serie de Fourier lleva un momento en la direccién
de la quinta dimensién de orden n/L y si tomamos en cuenta la suposicién
de Klein L > 1, entonces estos momentos son muy grandes y sélo el mo-
mento con n = 0 es observable. De aqui en adelante nos referiremos a los
modos discretos o continuos sobre la quinta dimensién como los modos de

Kaluza-Klein, de forma abreviada KK.

Las ideas de dimensiones extra empezadas por KK fueron retomadas déca-
das después por la teoria de cuerdas, la cual plantea que la escala fundamen-
tal de Planck es mucho més pequena que la escala efectiva en 4D, existen
5 teorias de supercuerdas en 1+9 dimensiones que podrian describir la gra-
vedad cuantica. A mediados de la década de los 90 se descubrié que las 5
teorias son limites de una sola teorfa (1 4 10)-dimensional de supergravedad
llamada teoria M. En el marco de esta teoria surgen las llamadas p-branas
y las D-branas, las cuales son generalizaciones de las cuerdas (1-branas); co-
loquialmente hablando, las D-branas son hipersuperficies donde el sector no
gravitatorio esta descrito por cuerdas abiertas que tienen sus extremos pega-

dos a la brana y el sector gravitatorio esta descrito por cuerdas cerradas que



pueden moverse libremente en todo el espacio multidimensional, al cual nos
referiremos como bulto. En la teoria de Horava-Witten, los campos de nor-
ma del modelo estdndar estén confinados a membranas (1+9)-dimensionales
localizadas en los extremos del orbifolio' S'/Zs,, que es un circulo partido en
dos por su didmetro: sus puntos finales quedan diametralmente opuestos por
el doblés y son singulares. Ademds, las 6 dimensiones extra de esta teoria
son compactas y sus efectos se hacen presentes a través de campos escalares
llamados campos modulares que sélo dependen de las dimensiones extra: en
este punto es donde se conectan los mundos membrana de RS con la teoria de
cuerdas, pues el modelo de HW es una generalizacion de los modelos de RS.
Para el caso llamado RSI se tienen dos membranas en un orbifolio de (1 +4)
dimensiones y para el caso denominado RSII, el radio del orbifolio se hace
infinito y sélo se considera una membrana, pues la otra se envia al infinito
a lo largo de la quinta dimensién. Aparte de los modelos de RS, hay mas
modelos de membranas que cristalizan las ideas de la teoria M, tales como el
modelo de Arkani-Hamed-Dimopoulos-Dvali [1]. En todos estos modelos se

vislumbré una solucién al problema de la jerarquia de masas.

'Un orbifolio es un objeto obtenido por la identificacion de dos puntos cualquiera de

un mapeo que son equivalentes bajo alguna simetria del grupo mapeado.



1.3. La solucién al problema de la jerarquia

de masas con dimensiones extra

En la fisica actual, un problema particular es el llamado problema de
la jerarquia de masas que ocurre cuando las constantes de acoplamiento de
algunas teorfas (lagrangianas) son muy diferentes en escala, en comparacién
con las mediciones hechas a los parametros en los experimentos. La razon de
esto es debido a que los parametros que se miden en el experimento estan
relacionados con los parametros fundamentales de la teoria por una renor-
malizacion y, a su vez, la renormalizacion de estos parametros esta estrecha-
mente relacionada con los parametros fundamentales, pero en algunos casos,
no es posible renormalizar y se desconoce el ajuste entre los parametros del
experimento y los fundamentales. Por ello, estudiar la renormalizacién en los
problemas de jerarquia no siempre es facil porque tales correcciones cudnticas
normalmente son divergentes. Debido a que no conocemos los detalles preci-
sos de una teoria como la gravedad cuantica, no podemos ni siquiera saber
cémo es la relacion entre los parametros de esta teoria y los de otras teorias.
Sin embargo, a finales de los 90 los trabajos en dimensiones extra (mundos
membrana) postularon un nuevo fenémeno fisico que resuelve el problema de
jerarquia de masas sin hacer ajustes finos entre los parametros de las teorias.
Al vivir en un mundo 4D podemos calcular la ley de la gravitacion de Newton
usando la ley de Gauss para obtener la fuerza ¢(r) que ejerce una particula

de masa m sobre una particula de prueba de masa unitaria a lo largo de la



direccién €,
Gme,

gir) = ——75— (1.4)

donde r es la distancia que separa las masas localizadas en una membrana,
G es la constante de Newton, que ademas se puede expresar en términos
de la masa de Planck M3,. Si pensamos que vivimos en un mundo con més
dimensiones, entonces podemos encontrar de nuevo la ley de Newton usando
la ley de Gauss para obtener la siguiente expresién multidimensional

me,

glr) = TN (1.5)

donde M, es la masa de Planck en n = 14 3 + ¢ dimensiones. Aqui estamos
suponiendo que las dimensiones extra son del mismo tamano que las dimen-
siones 4D donde vivimos. Si pensamos que las dimensiones extra son de un
tamano determinado d, mucho menor que las primeras 4 dimensiones que co-
nocemos, entonces podemos considerar situaciones en las que r < d, y usar
la ley de Newton multidimensional (1.5) para medir fuerzas entre particulas
a distancias r. Por otro lado , si consideramos que las dimensiones extra son
muy pequenas r > d y usamos la conocida ley de Newton (1.4), podemos
inferir entonces que cuando r > d, el flujo en las dimensiones extra que con-
tribuye a la ley de Gauss es constante y proporcional a d’; matematicamente
hablando tenemos la ley de Newton para este caso:
me,

e (1.6)

g(r) =

Esta ley de Newton que considera el flujo de las dimensiones extra cuando

r > d se puede comparar con la ley de Newton (1.4) para conocer la relacion

8



entre la escala fundamental multidimensional de Planck M, y escala efectiva

4D de Planck Mp,

me, me, 17
_]\412317“2 N _]\43+57“2d57 (17)

lo que nos lleva al resultado siguiente
M2, = M2, (1.8)

Esta expresién nos dice que la masa fundamental de Planck podria ser en
realidad pequena, lo cual significa que la gravedad es realmente fuerte vis-
ta desde el bulto, segin el nimero y tamano de las dimensiones extra que
consideremos. Fisicamente se puede explicar esto diciendo que la gravedad

es débil debido a una pérdida de flujo hacia las dimensiones extra.

1.4. La gravedad sobre la membrana y a través

del bulto

En la fenomenologia de los mundos membrana se habla frecuentemente de
los modos de KK y se tiene la idea roméantica de pensar en la gravedad como
cuerdas cerradas viajando en la membrana y a través del bulto. Cuando
se localiza la gravedad sobre la membrana, es decir, cuando se localiza el
gravitén 4D, la amplitud para el gravitén posee un modo sin masa y modos
masivos de KK que representan el graviton en 4D y gravitones masivos,
respectivamente. Para ilustrar este concepto imaginemos que tenemos una

membrana en 4D (M, g) embebida en una variedad 5D (V, g) que contiene una



dimension extra compacta y periddica, identificando la quinta coordenada
con w, donde w <+ w + 2nwL con n = 1,2,3, ..., y L constante, asi podemos
expandir la amplitud del gravitén proveniente de una perturbacién sobre
el espaciotiempo en 5 dimensiones tomando la siguiente descomposicién de
Fourier

U(XH w) = Spe™ L, (XH) (1.9)

donde 1, (X*) son las amplitudes de los modos de KK. Dicho en otras pala-
bras, son los modos efectivos en 4D del graviton en 5D. Después de linealizar
nuestro espaciotiempo y haber escogido una norma adecuada en las pertur-

baciones, llegamos a una ecuacion de onda para nuestro gravitén
GOy (X*, w) =0, (1.10)

donde ®0 = ¢MNV,,Vy se toma con respecto a (V,g). En este punto sus-
tituimos la separacién de variables (1.9) en nuestra ecuacién (1.10), lo cual

nos da como resultado la siguiente expresion para la parte efectiva 4D

WOy, =m2ep,,  mi= %; (1.11)

donde O se toma con respecto a la membrana (M, g) e identificamos la

2

- como el cuadrado de la masa efectiva de los

constante de integracion m
gravitones en 4D. Esta expresion nos muestra que hay un gravitéon sin masa
correspondiente a n = 0 y después hay una torre de modos discretos ma-
sivos debido al cardcter compacto de la quinta dimensién; si la dimension

fuese infinita, lo que esperariamos es tener una torre continua de modos ma-

sivos. Desde un punto de vista geométrico, si proyectamos la métrica g4p en

10



5D en direccion transversa a la quinta dimensién con el vector normal n4

encontramos que la métrica inducida g4p es

(3)

gaB = gap — nang, (1.12)

y los momentos en 5 dimensiones pueden ser descompuestos como
®)Py = mny + Pa, Pyt =0, m = CPynt, (1.13)
La proyecion del momento sobre la membrana esta dada por
Py =gap VP (1.14)

Podemos ver entonces que los momentos efectivos sobre la membrana 4D son
P, y expandiendo
®) g OPAOPE — 0, (1.15)

encontramos que

gapP* PP = —m”. (1.16)

Esto nos muestra céomo el graviton 5D tiene una masa efectiva sobre la mem-
brana donde podemos identificar al gravitén usual con m = 0 cuando tenemos
los momentos P, tangentes a la membrana. Este es un ejemplo simple, pero

claro de cémo se puede localizar el modo cero de KK para la gravedad.

1.5. La materia confinada en la membrana

La idea de que el universo en el que vivimos puede ser concebido co-

mo una membrana puede solucionar el problema de la jerarquia de masas,

11



puede también abordar el problema de la constante cosmoldgica [57],[58],
[59] y ademds nos permite localizar la gravedad sobre la membrana; también
nos hace plantearnos la interrogante de cémo los campos de materia estan
confinados a la 3-membrana. En los escenarios tanto de membranas gruesas
generados por campos escalares dependientes solo de las dimensiones extra,
asi como de membranas delgadas, resulta de interés hablar de un mecanismo
que nos permita entender como es el confinamiento de los campos de materia
en la 3-membrana. Asi, aparte de la gravedad podemos ver como se localizan
campos escalares de materia [18], campos vectoriales [19]-[20] y campos fer-
miénicos [18]-[35]; en particular, para estos tltimos es importante introducir
un campo de interaccién entre los fermiones y los campos en el bulto. En ge-
neral, la forma de localizar los fermiones varia segun el tipo de acoplamiento
del campo escalar con el campo fermidnico, es decir, varia segin sea el tipo
de campo escalar que genera la membrana gruesa o segin el campo escalar
que haya en el bulto para una teoria que describa membranas delgadas que
incluya campos escalares en el bulto. En nuestro caso, en el que trataremos
una membrana gruesa generada solo por las constantes cosmoldgicas en 4 y
5 dimensiones, sin la presencia de campos escalares, hemos supuesto que el
campo fermionico posee una masa esparcida a lo largo de la quinta dimension
con la finalidad de encontrar los modos de KK normalizables localizados en
cierto punto de la dimensién extra. En algunos modelos se da el caso en el
que se localiza un numero finito de estados discretos y ademds se tiene un
salto en el espectro de masas de KK (“mass gap”), en otros podemos tener

estados discretos y una torre de estados continuos, en otros casos se puede

12



obtener una torre infinita de estados discretos de KK que localizan fermiones

en la 3—membrana.
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Capitulo 2

Modelo de membrana ancha

En este trabajo de tesis se trabajara sobre un modelo de membrana ancha
dS, el cual es obtenido a partir de una teoria de gravedad 5D mas la inclusién
de una constante cosmoldgica fundamental en el bulto con la peculiaridad de
que el intervalo de la membrana 4D posee la forma de un espaciotiempo dS en
lugar de preservar la geometria de Poincaré. Cabe resaltar que este modelo,
aunque es muy simple, plantea la posibilidad de vivir en un mundo mem-
brana grueso sin singularidades en el bulto maximamente simétrico. Esta es
una propuesta mejor en comparacion con los primeros modelos singulares de
membranas delgadas y los de membranas anchas con campos escalares en
el bulto (estos ultimos intentaron suavizar los modelos de RS), pero a pe-
sar de suavizar el factor de deformacion, seguian presentando singularidades
desnudas sobre la quinta dimensién al requerir la presencia de un salto en el

espectro de masas de KK para los gravitones, ademas de tener problemas de

14



divergencias en los campos escalares que viven en el bulto. La accién para el
mundo membrana ancho que estudiaremos en este trabajo de tesis esta dado

por la siguiente expresién

S = 2M3/d5m\/—_g(R —2A5), (2.1)

donde R es el escalar de curvatura, Aj es la constante cosmoldgica en el bulto
y M es la constante de acoplamiento gravitacional en 5D (también podemos

escribir 1/2k2 en lugar de 2M°?).

Las ecuaciones de Einstein para este modelo estan dadas por

Gap = —Ns59aB. (2.2)

Para la métrica de fondo hemos usado como propuesta el siguiente elemento
de linea deformado por la funcién f(o) que sélo depende de la quinta dimen-
sién e induce sobre la 3—membrana una métrica tipo Frieman-Robertson-

Walker (FRW) plana:
ds? = 2@ [—dt* + a*(t) (dz] + da3 + dz3)] + do?, (2.3)

donde f(o) es el factor de deformacién y a(t) es el factor de escala sobre la
membrana. Usando esta métrica como propuesta, calculamos las componen-

tes del tensor de Einstein que se ven como
az / "
GO[) = 3 |:—2—€2f (2f2+f >:| 5
a
Goa = —2ia—a® + 3a2e¥ (2 724 f”) ,
_ a a? /
Ggg = —3e 2f <E + ?) + 6f2, (24)

15



donde 777 y 7.7 son derivadas con respecto a la dimension extra y al tiempo,

respectivamente.

De este modo, las ecuaciones (2.2) se reducen al siguiente sistema de

ecuaciones,

o= % (ZG— - 59) e, (2.5)

a? a
.. .2
2 = é {(5% + %) e~ — A5] . (2.6)

Este sistema de ecuaciones involucra dos funciones, una que depende de la
quinta dimension y otra que depende sélo del tiempo. Para resolver el sistema
primero encontraremos el factor de escala de la siguiente manera: derivamos
la ecuacién de restriccién (2.6) con respecto a la quinta dimension, para
después compararla con (2.5), de esta forma encontramos una ecuacién de

segundo orden para el factor de escala
a(t)i(t) — a(t)® =0, (2.7)
que tiene como solucion general
a(t) = age™, (2.8)

donde ag y H son constantes arbitrarias. Entonces hemos obtenido que la
consistencia matematica de las ecuaciones de Einstein determina la forma
de la métrica inducida sobre la membrana como un espacio dS, es decir, un
espacio del tipo FRW plano maximamente simétrico con curvatura positiva
y simplemente conexo definido por a(t) = e”t, donde por simplicidad consi-

deraremos ag = 1 debido a que esta constante puede ser absorbida con un

16



cambio de coordenadas. Después de haber definido el factor de escala tene-
mos el camino libre que nos lleva a encontrar la solucién para el factor de

deformacién de la ecuacion (2.5), que tiene la forma siguiente

f(o) = n (% cos(ba)> | (2.9)

aqui —7/2b < o < 7/2b, la constante b parametriza el inverso del ancho
de la 3-membrana, la curvatura 5D y estd determinada por la constante

cosmoldgica 5D como sigue
As

b2
6

(2.10)

Maés adelante veremos como las constantes b y Aj se relacionan con la masa

de Planck 4D.

2.1. El modelo de Randall-Sundrum como con-
tinuacion analitica del limite de la solu-
cion

Hasta este momento hemos obtenido una solucién que constituye una
carta de la métrica dS en 5D con una 3—membrana con simetria dS que se

ve de la siguiente forma

2

ds* = = cos*(bo) [—dt® + e (da? + daj + da3)] + do”. (2.11)

Por el perfil del factor de deformacion podemos deducir que tenemos un

modelo de membrana ancha localizada sobre la quinta dimensién alrededor

17



del punto o¢ = 0. En este modelo se estudiara la localizacién de la gravedad

y varios campos de materia mas adelante.

Esta métrica viene de una soluciéon donde las dos constantes cosmolégicas,
la efectiva A4 y la fundamental A5, son positivas, en otras palabras, la solucion
representa el embebido de una 3-membrana con simetria inducida d.S; en una
carta del espaciotiempo dS5. Es interesante por otro lado ver cudl es el limite
cuando el pardmetro de Hubble tiende a ser muy pequeno o cero: H — 0. Si
consideramos el limite en el que ambos parametros de la solucion tienden a
cero H — 0y b — 0, mientras que su cociente mantiene un caracter finito
H/b — 1, podemos ver que esta solucién se puede reducir a la 3-membrana
plana multiplicada por un factor de deformacién que se puede aproximar de

la siguiente manera:

b 2

. . 2
H(1+ e2zby e—zby )
Jin, LT oy

donde hemos hecho una continuacion analitica al parametro b dado por b = 3
y ademas hemos impuesto simetria Z; a lo largo de la coordenada extra.
Este limite nos lleva a la famosa solucién de Randall-Sundrum [2, 60], lo que
implica que debemos agregar a la acciéon 5D las correspondientes membranas

delgadas en el espaciotiempo 4D.

Este resultado también puede ser visto al nivel de las ecuaciones de campo
(2.5)-(2.6): Si hacemos H = 0, vemos de (2.6) que la constante A5 debe ser

negativa necesariamente dado que es proporcional a —A”, y tenemos que
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imponer la simetria Z; para obtener la solucion

As

Aly) =+\/-%

[yl (2.13)

que corresponde a la solucién de una membrana de RS, es decir, el resultado
de este limite representa una membrana plana embebida en un espaciotiem-
po AdS 5D y ademads, la membrana plana es una membrana delgada que
ya ha sido estudiada ampliamente en la literatura referente a los mundos

membrana.

2.2. La solucion como limite de membranas

gruesas generadas por campos escalares

La solucion anterior (2.9) puede ser obtenida como un caso limite especial
de membranas anchas generadas por campos escalares, con una métrica dS
4D inducida sobre la 3-—membrana, fijando algunos parametros de la solucion
[3].

Consideremos la acciéon para un campo escalar ¢ con potencial de auto-

interacciéon V' (¢) minimamente acoplado a la gravedad 5D

5= [ @i Em—%mﬁ—vw) , (2.14)

al usar el ansatz para la métrica (2.3), se obtienen las siguientes ecuaciones
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de campo:

1" ! / av
o rafd = % (2.15)
f+He Y = —§¢/2
2 o 2 _—2f __ _1 1 2
f H¢e = 3V(gz5) + 6¢ )

de las cuales se deriva la siguiente solucién encontrada por Gremm [8], (véanse

también [6],[12]-[13])

A = cos?(co), (2.16)
1 1+t =
o= L@yl
cV?2 1 — tan (%")
V(p) = §cosh2 ¢ 3H?+c*—4c* tanh? ¢
4 % (c2 — H?) % (c2 — H?)

donde ¢ es una constante arbitraria. La variedad resultante con el factor de
deformacién f(o) tiene singularidades desnudas en o = +7/(2¢) y ademés
el campo escalar diverge en esos puntos singulares [8]. Mds aun, para el caso
particular ¢ = H, el campo escalar se anula y el potencial se torna constante.
Este caso es el que corresponde precisamente a la accién (2.1) con la solucién
(2.9).

Por otro lado el autor Wang [12] obtuvo una familia de soluciones para
la misma accién (2.14), que fue inspirada de la solucién en 4D obtenida en

el trabajo [71]. La solucién en términos de la coordenada z tiene la forma
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siguiente

f = —nlnjcosh (c2)], (2.17)
¢ = ¢osin ! [tanh (c2)],

V(e) = VpoosXi=m (3) ,
%

donde ¢g = /3n(1 —n), Vo = nc*[3(1 + 3n)]/2, ¢ y n son constantes arbi-

trarias y el dltimo pardmetro tiene los siguientes valores 0 < n < 1.

Debido a esta desigualdad la familia de soluciones anterior no contiene
nuestro caso. No obstante, ésta se puede obtener calculando formalmente el
limite particular cuando n — 1, que es cuando el campo escalar se hace cero
y el potencial se torna constante. Para esta solucion el escalar de curvatura

tiene la siguiente forma
R = 4c®n(3n + 2) cosh®™ Y (¢cz). (2.18)

Este escalar es regular para n < 1y diverge cuando n > 1; ademéas podemos
notar que se vuelve constante en el caso limite cuando n — 1, a pesar de
que la familia de soluciones excluye el caso n = 1, que es justamente cuando
tenemos una carta 5D maximamente simétrica en la cual estd encajado el
modelo de membrana ancha sin campos escalares presentado en este trabajo

de tesis.
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2.3. Reduccion dimensional

Nuestro universo 4D se encuentra en expansion acelerada y de una manera
simple puede ser descrito por una 3—membrana dS con d > 0. Ademsds, la
constante cosmoldgica en 4D estd relacionada con el parametro de Hubble, es
decir A, = 3H?. Esto puede parecer un poco extraio y artificial si no sabemos
nada acerca de la teoria que vive en 4D, pero podemos darnos cuenta de
cémo es esa cosmologia simple en 4D haciendo una reduccién dimensional de
nuestra teoria fundamental en 5D. Después de haber encontrado la solucion
a nuestras ecuaciones hemos visto que es posible encontrar un modelo de
membrana ancha sin introducir campos escalares en el bulto. A continuacion
haremos un cambio de variable sobre la quinta coordenada con la finalidad

de facilitar el andlisis fisico del modelo:

z= /e_f(”)da. (2.19)

De este modo, la métrica en 5D (2.3) toma una forma conforme y se ve de

la siguiente manera
ds? = *® [guwdada” + d2°] (2.20)

donde f(z) = log((H/b)sech(Hz)) y g, representa una métrica dS en 4D.
Una vez hecho esto podemos representar la métrica conforme mediante gy ny =
e?f gy Esto nos abre el camino para calcular la relacién entre la masa de
Planck efectiva en 4D M, y la fundamental en 5D M usando una reduccién
dimensional que consiste en integrar la accién 5D con respecto a la quinta di-

mensién. Ademads, este procedimiento también nos permite encontrar el valor
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de la constate cosmolégica efectiva en 4D. Esto es facil de hacer calculando
R en términos de R y el factor de deformacién, que vendria siendo el factor

conforme como en [61]:

R = [R—2(D — 13"V Tnf — (D= 2(D - 1g" 7, f7n ],

(2.21)

donde D es el nimero total de dimensiones, para nuestro caso D = 5. Este

formalismo nos ayudara a separar la accién efectiva 4D de la accién funda-
mental 5D, dada la solucién (2.9):

Seff D/d4$\/—g{2M3/

—00

[e3f]:2 — 4¢3 <2f” + 3f/2> — 265fA5} dz} .
(2.22)
Después de integrar sobre la quinta dimensién z(¢) vamos a hacer una com-

paracion directa con la accién de Einstein—Hilbert en 4D
Sbrane = QMI?Z d4$ \ —49 (4R — 2A4) . (223)

Ahora vamos a integrar el término de curvatura en 5D y vamos a hacer una
comparacion con el término de curvatura en 4D para obtener la relacion entre
la escala de las constantes de acoplamiento gravitacional efectiva en 4D y la
fundamental en 5D

0 M3H3 o0 M3 H?
M2, = ]\/[3/ @ dy = 7 / sech®(Hz)dz = W2—b3 (2.24)

—00 [e.9]
Este resultado nos muestra que la escala de Planck 4D es finita y esta deter-
minada por la escala fundamental en 5D y los parametros de nuestra solucién

by H, lo cual en principio nos abre la posibilidad de ajustar la escala de M y
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el inverso del ancho de la membrana b tomando un H conocido para proponer
una solucion al problema de la jerarquia de masas usando nuestro modelo de
membrana gruesa mas una membrana auxiliar.

El segundo y tercer términos en la integral (2.22) los integramos para
deducir el valor de la constante cosmologica en 4D Ay

AMAA, = / h [8BMPH?e¥ (3 — Bsech?*(Hz)) + 4M%e® As] dz.  (2.25)

Después de integrar se ha llegado al la siguiente igualdad:
Ay = 3H? (2.26)

este resultado era de esperarse, pues se puede obtener de las ecuaciones ob-

tenidas al variar la accién (2.23.

2.4. Ajuste fino de la constante cosmolégica

en 4D

Es interesante senalar que en este modelo, debido a su simplicidad, tene-
mos pocos parametros libres, es decir, la solucién sélo presenta los parame-
tros b y H. El primer pardmetro, ademas de codificar el inverso del ancho
de la membrana, representa la curvatura del espacio dS en 5D, mientras el
segundo parametriza la curvatura de la 3-membrana dS en 4D. Ambas cur-
vaturas son independientes una de la otra, es decir, la constante cosmolégica

en 5D es independiente de la constante cosmolédgica en 4D. Por otro lado,
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A4 se puede hacer tan grande o tan pequena como queramos, lo que nos
permite, en principio, hacer un ajuste fino para A4, manteniendo invariante
la constante cosmoldgica A5 y la curvatura 5D. De esta manera podemos
hacer que la constante cosmoldgica en 4D coincida con el valor observa-
do Ay = 107%(GeV)?% Esto pareciera dejarnos una buena expectativa para
nuestro modelo, sin embargo, veremos mas adelante que si hacemos el ajuste
fino sobre la constante cosmoldgica de la membrana, las masas de las particu-
las excitadas que podrian escapar al bulto también adoptarian valores muy
pequenos, mismas que ya hubiesen sido detectadas experimentalmente. Esto
muestra que no es viable considerar el modelo de membrana gruesa en un
escenario que describe la época cosmologica actual, o que tal vez se deba en-
contrar una mejor forma de hacer el ajuste fino de la constante cosmoldgica

en la menbrana 4D.
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Capitulo 3

Perturbaciones de la métrica,
localizacion de la gravedad y

correcciones a la ley de Newton

3.1. Perturbaciones de la métrica

En este campitulo primeramente llevaremos a cabo las perturbaciones
de la métrica de fondo obtenida como resultado de nuestra solucion y del
trabajo realizado en [54]. Al perturbar nuestra métrica obtenemos la siguiente

expresion
ds® = e (g, + hy) datda” + 2T h sda’do 4 (hss + 1)do?. (3.1)

Después de elegir la métrica (3.1), las ecuaciones de Einstein linealizadas
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adoptan la siguiente forma:
5GMN + 2A5hMN = O, (32)

donde las componentes del tensor linealizado de Einstein estan dadas por:

1
0Gun = 5 (VpoVarha' + VeVnhat — Vhyn — VuVh) (3.3)
1 1 1
—5 (VAVBhAB — VQh) — QHMNR + §QMNhABRAB,

donde la derivada covariante V), es tomada con respecto a la métrica (2.3).

Antes de proceder a resolver las ecuaciones de Einstein linealizadas (a
primer orden), usaremos la libertad que tenemos de elegir una norma para las
perturbaciones, lo cual implica que podemos imponer la siguiente condicion
axial hsyr = 0, con M = 0,1,2,3,5. Cabe senalar que hasta este punto
s6lo hemos usado parte de la libertad que tenemos para fijar la norma. Mas
adelante haremos uso de la libertad restante en los calculos. Por el momento
podemos mencionar que la métrica perturbada ya con la condicion anterior
se reduce a:

ds* = 29 (g, + hy) do"dz” + do®. (3.4)

Ahora usaremos la libertad residual (restante) de la norma para imponer
las siguientes condiciones sobre las fluctuaciones hf; = 9"h,,, = 0, conocidas
como condicion de traza nula y condicion de transversalidad, respectivamen-
te. De esta forma reducimos el sistema de ecuaciones de Einstein linealizadas

(3.2) a una sola ecuacién (ver apéndice B para detalles):
[aﬁ + 49, + e ) (=92 — 3HO, + e V2 — 2H2)} huw =0, (3.5)
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donde V2 es el Laplaciano para un espacio tridimensional plano, la expresién
entre paréntesis corresponde al D’Alambertiano para un espacio dS en 4D
y hu son los modos transversos con traza nula de las fluctuaciones de la

métrica.

Después de este paso, procedemos a simplificar la expresién anterior con
la transformacion (2.19). Esto se hace debido a que el anédlisis de los modos
de KK para la gravedad es mas facil en estas coordenadas. Este cambio lleva

la ecuacién (3.5) a la siguiente forma

[ag 4370, — 02— 3HO, + e V2 2H2] Ty = 0. (3.6)

La ecuacion anterior describe la dinamica de las fluctuaciones de la gravedad
en 5D y para analizar los modos de KK, es necesario hacer una separacion
de variables que nos permita analizar la parte 5D y conectarla con la parte
4D de la gravedad. Para ello se propone la siguiente separacion de variables

para los modos transversos y sin traza de las perturbaciones,

h = e OO0, (2)g(x). (3.7)

Este cambio de variable nos lleva a dos ecuaciones, una en 5D y otra en 4D.
La ecuacion para la gravedad del sector 5D tiene la forma de una ecuacion
tipo Schrodinger (donde los indices de la funcién V¥, (2) han sido suprimidos

por comodidad):
2 9 /2 3 1 2
—0; + Zlf + §f —m” | ¥(z) =0, (3.8)

donde podemos identificar un potencial, al que llamaremos por analogia a la

mecanica cuantica Vg, que tiene la siguiente forma
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9 /2 3 1"
VQM = Z + Ef . (39)

Por otro lado la ecuacién para el graviton 4D se escribe como sigue

(=07 — 3HO, + e *'V?* — 2H?) g(x) = m*g(x), (3.10)

donde m es una constante de integracién a la cual llamaremos masa del
gravitéon en 4D [62]. Ademads, esta ecuacién representa gravitones masivos y

sin masa en 4D, suponemos que tiene solucién y es completamente valida.

Después de esta aclaracion procedemos a resolver la ecuacién (3.8) sustitu-
yendo en el potencial el factor de deformaciéon dependiente de la coordenada

Z i (Hnira). "

En términos de esta coordenada nuestro potencial toma la forma de un

potencial tipo Poschl-Teller modificado

1
Vor = —fH%ech%Hz) + ZH? (3.12)

El potencial anterior (ver Fig.(3.1)) asegura un salto en el espectro de ma-
sas de los modos de KK del gravitén, puesto que asintoticamente tiende a
una cantidad definida positiva, es decir, cuando z — +o00, tenemos que
Vour — %H 2 0 equivalentemente m = % De esta forma, la ecuacién tipo

Schrodinger resultante es la siguiente
2 19 2 9.0 2
—0; — ZH sech”(Hz) + ZH —m” | ¥(z) =0. (3.13)
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Figura 3.1: El potencial mecénico cudntico Vg (2) en la ecuacién de tipo
Schrodinger para diferentes valores de H: el primero es H = 0,5 representado
por la linea gruesa, H = 1,0 para la linea punteada, y H = 1,5 para la linea

fina.

Esta ecuacién tiene un espectro de energia dado por

E,=—-H? @ - n>2 (3.14)

y un espectro de masas dado por
m2 =n(3 —n)H?, (3.15)
donde n es un entero que satisface 0 < n < % Esto nos dice que el espectro

de masas de los modos de KK tiene dos estados discretos y un continuo de

modos masivos. La solucion general de la ecuacion tipo Schrodinger esta dada

por

U(z)=C4 Pé‘ (tanh(Hz)) + Cy Qg (tanh(Hz)) (3.16)
donde Pg y Q’é son funciones asociadas de Legendre de primer y segundo
tipo, respectivamente, de grado fraccionario v = 3/2 y orden p = % — }%

(38]-40].
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3.1.1. Localizacion de la gravedad

El primer estado discreto es el estado base de los modos masivos de KK
(véase Fig. 3.2(a)), es el estado con energla Ey = —2H? masanulam =0y
orden p = 3/2; este estado esta asociado al gravitén en 4D y su solucién se

puede escribir como

Wo(2) = kosech? (Hz). (3.17)

Podemos comprobar que este resultado se refiere al graviton en 4D haciendo
una sustitucién directa de esta solucién en la expresion (3.7) y escogiendo
adecuadamente kg para obtener la siguiente expresién (misma que representa
las perturbaciones de la métrica donde se ha eliminado la dependencia de la
quinta dimensién):

BW = g(z)0,, (3.18)

donde 6, representa una matriz identidad y ¢g(x) es una funcién que satisface
la ecuacion para el gravitén 4D (3.10) con m = 0. Fisicamente, este resultado

se interpreta como el gravitén 4D localizado sobre la membrana.

Por otro lado el segundo estado discreto, es decir, el primer estado excita-
do (véase Fig. (3.2(b)) corresponde a un gravitén masivo con masa m? = 2H?,
energia Fy = —%H 2 y orden en la solucién p = %, lo cual nos lleva a la sigui-

ente expresion

Uy (2) = ky sinh(Hz) sech? (Hz). (3.19)

Esta expresién representa un gravitén masivo localizado en el mundo mem-

brana. La expresiéon para las perturbaciones de la métrica haciendo una elec-
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Figura 3.2: La figura muestra el modo cero Wy(z) en (a), y el primer estado
excitado Wy(z) en (b). El pardmetro H es tomado con los siguientes valores
H = 0,5 para la linea gruesa, H = 1,0 para la linea punteada, y H = 1,5

para la linea fina.
cién adecuada de la constante de integracion k; es la siguiente:
b, = sinh(Hz)g(z)0,,. (3.20)

donde g(x) es una funcién que satisface la ecuacién para el gravitén masivo

4D (3.10) con m = v/2H.
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¥o(2) ¥1(2) Vom(2)

0.6
/

Figura 3.3: La figura muestra el potencial Vg, (linea gruesa), los estados
ligados de los modos de KK W¥,, (con la linea punteada se representa el estado
base Uy y con la linea fina el estado excitado Wy) y el espectro de masas (lineas

grises). Aqui se ha fijado el pardmetro H = 0,5.

Finalmente, en el espectro tenemos toda una torre de modos masivos
continuos de KK que empieza a partir de m > % descrita por las siguientes

funciones asociadas de Legendre con orden imaginario pu = ip [39]
U,,(2) = Cy P;" (tanh(H 2)) + Cy Q3" (tanh(Hz)) , (3.21)
2 2

2 4 . . .
donde p = /75 — %. Ademas, fijando Cy = 0, estos modos masivos continuos
de KK se ven como ondas planas asintéticamente, es decir, cuando z — +o0o

) ) )

y la expresion para las perturbaciones de la métrica adopta la forma
U, (z) = ) e (3.22)
+-

donde « es una constante de integracion.
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3.2. Correcciones a la ley de Newton

El hecho de haber encontrado las expresiones explicitas de los modos
masivos de KK para el gravitéon en 5D abre el camino para calcular las co-
rrecciones a la ley de Newton provenientes de la quinta dimension. Dichas
correcciones se hallan a partir de la interaccién de la gravedad con los dife-
rentes modos masivos de KK para el graviton en 5D, es decir, las correcciones

estan dadas por los gravitones masivos que viajan libres en el bulto.

De este modo, para calcular las correcciones consideraremos los modos
masivos continuos de KK con masa 2m > 3H, con la constante Cy = 0 en
la ecuacién (3.21), que como ya habiamos mencionado, se comportan como

ondas planas al infinito de la quinta dimensén [39]

V2r

Después de esto tomaremos el limite de membranas delgadas, que co-

. 1 ..
Uh(z)=C E P;" (tanh(Hz)) ~ ——e*1Hp?, (3.23)
T 2

rresponde a tomar el limite cuando el inverso del ancho de la membrana
H —— 00, y colocaremos dos particulas de prueba con masas M; y una masa
de prueba unitaria M, en el centro de la membrana en direccién transversa
a la quinta dimensién. Esto equivale a introducir una fuente en la ecuacion

(3.6) [63];
{_

donde A = M; /M2, ®§(z) es la funcién delta de Dirac 3D y 2z, denota la

(83 +3f0,— 02 —3HO, + e—QHtv"’) + HQ} SV = (3.24)

—A8080 B6(2)8(2 — 2),

N | —

posicién de la membrana sobre la quinta dimensién. Después de esto tomamos
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el limite Newtoniano e identificamos la componente V(z,y) = %BOO para la
cual tenemos la ecuacion
1 )
[—5 (a‘j 130, — 9 — 3HO, + e’QHtVZ) + H?] V= (3.25)

—\ B5(2)0(2 — z).

El potencial V' se puede expandir en términos de las funciones propias ¥; y

v, del siguiente modo:

Vet ) = 3 W) (o) + / dmU,,()om(@).  (3.26)
Sustituyendo esta expresion en la ecuacion para V' y considerando las ecua-
ciones (3.8) y (3.10) obtenemos las siguientes ecuaciones para las funciones

coeficientes ¢(zH):

[_%vu(ﬂum;)]quw) - B@EL0)  (327)
{_%vuzm] b)) = AP (0)  (3.28)
Hvum] ola") = AP@)U(0),  (3:29)

donde por simplicidad denotamos V? como el Laplaciano dS en 4D y hemos
centrado la membrana en zy; = 0. Estas 3 ecuaciones diferenciales pueden
ser resueltas usando el propagador dS 4D y hemos centrado la membrana en

z=0.

$ 1w, 2 {(_az L) 2



donde en la expresion anterior hemos introducido el tiempo conforme
T=—(1—e". (3.31)

Como en [64] y [65] las expresiones para las funciones coeficientes son

do(z) = 2\T(0) /_ ufi;m,)ﬁo(x,o,m (3.32)
éi1(r) = 2)\0,(0) /_ #&(m,o,f’), (3.33)
dm(z) = 20T, (0)" /_ #Sm(x,o,f). (3.34)

En estos términos, el potencial newtoniano se puede expresar como

V(z,0) =2\ \\Ifo(o)yz /I; (1—d—TH7',)250(T’x’TI’O) + (3.35)
2 at dT/ ’
122 [0, (0) / TS0 (3.36)
> 2 o dT/ ’
+2>‘/0 (W (0)] /_Oo msm(ﬂxﬁ ,0). (3.37)

Al recordar que el primer modo excitado de KK (3.19) se anula en el origen,
ya no lo tendremos que considerar en adelante por ser una funciéon impar.
Entonces s6lo nos quedamos con los términos para el modo cero y los modos

continuos de KK para la masa en la expresién del potencial:

! dT/ /
o 2
V@0 =200 [ g emsa s 0+ (639
L2 / 1,0 / A (r.2,7.0) (3.39)
0 m . (1 - HT/)z m T? I7T ) M .

La ecuacion diferencial satisfecha por el propagador puede ser transformada

en una ecuacion diferencial con respecto a la distancia geodésica Z definida,
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cony=H'—7, por

(44 = (=)

Z ;
dyy

(3.40)

Con la distancia geodésica y siguiendo [90] llegamos a la expresion de la

ecuacion diferencial que satisface el propagador

2
1

Z(1-2)S"(2)+2(1-22)S'(2) - %S(Z) = 0. (3.41)

Resolviendo la ecuacién anterior encontramos que la expresion para el pro-

3 m
'f=+3—

y para el propagador con m = 0 se tiene

iH? 1 1 Z + e
Z) = - 2In | ———— )| . A4
So(2) 1672 |:1—Z—i€ Z+i6+ n< ' )} (3:43)

pagad()r masivo es
241 92 9 3 9 9 ) “y .

Sm(Z) =

El potencial en términos de la distancia geométrica se ve como

V(z,0) = |‘I’o )| / dv 750(2 (3.44)

+2—A2/0 dm|\11m(0)|2/7 ﬁsm(Z). (3.45)

La contribucién del modo cero al potencial puede ser integrada y en el limite

cuando R < 1/H da como resultado

2 > dy' AU2(0) 1
AR —=Sy ~ =0T A
Yo = 0(0>/7 orl it R (3.46)

sustituyendo el valor de A tenemos

- (3.47)



La contribucion del espectro continuo al potencial esta dada por

2N [ * dy'
Vi) = — dm | ¥s(0) |2 ——S,. 3.48
) Ao [ (3.48)

Considerando el limite realista de distancias cortas HR < 1, el propagador
debe adoptar la forma de un propagador en un espaciotiempo plano. Entonces

1

para R < 1/H, considerando que R > m™', podemos aproximar el valor de

la integral para la parte temporal en (3.48) como sigue

o q ! H2
/ _725’7” ~ — e_mR' (349)
v

8TR 7
sustituyendo el valor de A nuevamente tenemos

M H >

AR
47TMp21R 0

dm | V,,(0) |* em™". (3.50)

De este modo, las correcciones al potencial generadas por gravitones ma-

sivos estan expresadas de la siguiente manera

V(R) ~ % (G +
+% (/n: dme~™F |\I/m(0)|2> = % (G4 + AGY) . (3.51)

Aqui Gy es la constante de acoplamiento gravitatoria en 4D, W, (zo) repre-
senta, como ya vimos, los modos masivos continuos de KK para el graviton;
estos ultimos son los modos que deberan ser integrados sobre sus masas para
calcular explicitamente las correcciones a la ley de Newton. Entonces, las
correcciones que andamos buscando sélo van a tener una contribuciéon que

proviene de los modos continuos de KK. Para llevar a cabo la integracién se
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requiere un método numeérico potente debido a la complejidad de la integral;
por ello nos basaremos en la suposicién de que el salto en el espectro de ma-
sas entre el estado base y los estados continuos es muy grande, dicho de otra
forma, el graviton 4D estd muy lejos de sentir la interaccion con los modos
continuos. Haciendo esta suposicion aproximamos la integral alrededor de
R = 0 y obtenemos la siguiente expresion para las correcciones a la ley de

Newton:

Gy~ |r(—}jr(1)]2 e_;HR (1 +0 (HLR» : (3.52)

4
estas correcciones nos dejan ver a primer orden que el primer término de

la serie tiene una contribucion muy pequena a la ley de Newton, lo cual
se espera que el graviton 4D tenga una interaccion muy pequena con los

gravitones masivos que viven en el bulto sobre la quinta dimension.

3.3. Soluciéon maximamente simétrica versus
localizaciéon de la gravedad 4D y existen-

cia de un salto en el espectro de masas

En la configuracién de membrana que estamos estudiando existe una re-
lacién entre el estado base Wy(z) = koe2/() el cual es el responsable de la
localizacion de la gravedad 4D, el caracter suave del escalar de Ricci en 5D R,
el cual resulta ser constante para un espacio maximamente simétrico en 5D,

y el comportamiento asintético del potencial tipo mecanico cuantico V.
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En el trabajo [46] se mostré que si uno requiere la existencia de un salto en
el espectro de masas de KK para el graviton, junto con la localizacion de
la gravedad 4D en mundos membrana con simetria de Poincaré, entonces la
variedad en 5D necesariamente presenta singularidades desnudas, y de forma
inversa, si uno impone suavidad para el escalar de Ricci en 5D junto con la
localizacién de la gravedad 4D, entonces el potencial Vs se anula asintoti-
camente, hecho que descarta la posibilidad de tener un salto en el espectro

de masas de KK para el graviton.

En este trabajo se incluyé una constante cosmoldgica en el bulto A5 junto
con una métrica de tipo FRW plana inducida sobre la 3—-membrana. Es facil
mostrar para el modelo (2.1) con el ansatz (3.4) y para el potencial Vg
considerado en (3.12), que para configuraciones en la posicién de la membrana
podemos escribir la siguiente relacién

. .9

RUS ~ [3 (g + %) - §VQM] , (3.53)
que en comparacién con las cantidades contempladas en [46], esta expresién
incluye el factor de escala de la métrica inducida sobre la membrana. Si re-
querimos la presencia de un salto en el espectro de masas de KK para el
gravitén, entonces el potencial Vi debe adoptar un valor asintético positi-
vo. De la relacién (3.53) podemos ver que si requerimos que g — 0 cuando
2z — 00, entonces el escalar de Ricci puede ser finito o singular dependien-
do de la naturaleza asintotica de la expresion entre corchetes: si se anula
asintoticamente, entonces el escalar de Ricci 5D puede ser finito a lo largo de

la quinta dimension, mientras que si asintéticamente tiende a un valor finito
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(o infinito), entonces el escalar de curvatura 5D puede poseer singularidades
desnudas en las fronteras de la variedad. Un resultado similar ha sido encon-
trado en [47] para un bulto AdS; con métricas AdS, y dS, inducidas sobre

la 3—membrana.
En nuestro caso, el factor de escala tiene la forma particular que corres-
ponde a una métrica dS plana a = e’*, 1o cual nos lleva a la siguiente relacién

4

RUS ~ {3}[2 -3

VQM] ; (3.54)

podemos ver que en este caso el potencial tipo mecanico cudntico Vg
asintGticamente se aproxima al valor 9H?/4, asegurando la presencia de un
salto en el espectro de masas de KK para el gravitén, hecho que a su vez
anula la expresion entre corchetes, implicando que el escalar de curvatura es
regular a lo largo de la quinta dimension, lo cual se puede comprobar facil-
mente puesto que R = 200?, que es de hecho lo que esperdbamos tener desde
el principio debido a la forma méaximamente simétrica de nuestra métrica en
5D. Con este resultado podemos ir a la inversa y afirmar a partir de (3.54)
que la naturaleza maximamente simétrica de nuestra métrica implica la exis-
tencia de un salto en el espectro de masas de KK del graviton si se tiene

localizacion del gravitéon 4D sobre la 3-membrana.
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Capitulo 4

Localizacion de campos de

materia en la membrana

4.1. La localizacién de diversos campos de

materia sobre una membrana gruesa dS

En este capitulo vamos a investigar la localizaciéon de varios campos de
materia sobre la membrana tipo dS que se ha generado sin ayuda de campos
escalares en el bulto. Primeramente localizaremos campos escalares (espin—
0), después campos vectoriales (espin—1) y por tltimo, campos fermiénicos
(espin—1/2). Estos tltimos son estudiados usando una masa 5D para el campo
fermiénico que depende de la geometria de la dimensién extra MF(z)UW¥,
donde el cardcter de la localizacién cambia segin se elija la funcién F(z).

Asimismo, supondremos que los diversos campos de materia considerados
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anteriormente tienen una contribucién muy pequena a la energia del bulto.
Esto permite que la solucién del mundo membrana considerada en este tra-
bajo de tesis siga siendo valida en la presencia de campos de materia en el
bulto, es decir, los campos de materia del bulto tienen una contribuciéon des-
preciable a la geometria del espaciotiempo. El espectro de masas de KK para
los diversos campos de materia sobre una 3-membrana gruesa puramente
dS es presentado y discutido al analizar el potencial de las correspondien-
tes ecuaciones tipo Schrodinger que generan los modos de KK en la quinta
dimension, es decir, se investigaran diferentes campos de materia poniendo
principal atencion a los potenciales de las correspondientes ecuaciones tipo

Schrodinger obtenidas convenientemente con la ayuda de la métrica (2.20).

4.1.1. Campos escalares: espin—0

Empezaremos considerando la localizacién de campos escalares reales so-
bre la membrana gruesa obtenida en el Capitulo 2. Consideremos la accion

de un campo real acoplado minimamente a la gravedad en 5D

So = —%/d‘r’x\/—g G0y PON D (4.1)

usando la métrica conforme (2.20). La ecuacién de movimiento resultante de

la variacién de la accién (4.1) es

\/L_ﬁ# ( —ggﬂ”aycb) +e 30, (¢¥0.0) = 0. (4.2)
-

Entonces, usando la descomposicién de KK

O(z,2) = Z D (1) Xn(2)e /2 (4.3)
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demandamos que ®,, satisfaga la ecuacién masiva de Klein—-Gordon en 4D
PLa(—Wm)ﬂﬂ¢@bo (4.4)

luego, podemos obtener la ecuacién para los modos escalares de KK x,,(2):
(=02 + Vo(2)] xn(2) = mixa(2); (4.5)

esta es una ecuacion tipo Schrodinger con un potencial efectivo dado por

‘Md—§ﬂ+zﬁ, (4.6)

donde m,, es una constante de integracion que representa la masa del campo
escalar en 4D correspondiente a las excitaciones de KK. Asimismo, vemos que
el potencial V(z) es idéntico al que tenemos cuando localizamos la gravedad

y estd determinado por el factor de deformacion.

También podemos hacer una reduccién dimensional de la accién (4.1) para
obtener una accién efectiva en 4D que describa campos escalares masivos.
Después de la reduccion dimensional tenemos que la accién resultante tiene

la forma siguiente

1
So=-5>. / d*z\/—g (g DOy n + micbi) : (4.7)

cuando integramos sobre la quinta dimensién, requerimos que la ecuacién
(4.5) se satisfaga y que ademads se cumplan las siguientes condiciones de
ortonormalizacion:

/_OO Xm (2)Xn(2)dz = O (4.8)

o0
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Para la solucién de la membrana ancha (2.9), el potencial (4.6) adopta la

forma
9 15
Vo(z) = ZHQ — ZH2sech2(Hz). (4.9)
De este modo podemos ver que el potencial tiene un minimo igual a —#
en z = 0 y un maximo igual a % en z = oo (ver Figura (4.1)). Entonces,

la ecuacion (4.5) toma la forma conocida de la ecuacién de Schrodinger con

, o H?
energla E, = m?2 — 2L
15H?
—0% — sechz(Hz)] Xn = EnXn. (4.10)

Para esta ecuacion con un potencial tipo Poschl-Teller modificado, se tiene

el siguiente espectro de energia [8, 20, 39, 41, 54, 66]

2
E, = —H? (g — n) , (4.11)

0 en términos de la masa:

m?2 =n(3 —n)H?, (4.12)

n

donde n es un entero que satisface 0 < n < %, por lo que es claro que hay dos
estados discretos. El primer estado corresponde al estado base con m2 = 0,

y puede ser expresado como

Xo(2) =4/ %sechg(Hz), (4.13)

éste es el estado de KK sin masa y como es el primero, vemos entonces que no

hay estados taquiénicos (con cuadrados de masa negativos) para el espectro
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de KK . El segundo estado es el primer estado excitado, que corresponde a

n =1y m?=2H? y puede ser escrito como

xi(2) = \/?sechg(ﬂz) sinh(Hz). (4.14)

El perfil del modo cero de KK para el campo escalar xq, el primer modo
excitado xi, el potencial V|, para los modos escalares de KK y el espectro
de masas, se muestran en las Figuras 4.2 y 4.3, respectivamente. El espectro
continuo empieza en m? = 9H?/4. De esta manera, cuando la energia de
las particulas escalares es tan grande como m = %, los modos del espectro
continuo no se localizan sobre la 3—membrana, pues no pueden ser atrapados
en ella, entonces esos modos se mueven en el bulto y podrian, en principio,
ser un buen candidato para abrir la puerta a un experimento que tenga co-
mo finalidad descubrir las dimensiones extra. Por ejemplo, considerando las
energias experimentales alcanzables en el LHC podemos fijar H ~ 1 TeV, en-
tonces la constante cosmoldgica en 4D toma el valor Ay ~ 10 GeV2. Aunque
A4 es mucho m4s grande que la constante cosmolégica medida (1073 GeV?)

por un factor de 10, ésta es mds pequena que la constante cosmolégica

predicha en teorfa cudntica de campos (10*® GeV?) por un factor de 10~%.

4.1.2. Campos vectoriales: espin—1

Ahora analizaremos los campos vectoriales de espin-1. Considerando la

accion en 5D para un campo vectorial

1

S, = -3 /d‘f’x\/—g gV TS By pFivs, (4.15)
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Figura 4.1: El perfil del potencial V;(z) para los modos escalares de KK para
diferentes valores de H: consideramos H = 0,5 para la linea delgada, H = 1,0

para la linea punteada, y por ultimo H = 1,5 para la linea gruesa.

donde Fyn = Oy An — On Ay es el tensor de Faraday. De esta accion obte-

nemos las siguientes ecuaciones de campo

1
T=0u (V=99"" 9" Fys) = 0. (4.16)

Usando la métrica de fondo (2.20), podemos escribir las ecuaciones de movi-

miento de la forma siguiente

1

ﬁ&, <\/ —g gypg,uAFp)\) + g“AB_faz (efF5/\) = 07 (417)

9, <\/—_g g"”F,,5> —0. (4.18)

Como la componente A5 no tiene modo cero en la teoria efectiva 4D, su-
pondremos que la componente es par con respecto a la dimensién extra z.
Ademads, para ser consistentes con la invarianza de norma de la ecuacion

f dzAs = 0, vamos a escoger A5 = 0 usando la libertad de norma. Esto nos
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(b) x1(2)
Figura 4.2: El perfil del modo cero de KK para el campo escalar xo(z) en (a),
y el primer estado excitado xi(z) en (b). Se ha fijado el parametro H = 0,5
para la linea gruesa, H = 1,0 para la linea punteada y H = 1,5 para la linea

delgada.

lleva a que la accién (4.15) se reduzca a la forma siguiente

1
Sl = —Z /d5(L'\/ —g{guagyﬁF;uzFa,B + QG_AQMVaZAuaZAV}' (419)
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Vo(2) x0(2) x1(2)

0.6
/

Figura 4.3: El perfil del potencial Vj para los modos escalares de KK (linea
gruesa), los estados ligados de los modos de KK del campo escalar y,: la
linea punteada es para el estado base xo y la linea delgada para el primer
modo excitado x1, y el espectro de masas (linea gruesa gris) con el parametro

H=05.

Con ayuda de la separacién de variables del campo vectorial A, (z,2) =

> al” (2)pn(2)e=4/? y las condiciones de ortonormalizacién

/_OO Pm(2)pn(2)dz = O, (4.20)

(e 9]

la accién (4.19) queda como
A~ L, PN n) p(n 1 v (n) (n
Sy = Z/d‘lx\/—g < — Zgﬂ g ﬂfl(w)f(iﬂ) _ §mi g# aL )az(/ ))7 (421)

donde fi) = 8,4 — 8,4 es el tensor de Faraday en 4D. En el proce-
so anterior se requirié que los modos vectoriales de KK p,(z) satisfagan la

ecuacion de Schrodinger :
[—83 + Vl(zﬂ pn(2) = m2pu(2), (4.22)
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donde el potencial Vi (z) estd dado por
Vi(z) = — — “——sech®(Hz). (4.23)

Este potencial tiene un minimo igual a —H?/2 en z = 0 y un maximo igual
a H?/4 en z = 400 (ver Fig. 4.4). La ecuacién (4.22) es de tipo Schrodinger

y el potencial es de tipo Poschl-Teller modificado:
,  3H? 2
—0; — Tsech (H2)| pn = Enpn, (4.24)

donde E, = m2 — HT2. De este modo, el espectro de energia de los estados

discretos tiene la siguiente forma:

E,= —HQ(% —n)? (4.25)

0, en términos del cuadrado de la masa:

m?2 =n(l —n)H?, (4.26)

n

donde n es un entero que satisface 0 < n < % Esto quiere decir que sélo hay

un estado discreto (el estado base), es decir, el estado cero

po(z) = \/gsechz(Hz) (4.27)

con mg = 0. El perfil del modo cero se muestra en la Figura 4.5. También es
facil observar que hay un salto entre el modo cero y el primer modo excitado
de KK como se muestra en la Figura 4.6. Ademas, el espectro continuo para
los modos vectoriales de KK empieza en m? = H?/4 y asint6ticamente éstos

tienen la forma de ondas planas. Podemos observar que, como ocurre para
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el caso escalar, considerando H ~ 1 TeV, es decir, cuando la energia es
del orden de 1 TeV, los campos vectoriales no se pueden localizar sobre la

3-membrana.

VIFZ)

Figura 4.4: El perfil del potencial para el campo vectorial V;(z). El pardmetro
H se ha fijado de la siguiente manera: H = 0,5 para la linea gruesa, H = 1,0,

para la linea punteada y H = 1,5 para linea delgada.

Figura 4.5: El perfil del modo cero de KK para el campo vectorial py(z). Se
ha elegido H = 0,5 para la linea gruesa, H = 1,0 para la linea punteada y

H = 1,5 para la linea delgada.
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Figura 4.6: El perfil del potencial para los modos vectoriales de KK V; (linea

gruesa), el modo vectorial cero de KK py (linea punteada), y el espectro de

masas discreto (linea gruesa gris). En la figura se ha considerado H = 0,5.
4.1.3. Campos fermidnicos: espin—1/2

En esta seccién estudiaremos la localizacién de fermiones con espin-1/2
en la membrana gruesa dS considerada en este trabajo de tesis. En un espacio

5D, los fermiones son representados por espinores con 4 componentes y su

6M— FM

estructura de Dirac puede ser descrita por las matrices gamma I'M = L

donde hemos usado la tetrada e% y las matrices gamma obedecen la siguiente

relaciéon

{rM 1N} = 24MN, (4.28)

En este trabajo M,N,--- = 0,1,2,3,5 y i, 7,--- = 0,1,2,3 denotan los
indices en 5D y los indices locales de Lorentz en 4D, respectivamente, y M

son las matrices para un espaciotiempo plano en 5D. En este formalismo, la
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tetrada estd dada por

. efe? 0
ey = : : (4.29)
0 e
ds® = eMeNpnde™ da™ (4.30)

MY = e ("7, —iv®) = e/ (y*, —i7"), donde y* = &",7”, 7" y 4 son las
matrices gamma en la representacion de Dirac para un espaciotiempo plano

en 4D.

La accién de Dirac para un fermién masivo con espin-1/2 en 5D tiene la

siguiente forma [67]:

2

Si = /d5x\/—_g (Wil (O + war) ¥ — MF(2)0 0], (4.31)

TN Ty con

donde wy; es la conexién de espin definida como wy; = I

_ 1 - _ _ 1 .- _ _
1 o _
—§€PM€QN((9P6¢;R — doepr)en (4.32)

y F(z) es una funcién arbitraria dependiente de la quinta coordenada z.
En este trabajo discutiremos las propiedades de la funcién escalar F'(z) en el
contexto de la localizacion de los modos fermiénicos de KK. Las componentes
distintas de cero de la conexién de espin wy,; calculadas con la métrica de

fondo (2.20) son

1 .
wy, - §(azf)7,u75 + W,Lu (433>

donde w, =

fondo §,.(x) = €/ (x)é,”(x)nus. Entonces, la ecuacién de movimiento que
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corresponde a la accién (4.31) puede ser escrita como
[i7" (O + @) +7° (0 +20.f) — ! MF(2)] ¥ =0, (4.34)

donde iv*(0, + w,,) es el operador de Dirac sobre la 3-membrana.

Ahora investigaremos la ecuacién de Dirac en 5D (4.34) y escribiremos el
espinor en términos de los campos fermidnicos efectivos en 4D. Con ayuda de
la matriz +° obtendremos las proyecciones derechas e izquierdas del campo

espinorial en 4D.

Las soluciones para la ecuacién (4.34) pueden ser obtenidas con ayuda de

una descomposicién quiral que en general tiene la forma siguiente

U= 24 (Z Yin(x)Ly(2) + Zan(m)Rn(Z)> ; (4.35)

donde abusando de la notacién por razones puramente algebraicas conside-
ramos sélo la parte de los proyectores quirales que contribuye a la sepa-
racién entre la parte 5D y la parte 4D de la ecuacion 4.34 considerando
V() = =V U (2) ¥ Yro(2) = YR, (2) como las componentes izquierdas
y derechas del campo de Dirac en 4D, respectivamente, donde sélo por conve-
niencia algebraica se han escogido asi los proyectores anteriores; por lo tanto,
supondremos que 1y, (x) y ¥g,(x) satisfacen las ecuaciones de Dirac en 4D.
Entonces, los modos de KK L,(z) y R,(z) deben satisfacer las siguientes

ecuaciones acopladas:

(0. + e’ MF(2)| L,(z) = m,Ru(2), (4.36a)

(0. — e/ MF(2)] Ru(2) = —m,Ly(z). (4.36b)
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A partir del par de ecuaciones anteriores podemos obtener las ecuaciones
tipo Schrodinger para los modos fermiénicos de KK con quiralidad izquierda

y derecha:
(=02 +Vi(2))Ln = mi, Ln, (4.37)
(= &2+ Vr(2))R, = m} Rn, (4.38)
donde los potenciales izquierdo V;, y derecho Vg estan dados por:
Vi(2) = X M?F%(2) — e/ fMF(z) — e/ MO, F(2), (4.39a)

Vr(z) = 2AM?F?(2) + e/ f'MF(2) + e/ MO.F(2).  (4.39b)

De este modo, podemos expresar la accién efectiva estandar en 4D para
fermiones sin masa y fermiones masivos, tanto izquierdos como derechos, de

la siguiente forma

S1 = / daxy/=g U [iT"(Oy + wy) — MF(2)] UV (4.40)

= Y [deV T B Ot @) -l Y

NG

entonces, se deben satisfacer las siguientes condiciones de ortonormalizacion

para L, v R,:
+oo
/ Ly,L,dz = 6mn, (4.42)
oo
/ RoRodz = 6o, (4.43)
_iooo
/ L,R,dz = Q0. (4.44)
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Si en las férmulas (4.36a) y (4.36b) fijamos m,, = 0, obtenemos

Ly o« e M[Fd (4.45a)

Ry o eM/[e'Tdz (4.45b)

Estas relaciones nos dicen que no es posible tener ambos modos fermiénicos
de KK sin masa, izquierdo y derecho, localizados sobre la 3—membrana al

mismo tiempo porque sé6lo uno puede ser normalizable.

A partir de las ecuaciones (4.37), (4.38) y (4.39) podemos ver que si no
introducimos el término de masa en la ecuacién (4.31), es decir, cuando M =
0, los potenciales para los modos quirales izquierdos y derechos de KK Vi, r(2)
se anulan y ambos fermiones, izquierdos y derechos, no pueden localizarse
sobre la membrana. Sin embargo, si demandamos que los potenciales Vi, (z) y
Vr(z) sean funciones pares con respecto a la quinta coordenada z, entonces
la funcion M F'(z) debe ser una funcién impar de z. Nosotros consideraremos
varias formas de esta funcién tales como: F'(z) = €(z), donde e(z # 0) = avy
€(0) = 0 es la funcién salto de Heaviside, F'(z) = tanh(H z), F(z) = sinh(Hz)
and F(z) = (Hz)**le /.

Caso I: F(z) =¢(2)

Consideremos el caso simple F'(z) = £(z) [67]. Entonces la forma explicita

de los potenciales (4.39) es expresada como sigue:

Vi(z) = H Msebc2h (H2) [M + bsinh(Hz)e(z)] —26(z), (4.46a)
Va(z) = M Seb(;h2(H %) (M — bsinh(H2)e(2)] + 20(2).  (4.46D)
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A partir de estas expresiones, encontramos que los potenciales V7, z(z) tienen
el siguiente comportamiento asintético: Vi g(z — £o0) — 0. Ademads, tene-
mos una funcién ¢ en las expresiones para ambos potenciales, por lo tanto,
cuando z = 0, V;(0) = —oo y Vg(0) = +o0. Esté claro que sélo el poten-
cial Vi (z) es de tipo volcan dado por la funcién delta §, localizada donde
esta situada la 3—membrana. Entonces sélo el modo de KK sin masa corres-
pondiente al fermién con quiralidad izquierda puede estar localizado sobre
la membrana. El modo cero de KK para el fermién con quiralidad izquierda
puede ser calculado resolviendo (4.36a) con mg = 0:

Lo(2) o< exp <—/ dz’eA(z/)Me(z’)>

0

o (P e[ (V).

Sin embargo, de la expresion anterior, sabemos que cuando estamos lejos de
la 3-membrana, Ly(z — +00) se aproxima a una constante positiva e’%,
esto tiene como consecuencia que Lg(z) no sea normalizable. Entonces el
modo cero de los modos de KK para el fermién izquierdo no puede estar
localizado sobre la 3— membrana. El perfil del modo cero Ly(z) es mostrado
en la Figura 4.7. En conclusion, ambos modos fermiénicos de KK, el izquierdo
y el derecho, no pueden estar localizados sobre la membrana. Ademéds, como
los potenciales V7, p(z) se anulan asintéticamente, no hay salto en el espectro
de masas de KK para ambos modos fermiénicos, por lo tanto, el espectro es

continuo y comienza en m? = 0.
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Figura 4.7: El perfil del modo cero fermiénico de KK con quiralidad izquierda
po(z) para diferentes valores del pardmetro b. Los parametros se han fijado
de la forma siguiente: M = 1,0, H = 0,5, y b = 0,5 para la linea gruesa,

b = 1,0 para la linea punteada, y b = 1,5 para la linea delgada.
Caso II: F(z) = tanh(Hz)

Para este caso F(z) = tanh(Hz), por lo tanto la forma explicita de los

potenciales (4.39) es:

2
Vi(z) = h;bi\/[ sech®(Hz) [4M sinh®(Hz) + beosh(3Hz) — 5bcosh(Hz)], (4.48)
H?M 4 . 9
Vr(z) = 02 sech®(Hz) [4M sinh®(Hz) — beosh(3Hz) + 5bcosh(Hz)| . (4.49)

Como podemos ver, los potenciales Vy, g tienen el siguiente comportamiento
asintotico: tienden a cero cuando z — +o00, y en 2z = 0, el potencial V}, alcanza
su minimo, que es un valor negativo —H?>M /b, mientras que el potencial Vg

tiene un méximo, que es un valor positivo H2M /b (ver Figura 4.8).

Entonces V,(z) es un potencial tipo volcan con fondo finito. Para este tipo
de potenciales no hay salto en el espectro de masas que separe el modo cero

fermidénico de KK de los modos excitados masivos. Ambos modos de KK con
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quiralidad izquierda y derecha tienen un espectro continuo. Sélo el potencial
izquierdo adopta un valor negativo en la posicion de la 3-membrana. Nosotros
sélo nesecitamos estudiar el modo cero de KK de los fermiones con quiralidad
izquierda Ly ya que este modo si puede estar localizado sobre la membrana.

La expresion para L es
M
Ly o< exp F(Sech(Hz) -1)]; (4.50)

a partir de esta expresion y la Figura 4.9 podemos ver que el modo cero Ly —
M N . . ey . .7

e~ % > (0 cuando z — 400, lo que indica que la condiciéon de normalizacion
+oo . .

S L§(2)dz < oo no se puede satisfacer, entonces, el modo cero fermiénico

de KK con quiralidad izquierda no puede estar localizado sobre la membrana.

Caso III: F(z) = sinh(Hz)

Haciendo la eleccién F'(z) = sinh(Hz), los potenciales (4.39) adoptan la

forma siguiente:

Vi(z) = 72 [M — (b+ M)sech®(Hz2)] , (4.51)
Vr(z) = Hb—ZM [M + (b— M)sech®(Hz)] . (4.52)

A partir de la Figura 4.10 podemos ver que ambos potenciales tienen el mismo
comportamiento asintético: Vi, g — H?*M?/b* cuando z — +oo. En z = 0,
el potencial para los fermiones con quiralidad izquierda tiene un minimo con
valor —H?M /b, por otro lado, el potencial para los fermiones con quiralidad
derecha tiene un minimo positivo: H2M/b si y sélo si M > b. Entonces,

solo el potencial para los fermiones con quiralidad izquierda tiene un valor
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-02 1

(b) Vkr(z)
Figura 4.8: El perfil del potencial para los fermiones con quiralidad izquierda
Vi(2) y derecha Vi(z) estd graficado en (a) y (b), respectivamente, para el
caso II. Los parametros se han fijado de la forma siguiente: H = 0,5, M = 1,
b = 0,5 para la linea gruesa, b = 1,0 para la linea punteada y b = 1,5 para la

linea delgada.

negativo en el origen de la 3—membrana, lo que implica que sélo el modo Ly

de KK puede estar localizado sobre la membrana. La forma del modo cero
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Figura 4.9: El perfil del fermién no masivo con quiralidad izquierda Lg(z)
para el caso II. Los parametros se han fijado como sigue: H = 0,5, M = 1,
b = 0,5 para la linea gruesa, b = 1,0 para la linea punteada y b = 1,5 para la

linea delgada.

izquierdo Lg es

a1 (57

v T (3)

De lo anterior podemos ver que si M y b son positivos, el modo cero de KK L

Lo(z) = [ ] sech’® (Hz). (4.53)

tiende a cero cuando z — 400 y satisface la condicién de normalizacion. Esto
implica que sélo el modo sin masa de los fermiones con quiralidad izquierda
esté localizado sobre la membrana. El perfil del modo cero fermidnico de
KK con quiralidad izquierda es mostrado en la Figura 4.11. Por otro lado,
el modo cero de KK para los fermiones con quiralidad derecha no existe, de

hecho, esto se puede ver a partir del potencial (4.52) y la Figura 4.10(b).

También podemos ver que mj > H?M?/b*, por lo tanto, los modos de

KK para los fermiones con quiralidad izquierda describen asintéticamente
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Figura 4.10: El perfil del potencial Vi (z) se muestra en (a) y el de Vg(2)
en (b) para el caso III. Los pardmetros se han fijado de la forma siguiente:
H =15, M =1,b=0,5 para la linea gruesa, b = 1,0 para la linea punteada

y b= 1,5 para la linea delgada.

ondas planas.

Los modos discretos de KK L,, para el potencial (4.51) tienen la siguiente

forma
1
L, o« cosh'* % (Hz) oF, (an, bui 55 — sinhZ(Hz)) (4.54)
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Figura 4.11: El perfil del modo cero de KK para los fermiones con quiralidad
izquierda Lo(z) para el caso III. Los pardmetros se fijaron de la siguiente
manera: H = 1,5, M =1, b = 0,5 para la linea gruesa, b = 1,0 para la linea

punteada y b = 1,5 para la linea delgada.

para n pary

1

13
L, x coshH%(Hz) sinh(Hz) oF4 <an+§, bn+§; 5 —sinh2(Hz)> (4.55)

para n impar, donde oF; es la funcién hipergeométrica y los parametros a,

y b, estan dados por

Sl
DO | —

ay, = %(n +1), b, = (n—1). (4.56)

El espectro de masas correspondiente para los modos ligados de KK es

2M M
min:H2 (T—n)n, (n:O,1,2,~-<?). (4.57)

A partir de la expresion anterior podemos ver que solo el espectro de KK para
los modos con quiralidad izquierda posee el modo cero (4.53) como estado

base con m%o = 0, y debido a que el estado base tiene masa nula, m%o =0,
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no existen modos taquionicos para los fermiones con quiralidad izquierda. Si
M < b, hay sélo un estado discreto, es decir, el modo cero (4.53). Para que

existan modos discretos masivos, se debe satisfacer la condicion M > b.

Para el potencial de los fermiones con quiralidad derecha Vg(z) (4.52),
de la Figura 4.10(b), podemos ver que Vg(z) siempre es positivo cerca del
origen de la 3-membrana; esto muestra que no se puede atrapar el modo
cero de KK para los fermiones con quiralidad derecha. Para el caso M < b, el
potencial Vi tiene un maximo H?M /b en z = 0, y tiene un minimo H?M?/b?
en z — +00, es decir, 0 < Vi(z — £00) < Vg(z = 0). Entonces, en este caso
no hay estados discretos de KK para los fermiones con quiralidad derecha.
Para el caso especial M = b, el potencial Vi es una constante positiva:
Vr(z) = H*M?/b?, por lo tanto, no hay ningtin estado ligado para este caso.
Para el caso M > b, podemos ver que 0 < Vg(z = 0) < Vg(z — £00), esto

indica que existen algunos estados ligados, pero el estado base es masivo

HT ()
VT (457

y la masa estd determinada por la expresion m%, = H* (2M/b—1) > H* >

R(]:

] ’ cosh'™ % (Hz), (M >b) (4.58)

0. En general los estados ligados para el caso M > b estan dados por

I+n M 14n 1 .
5 7? — T, 5, sinh (HZ)> (459)

Rp(2) o« cosh’™ (Hz) 5F; (
para n par y

R, (z) x cosh%(Hz) sinh(Hz) oF; (1 + g, %

no3 g2
—5ig sinh (Hz)) (4.60)

para n impar. Entonces, el espectro de masas correspondiente es

2M M
my, = H? (b—(n+1)> (n+1), (M>b, n20,1,2,---<b—1). (4.61)
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Haciendo una comparacién entre los espectros de masas para los modos de
KK de los fermiones con quiralidad derecha e izquierda, llegamos a la con-
clusién de que el nimero de estados de KK para los fermiones con quiralidad
derecha Np es uno menos en comparaciéon con los modos de KK para los

fermiones con quiralidad izquierda Ny, es decir, Ng = N, — 1.

Cuando M < b hay un sélo estado de KK ligado para los fermiones con
quiralidad derecha que corresponde al estado base izquierdo, esto quiere de-
cir que sélo el fermion 4D sin masa puede localizarse sobre la membrana.
Cuando M > b, existen N (N = N > 2) estados ligados de KK para los
fermiones izquierdos y N —1 (Ngr = N — 1) para los fermiones derechos. Por
lo tanto, de este modo aseguramos que el fermion izquierdo 4D sin masa y los
pares de fermiones masivos de Dirac acoplados, izquierdos y derechos, pueden
estar localizados sobre la membrana. Los modos de KK L, y R,, se muestran
en las Figuras 4.12 y 4.13, respectivamente, y el espectro de masas corres-
pondiente se muestra en la Figura 4.14. Cuando m37 p > H*M?/b*, ningiin
modo de KK, ni izquierdo ni derecho, puede confinarse a la 3— membrana,
pero si puede excitarse y escapar al bulto. En este punto podemos hacer la
siguiente observacion: si consideramos HM /b ~ 1 TeV y M del mismo orden
que b, el valor del pardmetro H seria del orden de 1 TeV, y Ay ~ 10° GeV2.
Por otro lado, si M es del mismo orden que b, entonces el orden de H y Ay
puede ser pequeno. Podemos considerar un ejemplo, si M ~ Mp, y b ~ 1
Gev, H valdria 10716 GeV, esto nos lleva a que Ay ~ 10732 GeV2. Esto nos
dice que la constante cosmoldgica 4D difiere de la observada actualmente por

un factor de 10°2.
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02

(c)n=2 (d) n=3
Figura 4.12: El perfil de los modos de KK para los fermiones izquierdos L,

cuando 0 < n < 3 en el caso III. Los parametros se han fijado como sigue:

M=10,b=025y H=1,.
Caso IV: F(z) = (Hz)**le /(2
Por dltimo vamos a considerar la familia de funciones
F(2) = (Hz)* e @) (4.62)

donde el factor Hz asegura la dimensionalidad nulade F'(z) y k =0,1,2,---.

Al usar (2.20), la forma explicita de los potenciales (4.39) puede ser expresada
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(c)n=2

Figura 4.13: El perfil de los modos de KK para los fermiones derechos R,
cuando 0 < n < 2 en el caso III. Los parametros se fijaron como sigue

M =1,0,b=0,25and H=1,5.
como sigue

Vi(z) = MH[MH(Hz)"2* — (2k +1)(Hz)*], (4.63a)

Vr(z) = MH [MH(Hz2)"2"+ (2k + 1)(Hz)*] . (4.63b)

Ambos potenciales tienen el mismo comportamiento asintético Vi g — oo
cuando z — 400 y estan acotados por debajo como se muestra en la Figuras
4.15 y 4.16 para diferentes valores de k > 0; el caso k = 0 lo consideraremos
por separado. Entonces, el espectro de KK es discreto para ambos tipos de

fermiones. Se puede mostrar usando la ecuacién (4.45a) que el modo cero de
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(a) Fermiones con quiralidad izquierda

g

_10 L
(b) Fermiones con quiralidad derecha

Figura 4.14: El perfil de los potenciales V7, i (lineas gruesas) y el espectro de
masas (las lineas punteadas corresponden a m%o =0y m%o = 0, mientras
las lineas grises corresponden a los estados ligados masivos) para el caso I11.

Los parametros se han fijado como sigue M = 1,0, b = 0,25 and H = 1,5.
KK para los fermiones izquierdos tiene la siguiente forma

Lo o e~ zten H?0. (4.64)

De este modo, el fermion correspondiente al modo sin masa de KK con
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Figura 4.15: El perfil del potencial V}, esta representado para diferentes valo-
res de k : k =1 (linea delgada), k = 2 (linea gruesa) y k = 3 (linea punteada).
En todos los casos el potencial V;, tiene dos minimos negativos y se torna
infinito en z — F00, por lo tanto, en la 3-membrana estan localizados tanto
un estado de KK sin masa como una torre de estados discretos masivos. Los

parametros se han fijado como sigue H =1 and M = 1.

quiralidad izquierda esté localizado sobre la membrana (véase Fig. 4.17),
mientras que el fermién analogo correspondiente al modo sin masa con qui-
ralidad derecha no existe. La clase de funciones (4.62) describe un modelo
donde ambos tipos de fermiones, derechos e izquierdos, estan localizados so-
bre la membrana y sélo el espectro de KK para los fermiones con quiralidad
izquierda posee un modo sin masa.

Ahora consideremos el caso més simple £ = 0 en (4.62); los potenciales

(4.63a) toman la forma:

Vi(z) = H*M?*2* — HM, (4.65a)

Vr(z) = H*M?2*+ HM. (4.65b)
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Figura 4.16: El perfil del potencial Vx es representado para k : k = 1 (linea
delgada), k = 2 (linea gruesa) y k = 3 (linea punteada). En todos los casos
hay un minimo tnico en el potencial Vg en z = 0, el cual se vuelve infinito
cuando z — £00. En este caso no hay ningtin modo de KK sin masa locali-
zado en la 3-membrana y todos los modos de KK masivos estan localizados.

Aqui hemos fijado los pardmetros como sigue H = 1 and M = 1.

Lo(@)

0.8

0.6
0.4

0.2

Figura 4.17: El perfil del modo de KK sin masa Ly(z) es representado para
diferentes valores de k : k = 1 (linea delgada), k = 2 (linea gruesa) y k = 3

(linea punteada). Los pardmetros se han fijado como sigue H =1y M = 1.
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Ambos potenciales Vi,(z) y Vg(2) son de tipo oscilador arménico cudntico
y estan graficados en las Figuras 4.18 y 4.19, respectivamente. La ecuacion
tipo Schrodinger correspondiente para los potenciales Vi, i tiene la siguiente

forma:

—02L,(z) + H*M?2°L,,(2) = (m}, + HM) Ly,(z), (4.66a)
—02R,(2) + H*M?2*R,,(2) = (m3, — HM) R, (). (4.66Db)
Las ecuaciones anteriores describen un oscilador armoénico cuantico en una

dimensioén si definimos las energias como Ey, r y los potenciales efectivos V1 r

como sigue

1 (m?
=—(— 4+ H 4.
ELn 5 ( Wi + ) 5 ( 67&)
1 m%
— 2 e g 4.
Vi(z) = Vi(z) = H*M?22. (4.67c)

Como podemos ver, ambos potenciales VL,R son iguales, tienen el mismo
comportamiento asintotico VL r — 0o cuando z — £00 y poseen un mini-
mo en z = 0; entonces, los potenciales VL, r admiten el mismo nimero de
estados ligados de energia para los modos de KK (tanto los que corresponden
a fermiones con quiralidad izquierda como los que corresponden a fermiones
con quiralidad derecha). El espectro de energias correspondiente para las

ecuaciones (4.66) esta dado por

1
Ep =H —) ==
1
2

1

(m%n + H) , (4.682)

(mj\%" - H) , (4.68b)




donde n = 0,1,2,---. Entonces, el espectro de masas para los modos iz-
quierdos y derechos de KK mj  son m7 = 2MHny m% = 2MH(n+ 1),

respectivamente, como se muestra en las Figuras 4.18 y 4.19.

Vi (2)
\ 151 /
X 7
X , 7
X 7
\ /
X 98 7
< 7

B

Figura 4.18: El perfil del potencial V}, es representado para k = 0; las lineas
punteadas corresponden a m%o = 0 y los primeros siete niveles masivos (1 <
n < 7) del espectro m3 =~ estdn descritos por las lineas grises. Los pardmetros

se han fijado como sigue H =1y M =1 en la Figura.

Como en el caso III, vemos que el espectro de masas de KK correspon-
diente a los fermiones de quiralidad derecha no incluye un modo sin masa,
mientras que en el espectro de masas de KK para los fermiones con qui-
ralidad izquierda si hay un modo sin masa que corresponde al estado base
del espectro. Al rescribir las ecuaciones (4.66), vemos que ambas representan

osciladores armonicos tipo cuantico sobre la quinta dimension
—02L,(2) + H*M?*2°L,,(2) = B, L,(2), (4.69a)
—0?R,(2) + H*M?2*R,,(2) = Eg, R, (2). (4.69b)
El modo cero puede localizarse para ambos espectros, el izquierdo y el de-
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Figura 4.19: El perfil del potencial Vy es representado para & = 0; la linea
punteada corresponde al estado masivo m%o = 2MH y los primeros siete
niveles (1 < n < 7) del espectro m%n estan descritos por las lineas grises.

Los parametros se han fijado como sigue H =1y M =1 en la Figura.

recho, y tiene la siguiente forma explicita

(HM)?

Lo(z) = e 2 M= (4.70a)
V2T
HM)z

Ro(z) = Qe—%HMZQ, (4.70b)

Vor

donde (4.70a) corresponde al estado base sin masa, mientras que (4.70b) es
un estado masivo.

El espectro total para las ecuaciones (4.69) estd representado por los

polinomios de Hermite dado por las siguientes expresiones

Ln<z):%(HM)iHn(\/HMz)e—éHMZQ, (4.71a)
B 1 1 2
Ru(2) = Q—f(HM)ZHn(\/HMz)e_EHMz : (4.71b)

donde By y Bpr son constantes de normalizacion.
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El espectro para ambos tipos de modos de KK, correspondientes a los
fermiones con quiralidad izquierda y derecha, es discreto y la separacion

entre dos modos continuos de KK esta dada por

_ V2HM
ToVnFl+yn

Las relaciones anteriores nos dicen que si n — oo, Am,, — 0. Entonces, para

Am (4.72)

modos masivos de KK con n muy alto, el espectro puede considerarse cuasi
continuo. El resultado muestra que escogiendo F(z) = Hze () es posible
localizar sobre la 3—membrana el espectro completo de modos de KK que
corresponde a fermiones de Dirac en 4D: el fermién izquierdo sin masa y
todos los modos masivos izquierdos, asi como todos los modos masivos del
fermion derecho. Ademds, ningin estado escapa al bulto por esa razoén: con
esta eleccion de F'(z) no es posible tener modos masivos de KK fermiénicos

excitados en el bulto.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha construido un mundo membrana regular a partir de
una accion en 5D que describe gravedad con una constante cosmoldgica As,
haciendo uso de un ansatz muy especifico para una métrica no factorizable.
Resulta que al resolver las ecuaciones de Einstein del sistema, la métrica
inducida sobre la membrana 4D es de tipo FRW plana y el bulto 5D es una
carta de un espaciotiempo dS, pues el sistema coordenado de la soluciéon no

cubre toda la variedad.

De este modo, la 3-membrana surge como una solucién soliténica de las
ecuaciones no lineales de Einstein y en ella se puede localizar la gravedad
4D, asi como los campos de materia escalar, vectorial (campos de norma, en
particular el campo electromagnético) y espinorial. Ademés, en este modelo,
el espectro de masas del graviton 5D posee un salto y separa el modo no

masivo, que corresponde al gravitén en 4D, de los modos masivos continuos,
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definiendo claramente la escala de energias de la teoria efectiva en 4D. El
salto en el espectro de masas gravitatorias también constituye una ventaja
desde el punto de vista fenomenoldgico, pues su presencia evita la existencia
de excitaciones de particulas ultraligeras que en un momento dado pudieran

confundirse con el gravitén no masivo en las trazas de los experimentos.

Otro aspecto peculiar de este modelo consiste en que a partir de una
teoria 5D que describe unicamente gravedad con constante cosmologica se
obtuvo un mundo membrana grueso (suave o regular) que corresponde a un
espaciotiempo 5D con curvatura constante definida positiva (dSs); esto con-
trasta con los modelos de mundos membrana gruesos generados por campos
escalares, los cuales presentan singularidades desnudas en los extremos (fi-
nitos o infinitos) de la quinta dimensién. Por otro lado, cabe senalar que a
pesar de que nuestra membrana vive en un espaciotiempo dS en 5D, la so-
lucion que surge al resolver las ecuaciones de Einstein correspondientes no
cubre toda la variedad 5D y, por lo tanto, constituye sélo una carta del espa-
cio dSs, sin embargo, dicha carta es suficiente para localizar la gravedad 4D
en la 3-membrana, asi como varios campos de materia. Asimismo, en este
simple modelo membranico se pueden calcular analiticamente las expresiones
de los modos masivos, tanto discretos como continuos, de las excitaciones de
KK del campo gravitatorio, hecho que plausiblemente nos permite calcular
las correcciones a la ley de la gravitacién universal de Newton de manera
explicita, en contraste con otros trabajos en los que se emplean métodos

numeéricos para estudiar su comportamiento.
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Todos los métodos utilizados para localizar la gravedad y los campos de
materia en mundos membrana, delgados o gruesos, han explotado al maximo
la carta que cubre parcialmente la variedad 5D que corresponde a la solucion
en el sistema de coordenadas en el que la métrica adopta la forma conforme-
mente Minkowski, dS o Anti dS. Por otro lado, la localizacién de la gravedad
y los diversos campos de materia descansa sobre la resolucién de ecuacio-
nes tipo Schrodinger, las cuales constituyen aproximaciones lineales de las
ecuaciones perturbadas de Einstein y, por lo tanto, no son invariantes bajo
transformaciones de coordenadas. Por esa razén, en este trabajo de tesis no
fue de interés prioritario encontrar una carta global que cubra toda la va-
riedad 5D, pues este hecho podria, de cierta manera, oscurecer o entorpecer
la interpretacién fisica de todo el trabajo realizado. No obstante, el hecho
de continuar o extender la solucién construida a la totalidad de la variedad
5D constituye una tarea de interés que sin duda debe abordarse en el futuro
cercano. Esta complicacién matematica sugiere investigar mas a fondo el mo-
delo o incluso replantear el problema para hallar una configuracion de mundo
membrana grueso dS inmersa en un bulto dS 5D cuya métrica de fondo de

lugar a una carta global 5D.

Este modelo minimalista de mundo membrana, a pesar de ser pobre en
parametros, nos permitié encontrar una relacién algebraica entre la escala
fundamental de Planck 5D y la efectiva de Planck 4D y, al mismo tiempo,
mediante una reduccién dimensional, lograr recuperar la configuracion de un
espaciotiempo FRW plano en 4D (la membrana). Ademads, se mostr6 que es

posible, mediante una extensiéon analitica de la solucion, recuperar el modelo
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de RS anadiendo necesariamente las membranas delgadas (funciones delta
de Dirac) a mano y provocando las indeseadas singularidades a lo largo de

la quinta dimension.

En este contexto, el hecho de considerar una teoria tan simple en 5D
resultd atractivo primeramente en cuanto a encontrar un bulto con curvatura

constante y localizar la gravedad 4D sobre la membrana inducida.

Otro aspecto interesante del modelo es que presenta un salto en el es-
pectro de masas de KK para el graviton contrastando con varios modelos
de membranas gruesas con simetria de Poincaré, los cuales no pueden tener
un salto en el espectro de masas de KK para el gravitéon y estar libres de
singularidades desnudas al mismo tiempo, como suele suceder en los modelos

de membranas gruesas generados por campos escalares.

En el presente mundo membrana suave, la constante cosmolégica efectiva
que resulta de integrar la quinta dimension en la accion 5D del modelo adopta
el valor A, = 3H? y se puede, en principio, hacer tan pequena como uno desee.
De este modo, la constante A4 se podria ajustar finamente para que coincida
con el valor observado en la actualidad. Sin embargo, si pudiéramos detectar
de forma experimental los gravitones que corresponden a los modos masivos
(discretos y continuos) de KK, junto con los diferentes modos masivos de
KK de los diversos campos de materia tratados en este trabajo, al considerar
que H — 0 para hacer que la constante cosmoldgica efectiva en 4D se
ajuste al valor observado, también se tendria una reduccién significativa en

la masa de dichos modos de KK, lo cual quiere decir que ya se habrian
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detectado experimentalmente debido a que la energia de esos modos estaria
muy por debajo de la que se maneja en el LHC (1 TeV, por ejemplo); por ello
resulta interesante buscar una forma alternativa de realizar el ajuste fino de la
constante cosmoldgica 4D sin que afecte la relacion entre la escala de Planck
fundamental en 5D y la efectiva en 4D, y al mismo tiempo permita tener un
escenario mas real en cuanto al estudio de los modos masivos de KK, tanto
para la gravedad como para los diferentes campos de materia estudiados en

este trabajo.

Una de las virtudes de este trabajo, en contraste con varios modelos de
membranas delgadas y anchas, consiste en que es posible localizar el modo
cero de las fluctuaciones de los campos de materia vectoriales (con espin—1),
que corresponde al confinamiento del campo electromagnético, en particular,

la localizacién de la luz.

Asimismo, para los campos espinoriales (con espin—1/2) es posible lo-
calizar todos los modos de KK para los fermiones con quiralidad derecha e
izquierda encontrados para el caso IV de la seccion de localizacion de campos

de materia.

Para los campos escalares y vectoriales fue posible localizar los modos
cero de KK sobre la membrana y se encontré un salto en el espectro de

masas de KK en ambos casos.

Para el caso del campo escalar se encontré de manera similar al caso de la
gravedad un espectro que tiene un modo no masivo de KK correspondiente

al estado base, un modo excitado masivo de KK y una torre continua de
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modos de KK masivos. Para los campos vectoriales, el espectro consiste de
un modo no masivo de KK, correspondiente al estado base, y una torre de
modos continuos de KK masivos, separados por un salto en el espectro de

masas de dichas perturbaciones.

Para la localizacién de fermiones se introdujo el término M F(z)¥WV en
la accion 5D. El hecho de considerar una masa efectiva en 5D que depende
de la coordenada extra para los campos fermionicos nos permitio estudiar 4
casos para la localizacién de fermiones en la membrana 4D. Cuando F(z) =
€(z) y F(z) = tanh(Hz), el modo cero no puede ser localizado sobre la
membrana. Para el caso F'(z) = sinh(H z), sélo los fermiones con quiralidad
izquierda pueden ser localizados sobre la membrana y existe un salto en el
espectro finito de masas de KK para los fermiones izquierdos y derechos. El
nimero de fermiones derechos es igual al nimero de fermiones izquierdos y
estd determinado por M/b. En consecuencia, sélo los fermiones izquierdos
tienen un modo no masivo localizado sobre la membrana, mientras que todos
los modos masivos de KK para fermiones con quiralidad tanto izquierda
como derecha estan localizados en la membrana y corresponden a fermiones
masivos de Dirac en 4D. Para el caso particular F(z) = (Hz)**le ™/ se
encontro que el espectro de KK para los fermiones derechos e izquierdos es
infinito, discreto y se encuentra localizado sobre la membrana, es decir, que
desde el punto de vista experimental, este hecho ayudaria a buscar evidencia
de la existencia de una dimensién extra gracias a la posibilidad de detectar los
fermiones masivos excitados localizados en la membrana. Sin embargo, este

es un caso utépico en el cual todo el espectro de masas de KK estd localizado
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sobre la membrana, lo que quiere decir que todos los fermiones de Dirac
4D estan localizados en ella. Para el caso £ > 0 no es posible encontrar
de forma analitica las expresiones de los estados ligados correspondientes
a los modos masivos de KK, por ello consideramos de manera ilustrativa
el caso k = 0, el cual nos lleva a una situacion analoga a la del oscilador
armonico cuantico sobre la dimensién extra, en el que el espectro de masas
de KK para los fermiones derechos e izquierdos presenta un salto equidistante
entre estados consecutivos, descrito por la cantidad Ami - Por otro lado,
se mostré que comparando m? y m%, el espectro de masas de KK para los
fermiones derechos esta desplazado 2H M con respecto al espectro de KK de
los fermiones izquierdos, y el salto en el espectro de masas Am — 0 cuando

n — oQ.

Una posible direccién en la cual se puede enfocar este trabajo a futuro es
generalizar la idea de un mundo membrana ancho sin campos escalares a mas
dimensiones y ver qué alcances tiene fisica derivada de la accién de Einstein—
Hilbert en més de cinco dimensiones. Otra posible direccion de desarrollo
puede ser encontrar una forma alternativa a la que fue usada en este trabajo
para localizar campos de materia en los mundos membrana, ya que sigue
siendo una incognita el como la membrana atrapa los diferentes campos de
materia junto con la gravedad. También es interesante buscar una solucion
tipo dS para la métrica del bulto que cubra toda la variedad 5D y genere un
mundo membrana ancho. Asimismo, la solucién al problema de la jerarquia de
masas en el marco del presente mundo membrana sugiere que se debe incluir

otra membrana (gruesa o delgada) en la teoria que contiene los campos de
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materia del modelo estandar y se halle un mecanismo que explique por qué la

gravedad en la membrana es tan débil comparada con las demas fuerzas.

Sin duda alguna otras direciones en las que se puede desarrollar el presente
modelo consiste en las aplicaciones cosmologicas que se pueden realizar en la

membrana 4D.
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Apéndice A

Solucion maximamente

simétrica

La solucién (2.9) del factor de deformacion, junto con la solucién (2.7)
del factor de escala, nos da como resultado un espacio tiempo en 5D que es
homogéneo e isotropico, tiene el maximo nimero de simetrias, y por consi-
guiente, tiene curvatura constante en cada punto. Ademads, la curvatura es
constante y definida positiva, por ello aseguramos que se trata de una car-
ta del espacio dS en 5D. Lo mismo pasa con la métrica inducida sobre la

membrana: es un espacio dS en 4D.

Los espacios maximamente simétricos tienen una representacién tunica
para la curvatura Riemanniana, es decir, el tensor de curvatura tiene una

representacion unica y se ve de la siguiente manera

Rijri = k (9ikgj — 9a9ik) (A1)
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donde k es una constante. Para ver que el tensor de curvatura tiene esta for-
ma suponemos que el espacio n-dimensional es isotropico en xy y escogemos
un sistema de coordenadas Riemannianas centradas en xy donde la métrica
gi;(zo) = n;;; después de haber supuesto que nuestra métrica es isotrépica en
o podemos asegurar que el tensor de Riemann es invariante bajo transfor-
maciones de Lorentz; sabemos de relatividad especial que los tinicos tensores
invariantes bajo transformaciones de Lorentz son: el espacio de Minkowski
nij, productos de 7;; mismo y el simbolo antisimétrico de Levi Civita €,
lo cual nos lleva a suponer que el tensor de Riemman en zy se ve como una

combinacion lineal de estos tensores

Rijri(w0) = anij(wo)mw(w0) + bnar (o) n5u(z0) + cna(zo)njr(zo) + degjr, (A.2)

donde a, b, ¢, d son constantes arbitrarias, y el ultimo término sélo tiene sen-
tido en 4 dimensiones. Haciendo uso de las simetrias del tensor de Riemman
es facil llegar a la siguiente relacion para las constantes a =d =b+c¢ =0, lo

cual nos lleva al siguiente resultado

Rijri(x0) = b (nix(xo)nju(wo) — naa(wo)nix(xo)) , (A.3)

luego para un sistema arbitrario tenemos

Rijri(z0) = b(gir(w0)gu(xo) — gur(x0)gjx(x0)) , (A4)

y si ademas suponemos que el espacio es isotrépico en cada punto, entonces

el tensor de Riemann se ve como

Riju(x) = b(w) (g (7)g(x) — gu(w)gjn(z)) (A.5)
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donde b(x) es una funcién arbitraria. Contrayendo el tensor de Riemman dos

veces con la métrica obtenemos el tensor de Ricci y el escalar de Ricci:
Rij(x) = (n — 1)b(x)g;(x), (A.6)

R(z) = n(n — 1)b(x); (A.7)

usando la ultima relacion llegamos a la expresion para el tensor de Riemman

en términos de la métrica y el escalar de curvatura de Ricci

Riju(z) = — S (g()ga) = () ). (A8)

n(n—1
Ademas, podemos expresar el tensor de Einstein como

Gij = bla) | (n = 1)(1 = 3)] gu(a). (A9)

Con esta expresion es facil corroborar que las identidades de Bianchi v/'G; =
0 implican que b(x) tiene que ser una constante. Dado que nuestro espacio-
tiempo en 5D coincide con la definicién de espacio maximamente simétrico y
tiene curvatura constante definida positiva, entonces podemos asegurar que
nuestro espaciotiempo es una carta dS en 5D aunque el ansatz de la métrica
no luzca como la generalizacién de un espacio dS 4D. Podemos deducir lo
mismo para la métrica inducida sobre la membrana, la cual se puede obtener
de la teorfa 5D al hacer una reduccién dimensional (integrando con respecto
a la quinta dimensién) para la accién de Einstein Hilbert [54] como se vio en

la seccién 2.3.
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Apéndice B

Eleccion de la norma para las

perturbaciones de la métrica

En este apéndice vamos a perturbar la métrica usada comuinmente en los
modelos de mundos membrana (B.1) fijando la atencién para el caso en el
que no hay materia solo por simplicidad, se pondra énfasis en la manera de
escoger la norma para fijar las condiciones axial y transversa de traza nula

para las perturbaciones de la métrica.
La idea principal en este trabajo de perturbaciones es tomar una métrica
con la siguiente forma

ds* = Xy, dotds” + do?, (B.1)

donde f(o) es el factor de deformacién dependiente sélo de la quinta dimen-
sién, y perturbarla con una pequena fluctuacion denotada por h M- Despues

de esto procederemos a calcular las ecuaciones de Einstein perturbadas a
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primer orden. Una vez hecho esto, se obtiene un sistema de ecuaciones aco-
pladas con una complejidad considerable, por lo cual tendremos que hacer
una eleccion de norma de manera que simplifique el sistema de ecuaciones
de Einstein obtenido. Primeramente buscaremos fijar parte de la norma para
obtener una restriccién conveniente sobre las componentes ;Lg, m- Después de
haber hecho esto quedaran residuos de norma, los cuales utilizaremos para
fijar una condicién sobre las componentes restantes liLW de la perturbacion, es
decir, veremos que escoger una condiciéon sobre las componentes iLg, MY ;L,W
equivale a fijar una norma para una transformacién infiniteismal sobre las
coordenadas ™, donde M, N = 0,1,2,3,5 como veremos mas adelante. Ca-
be senalar que al fijar los residuos de norma que llevan a una condicién sobre

las componentes h,,, al final obtenemos constantes residuales de la norma,

ma
las cuales pueden ser fijadas para determinar completamente la norma. Por
simplicidad vamos a tomar e2/(?) iL,W = hy, asi la métrica perturbada adopta

la forma siguiente
ds® = (e*’ I, + hy) datda” + hysda'do + (1 + hss) do”. (B.2)

donde | hyn [<<| gun |y 1, v = 0,1,2,3. Resolver las ecuaciones de Eins-
tein perturbadas a primer orden con la métrica anterior representa un reto
debido a la dificultad que éstas presentan, ya que las componentes de la
perturbacion de la métrica se hallan acopladas de una forma complicada.
La manera de facilitar la solucion de este problema es eligiendo una norma

adecuada para las fluctuaciones hyy.

Vamos a ver como podemos elegir una norma (también se podria usar
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un formalismo invariante de norma, pero eso no se tratara en este trabajo)
para las componentes mixtas hj;s que cumplen con la condicién Ay = 0.
Esta eleccién reducira el numero de componentes de las 15 componentes
de las perturbaciones hj;y a 10 componentes de hj;y, después usaremos
los residuos de norma para fijar las componentes de los modos transversos
de traza nula de hpsy. Al realizar una transformacién infinitesimal sobre

M

nuestras coordenadas T = 2™ 4 ¢M encontramos que se induce en hyy el

siguiente cambio
harn (¥, 0) = hyn (2#,0) — Vb (2", 0) — Vnéu (2", 0),

en lo sucesivo usarmos (z#,0) = (X). Calculando las derivadas covariantes
en la transformaciéon podemos encontrar cada una de las componentes de

harn en el nuevo sistema de coordenadas

Py (X) = hyu(X) = 0,60(X) — 0,6u(X) = 2f e &5(X), (B.3)
hisp(X) = hsu(X) — 05€u(X) — 0,&5(X) + 2f/€u(X), (B.4)
E55(X) = hs5(X) — 20585(X). (B.5)

En este punto podemos escoger la siguiente condicién sobre las componen-
tes mixtas hsyy = 0. Una vez fijada esta condicién nos quedan las siguientes

ecuaciones en términos del viejo sistema de coordenadas

h5u(X) = a5§u(X) + au§5(X> - 2f’€u(X)v (B-6>

hss(X) = 20585(X). (B.7)
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Haciendo una integracién directa en las ecuaciones anteriores podemos
encontrar las componentes del vector ¢ de la transformacién dadas en térmi-
nos de

o

§V(X)262f/ e_Qf(w)h5l,(x“,w)dw—62f/ e 20,6 (x", w)dw  (B.8)
+e* R, (1),

1

§5(X) = 5 /U h55(x“,w)dw + R5(l"u), (B9>

donde R;(z") y R, (x") son funciones residuales arbitrarias que no dependen
de la quinta dimensién y representan residuos de norma que se pueden fijar

a conveniencia segun se requiera.

De estas expresiones podemos ver que estamos considerando el caso mas
general porque siempre es posible tener un sistema coordenado ™ y aplicarle

M — M ¢M En el nuevo sistema

una transformacion infinitesimal, tal que =
de coordenadas podemos elegir las componentes &, y & de tal forma que sea
posible fijar hsy; = 0 y los vectores del desplazamiento infinitesimal £ estén
determinados por los hsys, que son los mas generales. Ademas, por covarian-
za, el tensor de Einstein no cambia bajo la transformacién 2 = oM 4 ¢M|
eso asegura que las ecuaciones de Einstein perturbadas sean equivalentes en
los sistemas de coordenadas viejo y nuevo. Este resultado nos lleva a una
expresion mas sencilla para la métrica y las ecuaciones de Einstein pertur-

badas:
d82 - <62f(6)nul/ + Bl’“’) df/"dj:” + d62 (Blo)
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Redefiniendo h,, = e*/ @h,,, tenemos

2

ds? = ) (1, 4y ) didi” + do®. (B.11)

Utilizando la métrica anterior se calculan las ecuaciones de Einstein per-
turbadas a primer orden y por simplicidad vamos a considerar que no hay

materia.

De este modo, para las componentes puv de las ecuaciones de Einstein

linealizadas a primer orden tenemos
2f 1 2 / 7 1 2f g1 kl7
—e (585 + 205 )y — M€ J'0s(n" hy) —
1 . . . 1 .
—577]{[(8#8,,}%1 - 8u8kh,,l — 81,8khm) — §D4h/“, = O, (B12>
a partir de las componentes 5 obtenemos
1 o o
5”“@7(@;%1 — Ouhi) =0, (B.13)
mientras para la componente 55 se tiene
1 .
—5(05 + 2 05)n" hwa = 0. (B.14)
De la ecuacién (B.14) vemos que la traza de fOLW tiene la siguiente forma
Ny = g(#) + a(:i’:“)/ dwe= 2 ), (B.15)

donde g(z#) y a(x*) son funciones arbitrarias. A su vez, a partir de la ecua-

cién (B.13) y utilizando el resultado anterior, se tiene que

8I;LMZ — 0ug(z”) — 0,@(5&“)/ dwe W) = 5 (#¥), (B.16)
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aqui j,(2") es una funcién que no depende de la quinta coordenada.

El siguiente paso consiste en regresar y elegir un nuevo sistema donde
se preserve la condicién de norma hsys = 0. Para eso escogemos el siguiente
sistema de coordenadas # = #M + ¢M(%). Habiendo hecho esto, tenemos

que las componentes del vector &), dadas anteriormente por (B.8) y (B.9)

adoptan la forma siguiente en el nuevo sistema de coordenadas &*
£u(X) = 2T <fu(§:”) — / dwle(w)ﬁug(i“)) : (B.17)

& (i) = & (@) (B.18)

donde los vectores & (&) y éu(i”) son funciones arbitrarias y representan

residuos de norma.

Ahora calculemos las componentes de (B.3) en el sistema X teniendo en

cuenta que le(")lch = N
h;w = iLW, + 2/ dwe_2f(w)8uayf5 - 277Wf'(607)§:5 — @fv — &,gu. (B.19)

De esta expresion sacaremos la traza de h#,, multiplicando por 7, y
aplicaremos el operador transverso 8“hw. Después de esto hay que encontrar
una condicion sobre las f M que sea compatible con anular la traza y dejar
s6lo los modos transversos para las huv- Recordando a qué era igual la traza
de h y la expresion para 81;% calculadas anteriormente de las ecuaciones
de Einstein perturbadas (B.13) y (B.14), podremos fijar una norma que sea

compatible con las condiciones de transversalidad y traza nula para h,,,, como

iz

mostraremos en los pasos siguientes.
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Imponiendo transversalidad 9'hy, = 0 en la ecuacién (B.19) y escogiendo
a(#) = —20,4& en (B.15), (donde Oy es el operador d’Alambertiano en 4

dimensiones), se obtiene lo siguiente:

(@) + Org(#) — 0'0EH(#") — 0uD'&() — 2f'&5(#7) = 0, (B.20)
y para la traza nula, de (B.19) tenemos que h = 0 implica
g(#") = 206(2") — 8f'&:(2) = 0. (B.21)
Esto nos da el siguiente par de ecuaciones
0' 0y, — 00k = ji + 6f O, (B.22)

8151 = %g - 4fl8ké5- (B.23)

Dado que f(&) no puede ser constante y las funciones residuales 5 M, junto con
g(z") y j(x*), no pueden depender de la quinta dimension, resulta una buena
eleccion usar la libertad de norma disponible para fijar la funcién residual
55 = 0. Esta elecciéon nos permite ver que el numero de grados de livertad
para los modos transversos de traza nula de h,w es igual a 5 correspondientes
a 4 funciones vectoriales ji(z") y una escalar g(z"), las ecuaciones anteriores

se reducen a

001, — 0'OLE = ji, (B.24)
'€ = %g. (B.25)
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Estas ecuaciones tienen la misma estructura que las ecuaciones de Maxwell,

ahora procedamos a fijar la norma de Lorentz sobre el vector &,

& = & + X, (B.26)
g =g+20'0x, (B.27)

donde la funcién x es una funcién arbitraria que sélo depende de las primeras

4 dimensiones.

Tomando en cuenta esta eleccién de norma, el sistema de ecuaciones adop-

ta la siguiente forma:

0'0i&, — 0'0k&; = Ji. (B.29)
1
¢ = 5g’. (B.30)

Luego usamos la libertad que tenemos debido a la arbitrariedad de g v x, y

escogemos la siguiente condicion
l 1
0'0)x = —59 (B.31)

lo cual implica que las ecuaciones después de haber fijado la norma son

equivalentes a
8'0,&y, — 0'0kE] = iy
d'¢ = 0. (B.32)

A partir de esta expresién vemos que el sistema de ecuaciones es soluble

dada la similitud con las ecuaciones de Maxwell, lo que nos permite encontrar
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una expresion para los vectores & L Esto nos dice que fijar la norma de Lorentz
para los vectores §, es equivalente a imponer las condiciones transversa y sin

traza h = 8"7@,, = 0 para las perturbaciones de la métrica.

Una vez fijadas las condiciones h5 M= h = 0"hw = 0 podemos reducir el

sistema de ecuaciones (B.12)-(B.14) a la siguiente ecuacién

(02 4 4f'05)hy, + € 04h,,, = 0. (B.33)

Resumiendo, vimos que es posible fijar una norma para los vectores &y,
en el sistema de coordenadas considerado para la métrica perturbada de tal
forma que obtuvimos la condicion h5M = 0. Esta eleccién de norma deja
invariantes las ecuaciones de Einstein para la métrica perturbada. Ademas,
el fijar la condicion anterior nos deja residuos en la norma para los vectores
&, los cuales se fijan después para imponer la condicion de transversalidad
y traza nula sobre las componentes restantes de la fluctuacién huw Una vez
hecho esto, los ultimos residuos de la norma son las constantes de integracion
que resultan de resolver el sistema de ecuaciones (B.32). Todo esto se hizo
sin pérdida de generalidad, por ello aseguramos que hemos fijado la norma
imponiendo las condiciones axial y transversa sin traza para las componentes

de la perturbacion hy;n en la forma més general.
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Apéndice C

Bases no coordenadas

(tetradas)

En este Apéndice se revisaran algunos conceptos que nos permitiran en-
tender como se aplica el principio de equivalencia a una accion que describe
fermiones con espin—1/2, en espaciotiempos curvos. Estos conceptos son ex-
tendibles a espaciotiempos con dimensiones extra. A lo largo de este trabajo
de tesis hemos usado el formalismo covariante como es costumbre en relativi-
dad general; lo hemos usado para el analisis de la localizacién de la gravedad,
de campos escalares, de campos vectoriales y finalmente deseariamos usarlo
para el tratamiento de la localizacién de campos espinoriales. Sin embargo,
nos enfrentamos al problema de que los campos espinoriales no son invarian-
tes bajo transformaciones de coordenadas y, por lo tanto, no podemos usar

el formalismo covariante al que estamos acostumbrados, en otras palabras,
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la curvatura Ra.p v la conexion de Levi Civita '}, (los indices latinos en
mayusculas corren de 0,..4 igual que en el capitulo 4 secc. 4.1.3 ) que usamos
no forman parte de un formalismo apropiado para describir la dindmica de
campos con espin—1/2 en espacios curvos, por ello debemos establecer otro

formalismo.

Como es costumbre, usamos siempre un formalismo en el que considera-
mos una base para el espacio tangente 7, de nuestra variedad en un punto
p dada por las derivadas parciales con respecto a las coordenadas en cada
punto W) = 0, y, de manera similar, usamos una base para el espacio cotan-
gente dada por el gradiente de las funciones coordenadas é(u) = dx*, donde

los indices griegos corren de 0,1, ..., 3.

Sin embargo, ahora queremos utilizar un formalismo en el que la base en
nuestra variedad no sea coordenada; para ello vamos a imaginar que en cada
punto de la variedad esta definido un conjunto de vectores base é* donde los
indices latinos los usaremos para denotar que la base no es coordenada y co-
rren de 0, 1, ..., 3. La inica condicién que le pediremos a nuestra nueva base no
coordenada es que constituya un conjunto de vectores ortonormal. Ademas,
si la métrica de nuestro espacio tiene la forma candnica 7,,, demandaremos
que el producto interno de nuestros vectores base sea g(é(a)é(b)) = 1 donde
g(,) es el tensor métrico usual. Al conjunto de vectores que representa una
base ortonormal comunmente se le llama tetrada y es conocida también como
“Vielbein”. Después de haber escogido la base ortonormal podemos expre-

sar cualquier vector como combinacién lineal de los vectores base, es decir,
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podemos expresar nuestra antigua base coordenada é) = 0, en términos de

nuestra nueva base no coordenada de la siguiente manera:
N
eW =efe,, (C.1)

donde las componentes e,* forman una matriz invertible n x n y para distin-
guirlas de las componentes de los vectores, a e, les llamaremos tetradas o

Vielbeins; ademas, denotaremos sus inversas como

5 a ~a,b b
etet = oF, éle) =9,, (C.2)
de forma inversa podemos escribir
el = ele,. (C.3)

Usando las tetradas inversas podemos escribir el tensor métrico como

G €"a€'t = Tab (C.4)
o equivalentemente

Guv = €€ Nab- (C.5)
De forma similar podemos definir una base ortonormal de 1-formas en 7},

que denotaremos como O (é4)) = ¢, las cuales estdn relacionadas con las

bases coordenadas O" = dz* por
OF —n OOy G sl (C.6)

Con estas relaciones es posible establecer que cualquier vector V' puede ser
expresado en términos de las componentes ortonormales de la base no coor-

denada. Si un vector V' es escrito en la base coordenada como V*#é(,) y en la
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base ortonormal no coordenada como V¢, entonces los conjuntos de com-
ponentes estan relacionados por V, = ¢,*V*, con este ejemplo vemos que con
las tetradas es posible pasar de los indices griegos a los latinos y viceversa.
Ademads, con esta notacién nos podemos referir a tensores multi-indexados
(con multiples indices) en su base ortonormal o incluso en términos de sus

componentes mixtas como sigue
Vab = e“aV“b = €vaal, = €ua6VbV'ul,. (C7>

En particular, para subir y bajar indices en las tetradas se usa la convencién
acostumbrada, es decir, con la métrica; sélo que debemos tener el cuidado de
subir y bajar los indices que corresponden al espacio curvo (tratado con la
base coordenada) con la métrica usual g,, de la base coordenada, mientras
los indices latinos los subimos y bajamos con la métrica plana n,, para las
bases no coordenadas
ety = g" Napes - (C.8)
Las tetradas se pueden ver como si fueran las componentes de un tensor del
tipo (1,1),
e = e/ dr" @ é(y). (C.9)
Las tetradas actiian como si fuesen una suerte de mapeo identidad con la

diferencia de que cambian de base el objeto sobre el que actiian, por ejemplo

a V, = ¢,/ 'V*# lo regresa como vector, pero lo cambia de base.

Con estas bases hemos sentado el hecho de que se ha definido una nueva

base no coordenada ortonormal, la cual cambia independientemente de cémo
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lo hace la base coordenada. La tinica condicién que le pedimos a esta nueva
base no coordenada es que preserve ortonormalidad cuando cambia, es decir,
si consideramos una métrica Lorentziana, queremos que los cambios de base

sean invariantes bajo transformaciones de Lorentz locales,
é(a) — éa/ = Aaa/(l’)éa (C.IO)

donde las matrices A%, representan transformaciones dependientes de la po-

sicién que en cada punto dejan inalterada la forma canodnica de la métrica

Aaa/ Abb/ Tlab —= nalb/ . (Cll)

Las matrices anteriores son las que conocemos cotidianamente como las trans-
formaciones inversas de Lorentz en un espacio plano. Esto nos abre la po-
sibilidad de hacer una transformacion local de Lorentz en cada punto en el
espacio para nuestra base ortonormal, pero ademas, tenemos la posibilidad
de hacer una transformacion general de Lorentz sobre nuestra base coorde-
nada al mismo tiempo, lo cual nos lleva a una ley para transformar un tensor

mixto:

T, (C.12)

Hasta ahora, con lo que hemos visto del formalismo de bases no coordenadas
podemos inferir que nos puede servir para representar teorias que involucren
espinores. Sin embargo, lo que nos hace falta es ver cémo el principio de equi-
valencia promueve las derivadas en derivadas mas un término de correccion
cuando estamos en un espacio curvo sobre el cual ademéds estamos usando

una base no coordenada, es decir, tenemos que reemplazar las conexiones
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procedentes de las bases coordenadas Fﬁy por las nuevas conexiones a las que
llamaremos conexiones de espin w,}, donde cada indice latino corresponde a
un factor de la conexiéon de espin tal y como pasaba con las conexiones de

las bases coordenadas:
VMX% = 8MX“1, -+ wMa,CXCb — w,be“C. (013)

Se puede ir mas alla y establecer una conexién entre las conexiones de espin,
las tetradas y las conexiones F;}V considerando primero la derivada de un

vector X y usando solo las bases coordenadas:
VX = (V,X")dae" ® 0, = (0, X" + T/, X") da* © O,. (C.14)

Después de esto vamos a hacer lo mismo, pero para la base coordenada junto

con la base no coordenada,

VX = (V,X°)da" @ é
= (0, X"+ wHX") da* ® é(y
= (8M6V“X” + wy“be,\bX)‘) dz" ® (e%,0,)
= ¢ (ey‘l({)uX” + X"0,e) + w,fbe,\bX’\) dX" ® 0,

= (@LX" + e”aauefX’\ + e”awlf‘be,\bX’\) dX* ® 0,, (C.15)

en el tercer renglon de la expresion anterior se paso a la base coordenada; esta
ultima expresién podemos compararla con (C.14) para obtener una expresién
laci 1 i d n w5 1 i r
que nos relaciona las conexiones de espin w,% con las conexiones I,
v v a v a_b
o = €a0uex’ +e” qwhey. (C.16)
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A partir de esta expresién podemos despejar w,} con el uso de las tetradas
y tenemos

wiy = e ey, — e0uex’. (C.17)

Ahora ya estamos listos para calcular derivadas covariantes sobre tensores
del tipo (1,1) descritos en términos de bases mixtas como por ejemplo la
tetrada

vueya - aueua - Fi\“je/\a + wuabeub; <C18)

cabe senalar que si en la derivada covariante anterior sustituimos (C.17) o
(C.16), llegamos a que
Ve =0, (C.19)

cosa que no nos extrana dada la naturaleza de la tetrada vista como si fuera
un tensor (1,1) que se comporta similar a un mapeo identidad (C.9). Al

resultado (C.19) se le conoce como postulado de la tetrada.

Nosotros debemos considerar un formalismo covariante donde podamos
usar el principio de equivalencia para promover las derivadas sobre los es-
pinores en una accién para fermiones de espin-1/2 a derivadas covariantes
en un espacio curvo, pero tenemos la dificultad de no saber cémo se trans-
forman los espinores bajo una transformacion de coordenadas; introduciendo
las bases no coordenadas es posible plantear un formalismo covariante donde
la base no coordenada solo es invariante bajo transformaciones locales de
Lorentz y la derivada comun se promueve con el principio de equivalencia a
una derivada covariante en la base no coordenada. Para definir bien la deri-

vada covariante en la base no coordenada se debe considerar una conexion.
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Dicha conexién no obedece la ley de transformaciéon de un tensor, el indice
griego se transforma bajo transformaciones generales de coordenadas como
una l-forma, y bajo transformaciones locales de Lorentz la conexion wﬂa/b/ se
transforma inhomogéneamente de la manera siguiente
/ , ,

wiy = A AW — A 0,A,. (C.20)
Casi estamos listos para considerar un formalismo en el que podamos tratar
espinores en un espacio curvo, solo tenemos que ver como se transforman las
formas diferenciales con respecto a las bases coordenada y no coordenada.
Podemos ver esto calculando la derivada exterior de X, considerando a X

como un vector en la base no coordenada y como una 1-forma en la base

coordenada

(dX), = 0,X,% — 0,X,0. (C.21)

Se puede comprobar que esta expresion se transforma como una 2-forma en
el sistema coordenado, pero no se transforma como vector de Lorentz en el
sistema no coordenado. Este tltimo se debe a que el vector cambia punto a
punto. Esta dificultad se soluciona introduciendo la conexién de espin junto

con la ley de transformacién (C.20), por lo que tenemos
(dX +wx X)W =0, X" — 0, X" +wHX,) — w5 X, (C.22)

Se puede verificar que esta tltima expresion se transforma como un tensor
propio. Este formalismo nos permite expresar la torsién y la curvatura, enten-
diendo a la torsiéon como una 2—forma en las bases coordenadas y un vector

en la base no coordenada 7),," y a la curvatura como un tensor (1,1) en la
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base no coordenada y una 2-forma en la base coordenada Ry . Haciendo uso
de la libertad de contraer indices, podemos usar las bases de las 1-formas y

las conexiones de espin respectivamente como sigue
e =e,drt, W= w,hdx! (C.23)
donde ¢* = ©@ . Con este formalismo se puede definir la torsién y curvatura
como sigue:
T = de® + w% x e (C.24)
y para la curvatura tenemos

R% = dw® + w?% x w5, (C.25)

Es importante mencionar que la curvatura R% es el tensor de Riemman
con todos los indices de las bases coordenadas contraidos, es decir, no es
el escalar de Ricci. Hasta ahora todo este formalismo ha sido planteado de
forma general; si queremos aterrizar las cosas como, por ejemplo, revisar cual
es el equivalente a la conexién de Levi Civita, tendriamos que pedir que la
torsién fuese cero, es decir que la ecuacién (C.24) sea idénticamente cero y,
ademds, se tiene que cumplir la condicién de metricidad V,g,, = 0. Para
ver qué pasa con esta condicién veamos cudl es el equivalente usando la base

ortonormal no coordenada donde la métrica estd dada por 74,
v,u'r]ab - 8;”](112 - w,uacnnc - w,ucbnac =0
= Wuab —+ Woba - (C26)

Esta ultima relacion nos lleva a una expresion para la condicién de metrici-

dad, que viene siendo la antisimetria de la conexién de espin wya, = —Wupa-
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Con esto finalizamos una revisiéon de lo que son las tetradas y su uso en la
geometria diferencial para tratar teorias como lo son acciones que involucran
espin en espacios curvos. Estos conceptos que hemos revisado en este apéndi-
ce se pueden extender sin pérdida de generalidad a un espaciotiempo con d
dimensiones extra considerando solamente un rango mayor para los indices

griegos y latinos 0,1, ..., 3, ...d.
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