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Introduccion

Conocer la geometria de las superficies racionales proyectivas no singulares definidas so-
bre un campo algebraicamente cerrado de cualquier caracteristica es un problema todavia
abierto y actualmente tiene un gran interés internacional, ver por ejemplo las publicaciones
[9], [10],[18], [12],[38] [30], [29], [31], [33], [34], [52], [46], [47], [48], [49], [50], [51], [54],
[55], [61] y [65]. Una manera de estudiar la geometria de una superficie proyectiva racional
es a través de su monoide efectivo. Aqui el monoide efectivo de una superficie proyectiva
racional no singular X, denotado por M (X), es el conjunto de las clases a de divisores sobre

X modulo la equivalencia lineal entre divisores tal que « es efectiva.

En 1960 Nagata M. ha dado una familia de superficies proyectivas racionales no sin-
gulares X cuyos monoides efectivos no son finitamente generados. El ejemplo estandar es
la explosion del plano proyectivo en r puntos en posicion general, donde r es un niime-
ro entero mayor o igual a 9, ver [60]. Muchos autores, como Campillo A., Ciliberto C.,
Galindo C., Geramita A. V., Harbourne B., Lahyane M., Looijenga E. Miranda R., Mon-
serrat F., Mori S., Person U. por mencionar algunos, han tratado de clasificar tales super-
ficies proyectivas racionales no singulares cuyos monoides efectivos son finitamente genera-
dos iniciando con el caso de las superficies obtenidas como explosiones del plano proyecti-

vo en nueve puntos (no necesariamente en posicion general), ver por ejemplo los trabajos

[7LISLIESLI 6L [LOL[2 1], [28][301 [31],[321,[33], [34], [35],[46][47],[48],[49], [50],[54],

[55], [58], [59] ¥ [60]. Una respuesta favorable y definitiva a este problema cuando r =9 es
dada por Lahyane M. en [47] y [48]|. Mientras que los casos r < 9 son estudiados por Rosoff
J. en [61]. Esto deja el problema abierto cuando 7 es mayor o igual a diez.

Otro problema que surge de una manera natural y que nos interesa estudiar es el calculo
de las dimensiones de los sistemas lineales completos de las superficies proyectivas racionales
no singulares, dicho problema tiene su planteamiento original en una de las cuatro lineas de
investigacion sugeridas por Mumford D. en su libro titulado Lectures on curves on an alge-

braic surface ( |59, pag. 4]). Actualmente dicho problema esta relacionado con la Conjetura de
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Segre-Harbourne-Gimigliano-Hirschowitz que predice que un divisor sobre una superficie pro-

yectiva no singular racional genérica tiene la cohomologia natural, ver por ejemplo los articu-

los [TOL[13],[17],[21],[20],[22] [23],[24] [26],[27L[30L,[29[32],[35],[36],[3 7], [40] [4 1], [5 1],
[62] y [63].

De lo anterior sugerimos resolver los siguientes problemas:

1. El Problema del Cono: Determinar las superficies proyectivas racionales no singulares
definidas sobre un campo algebraicamente cerrado de caracteristica arbitraria cuyos

monoides efectivos son finitamente generados.

2. El Problema de los Sistemas Lineales Completos: Que consiste en determinar expli-
citamente o al menos estimar el valor de la dimensiéon de cualquier sistema lineal

completo de divisores sobre una superficie proyectiva racional no singular dada.

Mi contribucién con respecto al Problema del Cono es la obtencion de una nueva clase de
superficies racionales que he denominado superficies proyectivas armdonicas cuyos monoides

efectivos son finitamente generados, ver el Teorema 4.27.

Més atn, dichas superficies permiten dar siempre una solucion satisfactoria al Problema
de los Sistemas Lineales Completos, asi como algunas aplicaciones a la teoria de los anillos

de Cox, ver el Teorema 4.31 y el Corolario 4.28.

De manera que el proposito de esta tesis consistiré en desarrollar la construcciéon de dichas

superfices y el logro de los resultados mencionados.

El texto comienza con una introduccion muy detallada a la teoria de Ox-modulos en el
Capitulo 1. Dicho capitulo esta constituido por seis secciones que revisan inicamente aquellas
nociones necesarias para lograr definir de una forma autocontenida el grupo de Picard de un
espacio anillado (X, Oy). Las secciones 1.1, 1.2 y 1.3 realizan un recorrido sobre los conceptos
basicos de la teorfa de Ox-modulos como lo son: su definicién, sus grupos de gérmenes, sus
morfismos entre ellos y las operaciones de suma directa y de producto tensorial. La Seccion
1.4 estudia el Ox-modulo Fome, (F,%9), sus propiedades y algunos casos particulares im-
portantes. En seguida, introducimos los conceptos de Ox-modulo localmente libre de rango
finito y de gavilla invertible en la Seccién 1.5; para concluir finalmente en la Seccién 1.6 con

la definicion del grupo de Picard. En el Capitulo 2 recordamos algunas de las nociones y
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propiedades basicas de las superficies proyectivas racionales no singulares fijando gran parte
del lenguaje que se utilizara de manera sisteméatica en el resto de la tesis. Dicho capitulo
desarrolla en la primer secciéon la relacién que existe entre los divisores de Cartier modulo
la equivalencia lineal y el grupo de Picard de un espacio anillado. Mas atin, especificando el
espacio anillado hasta un esquema con ciertas propiedades revisamos la relaciéon que dichos
grupos guardan con los divisores de Weil. Luego, en la Seccién 2.2 dada una variedad no
singular X definida sobre un campo algebraicamente cerrado k, de cualquier caracteristica,
recordamos las nociones de la gavilla canénica de X y de su correspondiente clase de equi-
valencia de divisores. Posteriormente, en la Seccion 2.3 damos la definiciéon de una superficie
proyectiva racional, formulamos el teorema de Riemann-Roch correspondiente y algunas de
sus aplicaciones. Finalmente, en la Seccién 2.4 recopilamos los conceptos y resultados mas
importantes sobre explosiones que nos van a interesar. El Capitulo 3 formado por dos sec-
ciones fija la configuracion de puntos en el plano proyectivo que utilizaremos para obtener
las superficies proyectivas armonicas. La Seccion 3.1 revisa una clase especial de transforma-
ciones proyectivas mediante las cuales mostramos la invariancia que tiene la razén cruzada
de puntos en el plano proyectivo, cantidad que definimos en la Secciéon 3.2 y que origina
los conceptos de puntos armonicos, de posicion y de configuracion armonica. Finalmente, en
el Capitulo 4 desarrollamos la parte original de este trabajo construyendo una nueva clase
de superficies proyectivas racionales no singulares X tales que sus numeros de Picard p(X)
satisfacen la desigualdad p(X) > 11 y sus monoides efectivos son finitamente generados. Méas
aun, sus anillos de Cox también son finitamente generados (Corolario 4.28) y la dimension
de cualquier sistema lineal completo de divisores numéricamente efectivos definidos sobre
tales superficies siempre es calculable (Teorema 4.31). Para tal efecto en la Seccion 4.1 in-
troducimos las nociones de constelacion y de D-constelacion, para cada divisor efectivo D
no nulo sobre cualquier superficie proyectiva no singular X definida sobre algin campo al-
gebraicamente cerrado de caracteristica arbitraria. Asimismo, introducimos los conceptos de
los diagramas decorados de Enriques y de las superficies asociadas a dichos diagramas. Par-
tiendo de una configuracion armoénica de puntos del plano proyectivo y de una cierta 6-tupla
ordenada de nimeros enteros definimos, en la Seccién 4.2, una constelaciéon especial sobre
P? a la que denominamos constelacion armodnica, consideramos su diagrama decorado de
Enriques asociado y asimismo su superficie proyectiva racional asociada. Obteniendo de este
modo una familia de superficies proyectivas racionales no singulares con ciertas cualidades,
una de ellas la de ser anticandnicas. Propiedad que nos lleva a determinar, en las Secciones
4.3 y 4.4, la finitud de los conjuntos de (—1)-curvas y de (—2)-curvas de tales superficies con
la finalidad de garantizar que sus monoides efectivos son finitamente generados. Por tultimo,

en las Secciones 4.5 y 4.6 doy algunas aplicaciones a la teoria de los anillos de Cox de una
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superficie y a los sistemas lineales completos.

Cabe senalar que a diferencia del Capitulo 1, los Capitulos 2 y 3 no presentan mayor
detalle que el necesario para revisar, de manera breve, las nociones y conceptos requeridos
para los resultados que se ocupan en el Capitulo 4. No obstante ampliamos las referencias

para que el lector interesado pueda recurrir a tales resultados de forma independiente.



Notacién y terminologia

Si X es un espacio topologico, entonces Tx denotara su topologia. En particular, T
denotara la topologia subespacio de U, para cada subconjunto U de X. Mas atn, si p es
un punto de U, entonces a la coleccion de todos los conjuntos abiertos de X que contienen
a py que estan contenidos en U la denotaremos por PTY. Sin embargo, si U es igual a X
escribiremos solamente PTy. Por otro lado, si F' es cualquier subconjunto de un conjunto F,
entonces E \ F' denotara al subconjunto de F formado por todos los elementos de E que no
estan en F. En ocasiones, a los elementos de un conjunto dado los llamaremos puntos. Por

ejemplo, E \ F' es el conjunto de todos los puntos de E que no estan en F.

Por su parte, si I' es un conjunto no vacio y (M,),er es una familia de conjuntos pa-
rametrizada por I', entonces el conjunto {(m,)er | m, € M,,Vy € I'} sera denotado por
Hwer M,,. Sin embargo, si I" es un conjunto finito de cardinalidad dos o tres dicho producto
lo escribiremos explicitamente. En conformidad con ello, por ejemplo, la frase: sean U y V'

subconjuntos abiertos de X, con frecuencia sera reemplazada por: sea (U, V) € Tx X Tx.

Por otro lado, si M es un grupo abeliano y R es un anillo, entonces a una aplicacion
bien definida que transforme R X M en M y que otorgue a M una estructura algebraica de
un R-modulo, le llamaremos multiplicacion escalar de R sobre M. Por cierto, si £y F' son
conjuntos y f : E — I es una aplicacion entre E y F, entonces diremos que f cae bien en su
codominio, si para cada elemento e de F el valor f(e) pertenece al conjunto F. Mejor ain,
diremos que f esta bien definida si cae bien en su codominio y para cualesquiera elementos e
y € de E con e = ¢, se cumple que f(e) y f(€’) son iguales. En este contexto, al conjunto de
todas las aplicaciones bien definidas de E en F' lo denotaremos por F'¥, dicho conjunto para
el caso en el que F' sea un grupo abeliano también seréd un grupo abeliano con la operacion

puntual correspondiente de funciones.

Al neutro multiplicativo de un anillo A lo denotaremos por 14. De igual modo, al neutro
aditivo de un grupo abeliano GG lo denotaremos por Og. Por otro lado, a los conjuntos de los
ntmeros naturales y enteros los denotaremos como siempre por N y por Z, respectivamente.
Convenimos, para el caso en el que G es igual a Z denotar a 0z simplemente por 0, asi como

también, denotar por Z, al conjunto N U {0}.

(S
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Por ultimo, la caracteristica de un campo k seré denotada por ch(k). Asi, si k es un campo
de caracteristica positiva y n es un entero n > 1, entonces la expresion ch(k) t n indicara que

la caracterisitica de k& no divide a n.



Capitulo 1

Grupo de Picard de un Espacio Anillado

El objetivo principal de este capitulo consiste en definir el grupo de Picard de un espacio
anillado arbitrario. Concepto bien conocido que mas alla de la basta literatura en la que
lo encontramos, decidimos incluirlo sugiriendo una presentaciéon muy detallada, agradable y

autocontenida.

Iniciando con un preambulo al estudio de la teoria de Ox-moédulos en la Seccion 1.1 y
de sus morfismos en la Secciéon 1.2 reunimos tnicamente aquellas nociones necesarias para
pasar a la Seccidon 1.3, de este capitulo, con el estudio de su suma directa y de su producto
tensorial. En seguida, consideramos particularmente el estudio de la gavilla #ome, (F,9)
en la Secciéon 1.4. Seguidamente, en la Seccién 1.5 revisamos los Ox-modulos localmente
libres de rango finito y concluimos en la Secciéon 1.6 con la definicién del grupo de Picard

Pic(X) de un espacio anillado dado (X, Ox) y algunos ejemplos particulares.

1.1. Preambulo: Ox-moédulos

Un Ox-moédulo . sobre un espacio anillado (X, Ox) es una familia de médulos parame-
trizada por los conjuntos abiertos U de X. Moédulos que estan sometidos a cierta condicion de
compatibilidad entre su multiplicacién escalar y las aplicaciones restriccién de .# y de Oy.
En particular, un Ox-médulo nos da una generalizacion del concepto de un modulo sobre
un anillo, notando que una gran parte de las propiedades que se conocen para la teoria de

moédulos se traduce a la teoria de Ox-moddulos.

Como podemos ver, un Oxy-moddulo depende de los abiertos del espacio topoldgico X y
de la gavilla estructural Ox de X. Por lo tanto, siendo un esquema afin (Spec(A), Ogpec(a))
para cierto anillo A, el ejemplo por excelencia de un espacio anillado, partiremos de este caso
para definir una gavilla de Ogpec(a)-moédulos sobre Spec(A) cuyas propiedades de definicion

nos den la pauta en general para el concepto de un Ox-moédulo sobre X.

Consideremos un anillo A, y como ingrediente principal sea M un A-modulo, de igual
modo, sea (Spec(A), Ogpec(a)) €l espacio anillado que subyace del esquema afin asociado al
anillo A. En primer lugar, recordemos que Spec(A) tiene una base dada por los conjuntos

1



2 1. GRUPO DE PICARD DE UN ESPACIO ANILLADO

abiertos basicos D(h) donde h es un elemento de A y D(h) = {q € Spec(A)|h ¢ ¢q}. Ahora,
vamos a definir una gavilla de Ogpec(a)-modulos sobre Spec(A), dicha gavilla serd denotada

por M v la definimos de la siguiente manera:

Sea U un conjunto abierto de Spec(A). Si U es el conjunto vacio, al cual denotaremos
por (3, establecemos que M (U) = {0}. Es decir, M asigna al conjunto vacio el grupo abeliano

trivial {0}. Por otro lado, si U es diferente de (), entonces asignamos a U el conjunto:

i)VpeU, s(p) € My, y
M, | #W)Vpel, HVGPTSZGC(A), dmeM,fecA

MU)=4¢ s:U—=]]

peU

tales que VC D(f) y Vg eV, s(q) = 7

El cual es evidentemente un subgrupo del grupo abeliano (HpeU Mp)U. En otras palabras,
para cada conjunto abierto U de X tenemos asignado un grupo abeliano M (U). Hecho que

podemos interpretar como una huerta de grupos abelianos, uno por cada conjunto abierto de
X.

Respecto al grupo abeliano M (U) para U distinto de vacio notamos en su definicion el
abuso de la notaciéon en el inciso 7). Donde escribimos s(p) € M, para p en U, lo cual en

q€U Mgy
no dnicamente M,. Sin embargo, lo que en realidad deseamos expresar alli es el caracter

su significado estricto no tiene sentido, ya que s es una funciéon con codominio [[

local de la funcién s en p, el cual viene determinado por la condiciéon ii). Precisamente, sea
p en U, una vez que se tienen el abierto V' y los elementos m y f de la condicién ii), con
m/f € M,. Al escribir s(q) =m/f (y por lo tanto, s(p) € M,) para los elementos ¢ de V, la
notacion empleada es justamente una doble codificacion de la informacion: por un lado s(p)

representa efectivamente un elemento de [[ ., M, y por otro lado, su pertenencia en M,

relU
para cada p € U, declara su coordenada relevante que satisface la condicion ii). Esto es, si
s(p) es la familia (y,)rev € [],ep M, escribimos s(p) € M, para decir, en conformidad con
la condicion ii), que y, = m/f € M, y que y, = Oy, para todo r € U \ {p}. Por lo tanto,

sugerimos que la expresion s(p) € M, es una codificacion adecuada.

A los elementos de M (U) les llamaremos secciones locales de M sobre U y puesto que son
funciones, las aplicaciones restriccién que utilizaremos para completar la definicion (hasta el
momento) de pregavilla para M, seran simplemente las restricciones usuales de funciones.

Esto es:
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Para cualesquiera conjuntos abiertos U y V' de Spec(A) tales que V' es un subconjunto

de U, definimos

o MU) — M(V)

s = py(s) = slv.

En realidad, esta aplicaciéon no es la restriccion usual de funciones ya que mientras la res-
triccion usual de una funcién no cambia su codominio dicho conjunto si cambia bajo esta
aplicacion. En efecto, sea (U, V') € Tgpec(a) X Tspec(ay con V C U, si s € M(U), entonces s es
una funcion de dominio U y codominio [] ., M,, mientras que py:(s) € M (V) es una funcién
cuyo dominio es V' y cuyo codominio es [ | qsev My No obstante, la asignacion original en cuan-
to a evaluacion puntual se refiere esa si permanece inalterada, pues para cada g € V C U,
se tiene que pY(s)(q) v s(q) son iguales. Veamos que la aplicacion p¥ esté bien definida. Sea
s € M(U), probaremos que sy, € M(V). Dado p € V se sigue que s|y(p) = s(p) € M,, més
ain, existen W € stpeC(A)U y elementos m € My f € Atalesque W C D(f)y s(r)=m/f
para todo r € W. Asi, podemos considerar al abierto W NV que contiene a p y que esta
contenido en V', y notar que W NV C D(f). Mas ain, podemos observar que para cada
r € WnNV se verifica que s|y(r) = m/f. Asi, p{ cae bien en su codominio. Ahora, sean
sy s elementos de M(U), es obvio que si s y s’ son iguales, entonces s|y = s'|y. Por lo
tanto, pY, esta bien definida. Ademés, p¥ es un homomorfismo de grupos abelianos, ya que,
V(s +5) = (s+ )|y = s|y + &|v, para todo (s,s') € M(U) x M(U).

De las construcciones anteriores nuestro resultado es el siguiente:

Proposicion 1.1. El par (M,p), donde p representa las aplicaciones restriccion de M, es

una gavilla de grupos abelianos sobre Spec(A).

Demostracion. En primer lugar, probaremos que M es una pregavilla sobre Spec(A). En
efecto, el grupo abeliano que M asigna al conjunto vacio es por definiciéon el grupo abeliano

trivial {0}. Asi, la primer condiciéon de pregavilla se cumple.

Luego, tomemos un abierto U no vacio de Spec(A) y observemos que pl : M(U) — M(U)
envia un elemento s € M(U) en s|y = s. En efecto, la restriccion a U de s : U — [, My
es precisamente sy : U — ]

qgev My Esto es, Py = iy

Finalmente, si U,V y W son conjuntos abiertos de Spec(A) con W CV C U y s € M(U),
entonces la restriccion de s a W, pyp,(s) = s|w, es la funcion s : W — [] oy Mp; que es
exactamente la aplicacion pl,(s|y). La cual es la restriccion a W de sly : V. — [Lev My,

donde sy es la restriccion a V' de s, p{(s). Esto es, pY, = pyj; o p¥.
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Asi, M es una pregavilla de grupos abelianos. Por lo tanto, para mostrar que es una gavilla
lo tnico que falta probar, dado un conjunto abierto U no vacio de Spec(A), y una cubierta

abierta (U;);er de U, con I un conjunto no vacio, son las siguientes dos condiciones:

Condicién G1: Si s es una seccion local de M sobre U tal que para cada i € I, sly, = 057(u;)»
entonces s = 0y, donde para un abierto W de Spec(A), Oy € M(W) es la funciéon
constante 0y : W — [I,ew My, definida por 057w (q) = Oy, para todo g € W.

Dado que tanto s como 0 v tienen los mismos dominios y codominios de definicion, lo iinico
que debemos verificar es que ambas funciones tienen la misma regla de asignacion. En efecto,

consideremos un punto p arbitrario de U =  J._; U;, se sigue que existe a € I tal que p € U,

iel
y por lo tanto, s(p) = s|u, (p) = Oy, (p) = Oar,. Es decir, s = 0y -

Condicion G2: Si (s;)ier es una familia de secciones de M tales que para cualquier ¢ € I,
sy € M(Ui), y para cualesquiera 7,75 de I se tiene que Sz‘|UmUj = Sj|UimUj, entonces existe
un elemento en M(U) que extiende a cada una de las s;, esto es, existe s € M(U) tal que

py.(s) = s;, para todo i € I.

Para verificar esta condicion, definiremos s : U — [] ., M,, como sigue: para cada p € U

eu
establecemos que s(p) = s;(p), siendo i un indice enpl tal que p € U;. En particular, si
fijamos i € I, entonces s|y,(p) = si(p), para todo p € U;. De esta manera tenemos un
buen candidato. Sin embargo, todavia necesitamos probar que nuestra funcién s esta bien
definida y que es ademas un elemento de M (U). Para ello, sean p € U y 1,5 € I tales que

p € U; N Uj, debemos probar que s;(p) = s;(p). Por hipotesis, para todo x € U; N Uj, se

tiene que s;
definida.

vinu, (7) = 8j|u,nu, (), asi, en particular s;(p) = s;(p). Y por lo tanto s esta bien

Ahora, verifiquemos que s € M (U). Ya tenemos que s es una funcion de la forma que

queremos, es decir, de dominio U y codominio [[ ., M,. Luego, lo tnico que nos hace falta

U
corroborar es la validez de la condicion local depM (U), que dice que para cada elemento
p de U, s(p) € M, y que existen V € p7§pec(A)U y elementos m € M y f en A tales que
V C D(f) y para todo ¢ € V, s(q) = #. Por tanto, sea p un punto de U, se sigue que
p € Uy para algin ¢ € I, ademas s|y, = sy, asi, s(p) = s¢(p) € M,. Por otro lado, existe
Vie PTspec(a)’’ y elementos my € My f, en A, tales que Vi C D(fy) y para todo ¢ € V!,

s(q) = se(q) =5+ € M, Estoes, s € M(U).

Finalmente, M es una gavilla de grupos abelianos sobre Spec(A). 3

Lo siguiente que haremos serd demostrar que para cada conjunto abierto U de Spec(A), el

grupo abeliano M (U) es un Ospec(a)(U)-médulo, caracteristica muy particular de M(U) que
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estimula para M su calidad de ser un Ogpec(a)-moédulo (ver la Definicion 1.2). Por lo tanto, sea
U un conjunto abierto de Spec(A). Como sabemos, demostrar que M (U) es un modulo sobre
Ogpec(a)(U), significa determinar una aplicacién bien definida entre Ogpec(a)(U) X M (U)y
M (U) que otorgue a M (U) dicha estructura algebraica. En base a esto, definamos la siguiente

aplicacion:

'|U3 OspeC(A)(U)XM<U) — M(U)

1.1.1
( ) (As) = -lu(\s)=A-s,

donde A - s es la seccion local de M sobre U, dada por

As: U — quUMq
p = (A-s)(p) = Ap) - sp) € M,

Para probar que la aplicacion (1.1.1) esta bien definida, antes que nada, debemos asegurarnos
de que A-s sea un elemento de M (U). Para ello, en primer lugar notemos que por construccion
(X.s)(q) € M, para todo g € U. Por otro lado, sea g € U, existen abiertos V'y W € p%pZC(A) y
elementos a, f,g € Ay m € M tales que para todo r € V se tiene que f ¢ ry A(r) = 7 €A,
mientras que W € D(g) y para todo r € W se verifica que s(r) = 2t € M,. Al instante,
qeVNWy VW C D(g)ND(f) = D(gf). Asi, para todo r € V NW se cumple que
A(r).s(r) = %2+ € M,. De esta manera, para cada ¢ € U, son el abierto VN W de Spec(A)
entorno a q y los elementos a.m € My fg € A los que caracterizan localmente a A-s como un
elemento de M(U). Ahora bien, una vez que la aplicacion (1.1.1) cae bien en su codominio,
dados (A, s) y (X, s') elementos de Ogpec(a)(U) X M (U) tales que (X, s) = (X, '), lo siguiente
por probar es que A -s = X - s'. En efecto, como A es igual a X' y s es igual a &, se tiene
que A(p) = XN(p) v s(p) = s'(p) para todo p € U. Por lo tanto, A - s = X - ¢, y en definitiva
Ospec(ay(U) x M(U) — M(U) esta bien definida.

A continuacion, debemos mostrar que la aplicacion (1.1.1) satisface las siguientes propiedades:
MI1: A-(s +s')=X-s+ X-s’ paratodo A € Ogpec(a)(U) y para cualesquiera
s, s’ elementos de M(U).

M2: (A + AX)-s = X5+ X - s paratodos A\, A" € Ogpec(a)(U) y para toda
s € M(U).

M3: (A.A")-s = A-(\'-s) paratodos A, A" € Ospec(ay(U) y para toda s € M(U).
M4: 1oy, @) § = s paratoda s € M(U).
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Ya que de esta manera Ogpec(a)(U) X M(U) — M(U) sera una multiplicacion escalar sobre
M (U). Sin embargo, la verificacion de estas cuatro propiedades para (1.1.1) son triviales. Por

lo tanto, podemos concluir que para cada conjunto abierto U de Spec(A) el grupo abeliano
M(U) es un Ogpec(a)(U)-modulo.

En lo sucesivo, cambiando adecuadamente el anillo Ogpec(a)(U) por R y el grupo abeliano
M (U) por M, nos referiremos a las propiedades enlistadas en M1, M2, M3 y M4 como las

propiedades que satisface una multiplicacion escalar de un anillo R sobre un grupo abeliano

M.

Otra propiedad que también satisface la gavilla M es el siguiente hecho: Si U y V son

conjuntos abiertos de Spec(A) tales que V' esté contenido en U, entonces el siguiente diagrama:

5 o~
OSpeC(A)(U) X M(U) —_— M(U)
(pOSpec(A)‘(i 7pM€)i lpM\fo

v

Ospectay (V) X M(V) —= M(V)

es conmutativo. Para probar esta propiedad tomemos (U,V) € Tspeca) X Tspec(a) con V'
contenido en U y un elemento (), s) de Ospec(ay(U) x M(U). Por un lado, tenemos que
pir(A - s) es igual a (X - s)|y, mientras que por el otro lado, ((-|v) © (pspec(a)yr » Pxri)) (A, 8)
es igual a (- |v)(Alv, s|lv) = Alv - s|v. Esto nos da secciones locales de M sobre el abierto V'
que deseamos sean iguales. Ahora bien, demostrar dicha igualdad se reduce a verificar que

ambas funciones tienen la misma regla de asignacion. Por lo tanto, sea p € V', se sigue que

(A-3)lv(p) = Alp) - s(p) = Alv(p) - slv(p) = (Alv - slv)(p),

€como requeriamos.

En definitiva, a partir de un moédulo M, sobre un anillo A, hemos construido una gavilla
M de Osgpec(a)-modulos sobre Spec(A) (ver la Definicién 1.2). A esta gavilla le llamaremos la

gavilla de Ogpec(a)-modulos asociada al A-modulo M.

Definicion 1.2. Sea (X, Ox) un espacio anillado. Una gavilla de Ox-mddulos (o simplemen-
te un Ox-maddulo) sobre X es una gavilla de grupos abelianos # tal que para cada conjunto
abierto U de X, .#(U) es un mddulo sobre Ox(U) y para cada par (U, V) de conjuntos
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abiertos de X, con V C U, la conmutatividad del siguiente diagrama:

O (U) x A (U) - (V)

.

Ox(V) x A (V) — A(V)

)

(Poxgypﬂg)i ¥

se cumple.

Evidentemente, si p es un elemento de X, entonces el grupo de gérmenes .#,, de .# en p,
es un Oy ,-moédulo. La multiplicacién escalar de Ox , sobre .#), es naturalmente la aplicacion
Ox,p X My — M, definida por la asignacion (A, z) — A -z, donde A -z € 4, es la clase de
equivalencia del par (U NV, a|ynv - $|unv) para sendos representantes (U, ) de Ay (V) s) de

x.

En vista de la definicién anterior y de las construcciones previas podemos formular el

siguiente resultado:

Proposicion 1.3. Si M es un maodulo sobre un anillo A, entonces M es un Ospec(a)-modulo

y para cada p € Spec(A) el grupo de gérmenes ]\pr tiene una estructura de A,-modulo.

Demostracion. Lo tinico que debemos probar es la tltima parte de la proposiciéon. Para esto,
sea p en Spec(A) y recordemos que un elemento de Mp es una clase de equivalencia de pares
(U,s) con U € PTgpec(ay v 5 € M(U), donde (U, s) es equivalente a (U, s) si, y solo si,
existe W € p'TspeC(A)UmU/ tal que sl = s'|w; aqui U’ € PTgpec(a) ¥ 8 € M(U’). En seguida,
consideremos la aplicacion
(1.12) A, x M, — M,

(A p) = A-p
donde X - ;1 estd determinado de la siguiente forma: sia € A, t € A\ p, U € P Tgpec(a) ¥
s € M(U) son tales que A = a/t en A, y u = [(U,s)], entonces definimos A - 1 como la clase
de equivalencia del par (D(t) N U, a/t - s|pwnv), con

a/t-slpmrv :DE)NU — quD(t)mU M,
T (a/t . 3|D(t)mU)(r) =a/t - s(r).

Demostraremos que la aplicacién (1.1.2) es una multiplicacién escalar de A, sobre Mp. Esto
es, probaremos que esté bien definida y satisface las cuatro propiedades de una multiplicacion
escalar. De hecho, notando que la verificaciéon de estas cuatro propiedades no es dificil solo

mostraremos una de ellas, la propiedad M1.
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En primer lugar, probaremos que a/t - s|p@nu es una seccion local de M sobre el abierto no
vacio D(t)NU. Sea r € D(t)NU, por construccion se sigue que (a/t- s|pwynv) (r) € M,. Més
atn, existen V' € PTspeeay PPV, m € M y h € A tales que V C D(h) v s|pwnu(q) = m/h
para cada ¢ € V. Por lo tanto, (a/t-s|pwnv)(r) = a/t-m/h = am/th para cadar € VND(t).
Asi, a/t - s|p@nv € M(D(t)NU). Consecuentemente, A -y = [(D(t)NU,a/t-s|pwnv)] € M,.
Es decir, la aplicacion cae bien en su codominio. En seguida, dados (A, u) y (N, i) elementos
de A, x Mp tales que (A, u) = (N, u'), probaremos que A -y = N - /. Sean a, d € A,
t,t' e A\p, U, U €PTgpec(a) v secciones locales s y s’ de M, respectivamente sobre U y U’
tales que A =a/t, N =d'/t', p=[(U,s)]y ¢ =[(U',5)], se sigue que existen u € A\p y
W e pEPeC(A)UmU/ tales que ¢ = Z—Z% = % = ‘Z—,/ v s|lw(r) = ¢|w(r) para cada r € W. Asi,

C=WnUnU nNnD() € stpec(A)WmD(”/) y para cada r € I' se cumple la igualdad
a/t.s|p(r) =d' /t' - §'|r(r) en M,. De manera que

(D) NU,a/t - s|pwav))] = [(T,a/t - slp)] = [(DE) N U, d'/t" - s | b)),

es decir, A-u =N -y

Finalmente, dados A € A, y u, i’ € M, demostraremos que A - (p+ p/) = XA -+ A - /. En
efecto, sean a € A, t € A\ p, U,U" € P Tspec(n), s € M(U) y s € M(U') tales que A\ = a/t,

=[(U,s)yu =[U,5)]),sesigue que ' = D(t)NUNU" € stpec(A)UnU/ y paracadar € T
se cumple a/t - (s|r + §'|r)(r) = a/t - s|pr(r) + a/t - §'|p(r), de modo que

,a/t - (s|r + 5'[r))]
(Tya/t-slr+a/t-$|r))]
(I a/t-s|p)] + [(T,a/t - $'Ip)]
(D(t)NU,a/t - s|pwau)] + (D) MU', a/t - s'| peynu)]

[(Tyaft-(s+s)[0)] = [T

= |
[
[

y por lo tanto, A« (u+p/) = A-p+ -y

Lema 1.4. Con las notaciones previas, sea f un elemento de A, se sigue que el grupo de las

secciones locales de M sobre el abierto basico D(f) es un Agp-modulo. En particular es un
A-mddulo.

Demostracion. Sea f € A, consideremos la aplicacion

Apx M(D(f)) — M(D(f))

(113) (A,s) = A-s
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siendo A - s la seccion local de M sobre D(f) dada por

A-s D(f) — quD(f)Mq
ro— (/\-s)(r):/\-s(r),

donde la multiplicacién A - s(r) se realiza localmente en el A,-mo6dulo M, considerando a A

como un elemento de A, bajo el homomorfismo natural entre los anillos Ay y A,.

Demostraremos que la aplicacion (1.1.3) esta bien definida y satisface la propiedad M4
de una multiplicacion escalar (satisface las cuatro propiedades pero solo mostraremos esta

propiedad).

En primer lugar, probaremos que efectivamente A-s € M(D(f)). Sear € D(f) y consideremos
a € Ayn € Z, tales que a/f™ sea un representante de A\, por construccion sabemos que
()\ . s) (r) € M,. Mas aun, existen V' &€ T’E,pec(A)D(f), m € My g€ Atales que V C D(g)
y s(q) = m/g para cada ¢ € V. Por lo tanto, (A-s)(r) = A-s(r) =a/f"-m/g = am/gf",
para todo r € V N D(fg). Asi A-s € M(D(f)). Consecuentemente la aplicacion (1.1.3)
cae bien en su codominio. Ahora, dados (), s) y (X,s') elementos de A; x M(D(f)) tales
que (A, s) = (XN,s'), mostraremos que A - s = X - §'. Es suficiente verificar que la regla de
asignacion de las funciones A - s y X' - s’ es la misma. Sea r € D(f), puesto que s = s
se sigue que s(r) = (1), luego (A, s(r)) = (N, s'(r)) son iguales en A, x M, y finalmente

A-s(r) = XN -§'(r), ya que la multiplicacion escalar en M, como A,-médulo esté bien definida.

Por tltimo, sea s € M(D(f)), demostraremos que 14, - s = s. En efecto, sea r € D(f), se
— la

sigue que s(r) € M, y por lo tanto, s(r) = 2 - s(r) = (14, - 5)(r).

El siguiente resultado determina las propiedades béasicas del Ogpec(a)-moédulo M.

Teorema 1.5. Sea M un mddulo sobre un anillo A. Si M es la gavilla de Ogpec(a)-modulos
asociada a M, entonces:
1.- Para todo p € Spec(A), el A,-mddulo Mp es 1isomorfo a la localizacion de M en p.

2.- Para cada f € A, el Ospecay(D(f))-mddulo M(D(f)) es isomorfo a la localizacion
de M en f. En particular, el Ogpec(a)(Spec(A))-mddulo M (Spec(A)) es isomorfo al
A-maodulo M.

Demostracion. 1.- Sea p € Spec(A) y consideremos la siguiente aplicacion

Yo: M — M,
m — [(Spec(A),m)],



10 1. GRUPO DE PICARD DE UN ESPACIO ANILLADO

donde la seccion global /i de M sobre Spec(A) esta dada por

m: Spec(A) = Il espec(a) Mo
ro—= m(r)=1: €M,

Se sigue que 9 esta bien definida y es A-lineal. En efecto, por construccion 1y cae bien en
su codominio. Y, si m y n son elementos de M tales que son iguales, entonces claramente
[(Spec(A),m)] es igual a [(Spec(A),n)]. Esto es, ¢ esté bien definida. En seguida, sean m y

n elementos de M, se sigue que

Es decir, la aplicacion 1y es Ap-lineal. Por otro lado, puesto que Mp es desde la Proposicion
1.3 un modulo sobre A, para cada g € A\ p se verifica que la multiplicaciéon por g en ]\Z/p es

biyectiva.

Por lo tanto, la propiedad universal de la localizaciéon para modulos (ver [1]| pag. 38), implica

que existe una aplicacion A-lineal, digamos 1)1, explicitamente determinada por

Y1 M, — Mp
B oo i) = B [(Spec(A), )

g

Mas aun, puesto que Mp es un A,-modulo, se tiene que ¢, también es Ay,-lineal. Por con-
siguiente, bastard mostrar que ; es biyectiva. Para esto, primero probaremos que v; es
sobre. Sean U € PTgpec(a) ¥ 8 € M(U), se sigue que existen V & p’TspeC(A)U y elementos
m € My g € A tales que V. C D(g) vy s(q) = m/g para todo ¢ € V. En particular,
para p € V se tiene que s(p) = m/g. Asi, podemos tomar m/g € M, y observar que
(m/g) = l?A -[(Spec(A),m)] = [(D(g), %fn)] = [(V,s|v)] = [(U, s)]. Por lo tanto, ¢ es una

aplicacion sobreyectiva.
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Por ultimo, probaremos que 1 es inyectiva. Sean m € M y g € A tales que ¥1(m/g) = Oz, »
demostraremos que m/g = Ouy,. La igualdad 11(m/g) = 0y significa que 17"‘ -[(Spec(A), m)]
es igual a [(Spec(A), 0M(Spec(A)))]7 es decir que [(D(g), le -m)] = [(D(9), OM(D(g)))]‘ De modo
que existe V' C D(g) talque pe V'y é “mly = Oz (vy- En particular, para p € V se tiene que
m/g = Op,. Por lo que existe u € A\ p tal que u.m = 0j. Lo cual implica que

m um Oy

—=——=— =0y,
g u g ug

Esto es, 9 es inyectiva. En definitiva 1; es un A,-isomorfismo entre M, y Mp.

2.- Sea f € Ay consideremos la aplicacion
p: M — M(D(f))

m = p(m)=nm,

donde la seccion local m de M sobre D(f) es
m: D(f) — HpeD(f) M,

q +— m(Q):%EMw
Esta aplicacion es evidentemente bien definida y A-lineal. Por lo tanto, para utilizar la pro-
piedad universal de la localizaciéon para modulos bastaré verificar que la multiplicacion por f
en el A-modulo M(D(f)) es una biyeccion. Sin embargo, esto es inmediato ya que M (D(f))

es un Ap-modulo (ver, el Lema 1.4). Asi, dicha propiedad universal nos garantiza que existe

una aplicaciéon A-lineal, digamos ¢/, explicitamente determinada por:
ol My — M(D(f))

fﬂn = (pf(fﬂn)zl_ﬁ'm7

(1.1.4)

donde (14/f™) -1 es la seccion local de M sobre el abierto basico D(f) definida como sigue:

o D) = Theog) Mo

o (}—ﬁ-ﬁz)(r):fﬂnGMr.

Mas atin, en vista de que los médulos dominio y codominio de ¢/ son ambos médulos sobre
Ay, se sigue que ¢/ : My — M(D(f)) es Aj-lineal. De esta manera, teniendo una aplicacion
adecuada entre los Ap-modulos M; y M(D(f)) bastara probar que tal aplicacion es una

biyeccion. En efecto,

o/ es inyectiva. Sean m € M y n € Z, tales que gof(fﬂn) = Oyy(p(p)) mostraremos que
existe ¢ € Z, tal que f'm = 0j;. Primero que nada, recordemos la notacién V(I) para
cada ideal I de un anillo A, la cual representa al cerrado de Zariski de Spec(A) definido por
{q € Spec(A) : I C ¢}.
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Por hipotesis, tenemos que para todo r € D(f),
P E) = i) = = T

De modo que, para todo r € D(f) existe a, ¢ r tal que «,. - m = 0y. En otras palabras,
para cada r € D(f) existe un elemento en A que estd en el aniquilador' de m tal que este
elemento no pertenece a r. Es decir, para cada r € D(f) se tiene que Anna(m) ¢ r. Por lo
tanto, D(f)NV(Anna(m)) = 0, o equivalentemente, (Spec(A) —V(Af)) NV (Anna(m)) = 0.
Esto es, V(Anna(m)) C V(Af) que a su vez implica que v/f C y/Anns(m). En particular,
fe \/m de modo que f¢ € Anny(m), para algin entero £ > 0. Esto es, f‘m = 0y,

para algin ¢ > 0 y podemos escribir

m_fem ffm O O

fn PF: fln - fn T 1.

Consecuentemente, ker ¢/ = {0, } y por lo tanto ¢/ es inyectiva.

= O,

©f es sobreyectiva. Sea s € M(D(f)), probaremos que existe § € M; tal que ¢/(3) = s.
Para determinar 3 utilizaremos de manera esencial la inyectividad ya probada de ¢ para
cada a € A, la casicompacidad del abierto D(f) y el hecho de que los abiertos D(h), para
h € A, forman una base para la topologia de Spec(A).

Por definicion, s € M(D(f)) significa que para cada ¢ € D(f) existe un subconjunto abierto
V4 de D(f) conteniendo a g y elementos m? € M y ¢g? € A tales que V¢ C D(g?) y
s(p) = %1 € M,, para cada p € V% De esto deducimos dos cosas: la primera es que
podemos cubrir a D(f) con los abiertos V4, esto es, D(f) = Ugep(pV? v la segunda es que
V4 C D(g7). Ahora, ya que {D(h)|h € A} forma una base para la topologia de Spec(A) y
cada conjunto V9 que contiene a ¢ es un conjunto abierto, existen elementos h? € A tales
que g € D(h?) C V4, para cada ¢ € D(f). Por lo tanto, bajo este ajuste podemos suponer

que V% = D(h7), y como consecuencia que D(f) = Ugep(s)D(h7).

Por otro lado, la inclusion D(h?) C D(g?) es equivalente a que h? € /Ag?. De modo que
existe n, € N tal que hi"* € Ag?. Esto es, existe n, € N tal que h?"* = ¢,¢? para algin
cq € A. Asi, puesto que M es un A-mdédulo y su multiplicacion escalar esta bien definida, se
sigue que h?"'m? = c,g9m?. Con ello, para cada p € D(h?) podemos escribir
m? R mi  hi"mi  cgim?  glcymd glcmid cgmf
S(p) - F - ha™a E - hq"4gq - gqhq”q - gqhq”q - E ha™a - ha™a ’

1Bl aniquilador de un elemento m de un A-médulo M, es el ideal {a € Alam = 0y} de A denotado por
Anny(m).
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En seguida, como el numerador ¢,m? de s(p) no es mas que un elemento de M, a este lo
podemos representar simplemente por a? y mejorar la escritura de s(p) en hﬁ‘zq para cada
p € D(h?"). Mas atn, dado que D(h?"?) = D(h?) podemos remplazar h?" por h9. Asi,

en M,

hemos mostrado que para todo p € D(h?) la seccién s toma el valor s(p) = &

Ahora bien, ya habfamos observado que D(f) = Ugep(s) D(h?), por lo tanto, sabiendo que
D(f) es casicompacto; para la cubierta abierta {D(h?)},ep(y) podemos extraer una subcu-
bierta finita {D(h?), D(h%), ..., D(h%)} de D(f) con r € N, esto es

D(f) = D(h®) U D(h®) U ... U D(h).

Luego, para cada i € {1,2,...,7} se tiene que s(p) = (;“L—:Z para todo p € D(h%). Probaremos

a
h

D(f) toma en p, son iguales para cualesquiera indices i,7 de {1,2,...,r}. Para este fin,

que si p € D(h%) N D(h%), entonces los valores ZZ y 2‘—2, que la seccion local s de M sobre

consideraremos primeramente el caso ¢ = 1, j = 2. Este caso nos serviré para fijar ideas y la

, . . q; 5 . L, . ..
técnica para lograr la igualdad $5- = %7 para cualesquiera indices 4,5 de {1,2,...,7}.

Es un hecho conocido que D(h®) N D(h®) es igual a D(h?h%). Por lo tanto, escribiendo

a9l _ Rh92 71 a2 _ p91 92 . . Qa1 a2
i = pmnam € Mhane ¥ 55 = i ssm € Mpape, una manera de estimar si S50y 55 son
. . . 92 91 91 92 3 1
iguales es calculando su diferencia 225 % — 22 22 en My pe:. Lo cual nos sugiere considerar

el homomorfismo 5
gthl hd2 . thl ha2 — M(D(hlh hq2>>

m/(h‘hh‘h)” — go(m/(h‘“h‘”)”),

definido en (1.1.4) asociado al elemento h?h% de A, que sabemos es inyectivo. Evaluando

hd1 h92 : - h92 91 h41 92 .
© en la diferencia ;%o — 7ar 74, se verifica que
a1 ha2 (hQ2 ot B ha aq2) e (aq1 B aq2) _ paipe (aq1 ) _ pape (aqz ) _ o
ha ha ha ha2 ha haz ha haz M(D(h91h92))"

En efecto, para todo p € D(h?h%), se tiene que

(""" (5m) — "™ (55)) ) =" (7)) — """ (52) (0)

= s(p) — s(p)
= OM(D(hql h‘12))(p)'
hi2 o1 hil a2 _ 91 a2 i.oadl ad2 :
Por lo tanto, Fi har — par e = par — i = OMyar s - Es decir, ST Y fay son iguales en M pao.
adl

Sin embargo, deseamos que -y ‘;—Zz sean iguales en Mpqa, v en Myaq.. Por lo tanto, recordando

all _ 2
hd1 — h92

(h¢11 th)m,z[h(hOﬂl _ hqloﬂ?] — OM-

lo que significa la igualdad tenemos que existe un entero no negativo n; o tal que

Esto es, existe nyp € Z, tal que h2"2H(panm2qan) — pam2tl(pazm2qae) — 0y, Asi, re-

emplazando h®2"2T! por K% pN™M2q0 por b, hN™2TL por Ry h2R™M20% por af,
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o . q
resulta que h2a? — hT'a®? = 0,. Esto es, h2a? = h?#a% en M y en definitiva ;“Ti y
al2

2= son iguales tanto en Mpe como en Myq . Es decir, si p € D(h%) N D(h%), entonces

ha2
— af2

h2a® = hia® en M y los valores s(p) = %+ y s(p) = %= son iguales.

En seguida, tomando cualesquiera indices i,j en {1,2,...,r}, por lo desarrollado anterior-

mente, se tiene que existe un entero n; ; € Z, tal que
(hQith)ni,j [thOﬂi _ hQiOﬂj] _ OM

Pero la cantidad de combinaciones para elegir pares de indices (i,7) es finita, por tanto,
podemos definir N = max{n; ;|1 < i,j < r}. Esta potencia mantendra valida la ecua-
cion (h9h%)N[h%ad% — h9iadi] = 0y para cualesquiera i y j en {1,2,...,r}. Ecuaciéon que

podemos reescribir como h% Nt H(haN ) — paNtL(pGiN %) = 0y De modo que, al re-

emplazar A%V por h¥, h%Na% por %, h%NTL por h% y h%Na% por a%, obte-
nemos la igualdad h%a% — h%a% = (), para cualesquiera indices i y j en {1,2,...,r}.
De lo cual podemos concluir que, si p estd en D(h%) N D(h%), entonces i—j es igual a
z—z, tanto en Myq; como en Myq;, para cualesquiera indices 7,7 en {1,2,...,7}.

Por consiguiente, del hecho que (D(h%))ic(1,2,..r} cubre D(f), se sigue que \/Af esta con-
tenido en \/Ah® 4+ Ah%2 + ... + Aht. Lo cual implica que f € vV Ah9 + Ah® 4 ... + Ahdr.
Esto es, existen n € Ny by, bo,...,b,. en A, tales que f™ = b;h? + byh® + --- + b.h?%. Por lo

tanto, haciendo m = »"!_, b;a% tenemos que

h%m = h% i b,a¥ = i h%b;a? = i b;hY ot = i bihta¥ = fra¥,
i=1 i=1

i=1 i=1

para cada j € {1,2,...,7}. Equivalentemente, 14(h%m — f"a%) = 0y Es decir, 7 = %
en Mys;, para cada j € {1,2,...,r}. De esta manera, podemos considerar 3 = 7+ € My y
observar que gof(fﬂn) = s. En efecto, para cada p € D(f) se cumple que: p € D(h%) para

algin j € {1,2,...,r}y
ol

Por lo tanto, ¢/ es sobreyectiva y el teorema queda demostrado en su totalidad. 1

m 14 m i

F)(P) = m(p) = T he s(p)-

Observacion 1.6. Si en la proposicion anterior, el médulo M es igual al anillo A, entonces

A es igual a Ogpec(a)-

Observacioén 1.7. Sea A un anillo, como lo mencionamos el esquema afin (Spec(A), Ogpec(a))
asociado al anillo A y las gavillas M definidas para cada A-médulo M son los ejemplos

estandar de un espacio anillado (X, Ox) y de Ox-modulos, respectivamente. Sin embargo,
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como es evidente estos ejemplos solo forman una clase muy particular de tales objetos. No
obstante su estudio resulta de gran interés como lo muestra la cantidad enorme de aplicaciones
que tienen. Tal es asi que dichos Ox-moddulos constituyen las piezas clave de construccion de

las gavillas casicoherentes sobre esquemas arbitrarios.

1.2. Morfismos de Ox-modulos

Sea (X, Ox) un espacio anillado, en esta seccion recordaremos los conceptos de morfismo

y de isomorfismo entre Ox-mddulos, asimismo algunas de sus caracterizaciones.

Sean .# y ¢ gavillas de Ox-modulos sobre X, la coleccion de todos los morfismos entre
F y 9 es un grupo abeliano denotado usualmente por Homeo, (:%#,¥). La definicion de sus

elementos es como sigue:

Definicion 1.8. Con las notaciones anticipadas, un morfismo ¢ entre F y 4 es una fa-
milia (ow : F (W) — G(W))wer, de homomorfismos de Ox(W)-mddulos sujeta a ciertas
condiciones de compatibilidad.

Las condiciones a las que se refiere la definicién son:

una familia (pw : Z (W) — G (W) >WeTX

de homomorfismos de grupos abelianos
tal que para todo (U,V) € Tx x Tx

con V C U, los diagramas subyacentes

FU) 2 9(U)

ool |t
€ Homo, (F,9) < ¢ es ﬁ(V)L%(V)
y
Ox(U) x F(U) —" F(U)
(idory 0),50) l i .
Ox (U) x 9(U) —" @(U)

[ son conmutativos.

Un primer resultado acerca del conjunto que acabamos de describir lo especifica el siguiente:

Lema 1.9. Sea (X,0Ox) un espacio anillado y sean F y 4 Ox-mddulos, se tiene que
Home, (F,9) es un mddulo sobre Ox(X).



16 1. GRUPO DE PICARD DE UN ESPACIO ANILLADO

Demostracion. Primero que nada, notemos que Homo, (:#,%) es un conjunto no vacio pues
la familia de homomorfismos nulos (0 Homo (W)(y(w);y(W)))WeTX es uno de sus elementos. De
hecho este morfismo que denotaremos por 0 Homo, (7,%) €S Su neutro aditivo. La operacion de

adicion entre los elementos de Home, (% ,%) esta dada por:

+: Homo(F,9) x Homo (F#,9) — Homo,(F,9)

(1.2.1)
(o) = o+,

donde ¢ + 9 es el morfismo determinado por la familia de homomorfismos Ox (W )-lineales
((p+d)w: FW) = G(W))er con (¢ +¢)w = pw + ¢w para cada W € Tx. Mientras
que la aplicacion que define una multiplicacion escalar de Ox (X)) sobre Home, (% ,9) es:

Ox(X) x Homo (#,9) — Homo,(%,9)

1.2.2
122 A @) = Ao

donde - ¢ es el morfismo entre . y ¢ dado por la familia de aplicaciones Ox (W )-lineales
(X P)w : F(W) — g(W))WGTX, cuyo valor en cada elemento s de .# (W) esta dado por
(A P)w(s) = AMw - ow(s) € 4(W). Son la operacion de adicion (1.2.1) y la aplicacion (1.2.2)
las que equipan a Home, (:%#,%) con la estructura algebraica de un modulo sobre Ox (X).
En efecto, no es dificil mostrar que ambas operaciones estdn bien definidas y satisfacen
cada requisito de lo que se ha dicho sobre ellas. Por ejemplo, para verificar que el morfismo
OHomoX (7 satisface la igualdad ¢ + OHomoX (F9) = OHomoX (#79) + % = 1, tomamos un
abierto W de U y notamos que para cada s € .% (W) se cumple que (¢ + Oromo. (79))w(s)

es igual a (Opome, (79) + ¥)w(s) = Yw(s), como sigue

(¥ + Oromo (7)) w(s) = (bw + Otomo  (#9),;,)(5)
= Yw(s) + Onomo, (79),,(5)
= Yw(s) + Ottome , ) (F(W)g(w)) (5)
= Yw(s) + Ogw)
= Ogqw) +Yw(s)
= Yw(s).
Del mismo modo, para verificar, por ejemplo, la propiedad M3 de una multiplicacion escalar;
la cual nos dice que (A.A")- ¢ = X - (A ¢) para cualesquiera A, A’ € Ox(X) y para todo

¢ € Homo, (F,9). Procedemos de la siguiente manera, seleccionamos cualquier conjunto

abierto £ de X y cualquier seccion local ¢t de % sobre £ y notamos que se cumplen las
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igualdades
(AN 0)(t) = (N N)e - ¢e(t)
= Mg . Nleg - ¢e(t)
= Me. (Ve - ¢e(t))
= AMe.(V - 9).(t)
(/\ : ()‘/ : gb))g(t)
Las demés propiedades también se cumplen, sin embargo, no las demostraremos aqui pues

en gran medida su validez repite el mismo patréon de prueba que hemos presentado. -

Dos gavillas de Ox-modulos . y ¢ son isomorfos si, y solo si, existen ¢ € Homo, (F,9)
y ¥ € Home, (¥,.%) tales que Y o p =ids y ¢ o) = idy. En tal caso, decimos que ¢ es un
isomorfismo de Ox-modulos entre .7 y ¥4, lo cual equivale a que todos los homomorfismos
oy F(U) - 9 (U) sean Ox(U)-isomorfismos para cada conjunto abierto U de X. Mejor
aun, recordando que los grupos de gérmenes ., de un Ox-moédulo .# para cada p € X, son

Ox p,-modulos; tenemos la siguiente caracterizacion conocida, ver [11].

Proposicion 1.10. Sea ¢ : F — 94 un morfismo de Ox-mdodulos sobre un espacio anillado
(X,0x). ¢ es un isomorfismo de Ox-mdodulos si, y sélo si, el morfismo inducido en los

grupos de gérmenes @, 1 F, — 9, es un isomorfismo de Ox ,-mddulos, para cada p € X.

Un corolario del Teorema 1.5 y de la Proposicion 1.10 es el siguiente:

Corolario 1.11. Sean M, N y P mddulos sobre un anillo A, se tiene que una sucesion de

A-modulos
(1.2.3) 0—M-55N-5P—0

es exacta si, y solo si, la sucesion de Ogpec(ay-modulos

(1.2.4) 0—M-2N-5P—0

es exacta.

A continuacion, damos un resultado que caracteriza los isomorfismos de Ox-modulos
con respecto a los elementos de una cubierta abierta de X. Lo formularemos como una

proposicion, sin embargo, antes recordaremos una definicion y un lema previos.

Definicion 1.12. Sean U un conjunto abierto mo vacio de un espacio topologico X y F
una pregavilla de grupos abelianos sobre X. La restriccion de % a U, considerado con su

topologia subespacio es la pregavilla de grupos abelianos sobre U, denotada por F |y, definida
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por la asignacion V — F|y(V) = F (V) para cada subconjunto abierto V de U, junto con

las aplicaciones restriccion de % .

Observamos que si .# es una gavilla de anillos (resp. de grupos abelianos), entonces % |
es una gavilla de anillos (resp. de grupos abelianos). De la misma manera, si .% es un Ox-
modulo sobre un espacio anillado (X, Ox), entonces .7 | es un Ox |p-modulo sobre el espacio
anillado (U, Ox|y).

Por otro lado, si .# es una gavilla, entonces dado que el gérmen en un punto de una
secciéon local de .# no cambia si se restringe a un subconjunto abierto més pequeno que
contenga al punto, se sigue que los grupos de gérmenes de la gavilla restriccion % |y de F a
un conjunto abierto U no vacio de X, son los mismos grupos de gérmenes de .%, para cada

punto de U. Este resultado se cumple para pregavillas su version mas general es como sigue:

Lema 1.13. Sean .% una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topolégico X y sea
U un conjunto abierto de X. Se sigue que los grupos de gérmenes de la pregavilla restriccion

de F a U son exactamente los grupos de gérmenes de # en p, para cada punto p de U.

Proposicion 1.14. Sean (X,Ox) un espacio anillado y sea I un conjunto no vacio que
parametriza a una cubierta abierta (Us)er de X. Si f + F — 94 es un morfismo entre
los Ox-mddulos F y 4G sobre X, entonces f es un isomorfismo si, y sdélo si, el morfismo
f U - F

v, — Yy, entre los Ox|y,-mddulos F |y, y 9 |u, es un isomorfismo, para cada i € I.

Aqui, para un elemento i de I, el morfismo f|y, de Ox|y,-modulos es precisamente el que
resulta de restringir la familia de homomorfismos locales ( fy : ZF(U) — 9(U) )uer, que
define f, a los subconjuntos abiertos de U;. Esto es, el morfismo f|y, queda definido por la
familia ( fs5 : F(0) = 9(0) )sers, -

Demostracion. Sea ¢ € I, y supongamos que el morfismo f : . % — ¢ es un isomorfismo,
se sigue que f, : %, — %, es un isomorfismo de Ox ,-moédulos, para cada punto p de X;
Ui)Q : (35
Luego, siendo i un elemento arbitrario de I, se sigue que f

U;)q = (Z|u,)q s un isomorfismo.

U,‘:y

en particular, para todo ¢ de U; el morfismo (f

v, — 9|u, es un isomorfismo

para cada abierto U; de la cubierta de X.

Reciprocamente, si para todo ¢ € I el morfismo fly, : Z|u, — ¥|u, es un isomorfismo de
Ox|y,-modulos, entonces dado p € X existird v € I tal que p € U, y por consiguiente,
tendremos que (flv,)p : (Flv,)p = (Z|u,)p es un isomorfismo de (Ox|y,),-modulos. Es
decir, para cada p € X, el morfismo f, : .%, — ¥, es un isomorfismo de Ox ,-moédulos. Asi,

en vista de la Proposicion 1.10, f : . % — ¢ es un isomorfismo. a
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1.3. Suma Directa y Producto Tensorial de Ox-moédulos

Hemos visto que para cada moédulo M sobre un anillo A, existe un Ogpec(a)-moédulo
denotado por M y algunas de sus propiedades. Ahora, si consideramos la coleccion de todos
los modulos sobre A y la coleccion de todos los Ogpec(4)-moédulos vemos que ~ es una funcién
bien definida salvo isomorfismo entre ambas colecciones. A esta funcién la llamaremos el
operador tilde y probaremos que conmuta con la suma directa finita o arbitraria de A-mddulos
y con el producto tensorial de un nimero finito de moédulos sobre A, ver el Teorema 1.15. De
mayor impacto para nuestro objetivo en este capitulo es el hecho de que la gavilla estructural
Oz de un espacio anillado (Z, Oy) resulta neutral cuando se calcula su producto tensorial

con cualquier otro Oz-modulo, ver la Proposicion 1.16.

Para dar este resultado estableceremos en esta secciéon primeramente la suma directa y
el producto tensorial de gavillas de moédulos sobre un espacio anillado. Por tanto, sean %
y ¢ gavillas de Ox-modulos sobre un espacio anillado (X, Ox), la suma directa de .7 y
¢, denotada usualmente por .7 @ ¥, es la gavilla de Ox-moédulos sobre X definida por la
asignacion U — Z(U) @9 (U) para cada conjunto abierto U de X, junto con las aplicaciones
restriccion de .# y de ¢ en cada coordenada. Sus grupos de gérmenes estan dados por
(FoY), = F, DY, para cada x € X.

Por cierto, de manera trivial, este concepto de suma directa se generaliza a un ntmero
arbitrario de Ox-modulos, esto es, si J es un conjunto no vacio y (.%;);es es una familia
de Ox-modulos sobre un espacio anillado (X, Ox), entonces su suma directa definida por la
asignacion U — @;c;.%;(U) para cada conjunto abierto U de X, y denotada por &,c;.%;, es
un Ox-modulo sobre X y sus grupos de gérmenes (e .%;)., para cada x € X, estan dados
por ®jc ;.. Esta construccion es una de las maneras mas inmediatas de obtener nuevos

Ox-moédulos de mismos ya dados. Otra es el producto tensorial.

El producto tensorial de . y ¢, denotado por . ®o, ¥, es la gavilla de Ox-moddulos
sobre X asociada a la pregavilla U — Z (U) ®o, ) ¥ (U) para cada U € Tx, de aplicaciones
restriccion las usuales para funciones; y cuyos grupos de gérmenes (F ®p, ¢), para cada
r € X, estdn dados por F, Qo , Y.

En contraste con la suma directa, el producto tensorial solo se generaliza a un ntmero
finito de Ox-moédulos. No obstante, lo que si podemos generalizar es el hecho de que si .7 es
una pregavilla de Ox-modulos sobre un espacio anillado (X, Oy ), entonces la gavilla asociada

a .7 es un Ox-modulo.
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La conmutatividad del operador tilde con la suma directa y el producto tensorial de

O x-modulos tomando en cuenta los resultados de la Seccion 1.2 nos la da el siguiente:

Teorema 1.15. Si A es un anillo, J es un conjunto no vacio, M y N son A-mddulos y

(M;)es es una familia de modulos sobre A, entonces las gavillas M @4 N y ®jesM; de
Ospec(a)-modulos asociadas a los A-mddulos M @4 N y @je;M; son respectivamente isomor-
fas a los Ogpec(ay-mddulos M @O pec(a) N Y @jEJMj.

Demostracion. Para probar este teorema nos apoyaremos en la Proposicion 1.14 y en el Teore-

ma 1.5, en atencion a lo cual, sea U un conjunto abierto de Spec(A) no vacio. Comenzaremos

por definir un morfismo entre M ® 4 N y M ®Ogpec(a) N. Para ello, consideremos la aplicacion
Ogpec(a)(U)-lineal

P

M(U) ®og,..n) NU) — (M &4 N)U)

(1.3.1) o
s@t = pip(s @) = poy(s,t)

definida a partir de la aplicacion Ogpec(a)(U)-bilineal

MU)®NU) — (M®4N)U)

(1.3.2) pou
(S>t) = QOOU(Svt)?

donde @oy(s,t) € (M @4 N)(U), esta dada por ooy (s,t)(r) = ¢.(s(r) @ t(r)) € (M ®4 N),
para cada r € U, siendo ¢, el isomorfismo canoénico entre M, ®4, N, v (M ®4 N),. De
manera que si V° € "Tgpec( A)U, m" € My g € A son los dados por la membresia de s
como un elemento de M (U), y si V' € "Tspeo( A)U, n” € Ny h" € A son los correspondientes
dados por t como elemento de N(U) para cada r € U, entonces VSN V! € TTSPGC(A)U y los

elementos m" ®@n" € M ®4 N y g"h" € A son los que verifican la pertenencia de g (s,t) en

(M ®4 N)(U). En seguida, ponderando todos los conjuntos abiertos de Spec(A) obtenemos
la familia (¢1U)Ue7’spec< 4 que es compatible con las aplicaciones restriccion de su dominio
y codominio respectivas. En efecto, sean (U, V) € Tspec(a) X Tspec(a) tales que V' C U, la

conmutatividad del siguiente diagrama:

- ~ o1
M(U) @04ci) NU) ———= (M @, N)(U)
(pﬂ"lg’pﬁg)l lpMTgTA/N\Ii
- ~ 1
M<V> ®OSpec(A)(V) N(V> - (M ®A N) (V>

se cumple. Sea s@t € M(U) ®Ospec(A>(U)N(U)a se tiene que 1, (s®1t)|y = woy (s, t)|v. Luego,
sir € V, entonces oy (s, t)|v(r) = ¢-(s(r)®t(r)). Por otro lado, si primero restringimos s @t

a V' y después aplicamos ¢y, tenemos que @1y ((s @ t)|v) = p1v(s|lv @ tlv) = oy (s|v, t]v).
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Asi, para cada 1 € V se sigue que oy (sl 1) (r) = 6,(sl(r) @ thy (1) = 61 (s(r) @ £(r).
Es decir, ¢1,(s @ t)|y = @1y ((s @ t)|y) y por lo tanto el diagrama conmuta. De igual modo,
podemos verificar que la familia (SOlU)UeOspec( 4> ue en lo sucesivo la llamaremos simplemente
1, es compatible con las estructuras de Ogpec(a) (€)-modulos de su dominio y codominio para
cada conjunto abierto £ de Spec(A). De manera que ¢; induce un morfismo ¢ de O x-modulos
entre M ®Ogpec(a) Ny M/gA/N . Ahora bien, en vista de la Proposicion 1.14, lo que sigue es
considerar la cubierta abierta {D(f)|f € A} de Spec(A) y observar que, dado f € A, se tiene
que @|p(s) es un isomorfismo. Por lo tanto, sea f € A, puesto que ¢ se definié a partir de
¢1, basta notar que el morfismo de pregavillas ¢1|p(s) es un isomorfismo. Asi, sea p € D(f)
se sigue que (901|D(f))p se reduce a la identidad M, ®4, N, = (M ®4 N),, la cual es vélida,
por cierto, para todo ideal primo de A. Por consiguiente, en virtud de la Proposicion 1.10,
el morfismo ¢i|p(s) es un isomorfismo y por lo tanto, podemos concluir que ¢|p(s) es un
isomorfismo para cada abierto basico D(f) de Spec(A). Finalmente, por la Proposicion 1.14

© es un isomorfismo.

Para el isomorfismo restante, procedemos de manera parecida, sea U un conjunto abierto de
Spec(A) y supongamos que no es vacio. Sea j € J, bastara definir una familia de aplicaciones
o - M;(U) — @:;M,-(U) que sean Ogpec(a)(U)-lineales. Por lo tanto, sea s una seccion local
de M; sobre U, definiremos j4y(s) € @mi(U) como la funcion entre U y [[ ¢y (Dics Mi)y,
que a cada r € U, asigna el valor 4y (s)(r) = ¢,(m;,(s(r))), donde ¢, es el isomorfismo
canonico Py (M;), = (BiesM;), v mj, es la inyeccion natural (M;), — Bes(M;),. Es
claro que 9y (s)(p) € (®icsM;), para todo p € U. Por lo tanto, para verificar por completo
que ;1y(s) es un elemento de @mi(U ), dado r € U, es suficiente determinar un abierto
contenido en U entorno a r y elementos de @&;c;M; v de A tales que su cociente sea el valor
constante de ;4y(s) en cada punto de dicho abierto. Como s € M;(U), sabemos que existen
V € "Tspec(a)” v elementos m € M; y g € A tales que V C D(g) y s(q) = m/g € (M;), para
todo g € V. Asi, basta considerar el abierto V' y los elementos g € Ay (x;)ics € BicsM;
donde z; = 0y, para todoi € J\ {j} y x; = m, y notar que ;9y(s)(q) = (QC’)TEJ € (Bres M),
para cada ¢ € V. En efecto, sea ¢ un elemento de V, se sigue que ;9 (s)(q) es igual a
Dq(m;qe(s(q)) = ¢q(mjqa(m/g)) = (2;)ies/g. Por lo tanto, ;i cae bien en su codominio y
ademas, para cualesquiera s y s’ en M(U) tales que s = &, se cumple que Wu(s) = 4u(s),
por lo que 1y estd bien definida. Mas atn, no es dificil verificar que es una aplicacion
Ogpec(a)(U)-lineal.

Notamos que para cada U € Tgpec(4), la propiedad universal de la suma directa nos garantiza
la existencia de un homomorfismo v : @jé]Mj(U) — ®iesM;(U) lineal sobre Ogpec(a)(U).

Por lo que, al ponderar todos los abiertos de Spec(A) obtenemos una familia (Yv)very,.. 4,
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de homomorfismos Ogpec(a)(U)-lineales compatibles con las aplicaciones restriccion de sus

dominios y codominios como lo muestra la conmutatividad del diagrama:
~ YU —_—
(@jGJMj)(U) — @ies M;(U)
Pojesityy J/ ipﬂ?ife\fwg
~ TZJV P
(@J’EJMJ‘)(V) > PiesM; (V)
para cada par (U,V) € Tgpec(a) X Tspeca) con V- C U. En efecto, sea (s;)jes un elemento
de (@jeJMj)(U), esto es, (s;)jes es una familia casi nula de secciones s; € M;(U), para
cada j € J. Se sigue que @y ((s;)jes)|v(r) esigual a Xics;0u(s;)|v(r) = Ejesér(m;(si(r))).
Mientras que, por otro lado,
pv((s;)jeslv)(r) = Ejesjibv (silv)(r) = Ljesdr(mn(s;lv(r))) = Ljesdr(my.(s;(r))).

Es decir, ou((sj)jes)lv = ¢v((sj)jeslv). De manera que la familia (Yr)vers,, ., constituye
un morfismo de Ogpec(a)-modulos entre (EB]-E JMj) y @/Z;ﬂl Este morfismo se reduce a
la identidad @jes(M;), = (BjesM;), para cada p € Spec(A), y por tanto determina un
isomorfismo entre @ ;¢ JM]‘ y @mj- 1

De gran importancia es la siguiente:

Proposicion 1.16. Sea (Z,0z) un espacio anillado y F un Oz-mddulo, se sigue que los

mdodulos Oy ®o, F y F son isomorfos como O z-maodulos.

Demostracion. Sea U un conjunto abierto de Z y sin pérdida de generalidad supongamos que

no es vacio. Sabemos que existe una aplicacion Oz (U)-lineal dada por
(1.3.3) pu: Oz(U) @0,y F(U) — F(U)
o s@r — pu(sr)=s-r

la cual, es un isomorfismo de Oz(U)-mo6dulos. Méas atn, para cualquier subconjunto abierto

V de U, la conmutatividad del siguiente diagrama se cumple

YU

O2(U) ®o,w) F(U) F(U)
(pozg,pf;g)l lpgg

Oz(V) ®o ) Z (V)

En efecto, sean s una seccion local de Oz sobre U y sea r una seccion local de % sobre U, se
sigue que @y (s®r)|y = (s:r)|y = s|y-r|v. Mientras que por otro lado, ¢y (s|ly®r|y) = s|y-r|y.

Por lo tanto, utilizando la propiedad universal de la gavilla asociada, la familia (pu)very
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define un morfismo ¢ entre Oz ®p, -# y % . Finalmente como ¢y es un isomorfismo para

cada abierto U de Z, se sigue que ¢ es un isomorfismo entre Oz ®o, F y F.

1.4. Gavilla hom: S#ome, (F,9)

En esta seccion retomamos el estudio de los grupos de morfismos de Oz-modulos sobre
un espacio anillado (Z, Oz) para definir una gavilla de Oz-modulos especial (Definicion 1.17)

misma que apremiara mas adelante la construccion del grupo de Picard de Z.

Si U es un conjunto abierto no vacio de Z, entonces considerando a U con su topolo-
gia subespacio resulta que la gavilla restriccion de Oz a U es una gavilla de anillos sobre
U. Por consiguiente el par (U, Oz|y) es un espacio anillado. Mas atn, si .# y ¢ son gavi-
llas de Oz-modulos sobre Z, entonces las gavillas restriccion |y y 9|y de # y de ¢ son
gavillas de Oz|y-modulos sobre (U, Oz|y), por lo que podemos hablar del grupo de mor-
fismos Homo,, (F|v,¥|v). Observemos que si U = (), entonces tanto % |y como ¥y son
la gavilla nula 0, de lo cual el tnico morfismo posible es el homomorfismo nulo, esto es,
Homo,|,(Fp,¥9|p) es igual a {0}. Claramente {0} es un grupo abeliano, asi, para este caso
ratificamos la afirmaciéon del Lema 1.9. Tomando en cuenta esta informacién definimos la

pregavilla s ome, (% ,9) de grupos abelianos sobre Z, mediante la asignacion:
U — Homo,(F,9)U) = Homo,,,(F|v,9|v), para cada U € T5.

Junto con las aplicaciones restriccion definidas de manera obvia: si U y V' son conjuntos

abiertos de Z, con V C U, entonces
i Home,(F,9)U) — Homo,(F,9)V)
(pw : FW) = GW)wer, = (pe: F(E) = Y(E))eer, -

Esto es, si ¢ es la familia gy : F (W) — 4 (W) parametrizada por los subconjuntos abiertos
W de U, de homomorfismos Oz(W)-lineales compatibles con las aplicaciones restriccion de
F yde ¥, entonces pY () es la subfamilia de ¢ formada tinicamente por los homomorfismos
s+ F(E) = Y(E), cuyo parametro £ es un subconjunto abierto de U que esté contenido en
el subconjunto V de U. Desde luego, p¥, para cada par (U,V) € T+ con V C U, cae bien

en su codominio y es un homomorfismo de grupos abelianos.

Probaremos que el par (7 ome, (% ,9), p), donde p representa las aplicaciones restriccion de-
finidas anteriormente, es una pregavilla de grupos abelianos que satisface las dos condiciones

locales de una gavilla.
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Ya vimos que #Zome, (F#,9)(0) = {0}. Luego, necesitamos probar que si U es un con-
junto abierto no vacio de Z, entonces pg debe ser igual a id Homo ,(F.9)- Sin embargo, es
claro que pY : Homo,(F,9)(U) — Home,(F,%)(U) envia un morfismo ¢ : F — ¢
en pY(p) : F — ¢4, donde pY(p) es la familia de homomorfismos ¢y : F (W) — 4(W)
parametrizada por los abiertos W contenidos en U, es decir, la misma familia de homo-
morfismos que definen ¢ : .# — ¢. Por lo tanto, pY, = Z'deyfomoz(fg,g)((]). Asi, las primeras
dos condiciones de pregavilla se cumplen. Finalmente, sean U,V y W subconjuntos abier-
tos de Z con W C V C U, queremos probar que la igualdad pY, = p}j, o p¥} se cumple.
Para ello, antes que nada notemos que W C V C U implica Ty € Ty € Ty. Ahora,
sea ¢ € Homo,(F,9)(U) = Home,(F,9), esto es, ¥ es una familia de homomorfismos
(Vs + F(8) = 9(9))ser, v su restriccion a W, pl, (1), es la familia (ve : F(E) = 9(E))eeT, -
A continuacion, veamos que ésta familia es la misma que se obtiene mediante la restriccion
iterada de 1 hasta V' y finalmente hasta W: si restringimos 1 hasta V', lo que obtenemos es
la familia de homomorfismos (¢r : .Z(I') = 4 (I'))rer,, la cual al restringirla hasta W nos
da (Y : F(B) = 9(B))sery- Y claramente

(Ve : F(E) = Y(E))eery = (Y5 - F(B) = 4 (B))ser.
En otras palabras, pl,(v) = pi(p%(¥)) para todo ¢ € Home,(F,4)(U). Y podemos

concluir que Some,(.F,9) es una pregavilla de grupos abelianos sobre Z.

Sin embargo, hemos declarado mas, hemos dicho que ésta pregavilla satisface las condiciones
locales de una gavilla. En efecto, sean U un conjunto abierto de Z no vacio y (U;);e; una

cubierta abierta de U parametrizada por un conjunto I no vacio.

Condiciéon G1: Si ¢ es una seccion local de .7Zome, (% ,9) sobre el abierto U tal que para
todo 7 € ], pgi (1/}) = Oﬁﬁomoz (F.9)(Us)» entonces Qﬁ = Ojfomoz(ng)((]).

Sea ¢ € I, en primer lugar analizaremos lo que significa la igualdad pgi () =0 Homo ,(F.9)(Us)-
Si ¢ € Homep,(F,9)(U) es la familia de homomorfismos (¢r : F(I') = 4(I'))rey;, com-
patibles con las aplicaciones restriccion de .# y ¢, entonces pgl_ (1) es igual a la familia de
homomorfismos (¢5 : F(5) — ¥(0))ser,, - Por otro lado, el morfismo 0zome, (7 9)v:) en-
tre las gavillas 7|y, v ¢y, es el morfismo nulo definido por la familia de homomorfismos
(0Homoz<s>(9(5)3(5)))56%1. . Por lo tanto, nuestra hipotesis significa que 5 = OHomOZ(é)(gz((;)’g(g))
para todo subconjunto abierto § de U;, para todo i € I. En otras palabras, ¢5(t) = Oy(s) para
cualesquiera t € .% () y 6 € Ty,, para todo i € I.

Para probar que ¢ = 0 Homo ,(F.9)(U) probaremos que para cualesquiera [ subconjunto abierto
de U y t seccion local de la gavilla .% sobre el abierto I' se tiene que v¢r(t) = Oy (). Para

verificar esta igualdad, dado que ¥r(t) es una seccion local de la gavilla ¢ sobre el abierto T’
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que podemos escribir como I' = Uy I' N Uy, bastara demostrar que para todo abierto I' N Uy
de I' se cumple que ¥r|pny,(t) = Ogrny,). Por lo tanto, sean £ € I y t € F(I'), entonces
desde el hecho que # es un morfismo se tiene que Yr|rny, (t) = Yrow, (tlraw,)- Por otro lado,
dado que I' N Uy es un subconjunto abierto de Uy, la hipétesis de la Condiciéon G1 nos da la
igualdad ¥rny, (tlrnw,) = Ograw,). Asi, la Condicion G1 se cumple.

Condiciéon G2: Si (¢;)icr es una familia de secciones locales de la pregavilla .7Zome, (% ,9)

con @; € Homo,(F,9)(U;), para cada i € I, tal que para cualesquiera indices i,j € I se

tiene que @i|u,nv;, = @jluiny;, entonces existe una seccion ¢ € Home,(F,9)(U) con la

propiedad de que pgi(go) = (p;, para cada i € I.

Construiremos el morfismo ¢. Esto significa definir un homomorfismo de grupos abelianos
s+ F(5) — 4(9) para cada subconjunto abierto 6 de U, obteniendo asi una familia de ho-
momorfismos (ps)se7;, tal que satisfaga las condiciones de compatibilidad con las aplicaciones
restriccion de F y ¢, y con sus estructuras de Oz-modulos. Por tanto, sea § un subconjunto
abierto de U, necesitamos establecer la regla de asignacion de s para cada elemento ¢ de
Z(0). Ahora bien, ya que ps(t) serd una seccion local de la gavilla ¢ sobre el abierto ¢ y
0 = U;erd N U; para determinar tal seccién apoyados en el hecho de que ¢ es una gavilla
extenderemos la familia (@; snv, (t|snw;))ier de secciones de ¢ definidas sobre los abiertos de

la cubierta de 0. Para realizar esto seré suficiente verificar que

visnv; (tlsnu,)lsnvinu; = @j.60v; (Elsnu; ) |snuinu,

para cada par de indices ¢, 7 € I. Por tanto, sean ¢, € I, se sigue que

visnu; (t|snu,) lsnvinu; = isnuinu, (tlsau; lsnoinu;) = @isnvin; (tlsnvino, )-

De igual forma,

©j.s00; (tlsnw;)snviny; = @jenvinu; (Elsnu:lsnvinu;) = ©j.6nvinu; (tlsnvin; )-

Ahora bien, nuestra hipotesis ¢;|v,nv; = ¢jlv,nv,;, para cada par 4, j € I, significa que para
cualesquiera 7, j € I y para todo abierto £ € Ty,ny,; los homomorfismos ;¢ : F#(€) — Y(€)
y @je F(E) = 9 (E) son iguales, es decir, para cada t € .7 (&) se cumple p; £(t) = p;(t).

Por lo tanto, siendo d N U; N U; un subconjunto abierto de U; N Uj, se sigue que

Pi,6nU;NU; (t’mUimUj) = P4,6nU;NU; (ﬂémUmUj)a

y consecuentemente, ©;sqv, (tlsnu,)lsnvinu; = @500, (tsnu,)|snvinu,- De esta forma, existe

@s(t) € 4(U) con la propiedad de que

(1.4.1) ©s(t)|snu; = wisnu; (tlonu,), para todo i € I.
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Maés atin, si L es otro subconjunto abierto de U, entonces

(1.4.2) ©5(t)|snenv, = Yisnrnu, (tlsninu,), para todo i € 1.

Estas propiedades de p;(t) enumeradas como (1.4.1) y (1.4.2) las utilizaremos mas adelante.

Con lo anterior podemos definir

ws 1 F(0) — Y(9)

t — ps(t)

para cada subconjunto abierto & de U. Asi, obtenemos una familia de homomorfismos de
grupos abelianos (s : F(0) — 4(6))ser;, posible morfismo que requerimos. Lo tnico que falta
mostrar es que esta familia, que llamaremos ¢, es en efecto una seccion de Zome, (7 ,9)
sobre el abierto U y que su restriccion pgi () a cada abierto U; de la cubierta de U es igual al
morfismo ¢; € Home,(F,9)(U;), para cada indice ¢ € I. La pertenencia o no de la familia
de homomorfismos (s : F(0) = 9(0))ser, en Homo,(F,94)(U) esta condicionada a la
conmutatividad de los siguientes diagramas

YT

(T) —=9(T)

Y

T
PYR

>
A
vl

PR

(R) —= ¥ (R)

Y

para todo par (R,T) € To® con RCT, vy

Oz(8) x F(0)
(ido , (8) »s) l J{ s
04(8) x 9(85) ——

para todo § € Ty. Sea t € .Z(T), demostraremos que pgh o pr(t) es igual a pr o pzrh(t) en
9 (R). Puesto que R es un subconjunto abierto de U podemos escribirlo como R = Uy RNUj.
Asi, para probar la igualdad que necesitamos bastara demostrarla sobre los abiertos de esta
cubierta de R. Es decir, demostraremos que (p7(t)|r)|rnv, = ¢r(t|r)|rAv, para todo ¢ € I.
Por tanto, sea ¢ € I, como ¥ es en particular una pregavilla y ¢7(t) es una seccion local de

¢, utilizando las propiedades tercera de pregavilla y (1.4.2) de ¢ obtenemos que
(er®|r)lrov, = @r(t)|rau,

= or(t)|rnru,

= urnrnv, (tlraru,)

= @ornv, (t|rAw,)-
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De igual modo, utilizando la propiedad (1.4.1) de pg seguida de la compatibilidad del mor-

fismo ¢, con las aplicaciones restriccion, se tiene que

or(t|r)|rRU, = Yo.rU, (tlR|RAU,) = ernv, (t RAU,)-

Por lo tanto, logramos la igualdad solicitada y el primer diagrama conmuta. Verifiquemos
ahora la conmutatividad del segundo diagrama. Sea (A, s) € Oz(9) x .Z (d) probaremos que
|5 0 ido,5) X @s(A,s) es igual a ps o -5 (A, s) en 4(6). Para esto, notemos que como d es
un subconjunto abierto de U la familia (6 N U;);e; de subconjuntos de U forma una cubierta
abierta para ¢ y como ¢ es una gavilla para probar la igualdad bastard demostrarla en los
abiertos de dicha cubierta. Por tanto, sea ¢ € I y d NU; el abierto correspondiente, utilizando

las propiedades (1.4.1) de g5 y las de ¢; como elemento de Zome,(F,9)(U;), se tiene que

@s(A - s)lsnws = @ionui (A s lsnw,)
- SDi,zSﬁUi ()\‘(YTUZ © S ’(SHUZ)
= A - pisnv, (s [snws)

= Alsnw; - @s(s) lsnu,

= X @s(8) lonws,
es decir, 5(A - s) = A - ps(s), o equivalentemente, @50 |5 (A, s) = |5 0 ido,5) X Ys(A, 5). De
modo que el segundo diagrama también es conmutativo. Por lo tanto, ¢ es una secciéon de
Homo,(F,9)(U). Finalmente, sea i un elemento de I, demostraremos que pf (¢) = ;.
Esto es, probaremos que para cada £ € Ty, los homomorfismos ¢z : Z# () — Y(€) y
vig + F(E) = Y(E) son iguales. Por tanto, sean € € Ty, y t € Z(£), debemos probar
que pg(t) = @e(t). Puesto que £ C U; C U es un subconjunto abierto de U tenemos

E = UperENUy, es decir (€ NUy)pes es una cubierta abierta de £. Méas atn, ¢4 es una gavilla,

asi, para probar la igualdad de las secciones @g(t) v @i ¢(t) bastara verificar que

(1.4.3) ee()env, = pie(t)lenu,

para cada abierto £ N U, de la cubierta de £. Sea ¢ € I, si { = i, entonces utilizando
directamente la propiedad (1.4.1) de ¢ resulta que @g(t)|env, = icnu; (tlenu; ). Por otro lado,

la compatibilidad con las aplicaciones restriccion de los homomorfismos que definen ; nos da
vie(t)|env, = vienu;(tlenu,). Consecuentemente, we(t)|env, = @ie(t)|enu,. Asi, en este caso
se tiene la igualdad (1.4.3). Ahora, si ¢ # i, entonces la situaciéon no es tan inmediata como
en el caso anterior, sin embargo, dado que £ N U, es un subconjunto abierto de U, lo podemos
escribir como £ NU; = Ue€ N U, N Ug. Luego, usando la misma técnica de prueba para la
igualdad @ (t)|env, = @ie(t)env,, probaremos que we(t)|env, lenvinv, = ie(t)|env,lenvno,
para cada abierto £ NU, N Uy de la cubierta de £ NU,. Esta igualdad ahora es facil de probar
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dadas: la propiedad (1.4.1), la hipotesis ¢;|v,nu, = @j]v,nu, sobre la familia de morfismos
(pi)ier v la compatibilidad de cada uno de ellos con las aplicaciones restriccion. En efecto,

primero notemos que
Ye (t)’&'mUASﬁUgmUk = Yeenu, (t‘SmU[)‘EmUmUk
= prenvenuy (tlenvno,)
=  PLENUNU (t|€ngmUk)
= PrenU, (t‘8mU5)|8mUmUk
= oret)lenv,lenvenuy
esto es, para cada k € I se tiene que @g(t)|enu, = pre(t)|env,. Asi, en particular, si k = i,
entonces obtenemos la igualdad requerida. Esto implica que @¢(t) = ¢; ¢(t) para todo € € Ty,

y t € F(E). Por lo tanto, pgi(go) = ; para todo i € I, la Condicién G2 se cumple y en
definitiva, S ome,(F,9) es una gavilla de grupos abelianos sobre Z.

De esta manera, con la finalidad de probar que J#€omep,(#,9) es un Oz-modulo, la
informacion reciente acerca de J#ome, (% ,%) junto con el hecho de que para cada conjunto
abierto U de Z, Homo,,(Z|v,9|v) es un moédulo sobre Oz|y, nos sugiere averiguar si
para esta familia de moédulos su multiplicacion escalar es compatible con las aplicaciones
restriccion. Por lo tanto, sean (U, V') € Tz x Tz con V' C U, verificaremos que el siguiente

diagrama

O4(U) x Home,(F,9)(U)

Homo,(F,9)U)
(pOZ‘[ivafomOZ(ff,g)‘[i) l

Oz(V) X %OTTL(’)Z(?,%K‘/)

l pJfomoZ (?,g)‘li

Homo, (F,9)(V)

v

conmuta. En efecto, si (A, ¢) € Oz(U) x #ome,(F,%)(U), entonces (- ¢)|y es la familia de
homomorfismos O(I)-lineales (A - ¢)r : F(I') — %(F))FGTV,
(A-@)r(t) = A|r - ¢r(t) para cada t € Z(I"), para todo I € Ty.. Por otro lado, A|y - ¢|v es
igual a la familia de homomorfismos ((Alv - ¢|v)s : F(B) — g(m)ﬁen donde para cada
e Tvycadas € Z(F) se define (Aly - ¢lv)s(s) = Alvs - @dlv]s(t) = Mg - ¢s(t). Esto es,
(Al = Aly - dlv.

Asi, hemos definido por completo un Oz-modulo #ome,(F,9) para cada par (F,¥9) de

definidos explicitamente por

Oz-modulos sobre un espacio anillado (Z,Oz). Por simplicidad en base a la construccion

anterior formulamos la siguiente:

Definiciéon 1.17. Si . y 9 son Ox-mddulos sobre un espacio anillado (X, Ox) la gavilla
hom de F en G es el Ox-mddulo 7 omo, (F,9).
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Un resultado que utilizaremos mas adelante acerca de esta gavilla es el siguiente:

Lema 1.18. Sea (X, Ox) un espacio anillado, y sean 4, % y F gavillas de Ox-mddulos,
se tiene que Homo (F,% &%) es isomorfo a Homo, (F, %) ® Home, (F,%), como

Ox-modulos.

Demostracion. Sea U un conjunto abierto de X, estableceremos un isomorfismo ¢y entre
Homo (F, &%) (U)y Homo (F,%)DH omo, (F,%)(U). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que U no es vacio, por lo tanto, sea f € #omo, (F,% &%)(U) dado por
la familia de homomorfismos Ox (&)-lineales (fe : F(E) = %(E) ® %(E)) ger, - Definimos
ou(f) € Homo (F,%)(U)®Home, (F,%)U) como el tnico par (py(f)1, eu(f)z2), con
ou(f)ie = (mio fle = meo fe, para cada i € {1,2}, donde 7 y m son los morfismos
proyeccion entre ¢ & % y ¥, para i = 1 y 2, respectivamente, dados por m;5(s1,52) = si,
para cualesquiera § € Ty, y (s1,52) € 41(0) & %(6). Por otro lado, consideremos la siguiente
aplicacion:
Yy Homo (F|u,%|v) ® Homo ., (F v, %|lv) — Homoy, (F|u, (% & %)|v)
(91,92) = Yu(91,92)

con ¥y (g1,92)e = (g1e, goe) para cada € € Tx. Se sigue que Yy o oy v ¢y o Yy son iguales
a la identidad de Somo, (F,% ® %)(U) y de (Homo (F, %) & Homo (F,%))(U),
respectivamente. Por lo tanto, una vez que verifiquemos la conmutatividad del siguiente
diagrama se tendra que el morfismo ¢ que define la familia (¢y)yer, €s un isomorfismo de

Ox-moddulos. Necesitamos probar que para cualquier subconjunto abierto V' de U, el siguiente

diagrama:
Hoomo (T, % &%) (U) L (Homoy (F, ) & Homo (F, %)) (U)
p%omox (F,91 69(52)3 l \L p%omox (97g1)®‘%0mox (Lg,gg)g
227

Homo (F,% &%) (V) (A omo, (F.%) & Homo, (F,%)) (V)

es conmutativo. En efecto, sea f € omo, (F,% &%) (U), se sigue que oy (f)|v es igual a
(o (Fv oo (D)lv = (o (Fhlvs 9o (Flv), donde gy (£)ilvr : F(T) — (T) estan definidos
por wu(f);lvp(s) = mr(fr(s)), para cualesquiera s € Z#(I'), ' € Ty y i € {1,2}. Por
otro lado, v (f|v) es igual a (v (f|v),, ev(flv),), donde pv (flv);5 : F(B) = () estan

definidos por @v (f|v);5(s) = mig(flv5(s)) = mis(f3(s)), para cualesquiera s € .7 (53), B € Ty
y © € {1,2}. Por lo tanto, ¢y (f)|v = ¢v(f|v) y el diagrama conmuta. —

Ahora, sien #ome, (F,9) especificamos el Ox-modulo .Z por Oy, entonces lo que obte-

nemos es la gavilla de Ox-moédulos S ome, (Ox,¥), la cual, como veremos a continuacion,
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es isomorfa a ¢. Consecuentemente, sus secciones locales J#omeo, (Ox,¥)(U) para cada
abierto U de X estaran determinadas por las secciones locales de ¢ sobre U y en particular,

cada seccion global de ¢ sera un morfismo de Ox-modulos entre las gavillas Ox y 4.

En efecto, definiremos un isomorfismo de Ox-modulos ® entre #ome, (Ox,9) y 4. Primero
que nada, notemos que si U es un conjunto abierto de X y ¢ € F#ome, (Ox,9)(U), entonces
¢ € Homo |, (Ox|u,¥9|v). Asi, a cada elemento ¢ de #ome, (Ox,¥)(U) le podemos asociar
la seccion local i (1o (1)) de ¢ sobre U. En otras palabras, para cada abierto U de X tenemos

definida una aplicacién

Oy Homoy |, (Ox|v,9|lv) — 9 (U)
p = polloxw))-

Esta aplicacion por la naturaleza de los elementos del Ox (U)-moédulo Homo,, (Ox|v, ¥4 |v)
es obviamente un homomorfismo de Ox(U)-moddulos. Por lo tanto, al recorrer todos los
subconjuntos abiertos de X obtenemos una familia de O x (U )-homomorfismos que claramente
son Ox(U)-lineales y compatibles con las aplicaciones restriccion. Esta familia sera la que
definira nuestro morfismo ®. Para lo cual, solo falta demostrar que para cada par (U, V) €

Tx xTx con VCUyW € Tx la conmutatividad de los siguientes diagramas:

oy

H0m0X|U(0X|U7 g|U) - g(U)
p%omoX(OX,g)vl pg‘U;

®
Homox\v(ox|v7g|\/) - g(V)

Ox (W) x Homoy |y, (Ox|w, ¥ |w) - Homoy |, (Ox|w, 9 |w)
(idoy (wy » Pw) J{ l Dy
Ox (W) x 4(W) - G(W)

se cumple. Consideremos ¢ un elemento de Homo,|,(Ox|v,¥|v) v (A, ¢) un elemento
de Ox(W) x Homoy |, (Ox|w,4|w), se sigue que p(Pu(¢)) = vu(loyw))lv es igual a
pv(loxlv) = ov(loxwy) = elvv(loxw)) = v(elv) = Pv(pli(p) v -lw o (idoxw) , Pw)

aplicado en (A, @) es igual a [ (X, ow(lo,ywy)) = A-ow(Loxw)) = (A ©)w(lo,mw)) que a
su vez es igual a Oy (A - ) = Py (- |W()\7 ©)) como queriamos.
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El morfismo ® es un isomorfismo y su morfismo inverso lo definimos mediante la familia de
homomorfismos
o' 19 (U) — Homoy, (Ox|v,¥|v)
a = Y,
parametrizada por los abiertos U de X, donde el morfismo de Ox|p-modulos v, esta dado
por la familia
Yos 10x(E) — Y(E)
T T ale
parametrizada por los subconjuntos abiertos € de U. Es claro que ®! esta bien definido, es
compatible con las aplicaciones restriccion y con la multiplicaciéon escalar subyacente. Asi, lo
tinico que falta demostrar son las igualdades ® o ®~! = idy y & 1o ® = id%”om(gx (Ox @) Sea
U un subconjunto abierto de X y sea a € 4(U), se sigue que ®~!(a) = 1), es el morfismo
definido por la familia
Yoe 0x(E) — Y(E)
T T ale

cuya imagen bajo el morfismo @, es la seccion de ¢4 dada por

%,U(lox(m) = ]‘OX(U) . Oé|U = 1(9X(U) Q= Q.

Esto es, & o <I>(_]1 = 1dy vy para cada conjunto abierto U de X, por lo tanto, ® o O =idy.
De igual manera, si ¢ € Homoy |, (Ox|v,¥|v), entonces este morfismo es exactamente el

morfismo ¥, ( ) definido por la familia de homomorfismos

¢‘PU(10X(U))75 :OX(‘(:) — {4(5)

r o= r-ou(logw))le

loy )

para todo £ € Ty. Ya que para cada subconjunto abierto £ de U y todo r € Ox (&) tenemos

Voo, w)e(r) =1 pu(locw))le =1 ve(loxwle) =1 pe(loge) = pe(r).
En otras palabras, @l}lo@U(gp) = p paracada U € Ty y por lo tanto @ tod = idjfomox (Ox9)-

En conclusion tenemos que s#ome, (Ox,¥) = 4. Y en particular, para sus secciones globales
se cumple que FZome, (Ox,9)(X) = Home, (Ox,9) =9 (X).

Similarmente, si .# es la gavilla Ox", entonces llegamos a que S ome, (Ox",¥) = 4™, donde
los Ox-moédulos Ox™ y 4™ son respectivamente Ox" = & | Ox vy 9" = @ 9. Ademés,
al igual que en el caso anterior, observamos que sus secciones globales quedan determinadas

por Home, (Ox™,9) =29 (X)".

Por otro lado, si especificamos el Ox-moédulo 4 por Oy, entonces lo que obtenemos

es el Ox-modulo Home, (F,Ox) cuyas secciones locales, para los abiertos de U de X,
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estan dadas por Somo, (F,0x)(U) = Homoy |, (F|v,Ox|v). Asi, un elemento ¢ de
Homo, (F,0x)(U) serd una familia de homomorfismos (pg : F(E) — Ox(E))eer, pa-
rametrizada por los abiertos £ de U. Ahora bien, recordando de la teoria de médulos que si
A es un anillo y M un A-mo6dulo, entonces la coleccion de las aplicaciones A-lineales de M en
A recibe un nombre particular y una notacion especifica, denominaremos a s omo, (%, Ox)
la gavilla dual de F y la denotaremos por #V. Esto es, Y = Homo, (F,Ox).

Respecto a este Ox-modulo .#V tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.19. Si.7 y 9 son gavillas de Ox-maodulos sobre un espacio anillado (X, Ox),

entonces existe un morfismo de Ox-mddulos de F¥ Qo G en Homo, (F,9).

Demostracion. De acuerdo con la propiedad universal de la gavilla asociada, para definir este

morfismo de gavillas bastara definir un morfismo entre las pregavillas
U ZU)@oxwy9(U) vy U Homoy (v, 9u)

donde U € Tx. Ahora bien, definir un morfismo de esta naturaleza, significa definir un

homomorfismo de Ox (U)-modulos
Oy + F(U) @oxw) 4 (U) = Homo (F,9)(U)

para cada conjunto abierto U de X, los cuales deberan ser compatibles con las aplicaciones

restricciéon de dichas pregavillas.

Sea U un conjunto abierto de X, si U es vacio, entonces los Ox(U)-mo6dulos en cuestion
son simplemente el Z-mo6dulo {0}, de modo que en este caso 0y es la aplicacion nula. Lue-
go, en conformidad con la propiedad universal del producto tensorial de la teoria de mo-
dulos (Proposicion 2.12 de [1] pagina 24), para definir un homomorfismo Ox (U)-lineal de
FV(U)Roxwy9(U) en Homo, (F,9)(U) bastara definir una aplicacion Ox (U)-bilineal de
FYU)®Y(U) en Homo, (F,9)(U). Para realizar esto, consideremos la siguiente regla de
asignacion,
0,: FYU)9U) — Homo(F,9)U)
(s,t) — Oy(s,t)
donde el morfismo 6}, (s,t) entre las gavillas .Z |y y ¢|y esta dado por
Oy(s,t)e: F(E) — Y(€)
roe Oy(s,t)e(r) = se(r) - tle

para cada subconjunto abierto £ de U. Claramente, para todo £ € 7T, el homomorfismo
01, (s,t), esta bien definido. Pues sg(r) -t|s € 4(€), para cadar € F (&) ysir,r’ € F(£) son
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tales que r = 1/, entonces s¢(r)-t|e = sg(1’) - t|e, pues el homomorfismo sg y la multiplicacion
escalar en el Ox(€)-modulo ¥(F) estan bien definidos.

Esta familia de homomorfismos que definen 6y, (s, t) es también compatible con las aplicaciones
restriccion correspondientes y con las estructuras de Ox|y-modulos de Z# |y y 4|y, de modo
que el morfismo que definen es en realidad un morfismo de Ox|y-modulos entre .7 |y vy ¥4|v,

por lo que 6;,(s,t) es un elemento de #omo . (F,9)(U), esto es, 8, cae bien en el codominio.

En efecto, sean R,T subconjuntos abiertos de U, tales que R C T y sea también £ un

subconjunto abierto de U, necesitamos probar que los siguientes diagramas

0y (s,t) 1 )
F(T) S 4(T) y Ox(€) x F (&) —* Z(€)
Pk l i P4 (idoy (£) 0 (s:t) ) l J{ 01 (s,t) ¢
07, (s,t) 5 )
Z(R) S CEeg(R) O (€) x 9(€) — %(€)

son conmutativos. Sear € % (T"), debemos verificar la igualdad 0y, (s, t)(r)|r = 0(s,t) p(r|r)-
Por un lado tenemos que 6;,(s,t)(7)|r = (sr(r) - tlr)|r = sr(r)|r - tir|lr = sr(r|r) - t|&-
Mientras que por otro lado 6,(s,t)z(r|r) = sr(r|r) - t|g. Por lo tanto, el primer diagra-
ma conmuta. Consideremos ahora un elemento (A, o) de Ox(E) x F(E) probaremos que
(0(s, )¢ © - |e ) (A, 0) esigual a ((- |¢) o (idoy(e), 0 (s,t)e)) (A, 0) . En una direccion tene-

mos que

(-le) o (idoye); Oy (s,t)e) (N o) = -le(N, O (s5,8)g(0)) = A+ sg(0) - te.
Mientras que para la otra direcciéon resulta que

0y (5.1)e © e (\ @) = Oy (5,)e(A-0) = 56 (A~ 0) - tle = A~ 5(0) - 1]

Por lo tanto, el segundo diagrama también conmuta. Lo que sigue, es probar que 6}, es
Ox (U)-bilineal. Una vez que logremos esto como consecuencia tendremos una aplicacion de

Ox (U)-mo6dulos bien definida y explicitamente determinada por
O : FY(U)@oyuny9U) — Homo(F,9)U)
st = Ou(s®t)=0y(s,1),

De esta manera, para cada conjunto abierto U de X, no vacio habremos construido un

morfismo de Ox-moédulos. En realidad lo que tendremos sera una familia de homomorfismos
Ox(U)-lineales

(1.4.4) (QU : yv(U) ®OX(U) g(U) — %ﬂomox (ﬁag)<U>)U€7'x7
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los cuales definiran el morfismo de pregavillas buscado. La tltima afirmacion quedaréa condi-

cionada solamente a la conmutatividad del siguiente diagrama:

ou

(1.4.5) FYU) @oxw) 9 (U) — Homo, (F,9)U)
(pgvﬁ,pgg)l P oMo (9,%);

Ov

F(V) @oxw)4(V) — Homo, (F,9)(U)

para cada par (U, V) € Tx® con V C U. Lo cual nos dice que la familia (1.4.4) es compatible

con las aplicaciones restriccion.

En esta direccién, demostremos que 6y, es Ox (U)-bilineal. Ya tenemos que 6}, cae bien en
el codominio. Por tanto, sean (s,t) y (s',t') en ZV(U) ® 4(U) tales que (s,t) = (s',t),
consecuentemente, para cada subconjunto abierto £ de U se sigue que sg = s¢ v t|le = t/|e.
Asi, para cada seccion r € .F (&) resulta que sg(r) - t|le = sg(r) - t'|¢. Por lo tanto, para todo
subconjunto abierto £ € Ty, se tiene que los homomorfismos 6, (s,t)s : F(E) — Y(E) v
0,(s',t)e + F(E) — Y(€) son iguales, es decir 0;,(s,t) = 0;,(s',t'). Asi, 0], esta bien definida.

Probaremos ahora que 6}, es Ox(U)-bilineal. Sean s,s" € .FY(U) y t € 4(U) demostraremos
para la primer coordenada que 6, (s + §',t) = 0(s,t) + 0,,(s',t) y que 0 (As, t) = N (s, 1)
para cada A € Ox(U). Analogamente para la segunda coordenada. Ahora bien, la igualdad
de morfismos 6;;(s + s, t) = 0;,(s,t) + 0},(s', t) significa que para cada subconjunto abierto £
de U y para toda seccion r € .F (), se cumple que 07, (s+5",t)g(r) = (0;,(s,t)+0,,(s',t))e(r).
Por lo tanto, sean £ € Ty y r € Z#(€), por las definiciones que hemos dado se sigue que
Op(s+ 5, t)e(r) = (s+8)elr) tle
= (se+sg)(r) -t
= (se(r) +5g(r)) - tle
= sg(r)-tle + se(r) - tle.
Mientras que por el otro lado
(0 (s,t) + 0y (', 0)e(r) = (Oy(s,t)e +0p(s', 1)e)(r)
= Oy(s,t)e(r) + 0y (s t)e(r)
= sg(r) - tle + s&(r) - t]e.

Asi, la igualdad se cumple. En seguida, tomemos un escalar A € Ox(U) y sean £ un subcon-

junto abierto de U y r € .#(€) una seccién, entonces

9&()\.8,25)5(7”) = ()\.S)g(’r’) . tlg = )\|g.Sg(7”) : t|g = )\|g.eb(8,t)g(7‘).
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Por lo tanto, 6;,(As,t) = A0 (s,t). La linealidad en la segunda entrada se sigue de manera
similar por ejemplo, si s € .FY(U) y t,t' € 4(U), entonces para cada subconjunto abierto £

de U y seccion r € .7 (£), se tiene que

Op(s,it+t)e(r) = se(r)-(t+1t)e

= Oy(s,t)e(r) + 0, (s, t)e(r).
Esto es, 0},(s,t +t') = 0;,(s,t) + 0;,(s,t’'). La multiplicacién por escalar también es clara.

De acuerdo a lo que mencionamos, existe un homomorfismo de Ox(U)-médulos que llama-
mos fy (ahora sin el apostrofe) entre FY(U) ®oyw) 4 (U) v Homo, (F,9)(U) para cada
conjunto abierto U de X. Estos homomorfismos 6y parametrizados por los abiertos de X
definiran el morfismo de pregavillas que buscamos, que nos dara nuestro morfismo de gavillas

deseado.

Asi pues, verifiquemos la compatibilidad de los homomorfismos 6y con las aplicaciones res-
triccion. Sean U y V' conjuntos abiertos de X con V C U, ysea s®t € F(U) ®o,w)9(U),

entonces para cada subconjunto abierto £ € Ty y seccion r € Z (£), se tiene que
(Ou(s @ t)lv)e(r) = buls®@t)e(r)
= se(r) - tle
= (slv)e(r) - (tv)le
= Ov(sly @ tly)e(r)
= Oy((s@t)|v)e(r)

Es decir, los morfismos 0y (s®t)|y v Oy ((s®t)|v) elementos de #ome, (F,%)(V') son iguales,
esto es, el diagrama (1.4.5) es conmutativo. De esta forma la familia de homomorfismos
(Ov)vers, definen un morfismo de gavillas entre .#¥ ®p, ¥ y Homo, (F,9), mejor aun,
definen un morfismo de Ox-modulos entre .F¥ Rp, ¥y Homo, (F,9) y la prueba de la

proposiciéon queda completada. D

1.5. Ox-moédulos Localmente Libres de Rango Finito

Sea (X, Ox) un espacio anillado, una vez definido el dual de un Ox-moédulo . sobre el

espacio topologico X una inquietud que surge de manera natural es averiguar si se cumple
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FVV = .7 pues en analogia con la teoria de modulos tal propiedad se verifica, por ejemplo,

para el caso de modulos libres de rango finito, o mas particularmente, para el caso de espacios
vectoriales de dimension finita. Esta inquietud es una de las motivaciones que nos conducen
directamente a introducir el concepto de Ox-modulo localmente libre de rango finito, pues pa-
ra esta clase de gavillas la validez de dicha propiedad se satisface. Sin embargo, las principales
motivaciones para introducir estas gavillas son otras dos: la primera es que si por lo menos
una de las gavillas de la Proposiciéon 1.19 es un Ox-moédulo de este tipo, entonces el morfismo
dado en dicha proposicion resulta ser un isomorfismo de O x-modulos y tal isomorfismo juega
un papel primordial en la construccién del grupo de Picard de X. Finalmente la segunda
motivacion principal es que las gavillas de Ox-modulos localmente libres de rango uno son
las piezas clave que definen Pic(X). Por ello en esta seccion estudiaremos los Ox-modulos

localmente libres de rango finito y en particular aquellos cuyo rango es igual a uno.

Ahora bien, definir el concepto de Ox-mddulo localmente libre de rango finito nos lleva
primeramente a establecer las nociones de Ox-modulo libre y libre de rango finito que haremos

a continuacion.

Definiciéon 1.20. Sean (X, Ox) un espacio anillado y % una gavilla de Ox-mddulos. F es
libre si es isomorfa a una suma directa de copias de la gavilla estructural de X. Mds ain, es
libre de rango finito si el nimero de copias de Ox en la suma directa es un numero finito;

este numero se denomina el rango de % .

En otras palabras, un Ox-moé6dulo .# es libre si, y sélo, si existe un conjunto J no vacio
tal que .Z =~ @;c,Ox, suma directa que denotaremos por Ox”). Mientras que .Z es libre de
rango n, si es isomorfo a @} ;Ox, para algin n € N. Al Ox-moédulo &} ,Ox lo denotaremos
por Ox". Sistematicamente podemos ver que estos conceptos no son vacios, ya que, para cada
espacio anillado (X, Ox) su gavilla estructural Ox constituye por excelencia un O x-médulo

libre de rango 1.

Lo siguiente que nos interesa conocer sobre los Ox-moédulos libres de rango finito son sus

grupos de gérmenes. Para lo cual tenemos la siguiente:

Proposicion 1.21. Si (X, Ox) es un espacio anillado y 9 es un Ox-mddulo libre de rango
s, con s € N, entonces 9, es un Ox ,-modulo libre de rango s para cada p € X.

Demostracion. Sea p un punto de X, como ¢ es un Ox-modulo libre de rango s, se sigue
que 4 = Ox*, de modo que ¥, = (Ox?®),. Por otro lado, se cumple que (Ox*), = (Ox,)*.

Pues de manera general para cada p € X el grupo de gérmenes en p de una suma directa
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de gavillas sobre un espacio topologico X es isomorfo a la suma directa de los grupos de

gérmenes en p de las gavillas. —

Definimos ahora los conceptos de Ox-modulo localmente libre y de Ox-modulo localmente

libre de rango finito.

Definicion 1.22. Sea .F un Ox-mddulo sobre un espacio anillado (X, Ox). .Z es localmen-
te libre si existen un conjunto J no vacio y una cubierta abierta (U;);e; de X tal que la

restriccion de F a U; es un Ox|y,-mddulo libre, para cada j € J.

Equivalentemente, una gavilla de Ox-moédulos % es localmente libre si localmente es
isomorfo a una suma directa de copias de la gavilla estructural de un espacio anillado. Esto
es, .# es localmente libre si para cada punto x de X es posible encontrar un conjunto abierto
V C X, tal que x € V y la restriccion F|y de .# a V es isomorfa a OX\V(I) como Oxl|y-
modulos, para cierto conjunto I no vacio. Este conjunto I que depende del abierto V, puede
tener cardinalidad finita o infinita; su cardinalidad es el rango de .Z |y, es decir el nimero
de copias de Ox|y necesarias en la suma directa isomorfa a % |y,. Si X es conexo y % es un
Ox-modulo localmente libre, entonces el rango de # |y es el mismo en cada conjunto abierto
V de X.

La propiedad de ser localmente libre junto con la finitud del conjunto I descrito arriba,

la podemos exigir a .# como en la siguiente:

Definicion 1.23. Sean .# un Ox-mddulo sobre un espacio anillado (X,Ox) y n un entero
positivo no nulo. ¥ es localmente libre de rango n si existen un conjunto no vacio J que
parametriza a una cubierta abierta (U;)je; de X tal que la restriccion de .# a U; es un

Ox|y,-mddulo libre de rango n, para todo j € J.

En esta definicion enfatizamos el valor constante de la funcion rango de .7 |y, para cada

j € J. Si relajamos esta condicién obtenemos la siguiente:

Definicion 1.24. Un Ox-mddulo .F sobre un espacio anillado (X, Ox) es localmente libre de
rango finito si existen un conjunto J no vacio que parametriza a una cubierta abierta (U;) ey

de X y enteros (n;);es tales que F |y, es localmente libre de rango n; para cada j € J.

Observamos que si 7,5 € J son indices distintos esta definicién no dice que el rango de
Z |y, sea igual al rango de .#|y,, estos ntimeros dependen de cada conjunto abierto de la
cubierta de X, en este sentido es en el que relajamos la finitud del ntiimero de copias de la

gavilla estructural necesarias para el isomorfismo correspondiente. Al instante, vemos que
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para este tipo de Ox-modulos sus grupos de gérmenes son modulos libres de rango finito

sobre Oy ,, para todo p € X.

Proposicion 1.25. Sea % un Ox-mddulo localmente libre de rango n sobre un espacio
anillado (X, Ox), donde n € N. Se sigue que los grupos de gérmenes de F en los puntos p

de X son Ox ,-modulos libres de rango n.

Demostracion. Como .Z es localmente libre de rango n, existe una cubierta abierta (U;);cs
de X tal que # |y, es un Ox|y;,-mo6dulo localmente libre de rango n. Y, el resultado se sigue

de la Proposicién 1.21. —

Notemos que cada Ox-modulo libre de rango finito es localmente libre de rango finito,
més ain, observemos que para cada nimero natural n existen ejemplos de Ox-mobdulos

localmente libres de rango finito y localmente libres de rango n.
Ejemplo 1.26.

1.- La gavilla estructural Oz de un espacio anillado (Z,Oy) es libre de rango 1, en

particular, localmente libre de rango 1.

2.- Sea I un conjunto no vacio y consideremos el Ox-modulo Ox? sobre un espacio

anillado (X, Ox), se sigue que Ox ) es localmente libre.

3.- Por ultimo, si n es un nimero natural, entonces el Ox-médulo Ox" es localmente

libre de rango n.

Los resultados que mencionamos al inicio de esta seccién como motivaciones para intro-

ducir las gavillas de Ox-modulos localmente libres de rango finito los demostramos ahora.

Proposicion 1.27. Sea (X, Ox) un espacio anillado y F un Ox-mddulo localmente libre de

FVV es isomorfo a F.

rango finito, se sigue que el Ox-maodulo
Demostracion. Dado que toda gavilla de Ox-moédulos libre de rango finito es localmente
libre de rango finito, realizaremos esta demostracion mediante los siguientes pasos: primero
mostraremos el resultado para el caso en el que .% es libre de rango finito e inmediatamente
después utilizando la Proposiciéon 1.14 probaremos el caso general. Por tanto, supongamos
que Z# es un Ox-modulo libre de rango r (r € N), se cumple que .# = Ox". Luego, en vista
del isomorfismo entre J#ome, (Ox",¥) y 4" para cada Ox-modulo ¢4 de X se tiene que
FY = Home, (Ox",0x) = Ox". En particular, la gavilla dual de un Ox-moédulo libre de

rango finito es libre de rango finito, mas atn del mismo rango. Por lo tanto, #V" = .Z.
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Consideremos ahora el caso general en el que % es una gavilla de Ox-moddulos localmente
libre de rango finito. Es decir, supongamos que existen una cubierta abierta (U;);e; de X y
una familia de enteros positivos (7;);c; parametrizadas por un conjunto I no vacio, tales que
Flu, = Ox|y,", para cada i € I. Puesto que nos apoyaremos en la Proposicion 1.14, primero
que nada, definiremos un morfismo Ox-lineal entre . % y Z"V. Sea U € Ty, definamos
o F(U) = FVY(U) mediante la regla que a cada s € % (U) asigna el morfismo ¢y (s)
entre Jomoy |, (F v, Ox|v) v Ox|u, dado por la familia de aplicaciones Ox (€)-lineales

(pu(s)e : Homoy |yl (Flule, Oxlule) = Ox(E))eern,

que a cada f en Homo, . (F|e,Ox|e) le asignan la seccion local ¢y (s)g(f) = fe(sle) de
Ox (), para cada € € Ty. No es dificil verificar que la familia (¢y)yer, de homomorfismos

Ox (U)-lineales que denotaremos simplemente por ¢ determina un morfismo entre # y .7 "V.

Una vez teniendo un morfismo entre .# y .# "V lo siguiente es considerar cualquier conjunto
abierto U; de la cubierta de X y mostrar que el morfismo ¢|y, : F|y, — FVV|y, es un
isomorfismo de Ox|y,-mo6dulos. Por lo tanto, sea i € I, se sigue que .Z |y, = Ox|y,”*. En otras
palabras, .7 |y, es un Ox-modulo libre de rango r;. Luego, por lo desarrollado al inicio de la
demostracion se sigue que Z |y, =2 FYV|y,. Por lo tanto, de la Proposicion 1.14 concluimos
que FVV = 7. g
Proposicion 1.28. Si . # y ¥ son gavillas de Ox-mddulos sobre un espacio anillado (X, Ox)
tal que una de ellas es localmente libre de rango finito, entonces los Ox-mddulos F Qo G

y Homo, (F,9) son isomorfos.

Demostracion. En primer lugar consideremos a .%# como un Ox-modulo libre de rango n,
para cierto n € N, entonces . es de la forma Ox" y su dual, en este caso, también es libre de
rango n. De modo que, #¥ ®p, ¥ = Ox" ®o, ¥ = (OX Roy g)n = @" Mientras que por
otro lado, #ome, (F,9) = Homeo, (Ox",9) 29" Asi, F¥ R0, 9G y Homo, (F,9) son
isomorfos. Ahora, si ¢4 es de la forma Ox™, para algin m € N. Resulta que .#" ®p, ¢ es
isomorfo a (FY @0, Ox)" = (ﬁv)m Asimismo, se sigue que Jome, (F,¥9) es isomorfo
a (Homoy(F,0x))" = (FV)". Luego, F" ®o, ¥ es isomorfo a S omo, (F,¥). En
definitiva, si . 6 4 es un Ox-modulo libre de rango finito, entonces el isomorfismo entre

FY Roy by Homo, (F,9) es una consecuencia directa.

Consideremos ahora el caso en el que .# 6 ¥ es una gavilla de Ox-modulos localmente
libre de rango finito. Apoyados en la Proposicion 1.14 mostraremos que el morfismo Ox-
lineal entre FY ®p, ¥y Homo,(F,%) dado por la Proposicion 1.19 es un isomorfismo.

Supongamos que % (o resp. ¥) es localmente libre de rango finito, esto es, supongamos
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que existe una cubierta abierta (U;);cr de X tal que F|y, (o resp. ¥|y,) es libre de rango
r;, para algun r; € N; para todo ¢ € I. Por lo desarrollado anteriormente se sigue que

\% .
Flv,” ®oxly, Ylv, es isomorfo a Homoy, (F

v, 9|u,), para cada i € I. De manera que el
morfismo de Ox-modulos de la Proposicion 1.19 restringido a cada elemento U; de (U;)ier es
un Ox|y,-isomorfismo. Por lo tanto, en vista de la Proposicion 1.14 el morfismo global es un
isomorfismo. Esto es, 7Y ®o, ¥ = Homo (F,9).

La siguiente definicion establece el nombre de los Ox-mo6duos localmente libres de rango

uno.

Definicion 1.29. Sea (X,Ox) un espacio anillado. Un Ox-mddulo F es invertible si es

localmente libre de rango uno.

Luego, el ejemplo por excelencia de una gavilla invertible sobre un espacio anillado
(X,Ox) es su gavilla estructural. Ahora bien, si .# es una gavilla invertible y (Up)per es
una cubierta abierta de X tal que #|y, = Ox|y,, entonces diremos que la cubierta (Uy)per de
X trivializa a .F . No es dificil ver que si (Up)eer trivializa a %, entonces trivializa también a

V. En otras palabras, si .# es una gavilla invertible, entonces su dual también es invertible.

El siguiente resultado especifica los grupos de gérmenes de una gavilla invertible.

Proposicion 1.30. Si % es una gavilla invertible sobre un espacio anillado (X, Ox), en-
tonces para cada punto p de X sus grupos de gérmenes %, son Ox p,-modulos libres de rango

uno.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Proposicion 1.25. —

De acuerdo al resultado anterior un Ox-moédulo .77 tal que para un punto g de X su
grupo de gérmenes 7, es un Ox ,moddulo libre de rango mayor o igual que 2, no puede ser

invertible. Por ejemplo, Ox? no es invertible.

En vista de los resultados anteriores, un hecho que podemos mostrar es el siguiente: si .%#

es un Ox-modulo localmente libre de rango uno sobre un espacio anillado (X, Oy), entonces
(1.5.1) FY @oy F 2 Homoy, (F,F) = Ox.

En efecto, el primer isomorfismo es trivial dada la Proposicion 1.28. Por lo tanto, probaremos

el isomorfismo .Y ®p, - # = Ox. Sea U un conjunto abierto de X y consideremos el morfismo
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de Ox-modulos ¢ : FV @& F — Oy, definido por la familia de Ox(U)-homomorfismos

v Homoy |, (Z v, Oxlv) ©® Z(U) — Ox(U)
(f,S) = fU(s)v

donde fy : .Z#(U) — Ox(U) es el homomorfismo correspondiente al abierto U de la familia

(fe : F(E) = Ox(E))een

que define a f como elemento de Homo, |, (Z |v, Ox|v). Es claro que ¢y es un morfismo de
Ox (U)-modulos bilineal para cada U € Tx. Por lo tanto, ¢ es un morfismo de Ox-modulos
bilineal y como tal, por la propiedad universal de la gavilla asociada, define un morfismo de
Ox-modulos ¢ : FY ®o, F — Ox. Este morfismo es el isomorfismo que necesitabamos,
ya que al ser .# localmente libre de rango uno, luego de tomar gérmenes, dicho morfismo se

reduce a la identidad Ox, ®oy , Ox,, — Ox,, para cada punto p de X.

Un resultado que nos interesa afirma que el producto tensorial finito de Ox-moddulos

invertibles es invertible. Para su demostraciéon primero probaremos el siguiente:

Lema 1.31. Sean F y 9 Ox-mddulos sobre un espacio anillado (X, Ox) y sea U un conjunto

abierto de X, se sigue que (F ®o, 9)|u es isomorfo a F|y @oy), Y.

Demostracion. Desde la construccion del producto tensorial .# ®¢, ¢ se tiene de manera
natural un morfismo de Ox-moédulos bilineal .# ¥ — .7 ®, ¢. Por lo tanto, al restringirlo
al abierto U producimos un morfismo de O x-modulos bilineal entre # |y Y|y v (F R0, 9) |-
A su vez, este tltimo por la propiedad universal de la gavilla asociada induce el morfismo

requerido
F v ®oxly GNv = (F @ox 9)|v-

El cual es un isomorfismo ya que al tomar gérmenes para cada punto p de X, dicho morfismo
se reduce a la identidad .7, ®o, , 9 = Fp Qox, %

Proposicion 1.32. Si F y & son invertibles sobre un espacio anillado (X, Ox), entonces
F Qo 9 es invertible.

Demostracion. Construiremos una cubierta abierta para X en cuyos miembros la restriccion
del Ox-modulo .7 ®p, ¢ a ellos sea libre de rango 1. Siguiendo la Definicion 1.29 para .#

y ¢ existen sendas cubiertas abiertas (U;)ier v (V;);jes de X tales que respectivamente

Flo, =2 Oxly, vy Yy, = Oxly;,
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para todo ¢ € I y para todo 5 € J. De modo que si fijamos ¢ € [ y j € J, entonces la

intersecciéon U; N'Vj resulta ser un conjunto abierto y la unién de todos estos conjuntos cubre

a X. Mas atin, para cada par de indices (i,7) € I x J, se sigue que .F |y,~v; = Ox|u,nv; ¥

Y |v.nv, = Ox|unv,- Por lo tanto, aplicando el resultado del Lema 1.31 obtenemos

(F ®ox 9lvinv; = Fluay; @oxlvnr, 4 lviny; = Ox|viny, @oxv,nv, Oxluiny, = Oxluiny,

Asi, la familia (U; NV}) @ j)erxs es la cubierta abierta de X que trivializa a . ®o, 9. —

Las gavillas invertibles sobre un espacio anillado (X, Ox) son las piezas clave para definir
el grupo de Picard de X. La Proposicion 1.32 y la relacion (1.5.1), como veremos en la

siguiente seccion, constituiran los ingredientes esenciales para la construccion de dicho grupo.

1.6. Grupo de Picard de un Espacio Anillado

El objetivo principal de este capitulo lo alcanzamos en esta tultima seccion definiendo

finalmente el grupo de Picard de un espacio anillado arbitrario.

Sea (X, Ox) un espacio anillado y consideremos el conjunto €2 de todas las gavillas inverti-
bles sobre X, esto es, Q = {.Z | F es un Ox-modulo localmente libre de rango 1 sobre X}.
Naturalmente, este conjunto no es vacio pues Ox es uno de sus elementos. Asi, para cada
par (F,9) € Q x Q podemos definir

F ~Y — F =9 como Ox-modulos.

Esta relacion es una relacion de equivalencia y como tal define el conjunto cociente 2/ ~,
mismo que equipamos con una operacion entre sus elementos obteniendo asi un grupo abe-
liano al que denominamos el grupo de Picard de X y denotamos por Pic(X). Precisamente,
definimos
+: Pic(X) x Pic(X) — Pic(X)
((Z]1¥]) = [ZFI+[¥9] =7 @0, 9]

Esta operacion esta bien definida pues el producto tensorial de dos gavillas invertibles es una
gavilla invertible (Proposicion 1.32), y si #, 4, 'y ¥4’ € Qson talesque # ~ F' y ¥4 ~ 9’
entonces .F Qo, ¥ ~ F' Qo 4'. En efecto, los isomorfismos .# =2 %' y 4 =4’ implican
que .Z Ro, Y = F' Ro, ', o cual significa que F Qp, ¥ ~ F' R0, 4. A partir de estos
resultados es claro que si ([.Z], [¥]) es un elemento de Pic(X) x Pic(X), entonces [.Z ®p, ¥]
es un elemento de Pic(X). De manera que la operacion (1.6.1) es cerrada. Mas atn, esté
bien definida ya que si los elementos ([.Z], [4]) y ([#'],[¥4']) de Pic(X) x Pic(X) son iguales,
entonces [F Qo, Y] v [F' ®o, 4’| también son iguales, es decir, [Z] + [¥] = [F'] + [¥'].

(1.6.1)
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Lo siguiente que probaremos sera el hecho de que la operacion (1.6.1) proporciona a Pic(X)
la estructura algebraica de un grupo abeliano. Esto es, mostraremos que dicha operacion es
asociativa, conmutativa, que admite un elemento neutro y que a cada miembro de Pic(X) le
corresponde un inverso respecto a +. Asi, nos referiremos a tal operacion como la adicion del
grupo de Picard de X, diremos que el elemento neutro respecto a + es el neutro aditivo de

Pic(X) y al inverso de un elemento de Pic(X) le llamaremos su inverso aditivo.

La asociatividad de la adicion de Pic(X) se sigue directamente de la asociatividad del pro-
ducto tensorial para Ox-moédulos. En efecto, sean .#,94 y S gavillas invertibles sobre X, se
tiene que
(F1+ (9] + [2]) = [F]+[9 @0, H]

= [ﬂ Rox (g ®ox %)]

= [(g? ®ox g) ®ox %]

= [F Qo 9]+ 7]

= ([Z1+9]) + 7]

La conmutatividad de la adicion de Pic(X) es similar, notese que
(F)+ 9] =7 R0, 9] =9 Qo F| =9+ [F].

La gavilla estructural Ox de X es el neutro aditivo del grupo de Picard de X, pues para
cada gavilla invertible .# sobre X se tiene que [Ox| + [Z] = [Ox ®o, F| = [F].

Finalmtente, lo que resta mostrar es que para cada gavilla invertible sobre X es posible
determinar su gavilla inversa respecto a la adicion de Pic(X). Esta propiedad sobre las
gavillas de Ox-modulos localmente libres de rango uno origina su nombre de invertibles. Si
Z es una gavilla invertible su dual .Z#" = #omo, (F,Ox) también es una gavilla invertible.
Asi, a cada miembro de Pic(X) asociamos otro elemento de Pic(X) cuyo representante es el
dual o isomorfo al dual de un representante del primero. Dado un Ox-modulo .# localmente
libre de rango uno, la clase de isomorfia de .#" es la que consideraremos como el inverso

aditivo de [.#]. En efecto, notese que
(Z]+ [F7] = [F7 ©ox F] = [#Homox (F,F)] = [Ox].

Por lo tanto, para cada gavilla invertible .# de X diremos que su inversa aditiva es .#V.

Culminamos asi con la:

Definiciéon 1.33. Si (X, Ox) es un espacio anillado, el grupo de Picard de X, Pic(X) es el

grupo de las clases de isomorfia de las gavillas invertibles sobre X bajo la operacion (1.6.1).
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Algunos ejemplos concretos son: Pic(Spec(A)) = {0} si A es un anillo local o un dominio
de factorizacion tnica, Pic(Spec(k|x1, 22, ..., x,])) = {0} para k un campo, n € N y por
ultimo, Pic(Proj(k[zy,xs,. .., x,])) = Z.



Capitulo 2

Superficies Proyectivas Racionales en Breve

El objetivo principal de este capitulo es el de recordar algunas de las nociones y propieda-
des bésicas de las superficies proyectivas racionales no singulares que utilizaremos de manera
sistematica a lo largo del resto de este trabajo de tesis. De hecho es aqui donde concentramos
el soporte matematico y las herramientas fundamentales que nos permitiran el desarrollo
de nuestro proposito. Iniciamos recordando la relacion que guardan el grupo de Picard y
los divisores de Cartier de un espacio anillado (no necesariamente un esquema). Luego, nos
restringimos a una clase especifica de esquemas para comenzar a hablar de los divisores de
Weil y la relacion que estos tienen con el grupo de Picard y por ende con los divisores de
Cartier. Después, introducimos la nociéon de gavilla canénica y de divisor canénico para estos
esquemas. Enseguida, abordamos un breve recorrido sobre los principales resultados genera-
les acerca de las superficies racionales, como lo son su forma de interseccion, el teorema de
Riemann-Roch y la formula de adjuncién. Por altimo, recordamos las principales ideas acerca

de las explosiones puntuales de una superficie.

2.1. Divisores y la Equivalencia Lineal

En esta secciéon revisaremos la relacion que hay entre los divisores de Cartier médulo la
equivalencia lineal y el grupo de Picard de un espacio anillado. Més atn, especificando el
espacio anillado hasta un esquema con ciertas condiciones necesarias recordaremos también
la relacion que los grupos mencionados guardan con el grupo de los divisores de Weil de estos

esquemas.

Sea (X, Ox) un espacio anillado y U un subconjunto abierto no vacio de X, definimos
R(U) como el conjunto {s € Ox(U) | s, no es un divisor de cero de Ox,,Vx € U}. Este
conjunto resulta ser un subconjunto multiplicativo de Ox(U), por medio del cual podemos
construir el anillo local R(U)™'Ox(U). Observamos que esto lo podemos realizar para cada
U € Tx \ {0}. Por otro lado, gracias a la naturaleza de los elementos de R(U) no es dificil
verificar que para cualesquiera U y V en Tx con V C U, la imagen de R(U) bajo la apli-
cacion restriccion po,t : Ox(U) — Ox (V) esta contenida en R(V). Por consiguiente, en
virtud de la propiedad universal de la localizacion de anillos, para cada par (U,V) € Tx x Tx

45
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con V C U, las aplicaciones restriccion de la gavilla estructural de X compuestas con el ho-
momorfismo canénico Ox (V) = R(V)'Ox (V) nos permiten definir explicitamente sendos
homomorfismos de anillos R(U) *Ox(U) — R(V) tOx (V). Tal informacioén, por lo tanto,
define llanamente una pregavilla de anillos sobre X, cuya gavilla asociada la denotamos por
Qx y denominamos la gavilla de cocientes totales de X . Las propiedades de Qx como se ob-
servara mas adelante constituyen la clave para definir los divisores de Cartier sobre X. Una
de estas propiedades es que Qx contiene a Ox como una subgavilla. Hecho que expresaremos
mediante la sucesion exacta 0 = Ox — Qx. Ahora bien, si O% y Q% denotan las gavillas de
grupos abelianos (multiplicativos) de los elementos unidades de Ox y Qx respectivamente,
entonces la exactitud de la sicesion 0 — Ox — Qx, implica la exactitud de la sucesion
0 — 0% — 9%. Mediante la cual, podemos visualizar también a O% como una subgavilla de
Q% v finalmente, considerar la gavilla cociente Q% /O% cuyas secciones globales etiquetamos

de acuerdo a la siguiente:

Definicion 2.1. Un divisor de Cartier sobre un espacio anillado (X, Ox) es una seccion

global de Q% /O%. Por su parte, un divisor de Cartier es principal si pertenece a la imagen
del homomorfismo Q% (X) — (Q%/O%)(X).

En vista de las propiedades de definicion de una gavilla cociente, a cada divisor de Cartier
D de X lo podemos describir como una familia (U;, f;)ier, parametrizada por un conjunto
no vacio I, constituida de una cubierta abierta (U;);cr de X y de elementos f; € Q% (U;)
tales que D(p) = (feO%(Ur)), para cada p € Ur y falvanvs (falvanu,) ™" € Ox(UaNUs), para
cualesquiera indices o y 8 en I. Por lo tanto, dado un divisor de Cartier D sobre X diremos
que esté representado por la familia (U;, f;)ier, si dicha familia lo describe como una seccion
global de Q% /O%. Consecuentemente, si D es un divisor principal de Cartier, entonces D
es representado por una familia unitaria (X, f) con f € Q% (X). Asimismo, dos divisores
de Cartier D y E representados por (U, fi)ier v (Vj, gj);jes respectivamente, son iguales si,
vinv; (gjloav,) ™ € O%(U; N'V;) para todo (i,5) € I x J. En efecto, la relacion
vinv;)h € O%(U; N'V;) valida para cada par de indices (4,7) en I x J, implica la

y solo si, f;

Ji U;Nv; (Qj
igualdad fi|v,nv,O% (Us NVj) = gjlv,nv, Ox (Ui N'V;) para todo (i, j) € I X J, misma que a su

vez, garantiza la igualdad de gérmenes D(p) = E(p) para todo p € X.

Si bien, la operacion de Q% es la multiplicacion, se utiliza la terminologia aditiva para las
operaciones del grupo abeliano (multiplicativo) de las secciones globales de Q% /O%. Asi, por
ejemplo, la suma de dos divisores de Cartier Dy D’ dados por (U, fi)ier vy (V;, 9j) e respecti-

vamente, se define como el divisor de Cartier representado por (U;NV}, f;

uinv; 951u:nv; )(i,j)eIxJ-

Mientras que el inverso aditivo de D, denotado por —D, queda determinado por (U;, f[l)ie I
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Con ello, decimos que dos divisores de Cartier £ y F' son linealmente equivalentes si su

diferencia ' — F' es un divisor principal de Cartier.

A continuacién recordamos como podemos asociar una gavilla invertible a un divisor de

Cartier. En primer lugar, observamos que si F' es un divisor de Cartier sobre X representado

por (U, f;)ier, entonces para todo par (i,7) € I x I se verifica que fi|v,nv, (filv.nv,) ™ = gijs
para ciertos g;; € O%(U; NU;), y para cada terna (i,j,k) € I x I x I, con U;NU; NU, # 0,
vinu; U ik |lvinu; oy, es igual a gi|u,nu,nu,, - De modo que, definiendo Ox (F);
igual a Oy, sobre U; para cada i € I e isomorfismos ¢ : Oy, vinU; para

cualesquiera i y j en I, con U; NU; # (), mediante la asignacion s — (g;j|v)s para cada

se cumple que g;;

UiﬂU]' — OUj

s € Oy, (V) para todo subconjunto abierto V' de U; N Uj, obtenemos una familia de gavillas
(Ox(F);)ier sobre los abiertos U; de la cubierta (U;);c; de X y una familia de isomorfismos
(") (i.j)e 1x1 satisfaciendo que g" = ido (p), para todo i € I 'y g% = ¢’* gV para cada terna
(i, j, k) de indices en I, con U; N U; N Uy # (. Dicha familia (Ox(F'); );es por lo tanto tiene
asociada una gavilla Ox(F') definida sobre todo X tal que Ox(F)
i € I (Ejer. 1.22 de [39] pagina 69 ). Lo que significa que Ox(F') es invertible. Finalmente,

v, = Ox(F); para cada

dado i € I mostramos que Ox (F'); es isomorfa como Op,-moédulo al Ox-submodulo f[l(’)Ui

v, sobre U; definida a

de Qx asociado a la subpregavilla de Ox-moédulos Ox (F); de Qx
partir de f; ' € Q% (U;) con los siguientes datos:

1. Ox(F); (V) ={g€ Qx(V) | g € fily 'Ox(V)} para cada V € T, \ {0},
2. Ox(F); (0) ={0} y

3. las aplicaciones restriccion de Ox (F');

. son las restricciones usuales de funciones, in-

ducidas por Qx.
Definimos 4; : Oy, — f; 'Oy, mediante la familia ( 1y, : O, (V) — j;-_l(’)Ui(V))vE 7o, de
homomorfismos dados por s — (f;]y " )s para cada s € Op. (V) y V € Tg,. Donde (fi|y~")s
es la funcion (fi|ly )s : V — Hpev(filv_l)p(’)x,p definida por ¢ — (filv_l)qsq. Sea V
un subconjunto abierto de U; y sea s € Ox (V) tal que p;y(s) = Offloui(v)’ se sigue que
(fi\vfl)qsq = 0oy, para todo ¢ € V. Luego, siendo Ox una gavilla concluimos que s es la
seccion nula de Ox (V') y por lo tanto que p; es un morfismo inyectivo. Por dltimo, dado
z € X, se tiene que p;, : Ox, — (f;'Oy,), es sobreyectiva, ya que f;, es una unidad
del anmillo local Ox,. En definitiva, para cada ¢ € I, el morfismo p; es un isomorfismo y
por lo tanto la familia de gavillas (f; 'Oy, )ies se extiende hasta una gavilla invertible de X,
misma que también denotamos por Ox(F'). De esta manera, a cada divisor de Cartier le
corresponde un elemento de Pic(X), asignacion que en realidad es una biyeccion entre los

divisores de Cartier de X y los submodulos invertibles de Qx. Mas atun, no es dificil ver que
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salvo isomorfismo Ox (F') depende solamente de la clase de equivalencia lineal de F', esto es,
Ox(F) es isomorfa a Ox(F) como Ox-modulos para cada divisor de Cartier E sobre X si, y
solo si, F'— E es un divisor principal. Por otro lado, se tiene que Ox(E+F) = Ox(E)Ox (F)
como submoédulos de Qx y Ox(E+F) = Ox(F)®o0, Ox(F) como Ox-modulos, de modo que
la asignacion F' — Ox(F) entre (Q%/Ox)(X) y Pic(X) induce un homomorfismo inyectivo
entre los grupos CaCl(X) de los divisores de Cartier modulo la equivalencia lineal y Pic(X).
Dicho homomorfismo de grupos queda lejos de ser sobreyectivo ya que pueden existir gavillas
invertibles sobre X que no sean isomorfas a ningtin submodulo invertible de Qx (Observacion
6.14.1 de [39] pagina 144). No obstante, bajo ciertas condiciones impuestas al espacio anillado

(X, Ox) se puede probar que es un isomorfismo. Por ejemplo,

Proposicion 2.2. Si (X,Ox) es un esquema entero, entonces la asignacion F — Ox(F)

descrita anteriormente determina un isomorfismo entre CaCl(X) y Pic(X).

Ver la Proposicion 6.15 de la pagina 145 de [39]. Si ademés anadimos al esquema X las
hipotesis de ser entero, Noetheriano, separado y localmente factorial (en particular regular
en codimension uno), entonces podemos hablar de los divisores de Weil de X y demostrar
que en tal caso los grupos de los divisores de Weil y de Cartier son isomorfos. Asi como
también, que Pic(X), CaCl(X) y Cl(X) son todos isomorfos, donde Cl(X) denota el grupo
de las clases de Weil de X (definido en el siguiente parrafo). En efecto, la veracidad de lo que
acabamos de afirmar la desarrollaremos en dos partes: primero mostraremos que mediante un
isomorfismo natural a cada divisor de Cartier lo podemos identificar con un divisor de Weil de
X, y observaremos que bajo este isomorfismo cada divisor principal de Cartier se corresponde
con un divisor principal de Weil. Finalmente, veremos que a cada gavilla invertible de X es
posible asociar un divisor de Weil de X de tal modo que la clase de isomorfia de dicha gavilla

invertible queda correspondida a la clase de equivalencia de un divisor principal de Weil.

Puesto que X es entero, en particular es irreducible ([66, Proposicion 2.35, pag. 91]) y
el anillo local Ox, de su punto genérico € X resulta ser un campo. A dicho campo se
le denomina el campo de funciones o campo de las funciones racionales de X, nosotros lo
denotaremos por K(X). En este caso, ademas la gavilla de cocientes totales Qx de X es
justamente la gavilla constante de valor K(X), ver por ejemplo |67, Ejer. 4.10 pag. 15].
Por otro lado, la irreducibilidad de X nos asegura la inyectividad del homomorfismo natural
Ox . — Ox, para todo z € X. De modo que, si 7y es el punto genérico de un divisor primo Y’
de X, es decir, de un subesquema cerrado Y de X, entero de codimension uno, entonces Ox ..
es un subanillo de K (X) tal que Frac(Ox,, ) = K(X) y dim(Ox,, ) = 1. Por lo tanto, siendo

X regular en codimensiéon uno, se sigue que el anillo local Ox ,, es un anillo de valoraciéon
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discreta. Adicionalmente, si denotamos por vy a la correspondiente valoracion discreta de
K (X)* asociada al divisor primo Y, entonces el hecho de que X sea separado nos garantiza
que tanto vy como Y se determinan mutuamente de manera tnica. Asi, dado f € K(X)\ {0}
podemos definir la suma (f) = >y .o vy (f)Y donde D es el conjunto de los divisores primos
de X y vy(f) es igual al tnico entero n tal que f = ut" para algin u € O%, , siendo
t € Ox,p, el generador del ideal maximal my,, de Ox,, . Tal suma asociada a f es una
suma finita, ya que, en virtud de que X es un esquema Noetheriano, se tiene que vy (f) =0
paratodo Y € D\I' conI' un subconjunto finito de ®. Ahora bien, si denotamos por Div(X)
al Z-modulo libre generado por ©, entonces (f) es por construccion uno de sus elementos
y podemos decir con cierta seguridad que hemos definido asi una aplicacion entre K (X)*
y Div(X). Més atn, tomando en cuenta las propiedades de una valoracion discreta vemos
que dicha aplicaciéon es en realidad un homomorfismo de grupos abelianos. Los elementos de
Div(X) son precisamente los objetos que denominamos divisores de Weil de X, de los cuales
hablamos en los parrafos anteriores. Si D es un divisor de Weil de X, entonces D es de la
forma D = n1Y; +noYo+---+n,Y,, paraciertos r € N, ny,ng,....n. € Zy Y1,Ys,.... Y, € D.
El grado de D lo definimos como el entero gr(D) = ny + ng + - - - + n,. Cuando cada uno de
los coeficientes n; de D es no negativo decimos que D es un divisor efectivo. En particular, si
todos son iguales a 1 diremos que D es reducido. Por otro lado, si D es igual a un divisor de
la forma (f) para algin f € K(X)*, entonces decimos que D es un divisor principal de Weil
de X. Ahora bien, considerando la aplicacion f +— (f) entre K (X)\ {0} y Div(X) vemos que
su imagen determina un subgrupo de Div(X). Al cociente de Div(X) entre este subgrupo lo
denominamos el grupo de las clases de Weil de X y lo denotamos por Cl(X). Un elemento
de CI(X) es por lo tanto una clase de equivalencia de divisores de Weil cuya diferencia es
un divisor principal de Weil de X. Esto es, D, D’ € Div(X) satisfacen D ~ D’ si y solo si
D — D' = (f) para algin f € K(X)*.

Una de las hipotesis que requerimos para nuestro esquema X es la de ser localmente
factorial, ya que con ella garantizamos la regularidad en codimensiéon uno para X. En efecto,
si X es un esquema entero, Noetheriano, localmente factorial, entonces para cada = € X el
anillo local Oy, es un dominio de factorizaciéon tnica y por lo tanto integramente cerrado.
Por consiguiente, si ademés dim(Ox,) = 1, entonces Ox, es regular (ver [39] Teorema
6.2A pagina 40). Al instante, observamos también que X resulta ser un esquema normal. De
manera que se tiene gran control sobre cada anillo local de X. Por ejemplo, un resultado que

podemos aplicar en cada uno de tales anillos es el siguiente:

Lema 2.3. Sea A un dominio entero Noetheriano. Se sigue que A es un dominio de facto-

rizacion tnica si, y sdlo si, Spec(A) es normal y Cl(Spec(A)) = {0}.
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Demostracion. (Ver [39] Proposicion 6.2 pagina. 131) —

La correspondencia entre los divisores de Cartier y de Weil de X la establecemos ahora.

Consideremos la aplicacion
p: (Qx/0x)(X) — Div(X)
Fo= o(F)=3pecovn(fi)D,

donde el divisor de Cartier F' es representado por la familia (U, fi)ier v el divisor de Weil
Y peovp(fi)D asociado a I esta determinado de la siguiente manera: a cada f; € Q% (U;)
lo identificamos como un elemento de K (X)\ {0} mediante el isomorfismo Qx (U;) = K(X),
y para cada divisor primo D de X con D NU; # (), calculamos su coeficiente como el entero
vp(f;). Este valor para D es independiente del indice i, ya que si j € I es otro indice tal que
v, (filuow,) ™t € O%(U;NU;) su imagen en K(X)\ {0}
también es invertible y por consiguiente vp(f;) = vp(filvinv;) = vo(filvinv;) = vp(f;). Por

tltimo, la suma corre sobre todos los divisores primos de X y es finita puesto que X es

DNU; # 0, entonces puesto que f;

Noetheriano. Ast, >, .o vp(fi)D es un divisor de Weil bien definido y la aplicacion ¢ cae
bien en su codominio. Mas atn, ¢ esta bien definida y determina un homomorfismo de grupos
abelianos. Dicho homomorfismo evidentemente envia un divisor principal de Cartier en un
divisor principal de Weil. Y determina un isomorfismo entre (Q% /O%)(X) y Div(X) como lo

muestra la existencia de su homomorfismo inverso cuya construccién mostramos enseguida.
Sea 1) la siguiente aplicacion
i Div(X) = (Qy/O0%)(X)

donde (U,, f(z))zex es el divisor de Cartier sobre X definido a partir de D, como sigue:
para cada x € X distinto de su punto genérico, definimos D, como el divisor de Weil del
esquema afin Spec(Ox ,) asociado al divisor de Weil de X que resulta de eliminar de D
aquellos divisores primos que no pasan por x, mediante la asignacion I' — a~(I") para cada
divisor primo I' de X, donde « es el morfismo candnico Spec(Ox ) — X. Dicho divisor
de Weil D, necesariamente es un divisor principal ya que al ser X un esquema localmente
factorial, se tiene que Ox, es un dominio de factorizaciéon tunica. Asi, para cada z € X
distinto de su punto genérico, existe f(;) € K(X) \ {0} tal que D, = (f(»)). Mas atn, por
construccion (f(,)) visto como divisor principal de Weil de X y D tienen los mismos valores
sobre cada divisor primo que contiene a z. Equivalentemente, los divisores primos (vistos
como subconjuntos cerrados de X) en los que difieren (f(;)) y D son un ntmero finito y

no contienen a x, luego, si llamamos U, al complemento de su uniéon en X, obtenemos un



2.1. DIVISORES Y LA EQUIVALENCIA LINEAL 51

entorno abierto de x tal que D|y, = (fw))|v,. Naturalmente la familia (U,, f(2))zcx consta
de una cubierta abierta para X y elementos f,) € Q%(U;) que determinan un divisor de
Cartier sobre X, ya que para cualesquiera puntos z y y de X, con U, NU, # (0, se cumple que
(f)|v.rv, = Dlv.rv, = (fi))|v.no, - En otras palabras, ve(f)) = ve(fy)) para todo E € ©
con ENU # ). De manera que, siendo X un esquema normal se sigue que fi) = Gay f(y);
para cierto ¢,, € O% (U, NU,). En definitiva, la correspondencia D + (D) cae bien en su
codominio y no es dificil probar que establece un homomorfismo de grupos abelianos inverso
a o y que identifica a los divisores principales de Weil de X con los divisores principales de

Cartier. En resumen hemos probado la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4. Sea X un esquema entero, Noetheriano, separado y localmente factorial,
se sigue que los grupos (Q%/O%)(X) y Div(X) son isomorfos. Mds ain, CaCl(X) y Cl(X)

también son isomorfos.

Lo siguiente que haremos sera demostrar que bajo las mismas hipotesis impuestas sobre
X, es posible asociar un divisor de Weil a cada gavilla invertible de X . Asignacion con la cual
mostraremos que Pic(X) es isomorfo a Cl(X). Para ello, apoyados en el hecho de que a cada
divisor de Cartier de X le corresponde un divisor de Weil, solo mostraremos como asociar un
divisor de Cartier a una gavilla invertible dada sobre X . Sea .# una gavilla invertible sobre X,
desde la definicion de # se tiene que existe una cubierta abierta (V,)q.er de X que trivializa
a .. Por otro lado, puesto que X es Noetheriano podemos cambiar dicha cubierta por una

cubierta abierta afin que también trivialize a .%. Sea (U;);cs tal cubierta, se sigue que existen

Oy,-isomorfismos ¢; : F |y, — Ox|u, para cada ¢ € I. Con los cuales, realizando composicion

de morfismos obtenemos sendos isomorfismos g = ¢;

vinu, 095 o, entre Op,au, y Ouv,nu,
para todo par (i, j) de indices en I x I. Ahora bien, puesto que ¢ es un isomorfismo, su regla
de asignacion esta dada necesariamente como la multiplicacion por un elemento invertible de
Ox(U; NUj), digamos g;;. Este elemento, sabiendo que 0 — Ox — Qx es exacta y que X
es entero, lo podemos considerar como miembro de K(X) \ {Oxx)}. En seguida, si fijamos
un indice iy € [ y para cada i € I definimos f; = g;, € K(X), entonces obtenemos una
familia (U;, f;)ier que se extiende hasta un divisor de Cartier de X. En efecto, por definiciéon
se sigue que fi = Gii, = 9ij95i, = 9i;f; con gi; € O%(U; NU;). Como podemos ver, esta
asignacion depende de la eleccion del indice ig, sin embargo, esto no es un problema ya que
en realidad lo que buscamos es establecer un isomorfismo entre Pic(X) y CI(X). Notamos,
por ejemplo, que si i1 € I es otro indice, entonces haciendo g; = g;;, obtenemos un divisor de
Cartier (U, gi)ier tal que para cada i € I se verifica que cada divisor principal (g;) satisface
(9:) = (i) = (GiioGioin) = (fiGioir) = (f3) + (Gigir) cOn Gigiy € O% (Ui, N Uy, ). Por tanto, si D
es el elemento de Div(X) asignado a (U;, f;)ier, se sigue que D + (gi,4,) es el divisor de Weil
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asignado a (U, g;)ics- Esto es, la diferencia de ambos divisores es principal. Luego, puesto
que gavillas invertibles isomorfas definiran el mismo divisor de Weil, obtenemos finalmente

la:

Proposicion 2.5. Sea X un esquema entero, Noetheriano, separado y localmente factorial,
se sigue que Pic(X) y CI(X) son isomorfos. Mds ain, los divisores de Cartier y de Weil de

X son indistinguibles.

2.2. La gavilla Canénica

Consideremos un esquema X entero, Noetheriano, separado, de tipo finito sobre un cam-
po algebraicamente cerrado k, tal que cada uno de sus anillos locales sea regular. En otras
palabras, supongamos que X es una variedad no singular sobre k. En esta secciéon recorda-
remos rapidamente las nociones de la gavilla candénica de X y de su correspondiente clase

equivalencia de divisores.

De manera general, si f : X — Y es un morfismo de esquemas, entonces existe una tnica
gavilla casicoherente {1x/y sobre X tal que para cada abierto afin U de X y cada abierto
afin V de Y, con U C f~1(V), satisface que Qx,y|y es isomorfa como Op-modulos a la
gavilla tilde sobre U asociada al Ox(U)-mé6dulo Qo (1,0, (v) de los diferenciales de Kéhler
de Ox(U) respecto a Oy (V) y (QX/y)p = Qoy /0y, Paratodop € X. A dicho Ox-médulo
Qx/y sobre X se le denomina la gavilla de diferenciales de Kdihler de f (o de X sobre Y).

Cuando X es un esquema con las hipotesis declaradas al inicio se tiene un tinico morfismo
[+ X — Spec(k) cuya gavilla de diferenciales de Kéhler denotamos simplemente por Qx/x.
En este caso, puesto que f es de tipo finito observamos ademas que {lx/; es una gavilla

coherente. Es con esta gavilla que damos la siguiente:

Definicion 2.6. Sea X una variedad no singular sobre un campo algebraicamente cerrado k.
La gavilla canonica de X denotada por wx es la gavilla de Ox-mddulos /\?i:IT(X)QX/k, donde

dim(X) es la dimension de X sobre k.

Ahora bien, puesto que X es una variedad no singular sobre k, se sigue que €y es
localmente libre de rango dim(X) (ver [39] Teorema 8.15 pagina 177). De manera que wx
resulta ser una gavilla invertible sobre X. Consecuentemente, en vista de la Proposiciéon 2.5,
existe un divisor de Weil de X tal que su imagen bajo la aplicacion Oy : Div(X) — Pic(X)
es igual a wx. A tal divisor lo llamaremos un divisor candnico de X y lo denotaremos por K.
Asi, observamos que Ox(Kx) = wy. Como CI(X) es isomorfo a Pic(X), en realidad, Kx es

solo un representante de la clase de equivalencia de divisores de Weil de X asociada a la clase
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de isomorfia de wy en Pic(X). A la clase de equivalencia lineal de Kx la denominaremos
la clase candnica de X y la denotaremos por Kyx. Si la variedad X es ademés proyectiva y
no singular, entonces definimos el género geométrico p, de X como la dimension sobre k del
grupo de las secciones globales de la gavilla candnica wx, esto es, p, = dimy H°(X, wy). Este
numero entero no negativo es uno de los invariantes birracionales de las variedades proyectivas

no singulares, y nos servira para establecer algunos resultados en las secciones posteriores.

Una excelente referencia para la construccion de las gavillas de los diferenciales de Kéhler
y candnica de X la encontramos en [56] paginas 145 y 151. En la misma referencia, pero en
la pagina 152 se encuentra en detalle el calculo explicito de la gavilla canénica de P%, que
sabemos es isomorfa a Opz (—3) y cuya clase en Pic(X) corresponde a —3&p, siendo & la clase

de una linea general en P3.

2.3. Superficies Racionales

Para nosotros, una superficie serd una variedad proyectiva no singular de dimension dos
sobre un campo algebraicamente cerrado k. Una curva de X, por su parte, sera cualquier
divisor efectivo, es decir, cada combinacion lineal entera no negativa de subesquemas cerrados
enteros de codimension uno de X. En particular, ésta podra ser singular o tener multiples
componentes. En esta seccion damos la definicion de una superficie racional, formulamos
el teorema de Riemann-Roch, la féormula de adjuncion, damos algunas propiedades de las
superficies racionales y recopilamos algunos conceptos y resultados bien conocidos sobre ex-

plosiones.

Una superficie X es racional si es birracionalmente equivalente al plano proyectivo, es-
to es, si su campo de funciones K (X) es isomorfo como k-algebra al campo de funciones
K(P%) de P{. Por ejemplo, toda superfice obtenida mediante sucesivas explosiones puntua-
les del plano proyectivo es una superficie racional. Por otro lado, un criterio numérico de
Guido Castelnuovo (ver [39] Teorema 6.2 pagina 422), afirma que una superficie X es ra-
cional si, y solo si ambos su género aritmético p, = x(Ox) — 1 y su sequndo plurigénero
Py = dim H(X,wx ®o, wx) son iguales a cero. En donde para toda gavilla coherente
F sobre una superficie X, la caracteristica de Fuler x(#) de .Z se define como la suma
X(F) = 32, (~1) dimy, H(X,.F), siendo H(X,.F) el i-ésimo grupo de cohomologfa de
%, para cada i recorriendo los valores 0,1 y 2 en virtud del Teorema de anulacion de Grot-
hendieck (Teorema 2.7 de [39], pagina 208) y el de Serre (Teorema 5.2 de [39], pagina 228)
que nos garantiza que dicha suma es un ntimero entero. Ahora bien, recordando que para

toda superficie proyectiva X sobre un campo algebraicamente cerrado k el teorema de la
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dualidad de Serre (Corolario 7.7 de [39] pagina 244), establece que para cada 0 < i < 2,
H(X,%9) es isomorfo a H*™/(X, 9" ®¢, wx)", para toda gavilla invertible ¢4 sobre X. No-
tamos que el género geométrico de X es igual a dimy, H*(X,Ox) vy que H*(X,wx) es iso-
morfo al grupo de las secciones globales de la gavilla estructural de X, que es isomorfo a k.
Esto es, p, = dimy, H*(X, Ox) y dimy, H*(X,wx) = dimy H°(X,Ox) = 1. Por consiguien-
te, podemos escribir el género aritmético de X simplemente como p, = p, — ¢, siendo
q = dimy H'(X, Ox) la irreqularidad de X. De este modo, sabiendo que la anulacion del
segundo plurigénero de X implica la anulacion del género geométrico de X (Observacion V.2
de |3]| pagina 55). El criterio de Castelnuovo para la racionalidad de X implicara la anula-
cion del segundo plurigénero de X y de su irregularidad, si X es racional. Mientras que la

anulacion de estos niimeros garantizara que X es racional.

Por otro lado, haciendo alusiéon al homomorfismo de la Proposicién 2.5 una expresion agra-
dable para el segundo plurigénero de X es obtenida, a saber, P, = dimy H°(X, Ox(2Kx)).
Del mismo modo, para cada n € N escribimos el n-ésimo plurigénero de la superficie X
como P, = dimy H°(X, Ox(nKx)). Luego, notando que P, = p, tenemos que P, = 0 implica
P, =0y que X es racional si, y s6lo si P, = q = 0.

El siguiente resultado establece la teoria de interseccion de superficies que nos va a in-
teresar. Dicho resultado constituye uno de los primeros pasos al estudio geométrico de las

superficies y hace patente la importancia que tiene el grupo de Picard en ellas.

Teorema 2.7. Sean .% y 9 gavillas invertibles sobre una superficie X, el nimero de inter-

seccion F .G de F y 9 se define como el entero
(7.9) = x(Ox) =x(F ) =x(@7) +X(F~ o, 7).

el cual depende inicamente de las clases de isomorfia de F y de 9. Mas ain, (F.9) = (4..F)
Y (F G R0, H)=(F.G)+(F.H), y particularmente (Ox.F) =0y (F1.9) = —(F.9).
En otras palabras, la aplicacion (.) : Pic(X) x Pic(X) — Z definida por (F,9) — (F.9)

es una forma bilineal simétrica sobre el grupo de Picard de X .

Este teorema, cuya demostracion la podemos encontrar en [59] pagina 85 o en [56] pagina
165, junto con la Proposicion 2.5 que vimos en la Seccion 2.1 de este capitulo motivan los

siguiente conceptos.

Definicion 2.8. Sean D y E cualesquiera divisores de una superficie X. El nimero de
interseccion de D y E es el nimero D.E = (Ox(D).Ox(E)). En particular, el nimero de
autointerseccion de una gavilla invertible .7, respectivamente de un divisor F', sobre X es
F? = (F.F), respectivamente F? = F.F.
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Notese en la definicion anterior que si D y D’ son divisores linealmente equivalentes sobre

X, entonces D.E = D'.E para todo divisor E sobre X. Alternativamente, en conformidad

con la Proposicion 1.4 y el Lema 1.3 de la Seccion I del Capitulo V de [39], dados Dy y Dy
cualesquiera divisores efectivos sobre X sin componentes irreducibles en comun, utilizando
el Teorema de Bertini (Teorema 8.18 de [39] pagina 179) definimos
Dy.Dy =Y dimy Ox./(fz, 9a)
reX

donde f, = 0y g, = 0 son sendas ecuaciones locales respectivamente, para D, y Dy en el
punto x de X. Con lo establecido anteriormente podemos mostrar, por ejemplo, el Teorema

de Bézout para el plano proyectivo.

Teorema 2.9. Sean C' y C' curvas proyectivas planas de grados d y d’, para ciertos enteros
positivos d y d'. El nimero de puntos de interseccion de C' y C', denotado por C.C" pertenece
al conjunto {dd',o0}. Dicho nimero es oo si, y solo, si C y C' tienen una componente
irreducible en comin, y es iqual a dd' si, y solo, si C y C" no tienen componentes irreducibles

en comun.

Demostracion. Sea Opz(1) la gavilla torcida de Serre, es suficiente mostrar que el nimero
de autointerseccion de Opz<1) es igual a uno. En efecto, sean xg,z; y 2o las coordenadas
homogéneas de P? y consideremos las lineas ¢y y {1 definidas por las ecuaciones homogéneas
zo =0y z1 =0, se sigue que Opz(1) = Ox(ly) = Ox(l1) y loN €y = {(0: 0: 1)}. De manera
que f = xo/z2 y g = x1/22 inducen sendas ecuaciones locales para ¢y y ¢y enp= (0:0: 1),

consecuentemente

(Op2(1).0p2 (1)) = (Ox (o). Ox(£r)) = oLy = dimy Opz . /(f, 9) = 1.

Por lo tanto, siendo C' ~ df y C" ~ d'¢ para alguna linea ¢ del plano proyectivo resulta que
CC' =di.dl=dd. —

Una vez estabecida la teorfa de interseccion sobre superficies adquirimos una gran gama
de posibilidades para la obtenciéon de nuevos resultados. Por ejemplo, si wx es la gavilla

conodnica de una superficie X y .% es una gavilla invertible sobre X, entonces
(FLF ®uwx)=x(0x) = x(F ) = x(wx @F )+ x(F Qux @ F ).

Maés ain, utilizando las propiedades dadas en el Teorema 2.7 acerca de (. ), obtenemos que
(F LI uwx)=—(F.Z)+(Fwx)=—F?+F.wx. Por otro lado, utilizando el hecho de
que X(¥9) = x(wx ® 47!) para toda gavilla invertible ¢4 sobre X. La cual es una igualdad

garantizada por el Teorema de la dualidad de Serre (Teorema I.11 de [3| pagina 7), resulta
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que x(Ox) — x(F 1) —x(wx @ Z7H + x(wx) =2 (x(Ox) — X(F) ). Que podemos escribir
como x(F) = x(Ox) + 5(F* — .F .wx), obteniendo asf el Teorema de Riemann-Roch para

superficies.

Teorema 2.10. Si D es un divisor sobre una superficie X y Kx es un divisor candnico de

X, entonces
1
X(D) =14 p(X) + §D.(D — Kx),

donde x(D) denota la caracteristica de Euler de la gavilla invertible Ox (D) asociada a D.

Usualmente se escribe ¢(D) —s(D)+/{(K — D), en el lado derecho de la igualdad, en lugar
de x(D) = dim, H*(X, Ox (D)) — dim; H (X, Ox (D)) 4+ dim; H*(X, Ox (D)), denotando por
¢(D) la dimension del grupo de las secciones globales de Ox (D), por s(D) la superabundancia
de D que se define como la dimension del grupo H!(X, Ox (D)) y por /(K — D) la dimensi6n
de H*(X,Ox(K — D)) que es igual a dimy H?(X, Ox(D)) por el Teorema de la dualidad de

Serre.

Particularmente, recordando que una superficie racional satisface que p, = 0, el Teorema
de Riemann-Roch para esta clase de superficies toma la forma
1

(2.3.1) \(D) = 14 5D.(D = Kx),

para todo divisor D sobre X y Kx un divisor canénico de X.

La formula de adjuncion es otro de los resultados importantes que debemos mencionar y
como veremos se puede deducir directamente del teorema de Riemman-Roch. En efecto, si
D es cualquier divisor sobre X y Kx es un divisor canonico de X, entonces aplicando dicho
teorema a —D, obtenemos x(Ox(—D)) = 3D.(D+ Kx)+1—p,(X). Finalmente, recordando
que p,(D) esta definido como x(Ox(—D)) — pa.(X), obtenemos el siguiente:

Corolario 2.11. Sea D cualquier divisor sobre una superficie X y Kx un divisor candénico,

la formula de adjuncion se cumple para D y establece que

29e(D) — 2 = D.(D + Kx).

En particular si I' es una curva entera sobre una superficie proyectiva no singular X,
entonces I'? + T'. Ky = 2p,(T') — 2, donde p,(T) es el género aritmético de la curva I'. Otras
aplicaciones del Teorema de Riemann-Roch son el Teorema del indice de Hodge y el criterio
de amplitud de Nakai (ver [2] Corolario 2.4, Capitulo 2 y Teorema 1.22, Capitulo 1, respec-
tivamente, o bien [39] Teoremas 1.9 y 1.10 Capitulo V), ambos teoremas los presentamos a

continuacién en el orden mencionado.
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Teorema 2.12. Si H es un divisor sobre X tal que H*> > 0, entonces para cada divisor D
sobre X tal que H.D = 0 tenemos D* <0, y ademds D? = 0 si, y solo si, D = 0.

Aqui D = 0 significa que el divisor D es numéricamente equivalente a cero, relacion de

equivalencia que definimos mas a bajo.

Teorema 2.13. Un divisor D sobre una superficie X es amplio si, y sélo si, D> > 0 y
D.C' > 0 para cada curva irreducible C' de X.

Se dice que un divisor D sobre una superficie X es numéricamente equivalente a cero y
lo denotamos por D = 0, si D.I"' = 0 para toda curva entera I' sobre X. Con ello, podemos
definir una relacion de equivalencia sobre Div(X), diremos que un divisor D; € Div(X) es
numéricamente equivalente a un divisor Dy € Div(X) y lo denotaremos por Dy = Ds si, y
solo si, D1 — Dy = 0.

Una tercer relacion de equivalencia que se define sobre Div(X) es la equivalencia algebraica
de divisores denotada por ~ (ver [39] Capitulo V), a partir de la cual se define el grupo de
Néron-Severi NS(X') de X como el grupo cociente Div(X)/ ~. Por otro lado, un resultado
conocido establece que sobre una superficie racional las relaciones de equivalencia lineal,
numeérica y algebraica son la misma. Por lo tanto, en esta situaciéon definiremos el grupo de
Néron Severi como el cociente Div(X)/ ~, es decir como Pic(X). Un teorema primeramente
probado por Severi en caracteristica cero y méas tarde por Néron en caracteristica arbitraria
(ver [53]) establece que NS(X) para cada variedad proyectiva X no singular en codimension
uno es finitamente generado. Su rango, denotado por p, se conoce como el nimero de Picard
de X. Una prueba de dicho teorema es dada en la Seccion 5 del Apéndice B de [39]. Las
superficies racionales con nimeros de Picard menor que 11 y cuyos monoides efectivos son
finitamente generados son bien conocidas en la actualidad, ver por ejemplo |60, [61], [6], [55],
[30], [29], [31] [32], [33], [34], |35], [46], [47], [48] vy [49]. Aqui el monoide efectivo de una
superficie proyectiva racional no singular X, denotado por M (X), es el conjunto de las clases «
de divisores sobre X modulo la equivalencia lineal, i.e. M (C') C NS(X), tales que « es efectiva,
en el sentido de la Definicién 2.14. Por el contrario el estudio de aquellas superficies cuyos
ntmeros de Picard son mayores que o iguales a 11 continua siendo abierto. En este trabajo
de tesis construiremos una familia de superficies proyectivas racionales no singulares cuyos
numeros de Picard son muy grandes y cuyos monoides efectivos son finitamente generados y

estudiaremos algunas otras de sus propiedades ver el Capitulo 4.
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Enseguida, formularemos algunos resultados acerca de las superficies racionales que se-
ran de utilidad. Ver por ejemplo los articulos [34],[33], [29], [52], [46], [47], [50], [51] por

mencionar solo algunos. Comenzaremos con una definicion.

Definiciéon 2.14. Sea X una superficie racional. Un elemento F € NS(X) es efectivo si es
la clase de equivalencia de algin divisor efectivo sobre X, esto es, si F = Ox (D) para algin
divisor D efectivo de X.

Lema 2.15. Sea X una superficie racional. Un elemento F € NS(X) es efectivo si, y sélo
si, la dimension sobre k del espacio vectorial H°(X, F) es distinta de cero. Mds ain, si D es
un divisor efectivo sobre una superficie racional X entonces el entero dimy H*(X, Ox (D)) es

wqual a cero.

Ver [33]| Lema 2(b) pagina 728.

Definicion 2.16. Sea X wuna superficie racional. Un divisor D de X es numéricamente
efectivo (o nef por brevedad), si D.I' > 0 para toda curva entera I' sobre X. Asimismo, un

elemento de NS(X) es nef si es la clase de equivalencia de algun divisor nef sobre X .

Una curva entera sobre una superficie X con autointersecciéon no negativa es un ejemplo
tipico de un divisor nef. Un ejemplo més lo proporciona la clase del pullback de una linea de
PZ por la explosion 7 del plano proyectivo a lo largo de un nimero finito de puntos. Por el
contrario, los divisores excepcionales de 7 no son nef. Si bien, atin no hemos definido todavia
que es una explosion de una superficie a lo largo de un punto, lo haremos en la siguiente

seccion.

Proposicion 2.17. Sea F un elemento del grupo de Nerén-Severi de una superficie racional
X. La efectividad o la efectividad numérica de F implica la no-efectividad de wx — F. Mds
aun, la efectividad numérica de F implica también que el nimero de autointerseccion de F

es mayor que o igual a cero.

Ver [51] Lema 2.3 pagina 1035.

Proposicion 2.18. Sea f : X — Y un morfismo de variedades proyectivas y sea D un
diwvisor de Cartier de X. Si D es nef, entonces f*D también es nef. Asimismo, si D = 0,
entonces f*D = 0. Por su parte, si  es sobreyectivo, entonces D es nef si, y solo si, f*D es

nef. Mientras que D =0 si y sdlo si f*D =0

Ver [45] Seccion 4 del Capitulo I pagina 303.
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2.4. Explosiones

En esta seccion recopilaremos algunos conceptos y resultados bien conocidos sobre explo-
siones, seguiremos las notaciones del libro de Hartshorne [39] y daremos referencias para los

resultados recopilados.

Sea X un esquema Noetheriano y sea Y un subesquema cerrado de X, se sigue que Y
define una gavilla de ideales coherente . sobre X, para la cual es posible definir la gavilla
graduada de Ox-algebras J = ®g>#%, donde #° = Oy, ! = F y I es la d-ésima
potencia del ideal .#. Por tanto, siguiendo la construccién dada en la Seccion 7 del Capitulo
II de [39] (pag. 160), obtenemos el par (X, ) constituido por el esquema X = Proj(J) y el
morfismo proyeccion 7 : Proj(J) — X, tal que para cada subconjunto U abierto afin de X,
se tiene que 71 (U) = Proj(®gs0-# (U)?). Al morfismo 7 lo definimos como la explosion de
X en Y. Usualmente al par (X,ﬂ') lo denotaremos por Bly (X) o simplemente por X. Sin
embargo, cuando Y sea igual a {p} para algiun punto cerrado p de X, escribiremos Bl,(X)
en lugar de Bly (X).

Puesto que 7 es un morfismo de esquemas, naturalmente se tiene un morfismo de gavillas
7 Ox — 7.0y, que a su vez induce un morfismo 71Oy — Oy, por medio del cual se
define la gavilla imagen inversa de &, 7% = 1'% ®,-10, Ox. La cual es evidentemente
un O gz-modulo. Por otro lado, la composicién de los morfismos .# — Ox y 7% nos permite
considerar la gavilla imagen del morfismo 7' ®,-10, O = 7 'Ox ®r-10, O como
un submoédulo de O¢. A dicha gavilla de O g-modulos se le llama gavilla de ideales imagen
inversa de & y se le denota por 77'.# - O . La Proposicion 7.13, Capitulo II de [39] muestra
que esta gavilla es invertible (de hecho isomorfa a O (1)), y mas atn, que la restriccion del
morfismo 7 a 7~ 1(X\Y) determina un isomorfismo entre 771 (X'\Y) y X'\ Y. Por consiguiente,
el divisor efectivo de Cartier F de X asociado a 727 -O ¢ determina un subesquema cerrado
localmente principal 77'Y" (ver la Observacion 6.17.1 de [39]) al que denominamos divisor

excepcional de la explosion 7.

De igual modo, si I' es cualquier subesquema cerrado de X, entonces definimos el trans-
formado total de T' como el esquema asociado a la gavilla de ideales imagen inversa de ./,
714 - Og, v lo denotamos por 77'T. Si T’ es un esquema localmente principal, entonces
77T también lo serd y esto nos permite definir el transformado total de un divisor efectivo
de Cartier sobre X. De modo que si D es un divisor de Cartier efectivo sobre X y I'p es
el subesquema cerrado localmente principal asociado a la gavilla de ideales Ox(—D) de D,
entonces el transformado total de D respecto a la explosion 7 se define como el tinico divisor
efectivo de Cartier D* de X tal que Ox(—D*) = 7 'Ox(=D) - O%. Por cierto, la clase en
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Pic(X) del transformado total de un divisor de efectivo de Cartier D de X coincide con el
pullback 7*D de la clase de D en Pic(X) por el morfismo 7. En estas condiciones si Dy y
D, son divisores de X linealmente equivalentes, entonces sus transformados totales D} y D;
también son linealmente equivalentes (ver Proposicion 2.15 de [42]). Por su parte, el trans-
formado estricto de un subesquema cerrado Z de X se define como el subesquema cerrado de
X correspondiente a la inmersion cerrada i : Z — X dada a partir de la inclusion i : Z — X
por el Corolario 7.15 del Capitulo II de [39]; siendo Z la explosion de X a lo largo de la
gavilla de ideales imagen inversa %' = 771 - O, esto es, 7 = Proj(®e>0-#¢). Mientras que
si D es un divisor efectivo de Cartier de X cuyo subesquema cerrado localmente principal
de X es Zp, entonces definimos su transformado estricto como el tnico divisor efectivo de

Cartier D de X tal que Ox(—D) es la gavilla de ideales del transformado estricto Zp de Zp.

Si Y es una subvariedad cerrada propia de una superficie X, entonces 7 : Bly (X) — X es
un morfismo proyectivo, birracional, propio y sobreyectivo, mediante el cual Bly (X) resulta
ser también una variedad proyectiva no singular de dimension dos (ver la Proposicion 7.16,
Capitulo II de [39] ). En particular, si Y es un punto cerrado de X, entonces Bl,(X) satisface
las condiciones anteriores y podemos relacionar los transformados estricto y total de cualquier

divisor efectivo de Cartier mediante una féormula agradable.

Proposicion 2.19. Sea C' un divisor efectivo de Cartier sobre una superficie X, p un punto
cerrado de multiplicidad r sobre C' y 7 : BL,(X) — X la explosion de X a lo largo de p, se

siqgue que 7°C = C +r E, donde E es el divisor excepcional de .

Considerando el transformado estricto C' de C' como la cerradura de 7= (C' N (X \ {p}))
en X notamos que C puede obtenerse a partir de 7*C' eliminando E tantas veces como la

multiplicidad que el punto p tiene con C. Por ejemplo, si p es un punto doble de una cénica
de P2, entonces C' = 7*C — 2 E.

Esta observacion, sabiendo que una explosion de una superficie X esta cercanamente
relacionada con X, nos da pie a preguntarnos como se relacionan las teorias de intersecion
de X y de X. El siguiente teorema, ver las Proposiciones 3.1, 3.2 y 3.3 del Capitulo V y
la Proposicion 8.24 del Capitulo II de [39], establece la teorfa de interseccion de Bl,(X), la

forma que tiene un divisor canénico en X y su grupo de Picard.

Proposicion 2.20. Sean X una superficie y p € X un punto no singular, si E es el divisor
excepcional asociado a la explosion 7 : Bl,(X) — X, entonces E = P y Ox(—E)|r = Op (1)
y por lo tanto E* = —1. Mds atin:

1. Eziste un isomorfismo entre Pic(X)®Z y Pic(BL,(X)), dado por (D,n) — n*D+n E.
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2. Si C,D € Pic(X), entonces n*C.n*D = C.D.
3. Si C € Pic(X), entonces *C.E = 0.
4. Si Kx es un divisor canonico de X, entonces Ky = 7" Kx + E es un divisor candnico

de BL,(X) y por lo tanto, se cumple que KXQ = Kyx?—1.

Finalmente, si 7. es la proyeccion Pic(X) x Z — Pic(X) en el primer factor y C' € Pic(X)

y D € Pic(X), entonces n*C.D = C.m, D.

Si bien, solo hemos considerado la explosion de X a lo largo de un solo punto, no obstante,
podemos ver que el nimero de autointersecciéon de un divisor canénico de una superficie no
es un invariante birracional. Por otro lado, una observaciéon mas que se desprende de la
proposicion anterior y de la Proposicion 2.19 es que el ntimero de interseccion C.E de un
divisor efectivo C' sobre X y del divisor excepcional E de BlL,(X) es igual a la multiplicidad
11,(C) del punto p en C, que recordamos, se define como el entero mayor r tal que f € m’
donde my , es el ideal maximal de O, y f es una ecuaciéon local para C' en el punto p. Una
cosa adicional que podemos deducir de la Proposicion 2.20 es el género aritmético pa(é) de
la transformada estricta C' de cada curva entera C' sobre X. En efecto, en vista del Corolario

2.11 se tiene que 2p(C) —2 = C.(C + K3) = (7*C —r E)(n*C —r E + n*Kx — r E) que
es igual a 2p,(C) — 2 — r(r — 1). Es decir, po(C) = po(C) — sr(r —1). Con esta iniciativa,
podemos preguntarnos que ocurre con el género aritmético de X y de X. La Proposicién
3.4 del Capitulo V de [39], nos garantiza que los grupos de cohomologia de las gavillas
estructurales de X y de X son isomorfos. Por consiguiente, debemos de tener que x(Ox) y

X(Ox) son iguales, y por lo tanto que p,(X) = p,(X). En otras palabras, el género aritmético

de una superficie X resulta ser un invariante birracional.

Hasta ahora solamente hemos hablado de explosiones de X centradas en un solo punto.
Sin embargo, podemos rapidamente generalizar todos los resultados vistos a superficies X
obtenidas mediante sucesivas explosiones puntuales de X. De hecho el resultado que nos va

a interesar es el siguiente:

Proposicion 2.21. Sean m : Y — X un morfismo birracional de superficies proyectivas
no singulares, 7 : Pic(X) — Pic(Y) el correspondiente homomorfismo entre los grupos de
Picard de X y deY y % un elemento de Pic(X). Se cumple que:

1. El homomorfismo m* es inyectivo y preserva la forma de interseccion.
2. ™ preserva la dimension de los grupos de cohomologia, esto es, para cada i > 0 se
cumple que dimy, H'(X, F) = dimy, H'(X, 7*F).



62 2. SUPERFICIES PROYECTIVAS RACIONALES EN BREVE

3. ™ preserva la efectividad, esto es, F es la clase de un divisor efectivo si, y sdlo si,
™ F lo es.
4. 7™ preserva la efectividad numérica, esto es, F#.F > 0 para cada divisor efectivo F

sobre X si, y solo si, #*.% . F' > 0 para cada divisor efectivo F' de'Y .

Una version para este resultado la podemos hallar en [52| Lema 16 pagina 1222.



Capitulo 3

Configuraciéon Armoénica

El objetivo de este capitulo consiste en establecer la configuracion de puntos en el plano
proyectivo que habremos de utilizar para obtener nuestras superficies proyectivas racionales.
Comenzamos recordando la nocién de una homografia del espacio proyectivo de dimensiéon n.
Enseguida partiendo de la nocién de la razon cruzada de puntos en P} y de algunas de sus
propiedades establecemos una configuraciéon de puntos en el plano proyectivo. Observamos
que cada una de estas configuraciones de puntos de P% determinan de manera tunica una
cubica constituida por tres lineas distintas. Asimismo, introducimos el concepto de campo de
caracteristica genérica con respecto a tres parametros y damos una forma efectiva de construir
una familia de dichas configuraciones de puntos en el plano proyectivo. La configuracion de los
puntos que explotaremos sera una muy particular, ella misma nos garantizaré, por ejemplo,
que el monoide efectivo asociado a nuestras superficies es finitamente generado. Por tanto, a
dicha configuracion de puntos la denominaremos configuracion armonica y a la posicion de

sus puntos la definiremos como posicion armonica.

3.1. Homografias

Los intentos de comprender de una manera sistemética las propiedades geométricas que
tienen los dibujos y pinturas en perspectiva marcaron a mediados del siglo XVII el inicio de
la geometria proyectiva. El uso de puntos al infinito y nociones como las de homografia y
razon cruzada de puntos fueron consecuentemente empleados por primera vez por esa época.
En esta secciéon revisamos brevemente las homografias del espacio proyectivo y establecemos

un resultado que nos permitird determinar homografias entre puntos colineales.

Las propiedades proyectivas del espacio n-dimensional P} (n € N) definido sobre un
campo algebraicamente cerrado k£ de cualquier caracteristica son aquellas propiedades que
permanecen invariantes bajo la accion del grupo de las transformaciones lineales no singulares
de k™! modulo multiplos no nulos, dicho grupo se denota usualmente por PGL(n + 1,k) y
sus elementos reciben el nombre de homografias de P}}. Si L es una transformacion lineal no
singular de k"1, entonces indistintamente por la misma letra L denotaremos a la homografia
de P} que define su clase de equivalencia. Un elemento de PGL(n + 1,k) es por tanto una

63
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aplicacion ¢ : P} — P tal que ([p]) = [Lp'] para alguna transformacion lineal no singular L
de k", para todo p € k™", denotando por [p] al punto de P} cuyo representante es el vector
p € k" y por p! al vector transpuesto de p. En otras palabras, fijando el sistema de referencia
canodnico de P}, el cual esta dado por (1:0:---:0),(0:1:0:---:0),...,(0:---:0:1)y
(L1:1:---:1), tenemos que [p] es el punto (po : p1 : -+ : p,) definido por el vector p cuyas
coordenadas en la base canénica de k"™ estan dadas por (pg,pi,...,pn) ¥ P' es simplemente
un vector columna con entradas las coordenadas de p. Por cierto, a menos de que se indique
lo contrario siempre consideraremos el mismo sistema de referencia para P} y a un punto [p]
de P} cuyo representante sea el vector p € k"' lo denotaremos por la maytscula P de p.
Asimismo, si L es una transformacion no singular de ", entonces al punto [Lp'] de P lo
denotaremos simplemente por L(P). Algunas de las propiedades invariantes bajo el efecto de
una homografia de P} son la colinealidad y la concurrencia de puntos, asi como la incidencia
de puntos en lineas y viceversa. La invariancia de dichas propiedades se debe bésicamente
al hecho de que toda transformacion lineal no singular de £"*! transforma un subespacio
lineal en otro subespacio lineal de la misma dimension. Una homografia del plano proyectivo
en particular resulta ser la multiplicaciéon de una matriz no singular de tamano 3 x 3 con
entradas en k. Mas atn, una homografia de P? es una biyeccion ¢ tal que si £ es una recta de
P% y ¢ = ¢({), entonces la restriccion de ¢ a £, |, : £ — £ es una transformacion de Mobius
de P} (ver por ejemplo [43], pagina 316). Un resultado importante acerca de las homografias

del plano proyectivo es el siguiente resultado ( Teorema 75, [44] ).

Lema 3.1. Si Py, P, y P3 son tres puntos colineales del plano proyectivo P2, y P, Py y P}
son otros tres puntos colineales de P%, entonces existe una unica homografia L de P2 tal que

L(P,) = P}, L(Py) = Py y L(Py) = P,

Este resultado es conocido comtinmente como la propiedad 3-transitiva de las homografias
de P? (ver |5] Teorema 9.8, pag 61).

Por ultimo, recordamos que para el espacio proyectivo n-dimensional ademas de las ho-
mografias los automorfismos de k£ completan, en el sentido del siguiente teorema, la coleccion

de todas las transformaciones de PP} en si mismo que preservan sus propiedades proyectivas.

Teorema 3.2. Con las notaciones anteriores, si n > 2, entonces cada transformacion de P}
en st mismo que preserva las propiedades proyectivas de incidencia y concurrencia de P} es

la composicion de un automorfismo del campo k con una homografia de P}.

Ver |25] Teoremas 3.5.5 y 3.5.6. Las transformaciones de P} que estudia el teorema an-

terior se conocen usualmente como colineaciones de P}, y el conjunto que forman dichas
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transformaciones tiene la estructura algebraica de un grupo bajo la composicion, al cual se
le denomina el grupo de colineaciones de P}}. En otras palabras el grupo de colineaciones
de P} no es mas que el grupo de automorfismos Aut(P}) de P}. Y, toda homografia es una
colineacion. Una observacion inevitable es el hecho de que para Py el reciproco también se

cumple.

3.2. Posiciéon Armonica

Dados tres puntos colineales del plano proyectivo, se sigue que los puntos imégenes de
ellos bajo una homograffa de P4 son siempre colineales (Lema 3.1). Otro invariante del plano
proyectivo bajo tales transformaciones es la razon cruzada, cantidad en la geometria pro-
yectiva comparada con la nocion de distancia en la geometria afin (|64] Capitulo II Secciéon
3). En esta secccion exploramos esta cantidad que, en su generalidad, definida para cuatro
puntos situados de manera ordenada en una linea proyectiva, determina un elemento de k

cuyos algunos valores sugeriran ciertas posiciones de los puntos.

Si bien, el plano proyectivo es el lugar donde situaremos la configuracion armdnica de
puntos que nos interesa. Fijaremos gran parte de nuestras nociones en el ambiente mas
general P}'. Por ejemplo, establecidos un campo £k y un entero n mayor o igual que 2, la razén

cruzada de cuatro puntos colineales de [P} la concretamos de acuerdo a la siguiente:

Definicién 3.3. Sean Py, P», Py y Py puntos colineales distintos del espacio proyectivo P}.
La razon cruzada de Py, Py, P3 y Py, denotada por (Py, Py; P3, Py), es el elemento A € k que
satisface las igualdades ps = p1 + p2 y ps = Ap1 + p2 para ciertos vectores pi,pa,p3 Y ps de

k"L que representan los puntos dados.

En otras palabras la razéon cruzada de cuatro subespacios 1-dimensionales considerados
ordenadamente en un subespacio de dimensiéon dos del espacio vectorial k", es el nico ele-
mento de k que satisface las igualdades que establece la definicion. Tal elemento es diferente
de 0y y de 1. Més atun, es independiente de los representantes de cada punto. En efecto,
en primer lugar demostraremos la existencia de dicho elemento. Sean p} y p), vectores no
nulos del espacio vectorial k™! representantes de los puntos P, y P,. Recordemos que un
punto P de P} es una clase de equivalencia de vectores no nulos de k"™, de modo tal que
un vector p € k"™ \ {0} es un representante de P si, y s6lo si, cada multiplo no nulo de p,
también es un representante de dicho punto. Més atin, recordemos que dos vectores lineal-
mente independientes de un espacio vectorial constituyen siempre una base del subespacio
de dimension dos que los contiene. Asi, puesto que P; y P, son colineales, los vectores p) y

Pl generan tal linea proyectiva que los contiene y, por lo tanto, siendo p; un representante
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del punto P, resulta que ps es una combinacion lineal de p) y de p), esto es ps = up!| + nph,
para ciertos p y n en k no nulos. Lo mismo ocurre para un representante vectorial p) del
punto P, colineal a P, y P,. Ahora bien, cambiando los representantes de P; y de P, por los
vectores cuya suma dan ps, podemos escribir p3 = p; + p2. Enseguida, si el representante p),
de Py fuese la combinacion lineal p), = {p} +6p) con &, € k\ {0}, entonces podemos escribir
(n/8)p), = & /)P + nph = (n&/9)(1/ ) upy + npl. Por tanto, cambiando el representante de
Py por este tltimo vector, obtenemos py = Ap; + p2, con X = (n&/8)(1/n) € k\ {0}. Es
evidente ahora notar que A es diferente de 0, y de 1, ya que los puntos desde el inicio son
distintos. Probaremos por tltimo la unicidad de A, supongamos que pY, py, p§ y pj son otros
representantes de los puntos Py, Po, P3 y Py, y que X € k\ {0k, 11} es tal que pj = p{ + pj
y Py = N'pi + py. Se sigue que pi = rpi,py = sps, Py = tp3 y pj = ups, para ciertos
r,s,t,u € k\ {0x}. Por lo tanto tps = rp1 + sp2 v upy = r(Np1 + p2), consecuentemente
(t—r)p1+ (t—$)p2 = Ogn+r y (A —7XN)p1+ (u—7)pa = Ogn+1. Asi, siendo p; y po linealmente

independientes se tiene que A = .

Una de las ventajas de nuestra definiciéon es la obtencién inmediata de la propiedad

proyectiva de invariancia que presenta dicho elemento bajo una homografia de P}.

Lema 3.4. Sean Py, Py, Py y Py puntos distintos y colineales de P}. Si L € PGL(n + 1,k),
entonces la razon cruzada (L(Py), L(Py); L(P3), L(Py)) es igual a (Py, Py; P, Py).

Demostracion. Sea A\ € k tal que ps = p1 +p2 ¥ ps = Ap1 + p2 para ciertos vectores py, pa, p3 ¥
ps de k"1 que representan los puntos dados. Aplicando la transformacién L a estos vectores

resulta que Lpi = Lp! + Lph y Lpl, = ALpt + Lpk, por lo que es evidente la igualdad deseada.
|

Como caso particular, para el plano proyectivo, tenemos el efecto de una proyeccion perspec-
tiva (ver Figura 3.1, donde el circulo (E) representa el punto E € P2 y los circulos (i) y por
(') representan respectivamente los puntos P; y T'(P;), para cada i = 1,2, 3,4). Recordemos
que una proyeccion perspectiva de P2 de una linea ¢, en otra linea ¢, de P% con centro en un
punto E fuera de /1 y /5 es una transformacion pg de ¢; sobre ¢5 cuya regla de asignacion es
como sigue: si P € {1, entonces pg(P) = {gp Ny, donde {gp es la linea en ]P’i que une los

puntos F y P.

Lema 3.5. Sean Py, Py, P; y Py, respectivamente P|, Py, Py y P;, puntos colineales distintos
en dos lineas {1 y ly de P2, tales que las lineas Cp P, Upypy, Upypy Y Lp,py todas concurren en
un punto E € P% fuera de {1 Uly, se cumple que (Py, Py; Py, Py) y (P], Py; P, Py) son iguales.
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FI1GURA 3.1. Perspectiva desde un punto.

Demostracion. (del Lema 3,5) Sea e un vector de k* representante del punto E y sean
D1, P2, P1+ P2 ¥ Ap1+ po representantes de Py, Py, Py y P, respectivamente, como en la Defini-
cion 3.3. Enseguida, sean 1y v € k tales que p; + pe sea el representante de P| y ps+ ve sea el
de P;. Se sigue que (p;+p2)+(p+v)e es un vector tanto de la linea £p/p; como de la linea {pp;,
por lo tanto, es un representante del punto Pj. Del mismo modo el vector A(p; + pe) + (p2 +ve)
representa al punto Pj. Finalmente, los vectores p| = p1 + pe, ph = po +ve, py =0 +p5 y

Py = Ap} + ph representantes de los puntos P;, Py, P; y Py dan (P], Py; P, P)) = A\.

Notemos que si remplazamos P/ por pg(P;) para cada i = 1,2, 3,4, entonces la conclusion del
Lema 3.5 expresa la igualdad (pg(P1),pe(Ps);pe(Ps), pp(Py)) = (P, Py; Ps, Py). Asimismo,
observemos que el orden de los cuatro puntos es importante, por ejemplo, (P, Py; P3, Py) y
(Py, Py; Py, P3) generalmente no son iguales. El niamero de disposiciones de cuatro puntos a lo
largo de una linea es el factorial de 4, de modo que, en teoria debiesemos tener dicha cantidad
de valores para la razon curzada de cuatro puntos colineales. Sin embargo, considerando
diferentes arreglos de los puntos vemos que algunas razones cruzadas son iguales entre si. Por
ejemplo, (Py, Py; Ps, Py) y (Py, Ps; Py, Py) tienen el mismo valor, de igual modo, (Py, Ps; Py, Ps3)
y (P2, P1; P3, Py) son iguales. La siguiente proposicion reune todas las posibilidades haciendo

una particion en seis valores posibles.
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Proposicion 3.6. Sean Py, Py, Ps y Py puntos colineales de P} y sea \ su razon cruzada. Se

Sigue que:
L. (P17P2,P3,P4):(Pz,Pl,P4,P3) (P3,P4;P1,P2):(P4,P3;P2,P1):)\7
2. (P, Py; Py, 3):1/
3. (P, Ps; Py, Py) =1—
4. (Py, Ps; Py, 2):1/(P1,P3,P2,P4)_1/(1— A),
5. (P, Py; Py, Ps) =1— (P, Py; Py, Ps) =1 — 1/,
6. (P1,Py; P3,P) =1—(P,P3; Py, P) =1—-1/(1=X)==X\/(1-)).

Demostracion. Probaremos solamente los casos 2 y 3, los casos restantes se prueban de la
misma forma. Sean p; y py vectores de k"*! sendos representantes de los puntos P, y Ps.
Como P3 y P, son colineales a P, y P, existen elementos p, v,n vy d no nulos de k tales que
los vectores up; + vps y np1 + dpo representan respectivamente a los puntos P y Py. Por lo
que cambiando los representantes de P, y de P, por up; y vps, de manera inmediata vemos
que (Py, Py; Py, Py) = vn/pd. De igual modo notamos que (P, Py; Py, P3) = pd/vn, es decir,
(Py, Ps; Py, P3) esigual a 1/(Py, Py; P, Py), en este caso los representantes adecuados para los
puntos P, y P son los vectores np; y dps. Similarmente, considerando el vector —up; como
representante del punto Py, vemos que los vectores —up; + pupy + vps = —upr + (up1 +vps) y
(=vn/pd)(—ppr) + vo/v(vp2) + ppr — ppr = (1 — vn/dp)(—pp1) + (up1 + vp2) representan
a P,y a Py porlo que (P, Ps; Py, Py) =1— (P, Pa; P3, Py). -

Lo siguiente que observaremos, antes de llegar a la nocién de armonicidad, es el hecho de
que nuestra definicion generaliza la definicion clasica de la razon cruzada, ver [14, pag. 118
y 119].

Proposicion 3.7. Sean a,b,c y d elementos distintos de k y sean Py, Py, Py y Py los puntos
de P cuyos representantes en k"' son los vectores (a,0, ...,0,1)(b,0,...,0,1),(c,0,...,0,1) y

(d,0,...,0,1) respectivamente. Se sigue que

(P17P2;P37P4):

Demostracion. Debemos encontrar en k elementos r y s tales que
(c,0,...,0,1) =1r(a,0,...,0,1) + s(b,0, ..., 0, 1).

Es decir, elementos r y s en k tales que r+s =1 y ra 4+ sb = c. Resolviendo obtenemos que

r= 2%2 y s = 7—=. Ahora, bajo la misma idea escribimos

(d,0,...,0,1) = u(a,0, ...,0,1) + v(b,0, ...,0, 1),
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para ciertos elementos u y v de k a determinar. Resolviendo para u y v se tiene que u = —Z:Z

yU= ‘Zj—;. Finalmente escribiendo P, en la forma

-(d,0,...,0,1) = —r(a,0,...,0,1) + s(b,0, ..., 0, 1),

(% TV

obtenemos que (P, Py; P3, P;) es igual a %, lo que habia que demostrar. 1

La proposiciéon anterior en analogia con la geometria afin (o euclidiana) nos permite

establecer la siguiente:

Definicién 3.8. Sean Py, P, P3 y Py puntos colineales distintos de P}. Los puntos Py, P, Py
y Py son armdnicos si (Py, Py; Py, Py) = —1.

En otras palabras, cuatro puntos colineales Py, P, Py y P, del espacio proyectivo n-dimensional
estan en posicién armonica, si existen sendos vectores p; y ps de k"*! tales que los puntos P
y P, se representan por p; y ps respectivamente y los puntos P3 y P, mediante los vectores
p1+p2 ¥ p2 — p1. En dicho caso, también diremos que los puntos Py, P, Py y Py estdn en posi-
cion armonica sobre la recta que los contiene, o bien, que la cuaterna ordenada (Py, Ps; P3, Py)

es colineal y armonica.

Ejemplos concretos de puntos armoénicos en el espacio proyectivo n-dimensional P}, donde
k es un campo de caracteristica diferente de dos, siempre existen basta considerar un elemento
a del campo k distinto de 1, de —1; y de 0p; y apoyarnos en la Proposicion 3.7, para
corroborar que los puntos colineales (1 : 0 : -+ : 1), (@>: 0: - :1);(a:0:---:1)y
(—a:0:---:1) de P}, considerados en este orden son armoénicos. En particular, los puntos
colineales (1:0:1), (a®>:0:1); (a:0:1)y (—a:0:1) de P} satisfacen

(1:0:1),(a*:0:1);(a:0:1),(=a:0:1)) =—1.

Ahora bien, con la finalidad de proporcionar més ejemplos concretos y mostrar la abun-
dancia que hay de puntos arménicos en el plano proyectivo P?, introduciremos una cierta
nocion genérica que especificaré el tipo de campos por utilizar para brindar una familia
suficiente de ejemplos de cuaternas armonicas de puntos. Sea k un campo infinito no necesa-
riamente algebraicamente cerrado de cualquier caracteristica y sean x,y y 2z las coordenadas
afines de k®, si P, = (a; : ag : ag), Po = (b1 : by : b3) y Py = (c1 : ¢p @ ¢3) son tres puntos
colineales de P%, entonces mediante un cambio de coordenadas es posible determinar tres
elementos o, By v de k tales que P, = (a:0:1),P,=(5:0:1)y P3=(y:0:1), a partir
de lo cual, en vista de la Proposicién 3.7, vemos que para determinar un cuarto punto Py tal

que (Py, Py; P3, Py) = —1, de coordenadas homogéneas (§ : 0 : 1) donde d € k, es necesario
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que la terna (a, 8,7) € K? de parametros que determinan los puntos P;, P, y Ps, satisfagan
(o, B,7) € D(22 —y — x), donde D(2z — y — z) es el abierto basico de k% definido por el

polinomio 2z — y — « (ver la Seccion 1.1 del Capitulo 1). Mas ain, de ser asi, tenemos que

-2
= e+ f) ozﬁ‘ Esto nos lleva a formular el siguiente concepto.

2y —fF —«

Definicion 3.9. Sea k un campo infinito no necesariamente algebraicamente cerrado de

cualquier caracteristica y sean tres elementos o, 3 y v de k. k es de caracteristica genérica

con respecto a o, y v si (o, 8,7) € D(2z —y — x).

En particular, dado un entero n > 2 y un campo k de caracteristica diferente de 2, se
sigue que k es de caracteristica genérica con respecto a —1,1 y n si, y solo si, ch(k) { n. Esta
observacion, nos provee de una basta familia de ejemplos de cuaternas de puntos armonicos

2
en [P.

Ejemplo 3.10. Sin es un entero positivo mayor o igual que 2 y k es un campo de caracte-

ristica genérica con respecto a —1,1 y n, entonces los cuatro puntos colineales
1

(—1:0:1),(1:0:1);(n:0:1)y(E:O:l),

constituyen una cuaterna de puntos armonicos en IP’%.

Es util observar los valores que especifica la Proposicién 3.6 para la razon cruzada de
una cuaterna de puntos de P}, ya que, en el caso de puntos armonicos, los diferentes va-
lores de dicha proposicion son tnicamente tres. A saber —1,2 y % cuando ch(k) # 2. En
particular, los arreglos (P, Py; P3, Py) v (Py, Ps; Py, P3) son ambos iguales a —1 y los seis
arreglos restantes que toman tal valor son: (P, Py; Py, P3), (Ps, Py; Py, Ps), (Py, Ps; Py, Py),
(Py, P1; P3, Py), (Py, Ps; P, Py) y (Ps, Py; P2, P1). De esta manera la cuaterna (P, Py; Py, Py)

de la Definicién 3.8 puede ser remplazada por cualquiera de las cuaternas mencionadas.

La igualdad entre los arreglos ordenados (Py, Pe; P3, Py) v (P, P2; Py, P3) nos serviréa co-
mo criterio para garantizar si puntos P, P, P; y P, dados en este orden, distintos dos
a dos y colineales son o no armoénicos. Pues, en vista de la Proposiciéon 3.6 la igualdad
(Py, Py; P3, Py) = (Py, P»; Py, P3), implica \> = 1, que a su vez nos da A\ = —1. Reciproca-

mente, si A = —1, entonces 1/\ = —1.

El siguiente resultado fija los nueve puntos que habremos de utilizar como origenes de una
cierta constelacion de puntos infinitamente cercanos de P2 o como las raices de cierto grafo
de bosque que definiremos en el siguiente capitulo. Este mismo resultado también determina

la configuracion de puntos de P? que buscamos. Bésicamente establece que para cada terna
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de puntos colineales distintos del plano proyectivo siempre es posible construir un punto
colineal a los tres primeros y distinto de ellos de tal manera que su posiciéon se realice de

forma armonica con los demés. Precisamente:

Teorema 3.11. Sean k un campo algebraicamente cerrado de caracteristica arbitraria y Py
el plano proyectivo sobre k. Sean Py, Py y Py puntos distintos y colineales de P2 y sean Ps, Py
y P; puntos de P tales que Ps & Up,p,, Ps € {p,p. y Py € Up,p. NUp,p,, donde Cp,p, es la linea
de P% que pasa por los puntos P; y P;. Si Py y Py son las intersecciones de las lineas Up p, y
Cp,py; y de las lineas Lp,p, y Up,p,, Tespectivamente, entonces (Py, Py; Py, Py) = —1. Mds ain,
si Py es la interseccion de las lineas {p,p, y Up,p,, entonces (Ps, Pr; Py, Py) y (Ps, Ps; Py, Py)

también son iguales a —1.

Antes de dar la demostraciéon verificaremos que tales hipotesis siempre se cumplen en

el plano proyectivo. Consideremos la Figura 3.2, donde el circulo (P;) es el punto P; para
1< <09,

FIGURA 3.2. Configuracién Armoénica.
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Notemos que el punto Ps5 siempre existe. En efecto, sea T la linea que pasa por los puntos
Py, P, y Ps; sin pérdida de generalidad podemos suponer que tal recta tiene por ecuacion, la
ecuacion homogénea y = 0 (donde las variables x,y y z son las coordenadas homogéneas de
P%), de esta forma el punto proyectivo cuyo representante es el vector (0,1,0) € k%, satisface
(0:1:0) ¢ T. Otra manera de proceder es la siguiente, supongamos que T = V(f(z,y, 2))
para cierto polinomio f(z,vy, 2) € k[z,y, z] homogéneo e irreducible de grado uno, si ocurriera
que P2 C T, entonces suponiendo al menos que k es infinito tendrfamos que el grado de
f(z,y, z) serfa igual a cero lo cual es absurdo. Puesto que k es algebraicamente cerrado esto
siempre se cumple. Por lo tanto, el punto P5 siempre lo podemos escoger. Ahora bien, la
existencia del punto P distinto de P, y de Ps sobre la recta ¢ que pasa por Py y Ps, se
sigue inmediatamente al considerar el vector p; + ps para sendos vectores p; v ps de k3
representantes de los puntos P, y P5 respectivamente. Por otro lado, el punto P; donde se
intersectan S (la recta que pasa por los puntos Ps y P3) y ¢4 que pasa por P, y Ps, nos lo da
el teorema de Bézout (Teorema 2.9). Este mismo teorema nos garantiza la existencia de los
puntos restantes Py, Py v P, que se obtienen al considerar las lineas /5 y {5 que pasan por los
puntos Py y Pr; v Py y Pg; junto con las lineas T y R, siendo esta ultima la linea que pasa

por los puntos P5 y Fk.

Demostracion. (del Teorema 3.11) Siguiendo las hipotesis consideradas podemos siempre ele-
gir vectores p; y po de k® representantes de los puntos P, y P, tales que p; + po sea un
representante de P3 € £p p,. De igual forma, podemos escoger un vector pg de k® represen-
tante de Py tal que el punto P € ¢p,p, tenga como representante el vector ps + ps. Enseguida,
notando que el vector p; — pg se puede escribir como p; — pg = (p1 + p2) — (p2 + ps), se sigue
que el punto proyectivo que representa p; — ps es el inico elemento de ¢p, p, N ¢p, p,. De modo
que p; — pg es un representante para el punto P;. Analogamente, tomando en cuenta que
p1 — (p2 +ps) = —p2 + (p1 — pg) se tiene que p; — (p2 + ps) es un representante de Ps. Final-
mente, dadas las coordenadas del punto Ps, es claro que —p; + ps = —(p1 — (p2 + ps)) — ps-
Por lo tanto, un representante para el punto Py € £p p, N {p, p, €s el vector —p; + py. De esta
manera (P, Py; Py, Py) = —1.

En seguida, para mostrar que (FPs, Pr; P3, Py) = —1, basta observar que pg = p2 + ps ¥
pr = p1—ps nos dan p3 = pe+pr y pg = —pe+pr. En efecto, p3 = pi+ps = (pa+ps)+(p1—ps) =
Pe +Ppr Yy po = —ps+pr = —(p2+ps) + (Pr — ps) = p1 — (p2 + ps) — ps. De modo que
po € Lp,p, N Lp,p, = Lp,p, N {p,p,. Por ultimo para probar que (Ps, Py; Py, Py) = —1, basta
considerar ps = —p; + (p2 +ps) ¥ P8 = —Ds. ‘:!
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Observacion 3.12. Es importante notar la validez del Teorema 3.11 sin la necesidad de que
el campo k sea de caracteristica genérica con respecto a ciertos parametros. Sin embargo, si
adicionalmente exigimos que todos los puntos de dicho teorema pertenezcan a una carta afin
de P? (por ejemplo a la determinada por z # 0), entonces, en conformidad con lo desarrollado
previamente a la Definicion 3.9, vemos que nuestra restriccion obliga un pago por parte de la
caracteristica de k, a saber, el de ser genérica con respecto a un nimero finito de parametros,

que después de todo no es muy costosa.

Un bosquejo grafico para la prueba del Teorema 3.11, suponiendo que los puntos y las
rectas se situan en alguna carta afin de P4 y tomando en cuenta la notacién utilizada en la
Figura 3.2, puede darse considerando primeramente la proyecciéon perspectiva con centro en
Ps5 de la recta T en S y finalmente la proyeccion perspectiva con centro en Py de la recta S en
T, ver la Figura 3.2. En efecto, la primer perspectiva mencionada nos garantiza la igualdad
(P, Po; P3, Py) = (pps(P1), pp,(Ps); pps (P3), e (Py)) = (Ps, Pr; Ps, Py). Finalmente, la alti-
ma proyeccion perspectiva centrada en el punto Pg de la recta S en T nos da la igualdad
(Ps, Pr; P3, Py) = (ppy(Bs), pps (Pr); 0 (P3), pps(BPy)) = (Ps, Py; P3, Py), que nos permite obte-
ner la igualdad (P, Py; P3, Py) = (P1, Py; Py, P3). De manera tal que A = (Py, Ps; P, Py) es la
raiz cuadrada de la unidad (Proposicion 3.6), y su tnica posibilidad es —1, ya que desde la
definicion de la razon cruzada, A = 1 no puede ocurrir, pues los puntos P; y P, son distintos.
Asi que, A = —1 y los cuatro puntos P;, P,, P3 y P, son armoénicos. Siguiendo este desarrollo
cabe destacar que los cuatro puntos Ps, Py, P, y Py situados sobre la recta R también son

armonicos, basta considerar la proyeccion perspectiva con centro en P de la linea S en R, la

cual nos da (P67P7;P3,P9> :(P5,P8;P4,Pg).

Corolario 3.13. Sean Py, Py, P3, Py, Ps, Ps, P;, Py y Py los diferentes puntos de P% y {p,p,,
(s,r) € {(1,2),(1,5),(1,7),(2,5),(2,6),(3,6),(5,8)} las rectas distintas del plano proyecti-
vo dados por el Teorema 3,11, se siqgue que Py, Py, P3, Py € Up p,, Ps,Ps,Pr, Py € {pp, Y
Py, Ps, Py, Py € {p,p,. Mds ain, Py € {pp, N lp,p,, P3 € lpp, y Py € lpp, Nlpp,.

El concepto que sigue tomaréd un papel primordial en el siguiente capitulo.

Definicion 3.14. Una configuracion armdnica de puntos y rectas de P2 es un par (A, D)
que consiste de un conjunto de nueve puntos A = {Py, Py, ..., Py} y de una cibica D de P

formada por tres lineas distintas que pasan por los puntos de A de tal forma que las cuaternas
ordenadas (Py, Py; P3, Py), (Ps, Pr; Ps, Py) y (Ps, Ps; Py, Py) son colineales y armdnicas.
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Enseguida, para evitar alguna posible ambigiiedad con respecto a la unicidad de dicha
cuibica nos aseguraremos que la curva proyectiva que pasa por los nueve puntos de una

configuraciéon armonica es tnica.

Proposicion 3.15. Con las notaciones utilizadas anticipadamente, existe una tunica cibica

que pasa por P; € A, para cada i € {1,2,...,9}; dicha cibica es exactamente T US U R.

Demostracién. Supongamos que C' es una cibica de P? tal que para cada indice i € {1,2,...,9}
se tiene que P; es un elemento de C. Se sigue que Py, P», P3 y P, estan en la interseccion de
T con C. Por consiguiente, del Teorema de Bézout se deduce que las curvas T y C' tienen
una componente irreducible en comun. Luego, siendo T por si misma una curva irreducible
resulta que ésta componente en comiin es exactamente T y por lo tanto T C C. Por otro lado,
mediante un razonamiento similar, resulta que S y R estédn contenidas en C. En definitiva
obtenemos que T'U S UR C C. Ahora, observando que los grados de C'y de TU S U R son
iguales concluimos que C' =T USUR. 3

En conformidad con la proposicién anterior, en lo que sigue, para referirnos a una confi-

guracion armoénica (A, D) de P? solamente mencionaremos el conjunto A.

Por otro lado, basados en el hecho de que el plano proyectivo admite una descomposi-
ciéon de la forma P? = k* U P}, donde destacamos la parte afin k%, podemos especificar las
coordenadas homogéneas de los nueve puntos de una configuraciéon armoénica utilizando pri-
mordialmente las herramientas analiticas de la geometria afin y el proceso de homogenizacion
de polinomios de la geometria algebraica clasica. En efecto, suponiendo que la caracteristica
de nuestro campo k es diferente de 3,5, y 7, y genérica con respecto a —1,0 y 1, veremos
que la configuracion armoénica de la Figura 3.3 siempre es realizable. Calculemos pues, las
coordenadas homogéneas de los 9 puntos de la configuraciéon armoénica mostrada en la figura
mencionada. Sean P, = (—1:0:1), B =(0:0:1)y P; = (1:0:1) puntos del plano
proyectivo, es claro que estos tres puntos son colineales de hecho la recta que pasa por ellos
es T = V(y). Para la determinacion del punto P, que es armonico a Py, P, y Ps, el Teorema
3.11 nos solicita un punto Ps fuera de T. Ahora bien, en vista de la ecuaciéon homogénea para
T, es claro que (0 :1:1) ¢ V(y), por lo tanto podemos elegir Ps = (0 : 1 : 1). Luego, las
ecuaciones de las lineas en el plano afin que pasan por (—1,0) y (0, 1), respectivamente por
(0,0) y (0,1) son y = x+ 1, respectivamente z = 0. De modo que las lineas que pasan por P,
y Ps; y por Py y Ps resultan ser {o = V(y —x — 2) y {4 = V(x). Posteriormente, suponiendo
que la caracteristica del campo £ es genérica con respecto a —1,0y 1, podemos elegir el punto

1

P; = (0:3:1) €y de forma tal que la linea que pase por P y P sea S =V (y + %.CE — %z)
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% : % : 1). Considerando

ahora los pares de puntos P, vy Py, y P v FPs; podemos determinar las ecuaciones homogéneas

y el punto P € T'N'S en coordenadas homogéneas sea el punto (—

de las lineas que pasan por estos puntos, el calculo respectivo nos da que 05 = V (y — %x — %z)
y lg = V(y + 2z). Por ultimo, en vista de que la caracteristica de k es genérica, efectuamos
los calculos de las coordenadas homogéneas del punto Ps € {5 N g, la ecuaciéon homogénea
de la linea R que pasa por los puntos Ps; y Py y las coordenadas homogéneas de los puntos
Py e RNSy Py € SNT. Los valores que se derivan son Py = (=% : 2: 1), R = V(y — 3z — 2);

Py=(—%:2:1)y Py=(—%:0:1). Solo nos resta verificar que los puntos Py, P, Py y P,

son armoénicos. Es suficiente observar que
1
(1,0,1) = (1,0,—1) 4+ (0,0,2) y 3(—5, 0,1) = —-1(1,0,—1) 4+ (0,0, 2).

Asi, tomando los vectores p; = (—=1,0,1), p» = (0,0,2), p3 = (1,0,1) y ps = (=1,0,3) de k3
como los representantes de los puntos Py, P», P3 y Py; vemos que ps = p1+pa V pa = —p1+ Do
y por lo tanto (P, Py; P, Py) = —1.

Ficura 3.3. Coordenadas Homogéneas de una Configuracion Armoénica Realizable.
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En el ejemplo que acabamos de desarrollar los nueve puntos P; (i € {1,...,9}) que forman
el conjunto A caen en la cibica D = V(y) UV (y + 32 — $2) UV (y — 3z — z), que sabemos es
la tnica cubica que los contiene (Proposicion 3.15). Es muy importante que ésta cubica sea
la tinica curva que pasa por estos nueve puntos ya que conociendo su unicidad resulta que
la dimension del sistema lineal completo de curvas planas proyectivas que pasan por estos

puntos es igual a cero.

Un ejemplo més de una configuracion armoénica efectiva o realizable en el plano proyectivo
con coordenadas homogéneas especificas, basado en el Ejemplo 3.10, es la siguiente: Sean
Po=(-1:0:1),P=(1:0:1)y P3y=(2:0:1) puntos de P?, con k de caracteristica
genérica con respecto a —1,1 y 2; y tal que ch(k) # 3,5,7; es claro que estos tres puntos son
colineales, pues se encuentran en la linea T = V(y). El cuarto punto P; colineal a los tres
puntos dados, segin el Teorema 3.11, requiere de un punto Ps fuera de T. Por tanto podemos
elegir Ps = (0: 1 : 1), asimismo seleccionamos Pr = (5 : 3 : 1) en la linea {4 = V(y + 2 — 2)
que es la que pasa por los puntos P5 y P». Luego, las ecuaciones de las lineas que pasan por
los puntos P; y Ps, por P3 y P;y por P, y Pr; respectivamente denotadas por £5,S v 5 son
V(y—z—2),V(y+icx—32) y V(y—352—52). De modo que Ps € (,NS queda determinado por

3

las coordenadas homogéneas (—— 5 1) y la linea que pasa por los puntos P, y P resulta ser

lg = V(y—i— x— —z) Enseguida el punto Py determinado por el cruce de las lineas /5 y £ tiene

las coordenadas (% ; % : 1). Finalmente, la linea R cuyas intersecciones con las lineas T y S
3

determinan los puntos Py = (% 0:1)y Py = (% : £ 1 1) respectivamente, queda especificada
por V(y + 2z — z). Desde el Ejemplo 3.10 sabemos que P;, P, P3 y P, son armoénicos, no
obstante notemos que (2,0,1) = (3,0, —3) + (2,0,2) y 2(5,0,1) = —1(3,0,—3) + (2,0, 2).
Por lo que tomando los vectores p; = (%,O, —%), Py = (%,O, %), ps=(2,0,1) y py = 2(%,0, 1)
como representantes de los puntos Py, P, P3 y Py, evidentemente p3 = p1+ps v ps = —p1+D02
y por lo tanto (P, Py; P3, P;) = —1. En definitiva los nueve puntos P; para i € {1,...,9} y

las lineas T, £y, S, l4, U5, lg, R constituyen una configuraciéon armonica.

Si en lugar de elegir P3 igual a (2 : 0 : 1) consideramos Pj3 igual a (3 : 0 : 1) junto con
los puntos P, = (—=1:0:1)y P, = (1:0: 1), entonces suponiendo que el campo k es de
caracteristica genérica con respecto a —1,1 y 3, y siguiendo el mismo razonamiento lo que
obtenemos es la cuaterna armonica (—1:0:1), (1:0:1), (3:0:1) y (5 :0: 1), asimismo
obtenemos que las coordenadas homogéneas de los cinco puntos restantes son: P = (0:1: 1),
Ps=(—3:3:1),Pr=(3:3:1),Ps=(::2:1)y Py=(3:7:1). Mientras que las lineas
T,ls,5,44, 05,0, R son respectivamente: V(y), V(y —x — 2), V(y + tx — 22), V(y + 2 — 2),

Viy— 30 —32), V(y+ 32 —52) vy V(y + 3z — 2).
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Por tltimo, suponiendo que la caracteristica del campo k es diferente de un niimero finito
de pardmetros y genérica con respecto a —1,1 y n; la generalizaciéon de los dos tltimos
ejemplos indica que la cuaterna P, = (=1 :0: 1), P, =(1:0:1); Ps=(n:0:1)y

Py = (%:0:1) de puntos de P? es arménica. De hecho, a nivel de representantes vemos que
n k

n—1 n—1 n+1 n+1 1 n—1 n—1 n+1 n+1
0,1) = 0,— 0 =,0,1) =1 0,— 0 :
(n7 k) ) ( 2 k) ? 2 )+( 2 bl b 2 ) y n(n7 ) ) ( 2 ) b 2 )+( 2 bl I 2 )
De modo que, (P, Py; P3, P;) = —1. Més aun, gracias al tipo de caracteristica de k, los

calculos nos dan facilmente las coordenadas homogéneas los puntos que completan la confi-

guracion armonica correspondiente: Ps = (0:1:1), Ps= (52 : &2 1), P, = (5 : 1 : 1),

_(_2 . 14n . _ 1-n_ . _1-n%2 . 1\. aaf -y ;
Py = (1+3n ek )y Py = (Hn_%2 o P 2 1); asi como también las ecuaciones espe-

cificas de las lineas T, 5, S, 4y, U5, lg v R, a saber V(y), V(y —x — 2), V(y — ﬁx + 2),

1—2n

V(y+a—z), V(y—32—32), V(y— o+ 2) y V(y-+naz—z) respectivamente. De manera

que si fijamos un entero n mayor o igual a 2 y denotamos por A,, al conjunto { Py, P, ...., Py}

obtenido anteriormente; y por D,, a la cubica T'U S U R, entonces el conjunto de los enteros
n mayores o iguales a 2 parametriza una familia de configuraciones armonicas (A, D,,) de
P2 construibles para cierto campo k de caracteristica genérica con respecto a cierta terna no
nula de elementos de k localizada fuera de un hiperplano de k®. A dicha familia le llamaremos

familia genéricamente estindar de configuraciones armoénicas de P2.






Capitulo 4

Superficies Proyectivas Armoénicas

Las superficies proyectivas racionales no singulares cuyos ntumeros de Picard son muy
grandes y cuyos monoides efectivos son finitamente generados no han sido estudiadas com-
pletamente, en contraste con aquellas cuyos ntumeros de Picard son menores que o iguales
a 10 que son bien conocidas, ver por ejemplo [60]|, [61], [6], [55], [30], [29], [31] [32], [33],
[34], [35], [46], [47], [48] y [49]. En este capitulo presentamos la parte original de esta tesis
construyendo una nueva clase de superficies proyectivas racionales no singulares tales que

M (X) es finitamente generado y en general sus nimeros de Picard satisfacen p(X) > 11.

Puntualizamos los objetivos principales de este capitulo como los siguientes:

1. construir sobre un campo algebraicamente cerrado de cualquier caracteristica las su-
perficies proyectivas armonicas y mostrar que forman una clase de superficies proyec-
tivas racionales anticanénicas, cuyos sistemas anticanénicos son de dimension cero, y

cuyos nimeros de Picard son muy grandes.

2. Asimismo, probar que el monoide efectivo de cada superficie proyectiva armoénica es
finitamente generado. Mas atn, observar que cada divisor candénico de dichas super-
ficies tiene generalmente ntimero de autointerseccion muy grande negativamente, por
ejemplo, para cada N € 7Z, existe una superficie proyectiva armoénica X tal que
K% = —N.

Comenzamos en la Seccion 4.1 con una breve resena de conceptos de la Teoria de Grafos mis-
mos que nos serviran para introducir los diagramas decorados de Enriques. Posteriormente,
en la Seccion 4.2 desarrollamos la construccion de las superficies proyectivas armonicas y es-
tudiamos algunas de sus propiedades, ver la Proposiciéon 4.12 y el Corolario 4.14. Luego, con
la finalidad de probar que el monoide efectivo M (X ) de una superficie proyectvia armonica
X es finitamente generado mostramos, respectivamente en las Secciones 4.3 y 4.4, que los
conjuntos de las (—1)-curvas y de las (—2)-curvas de X son finitos.

79
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4.1. Diagramas Decorados de Enriques

Iniciamos esta secciéon con algunas nociones de la Teoria de Grafos y posteriormente,
dada una superficie X proyectiva no singular definida sobre un campo algebraicamente ce-
rrado k, de caracteristica arbitraria, introducimos los conceptos de constelacion y de una
D-constelacion, para cualquier divisor efectivo D no nulo sobre X. Asi como sus diagramas

decorados de Enriques.

Definiciéon 4.1. Un grafo G es un par ordenado (V(G), E(G)) que consiste de un conjunto
no vacio V(G) cuyos elementos son llamados vértices y un subconjunto E(G) del conjunto

de pares no ordenados de V(G), a los que se les denomina aristas de G.

Puesto que solo consideraremos grafos finitos establecemos que los conjuntos V(G) y E(G)
son finitos. Mas aun, evitando la posibilidad de tener lazos convenimos en que cada arista es
incidente en exactamente dos vértices distintos, llamados sus extremos. Asimismo, un camino
C' de longitud k (k € N) lo definimos como una secuencia finita C' = vgeqv1eav3 - - - €0y, cuyos
términos son alternadamente vértices y aristas tal que los extremos de la arista e; son v;_; y
v;, donde vy, vy, . .., vk son todos distintos y (vg, vx) & {v1,va,. .., vk_1} X{v1, V2, ..., Vk_1}.
A los vértices vy y vx de un camino C' les llamaremos respectivamente el inicio y el final de
C'y diremos que C' es un camino entre ellos. Notemos que un camino de longitud 1 entre dos
vértices u y v es simplemente una arista e de GG, en dicho caso sus extremos se dice que son
adyacentes y escribimos e = uwv. Un camino entre dos vértices conecta dichos vértices y un
grafo es conexo si cualesquiera dos de sus vértices estan conectados. Por el contrario, si en
un grafo G hay por lo menos dos vértices para los cuales no existe ningtin camino entre ellos,
entonces diremos que G es un grafo disconexo. Por su parte, cuando el inicio y el final de
un camino sean iguales diremos que el camino es cerrado. En particular, un camino cerrado
de longitud 2 sera llamado camino paralelo. Mientras que a un camino cerrado de longitud
k, mayor o igual que 3, lo denominaremos ciclo de longitud k. Una grafo G’ tal que sus
conjuntos de vértices y aristas satisfacen V(G') C V(G) y E(G') C E(G), para algin grafo
G = (V(G), E(G)) recibe el nombre de subgrafo de G. Por su parte, una componente de un
grafo G es un subgrafo conexo maximal de G, en el sentido de que si v € V(G) \ V(G'),
entonces G" = (V(G') U{v}, E(G')) es disconexo. Finalmente, un grafo aciclico sin caminos
paralelos es llamado bosque y un bosque conexo es llamado drbol. Un arbol trivial consta de
un solo vértice. En otras palabras, un bosque es un grafo cuyas componentes son arboles.
Un vértice destacado (por algtin interés particular) de un arbol 7' se denomina raiz de T'. Si

ademas, definimos la distancia entre un vértice de un arbol Ty su raiz como la longitud del
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camino entre ellos, entonces los vértices de T" a una distancia ¢ de la raiz de T forman el nivel

fdeT.

Finalizamos esta revision con un resultado que caracteriza a los arboles, ver el Teorema

6, Seccion 1, Capitulo 1 de [4], pagina 10.

Proposicion 4.2. Sea T un grafo, los siguientes enunciados son equivalentes:
1. T es un drbol.

2. Cualesquiera dos vértices de T estan conectados.

3. T es minimal con respecto a la conexidad, en el sentido de que el subgrafo T' de T,
cuyos vértices son los vértices de T', pero sus aristas son el conjunto E(T)\ {e} para
alguna arista e de T, es disconexa.

4. T es aciclico mazximal, en el sentido de que T no contiene ciclos pero el grafo T"
cuyos vértices son los vértices de T y cuyas aristas son el conjunto E(T)U{uv} para

cualesquiera vértices no adyacentes u y v enT', si contiene un ciclo.

Consideremos ahora una superficie X proyectiva, no singular, definida sobre un campo
algebraicamente cerrado de cualquier caracteristica y sea n un punto de X, procedemos a
definir los diagramas decorados de Enriques asociados a ciertas superficies birracionalmente
equivalentes a X. Al soporte del divisor excepcional F, asociado a la explosiéon de X en 7
lo llamaremos primera vecindad infinitesimal de n. Inductivamente, si &; es un punto de la
primera vecindad infinitesimal de 7, entonces §; € E,, en particular §; € Bl,(X) y podemos
realizar la explosion de Bl,(X) en & para obtener asi la primera vecindad infinitesimal de
&1, etc. No obstante, si & es otro punto de la primera vecindad infinitesimal de 7 distinto de
& podemos proceder del mismo modo y obtener la primera vecindad infinitesimal de &, etc.
De hecho lo mismo podemos hacer para un numero finito de puntos de la primera vecindad
infinitesimal de 7 y repetir este proceso para cada primera vecindad infinitesimal obtenida
en esta secuencia de pasos. El punto de lo cual es notar que si £ pertenece a alguna de
dichas primeras vecindades infinitesimales, entonces su imagen bajo una sucesion finita de

explosiones es igual a 1. Motivando el siguiente concepto (ver la Seccion 2.1 de [9]).

Definicion 4.3. Con las notaciones anteriores. Un punto & es infinitamente cercano an € X

si n es la imagen de & bajo la composicion de un numero finito de explosiones de X.

En este sentido los puntos infinitamente cercanos a algin punto de X se llamaréan puntos
infinitamente cercanos a X. Luego, para distinguir los puntos de X de los que son infinita-

mente cercanos a X, diremos que los primeros son puntos propios de X.
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Una constelacidn con origen n es simplemente la union del singletéon {n} con un conjunto
finito de puntos infinitamente cercanos a 7. Mas precisamente, una constelacién C con origen
el punto propio 7 € X se define con los siguientes datos: C = Uj_,C; para cierto n € Z,,
donde Cy = {n}, C; es un subconjunto finito no vacio de la primera vecindad infinitesimal de 7,
mientras que Cs es un subconjunto finito no vacio de la unién de los divisores excepcionales de
la superficie X, obtenida de la explosion de Bl, (X)) en los puntos de Cy, y de manera recursiva,
para cada j = 3,...,n— 1, el conjunto no vacio C;; se define como un subconjunto finito de
puntos de la unién de los divisores excepcionales obtenidos de la explosion de la superficie

X, en los puntos de C;.

Como caso particular tenemos el de una constelacion C = U7_,C; con origen 7 tal que
IC;| = 1 para todo j € {1,...,n} a la cual se le llama cadena con origen n de longitud n.
Otra constelacion particular que nos va a interesar es la dada por la unién de dos cadenas
distintas de longitudes n y m con origenes iguales, digamos el punto ¢ € X, constelacion
a la cual llamaremos bicadena con origen & de longitud (n,m). Por otro lado, la union de
dos constelaciones con diferentes origenes la denominaremos constelacion con dos origenes, y

asimismo para un ndimero finito de origenes.

Sea C una constelacion con origen un punto 7 de una superficie proyectiva no singular
X definida sobre un campo algebraicamente cerrado, y sea D un divisor efectivo no nulo de
X, acordando que la multiplicidad de D en un punto de C es igual a la multiplicidad del

transformado estricto de D en dicho punto, formulamos la siguiente definicion.

Definicion 4.4. Con las notaciones anteriores, una D-constelacion con origen n sobre X es

una constelacion C tal que la multiplicidad de D en cada punto de C es diferente de cero.

Por tltimo, definimos el diagrama decorado de Enriques de una D-constelacion C con
origen 77 como el grafo de arbol cuyo conjunto de vértices es el conjunto C y cuyas aristas son

definidas como sigue:

1. Sean p y q elementos de C. Si g esté en la primera vecindad infinitesimal de p, entonces
los vértices p y g son adyacentes y la arista incidente en ellos es un segmento de recta
que une p con ¢, con peso D, esto es, la letra D etiqueta a dicha arista.

2. Si ¢ no pertenece a la primera vecindad infinitesimal de p, entonces los vértices p
y ¢ no son adyacentes. Tal situacion ocurre cuando p y ¢ son dos puntos propios
diferentes de la misma superficie, o cuando ¢ esté en la primera vecindad de algun

punto infinitamente cercano al punto p.
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Evidentemente cualesquiera dos vértices distintos del diagrama decorado de Enriques de una
D-constelacion estan conectados por un camino, de manera que el inciso 2 de la Proposicion
4.2 nos garantiza efectivamente que dicho diagrama es un arbol. Mas atin, es un arbol con

raiz n, pues es a partir de n que se define cada arista del grafo.

La superficie Y obtenida como la explosion de X en los puntos de una D-constelacion C
es llamada la superficie asociada a C o al diagrama decorado de Enriques de C. Comunmente

se le denomina el cielo de la constelacion C.

4.2. La Construcciéon

En esta seccion, desarrollaremos una forma de construir una cierta familia de superficies
proyectivas racionales a las que denominaremos superficies proyectivas armonicas, partiremos
de una configuraciéon armoénica de puntos en el plano proyectivo y consideraremos una cierta

constelacion C de P2 definida a partir de esta configuracion.

Sea A = {p1,p2,...,po} una configuracion armonica de puntos de P% donde k es un
campo algebraicamente cerrado de cualquier caracteristica, como sabemos (Proposicion 3.15)
la configuracion A determina naturalmente una tnica ciibica degenerada I' constituida por
tres lineas distintas, digamos denotadas por las letras R, S y T tales que p1,p2,ps3,ps €
T, ps,pe,D7,P9 € S'Y Pa,P5,D8,P9 € R (ver la Figura 3.2 del Capitulo 3). Enseguida, sea
(nr3, Ng3, N4, NR4, N9, NRY) € Zi una 6-tupla ordenada dada y consideremos la constelacion

C definida por:
(4.2.1) C=CiUCUC3UCsUC5UCsUC;UCsUCy,

donde C; = {p;} parai € {1,2,....,9} \ {3,4,9} y las constelaciones restantes Cz, C4 y Cy de
cardinalidades respectivamente nrs + ngg + 1, np4 + ngry + 1 y ngg + nrg + 1, estan definidas

como sigue:

S . . .
“T3,p§1, ..,ps38Y, donde p3' es la interseccion de la primera

1.Cs = {ps,pi',..,ps
vecindad infinitesimal de p3 con el transformado estricto T de larecta T , Y recursiva-
mente, para cada 2 < ¢ < nrs3, el punto pgTi es la interseccion de la primera vecindad
del punto 193TH y del transformado estricto de T correspondiente. De la misma mane-
ra, el punto p§1 corresponde a la interseccion de la primera vecindad infinitesimal de
ps con el transformado estricto S de la recta S, e inductivamente pgj es el punto de
la primera vecindad del punto pgj ~! que pertenece al transformado estricto respectivo

de S, para cada 2 < j < ngg3.
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R . . .
nT‘*,p4R17 ooy py # 1 donde p:fl es la interseccion de la primera

2.Ci = {ppi' .. ma
vecindad infinitesimal de p, con el transformado estricto 7' de la recta T, y recursiva-
mente, para cada 2 < i < nry, el punto p; ¢ es la interseccion de la primera vecindad
del punto p4Ti‘1 y del transformado estricto de T correspondiente. Similarmente, el
punto p4Rl corresponde a la interseccion de la primera vecindad infinitesimal de py
con el transformado estricto R de la recta R, e inductivamente p4Rj es el punto de la
primera vecindad del punto pi{j ~' que pertenece al transformado estricto respectivo
de R, para cada 2 < j < ngy, y finalmente,

3. Cy = {po, ", ... ,pgR“R9,pSI, . ,pS“S9} donde pg' es la interseccion de la primera
vecindad infinitesimal de po con el transformado estricto R de la recta R, y recursiva-
mente, para cada 2 < i < ngg, el punto pgR" es la interseccion de la primera vecindad
del punto pgi’l y del transformado estricto de R correspondiente. Analogamente, el
punto pgl corresponde a la intersecciéon de la primera vecindad infinitesimal de pg con
el transformado estricto S de la recta S y recursivamente pgj es el punto de la primera
vecindad del punto pgj ~' que pertenece a la transformado estricto respectivo de S,

para cada 2 < j < ngg.

Asi, la configuracion armoénica A establece los nueve origenes de la constelacion C, seis
de los cuales definen cada uno una constelciéon de un solo punto y tres de ellos definen
cada uno una bicadena de longitudes inicialmente establecidas por la 6-tupla ordenada
(n3, ng3, N4, R4, NS9, NR9). Misma que nos da también la cardinalidad de la constelacion

C, esto es, dicha tupla determina que |C| =9 + (nr3 + ng3) + (014 + nr4) + (ng9 + Nrg).

Ejemplo 4.5. Si la 6-tupla ordenada (nrs, ngs, N4, R4, Ngg, Nre) €s (0,0,0,0,0,0), entonces

la unién de los puntos de A forman la constelacion C y |C| = 9.

Ahora bien, dada la constelacion C definida en (4.2.1) podemos asociarle un grafo de bos-
que cuyos arboles no triviales son precisamente los diagramas decorados de Enriques asociados
a las constelaciones Cs3, C; y Cy que la constituyen. Evidentemente, dicho bosque tiene sus rai-
ces en los puntos propios de P4 que definen a A. Consecuentemente, si C es una constelacion
definida como en (4.2.1) correspondiente a una 6-tupla (nrs, ngs, Ny, R4, N5y, NRy) € Z4°, cu-
yos origenes son los puntos de una configuraciéon armonica A, entonces C es una constelacion

especial que nos sugiere la siguiente:

Definicion 4.6. Con las notaciones anteriores, una constelacion armdnica sobre A, o sim-

plemente una constelacion armonica st no hay confusion con respecto a la configuracion
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armonica A, es una constelacion C cuyos origenes son los puntos de A y que corresponde a

alguna 6-tupla ordenada (nrs, nss, N4, NR4, N9, NRg) d€ NUMETOS NO NEGALIVOS.

Un ingrediente numeérico asociado a una constelacion armonica C es su grado que definimos

a continuacion:

Definicion 4.7. Con las notaciones anteriores, el grado de una constelacion armonica C es

la suma nt3 4+ ng3 + nyy + Ny + Ngg + NRg Yy se denotard por gr(C).

La siguiente observaciéon nos da un criterio para saber que tan lejos se encuentra una

constelacion armoénica de una configuraciéon armonica.

Observacion 4.8. Sea C una constelacion armdnica. Se tiene que el grado de C es nulo si,

y solo si, la cardinalidad de C es igual a 9.

Ejemplo 4.9. Sean n y m enteros no negativos, una ilustracion para el diagrama decorado
de Enriques asociado a la constelacion armoénica C correspondiente a la 6-tupla ordenada

(0,0,n,m,0,0), cuyo grado gr(C) =n+my |C| =9+ n+ m, la muestra la Figura 4.1.

D, p* pt p° D p;"tp,
T 0T croTroTro >1 €

_ ol e olae R

pi2 pis  pla pls ple pim=t  plm

FIGURA 4.1. Diagrama decorado de Enriques del Ejemplo 4.9.
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Ahora bien, si C es una constelacion armoénica correspondiente a una 6-tupla ordenada
(n3, ng3, N4, NR4, N59, NRg) de enteros no negativos, entonces a C podemos asociarle una
superficie proyectiva racional no singular, tal como lo mencionamos al final de la Seccion

4.1. Dicha superficie sera etiquetada de acuerdo a la siguiente:

Definicion 4.10. Una superficie proyectiva armonica X es la superficie proyectiva racional
no singular asociada a una constelacion armdnica C sobre alguna configuracion armonica
A, que corresponde a una cierta 6-tupla ordenada (nrs,ng3, N4, NR4, N9, NRe) de enteros no

neqativos.

Se sigue que el diagrama decorado de Enriques asociado a una superficie proyectiva armo-
nica X es el dado por el bosque de la Figura 4.2, donde observamos las bicadenas arriba de los

puntos (vértices) ps, ps vy po. NOtese que los puntos propios (vértices) pi, p2, Ps, P4, Ps, Pes P7s P8
y p9 que definen la configuracién armonica A no son adyacentes.

Rapg, T, Tupg Sngg
Pt opg Ps Ps

o] s

! Sns
o Lol
p};{g J) pTa J) p?“RQ ST P, o p36

T S
opls Op¥
T S
(@) p;“ O p?4

op;s O p

op? O p?

FIGURA 4.2.  Superficie Proyectiva Armoénica asociada a (nrs, ngs, g, R4, Nsg, NR9) -
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Ejemplo 4.11. Sea A una configuracién armoénica de puntos en el plano proyectivo y sea
C la constelacion armonica sobre A correspondiente a (4,5,4,5,4,4), la Figura 4.3 ilustra el
diagrama decorado de Enriques de la superficie proyectiva armoénica X asociada a C. Dicho
grafo es un bosque que consta de seis arboles triviales de vértices los puntos 1,2,5,6,7y 8,y
de tres arboles no triviales con raices en los puntos 3,4 y 9. Las lineas punteadas no forman
parte del conjunto de aristas. Este dibujo es una forma alternativa al presentado en la Figura
4.2.

Rs Ry R3 Ry Rih o
Py” Py Pyt Py Py RO

FIGURA 4.3. Superficie Proyectiva Armonica asociada a (4,5,4,5,4,4).

Puesto que una superficie proyectiva armoénica X es obtenida mediante la explosion del
plano proyectivo en los puntos de una constelacion armoénica C correspondiente a una 6-

tupla ordenada (nrs, ngs, N, R4, Nge, NRy) € Z%, se sigue que el grupo de Picard Pic(X)
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de X es un Z-modulo libre de rango igual a 1+ |C|, que a su vez, es igual a 10 + gr(C). A
partir de lo cual podemos observar que los nimeros de Picard de una superficie proyectiva
armoénica son muy grandes, tanto como lo deseemos. De hecho, en vista de que las superficies
proyectivas racionales no singulares cuyos numeros de Picard son menores o iguales a 10 son

bien conocidas, casos como los del Ejemplo 4.5 no seran considerados.

Con la notacion anterior, una base para Pic(X) es la dada por la siguiente tupla ordenada:

(507 _gpla _8p27 _5]237 _gp47 _5p57 _8p67 _gp77 _gpsv _gpgv

_5p§1 e —gp’TnT3 , —gpgl, ey _£p§“53’
(4.2.2) ; ;

_gp:fl ey _gp;fnm , —5p4R1, ceey —gpitnm,

_Epgl, cee _Epsnsg ) —EpgRl, ceey —SPQRHRQ)

definida por:

1. & es la clase de una linea del plano proyectivo que no pasa por los puntos de A,

2. &, esla clase del divisor excepcional de la explosion en el punto p,, para cada indice
te{l,...,9,y

3. Epgi (respectivamente, gpij’ 8p;rk, 5p4Re, Epgu y Epgv) es la clase del divisor excepcional
de la explosion en el punto pg" (respectivamente en los puntos pgj, p4T’“, pi{‘ , pS“
y pa), para cada i = 1,...,nrs, (respectivamente j = 1,...,ngs, k = 1,... 07y,

¢=1,...,ngg,u=1,...,n59 yv=1,...,n79).

Dicha base satisface ademas las siguientes propiedades que determinan la forma de inter-

seccion en Pic(X) :

1. &=1= —(Spt)2 =—(En)?=—(s)% = _(5pfk)2 = —(<€p§z)2 = _(gpgu)Q — _(5p§’v)2

P3 P3

para cada t = 1,...,9, ¢ = 1,...,np3, j = 1,...,ns3, kK = 1,...,n14, £ = 1,...,n0R4,
u=1,...,ng9 y v=1,...,0Rg.

& 5pt & Epgl &o 5p§J &o 5p4Tk & 5p4Re &o Epg & SpgR 0

para todot = 1,...,9,¢ = 1,...,n73, j = 1,...,ng3, k = 1,...,nm4, £ = 1,...,0Ry,
u=1,...,ngg yv=1,...,n0Rg.

3. 5pt gpgz = gpt .Epzj = Ept .Sp;fk = gpt .(‘:pZ{Z = Spt ‘gpS“ = gpt 'gpg{“ = O

para todo t = 1,...,9, 1 = 1,...,nT3, ] = 1,...,n53, k = 1,...,nT4, { = 1,...,HR4,
u=1,...,ngg yv=1,...,0Rg.

4. Ex.€s, =En.€my =Em, Eny =E 1L 50 =EmiEry =0
P3 P3 P3 Py Ps3 Py Ps Py Ps3 Py
para todo i = 1,...,HT3,j — 1,...,1133, k= 1,...,HT4, l = 1,...,I1R4, u = 1,...,nsg y

v=1,...,nRg.
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5. Es 5Tk—55 gRZ—ES 5su—5s ERU:

Py p3 Py

paratodoy-l nsg,k—l g, £=1,...,ngq, u=1,...,ng9 yv=1,...,nRo.
6. gp:fk'gp?é = Sp;rk.é'pgu = 8p:fk‘5p§” =0

paratodo k=1,...,nmq, {=1,...,npg, u=1,...,n99 y v =1,...,nRo.
7. Erp€sy =ErpE Ry =0

Py Py Py Py

paratodo £ =1,...,npq, u=1,...,n90 y v = 1,...,nRo.
8. gpSU'gpgR” =0

paratodou=1,...,ng9 y v =1,...,nRg.

Asi, considerando los elementos de C no solamente como puntos sino también como indices,
la clase en Pic(X) de cualquier divisor sobre X se puede escribir como una tupla ordenada
de la forma

(@o,ap ,Qp ooy Qpy G Ty, @ Tagy, G Sy ey @ Sugyy G Ty .oy G Tagy
1 2 9 D 3 p S3 D T4
(423) 3 P3 3 Ps3 4 Py

a4 Ry,...,0 R aSy,...,as G Ryi,...,0 R
p41’ I p4nR47 pgl’ I p9n397 p917 ) pgﬂR9)7

con entradas enteras. Mas atin, como una consecuencia directa de la Proposiciéon 2.20 obte-

nemos el siguiente resultado:

Proposicion 4.12. Con las notaciones anteriores, la clase anticanonica —Kx de un divisor
candnico Kx de X en Pic(X) es

—Kx = (50 _5p1 - gpg _gpg - 5p4 - Z?Tig T - 23415 Tk)

+(Eo —&p, = Epy — &, — Epy — 20 5 — Yo 5 )

H(E =&, — &, — &, — &, — 200 £, e = 2t Epe)

+(5p3 5 T~ 5p§1) (5p4 —En — gpﬁ{l) (Epo = €1 — E )
+(E r il 5 TQ) + (8p3T2 — Spgg) +o (5p§nT3—1 — SpsTnTg) + 8p3TnT3
+(<£’ps1 - & s2) (8p§2 - Epgg) +- (5p§n53—1 - Epinsg) + 5p§ns3
+(5pT1 —& Tg) + (Spg2 — szg) + (Sp;rm,l — Sp;rm) + 8p4T,]T4
HEp = Epa) + (Epa — Epa) -+ + (Spfnm_l - Spfnm) + €p§nm
+(<£’ps1 - & s2) (8p§2 - 5p§3) +-+ (é’pznsg,1 — sznsg) + Spgnsg

(

+(€ ot € R2) + (Spgz - 5p9R3) Tt <5p9RnR971 - gpanRQ) + SpgR“RQ'

Puesto que una superficie racional anticanénica X es aquella cuya clase en Pic(X) de
—Kx es la clase de un divisor efectivo, una consecuencia directa de la proposiciéon anterior
es el:
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Corolario 4.13. Con las notaciones anteriores, X es una superficie racional anticanonica.
Ademds, se cumple la igualdad gr(C) + K% = 0, donde gr(C) es el grado de la constelacion
C.

Otra particularidad de las superficies proyectivas armoénicas es:

Corolario 4.14. Con las notaciones anteriores, la dimension del sistema lineal completo

anticanonico | — Kx| de X es igual a cero.

Ahora, introducimos el concepto de una (—n)-curva de una superficie proyectiva no sin-

gular para cada valor n € N.

Definicion 4.15. Sea Z una superficie proyectiva no singular y sea n un entero positivo. Una
(—n)-curva de Z es una curva racional no singular tal que su nimero de autointerseccion es

—n.

Una consecuencia de la formula de Adjunciéon (Corolario 2.11) nos da la siguiente carac-

terizacion nimerica para este tipo de curvas.

Lema 4.16. Sean n € N, I una curva de una superficie proyectiva no singular Z definida
sobre un campo algebraicamente cerrado de caracteristica arbitraria y Kz un divisor canonico

de Z. Se sigue que: T' es una (—n)-curva de Z si, y solo si, [? = —n y Kz =n — 2.

Particularmente, si n < 2 tenemos el siguiente:

Corolario 4.17. Sea C' una curva de una superficie proyectiva no singular 'Y definida sobre
un campo algebraicamente cerrado de caracteristica arbitraria. Se tiene lo siguiente, C' es
una (—1)-curva (respectivamente, (—2)-curva) si, y sdlo si, C* = —1 (respectivamente, —2)

y C.Ky = —1 (respectivamente, 0), siendo Ky un divisor candnico de Y .

Por otro lado, si X es una superficie proyectiva armonica, introducimos la siguiente eti-

queta:

Definicion 4.18. Con la notacion anterior, una curva W de X es vertical si, y solo si, su
clase W en Pic(X) satisface W.Ey = 0.

En 2005 Lahyane y Harbourne dieron una condicién necesaria y suficiente para que el
monoide efectivo de una superficie racional anticanénica sea finitamente generado. Dicha

caracterizacion es:
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Lema 4.19. El monoide efectivo de una superficie proyectiva no singular racional anticanoni-
ca X es finitamente generado si, y solo si, X tiene solamente un nimero finito de (—1)-curvas

y (—2)-curvas.

Demostracion. Ver [50] Corolario 4.2 pagina 109. —

Por consiguiente, para probar que el monoide efectivo M (X), de una superficie proyectiva
armonica X, es finitamente generado hemos de probar que la cantidad de (—1)-curvas y (—2)-

curvas de X es finita.

4.3. Finitud del conjunto de las (—1)-curvas

Sea X una superficie proyectiva armonica asociada a una constelacion armonica C corres-
pondiente a la 6-tupla ordenada (nrs,ngs, Ny, NR4, Ngg, NRg) ¥ W una (—1)-curva de X, se

sigue que la clase W de W en Pic(X) esta dada por una tupla ordenada de la forma

agp, A a o, a a Ty,...,4 T asSy,...,as a Ti,...,4 T
( 05 P Py ) Py p317 i p3nT37 p317 ) p3ns37 p417 ) p4“T47
aQRyy...,0R asy,...,as aQRy,...,0R
p417 I p4nR47 p917 ) p9n897 p917 ) Py Ile)?
con entradas enteras. Mientras que la clase Kx del divisor canénico de X es (=3, —1,...,—1).

Ahora bien, puesto que cada entrada de la tupla ordenada que define WV satisface ser
menor o igual que W.&, se sigue que acotar ag es suficiente para probar que solo hay un

nimero finito de (—1)-curvas.

Supongamos por el momento que W es una curva vertical (Definicion 4.18) de X, més
atn, supongamos también que todas las entradas de (nrs, ngs, nr4, NRa, Ngg, NRg) satisfacen
N3, Ns3, 174, NR4, N9, NRe € Z, \ {0}, situacion respecto a las entradas de la 6-tupla ordenada
que define la constelacién armonica C més interesante y general para la superficie proyectiva
armoénica X . Resolviendo el sistema de ecuaciones

w2 =-1

(4.3.1)
WKy =-—1.

Obtenemos el siguiente:

Lema 4.20. Con la notacion previa, sea U el conjunto de las clases de Pic(X) de las

(-1)
(—1)-curvas verticales de X cuya 6-tupla ordenada (nrs, ngs, N4, NRy, N, NRe) que la define

satisface nrs, ng3, N4, NR4, N5, NRy € Z \ {0}, se sigue que

T, = {Spl €y Eps Epgy Ep s Epg s 5p§nT3 , gpin% , 5p;rnT4 , 5p4RnR4 , 5p§nsg , 5p§nR9 1
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Demostracion. Los elementos de dicho conjunto son evidentemente (—1)-curvas verticales de
X. Reciprocamente, si W es una (—1)-curva vertical de X, entonces el sistema de ecuaciones
(4.3.1) nos da las siguientes igualdades:

nr3 nss g NR4 nsg NR9

2 2 2 2 2 2 2 2
ap1+-~-+ap9+§;(a,,gi) +Zl(ap§j) +;(apgk) +;<ap§e) +§:1(ap§u) +Zl(a,,gu) =1

y

nr3 ns3 nr4 R4 ngg nR9

a, +---+a +EGT~+§GS-+EGT+EGR+§GS —|—§aR:—1
P1 Po 3’ Py’ py* Pyt Py Py ’
i=1 j=1 k=1 =1 u=1 v=1

que implican la existencia de un indice o en C tal que (a,)?> = 1y, teniendo en cuenta la
segunda ecuacioén, esto nos permite asegurar que existe aw € C tal que a, = =1y ag =0
para todo § € C \ {«a}. Por lo tanto, las posibilidades para WV son todos los elementos de la
base de Pic(X) excepto &, sin embargo, las clases &,,, &,, v £y, no pueden ocurrir ya que
su numero de autointerseccion es —3. De la misma manera, las clases EpT,. (respectivamente,
3
Es;jyEmrpy, Ery, Esuy Ery) paracadai =1,...,np3 — 1 (respectivamente j = 1,...,ng3 — 1,
D3 Py Py Pg Pg
k=1,...,npy—1,0=1,....ngg — L, u=1,....,n5 — 1 yv=1,...,np¢ — 1), no suceden

por que su autointerseccion es igual a —2. —

Sin pretender ser exhaustiva la siguiente lista destaca algunos de los casos particula-

res posibles en conformidad con los distintos valores que pueden tomar las entradas de

(073, g3, N4, R4, NS9, NRY) -
Observacion 4.21. Bajo las notaciones anteriores, se tienen los siguientes casos:
1. Sinp3 = ng3 = nmy = ngy = Ngg = nrg = 0, entonces

&

s‘U(fu = {8p1,5p2,€p5,8 p77€P8’gp376p478p9}'

Pg
2. Sinpg € Z; \ {0} y ng3 = npy = nry = ngg = ngg = 0, entonces
m(—1) - {gp1 ) 8p2 ’ 57’5 ’ gpa ) 8]’7 ’ gpg ) Sp;F“TZS ’ 57’47 gpg}'
3. Si N3, Ng3 € Z+ \ {O} V Ny = NR4 = Ngg = Nrg = 0, entonces
gl]<—1) = {Epl ) 8p2 ) gps ) Epa ) 8?7 ) (‘:ps ) Epg"m ) gp§“s3 ) gpu 5p9}'
4. Si nrs,ngs,npy € Zy \ {0} y nggy = ngg = ngg = 0, entonces

Qj<71) = {gpl ) 510 gps ’ SPG ) 81’7 ’ gps ’ Spg‘“TS ’ gpiﬂss ’ gpznm ’ Epg}'

o7
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5. Si nrg, ngg, 0y, Nrg € Zy \ {0} y ngg = ngrg = 0, entonces

U, =1{&,,8

27 5p5 ) gpc ) gp7’ gps ) 5p§nT3 ) gpinss ) 5p4TﬂT4 ) gp?ﬂm + Epg }

6. Si nrg, ngs, ry, DRy, Ngg € Zy \ {0} y nrg = 0, entonces
%(—1) = {gpl ) £p2 J 5?5 ’ gpe J 5277 J gps ’ gp;rnT?» ) Epinsa ) gpzﬂm ) gpi‘“m ) gpgnsg }

.

Como consecuencia del Lema 4.20 y de la Observacion 4.21 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.22. Con las notaciones anteriores, si todas las entradas de la 6-tupla ordenada
(nr3, Ns3, N4, NR4, N9, NRy) SON iguales a cero excepto 1 de ellas (respectivamente 2 y 3, res-

pectivamente 4 y 5), entonces |B,_ .| = 9 (respectivamente igual a 10 y a 11). Mds ain, es

(1)
1qual a 12 st todas las entradas son distintas de cero.

Supongamos ahora que W.Ey = 1, en este caso el resultado que obtenemos es el siguiente:

Lema 4.23. Con las notaciones anteriores. Sea 20 el conjunto de las clases VW de (—1)-

curvas W de X que satisfacen W.Ey = 1. Se sigue que 2 es igual al conjunto

&0 =&, =&y &0 —Epy —Epy &0 = Ep, = Ep s &0 — &, = EpsE0— &y, — Epn &0 — &y, — &}

Demostracion. Claramente cada elemento del conjunto en cuestion es la clase de una (—1)-
curva en Pic(X) cuya primer entrada en la tupla ordenada que la define es igual a 1. Por
otro lado, las ecuaciones W? = —1, W.Kx = —1 y W.Ey = 1, implican la existencia de a' y
By en C tales que (a,)? + (ag)* =2y ay + ag = 2. De modo que la clase de W en Pic(X)
es de la forma & — &, — &s. Por tanto, las posibilidades se reducen a las clases enlistadas en

el conjunto. i

Ahora desarrollamos en su generalidad la demostraciéon de que una superficie proyectiva
armonica X tiene solamente un nimero finito de (—1)-curvas. Sea W una (—1)-curva de X

y supongamos que su clase en Pic(X) esta dada por la tupla ordenada

(ao, ap s ap, -y, GyTay - o5 0 Ty, Gty - o5 O Sngy s BT - o O Tog

adRiy,...,0 R as;,...,as adRy,...,0R .
p41> ) p4“R47 pgl’ ’ pgnsgv p91> ) pgnr{g)

Puesto que el conjunto U, . es un conjunto finito podemos suponer ademéas que W ¢ U

(1) -1
Lo cual junto con la Proposicion 4.12 y la ecuacion (—Kx). YW = 1 implican los siguientes

Casos:
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Caso L.

(4.3.2)

Caso II.

(4.3.3)

S O O O O O O o o o o o =

S O O O O O o o o o o +—~= o

4. SUPERFICIES PROYECTIVAS ARMONICAS

ap — ap, — Qp, — Ap,
ap — ap, — ap, — Q
ap — ap, — Qp, — Ap,

Ap, — A 11 — A S
P3 p31 p31’
ap, — a4 171 — A R
P4 p41 p417

Ap, — A Sy — A R
P9 p91 p917

Py

R4 nRo9
- apg - ZZ:l a 4R‘€ - Z’U:l ap9RU7

ar, —amr,, paratodo 1 =1,... np3 — 1,

p3 P3

as; —as;,,, paratodo j=1,...,ng3 — 1,

Ps3 P3

ar, —amr.,,, paratodo k=1,... ,npy — 1,

Py Dy

awr, — @ Rr,,, para todo { =1,... ngy — 1,

Py Py

a s, —a s,.1, para todo u=1,...,ngg — 1,

Py Pg

G R, — @ R,.p, para todo v =1,...,ngg — 1,

Py Pg

a T =a s =arT = a r =a s = a R .
D3 nT3 p3n33 Py nq Py NR4 pgnSQ Py nR9

nrs T4
ao - apl - ap2 - apg - ap4 - Zz—l a“pfz - Zk‘_l a Tk’
_ . _ _ _ nss _ nsg9
ap = Qp, — Ap. — Qp. — Ay — > 5% as; > 80,
_ o _ _ NR4 _ R9
o — Gp, — ap, — ap, — Ay, — >, ke v=1 Apivs
Gp, — G T, — QS
D3 p31 pgl’
Ay, — a4 11 —A R
P4 p41 p417
Gpy, — G 5, — QR
P9 Pgl p917
ar, —amr,, paratodo 1 =1,... np3 — 1,
p3 Ps3
as; —as;,,, paratodo j=1,...,ng3 — 1,
Ps3 P3
ar, —am,,, paratodo k=1,...,npy — 1,
Py Dy
ar, — @Ry, para todo £ =1,... ngy — 1,
Py Py
G, s, — @ 5,1, para todo u=1,...,ngg — 1,
Pg Do
ApRy = @ Ropr, PATA todo v=1,...,ngg — 1,
9 9

3

a T =as =arT = a R =as = a R .
p nr3 p3“s3 Py nm4 Py NR4 pgnsg Po nR9
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(4.3.4)

Caso IV.

(4.3.5)

o O O O O O O o o o +~= o o

o O O O O O o o o +~= o o o
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. o . . o nrsg o nry
Ao — Qp, — Qp, — Ap, — Qp, > a,tTi >k apTe>
_ _ _ _ _ ns3 - nsg
o = Qp, — Qpy — Ay, — Apy — 3.5 @3 u=1LpSu>
NR4 nRr9
g — Qp, — Qp, — Qp, — Ap, — et ap}f/z -2 ApRo s
Qps — ap;’fl - apil’
ap4 - a;pzl — a/piil,
apg - apgl - a/pgRl:
ar, —amr,, paratodo 1 =1,... np3 — 1,
p3 P3
as; —as;,,, paratodo j=1,...,ng3 — 1,
Ps3 P3
ar, —amr.,,, paratodo k=1,... ,npy — 1,
Py Dy
awr, — @ Rr,,, para todo { =1,... ngy — 1,
Py Py
a s, —a s,.1, para todo u=1,...,ngg — 1,
Py Pg
G R, — @ R,.p, para todo v =1,...,ngg — 1,
Dy Py
a T =as =ar = ar =as = ar .
D3 nT3 anS?) Py nq Py NR4 pgnSQ Py nR9
g — Ay — Ay —ap —ay —y ar, —y Thar
0 21 Py P3 Py i=1 Py’ k=1 p4k7
_ _ _ _ _ ns3 - nsg
ap — Ap, — Qp, — Qp_ — Apg Zj:l apij Zu:1 AySu s
NnR4 nRro
g — Ap, — Qp, — Qp, — Ap, — et ap}fl = Zv=1 BB
Qps — ap;fl - apil’
Qpy — ap:fl - api{17
apg - Clpgl - Clpgil,
ar, —amr,, paratodo 1 =1,... npg — 1,
p3 Ps3
as; —as;,,, paratodo j=1,...,ng3 — 1,
Ps P3
ar, —amr,,, paratodo k=1,...,npy — 1,
Py Dy
a r, — @ Rr,,, para todo £ =1,... ngy — 1,
Py Py
G, 5. — @ 5,41, para todo u=1,...,ngg — 1,
Pg Do
a R, — @ R,,;, para todo v =1,...,ngg — 1,
Py Pg
a T =as =ar = ar =as = ar .
D3 nT3 p3n53 Py nrq Py NR4 pgnSQ Py nR9
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Caso V.

(4.3.6)

Caso VI.

(4.3.7)

o O O O O o o o = o o o o

oS O O O O O O +H O o o o o

4. SUPERFICIES PROYECTIVAS ARMONICAS

ap — ap, — Qp, — Ap,
ap — ap, — ap, — Q
ap — ap, — Qp, — Ap,

Ap, — A 11 — A S
P3 p31 p31’
ap, — a4 171 — A R
P4 p41 p417

Ap, — A Sy — A R
P9 p91 p917

Py

R4 nRo9
- apg - ZZ:l a 4R‘€ - Z’U:l ap9RU7

ar, —amr,, paratodo 1 =1,... np3 — 1,

p3 P3

as; —as;,,, paratodo j=1,...,ng3 — 1,

Ps3 P3

ar, —amr.,,, paratodo k=1,... ,npy — 1,

Py Dy

awr, — @ Rr,,, para todo { =1,... ngy — 1,

Py Py

a s, —a s,.1, para todo u=1,...,ngg — 1,

Py Pg

G R, — @ R,.p, para todo v =1,...,ngg — 1,

Py Pg

a T =a s =arT = a r =a s = a R .
D3 nT3 p3n33 Py nq Py NR4 pgnSQ Py nR9

nrs T4
ao - apl - ap2 - apg - ap4 - Zz—l a“pfz - Zk‘_l a Tk’
_ . _ _ _ nss _ nsg9
ap = Qp, — Ap. — Qp. — Ay — > 5% as; > 80,
_ o _ _ NnR4 _ R9
(o — Gp, — ap, — ap, — A, — >, Q. Re v=1 Apivs
Gp, — G T, — QS
D3 p31 pgl’
Ay, — a4 11 —A R
P4 p41 p417
Gpy, — G 5, — QR
P9 Pgl p917
ar, —amr,, paratodo 1 =1,... npg — 1,
p3 Ps3
as; —as;,,, paratodo j=1,...,ng3 — 1,
Ps P3
ar, —amr,,, paratodo k=1,...,npy — 1,
Py Dy
a r, — @ Rr,,, para todo £ =1,... ngy — 1,
Py Py
G, 5. — @ 5,41, para todo u=1,...,ngg — 1,
Pg Do
ApRy = @ Ropp, PATA todo v=1,...,ngg — 1,
9 9

3

a T =as =arT = a R =as = a R .
P nr3 p3“s3 Py nm4 Py NR4 pgnsg Po nR9
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Caso VII.
J— _ _ o _ _ nrs
0 = ap—ap —ap, —ap, —ap, =37 a,Ti —2ha pak)
i _ _ _ _ _ ngss _ nsg
0 = CLPS ap6 ap7 apg Zj=1 apij u=1 a S“’
N _ _ o _ . NR4 o nRro
0 = ao—ay, —ap, —ap —ap, =35 aRe >o2a pRos
0 = ap,—ar, —as
P3 p31 p317
0 Qp, — a4 T, — QR
P4 p41 p417
0 Qp, — G S1 — O R
P9 p91 p917
1 = ar, —am,,, paraalgin 1 <7 <npz—1y
(4.3.8) e s , §
0 = am— a v, para todo i € {1,...,np3 — 1} \ {¢'},
3 3
0 = as; —as;,,, paratodo j=1,...,ng3 — 1,
Ps3 P3
0 = ar, —am,,, paratodo k=1,... ,npq — 1,
Py Py
0 = ar, —awry,, paratodo £ =1,...,ngq4 — 1,
Py Py
0 = as.—as,,,, paratodo u=1,... ngy — 1,
Py Pg
0 = ar, —agr,,, paratodo v =1,...,ngg — 1,
Pg P9
0 = ar =a s =arT = a r =a s = a R .
D3 nT3 anS3 Py ng Dy NR4 pgnSQ Py nR9
Caso VIII.
J— nrs
0 = aO_apl_apQ_apg_ap4_Zi—1aT I 14Tk
— _ _ _ _ o ngs . ngsg
0 = ap—ay, —ap —ay, —ap — > 5% as; > s,
— NR4 nRr9
0 = ay—ay, — Qp, — Qp, — Apy — et ap}fé = Zv=1 BpRv;
0 = ap, —ar —as
D3 p31 p31’
0 ap, — @ T — QR
P4 41 p417
0 Gpy, — @ s — QR
P9 Pgl p917
0 = a,r; — ap;rm, para todo ¢ =1,...,np3 — 1,
4.3.9 i .
( ) 1 = as, —as,,,, paraalgin 1 <j ' <ng3—1y
Ps Ps3
B . y
0 = apgi - a’p§j+17 para todo IS {17 , 1183 — 1} \ {j }7
0 = ar, —ar,,, paratodo k=1,...,npy — 1,
Py Dy
0 a r, — @ Ry, para todo £ =1,... ngqy — 1,
Py Py
0 a, s, — @ 5,1, para todo u=1,...,ngg — 1,
Pg Do
0 4 Ro — @ Ry.1, Dara todo v=1,...,ngg — 1,
9 Py
0 A Tapys =@ Sngs = A Topy = @ Rogy = @ Sngg = @ Rapg -
D3 nT3 p3n83 Py nrq Py NR4 pgnSQ Py nR9
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Caso IX.
— nr3 nry4
0 = a— ap, — QAp, — Qp, — Qp, — Zi:l apgi - Zk:l apfk?
— _ . . o _ nss . nsg9
0 = ap—ay, —ay, —a, —a, Zj:1 apij > 80,
— _ _ _ _ _ NR4 _ nRro
0 = ao—ap, —ap, —ap, —ap, — 3,5 ke v=1 Apivs
0 = ap,—ar —as
D3 p31 pgl’
0 ap, — @ T — QR
P4 p41 p417
0 Gpy, — @ 51 — QR
P9 Pgl p917
0O = ar, —amr,,, paratodo i =1,...,np3 — 1,
p3 Ps3
(4.3.10) 0 — todo i — 1 1
= as; —as;y;, para toao 3 =1,...,1g3 — 1,
Ps P3
— ~ /
1 = @ty — ap:f’“'“’ para algin 1 <k <npy—1y
0 = v, =@ T, para todo ke {l,...,npqy — 1} \ {K'},
4
0 = awr, —awr,,, paratodo £=1,... ngy — 1,
Py Py
0 = apsu—as,., paratodo u=1,...,ng — 1,
9 Py
0 = aro —a=r,,, paratodo v=1,...,ngg — 1,
25 Py
0 = @ Ty =@ Sngy = Tury = A Ropy, = G Sugg = @ Rupg -
P3 nT3 p3“S3 Dy nrq Dy NR4 p9"89 Py nR9
Caso X.
— o . o o _ nrs3 . nT4
0 = ao—ap —ap, —ap, —ap, D it a,r: Pyt apTe;
— _ _ _ _ _ ngss _ nsg9
0 = ao—ap, —ap, —ap, —ap, — 3 ;% @S u=1dpSu>
N _ _ o _ _ Npr4 - nRro
0 = ap—ap, —ap —ap —ap, — 3,0 Qe v=1 dplv;
0 Qps — QT3 — QS
P3 Psl p31’
0 Gp, —Q T, — QR
P4 p41 p41’
0 Apy — A 51 — G R
P9 pgl p917
0 = apTi—aTiH,paratodoizl,...,nTg,—l,
3 P3
(4.3.11) 0 — todo 7 — 1 1
= as;, —as;,,, paratodo j=1,...,ng3 — 1,
Pps3 P3
0 = ar, —am,.,,, paratodo k=1,...,npy — 1,
Py Py
J— g U
1 = ARy =0 Ry, Para algin 1 </ <ngs—1y
4
/
0 = QR = @ Ry para todo £ € {1,...,ngs — 1} \ {¢'},
0 = apsu—aqurl,paratodo u=1,...,n59 — 1,
9 Pg
0 = apRv—aRUH,paratodo v=1,...,ngg — 1,
9 Pg
0 —

= ar =as =arT = a R =as = a R .
Ps nr3 p3“s3 Py nm4 P4 NR4 pgnsg Po nR9



Caso XI.

(4.3.12)

Caso XII.

(4.3.13)

o O O = O O O O o o o o o o©

SO O = O O O O o o o o o o o©

4.3. FINITUD DEL CONJUNTO DE LAS (—1)-CURVAS

ap — ap, — Qp, — Gp, —

ng3
ap — Qp, — Gp, — QAp_ — Ap, — Zj:l apij =2 ApSu s
. _ _ _ _ NR4 o nR9
ap CLp4 aPs aps a’Pg 2671 apRe v=1 apgR“ )
Qp, — @ T, — @S
P3 p31 p317
ap, — A 179y —A R
D4 p41 p41>
Qpy — A sy — A R
P9 pgl p917
ar, —ar,,, paratodo i =1,... np3 — 1,
p3 Ps
as; —as;,,, paratodo j=1,...,ng3 — 1,
P3 Ps3
a T, —aT,,, paratodo k=1,... npy — 1,
Py Py
ar, —ar,,, paratodo { =1,... ngy — 1,
Py Py
as,—as,,  paraalgin 1 <u' <ngy—1y
Py DPg
(yfu = @ 5,41, Dara todo u € {1,...,n59 — 1} \ {v'},
9
a, Ry, — @ R,,, para todo v =1,...,ngg — 1,
) Pg
a T = a s =arT = a R = a s = a R .
P3 nr3 pSDSS Dy nT4 Py NR4 pgnS9 Py nR9

ag —ap —a
ap — ap, — Gy

Qp — Qp

Qpg

ap4

a’PQ

a T,
Ps’

a s;
pJ

a T
p4k

a R
p4£

a. s
pgu
a R,/
Py

a, _Rr
pgv

ar
Ps nr3

p2_a

6_ap

4_ap5_ap8_

—a T —as
pl p317

3

a Tty — QR
p41 p417

as; —aRrR
Pgl pgla

— @ Ty, PAra todo 7 =1,
3

—as;,,, para todo j =1,
p3

= @ Ty, PATA todo k=1,
4

—a r,,, para todo ¢ =1,
Py

— @ Su, para todo u =1,
9

— @ R, Para todo v € {1,
9

Zk 1a Tk?

. N3
P3 ap4 Zi*l CL T Zk 1 a Tk’

r o _ZJ=

,nr3 — 1,
,ng3 — 1,
;g — 1,
y IR4 — 17
, g9 — 17

— @Ry, para algin 1 <v' <npg—1y
9

Ry — 13\ {v'},

=as =arT = a R =as = a R .
p3n83 P4 nTy4 Ps nR4 pgnsg Po nR9

99
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Consideremos el Caso I. Las igualdades (4.3.2) establecidas en este caso implican que

aleaTQZ"':aT _lzaT :aslzaSQZ---:as _lzas :O a:O
p3 p3 Ps3 T3 P3 T3 p3 p3 p3nS3 p3ﬂ53 Y Ups ’

a T = QAQ T = --"*"=QaAQmT . =arT = AR AR, — "= (U R 1 = A R, :0 Qa :0
pat Py 2 p, T 1 Py T4 Pyt Pi2 R 1 paRA Yy Gp, )
aslzas2:---:as _1:as :aRlzaRQZ"':aR _1:aR :O a :O
Py Py Py S? Py S° Py Py o RO py O Y o

De modo que la tupla ordenada de W en la base prefijada de Pic(X) se reduce a una de la

forma (ag,a,, ,ap,,0,0,a, ,ap, ,a, ,a,,0,...,0). Por lo tanto, el sistema (4.3.1) nos da las
igualdades
(4.3.14) Bao — 1= ap, + ap, + ap, + ap, + ap, + ap,
" 2 _ 2 2 2 2 2 2
ap+l= a +a +a +a +a +a .

Luego, introduciendo el siguiente cambio de parametros

Qo
Ay =, T\ o

Qp, = Qp, —

(4.3.15)

Oép:

)
=
|
CIES

Q
&
Il
o)
&
|
7~ N 7 N7 N -7 N7 N

| &

| 8
— ——~—

Pg =
obtenemos que

2
2 2 2 2 2 2 Qo aop
ap1 +ap2 + aps t+a, + am +Oép8 +2(§) (O{pl + Oép2 + Oép5 + apa + aP? + aPS) +6<5)

P6

es igual a a? + 1, y que

Qo
ap, + ap, + ap + ap + ap + oy = (3a9 — 1) = 6(3)

De manera que

3
a3+1—a0—<§)ag > 0.

Acotando finalmente a aq por la desigualdad ag < V3+1.

Caso II. Las igualdades (4.3.3) establecidas en este caso implican que ar; =das; = 0 para
3 3
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todoi=1,...,np3y j=1,..., ngs,

ar, :apR,z:Oparatodok:1,...,nT4y€:1,...,111{47
4 4

a;rw = ar, =0 paratodou=1,...,nr9 y v=1,... ngy,
9 9

de modo que también se cumple a,, = a, = a, =0, junto con:

4

ao—am—am:O, ap —a, —a =1y ap —a, —a = 0.

p7 P8

Por lo que la tupla ordenada de W adquiere la forma (ao, a,_, a,,, 0,0, Ap, s pg s Ap, s p, 0,0, 0).
Consecuentemente, las ecuaciones (4.3.1) en términos de las entradas de dicha tupla nos da

las igualdades

(4.3.16) a0 — 1= ap, + ap, + ap, + ap, + ap, + ap,
o ay+ 1= a +a +a +a +a +a.
Asi, considerando la familia de escalares (4.3.15) obtenemos la relacion

Oépl + apg + ap5 + Oép6 + Oép7 + aPS - _17

la cual implica que
3
ag+1—ag— (—)a% >a® +a> + a2 +ad> +a’ +a?
2 P1 P2 p5 P6 p7 pg
Acotando a ay como se pedia.

Caso III. En este caso las igualdades (4.3.4) establecidas implican que

a,r; =as; =0paratodoi=1,...,np3y7=1,...,ng3,

3 D3

ar, :apRg:Opamtodok:1,...,nT4y€:1,...,11R47
4 4

a;rw = ar, =0 paratodou=1,...,nr9 y v=1,... ngy,
9 9

por lo que también se cumple a,, = a, = a, =0, junto con:

ag—am—am:O, ao—a%—a7:0 y a—a, —a = 1.

P P8

De modo que la tupla ordenada de W es (ao,apl,a%,O,O,ap5,ap6,ap7,ap8,0,0, ...,0). Por
consiguiente, el sistema de ecuaciones (4.3.1) en términos de las entradas de dicha tupla nos

da

(4.3.17) a0 —1="ap, + ap, + ap, + ap, + ap, + ay,
o ag—i—lz ail—i—aiz—l—ais—l—ai—i—ai—f—aig.

Asi, considerando el cambio de escalares (4.3.15) obtenemos que

ap, + ap, + oy + oy + oy + oy = -1,
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lo cual implica que
3
ag+1—ag— (—)ag >a® +a> + a2 +a> +a’ +a?
2 pP1 P2 pP5 Pe p7 pg

Acotando una vez més a ag.

Consideremos ahora el Caso IV. La ecuacién ap, — a1 — @8 = 1 junto con las demas
3 3
ecuaciones (4.3.5) establecidas por la igualdad (—Kx).WW = 1, implican que la tupla ordenada

para W tiene la forma
(a0, ap, , ap,,1,0,ap_,ap ,ap_,ap, ,0,0,...,0),

de manera que

_ _ 2 2 2 2 2 2 _ 2
ap1+ap2—|—ap5—|—ap6+ap7+ap8—3a0 2yapl—i—ap2—|—ap5+ap6+ap7+ap8—a0.

Luego, considerando los escalares (4.3.15) obtenemos oy, + ay, + ap + ap + ap + ap = =2,

asimismo obtenemos que

2 2 2 2 2

2 3ag 2
ag+2a0— — >a +a +a_ +a +a_ +a
2 pP1 P2 P5 P6 p7 P8

y por tanto, tenemos la desigualdad ay < 4 que acota a ag.

Caso V. En este caso la ecuacion Qp, — Q11 — QR = 1 junto con las demés ecuaciones nulas
4 4
(4.3.6) establecidas por la relacion (—Kx). W = 1, implican en particular que las entradas

ap,, ap, Y p, son iguales respectivamente a 0,1 y 0, y la tupla ordenada de W es
(a0, ap, ,ap,,0,1,ap ,ap ,a, ,a,,0,0,...,0).

Luego, el sistema (4.3.1) se simplifica en

2 2 2 2 2

- . 2
ap, + ap, + ap, + ap, + ap, + ap, = 3ag—2 y a, + a. + a, + a. + a.

+a? = ag.
P8

Por tanto, considerando el sistema de escalares (4.3.15) resulta que o, + ap, + @, + o, +
ap, + ap = —2, asi como también que

32
CL(2)+2CLQ—%ZO

lo cual acota a ag.

Caso VI. Para este caso la ecuacién py, = @81 = Q7 = 1 junto con las ecuaciones nulas
9 9

(4.3.7) establecidas por la relacion (—KCx). W = 1, implican que la tupla ordenada de W es
(a0, ap, , ap,,0,0,a, ,ap, ,a, ,a,,1,0,...,0).
Asi, el sistema (4.3.1) se simplifica en

_ . 2 2 2 2 2 2
ap, + ap, + ap, + ap + ap + ap, = 3ag—2 y a —|—ap2 + a, + a, + a, +ap8 = ag.
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De modo que introduciendo el sistema de parametros (4.3.15) resulta que Qp, + ap, + ap +
Qp, + @p + ap = —2, asimismo, obtenemos que

3a2
a% + 2&0 — 70 > 0

lo cual acota a ag una vez mas.

Consideremos ahora el Caso VII. Esto es, sea i’ € {1,...,n13 — 1} tal que Ty =Ty, = 1.
3 Ps

De acuerdo a las igualdades adicionales (4.3.8) establecidas por la ecuacion (—Kx). W =1

se sigue que

ap, =@, =1, =" =047y =1y anr,, =Ty == 0 Ty =0.

P3 3 D3 3 P3
Ademas

ap, = Ap, = G s;

=aT, =GR, = U S. = AR, =0
D3 Py Pyt “ 2 ’

Py

para todos los valores
j: 1,...,H33,k: 1,...,HT4,€: 1,...,HR4,’LL: 1,..‘,Hsg,’U: 1,...,HR9.
De modo que la tupla ordenada que define W tiene la forma

(a0, ap, , ap,,1,0,a, ,ap, ,a, a,,0,1,1,...,1,0,...,0).
—_——
i —Veces
A partir de lo cual se sigue que

_ o _ 2 2 2 2 2 2 _ 2
ap, + ap, + ap, + ap + ap +ap =3a0—-2—7 y a +a +a +a +a +a =a5—1i.

Por lo tanto, considerando el cambio de escalares (4.3.15) introducido en el Caso I, obtenemos

la ecuacion o, + ap, + ap, + @y + . + ap +(2+17') = 0 que implica la desigualdad

32
ag—%+ao(z"+2)—z”zo

-/
acotando finalmente a ay por ay < &—;2

Caso VIIL Sea j' € {1,2,...,ng3 — 1} tal que a s, —as,,, = 1. En conformidad con las
2 P

3’41
3 3
igualdades adicionales (4.3.9) determinadas por (—Kx).WW =1 se sigue que
(p, = A8 = A8, = =05, =1y a
3 3

5 Sjipr — A Sy = --:CLSHSBZO.
P3 D3

P3 P3
Asimismo

Upy = Gpy = Gpfn = Gyl = Aylte = g = Gy = 0,
para todos los valores

i:1,...,DT3,]{Z:1,...,DT4,£:1,...,IIR4,UZ1,...,nsg,U=1,...,HRg.
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De modo que la tupla ordenada que define WV tiene la forma

(a0, ap, , ap,,1,0,a, ,ap ,a, ,a,,0,0,...,0,1,1,...,1,0,...,0).
—_——
j/—veces

A partir de lo cual se sigue que

ap, + ap + ap + ap + ap + ap, =3a9—2—75"y ail +a§2 + ais + aiﬁ + ai +a§8 =ap—j.
Por lo tanto, considerando el cambio de escalares (4.3.15) introducido en el Caso I, obtenemos
la ecuacion o, + ap, + ap + @y + o, + ap + (24 5') = 0 que implica la desigualdad
3ad . :
ag—70+a0(j’+2)—]/20

.
acotando a ag por ag < ?)]TJF

Caso IX. Sea k' € {1,...,n1q — 1} tal que @ty =Ty, = 1 y las demaés ecuaciones nulas
4 Py

(4.3.10). Se sigue que

k'+1

p, = apfl = ap4TQ == aka/ =1y aka’H = ap4TkUr2 == ap:fnm = 0.
Asimismo
Ay, =CGp =0T, =0S; =GRy =0 5, = ARy =0
Ps P9 Pz’ 3’ Pyt 2 Py’ ’
para todos los valores
t=1,...,np3,5=1,...,n83,/ =1,...,ngq,u=1,...,ng9,v = 1,...,NRg.

De manera que la tupla ordenada de W tiene la forma

(a0, ap, , ap,,0,1,ap ,ap ,ap ,a,,0,0,...,0,0,...,0,1,1,...,1,0,...,0).
—_———
k' —veces

De lo cual se tiene que
Uy, + Ay, + ap + Gy + @y + ap =3a0—2—K y al +a +ad +a +ad +ad =az—k.
Asi, considerando la familia de escalares (4.3.15), obtenemos la ecuacion

ap, + p, + o + oy + ap + = —(2+F)

que implica la desigualdad

acotando a ag.
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.. = 1y las demés ecuaciones nulas

Caso X. Sea ¢ € {1,...,ngs — 1} tal que @ ry = a g
4 Py

(4.3.11). Se sigue que

Ay =AR =QRy ="+ *=0aAR, =1 a r =ar =+ =40 Rny, = 0.
Py p41 p42 p4e' y p4z'+1 p4e'+2 p4”R,4
Asimismo
Ap. =0y =0T, =0AS; =0T, =05y, = AR, =0
P3 Py Py p3J I k Py oY )
para todos los valores
izl,...,nTg,j:1,..‘,n53,k3:1,...,nT4,U,:1,...,1159,’[):1,...,111:{9.

De manera que la tupla ordenada de W tiene la forma

(a0, ap, , ap,,0,1,ap_,ap ,a, ,a,,0,0,...,0,0,...,0,0,...,0,1,1,...,1,0,...,0),
r—veces

De lo cual se tiene que
ap, + ap, + ap_+ ap +ap, +a, =3a—2—{"y ail —i—ai + ai + a; + ai —I—ais =at-/.
Por lo tanto, considerando el cambio de parametros (4.3.15), obtenemos la ecuacion

ap +oap +oap +ap o oy F(24+0)=0

que implica la desigualdad

2 30’% ! !
ag— — +ag(l' +2)—0">0
2
acotando a ag.
Caso XI. Sea v/ € {1,...,ng9 — 1} tal que QS =0 Sy, = 1 y las demas ecuaciones nulas
9 9

(4.3.12). Se sigue que

apg = apgl g ap§2 — e e — a’piul _— 1 y a,psu/+l = a,psu/+2 — e e — apsnsg = 0
Asimismo

(py = py = Gyl = @5 = G0k = Gple = Gpge = 0,

para todos los valores

1=1,...,np3,7=1,....,ng3,k=1,....,np4,{ =1,... ., ngq, v =1,...,NRo.

De manera que la tupla ordenada de VYV tiene la forma

(a0, ap, , ap,,0,0,a, ,ap ,a, ,a,,1,0,...,0,0,...,0,0,...,0,0,...,0,1,1,...,1,0,...,0).
w—veces

De lo cual se tiene que

a1 2 2 2 2 2 2 _ 2
p, + Gp, + ap + ap, + ap + ap. =300 —=2—uw y a +a +a +a +a +a =a5—u.
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Por lo tanto, considerando el cambio de parametros (4.3.15), obtenemos la ecuacion
ap + ap oy +oap ooy ooy +H(2+u)=0

que implica la desigualdad

32
a%—%—l—ao(u'%—Z)—U/ZO

!
acotando a ay por ag < %

Y, por ultimo tenemos el Caso XII. En el que escogemos v € {1,...,ngg — 1} tal que
awr, —a=r, =1 junto con las igualdades nulas (4.3.13). Se sigue que
Dy Pg
Q, =R =QRy =-""=aR, =1 a R =ar =+ =@ Rny, = 0.
Dy Do 1 Po 2 Po ! y Po v/ +1 Po v/ 42 Py TR9
Ademas
ap, =Qp =0T, =0s;, =0T, =0R, = a5y =0
P3 Py P3 7 p3] Py k Py 4 pgu 9

para todos los valores
i:1,...,11T3,j:1,...,1153,]€: 1,...,DT4,£:1,...,IlR4,u:1,...,Hsg.
De modo que la tupla ordenada de W tiene la forma
(ao, ap, ,ap,,0,0,a, ,ap ,a, ,a,,1,0,...,0,0,...,0,0,...,0,0,...,0,0,...,0,1,1,...,1,0,..,0).
w'—veces
A partir de lo cual se sigue que

o o1 2 2 2 2 2 2 _ 2
p, + Qp, + ap + ap + ap + ap, =300 =2—0"y a +a +a +a +a +a =a;—v.

Por lo que, considerando el cambio de escalares (4.3.15), obtenemos la ecuacion
ap oy oy oy o, ooy F(2+0) =0

que implica la desigualdad

32
ag—%—i—ao(v'—f—?)—v’ZO

acotando a ag.

Asi, en todos los casos, hallamos que ag esta acotado y por lo tanto hemos de tener un

namero finito de (—1)-curvas en X.
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4.4. Finitud del conjunto de las (—2)-curvas

Sea X una superficie proyectiva armonica asociada a una constelacion armoénica C corres-

pondiente a la 6-tupla ordenada (nrs,ngs, N4, NR4, Nge, NRe) ¥ V' una (—2)-curva de X, se
sigue que la clase V de V en Pic(X) esta dada por una tupla ordenada de la forma

(a'()?appapzv""a’pgv apglw"7ap3TnT37ap§1a'~'>ap§n837apgla~--aap:fﬂTm

G Ry,...,Q Ry A Sy,y...,Q Sy @ Ry,...,Q Ry
P4 ) Y p4 R4’ p97 ) pg S9 ) pg ) Y pg R9>7

con entradas enteras. Por lo tanto, el Corolario 4.17 implica que

nrs ns3 nT4 NR4 nsg NR9
2 2 2 2 2
E athfE: a,r:) +) (apij) +2_(am) +) () +) (@,5.) +) (ayp,)” = aj +2
=1 k=1 =1 u=1 v=1

y

nr3 ns3 nr4 NR4 ng9 NRo9

Eapt—i—ZaT —i—Zas —1—2(1 Tk+2a RE—FZa su—i-za Ry =

De la misma manera que probamos, en la seccién anterior, que solo hay un niimero finito

de (—2)-curvas en X probaremos que el entero V.&; es acotado.

Por el momento, supongamos que ag = 0, situacién que sucede cuando V' es una curva

vertical (Definicion 4.18), resolviendo el sistema de ecuaciones anterior obtenemos el:

Lema 4.24. Con las notaciones previas. La lista de las clases en Pic(X) de las (—2)-curvas

verticales de X es:
1. 0 sinrs,ng3, Dy, NRa, Ngg, NRy € {0, 1},

2. (5 mn — &, Tl+1) para todo i =1,...,(np3 — 1), si npg > 2,
3. (€p3sj Epssjﬂ) para todo j = 1,...,(ngg — 1), si ng3 > 2,
4. (5p4Tk -&, Tk+1) para todo k =1,...,(npy — 1), sinpy > 2,
5. (€p4Rg — 5p4R£+1) para todo € =1,..., (ngy — 1), st ngy > 2,
6. (Spgsu — 5p9su+1) para todo u=1,...,(ngg — 1), si ngg > 2,
7. (Spng — 5p9RU+1) para todo v =1, ..., (ngg — 1), si ngg > 2.

Demostracion. Evidentemente, cada una de las clases enlistadas es la clase de una (—2)-curva
vertical de X en Pic(X). Por otro lado, si V' es una (—2)-curva vertical, entonces la solucion

al sistema de ecuaciones

nr3 ns3 nr4 NR4 nsg nR9

Z ot 2 (o 3 (0 3 (o) 4 D () 3 (o) + 3 (o) =2
Jj=1 k=1 =1 u=1 v=1
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9 nr3 ngs N4 NR4 ngg NR9

ga +§CLTZ-+ECLS-+EGT+§CLR+ECLS +ECLR:0.
P ¢ b3 - p3’ pL" Pyt Dy Pg "’
1=1 j=1 k=1 /=1 u=1 v=1

t=1
implica que existen indices o y 8 en C tales que V es de la forma &, — 3. Por tanto, las

posibilidades para V se reducen a las enlistadas en el enunciado. 1

Como consecuencia directa del Lema 4.24 se tiene el:

Corolario 4.25. Con las notaciones anteriores. Si 8, denota el conjunto de las clases de

(-2)
las (—2)-curvas verticales de X, entonces U _, esun conjunto finito y su cardinalidad \QJ(

satisface la desigualdad [ _, [ +6 < gr(C).

|

Por otro lado, suponiendo que V.Ey = 1, obtenemos el siguiente:

Lema 4.26. Con las notaciones anteriores. Sea 4 el conjunto de las clases V de (—2)-curvas
V de X tales que V.Ey = 1. Se sigue que U es igual al conjunto
=&, —&. =& Co— &y =& —Epy &0 — &y, — Ep, — Ep I

Demostracion. Claramente cada elemento del conjunto en cuestion es la clase en Pic(X) de
una (—2)-curva de X y la primer entrada de la tupla ordenada que la define es igual a 1, es
decir, un elemento de A. Por otro lado, si V es la clase de una (—2)-curva V' de X, entonces
las ecuaciones V2 = —2, V.Kx = 0y V.Ey = 1, implican la existencia de o, 3 y v € C tales
que aq = ag = ay = 1 y asg = 0 para todo § € C\ {e,,7}. De modo que la clase V de
V es de la forma & — &, — Es — £,. Por consiguiente, en vista de la configuracion armoénica
que establece los origenes de C las posibilidades se reducen a las clases consideradas en el

conjunto explicito del enunciado. —

Enseguida, probemos que en general el conjunto de las (—2)-curvas de una superficie
proyectiva armoénica X es finito. Sea V' una (—2)-curva de X cuya clase V en Pic(X) esté

dada por una tupla ordenada de la forma

ag, A a Lo, a a Ty,...,Q Ty asy,...,0A Sy a Ty,...,Q Ty

( ) p17 p27 Y p97 p3 ) Y p3 3 p3 Y ) p3 S39 p4 Y ) p4 4
a4 Ry,...,Q R asSy,...,as @ Ry,...,Q R .
p417 ’ p4ﬂR47 pgl’ ) p9n597 pgl) ) pgnRg)

Adicionalmente, supongamos que V ¢ U _, . Luego, la ecuacion (—Kx).V = 0 en conformidad

con la Proposiciéon 4.12 implican que:
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a,r; =as; =0paratodoi=1,...,np3y j =1,...,ngs,

3 Ps3

am, :apRl:Oparatodok:1,...,nT4y£:1,...,nR4,
4 4

a,ry = QR =0paratodou=1,...,np9 y v =1,...,0Ro,
9 9

de modo que también se cumple a,, = a,, = a, =0, junto con:

4

ag—am—am:O, ao—ap6—ap7:0 y ao—ap5—ap8:0.

Igualdades y ecuaciones a partir de las cuales es inmediato concluir: que la tupla corres-
pondiente a V se reduce a (ag,a a,.a,,0,0,a,,a,.a, . a,,00. .,0) v que las ecuaciones

diofanticas (—Kx).V =0y V? = —2 se simplifican en

_ 2 2 2 2 2 2 2
a, +a, +a, +a,+a,_+a, =3a yque a, ta, t+a +a +a +a =a+ 2.

Por consiguiente, si introducimos la familia de escalares (a(g) definida por

a d€{p1,p2,p5,p6,P7:P8 }
0 .
as = as — -, para todo & € {p1,p2,ps, Ps, P7, P}, entonces la suma de dichos escalares

Qp, + ap, + ap_+ ap + @, + ay esigual a ceroy por consiguiente la suma de sus cuadrados
2

3 a
042291 + ozz2 + ozz5 + 041276 + a]%? + ais es ad+2— <§>a3. De modo que — (EO) +2 > 0 probando
asi que ag esta acotada.

Por lo tanto tenemos el siguiente:

Teorema 4.27. El monoide efectivo de una superficie proyectiva armonica es finitamente

generado.

4.5. Aplicaciones a los Anillos de Cox

Recientemente (ver [15, Teorema 1, pag. 2|) se ha demostrado la equivalencia que existe
entre la generacion finita de M(Z) y Cox(Z) de superficies proyectivas racionales anticanoni-
cas Z definidas sobre cualquier campo algebraicamente cerrado de caracteristica arbitraria.

Asi, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 4.28. El anillo de Cox de una superficie proyectiva armonica X es finitamente

generado.

Cabe mencionar que Damiano Testa et. al. (ver [65, Ejemplo 1, Inciso (e)]) han conside-
rado una cierta configuracion de r (r < 13) puntos propios del plano proyectivo subyacentes
en una cubica degenerada constituida por tres lineas distintas y han demostrado que la su-
perficie X obtenida como explosion de P2 en esos r puntos tiene anillo de Cox finitamente

generado, la hipotesis principal bajo la cual obtienen este resultado es suponer que un divisor
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anticanénico de esta superficie es muy grande, i.e. tal que dim ¢,k |(X) = 2 para n sufi-
cientemente grande, siendo p|_,xy| : X — PY el mapeo racional asociado al sistema lineal
| = mKx|y ¢—miy|(X) la imagen de ¢|_,k |- A diferencia de ellos, en mi trabajo considero
tanto puntos propios como infinitamente cercanos a Pi y resto importancia a los casos [C| = 9

considerando constelaciones armoénicas cuyos grados gr(C) satisfacen gr(C) > 0.

4.6. Solucioén al Problema de los Sistemas lineales Completos

En esta seccion daremos una respuesta definitiva al problema de D. Mumford [59, pag. 4|
de los sistemas lineales completos cuando las superficies son armoénicas. Problema que como
mencionamos en la introduccién, consiste en determinar explicitamente o al menos estimar el
valor de la dimension de cualquier sistema lineal completo de divisores sobre una superficie
proyectiva racional no singular dada. La siguiente proposicién muestra que siempre podemos
calcular la dimensiéon de las secciones globales de cualquier divisor numéricamente efectivo

sobre cualquier superficie proyectiva armoénica, ver Corolario 4.30.

Proposicion 4.29. Sea X una superficie proyectiva armonica. El primer grupo de cohomo-

logia de cualquier divisor numéricamente efectivo sobre X es trivial.

Demostracion. Sea D un divisor numéricamente efectivo sobre X, como X es anticanonica se
sigue D.(—Kx) > 0. Si D.(—Kx) > 0, entonces h'(X,Ox(D)) = 0, ver |34, Teorema IIL.1].
Ahora bien, si D.Kx = 0, resulta que tambien h'(X,Ox(D)) = 0. En efecto, se tiene que
D =0y por lo tanto h'(X, Ox(D)) = h'(X,Ox) = ¢(X) = 0.

Corolario 4.30. Sea D un divisor numéricamente efectivo sobre una superficie proyectiva
armdnica, se tiene que h°(X, Ox (D)) = 1+§(D2—D.KX), donde Kx es un divisor candnico
de X.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 4.29 y del Teorema de Riemann-Roch 2.10. —

Asi, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.31. Sea D un divisor sobre una superficie proyectiva armonica X, se tiene que
la dimension sobre k del espacio vectorial de las secciones globales de Ox (D) es menor que

1
2 o igual a 1+ §(M2 — M.Kx), donde M es la parte no fija del sistema lineal completo |D|

y Kx es un divisor canonico de X.
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Demostracién. Podemos suponer que h°(X, Ox (D)) > 2. Asi, consideremos la parte no fija

de |D| que denotaremos por M, por lo tanto M es nef. Esto implica utilizando el Corolario
1
4.30 que h%(X,Ox(D)) = h°(X,O0x(M)) =1+ §(M2 - M.Kx). —
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