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Resumen

Consideramos una membrana gruesa constituida por un campo escalar no
minimamente acoplado a la gravedad y el término de Gauss-Bonnet en el
bulto. Se calcula la masa de Planck efectiva y las condiciones de regulari-
dad del espacio-tiempo para una clase de geometrias deformadas que poseen
invarianza de Poincaré en cuatro dimensiones. Se estudian las propiedades
de localizacion para los modos tensoriales, escalares y vectoriales asociados
a las fluctuaciones de la geometria y la materia de fondo cuando la masa
de Planck cuatridimensional es finita y el espacio-tiempo no posee singulari-
dades. En el caso en el que estan presentes los efectos del acoplamiento no
minimo y/o el término de Gauss—Bonnet, se muestra que si la masa de Planck
es finita, el gravitén no masivo se localiza sobre la membrana. En contraste,
para una membrana ancha que contemple el acoplamiento no minimo o el
término de Gauss—Bonnet se obtiene que los modos cero correspondientes
a las fluctuaciones escalares y vectoriales se deslocalizan de esta. Para una
métrica asintéticamente AdSs se encuentran varias soluciones para las ecua-
ciones que describen el comportamiento de la materia del fondo gravitatorio.
Para ello se emplea el método de perturbaciones singulares con capas de
frontera cuyo pardmetro pequeno caracteriza la intensidad del acoplamiento
no minimo. El andlisis de las fluctuaciones correspondiente a estas soluciones
reproduce de manera explicita los resultados generales mencionados con an-
terioridad; nuevamente existe un gravitén no masivo localizado, mientras que
los modos sin masa asociados a los sectores escalar y vectorial se desacoplan

de la membrana.
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0.1. Convenio

En esta tesis las coordenadas correspondientes a un espacio-tiempo de
(4+4n) dimensiones se denotan por X = {z*,w"}, donde N = 0,1,...3+n.
Los indices griegos caracterizan las coordenadas de nuestro universo cuatri-
dimensional, esto es, 4 = 0,1...3 y los simbolos w™ definen las coordenadas
del bulto. En el caso en el que solo exista una dimensiéon extra, n = 1, su
coordenada asociada se denota por w. En cantidades que poseen subindices
y superindices entre paréntesis, estos representaran la dimensionalidad de la

(4+7) es el escalar de Ricci en (4 + n) dimensiones.

variedad, por ejemplo, R
Cuando no cause confusion, en el caso de cinco dimensiones tales etiquetas

se omitiran.

En este trabajo, para un espacio tiempo plano usamos la métrica de

Minkowski con la siguiente signatura
nap = diag(1,—1,...,—1).

Por otra parte, el operador de d‘Alembert en (4+n) dimensiones se represen-
ta por O = ¢PV V), donde g“P es la métrica en (4 + n) dimensiones
y V¢ es su operador derivacion asociado; en el caso de n = 1, simplemente
se denota por O; asimismo, para el espacio tiempo de Minkowski en cuatro
dimensiones, este se escribe como sigue O7. La simetrizaciéon y antisimetri-
zacion sobre un tensor Vyp dado se denota por Viap) = %(VAB + Vag) vy
Vias) = %(VAB — Vap), respectivamente.

La constante Mp ~ \/% es la masa de Planck en cuatro dimensiones,
mientras que M, ~ m define a la masa de Planck fundamental en (44n)
dimensiones. A lo largo de la tesis se utilizara el sistema natural de unidades,

excepto en las secciones 3.3.2, 3.3.3 y en los apéndices C.2 y C.3, donde se

hara uso del sistema de unidades de Planck.

Para finalizar esta seccidén, es oportuno mencionar que esta tesis se rige
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por las normas de la nueva ediciéon de la Ortografia de la lengua espanola
(2010).
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Ideas iniciales sobre las dimensiones ex-

tra

La historia de las dimensiones extra en la fisica surge un poco antes
del advenimiento de la Teoria General de la Relatividad. Alrededor del ano
1914 Nordstrom trato de unificar la gravedad con el electromagnetismo agre-
gando una nueva dimensién espacial a nuestro universo [1]. Motivado por
la formulacién de las ecuaciones de Maxwell en el marco de la Relatividad
Especial, consideré una teoria puramente electromagnética en un espacio—
tiempo de Minkowski de cinco dimensiones (5D), caracterizada por el 5-
vector AN = {A* A5}. Al igual que en la gravedad newtoniana, su modelo
mantiene el caracter escalar del campo gravitatorio, el cual identifica con la

componente AS.

Con este modelo, él fue capaz de recuperar la electrodindmica de Maxwell
en cuatro dimensiones (4D) y obtener una generalizacion relativista de la
ecuacion de Poisson. Para lograr estas predicciones, Nordstrom impuso que

las variables dinamicas de la teoria no dependieran de la coordenada extra,



condicién que hace que los campos del modelo no se puedan propagar sobre
la dimensién extra. La interpretacién que él le atribuyo a este hecho es que
es posible unificar la gravedad y el electromagnetismo si se considera que
nuestro mundo de cuatro dimensiones es una hipersuperficie inmersa en un
espacio-tiempo plano pentadimensional. En la terminologia moderna, esta

es la idea basica detras del concepto de mundo membrana.

Posteriormente, con la formulacién de Einstein sobre la Relatividad Ge-
neral y el correspondiente caracter tensorial del campo gravitatorio, las ideas
de Nordstrom perdieron temporalmente el interés de la comunidad cientifica.
No fue hasta 1921 cuando de manera independiente Kaluza [2] desperté nue-

vamente el interés por las teorias multidimensionales.

Al igual que Nordstrom su objetivo era unificar la gravedad con el elec-
tromagnetismo, solo que esta vez el enfoque era inverso. Su formulacion se
basaba en extender la Relatividad General a cinco dimensiones. Nuevamen-
te, eliminando la dependencia con respecto a la quinta dimension, la cual
denominé “condiciéon cilindrica”, Kaluza mostré que su modelo contiene el
electromagnetismo de Maxwell y la Relatividad General en cuatro dimensio-
nes. El modelo también predice la existencia de un campo escalar no masivo,
el cual es actualmente conocido como dilatén y juega un importante rol en

la Teoria de Cuerdas.

La idea en su forma basica, fue completada de manera independiente en
1926 por Klein [3], quien introdujo las ideas de la recién creada Mecénica
Cudntica a la teorfa. El mostré que la gravedad y el electromagnetismo se
unifican en cinco dimensiones si la dimensién extra tiene topologia circular, en
otras palabras, se logra la unificacion si la quinta coordenada es periddica.
De esta manera, la condicién cilindrica no es estrictamente necesaria. La
invarianza ante transformaciones de coordenadas de la teoria en cinco di-
mensiones combinada con la periodicidad de la coordenada extra, origina el

electromagnetismo en 4D y su correspondiente grupo de simetria, U(1). Lue-



go, el modelo de Kaluza y Klein sugiere una posible interpretacion geométrica

de la invarianza de norma.

Una vez lograda la unificacion entre la gravedad y el electromagnetismo en
el modelo de Kaluza y Klein, se descubre lo que se conoce como el mecanismo
de Kaluza—Klein (KK). La idea principal de este mecanismo es obtener la
fisica cuatridimensional y explicar la inorserbavilidad de la dimension extra
cuando se estudian fenémenos cuyas longitudes caracteristicas son mayores
que el radio de compactificacién. Debido a su importancia, estudiemos los

rasgos generales de este mecanismo.

En la terminologia moderna, el espacio—tiempo del modelo de Klein es
descrito por una variedad Mgjein = M* x S' donde M* es el espacio-tiempo
de Minkowski en cuatro dimensiones y S* es un circulo parametrizado por la

coordenada angular 0 < w < r, véase Fig. 1.1.

M4
//

S1

Figura 1.1: En el escenario de Kaluza-Klein la dimension adicional se en-

cuentra compactificada en un circulo de radio r.

Los campos de la teoria estan definidos sobre el cilindro. Para un campo

escalar real sin masa ® tenemos la siguiente accion
S =— / da® g PV 4 ®V 5 P.
A consecuencia de la topologia de la dimensién extra, se tiene que ®(x#, w) =
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O (z#,w+ ). Esto permite desarrollar el campo en series de Fourier. En este

contexto, tal desarrollo es conocido como expansién en modos KK:

Oz, w) ~ Z @k(x“)e%k'“’. (1.1)

k=0,%1,...
Los coeficientes de la expansién ¢®(z#) no dependen de la coordenada extra
y comunmente se les denomina modos KK. Como veremos en breve, el modo
cero (k = 0) juega un importante papel. La ecuacién de onda para el campo

® toma la siguiente forma
06 = 0, donde 0O = nABE)AaB.

Sustituyendo la expansion (1.1) en la ecuacién anterior podemos ver que cada

modo satisface la ecuacién de onda en cuatro dimensiones

/{32
(D”+T—2><pk(:c“)zo, k=0,1,....

Desde el punto de vista de un observador sobre la variedad M*, ® se percibe
como un conjunto infinito de campos wk(x“) que se propagan sobre el espacio—

tiempo cuatridimensional, tal conjunto es conocido como torre KK.

El modo k£ = 0 es el modo menos energético (modo sin masa). Las masas
de los modos restantes son del orden de la escala de compactificaciéon 1/r. Si
r es lo suficientemente pequeno, la energia que portan los modos KK masi-
vos es muy grande y por tanto es dificil excitarlos. Consecuentemente, para
energfas menores que 1/r (longitudes mayores que r) tnicamente se produ-
cen particulas KK sin masa y percibimos nuestro mundo como de cuatro
dimensiones. Solamente cuando las energias toman valores del orden de 1/r
se producen modos KK masivos y se pueden detectar algunos efectos de la

dimension extra.

A pesar de su éxito inicial, el modelo de Kaluza-Klein no ofrecié una

explicacién del por qué la dimension adicional difiere marcadamente de las
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demas. Tampoco habia una interpretacién clara sobre el grado de libertad
escalar que surge en la métrica pentadimensional. Estos elementos, junto con
el gran desarrollo que adquirié la teoria cudntica en esos tiempos, hicieron

que temporalmente se perdiera el interés por la teoria de Kaluza—Klein.

Tras un largo periodo de hibernacion, la teoria de Kaluza—Klein resurge,
esta vez generalizada a mas de cinco dimensiones. En 1964, DeWitt [4] sugiere
que es posible unificar el campo de Yang-Mills con la gravedad en el contexto
de teorias de Kaluza—Klein extendidas a dimensiones superiores. La idea fue
elaborada por Kerner [5] en 1968, quien aport6 la métrica multidimensional,
mientras que en 1975 Cho y Freund [6, 7] obtuvieron la gravedad en 4D,
el campo de Yang—Mills y un campo escalar, partiendo de un modelo con
covarianza general y dimensiones extra compactas. Posteriormente versiones
mas sofisticadas de la teoria de Kaluza—Klein surgieron en el ambito de la

Teoria de Cuerdas.

1.2. Cuerdas y D—branas

Un gran interés en los modelos multidimensionales surge en 1984 cuando
ocurre lo que posteriormente se denomind, primera revolucién de la Teoria
de Cuerdas. En este afio, Green y Schwarz [8] lograron establecer un método
para cancelar ciertas inconsistencias matematicas de la Teoria Cudntica de
Cuerdas. La principal consecuencia de este hecho es que solo existen cinco
teorias de supercuerdas consistentes, cada una formulada en diez dimensio-
nes espacio—temporales. En particular dos de ellas, las teorias de cuerdas
heteréticas con grupos de norma Eg ® Eg y SO(32), poseen un interés feno-
menoldgico, pues ambas contienen el grupo de norma del Modelo Estandar
SU(3)xSU(2) xU(1).

El problema de la alta dimensionalidad del espacio-tiempo se reconcilia



con nuestro mundo de cuatro dimensiones a través de un mecanismo de
compactificacion tipo Kaluza—Klein. Las seis dimensiones espaciales extra
forman una variedad compacta de volumen muy pequeno, de tal manera
que sus efectos no se manifiesten en la fenomenologia de bajas energias. La
dinamica de la teoria hace que la variedad de 6D sea de tipo Calabi-Yau
[9]. La escala lineal tipica de esta complicada variedad es del orden de la
longitud de Planck, lo que hace que sea practicamente imposible verificar

experimentalmente su existencia.

A pesar del avance que conllevé la primera revolucién de la Teoria de
Cuerdas, todavia quedaban algunas cuestiones por resolver, una de ellas,

consistia en lograr unificar las cinco teorfas existentes en un solo modelo.

En 1989 Dai, Leigh y Polchinski [10] descubrieron las membranas de Di-
richlet o D-branas. Tales entidades fundamentales son objetos extendidos
(defectos topoldgicos) de mayor dimensionalidad que las cuerdas y con la
propiedad de que los extremos de las cuerdas abiertas (las cuales definen los
campos de norma) terminan en las D-branas. Esta propiedad corresponde al

fenémeno de localizar los campos de norma en la D-brana.

El advenimiento de las dualidades en Teoria de Cuerdas [11]-[16] junto
con el desarrollo alcanzado en el formalismo de las D—branas permiten que en
1995, Witten proponga que las cinco diferentes versiones de dicha teoria, en
realidad representen distintos aspectos de una sola teoria en 11 dimensiones,
denominada Teoria M [17]-[19].

Por otra parte, el limite de bajas energias de la nueva teoria es la su-
pergravedad en 11D [20]. En [21] Horava y Witten estaban interesados en el
comportamiento del limite de bajas energias de la cuerda heterética Eg ® Eg.
Para ello propusieron tomar la Teoria M de 11 dimensiones y eliminar seis
dimensiones compactificindolas en una variedad de Calabi—Yau. La variedad

de cinco dimensiones resultante admite compactificar una dimensién sobre un



orbifolio S'/Z,, creando un par de D-branas de cuatro dimensiones espacio—
temporales sobre los extremos del orbifolio. Si consideramos que una de estas
dos D-branas puede ser identificada como nuestro universo, el hecho de que
las cuerdas abiertas estén atadas a estos objetos garantiza un mecanismo de
localizacion de los campos de norma. Este iltimo punto es una de las mo-
tivaciones de los modelos fenomenolégicos de mundos membrana como los
escenarios de Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali (ADD) [22] y Randall y
Sundrum (RS-1) [23].

1.3. Mundos membrana

Por largo tiempo se pensé que las dimensiones extra debian ser compac-
tificadas sobre una variedad de volumen muy pequeno, para de esta manera,
ocultar sus efectos a bajas energias (E = 10? — 10° GeV). Este enfoque cam-
bia con el surgimiento de algunos modelos fenomenoldgicos en los cuales las
dimensiones extra pueden ser grandes o incluso infinitas sin entrar en contra-
diccion con la fisica de bajas energias. En muchos de estos modelos, nuestro
universo es imaginado como una 3—brana sumergida en un espacio-tiempo de
dimensién superior, de ahi el nombre de mundos membrana. Las particulas
del Modelo Estandar estan confinadas a la hipersuperficie, mientras que la

gravedad puede propagarse por todo el espacio—tiempo.

Aunque el nombre de mundo membrana es una invencion relativamente
reciente, la idea de que las particulas pueden ser confinadas a una subvariedad
sumergida en un espacio-tiempo de mayor dimensién se remonta a inicios
de los anos 80 del siglo pasado. En modelos fenomenoldgicos como el de
Akama [24] y Rubakov [25], nuestro universo de 4D espacio-temporales se
puede interpretar como un defecto topoldogico producido por cierto campo de

materia exotico que reside en una variedad multidimensional. Dicha materia



exética crea un mecanismo natural de confinamiento para las particulas de
la materia ordinaria. A efectos de un observador sobre la pared de dominio,
se produce una reduccion efectiva de la dimensionalidad inicial del espacio—
tiempo, todo esto, sin necesidad de compactificar a mano las dimensiones

extra.

Diferentes propuestas para localizar materia en ciertas regiones dentro
de la variedad multidimensional fueron investigadas en anos posteriores. En
1985, Matt Visser [26] introdujo la idea de que el campo gravitatorio acoplado
a materia multidimensional puede crear un mecanismo de confinacién para
las particulas. Posteriormente Gibbons y Wiltshire [27] lograron localizar
fermiones sin masa en una pared de dominio de n — 2 dimensiones, partiendo

de una teoria con gravedad y electromagnetismo en n dimensiones.

Las ideas esenciales de estos modelos fenomenolégicos y el desarrollo de
la teoria de cuerdas y D—branas unido al deseo de explicar el problema de
la jerarquia, fueron los ingredientes primordiales que originaron los modelos
de mundos membrana. En las referencias [28, 29, 30, 31] se exponen las

principales caracteristicas de estos escenarios.

1.3.1. El problema de la jerarquia

La escala tipica de los fenémenos electrodébiles es My ~ 10?2 GeV,
mientras que la escala fundamental de la gravedad es la escala de Planck
Mp =~ 10" GeV, por lo que tenemos una diferencia de 17 érdenes de mag-
nitud entre dos interacciones fundamentales de la naturaleza. Encontrar el
origen de esta diferencia es lo que se denomina el Problema de la Jerarquia.
En otras palabras, la pregunta es: jpor qué la gravedad es tan débil compa-
rada con las otras fuerzas descritas por el Modelo Estandar? Esta jerarquia
entre la gravedad y el resto de las interacciones refuerza la idea de que tanto

el Modelo Estandar como la Relatividad General son solo teorias efectivas y



suguiere que existe nueva fisica por encima de la escala electrodébil, la cual
podria resolver algunos problemas del Modelo Estandar y eventualmente uni-

ficar la gravedad con las demds interacciones.

Por otra parte, aunque no la investigaremos a profundidad, es importan-
te comentar que existe otra formulacion del problema de la jerarquia la cual
es extensamente utilizada en fisica de particulas y consiste en que la masa
del escalar “fundamental” es cuadraticamente divergente respecto a correc-
ciones cuanticas. Esto tiene como consecuencia que al extender el Modelo
Estandar varios érdenes de magnitud por encima de la escala electrodébil,
los parametros del modelo necesitan ser cuidadosamente ajustados orden por
orden en la teoria de perturbaciones para poder obtener la masa del escalar
“fundamental” del orden de unos cientos de GeV. Aunque esto es en principio

consistente, hace que la teoria sea poco “natural”.

Existen varios enfoques para resolver el problema de la jerarquia, uno de
los més populares en fisica de particulas consiste en proteger la masa del
campo escalar “fundamental” de correcciones cuanticas utilizando supersi-
metria. Otra manera de abordar el problema es en el contexto de teorias de
mundos membrana los cuales estudiaremos detalladamente a lo largo de la

tesis.

1.3.2. Mecanismo ADD

Al estudiar teorias con dimensiones extra se remueve el caracter funda-
mental de la fisica en 4D, pasando este rol al nuevo modelo multidimensional.
Esto abre nuevas posibilidades en el estudio del problema de la jerarquia, pues
ahora la escala fundamental no es la masa de Planck Mp asociada al modelo
cuatridimensional. Luego, es posible ajustar el valor de la nueva masa de
Planck fundamental M, y los ingredientes del modelo con dimensiones extra

de tal manera que no haya jerarquia entre el Modelo Estandar y la teoria



multidimensional o en todo caso esclarecer el origen de la jerarquia entre Mp
y My

Dado que los modelos fundamental y efectivo en general se encuentran a
escalas energéticas diferentes, es necesario aplicar un mecanismo de reduc-
ciéon dimensional para saber la relacion entre las constantes de acoplamiento
que se observan en el experimento y las “constantes fundamentales”. En es-
te trabajo, la manera de implementar dicho mecanismo sera integrando la

acccién del modelo multidimensional por las coordenadas extra.

Por otra parte, hasta ahora (junio de 2012) no hay evidencias experi-
mentales concluyentes sobre la existencia de las dimensiones extra. En con-
secuencia, si al igual que en las teorias de Kaluza—Klein suponemos que las
dimensiones extra son compactas, solo es posible establecer cotas superio-
res para sus tamanos. Tales limites cambian drasticamente si la materia del
Modelo Estandar se propaga o no sobre ellas. Cuando la materia accede a
todo el espacio—tiempo, el limite superior para las dimensiones extra r esta
dado por la escala electrodébil r < 1/Tev ~ 107'm, pues a energias menores
los efectos de estos modelos multidimensionales no se observan experimen-
talmente en los colisionadores de particulas. Si imponemos que solamente
la gravedad puede propagarse sobre las dimensiones extra, el sector de la
materia no estard presente en la fisica multidimensional. De esta manera,
Unicamente los experimentos puramente gravitatorios determinaran el limite
para el “tamano” de las dimensiones extra. La distancia mas pequena a la
cual la ley de Newton es experimentalmente vélida es del orden de 10~*m

(32, 33, 34]. Luego, en este caso se tiene que r < 10™m.

Para comprender algunas de las caracteristicas de los modelos multidi-
mensionales con dimensiones extra compactas, estudiemos una generalizacion
de la teorfa de Kaluza—Klein. Sea un espacio-tiempo de (4 + n) dimensio-
nes, cada una de las n > 1 coordenadas del bulto esta compactificada en un

circulo de radio r. Por simplicidad, consideremos que la variedad que define
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al espacio-tiempo es de la forma M = M?* xT"™ donde M* representa nuestra

variedad 4D y T™ es un toro de n dimensiones.

El modelo a estudiar es una extensién de la Relatividad General a (4+n)

dimensiones con un sector gravitatorio dado por la siguiente accion:

sty = —Mr? [ dotin JgEIRE, (12)

la constante de acoplamiento M, es la escala de Planck fundamental.

Analogamente, la parte gravitatoria de la teoria efectiva de cuatro dimen-

siones estda dada por la acciéon de Einstein—Hilbert

Si;lrav _ —M]% / dZL’4 /9(4)R(4),

donde Mp es la masa de Planck efectiva cuatridimensional.

Si se quiere obtener la relacién entre los parametros de los dos sectores
gravitatorios, es suficiente con estudiar como esta contenido el limite de cam-
po débil del modelo efectivo en el multidimensional. Una manera simple de
realizar tal propésito es extraer de (1.2) la accién asociada al gravitén no ma-
sivo que surge en la aproximacion lineal de la Teoria de la Relatividad. Para
ello, estudiemos el caso donde la geometria es una pequena perturbacion de

un espacio—tiempo plano, en otras palabras
ds® = gapdrida® = (nap + hAB)da:Ade,

en la expresion anterior 74 es la métrica de Minkowski en (4+n) dimensiones

y hap define sus fluctuaciones.

El espacio-tiempo de fondo n4p posee invarianza de Poincaré en (4 + n)
dimensiones por lo que en particular también contiene dicha simetria en
cuatro dimensiones. Esta ultima simetria es 1til, pues nos permite clasificar
las fluctuaciones gravitatorias en modos escalares, vectoriales y tensoriales

respecto a las transformaciones de Poincaré en cuatro dimensiones, siendo

11



los modos tensoriales los que contienen al gravitén no masivo que surge en el
limite de campo débil de la Teoria de la Relatividad. En consecuencia, para
obtener la relaciéon entre las escalas de Planck y el radio de las dimensiones
extra, solo es necesario estudiar el sector tensorial, el cual toma el siguiente
aspecto

dsy = guda’dz” = (N, + hy)detda?,
donde h,, satisface las siguientes condiciones de norma
"hy =0y n"hy, =h=0.

Tales ligaduras surgen a consecuencia de la libertad de norma de las fluctua-

ciones respecto a la transformacién

hap = hap +Valp + Vp(a, (1.3)

donde (4 es un vector arbitrario multidimensional.

Cuando el campo gravitatorio que produce la materia del modelo es tal
que no cambia sensiblemente la geometria del fondo, la ecuacién que describe

la propagacion de los modos tensoriales se puede escribir como sigue
o™, = 0. (1.4)

El comportamiento de los modos asociados a la ecuacion anterior depende de
la topologia de las dimensiones extra. En nuestro caso particular, estas estan

compactificadas en un toro, lo que hace posible desarrollar h,, en series de

Fourier:
hiw) () 5.
hl“’ ~ Z rn/2 er !
i
donde k = {k',... k"} y cada componente de k toma todos los valores

enteros posibles.
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Sustituyendo este desarrollo en (1.4), se obtiene

K\ 5 k)
(D"] —|— ﬁ) hul’ - 0

De aqui se tiene que de manera similar a los modelos de Kaluza—Klein, tene-
mos un modo cero que no depende de las coordenadas extra mas una torre

de modos masivos.

En el limite de campo débil solo nos interesa el modo sin masa, por
lo que \/gWtn) =~ 4/ g((]4) y R4+ ~ R(()4), donde el subindice 0 indica que
las cantidades se tomaron respecto al modo no masivo. Integrando por las

dimensiones extra tenemos el siguiente resultado
Sl = —MIPV(T™) / da'y/ g5 Ry + -

donde V(T™) = (27r)™ es el volumen del toro 7" y los puntos suspensivos re-
presentan los modos restantes del modelo. Al comparar la expresion anterior
con (1.2) se obtiene

M3 ~ M 2pm, (1.5)

Por otra parte, para entender la conveniencia de introducir los mundos mem-
brana, inicialmente no consideraremos la existencia de una regién o hiper-
superficie donde la materia tenga un comportamiento diferente al resto del
espacio—tiempo, por lo que no habra ninguna restriccion sobre la propagacion
de los campos de materia sobre la variedad multidimensional. Hecho esto y
considerando la relacién (1.5), veamos de qué orden de magnitud es el radio
de las dimensiones extra y si dicho valor puede arrojar efectos experimental-

mente observables en un futuro cercano.

Supongamos que tenemos un caso simple donde la materia es descrita por

un campo escalar real (4 + n)-dimensional sin masa
1
Sior = —= / daztmy/ g(4+n) gABY 4OV 5, (1.6)
9
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donde g, es la constante de acoplamiento fundamental.

De manera andloga al caso de las fluctuaciones gravitacionales, es sufi-
ciente extraer el modo sin masa del campo escalar para hallar la relacién
entre g, y la constante de acoplamiento g.; del modelo efectivo de cuatro
dimensiones. Aplicando el mismo procedimiento que en el sector gravitatorio

tenemos que
1
gt =~ v [t v 0

donde @y es el modo no masivo del campo escalar. Luego, de (1.6) y la

relacién anterior, tenemos que

1 rh

ng 92

(1.8)
Por otra parte, es deseable que no haya jerarquias entre los sectores gravi-
tatorio y de materia de la teoria fundamental. Esto nos lleva a considerar
el caso mas simple en el que solamente hay una escala fundamental en el
modelo multidimensional, en otras palabras, las constantes de acoplamiento
g« v M, estan relacionadas de la siguiente manera
2, 1
g* Mn7
donde la potencia en M, aparece por la necesidad de que la relacion sea

dimensionalmente correcta.

En este punto, estamos en condiciones de hallar el valor del radio de las
dimensiones extra en funcién de los parametros efectivos. Combinando (1.5),
(1.8) y la expresién anterior, obtenemos el siguiente resultado

T
ro~ Mpgef )
Aunque la relacién anterior se obtuvo bajo la suposicién de que la materia

es un campo escalar multidimensional, esta sigue siendo valida para campos
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de norma. Luego, si a modo de ejemplo tomamos que g.; corresponde a
la constante de acoplamiento de la Electrodindmica o la Cromodinamica
Cuéntica, el valor de r serd aproximadamente r ~ MLP ~ 107%m, lo que
implica que M, ~ Mp. Esto nos dice que cuando las dimensiones extra son
compactas y consideramos que la materia habita en todo el espacio—tiempo,
la escala “natural” del modelo multidimensional es la escala de Planck. Esto
hace que en un futuro cercano sea poco probable poder validar o descartar
experimentalmente tal modelo. Veamos qué sucede cuando imponemos que la

materia del Modelo Estandar esté confinada a una region del espacio (3+mn)—

dimensional.

A finales de los anos 90 del siglo pasado Arkani-Hamed et al. [22] mo-
tivados por los recientes resultados en la teoria M, propusieron un modelo
posteriormente conocido como mecanismo ADD donde los campos correspon-
dientes a las interacciones electromagnéticas, débiles y fuertes son confinados
a ciertas hipersuperficies (membranas finas) que, a su vez, estan inmersas en
un espacio multidimensional denominado bulto, como se muestra en la Fig.
1.2. A diferencia de la materia estandar, la gravedad puede acceder al bulto.

En este marco se supone que nuestro mundo es uno de esos entes membrana.

Mundo
Membrana

Bulto

Figura 1.2: En esta figura nuestro mundo cuatridimensional es representado

esquematicamente por una linea, mientras que el circulo caracteriza al bulto.

Como mencionamos anteriormente, en este caso, solo el sector gravitatorio
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es relevante en la teoria multidimensional lo que hace que la relacién entre

los pardmetros del modelo esté dada dnicamente por la ecuacion (1.5).

Dado que ahora tenemos libres los pardmetros M, y r, existen més posi-
bilidades de ajustar sus valores de tal manera que la teoria pueda ser experi-
mentalmente verificable en un futuro cercano. Por otra parte, es deseable que
la escala de energias de la teoria fundamental (1.2) sea cercana a la escala
electrodébil, pues este seria un modo de resolver el problema de la jerarquia.
Para ello tomemos el caso extremo donde M, ~ 10°> GeV, de esta manera,

tenemos la siguiente expresién para el radio de las dimensiones extra

32
ra2-10n" ¥m

)

donde se utiliz6 el hecho de que en unidades naturales 1 GeV ~ 5- 10 m~*.

Sustituyendo el valor n = 1 vemos que se predice un valor astronémico
para r, por lo que queda descartado, mientras que para n = 2 tenemos que
r ~ (0.1 — 1mm) lo cual hace este caso interesante debido a la cercania al
limite de los experimentos gravitatorios. De esta manera, en este escenario
surgen nuevas posibilidades para explorar la existencia de dimensiones extra

mediante experimentos gravitatorios.

En el modelo ADD un observador en la membrana fina percibe la gravedad
débil comparada con las demés interacciones como consecuencia de que la
primera se escapa hacia las dimensiones extra diluyendo su fortaleza sobre
el bulto, mientras que las particulas del Modelo Estandar estdn confinadas
a la membrana. Por otra parte, en este modelo la escala fundamental de la
gravedad M, se unifica con la escala caracteristica del Modelo Estandar (10%—
103 GeV), lo que hace que desaparezca la jerarquia entre la gravedad en (4+n)

dimensiones y el resto de las interacciones del Modelo Estandar!. El precio

'Recientemente, en [35] se establecieron cotas para la masa de Planck fundamental M,
en el escenario ADD, estas fueron 2.27TeV < M, < 3.53TeV, mientras que en [36] se
obtuvo que 2.5 TeV < M, < 3.8 TeV.
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a pagar por haber eliminado esta jerarquia es el surgimiento de otra nueva,
ahora entre el radio de compactificacién r ~ 10~*m y la escala electrodébil
ry = M—lw ~ 107"%m. Entonces, mas que una solucién al problema de la
jerarquia es solo una reformulacién geométrica de este.

1.4. Dimensiones extra deformadas

En el modelo ADD, el campo gravitatorio producido por la materia que
reside en la membrana juega un papel pobre en las predicciones del modelo.
Esto es una buena aproximacion cuando la densidad de energia de la mem-
brana es pequena. Sin embargo, pueden surgir situaciones interesantes si este

no es el caso.

La consecuencia mas evidente de considerar la densidad de energia de la
membrana es que el bulto deja de ser plano, el espacio—tiempo se curva. En
adicion a esto, la gravedad inducida por la membrana favorece el mecanismo

de confinamiento de las particulas que la definen.

En [28], Rubakov y Shaposhnikov hicieron una importante observacién
sobre este tipo de escenarios. Ellos sugieren que si se tiene una membrana de
4D inmersa en un bulto multidimensional, en principio, se pueden balancear
los efectos gravitacionales sobre la membrana introduciendo una constante
cosmoldgica negativa en el bulto, de forma tal que la constante cosmoldgica
efectiva de nuestro universo de 4D desaparezca. Esto hace que nuestro uni-
verso, aun se perciba plano y estatico por un observador sobre la membrana.
Fuera de la membrana tal cancelacién no existe, en consecuencia, el espacio—
tiempo es curvo sobre bulto. A las dimensiones extra con estas propiedades

usualmente se les denomina dimensiones deformadas.

En el trabajo de Rubakov y Shaposhnikov el andlisis se realiz6 en términos

generales; realmente fue Gogberashvili [37] quien introdujo el primer modelo
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que contiene una métrica deformada. La popularidad de los modelos con
dimensiones extra deformadas, inicia con los trabajos de Randall y Sundrum
(RS). En un primer articulo [23], estudiaron el problema de la jerarquia
sobre el espacio—tiempo propuesto por Gogberashvili. Este primer modelo se
denomina RS—-1. Los resultados de [23] sugirieron la posibilidad de eliminar
el mecanismo de compactificacién en el contexto de dimensiones deformadas
(RS—2) [38]. Al conjunto de estas dos propuestas se le denomina Modelo de

Randall-Sundrum. Estudiemos algunas de sus caracteristicas.

1.4.1. Modelo RS—1

El modelo de RS—1 consiste en una realizacién simple de un mundo mem-
brana en cinco dimensiones con dos membranas finas de cuatro dimensiones,
ubicadas en posiciones fijas sobre el bulto. En este escenario, el bulto es cur-
vo debido a la existencia de una constante cosmolégica A5 sobre bulto. La
dindmica del sistema estd integrada por la accién del bulto més dos términos

que definen las membranas finas, tales términos los designaremos por S...

Stotal = Suito + 5S4 +5-, (1.9)
donde
Shutte = — / d*zdw /9 (2M? Rs + As) (1.10)
Sy = —/d%dw gy 0(w —wy)ox.

En las expresiones anteriores, gi:'; 4 representa los determinantes de las métricas
inducidas sobre las membranas, o4 caracteriza las tensiones de dichas mem-
branas y w4 define sus posiciones sobre el bulto. El motivo de usar los signos
+ y — para etiquetar las membranas se esclarecera posteriormente. En es-

te caso hemos considerado que el ancho de las membranas es despreciable
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comparado con su tensiones o4, hecho que se refleja matematicamente en la

aparicion de la delta de Dirac en S,.

En el modelo de RS—1 se respeta la invarianza de Poincaré en cuatro di-
mensiones sobre las membranas, en otras palabras, las membranas son planas.
Bajo estas restricciones sobre la geometria, es plausible escoger un sistema

coordenado donde la métrica del espacio—tiempo se puede escribir como sigue
ds® = gapdz’dz® = 62A(w)77ul,dx“d:c” — dw?. (1.11)

Esta geometria preserva explicitamente la simetria de Poincaré en cuatro
dimensiones. El coeficiente 24(*) solamente depende de la coordenada extra
y caracteriza el grado de deformacion respecto al espacio—tiempo plano en
cinco dimensiones. Por esta razon, la funcién A(w) es conocida como factor
de deformacién. Por otra parte, la dimension extra posee la topologia de un
orbifolio S*/Z,. Como se ilustra en la Fig. 1.3, un orbifolio S'/Z5 es un circulo
donde se identifican los puntos con simetria de espejo respecto a dos puntos

fijos. En términos de las coordenadas definidas en (1.11), la topologia S* hace

W=-TIr  W=TIT
«—— Membrana (-)

S1
Membrana (+)

w=0
Figura 1.3: Orbifolio S1/Z,. Las membranas finas con tensiones positiva y
negativa se ubican en los puntos fijos w = 0 y w = 7r, respectivamente.

que la coordenada w sea periddica y definida en el intervalo —7mr < w < 7r,
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donde, r es el radio del circulo S'. En adicién a esto, los puntos (z#,w)
y (2#, —w) se identifican como consecuencia de la simetria Z,. Luego, en
estas coordenadas, el intervalo de variacién de la dimension extra se reduce
al<w<7r.

En este escenario las membranas se sitian en los puntos fijos del orbifolio
(w =0y w = 7r). La membrana definida por S, se ubica en w = w; = 0,
mientras que la correspondiente a S_ se sitia en w = w_ = 7r. La membrana
S_ es llamada visible y representa nuestro universo. En contraste, S, es
conocida como membrana oculta. Nuevamente, la gravedad es el inico campo
que habita en el bulto. Los campos del Modelo Estandar estan confinados a

la membrana visible.

Teniendo en cuenta (1.10) y la simetria Z, de la geometria, se obtiene la

siguiente expresién para el factor de deformacién
Aw) = —k|w|. (1.12)

Esta relacion muestra que el espacio—tiempo de cinco dimensiones es la unién

de dos parches AdS5 pegados en w = 0.

Por otro lado, la presencia de la delta de Dirac en (1.10) induce ciertas
condiciones de juntura [39, 40] sobre las membranas; haciendo uso de estas

se obtienen las siguientes relaciones de consistencia
oy = —0o_ = 24kM3, vy Ay = —24K*M3. (1.13)

En la expresion anterior se observa que o, > 0y o_ < 0, de ahi, las etique-
tas + y —, utilizadas para designarlas. El deseo de mantener las membranas
planas inmersas en un bulto curvo, origina un ajuste fino entre la A5 y las
tensiones de las membranas (A5 = —%), el cual es equivalente a la cance-

lacién de la constante cosmoldgica en cuatro dimensiones.

De este modelo se pueden extraer resultados interesantes si se estudia

su descripcion cuatridimensional efectiva. Como un primer paso, estudiemos
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lo que fue una de las causas principales del advenimiento de los mundos

membrana, la biisqueda de una explicacion al problema de la jerarquia.

Antes que todo, es deseable tener una teoria fundamental donde no haya
una gran jerarquia entre las escalas de sus parametros. Asi, en el marco del
modelo RS—1, supondremos que k ~ M,. Veamos como la distancia entre las
membranas r influye en la soluciéon del problema de la jerarquia. Primera-
mente, asumiremos que r adquiere un valor fijo como consecuencia de algiin

mecanismo estabilizacién?.

Las métricas inducidas sobre las membranas toman el siguiente aspecto

g;—V = 9w = gw/(xa7w - O) = Nuv,

__—2knr

o = Gy = G2 w=mr) = """, (1.14)

gj5 = 0.

A diferencia de escenarios con dimensiones extra planas, las expresiones an-
teriores muestran un cambio de escala entre la membrana visible y la oculta,
respecto a las mediciones de longitud y tiempo, ver Fig. 1.4. Esto induce un
comportamiento analogo sobre los campos que residen en las membranas.
Los valores para las masas y los acoplamientos de las particulas del Mode-
lo Estandar que percibe un observador en nuestro universo, dependen de la
membrana en la que este se encuentre ubicado. El punto clave para enten-
der el problema de la jerarquia en el contexto del modelo RS-1 consiste en

localizar la materia estdndar sobre la membrana visible.

Consideremos el caso simple de un campo escalar masivo y~ sobre la

membrana S_:

1 o Ca _
S == [ AoV (2700 o —mi ), (19

2Una de las soluciones més simples a este problema es el mecanismo de estabilizacién
del radién de Goldberger—Wise [41].
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Membrana Membrana

oculta visible
Factor de
/deformacic')n
w=0 W=TII W
+0 -0

Figura 1.4: En esta figura se muestra el decaimiento exponencial del factor

de deformacion.

donde ms representa la masa fundamental del campo escalar.

Debido al factor e~ en la métrica inducida (1.14) sobre la membrana
visible, la accién efectiva del campo escalar no esta canénicamente normali-

zada. Redefiniendo el campo
ef _ _—kmr —

y Su masa

—k7r
Meyr = Ms€ )

la accién efectiva normalizada se puede escribir de la siguiente manera

1 o e e e
Sua = = [ st (170000 i (CTP) . (L)

Luego, la masa efectiva m.; del campo escalar x.; en cuatro dimensiones

esta suprimida exponencialmente con respecto a ms.

Contrariamente a un observador en la membrana visible, sobre la mem-
brana oculta no ocurre este escalamiento exponencial. En este caso, la masa
efectiva del campo coincide con la fundamental. Por consiguiente, para ex-

plicar la jerarquia deseada entre los modelos fundamental y efectivo no es
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muy util el considerar la membrana oculta como nuestro universo. Esta es la

razén por la cual le asignamos la membrana visible a nuestro universo.

Como mencionamos anteriormente, consideraremos que no existen gran-
des diferencias entre los valores numéricos de los parametros de la teoria
fundamental. De esta manera, tomemos que ms ~ M, lo que implica la
siguiente igualdad

Mey = Moe ™. (1.17)

El factor exponencial en la relacién anterior permite generar valores de mey
del orden de la escala electrodébil sin necesidad de introducir una gran jerar-
quia entre k y 1/r. A modo de ejemplo, para el caso extremo donde M, ~ Mp,
se tiene que mepp ~ 10° GeV, si kr ~ 12.

Para completar el andlisis, consideremos las fluctuaciones gravitacionales
no masivas alrededor de la métrica (1.11). Dado que suponemos despreciables
las fluctuaciones de las posiciones de las membranas, el tratamiento es similar

al realizado en la seccién (1.3.2).

Consideremos una generalizacién de la métrica (1.11)
ds* = e*2k|w|g£3,)(xa)dx“dx” — dw?,

4 : o . . :
donde g,(w) describe la dindmica del subespacio 4-dimensional. Para esta
métrica, la accién de Einstein—Hilbert Sgy en cinco dimensiones adquiere

la siguiente forma

r

Sbulto D) SEH D) —2Mf /d4$ dw 6_2k|w|w/g(4) R(4)

—TTr
De este modo, tenemos que
3
*

M3 = p

(1—e )~ M2 (1—e ). (1.18)

La férmula anterior es un importante resultado del modelo de Randall-

Sundrum, pues, proporciona la escala efectiva Mp en funcién de la escala
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fundamental M, y muestra que Mp depende marginalmente del radio de
compactificacién, aun para valores no muy grandes de kr. A diferencia del
mecanismo ADD, en este escenario la relacion entre las escalas efectiva y
fundamental del sector gravitatorio no se basa en efectos provenientes de

dimensiones extra grandes.

Teniendo en cuenta, (1.17), (1.18) y m.; ~ 10°* GeV < Mp, se obtiene
que M, ~ Mp, luego, kr ~ 12. Esto implica que la escala de la teoria en cinco
dimensiones es del orden de la masa de Planck Mp. En el escenario RS—1,
es posible lograr la jerarquia observada entre la gravedad y la escala elec-
trodébil sin necesidad de introducir una nueva jerarquia entre las constantes
fundamentales ms, k, M, y 1/r. Nuevamente, hay un precio a pagar y este
es el surgimiento de un ajuste fino entre Ay y las tensiones de las membra-
nas. Este fendmeno no es més que el problema de la constante cosmoldgica

reformulado en el ambito de los mundos membrana.

1.4.2. Modelo RS2

En el escenario RS—1, Mp depende del radio de la dimension extra. Esta
dependencia se torna débil cuando kr es grande, y se reduce a M3 = M3 /k
para r — oo. Paralelamente a esto, la solucién (1.12), los valores de A5 y
de las tensiones de las membranas no dependen de la distancia r, y se de-
terminan completamente al resolver las ecuaciones de Einstein junto con las
condiciones de juntura sobre la membrana de tensién positiva. Estas circuns-
tancias sugieren la posibilidad de obtener un modelo consistente de mundos

membrana, para una dimensién extra infinita.

El modelo RS-2 [38] es una modificacién del primero (RS-1), en el cual
las etiquetas visible y oculta se intercambian y la dimensién extra junto con
la nueva membrana oculta (membrana de tensiéon negativa) se mueven al

infinito. En este enfoque, se elimina la necesidad de un mecanismo de com-
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pactificacién y en consecuencia, la membrana de tensién negativa desaparece

de la teorfa (véase Fig. 1.5). En contraste con RS—1, ahora la materia estandar

A

Factor de

/ deformacion

RN

Membrana
fina

+0

Figura 1.5: Factor de deformacién para el modelo RS-2.

reside en la membrana con tension positiva. Luego, la jerarquia entre las es-
calas de Planck y electrodébil no se explica por la existencia de dimensiones
extra deformadas. A pesar de ello, este modelo es interesante desde el punto
de vista de sus predicciones a bajas energias, asi como su conexién con la
correspondencia AdS/CFT [42, 43].

En los modelos de mundos membrana que hemos estudiado, la gravedad
multidimensional accede a toda la variedad. Independientemente de la dimen-
sionalidad del bulto y de la topologia de este, para que estos escenarios sean
viables debemos recuperar la fisica conocida sobre la membrana que define
nuestro universo. En particular, es necesario extraer la gravedad de Einstein
en cuatro dimensiones de la teoria de dimensiones extra. El espectro de las
fluctuaciones gravitatorias del modelo RS2 debe contener un modo sin ma-

sa localizado sobre la membrana, que se pueda identificar con el graviton de
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cuatro dimensiones.

Consideremos las fluctuaciones gravitacionales mas generales asociadas al
modelo RS—2:

ds* = e 2l [, 4 by (2, w)] dada” + hys (v, w)datdw — hss(z, w)dw?.

La simplicidad de la materia que reside en la membrana permite escoger la
norma axial, transversa y sin traza para las fluctuaciones. En otras palabras,
hus = hss =0, 0,k =0y hfj = h = 0. Bajo esta norma, solo el sector tenso-
rial es no trivial. Después de eliminar S_ en (1.9), las ecuaciones de Einstein

a primer orden en las fluctuaciones h,,,, se reducen a una sola ecuacion

g
(02 — 4k + e 2I0™ — 4k5(w)] by = 0. (1.19)

La estructura de la igualdad anterior admite la descomposicién de h,, en
modos KK

hyw =Y X (@)™ (w),  donde OWx™ = —m?>xm

El modo xj7, () se puede asociar a un gravitén masivo cuatridimensional de

masa m, mientras que ¥™(w) es su perfil sobre la quinta dimensién.

Con el propédsito de simplificar el andlisis del espectro de ™ (w), intro-
duzcamos el cambio de variables dw = e *"ldz y redefinamos el campo

Y™ (w) = 329 (2). De este modo, se tiene

(—% + V(z)) U™ (2) = m* I (2), (1.20)
fonee V(z) = kK 3k6(2) (1.21)
T |

Esta ecuacién es tipo Schrodinger con un potencial V' (z). El espacio de Hil-
bert asociado al problema de autovalores (1.20) es el de las funciones cua-

drado integrables sobre el intervalo —oo < z < 0o. Su norma es

(YY) = /_OO P2z, (1.22)
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En este escenario y a lo largo de la tesis, un modo de masa m estd localizado

sobre la membrana si su norma es finita.

Es bien conocido de la Mecanica Cuéantica que el potencial de volcan de-
finido en (1.21) posee un modo cero localizado seguido de una torre continua
de modos masivos no ligados a la membrana. Como mencionamos anterior-
mente, este modo sin masa es identificado con nuestro gravitéon en cuatro
dimensiones y es el responsable de reproducir la Teoria General de la Rela-

tividad sobre la membrana.

Aunque en RS-2 existen modos KK ligeros, estos estan débilmente aco-
plados a la materia de la membrana, de manera que su produccién a bajas
energias es pequena [28, 29, 30]. Esto protege al modelo de efectos no obser-
vados a bajas energias. Una muestra de ello son las correcciones a la ley de
Newton provenientes del intercambio de modos KK masivos entre dos masas

puntuales unitarias sobre la membrana

U(R) = —% <1+%),

donde R es la distancia entre las particulas, C ~ 1y G4 ~ 1/k4 es la constante
gravitatoria cuatridimensional. En esta relacién, el primer sumando es la
contribucion del gravitén no masivo usual, y el segundo término surge de los
modos KK masivos. La gravedad estandar se recupera para R > 1/k, en
este limite, los modos KK masivos tienen poca influencia sobre la gravedad
en 4D. Solo cuando la distancia entre las masas unitarias es del orden de
1/k o menor se esperan desviaciones de la ley de Newton. Los experimentos
gravitatorios [32, 33, 34| confirman la ley de Newton a escalas del orden de
10~* m, de aquf se tiene que 1/k < 107m o equivalentemente k > 1072 eV,

luego, M, > 10® GeV.

Entre los principales méritos del modelo RS—2, estd el hecho de eliminar
la compactificacién de la dimension extra de manera consistente con la fisica

de bajas energias. Este escenario introduce lo que se puede denominar: “com-
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pactificacién efectiva”, pues, si en la expresién (1.5) del mecanismo ADD, ha-
cemos n = 1y sustituimos r — 1/k se obtiene la relacion M% = M2 /k. Bajo
esta perspectiva, 1/k toma el rol de un radio de compactificacién efectivo.
Adicionalmente, RS—2 proporciona un modo natural de atrapar la gravedad
en un subespacio contenido en el bulto, el cual es uno de los temas principales

de este trabajo.

1.5. Membranas gruesas

Tras el éxito del modelo de RS en sus dos versiones, se origina un gran
interés en el estudio de sus aplicaciones y generalizaciones. Tales investiga-
ciones cubren diversas areas de la fisica, abarcando desde la cosmologia y
la astrofisica [44]-[51] hasta la fisica de particulas [52]-[57]. En el presente
trabajo nos centraremos en algunas generalizaciones del modelo RS—2 donde

se tiene en cuenta el ancho de la membrana.

El considerar que la materia ordinaria esta confinada a una hipersuperficie
de ancho nulo, es solamente una aproximacién. La fenomenologia del Modelo
Estandar estd bien establecida a energias del orden de la escala electrodébil.
Luego, aunque las particulas del Modelo Estandar no pueden moverse libre-
mente sobre las dimensiones extra, si es posible que accedan a distancias
r < 1/My =~ 1079 m sobre las dimensiones adicionales, sin afectar las pre-
dicciones del Modelo Estéandar [22].

Por otra parte, la gravedad en el modelo RS—2 es multidimensional. No
obstante, un observador sobre la membrana la percibe como cuatridimensio-
nal a consecuencia de la localizacion del gravitéon sin masa sobre la propia
membrana. Motivado por el trabajo de Rubakov y Shaposhnikov [25], es na-
tural interpretar las particulas del Modelo Estandar como los modos ligeros

de ciertos campos fundamentales sobre el bulto [58, 59], de manera tal que
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estos modos se localicen mediante un mecanismo similar al de la gravedad.
Esta formulacion es consistente con la posibilidad de que las particulas resi-
dan en una regién de ancho A < 1/My, sobre las dimensiones extra (véase
Fig. 1.6).

A

Bulto Bulto

v

“—— Membrana
gruesa

Figura 1.6: Membrana gruesa de ancho A.

Evidentemente, los efectos fisicos asociados al ancho de la membrana po-
seen mayor probabilidad de manifestarse a energias £ > 1/A. A energias
menores, no es estrictamente necesario el considerar escenarios de mundos
membrana con ancho no trivial. A pesar de ello, independientemente del sec-
tor de energias que estemos estudiando, en ocasiones es mas simple abordar

los escenarios de membranas anchas.

Las membranas finas se modelan con la introduccién de la delta de Di-
rac, lo que requiere el cumplimiento de las condiciones de juntura de Israel-
Lanczos [39] sobre la hipersuperficie que define la membrana. Basicamente,
estas ligaduras dictan la manera en que la membrana es sumergida en el bul-
to de modo que la materia ordinaria que esta contiene quede atrapada sobre
la hipersuperficie [40, 60, 61]. En nuestro caso, al introducir términos de cur-
vatura de grado superior a uno en la accién de la teoria, estas condiciones de
juntura se complican [62] con respecto a un escenario de membranas anchas

donde tales condiciones no existen. Esta es otra de las razones por las que
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en esta tesis estudiaremos el caso de mundos membrana gruesos.

En los escenarios con membranas finas se omiten los detalles de la dindamica
que origina tales objetos. En contraste, las membranas anchas se crean de la

dindmica resultante de ciertos campos y entes geométricos sobre el bulto.

Uno de los modos méas simples de generar versiones suaves del modelo
de Randall-Sundrum es mediante la utilizacién de campos escalares penta-
dimensionales. Como se hizo en [63], un campo escalar real minimamente
acoplado a la gravedad crea una pared de dominio que permite ser identifi-
cado como una membrana gruesa, mientras que la métrica asociada a esta

configuracion se torna asintéticamente AdSs.

Al igual que en los modelos de membranas de ancho nulo, es importante
localizar la gravedad cuatridimensional, esta vez, sobre la membrana gruesa.
Ademas, las correcciones a la ley de Newton provenientes de los modos de
KK masivos deben ser pequenas. En el trabajo [63] se describen algunos
aspectos generales sobre la localizacion de la gravedad en membranas anchas
inmersas en un bulto pentadimensional, asi como las correcciones a la ley
de Newton asociadas a estos escenarios. La estabilidad de las membranas
gruesas construidas mediante campos escalares minimamente acoplados a
la gravedad es estudiada en [64], mientras que en [65, 66] se investiga la
ocurrencia y naturaleza de algunas singularidades desnudas que emergen en

estos modelos.

El uso de campos escalares no es exclusivo de las membranas anchas.
En el contexto del modelo RS—1, existe el mecanismo de Goldberger-Wise
[41], el cual permite estabilizar la distancia entre las membranas mediante la
introduccién de un campo escalar masivo denominado radién. Una generali-
zacién de este mecanismo se obtiene en [67], en este caso, los autores tienen

en cuenta los efectos del campo escalar sobre la geometria.

Independientemente de si la membrana es gruesa o no, el principal pro-
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blema asociado al empleo de campos escalares es la presencia de soluciones
que contienen singularidades desnudas sobre el bulto [65, 66, 68, 69, 70, 71].
Afortunadamente, en el marco de estos modelos, es posible evitar este tipo
de patologias de varias maneras. Un método consiste en cortar la variedad
original y posteriormente compactificarla de modo que la singularidad inicial
no pertenezca al nuevo bulto. Otro procedimiento es elegir cuidadosamen-
te el potencial de autointeraccién de manera que prevenga la formacién de
singularidades. Este segundo criterio es el que utilizaremos en este trabajo.
Alternativamente, la existencia de soluciones que presentan singularidades
pueden disminuir si se agregan al modelo términos de curvatura de grado

superior a uno.

1.5.1. Acoplamiento no minimo entre la materia esca-

lar y la gravedad

Puesto que los escenarios de mundos membrana estan inspirados en as-
pectos de Teoria de Cuerdas, es natural importar algunos de sus elementos
a este marco. Particularmente, en esta tesis, examinaremos los siguientes te-
mas: acoplamiento no minimo entre la materia y la gravedad, y la incorpora-
cién del término de Gauss—Bonnet en el bulto. Primeramente, enfoquémonos

en el caso del acoplamiento no minimo.

El interés en este tipo de interacciones entre la materia y la gravedad
se incrementa con el nacimiento de la teoria escalar-tensorial de Brans y
Dicke (BD) [72]. A diferencia de la Relatividad General, en el modelo de
BD la constante gravitacional cuatridimensional x4 ~ 1/M?2 es remplazada
por una funcion que depende del campo escalar y que puede ser interpretada

como una “constante gravitacional efectiva’.
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En la teoria escalar—tensorial de BD la accion toma el siguiente aspecto
S = Sgn + SBp, (1.23)

donde el primer sumando es el término usual de Einstein—Hilbert y Sgp es

la accién de BD
11
Spp = /d134\/ —g <§§£§02R + U(VS‘J)Q - Lmat<\pmat)) : <1'24>
4

En la relacion anterior 0 = 41y L, es el lagrangiano de materia, la cual
es representada colectivamente por el campo V,,.;. El factor %&pz indica
un acoplamiento no minimo entre el campo escalar y la curvatura, cuya
intensidad es caracterizada por el parametro £. Teniendo en cuenta (1.23)
y (1.24), la constante gravitacional efectiva k.;(z) puede ser escrita de este
modo: . |-l
= 2 80

Kep(2) Ky
Para mas detalles sobre la teoria escalar-tensorial de BD y sus generalizacio-
nes, ver [73, 74].

Aunque la teoria escalar—tensorial de BD esta definida en cuatro dimen-
siones, esta se puede extender a espacio—tiempos con mas dimensiones. El
acoplamiento no minimo entre la materia y la gravedad emerge en diferentes
escenarios dentro del marco de las teorias multidimensionales. En los mo-
delos del tipo KK, el radio de las dimensiones extra puede ser interpretado
como un campo escalar no minimamente acoplado a la gravedad [74, 75]. De
manera similar, en Teoria de Cuerdas surge el dilaton, el cual es un grado
de libertad escalar que interactiia con la gravedad mediante un acoplamiento

no minimo.

En el &mbito de los mundos membrana existen varios trabajos que tratan
esta clase de interaccion entre la materia y la gravedad. En [76] se obtienen

soluciones de las ecuaciones de Einstein en membranas finas y anchas; en
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este articulo, el campo escalar esta acoplado a la gravedad por medio de un
término del tipo %&02]{. Utilizando este mismo acoplamiento, en el trabajo
[77] se obtienen algunas soluciones exactas para ambos tipos de membranas,
mientras que en [78, 79] se exploran varias soluciones numéricas en mem-
branas finas y se estudia el espectro de masas de un campo escalar no au-
togravitante®. La localizacién de los modos tensoriales de la gravedad y las
correcciones a la ley de Newton para estos modelos, es investigada en [80].
Por otro lado, en [81] se estudia la localizacién de diferentes campos de ma-
teria no autogravitantes sobre membranas gruesas construidas mediante un

campo escalar no minimamente acoplado a la gravedad.

Al igual que en el caso de acoplamiento minimo, la presencia de un campo
escalar sobre el bulto introduce modos escalares y vectoriales en las ecuacio-
nes de las fluctuaciones [64, 82]. Modos que no pueden ser completamente
eliminados por medio de una eleccién de la norma de las fluctuaciones. Por
consiguiente, en principio estos influyen en la fisica efectiva en cuatro dimen-

siones.

En el marco de una membrana ancha no minimamente acoplada a la
gravedad, en [83] se estudia la estabilidad de esta ante fluctuaciones esca-
lares, vectoriales y tensoriales, para distintas elecciones de la norma de las

fluctuaciones.

1.5.2. Término de Gauss—Bonnet

Al igual que el fenémeno de acoplamiento no minimo, los términos de
curvatura de orden mayor a uno son motivados por la teoria de cuerdas [84,
85, 86]. A consecuencia de ello, es natural incluirlos en escenarios de mundos

membrana. Un caso interesante es cuando al término usual de Einstein—

3La materia se le llama no autogravitante si su presencia no modifica significativamente

el fondo gravitatorio en el cual se propaga.
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Hilbert se le adicionan correcciones cuadraticas respecto a los invariantes
de curvatura, de forma tal que las ecuaciones que describen la dinamica
del sistema sean a lo sumo de segundo orden respecto a las derivadas de
la métrica. La combinacién que cumple este propiedad es conocida como:

término de Gauss—Bonnet
Rép = R — 4RApR"” + Rapop RPP. (1.25)

Adicionalmente, este nuevo término satisface todas las caracteristicas desea-
das para las ecuaciones de Einstein. En efecto, las ecuaciones de campo no
poseen derivadas de la métrica de tercer orden o mayor y tales ecuaciones
tienen divergencia nula. Luego, existe conservacion del tensor de energia—
momento asociado a la materia [87, 88, 89]. Otra caracteristica importante
del término de Gauss—Bonnet es la ausencia de estados de norma negativa
(estados fantasma) en el vacio [90]. En cuatro dimensiones RZ 5 es un término
topoldgico y no contribuye a las ecuaciones dindmicas cldsicas?, por lo que
usualmente es ignorado. En dimensiones superiores esto no ocurre, su aporte

a las ecuaciones de movimiento es importante.

El término de Gauss—Bonnet ha sido extensivamente estudiado en el con-
texto de los mundos membrana. En [92, 93, 94] se obtienen algunas soluciones
a las ecuaciones de Einstein en cinco dimensiones para modelos de membra-
nas finas con un bulto que contiene correcciones del tipo Gauss-Bonnet. Por
otra parte, en [95, 96, 97| se muestra la existencia de un gravitén no masivo
localizado sobre la membrana, en adiciéon a esto, si la constante de acopla-
miento del término de Gauss—Bonnet es pequena, las correcciones a la ley de

Newton son similares a las obtenidas en el modelo de RS.

Las caracteristicas generales de mundos membrana finos con campos esca-

lares y el término de Gauss-Bonnet en el bulto son estudiados en [98]-[107].

4No obstante, en el estudio de la gravedad en la geometria AdS, este término produce

resultados no triviales en las corrientes conservadas de la teoria [91].
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A diferencia del espacio—tiempo plano, en fondos gravitatorios con geometrias
deformadas en presencia del término de Gauss—Bonnet, se generan algunas

configuraciones inestables respecto a fluctuaciones tensoriales [108].

En el marco de modelos de membranas gruesas con el término RZ; en el
bulto, en [109] se examinan las propiedades de localizacién. Especificamente,
se estudian los modos escalares, vectoriales y tensoriales de la teoria en un
formalismo que no depende de la eleccion de la norma de las fluctuaciones. En
estos trabajos se muestra que para fondos geométricos regulares, el graviton
de cuatro dimensiones usual se localiza sobre la membrana, mientras que
los modos cero escalares y vectoriales se encuentran deslocalizados de esta.
En otras palabras, estos dos ultimos modos desaparecen de la fenomenologia

cuatridimensional.

1.6. Descripcién de la tesis

Como hemos mencionado en varias ocasiones, una de las principales ca-
racteristicas que debe poseer un escenario de mundo membrana ancho es la
posibilidad de recuperar la gravedad cuatridimensional usual. En presencia
de un acoplamiento no minimo, es posible localizar el gravitén sin masa sobre
la membrana y paralelamente eliminar los efectos no deseados provenientes
de los modos escalares y vectoriales asociados a las fluctuaciones de la mem-
brana misma (ver el trabajo [83]). De igual manera, al incorporar el término
de Gauss—Bonnet al bulto, se logra reproducir la gravedad en cuatro dimen-
siones, pues, nuevamente, el modo cero tensorial reside en la membrana,
mientras que las fluctuaciones de cardcter escalar y vectorial se desacoplan
de esta [109].

El proposito fundamental de este trabajo es el explorar las condiciones que

posibilitan la obtencion de la gravedad cuatridimensional para una membrana
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gruesa con geometria regular donde coezisten los efectos del acoplamiento no
minimo y el término de Gauss—Bonnet. Para ello, es indispensable el estudio

de las fluctuaciones gravitacionales de este modelo.

En el capitulo 2 se considera una membrana ancha en cinco dimensiones
con una geometria deformada que presenta invarianza de Poincaré cuatridi-
mensional. Se calcula la masa de Planck efectiva del modelo y se investigan
las condiciones de regularidad de la geometria para una clase importante de

soluciones.

Utilizando un formalismo invariante de norma, en el capitulo 3 se estu-
dian las fluctuaciones de la fisica del fondo gravitatorio y sus propiedades
de localizacion, bajo las suposiciones de tener una masa de Planck cuatri-
dimensional finita y un espacio—tiempo que carece de singularidades. Para
el sector tensorial se tienen en cuenta de manera simultanea la contribucion
del acoplamiento no minimo y el término de Gauss-Bonnet. Este estudio,
unido a los resultados del capitulo 2, fue publicado en [110]. En lo referente
a los sectores escalar y vectorial, desafortunadamente la complejidad de las
ecuaciones para las fluctuaciones dificulta el andlisis conjunto de los efectos
del acoplamiento no minimo y el término de Gauss-Bonnet. De este modo,
para estos sectores, solo se estudia cada caso por separado. La circunstan-
cia donde tinicamente se encuentra presente el término de Gauss—Bonnet fue
estudiada en [109] (aunque en esta tesis se utiliza una norma para las fluctua-
ciones diferente a la de ese articulo). En el caso en el que solo estd presente
el acoplamiento no minimo se investigan las propiedades de localizacién de
los modos escalares y vectoriales mediante la utilizacion de técnicas confor-
mes (en [83] se hace un estudio similar usando un procedimiento distinto al

nuestro).

Haciendo uso del método de perturbaciones singulares con capas de fron-
tera, en el capitulo 4 se obtienen algunas soluciones particulares de las ecua-

ciones que describen la fisica del fondo. Ademas, se estudian las propiedades
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de localizacion asociadas a tales perfiles y se analizan las condiciones para
que estos sean fisicamente admisibles [110]. Finalmente, en el capitulo 5 se
presentan las conclusiones del trabajo.

Esta tesis se basa fundamentalmente en el articulo [110]. Especificamente,
los resultados de este se encuentran expuestos en el capitulo 2, la seccién

(3.3.1) y en el capitulo 4.
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Capitulo 2
Fisica del fondo

En este capitulo presentamos una membrana gruesa modelada por un
campo escalar real pentadimensional no minimamente acoplado a la grave-
dad mas el término de Gauss—Bonnet en el bulto. Se muestran las ecuaciones
de campo para una métrica deformada con invarianza de Poincaré cuatridi-
mensional.

Ademas, se obtiene la masa de Planck en cuatro dimensiones en funcién de
los parametros de la teoria. Para una clase importante de configuraciones de
la geometria, se estudian las condiciones que permiten tener un modelo donde
los escalares de curvatura son regulares y la masa de Planck cuatridimensional

es finita.

2.1. Ecuaciones de campo
Consideremos la siguiente accion

S= [, & |g|{—%R LV~ V(g) - aRéB}, (2.1)
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donde M; es una variedad espacio-temporal de cinco dimensiones. En la
expresion anterior ¢ es el campo escalar que modela la membrana ancha. La
funcién L(p) caracteriza el acoplamiento no minimo entre la materia escalar
y la gravedad. La funcién L(p) es positiva [80], pues, en caso contrario,
se obtiene que la gravedad newtoniana es repulsiva, lo cual es fisicamente
inaceptable. El segundo término en (2.1) describe la parte cinética del campo
escalar, mientras que V() es su potencial de autointeraccién. Por otra parte,
la constante de acoplamiento « tiene dimensiones de masa y describe la
intensidad de los efectos asociados al término de Gauss—Bonnet. En principio,
el signo de « es arbitrario. A pesar de ello, al igual que en [109], en nuestro
trabajo principalmente nos centraremos en el caso o > 0, pues este presenta
mayores dificultades relacionadas con la consistencia fisica del modelo, de

modo que necesita un estudio méas cuidadoso.

Al variar la accién (2.1) con respecto a la métrica obtenemos las ecuacio-

nes de Einstein®, las cuales pueden ser expresadas de la siguiente manera
LRag=(7ap +VaVpL+ 3 9ap OL — € Qup, (2.2)

donde € = 2ak y el contenido de materia escalar del bulto es descrito por el

tensor de energia—momento

2

TaB = Oap0Opp — 3948 V(p). (2.3)

La contribucion del acoplamiento no minimo entre la materia y la gravedad
a las ecuaciones de Einstein (2.2) estd dado por los términos que contienen la
funcién L(y). La cantidad Q45 es denominado tensor de Lanczos y representa

la correccién del término de Gauss—Bonnet a las ecuaciones de Einstein, el

'La derivacién de las ecuaciones de Einstein para el caso de acoplamiento no minimo

y/o con el término de Gauss—Bonnet en el bulto se puede encontrar en la referencia [111].
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cual adopta la forma

1
Oup = ggABRéB —2RRBRip+4Rac R 5+

4R°P Rycpp —2Racpr Rp “PE.

Como hemos comentado anteriormente, la introduccion del término de Gauss—
Bonnet no produce ecuaciones de campo con derivadas de la métrica superio-
res al segundo orden. Esto se puede comprobar directamente de la expresion
anterior, pues esta solo contiene sumandos que dependen de la métrica y de

las contracciones del tensor de Riemann.

La ecuacién de Klein-Gordon asociada a la accién (2.1) adquiere la forma

L
g—:: =0, donde L, = d— (2.4)

1
—RL,+ »

O
S0+2/<:

El acoplamiento no minimo entre el campo escalar y la gravedad se refleja en
la presencia del segundo término en la ecuacién anterior. Por otro lado, no
existe una contribucion explicita del término de Gauss—Bonnet a la ecuacion
de Klein—Gordon. Esto es consecuencia de la inexistencia de un acoplamiento

directo entre el campo escalar y RZp.

De modo similar al escenario de RS, estudiemos una geometria que respete
la invarianza de Poincaré en cuatro dimensiones. Para ello, propongamos el

siguiente ansatz
ds* = a*(w) [ datdz” — dw?] . (2.5)

Esta métrica es una generalizacién suave de la utilizada en el modelo de RS,
ahora expresada en coordenadas conformes. El rol del factor de deformacién

lo adquiere la funcién a(w).

La existencia de la simetria de Poincaré cuatridimensional ocasiona que
el perfil de la pared de dominio solo dependa de la dimensién extra, luego,
el campo escalar hereda esta dependencia simple. De este modo, para la

geometria dada en (2.5) las ecuaciones de Einstein se pueden escribir de la
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siguiente manera

2ka’V 4+ 6HL + L" + 3 [2LH* + ¢ (H' + H*)] =0, (2.6)
L' — 2HL + k¢ + 3q(H — H?) =0, (2.7)

donde la (") denota derivada con respecto a w. Ademaés:

2 /

a
q=1L—4e—, mientras que H=—.
a a

Por otra parte, la ecuacion de Klein—Gordon asociada al campo escalar es

2L av
"+ 3HY — —L (BH* +2H') — —a® = 0. (2.8)

K dy
Aunque hemos obtenido tres ecuaciones de campo, es de destacar que sélo dos
son independientes. Esto se puede mostrar del modo siguiente: si derivamos
(2.6) respecto a w y usamos (2.8), obtenemos (2.7). Este resultado no es una

sorpresa si tenemos en cuenta las identidades de Bianchi.

El sistema de ecuaciones (2.6)—(2.8) es no lineal. En adicién a esto, la
presencia del acoplamiento no minimo y el término de Gauss-Bonnet difi-
cultan la busqueda de soluciones exactas para tal sistema. En el capitulo 4
examinaremos algunas soluciones de estas ecuaciones de campo utilizando el

método de perturbaciones singulares.

2.2. Masa de Planck cuatridimensional

Se puede obtener la relacién entre las masas de Planck de cuatro y cinco
dimensiones Mp y M,, respectivamente, mediante una reduccién dimensional
de la accién (2.1). Especificamente, para obtener esta relacién es suficiente
con extraer el término de Einstein—Hilbert cuatridimensional efectivo de la

accion en cinco dimensiones.
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Al igual que en el modelo de RS, consideremos una generalizacion del

espacio-tiempo inicial (2.5):
ds? = gapdr?ds® = a*(w)[g, (v)dr"ds” — dw?, (2.9)

donde g, () es una métrica cuatridimensional arbitraria. En términos de
esta geometria, la accion de Einstein—Hilbert efectiva en cuatro dimensiones

toma el siguiente aspecto

SgH ~ —M3 /d4x\/ G| R

En la expresion anterior, las cantidades con el superindice 4 son calculadas

respecto a la métrica g, ().

A diferencia de los escenarios ADD y RS, la presencia del acoplamiento
no minimo y el sumando Ry en la accién pentadimensional (2.1), complican
la extraccién de Sg% de esta. En nuestro caso, la funciéon de acoplamiento

L(y) solo depende de la dimensién extra via el campo escalar . Luego,

—L(p)R

el sumando 5
K

tiene una aportacion no trivial a la accion de Einstein—
Hilbert cuatridimensional. De igual manera, el término aR%y afiade una

) ., ., 4
nueva contribucion a la accion 51(5 }1

’ 4 . .
Un método para encontrar 51(5 l)q consiste en interpretar al factor de defor-
macién a(w) como una transformacién conforme entre la métrica g4 5 definida

en (2.9) y cierta métrica gap

gap = a*(w)gap = a*(w) ( ﬁ“”o(x) _01 > : (2.10)

Puesto que después de la reduccién dimensional de (2.1) solo necesitamos
identificar al factor \/|§4|§(4), es suficiente estudiar la parte geométrica de

esta
Sgeom: _fM5 d°x |g|{%R+aRéB} (211)

42



Bajo la transformacion conforme (2.10) el escalar de Ricci R adquiere la

siguiente forma

R=a"? (fz _80f — 12(%]-‘)2) , (2.12)
donde f =Ina y las cantidades con sombrero estan definidas con respecto a
la métrica gap.

Por otra parte, en el apéndice B se obtiene el término de Gauss—Bonnet

expresado en el lenguaje de las cantidades geométricas asociadas a la métrica

gaB
~ 1 ~ o~ ~ ~ o~ ~
Ry = C* + 33 —8R pR"P + gRQ —12R(Vf)* — 24RO f
+ A8RAPY .V f — 48RPV o fVif + T2(0f) + 72(Vf)* (2.13)
— 12(VaVpf)(VAVEF) + 144V 4V (VAL (VEf) + 144(V f)2Of |

En la relacién anterior C? = CABCPCygep, donde Cupep es el tensor de

Weyl correspondiente a la métrica gag.

Dada la simplicidad del espacio-tiempo g4p, €l tensor de Ricci R Ap toma
el siguiente aspecto

~

Ras = 0,
Euu - E;(ﬁ/)
Luego, el escalar de Ricci asociado a gap es
0

La expresion anterior implica que en (2.13) inicamente los sumandos lineales
en R contribuyen a la acciéon de Einstein—Hilbert en cuatro dimensiones. De
esta manera, en virtud de las expresiones
(6.](.)2 = _H27
Gf = _Hla
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y de las féormulas (2.11)—(2.13), se tiene que la masa de Planck en cuatro

dimensiones adquiere la siguiente forma [110]

Mz = 2M? /OO a®(w) {L(go) + %(H2 + 2H) | dw (2.14)

o0

= 2M3/ a*(w) qdw + 16 M? ea| 7.

o0

Como era de esperar, la relacién entre las masas de Planck dependen del

acoplamiento no minimo y del término de Gauss—Bonnet.

Por otra parte, nuestro modelo es consistente si M3 es finita y positiva.
En el caso donde L(yp) =1y € = 0, se recupera el escenario donde tenemos
un campo escalar minimamente acoplado a la gravedad més el término usual
de Einstein—Hilbert sobre el bulto. En este limite se tiene que M3 > 0.
Cuando se encuentra presente el acoplamiento no minimo y/o el término de
Gauss—Bonnet, no se puede garantizar una masa de Planck cuatridimensional
positiva para todas las configuraciones de la geometria y de los parametros

del modelo. Para entender mejor este tltimo punto consideremos un ejemplo.

Supongamos que tenemos un escenario donde L(p) > 0y a/|72= 0, en
este caso, el signo de M3 depende del parametro € y del factor de deformacion.
Si € < 0 se tiene que M2 > 0 independientemente del factor de deformacién.
En cambio, en el caso € > 0 el signo de M3 depende del perfil de a(w). Este
ejemplo nos sugiere que en presencia del término de Gauss—Bonnet, no todas
las soluciones de las ecuaciones de campo (2.6)-(2.8) arrojan un valor positivo
de M2. Luego, en el estudio de una solucién particular dada es imprescindible
comprobar si esta arroja un valor positivo para el cuadrado de la masa de

Planck cuatridimensional.
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2.3. Regularidad de la geometria

Ademas de las condiciones de consistencia mencionadas en la seccién an-
terior, es deseable que nuestro escenario no posea singularidades en la geo-
metria. En este trabajo se estudian modelos de membranas gruesas. Esto
garantiza que los escalares de curvatura sean suaves en la posicién de la
membrana. Sin embargo, como comentamos en la seccién (1.5.1), la exis-
tencia de un ancho no trivial en la membrana no previene la formacion de

singularidades de los escalares de curvatura en w = £o00.

Los invariantes de curvatura del espacio—tiempo (2.5) toman el siguiente
aspecto
4 l 2
a
AB 4 2 4 1742
R Rap = prs SH™ +9H" +6HH” ),
ABCD 4 2 4
R Rapep = o AH™ +6H" |.
Para un factor de deformacién arbitrario, es dificil caracterizar las condiciones
que permiten una geometria regular en todo el dominio de variacién de w.
Por consiguiente, en lugar de abordar el problema general, estudiemos las
condiciones de regularidad para una clase particular de soluciones. Asumamos
que a(w) es una funcién par? y analitica para todo w, excepto en w = +oo

donde esta posee el siguiente comportamiento
1
jw|’

a(w — 00) ~ (2.15)

siendo positivo el exponente 7.

Sobre la region asintoética se tiene que:

H ~ —sgn(w)l y H ~ L

jw|’ jw]?’

2La paridad del factor de deformacién puede interpretarse como una versién suave de
la simetria Z5 del modelo de RS.
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donde sgn(w) es la funcién signo. Esto implica el siguiente comportamiento

para los escalares de curvatura
2(y—1 AB ABCD A(y—1
R~ w0, RABR,p ~ RAPPR pep ~ [w[*07Y,

Entonces, si imponemos regularidad en infinito los valores de v se encuentran
limitados al intervalo 0 < v < 1. Bajo esta condicién, la cantidad M3 se

puede escribir como sigue
Mg, ~ M? [ a*q, (2.16)

pues, a'|T2= 0.

En resumen, las geometrias asociadas a la clase de soluciones definidas
en (2.15) son regulares cuando 0 < v < 1. En esta regién del pardmetro ~y
la masa de Planck cuatridimensional (2.15) se reduce a la expresién dada en
(2.16).

Un modelo de mundo membrana fisicamente consistente no se basa sola-
mente en poseer una geometria regular y una masa de Planck efectiva que
sea finita y positiva. Como mencionamos anteriormente, es imprescindible la
existencia de un gravitén sin masa localizado sobre la membrana. Por este
motivo, en el siguiente capitulo exploraremos las propiedades de localizacion

de las fluctuaciones de la geometria y la materia escalar.
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Capitulo 3

Fluctuaciones gravitacionales:

localizacion de la gravedad

El estudio de las propiedades de localizacion de la gravedad en mundos
membrana se lleva a cabo mediante el andlisis de las pequenas fluctuaciones
de la geometria y del campo escalar asociadas a tales objetos. En estos es-
cenarios este estudio puede ser complicado, pues, para una membrana ancha
caracterizada por un ancho y un perfil determinado, las fluctuaciones de la

geometria necesariamente se acoplan a las de la materia.

Por otra parte, al igual que en la Relatividad General, la covarianza de la
teoria induce cierta invarianza de norma sobre las fluctuaciones de la métrica
y la materia. Estos grados de libertad de norma se combinan con las fluctua-
ciones fisicas produciendo interpretaciones espurias de los resultados. Enton-
ces, es necesario un mecanismo que permita diferenciar los efectos asociados

a la libertad de norma de los independientes de esta.

Existen dos formas de tratar con las ambigiiedades relacionadas con la
libertad de norma de la teoria. La primera consiste en fijar completamente

la norma, mientras que la segunda es estudiar las fluctuaciones en funcion
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de variables invariantes ante transformaciones de norma. En este trabajo

principalmente utilizaremos el segundo método.

Con el objetivo de estudiar las fluctuaciones de la geometria y la ma-
teria de nuestro modelo, utilizaremos una generalizacién del formalismo de
Bardeen [112] empleado en la cosmologia . La idea fundamental es parametri-
zar las fluctuaciones de la métrica mediante una definicién conveniente de las
variables invariantes de norma de modo que estas no cambien bajo una trans-
formacién infinitesimal de coordenadas (transformacién de norma). Una de
las ventajas del formalismo de Bardeen es su efectividad en la identificacion
del sistema coordenado donde las variables invariantes de norma adquieren

una forma simple.

En la cosmologia estdndar de cuatro dimensiones las fluctuaciones de la
métrica pueden ser clasificadas en modos escalares, vectoriales y tensoriales
respecto al grupo de rotaciones en tres dimensiones [112, 113]. Este hecho
facilita el estudio de las fluctuaciones, esencialmente por dos razones. Prime-
ramente, las ecuaciones dinamicas que describen la evoluciéon de los modos
escalares, vectoriales y tensoriales se desacoplan a orden lineal de las pertur-
baciones. Una segunda ventaja de explotar la simetria de la métrica es que

esta facilita la construcciéon de variables invariantes de norma.

En nuestro caso procederemos de manera similar a la cosmologia estandar,
aunque esta vez el grupo de simetria que permite la descomposicion de las
fluctuaciones en sectores escalares, vectoriales y tensoriales es distinto. La
geometria descrita en (2.5) rompe la simetria de Poincaré en 5D a conse-
cuencia de la existencia de la membrana gruesa. A pesar de ello, al igual que
en el escenario de RS, sobre nuestra membrana se preserva la simetria de
Poincaré en 4D la cual permite la clasificacion de las fluctuaciones respecto

a esta.
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3.1. Ecuaciones generales de las fluctuaciones

Consideremos las fluctuaciones de la métrica y el campo escalar alrede-
dor del fondo gravitatorio especificado por medio de la métrica (2.5) y las
ecuaciones de campo (2.6)—(2.8). En otras palabras, las fluctuaciones de la

geometria adquieren el siguiente aspecto
ds? = (a*(w)nap + Hap) de?da®,
mientras que las del campo escalar se pueden escribir como sigue

©p =@+ X
En las dos ultimas expresiones el subindice p denota a las magnitudes per-
turbadas. Las cantidades g4p = a*(w)nap y ¢ representan a la métrica y a
la materia de fondo, respectivamente. En principio, las fluctuaciones Hap y

x dependen de todas las coordenadas.

La existencia del acoplamiento no minimo y el término de Gauss-Bonnet
en la teoria, torna mas complicado el estudio de las ecuaciones de las fluctua-
ciones si lo comparamos con un modelo donde solamente existe el término de
Einstein—Hilbert y un campo escalar minimamente acoplado a la gravedad.
Bajo estas circunstancias las perturbaciones de las ecuaciones de Einstein

toman el siguiente aspecto
L6RE = —RESL + kol — e6QfF — HBOV V4L + VPV 4L
—gBCTE VL — %55 (H°PVcVpL — O6L (3.1)
+9°PoTEpVRL),
donde la  en las cantidades anteriores denota variacion a primer orden res-
pecto a la métrica y la materia, mientras que el operador V es tomado con

respecto a la métrica de fondo gap. Las fluctuaciones del tensor de energia—

momento se pueden escribir como sigue

2 zgoV
678 = VapVPx +VaxVPp — 555%)@ (3.2)
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El tensor de Lanczos perturbado adquiere la forma que mostramos a conti-

nuacion

6Q% = %5%355 — 2R 6RE — 26R RS + 46 Rac R°P
+4Rac 0RYP + 46Rep R, PP +4Rcp 6R, PP (3.3)
—20RacprRPPY — 2Racpr SRPEPE,
REp = 2ROR — 4RcpdRYP — 46 Rop RYP
+ RapcpdRABP + §Rupcp RAPCEP, (3.4)

donde
6R = —RepH P + ¢°PSRep. (3.5)

Por otra parte, la ecuacién de Klein-Gordon perturbada toma el siguiente
aspecto
— HYPV Ve + g* 7 0x — g* 6TV ey

2

1
(L 6R + xRLy,)

T on

+ 57X =0 (3.6)

3.2. Variables invariantes de norma

Como mencionamos anteriormente, nuestro modelo, al igual que la Teoria
General de la Relatividad, es una teoria covariante; por lo que las ecuaciones
de la teoria se escriben en términos de igualdades tensoriales. En otras pa-
labras, las ecuaciones de campo pueden ser escritas equivalentemente en un
sistema de coordenadas 24 o en otro arbitrario 74 difeomorfo al primero. Esta
equivalencia entre los distintos sistemas coordenados puede ser interpretada
como una libertad de norma de la teoria. Para analizar este tultimo punto
asumamos, al igual que en las Referencias [114, 115, 116], una transformacién

infinitesimal de coordenadas dada por:
T4 =2t + 24, (3.7)
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donde A\ es un vector infinitesimal arbitrario que parametriza la transfor-

macién de coordenadas.

Se puede mostrar [117] que bajo esta transformacién las fluctuaciones

lineales de un tensor arbitrario () se transforman de la siguiente manera
0Q(x) = 5Q(™) — L2Q(z), (3.8)

donde L£,Q es la derivada de Lie del tensor () respecto al vector de norma
M. La identidad (3.8) nos muestra que una teorfa covariante que involucre
cantidades tensoriales () puede ser escrita de manera equivalente en términos

de los campos Q(z*) o de los campos Q(z).

Para el caso en que @) es igual a nuestra métrica de fondo, se tiene que
Hap(z¢) = Hap(2€) — Varp(z€) — Va(z©), (3.9)

donde la derivada covariante se calcula usando la métrica de fondo. Igual-

mente, las fluctuaciones del campo escalar se transforman del siguiente modo
X(29) = x(29) = Aa(2) VAp(2). (3.10)

La cantidad Hsp puede ser percibida como una matriz simétrica. En con-
secuencia, esta posee quince grados de libertad, de los cuales cinco estan
asociados a la eleccién de la norma (eleccién del vector A1), de modo que

realmente solo existen diez grados de libertad independientes.

Por otra parte, debido a que la métrica pentadimensional de fondo es inva-
riante ante transformaciones de Poincaré cuatridimensionales, las fluctuacio-
nes de la geometria pueden ser descompuestas en modos escalares, vectoriales

y tensoriales respecto a esta simetria subyacente [82, 118, 119, 120]

Hup = H,(axsfg + Hﬁx‘g + H1(4TB)7

51



donde

2 (N E
HS) = a*(w) (o + 0,0,5) 0,0 : (3.11)
0,C 2%
174 14 D
HY = a*(w) (Oufo +0uf) D : (3.12)
D, 0
2h,,,
H = a®(w) ; 8). (3.13)

En la tltima espresién el tensor hy,, es transverso y sin traza respecto a la

métrica de Minkowski 7,,,. Dicho de otro modo

he=0,  9,h%=0. (3.14)

i

Ademss, los vectores f, y D, tienen divergencia nula
o"f, =0, 0"D,, = 0. (3.15)

Las cuatro funciones restantes son escalares bajo las transformaciones de

Poincaré cuatridimensionales.

De las restricciones (3.11)-(3.15) se puede apreciar que las fluctuaciones
de la geometria tienen quince grados de libertad: cinco tensoriales, seis vec-
toriales y cuatro escalares. No obstante, como comentamos anteriormente,

solo diez de estas cantidades son independientes.

Veamos como se transforman los sectores escalar, vectorial y tensorial
bajo la transformacién de norma (3.9). Para ello escribamos el vector A4 de
la siguiente forma

A = a*(w) (A, —Ay).

Nuevamente es util recurrir a la simetria de Poincaré en cuatro dimensiones
de nuestra métrica de fondo; esta vez nos permite descomponer la parte

cuatridimensional del vector de norma de la siguiente manera
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donde A es un escalar y 0*p,, = 0.

Usando la expresién (3.9) y la relacién anterior, se pueden encontrar las
leyes de transformacion para las componentes de las fluctuaciones de la geo-
metria. El tensor h,, es invariante ante transformaciones de norma, en otras

palabras

Py = Py, (3.16)

mientras que el sector vectorial se transforman como sigue

Fu=fu— b (3.17)

D, =D, —p,. (3.18)

Finalmente las fluctuaciones escalares se transforman de la siguiente manera

E=E—)\ (3.19)
=1 — HAy, (3.20)
C=C—N+ M\, (3.21)
E=¢+Hhw+ N, (3.22)

De aqui se tiene que las fluctuaciones escalares y tensoriales no son inva-
riantes ante cambios de norma. Es posible construir variables invariantes de
norma haciendo uso de un procedimiento similar al formalismo de Bardeen,
esta vez en cinco dimensiones [82, 109, 119]. Puesto que las fluctuaciones de
la geometria de fondo contienen dos vectores sin divergencia y un vector de
norma p,, solamente es posible construir un vector invariante ante transfor-
maciones de norma. Una posible eleccién de la variable vectorial invariante

de norma es

V,=D,— f. (3.23)
En virtud de (3.17) y (3.18) es facil demostrar que ‘N/ﬂ =V,

De modo similar, el sector escalar posee cuatro funciones que caracterizan

las fluctuaciones escalares de la métrica y dos funciones de norma (A y A,).
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Luego, es posible construir dos variables escalares invariantes de norma:

U=1y-—HE -C), (3.24)

- ~ 1 ~ ~

E=¢——[a(C—E". (3.25)
a

Una vez mas, es sencillo mostrar la invarianza de norma de las variables

anteriores. De las férmulas (3.19)-(3.22) se obtiene que E=Zy U = 0.

También es posible crear una variable invariante de norma para las fluc-
tuaciones del campo escalar. Teniendo en cuenta (2.5) y (3.10), x se trans-

forma de la siguiente manera
X=X—¢\
La variable invariante de norma asociada se puede escribir como sigue
X=Y-¢(E-0C). (3.26)

En total tenemos once variables invariantes de norma, diez asociadas al sector
geométrico y una al campo escalar de fondo. Estas se encuentran distribuidas
de la siguiente manera: cinco variables tensoriales (h,, ), tres vectoriales (V,
con 0"V, = 0) y tres escalares (¥, = y X). Existen infinitas variables inva-
riantes de norma, pues cualquier combinacién de ellas es también invariante
de norma. Una de las ventajas de nuestra eleccién de las variables invarian-
tes de norma consiste en que las ecuaciones para las fluctuaciones lineales

asociadas a estas adquieren una forma simple.

Aunque la teoria de las fluctuaciones se formule en un formalismo inva-
riante de norma, en ocasiones es conveniente escoger un sistema coordenado
particular (una norma) en el cual los cdlculos a realizar sean mds simples.
El caracter covariante de nuestro escenario nos garantiza poder regresar a
nuestras variables invariantes de norma de manera consistente. Si la norma

se fija completamente, cinco de los quince grados de libertad que aparecen
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en la métrica perturbada son eliminados. Existen muchas maneras de fijar la
norma, veamos dos de ellas. La primera consiste en escoger las funciones de

norma A, A, and p, de modo que

fy = Pu-

Por otra parte, una norma especialmente 1til es la conocida como norma
longitudinal

E=0, C=0, f,=0. (3.27)

Sobre esta norma se tiene que
A=F, )\w:(E/—C'), Pu = fu

En la norma longitudinal, las variables invariantes de norma adquieren el

siguiente aspecto
V=4, E=¢ X=X V,=D, (3.28)

Luego, para obtener las ecuaciones de las fluctuaciones en términos de las va-
riables invariantes de norma anteriormente definidas, es conveniente separar
el procedimiento en dos etapas. Una primera consiste en pasar inicialmente a
la norma longitudinal, pues, esta eleccion simplifica los calculos asociados a
la variacién lineal de los tensores de curvatura. Finalmente, utilizando (3.28)
y el hecho de que nuestra teoria solamente involucra cantidades tensoriales,
podemos reescribir las ecuaciones de las fluctuaciones en funciéon de nues-
tras variables invariantes de norma en un sistema coordenado arbitrario (A4

arbitrario).
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3.3. Localizacion de la gravedad

En la teoria de perturbaciones cosmoldgicas estandar las ecuaciones que
describen la evolucién de los modos escalares, vectoriales y tensoriales se des-
acoplan a nivel lineal [112, 114, 121]. Un fenémeno similar ocurre en nuestro
caso (82, 83, 118, 119], hecho que posibilita el estudio de cada sector de las
fluctuaciones por separado. Como hemos expresado en repetidas ocasiones,
es indispensable investigar la existencia y localizacién del gravitéon no masivo
cuatridimensional, de ahi que sea necesario estudiar los modos tensoriales de

nuestro modelo.

De la Relatividad General es conocido que un espacio-tiempo de fondo
del tipo Minkowski no soporta la propagaciéon de modos escalares y vecto-
riales!. En nuestro escenario la simetria de Poincaré pentadimensional est4
rota. En adiciéon a esto, en virtud de la existencia del campo escalar y el
término de Gauss—Bonnet en el bulto, pareciera inevitable la propagacion de
los modos escalares y vectoriales sobre la membrana. Una manera de eliminar
estos efectos no observados en nuestro universo consiste en que estos se des-
localicen de la membrana, pues en ese caso desaparecen de la fenomenologia

cuatridimensional.

3.3.1. Modos tensoriales

Las fluctuaciones del campo escalar x (equivalentemente X') no aparecen
en las ecuaciones de las fluctuaciones tensoriales y vectoriales, pues, como
consecuencia del desacoplamiento entre los diferentes sectores de las fluc-
tuaciones, estas pertenecen al sector escalar. Luego, las ecuaciones de las

fluctuaciones (3.1) y (3.6) se simplifican en los sectores tensorial y vectorial.

Sustituyendo (3.13) en las ecuaciones perturbadas a primer orden (3.1)

'Pueden ser completamente removidos mediante una transformacién de norma.
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se obtiene la siguiente ecuacién de evolucién para los modos tensoriales (ver
el apéndice C.1 para méas detalles)

(g—L)

qh}" 4+ (3Hq + ¢')h) — [q +

} =0, (3.29)

donde O" = n*'V ,V,,.
Para estudiar el espectro de masas de la ecuacién anterior es conveniente
eliminar el sumando que contiene hZ’. Esto se puede hacer mediante la intro-
duccion del campo tensorial ¥, = th donde s(w) = a®q. Bajo esta

nueva redefinicion de hy; la ecuacion (3.29) adquiere el siguiente aspecto
‘IIZV - L\/SE)H\D#V

En la relacién anterior r(w) = a® (q + (qz—;)) :

~ Loy, = 0. (3.30)
S

Con el propoésito de explorar el espectro de masas de las fluctuaciones
tensoriales, consideremos la separacién de variables U, = ¥(w)e,, (z). En
términos de estas nuevas variables la ecuacién (3.30) se divide en dos ecua-

ciones

O%™ +m?”, = 0, (3.31)

g W

O +m20,, = 0, (3.32)
S

donde el campo €], () describe un modo tensorial cuatridimensional de masa
m, mientras que ¥, (w) es la amplitud del campo dindmico €]}, () y define
las propiedades de localizacién del campo pentadimensional ¥,,,. La ecuacion
diferencial (3.32) puede ser interpretada como un problema de autovalores
de Sturm-Liouville con la norma asociada

(W]9) = /_OO gm dw. (3.33)

[e.e]

0

Por otra parte, el modo cero €,

(z) corresponde al graviton cuatridimensional

sin masa que surge en la Relatividad General. Este modo esta localizado sobre
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la membrana si su ”funcién de onda” ¥y es normalizable, en otras palabras,
la norma de ¥y debe ser finita

(o] 9) :/ gﬁgdw < 0.

o0

No es dificil mostrar que 99 = +/s, luego, la condicién de normalizacién

anterior se transforma en:
(Do|to) = 72 a® qdw —de[a]®, + 8¢ [T %de. (3.34)

Para la clase de soluciones descritas en (2.15) se tiene que a/|7X=
2

2 . . o0 12
 ~ 25 en w — 00, esto garantiza la convergencia de [~ - dw. A
a Jw|Y —© a
consecuencia de ello, el graviton no masivo se encuentra localizado sobre la
membrana si la primera integral en (3.34) es finita. Esta integral es proporcio-
nal al cuadrado de la masa de Planck en cuatro dimensiones. De esta manera,
cuando la geometria es regular, una masa de Planck finita es equivalente a

tener el graviton cuatridimensional localizado sobre la membrana.

Para el caso en que solamente tenemos el término de Gauss—Bonnet en el
bulto se tiene que

5 1 4evy?

a’q ~ e — e cuando w — oo.

Esto implica que la convergencia de la norma depende del integrando ﬁ
Luego, para tener el modo cero localizado es necesario que los posibles va-
lores del exponente v se reduzcan al intervalo 1/3 < v < 1. Por otra parte,
en el caso en el que solamente se tiene acoplamiento no minimo se obtienen
resultados idénticos si consideramos que la funcién de acoplamiento L(y) es
acotada y no es nula en el infinito?. Uniendo estos dos casos llegamos a la
conclusion de que bajo pocos requisitos sobre L(p) y tomando en conside-

racion todos los ingredientes de nuestro modelo, la condicion de localizacion

2Cuando L(yp) tiende a cero en infinito, la restriccién para v puede tornarse menos

restrictiva.
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para el modo cero continda siendo 1/3 < v < 1. De aqui se deduce que el
hecho de agregar el acoplamiento no minimo y /o el término de Gauss—Bonnet
no modifica cualitativamente las propiedades de localizacién del gravitén no
masivo respecto al escenario donde ninguno de estos dos efectos se encuentra

presente.

3.3.2. Modos escalares

En el apéndice C.2 se calcula en la norma longitudinal un grupo de canti-
dades tutiles para obtener las ecuaciones de las fluctuaciones escalares. Debido
a las igualdades descritas en (3.28), sobre esta norma es sencillo reescribir
estas magnitudes en funcion de las variables invariantes de norma ¥, =y X.
Ahora, la dependencia funcional de estas cantidades respecto a las variables
invariantes de norma en la norma longitudinal se mantiene idéntica en cual-
quier sistema coordenado (cualquier \4); esto, debido al cardcter tensorial

de la teoria.

Haciendo uso de las igualdades (C.27)—(C.51) y evocando el comentario
del parrafo anterior podemos obtener las ecuaciones de Einstein y Klein—
Gordon perturbadas en términos de las variables invariantes de norma. La

componente (w,w) de (3.1) arroja la siguiente ecuacién®

¢  ¢L | ¥'L
4q0" + 49 2l +42 z
qV” + {qu’ + 3 }+ { 3 +7-/,q}

/2 4 2 /L /
86 / 2 IRV 1 dV 2
— — A X +-——a"X 3.35
+a2(7{ H?) + ¢ +3d¢a (3.35)

1
HAHX L, + 5 |4(X L) - D”(XLw)] = 0.

3Con el 4nimo de no sobrecargar las ecuaciones, en esta seccién y en el apéndice C.2

usaremos el sistema de unidades de Planck, de ahi que 2x = 1.
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Para el caso (1 = v) en (3.1) tenemos que

4 70'L 'L
qU” + 0’ [77-1,L — ;—Z{‘ (2H' +5H7) + —“03 “”} = [—90 3 £+ Hq
8 2 /L !
422 [(3%2 +H)L — 'i; (H' +H*) +2H'L, + %] — ¢O"y
1dV
+2H(XL,) + 5%&)( (3.36)

1
+(H +3H*) XL, + 3 [(XLw)” - D"(XLg,)} =0,

mientras que si (u # v) se tiene la siguiente relacién

4eH’

2

¢= — 20 {L - } — XL, =0. (3.37)

a

Finalmente, para la componente (u,w) de (3.1) se tiene que

/

' X
2

+3¢(V + HE) + (XL,) — HXL, + ¢ L,2 =0. (3.38)

Reescribiendo la ecuacion (C.52) en funcién de las variables invariantes de

norma obtenemos:

X"+ 3HX —O"X + ¢ [4V' + Z'| + 2=(¢" + 3H')
o0?V 1
—W&X - 5{2(2%’ +3H) X Ly, + L, [O"2 — 3070 (3.39)
12

FAZ(2H + 3H?) + 4(P" + H[4V' + Z))] } =0.

Debido a las ecuaciones (3.37) y (3.38) solamente existe un grado de liber-
tad escalar independiente. Esto hace mas sencillo el estudio de las propiedades

de localizacién de los modos escalares.

Por otra parte, a diferencia de sector tensorial, en este caso la presen-
cia simultdnea del acoplamiento no minimo y del término de Gauss—Bonnet
dificulta la obtencién de la ecuacién que describe la dindmica de los modos

escalares. Por este motivo, solamente estudiaremos cada efecto por separado.
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Caso (a) Modos escalares en presencia del término de Gauss—

Bonnet

Aunque este caso fue estudiado en [109], es provechoso explorar algunos
de sus detalles. Haciendo L(¢) = 1y combinando las ecuaciones (3.35)—(3.39)

se puede encontrar la ecuacion para el campo VU, la cual adquiere la siguiente

forma
/ / 1
. [1 + i} 0,0°0 + V' {3% +2L - 2"%}
Hq q ®
7_[/ // n !
+\If{q LM oy —ans oL +4H’]
g qH q ¢ ¢ q

Con la finalidad de eliminar el sumando que contiene la primera derivada de

la fluctuacion redefinamos el campo ¥

. (3.40)

En funcion de este nuevo campo la ecuaciéon para los modos escalares toma

el siguiente aspecto
1 " q/
P —z2( =) D— 1+ )O"d =0, 3.41
()= (sa) o)
donde

(3.42)

Con el propédsito de estudiar el espectro de masas del campo escalar ®, pro-

pongamos la siguiente condicién para este
O7% = —m?d.

Luego, la ecuacién (3.41) se puede expresar como sigue

" i
o - z(l) o+ (1 + 73—)7122(1) — 0. (3.43)
2 q
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La norma asociada al problema de autovalores anterior es

(D|D) = /_oo (1 + Hq—;) P2dw. (3.44)

o0

De este modo, la condicién de normalizacion para la autofuncion de masa

nula, adquiere la siguiente forma

(Do| Do) = /_OO (1 + %})@3%, (3.45)

donde @ = 1.

Examinemos qué ocurre con las propiedades de localizacién del modo cero
d, para la clase de soluciones definidas en (2.15). Primeramente, en ausencia

de acoplamiento no minimo (L(yp) = 1) tenemos que

En adicién a esto, utilizando la relacién (2.15) y la definicién de ¢ se tienen

los siguientes comportamientos asintoticos

4 8a(y—1)
Hq w? — 4ey?w?
7_[2 72

HZ_HI ~ 72_1’

— 0, cuando w — oo,
cuando w — 0. (3.46)

En consecuencia, si y # 14 la convergencia de la integral que define a (®|®,)
se encuentra determinada por el comportamiento del integrando aqu. En la
seccion anterior mostramos que el requisito para poseer un gravitén sin masa

localizado sobre la membrana y una masa de Planck finita es que la integral

o
/ adq < oo.
—0o

Esto ocasiona que (3.45) sea divergente lo que implica que el modo cero aso-

ciado a la fluctuacion escalar @ se encuentra deslocalizado de la membrana.

4El caso v = 1 lo estudiaremos en el capitulo 4.
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Caso (b) Modos escalares en presencia de acoplamiento no mi-
nimo

Incluso en el caso en que no exista la contribucién del término de Gauss—
Bonnet, las ecuaciones de ligadura (3.37) y (3.38) no poseen una estructura
simple, lo que entorpece la obtencién de la ecuacién para las fluctuaciones
escalares. Para un modelo donde el campo escalar se acopla minimamente a
la gravedad y el término de Gauss—Bonnet esté ausente, es posible obtener
tal ecuacién sin demasiadas complicaciones. Para ello, es suficiente con hacer
q = 1 en la igualdad (3.41). Esto nos sugiere que podriamos resolver nuestro
problema de perturbaciones si logramos convertir el escenario inicial (2.1)
con la restriccion o = 0, en otro donde la nueva geometria y el campo escalar

se enlacen mediante un acoplamiento minimo.

Un modo de realizar esta tarea es utilizando una transformacién conforme
cuyo factor conforme dependa de la materia escalar inicial® [73, 74]. En otras
palabras, partimos de la accién que representa los efectos del acoplamiento

no minimo (marco de Jordan)

Sop = fy PoVA LR+ (V0P - V(o) |
aplicamos la transformacién conforme
Gap = Pgap, donde Q= L3,

y reescribimos la acciéon original S;r sobre lo que se denomina marco de

Einstein:
SJF%SEF:fM* d5l’ ]5[{—E+%(v0)2—7(0)}, (347)

donde o es el nuevo campo escalar, esta vez acoplado minimamente a la

gravedad, mientras que V' es su potencial de autointeraccién. La relacion

50tro manera de obtener las ecuaciones para las fluctuaciones en este tipo de escenarios

es estudiado en [83].
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entre las cantidades nuevas y viejas estd dada por las siguientes igualdades®

1 8 (L,\°

— V

Veamos cémo es el vinculo entre las fluctuaciones de ambos marcos. En pri-

mer lugar, para la métrica de fondo tenemos que

Gap = @nap = (aL?)’nap,

donde @ es el factor de deformacién en el marco de Einstein. Variando la
expresion anterior, se tiene la siguiente igualdad para las fluctuaciones de la

métrica gy

_ — 2a>
09ap = Hap = gripXLenas + L**H p. (3.49)
En este marco, el sector escalar sobre la norma longitudinal toma el siguiente
aspecto
_ 0
Hap = 222 Y V) (3.50)
0 ¢
Haciendo uso de las expresiones (3.11) y (3.49) se tiene que
- Xch
_ XLLp
= £—"——— 3.51
; Ce, (351)

B 1+8ch2
“\VzT3\1) "

En esta formulacién la estructura de las variables invariantes de norma (3.24),
(3.25) v (3.26) quedan intactas, salvo que las nuevas cantidades se definen res-

pecto a las variables escalares ¢, &, ¥, E y C. Adicionalmente, las ecuaciones

6Para que el nuevo campo esté bien definido, la aplicacién entre ¢ y o de ser biyectiva.
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que describen la dinamica de estos entes son estructuralmente equivalentes
a (3.35)—(3.39) si hacemos € = 0y L(¢) = 1. Luego, la ecuacién andloga a

(3.43) toma el siguiente aspecto

— 1\"— _
" — z(;) D+ m?*d =0, (3.52)
z
donde 3/2 3/2 .1 / I
— @ a0 @ 1
e n 7 7 a [ 317

La norma asociada al modo cero es
_ © _, > 1
(Dg| D) :/ Oydw :/ —dw. (3.53)

La funcién Z expresada en términos de las cantidades de fondo, toma la

11 (ﬂ T ﬁ>2
S == 2/ (3.54)

=2 3 L
Z a 8 e
1+3 L

siguiente forma

Para estudiar las propiedades de localizacién del autoestado @y consideremos

una forma especifica para la funciéon de acoplamiento

L:l_ggpz’

; (3.55)

donde ( es un parametro positivo que caracteriza la intensidad del acopla-

miento no minimo.

Investiguemos la convergencia de la integral (3.53). Para ello supondremos
que la geometria y la materia de fondo son regulares en todos los puntos
de la variedad. De este modo, la localizaciéon del modo cero se encuentra
determinada por el comportamiento de Z en el infinito. Para determinar dicho

comportamiento necesitamos conocer ¢ y su primera derivada en w = 00.

Combinando las igualdades (2.6) y (2.7) se obtiene la siguiente ecuacién
¢©? — 16Hy' L, — 24H°L — 2a*V = 0.
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Con ayuda de la expresion anterior y suponiendo que el campo escalar y el
potencial de autointeraccién son acotados en infinito y este tltimo es positivo

asintéticamente 7, se tiene que

@'~ —, cuando w — o0,
wY

si nos limitamos a la clase de métricas definidas por (2.15). De aqui que
la convergencia de (3.53) se determina por el comportamiento asintético de
1/a3. Luego, al igual que el caso anterior el modo cero escalar no se encuentra

localizado en la membrana si Mp es finita.

Para finalizar, comprobemos que el campo escalar ¢ se encuentra bien

definido sobre el marco de Einstein. Haciendo uso de (3.48) y (3.55) se tiene

3
167

Figura 3.1: En esta figura sobre la linea fina ( = la linea discontinua

denota el caso ( = % y ¢ =1 le corresponde a la linea gruesa.

“En el préximo capitulo veremos un caso donde el potencial de autointeraccién es

negativo en infinito.
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la siguiente relacion entre los campos escalares de ambos marcos

2 1 16 V2
a_\[z/\/l_y2 (1+ . 1_Y2>dY, (3.56)

donde Y = \/gap. Aunque esta integral se puede expresar en términos de

funciones numéricas estandares, por su extension no escribiremos el resultado.
En su defecto incluimos la Fig. 3.1. Esta muestra que la relacién entre los
campos escalares ¢ y o es biyectiva. Ademas, 0 ~ ¢ cuando ¢ ~ 0, mientras
que 0 — Fo00 cuando ¢ — j:\/%

3.3.3. Modos vectoriales

En esta seccion al igual que en el sector escalar, separaremos el estudio

de las fluctuaciones en dos casos.

Caso (a) Modos vectoriales en presencia del término de Gauss—

Bonnet

En términos de la variable invariante de norma (3.23), las ecuaciones para

los modos vectoriales (C.68) y (C.69) toman el siguiente aspecto

(V7Y + (q— + 3%) VY =0, (3.57)
q
0"V, =0, (3.58)

donde la primera ecuacion es de ligadura y define el perfil de V), sobre la
dimension extra. Por otra parte, la segunda igualdad implica que solo tenemos

un modo para las fluctuaciones vectoriales y este no tiene masa.

Para este caso, definir la norma es menos directo que en los otros dos
sectores, pues no tenemos un problema de autovalores. De ahi que sea mas
apropiado hacer uso de la accién (2.1) perturbada hasta segundo orden res-

pecto a las fluctuaciones vectoriales 62 Sy (ver detalles en [82, 109]); después
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de efectuar los calculos pertinentes se obtiene que
1
5?8y = / d'zdws (1™ 0.V 05V,) (3.59)

donde a V, = a* %,/qV,, se le denomina modo canénico normal. El modo cero
asociado a (3.58) es normalizado si 6 Sy es finita. Al resolver las ecuaciones
(3.57) y (3.58) se tiene que

L i)
a3/2\/§’
O (z) = 0.

El modo cero vectorial esta localizado sobre la membrana si la siguiente

cantidad es finita

(VY = /_OO dw (3.60)

s @3q
Pero, a*q — 0 cuando w — oo, en virtud de que la masa de Planck (2.16) es
finita. En consecuencia, el modo V* se encuentra deslocalizado de la mem-

brana.
Caso (b) Modos vectoriales en presencia de acoplamiento no
minimo

Sobre el sector vectorial las fluctuaciones de la geometria (3.49) se reducen

Hap = L*3Hp. (3.61)

De esta manera, los modos vectoriales en el marco de Einsten coinciden con

sus homélogos en el marco de Jordan. Dicho en otros términos

D,=D,,
resultado que es posible verificar al emplear (C.53) y (3.61). De aqui se tiene
que las ecuaciones para las fluctuaciones vectoriales toman la siguiente forma
(VY +3HV =0, (3.62)
o7V, = 0. (3.63)



Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso del sector escalar en pre-

sencia del término de Gauss—Bonnet, se obtiene

TP
Ot (x) = 0,
donde V, = a*/?V ,.
La norma asociada al modo cero vectorial toma el siguiente aspecto

- ©° dw *° dw
(v Wu>:/_ ?:/_mﬁ'

o0

Nuevamente, el hecho de tener una masa de Planck finita ocasiona que el

modo cero se deslocalice de la membrana.
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Capitulo 4

Soluciones aproximadas para

las ecuaciones de campo

Encontrar soluciones para el sistema de ecuaciones (2.6)—(2.8) es una tarea
complicada debido a la presencia simultanea del acoplamiento no minimo y
del término de Gauss—Bonnet. En [122] se estudian varias soluciones numéricas
para estos escenarios. En nuestro trabajo también exploraremos algunas so-
luciones aproximadas para la fisica del fondo, pero el enfoque sera distinto al

utilizado en [122], pues haremos uso de un método perturbativo.

Sobre lo que al acoplamiento no minimo respecta, en este capitulo asu-

miremos que L(y) toma el siguiente aspecto [78]
L=1- ggoz. (4.1)

Como hemos mencionado anteriormente, ( es el parametro que define la
intensidad del acoplamiento no minimo y L > 0.

A consecuencia de que en la definicién para Mp dada en (2.15) algunos
sumandos contribuyen con signo negativo a la masa de Planck es indispensa-

ble verificar que para la configuracion de la materia y la geometria de interés
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la cantidad Mp sea positiva. Paralelamente a esto, es necesario que la nor-
ma de las fluctuaciones no sea negativa, de lo contrario el espectro de estas
no es unitario. En resumen, en adicién a las condiciones de regularidad de
la geometria y la localizacion del graviton sin masa, nuestro escenario debe

cumplir los siguientes requisitos

L(p) >0, (Wlv)y>0 y Mp>0. (4.2)

Por otro lado, consideraremos una métrica regular que interpole entre dos
espacio-tiempos asintoticamente AdS5 cuyo factor de deformacion es descrito
como sigue [109]

ag

= ——, (4.3)
Vit GeF

donde % caracteriza el ancho de la membrana suave. Cuando w — oo se
tiene que a — % De este modo, ¢ corresponde al radio de curvatura
de AdSs. Para esta geometria, los invariantes de curvatura cuadraticos son
regulares y asintéticamente constantes como se muestra en la Fig. 4.1. Puesto
que solo dos ecuaciones de campo son independientes, el campo escalar ¢
y el potencial de autointeracién V' (p) pueden ser determinados usando las
primeras dos ecuaciones del sistema (2.6)—(2.8). En este punto es conveniente
reemplazar la variable w por la variable adimensional x = bw. En términos

de esta nueva variable, la igualdad (2.7) puede ser escrita como sigue:

2

2(x 3 %
1 / /2 _ _ —
Cop’ + v T () 2C—(1+x2)2
3 4eb? 322
- TR (4.4)

(1 + x2)? az (14 22)3
Abusando de la notacién, en este capitulo denotaremos la derivacion con

respecto a x con el simbolo ().

En general, si ( # 0 es dificil resolver esta ecuacion. Una forma de abordar

el problema consiste en suponer que el pardmetro { es una pequena perturba-

71



(Curvatura)®

Figura 4.1: Comportamiento de los diferentes invariantes de curvatura con
respecto a la dimensién extra (ap = b = 1). La linea delgada representa el
comportamiento de K2, la linea discontinua corresponde a R4Z R 45, mientras

que la linea gruesa denota el comportamiento del escalar de Kretschmann

ABCD
R Rapep.

ciéon. Con la finalidad de hacer mas sencillo y transparente nuestro analisis,
separemos la busqueda de la solucién de la ecuacion anterior en tres casos

que corresponden a diferentes escenarios para la fisica del fondo:

I) El térmimo de Gauss-Bonnet més un campo escalar minimamente aco-

plado a la gravedad (¢ = 0) [109].

II) Un campo escalar acoplado no minimamente a la gravedad sin el

término de Gauss-Bonnet (e = 0).

III) El caso general, € # 0 y el pardmetro pequenio ¢ # 0.
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Caso I) La teoria minimamente acoplada en presencia del término

de Gauss-Bonnet

Si hacemos ¢ = 0 y consideramos el caso en que ay = 24/€b, la solucién

de fondo adopta la forma siguiente:

x
p(x) = i%ﬁ + o7, (4.5)

_+ 4 _ + 2
3(90 901) _6(90 </>1> +1
©o ®o

donde ¢ = \/g y Vo = %. El signo 4+ describe dos soluciones posibles del

campo ¢ con las constantes ¢i. La igualdad (4.6) nos muestra que el poten-

Vip) =V

, (4.6)

cial de autointeraccién del campo escalar V() interpola entre dos valores
constantes idénticos, resultado razonable si tenemos en cuenta que nuestra

geometria es asintéticamente AdSs.

En este caso la masa de Planck en 4D no depende explicitamente de los
pardametros del campo escalar. Ademds, de la definicién (2.15) se tiene que
cuando € > 0 la adicién del término de Gauss-Bonnet a un modelo con el
campo escalar minimamente acoplado a la gravedad reduce ligeramente el
valor de la masa de Planck en 4D. Dicho de manera explicita:

3,3
, 4 M3
~N ——

M 4.
P T (4.7)

en presencia del término de Gauss—Bonnet, mientras que

3,3
M2~ 2]\/2* ag
cuando este esta ausente. Por otro lado, para esta solucién se tiene que
Z:Q, q= y 1+iq—/:3.
s 1+ 22 H q
Ademas, .

-~ |z|” cuando x — oo.
z
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Luego, de (3.34) y (4.7) el gravitén no masivo se encuentra localizado sobre la
membrana y la masa de Planck cuatridimensional es finita y positiva. Adicio-
nalmente, los modos cero escalar y vectorial se deslocalizan de la membrana.
En virtud de las cuatro ultimas expresiones anteriores es sencillo mostrar que

los modos tensoriales, vectoriales y escalares poseen normas positivas.

4.1. Teoria de perturbaciones singulares: ca-

pa de frontera

Mas adelante, en los casos II y III, investigaremos soluciones de la ecua-
cién (4.4) en los que el acoplamiento no minimo es pequeno comparado con
las contribuciones de los términos de Gauss—Bonnet y de Einstein—Hilbert a
la accién (2.1), estos ultimos, caracterizados por los pardmetros € y s, res-
pectivamente. Al trabajar de manera perturbativa sobre la ecuacién (4.4) es
conveniente utilizar cantidades adimensionales, puesto que de este modo el
parametro pequeno es independiente de la eleccion de las unidades de medi-

da. Para ello definamos las siguientes cantidades: ¢ = % y ¢ = % < 1. Bajo

\/E
estas redefiniciones la ecuacién de campo (4.4) adopta la siguiente forma:
2ex 3 ?
/! / /2
S IO
3 4eb®  3a?
- + (4.8)

(1+22)2 a2 (1+22)3
En estos dos casos (II y I1T) supondremos que la solucién puede ser expandida
en potencias de €. Por ejemplo, si se quiere que el desarrollo de ¢ sea hasta

n—ésimo orden de pequenez con respecto a €, este toma el siguiente aspecto

¢ = ¢o(2) +epu(2) + - -+ +"Pu(2) + 0(e"dn(2)), (4.9)

donde la o posee el significado usual utilizado en el calculo infinitesimal

estandar y ¢p(z) con k = 0,1,...n es la aproximacién de orden k para
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Para que la teoria de perturbacién tenga sentido a medida que agregamos
correcciones de mayor potencia para ¢ la contribucion de estas a la expansién

se torna mas pequena. En otras palabras,
k+1 _ o (k
e ppr1(x) = o(e%¢(x)), cuando € — 0. (4.10)

Si la relacion anterior es valida sobre todo el dominio de variaciéon del cam-
pol, el cual denotaremos por R; el desarrollo (4.9) es denominado expansién
asintética de orden n [123]. En caso contrario el desarrollo es singular y este

solo tiene sentido en cierta region del dominio de variacion del campo.

Aun en la situacion en la que existe una regiéon donde no se cumple la
condicién (4.10) es posible utilizar métodos perturbativos para representar al
campo, puesto que es admisible emplear una expansion asintética diferente de
(4.9) sobre dicha regién. El procedimiento que permite hallar tales expansio-
nes y posteriormente crear un nuevo desarrollo uniformemente valido sobre
todo el dominio de variaciéon de la magnitud de interés es conocido como
Teoria de Perturbaciones Singulares [123]-[127]. En esta tesis examinaremos

las soluciones de (4.8) hasta primer orden respecto a ¢, es decir

¢ = ¢o(x) + o1 (x) + o(e¢1 (). (4.11)

Al sustituir la expansién anterior en (4.8) surgen algunos inconvenientes.
Primeramente, el sumando que contiene la segunda derivada del campo se
encuentra multiplicado por el parametro de la perturbacién. Esto produce
ecuaciones diferenciales para ¢g(x) y ¢1(z) de primer orden en las derivadas.
Es fécil verificar este resultado para la aproximacién de orden cero, pues al

hacer ¢ = 0 se obtiene una ecuacién diferencial de primer orden para ¢o(z).

!Cuando esto sucede se dice que la condicién (4.10) es uniformemente vélida sobre el

dominio de variaciéon de ¢.
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La solucion de (4.8) tiene dos constantes arbitrarias, mientras que las apro-
ximaciones de orden cero y primer orden poseen una constante cada una.
Luego, si deseamos estudiar un campo escalar que sea finito sobre nuestro
espacio—tiempo (4.3) y que este posea ciertos valores de interés en 400, te-
nemos un dilema sobre la aproximacion de orden cero debido a que existe
solo una constante arbitraria asociada a ¢y(x), pero hay dos condiciones de
frontera fijas que se deben satisfacer. De igual manera, la ecuacién para ¢;(x)
también es de primeras derivadas. Luego, el problema persiste a este orden

de la perturbacion.

En algunas situaciones, este suceso no invalida completamente el empleo
global del desarrollo (4.11) sobre R, solo restringe el andlisis perturbativo
a una clase de soluciones donde las condiciones de frontera para ¢ no son
independientes?. En otras palabras, las constantes arbitrarias asociadas a la
ecuacion no perturbada (4.8) poseen una relacién especifica entre ellas. En
este trabajo estudiaremos un ejemplo de ello. Como veremos posteriormente,
si se quieren explorar soluciones aproximadas mas generales es necesario el

uso de varias expansiones asintéticas diferentes sobre .

Una segunda sutileza relacionada con la presencia de ¢ enfrente de las de-
rivadas del campo es que aunque este sea finito pueden existir regiones donde
¢ y/o su primera derivada varie rapidamente de manera que este fenémeno
cambie el comportamiento del término ¢’ y/o ep@”. Por ejemplo, es posi-
ble que ¢" ~ @, donde g(x) es cierta funcién; esto implica que sobre dicha
region este término no sea despreciable a orden cero. Tal comportamiento
conduce a lo que generalmente se conoce como problema de la capa de fron-
tera [123]-[127] y es comun en la formulacién perturbativa de ecuaciones
diferenciales donde el parametro pequeno multiplica al sumando de mayor

orden en las derivadas.

2Una situacién similar ocurre en el problema de Cauchy. Esta vez surge una ligadura

sobre las “condiciones iniciales” del campo.
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En este tipo de situaciones, en general, no es posible hallar un desarrollo
asintético tinico uniformemente vélido para el campo que concuerde con dos
condiciones de frontera arbitrarias. De ahi que sea conveniente proponer dos
expansiones diferentes sobre las regiones que contienen a las fronteras x =
—00 y x = 00, tales que cada una de ellas sea uniformemente valida en
la regién correspondiente. Ademas, es necesario investigar la existencia de
capas de frontera y proponer expansiones asintéticas adecuadas sobre estas
regiones. En nuestro caso no es suficiente con los dos desarrollos asintéticos
sobre la frontera, pues en el origen de coordenadas surge una capa de frontera
que requiere una nueva expansion asintética sobre una vecindad de xz = 0.
Para tener una mejor compresién sobre el problema de la capa de frontera

examinemos algunos de sus detalles.

Supongamos que tenemos una capa de frontera localizada en x. y con un
ancho caracterizado por la funcién §(¢). A consecuencia de la rapida variacién
de la funcién incognita sobre una vecindad de z., es adecuado magnificar
esta region mediante un escalamiento de x. Para ello definamos la siguiente
variable
T — T,

o(e)

A esta nueva cantidad la denominaremos variable de la capa de frontera o

(= donde d(e) =o0(1l) cuando e — 0. (4.12)

estirada.

En términos de ¢ el campo se transforma como sigue
6(x) = o+ 3(=)0) = O(0). (4.13)

El siguiente paso consiste en considerar una expansién para O(f) que sea

uniformemente valida en la region de la capa de frontera

Mas adelante, mediante un ejemplo, discutiremos el procedimiento para de-

terminar §(¢).
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Debido a la coexistencia de varios desarrollos asintéticos definidos en dife-
rentes regiones pertenecientes a R, es necesario aplicar algin mecanismo que
permita la construccion de una aproximacion global uniformemente valida
sobre todo el dominio de variacion del campo. La hipotesis fundamental de
este método de perturbaciones consiste en suponer que los dominios de uni-
formidad adyacentes asociados a un par de expansiones asintéticas diferentes
poseen una subregién comun en la cual tales desarrollos arrojan un mismo
resultado. Cuando esta suposicién se cumple, es posible construir la solucion
global perturbativa. Primeramente, veamos como empalmar dos expansiones

asintéticas contiguas.

Un modo de realizar esta tarea consiste en definir una nueva variable
estirada {y, centrada en la capa de frontera y de un ancho asociado dy(¢) tal
que este contenga al subdominio intermedio donde ambas expansiones son

equivalentes. Expresado de manera mas precisa

T — T,
= — 4.1

donde dg(e) = o(1) y d(e) = 0(dg(g)) cuando € — 0.

Posteriormente, cada expansién se reescribe en funcién de ¢y hasta cierto
orden® y se exige su equivalencia sobre la subregién comin para una dy(e)
arbitraria. Adicionalmente, este mecanismo de empalme nos sirve para fijar

las constantes que surgen en el desarrollo de ©(¢) sobre dominios que no

poseen condiciones de frontera.

Finalmente, un método para construir la soluciéon global uniformemente
valida sobre R es el siguiente. Supongamos que tenemos los dominios con-
tiguos Ry y Ry asociados a dos desarrollos asintoticos diferentes. Ademas
asumamos que R; N RNy # () por lo que el empalme entre tales desarrollos

estd garantizado. Bajo estas condiciones, es posible crear una sola expansion

3No necesariamente el mismo orden para los dos desarrollos asintéticos.
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asintética? sobre la regién Ry = R; U Ry, Esto se lleva a cabo reescribiendo
los desarrollos en términos de una sola variable independiente. Hecho esto,
se suman y luego se sustrae la parte comun a ambos [123]-[127]. Posterior-
mente exploraremos varios ejemplos donde se aplicard este procedimiento. La
solucion global aproximada se construye aplicando este método a cada par

de expansiones asintdticas con dominios de uniformidad adyacentes.

Caso II) Teoria con acoplamiento no minimo sin el término de

Gauss-Bonnet

En este caso la ecuacién (4.8) puede ser expresada como sigue

o0 + e —1)—2e ¥ 3 (4.16)

2ex -
2 (14 22)? (1+x2)2’

14 22

ggbgb”_’_

mientras que las condiciones de consistencia (4.2) se reducen al siguiente par
de restricciones:

L(¢)=1— §¢2 >0 y M2>0. (4.17)

Para facilitar el estudio de las soluciones perturbativas de (4.16) es conve-

niente dividir este caso en dos subcasos.

IIa) Caso sin condiciones de frontera

Iniciemos estudiando la clase de soluciones aproximadas generadas por
(4.11). Al sustituir esta expansién en (4.16) no es dificil obtener las ecuaciones

para la aproximaciones de orden cero y uno, ¢o(z) y ¢1(x), respectivamente

/2 3

O T At R 0, (4.18)
2r 2, 3 %
2¢6¢,1 - m¢0¢6 - ¢0¢3 - 6 + §m = 0. (419)

4A este desarrollo se le denomina expansién compuesta.
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Estas ecuaciones poseen las siguientes soluciones

ot = +£V3arctan(z) + AT, (4.20)
o= :I:? arctan(z) F ?(Aoi)2 arctan(z) F T?, arctan®(r)
3
—ZAac arctan?(z) + AT, (4.21)

donde los signos 4+ denotan dos posibles soluciones para cada orden de per-
turbacién, y AT y AT son constantes arbitrarias. Puesto que las expresiones
anteriores son finitas sobre & = (—o00,00), estas generan dos expansiones

asintéticas sobre este dominio, esto es
+_ -
¢T = ¢y +eo7,
" =y +e0r.
En la Fig. 4.2 se muestran configuraciones del campo escalar con un compor-
tamiento tipo escalon. Es interesante senalar que en contraste con el potencial
de autointeraccién (4.6) del caso anterior, en presencia de acoplamiento no
minimo el potencial interpola entre dos valores negativos diferentes como se

muestra en la Fig. 4.3. Escritos explicitamente, el potencial de autointerac-

cién toma los siguientes valores asintéticos

302 2
+ - _ +
V(o) ~ 4o { 84 ¢ <2A0 + \/§7r) } ,
302
o
V7 (e0) 4atk

[—8 +e <2A5 + \/37r> 2] :

donde V* y V= corresponden a las soluciones ¢ y ¢~ respectivamente.
Esta asimetria en el comportamiento asintético de V' (¢(x)) puede parecer
sorpresivo si uno toma en cuenta el hecho de que la geometria es par respecto

a la coordenada extra. Sin embargo, el caracter desigual de la distribucién de
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Figura 4.2: Grafica de la funcién ¢(z) a primer orden en ¢ para el caso I1a). En
la figura hemos fijado € = 0.01 y AT = AT = 0. La linea delgada representa
¢t = ¢ +e¢] v la gruesa describe ¢~ = ¢y + £y .

la energia asociada a la materia escalar en —oo y +00 se ve compensada por
un efecto andlogo del acoplamiento no minimo, arrojando un espacio-tiempo
par con respecto a la quinta dimension y asintéticamente AdSs. Expresado
en términos equivalentes, las ecuaciones de Einstein (2.2) pueden reescribirse
de modo que los efectos asociados al acoplamiento no minimo se interpreten
como una correccion efectiva al tensor de energia—impulso proveniente de la

materia escalar, esto es
Rap=r7 = %(7ap + VaVpL + 1 gapOL).

Al enfocar de esta forma la presencia del acoplamiento no minimo, se hace
natural la existencia de este tipo de asimetrias sobre la materia escalar.

Por otra parte, utilizando (2.15), (4.3), (4.20) y (4.21) se obtiene el valor
de Mp hasta primer orden en ¢

ad M3 3 2
M3 ~ Ob {2—6[172—%(/%) —6]}.
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Figura 4.3: El potencial de autointeraccion V (¢(z)) a primer orden en e para
el caso Ila) (en todas las graficas hemos elegido k = 1, a0 = 1, b =1y
e = 0.01). 7 con A = 0 corresponde a la linea delgada, mientras que
Af = 3 estd asociada a la linea gruesa. La linea discontinua representa a la

solucién ¢~ donde A, = 3.

La expresion anterior muestra de manera manifiesta que el efecto del aco-
plamiento no minimo entre el campo escalar y la gravedad reduce el valor
de la masa de Planck en 4D comparado con su valor cuando solo existe
acoplamiento minimo. En adicién a esto, al tomar en cuenta las restricciones

(4.17), se obtiene que los valores de ¢ se encuentran acotados

2
(V32 +[4E)"

En la Fig. 4.4 se muestra la funcién L(¢(x)) = 1 — 5¢* para varios valores de

e<

los pardmetros. Como se puede apreciar, la condicién L(¢) > 0 se satisface.

El hecho de poseer una masa de Planck finita garantiza la localizacion del
graviton no masivo sobre la membrana e implica que el modo cero vectorial

se desacopla de esta. Por otra parte, haciendo uso de (3.54), (4.3), (4.20) y
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Figura 4.4: Comportamiento de la funcién L(¢(x)) a primer orden en ¢ para el
caso I1a). En esta figura hemos elegido ¢ = 0.01. La linea delgada representa
a ¢3 con AT = 0, mientras que ¢ con Aj = 3 se encuentra asociada a
la linea gruesa. Finalmente, la linea discontinua corresponde al caso ¢, con
A, = 3.

(4.21) se tiene que

1

— ~ |z°, cuando =z — oo.
Z

Luego, para esta solucion el modo cero escalar se deslocaliza de la membrana.

Como mencionamos anteriormente, las ecuaciones (4.18) y (4.19) son de
primer orden en las derivadas. Luego, sus soluciones (4.20) y (4.21) describen
una clase limitada de soluciones para la ecuacién (4.16). De esta forma, para
condiciones de frontera o iniciales arbitrarias no es posible resolver la ecuacién

(4.16) mediante un solo desarrollo asintético.

Los requisitos de consistencia (4.17) no restringen los posibles valores
del campo en +oo. A pesar de ello, es dificil resolver la ecuacién (4.16)
cuando estos son arbitrarios. Por esta razén, en este trabajo exploraremos las
configuraciones de campo para el caso en que este desaparece en r = +o0.

Aunque tal eleccién aparentemente carece de motivacion, el interés en su
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estudio radica en que esta surgira de forma natural cuando € # 0 y ¢ # 0.

ITb) Caso con condiciones de frontera

A continuacién consideremos la ecuacién (4.16) bajo las siguientes condi-

ciones de frontera:
¢(—00) = ¢(o0) = 0. (4.22)

Antes que todo, cabe sefialar que si ¢(x) es una solucién de la ecuacién (4.16)
bajo (4.22), entonces, ¢(—x) también es una solucién de la ecuacién de campo
con las mismas condiciones de frontera. Esto implica que la solucion a las
ecuaciones de campo bajo las condiciones de frontera (4.22) constituya una

funcioén par.

El desarrollo fuera de la capa de frontera (4.11) es descrito por las so-
luciones (4.20) y (4.21). Como se puede observar, no es posible construir
una expansion unica que satisfaga ambas condiciones de frontera al mismo
tiempo. Entonces, necesitamos hallar expansiones asintéticas validas en las
fronteras. En general, esta es una tarea complicada, puesto que en ocasiones
surge un comportamiento del tipo capa de frontera en los extremos del domi-
nio del campo. Afortunadamente, en nuestro caso no sucede esto (al menos
en la frontera), pues, si se elige cualquiera de las expansiones ¢ o ¢~ para
el dominio que contenga la frontera x = 400, y la solucién restante para la
region que contenga el punto x = —o0, se pueden fijar las constantes que

aparecen en las soluciones de modo que (4.22) se satisfaga completamente.

A partir de este momento denotemos con el indice « el caso en que ¢~
estd definido sobre la regién que contiene la frontera x = —oo y ¢* sobre
la regién que contiene la frontera x = +o00, mientras que para la situacion
inversa utilizaremos el subindice 8. Comencemos con la discusién detallada
del caso «a. La eleccién opuesta es similar y, por tanto, solo presentaremos

los resultados finales.

La condicién ¢(£00) = 0 tiene como consecuencia la siguiente cadena de
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igualdades A7 = Ay = Ag = —Lry Af = A7 = A, = %31 (”é—Q - 1>. De
aqui se tiene que sobre las regiones que contienen las fronteras la solucién
aproximada para la ecuacién (4.16) bajo las restricciones (4.22) se puede

escribir como sigue

¢* = —V3arctan(z) + Ag + cA; — ?5[2 arctan(z) — Aj arctan(z)
3 2
- 0 ; - .
arctan®(z) + V3Ap arctan®(z)], =z e R (4.23)

3
% = V3arctan(z) + Ay + eA; + \/7—5[2 arctan(z) — AZ arctan(z)

— arctan®(z) — V3Ag arctan®(z)], =€ Ry, (4.24)
donde los dominios R_ y R, contienen los puntos r = —oc0 y x = 400,
respectivamente.

Puesto que las funciones contenidas en (4.23) y (4.24) son acotadas sobre
R, el dominio de uniformidad para ¢ y ¢¢ se encuentra descrito por las
regiones R — {+o0} y R — {—0o0}, respectivamente, donde R representa al
eje real. No obstante, la igualdad de estos desarrollos en x = 0 sugiere que es
suficiente tomar una subregién sobre cada dominio de uniformidad, de modo

que estos se extiendan desde la frontera hasta x = 0, esto es
R_ = (—00,0],

R, =10,00).

De esta manera, aparentemente se cubre todo el dominio de variacion del
campo mediante dos expansiones asintéticas. El proximo paso consiste en
explorar la posible existencia de una capa de frontera sobre la regién comun

(x = 0) a ambos desarrollos.

Supongamos hipotéticamente la ausencia de dicha capa de frontera, en-

tonces, la solucién aproximada para ¢ es la union de los desarrollos ¢ y ¢¢
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sobre sus respectivas regiones. En otras palabras, ¢ toma el siguiente aspecto

¢® = V3arctan(|z|) + Ay + €A, + ?6[2 arctan(|z|) — A2 arctan(|z|)
—arctan®(|z|) — V3Aparctan®(z)], z € R=R=R_UR,. (4.25)

Como se puede apreciar de la igualdad anterior, esta aproximacion para el
campo es continua en el origen de coordenadas pero su derivada no lo es. En
otras palabras, en una vecindad del origen la primera derivada del campo
evoluciona “rapidamente” de valores positivos a valores negativos. Luego, se
origina un comportamiento del tipo capa de frontera en una vecindad del
punto x = 0. De aqui se tiene que la conjetura inicial acerca de la ausencia
de una capa de frontera intermedia es falsa, lo que implica que la expresién
(4.25) no es vélida en vecindades centradas en z = 0. En otras palabras, el
dominio de validez de ¢* es R—{0}. Por consiguiente, es necesario introducir
una expansion asintética adicional sobre una region Ry que contenga al origen

de coordenadas.

Como se menciond con anterioridad, en este caso es conveniente definir

una variable estirada

(= %, donde 6(¢) =o0(1) cuando & — 0, (4.26)

y realizar una nueva expansion para ¢(z) = ©(¢) sobre R,
O(f) = Oy(f) + 01 (¢). (4.27)

En términos de la nueva variable (4.26), la ecuacion (4.16) se puede escribir

como se indica a continuacién

4?6 , ! de Ao\’
2 2
I 3

27 (14 (00)%)? (1+(60)%)>
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Al sustituir (4.27) en esta ultima igualdad, obtenemos

d0o\"_,
dr
PO, d0yde, . &6, <d@1>2

@ 2 ar T i

—6(52|:2€@0@ - § (@0)

2O, _d6,de, (dOy
9
O ¥ ar t < a0 )

c=38% 4+, (4.29)

donde los puntos suspensivos indican términos de orden superior en € y J(¢).
En este trabajo estudiaremos la teoria de perturbaciones hasta primer orden,

por lo que solo es necesario considerar los términos escritos anteriormente.

Para determinar Oy y ©; necesitamos conocer como elegir §(¢). La idea
consiste en hacer una eleccién balanceada de la funcién 6(g), de tal modo
que las ecuaciones para las aproximaciones Oy y ©; contengan la maxima
informacién posible (la mayor cantidad de términos). Dicha eleccién es deno-
minada limite distinguido de la expansion (4.27) [123]-[127]. Expresemos esta
idea de manera diferente: si hacemos una eleccién de 6(e) distinta del limite
distinguido, todos los sumandos que surgen en las ecuaciones para Oy y 6,
sobre esta eleccién, estaran contenidos en las ecuaciones para tales funciones

en el limite distinguido.

Veamos el procedimiento para hallar el limite distinguido para la igualdad
(4.29). Independientemente de la forma funcional de (), la ecuacién de

orden cero toma el siguiente aspecto

dO,
— = 0.
dt

Luego, (4.29) se puede reescribir como sigue

2
——562®2+5 (6@1) —eodd?; =30+ . (4.30)

Al comparar cada par de sumandos en la igualdad anterior se obtienen las
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posibles relaciones entre € y §(¢), esto es
al) € = o0(6?%), a2) 6% = o(e), a3) ¢ = 6%
bl) € = o(9), b2) § = o(e), b3) € = .

La condicién al) implica que §% > ¢, cuando € — 0, de aqui se tiene que 6% =
% donde 0 < a < 1. Esta opcién queda descartada debido a que no es posible
equiparar el término 362 presente en el segundo miembro de la ecuacién
(4.30). Para el caso a2) resulta que 62 = ¢! donde a > 1, pues, si 0 < a <
1, nuevamente el sumando 362 se encuentra desbalanceado. Utilizando los
mismos argumentos que en el caso al) se muestra que la situacién descrita
en a3) no es admisible. La opcién bl) conlleva a que § = °, donde 0 < 3 < 1,
por tanto, el sumando del lado derecho de (4.30) se encuentra desbalanceado.
En el caso b2) se tiene que § = !4 con 8 > 0, luego, esta condicién arroja
la siguiente ecuacion para 64
@0d2@1 — <d—®1)2 =0.
ae? arl
Finalmente, cuando 6 = ¢ (o = 1 en el caso a2)) se obtiene que
0,10 (@) )
de? dt

Este analisis nos permite concluir que 6 = € corresponde al limite distinguido

de (4.29). De esta manera, las ecuaciones asociadas a dicho limite toman el

siguiente aspecto

dO,
o _ 4.31
7 0, (4.31)
d20, dO,\ >

Al resolver este sistema de ecuaciones, el campo O(¢) adopta la siguiente

forma sobre capa de frontera:

Cy — @0 In cosh <\®/—§ (é + Cl)>

0
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donde c¢1, c3 y ©¢ son constantes arbitrarias. Los valores de estas constantes
se determinan al hacer coincidir el desarrollo (4.25) hasta a cierto orden en
e con la expansion (4.33) sobre una vecindad que contenga a la regién .
Como comentamos en la seccién (4.1), es apropiado definir una nueva variable

estirada

=5 Bk donde dp(e) =o(1) v € = 0(dp(€)) cuando € — 0. (4.34)

Al expandir en términos de dy(¢), la aproximacién de orden cero® de (4.25)

y la solucién de la capa de frontera (4.33), se obtiene que

¢ = V3alo| - V3,
0= @0 + \/550|f0| + s(ﬁclsgn(ﬁo) + co + @0 In 2) (435)

Al igualar estos desarrollos sobre la region de ancho dy se obtienen los si-
guientes valores para las constantes ©g, ¢ y ¢

@0 — —\/gg,

01:0,

Cy = \/gg In 2.

Cabe senalar que, hasta este punto, la descripcién de nuestra solucién apro-
ximada se realiza mediante dos expansiones asintéticas (4.25) y (4.33), las
cuales pueden ser unidas para construir una solucién que sea uniformemente
valida en 38 = R. Como se menciond con anterioridad, la expansion compues-
ta en cierta region se obtiene sumando los desarrollos asintoticos definidos
sobre dicha regién, todos ellos expresados en términos de la misma variable,

y sustrayendo posteriormente la parte que es comin a ambas. En nuestro

SPara incluir la aproximacién de primer orden de ¢*(x) (ver ecuacién (4.25)), es nece-
sario calcular la contribucién de 205(¢) a la expansién (4.27). Sin embargo, este caso es

més complejo y, por tanto, no va a ser considerado en este trabajo.
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caso particular, la expansion compuesta puede ser expresada como sigue

(8% (0% x
¢c (‘T) = (Z)O (.CE) + S} (g) - ¢com<x)7
donde ¢eom () es la parte comin a ambas expansiones asintéticas.

En virtud de (4.35), la parte comun de los desarrollos (4.25) y (4.33) sobre

una vecindad del origen de coordenadas toma la siguiente forma

Geom() = V3 (Je] = 7).

De este modo, se tiene que

¢ ¢

271¢

-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04

Figura 4.5: La grafica de la izquierda muestra las soluciones para el campo ¢
en el caso IIb); la linea delgada representa ¢&(x) mientras que la linea gruesa
denota ¢?(x). Ambos perfiles tienden a cero asintGticamente. En la grafica
de la derecha se representa una ampliacién del perfil ¢?(x) sobre una regién

que contiene a z = 0. En estas figuras hemos fijado ¢ = 0.01.

e

60 (2) = b(x) =3 {arctan(yx\) ~lo] = 5+ Zeln {QCosh <2—‘”>} } (4.36)

Utilizando el mismo procedimiento anterior es posible mostrar que ¢%(x) =

AL
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Figura 4.6: La gréfica izquierda muestra el potencial de autointeracciéon con
respecto a la variable = para el caso IIb). En la grafica de la derecha hemos
realizado un acercamiento del potencial de autointeraccién en una vecindad
del punto x = 0. En estas figuras hemos fijado Kk = 1, ag = 1, b =1y
e = 0.01.

La parte izquierda de la Fig. 4.5 refleja el cardcter par de ambas solu-
ciones, ademas se puede observar que estas son acotadas, continuas y con
derivadas continuas en todo el dominio de variacion del campo. En la parte
derecha de la Fig. 4.5 hemos realizado un acercamiento de ¢°(z) en una re-
gién cercana al origen de coordenadas para apreciar de manera mas evidente
el comportamiento suave de dicho perfil. Al igual que en el caso I), el po-
tencial de autointeraccién interpola entre dos valores constantes negativos e

idénticos (véase Fig. 4.6) los cuales toman el siguiente aspecto

6b>
agr
Por otro lado, la masa de Planck en 4D es
ag M3
b

Nuevamente, el efecto del acoplamiento no minimo disminuye el valor de M3

M3 ~ {2 -3c(r—2)}. (4.37)

con respecto al modelo donde el campo se encuentra minimamente acoplado
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Figura 4.7: La gréfica de la izquierda muestra la funcién L(¢) con respecto a
la variable  para el caso IIb). En la gréfica de la derecha hemos realizado una
ampliacién de esta funcion en una zona que contiene al origen de coordenadas.

En estas figuras hemos fijado € = 0.01.

a la gravedad y no existe el término de Gauss-Bonnet. Mediante el uso de la
condicién L(y) > 0y el cardcter positivo del cuadrado de la masa de Planck,
la restriccion para los valores del parametro € adopta la siguiente forma
- 8
€< —.
32
En la Fig. 4.7 a se muestra la funcién L(¢) para ambas soluciones. Como se

puede observar, la condicién L(¢) > 0 se satisface.

Puesto que M3 es finita, el modo cero tensorial es localizado mientras que
su homélogo vectorial se deslocaliza de la membrana. En lo que se referiere

a los modos escalares, utilizando (4.3) y (4.36) se muestra que

1
— ~ |z, cuando z — oc.
Z

Luego, el modo cero escalar no esta normalizado, en consecuencia, este no se

localiza sobre la membrana.
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Caso IIT) Acoplamiento no minimo y término de Gauss-Bonnet

Si al igual que en el primer caso, imponemos la relacién a2 = 4eb?, la
ecuacién de campo (4.8) toma el siguiente aspecto
3 ®? 3

55(1 2y = T (4.38)

2ex

00 e 1) -

€¢¢,/+

En este caso, por motivos de simplicidad, modificaremos la condicién
(Y1) > 0 por otra mas simple y restrictiva donde la funcién de peso r/s
asociada a la norma de los modos tensoriales no es negativa. Bajo esta rede-

finicién de (4.2), los perfiles admisibles para ¢ satisfacen la siguiente relacion

1 €
— rsie §¢2 > 0. (4.39)

f(x)

En virtud de la restriccién anterior se tiene que el campo debe ser nulo cuando
x — 00. Luego, a la ecuacién diferencial (4.38) se le adicionan las condiciones

de frontera
¢(—00) = ¢(c0) = 0. (4.40)

De manera similar al caso anterior, estudiaremos la solucion de la ecuacién
(4.38) bajo los requisitos presentados en (4.40), mediante el uso de la Teoria

de Perturbaciones Singulares.

Sobre el dominio exterior a la posible capa de frontera, proponemos la

siguiente expansion

¢ = do(x) +e¢1(z) + o(e (x)). (4.41)

Al sustituir esta expansion en (4.38), las ecuaciones para las aproximaciones

a orden cero y primer orden adquieren la forma:

3
2
I — ]
O T @ra?p
2260y , 3 &3
2//_/2_ "o 0 e 0 =0
P01 = @y = oo 1—|—x2+2(1+x2)2 ’
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y poseen las siguientes soluciones:

+ _ _r +
6 = =V = + B

of = 4\1/3{ \/ﬁ% +3[5+ (By)*] arcsinh(z) — (4.42)

4v/3BF In(1 + x2)}+Bf

En las expresiones anteriores BSE y Bf representan constantes arbitrarias.
Nuevamente, el signo + indica dos soluciones para cada orden de las pertur-

baciones.

Una vez seleccionado el signo de la solucién a estudiar, para cada orden se
tiene una constante a fijar y dos condiciones sobre ella. En consecuencia, uti-
lizando solamente una solucién no es posible satisfacer ambas condiciones de
frontera simultaneamente. Por consiguiente, dada la similitud de la igualdad
(4.38) y las condiciones (4.40) con el problema de frontera presentado en el
caso IIb) procederemos de manera similar a este. Una primera opcién consis-
te en escoger a ¢~ = ¢, +e¢; como el desarrollo uniformemente valido sobre
una regién que contenga x = —oo, y asociar la expansién ¢ = ¢f + ¢ a
una region que contenga r = +00. En esta parte usaremos la misma notacion
del caso IIb) y al igual que este caracterizaremos esta eleccién con el indice
a. La eleccién inversa se denotara por el indice 5. De esta manera, ¢ toma

el siguiente aspecto

3|z € 21|z
gbo‘:% ’_2 + By +eBy + 4\/3{ _1LL2 — 3 [5+ Bg] arcsinh(|z|) —

4v/3ByIn(1 + 332)}, rER_UR,, (4.43)

donde R_ y R, corresponden a los dominios que contienen los “puntos”
r = —o0 y x = 400, respectivamente. Por otra parte, las condiciones de
frontera (4.40) se satisfacen si las constantes definidas en (4.42) adquieren
los valores: BSE =By=—-V3yBf =B, = _%g‘
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Nuevamente, en (4.43) se tiene una capa de frontera sobre una vecindad
del origen. Luego, es conveniente repetir el mismo procedimiento que aplica-
mos en al caso IIb); para ello, consideremos el cambio de variable (4.26) y

expresemos la ecuacién (4.38) en términos de esta

RRIC) , ! de Ao\’
6@@4‘265 —1+(5€)2@W+(5_1> (W) —
2 2
352 © _ ¥ (4.44)

2 (14 (00)2)2 (14 (80)%)3
donde O(¢) es el campo expresado en términos de la variable /.

La igualdad (4.44) es similar a la ecuacién (4.29), la tnica diferencia
surge en el segundo miembro de estas ecuaciones. No obstante, después de
expandir (4.27) en la regién de la capa de frontera, solo se tendran en cuenta
los sumandos hasta segundo orden en d. De este modo, las ecuaciones para
las primeras dos aproximaciones del campo en la region de la capa de frontera

coinciden con las que hemos obtenido en el caso anterior. Luego, la solucién

} : (4.45)

donde O es constante y describe la aproximacion a orden cero para ¢, mien-

adopta la siguiente forma

V3

o0 (0 +dy)

O) =0¢+¢ {dg — O Incosh

tras que dj, ds representan constantes arbitrarias. Estas constantes se ob-
tienen, primeramente expresando los desarrollos asintéticos (4.43) y (4.45),
en términos de la variable estirada (4.34), una vez realizadas las operaciones

algebraicas pertinentes se halla que

¢ = V38|l — V3,
O = Oy + V30o|lo| + £(vV3dysgn(ly) + dy + OgIn2).  (4.46)

El siguiente paso consiste en igualar los resultados anteriores. Hecho esto, los
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valores para las constantes toman el siguiente aspecto

@0 = _\/57
dl = 07
d2 = \/§ln2

Finalmente, utilizando el procedimiento aplicado en el caso anterior pa-

Figura 4.8: Las soluciones para el campo ¢ en el caso III; la linea delga-
da representa ¢®(x) y la linea gruesa denota ¢°(z). Ambos perfiles tienden

asintoticamente a cero. En la figura hemos elegido € = 0.01.

ra construir la expansion compuesta se obtiene facilmente que el desarrollo

asintotico global se puede escribir como sigue

() = p(z) = V3 {\/% —1—lz|+¢eln [2cosh (g)] } . (4.47)

Al reproducir el mismo método anteriormente expuesto para ¢z se muestra

que ¢ (x) = —¢(x).

96



Figura 4.9: El potencial de autointeraccién con respecto a la variable x para
elcaso Il (k=1,a0=1,b=1y e=10.01).

De la Fig. 4.8 se observa que ambos perfiles del campo representan fun-
ciones acotadas, pares y continuas sobre el dominio de variacion del campo.
Ademas, en virtud de (4.47), es posible mostrar que su derivada es continua.

El valor asintético del potencial de autointeraccion es:

b2
V(OO) ~ _6_

air’
y su perfil es mostrado en la Fig. 4.9; el comportamiento del potencial es

similar al ilustrado en la Fig. 4.6a. Por otro lado, el valor de M% estd dado

M}% ~ agMg (é —6) .

por

b 3
Mediante la comparacién de la expresién anterior con (4.7) se aprecia el
efecto del acoplamiento no minimo: este reduce el valor de la masa de Planck
en 4D comparado con su valor en el modelo en que el campo escalar esta
minimamente acoplado a la gravedad y el término de Gauss-Bonnet reside
en el bulto. El hecho de poseer una masa de Planck cuatridimensional finita

implica la localizacién del modo cero tensorial. Como mencionamos en las
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Figura 4.10: Funcion de acoplamiento L para el caso III. En la figura hemos
elegido € = 0.01.

secciones (3.3.2) y (3.3.3), el estudio de los modos cero de las fluctuaciones
escalares y vectoriales asociadas a este caso se torna mas complejo, por lo

que no lo consideraremos en esta tesis.

Por otro lado, las condiciones de consistencia (4.2) junto con la modifica-
cién (4.39) implican que
2

< —.
53

Como se puede observar a partir de las Figs. 4.10 y 4.11, las funciones L y

f(z) se mantienen positivas para estos valores restringidos de .

Con el fin de comparar los casos II y III se muestra la solucién ¢2(z) y
su potencial de autointeraccién para ambos casos en las Figs. 4.12 y 4.13,
respectivamente. Como se observa, existen algunas pequenas diferencias en
estas cantidades cerca del origen de la coordenada extra, mientras que para
valores diferentes de cero esta diferencia entre las soluciones disminuye con

el aumento de |z|, resultado que concuerda cualitativamente con estudios
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Figura 4.11: La figura muestra el cumplimiento de la condicién de consistencia

(4.39). Al igual que antes, se ha elegido € = 0.01.

numéricos realizados en [122].

Para finalizar, en el préximo capitulo haremos una sintesis de los resul-

tados obtenidos a lo largo de la tesis.
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Figura 4.12: Comparacién de las soluciones. La linea delgada representa ¢? ()
para el caso IIb) y la linea gruesa, ¢°(z) para el caso III. En ambos perfiles

hemos fijado arbitrariamente ¢ = 0.01.

Figura 4.13: Comparacién de los potenciales de autointeraccion. La linea
delgada representa el potencial de autointeraccién para el caso IIb) y la linea
gruesa denota el potencial de autointeraccién para el caso III (k = 1, ag = 1,
b=1ye=0.01).
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo se ha explorado un modelo de mundo membrana don-
de la materia escalar se encuentra no minimamente acoplada a la gravedad
y adicionalmente se tiene la presencia del término de Gauss-Bonnet en el
bulto. Para este modelo, se calcula la masa de Planck cuatridimensional en
términos de la masa fundamental pentadimensonal y las cantidades asocia-
das tanto a la materia como a la geometria. En contraste con los escenarios
donde el campo escalar estd minimamente acoplado al término de Einstein-
Hilbert, en nuestro modelo la masa de Planck en cuatro dimensiones depende
explicitamente del contenido de materia en el bulto en virtud del acopla-
miento no minimo entre el campo escalar y la gravedad. Ademads, para las
geometrias deformadas (2.5), la adicién del acoplamiento no minimo defini-
do en (3.55) y el término de Gauss-Bonnet al escenario constituido por un
campo escalar minimamente acoplado al término de Einstein—Hilbert, reduce
ligeramente el valor de la masa de Planck efectiva. Esto es consecuencia de
que tales efectos contribuyen con signo negativo al valor de M3. Un efecto
adverso relacionado con este tultimo hecho es que no es posible garantizar una
masa de Planck cuatridimensional positiva para todas las configuraciones de

la geometria y de los parametros del modelo. Para cada configuraciéon de la
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fisica del fondo es forzoso verificar si esta arroja un valor finito y positivo de
ME.

Por otro lado, se estudiaron las condiciones de regularidad de la geometria
de fondo para una clase importante de soluciones donde el factor de deforma-
cién se aproxima a cero en infinito mediante una ley de potencia. Para este
tipo de perfil, se obtuvo que el exponente v se encuentra limitado al intervalo
(0,1].

Para que nuestro modelo sea fisicamente viable, uno de los requisitos que
este debe satisfacer es la posibilidad de recuperar la gravedad cuatridimensio-
nal estandar sobre la membrana. Con tal objetivo, en el capitulo 3 se investigd
la localizacion de las fluctuaciones gravitacionales sobre geometrias de fondo
que poseen invarianza de Poincaré en cuatro dimensiones. El uso de dicha
simetria permitié la clasificacion de las fluctuaciones en modos tensoriales,
vectoriales y escalares, cuya evolucién se estudié mediante un formalismo

invariante de norma.

En lo referente al sector tensorial, se obtuvo que para la clase de soluciones
regulares analizadas en el capitulo 2, la existencia del gravitén sin masa loca-
lizado sobre la membrana es equivalente a poseer una masa de Planck efectiva
finita. En adicién a esto, si la funcién L(p) es acotada y asintéticamente no
nula, la condicién de normalizacién del modo cero reduce el intervalo para 7,

inicialmente obtenido en el capitulo 2, al siguiente (1/3, 1].

Para los sectores escalar y vectorial, los resultados fueron menos genera-
les, pues la presencia simultdnea del acoplamiento no minimo y el término
de Gauss—Bonnet introdujo dificultades adicionales en el estudio de las ecua-
ciones para las fluctuaciones. Como consecuencia de ello, el andalisis de los
modos escalares y vectoriales se separd en dos casos. En el primero de ellos
no se tuvieron en cuenta los efectos asociados al acoplamiento no minimo,

mientras que en el segundo caso se descarto el término de Gauss-Bonnet.
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Cuando se elimina el acoplamiento no minimo de la accién de la teoria
(2.1), tanto el modo cero asociado a las fluctuaciones escalares como su
analogo en el sector vectorial se deslocalizan de la membrana si nos restrin-
gimos a la clase de soluciones regulares descritas anteriormente y asumimos
que la masa de Planck en cuatro dimensiones es finita (gravitéon no masivo
localizado). Conclusiones idénticas se obtienen cuando se remueve el término

de Gauss—Bonnet de nuestro modelo.

La localizacién del gravitén no masivo, asi como la deslocalizacion de los
modos cero asociados a los sectores escalar y vectorial, unida a la existencia
de una masa de Planck efectiva finita, no son garantia de que nuestro modelo
sea fisicamente consistente. Otro de los requisitos que debe cumplir un es-
cenario de mundo membrana es poseer una norma definida positiva para las
fluctuaciones gravitacionales. Para el estudio de estas restricciones, aunado al
de la condicién L(gp) > 0, no basta con conocer el comportamiento asintético
de la materia y la geometria, es imprescindible conocer estas cantidades sobre

todo el espacio—tiempo.

En el capitulo 3 se exploran las propiedades de localizacién y las condicio-
nes de consistencia (4.2) para un espacio—tiempo regular y asintéticamente
AdSj (ver la expresién (4.3)). Debido a que Mp, L(y) y las condiciones de
normalizacién (3.33) y (3.44) dependen explicitamente del perfil del campo
escalar, es importante resolver la ecuacion para ¢ y revisar cuidadosamente si
las condiciones (4.2) se satisfacen, pues en tales cantidades se tienen suman-
dos que presentan contribuciones de signo negativo. Con el fin de dilucidar
los efectos fisicos asociados a la inclusién del acoplamiento no minimo y el
término de Gauss-Bonnet, en el proceso de resolucion de la ecuacion diferen-
cial para el campo se han considerado tres casos en que incluimos/excluimos

sus parametros correspondientes.

Cuando la membrana gruesa esta constituida por un campo escalar mini-

mamente acoplado a la gravedad y presenta el término de Gauss-Bonnet en
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el bulto, la solucién se puede obtener de manera exacta y ¢ tiene la forma
de un kink/anti-kink. El potencial de autointeraccién es constante y negativo
en r = 00, resultado que no es una sorpresa dado que nuestra métrica es
asintoticamente AdSs. El modo cero tensorial representa el gravitén sin masa
y se encuentra localizado sobre la membrana, en contraste, los modos cero
escalar y vectorial se deslocalizan de esta. En este caso las condiciones de

consistencia (4.2) se satisfacen de forma trivial.

Por otra parte, la dificultad de la ecuacién para ¢ se incrementa al consi-
derar el acoplamiento no minimo. Por tal razén la obtencion de las soluciones
se realizé mediante métodos perturbativos. Especificamente, los efectos aso-
ciados a la presencia del acoplamiento no minimo se interpretaron como una
pequena correccion a un mundo membrana constituido por un campo escalar
minimamente acoplado a la gravedad mas el término de Gauss-Bonnet so-
bre el bulto. Para ello se definié un parametro adimensional pequeno € cuya
intensidad caracterizaba al acoplamiento no minimo. Para resolver esta ecua-
cién fue necesario aplicar el método de perturbaciones singulares puesto que
resulté que el campo escalar tenia diferentes escalas de variacion en distintas
regiones de su dominio, una situaciéon conocida en la literatura matematica

como el problema de la capa de frontera.

En un segundo caso se remueve el término de Gauss-Bonnet de la accién
(2.1) que define el mundo membrana. El andlisis de esta situacién se dividi6
en dos subcasos. Primeramente no se impuso ninguna condiciéon de frontera
particular sobre el campo. A primer orden en e se obtuvieron soluciones
con un comportamiento tipo kink y con una masa de Planck finita, lo que
implico la existencia de un modo cero tensorial localizado. Nuevamente, los
modos cero de los sectores de las fluctuaciones restantes estan deslocalizados
de la membrana. En adicién a esto, las condiciones de consistencia (4.2)
restringieron lo posibles valores del parametro de perturbacién, situacion

que también se mantuvo en todos los casos que presentaron acoplamiento no
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minimo.

Para este subcaso se observa un efecto interesante: existen algunas con-
figuraciones donde el potencial de autointeraccién del campo escalar adopta
diferentes valores asintéticos en —oo y +00. Hecho que pareciera inespera-
do dado que la geometria es par respecto a x. En presencia de un acopla-
miento minimo entre el campo escalar y la gravedad, una simetria par del
espacio—tiempo de fondo induce cierta paridad sobre la derivada del campo
y su potencial de autointeraccién, en virtud de las ecuaciones de Einstein.
Al introducir materia no minimamente acoplada a la gravedad, este resul-
tado no siempre es cierto, puesto que en configuraciones donde el campo y
su potencial de autointeracciéon no poseen un paridad definida, los efectos
del acoplamiento no minimo pueden corregir tales asimetrias (via ecuaciones
de Einstein), de modo que la geometria permanezca par respecto al cambio
xr — —x.

Posteriormente, en el segundo subcaso se impusieron condiciones de fron-
tera nulas sobre el campo y se estudié la solucion correspondiente mediante
el método de perturbaciones singulares con capas de frontera. La configura-
cién del campo obtenida resulto ser par y continua junto con sus derivadas.
Ademas, presenté una capa de frontera sobre una regién que contenia al
origen de coordenadas. De nuevo se obtuvo una masa de Planck cuatridi-
mensional finita, un gravitén sin masa localizado sobre la membrana y los
modos cero de los sectores escalar y vectorial no se localizaron sobre esta. Al
igual que en el subcaso anterior las condiciones de consistencia del modelo

restringieron los posibles valores de €.

En el ultimo caso se tuvieron en cuenta todos los ingredientes del escenario
descrito en (2.1). Esta vez se exigié que la funcién de peso asociada a la
norma de los modos tensoriales fuera no negativa. Bajo este requisito, se
investigd la solucién de la ecuacion para ¢ con condiciones de frontera nulas.

Utilizando el mismo procedimiento que en el subcaso anterior se obtuvo un
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perfil para el campo, par, continuo y con derivadas continuas, el cual presenté
una capa de dominio en z = 0. La masa de Planck efectiva resulto finita,
luego, el modo cero tensorial es normalizable. Nuevamente, las condiciones
de consistencia unidas a la nueva restriccion sobre la funcién de peso de
la norma de los modos tensoriales, arrojaron una cota para los valores del

parametro de perturbacion.

Finalmente, al comparar la solucién del segundo subcaso con el tercer
caso, en el que ademas del acoplamiento no minimo se tiene la contribucién
del término de Gauss-Bonnet, se encontré que ambas soluciones poseen un

comportamiento similar.
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Apéndice A
Cantidades geométricas ttiles

Dado el elemento de linea
ds* = a*(w) [nudatde” — dw?], (A1)

los simbolos de Christoffel no nulos asociados a esta métrica toman el sigui-

ente aspecto

Tg, =Hog y T =Hnu, (A.2)
donde H = 2.
Las componentes no triviales del tensor de Riemann se pueden escribir
como sigue
R sy = M
R 5 = (080 — 0570 H®. (A.3)

Ademas, las componentes del tensor de Ricci adquieren la siguiente forma

Ru = (H +3H)u,
Ruw = 0, (A.4)
Ruw = —4H'.
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El término de Gauss—Bonnet correspondiente a la métrica (C.1) es

24H?

2 _
RGB - al

(4H' +H?). (A.5)

La contribucién del acoplamiento no minimo a las ecuaciones de Einstein

esta dado por el tensor:

1
Nap =VaVpL + ggABDL

cuyas componentes tienen el siguiente aspecto

1
N, = =3 (L" +6HL"),
Nuw = 0, (A.6)
N — éL”

El tensor de energia-—momento definido en (2.3) se puede escribir como sigue

2
T = —gnﬂyaQV(go),
Tpw = 07 (A?)

2
Tww = @/24-5&2‘/(90).

Las componentes del tensor de Lanczos toman el siguiente aspecto

AH?

Q,uu = _?nuu (Hl + H2) ’

Quw = 07 (A8)
SH2

wa = ? (2% - HQ) .
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Apéndice B

Transformacion conforme sobre

el término de Gauss—Bonnet

Consideremos un espacio-tiempo pentadimensional caracterizado por la

métrica gag. Veamos como se modifica el término de Gauss—Bonnet
2 2 AB ABCD
RGB =R —4RsgR"" + RapcpR , (Bl)
ante la siguiente transformacién conforme

gas = QGap - (B.2)

Primeramente, expresemos R%; de modo que los cdlculos a realizar sean
mas sencillos. El cuadrado del tensor de Weyl en cinco dimensiones toma el

siguiente aspecto [111]

2
4
c2 - ~RupRAP + R pcpRABOP. (B.3)
6 3

Al combinar la expresién anterior con (B.1), se puede eliminar el sumando
RupcpRABCP . Luego, el término de Gauss-Bonnet se puede reescribir como
sigue

5

8
R, =C* — gRABRAB - 6R?. (B.4)
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Por otra parte, el tensor de Weyl es invariante ante una transformacién con-
forme, de aqui que:

2 — 627
donde la cantidad con sombrero estd calculada con respecto a la métrica
Gap. De esta manera, al aplicar una transformacién conforme sobre R%p,

solamente es necesario conocer cémo se transforma R pR4P y R? ante esta.
En una variedad pentadimensional, (B.2) induce las siguientes transfor-
maciones sobre el tensor y el escalar de Ricci [73]
Rap=Rap +3VafVpf —3VaVsf —3Gas (V) - GasOf, (B.5)
R=Q? (fz _80f — 12(6]0)2) , (B.6)
donde f = In (.
Ahora, el tensor de Ricci contravariante en el marco conforme, adquiere

el siguiente aspecto

1 4o
RAB — gACgBDROD _ @QACQBDRCD-

Escrito de manera explicita,

1 1~ PN PR .
R = [RAB L 3VAFUEf _3VAVEf — 3948 (Vf)? - gABmf] (B.7)
En virtud de (B.5) y la relacién anterior, se tiene que:
1 1~  ~ SN S SN
RV Rap = [RABRAB L 6RABY A fVpf — 6RAPYV Vi f — 6R(V )2

— 2RO +9(VaVpf)(VAVZ ) = 18(VAIVP ) (VaVif) (BS)
+42(0)(V)? +36(V )  +11(Qf
donde (%f)4 = (/g\AB§Af§Bf)2-

Elevando al cuadrado el escalar de Ricci (B.6), se obtiene la siguiente

expresion
R? = Q' |R? — 24R(Vf)* — 16R(Of)

+ 192(V)2(Of) + 144(V ) + 64(Of)?| . (B.9)
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Finalmente, de (B.8) y (B.4) y la férmula anterior se obtiene el término de

Gauss—Bonnet en el marco conforme

~ 1 ~ o~ ~ ~ ~ ~
Rep = C? + 3 —8RpRP + 2R2 —12R(Vf)? — 24ROf
+ 48RAPY 4,V f — 48RPV o fV [ + T2(Of)% + 72(V ) (B.10)

— T2VAVEf)(VAVEF) + 144(V AV 5 1) (VAS)(VE ) + 144(V )20 f |
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Apéndice C

Deduccion de las ecuaciones

para las fluctuaciones

Para el célculo de la variacion lineal de los simbolos de Christoffel aso-

ciados a la métrica de fondo
ds* = gapdrde® = a*(w)napde’da®, (C.1)

es conveniente interpretar el factor de deformacién como la funcién conforme

que enlaza a 45 con una métrica gap. Bajo este enfoque se tiene que
Ie =The + <5gvcf + 68V f — T}Bchf> ;

donde f =Ina y las cantidades con gorro estan asociadas a la métrica n4p.

Esto implica la siguiente relacién para la variacién de T'4,
0T = 0T e — HpeVAf + npcHAPVp f. (C.2)

En la expresién anterior hemos considerado que Hag = a?H 45.

Por otra parte, el tensor de Riemmann asociado a la métrica g4 se puede
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escribir de la siguiente manera [73]

Ryop = Egcz) - 277AE773[D§C]§EJC + 2§[Df5é]§3f
12005V eV s — 2V1p froisV af — 20pmdd (V).

Al variar R4, se tiene que

SRicp = 0Rpcp — 2005085V f + 2H P np VeV f — 20" P HypVe Vi f
+27’]AE773[D5fg]E§Ff — Qﬁ[Dch]BﬁAf (C?))
+2Vp e s H PV p f — 2ﬁB[D5é] (V)2 + 277B[D5é]j:[EF§Ef§Ffa

donde

4 ~ =4 = =
De manera similar, la variacion del tensor de Ricci toma el siguiente aspecto

SRap = 0Rap + 35?5’;3%0}6 — ﬁABGf + nABﬁCDﬁCﬁDf
—3Hap(V)? + 3napH PV fVn ], (C.4)

con
§Rap = VoS, — VipolC,.
C.1. Fluctuaciones tensoriales

Para el caso de las fluctuaciones tensoriales se tiene que la variacion de

la métrica H4p toma la siguiente forma

Hap= a(w) Fag=a®(w) ( 2};“” 8 ) , (C.5)

donde 9"hy,, =0y hf; = 0.
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A continuacién se muestran las componentes no nulas de la variacion de

los simbolos de Christoffel asociados a la métrica de fondo n4p:

oY, = Ouhy + 0,hy, — 0%hy,
5T, = h, (C.6)
0Ty, = h,,.
Utilizando (C.2) y las relaciones anteriores se obtiene que

0T, = D,h2 + Ohe — 0Dy,
ore, = hy', (C.7)
o™ = I, + 2Hh,,.

Por otra parte, haciendo uso de (C.3), (C.4), (C.5) y las relaciones ante-

riores se obtienen las componentes no triviales de la variacion de los tensores

de Riemann y de Ricci

ORY e = — (W2 + TR, (C.8)
SR 5, = 0[—0%hy + 008 + 0,h%] — 0, [0 hyp + Ouh + Osh)]
+HMuhG — nuphy’] + H[05 (B, + 2H ) (C.9)
=0y (hug + 2Hhys)],
ORG,, = OghS" — 0%hg,, (C.10)
OR% s, = Ogh’ — 0,hY (C.11)
ORY,, = Oghl,, — Oyhls, (C.12)
ORY s, = — (hig + Hhlys + 2H hag) , (C.13)
Mﬁzémy+mmg—@m@y (C.14)

Primeramente, examinemos la ecuacion de Klein-Gordon perturbada. La fluc-

tuacion del campo escalar y no pertenece al sector tensorial. Luego, (3.6) se
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reduce a la siguiente ecuacion
1
— HAPV Vo — g*B6T3Veop + 5 LeOR =0.

El aporte de la ecuacion anterior a las fluctuaciones tensoriales es trivial. Para
argumentar esta afirmaciéon desarrollemos el primer término de la expresion

anterior
AB 2
H*"V Vpp=—-1,¢.
a

En virtud de la condicién hf; = 0, la expresion anterior es cero. De manera
similar, si se tienen en cuenta (C.6), (C.14) y la condicién de traza nula para

las fluctuaciones tensoriales de la geometria, se puede demostrar que

9B Ve = g™olte =0,
0R = 0.

Luego, de aqui se concluye que la ecuacién de Klein-Gordon perturbada no

contribuye a la evolucién de los modos tensoriales.

Investiguemos qué sucede con las ecuaciones de Einstein perturbadas

(3.1). Sobre el sector tensorial estas adquieren la siguiente forma
1
L6RE = — (eégf{ +oNE + géfN) : (C.15)
donde

SNT = HPOVoV AL+ gPTE VL,
N = ONE = HPV VL + g“PoTE Vi L.

Haciendo uso de (C.5), (C.7) y la condicién de traza nula para hy,, se tiene
que
v v w vw v w VUJL
N = H"V,V,L+ g"oT VL = (=20 T, + 9 él},) —5— = 0.
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Ademds, contrayendo la ecuacién (C.15) se obtiene que dR%; = 0, de este

modo la variacién del tensor de Lanczos adquiere el siguiente aspecto

698 = 2(—R 0R% + 26Rac R°P
+ 2Ruc 0RYP +20Rcp Ry PP +2Rep 0R,CPP  (C.16)

- (SRACDERBCDE - RACDE 5RBCDE') )

Utilizando repetidamente (C.5)-(C.14) y las condiciones h!, = 0"h,, = 0, es

posible mostrar que

SNV =0, 6NY=0, §NI=0,

w

0Q, =0, 0Q,;=0, 09, =0.
Luego, la ecuacion que describe la dindmica de los modos tensoriales es la

siguiente
LOR;, = — (e0Q} + 0N}, . (C.17)

La contribucion del acoplamiento no minimo a la relaciéon anterior toma el

siguiente aspecto

v 1 vo vo w L/ v
N = — (2n7*V oV, L + 16T VL) = ——5hy (C.18)
Ademas, tenemos que
v 1 86 / v v/ niv
[L — QeR]éRM =2 L— ﬁ}l’ (hu +3Hh, — O hu),
4
4€[0 Ry R™ + RuadR™] = a—j {h;” [4H' — H?] + 3HR[2H + H?)

2 v
—[H' +2H ]D”h#},
2e[26RagR, *” + 2Rap0R, *’ + 2Ry R, " — 6 R,cppR" PP

8
~Ryucppd R"PP] = —a—j {%’h;” +HRY [+ 21 - H?mnh;}.

116



Sustituyendo (C.18) y las expresiones anteriores en (C.17) obtenemos la ecua-
cién para las fluctuaciones tensoriales

(g— L)
2H

qh;" + (3Hq + ¢')h) — [q + } O"hl = 0.

C.2. Fluctuaciones escalares

En la norma longitudinal (3.27), las fluctuaciones escalares de la métrica

toman el siguiente aspecto
~ ” 0
HAB: CL2(’U))HABIQCL2(U)) ( nﬂow é’ ) . (Clg>

La variacion de los simbolos de Christoffel asociados al sector escalar pueden

escribirse como sigue
6P$w = _5/7
ol = =04,
5F1/;LUV = nMV [@Z)/ + 2H¢ + 27{6]7
6F5ﬁ = (5';8&1/1 + 04,05 — 100",
ore. = —0o"E,
oTH = 6k
Por otra parte, haciendo uso de (C.3), (C.4) y las relaciones anteriores ob-

tenemos tanto la variacion de los tensores de Riemann y de Ricci, como del

escalar de Ricci

ORY = N[ +HW + &) +2H (W + 9]+ 9,0,6,  (C.20)
OR" 5 = [050at — 1Nag0" Y] — H[0"Enap — 050a€], (C.21)
OR® 5, = 0,0,08Y — 050,0) — 1030V + 1,50,0%¢

+[2HY + 2H? (¢ + )] 10,65 — 080y, (C.22)
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R
SR

SR

OR

Las ecuaciones de Einstein perturbadas toman el siguiente aspecto

= % (O + 4" + HY') + AHE + 8H'E) ,
= SouHe+ ),
= % (800" 4+ THY' — O™ + HE'
+ 2(H' + 3H?)E] + 0,07[¢ — 2¢)),
_ % (¢ — 307 + A€[2H' + 3K
+HA" + H(4' +£)]).

1
M§+§5§/c+uf+oﬁ+sf+ﬁzjf,

donde

T =

ORZ 5,
1
N+ 5/\/ 65,
—HBONV oV AL+ VPV 4(xL,) — g°C0TE VKL,
1
LSRE + xL,RE — 5575’,

—26{}3532 + Rﬁ’éR},
46{5RACRBC + RAC(SRBC},
46{(5RCDRACBD + RCDéRACBD}7

—QG{RACDEéRBCDE + (SRACDERBCDE}.

(C.23)

(C.24)

(C.25)

(C.26)

(C.34)

(C.35)

Después de realizar un extenso trabajo algebraico, se obtienen las compo-

nentes (w,w) y (p,v) de los tensores anteriores

1

T, = {8@’251/%0 + 8¢"¢L, + 4(xLy,)"

 3a2

O L) + 49Dy + 5/)},
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A

M,

AL, + LI 407 4 4+ €)

+26[A4H'L + %go&] +¢' X'+ ég—‘;cﬁX}, (C.37)
—%{(4%’ + 3H?)O"E — 6H' DM + 16K (2H + 3H>)¢

+A[AH + 3| (" + HE') + AH[10H + 3%2]@&’}, (C.38)
%H’{an + A"+ HEW + &) + 8%’5}, (C.39)
;{4[37{2 + 2H 1" 4 A[8H 4 3HAHY + 16H (H + 3H?)¢
—6H'O"p + 42H + 3H|HE + 2H + 3%2)D’7§}, (C.40)

_%H’{zl[w” +H( + &) + 21 ]+ 07 } (C.41)

]_ / / 7 / !/
E{ﬁl’ﬁu(xl«p) — 0, [2?—[()(1/@) + 4H' L€ + 3¥ Loy

(xLy)" — O"(xLy)

- 3

FEEWLY L) )

i{ég [L (" + THY + HE + 26(H + 3H?) — O"y)

a?

1 ,dV
+XL¢(H, + 37‘[2) + §GQ%X:| + 8M0”(§ — 2¢)}, (043)

2
——j{(s; {4(227{’ +ASHEYHY + A(4H + 9K
a
+16(2H? + OH* + OH'H?)E + d(dH + IH)HE
—(14H' + 30H*)O"p + 2(H' + 3H*)O"¢

+4(2H' + 3H?)9,0" (€ — 2¢)}, (C.44)

8
a—j {5;(%’ +3H) |0+ THY + HE

+2(H' + 3H*)€ — Dw} + (H' + 3H*)0,0" (€ — 27,0)}, (C.45)
119



4
S = a_j{(s; [(87—[’ +3HAY + (14H + 39H) MY

+(H 4+ MO + (16H? + 12H'H? + 36H*)¢
—(8H% 4+ H)OMp + (3H? + 87-[’)7-[5’}

+0,0" {g (4%’ — %2) -2 (2%2 + 7—[’) w} } (C.46)
v 8 v /N !/ / !/ /
T = —a—i{%{"ﬂw +HH (Y + &)+ 2(H? + 3H )¢
—H?OM) + 6%%’1 + 9,0" {H’f — 27{%} } (C.47)

De igual manera, tenemos que

k= & (H20"E — (M + 2H? ") + AH2[4H + HA)e

HAH " + HE| + SHY[H + H?)) | (C.48)
1

o= {00ty - wr L) + oL, (C.49)

M;:—%{BLG”(W +HE) + %g&'@”x}, (C.50)

1
M;+u;+j;+sg+7;”_—a—a”{

2

"0% +3q(¢" + ”Hg)}. (C.51)

La ecuacién de Klein-Gordon perturbada (3.6) toma la siguiente forma sobre

el sector escalar

X'+ 3HX = O + @' + T+ 26(¢" + 3HY)

o2V 1 ,

HAE(2H + 3H?) + 4" + H[4Y + £)] } =0.
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C.3. Fluctuaciones vectoriales

Este caso es mas sencillo comparado con los otros dos sectores por lo que
omitiremos algunos detalles relacionados con la obtencién de las ecuaciones
perturbadas. Adicionalmente, en este apéndice solamente estudiaremos el
caso L(¢) = 1. Sobre la norma longitudinal, las fluctuaciones vectoriales de

la métrica toman el siguiente aspecto
~ 0 D
H,p = a*(w)Hp = a*(w) ( H ) ) (C.53)

La variacién de los simbolos de Christoffel es

0T, = HD,,
0T, = —8,Dy,
OT*, = —nasHD", (C.54)

ST" = DM 4+ HD",
1
0l = 5(0uD" = 0"Dy).

Por otro lado, la variacién lineal de los tensores de Riemann y de Ricci tiene

la siguiente forma!

SRE., .~ = %{a,,[m’ + HDH| + "[D!, + HD,,]}, (C.55)

SR ., = Naw(H?—H)D" — "H?D,, + %&,[BMDQ — 0,D"],(C.56)
OR% g, = ”H{mﬁ@uD“ — 10" Dg) = 6500, D.)

~ 1,80, D + 53‘8(MDB)}, (C.57)

SRY = %LQD"DM, (C.58)

'Hemos usado la siguiente notacién: 9, D¥) = (9,D" +0"D,) y 0,D") = £(9,D" —
d"D,,).
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1 / v
oy = —{ @07 + 30,0 | (©59)

a?

Haciendo uso de (C.53) y (C.54) se puede mostrar que la ecuacién de Klein—
Gordon perturbada (3.6) es trivial. Ademds, utilizando (C.58), (C.59) y la
condicién de divergencia nula para D, se obtiene que R = 0. Al hallar la
traza de (3.1) se deriva que 0R% 5 = 0. Al igual que el caso tensorial, en este

sector tenemos que
5QY = 0.

Luego, la dinamica de los modos vectoriales es descrita por las componentes
(u,v) v (w, ) de las ecuaciones de Einstein perturbadas. En otras palabras,

por las igualdades

SRY = —edQY, (C.60)
JRY = —edQ", (C.61)

donde
| 2RISR — — |1 % (o 4 332 8,07’
[ — 4€ ] ,I.L__; _g + [(N }
+3H [0, D"] } (C.62)

4¢[6 R0 R™ + Rua0R™] = —%(’H’ + 3%2){ [a(um]

+3H0,, D" } (C.63)
2e[26Rag R, *"7 + 2Rap0 R, P + 2R 0 R, "
_5RMCDERVCDE _ RMC’DE(SRVCDE] _

4e

{(7—[2 — 2 {a%m}/ + H(H? — 4H) {G(VDH)} } (C.64)

at
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Para la componente (w, i) se tiene que

1 8
[1—2€R] bR} = {1 — a—j (2H' + 3H?) }D”D#, (C.65)

T 222
2
4€[0 Ry R + R,a0R™] = a—j{s”ﬂ? + 57—[’}D”DM, (C.66)
2¢[20Rcp R, ““" +2Rcp R, ““P — 6R,cpp R*PP

at

2
—Rucpp SR"PP] = —6{27{2 — ’H’}D"D#. (C.67)

De este modo, las igualdades (C.60) y (C.61) pueden escribirse de la siguiente

manera

q[0uD") + (¢ + 3Hq)[0, D] = 0, (C.68)
07D, = 0. (C.69)

123



Bibliografia

[1] G. Nordstrom, On the possibility of unifying the electromagnetic and
the gravitational fields, Phys. Z. 15 (1914) 504, physics/0702221.

[2] T. Kaluza, On the problem of unity in physics, Sitzungsber. Preuss.
Akad. Wiss. Berlin (Math. Phys.) 1921 (1921) 966.

[3] O. Klein, Quantum theory and five-dimensional theory of relativity, Z.
Phys. 37 (1926) 895; Surveys High Energ. Phys. 5 (1986) 241.

[4] B.S. DeWitt, Relativity, Groups and Topology, in C. DeWitt and B.S.
DeWitt (Eds.), (Gordon and Breach, New York, 1964).

[5] R. Kerner, Generalization of the Kaluza—Klein Theory for an Arbitrary
Nonabelian Gauge Group, Ann. Poincare Phys. Theor. 9 (1968) 143.

[6] Y.M. Cho and P.G.O. Freund, Nonabelian Gauge Fields in Nambu—
Goldstone Fields, Phys. Rev. D 12 (1975) 1711.

[7] Y. M. Cho, Higher—dimensional unifications of gravitation and gauge
theories, J. Math. Phys. 16 (1975) 2029.

[8] M.B. Green and J.H. Schwarz, Anomaly Cancellation in Supersymme-
tric D = 10 Gauge Theory and Superstring Theory, Phys. Lett. B 149
(1984) 117.

124



[9]

[10]

[11]

[15]

[16]

[17]

P. Candelas, G.T. Horowitz, A. Strominger and E. Witten, Vacuum
Configurations for Superstrings, Nucl. Phys. B 258 (1985) 46.

J. Dai, R.G. Leigh, and J. Polchinski, New Connections Between String
Theories, Mod. Phys. Lett. A 4 (1989) 2073.

M.J. Duff, Strong/weak coupling duality from the dual string, Nucl.
Phys. B 442 (1995) 47, hep-th/9501030.

M.J. Duff and J.X. Lu, Loop expansions and string/five-brane duality,
Nucl. Phys. B 357 (1991) 534.

M.J. Duff and R.R. Khuri, Four-dimensional string/string duality,
Nucl. Phys. B 411 (1994) 473, hep-th/9305142.

M.J. Duff and J.X. Lu, Black and super p—branes in diverse dimensions,
Nucl. Phys. B 416 (1994) 301, hep-th/9306052.

M.J. Duff and R. Minasian, Putting string/string duality to the test,
Nucl. Phys. B 436 (1995) 507, hep-th/9406198.

C.M. Hull and P.K. Townsend, Unity of superstring dualities, Nucl.
Phys. B 438 (1995) 109, hep-th/9410167.

E. Witten, String theory dynamics in various dimensions, Nucl. Phys.
B 443 (1995) 85, hep-th/9503124.

J. H. Schwarz, The power of M theory, Phys. Lett. B 367 (1996) 97,
hep-th/9510086.

M. J. Duff, M theory (The theory formerly known as strings), Int. J.
Mod. Phys. A 11 (1996) 5623, hep-th/9608117.

E. Cremmer, B. Julia and J. Scherk, Supergravity theory in 11 dimen-
sions, Phys. Lett. B 76 (1978) 409.

125



[21]

22]

[23]

[24]

[25]

[20]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

P. Horava and E. Witten, Eleven—Dimensional Supergravity on a Ma-
nifold with Boundary, Nucl. Phys. B 475 (1996) 94, hep-th/9603142.

N. Arkani-Hamed, S. Dimopoulos and G. Dvali, The Hierarchy problem
and new dimensions at a millimeter, Phys. Lett. B 429 (1998) 263,
hep-ph/9803315.

L. Randall and R. Sundrum, A large mass hierarchy from a small extra
dimension, Phys. Rev. Lett. 83 (1999) 3370, hep-ph/9905221.

K. Akama, An early proposal of brane world, Lect. Notes Phys. 176
(1982) 267, hep-th/0001113.

V.A. Rubakov and M.E. Shaposhnikov, Do We Live Inside a Domain
Wall?, Phys. Lett. B 125 (1983) 136.

M. Visser, An Fxotic Class of Kaluza—Klein Models, Phys. Lett. B 159
(1985) 22, hep-th/9910093.

G.W. Gibbons and D.L. Wiltshire, Space—Time as a Membrane in Hig-
her Dimensions, Nucl. Phys. B 287 (1987) 717, hep-th/0109093.

V.A. Rubakov, Large and infinite extra dimensions, Phys. Usp. 44
(2001) 871, hep-ph/0104152.

C. Csaki, TASI lectures on extra dimensions and branes, in M. Shifman
et al. (Eds.), From fields to strings, 2 (2002) 967, hep-ph/0404096.

A. Pérez-Lorenzana, An introduction to extra dimensions, J. Phys.
Conf. Ser. 18 (2005) 224, hep-ph/0503177.

M. Shifman, Large Ezxtra Dimensions: Becoming acquainted with an
alternative paradigm, Int. J. Mod. Phys. A 25 (2010) 199, hep-
ph/0907.3074.

126



32]

[33]

[35]

[36]

[38]

[39]

[40]

C.D. Hoyle, U. Schmidt, B.R. Heckel, E.G. Adelberger, J.H. Gundlach,
D.J. Kapner and H.E. Swanson, Sub—millimeter tests of the gravitatio-

nal tnverse—square law: a search for “large” extra dimensions, Phys.
Rev. Lett. 86 (2001) 1418, hep-ph/0011014.

E.G. Adelberger, B.R. Heckel, A.E. Nelson, Tests of the Gravitational
Inverse-Square Law, Ann. Rev. Nucl. Part. Sci. 53 (2003) 77, hep-
ph/0307284.

C.D. Hoyle, D.J. Kapner, B.R. Heckel, E.G. Adelberger, J.H. Gundlach,
U. Schmidt and H.E. Swanson, Sub—millimeter Tests of the Gravitatio-
nal Inverse-square Law, hep-ph/0405262.

G. Aad et al. (ATLAS Collaboration), Search for Extra Dimensions
using diphoton events in 7 TeV proton-proton collisions with the
ATLAS detector, Phys. Lett. B 710 (2012) 538, arxiv:1112.2194 [hep-

ex].

S. Chatrchyan et al. (CMS Collaboration), Search for large extra dimen-
sions in dimuon and dielectron events in pp collisions at \/s =T TeV,
Phys. Lett. B 711 (2012) 15, arxiv:1202.3827 |[hep-ex].

M. Gogberashvili, Hierarchy problem in the shell universe model, Int.
J. Mod. Phys. D 11 (2002) 1635, hep-ph/9812296.

L. Randall y R. Sundrum, An alternative to compactification, Phys.
Rev. Lett. 83 (1999) 4690, hep-th/9906064.

W. Israel, Singular hypersurfaces and thin shells in general relativity,
Nuovo Cim. B 44 (1966) 1; Erratum—ibid. B 48 (1967) 463.

R. Maartens and K. Koyama, Brane-world gravity, Living Rev. Rel.
13 (2010) 5, arXiv:1004.3962 [hep-th].

127



[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

W.D. Goldberger and M.B. Wise, Modulus Stabilization with Bulk
Fields, Phys. Rev. Lett. 83 (1999) 4922, hep-ph/9907447.

S.S. Gubser, AdS/CFT and gravity, Phys. Rev. D 63 (2001) 084017,
hep-th /9912001.

S.B. Giddings, E. Katz and L. Randall, Linearized Gravity in Brane
Backgrounds, JHEP 0003 (2000) 023, hep-th/0002091.

P. Binetruy, C. Deffayet, U. Ellwanger and D. Langlois, Brane cosmolo-
gical evolution in a bulk with cosmological constant, Phys. Lett. B 477
(2000) 285, hep-th/9910219.

E.E. Flanagan, S.-H Henry Tye, and I. Wasserman, Cosmological Fx-
pansion in the Randall-Sundrum Brane World Scenario, Phys. Rev. D
62 (2000) 044039, hep-ph/9910498.

D. Ida, Brane-world cosmology, JHEP 0009 (2000) 014, gr-qc/9912002.

P. Binetruy, C. Deffayet and D. Langlois, Non—conventional cosmology
from a brane-universe, Nucl. Phys. B 565 (2000) 269, hep-th/9905012.

A. Kehagias and E. Kiritsis, Mirage Cosmology, JHEP 11 (1999) 022,
hep-th/9910174.

D. Langlois, Brane cosmology: an introduction, Prog. Theor. Phys.
Suppl. 148 (2003) 181, hep-th/0209261.

P. Brax and C. Bruck, Cosmology and Brane Worlds: A Review, Class.
Quant. Grav. 20 (2003) 201, hep-th/0303095.

P. Brax, C. Bruck and A.-C Davis, Brane World Cosmology, Rept.
Prog. Phys. 67 (2004) 2183, hep-th/0404011.

128



[51]

[52]

[53]

[56]

[57]

[58]

D. Langlois, Is our Universe brany?, Prog. Theor. Phys. Suppl. 163
(2006) 258, hep-th/0509231.

N. Mohapatra, S. Nandi and A. Pérez—Lorenzana, Neutrino masses and
oscillations tn models with large extra dimensions, Phys. Lett. B 466
(1999) 115, hep-ph/9907520.

A. Toannisian and A. Pilaftsis, Cumulative non—decoupling effects of
Kaluza—Klein neutrinos in electroweak processes, Phys. Rev. D 62
(2000) 066001, hep-ph/9907522.

A. Delgado, A. Pomarol and M. Quiros, FElectroweak and Flavor Phy-
sics in Extensions of the Standard Model with Large Extra Dimensions,
JHEP 0001 (2000) 030, hep-ph/9911252.

A. Lukas, P. Ramond, A. Romanino and G.G. Ross, Neutrino Masses
and Mizing in Brane—World Theories, JHEP 0104 (2001) 010, hep-
ph/0011295.

G.F. Giudice, R. Rattazzi and J.D. Wells, Graviscalars from higher—
dimensional metrics and curvature—Higgs mixing, Nucl. Phys. B 595
(2001) 250, hep-ph/0002178.

R. Durrer, M. Ruser, The dynamical Casimir effect in braneworlds,
Phys. Rev. Lett. 99 (2007) 071601, hep-th/0704.0756.

W.D. Goldberger and M.B. Wise, Bulk Fields in the Randall-Sundrum
Compactification Scenario, Phys. Rev. D 60 (1999) 107505, hep-
ph/9907218.

T. Gherghetta and A. Pomarol, Bulk Fields and Supersymmetry in a
Slice of AdS, Nucl. Phys. B 586 (2000) 141, hep-ph/0003129.

129



[60]

[66]

[67]

[68]

[69]

T. Shiromizu, K. Maeda and M. Sasaki, The Finstein Equations on the
3-Brane World, Phys. Rev. D 62 (2000) 024012, gr-qc/9910076.

P.D. Mannheim, Brane-localized Gravity, (World Scientific, Singapore,
2005).

K. Maeda and T. Torii, Covariant Gravitational Equations on Brane
World with Gauss—Bonnet term, Phys. Rev. D 69 (2004) 024002, hep-
th/0309152.

C. Csaki, J. Erlich, T. Hollowood and Y. Shirman, Universal aspects
of gravity localized on thick branes, Nucl. Phys. B 581 (2000) 309, hep-
th,/0001033.

S. Kobayashi, K. Koyama, J. Soda, Thick Brane Worlds and Their
Stability, Phys. Rev. D 65 (2002) 064014, hep-th/0107025.

M. Gremm, Four-dimensional gravity on a thick domain wall, Phys.
Lett. B 478 (2000) 434, hep-th/9912060; Thick domain walls and sin-
gular spaces, Phys. Rev. D 62 (2000) 044017, hep-th/0002040.

A. Wang, Thick de Sitter 3 branes, dynamic black holes and localization
of gravity, Phys. Rev. D 66 (2002) 024024. hep-th/0201051.

O. De Wolfe, D.Z. Freedman, S.S. Gubser and A. Karch, Modeling
the fifth dimension with scalars and gravity, Phys. Rev. D 62 (2000)
046008, hep-th/9909134.

Z. Kakushadze, Localized (Super)Gravity and Cosmological Constant,
Nucl. Phys. B 589 (2000) 75, hep-th/0005217.

C. Csaki, J. Erlich, C. Grojean and T. Hollowood, General Properties of
the Self-tuning Domain Wall Approach to the Cosmological Constant
Problem, Nucl. Phys. B 584 (2000) 359, hep-th/0004133.

130



[70]

[71]

[74]

[75]

[77]

E.E. Flanagan, S.-H. Henry Tye and I. Wasserman, Brane World Mo-
dels With Bulk Scalar Fields, Phys. Lett. B 522 (2001) 155, hep-
th/0110070.

A. Herrera-Aguilar, D. Malagén-Morején, R. R. Mora-Luna and U.
Nucamendi, Aspects of thick brane worlds: 4D gravity localization,
smoothness, and mass gap, Mod. Phys. Lett. A 25 (2010) 2089, ar-
xiv:0910.0363 [hep-th].

C. Brans and R.H. Dicke, Mach’s principle and a relativistic theory of
gravitation, Phys. Rev. 124 (1961) 925.

V. Faraoni, E. Gunzig and P. Nardone, Conformal transformations in
classical gravitational theories and in cosmology, Fund. Cosmic Phys.
20 (1999) 121, gr-qc/9811047.

Y. Fujii and K. Maeda, The Scalar—Tensor Theory of Gravitation,
(Cambridge University Press, Cambridge, 2003).

S.M. Carroll, Spacetime and Geometry: An Introduction to General
Relativity, (Addison-Wesley, San Francisco, 2004).

A.S. Mikhailov, Y.S. Mikhailov, M.N. Smolyakov and I.P. Volobuev,
Constructing stabilized brane world models in five—dimensional Brans—
Dicke theory, Class. Quant. Grav. 24 (2007) 231, hep-th/0602143.

C. Bogdanos, A. Dimitriadis and K. Tamvakis, Brane Models with
a Ricci—Coupled Scalar Field, Phys. Rev. D 74 (2006) 045003, hep-
th/0604182.

K. Farakos, P. Pasipoularides, Brane world scenario in the presence of
a non—minimally coupled bulk scalar field, J. Phys. Conf. Ser. 68 (2007)
012041, hep-th/0609089.

131



[79]

[80]

K. Farakos, P. Pasipoularides, Second Randall-Sundrum brane world
scenario with a nonminimally coupled bulk scalar field, Phys. Rev. D
73 (2006) 084012, hep-th/0602200.

K. Farakos, G. Koutsoumbas and P. Pasipoularides, Graviton localiza-
tion and Newton’s law for brane models with a non—minimally coupled
bulk scalar field, Phys. Rev. D 76 (2007) 064025, arxiv:0705.2364 [hep-
th].

H. Guo, Y.-X Liu, Z.-H Zhao, F.-W Chen, Thick branes with a non—
minimally coupled bulk-scalar field, (2010), arxiv:1008.3686 [hep-th].

M. Giovannini, Gauge—invariant fluctuations of scalar branes, Phys.
Rev. D 64 (2001) 064023, hep-th/0106041.

A.A. Andrianov and L. Vecchi, On the stability of thick brane worlds
non—minimally coupled to gravity, Phys. Rev. D 77 (2008) 044035, ar-
Xiv:0711.1955 [hep-th].

D.G. Boulware and S. Deser, String Generated Gravity Models, Phys.
Rev. Lett. 55 (1985) 2656.

R.R. Metsaev and A.A. Tseytlin, Order o/ (two-loop) equivalence of the
string equations of motion and the o —model Weyl invariance conditions:

Dependence on the dilaton and the antisymmetric tensor, Nucl. Phys.
B 293 (1987) 385.

D.J. Gross and J.H. Sloan, The quartic effective action for the heterotic
string, Nucl. Phys. B 291 (1987) 41.

D. Lovelock, The FEinstein Tensor and its Generalizations, J. Math.
Phys. 12 (1971) 498.

132



[38]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

J. Madore, Kaluza—Klein Theory with the Lanczos Lagrangian, Phys.
Lett. A 110 (1985) 289.

J. Madore, On the Nature of the Initial Singularity in a Lanczos Cos-
mological Model, Phys. Lett. A 111 (1985) 283.

B. Zwiebach, Curvature squared terms and string theories, Phys. Lett.
B 156 (1985) 315.

R. Aros, M. Contreras, R. Olea, R. Troncoso and J. Zanelli, Conser-
ved Charges for Gravity with Locally Anti—de Sitter Asymptotics, Phys.
Rev. Lett. 84 (2000) 1647, gr-qc/9909015.

J.-E. Kim, B. Kyae and H.-M Lee, Effective Gauss—Bonnet interaction
in Randall-Sundrum compactification, Phys. Rev. D 62 (2000) 045013,
hep-ph/9912344.

J-E. Kim, B. Kyae and H.-M Lee, Various Modified Solutions of
the Randall-Sundrum Model with the Gauss—Bonnet Interaction, Nucl.
Phys. B 582 (2000) 296, hep-th/0004005.

H. Collins and B. Holdom, The Cosmological Constant and Warped
Extra Dimensions, Phys. Rev. D 63 (2001) 084020, hep-th/0009127.

Y.M. Cho, I.P. Neupane and P.S. Wesson, No ghost state of Gauss—
Bonnet interaction in warped backgrounds, Nucl. Phys. B 621 (2002)
388, hep-th/0104227.

Y.M. Cho and I.P. Neupane, Warped brane—world compactification
with Gauss—Bonnet term, Int. J. Mod. Phys. A 18 (2003) 2703, hep-
th/0112227.

[.P. Neupane, Gravitational potential correction with Gauss—Bonnet in-
teraction, Phys. Lett. B 512 (2001) 137, hep-th/0104226.

133



98]

[99]

[100]

101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

N.M. Mavromatos and J. Rizos, String—inspired higher—curvature terms
and the Randall-Sundrum scenario, Phys. Rev. D 62 (2000) 124004,
hep-th,/0008074.

N.M. Mavromatos and J. Rizos, Ezact Solutions and the Cosmological
Constant Problem in Dilatonic Domain Wall Higher Curvature String
Gravity, Int. J. Mod. Phys. A 18 (2003) 57, hep-th/0205299.

[.P. Neupane, Consistency of Higher Derivative Gravity in the Brane
Background, JHEP 0009 (2000) 040, hep-th,/0008190.

P. Binetruy, C. Charmousis, S.C. Davis and J.-F Dufaux, Avoidance of
Naked Singularities in Dilatonic Brane World Scenarios with a Gauss—
Bonnet Term, Phys. Lett. B 544 (2002) 183, hep-th/0206089.

C. Charmousis, S.C. Davis, J.-F Dufaux, Scalar brane backgrounds
in higher order curvature gravity, JHEP 0312 (2003) 029, hep-
th,/0309083.

N. Deruelle and T. Dolezel, Brane versus shell cosmologies in Finstein
and Einstein-Gauss—Bonnet theories, Phys. Rev. D 62 (2000) 103502,
gr-qc/0004021.

O. Corradini and Z. Kakushadze, Localized Gravity and Higher Curva-
ture Terms, Phys. Lett. B 494 (2000) 302, hep-th/0009022.

O. Corradini, A. Iglesias, Z. Kakushadze and P. Langfelder, Gravity on
a 8-brane in 6D Bulk, Phys. Lett. B 521 (2001) 96, hep-th/0108055.

K.A. Meissner and M. Olechowski, Domain walls without cosmological
constant in higher order gravity, Phys. Rev. Lett. 86 (2001) 3708, hep-
th/0009122.

134



[107]

108

[109]

[110]

[111]

[112]

113]

[114]

115

[116]

K.A. Meissner and M. Olechowski, Brane localization of gravity in hig-
her derivative theory, Phys. Rev. D 65 (2002) 064017, hep-th/0106203.

S.C. Davis, Scalar tensor gravity on a Gauss—Bonnet brane world,
(2004), hep-th/0402151.

M. Giovannini, Thick branes and Gauss—Bonnet self-interactions,
Phys. Rev. D 64 (2001) 124004, hep-th/0107233.

A. Herrera-Aguilar, D. Malagéon-Morejon, R.R. Mora-Luna and 1. Qui-
ros, Thick braneworlds generated by a mon—minimally coupled scalar

field and a Gauss—Bonnet term: conditions for localization of gravity,
Class. Quant. Grav. 29 (2012) 035012, arxiv:1105.5479 [hep-th].

[.P. Neupane, Consistency of Higher Derivative Gravity in the Brane
Background, JHEP 0009 (2000) 040, hep-th/0008190.

J.M. Bardeen, Gauge—invariant cosmological perturbations, Phys. Rev.
D 22 (1980) 1882.

J.M. Stewart, Perturbations of Friedmann—Robertson—Walker cosmolo-
gical models, Class. Quant. Grav. 7 (1990) 1169.

R.H. Brandenberger, Lectures on the theory of cosmological perturba-
tions, Lect. Notes Phys. 646 (2004) 127, hep-th/0306071.

K. Nakamura, “Gauge” in general relativity: Second—order general re-

lativistic gauge—invariant perturbation theory, (2007), arxiv:0711.0996
[gr-qc].

L.R.W. Abramo, The back reaction of gravitational perturbations and
applications in cosmology, Ph.D. Thesis, Brown University (2007), gr-
qc,/9709049.

135



[117)

[118]

[119]

[120]

[121]

[129]

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

D. Malagén—Morejon, Peturbaciones en membranas gruesas, Tesis de
Maestria, Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo (2009).

S. Mukohyama and L. Kofman, Brane Gravity at Low Energy, Phys.
Rev. D 65 (2002) 124025, hep-th/0112115.

M. Giovannini, Localization of metric fluctuations on scalar branes,
Phys. Rev. D 65 (2002) 064008, hep-th/0106131.

C. Charmousis, R. Gregory, N. Kaloper, A. Padilla, DGP Specteros-
copy, JHEP 0610 (2006) 066, hep-th /0604086.

H. Kodama and M. Sasaki, Cosmological Perturbation Theory, Prog.
Theor. Phys. Suppl. 78 (1984) 1.

K. Farakos and P. Pasipoularides, Gauss—Bonnet gravity, brane world
models, and non-minimal coupling, Phys. Rev. D 75 (2007) 024018,
hep-th/0610010.

W. Eckhaus, Asymptotic Analysis of Singular Perturbations, (North-
Holland Publishing Company, Amsterdam, 1979).

F. Verhulst, Methods and Applications of Singular Perturbations:
Boundary Layers and Multiple Timescale Dynamics, (Springer, New
York, 2005).

J. Cousteix and J. Mauss, Asymptotic Analysis and Boundary Layers,
(Springer, Berlin, 2007).

J.A. Murdock, Perturbations: Theory and Methods, (John Wiley and
Sons, New York, 1991).

M.H. Holmes, Introduction to Perturbation Methods, (Springer, New
York, 1995).

136



