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Resumen

Consideramos una membrana gruesa constituida por un campo escalar no

mı́nimamente acoplado a la gravedad y el término de Gauss–Bonnet en el

bulto. Se calcula la masa de Planck efectiva y las condiciones de regulari-

dad del espacio–tiempo para una clase de geometŕıas deformadas que poseen

invarianza de Poincaré en cuatro dimensiones. Se estudian las propiedades

de localización para los modos tensoriales, escalares y vectoriales asociados

a las fluctuaciones de la geometŕıa y la materia de fondo cuando la masa

de Planck cuatridimensional es finita y el espacio-tiempo no posee singulari-

dades. En el caso en el que están presentes los efectos del acoplamiento no

mı́nimo y/o el término de Gauss–Bonnet, se muestra que si la masa de Planck

es finita, el gravitón no masivo se localiza sobre la membrana. En contraste,

para una membrana ancha que contemple el acoplamiento no mı́nimo o el

término de Gauss–Bonnet se obtiene que los modos cero correspondientes

a las fluctuaciones escalares y vectoriales se deslocalizan de esta. Para una

métrica asintóticamente AdS5 se encuentran varias soluciones para las ecua-

ciones que describen el comportamiento de la materia del fondo gravitatorio.

Para ello se emplea el método de perturbaciones singulares con capas de

frontera cuyo parámetro pequeño caracteriza la intensidad del acoplamiento

no mı́nimo. El análisis de las fluctuaciones correspondiente a estas soluciones

reproduce de manera expĺıcita los resultados generales mencionados con an-

terioridad; nuevamente existe un gravitón no masivo localizado, mientras que

los modos sin masa asociados a los sectores escalar y vectorial se desacoplan

de la membrana.
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C. Deducción de las ecuaciones para las fluctuaciones 112

C.1. Fluctuaciones tensoriales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

C.2. Fluctuaciones escalares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

C.3. Fluctuaciones vectoriales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

ii



0.1. Convenio

En esta tesis las coordenadas correspondientes a un espacio–tiempo de

(4+n) dimensiones se denotan por XN = {xµ, wn}, donde N = 0, 1, . . . 3+n.

Los ı́ndices griegos caracterizan las coordenadas de nuestro universo cuatri-

dimensional, esto es, µ = 0, 1 . . . 3 y los śımbolos wn definen las coordenadas

del bulto. En el caso en el que solo exista una dimensión extra, n = 1, su

coordenada asociada se denota por w. En cantidades que poseen sub́ındices

y supeŕındices entre paréntesis, estos representarán la dimensionalidad de la

variedad, por ejemplo, R(4+n) es el escalar de Ricci en (4 + n) dimensiones.

Cuando no cause confusión, en el caso de cinco dimensiones tales etiquetas

se omitirán.

En este trabajo, para un espacio tiempo plano usamos la métrica de

Minkowski con la siguiente signatura

ηAB = diag(1,−1, . . . ,−1).

Por otra parte, el operador de d‘Alembert en (4+n) dimensiones se represen-

ta por 2(4+n) = gCD∇C∇D, donde gCD es la métrica en (4 + n) dimensiones

y ∇C es su operador derivación asociado; en el caso de n = 1, simplemente

se denota por 2; asimismo, para el espacio tiempo de Minkowski en cuatro

dimensiones, este se escribe como sigue 2η. La simetrización y antisimetri-

zación sobre un tensor VAB dado se denota por V(AB) = 1
2
(VAB + VAB) y

V[AB] = 1
2
(VAB − VAB), respectivamente.

La constante MP ∼ 1√
κ4

es la masa de Planck en cuatro dimensiones,

mientras que M∗ ∼ 1
κ1/(n+2) define a la masa de Planck fundamental en (4+n)

dimensiones. A lo largo de la tesis se utilizará el sistema natural de unidades,

excepto en las secciones 3.3.2, 3.3.3 y en los apéndices C.2 y C.3, donde se

hará uso del sistema de unidades de Planck.

Para finalizar esta sección, es oportuno mencionar que esta tesis se rige

iii



por las normas de la nueva edición de la Ortograf́ıa de la lengua española

(2010).
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Ideas iniciales sobre las dimensiones ex-

tra

La historia de las dimensiones extra en la f́ısica surge un poco antes

del advenimiento de la Teoŕıa General de la Relatividad. Alrededor del año

1914 Nordström trató de unificar la gravedad con el electromagnetismo agre-

gando una nueva dimensión espacial a nuestro universo [1]. Motivado por

la formulación de las ecuaciones de Maxwell en el marco de la Relatividad

Especial, consideró una teoŕıa puramente electromagnética en un espacio–

tiempo de Minkowski de cinco dimensiones (5D), caracterizada por el 5–

vector AN = {Aµ, A5}. Al igual que en la gravedad newtoniana, su modelo

mantiene el carácter escalar del campo gravitatorio, el cual identifica con la

componente A5.

Con este modelo, él fue capaz de recuperar la electrodinámica de Maxwell

en cuatro dimensiones (4D) y obtener una generalización relativista de la

ecuación de Poisson. Para lograr estas predicciones, Nordström impuso que

las variables dinámicas de la teoŕıa no dependieran de la coordenada extra,
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condición que hace que los campos del modelo no se puedan propagar sobre

la dimensión extra. La interpretación que él le atribuyó a este hecho es que

es posible unificar la gravedad y el electromagnetismo si se considera que

nuestro mundo de cuatro dimensiones es una hipersuperficie inmersa en un

espacio–tiempo plano pentadimensional. En la terminoloǵıa moderna, esta

es la idea básica detrás del concepto de mundo membrana.

Posteriormente, con la formulación de Einstein sobre la Relatividad Ge-

neral y el correspondiente carácter tensorial del campo gravitatorio, las ideas

de Nordström perdieron temporalmente el interés de la comunidad cient́ıfica.

No fue hasta 1921 cuando de manera independiente Kaluza [2] despertó nue-

vamente el interés por las teoŕıas multidimensionales.

Al igual que Nordström su objetivo era unificar la gravedad con el elec-

tromagnetismo, solo que esta vez el enfoque era inverso. Su formulación se

basaba en extender la Relatividad General a cinco dimensiones. Nuevamen-

te, eliminando la dependencia con respecto a la quinta dimensión, la cual

denominó “condición ciĺındrica”, Kaluza mostró que su modelo contiene el

electromagnetismo de Maxwell y la Relatividad General en cuatro dimensio-

nes. El modelo también predice la existencia de un campo escalar no masivo,

el cual es actualmente conocido como dilatón y juega un importante rol en

la Teoŕıa de Cuerdas.

La idea en su forma básica, fue completada de manera independiente en

1926 por Klein [3], quien introdujo las ideas de la recién creada Mecánica

Cuántica a la teoŕıa. Él mostró que la gravedad y el electromagnetismo se

unifican en cinco dimensiones si la dimensión extra tiene topoloǵıa circular, en

otras palabras, se logra la unificación si la quinta coordenada es periódica.

De esta manera, la condición ciĺındrica no es estrictamente necesaria. La

invarianza ante transformaciones de coordenadas de la teoŕıa en cinco di-

mensiones combinada con la periodicidad de la coordenada extra, origina el

electromagnetismo en 4D y su correspondiente grupo de simetŕıa, U(1). Lue-
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go, el modelo de Kaluza y Klein sugiere una posible interpretación geométrica

de la invarianza de norma.

Una vez lograda la unificación entre la gravedad y el electromagnetismo en

el modelo de Kaluza y Klein, se descubre lo que se conoce como el mecanismo

de Kaluza–Klein (KK). La idea principal de este mecanismo es obtener la

f́ısica cuatridimensional y explicar la inorserbavilidad de la dimensión extra

cuando se estudian fenómenos cuyas longitudes caracteŕısticas son mayores

que el radio de compactificación. Debido a su importancia, estudiemos los

rasgos generales de este mecanismo.

En la terminoloǵıa moderna, el espacio–tiempo del modelo de Klein es

descrito por una variedad MKlein = M4×S1 donde M4 es el espacio–tiempo

de Minkowski en cuatro dimensiones y S1 es un ćırculo parametrizado por la

coordenada angular 0 ≤ w ≤ r, véase Fig. 1.1.

r

M

S¹

4

Figura 1.1: En el escenario de Kaluza–Klein la dimensión adicional se en-

cuentra compactificada en un ćırculo de radio r.

Los campos de la teoŕıa están definidos sobre el cilindro. Para un campo

escalar real sin masa Φ tenemos la siguiente acción

S = −
∫
dx5gAB∇AΦ∇BΦ.

A consecuencia de la topoloǵıa de la dimensión extra, se tiene que Φ(xµ, w) =
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Φ(xµ, w+ r). Esto permite desarrollar el campo en series de Fourier. En este

contexto, tal desarrollo es conocido como expansión en modos KK:

Φ(xµ, w) ∼
∑

k=0,±1,...

ϕk(xµ)e
i
r
k·w. (1.1)

Los coeficientes de la expansión ϕk(xµ) no dependen de la coordenada extra

y comúnmente se les denomina modos KK. Como veremos en breve, el modo

cero (k = 0) juega un importante papel. La ecuación de onda para el campo

Φ toma la siguiente forma

2(5)Φ = 0, donde 2(5) = ηAB∂A∂B.

Sustituyendo la expansión (1.1) en la ecuación anterior podemos ver que cada

modo satisface la ecuación de onda en cuatro dimensiones(
2η +

k2

r2

)
ϕk(xµ) = 0, k = 0, 1, . . . .

Desde el punto de vista de un observador sobre la variedad M4, Φ se percibe

como un conjunto infinito de campos ϕk(xµ) que se propagan sobre el espacio–

tiempo cuatridimensional, tal conjunto es conocido como torre KK.

El modo k = 0 es el modo menos energético (modo sin masa). Las masas

de los modos restantes son del orden de la escala de compactificación 1/r. Si

r es lo suficientemente pequeño, la enerǵıa que portan los modos KK masi-

vos es muy grande y por tanto es dif́ıcil excitarlos. Consecuentemente, para

enerǵıas menores que 1/r (longitudes mayores que r) únicamente se produ-

cen part́ıculas KK sin masa y percibimos nuestro mundo como de cuatro

dimensiones. Solamente cuando las enerǵıas toman valores del orden de 1/r

se producen modos KK masivos y se pueden detectar algunos efectos de la

dimensión extra.

A pesar de su éxito inicial, el modelo de Kaluza–Klein no ofreció una

explicación del por qué la dimensión adicional difiere marcadamente de las
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demás. Tampoco hab́ıa una interpretación clara sobre el grado de libertad

escalar que surge en la métrica pentadimensional. Estos elementos, junto con

el gran desarrollo que adquirió la teoŕıa cuántica en esos tiempos, hicieron

que temporalmente se perdiera el interés por la teoŕıa de Kaluza–Klein.

Tras un largo peŕıodo de hibernación, la teoŕıa de Kaluza–Klein resurge,

esta vez generalizada a más de cinco dimensiones. En 1964, DeWitt [4] sugiere

que es posible unificar el campo de Yang–Mills con la gravedad en el contexto

de teoŕıas de Kaluza–Klein extendidas a dimensiones superiores. La idea fue

elaborada por Kerner [5] en 1968, quien aportó la métrica multidimensional,

mientras que en 1975 Cho y Freund [6, 7] obtuvieron la gravedad en 4D,

el campo de Yang–Mills y un campo escalar, partiendo de un modelo con

covarianza general y dimensiones extra compactas. Posteriormente versiones

más sofisticadas de la teoŕıa de Kaluza–Klein surgieron en el ámbito de la

Teoŕıa de Cuerdas.

1.2. Cuerdas y D–branas

Un gran interés en los modelos multidimensionales surge en 1984 cuando

ocurre lo que posteriormente se denominó, primera revolución de la Teoŕıa

de Cuerdas. En este año, Green y Schwarz [8] lograron establecer un método

para cancelar ciertas inconsistencias matemáticas de la Teoŕıa Cuántica de

Cuerdas. La principal consecuencia de este hecho es que solo existen cinco

teoŕıas de supercuerdas consistentes, cada una formulada en diez dimensio-

nes espacio–temporales. En particular dos de ellas, las teoŕıas de cuerdas

heteróticas con grupos de norma E8 ⊗ E8 y SO(32), poseen un interés feno-

menológico, pues ambas contienen el grupo de norma del Modelo Estándar

SU(3)×SU(2)×U(1).

El problema de la alta dimensionalidad del espacio–tiempo se reconcilia
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con nuestro mundo de cuatro dimensiones a través de un mecanismo de

compactificación tipo Kaluza–Klein. Las seis dimensiones espaciales extra

forman una variedad compacta de volumen muy pequeño, de tal manera

que sus efectos no se manifiesten en la fenomenoloǵıa de bajas enerǵıas. La

dinámica de la teoŕıa hace que la variedad de 6D sea de tipo Calabi–Yau

[9]. La escala lineal t́ıpica de esta complicada variedad es del orden de la

longitud de Planck, lo que hace que sea prácticamente imposible verificar

experimentalmente su existencia.

A pesar del avance que conllevó la primera revolución de la Teoŕıa de

Cuerdas, todav́ıa quedaban algunas cuestiones por resolver, una de ellas,

consist́ıa en lograr unificar las cinco teoŕıas existentes en un solo modelo.

En 1989 Dai, Leigh y Polchinski [10] descubrieron las membranas de Di-

richlet o D–branas. Tales entidades fundamentales son objetos extendidos

(defectos topológicos) de mayor dimensionalidad que las cuerdas y con la

propiedad de que los extremos de las cuerdas abiertas (las cuales definen los

campos de norma) terminan en las D–branas. Esta propiedad corresponde al

fenómeno de localizar los campos de norma en la D–brana.

El advenimiento de las dualidades en Teoŕıa de Cuerdas [11]–[16] junto

con el desarrollo alcanzado en el formalismo de las D–branas permiten que en

1995, Witten proponga que las cinco diferentes versiones de dicha teoŕıa, en

realidad representen distintos aspectos de una sola teoŕıa en 11 dimensiones,

denominada Teoŕıa M [17]–[19].

Por otra parte, el ĺımite de bajas enerǵıas de la nueva teoŕıa es la su-

pergravedad en 11D [20]. En [21] Horava y Witten estaban interesados en el

comportamiento del ĺımite de bajas enerǵıas de la cuerda heterótica E8⊗E8.

Para ello propusieron tomar la Teoŕıa M de 11 dimensiones y eliminar seis

dimensiones compactificándolas en una variedad de Calabi–Yau. La variedad

de cinco dimensiones resultante admite compactificar una dimensión sobre un

6



orbifolio S1/Z2, creando un par de D–branas de cuatro dimensiones espacio–

temporales sobre los extremos del orbifolio. Si consideramos que una de estas

dos D–branas puede ser identificada como nuestro universo, el hecho de que

las cuerdas abiertas estén atadas a estos objetos garantiza un mecanismo de

localización de los campos de norma. Este último punto es una de las mo-

tivaciones de los modelos fenomenológicos de mundos membrana como los

escenarios de Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali (ADD) [22] y Randall y

Sundrum (RS-1) [23].

1.3. Mundos membrana

Por largo tiempo se pensó que las dimensiones extra deb́ıan ser compac-

tificadas sobre una variedad de volumen muy pequeño, para de esta manera,

ocultar sus efectos a bajas enerǵıas (E ≈ 102− 103 GeV). Este enfoque cam-

bia con el surgimiento de algunos modelos fenomenológicos en los cuales las

dimensiones extra pueden ser grandes o incluso infinitas sin entrar en contra-

dicción con la f́ısica de bajas enerǵıas. En muchos de estos modelos, nuestro

universo es imaginado como una 3–brana sumergida en un espacio–tiempo de

dimensión superior, de ah́ı el nombre de mundos membrana. Las part́ıculas

del Modelo Estándar están confinadas a la hipersuperficie, mientras que la

gravedad puede propagarse por todo el espacio–tiempo.

Aunque el nombre de mundo membrana es una invención relativamente

reciente, la idea de que las part́ıculas pueden ser confinadas a una subvariedad

sumergida en un espacio–tiempo de mayor dimensión se remonta a inicios

de los años 80 del siglo pasado. En modelos fenomenológicos como el de

Akama [24] y Rubakov [25], nuestro universo de 4D espacio–temporales se

puede interpretar como un defecto topológico producido por cierto campo de

materia exótico que reside en una variedad multidimensional. Dicha materia
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exótica crea un mecanismo natural de confinamiento para las part́ıculas de

la materia ordinaria. A efectos de un observador sobre la pared de dominio,

se produce una reducción efectiva de la dimensionalidad inicial del espacio–

tiempo, todo esto, sin necesidad de compactificar a mano las dimensiones

extra.

Diferentes propuestas para localizar materia en ciertas regiones dentro

de la variedad multidimensional fueron investigadas en años posteriores. En

1985, Matt Visser [26] introdujo la idea de que el campo gravitatorio acoplado

a materia multidimensional puede crear un mecanismo de confinación para

las part́ıculas. Posteriormente Gibbons y Wiltshire [27] lograron localizar

fermiones sin masa en una pared de dominio de n−2 dimensiones, partiendo

de una teoŕıa con gravedad y electromagnetismo en n dimensiones.

Las ideas esenciales de estos modelos fenomenológicos y el desarrollo de

la teoŕıa de cuerdas y D–branas unido al deseo de explicar el problema de

la jerarqúıa, fueron los ingredientes primordiales que originaron los modelos

de mundos membrana. En las referencias [28, 29, 30, 31] se exponen las

principales caracteŕısticas de estos escenarios.

1.3.1. El problema de la jerarqúıa

La escala t́ıpica de los fenómenos electrodébiles es MW ≈ 102 GeV,

mientras que la escala fundamental de la gravedad es la escala de Planck

MP ≈ 1019 GeV, por lo que tenemos una diferencia de 17 órdenes de mag-

nitud entre dos interacciones fundamentales de la naturaleza. Encontrar el

origen de esta diferencia es lo que se denomina el Problema de la Jerarqúıa.

En otras palabras, la pregunta es: ¿por qué la gravedad es tan débil compa-

rada con las otras fuerzas descritas por el Modelo Estándar? Esta jerarqúıa

entre la gravedad y el resto de las interacciones refuerza la idea de que tanto

el Modelo Estándar como la Relatividad General son solo teoŕıas efectivas y

8



suguiere que existe nueva f́ısica por encima de la escala electrodébil, la cual

podŕıa resolver algunos problemas del Modelo Estándar y eventualmente uni-

ficar la gravedad con las demás interacciones.

Por otra parte, aunque no la investigaremos a profundidad, es importan-

te comentar que existe otra formulación del problema de la jerarqúıa la cual

es extensamente utilizada en f́ısica de part́ıculas y consiste en que la masa

del escalar “fundamental” es cuadráticamente divergente respecto a correc-

ciones cuánticas. Esto tiene como consecuencia que al extender el Modelo

Estándar varios órdenes de magnitud por encima de la escala electrodébil,

los parámetros del modelo necesitan ser cuidadosamente ajustados orden por

orden en la teoŕıa de perturbaciones para poder obtener la masa del escalar

“fundamental” del orden de unos cientos de GeV. Aunque esto es en principio

consistente, hace que la teoŕıa sea poco “natural”.

Existen varios enfoques para resolver el problema de la jerarqúıa, uno de

los más populares en f́ısica de part́ıculas consiste en proteger la masa del

campo escalar “fundamental” de correcciones cuánticas utilizando supersi-

metŕıa. Otra manera de abordar el problema es en el contexto de teoŕıas de

mundos membrana los cuales estudiaremos detalladamente a lo largo de la

tesis.

1.3.2. Mecanismo ADD

Al estudiar teoŕıas con dimensiones extra se remueve el carácter funda-

mental de la f́ısica en 4D, pasando este rol al nuevo modelo multidimensional.

Esto abre nuevas posibilidades en el estudio del problema de la jerarqúıa, pues

ahora la escala fundamental no es la masa de Planck MP asociada al modelo

cuatridimensional. Luego, es posible ajustar el valor de la nueva masa de

Planck fundamental M∗ y los ingredientes del modelo con dimensiones extra

de tal manera que no haya jerarqúıa entre el Modelo Estándar y la teoŕıa

9



multidimensional o en todo caso esclarecer el origen de la jerarqúıa entre MP

y MW .

Dado que los modelos fundamental y efectivo en general se encuentran a

escalas energéticas diferentes, es necesario aplicar un mecanismo de reduc-

ción dimensional para saber la relación entre las constantes de acoplamiento

que se observan en el experimento y las “constantes fundamentales”. En es-

te trabajo, la manera de implementar dicho mecanismo será integrando la

accción del modelo multidimensional por las coordenadas extra.

Por otra parte, hasta ahora (junio de 2012) no hay evidencias experi-

mentales concluyentes sobre la existencia de las dimensiones extra. En con-

secuencia, si al igual que en las teoŕıas de Kaluza–Klein suponemos que las

dimensiones extra son compactas, solo es posible establecer cotas superio-

res para sus tamaños. Tales ĺımites cambian drásticamente si la materia del

Modelo Estándar se propaga o no sobre ellas. Cuando la materia accede a

todo el espacio–tiempo, el ĺımite superior para las dimensiones extra r está

dado por la escala electrodébil r ≤ 1/Tev ≈ 10−19m, pues a enerǵıas menores

los efectos de estos modelos multidimensionales no se observan experimen-

talmente en los colisionadores de part́ıculas. Si imponemos que solamente

la gravedad puede propagarse sobre las dimensiones extra, el sector de la

materia no estará presente en la f́ısica multidimensional. De esta manera,

únicamente los experimentos puramente gravitatorios determinarán el ĺımite

para el “tamaño” de las dimensiones extra. La distancia más pequeña a la

cual la ley de Newton es experimentalmente válida es del orden de 10−4m

[32, 33, 34]. Luego, en este caso se tiene que r ≤ 10−4m.

Para comprender algunas de las caracteŕısticas de los modelos multidi-

mensionales con dimensiones extra compactas, estudiemos una generalización

de la teoŕıa de Kaluza–Klein. Sea un espacio–tiempo de (4 + n) dimensio-

nes, cada una de las n ≥ 1 coordenadas del bulto está compactificada en un

ćırculo de radio r. Por simplicidad, consideremos que la variedad que define
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al espacio–tiempo es de la forma M = M4×T n donde M4 representa nuestra

variedad 4D y T n es un toro de n dimensiones.

El modelo a estudiar es una extensión de la Relatividad General a (4+n)

dimensiones con un sector gravitatorio dado por la siguiente acción:

Sgrav4+n = −Mn+2
∗

∫
dx4+n

√
g(4+n)R(4+n), (1.2)

la constante de acoplamiento M∗ es la escala de Planck fundamental.

Análogamente, la parte gravitatoria de la teoŕıa efectiva de cuatro dimen-

siones está dada por la acción de Einstein–Hilbert

Sgrav4 = −M2
P

∫
dx4
√
g(4)R(4),

donde MP es la masa de Planck efectiva cuatridimensional.

Si se quiere obtener la relación entre los parámetros de los dos sectores

gravitatorios, es suficiente con estudiar como está contenido el ĺımite de cam-

po débil del modelo efectivo en el multidimensional. Una manera simple de

realizar tal propósito es extraer de (1.2) la acción asociada al gravitón no ma-

sivo que surge en la aproximación lineal de la Teoŕıa de la Relatividad. Para

ello, estudiemos el caso donde la geometŕıa es una pequeña perturbación de

un espacio–tiempo plano, en otras palabras

ds2 = gABdx
AdxB = (ηAB + hAB)dxAdxB,

en la expresión anterior ηAB es la métrica de Minkowski en (4+n) dimensiones

y hAB define sus fluctuaciones.

El espacio–tiempo de fondo ηAB posee invarianza de Poincaré en (4 + n)

dimensiones por lo que en particular también contiene dicha simetŕıa en

cuatro dimensiones. Esta última simetŕıa es útil, pues nos permite clasificar

las fluctuaciones gravitatorias en modos escalares, vectoriales y tensoriales

respecto a las transformaciones de Poincaré en cuatro dimensiones, siendo
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los modos tensoriales los que contienen al gravitón no masivo que surge en el

ĺımite de campo débil de la Teoŕıa de la Relatividad. En consecuencia, para

obtener la relación entre las escalas de Planck y el radio de las dimensiones

extra, solo es necesario estudiar el sector tensorial, el cual toma el siguiente

aspecto

ds2T = gµνdx
µdxν = (ηµν + hµν)dx

µdxν ,

donde hµν satisface las siguientes condiciones de norma

∂µhµν = 0 y ηµνhµν = h = 0.

Tales ligaduras surgen a consecuencia de la libertad de norma de las fluctua-

ciones respecto a la transformación

hAB → hAB +∇AζB +∇BζA, (1.3)

donde ζA es un vector arbitrario multidimensional.

Cuando el campo gravitatorio que produce la materia del modelo es tal

que no cambia sensiblemente la geometŕıa del fondo, la ecuación que describe

la propagación de los modos tensoriales se puede escribir como sigue

2(4+n)hµν = 0. (1.4)

El comportamiento de los modos asociados a la ecuación anterior depende de

la topoloǵıa de las dimensiones extra. En nuestro caso particular, estas están

compactificadas en un toro, lo que hace posible desarrollar hµν en series de

Fourier:

hµν ∼
∑
~k

ĥ
(~k)
µν (x)

rn/2
e
i
r
~k·~w,

donde ~k = {k1, . . . , kn} y cada componente de ~k toma todos los valores

enteros posibles.
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Sustituyendo este desarrollo en (1.4), se obtiene(
2η +

k2

r2

)
ĥ(
~k)
µν = 0.

De aqúı se tiene que de manera similar a los modelos de Kaluza–Klein, tene-

mos un modo cero que no depende de las coordenadas extra más una torre

de modos masivos.

En el ĺımite de campo débil solo nos interesa el modo sin masa, por

lo que
√
g(4+n) ≈

√
g
(4)
0 y R(4+n) ≈ R

(4)
0 , donde el sub́ındice 0 indica que

las cantidades se tomaron respecto al modo no masivo. Integrando por las

dimensiones extra tenemos el siguiente resultado

Sgrav4+n = −Mn+2
∗ V (T n)

∫
dx4
√
g
(4)
0 R

(4)
0 + · · · ,

donde V (T n) = (2πr)n es el volumen del toro T n y los puntos suspensivos re-

presentan los modos restantes del modelo. Al comparar la expresión anterior

con (1.2) se obtiene

M2
P ∼Mn+2

∗ rn. (1.5)

Por otra parte, para entender la conveniencia de introducir los mundos mem-

brana, inicialmente no consideraremos la existencia de una región o hiper-

superficie donde la materia tenga un comportamiento diferente al resto del

espacio–tiempo, por lo que no habrá ninguna restricción sobre la propagación

de los campos de materia sobre la variedad multidimensional. Hecho esto y

considerando la relación (1.5), veamos de qué orden de magnitud es el radio

de las dimensiones extra y si dicho valor puede arrojar efectos experimental-

mente observables en un futuro cercano.

Supongamos que tenemos un caso simple donde la materia es descrita por

un campo escalar real (4 + n)–dimensional sin masa

Smat4+n = − 1

g2∗

∫
dx4+n

√
g(4+n) gAB∇AΦ∇BΦ, (1.6)
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donde g∗ es la constante de acoplamiento fundamental.

De manera análoga al caso de las fluctuaciones gravitacionales, es sufi-

ciente extraer el modo sin masa del campo escalar para hallar la relación

entre g∗ y la constante de acoplamiento gef del modelo efectivo de cuatro

dimensiones. Aplicando el mismo procedimiento que en el sector gravitatorio

tenemos que

Smat4+n = − 1

g2∗
V (T n)

∫
dx4
√
g
(4)
0 gµν0 ∇µΦ0∇νΦ0 + · · · , (1.7)

donde Φ0 es el modo no masivo del campo escalar. Luego, de (1.6) y la

relación anterior, tenemos que

1

g2ef
∼ rn

g2∗
. (1.8)

Por otra parte, es deseable que no haya jerarqúıas entre los sectores gravi-

tatorio y de materia de la teoŕıa fundamental. Esto nos lleva a considerar

el caso más simple en el que solamente hay una escala fundamental en el

modelo multidimensional, en otras palabras, las constantes de acoplamiento

g∗ y M∗ están relacionadas de la siguiente manera

g2∗ ∼
1

Mn
∗
,

donde la potencia en M∗ aparece por la necesidad de que la relación sea

dimensionalmente correcta.

En este punto, estamos en condiciones de hallar el valor del radio de las

dimensiones extra en función de los parámetros efectivos. Combinando (1.5),

(1.8) y la expresión anterior, obtenemos el siguiente resultado

r ∼ 1

MP

g
n+2
n

ef .

Aunque la relación anterior se obtuvo bajo la suposición de que la materia

es un campo escalar multidimensional, esta sigue siendo válida para campos
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de norma. Luego, si a modo de ejemplo tomamos que gef corresponde a

la constante de acoplamiento de la Electrodinámica o la Cromodinámica

Cuántica, el valor de r será aproximadamente r ∼ 1
MP
≈ 10−35m, lo que

implica que M∗ ≈ MP . Esto nos dice que cuando las dimensiones extra son

compactas y consideramos que la materia habita en todo el espacio–tiempo,

la escala “natural” del modelo multidimensional es la escala de Planck. Esto

hace que en un futuro cercano sea poco probable poder validar o descartar

experimentalmente tal modelo. Veamos qué sucede cuando imponemos que la

materia del Modelo Estándar esté confinada a una región del espacio (3+n)–

dimensional.

A finales de los años 90 del siglo pasado Arkani-Hamed et al. [22] mo-

tivados por los recientes resultados en la teoŕıa M, propusieron un modelo

posteriormente conocido como mecanismo ADD donde los campos correspon-

dientes a las interacciones electromagnéticas, débiles y fuertes son confinados

a ciertas hipersuperficies (membranas finas) que, a su vez, están inmersas en

un espacio multidimensional denominado bulto, como se muestra en la Fig.

1.2. A diferencia de la materia estándar, la gravedad puede acceder al bulto.

En este marco se supone que nuestro mundo es uno de esos entes membrana.

Bulto

Mundo

Membrana

Figura 1.2: En esta figura nuestro mundo cuatridimensional es representado

esquemáticamente por una ĺınea, mientras que el ćırculo caracteriza al bulto.

Como mencionamos anteriormente, en este caso, solo el sector gravitatorio
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es relevante en la teoŕıa multidimensional lo que hace que la relación entre

los parámetros del modelo esté dada únicamente por la ecuación (1.5).

Dado que ahora tenemos libres los parámetros M∗ y r, existen más posi-

bilidades de ajustar sus valores de tal manera que la teoŕıa pueda ser experi-

mentalmente verificable en un futuro cercano. Por otra parte, es deseable que

la escala de enerǵıas de la teoŕıa fundamental (1.2) sea cercana a la escala

electrodébil, pues este seŕıa un modo de resolver el problema de la jerarqúıa.

Para ello tomemos el caso extremo donde M∗ ≈ 103 GeV, de esta manera,

tenemos la siguiente expresión para el radio de las dimensiones extra

r ≈ 2 · 10
32
n
−19 m,

donde se utilizó el hecho de que en unidades naturales 1 GeV ≈ 5 · 1015 m−1.

Sustituyendo el valor n = 1 vemos que se predice un valor astronómico

para r, por lo que queda descartado, mientras que para n = 2 tenemos que

r ≈ (0.1 − 1 mm) lo cual hace este caso interesante debido a la cercańıa al

ĺımite de los experimentos gravitatorios. De esta manera, en este escenario

surgen nuevas posibilidades para explorar la existencia de dimensiones extra

mediante experimentos gravitatorios.

En el modelo ADD un observador en la membrana fina percibe la gravedad

débil comparada con las demás interacciones como consecuencia de que la

primera se escapa hacia las dimensiones extra diluyendo su fortaleza sobre

el bulto, mientras que las part́ıculas del Modelo Estándar están confinadas

a la membrana. Por otra parte, en este modelo la escala fundamental de la

gravedadM∗ se unifica con la escala caracteŕıstica del Modelo Estándar (102−
103 GeV), lo que hace que desaparezca la jerarqúıa entre la gravedad en (4+n)

dimensiones y el resto de las interacciones del Modelo Estándar1. El precio

1Recientemente, en [35] se establecieron cotas para la masa de Planck fundamental M∗

en el escenario ADD, estas fueron 2.27 TeV < M∗ < 3.53 TeV, mientras que en [36] se

obtuvo que 2.5 TeV < M∗ < 3.8 TeV.
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a pagar por haber eliminado esta jerarqúıa es el surgimiento de otra nueva,

ahora entre el radio de compactificación r ≈ 10−4m y la escala electrodébil

rW = 1
MW
≈ 10−19m. Entonces, más que una solución al problema de la

jerarqúıa es solo una reformulación geométrica de este.

1.4. Dimensiones extra deformadas

En el modelo ADD, el campo gravitatorio producido por la materia que

reside en la membrana juega un papel pobre en las predicciones del modelo.

Esto es una buena aproximación cuando la densidad de enerǵıa de la mem-

brana es pequeña. Sin embargo, pueden surgir situaciones interesantes si este

no es el caso.

La consecuencia más evidente de considerar la densidad de enerǵıa de la

membrana es que el bulto deja de ser plano, el espacio–tiempo se curva. En

adición a esto, la gravedad inducida por la membrana favorece el mecanismo

de confinamiento de las part́ıculas que la definen.

En [28], Rubakov y Shaposhnikov hicieron una importante observación

sobre este tipo de escenarios. Ellos sugieren que si se tiene una membrana de

4D inmersa en un bulto multidimensional, en principio, se pueden balancear

los efectos gravitacionales sobre la membrana introduciendo una constante

cosmológica negativa en el bulto, de forma tal que la constante cosmológica

efectiva de nuestro universo de 4D desaparezca. Esto hace que nuestro uni-

verso, aún se perciba plano y estático por un observador sobre la membrana.

Fuera de la membrana tal cancelación no existe, en consecuencia, el espacio–

tiempo es curvo sobre bulto. A las dimensiones extra con estas propiedades

usualmente se les denomina dimensiones deformadas.

En el trabajo de Rubakov y Shaposhnikov el análisis se realizó en términos

generales; realmente fue Gogberashvili [37] quien introdujo el primer modelo
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que contiene una métrica deformada. La popularidad de los modelos con

dimensiones extra deformadas, inicia con los trabajos de Randall y Sundrum

(RS). En un primer art́ıculo [23], estudiaron el problema de la jerarqúıa

sobre el espacio–tiempo propuesto por Gogberashvili. Este primer modelo se

denomina RS–1. Los resultados de [23] sugirieron la posibilidad de eliminar

el mecanismo de compactificación en el contexto de dimensiones deformadas

(RS–2) [38]. Al conjunto de estas dos propuestas se le denomina Modelo de

Randall–Sundrum. Estudiemos algunas de sus caracteŕısticas.

1.4.1. Modelo RS–1

El modelo de RS–1 consiste en una realización simple de un mundo mem-

brana en cinco dimensiones con dos membranas finas de cuatro dimensiones,

ubicadas en posiciones fijas sobre el bulto. En este escenario, el bulto es cur-

vo debido a la existencia de una constante cosmológica Λ5 sobre bulto. La

dinámica del sistema está integrada por la acción del bulto más dos términos

que definen las membranas finas, tales términos los designaremos por S±.

Stotal = Sbulto + S+ + S−, (1.9)

donde

Sbulto = −
∫
d4xdw

√
g(5)

(
2M3

∗ R5 + Λ5

)
, (1.10)

S± = −
∫
d4xdw

√
g±ind δ(w − w±)σ±.

En las expresiones anteriores, g±ind representa los determinantes de las métricas

inducidas sobre las membranas, σ± caracteriza las tensiones de dichas mem-

branas y w± define sus posiciones sobre el bulto. El motivo de usar los signos

+ y − para etiquetar las membranas se esclarecerá posteriormente. En es-

te caso hemos considerado que el ancho de las membranas es despreciable
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comparado con su tensiones σ±, hecho que se refleja matemáticamente en la

aparición de la delta de Dirac en S±.

En el modelo de RS–1 se respeta la invarianza de Poincaré en cuatro di-

mensiones sobre las membranas, en otras palabras, las membranas son planas.

Bajo estas restricciones sobre la geometŕıa, es plausible escoger un sistema

coordenado donde la métrica del espacio–tiempo se puede escribir como sigue

ds2 = gABdx
AdxB = e2A(w)ηµνdx

µdxν − dw2. (1.11)

Esta geometŕıa preserva expĺıcitamente la simetŕıa de Poincaré en cuatro

dimensiones. El coeficiente e2A(w) solamente depende de la coordenada extra

y caracteriza el grado de deformación respecto al espacio–tiempo plano en

cinco dimensiones. Por esta razón, la función A(w) es conocida como factor

de deformación. Por otra parte, la dimensión extra posee la topoloǵıa de un

orbifolio S1/Z2. Como se ilustra en la Fig. 1.3, un orbifolio S1/Z2 es un ćırculo

donde se identifican los puntos con simetŕıa de espejo respecto a dos puntos

fijos. En términos de las coordenadas definidas en (1.11), la topoloǵıa S1 hace

w

w=- rπ w= rπ

w=0

S¹

Z2

-w

Membrana (-)

Membrana (+)

Figura 1.3: Orbifolio S1/Z2. Las membranas finas con tensiones positiva y

negativa se ubican en los puntos fijos w = 0 y w = πr, respectivamente.

que la coordenada w sea periódica y definida en el intervalo −πr ≤ w ≤ πr,
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donde, r es el radio del ćırculo S1. En adición a esto, los puntos (xµ, w)

y (xµ,−w) se identifican como consecuencia de la simetŕıa Z2. Luego, en

estas coordenadas, el intervalo de variación de la dimensión extra se reduce

a 0 ≤ w ≤ πr.

En este escenario las membranas se sitúan en los puntos fijos del orbifolio

(w = 0 y w = πr). La membrana definida por S+ se ubica en w = w+ = 0,

mientras que la correspondiente a S− se sitúa en w = w− = πr. La membrana

S− es llamada visible y representa nuestro universo. En contraste, S+ es

conocida como membrana oculta. Nuevamente, la gravedad es el único campo

que habita en el bulto. Los campos del Modelo Estándar están confinados a

la membrana visible.

Teniendo en cuenta (1.10) y la simetŕıa Z2 de la geometŕıa, se obtiene la

siguiente expresión para el factor de deformación

A(w) = −k|w|. (1.12)

Esta relación muestra que el espacio–tiempo de cinco dimensiones es la unión

de dos parches AdS5 pegados en w = 0.

Por otro lado, la presencia de la delta de Dirac en (1.10) induce ciertas

condiciones de juntura [39, 40] sobre las membranas; haciendo uso de estas

se obtienen las siguientes relaciones de consistencia

σ+ = −σ− = 24kM3
∗ , y Λ5 = −24k2M3

∗ . (1.13)

En la expresión anterior se observa que σ+ > 0 y σ− < 0, de ah́ı, las etique-

tas + y −, utilizadas para designarlas. El deseo de mantener las membranas

planas inmersas en un bulto curvo, origina un ajuste fino entre la Λ5 y las

tensiones de las membranas (Λ5 = − σ2
+

24M3
∗
), el cual es equivalente a la cance-

lación de la constante cosmológica en cuatro dimensiones.

De este modelo se pueden extraer resultados interesantes si se estudia

su descripción cuatridimensional efectiva. Como un primer paso, estudiemos
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lo que fue una de las causas principales del advenimiento de los mundos

membrana, la búsqueda de una explicación al problema de la jerarqúıa.

Antes que todo, es deseable tener una teoŕıa fundamental donde no haya

una gran jerarqúıa entre las escalas de sus parámetros. Aśı, en el marco del

modelo RS–1, supondremos que k ≈M∗. Veamos cómo la distancia entre las

membranas r influye en la solución del problema de la jerarqúıa. Primera-

mente, asumiremos que r adquiere un valor fijo como consecuencia de algún

mecanismo estabilización2.

Las métricas inducidas sobre las membranas toman el siguiente aspecto

g+µν = gocµν = gµν(x
α, w = 0) = ηµν ,

g−µν = gvisµν = gµν(x
α, w = πr) = e−2kπrηµν , (1.14)

g±A5 = 0.

A diferencia de escenarios con dimensiones extra planas, las expresiones an-

teriores muestran un cambio de escala entre la membrana visible y la oculta,

respecto a las mediciones de longitud y tiempo, ver Fig. 1.4. Esto induce un

comportamiento análogo sobre los campos que residen en las membranas.

Los valores para las masas y los acoplamientos de las part́ıculas del Mode-

lo Estándar que percibe un observador en nuestro universo, dependen de la

membrana en la que este se encuentre ubicado. El punto clave para enten-

der el problema de la jerarqúıa en el contexto del modelo RS–1 consiste en

localizar la materia estándar sobre la membrana visible.

Consideremos el caso simple de un campo escalar masivo χ− sobre la

membrana S−:

Smat = −1

2

∫
dx4
√
g−

(
gαβ− ∂αχ

−∂βχ
− −m2

5(χ
−)2
)
, (1.15)

2Una de las soluciones más simples a este problema es el mecanismo de estabilización

del radión de Goldberger–Wise [41].
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w=0 w= rπ

Membrana
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Membrana

visible

Factor de

deformación

Figura 1.4: En esta figura se muestra el decaimiento exponencial del factor

de deformación.

donde m5 representa la masa fundamental del campo escalar.

Debido al factor e−2kπr en la métrica inducida (1.14) sobre la membrana

visible, la acción efectiva del campo escalar no está canónicamente normali-

zada. Redefiniendo el campo

χef = e−kπrχ−,

y su masa

mef = m5e
−kπr,

la acción efectiva normalizada se puede escribir de la siguiente manera

Smat = −1

2

∫
dx4

(
ηαβ∂αχ

ef∂βχ
ef −m2

ef (χ
ef )2
)
. (1.16)

Luego, la masa efectiva mef del campo escalar χef en cuatro dimensiones

está suprimida exponencialmente con respecto a m5.

Contrariamente a un observador en la membrana visible, sobre la mem-

brana oculta no ocurre este escalamiento exponencial. En este caso, la masa

efectiva del campo coincide con la fundamental. Por consiguiente, para ex-

plicar la jerarqúıa deseada entre los modelos fundamental y efectivo no es
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muy útil el considerar la membrana oculta como nuestro universo. Esta es la

razón por la cual le asignamos la membrana visible a nuestro universo.

Como mencionamos anteriormente, consideraremos que no existen gran-

des diferencias entre los valores numéricos de los parámetros de la teoŕıa

fundamental. De esta manera, tomemos que m5 ≈ M∗ lo que implica la

siguiente igualdad

mef = M∗e
−kπr. (1.17)

El factor exponencial en la relación anterior permite generar valores de mef

del orden de la escala electrodébil sin necesidad de introducir una gran jerar-

qúıa entre k y 1/r. A modo de ejemplo, para el caso extremo donde M∗ ≈MP ,

se tiene que meff ≈ 103 GeV, si kr ≈ 12.

Para completar el análisis, consideremos las fluctuaciones gravitacionales

no masivas alrededor de la métrica (1.11). Dado que suponemos despreciables

las fluctuaciones de las posiciones de las membranas, el tratamiento es similar

al realizado en la sección (1.3.2).

Consideremos una generalización de la métrica (1.11)

ds2 = e−2k|w|g(4)µν (xα)dxµdxν − dw2,

donde g
(4)
µν describe la dinámica del subespacio 4–dimensional. Para esta

métrica, la acción de Einstein–Hilbert SEH en cinco dimensiones adquiere

la siguiente forma

Sbulto ⊃ SEH ⊃ −2M3
∗

∫
d4x

∫ πr

−πr
dw e−2k|w|

√
g(4)R(4).

De este modo, tenemos que

M2
P =

M3
∗
k

(
1− e−2kπr

)
≈M2

∗
(
1− e−2kπr

)
. (1.18)

La fórmula anterior es un importante resultado del modelo de Randall-

Sundrum, pues, proporciona la escala efectiva MP en función de la escala
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fundamental M∗ y muestra que MP depende marginalmente del radio de

compactificación, aún para valores no muy grandes de kr. A diferencia del

mecanismo ADD, en este escenario la relación entre las escalas efectiva y

fundamental del sector gravitatorio no se basa en efectos provenientes de

dimensiones extra grandes.

Teniendo en cuenta, (1.17), (1.18) y mef ≈ 103 GeV � MP , se obtiene

que M∗ ≈MP , luego, kr ≈ 12. Esto implica que la escala de la teoŕıa en cinco

dimensiones es del orden de la masa de Planck MP . En el escenario RS–1,

es posible lograr la jerarqúıa observada entre la gravedad y la escala elec-

trodébil sin necesidad de introducir una nueva jerarqúıa entre las constantes

fundamentales m5, k, M∗ y 1/r. Nuevamente, hay un precio a pagar y este

es el surgimiento de un ajuste fino entre Λ5 y las tensiones de las membra-

nas. Este fenómeno no es más que el problema de la constante cosmológica

reformulado en el ámbito de los mundos membrana.

1.4.2. Modelo RS–2

En el escenario RS–1, MP depende del radio de la dimensión extra. Esta

dependencia se torna débil cuando kr es grande, y se reduce a M2
P = M3

∗/k

para r → ∞. Paralelamente a esto, la solución (1.12), los valores de Λ5 y

de las tensiones de las membranas no dependen de la distancia r, y se de-

terminan completamente al resolver las ecuaciones de Einstein junto con las

condiciones de juntura sobre la membrana de tensión positiva. Estas circuns-

tancias sugieren la posibilidad de obtener un modelo consistente de mundos

membrana, para una dimensión extra infinita.

El modelo RS–2 [38] es una modificación del primero (RS–1), en el cual

las etiquetas visible y oculta se intercambian y la dimensión extra junto con

la nueva membrana oculta (membrana de tensión negativa) se mueven al

infinito. En este enfoque, se elimina la necesidad de un mecanismo de com-
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pactificación y en consecuencia, la membrana de tensión negativa desaparece

de la teoŕıa (véase Fig. 1.5). En contraste con RS–1, ahora la materia estándar

+σ

w

Factor de

deformación

Membrana

fina

Figura 1.5: Factor de deformación para el modelo RS–2.

reside en la membrana con tensión positiva. Luego, la jerarqúıa entre las es-

calas de Planck y electrodébil no se explica por la existencia de dimensiones

extra deformadas. A pesar de ello, este modelo es interesante desde el punto

de vista de sus predicciones a bajas enerǵıas, aśı como su conexión con la

correspondencia AdS/CFT [42, 43].

En los modelos de mundos membrana que hemos estudiado, la gravedad

multidimensional accede a toda la variedad. Independientemente de la dimen-

sionalidad del bulto y de la topoloǵıa de este, para que estos escenarios sean

viables debemos recuperar la f́ısica conocida sobre la membrana que define

nuestro universo. En particular, es necesario extraer la gravedad de Einstein

en cuatro dimensiones de la teoŕıa de dimensiones extra. El espectro de las

fluctuaciones gravitatorias del modelo RS–2 debe contener un modo sin ma-

sa localizado sobre la membrana, que se pueda identificar con el gravitón de
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cuatro dimensiones.

Consideremos las fluctuaciones gravitacionales más generales asociadas al

modelo RS–2:

ds2 = e−2k|w| [ηµν + hµν(x,w)] dxµdxν + hµ5(x,w)dxµdw − h55(x,w)dw2.

La simplicidad de la materia que reside en la membrana permite escoger la

norma axial, transversa y sin traza para las fluctuaciones. En otras palabras,

hµ5 = h55 = 0, ∂µh
µ
ν = 0 y hµµ = h = 0. Bajo esta norma, solo el sector tenso-

rial es no trivial. Después de eliminar S− en (1.9), las ecuaciones de Einstein

a primer orden en las fluctuaciones hµν , se reducen a una sola ecuación[
∂2w − 4k2 + e−2k|w|2(4) − 4kδ(w)

]
hµν = 0. (1.19)

La estructura de la igualdad anterior admite la descomposición de hµν en

modos KK

hµν =
∑
m

χmµν(x)ψm(w), donde 2(4)χmµν = −m2χmµν .

El modo χmµν(x) se puede asociar a un gravitón masivo cuatridimensional de

masa m, mientras que ψm(w) es su perfil sobre la quinta dimensión.

Con el propósito de simplificar el análisis del espectro de ψm(w), intro-

duzcamos el cambio de variables dw = e−k|w|dz y redefinamos el campo

ψm(w) = e3k|w|/2Ψm(z). De este modo, se tiene(
− d2

dz2
+ V (z)

)
Ψm(z) = m2Ψm(z), (1.20)

donde

V (z) =
15

4

k2

(1 + k|z|)2
− 3kδ(z). (1.21)

Esta ecuación es tipo Schrödinger con un potencial V (z). El espacio de Hil-

bert asociado al problema de autovalores (1.20) es el de las funciones cua-

drado integrables sobre el intervalo −∞ < z <∞. Su norma es

〈ψ|ψ〉 =

∫ ∞
−∞

ψ2dz. (1.22)
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En este escenario y a lo largo de la tesis, un modo de masa m está localizado

sobre la membrana si su norma es finita.

Es bien conocido de la Mecánica Cuántica que el potencial de volcán de-

finido en (1.21) posee un modo cero localizado seguido de una torre continua

de modos masivos no ligados a la membrana. Como mencionamos anterior-

mente, este modo sin masa es identificado con nuestro gravitón en cuatro

dimensiones y es el responsable de reproducir la Teoŕıa General de la Rela-

tividad sobre la membrana.

Aunque en RS–2 existen modos KK ligeros, estos están débilmente aco-

plados a la materia de la membrana, de manera que su producción a bajas

enerǵıas es pequeña [28, 29, 30]. Esto protege al modelo de efectos no obser-

vados a bajas enerǵıas. Una muestra de ello son las correcciones a la ley de

Newton provenientes del intercambio de modos KK masivos entre dos masas

puntuales unitarias sobre la membrana

U(R) = −G4

R

(
1 +

C

(kR)2

)
,

dondeR es la distancia entre las part́ıculas, C ≈ 1 yG4 ∼ 1/κ4 es la constante

gravitatoria cuatridimensional. En esta relación, el primer sumando es la

contribución del gravitón no masivo usual, y el segundo término surge de los

modos KK masivos. La gravedad estándar se recupera para R � 1/k, en

este ĺımite, los modos KK masivos tienen poca influencia sobre la gravedad

en 4D. Solo cuando la distancia entre las masas unitarias es del orden de

1/k o menor se esperan desviaciones de la ley de Newton. Los experimentos

gravitatorios [32, 33, 34] confirman la ley de Newton a escalas del orden de

10−4 m, de aqúı se tiene que 1/k ≤ 10−4m o equivalentemente k ≥ 10−2 eV,

luego, M∗ ≥ 108 GeV.

Entre los principales méritos del modelo RS–2, está el hecho de eliminar

la compactificación de la dimensión extra de manera consistente con la f́ısica

de bajas enerǵıas. Este escenario introduce lo que se puede denominar: “com-
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pactificación efectiva”, pues, si en la expresión (1.5) del mecanismo ADD, ha-

cemos n = 1 y sustituimos r → 1/k se obtiene la relación M2
P = M3

∗/k. Bajo

esta perspectiva, 1/k toma el rol de un radio de compactificación efectivo.

Adicionalmente, RS–2 proporciona un modo natural de atrapar la gravedad

en un subespacio contenido en el bulto, el cual es uno de los temas principales

de este trabajo.

1.5. Membranas gruesas

Tras el éxito del modelo de RS en sus dos versiones, se origina un gran

interés en el estudio de sus aplicaciones y generalizaciones. Tales investiga-

ciones cubren diversas áreas de la f́ısica, abarcando desde la cosmoloǵıa y

la astrof́ısica [44]–[51] hasta la f́ısica de part́ıculas [52]–[57]. En el presente

trabajo nos centraremos en algunas generalizaciones del modelo RS–2 donde

se tiene en cuenta el ancho de la membrana.

El considerar que la materia ordinaria está confinada a una hipersuperficie

de ancho nulo, es solamente una aproximación. La fenomenoloǵıa del Modelo

Estándar está bien establecida a enerǵıas del orden de la escala electrodébil.

Luego, aunque las part́ıculas del Modelo Estándar no pueden moverse libre-

mente sobre las dimensiones extra, śı es posible que accedan a distancias

r ≤ 1/MW ≈ 10−19 m sobre las dimensiones adicionales, sin afectar las pre-

dicciones del Modelo Estándar [22].

Por otra parte, la gravedad en el modelo RS–2 es multidimensional. No

obstante, un observador sobre la membrana la percibe como cuatridimensio-

nal a consecuencia de la localización del gravitón sin masa sobre la propia

membrana. Motivado por el trabajo de Rubakov y Shaposhnikov [25], es na-

tural interpretar las part́ıculas del Modelo Estándar como los modos ligeros

de ciertos campos fundamentales sobre el bulto [58, 59], de manera tal que
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estos modos se localicen mediante un mecanismo similar al de la gravedad.

Esta formulación es consistente con la posibilidad de que las part́ıculas resi-

dan en una región de ancho ∆ ≤ 1/MW sobre las dimensiones extra (véase

Fig. 1.6).

Bulto Bulto

Membrana
gruesa

Δ

w

Figura 1.6: Membrana gruesa de ancho ∆.

Evidentemente, los efectos f́ısicos asociados al ancho de la membrana po-

seen mayor probabilidad de manifestarse a enerǵıas E ≥ 1/∆. A enerǵıas

menores, no es estrictamente necesario el considerar escenarios de mundos

membrana con ancho no trivial. A pesar de ello, independientemente del sec-

tor de enerǵıas que estemos estudiando, en ocasiones es más simple abordar

los escenarios de membranas anchas.

Las membranas finas se modelan con la introducción de la delta de Di-

rac, lo que requiere el cumplimiento de las condiciones de juntura de Israel-

Lanczos [39] sobre la hipersuperficie que define la membrana. Básicamente,

estas ligaduras dictan la manera en que la membrana es sumergida en el bul-

to de modo que la materia ordinaria que esta contiene quede atrapada sobre

la hipersuperficie [40, 60, 61]. En nuestro caso, al introducir términos de cur-

vatura de grado superior a uno en la acción de la teoŕıa, estas condiciones de

juntura se complican [62] con respecto a un escenario de membranas anchas

donde tales condiciones no existen. Esta es otra de las razones por las que
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en esta tesis estudiaremos el caso de mundos membrana gruesos.

En los escenarios con membranas finas se omiten los detalles de la dinámica

que origina tales objetos. En contraste, las membranas anchas se crean de la

dinámica resultante de ciertos campos y entes geométricos sobre el bulto.

Uno de los modos más simples de generar versiones suaves del modelo

de Randall–Sundrum es mediante la utilización de campos escalares penta-

dimensionales. Como se hizo en [63], un campo escalar real mı́nimamente

acoplado a la gravedad crea una pared de dominio que permite ser identifi-

cado como una membrana gruesa, mientras que la métrica asociada a esta

configuración se torna asintóticamente AdS5.

Al igual que en los modelos de membranas de ancho nulo, es importante

localizar la gravedad cuatridimensional, esta vez, sobre la membrana gruesa.

Además, las correcciones a la ley de Newton provenientes de los modos de

KK masivos deben ser pequeñas. En el trabajo [63] se describen algunos

aspectos generales sobre la localizacion de la gravedad en membranas anchas

inmersas en un bulto pentadimensional, aśı como las correcciones a la ley

de Newton asociadas a estos escenarios. La estabilidad de las membranas

gruesas construidas mediante campos escalares mı́nimamente acoplados a

la gravedad es estudiada en [64], mientras que en [65, 66] se investiga la

ocurrencia y naturaleza de algunas singularidades desnudas que emergen en

estos modelos.

El uso de campos escalares no es exclusivo de las membranas anchas.

En el contexto del modelo RS–1, existe el mecanismo de Goldberger-Wise

[41], el cual permite estabilizar la distancia entre las membranas mediante la

introducción de un campo escalar masivo denominado radión. Una generali-

zación de este mecanismo se obtiene en [67], en este caso, los autores tienen

en cuenta los efectos del campo escalar sobre la geometŕıa.

Independientemente de si la membrana es gruesa o no, el principal pro-

30



blema asociado al empleo de campos escalares es la presencia de soluciones

que contienen singularidades desnudas sobre el bulto [65, 66, 68, 69, 70, 71].

Afortunadamente, en el marco de estos modelos, es posible evitar este tipo

de patoloǵıas de varias maneras. Un método consiste en cortar la variedad

original y posteriormente compactificarla de modo que la singularidad inicial

no pertenezca al nuevo bulto. Otro procedimiento es elegir cuidadosamen-

te el potencial de autointeracción de manera que prevenga la formación de

singularidades. Este segundo criterio es el que utilizaremos en este trabajo.

Alternativamente, la existencia de soluciones que presentan singularidades

pueden disminuir si se agregan al modelo términos de curvatura de grado

superior a uno.

1.5.1. Acoplamiento no mı́nimo entre la materia esca-

lar y la gravedad

Puesto que los escenarios de mundos membrana están inspirados en as-

pectos de Teoŕıa de Cuerdas, es natural importar algunos de sus elementos

a este marco. Particularmente, en esta tesis, examinaremos los siguientes te-

mas: acoplamiento no mı́nimo entre la materia y la gravedad, y la incorpora-

ción del término de Gauss–Bonnet en el bulto. Primeramente, enfoquémonos

en el caso del acoplamiento no mı́nimo.

El interés en este tipo de interacciones entre la materia y la gravedad

se incrementa con el nacimiento de la teoŕıa escalar–tensorial de Brans y

Dicke (BD) [72]. A diferencia de la Relatividad General, en el modelo de

BD la constante gravitacional cuatridimensional κ4 ∼ 1/M2
P es remplazada

por una función que depende del campo escalar y que puede ser interpretada

como una “constante gravitacional efectiva”.
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En la teoŕıa escalar–tensorial de BD la acción toma el siguiente aspecto

S = SEH + SBD, (1.23)

donde el primer sumando es el término usual de Einstein–Hilbert y SBD es

la acción de BD

SBD =

∫
dx4
√
−g
(

1

2κ4

1

2
ξϕ2R + σ(∇ϕ)2 − Lmat(Ψmat)

)
. (1.24)

En la relación anterior σ = ±1 y Lmat es el lagrangiano de materia, la cual

es representada colectivamente por el campo Ψmat. El factor 1
2
ξϕ2 indica

un acoplamiento no mı́nimo entre el campo escalar y la curvatura, cuya

intensidad es caracterizada por el parámetro ξ. Teniendo en cuenta (1.23)

y (1.24), la constante gravitacional efectiva kef (x) puede ser escrita de este

modo:
1

κef (x)
=

1− 1
2
ξϕ2

κ4
.

Para más detalles sobre la teoŕıa escalar-tensorial de BD y sus generalizacio-

nes, ver [73, 74].

Aunque la teoŕıa escalar–tensorial de BD está definida en cuatro dimen-

siones, esta se puede extender a espacio–tiempos con más dimensiones. El

acoplamiento no mı́nimo entre la materia y la gravedad emerge en diferentes

escenarios dentro del marco de las teoŕıas multidimensionales. En los mo-

delos del tipo KK, el radio de las dimensiones extra puede ser interpretado

como un campo escalar no mı́nimamente acoplado a la gravedad [74, 75]. De

manera similar, en Teoŕıa de Cuerdas surge el dilatón, el cual es un grado

de libertad escalar que interactúa con la gravedad mediante un acoplamiento

no mı́nimo.

En el ámbito de los mundos membrana existen varios trabajos que tratan

esta clase de interacción entre la materia y la gravedad. En [76] se obtienen

soluciones de las ecuaciones de Einstein en membranas finas y anchas; en
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este art́ıculo, el campo escalar está acoplado a la gravedad por medio de un

término del tipo 1
2
ξϕ2R. Utilizando este mismo acoplamiento, en el trabajo

[77] se obtienen algunas soluciones exactas para ambos tipos de membranas,

mientras que en [78, 79] se exploran varias soluciones numéricas en mem-

branas finas y se estudia el espectro de masas de un campo escalar no au-

togravitante3. La localización de los modos tensoriales de la gravedad y las

correcciones a la ley de Newton para estos modelos, es investigada en [80].

Por otro lado, en [81] se estudia la localización de diferentes campos de ma-

teria no autogravitantes sobre membranas gruesas construidas mediante un

campo escalar no mı́nimamente acoplado a la gravedad.

Al igual que en el caso de acoplamiento mı́nimo, la presencia de un campo

escalar sobre el bulto introduce modos escalares y vectoriales en las ecuacio-

nes de las fluctuaciones [64, 82]. Modos que no pueden ser completamente

eliminados por medio de una elección de la norma de las fluctuaciones. Por

consiguiente, en principio estos influyen en la f́ısica efectiva en cuatro dimen-

siones.

En el marco de una membrana ancha no mı́nimamente acoplada a la

gravedad, en [83] se estudia la estabilidad de esta ante fluctuaciones esca-

lares, vectoriales y tensoriales, para distintas elecciones de la norma de las

fluctuaciones.

1.5.2. Término de Gauss–Bonnet

Al igual que el fenómeno de acoplamiento no mı́nimo, los términos de

curvatura de orden mayor a uno son motivados por la teoŕıa de cuerdas [84,

85, 86]. A consecuencia de ello, es natural incluirlos en escenarios de mundos

membrana. Un caso interesante es cuando al término usual de Einstein–

3La materia se le llama no autogravitante si su presencia no modifica significativamente

el fondo gravitatorio en el cual se propaga.
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Hilbert se le adicionan correcciones cuadráticas respecto a los invariantes

de curvatura, de forma tal que las ecuaciones que describen la dinámica

del sistema sean a lo sumo de segundo orden respecto a las derivadas de

la métrica. La combinación que cumple este propiedad es conocida como:

término de Gauss–Bonnet

R2
GB = R2 − 4RABR

AB +RABCDR
ABCD. (1.25)

Adicionalmente, este nuevo término satisface todas las caracteŕısticas desea-

das para las ecuaciones de Einstein. En efecto, las ecuaciones de campo no

poseen derivadas de la métrica de tercer orden o mayor y tales ecuaciones

tienen divergencia nula. Luego, existe conservación del tensor de enerǵıa–

momento asociado a la materia [87, 88, 89]. Otra caracteŕıstica importante

del término de Gauss–Bonnet es la ausencia de estados de norma negativa

(estados fantasma) en el vaćıo [90]. En cuatro dimensiones R2
GB es un término

topológico y no contribuye a las ecuaciones dinámicas clásicas4, por lo que

usualmente es ignorado. En dimensiones superiores esto no ocurre, su aporte

a las ecuaciones de movimiento es importante.

El término de Gauss–Bonnet ha sido extensivamente estudiado en el con-

texto de los mundos membrana. En [92, 93, 94] se obtienen algunas soluciones

a las ecuaciones de Einstein en cinco dimensiones para modelos de membra-

nas finas con un bulto que contiene correcciones del tipo Gauss–Bonnet. Por

otra parte, en [95, 96, 97] se muestra la existencia de un gravitón no masivo

localizado sobre la membrana, en adición a esto, si la constante de acopla-

miento del término de Gauss–Bonnet es pequeña, las correcciones a la ley de

Newton son similares a las obtenidas en el modelo de RS.

Las caracteŕısticas generales de mundos membrana finos con campos esca-

lares y el término de Gauss–Bonnet en el bulto son estudiados en [98]–[107].

4No obstante, en el estudio de la gravedad en la geometŕıa AdS4 este término produce

resultados no triviales en las corrientes conservadas de la teoŕıa [91].
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A diferencia del espacio–tiempo plano, en fondos gravitatorios con geometŕıas

deformadas en presencia del término de Gauss–Bonnet, se generan algunas

configuraciones inestables respecto a fluctuaciones tensoriales [108].

En el marco de modelos de membranas gruesas con el término R2
GB en el

bulto, en [109] se examinan las propiedades de localización. Espećıficamente,

se estudian los modos escalares, vectoriales y tensoriales de la teoŕıa en un

formalismo que no depende de la elección de la norma de las fluctuaciones. En

estos trabajos se muestra que para fondos geométricos regulares, el gravitón

de cuatro dimensiones usual se localiza sobre la membrana, mientras que

los modos cero escalares y vectoriales se encuentran deslocalizados de esta.

En otras palabras, estos dos últimos modos desaparecen de la fenomenoloǵıa

cuatridimensional.

1.6. Descripción de la tesis

Como hemos mencionado en varias ocasiones, una de las principales ca-

racteŕısticas que debe poseer un escenario de mundo membrana ancho es la

posibilidad de recuperar la gravedad cuatridimensional usual. En presencia

de un acoplamiento no mı́nimo, es posible localizar el gravitón sin masa sobre

la membrana y paralelamente eliminar los efectos no deseados provenientes

de los modos escalares y vectoriales asociados a las fluctuaciones de la mem-

brana misma (ver el trabajo [83]). De igual manera, al incorporar el término

de Gauss–Bonnet al bulto, se logra reproducir la gravedad en cuatro dimen-

siones, pues, nuevamente, el modo cero tensorial reside en la membrana,

mientras que las fluctuaciones de carácter escalar y vectorial se desacoplan

de esta [109].

El propósito fundamental de este trabajo es el explorar las condiciones que

posibilitan la obtención de la gravedad cuatridimensional para una membrana
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gruesa con geometŕıa regular donde coexisten los efectos del acoplamiento no

mı́nimo y el término de Gauss–Bonnet. Para ello, es indispensable el estudio

de las fluctuaciones gravitacionales de este modelo.

En el caṕıtulo 2 se considera una membrana ancha en cinco dimensiones

con una geometŕıa deformada que presenta invarianza de Poincaré cuatridi-

mensional. Se calcula la masa de Planck efectiva del modelo y se investigan

las condiciones de regularidad de la geometŕıa para una clase importante de

soluciones.

Utilizando un formalismo invariante de norma, en el caṕıtulo 3 se estu-

dian las fluctuaciones de la f́ısica del fondo gravitatorio y sus propiedades

de localización, bajo las suposiciones de tener una masa de Planck cuatri-

dimensional finita y un espacio–tiempo que carece de singularidades. Para

el sector tensorial se tienen en cuenta de manera simultánea la contribución

del acoplamiento no mı́nimo y el término de Gauss–Bonnet. Este estudio,

unido a los resultados del caṕıtulo 2, fue publicado en [110]. En lo referente

a los sectores escalar y vectorial, desafortunadamente la complejidad de las

ecuaciones para las fluctuaciones dificulta el análisis conjunto de los efectos

del acoplamiento no mı́nimo y el término de Gauss–Bonnet. De este modo,

para estos sectores, solo se estudia cada caso por separado. La circunstan-

cia donde únicamente se encuentra presente el término de Gauss–Bonnet fue

estudiada en [109] (aunque en esta tesis se utiliza una norma para las fluctua-

ciones diferente a la de ese art́ıculo). En el caso en el que solo está presente

el acoplamiento no mı́nimo se investigan las propiedades de localización de

los modos escalares y vectoriales mediante la utilización de técnicas confor-

mes (en [83] se hace un estudio similar usando un procedimiento distinto al

nuestro).

Haciendo uso del método de perturbaciones singulares con capas de fron-

tera, en el caṕıtulo 4 se obtienen algunas soluciones particulares de las ecua-

ciones que describen la f́ısica del fondo. Además, se estudian las propiedades
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de localización asociadas a tales perfiles y se analizan las condiciones para

que estos sean f́ısicamente admisibles [110]. Finalmente, en el caṕıtulo 5 se

presentan las conclusiones del trabajo.

Esta tesis se basa fundamentalmente en el art́ıculo [110]. Espećıficamente,

los resultados de este se encuentran expuestos en el caṕıtulo 2, la sección

(3.3.1) y en el caṕıtulo 4.
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Caṕıtulo 2

F́ısica del fondo

En este caṕıtulo presentamos una membrana gruesa modelada por un

campo escalar real pentadimensional no mı́nimamente acoplado a la grave-

dad más el término de Gauss–Bonnet en el bulto. Se muestran las ecuaciones

de campo para una métrica deformada con invarianza de Poincaré cuatridi-

mensional.

Además, se obtiene la masa de Planck en cuatro dimensiones en función de

los parámetros de la teoŕıa. Para una clase importante de configuraciones de

la geometŕıa, se estudian las condiciones que permiten tener un modelo donde

los escalares de curvatura son regulares y la masa de Planck cuatridimensional

es finita.

2.1. Ecuaciones de campo

Consideremos la siguiente acción

S =
∫
M5
d5x
√
|g|
{
−L(ϕ)

2κ
R + 1

2
(∇ϕ)2 − V (ϕ)− αR2

GB

}
, (2.1)
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donde M5 es una variedad espacio–temporal de cinco dimensiones. En la

expresión anterior ϕ es el campo escalar que modela la membrana ancha. La

función L(ϕ) caracteriza el acoplamiento no mı́nimo entre la materia escalar

y la gravedad. La función L(ϕ) es positiva [80], pues, en caso contrario,

se obtiene que la gravedad newtoniana es repulsiva, lo cual es f́ısicamente

inaceptable. El segundo término en (2.1) describe la parte cinética del campo

escalar, mientras que V (ϕ) es su potencial de autointeracción. Por otra parte,

la constante de acoplamiento α tiene dimensiones de masa y describe la

intensidad de los efectos asociados al término de Gauss–Bonnet. En principio,

el signo de α es arbitrario. A pesar de ello, al igual que en [109], en nuestro

trabajo principalmente nos centraremos en el caso α > 0, pues este presenta

mayores dificultades relacionadas con la consistencia f́ısica del modelo, de

modo que necesita un estudio más cuidadoso.

Al variar la acción (2.1) con respecto a la métrica obtenemos las ecuacio-

nes de Einstein1, las cuales pueden ser expresadas de la siguiente manera

LRAB = κ τAB +∇A∇BL+ 1
3
gAB 2L− εQAB, (2.2)

donde ε = 2ακ y el contenido de materia escalar del bulto es descrito por el

tensor de enerǵıa–momento

τAB = ∂Aϕ∂Bϕ−
2

3
gAB V (ϕ). (2.3)

La contribución del acoplamiento no mı́nimo entre la materia y la gravedad

a las ecuaciones de Einstein (2.2) está dado por los términos que contienen la

función L(ϕ). La cantidadQAB es denominado tensor de Lanczos y representa

la corrección del término de Gauss–Bonnet a las ecuaciones de Einstein, el

1La derivación de las ecuaciones de Einstein para el caso de acoplamiento no mı́nimo

y/o con el término de Gauss–Bonnet en el bulto se puede encontrar en la referencia [111].
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cual adopta la forma

QAB =
1

3
gABR2

GB − 2RRAB + 4RAC R
C
B +

4RC D RAC BD − 2RAC DE RB
C DE.

Como hemos comentado anteriormente, la introducción del término de Gauss–

Bonnet no produce ecuaciones de campo con derivadas de la métrica superio-

res al segundo orden. Esto se puede comprobar directamente de la expresión

anterior, pues esta solo contiene sumandos que dependen de la métrica y de

las contracciones del tensor de Riemann.

La ecuación de Klein–Gordon asociada a la acción (2.1) adquiere la forma

2ϕ+
1

2κ
RLϕ +

∂V

∂ϕ
= 0, donde Lϕ =

dL

dϕ
. (2.4)

El acoplamiento no mı́nimo entre el campo escalar y la gravedad se refleja en

la presencia del segundo término en la ecuación anterior. Por otro lado, no

existe una contribución expĺıcita del término de Gauss–Bonnet a la ecuación

de Klein–Gordon. Esto es consecuencia de la inexistencia de un acoplamiento

directo entre el campo escalar y R2
GB.

De modo similar al escenario de RS, estudiemos una geometŕıa que respete

la invarianza de Poincaré en cuatro dimensiones. Para ello, propongamos el

siguiente ansatz

ds2 = a2(w)
[
ηµνdx

µdxν − dw2
]
. (2.5)

Esta métrica es una generalización suave de la utilizada en el modelo de RS,

ahora expresada en coordenadas conformes. El rol del factor de deformación

lo adquiere la función a(w).

La existencia de la simetŕıa de Poincaré cuatridimensional ocasiona que

el perfil de la pared de dominio solo dependa de la dimensión extra, luego,

el campo escalar hereda esta dependencia simple. De este modo, para la

geometŕıa dada en (2.5) las ecuaciones de Einstein se pueden escribir de la
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siguiente manera

2κa2V + 6HL′ + L′′ + 3
[
2LH2 + q

(
H′ +H2

)]
= 0, (2.6)

L′′ − 2HL′ + κϕ′2 + 3q(H′ −H2) = 0, (2.7)

donde la (′) denota derivada con respecto a w. Además:

q = L− 4ε
H2

a2
, mientras que H =

a′

a
.

Por otra parte, la ecuación de Klein–Gordon asociada al campo escalar es

ϕ′′ + 3Hϕ′ − 2Lϕ
κ

(
3H2 + 2H′

)
− dV

dϕ
a2 = 0. (2.8)

Aunque hemos obtenido tres ecuaciones de campo, es de destacar que sólo dos

son independientes. Esto se puede mostrar del modo siguiente: si derivamos

(2.6) respecto a w y usamos (2.8), obtenemos (2.7). Este resultado no es una

sorpresa si tenemos en cuenta las identidades de Bianchi.

El sistema de ecuaciones (2.6)–(2.8) es no lineal. En adición a esto, la

presencia del acoplamiento no mı́nimo y el término de Gauss–Bonnet difi-

cultan la búsqueda de soluciones exactas para tal sistema. En el caṕıtulo 4

examinaremos algunas soluciones de estas ecuaciones de campo utilizando el

método de perturbaciones singulares.

2.2. Masa de Planck cuatridimensional

Se puede obtener la relación entre las masas de Planck de cuatro y cinco

dimensiones MP y M∗, respectivamente, mediante una reducción dimensional

de la acción (2.1). Espećıficamente, para obtener esta relación es suficiente

con extraer el término de Einstein–Hilbert cuatridimensional efectivo de la

acción en cinco dimensiones.

41



Al igual que en el modelo de RS, consideremos una generalización del

espacio–tiempo inicial (2.5):

ds2 = gABdx
AdxB = a2(w)[ĝµν(x)dxµdxν − dw2], (2.9)

donde ĝµν(x) es una métrica cuatridimensional arbitraria. En términos de

esta geometŕıa, la acción de Einstein–Hilbert efectiva en cuatro dimensiones

toma el siguiente aspecto

S
(4)
EH ∼ −M

2
P

∫
d4x
√
|ĝ4|R̂(4).

En la expresión anterior, las cantidades con el supeŕındice 4 son calculadas

respecto a la métrica ĝµν(x).

A diferencia de los escenarios ADD y RS, la presencia del acoplamiento

no mı́nimo y el sumando R2
GB en la acción pentadimensional (2.1), complican

la extracción de S
(4)
EH de esta. En nuestro caso, la función de acoplamiento

L(ϕ) solo depende de la dimensión extra v́ıa el campo escalar ϕ. Luego,

el sumando −L(ϕ)R
2κ

tiene una aportación no trivial a la acción de Einstein–

Hilbert cuatridimensional. De igual manera, el término αR2
GB añade una

nueva contribución a la acción S
(4)
EH .

Un método para encontrar S
(4)
EH consiste en interpretar al factor de defor-

mación a(w) como una transformación conforme entre la métrica gAB definida

en (2.9) y cierta métrica ĝAB

gAB = a2(w)ĝAB = a2(w)

(
ĝµν(x) 0

0 −1

)
. (2.10)

Puesto que después de la reducción dimensional de (2.1) solo necesitamos

identificar al factor
√
|ĝ4|R̂(4), es suficiente estudiar la parte geométrica de

esta

Sgeom = −
∫
M5
d5x
√
|g|
{
L(ϕ)
2κ
R + αR2

GB

}
. (2.11)
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Bajo la transformación conforme (2.10) el escalar de Ricci R adquiere la

siguiente forma

R = a−2
(
R̂− 82̂f − 12(∇̂f)2

)
, (2.12)

donde f = ln a y las cantidades con sombrero están definidas con respecto a

la métrica ĝAB.

Por otra parte, en el apéndice B se obtiene el término de Gauss–Bonnet

expresado en el lenguaje de las cantidades geométricas asociadas a la métrica

ĝAB

R2
GB = Ĉ2 +

1

3a4

[
−8R̂ABR̂

AB +
5

2
R̂2 − 12R̂(∇̂f)2 − 24R̂2̂f

+ 48R̂AB∇̂A∇̂Bf − 48R̂AB∇̂Af∇̂Bf + 72(2̂f)2 + 72(∇̂f)4 (2.13)

− 72(∇̂A∇̂Bf)(∇̂A∇̂Bf) + 144(∇̂A∇̂Bf)(∇̂Af)(∇̂Bf) + 144(∇̂f)22̂f
]
.

En la relación anterior Ĉ2 = ĈABCDĈABCD, donde ĈABCD es el tensor de

Weyl correspondiente a la métrica ĝAB.

Dada la simplicidad del espacio–tiempo ĝAB, el tensor de Ricci R̂AB toma

el siguiente aspecto

R̂A5 = 0,

R̂µν = R̂(4)
µν .

Luego, el escalar de Ricci asociado a ĝAB es

R̂ = R̂(4).

La expresión anterior implica que en (2.13) únicamente los sumandos lineales

en R̂ contribuyen a la acción de Einstein–Hilbert en cuatro dimensiones. De

esta manera, en virtud de las expresiones

(∇̂f)2 = −H2,

2̂f = −H′,
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y de las fórmulas (2.11)–(2.13), se tiene que la masa de Planck en cuatro

dimensiones adquiere la siguiente forma [110]

M2
P = 2M3

∫ ∞
−∞

a3(w)

[
L(ϕ) +

4ε

a2
(H2 + 2H′)

]
dw (2.14)

= 2M3

∫ ∞
−∞

a3(w) q dw + 16M3 ε a′|+∞−∞.

Como era de esperar, la relación entre las masas de Planck dependen del

acoplamiento no mı́nimo y del término de Gauss–Bonnet.

Por otra parte, nuestro modelo es consistente si M2
P es finita y positiva.

En el caso donde L(ϕ) = 1 y ε = 0, se recupera el escenario donde tenemos

un campo escalar mı́nimamente acoplado a la gravedad más el término usual

de Einstein–Hilbert sobre el bulto. En este ĺımite se tiene que M2
P > 0.

Cuando se encuentra presente el acoplamiento no mı́nimo y/o el término de

Gauss–Bonnet, no se puede garantizar una masa de Planck cuatridimensional

positiva para todas las configuraciones de la geometŕıa y de los parámetros

del modelo. Para entender mejor este último punto consideremos un ejemplo.

Supongamos que tenemos un escenario donde L(ϕ) > 0 y a′|+∞−∞= 0, en

este caso, el signo deM2
P depende del parámetro ε y del factor de deformación.

Si ε < 0 se tiene que M2
P > 0 independientemente del factor de deformación.

En cambio, en el caso ε > 0 el signo de M2
P depende del perfil de a(w). Este

ejemplo nos sugiere que en presencia del término de Gauss–Bonnet, no todas

las soluciones de las ecuaciones de campo (2.6)-(2.8) arrojan un valor positivo

de M2
P . Luego, en el estudio de una solución particular dada es imprescindible

comprobar si esta arroja un valor positivo para el cuadrado de la masa de

Planck cuatridimensional.
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2.3. Regularidad de la geometŕıa

Además de las condiciones de consistencia mencionadas en la sección an-

terior, es deseable que nuestro escenario no posea singularidades en la geo-

metŕıa. En este trabajo se estudian modelos de membranas gruesas. Esto

garantiza que los escalares de curvatura sean suaves en la posición de la

membrana. Sin embargo, como comentamos en la sección (1.5.1), la exis-

tencia de un ancho no trivial en la membrana no previene la formación de

singularidades de los escalares de curvatura en w = ±∞.

Los invariantes de curvatura del espacio–tiempo (2.5) toman el siguiente

aspecto

R =
4

a2

(
2H′ + 3H2

)
,

RABRAB =
4

a4

(
5H′2 + 9H4 + 6H′H2

)
,

RABCDRABCD =
4

a4

(
4H′2 + 6H4

)
.

Para un factor de deformación arbitrario, es dif́ıcil caracterizar las condiciones

que permiten una geometŕıa regular en todo el dominio de variación de w.

Por consiguiente, en lugar de abordar el problema general, estudiemos las

condiciones de regularidad para una clase particular de soluciones. Asumamos

que a(w) es una función par2 y anaĺıtica para todo w, excepto en w = ±∞
donde esta posee el siguiente comportamiento

a(w →∞) ∼ 1

|w|γ
, (2.15)

siendo positivo el exponente γ.

Sobre la región asintótica se tiene que:

H ∼ −sgn(w)
γ

|w|
, y H′ ∼ γ

|w|2
,

2La paridad del factor de deformación puede interpretarse como una versión suave de

la simetŕıa Z2 del modelo de RS.
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donde sgn(w) es la función signo. Esto implica el siguiente comportamiento

para los escalares de curvatura

R ' |w|2(γ−1), RABRAB ' RABCDRABCD ' |w|4(γ−1).

Entonces, si imponemos regularidad en infinito los valores de γ se encuentran

limitados al intervalo 0 < γ ≤ 1. Bajo esta condición, la cantidad M2
P se

puede escribir como sigue

M2
Pl ∼M3

∫∞
−∞ a

3 q, (2.16)

pues, a′|+∞−∞= 0.

En resumen, las geometŕıas asociadas a la clase de soluciones definidas

en (2.15) son regulares cuando 0 < γ ≤ 1. En esta región del parámetro γ

la masa de Planck cuatridimensional (2.15) se reduce a la expresión dada en

(2.16).

Un modelo de mundo membrana f́ısicamente consistente no se basa sola-

mente en poseer una geometŕıa regular y una masa de Planck efectiva que

sea finita y positiva. Como mencionamos anteriormente, es imprescindible la

existencia de un gravitón sin masa localizado sobre la membrana. Por este

motivo, en el siguiente caṕıtulo exploraremos las propiedades de localización

de las fluctuaciones de la geometŕıa y la materia escalar.
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Caṕıtulo 3

Fluctuaciones gravitacionales:

localización de la gravedad

El estudio de las propiedades de localización de la gravedad en mundos

membrana se lleva a cabo mediante el análisis de las pequeñas fluctuaciones

de la geometŕıa y del campo escalar asociadas a tales objetos. En estos es-

cenarios este estudio puede ser complicado, pues, para una membrana ancha

caracterizada por un ancho y un perfil determinado, las fluctuaciones de la

geometŕıa necesariamente se acoplan a las de la materia.

Por otra parte, al igual que en la Relatividad General, la covarianza de la

teoŕıa induce cierta invarianza de norma sobre las fluctuaciones de la métrica

y la materia. Estos grados de libertad de norma se combinan con las fluctua-

ciones f́ısicas produciendo interpretaciones espurias de los resultados. Enton-

ces, es necesario un mecanismo que permita diferenciar los efectos asociados

a la libertad de norma de los independientes de esta.

Existen dos formas de tratar con las ambigüedades relacionadas con la

libertad de norma de la teoŕıa. La primera consiste en fijar completamente

la norma, mientras que la segunda es estudiar las fluctuaciones en función
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de variables invariantes ante transformaciones de norma. En este trabajo

principalmente utilizaremos el segundo método.

Con el objetivo de estudiar las fluctuaciones de la geometŕıa y la ma-

teria de nuestro modelo, utilizaremos una generalización del formalismo de

Bardeen [112] empleado en la cosmoloǵıa . La idea fundamental es parametri-

zar las fluctuaciones de la métrica mediante una definición conveniente de las

variables invariantes de norma de modo que estas no cambien bajo una trans-

formación infinitesimal de coordenadas (transformación de norma). Una de

las ventajas del formalismo de Bardeen es su efectividad en la identificación

del sistema coordenado donde las variables invariantes de norma adquieren

una forma simple.

En la cosmoloǵıa estándar de cuatro dimensiones las fluctuaciones de la

métrica pueden ser clasificadas en modos escalares, vectoriales y tensoriales

respecto al grupo de rotaciones en tres dimensiones [112, 113]. Este hecho

facilita el estudio de las fluctuaciones, esencialmente por dos razones. Prime-

ramente, las ecuaciones dinámicas que describen la evolución de los modos

escalares, vectoriales y tensoriales se desacoplan a orden lineal de las pertur-

baciones. Una segunda ventaja de explotar la simetŕıa de la métrica es que

esta facilita la construcción de variables invariantes de norma.

En nuestro caso procederemos de manera similar a la cosmoloǵıa estándar,

aunque esta vez el grupo de simetŕıa que permite la descomposición de las

fluctuaciones en sectores escalares, vectoriales y tensoriales es distinto. La

geometŕıa descrita en (2.5) rompe la simetŕıa de Poincaré en 5D a conse-

cuencia de la existencia de la membrana gruesa. A pesar de ello, al igual que

en el escenario de RS, sobre nuestra membrana se preserva la simetŕıa de

Poincaré en 4D la cual permite la clasificación de las fluctuaciones respecto

a esta.
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3.1. Ecuaciones generales de las fluctuaciones

Consideremos las fluctuaciones de la métrica y el campo escalar alrede-

dor del fondo gravitatorio especificado por medio de la métrica (2.5) y las

ecuaciones de campo (2.6)–(2.8). En otras palabras, las fluctuaciones de la

geometŕıa adquieren el siguiente aspecto

ds2p =
(
a2(w)ηAB +HAB

)
dxAdxB,

mientras que las del campo escalar se pueden escribir como sigue

ϕp = ϕ+ χ.

En las dos últimas expresiones el sub́ındice p denota a las magnitudes per-

turbadas. Las cantidades gAB = a2(w)ηAB y ϕ representan a la métrica y a

la materia de fondo, respectivamente. En principio, las fluctuaciones HAB y

χ dependen de todas las coordenadas.

La existencia del acoplamiento no mı́nimo y el término de Gauss–Bonnet

en la teoŕıa, torna más complicado el estudio de las ecuaciones de las fluctua-

ciones si lo comparamos con un modelo donde solamente existe el término de

Einstein–Hilbert y un campo escalar mı́nimamente acoplado a la gravedad.

Bajo estas circunstancias las perturbaciones de las ecuaciones de Einstein

toman el siguiente aspecto

LδRB
A = −RB

AδL+ κδτBA − εδQBA −HBC∇C∇AL+∇B∇AδL

−gBCδΓKCA∇KL−
1

3
δBA
(
HCD∇C∇DL−2δL (3.1)

+gCDδΓKCD∇KL
)
,

donde la δ en las cantidades anteriores denota variación a primer orden res-

pecto a la métrica y la materia, mientras que el operador ∇ es tomado con

respecto a la métrica de fondo gAB. Las fluctuaciones del tensor de enerǵıa–

momento se pueden escribir como sigue

δτBA = ∇Aϕ∇Bχ+∇Aχ∇Bϕ− 2

3
δBA
∂V

∂ϕ
χ. (3.2)
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El tensor de Lanczos perturbado adquiere la forma que mostramos a conti-

nuación

δQBA =
1

3
δR2

GBδ
B
A − 2R δRB

A − 2δR RB
A + 4δRAC RCB

+ 4RAC δRCB + 4δRCD R CBD
A + 4RCD δR CBD

A (3.3)

− 2δRACDER
BCDE − 2RACDE δRBCDE,

δR2
GB = 2RδR− 4RCDδR

CD − 4δRCDR
CD

+RABCDδR
ABCD + δRABCDR

ABCD, (3.4)

donde

δR = −RCDH
CD + gCDδRCD. (3.5)

Por otra parte, la ecuación de Klein–Gordon perturbada toma el siguiente

aspecto

−HAB∇A∇Bϕ+ gAB2χ− gABδΓCAB∇Cϕ

+
1

2κ
(LϕδR + χRLϕϕ) +

∂2V

∂ϕ2
χ = 0. (3.6)

3.2. Variables invariantes de norma

Como mencionamos anteriormente, nuestro modelo, al igual que la Teoŕıa

General de la Relatividad, es una teoŕıa covariante; por lo que las ecuaciones

de la teoŕıa se escriben en términos de igualdades tensoriales. En otras pa-

labras, las ecuaciones de campo pueden ser escritas equivalentemente en un

sistema de coordenadas xA o en otro arbitrario x̃A difeomorfo al primero. Esta

equivalencia entre los distintos sistemas coordenados puede ser interpretada

como una libertad de norma de la teoŕıa. Para analizar este último punto

asumamos, al igual que en las Referencias [114, 115, 116], una transformación

infinitesimal de coordenadas dada por:

x̃A = xA + λA, (3.7)
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donde λA es un vector infinitesimal arbitrario que parametriza la transfor-

mación de coordenadas.

Se puede mostrar [117] que bajo esta transformación las fluctuaciones

lineales de un tensor arbitrario Q se transforman de la siguiente manera

δQ̃(xA) = δQ(xA)− LλQ(xA), (3.8)

donde LλQ es la derivada de Lie del tensor Q respecto al vector de norma

λA. La identidad (3.8) nos muestra que una teoŕıa covariante que involucre

cantidades tensoriales Q puede ser escrita de manera equivalente en términos

de los campos Q(xA) o de los campos Q̃(xA).

Para el caso en que Q es igual a nuestra métrica de fondo, se tiene que

H̃AB(xC) = HAB(xC)−∇AλB(xC)−∇BλA(xC), (3.9)

donde la derivada covariante se calcula usando la métrica de fondo. Igual-

mente, las fluctuaciones del campo escalar se transforman del siguiente modo

χ̃(xC) = χ(xC)− λA(xC)∇Aϕ(xC). (3.10)

La cantidad HAB puede ser percibida como una matriz simétrica. En con-

secuencia, esta posee quince grados de libertad, de los cuales cinco están

asociados a la elección de la norma (elección del vector λA), de modo que

realmente solo existen diez grados de libertad independientes.

Por otra parte, debido a que la métrica pentadimensional de fondo es inva-

riante ante transformaciones de Poincaré cuatridimensionales, las fluctuacio-

nes de la geometŕıa pueden ser descompuestas en modos escalares, vectoriales

y tensoriales respecto a esta simetŕıa subyacente [82, 118, 119, 120]

HAB = H
(S)
AB +H

(V )
AB +H

(T )
AB ,
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donde

H
(S)
AB = a2(w)

(
2 (ηµνψ + ∂µ∂νE) ∂µC

∂µC 2ξ

)
, (3.11)

H
(V )
AB = a2(w)

(
(∂µfν + ∂νfµ) Dµ

Dµ 0

)
, (3.12)

H
(T )
AB = a2(w)

(
2hµν 0

0 0

)
. (3.13)

En la última espresión el tensor hµν es transverso y sin traza respecto a la

métrica de Minkowski ηµν . Dicho de otro modo

hµµ = 0, ∂νh
ν
µ = 0. (3.14)

Además, los vectores fµ y Dµ tienen divergencia nula

∂µfµ = 0, ∂µDµ = 0. (3.15)

Las cuatro funciones restantes son escalares bajo las transformaciones de

Poincaré cuatridimensionales.

De las restricciones (3.11)-(3.15) se puede apreciar que las fluctuaciones

de la geometŕıa tienen quince grados de libertad: cinco tensoriales, seis vec-

toriales y cuatro escalares. No obstante, como comentamos anteriormente,

solo diez de estas cantidades son independientes.

Veamos como se transforman los sectores escalar, vectorial y tensorial

bajo la transformación de norma (3.9). Para ello escribamos el vector λA de

la siguiente forma

λA = a2(w)(λµ,−λw).

Nuevamente es útil recurrir a la simetŕıa de Poincaré en cuatro dimensiones

de nuestra métrica de fondo; esta vez nos permite descomponer la parte

cuatridimensional del vector de norma de la siguiente manera

λµ = ∂µλ+ ρµ,
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donde λ es un escalar y ∂µρµ = 0.

Usando la expresión (3.9) y la relación anterior, se pueden encontrar las

leyes de transformación para las componentes de las fluctuaciones de la geo-

metŕıa. El tensor hµν es invariante ante transformaciones de norma, en otras

palabras

h̃µν = hµν , (3.16)

mientras que el sector vectorial se transforman como sigue

f̃µ = fµ − ρµ, (3.17)

D̃µ = Dµ − ρ′µ. (3.18)

Finalmente las fluctuaciones escalares se transforman de la siguiente manera

Ẽ = E − λ, (3.19)

ψ̃ = ψ −Hλw, (3.20)

C̃ = C − λ′ + λw, (3.21)

ξ̃ = ξ +Hλw + λ′w. (3.22)

De aqúı se tiene que las fluctuaciones escalares y tensoriales no son inva-

riantes ante cambios de norma. Es posible construir variables invariantes de

norma haciendo uso de un procedimiento similar al formalismo de Bardeen,

esta vez en cinco dimensiones [82, 109, 119]. Puesto que las fluctuaciones de

la geometŕıa de fondo contienen dos vectores sin divergencia y un vector de

norma ρµ, solamente es posible construir un vector invariante ante transfor-

maciones de norma. Una posible elección de la variable vectorial invariante

de norma es

Ṽµ = D̃µ − f̃ ′µ. (3.23)

En virtud de (3.17) y (3.18) es fácil demostrar que Ṽµ = Vµ.

De modo similar, el sector escalar posee cuatro funciones que caracterizan

las fluctuaciones escalares de la métrica y dos funciones de norma (λ y λw).
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Luego, es posible construir dos variables escalares invariantes de norma:

Ψ̃ = ψ̃ −H(Ẽ ′ − C̃), (3.24)

Ξ̃ = ξ̃ − 1

a
[a(C̃ − Ẽ ′)]′. (3.25)

Una vez más, es sencillo mostrar la invarianza de norma de las variables

anteriores. De las fórmulas (3.19)-(3.22) se obtiene que Ξ̃ = Ξ y Ψ̃ = Ψ.

También es posible crear una variable invariante de norma para las fluc-

tuaciones del campo escalar. Teniendo en cuenta (2.5) y (3.10), χ se trans-

forma de la siguiente manera

χ̃ = χ− ϕ′λw.

La variable invariante de norma asociada se puede escribir como sigue

X̃ = χ̃− ϕ′(Ẽ ′ − C̃). (3.26)

En total tenemos once variables invariantes de norma, diez asociadas al sector

geométrico y una al campo escalar de fondo. Estas se encuentran distribuidas

de la siguiente manera: cinco variables tensoriales (hµν), tres vectoriales (Vµ

con ∂µVµ = 0) y tres escalares (Ψ, Ξ y X). Existen infinitas variables inva-

riantes de norma, pues cualquier combinación de ellas es también invariante

de norma. Una de las ventajas de nuestra elección de las variables invarian-

tes de norma consiste en que las ecuaciones para las fluctuaciones lineales

asociadas a estas adquieren una forma simple.

Aunque la teoŕıa de las fluctuaciones se formule en un formalismo inva-

riante de norma, en ocasiones es conveniente escoger un sistema coordenado

particular (una norma) en el cual los cálculos a realizar sean más simples.

El carácter covariante de nuestro escenario nos garantiza poder regresar a

nuestras variables invariantes de norma de manera consistente. Si la norma

se fija completamente, cinco de los quince grados de libertad que aparecen
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en la métrica perturbada son eliminados. Existen muchas maneras de fijar la

norma, veamos dos de ellas. La primera consiste en escoger las funciones de

norma λ, λw and ρµ de modo que

Ẽ = 0, f̃µ = 0, ψ̃ = 0,

lo que implica las siguientes igualdades

λ = E, λw =
ψ

H
, fµ = ρµ.

Por otra parte, una norma especialmente útil es la conocida como norma

longitudinal

Ẽ = 0, C̃ = 0, f̃µ = 0. (3.27)

Sobre esta norma se tiene que

λ = E, λw = (E ′ − C), ρµ = fµ.

En la norma longitudinal, las variables invariantes de norma adquieren el

siguiente aspecto

Ψ̃ = ψ̃, Ξ̃ = ξ̃, X̃ = χ̃, Ṽµ = D̃µ. (3.28)

Luego, para obtener las ecuaciones de las fluctuaciones en términos de las va-

riables invariantes de norma anteriormente definidas, es conveniente separar

el procedimiento en dos etapas. Una primera consiste en pasar inicialmente a

la norma longitudinal, pues, esta elección simplifica los cálculos asociados a

la variación lineal de los tensores de curvatura. Finalmente, utilizando (3.28)

y el hecho de que nuestra teoŕıa solamente involucra cantidades tensoriales,

podemos reescribir las ecuaciones de las fluctuaciones en función de nues-

tras variables invariantes de norma en un sistema coordenado arbitrario (λA

arbitrario).
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3.3. Localización de la gravedad

En la teoŕıa de perturbaciones cosmológicas estándar las ecuaciones que

describen la evolución de los modos escalares, vectoriales y tensoriales se des-

acoplan a nivel lineal [112, 114, 121]. Un fenómeno similar ocurre en nuestro

caso [82, 83, 118, 119], hecho que posibilita el estudio de cada sector de las

fluctuaciones por separado. Como hemos expresado en repetidas ocasiones,

es indispensable investigar la existencia y localización del gravitón no masivo

cuatridimensional, de ah́ı que sea necesario estudiar los modos tensoriales de

nuestro modelo.

De la Relatividad General es conocido que un espacio–tiempo de fondo

del tipo Minkowski no soporta la propagación de modos escalares y vecto-

riales1. En nuestro escenario la simetŕıa de Poincaré pentadimensional está

rota. En adición a esto, en virtud de la existencia del campo escalar y el

término de Gauss–Bonnet en el bulto, pareciera inevitable la propagación de

los modos escalares y vectoriales sobre la membrana. Una manera de eliminar

estos efectos no observados en nuestro universo consiste en que estos se des-

localicen de la membrana, pues en ese caso desaparecen de la fenomenoloǵıa

cuatridimensional.

3.3.1. Modos tensoriales

Las fluctuaciones del campo escalar χ (equivalentemente X) no aparecen

en las ecuaciones de las fluctuaciones tensoriales y vectoriales, pues, como

consecuencia del desacoplamiento entre los diferentes sectores de las fluc-

tuaciones, estas pertenecen al sector escalar. Luego, las ecuaciones de las

fluctuaciones (3.1) y (3.6) se simplifican en los sectores tensorial y vectorial.

Sustituyendo (3.13) en las ecuaciones perturbadas a primer orden (3.1)

1Pueden ser completamente removidos mediante una transformación de norma.
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se obtiene la siguiente ecuación de evolución para los modos tensoriales (ver

el apéndice C.1 para más detalles)

qhνµ
′′ + (3Hq + q′)hνµ

′ −
[
q +

(q − L)′

2H

]
2ηhνµ = 0, (3.29)

donde 2η = ηµν∇µ∇ν .

Para estudiar el espectro de masas de la ecuación anterior es conveniente

eliminar el sumando que contiene hνµ
′. Esto se puede hacer mediante la intro-

ducción del campo tensorial Ψµν =
√
s(w)hµν donde s(w) = a3q. Bajo esta

nueva redefinición de hνµ la ecuación (3.29) adquiere el siguiente aspecto

Ψ′′µν −
(
√
s)′′√
s

Ψµν −
r

s
2ηΨµν = 0. (3.30)

En la relación anterior r(w) = a3
(
q + (q−L)′

2H

)
.

Con el propósito de explorar el espectro de masas de las fluctuaciones

tensoriales, consideremos la separación de variables Ψµν = ϑ(w)εµν(x). En

términos de estas nuevas variables la ecuación (3.30) se divide en dos ecua-

ciones

2ηεmµν +m2εmµν = 0, (3.31)

ϑ′′m −
(
√
s)′′√
s
ϑm +m2 r

s
ϑm = 0, (3.32)

donde el campo εmµν(x) describe un modo tensorial cuatridimensional de masa

m, mientras que ϑm(w) es la amplitud del campo dinámico εmµν(x) y define

las propiedades de localización del campo pentadimensional Ψµν . La ecuación

diferencial (3.32) puede ser interpretada como un problema de autovalores

de Sturm–Liouville con la norma asociada

〈ϑ|ϑ〉 =

∫ ∞
−∞

r

s
ϑ2 dw. (3.33)

Por otra parte, el modo cero ε0µν(x) corresponde al gravitón cuatridimensional

sin masa que surge en la Relatividad General. Este modo está localizado sobre

57



la membrana si su ”función de onda” ϑ0 es normalizable, en otras palabras,

la norma de ϑ0 debe ser finita

〈ϑ0|ϑ0〉 =

∫ ∞
−∞

r

s
ϑ2
0 dw <∞.

No es dif́ıcil mostrar que ϑ0 =
√
s, luego, la condición de normalización

anterior se transforma en:

〈ϑ0|ϑ0〉 =
∫∞
−∞ a

3 q dw − 4 ε [a′]∞−∞ + 8 ε
∫∞
−∞

a′2

a
dw. (3.34)

Para la clase de soluciones descritas en (2.15) se tiene que a′|+∞−∞= 0 y
a′2

a
∼ γ2
|w|γ+2 en w → ∞, esto garantiza la convergencia de

∫∞
−∞

a′2

a
dw. A

consecuencia de ello, el gravitón no masivo se encuentra localizado sobre la

membrana si la primera integral en (3.34) es finita. Esta integral es proporcio-

nal al cuadrado de la masa de Planck en cuatro dimensiones. De esta manera,

cuando la geometŕıa es regular, una masa de Planck finita es equivalente a

tener el gravitón cuatridimensional localizado sobre la membrana.

Para el caso en que solamente tenemos el término de Gauss–Bonnet en el

bulto se tiene que

a3q ∼ 1

|w|3γ
− 4εγ2

|w|γ+2
, cuando w →∞.

Esto implica que la convergencia de la norma depende del integrando 1
|w|3γ .

Luego, para tener el modo cero localizado es necesario que los posibles va-

lores del exponente γ se reduzcan al intervalo 1/3 < γ ≤ 1. Por otra parte,

en el caso en el que solamente se tiene acoplamiento no mı́nimo se obtienen

resultados idénticos si consideramos que la función de acoplamiento L(ϕ) es

acotada y no es nula en el infinito2. Uniendo estos dos casos llegamos a la

conclusión de que bajo pocos requisitos sobre L(ϕ) y tomando en conside-

ración todos los ingredientes de nuestro modelo, la condición de localización

2Cuando L(ϕ) tiende a cero en infinito, la restricción para γ puede tornarse menos

restrictiva.
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para el modo cero continúa siendo 1/3 < γ ≤ 1. De aqúı se deduce que el

hecho de agregar el acoplamiento no mı́nimo y/o el término de Gauss–Bonnet

no modifica cualitativamente las propiedades de localización del gravitón no

masivo respecto al escenario donde ninguno de estos dos efectos se encuentra

presente.

3.3.2. Modos escalares

En el apéndice C.2 se calcula en la norma longitudinal un grupo de canti-

dades útiles para obtener las ecuaciones de las fluctuaciones escalares. Debido

a las igualdades descritas en (3.28), sobre esta norma es sencillo reescribir

estas magnitudes en función de las variables invariantes de norma Ψ, Ξ y X.

Ahora, la dependencia funcional de estas cantidades respecto a las variables

invariantes de norma en la norma longitudinal se mantiene idéntica en cual-

quier sistema coordenado (cualquier λA); esto, debido al carácter tensorial

de la teoŕıa.

Haciendo uso de las igualdades (C.27)–(C.51) y evocando el comentario

del párrafo anterior podemos obtener las ecuaciones de Einstein y Klein–

Gordon perturbadas en términos de las variables invariantes de norma. La

componente (w,w) de (3.1) arroja la siguiente ecuación3

4qΨ′′ + 4Ψ′
[
q +

q′

H
+
ϕ′Lϕ

3

]
+ 4Ξ′

[
ϕ′Lϕ

3
+Hq

]
+8Ξ

[
H′L+

ϕ′2

8
− 4εH2

a2
(2H′ −H2) +

(ϕ′Lϕ)′

3

]
+ q2ηΞ

+
8ε

a2
(H′ −H2)2ηΨ + ϕ′X ′ +

1

3

dV

dϕ
a2X (3.35)

+4H′XLϕ +
1

3

[
4(XLϕ)′′ −2η(XLϕ)

]
= 0.

3Con el ánimo de no sobrecargar las ecuaciones, en esta sección y en el apéndice C.2

usaremos el sistema de unidades de Planck, de ah́ı que 2κ = 1.
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Para el caso (µ = ν) en (3.1) tenemos que

qΨ′′ + Ψ′
[
7HL− 4εH

a2
(
2H′ + 5H2

)
+

7ϕ′Lϕ
3

]
+ Ξ′

[
ϕ′Lϕ

3
+Hq

]
+2Ξ

[
(3H2 +H′)L− 8εH2

a2
(H′ +H2) + 2Hϕ′Lϕ +

(ϕ′Lϕ)′

3

]
− q2ηΨ

+2H(XLϕ)′ +
1

3

dV

dϕ
a2X (3.36)

+(H′ + 3H2)XLϕ +
1

3

[
(XLϕ)′′ −2η(XLϕ)

]
= 0,

mientras que si (µ 6= ν) se tiene la siguiente relación

qΞ− 2Ψ

[
L− 4εH′

a2

]
−XLϕ = 0. (3.37)

Finalmente, para la componente (µ,w) de (3.1) se tiene que

ϕ′X

2
+ 3q(Ψ′ +HΞ) + (XLϕ)′ −HXLϕ + ϕ′LϕΞ = 0. (3.38)

Reescribiendo la ecuación (C.52) en función de las variables invariantes de

norma obtenemos:

X ′′ + 3HX ′ −2ηX + ϕ′[4Ψ′ + Ξ′] + 2Ξ(ϕ′′ + 3Hϕ′)

−∂
2V

∂ϕ2
a2X − 1

2

{
2(2H′ + 3H2)XLϕϕ + Lϕ [2ηΞ− 32ηΨ (3.39)

+4Ξ(2H′ + 3H2) + 4(Ψ′′ +H[4Ψ′ + Ξ′])
]}

= 0.

Debido a las ecuaciones (3.37) y (3.38) solamente existe un grado de liber-

tad escalar independiente. Esto hace más sencillo el estudio de las propiedades

de localización de los modos escalares.

Por otra parte, a diferencia de sector tensorial, en este caso la presen-

cia simultánea del acoplamiento no mı́nimo y del término de Gauss–Bonnet

dificulta la obtención de la ecuación que describe la dinámica de los modos

escalares. Por este motivo, solamente estudiaremos cada efecto por separado.
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Caso (a) Modos escalares en presencia del término de Gauss–

Bonnet

Aunque este caso fue estudiado en [109], es provechoso explorar algunos

de sus detalles. Haciendo L(ϕ) = 1 y combinando las ecuaciones (3.35)–(3.39)

se puede encontrar la ecuación para el campo Ψ, la cual adquiere la siguiente

forma

Ψ′′ −
[
1 +

q′

Hq

]
∂α∂

αΨ + Ψ′
[
3H + 2

q′

q
− 2

ϕ′′

ϕ′

]
+Ψ

[
q′′

q
+
q′

q

H′

H
+ 2Hq

′

q
− 4Hϕ

′′

ϕ′
− 2

ϕ′′

ϕ′
q′

q
+ 4H′

]
= 0.

Con la finalidad de eliminar el sumando que contiene la primera derivada de

la fluctuación redefinamos el campo Ψ

Φ =
a3/2q

ϕ′
Ψ. (3.40)

En función de este nuevo campo la ecuación para los modos escalares toma

el siguiente aspecto

Φ′′ − z
(

1

z

)′′
Φ−

(
1 +

q′

Hq

)
2ηΦ = 0, (3.41)

donde

z(w) =
a3/2ϕ′

H
. (3.42)

Con el propósito de estudiar el espectro de masas del campo escalar Φ, pro-

pongamos la siguiente condición para este

2ηΦ = −m2Φ.

Luego, la ecuación (3.41) se puede expresar como sigue

Φ′′ − z
(

1

z

)′′
Φ +

(
1 +

q′

Hq

)
m2Φ = 0. (3.43)
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La norma asociada al problema de autovalores anterior es

〈Φ|Φ〉 =

∫ ∞
−∞

(
1 +

q′

Hq

)
Φ2dw. (3.44)

De este modo, la condición de normalización para la autofunción de masa

nula, adquiere la siguiente forma

〈Φ0|Φ0〉 =

∫ ∞
−∞

(
1 +

q′

Hq

)
Φ2

0dw, (3.45)

donde Φ0 = 1
z
.

Examinemos qué ocurre con las propiedades de localización del modo cero

Φ0 para la clase de soluciones definidas en (2.15). Primeramente, en ausencia

de acoplamiento no mı́nimo (L(ϕ) = 1) tenemos que

ϕ′
2

= 6(H2 −H′)q(w).

En adición a esto, utilizando la relación (2.15) y la definición de q se tienen

los siguientes comportamientos asintóticos

q′

Hq
∼ 8εγ(γ − 1)

w2 − 4εγ2w2γ
→ 0, cuando w →∞,

H2

H2 −H′
∼ γ2

γ2 − 1
, cuando w →∞. (3.46)

En consecuencia, si γ 6= 14 la convergencia de la integral que define a 〈Φ0|Φ0〉
se encuentra determinada por el comportamiento del integrando 1

a3q
. En la

sección anterior mostramos que el requisito para poseer un gravitón sin masa

localizado sobre la membrana y una masa de Planck finita es que la integral∫ ∞
−∞

a3q <∞.

Esto ocasiona que (3.45) sea divergente lo que implica que el modo cero aso-

ciado a la fluctuación escalar Φ se encuentra deslocalizado de la membrana.

4El caso γ = 1 lo estudiaremos en el caṕıtulo 4.
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Caso (b) Modos escalares en presencia de acoplamiento no mı́-

nimo

Incluso en el caso en que no exista la contribución del término de Gauss–

Bonnet, las ecuaciones de ligadura (3.37) y (3.38) no poseen una estructura

simple, lo que entorpece la obtención de la ecuación para las fluctuaciones

escalares. Para un modelo donde el campo escalar se acopla mı́nimamente a

la gravedad y el término de Gauss–Bonnet está ausente, es posible obtener

tal ecuación sin demasiadas complicaciones. Para ello, es suficiente con hacer

q = 1 en la igualdad (3.41). Esto nos sugiere que podŕıamos resolver nuestro

problema de perturbaciones si logramos convertir el escenario inicial (2.1)

con la restricción α = 0, en otro donde la nueva geometŕıa y el campo escalar

se enlacen mediante un acoplamiento mı́nimo.

Un modo de realizar esta tarea es utilizando una transformación conforme

cuyo factor conforme dependa de la materia escalar inicial5 [73, 74]. En otras

palabras, partimos de la acción que representa los efectos del acoplamiento

no mı́nimo (marco de Jordan)

SJF =
∫
M∗
d5x
√
|g|
{
−L(ϕ)R + 1

2
(∇ϕ)2 − V (ϕ)

}
,

aplicamos la transformación conforme

gAB = Ω2gAB, donde Ω = L1/3,

y reescribimos la acción original SJF sobre lo que se denomina marco de

Einstein:

SJF → SEF =
∫
M∗
d5x
√
|g|
{
−R + 1

2
(∇σ)2 − V (σ)

}
, (3.47)

donde σ es el nuevo campo escalar, esta vez acoplado mı́nimamente a la

gravedad, mientras que V es su potencial de autointeracción. La relación

5Otro manera de obtener las ecuaciones para las fluctuaciones en este tipo de escenarios

es estudiado en [83].
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entre las cantidades nuevas y viejas está dada por las siguientes igualdades6

dσ =

√
1

L
+

8

3

(
Lϕ
L

)2

dϕ, (3.48)

V =
V

L5/3
.

Veamos cómo es el v́ınculo entre las fluctuaciones de ambos marcos. En pri-

mer lugar, para la métrica de fondo tenemos que

gAB = a2ηAB = (aL1/3)2ηAB,

donde a es el factor de deformación en el marco de Einstein. Variando la

expresión anterior, se tiene la siguiente igualdad para las fluctuaciones de la

métrica gAB

δgAB = HAB =
2a2

3L1/3
χLϕηAB + L2/3HAB. (3.49)

En este marco, el sector escalar sobre la norma longitudinal toma el siguiente

aspecto

HAB = 2a2

(
ηµνψ 0

0 ξ

)
. (3.50)

Haciendo uso de las expresiones (3.11) y (3.49) se tiene que

ψ = ψ +
χLϕ
3L

,

ξ = ξ − χLϕ
3L

, (3.51)

χ =

√
1

L
+

8

3

(
Lϕ
L

)2

χ.

En esta formulación la estructura de las variables invariantes de norma (3.24),

(3.25) y (3.26) quedan intactas, salvo que las nuevas cantidades se definen res-

pecto a las variables escalares ψ, ξ, χ, E y C. Adicionalmente, las ecuaciones

6Para que el nuevo campo esté bien definido, la aplicación entre ϕ y σ de ser biyectiva.
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que describen la dinámica de estos entes son estructuralmente equivalentes

a (3.35)–(3.39) si hacemos ε = 0 y L(ϕ) = 1. Luego, la ecuación análoga a

(3.43) toma el siguiente aspecto

Φ
′′ − z

(
1

z

)′′
Φ +m2Φ = 0, (3.52)

donde

Φ =
a3/2

σ′
Ψ, z =

a3/2σ′

H
y H =

a′

a
= H +

1

3

Lϕ
L
ϕ′.

La norma asociada al modo cero es

〈Φ0|Φ0〉 =

∫ ∞
−∞

Φ
2

0dw =

∫ ∞
−∞

1

z2
dw. (3.53)

La función z expresada en términos de las cantidades de fondo, toma la

siguiente forma

1

z2
=

1

a3

(
H
ϕ′

+ Lϕ
3L

)2
1 + 8

3

L2
ϕ

L

. (3.54)

Para estudiar las propiedades de localización del autoestado Φ0 consideremos

una forma espećıfica para la función de acoplamiento

L = 1− ζ

2
ϕ2, (3.55)

donde ζ es un parámetro positivo que caracteriza la intensidad del acopla-

miento no mı́nimo.

Investiguemos la convergencia de la integral (3.53). Para ello supondremos

que la geometŕıa y la materia de fondo son regulares en todos los puntos

de la variedad. De este modo, la localización del modo cero se encuentra

determinada por el comportamiento de z en el infinito. Para determinar dicho

comportamiento necesitamos conocer ϕ y su primera derivada en w =∞.

Combinando las igualdades (2.6) y (2.7) se obtiene la siguiente ecuación

ϕ′2 − 16Hϕ′Lϕ − 24H2L− 2a2V = 0.
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Con ayuda de la expresión anterior y suponiendo que el campo escalar y el

potencial de autointeracción son acotados en infinito y este último es positivo

asintóticamente 7, se tiene que

ϕ′ ∼ 1

wγ
, cuando w →∞,

si nos limitamos a la clase de métricas definidas por (2.15). De aqúı que

la convergencia de (3.53) se determina por el comportamiento asintótico de

1/a3. Luego, al igual que el caso anterior el modo cero escalar no se encuentra

localizado en la membrana si MP es finita.

Para finalizar, comprobemos que el campo escalar σ se encuentra bien

definido sobre el marco de Einstein. Haciendo uso de (3.48) y (3.55) se tiene

Y

Figura 3.1: En esta figura sobre la ĺınea fina ζ = 3
16

, la ĺınea discontinua

denota el caso ζ = 1
4

y ζ = 1 le corresponde a la ĺınea gruesa.

7En el próximo caṕıtulo veremos un caso donde el potencial de autointeracción es

negativo en infinito.
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la siguiente relación entre los campos escalares de ambos marcos

σ =

√
2

ζ

∫ √
1

1− Y 2

(
1 +

16ζ

3

Y 2

1− Y 2

)
dY, (3.56)

donde Y =
√

ζ
2
ϕ. Aunque esta integral se puede expresar en términos de

funciones numéricas estándares, por su extensión no escribiremos el resultado.

En su defecto incluimos la Fig. 3.1. Esta muestra que la relación entre los

campos escalares ϕ y σ es biyectiva. Además, σ ≈ ϕ cuando ϕ ≈ 0, mientras

que σ → ±∞ cuando ϕ→ ±
√

2
ζ
.

3.3.3. Modos vectoriales

En esta sección al igual que en el sector escalar, separaremos el estudio

de las fluctuaciones en dos casos.

Caso (a) Modos vectoriales en presencia del término de Gauss–

Bonnet

En términos de la variable invariante de norma (3.23), las ecuaciones para

los modos vectoriales (C.68) y (C.69) toman el siguiente aspecto

(V ν)′ +

(
q′

q
+ 3H

)
V ν = 0, (3.57)

2ηVµ = 0, (3.58)

donde la primera ecuación es de ligadura y define el perfil de Vµ sobre la

dimensión extra. Por otra parte, la segunda igualdad implica que solo tenemos

un modo para las fluctuaciones vectoriales y este no tiene masa.

Para este caso, definir la norma es menos directo que en los otros dos

sectores, pues no tenemos un problema de autovalores. De ah́ı que sea más

apropiado hacer uso de la acción (2.1) perturbada hasta segundo orden res-

pecto a las fluctuaciones vectoriales δ(2)SV (ver detalles en [82, 109]); después
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de efectuar los cálculos pertinentes se obtiene que

δ(2)SV =

∫
d4xdw

1

2

(
ηαβ∂αVµ∂βVµ

)
, (3.59)

donde a Vµ = a3/2
√
qVµ se le denomina modo canónico normal. El modo cero

asociado a (3.58) es normalizado si δ(2)SV es finita. Al resolver las ecuaciones

(3.57) y (3.58) se tiene que

Vµ =
vµ(x)

a3/2
√
q
,

2ηvµ(x) = 0.

El modo cero vectorial está localizado sobre la membrana si la siguiente

cantidad es finita

〈Vµ|Vµ〉 =

∫ ∞
−∞

dw

a3q
. (3.60)

Pero, a3q → 0 cuando w →∞, en virtud de que la masa de Planck (2.16) es

finita. En consecuencia, el modo Vµ se encuentra deslocalizado de la mem-

brana.

Caso (b) Modos vectoriales en presencia de acoplamiento no

mı́nimo

Sobre el sector vectorial las fluctuaciones de la geometŕıa (3.49) se reducen

a

HAB = L2/3HAB. (3.61)

De esta manera, los modos vectoriales en el marco de Einsten coinciden con

sus homólogos en el marco de Jordan. Dicho en otros términos

Dµ = Dµ,

resultado que es posible verificar al emplear (C.53) y (3.61). De aqúı se tiene

que las ecuaciones para las fluctuaciones vectoriales toman la siguiente forma

(V
ν
)′ + 3H V ν

= 0, (3.62)

2ηV µ = 0. (3.63)
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Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso del sector escalar en pre-

sencia del término de Gauss–Bonnet, se obtiene

Vµ =
vµ(x)

a3/2
,

2ηvµ(x) = 0,

donde Vµ = a3/2V µ.

La norma asociada al modo cero vectorial toma el siguiente aspecto

〈Vµ|Vµ〉 =

∫ ∞
−∞

dw

a3
=

∫ ∞
−∞

dw

a3L
.

Nuevamente, el hecho de tener una masa de Planck finita ocasiona que el

modo cero se deslocalice de la membrana.
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Caṕıtulo 4

Soluciones aproximadas para

las ecuaciones de campo

Encontrar soluciones para el sistema de ecuaciones (2.6)–(2.8) es una tarea

complicada debido a la presencia simultánea del acoplamiento no mı́nimo y

del término de Gauss–Bonnet. En [122] se estudian varias soluciones numéricas

para estos escenarios. En nuestro trabajo también exploraremos algunas so-

luciones aproximadas para la f́ısica del fondo, pero el enfoque será distinto al

utilizado en [122], pues haremos uso de un método perturbativo.

Sobre lo que al acoplamiento no mı́nimo respecta, en este caṕıtulo asu-

miremos que L(ϕ) toma el siguiente aspecto [78]

L = 1− ζ

2
ϕ2. (4.1)

Como hemos mencionado anteriormente, ζ es el parámetro que define la

intensidad del acoplamiento no mı́nimo y L > 0.

A consecuencia de que en la definición para MP dada en (2.15) algunos

sumandos contribuyen con signo negativo a la masa de Planck es indispensa-

ble verificar que para la configuración de la materia y la geometŕıa de interés
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la cantidad MP sea positiva. Paralelamente a esto, es necesario que la nor-

ma de las fluctuaciones no sea negativa, de lo contrario el espectro de estas

no es unitario. En resumen, en adición a las condiciones de regularidad de

la geometŕıa y la localización del gravitón sin masa, nuestro escenario debe

cumplir los siguientes requisitos

L(ϕ) > 0, 〈ψ|ψ〉 > 0 y MP > 0. (4.2)

Por otro lado, consideraremos una métrica regular que interpole entre dos

espacio-tiempos asintóticamente AdS5 cuyo factor de deformación es descrito

como sigue [109]

a =
a0√

1 + (bw)2
, (4.3)

donde 1
b

caracteriza el ancho de la membrana suave. Cuando w → ∞ se

tiene que a → a0
b |w| . De este modo, a0

b
corresponde al radio de curvatura

de AdS5. Para esta geometŕıa, los invariantes de curvatura cuadráticos son

regulares y asintóticamente constantes como se muestra en la Fig. 4.1. Puesto

que solo dos ecuaciones de campo son independientes, el campo escalar ϕ

y el potencial de autointeración V (ϕ) pueden ser determinados usando las

primeras dos ecuaciones del sistema (2.6)–(2.8). En este punto es conveniente

reemplazar la variable w por la variable adimensional x = bw. En términos

de esta nueva variable, la igualdad (2.7) puede ser escrita como sigue:

ζϕϕ′′ +
2ζx

1 + x2
ϕϕ′ + ϕ′2(ζ − κ)− 3

2
ζ

ϕ2

(1 + x2)2
=

− 3

(1 + x2)2
+

4εb2

a20

3x2

(1 + x2)3
. (4.4)

Abusando de la notación, en este caṕıtulo denotaremos la derivación con

respecto a x con el śımbolo (′).

En general, si ζ 6= 0 es dif́ıcil resolver esta ecuación. Una forma de abordar

el problema consiste en suponer que el parámetro ζ es una pequeña perturba-
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Figura 4.1: Comportamiento de los diferentes invariantes de curvatura con

respecto a la dimensión extra (a0 = b = 1). La ĺınea delgada representa el

comportamiento de R2, la ĺınea discontinua corresponde a RABRAB, mientras

que la ĺınea gruesa denota el comportamiento del escalar de Kretschmann

RABCDRABCD.

ción. Con la finalidad de hacer más sencillo y transparente nuestro análisis,

separemos la búsqueda de la solución de la ecuación anterior en tres casos

que corresponden a diferentes escenarios para la f́ısica del fondo:

I) El térmimo de Gauss-Bonnet más un campo escalar mı́nimamente aco-

plado a la gravedad (ζ = 0) [109].

II) Un campo escalar acoplado no mı́nimamente a la gravedad sin el

término de Gauss-Bonnet (ε = 0).

III) El caso general, ε 6= 0 y el parámetro pequeño ζ 6= 0.
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Caso I) La teoŕıa mı́nimamente acoplada en presencia del término

de Gauss-Bonnet

Si hacemos ζ = 0 y consideramos el caso en que a0 = 2
√
εb, la solución

de fondo adopta la forma siguiente:

ϕ(x) = ±ϕ0
x√

1 + x2
+ ϕ±1 , (4.5)

V (ϕ) = V0

[
3

(
ϕ− ϕ±1
ϕ0

)4

− 6

(
ϕ− ϕ±1
ϕ0

)2

+ 1

]
, (4.6)

donde ϕ0 =
√

3
κ

y V0 = 3
8κε

. El signo ± describe dos soluciones posibles del

campo ϕ con las constantes ϕ±1 . La igualdad (4.6) nos muestra que el poten-

cial de autointeracción del campo escalar V (ϕ) interpola entre dos valores

constantes idénticos, resultado razonable si tenemos en cuenta que nuestra

geometŕıa es asintóticamente AdS5.

En este caso la masa de Planck en 4D no depende expĺıcitamente de los

parámetros del campo escalar. Además, de la definición (2.15) se tiene que

cuando ε > 0 la adición del término de Gauss-Bonnet a un modelo con el

campo escalar mı́nimamente acoplado a la gravedad reduce ligeramente el

valor de la masa de Planck en 4D. Dicho de manera expĺıcita:

M2
P ∼

4

3

M3
∗a

3
0

b
(4.7)

en presencia del término de Gauss–Bonnet, mientras que

M2
P ∼

2M3
∗a

3
0

b

cuando este está ausente. Por otro lado, para esta solución se tiene que

r

s
= 2, q =

1

1 + x2
y 1 +

1

H
q′

q
= 3.

Además,
1

z2
∼ |x|7 cuando x→∞.
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Luego, de (3.34) y (4.7) el gravitón no masivo se encuentra localizado sobre la

membrana y la masa de Planck cuatridimensional es finita y positiva. Adicio-

nalmente, los modos cero escalar y vectorial se deslocalizan de la membrana.

En virtud de las cuatro últimas expresiones anteriores es sencillo mostrar que

los modos tensoriales, vectoriales y escalares poseen normas positivas.

4.1. Teoŕıa de perturbaciones singulares: ca-

pa de frontera

Más adelante, en los casos II y III, investigaremos soluciones de la ecua-

ción (4.4) en los que el acoplamiento no mı́nimo es pequeño comparado con

las contribuciones de los términos de Gauss–Bonnet y de Einstein–Hilbert a

la acción (2.1), estos últimos, caracterizados por los parámetros ε y κ, res-

pectivamente. Al trabajar de manera perturbativa sobre la ecuación (4.4) es

conveniente utilizar cantidades adimensionales, puesto que de este modo el

parámetro pequeño es independiente de la elección de las unidades de medi-

da. Para ello definamos las siguientes cantidades: ϕ = φ√
κ

y ε = ζ
κ
� 1. Bajo

estas redefiniciones la ecuación de campo (4.4) adopta la siguiente forma:

εφφ′′ +
2εx

1 + x2
φφ′ + φ′2(ε− 1)− 3

2
ε

φ2

(1 + x2)2
=

− 3

(1 + x2)2
+

4εb2

a20

3x2

(1 + x2)3
. (4.8)

En estos dos casos (II y III) supondremos que la solución puede ser expandida

en potencias de ε. Por ejemplo, si se quiere que el desarrollo de φ sea hasta

n–ésimo orden de pequeñez con respecto a ε, este toma el siguiente aspecto

φ = φ0(x) + εφ1(x) + · · ·+ εnφn(x) + o(εnφn(x)), (4.9)

donde la o posee el significado usual utilizado en el cálculo infinitesimal

estándar y φk(x) con k = 0, 1, . . . n es la aproximación de orden k para
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φ.

Para que la teoŕıa de perturbación tenga sentido a medida que agregamos

correcciones de mayor potencia para ε la contribución de estas a la expansión

se torna más pequeña. En otras palabras,

εk+1φk+1(x) = o(εkφk(x)), cuando ε→ 0. (4.10)

Si la relación anterior es válida sobre todo el dominio de variación del cam-

po1, el cual denotaremos por <; el desarrollo (4.9) es denominado expansión

asintótica de orden n [123]. En caso contrario el desarrollo es singular y este

solo tiene sentido en cierta región del dominio de variación del campo.

Aún en la situación en la que existe una región donde no se cumple la

condición (4.10) es posible utilizar métodos perturbativos para representar al

campo, puesto que es admisible emplear una expansión asintótica diferente de

(4.9) sobre dicha región. El procedimiento que permite hallar tales expansio-

nes y posteriormente crear un nuevo desarrollo uniformemente válido sobre

todo el dominio de variación de la magnitud de interés es conocido como

Teoŕıa de Perturbaciones Singulares [123]–[127]. En esta tesis examinaremos

las soluciones de (4.8) hasta primer orden respecto a ε, es decir

φ = φ0(x) + εφ1(x) + o(εφ1(x)). (4.11)

Al sustituir la expansión anterior en (4.8) surgen algunos inconvenientes.

Primeramente, el sumando que contiene la segunda derivada del campo se

encuentra multiplicado por el parámetro de la perturbación. Esto produce

ecuaciones diferenciales para φ0(x) y φ1(x) de primer orden en las derivadas.

Es fácil verificar este resultado para la aproximación de orden cero, pues al

hacer ε = 0 se obtiene una ecuación diferencial de primer orden para φ0(x).

1Cuando esto sucede se dice que la condición (4.10) es uniformemente válida sobre el

dominio de variación de φ.

75



La solución de (4.8) tiene dos constantes arbitrarias, mientras que las apro-

ximaciones de orden cero y primer orden poseen una constante cada una.

Luego, si deseamos estudiar un campo escalar que sea finito sobre nuestro

espacio–tiempo (4.3) y que este posea ciertos valores de interés en ±∞, te-

nemos un dilema sobre la aproximación de orden cero debido a que existe

solo una constante arbitraria asociada a φ0(x), pero hay dos condiciones de

frontera fijas que se deben satisfacer. De igual manera, la ecuación para φ1(x)

también es de primeras derivadas. Luego, el problema persiste a este orden

de la perturbación.

En algunas situaciones, este suceso no invalida completamente el empleo

global del desarrollo (4.11) sobre <, solo restringe el análisis perturbativo

a una clase de soluciones donde las condiciones de frontera para φ no son

independientes2. En otras palabras, las constantes arbitrarias asociadas a la

ecuación no perturbada (4.8) poseen una relación espećıfica entre ellas. En

este trabajo estudiaremos un ejemplo de ello. Como veremos posteriormente,

si se quieren explorar soluciones aproximadas más generales es necesario el

uso de varias expansiones asintóticas diferentes sobre <.

Una segunda sutileza relacionada con la presencia de ε enfrente de las de-

rivadas del campo es que aunque este sea finito pueden existir regiones donde

φ y/o su primera derivada vaŕıe rápidamente de manera que este fenómeno

cambie el comportamiento del término εφφ′ y/o εφφ′′. Por ejemplo, es posi-

ble que φ′′ ∼ g(x)
ε

, donde g(x) es cierta función; esto implica que sobre dicha

región este término no sea despreciable a orden cero. Tal comportamiento

conduce a lo que generalmente se conoce como problema de la capa de fron-

tera [123]–[127] y es común en la formulación perturbativa de ecuaciones

diferenciales donde el parámetro pequeño multiplica al sumando de mayor

orden en las derivadas.

2Una situación similar ocurre en el problema de Cauchy. Esta vez surge una ligadura

sobre las “condiciones iniciales” del campo.
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En este tipo de situaciones, en general, no es posible hallar un desarrollo

asintótico único uniformemente válido para el campo que concuerde con dos

condiciones de frontera arbitrarias. De ah́ı que sea conveniente proponer dos

expansiones diferentes sobre las regiones que contienen a las fronteras x =

−∞ y x = ∞, tales que cada una de ellas sea uniformemente válida en

la región correspondiente. Además, es necesario investigar la existencia de

capas de frontera y proponer expansiones asintóticas adecuadas sobre estas

regiones. En nuestro caso no es suficiente con los dos desarrollos asintóticos

sobre la frontera, pues en el origen de coordenadas surge una capa de frontera

que requiere una nueva expansión asintótica sobre una vecindad de x = 0.

Para tener una mejor compresión sobre el problema de la capa de frontera

examinemos algunos de sus detalles.

Supongamos que tenemos una capa de frontera localizada en xc y con un

ancho caracterizado por la función δ(ε). A consecuencia de la rápida variación

de la función incógnita sobre una vecindad de xc, es adecuado magnificar

esta región mediante un escalamiento de x. Para ello definamos la siguiente

variable

` =
x− xc
δ(ε)

, donde δ(ε) = o(1) cuando ε→ 0. (4.12)

A esta nueva cantidad la denominaremos variable de la capa de frontera o

estirada.

En términos de ` el campo se transforma como sigue

φ(x) = φ(xc + δ(ε)`) = Θ(`). (4.13)

El siguiente paso consiste en considerar una expansión para Θ(`) que sea

uniformemente válida en la región de la capa de frontera

Θ = Θ0(`) + εΘ1(`) + · · · . (4.14)

Más adelante, mediante un ejemplo, discutiremos el procedimiento para de-

terminar δ(ε).
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Debido a la coexistencia de varios desarrollos asintóticos definidos en dife-

rentes regiones pertenecientes a <, es necesario aplicar algún mecanismo que

permita la construcción de una aproximación global uniformemente válida

sobre todo el dominio de variación del campo. La hipótesis fundamental de

este método de perturbaciones consiste en suponer que los dominios de uni-

formidad adyacentes asociados a un par de expansiones asintóticas diferentes

poseen una subregión común en la cual tales desarrollos arrojan un mismo

resultado. Cuando esta suposición se cumple, es posible construir la solución

global perturbativa. Primeramente, veamos como empalmar dos expansiones

asintóticas contiguas.

Un modo de realizar esta tarea consiste en definir una nueva variable

estirada `0, centrada en la capa de frontera y de un ancho asociado δ0(ε) tal

que este contenga al subdominio intermedio donde ambas expansiones son

equivalentes. Expresado de manera más precisa

`0 =
x− xc
δ0(ε)

, (4.15)

donde δ0(ε) = o(1) y δ(ε) = o(δ0(ε)) cuando ε→ 0.

Posteriormente, cada expansión se reescribe en función de `0 hasta cierto

orden3 y se exige su equivalencia sobre la subregión común para una δ0(ε)

arbitraria. Adicionalmente, este mecanismo de empalme nos sirve para fijar

las constantes que surgen en el desarrollo de Θ(`) sobre dominios que no

poseen condiciones de frontera.

Finalmente, un método para construir la solución global uniformemente

válida sobre < es el siguiente. Supongamos que tenemos los dominios con-

tiguos <1 y <2 asociados a dos desarrollos asintóticos diferentes. Además

asumamos que <1 ∩ <2 6= ∅ por lo que el empalme entre tales desarrollos

está garantizado. Bajo estas condiciones, es posible crear una sola expansión

3No necesariamente el mismo orden para los dos desarrollos asintóticos.
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asintótica4 sobre la región <T = <1 ∪ <2. Esto se lleva a cabo reescribiendo

los desarrollos en términos de una sola variable independiente. Hecho esto,

se suman y luego se sustrae la parte común a ambos [123]–[127]. Posterior-

mente exploraremos varios ejemplos donde se aplicará este procedimiento. La

solución global aproximada se construye aplicando este método a cada par

de expansiones asintóticas con dominios de uniformidad adyacentes.

Caso II) Teoŕıa con acoplamiento no mı́nimo sin el término de

Gauss-Bonnet

En este caso la ecuación (4.8) puede ser expresada como sigue

εφφ′′ +
2εx

1 + x2
φφ′ + φ′2(ε− 1)− 3

2
ε

φ2

(1 + x2)2
= − 3

(1 + x2)2
, (4.16)

mientras que las condiciones de consistencia (4.2) se reducen al siguiente par

de restricciones:

L(φ) = 1− ε

2
φ2 > 0 y M2

P > 0. (4.17)

Para facilitar el estudio de las soluciones perturbativas de (4.16) es conve-

niente dividir este caso en dos subcasos.

IIa) Caso sin condiciones de frontera

Iniciemos estudiando la clase de soluciones aproximadas generadas por

(4.11). Al sustituir esta expansión en (4.16) no es dif́ıcil obtener las ecuaciones

para la aproximaciones de orden cero y uno, φ0(x) y φ1(x), respectivamente

φ′20 −
3

(1 + x2)2
= 0, (4.18)

2φ′0φ
′
1 −

2x

1 + x2
φ0φ

′
0 − φ0φ

′′
0 − φ′20 +

3

2

φ2
0

(1 + x2)2
= 0. (4.19)

4A este desarrollo se le denomina expansión compuesta.
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Estas ecuaciones poseen las siguientes soluciones

φ±0 = ±
√

3 arctan(x) + A±0 , (4.20)

φ±1 = ±
√

3

2
arctan(x)∓

√
3

4
(A±0 )2 arctan(x)∓

√
3

4
arctan3(x)

−3

4
A±0 arctan2(x) + A±1 , (4.21)

donde los signos ± denotan dos posibles soluciones para cada orden de per-

turbación, y A±0 y A±1 son constantes arbitrarias. Puesto que las expresiones

anteriores son finitas sobre < = (−∞,∞), estas generan dos expansiones

asintóticas sobre este dominio, esto es

φ+ = φ+
0 + εφ+

1 ,

φ− = φ−0 + εφ−1 .

En la Fig. 4.2 se muestran configuraciones del campo escalar con un compor-

tamiento tipo escalón. Es interesante señalar que en contraste con el potencial

de autointeracción (4.6) del caso anterior, en presencia de acoplamiento no

mı́nimo el potencial interpola entre dos valores negativos diferentes como se

muestra en la Fig. 4.3. Escritos expĺıcitamente, el potencial de autointerac-

ción toma los siguientes valores asintóticos

V +(±∞) ∼ 3b2

4a20κ

[
−8 + ε

(
2A+

0 ±
√

3π
)2]

,

V −(±∞) ∼ 3b2

4a20κ

[
−8 + ε

(
2A−0 ∓

√
3π
)2]

,

donde V + y V − corresponden a las soluciones φ+ y φ−, respectivamente.

Esta asimetŕıa en el comportamiento asintótico de V (φ(x)) puede parecer

sorpresivo si uno toma en cuenta el hecho de que la geometŕıa es par respecto

a la coordenada extra. Sin embargo, el carácter desigual de la distribución de
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Figura 4.2: Gráfica de la función φ(x) a primer orden en ε para el caso IIa). En

la figura hemos fijado ε = 0.01 y A±0 = A±1 = 0. La ĺınea delgada representa

φ+ = φ+
0 + εφ+

1 y la gruesa describe φ− = φ−0 + εφ−1 .

la enerǵıa asociada a la materia escalar en −∞ y +∞ se ve compensada por

un efecto análogo del acoplamiento no mı́nimo, arrojando un espacio-tiempo

par con respecto a la quinta dimensión y asintóticamente AdS5. Expresado

en términos equivalentes, las ecuaciones de Einstein (2.2) pueden reescribirse

de modo que los efectos asociados al acoplamiento no mı́nimo se interpreten

como una corrección efectiva al tensor de enerǵıa–impulso proveniente de la

materia escalar, esto es

RAB = κ τ efAB = κ
L

( τAB +∇A∇BL+ 1
3
gAB 2L).

Al enfocar de esta forma la presencia del acoplamiento no mı́nimo, se hace

natural la existencia de este tipo de asimetŕıas sobre la materia escalar.

Por otra parte, utilizando (2.15), (4.3), (4.20) y (4.21) se obtiene el valor

de MP hasta primer orden en ε

M2
P ∼

a30M
3
∗

b

{
2− ε

[
3

4
π2 +

(
A±0
)2 − 6

]}
.
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Figura 4.3: El potencial de autointeracción V (φ(x)) a primer orden en ε para

el caso IIa) (en todas las gráficas hemos elegido κ = 1, a0 = 1, b = 1 y

ε = 0.01). φ+ con A+
0 = 0 corresponde a la ĺınea delgada, mientras que

A+
0 = 3 está asociada a la ĺınea gruesa. La ĺınea discontinua representa a la

solución φ− donde A−0 = 3.

La expresión anterior muestra de manera manifiesta que el efecto del aco-

plamiento no mı́nimo entre el campo escalar y la gravedad reduce el valor

de la masa de Planck en 4D comparado con su valor cuando solo existe

acoplamiento mı́nimo. En adición a esto, al tomar en cuenta las restricciones

(4.17), se obtiene que los valores de ε se encuentran acotados

ε <
2(√

3π
2

+ |A±0 |
)2 .

En la Fig. 4.4 se muestra la función L(φ(x)) = 1− ε
2
φ2 para varios valores de

los parámetros. Como se puede apreciar, la condición L(φ) > 0 se satisface.

El hecho de poseer una masa de Planck finita garantiza la localización del

gravitón no masivo sobre la membrana e implica que el modo cero vectorial

se desacopla de esta. Por otra parte, haciendo uso de (3.54), (4.3), (4.20) y
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Figura 4.4: Comportamiento de la función L(φ(x)) a primer orden en ε para el

caso IIa). En esta figura hemos elegido ε = 0.01. La ĺınea delgada representa

a φ±0 con A±0 = 0, mientras que φ+
0 con A+

0 = 3 se encuentra asociada a

la ĺınea gruesa. Finalmente, la ĺınea discontinua corresponde al caso φ−0 con

A−0 = 3.

(4.21) se tiene que
1

z2
∼ |x|5, cuando x→∞.

Luego, para esta solución el modo cero escalar se deslocaliza de la membrana.

Como mencionamos anteriormente, las ecuaciones (4.18) y (4.19) son de

primer orden en las derivadas. Luego, sus soluciones (4.20) y (4.21) describen

una clase limitada de soluciones para la ecuación (4.16). De esta forma, para

condiciones de frontera o iniciales arbitrarias no es posible resolver la ecuación

(4.16) mediante un solo desarrollo asintótico.

Los requisitos de consistencia (4.17) no restringen los posibles valores

del campo en ±∞. A pesar de ello, es dif́ıcil resolver la ecuación (4.16)

cuando estos son arbitrarios. Por esta razón, en este trabajo exploraremos las

configuraciones de campo para el caso en que este desaparece en x = ±∞.

Aunque tal elección aparentemente carece de motivación, el interés en su
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estudio radica en que esta surgirá de forma natural cuando ε 6= 0 y ζ 6= 0.

IIb) Caso con condiciones de frontera

A continuación consideremos la ecuación (4.16) bajo las siguientes condi-

ciones de frontera:

φ(−∞) = φ(∞) = 0. (4.22)

Antes que todo, cabe señalar que si φ(x) es una solución de la ecuación (4.16)

bajo (4.22), entonces, φ(−x) también es una solución de la ecuación de campo

con las mismas condiciones de frontera. Esto implica que la solución a las

ecuaciones de campo bajo las condiciones de frontera (4.22) constituya una

función par.

El desarrollo fuera de la capa de frontera (4.11) es descrito por las so-

luciones (4.20) y (4.21). Como se puede observar, no es posible construir

una expansión única que satisfaga ambas condiciones de frontera al mismo

tiempo. Entonces, necesitamos hallar expansiones asintóticas válidas en las

fronteras. En general, esta es una tarea complicada, puesto que en ocasiones

surge un comportamiento del tipo capa de frontera en los extremos del domi-

nio del campo. Afortunadamente, en nuestro caso no sucede esto (al menos

en la frontera), pues, si se elige cualquiera de las expansiones φ+ o φ− para

el dominio que contenga la frontera x = +∞, y la solución restante para la

región que contenga el punto x = −∞, se pueden fijar las constantes que

aparecen en las soluciones de modo que (4.22) se satisfaga completamente.

A partir de este momento denotemos con el ı́ndice α el caso en que φ−

está definido sobre la región que contiene la frontera x = −∞ y φ+ sobre

la región que contiene la frontera x = +∞, mientras que para la situación

inversa utilizaremos el sub́ındice β. Comencemos con la discusión detallada

del caso α. La elección opuesta es similar y, por tanto, solo presentaremos

los resultados finales.

La condición φ(±∞) = 0 tiene como consecuencia la siguiente cadena de
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igualdades A+
0 = A−0 = A0 = −

√
3
2
π y A+

1 = A−1 = A1 =
√
3
4
π
(
π2

8
− 1
)

. De

aqúı se tiene que sobre las regiones que contienen las fronteras la solución

aproximada para la ecuación (4.16) bajo las restricciones (4.22) se puede

escribir como sigue

φα− = −
√

3 arctan(x) + A0 + εA1 −
√

3

4
ε[2 arctan(x)− A2

0 arctan(x)

− arctan3(x) +
√

3A0 arctan2(x)], x ∈ <−, (4.23)

φα+ =
√

3 arctan(x) + A0 + εA1 +

√
3

4
ε[2 arctan(x)− A2

0 arctan(x)

− arctan3(x)−
√

3A0 arctan2(x)], x ∈ <+, (4.24)

donde los dominios <− y <+ contienen los puntos x = −∞ y x = +∞,
respectivamente.

Puesto que las funciones contenidas en (4.23) y (4.24) son acotadas sobre

<, el dominio de uniformidad para φα− y φα+ se encuentra descrito por las

regiones R − {+∞} y R − {−∞}, respectivamente, donde R representa al

eje real. No obstante, la igualdad de estos desarrollos en x = 0 sugiere que es

suficiente tomar una subregión sobre cada dominio de uniformidad, de modo

que estos se extiendan desde la frontera hasta x = 0, esto es

<− = (−∞, 0],

<+ = [0,∞).

De esta manera, aparentemente se cubre todo el dominio de variación del

campo mediante dos expansiones asintóticas. El próximo paso consiste en

explorar la posible existencia de una capa de frontera sobre la región común

(x = 0) a ambos desarrollos.

Supongamos hipotéticamente la ausencia de dicha capa de frontera, en-

tonces, la solución aproximada para φ es la unión de los desarrollos φα− y φα+
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sobre sus respectivas regiones. En otras palabras, φ toma el siguiente aspecto

φα =
√

3 arctan(|x|) + A0 + εA1 +

√
3

4
ε[2 arctan(|x|)− A2

0 arctan(|x|)

− arctan3(|x|)−
√

3A0 arctan2(x)], x ∈ < = R = <− ∪ <+. (4.25)

Como se puede apreciar de la igualdad anterior, esta aproximación para el

campo es continua en el origen de coordenadas pero su derivada no lo es. En

otras palabras, en una vecindad del origen la primera derivada del campo

evoluciona “rápidamente” de valores positivos a valores negativos. Luego, se

origina un comportamiento del tipo capa de frontera en una vecindad del

punto x = 0. De aqúı se tiene que la conjetura inicial acerca de la ausencia

de una capa de frontera intermedia es falsa, lo que implica que la expresión

(4.25) no es válida en vecindades centradas en x = 0. En otras palabras, el

dominio de validez de φα es R−{0}. Por consiguiente, es necesario introducir

una expansión asintótica adicional sobre una región <0 que contenga al origen

de coordenadas.

Como se mencionó con anterioridad, en este caso es conveniente definir

una variable estirada

` =
x

δ(ε)
, donde δ(ε) = o(1) cuando ε→ 0, (4.26)

y realizar una nueva expansión para φ(x) = Θ(`) sobre <0

Θ(`) = Θ0(`) + εΘ1(`). (4.27)

En términos de la nueva variable (4.26), la ecuación (4.16) se puede escribir

como se indica a continuación

εΘ
d2Θ

d`2
+ 2εδ2

`

1 + (δ`)2
Θ
dΘ

d`
+ (ε− 1)

(
dΘ

d`

)2

(4.28)

−3

2
εδ2

Θ2

(1 + (δ`)2)2
= − 3δ2

(1 + (δ`)2)2
.
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Al sustituir (4.27) en esta última igualdad, obtenemos(
dΘ0

d`

)2

− ε

[
Θ0
d2Θ0

d`2
− 2

dΘ0

d`

dΘ1

d`
+

(
dΘ0

d`

)2
]
−εδ2

[
2`Θ0

dΘ0

d`
− 3

2
(Θ0)

2

]

−ε2
[

Θ0
d2Θ1

d`2
+ 2

dΘ0

d`

dΘ1

d`
+ Θ1

d2Θ0

d`2
−
(
dΘ1

d`

)2
]
+ · · · = 3δ2 + · · · , (4.29)

donde los puntos suspensivos indican términos de orden superior en ε y δ(ε).

En este trabajo estudiaremos la teoŕıa de perturbaciones hasta primer orden,

por lo que solo es necesario considerar los términos escritos anteriormente.

Para determinar Θ0 y Θ1 necesitamos conocer cómo elegir δ(ε). La idea

consiste en hacer una elección balanceada de la función δ(ε), de tal modo

que las ecuaciones para las aproximaciones Θ0 y Θ1 contengan la máxima

información posible (la mayor cantidad de términos). Dicha elección es deno-

minada ĺımite distinguido de la expansión (4.27) [123]–[127]. Expresemos esta

idea de manera diferente: si hacemos una elección de δ(ε) distinta del ĺımite

distinguido, todos los sumandos que surgen en las ecuaciones para Θ0 y Θ1

sobre esta elección, estarán contenidos en las ecuaciones para tales funciones

en el ĺımite distinguido.

Veamos el procedimiento para hallar el ĺımite distinguido para la igualdad

(4.29). Independientemente de la forma funcional de δ(ε), la ecuación de

orden cero toma el siguiente aspecto

dΘ0

d`
= 0.

Luego, (4.29) se puede reescribir como sigue

−3

2
εδ2Θ2

0 + ε2

[(
dΘ1

d`

)2

−Θ0
d2Θ1

d`2

]
+ · · · = 3δ2 + · · · . (4.30)

Al comparar cada par de sumandos en la igualdad anterior se obtienen las
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posibles relaciones entre ε y δ(ε), esto es

a1) ε = o(δ2), a2) δ2 = o(ε), a3) ε = δ2,

b1) ε = o(δ), b2) δ = o(ε), b3) ε = δ.

La condición a1) implica que δ2 > ε, cuando ε→ 0, de aqúı se tiene que δ2 =

εα, donde 0 < α < 1. Esta opción queda descartada debido a que no es posible

equiparar el término 3δ2 presente en el segundo miembro de la ecuación

(4.30). Para el caso a2) resulta que δ2 = ε1+α, donde α ≥ 1, pues, si 0 < α <

1, nuevamente el sumando 3δ2 se encuentra desbalanceado. Utilizando los

mismos argumentos que en el caso a1) se muestra que la situación descrita

en a3) no es admisible. La opción b1) conlleva a que δ = εβ, donde 0 < β < 1,

por tanto, el sumando del lado derecho de (4.30) se encuentra desbalanceado.

En el caso b2) se tiene que δ = ε1+β con β > 0, luego, esta condición arroja

la siguiente ecuación para Θ1

Θ0
d2Θ1

d`2
−
(
dΘ1

d`

)2

= 0.

Finalmente, cuando δ = ε (α = 1 en el caso a2)) se obtiene que

Θ0
d2Θ1

d`2
−
(
dΘ1

d`

)2

= −3.

Este análisis nos permite concluir que δ = ε corresponde al ĺımite distinguido

de (4.29). De esta manera, las ecuaciones asociadas a dicho ĺımite toman el

siguiente aspecto

dΘ0

d`
= 0, (4.31)

Θ0
d2Θ1

d`2
−
(
dΘ1

d`

)2

= −3. (4.32)

Al resolver este sistema de ecuaciones, el campo Θ(`) adopta la siguiente

forma sobre capa de frontera:

Θ(`) = Θ0 + ε

[
c2 −Θ0 ln cosh

(√
3

Θ0

(`+ c1)

)]
, (4.33)
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donde c1, c2 y Θ0 son constantes arbitrarias. Los valores de estas constantes

se determinan al hacer coincidir el desarrollo (4.25) hasta a cierto orden en

ε con la expansión (4.33) sobre una vecindad que contenga a la región <0.

Como comentamos en la sección (4.1), es apropiado definir una nueva variable

estirada

`0 =
x

δ0(ε)
, donde δ0(ε) = o(1) y ε = o(δ0(ε)) cuando ε→ 0. (4.34)

Al expandir en términos de δ0(ε), la aproximación de orden cero5 de (4.25)

y la solución de la capa de frontera (4.33), se obtiene que

φα =
√

3δ0|`0| −
√

3
π

2
,

Θ = Θ0 +
√

3δ0|`0|+ ε(
√

3c1sgn(`0) + c2 + Θ0 ln 2). (4.35)

Al igualar estos desarrollos sobre la región de ancho δ0 se obtienen los si-

guientes valores para las constantes Θ0, c1 y c2

Θ0 = −
√

3
π

2
,

c1 = 0,

c2 =
√

3
π

2
ln 2.

Cabe señalar que, hasta este punto, la descripción de nuestra solución apro-

ximada se realiza mediante dos expansiones asintóticas (4.25) y (4.33), las

cuales pueden ser unidas para construir una solución que sea uniformemente

válida en < = R. Como se mencionó con anterioridad, la expansión compues-

ta en cierta región se obtiene sumando los desarrollos asintóticos definidos

sobre dicha región, todos ellos expresados en términos de la misma variable,

y sustrayendo posteriormente la parte que es común a ambas. En nuestro

5Para incluir la aproximación de primer orden de φα(x) (ver ecuación (4.25)), es nece-

sario calcular la contribución de ε2Θ2(`) a la expansión (4.27). Sin embargo, este caso es

más complejo y, por tanto, no va a ser considerado en este trabajo.
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caso particular, la expansión compuesta puede ser expresada como sigue

φαc (x) = φα0 (x) + Θ
(x
ε

)
− φcom(x),

donde φcom(x) es la parte común a ambas expansiones asintóticas.

En virtud de (4.35), la parte común de los desarrollos (4.25) y (4.33) sobre

una vecindad del origen de coordenadas toma la siguiente forma

φcom(x) =
√

3
(
|x| − π

2

)
.

De este modo, se tiene que
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Figura 4.5: La gráfica de la izquierda muestra las soluciones para el campo φ

en el caso IIb); la ĺınea delgada representa φαc (x) mientras que la ĺınea gruesa

denota φβc (x). Ambos perfiles tienden a cero asintóticamente. En la gráfica

de la derecha se representa una ampliación del perfil φβc (x) sobre una región

que contiene a x = 0. En estas figuras hemos fijado ε = 0.01.

φαc (x)=φ(x)=
√

3

{
arctan(|x|)− |x| − π

2
+
π

2
ε ln

[
2cosh

(
2x

πε

)]}
. (4.36)

Utilizando el mismo procedimiento anterior es posible mostrar que φαc (x) =

−φβc (x).
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Figura 4.6: La gráfica izquierda muestra el potencial de autointeracción con

respecto a la variable x para el caso IIb). En la gráfica de la derecha hemos

realizado un acercamiento del potencial de autointeracción en una vecindad

del punto x = 0. En estas figuras hemos fijado κ = 1, a0 = 1, b = 1 y

ε = 0.01.

La parte izquierda de la Fig. 4.5 refleja el carácter par de ambas solu-

ciones, además se puede observar que estas son acotadas, continuas y con

derivadas continuas en todo el dominio de variación del campo. En la parte

derecha de la Fig. 4.5 hemos realizado un acercamiento de φβ(x) en una re-

gión cercana al origen de coordenadas para apreciar de manera más evidente

el comportamiento suave de dicho perfil. Al igual que en el caso I), el po-

tencial de autointeracción interpola entre dos valores constantes negativos e

idénticos (véase Fig. 4.6) los cuales toman el siguiente aspecto

V (∞) ∼ − 6b2

a20κ
.

Por otro lado, la masa de Planck en 4D es

M2
P ∼

a30M
3

b
{2− 3ε (π − 2)} . (4.37)

Nuevamente, el efecto del acoplamiento no mı́nimo disminuye el valor de M2
P

con respecto al modelo donde el campo se encuentra mı́nimamente acoplado
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Figura 4.7: La gráfica de la izquierda muestra la función L(φ) con respecto a

la variable x para el caso IIb). En la gráfica de la derecha hemos realizado una

ampliación de esta función en una zona que contiene al origen de coordenadas.

En estas figuras hemos fijado ε = 0.01.

a la gravedad y no existe el término de Gauss-Bonnet. Mediante el uso de la

condición L(ϕ) > 0 y el carácter positivo del cuadrado de la masa de Planck,

la restricción para los valores del parámetro ε adopta la siguiente forma

ε <
8

3π2
.

En la Fig. 4.7 a se muestra la función L(φ) para ambas soluciones. Como se

puede observar, la condición L(φ) > 0 se satisface.

Puesto que M2
P es finita, el modo cero tensorial es localizado mientras que

su homólogo vectorial se deslocaliza de la membrana. En lo que se referiere

a los modos escalares, utilizando (4.3) y (4.36) se muestra que

1

z2
∼ |x|5, cuando x→∞.

Luego, el modo cero escalar no está normalizado, en consecuencia, este no se

localiza sobre la membrana.
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Caso III) Acoplamiento no mı́nimo y término de Gauss-Bonnet

Si al igual que en el primer caso, imponemos la relación a20 = 4εb2, la

ecuación de campo (4.8) toma el siguiente aspecto

εφφ′′ +
2εx

1 + x2
φφ′ + φ′2(ε− 1)− 3

2
ε

φ2

(1 + x2)2
= − 3

(1 + x2)3
. (4.38)

En este caso, por motivos de simplicidad, modificaremos la condición

〈ψ|ψ〉 > 0 por otra más simple y restrictiva donde la función de peso r/s

asociada a la norma de los modos tensoriales no es negativa. Bajo esta rede-

finición de (4.2), los perfiles admisibles para φ satisfacen la siguiente relación

f(x) =
1

1 + x2
− ε

2
φ2 ≥ 0. (4.39)

En virtud de la restricción anterior se tiene que el campo debe ser nulo cuando

x→∞. Luego, a la ecuación diferencial (4.38) se le adicionan las condiciones

de frontera

φ(−∞) = φ(∞) = 0. (4.40)

De manera similar al caso anterior, estudiaremos la solución de la ecuación

(4.38) bajo los requisitos presentados en (4.40), mediante el uso de la Teoŕıa

de Perturbaciones Singulares.

Sobre el dominio exterior a la posible capa de frontera, proponemos la

siguiente expansión

φ = φ0(x) + εφ1(x) + o(εφ1(x)). (4.41)

Al sustituir esta expansión en (4.38), las ecuaciones para las aproximaciones

a orden cero y primer orden adquieren la forma:

φ′20 −
3

(1 + x2)3
= 0,

2φ′0φ
′
1 − φ′20 − φ0φ

′′
0 −

2xφ0φ
′
0

1 + x2
+

3

2

φ2
0

(1 + x2)2
= 0,
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y poseen las siguientes soluciones:

φ±0 = ±
√

3
x√

1 + x2
+B±0 ,

φ±1 =
1

4
√

3

{
±21x√
1 + x2

∓ 3
[
5 + (B±0 )2

]
arcsinh(x)− (4.42)

4
√

3B±0 ln(1 + x2)

}
+B±1 .

En las expresiones anteriores B±0 y B±1 representan constantes arbitrarias.

Nuevamente, el signo ± indica dos soluciones para cada orden de las pertur-

baciones.

Una vez seleccionado el signo de la solución a estudiar, para cada orden se

tiene una constante a fijar y dos condiciones sobre ella. En consecuencia, uti-

lizando solamente una solución no es posible satisfacer ambas condiciones de

frontera simultáneamente. Por consiguiente, dada la similitud de la igualdad

(4.38) y las condiciones (4.40) con el problema de frontera presentado en el

caso IIb) procederemos de manera similar a este. Una primera opción consis-

te en escoger a φ− = φ−0 +εφ−1 como el desarrollo uniformemente válido sobre

una región que contenga x = −∞, y asociar la expansión φ+ = φ+
0 + εφ+

1 a

una región que contenga x = +∞. En esta parte usaremos la misma notación

del caso IIb) y al igual que este caracterizaremos esta elección con el ı́ndice

α. La elección inversa se denotará por el ı́ndice β. De esta manera, φα toma

el siguiente aspecto

φα =

√
3 |x|√

1 + x2
+B0 + εB1 +

ε

4
√

3

{
21|x|√
1 + x2

− 3
[
5 +B2

0

]
arcsinh(|x|)−

4
√

3B0 ln(1 + x2)

}
, x ∈ <− ∪ <+, (4.43)

donde <− y <+ corresponden a los dominios que contienen los “puntos”

x = −∞ y x = +∞, respectivamente. Por otra parte, las condiciones de

frontera (4.40) se satisfacen si las constantes definidas en (4.42) adquieren

los valores: B±0 = B0 = −
√

3 y B±1 = B1 = −7
√
3

4
.
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Nuevamente, en (4.43) se tiene una capa de frontera sobre una vecindad

del origen. Luego, es conveniente repetir el mismo procedimiento que aplica-

mos en al caso IIb); para ello, consideremos el cambio de variable (4.26) y

expresemos la ecuación (4.38) en términos de esta

εΘ
d2Θ

d`2
+ 2εδ2

`

1 + (δ`)2
Θ
dΘ

d`
+ (ε− 1)

(
dΘ

d`

)2

−

3

2
εδ2

Θ2

(1 + (δ`)2)2
= − 3δ2

(1 + (δ`)2)3
, (4.44)

donde Θ(`) es el campo expresado en términos de la variable `.

La igualdad (4.44) es similar a la ecuación (4.29), la única diferencia

surge en el segundo miembro de estas ecuaciones. No obstante, después de

expandir (4.27) en la región de la capa de frontera, solo se tendrán en cuenta

los sumandos hasta segundo orden en δ. De este modo, las ecuaciones para

las primeras dos aproximaciones del campo en la región de la capa de frontera

coinciden con las que hemos obtenido en el caso anterior. Luego, la solución

adopta la siguiente forma

Θ(`) = Θ0 + ε

{
d2 −Θ0 ln cosh

[√
3

Θ0

(`+ d1)

]}
, (4.45)

donde Θ0 es constante y describe la aproximación a orden cero para φ, mien-

tras que d1, d2 representan constantes arbitrarias. Estas constantes se ob-

tienen, primeramente expresando los desarrollos asintóticos (4.43) y (4.45),

en términos de la variable estirada (4.34), una vez realizadas las operaciones

algebraicas pertinentes se halla que

φα =
√

3δ0|`0| −
√

3,

Θ = Θ0 +
√

3δ0|`0|+ ε(
√

3d1sgn(`0) + d2 + Θ0 ln 2). (4.46)

El siguiente paso consiste en igualar los resultados anteriores. Hecho esto, los
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valores para las constantes toman el siguiente aspecto

Θ0 = −
√

3,

d1 = 0,

d2 =
√

3 ln 2.

Finalmente, utilizando el procedimiento aplicado en el caso anterior pa-

-2 -1 1 2
x

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

Φ

Figura 4.8: Las soluciones para el campo φ en el caso III; la ĺınea delga-

da representa φα(x) y la ĺınea gruesa denota φβ(x). Ambos perfiles tienden

asintóticamente a cero. En la figura hemos elegido ε = 0.01.

ra construir la expansión compuesta se obtiene fácilmente que el desarrollo

asintótico global se puede escribir como sigue

φαc (x) = φ(x) =
√

3

{
|x|√

1 + x2
− 1− |x|+ ε ln

[
2cosh

(x
ε

)]}
. (4.47)

Al reproducir el mismo método anteriormente expuesto para φβ se muestra

que φαc (x) = −φβc (x).
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Figura 4.9: El potencial de autointeracción con respecto a la variable x para

el caso III (κ = 1, a0 = 1, b = 1 y ε = 0.01).

De la Fig. 4.8 se observa que ambos perfiles del campo representan fun-

ciones acotadas, pares y continuas sobre el dominio de variación del campo.

Además, en virtud de (4.47), es posible mostrar que su derivada es continua.

El valor asintótico del potencial de autointeracción es:

V (∞) ∼ − 6b2

a20κ
,

y su perfil es mostrado en la Fig. 4.9; el comportamiento del potencial es

similar al ilustrado en la Fig. 4.6a. Por otro lado, el valor de M2
P está dado

por

M2
P ∼

a30M
3

b

(
4

3
− ε
)
.

Mediante la comparación de la expresión anterior con (4.7) se aprecia el

efecto del acoplamiento no mı́nimo: este reduce el valor de la masa de Planck

en 4D comparado con su valor en el modelo en que el campo escalar está

mı́nimamente acoplado a la gravedad y el término de Gauss-Bonnet reside

en el bulto. El hecho de poseer una masa de Planck cuatridimensional finita

implica la localización del modo cero tensorial. Como mencionamos en las
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Figura 4.10: Función de acoplamiento L para el caso III. En la figura hemos

elegido ε = 0.01.

secciones (3.3.2) y (3.3.3), el estudio de los modos cero de las fluctuaciones

escalares y vectoriales asociadas a este caso se torna más complejo, por lo

que no lo consideraremos en esta tesis.

Por otro lado, las condiciones de consistencia (4.2) junto con la modifica-

ción (4.39) implican que

ε <
2

3
.

Como se puede observar a partir de las Figs. 4.10 y 4.11, las funciones L y

f(x) se mantienen positivas para estos valores restringidos de ε.

Con el fin de comparar los casos II y III se muestra la solución φβc (x) y

su potencial de autointeracción para ambos casos en las Figs. 4.12 y 4.13,

respectivamente. Como se observa, existen algunas pequeñas diferencias en

estas cantidades cerca del origen de la coordenada extra, mientras que para

valores diferentes de cero esta diferencia entre las soluciones disminuye con

el aumento de |x|, resultado que concuerda cualitativamente con estudios
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Figura 4.11: La figura muestra el cumplimiento de la condición de consistencia

(4.39). Al igual que antes, se ha elegido ε = 0.01.

numéricos realizados en [122].

Para finalizar, en el próximo caṕıtulo haremos una śıntesis de los resul-

tados obtenidos a lo largo de la tesis.
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Figura 4.12: Comparación de las soluciones. La ĺınea delgada representa φβc (x)

para el caso IIb) y la ĺınea gruesa, φβc (x) para el caso III. En ambos perfiles

hemos fijado arbitrariamente ε = 0.01.
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Figura 4.13: Comparación de los potenciales de autointeracción. La ĺınea

delgada representa el potencial de autointeracción para el caso IIb) y la ĺınea

gruesa denota el potencial de autointeracción para el caso III (κ = 1, a0 = 1,

b = 1 y ε = 0.01).
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha explorado un modelo de mundo membrana don-

de la materia escalar se encuentra no mı́nimamente acoplada a la gravedad

y adicionalmente se tiene la presencia del término de Gauss-Bonnet en el

bulto. Para este modelo, se calcula la masa de Planck cuatridimensional en

términos de la masa fundamental pentadimensonal y las cantidades asocia-

das tanto a la materia como a la geometŕıa. En contraste con los escenarios

donde el campo escalar está mı́nimamente acoplado al término de Einstein-

Hilbert, en nuestro modelo la masa de Planck en cuatro dimensiones depende

expĺıcitamente del contenido de materia en el bulto en virtud del acopla-

miento no mı́nimo entre el campo escalar y la gravedad. Además, para las

geometŕıas deformadas (2.5), la adición del acoplamiento no mı́nimo defini-

do en (3.55) y el término de Gauss–Bonnet al escenario constituido por un

campo escalar mı́nimamente acoplado al término de Einstein–Hilbert, reduce

ligeramente el valor de la masa de Planck efectiva. Esto es consecuencia de

que tales efectos contribuyen con signo negativo al valor de M2
P . Un efecto

adverso relacionado con este último hecho es que no es posible garantizar una

masa de Planck cuatridimensional positiva para todas las configuraciones de

la geometŕıa y de los parámetros del modelo. Para cada configuración de la
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f́ısica del fondo es forzoso verificar si esta arroja un valor finito y positivo de

M2
P .

Por otro lado, se estudiaron las condiciones de regularidad de la geometŕıa

de fondo para una clase importante de soluciones donde el factor de deforma-

ción se aproxima a cero en infinito mediante una ley de potencia. Para este

tipo de perfil, se obtuvo que el exponente γ se encuentra limitado al intervalo

(0, 1].

Para que nuestro modelo sea f́ısicamente viable, uno de los requisitos que

este debe satisfacer es la posibilidad de recuperar la gravedad cuatridimensio-

nal estándar sobre la membrana. Con tal objetivo, en el caṕıtulo 3 se investigó

la localización de las fluctuaciones gravitacionales sobre geometŕıas de fondo

que poseen invarianza de Poincaré en cuatro dimensiones. El uso de dicha

simetŕıa permitió la clasificación de las fluctuaciones en modos tensoriales,

vectoriales y escalares, cuya evolución se estudió mediante un formalismo

invariante de norma.

En lo referente al sector tensorial, se obtuvo que para la clase de soluciones

regulares analizadas en el caṕıtulo 2, la existencia del gravitón sin masa loca-

lizado sobre la membrana es equivalente a poseer una masa de Planck efectiva

finita. En adición a esto, si la función L(ϕ) es acotada y asintóticamente no

nula, la condición de normalización del modo cero reduce el intervalo para γ,

inicialmente obtenido en el caṕıtulo 2, al siguiente (1/3, 1].

Para los sectores escalar y vectorial, los resultados fueron menos genera-

les, pues la presencia simultánea del acoplamiento no mı́nimo y el término

de Gauss–Bonnet introdujo dificultades adicionales en el estudio de las ecua-

ciones para las fluctuaciones. Como consecuencia de ello, el análisis de los

modos escalares y vectoriales se separó en dos casos. En el primero de ellos

no se tuvieron en cuenta los efectos asociados al acoplamiento no mı́nimo,

mientras que en el segundo caso se descartó el término de Gauss–Bonnet.
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Cuando se elimina el acoplamiento no mı́nimo de la acción de la teoŕıa

(2.1), tanto el modo cero asociado a las fluctuaciones escalares como su

análogo en el sector vectorial se deslocalizan de la membrana si nos restrin-

gimos a la clase de soluciones regulares descritas anteriormente y asumimos

que la masa de Planck en cuatro dimensiones es finita (gravitón no masivo

localizado). Conclusiones idénticas se obtienen cuando se remueve el término

de Gauss–Bonnet de nuestro modelo.

La localización del gravitón no masivo, aśı como la deslocalización de los

modos cero asociados a los sectores escalar y vectorial, unida a la existencia

de una masa de Planck efectiva finita, no son garant́ıa de que nuestro modelo

sea f́ısicamente consistente. Otro de los requisitos que debe cumplir un es-

cenario de mundo membrana es poseer una norma definida positiva para las

fluctuaciones gravitacionales. Para el estudio de estas restricciones, aunado al

de la condición L(ϕ) > 0, no basta con conocer el comportamiento asintótico

de la materia y la geometŕıa, es imprescindible conocer estas cantidades sobre

todo el espacio–tiempo.

En el caṕıtulo 3 se exploran las propiedades de localización y las condicio-

nes de consistencia (4.2) para un espacio–tiempo regular y asintóticamente

AdS5 (ver la expresión (4.3)). Debido a que MP , L(ϕ) y las condiciones de

normalización (3.33) y (3.44) dependen expĺıcitamente del perfil del campo

escalar, es importante resolver la ecuación para ϕ y revisar cuidadosamente si

las condiciones (4.2) se satisfacen, pues en tales cantidades se tienen suman-

dos que presentan contribuciones de signo negativo. Con el fin de dilucidar

los efectos f́ısicos asociados a la inclusión del acoplamiento no mı́nimo y el

término de Gauss-Bonnet, en el proceso de resolución de la ecuación diferen-

cial para el campo se han considerado tres casos en que incluimos/excluimos

sus parámetros correspondientes.

Cuando la membrana gruesa está constituida por un campo escalar mı́ni-

mamente acoplado a la gravedad y presenta el término de Gauss-Bonnet en
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el bulto, la solución se puede obtener de manera exacta y ϕ tiene la forma

de un kink/anti-kink. El potencial de autointeracción es constante y negativo

en x = ∞, resultado que no es una sorpresa dado que nuestra métrica es

asintóticamente AdS5. El modo cero tensorial representa el gravitón sin masa

y se encuentra localizado sobre la membrana, en contraste, los modos cero

escalar y vectorial se deslocalizan de esta. En este caso las condiciones de

consistencia (4.2) se satisfacen de forma trivial.

Por otra parte, la dificultad de la ecuación para φ se incrementa al consi-

derar el acoplamiento no mı́nimo. Por tal razón la obtención de las soluciones

se realizó mediante métodos perturbativos. Espećıficamente, los efectos aso-

ciados a la presencia del acoplamiento no mı́nimo se interpretaron como una

pequeña corrección a un mundo membrana constituido por un campo escalar

mı́nimamente acoplado a la gravedad más el término de Gauss–Bonnet so-

bre el bulto. Para ello se definió un parámetro adimensional pequeño ε cuya

intensidad caracterizaba al acoplamiento no mı́nimo. Para resolver esta ecua-

ción fue necesario aplicar el método de perturbaciones singulares puesto que

resultó que el campo escalar teńıa diferentes escalas de variación en distintas

regiones de su dominio, una situación conocida en la literatura matemática

como el problema de la capa de frontera.

En un segundo caso se remueve el término de Gauss–Bonnet de la acción

(2.1) que define el mundo membrana. El análisis de esta situación se dividió

en dos subcasos. Primeramente no se impuso ninguna condición de frontera

particular sobre el campo. A primer orden en ε se obtuvieron soluciones

con un comportamiento tipo kink y con una masa de Planck finita, lo que

implicó la existencia de un modo cero tensorial localizado. Nuevamente, los

modos cero de los sectores de las fluctuaciones restantes están deslocalizados

de la membrana. En adición a esto, las condiciones de consistencia (4.2)

restringieron lo posibles valores del parámetro de perturbación, situación

que también se mantuvo en todos los casos que presentaron acoplamiento no
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mı́nimo.

Para este subcaso se observa un efecto interesante: existen algunas con-

figuraciones donde el potencial de autointeracción del campo escalar adopta

diferentes valores asintóticos en −∞ y +∞. Hecho que pareciera inespera-

do dado que la geometŕıa es par respecto a x. En presencia de un acopla-

miento mı́nimo entre el campo escalar y la gravedad, una simetŕıa par del

espacio–tiempo de fondo induce cierta paridad sobre la derivada del campo

y su potencial de autointeracción, en virtud de las ecuaciones de Einstein.

Al introducir materia no mı́nimamente acoplada a la gravedad, este resul-

tado no siempre es cierto, puesto que en configuraciones donde el campo y

su potencial de autointeracción no poseen un paridad definida, los efectos

del acoplamiento no mı́nimo pueden corregir tales asimetŕıas (v́ıa ecuaciones

de Einstein), de modo que la geometŕıa permanezca par respecto al cambio

x→ −x.

Posteriormente, en el segundo subcaso se impusieron condiciones de fron-

tera nulas sobre el campo y se estudió la solución correspondiente mediante

el método de perturbaciones singulares con capas de frontera. La configura-

ción del campo obtenida resultó ser par y continua junto con sus derivadas.

Además, presentó una capa de frontera sobre una región que conteńıa al

origen de coordenadas. De nuevo se obtuvo una masa de Planck cuatridi-

mensional finita, un gravitón sin masa localizado sobre la membrana y los

modos cero de los sectores escalar y vectorial no se localizaron sobre esta. Al

igual que en el subcaso anterior las condiciones de consistencia del modelo

restringieron los posibles valores de ε.

En el último caso se tuvieron en cuenta todos los ingredientes del escenario

descrito en (2.1). Esta vez se exigió que la función de peso asociada a la

norma de los modos tensoriales fuera no negativa. Bajo este requisito, se

investigó la solución de la ecuación para φ con condiciones de frontera nulas.

Utilizando el mismo procedimiento que en el subcaso anterior se obtuvo un
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perfil para el campo, par, continuo y con derivadas continuas, el cual presentó

una capa de dominio en x = 0. La masa de Planck efectiva resultó finita,

luego, el modo cero tensorial es normalizable. Nuevamente, las condiciones

de consistencia unidas a la nueva restricción sobre la función de peso de

la norma de los modos tensoriales, arrojaron una cota para los valores del

parámetro de perturbación.

Finalmente, al comparar la solución del segundo subcaso con el tercer

caso, en el que además del acoplamiento no mı́nimo se tiene la contribución

del término de Gauss-Bonnet, se encontró que ambas soluciones poseen un

comportamiento similar.
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Apéndice A

Cantidades geométricas útiles

Dado el elemento de ĺınea

ds2 = a2(w)
[
ηµνdx

µdxν − dw2
]
, (A.1)

los śımbolos de Christoffel no nulos asociados a esta métrica toman el sigui-

ente aspecto

ΓABw = HδAB y Γwµν = Hηµν , (A.2)

donde H = a′

a
.

Las componentes no triviales del tensor de Riemann se pueden escribir

como sigue

Rw
µwν = H′ηµν ,

Rµ
ανβ = [δµν ηαβ − δ

µ
βηαν ]H

2. (A.3)

Además, las componentes del tensor de Ricci adquieren la siguiente forma

Rµν = (H′ + 3H2)ηµν ,

Rµw = 0, (A.4)

Rww = −4H′.
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El término de Gauss–Bonnet correspondiente a la métrica (C.1) es

R2
GB =

24H2

a4
(
4H′ +H2

)
. (A.5)

La contribución del acoplamiento no mı́nimo a las ecuaciones de Einstein

está dado por el tensor:

NAB = ∇A∇BL+
1

3
gAB2L,

cuyas componentes tienen el siguiente aspecto

Nµν = −1

3
ηµν (L′′ + 6HL′) ,

Nµw = 0, (A.6)

Nww =
4

3
L′′.

El tensor de enerǵıa–momento definido en (2.3) se puede escribir como sigue

τµν = −2

3
ηµνa

2V (ϕ),

τµw = 0, (A.7)

τww = ϕ′2 +
2

3
a2V (ϕ).

Las componentes del tensor de Lanczos toman el siguiente aspecto

Qµν = −4H2

a2
ηµν
(
H′ +H2

)
,

Qµw = 0, (A.8)

Qww =
8H2

a2
(
2H′ −H2

)
.
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Apéndice B

Transformación conforme sobre

el término de Gauss–Bonnet

Consideremos un espacio–tiempo pentadimensional caracterizado por la

métrica gAB. Veamos cómo se modifica el término de Gauss–Bonnet

R2
GB = R2 − 4RABR

AB +RABCDR
ABCD, (B.1)

ante la siguiente transformación conforme

gAB = Ω2ĝAB . (B.2)

Primeramente, expresemos R2
GB de modo que los cálculos a realizar sean

más sencillos. El cuadrado del tensor de Weyl en cinco dimensiones toma el

siguiente aspecto [111]

C2 =
R2

6
− 4

3
RABR

AB +RABCDR
ABCD. (B.3)

Al combinar la expresión anterior con (B.1), se puede eliminar el sumando

RABCDR
ABCD. Luego, el término de Gauss–Bonnet se puede reescribir como

sigue

R2
GB = C2 − 8

3
RABR

AB +
5

6
R2. (B.4)
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Por otra parte, el tensor de Weyl es invariante ante una transformación con-

forme, de aqúı que:

C2 = Ĉ2,

donde la cantidad con sombrero está calculada con respecto a la métrica

ĝAB. De esta manera, al aplicar una transformación conforme sobre R2
GB,

solamente es necesario conocer cómo se transforma RABR
AB y R2 ante esta.

En una variedad pentadimensional, (B.2) induce las siguientes transfor-

maciones sobre el tensor y el escalar de Ricci [73]

RAB = R̂AB + 3 ∇̂Af∇̂Bf − 3 ∇̂A∇̂Bf − 3 ĝAB (∇̂f)2 − ĝAB2̂f, (B.5)

R= Ω−2
(
R̂− 82̂f − 12(∇̂f)2

)
, (B.6)

donde f = ln Ω.

Ahora, el tensor de Ricci contravariante en el marco conforme, adquiere

el siguiente aspecto

RAB = gACgBDRCD =
1

Ω4
ĝAC ĝBDRCD.

Escrito de manera expĺıcita,

RAB =
1

Ω4

[
R̂AB + 3 ∇̂Af∇̂Bf − 3 ∇̂A∇̂Bf − 3 gAB (∇̂f)2 − gAB2̂f

]
.(B.7)

En virtud de (B.5) y la relación anterior, se tiene que:

RABRAB =
1

Ω4

[
R̂ABR̂

AB + 6R̂AB∇̂Af∇̂Bf − 6R̂AB∇̂A∇̂Bf − 6R̂(∇̂f)2

− 2R̂2̂f + 9(∇̂A∇̂Bf)(∇̂A∇̂Bf)− 18(∇̂Af∇̂Bf)(∇̂A∇̂Bf) (B.8)

+ 42(2̂f)(∇̂f)2 + 36(∇̂f)4 + 11(2̂f)2
]
,

donde (∇̂f)4 = (ĝAB∇̂Af∇̂Bf)2.

Elevando al cuadrado el escalar de Ricci (B.6), se obtiene la siguiente

expresión

R2 = Ω−4
[
R̂2 − 24R̂(∇̂f)2 − 16R̂(2̂f)

+ 192(∇̂f)2(2̂f) + 144(∇̂f)4 + 64(2̂f)2
]
. (B.9)

110



Finalmente, de (B.8) y (B.4) y la fórmula anterior se obtiene el término de

Gauss–Bonnet en el marco conforme

R2
GB = Ĉ2 +

1

3a4

[
−8R̂ABR̂

AB +
5

2
R̂2 − 12R̂(∇̂f)2 − 24R̂2̂f

+ 48R̂AB∇̂A∇̂Bf − 48R̂AB∇̂Af∇̂Bf + 72(2̂f)2 + 72(∇̂f)4 (B.10)

− 72(∇̂A∇̂Bf)(∇̂A∇̂Bf) + 144(∇̂A∇̂Bf)(∇̂Af)(∇̂Bf) + 144(∇̂f)22̂f
]
.
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Apéndice C

Deducción de las ecuaciones

para las fluctuaciones

Para el cálculo de la variación lineal de los śımbolos de Christoffel aso-

ciados a la métrica de fondo

ds2 = gABdx
AdxB = a2(w)ηABdx

AdxB, (C.1)

es conveniente interpretar el factor de deformación como la función conforme

que enlaza a ηAB con una métrica gAB. Bajo este enfoque se tiene que

ΓABC = Γ̂ABC +
(
δAB∇̂Cf + δAC∇̂Bf − ηBC∇̂Af

)
,

donde f = ln a y las cantidades con gorro están asociadas a la métrica ηAB.

Esto implica la siguiente relación para la variación de ΓABC

δΓABC = δΓ̂ABC − ĤBC∇̂Af + ηBCĤ
AD∇̂Df. (C.2)

En la expresión anterior hemos considerado que HAB = a2ĤAB.

Por otra parte, el tensor de Riemmann asociado a la métrica gAB se puede
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escribir de la siguiente manera [73]

RA
BCD = R̂A

BCD − 2ηAEηB[D∇̂C]∇̂Ef + 2∇̂[Dfδ
A
C]∇̂Bf

+2δA[D∇̂C]∇̂Bf − 2∇̂[DfηC]B∇̂Af − 2ηB[Dδ
A
C](∇̂f)2.

Al variar RA
BCD se tiene que

δRA
BCD = δR̂A

BCD − 2δA[DδΓ̂
E
C]B∇̂Ef + 2ĤAEηB[D∇̂C]∇̂Ef − 2ηAEĤB[D∇̂C]∇̂Ef

+2ηAEηB[DδΓ̂
F
C]E∇̂Ff − 2∇̂[DfHC]B∇̂Af (C.3)

+2∇̂[DfηC]BĤ
AE∇̂Ef − 2ĤB[Dδ

A
C](∇̂f)2 + 2ηB[Dδ

A
C]Ĥ

EF ∇̂Ef∇̂Ff,

donde

δR̂A
BCD = ∇̂CδΓ̂

A
BD − ∇̂DδΓ̂

A
BC .

De manera similar, la variación del tensor de Ricci toma el siguiente aspecto

δRAB = δR̂AB + 3δΓ̂CAB∇̂Cf − ĤAB2̂f + ηABĤ
CD∇̂C∇̂Df

−3ĤAB(∇̂f)2 + 3ηABĤ
CD∇̂Cf∇̂Df, (C.4)

con

δR̂AB = ∇̂CδΓ̂
C
AB − ∇̂BδΓ̂

C
AC .

C.1. Fluctuaciones tensoriales

Para el caso de las fluctuaciones tensoriales se tiene que la variación de

la métrica HAB toma la siguiente forma

HAB= a2(w)ĤAB=a2(w)

(
2hµν 0

0 0

)
, (C.5)

donde ∂µhµν = 0 y hµµ = 0.
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A continuación se muestran las componentes no nulas de la variación de

los śımbolos de Christoffel asociados a la métrica de fondo ηAB:

δΓ̂αµν = ∂µh
α
ν + ∂νh

α
µ − ∂αhµν ,

δΓ̂αµw = hαµ
′, (C.6)

δΓ̂wµν = h′µν .

Utilizando (C.2) y las relaciones anteriores se obtiene que

δΓαµν = ∂µh
α
ν + ∂νh

α
µ − ∂αhµν ,

δΓαµw = hαµ
′, (C.7)

δΓwµν = h′µν + 2Hhµν .

Por otra parte, haciendo uso de (C.3), (C.4), (C.5) y las relaciones ante-

riores se obtienen las componentes no triviales de la variación de los tensores

de Riemann y de Ricci

δRν
wµw = −(hνµ

′′ +Hhνµ
′), (C.8)

δRα
µβν = ∂β[−∂αhµν + ∂µh

α
ν + ∂νh

α
µ]− ∂ν [−∂αhµβ + ∂µh

α
β + ∂βh

α
µ]

+H[ηµνh
α
β
′ − ηµβhαν

′] +H[δαβ (h′µν + 2Hhµν) (C.9)

−δαν (h′µβ + 2Hhµβ)],

δRα
βwγ = ∂βh

α
γ
′ − ∂αhβγ ′, (C.10)

δRα
wβγ = ∂βh

α
γ
′ − ∂γhαβ

′, (C.11)

δRw
αβγ = ∂βh

′
αγ − ∂γh′αβ, (C.12)

δRw
αβw = −

(
h′′αβ +Hh′αβ + 2H′hαβ

)
, (C.13)

δRν
µ =

1

a2
(hνµ
′′ + 3Hhνµ

′ − ∂α∂αhνµ). (C.14)

Primeramente, examinemos la ecuación de Klein-Gordon perturbada. La fluc-

tuación del campo escalar χ no pertenece al sector tensorial. Luego, (3.6) se
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reduce a la siguiente ecuación

−HAB∇A∇Bϕ− gABδΓCAB∇Cϕ+
1

2κ
LϕδR = 0.

El aporte de la ecuación anterior a las fluctuaciones tensoriales es trivial. Para

argumentar esta afirmación desarrollemos el primer término de la expresión

anterior

HAB∇A∇Bϕ =
2hµν

a2
Γwµνϕ

′.

En virtud de la condición hµµ = 0, la expresión anterior es cero. De manera

similar, si se tienen en cuenta (C.6), (C.14) y la condición de traza nula para

las fluctuaciones tensoriales de la geometŕıa, se puede demostrar que

gABδΓCAB∇Cϕ = gµνδΓwµνϕ
′ = 0,

δR = 0.

Luego, de aqúı se concluye que la ecuación de Klein–Gordon perturbada no

contribuye a la evolución de los modos tensoriales.

Investiguemos qué sucede con las ecuaciones de Einstein perturbadas

(3.1). Sobre el sector tensorial estas adquieren la siguiente forma

LδRB
A = −

(
εδQBA + δNB

A +
1

3
δBAN

)
, (C.15)

donde

δNB
A = HBC∇C∇AL+ gBCδΓKCA∇KL,

N = δND
D = HCD∇C∇DL+ gCDδΓKCD∇KL.

Haciendo uso de (C.5), (C.7) y la condición de traza nula para hµν , se tiene

que

N = Hµν∇µ∇νL+ gµνδΓwµν∇wL =
(
−2hµνΓwµν + ηµνδΓwµν

) ∇wL

a2
= 0.
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Además, contrayendo la ecuación (C.15) se obtiene que δR2
GB = 0, de este

modo la variación del tensor de Lanczos adquiere el siguiente aspecto

δQBA = 2
(
−R δRB

A + 2δRAC RCB

+ 2RAC δRCB + 2δRCD R CBD
A + 2RCD δR CBD

A (C.16)

− δRACDER
BCDE −RACDE δRBCDE

)
.

Utilizando repetidamente (C.5)–(C.14) y las condiciones hνν = ∂νhνµ = 0, es

posible mostrar que

δNw
w = 0, δNw

µ = 0, δNµ
w = 0,

δQww = 0, δQwµ = 0, δQµw = 0.

Luego, la ecuación que describe la dinámica de los modos tensoriales es la

siguiente

LδRν
µ = −

(
εδQνµ + δN ν

µ

)
. (C.17)

La contribución del acoplamiento no mı́nimo a la relación anterior toma el

siguiente aspecto

δN ν
µ =

1

a2
(
2hνα∇α∇µL+ ηναδΓwαµ∇wL

)
= −L

′

a2
hνµ
′. (C.18)

Además, tenemos que

[L− 2εR]δRν
µ =

1

a2

{
L− 8ε

a2
H′
}

(hνµ
′′ + 3Hhνµ

′ −2ηhνµ),

4ε[δRµαR
αν +RµαδR

αν ] =
4ε

a4

{
hνµ
′′[4H′ −H2] + 3Hhνµ

′[2H′ +H2]

−[H′ + 2H2]2ηhνµ

}
,

2ε[2δRαβR
ανβ

µ + 2RαβδR
ανβ

µ + 2RwwδR
wνw

µ − δRµCDER
νCDE

−RµCDEδR
νCDE] = −8ε

a4

{
H′hνµ

′′ +Hhνµ
′[H′ + 2H2]−H22ηhνµ

}
.
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Sustituyendo (C.18) y las expresiones anteriores en (C.17) obtenemos la ecua-

ción para las fluctuaciones tensoriales

qhνµ
′′ + (3Hq + q′)hνµ

′ −
[
q +

(q − L)′

2H

]
2ηhνµ = 0.

C.2. Fluctuaciones escalares

En la norma longitudinal (3.27), las fluctuaciones escalares de la métrica

toman el siguiente aspecto

HAB= a2(w)ĤAB=2a2(w)

(
ηµνψ 0

0 ξ

)
. (C.19)

La variación de los śımbolos de Christoffel asociados al sector escalar pueden

escribirse como sigue

δΓwww = −ξ′,

δΓwµw = −∂µξ,

δΓwµν = ηµν [ψ
′ + 2Hψ + 2Hξ],

δΓµαβ = δµβ∂αψ + δµα∂βψ − ηαβ∂µψ,

δΓµww = −∂µξ,

δΓµwα = δµαψ
′.

Por otra parte, haciendo uso de (C.3), (C.4) y las relaciones anteriores ob-

tenemos tanto la variación de los tensores de Riemann y de Ricci, como del

escalar de Ricci

δRw
µwν = ηµν [ψ

′′ +H(ψ′ + ξ′) + 2H′(ψ + ξ)] + ∂µ∂νξ, (C.20)

δRµ
αwβ = [δµβ∂αψ

′ − ηαβ∂µψ′]−H[∂µξηαβ − δµβ∂αξ], (C.21)

δRα
µβν = δαν ∂µ∂βψ − δαβ∂µ∂ν − ηµν∂β∂αψ + ηµβ∂ν∂

αψ

+[2Hψ′ + 2H2(ψ + ξ)][ηµνδ
α
β − ηµβδαν ], (C.22)
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δRw
w =

1

a2
(2ηξ + 4[ψ′′ +Hψ′] + 4Hξ′ + 8H′ξ) , (C.23)

δRw
µ =

3

a2
∂µ(Hξ + ψ′), (C.24)

δRν
µ =

1

a2
(
δνµ
[
ψ′′ + 7Hψ′ −2ηψ +Hξ′

+ 2(H′ + 3H2)ξ
]

+ ∂µ∂
ν [ξ − 2ψ]

)
, (C.25)

δR =
2

a2
(
2ηξ − 32ηψ + 4ξ[2H′ + 3H2]

+4[ψ′′ +H(4ψ′ + ξ′)]) . (C.26)

Las ecuaciones de Einstein perturbadas toman el siguiente aspecto

MB
A +

1

3
δBAK + UBA +OBA + SBA + T BA = J B

A , (C.27)

donde

K = εδR2
GB, (C.28)

J B
A = NB

A +
1

3
N δBA , (C.29)

NB
A = −HBC∇C∇AL+∇B∇A(χLϕ)− gBCδΓKCA∇KL, (C.30)

MB
A = LδRB

A + χLϕR
B
A −

1

2
δτBA , (C.31)

UBA = −2ε

{
RδRB

A +RB
AδR

}
, (C.32)

OBA = 4ε

{
δRACR

BC +RACδR
BC

}
, (C.33)

SBA = 4ε

{
δRCDR

CBD
A +RCDδR

CBD
A

}
, (C.34)

T BA = −2ε

{
RACDEδR

BCDE + δRACDER
BCDE

}
. (C.35)

Después de realizar un extenso trabajo algebraico, se obtienen las compo-

nentes (w,w) y (µ, ν) de los tensores anteriores

J w
w = − 1

3a2

{
8ϕ′2ξLϕϕ + 8ϕ′′ξLϕ + 4(χLϕ)′′

−2η(χLϕ) + 4ϕ′Lϕ(ψ′ + ξ′)

}
, (C.36)
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Mw
w =

1

a2

{
4HχLϕ + L[2ηξ + 4ψ′′ + 4H(ψ′ + ξ′)]

+2ξ[4H′L+
1

2
ϕ′2] + ϕ′X ′ +

1

3

∂V

∂ϕ
a2X

}
, (C.37)

Uww = −8ε

a4

{
(4H′ + 3H2)2ηξ − 6H′2ηψ + 16H′(2H′ + 3H2)ξ

+4[4H′ + 3H2](ψ′′ +Hξ′) + 4H[10H′ + 3H2]ψ′
}
, (C.38)

Oww =
32ε

a4
H′
{
2ηξ + 4[ψ′′ +H(ψ′ + ξ′)] + 8H′ξ

}
, (C.39)

Sww =
4ε

a4

{
4[3H2 + 2H′]ψ′′ + 4[8H′ + 3H2]Hψ′ + 16H′(H′ + 3H2)ξ

−6H′2ηψ + 4[2H′ + 3H2]Hξ′ + (2H′ + 3H2)2ηξ

}
, (C.40)

T ww = −8ε

a4
H′
{

4[ψ′′ +H(ψ′ + ξ′) + 2H′ξ] + 2ηξ

}
, (C.41)

J ν
µ =

1

a2

{
∂ν∂µ(χLϕ)− δνµ

[
2H(χLϕ)′ + 4Hϕ′Lϕξ +

7

3
ϕ′Lϕψ

′

+
(χLϕ)′′ −2η(χLϕ)

3
+

1

3
(2ξ (ϕ′Lϕ)′ + ϕ′Lϕξ

′)

]}
, (C.42)

Mν
µ =

1

a2

{
δνµ

[
L
(
ψ′′ + 7Hψ′ +Hξ′ + 2ξ(H′ + 3H2)−2ηψ

)
+χLϕ(H′ + 3H2) +

1

3
a2
dV

dϕ
χ

]
+ ∂µ∂

ν(ξ − 2ψ)

}
, (C.43)

Uνµ = −2ε

a4

{
δνµ

[
4(22H′ + 45H2)Hψ′ + 4(4H′ + 9H2)ψ′′

+16(2H′2 + 9H4 + 9H′H2)ξ + 4(4H′ + 9H2)Hξ′

−(14H′ + 30H2)2ηψ + 2(H′ + 3H2)2ηξ

]
+4(2H′ + 3H2)∂µ∂

ν(ξ − 2ψ)

}
, (C.44)

Oνµ =
8ε

a4

{
δνµ(H′ + 3H2)

[
ψ′′ + 7Hψ′ +Hξ′

+2(H′ + 3H2)ξ −2ηψ

]
+ (H′ + 3H2)∂µ∂

ν(ξ − 2ψ)

}
, (C.45)
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Sνµ =
4ε

a4

{
δνµ

[
(8H′ + 3H2)ψ′′ + (14H′ + 39H2)Hψ′

+(H′ +H2)2ηξ + (16H′2 + 12H′H2 + 36H4)ξ

−(8H2 +H′)2ηψ + (3H2 + 8H′)Hξ′
]

+∂µ∂
ν

[
ξ

(
4H′ −H2

)
− 2

(
2H2 +H′

)
ψ

]}
, (C.46)

T νµ = −8ε

a4

{
δνµ

[
H′ψ′′ +HH′(ψ′ + ξ′) + 2(H′2 + 3H4)ξ

−H22ηψ + 6H3ψ′
]

+ ∂µ∂
ν

[
H′ξ − 2H2ψ

]}
. (C.47)

De igual manera, tenemos que

K =
24ε

a4
(
H22ηξ − [H′ + 2H2]2ηψ + 4H2[4H′ +H2]ξ

+4H2[ψ′′ +Hξ′] + 8Hψ′[H′ +H2]
)
, (C.48)

J ν
w =

1

a2

{
∂ν(χLϕ)′ −H∂ν(χLϕ) + ϕ′Lϕ∂

νξ

}
, (C.49)

Mν
w=− 1

a2

{
3L∂ν(ψ′ +Hξ) +

1

2
ϕ′∂νχ

}
, (C.50)

Mν
w + Uνw + J ν

w + Sνw + T νw =− 1

a2
∂ν
{
ϕ′χ

2
+ 3q(ψ′ +Hξ)

}
.(C.51)

La ecuación de Klein–Gordon perturbada (3.6) toma la siguiente forma sobre

el sector escalar

χ′′ + 3Hχ′ −2ηχ+ ϕ′[4ψ′ + ξ′] + 2ξ(ϕ′′ + 3Hϕ′)

−∂
2V

∂ϕ2
a2χ− 1

2

{
2(2H′ + 3H2)χLϕϕ + Lϕ [2ηξ − 32ηψ (C.52)

+4ξ(2H′ + 3H2) + 4(ψ′′ +H[4ψ′ + ξ′])
]}

= 0.

120



C.3. Fluctuaciones vectoriales

Este caso es más sencillo comparado con los otros dos sectores por lo que

omitiremos algunos detalles relacionados con la obtención de las ecuaciones

perturbadas. Adicionalmente, en este apéndice solamente estudiaremos el

caso L(ϕ) = 1. Sobre la norma longitudinal, las fluctuaciones vectoriales de

la métrica toman el siguiente aspecto

HAB = a2(w)ĤAB = a2(w)

(
0 Dµ

Dµ 0

)
. (C.53)

La variación de los śımbolos de Christoffel es

δΓwµw = HDµ,

δΓwµν = −∂(µDν),

δΓµαβ = −ηαβHDµ, (C.54)

δΓµww = Dµ′ +HDµ,

δΓµwα =
1

2
(∂αD

µ − ∂µDα).

Por otro lado, la variación lineal de los tensores de Riemann y de Ricci tiene

la siguiente forma1

δRµ
wνw =

1

2

{
∂ν [D

µ′ +HDµ] + ∂µ[D′ν +HDν ]

}
, (C.55)

δRµ
αwν = ηαν(H2 −H′)Dµ − δµνH2Dα +

1

2
∂ν [∂

µDα − ∂αDµ],(C.56)

δRα
µβν = H

{
ηµβ∂νD

α − ηµν∂(αDβ) − δαβ∂(µDν)

−ηµβ∂[νDα] + δαν ∂(µDβ)

}
, (C.57)

δRw
µ =

1

2a2
2ηDµ, (C.58)

1Hemos usado la siguiente notación: ∂(µD
ν) = 1

2 (∂µD
ν + ∂νDµ) y ∂[µD

ν] = 1
2 (∂µD

ν −
∂νDµ).

121



δRν
µ = − 1

a2

{
(∂(µD

ν))′ + 3H(∂(µD
ν))

}
. (C.59)

Haciendo uso de (C.53) y (C.54) se puede mostrar que la ecuación de Klein–

Gordon perturbada (3.6) es trivial. Además, utilizando (C.58), (C.59) y la

condición de divergencia nula para Dµ se obtiene que δR = 0. Al hallar la

traza de (3.1) se deriva que δR2
GB = 0. Al igual que el caso tensorial, en este

sector tenemos que

δQww = 0.

Luego, la dinámica de los modos vectoriales es descrita por las componentes

(µ, ν) y (w, µ) de las ecuaciones de Einstein perturbadas. En otras palabras,

por las igualdades

δRν
µ = −εδQνµ, (C.60)

δRw
µ = −εδQwµ , (C.61)

donde

[1− 2εR]δRν
µ = − 1

a2

[
1− 8ε

a2

(
2H′ + 3H2

)]{[
∂(µD

ν)
]′

+3H
[
∂(µD

ν)
]}
, (C.62)

4ε[δRµα R
αν +RµαδR

αν ] = −8ε

a4
(H′ + 3H2)

{[
∂(µD

ν)

]′
+3H∂(µDν)

}
, (C.63)

2ε[2δRαβR
ανβ

µ + 2RαβδR
ανβ

µ + 2RwwδR
wνw

µ

−δRµCDER
νCDE −RµCDEδR

νCDE] =

4ε

a4

{
(H2 − 2H′)

[
∂(νDµ)

]′
+H(H2 − 4H′)

[
∂(νDµ)

]}
. (C.64)
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Para la componente (w, µ) se tiene que

[1− 2εR] δRw
µ =

1

2a2

{
1− 8ε

a2
(
2H′ + 3H2

)}
2ηDµ, (C.65)

4ε[δRµw R
ww +RµαδR

αw] =
2ε

a4

{
3H2 + 5H′

}
2ηDµ, (C.66)

2ε[2δRCD R CwD
µ + 2RCD δR CwD

µ − δRµCDE RνCDE

−RµCDE δRνCDE] =
2ε

a4

{
2H2 −H′

}
2ηDµ. (C.67)

De este modo, las igualdades (C.60) y (C.61) pueden escribirse de la siguiente

manera

q[∂(µD
ν)]′ + (q′ + 3Hq)[∂(µDν)] = 0, (C.68)

2ηDµ = 0. (C.69)
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