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DESCRIPCIÓN: En este trabajo se preseta la evolución de un fluido perfecto entorno

al espacio-tiempo de un hoyo negro fijo. Las ecuaciones que se utilizan para describir la

dinámica de este proceso, son las ecuaciones de Euler relativistas, las cuales se obtienen

a partir de la conservación local del tensor de enerǵıa momento y de la consevación

local de la densidad de corriente, haciendo uso de la formulación 3+1 de la relatividad

general. Es usual, que en este tipo de ecuaciones, aparezcan discontinuidades (choques)

en las variables de estado del fluido. Por esta razón, los métodos numéricos que se

utilizan para resolver este sistema de ecuaciones, están basados en los métodos de alta

resolución para la captura de choques.

La perspectiva de este trabajo, presenta una formulación general sin simetŕıas, la cual,

en tono ascendente, va desde los casos menos dif́ıciles hasta los casos más complicados.

Esto es, se estudia el caso de gases en el espacio-tiempo de Minkowski en una dimen-

sión cartesiana, posteriormente la acreción radial de gas en un hoyo negro esféricamente

simétrico y después la acreción de gas con simetrias axial y ecuatorial en hoyos negros.

Durante este proceso se presentan diferentes pruebas numéricas y f́ısicas para validar los

resultados obtenidos. Por otra parte, en cada uno de estos pasos, se presenta una apli-

cación f́ısica a un problema en espećıfico. En el caso de simetŕıa esférica, se presenta un

1Tésis de Doctorado.



ii

modelo de acreción de materia oscura colisionante; en el caso de acrecion con simetŕıas

axial y ecuatorial, se estudia la acreción de Bondi-Hoyle relativista y sus posibles aplica-

ciones en astrof́ısica. Por otra parte, aunque no se muestran de forma muy espećıfica, se

presentan dos trabajos académicos. El primero de éstos, está relacionado con la solución

exacta del problema de Riemann relativista 1D, en un espacio-tiempo de Minkowski y el

segundo con la implementación de dos ejemplos clásicos en hidrodinámica relativista, el

problema de la onda explosiva y el modelo de estrellas de Tolman-Oppenheimer-Volkoff.

Finalmente, es bueno recalcar, que este trabajo es el resultado de varias etapas, las cua-

les incluyen trabajos de acreción de materia oscura escalar y materia exótica.
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2.7. Estructura caracteŕıstica de las Ecuaciones de Euler Relativistas . . . . 32

3. MÉTODOS NUMÉRICOS 39
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Caṕıtulo1
INTRODUCCIÓN

Hoy en d́ıa, una descripción correcta de los flujos relativistas que involucran choques

fuertes está relacionada con un gran número de problemas importantes en f́ısica y as-

trof́ısica. Los flujos relativistas se encuentran en jets galácticos y estelares, en colisiones

de iones a altas enerǵıas y posiblemente en escenarios en los que objetos acretores se

desplazan a velocidades supersónicas en un gas, como los hoyos negros super-pateados

resultantes de una colisión de dos hoyos negros.

De particular importancia es la evolución de materia alrededor de objetos compactos,

que aparece como el modelo más común para explicar los estallidos de alta enerǵıa, ya

sea en sistemas binarios con objetos de masas estelares, o los hoyos negros supermasivos,

que se considera que pueden ser los responsables de activar los núcleos de muchas

galaxias. En otro tenor, incluso el colapso nuclear de supernovas es otro escenario en

el que el campo gravitacional fuerte juega un papel importante sobre el desarrollo del

material del sistema.

En particular, la astrof́ısica de altas enerǵıas está en buena parte asociada a los procesos
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de acreción de gas en hoyos negros. Los hoyos negros son objetos teóricos fruto de una

de las más elegantes teoŕıas de las que dispone la f́ısica moderna: La relatividad general.

Pero la pregunta en cuestión es: ¿existen realmente estos objetos en el universo? y en

caso de existir, ¿pueden ser observados a pesar de que ningún tipo de radiación puede

escapar de ellos?. La respuesta es que no pueden ser observados directamente, pero

su presencia y propiedades (como momento angular, masa y carga) se pueden inferir a

partir de los efectos que provocan a su alrededor. Los sistemas binarios son un escenario

que permite determinar si uno de los componentes es un hoyo negro, debido a la masa

inferida obtenida de las órbitas del sistema, o sistemas como Sgr A∗, que es una región

en la que las estrellas presentan trayectorias muy peculiares que permiten inferir la

presencia de un hoyo negro supermasivo.

Por otra parte, las observaciones indican que hay procesos en regiones localizadas del

cielo, cuya causa ha de ser la presencia de un objeto compacto, en particular si se asume

la presencia de un hoyo negro. Tales procesos involucran el estudio o modelado del com-

portamiento de gas alrededor del objeto, que debido al campo gravitacional y campos

magnéticos que pueden desarrollarse en esa región, sufren procesos termodinámicos que

eventualmente podŕıan ser responsables de las emisiones de estallidos de rayos X y γ.

Un escenario común supone que en torno a los hoyos negros hay discos de acreción

compuestos por gas, que debido a las altas temperaturas producidas por su viscosidad,

emiten en rayos X y rayos γ en un rango de enerǵıas de 10KeV y unos cientos de KeV.

El espectro cotejado entre el modelo y las observaciones depende, por supuesto, de las

propiedades del hoyo negro, del gas y del campo magnético generado posiblemente por

el gas o debido al hoyo negro.

En otros escenarios, se considera que el gas evoluciona de una manera menos simétrica

que en las configuraciones discoidales, y en su lugar se considera que actúa como viento,

cuya extensión es enorme comparada con el tamaño del hoyo negro, y que se desplaza con

cierta velocidad con respecto a éste. Se espera que este escenario, al igual que el de los
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discos, sea un ingrediente que permita asociar algunas observaciones y potencialmente

permita inferir propiedades del sistema.

El estudio de la evolución del gas, se convierte aśı en un ingrediente importante en

este tipo de modelos. El punto es que su evolución estará dictada no solamente por las

ecuaciones que describen a los gases, sino que éstas deberán estar acopladas al campo

gravitacional del objeto acretor. La teoŕıa Newtoniana es, en muchos casos, suficiente

para el análisis del sistema. Sin embargo, si la masa del objeto compacto es mayor que

la masa máxima posible para una estrella de neutrones (∼ 3M⊙), entonces estamos ante

la necesidad de considerar la teoŕıa de la relatividad general, diseñada para atender los

problemas asociados a los sistemas con campos gravitacionales fuertes.

Por ello, se considera que es de gran importancia formular de manera sólida la evolución

de gas en espacio-tiempos curvos y para ello, en este trabajo, se estudia la acreción de

vientos en hoyos negros bajo distintas circunstancias.

Como un primer paso sólido, en este trabajo se presenta la acreción de Bondi-Hoyle

relativista como potencial candidato para el estudio de hoyos negros interactuando

con la materia. Dicha acreción consiste en la evolución de un gas homogéneamente

distribuido moviéndose uniformemente hacia un hoyo negro. Una caracteŕıstica esencial

en este trabajo es que cuando el gas es inyectado con velocidad supersónica, el sistema

se aproxima a un estado cuasiestacionario caracterizado por la formación de un cono

de choque, el cual, puede vibrar u oscilar. Dichas oscilaciones son comparadas con las

emisiones de rayos X y rayos γ que pueden ser emitidas de un sistema binario, en el

cual se hospeda un hoyo negro, lo que se puede comparar con algunas observaciones y

posiblemente inferir algunas propiedades de la fuente, ya sea del hoyo negro o del gas

que lo rodea.

En este trabajo se presenta la evolución de gases neutros en el espacio-tiempo curvo

de un hoyo negro, como parte de un proyecto que involucra a futuro la inclusión de
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efectos magnetohidrodinámicos y procesos radiativos. Dichos gases son modelados con

la ecuación de estado para un gas ideal, en el cual todas part́ıculas son bariones que

tienen la misma masa. Por otra parte, se asume que el fluido es adecuadamente descrito

estudiando las propiedades de un colectivo de part́ıculas dentro de pequeños volúmenes

del fluido. El tamaño de estos elementos del fluido es mucho más grande que el camino

libre promedio de cada part́ıcula, lo cual sugiere que cada elemento de volumen del

fluido está en equilibrio térmico.

Con estas condiciones, en este trabajo, se presenta la descripción de la implementación

numérica necesaria para resolver las ecuaciones de Euler relativistas en un espacio-

tiempo curvo fijo, la cual está basada en los métodos numéricos de alta resolución para

la captura de choques HRSC (siglas en inglés). La razón para usar estos métodos es

que, por lo general, las ecuaciones de Euler desarrollan choques y discontinuidades en

las variables de estado, los cuales no pueden ser tratadas con métodos más convencio-

nales para resolver ecuaciones diferenciales parciales, cómo lo son las diferencias finitas.

Los esquemas HRSC están basados en los métodos de volúmenes finitos, en los que se

considera que el problema está definido en una malla de puntos que definen una es-

tructura de celdas sobre el espacio-tiempo. Por otra parte, estos métodos consisten en

discretizar la forma integral de las ecuaciones de Euler, para aśı obtener una solución

débil de ellas. Vale la pena mencionar que en esta formulación se escoge un marco de

referencia fijo desde el cual se observa el fluido, a diferencia de otras formulaciones don-

de los observadores se mueven con las part́ıculas del fluido (formulación lagrangiana);

como un ejemplo de un método Lagrangiano está el método hidrodinámico de part́ıculas

suavizadas SPH (siglas en inglés).

La perspectiva de este trabajo presenta una formulación general sin simetŕıas, la cual,

en tono ascendente, va desde los casos menos dif́ıciles hasta los casos más complicados.

Esto es, se estudia el caso de gases en el espacio-tiempo de Minkowski en una dimensión

cartesiana, posteriormente la acreción radial de gas en un hoyo negro esféricamente
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simétrico y después la acreción de gas con simetrias axial y ecuatorial en hoyos negros

para finalmente llegar al caso tres dimensional sin simetŕıas. Durante este proceso se

presentan diferentes pruebas numéricas y f́ısicas para validar los resultados obtenidos.

En cada uno de los pasos que se siguen para la elaboración de este trabajo doctoral,

se describen las sutilezas propias de cada simetŕıa o sistema coordenado. De hecho,

la experiencia indica que siempre es mucho mejor programar el caso general, debido

a que éste conforma un sistema con menos problemas. Sin embargo, con el afán de

satisfacer un aspecto formativo de un trabajo doctoral, se decidió anteponer los casos

más sencillos para ir mostrando los distintos grados de dificultad en cada etapa.



Caṕıtulo2
ECUACIONES DE EULER RELATIVISTAS EN

UN ESPACIO-TIEMPO CURVO

SECCIÓN 2.1

Introducción

El propósito principal de este caṕıtulo es básicamente describir cómo determinar la

evolución de un fluido, el cual es gobernado por las ecuaciones de Euler, en un espacio-

tiempo curvo fijo. Dichas soluciones no existen de manera anaĺıtica, por lo cual las

ecuaciones deben ser resueltas de forma numérica, haciendo uso de los computado-

res. Para construir dichas soluciones, es necesario reformular las ecuaciones de Euler

relativistas de manera adecuada para que sean integradas numéricamente.
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SECCIÓN 2.2

Formulación 3+1

La formulación 3+1 fue originalmente propuesta por [York, Jr 1979], con el fin de evo-

lucionar el campo gravitacional producido por una fuente en relatividad general, en la

cual se proponen las ecuaciones de Einstein como un problema bien planteado de valo-

res iniciales, ver [Alcubierre 2008], [Baumgarte & Shapiro 2010]. El problema de valo-

res iniciales, es un problema fundamental bien planteado en las ecuaciones diferenciales

parciales y en la dinámica clásica, donde la evolución de un sistema está determinada

únicamente por la posición y las componentes de la velocidad en un tiempo inicial.

Análogamente, se hizo para la evolución del campo gravitacional en relatividad gene-

ral. Una de las consecuencias que ésto trajo es que al intentar escribir las ecuaciones de

Einstein como un problema de Cauchy, se rompe la forma covariante de la ecuaciones.

Esta covariancia es elegante desde el punto de vista teórico, pero no permite pensar

claramente en la evolución en el tiempo del campo gravitacional, ya que la covariancia

en relatividad general establece que las leyes de la f́ısica deben tomar la misma forma en

todos los marcos de referencia; no hay distinción entre las coordenadas que se utilicen

para describir un fenómeno gravitacional. En este trabajo, aunque no se resuelven la

ecuaciones de Einstein para la geometŕıa, se utilizan los conceptos de la descomposición

3+1 para escribir las ecuaciones de la hidrodinámica en un espacio-tiempo curvo fi-

jo, esto quiere decir que el espacio-tiempo no evoluciona de forma acoplada con las

ecuaciones de Euler relativistas.
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SECCIÓN 2.3

Foliación del espacio-tiempo

Para empezar, es necesario aclarar que durante todo este trabajo se considera que el

espacio-tiempo es fijo. Por esta razón, durante esta sección solo se describirán los ele-

mentos básicos asociados a la descomposición 3+1 del espacio-tiempo y no se tendrá en

cuenta la evolución de la geometŕıa asociada a éste.

Como punto de partida, se considera un espacio-tiempo con métrica gαβ, el cual es

descompuesto en hipersuperficies tridimensionales espaciales Σ a lo largo de la dirección

temporal. Dichas hipersuperficies son variedades, cuyos campos de vectores tangentes

son tipo espacio. En la Figura 2.1 se muestra la foliación del espacio-tiempo donde n

es un vector normal a las hipersuperficies. De esta forma, la geometŕıa de una región

del espacio-tiempo contenida entre dos de estas hipersuperficies es determinada por los

siguientes ingredientes, ver Figura 2.2:

El lapso de tiempo propio dτ = α(t, xi)dt entre dos hipersuperficies medido por

observadores que se mueven en la dirección normal a dichas hipersuperficies, don-

de α es conocida como la función lapso y dichos observadores son comúnmente

llamados “observadores Eulerianos”.

La velocidad relativa βi entre los observadores Eulerianos y la ĺınea de coordenada

espacial xi constante es comúnmente llamado vector desplazamiento y viene dado

por la relación xi
t+δt = xi

t − βidt. Dicho vector es tridimensional y es tangente a

la hipersuperficie Σ.

La métrica γij inducida por la métrica gαβ sobre las hipersuperficies espaciales Σ.

El elemento de ĺınea asociado a ésta, mide las distancias propias dentro de dichas

hipersuperfices, dl = γijdx
idxj . Los indices i, j corren de 1 hasta 3.
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Σ1

Σ2

Σ3

t1

t2

t3

n

Figura 2.1: Foliación del espacio-tiempo siguiendo la descomposición 3+1.

Finalmente, la curvatura extŕınseca se define en términos de lo que le ocurre

al vector normal n al ser transportado paralelamente de un sitio a otro de la

hipersuperficie. Espećıficamente, el tensor de curvatura extŕınseca Kαβ, es una

medida del cambio del vector normal bajo transporte paralelo.

Por otra parte, el vector normal a las hipersuperficies n, es un vector tipo-tiempo que

permite conectar éstas mediante las funciones α y βi. Las componentes de dicho vector

vienen dadas por el gradiente normalizado de una función global t asociada a la foliación

nµ = − ∇µt
√

−∇µt∇µt
, (2.1)

donde
√

−∇µt∇µt = 1/α es la norma de ∇µt, las componentes de la 1-forma asociada

son nµ = gµνn
ν , garantizando que n es un vector tipo-tiempo, esto es, el vector n



Foliación del espacio-tiempo 10

t + δt

t

xi xi

xi

- βi

αdt

dt

Ĺınea Normal
Ĺınea Coordenada

Figura 2.2: Ingredientes geométricos de una región dada del espacio-tiempo contenida

entre dos hipersuperficies espaciales.

satisface la relación nµnµ = −1.

Otra cantidad importante es el operador proyección espacial P µ
ν , definido por la siguien-

te expresión

P µ
ν = δµν + nµnν , (2.2)

donde δµν es la delta de Kronecker. La métrica espacial inducida γµν se encuentra apli-

cando este operador a la 4-métrica del espacio-tiempo gµν :

γµν = gµν + nµnν . (2.3)

Es importante recalcar que γµν es totalmente espacial, lo cual quiere decir que está de-

finida como una 2-forma sobre la hipersuperficie Σ, de tal forma que nµγµν = 0.

Con estos ingredientes el elemento de ĺınea 4-dimensional puede escribirse en términos
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de las funciones α, βi, γij como

ds2 = −α2dt2 + γij(dx
i + βidt)(dxj + βjdt), (2.4)

donde las componentes covariantes y contravariantes del tensor métrico están dadas por

las siguientes expresiones

gµν =





−α2 + βkβ
k βi

βj γij



 , (2.5)

gµν =





− 1
α2

βj

α2

βi

α2 γij − βiβj

α2



 . (2.6)

De aqúı en adelante, los ı́ndices de los vectores y tensores espaciales, serán subidos y

bajados con la métrica espacial γij, ejemplo, βi = γijβ
j. Por otra parte, de (2.4) se

obtiene que
√
g = α

√
γ, (2.7)

donde g y γ son los determinantes de gµν y γij respectivamente. Espećıficamente, las

componentes del vector n vienen dadas por

nµ =
1

α
(1,−βi), nµ = α(−1, 0), (2.8)

donde el signo menos de la componente temporal de la 1-forma establece que n apunta

hacia el futuro. Nótese que este vector unitario corresponde a la 4-velocidad de los

observadores Eulerianos. Además, asociado a este observador, se puede definir una base

adaptada de vectores

e(µ) = {n, ∂i}, (2.9)

donde ∂i son los tres vectores coordenados tangentes a la hipersuperficie t = constante,

que se pueden escribir como
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(∂j)µ = (βj , γij). (2.10)

Nótese que n · ∂i = 0, es decir, el vector n es ortogonal a los tres vectores base ∂i.

SECCIÓN 2.4

Hoyos negros esféricamente simétricos

Una de las soluciones más simples de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo corresponde

a un espacio-tiempo que describe el exterior de un campo gravitatorio estático, esférica-

mente simétrico, sin carga y sin rotación. La métrica asociada a dicho espacio-tiempo se

conoce como el espacio-tiempo de Schwarzschild, en honor a Karl Schwarzschild quien

la calculó en 1916 [Schwarzschild 1916]. El elemento de ĺınea de Schwarzschild, en su

forma original, está dado por la siguiente expresión

ds2 = −
(

1− 2M

r

)

dt2 +

(

1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (2.11)

donde M es la masa del objeto central, en nuestro caso un hoyo negro, y las coorde-

nadas (t, r, θ, φ) se conocen como “coordenadas de Schwarzschild”. En particular, la

coordenada radial se llama el “radio de área”debido a que en estas coordenadas el área

de una esfera es siempre 4πr2.

Entre las propiedades de la métrica anterior podemos notar el hecho de que es asintó-

ticamente plana, es decir, en el ĺımite r → ∞ la métrica es la métrica del espacio-

tiempo de Minkowski. Esto último era de esperarse, ya que el campo gravitacional

de un objeto disminuye a medida que uno se aleja de éste. Por otra parte, se puede

observar que cuando r = 0 y r = 2M las componentes de la métrica son singulares. Es

bien conocido de la literatura [Schutz 2009], que la singularidad en r = 0 es f́ısica, lo

cual quiere decir que el campo gravitacional ah́ı es infinito. Sin embargo, la singularidad
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en r = 2M es ocasionada por un problema en el sistema de coordenadas utilizado. A la

distancia r = 2M se le conoce como “radio de Schwarzschild” o “radio del horizonte de

eventos”. El horizonte de eventos es una 3-superficie nula (S2 × R), entre dos regiones

desconectadas causalmente. En palabras más técnicas, si se considera el futuro infinito

nulo y se mira a su pasado causal, la frontera del pasado causal es conocida como

horizonte de eventos.

Por otra parte, tener un entendimiento local del espacio-tiempo es muy ilustrativo 1,

ya que es posible ver cómo los conos de luz asociados a un espacio-tiempo se orientan

cuando llegan al hoyo negro. Para ésto último, las geodésicas radiales nulas (trayectorias

que sigue la luz en un espacio-tiempo curvo) con θ y φ constantes, sirven para visualizar

la estructura causal, (conos de luz), del espacio-tiempo de Schwarzschild. De esta forma,

si se toma ds2 = 0, es decir, la condición que cumplen las 2-esferas nulas del espacio-

tiempo, se tiene que

dt

dr
= ± 1

(1− 2M
r
)
, (2.12)

lo cual corresponde a la pendiente de las curvas que definen los conos de luz en cada

punto de cada 2-esfera de radio r. Como se puede observar en la Figura 2.3, cuando

r → ∞ los conos de luz se encuentran a 45o como en el espacio-tiempo de Minkowski
(

ĺım
r→∞

dt

dr
= ±1

)

. Por otro lado, al aproximarse a la superficie r = 2M , los conos de

luz tienen una pendiente que diverge

(

ĺım
r=2M

dt

dr
= ±∞

)

. De esta forma, los conos de

luz se cierran al acercarnos a r = 2M , lo cual muestra la naturaleza singular de las

coordenadas de Schwarzschild en el horizonte de eventos, tal como se muestra en la

1Es bueno y saludable hacer mención que se han realizado trabajos que contienen el futuro in-

finito nulo dentro del dominio numérico. Esto se lleva a cabo v́ıa técnicas de compactificación, las

cuales pueden ser estudiadas en detalle, con sus diversas aplicaciones, por ejemplo en las siguientes re-

ferencias [Malec & Murchadha 2003, Moncrief & Rinne 2009, Zenginoglu 2008, González et al. 2009,

Cruz-Osorio et al. 2010, Lora-Clavijo et al. 2010, Cruz-Osorio et al. 2011].
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Figura 2.3.
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Figura 2.3: Estructura de conos de luz del espacio-tiempo de Schwarzschild en coor-

denadas de Schwarzschild, donde t y r están en unidades de M . Las ĺıneas continuas

rojas, corresponden a las geodésicas nulas salientes, mientras que las ĺıneas punteadas

verdes, corresponden a las geodésicas nulas entrantes.

Finalmente, la naturaleza singular de las coordenadas Schwarzschild no es muy satis-

factoria, ya que ds2 en el horizonte de eventos es singular y siendo el elemento de

ĺınea y las componentes de la métrica gµν los ingredientes esenciales para describir

la geometŕıa del espacio-tiempo, todo se daña. Por esta razón, se considera un nuevo

sistema de coordenadas que no tiene el problema y permite que los conos de luz se

orienten de manera natural hacia el hoyo negro. De hecho, uno de los propósitos de

este trabajo para mejorar lo que se ha hecho hasta ahora con coordenadas singulares,

es considerar estas coordenadas no singulares para el estudio de problemas astrof́ısicos,
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ya que en muchos de los trabajos realizados en la actualidad, se usan las coordenadas

de Schwarzschild, ver por ejemplo [Font & Ibáñez 1998, Donmez et al. 2011].

Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Otro sistema de coordenadas usado en la literatura es el sistema de coordenadas de

Eddington-Finkelstein, el cual, a diferencia del sistema de coordenadas de Schwarzs-

child, no es singular en el horizonte de eventos. Dicho sistema de coordenadas fue

propuesto por Eddington en 1924 [Eddington 1924], y re-descubierto por Finkelstein en

1958 [Finkelstein 1958]. Estas coordenadas pueden derivarse considerando las trayecto-

rias radiales nulas, las cuales se pueden obtener de la métrica (2.11) como:

ds2 = −
(

1− 2M

r

)

dt2 +

(

1− 2M

r

)−1

dr2 = 0, (2.13)

lo cual implica, casi de manera directa, la ecuación (2.12). Esta ecuación puede inte-

grarse fácilmente para obtener:

t = r∗ + cte, (2.14)

donde

r∗ = r + 2M ln
∣

∣

∣

r

2M
− 1
∣

∣

∣
. (2.15)

El signo + corresponde a geodésicas nulas que se mueven hacia afuera (“salientes”), y el

signo − a geodésicas nulas que se mueven hacia adentro (“entrantes”). La función r∗ se

conoce en la literatura como el “radio de tortuga”. Consideremos ahora una coordenada

U definida por

U = t+ r∗, (2.16)
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y definamos una transformación de las coordenadas de (t, r) a las nuevas coordenadas

(U, r). Nótese que dicha transformación de coordenadas es singular en r = 2M , pero

esto es precisamente lo que se requiere si se desea eliminar la singularidad que las

coordenadas originales tienen en el horizonte de eventos. En términos de estas nuevas

coordenadas, la métrica de Schwarzschild se transforma en:

ds2 = −
(

1− 2M

r

)

dU2 + 2dUdr + r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (2.17)

Esta es la métrica de Schwarzschild en las llamadas coordenadas de Eddington-Finkelstein.

Las trayectorias de geodésicas nulas en estas coordenadas cumplen con las condiciones

dU

dr
= 0 → (entrantes), (2.18)

dU

dr
=

2

1− 2M
r

→ (salientes), (2.19)

donde U es una coordenada nula. Finalmente, considerando la transformación de coor-

denadas (U, r) → (t̃, r), donde

t̃ = U − r = t+ 2M ln
∣

∣

∣

r

2M
− 1
∣

∣

∣
, (2.20)

se tiene que la forma final de la métrica de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-

Finkelstein es:

ds2 = −
(

1− 2M

r

)

dt̃2 +
4M

r
dt̃dr +

(

1 +
2M

r

)

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (2.21)

De esta forma, haciendo nuevamente ds2 = 0 para θ y φ constantes, se obtiene que las

esferas nulas de radio r vienen dadas por las ecuaciones
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dr

dt̃
= −1 → (entrantes), (2.22)

dr

dt̃
=

1− 2M
r

1 + 2M
r

→ (salientes). (2.23)

En este sistema de coordenadas, las geodésicas nulas entrantes en cada punto de la 2-

esfera tienen pendiente constante dr/dt̃ = −1, como en el espacio-tiempo de Minkowski

y cruzan el radio de Schwarzschild sin ningún problema, con los conos de luz abiertos.

Las geodésicas “salientes”, en cambio, tienen pendiente positiva para r > 2M , tienen

pendiente infinita para r = 2M y tienen pendiente negativa (es decir, entran en vez de

salir) para r < 2M . Como todas las geodésicas nulas entran para r < 2M , debemos

concluir que esta región no puede tener ninguna influencia causal sobre el exterior,

es decir, está causalmente desconectada del exterior. Estas propiedades de la métrica

se ilustran en la Figura 2.4, donde se muestra la estructura de los conos de luz del

espacio-tiempo de un hoyo negro de Schwarzschild.

Finalmente, a partir de (2.4), las funciones α, βi y γij , en la versión 3 + 1 del espacio-

tiempo son:

α =
1

√

1 + 2M
r

, (2.24)

βi =

(

2M

r

1

1 + 2M
r

, 0, 0

)

, (2.25)

γij = diag

(

1 +
2M

r
, r2, r2 sin2 θ

)

. (2.26)
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Figura 2.4: Espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkestein.

Las trayectorias nulas salientes del espacio-tiempo (geodésicas nulas salientes) van al fu-

turo infinito nulo J +. Como en el caso anterior, las ĺıneas rojas continuas, corresponden

a las geodésicas nulas salientes, mientras que las ĺıneas punteadas verdes, corresponden

a las geodésicas nulas entrantes. t y r están en unidades de M .

SECCIÓN 2.5

Hoyos negros axialmente simétricos

La solución para un hoyo negro con mometo angular fue encontrada por Kerr en 1963

y a diferencia del caso de Schwarzschild, la solución de Kerr es axialmente simétrica

[Kerr 1963]. Existen dos sistemas de coordenadas comúnmente usados para describir

este espacio-tiempo: las coordenadas de Boyer-Lindquist y las coordenadas de Kerr-

Schild.
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Coordenadas de Boyer-Lindquist

Las coordenadas de Boyer-Lindquist son una generalización de las coordenadas de Sch-

warzschild para un espacio-tiempo estacionario, con simetŕıa axial y asintóticamente

plano. El elemento de ĺınea escrito en dichas coordenadas es de la forma:

ds2 = −
(

∆− a2 sin2 θ

Σ

)

dt2 − 4
aMr sin2 θ

Σ
dtdφ+

Σ

∆
dr2 + Σdθ2

+

[

(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ

Σ

]

sin2 θdφ2,

con

Σ = r2 + a2 cos2 θ, (2.27)

y

∆ = r2 − 2Mr + a2, (2.28)

donde M y a son parámetros libres que tienen una interpretación f́ısica directa: M es

la masa de hoyo negro, como en el caso de Schwarzschild, y J = aM es su momento

angular. Como en el caso de la solución de Schwarzschild, que es la única solución

esféricamente simétrica de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo (teorema de Birkhoff),

la solución de Kerr es la única solución estacionaria con simetŕıa axial de las ecuaciones

de Einstein en el vaćıo.

Como se puede observar, la métrica de Kerr es singular en Σ = 0 y en ∆ = 0. Análo-

gamente al caso de Schwarzschild, la singularidad en Σ = 0 es real, pero la estructura

de esta singularidad es mucho más compleja que en el caso de Schwarzschild, y en el

caso de Kerr, resulta tener la estructura de un anillo. Por otra parte, la singularidad
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en ∆ = 0 no es real y es posible demostrar que esta singularidad se debe al sistema de

coordenadas usado.

Espećıficamente para el caso en el que ∆ = 0, se tiene la siguiente estructura:

La singularidad no existe si a > M , pues en este caso no existen soluciones de

la ecuación r2 − 2Mr + a2 = 0. De hecho cuando esto sucede, se dice que la

singularidad gravitacional no tiene horizonte de eventos (singularidad desnuda) y

consecuentemente la métrica no representa un hoyo negro de Kerr.

De esto último se tiene que el valor máximo permitido para el valor del parámetro

de rotación a es a = M , correspondiente a un hoyo negro con momento angular

J = M2. Un hoyo negro con este momento angular se conoce como hoyo negro

extremo.

Finalmente, en el caso en que a ≤ M , la solución de la ecuación es:

r± = M ±
√
M2 − a2. (2.29)

La superficie r+ resulta ser el horizonte de eventos y en estas coordenadas ds2 es singular

ah́ı. Por otra parte, la superficie r− es una singularidad de coordenadas dentro del

horizonte de eventos del hoyo negro.

Otra propiedad muy importante de la estructura de los hoyos negros de Kerr que los

diferencia de los hoyos negros de Schwarzschild, es la presencia de una región llamada

ergósfera. Consideremos la componente g00 de la métrica (2.27):

g00 = −∆− a2 sin2 θ

Σ
. (2.30)

Es directo ver que la componente g00 de la métrica de Kerr se vuelve cero siempre que:

∆− a2 sin2 θ = r2 + a2 cos2 θ − 2Mr = 0, (2.31)
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cuyas soluciones están dadas por:

r = M ±
√
M2 − a2 cos2 θ. (2.32)

Parte de la región delimitada por esta solución siempre está fuera del hoyo negro. A

dicha región

r+ < r < M +
√
M2 − a2 cos2 θ, (2.33)

se le conoce como la ergósfera del hoyo negro. Como se puede ver, la ergósfera tiene

su máxima extensión en el ecuador y se reduce a cero en los polos. Por otra parte, el

significado de que g00 sea mayor que cero es que un objeto f́ısico no puede permanecer

en reposo en esa región, pues eso seŕıa equivalente a moverse más rápido que la luz.

Entonces, los objetos materiales dentro de la ergósfera del espacio-tiempo de Kerr deben

rotar en la dirección de rotación del hoyo negro. Esto se conoce como el arrastre de

marcos inerciales. Los objetos dentro de la ergósfera aún pueden escapar al infinito,

pero no pueden evitar rotar. La Figura 2.5 ilustra las diferentes regiones del espacio-

tiempo de Kerr.

Coordenadas de Kerr-Schild

Otro sistema de coordenadas importante, en el cual los conos de luz no son singulares

en el horizonte de eventos y permite que las hipersuperficies espaciales penetren dicho

horizonte de eventos de manera natural, es el sistema de coordenadas de Kerr-Schild.

Dichas coordenadas tienen la propiedad importante, como en el caso de coordenadas

de Eddington-Finkelstein, que en el horizonte de eventos ds2 no es singular. Las coor-

denadas de Kerr-Schild se pueden relacionar con las coordenadas de Boyer-Lindquist

por medio de las siguientes transformaciones:
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Figura 2.5: Figura esquemática del espacio-tiempo de Kerr que ilustra las diferentes

regiones de un hoyo negro rotante, estacionario y axialmente simétrico.

t̃ = U − r, (2.34)

x+ iy = (r − ia)eiφ sin θ, (2.35)

z = r cos θ. (2.36)

Algunas veces es conveniente escribir las anteriores relaciones de forma mas expĺıcita

como:

x = (r cosφ+ a sinφ) sin θ =
√
r2 + a2 cos

[

φ− arctan
(a

r

)]

sin θ, (2.37)

y = (r sinφ− a cosφ) sin θ =
√
r2 + a2 sin

[

φ− arctan
(a

r

)]

sin θ, (2.38)

de donde se puede deducir que:

x2 + y2

sin2 θ
− z2

cos2 θ
= a2, (2.39)
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lo cual es equivalente a:

x2 + y2

r2 + a2
+

z2

r2
= 1. (2.40)

En términos de las coordenadas de Kerr-Schild (t̃, x, y, z), el elemento de ĺınea de Kerr

toma la siguiente forma:

ds2 = gµνdx
µdxν =

(

ηµν +
2Mr3

r4 + a2z2
lµlν

)

dxµdxν , (2.41)

donde ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) es la métrica de Minkowski y

lµ =

(

1,
rx+ ay

r2 + a2
,
ry − ax

r2 + a2
,
z

r

)

, (2.42)

es un vector nulo con respecto a gµν y ηµν . Por otra parte, las componentes contrava-

riantes de la métrica toman la forma

gµν = ηµν − 2Mr3

r4 + a2z2
lµlν , (2.43)

con

lµ =

(

−1,
rx+ ay

r2 + a2
,
ry − ax

r2 + a2
,
z

r

)

. (2.44)

Cabe aclarar que el valor de la coordenada r en términos de las coordenadas (x, y, z)

puede obtenerse de resolver la ecuación algebraica (2.40), de tal forma que:

r(x, y, z) =

√

R2 − a2 +
√

(R2 − a2)2 + 4a2z2

2
, (2.45)

donde R2 = x2 + y2 + z2 y las raices positivas se escogen de tal manera que lejos del

hoyo negro, r → R.
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Finalmente, es posible identificar las funciones de la descomposición 3+1 para la métrica

de Kerr en coordenadas de Kerr-Schild como:

α =
1

1 + 2H
, (2.46)

βi =
2Hli

1 + 2H
, (2.47)

βi = 2Hli, (2.48)

γij = δij + 2Hlilj , (2.49)

γij = δij − 2Hlilj
(

1− 2H

1 + 2H

)

, (2.50)

donde H = Mr3

r4+a2z2
.

SECCIÓN 2.6

Ecuaciones de Euler Relativistas: Formulación

Conservativa Euleriana

La mayoŕıa de los enfoques que se usan para la solución numérica de las ecuaciones

de Euler relativistas en un espacio-tiempo curvo fijo están basadas en la formulación

3 + 1, del espacio-tiempo. Especialmente, este trabajo está enfocado en la formulación

relativista general de las ecuaciones de Euler introducida por Mart́ı, Ibáñez y Miralles

en 1991 [Mart́ı et al. 1991].

Esta formulación se diseñó principalmente para tomar ventaja del carácter hiperbólico



Ecuaciones de Euler Relativistas: Formulación Conservativa Euleriana 25

y conservativo de las ecuaciones de Euler relativistas. Desde el punto de vista numérico,

la naturaleza hiperbólica y conservativa de dichas ecuaciones permite el uso de esque-

mas basados en los campos caracteŕısticos del sistema, brindando aśı a la hidrodinámica

relativista el uso de herramientas computacionales ya conocidas en dinámica de flui-

dos clásica. Además, este procedimiento se aparta de los enfoques donde los términos

disipativos eran usados para lidiar con soluciones discontinuas.

Las ecuaciones que describen la evolución de un fluido relativista en relatividad general,

provienen de la conservación local del tensor enerǵıa momento T µν (identidades de

Bianchi) y de la conservación local de la densidad de corriente de materia Jµ (ecuación

de continuidad):

∇µT
µν = 0, (2.51)

∇µJ
µ = 0. (2.52)

Como es usual, ∇µ es la derivada covariante asociada a la métrica 4-dimensional gµν del

espacio-tiempo. La densidad de corriente de materia está dada por Jµ = ρ0u
µ, donde uµ

representa la cuatro-velocidad del fluido y ρ0 la densidad de masa en reposo del fluido.

Durante este trabajo, se considera que el tensor enerǵıa momento es el de un fluido

perfecto, es decir, dentro del marco de fluido, no se consideran efectos de transferencia

de calor ni efectos de viscosidad. Las componentes de dicho tensor, están dadas por

T µν = ρohu
µuν + pgµν , (2.53)

donde p es la presión y h es la entalṕıa interna espećıfica del fluido

h = 1 + ǫ+
p

ρo
. (2.54)

En esta última expresión, ǫ representa la enerǵıa interna espećıfica de dicho fluido. Por
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otra parte, de las relaciones obtenidas anteriormente para los observadores Eulerianos,

espećıficamente de las ecuaciones (2.8), se puede expresar la cuatro-velocidad uµ de la

siguiente manera:

u0 =
W

α
, ui = W

(

vi − βi

α

)

, (2.55)

donde se ha definido el factor de Lorentz W como

W =
1

√

1− γijvivj
, (2.56)

y las vi son las componentes de la velocidad del gas medidas por un observador Eule-

riano.

La primera de las ecuaciones de la hidrodinámica relativista, como se mencionó antes,

puede ser obtenida a partir de la conservación local de la densidad de corriente de

materia, (2.52). Dicha ecuación puede ser reformulada como:

1√−g
∂µ(

√−gρ0u
µ) =

1√−g
∂0(

√−gρ0u
0) +

1√−g
∂i(

√−gρ0u
i), (2.57)

donde g es el determinate de la métrica gµν . Ahora, sustituyendo las expresiones (2.55)

y (2.7) en esta última ecuación se obtiene

∂0(
√
γρ0W ) + ∂i

[

α
√
γρ0W

(

vi − βi

α

)]

= 0, (2.58)

la cual constituye la primera de las ecuaciones de Euler. Por otra parte, las ecuaciones

restantes son obtenidas de proyectar la conservación local del tensor enerǵıa-momento

(2.51), sobre la base Euleriana (2.10). Dicha proyección puede escribirse de la siguiente

forma

∇µ(T
µνe(σ)ν) = T µν∇µ(e(σ)ν), (2.59)

donde se ha tenido en cuenta que (∇µT
µν) = 0.
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La primera de estas cuatro ecuaciones corresponde al ı́ndice σ = 0 de la base euleriana,

esto es

∇µ(T
µνe(0)ν) = T µν∇µ(e(0)ν), (2.60)

donde e(0)ν = nν . Espećıficamente, esta última expresión corresponde a proyectar la

conservación local del tensor enerǵıa momento a lo largo del vector normal a las hi-

persuperficies de t = constante. Esta ecuación, análogamente a la primera ecuación de

Euler, puede ser reescrita de la siguiente forma

1√−g
∂µ(

√
−gT µνnν) = T µν∇µnν . (2.61)

A partir de la definición (2.8) y después de cierto cálculo algebraico, es posible mostrar

que la anterior ecuación se puede escribir como

−∂0(α
2√γT 00)− ∂i(α

2√γT 0i) =
√−gT µν∇µnν . (2.62)

Ahora, considerando que las componentes del tensor enerǵıa momento pueden ser es-

critas en términos de la velocidad medida por los observadores Eulerianos, ver (2.55)

T 00 =
ρ0hW

2 − p

α2
, (2.63)

T 0i =
ρ0hW

2

α

(

vi − βi

α

)

+ p
βi

α2
, (2.64)

la ecuación (2.62) toma la siguiente forma

−∂0[
√
γ(ρ0hW

2 − p)] − ∂i

{

α
√
γ

[(

vi − βi

α

)

(ρ0hW
2 − p) + vip

]}

= α
√
γT µν∇µnν . (2.65)
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Finalmente, para obtener la segunda de las ecuaciones de Euler en un espacio-tiempo

curvo, de forma expĺıcita, se debe reescribir el término de la fuente T µν∇µnν . Para esto

se considera la definición de la derivada covariante [Schutz 2009, Wald 1984]

∇µnν = ∂µnν − nδΓ
δ
µν , (2.66)

donde Γδ
µν son los śımbolos de Christoffel. Haciendo uso de esta definición y tomando

en cuenta que nµ = (−α, 0, 0, 0), se encuentra que el término de fuente, en la ecuación

(2.65), toma la forma final

T µν∇µnν = −T µ0∂µα+ αT µνΓ0
µν . (2.67)

Con esto último, la expresión para la segunda ecuación de Euler es:

∂0[
√
γ(ρ0hW

2 − p− ρ0W )] + ∂i

{

α
√
γ

[(

vi − βi

α

)

(ρ0hW
2 − p− ρ0W ) + vip

]}

= α
√
γ(T µ0∂µα− αT µνΓ0

µν), (2.68)

donde se ha restado la ecuación de conservación de la masa (2.58) para dar la forma

final de esta última ecuación.

Las restantes tres ecuaciones correponden al indice σ = j

∇µ(T
µνe(j)ν) = T µν∇µ(e(j)ν), (2.69)

donde e(j)ν = (∂j)ν = (βj, γij) son las componentes de los tres vectores coordenados

tangentes a las hipersuperficies espaciales. De igual forma que en los casos anteriores,

esta última ecuación puede reescribirse de la siguiente manera

1√−g
∂µ(

√−gT µν∂(i)ν) = T µν∇µ(∂(i)ν), (2.70)
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que despúes de cierto cálculo algebraico, se reescribe como

∂0
[

α
√
γ
(

T 00βi + T 0jγij
)]

+ ∂k
[

α
√
γ
(

T k0βi + T kjγij
)]

= α
√
γT µν∇µ(∂(i)ν). (2.71)

Ahora, tomando en cuenta que la componente T kj puede ser escrita como (ver 2.55)

T kj = ρ0hW
2

(

vk − βk

α

)(

vj − βj

α

)

+ p

(

γkj − βkβj

α2

)

, (2.72)

y además haciendo uso de las ecuaciones (2.63, 2.64), es posible mostrar que la ecuación

(2.71) adquiere la forma

∂0
(√

γρ0hW
2vi
)

+ ∂k

{

α
√
γ

[

ρ0hW
2vi

(

vk − βk

α

)

+ pδki

]}

= α
√
γT µν∇µ(∂(i)ν). (2.73)

Por otra parte, el término de fuente T µν∇µ(∂(i)ν), haciendo uso de la definición de la

derivada covariante, es

T µν∇µ(∂(i)ν) = T µν(∂µgiν − giδΓ
δ
µν), (2.74)

dando aśı formal final a las ecuaciones de Euler restantes para un espacio-tiempo curvo

∂0
(√

γρ0hW
2vi
)

+ ∂k

{

α
√
γ

[

ρ0hW
2vi

(

vk − βk

α

)

+ pδki

]}

= α
√
γT µν(∂µgiν − giδΓ

δ
µν). (2.75)

El sistema de ecuaciones de Euler relativistas (2.58, 2.68, 2.75), puede escribirse de ma-

nera compacta como un sistema de ecuaciones conservativo de primer orden [Font et al. 2000]
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∂0 ~U + ∂i ~F i = ~S, (2.76)

donde el vector de estado a evolucionar ~U está dado en términos del conjunto de varia-

bles primitivas ~W = (ρ0, v
i, ǫ, p) como:

~U =











D̃

S̃j

τ̃











=











√
γρ0W

√
γρ0hW

2vj
√
γ(ρ0hW

2 − p− ρ0W )











, (2.77)

mientras que estas cantidades son los argumentos de la parte temporal de las ecuaciones

(2.58, 2.68) y (2.75). Además, los tres flujos vectoriales ~F i están dados por

~F i =











α
(

vi − βi

α

)

D̃

α
(

vi − βi

α

)

S̃j + α
√
γpδij

α
(

vi − βi

α

)

τ̃ + α
√
γvip











, (2.78)

y finalmente, el vector fuente ~S es

~S =











0

α
√
γ(T µν∂µgjν − T µνgjδΓ

δ
µν)

α
√
γ(T µ0∂µα− αT µνΓ0

µν)











, (2.79)

donde de nuevo, Γα
µν son los śımbolos de Christoffel usuales [Schutz 2009, Wald 1984].

Es importante mencionar que las cantidades D̃, S̃i y Ẽ = τ̃ + D̃ pueden ser escritas

como

D̃ =
√
γD, S̃i =

√
γSi, Ẽ =

√
γE, (2.80)

donde D, Si y E = τ +D son la densidad de masa en resposo relativista, la densidad de

momento en la i-ésima dirección y la densidad de enerǵıa total medidas por un observa-
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dor Euleriano, respectivamente. Dichas cantidades pueden ser obtenidas de proyectar la

densidad de corriente de materia y el tensor de enerǵıa momento de la siguiente forma

D = −nνJ
ν , (2.81)

Si = γµinνT
µν , (2.82)

E = nµnνT
µν , (2.83)

y son llamadas las variables conservativas del sistema.

Como se puede observar, el sistema de ecuaciones (2.76, 2.77, 2.78, 2.79) es un conjunto

de cinco ecuaciones para las seis variables ~W = (ρ0, v
i, ǫ, p). Por lo tanto es necesario

cerrar este sistema de ecuaciones, para lo cual se requiere una ecuación de estado (EOS)

(siglas en inglés) que relaciona normalmente la presión p, con la densidad de masa en

reposo, ρ0, y la enerǵıa interna espećıfica, ǫ

p = p(ρ0, ǫ). (2.84)

Hoy en d́ıa, las ecuaciones de estado son tan sofisticadas que tienen en cuenta procesos

f́ısicos y qúımicos tales como interacciones moleculares, cuantización, efectos relati-

vistas, f́ısica nuclear, entre otros. Sin embargo, las EOS más usadas en simulaciones

astrof́ısicas, debido a su simplicidad, son la de un gás ideal

p = (Γ− 1)ρ0ǫ, (2.85)

donde Γ es comúnmente llamado el ı́ndice adiabático y la EOS politrópica

p = KρΓ0 , (2.86)

usualmente utilizada para construir configuraciones de estrellas en equilibrio, donde K

es llamada la constante politrópica.
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Una cantidad muy importante, que se puede derivar dada una ecuación de estado, es

la velocidad del sonido relativista cs. En particular esta velocidad puede ser escrita

de la siguiente forma para una ecuación de estado como la presentada en (2.84) (ver

[Font et al. 2000])

c2s =
∂p

∂ρ

∣

∣

∣

∣

s

=
χ

h
+

p

ρ20

κ

h
, (2.87)

donde

χ =
∂p

∂ρ0

∣

∣

∣

∣

ǫ

, κ =
∂p

∂ǫ

∣

∣

∣

∣

ρ0

, (2.88)

y s es la entroṕıa por part́ıcula y ρ es la densidad total de enerǵıa en reposo, ρ = ρ0(1+ǫ).

Para el caso de una gas ideal regido por la ecuación de estado (2.85), la expresión para

la velocidad del sonido relativista reduce a

cs =

√

Γp

hρ0
. (2.89)

De aqúı en adelante, ésta última expresión, será utilizada para todas las simulaciones

numéricas.

SECCIÓN 2.7

Estructura caracteŕıstica de las Ecuaciones de Euler

Relativistas

Como se mencionó en la sección anterior, los esquemas numéricos utilizados para tratar

con problemas hidrodinámicos usan la estructura caracteŕıstica del sistema hiperbólico

de ecuaciones anteriormente visto. El cálculo de dicha estructura se lleva a cabo igno-

rando temporalmente la parte no homogénea del sistema de ecuaciones (2.76). Por otra
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parte, la forma de proceder para la obtención de los valores y vectores propios asociados

al sistema de ecuaciones de Euler relativista, es la propuesta por [Banyuls et al. (1996)].

Expandiendo el término de divergencia y tomando la parte principal ( ~S = 0) del sistema

de ecuaciones (2.76), se obtiene lo siguiente

∂0 ~U +
∂ ~F i

∂ ~U
∂i ~U = 0. (2.90)

Esta forma de escribir las ecuaciones es conocida como la forma cuasi-lineal de las

ecuaciones de balance, debido al hecho de que este conjunto de ecuaciones diferenciales

parciales son lineales en sus primeras derivadas; sin embargo, el término ∂ ~F i

∂ ~U
es depen-

diente de las variables ~U y es por śı mismo no lineal. La expresión ∂ ~F i

∂ ~U
es conocida como

la matriz Jacobiana del sistema (2.90)

Bi =
∂ ~F i

∂ ~U
. (2.91)

De esta forma la ecuación cuasi-lineal (2.90) se convierte en

∂0 ~U + Bi∂i ~U = 0. (2.92)

Este último sistema de ecuaciones se dice que es hiperbólico si cada una de las matrices

Jacobianas tienen valores propios reales distintos de cero, esto es, que las matrices Bi

son diagonalizables. De hecho, la naturaleza de los valores propios asociados a cada

matriz, permite la definición de varias clases de hiperbolicidad [Thomas 1995]:

Sistema fuertemente hiperbólico: Cada una de las matrices Jacobianas son diago-

nabilizables.

Sistema simétrico hiperbólico: Cada una de las matrices Jacobianas son diagona-

bilizables y además los valores propios asociados a cada matriz son distintos.
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Sistema estrictamente hiperbólico: Cada una de las matrices Jacobianas son dia-

gonabilizables y además los vectores propios asociados a cada matriz son lineal-

mente independientes.

Por otra parte, si la matriz Jacobiana es fuertemente hiperbólica, la evolución del vector

de estado ~U constituye un problema de evolución bien planteado, en el cual la solución

es única y depende continuamente de los datos iniciales.

Los valores y vectores propios de cada una de las matrices Bi vienen dados por la

solución del siguiente problema algebraico

det(Bi − λiI) = 0,

(Bi − λiI)ri = 0, (2.93)

donde λi denota las velocidades caracteŕısticas en la dirección i-esima (valores propios),

ri los vectores propios correspondientes e I es la matriz identidad. Debido a que en

general los flujos (2.78) dependen tanto de las variables primitivas ~W, como de las va-

riables conservativas ~U , es necesario escribir de forma expĺıcita las variables primitivias

en términos de las conservativas, aśı los flujos dependendeŕıan sólo del vector de estado

~U . Sin embargo, en general no es posible expresar las variables primitivas en términos

de las conservativas de manera anaĺıtica, ya que la ecuación algebraica resultante a

resolver es una ecuación trascendental, incluso para los casos relativistas más simples.

Por esta razón, el problema de calcular los valores y vectores propios en términos de

las variables conservativas ~U se convierte en un problema dif́ıcil de resolver.

El método a seguir, para calcular la estructura caracteŕıstica del sistema de ecuaciones

(2.76), es analizar el problema en términos de las variables primitivas [Font et al. 1994],

en lugar de las variables conservativas. De hecho, la elección adecuada de dichas varia-

bles, tal que el problema de la estructura caracteŕıstica pueda ser resuelto, es de gran
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valor práctico. Con una elección del vector de estado primitivo ~W, el sistema cuasilineal

(2.92), puede ser reformulado como

A0∂0 ~W +Ai∂i ~W = 0, (2.94)

donde

A0 =
∂ ~U
∂ ~W

, Ai =
∂ ~F i

∂ ~W
, (2.95)

son las nuevas matrices Jacobianas. De esta forma, el nuevo sistema algebraico a resolver

es

det(Ai − λ̃iA0) = 0,

(Ai − λ̄iA0)r̃i = 0. (2.96)

Aqúı λ̃i y r̃i son los valores y vectores propios del anterior sistema, respectivamente.

Después de algo de álgebra, es posible mostrar que se cumplen las siguientes relaciones

entre los dos sistemas

λi = λ̃i,

ri = A0r̃i, (2.97)

donde las matrices Bi pueden ser obtenidas a partir de la siguiente expresión

Bi =
∂ ~F i

∂ ~W
∂ ~W
∂ ~U

= Ai(A0)−1. (2.98)

Ahora, se procede a la diagonalización de este sistema, con la elección de las variables

primitivas ~W = (ρ0, v
i, ǫ) y considerando el caso de un fluido perfecto con ecuación de

estado p = p(ρ0, ǫ), como se vió en la sección anterior. Como se puede ver, las variables
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conservativas śı están dadas en términos de las primitivas, por lo tanto los flujos pueden

ser escritos en términos del vector de estado primitivo totalmente, haciendo posible el

cálculo de las matrices A, ver Apéndice A.

Finalmente, se resuelve el sistema (2.96) para obtener los valores y vectores propios y

posteriormente se recurre a las relaciones (2.97), para aśı obtener el sistema caracteŕısti-

co asociado al problema original (2.93). De esta forma, los valores y vectores propios

finales para cada matriz Ai son:

1. Matriz A1

λ1 = λ2 = λ3 = αv1 − β1, (2.99)

λ± =
α

1− V2c2s

[

v1
(

1− c2s
)

±
√

c2s (1− V2) [γ11(1− V2c2s)− v1v1(1− c2s)]
]

− β1,

r1 =

[

κ

hW (κ− ρ0c2s)
, v1, v2, v3, 1−

κ

hW (κ− ρ0c2s)

]T

, (2.100)

r2 =























Wv2

h(γ12 + 2W 2v1v2)

h(γ22 + 2W 2v2v2)

h(γ23 + 2W 2v2v3)

v2W (2Wh− 1)























, r3 =























Wv3

h(γ13 + 2W 2v1v3)

h(γ23 + 2W 2v2v3)

h(γ33 + 2W 2v3v3)

v3W (2Wh− 1)























,

r± =

[

1, hW

(

v1 −
v1 − (λ±+β1)

α

γ11 − v1 (λ±+β1)
α

)

, hWv2, hWv3,
hW (γ11 − v1v1)

γ11 − v1 (λ±+β1)
α

]T

.

2. Matriz A2

λ1 = λ2 = λ3 = αv2 − β2, (2.101)

λ± =
α

1− V2c2s

[

v2
(

1− c2s
)

±
√

c2s (1− V2) [γ22(1− V2c2s)− v2v2(1− c2s)]
]

− β2.
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r1 =

[

κ

hW (κ− ρ0c2s)
, v1, v2, v3, 1−

κ

hW (κ− ρ0c2s)

]T

, (2.102)

r2 =























Wv1

h(γ11 + 2W 2v1v1)

h(γ21 + 2W 2v2v1)

h(γ13 + 2W 2v1v3)

v1W (2Wh− 1)























, r3 =























Wv3

h(γ13 + 2W 2v1v3)

h(γ23 + 2W 2v2v3)

h(γ33 + 2W 2v3v3)

v3W (2Wh− 1)























,

r± =

[

1, hWv1, hW

(

v2 −
v2 − (λ±+β2)

α

γ22 − v2 (λ±+β2)
α

)

, hWv3,
hW (γ22 − v2v2)

γ22 − v2 (λ±+β2)
α

]T

.

3. Matriz A3

λ1 = λ2 = λ3 = αv3 − β3, (2.103)

λ± =
α

1− V2c2s

[

v3
(

1− c2s
)

±
√

c2s (1− V2) [γ33(1− V2c2s)− v3v3(1− c2s)]
]

− β3.

r1 =

[

κ

hW (κ− ρ0c2s)
, v1, v2, v3, 1−

κ

hW (κ− ρ0c2s)

]T

, (2.104)

r2 =























Wv2

h(γ21 + 2W 2v2v1)

h(γ22 + 2W 2v2v2)

h(γ32 + 2W 2v3v2)

v2W (2Wh− 1)























, r3 =























Wv1

h(γ11 + 2W 2v1v1)

h(γ21 + 2W 2v2v1)

h(γ31 + 2W 2v3v1)

v1W (2Wh− 1)























,

r± =

[

1, hWv1, hWv2, hW

(

v3 −
v3 − (λ±+β3)

α

γ33 − v3 (λ±+β3)
α

)

,
hW (γ33 − v3v3)

γ33 − v3 (λ±+β3)
α

]T

.

Donde vi = (v1, v2, v3) y V2 = γijv
ivj. Para el cálculo de los valores y vectores propios

de las matrices A, se utilizaron las herramientas de cálculo simbólico Mathematica 8 y

Maple 14.
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Cada una de las matrices tiene un conjunto de tres valores propios degenerados y otros

dos que no lo son; además, cada matriz tiene un conjunto de vectores propios linealmente

independientes. Esto último establece que el sistema de ecuaciones de Euler relativistas

es un conjunto de ecuaciones estrictamente hiperbólico.

En el próximo caṕıtulo, se estudiarán los métodos numéricos que se implementarán

en este trabajo, los cuales están basados en la fomulación conservativa anteriormente

descrita.



Caṕıtulo3
MÉTODOS NUMÉRICOS

SECCIÓN 3.1

Introducción

El sistema de ecuaciones de Euler relativista presenta soluciones que generalmente tie-

nen discontinuidades, aún cuando los datos iniciales son suaves. Por esta razón, los

métodos numéricos basados en la continuidad de las funciones, como las diferencias

finitas, están destinados a fallar cuando dichas discontinuidades aparecen, a menos que

se le agreguen términos disipativos, los cuales cambian el sistema original de ecuacio-

nes a resolver, y por lo tanto su comportamiento dinámico. Por esta razón, se requiere

un tratamiento especial a la hora de discretizar estas ecuaciones de movimiento, el

cual se enfoque en técnicas menos disipativas y que sirva a su vez para lidiar con las

discontinuidades presentes [Banyuls et al. (1996)].
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En este caṕıtulo se presentan los métodos numéricos usados para tratar con las discon-

tinuidades, sin perder ningún tipo de información debido a términos disipativos. Estos

métodos son comunmente llamados métodos de alta resolución para la captura de cho-

ques, y están basados en el método de volúmenes finitos para ecuaciones diferenciales

parciales tipo balance.

SECCIÓN 3.2

Volúmenes Finitos

Uno de los métodos comúnmente más usados es el método de volúmenes finitos. Este

método considera que el problema está definido en una malla de puntos que definen una

estructura de celdas sobre el espacio-tiempo, esto es, el tiempo se restringe a tener un

conjunto de valores discretos tn = n∆t y el espacio se discretiza con celdas cuyos centros

están definidos en xi = i∆x. Por otra parte, los métodos numéricos para las ecuaciones

de flujo tipo balance, consisten en discretizar su forma integral para aśı obtener una

solución débil a dichas ecuaciones. Para ilustrar de una mejor forma el método de

volúmenes finitos, se considera el problema en una dimensión espacial, ver la Figura

3.1, donde la ecuación de balance puede ser escrita en forma genérica de la siguiente

manera

∂0q+ ∂xf(q) = s. (3.1)

Aqúı q es un vector de variables conservativas, f(q) es un vector cuyas componentes

son los flujos, los cuales dependen de las variables q, y s es un vector de fuentes. De esta

forma, el primer paso para discretizar la forma integral de la ecuación (3.1) es tomar el

promedio sobre cada una de las celdas del espacio-tiempo, centradas en C
n+1/2
i
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n+1/2

i

i−1/2 i i+1/2 i+1 i+3/2

∆

∆

n

n+1

n+2
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x xxx

t

t

t
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Figura 3.1: En esta figura se presenta la discretización y la estructura del espacio-tiempo

usando el método numérico de volúmenes finitos, en una dimensión espacial. Aqúı el

centro de las celdas C
n+1/2
i está localizado en (tn+1/2, xi) y el volumen espacio temporal

de estas es ∆V = ∆t∆x. Ahora, en términos de un problema de evolución, el paso de

tiempo y la resolución espacial son ∆t = tn+1 − tn, ∆x = xi+1/2 − xi−1/2 = xi+1 − xi,

respectivamente, para un malla homogénea.

1

∆V

∫

∂0qdV +
1

∆V

∫

∂xf(q)dV =
1

∆V

∫

sdV, (3.2)

donde ∆V = ∆t∆x es el volúmen de la celda C
n+1/2
i , cuyo dominio es (tn, tn+1) ×

(xi−1/2, xi+1/2). La ecuación resultante puede ser reescrita como

1

∆t∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ tn+1

tn
∂0qdtdx +

1

∆t∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ tn+1

tn
∂xf(q)dtdx

=
1

∆t∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ tn+1

tn
sdtdx, (3.3)

que después de hacer uso del teorema de Gauss, sobre la superficie de la celda, se obtiene
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la forma discreta de la ecuación de balance (3.1)

q̄n+1
i = q̄n

i −
∆t

∆x

(

F
n+1/2
i+1/2 − F

n+1/2
i−1/2

)

+ s̄
n+1/2
i . (3.4)

Las funciones q̄n
i son los promedios espaciales de las variables conservativas

q̄n
i =

1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

q(tn, x)dx, (3.5)

las funciones Fn+1
i+1/2 son los promedios temporales de los flujos

F
n+1/2
i+1/2 =

1

∆t

∫ tn+1

tn
f(q(t, xi+1/2))dt, (3.6)

y finalmente s̄ es el promedio espacial y temporal de las fuentes

s̄
n+1/2
i =

1

∆t∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

∫ tn+1

tn
sdtdx. (3.7)

La principal idea de todo esto, es hacer uso de la ecuación (3.4) para calcular las ex-

presiones expĺıcitas de los promedios en un tiempo posterior q̄n+1
i , asumiendo que se

conocen los valores de q̄n
i . Sin embargo, los métodos numéricos basados en la discretiza-

ción de la forma integral de las ecuaciones de balance no parecen ser tan directos. Esto

último debido a que los flujos (3.6) no son solubles en general, ya que dichos flujos son

promedios en el tiempo. Uno de los primeros enfoques, orientados hacia la solución de

esta clase de problemas, es el método de Godunov [Godunov 1959], el cual consiste en

calcular los flujos de forma numérica, reemplazando la función q(tn, x) con una función

constante por pedazos q̃(tn, x). Finalmente, la idea básica del método de Godunov es

definir en cada inter-celda un problema local de Riemann de valores iniciales.
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SECCIÓN 3.3

Problema de Riemann

Uno de los problemas fundamentales en la evolución de discontinuidades, es el cono-

cido problema de Riemann. Dicho problema, está determinado por una ecuación tipo

balance, y datos iniciales definidos por una función constante por pedazos asociados a

una discontinuidad simple, ver Figura 3.2,

q(x, 0) =







qL, x < 0

qR, x > 0
, (3.8)

donde qL (izquierda) y qR (derecha) son dos estados constantes. Nótese que el valor

inicial tiene una discontinuidad localizada en x = 0.

qq

qL

qL qR

qR

x = 0x = 0
xx

qL > qR
qL < qR

Figura 3.2: datos iniciales del problema de Riemann para la ecuación de Burgers.

Para una mejor ilustración de este problema, considérese una discontinuidad inicial que

evoluciona según la ecuación escalar unidimensional de Burgers

∂tq + ∂xf(q) = 0, f(q) =
q2

2
, (3.9)
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la cual es una ecuación diferencial de primer orden y es importante en la mecánica

de fluidos. La forma de la solución depende de la relación que existe entre los dos

estados iniciales qL y qR. El caso trivial ocurre cuando los valores iniciales de los estados

constantes son iguales y los otros dos casos corresponden a qL > qR y qL < qR.

Caso 1. qL > qR (Ondas de choque): Una clase de soluciones al problema de Riemann

son conocidas como las ondas de choque, las cuales son definidas como lugares donde las

velocidades caracteŕısticas (valores propios del sistema de ecuaciones) convergen, ver la

Figura 3.3. Para el caso de la ecuación de Burgers, donde se considera que el estado

constante a izquierda es mayor que el estado constante a derecha, la única solución

débil está dada por la siguiente expresión

q(x, t) =







qL, x < st

qR, x > st
, (3.10)

donde

s =
qL + qR

2
, (3.11)

es conocida como la velocidad de la onda de choque; espećıficamente la velocidad a la

cual se mueve la discontinuidad. Estas velocidades pueden ser calculadas a partir de las

llamadas condiciones de salto de Rankine-Hugoniot

f(qL)− f(qR) = s(qL − qR), (3.12)

las cuales relacionan los flujos asociados con las variables de estado a través de la

discontinuidad, ver [Leveque 1992]. Un ejemplo de una onda de choque formándose a

partir de la discontinuidad inicial puede ser visto en la Figura 3.3, donde la onda de

choque se origina en x = 0 con una pendiente de s = 0,55.
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Figura 3.3: Estructura caracteŕıstica para las ondas de choque.

Caso 2. qL < qR (Ondas de Rarefacción): Otra clase de solución débil al problema de

Riemann es conocida como onda de rarefacción. En este caso, dicha onda surge de la

discontinuidad extendiéndose, como se ilustra en la Figura 3.4. Para este caso de ondas

de rarefacción, los datos iniciales (3.8), satisfacen la relación qL < qR y como se puede

observar en la Figura 3.4, el campo de velocidades caracteŕısticas de la izquierda es más

lento que el de la derecha, haciendo que las velocidades caracteŕısticas diverjan. Por

otra parte, las soluciones para las ondas de rarefacción son soluciones auto-similares

[Leveque 1992], esto último en el sentido de que las cantidades dependen de la variable

ξ = x/t. De esta forma, la solución débil, de una onda de rarefacción, a la ecuación de

Burgers puede escribirse como

q(x, t) =



















qL x < qLt

q(ξ) = q(x/t) qLt ≤ x ≤ qRt

qR x > qRt

. (3.13)
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donde q(ξ) es una función suave. Usando esta solución, es posible reescribir la ecuación

de Burgers de la siguiente forma

∂ξ

∂t

dq

dξ
+ q

∂ξ

∂x

dq

dξ
= 0, (3.14)

donde las derivadas de ξ con respecto a x y a t son obtenidas teniendo en cuenta que

ξ = x/t. De esta manera, esta última ecuación queda escrita como

dq

dξ

(

− x

t2
+

q

t

)

= 0, (3.15)

donde las dos únicas posibles soluciones son

q(ξ) = constante, (3.16)

ó

q(ξ) =
x

t
. (3.17)

Esta última ecuación, corresponde a la solución en la zona de rarefacción. De esta forma,

la solución total de la ecuación de Burgers, para el presente caso es

q(x, t) =



















qL x < qLt

q(ξ) = x/t qLt ≤ x ≤ qRt

qR x > qRt

. (3.18)

En otro tipo de problemas, como es el caso de las ecuaciones de la hidrodinámica

clásica (ecuaciones de Euler) o las ecuaciones que determinan la dinámica de los fluidos

relativistas en un fondo plano o curvo, se involucran otro tipo de ondas llamadas ondas

de contacto. Desde el punto de vista de la dinámica de los fluidos, una discontinuidad

de contacto se define por un salto abrupto en la densidad donde no hay gradientes
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Figura 3.4: Estructura caracteŕıstica para las ondas de rarefacción.

de presión a través del salto. Además, en las discontinuidades de contacto las curvas

caracteŕısticas son paralelas, separando regiones que tienen diferente valor entrópico,

por lo cual son llamadas ondas de entroṕıa.

En especial, la solución exacta al problema de valores iniciales de Riemann, para las

ecuaciones de Euler relativista fue encontrado por [Mart́ı y Müller 1994], en la cual

aparecen los tres tipos de ondas mencionados anteriormente. Dichas ecuaciones en 1-

dimensión cartesiana son

∂t ~U + ∂x ~Fx = 0, (3.19)

donde
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~U =











D̃

S̃x

τ̃











=











ρ0W

ρ0hW
2vx

ρ0hW
2 − p− ρ0W











, ~Fx =











vxD̃

vxS̃x + p

vx(τ̃ + p)











. (3.20)

Dichas ecuaciones pueden ser obtenidas, de forma directa del sistema de ecuaciones

(2.76) haciendo α = 1, βi = (0, 0, 0) y γij = diag(1, 1, 1), las cuales corresponden a la

descripción del espacio-tiempo de Minkowski en coordenadas cartesianas. Asociado a

este sistema de ecuaciones, los valores propios de la matriz Jacobiana son

λo = vx, λ± =
vx ± cs
1± vxcs

, (3.21)

donde cs, como se mencionó antes, es la velocidad del sonido relativista. Cada uno

de estos valores propios está asociado con alguna de las posibles ondas que pueden

presentarse aqúı. Estas son: Ondas de contacto, ondas de rarefacción y ondas de choque.

Similarmente al caso de la ecuación de Burgers, dependiendo de los datos iniciales, es

posible obtener este tipo de ondas propagándose en las diferentes direcciones. Como

ejemplo ilustrativo, se considera el problema de Riemann en el cual las componentes

del vector de estado inicial a la izquierda son mayores que las componentes del vector de

estado a la derecha. Para este caso, propagándose hacia la derecha aparece una onda de

choque y propagándose hacia la izquierda, una onda de rarefacción, como se describ́ıo en

cada uno de los casos para la ecuación de Burgers, pero de manera simultánea. Además,

en medio de estas dos ondas aparece una onda de contacto, la cual separa dos estados

constantes. En la Figura 3.5, se muestra un diagrama ilustrativo de este caso particular

y de las diferentes regiones asociadas. La region 1 corresponde al estado inicial constante

izquierdo, la región 2 a la región donde se desarrolla la onda de rarefacción, las regiones

3 y 4, separadas por la onda de contacto, son regiones constantes, las región 5, que

en realidad no es una región porque abarca una ĺınea recta, corresponde a la onda de

choque y finalmente la región 6 es el estado inicial constante a la derecha. Este problema

es conocido en la mecánica de los fluidos como el problema del tubo de choque, el cual
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Figura 3.5: En esta gráfica se describen las diferentes regiones, separadas por las dife-

rentes ondas en el problema particular de Riemann, en el cual el estado inicial constante

a la izquierda es mayor que el estado inicial constante a la derecha.

es una idealización del problema de Riemann y se describe con detalle en la sección de

pruebas numéricas. Otro tipo de configuraciones posibles son:

Onda de rarefacción a la derecha y onda de choque a la izquierda.

Onda de choque a la izquierda y onda de choque a la derecha.

Onda de rarefacción a la izquierda y onda de rarefacción a la derecha.

En general, en el caso de un espacio-tiempo curvo fijo, no se conoce ningún tipo de

solución exacta al problema de Riemann. Por esta razón hay que recurrir a resolvedores
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de Riemann aproximados (ver Sección 3.5), los cuales están basados en la estructura

caracteŕıstica del sistema de ecuaciones tipo balance. Para comprobar cómo se compor-

tan dichos resolvedores aproximados al momento de tratar con choques, las soluciones

exactas a este problema son de gran ayuda. En este trabajo, se implementó un resolve-

dor exacto, siguiendo la receta formulada en la referencia [Mart́ı y Müller 1994], para

comparar los métodos numéricos basados en resolvedores de Riemann aproximados.

Además de implementar dicho resolvedor, se escribió de forma bastante expĺıcita cómo

obtener dicha solución y cómo implementarla en un código numérico; para más deta-

lles ver la referencia [Lora-Clavijo et al. 2012]. En el caso de problemas mas complejos,

como lo es el caso de la magnetohidrodinámica en un espacio-tiempo de Minkowski en

coordenadas cartesianas, la solución fue encontrada por [Giacomazzo 2006].

SECCIÓN 3.4

Reconstrucción de las variables de estado en las

inter-celdas

Retomando la idea propuesta por Godunov, en la que los flujos pueden ser calcula-

dos aproximando la función q(tn, x) con una función constante por pedazos q̃(tn, x) y

finalmente tratando cada inter-celda como un problema local de Riemann de valores

iniciales, el proceso para aplicar este método es:

De la función promedio q̄(tn, x), se construye una función constante por pedazos

q̃(tn, x), con el fin de aproximar la función en las celdas espacio temporales Ci.

El problema de Riemann asociado a esta última aproximación, debe ser resuelto

en cada inter-celda para aśı obtener la solución para la función promedio q̄(t, x)

en tn < t ≤ tn+1.
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Finalmente, la solución se promedia en cada celda Ci para aśı obtener el promedio

en un tiempo avanzado, q̄n+1
i .

El método de Godunov tiene propiedades muy interesantes. En particular, este método

está basado en el sistema de ecuaciones tipo balance, lo cual permite la evolución

estable de choques hidrodinámicos muy fuertes. Sin embargo, el esquema original tiene

un deficiencia: la aproximación es de primer orden.

La precisión del método de Godunov puede ser mejorada introduciendo reconstructores

de variables más sofisticados, los cuales en lugar de aproximar la función q(tn, x), con

funciones constantes por pedazos, la aproximan con ĺıneas rectas por pedazos. Estas

formas de reconstruir las funciones constituyen los llamados métodos de alta resolución

para la captura de choques [Toro 2009]. Por otra parte, estos reconstructores son mejores

que los reconstructores constantes por pedazos ya que introducen menos disipación y

aproximan mucho mejor la forma del choque.

Reconstructor constante por pedazos

El método de reconstrucción de funciones constantes por pedazos es el método más

simple para reconstruir los flujos a través de cada inter-celda. Considere la inter-celda

localizada en xi+1/2 en la Figura 3.1; el estado inmediatamente a la izquierda es definido

como q̃L
i+1/2, mientras que el estado inmediatamente a la derecha es q̃R

i+1/2. De esta

forma, como se puede ver el la Figura 3.6, la reconstrucción constante por pedazos a

cada lado de cada una de las inter-celdas queda definido por

q̃L
i+1/2 = q̄i, (3.22)

q̃R
i+1/2 = q̄i+1. (3.23)
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Figura 3.6: Figura esquemática de cómo se aproximan las funciones cuando se utiliza

un reconstructor de variables constante por pedazos. Como se observa, aproximar la

función de esta forma define una sucesión de problemas de Riemann locales.

Como ya se mencionó antes, en esta idea, a pesar de las buenas propiedades que ésta

presenta, las soluciones son precisas a primer orden, dedido a que las funciones que se

utilizan para aproximar las soluciones, son funciones constantes por pedazos.

Reconstructor lineal por pedazos

La precisión puede ser mejorada usando una aproximación lineal por pedazos, la cual

provee un error de segundo orden. En este trabajo se consideran dos casos para este

tipo de reconstructores: caso 1. limitador minmod , caso 2. limitador MC .

Limitador Minmod:

Para el caso del limitador minmod, introducido por [B. van Leer 1979], las funciones q̃

son reconstruidas a ambos lados de la inter-celda localizada en xi+1/2 como

q̃L
i+1/2 = q̄i + σi(xi+1/2 − xi), (3.24)

q̃R
i+1/2 = q̄i+1 − σi+1(xi+1 − xi−1/2), (3.25)
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donde, como en el caso anterior, L y R indican las funciones a la izquierda y derecha

de dicha inter-celda, respectivamente. Las funciones σi y σi+1 están definidas como

σi = minmod(mi−1/2, mi+1/2), (3.26)

σi+1 = minmod(mi+1/2, mi+3/2). (3.27)

La función mi+1/2 es la derivada de la variable q̄, centrada en la inter-celda localizada

en xi+1/2

mi+1/2 =
q̄i+1 − q̄i

xi+1 − xi

, (3.28)

y la fucnción minmod está definida, para dos números a, b, por

minmod(a, b) =



















0 si ab ≤ 0

a si |a| < |b|
b si |a| > |b|

. (3.29)

La ilustración del resultado de este tipo de recostrucción se muestra en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Figura esquemática de cómo se aproximan las funciones cuando se utiliza

un reconstructor de variables lineal por pedazos.
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Como se puede observar, este limitador hace que las funciones q̃ sean monótonas cerca

de las discontinuidades. Debido a esto último, el algoritmo de minmod devuelve una

pendiente cero, la cual indica que la reconstrucción se reduce a una función constante

por pedazos como la descrita por el método de Godunov. De esto último, se tiene que

cerca de las discontinuidades la precisión de la solución es solo de primer orden.

En pocas palabras, este tipo de algoritmos numéricos basados en los métodos de alta

resolución para las captura de choques, tienen una aproximación aparentemente de

segundo orden donde las funciones son suaves, y primer orden, donde los efectos del

limitador se vuelven importantes, o sea en las discontinuidades. Por otra parte, es de

esperar que la aproximación sea de primer orden cerca de un máximo o mı́nimo de la

función q̃, ya que en estos tipos de puntos la pendiente cambia de signo y el limitador

minmod arroja una reconstrucción constante por pedazos para q̃.

Algo para remarcar es: como en los choques las soluciones convergen a primer orden, con

el tiempo el error numérico contamina todo el dominio, generando como resultado que

la convergencia global sea de primer orden también. Por otra parte a la hora de capturar

los choques (forma del choque), el limitador minmod introduce menos disipación que

en el caso de un reconstructor constante por pedazos, haciendo que la forma de este

choque sea mucho mejor. Finalmente, como se puede observar, es necesario introducir

los resolvedores de Riemann aproximados, los cuales se describen en la siguiente sección,

debido a que el problema entre celdas ya no es un problema de Riemann de estados

constantes, śıno lineales, ver la Figura 3.7.

Limitador Monotónico Centrado (MC)

Por completez, otro reconstructor de variables es el limitador monotónico centrado MC.

Este método actúa en forma similar al método de minmod, con la modificación de que

MC no reduce de manera dramática las pendientes como lo hace el método de minmod.
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MC(a, b) =































0 si ab ≤ 0

2a si |a| < |b| y 2|a| < |c|
2b si |b| < |a| y 2|b| < |c|
c si |c| < 2|a| y |c| < 2|b|

, (3.30)

donde c = a+b
2
. De forma ilustrativa, en la Figura 3.8, se muestra una comparación de

cómo capturan los choques los diferentes reconstructores de variables. Como se puede

ver en esta figura, el reconstructor MC tiende más a la forma del choque, que los otros

dos. Sin embargo, el reconstructor MC, debido a que aproxima mucho mejor la forma

del choque (introduce menos disipación), puede eventualmente desarrollar oscilaciones

no f́ısicas, es por eso que durante el trabajo se usa el reconstructor minmod.
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Figura 3.8: Figura esquemática que muestra cómo aproximan los choques los diferentes

reconstructores de variables: Godunov, Minmod y MC.
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SECCIÓN 3.5

Resolvedor de Riemann aproximado

Por otra parte, como se mencionó anteriormente, el reconstructor minmod aproxima

las funciones con rectas por pedazos, lo cual no constituye un problema de Riemann

exacto. Por esta razón, se utilizan resolvedores al problema de Riemann aproximados

[Roe 1981, Harten et al. 1983], los cuales hacen el sistema más simple y están basados

en la estructura caracteŕıstica del sistema de ecuaciones tipo balance. En la actualidad,

para el estudio de la dinámica de fluidos clásica, se han desarrollado muchos resolvedores

de Riemann aproximados, los cuales han sido extendidos a los fluidos relativistas.

Existen varias técnicas para calcular de forma aproximada los flujos (3.6), en lugar de

resolver el problema de Reimann exacto. Entre las técnicas más usadas y robustas, a la

hora de implementar numéricamente, se encuentran el resolvedor de Riemann aproxima-

do Roe [Roe 1981] y el resolvedor de Riemann aproximado HLLE [Harten et al. 1983].

Estos métodos requieren de diferente información caracteŕıstica de la matriz Jacobiana

asociada al sistema de ecuaciones tipo balance (3.1). Por ejemplo, en el caso del resol-

vedor aproximado Roe, se requiere tanto de los valores propios como de los vectores

propios de dicha matriz.

Una de las caracteŕısticas atractivas del método HLLE es que solamente requiere de

los valores propios de la matriz Jacobiana y se usan solamente las dos velocidades

caracteŕısticas más altas del sistema, ver Figura 3.9, de tal manera que el dominio

localmente queda separado en tres regiones. La información acerca de las otras ondas,

asociadas a la estructura caracteŕıstica de las ecuaciones tipo balance, no se usa para

esta aproximación.
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q̃(x, t) =



















q̃L si x < λLt

q̃HLLE si λLt ≤ x ≤ λRt

q̃R si x > λRt,

(3.31)

donde q̃HLLE es un vector de estado constante y está dado por la siguiente expresión

q̃HLLE =
λRq̃R − λLq̃L + f(q̃L)− f(q̃R)

λR − λL
, (3.32)

y las velocidades λL y λR se definen como

λR = max(0, λR
(i), λ

L
(i)), (3.33)

λL = min(0, λR
(i), λ

L
(i)), (3.34)

donde λR es el valor caracteŕıstico asociado a una onda que va hacia la derecha, y λL es

el valor caracteŕıstico asociado una onda que va hacia la izquierda; y además λR
(i) y λL

(i)

son todos los valores propios de la matriz Jacobiana asociada, evaluados en los estados

derecho e izquierdo de la reconstrucción, respectivamente. Por otra parte, el cero se

incluye para permitir el caso en que no hay ondas moviéndose hacia la derecha o hacia

la izquierda, por ejemplo, el caso en que todas las ondas y discontinuidades viajan en

la misma dirección.

Haciendo uso de estas velocidades caracteŕısticas, los flujos numéricos (3.6), HLLE en

cada intercelda se expresan como [Toro 2009]

FHLLE
i+1/2 =

λRf(q̃L
i+1/2)− λLf(q̃R

i+1/2) + λLλR(q̃R
i+1/2 − q̃L

i+1/2)

λR − λL
. (3.35)

En la Figura 3.9, se muestra la estructura de esta solución aproximada al problema de

Riemann. Básicamente ésta consiste en tres estados separados por dos ondas. La región

intermedia consiste en un estado simple HLLE, en donde todos los posibles estados

que puedan aparecer, son agrupados dentro de esta región. Esto quiere decir que la
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información de las ondas que puedan aparecer en este estado intermedio no se usan en

la aproximación.

q̃Rq̃L

λRλL q̃HLLE

t

x

0

Figura 3.9: Resolvedor aproximado al problema de Riemann HLLE. La solución en la

región interior consiste en un estado simple separado por dos ondas que se mueven a

velocidades λR (derecha) y λL (izquierda).

SECCIÓN 3.6

Recuperación de variables

Hasta el momento, solo se ha considerado el caso en que los flujos dependen del con-

junto de variables a saber, las variables conservativas. Sin embargo, en el sistema de
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ecuaciones de Euler relativista los flujos dependen tanto de las variables conservativas

~U (variables a integrar) como de las primitivas ~W . Como se puede ver de la expre-

sión (2.77), las variables conservativas están dadas en términos de las primitivas y en

primera instancia, debeŕıa poderse calcular el caso contrario en el cual las variables pri-

mitivas están en términos de las conservativas, para de ésta manera escribir los flujos

en términos unicamente del conjunto de variables conservativas y poder integrar en el

tiempo.

El inconveniente en esto último es que, en general, no es posible expresar el conjunto de

variables conservativas en términos del conjunto de variables primitivas, debido a que la

ecuación resultante a resolver es una ecuación algebraica trascendental, la cual no puede

ser resuelta de forma exacta, y por lo tanto, se tiene que recurrir a métodos numéricos

que encuentran raices de ecuaciones, por ejemplo el algoritmo de Newton-Raphson.

Para expresar las variables primitivas se procede de la siguiente forma: primero de la

expresión (2.77) se resuelve para dos de las variables primitivas

ρ0 =
D̃√
γW

, (3.36)

V2 =
S̃2

(τ̃ +
√
γ + D̃)2

. (3.37)

Por otra parte, la variable conservativa τ̃ se puede escribir como

τ̃ =
√
γρ0ǫW

2 +
√
γp(W 2 − 1) + D̃(W − 1). (3.38)

Para el caso de un gas ideal con ecuación de estado p = (Γ − 1)ρ0ǫ, la ecuación final

para la presión es

p =
τ̃ +

√
γp(1−W 2) + D̃(1−W )

√
γW 2

(Γ− 1), (3.39)
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donde W = W (V(p)). Esto define una ecuación trascendental para la presión, la cual

tiene que ser resuelta en cada punto del dominio numérico. Una vez conocida la presón

se calcula V(p), después W = W (V(p)) y enseguida ρ0. De ah́ı que calcular la presión

es un punto bastante relevante en la implementación.

SECCIÓN 3.7

Método de Ĺıneas

La integración en el tiempo de las ecuaciones de tipo balance, se lleva a cabo usando un

método expĺıcito, donde se dividen las diferencias espaciales y temporales. El método

de ĺıneas (MoL por sus siglas en ingles), que consiste en discretizar solamente la parte

espacial del sistema de ecuaciones diferenciales parciales tipo balance,

dq̄

dt
= L(q̄) (3.40)

donde L es el operador espacial. De esta forma, este sistema queda redefinido como un

conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

dq̄i

dt
= −

FHLLE
i+1/2 − FHLLE

i−1/2

∆x
+ si, (3.41)

para cada celda, el cual puede ser resuelto con un integrador estándar de ecuaciones

diferenciales ordinarias. Espećıficamente en este trabajo se utiliza el método de Runge-

Kutta de segundo y tercer orden. Aqúı, q̄ son los promedios espaciales, Fi+1/2 son los

flujos numéricos que se calculan con el resolvedor aproximado de Riemann HLLE.

Para el caso general de tres dimensiones, espećıficamente para el caso del sistema de

ecuaciones (2.76), la discretización usando el método de ĺıneas, para la celda etiquetada

por los indices i, j, k, es
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dŪi,j,k

dt
= −

(

Fx
i+1/2,j,k − Fx

i−1/2,j,k

∆x

)

−
(

Fy
i,j+1/2,k − Fy

i,j−1/2,k

∆y

)

−
(

Fz
i,j,k+1/2 − Fz

i,j,k−1/2

∆z

)

+ Si,j,k, (3.42)

donde Ūi,j,k son los promedios espaciales de la función ~U , en las correspondientes celdas

tridimensionales, los flujos Fx
i±1/2,j,k, F

y
i,j±1/2,k y Fz

i,j,k±1/2 son los flujos numéricos en las

inter-celdas, los cuales se calculan con HLLE y están asociados a los flujos ~F i y Si,j,k

es el promedio total de las fuentes ~S, en las celdas.

SECCIÓN 3.8

Integrador en el tiempo

En este escenario, el sistema de ecuaciones tipo balance, es un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias para cada i, j, k, el cual se puede integrar con diversos algoritmos

con distintas propiedades de estabilidad y precisión. En este trabajo se ha escogido el

método de Runge-Kutta de [Shu y Osher 1989], el cual puede ser de segundo (RK2) y

tercer orden (RK3) en el tiempo. La forma expĺıcita de estos algoritmos es (la notación

de subindices (i) se omite por claridad)

1. Paso de predicción (Común para RK2 y RK3)

q̄(1) = q̄n +∆tL(q̄n) (3.43)

2. Dependiendo del orden

RK2 (α = 2 y β = 1):

q̄n+1 =
1

α

(

βq̄n + q̄(1) +∆tL(q̄(1))
)

. (3.44)
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RK3 (α = 4 y β = 3):

q̄(2) =
1

α

(

βq̄n + q̄(1) +∆tL(q̄(1))
)

, (3.45)

q̄n+1 =
1

β

(

βq̄n + 2q̄(2) + 2∆tL(q̄(2))
)

. (3.46)

Finalmente, se tiene un tiempo constante dado por ∆t = Cdx, donde C es el factor

de Courant, el cual es fijo y constante. Para el caso de más de una dimensión, el paso

de tiempo se escoge como: ∆t = Cmin(dx, dy, dz). Esta forma de escoger el ∆t es

apropiada para probar los criterios de convergencia y autoconvergencia, ya que el paso

de tiempo se mantiene uniforme.

SECCIÓN 3.9

Condiciones de Frontera

Las condiciones de frontera deben ser tratadas como casos especiales. Primero que

todo, se utiliza puntos extras alrededor del dominio, comúnmente llamados puntos

fantasma. Los puntos fantasma no son parte del dominio f́ısico, y son introducidos para

la simplicidad del algoritmo. Las cantidades q0 y qN , denotan las cantidades en los

bordes del dominio numq0érico, mientras que q−1 y qN+1 denotan las cantidades en los

puntos fantasma.

1. Condiciones de frontera de flujo saliente:

qN+1 = qN , (3.47)

q−1 = q0 (3.48)

Estas condiciones son impuestas, cuando se espera que el flujo salga del dominio

y no regrese.
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2. Condiciones de frontera de flujo entrante:

qN+1 = constante, (3.49)

q−1 = constante (3.50)

Aqúı, las funciones en los puntos de la frontera, permanecen constantes durante

toda la evolución.

3. Condiciones de frontera periódicas:

qN+1 = q0, (3.51)

q−1 = qN (3.52)

Estas condiciones no son realmente condiciones de frontera y consisten en em-

palmar los valores de las funciones de los puntos fantasma a los valores del lado

opuesto del dominio.

Todas estas condiciones de frontera, son suficientes para todos los problemas f́ısicos

atacados en esta tesis.

SECCIÓN 3.10

Convergencia

Como se ha mostrado, las aproximaciones de los métodos numéricos, son solamente una

aproximación con un error asociado de cierto orden. Cuanto mayor sea la resolución con

que se construya la malla (valores más pequeños de ∆x y ∆t), cuanto menor será el error

con que se están aproximando los operadores a sus contrapartes en el continuo, y por

tanto la aproximación con volúmenes finitos, en este caso, de una ecuación diferencial

es más precisa. Siendo que se resuelve la versión aproximada de la forma integral de
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una ecuación diferencial parcial, es necesario verificar si dicha solución converge a la

solución de la ecuación en el continuo.

Para ilustrar el concepto de convergencia de manera más general, se considéra una fun-

ción fl que es solución numérica de una ecuación diferencial parcial a un tiempo dado,

y que ha sido construida bajo la discretización de dicha ecuación con una aproximación

de segundo orden. Suponiendo además que se conoce la solución exacta f0(x), el resul-

tado numérico puede escribirse en la forma f(x) = f0(x) + E(x)∆x2 +O(∆x3), donde

E denota un coeficiente del error. Dado que se conoce la solución exacta, es posible

conocer el error con que se calcula la solución numérica usando distintos valores de ∆x.

Sean f1 y f2 dos soluciones numéricas calculadas usando las resoluciones ∆x y ∆x/2

respectivamente. La razón entre los errores es la siguiente:

f1 − f0
f2 − f0

=
∆x2 +O(∆x3)
1
4
∆x2 +O(∆x3)

= 4 +O(∆x). (3.53)

El número cuatro en (3.53) se llama factor de convergencia y debe ser evaluado en cada

punto de la malla donde se ha calculado la función f . Cuando en un cálculo numérico

que se ha llevado a cabo a partir de una aproximación de segundo orden el factor

de convergencia es 4 = 22, se dice que la solución converge con segundo orden. De

manera análoga, es posible mostrar que si la aproximación es de cuarto orden, el factor

será 16 = 24.

Para el caso en que se desconoce la solución exacta es posible hacer un estudio de

convergencia usando los resultados numéricos calculados con tres distintas resoluciones

llamado estudio de autoconvergencia. Para ilustrar el concepto de autoconvergencia,

se consideran tres funciónes f1, f2 y f3 que son solución numérica de una ecuación

diferencial parcial a un tiempo dado, calculadas usando las resoluciones ∆x, ∆x/2 y

∆x/4 y que han sido construidas bajo la discretización de dicha ecuación con una

aproximación de cierto orden. Una vez obtenidas estas soluciones numéricas, se puede
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calcular las siguiente razón:

f1 − f2
f2 − f3

=
∆x2 − 1

4
∆x2 +O(∆x3)

1
4
∆x2 − 1

16
∆x2 +O(∆x3)

=
∆x2 +O(∆x3)
1
4
∆x2 +O(∆x3)

= 4 +O(∆x), (3.54)

donde una vez más el resultado se llama factor de convergencia.

SECCIÓN 3.11

Normas L2 del error

Para calcular los errores, los cuales son usados en los criterios de convergencia y au-

toconvergencia, se usa la norma L2 del error. La norma L2 , es bien conocida como

la norma euclidiana, la cual se utiliza como una cantidad estándar para medir una

diferencia vectorial.

L2(error) =

√

∑

i

∆xi(errori)2, (3.55)

donde ∆x es el tamaño de la celda numérica, la cual es todos estos casos es uniforme.
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SECCIÓN 3.12

Pruebas Numéricas

En esta sección se presenta un conjunto de pruebas numéricas, las cuales están diseñadas

para mostrar la capacidad que tiene el resolvedor de Riemann aproximado HLLE y el

reconstructor de variables minmod a la hora de preservar la forma de las discontinui-

dades. Estas pruebas numéricas son descritas en el espacio-tiempo de Minkowski en

una dimensión espacial. Dichas pruebas son conocidas en la dinámica de fluidos como

pruebas de tubos de choque.

Un tubo de choque es una realización particular del problema de Riemann. F́ısicamen-

te, consiste en un tubo lleno con gas, el cual es dividido en dos compartimientos que

están separados por una membrana removible. Inicialmente el gas en uno de los com-

partimientos tiene densidad y presión mayor que en el otro compartimiento. Además,

el gas tiene velocidad cero en todo lugar del tubo. En el tiempo inicial la membrana se

remueve y el gas empieza a fluir del compartimiento donde hay más presión al compar-

timiento donde hay menor presión. Una vez la membrana se remueve, la discontinuidad

inicial decae en dos ondas que se propagan en direcciones opuestas. Estas ondas son:

una onda de choque que se mueven en la región donde hay menos presión y una onda de

rarefacción que se mueve en la región de mayor presión. Por otra parte, entre la cola de

la onda de rarefacción y la onda de choque, aparecen dos nuevos estados constantes, los

cuales están separados por una tercera onda, conocida con discontinuidad de contacto.

Esta onda de contacto se define como un cambio abrupto de la densidad, en la cual no

hay gradientes de presión.

En la Tabla 3.1, aparecen diferentes datos iniciales asociados con el problema del tubo

de choque versión relativista. Como pruebas numéricas para verificar la habilidad de



Pruebas Numéricas 67

Caso pL ρL0 vLx pR ρR0 vRx

1 1.0 1.0 0.0 0.1 0.125 0.0

2 13.33 10.0 0.0 0.1 1.0 0.0

3 1000 1.0 0.0 0.01 1.0 0.0

Cuadro 3.1: En esta tabla se muestran tres casos diferentes de datos iniciales del tubo

de choque relativista, en los que las diferencias de presión de los dos compartimientos

cambia. Los ı́ndices L y R corresponden a la izquierda y a la derecha, respectivamente.

El ı́ndice adiabático en esta prueba es 4/3.

los métodos numéricos que se usan en este trabajo, todos los modelos que se presen-

tan a continuación son comparados con la solución exacta al problema de Riemann, de

las ecuaciones de la hidrodinámica relativista en fondo plano (espacio-tiempo de Min-

kowski) [Lora-Clavijo et al. 2012, Mart́ı y Müller 1994]. El problema particular que se

considera corresponde al caso en que el compartimiento de la izquierda tiene mayor

presión y densidad que el compartimiento de la derecha.

En la Figura 3.10, se muestra el tubo de choque relativista, en el cual la diferencia de

presiones entre los dos compartimientos, es solo de un orden de magnitud. Como lo

descrito anteriormente, aparecen dos ondas propagándose a la derecha y a la izquierda,

las cuales se asocian a ondas de choque y rarefacción respectivamente. Por otro lado,

aparece la tercera onda asociada a la discontinuidad de contacto. Como se puede ob-

servar, dicha onda solo aparece en la densidad en reposo del fluido, ya que a través de

ésta la presión es constante. Por otra parte, la solución numérica (ĺınea punteada azul),

empalma muy bien con la solución exacta (ĺınea roja).

En las Figuras 3.11 y 3.12, se muestra la aparición de una explosión debida al aumento

en la diferencia de presiones en los datos iniciales, en el problema del tubo de choques
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p ρ0 vx

Izq. 3 ×10−9 9 ×10−4 0.9999995

Der. 3 ×10−9 9 ×10−4 -0.9999995

Cuadro 3.2: En esta tabla se muestran los datos iniciales correspondientes al caso de

dos fluidos ultrarelativistas chocando en un dimensión cartesiana.

(modelos 2 y 3 en la Tabla 3.1). Como se puede observar en ambos casos, dicha ex-

plosión se ve representada como un aumento de la densidad que antecede a la onda de

choque. En el caso de la Figura 3.12 dicha explosión es más remarcada debido a que la

diferencia de presiones es de cinco ordenes de magnitud, dejando aśı choques que viajan

a velocidades relativistas. Esto último puede observarse en la gráfica correspondiente

al factor de Lorentz, la cual para el caso 3, dicho factor alcanza valores hasta casi de 4.

De nuevo en estos dos casos la solución numérica se empalma muy bien a la solución

exacta, aún cuando los choques son extremadamente fuertes. Esto muestra finalmente,

la habilidad de los métodos numéricos para tratar con este tipo de choques.

Otro caso que se considera como prueba numérica, aparte del caso del tubo de choque,

es el caso en el que dos fluidos totalmente ultrarelativistas, con factores de Lorentz de

1000, chocan, ver Figura 3.13. Los datos iniciales para este caso en particular pueden

ser vistos en la Tabla 3.2.

En este caso, la presión y la densidad de los fluidos ultrarelativistas en los dos com-

partimientos son los mismos. Sin embargo, las velocidades en cada compartimiento son

diferentes. En particular, los dos gases se mueven uno hacia el otro con velocidades muy

cercanas a la de la luz. Este caso corresponde a la situación en la cual dos choques se

propagan en direcciones encontradas. Esto muestra finalmente, que los métodos numéri-

cos además de lidiar con choques fuertes, manejan choques que se mueven a velocidades

ultrarelativistas.
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Figura 3.10: Gráfica que respresenta el tubo de choque relativista cuando la diferencia

de presión entre los dos compartimientos es de solo un orden de magnitud, caso 1 en

la Tabla 3.1. El dominio donde se llevó a cabo esta simulación numérica es x ∈ [−1, 1],

con N = 1000 y con un factor de Courant de 0,25. Por otra parte la figura se muestra

en un tiempo t = 0,75.
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Figura 3.11: Explosión relativista en una dimensión cartesiana, caso 2. Los parámetros

numéricos: dominio, número de puntos y factor de Courant son los mismos que en el

caso de la Figura 3.10. El tiempo en que se muestra la figura es t = 0,75.
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Figura 3.12: Explosión fuerte en una dimensión cartesiana, caso 3. El dominio numérico

y el factor de Courant son los mismos que en los casos anteriores. Sin embargo el número

de puntos usado es de N = 2000 debido a que la explosión genera un aumento en la

densidad bastante grande, por lo cual se necesita más resolución. La gráfica corresponde

al tiempo t = 0,85.
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En los dos siguientes caṕıtulos, como aplicación de los métodos numéricos estudia-

dos, se analizan dos casos particulares: 1. fluido relativista en un espacio-tiempo curvo

esféricamente simétrico y 2. fluido relativista en un espacio-tiempo curvo axialmente

simétrico. Espećıficamente, se hacen aplicaciones concernientes a la acreción de materia

oscura colisionante y la acreción de Bondi-Hoyle relativista como fuente potencial de

oscilaciones tipo flip-flop y cuasi periódicas.
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Figura 3.13: Colisión de dos fluidos ultrarelativistas en una dimensión. El valor del

ı́ndice adiabático es Γ = 4/3. El domino numérico es el mismo que en los anteriores

casos, con un número de celdas de la malla de N = 1000. El tiempo en que se muestra

la presente figura corresponde a t = 1, con un factor de Courant de 0,25.



Caṕıtulo4
ACRECIÓN ESFÉRICAMENTE SIMÉTRICA DE

GÁS EN HOYOS NEGROS

SECCIÓN 4.1

Acreción Esféricamente simétrica de un fluido perfecto

Las ecuaciones de Euler relativistas en un espacio-tiempo curvo esféricamente simétrico,

se obtienen a partir del sistema de ecuaciones (2.76)

∂t ~U + ∂r ~F r = ~S, (4.1)

donde
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. (4.2)

Para el caso del espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein,

las funciones α, βr y γij son:

α =
1

√

1 + 2M
r

, (4.3)

βi =

(

2M

r

1

1 + 2M
r

, 0, 0

)

, (4.4)

γij = diag

(

1 +
2M

r
, r2, r2 sin2 θ

)

, (4.5)

donde M es la masa del hoyo negro esféricamente simétrico. Finalmente, por simplici-

dad, se considera que el fluido obedece la ecuación de estado de un gas ideal (2.85), en

la cual la presión está dada en términos de la densidad de masa en reposo y la enerǵıa

interna espećıfica por

p = (Γ− 1)ρ0ǫ, (4.6)

y como se mencionó antes, Γ es el ı́ndice adiabático.
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A continuación se presentan como pruebas numéricas tres problemas conocidos en la

literatura, los cuales ayudan a validar los algoŕıtmos numéricos para un espacio-tiempo

con simetŕıa esférica. Estas pruebas son: las ondas explosivas en un espacio-tiempo de

Minkowski con simetŕıa esférica, la acreción de un fluido de polvo en un hoyo negro

de Schwarzschild (acreción de Bondi) [Bondi 1952], y la acreción de un gas ideal con

presión en un hoyo negro de Schwarzschild (Acreción de Michel) [Michel 1972]. Para

estas dos últimas pruebas, se utilizan las coordenadas de Eddington-Finkelstein, las

cuales tienen la propiedad de que no son singulares en el horizonte de eventos, lo cual

permite que no haya la necesidad de poner una frontera artificial por fuera de éste, como

tendŕıa que hacerse para el caso de coordenadas de Schwarzschild y como de hecho suele

considerarse [Font & Ibánẽz 1998].

SECCIÓN 4.2

Ondas explosivas esféricas

Para este caso en particular, en el cual el espacio-tiempo es el de Minkowski en coor-

denadas esféricas, los valores de las funciones de norma asociadas a la descomposición

3 + 1 son:

α = 1, βi = (0, 0, 0) y γij = diag(1, r2, r2 sin θ). (4.7)

Usando estas funciones las ecuaciones de Euler (4.1) pueden ser escritas como:

∂t ~U +
1

r2
∂r(r

2 ~F r) = ~S, (4.8)

donde las variables conservativas, los flujos y los términos de fuente (4.2), se reducen a:
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. (4.9)

Como se puede observar, el término de fuente 2p/r, diverge en r = 0. Para regularizar

las ecuaciones en este punto, es posible separar los flujos de las ecuaciones de tal forma

que dicho término no aparece

[Neilsen & Choptuik 2000, Millmore & Hawke 2010, Guzmán & Lora-Clavijo 2012]:

∂t ~U +
1

r2
∂r(r

2 ~F r
1 ) + ∂r ~F r

2 = 0, (4.10)

donde

~F r
1 =











vrD

vrSr

vr(τ + p)











, ~F2 =











0

p

0











. (4.11)

Existe un ingrediente más cuando se tratan problemas de simetŕıa esférica en coorde-

nadas esféricas, este es, la singularidad coordenada r = 0 de la derivada en la ecuación

(4.10). Este problema es usualmente resuelto sustituyendo el término (∂r(r
2 ~F r

1 ))/r
2

por 3∂r3(r
2 ~F r

1 ), donde la derivada ahora es con respecto a r3. Una vez regularizadas las
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Caso pi pe ρi0 ρe0 (vr)i (vr)e

Explosión débil 1.0 0.1 1.0 0.125 0.0 0.0

Explosión fuerte 133.33 0.125 10.0 1.0 0.0 0.0

Cuadro 4.1: Configuraciones de datos iniciales para el problema de la onda explosiva

en simetŕıa esférica. El sub́ındice “i” se usa para representar las variables de estado

primitivas en la cámara interior de radio 0,5, mientras que el sub́ındice “e” se usa para

representar las variables de estado primitivas en la cámara exterior r ∈ [0,5 : 1].

ecuaciones se procede a definir el problema asociado a la onda explosiva esféricamente

simétrica.

El problema de la onda explosiva esférica, también es una particularización del problema

de Riemann. Sin embargo, en este caso de simetŕıa esférica, no existe solución exacta.

F́ısicamente, éste problema consiste en un gas distribuido en dos cámaras separadas por

una membrana removible esférica, la cual está localizada en r = r0. Inicialmente, el gas

en la cámara de adentro tiene una densidad y presión más altas que en la cámara de

afuera; además, las velocidades – como en el caso plano unidimensional – son cero en

todo lugar. Una vez la membrana es removida, una onda de choque esférica se mueve

de la región con más alta presión a la región con menor presión. También, una onda

de rarefacción viaja en dirección opuesta. Estrictamente hablando, existen varias ondas

propagándose en el espacio: una onda de choque moviéndose hacia afuera, una onda

de rarefacción moviéndose hacia adentro y entre la onda de choque y la cola de la

onda de rarefacción, aparecen dos nuevos estados, los cuales son separados por una

discontinuidad de contacto. Para ilustrar la f́ısica del problema de la onda explosiva,

se desarrollan diferentes simulaciones numéricas, para las cuales, los parámetros que se

usan están en la Tabla 4.1.
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En el caso de la explosión débil, Figura 4.1, la diferencia de presiones es de un orden

de magnitud, mientras que en el caso de la explosión fuerte, Figura 4.2, la diferencia

de presiones en la discontinuidad inicial es de tres ordenes de magnitud. Como se

puede observar, la presencia de una onda explosiva es mucho más apreciable cuando

la diferencia de presiones es más grande, generando velocidades más cercanas a la

velocidad de la luz y regiones donde el fluido es supersónico. En el caso de la onda

explosiva fuerte, hay regiones donde el factor de Lorentz se acerca a un valor de 4, lo

cual muestra la naturaleza relativista de este proceso. En la Figura 4.3, se presenta un

caso interesante, en el cual, debido a la simetŕıa del problema, se desarrolla una onda de

choque en reversa [Yokosawa 1984]. A diferencia del caso explosivo en una dimensión

cartesiana, aqúı los dos estados separados por la discontinuidad de contacto no son

constantes. Básicamente lo que sucede es que en algunas regiones localizadas la presión

es más alta afuera que adentro, produciendo un choque que se mueve en reversa. Las

velocidades alcanzadas por dicho choque moviéndose en reversa son muy cercanas a la

velocidad de la luz.

Finalmente, para analizar la precisión de la evolución numérica de la onda explosiva

esférica, se implementa una prueba de autoconvergencia para una de las variables de

estado. En la Figura 4.4, se muestra una serie de gráficas a diferentes tiempos snaps-

hots de la autoconvergencia de una una de las variables primitivas. Para ejemplificar

dicha autoconvergencia, se escogió la presión para dos casos espećıficos: la onda explo-

siva débil y la onda explosiva fuerte. Como se mencionó anteriormente en la sección

de métodos numéricos, cuando se usan los métodos de alta resolución para la captura

de choques, la precisión de las soluciones es de segundo orden en las regiones donde

las funciones son suaves y de primer orden en las discontinuidades. Por esta razón, lo

que se debe esperar acerca de la convergencia es que sea de primer orden, debido a que

la discontinuidad inicial contamina el dominio numérico. Por otra parte, la autocon-

vergencia solo se considera en la zona de rarefacción, porque en las regiones donde los

estados son constantes, el error es cero.
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Figura 4.1: Modelo de la onda explosiva débil en t = 0,4. La discontinuidad inicial

está localizada en r = 0,5 y el ı́ndice adiabático es Γ = 1,4. La resolución espacial

usada para llevar a cabo esta simulación numérica es ∆r = 2 × 10−4, con un factor de

Courant de ∆t/∆r = 0,25. Como se puede observar, existe un pequeña región donde el

número de Mach es más grande que uno, lo cual indica que el fluido es supersónico.
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Figura 4.2: Modelo de la onda explosiva fuerte. Los parámetros numéricos: dominio,

resolución, factor de Courant e indice adiabático, son los mismos que en le caso de la

onda explosiva débil. En este caso el factor de Lorentz alcanza un valor cercano a 3.5.

Por otra parte, la región donde la velocidad del fluido es supersónica es más amplia que

en el caso anterior.
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Figura 4.3: En esta figura, se muestra la presencia de un choque en reversa en el

problema de la onda explosiva esférica. Los parámetros que se usan son: r ∈ [0, 12],

∆r = 0,004, factor de Courant 0,25, Γ = 1,4, r0 = 3,0 y las variables primitivas

iniciales pi = 13,33, pe = 0,1, ρi = 10, ρe = 1 and vi = ve = 0.
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Figura 4.4: En esta figura se muestran una serie de grficas a diferentes tiempossnapshots

de la autoconvergencia de una de las variables primitivas, espećıficamente la presión p,

para los dos casos considerados aqúı, en dos valores del tiempo diferentes. Las resolu-

ciones usadas son: ∆r1 = 2,5 × 10−4, ∆r2 = ∆r1/2 y ∆r3 = ∆r1/4. Las figuras (a)

y (b) corresponden a la onda explosiva débil, mientras que las figuras (c) y (d) a la

onda explosiva fuerte. Para ambos casos, la autoconvergencia se analiza en la zona de

rarefacción, donde no se desarrollan choques. El factor de convergencia se calcula como

2Q = (p1−p2)/(p2−p3), donde p1 , p2 y p3 representan la presión calculada con las tres

resoluciones arriba mencionadas. La conclusión de esto es que el orden de convergencia

está entre primer y segundo orden. Las simulaciones se llevaron a cabo con un RK3,

como el descrito en el caṕıtulo anterior.
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SECCIÓN 4.3

Acreción de Bondi y Michel Relativista

Para probar la precisión de los métodos numéricos en un espacio-tiempo curvo con si-

metŕıa esférica, existen dos soluciones exactas, calculadas en el régimen estacionario,

que corresponden a la acreción de polvo [Bondi 1952] y la acreción de un fluido per-

fecto [Michel 1972]. Para el cálculo de estas soluciones en coordenadas de Eddington-

Finkelstein, se sigue el procedimiento presentado en [Papadopoulos & Font 1998].

Siguiendo la idea original de Michel, las ecuaciones de movimiento en simetŕıa esféri-

ca, que corresponden a la conservación del flujo de corriente de masa (2.52) y a la

conservación del tensor enerǵıa momento (2.51), en el régimen estacionario son:

d(
√−gJr)

dr
= 0, (4.12)

d(
√−gT r

t )

dr
= 0, (4.13)

donde g es el determinante de la métrica gµν , el cual para el espacio-tiempo de Schwarz-

schild en coordenadas de Eddington-Finkelstein satisface la siguiente relación:
√−g =

α
√
γ = r2 sin θ. Como se puede observar de estas dos últimas relaciones, la dependencia

de θ no aparece en las ecuaciones. Para el caso de un fluido perfecto, cuyo tensor enerǵıa

momento está dado por la ecuación (2.53), estas dos ecuaciones toman la siguiente

forma:

r2ρ0u
r = C1, (4.14)

r2ρ0hu
rut = C2, (4.15)
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donde C1 y C2 son constantes de integración. De este último sistema de ecuaciones, se

pueden obtener los dos casos de interés: polvo y gas con presión diferente de cero.

1. Caso 1. Fluido de polvo, p = 0.

Para este caso, debido a que cuando la presión es cero, la enerǵıa interna espećıfica

es cero y por lo tanto la entalṕıa interna espećıfica (2.54) toma el valor de uno,

el sistema de ecuaciones (4.14, 4.15) reduce a

ut =
C2

C1

= C3. (4.16)

Ahora, una vez dado el valor de la componente ut de la 4-velocidad, es posible

calcular la forma para ur, utilizando la condición de normalización uµuµ = −1

y las siguientes definiciones: ut = gttut + gtrur, ur = gtru
t + grru

r. Haciendo el

álgebra correspondiente, se puede encontrar que

(ur)2 = (ut)
2 + gtt, (4.17)

ur =
gtrg

ttut + grru
r

1− gtrgtr
, (4.18)

ut = gttut + gtrur. (4.19)

Como se puede observar, estas relaciones son independientes de si es un fluido con

presión o no. Ahora, la velocidad Euleriana puede ser obtenida de la expresión

(2.55) como

vr =
ur

αut
+

βr

α
. (4.20)

De esta forma, reemplazando los coeficientes métricos para el espacio-tiempo de

Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein, se obtiene la expresión

final para vr
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vr = − 1
√

1 + r
2M

(

1 +
√

2M
r

+ 2M
r

) , (4.21)

donde se ha fijado el valor de C3 = −1, como en la referencia

[Papadopoulos & Font 1998]. Finalmente la densidad se obtiene de la expresión

(4.14)

ρ0 = − C1

r2
√

2M
r

. (4.22)

Aqúı, M es la masa del hoyo negro esféricamente simétrico. Esta solución es

válida para todo el dominio, incluso adentro del horizonte de eventos, esto último

es gracias al sistema de coordenadas de Eddington Finkelstein.

2. Caso 2. Fluido con presión, p 6= 0.

Este caso es mucho más complejo que el anterior, ya que la entroṕıa interna

espećıfica no es uno, como en el caso de polvo. Del sistema de ecuaciones (4.14,

4.15) se obtiene

hut =
C2

C1
= C3, (4.23)

donde ahora el término constante no es ut, sino hut. Tomando los diferenciales de

las expresiones (4.14) y (4.15) se tiene que

2
dr

r
+

dρ0
ρ0

+
dur

ur
= 0, (4.24)

d(ρ0h)

ρ0h
+

2

r
dr +

dur

ur
+

dut

ut

= 0, (4.25)

respectivamente. Ahora, sustrayendo estas dos expresiones se obtiene lo siguiente
[

d ln(ρ0h)

d ln ρ0
− 1

]

d ln ρ0 +
dut

ut
= 0. (4.26)

Como se mencionó anteriormente, las expresión (4.17), no depende de si el fluido

es de polvo o no. Entonces, desarrollando esta expresión, se tiene que
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dut

ut

=
ur

u2
t

dur − 1

2u2
t

dgtt
dr

dr. (4.27)

Finalmente, sustituyendo esta expresión en la ecuación (4.26) y haciendo uso de

la expresión (4.24), se obtiene lo siguiente

dur

ur

[

V 2 − (
ur

ut

)2
]

+
dr

r

[

2V 2 − M

ru2
t

]

, (4.28)

donde V 2 = d ln(ρ0h)/d ln ρ0 − 1 y se ha reemplazado la función métrica gtt para

el caso de un espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-

Finkelstein. Esta última ecuación es conocida como la ecuación de viento y es

importante porque su solución describe un fluido que cae radialmente en un agu-

jero negro esféricamente simétrico. Un análisis más profundo de esta ecuación,

concerniente a la existencia y estabilidad de sus soluciones, puede ser visto en la

referencia [Chaverra & Sarbach 2012].

Es evidente que si cualquiera de los paréntesis de la ecuación (4.28) se hace cero,

se tiene un punto de retorno en el espacio de fases, y las soluciones son doble-

valuadas, ya sea para r o ur. Solamente las soluciones que pasan a través de un

punto cŕıtico corresponden a material cayendo al hoyo negro. Los puntos cŕıticos

se encuentran cuando los términos de ambos parentesis son cero, de esta forma se

obtienen las siguientes relaciones

(ur
c)

2 =
M

2rc
, V 2

c =
(ur

c)
2

(ur
c)

2 − (gtt)c
, (4.29)

donde estas cantidades quedan determinadas una vez conocido el valor del radio

cŕıtico rc. Por otro lado, se considera que el fluido obedece la ecuación de estado

de un gas politrópico (2.86), esto es: p = KρΓ0 . Entonces, dado un valor de la

densidad cŕıtica (ρ0)c y la constante adiabática Γ, es posible determinar el valor

de la constante politrópica K.

Para calcular los valores de las constantes C1 y C2 se utilizaron los valores para los

puntos cŕıticos rc y (ρ0)c, sugeridos en la referencia [Papadopoulos & Font 1998],

conjuntamente con las ecuaciones (4.14, 4.15). Una vez calculadas estas constan-

tes, se resuelve ese mismo sistema de ecuaciones, para aśı obtener la solución.
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Hay que aclarar que la solución no pude ser encontrada de manera exacta, ya

que aparece una ecuación trascendental algebraica, la cual tiene que ser resuelta

numéricamente con algún encontrador de raices.

En las Figuras 4.5 y 4.7 se muestra la acreción radial de polvo (p = 0) y un gas (p 6= 0).

Los datos iniciales que se consideran corresponden a las soluciones exactas obtenidas en

el régimen estacionario. Por otra parte, los dominios numéricos corresponden, en uni-

dades de masa del hoyo negro, a: r ∈ [0,5, 50] para los dos casos. En el caso de la Figura

4.7, se graficó hasta un dominio de 15M , para detallar mejor el comportamiento cerca

del hoyo negro. El número de celdas de la malla numérica homogénea es N = 100, en

ambos casos, con un factor de Courant de 0,25. Como se puede observar, después de mu-

cho tiempo, el sistema sigue estable, mostrando aśı la capacidad que tienen los métodos

numéricos para evolucionar problemas hidrodinámicos en espacio-tiempos curvos.

Por otra parte, en las Figuras 4.6 y 4.8, se muestran las gráficas de convergencia para

los dos casos. Como es de esperar, donde no hay presencia de choques y donde las

funciones no tienen máximos ni mı́nimos; la convergencia de la norma L2 del error de

la densidad en reposo, es aproximadamente de segundo orden, ya que se está utilizando

el reconstructor de variables minmod. Finalmente, se usaron condiones de frontera de

flujo entrante, las cuales están descritas en el caṕıtulo de métodos numéricos.

SECCIÓN 4.4

Acreción de materia oscura en hoyos negros supermasivos

de Schwarzschild

Como una aplicación de la acreción de gas en un espacio-tiempo fijo de Schwarzschild,

en esta sección se compara la acreción radial de materia oscura colisionante y no colisio-



Acreción de materia oscura en hoyos negros supermasivos de Schwarzschild 93

-0.34

-0.32

-0.3

-0.28

-0.26

-0.24

-0.22

-0.2

-0.18

-0.16

 0  10  20  30  40  50

v

r

Numérica
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Figura 4.5: En esta gráfica se presenta la solución exacta y numérica de la acreción de

Bondi relativista en coordenadas de Eddington-Finkelstein en el régimen estacionario.

La curva de arriba corresponde a la velocidad radial, mientras que la curva de abajo

muestra la densidad de masa en reposo, como función de la coordenada radial y medidas

en t = 100M . El valor usado de la constante C1 fue C1 = −0,195. Como se puede

observar, la solución numérica ajusta muy bien a la solución exacta. Las evoluciones

numéricas se llevaron a cabo con un RK3, como el mencionado en el caṕıtulo anterior.
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Figura 4.6: En esta figura se muestra la convergencia de la norma L2 del error. Como se

puede observar la convergencia es aproximadamente de segundo orden. En esta gráfica,

a tiempos inicales, se presentan unas oscilaciones debidas a que los datos iniciales con

que se empieza la evolución corresponden a la solución exacta . Por otra parte, las lineas

no están igualmente espaciadas debido a que la convergencia no es perfectamente de

segundo orden.
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Figura 4.7: En esta gráfica se presenta la solución exacta y numérica de la acreción de

Michel relativista, correspondiente a la velocidad, densidad en reposo y presión. Los

valores cŕıticos son: rc = 400M y (ρ0)c = 10−2 y el tiempo en que se muestra la gráfica

es t = 100M .
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Figura 4.8: En esta figura se muestra la norma L2 de error, la cual es calculada con

tres resoluciones diferentes, guardando una convergencia aproximada de segundo orden.

Como el caso anterior, las oscilaciones al principio se deben a que los datos iniciales

con que se comienza la evolución, corresponden a la solución exacta.
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nante en la vecindad de un hoyo negro supermasivo. El modelo consiste en la solución

de las ecuaciones de Euler relativistas dependientes del tiempo de un gas ideal sobre

el espacio-tiempo de un hoyo negro de Schwarzschild, donde el fluido juega el papel

de la materia oscura. La materia oscura colisionante y no colisionante se modela como

un gas ideal con y sin presión, respectivamente, con el fin de estudiar la posibilidad de

que la presión sea suficiente para parar el proceso de acreción descontrolado y poner el

sistema en un régimen estacionario, que permita a un hoyo negro – en este caso un hoyo

negro supermasivo – tener las masas observadas hoy en d́ıa. Por otra parte, una vez el

proceso de acreción alcance dicho régimen estacionario, se analiza el perfil de densidad

resultante con el fin de verificar si dicho perfil es consistente con las distribuciones de

materia oscura en escalas muy locales cercanas al hoyo negro supermasivo.

Materia oscura colisionante y no colisionante

El problema de la formación y evolución de hoyos negros supermasivos (SMBH por

sus siglas en inglés) en el centro de galaxias eĺıpticas y tipo discoidal aún permanece

incierto. Por otra parte, el crecimiento de un hoyo negro está relacionado usualmente a

su coexistencia con la materia que lo circunda; ésta puede ser, tanto materia bariónica

como materia oscura. Algunos modelos consideran que los HNSM pueden ser el resul-

tado de la evolución de hoyos negros semilla que pueden crecer mediante el proceso

de acreción. Por ejemplo, uno de estos modelos considera que los hoyos negros semilla

pueden ser el resultado del colapso de nubes de gas primordial en la evolución tem-

prana de las galaxias. Estos hoyos negros semilla podŕıan tener masas del orden de

103 a 104 masas solares [Eisenstein & Loeb 1995]. Por otra parte, cuando se considera

que los hoyos negros semilla provienen del resultado del colapso de estrellas masivas

relativistas, los órdenes con que estos deben empezar son de cientos de masas solares

[Heger et al. 2003]; también los modelos combinados del colapso de gas primordial y ma-

teria oscura consideran que los hoyos negros semilla debeŕıan tener masas intermedias
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[Umeda et al. 2009]. Otros estudios, como el de la función de luminosidad bolométrica

a varias distancias indica que la masa acretada por los SMBH debeŕıa ser bariónica

[Small & Blandford 1992, Hopkins et al. 2007]. Sin embargo no hay una respuesta fi-

nal acerca de la cantidad de materia oscura acretada por un SMBH, en la referencia

[Peirani & Freitas-Pacheco 2008], por ejemplo, se muestra que la materia oscura con-

tribuye con al menos 10 % de la masa total acretada.

Algunos modelos no comunes consideran que los SMBH crecen a través de la acreción di-

recta de materia oscura colisionante o auto-interactuante [Ostriker 2000, Hu et al. 2006].

Dicha materia ha sido estudiada a escalas galácticas como una posible solución al pro-

blema del núcleo (cusp core problem) galáctico [Spergel & Steinhardt 2000] y al corres-

pondiente colapso gravitacional [Moore et al. 2000]. Por otra parte, la materia oscura

colisionante también tiene sus candidatos en el modelo estándar de part́ıculas, por

ejemplo los singletes [Holz & Zee 2001], los cuales hacen referencia a una representa-

ción unidimensional, por ejemplo, una part́ıcula en la cual el spin es cero. Finalmente,

en este trabajo se presentan resultados de modelos de materia oscura colisionante y no

colisionante y su posible aporte al crecimiento de los SMBH.

Resultados

Condiciones iniciales y diagnóstico:

Con el fin de resolver las ecuaciones de Euler relativistas (4.1), se tiene que proporcio-

nar los datos iniciales en t = 0 para la densidad en reposo ρ0, la velocidad Euleriana

vr y la enerǵıa interna espećıfica ǫ. En principio, no existe prescripción alguna para

los valores de estas cantidades y pueden ser arbitrarias. Uno de los intereses de este

trabajo es buscar estados de equilibrio, lo cual nos permite determinar si hay materia

oscura hoy en d́ıa o toda fué acretada por el hoyo negro. Por esta razón, se comienza

con configuraciones completamente fuera del equilibrio, con el fin de ver si los sistemas
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se relajan y alcanzan una especie de solución atractora en el tiempo. Para el caso de

la densidad, se considera un dato inicial constante, el cual corresponde a una condi-

ción fuera del equilibrio y a su vez produce un comportamiento dinámico. También, se

encuentra que la velocidad radial solamente está restringida en el sentido de que pa-

ra velocidades iniciales grandes, el fluido podŕıa alcanzar velocidades ultrarelativistas

cuando se aproxima al horizonte de eventos. Un parámetro inicial para el cual no existe

prescripción alguna es la enerǵıa interna espećıfica. Su valor inicial determina la presión

en el tiempo inicial con la propiedad de que cuando se aproxima a cero la condición

inicial corresponde al caso de materia oscura no colisionante p = 0.

Ahora, con el fin de hacer algo de diagnóstico sobre la simulación, se implementan una

serie de detectores localizados a diferentes radios sobre en dominio numérico, espećıfi-

camente, se definen esferas donde se calculan cantidades escalares. En particular, se

calcula la razón de masa acretada, dada por

Ṁacc = −4πr2ρ0W

(

vr − βr

α

)

, (4.30)

en distintas superficies esféricas, incluyendo en el horizonte de eventos. Esta cantidad

proviene de considerar la masa invariante de norma, la cual puede obtenerse a partir

de la integral de volumen de la densidad relativista en un volumen propio dado. Luego

haciendo uso de la ecuación de continuidad y el teorema de la divergencia de Gauss se

obtiene esta expresión para la masa acretada. Finalmente, se utilizan unidades geométri-

cas G = c = 1, donde el tiempo y el espacio están en unidades de M ; una densidad de

materia oscura t́ıpica ρDM ∼ 100M⊙/pc
3 corresponde a ρDM ∼ 10−26M−2 y 10−30M−2

para hoyos negros semilla de masas de 106 y 104M⊙, respectivamente. Sin embargo,

debido a las restricciones numéricas que aparecen asociadas a la diferencia de ordenes

de magnitud que hay entre la masa del hoyo negro y las densidades ultrabajas en el

fluido, como las correspondientes para la materia oscura, aqúı se estudia la acreción de

un fluido numéricamente manejable y despúes se extrapolan los resultados numéricos

para la densidad correspondiente a la materia oscura. Esto es, se llevan a cabo varias
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simulaciones numéricas con diferentes densidades, manejables computacionalmente, y

con éstas se hace un estudio para extrapolar a las densidades correspondientes a la

materia oscura.

Caso p = 0:

En la Figura 4.9, se muestran los resultados numéricos de la razón de masa acretada por

diferentes valores la velocidad inicial con un perfil de densidad constante ρ0 = 10−8; la

razón de masa acretada está medida en tres superficies esféricas diferentes localizadas

en r = 2M , r = 14M y r = 29M , con el fin de asegurar que la tendencia de dicha razón

de acreción no es un artificio numérico.

En todos los casos, la razón de masa acretada incrementa rápidamente y nunca las evo-

luciones numéricas aqúı mostradas alcanzan el régimen estacionario. Con el fin de medir

qué tan rápido crece la masa, se ajusta la masa acretada de todas las simulaciones con

el anzats M = AtB. También se extrapolan los parámetros A y B a dos valores razona-

bles correspondientes a la densidad para la materia oscura, para hoyos negros semilla

de 104 y 106 masas solares. Todos estos resultados se resumen en la Tabla 4.2, donde

las dos últimas columnas corresponden a la extrapolación a densidades de 100M⊙/pc
3

alrededor de hoyos negros de 104 and 106M⊙. El dominio usado en estas simulaciones

numéricas es de M < r < 1001M y las condiciones de frontera corresponden a las

condiciones de flujo entrante.

Una vez hecha la extrapolación, con el fin de explorar la posibilidad de que un fluido

sin presión pueda ser la materia oscura, se consideran dos experimentos particulares:

1. El sistema se escoge de tal forma que empieza a acretar hace 10 Giga años, con

una densidad de materia oscura inicial de 100M⊙/pc
3 alrededor de un hoyo negro

semilla de 104M⊙

2. El segundo sistema empieza acretando también hace 10 Giga años alrededor de
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Figura 4.9: En esta figura se presentan la tasa de masa acretada y la masa acre-

tada, para un gas sin presión para diferentes valores de la velocidad inicial vr =

0,0,−0,1,−0,2,−0,3. En todos los casos, el valor inicial de la densidad que se usa es

ρ = 10−8. Los diferentes tipos de ĺıneas indican que la acreción está siendo medida en

diferentes detectores esféricos localizados en r = 2M , r = 14M y r = 29M .
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un hoyo negro semilla de 106M⊙.

Los parámetros de ajuste están en la Tabla 4.2, mientras los resultados para estos dos

experimentos se encuentran en la Tabla 4.3, donde se muestra que los hoyos negros

acretan demasiada materia oscura, tanta que en el caso más conservativo después de

10 Giga años la masa que el hoyo negro alcanza es de 1011M⊙ o incluso en el peor de

los casos el hoyo negro alcanzaŕıa masas de 1022M⊙. Hay que recordar que como solo se

considera acreción radial, estos casos funcionan como ĺımites superiores para modelos

mas realistas de la materia oscura.
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Extrapolando la masa acretada (fluido de polvo)

ρ = 10−2 ρ = 10−4 ρ = 10−6 ρ = 10−8 ρ = 10−10 (Floor) . . . ρ = 10−26 . . . ρ = 10−30

vr = 0,0
A = 0,062506± 0,000103 A = (0,062506± 0,000103) ∗ 10−2 A = (0,062506± 0,000103) ∗ 10−4 A = (0,062506± 0,000103) ∗ 10−6 A = (0,062506± 0,000103) ∗ 10−8 . . . A = (0,062506± 0,000103) ∗ 10−24 . . . A = (0,062506± 0,000103) ∗ 10−28

B = 1,9506± 0,0001769 B = 1,9506± 0,0001769 B = 1,9506± 0,0001769 B = 1,9506± 0,0001769 B = 1,9506± 0,0001769 . . . B = 1,9506± 0,0001769 . . . B = 1,9506± 0,0001769

vr = −0,1
A = 0,00423575± 8,719 ∗ 10−5 A = (0,00423575± 8,719 ∗ 10−5) ∗ 10−2 A = (0,00423575± 8,719 ∗ 10−5) ∗ 10−4 A = (0,00423575± 8,719 ∗ 10−5) ∗ 10−6 A = (0,00423575± 8,719 ∗ 10−5) ∗ 10−8 . . . A = (0,00423575± 8,719 ∗ 10−5) ∗ 10−24 . . . A = (0,00423575± 8,719 ∗ 10−5) ∗ 10−28

B = 2,53978± 0,002341 B = 2,53978± 0,002341 B = 2,53978± 0,002341 B = 2,53978± 0,002341 B = 2,53978± 0,002341 . . . B = 2,53978± 0,002341 . . . B = 2,53978± 0,002341

vr = −0,2
A = 0,173486± 0,006026 A = (0,173486± 0,006026) ∗ 10−2 A = (0,173486± 0,006026) ∗ 10−4 A = (0,173486± 0,006026) ∗ 10−6 A = (0,173486± 0,006026) ∗ 10−8 . . . A = (0,173486± 0,006026) ∗ 10−24 . . . A = (0,173486± 0,006026) ∗ 10−28

B = 2,27724± 0,003729 B = 2,27724± 0,003729 B = 2,27724± 0,003729 B = 2,27724± 0,003729 B = 2,27724± 0,003729 . . . B = 2,27724± 0,003729 . . . B = 2,27724± 0,003729

vr = −0,3
A = 0,832518± 0,02417 A = (0,832518± 0,02417) ∗ 10−2 A = (0,832518± 0,02417) ∗ 10−4 A = (0,832518± 0,02417) ∗ 10−6 A = (0,832518± 0,02417) ∗ 10−8 . . . A = (0,832518± 0,02417) ∗ 10−24 . . . A = (0,832518± 0,02417) ∗ 10−28

B = 2,19968± 0,00342 B = 2,19968± 0,00342 B = 2,19968± 0,00342 B = 2,19968± 0,00342 B = 2,19968± 0,00342 . . . B = 2,19968± 0,00342 . . . B = 2,19968± 0,00342

Cuadro 4.2: En esta tabla se muestra el ajuste de los parámetros que describen la función de crecimiento de la masa para

un amplio conjunto de valores de la densidad inicial y de la velocidad inicial del fluido de prueba para el caso de presión

nula. También se muestran los valores de la extrapolación correspondientes a la densidad de materia oscura ρ = 10−26 y

ρ = 10−30 en unidades geométricas, que corresponden a los casos analizados.
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semilla M(i) = 104M⊙ semilla M(ii) = 106M⊙

vr = 0,0 3,04× 107M(i) 3,82× 107M(ii)

vr = −0,1 2,49× 1017M(i) 2,07× 1016M(ii)

vr = −0,2 1,17× 1014M(i) 3,28× 1013M(ii)

vr = −0,3 1,96× 1013M(i) 7,82× 1012M(ii)

Cuadro 4.3: En esta tabla, se muestra la masa acretada por un hoyo negro semilla desde

hace 10 Giga años hasta hoy en d́ıa para el caso de dos hoyos semilla. El perfil inicial de

materia oscura es ρ = 100M⊙pc
−3, el cual en unidades geométricas, para hoyos negros

semillas de masas M(i) = 104M⊙ y M(ii) = 106M⊙, corresponde a ρ = 1,17 × 10−30 y

ρ = 1,17 × 10−26. Los valores de la masa acretada para estas densidades son tomados

de la extrapolación en la Tabla 4.2.

Caso p 6= 0:

En este caso, el espacio de parámetros se expande debido a que aparecen dos nuevas

cantidades: el indice adiabático Γ y la enerǵıa interna espećıfica ǫ a tiempos iniciales.

Con el fin de explorar este amplio espacio de parámetros, se consideran los siguientes

casos:

1. De nuevo, se escogen varios valores de la densidad inicial ρ0 = 10−4, 10−6, 10−8,

10−10.

2. Solamente se estudian dos casos de la velocidad inicial vr = −0,1, −0,2.

3. Se escogen dos valores del ı́ndice adiabático, Γ = 1,1, 1,2.

4. Finalmente, se escogen dos valores para la enerǵıa interna espećıfica, ǫ = 0,5,

1, debido a que desafortunadamente no hay un prescripción de este parámetro, a

menos que, por ejemplo, se asuma inicialmente una ecuación de estado politrópica,

en la cual la constante politrópica seŕıa otro parámetro libre.
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En todas las combinaciones de estos parámetros, se encuentra que los procesos de

acreción alcanzan un régimen estacionario. En la Figura 4.10 se muestran diferentes

ejemplos de los resultados que indican que, después de un periodo transitorio, hay una

acreción de masa lineal, donde la configuración inicial, fuera del equilibrio, alcanza una

solución estacionaria. Por completez, en la Figura 4.11, se muestra como un ejemplo,

la razón de masa acretada para dos valores diferentes de la enerǵıa interna espećıfica

inicial. Esta figura muestra el papel que juega esta cantidad, esto es, en el ĺımite cuando

ǫ tiende a cero, la presión tiende a cero también, recuperando de esta forma el caso de

un fluido con presión cero.

Los resultados de razón de masa acretada por el hoyo negro, se encuentran en la Tabla

4.4, donde, como en el caso del fluido sin presión, también se extrapolan los resulta-

dos ajustados a densidades ultrabajas correspondientes a materia oscura. El dominio

numérico usado para las simulaciones es de M < r < 1001M . Con estos parámetros ex-

trapolados, se estima la masa acretada durante 10Giga años, la cual puede encontrarse

en la Tabla 4.5.
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Figura 4.10: En esta figura se presenta la razón de masa acretada y la masa acretada,

para un gas ideal, para dos valores de la velocidad coordenada vr y dos valores del ı́ndice

adiabático Γ. En todos los casos, la densidad inicial y la enerǵıa interna espećıfica usadas

son ρ = 10−4 y ǫ = 0,5, respectivamente. Los diferentes tipos de ĺıneas indican que la

acreción se está midiendo en varias superficies esféricas.
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Figura 4.11: En esta figura se presenta la taza de acreción de un gas ideal, para dos

valores de la enerǵıa interna espećıfica ǫ = 0,5, 1,0. Por otra parte, los valores de la

densidad, velocidad inicial y ı́ndice adiabático son: ρ0 = 10−4, vr = −0,1 y Γ = 1,1.
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ρ = 10−4 ρ = 10−6 ρ = 10−8 ρ = 10−10 (Floor) . . . ρ = 10−26 . . . ρ = 10−30

Extrapolando la masa acretada ( Ecuación de estado de un gas ideal con Γ = 1,1 y ǫ = 0,5)

vr = −0,1

A = 0,808384± 0,001781 A = (0,808384± 0,001781) ∗ 10−2 A = (0,808384± 0,001781) ∗ 10−4 A = (0,808384± 0,001781) ∗ 10−6 . . . A = (0,808384± 0,001781) ∗ 10−22 . . . A = (0,808384± 0,001781) ∗ 10−26

B = 0,96003± 0,0002526 B = 0,96003± 0,0002526 B = 0,96003± 0,0002526 B = 0,96003± 0,0002526 . . . B = 0,96003± 0,0002526 . . . B = 0,96003± 0,0002526

C = −145,048± 0,3033 C = (−145,048± 0,3033) ∗ 10−2 C = (−145,048± 0,3033) ∗ 10−4 C = (−145,048± 0,3033) ∗ 10−6 . . . C = (−145,048± 0,3033) ∗ 10−22 . . . C = (−145,048± 0,3033) ∗ 10−26

vr = −0,2

A = 2,22404± 0,006492 A = (2,22404± 0,006492) ∗ 10−2 A = (2,22404± 0,006492) ∗ 10−4 A = (2,22404± 0,006492) ∗ 10−6 . . . A = (2,22404± 0,006492) ∗ 10−22 . . . A = (2,22404± 0,006492) ∗ 10−26

B = 0,951153± 0,0003345 B = 0,951153± 0,0003345 B = 0,951153± 0,0003345 B = 0,951153± 0,0003345 . . . B = 0,951153± 0,0003345 . . . B = 0,951153± 0,0003345

C = −430,184± 1,041 C = (−430,184± 1,041) ∗ 10−2 C = (−430,184± 1,041) ∗ 10−4 C = (−430,184± 1,041) ∗ 10−6 . . . C = (−430,184± 1,041) ∗ 10−22 . . . C = (−430,184± 1,041) ∗ 10−26

Extrapolando la masa acretada (Ecuación de estado de un gas ideal con Γ = 1,2 y ǫ = 0,5)

vr = −0,1

A = 0,145753± 0,0002368 A = (0,145753± 0,0002368) ∗ 10−2 A = (0,145753± 0,0002368) ∗ 10−4 A = (0,145753± 0,0002368) ∗ 10−6 . . . A = (0,145753± 0,0002368) ∗ 10−22 . . . A = (0,145753± 0,0002368) ∗ 10−26

B = 0,990879± 0,0001922 B = 0,990879± 0,0001922 B = 0,990879± 0,0001922 B = 0,990879± 0,0001922 . . . B = 0,990879± 0,0001922 . . . B = 0,990879± 0,0001922

C = −4,70678± 0,04092 C = (−4,70678± 0,04092) ∗ 10−2 C = (−4,70678± 0,04092) ∗ 10−4 C = (−4,70678± 0,04092) ∗ 10−6 . . . C = (−4,70678± 0,04092) ∗ 10−22 . . . C = (−4,70678± 0,04092) ∗ 10−26

vr = −0,2

A = 0,260364± 0,0004783 A = (0,260364± 0,0004783) ∗ 10−2 A = (0,260364± 0,0004783) ∗ 10−4 A = (0,260364± 0,0004783) ∗ 10−6 . . . A = (0,260364± 0,0004783) ∗ 10−22 . . . A = (0,260364± 0,0004783) ∗ 10−26

B = 0,990018± 0,0002173 B = 0,990018± 0,0002173 B = 0,990018± 0,0002173 B = 0,990018± 0,0002173 . . . B = 0,990018± 0,0002173 . . . B = 0,990018± 0,0002173

C = −10,0288± 0,08219 C = (−10,0288± 0,08219) ∗ 10−2 C = (−10,0288± 0,08219) ∗ 10−4 C = (−10,0288± 0,08219) ∗ 10−6 . . . C = (−10,0288± 0,08219) ∗ 10−22 . . . C = (−10,0288± 0,08219) ∗ 10−26

Extrapolando la masa acretada (Ecuación de estado de un gas ideal con Γ = 1,1 y ǫ = 1,0)

vr = −0,1

A = 0,396444± 0,001466 A = (0,396444± 0,001466) ∗ 10−2 A = (0,396444± 0,001466) ∗ 10−4 A = (0,396444± 0,001466) ∗ 10−6 . . . A = (0,396444± 0,001466) ∗ 10−22 . . . A = (0,396444± 0,001466) ∗ 10−26

B = 0,963098± 0,0004361 B = 0,963098± 0,0004361 B = 0,963098± 0,0004361 B = 0,963098± 0,0004361 . . . B = 0,963098± 0,0004361 . . . B = 0,963098± 0,0004361

C = −39,3563± 0,2112 C = (−39,3563± 0,2112) ∗ 10−2 C = (−39,3563± 0,2112) ∗ 10−4 C = (−39,3563± 0,2112) ∗ 10−6 . . . C = (−39,3563± 0,2112) ∗ 10−22 . . . C = (−39,3563± 0,2112) ∗ 10−26

vr = −0,2

A = 0,891524± 0,003389 A = (0,891524± 0,003389) ∗ 10−2 A = (0,891524± 0,003389) ∗ 10−4 A = (0,891524± 0,003389) ∗ 10−6 . . . A = (0,891524± 0,003389) ∗ 10−22 . . . A = (0,891524± 0,003389) ∗ 10−26

B = 0,961579± 0,0004483 B = 0,961579± 0,0004483 B = 0,961579± 0,0004483 B = 0,961579± 0,0004483 . . . B = 0,961579± 0,0004483 . . . B = 0,961579± 0,0004483

C = −100,255± 0,4835 C = (−100,255± 0,4835) ∗ 10−2 C = (−100,255± 0,4835) ∗ 10−4 C = (−100,255± 0,4835) ∗ 10−6 . . . C = (−100,255± 0,4835) ∗ 10−22 . . . C = (−100,255± 0,4835) ∗ 10−26

Extrapolando la masa acretada (Ecuación de estado de un gas ideal con Γ = 1,2 y ǫ = 1,0)

vr = −0,1

A = 0,0891933± 0,0003314 A = (0,0891933± 0,0003314) ∗ 10−2 A = (0,0891933± 0,0003314) ∗ 10−4 A = (0,0891933± 0,0003314) ∗ 10−6 . . . A = (0,0891933± 0,0003314) ∗ 10−22 . . . A = (0,0891933± 0,0003314) ∗ 10−26

B = 0,987067± 0,0004521 B = 0,987067± 0,0004521 B = 0,987067± 0,0004521 B = 0,987067± 0,0004521 . . . B = 0,987067± 0,0004521 . . . B = 0,987067± 0,0004521

C = −1,86548± 0,04307 C = (−1,86548± 0,04307) ∗ 10−2 C = (−1,86548± 0,04307) ∗ 10−4 C = (−1,86548± 0,04307) ∗ 10−6 . . . C = (−1,86548± 0,04307) ∗ 10−22 . . . C = (−1,86548± 0,04307) ∗ 10−26

vr = −0,2

A = 0,135829± 0,0001597 A = (0,135829± 0,0001597) ∗ 10−2 A = (0,135829± 0,0001597) ∗ 10−4 A = (0,135829± 0,0001597) ∗ 10−6 . . . A = (0,135829± 0,0001597) ∗ 10−22 . . . A = (0,135829± 0,0001597) ∗ 10−26

B = 0,997385± 0,0001416 B = 0,997385± 0,0001416 B = 0,997385± 0,0001416 B = 0,997385± 0,0001416 . . . B = 0,997385± 0,0001416 . . . B = 0,997385± 0,0001416

C = −1,54871± 0,02557 C = (−1,54871± 0,02557) ∗ 10−2 C = (−1,54871± 0,02557) ∗ 10−4 C = (−1,54871± 0,02557) ∗ 10−6 . . . C = (−1,54871± 0,02557) ∗ 10−22 . . . C = (−1,54871± 0,02557) ∗ 10−26

Cuadro 4.4: En esta tabla se muestra el ajuste de la masa acretada para los valores de la enerǵıa interna espećıfica

ǫ = 0,5, 1,0 y el ı́ndice adiabático Γ = 1,1, 1,2. También se muestra la extrapolación del valor correspondiente a la

densidad de materia oscura ρ = 10−26 y ρ = 10−30 en unidades geométricas, la cual corresponde a dos casos particulares

analizados abajo. El anzats usado para ajustar la masa acretada es Macc = AtB + C.
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Algo que llama la atención en estos resultados, es que el régimen estacionario en los

diferentes procesos de acreción es muy sensible al parámetro Γ. Como se puede observar

en las Tablas 4.3 y 4.5, la masa acretada puede cambiar hasta 15 ordenes de magnitud

cuando el parámetro Γ va de 1 a 1,1. Con el fin de mostrar que esto último no es error

de los algoritmos numéricos usados, se muestra en la Figura 4.12 que el proceso de

acreción cambia monótonamente con Γ desde el caso Γ = 1 hasta el caso Γ = 1,1.

Como conclusión se encuentra que para hoyos negros semilla de 106M⊙, la masa acre-

tada durante 10Gyr es del orden de masas solares. Esto implica que la materia oscura

podŕıa obedecer una ecuación de estado con presión diferente de cero, o en un caso más

conservativo, la acreción de materia oscura en un hoyo negro supermasivo contribu-

ye con una pequeña fracción comparada con la posible acreción de materia bariónica,

como se sugiere en la referencia [Peirani & Freitas-Pacheco 2008], donde un ĺımite del

10% de la acreción de materia es debido a materia oscura. Estos resultados han sido

presentados en [Guzmán & Lora-Clavijo 2011a]

Hay que aclarar que el modelo de acreción esféricamente simétrica es un primer paso

hacia un estudio más detallado del sistema SMBH y materia oscura, el cual, en una

versión completa, debeŕıa involucrar cosas como por ejemplo: componentes del momen-

to angular del fluido, evolución de la geometŕıa del espacio-tiempo, transferencia de

momento angular del hoyo negro al fluido, etc.

Finalmente, con el fin de validar los resultados de las simulaciones, se presenta como

prueba numérica la auto-convergencia de la densidad de masa en reposo para dos de

las simulaciones, ver la Figura 4.13. Lo que se encuentra en estos casos es que la auto-

convergencia es de primer orden, lo cual es consistente con el reconstructor constante

por pedazos usado para llevar acabo dichas simulaciones.
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semilla M(i) = 104M⊙ semilla M(ii) = 106M⊙

Γ = 1,1 , ǫ = 0,5

vr = −0,1 9,21× 10−9M(i) 1,11× 10−6M(ii)

vr = −0,2 1,72× 10−8M(i) 2,16× 10−6M(ii)

Γ = 1,2 , ǫ = 0,5

vr = −0,1 6,31× 10−9M(i) 6,59× 10−7M(ii)

vr = −0,2 1,1× 10−8M(i) 1,14× 10−6M(ii)

Γ = 1,1 , ǫ = 1,0

vr = −0,1 5,2× 10−9M(i) 6,11× 10−7M(ii)

vr = −0,2 1,1× 10−8M(i) 1,29× 10−6M(ii)

Γ = 1,2 , ǫ = 1,0

vr = −0,1 3,28× 10−9M(i) 3,48× 10−7M(ii)

vr = −0,2 7,80× 10−9M(i) 7,90× 10−7M(ii)

Cuadro 4.5: En esta tabla se muestra la masa acretada por el hoyo negro desde hace

10 Giga años hasta el presente, para dos hoyos negros semilla. El valor inicial del perfil

de densidad de materia oscura es ρ = 100M⊙pc
−3, el cual en unidades geométricas,

para hoyos negros semilla de masas M(i) = 104M⊙ y M(ii) = 106M⊙, corresponde a

ρ = 1,17 × 10−30 y ρ = 1,17 × 10−26 en unidades geométricas respectivamente. Los

valores de la masa acretada por estas densidades son tomados de la extrapolación en la

Tabla 4.4.
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Figura 4.12: En esta gráfica se muestra la razón de masa acretada para diferentes

valores de Γ, para configuraciones correspondientes a los siguientes parámetros iniciales

ρ = 10−4, vr = −0,1, ǫ = 0,5, 1. En la gráfica insertada, se muestra una ampliación

de la razón de masa acretada que ilustra varios comportamientos en el estado inicial

transitorio que depende de Γ.
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Figura 4.13: En esta figura se muestra el orden de la auto-convergencia de ρ0, para dos

casos f́ısicos diferentes, 1) (panel de arriba) p = 0, ρ = 10−4 y vr = −0,1 y, 2) (panel de

abajo) Γ = 1,2, ρ = 10−4 vr = −0,1, ǫ = 0,5. Aqúı se calcula la convergencia usando la

norma L1 de las diferencias entre el valor de la densidad para tres resoluciones diferentes

∆x1 = 0,1, ∆x2 = ∆x1/2 y ∆x3 = ∆x2/2. El factor de auto-convergencia Q, para

estas resoluciones se calcula de la siguiente expresión 2Qsc = ∆E1/∆E2 donde ∆E1 =

L1(ρ1 − ρ2) y ∆E2 = L1(ρ2 − ρ3). La aproximación dominante es la que corresponde

a la reconstrucción de las variables en cada inter-celda, la cual es una reconstrucción

constante por pedazos, de tal forma que el factor de convergencia es a primer orden.
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Figura 4.14: (a) Se muestra el perfil de densidad a diferentes tiempos desde t = 0

a t = 50000M cada 250M ; los tiempos tempranos corresponden a las ĺıneas en la

parte de abajo de la figura y los tiempos lejanos corresponden a las ĺıneas de la parte

de arriba, acercándose a la ĺınea negra gruesa. La ĺınea negra gruesa corresponde a

una superposición de varios tiempos los cuales muestran un estado estacionario. Por

otra parte el perfil de densidad muestra claramente dos regiones: una cerca del hoyo

negro hasta r ∼ 50M , la cual muestra un forma polinomial y una segunda región

despúes de r ∼ 500M , la cual es constante; Estos son los dos dominios que se usan

para ajustar el perfil de densidad de la solución en el régimen estacionario. (b) También

se muestra la razón de masa acretada medida en el horizonte de eventos; esta muestra

cómo se alcanza un régimen estacionario. Los datos iniciales corresponden a ρ0 = 10−8,

vr0 = −0,1, Γ = 1,1 y ǫ = 0,8.
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Perfiles de densidad de materia oscura colisionante

Uno de los temas más importantes relacionados con el problema de la materia oscura

es el de los perfiles de densidad en las galaxias. La mayoŕıa de los análisis involucran el

estudio de estos perfiles basados en simulaciones numéricas de la formación de estructura

y el colapso de materia oscura no colisionante (materia oscura fŕıa (CDM por sus siglas

en inglés)).

Dos de los modelos más estudiados en la literatura son el modelo de Navarro-Frenk-

White (NFW) [Navarro et al. 1996]

y el modelo de Moore [Moore et al. 1999]. Dentro del estudio de los perfiles de densidad,

es particularmente interesante entender la distribución de materia oscura en la región

central del halo, donde diferentes modelos se han ajustado a la función ∼ 1/rκ; en

particular, los perfiles de NFW y Moore muestran diferentes comportamientos; estos

son: κ = 1 (NFW) y κ = 1,5 (Moore). Diversos estudios numéricos han proporcionado

diferentes valores de κ, la cual, en el lenguaje de los especialistas de la materia oscura,

es llamada pendiente. Por ejemplo en [Klypin et al. 2001], basados en simulaciones de

halo desde el punto de vista del espacio de fases, el valor de la pendiente es κ = 1,5,

mientras que en [Taylor & Navarro 2001], el perfil de densidad encontrado es de κ =

0,75 en lugar de κ = 1, y se parece al perfil de NFW en la región exterior de halo.

En [Coĺın et al. 2004], basados en estudios de halos de baja masa, encontraron que el

resultado es κ = 1, el cual corresponde al mismo ĺımite como en NFW. En el caso de

[Diemand et al. 2005], la conclusión es que los halos tienen pendiente κ = 1,2, mientras

que en [Navarro et al. 2004] se encontraron perfiles de densidad con pendiente κ = 0,7

en radios del orden de r ∼ 0,01 kpc. En el trabajo de [Stoher 2006] se encontró que

dentro de un radio de r ∼ 1 kpc la pendiente corresponde a κ ∼ 1. También en

[Navarro et al. 2010] se encuentra que, dependiendo de la escala radial considerada,

aparecen diferentes pendientes, por ejemplo, para r ∼ 0,1 kpc κ ∼ 0,85, y para r ∼ 1kpc

κ = 1,4.
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Por otra parte, las observaciones sugieren, dependiendo del tipo de galaxia que se consi-

dere, por ejemplo galaxias enanas y galaxias de bajo brillo superficial (LSB por sus siglas

en inglés), que los perfiles de densidad son mejor descritos por un modelo de densidad

constante [Burkert 1995, Walter et al. 2008]. Espećıficamente, el perfil de densidad de

masa de las galaxias enanas muestra promedios del orden de κ ∼ 0,29 [Oh et al. 2010],

mientras que las galaxias LSB muestran perfiles con κ ∼ 0,2 [de Blok et al. 2001]. Otros

análisis que incluyen los efectos de los bariones concluyen que κ ∼ 0,4 [Oh et al. 2010 ].

Esto muestra que el problema de la distribución de materia oscura en el centro de las

galaxias está aún en debate, y no hay respuesta clara en este momento. Sin embargo,

en este trabajo se mira en una escala aún más pequeña que la del halo de materia

oscura, esto es, se estudia la distribución de materia oscura en la vecindad de un hoyo

negro supermasivo no rotante, con el fin de entender si algún modelo particular para

el perfil de densidad de materia oscura es mejor que otro. Este modelo de acreción

esfericalmente simétrico, representa un primer paso hacia un estudio más realista del

sistema SMBH-materia oscura, el cual en una versión más completa, debe involucrar

la intriducción de las componentes del momento angular del fluido, las cuales estaŕıan

asociadas con la sección eficaz del hoyo negro, la cual a su vez, restrigiŕıa las razones

de acreción de materia oscura.

El dominio espacial usado para las simulaciones numéricas es M ≤ r ≤ 10000M , esto

es, desde el interior del horizonte de eventos, localizado en r = M , hasta la frontera

externa localizada muy lejos del horizonte; la frontera exterior en unidades f́ısicas para

un hoyo negro de masa M = 109M⊙ corresponde a 0,5pc, el cual es una escala bastante

pequeña comparada con los análisis anteriormente mencionados sobre los perfiles de

materia oscura, los cuales manejan la escala del tamaño de los halos galácticos. Cabe

mencionar que en todas las corridas llevadas a cabo, la frontera externa está causalmente

desconectada, de tal forma que dicha frontera no pueda influenciar en los resultados

obtenidos.
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Por otra parte, al tiempo inicial se consideran diferentes valores de la densidad de

masa en reposo ρ0, la enerǵıa interna espećıfica ǫ0 = ǫ(t = 0) y el ı́ndice adiabático Γ.

Una vez el sistema alcanza el régimen estacionario, esto es, la razón de masa acretada

es constante y las variables de estado independientes del tiempo, se ajusta al perfil

de densidad resultante con una función del tipo A/rκ, donde κ es el parámetro que

determina la pendiente del perfil de densidad de la solución estacionaria. Los resultados

que se muestran en la Figura 4.14 sugieren dos regiones diferentes para ajustar el perfil

de densidad:

1. La región (I) va desde el horizonte de eventos hasta ∼ 50M donde la ley de

potencias es evidente.

2. Para la región (II) los dominios van desde aproximadamente 800M hacia la fron-

tera exterior, la cual es del orden de un décimo de parsec.

La región (I) está relacionada con la región de campo fuerte, mientras que la región

(II) es la que eventualmente podŕıa ajustar con la escala de kpc y aśı los resultados

podŕıan ser comparados con los resultados a escalas galácticas. Estas regiones vaŕıan de

una simulación a otra porque el rango de parámetros es muy diverso. Sin embargo, a

partir de estas simulaciones, se encuentra que 50M es una cota superior para la región

(I) en todos los casos que aqúı se tienen en cuenta. Por otra parte, para la región (II), el

domino usado es 800− 1500M . Uno de los primeros resultados y quizá uno de los más

importantes es que para un conjunto de valores dados de Γ y ǫ0 y diferentes valores ρ0

a tiempo inicial, el parámetro κ es el mismo, como se puede ver el la Figura 4.15 para

la región (I). Esto significa que el valor del exponente κ no depende de el valor inicial

del perfil densidad constante usado para inicializar las simulaciones numéricas. Esto

último permite considerar solo el espacio de parámetros iniciales Γ − ǫ0 para un valor

dado de ρ0. En particular, se está interesado en extrapolar el comportamiento de ρ0 que

corresponda a valores razonables de densidad de materia oscura. Dicha extrapolación

se ilustra también en la Figura 4.15.
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Figura 4.15: En esta gráfica se muestran los valores de κ con ǫ = 0,2 para diferentes

valores de ρ0 y Γ para la regón (I). Estos resultados muestran la independencia de κ

con ρ0 para una combinación dada de ǫ0 y Γ. Esto fue comprobado para todas la simu-

laciones. También se muestra la extrapolación correspondiente a la densidad de materia

oscura en unidades geométricas ρ0 = 10−23, la cual es equivalente a ρ0 ∼ 100M⊙/pc
3,

para un hoyo negro de masa M = 109M⊙. Los puntos sin relleno, corresponden a los

resultados de las simulaciones numéricas mientras los puntos llenos corresponden a los

resultados de la extrapolación de los resultados para los perfiles de densidad de materia

oscura. Resultados similares se encuentra para la región (II).
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La extrapolación de los parámetros resultantes indica que κ depende monótonamente

de Γ y ǫ. Estos resultados pueden ser observados en la Figura 4.16 para la región (I)

y en la Figura 4.17 para la región (II). Para cada valor de ǫ0 se encuentran diferentes

valores de κ dependiendo del valor de Γ. De esta forma, si el fluido representa la materia

oscura, esto implica que la pendiente preferida, una vez la solución alcanza el régimen

estacionario para la materia oscura colisionante, depende de la enerǵıa interna inicial y

del ı́ndice adiabático solamente.

Estos resultados indican que, con el fin de obtener un perfil con menos pendiente –

valores de κ pequeños – se necesita un valor más alto del ı́ndice adiabático, lo cual

significa que la materia oscura debe ser más colisionante (debe tener mayor presión).

Además, en la región (I), los resultados muestran que en el ĺımite Γ → 1, caso no

colisionante (CDM), la aproximación prefiere el exponente κ ∼ 1,5, independientemente

del valor inicial de la enerǵıa interna como se observa en la Figura 4.16. También se

puede ver que para valores grandes de Γ los valores de κ son más pequeños.

Por otra parte, en la región (II), los resultados son menos coincidenciales que en el

caso anterior, donde aparece una tendencia para el valor de κ cuando se aproxima al

ĺımite de polvo. Lo primero que puede observarse de estos resultados es que en el ĺımite

Γ → 1, el valor de κ depende de las diferentes condiciones iniciales como se ve en la

Figura 4.17, y ninguna cota superior puede ser estimada dentro de dichos resultados.

Sin embargo, se puede observar que con la presión, es suficiente para proveer valores

muy pequeños de κ. Incluso es posible obtener valores de κ más pequeños que 0,1

para Γ ≥ 1,1, lo cual es un resultado consistente con los perfiles de densidad planos

observados y relacionados con el núcleo del halo. Estos resultados han sido presentados

en [Guzmán & Lora-Clavijo 2011b]

Como en la sub-sección anterior, en la Figura 4.18 se ilustra la autoconvergencia de la

densidad en reposo para una de la corridas, lo cual indica que la implementación es

consistente con los métodos numéricos y que los resultados son confiables.
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Figura 4.16: En esta figura se muestran los valores de κ en términos del ı́ndice adiabático

y la enerǵıa interna inicial para la región (I). El exponente depende fuertemente de la

enerǵıa interna inicial. Sin embargo, en el ĺımite cuando Γ se aproxima a uno, esto es,

en el caso no colisionante, el exponente se aproxima a 1.5 independientemente de ǫ0.
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Figura 4.17: En esta figura se presentan los valores de κ en términos del ı́ndice adiabáti-

co y la enerǵıa interna inicial. El dominio donde se ajusta la densidad corresponde a

800 ≤ r/M ≤ 1500. Como se puede ver, para valores grandes de Γ se obtienen valores

pequeños de κ, lo cual es consistente con las observaciones que predicen que el perfil de

materia oscura en el centro de las galaxias es plano.
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Finalmente, la principal conclusión de esta sección, es que si el perfil de densidad que

se encontró en la región más cercana, prevalece a escalas más grandes que las usadas en

este trabajo, la densidad de materia oscura no muestra un perfil cuspy. Esto significa

que un perfil de materia oscura, casi constante en el centro de las galaxias, es consistente

con la presecia de un hoyo negro. Todo esto con el precio de adicionar un monto de

presión a la materia oscura.
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Figura 4.18: Para ilustrar la veracidad de los cálculos numéricos, se muestra el orden de

la auto-convergencia de la densidad de masa en reposo ρ0, para el caso inicial correspon-

diente a: ρ0 = 10−8, Γ = 1,06, vr0 = −0,1 y ǫ0 = 0,5. La convergencia se calcula usando

la norma L1 de la diferencias del valor de la densidad para cuatro diferentes resoluciones

∆x1 = 0,4, ∆x2 = ∆x1/2, ∆x3 = ∆x2/2 y ∆x4 = ∆x3/2, correspondientes al cálculo

numérico de la densidad ρ1, ρ2, ρ3 y ρ4 respectivamente. El factor de convergencia de

estas cuatro resoluciones se calcula como: 2Qsc = ∆E1/∆E2 donde ∆E1 = L1(ρ1 − ρ2),

∆E2 = L1(ρ2 − ρ3) y ∆E3 = L1(ρ3 − ρ4). El error dominante corresponde al recons-

tructor de las variables en cada inter-celda constante por pedazos, de tal forma que la

convergencia es de primer orden.



Caṕıtulo5
ACRECIÓN DE FLUJOS 2-DIMENSIONALES EN

HOYOS NEGROS

SECCIÓN 5.1

Acreción de Bondi-Hoyle relativista

La acreción de Bondi-Hoyle consiste en el proceso de evolución de un viento de gas

uniformemente (homogéneamente) distribuido moviéndose cerca de un objeto central,

o bien un objeto compacto moviéndose en un gas con velocidad constante

[Bondi & Hoyle 1944]. Este sistema está relacionado a varios fenómenos asociados con

procesos del gas cerca de estrellas u objetos compactos, como lo son las estrellas de neu-

trones y los hoyos negros. Dentro del régimen Newtoniano y relativista, se han reportado

muchas propiedades interesantes, las cuales han sido exploradas basándose en diversos

estudios numéricos . En caso del régimen clásico gobernado por la gravedad Newtonia-
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na1 [Shima et al. 1985, Matsuda et al. 1987, Fryxell & Taam 1988, Sawada et al. 1989,

Matsuda et al. 1991, Matsuda et al. 1992],

[Ruffert & Arnett 1994, Ruffert 1994a, Ruffert 1994b, Ruffert 1996, Ruffert 1997],

[Benensohn et al. 1997, Nagae et al. 2004, Blondin & Raymer 2012], el objetivo más

importante son las consecuencias sobre la morfoloǵıa de los vientos y los choques su-

persónicos que se desarrollan; un resumen de todos estos resultados asumiendo gravedad

Newtoniana puede ser encontrado en [Foglizzo et al. 2005].

A diferencia del régimen Newtoniano, el régimen relativista permite estudiar la acreción

de Bondi-Hoyle en regiones donde el campo gravitacional es fuerte, por ejemplo, cerca

del horizonte de eventos de un hoyo negro. Algunos estudios han sido impulsados en esta

dirección. El primero de estos fue desarrollado en [Petrich et al. 1989]; en este trabajo se

llevaron a cabo simulaciones numéricas axialmente simétricas con el fin de estudiar los

diferentes patrones de acreción desarrollados por el gas durante el proceso de acreción

en un hoyo negro. Más tarde [Font & Ibánẽz 1998, Font et al. 2000, Font et al. 1994,

Font & Ibáñez 1998] revisaron estos resultados usando esquemas numéricos de alta re-

solución para la captura de choques, los cuales han mostrado ser mucho más eficientes

que los métodos usados en el pasado donde un término de viscosidad artificial se agre-

ga para lidiar con las discontinuidades que se forman. Vale la pena mencionar que en

todos estos trabajos, el objetivo más importante es la morfoloǵıa asociada a procesos

supersónicos y subsónicos; cuando el proceso es supersónico, se forma un cono de choque

de alta densidad en el lado opuesto de donde se está inyectando el viento. Además, di-

cho cono presenta propiedades importantes como vibraciones resonantes o movimiento

tipo flip-flop, el cual consiste en la oscilación de la orientación del cono de choque. Por

otra parte, en el contexto astrof́ısico, un trabajo reciente hecho en [Donmez et al. 2011]

dedica esfuerzos importantes para estudiar una potencial relación entre las oscilaciones

1Por gravedad Newtoniana se refieren a aproximar el campo gravitacional producido por un hoyo

negro, utilizando un potencial pseudo Newtoniano de Paczynski-Wiita
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cuasi-periódicas observadas en diversos lugares, donde se cree que hay un hoyo negro,

y el comportamiento del gas en la acreción de Bondi-Hoyle relativista.

Dentro del régimen relativista, existen algunos trabajos asociados a este proceso de

acreción. En el caso de la relatividad general, la acreción de Bondi-Hoyle se presenta

en [Farris et al. 2010] en el contexto de hoyos negros binarios supermasivos fusionándo-

se. También este proceso ha sido considerado teniendo en cuenta los efectos de los

campos magnéticos [Penner 2010]. Por otra parte, en [Zanotti et al. 2011] se estudia

el caso de la acreción de Bondi-Hoyle relativista considerando procesos radiativos y el

caso de la acreción de Bondi-Hoyle ultrarelativista fue recientemente considerado en

[Penner 2012].

En este trabajo, se presenta un estudio relativista de la acreción de Bondi-Hoyle axial-

mente simétrica de un gas supersónico en un hoyo negro esféricamente simétrico descrito

en coordenadas penetrantes. También se asume la condición de que el gas es un fluido

de prueba y que no distorsiona la geometŕıa del espacio-tiempo. En los trabajos previos

de este tema, se utilizan coordenadas que son singulares en el horizonte de eventos, y

en las cuales el problema de evolución tiene que ser llevado a cabo en un dominio que

requiere la implementación de una frontera artificial interior afuera del horizonte de

eventos del hoyo negro. Esto requiere la implementación de una condición de frontera

muy eficiente en este lugar, especialmente cuando esta frontera es muy cercana al hori-

zonte de eventos, donde las variables de estado tienden a diverger y probablemente los

errores se puedan propagar hacia el dominio numérico. Lo que ofrece el uso de coordena-

das penetrantes es la posibilidad de definir una frontera interior dentro del horizonte de

eventos del hoyo negro y además evitar la implementación de condiciones de frontera,

porque los conos de luz cuando se usan coordenadas penetrantes, permanecen abiertos

dentro del horizonte de eventos y apuntan hacia adentro, mientras que la materia se

mueve naturalmente hacia el interior del hoyo negro.

Por otra parte, aunque este enfoque representa una mejora para el estudio completo
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de la acreción de Bondi-Hoyle, esto es solo una alternativa para resolver el problema

en la frontera interior relacionada con la longitud de escala del acretor. En una escala

diferente, el radio de acreción rac se define de manera aproximada para decidir cuándo

una part́ıcula cae o no dentro de un objeto compacto, y tal escala es determinada por

la velocidad del viento y la ecuación de estado del gas. Tradicionalmente, el problema

de Bondi-Hoyle es tratado en esta segunda escala asumiendo que el acretor es puntual,

mientras en este trabajo se está haciendo exactamente lo contrario. Numéricamente,

parece que se tiene que escoger entre estos dos reǵımenes, esto es, es posible aplicar la

acreción de un viento a procesos astrof́ısicos si se consideran velocidades de los vientos

realistas, y consecuentemente la longitud de la escala del acretor es suficientemente

pequeña como para considerar una fuente puntual, pues no puede ser resuelta con

suficientes celdas; por otro lado, si se quiere resolver el acretor (como en este caso) la

longitud del radio de acreción no se puede resolver a menos que la velocidad del viento

sea alta. Esta dificultad de estudiar ambas escalas al mismo tiempo es la principal

razón por la cual la acreción relativista de un viento no ha sido totalmente resuelta en

el momento.

La asociación de los resultados numéricos de la acreción de Bondi-Hoyle en un hoyo

negro con observaciones astrof́ısicas involucran una serie de parámetros que, en prin-

cipio, debeŕıan ser motivados astrof́ısicamente. Por ejemplo, el ı́ndice adiabático, la

enerǵıa interna espećıfica del gas y la velocidad del viento si se quiere inferir la masa y

el momento angular del hoyo negro, o viceversa. Además, algunas propiedades del gas

asociadas a transferencia de calor o procesos de enfriamiento se espera que sucedan. Es-

to último genera un conjunto extra de parámetros que también debeŕıan ser motivados

observacionalmente. Probablemente las cotas más sólidas de todos estos parámetros son

sobre la velocidad relativa entre el acretor y el viento, la cual es del orden de 100-1000

km/s en sistemas binarios y pueden alcanzar desde miles de km/s [González et al. 2007]

en hoyos negros superkicked resultantes de la colisión de dos hoyos negros con emisión

colimada de radiación gravitacional hasta recientes resultados numéricos que indican
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que pueden alcanzar 15000 km/s [Sperhake et al. 2011] en escenarios similares.

A continuación, se presentan las ecuaciones de Euler relativistas axialmente simétricas,

las cuales se usan para describir la dinámica de la acreción de Bondi-Hoyle en torno al

espacio-tiempo de un hoyo negro de Schwarschild.

Acreción de flujos axialmente simétricos en hoyos negros sin rotación

Para un espacio-tiempo curvo fijo, las ecuaciones de Euler relativistas axialmente simétri-

cas pueden ser escritas en coordenadas esféricas a partir del sistema de ecuaciones (2.76)

como

∂t ~U + ∂r(α ~F r) + ∂θ(α ~F θ) = α~S − ∂r
√
γ

√
γ

(α ~F r)− ∂θ
√
γ

√
γ

(α ~F θ), (5.1)

donde ~U es un vector de variables conservativas, ~F r y ~F θ son los flujos en las direcciones

espaciales r y θ respectivamente, y ~S es un vector de fuentes. Estas cantidades son

definidas en términos de las variables primitivas y las conservativas de la siguiente

forma

~U =
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. (5.4)

Los valores de las funciones α, βr y
√
γ, dependen del espacio-tiempo asumido. Al igual

que en el caso anterior, se considera que el fluido obedece la ecuación de estado de un

gas ideal (2.85).

Como se puede observar, estas ecuaciones son singulares en el eje de simetŕıa, por esta

razón para regularizarlas se realiza un desfase en la malla numérica, esto es, se define la

malla de tal forma que el eje de simetŕıa no coincide con ningún punto de dicha malla.

Espećıficamente la malla se define como

r = rmin + idr, (5.5)

θ = jdθ − dθ

2
, (5.6)

donde dr = (rmax − rmin)/Nr y dθ = π/(Nθ − 1) son las resoluciones en las direcciones

r y θ respectivamente. Aqúı i es un número entero que va desde 0 hasta Nr y j es un

número entero que va desde 0 hasta Nθ.

Por otra parte y para terminar todo el proceso de regularización, en esta región se
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aproxima la función cos θ/ sin θ como

cos θ

sin θ
∼ − δ sin θ

δ cos θ
. (5.7)

donde δ es el operador derivada.

Datos iniciales, condiciones de frontera y diagnóstico

Datos iniciales: Como primer paso, la velocidad se prepara de tal forma que se mueva

el fluido en la dirección z, con densidad y presión constantes. El campo de velocidades

vi se caracteriza en términos del valor inicial asintótico de la velocidad v∞,

vr =
1√
γrr

v∞ cos θ, (5.8)

vθ = − 1
√

γθθ
v∞ sin θ, (5.9)

vφ = 0, (5.10)

que satisface la relación v2 = viv
i = v2∞. Con estas condiciones, el gas inicialmente con

densidad en reposo constante se mueve a lo largo de la dirección z llenando todo el

dominio numérico.

Los perfiles de densidad y presión iniciales se escogen de tal forma que se satisface la

siguiente relación para la velocidad del sonido cs,

c2s =
pΓ(Γ− 1)

pΓ + ρ0(Γ− 1)
, (5.11)

la cual se puede obtener de forma casi directa a partir de la ecuación de estado (2.85).

Entonces, con el fin de calcular los perfiles de densidad y presión, se fija la densidad

inicial de tal forma que sea constante ρini y se da el valor asintótico de la velocidad del

sonido cs∞. Aśı, usando la ecuación (5.11), la presión inicial se puede obtener como
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pini =
c2s∞ρini(Γ− 1)

(

Γ(Γ− 1)− c2s∞Γ
) . (5.12)

Un punto de cuidado aqúı, es que se escoge el valor de cs∞ para construir la presión

inicial con la única condición de que la presión sea positiva, lo que implica que se debe

satisfacer la condición

cs∞ <
√
Γ− 1. (5.13)

Finalmente, se utiliza la ecuación de estado (2.85) p = ρ0ǫ(Γ−1), para calcular el valor

inicial de la enerǵıa interna espećıfica.

En este punto v∞ y cs∞ son dos parámetros importantes para inicializar el campo de

velocidades. Por otra parte, es muy útil definir el número de Mach relativista con el fin

de parametrizar los datos iniciales

MR
∞ =

Wv∞
Wscs∞

=
W

Ws
M∞, (5.14)

donde W es el factor de Lorentz del gas, Ws es el factor de Lorentz de la velocidad

del sonido y M∞ es el valor asintótico Newtoniano del número de Mach, el cual se usa

para parametrizar las configuraciones iniciales. Cuando este número es más grande que

uno, se dice que el flujo es supersónico, de otra forma el flujo es subsónico. En el caso

supersónico, se forma un cono de choque donde la densidad es grande comparada con

la densidad por fuera del cono de choque, y además la materia oscila.

Una escala muy importante es el radio de acreción, definido por

rac =
M

v2∞ + c2s∞
, (5.15)

el cual se define de manera aproximada para decidir cuándo una part́ıcula cae o no

dentro de un objeto compacto. Este radio es esencial, ya que es posible que todo el

gas en el dominio pueda eventualmente ser acretado. Esto último quiere decir que si
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el dominio numérico es del mismo tamaño que el radio de acreción, toda la materia

está destinada a ser acretada por el hoyo negro. Este radio es el radio de acreción de

Bondi, donde M es la masa del acretor, el cual en este caso es un hoyo negro de masa

M = 1 [Petrich et al. 1989].

Como se puede observar, el espacio de parámetros para el estudio de la acreción de

Bondi-Hoyle es enorme y los parámetros libres son la densidad de masa en reposo del

viento ρini, el valor de Γ, v∞, cs∞ o equivalentemente la enerǵıa interna ǫini del gas o M.

Para todos estos casos, se fija la densidad de masa en reposo a ρini = 10−6 en unidades

donde la masa del hoyo negro es M = 1. Sin embargo, existen algunos precedentes

donde se usan enerǵıas mucho más grandes [Donmez et al. 2011], en los cuales ya no

es claro que la aproximación del gas sea válida. En la Tabla 5.1, se presenta el espacio

de parámetros que se explora en este trabajo. Otro posible parámetro podŕıa ser la

masa del hoyo negro. Sin embargo, se está trabajando con unidades, en las cuales, las

medidas espaciales y temporales están en términos de M . De esta forma, los resultados

son independientes de la masa del hoyo negro. Con el fin de especializarse a un caso

astrof́ısico en particular donde M está dada en unidades de masas solares, solamente

se necesita reescalar las unidades del espacio y el tiempo apropiadamente. Hay que

enfatizar que en este trabajo se usan parámetros que permiten trazar numéricamente

el proceso de acreción, el cual es restringido principalmente por el tamaño del dominio

numérico; expĺıcitamente, si se asume que el gas o el hoyo negro se mueven con velocidad

del orden de v∞ & cs∞ ∼ 100km/s, entonces racc/M ∼ 106. Aśı, asumiendo que la

frontera exterior del dominio numérico está en rmax ∼ 10racc, esto seŕıa ∼ 107 veces

el tamaño del radio del hoyo negro. En el caso más optimista, cuando un hoyo negro

se mueve con una velocidad del orden de 104km/s como resultado de un superkick

debido a la emisión colimada de radiación gravitacional [Sperhake et al. 2011], el radio

de acreción seŕıa del orden de racc ∼ 100M y rmax ∼ 1000M . El tamaño del dominio

es, por el momento, una restricción para llevar a cabo cálculos numéricos en dicho

escenario. Lo que se hace en este trabajo es considerar velocidades más grandes del gas,
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que implican valores más pequeños del radio de acreción y por lo tanto los valores de

rmax.

Condiciones de frontera: El gas se evoluciona en el dominio ([rexc, rmax]× [0, π])× [0, 2π)

en coordenadas esféricas, usando un código axialmente simétrico, con una malla unifor-

memente espaciada a lo largo de las coordenadas r y θ, como el visto en la ecuación (5.5).

Por otra parte, rexc define un frontera esférica la cual se escoge dentro del horizonte de

eventos del hoyo negro; dicha frontera es llamada frontera de excisión y fué implemen-

tada originalmente para estudiar la evolución de hoyos negros [Seidel & Suen 1992] y

recientemente revisada para el estudio de procesos hidrodinámicos [Hawke et al. 2005].

El proceso de excisión consiste en remover un pedazo del dominio numérico dentro del

horizonte de eventos del hoyo negro desde 0 < r ≤ rexc, con el fin de evitar la singu-

laridad y los gradientes de las funciones métricas cerca de ésta. Ahora, como los conos

de luz dentro del horizonte de eventos apuntan hacia la singularidad, no es necesario

imponer condiciones de frontera en r = rexc. En lugar de esto, el fluido simplemente sale

del dominio a través de la frontera de excisión. Para los resultados numéricos que se

presentan más adelante, se escoge el radio de excisión en rexc = 1,5M , el cual está sufi-

cientemente lejos de la singularidad y provee una zona de colchón 1,5M < r < 2M para

que el fluido adentro del horizonte de eventos se mueva suavemente hacia la frontera

de excisión. Esta implementación es mucho mejor comparada con resultados previos,

donde se utilizan coordenadas de Schwarzschild y la frontera de excisión está afuera del

horizonte de eventos del hoyo negro (ya que estas coordenadas son singulares ah́ı), en

una región tipo tiempo que requiere la implementación de condiciones de frontera.

Por otra parte, rmax define una frontera esférica exterior y se distinguen dos hemisferios

llamados fronteras con downstream y con upstream [Matsuda et al. 1987]. El hemisferio

upstream se define como la parte de la esfera donde el gas está entrando al dominio

numérico y el hemisferio downstream es el hemisferio a través del cual el gas sale del

dominio. En el hemisferio downstream se imponen condiciones de frontera de flujo sa-
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Modelo Γ v∞ M∞ racc

cs∞ = 0,1

M1a 4/3 0,5 5 3,84615

M1b 5/3 0,5 5 3,84615

M2a 4/3 0,4 4 5,88235

M2b 5/3 0,4 4 5,88235

M3a 4/3 0,3 3 10

M3b 5/3 0,3 3 10

M4a 4/3 0,2 2 20

M4b 5/3 0,2 2 20

M5 4/3 0,1 1 50

cs∞ = 0,08

M6 4/3 0,4 5 6,00926

M7 4/3 0,32 4 9,19118

M8 4/3 0,24 3 15,625

M9 4/3 0,16 2 31,25

M10 4/3 0,08 1 78,125

cs∞ = 0,05

M11 4/3 0,25 5 15,3846

M12 4/3 0,2 4 23,5294

M13 4/3 0,15 3 40

M14 4/3 0,1 2 80

M15 4/3 0,05 1 200

Cuadro 5.1: Conjunto de parámetros que se usan para las simulaciones numéricas. En

esta tabla, se usan diferentes valores de cs∞ para una densidad inicial de ρini = 10−6 en

todos los casos. El modelo M15 no es resuelto numéricamente debido a las limitaciones

numéricas descritas en el texto. En lugar de esto, ρini = 10−6 se realizó mediante un

extrapolación. Por otra parte, se usan dos valores de Γ para probar la formación del

choque y la acreción, solamente se usa Γ = 4/3 para el modelo de oscilaciones cuasi-

periódicas.
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liente, mientras que en la frontera upstream se imponen condiciones de flujo entrante,

esto es, se considera que todas las variables de estado a cada paso de tiempo tienen

el mismo valor asintótico que el inicial. Otro asunto importante es que rmax tiene que

ser mucho más grande que el radio de acreción si se quiere que se forme el cono de

choque. En este caso, la experiencia indica que usando valores de rmax ∼ 10racc se

tiene un comportamiento adecuado del cono del choque hasta que alcanza un régimen

estacionario.

En el eje de simetŕıa definido por θ = 0, π, las variables de estado se extrapolan con la

celda más cercana imponiendo la condición de que vθ sea impar. También, se implementa

una atmósfera para la densidad en reposo, que evita que la entalṕıa espećıfica diverja y

que los errores se propaguen a las otras variables. En este caso, la atmósfera utilizada es

de ρatm = 10−10, la cual permite la consistencia de los resultados numéricos. Aunque en

los resultados no se mide qué tan pequeña puede llegar a ser la densidad en reposo, la

atmósfera se implementa de forma preventiva. Es bueno mencionar que los resultados

numéricos no dependen de esta atmósfera.

Diagnóstico: Con el fin de diagnosticar las cantidades f́ısicas del sistema en las simu-

laciones numéricas, se implementan detectores localizados en distintos radios sobre el

dominio numérico. Esto es, se definen esferas donde se calculan cantidades escalares.

En particular, se calcula la razón de masa acretada como una función del tiempo

Ṁacc = −2π

∫

Dr2
(

vr − βr

α

)

sin θdθ, (5.16)

en varias superficies esféricas, incluyendo el horizonte de eventos. La razón de masa

acretada ayuda a diagnosticar cuándo la acreción alcanza un régimen estacionario.

Otra cantidad importante que se mide en este trabajo es la densidad de masa en reposo

del gas a lo largo del eje dentro del cono de choque, o sea, en θ = 0 y para diferentes

detectores. Este escalar se usa para medir cómo la densidad oscila dentro del cono de
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choque.

Propiedades del cono de choque y razones de masa acretada

Dependiendo de las propiedades del flujo de gas, un cono de choque aparece cuando el

viento es supersónico. Este cono de choque es una región donde la densidad es signifi-

cativamente más grande que la densidad del viento inicialmente y se forma detrás del

hoyo negro en el lado opuesto de donde se está inyectado el gas.

En la Figura 5.1, se muestra la morfoloǵıa para algunos de los modelos que se han consi-

derado en la Tabla 5.1. Como el espacio de parámetros es muy grande, solo se escogieron

dos valores del indice adiabático Γ = 4/3, 5/3. Por otra parte, solo se consideran cuatro

valores iniciales de la velocidad supersónica del gas en el infinito correspondientes a

2, 3, 4, 5 Mach. El uso de coordenadas penetrantes no cambia la morfoloǵıa encontrada

en trabajos relativistas previos, donde se usan fornteras internas tipo tiempo. Dicha

morfoloǵıa muestra que cuando el número de Mach es más grande, el ángulo del cono

de choque es más pequeño, y cuando el valor del ı́ndice adiabático crece, el ángulo del

cono de choque crece.

En la Figura 5.2 se presenta la razón de masa acretada para diferentes valores del

número de Mach y Γ. Como se puede observar, cuando el número de Mach y el ı́ndice

adiabático crecen, el sistema alcanza el régimen estacionario más rápido. Esto ha sido

estudiado en gran detalle por [Font & Ibánẽz 1998] y para este trabajo representa una

prueba más.

Ahora, una vez descritas algunas de las propiedades del cono de choque, se mide la

densidad en varios detectores como función del tiempo. Como se puede observar, dicha

densidad vibra, ver Figura 5.3. El hecho de que las vibraciones del cono de choque no

estén asociadas a artificios numéricos, permite explorar, como un modelo de juguete
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Figura 5.1: Logaritmo de la densidad que ilustra la morfoloǵıa del cono de choque en

diversos escenarios, cuando el sistema alcanza un régimen estacionario. En los páneles

de arriba (dos primeras filas), se presentan los casos para los modelos de viento (de

izquierda a derecha) M4a, M3a M2a y M1a, mientras en los páneles de abajo (dos últimas

filas), para los modelos M4b, M3b, M2b y M1b descritos en la Tabla 5.1.
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Figura 5.2: En esta figura se muestra la razón de masa acretada Ṁacc con respecto

al tiempo propio para diferentes valores del número de Mach y Γ. Como se espera,

la acreción se estabiliza más rápido cuando el número de Mach y Γ son más grandes.

Esta cantidad se calcula en un detector localizado en r = 2,1M , cerca al horizonte de

eventos.
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astrof́ısico, una posible relación entre tales oscilaciones adentro del cono de choque y

las frecuencias de las oscilaciones cuasi-periódicas observadas para diferentes fuentes

astronómicas, como es el caso de SgrA∗.

Modelo de Oscilaciones Cuasi-periódicas (QPOs)

Una aplicación potencial bastante atractiva de las oscilaciones de la densidad del gas

dentro del cono de choque está relacionada con la emisión de tipo oscilación cuasi-

periódica. En el caso de la acreción de Bondi-Hoyle relativista, el primer trabajo

en esta dirección, fué presentado en [Donmez et al. 2011], donde se estudia dicha re-

lación de frecuencias. Algunas diferencias del presente trabajo con el realizado en

[Donmez et al. 2011] es que aqúı se utilizan coordenadas penetrantes para la descripción

del hoyo negro, mientras que en [Donmez et al. 2011] se usan coordenadas singulares

en el horizonte de eventos. Por otro lado, aqúı se usan flujos axialmente simétricos,

mientras que en [Donmez et al. 2011] se usa simetŕıa slab (simetŕıa ecuatorial).

Ahora, se analizan las oscilaciones medidas a varias distancias de hoyo negro. En la

Figura 5.3, se muestran varios aspectos de tales oscilaciones. Primero se muestran las

oscilaciones medidas por un detector localizado a una distancia de 12,1M en tiempo

propio; de aqúı se puede observar que después de cierto tiempo, la densidad de masa

en reposo se aproxima a un régimen estacionario. Segundo, se presenta una ventana

de tiempo que muestra la señal medida por varios detectores localizados a varias dis-

tancias, desde 2,1M hasta 16,1M ; de esta figura se puede aprender que los detectores

más cercanos al hoyo negro miden señales dominadas por modos de alta frecuencia,

mientras que para los detectores lejanos al hoyo negro se miden señales dominadas por

oscilaciones de baja frecuencia. Sin embargo, esta figura muestra que las señales entre

los diferentes detectores están bien correlacionadas y que no estamos midiendo sola-

mente ruido numérico. Para esto, se soportan los cálculos numéricos con una prueba de

auto-convergencia de la densidad en reposo, en la Figura 5.4.
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Figura 5.3: En la figura de arriba se muestran las oscilaciones de la densidad adentro

del cono de choque, medidas por un detector localizado en 12,1M . En la figura de

abajo se muestra una ventana en el tiempo que muestra las señales medidas en varios

detectores igualmente espaciados, estando el primero de estos localizado en 2,1M y el

más lejando en 16,1M . Como se puede observar, existe una correlación entre todas las

señales medidas por los diferentes detectores. Esto tambén muestra que existen modos

de alta frecuencia medidos por detectores cercanos al hoyo negro.
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Figura 5.4: En esta figura se muestra la auto-convergencia de la norma L2 del error

para la densidad a lo largo del eje z, cuando el choque está formado. El radio entre

resoluciones sucesivas es 1.5, y el factor de convergencia es 1,5Q. La precisión de los al-

goritmos es de primer orden, debido al desarrollo de discontinuidades. Las oscilaciones

se deben a que una vez el sistema alcanza el régimen estacionario, la densidad adentro

del cono de choque queda vibrando. Por otra parte, los valores grandes de estas oscila-

ciones al comienzo de la evolución, pueden ser debidos a que en esos tiempos iniciales,

el sistema no se ha estacionado.
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Con el fin de interpretar las oscilaciones de la densidad, se calcula la transformada de

Fourier de las señales medidas por los diferentes detectores, como los de la Figura 5.3

usando el tiempo propio de cada detector. Dichos resultados aparecen en la Figura 5.5,

donde se muestra que modos de alta frecuencia dominan cerca del hoyo negro y no

aparecen lejos de éste. Este trabajo se concentra en los modos que podŕıan ser globales

y que puedan ser detectados en una gran parte del dominio. Como caso particular,

se señala con una flecha en la Figura 5.5 un pico de frecuencia que aparece en todos

los detectores. Ahora, que aparezca en todos los detectores indica que este modo es

posiblemente global y por esta razón se escoge la frecuencia correspondiente a este modo

para realizar el análisis. En todos los casos considerados del espacio de parámetros, el

espectro muestra la presencia de este modo. Esta es la razón del por qué en todos

los casos estudiados se considera el espectro medido por un detector localizado en

r = 12,1M , donde el espectro es mucho más limpio y el pico más poderoso corresponde

precisamente a éste modo global.

Una vez definido el enfoque para realizar el análisis, se procede a explorar la posibilidad

de que tales frecuencias se encuentren dentro del rango de frecuencias medidas para las

fuentes de QPOs. El espacio de parámetros cubre todos los modelos descritos en la

Tabla 5.1 para diferentes valores de la velocidad del sonido y la velocidad del viento.

Para cada caso, se localiza el pico más poderoso para un detector localizado en 12,1M

y se obtiene una frecuencia propia de oscilación del gas dentro del cono de choque. En

este trabajo, se empuja la velocidad del viento al menor valor posible (numéricamente),

es decir, hasta valores de 0,05c, en los ĺımites de nuestros recursos computacionales,

donde se considera que la velocidad más pequeña que un viento requiere para formar

un cono de choque es la velocidad del sonido. Sin embargo, cuando la velocidad del

sonido es pequeña, el radio de acreción es muy grande en términos de la escala de

longitud del hoyo negro (ver modelo M15 de la Tabla 5.1 y la ecuación (5.15)), y esto

impone una limitación computacional sobre el conjunto de parámetros que pueden ser

usado para llevar a cabo una simulación, porque no solamente se requiere un dominio
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Figura 5.5: En esta figura se mide el espectro de las oscilaciones de la densidad en

tiempo propio para el modeloM1b medida en diferentes detectores localizados en (arriba-

izquierda) r = 2,1M , (arriba-derecha) r = 6,1M , (abajo-izquierda) r = 12,1M y (abajo-

derecha) r = 16,1M .
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Figura 5.6: En esta figura se muestran las frecuencias de oscilación de la densidad de

masa en reposo dentro del cono de choque en términos de la velocidad del viento para

diferentes valores de la velocidad del sonido.

espacial grande, sino que también se necesita suficiente resolución cerca del hoyo negro.

En la Figura 5.6 se muestran las frecuencias obtenidas de las simulaciones para cada

uno de los modelos de la Tabla 5.1. Los ćırculos corresponden a los resultados obtenidos

de la simulaciones considerando una velocidad del sonido de cs∞ = 0,1. Análogamente,

los cuadros y los triángulos indican los resultados con cs∞ = 0,08 y cs∞ = 0,05, res-

pectivamente. Por otra parte, el modelo M15 corresponde a un extrapolación a Mach 1,

debido a la restricción del dominio numérico descrita anteriormente.

En la Figura 5.7 se compara la ventana de frecuencias de las simulaciones numéricas

con los resultados observacionales. La pregunta que se realiza es sobre el valor de los

parámetros para que las frecuencias obtenidas estén dentro del rango de la frecuencias



Acreción de Bondi-Hoyle relativista 145

observadas para las fuentes de oscilaciones cuasi-periódicas. Cada punto en cada ĺınea de

la diagonal define una frecuencia propia del pico mas poderoso del espectro en términos

de la masa del hoyo negro. Además, cada ĺınea corresponde a valores diferentes de la

velocidad del viento en unidades de la velocidad del sonido. Estas ĺıneas se obtienen

simplemete escalando los resultados a partir de nuestros resultados usando M = 1

En la figura se muestran las frecuencias en términos de la masa del hoyo negro para

varios valores de cs∞. Para cada valor de la velocidad del sonido (cada gráfica en la

Figura 5.7) se puede observar que para velocidades del viento grandes, las frecuencias

también son grandes. Por otra parte, los tres paneles muestran que cuando el valor de

la velocidad del sonido es más grande, la frecuencia también lo es.

Con el fin de comparar las observaciones, se incluyen en la Figura 5.7 las masas y las fre-

cuencias correspondienntes al caso de Sgr A∗, donde la masa de hoyo negro supermasivo

es M = 4,1 ± 0,6 × 106M⊙ [Ghez et al. 2008] y el rango de frecuencias fue reportado

en [Aschenbach et al. 2004, Abramowicz et al. 2004]. También se muestra una región

sombreada correspondiente al rango de frecuencias asociadas a high mass X-ray bina-

ries (HMXBs) y las posibles masas para el hoyo negro que podŕıa estar alojado en tales

regiones.

Por otra parte, a partir de los resultados numéricos en la Figura 5.7, se puede notar

que para el rango de velociadades analizado, para el modelo con Γ = 4/3 y para varias

velocidades del viento, las frecuencias de las oscilaciones de la densidad y la masa del

hoyo negro para Sgr A∗ se encuentran parcialmente dentro de las observaciones. La

tendencia que se observa entre los paneles en la Figura 5.7 indica que cuando cs∞

aumenta, un mayor rango de los parámetros contienen a Sgr A∗.

En la Figura 5.7 también se muestra una caja sombreada correspondiente a oscilacio-

nes cuasi-periódicas entre 1mHz a 400mHz, las cuales son observadas en el espectro de

HMXBs. Algunas de estas medidas están asociadas con regiones donde se cree que existe
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un hoyo negro, por ejemplo Cyg X-1 [Liu et al. 2004]. Como se puede observar, esta figu-

ra predice una variedad de posibles configuraciones para las frecuencias observadas. Por

ejemplo, la masa permitida para el hoyo negro que probablemente podŕıa ser alojado en

esta región puede ser de cientos de millones de masas solares para todos los modelos que

se presentan. Otro caso corresponde a la ĺınea vertical punteada en la Figura 5.7, la cual

corresponde a otra fuente de oscilaciones cuasi-periódicas de 1,27Hz [Kaur et al. 2007].

Las masas de los hoyos negros consistentes con estas observaciones seŕıan de 102 a

103M⊙. Estos resultados han sido presentados en [Lora-Clavijo & Guzmán 2013].

Finalmente, un estudio más exhaustivo del espacio de parámetros podŕıa incluir infor-

mación acerca de la ecuación de estado, agregando ingredientes que involucran procesos

no adiabáticos y radiativos como en [Zanotti et al. 2011, Roedig et al. 2012], pero en

modelos más realistas que permitan el flujo natural de materia dentro del hoyo negro.

Sin embargo, antes de todo esto, seŕıa más interesante, como primer paso, el uso de

velociades del viento más realistas en las simulaciones, las cuales podŕıan involucrar

el uso de coordenadas tipo fish-eyed (ojo de pez) para describir el espacio-tiempo de

fondo o usar coordenadas compactificadas con condiciones especiales en las rebanadas

del espacio-tiempo que penetren el horizonte de eventos y que se aproximen al infinito

al mismo tiempo. Esto permitiŕıa estudiar dominios mucho más grandes en términos

del radio de acreción, usando recursos computacionales más modestos, y aśı poder

asociar la resolución más grande en las regiones cercanas al hoyo negro, como en los

otros casos ya estudiados de la propagación de campos escalares en el espacio-tiempo

de un hoyo negro donde el futuro infinito nulo está contenido en el dominio numérico

[Cruz-Osorio et al. 2011].
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Figura 5.7: En esta figura se resume el estudio del espacio de parámetros utilizado. De

arriba hacia abajo, la velocidad del sonido es cs∞ = 0,1, 0,08, 0,05. También se muestra

una ĺınea vertical que indica una frecuencia especial observada de 1.27Hz, asociada a

HMXBs. Por otra parte, la región sombreada corresponde a HMXBS en el rango de

1mHz - 400mHz. La cajita negra corresponde a un hoyo negro de masa y rangos de

frecuencia observadas en Sgr A∗. En estos casos, el ı́ndice adiabático es 4/3.
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SECCIÓN 5.2

Acreción de flujos no axialmente simétricos en el plano

ecuatorial

Como en el caso axialmente simétrico, anteriormente presentado, para un espacio-

tiempo curvo fijo, las ecuaiones de Euler relativistas con simetŕıa slab (ecuatorial),

pueden ser escritas en coordenadas esféricas a partir del sistema de ecuaciones (2.76)

como

∂t ~U + ∂r(α ~F r) + ∂φ(α ~Fφ) = α~S − ∂r
√
γ

√
γ

(α ~F r), (5.17)

donde de nuevo, ~U es un vector de variables conservativas, ~F r y ~Fφ son los flujos en

las direcciones espaciales r y φ respectivamente, y ~S es un vector de fuentes. Estas

cantidades son definidas en términos de las variables primitivas y las conservativas de

las siguiente forma

~U =
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~S =
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. (5.20)

Los valores de las funciones α, βi y γij, dependen del espacio-tiempo asumido. En

este caso de simetŕıa slab se considera el espacio-tiempo de Kerr en dos sistemas de

coordenadas: coordenadas de Brill-Lindquist (BL) y coordenads de Kerr-Schild (KS).

Esto con el fin de comparar los procesos de acreción en ambos sistemas de coordenadas.

Para el primero de los dos casos, o sea las coordenadas de BL las funciones métricas

son:

α =

(

r2∆

Σ

)1/2

,

βi =

(

0, 0,−2Mar

Σ

)

,

γij =











r2

∆
0 0

0 r2 0

0 0 Σ
r2











,

donde

∆ ≡ r2 − 2Mr + a2, (5.21)

Σ ≡ (r2 + a2)2 − a2∆, (5.22)

yM, a son la masa y el momento angular del hoy negro respectivamente. Por otra parte,

en coordenadas de KS las funciones métricas toman la siguiente forma:
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α =

(

1 +
2M
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)−1/2

, (5.23)
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γij =











1 + 2M
r

0 −a
(

1 + 2M
r

)

0 r2 0

−a
(

1 + 2M
r

)

0 r2 + a2
(

1 + 2M
r

)











.

En todas estas ecuaciones se ha asumido que el sistema tiene simetŕıa ciĺındrica. Esto

significa que la evolución del gas se lleva a cabo sobre el plano ecuatorial en θ = π/2, lo

cual no significa, como usualmente se hace, que esto sea una especie de aproximación

infinitesimalmente delgada. Otra vez, en este caso, se considera que le fluido obedece la

ecuación de estado de un gas ideal (2.85).

Acreción de Bondi-Hoyle relativista

En este caso también se estudia el caso de la acreción de un viento uniformemente

distribuido que se mueve hacia un hoyo negro. Sin embargo, dicho viento se mue-

ve de manera ortogonal al spin de rotación del hoyo negro, generando aśı otro tipo

de comportamientos en la morfoloǵıa del sistema. Espećıficamente, cuando un objeto

compacto está rotando y la velocidad del viento es supersónica, un fenómeno intere-

sante, llamado flip-flop puede aparecer [Matsuda et al. 1987]. Este efecto consiste en

la oscilación de la orientación del cono de choque. Para el estudio de este fenómeno,

se han llevado a cabo diferentes estudios bajo diferentes condiciones y para diferentes

propósitos. Por ejemplo, en gravedad Newtoniana, considerando que la densidad y el

campo de velocidades no son uniformes, se encontró que el cono de choque debeŕıa

tener una topoloǵıa tipo disco [Fryxell & Taam 1988]; por otro lado, también se ha es-

tudiado la aparición de este tipo de comportamiento en términos del tamaño de objeto

[Sawada et al. 1989, Matsuda et al. 1991].
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La relevancia astrof́ısica del fenómeno de flip flop del cono de choque está asociado,

por ejemplo, con las fluctuaciones observadas en la emisión de rayos X de sistemas

pulsantes tales como Vela-x1 y EXO 2030+375, que no están asociados al periodo

orbital del sistema binario [Taam & Fryxell 1988].

El efecto de flip-flop también puede suceder dentro del escenario relativista, en el caso

en que el objeto compacto es un hoyo negro. Este caso fue recientemente reportado en

[Donmez et al. 2011] y se considera realmente importante para ser estudiado en detalle,

porque las oscilaciones del gas alrededor del hoyo negro podŕıan explicar el comporta-

miento oscilatorio de fuentes de alta enerǵıa, como las oscilaciones cuasi-periódicas o

los estallidos de rayos X cuando el cono de choque es inestable. Por otra parte, se con-

sidera como un paso importante la inclusión de un espacio-tiempo curvo, el cual usa

verdaderamente el espacio-tiempo de un hoyo negro, en lugar de usar los potenciales

pseudo-Newtonianos tipo Paczyński-Wiita.

Con el uso de las coordenadas penetrantes, ahora se está en la posición de analizar el

caso donde el gas verdaderamente entra al horizonte de eventos del hoyo negro. En la

acreción de Bondi-Hoyle relativista en el plano ecuatorial, la inestabilidad tipo flip-flop

fue reportada brevemente por [Donmez et al. 2011]. Sin embargo, las coordenadas que

se usaron para describir el espacio-tiempo del hoyo rotante no fueron las apropiadas,

y como consecuencia de esto, es necesario – como en los casos pseudo-Newtonianos –

aplicar condiciones de forntera interiores afuera del horizonte de eventos del hoyo negro.

Por esta razón, en este trabajo, también se estudia el proceso de acreción de Bondi-Hoyle

relativista usando coordenadas penetrantes de Kerr-Schild sobre el plano ecuatorial.

También se estudia el caso de coordenadas singulares de Boyer-Lindquist, con el fin de

reproducir los effectos del flip-flop su amplitud y fase. Se reproduce el comportamiento

morfológico encontrado en [Donmez et al. 2011], y se mide la amplitud de las oscila-

ciones usando coordenadas de BL. Sin embargo, cuando se usan coordenadas de KS,

existen algunas oscilaciones que no son comparables a las oscilaciones que se observan



Acreción de flujos no axialmente simétricos en el plano ecuatorial 152

cuando se utilizan coordenadas de BL. Se observa, posteriormente, que las oscilaciones

de coordenadas de KS son debido a artificios numéricos, porque la amplitud converge

a cero cuando la resolución se incrementa. De hecho, existe un precedente dentro del

régimen Newtoniano donde se ha encontrado que las inestabilidades numéricas del cono

de choque pueden ser asociadas con la implementación de las condiciones de fronteras

en la superficie del acretor [Foglizzo et al. 2005].

Datos iniciales y diagnóstico

A diferencia del caso anterior, aqúı se quieren describir los datos iniciales asociados de un

viento relativista en un espacio-tiempo curvo rotante. Entonces, como datos iniciales, se

considera un viento homogéneo, que uniformemente llena todo el dominio, moviéndose

sobre el plano ecuatorial a lo largo de la dirección x con densidad y presión constantes.

El campo de velocidad inicial vi puede ser expresadado, como en el caso anterior, en

términos de la velocidad asintótica v∞, como sigue

vr = F1v∞ cos φ+ F2v∞ sinφ, (5.24)

vφ = −F3v∞ sinφ+ F4v∞ cos φ, (5.25)

donde

F1 =
1√
γrr

, (5.26)

F2 =
F3F4γφφ + F1F3γrφ

F1γrr + F4γrφ
, (5.27)

F3 =
F1γrr + F4γrφ

√

(γrrγφφ − γ2
rφ)(F

2
1 γrr + F 2

4 γφφ + 2F1F4γrφ)
, (5.28)

F4 = − 2γrφ√
γrrγφφ

, (5.29)
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y se satisface la relación v2 = viv
i = v2∞. Especialmente en el caso de coordenadas de

BL, las anteriores expresiones para el campo de velociades se reducen a

vr =
√
γrrv∞ cosφ, (5.30)

vφ = −
√

γφφv∞ sinφ. (5.31)

Las demás condiciones iniciales sobre la densidad y presión se asumen de la misma

forma que en el caso axialmente simétrico. Por otra parte, también las condiciones

de frontera exteriores y en la excisión son iguales al caso axial, salvo que en el caso de

coordenadas de BL se deben poner condiciones de frontera de flujo saliente en la frontera

interior, afuera del horizonte de eventos, ya que éste es singular. Vale la pena mencionar

que en este caso también la frontera exterior se parametriza con el radio de acreción,

rmax ∼ 10racc. Finalmente en la Tabla 5.2 se muestra el conjunto de parámetros que se

consideran en este análisis.

Para verificar las simulaciones, se usa la razón de masa acretada a través de un ćırculo

en el plano ecuatorial

Ṁ = −
∫ 2π

0

α
√
γD

(

vr − βr

α

)

dφ, (5.32)

como un indicador del proceso de acreción durante la evolución.

Morfoloǵıa

Durante el desarrollo de este trabajo, se han encontrado resultados morfológicos bas-

tante similares a los realizados en el pasado. Particularmente, en el caso supersónico,

en la parte posterior del hoyo negro, aparece un cono de choque caracterizado por una

zona de alta densidad. Además, la evolución presenta un comportamiento atractor, ya

que la solución alcanza un régimen estacionario. Con el fin de comparar con las investi-



Acreción de flujos no axialmente simétricos en el plano ecuatorial 154

Modelo M∞ Γ a rEH racc rexc rmax

BL1 3 4/3 0.5 1.87 10 2 100

BL2 4 4/3 0.5 1.87 5.88 2 60

BL3 5 4/3 0.5 1.87 3.84 2 40

BL4 3 4/3 0.9 1.43 10 1.6 100

BL5 4 4/3 0.9 1.43 5.88 1.6 60

BL6 5 4/3 0.9 1.43 3.84 1.6 40

BL7 3 5/3 0.5 1.87 10 2 100

BL8 4 5/3 0.5 1.87 5.88 2 60

BL9 5 5/3 0.5 1.87 3.84 2 40

BL10 3 5/3 0.9 1.43 10 1.6 100

BL11 4 5/3 0.9 1.43 5.88 1.6 60

BL12 5 5/3 0.9 1.43 3.84 1.6 40

KS1 3 4/3 0.5 1.87 10 1.2 100

KS2 4 4/3 0.5 1.87 5.88 1.2 60

KS3 5 4/3 0.5 1.87 3.84 1.2 40

KS4 3 4/3 0.9 1.43 10 0.9 100

KS5 4 4/3 0.9 1.43 5.88 0.9 60

KS6 5 4/3 0.9 1.43 3.84 0.9 40

KS7 3 5/3 0.5 1.87 10 1.2 100

KS8 4 5/3 0.5 1.87 5.88 1.2 60

KS9 5 5/3 0.5 1.87 3.84 1.2 40

KS10 3 5/3 0.9 1.43 10 0.9 100

KS11 4 5/3 0.9 1.43 5.88 0.9 60

KS12 5 5/3 0.9 1.43 3.84 0.9 40

Cuadro 5.2: En esta tabla se presentan los modelos estudiados en este trabajo, donde

dichos modelos son etiquetados con BL y KS, dependiendo del sistema de coordenadas

utilizado. En todos estos modelos, la densidad inicial se fija a ρ0 = 10−6 y el valor

asintótico de la velocidad del sonido a cs∞ = 0,1.
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gaciones anteriores, se muestran algunos ejemplos. Como caso ilustrativos, se muestran

en la Figura 5.8 dos ejemplos de la morfoloǵıa del cono de choque usando coordenads de

KS, para dos valores diferentes del ı́ndice adiabático Γ = 4/3 and Γ = 5/3. Muchos más

casos fueron estudiados cambiando la velocidad del viento y el parámetro de rotación

del hoyo negro, ver la Tabla 5.2. Esta morfoloǵıa es consistente con análisis previos

hechos en [Petrich et al. 1989, Font & Ibánẽz 1998, Font & Ibánẽz 1998a].

Por otra parte, se mide la razón de masa acretada por el hoyo negro en términos del

tiempo propio para un detector dado. En la Figura 5.9 se muestra la taza de acreción

para tres de los diferentes valores inicales del gas, con el fin de ilustrar la dependencia que

tiene la razón de masa acretada de la velocidad del viento. Estos cálculos son llevados

acabo en un detector localizado en r = 2,1M para los tres modelos considerados. La

figura muestra que cuando la velocidad del viento es más alta, la razón de masa acretada

es más pequeña, lo cual es consistente con los resultados previos realizados por diferentes

autores.

Comportamiento tipo flip-flop

El movimiento tipo flip-flop del cono de choque consiste en la oscilación del cono mismo

a lo largo de la dirección angular. En la Figura 5.10 se ilustra este fenómeno a diferentes

tiempos para el modelo BL2. Se puede observar claramente que el cono de choque oscila

considerablemente en la dirección angular. Algunos resultados muy similares fueron

reportados recientemente en el régimen relativista [Donmez et al. 2011].

Algo que llama la atención es la posibilidad de que el comportamiento tipo flip-flop se

deba a la implimentación numérica de las condiciones de frontera cerca del horizonte
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Figura 5.8: En esta figura se muestra la morfoloǵıa de la densidad de masa en reposo

para dos de los modelos presentados en la anterior tabla. Las gráficas corresponden a

un tiempo de t = 10000M . La coordenada radial está en unidades del radio de acreción

racc.
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Figura 5.9: En esta figura se muestra la razón de masa acretada par los modelos

KS1,KS2,KS3 en función del tiempo propio para un detector localizado en r = 2,1M .

Se muestra además cómo el proceso de acreción depende de la velocidad del gas, co-

rrespondiendo la acreción más grande a la más baja velocidad del gas, como es de

esperase.



Acreción de flujos no axialmente simétricos en el plano ecuatorial 158

de eventos, porque en ambos casos, en [Donmez et al. 2011] y el la Figura 5.10, se

usaron coordenadas de BL, las cuales son singulares en el horizonte de eventos. Algo

particularmente importante es que con el fin de simular estos procesos de acreción, es

necesario usar un dominio numérico tal que r ∈ [rexc, rmax] con rexc > rEH (rEH radio

del horizonte de eventos), lo cual implica que la frontera interior es tipo tiempo. Por otra

parte, si se desea estudiar la evolución del gas en regiones cercanas al hoyo negro, las

funciones métricas en coordenadas no penetrantes tienden a diverger y los gradientes

de las variables hidrodinámicas son muy altos. Entonces, estos errores provenientes

de la implementación de un frontera artificial cerca del horizonte de eventos podŕıan

eventualmente ser responsables de contaminar el dominio donde se llevan a cabo las

simulaciones numéricas y eventualmente desestabilizar el cono de choque.

Con el fin de estudiar ésto, se miden las oscilaciones a lo largo de la dirección angular del

cono de choque usando coordenadas de KS. En la Figura 5.11 se muestran la evolución

numérica del modelo KS2 a diferentes tiempos, la cual es f́ısicamente equivalente a la

Figura 5.10. En este caso, las oscilaciones son mucho más pequeñas comparadas con las

observadas cuando se usan coordenads de BL. En la Figura 5.12, se muestra la amplitud

de dichas oscilaciones usando los dos sistemas de coordenadas. Lo que se mide en esta

figura es la posición del máximo de la densidad de masa en reposo a lo largo de la

dirección angular en radianes sobre un ćırculo de radio 10M . El máximo está localizado

dentro del cono de choque, de tal forma que sea una buena cantidad para monitorear,

y la cual es medida en tiempo propio.

Con el fin de verificar la precisión del código numérico, en la Figura 5.13 se muestra

la auto-convergencia de la densidad de masa en reposo, usando tres resoluciones para

el caso de coordenadas de KS. La auto-convergencia es calculada para un ángulo fijo

dentro del cono de choque. Este es una prueba muy fuerte, porque a lo largo de esta

ĺınea, el cono de choque vibra. Como se puede observar, la auto-convergencia es mejor

que primer orden cuando el cono de choque se aproxima al régimen estacionario.
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Figura 5.10: En estas figuras se muestra la densidad de masa en reposo para el modelo

BL2 para diferentes valores de la coordenada temporal (panel arriba-izquierda t = 7686,

panel arriba-derecha t = 8062, panel abajo-izquierda t = 8308 y panel abajo-derecha

t = 8670). El movimiento del choque a lo largo de la coordenada angular es llamado

flip-flop.
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Figura 5.11: En estas figuras se muestra la densidad de masa en reposo para el modelo

KS2 para diferentes valores de la coordenada temporal (panel arriba-izquierda t = 7686,

panel arriba-derecha t = 8062, panel abajo-izquierda t = 8308 y panel abajo-derecha

t = 8670). Como se puede ver, el movimiento de cono de choque es muy pequeño

comparado con el caso de las coordenadas de BL.
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Figura 5.12: En esta figura se compara la posición del máximo de la densidad de masa

en reposo a lo largo de la coordenada angular φ durante la evolución en términos del

tiempo propio. Los modelos que se consideran aqúı son: panel de arriba BL2 vs KS2 y

panel de abajo BL5 vs KS5. En ambos casos, el máximo de ρ0 es medido por un detector

localizado en r = 10M . De estas gráficas se ve claramente que cuando se consideran

coordenadas de BL, la amplitud de las oscilaciones es muy grande, a diferencia del caso

de las coordenadas de KS.
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Figura 5.13: En esta figura se muestra la auto-convergencia Q de ρ0 para un ángu-

lo fijo centrado en el cono de choque. Aqúı se calcula la norma L2 de la diferencia

entre los valores de la densidad para varias resoluciones: (∆r1,∆φ1) = (0,033, 0,014),

(∆r2,∆φ2) = (∆r1,∆φ1)/1,5, and (∆r3,∆φ3) = (∆r1,∆φ1)/(1,5)
2. Como en el caso an-

terior, las oscilaciones se deben a que cuando el sistema alcanza el régimen estacionario,

la densidad adentro de cono de choque oscila.



Acreción de flujos no axialmente simétricos en el plano ecuatorial 163

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

φ 

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0  200  400  600  800  1000  1200

φ 

t

Figura 5.14: En esta figura se muestra la amplitud de las oscilaciones alrededor del

promedio; como se observa, dicha amplitud disminuye con la resolución. De hecho, la

oscilación se desfasa con la resolución, lo cual es un claro indicio de que las condiciones

de frontera fuera del hoyo negro, cuando se usan coordenadas singulares en el horizonte,

no funcionan bien, y vale la aclaración de que se ha implementado al pie de la letra lo

que se ha presentado en trabajos de otros autores.

En la Figura 5.12 se muestra que cuando se usan las coordenadad de KS, las oscilaciones

del cono de choque no son de tipo flip-flop. En lugar de esto, dichas oscilaciones parecen

ser vibraciones. En la Figura 5.14 se muestra una tendencia de la amplitud de las

oscilaciones en términos de la resolución. Con el fin de tener idea de qué podŕıa pasar

en el ĺımite continuo, se calcula el promedio de la amplitud de las vibraciones para dos

resoluciones y se mide dicha amplitud con respecto a tal promedio. El resultado es que

la amplitude alrededor del promedio es 2.789e-2 para (∆r = 0,022, ∆φ = 0,0093) y

1.08e-2 para la resolución (∆r = 0,0146, ∆φ = 0,0062).
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Finalmente, con el fin de estudiar los efectos de la resolución en el sistema que usa

coordenadas de BL, se muestra en la Figura 5.15 la posición del máximo de la densidad

dentro del cono choque. Lo que se encuentra es que el comportamiento tipo flip-flop

del sistema no depende de la resolución, como se esperaŕıa cuando se aproxima al

continuo. De hecho, es preocupante que las oscilaciones presenten fases que dependen

de la resolución. Este es un indicio de que el uso de coordenadas singulares y excisión

por fuera del hoyo negro no es una buena combinación, y preocupa que aún se siga

implementado esta combinación.

Los resultados presentados con el uso de coordenadas de KS están avalados por la

convergencia y la consistencia de los resultados numéricos, y desafortunadamente no

hemos encontrado una referencia que muestre convergencia cuando se usan coordenadas

BL. Estos resultados han sido presentados en [Cruz-Osorio et al. 2012]
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Figura 5.15: En esta figura se muestra la amplitud de las oscilaciones alrededor del

promedio; como se observa, dicha amplitud no disminuye con la resolución.



Caṕıtulo6
CONCLUSIONES

1. Se estudió de forma detallada el sistema de ecuaciones de Euler relativista en un

espacio-tiempo curvo fijo, esto es: 1) Se mostró cómo obtener dichas ecuaciones

usando la formulación 3+1 propuesta originalmente para la relatividad numérica,

con la ventaja de que en el momento que se empiece a tener en cuenta la evolución

de la geometŕıa, las ecuaciones de la hidrodinámica relativista pueden ser fácil-

mente acopladas. 2) Se calculó la estructura caracteŕıstica asociada al sistema de

ecuaciones de Euler relativista, la cual es de vital importancia para los métodos

numéricos que se usaron en este trabajo.

2. Se estudiaron los métodos numéricos usados para la solución numérica de las ecua-

ciones de Euler relativistas, con el fin de generar una serie de códigos numéricos

que sirven para describir diferentes escenarios f́ısicos y astrof́ıscos, en los que la

dinámica del sistema se describe mediante las ecuaciones de Euler relativistas.

3. Para probar los métodos numéricos usados a la hora de capturar choques, se

llevaron a cabo una serie de pruebas clásicas en las que se involucran choques
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fuertes a velocidades ultrarelativstas y para las cuales existe un solución exacta.

Espećıficamente, se resolvió el problema de Riemann relativista en una dimensión

de forma numérica y se comparó con la solución exacta [Mart́ı y Müller 1994]. En

este punto, también se construyó, siguiendo el trabajo de [Mart́ı y Müller 1994],

dicha solución exacta de forma detallada [Lora-Clavijo et al. 2012], de tal forma

que funcione como un trabajo educativo para que los estudiantes que deseen o

esten interesados en estudiar procesos f́ısicos que involocren la solución numérica

de las ecuaciones de Euler, tanto clásicas como relativistas, puedan implementarla

en un código numérico para realizar las pruebas pertinentes.

4. Se construyó un código numérico en simetŕıa esférica, para estudiar la acreción de

un fluido perfecto en un espacio-tiempo fijo de Schwarzschild en coordenadas que

penetran el horizonte de eventos. Los resultados fueron soportados con pruebas

de convergencia y auto-convergencia.

Como un primer paso, se estudió de forma educativa el problema de la explosión

esféricamente simétrica en un fondo de Minkowski [Guzmán & Lora-Clavijo 2012].

En este caso, ya que no hay solución exacta, se mostró la auto-convergencia a

diferentes tiempos; aqúı es importante notar que la convergencia para datos ini-

ciales discontinuos es delicada en el sentido que se puede estimar solamente en

las regiones donde no hay discontinuidades, es este caso solamente en la zona de

rarefacción.

Como una aplicación del código, se presentó un modelo de materia oscura colisio-

nante, donde se estudiaron los esfectos de la presión [Guzmán & Lora-Clavijo 2011a],

en la acreción de materia y donde se dio un primer paso para la solución del

problema “core-cups” de la materia oscura [Guzmán & Lora-Clavijo 2011b]. Es-

pećıficamente, para el espacio de parámetros considerados, se ha encontrado que

cuando la presión de la materia oscura es cero, no existen soluciones estacionarias

y que eventualmente las masas de los agujeros negros supermasivos debeŕıan ser

mucho más grandes que las observadas si se supone que dichos hoyo negros son
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alimentados con materia oscura que está siendo acretada radialmente. Sin em-

bargo, para el caso de presión diferente de cero, se ha encontrado en todos los

experimentos que se han analizado, que siempre el proceso de acreción alcanza un

régimen estacionario, tal que la solución es un tipo de solución atractora, la cual,

para valores grandes del ı́ndice adiabático, alcanza dicho régimen más rápido. Por

otra parte, también se encontró que para hoyos negros semilla de alrededor de

(106M⊙), la masa acretada en 10Gyr es del orden de unas cuantas masas solares.

Esto implica que la materia oscura debeŕıa obedecer una ecuación de estado con

presión diferente de cero, o en un caso conservativo, la acreción de materia oscura

contribuye con una pequeña fracción comparada con la posible acreción de ma-

teria bariónica como suguiere [Peirani & Freitas-Pacheco 2008], donde solamente

un 10% de la masa de los hoyos negros supermasivos hoy d́ıa es debida a acreción

de materia oscura.

Por otra parte, estos resultados proveen algunas indicaciones importantes. El perfil

de densidad es “cuspy” solamente en la región cerca al hoyo negro, mientras que la

densidad se estabiliza alrededor de un perfil de densidad constante en una región

relativamente lejana al hoyo negro. Este resultado implica, por ejemplo, que para

un hoyo negro de masa de 109M⊙, el perfil de densidad es plano, no “cuspy”, para

distancias de 1000M ∼ 0,05 pc en adelante. La principal conclusión es que el

perfil de densidad que se encontró aqúı en la región más alla de ∼ 0,1pc prevalece

para distancias más lejanas que las utilizadas en este trabajo. Esto quiere decir

que dicho perfil de densidad tiene un perfil que no es “cuspy” y que es consistente

con la presencia de un hoyo negro; todo esto con el precio de agregar algo de

presión a la materia oscura.

5. Se contruyó un código axialmente simétrico para estudiar numéricamente la acre-

ción de Bondi-Hoyle relativista de un gas que es inyectado de manera supersónica

en el espacio-tiempo de un hoyo negro de Schwarzschild, el cual es descrito en

coordenadas que penetran el horizonte de eventos. Los resultados reproducen la
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morfoloǵıa de la densidad de masa en resposo del gas obtenida en el régimen New-

toniano y en algunos trabajos previos relativistas, en los cuales se forma un cono

de choque estable. Una de las propiedades importantes de la acreción supersónica

de un viento relativista es que la densidad dentro del cono de choque vibra. En

este trabajo se exploró la posibilidad de que tales vibraciones tengan frecuencias

dentro del rango de frecuencias de la oscilaciones cuasi periódicas observadas pa-

ra diferente escenarios astrof́ısicos. Este enfoque es el primero para flujos que son

axialmente simétricos, en el régimen estacionario, sobre un espacio-tiempo de un

hoyo negro, el cual es descrito en coordenadas que pentran el horizonte de eventos

[Lora-Clavijo & Guzmán 2013].

Por otra parte, también se construyó un código en simetŕıa slab (simetŕıa ecua-

torial), el cual se utilizó para estudiar el mismo fenómeno f́ısico, la acreción de

Bondi-Hoyle. Sin emabargo, en este caso, los flujos no son axialmente simétricos y

el espacio-tiempo corresponde al de un hoyo negro rotante de Kerr. Este análisis se

enfocó en el movimiento del cono de choque de un gas supersónico que está siendo

acretado por un hoyo negro. En particular, se estudió dicho movimiento usando

dos sistemas de coordenadas: Boyer-Lindquist (BL)(coordenadas que no penetran

el horizonte de eventos) y Kerr-Schild (KS)(coordenadas que penetran el horizonte

de eventos). Se encontró que cuando se usan coordenas de BL, el cono de choque

oscila de una manera llamada flip-flop, con una amplitud del orden de un radian,

mientras que cuando se usan coordendas de KS, tal comportamiento no aparece.

En lugar de esto, en el caso de coordenadas de KS aparecen unas oscilaciones

dentro del cono de choque que se interpretan como vibraciones. Además, usando

varias resoluciones de los calculos numéricos, se muestra que la amplitud de las

vibraciones adentro del cono de choque disminuyen cuando se usan coordenadas

de KS. En este trabajo, se concluye finalmente que permitir que la materia entre

realmente en el hoyo negro es el procedimiento correcto que se debe serguir en

este tipo de procesos [Cruz-Osorio et al. 2012].



A
Apéndice

SECCIÓN A.1

Matrices Jacobianas A0 y Ai

En este apéndice se muestran las matrices Jacobianas A0 y Ai, para el caso de las

ecuaciones de Euler relativistas en un espacio-tiempo curvo arbitrario. Dichas matrices,

proveen la estructura de valores y vectores propios de este sistema de ecuaciones, los

cuales son de vital importancia en los métodos numéricos que en este trabajo se usan.
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[Coĺın et al. 2004] Coĺın, P., Klypin, A., Valenzuela, O., Gottlöber, S., “Dwarf dark
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[Liu et al. 2004] Liu, J., Bregman, J. N., Seitzer, P., “The Optical Counterpart of an

Ultraluminous X-Ray Source in NGC 5204” ApJ 602, (2004) 249.

[Lora-Clavijo et al. 2010] Lora-Clavijo, F. D., Cruz-Osorio, A., Guzmán, F. S., “Evo-

lution of a massless test scalar field on boson star space-times”, Phys. Rev. D 82

(2010) 023005.

[Lora-Clavijo et al. 2012] Lora-Clavijo, F. D., Cruz-Pérez, J. P., Guzmán, F. S.,
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