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DESCRIPCION: En este trabajo se preseta la evolucion de un fluido perfecto entorno
al espacio-tiempo de un hoyo negro fijo. Las ecuaciones que se utilizan para describir la
dinamica de este proceso, son las ecuaciones de Euler relativistas, las cuales se obtienen
a partir de la conservacion local del tensor de energia momento y de la consevacién
local de la densidad de corriente, haciendo uso de la formulacién 3+1 de la relatividad
general. Es usual, que en este tipo de ecuaciones, aparezcan discontinuidades (choques)
en las variables de estado del fluido. Por esta razon, los métodos numéricos que se
utilizan para resolver este sistema de ecuaciones, estan basados en los métodos de alta

resolucion para la captura de choques.

La perspectiva de este trabajo, presenta una formulacion general sin simetrias, la cual,
en tono ascendente, va desde los casos menos dificiles hasta los casos méas complicados.
Esto es, se estudia el caso de gases en el espacio-tiempo de Minkowski en una dimen-
sion cartesiana, posteriormente la acrecion radial de gas en un hoyo negro esféricamente
simétrico y después la acrecion de gas con simetrias axial y ecuatorial en hoyos negros.
Durante este proceso se presentan diferentes pruebas numéricas y fisicas para validar los
resultados obtenidos. Por otra parte, en cada uno de estos pasos, se presenta una apli-

cacion fisica a un problema en especifico. En el caso de simetria esférica, se presenta un
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modelo de acrecién de materia oscura colisionante; en el caso de acrecion con simetrias
axial y ecuatorial, se estudia la acreciéon de Bondi-Hoyle relativista y sus posibles aplica-
ciones en astrofisica. Por otra parte, aunque no se muestran de forma muy especifica, se
presentan dos trabajos académicos. El primero de éstos, estd relacionado con la solucion
exacta del problema de Riemann relativista 1D, en un espacio-tiempo de Minkowski y el
segundo con la implementacion de dos ejemplos clasicos en hidrodinamica relativista, el
problema de la onda explosiva y el modelo de estrellas de Tolman-Oppenheimer-Volkoft.
Finalmente, es bueno recalcar, que este trabajo es el resultado de varias etapas, las cua-

les incluyen trabajos de acrecion de materia oscura escalar y materia exotica.
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Capitulo

INTRODUCCION

Hoy en dia, una descripcién correcta de los flujos relativistas que involucran choques
fuertes esta relacionada con un gran nimero de problemas importantes en fisica y as-
trofisica. Los flujos relativistas se encuentran en jets galacticos y estelares, en colisiones
de iones a altas energias y posiblemente en escenarios en los que objetos acretores se
desplazan a velocidades supersonicas en un gas, como los hoyos negros super-pateados

resultantes de una colisién de dos hoyos negros.

De particular importancia es la evolucién de materia alrededor de objetos compactos,
que aparece como el modelo més comtun para explicar los estallidos de alta energia, ya
sea en sistemas binarios con objetos de masas estelares, o los hoyos negros supermasivos,
que se considera que pueden ser los responsables de activar los ntucleos de muchas
galaxias. En otro tenor, incluso el colapso nuclear de supernovas es otro escenario en
el que el campo gravitacional fuerte juega un papel importante sobre el desarrollo del

material del sistema.

En particular, la astrofisica de altas energias esta en buena parte asociada a los procesos



de acrecion de gas en hoyos negros. Los hoyos negros son objetos tedricos fruto de una
de las més elegantes teorias de las que dispone la fisica moderna: La relatividad general.
Pero la pregunta en cuestion es: jexisten realmente estos objetos en el universo? y en
caso de existir, jpueden ser observados a pesar de que ningin tipo de radiacion puede
escapar de ellos?. La respuesta es que no pueden ser observados directamente, pero
su presencia y propiedades (como momento angular, masa y carga) se pueden inferir a
partir de los efectos que provocan a su alrededor. Los sistemas binarios son un escenario
que permite determinar si uno de los componentes es un hoyo negro, debido a la masa
inferida obtenida de las orbitas del sistema, o sistemas como Sgr A*, que es una regién
en la que las estrellas presentan trayectorias muy peculiares que permiten inferir la

presencia de un hoyo negro supermasivo.

Por otra parte, las observaciones indican que hay procesos en regiones localizadas del
cielo, cuya causa ha de ser la presencia de un objeto compacto, en particular si se asume
la presencia de un hoyo negro. Tales procesos involucran el estudio o modelado del com-
portamiento de gas alrededor del objeto, que debido al campo gravitacional y campos
magnéticos que pueden desarrollarse en esa regiéon, sufren procesos termodinamicos que

eventualmente podrian ser responsables de las emisiones de estallidos de rayos X y 7.

Un escenario comtun supone que en torno a los hoyos negros hay discos de acrecion
compuestos por gas, que debido a las altas temperaturas producidas por su viscosidad,
emiten en rayos X y rayos 7y en un rango de energias de 10KeV y unos cientos de KeV.
El espectro cotejado entre el modelo y las observaciones depende, por supuesto, de las
propiedades del hoyo negro, del gas y del campo magnético generado posiblemente por

el gas o debido al hoyo negro.

En otros escenarios, se considera que el gas evoluciona de una manera menos simétrica
que en las configuraciones discoidales, y en su lugar se considera que actiia como viento,
cuya extension es enorme comparada con el tamano del hoyo negro, y que se desplaza con

cierta velocidad con respecto a éste. Se espera que este escenario, al igual que el de los



discos, sea un ingrediente que permita asociar algunas observaciones y potencialmente

permita inferir propiedades del sistema.

El estudio de la evolucién del gas, se convierte asi en un ingrediente importante en
este tipo de modelos. El punto es que su evoluciéon estara dictada no solamente por las
ecuaciones que describen a los gases, sino que éstas deberan estar acopladas al campo
gravitacional del objeto acretor. La teoria Newtoniana es, en muchos casos, suficiente
para el andlisis del sistema. Sin embargo, si la masa del objeto compacto es mayor que
la masa maxima posible para una estrella de neutrones (~ 3M,), entonces estamos ante
la necesidad de considerar la teoria de la relatividad general, disenada para atender los

problemas asociados a los sistemas con campos gravitacionales fuertes.

Por ello, se considera que es de gran importancia formular de manera sélida la evolucion
de gas en espacio-tiempos curvos y para ello, en este trabajo, se estudia la acrecion de

vientos en hoyos negros bajo distintas circunstancias.

Como un primer paso solido, en este trabajo se presenta la acreciéon de Bondi-Hoyle
relativista como potencial candidato para el estudio de hoyos negros interactuando
con la materia. Dicha acrecién consiste en la evolucion de un gas homogéneamente
distribuido moviéndose uniformemente hacia un hoyo negro. Una caracteristica esencial
en este trabajo es que cuando el gas es inyectado con velocidad supersonica, el sistema
se aproxima a un estado cuasiestacionario caracterizado por la formacién de un cono
de choque, el cual, puede vibrar u oscilar. Dichas oscilaciones son comparadas con las
emisiones de rayos X y rayos 7 que pueden ser emitidas de un sistema binario, en el
cual se hospeda un hoyo negro, lo que se puede comparar con algunas observaciones y
posiblemente inferir algunas propiedades de la fuente, ya sea del hoyo negro o del gas

que lo rodea.

En este trabajo se presenta la evolucion de gases neutros en el espacio-tiempo curvo

de un hoyo negro, como parte de un proyecto que involucra a futuro la inclusion de



efectos magnetohidrodinamicos y procesos radiativos. Dichos gases son modelados con
la ecuacion de estado para un gas ideal, en el cual todas particulas son bariones que
tienen la misma masa. Por otra parte, se asume que el fluido es adecuadamente descrito
estudiando las propiedades de un colectivo de particulas dentro de pequenos volimenes
del fluido. El tamano de estos elementos del fluido es mucho mas grande que el camino
libre promedio de cada particula, lo cual sugiere que cada elemento de volumen del

fluido estd en equilibrio térmico.

Con estas condiciones, en este trabajo, se presenta la descripcion de la implementacién
numeérica necesaria para resolver las ecuaciones de Euler relativistas en un espacio-
tiempo curvo fijo, la cual estd basada en los métodos numéricos de alta resolucién para
la captura de choques HRSC (siglas en inglés). La razén para usar estos métodos es
que, por lo general, las ecuaciones de Euler desarrollan choques y discontinuidades en
las variables de estado, los cuales no pueden ser tratadas con métodos més convencio-
nales para resolver ecuaciones diferenciales parciales, como lo son las diferencias finitas.
Los esquemas HRSC estan basados en los métodos de volimenes finitos, en los que se
considera que el problema estd definido en una malla de puntos que definen una es-
tructura de celdas sobre el espacio-tiempo. Por otra parte, estos métodos consisten en
discretizar la forma integral de las ecuaciones de Euler, para asi obtener una solucion
débil de ellas. Vale la pena mencionar que en esta formulacion se escoge un marco de
referencia fijo desde el cual se observa el fluido, a diferencia de otras formulaciones don-
de los observadores se mueven con las particulas del fluido (formulacién lagrangiana);
como un ejemplo de un método Lagrangiano esté el método hidrodinamico de particulas

suavizadas SPH (siglas en inglés).

La perspectiva de este trabajo presenta una formulacion general sin simetrias, la cual,
en tono ascendente, va desde los casos menos dificiles hasta los casos mas complicados.
Esto es, se estudia el caso de gases en el espacio-tiempo de Minkowski en una dimension

cartesiana, posteriormente la acrecion radial de gas en un hoyo negro esféricamente



simétrico y después la acrecion de gas con simetrias axial y ecuatorial en hoyos negros
para finalmente llegar al caso tres dimensional sin simetrias. Durante este proceso se
presentan diferentes pruebas numeéricas y fisicas para validar los resultados obtenidos.
En cada uno de los pasos que se siguen para la elaboracién de este trabajo doctoral,
se describen las sutilezas propias de cada simetria o sistema coordenado. De hecho,
la experiencia indica que siempre es mucho mejor programar el caso general, debido
a que éste conforma un sistema con menos problemas. Sin embargo, con el afan de
satisfacer un aspecto formativo de un trabajo doctoral, se decidié anteponer los casos

mas sencillos para ir mostrando los distintos grados de dificultad en cada etapa.



Capitulo

ECUACIONES DE EULER RELATIVISTAS EN
UN ESPACIO-TIEMPO CURVO

Introduccién

El propédsito principal de este capitulo es basicamente describir como determinar la
evolucion de un fluido, el cual es gobernado por las ecuaciones de Euler; en un espacio-
tiempo curvo fijo. Dichas soluciones no existen de manera analitica, por lo cual las
ecuaciones deben ser resueltas de forma numérica, haciendo uso de los computado-
res. Para construir dichas soluciones, es necesario reformular las ecuaciones de Euler

relativistas de manera adecuada para que sean integradas numéricamente.



Formulacién 3+1

Formulacién 341

La formulacién 3+1 fue originalmente propuesta por [York, Jr 1979], con el fin de evo-
lucionar el campo gravitacional producido por una fuente en relatividad general, en la
cual se proponen las ecuaciones de Einstein como un problema bien planteado de valo-
res iniciales, ver [Alcubierre 2008], [Baumgarte & Shapiro 2010]. El problema de valo-
res iniciales, es un problema fundamental bien planteado en las ecuaciones diferenciales
parciales y en la dindmica clasica, donde la evolucién de un sistema esta determinada
Unicamente por la posicién y las componentes de la velocidad en un tiempo inicial.
Anélogamente, se hizo para la evolucién del campo gravitacional en relatividad gene-
ral. Una de las consecuencias que ésto trajo es que al intentar escribir las ecuaciones de
Einstein como un problema de Cauchy, se rompe la forma covariante de la ecuaciones.
Esta covariancia es elegante desde el punto de vista tedrico, pero no permite pensar
claramente en la evoluciéon en el tiempo del campo gravitacional, ya que la covariancia
en relatividad general establece que las leyes de la fisica deben tomar la misma forma en
todos los marcos de referencia; no hay distincion entre las coordenadas que se utilicen
para describir un fenémeno gravitacional. En este trabajo, aunque no se resuelven la
ecuaciones de Einstein para la geometria, se utilizan los conceptos de la descomposicion
341 para escribir las ecuaciones de la hidrodinamica en un espacio-tiempo curvo fi-
jo, esto quiere decir que el espacio-tiempo no evoluciona de forma acoplada con las

ecuaciones de Euler relativistas.



Foliacién del espacio-tiempo

Foliacién del espacio-tiempo

Para empezar, es necesario aclarar que durante todo este trabajo se considera que el
espacio-tiempo es fijo. Por esta razén, durante esta seccion solo se describiran los ele-
mentos bésicos asociados a la descomposicién 3+ 1 del espacio-tiempo y no se tendra en

cuenta la evolucién de la geometria asociada a éste.

Como punto de partida, se considera un espacio-tiempo con métrica g.s, el cual es
descompuesto en hipersuperficies tridimensionales espaciales ¥ a lo largo de la direccion
temporal. Dichas hipersuperficies son variedades, cuyos campos de vectores tangentes
son tipo espacio. En la Figura 2.1 se muestra la foliacién del espacio-tiempo donde n
es un vector normal a las hipersuperficies. De esta forma, la geometria de una region
del espacio-tiempo contenida entre dos de estas hipersuperficies es determinada por los

siguientes ingredientes, ver Figura 2.2:

» El lapso de tiempo propio d7 = «(t,2%)dt entre dos hipersuperficies medido por
observadores que se mueven en la direcciéon normal a dichas hipersuperficies, don-
de « es conocida como la funcién lapso y dichos observadores son cominmente

llamados “observadores Eulerianos”.

= La velocidad relativa 3° entre los observadores Eulerianos y la linea de coordenada
espacial 2° constante es cominmente llamado vector desplazamiento y viene dado
por la relacién x5, = x; — §'dt. Dicho vector es tridimensional y es tangente a

la hipersuperficie X..

» La métrica v;; inducida por la métrica g, sobre las hipersuperficies espaciales .
El elemento de linea asociado a ésta, mide las distancias propias dentro de dichas

hipersuperfices, dl = v;;dx’dz?. Los indices i, j corren de 1 hasta 3.



Foliacién del espacio-tiempo
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Figura 2.1: Foliacién del espacio-tiempo siguiendo la descomposicion 3+1.

= Finalmente, la curvatura extrinseca se define en términos de lo que le ocurre
al vector normal n al ser transportado paralelamente de un sitio a otro de la
hipersuperficie. Especificamente, el tensor de curvatura extrinseca K,g, es una

medida del cambio del vector normal bajo transporte paralelo.

Por otra parte, el vector normal a las hipersuperficies n, es un vector tipo-tiempo que
permite conectar éstas mediante las funciones o y 3%. Las componentes de dicho vector

vienen dadas por el gradiente normalizado de una funcién global ¢ asociada a la foliacién

o
nt = N e (2.1)

=V Vit

donde /—V ,tV#t = 1/a es la norma de V¢, las componentes de la 1-forma asociada

son n, = g,n”, garantizando que n es un vector tipo-tiempo, esto es, el vector n
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Linea Normal
Linea Coordenada

adt

Figura 2.2: Ingredientes geométricos de una region dada del espacio-tiempo contenida

entre dos hipersuperficies espaciales.

satisface la relacién n*n, = —1.

Otra cantidad importante es el operador proyeccién espacial P¥, definido por la siguien-
te expresion

PH = 6% 4 nin,, (2.2)

donde 0% es la delta de Kronecker. La métrica espacial inducida 7, se encuentra apli-

cando este operador a la 4-métrica del espacio-tiempo g,

YV = Guv + Ny (23)

Es importante recalcar que 7, es totalmente espacial, lo cual quiere decir que estd de-

finida como una 2-forma sobre la hipersuperficie X, de tal forma que n*~v,, = 0.

Con estos ingredientes el elemento de linea 4-dimensional puede escribirse en términos
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de las funciones «, 3°,7;; como

ds® = —a?dt* + ;;(da’ + f'dt)(da’ + B dt), (2.4)

donde las componentes covariantes y contravariantes del tensor métrico estan dadas por

las siguientes expresiones

—a? + BBE B
G = s (25)
B Yij
SRR
L = a at ) 2.6
I B ij _ BB ( )
a? v a?

De aqui en adelante, los indices de los vectores y tensores espaciales, seran subidos y
bajados con la métrica espacial v;;, ejemplo, 3; = v;;37. Por otra parte, de (2.4) se
obtiene que

VI =, (27

donde g y v son los determinantes de g,, y 7i; respectivamente. Especificamente, las

componentes del vector n vienen dadas por

nt = éa, 8, n, = a(—1,0), (2.8)

donde el signo menos de la componente temporal de la 1-forma establece que n apunta
hacia el futuro. Nétese que este vector unitario corresponde a la 4-velocidad de los
observadores Eulerianos. Ademas, asociado a este observador, se puede definir una base

adaptada de vectores
€ — {Il, 82}, (29)

donde 0; son los tres vectores coordenados tangentes a la hipersuperficie t = constante,

que se pueden escribir como
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(91)u = (Bjs7%ij)- (2.10)

Notese que n - 0; = 0, es decir, el vector n es ortogonal a los tres vectores base 0;.

Hoyos negros esféricamente simétricos

Una de las soluciones mas simples de las ecuaciones de Einstein en el vacio corresponde
a un espacio-tiempo que describe el exterior de un campo gravitatorio estatico, esférica-
mente simétrico, sin carga y sin rotacién. La métrica asociada a dicho espacio-tiempo se
conoce como el espacio-tiempo de Schwarzschild, en honor a Karl Schwarzschild quien
la calcul6 en 1916 [Schwarzschild 1916]. El elemento de linea de Schwarzschild, en su

forma original, esta dado por la siguiente expresion
2M oM\ !
ds® = — (1 — —) dt* + (1 — —) dr® +r*(d6* + sin® 0dp?), (2.11)
r r

donde M es la masa del objeto central, en nuestro caso un hoyo negro, y las coorde-
nadas (¢,7,60,¢) se conocen como “coordenadas de Schwarzschild”. En particular, la
coordenada radial se llama el “radio de area” debido a que en estas coordenadas el area

de una esfera es siempre 4mr2.

Entre las propiedades de la métrica anterior podemos notar el hecho de que es asinto-
ticamente plana, es decir, en el limite r — oo la métrica es la métrica del espacio-
tiempo de Minkowski. Esto tultimo era de esperarse, ya que el campo gravitacional
de un objeto disminuye a medida que uno se aleja de éste. Por otra parte, se puede
observar que cuando r = 0 y r = 2M las componentes de la métrica son singulares. Es
bien conocido de la literatura [Schutz 2009], que la singularidad en r = 0 es fisica, lo

cual quiere decir que el campo gravitacional ahi es infinito. Sin embargo, la singularidad
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en r = 2M es ocasionada por un problema en el sistema de coordenadas utilizado. A la
distancia r = 2M se le conoce como “radio de Schwarzschild” o “radio del horizonte de
eventos”. El horizonte de eventos es una 3-superficie nula (S? x R), entre dos regiones
desconectadas causalmente. En palabras méds técnicas, si se considera el futuro infinito
nulo y se mira a su pasado causal, la frontera del pasado causal es conocida como

horizonte de eventos.

Por otra parte, tener un entendimiento local del espacio-tiempo es muy ilustrativo !,

ya que es posible ver como los conos de luz asociados a un espacio-tiempo se orientan
cuando llegan al hoyo negro. Para ésto ultimo, las geodésicas radiales nulas (trayectorias
que sigue la luz en un espacio-tiempo curvo) con 6 y ¢ constantes, sirven para visualizar
la estructura causal, (conos de luz), del espacio-tiempo de Schwarzschild. De esta forma,
si se toma ds? = 0, es decir, la condicién que cumplen las 2-esferas nulas del espacio-
tiempo, se tiene que

dt 1

- = i—@, (2.12)

lo cual corresponde a la pendiente de las curvas que definen los conos de luz en cada
punto de cada 2-esfera de radio r. Como se puede observar en la Figura 2.3, cuando
r — oo los conos de luz se encuentran a 45° como en el espacio-tiempo de Minkowski

r—oo dr

dt
<lim — = j:l). Por otro lado, al aproximarse a la superficie r = 2M, los conos de

. . . . 1
luz tienen una pendiente que diverge ( hgr]\l/[ i :too). De esta forma, los conos de
r= T

luz se cierran al acercarnos a r = 2M, lo cual muestra la naturaleza singular de las

coordenadas de Schwarzschild en el horizonte de eventos, tal como se muestra en la

'Es bueno y saludable hacer mencién que se han realizado trabajos que contienen el futuro in-
finito nulo dentro del dominio numérico. Esto se lleva a cabo via técnicas de compactificacién, las
cuales pueden ser estudiadas en detalle, con sus diversas aplicaciones, por ejemplo en las siguientes re-
ferencias [Malec & Murchadha 2003, Moncrief & Rinne 2009, Zenginoglu 2008, Gonzdlez et al. 2009,
Cruz-Osorio et al. 2010, Lora-Clavijo et al. 2010, Cruz-Osorio et al. 2011].
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Figura 2.3.

Espacio tiempo de Schwarzschild

B

0 2 4 6 8 10

Figura 2.3: Estructura de conos de luz del espacio-tiempo de Schwarzschild en coor-
denadas de Schwarzschild, donde ¢ y r estan en unidades de M. Las lineas continuas
rojas, corresponden a las geodésicas nulas salientes, mientras que las lineas punteadas

verdes, corresponden a las geodésicas nulas entrantes.

Finalmente, la naturaleza singular de las coordenadas Schwarzschild no es muy satis-
factoria, ya que ds® en el horizonte de eventos es singular y siendo el elemento de
linea y las componentes de la métrica g,, los ingredientes esenciales para describir
la geometria del espacio-tiempo, todo se dana. Por esta razon, se considera un nuevo
sistema de coordenadas que no tiene el problema y permite que los conos de luz se
orienten de manera natural hacia el hoyo negro. De hecho, uno de los propositos de
este trabajo para mejorar lo que se ha hecho hasta ahora con coordenadas singulares,

es considerar estas coordenadas no singulares para el estudio de problemas astrofisicos,
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ya que en muchos de los trabajos realizados en la actualidad, se usan las coordenadas

de Schwarzschild, ver por ejemplo [Font & Ibanez 1998, Donmez et al. 2011].

Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Otro sistema de coordenadas usado en la literatura es el sistema de coordenadas de
Eddington-Finkelstein, el cual, a diferencia del sistema de coordenadas de Schwarzs-
child, no es singular en el horizonte de eventos. Dicho sistema de coordenadas fue
propuesto por Eddington en 1924 [Eddington 1924], y re-descubierto por Finkelstein en
1958 [Finkelstein 1958]. Estas coordenadas pueden derivarse considerando las trayecto-
rias radiales nulas, las cuales se pueden obtener de la métrica (2.11) como:

2M oM\
%2:—<1———)dﬁ+<1———) dr* =0, (2.13)

r T

lo cual implica, casi de manera directa, la ecuacién (2.12). Esta ecuacién puede inte-

grarse facilmente para obtener:

t =r"+ cte, (2.14)

donde

r* =71 +2M1n —q. (2.15)

‘ r

2M
El signo + corresponde a geodésicas nulas que se mueven hacia afuera (“salientes”), y el
signo — a geodésicas nulas que se mueven hacia adentro (“entrantes”). La funcién 7* se
conoce en la literatura como el “radio de tortuga”. Consideremos ahora una coordenada

U definida por

U=t+r* (2.16)
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y definamos una transformacién de las coordenadas de (¢,7) a las nuevas coordenadas
(U,r). Nétese que dicha transformacion de coordenadas es singular en r = 2M, pero
esto es precisamente lo que se requiere si se desea eliminar la singularidad que las
coordenadas originales tienen en el horizonte de eventos. En términos de estas nuevas
coordenadas, la métrica de Schwarzschild se transforma en:

ds® = — (1 — %) dU? + 2dUdr + r*(d6? + sin® §d¢?). (2.17)

Esta es la métrica de Schwarzschild en las llamadas coordenadas de Eddington-Finkelstein.

Las trayectorias de geodésicas nulas en estas coordenadas cumplen con las condiciones

d

d_U = 0 — (entrantes), (2.18)
.

dU 2

o = Tom — (salientes), (2.19)

donde U es una coordenada nula. Finalmente, considerando la transformacién de coor-

denadas (U,7) — (¢,7), donde

t=U—-r=t+2MIn 1

)ﬁ —1l, (2.20)

se tiene que la forma final de la métrica de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-

Finkelstein es:

r T T

2M AM - 2M
ds? = — (1 — _) di? + ——dtdr + (1 + —) dr® +r*(d9? + sin? 0de?).  (2.21)

De esta forma, haciendo nuevamente ds? = 0 para 0 y ¢ constantes, se obtiene que las

esferas nulas de radio r vienen dadas por las ecuaciones
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d

d_; = -1 — (entrantes), (2.22)
dr —

7 1x 57 — (salientes). (2.23)

En este sistema de coordenadas, las geodésicas nulas entrantes en cada punto de la 2-
esfera tienen pendiente constante dr/dt = —1, como en el espacio-tiempo de Minkowski
y cruzan el radio de Schwarzschild sin ningtin problema, con los conos de luz abiertos.
Las geodésicas “salientes”, en cambio, tienen pendiente positiva para r > 2M, tienen
pendiente infinita para r = 2M y tienen pendiente negativa (es decir, entran en vez de
salir) para r < 2M. Como todas las geodésicas nulas entran para r < 2M, debemos
concluir que esta region no puede tener ninguna influencia causal sobre el exterior,
es decir, esta causalmente desconectada del exterior. Estas propiedades de la métrica
se ilustran en la Figura 2.4, donde se muestra la estructura de los conos de luz del

espacio-tiempo de un hoyo negro de Schwarzschild.

Finalmente, a partir de (2.4), las funciones «, 8* y 7,5, en la versién 3 + 1 del espacio-

tiempo son:

(2.24)
B = <%% 0, o) : (2.25)

2M
Vi = diag (1 + =, 7%, r?sin? 9) . (2.26)
r
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Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Figura 2.4: Espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkestein.
Las trayectorias nulas salientes del espacio-tiempo (geodésicas nulas salientes) van al fu-
turo infinito nulo 7. Como en el caso anterior, las lineas rojas continuas, corresponden
a las geodésicas nulas salientes, mientras que las lineas punteadas verdes, corresponden

a las geodésicas nulas entrantes. t y r estan en unidades de M.

Hoyos negros axialmente simétricos

La solucién para un hoyo negro con mometo angular fue encontrada por Kerr en 1963
y a diferencia del caso de Schwarzschild, la solucién de Kerr es axialmente simétrica
[Kerr 1963]. Existen dos sistemas de coordenadas comunmente usados para describir

este espacio-tiempo: las coordenadas de Boyer-Lindquist y las coordenadas de Kerr-

Schild.
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Coordenadas de Boyer-Lindquist

Las coordenadas de Boyer-Lindquist son una generalizacién de las coordenadas de Sch-
warzschild para un espacio-tiempo estacionario, con simetria axial y asintéticamente

plano. El elemento de linea escrito en dichas coordenadas es de la forma:

A — a%sin®§ aMrsin® 6 X
2 _ (22— aesmiy ., aMrsint 2 2
ds® = < 5 )dt 4 5 dtd¢+Adr + Xdb
2 2\2 2 A ain2
[(r +a”)® — a*Asin 9} in? 0P,
X
con
Y =1r*+a’cos’0, (2.27)
y
A =r* —2Mr + d?, (2.28)

donde M y a son pardametros libres que tienen una interpretacién fisica directa: M es
la masa de hoyo negro, como en el caso de Schwarzschild, y J = aM es su momento
angular. Como en el caso de la solucién de Schwarzschild, que es la tnica solucion
esféricamente simétrica de las ecuaciones de Einstein en el vacio (teorema de Birkhoff),
la solucién de Kerr es la tinica solucion estacionaria con simetria axial de las ecuaciones

de Einstein en el vacio.

Como se puede observar, la métrica de Kerr es singular en > = 0 y en A = 0. Anélo-
gamente al caso de Schwarzschild, la singularidad en ¥ = 0 es real, pero la estructura
de esta singularidad es mucho méas compleja que en el caso de Schwarzschild, y en el

caso de Kerr, resulta tener la estructura de un anillo. Por otra parte, la singularidad
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en A = 0 no es real y es posible demostrar que esta singularidad se debe al sistema de

coordenadas usado.

Especificamente para el caso en el que A = 0, se tiene la siguiente estructura:

= La singularidad no existe si a > M, pues en este caso no existen soluciones de
la ecuacién 1?2 — 2Mr + a> = 0. De hecho cuando esto sucede, se dice que la
singularidad gravitacional no tiene horizonte de eventos (singularidad desnuda) y

consecuentemente la métrica no representa un hoyo negro de Kerr.

= De esto tltimo se tiene que el valor médximo permitido para el valor del parametro
de rotacién a es a = M, correspondiente a un hoyo negro con momento angular
J = M?. Un hoyo negro con este momento angular se conoce como hoyo negro

extremo.

= Finalmente, en el caso en que a < M, la solucién de la ecuacién es:

ry =M+ VM?—a (2.29)

La superficie r, resulta ser el horizonte de eventos y en estas coordenadas ds? es singular
ahi. Por otra parte, la superficie r_ es una singularidad de coordenadas dentro del

horizonte de eventos del hoyo negro.

Otra propiedad muy importante de la estructura de los hoyos negros de Kerr que los
diferencia de los hoyos negros de Schwarzschild, es la presencia de una region llamada
ergosfera. Consideremos la componente ggo de la métrica (2.27):

A — a?sin? 6

s (2.30)

Joo = —

Es directo ver que la componente ggg de la métrica de Kerr se vuelve cero siempre que:

A —a*sin?0 =1 + a*cos® § — 2Mr = 0, (2.31)
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cuyas soluciones estan dadas por:

r= M 4 M2 — a2 cos? 0. (2.32)

Parte de la regién delimitada por esta solucion siempre esta fuera del hoyo negro. A

dicha region

ry <1 <M+ VM2 —a?cos? 0, (2.33)

se le conoce como la ergodsfera del hoyo negro. Como se puede ver, la ergosfera tiene
su maxima extension en el ecuador y se reduce a cero en los polos. Por otra parte, el
significado de que ggo sea mayor que cero es que un objeto fisico no puede permanecer
en reposo en esa region, pues eso seria equivalente a moverse mas rapido que la luz.
Entonces, los objetos materiales dentro de la ergésfera del espacio-tiempo de Kerr deben
rotar en la direccién de rotacion del hoyo negro. Esto se conoce como el arrastre de
marcos inerciales. Los objetos dentro de la ergdsfera atin pueden escapar al infinito,
pero no pueden evitar rotar. La Figura 2.5 ilustra las diferentes regiones del espacio-

tiempo de Kerr.

Coordenadas de Kerr-Schild

Otro sistema de coordenadas importante, en el cual los conos de luz no son singulares
en el horizonte de eventos y permite que las hipersuperficies espaciales penetren dicho
horizonte de eventos de manera natural, es el sistema de coordenadas de Kerr-Schild.
Dichas coordenadas tienen la propiedad importante, como en el caso de coordenadas
de Eddington-Finkelstein, que en el horizonte de eventos ds? no es singular. Las coor-
denadas de Kerr-Schild se pueden relacionar con las coordenadas de Boyer-Lindquist

por medio de las siguientes transformaciones:
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Ergoéstera

Singularidad tipo anillo

Figura 2.5: Figura esquemadtica del espacio-tiempo de Kerr que ilustra las diferentes

regiones de un hoyo negro rotante, estacionario y axialmente simétrico.

t = U-—r, (2.34)
r+iy = (r—ia)esind, (2.35)
z = rcosf. (2.36)

Algunas veces es conveniente escribir las anteriores relaciones de forma mas explicita

como:
. . a .
x = (rcos¢+ asing)sinf = Vr? + a? cos [gb — arctan <—)} sinf,  (2.37)
r

y = (rsing —acos¢)sinf = vVr? + a?sin [(b — arctan <2>] sinf,  (2.38)
r

de donde se puede deducir que:

2 2 2
it R — (2.39)

sin® 6 cos? 6
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lo cual es equivalente a:

24y 2
r24+a? r?

=1 (2.40)

En términos de las coordenadas de Kerr-Schild (¢, z,, 2), el elemento de linea de Kerr

toma la siguiente forma:

Mr3

2 _ vo__
ds® = gwjdl’”dx = (nuy + m

z“zy) dadz” (2.41)

donde 7, = diag(—1,1,1,1) es la métrica de Minkowski y

l“:<1’m’—|—ay ry — ax f)’ (2.49)

r2+a’ r2+a?'r

es un vector nulo con respecto a g, y 1,,. Por otra parte, las componentes contrava-

riantes de la métrica toman la forma

. . 2Mr? .
g'u = 7]'“ — mlul y (243)
con
w_ [ _ rr+ay vy —arv z
: ( L r24+a?2’ r24+a2’r) (2.44)

Cabe aclarar que el valor de la coordenada r en términos de las coordenadas (z,y, z)

puede obtenerse de resolver la ecuacion algebraica (2.40), de tal forma que:

R2_ 2 R2_ 22 4aq2 22
r(x,y,z)z\/ @+l 5 @) . (2.45)

donde R? = 22 4+ y? + 22 y las raices positivas se escogen de tal manera que lejos del

hoyo negro, r — R.
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Finalmente, es posible identificar las funciones de la descomposicion 3+1 para la métrica

de Kerr en coordenadas de Kerr-Schild como:

- ﬁ (2.46)
g = % (2.47)
B, = 2HI;, (2.48)
vy = 6+ 2HL,, (2.49)
NI = §— 2HI (1— 1?;}1)’ (2.50)

donde H = M=’

Tia2z2"

Ecuaciones de Euler Relativistas: Formulacion

Conservativa Euleriana

La mayoria de los enfoques que se usan para la solucion numérica de las ecuaciones
de Euler relativistas en un espacio-tiempo curvo fijo estan basadas en la formulacién
3 + 1, del espacio-tiempo. Especialmente, este trabajo esta enfocado en la formulacion
relativista general de las ecuaciones de FEuler introducida por Marti, Ibanez y Miralles

en 1991 [Marti et al. 1991].

Esta formulacién se disend principalmente para tomar ventaja del caracter hiperbélico
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y conservativo de las ecuaciones de Euler relativistas. Desde el punto de vista numérico,
la naturaleza hiperbdlica y conservativa de dichas ecuaciones permite el uso de esque-
mas basados en los campos caracteristicos del sistema, brindando asi a la hidrodinamica
relativista el uso de herramientas computacionales ya conocidas en dinamica de flui-
dos clasica. Ademas, este procedimiento se aparta de los enfoques donde los términos

disipativos eran usados para lidiar con soluciones discontinuas.

Las ecuaciones que describen la evolucién de un fluido relativista en relatividad general,
provienen de la conservacion local del tensor energia momento 7" (identidades de
Bianchi) y de la conservacién local de la densidad de corriente de materia J* (ecuacién

de continuidad):

vV, T =0, (2.51)

vV, J" = 0. (2.52)

Como es usual, V, es la derivada covariante asociada a la métrica 4-dimensional g,,, del
espacio-tiempo. La densidad de corriente de materia esta dada por J* = pyu*, donde u*

representa la cuatro-velocidad del fluido y py la densidad de masa en reposo del fluido.

Durante este trabajo, se considera que el tensor energia momento es el de un fluido
perfecto, es decir, dentro del marco de fluido, no se consideran efectos de transferencia

de calor ni efectos de viscosidad. Las componentes de dicho tensor, estan dadas por

T = pohutu’ + pgh”, (2.53)

donde p es la presion y h es la entalpia interna especifica del fluido

h=1+e+L. (2.54)
Po

En esta ultima expresién, e representa la energia interna especifica de dicho fluido. Por
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otra parte, de las relaciones obtenidas anteriormente para los observadores Eulerianos,
especificamente de las ecuaciones (2.8), se puede expresar la cuatro-velocidad u* de la

siguiente manera:

u’ = [, u' =W (vi — B—) : (2.55)
« o
donde se ha definido el factor de Lorentz W como
1
WwW=— (2.56)

V1= i 009

y las v* son las componentes de la velocidad del gas medidas por un observador Eule-

riano.

La primera de las ecuaciones de la hidrodinamica relativista, como se menciond antes,
puede ser obtenida a partir de la conservacion local de la densidad de corriente de

materia, (2.52). Dicha ecuacién puede ser reformulada como:

1 1

Y L
\/—_—gau(\/—_gpou ) = =

\/__gai(x/—_gpoui), (2.57)

do(v/=gpou®) +

donde g es el determinate de la métrica g,,. Ahora, sustituyendo las expresiones (2.55)

y (2.7) en esta dltima ecuacién se obtiene
Ou(yTp0 W)+, {aﬁﬂow ( - %)} 0 (258)

la cual constituye la primera de las ecuaciones de Euler. Por otra parte, las ecuaciones
restantes son obtenidas de proyectar la conservacion local del tensor energia-momento
(2.51), sobre la base Euleriana (2.10). Dicha proyeccién puede escribirse de la siguiente

forma
VM(T’WQ(U),,) = T‘“’Vu(e(g),,), (2.59)

donde se ha tenido en cuenta que (V,7"") = 0.
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La primera de estas cuatro ecuaciones corresponde al indice 0 = 0 de la base euleriana,

esto es

VM(T“VFJ(O),,) = T‘“’Vu(e(o),,), (2.60)

donde e(), = n,. Especificamente, esta tltima expresién corresponde a proyectar la
conservaciéon local del tensor energia momento a lo largo del vector normal a las hi-
persuperficies de t = constante. Esta ecuacién, andlogamente a la primera ecuacion de
Euler, puede ser reescrita de la siguiente forma

1

\/__gau(\/—gT‘“’n,,) =T"V,n,. (2.61)

A partir de la definicién (2.8) y después de cierto célculo algebraico, es posible mostrar

que la anterior ecuacién se puede escribir como
—0p(®AT™) — 0;(a®\/AT”) = /=gT"V ,n,. (2.62)

Ahora, considerando que las componentes del tensor energia momento pueden ser es-

critas en términos de la velocidad medida por los observadores Eulerianos, ver (2.55)

00 p(]hW2 — P
T —_— T’ (2.63)
W2 (B /
70 — PO - (vl — %) +p—§2, (2.64)

la ecuacién (2.62) toma la siguiente forma

i

— [\ (pohW? = p)] — & {aﬁ KU - %) (pohW? —p) + v"p} }

= ATV, n,. (2.65)
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Finalmente, para obtener la segunda de las ecuaciones de Euler en un espacio-tiempo
curvo, de forma explicita, se debe reescribir el término de la fuente 7"V ,n, . Para esto

se considera la definicién de la derivada covariante [Schutz 2009, Wald 1984]

Vun, = dyn, — nsI? (2.66)

po

donde Ffw son los simbolos de Christoffel. Haciendo uso de esta definiciéon y tomando
en cuenta que n, = (—a,0,0,0), se encuentra que el término de fuente, en la ecuaciéon

(2.65), toma la forma final

TV ,m, = =T"0,a + oT"TY,,. (2.67)
Con esto ultimo, la expresion para la segunda ecuacion de Euler es:
A[VA(pohW? —p = peW)] + 0; {aﬁ [(v - %) (pohW? —p — poW) + vip} }
= a/y(T"0a — aTHT,), (2.68)
donde se ha restado la ecuacién de conservacion de la masa (2.58) para dar la forma

final de esta ultima ecuacion.

Las restantes tres ecuaciones correponden al indice o = j

V(T ey) = TV u(egw), (2.69)

donde ey, = (9;), = (B;,7:;) son las componentes de los tres vectores coordenados
tangentes a las hipersuperficies espaciales. De igual forma que en los casos anteriores,
esta ultima ecuacion puede reescribirse de la siguiente manera

1

\/__ga“(\/ —gT‘“’@(i)V) = T“”Vu(a(i)y), (2.70)



Ecuaciones de Euler Relativistas: Formulacién Conservativa Euleriana 29

que despuies de cierto calculo algebraico, se reescribe como

O lan/y (T™B; + T%;5)] + O [a/7 (TBi + T )]
= a\/ﬁT‘“’Vu(ﬁ(i),,). (2.71)

Ahora, tomando en cuenta que la componente T* puede ser escrita como (ver 2.55)

Tk = poh IV <vk _ ﬁ_k) (Uj _ %) tp <’)/kj _ ﬁifj) 7 (2.72)

(%

y ademés haciendo uso de las ecuaciones (2.63, 2.64), es posible mostrar que la ecuacién

(2.71) adquiere la forma

80 (ﬁpohW%i) + 8k {Oé\/’_}/ |:p0hW2Ui <’Uk - ﬁ—k> —l—péf} }

«
= QWT’WVM(a(i),,). (2.73)

Por otra parte, el término de fuente 7"V ,(0y), ), haciendo uso de la definicién de la

derivada covariante, es

TN (D) = T (0u9iv — 9isT0), (2.74)
dando asi formal final a las ecuaciones de Euler restantes para un espacio-tiempo curvo

k
00 (ﬁpohW2U1) + ak {Oéﬁ |:p0hW2Ui <’Uk — %) +p55:| }

= ay/YT" (0ugin — gigfiu). (2.75)

El sistema de ecuaciones de Euler relativistas (2.58, 2.68, 2.75), puede escribirse de ma-

nera compacta como un sistema de ecuaciones conservativo de primer orden [Font et al. 2000]
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oU + 8, F = 8, (2.76)

donde el vector de estado a evolucionar U estd dado en términos del conjunto de varia-
bles primitivas W = (po, v', €, p) como:

D ﬁpoW
Z/_i — S’j \/’_)/pohW2’Uj ) (277)
7 VY (pohW? —p — pgWV)

mientras que estas cantidades son los argumentos de la parte temporal de las ecuaciones

(2.58, 2.68) vy (2.75). Ademés, los tres flujos vectoriales F' estéan dados por

Fi—| 4 (vi _ %) S + ayAps: | (2.78)
. N .
y finalmente, el vector fuente S es

0
a/Y (T 0,5, — TH gjs19,,)
/A (TH0,00 — aTH T,

S= : (2.79)

donde de nuevo, I';,, son los simbolos de Christoffel usuales [Schutz 2009, Wald 1984].

Es importante mencionar que las cantidades D, S; y E = 7 + D pueden ser escritas
como

: E=.\/E, (2.80)

donde D, S; y E = 7+ D son la densidad de masa en resposo relativista, la densidad de

momento en la i-ésima direccion y la densidad de energia total medidas por un observa-
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dor Euleriano, respectivamente. Dichas cantidades pueden ser obtenidas de proyectar la

densidad de corriente de materia y el tensor de energia momento de la siguiente forma

D = —n,J", (2.81)
SZ' = ’}/W'TLVTMV, (282)
E = n,n,T", (2.83)

y son llamadas las variables conservativas del sistema.

Como se puede observar, el sistema de ecuaciones (2.76, 2.77, 2.78, 2.79) es un conjunto
de cinco ecuaciones para las seis variables W = (po, v', €,p). Por lo tanto es necesario
cerrar este sistema de ecuaciones, para lo cual se requiere una ecuacién de estado (EOS)
(siglas en inglés) que relaciona normalmente la presién p, con la densidad de masa en

reposo, po, v la energia interna especifica, €
p = p(po, €). (2.84)

Hoy en dia, las ecuaciones de estado son tan sofisticadas que tienen en cuenta procesos
fisicos y quimicos tales como interacciones moleculares, cuantizacion, efectos relati-
vistas, fisica nuclear, entre otros. Sin embargo, las EOS méds usadas en simulaciones

astrofisicas, debido a su simplicidad, son la de un gas ideal
p= I —=1)pee, (2.85)
donde I' es comunmente llamado el indice adiabatico y la EOS politrépica

p=Kp, (2.86)

usualmente utilizada para construir configuraciones de estrellas en equilibrio, donde K

es llamada la constante politrépica.
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Una cantidad muy importante, que se puede derivar dada una ecuacién de estado, es
la velocidad del sonido relativista c,. En particular esta velocidad puede ser escrita
de la siguiente forma para una ecuacién de estado como la presentada en (2.84) (ver

[Font et al. 2000])

dp X Dk
o2 =24 20 2.87
s ap . h _'_ p(Q)h7 ( )
donde
dp op
= — s R = — 5 288
X= G0 6 e (2.88)

y s es la entropia por particula y p es la densidad total de energia en reposo, p = po(1+e€).
Para el caso de una gas ideal regido por la ecuacion de estado (2.85), la expresién para

la velocidad del sonido relativista reduce a

I'p
s =/ —. 2.89
o (2.89)

De aqui en adelante, ésta ultima expresion, sera utilizada para todas las simulaciones

numéricas.

Estructura caracteristica de las Ecuaciones de Euler

Relativistas

Como se menciono en la seccion anterior, los esquemas numéricos utilizados para tratar
con problemas hidrodindmicos usan la estructura caracteristica del sistema hiperbdlico
de ecuaciones anteriormente visto. El cédlculo de dicha estructura se lleva a cabo igno-

rando temporalmente la parte no homogénea del sistema de ecuaciones (2.76). Por otra
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parte, la forma de proceder para la obtencién de los valores y vectores propios asociados

al sistema de ecuaciones de Euler relativista, es la propuesta por [Banyuls et al. (1996)].

—

Expandiendo el término de divergencia y tomando la parte principal (S = 0) del sistema

de ecuaciones (2.76), se obtiene lo siguiente

OF

A + ==0U = 0. (2.90)
ol

Esta forma de escribir las ecuaciones es conocida como la forma cuasi-lineal de las

ecuaciones de balance, debido al hecho de que este conjunto de ecuaciones diferenciales

. . . . . , . i

parciales son lineales en sus primeras derivadas; sin embargo, el término %iz] es depen-
. . - , . . ., i .

diente de las variables U y es por si mismo no lineal. La expresion %ig es conocida como

la matriz Jacobiana del sistema (2.90)

B = —. (2.91)

De esta forma la ecuacién cuasi-lineal (2.90) se convierte en

AU + BIoU = 0. (2.92)

Este ltimo sistema de ecuaciones se dice que es hiperbdlico si cada una de las matrices
Jacobianas tienen valores propios reales distintos de cero, esto es, que las matrices B
son diagonalizables. De hecho, la naturaleza de los valores propios asociados a cada

matriz, permite la definicién de varias clases de hiperbolicidad [Thomas 1995]:

= Sistema fuertemente hiperbélico: Cada una de las matrices Jacobianas son diago-

nabilizables.

= Sistema simétrico hiperbdlico: Cada una de las matrices Jacobianas son diagona-

bilizables y ademés los valores propios asociados a cada matriz son distintos.
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= Sistema estrictamente hiperbdlico: Cada una de las matrices Jacobianas son dia-
gonabilizables y ademas los vectores propios asociados a cada matriz son lineal-

mente independientes.

Por otra parte, si la matriz Jacobiana es fuertemente hiperbélica, la evolucién del vector
de estado U constituye un problema de evolucion bien planteado, en el cual la solucién

es unica y depende continuamente de los datos iniciales.

Los valores y vectores propios de cada una de las matrices B’ vienen dados por la

solucion del siguiente problema algebraico

det(B' — NT) = 0,
(B = NT)r' = 0, (2.93)

donde A" denota las velocidades caracteristicas en la direccién i-esima (valores propios),
r’ los vectores propios correspondientes e Z es la matriz identidad. Debido a que en
general los flujos (2.78) dependen tanto de las variables primitivas W, como de las va-
riables conservativas U , es necesario escribir de forma explicita las variables primitivias
en términos de las conservativas, asi los flujos dependenderian solo del vector de estado
U. Sin embargo, en general no es posible expresar las variables primitivas en términos
de las conservativas de manera analitica, ya que la ecuacién algebraica resultante a
resolver es una ecuacion trascendental, incluso para los casos relativistas mas simples.
Por esta razon, el problema de calcular los valores y vectores propios en términos de

las variables conservativas U se convierte en un problema dificil de resolver.

El método a seguir, para calcular la estructura caracteristica del sistema de ecuaciones
(2.76), es analizar el problema en términos de las variables primitivas [Font et al. 1994],
en lugar de las variables conservativas. De hecho, la eleccién adecuada de dichas varia-

bles, tal que el problema de la estructura caracteristica pueda ser resuelto, es de gran
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valor practico. Con una eleccién del vector de estado primitivo W, el sistema cuasilineal

(2.92), puede ser reformulado como

A8V + A9 = 0, (2.94)
donde
A = a—Lf, A= a{, (2.95)
oW oW

son las nuevas matrices Jacobianas. De esta forma, el nuevo sistema algebraico a resolver

€s

det(A"— XN A% = 0,
(A" = NAF = 0. (2.96)

Aqui A y 7 son los valores y vectores propios del anterior sistema, respectivamente.
Después de algo de algebra, es posible mostrar que se cumplen las siguientes relaciones

entre los dos sistemas

)\i _ S\i’
ro= A (2.97)

donde las matrices B* pueden ser obtenidas a partir de la siguiente expresién

= a{ 8—VY = A (A% (2.98)
OW ou

7

Ahora, se procede a la diagonalizacién de este sistema, con la eleccién de las variables
primitivas W = (pg, v*, €) y considerando el caso de un fluido perfecto con ecuacién de

estado p = p(po, €), como se vi6 en la seccién anterior. Como se puede ver, las variables
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conservativas si estan dadas en términos de las primitivas, por lo tanto los flujos pueden
ser escritos en términos del vector de estado primitivo totalmente, haciendo posible el

calculo de las matrices A, ver Apéndice A.

Finalmente, se resuelve el sistema (2.96) para obtener los valores y vectores propios y
posteriormente se recurre a las relaciones (2.97), para asi obtener el sistema caracteristi-
co asociado al problema original (2.93). De esta forma, los valores y vectores propios

finales para cada matriz A’ son:

1. Matriz A!
>\1 = >\2 = >\3 = Oﬂ)l - ﬁl, (299)
a
e = T [0 (L= ) VATV RTA - V) — oL — ]| - 6
R I LS b (2.100)
AW (K — poc?)’ b hW (k — poc?) '
W’U2 WUg
h(y12 + 2W 20 0) h(y13 + 2W 320 03)
= | Wy 4 2W2w) | = | h(yes 4 2W20o0s) |
h(”}/23 + 2W2’02’03) h(’)/33 + 2W2’03’03)
’UgW(2Wh — 1) 'UgW(2Wh — 1)
_ T
ol QetBh) RV (411 — vl
re = |LAW (Ul B . 1 A+6Y) W vy, B ws, A1 p1 Qet8)
2. Matriz A*
M= A=A =av? - B (2.101)
M = g [0 (1= &) £ ATV R Vi) (L - )| - 6
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- T
1 K K
= |- l-— 2.102
r _hW(KJ _poc§>>vlav2>v3> hW(KJ _pocg) ( )
W’U1 WUg
h(y11 + 2W2010) h(y13 + 2W 20 03)
r? = h(7y21 + 2W20901) | r° = | h(vyas 4+ 2W2003) |,
h(y13 + 2W 320 03) h(vys3 + 2W2v303)
U1W(2Wh — 1) 'UgW(2Wh — 1)
- T
02— QetB?) hW (422 — v?0?)
ry = |LhAWv, AW (Uz N 422 Uz(/\i+62)  hWos, 422 U2(>\:t+ﬁ2) ’
3. Matriz A3
M o= A=A =av® - B3 (2.103)
Ay = %W [vg (1-¢)+ Ve (1=V2) [y3(1 — V2e2) — v303(1 — cg)]] — B
[ K K r
L [ — l-—— 2.104
r _hW(/f _pocg)7vl7v27v37 hW(/f _pQC§) ( )
W, W,
h(”)/Ql -+ 2W2’02’01) h(”)/n + 2W2’Ul’01)
= | h(ye 4 2W2005) | s TP = | A(vyar + 2W2000y) |,
h(7y32 + 2W2u30,) h(7y31 + 2W2u30;)
veW(2Wh — 1) uW(E2Wh—1)
- : T
V3 — QetB%) hW (43 — v303)
ry = |1, AWy, hWvg, W (U?’ N 433 — g3 (A£+83) | 433 — g3 (A++8%) '

Donde v" = (v',v?,v%) y V?* = ~;;0"7. Para el cdlculo de los valores y vectores propios
de las matrices A, se utilizaron las herramientas de célculo simbélico Mathematica 8 y

Maple 14.
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Cada una de las matrices tiene un conjunto de tres valores propios degenerados y otros
dos que no lo son; ademas, cada matriz tiene un conjunto de vectores propios linealmente
independientes. Esto ultimo establece que el sistema de ecuaciones de Euler relativistas

es un conjunto de ecuaciones estrictamente hiperbélico.

En el préoximo capitulo, se estudiaran los métodos numéricos que se implementaran
en este trabajo, los cuales estan basados en la fomulacién conservativa anteriormente

descrita.



Capitulo

METODOS NUMERICOS

Introduccién

El sistema de ecuaciones de Euler relativista presenta soluciones que generalmente tie-
nen discontinuidades, atun cuando los datos iniciales son suaves. Por esta razén, los
métodos numéricos basados en la continuidad de las funciones, como las diferencias
finitas, estan destinados a fallar cuando dichas discontinuidades aparecen, a menos que
se le agreguen términos disipativos, los cuales cambian el sistema original de ecuacio-
nes a resolver, y por lo tanto su comportamiento dindmico. Por esta razon, se requiere
un tratamiento especial a la hora de discretizar estas ecuaciones de movimiento, el
cual se enfoque en técnicas menos disipativas y que sirva a su vez para lidiar con las

discontinuidades presentes [Banyuls et al. (1996)].
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En este capitulo se presentan los métodos numéricos usados para tratar con las discon-
tinuidades, sin perder ningtn tipo de informacion debido a términos disipativos. Estos
métodos son comunmente llamados métodos de alta resolucion para la captura de cho-
ques, y estan basados en el método de volimenes finitos para ecuaciones diferenciales

parciales tipo balance.

Voluimenes Finitos

Uno de los métodos cominmente mas usados es el método de volimenes finitos. Este
método considera que el problema esta definido en una malla de puntos que definen una
estructura de celdas sobre el espacio-tiempo, esto es, el tiempo se restringe a tener un
conjunto de valores discretos t" = nAt y el espacio se discretiza con celdas cuyos centros
estan definidos en x; = 1Ax. Por otra parte, los métodos numéricos para las ecuaciones
de flujo tipo balance, consisten en discretizar su forma integral para asi obtener una
solucion débil a dichas ecuaciones. Para ilustrar de una mejor forma el método de
volimenes finitos, se considera el problema en una dimensién espacial, ver la Figura
3.1, donde la ecuacion de balance puede ser escrita en forma genérica de la siguiente

manera

Aqui q es un vector de variables conservativas, f(q) es un vector cuyas componentes
son los flujos, los cuales dependen de las variables q, y s es un vector de fuentes. De esta
forma, el primer paso para discretizar la forma integral de la ecuacién (3.1) es tomar el

promedio sobre cada una de las celdas del espacio-tiempo, centradas en C' +1/2
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tn+2
- L o
75r1+:|_
A

n+1/2

i At
M Y

L1 i T i T i+3/2

Figura 3.1: En esta figura se presenta la discretizacion y la estructura del espacio-tiempo
usando el método numérico de voliimenes finitos, en una dimensién espacial. Aqui el

centro de las celdas C’ n+1/2

est4 localizado en (t"*'/2 2;) y el volumen espacio temporal
de estas es AV = AtAz. Ahora, en términos de un problema de evolucion, el paso de
tiempo y la resolucién espacial son At = t"* — " Az = Tip1/2 — Tio1/2 = Tig1 — T,

respectivamente, para un malla homogénea.

—V/&)qu—l— /8 f(q AV sdV, (3.2)

donde AV = AtAz es el voltimen de la celda C' 2 cuyo dominio es (tm, 1) x

(wi—1/2, Tit1/2). La ecuacién resultante puede ser reescrita como

Tiy1/2 Tit1)2 tnﬂ
8 dtd q)dtd
AtA:c / et AtAx / /t !
/2 —1/2
1 /mi+1/2 /tn+1 ( )
= — sdtdx, 3.3
AtAz J,. | o i

que después de hacer uso del teorema de Gauss, sobre la superficie de la celda, se obtiene
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la forma discreta de la ecuacién de balance (3.1)

At
Cntl  om n41/2 n+1/2 _n+1/2
T (Fm/2 _ Fi_m) 2 (3.4)

Las funciones q} son los promedios espaciales de las variables conservativas
i+1/2
1 T

Q= — ", z)d .
=g, [t (35)

las funciones F;fll/z son los promedios temporales de los flujos
tn+1

nt1j2 1
Fi+1/2 - Kt/ f(a(t, xit1/2))dt, (3.6)

tn

y finalmente s es el promedio espacial y temporal de las fuentes

tn+1

1 Tiy1/2
s /2 = A / / sdtdz. (3.7)
Ti—1/2 JI"

La principal idea de todo esto, es hacer uso de la ecuacién (3.4) para calcular las ex-

presiones explicitas de los promedios en un tiempo posterior (’1;“’1

, asumiendo que se
conocen los valores de . Sin embargo, los métodos numéricos basados en la discretiza-
cién de la forma integral de las ecuaciones de balance no parecen ser tan directos. Esto
ultimo debido a que los flujos (3.6) no son solubles en general, ya que dichos flujos son
promedios en el tiempo. Uno de los primeros enfoques, orientados hacia la solucion de
esta clase de problemas, es el método de Godunov [Godunov 1959], el cual consiste en
calcular los flujos de forma numérica, reemplazando la funcién q(¢", z) con una funcién

constante por pedazos q(t", z). Finalmente, la idea bésica del método de Godunov es

definir en cada inter-celda un problema local de Riemann de valores iniciales.
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Problema de Riemann

Uno de los problemas fundamentales en la evolucién de discontinuidades, es el cono-
cido problema de Riemann. Dicho problema, esta determinado por una ecuacién tipo
balance, y datos iniciales definidos por una funcién constante por pedazos asociados a

una discontinuidad simple, ver Figura 3.2,

qar, z <0
q(z,0) = , (3.8)
qr, x>0

donde q;, (izquierda) y qgr (derecha) son dos estados constantes. Nétese que el valor

inicial tiene una discontinuidad localizada en x = 0.

qr 1 1 qr

Figura 3.2: datos iniciales del problema de Riemann para la ecuaciéon de Burgers.

Para una mejor ilustracion de este problema, considérese una discontinuidad inicial que

evoluciona segun la ecuacion escalar unidimensional de Burgers

0a+0.f(a) =0, flg=L (3.9)
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la cual es una ecuacion diferencial de primer orden y es importante en la mecanica
de fluidos. La forma de la solucién depende de la relacién que existe entre los dos
estados iniciales q;, y qg. El caso trivial ocurre cuando los valores iniciales de los estados

constantes son iguales y los otros dos casos corresponden a q;, > qr ¥ qr, < qgr-

Caso 1. qr, > qr (Ondas de choque): Una clase de soluciones al problema de Riemann
son conocidas como las ondas de choque, las cuales son definidas como lugares donde las
velocidades caracteristicas (valores propios del sistema de ecuaciones) convergen, ver la
Figura 3.3. Para el caso de la ecuacién de Burgers, donde se considera que el estado
constante a izquierda es mayor que el estado constante a derecha, la tinica solucion

débil esta dada por la siguiente expresion

, T < st
grt)={ " , (3.10)
qR, T > st
donde
s = % (3.11)

es conocida como la velocidad de la onda de choque; especificamente la velocidad a la
cual se mueve la discontinuidad. Estas velocidades pueden ser calculadas a partir de las

llamadas condiciones de salto de Rankine-Hugoniot

flar) — flar) = s(qr — qr), (3.12)

las cuales relacionan los flujos asociados con las variables de estado a través de la
discontinuidad, ver [Leveque 1992]. Un ejemplo de una onda de choque forméndose a
partir de la discontinuidad inicial puede ser visto en la Figura 3.3, donde la onda de

choque se origina en x = 0 con una pendiente de s = 0,55.
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1.4 T T T T T T

25

Figura 3.3: Estructura caracteristica para las ondas de choque.

Caso 2. qr, < qr (Ondas de Rarefaccion): Otra clase de solucién débil al problema de
Riemann es conocida como onda de rarefaccion. En este caso, dicha onda surge de la
discontinuidad extendiéndose, como se ilustra en la Figura 3.4. Para este caso de ondas
de rarefaccién, los datos iniciales (3.8), satisfacen la relacién q;, < gg y como se puede
observar en la Figura 3.4, el campo de velocidades caracteristicas de la izquierda es mas
lento que el de la derecha, haciendo que las velocidades caracteristicas diverjan. Por
otra parte, las soluciones para las ondas de rarefaccion son soluciones auto-similares
[Leveque 1992], esto ltimo en el sentido de que las cantidades dependen de la variable
¢ = x/t. De esta forma, la solucién débil, de una onda de rarefaccion, a la ecuacién de

Burgers puede escribirse como

qr, r < th
q(z,t) = ¢ q(&) = q(z/t) qut <z < qgt - (3.13)

qr x > qgrt
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donde ¢(§) es una funcién suave. Usando esta solucién, es posible reescribir la ecuacién
de Burgers de la siguiente forma

dedq | 0tdq

donde las derivadas de £ con respecto a x y a t son obtenidas teniendo en cuenta que

¢ = x/t. De esta manera, esta tultima ecuacién queda escrita como

() o

donde las dos tinicas posibles soluciones son

q(§) = constante, (3.16)

q(§) =

% (3.17)

Esta ultima ecuacién, corresponde a la soluciéon en la zona de rarefaccién. De esta forma,

la solucion total de la ecuacion de Burgers, para el presente caso es

qr, T < qrt
qr x> qpt

En otro tipo de problemas, como es el caso de las ecuaciones de la hidrodindmica
clasica (ecuaciones de Euler) o las ecuaciones que determinan la dindmica de los fluidos
relativistas en un fondo plano o curvo, se involucran otro tipo de ondas llamadas ondas
de contacto. Desde el punto de vista de la dindmica de los fluidos, una discontinuidad

de contacto se define por un salto abrupto en la densidad donde no hay gradientes
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Figura 3.4: Estructura caracteristica para las ondas de rarefaccion.

de presion a través del salto. Ademas, en las discontinuidades de contacto las curvas
caracteristicas son paralelas, separando regiones que tienen diferente valor entrépico,

por lo cual son llamadas ondas de entropia.

En especial, la solucién exacta al problema de valores iniciales de Riemann, para las
ecuaciones de Euler relativista fue encontrado por [Mart{ y Miiller 1994], en la cual
aparecen los tres tipos de ondas mencionados anteriormente. Dichas ecuaciones en 1-

dimension cartesiana son

U + 8, F* =0, (3.19)

donde
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D poW v*D
Z/_i = ~x = pOhW2'Ux ’ ﬁx = 'ngx + p : (320)
7 pohW?2 —p — poW V(T + p)

Dichas ecuaciones pueden ser obtenidas, de forma directa del sistema de ecuaciones
(2.76) haciendo o = 1, 8* = (0,0,0) y ;; = diag(1,1,1), las cuales corresponden a la
descripciéon del espacio-tiempo de Minkowski en coordenadas cartesianas. Asociado a
este sistema de ecuaciones, los valores propios de la matriz Jacobiana son

N — o NE v, t
- X

= 5 3.21
1+v,e,’ (3:21)

donde c¢,, como se mencioné antes, es la velocidad del sonido relativista. Cada uno
de estos valores propios esta asociado con alguna de las posibles ondas que pueden
presentarse aqui. Estas son: Ondas de contacto, ondas de rarefaccion y ondas de choque.
Similarmente al caso de la ecuacion de Burgers, dependiendo de los datos iniciales, es
posible obtener este tipo de ondas propagandose en las diferentes direcciones. Como
ejemplo ilustrativo, se considera el problema de Riemann en el cual las componentes
del vector de estado inicial a la izquierda son mayores que las componentes del vector de
estado a la derecha. Para este caso, propagandose hacia la derecha aparece una onda de
choque y propagandose hacia la izquierda, una onda de rarefaccién, como se describio en
cada uno de los casos para la ecuacién de Burgers, pero de manera simultanea. Ademas,
en medio de estas dos ondas aparece una onda de contacto, la cual separa dos estados
constantes. En la Figura 3.5, se muestra un diagrama ilustrativo de este caso particular
y de las diferentes regiones asociadas. La region 1 corresponde al estado inicial constante
izquierdo, la region 2 a la regién donde se desarrolla la onda de rarefaccién, las regiones
3 y 4, separadas por la onda de contacto, son regiones constantes, las region 5, que
en realidad no es una region porque abarca una linea recta, corresponde a la onda de
choque y finalmente la region 6 es el estado inicial constante a la derecha. Este problema

es conocido en la mecédnica de los fluidos como el problema del tubo de choque, el cual
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Figura 3.5: En esta grafica se describen las diferentes regiones, separadas por las dife-

rentes ondas en el problema particular de Riemann, en el cual el estado inicial constante

a la izquierda es mayor que el estado inicial constante a la derecha.

es una idealizacion del problema de Riemann y se describe con detalle en la seccion de

pruebas numéricas. Otro tipo de configuraciones posibles son:

= Onda de rarefaccion a la derecha y onda de choque a la izquierda.

= Onda de choque a la izquierda y onda de choque a la derecha.

= Onda de rarefaccién a la izquierda y onda de rarefacciéon a la derecha.

En general, en el caso de un espacio-tiempo curvo fijo, no se conoce ningin tipo de

solucion exacta al problema de Riemann. Por esta razon hay que recurrir a resolvedores
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de Riemann aproximados (ver Seccién 3.5), los cuales estan basados en la estructura
caracteristica del sistema de ecuaciones tipo balance. Para comprobar como se compor-
tan dichos resolvedores aproximados al momento de tratar con choques, las soluciones
exactas a este problema son de gran ayuda. En este trabajo, se implement un resolve-
dor exacto, siguiendo la receta formulada en la referencia [Marti y Miiller 1994], para
comparar los métodos numéricos basados en resolvedores de Riemann aproximados.
Ademds de implementar dicho resolvedor, se escribié de forma bastante explicita cémo
obtener dicha soluciéon y cémo implementarla en un cédigo numérico; para méas deta-
lles ver la referencia [Lora-Clavijo et al. 2012]. En el caso de problemas mas complejos,
como lo es el caso de la magnetohidrodinamica en un espacio-tiempo de Minkowski en

coordenadas cartesianas, la solucién fue encontrada por [Giacomazzo 2006].

Reconstruccion de las variables de estado en las

inter-celdas

Retomando la idea propuesta por Godunov, en la que los flujos pueden ser calcula-
dos aproximando la funcién (", z) con una funcién constante por pedazos q(t", x) y
finalmente tratando cada inter-celda como un problema local de Riemann de valores

iniciales, el proceso para aplicar este método es:

= De la funcién promedio q(t", x), se construye una funcién constante por pedazos

q(t™, x), con el fin de aproximar la funcién en las celdas espacio temporales C;.

= El problema de Riemann asociado a esta tltima aproximacion, debe ser resuelto
en cada inter-celda para asi obtener la solucién para la funcién promedio q(t, x)

en t" < t < i,
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= Finalmente, la solucion se promedia en cada celda C; para asi obtener el promedio

en un tiempo avanzado, g7,

El método de Godunov tiene propiedades muy interesantes. En particular, este método
esta basado en el sistema de ecuaciones tipo balance, lo cual permite la evolucion
estable de choques hidrodinamicos muy fuertes. Sin embargo, el esquema original tiene

un deficiencia: la aproximacion es de primer orden.

La precision del método de Godunov puede ser mejorada introduciendo reconstructores
de variables mas sofisticados, los cuales en lugar de aproximar la funcién q(t", x), con
funciones constantes por pedazos, la aproximan con lineas rectas por pedazos. Estas
formas de reconstruir las funciones constituyen los llamados métodos de alta resolucién
para la captura de choques [Toro 2009]. Por otra parte, estos reconstructores son mejores
que los reconstructores constantes por pedazos ya que introducen menos disipacion y

aproximan mucho mejor la forma del choque.

Reconstructor constante por pedazos

El método de reconstruccién de funciones constantes por pedazos es el método mas
simple para reconstruir los flujos a través de cada inter-celda. Considere la inter-celda
localizada en ;1 /2 en la Figura 3.1; el estado inmediatamente a la izquierda es definido
como qfﬂ Jo» ientras que el estado inmediatamente a la derecha es (]fil jo- De esta
forma, como se puede ver el la Figura 3.6, la reconstruccion constante por pedazos a

cada lado de cada una de las inter-celdas queda definido por

qz'L+1/2 = Q (3.22)

(lﬁlp = Qi1 (3.23)
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Figura 3.6: Figura esquematica de cémo se aproximan las funciones cuando se utiliza
un reconstructor de variables constante por pedazos. Como se observa, aproximar la

funcién de esta forma define una sucesion de problemas de Riemann locales.

Como ya se menciono antes, en esta idea, a pesar de las buenas propiedades que ésta
presenta, las soluciones son precisas a primer orden, dedido a que las funciones que se

utilizan para aproximar las soluciones, son funciones constantes por pedazos.

Reconstructor lineal por pedazos

La precision puede ser mejorada usando una aproximacién lineal por pedazos, la cual
provee un error de segundo orden. En este trabajo se consideran dos casos para este

tipo de reconstructores: caso 1. limitador minmod, caso 2. limitador MC'
Limitador Minmod:
Para el caso del limitador minmod, introducido por [B. van Leer 1979], las funciones q

son reconstruidas a ambos lados de la inter-celda localizada en x;1/2 como

A1 = @+ 0ilTirrje — ), (3.24)

Qﬁlp = Qir1 — Ois1(Tip1 — Ti1)2), (3.25)
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donde, como en el caso anterior, L y R indican las funciones a la izquierda y derecha

de dicha inter-celda, respectivamente. Las funciones o; y ;.1 estan definidas como

o; = minmod(mi_l/g,miﬂ/g), (326)

Oij+1 = minmod(mHl/g,mHg/g). (327)

La funcién m;, /2 es la derivada de la variable q, centrada en la inter-celda localizada

€N Tit11/2

dit1 — Qi
mi+1/2 = 73}4_1 — x', (328)

y la fuencién minmod esté definida, para dos nimeros a, b, por

0 st ab <0
minmod(a,b) =< q s1 la| < [b] - (3.29)

b st la| > |b|

La ilustracién del resultado de este tipo de recostruccién se muestra en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Figura esquematica de cémo se aproximan las funciones cuando se utiliza

un reconstructor de variables lineal por pedazos.
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Como se puede observar, este limitador hace que las funciones q sean mondtonas cerca
de las discontinuidades. Debido a esto ultimo, el algoritmo de minmod devuelve una
pendiente cero, la cual indica que la reconstruccién se reduce a una funcién constante
por pedazos como la descrita por el método de Godunov. De esto tltimo, se tiene que

cerca de las discontinuidades la precision de la solucién es solo de primer orden.

En pocas palabras, este tipo de algoritmos numéricos basados en los métodos de alta
resolucion para las captura de choques, tienen una aproximacion aparentemente de
segundo orden donde las funciones son suaves, y primer orden, donde los efectos del
limitador se vuelven importantes, o sea en las discontinuidades. Por otra parte, es de
esperar que la aproximaciéon sea de primer orden cerca de un maximo o minimo de la
funcién q, ya que en estos tipos de puntos la pendiente cambia de signo y el limitador

minmod arroja una reconstruccion constante por pedazos para q.

Algo para remarcar es: como en los choques las soluciones convergen a primer orden, con
el tiempo el error numérico contamina todo el dominio, generando como resultado que
la convergencia global sea de primer orden también. Por otra parte a la hora de capturar
los choques (forma del choque), el limitador minmod introduce menos disipacién que
en el caso de un reconstructor constante por pedazos, haciendo que la forma de este
choque sea mucho mejor. Finalmente, como se puede observar, es necesario introducir
los resolvedores de Riemann aproximados, los cuales se describen en la siguiente seccion,
debido a que el problema entre celdas ya no es un problema de Riemann de estados

constantes, sino lineales, ver la Figura 3.7.
Limitador Monoténico Centrado (MC)

Por completez, otro reconstructor de variables es el limitador monotoénico centrado MC.
Este método actia en forma similar al método de minmod, con la modificacion de que

MC no reduce de manera dramatica las pendientes como lo hace el método de minmod.
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0 st ab <0
) 2a st la] < |b] Y 2|a| < ||
MC(a,b) = , (3.30)
2b st |b] < |al Yy 26| < ||
c st le] < 2|al y le| < 2]b|

donde ¢ = “T“’ De forma ilustrativa, en la Figura 3.8, se muestra una comparacion de
cémo capturan los choques los diferentes reconstructores de variables. Como se puede
ver en esta figura, el reconstructor MC' tiende mas a la forma del choque, que los otros
dos. Sin embargo, el reconstructor MC, debido a que aproxima mucho mejor la forma
del choque (introduce menos disipacién), puede eventualmente desarrollar oscilaciones

no fisicas, es por eso que durante el trabajo se usa el reconstructor minmod.

0.28

ﬁ&,%mj%****;**** ' ' 'Godunov' —
T CLx Minmod -
0.26 | | MC

0.24

0.22 -

0.18
0.16

0.14

- K K= KK KK KoK R R H KK
1 1 1

0-12 1 1 1 1
0.66 0.68 0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8

i

Figura 3.8: Figura esquemética que muestra como aproximan los choques los diferentes

reconstructores de variables: Godunov, Minmod y MC.
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Resolvedor de Riemann aproximado

Por otra parte, como se mencioné anteriormente, el reconstructor minmod aproxima
las funciones con rectas por pedazos, lo cual no constituye un problema de Riemann
exacto. Por esta razon, se utilizan resolvedores al problema de Riemann aproximados
[Roe 1981, Harten et al. 1983], los cuales hacen el sistema més simple y estdn basados
en la estructura caracteristica del sistema de ecuaciones tipo balance. En la actualidad,
para el estudio de la dinamica de fluidos clasica, se han desarrollado muchos resolvedores

de Riemann aproximados, los cuales han sido extendidos a los fluidos relativistas.

Existen varias técnicas para calcular de forma aproximada los flujos (3.6), en lugar de
resolver el problema de Reimann exacto. Entre las técnicas mas usadas y robustas, a la
hora de implementar numéricamente, se encuentran el resolvedor de Riemann aproxima-
do Roe [Roe 1981] y el resolvedor de Riemann aproximado HLLE [Harten et al. 1983].
Estos métodos requieren de diferente informacién caracteristica de la matriz Jacobiana
asociada al sistema de ecuaciones tipo balance (3.1). Por ejemplo, en el caso del resol-
vedor aproximado Roe, se requiere tanto de los valores propios como de los vectores

propios de dicha matriz.

Una de las caracteristicas atractivas del método HLLFE es que solamente requiere de
los valores propios de la matriz Jacobiana y se usan solamente las dos velocidades
caracteristicas mas altas del sistema, ver Figura 3.9, de tal manera que el dominio
localmente queda separado en tres regiones. La informacion acerca de las otras ondas,
asociadas a la estructura caracteristica de las ecuaciones tipo balance, no se usa para

esta aproximacion.
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q* si x < N\t
a(r,t) = e s At <o <\ (3.31)
at  si x> ARt

donde q"MF es un vector de estado constante y estd dado por la siguiente expresién

~HLLE _ Mgl — Mgl + £(gh) — £(g")

q >\R o )\L ’ (332>

y las velocidades A" y AT se definen como
A= maz(0, A, X)), (3.33)
A= min(0, A, M), (3.34)

donde A\ es el valor caracteristico asociado a una onda que va hacia la derecha, y A es
el valor caracteristico asociado una onda que va hacia la izquierda; y ademas )\g) y )\(LZ.)
son todos los valores propios de la matriz Jacobiana asociada, evaluados en los estados
derecho e izquierdo de la reconstruccion, respectivamente. Por otra parte, el cero se
incluye para permitir el caso en que no hay ondas moviéndose hacia la derecha o hacia
la izquierda, por ejemplo, el caso en que todas las ondas y discontinuidades viajan en

la misma direccion.

Haciendo uso de estas velocidades caracteristicas, los flujos numéricos (3.6), HLLE en

cada intercelda se expresan como [Toro 2009]

FHLLE o )‘Rf(qiL+1/2) - )‘Lf(qﬁ1/2) + )‘L)‘R(qﬁ1/2 - (liL+1/2)
i+1/2 - )\R B )\L .

(3.35)

En la Figura 3.9, se muestra la estructura de esta solucién aproximada al problema de
Riemann. Basicamente ésta consiste en tres estados separados por dos ondas. La region
intermedia consiste en un estado simple HLLFE, en donde todos los posibles estados

que puedan aparecer, son agrupados dentro de esta region. Esto quiere decir que la
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informacion de las ondas que puedan aparecer en este estado intermedio no se usan en

la aproximacion.

~HLLE

Figura 3.9: Resolvedor aproximado al problema de Riemann HLLE. La solucién en la
region interior consiste en un estado simple separado por dos ondas que se mueven a

velocidades A\® (derecha) y AL (izquierda).

Recuperacién de variables

Hasta el momento, solo se ha considerado el caso en que los flujos dependen del con-

junto de variables a saber, las variables conservativas. Sin embargo, en el sistema de



Recuperacion de variables 59

ecuaciones de Euler relativista los flujos dependen tanto de las variables conservativas
U (variables a integrar) como de las primitivas W. Como se puede ver de la expre-
sién (2.77), las variables conservativas estan dadas en términos de las primitivas y en
primera instancia, deberia poderse calcular el caso contrario en el cual las variables pri-
mitivas estdn en términos de las conservativas, para de ésta manera escribir los flujos
en términos unicamente del conjunto de variables conservativas y poder integrar en el

tiempo.

El inconveniente en esto tltimo es que, en general, no es posible expresar el conjunto de
variables conservativas en términos del conjunto de variables primitivas, debido a que la
ecuacion resultante a resolver es una ecuacion algebraica trascendental, la cual no puede
ser resuelta de forma exacta, y por lo tanto, se tiene que recurrir a métodos numéricos

que encuentran raices de ecuaciones, por ejemplo el algoritmo de Newton-Raphson.

Para expresar las variables primitivas se procede de la siguiente forma: primero de la

expresion (2.77) se resuelve para dos de las variables primitivas

D
Po = W, (3.36)
&
Ve = (7~'+\/7+D)2' (3.37)

Por otra parte, la variable conservativa 7 se puede escribir como

7= VApeW? +Ap(W? — 1) + D(W —1). (3.38)

Para el caso de un gas ideal con ecuacién de estado p = (I' — 1)ppe, la ecuacién final

para la presion es

:%+ﬁp(1—w2)+[9(1—w>

NGl (T —1), (3.39)
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donde W = W (V(p)). Esto define una ecuacién trascendental para la presién, la cual
tiene que ser resuelta en cada punto del dominio numérico. Una vez conocida la preséon
se calcula V(p), después W = W (V(p)) y enseguida py. De ahi que calcular la presién

es un punto bastante relevante en la implementacion.

Método de Lineas

La integracion en el tiempo de las ecuaciones de tipo balance, se lleva a cabo usando un
método explicito, donde se dividen las diferencias espaciales y temporales. El método
de lineas (MoL por sus siglas en ingles), que consiste en discretizar solamente la parte
espacial del sistema de ecuaciones diferenciales parciales tipo balance,

dq

— = L(q 3.40
A s (3.0
donde L es el operador espacial. De esta forma, este sistema queda redefinido como un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

i+1/2 i—1/2

da, FHLLE _ RHLLE
dt - Ax

+ Si, (341)

para cada celda, el cual puede ser resuelto con un integrador estandar de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Especificamente en este trabajo se utiliza el método de Runge-
Kutta de segundo y tercer orden. Aqui, q son los promedios espaciales, F;;/, son los

flujos numéricos que se calculan con el resolvedor aproximado de Riemann HLLFE.

Para el caso general de tres dimensiones, especificamente para el caso del sistema de
ecuaciones (2.76), la discretizacién usando el método de lineas, para la celda etiquetada

por los indices 17, J, k, es
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dﬂi7j,k _ Ff+1/2,j,k B Ff—l/zj,k _ F?,j—i—l/lk B F?,j—1/2,k
dt Ax Ay

| —F.
( w,k+1/2AZ i3,k 1/2) +Siim (3.42)

donde U; ; , son los promedios espaciales de la funcién U, en las correspondientes celdas
o 7. . . T Yy z . .

tridimensionales, los flujos Fi:l:l/2,j7k’ Fi,j:l:l/27k y Fiijdﬂ/2 son los flujos numéricos en las

inter-celdas, los cuales se calculan con HLLE y estan asociados a los flujos F'y S; i«

es el promedio total de las fuentes S , en las celdas.

Integrador en el tiempo

En este escenario, el sistema de ecuaciones tipo balance, es un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias para cada i, j, k, el cual se puede integrar con diversos algoritmos
con distintas propiedades de estabilidad y precision. En este trabajo se ha escogido el
método de Runge-Kutta de [Shu y Osher 1989], el cual puede ser de segundo (RK2) y
tercer orden (RK3) en el tiempo. La forma explicita de estos algoritmos es (la notacion

de subindices (i) se omite por claridad)

1. Paso de prediccion (Comin para RK2 y RK3)
qV = q" + AtL(q") (3.43)
2. Dependiendo del orden
» RK2 (a=2y g =1):

1
gt = - (Ba" +a + Atc(qh)) . (3.44)
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» RK3 (a=4y g =3):

_ T, . N

q? = - (Ba" +a"V + Atc(gh)), (3.45)
1

qtt = 5 (Ba" +2q? +2AtL(g?Y)) . (3.46)

Finalmente, se tiene un tiempo constante dado por At = Cdx, donde C es el factor
de Courant, el cual es fijo y constante. Para el caso de mas de una dimensién, el paso
de tiempo se escoge como: At = Cmin(dz,dy,dz). Esta forma de escoger el At es
apropiada para probar los criterios de convergencia y autoconvergencia, ya que el paso

de tiempo se mantiene uniforme.

Condiciones de Frontera

Las condiciones de frontera deben ser tratadas como casos especiales. Primero que
todo, se utiliza puntos extras alrededor del dominio, cominmente llamados puntos
fantasma. Los puntos fantasma no son parte del dominio fisico, y son introducidos para
la simplicidad del algoritmo. Las cantidades qp v qy, denotan las cantidades en los
bordes del dominio numqgérico, mientras que q_; y qy+1 denotan las cantidades en los

puntos fantasma.

1. Condiciones de frontera de flujo saliente:
qn+1 = an;, (3.47)
q-1 = Qo (348)

Estas condiciones son impuestas, cuando se espera que el flujo salga del dominio

y 1O regrese.
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2. Condiciones de frontera de flujo entrante:

aqN+1 =

q-1 =

constante,

constante

(3.49)
(3.50)

Aqui, las funciones en los puntos de la frontera, permanecen constantes durante

toda la evolucién.

3. Condiciones de frontera periodicas:

AN +1

q-1

= qo,

= qn

(3.51)
(3.52)

Estas condiciones no son realmente condiciones de frontera y consisten en em-

palmar los valores de las funciones de los puntos fantasma a los valores del lado

opuesto del dominio.

Todas estas condiciones de frontera, son suficientes para todos los problemas fisicos

atacados en esta tesis.

Convergencia

Como se ha mostrado, las aproximaciones de los métodos numéricos, son solamente una

aproximacion con un error asociado de cierto orden. Cuanto mayor sea la resolucion con

que se construya la malla (valores més pequenos de Az y At), cuanto menor serd el error

con que se estan aproximando los operadores a sus contrapartes en el continuo, y por

tanto la aproximacién con volimenes finitos, en este caso, de una ecuacion diferencial

es mas precisa. Siendo que se resuelve la versién aproximada de la forma integral de
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una ecuacién diferencial parcial, es necesario verificar si dicha solucién converge a la

solucién de la ecuacion en el continuo.

Para ilustrar el concepto de convergencia de manera mas general, se considéra una fun-
cién f; que es solucién numérica de una ecuacién diferencial parcial a un tiempo dado,
y que ha sido construida bajo la discretizacién de dicha ecuacién con una aproximacion
de segundo orden. Suponiendo ademds que se conoce la solucién exacta fo(z), el resul-
tado numérico puede escribirse en la forma f(z) = fo(z) + E(x)Az* + O(Az?), donde
E denota un coeficiente del error. Dado que se conoce la solucion exacta, es posible
conocer el error con que se calcula la solucién numérica usando distintos valores de Ax.
Sean f1 y fo dos soluciones numéricas calculadas usando las resoluciones Az y Az/2

respectivamente. La razén entre los errores es la siguiente:

fi—fo  Az®+ O(Az?)
fo—fo  3Az? 4+ O(Az?)

= 4+ O(Ax). (3.53)

El ntimero cuatro en (3.53) se llama factor de convergencia y debe ser evaluado en cada
punto de la malla donde se ha calculado la funciéon f. Cuando en un calculo numérico
que se ha llevado a cabo a partir de una aproximacion de segundo orden el factor
de convergencia es 4 = 22, se dice que la solucién converge con segundo orden. De
manera analoga, es posible mostrar que si la aproximacion es de cuarto orden, el factor

serd 16 = 24.

Para el caso en que se desconoce la solucién exacta es posible hacer un estudio de
convergencia usando los resultados numéricos calculados con tres distintas resoluciones
llamado estudio de autoconvergencia. Para ilustrar el concepto de autoconvergencia,
se consideran tres funciénes fi, fo v f3 que son solucion numérica de una ecuacién
diferencial parcial a un tiempo dado, calculadas usando las resoluciones Az, Ax/2 y
Az/4 y que han sido construidas bajo la discretizaciéon de dicha ecuacién con una

aproximacion de cierto orden. Una vez obtenidas estas soluciones numéricas, se puede
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calcular las siguiente razon:

fi — fo Ax? — iA:ﬁ + O(Ax?)
f2 — f3 iA[L’Q — %A[L’Q + O(A{L'?’)
Az? + O(Az?)

TA22 + O(Ax?) +0(Az), (3:54)

donde una vez maés el resultado se llama factor de convergencia.

Normas L, del error

Para calcular los errores, los cuales son usados en los criterios de convergencia y au-
toconvergencia, se usa la norma Ly, del error. La norma Ly, es bien conocida como
la norma euclidiana, la cual se utiliza como una cantidad estdndar para medir una

diferencia vectorial.

Ly(error) = \/Z Azx;(error;)?, (3.55)

donde Ax es el tamano de la celda numérica, la cual es todos estos casos es uniforme.
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Pruebas Numéricas

En esta seccion se presenta un conjunto de pruebas numéricas, las cuales estan disenadas
para mostrar la capacidad que tiene el resolvedor de Riemann aproximado HLLE y el
reconstructor de variables minmod a la hora de preservar la forma de las discontinui-
dades. Estas pruebas numeéricas son descritas en el espacio-tiempo de Minkowski en
una dimension espacial. Dichas pruebas son conocidas en la dindmica de fluidos como

pruebas de tubos de choque.

Un tubo de choque es una realizaciéon particular del problema de Riemann. Fisicamen-
te, consiste en un tubo lleno con gas, el cual es dividido en dos compartimientos que
estan separados por una membrana removible. Inicialmente el gas en uno de los com-
partimientos tiene densidad y presién mayor que en el otro compartimiento. Ademas,
el gas tiene velocidad cero en todo lugar del tubo. En el tiempo inicial la membrana se
remueve y el gas empieza a fluir del compartimiento donde hay mas presion al compar-
timiento donde hay menor presion. Una vez la membrana se remueve, la discontinuidad
inicial decae en dos ondas que se propagan en direcciones opuestas. Estas ondas son:
una onda de choque que se mueven en la regién donde hay menos presion y una onda de
rarefaccién que se mueve en la region de mayor presion. Por otra parte, entre la cola de
la onda de rarefacciéon y la onda de choque, aparecen dos nuevos estados constantes, los
cuales estan separados por una tercera onda, conocida con discontinuidad de contacto.
Esta onda de contacto se define como un cambio abrupto de la densidad, en la cual no

hay gradientes de presion.

En la Tabla 3.1, aparecen diferentes datos iniciales asociados con el problema del tubo

de choque version relativista. Como pruebas numéricas para verificar la habilidad de
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L L L R R R
Caso p Py Uy P J7 S

1 1.0 1.0 0.0 0.1 0.125 0.0
2 13.33 10.0 0.0 0.1 1.0 0.0
3 1000 1.0 0.0 0.01 1.0 0.0

Cuadro 3.1: En esta tabla se muestran tres casos diferentes de datos iniciales del tubo
de choque relativista, en los que las diferencias de presion de los dos compartimientos
cambia. Los indices L y R corresponden a la izquierda y a la derecha, respectivamente.

El indice adiabatico en esta prueba es 4/3.

los métodos numéricos que se usan en este trabajo, todos los modelos que se presen-
tan a continuacion son comparados con la solucién exacta al problema de Riemann, de
las ecuaciones de la hidrodindmica relativista en fondo plano (espacio-tiempo de Min-
kowski) [Lora-Clavijo et al. 2012, Marti y Miiller 1994]. El problema particular que se
considera corresponde al caso en que el compartimiento de la izquierda tiene mayor

presion y densidad que el compartimiento de la derecha.

En la Figura 3.10, se muestra el tubo de choque relativista, en el cual la diferencia de
presiones entre los dos compartimientos, es solo de un orden de magnitud. Como lo
descrito anteriormente, aparecen dos ondas propagandose a la derecha y a la izquierda,
las cuales se asocian a ondas de choque y rarefaccién respectivamente. Por otro lado,
aparece la tercera onda asociada a la discontinuidad de contacto. Como se puede ob-
servar, dicha onda solo aparece en la densidad en reposo del fluido, ya que a través de
ésta la presion es constante. Por otra parte, la solucién numérica (linea punteada azul),

empalma muy bien con la solucién exacta (linea roja).

En las Figuras 3.11 y 3.12, se muestra la aparicién de una explosion debida al aumento

en la diferencia de presiones en los datos iniciales, en el problema del tubo de choques
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p £o Vg

Izq. 3 x107 9 x10~* 0.9999995
Der. 3 x107% 9 x10™* -0.9999995

Cuadro 3.2: En esta tabla se muestran los datos iniciales correspondientes al caso de

dos fluidos ultrarelativistas chocando en un dimensién cartesiana.

(modelos 2 y 3 en la Tabla 3.1). Como se puede observar en ambos casos, dicha ex-
plosién se ve representada como un aumento de la densidad que antecede a la onda de
choque. En el caso de la Figura 3.12 dicha explosién es més remarcada debido a que la
diferencia de presiones es de cinco ordenes de magnitud, dejando asi choques que viajan
a velocidades relativistas. Esto ultimo puede observarse en la grafica correspondiente

al factor de Lorentz, la cual para el caso 3, dicho factor alcanza valores hasta casi de 4.

De nuevo en estos dos casos la soluciéon numérica se empalma muy bien a la solucién
exacta, ain cuando los choques son extremadamente fuertes. Esto muestra finalmente,

la habilidad de los métodos numéricos para tratar con este tipo de choques.

Otro caso que se considera como prueba numérica, aparte del caso del tubo de choque,
es el caso en el que dos fluidos totalmente ultrarelativistas, con factores de Lorentz de
1000, chocan, ver Figura 3.13. Los datos iniciales para este caso en particular pueden

ser vistos en la Tabla 3.2.

En este caso, la presién y la densidad de los fluidos ultrarelativistas en los dos com-
partimientos son los mismos. Sin embargo, las velocidades en cada compartimiento son
diferentes. En particular, los dos gases se mueven uno hacia el otro con velocidades muy
cercanas a la de la luz. Este caso corresponde a la situacién en la cual dos choques se
propagan en direcciones encontradas. Esto muestra finalmente, que los métodos numéri-
cos ademas de lidiar con choques fuertes, manejan choques que se mueven a velocidades

ultrarelativistas.
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Figura 3.10: Grafica que respresenta el tubo de choque relativista cuando la diferencia
de presion entre los dos compartimientos es de solo un orden de magnitud, caso 1 en
la Tabla 3.1. El dominio donde se llevé a cabo esta simulacién numérica es z € [—1, 1],
con N = 1000 y con un factor de Courant de 0,25. Por otra parte la figura se muestra

en un tiempo t = 0,75.
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Figura 3.11: Explosién relativista en una dimension cartesiana, caso 2. Los pardmetros
numéricos: dominio, nimero de puntos y factor de Courant son los mismos que en el

caso de la Figura 3.10. El tiempo en que se muestra la figura es ¢t = 0,75.
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Figura 3.12: Explosién fuerte en una dimensién cartesiana, caso 3. El dominio numérico
y el factor de Courant son los mismos que en los casos anteriores. Sin embargo el niimero
de puntos usado es de N = 2000 debido a que la explosién genera un aumento en la
densidad bastante grande, por lo cual se necesita mas resolucién. La grafica corresponde

al tiempo t = 0,85.
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En los dos siguientes capitulos, como aplicacion de los métodos numéricos estudia-
dos, se analizan dos casos particulares: 1. fluido relativista en un espacio-tiempo curvo
esféricamente simétrico y 2. fluido relativista en un espacio-tiempo curvo axialmente
simétrico. Especificamente, se hacen aplicaciones concernientes a la acrecién de materia
oscura colisionante y la acrecién de Bondi-Hoyle relativista como fuente potencial de

oscilaciones tipo flip-flop y cuasi periddicas.
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Figura 3.13: Colision de dos fluidos ultrarelativistas en una dimension. El valor del
indice adiabatico es I' = 4/3. El domino numérico es el mismo que en los anteriores
casos, con un numero de celdas de la malla de N = 1000. El tiempo en que se muestra

la presente figura corresponde a t = 1, con un factor de Courant de 0,25.



Capitulo

ACRECION ESFERICAMENTE SIMETRICA DE
GAS EN HOYOS NEGROS

——  SECCION 4.1

Acreciéon Esféricamente simétrica de un fluido perfecto

Las ecuaciones de Euler relativistas en un espacio-tiempo curvo esféricamente simétrico,

se obtienen a partir del sistema de ecuaciones (2.76)

U+ 8, F =S, (4.1)

donde
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D ﬁpoW
U = S | = VY PohW?, ,
T VA (pohW? —p — poW)
ww-2)b
Fro= a(vr—%)grjtaﬂp )

« (UT — %) T+ /yau'p
0

AT g0 T, . (4.2)
o/ (T"0,c0 — aT™1°,,)

Oy
I

Para el caso del espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein,

3 T .
las funciones o, 8" y ;5 son:

. (2M 1
f= | =——57.0,0 4.4
5 <T’ 1+¥7 Y )7 ( )

2M
Vi = diag (1 + = 72 r?sin? 9) , (4.5)
r

donde M es la masa del hoyo negro esféricamente simétrico. Finalmente, por simplici-
dad, se considera que el fluido obedece la ecuacién de estado de un gas ideal (2.85), en
la cual la presion esta dada en términos de la densidad de masa en reposo y la energia

interna especifica por
p= (T = Dpoc, (4.6)

y como se menciono antes, I' es el indice adiabatico.
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A continuacién se presentan como pruebas numéricas tres problemas conocidos en la
literatura, los cuales ayudan a validar los algoritmos numéricos para un espacio-tiempo
con simetria esférica. Estas pruebas son: las ondas explosivas en un espacio-tiempo de
Minkowski con simetria esférica, la acreciéon de un fluido de polvo en un hoyo negro
de Schwarzschild (acrecién de Bondi) [Bondi 1952], y la acrecién de un gas ideal con
presién en un hoyo negro de Schwarzschild (Acrecién de Michel) [Michel 1972]. Para
estas dos tultimas pruebas, se utilizan las coordenadas de Eddington-Finkelstein, las
cuales tienen la propiedad de que no son singulares en el horizonte de eventos, lo cual
permite que no haya la necesidad de poner una frontera artificial por fuera de éste, como
tendria que hacerse para el caso de coordenadas de Schwarzschild y como de hecho suele

considerarse [Font & Ibénéz 1998].

Ondas explosivas esféricas

Para este caso en particular, en el cual el espacio-tiempo es el de Minkowski en coor-
denadas esféricas, los valores de las funciones de norma asociadas a la descomposicion

3+ 1 son:

a=1, 5= (0,0,0) y vij = diag(1,7%, r*sin ). (4.7)

Usando estas funciones las ecuaciones de Euler (4.1) pueden ser escritas como:

— —

U+ —=0,(r*F) =8, (4.8)

72

donde las variables conservativas, los flujos y los términos de fuente (4.2), se reducen a:
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poW
U = |3 |= pohW 2o, ,
T pohW? —p — poW
v" D
Fro= V'S, +p |
| v(T+p)
0
§= |» (49)
0

Como se puede observar, el término de fuente 2p/r, diverge en r = 0. Para regularizar
las ecuaciones en este punto, es posible separar los flujos de las ecuaciones de tal forma
que dicho término no aparece

[Neilsen & Choptuik 2000, Millmore & Hawke 2010, Guzmén & Lora-Clavijo 2012]:

-1 S S
U + ﬁ&(ﬁf{) + 0, Fy =0, (4.10)
donde
"D 0
FI = oS, . Fa=|p (4.11)
(T + p) 0

Existe un ingrediente més cuando se tratan problemas de simetria esférica en coorde-
nadas esféricas, este es, la singularidad coordenada r = 0 de la derivada en la ecuacion
(4.10). Este problema es usualmente resuelto sustituyendo el término (8,(r2F7))/r?

por 30,3 (rsz ), donde la derivada ahora es con respecto a 3. Una vez regularizadas las
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)

Caso p o ey (W) ()

Explosién débil 1.0 0.1 1.0 0.125 0.0 0.0
Explosién fuerte 133.33 0.125 10.0 1.0 0.0 0.0

Cuadro 4.1: Configuraciones de datos iniciales para el problema de la onda explosiva

[19¢)]

en simetria esférica. El subindice “i” se usa para representar las variables de estado
(12

primitivas en la camara interior de radio 0,5, mientras que el subindice “e” se usa para

representar las variables de estado primitivas en la camara exterior r € [0,5 : 1].

ecuaciones se procede a definir el problema asociado a la onda explosiva esféricamente

simétrica.

El problema de la onda explosiva esférica, también es una particularizacion del problema
de Riemann. Sin embargo, en este caso de simetria esférica, no existe solucion exacta.
Fisicamente, éste problema consiste en un gas distribuido en dos caAmaras separadas por
una membrana removible esférica, la cual esta localizada en r = r(. Inicialmente, el gas
en la camara de adentro tiene una densidad y presién mas altas que en la camara de
afuera; ademas, las velocidades — como en el caso plano unidimensional — son cero en
todo lugar. Una vez la membrana es removida, una onda de choque esférica se mueve
de la region con mas alta presion a la regiéon con menor presion. También, una onda
de rarefaccion viaja en direccion opuesta. Estrictamente hablando, existen varias ondas
propagandose en el espacio: una onda de choque moviéndose hacia afuera, una onda
de rarefaccién moviéndose hacia adentro y entre la onda de choque y la cola de la
onda de rarefaccion, aparecen dos nuevos estados, los cuales son separados por una
discontinuidad de contacto. Para ilustrar la fisica del problema de la onda explosiva,
se desarrollan diferentes simulaciones numéricas, para las cuales, los parametros que se

usan estan en la Tabla 4.1.
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En el caso de la explosién débil, Figura 4.1, la diferencia de presiones es de un orden
de magnitud, mientras que en el caso de la explosion fuerte, Figura 4.2, la diferencia
de presiones en la discontinuidad inicial es de tres ordenes de magnitud. Como se
puede observar, la presencia de una onda explosiva es mucho més apreciable cuando
la diferencia de presiones es mas grande, generando velocidades mads cercanas a la
velocidad de la luz y regiones donde el fluido es supersénico. En el caso de la onda
explosiva fuerte, hay regiones donde el factor de Lorentz se acerca a un valor de 4, lo
cual muestra la naturaleza relativista de este proceso. En la Figura 4.3, se presenta un
caso interesante, en el cual, debido a la simetria del problema, se desarrolla una onda de
choque en reversa [Yokosawa 1984]. A diferencia del caso explosivo en una dimensién
cartesiana, aqui los dos estados separados por la discontinuidad de contacto no son
constantes. Basicamente lo que sucede es que en algunas regiones localizadas la presion
es mas alta afuera que adentro, produciendo un choque que se mueve en reversa. Las
velocidades alcanzadas por dicho choque moviéndose en reversa son muy cercanas a la

velocidad de la luz.

Finalmente, para analizar la precision de la evoluciéon numérica de la onda explosiva
esférica, se implementa una prueba de autoconvergencia para una de las variables de
estado. En la Figura 4.4, se muestra una serie de gréaficas a diferentes tiempos snaps-
hots de la autoconvergencia de una una de las variables primitivas. Para ejemplificar
dicha autoconvergencia, se escogid la presion para dos casos especificos: la onda explo-
siva débil y la onda explosiva fuerte. Como se mencioné anteriormente en la seccién
de métodos numéricos, cuando se usan los métodos de alta resoluciéon para la captura
de choques, la precision de las soluciones es de segundo orden en las regiones donde
las funciones son suaves y de primer orden en las discontinuidades. Por esta razén, lo
que se debe esperar acerca de la convergencia es que sea de primer orden, debido a que
la discontinuidad inicial contamina el dominio numérico. Por otra parte, la autocon-
vergencia solo se considera en la zona de rarefaccion, porque en las regiones donde los

estados son constantes, el error es cero.
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Figura 4.1: Modelo de la onda explosiva débil en ¢ = 0,4. La discontinuidad inicial
estd localizada en r = 0,5 y el indice adiabatico es I' = 1,4. La resolucién espacial
usada para llevar a cabo esta simulacién numérica es Ar = 2 x 10™%, con un factor de
Courant de At/Ar = 0,25. Como se puede observar, existe un pequena regién donde el

numero de Mach es mas grande que uno, lo cual indica que el fluido es supersénico.
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Figura 4.2: Modelo de la onda explosiva fuerte. Los pardametros numéricos: dominio,

resolucion, factor de Courant e indice adiabatico, son los mismos que en le caso de la

onda explosiva débil. En este caso el factor de Lorentz alcanza un valor cercano a 3.5.

Por otra parte, la regién donde la velocidad del fluido es supersonica es mas amplia que

en el caso anterior.
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Figura 4.3: En esta figura, se muestra la presencia de un choque en reversa en el

problema de la onda explosiva esférica. Los pardmetros que se usan son: r € [0, 12],

Ar = 0,004, factor de Courant 0,25, I'

iniciales p; = 13,33, p. = 0,1, p; = 10, p. = 1 and v; = v, = 0.

1,4, ro = 3,0 y las variables primitivas
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Figura 4.4: En esta figura se muestran una serie de grficas a diferentes tiempossnapshots

de la autoconvergencia de una de las variables primitivas, especificamente la presién p,

para los dos casos considerados aqui, en dos valores del tiempo diferentes. Las resolu-

ciones usadas son: Ar; = 2,5 x 1074, Ary = Ary/2 y Ars = Ari/4. Las figuras (a)

y (b) corresponden a la onda explosiva débil, mientras que las figuras (c¢) y (d) a la

onda explosiva fuerte. Para ambos casos, la autoconvergencia se analiza en la zona de

rarefaccion, donde no se desarrollan choques. El factor de convergencia se calcula como

2¢ = (p; —p2)/(p2 — p3), donde p; , po v p3 representan la presién calculada con las tres

resoluciones arriba mencionadas. La conclusiéon de esto es que el orden de convergencia

estd entre primer y segundo orden. Las simulaciones se llevaron a cabo con un RK3,

como el descrito en el capitulo anterior.
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Acrecion de Bondi y Michel Relativista

Para probar la precision de los métodos numéricos en un espacio-tiempo curvo con si-
metria esférica, existen dos soluciones exactas, calculadas en el régimen estacionario,
que corresponden a la acreciéon de polvo [Bondi 1952] y la acrecién de un fluido per-
fecto [Michel 1972]. Para el célculo de estas soluciones en coordenadas de Eddington-

Finkelstein, se sigue el procedimiento presentado en [Papadopoulos & Font 1998].

Siguiendo la idea original de Michel, las ecuaciones de movimiento en simetria esféri-
ca, que corresponden a la conservacién del flujo de corriente de masa (2.52) y a la

conservacion del tensor energia momento (2.51), en el régimen estacionario son:

div=gJ")
e (4.12)

dW?T[) _ o (4.13)

donde g es el determinante de la métrica g,,,, el cual para el espacio-tiempo de Schwarz-
schild en coordenadas de Eddington-Finkelstein satisface la siguiente relacién: /—g =
/7 = r?sinf. Como se puede observar de estas dos tltimas relaciones, la dependencia
de 6 no aparece en las ecuaciones. Para el caso de un fluido perfecto, cuyo tensor energia
momento estd dado por la ecuacién (2.53), estas dos ecuaciones toman la siguiente

forma:

rpou” = C, (4.14)

r2pohuu, = O, (4.15)
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donde C y C5 son constantes de integracién. De este tltimo sistema de ecuaciones, se

pueden obtener los dos casos de interés: polvo y gas con presion diferente de cero.

1. Caso 1. Fluido de polvo, p = 0.

Para este caso, debido a que cuando la presién es cero, la energia interna especifica

es cero y por lo tanto la entalpia interna especifica (2.54) toma el valor de uno,

el sistema de ecuaciones (4.14, 4.15) reduce a

_G
- F -

Uy

= Cs. (4.16)

Ahora, una vez dado el valor de la componente u; de la 4-velocidad, es posible

calcular la forma para u", utilizando la condicién de normalizacién u*u, = —1

y las siguientes definiciones: u' = ¢"%u;, + ¢ u,, u, = g,u® + g,,u". Haciendo el

algebra correspondiente, se puede encontrar que

(u")? = (u)? + gu, (4.17)

_ Gir g™ up + grpu”
1 _ gtrgtr

s

: (4.18)

u' = g"uy + g"u,. (4.19)

Como se puede observar, estas relaciones son independientes de si es un fluido con

presion o no. Ahora, la velocidad Euleriana puede ser obtenida de la expresion

(2.55) como
, u?” /67’

V= — (4.20)

aut o

De esta forma, reemplazando los coeficientes métricos para el espacio-tiempo de

Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein, se obtiene la expresion

final para v"
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1

v = — : (4.21)
VIt (1 +4/ 2+ ﬂ)
donde se ha fijado el valor de C3 = —1, como en la referencia

[Papadopoulos & Font 1998|. Finalmente la densidad se obtiene de la expresién

(4.14)
C

Po = — .
702\/@
r

Aqui, M es la masa del hoyo negro esféricamente simétrico. Esta solucion es

(4.22)

valida para todo el dominio, incluso adentro del horizonte de eventos, esto tltimo
es gracias al sistema de coordenadas de Eddington Finkelstein.
. Caso 2. Fluido con presion, p # 0.

Este caso es mucho m&as complejo que el anterior, ya que la entropia interna
especifica no es uno, como en el caso de polvo. Del sistema de ecuaciones (4.14,

4.15) se obtiene

huy = — = Cj, (4.23)

donde ahora el término constante no es wu;, sino hu;. Tomando los diferenciales de

las expresiones (4.14) y (4.15) se tiene que

pdr ey 0T, (4.24)
T Po u”

d(poh) 2, du" d

(ph) | 2, du + &y, (4.25)

poh r u” Uy

respectivamente. Ahora, sustrayendo estas dos expresiones se obtiene lo siguiente

dinpoh) 4| g1y py + 4 _ g, (4.26)
dlnpo Uy

Como se mencioné anteriormente, las expresion (4.17), no depende de si el fluido

es de polvo o no. Entonces, desarrollando esta expresion, se tiene que
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d r 1 d
du, w1 dgy

- — dr. 4.27
w o u? 2u? dr " (4.27)

Finalmente, sustituyendo esta expresion en la ecuacién (4.26) y haciendo uso de

la expresion (4.24), se obtiene lo siguiente

dur {VQ B (u_:)g] Ldr {2‘/2 ~ ﬁ} , (4.28)

u" U r ruf

donde V? = dIn(poh)/dIn py — 1 y se ha reemplazado la funcién métrica g;; para
el caso de un espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-
Finkelstein. Esta tltima ecuaciéon es conocida como la ecuacién de viento y es
importante porque su solucién describe un fluido que cae radialmente en un agu-
jero negro esféricamente simétrico. Un andlisis mas profundo de esta ecuacion,
concerniente a la existencia y estabilidad de sus soluciones, puede ser visto en la

referencia [Chaverra & Sarbach 2012].

Es evidente que si cualquiera de los paréntesis de la ecuacién (4.28) se hace cero,
se tiene un punto de retorno en el espacio de fases, y las soluciones son doble-
valuadas, ya sea para r o u”. Solamente las soluciones que pasan a través de un
punto critico corresponden a material cayendo al hoyo negro. Los puntos criticos
se encuentran cuando los términos de ambos parentesis son cero, de esta forma se
obtienen las siguientes relaciones
\2
(up)” = M, VZ= L, (4.29)
2re (ug)? = (gs)e

donde estas cantidades quedan determinadas una vez conocido el valor del radio

critico r.. Por otro lado, se considera que el fluido obedece la ecuacion de estado
de un gas politrépico (2.86), esto es: p = Kpj. Entonces, dado un valor de la
densidad critica (pg). y la constante adiabética I', es posible determinar el valor

de la constante politropica K.

Para calcular los valores de las constantes C; y Cs se utilizaron los valores para los
puntos criticos r. y (po)e, sugeridos en la referencia [Papadopoulos & Font 1998],
conjuntamente con las ecuaciones (4.14, 4.15). Una vez calculadas estas constan-

tes, se resuelve ese mismo sistema de ecuaciones, para asi obtener la solucién.
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Hay que aclarar que la soluciéon no pude ser encontrada de manera exacta, ya
que aparece una ecuaciéon trascendental algebraica, la cual tiene que ser resuelta

numéricamente con algin encontrador de raices.

En las Figuras 4.5 y 4.7 se muestra la acrecién radial de polvo (p = 0) y un gas (p # 0).
Los datos iniciales que se consideran corresponden a las soluciones exactas obtenidas en
el régimen estacionario. Por otra parte, los dominios numéricos corresponden, en uni-
dades de masa del hoyo negro, a: r € [0,5, 50| para los dos casos. En el caso de la Figura
4.7, se grafico hasta un dominio de 15M, para detallar mejor el comportamiento cerca
del hoyo negro. El ntimero de celdas de la malla numérica homogénea es N = 100, en
ambos casos, con un factor de Courant de 0,25. Como se puede observar, después de mu-
cho tiempo, el sistema sigue estable, mostrando asi la capacidad que tienen los métodos

numeéricos para evolucionar problemas hidrodinamicos en espacio-tiempos curvos.

Por otra parte, en las Figuras 4.6 y 4.8, se muestran las graficas de convergencia para
los dos casos. Como es de esperar, donde no hay presencia de choques y donde las
funciones no tienen maximos ni minimos; la convergencia de la norma Ly del error de
la densidad en reposo, es aproximadamente de segundo orden, ya que se esta utilizando
el reconstructor de variables minmod. Finalmente, se usaron condiones de frontera de

flujo entrante, las cuales estan descritas en el capitulo de métodos numéricos.

Acreciéon de materia oscura en hoyos negros supermasivos

de Schwarzschild

Como una aplicacién de la acrecion de gas en un espacio-tiempo fijo de Schwarzschild,

en esta seccion se compara la acrecion radial de materia oscura colisionante y no colisio-
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Figura 4.5: En esta grafica se presenta la solucién exacta y
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numérica de la acrecion de

Bondi relativista en coordenadas de Eddington-Finkelstein en el régimen estacionario.

La curva de arriba corresponde a la velocidad radial, mientras que la curva de abajo

muestra la densidad de masa en reposo, como funcién de la coordenada radial y medidas

en t = 100M. El valor usado de la constante C fue C; = —0,195. Como se puede

observar, la solucién numérica ajusta muy bien a la solucién exacta. Las evoluciones

numéricas se llevaron a cabo con un RK3, como el mencionado en el capitulo anterior.



Acrecién de materia oscura en hoyos negros supermasivos de Schwarzschild

94

0.01

0.001

Ly(Error)

le-05

N=100 ——
N=200 -
N=400) e
\’vv
0.0001 |45 bmne ;
O 10 20 30 40 50 60 70 80

90

Figura 4.6: En esta figura se muestra la convergencia de la norma Ly del error. Como se

puede observar la convergencia es aproximadamente de segundo orden. En esta grafica,

a tiempos inicales, se presentan unas oscilaciones debidas a que los datos iniciales con

que se empieza la evolucion corresponden a la solucién exacta . Por otra parte, las lineas

no estan igualmente espaciadas debido a que la convergencia no es perfectamente de

segundo orden.
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Figura 4.7: En esta grafica se presenta la solucién exacta y numérica de la acrecion de

Michel relativista, correspondiente a la velocidad, densidad en reposo y presion. Los

valores criticos son: 7. = 400M y (pg). = 1072 y el tiempo en que se muestra la grafica

es t = 100M.
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Figura 4.8: En esta figura se muestra la norma L, de error, la cual es calculada con
tres resoluciones diferentes, guardando una convergencia aproximada de segundo orden.
Como el caso anterior, las oscilaciones al principio se deben a que los datos iniciales

con que se comienza la evolucién, corresponden a la solucion exacta.
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nante en la vecindad de un hoyo negro supermasivo. El modelo consiste en la solucion
de las ecuaciones de Euler relativistas dependientes del tiempo de un gas ideal sobre
el espacio-tiempo de un hoyo negro de Schwarzschild, donde el fluido juega el papel
de la materia oscura. La materia oscura colisionante y no colisionante se modela como
un gas ideal con y sin presion, respectivamente, con el fin de estudiar la posibilidad de
que la presion sea suficiente para parar el proceso de acrecién descontrolado y poner el
sistema en un régimen estacionario, que permita a un hoyo negro — en este caso un hoyo
negro supermasivo — tener las masas observadas hoy en dia. Por otra parte, una vez el
proceso de acrecion alcance dicho régimen estacionario, se analiza el perfil de densidad
resultante con el fin de verificar si dicho perfil es consistente con las distribuciones de

materia oscura en escalas muy locales cercanas al hoyo negro supermasivo.

Materia oscura colisionante y no colisionante

El problema de la formacién y evolucién de hoyos negros supermasivos (SMBH por
sus siglas en inglés) en el centro de galaxias elipticas y tipo discoidal atin permanece
incierto. Por otra parte, el crecimiento de un hoyo negro esta relacionado usualmente a
su coexistencia con la materia que lo circunda; ésta puede ser, tanto materia barionica
como materia oscura. Algunos modelos consideran que los HNSM pueden ser el resul-
tado de la evolucién de hoyos negros semilla que pueden crecer mediante el proceso
de acrecion. Por ejemplo, uno de estos modelos considera que los hoyos negros semilla
pueden ser el resultado del colapso de nubes de gas primordial en la evolucion tem-
prana de las galaxias. Estos hoyos negros semilla podrian tener masas del orden de
10% a 10" masas solares [Eisenstein & Loeb 1995]. Por otra parte, cuando se considera
que los hoyos negros semilla provienen del resultado del colapso de estrellas masivas
relativistas, los érdenes con que estos deben empezar son de cientos de masas solares
[Heger et al. 2003]; también los modelos combinados del colapso de gas primordial y ma-

teria oscura consideran que los hoyos negros semilla deberian tener masas intermedias
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[Umeda et al. 2009]. Otros estudios, como el de la funcién de luminosidad bolométrica
a varias distancias indica que la masa acretada por los SMBH deberia ser barionica
[Small & Blandford 1992, Hopkins et al. 2007]. Sin embargo no hay una respuesta fi-
nal acerca de la cantidad de materia oscura acretada por un SMBH, en la referencia
[Peirani & Freitas-Pacheco 2008], por ejemplo, se muestra que la materia oscura con-

tribuye con al menos 10 % de la masa total acretada.

Algunos modelos no comunes consideran que los SMBH crecen a través de la acrecion di-
recta de materia oscura colisionante o auto-interactuante [Ostriker 2000, Hu et al. 2006].
Dicha materia ha sido estudiada a escalas galacticas como una posible solucién al pro-
blema del nicleo (cusp core problem) galactico [Spergel & Steinhardt 2000] y al corres-
pondiente colapso gravitacional [Moore et al. 2000]. Por otra parte, la materia oscura
colisionante también tiene sus candidatos en el modelo estandar de particulas, por
ejemplo los singletes [Holz & Zee 2001], los cuales hacen referencia a una representa-
cién unidimensional, por ejemplo, una particula en la cual el spin es cero. Finalmente,
en este trabajo se presentan resultados de modelos de materia oscura colisionante y no

colisionante y su posible aporte al crecimiento de los SMBH.

Resultados

Condiciones iniciales y diagnostico:

Con el fin de resolver las ecuaciones de Euler relativistas (4.1), se tiene que proporcio-
nar los datos iniciales en ¢ = 0 para la densidad en reposo pg, la velocidad Euleriana
v" y la energia interna especifica e. En principio, no existe prescripcién alguna para
los valores de estas cantidades y pueden ser arbitrarias. Uno de los intereses de este
trabajo es buscar estados de equilibrio, lo cual nos permite determinar si hay materia
oscura hoy en dia o toda fué acretada por el hoyo negro. Por esta razén, se comienza

con configuraciones completamente fuera del equilibrio, con el fin de ver si los sistemas
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se relajan y alcanzan una especie de solucién atractora en el tiempo. Para el caso de
la densidad, se considera un dato inicial constante, el cual corresponde a una condi-
cién fuera del equilibrio y a su vez produce un comportamiento dindmico. También, se
encuentra que la velocidad radial solamente esta restringida en el sentido de que pa-
ra velocidades iniciales grandes, el fluido podria alcanzar velocidades ultrarelativistas
cuando se aproxima al horizonte de eventos. Un parametro inicial para el cual no existe
prescripcion alguna es la energia interna especifica. Su valor inicial determina la presion
en el tiempo inicial con la propiedad de que cuando se aproxima a cero la condicion

inicial corresponde al caso de materia oscura no colisionante p = 0.

Ahora, con el fin de hacer algo de diagndstico sobre la simulacion, se implementan una
serie de detectores localizados a diferentes radios sobre en dominio numérico, especifi-
camente, se definen esferas donde se calculan cantidades escalares. En particular, se

calcula la razon de masa acretada, dada por

M,,. = — 47 poW (vr — B—) , (4.30)
a

en distintas superficies esféricas, incluyendo en el horizonte de eventos. Esta cantidad
proviene de considerar la masa invariante de norma, la cual puede obtenerse a partir
de la integral de volumen de la densidad relativista en un volumen propio dado. Luego
haciendo uso de la ecuacion de continuidad y el teorema de la divergencia de Gauss se
obtiene esta expresion para la masa acretada. Finalmente, se utilizan unidades geométri-
cas G = ¢ =1, donde el tiempo y el espacio estan en unidades de M; una densidad de
materia oscura tipica ppy ~ 100My, /pc® corresponde a ppayr ~ 1072M 2 y 1073002
para hoyos negros semilla de masas de 10° y 10*M, respectivamente. Sin embargo,
debido a las restricciones numéricas que aparecen asociadas a la diferencia de ordenes
de magnitud que hay entre la masa del hoyo negro y las densidades ultrabajas en el
fluido, como las correspondientes para la materia oscura, aqui se estudia la acrecién de
un fluido numéricamente manejable y desptes se extrapolan los resultados numéricos

para la densidad correspondiente a la materia oscura. Esto es, se llevan a cabo varias
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simulaciones numéricas con diferentes densidades, manejables computacionalmente, y
con éstas se hace un estudio para extrapolar a las densidades correspondientes a la

materia oscura.
Caso p=0:

En la Figura 4.9, se muestran los resultados numéricos de la razén de masa acretada por
diferentes valores la velocidad inicial con un perfil de densidad constante py = 107%; la
razén de masa acretada estd medida en tres superficies esféricas diferentes localizadas
enr =2M,r =14M yr = 29M, con el fin de asegurar que la tendencia de dicha razén

de acrecion no es un artificio numérico.

En todos los casos, la razén de masa acretada incrementa rapidamente y nunca las evo-
luciones numéricas aqui mostradas alcanzan el régimen estacionario. Con el fin de medir
qué tan réapido crece la masa, se ajusta la masa acretada de todas las simulaciones con
el anzats M = AtP. También se extrapolan los pardmetros A y B a dos valores razona-
bles correspondientes a la densidad para la materia oscura, para hoyos negros semilla
de 10" y 10° masas solares. Todos estos resultados se resumen en la Tabla 4.2, donde
las dos tltimas columnas corresponden a la extrapolacién a densidades de 100M, /pc?
alrededor de hoyos negros de 10* and 10°M,,. El dominio usado en estas simulaciones
numéricas es de M < r < 1001M y las condiciones de frontera corresponden a las

condiciones de flujo entrante.

Una vez hecha la extrapolacion, con el fin de explorar la posibilidad de que un fluido

sin presion pueda ser la materia oscura, se consideran dos experimentos particulares:

1. El sistema se escoge de tal forma que empieza a acretar hace 10 Giga anos, con

una densidad de materia oscura inicial de 100M, /pc? alrededor de un hoyo negro

semilla de 10*M,

2. El segundo sistema empieza acretando también hace 10 Giga anos alrededor de
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Figura 4.9: FEn esta figura se presentan la tasa de masa acretada y la masa acre-

tada, para un gas sin presion para diferentes valores de la velocidad inicial v" =

0,0,—-0,1,-0,2,—0,3. En todos los casos, el valor inicial de la densidad que se usa es

p = 1078, Los diferentes tipos de lineas indican que la acrecién estd siendo medida en

diferentes detectores esféricos localizados en r = 2M, r = 14M y r = 29M.
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un hoyo negro semilla de 10°M.

Los parametros de ajuste estan en la Tabla 4.2, mientras los resultados para estos dos
experimentos se encuentran en la Tabla 4.3, donde se muestra que los hoyos negros
acretan demasiada materia oscura, tanta que en el caso mas conservativo después de
10 Giga afos la masa que el hoyo negro alcanza es de 10" Mg o incluso en el peor de
los casos el hoyo negro alcanzarfa masas de 10*2 M. Hay que recordar que como solo se
considera acrecion radial, estos casos funcionan como limites superiores para modelos

mas realistas de la materia oscura.



Extrapolando la masa acretada (fluido de polvo)
p=10"2 p=10"" p=10"° p=10"8 =101 (Floor) p=10"% p=10"%
i A = 0,062506 + 0,000103 A = (0,062506 % 0,000103) % 1072 A = (0,062506 % 0,000103) 10~ A = (0,062506 % 0,000103) * 1075 A= (0,062506 % 0,000103) 105 A = (0,062506 = 0,000103) * 10-2 A = (0,062506 % 0,000103) * 102
00 as06 £ 0.0001769 B = 1,9506 + 0,0001769 B = 1,9506 + 0,0001769 B = 1,9506 + 0,0001769 B = 1,9506 = 0,0001769 B = 1,9506 + 0,0001769 B = 1,9506 % 0,0001769
o g A 0004235754 871910 5| A= (0,00423575+ 8,719 % 1077) % 1072 | A = (0,00423575 + 8,719+ 107) x 10~ A = (0,00423575 £ 8,719 % 107%) x 10°° A = (0,00423575 £ 8,719 % 10%) x 103 A= (0,00423575 + 8.719 % 1077) % 1021 A= (000423575 £ 8,719 % 10-%) x 102
B =2,53078 + 0,002341 B =2,53078 + 0,002341 B =2,53078 + 0,002341 B =2,53978  0,002341 78 + 0,002341 B = 2,53078 + 0,002341 B = 2,53978 + 0,002341
) A= 0,173486 % 0,006026 (0,173486 = 0,006026) 102 A = (0,173486 = 0,006026) * 10~ A = (0,173486 % 0,006026) * 105 0,173486 % 0,006026) * 105 A = (0,173486 = 0,006026) * 10~2 0,173486 =+ 0,006026) + 10-2
Um0 g arra s 000 B = 227724 % 0,003729 B = 2,27724 4 0,003729 B = 2,27724 4 0,003729 B =2,27724 4 0,003729 B =2,27724 % 0,003729 B =2,27724 4 0,003729
i  A=0832518+0,02417 A= (0832518 £ 0,02417) % 102 A= (0832518 % 0,02417) % 10~ A= (0832518 £ 0,02417) » 10 A= (0832518 4 0,02417) x 10~ A= (0,832518 % 0,02417) + 102 A= (0,832518 % 0,02417) % 1072
U= g 1098 £ 000342 B =2,19968 + 0,00342 B = 2,19968 £ 0,00342 B = 2,19968 + 0,00342 B = 2,19968 + 0,00342 B = 2,19968  0,00342 B = 2,19968 + 0,00342

Cuadro 4.2: En esta tabla se muestra el ajuste de los parametros que describen la funciéon de crecimiento de la masa para

un amplio conjunto de valores de la densidad inicial y de la velocidad inicial del fluido de prueba para el caso de presion

nula. También se muestran los valores de la extrapolacién correspondientes a la densidad de materia oscura p = 10720 y

p = 1073 en unidades geométricas, que corresponden a los casos analizados.
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semilla Mgy = 10*Mg  semilla Mgy = 10°M

V" =00 3,04 x 107 M 3,82 x 107 M
vt =—0,1 2,49 x 10" M; 2,07 x 10 M)
v =—0,2 1,17 x 104 M 3,28 x 10 M)
v =—=0,3 1,96 x 10" M 7,82 x 1012 M)

Cuadro 4.3: En esta tabla, se muestra la masa acretada por un hoyo negro semilla desde
hace 10 Giga anos hasta hoy en dia para el caso de dos hoyos semilla. El perfil inicial de
materia oscura es p = 100Mopc=3, el cual en unidades geométricas, para hoyos negros
semillas de masas Mgy = 10° Mg y M) = 10°Mg, corresponde a p = 1,17 x 107 y
p = 1,17 x 1072°. Los valores de la masa acretada para estas densidades son tomados

de la extrapolacion en la Tabla 4.2.
Caso p # 0:

En este caso, el espacio de parametros se expande debido a que aparecen dos nuevas
cantidades: el indice adiabdtico I' y la energia interna especifica € a tiempos iniciales.
Con el fin de explorar este amplio espacio de parametros, se consideran los siguientes

Casos:

1. De nuevo, se escogen varios valores de la densidad inicial py = 10~%, 1076, 1078,

10710,
2. Solamente se estudian dos casos de la velocidad inicial v" = —0,1, —0,2.
3. Se escogen dos valores del indice adiabatico, I' = 1,1, 1,2.

4. Finalmente, se escogen dos valores para la energia interna especifica, ¢ = 0,5,
1, debido a que desafortunadamente no hay un prescripcién de este parametro, a
menos que, por ejemplo, se asuma inicialmente una ecuacion de estado politropica,

en la cual la constante politropica seria otro parametro libre.
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En todas las combinaciones de estos parametros, se encuentra que los procesos de
acrecién alcanzan un régimen estacionario. En la Figura 4.10 se muestran diferentes
ejemplos de los resultados que indican que, después de un periodo transitorio, hay una
acrecion de masa lineal, donde la configuracion inicial, fuera del equilibrio, alcanza una
solucion estacionaria. Por completez, en la Figura 4.11, se muestra como un ejemplo,
la razén de masa acretada para dos valores diferentes de la energia interna especifica
inicial. Esta figura muestra el papel que juega esta cantidad, esto es, en el limite cuando
€ tiende a cero, la presion tiende a cero también, recuperando de esta forma el caso de

un fluido con presion cero.

Los resultados de razén de masa acretada por el hoyo negro, se encuentran en la Tabla
4.4, donde, como en el caso del fluido sin presién, también se extrapolan los resulta-
dos ajustados a densidades ultrabajas correspondientes a materia oscura. El dominio
numeérico usado para las simulaciones es de M < r < 1001M. Con estos parametros ex-

trapolados, se estima la masa acretada durante 10Giga anos, la cual puede encontrarse

en la Tabla 4.5.
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Figura 4.10: En esta figura se presenta la razén de masa acretada y la masa acretada,

para un gas ideal, para dos valores de la velocidad coordenada v y dos valores del indice

adiabatico I'. En todos los casos, la densidad inicial y la energia interna especifica usadas

son p = 107 y € = 0,5, respectivamente. Los diferentes tipos de lineas indican que la

acrecion se esta midiendo en varias superficies esféricas.
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Figura 4.11: En esta figura se presenta la taza de acrecién de un gas ideal, para dos
valores de la energia interna especifica ¢ = 0,5, 1,0. Por otra parte, los valores de la

densidad, velocidad inicial y indice adiabatico son: py = 1074, v" = —0,1 y ' = 1,1.



p=10"* p=10" p=10"% p=1071° (Floor) o.op=10"% ooop=107%
Extrapolando la masa acretada ( Ecuacién de estado de un gas ideal con I' = 1,1 y € = 0,5) ‘
A =0,808384 £ 0,001781 A = (0,808384 + 0,001781) 1072 A = (0,808384 %+ 0,001781) * 10~* A = (0,808384 + 0,001781) 1075 ... A=(0,808384 % 0,001781) * 107 ... A=(0,808384 % 0,001781) % 102
v" =—0,1| B =0,96003 £ 0,0002526 B =0,96003 £ 0,0002526 B = 0,96003 =+ 0,0002526 B = 0,96003 £ 0,0002526 ... B =0,96003 =+ 0,0002526 ... B =0,96003 =+ 0,0002526
C' = —145,048 £ 0,3033 C = (—145,048 £ 0,3033) x 102 C = (145,048 £ 0,3033) = 10~* C = (—145,048 £ 0,3033) x 10~ Lo O =(—145,048 £ 0,3033) x 10-2 L. C=(—145,048 £ 0,3033) % 10-26
A =2,22404 £ 0,006492 A = (2,22404 £ 0,006492) * 102 A = (2,22404 + 0,006492) 104 A = (2,22404 £ 0,006492) * 10-¢ Coo A= (2,22404 £ 0,006492) % 10722 Coo A =(2,22404 £ 0,006492) % 10720
v"=—02| B =095115340,0003345 | B = 0,951153 £ 0,0003345 B =0,951153 4 0,0003345 B =0,951153 4 0,0003345 ... B =0,951153 4 0,0003345 ... B=0,951153 + 0,0003345
C'= —430,184 £ 1,041 C = (—430,184 + 1,041) % 1072 C = (—430,184 +1,041) » 10~* C = (—430,184 + 1,041) 1076 L. C=(—430,184 £ 1,041) * 102 L. C=(—430,184 4 1,041) % 10-%
Extrapolando la masa acretada (Ecuacién de estado de un gas ideal con ' = 1,2 y € = 0,5)
A =0,145753 +0,0002368 | A = (0,145753 £ 0,0002368) * 1072 | A = (0,145753 £ 0,0002368) = 10~ A = (0,145753 & 0,0002368) * 107 ... A= (0,145753 £ 0,0002368) = 10722 ... A = (0,145753 & 0,0002368) * 10~%
v" = —0,1| B =0,990879 + 0,0001922 | B = 0,990879 £ 0,0001922 B = 0,990879 £ 0,0001922 B = 0,990879 £ 0,0001922 ... B =0,990879 £ 0,0001922 .. B = 0,990879 £ 0,0001922
C' = —4,70678 £ 0,04092 C = (—4,70678 + 0,04092) % 10~* C = (—4,70678 % 0,04092) = 10~* C' = (—4,70678 + 0,04092) % 10~¢ ... C=(—4,70678 £ 0,04092) * 10~ ... C=(—4,70678 £ 0,04092) * 1026
A'=0,260364 + 0,0004783 | A = (0,260364 + 0,0004783) + 10~2 | A = (0,260364 == 0,0004783) * 10~ A = (0,260364 = 0,0004783)  10- ... A= (0,260364 == 0,0004783) 10~ A = (0,260364 £ 0,0004783) * 10~
v" = —0,2 | B=0,990018 +0,0002173 | B = 0,990018 4 0,0002173 B =0,990018 + 0,0002173 B = 0,990018 + 0,0002173 ... B =0,990018 4 0,0002173 B =0,990018 + 0,0002173
C' = —10,0288 £ 0,08219 C = (—10,0288 + 0,08219) * 1072 C = (—10,0288 £ 0,08219) = 10~* C = (—10,0288 + 0,08219) * 107¢ ... C=(-10,0288 4 0,08219) % 10722 ... C=(-10,0288 4 0,08219) * 10~
Extrapolando la masa acretada (Ecuacién de estado de un gas ideal con I' = 1,1 y € = 1,0) ‘
A =0,396444 + 0,001466 A = (0,396444 + 0,001466) * 1072 A = (0,396444 £ 0,001466) = 10~* A = (0,396444 + 0,001466) 1075 coo A =(0,396444 £ 0,001466) * 102 oo A=(0,396444 £ 0,001466) * 102

v = —0,1| B =0,963098 £ 0,0004361 | B = 0,963098 & 0,0004361 B = 0,963098 £ 0,0004361 B =0,963098 4 0,0004361 ... B=0,963098 £ 0,0004361 ... B=0,963098 = 0,0004361

C' = —39,3563 + 0,2112 C = (—39,3563 £ 0,2112) % 102 C = (—39.3563 +0,2112) = 10~* C = (—39,3563 + 0,2112) % 107° ... C=(-39,3563 4 0,2112) % 10-22 ... C=(-39,3563 £ 0,2112) * 10726

A = 0,891524 + 0,003389 A = (0,891524 4 0,003389) * 10~* A = (0,891524 + 0,003389) * 10~* A = (0,891524 + 0,003389) + 1079 ... A=(0,891524 £ 0,003389) * 10~ ... A=(0,891524 + 0,003389) * 10
v =—0,2 | B=0,961579 +0,0004483 | B = 0,961579 + 0,0004483 B =0,961579 4 0,0004483 B =0,961579 4 0,0004483 ... B=0,961579 4+ 0,0004483 ... B=0,961579 + 0,0004483

C = —100,255 £ 0,4835 C = (—100,255 + 0,4835) x 102 C = (—100,255 £+ 0,4835) = 10~* C = (—100,255 + 0,4835) % 106 ... C=(-100,255 4 0,4835) x 10-2 ... C=(-100,255 4 0,4835) x 10726

Extrapolando la masa acretada (Ecuacién de estado de un gas ideal con I' = 1,2 y € = 1,0)

A =0,0891933 £ 0,0003314 | A = (0,0891933 = 0,0003314) * 102 | A = (0,0891933 £ 0,0003314) x 10~* A = (0,0891933 + 0.0003314) x 1075 ... A = (0,0891933 + 0,0003314) x 10722 ... A = (0,0891933 + 0,0003314) + 10~
v"=—0,1 | B =0987067 £ 0,0004521 | B = 0,987067 + 0,0004521 B = 0,987067 4 0,0004521 B = 0,987067 4 0,0004521 ... B =0,987067 4+ 0,0004521 ... B =0,987067 + 0,0004521

C' = —1,86548 £ 0,04307 C = (—1,86548 + 0,04307) * 1072 C = (—1,86548 % 0,04307) = 10~* C = (—1,86548 + 0,04307) * 10~ ... C=(—1,86548 4 0,04307) % 10~22 ... C=(—1,86548 4 0,04307) * 10~

A =0,135829 4 0,0001597 | A = (0,135829 + 0,0001597) 1072 | A = (0,135829 £ 0,0001597) = 10~* A = (0,135829 & 0,0001597) * 10= ... A= (0,135829 £ 0,0001597) = 10722 ... A= (0,135829 & 0,0001597) * 102
v" = —0,2 | B=0,997385+0,0001416 | B = 0,997385 £ 0,0001416 B = 0,997385 £ 0,0001416 B =0,997385 4 0,0001416 ... B=0,997385 =+ 0,0001416 ... DB =0,997385 =+ 0,0001416

C' = —1,54871 £ 0,02557 C = (—1,54871 £ 0,02557) * 102 C = (—1,54871 +0,02557) = 10~* C' = (—1,54871 + 0,02557) 10~ ... C=(—1,54871 £ 0,02557) 10~ L. C=(—1,54871 4 0,02557) 10~

Cuadro 4.4: En esta tabla se muestra el ajuste de la masa acretada para los valores de la energia interna especifica
e = 0,5, 1,0 y el indice adiabatico I' = 1,1, 1,2. También se muestra la extrapolacion del valor correspondiente a la
densidad de materia oscura p = 10720 y p = 107 en unidades geométricas, la cual corresponde a dos casos particulares

analizados abajo. El anzats usado para ajustar la masa acretada es M, = At® + C.
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Algo que llama la atencién en estos resultados, es que el régimen estacionario en los
diferentes procesos de acreciéon es muy sensible al parametro I'. Como se puede observar
en las Tablas 4.3 y 4.5, la masa acretada puede cambiar hasta 15 ordenes de magnitud
cuando el pardmetro [' va de 1 a 1,1. Con el fin de mostrar que esto ultimo no es error
de los algoritmos numéricos usados, se muestra en la Figura 4.12 que el proceso de

acrecion cambia monotonamente con I' desde el caso I' = 1 hasta el caso I' = 1,1.

Como conclusién se encuentra que para hoyos negros semilla de 10°M,, la masa acre-
tada durante 10Gyr es del orden de masas solares. Esto implica que la materia oscura
podria obedecer una ecuacion de estado con presién diferente de cero, o en un caso mas
conservativo, la acrecion de materia oscura en un hoyo negro supermasivo contribu-
ye con una pequena fraccion comparada con la posible acrecion de materia bariénica,
como se sugiere en la referencia [Peirani & Freitas-Pacheco 2008], donde un limite del
10 % de la acrecién de materia es debido a materia oscura. Estos resultados han sido

presentados en [Guzméan & Lora-Clavijo 2011a]

Hay que aclarar que el modelo de acrecion esféricamente simétrica es un primer paso
hacia un estudio mas detallado del sistema SMBH y materia oscura, el cual, en una
version completa, deberia involucrar cosas como por ejemplo: componentes del momen-
to angular del fluido, evolucién de la geometria del espacio-tiempo, transferencia de

momento angular del hoyo negro al fluido, etc.

Finalmente, con el fin de validar los resultados de las simulaciones, se presenta como
prueba numérica la auto-convergencia de la densidad de masa en reposo para dos de
las simulaciones, ver la Figura 4.13. Lo que se encuentra en estos casos es que la auto-
convergencia es de primer orden, lo cual es consistente con el reconstructor constante

por pedazos usado para llevar acabo dichas simulaciones.
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semilla Mgy = 10*Mg  semilla Mgy = 10°M,

I'=1,1,e=0,5

9,21 x 10_9M(i)

1,11 X 10_6M(”)

1,72 x 10_8M(Z-)

2,16 X 10_6M(”)

Fr=12,e=05

6,31 x 10_9M(Z-)

6,59 X 10_7M(“)

1,1 x 10_8M(Z-)

1,14 X 10_6M(“)

F=11,e=10

5,2 X IO_QM(,-)

6,]_1 X 10_7M(”)

1,1 % 10_8M(,-)

]_,29 X 10_6M(”)

Fr=12,e=1,0

3,28 X 10_9M(Z-)

3,48 X 10_7M(“)

v =—-0,1
v =—0,2
v =—0,1
v = —0,2
v =—-0,1
v =—0,2
v =—0,1
v =—0,2

7,80 x 10_9M(i)

7,90 X 10_7M(“)

Cuadro 4.5: En esta tabla se muestra la masa acretada por el hoyo negro desde hace

10 Giga anos hasta el presente, para dos hoyos negros semilla. El valor inicial del perfil

de densidad de materia oscura es p = 100Mgpc=3, el cual en unidades geométricas,

para hoyos negros semilla de masas M) = 10°Mg, v My = 105M,,, corresponde a

p=117x 107 y p = 1,17 x 107?° en unidades geométricas respectivamente. Los

valores de la masa acretada por estas densidades son tomados de la extrapolacion en la

Tabla 4.4.
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Figura 4.12: En esta grafica se muestra la razén de masa acretada para diferentes
valores de I', para configuraciones correspondientes a los siguientes parametros iniciales
p=10"% v" = —0,1, ¢ = 0,5,1. En la grifica insertada, se muestra una ampliacién
de la razon de masa acretada que ilustra varios comportamientos en el estado inicial

transitorio que depende de I'.
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Figura 4.13: En esta figura se muestra el orden de la auto-convergencia de py, para dos
casos fisicos diferentes, 1) (panel de arriba) p =0, p =107 y v" = —0,1 y, 2) (panel de
abajo) I' = 1,2, p=10"% v" = —0,1, € = 0,5. Aqui se calcula la convergencia usando la
norma L, de las diferencias entre el valor de la densidad para tres resoluciones diferentes
Azry = 0,1, Azy = Ax1/2 y Axg = Axy/2. El factor de auto-convergencia (), para
estas resoluciones se calcula de la siguiente expresién 295 = AE, J/AE,; donde AFE, =
Li(p1 — p2) v AEy = Li(p2 — p3). La aproximacién dominante es la que corresponde
a la reconstruccion de las variables en cada inter-celda, la cual es una reconstruccién

constante por pedazos, de tal forma que el factor de convergencia es a primer orden.
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Figura 4.14: (a) Se muestra el perfil de densidad a diferentes tiempos desde t = 0
a t = 50000M cada 250M; los tiempos tempranos corresponden a las lineas en la
parte de abajo de la figura y los tiempos lejanos corresponden a las lineas de la parte
de arriba, acercandose a la linea negra gruesa. La linea negra gruesa corresponde a
una superposicién de varios tiempos los cuales muestran un estado estacionario. Por
otra parte el perfil de densidad muestra claramente dos regiones: una cerca del hoyo
negro hasta r ~ 50M, la cual muestra un forma polinomial y una segunda regién
despties de r ~ 500M, la cual es constante; Estos son los dos dominios que se usan
para ajustar el perfil de densidad de la solucién en el régimen estacionario. (b) También
se muestra la razén de masa acretada medida en el horizonte de eventos; esta muestra
c6mo se alcanza un régimen estacionario. Los datos iniciales corresponden a py = 1078,

w=-01,T=11ye=0g8.
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Perfiles de densidad de materia oscura colisionante

Uno de los temas mas importantes relacionados con el problema de la materia oscura
es el de los perfiles de densidad en las galaxias. La mayoria de los andlisis involucran el
estudio de estos perfiles basados en simulaciones numéricas de la formacion de estructura
y el colapso de materia oscura no colisionante (materia oscura fria (CDM por sus siglas

en inglés)).

Dos de los modelos méas estudiados en la literatura son el modelo de Navarro-Frenk-
White (NFW) [Navarro et al. 1996

y el modelo de Moore [Moore et al. 1999]. Dentro del estudio de los perfiles de densidad,
es particularmente interesante entender la distribucion de materia oscura en la region
central del halo, donde diferentes modelos se han ajustado a la funcién ~ 1/r%; en
particular, los perfiles de NFW y Moore muestran diferentes comportamientos; estos
son: k =1 (NFW) y k = 1,5 (Moore). Diversos estudios numéricos han proporcionado
diferentes valores de k, la cual, en el lenguaje de los especialistas de la materia oscura,
es llamada pendiente. Por ejemplo en [Klypin et al. 2001], basados en simulaciones de
halo desde el punto de vista del espacio de fases, el valor de la pendiente es k = 1,5,
mientras que en [Taylor & Navarro 2001], el perfil de densidad encontrado es de k =
0,75 en lugar de k = 1, y se parece al perfil de NFW en la regién exterior de halo.
En [Colin et al. 2004], basados en estudios de halos de baja masa, encontraron que el
resultado es k = 1, el cual corresponde al mismo limite como en NFW. En el caso de
[Diemand et al. 2005], la conclusién es que los halos tienen pendiente k = 1,2, mientras
que en [Navarro et al. 2004] se encontraron perfiles de densidad con pendiente x = 0,7
en radios del orden de r ~ 0,01 kpc. En el trabajo de [Stoher 2006] se encontré que
dentro de un radio de r ~ 1 kpc la pendiente corresponde a x ~ 1. También en
[Navarro et al. 2010] se encuentra que, dependiendo de la escala radial considerada,
aparecen diferentes pendientes, por ejemplo, parar ~ 0,1 kpc k ~ 0,85, y para r ~ 1kpc

k=14.
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Por otra parte, las observaciones sugieren, dependiendo del tipo de galaxia que se consi-
dere, por ejemplo galaxias enanas y galaxias de bajo brillo superficial (LSB por sus siglas
en inglés), que los perfiles de densidad son mejor descritos por un modelo de densidad
constante [Burkert 1995, Walter et al. 2008|. Especificamente, el perfil de densidad de
masa de las galaxias enanas muestra promedios del orden de x ~ 0,29 [Oh et al. 2010],
mientras que las galaxias LSB muestran perfiles con x ~ 0,2 [de Blok et al. 2001]. Otros
andlisis que incluyen los efectos de los bariones concluyen que k ~ 0,4 [Oh et al. 2010 ].
Esto muestra que el problema de la distribucion de materia oscura en el centro de las
galaxias esta aun en debate, y no hay respuesta clara en este momento. Sin embargo,
en este trabajo se mira en una escala ain mas pequena que la del halo de materia
oscura, esto es, se estudia la distribucion de materia oscura en la vecindad de un hoyo
negro supermasivo no rotante, con el fin de entender si algin modelo particular para
el perfil de densidad de materia oscura es mejor que otro. Este modelo de acrecién
esfericalmente simétrico, representa un primer paso hacia un estudio méas realista del
sistema SMBH-materia oscura, el cual en una version mas completa, debe involucrar
la intriduccién de las componentes del momento angular del fluido, las cuales estarian
asociadas con la seccién eficaz del hoyo negro, la cual a su vez, restrigiria las razones

de acrecion de materia oscura.

El dominio espacial usado para las simulaciones numéricas es M < r < 10000M, esto
es, desde el interior del horizonte de eventos, localizado en r = M, hasta la frontera
externa localizada muy lejos del horizonte; la frontera exterior en unidades fisicas para
un hoyo negro de masa M = 10° M, corresponde a 0,5pc, el cual es una escala bastante
pequena comparada con los andlisis anteriormente mencionados sobre los perfiles de
materia oscura, los cuales manejan la escala del tamano de los halos galacticos. Cabe
mencionar que en todas las corridas llevadas a cabo, la frontera externa esta causalmente
desconectada, de tal forma que dicha frontera no pueda influenciar en los resultados

obtenidos.
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Por otra parte, al tiempo inicial se consideran diferentes valores de la densidad de
masa en reposo o, la energia interna especifica g = €(t = 0) y el indice adiabatico T
Una vez el sistema alcanza el régimen estacionario, esto es, la razén de masa acretada
es constante y las variables de estado independientes del tiempo, se ajusta al perfil
de densidad resultante con una funcién del tipo A/r*, donde k es el pardmetro que
determina la pendiente del perfil de densidad de la solucién estacionaria. Los resultados

que se muestran en la Figura 4.14 sugieren dos regiones diferentes para ajustar el perfil

de densidad:

1. La regién (I) va desde el horizonte de eventos hasta ~ 50M donde la ley de

potencias es evidente.

2. Para la region (II) los dominios van desde aproximadamente 8000/ hacia la fron-

tera exterior, la cual es del orden de un décimo de parsec.

La regién (I) estd relacionada con la regiéon de campo fuerte, mientras que la regién
(IT) es la que eventualmente podria ajustar con la escala de kpc y asi los resultados
podrian ser comparados con los resultados a escalas galacticas. Estas regiones varian de
una simulacién a otra porque el rango de pardmetros es muy diverso. Sin embargo, a
partir de estas simulaciones, se encuentra que 500 es una cota superior para la regién
(I) en todos los casos que aqui se tienen en cuenta. Por otra parte, para la region (II), el
domino usado es 800 — 15000 . Uno de los primeros resultados y quiza uno de los mas
importantes es que para un conjunto de valores dados de I' y ¢y y diferentes valores py
a tiempo inicial, el pardmetro x es el mismo, como se puede ver el la Figura 4.15 para
la regién (I). Esto significa que el valor del exponente x no depende de el valor inicial
del perfil densidad constante usado para inicializar las simulaciones numéricas. Esto
ultimo permite considerar solo el espacio de parametros iniciales I' — ¢y para un valor
dado de py. En particular, se esta interesado en extrapolar el comportamiento de py que
corresponda a valores razonables de densidad de materia oscura. Dicha extrapolacion

se ilustra también en la Figura 4.15.
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Figura 4.15: En esta grafica se muestran los valores de x con ¢ = 0,2 para diferentes

valores de py y I" para la regén (I). Estos resultados muestran la independencia de x

con pg para una combinacion dada de ¢y y I'. Esto fue comprobado para todas la simu-

laciones. También se muestra la extrapolacion correspondiente a la densidad de materia

oscura en unidades geométricas pg = 10723, la cual es equivalente a py ~ 100M,/pc?,

para un hoyo negro de masa M = 10°M,. Los puntos sin relleno, corresponden a los

resultados de las simulaciones numéricas mientras los puntos llenos corresponden a los

resultados de la extrapolacion de los resultados para los perfiles de densidad de materia

oscura. Resultados similares se encuentra para la region (IT).
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La extrapolacién de los parametros resultantes indica que k depende mondtonamente
de I' y €. Estos resultados pueden ser observados en la Figura 4.16 para la regién (I)
y en la Figura 4.17 para la regién (II). Para cada valor de €y se encuentran diferentes
valores de x dependiendo del valor de I'. De esta forma, si el fluido representa la materia
oscura, esto implica que la pendiente preferida, una vez la solucion alcanza el régimen
estacionario para la materia oscura colisionante, depende de la energia interna inicial y

del indice adiabatico solamente.

Estos resultados indican que, con el fin de obtener un perfil con menos pendiente —
valores de k pequenos — se necesita un valor mas alto del indice adiabatico, lo cual
significa que la materia oscura debe ser mas colisionante (debe tener mayor presién).
Ademéds, en la region (I), los resultados muestran que en el limite I' — 1, caso no
colisionante (CDM), la aproximacién prefiere el exponente x ~ 1,5, independientemente
del valor inicial de la energia interna como se observa en la Figura 4.16. También se

puede ver que para valores grandes de I los valores de x son mas pequenos.

Por otra parte, en la regién (II), los resultados son menos coincidenciales que en el
caso anterior, donde aparece una tendencia para el valor de x cuando se aproxima al
limite de polvo. Lo primero que puede observarse de estos resultados es que en el limite
I' — 1, el valor de x depende de las diferentes condiciones iniciales como se ve en la
Figura 4.17, y ninguna cota superior puede ser estimada dentro de dichos resultados.
Sin embargo, se puede observar que con la presion, es suficiente para proveer valores
muy pequenos de k. Incluso es posible obtener valores de x més pequenos que 0,1
para I' > 1,1, lo cual es un resultado consistente con los perfiles de densidad planos
observados y relacionados con el nicleo del halo. Estos resultados han sido presentados

en [Guzman & Lora-Clavijo 2011b)]

Como en la sub-seccion anterior, en la Figura 4.18 se ilustra la autoconvergencia de la
densidad en reposo para una de la corridas, lo cual indica que la implementacién es

consistente con los métodos numéricos y que los resultados son confiables.
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Figura 4.16: En esta figura se muestran los valores de x en términos del indice adiabatico
y la energia interna inicial para la regién (I). El exponente depende fuertemente de la
energia interna inicial. Sin embargo, en el limite cuando I' se aproxima a uno, esto es,

en el caso no colisionante, el exponente se aproxima a 1.5 independientemente de €.
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Figura 4.17: En esta figura se presentan los valores de x en términos del indice adiabati-
co y la energia interna inicial. El dominio donde se ajusta la densidad corresponde a
800 < r/M < 1500. Como se puede ver, para valores grandes de I" se obtienen valores
pequenos de k, lo cual es consistente con las observaciones que predicen que el perfil de

materia oscura en el centro de las galaxias es plano.
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Finalmente, la principal conclusion de esta seccién, es que si el perfil de densidad que
se encontro en la region mas cercana, prevalece a escalas mas grandes que las usadas en
este trabajo, la densidad de materia oscura no muestra un perfil cuspy. Esto significa
que un perfil de materia oscura, casi constante en el centro de las galaxias, es consistente
con la presecia de un hoyo negro. Todo esto con el precio de adicionar un monto de

presion a la materia oscura.
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Figura 4.18: Para ilustrar la veracidad de los calculos numéricos, se muestra el orden de

la auto-convergencia de la densidad de masa en reposo pg, para el caso inicial correspon-

diente a: py = 1078, ' = 1,06, v} = —0,1 y €y = 0,5. La convergencia se calcula usando

la norma L, de la diferencias del valor de la densidad para cuatro diferentes resoluciones

Axy = 04, Azy = Az /2, Axz = Azy/2 y Azy = Axz/2, correspondientes al cdlculo

numérico de la densidad py, p2, p3 v ps respectivamente. El factor de convergencia de

estas cuatro resoluciones se calcula como: 2% = AE;/AFE, donde AE, = Ly(p1 — p2),

AEy = Li(py — p3) y AE3 = Li(ps — p4). El error dominante corresponde al recons-

tructor de las variables en cada inter-celda constante por pedazos, de tal forma que la

convergencia es de primer orden.



Capitulo

ACRECION DE FLUJOS 2-DIMENSIONALES EN
HOYOS NEGROS

Acrecién de Bondi-Hoyle relativista

La acrecién de Bondi-Hoyle consiste en el proceso de evolucion de un viento de gas
uniformemente (homogéneamente) distribuido moviéndose cerca de un objeto central,
o bien un objeto compacto moviéndose en un gas con velocidad constante

[Bondi & Hoyle 1944]. Este sistema estd relacionado a varios fenémenos asociados con
procesos del gas cerca de estrellas u objetos compactos, como lo son las estrellas de neu-
trones y los hoyos negros. Dentro del régimen Newtoniano y relativista, se han reportado
muchas propiedades interesantes, las cuales han sido exploradas basandose en diversos

estudios numéricos . En caso del régimen clasico gobernado por la gravedad Newtonia-
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na! [Shima et al. 1985, Matsuda et al. 1987, Fryxell & Taam 1988, Sawada et al. 1989,
Matsuda et al. 1991, Matsuda et al. 1992,

[Ruffert & Arnett 1994, Ruffert 1994a, Ruffert 1994b, Ruffert 1996, Ruffert 1997],
[Benensohn et al. 1997, Nagae et al. 2004, Blondin & Raymer 2012], el objetivo mas
importante son las consecuencias sobre la morfologia de los vientos y los choques su-
personicos que se desarrollan; un resumen de todos estos resultados asumiendo gravedad

Newtoniana puede ser encontrado en [Foglizzo et al. 2005].

A diferencia del régimen Newtoniano, el régimen relativista permite estudiar la acrecién
de Bondi-Hoyle en regiones donde el campo gravitacional es fuerte, por ejemplo, cerca
del horizonte de eventos de un hoyo negro. Algunos estudios han sido impulsados en esta
direccion. El primero de estos fue desarrollado en [Petrich et al. 1989]; en este trabajo se
llevaron a cabo simulaciones numéricas axialmente simétricas con el fin de estudiar los
diferentes patrones de acrecién desarrollados por el gas durante el proceso de acrecién
en un hoyo negro. Mas tarde [Font & Ibanéz 1998, Font et al. 2000, Font et al. 1994,
Font & Ibanez 1998] revisaron estos resultados usando esquemas numéricos de alta re-
solucién para la captura de choques, los cuales han mostrado ser mucho mas eficientes
que los métodos usados en el pasado donde un término de viscosidad artificial se agre-
ga para lidiar con las discontinuidades que se forman. Vale la pena mencionar que en
todos estos trabajos, el objetivo mas importante es la morfologia asociada a procesos
supersénicos y subsonicos; cuando el proceso es supersénico, se forma un cono de choque
de alta densidad en el lado opuesto de donde se esta inyectando el viento. Ademas, di-
cho cono presenta propiedades importantes como vibraciones resonantes o movimiento
tipo flip-flop, el cual consiste en la oscilacion de la orientacién del cono de choque. Por
otra parte, en el contexto astrofisico, un trabajo reciente hecho en [Donmez et al. 2011]

dedica esfuerzos importantes para estudiar una potencial relacién entre las oscilaciones

'Por gravedad Newtoniana se refieren a aproximar el campo gravitacional producido por un hoyo

negro, utilizando un potencial pseudo Newtoniano de Paczynski-Wiita
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cuasi-periddicas observadas en diversos lugares, donde se cree que hay un hoyo negro,

y el comportamiento del gas en la acreciéon de Bondi-Hoyle relativista.

Dentro del régimen relativista, existen algunos trabajos asociados a este proceso de
acrecion. En el caso de la relatividad general, la acrecién de Bondi-Hoyle se presenta
en [Farris et al. 2010] en el contexto de hoyos negros binarios supermasivos fusionando-
se. También este proceso ha sido considerado teniendo en cuenta los efectos de los
campos magnéticos [Penner 2010]. Por otra parte, en [Zanotti et al. 2011] se estudia
el caso de la acrecion de Bondi-Hoyle relativista considerando procesos radiativos y el
caso de la acrecion de Bondi-Hoyle ultrarelativista fue recientemente considerado en

[Penner 2012].

En este trabajo, se presenta un estudio relativista de la acrecion de Bondi-Hoyle axial-
mente simétrica de un gas supersonico en un hoyo negro esféricamente simétrico descrito
en coordenadas penetrantes. También se asume la condicién de que el gas es un fluido
de prueba y que no distorsiona la geometria del espacio-tiempo. En los trabajos previos
de este tema, se utilizan coordenadas que son singulares en el horizonte de eventos, y
en las cuales el problema de evolucion tiene que ser llevado a cabo en un dominio que
requiere la implementacion de una frontera artificial interior afuera del horizonte de
eventos del hoyo negro. Esto requiere la implementacién de una condicion de frontera
muy eficiente en este lugar, especialmente cuando esta frontera es muy cercana al hori-
zonte de eventos, donde las variables de estado tienden a diverger y probablemente los
errores se puedan propagar hacia el dominio numérico. Lo que ofrece el uso de coordena-
das penetrantes es la posibilidad de definir una frontera interior dentro del horizonte de
eventos del hoyo negro y ademas evitar la implementacion de condiciones de frontera,
porque los conos de luz cuando se usan coordenadas penetrantes, permanecen abiertos
dentro del horizonte de eventos y apuntan hacia adentro, mientras que la materia se

mueve naturalmente hacia el interior del hoyo negro.

Por otra parte, aunque este enfoque representa una mejora para el estudio completo
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de la acrecién de Bondi-Hoyle, esto es solo una alternativa para resolver el problema
en la frontera interior relacionada con la longitud de escala del acretor. En una escala
diferente, el radio de acrecion r,. se define de manera aproximada para decidir cuando
una particula cae o no dentro de un objeto compacto, y tal escala es determinada por
la velocidad del viento y la ecuacion de estado del gas. Tradicionalmente, el problema
de Bondi-Hoyle es tratado en esta segunda escala asumiendo que el acretor es puntual,
mientras en este trabajo se estd haciendo exactamente lo contrario. Numéricamente,
parece que se tiene que escoger entre estos dos regimenes, esto es, es posible aplicar la
acrecion de un viento a procesos astrofisicos si se consideran velocidades de los vientos
realistas, y consecuentemente la longitud de la escala del acretor es suficientemente
pequena como para considerar una fuente puntual, pues no puede ser resuelta con
suficientes celdas; por otro lado, si se quiere resolver el acretor (como en este caso) la
longitud del radio de acreciéon no se puede resolver a menos que la velocidad del viento
sea alta. Esta dificultad de estudiar ambas escalas al mismo tiempo es la principal
razon por la cual la acrecién relativista de un viento no ha sido totalmente resuelta en

el momento.

La asociacion de los resultados numéricos de la acreciéon de Bondi-Hoyle en un hoyo
negro con observaciones astrofisicas involucran una serie de parametros que, en prin-
cipio, deberian ser motivados astrofisicamente. Por ejemplo, el indice adiabatico, la
energia interna especifica del gas y la velocidad del viento si se quiere inferir la masa y
el momento angular del hoyo negro, o viceversa. Ademas, algunas propiedades del gas
asociadas a transferencia de calor o procesos de enfriamiento se espera que sucedan. Es-
to dltimo genera un conjunto extra de parametros que también deberian ser motivados
observacionalmente. Probablemente las cotas mas sélidas de todos estos pardmetros son
sobre la velocidad relativa entre el acretor y el viento, la cual es del orden de 100-1000
km/s en sistemas binarios y pueden alcanzar desde miles de km /s [Gonzélez et al. 2007]
en hoyos negros superkicked resultantes de la colisiéon de dos hoyos negros con emision

colimada de radiacién gravitacional hasta recientes resultados numéricos que indican
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que pueden alcanzar 15000 km/s [Sperhake et al. 2011] en escenarios similares.

A continuacién, se presentan las ecuaciones de Euler relativistas axialmente simétricas,
las cuales se usan para describir la dindmica de la acreciéon de Bondi-Hoyle en torno al

espacio-tiempo de un hoyo negro de Schwarschild.

Acrecién de flujos axialmente simétricos en hoyos negros sin rotacion

Para un espacio-tiempo curvo fijo, las ecuaciones de Euler relativistas axialmente simétri-
cas pueden ser escritas en coordenadas esféricas a partir del sistema de ecuaciones (2.76)

COo1mo

7 = 0 _aﬂ_ar\/ia_’r_ae\/f_ya_@
OU + 0 (aF") + Op(aF’) = aS 7 (aF") 7 (aF?), (5.1)

donde U es un vector de variables conservativas, F" v F? son los flujos en las direcciones
espaciales r y 6 respectivamente, y S es un vector de fuentes. Estas cantidades son
definidas en términos de las variables primitivas y las conservativas de la siguiente

forma

D - poW -
S, pohW?2u,
U=1s, | = pohW2u, ; (5.2)
S pohW?u,
T | pohWE—p—pW |
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(UT’ — %) D v’D
(v" =) S, +p V0,
F=| (=2)8 |, F'=|uS+p |, (53)
(v = %) S v’Sy
| (=)D | V() |
) ; _
" g,617,
S = T 9,,T% . (5.4)
T gueT,
| 770,00 — aTHT, |

Los valores de las funciones a, 8" y /7, dependen del espacio-tiempo asumido. Al igual
que en el caso anterior, se considera que el fluido obedece la ecuacién de estado de un

gas ideal (2.85).

Como se puede observar, estas ecuaciones son singulares en el eje de simetria, por esta
razon para regularizarlas se realiza un desfase en la malla numérica, esto es, se define la
malla de tal forma que el eje de simetria no coincide con ningin punto de dicha malla.

Especificamente la malla se define como

T = Tpun + 0dr, (5.5)
9:3%-%, (5.6)

donde dr = (Tymae — Tmin) /N7y d0 = 7/(Ng — 1) son las resoluciones en las direcciones
ry 0 respectivamente. Aqui ¢ es un nimero entero que va desde 0 hasta Nr y j es un

numero entero que va desde 0 hasta Ny.

Por otra parte y para terminar todo el proceso de regularizacién, en esta regién se
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aproxima la funcién cos 6/ sinf como

cos 0 _5sin6’
sin 6 dcosh’

donde ¢ es el operador derivada.

Datos iniciales, condiciones de frontera y diagndstico

Datos iniciales: Como primer paso, la velocidad se prepara de tal forma que se mueva
el fluido en la direccion z, con densidad y presion constantes. El campo de velocidades

v® se caracteriza en términos del valor inicial asintético de la velocidad v,

U = ——=Us CosH, 5.8
— 5.
1
Vg = ———Ussinb, (5.9)
00
vy = 0, (5.10)

que satisface la relaciéon v? = vv' = v2. Con estas condiciones, el gas inicialmente con
densidad en reposo constante se mueve a lo largo de la direccién z llenando todo el

dominio numérico.

Los perfiles de densidad y presion iniciales se escogen de tal forma que se satisface la

siguiente relacion para la velocidad del sonido cg,

2= pl(I' — 1)
o pl+po(I' = 1)

(5.11)

la cual se puede obtener de forma casi directa a partir de la ecuacién de estado (2.85).
Entonces, con el fin de calcular los perfiles de densidad y presion, se fija la densidad
inicial de tal forma que sea constante p;,; y se da el valor asintdtico de la velocidad del

sonido ¢,__. Asi, usando la ecuacién (5.11), la presién inicial se puede obtener como
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o Cgmpini(r_ 1)
Pt = DO -1 — 1)

(5.12)

Un punto de cuidado aqui, es que se escoge el valor de ¢y para construir la presion
inicial con la 1inica condicion de que la presién sea positiva, lo que implica que se debe

satisfacer la condicion

o < VT —1. (5.13)

Finalmente, se utiliza la ecuacién de estado (2.85) p = poe(I' — 1), para calcular el valor

inicial de la energia interna especifica.

En este punto v, v Cso0 son dos pardmetros importantes para inicializar el campo de
velocidades. Por otra parte, es muy util definir el niimero de Mach relativista con el fin

de parametrizar los datos iniciales

MR_WUOO_W

— U . 5.14
WS CSOO WS M ( )

donde W es el factor de Lorentz del gas, Wy es el factor de Lorentz de la velocidad
del sonido y M, es el valor asintotico Newtoniano del nimero de Mach, el cual se usa
para parametrizar las configuraciones iniciales. Cuando este ntimero es mas grande que
uno, se dice que el flujo es supersénico, de otra forma el flujo es subsénico. En el caso
supersénico, se forma un cono de choque donde la densidad es grande comparada con

la densidad por fuera del cono de choque, y ademas la materia oscila.

Una escala muy importante es el radio de acrecién, definido por

M

e 5.15
vZ 42’ ( )

TCLC

el cual se define de manera aproximada para decidir cudndo una particula cae o no
dentro de un objeto compacto. Este radio es esencial, ya que es posible que todo el

gas en el dominio pueda eventualmente ser acretado. Esto ultimo quiere decir que si
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el dominio numérico es del mismo tamano que el radio de acrecion, toda la materia
estd destinada a ser acretada por el hoyo negro. Este radio es el radio de acrecion de
Bondi, donde M es la masa del acretor, el cual en este caso es un hoyo negro de masa

M =1 [Petrich et al. 1989).

Como se puede observar, el espacio de parametros para el estudio de la acrecién de
Bondi-Hoyle es enorme y los pardmetros libres son la densidad de masa en reposo del
viento pin;, el valor de I, v, €500 0 equivalentemente la energia interna ¢;,; del gas o M.
Para todos estos casos, se fija la densidad de masa en reposo a pj,; = 107% en unidades
donde la masa del hoyo negro es M = 1. Sin embargo, existen algunos precedentes
donde se usan energias mucho més grandes [Donmez et al. 2011}, en los cuales ya no
es claro que la aproximacion del gas sea valida. En la Tabla 5.1, se presenta el espacio
de pardmetros que se explora en este trabajo. Otro posible parametro podria ser la
masa del hoyo negro. Sin embargo, se esta trabajando con unidades, en las cuales, las
medidas espaciales y temporales estdn en términos de M. De esta forma, los resultados
son independientes de la masa del hoyo negro. Con el fin de especializarse a un caso
astrofisico en particular donde M esta dada en unidades de masas solares, solamente
se necesita reescalar las unidades del espacio y el tiempo apropiadamente. Hay que
enfatizar que en este trabajo se usan parametros que permiten trazar numéricamente
el proceso de acrecion, el cual es restringido principalmente por el tamano del dominio

numérico; explicitamente, si se asume que el gas o el hoyo negro se mueven con velocidad

del orden de vy 2

~

Csoo ~ 100km/s, entonces 7q../M ~ 10°. Asi, asumiendo que la
frontera exterior del dominio numérico estd en e ~ 1074, esto serfa ~ 107 veces
el tamano del radio del hoyo negro. En el caso mas optimista, cuando un hoyo negro
se mueve con una velocidad del orden de 10*km/s como resultado de un superkick
debido a la emisién colimada de radiacién gravitacional [Sperhake et al. 2011], el radio
de acrecién seria del orden de 74 ~ 100M ¥ 7,40 ~ 1000M. El tamano del dominio
es, por el momento, una restriccion para llevar a cabo calculos numéricos en dicho

escenario. Lo que se hace en este trabajo es considerar velocidades mas grandes del gas,
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que implican valores mas pequenos del radio de acrecién y por lo tanto los valores de

Tmam .

Condiciones de frontera: El gas se evoluciona en el dominio ([7eze, "maz| X [0, 7)) x [0, 27)
en coordenadas esféricas, usando un cédigo axialmente simétrico, con una malla unifor-
memente espaciada a lo largo de las coordenadas r y 6, como el visto en la ecuacién (5.5).
Por otra parte, 7., define un frontera esférica la cual se escoge dentro del horizonte de
eventos del hoyo negro; dicha frontera es llamada frontera de excisién y fué implemen-
tada originalmente para estudiar la evolucién de hoyos negros [Seidel & Suen 1992] y
recientemente revisada para el estudio de procesos hidrodindmicos [Hawke et al. 2005].
El proceso de excisién consiste en remover un pedazo del dominio numérico dentro del
horizonte de eventos del hoyo negro desde 0 < r < 7.4, con el fin de evitar la singu-
laridad y los gradientes de las funciones métricas cerca de ésta. Ahora, como los conos
de luz dentro del horizonte de eventos apuntan hacia la singularidad, no es necesario
imponer condiciones de frontera en r = r.,.. En lugar de esto, el fluido simplemente sale
del dominio a través de la frontera de excision. Para los resultados numéricos que se
presentan mas adelante, se escoge el radio de excisién en 7., = 1,5M el cual estd sufi-
cientemente lejos de la singularidad y provee una zona de colchén 1,5M < r < 2M para
que el fluido adentro del horizonte de eventos se mueva suavemente hacia la frontera
de excision. Esta implementacion es mucho mejor comparada con resultados previos,
donde se utilizan coordenadas de Schwarzschild y la frontera de excision esta afuera del
horizonte de eventos del hoyo negro (ya que estas coordenadas son singulares ahi), en

una region tipo tiempo que requiere la implementacién de condiciones de frontera.

Por otra parte, r,,,, define una frontera esférica exterior y se distinguen dos hemisferios
llamados fronteras con downstream y con upstream [Matsuda et al. 1987]. El hemisferio
upstream se define como la parte de la esfera donde el gas esta entrando al dominio
numérico y el hemisferio downstream es el hemisferio a través del cual el gas sale del

dominio. En el hemisferio downstream se imponen condiciones de frontera de flujo sa-
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Modelo T’ Vso M Tace
cs., = 0,1
M, 4/3 0,5 5) 3,84615
My, 5/3 0,5 5) 3,84615
Mo, 4/3 0,4 4 5,88235
Moy, 5/3 0,4 4 5,88235
M3, 4/3 0,3 3 10
My 5/3 03 3 10
My, 4/3 0,2 2 20
My, 5/3 0,2 2 20
Ms 4/3 0,1 1 50
¢s. = 0,08
Mg 4/3 0,4 5) 6,00926
M- 4/3 0,32 4 9,19118
My 4/3 0,24 3 15,625
My 4/3 0,16 2 3125
Mg 4/3 0,08 1 78,125
Cor, = 0,05
My, 4/3 0,25 ) 15,3846
Mo 4/3 0,2 4 23,5294
M3 4/3 0,15 3 40
My 4/3 041 2 80
M5 4/3 0,05 1 200

Cuadro 5.1: Conjunto de pardametros que se usan para las simulaciones numéricas. En

esta tabla, se usan diferentes valores de c,__ para una densidad inicial de p;,; = 1075 en

todos los casos. El modelo M5 no es resuelto numéricamente debido a las limitaciones

numéricas descritas en el texto. En lugar de esto, p; = 1070 se realizé mediante un

extrapolacion. Por otra parte, se usan dos valores de I'" para probar la formacién del

choque y la acrecion, solamente se usa I' = 4/3 para el modelo de oscilaciones cuasi-

periodicas.
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liente, mientras que en la frontera upstream se imponen condiciones de flujo entrante,
esto es, se considera que todas las variables de estado a cada paso de tiempo tienen
el mismo valor asintético que el inicial. Otro asunto importante es que r,,,, tiene que
ser mucho més grande que el radio de acrecion si se quiere que se forme el cono de
choque. En este caso, la experiencia indica que usando valores de 7,,,, ~ 107, se
tiene un comportamiento adecuado del cono del choque hasta que alcanza un régimen

estacionario.

En el eje de simetria definido por 6 = 0, w, las variables de estado se extrapolan con la

% sea impar. También, se implementa

celda mas cercana imponiendo la condicién de que v
una atmosfera para la densidad en reposo, que evita que la entalpia especifica diverja y
que los errores se propaguen a las otras variables. En este caso, la atmodsfera utilizada es
de patm = 10710, la cual permite la consistencia de los resultados numéricos. Aunque en
los resultados no se mide qué tan pequena puede llegar a ser la densidad en reposo, la

atmosfera se implementa de forma preventiva. Es bueno mencionar que los resultados

numéricos no dependen de esta atmosfera.

Diagnéstico: Con el fin de diagnosticar las cantidades fisicas del sistema en las simu-
laciones numéricas, se implementan detectores localizados en distintos radios sobre el
dominio numérico. Esto es, se definen esferas donde se calculan cantidades escalares.

En particular, se calcula la razén de masa acretada como una funcion del tiempo
My = —27r/D7“2 <vr — 6—) sin 0d#, (5.16)
Q@

en varias superficies esféricas, incluyendo el horizonte de eventos. La razén de masa

acretada ayuda a diagnosticar cuando la acrecion alcanza un régimen estacionario.

Otra cantidad importante que se mide en este trabajo es la densidad de masa en reposo
del gas a lo largo del eje dentro del cono de choque, o sea, en # = 0 y para diferentes

detectores. Este escalar se usa para medir como la densidad oscila dentro del cono de
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choque.

Propiedades del cono de choque y razones de masa acretada

Dependiendo de las propiedades del flujo de gas, un cono de choque aparece cuando el
viento es supersonico. Este cono de choque es una region donde la densidad es signifi-
cativamente mas grande que la densidad del viento inicialmente y se forma detras del

hoyo negro en el lado opuesto de donde se esta inyectado el gas.

En la Figura 5.1, se muestra la morfologia para algunos de los modelos que se han consi-
derado en la Tabla 5.1. Como el espacio de parametros es muy grande, solo se escogieron
dos valores del indice adiabético I' = 4/3,5/3. Por otra parte, solo se consideran cuatro
valores iniciales de la velocidad supersonica del gas en el infinito correspondientes a
2,3,4,5 Mach. El uso de coordenadas penetrantes no cambia la morfologia encontrada
en trabajos relativistas previos, donde se usan fornteras internas tipo tiempo. Dicha
morfologia muestra que cuando el nimero de Mach es mas grande, el angulo del cono
de choque es més pequeno, y cuando el valor del indice adiabatico crece, el angulo del

cono de choque crece.

En la Figura 5.2 se presenta la razéon de masa acretada para diferentes valores del
nimero de Mach y I'. Como se puede observar, cuando el nimero de Mach y el indice
adiabdtico crecen, el sistema alcanza el régimen estacionario méas rapido. Esto ha sido
estudiado en gran detalle por [Font & Ibanéz 1998| y para este trabajo representa una

prueba mas.

Ahora, una vez descritas algunas de las propiedades del cono de choque, se mide la
densidad en varios detectores como funcion del tiempo. Como se puede observar, dicha
densidad vibra, ver Figura 5.3. El hecho de que las vibraciones del cono de choque no

estén asociadas a artificios numéricos, permite explorar, como un modelo de juguete
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Figura 5.1: Logaritmo de la densidad que ilustra la morfologia del cono de choque en
diversos escenarios, cuando el sistema alcanza un régimen estacionario. En los paneles
de arriba (dos primeras filas), se presentan los casos para los modelos de viento (de
izquierda a derecha) My,, M3, My, y M., mientras en los paneles de abajo (dos tltimas

filas), para los modelos My, My, Mo, v My, descritos en la Tabla 5.1.
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Figura 5.2: En esta figura se muestra la razén de masa acretada M,.. con respecto

al tiempo propio para diferentes valores del nimero de Mach y I'. Como se espera,

la acrecion se estabiliza mas rapido cuando el nimero de Mach y I' son mas grandes.

Esta cantidad se calcula en un detector localizado en » = 2,1M, cerca al horizonte de

eventos.
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astrofisico, una posible relacion entre tales oscilaciones adentro del cono de choque y
las frecuencias de las oscilaciones cuasi-periédicas observadas para diferentes fuentes

astrondmicas, como es el caso de SgrA*.

Modelo de Oscilaciones Cuasi-periédicas (QPOs)

Una aplicacion potencial bastante atractiva de las oscilaciones de la densidad del gas
dentro del cono de choque esta relacionada con la emision de tipo oscilacién cuasi-
periédica. En el caso de la acrecion de Bondi-Hoyle relativista, el primer trabajo
en esta direccién, fué presentado en [Donmez et al. 2011], donde se estudia dicha re-
lacion de frecuencias. Algunas diferencias del presente trabajo con el realizado en
[Donmez et al. 2011] es que aqui se utilizan coordenadas penetrantes para la descripcién
del hoyo negro, mientras que en [Donmez et al. 2011] se usan coordenadas singulares
en el horizonte de eventos. Por otro lado, aqui se usan flujos axialmente simétricos,

mientras que en [Donmez et al. 2011] se usa simetria slab (simetria ecuatorial).

Ahora, se analizan las oscilaciones medidas a varias distancias de hoyo negro. En la
Figura 5.3, se muestran varios aspectos de tales oscilaciones. Primero se muestran las
oscilaciones medidas por un detector localizado a una distancia de 12,1M en tiempo
propio; de aqui se puede observar que después de cierto tiempo, la densidad de masa
en reposo se aproxima a un régimen estacionario. Segundo, se presenta una ventana
de tiempo que muestra la senal medida por varios detectores localizados a varias dis-
tancias, desde 2,1 M hasta 16,1M; de esta figura se puede aprender que los detectores
mas cercanos al hoyo negro miden senales dominadas por modos de alta frecuencia,
mientras que para los detectores lejanos al hoyo negro se miden senales dominadas por
oscilaciones de baja frecuencia. Sin embargo, esta figura muestra que las senales entre
los diferentes detectores estan bien correlacionadas y que no estamos midiendo sola-
mente ruido numérico. Para esto, se soportan los cdlculos numéricos con una prueba de

auto-convergencia de la densidad en reposo, en la Figura 5.4.
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Figura 5.3: En la figura de arriba se muestran las oscilaciones de la densidad adentro
del cono de choque, medidas por un detector localizado en 12,1M. En la figura de
abajo se muestra una ventana en el tiempo que muestra las senales medidas en varios
detectores igualmente espaciados, estando el primero de estos localizado en 2,1M y el
mas lejando en 16,1M. Como se puede observar, existe una correlacién entre todas las
senales medidas por los diferentes detectores. Esto tambén muestra que existen modos

de alta frecuencia medidos por detectores cercanos al hoyo negro.
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Figura 5.4: En esta figura se muestra la auto-convergencia de la norma Lo del error

para la densidad a lo largo del eje z, cuando el choque esta formado. El radio entre

resoluciones sucesivas es 1.5, y el factor de convergencia es 1,5%9. La precisién de los al-

goritmos es de primer orden, debido al desarrollo de discontinuidades. Las oscilaciones

se deben a que una vez el sistema alcanza el régimen estacionario, la densidad adentro

del cono de choque queda vibrando. Por otra parte, los valores grandes de estas oscila-

ciones al comienzo de la evolucion, pueden ser debidos a que en esos tiempos iniciales,

el sistema no se ha estacionado.
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Con el fin de interpretar las oscilaciones de la densidad, se calcula la transformada de
Fourier de las senales medidas por los diferentes detectores, como los de la Figura 5.3
usando el tiempo propio de cada detector. Dichos resultados aparecen en la Figura 5.5,
donde se muestra que modos de alta frecuencia dominan cerca del hoyo negro y no
aparecen lejos de éste. Este trabajo se concentra en los modos que podrian ser globales
y que puedan ser detectados en una gran parte del dominio. Como caso particular,
se senala con una flecha en la Figura 5.5 un pico de frecuencia que aparece en todos
los detectores. Ahora, que aparezca en todos los detectores indica que este modo es
posiblemente global y por esta razén se escoge la frecuencia correspondiente a este modo
para realizar el andlisis. En todos los casos considerados del espacio de parametros, el
espectro muestra la presencia de este modo. Esta es la razén del por qué en todos
los casos estudiados se considera el espectro medido por un detector localizado en
r = 12,1M, donde el espectro es mucho mas limpio y el pico mas poderoso corresponde

precisamente a éste modo global.

Una vez definido el enfoque para realizar el analisis, se procede a explorar la posibilidad
de que tales frecuencias se encuentren dentro del rango de frecuencias medidas para las
fuentes de QPOs. El espacio de parametros cubre todos los modelos descritos en la
Tabla 5.1 para diferentes valores de la velocidad del sonido y la velocidad del viento.
Para cada caso, se localiza el pico mas poderoso para un detector localizado en 12,1M
y se obtiene una frecuencia propia de oscilacion del gas dentro del cono de choque. En
este trabajo, se empuja la velocidad del viento al menor valor posible (numéricamente),
es decir, hasta valores de 0,05¢, en los limites de nuestros recursos computacionales,
donde se considera que la velocidad mas pequena que un viento requiere para formar
un cono de choque es la velocidad del sonido. Sin embargo, cuando la velocidad del
sonido es pequena, el radio de acreciéon es muy grande en términos de la escala de
longitud del hoyo negro (ver modelo M5 de la Tabla 5.1 y la ecuacién (5.15)), y esto
impone una limitacién computacional sobre el conjunto de parametros que pueden ser

usado para llevar a cabo una simulacién, porque no solamente se requiere un dominio
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Figura 5.5: En esta figura se mide el espectro de las oscilaciones de la densidad en

tiempo propio para el modelo M7, medida en diferentes detectores localizados en (arriba-

izquierda) r = 2,1M, (arriba-derecha) r = 6,1 M, (abajo-izquierda) r = 12,1M y (abajo-
derecha) r = 16,1M.
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Figura 5.6: En esta figura se muestran las frecuencias de oscilacién de la densidad de
masa en reposo dentro del cono de choque en términos de la velocidad del viento para

diferentes valores de la velocidad del sonido.

espacial grande, sino que también se necesita suficiente resolucién cerca del hoyo negro.

En la Figura 5.6 se muestran las frecuencias obtenidas de las simulaciones para cada
uno de los modelos de la Tabla 5.1. Los circulos corresponden a los resultados obtenidos
de la simulaciones considerando una velocidad del sonido de ¢y, = 0,1. Analogamente,
los cuadros y los triangulos indican los resultados con cgo = 0,08 y €500 = 0,05, res-
pectivamente. Por otra parte, el modelo M;5; corresponde a un extrapolaciéon a Mach 1,

debido a la restriccion del dominio numérico descrita anteriormente.

En la Figura 5.7 se compara la ventana de frecuencias de las simulaciones numéricas
con los resultados observacionales. La pregunta que se realiza es sobre el valor de los

parametros para que las frecuencias obtenidas estén dentro del rango de la frecuencias
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observadas para las fuentes de oscilaciones cuasi-peridédicas. Cada punto en cada linea de
la diagonal define una frecuencia propia del pico mas poderoso del espectro en términos
de la masa del hoyo negro. Ademads, cada linea corresponde a valores diferentes de la
velocidad del viento en unidades de la velocidad del sonido. Estas lineas se obtienen

simplemete escalando los resultados a partir de nuestros resultados usando M =1

En la figura se muestran las frecuencias en términos de la masa del hoyo negro para
varios valores de c,.. Para cada valor de la velocidad del sonido (cada gréfica en la
Figura 5.7) se puede observar que para velocidades del viento grandes, las frecuencias
también son grandes. Por otra parte, los tres paneles muestran que cuando el valor de

la velocidad del sonido es mas grande, la frecuencia también lo es.

Con el fin de comparar las observaciones, se incluyen en la Figura 5.7 las masas y las fre-
cuencias correspondienntes al caso de Sgr A*, donde la masa de hoyo negro supermasivo
es M = 4,14 0,6 x 10°M,, [Ghez et al. 2008] y el rango de frecuencias fue reportado
en [Aschenbach et al. 2004, Abramowicz et al. 2004]. También se muestra una regién
sombreada correspondiente al rango de frecuencias asociadas a high mass X-ray bina-
ries (HMXBs) y las posibles masas para el hoyo negro que podria estar alojado en tales

regiones.

Por otra parte, a partir de los resultados numéricos en la Figura 5.7, se puede notar
que para el rango de velociadades analizado, para el modelo con I' = 4/3 y para varias
velocidades del viento, las frecuencias de las oscilaciones de la densidad y la masa del
hoyo negro para Sgr A* se encuentran parcialmente dentro de las observaciones. La
tendencia que se observa entre los paneles en la Figura 5.7 indica que cuando ¢y

aumenta, un mayor rango de los parametros contienen a Sgr A*.

En la Figura 5.7 también se muestra una caja sombreada correspondiente a oscilacio-
nes cuasi-periddicas entre 1mH z a 400mH z, las cuales son observadas en el espectro de

HMXBs. Algunas de estas medidas estan asociadas con regiones donde se cree que existe
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un hoyo negro, por ejemplo Cyg X-1 [Liu et al. 2004]. Como se puede observar, esta figu-
ra predice una variedad de posibles configuraciones para las frecuencias observadas. Por
ejemplo, la masa permitida para el hoyo negro que probablemente podria ser alojado en
esta regién puede ser de cientos de millones de masas solares para todos los modelos que
se presentan. Otro caso corresponde a la linea vertical punteada en la Figura 5.7, la cual
corresponde a otra fuente de oscilaciones cuasi-periddicas de 1,27H z [Kaur et al. 2007].
Las masas de los hoyos negros consistentes con estas observaciones serfan de 10% a

103 M. Estos resultados han sido presentados en [Lora-Clavijo & Guzmdan 2013].

Finalmente, un estudio més exhaustivo del espacio de parametros podria incluir infor-
macién acerca de la ecuacion de estado, agregando ingredientes que involucran procesos
no adiabéticos y radiativos como en [Zanotti et al. 2011, Roedig et al. 2012], pero en
modelos mas realistas que permitan el flujo natural de materia dentro del hoyo negro.
Sin embargo, antes de todo esto, seria mas interesante, como primer paso, el uso de
velociades del viento més realistas en las simulaciones, las cuales podrian involucrar
el uso de coordenadas tipo fish-eyed (ojo de pez) para describir el espacio-tiempo de
fondo o usar coordenadas compactificadas con condiciones especiales en las rebanadas
del espacio-tiempo que penetren el horizonte de eventos y que se aproximen al infinito
al mismo tiempo. Esto permitiria estudiar dominios mucho méas grandes en términos
del radio de acrecién, usando recursos computacionales méas modestos, y asi poder
asociar la resoluciéon mas grande en las regiones cercanas al hoyo negro, como en los
otros casos ya estudiados de la propagacion de campos escalares en el espacio-tiempo
de un hoyo negro donde el futuro infinito nulo esta contenido en el dominio numérico

[Cruz-Osorio et al. 2011].
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Figura 5.7: En esta figura se resume el estudio del espacio de pardmetros utilizado. De

arriba hacia abajo, la velocidad del sonido es ¢, = 0,1, 0,08, 0,05. También se muestra

una linea vertical que indica una frecuencia especial observada de 1.27Hz, asociada a

HMXBs. Por otra parte, la region sombreada corresponde a HMXBS en el rango de

1mHz - 400mHz. La cajita negra corresponde a un hoyo negro de masa y rangos de

frecuencia observadas en Sgr A*. En estos casos, el indice adiabatico es 4/3.
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Acrecion de flujos no axialmente simétricos en el plano

ecuatorial

Como en el caso axialmente simétrico, anteriormente presentado, para un espacio-
tiempo curvo fijo, las ecuaiones de Euler relativistas con simetria slab (ecuatorial),
pueden ser escritas en coordenadas esféricas a partir del sistema de ecuaciones (2.76)

CcOo1mo

B} B} } .0, B}
OU + 0, (aF") + 0y(aF?) = a8 — \/?(a}"r), (5.17)

donde de nuevo, U es un vector de variables conservativas, F" y F? son los flujos en
las direcciones espaciales r y ¢ respectivamente, y S es un vector de fuentes. Estas
cantidades son definidas en términos de las variables primitivas y las conservativas de

las siguiente forma

poW
. S, hW 2,
U — _ POl o , (5.18)
S pohW?u,
T | WP —p—poW
-5 ()]
-2)s+p | 4 | (P-%)s
_Fr = @ , y .F¢ - & & ) (519>
-5 (#-2) 510
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Los valores de las funciones «, 'y 7,;, dependen del espacio-tiempo asumido. En
este caso de simetria slab se considera el espacio-tiempo de Kerr en dos sistemas de
coordenadas: coordenadas de Brill-Lindquist (BL) y coordenads de Kerr-Schild (KS).
Esto con el fin de comparar los procesos de acrecién en ambos sistemas de coordenadas.

Para el primero de los dos casos, o sea las coordenadas de BL las funciones métricas

son:
r2A\ 2
- ()"
; 2Mar
5 (07 07 T) )
200
Yi; = 0 7’2 0 )
0 0 =
donde
A = r*—2Mr+ d? (5.21)
Y o= (r*4ad®)? - ad’A, (5.22)

y M, a son la masa y el momento angular del hoy negro respectivamente. Por otra parte,

en coordenadas de KS las funciones métricas toman la siguiente forma:
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a = (1+—) : (5.23)
T

. oM oM\ !

Bl = —(1_'_—) 707()]7

r r

1+ 2M 0 —a(l+21)

Yij = 0 r? 0

—a(1+2L) 0 r24+a*(1+2)

En todas estas ecuaciones se ha asumido que el sistema tiene simetria cilindrica. Esto
significa que la evolucion del gas se lleva a cabo sobre el plano ecuatorial en § = 7/2, lo
cual no significa, como usualmente se hace, que esto sea una especie de aproximacién
infinitesimalmente delgada. Otra vez, en este caso, se considera que le fluido obedece la

ecuacién de estado de un gas ideal (2.85).

Acrecién de Bondi-Hoyle relativista

En este caso también se estudia el caso de la acrecién de un viento uniformemente
distribuido que se mueve hacia un hoyo negro. Sin embargo, dicho viento se mue-
ve de manera ortogonal al spin de rotacion del hoyo negro, generando asi otro tipo
de comportamientos en la morfologia del sistema. Especificamente, cuando un objeto
compacto estd rotando y la velocidad del viento es supersénica, un fenémeno intere-
sante, llamado flip-flop puede aparecer [Matsuda et al. 1987|. Este efecto consiste en
la oscilacion de la orientacién del cono de choque. Para el estudio de este fenémeno,
se han llevado a cabo diferentes estudios bajo diferentes condiciones y para diferentes
propositos. Por ejemplo, en gravedad Newtoniana, considerando que la densidad y el
campo de velocidades no son uniformes, se encontré que el cono de choque deberia
tener una topologia tipo disco [Fryxell & Taam 1988]; por otro lado, también se ha es-
tudiado la aparicién de este tipo de comportamiento en términos del tamano de objeto

[Sawada et al. 1989, Matsuda et al. 1991].
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La relevancia astrofisica del fenémeno de flip flop del cono de choque esta asociado,
por ejemplo, con las fluctuaciones observadas en la emision de rayos X de sistemas
pulsantes tales como Vela-x1 y EXO 2030+375, que no estan asociados al periodo
orbital del sistema binario [Taam & Fryxell 1988].

El efecto de flip-flop también puede suceder dentro del escenario relativista, en el caso
en que el objeto compacto es un hoyo negro. Este caso fue recientemente reportado en
[Donmez et al. 2011] y se considera realmente importante para ser estudiado en detalle,
porque las oscilaciones del gas alrededor del hoyo negro podrian explicar el comporta-
miento oscilatorio de fuentes de alta energia, como las oscilaciones cuasi-periddicas o
los estallidos de rayos X cuando el cono de choque es inestable. Por otra parte, se con-
sidera como un paso importante la inclusion de un espacio-tiempo curvo, el cual usa
verdaderamente el espacio-tiempo de un hoyo negro, en lugar de usar los potenciales

pseudo-Newtonianos tipo Paczynski-Wiita.

Con el uso de las coordenadas penetrantes, ahora se estd en la posicién de analizar el
caso donde el gas verdaderamente entra al horizonte de eventos del hoyo negro. En la
acrecién de Bondi-Hoyle relativista en el plano ecuatorial, la inestabilidad tipo flip-flop
fue reportada brevemente por [Donmez et al. 2011]. Sin embargo, las coordenadas que
se usaron para describir el espacio-tiempo del hoyo rotante no fueron las apropiadas,
y como consecuencia de esto, es necesario — como en los casos pseudo-Newtonianos —

aplicar condiciones de forntera interiores afuera del horizonte de eventos del hoyo negro.

Por esta razén, en este trabajo, también se estudia el proceso de acrecion de Bondi-Hoyle
relativista usando coordenadas penetrantes de Kerr-Schild sobre el plano ecuatorial.
También se estudia el caso de coordenadas singulares de Boyer-Lindquist, con el fin de
reproducir los effectos del flip-flop su amplitud y fase. Se reproduce el comportamiento
morfolégico encontrado en [Donmez et al. 2011], y se mide la amplitud de las oscila-
ciones usando coordenadas de BL. Sin embargo, cuando se usan coordenadas de KS,

existen algunas oscilaciones que no son comparables a las oscilaciones que se observan
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cuando se utilizan coordenadas de BL. Se observa, posteriormente, que las oscilaciones
de coordenadas de KS son debido a artificios numéricos, porque la amplitud converge
a cero cuando la resolucién se incrementa. De hecho, existe un precedente dentro del
régimen Newtoniano donde se ha encontrado que las inestabilidades numéricas del cono
de choque pueden ser asociadas con la implementacién de las condiciones de fronteras

en la superficie del acretor [Foglizzo et al. 2005].

Datos iniciales y diagndstico

A diferencia del caso anterior, aqui se quieren describir los datos iniciales asociados de un
viento relativista en un espacio-tiempo curvo rotante. Entonces, como datos iniciales, se
considera un viento homogéneo, que uniformemente llena todo el dominio, moviéndose
sobre el plano ecuatorial a lo largo de la direccién x con densidad y presion constantes.
El campo de velocidad inicial v* puede ser expresadado, como en el caso anterior, en

términos de la velocidad asintotica v, como sigue

" = Flug cos ¢ + Fhug sin @, (5.24)
v? = —F30s sin ¢ 4+ Fius cos o, (5.25)
donde
1
Po= , 5.26
' Vrr ( )
F2 _ F3F4”)/¢¢ + F1F3fy7‘¢’ (527)

Flf}/rr + F47r¢

F F.
F3 _ 177’7"" 4Vro (528)

V CorYoo = 720 (F2er + F 30 + 2F1 Fitr)
277‘(1)

VYo

(5.29)
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se satisface la relacién v? = v;0° = v2 . Especialmente en el caso de coordenadas de
(0.]

BL, las anteriores expresiones para el campo de velociades se reducen a

v = /Y Uso COS P, (5.30)
v? = —y/y%%v, sin ¢. (5.31)

Las demas condiciones iniciales sobre la densidad y presion se asumen de la misma
forma que en el caso axialmente simétrico. Por otra parte, también las condiciones
de frontera exteriores y en la excision son iguales al caso axial, salvo que en el caso de
coordenadas de BL se deben poner condiciones de frontera de flujo saliente en la frontera
interior, afuera del horizonte de eventos, ya que éste es singular. Vale la pena mencionar
que en este caso también la frontera exterior se parametriza con el radio de acrecion,
Trmaz ~ 1074.. Finalmente en la Tabla 5.2 se muestra el conjunto de parametros que se

consideran en este analisis.

Para verificar las simulaciones, se usa la razon de masa acretada a través de un circulo

en el plano ecuatorial

o

M= — /0% ay/yD <w — ﬁ) do, (5.32)

como un indicador del proceso de acrecién durante la evolucion.

Morfologia

Durante el desarrollo de este trabajo, se han encontrado resultados morfologicos bas-
tante similares a los realizados en el pasado. Particularmente, en el caso supersénico,
en la parte posterior del hoyo negro, aparece un cono de choque caracterizado por una
zona de alta densidad. Ademas, la evolucién presenta un comportamiento atractor, ya

que la solucién alcanza un régimen estacionario. Con el fin de comparar con las investi-



Acrecién de flujos no axialmente simétricos en el plano ecuatorial

154

Modelo M I' a 7Tem  Tace Tewe Tmaz
BL1 3 4/3 05 187 10 2 100
BL2 4 4/3 05 1.87 5.88 2 60
BL3 5 4/3 05 1.87 3.84 2 40
BL4 3 4/3 09 143 10 1.6 100
BL5 4 4/3 09 143 588 1.6 60
BL6 5 4/3 09 143 384 1.6 40
BL7 3 5/3 05 187 10 2 100
BL8 4 5/3 05 1.87 5.88 2 60
BL9 5 5/3 05 1.87 3.84 2 40
BL10 3 5/3 09 143 10 1.6 100
BL11 4 5/3 09 143 583 1.6 60
BL12 5 5/3 09 143 384 1.6 40
KS1 3 4/3 0.5 1.87 10 1.2 100
KS2 4 4/3 05 1.87 588 1.2 60
KS3 5 4/3 05 187 384 1.2 40
KS4 3 4/3 09 143 10 0.9 100
KS5 4 4/3 09 1.43 588 0.9 60
KS6 5 4/3 09 143 3841 09 40
KS7 3 5/3 05 187 10 1.2 100
KS8 4 5/3 05 1.87 588 1.2 60
KS9 5 5/3 05 187 384 1.2 40
KS10 3 5/3 09 143 10 0.9 100
KS11 4 5/3 09 1.43 588 0.9 60
KS12 5 5/3 09 143 33841 09 40

Cuadro 5.2: En esta tabla se presentan los modelos estudiados en este trabajo, donde

dichos modelos son etiquetados con BL y KS, dependiendo del sistema de coordenadas

utilizado. En todos estos modelos, la densidad inicial se fija a py = 107% y el valor

asintotico de la velocidad del sonido a ¢y = 0,1.
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gaciones anteriores, se muestran algunos ejemplos. Como caso ilustrativos, se muestran
en la Figura 5.8 dos ejemplos de la morfologia del cono de choque usando coordenads de
KS, para dos valores diferentes del indice adiabético I' = 4/3 and I" = 5/3. Muchos més
casos fueron estudiados cambiando la velocidad del viento y el parametro de rotacién
del hoyo negro, ver la Tabla 5.2. Esta morfologia es consistente con andlisis previos

hechos en [Petrich et al. 1989, Font & Ibdnéz 1998, Font & Ibanéz 1998a].

Por otra parte, se mide la razén de masa acretada por el hoyo negro en términos del
tiempo propio para un detector dado. En la Figura 5.9 se muestra la taza de acrecion
para tres de los diferentes valores inicales del gas, con el fin de ilustrar la dependencia que
tiene la razén de masa acretada de la velocidad del viento. Estos cédlculos son llevados
acabo en un detector localizado en r = 2,1M para los tres modelos considerados. La
figura muestra que cuando la velocidad del viento es mas alta, la razon de masa acretada
es mas pequena, lo cual es consistente con los resultados previos realizados por diferentes

autores.

Comportamiento tipo flip-flop

El movimiento tipo flip-flop del cono de choque consiste en la oscilacién del cono mismo
a lo largo de la direccién angular. En la Figura 5.10 se ilustra este fenémeno a diferentes
tiempos para el modelo BL2. Se puede observar claramente que el cono de choque oscila
considerablemente en la direccién angular. Algunos resultados muy similares fueron

reportados recientemente en el régimen relativista [Donmez et al. 2011].

Algo que llama la atencién es la posibilidad de que el comportamiento tipo flip-flop se

deba a la implimentacién numérica de las condiciones de frontera cerca del horizonte
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Figura 5.8: En esta figura se muestra la morfologia de la densidad de masa en reposo
para dos de los modelos presentados en la anterior tabla. Las graficas corresponden a

un tiempo de ¢ = 10000M . La coordenada radial estd en unidades del radio de acrecion

T(lCC .
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Figura 5.9: En esta figura se muestra la razén de masa acretada par los modelos
KS1,KS2,KS3 en funcion del tiempo propio para un detector localizado en r = 2,1M.
Se muestra ademas cémo el proceso de acreciéon depende de la velocidad del gas, co-
rrespondiendo la acreciéon mas grande a la méas baja velocidad del gas, como es de

esperase.
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de eventos, porque en ambos casos, en [Donmez et al. 2011] y el la Figura 5.10, se
usaron coordenadas de BL, las cuales son singulares en el horizonte de eventos. Algo
particularmente importante es que con el fin de simular estos procesos de acrecion, es
necesario usar un dominio numérico tal que r € [repe, F'maz) CON Teze > Try (g radio
del horizonte de eventos), lo cual implica que la frontera interior es tipo tiempo. Por otra
parte, si se desea estudiar la evolucion del gas en regiones cercanas al hoyo negro, las
funciones métricas en coordenadas no penetrantes tienden a diverger y los gradientes
de las variables hidrodinamicas son muy altos. Entonces, estos errores provenientes
de la implementacién de un frontera artificial cerca del horizonte de eventos podrian
eventualmente ser responsables de contaminar el dominio donde se llevan a cabo las

simulaciones numeéricas y eventualmente desestabilizar el cono de choque.

Con el fin de estudiar ésto, se miden las oscilaciones a lo largo de la direcciéon angular del
cono de choque usando coordenadas de KS. En la Figura 5.11 se muestran la evolucion
numérica del modelo KS2 a diferentes tiempos, la cual es fisicamente equivalente a la
Figura 5.10. En este caso, las oscilaciones son mucho mas pequenas comparadas con las
observadas cuando se usan coordenads de BL. En la Figura 5.12, se muestra la amplitud
de dichas oscilaciones usando los dos sistemas de coordenadas. Lo que se mide en esta
figura es la posicién del maximo de la densidad de masa en reposo a lo largo de la
direccién angular en radianes sobre un circulo de radio 10M. El maximo esté localizado
dentro del cono de choque, de tal forma que sea una buena cantidad para monitorear,

y la cual es medida en tiempo propio.

Con el fin de verificar la precision del codigo numérico, en la Figura 5.13 se muestra
la auto-convergencia de la densidad de masa en reposo, usando tres resoluciones para
el caso de coordenadas de KS. La auto-convergencia es calculada para un angulo fijo
dentro del cono de choque. Este es una prueba muy fuerte, porque a lo largo de esta
linea, el cono de choque vibra. Como se puede observar, la auto-convergencia es mejor

que primer orden cuando el cono de choque se aproxima al régimen estacionario.
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Figura 5.10: En estas figuras se muestra la densidad de masa en reposo para el modelo
BL2 para diferentes valores de la coordenada temporal (panel arriba-izquierda ¢t = 7686,
panel arriba-derecha t = 8062, panel abajo-izquierda t = 8308 y panel abajo-derecha

t = 8670). El movimiento del choque a lo largo de la coordenada angular es llamado

Jlip-flop.
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Figura 5.11: En estas figuras se muestra la densidad de masa en reposo para el modelo
KS2 para diferentes valores de la coordenada temporal (panel arriba-izquierda ¢ = 7686,
panel arriba-derecha t = 8062, panel abajo-izquierda t = 8308 y panel abajo-derecha
t = 8670). Como se puede ver, el movimiento de cono de choque es muy pequeno

comparado con el caso de las coordenadas de BL.
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Figura 5.12: En esta figura se compara la posicién del maximo de la densidad de masa
en reposo a lo largo de la coordenada angular ¢ durante la evolucién en términos del
tiempo propio. Los modelos que se consideran aqui son: panel de arriba BL2 vs KS2 y
panel de abajo BL5 vs KS5. En ambos casos, el maximo de pg es medido por un detector
localizado en 7 = 10M. De estas gréaficas se ve claramente que cuando se consideran
coordenadas de BL, la amplitud de las oscilaciones es muy grande, a diferencia del caso

de las coordenadas de KS.
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Figura 5.13: En esta figura se muestra la auto-convergencia ) de p, para un angu-
lo fijo centrado en el cono de choque. Aqui se calcula la norma Ly de la diferencia
entre los valores de la densidad para varias resoluciones: (Ary, A¢;) = (0,033,0,014),
(Arg, Ad) = (Ary, Agy) /1,5, and (Ars, Agz) = (Ary, A¢y)/(1,5)% Como en el caso an-
terior, las oscilaciones se deben a que cuando el sistema alcanza el régimen estacionario,

la densidad adentro de cono de choque oscila.
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Figura 5.14: En esta figura se muestra la amplitud de las oscilaciones alrededor del
promedio; como se observa, dicha amplitud disminuye con la resolucion. De hecho, la
oscilacién se desfasa con la resolucién, lo cual es un claro indicio de que las condiciones
de frontera fuera del hoyo negro, cuando se usan coordenadas singulares en el horizonte,
no funcionan bien, y vale la aclaracion de que se ha implementado al pie de la letra lo

que se ha presentado en trabajos de otros autores.

En la Figura 5.12 se muestra que cuando se usan las coordenadad de KS, las oscilaciones
del cono de choque no son de tipo flip-flop. En lugar de esto, dichas oscilaciones parecen
ser vibraciones. En la Figura 5.14 se muestra una tendencia de la amplitud de las
oscilaciones en términos de la resolucién. Con el fin de tener idea de qué podria pasar
en el limite continuo, se calcula el promedio de la amplitud de las vibraciones para dos
resoluciones y se mide dicha amplitud con respecto a tal promedio. El resultado es que
la amplitude alrededor del promedio es 2.789e-2 para (Ar = 0,022, A¢ = 0,0093) y
1.08e-2 para la resoluciéon (Ar = 0,0146, A¢ = 0,0062).
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Finalmente, con el fin de estudiar los efectos de la resolucién en el sistema que usa
coordenadas de BL, se muestra en la Figura 5.15 la posicién del méaximo de la densidad
dentro del cono choque. Lo que se encuentra es que el comportamiento tipo flip-flop
del sistema no depende de la resolucion, como se esperaria cuando se aproxima al
continuo. De hecho, es preocupante que las oscilaciones presenten fases que dependen
de la resolucién. Este es un indicio de que el uso de coordenadas singulares y excision
por fuera del hoyo negro no es una buena combinacién, y preocupa que aun se siga

implementado esta combinacion.

Los resultados presentados con el uso de coordenadas de KS estan avalados por la
convergencia y la consistencia de los resultados numéricos, y desafortunadamente no
hemos encontrado una referencia que muestre convergencia cuando se usan coordenadas

BL. Estos resultados han sido presentados en [Cruz-Osorio et al. 2012]
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Figura 5.15: En esta figura se muestra la amplitud de las oscilaciones alrededor del

promedio; como se observa, dicha amplitud no disminuye con la resolucion.



Capitulo

CONCLUSIONES

1. Se estudié de forma detallada el sistema de ecuaciones de Euler relativista en un
espacio-tiempo curvo fijo, esto es: 1) Se mostré cémo obtener dichas ecuaciones
usando la formulacién 341 propuesta originalmente para la relatividad numérica,
con la ventaja de que en el momento que se empiece a tener en cuenta la evolucién
de la geometria, las ecuaciones de la hidrodinamica relativista pueden ser facil-
mente acopladas. 2) Se calculé la estructura caracteristica asociada al sistema de
ecuaciones de Euler relativista, la cual es de vital importancia para los métodos

numéricos que se usaron en este trabajo.

2. Se estudiaron los métodos numéricos usados para la solucién numérica de las ecua-
ciones de Euler relativistas, con el fin de generar una serie de codigos numéricos
que sirven para describir diferentes escenarios fisicos y astrofiscos, en los que la

dinamica del sistema se describe mediante las ecuaciones de Euler relativistas.

3. Para probar los métodos numéricos usados a la hora de capturar choques, se

llevaron a cabo una serie de pruebas clasicas en las que se involucran choques
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fuertes a velocidades ultrarelativstas y para las cuales existe un solucién exacta.
Especificamente, se resolvié el problema de Riemann relativista en una dimension
de forma numérica y se comparé con la solucién exacta [Marti y Miiller 1994]. En
este punto, también se construyé, siguiendo el trabajo de [Marti y Miiller 1994],
dicha solucién exacta de forma detallada [Lora-Clavijo et al. 2012], de tal forma
que funcione como un trabajo educativo para que los estudiantes que deseen o
esten interesados en estudiar procesos fisicos que involocren la soluciéon numérica
de las ecuaciones de Euler, tanto clasicas como relativistas, puedan implementarla

en un cédigo numérico para realizar las pruebas pertinentes.

Se construyo un codigo numérico en simetria esférica, para estudiar la acrecion de
un fluido perfecto en un espacio-tiempo fijo de Schwarzschild en coordenadas que
penetran el horizonte de eventos. Los resultados fueron soportados con pruebas

de convergencia y auto-convergencia.

Como un primer paso, se estudié de forma educativa el problema de la explosion
esféricamente simétrica en un fondo de Minkowski [Guzméan & Lora-Clavijo 2012].
En este caso, ya que no hay solucion exacta, se mostrd la auto-convergencia a
diferentes tiempos; aqui es importante notar que la convergencia para datos ini-
ciales discontinuos es delicada en el sentido que se puede estimar solamente en
las regiones donde no hay discontinuidades, es este caso solamente en la zona de

rarefaccion.

Como una aplicacién del cédigo, se presenté un modelo de materia oscura colisio-
nante, donde se estudiaron los esfectos de la presién [Guzman & Lora-Clavijo 2011al,
en la acrecion de materia y donde se dio un primer paso para la solucion del
problema “core-cups’ de la materia oscura [Guzman & Lora-Clavijo 2011b]. Es-
pecificamente, para el espacio de parametros considerados, se ha encontrado que
cuando la presion de la materia oscura es cero, no existen soluciones estacionarias
y que eventualmente las masas de los agujeros negros supermasivos deberian ser

mucho mas grandes que las observadas si se supone que dichos hoyo negros son
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alimentados con materia oscura que esta siendo acretada radialmente. Sin em-
bargo, para el caso de presién diferente de cero, se ha encontrado en todos los
experimentos que se han analizado, que siempre el proceso de acrecién alcanza un
régimen estacionario, tal que la solucién es un tipo de solucién atractora, la cual,
para valores grandes del indice adiabatico, alcanza dicho régimen mas rapido. Por
otra parte, también se encontré que para hoyos negros semilla de alrededor de
(10°My,), la masa acretada en 10Gyr es del orden de unas cuantas masas solares.
Esto implica que la materia oscura deberia obedecer una ecuaciéon de estado con
presién diferente de cero, o en un caso conservativo, la acrecién de materia oscura
contribuye con una pequena fraccién comparada con la posible acrecion de ma-
teria bariénica como suguiere [Peirani & Freitas-Pacheco 2008], donde solamente
un 10 % de la masa de los hoyos negros supermasivos hoy dia es debida a acrecién

de materia oscura.

Por otra parte, estos resultados proveen algunas indicaciones importantes. El perfil
de densidad es “cuspy’ solamente en la regién cerca al hoyo negro, mientras que la
densidad se estabiliza alrededor de un perfil de densidad constante en una region
relativamente lejana al hoyo negro. Este resultado implica, por ejemplo, que para
un hoyo negro de masa de 10° M, el perfil de densidad es plano, no “cuspy”’, para
distancias de 1000M ~ 0,05 pc en adelante. La principal conclusién es que el
perfil de densidad que se encontré aqui en la regién més alla de ~ 0,1pc prevalece
para distancias mas lejanas que las utilizadas en este trabajo. Esto quiere decir
que dicho perfil de densidad tiene un perfil que no es “cuspy’ y que es consistente
con la presencia de un hoyo negro; todo esto con el precio de agregar algo de

presion a la materia oscura.

. Se contruyé un cédigo axialmente simétrico para estudiar numéricamente la acre-
cion de Bondi-Hoyle relativista de un gas que es inyectado de manera supersonica
en el espacio-tiempo de un hoyo negro de Schwarzschild, el cual es descrito en

coordenadas que penetran el horizonte de eventos. Los resultados reproducen la
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morfologia de la densidad de masa en resposo del gas obtenida en el régimen New-
toniano y en algunos trabajos previos relativistas, en los cuales se forma un cono
de choque estable. Una de las propiedades importantes de la acrecién supersonica
de un viento relativista es que la densidad dentro del cono de choque vibra. En
este trabajo se explord la posibilidad de que tales vibraciones tengan frecuencias
dentro del rango de frecuencias de la oscilaciones cuasi periddicas observadas pa-
ra diferente escenarios astrofisicos. Este enfoque es el primero para flujos que son
axialmente simétricos, en el régimen estacionario, sobre un espacio-tiempo de un
hoyo negro, el cual es descrito en coordenadas que pentran el horizonte de eventos

[Lora-Clavijo & Guzman 2013].

Por otra parte, también se construyé un codigo en simetria slab (simetria ecua-
torial), el cual se utilizé para estudiar el mismo fenémeno fisico, la acrecién de
Bondi-Hoyle. Sin emabargo, en este caso, los flujos no son axialmente simétricos y
el espacio-tiempo corresponde al de un hoyo negro rotante de Kerr. Este analisis se
enfoco en el movimiento del cono de choque de un gas supersénico que esta siendo
acretado por un hoyo negro. En particular, se estudié dicho movimiento usando
dos sistemas de coordenadas: Boyer-Lindquist (BL)(coordenadas que no penetran
el horizonte de eventos) y Kerr-Schild (KS)(coordenadas que penetran el horizonte
de eventos). Se encontré que cuando se usan coordenas de BL, el cono de choque
oscila de una manera llamada flip-flop, con una amplitud del orden de un radian,
mientras que cuando se usan coordendas de KS, tal comportamiento no aparece.
En lugar de esto, en el caso de coordenadas de KS aparecen unas oscilaciones
dentro del cono de choque que se interpretan como vibraciones. Ademas, usando
varias resoluciones de los calculos numeéricos, se muestra que la amplitud de las
vibraciones adentro del cono de choque disminuyen cuando se usan coordenadas
de KS. En este trabajo, se concluye finalmente que permitir que la materia entre
realmente en el hoyo negro es el procedimiento correcto que se debe serguir en

este tipo de procesos [Cruz-Osorio et al. 2012].



Apéndice

Matrices Jacobianas A" y A’

En este apéndice se muestran las matrices Jacobianas A° y A?, para el caso de las
ecuaciones de Euler relativistas en un espacio-tiempo curvo arbitrario. Dichas matrices,
proveen la estructura de valores y vectores propios de este sistema de ecuaciones, los

cuales son de vital importancia en los métodos numéricos que en este trabajo se usan.
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