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Geometŕıa en los inescindibles
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Resumen.

Mostramos que los procesos de reducción A 7→ AX entre álgebras
tensoriales con diferencial, como se desarrolla por Bautista, Salme-
rón y Zuazua [3], son herramientas prácticas para estudiar y con-
struir expĺıcitamente representaciones inescindibles de carcaj. En
concreto exhibimos dos aspectos de la reducción: por un lado, el fun-
tor de reducción FX(N) = M preserva en M muchas propiedades
de las bases elegidas para N y X, lo cual permite generalizar al con-
texto de carcajes con diferencial algunos resultados conocidos en la
teoŕıa de representaciones de carcaj (los módulos excepcionales son
módulos árbol, ver Ringel [15]). Por otro lado, los procesos reduc-
tivos son herramientas implementables y eficientes para el cálculo
sistemático de representaciones inescindibles de carcaj. Como ejem-
plo se analizan dos casos particulares importantes, las álgebras de
Kronecker Kn y las álgeberas de Dynkin extendido Ã,D̃,Ẽ.

Palabras clave: Ditálgebra; Carcaj; Representación excepcional;
Reducción; Carcaj de Coeficientes.

Abstract.

We show that the reduction processes A 7→ AX between differential
tensor algebras, as developed by Bautista, Salmerón and Zuazua [3],
are practical mechanisms for the study and explicit construction of
indecomposable quiver representations. Specifically we exhibit two
aspects of the reduction: on the one hand, the reduction functors
preserve in M many properties of the chosen bases for N and X.
This enables us to generalize to the context of differential quivers
some known results in the theory of quiver representations (excep-
tional modules are tree modules, cf. Ringel [15]). On the other
hand, the reduction process is an implementable and efficient tool
for the systematic computation of indecomposable quiver modules.
For instance we analize two important particular cases, Kronecker
algebras Kn and extended Dynkin algebras Ã,D̃,Ẽ.

Keywords: Ditalgebra; Quiver; Excepcional representation; Re-
duction; Coefficient quiver.
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Introducción.

Sea k un campo arbitrario y consideremos la k-álgebra de caminos A de un
carcaj finito Q. Un problema básico de la teoŕıa de representaciones de álgebras
asociativas es dar de manera expĺıcita, mediante colecciones de matrices, re-
presentaciones inescindibles de A de dimensión finita. En general este es un
problema dif́ıcil que ha estimulado la teoŕıa y que se encuentra lejos de encon-
trar respuesta satisfactoria. Cuando Q corresponde a un diagrama de Dynkin
(con una orientación establecida de sus flechas), Gabriel exhibe representaciones
cuyas clases de isomorfismo son una lista completa de A-módulos inescindibles
[4, 1972]. El problema fue complementado por Ringel en 1998 [15]. Para los
diagramas de Dynkin extendidos, tema principal de esta tesis, se encuentran los
siguientes resultados parciales. En 1890, al resolver un problema propuesto por
Weierstrass, Kronecker clasificó lo que en el lenguaje actual son las representa-

ciones del carcaj con dos flechas · //// · (correspondiente al diagrama Ã1)
cuya álgebra de caminos es llamada álgebra de Kronecker. El problema de cua-
tro subespacios, que puede interpretarse en términos de representaciones de un

carcaj del diagrama D̃4, ha sido analizado por Nazarova en 1967 [12], Gelfand

y Ponomarev en 1972 [6], y Medina y Zavadskij en 2004 [11]. El caso Ãn

fue descrito por Gabriel y Roiter en 1997 [5], quienes dan también un algoritmo

para determinar representaciones regulares de Ẽ6 (para campos algebraicamente
cerrados). Este método puede ser adaptado fácilmente a cualquier diagrama de

Dynkin extendido ∆̃. Las representaciones posproyectivas y preinyectivas de D̃n

fueron dadas por Kussin y Meltzer en 2006 [9], aśı como las series de representa-

ciones de rango tres en Ẽ6. Su método hace uso de la teoŕıa de inclinación y el
conocimiento expĺıcito de representaciones de las álgebras canónicas domésticas
(como define Ringel en [13]) dado por Komoda, Kussin y Meltzer en [10] y
[8]. Con el mismo método Kedzierski y Meltzer describen en 2011 las series de

representaciones de rango máximo (seis) de Ẽ8 [7].
Por otro lado, los módulos excepcionales (representaciones inescindibles sin

auto-extensiones) han sido objeto de estudio desde diferentes perspectivas y con
diferentes propósitos. Las sucesiones excepcionales, las particiones que no se
cruzan, la teoŕıa de inclinación y los procesos de reducción de este trabajo son
ejemplos donde los módulos excepcionales juegan un papel principal. Como
es bien sabido, las clases de isomorfismo de módulos excepcionales quedan de-
terminadas por la dimensión vectorial. Además Ringel ha mostrado [15] que
las representaciones excepcionales pueden ser dadas con matrices tales que el
número de coeficientes distintos de cero son el mı́nimo esperado (módulos árbol).
En tal caso se pueden exhibir representaciones con matrices formadas solamente
con coeficientes 0 y 1.
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Una manera de enfrentar el problema de exhibir representaciones de carcaj
es ampliar el contexto algebraico del que se toman representaciones. Para ello,
y por la importancia propia de estos temas, se han considerado representaciones
expĺıcitas de carcajes con relaciones (Kussin y Meltzer con sus representaciones
de álgebras canónicas), de conjuntos parcialmente ordenados (a partir de tra-
bajos iniciados por Zavadskij), problemas matriciales (Nazarova) entre otros.
Como propone el Profesor Bautista, director de esta tesis, dentro del contexto
de ditálgebras la reducción a través de módulos admisibles (como se desarrolla
por Bautista, Salmerón y Zuazua en [3]) resulta ser una herramienta práctica
para dar de manera sistemática representaciones de carcaj. De interés par-
ticular, considerando los antecedentes de los párrafos anteriores, es el caso de
diagramas de Dynkin extendidos y sus componentes posproyectiva y preinyec-
tiva. En respuesta a este interés se establecen los objetivos del presente trabajo.
Sean A0 el álgebra de caminos de un carcaj de Dynkin y A la extensión de un
punto de A0.

Objetivos. Describir las restricciones a A0-mod de A-módulos
posproyectivos y preinyectivos inescindibles en términos de sus posi-
ciones dentro de la gráfica de Auslander-Reiten. Además, deter-
minar ciertas reducciones del algebra A con respecto a A0-módulos
admisibles y mostrar cómo mediante el uso del funtor asociado a la
reducción se construyen expĺıcitamente series de A-módulos excep-
cionales.

En términos generales, en el caṕıtulo uno se prueban resultados preliminares
en el contexto de ditálgebras y se comentan aspectos generales de la teoŕıa de
Auslander-Reiten. En el caṕıtulo dos se analizan dos elementos clave en la
construcción de A-módulos: la categoŕıa de representaciones del álgebra de Kro-
necker y la categoŕıa de A0-módulos. En los caṕıtulos tres y cuatro se estudia la
extensión de un punto, se define y analiza el rango de una A-representación y se
construyen A-módulos excepcionales a partir de ciertas representaciones reduci-
das de rango menor. En el apéndice se dan algunas definiciones y resultados
fundamentales de la teoŕıa de ditálgebras y sus categoŕıas de módulos, como se
expone por Bautista, Salmerón y Zuazua [3]. Enseguida se da una descripción
detallada por caṕıtulos.

Caṕıtulo 1. En la sección 1.1 se muestran algunas relaciones entre formas
bilineales enteras y la categoŕıa de módulos de un (bi)carcaj con diferencial. Se
establecen nociones y resultados necesarios para el resto del trabajo.

En particular se define la caracteŕıstica de Euler y se extiende la noción de
matriz de Cartan a álgebras positivamente graduadas. Esta noción es compa-
tible con la caracteŕıstica de Euler (lemas 1.3 y 1.4) y como se muestra en
la sección 1.2, con la construcción de la matriz de Coxeter dada a través de
reflexiones (corolario 1.7). En las secciones 1.3 y 1.4 se presentan herramien-
tas elementales para la construcción de ditálgebras, como la regularización y
reducción de eje. Además, se generalizan propiedades conocidas de módulos
excepcionales al contexto de ditálgebras (por ejemplo, todo módulo excepcional
es árbol, proposición 1.17). En la sección 1.6 se exponen resultados clásicos
de la teoŕıa de Auslander-Reiten en base a Ringel [13]. En 1.7 se muestran
definiciones y resultados sobre carcajes de traslación, secciones y cosecciones.
Estos resultados son fundamentales en las pruebas de la sección 3.5. Por último
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en 1.8 se describen las componentes posproyectiva y preinyectiva en la gráfica
de Auslander-Reiten de la categoŕıa de representaciones de carcaj.

Caṕıtulo 2. Se construyen representaciones excepcionales del álgebra de
Kronecker clásica (sección 2.1) y el primer caso generalizado (sección 2.2).
Aunque estas representaciones son conocidas (ver Ringel [15] y [16]), damos
pruebas sistemáticas que ilustran las herramientas presentadas en el caṕıtulo
de preliminares. Además, el conocimiento expĺıcito de la gráfica de Auslander-
Reiten del álgebra de Kronecker clásica es esencial para la construcción de la
categoŕıa extendida A-mod. En la sección 2.3 se estudia la gráfica de Auslander-
Reiten de A0-mod siguiendo el trabajo de Ringel [13].

• [W0]
ConR([W0])ConL([W0])

?????????????????????

���������������������

���������������������

????
???????

???????????

????����

�����������

�������

����

Se prueba que la clase de isomorfismo de un módulo inescindible W0 correspon-
diente a la ráız máxima del diagrama de Dynkin es un vértice ala en la gráfica
de Auslander-Reiten (finita) de A0-mod. Las alas de [W0] (parte central de la
figura anterior) separan el carcaj de Auslander-Reiten Γ(A0) (ver lema 2.12).

Caṕıtulo 3. El primer paso en la descripción de la categoŕıa A-mod es
identificarla con la categoŕıa de subespacios Ǔ(A0-mod, | − |) con respecto al
funtor

| − | = HomA0(R,−) : A0-mod −→ k-mod,

donde R es el módulo de extensión A = A0[R] (sección 3.1). De esta manera un
A-módulo M = (M0,Mω, γM ) consiste en un A0-módulo M0, un k-espacio vec-
torial Mω y una transformación lineal γM : Mω → |M0|. En la proposición 3.6 se
analiza la reducción a través de módulos admisibles de extensiones de un punto.
El lema del levantamiento (lema 3.10) relaciona las sucesiones que casi se dividen
en A0-mod y A-mod. Uno de nuestros objetivos es probar de manera directa, sin
hacer uso de las componentes regulares, que el levantamiento de las sucesiones
que casi si dividen en ConL([W0]) y ConR([W0]) (ver figura anterior) cae en
las componentes posproyectiva y preinyectiva de A-mod respectivamente. Esto
se muestra en el teorema 3.26. En la sección 3.4 se dan propiedades funtoriales
de los mapeos universales y sus levantamientos a A-mod, usados por Ringel [13]
en el punto (17) de su teorema principal 3.4. En la sección 3.5 exhibimos (a
través del proceso de reducción) la subcategoŕıa de Kronecker contenida en A-
mod determinada por los objetos de A-mod cuya restricción a A0-mod es suma
directa de copias de W0. También se da respuesta al primero de nuestros obje-
tivos mediante el uso de los funtores de la sección 3.4 (proposiciones 3.24 y 3.27,
ver también la tabla al final de la sección 3.5). Finalmente se usan los módulos
determinados por los costados izquierdo ConL0([W0]) y derecho ConR0([W0])
de las alas de [W0], para construir ditálgebras reducidas AX y AY del álgebra de
Dynkin extendido A (sección 3.6). Su interés radica en que casi todas las clases
de isomorfismo (salvo un número finito) de módulos posproyectivos y preinyec-
tivos inescindibles caen en la imagen de los funtores asociados a las reducciones
FX y FY respectivamente (teorema 3.26). Además, las álgebras tensoriales re-
ducidas AX y AY solo dependen del tipo tubular de A, y sus formas cuadráticas
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asociadas coinciden qxy. Al final de la sección 3.6 y en la sección 3.7 se encuen-
tran listas de ráıces positivas de las formas reducidas y algunas representaciones
excepcionales correspondientes.

Caṕıtulo 4. Este último caṕıtulo se dedica a la presentación de módulos
excepcionales de álgebras de Dynkin extendido mediante el funtor asociado a la
reducción. Comenzando con el conocimiento de la restricción a A0-mod de un A-
módulo M = (M0,Mω, γM ), se construye directamente un carcaj de coeficientes
de M a partir de los carcajes de coeficientes de los sumandos directos Z0 de la

restricción M0 (representados mediante las figuras • • , •ioooo
OOOO y •j OOOO

oooo; los puntos

marcados corresponden a una base del k-espacio vectorial HomA0(R,Z0), que
tiene dimensión dos cuando Z0

∼= W0 y uno en los demás casos) y de las matrices
correspondientes a la transformación γM . Las matrices que conforman a γM se
encuentran almacenadas en la representación reducida M̃ (es decir, M̃ es una

representación de la ditálgebra reducida AY tal que FY (M̃) ∼= M). Como

ejemplo, en la siguiente figura se muestra el carcaj de coeficientes C(M̃) de una

AY -representación reducida M̃ (izquierda). Ya que la restricción a A0-mod de

M = FY (M̃) tiene la forma Y ⊗ M̃ , el carcaj de coeficientes de M se obtiene al

sustituir en C(M̃) los carcajes de coeficientes elegidos para los sumandos directos
del A0-módulo de reducción Y (derecha).

C(M̃) C(M)

FY

7→

��������

��������

��������

��������$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

•ioooo
OOOO

•j OOOO

oooo

• • • • • • • •
#########

#########

#########

#########

���������

���������

���������

���������

______________________

Las flechas que cruzan la ĺınea punteada corresponden a las matrices de la trans-
formación γM . Eliminando estas flechas se obtienen, del lado izquierdo seis pun-
tos aislados (correspondientes al carcaj de coeficientes de un módulo sobre un
álgebra semi-simple S), y del derecho el carcaj de coeficientes de la restricción

M0. Se observa que la representación reducida M̃ contiene un módulo preinyec-
tivo de Kronecker (en el ejemplo mostrado de dimensión vectorial (4, 5)). Car-
cajes de coeficientes correspondientes para dimensiones vectoriales de la forma
(`, `+ 1) producen una serie de A-módulos preinyectivos inescindibles (de rango

uno). En la sección 4.1 se muestra el caso Ãn para una orientación arbitraria
(no ćıclica) de las flechas (comparar con el teorema 11.1 de Gabriel y Roiter [5]).

En la sección 4.2 se analiza el caso D̃n para una orientación particular de flechas
(aquella usada por Kussin y Meltzer en [9]), mientras que en la sección 4.3 se

muestran las ditálgebras reducidas para los casos Ẽm (m = 6, 7, 8).
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Caṕıtulo 1

Preliminares.

El contexto general de este trabajo es el de álgebras tensoriales con diferencial,
como se desarrolla por Bautista, Salmerón y Zuazua en [3]. En este caṕıtulo
se establecen algunos resultados preliminares. El material de las siguientes sec-
ciones es conocido al menos para el caso clásico. En el apéndice se pueden
consultar definiciones y resultados de la teoŕıa de álgebras tensoriales con dife-
rencial y sus representaciones.

1.1 Carcajes y álgebras.

La estructura combinatoria básica en esta tesis es la gráfica orientada con dos
tipos de flechas, o bicarcaj, que en este trabajo será llamada simplemente carcaj.
Un carcaj Q = (Q0, Q1, s, t, | · |) consiste en dos conjuntos, uno de vértices Q0

y otro de flechas Q1, junto con funciones s, t : Q1 → Q0 de origen y destino
respectivamente, y una función de grado | · | : Q1 → {0, 1}. Un morfismo f
entre dos carcajes Q y Q′ consiste en funciones f0 : Q0 → Q′0 y f1 : Q1 → Q′1 que
conmutan con las funciones origen y destino y que preservan grados. Usualmente

damos un carcaj de forma gráfica mediante una flecha sólida s(α) // t(α) para

cada α ∈ Q1 con |α| = 0 y una flecha punteada s(α) // t(α) si |α| = 1. Un

carcaj con todas sus flechas de grado cero será llamado carcaj sólido. Un
carcaj es finito si Q0 y Q1 son conjuntos finitos. Los sucesores directos de
un vértice i es el conjunto de vértices j para los que existe una flecha de i a
j. Sus predecesores directos j son aquellos vértices para los que existe una
flecha de j a i. Un árbol es un carcaj que no contiene ciclos. Diremos que un
carcaj es regular si no contiene subcarcajes de los siguientes tipos

• //// • •:: dd
Una ordenación del conjunto de vértices Q0 = {1, . . . , n} será admisible si
para cualquier flecha α se tiene que s(α) > t(α). Es claro que todo árbol
tiene una ordenación admisible de sus vértices. A cada carcaj Q asociamos
dos estructuras algebraicas, una k-álgebra kQ (para un campo arbitrario k)
y una forma bilineal entera 〈·, ·〉Q. Un resultado fundamental en la teoŕıa de
representaciones de álgebras asociativas establece que la categoŕıa de módulos de
kQ está controlada por la forma bilineal de Q (ver por ejemplo [13]). Enseguida
damos un esbozo de esta relación.
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Álgebra tensorial +δ

diferencial

//

Matriz de

Cartan

���
�
�
�
�

(T, δ)-mod

εrr X\_b

Caract.

de Euler

��

Q
Carcaj

uu

β
55kkkkkkkkkkk

α

((QQQQQQQQQQQ

M
Matriz cuadrada

entera

α

bb

oo
γ

//
Zn × Zn → Z
Forma bilineal
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Asociamos a toda matriz entera M = (mij)
n
i,j=1 un carcaj finito Q(M) de

la siguiente manera. El conjunto de vértices Q(M)0 son los enteros {1, . . . , n}.
Para i 6= j, si mij > 0 se agregan mij flechas punteadas de i a j y si mij < 0 se
agregan −mij flechas sólidas de i a j. Además, si mii > 1 se agregan mii − 1
lazos punteados en el vértice i, y si mii < 1 se agregan 1−mii lazos sólidos en
i. Observamos que Q(M) es siempre un carcaj regular.

Por otro lado, la matriz de incidencias de un carcaj finito Q es la matriz
cuadrada MQ = (mij) con entradas dadas por

mij =

{
−
∑
α:i→j(−1)|α|, si i 6= j,

1−
∑
α:i→i(−1)|α|, si i = j,

(si el conjunto de flechas de i a j es vaćıo la suma
∑
α:i→j toma el valor cero).

Claramente cualquier matriz cuadrada entera M es la matriz de incidencias de
un carcaj, espećıficamente, M = MQ(M).

Lema 1.1 Si Q es un carcaj regular finito entonces Q ∼= Q(MQ).

Demostración. Por construcción de Q(MQ) se tiene una biyección entre los
conjuntos de vértices

f0 : Q(MQ)0 → Q0.

Daremos por casos una biyección f1 entre los conjuntos de flechas de Q(MQ) y
Q correspondientes a una entrada mij de la matriz MQ.
Caso i 6= j. Supongamos que mij > 0, por lo que hay mij flechas punteadas en

Q(MQ) de i a j. Como Q es regular y mij = −
∑
α:i→j(−1)|α|, hay exactamente

mij flechas de i a j en Q y todas ellas son punteadas. El caso mij < 0 se
argumenta de manera similar. Por lo tanto podemos tomar una biyección f1

entre las flechas en Q(MQ) que van de i a j y las flechas en Q de i a j.
Caso i = j. Supongamos ahora que i = j y que mij > 1. Entonces hay mii − 1
lazos punteados en Q(MQ) sobre el vértice i. Como Q es regular y mii =
1 −

∑
α:i→i(−1)|α|, hay exactamente mii lazos sobre i en el carcaj Q y todos

ellos son punteados. El caso mii < 1 es similar. Por lo tanto podemos tomar
una biyección f1 entre los lazos en Q(MQ) de vértice i y los lazos en Q sobre i.

Ya que no hay más flechas en el carcaj Q(MQ), esto termina la prueba. �

La forma bilineal entera asociada a una matriz M de n× n

〈·, ·〉M : Zn × Zn −→ Z,

2



está dada por 〈x, y〉 = xtMy. La matriz asociada a una forma bilineal entera
tiene por coeficientes los valores mij = 〈ei, ej〉 para i, j = 1, . . . , n, donde ei es la
base canónica de Zn. También es claro que las formas bilineales están determi-
nadas por sus matrices asociadas (relación γ de la figura). Su simetrización es
(x, y) = (1/2)(〈x, y〉+〈y, x〉) y la forma cuadrática asociada es q(x) = 〈x, x〉.
Un vector entero x tal que q(x) = 1 es llamado ráız de q. Un vector es positivo
si no es cero y todas sus entradas son no negativas.

Sea k un campo arbitrario. Las álgebras graduadas T =
⊕
Ti a con-

siderar son libremente generadas por A = T0 y V = T1 (definición A.1 del
apéndice). Entonces T es isomorfa al álgebra tensorial TA(V ). Usualmente
identificaremos a T con el álgebra TA(V ). Pediremos además que A ∼= TR(W0) y
V ∼= A⊗RW1⊗RA (es decir, (R,W0⊕W1) es un estrato de T , ver definición A.7)
para alguna k-álgebra trivial R (producto finito de copias del campo) y R-R-
bimódulos finitamente generados W0 y W1 con acción central del campo. Tales
álgebras serán llamadas elementales . Sea {e1, . . . , en} el conjunto de idem-
potentes centrales primitivos ortogonales de R. Un elemento w de un R-R-
bimódulo W es llamado legible si existen ei, ej tales que w = ejwei. Un
R-R-bimódulo W puede ser considerado como un Rop ⊗R-módulo izquierdo, y
como esta es una álgebra semi-simple, W tiene una base dual finita de elementos
legibles. El carcaj Q(T ) asociado a una base de elementos legibles {z}z∈I de los
bimódulos del estrato (R,W0 ⊕W1) tiene por vértices el conjunto de idempo-
tentes Q(T )0 = {ei}ni=1. Las flechas Q(T )1 son los elementos de la base {z}z∈I .
El origen y destino de un elemento legible z = ejzei son los vértices ei y ej
respectivamente. El grado corresponde al grado de W0 y W1.

Por otro lado, un camino de i a j de un carcaj finito Q es un conjunto orde-
nado de flechas γ = {α1, . . . , αr} tal que s(α1) = i, t(αr) = j y t(α`) = s(α`+1)
para ` = 1, . . . , r − 1. El grado del camino γ está dado por |γ| =

∑
|α`|.

Usamos la notación γ = αrαr−1 . . . α2α1. Se consideran los idempotentes ei
como caminos triviales. El álgebra de caminos kQ de un carcaj finito Q es
el k-espacio vectorial con base los caminos de Q y producto dado por la con-
catenación. Observamos que el subespacio R de kQ generado por los caminos
triviales es subálgebra trivial de kQ. Denotemos con Wi al subespacio de kQ
generado por las flechas de grado i (i ∈ {0, 1}). Entonces Wi es un R-R-
bimódulo finitamente generado y con acción central del campo y kQ es libre-
mente generada por (R,W0⊕W1), por lo que identificamos a kQ con el álgebra
tensorial TR(W0 ⊕W1). Es claro que T ∼= k(Q(T )) y Q = Q(kQ) (relación β
de la figura) y que el álgebra de caminos de un carcaj finito Q es de dimensión
finita sobre el campo k si y solo si Q no contiene caminos cerrados o ciclos
orientados .

Un álgebra tensorial con diferencial o ditálgebra (T, δ) consiste en un
álgebra graduada T =

⊕
Ti libremente generada por (T0, T1) y una diferencial

δ : T → T , es decir, una transformación k-lineal con δ2 = 0 tal que δ(Ti) ⊂ Ti+1

y que satisface la regla de Leibniz:

δ(ab) = δ(a)b+ (−1)|a|aδ(b),

para todo par a, b de elementos homogéneos de T . Se define la categoŕıa de
(T, δ)-módulos de dimensión finita (T, δ)-mod de la siguiente manera. Los
objetos están dados por T0-módulos de dimensión finita. El grupo de morfismos
Hom(T,δ)(M,N) entre dos módulos M y N se identifica con el núcleo de la
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siguiente asignación (ver definición A.5 en el apéndice)

HomR(M,N)
⊕

HomR-R(W1,Homk(M,N))

σ // HomR(W0 ⊗RM,N)

(f0, f1)
� //

[
w ⊗m 7→ wf0(m)

−f0(wm)− f̂1(δ(w))(m)

]
,

(1.1)

donde f̂1 es el correspondiente a f1 bajo el isomorfismo

HomR-R(W1,Homk(M,N)) ∼= HomT0,T0(T1,Homk(M,N)),

(consultar el lema A.8). Decimos que una diferencial es triangular en flechas
sólidas si existe una ordenación de tales flechas de manera que la diferencial
de una flecha sólida α involucra solamente flechas sólidas estrictamente menores
que α. De manera análoga se define triangularidad en flechas punteadas y
se dice que una diferencial es triangular si es triangular en flechas sólidas y pun-
teadas (comparar con la definición A.9). Un (T, δ)-módulo M es inescindible
si cada vez que M = M1 ⊕M2 entonces una (y solo una) de las representa-
ciones M1 ó M2 es cero. Denotamos mediante ind(T, δ) al conjunto de clases
de isomorfismo de (T, δ)-módulos inescindibles. Si la diferencial δ es triangular
entonces (T, δ)-mod es una categoŕıa Krull-Schmidt (es decir, una k-categoŕıa
aditiva tal que el anillo de endomorfismos de todo módulo inescindible es lo-
cal, consultar la sección 2.2 de Ringel [13] y definición 5.10 y teorema 5.13 de
Bautista, Salmerón y Zuazua [3]). Una subcategoŕıa plena de una categoŕıa
Krull-Schmidt K, que es cerrada bajo isomorfismos, sumas directas y sumandos
directos, es llamada clase de objetos en K.

La categoŕıa (T, δ)-mod tiene una estructura exacta E [3, definición 6.3]
como se describe a continuación. Para dos (T, δ)-módulos M y N se define
la colección E(M,N) de pares de morfismos (f, g) que se pueden componer

N
f
// E g

// M , tales que gf = 0 y la sucesión de R-módulos

0 // N
f0

// E
g0 // M // 0,

es exacta que se divide. Se define además en E(N,M) la relación (f, g) ∼ (f ′, g′)
siempre que existe un isomorfismo h : E → E′ tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

N
f // E

g //

h

��

M

N
f ′
// E′

g′
// M

Sea Ext1
(T,δ)(M,N) = E(M,N)/ ∼ el grupo de extensiones de M a N . Entonces

Ext1
(T,δ)(M,N) es isomorfo al conúcleo de la transformación σ (lema A.13 del

apéndice).
Se dice que un (T, δ)-módulo M es ŕıgido si Ext1

(T,δ)(M,M) = 0. Un
módulo inescindible y ŕıgido es llamado excepcional . En algunas ocasiones el
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álgebra tensorial T puede recuperarse de la categoŕıa (T, δ)-mod (relación ε de
la figura) como se muestra en el siguiente lema. Para cada vértice i denotemos
con S(i) al T0-módulo simple de vértice i. Es claro que S(i) sigue siendo simple
como (T, δ)-módulo.

Lema 1.2 Si (T, δ) es una ditálgebra cuya diferencial satisface

δ(W0) ⊆
⊕
m≥2

(W0 ⊕W1)⊗m

entonces

Ext1
(T,δ)(S(i), S(j)) ∼= ejW0ei,

Hom(T,δ)(S(i), S(j)) ∼=
{
ejW1ei, si i 6= j,
k ⊕ eiW1ei, si i = j.

Demostración. Como las acciones de W0 en los módulos simples M = S(i) y
N = S(j) son nulas, la transformación σ dada por la asignación (1.1) tiene la
forma

HomR(S(i), S(j))
⊕

HomR-R(W1,Homk(S(i), S(j)))

σ // HomR(W0 ⊗R S(i), S(j))

(f0, f1)
� //

[
w ⊗m 7→ −f̂1(δ(w))(m)

]
.

Por la hipótesis y definición de f̂1 (ver lema A.8 en el apéndice) tenemos que

f̂1(δ(w))(m) es cero para cualquier m ∈ M , de nuevo porque M es simple.
Entonces σ es la transformación cero y por lo tanto su núcleo y conúcleo coin-
ciden con su dominio y codominio respectivamente. Por otro lado es claro que
HomR(W0 ⊗R S(i), S(j)) ∼= ejW0ei y que HomR-R(W1,Homk(S(i), S(j))) ∼=
ejW1ei. Entonces Ext(T,δ)(S(i), S(j)) ∼= ejW0ei y

Hom(T,δ)(S(i), S(j)) ∼= HomR(S(i), S(j))⊕ ejW1ei.

La afirmación es ahora evidente pues

HomR(S(i), S(j)) ∼=
{

0, si i 6= j,
k, si i = j.

�

Sean Q un carcaj finito. Estamos principalmente interesados en ditálgebras
de la forma (kQ, δ). En tal caso se pide que δ(R) = 0 donde R es la subálgebra de
kQ generada por los caminos triviales. Un (kQ, δ)-módulo M está determinado
por los espacios vectoriales Mi = eiM para cada i ∈ Q0 y las transformaciones
lineales

Mα : Mi
// Mj

m � // αm = ejαeim

para cada flecha sólida α : i → j. En lo sucesivo identificamos los (kQ, δ)-

módulos M con sus representaciones (Mi;Mα)
|α|=0
i∈Q0

.
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Para una k-álgebra graduada T =
⊕

m Tm de dimensión finita con idempo-
tentes primitivos ortogonales {ei}ni=1 definimos la matriz de Cartan CT como
la matriz cuadrada con coeficientes los enteros mji = dimGrk(ejTei), donde

dimGrk(ejTei) =
∑
m

(−1)mdimk(ejTmei).

Si T es el álgebra de caminos de un carcaj finito Q sin ciclos orientados, entonces
los coeficientes de CT = (mji) están dados por

mji = dimGrk(ejTei) =
∑

(−1)|γ|,

donde la suma se toma sobre todos los caminos γ en Q que inician en el vértice
i y terminan en el vértice j.

Lema 1.3 Si Q es un carcaj finito con ordenación admisible de sus vértices,
entonces

Id = M t
QCkQ.

Demostración. Sean i un vértice arbitrario de Q e i1, . . . , ir sus predecesores
directos (como el orden es admisible ij > i para cada j). Denotemos con ri
al i-ésimo renglón de M t

Q. Entonces ri tiene un 1 en la posición i y el entero
aj − bj en el lugar ij donde aj es el número de flechas punteadas de ij a i y bj
el número de flechas sólidas de ij a i (j = 1, . . . , r). Las demás entradas de ri
son cero. Sea c` la `-ésima columna de CkQ. Por lo tanto el producto ric` tiene
la forma

ric` = dimGrk[ei(kQ)e`] +

r∑
j=1

(aj − bj)dimGrk[eij (kQ)e`].

Si i ≥ ` entonces eij (kQ)e` = 0 para cada j, por lo que

ric` =

{
0, si i > `,
1, si i = `.

Supongamos que i < ` y que hay tj caminos de ` a ij , digamos γj1, . . . , γ
j
tj .

Observamos que para una flecha α : ij → i se tiene que o bien |αγju| = |γju| ó
|αγju| = |γju|+ 1, dependiendo si α es sólida o punteada respectivamente. Por lo
tanto

dimGrk[ei(kQ)e`] =

r∑
j=1

(
−aj

tj∑
u=1

(−1)|γ
j
u| + bj

tj∑
u=1

(−1)|γ
j
u|

)
=

= −
r∑
j=1

(aj − bj)
tj∑
u=1

(−1)|γ
j
u| =

= −
r∑
j=1

(aj − bj)dimGrk[eij (kQ)e`].

Entonces ric` = 0. Esto termina la prueba pues ric` = δi,`. �
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La dimensión vectorial de una representación M es un elemento de ZQ0

dado por dimM = (dimkMi)i∈Q0
. La caracteŕıstica de Euler de (kQ, δ)-

mod está dada, para dos (kQ, δ)-módulos M y N , por la diferencia

E(M,N) = dimkHom(kQ,δ)(M,N)− dimkExt1
(kQ,δ)(M,N).

La siguiente expresión de la forma bilineal asociada al carcaj Q en términos de
sus flechas será de utilidad. Para vectores m = (mi) y n = (ni) en ZQ0 se tiene

〈m,n〉Q = mtMQn =
∑
i,j∈Q0

minjmij =

=
∑
i∈Q0

minimii +
∑
i,j∈Q0
i6=j

minjmij =

=
∑
i∈Q0

mini

1−
∑
α∈Q1
α:i→i

(−1)|α|

+
∑
i,j∈Q0

minj

− ∑
α∈Q1
α:i→j

(−1)|α|


=

∑
i∈Q0

mini −
∑
α∈Q1

|α|=0

ms(α)nt(α) +
∑
γ∈Q1

|γ|=1

ms(γ)nt(γ).

Lema 1.4 Para cualquier diferencial triangular δ de kQ, la caracteŕıstica de
Euler de (kQ, δ) coincide, a través de la dimensión vectorial, con la forma bi-
lineal 〈·, ·〉Q asociada a la matriz de incidencias MQ, es decir,

〈dim(M),dim(N)〉Q = dimkHom(kQ,δ)(M,N)− dimkExt1
(kQ,δ)(M,N).

Demostración. La transformación σ dada en (1.1) genera una sucesión exacta
de la forma

0 // Hom(kQ,δ)(M,N) //
HomR(M,N)

⊕
HomR-R(W1,Homk(M,N))

σ //

σ // HomR(W0 ⊗RM,N)
η // Ext1

(kQ,δ)(M,N) // 0,

(consultar el lema A.13 del apéndice). Por otro lado, por la expresión dada de
la forma bilineal en los vectores m = dimM y n = dimN se tiene

〈m,n〉Q =
∑
i∈Q0

mini −
∑
α∈Q1

|α|=0

ms(α)nt(α) +
∑
γ∈Q1

|γ|=1

ms(γ)nt(γ).

Claramente dimkHomR(M,N) =
∑
i∈Q0

mini. Como

HomR(W0 ⊗RM,N) ∼=
⊕
α∈Q1

|α|=0

Homk(Ms(α), Nt(α)),

tenemos que dimkHomR(W0 ⊗RM,N) =
∑
|α|=0ms(α)nt(α). Además se tiene

un isomorfismo

HomR-R(W1,Homk(M,N)) ∼=
⊕
γ∈Q1

|γ|=1

Homk(Ms(γ), Nt(γ))
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lo cual implica que dimkHomR-R(W1,Homk(M,N)) =
∑
|γ|=1ms(γ)nt(γ), con

lo que terminamos la prueba. �

1.2 Reflexiones y matriz de Coxeter.

Supongamos que Q es un carcaj finito con ordenación admisible de sus vértices.
Entonces la matriz de Cartan CkQ de Q es triangular superior con solo unos
en la diagonal. En particular Q no tiene lazos y los vectores canónicos ei son
ráıces de la forma cuadrática qQ de Q.

La matriz de Coxeter de Q está dada por

ΦQ = −CtkQC−1
kQ.

En esta sección se da una expresión alternativa para ΦQ en términos de reflex-
iones. Si n = |Q0| se definen las reflexiones simples σi : Zn → Zn como

σi(x) = x− 2(x, ei)ei,

donde (a, b) = (1/2)[〈a, b〉 + 〈b, a〉] es la simetrización de la forma bilineal aso-
ciada a Q. Como qQ(ei) = 1 se tiene que σi(ei) = −ei para 1 ≤ i ≤ n. Por lo
tanto para cualquier x ∈ Zn

σ2
i (x) = σi(x− 2(x, ei)ei) = [σi(x)]− 2(x, ei)σi(ei) =

= [x− 2(x, ei)ei] + 2(x, ei)ei =

= x,

es decir, σ2
i = IdZn . Si denotamos también con σi a la matriz correspondiente a

la transformación σi respecto a la base canónica {ei}ni=1, queremos probar que

ΦQ = σnσn−1 · · ·σ2σ1.

Para ello definimos vectores pi,j para 1 ≤ i ≤ j ≤ n de la siguiente manera.
Tomamos primero pi,i = ei para 1 ≤ i ≤ n. Si tenemos 1 ≤ i < j ≤ n hacemos

pi,j = σiσi+1 · · ·σj−1ej .

Notamos que la i-ésima entrada xi de un vector x ∈ Zn se obtiene con el
producto etix. La siguiente igualdad, que se sigue directamente de la definición
de σ`, será de utilidad en la prueba del siguiente lema,

etkσ`(x) =

{
etkx = xk, si k 6= `,
x` − 2(x, e`), si k = `.

(1.2)

Lema 1.5 Si 1 ≤ i ≤ j ≤ n entonces

etkpi,j =

{ ∑
caminos γ
de j a k

(−1)|γ|, si i ≤ k ≤ j,

0, de otra manera.
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Demostración. Por la igualdad (1.2) es claro que si k < i entonces

etkpi,j = etkσi(σi+1 · · ·σj−1(ej)) = etkσi+1(σi+2 · · ·σj−1(ej)) =

= etkσi+2(σi+3 · · ·σj−1(ej)) = . . . = etkσj−1(ej) = etkej =

= 0, (1.3)

y de forma similar cuando j < k se tiene etkpi,j = 0. Nos restringimos entonces
al caso i ≤ k ≤ j y hacemos inducción sobre la diferencia j − i. Cuando i = j
se tiene

etipi,i = etiei = 1 =
∑

caminos γ
de i a i

(−1)|γ|,

pues como el orden en los vértice es admisible el único camino de i en i es el
trivial, que tiene grado cero. Esta es la base de inducción. Supongamos entonces
que el enunciado del lema es cierto para los vectores pi′,j′ con j′ − i′ ≤ ` y sean
1 ≤ i < j ≤ n con j − i = `+ 1. Notamos primero que si i < k ≤ j entonces de
nuevo por la igualdad (1.2) se tiene

etkpi,j = etkσi(σi+1 · · ·σj−1(ej)) = . . . =

= etkσk(σk+1 · · ·σj−1(ej)) =

= etkpk,j ,

y como j − k ≤ `, por hipótesis de inducción

etkpi,j = etkpk,j =
∑

caminos γ
de j a k

(−1)|γ|.

Por lo tanto basta analizar el caso k = i. Como etipi+1,j = 0 se tiene

etipi,j = etiσi(pi+1,j) = eti[pi+1,j − 2(pi+1,j , ei)ei] =

= −2(pi+1,j , ei)e
t
iei =

= −(〈pi+1,j , ei〉+ 〈ei, pi+1,j〉).

Como el orden de los vértices es admisible, 〈ei, em〉 = 0 si i < m. Entonces

〈ei, pi+1,j〉 = 〈ei,
n∑

m=1

(etmpi+1,j)em〉 =

=

n∑
m=1

etmpi+1,j〈ei, em〉 =

=

i∑
m=1

etmpi+1,j〈ei, em〉 = 0,

pues por lo visto en la igualdad (1.3), etmpi+1,j = 0 para m = 1, . . . , i. Por otro
lado recordamos que, para m 6= i, 〈em, ei〉 = etmMQei = −

∑
flechas α
de m a i

(−1)|α|.
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Por la hipótesis inductiva en el vector pi+1,j se tiene

〈pi+1,j , ei〉 =

n∑
m=1

etmpi+1,j〈em, ei〉 =

n∑
m=i+1

etmpi+1,j〈em, ei〉 =

=

n∑
m=i+1

 ∑
caminos γ
de j a m

(−1)|γ|


− ∑

flechas α
de m a i

(−1)|α|

 =

= −
∑

caminos γ
de j a i

(−1)|γ|.

Por lo tanto etipi,j = −(〈pi+1,j , ei〉 + 〈ei, pi+1,j〉) =
∑

caminos γ
de j a i

(−1)|γ|, lo que

termina la prueba. �

Denotemos con pi al vector p1,i, para i = 1, . . . , n. El siguiente corolario es
consecuencia directa del resultado anterior.

Corolario 1.6 Si Q es un carcaj finito con ordenación admisible de sus vértices
entonces la matriz de Cartan CkQ tiene como columnas los vectores p1, . . . , pn.

Demostración. Por el lema anterior 1.5 las entradas del vector pi = p1,i están
dadas por

(pi)k = etkp1,i =
∑

caminos γ
de i a k

(−1)|γ|,

donde la suma se considera cero cuando el conjunto de caminos de i a k es vaćıo
(en particular cuando k > i). Esta es justo la definición de la entrada k, i en la
matriz CkQ. �

En particular, si Q solo tiene flechas sólidas entonces pi = dimP (i), donde
P (i) = kQei es el kQ-módulo proyectivo inescindible que es cubierta del simple
de vértice i. En este caso, usando la dualidad estandar, el vector qi = CtkQei
es la dimensión vectorial de la envolvente inyectiva del simple de vértice i. En
general, con argumentos duales al caso de los vectores pi, se prueba que

qi = σnσn−1 · · ·σi+1(ei).

Observamos que el conjunto p1, . . . , pn es base del grupo libre Zn. Por inducción
mostramos que 〈p1, . . . , pi〉 = 〈e1, . . . , ei〉 para 1 ≤ i ≤ n. El caso i = 1 es claro
pues p1 = e1. Supongamos entonces que

G = 〈p1, . . . , p`−1〉 = 〈e1, . . . , e`−1〉.

Notamos que si i = 1, . . . , `−1 entonces σi(G) ⊂ G y σi(e`) = e`+a para algún
elemento a ∈ G. Por lo tanto

p` = σ1σ2 · · ·σ`−1(e`) =

= σ1σ2 · · ·σ`−2(e` + a2) =

= σ1σ2 · · ·σ`−3(e` + a3) = . . . =

= σ1(e` + a`−1) =

= e` + a`,
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para ciertos elementos a1, . . . , a` de G. Entonces 〈p1, . . . , p`〉 = 〈e1, . . . , e`〉 lo
que completa el paso inductivo.

Corolario 1.7 Sea Q un carcaj finito con ordenación admisible de sus vértices.
Denotemos con σi a la matriz correspondiente a la transformación σi respecto
a la base canónica {ei}ni=1. Entonces

ΦQ = −CtkQC−1
kQ = σnσn−1 · · ·σ2σ1.

Demostración. Como comentamos arriba la matriz CkQ satisface CkQei = pi
y CtkQei = qi, por lo que

ΦkQpi = −CtkQC−1
kQ(CkQei) = −CtkQei =

= −qi.

Lo mismo es cierto para la composición σn · · ·σ1, pues ya que σ2
i = IdZn y

σi(ei) = −ei se tiene

σn · · ·σ1pi = σn · · ·σ1(σ1 · · ·σi−1(ei)) =

= σn · · ·σi+1σi(ei) = −σn · · ·σi+1(ei) =

= −qi.

Como el conjunto {pi}ni=1 es generador de Zn se concluye que las transforma-
ciones ΦQ y σn · · ·σ1 coinciden. �

Lema 1.8 Sea Q un carcaj finito con ordenación admisible de sus vértices.
Sean (·, ·)Q la forma bilineal simétrica asociada a Q, σi la reflexión simple res-
pecto al vértice i y ΦQ la matriz de Coxeter de Q. Para un vector x ∈ Zn son
equivalentes

a) ΦQx = x,

b) σix = x para cada i ∈ Q0,

c) (x, y)Q = 0 para cada vector y ∈ Zn.

Demostración. Claramente (b) es equivalente a que (x, ei)Q = 0 para todos los
vectores canónicos ei, lo cual a su vez es equivalente a (c). También es claro, por
el corolario 1.7, que (b) implica (a). Por lo tanto basta mostrar que (a) implica
(b). Primero, como ΦQx = x, la primera entrada x1 del vector x (x1 = et1x)
satisface, por la igualdad (1.2) anterior,

et1x = et1ΦQx = et1σn · · ·σ1(x) = et1σ1(x),

por lo que σ1x = x. Supongamos que hemos mostrado que σix = x para
i = 1, . . . , `− 1. Entonces

et`x = et`ΦQx = et`σ`σ`−1 · · ·σ1x = et`σ`x,

por lo que σ`x = x. Esto termina la prueba. �
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1.3 Reducciones elementales.

Las siguientes operaciones sobre una ditálgebra A = (kQ, δ), llamadas reduc-
ciones elementales, han sido usadas en diferentes contextos para dar pruebas
inductivas. Sus funtores de reducción asociados F z (z ∈ {c, r, d}) son siempre
fieles y plenos.

(c) Cambio de base, F c : Ac-mod −→ A-mod.

(r) Regularización, F r : Ar-mod −→ A-mod.

(d) Eliminación de idempotentes, F d : Ad-mod −→ A-mod.

Los funtores asociados F z son inducidos por morfismos de ditálgebras ϕz : A →
Az, esto es, morfismos de álgebras graduadas ϕ : T → T ′ que conmutan con
diferenciales

ϕδA = δA′ϕ.

Entonces F z es dado en objetos por restricción de escalares [3, lema 2.4]. Recor-
damos que un funtor F entre categoŕıas k-aditivas C y C′ con estructuras exactas
E y E ′ respectivamente es llamado funtor exacto si determina un mapeo de E
en E ′ [3, definición 6.3]. Observamos que los funtores inducidos por morfismos
de ditálgebras son exactos.

Lema 1.9 Sea F : (C, E) → (C′, E ′) un funtor exacto. Entonces para cada par
de objetos M , N en C el funtor F induce una transformación

F ∗ : Ext1
C(M,N)→ Ext1

C′(F (M), F (N)).

Si F es fiel y pleno entonces F ∗ es monomorfismo.

Demostración. Consideremos dos pares exactos e1 = (f1, g1) y e2 = (f2, g2) en
E que son equivalentes e1 ∼ e2, y la imagen de esta equivalencia bajo el funtor
F ,

N
f1 // E

g1 //

h

��

M

7→

F (N)
F (f1) // F (E)

F (g1) //

F (h)

��

F (M)

N
f2

// E′ g2
// M F (N)

F (f2)
// F (E′)

F (g2)
// F (M).

Ya que F es exacto y F (h) es un isomorfismo si h lo es, tenemos que F (e1) es
equivalente a F (e2) en la estructura exacta E ′. De esta manera F induce una
función en los cocientes

F ∗ : Ext1
C(M,N)→ Ext1

C′(F (M), F (N)).

Observamos que F ∗ es de hecho una transformación de espacios vectoriales,
pues F conmuta con los morfismos diagonal ∆ y codiagonal ∇ de la definición
de sumas de Baer (ver [3, proposición 6.11]).

Supongamos ahora que F es fiel y pleno, y que e = (f, g) es un par exacto
tal que F ∗([e]) = 0,

N
f // E

g // M

F (N)
F (f) // F (E)

F (g) // F (M).

12



Entonces F (g) es una retracción en C′, por lo que existe h′ : F (M)→ F (E) tal
que F (g)h′ = IdF (M). Ya que F es pleno existe un morfismo h : M → E tal
que F (h) = h′. Aśı

F (IdM ) = IdF (M) = F (g)h′ = F (g)F (h) = F (gh),

y como F es fiel se tiene que gh = IdM . Por lo tanto g es una retracción y
[e] = 0, es decir, F ∗ es monomorfismo. �

Diremos que un funtor exacto F : (C, E) → (C′, E ′) es ŕıgido si para cada
par de objetos M y N en C el morfismo inducido

F ∗ : Ext1
C(M,N)→ Ext1

C′(FM,FN)

es un isomorfismo.
Se define la norma ||M || de un A-módulo M como

||M || =
∑
α∈Q1

|α|=0

(dimkMs(α))(dimkMt(α)).

Estaremos interesados en cómo se comportan los funtores de reducción F z res-
pecto a la dimensión vectorial, norma y grupos de extensiones.

Cambio de base.

Sean Q un carcaj finito y (kQ, δ) una ditálgebra con diferencial triangular.
Consideremos un conjunto de flechas de grado uno γ1, . . . , γr con mismo origen
y mismo destino y tales que 1 ≤ i < j ≤ r implica que γi es menor que γj en la
ordenación de flechas punteadas donde δ es triangular. Sean c1, . . . , cr escalares
no cero y Qc una copia de Q. Sean W y W c los bimódulos de flechas de Q y
Qc y consideremos las funciones g1 : Q1 →W c y g̃1 : Qc1 →W dadas por

g1(β) =

{
βc, si β 6= γr,
1
cr

(
γcr −

∑r−1
i=1 ciγ

c
i

)
, si β = γr;

g̃1(βc) =

{
β, si βc 6= γcr ,∑
i ciγi, si βc = γcr .

Por lo tanto g1 y g̃1 se extienden a morfismos de bimódulos W
g1 //

W c

g̃1

oo que

son inversos uno de otro. Sean R y Rc las subálgebras de caminos triviales de
kQ y kQc y denotemos con g0 : R → Rc al isomorfismo de álgebras dado por
la correspondencia de vértices en Q y vértices en Qc, y con g̃0 a su inversa.
Entonces los isomorfismos g0 y g1 se extienden a un isomorfismo de álgebras
tensoriales g : TR(W ) → TRc(W

c), con inversa dada por la extensión tensorial
g̃ de los morfismos g̃0 y g̃1. Ya que hemos identificado las álgebras TR(W ) y kQ
tenemos un isomorfismo

g : kQ −→ kQc,

con inversa g̃. Definamos δc = gδg̃, que claramente es una diferencial. Damos
el mismo orden en las flechas de Qc que en Q. Ya que las funciones g̃1 y g1
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env́ıan una flecha β a una combinación lineal de flechas menores o iguales que
β, entonces δc es una diferencial triangular en flechas sólidas y punteadas. Aśı
(kQc, δc) es una ditálgebra con diferencial triangular y g : (kQ, δ) → (kQc, δc)
es un isomorfismo. El funtor que induce F c es una equivalencia de categoŕıas
[3, lema 2.4]

F c : Ac-mod −→ A-mod.

Notamos que si α es una flecha sólida en Q con δ(α) =
∑r
i=1 ciγi, entonces su

correspondiente αc satisface

δc(αc) = gδg̃(αc) = g(δ(α)) = g(

r∑
i=1

ciγi) = g(g̃(γcr)) = γcr .

Claramente el funtor F c preserva la dimensión vectorial dimM = dimF c(M) y
la norma ||M || = ||F c(M)||. Ya que el funtor F c es exacto, por el lema 1.9 induce
inyecciones Ext1

Ac(M,N) → Ext1
A(F c(M), F c(N)) en grupos de extensiones.

Como lo mismo es cierto para el funtor inducido por el inverso g−1, se concluye
que F c es un funtor ŕıgido.

Regularización.

Supongamos que α y γ son flechas tales que δ(α) = γ. La ditálgebra Ar que se
obtiene al regularizar las flechas α y γ es isomorfa a una ditálgebra de la forma
(kQr, δr) [3, lema 23.18]. El carcaj Qr se obtiene al quitar las flechas α y γ
de Q. El morfismo de ditálgebras asociado ϕ : (kQ, δ) → (kQr, δr) induce una
equivalencia de categoŕıas

F r : Ar-mod −→ A-mod,

tal que ||M || ≤ ||F r(M)|| [3, lema 25.3]. Además dimM = dimF r(M) y como
F r es un funtor exacto, por el lema 1.9 induce una inclusión en grupos de exten-
siones ExtAr (M,N)→ ExtA(F r(M), F r(N)). Mostramos que es suprayectiva.

Pues si F r(N)
u′ // E′

v′ // F r(M) es un par exacto, como F r es denso ex-

isten un Ar-módulo E y un isomorfismo h : E′ → F r(E). Entonces se tienen
pares exactos equivalentes

F r(N)
u′ // E′

h

��

v′ // F r(M)

F r(N)
u
// F r(E)

v
// F r(M).

Como F r es pleno existen f : N → E y g : E → M tales que F r(f) = u y

F r(g) = v. Verificamos finalmente que N
f // E

g // M es un par exacto
en Ar. Por un lado gf = 0, pues F r(gf) = F r(g)F r(f) = vu = 0 y F r es fiel.
Por otro lado la sucesión de Rr-módulos dada por restricción

0 // N
f0 // E

g0 // M // 0 ,

es exacta, pues F r está dado por restricción de escalares. Luego, F r es ŕıgido.
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Eliminación de idempotentes.

Consideremos una ditálgebra con diferencial triangular (kQ, δ) y sea Qd el
subcarcaj pleno de Q determinado por un subconjunto de vértices Q′0 ⊂ Q0.
Entonces existe una diferencial triangular δd en kQd tal que (Qd, δd) es una
ditálgebra [3, lema 23.14] y la proyección canónica

ϕd : A = (kQ, δ) −→ Ad = (kQd, δd),

induce un funtor fiel y pleno F d : Ad-mod → A-mod. Un A-módulo N es
isomorfo a un objeto en la imagen de F d si y solo si el soporte de N está
contenido en Q′0. De nuevo por el lema 1.9 se tienen inclusiones

ExtAd(M,N)→ ExtA(F d(M), F d(N)),

para cada par de Ad-módulos M y N . Si se tiene un par exacto

e = F d(N)
u′ // E′

v′ // F d(M) ,

entonces el soporte de E′ está contenido en Q′0, por lo que existe un isomorfismo
h : E′ → F d(E) para algún Ad-módulo E. Repitiendo el argumento dado en
la regularización se tiene que el par exacto e es equivalente a la imagen de un
par exacto en la categoŕıa Ad, y por lo tanto F d es ŕıgido. Además, si M es un
Ad-módulo y denotamos con IQ′0 a la matriz con |Q′0| columnas, |Q0| renglones
y coeficientes dados por

dij =

{
1, si i = j ∈ Q′0,
0, de otra manera,

entonces dimF d(M) = IQ′0dimM y por lo tanto ||M || = ||F d(M)|| [3, lema
25.4].

Lema 1.10 Sean Q un carcaj finito y (kQ, δ) una ditálgebra con diferencial
triangular. Entonces existe un subcarcaj Q′ de Q con Q′0 = Q0, una diferencial
triangular δ′ en kQ′ y un morfismo de ditálgebras

ϕ : A = (kQ, δ) −→ A′ = (kQ′, δ′),

tales que el funtor inducido Fϕ : A′-mod → A-mod es una equivalencia de
categoŕıas y el carcaj Q′ o bien no tiene flechas sólidas o tiene al menos una
flecha sólida α con δ′(α) = 0. Además, el funtor Fϕ es ŕıgido y para cualquier
A′-módulo M se tiene dimM = dimFϕ(M) y ||M || ≤ ||Fϕ(M)||.

Demostración. Comenzamos con una ditálgebra (kQ, δ) que tiene flechas sóli-
das pero ninguna de ellas tiene diferencial cero. Por triangularidad tenemos
que la menor de las flechas sólidas α0 satisface δ(α0) =

∑r
i=0 ciγi para algunas

flechas punteadas γi y algunos escalares no cero ci. Haciendo un cambio de base
si es necesario podemos suponer que r = 0 y c0 = 1.

Sea (kQ1, δ1) la regularización de las flechas α0 y γ0 y sea ϕ1 : (kQ, δ) →
(kQ1, δ1) el morfismo asociado, compuesto con el morfismo de cambio de base
si este fue realizado. Entonces el funtor inducido Fϕ1 : (kQ1, δ1)-mod →
(kQ, δ)-mod es una equivalencia de categoŕıas.
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Si (kQ1, δ1) no tiene flechas sólidas o al menos una flecha sólida α con
δ(α) = 0 tomemos (kQ′, δ′) = (kQ1, δ1). De lo contrario repetimos el argu-
mento incial en la ditálgebra (kQ1, δ1) para obtener (kQ2, δ2) y un morfismo
de ditálgebras ϕ2 : (kQ1, δ1) → (kQ2, δ2) tales que el funtor inducido Fϕ2 es
una equivalencia. Ya que Q es un carcaj finito, después de un número finito
de repeticiones obtenemos una ditálgebra (kQ`, δ`) que no tiene flechas sólidas
o que tiene al menos una flecha sólida con diferencial cero y un morfismo de
ditálgebras ϕ = ϕ` ◦ . . . ◦ ϕ1 tal que el funtor inducido Fϕ es una equivalencia
de categoŕıas. Tomamos entonces (Q′, δ′) = (Q`, δ`).

Ahora, los funtores asociados a las reducciones elementales cambio de base
y regularización son ŕıgidos, preservan dimensión vectorial y no disminuyen la
norma. Por lo tanto lo mismo es cierto para los funtores Fϕ1 , . . . , Fϕ` y para su
composición Fϕ. �

1.4 Reducción a través de módulos admisibles

La herramienta principal de este trabajo es un caso particular de la reducción
a través de módulos admisibles como se desarrolla por Bautista, Salmerón y
Zuazua en [3, caṕıtulo 12]. Supongamos que A es una k-álgebra de dimensión
finita y sea P su radical. Supongamos además que existe una subálgebra S de
A con A = S ⊕ P como S-S-bimódulos. Entonces decimos que A se divide
sobre su radical (ver definición A.16).

Sean Q un carcaj finito y A = (kQ, δ) una ditálgebra con diferencial tri-
angular. Supongamos además que Q′1 es un subconjunto de flechas sólidas
de diferencial cero de Q y denotemos con B a la subálgebra de kQ generada
por las flechas de Q′1 y los caminos triviales e1, . . . , en. Sea X un B-módulo
izquierdo de dimensión finita y consideremos su álgebra opuesta de endomor-
fismos Γ = EndB(X)op. Diremos que X es un B-módulo admisible si Γ se
divide sobre su radical Γ = S ⊕ P . En este trabajo supondremos además que
S es una k-álgebra trivial (consultar definiciones A.18 y A.19). Denotemos con
M∗ = HomS(MS , SS) al S-dual derecho de un S-módulo derecho MS . La re-
ducción de A a través de X está dada por AX = ((kQ)X , δX), donde (kQ)X

es el álgebra tensorial

TS(X∗ ⊗RW ′′ ⊗R X ⊕ P ∗),

y W ′′ es el bimódulo de flechas determinado por el complemento de Q′1 en Q1

(definición A.20). La diferencial δX es descrita en [3, lema 12.9] (consultar
los lemas A.21 y A.22 del apéndice). Los elementos de P ∗ tienen grado uno,
mientras que los de X∗ ⊗ W ′′ ⊗ X heredan el grado de Q. La construcción
anterior viene acompañada por el funtor de reducción FX ,

((kQ)X , δX)-mod
FX // (kQ, δ)-mod,

cuya descripción expĺıcita puede verse en la proposición A.23. El lema 13.3 y la
proposición 13.5 en [3] afirman que cuando X es admisible de dimensión finita
el funtor FX es fiel y pleno (A.25 y A.26 en el apéndice). Además, para cada
par de AX -módulos M y N , el funtor FX induce una sucesión exacta en grupos
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de extensiones (ver A.28),

0 // Ext1
AX (M,N) // Ext1

A(FX(M), FX(N)) // Ext1
B(FX(M), FX(N)) // 0.

Lema 1.11 Sean Q un carcaj finito, A = (kQ, δ) una ditálgebra con diferencial
triangular y B una subálgebra de kQ como arriba. Sea X un B-módulo ŕıgido,
admisible, con descomposición en inescindibles X = X1⊕ . . .⊕Xr no isomorfos
entre śı y tales que EndB(Xi) ∼= k para cada i. Sean T la matriz cuyas colum-
nas son las dimensiones vectoriales dimXi y Qx el carcaj correspondiente a la
matriz entera T tMQT . Entonces dimFX(M) = TdimM y la caracteŕıstica de
Euler de AX coincide, a través de la dimensión vectorial, con la forma bili-
neal asociada al carcaj Qx. Además, si el carcaj Q((kQ)X) asociado al álgebra
tensorial graduada

(kQ)X = TS(X∗ ⊗W ′′ ⊗X ⊕ P ∗)

es regular, entonces es isomorfo a Qx, y por lo tanto existe un isomorfismo de
álgebras tensoriales (kQ)X ∼= kQx.

Demostración. Mostramos primero que dimFX(M) = TdimM . Observamos
que dimFX(M) coincide con la dimensión vectorial del B-módulo X ⊗S M .
Entonces si M es un simple de vértice S(j) se tiene

dimFX(S(j)) = dimX ⊗S S(j) = dim

(
r⊕
i=1

Xi

)
⊗S S(j) =

= dimXj = TdimS(j),

pues dimS(j) es el vector canónico ej . En general, ya que todo S-módulo
derecho M es de la forma M ∼=

⊕n
i=1miS(i) para algunos enteros no negativos

mi, notamos que

dimFX(M) = dimX ⊗S

(
n⊕
i=1

miS(i)

)
=

n∑
i=1

midimX ⊗S S(i) =

=

n∑
i=1

miTdimS(i) = Tdim

(
n⊕
i=1

miS(i)

)
=

= TdimM.

Ya que FX es fiel y pleno e induce un isomorfismo en extensiones (pues X es
ŕıgido y por lo tanto Ext1

B(FX(M), FX(N)) = 0) y haciendo uso del lema 1.4,
se tienen igualdades

dimHomAX (M,N)−
−dimExtAX (M,N) = dimHomA(FX(M), FX(N))−

−dimExtA(FX(M), FX(N)) =

= 〈dimFX(M),dimFX(N)〉Q =

= 〈TdimM,TdimN〉Q =

= (dimM)tT tMQT (dimN) =

= 〈dimM,dimN〉Qx .
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Esto muestra que la caracteŕıstica de Euler de AX corresponde a la forma bi-
lineal 〈·, ·〉Qx , es decir, MQ((kQ)X) = T tMQT . Si el carcaj de (kQ)X es regular,

por el lema 1.1 tenemos que Q(MQ((kQ)X)) ∼= Q((kQ)X). Por lo tanto

Qx = Q(T tMQT ) = Q(MQ((kQ)X)) ∼= Q((kQ)X).

Usando el isomorfismo kQ(A) ∼= A para un álgebra tensorial elemental A se
tiene

kQx ∼= kQ((kQ)X) ∼= (kQ)X ,

lo que termina la prueba. �

En general, si el carcaj Q((kQ)X) no es regular entonces las álgebras tenso-
riales kQx y (kQ)X no son isomorfas. Ejemplos de esto pueden encontrarse en
las pruebas de los lemas 2.3 y 2.7 del siguiente caṕıtulo.

El primer ejemplo de reducción consiste en suponer que B es la subálgebra
de kQ generada por los caminos triviales y que X es suma directa de los simples
S(i) de vértice i. Entonces Γ ∼= R, (kQ)X ∼= kQ y δX ∼= δ. Uno de los ejemplos
de reducción no trivial más sencillos, llamado reducción de eje, se describe a
continuación.

Reducción de eje.

Supongamos que Q′1 consiste en una flecha α : i0 → j0 (i0 6= j0) sólida y de
diferencial cero. Entonces B es el álgebra de caminos del carcaj

A2 = i0
α // j0

más cierto número de vértices aislados. Denotemos con Xi al B-módulo simple
de vértice S(i) y fijemos un vector no cero xii de Xi. Sea Xz = E el A2-

módulo excepcional E = kxzi0
1 // kxzj0 visto como B-módulo, y notemos

que EndB(E) ∼= k. Tomemos por B-módulo de reducción X a la suma directa

X =

(
n⊕
i=1

Xi

)
⊕Xz.

Además de los endomorfismos de los inescindibles de X se tienen los morfismos

no cero Xj0

µ // Xz
ν // Xi0 dados por

0 //

��

Ei0
1 //

1

��

S(i0)i0

��
S(j0)j0 1

// Ej0 // 0.

Consideramos el álgebra de endomorfismos opuesta Γ del B-módulo X como
álgebra de matrices [HomB(Xi, Xj)] para i, j ∈ {1, . . . , n, z}. Entonces Γ se
divide sobre su radical Γ = S ⊕ P , donde la diagonal S consiste en copias del
campo (pues EndB(Xi) ∼= k para cada i) y P es generado por los morfismos µ,
ν vistos como elementos de Γ. Aśı el B-módulo X es admisible y la reducción
de A = (kQ, δ) respecto a X es denotada mediante Ae = ((kQ)X , δe).
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El álgebra tensorial reducida (kQ)X es isomorfa al álgebra de caminos de
un carcaj Qe que puede ser descrito de la siguiente manera. Consideremos la
siguiente partición en el conjunto de flechas Q1,

Q1 = {α} tQ1(∅) tQ1(s) tQ1(t) tQ1(s, t),

donde

Q1(∅) = { β ∈ Q1 | s(β) /∈ {i0, j0}, t(β) /∈ {i0, j0} },

Q1(s) = { β ∈ Q1 | s(β) ∈ {i0, j0}, t(β) /∈ {i0, j0} },

Q1(t) = { β ∈ Q1 | s(β) /∈ {i0, j0}, t(β) ∈ {i0, j0} },

Q1(s, t) = { β ∈ Q1 | β 6= α, s(β) ∈ {i0, j0}, t(β) ∈ {i0, j0} }.

El conjunto de vértices del carcaj reducido Qe es Qe0 = Q0 t {z}. El conjunto
de flechas está dado por

Qe1 = Qe1(∅) tQe1(s) tQe1(t) tQe1(s, t) t {αµ, αν},

donde las flechas αµ : j0 → z y αν : z → i0 corresponden a los elementos µ∗ y
ν∗ de P ∗ respectivamente, y

Qe1(∅) = Q1(∅),
Qe1(s) = Q1(s) tQ1(s)z,

Qe1(t) = Q1(t) t zQ1(t),

Qe1(s, t) = Q1(s, t) tQ1(s, t)z t zQ1(s, t) t zQ1(s, t)z.

En la notación anterior, si D es un subconjunto de Q1 y se, te son las funciones
origen y destino de Qe, entonces Dz denota una copia de D donde cada flecha
βz ∈ Dz, copia de β ∈ D, satisface se(βz) = z y te(βz) = t(β). De manera
análoga zD es una copia de flechas de D que consiste en flechas zβ ∈ zD, copia
de β ∈ D, con se(zβ) = s(β) y te(zβ) = z. Similarmente se define zDz. Las
flechas αµ y αν tienen grado uno. El resto de las flechas heredan el grado del
carcaj Q [3, lema 23.18]. La diferencial triangular δe, aśı como el funtor asociado
F e : Ae-mod → A-mod, son descritos en [3, lema 12.10]. El funtor F e es una
equivalencia de categoŕıas [3, lema 25.8].

En el siguiente ejemplo Q1(∅) es un conjunto vaćıo, Q1(s) = {β1}, Q1(t) =
{β2} y Q1(s, t) = {β0},

Q = •

β2   AAAAAAAA •

•i0
α //oo
β0

•j0
β1

>>}}}}}}}}

Su carcaj reducido Qe tiene un lazo y no es regular,

Qe = •

β2   AAAAAAAA
zβ2 // •z

αν

}}

zβz0

��
aa

αµ

βz1 // •

•i0 oo
β0

}} βz0

|||||||| •j0
β1

>>}}}}}}}}
zβ0

aaCCCCCCCC
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Sean Me un módulo de la ditálgebra reducida Ae y M = F e(Me). Damos
expĺıcitamente las transformaciones que conforman a M en términos de las
transformaciones Mβe (para βe flecha sólida de Qe). Sea β una flecha sólida en
Q. Entonces la transformación Mβ está dada por

Mβ =



Me
β , si β ∈ Q1(∅),[
Me
β Me

βz
]
, si β ∈ Q1(s),[

Me
β

Me
zβ

]
, si β ∈ Q1(t),[

Me
β Me

βz

Me
zβ Me

zβz

]
, si β ∈ Q1(s, t),[

0 0
0 IdMe

z

]
, si β = α.

(1.4)

Esta descripción se obtiene de analizar la receta de F e.
Consideremos ahora los vectores dimMe = (me

i ) ∈ Zn+1 y dimM = (mi) ∈
Zn. Observamos que el S-módulo izquierdo Me tiene la forma

Me =

(
n⊕
i=1

me
iS(i)

)
⊕me

zS(z).

Entonces dimE⊗SMe = me
zdimXi0 +me

zdimXj0 (recordamos que Xz = E =

kxzi0
1 // kxzj0 es el A2-módulo excepcional no simple) y por lo tanto

dimF e(Me) = dimX ⊗S Me =

n∑
i=1

dimXi ⊗S Me + dimXz ⊗S Me =

=

n∑
i=1

me
idimXi ⊗S S(i) + dimE ⊗S Me =

=

n∑
i=1

me
idimXi +me

zdimXi0 +me
zdimXj0 ,

es decir,

mi =

{
me
i , si i 6= i0, j0,

me
i +me

z, si i = i0, j0.
(1.5)

Usando esta igualdad y la partición de las flechas Q1 es posible comparar las
normas de Me y M ,

||M || =
∑
β∈Q1

|β|=0

ms(β)mt(β) =

= mi0mj0 +
∑

β∈Q1(∅)
|β|=0

me
s(β)m

e
t(β) +

∑
β∈Q1(s)
|β|=0

(me
s(β) +me

z)m
e
t(β) +

+
∑

β∈Q1(t)
|β|=0

me
s(β)(m

e
t(β) +me

z) +
∑

β∈Q1(s,t)
|β|=0

(me
s(β) +me

z)(m
e
t(β) +me

z).
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Considerando la partición del conjunto de flechas de Qe1 se obtiene

||M || = mi0mj0 +

 ∑
β∈Q1(∅)
|β|=0

me
se(β)m

e
te(β)

+

+

 ∑
β∈Q1(s)
|β|=0

me
se(β)m

e
te(β) +

∑
βz∈Q1(s)z

|βz|=0

me
se(βz)m

e
te(βz)

+

+

 ∑
β∈Q1(t)
|β|=0

me
se(β)m

e
te(β) +

∑
zβ∈zQ1(t)
|zβ|=0

me
se(zβ)m

e
te(zβ)

+

+

 ∑
β∈Q1(s,t)
|β|=0

me
se(β)m

e
te(β) +

∑
βz∈Q1(s,t)z

|βz|=0

me
se(βz)m

e
te(βz) +

+
∑

zβ∈zQ1(s,t)
|zβ|=0

me
se(zβ)m

e
te(zβ) +

∑
zβz∈zQ1(s,t)z

|zβz|=0

me
se(zβz)m

e
te(zβz)


= mi0mj0 + ||Me||,

es decir, ||F e(Me)|| = ||M || = mi0mj0 + ||Me||. En particular si mi0 6= 0 y
mj0 6= 0 entonces ||Me|| < ||M ||.

1.5 Representaciones excepcionales.

Sean Q un carcaj finito y δ una diferencial triangular de kQ. Enseguida damos
algunas propiedades de representaciones excepcionales de (kQ, δ).

Lema 1.12 Sea Q′ un subcarcaj sólido con diferencial cero de Q. Si M es un
(kQ, δ)-módulo ŕıgido entonces su restricción M |Q′ es ŕıgida como kQ′-módulo.
En particular para cada flecha α : i → j de grado y diferencial cero, la trans-
formación lineal Mα es inyectiva o suprayectiva. Y si α : i → i es un lazo con
diferencial cero entonces Mi = 0.

Demostración. Sea Q′′ el carcaj obtenido al agregarle a Q′ todos los vértices
de Q que no están en Q′0, de manera que se obtiene una inclusión de álgebras
kQ′′ → kQ. Claramente un Q′′-módulo N es ŕıgido si y solo si su restricción
N |Q′ lo es, por lo que podemos suponer que Q′′ = Q′. Sean W0 y W ′0 los
bimódulos de flechas de grado cero de Q y Q′ y denotemos con i : W ′0 → W0 a
la inclusión de bimódulos. Notamos entonces que la inclusión i hace conmutar
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el siguiente diagrama, donde σ es la transformación dada en (1.1).

HomR(M,N)
⊕

HomR-R(W1,Homk(M,N))

[I 0]

��

σ // HomR(W0 ⊗RM,N)

Hom(i⊗M,N)

��
HomR(M,N)

σ′
// HomR(W ′0 ⊗RM,N).

En efecto, por un lado σ′[I 0](f0, f1) = σ′(f0, 0) : w′⊗m 7→ w′f0(m)−f0(w′m).
Por otro lado Hom(i ⊗M,N)σ(f0, f1) es el morfismo que manda w′ ⊗m en

w′f0(m)−f0(w′m)− f̂1(δ(w′))(m). Esto es igual a w′f0(m)−f0(w′m) pues los
elementos de W ′0 tienen diferencial cero. Entonces el diagrama es conmutativo
y pasando a conúcleos se tiene

HomR(W0 ⊗RM,N)

Hom(i⊗M,N)
����

η // Ext1
(kQ,δ)(M,N)

����

// 0

HomR(W ′0 ⊗RM,N)
η // Ext1

kQ′(M |Q′ , N |Q′) // 0.

Más aún, el morfismo Hom(i ⊗M,N) es suprayectivo pues i es inyectivo y R
es semi-simple. Por lo tanto el inducido en conúcleos también es suprayectivo y
Ext1

(kQ,δ)(M,M) = 0 implica Ext1
kQ′(M |Q′ ,M |Q′) = 0.

Para la segunda afirmación supongamos que i 6= j. Lo anterior implica que
la A2-representación

M |A2
= (Mi,Mj ;Mα)

es ŕıgida. Si la transformación Mα no es ni inyectiva ni suprayectiva, entonces
M |A2

contiene como sumando directo a S(i)⊕ S(j). Pero esto es imposible ya
que S(i)⊕ S(j) no es ŕıgido (pues 〈ei, ej〉A2

= −1, ver lema 1.4).
Supongamos ahora que i = j y sea L el subcarcaj de Q dado por el vértice

i y el lazo α. Entonces M |L = (Mi;Mα) es un kL-módulo ŕıgido, y como la
forma bilineal de L es idénticamente cero, de nuevo por el lema 1.4 se tiene

0 = 〈dimM |L,dimM |L〉L = dimkHomkL(M |L,M |L).

Aśı EndkL(M |L) = 0 por lo que Mi = 0. �

Se dice que un módulo M es sincero si todas las entradas del vector dimM
son mayores que cero.

Lema 1.13 Sean Q un carcaj finito y A = (kQ, δ) una ditálgebra con diferencial
triangular. Si M y N son representaciones excepcionales de A con dimM =
dimN entonces M ∼= N .

Demostración. Eliminando los vértices de Q donde Mi = 0 podemos suponer
que M (y por lo tanto N) es una representación sincera. Procedemos por
inducción sobre la norma ||M || del módulo M . Como dimM = dimN se
tiene que ||M || = ||N ||. Además ||M || = 0 si y sólo si M y N son simples
correspondientes a un vértice i, y por lo tanto el enunciado se satisface para
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módulos de norma cero. Supongamos que es válido para representaciones de
norma menor o igual a ` y sea M un módulo con ||M || = ` + 1. Ya que
||M || > 0 por el lema 1.10 podemos suponer que existe una flecha α : i0 → j0 con
diferencial cero (la equivalencia Fϕ del lema 1.10 preserva módulos excepcionales
y no disminuye la norma). Como consecuencia del lema 1.12 la transformación
Mα no es cero, pues M es un módulo sincero. En particular α no es un lazo y la
reducción de eje Me respecto a α del módulo M (es decir, Me es un Ae-módulo
tal que F e(Me) ∼= M) satisface ||Me|| ≤ `. Además Me y Ne son excepcionales
por la sucesión exacta antes del lema 1.11. Mostramos que dimMe = dimNe.
Por la igualdad (1.5) anterior se tiene

(m1, . . . ,mi0 , . . . ,mj0 , . . . ,mn) = (me
1, . . . ,m

e
i0 +me

z, . . . ,m
e
j0 +me

z, . . . ,m
e
n),

(n1, . . . , ni0 , . . . , nj0 , . . . , nn) = (ne1, . . . , n
e
i0 + nez, . . . , n

e
j0 + nez, . . . , n

e
n).

Por el lema 1.12, la transformación Mα es inyectiva o suprayectiva (dependiendo
del valor de mi0 −mj0 , ver la descripción de Mα en 1.4) y lo mismo es cierto
para Nα. Entonces, puesto que dimM = dimN , se tiene dimMe = dimNe.
Aśı, por hipótesis de inducción Me ∼= Ne, y como F e es una equivalencia se
tiene que M ∼= N . �

Lema 1.14 Si Q es un carcaj finito, sólido y con ordenación admisible de sus
vértices entonces el álgebra de endomorfismos de cualquier kQ-módulo excep-
cional es isomorfa al campo k.

Demostración. Consultar el corolario 1 de Ringel [14]. �

En tal caso, como consecuencia del lema 1.13, la dimensión vectorial dim in-
duce una función inyectiva entre el conjunto de clases de isomorfismo de módulos
excepcionales y el conjunto de ráıces positivas de Q.

Dada una (kQ, δ)-representación M fijamos bases Bi para cada uno de los
k-espacios vectoriales Mi, i ∈ Q0. Decimos que la unión disjunta B =

⊔
Bi

es base del módulo M . Se define el carcaj de coeficientes C(M,B) de M
respecto a la base B como el carcaj sólido con conjunto de vértices B y flechas
dadas de la siguiente manera. Para cada flecha sólida α : i→ j en Q se agrega
una flecha (sólida) de ei ∈ Bi a ej ∈ Bj en C(M,B) si el coeficiente de la matriz
Mα correspondiente a la posición (ei, ej) es diferente de cero.

Lema 1.15 Un (kQ, δ)-módulo M es inescindible si y solo si para cualquier
base B de M , el carcaj de coeficientes C(M,B) es conexo.

Demostración. Mostramos primero que si C(M,B) es disconexo para alguna
base B de M , entonces M se escinde. Sea C1 una componente conexa de
C(M,B) (no vaćıa y distinta del total) y sea C2 = Cc1 su complemento. Va-
mos a definir un endomorfismo f de M en (kQ, δ)-mod, que es un idempotente
no trivial. Consideremos la asignación f0 : B →M dada por

f0(x) =

{
x, si x ∈ C1,
0, si x ∈ C2.

Sea A la subálgebra de grado cero de kQ. Mostraremos que la extensión lineal
de f0 a M , que denotamos con el mismo śımbolo f0, es un morfismo de A-
módulos. Sea α una flecha sólida de Q. Si x ∈ C1 entonces Mαx =

∑r
i=1 a

ixi1
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con xi1 ∈ C1 y ai ∈ k, pues C1 es una componente del carcaj de coeficientes
C(M,B). Entonces

αf0(x) = αx =

r∑
i=1

aixi1 =

r∑
i=1

aif0(xi1) = f0(

r∑
i=1

aixi1) = f0(αx).

Por otro lado, si x ∈ C2 entonces Mαx =
∑u
j=1 b

jxj2 con xj2 ∈ C2 y bj ∈ k, por

lo que αf0(x) = α0 = 0 y

f0(αx) = f0

 u∑
j=1

bjxj2

 =

u∑
j=1

bjf0(xj2) = 0.

De esta manera f0 es un morfismo de A-módulos, por lo que f = (f0, 0) es
un endomorfismo del (kQ, δ)-módulo M . Claramente f es un idempotente no
trivial. Como los idempotentes se dividen en (kQ, δ)-mod [3, lema 5.12], con-
cluimos que M se escinde.

Supongamos ahora que M se escinde como (kQ, δ)-módulo. Queremos mos-
trar que existe una base B de M tal que C(M,B) es disconexo. Para ello
verificamos que M se escinde como A-módulo. En efecto, si M se escinde como
(kQ, δ)-módulo, entonces existe un endomorfismo g de M que es idempotente
no trivial. Por el lema 5.7 de [3] podemos suponer que g = (g0, 0). Entonces
g0 es un endomorfismo de A-módulos, que es un idempotente no trivial. Aśı,
M se escinde como A-módulo, es decir, existe una descomposición no trivial
M = M1⊕M2. Sean B1 y B2 bases de M1 y M2. Verificamos que las subgráficas
plenas C1 y C2 del carcaj de coeficientes C = C(M,B1tB2) determinadas por la
partición B1 tB2 separan a C. Pues como M1 y M2 son submódulos de M , si
existe una flecha α : x→ y en C entonces x ∈ Ci implica y ∈ Ci para i ∈ {1, 2}.

�

Un (kQ, δ)-módulo M es llamado módulo árbol si tiene una base B respec-
to a la cual el carcaj de coeficientes de M es tipo árbol. Como Ringel ha indicado
[15, propiedad 2], en tal caso las bases pueden ser reajustadas de manera que
las matrices Mα exhiban solo coeficientes 0 y 1.

Lema 1.16 Sean Q un carcaj finito y A = (kQ, δ) una ditálgebra con diferen-
cial triangular. Supongamos que Q′1 es un subconjunto de flechas sólidas con
diferencial cero de Q y denotemos con B a la subálgebra de kQ generada por
las flechas de Q′1 y los caminos triviales e1, . . . , en. Consideremos B-módulos
X1, . . . , Xr no isomorfos entre śı con EndB(Xi) ∼= k y tales que el álgebra de
endomorfismos de X = X1 ⊕ . . . ⊕Xr, vista como álgebra de matrices, es tri-
angular superior (en particular el B-módulo X es admisible). Entonces existe
un carcaj finito Qx tal que el álgebra tensorial reducida (kQ)X es isomorfa al
álgebra de caminos kQx. Supongamos además que cada Xi es un B-módulo
árbol. Entonces para cada AX-módulo árbol N , la A-representación FX(N)
también es árbol.

Demostración. Sea kQ = TR(W0 ⊕W1) donde R es la subálgebra de caminos
triviales y Wi es el bimódulo de flechas de grado i de Q (i ∈ {0, 1}). Denotemos
con Q′′0 al conjunto de flechas sólidas de Q que no están en Q′0. Por hipótesis el
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álgebra opuesta de endomorfismos EndB(X)op ∼= S ⊕ P se divide trivialmente
sobre su radical. Entonces (kQ)X = TS(WX

0 ⊕WX
1 ) donde S = S1 × . . . × Sr,

Si ∼= k es el álgebra opuesta de endomorfismos de Xi y

WX
0
∼= X∗ ⊕RW ′′0 ⊕R X, y WX

1
∼= [X∗ ⊕RW1 ⊕R X]⊕ P ∗,

donde W ′′0 denota al bimódulo de flechas determinado por Q′′0 (consultar la
definición A.20). Sea U = Q′′0 y sea V el conjunto de flechas punteadas de Q.
Sea fi la identidad de Xi considerada como elemento de EndB(Xi). Tomamos
como vértices del carcaj Qx el conjunto {fi}ri=1. Consideremos bases B(Xi) y
B((Xi)∗) de los k-espacios vectoriales Xi y (Xi)∗, que consisten en elementos
legibles como Si-Si-bimódulos. Para cada par de ı́ndices i, j ∈ {1, . . . , r} y cada
flecha β : i0 → j0 ∈ U tomamos

UXβ (j, i) = {λj ⊗ β ⊗ xi | λj ∈ B((Xj)∗), xi ∈ B(Xi), λjej0 = λj y ei0x
i = xi},

y para una flecha punteada γ : i0 → j0 ∈ V hacemos

V Xγ (j, i) = {λj ⊗ γ ⊗ xi | λj ∈ B((Xj)∗), xi ∈ B(Xi), λjej0 = λj y ei0x
i = xi}.

Además fijamos base EX(j, i) del Si-Sj-bimódulo HomB(Xi, Xj)
op. Tomamos

UXβ =

r⋃
i,j=1

UXβ (j, i), V Xγ =

r⋃
i,j=1

V Xγ (j, i) y EX =

r⋃
i,j=1

EX(j, i).

Por construcción se tienen isomorfismos de S-S-bimódulos

WX
0
∼=
⊕
β∈U
β∈UXβ

SβS, X∗ ⊗RW1 ⊗R X ∼=
⊕
γ∈V
γ∈V Xγ

SγS y P ∗ ∼=
⊕
ε∈EX

SεS.

Por lo tanto, tomando como flechas sólidas de Qx al conjunto UX =
⋃
β∈U U

X
β

y flechas punteadas a
(⋃

γ∈V V
X
γ

)
∪EX , se tiene que el álgebra tensorial (kQ)X

es isomorfa al álgebra de caminos kQx del carcaj Qx.
Supongamos ahora que en las bases elegidas B(Xi) el carcaj de coeficientes

de Xi es árbol y sea N un AX -módulo inescindible árbol con dimensión vectorial
dimN = (n1, . . . , nr) y base tipo árbol B(N). Para una matriz C denotamos
con cf(C) al número de coeficientes no cero de C. Sea M = FX(N). Ya que la
acción de B en M está dada por la acción de B en X ⊗S N , es claro que para
cada flecha α ∈ Q′0 se tiene

cf(Mα) =

r∑
i=1

cf(Xi
α)ni. (1.6)

Por otro lado, la acción de β ∈ U = Q′′0 en M tiene la siguiente forma (ver A.23)

BβB ⊗B (X ⊗S N) // (X ⊗S X∗)⊗B BβB ⊗B (X ⊗S N)
∼=��

X ⊗S [(X∗ ⊗R RβR⊗R X)⊗S N ]

∼=��

X ⊗S
[(⊕

β∈UXβ
SβS

)
⊗S N

]
1⊗?��

X ⊗S N,
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donde ? es la acción de
⊕

β∈UXβ
SβS en N . Por lo tanto, si dotamos a X ⊗S N

con la base {x⊗ n | n ∈ B(N) y x ∈ B(Xi) para algún i} se tiene que

cf(Mβ) =
∑
β∈UXβ

cf(Nβ). (1.7)

Denotamos con cf(M) a la suma de los valores cf(Mα) sobre todas las flechas
sólidas α que conforman a una representación M . Como M es inescindible, por
el lema 1.15 debemos mostrar que dimkM + 1 = cf(M). Usando los puntos 1.6
y 1.7 arriba tenemos que

cf(M) =
∑
α∈Q′0

cf(Mα) +
∑
β∈Q′′0

cf(Mβ) =

=
∑
α∈Q′0

(
r∑
i=1

cf(Xi
α)ni

)
+
∑
β∈U

 ∑
β∈UXβ

cf(Nβ)

 =

=

r∑
i=1

∑
α∈Q′0

cf(Xi
α)

ni +
∑
β∈UX

cf(Nβ) =

=

r∑
i=1

cf(Xi)ni + cf(N).

Ya que tanto Xi como N son módulos árbol tenemos que dimk(Xi) = cf(Xi)+1
para cada i y dimkN = cf(N) + 1, por lo que

cf(M) =

r∑
i=1

(
dimk(Xi)− 1

)
ni + dimkN − 1 =

=

r∑
i=1

(dimkX
i)ni −

r∑
i=1

ni +

r∑
i=1

ni − 1 =

=

r∑
i=1

(dimkX
i)ni − 1,

lo que termina la prueba pues dimkM = dimkX⊗SN =
∑r
i=1(dimkX

i)ni. �

De la prueba del lema anterior es claro que si se fijan bases tipo árbol B(X)
para el B-módulo de reducción X y B(N) para la AX -representación N , en-
tonces el conjunto

B(X ⊗S N) = {x⊗ n | x ∈ B(X) y n ∈ B(N)}

es base tipo árbol para el A-módulo FX(N). El siguiente resultado es una
generalización a ditálgebras de un teorema de Ringel [15].

Proposición 1.17 Sean Q un carcaj finito y A = (kQ, δ) una ditálgebra con
diferencial triangular. Si M es una representación excepcional de A entonces
M es un módulo árbol.
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Demostración. Eliminando los vértices adecuados podemos suponer que M es
una representación sincera. Procedemos de nuevo por inducción sobre la norma
de M . La afirmación es evidente para módulos excepcionales de norma cero
(módulos simples S(i)). Supongamos que el enunciado es cierto para módulos
excepcionales de norma menor o igual a `. Sea M excepcional con ||M || = `+1.
Ya que ||M || > 0, por el lema 1.10 podemos suponer que existe una flecha α :
i0 → j0 con diferencial cero. Como consecuencia del lema 1.12 la transformación
Mα no es cero, pues M es un módulo sincero. En particular α no es un lazo y la
reducción Me del módulo M , que también es excepcional, satisface ||Me|| ≤ `.
Por hipótesis de inducción Me es un módulo árbol, y ya que el módulo de la
reducción de eje X consiste en módulos árbol, por el lema 1.16 concluimos que
M = F e(Me) es árbol. �

1.6 Sucesiones que casi se dividen.

Sea K una categoŕıa Krull-Schmidt. Para dos objetos inescindibles M y N se
define el radical de Hom(M,N) como el conjunto rad(M,N) de morfismos
no invertibles de M a N . Para sumas directas M =

⊕
iMi, N =

⊕
j Nj

se consideran los morfismos f : M → N como matrices con entradas fi,j :
Mi → Nj (para ser precisos fi,j = µjfσi donde µj , σi son la proyección e
inclusión correspondientes). Por definición el radical rad(M,N) está dado por
las matrices cuyas entradas fi,j pertenecen al radical rad(Mi, Nj). Se define
el radical cuadrado rad2(M,N) como el conjunto de morfismos de la forma
gf donde f ∈ rad(M,X) y g ∈ rad(X,N) para algún objeto X. Se define el
EndK(N)-EndK(M)-bimódulo de morfismos irreducibles de M a N como

Irr(M,N) = rad(M,N)/rad2(M,N).

Un morfismo f : M → N es llamado irreducible si no es sección ni retracción,
y para cada factorización f = f ′f ′′ entonces o bien f ′ es retracción o f ′′ es
sección. Cuando M y N son inescindibles, f es irreducible si y solo si f ∈
rad(M,N)− rad2(M,N) (ver Ringel [13, 2.2]).

Se dice que un morfismo f : M → E casi se divide por la izquierda si
satisface las siguientes propiedades

a) f no es sección;

b) si h : M → Z no es sección, existe h′ : E → Z tal que h = h′f .

El morfismo f es minimal izquierdo si

c) para cada γ ∈ End(E) tal que γf = f entonces γ es un automorfismo.

Notamos que si f casi se divide por la izquierda entonces M es inescindible. Los
morfismos minimales que casi se dividen por la izquierda quedan determinados,
salvo isomorfismo, por el inescindible M . Dualmente un morfismo g : E → N
casi se divide por la derecha si satisface

a’) g no es retracción;

b’) si h : Z → N no es retracción, existe h′ : Z → E tal que h = gh′.
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El morfismo g es minimal derecho si

c’) para cada γ ∈ End(E) tal que gγ = g entonces γ es un automorfismo.

De nuevo, si g casi se divide por la derecha entonces N es inescindible. Los
morfismos minimales que casi se dividen por la derecha quedan determinados,
salvo isomorfismo, por el inescindible N . El siguiente resultado es bien conocido.
Ver por ejemplo Ringel [13]2.2(lema 3).

Lema 1.18 Supongamos que existe un morfismo minimal de K que casi se di-
vide por la izquierda que inicia en M . Sean E1, . . . , Er objetos inescindibles no
isomorfos a pares, y supongamos que tenemos morfismos fij : M → Ei para
j = 1, . . . , di con clases residuales fij en Irr(M,Ei). Entonces el morfismo

f = (fij)ij : M →
r⊕
i=1

diEi

es minimal que casi se divide por la izquierda si y solo si el conjunto {fij}dij=1

es base de Irr(M,Ei) para cada i = 1, . . . , r, y cualquier objeto inescindible E′

tal que Irr(M,E′) 6= 0 es isomorfo a Ei para algún i.

La siguiente observación será usada en la sección 3.5.

Lema 1.19 Sea Q un carcaj finito, sólido y con ordenación admisible de sus
vértices.

a) Si g : E → N es un morfismo que casi se divide por la derecha en kQ-mod
entonces existe una descomposición de la forma

E
g // N

E′ ⊕ E′′

∼=

OO

[g′ 0]

::vvvvvvvvv

donde g′ : E′ → N es un morfismo minimal que casi se divide por la
derecha.

b) Dualmente, si f : M → E es un morfismo que casi se divide por la
izquierda en kQ-mod entonces existe una descomposición de la forma

M
f //

[
f ′

0

]
$$HHHHHHHHH E

E′ ⊕ E′′

∼=

OO

donde f ′ : M → E′ es un morfismo minimal que casi se divide por la
izquierda.

Demostración. Mostramos (a), la prueba de (b) es análoga. Supongamos que
g : E → N es un morfismo que casi se divide por la derecha. Sea E la clase de
subobjetos σE′ : E′ → E de E para los que existe un epimorfismo hE′ : E → E′

tal que g = gσE′hE′ . La colección E es no vaćıa pues contiene a E. Sea E′ un
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elemento en E. Entonces gσE′ casi se divide por la derecha. En efecto, gσE′

no es retracción pues g no lo es. Supongamos que v : Z → N no es retracción.
Entonces existe t : Z → E tal que v = gt y por lo tanto v = gt = gσE′hE′t, es
decir, gσE′ casi se divide por la derecha.

Supongamos ahora que E′ es un elemento de E de dimensión mı́nima sobre
k. Entonces g′ = gσE′ es minimal. Pues si h′ : E′ → E′′ es un epimorfismo tal
que g′ = g′σ′E′′h

′ (donde σ′E′′ : E′′ → E′ es la inclusión) entonces (h′h) satisface
gσE′′(h

′h) = gσE′σ
′
E′′(h

′h) = (g′σ′E′′h
′)h = g′h = g. De esta manera E′′ es un

elemento de E, y por minimalidad dimkE
′′ ≥ dimkE

′. Por lo tanto h′ es un
automorfismo.

Sea entonces E′ ∈ E minimal. Aśı el morfismo g′ = gσE′ es irreducible
(lema 1.18) por lo que σE′ es sección (pues g no es retracción). Sean E′′ sumando
directo de E tal que E ∼= E′ ⊕ E′′ y g′′ = gσE′′ . Entonces g tiene la forma
g = (g′ g′′) y g′′ no es retracción pues g no lo es. Aśı existe h′′ : E′′ → E′ tal
que g′′ = g′h′′, por lo que el siguiente diagrama es conmutativo

E′ ⊕ E′′

(
IE′ h

′′

0 IE′′

)

��

( g′ g′h′′ )

((PPPPPPPPPPPPPP

N

E′ ⊕ E′′
( g′ 0 )

66nnnnnnnnnnnnnn

Esto termina la prueba. �

La pareja (K, E) es llamada una categoŕıa Krull-Schmidt con sucesiones
exactas cortas si K es una categoŕıa Krull-Schmidt y E es una colección de
pares (f, g) de morfismos en K tales que f es núcleo de g y g es conúcleo de
f . Por ejemplo, si Q es un carcaj finito, (kQ, δ) es una ditálgebra con dife-
rencial triangular y E es la estructura exacta asociada a (kQ, δ)-mod, entonces
((kQ, δ)-mod, E) es una categoŕıa Krull-Schmidt con sucesiones exactas cortas.
Decimos que una pareja exacta (f, g) casi se divide si f es minimal que casi
se divide por la izquierda y g es minimal que casi se divide por la derecha.

Lema 1.20 Sea Q un carcaj finito, sólido y con ordenación admisible de sus

vértices. Para una sucesión exacta 0 // M
f // E

g // N // 0 en
kQ-mod son equivalentes

a) (f, g) es un par exacto que casi se divide.

b) g es un morfismo minimal que casi se divide por la derecha.

b’) f es un morfismo minimal que casi se divide por la izquierda.

c) g es un morfismo que casi se divide por la derecha y M es inescindible.

c’) f es un morfismo que casi se divide por la izquierda y N es inescindible.

Demostración. Ver por ejemplo el teorema IV.1.13 de [1]. �

Sea (K, E) una categoŕıa Krull-Schmidt con sucesiones exactas cortas. Dada

una pareja que casi se divide M
f // E

g // N se observa que la clase de
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isomorfismo [M ] está determinada por [N ], y la clase de isomorfismo [N ] está
determianda por [M ]. Entonces denotamos a [M ] con τ [N ] y llamamos a τ [N ]
la traslación de Auslander-Reiten de [N ]. Si se descompone a E en inescin-
dibles E =

⊕r
i=1 diEi (con los Ei inescindibles no isomorfos entre śı) entonces

por el lema 1.18

dimkIrr(Ei, N) = di = dimkIrr(M,Ei).

Se define el carcaj de Auslander-Reiten Γ(K, E) de la siguiente manera.
Los vértices son las clases de isomorfismo de objetos inescindibles. Para cada
morfismo minimal que casi se divide por la derecha g :

⊕
diEi → N se agregan

dimkIrr(Ei, N) = di flechas sólidas de [Ei] a [N ]. De manera similar, para
cada morfismo minimal que casi se divide por la izquierda f : M →

⊕
diEi

se agregan dimkIrr(M,Ei) = di flechas sólidas de [M ] en [Ei]. Claramente
(Γ(K, E), τ) es un carcaj de traslación, como se define enseguida.

1.7 Carcaj de traslación y secciones.

Sea Γ un carcaj sólido. Para cada vértice x denotamos con x− al conjunto
de predecesores directos de x y con x+ al conjunto de sus sucesores directos.
Un carcaj es localmente finito si para cada vértice x el número de flechas
entre x y sus vecinos (sucesores y predecesores directos de x) es finito. Una
traslación τ del carcaj Γ es una biyección entre dos subconjuntos Γ′0 y Γ′′0 de
Γ0, tal que para cada x ∈ Γ′0 y cada y ∈ Γ0 el número de flechas de y a x es
igual al número de flechas de τ(x) a y. En particular x− = τ(x)+. Un carcaj
de traslación (Γ, τ) consiste en un carcaj sólido localmente finito Γ junto con
una traslación τ de Γ. Los vértices en Γ0 − Γ′0 son llamados proyectivos y los
de Γ0 − Γ′′0 inyectivos . Un carcaj de traslación (Γ, τ) se llama hereditario si
los predecesores directos de un vértice proyectivo son proyectivos y los sucesores
directos de un vértice inyectivo son inyectivos. La motivación principal de estas
definiciones es el carcaj de Auslander-Reiten Γ(A) de la categoŕıa de A-módulos
de una k-álgebra de dimensión finita A junto con las traslaciones de Auslander-
Reiten.

Para cada vértice x de un carcaj de traslación (Γ, τ) existe un intervalo Ix
de Z que contiene al cero tal que τ ix está definido si y solo si i ∈ Ix. La órbita
de x se define entonces como el subconjunto de Γ0 dado por Ox = {τ ix}i∈Ix .
Observamos que cada órbita Ox contiene a lo más un vértice proyectivo y a lo
más un vértice inyectivo. Si y es un elemento en Ox, es decir, si existe i0 ∈ Ix
tal que y = τ i0x, entonces Iy = Ix − i0. Por lo tanto

Oy = {τ jy}j∈Iy = {τ i−i0(τ i0x)}i∈Ix = Ox,

y el conjunto de órbitas de (Γ, τ) determina una partición de los vértices de Γ.
Se distinguen cuatro tipos de órbitas.

• Una órbita O es inyectivo-proyectiva si contiene un vértice inyectivo q
y un vértice proyectivo p. En tal caso O = {τ iq}ni=0 (con τnq = p) es un
conjunto finito.

• Una órbita O es inyectiva si contiene un vértice inyectivo q pero no
contiene vértices proyectivos. Entonces O = {τ iq}∞i=0 es un conjunto
infinito.
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• Una órbita O es proyectiva si contiene un vértice proyectivo p pero no
contiene vértices inyectivos. Entonces O = {τ−ip}∞i=0 es un conjunto
infinito.

• Una órbita O es estable si no contiene vértices inyectivos ni proyectivos.
Las órbitas estables finitas son llamadas periódicas.

La gráfica de órbitas Gob(Γ, τ) de un carcaj de traslación (Γ, τ) tiene por
vértices el conjunto de órbitas de (Γ, τ) y hay una arista entre O y O′ si existen
elementos x ∈ O y y ∈ O′ que son vecinos en Γ. Claramente Gob(Γ, τ) es una
gráfica conexa siempre que Γ sea un carcaj conexo. Un carcaj de traslación
(Γ, τ) se llama preinyectivo, posproyectivo o estable si todas sus órbitas
son inyectivas, proyectivas o estables respectivamente. Se dice que un carcaj de
traslación (Γ, τ) es propio si para cualquier vértice no proyectivo x el conjunto
x− es no vaćıo, y es llamado dirigido si Γ no contiene ciclos orientados.

Lema 1.21 Sea (Γ, τ) un carcaj de traslación propio.

a) Si x0 = τn(x0) con n > 0 entonces existe un camino de τn(x0) a x0 en Γ.

b) Si Γ es un carcaj dirigido entonces (Γ, τ) no tiene órbitas periódicas.

Demostración. Tomemos xi = τ i(x0) para i = 1, . . . , n. Ninguno de los vértices
x0, . . . , xn−1 es proyectivo, por lo que existen vértices yi (0 ≤ i < n) y flechas
αi : yi → xi para cada i. Como (Γ, τ) es de traslación, existen flechas βi :
xi+1 → yi, y la concatenación α0β0 · · ·αn−1βn−1 es un camino de τn(x0) a x0,

τnx0

βn−1// yn−1
αn−1// τn−1x0

βn−2// yn−2
αn−2// · · · β1 // y1

α1 // x1
β0 // y0

α0 // x0,

Para (b), si existe una órbita periódica por lo anterior existen caminos ćıclicos,
por lo que Γ no es dirigido. �

Una sección S de un carcaj de traslación (Γ, τ) es un subconjunto no vaćıo
de vértices S ⊂ Γ0 tal que

i) si x ∈ S no es un vértice proyectivo entonces τ(x) /∈ S,

ii) si x ∈ S y x→ m es una flecha en Γ entonces m ó τ(m) está en S.

Dualmente una cosección S de un carcaj de traslación (Γ, τ) es un subconjunto
no vaćıo de vértices S ⊂ Γ0 tal que

i’) si y ∈ S no es un vértice inyectivo entonces τ−1(y) /∈ S,

ii’) si y ∈ S y n→ y es una flecha en Γ entonces n ó τ−1(n) está en S.

Lema 1.22 Sea (Γ, τ) un carcaj de traslación propio, dirigido y hereditario.

a) Toda sección de (Γ, τ) que no contiene inyectivos es una cosección.

b) Toda cosección de (Γ, τ) que no contiene proyectivos es una sección.
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Demostración. Mostramos (b), la prueba de (a) se obtiene con argumentos
duales. Por el lema anterior (Γ, τ) no tiene órbitas periódicas. Sean S una
cosección de (Γ, τ) que no contiene proyectivos y x un elemento de S. Como
x no es proyectivo entonces τ(x) no es inyectivo y τ(x) /∈ S (pues al ser S
cosección, si τ(x) ∈ S entonces x = τ−1(τ(x)) /∈ S, contradicción). Aśı S
satisface la condición (i) de la definición de sección. Por otro lado sea x → m
una flecha en Γ. El vértice m no puede ser proyectivo pues (Γ, τ) es hereditario
y x no es proyectivo. Entonces hay una flecha τ(m) → x, por lo que τ(m) ó
m = τ−1(τ(m)) es un elemento en S. Entonces S satisface (ii) y es una sección.

�

Lema 1.23 Sean (Γ, τ) un carcaj de traslación propio, dirigido y hereditario y
S una sección (cosección) que interseca cada órbita de (Γ, τ) en exactamente un
vértice. Entonces hay una partición Γ0 = AtS tB de los vértices de Γ, donde

A = {x | τ−i(x) ∈ S para algún i ≥ 1},

B = {y | τ i(y) ∈ S para algún i ≥ 1}.

Además todo camino γ de Γ que inicia en A y termina en B pasa por un elemento
de S.

Demostración. Mostramos el caso de una sección, la prueba para cosecciones es
similar. La partición es clara pues (Γ, τ) no tiene órbitas periódicas (lema 1.21).
Para probar la segunda afirmación supongamos que γ es un camino que inicia
en A, termina en B y tal que ninguna de las flechas que lo componen inicia en
un elemento de S. Entonces una de las flechas de γ es de la forma α : x → y
con x ∈ A y y /∈ A. Mostraremos que y ∈ S.

Supongamos de lo contrario que y ∈ B, es decir, que existe j ≥ 1 tal que
τ j(y) ∈ S. Notamos primero que τ j−2(x) no puede ser proyectivo, pues Γ es
hereditario y τ j−1(y) no es proyectivo.

τ j(y)

��???
τ j−1(y)

��???
· · · y

τ j−1(x)

??���
τ j−2(x) · · · x

??����

Aśı τ j−1(x) está definido y tenemos una flecha τ j(y)→ τ j−1(x). Ya que τ j(y) ∈
S y S es sección, o bien τ j−1(x) ∈ S ó τ(τ j−1(x)) = τ j(x) ∈ S. Esto contradice
el que S interseque cada órbita en exactamente un vértice (pues τ−i(x) ∈ S).
Por lo tanto y ∈ S, lo que concluye la prueba. �

Lema 1.24 Sea (Γ, τ) un carcaj de traslación conexo y hereditario.

a) Si (Γ, τ) contiene un vértice proyectivo entonces toda órbita de (Γ, τ) con-
tiene un vértice proyectivo.

b) Si (Γ, τ) contiene un vértice inyectivo entonces toda órbita de (Γ, τ) con-
tiene un vértice inyectivo.
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Demostración. Mostramos (a), la prueba de (b) es similar. Sea B el subcon-
junto de Γ0 dado por los vértices x tales que τ i(x) es proyectivo, para algún
i ≥ 0. Por hipótesis B es no vaćıo. Supongamos que B no es el total de vértices
de Γ. Por conexidad existen y /∈ B y x ∈ B tales que y y x son vecinos en Γ.
Como y /∈ B de hecho podemos suponer que se tiene una flecha y → x. Sea
i ≥ 0 tal que τ i(x) es proyectivo. Ya que τ j(y) existe, para todo j ≥ 0 tenemos
una flecha τ i(y)→ τ i(x). Como (Γ, τ) es hereditario τ i(y) es proyectivo, lo cual
contradice el que y /∈ B. Por lo tanto B = Γ0 y se tiene el resultado. �

Sea Γ = (Γ0,Γ1, τ) un carcaj de traslación. El subcarcaj de traslación

pleno Γ̂ = (Γ̂0, Γ̂1, τ̂) determinado por un subconjunto de vértices Γ̂0 consiste

en el subcarcaj pleno Γ̂ = (Γ̂0, Γ̂1) definido sobre Γ̂0 y la restricción τ̂ de τ al

subconjunto de vértices no proyectivos Γ̂′0 dado por

Γ̂′0 = {x ∈ Γ̂0 ∩ Γ′0 | τ(x) ∈ Γ̂0}.

Los vértices no inyectivos de Γ̂ están dados por

Γ̂′′0 = {y ∈ Γ̂0 ∩ Γ′′0 | τ−1(y) ∈ Γ̂0}.

Si x es un vértice no proyectivo de un carcaj de traslación Γ = (Γ0,Γ1, τ)
entonces el subcarcaj pleno determinado por el conjunto {x, τ(x)} ∪ x− es lla-

mado malla de (Γ, τ). Un subcarcaj de traslación pleno Γ̂ de Γ es cerrado por

mallas si para cualquier vértice no proyectivo x de Γ̂ el conjunto x−
Γ̂

(prede-

cesores directos de x en el carcaj Γ̂) coincide con el conjunto x−Γ (predecesores
directos de x respecto a Γ).

Lema 1.25 Sea (Γ, τ) un carcaj de traslación y (Γ̂, τ̂) un subcarcaj de traslación
pleno cerrado por mallas de (Γ, τ).

a) Si (Γ, τ) es propio entonces (Γ̂, τ̂) es propio.

b) Si (Γ, τ) es hereditario entonces (Γ̂, τ̂) es hereditario.

c) Si (Γ, τ) tiene una ordenación admisible de sus vértices entonces (Γ̂, τ̂)
admite una ordenación admisible de sus vértices.

Demostración. El inciso (a) es claro pues si x es un vértice no proyectivo de

Γ̂ entonces x no es proyectivo en Γ y x−
Γ̂

= x−Γ 6= ∅. Para probar (b) sean p

y q vértices en Γ̂0 con una flecha q → p. Supongamos que q no es proyectivo
en (Γ̂, τ̂). En particular q no es proyectivo en (Γ, τ). Como (Γ, τ) es un carcaj
hereditario, p no es proyectivo en (Γ, τ). Aśı τ(p) ∈ q−Γ = q−

Γ̂
, por lo que p

tampoco es proyectivo en (Γ̂, τ̂). Finalmente la afirmación (c) es evidente para
cualquier subcarcaj de Γ. �

Decimos que un vértice x de Γ precede al vértice y, lo cual es denotado
mediante x � y, si existe un camino γ : x → y en Γ. Observamos que si Γ
es un carcaj sin ciclos orientados, entonces la relación de precedencia � es un
orden parcial. En efecto, � es una relación reflexiva por la existencia de caminos
triviales, transitiva por concatenación de caminos y antisimétrica pues en Γ no
hay ciclos orientados.
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Dado un carcaj finito y sólido Q se define el carcaj de traslación (ad-
misible) ZQ, y que se dibuja con la parte positva a la izquirda, de la siguiente
manera. El conjunto de vértices son las parejas (x, `) con x ∈ Q0 y ` ∈ Z. A
cada flecha a : x→ y de Q le corresponden dos series de flechas en ZQ,

(a, `) : (x, `)→ (y, `) y σ(a, `) : (y, `)→ (x, `− 1).

Claramente la biyección τ : (x, `) 7→ (x, `+ 1) es una traslación. Cada intervalo
I ⊂ Z define un subcarcaj pleno IQ de ZQ a través de los vértices de la forma
(x, `) con ` en I. En particular N0Q y (−1)N0Q son carcajes de traslación
preinyectivos y posproyectivos respectivamente. Para nuestros propósitos los
carcajes de traslación de interés son subcarcajes cerrados por mallas de algún
ZQ. El lema anterior 1.25 junto con el siguiente lema dan cuenta de algunas de
sus propiedades.

Lema 1.26 Sea Q un carcaj finito, sólido, conexo, con más de un vértice y
con una ordenación admisible de sus vértices. Entonces ZQ es un carcaj de
traslación conexo, propio y hereditario que admite una ordenación admisible de
sus vértices. En particular ZQ es un carcaj dirigido.

Demostración. Que ZQ es conexo, propio y hereditario es claro. Fijamos una
ordenación admisible x1, . . . , xn de los vértices de Q y definimos la siguiente
relación en Q0×Z: dos elementos están relacionados (xi, `) ≤ (xj ,m) si cumplen
una de las siguientes dos condiciones

i) ` < m en Z, ó

ii) ` = m y i ≤ j en Q.

Entonces ≤ es un orden lineal en los vértices de ZQ. En efecto, es transitivo,
pues si (xi1 , `1) ≤ (xi2 , `2) ≤ (xi3 , `3) y `1 < `2 ó `2 < `3 entonces `1 < `3, por
lo que (xi1 , `1) ≤ (xi3 , `3). En el caso `1 = `2 = `3 se tiene i1 ≤ i2 ≤ i3, y de
nuevo (xi1 , `1) ≤ (xi3 , `3). Es antisimétrico, pues si (xi, `) ≤ (xj ,m) ≤ (xi, `)
entonces ` = m e i ≤ j ≤ i. Además es claro que dos vértices cualesquiera
(xi, `) y (xj ,m) están relacionados, por lo que ≤ es un orden lineal.

Con la definición de flechas en ZQ dada arriba es claro que el orden ≤
definido en los vértices Q0 × Z de ZQ es admisible. �

Por los lemas 1.22 y 1.26, en el contexto del siguiente lema podemos reem-
plazar el concepto de sección por el de cosección.

Lema 1.27 Sea Q un carcaj finito, sólido, conexo y con ordenación admisible
de sus vértices. Para un subconjunto S de vértices de ZQ son equivalentes

a) S es una sección conexa de ZQ,

b) S interseca cada órbita de ZQ en exactamente un vértice, y dos elementos
(x, `), (y,m) de S son vecinos en ZQ si y solo si x, y son vértices vecinos
en Q.

En particular la gráfica subyacente de una sección conexa S de ZQ es isomorfa
a la gráfica subyacente de Q.
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Demostración. Podemos suponer que Q tiene más de un vértice, por lo que ZQ
es un carcaj de traslación propio.
Paso 1. Probamos que (b) implica (a). La primera condición (i) de la definición
de sección se satisface por hipótesis. Para mostrar la condición (ii) sea (xi, `i)→
(y,m) una flecha en ZQ con (xi, `i) en S. Por construcción de las flechas en ZQ
los vértices y y xi son vecinos en Q. Se observa que (xi, `i) tiene solamente dos
vecinos en la órbita de (y,m),

cuando xi → y en Q, cuando y → xi en Q,

(xi, `i)

��???

(y, `i − 1)

??���
(y, `i)

(xi, `i)

��???

(y, `i + 1)

??���
(y, `i)

por lo que el si en la equivalencia de (b) siempre es válido. En el primer caso se
tiene que m = `i y por lo tanto o bien (y, `i) = (y,m) ∈ S ó (y, `i−1) = (y,m−
1) = τ(y,m) ∈ S, pues por hipótesis un elemento de la órbita de (y,m) que es
vecino de (xi, `i) pertenece a S. En el segundo caso tenemos que m = `i+1 y por
la misma razón o bien (y, `i+1) = (y,m) ∈ S ó (y, `i) = (y,m−1) = τ(y,m) ∈ S.
Por lo tanto S es sección. Su conexidad es consecuencia directa de la hipótesis
en (b).
Paso 2. Mostramos que si S es una sección conexa que no contiene inyectivos y
S̃ es un subconjunto de S que también es sección, entonces S̃ = S. Supongamos
que S̃ 6= S. Entonces por conexidad existen x ∈ S − S̃ y y ∈ S̃ que son vecinos.
En el caso y → x como S̃ es sección y x /∈ S̃ se tiene τ(x) ∈ S̃ ⊆ S, lo cual
es imposible pues x ∈ S y S es sección. En el caso x → y se tiene una flecha
y → τ−1(x), por lo que τ−1(x) ∈ S̃ ⊆ S de nuevo porque S̃ es sección y x /∈ S̃.
Esto es también imposible pues en tal caso x y τ−1(x) son ambos elementos de
S. Por lo tanto S̃ = S.
Paso 3. Probamos que (a) implica (b). Probamos que si S es una sección conexa
de ZQ entonces S tiene un subconjunto Sn que satisface las hipótesis de (b).
Para dar Sn se construyen conjuntos Si sucesivamente para 1 ≤ i ≤ n. Sea
u1 un elemento arbitrario de S y hagamos S1 = {u1}. Supongamos que se ha
construido un subconjunto Si (i = |Si|) que interseca cada órbita en a lo más
un vértice y tal que dos de sus elementos (xi1 , `1) y (xi2 , `2) son vecinos si y
solo si xi1 y xi2 son vecinos en Q. Si Si no interseca todas las órbitas de ZQ
entonces existen un vértice v de ZQ tal que τ `(v) /∈ Si para todo ` ∈ Z y una
flecha us → v con us ∈ Si ⊆ S. Ya que S es una sección, o bien v ∈ S ó
τ(v) ∈ S. Tomamos ui+1 = u ó ui+1 = τ(v) dependiendo del caso y hacemos
Si+1 = Si∪{ui+1}. Observamos que por construcción de ZQ, ya que us = (x, `)
y ui+1 = (y,m) son vecinos en ZQ entonces x y y son vecinos en Q, por lo que
Si+1 tiene las mismas propiedades que Si. Por lo tanto, si ZQ tiene n órbitas
(n = |Q0|), entonces podemos construir sucesivamente un subconjunto Sn que
satisface la hipótesis de (b). Aśı por el paso 1, Sn es una sección conexa y por
el paso 2, S = Sn, es decir, S satisface (b). �

Supongamos que (Γ, τ) es un carcaj de traslación y que f : Γ0 → Z es una
función. Se dice que f es una función aditiva si para cada malla {x, τ(x)}∪x−
en Γ se satisface

f(x) + f(τ(x)) =
∑
y∈x−

f(y)(−my,x),
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donde (−my,x) es el número de flechas de y a x en Γ. Para una sección
(cosección) finita S = {xi}ni=1 de (Γ, τ) denotamos con f(S) al vector entero
(f(xi))

n
i=1.

Lema 1.28 Sea (Γ, τ) un carcaj de traslación propio, dirigido y hereditario.

a) Supongamos que S es una sección de (Γ, τ) tal que el subcarcaj pleno Q =
QS de Γ determinado por S es finito y admite una ordenación admisible
de sus vértices. Supongamos además que S no contiene inyectivos y que
interseca a cada órbita de (Γ, τ) en a lo más un vértice. Entonces τ−1S =
{τ−1(x)}x∈S también es sección de (Γ, τ), Qτ−1S ∼= QS y para cualquier
función aditiva f de (Γ, τ) se tiene

f(τ−1S) = Φ−1
Q f(S),

donde Φ−1
Q es la inversa de la matriz de Coxeter de Q respecto al orden

admisible de sus vértices.

b) Supongamos que S es una cosección de (Γ, τ) tal que el subcarcaj pleno Q =
QS de Γ determinado por S es finito y admite una ordenación admisible
de sus vértices. Supongamos además que S no contiene proyectivos y que
interseca a cada órbita de (Γ, τ) en a lo más un vértice. Entonces τS =
{τ(x)}x∈S también es cosección de (Γ, τ), QτS ∼= QS y para cualquier
función aditiva f de (Γ, τ) se tiene

f(τS) = ΦQf(S),

donde ΦQ es la matriz de Coxeter de Q respecto al orden admisible de sus
vértices.

Demostración. Vamos a probar (b), la prueba de (a) es análoga. Fijamos una
función aditiva f . Probamos primero la siguiente afirmación.
Paso 1. Supongamos que x es un elemento no proyectivo de una cosección S0 y
que x es pozo en el subcarcaj pleno QS0 que esta determina (es decir, si existe
una flecha x→ m en Γ entonces m /∈ S0). Denotemos con σxS0 al subconjunto
de Γ0 que se obtiene de S0 al reemplazar x por τ(x),

σxS0 = {τ(x)} ∪ (S0 − {x}),

y manteniendo el mismo orden de vértices. Entonces σxS0 es cosección. Por
un lado si S0 tiene a lo más un elemento de cada órbita, entonces σxS0 cumple
la misma condición. Por lo tanto para cada elemento no inyectivo y de σxS0

se tiene τ−1(y) /∈ σxS0. Por otro lado supongamos que n→ y es una flecha en
Γ y que y ∈ σxS0. Consideremos primero el caso y 6= τ(x). Entonces y ∈ S0,
y como S0 es cosección, o bien n ∈ S0 ó τ−1(n) ∈ S0. Si n ∈ S0 entonces
n 6= x pues x es pozo en QS0 , por lo que n ∈ σxS0. Supongamos entonces que
n /∈ S0, por lo que τ−1(n) ∈ S0. Si τ−1(n) 6= x entonces τ−1(n) ∈ σxS0. Y
si τ−1(n) = x entonces n = τ(τ−1(n)) = τ(x) ∈ σxS0. En cualquier caso uno
de los vértices n ó τ−1(n) pertenece a σxS0. Consideremos finalmente el caso
y = τ(x), es decir, cuando se tiene una flecha n→ τ(x) en Γ. Notamos primero
que n no es inyectivo, pues (Γ, τ) es hereditario y τ(x) no es inyectivo. Entonces
existe una flecha τ−1(n) → x. Como S0 es cosección y τ−2(n) no puede estar
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en S0 (de nuevo por ser x pozo en QS0) concluimos que τ−1(n) pertenece a S0.
Como Γ es dirigido, τ−1(n) es diferente de x por lo que τ−1(n) es un elemento
de σxS0. Esto prueba que σxS0 es cosección. Observamos que el carcaj QσxS0
se obtiene de QS0 al cambiar de orientación todas las flechas que entran a x
(ninguna flecha sale pues x es pozo en QS0 .
Paso 2. Si x es un elemento no proyectivo de una cosección S0 tal que x es pozo
del subcarcaj pleno QS0 , y QS0 admite una ordenación admisible de sus vértices,
entonces

f(σxS0) = σx(f(S0)),

donde el σx del lado derecho es la reflexión simple de vértice x asociada a QS0 .
Como el cambio S0 7→ σxS0 solo modifica el vértice x, al igual que la reflexión
σx solo cambia la entrada x, nos podemos concentrar en esta componente. Ya
que (ex, ex) = 1 pues QS0 no tiene ciclos orientados, notamos que

σx(f(S0))x = f(S0)x − 2(f(S0), ex) =

= f(x)−
∑
y∈S0

f(y)2(ey, ex) =

= f(x)− 2f(x)−
∑

y∈S0−{x}

f(y)(〈ey, ex〉+ 〈ex, ey〉).

Ahora, como x es pozo en QS0 tenemos que 〈ex, ey〉 = mx,y = 0 para todo
y ∈ S0 − {x} y como S0 es cosección se tiene que si y ∈ S0 − {x} entonces
〈ey, ex〉 = my,x 6= 0 si y solo si y ∈ x−, por lo que

σx(f(S0))x = −f(x)−
∑

y∈S0−{x}

f(y)〈ey, ex〉 =

= −f(x) +
∑
y∈x−

f(y)(−my,x) =

= f(τ(x)).

De esta manera tenemos f(σxS0) = σxf(S0).
Paso 3. Probamos (b). Sea S una cosección como en el enunciado del lema y
fijemos un orden admisible {x1, . . . , xn} de los vértices de QS . Entonces x1 es
pozo y por lo anterior S1 = σx1

S es una cosección. El subcarcaj pleno de Γ que
determina S1 admite un orden admisible (haciendo τ(x1) mayor que el resto de
los elementos de S) y tiene a x2 como pozo no proyectivo. Podemos entonces
construir S2 = σx2S1. Supongamos que hemos construido de esta manera la
cosección Si donde xi+1 es un pozo no proyectivo. Entonces Si+1 = σxi+1Si
es cosección. Sucesivamente obtenemos una cosección Sn = σxnSn−1, y por el
paso 2 y el corolario 1.7 tenemos

f(Sn) = σxnf(Sn−1) = . . . = σxnσxn−1
· · ·σx2

σx1
(f(S)) = ΦQf(S).

Como se han usado todas las reflexiones simples σx exactamente una vez, es
claro que Sn = τS y que QτS ∼= QS . Esto termina la prueba. �
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1.8 Componentes posproyectiva y preinyectiva.

Finalizamos este caṕıtulo estudiando las componentes del carcaj de Auslander-
Reiten Γ(kQ) que contienen a los kQ-módulos proyectivos (inyectivos), donde
Q es un carcaj finito, sólido, con ordenación admisible de sus vértices que no
es un diagrama de Dynkin. El siguiente resultado es bien conocido, ver por
ejemplo [2, teorema V.7.8].

Lema 1.29 Sea A una k-álgebra de dimensión finita y de tipo de representación
finito. Si M y N son A-módulos inescindibles no isomorfos entonces todo mor-
fismo no cero f : M → N es suma de composiciones de morfismos irreducibles
entre A-módulos inescindibles. En particular, existe un camino de [M ] en [N ]
en la gráfica de Auslander-Reiten Γ(A) de A-mod.

Lema 1.30 Sea A = kQ el álgebra de caminos de un carcaj finito sólido Q
con ordenación admisible de sus vértices y denotemos con P (i) al A-módulo
proyectivo inescindible Aei (con ei el camino trivial sobre el vértice i ∈ Q0).
Para cada camino γ : i → j en Q la asignación gγ : P (j) → P (i) dada por
aej 7→ aejγei es un monomorfismo de A-módulos.

i) El conjunto {gγ | γ es camino de i a j} es base de HomA(P (j), P (i)).

ii) Sea P ′(i) =
⊕

α∈Q1

s(α)=i

P (t(α)) y consideremos el morfismo g : P ′(i)→ P (i)

dado por g = [gα] α∈Q1

s(α)=i

donde gα : P (t(α)) → P (i). Si j 6= i entonces

todo morfismo no cero f : P (j)→ P (i) se factoriza a través de g.

iii) Im g es el único submódulo maximal de P (i).

Demostración. Recordamos que si M es un A-módulo y e es un idempotente
en A, entonces hay un isomorfismo de k-espacios vectoriales

Φ : HomA(Ae,M)→ eM,

definido por f 7→ f(e). Su inverso está dado por Ψ(m) : a 7→ am. Aśı

HomA(P (j), P (i)) = HomA(Aej , Aei) ∼= ejAei,

y cada morfismo gγ definido arriba corresponde a Ψ(γ). Aśı, si ordenamos
los caminos de i a j en Q, γ1, . . . , γr, entonces el conjunto gγ1 , . . . , gγr es base
de HomA(P (j), P (i)). Esto prueba (i). Más aún, si γγ̃ es un camino en Q,
entonces gγ̃(gγ(a)) = gγ̃(aγ) = aγγ̃ = gγγ̃(a). Supongamos entonces que g :
P ′(i) → P (i) es como en (ii) y que f : P (j) → P (i) es un morfismo no cero
con j 6= i. Por (i) existe una combinación lineal no cero

∑r
`=1 c`γ` tal que

f = Ψ(
∑r
`=1 c`γ`) =

∑r
`=1 c`gγ` . Para cada flecha α de origen i sea

Iα = {` ∈ {1, . . . , r} | γ` = γ̃`α para algún camino γ̃`},

y definamos hα : P (j) → P (t(α)) como hα =
∑
`∈Iα c`gγ̃` . Hacemos entonces

h = [hα]tα∈Q1

s(α)=i

: P (j)→ P ′(i) y notamos que

gh =
∑
α∈Q1

s(α)=i

gαhα =
∑
α∈Q1

s(α)=i

∑
`∈Iα

c`gαgγ̃` =
∑
α∈Q1

s(α)=i

∑
`∈Iα

c`gγ̃`α =

r∑
`=1

c`gγ` = f,

38



ya que el conjunto {Iα | α ∈ Q1, s(α) = i} es una partición de {1, . . . , r}.
Esto muestra (ii). Finalmente supongamos que M es un submódulo propio de
P (i). Como el álgebra A es hereditaria, todo sumando directo inescindible de
M es isomorfo a P (j) para algún j 6= i. Por el inciso anterior la composición
f : P (j) → M → P (i) se factoriza a través de g. Como esto es cierto para
cualquier sumando directo de M , se concluye que M está contenido en Im g.
Esto termina la prueba. �

Lema 1.31 Sean Q un carcaj finito, sólido, con ordenación admisible de sus
vértices y A = kQ la k-álgebra de caminos de Q.

a) Sea P un A-módulo proyectivo inescindible. Un morfismo de A-módulos
g : M → P es minimal derecho que casi se divide si y solo si g es un
monomorfismo y su imagen es igual a radP .

b) Sea I un A-módulo inyectivo inescindible. Un morfismo de A-módulos
f : I → M es minimal izquierdo que casi se divide si y solo si f es un
epimorfismo y su núcleo es igual a socI.

c) El carcaj de Auslander-Reiten Γ(A) de A-mod es un carcaj de traslación
hereditario.

Demostración. Probamos (a), la prueba de (b) es similar (consultar la propo-
sición IV.3.5 en [1]). Por unicidad basta probar que g : radP → P es un
morfismo minimal derecho que casi se divide. Aśı, si h : radP → radP es tal
que gh = g, entonces g(h − IdradP ) = 0 y como g es inyectivo, h = IdradP .
Por lo tanto g es minimal derecho. Supongamos entonces que v : V → P no
es retracción. Entonces v no es epimorfismo (pues P es proyectivo), por lo que
Im v es un submódulo propio de P . En vista del punto (iii) del lema 1.30, el
proyectivo P tiene un único maximal radP , por lo que v se factoriza a través
de g. Esto muestra que g es un morfismo que casi se divide por la derecha.

Probamos ahora (c). Recordamos que Γ(A)0 = indA. Además para cada
morfismo minimal que casi se divide por la derecha g :

⊕
diEi → N (con los Ei

inescindibles no isomorfos entre śı) hay di = dimkIrr(Ei, N) flechas sólidas de
[Ei] en [N ], y para cada morfismo minimal que casi se divide por la izquierda
f : M →

⊕
diEi se agregan di = dimkIrr(M,Ei) flechas sólidas de [M ] en

[Ei].
Por construcción Γ(A) es un carcaj sólido que claramente es localmente

finito. Sean ahora Γ(A)′0 el conjunto de vértices [N ] para los que existe una
pareja exacta (f, g) que casi se divide de la forma

0 // M
f // E

g // N // 0,

y Γ(A)′′0 el conjunto de elementos [M ] determinados por tales parejas. Por
definición, la traslación de Auslander-Reiten es una biyección de Γ(A)′0 en
Γ(A)′′0 . Por las equivalencias (a), (b′) y (c′) en el lema 1.20 y de la definición
de flechas en Γ(A) se sigue que la traslación de Auslander-Reiten es en efecto
una traslación de carcaj. Más aún, del teorema de existencia de sucesiones
que casi se dividen (A es una k-álgebra artiniana) el conjunto Γ(A)0 − Γ(A)′0
consiste en las clases de isomorfismo de A-módulos proyectivos inescindibles, y
Γ(A)0 − Γ(A)′′0 en las clases de isomorfismo de inyectivos inescindibles.
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Para verificar que Γ(A) es un carcaj hereditario supongamos que tenemos
una flecha [Ei] → [P ] donde [P ] es un vértice proyectivo. Entonces existe un
A-módulo E del cual Ei es sumando directo y un morfismo minimal que casi se
divide por la derecha g : E → P . Por el inciso (a) el módulo E es isomorfo al
radical radP . Por el lema 1.30(ii) todos los sumandos de E son proyectivos y
en particular [Ei] es un vértice proyectivo. Usando el inciso (b) y una versión
dual del lema 1.30 se muestra que si [I]→ [Ei] es una flecha con [I] un vértice
inyectivo, entonces [Ei] también es inyectivo. �

Lema 1.32 Sean Q un carcaj finito, sólido, conexo, con ordenación admisible
de sus vértices y A = kQ la k-álgebra de caminos de Q. Son equivalentes

a) A es de tipo de representación finito.

b) Existen un A-módulo proyectivo inescindible P y un entero n ≥ 0 tales
que τ−nP es inyectivo.

c) Existen un A-módulo inyectivo inescindible I y un entero n ≥ 0 tales que
τnI es proyectivo.

Demostración. La equivalencia de (b) y (c) es evidente. Por el lema an-
terior 1.31(c) el carcaj de Auslander-Reiten Γ(A) de A-mod es un carcaj de
traslación hereditario. Observamos que, debido a los lemas 1.30 y 1.31, el sub-
carcaj pleno CP de Γ(A) determinado por los vértices proyectivos es conexo. De
forma análoga se muestra que el subcarcaj pleno de Γ(A) determinado por los
vértices inyectivos también es conexo.

Si A es de tipo de representación finito, ya que todo A-módulo inescindible
M tiene una cubierta proyectiva P → M , del lema 1.29 se sigue que Γ(A) es
un carcaj conexo. Por la descripción de órbitas dada al inicio de la sección 1.7,
ya que toda órbita de Γ(A) es finita, entonces toda órbita es o bien periódica
o contiene un proyectivo y un inyectivo. Esto, el lema 1.24 y la existencia de
proyectivos e inyectivos en A-mod muestra que (a) implica (b) y (c).

Probamos ahora que (b) implica (a). Sea C la componente conexa de Γ(A)
que contiene a los vértices proyectivos, y que por 1.25(b) es propio y hereditario.
Por 1.21, C contiene todas las órbitas de sus elementos, y por hipótesis (b) alguna
de estas órbitas contiene un inyectivo. Por conexidad, C contiene a todos los
inyectivos. Luego, el lema 1.24 indica que todas las órbitas de C son proyectivo-
inyectivas, y por lo tanto C es un conjunto finito. Se observa finalmente que
para cualquier A-módulo inescindible M existe un elemento [N ] de C tal que
HomA(M,N) 6= 0 (ya que C contiene las clases de isomorfismo de todos los
inyectivos inescindibles). Del lema 6 en la sección 2.2 de [13] se sigue que [M ]
pertenece a C, y por lo tanto Γ(A)0 = C es un conjunto finito. �

Como referencia para el siguiente lema citamos la proposición 10.2 de Gabriel
y Roiter [5].

Lema 1.33 Sean Q un carcaj finito, sólido, conexo, con ordenación admisible
de sus vértices y A = kQ el álgebra de caminos de Q. Supongamos que kQ-mod
es de tipo de representación infinito.
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a) Existe una componente conexa P del carcaj de Auslander-Reiten de kQ-
mod que contiene a los proyectivos. Esta componente es isomorfa al carcaj
de traslación (−N0)Qop, por lo que P es un carcaj dirigido posproyectivo.

b) Existe una componente conexa I del carcaj de Auslander-Reiten de kQ-
mod que contiene a los inyectivos. La componente I es ahora isomorfa al
carcaj de traslación N0Q

op, por lo que I es un carcaj dirigido preinyectivo.

Demostración. Mostramos (a). Sean P (i) = Aei el A-módulo proyectivo
donde ei es el camino trivial (idempotente) de vértice i ∈ {1, . . . , n}. Por la
definición del carcaj de Auslander-Reiten de A-mod y como consecuencia de
los lemas 1.30(iii) y 1.31(a), el subcarcaj pleno de Γ(kQ) determinado por
[P (1)], . . . , [P (n)] es isomorfo a Qop.

Sea entonces P la componente conexa de Γ(kQ) que contiene a los proyec-
tivos. Como Γ(A) es hereditario (1.31(c)), por el lema 1.25(b) el subcarcaj P
también es hereditario. Por el lema 1.24 para todo vértice [M ] de P existe ` ≥ 0
tal que τ `[M ] es proyectivo. Además, por el lema 1.32 para cada proyectivo P (i)
existen las traslaciones τ−`[P (i)] para todo ` ≥ 0. Entonces hay una biyección
entre los vértices de P y los de (−N0)Qop dada por τ−`[P (i)] 7→ (i,−`) para i
en Q0 y ` ≥ 0. Ya que el carcaj determinado por los proyectivos es isomorfo
a Qop y por definición de traslación, la biyección anterior es un isomorfismo de
carcajes de traslación. En particular P es un carcaj dirigido posproyectivo. �

Lema 1.34 Sean Q un carcaj finito, sólido, conexo, con ordenación admisible
de sus vértices y A = kQ el álgebra de caminos de Q.

a) Si A es de tipo de representación finito entonces todo A-módulo ine-
scindible es excepcional.

b) Si A es de tipo de representación infinito entonces todo A-módulo pospro-
yectivo y preinyectivo inescindible es excepcional.

Demostración. Supongamos que M y N son A-módulos inescindibles que no
son proyectivos. Por las fórmulas de Auslander-Reiten en el caso hereditario se
tiene

Ext1
A(τM, τN) ∼= DHomA(N, τM) ∼= Ext1

A(M,N),

y si M y N no son inyectivos entonces

Ext1
A(τ−1M, τ−1N) ∼= DHomA(τ−1N,M) ∼= Ext1

A(M,N).

Ya que los A-módulos proyectivos e inyectivos inescindibles son excepcionales,
por lo anterior todos sus trasladados también lo son. Esto prueba (b) por el
lema 1.33 y (a) es consecuencia del lema 1.34. �

El siguiente lema es un caso particular del corolario IV.2.9 en [1].

Lema 1.35 Sean Q un carcaj finito, sólido, conexo, con ordenación admisible
de sus vértices y A = kQ el álgebra de caminos de Q. Supongamos que kQ-mod
es de tipo de representación infinito. Sea ΦQ la matriz de Coxeter asociada a
Q.

a) Si M es un kQ-módulo preinyectivo entonces dimτM = ΦQdimM .

b) Si N es un kQ-módulo posproyectivo entonces dimτ−1N = Φ−1
Q dimN .
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Caṕıtulo 2

Álgebras de Kronecker y
diagramas de Dynkin.

Para n ≥ 2 consideramos el carcaj Kn con dos vértices y n flechas en la misma
dirección y su matriz de incidencias MKn ,

Kn = •2

a1

��
··· an
��

•1

MKn =

(
1 0
−n 1

)
.

La n-álgebra de Kronecker generalizada es el álgebra de caminos An = kKn

del carcaj Kn. El propósito de las secciones 2.1 y 2.2 es exhibir algoritmos de
construcción de módulos excepcionales para las álgebras de Kronecker clásica
A2 y el primer caso generalizado A3 respectivamente. Los demás casos pueden
ser tratados de forma similar. Aunque estas representaciones son bien conocidas
(ver Ringel [15] y [16]), el método usado ilustra las nociones presentadas en el
caṕıtulo de preliminares. Además la categoŕıa de representaciones del álgebra
de Kronecker clásico es fundamental para la construcción de representaciones
de los demás carcajes de Dynkin extendido. En este caṕıtulo denotamos con I
a los morfismos identidad.

2.1 Álgebra de Kronecker clásica n = 2.

Consideremos primero el caso clásico A2.

K2 = •2

a1

��
a2

��
•1

MK2 =

(
1 0
−2 1

)
.

La forma cuadrática correspondiente está dada por qK2
(d1, d2) = (d1 − d2)2.

Por lo tanto el conjunto de ráıces positivas de K2 consiste en los vectores

pt2 = (t+ 1, t) y qt2 = (t, t+ 1),
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para t mayor o igual a cero. Vamos a hacer dos reducciones en el álgebra de Kro-
necker A2, cada una de ellas producirá representaciones excepcionales de vector
dimensión pt2 y qt2. Necesitaremos el siguiente lema técnico. Recordamos que
un funtor es ŕıgido si es exacto e induce isomorfismos en grupos de extensiones.

Lema 2.1 Sea B la subálgebra de A2 generada por la flecha a1 y consideremos
los B-módulos admisibles X = X1⊕Xω y Y = Y ω ⊕Y 2, donde X1, Y 2 son los
simples de vértice 1, 2 y Xω, Y ω son copias de la B-representación excepcional

k
1 // k . Fijamos bases {x1

1} de X1, {xω1 = yω1 , x
ω
2 = yω2 } de Xω = Y ω y

{y2
2} de Y 2 tales que a1x

ω
2 = xω1 y a1y

ω
2 = yω1 . Se tienen morfismos irreducibles

X1 σ // Xω = Y ω
π // Y 2 dados por

0

��

// kxω2

Xωa11

��

kyω2

Y ωa1 1

��

π2

1
// ky2

2

��
kx1

1 σ1

1 // kxω1 kyω1 // 0

Las álgebras de endomorfismos opuestas de X y Y se dividen sobre el radical,

EndB(X)op ∼= S ⊕ P y EndB(Y )op ∼= S′ ⊕ P ′,

donde P = kσ, P ′ = kπ, S = End(X1) ⊕ End(Xω) ∼= kf1 × kfω y S′ =
End(Y ω)⊕End(Y 2) ∼= kf ′ω × kf ′2. Las matrices de dimensiones vectoriales de
X y Y están dadas por

TX =

(
1 1
0 1

)
y TY =

(
1 0
1 1

)
.

En la base dual {x1
1, x

ω
1 , x

ω
2 ; (x1

1)∗, (xω1 )∗, (xω2 )∗} de X las coacciones izquierda
λ : X∗ → P ∗ ⊗S X∗ y derecha ρ : X → X ⊗S P ∗ tienen la siguiente forma,

λ(u) =

{
σ∗ ⊗ (x1

1)∗, si u = (xω1 )∗,
0, en otros casos.

ρ(z) =

{
xω1 ⊗ σ∗, si z = x1

1,
0, en otros casos.

Por otro lado, en la base dual {y1
1 , y

ω
1 , y

ω
2 ; (y1

1)∗, (yω1 )∗, (yω2 )∗} de Y las coacciones
izquierda λ′ : Y ∗ → (P ′)∗ ⊗S′ Y ∗ y derecha ρ′ : Y → Y ⊗S′ (P ′)∗ tienen la
siguiente forma

λ′(u) =

{
π∗ ⊗ (yω2 )∗, si u = (y2

2)∗,
0, en otros casos.

ρ′(z) =

{
y2

2 ⊗ π∗, si z = yω2 ,
0, en otros casos.

Más aún, los B-módulos X y Y son ŕıgidos, por lo que los funtores de reducción
FX : AX2 -mod→ A2-mod y FY : AY2 -mod→ A2-mod son funtores ŕıgidos.
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Demostración. Para la expresión de las coacciones consultar fórmulas en el
lema A.17 del apéndice. Para verificar que el funtor FX es ŕıgido recordamos
la sucesión exacta de grupos de extensiones inducida por la reducción a través
de X,

0 // Ext1
AX (M,N) // Ext1

A(FX(M), FX(N)) // Ext1
B(FX(M), FX(N)) // 0.

Ya que los módulos FX(M) y FX(N) considerados como B-módulos tienen la
forma X⊗SM y X⊗SN , y estos son módulos ŕıgidos por hipótesis, se concluye
que FX es un funtor ŕıgido. El caso FY es análogo. Las demás afirmaciones del
enunciado son claras. �

Con la notación del lema anterior, consideramos los cambios de base

(TX)tMK2
TX =

(
1 1
−1 0

)
y (TY )tMK2

TY =

(
0 1
−1 1

)
.

Sus carcajes correspondientes, que denotaremos con Kx
2 y Ky

2 , tienen la forma

•2

a ��
OO

ba′

��
•1

y •2OO

ba′

��
•1

a
ZZ

Lema 2.2 Las ditálgebras reducidas AX2 y AY2 del álgebra de Kronecker A2 son
isomorfas a (kKx

2 , δ
x) y (kKy

2 , δ
y), donde las diferenciales no nulas están dadas

por
δx(a) = ba′, δy(a) = −a′b,

y cero en las demás flechas. Los funtores de reducción FX : AX2 -mod→ A2-mod
y FY : AY2 -mod→ A2-mod tienen la siguiente forma expĺıcita en objetos respec-
tivamente,

M2

Ma ��

OO
Ma′

��
M1

7→ M2

[ 0
I ]
��

[
Ma′
Ma

]
��

M1 ⊕M2

y N2OO
Na′

��
N1

Na
XX

7→ N1 ⊕N2

[ I 0 ]

��
[Na Na′ ]

��
N1.

Demostración. Es fácil ver que las álgebras tensoriales reducidas

TS(X∗ ⊗R ka2 ⊗R X ⊕ kσ∗) y TS′(Y
∗ ⊗R ka2 ⊗R Y ⊕ kπ∗),

•ω

(xω1 )∗⊗a2⊗xω2

��
OO

σ∗(x1
1)∗⊗a2⊗xω2

��
•1

•2OO

π∗(yω1 )∗⊗a2⊗y22
��
•ω

(yω1 )∗⊗a2⊗yω2

ZZ
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son de carcaj regular. Por el lema 1.11 estas álgebras son isomorfas a kKx
2 y kKy

2

respectivamente. Calculamos ahora sus diferenciales. Ya que la diferencial del
álgebra de Kronecker A2 es cero, las diferenciales reducidas tienen la siguiente
forma,

δx(x∗ ⊗ a2 ⊗ x) = λ(x∗)⊗ a2 ⊗ x− x∗ ⊗ a2 ⊗ ρ(x),

δy(y∗ ⊗ a2 ⊗ y) = λ′(y∗)⊗ a2 ⊗ y − y∗ ⊗ a2 ⊗ ρ′(y).

Sustituyendo los valores de las coacciones y considerando que los coproductos
µ y µ′ en P ∗ y (P ′)∗ son cero, se tiene el resultado.

Para justificar el algoritmo de recuperación correspondiente a la reducción
por el módulo X descrito en el enunciado del lema, consideramos una AX2 -
representación M = (M1,M2;Ma,Ma′). Sean e1, e2 los caminos triviales de A2.
Entonces FX(M) considerado como B-módulo es X ⊗S M , y está constituido
por los espacios

e1(X ⊗S M) ∼= e1(x1
1 ⊗M1 ⊕ eω1 ⊗S M2 ⊕ xω2 ⊗S M2) ∼= M1 ⊕M2,

e2(X ⊗S M) ∼= e2(x1
1 ⊗M1 ⊕ eω1 ⊗S M2 ⊕ xω2 ⊗S M2) ∼= M2.

La acción de a1 en FX(M) está dada por la acción de a1 en Xω, es decir, por
la matriz [ 0

I ] (ver A.23). La acción de a2 se obtiene de las acciones de a y a′ en

M , por lo que corresponden a la acción de la matriz
[
Ma′
Ma

]
. De manera similar

se describe la reducción respecto a Y . �

Damos ahora algoritmos para la construcción de AX2 y AY2 representaciones
excepcionales.

Lema 2.3 a) Existe un funtor fiel, pleno y ŕıgido GX : AX2 -mod→ AX2 -mod
que incrementa dimensiones y cuya forma expĺıcita en objetos es

M2

Ma ��

OO
Ma′

��
M1

7→ M1 ⊕M2

[
0 Ma′
0 Ma

]
��

OO

[ I 0 ]

��
M1.

b) Existe un funtor fiel, pleno y ŕıgido GY : AY2 -mod → AY2 -mod que incre-
menta dimensiones y cuya forma expĺıcita en objetos es

N2OO
Na′

��
N1

Na
XX

7→ N2OO

[ 0
I ]
��

N1 ⊕N2.[
Na Na′
0 0

] XX

Demostración. Mostramos (a), la prueba de (b) es análoga. Tomamos B la
subálgebra de AX generada por la flecha a′ y usamos el lema 2.1. Observamos
primero que

(TY )tMKxTY =

(
1 1
0 1

)(
1 1
−1 0

)(
1 0
1 1

)
= MKx ,
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por lo que se espera una equivalencia de categoŕıas

(AX2 )Y -mod −→ AX2 -mod.

Para ser precisos daremos funtores fieles, plenos y ŕıgidos

AX2 -mod
F3 // (AX2 )Y -mod

F2 // (AX2 )Y -mod
F1 // AX2 -mod,

donde F1 = FY es el funtor asociado a la reducción de AX2 usando Y , F2 = F c

es inducido por un cambio de base y F3 = F r es una regularización. Para
describir F1 observamos que el carcaj del álgebra tensorial graduada (kKX)Y

es de la forma

•2

(y22)∗ay22

α ��
OO

(y22)∗byω1

β′1

OO

(y22)∗ayω2

α′1

•ω
))

(yω2 )∗ay22

α′

π∗

β

ii

33
(yω2 )∗ayω2

α1

(yω2 )∗byω1

β1

kk

en donde por claridad suprimimos los signos ⊗ del producto tensorial y damos
una notación alternativa para cada flecha (escrita en forma de denominadores
en la figura). Usando las fórmulas de coacciones dadas en el lema 2.1 se calcula
la diferencial. Los valores de la diferencial en flechas son

Flecha Diferencial Flecha Diferencial
α β ⊗ α′, β 0,
α′ 0, β1 0,
α1 β1 − α′ ⊗ β, β′1 β ⊗ β1.
α′1 β′1 + β ⊗ α1 − α⊗ β,

El funtor de reducción F1 tiene la siguiente forma expĺıcita en representaciones,
de nuevo usando la expresión de F e dada en la ecuación (1.4)

M2

Mα ��

OOOO
Mα′1

Mω
++

Mα′

kk

66
Mα1

hh

7→ M2 ⊕Mω

[
Mα Mα′1
Mα′ Mα1

]
��

OO

[0 I]

��
Mω

Antes de regularizar hacemos el siguiente cambio de base. Se definen una copia
Q̂ del carcaj Q del álgebra reducida (AX2 )Y y funciones g : Q̂→ kQ y h : Q→
kQ̂ dadas por

g(γ̂) =


γ, si γ̂ 6= β̂1, β̂

′
1,

β1 − α′ ⊗ β, si γ̂ = β̂1,

β′1 + β ⊗ α1 − α⊗ β, si γ̂ = β̂′1.
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h(γ) =


γ̂, si γ 6= β1, β

′
1,

β̂1 + α̂′ ⊗ β̂, si γ = β1,

β̂′1 − β̂ ⊗ α̂1 + α̂⊗ β̂, si γ = β′1.

Entonces las funciones g y h se extienden a morphismos de álgebras que son
inverso uno de otro. Observamos además que g y h preservan grados, por lo que
la transformación δ̂ = hδg es una diferencial. Aśı el isomorfismo de ditálgebras
h : (kQ, δ)→ (kQ̂, δ̂) induce una equivalencia de categorias F2. La diferencial δ̂
tiene la forma

Flecha Diferencial Flecha Diferencial

α̂ β̂ ⊗ α̂′, β̂ 0,

α′ 0, β̂1 0,

α̂1 β̂1, β̂′1 0.

α̂′1 β̂′1,

La equivalencia F3 es resultado de regularizar las flechas (α̂1, β̂1) y (α̂′1, β̂
′
1).

Usando la expresión anterior de F1 es claro que el funtor GX = F3 ◦ F2 ◦ F1

tiene la forma descrita en el enunciado del lema. Además, como la regularización
F3 = F r, el cambio de base F2 = F c y la semi-reducción de eje F1 = F e son
ŕıgidos, el funtor GX también lo es. �

Para una matriz M de a × b denotamos con M→ (respectivamente M←) a
la matriz de a × (b + 1) que se obtiene al agregar una columna de ceros a la
derecha (respectivamente izquierda) de M . De manera similar se definen M↑ y
M↓ agregando un renglón de ceros al principio o al final de M respectivamente.

Proposición 2.4 Para t ∈ N0 denotamos con P t2 y Qt2 a las representaciones
de A2 dadas respectivamente por las matrices

P t2 = kt

I↑

��
I↓

��
kt+1

y Qt2 = kt+1

I→

��
I←

��
kt.

Las representaciones P t2 y Qt2 (t ≥ 0) son excepcionales y forman listas comple-
tas de A2-módulos posproyectivos y preinyectivos respectivamente.

Demostración. Aplicando iteradamente los funtores GX y GY al AX2 -simple
S(1) y al AY2 -simple S(2) respectivamente se obtienen las siguientes representa-

ciones excepcionales (ver lema 2.3), que denotamos con P̃ t2 y Q̃t2. A la derecha
de cada representación se dibuja el carcaj de coeficientes correspondiente a la
base canónica.

P̃ t2 = kt
(I←)↓ ��

OO
[ 1 0...0 ]

��

•1

��������
•2oo •3 . . . •oo •t−1oo •too

k •0

Q̃t2 = kOO 0
...
1


��

•0

��������

kt

(I←)↓
XX

•1 •2oo •3 . . . •oo •t−1oo •too
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Usamos ahora los funtores de reducción FX y FY del lema 2.2 para producir

módulos excepcionales del álgebra de Kronecker clásica A2, P t2 = FX(P̃ t2) y

Qt2 = FY (Q̃t2) para t ≥ 0. Mostramos sus carcajes de coeficientes correspondi-
entes,

P t2 = kt

I↑

��
I↓

��

•1

����������

��

•2

����������

��

•3

����������

��

•t−1

···
��

•t

����������

��
kt+1 •0 •1 •2 •3 •t−1 •t

Qt2 = kt+1

I→

��
I←

��

•1

��

•2

������������
•3

������������
•t−1

��
···

•t

������������
•0

����������

kt •1 •2 •3 •t−1 •t

Observamos que sus dimensiones vectoriales son dimP t2 = pt2 y dimQt2 = qt2.
Por los lemas 1.13 y 1.14 existe una inclusión de las clases de isomorfismo de
A2-módulos excepcionales al conjunto de ráıces positivas de la forma cuadrática
qK2

. Por lo tanto la colección de módulos P t2 y Qt2 (t ≥ 0) es la lista completa de
las representaciones excepcionales de A2. Más aún, si calculamos las matrices
de Cartan CA2 y de Coxeter ΦK2 correspondientes al carcaj de Kronecker K2,

CA2 = ( 1 2
0 1 ) , ΦK2 = −CtA2

C−1
A2

=
(−1 2
−2 3

)
y Φ−1

K2
= −CA2C

−t
A2

=
(

3 −2
2 −1

)
,

notamos que
ΦK2q

t−1
2 =

(−1 2
−2 3

) (
t−1
t

)
=
(
t+1
t+2

)
= qt+1

2 ,

y de manera similar

Φ−1
K2
pt−1

2 =
(

3 −2
2 −1

) (
t
t−1

)
=
(
t+2
t+1

)
= pt+1

2 .

Usando el lema 1.35 y observando que P 0
2 y P 1

2 son A2-módulos proyectivos
inescindibles se concluye que el conjunto {P t2}t≥0 constituye una lista completa
de A2-módulos posproyectivos. De manera análoga, como Q0

2 y Q1
2 son A2-

módulos inyectivos inescindibles, el conjunto {Qt2}t≥0 es una lista completa de
A2-módulos preinyectivos. �

Por el lema 1.33 la componente posproyectiva P del carcaj de Auslander-
Reiten Γ(A2) tiene la forma

[P 0
2 ] _____

""EEEE

""EEEE
[P 2

2 ] _____

""EEEE

""EEEE
[P 4

2 ]

""EEEE

""EEEE
· · ·

[P 1
2 ] _____

<<yyyy
<<yyyy

[P 3
2 ] _____

<<yyyy
<<yyyy

[P 5
2 ] · · ·

mientras que la componente preinyectiva I tiene la siguiente forma,

· · · [Q4
2] _____

""FFFF

""FFFF
[Q2

2] _____

""FFFF

""FFFF
[Q0

2]

##FFFF

##FFFF

· · · [Q5
2] _____

<<yyyy
<<yyyy

[Q3
2] _____

<<yyyy
<<yyyy

[Q1
2].
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2.2 Primer caso generalizado n = 3.

Pasamos ahora al primer caso generalizado A3.

K3 = •2

a1

��
a2

��
a3

��
•1

MK3
=

(
1 0
−3 1

)
.

Lema 2.5 Sea C la subálgebra de A3 generada por las flechas a2 y a3 (C ∼=
A2). Sea Z = CC = Z1 ⊕ Z2 el C-módulo regular, es decir, Z1 = Ce1 es el

proyectivo simple S(1) y Z2 = Ce2 está dado por k
[ 1
0 ]
//

[ 0
1 ]
// k2 . Fijamos bases

{z1
1} de Z1 y {z2

1 , z
2
1, z

2
2} de Z2 tales que a2z

2
2 = z2

1 y a3z
2
2 = z2

1. El álgebra de
endomorfismos opuesta Γ = EndC(Z)op se divide sobre su radical Γ = S′′⊕P ′′,
donde S′′ ∼= End(Z1)⊕End(Z2) = kf ′′1 ×kf ′′2 y el radical P ′′ ∼= HomC(Z1, Z2)
es generado por un par de morfismos ν, ν : Z1 → Z2 determinados por z1

1 7→ z2
1

y z1
1 7→ z2

1. Entonces Z es un C-módulo ŕıgido y admisible. La matriz de
dimensiones vectoriales de Z está dada por

TZ =

(
1 2
0 1

)
.

Las coacciones de Z en términos de las bases elegidas tienen la siguiente forma,

λ(u) =

 ν∗ ⊗ (z1
1)∗, si u = (z2

1)∗,
ν∗ ⊗ (z1

1)∗, si u = (z2
1)∗,

0, en otros casos.

ρ(x) =

{
z2

1 ⊗ ν∗ + z2
1 ⊗ ν∗, si x = z1

1 ,
0, en otros casos.

Demostración. Todas las afirmaciones son inmediatas. �

Sean B la subálgebra de A3 generada por la flecha a1 y X, Y los B-módulos
descritos en el lema 2.1. Haremos reducciones respecto los módulos X, Y y Z.
Consideramos los cambios de base

(TX)tMK3
TX =

(
1 1
−2 −1

)
y (TZ)tMK3

TZ =

(
1 2
−1 −1

)
.

Sus carcajes correspondientes, que denotaremos con Kx
3 y Kz

3 , tienen respecti-
vamente la forma

•2
α1 ,, β1rr

OO

γβ2

��

α2

""
•1

y •2
a ,, brr

OO

c

OO

da′

��
•1
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Lema 2.6 a) La ditálgebra reducida AX3 es isomorfa a (kKx
3 , δ

x) donde los
valores no cero de la diferencial δx son

δx(α1) = γα2 y δx(β1) = γβ2.

La descripción expĺıcita del funtor de reducción en objetos M 7→ FX(M)
tiene la siguiente forma

M2
Mα1 )) Mβ1uu

OO

Mβ2

��

Mα2

&&
M1

7→ M2

[ I0 ]

��

[
Mα1

Mα2

]
��

[
Mβ1

Mβ2

]
��

M2 ⊕M1

b) La ditálgebra reducida AZ3 tiene la forma (kKz
3 , δ

z) donde los valores no
nulos de δz están dados por

δz(a) = ca′ y δz(b) = da′.

La descripción expĺıcita del funtor de reducción en objetos N 7→ FZ(N)
tiene la siguiente forma

N2

Na
**

Nb
tt
OO OO

Na′

��
N1

7→ N2

[
Na
Nb
Na′

]

��

[
0
I
0

]

��

[
I
0
0

]

��
N2 ⊕N2 ⊕N1.

Demostración. Consideramos primero la reducción AX3 . Como en el caso AX2
observamos que el álgebra tensorial TS(X∗⊗(ka2⊕ka3)⊗X⊕kσ∗) es de carcaj
regular, y por el lema 1.11 es isomorfa a kKx

3 .

•ω
(xω1 )∗a2x

ω
2

α1
++

(xω1 )∗a3x
ω
2

β1
ss
OO

σ∗

γ

(x1
1)∗a3x

ω
2

β2

��

(x1
1)∗a2x

ω
2

α2

** •1

Usando las coacciones λ y ρ de X dadas en el lema 2.1 y considerando que A3

tiene diferencial idénticamente cero, la diferencial reducida δX es como en el
enunciado. Por lo tanto AX3

∼= (kKx
3 , δ

x).
Consideramos ahora la reducción AZ3 . De manera análoga se observa direc-

tamente el isomorfismo de álgebras tensoriales

AZ3 = TS′′(Z
∗ ⊗ ka1 ⊗ Z ⊕ (P ′′)∗) ∼= kKZ

3 ,
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•2
(z21)∗a1z

2
2

a
,,

(z21)∗a1z
2
2

b
rr
OO

ν∗

d

OO

ν∗

c

(z11)∗a1z
2
2

a′

  
•1

Para calcular la diferencial reducida δZ usamos las coacciones de Z descritas en
el lema 2.5. Entonces

δZ((z2
1)∗ ⊗ a1 ⊗ z2

2) = λ((z2
1)∗)⊗ a1 ⊗ z2

2 − (z2
1)∗ ⊗ a1 ⊗ ρ(z2

2) =

= ν∗ ⊗ (z1
1)∗ ⊗ a1 ⊗ z2

2 ,

δZ((z2
1)∗ ⊗ a1 ⊗ z2

2) = λ((z2
1)∗)⊗ a1 ⊗ z2

2 − (z2
1)∗ ⊗ a1 ⊗ ρ(z2

2) =

= ν∗ ⊗ (z1
1)∗ ⊗ a1 ⊗ z2

2 ,

y

δZ((z1
1)∗ ⊗ a1 ⊗ z2

2) = λ((z1
1)∗)⊗ a1 ⊗ z2

2 + (z1
1)∗ ⊗ a1 ⊗ ρ(z2

2) = 0.

Es claro entonces que AZ3
∼= (kKz

3 , δ
z) con δz como se describe en el enunciado.

�

Lema 2.7 La subálgebra de AZ3 generada por el eje a′ es isomorfa a B por
lo que es posible reducir AZ3 respecto al B-módulo Y . Entonces existe una
equivalencia ŕıgida de categoŕıas H : AX3 -mod → (AZ3 )Y -mod. La composición
FYH : AX3 -mod→ AZ3 -mod tiene la siguiente descripción expĺıcita en objetos,

M2
Mα1 )) Mβ1uu

OO

Mβ2

��

Mα2

&&
M1

M 7→ FYH(M) M2 ⊕M1

[
Mα1 0

Mα2
0

]
��

[
Mβ1

0

Mβ2
0

]




OO OO

[ 0 I ]

��
M1

Demostración. Daremos equivalencias de categoŕıas

AX3 -mod
F2 // (AZ3 )Y -mod

F1 // (AZ3 )Y -mod,
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donde F1 es un cambio de base y F2 es el funtor asociado a regularizaciones.
Notamos que el álgebra tensorial reducida (AZ3 )Y puede ser descrita como sigue

•2

(y22)∗ay22

α1 ))

(y22)∗by22

β1uu
OO

γ2

OO

ε2

OO

γ
(yω2 )∗by22

β2

��

(yω2 )∗ay22

α2

))
•ω(yω2 )∗ayω2

α′1

44

(yω2 )∗byω2

β′1

FF

(yω2 )∗cyω1

γ1

XX
(yω2 )∗dyω1

ε1

jj

(y22)∗byω2

β′2

RR

(y22)∗ayω2

α′2

ii

donde las tres flechas punteadas del centro corresponden a los elementos γ = π∗,
γ2 = (y2

2)∗ ⊗ c ⊗ yω1 y ε2 = (y2
2)∗ ⊗ d ⊗ yω1 . Usamos las coacciones λ′ y ρ′ de

Y dadas en el lema 2.1 y consideramos la expresión general de la diferencial
reducida δzy de (AZ3 )Y ,

δzy(u⊗ w ⊗ x) = λ′(u)⊗ w ⊗ x+ σu,x(δz(w)) + (−1)|w|+1u⊗ w ⊗ ρ′(x),

para flechas w de Az3 (consultar el lema A.21 en el apéndice para la definición
de σu,x). Obtenemos los siguientes valores de la diferencial de (AZ3 )Y ,

Flecha Diferencial Flecha Diferencial
α1 γ ⊗ α2, γ 0,
β1 γ ⊗ β2, γ1 0,
α′1 γ1 − α2 ⊗ γ, ε1 0,
β′1 ε1 − β2 ⊗ γ, γ2 γ ⊗ γ1,
α2 0, ε2 γ ⊗ ε1.
β2 0,
α′2 γ2 + γ ⊗ α′1 − α1 ⊗ γ,
β′2 ε2 + γ ⊗ β′1 − β1 ⊗ γ,

Definimos una copia Q̂ del carcaj Q del álgebra reducida (AZ3 )Y y funciones

g1 : Q̂→ kQ y h1 : Q→ kQ̂ dadas por

g1(x̂) =


x, si x̂ 6= γ̂1, γ̂2, ε̂1, ε̂2,
γ1 − α2 ⊗ γ, si x̂ = γ̂1,
ε1 − β2 ⊗ γ, si x̂ = ε̂1,
γ2 + γ ⊗ α′1 − α1 ⊗ γ, si x̂ = γ̂2,
ε2 + γ ⊗ β′1 − β1 ⊗ γ, si x̂ = ε̂2,

h1(x) =


x̂, si x 6= γ1, γ2, ε1, ε2,
γ̂1 + α̂2 ⊗ γ̂, si x = γ1,

ε̂1 + β̂2 ⊗ γ̂, si x = ε1,
γ̂2 − γ̂ ⊗ α̂′1 + α̂1 ⊗ γ̂, si x = γ2,

ε̂2 − γ̂ ⊗ β̂′1 + β̂1 ⊗ γ̂, si x = ε2.

Entonces g1 y h1 se extienden a morfismos g y h de álgebras graduadas que
preservan el grado y que son inverso el uno del otro. Por lo tanto δ̂ = hδg es
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una diferencial y el isomorfismo de ditálgebras h : (kQ, δ)→ (kQ̂, δ̂) induce una
equivalencia de categoŕıas F1. La nueva diferencial tiene la siguiente forma

Flecha Diferencial Flecha Diferencial
α̂1 γ̂ ⊗ α̂2, γ̂ 0,

β̂1 γ̂ ⊗ β̂2, γ̂1 0,
α̂′1 γ̂1, ε̂1 0,

β̂′1 ε̂1, γ̂2 0,
α̂2 0, ε̂2 0.

β̂2 0,
α̂′2 γ̂2,

β̂′2 ε̂,

por lo que es posible regularizar las flechas (α̂′1, γ̂1), (β̂′1, ε̂1), (α̂′2, γ̂2) y (β̂′2, ε̂2).
Obtenemos aśı una ditálgebra isomorfa a AX3 y una equivalencia de categoŕıas

F2 : AX3 -mod→ (kQ̂, δ̂)-mod. La equivalencia buscada H es la composición de
los funtores F1 ◦ F2. �

Por los lemas anteriores tenemos funtores fieles, plenos y ŕıgidos

AX3 -mod

H

��

FX // A3-mod

(AZ3 )Y -mod
FY

// AZ3 -mod
FZ

// A3-mod.

La evaluación de los funtores anteriores en un objeto M de AX3 -mod, seguida
de la dimensión vectorial, tiene la forma (ver el lema 1.11)

dimM_

��

� // TXdimM

dimM � // TY dimM
� // TZTY dimM.

Por lo tanto, si M̂ es un A3-módulo excepcional de dimensión vectorial (a, b) y

M es un AX3 -módulo con FX(M) ∼= M̂ , entonces FZFYH(M) también es una
A3-representación excepcional, con dimensión vectorial

dimFZFYH(M) = TZTY (TX)−1dimM̂ = ( 1 2
0 1 )

[
( 1 0

1 1 )
(

1 −1
0 1

)]
dimM̂ =

= ( 1 2
0 1 )

(
1 −1
1 0

)
dimM̂ =

(
3 −1
1 0

)
dimM̂,

de manera que el algoritmo FX(M) 7→ FZFYH(M) produce una A3-represen-
tación excepcional de dimensión vectorial (3a− b, a).

En la demostración de la siguiente proposición seguiremos el proceso anterior
para construir representaciones excepcionales de A3. Hacemos a0 = 0, a1 = 1,
at+1 = 3at − at−1 para t ≥ 1 y tomamos los vectores

pt3 = (at+1, at), para t ≥ 0.
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Ya que la forma cuadrática qK3
está dada por qK3

(a, b) = a2 + b2 − 3ab, obser-
vamos que

qK3
(at+1, at) = a2

t+1 + a2
t − 3at+1at =

= (3at − at−1)2 + a2
t − 3(3at − at−1)at =

= 9a2
t − 6atat−1 + a2

t−1 + a2
t − 9a2

t + 3atat−1 =

= a2
t + a2

t−1 − 3atat−1 =

= qK3
(at, at−1).

Como qK3(p0
3) = qK3(1, 0) = 1 entonces todos los vectores pt3 (t ≥ 0) son ráıces

de la forma cuadrática qK3
. Notamos inductivamente que at+1 > 2at, pues

at+1 − 2at = (3at − at−1)− 2at = at − at−1 ≥ at − 2at−1.

En la presentación de A3-módulos posproyectivos usaremos la siguiente no-
tación. Sea Z(a) = Zb(a) la matriz cero de dimensiones a×b. Sea E(a) = Eb(a)
la matriz de a × b con elementos diagonales E(a)ii = 1 y todas las demás en-
tradas iguales a cero. Si b ≤ a entonces E(a) tiene la forma [ I0 ]. Consideramos

la concatenación vertical de matrices Cb(a) = C(a) =
[
E(a)
Z(a)

]
de dimensión

2a× b.

Proposición 2.8 Para t ∈ N denotamos con P t3 a la representación de A3 dada
por las matrices (con at+1 renglones y at columnas)

kat

Z(at−1)
C(at−1)

...
C(a1)
Z(2)
E(at)


��

 Z(at)
E(at)

Z(at+1−2at)


��

[
E(at)

Z(at+1−at)

]

��
kat+1 .

Si P 0
3 denota al A3-simple proyectivo, entonces para t ≥ 0 las representaciones

P t3 son excepcionales y forman una lista completa de A3-módulos posproyectivos.

Demostración. Primero probamos que todas las representaciones dadas son
excepcionales. Es claro que P 0

3 es excepcional, por lo que procedemos por
inducción sobre t ≥ 1. Como base inductiva, la representación P 1

3 tiene la
forma

ka1

[
Z(2)
E(a1)

]
��

 Z(a1)
E(a1)

Z(a2−2a1)


��

[
E(a1)

Z(a2−a1)

]
��

=

k[
0
0
1

]
��

[
0
1
0

]
��

[
1
0
0

]
��

ka2 k3,

y es fácil ver que EndA3
(P 1

3 ) ∼= k, por lo que P 1
3 es un módulo excepcional (su

vector dimensión dimP 1
3 = p1

3 es una ráız de qK3
). Supongamos que el módulo

P t3 es excepcional y sean M(t)1, M(t)2 y M(t)3 las matrices, de izquierda a

54



derecha, que conforman a P t3 . Consideremos la representación P̂ t3 , isomorfa a
P t3 , que se obtiene al intercambiar de posición las matrices M(t)1 y M(t)3,

P̂ t3 = kat

[
E(at)

Z(at+1−at)

]

��

[
Z(at)
E(at)

Z(at+1−2at)

]

��



Z(at−1)
E(at−1)

Z(at−1−at−2)
Z(at−2)
C(at−2)

...
C(a1)
Z(2)
E(at)


��

kat ⊕ k2at−at−1 .

De esta manera, usando el lema 2.6(a), tenemos que P̂ t3 = FX(M) donde M es
la AX3 -representación dada por

kat
Z(at) **

 Z(at−1)
E(at−1)

Z(at−1−at−2)

tt
OO



Z(at−2)
C(at−2)

...
C(a1)
Z(2)
E(at)






[
E(at)

Z(at+1−2at)

]

��
k2at−at−1 .

Entonces M es excepcional pues FX es un funtor fiel, pleno y ŕıgido. Aplicamos
ahora la composición FYH descrita en el lema 2.7 al AX3 -móduloM para obtener
un AZ3 -módulo excepcional N = FYH(M),

kat+1

 Z(at)
E(at)

Z(at+1−2at)


  



Z(at−1)
E(at−1)

Z(at−1−at−2)
Z(at−2)
C(at−2)

...
C(a1)
Z(2)
E(at)

~~
OO OO

[ 0 I ]

��
k2at−at−1

= kat+1

 Z(at)
E(at)

Z(at+1−2at)


  



Z(at−1)
C(at−1)
C(at−2)

...
C(a1)
Z(2)
E(at)

~~
OO OO

[ 0 I ]

��
k2at−at−1
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Finalmente, usando el algoritmo N 7→ FZ(N) descrito en el lema 2.6(b) obte-
nemos la siguiente representación de A3,

kat ⊕ kat+1−at

Z(at) 0
E(at) 0

Z(at+1−2at) 0
Z(at−1) 0
C(at−1) 0

...
...

C(a1) 0
Z(2) 0
E(at) 0

0 Iat+1−at


��


0 0

Iat 0
0 Iat+1−at

0 0



��


Iat 0
0 Iat+1−at

0 0

0 0



��
(kat+1)⊕ (kat+1)⊕ kat+1−at .

Observamos que at+1− 2at + at−1 = 3at− at−1− 2at + at−1 = at, por lo que en
la matriz de la izquierda la concatenación vertical E(at)|Z(at+1 − 2at)|Z(at−1)
es igual a C(at). Además, la suma directa de la parte inferior de esta matriz
E(at)⊕Iat+1−at corresponde a la matriz E(at+1). La anterior coincide entonces

con la representación P t+1
3 dada por

kat+1

Z(at)
C(at)
C(at−1)

...
C(a1)
Z(2)

E(at+1)


��

 Z(at+1)
E(at+1)

Z(at+2−2at+1)



��

[
E(at+1)

Z(at+2−at+1)

]

��
kat+2 ,

por lo que P t+1
3 también es un A3-módulo excepcional. Lo anterior termina con

el paso inductivo.
Calculamos ahora la matriz de Cartan CA3

y la inversa de la matriz de
Coxeter Φ−1

K3
correspondientes al carcaj de Kronecker generalizado K3,

CA3 = ( 1 3
0 1 ) y Φ−1

K3
= −CA2C

−t
A2

=
(

8 −3
3 −1

)
.

Notamos que

Φ−1
K3
pt−1

3 =
(

8 −3
3 −1

)
( at
at−1 ) =

(
8at−3at−1

3at−at−1

)
=
(

3at+1−at
at+1

)
=
( at+2
at+1

)
= pt+1

3 .

Usando el lema 1.35 y observando que P 0
3 y P 1

3 son A3-módulos proyectivos
inescindibles, se concluye que el conjunto {P t3}t≥0 constituye una lista completa
de A3-módulos posproyectivos. �

La componente preinyectiva puede tratarse de forma análoga cambiando Z
por la suma directa de A3-módulos inyectivos. Por el lema 1.33 las componentes
posproyectiva P y preinyectiva I del carcaj de Auslander-Reiten Γ(A3) tienen
respectivamente la forma

[P 0
3 ] _____

""EEEE

""EEEE

""EEEE
[P 2

3 ] _____

""EEEE

""EEEE

""EEEE
[P 4

3 ]

""EEEE

""EEEE

""EEEE
· · ·

[P 1
3 ] _____

<<yyyy
<<yyyy
<<yyyy

[P 3
3 ] _____

<<yyyy
<<yyyy
<<yyyy

[P 5
3 ] · · ·
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y

· · · [Q4
3] _____

""FFFF

""FFFF

""FFFF
[Q2

3] _____

""FFFF

""FFFF

""FFFF
[Q0

3]

##FFFF

##FFFF

##FFFF

· · · [Q5
3] _____

<<yyyy
<<yyyy
<<yyyy

[Q3
3] _____

<<yyyy
<<yyyy
<<yyyy

[Q1
3].

Las presentaciones de los A3-módulos posproyectivos corresponden con aquellas
dadas por Ringel en la proposición 3 de [15]. Los carcajes de coeficientes para
los casos P 1

3 , P 2
3 y P 3

3 se encuentran en [15] después de tal proposición.

2.3 Gráfica de Auslander-Reiten de un carcaj de
Dynkin.

Se dice que un carcaj finito y sólido Q es un carcaj de Dynkin (simplemente
enlazado) si la gráfica subyacente de Q es isomorfa a uno de los diagramas de
la tabla 2.1. Sea Q un carcaj finito, conexo y sólido. Un resultado fundamental
en la teoŕıa de repesentaciones de carcaj señala que las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

a) El carcaj Q es de Dynkin.

b) La categoŕıa kQ-mod es de tipo de representación finito.

c) La forma cuadrática qQ es positiva definida.

Además, dim da una biyección entre clases de isomorfismo de A-módulos ines-
cindibles y las ráıces positivas de qQ (teorema 13 en [13, sección 2.4]).

Notación Gráfica valuada

An (n ≥ 1) '&%$ !"#1 1 1 . . . 1 '&%$ !"#1

Dn (n ≥ 4) 1 [[[[[
2 2 . . . 2 '&%$ !"#2 1

1
ccccc

E6

'&%$ !"#2

1 2 3 2 1

E7

2

'&%$ !"#2 3 4 3 2 1

E8

3

2 4 6 5 4 3 '&%$ !"#2

Tabla 2.1: Diagramas de Dynkin simplemente enlazados ∆. El vector entero
indicado por los vértices es la ráız positiva máxima w0 de la forma cuadrática
correspondiente (respecto al orden parcial en Zn dado por x > y siempre que
x − y sea un vector positivo). Se marcan en ćırculo los vértices excepcionales
de w0, es decir, los vértices i tales que la derivada parcial (∂/∂i)q∆(w0) es cero.
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En esta sección describimos la categoŕıa de módulos de un carcaj de Dynkin.
Sea A0 = k∆ el álgebra de caminos de un carcaj de Dynkin ∆ y consideremos
la gráfica de Auslander-Reiten Γ(A0) de la categoŕıa de A0-módulos.

Lema 2.9 Existe una partición en secciones de la gráfica de Auslander-Reiten
Γ(A0),

Γ(A0) = S0 t S1 t . . . t Sn,

tal que S0 está formada por las clases de isomorfismo de A0-módulos proyectivos
inescindibles, τSi+1 ⊆ Si para 0 ≤ i < n y todo vértice en Sn es la clase de
isomorfismo de algún A0-módulo inyectivo inescindible. En particular Γ(A0) se
puede identificar con una subgráfica cerrada por mallas de N0∆op.

Demostración. Sea S0 el conjunto de clases de isomorfismo de A0-módulos
proyectivos inescindibles. Tomamos por representantes los módulos P (x) =
Aex, donde ex es el camino trivial de vértice x.
Paso 1. El subconjunto de vértices S0 es una sección de Γ(A0). La primera
condición (i) se satisface por vacuidad, pues S0 no contiene vértices no proyec-
tivos. Sea entonces [P ] → [M ] una flecha en con [P ] en S0 y supongamos que
[M ] no está en S0. Entonces existe una flecha τ [M ] → [P ], y como Γ(A0) es
hereditario, τ [M ] pertenece a S0.

Supongamos ahora que se han construido secciones S0, . . . ,Si tales que
τS`+1 ⊆ S` para cada 0 ≤ ` < i.
Paso 2. Definimos Si+1 = {[M ] ∈ indA0 | τ [M ] ∈ Si} y probamos que Si+1 es
sección. Primero, si [M ] ∈ Si+1 entonces τ [M ] ∈ Si, por lo que τ(τ [M ]) /∈ Si, es
decir, τ [M ] /∈ Si+1. Segundo, sea [M ]→ [X] una flecha con [M ] ∈ Si+1. Como
[M ] no es vértice proyectivo (pues τ [M ] ∈ Si) entonces [X] no es proyectivo
(por ser Γ(A0) hereditario). Por lo tanto tenemos una flecha τ [M ]→ τ [X] con
τ [M ] ∈ Si, que es sección. Aśı, o bien τ [X] ∈ Si (y en tal caso [X] ∈ Si+1) o
bien τ(τ [X]) ∈ Si (en cuyo caso τ [X] ∈ Si+1).

Como Γ(A0) tiene un número finito de vértices se construyen de esta manera
secciones

S0,S1, . . . ,Sn−1,Sn,

donde Sn consiste solo en clases de isomorfismo de A0-módulos inyectivos in-
escindibles.
Paso 3. Las secciones S0, . . . ,Sn son una partición del conjunto de vértices de
Γ(A0). Se muestra por inducción en i que Si ∩ Sj = ∅ para 0 ≤ i < j ≤ m.
La base inductiva S0 ∩ Sj = ∅ para 0 < j ≤ n es clara por definición. Si
[M ] ∈ Si+1 ∩ Sj entonces τ [M ] ∈ Si ∩ Sj−1, que es un conjunto vaćıo por
hipótesis inductiva. Se observa finalmente que todo [M ] ∈ indA0 pertenece
a Si para algún 0 ≤ i ≤ n. Pues por la existencia de cubiertas proyectivas
existen un proyectivo inescindible P y un morfismo no cero P → M . Por el
lema 1.29 existe un camino de [P ] a [M ] en Γ(A0). Por lo tanto [M ] pertenece
a la componente conexa que contiene a los proyectivos, y por el lema 1.24,
[M ] = τ−i[P ′] para algún entero no negativo i y un proyectivo inescindible P ′,
es decir, [M ] ∈ Si. �

Si w es un vértice del carcaj de traslación (Γ, τ) denotamos con ConL(w)
al conjunto de vértices x en Γ tales que x ≺ w y con ConR(w) al conjunto
de vértices y en Γ tales que w ≺ y. Además denotamos con ConL0(w) al
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conjunto de vértices x en ConL(w) tales que o bien x es inyectivo ó τ−1(x) /∈
{w} ∪ConL(w). De forma análoga ConR0(w) es el conjunto de vértices y en
ConR(w) tales que o bien y es proyectivo ó τ(y) /∈ {w} ∪ConR(w).

Lema 2.10 Sea Q un carcaj finito, sólido, conexo, con una ordenación admisi-
ble de sus vértices y sea Γ un subcarcaj de traslación conexo cerrado por mallas
de ZQ. Sea w un vértice de Γ.

a) El conjunto SL = {w}∪ConL0(w) es la única cosección conexa contenida
en {w} ∪ConL(w) que contiene el vértice w.

b) El conjunto SR = {w} ∪ConR0(w) es la única sección conexa contenida
en {w} ∪ConR(w) que contiene el vértice w.

Demostración. Mostramos (a), la prueba de (b) es similar. Notamos que Γ es
un carcaj hereditario por los lemas 1.25 y 1.26.
Paso 1. Verificamos primero que SL es cosección. La condición (i) en la defi-
nición de cosección dice que si x ∈ SL y x no es inyectivo entonces τ−1(x) /∈
SL. Esta condición es evidente en el conjunto SL = {w} t ConL0(w) por su
definición. Para mostrar la condición (ii) consideramos una flecha x → s con
s ∈ SL. Debemos mostrar que uno de los vértices x ó τ−1(x) pertenece a SL.
Caso s = w. Si x es inyectivo entonces x ∈ ConL0(w). Si x no es inyectivo se
tiene que τ−1(x) /∈ ConL(w) pues el carcaj Γ es dirigido (lemas 1.25 y 1.26). Por
definición de ConL0(w) se tiene entonces x ∈ ConL0(w) ⊂ SL. Caso s 6= w.
Por hipótesis s ≺ w y por transitividad x ≺ w, es decir, x ∈ ConL(w). Supon-
gamos que x /∈ SL, por lo que x no es inyectivo y τ−1(x) ∈ ConL(w). Si
τ−1(x) es inyectivo entonces pertenece a SL y terminamos. Si no es inyec-
tivo entonces s no es inyectivo (pues Γ es hereditario) y τ−1(s) no pertenece a
ConL(w) (pues s ∈ SL). Por lo tanto, como τ−1(s) ≺ τ−2(x), se concluye que
τ−2(x) /∈ ConL(w) y entonces τ−1(x) ∈ SL.
Paso 2. Mostramos ahora la conexidad. Si γ : u → w es un camino no trivial
en Γ que inicia en ConL0(w), entonces todos los vértices de γ distintos de w
están contenidos en el conjunto ConL0(w). En efecto, como u 6= w el camino
γ se factoriza como γ = γ′α, donde α : u → u′ es una flecha y γ′ : u′ → w es
un camino (posiblemente trivial). Si u′ = w no hay nada que hacer. Si u′ 6= w
entonces u′ ∈ ConL(w). Si u′ es inyectivo, todos los puntos de γ′ también lo son
(por ser Γ hereditario) y entonces están en ConL0(w). Si no, tampoco u lo es.
Luego τ−1(u′) no puede pertenecer a ConL(w), pues en tal caso τ−1(u′) ≺ w,
lo cual es imposible ya que τ−1(u) ≺ τ−1(u′) y u ∈ ConL0(w). Por lo tanto
u′ pertenece a ConL0(w). Aplicando este argumento sucesivamente se tiene
que todo camino que inicia en ConL0(w) y termina en w está contenido en
ConL0(w). En particular SL es una cosección conexa.
Paso 3. Probamos finalmente la unicidad. Supongamos que S es una cosección
conexa contenida en {w} ∪ConL(w). Por el lema 1.27 tanto S como SL inter-
secan cada órbita de Γ en exactamente un vértice. Por la construcción de SL,
para cada s ∈ S existe un entero no negativo h(s) tal que τ−h(s)(s) ∈ SL. Sea
sw el elemento de S tal que

τ−h(sw)(sw) = w.

Mostraremos por inducción que h(s) ≤ h(sw) para cualquier s ∈ S. Por los
lemas 1.26 y 1.27 podemos ordenar los elementos sL1 , . . . , s

L
n de SL (y en con-

secuencia las órbitas de Γ y los elementos s1, . . . , sn de S) de manera que el
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orden aśı dado al subcarcaj pleno QSL determinado por SL es admisible. Por
definición, τ−h(si)(si) = sLi para i ∈ {1, . . . , n}. Como w es el único pozo en
SL se tiene que w = sL1 es el menor elemento de SL, y aśı s1 = sw es el menor
elemento de S y h(s1) = h(sw). Supongamos que la afirmación es cierta para
s1, . . . , s` con ` < n. Ya que SL es conexo y sL`+1 no es pozo de SL, existe

i ∈ {1, . . . , n} tal que sL`+1 está conectado con sLi por una flecha sL`+1 → sLi .
Como el orden en QSL es admisible, i ≤ `. De nuevo por el lema 1.27 se tiene
entonces que s`+1 está conectado con si por una flecha dentro de S.
Caso s`+1 → si. Ya que Γ es hereditario y τ−h(si)(si) está definido, existe una

flecha τ−h(si)(s`+1)→ τ−h(si)(si) = sLi . Como sLi pertenece a la cosección SL,
o bien τ−h(si)(s`+1) ∈ SL ó τ−h(si)−1(s`+1) ∈ SL. En el segundo caso se tendŕıa
una flecha sLi → sL`+1, lo cual es imposible pues tenemos una flecha sL`+1 → sLi
y Γ es dirigido. Entonces sL`+1 = τ−h(si)(s`+1), es decir, h(s`+1) = h(si) y por
hipótesis inductiva h(s`+1) = h(si) ≤ h(sw).
Caso si → s`+1. En este caso existe una flecha τ−h(s`+1)(si)→ τ−h(s`+1)(s`+1),

de nuevo pues τ−h(s`+1)(s`+1) = sL`+1 está definido y Γ es hereditario. Como sL`+1

está en la cosección SL, entonces o bien τ−h(s`+1)(si) ∈ SL ó τ−h(s`+1)−1(si) ∈
SL. Ahora el primer caso es imposible pues se tendŕıa un flecha sLi → sL`+1.

Entonces τ−h(s`+1)−1(si) = sLi por lo que h(s`+1) + 1 = h(si) ≤ h(sw), es decir,
h(s`+1) < h(sw), lo cual termina el paso inductivo.

Supongamos entonces que S es una cosección conexa contenida en {w} ∪
ConL(w) y tal que contiene a w. Por lo anterior, para cualquier s ∈ S se tiene
que 0 ≤ h(s) ≤ h(sw) = 0, es decir, S = SL. Esto termina la prueba. �

Dados un conjunto Λ = {1, . . . , z} y una función r : Λ → N se introduce el
carcaj estrella (ver Ringel [13]) Tr cuyos brazos se indexan sobre Λ, el brazo
de ı́ndice ` de longitud r(`). Se obtiene de copias disjuntas de carcajes de tipo
Ar(`) (` ∈ Λ) escogiendo un vértice final de cada Ar(`) e identificando todos
estos puntos en un único vértice, el centro de estrella. Usualmente se denota
Tr mediante Tr(1),...,r(z) y el conjunto de enteros r(1), . . . , r(z) es llamado orden
de la estrella. Si r(`) = 1 para algún ` ∈ Λ entonces el brazo correspondiente es
invisible, por lo que nos interesan brazos de longitud mayor o igual a dos.

Diremos que un carcaj de tipo An es linealmente orientado si todas las
flechas apuntan en la misma dirección. Un ala de vértice w0 en un carcaj de
traslación (Γ, τ) es un subcarcaj cerrado por mallas θ(n) isomorfo a la gráfica
de Auslander-Reiten Γ(An) del carcaj An linealmente ordenado con n ≥ 2,
en el cual w0 es el único vértice proyectivo-inyectivo. En la siguiente figura se
muestran alas de orden 3 y 7.

w0

θ(3)=

θ(7)=

w0

������� ???????

����????

���������������������

�����������������

��������������

�����������

�������
����

????

???????

???????????

??????????????

?????????????????

?????????????????????

Un vértice x de (Γ, τ) es llamado vértice ala si todo vecino de x pertenece a
un ala de (Γ, τ) de vértice x.
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Lema 2.11 Sea Q un carcaj finito, sólido, conexo y con una ordenación ad-
misible de sus vértices. Entonces el vértice (x, i) de ZQ es ala si y solo si Q es
isomorfo a un carcaj estrella con centro x.

Demostración. Por el lema 2.10 el subconjunto SL = {(x, i)} ∪ConL0((x, i))
es una cosección conexa de ZQ. Por el lema 1.27 la subgráfica plena QSL
determinada por SL tiene la misma gráfica subyacente que Q. Si (x, i) es un
vértice ala entonces QSL es un carcaj estrella (con todas la flechas en dirección
al centro de estrella (x, i)), por lo que Q es también carcaj estrella con centro x.
Para la otra implicación supongamos que Q es un carcaj estrella Tr(1),...,r(z) con
centro x. Sea i un entero arbitrario. A un brazo de ı́ndice ` le corresponde un
subcarcaj de traslación pleno ZAr(`) de ZQ, correspondiente al carcaj de tipo
Ar(`), y por lo tanto un ala θ(r(`)) de vértice (x, i). Si (y, j) es vecino de (x, i)
en ZQ, entonces y es vecino de x en Q, por lo que y pertenece a algún brazo de
Q, digamos de ı́ndice `. Por lo tanto (y, j) pertenece al ala θ(r(`)) y el vértice
(x, i) es ala. �

Como puede observarse todo carcaj de Dynkin ∆ es un carcaj estrella. El
orden de la estrella, llamado también tipo (tubular) del diagrama de Dynkin
∆, se muestra en la siguiente tabla. Solo en el caso An (n ≥ 2) el tipo depende
de la orientación de las flechas. Fijando un punto extremo x de An se cuenta
el número de flechas p de An que apuntan en dirección a x y sea q el número
de flechas que apuntan en la otra dirección. Cambiando de elección de punto
extremo si es necesario podemos suponer que p ≥ q. Entonces n = p + q + 1 y
el tipo tubular de An se define como (p + 1, q + 1). El centro de estrella de
un carcaj de Dynkin ∆ es el centro de ∆ visto como carcaj estrella T.

Diagrama de Dynkin Tipo del diagrama
An1+n2−1 Tn1,n2

Dn+2 Tn,2,2
E6 T3,3,2

E7 T4,3,2

E8 T5,3,2

Tabla 2.2: Diagramas de Dynkin ADE, n ≥ 2 y n1, n2 ≥ 1. A la derecha sus
tipos tubulares correspondiente, n2 ≥ n2 ≥ n1 ≥ 1. Recordamos que Tn1

es
notación alternativa a Tn1,n2

si n2 = 1, aśı como Tn1,n2
es alternativa a Tn1,n2,1.

Recordamos que un A-módulo M se dice que es generado por un A-módulo
W si existe un epimorfismo

⊕r
i=1W → M para una suma directa finita de

copias de W , y cogenerado por W si existe un monomorfismo M →
⊕r

i=1W .

Lema 2.12 Sea A0 el álgebra de caminos de un carcaj de Dynkin ∆. Sea W un
A0-módulo inescindible sincero, tal que la clase de isomorfismo [W ] pertenece
a la órbita de Γ(A0) correspondiente al centro de estrella de ∆ en los casos
Dn (n ≥ 4) y Em (m = 6, 7, 8). Entonces [W ] es un vértice ala de Γ(A0).
Además todo A0-módulo en ConL([W ]) es cogenerado por W y todo módulo en
ConR([W ]) es generado por W .

Demostración. Por el lema 2.9 el carcaj Γ(A0) está contenido en Z∆op. Por
hipótesis y el lema 2.11, [W ] es un vértice ala en Z∆op. Basta observar entonces
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que las alas de [W ] en Z∆op están contenidas en Γ(A0). Esto es consecuencia
del lema 1.29, pues W es un A0-módulo sincero por lo que existen morfismos no
cero de cada proyectivo inescindible P en W , y por lo tanto caminos de [P ] en
[W ] contenidos en Γ(A0).

Queremos ahora probar que todo A0-módulo en ConR([W ]) es generado
por W (la prueba de que todo A0-módulo en ConL([W ]) es cogenerado por W
es dual). Procedemos por pasos. Primero mostraremos que basta con verificar
la siguiente afirmación (∗), después se muestra que la afirmación es cierta en los
carcajes ala y por último usamos el que [W ] es vértice ala para mostrar que la
afirmación se satisface en el caso general.

∗) Sea P un A0-módulo proyectivo inescindible y supongamos que se tiene
un morfismo no cero f : P → N donde [N ] es un vértice en ConR([W ]).

Entonces existen morfismos P
h
//⊕r

i=1W g
// N tales que f = gh.

Paso 1. Supongamos que la afirmación (∗) es cierta y que N es un A0-módulo
tal que [N ] es un vértice en ConR([W ]). Entonces N es generado por W .
Consideremos una cubierta proyectiva de N ,

⊕z
j=1 P

j f=[ f1 ... fz ] // N,

donde cada P j es proyectivo inescindible. Por hipótesis cada morfismo fj se
factoriza a través de alguna suma directa

⊕rj
i=1W , digamos fj = gjhj (con

j ∈ {1, . . . , z}), por lo que si definimos los siguientes morfismos,

⊕z
j=1 P

j

h=


h1 0

...
0 hz

 ''PPPPPPPPPPP

f=[ f1 ... fz ] // N

⊕z
j=1

(⊕rj
i=1W

)
,

g=[ g1 ... gz ]

88rrrrrrrrrrrr

se tiene que f = gh. Ya que f es epimorfismo, g es también epimorfismo por lo
que N es generado por W .
Paso 2. Consideremos un ala θ(n) de vértice [W ] en la gráfica de Auslander-
Reiten Γ(A0). Entonces todo morfismo entre representantes de un vértice pro-
yectivo de θ(n) y un vértice inyectivo de θ(n), que es composición de morfismos
irreducibles, se factoriza a través de W . En el siguiente diagrama damos un
ala θ(n) de orden n de vértice W = W1,n. Para cada vértice se ha elegido un
representante de clase Wi,j con 1 ≤ i ≤ j ≤ n. La diferencia ` = j − i, que
será llamada nivel del vértice [Wi,j ], corresponde al `-ésimo renglón de θ(n),
enumerados de 0 a n − 1 de abajo hacia arriba. Diremos además que la suma
de los niveles de los vértices por los que pasa un camino γ contenido en θ(n) es
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el nivel del camino γ.

W1,n

��?????

W1,n−1

??�����

��?????
W2,n

��?????

W1,n−2

??�����
W2,n−1

···

??�����
W3,n

···

W1,2

···

��?????
W2,3

···

···

Wn−2,n−1

···

��?????
Wn−1,n

��?????

W1,1

??�����
W2,2

??�����
Wi,i

···

Wn−1,n−1

??�����
Wn,n.

Supongamos que f es un morfismo no cero f : W1,i0 → Wj0,n (para algunos
1 ≤ i0, j0 ≤ n) que es composición de morfismos irreducibles fα y sea γ el
camino correspondiente. Observamos que si i0 = n ó j0 = 1 no hay nada
que hacer (pues W = W1,n), por lo que podemos suponer que 1 ≤ i0 < n y
1 < j0 ≤ n. Supongamos que [Wi,j ] con 1 < i ≤ j < n es un vértice de nivel
minimal por el que pasa el camino γ. Por minimalidad [Wi,j ] pertenece a una
malla de la forma

[Wi−1,j+1]
β′

))SSSS

[Wi−1,j ]

α′ 55kkkk

α ))SSSSS
[Wi,j+1]

[Wi,j ]
β

55kkkkk

donde la composición βα es un subcamino de γ. Como θ(n) es un subcarcaj
cerrado por mallas de la gráfica de Auslander-Reiten Γ(A0), a esta malla le
corresponde una sucesión que casi se divide en A0-mod de la forma,

0 // Wi−1,j

[
fα′
fα

]
// Wi−1,j+1 ⊕Wi,j

[ fβ′ −fβ ]// Wi,j+1 // 0.

Ya que f = f ′fβfαf
′′ para algunos morfismos f ′ y f ′′, se tiene que f =

f ′fβ′fα′f
′′, por lo que a f se le puede asociar un camino γ′ cambiando el sub-

camino βα por el subcamino β′α′. Observamos que el nivel S ′ de γ′ es mayor
estricto que el nivel S de γ (de hecho S ′ = S + 2).

Por lo anterior un camino γ̃ : [W1,i0 ] → [Wj0,n] tiene nivel máximo entre
todos los caminos de [W1,i0 ] a [Wj0,n] si y solo si ninguno de los vértices [Wi,j ]
con 1 < i ≤ j < n por los que pasa γ̃ tiene nivel minimal. Claramente esto
es equivalente a que el camino γ̃ sea el único camino de [W1,i0 ] a [Wj0,n] que
pasa por [W ]. Aśı, por el cambio de factorización f = f ′fβfαf

′′ = f ′fβ′fα′f
′′

asociado al cambio de camios γ 7→ γ′, se tiene que a todo morfismo f que es
composición de irreducibles le corresponde un camino γ̃ de nivel máximo, por
lo que se factoriza a través de W .
Paso 3. Mostramos finalmente la afirmación (∗). Sea f : P → N un morfismo
no cero con P proyectivo inescindible y [N ] ∈ ConR([W ]). Por el lema 1.29
existen morfismos no cero f1, . . . , fr : P → N con f = f1 + · · ·+ fr y tales que
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cada fi es composición de morfismos irreducibles. En particular a cada fi le
corresponde un camino γi de [P ] en [N ].

[W ]
ConR([W ])ConL([W ])

[N ][P ]

Ala θ(n2) de orden n2 = 3

Ala θ(n1) de orden n1 = 5

?????????????????????

���������������������

���������������������

????
???????

???????????

????����

�����������

�������

����

Como se muestra en el lema 2.10 el conjunto SL = {[W ]} ∪ ConL0([W ]) es
cosección conexa de Γ(A0) y SR = {[W ]} ∪ConR0([W ]) es sección conexa de
Γ(A0). Ya que Γ(A0) es propio, dirigido y hereditario, por el lema 1.23 cada
camino γi pasa por un vértice de la cosección SL y un vértice de la sección
SR. Por lo tanto el camino γi entra y sale de un ala θ(ni) de vértice [W ], y
por el paso 2 el morfismo fi se factoriza a través de W , digamos fi = gihi.
Definiendo los morfismos g y h como en el siguiente diagrama se concluye que
gh = g1h1 + · · ·+ grfr = f1 + · · ·+ fr = f ,

P

h=


h1

...
hr

 ##HHHHHHHHH
f // N

⊕r
i=1W.

g=[ g1 ... gr ]

;;vvvvvvvvv

Esto termina la prueba. �

Lema 2.13 Sea W0 un A0-módulo inescindible correspondiente a la ráız máxi-
ma del carcaj de Dynkin ∆. Consideramos el carcaj de Auslander-Reiten Γ(A0)
de A0-mod. Entonces W0 es sincero y en los casos Dn (n ≥ 4) y Em (m =
6, 7, 8) la clase de isomorfismo [W0] pertenece a la órbita del centro de estrella
de ∆ = Tr.

Demostración. Claramente W0 es sincero, pues su dimensión vectorial dimW0

es la descrita en la tabla 2.1 (página 57). La segunda afirmación es consecuencia
de la proposición 6.1 de Ringel [13], donde se prueba que si la órbita de [W0] no
coincide con el centro de estrella (es decir, tiene menos de tres vecinos), entonces
o bien W0 es proyectivo-inyectivo ó W0 tiene dos vértices excepcionales. Ambos
casos son imposibles para la representación excepcional máxima W0 en los casos
Dn (n ≥ 4) y Em (m = 6, 7, 8) (ver tabla 2.1). �

Entonces el vértice [W0] correspondiente a un A0-módulo inescindible W0

de dimensión vectorial máxima es un vértice ala con a lo más tres alas vecinas,
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θ(n1), . . . , θ(nt) para 1 ≤ t ≤ 3,

W s
1,ns

��????

W s
1,ns−1

??����

��????
W s

2,ns

��????

W s
1,ns−2

??����
W s

2,ns−1

···

??����
W s

3,ns

···

W s
1,2

···

��????
W s

2,3

···

···

W s
ns−2,ns−1

···

��????
W s
ns−1,ns

��????

W s
1,1

??����
W s

2,2

??����
W s
i,i

···

W s
ns−1,ns−1

??����
W s
ns,ns .

65



Caṕıtulo 3

Diagramas de Dynkin
extendido.

Notación Gráfica

Ãn (n ≥ 2) '&%$ !"#1

α′0

1 1 · · · 1 '&%$ !"#1
α0

1

D̃n (n ≥ 4) 1 [[[[[ 1
2 2 . . . 2 '&%$ !"#2

α0 ccccc [[[[[
1

ccccc 1

Ẽ6

1

α0'&%$ !"#2

1 2 3 2 1

Ẽ7

2

1
α0 '&%$ !"#2 3 4 3 2 1

Ẽ8

3

2 4 6 5 4 3 '&%$ !"#2
α0

1

Tabla 3.1: Carcajes de Dynkin extendidos ∆̃ (simplemente enlazados). La orien-
tación de las flechas es arbitraria. El diagrama de Dynkin ∆ del que se extiende
se obtiene de ∆̃ al borrar la(s) flecha(s) α0 (y α′0 para el caso An) y el vértice
aislado que se obtiene. En ćırculo los vértices excepcionales de la ráız positiva
máxima w0 de ∆. El vector entero dado es el generador del radical de la forma
cuadrática asociada a ∆̃.
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3.1 Extensión de un punto y reducción.

En esta sección se realizan reducciones a través de módulos admisibles sobre
extensiones de un punto, como define Ringel en [13].

Definiciones y equivalencias. Sean A0 una k-álgebra con uno e0 y R un
A0-módulo, ambos de dimensión finita sobre k. La extensión de un punto
A0[R] de A0 sobre R está dada por el conjunto de matrices de la forma ( a r0 λ ) con
a ∈ A0, r ∈ R y λ ∈ k, con la suma y multiplicación matriciales. Identificamos
a los elementos a de A0 con las matrices ( a 0

0 0 ) de A0[R] y denotamos con eω al
idempotente ( 0 0

0 1 ). Se tienen entonces identificaciones

A0 = e0(A0[R])e0, k = eω(A0[R])eω y R = e0(A0[R])eω.

Consideramos la categoŕıa de subespacios Ǔ(A0-mod, |-|) de A0-mod a través
de un k-funtor |-| : A0-mod→ k-mod. Sus objetos son ternas

M = (M0,Mω, γM ),

con M0 un A0-módulo, Mω un k-espacio vectorial y γM una transformación
lineal Mω → |M0|. Un morfismo f = (f0, fω) : M → N está dado por una
transformación lineal fω : Mω → Nω y un morfismo de A0-módulos f0 : M0 →
N0 tales que γNfω = |f0|γM , es decir, el siguiente diagrama conmuta.

Mω
fω //

γM

��

Nω

γN

��
|M0| |f0|

// |N0|.

Lema 3.1 Existe una equivalencia de categoŕıas

A0[R]-mod
G // Ǔ(A0-mod,HomA0

(R,−)).

Demostración. Si M es un A0[R]-módulo entonces los espacios vectoriales
M0 = e0M y Mω = eωM descomponen a M como suma directa M = M0⊕Mω.
Notamos que M0 es un A0-módulo mediante la identificación A0 = e0(A0[R])e0.
La acción de A0[R] en M está dada por(

a r
0 λ

)(
m0

mω

)
=

(
am0 + rmω

λmω

)
.

Para cada m = eωm ∈ Mω consideramos la asignación R = e0Reω → M0 dada
por γM (m) : e0reω 7→ e0reωm. Claramente γM (m) es un morfismo de A0-

módulos y de hecho la asignación Mω
γM // HomA0

(R,M0) dada por m 7→
γM (m) es k-lineal. De esta manera definimos G(M) = (M0,Mω, γM ). Si f :
M → N es un morfismo de A0[R]-módulos entonces f0 = e0f : M0 → N0 es un
morfismo de A0-módulos y fω = eωf : Mω → Nω es una transformación lineal
tales que el siguiente cuadrado conmuta

Mω
fω //

γM

��

Nω

γN

��
HomA0

(R,M0)
Hom(1,f0)

// HomA0
(R,N0),
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pues si m = eωm ∈Mω y r = e0reω ∈ R se tiene

γN (fω(m))(r) = e0reωf(m) = e0f(e0reωm) = [f0 ◦ γM (m)](r).

Entonces G(f) = (f0, fω) es un funtor, ya que

G(f ◦ g) = (e0(f ◦ g), eω(f ◦ g)) = (e0f, eωf) ◦ (e0g, eωg) = G(f) ◦G(g),

y G(IM ) = IG(M). El inverso de G asigna a cada objeto (M0,Mω, γM ) el espacio
vectorial M = M0 ⊕Mω con acción de A0[R] de la forma(

a r
0 λ

)(
m0

mω

)
=

(
am0 + γM (mω)[r]

λmω

)
,

y a cada morfismo (f0, fω) : (M0,Mω, γM )→ (N0, Nω, γN ) el mapeo

e0f0 ⊕ eωfω : e0M0 ⊕ eωMω → e0N0 ⊕ eωNω.

�

Ya que el funtor |−| = HomA0
(R,−) permanecerá fijo, cuando el contexto lo

permita será omitido de la notación. Para una clase de objetos Z de A0-módulos
(cerrada bajo isomorfismos, sumas directas y sumandos directos) denotamos con
Ǔ(Z) a la subcategoŕıa plena de Ǔ(A0-mod) cuyos objetos M = (M0,Mω, γM )
satisfacen M0 ∈ Z.

Para una k-álgebra S0 definimos la extensión de un punto tensorial de
A0 = TS0

(L′0) sobre un S0-k-bimódulo L′′0 como el álgebra tensorial TS(L),
donde S es la k-álgebra

(
S0 0
0 k

)
con operaciones matriciales y L es el S-S-

bimódulo
(
L′0 L

′′
0

0 0

)
con acciones de S dadas por el producto de matrices.

Lema 3.2 Sea S la k-álgebra
(
S0 0
0 k

)
y supongamos que A y L′ son S0-S0-

bimódulos, que B y L′′ son S0-k-bimódulos y que A′ es un k-espacio vectorial.
Entonces existen isomorfismos de S-S-bimódulos

ϕ :

(
A B
0 A′

)
⊗S
(
L′ L′′

0 0

)
−→

(
A⊗S0 L

′ A⊗S0 L
′′

0 0

)
,

ψ :

(
L′ L′′

0 0

)
⊗S
(
A 0
0 A′

)
−→

(
L′ ⊗S0

A L′′ ⊗k A′
0 0

)
,

dados por el producto tensorial.

Demostración. Observamos que se tienen isomorfismos

a) (A 0
0 0 )⊗S

(
L′ 0
0 0

) ∼= (A⊗S0L′ 0
0 0

)
,

b) (A 0
0 0 )⊗S

(
0 L′′

0 0

) ∼= ( 0 A⊗S0L
′′

0 0

)
,

c)
(

0 L′′

0 0

)
⊗S
(

0 0
0 A′

) ∼= ( 0 L′′⊗kA′
0 0

)
.

Mostramos el inciso (a) como ejemplo. Primero notamos que, si × denota el
producto cartesiano, se tiene una biyección entre los conjuntos

(A 0
0 0 )×

(
L′ 0
0 0

)
−→

(
A×L′ 0

0 0

)
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[( a 0
0 0 ) , ( ` 0

0 0 )] 7→
(

(a,`) 0
0 0

)
.

Esta biyección se extiende a un isomorfismo entre los k-espacios vectoriales gene-
rados por los conjuntos correspondientes Fk

[
(A 0

0 0 )×
(
L′ 0
0 0

)]
−→ Fk

(
A×L′ 0

0 0

)
.

Notamos que este isomorfismo establece una correspondencia entre generadores
del ideal para el producto tensorial

[( a 0
0 0 ) ( s 0

0 λ ) , ( ` 0
0 0 )]− [( a 0

0 0 ) , ( s 0
0 λ ) ( ` 0

0 0 )] 7→
(

(as,l) 0
0 0

)
−
(

(a,sl) 0
0 0

)
,

con a ∈ A, ` ∈ L′, s ∈ S0 y λ ∈ k. Su inducción al cociente es el isomorfismo
buscado. El isomorfismo ϕ del enunciado se deduce de la siguiente manera.
Primero usamos (a), (b) y la distributividad del tensor para dar isomorfismos

(A 0
0 0 )⊗S

(
L′ L′′

0 0

) ∼= (A 0
0 0 )⊗S

[(
L′ 0
0 0

)
⊕
(

0 L′′

0 0

)] ∼=
∼=

[
(A 0

0 0 )⊗S
(
L′ 0
0 0

)]
⊕
[
(A 0

0 0 )⊗S
(

0 L′′

0 0

)] ∼=
∼=

(
A⊗S0L

′ 0
0 0

)
⊕
(

0 A⊗S0L
′′

0 0

)
=

=
(
A⊗S0L

′ A⊗S0L
′′

0 0

)
.

Como
(
A B
0 A′

)
( 1 0

0 0 ) = (A 0
0 0 ) y ( 1 0

0 0 )
(
L′ L′′

0 0

)
=
(
L′ L′′

0 0

)
se tiene que(

A B
0 A′

)
⊗S
(
L′ L′′

0 0

)
=

(
A B
0 A′

)
⊗S ( 1 0

0 0 )
(
L′ L′′

0 0

)
=

=
(
A B
0 A′

)
( 1 0

0 0 )⊗S
(
L′ L′′

0 0

)
=

= (A 0
0 0 )⊗S

(
L′ L′′

0 0

) ∼=
∼=

(
A⊗S0L

′ A⊗S0L
′′

0 0

)
.

De manera similar se obtiene el isomorfismo ψ. �

Lema 3.3 Si A0 es un álgebra tensorial de la forma TS0(L′0) entonces la ex-
tensión de un punto A0[R] a través de un A0-módulo proyectivo R = A0⊗S0

L′′0

es isomorfa al álgebra tensorial T(S0 0
0 k

)(L′0 L′′0
0 0

)
.

Demostración. Sea S =
(
S0 0
0 k

)
y consideremos el S-S-bimódulo

L =

(
L′0 L′′0
0 0

)
∼=
(
L′0 S0 ⊗S0

L′′0
0 0

)
.

Por el isomorfismo ϕ del lema anterior tenemos que

L⊗2 = L⊗S L ∼=
(
L′0 ⊗S0

L′0 L′0 ⊗S0
L′′0

0 0

)
,

e inductivamente para m ≥ 1

L⊗(m+1) ∼= L⊗S L⊗m ∼=
(
L′0 L′′0
0 0

)
⊗S
(
L′0
⊗m

L′0
⊗(m−1) ⊗S0

L′′0
0 0

)
∼=

∼=
(
L′0
⊗(m+1)

L′0
⊗m ⊗S0

L′′0
0 0

)
,
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dados por el producto de matrices. De esta manera, considerando que L′0
⊗0

=
S0, se tiene

TS(L) = S ⊕
⊕
m≥1

L⊗m ∼=

∼=
(
S0 0
0 k

)
⊕

(⊕
m≥1 L

′
0
⊗m

[⊕
m≥1 L

′⊗(m−1)
0

]
⊗S0 L

′′
0

0 0

)
=

=

(
TS0(L′0) [TS0(L′0)]⊗S0 L

′′
0

0 k

)
=

= A0[R],

pues el isomorfismo anterior viene dado por el producto matricial. �

La prueba del siguiente lema es directa.

Lema 3.4 Sean A0 y R como en el lema anterior y supongamos que X0 es
un A0-módulo admisible como en A.19, con escisión (Z0, P0) de su álgebra de
endomorfismos opuesta. Entonces existe un morfismo ε de Z0-módulos derechos,

HomA0(R,X0)⊗Z0 P0
ε // HomA0(R,X0)

h⊗ p � // hp = p ◦ h.

Su Z0-dual derecho ε∗ está dado por

HomA0(R,X0)∗
ε∗ // (HomA0(R,X0)⊗Z0 P0)∗

F
� // [h⊗ p 7→ F (hp)].

Lema 3.5 Con la notación del lema anterior, si R es un A0-módulo proyectivo
finitamente generado, entonces la asignación

X∗0 ⊗A0
R

η // HomA0
(R,X0)∗

g ⊗ r � // [f 7→ g(f(r))],

es un isomorfismo de Z0-módulos izquierdos.

Demostración. Claramente la asignación es un morfismo bien definido. Mos-
traremos la afirmación para el caso R = A0e, e ∈ A0 idempotente. El caso
general R =

⊕
i di(A0ei) se sigue por aditividad. Observamos primero que el

dual del isomorfismo de Z0-módulos derechos

HomA0(A0e,X0)
ϕ // eX0

f � // f(e),

está dado por

(eX0)∗
ϕ∗ // HomA0

(A0e,X0)∗

g � // [f 7→ g(f(e))].
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Seguimos entonces los isomorfismos

X∗0 ⊗A0 R = X∗0 ⊗A0 A0e ∼= X∗0e
∼= (eX0)∗ ∼= HomA0(R,X0)∗.

Haciendo r ∈ R = A0e se tiene

g ⊗ r 7→ g · r 7→ [f 7→ g(f(r))],

es decir, el morfismo dado en el enunciado es un isomorfismo. �

Sea ψ : P ∗0 ⊗Z0 HomA0(R,X0)∗ −→ (HomA0(R,X0) ⊗Z0 P0)∗ el isomor-
fismo natural, dado por ψ(γ ⊗ F )[h ⊗ p] = γ(F (h)p). Ver el lema A.15 en el
apéndice para una descripción de la inversa ψ−1 en términos de bases duales de
HomA0

(R,X0) y P0.

Proposición 3.6 Sean A0 un álgebra tensorial de la forma TS0(L′0) y R un
A0-módulo proyectivo R = A0⊗S0

L′′0 . Supongamos que X0 es un A0-módulo ad-
misible, con escisión (Z0, P0) de su álgebra de endomorfismos opuesta. Consid-
eremos A0 = (A0, 0) y sea AX0

0 = (AX0
0 , δX0) la ditálgebra reducida de A0 por el

A0-módulo admisible X0, con AX0
0 = TZ0

(P ∗0 ) y con diferencial δX0 determinada
por el coproducto µ : P ∗0 → P ∗0 ⊗Z0 P

∗
0 . Sea A la extensión de un punto A0[R] y

tomemos la subálgebra B de A dada por B = A0[0]. Consideremos la ditálgebra
A = (A, 0) con diferencial cero. Sea S(ω) el B-módulo simple correspondiente
al vértice de extensión. Entonces el B-módulo X = X0⊕S(ω) es admisible, con
escisión de su álgebra de endomorfismos opuesta (Z =

(
Z0 0
0 k

)
, P =

(
P0 0
0 0

)
). La

ditálgebra reducida AX es isomorfa a la ditálgebra (AX0
0 [RX0 ], δx), donde RX0

es el AX0
0 -módulo dado por AX0

0 ⊗Z0
HomA0

(R,X0)∗. Por el lema 3.3 hay un
isomorfismo AX0

0 [RX0 ] ∼= TZ(LX0 ⊕ LX1 ), donde

LX0
∼=
(

0 HomA0
(R,X0)∗

0 0

)
y LX1

∼=
(
P ∗0 0
0 0

)
La diferencial δx está dada como en [3, lema 4.4] a partir del morfismo de
Z-Z-bimódulos

(
P ∗0 HomA0

(R,X0)∗

0 0

)
//
(
P ∗0 ⊗Z0 P

∗
0 P ∗0 ⊗Z0 HomA0(R,X0)∗

0 0

)
(
γ H
0 0

)
� //

(
µ(γ) δ̂(H)

0 0

)
.

donde la transformación δ̂ está dada por

δ̂ = ψ−1ε∗ : HomA0
(R,X0)∗ −→ P ∗0 ⊗Z0

HomA0
(R,X0)∗.

Supongamos que se tienen bases duales finitas {(pj , γj)}j∈J de P0 y {(ai, λi)}i∈I
de HomA0(R,X0). Para un elemento H ∈ HomA0(R,X0)∗ la transformación

δ̂ tiene la forma expĺıcita

δ̂(H) =
∑

i∈I,j∈J
H(aipj)γj ⊗ λi.
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Demostración. Observamos que B =

(
A0 0
0 k

)
y que se tiene una descom-

posición del álgebra de endomorfismos opuesta

EndB(X)op =

(
EndA0(X0)op 0

0 Endk(S(ω))op

)
∼=
(
Z0 0
0 k

)
⊕
(
P0 0
0 0

)
,

que determina una escisión (Z =
(
Z0 0
0 k

)
, P =

(
P0 0
0 0

)
) de EndB(X)op. Notemos

además que el Z-módulo XZ tiene una base dual finita, pues (X0)Z0
la tiene

como Z0-módulo, por lo que X es admisible. También Z es semi-simple si Z0

lo es y Z es trivial si Z0 lo es.
Como se prueba en el lema 3.3 existe un isomorfismo

A0[R] ∼= TS(L), con L = L′ ⊕ L′′,

donde S =
(
S0 0
0 k

)
, L′ =

(
L′0 0
0 0

)
, L′′ =

(
0 L′′0
0 0

)
y R = A0 ⊗S0 L

′′
0 . Además es

claro que B ∼= TS(L′). Siguiendo las definiciones A.18 y A.20 del apéndice se
tiene

L = BL′′B =

(
A0 0
0 k

)(
0 L′′0
0 0

)(
A0 0
0 k

)
∼=
(

0 R
0 0

)
,

y usando el lema 3.5 y A.20, tenemos isomorfismos de Z-Z-bimódulos

LX0 = X∗ ⊗B L⊗B X ∼=
(
X∗0 0
0 S(ω)∗

)
⊗B

(
0 R
0 0

)
⊗B

(
X0 0
0 S(ω)

)
∼=

∼=
(

0 X∗0 ⊗A0
R⊗k S(ω)

0 0

)
∼=
(

0 HomA0
(R,X0)∗

0 0

)
,

y LX1 = P ∗ ∼=
(
P ∗0 0
0 0

)
. El álgebra tensorial reducida AX se define como

AX = TZ(LX0 ⊕ LX1 ) ∼= T(Z0 0
0 k

)(P ∗0 HomA0
(R,X0)∗

0 0

)
,

y de nuevo por el lema 3.3, notando queAX0
0 = TZ0

(P ∗0 ) y recordando la notación
RX0 = AX0

0 ⊗Z0
HomA0

(R,X0)∗, tenemos que AX ∼= AX0
0 [RX0 ].

Por otro lado, la diferencial reducida δX está determinada por el morfismo
de S-S-bimódulos

[X∗ ⊗B L⊗B X]⊕ P ∗ ∼=
(
P ∗0 X∗0 ⊗A0

R⊗k S(ω)
0 0

)
−→ AX ,

dado por el coproducto en P ∗ y la asignación establecida en el apéndice A.22,

δX(g ⊗ r ⊗ xω) = λ(g)⊗ r ⊗ xω + σg,xω (δ(r)) + (−1)|r|+1g ⊗ r ⊗ ρ(xω),

donde xω es un generador del simple S(ω), r ∈ R, g ∈ X∗0 y λ, ρ son las coac-
ciones izquierda y derecha de X (definición A.17). Observamos que el morfismo
mr de la definición de ρ es cero en S(ω), pues para cualquier p en P0,

mr

(
0
xω

)[(
p 0
0 0

)]
=

(
p 0
0 0

)(
0
xω

)
=

(
0
0

)
.
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Entonces, ya que la diferencial δ de la ditálgebra A es cero, la diferencial δX

tiene la forma

δX(g ⊗ r ⊗ xω) = λ(g)⊗ r ⊗ xω.

En particular la imagen de δX está contenida en P ∗0 ⊗Z0 [X∗0 ⊗A0 R ⊗k S(ω)].
Considerando el isomorfismo natural F : X∗0 ⊗A0 R ⊗k S(ω) → X∗0 ⊗A0 R y
el isomorfismo η del lema 3.5, queremos mostrar que el siguiente diagrama es
conmutativo

X∗0 ⊗A0
R

η

((QQQQQQQQQQQ

X∗0 ⊗A0
R⊗k S(ω)

F
66mmmmmmmmmmm

δX

��

HomA0
(R,X0)∗

ε∗

��
δ̂=ψ−1ε∗

ww

(HomA0(R,X0)⊗Z0 P0)∗

P ∗0 ⊗Z0
[X∗0 ⊗A0

R⊗k S(ω)]
IdP∗0

⊗(η◦F )
// P ∗0 ⊗Z0

HomA0
(R,X0)∗.

ψ

OO

Para calcular ψ ◦ [IdP∗0 ⊗ (η ◦ F )] ◦ δX fijamos bases duales derechas (xi, νi)i y
(pj , γj)j de (X0)Z0

y (P0)Z0
respectivamente. Aśı, para un elemento g⊗ r⊗ xω

de X∗ ⊗A0
R⊗k S(ω) se tiene a [IdP∗0 ⊗ (η ◦ F )](δX(g ⊗ r ⊗ xω)) dado por

[IdP∗0 ⊗ (η ◦ F )]

∑
i,j

g(xipj)γj ⊗ (νi ⊗ r ⊗ xω)

 =
∑
i,j

g(xipj)γj ⊗ F ri ,

donde F ri (f) = νi(f(r)). Evaluamos ψ en la última expresión,

ψ

∑
i,j

g(xipj)γj ⊗ F ri

 = [h⊗ p 7→
∑
i,j

g(xipj)γj(F
r
i (h)p)].

Por lo tanto, para un elemento h⊗ p de HomA0
(R,X0)⊗Z0

P0 tenemos

ψ[IdP∗0 ⊗ (η ◦ F )]δX(g ⊗ r ⊗ xω)(h⊗ p) =
∑
i,j

g(xipj)γj(F
r
i (h)p) =

=
∑
i,j

g(xipj)γj(νi[h(r)]p) =

=
∑
i

g

xi∑
j

pjγj(νi[h(r)]p)

 =

=
∑
i

g(xiνi[h(r)]p) =

= g

(∑
i

xiνi[h(r)]p

)
=

= g(h(r)p) = g(p(h(r))).
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Por otro lado, por las expresiones anteriores de ε∗ (lema 3.4) y η (lema 3.5)
observamos que

ε∗[(η ◦ F )(g ⊗ r ⊗ xω)](h⊗ p) = g(p(h(r))).

Entonces el diagrama anterior es conmutativo, lo que muestra que la diferencial
δx es isomorfa a la diferencial reducida δX . Para finalizar observamos que la
forma expĺıcita de δ̂ se obtiene de la forma dada para ε∗ en el lema 3.4 y la del
inverso ψ−1 en el lema A.15 del apéndice. �

La ditálgebra AX del resultado anterior tiene como estrato la pareja((
Z0 0
0 k

)
,

(
P ∗0 HomA0

(R,X0)∗

0 0

))
,

donde los elementos de HomA0(R,X0)∗ tienen grado cero y los de P ∗0 tienen
grado uno.

3.2 Elección de módulos de extensión.

Sean ∆ un carcaj de Dynkin con orientación arbitraria y ∆̃ su extensión (a nivel
de gráficas) tal que el vértice agregado es una fuente. El propósito del resto de

esta sección es determinar un ∆-módulo proyectivo R tal que k∆̃ es isomorfa a
la extensión de un punto k∆[R], tal como describe Ringel en [13, 3.6(4)].

Supongamos que A0 es la k-álgebra de caminos de un carcaj finito, sólido y
con ordenación admisible de sus vértices Q y sea A = A0[R] la extensión de un
punto de A0 a través de un A0-módulo proyectivo R. Sea C0 la matriz de Cartan
de A0, es decir, las columnas de C0 están dadas por los vectores dimensión de
los inescindibles proyectivos (corolario 1.6) P (i) = Aei. Ya que A ∼= Ae0 ⊕Aeω
y Aeω ∼= R⊕ k, la matriz de Cartan de A tiene la forma

C =

(
C0 r
0 1

)
,

donde r = dimR. Como C0 es invertible, C tiene por inversa a

C−1 =

(
C−1

0 −C−1
0 r

0 1

)
.

Aśı la matriz de Coxeter de A es

Φ = −CtC−1 =

(
−Ct0C−1

0 Ct0C
−1
0 r

−rtC−1
0 rtC−1

0 r − 1

)
=

(
Φ0 −Φ0r

−rtC−1
0 q0(r)− 1

)
,

donde Φ0 es la matriz de Coxeter de A0. Por el lema 3.3, A = A0[R] es el álgebra

de caminos de un carcaj Q̃. Sean 〈x, y〉 y 〈x, y〉0 las formas bilineales asociadas

a los carcajes de Q̃ y Q respectivamente. Recordamos que 〈x, y〉 = xtMQ̃y

donde MQ̃ es la matriz de incidencias del carcaj Q̃. Por el lema 1.3, MQ̃ = C−t,

pues el orden de los vértices de Q̃ es admisible. Sean (x, y) = 1
2 (〈x, y〉+ 〈y, x〉)

la simetrización de 〈x, y〉 y q(x) = 〈x, x〉 su forma cuadrática entera asociada.
De forma análoga se definen 〈·, ·〉0, (·, ·)0 y q0 respecto al carcaj Q y su matriz
asociada MQ = C−t0 . Recordamos que un vector entero x está en el radical de
la forma simétrica (·, ·) si (x, y) = 0 para todo vector entero y.
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Lema 3.7 Para un vector entero w0 ∈ ZQ las siguientes condiciones son equiv-
alentes.

i) w0 + eω es un vector radical de (·, ·).

ii) r = (I − Φ−1
0 )w0 y q0(w0) = 1.

iii) La formas lineales 〈r,−〉0 y 2(w0,−)0 coinciden y q0(w0) = 1.

Demostración. Repetimos la prueba de Ringel [13, 2.5 punto (11)]. Para
mostrar la equivalencia de (ii) y (iii) notamos que las formas 〈r,−〉0 y 2(w0,−)0

corresponden a los vectores rtC−t0 y wt0(C−t0 + C−1
0 ), respectivamente. Por lo

tanto las formas 〈r,−〉0 y 2(w0,−)0 coinciden si y solo si

rtC−t0 = wt0(C−t0 + C−1
0 ),

y transponiendo
C−1

0 r = (C−t0 + C−1
0 )w0.

Esto a su vez sucede si y solo si r = (I + C0C
−t
0 )w0 = (I − Φ−1

0 )w0. Para la
equivalencia de (i) y (iii) calculamos la forma lineal 2(−, w0 + eω),(

C−1
0 + C−t0 −C−1

0 r
−rtC−t0 2

)(
w0

1

)
=

(
(C−1

0 + C−t0 )w0 − C−1
0 r

−rtC−t0 w0 + 2

)
.

Por lo tanto w0 + eω está en el radical de(·, ·) si y solo si las formas 〈r,−〉0 y
2(w0,−)0 coinciden y 〈r, w0〉0 = 2(w0, w0)0 = 2. �

Supongamos ahora que Q = ∆ es un carcaj de Dynkin y hagamos A0 = k∆.
Sea w0 la ráız positiva máxima del sistema de ráıces de ∆. Sea di la derivada
parcial de la forma cuadrática q∆ evaluada en la ráız máxima w0,

di =
∂

∂xi
q∆(w0).

La expresión de 〈·, ·〉∆ dada inmediatamente antes del lema 1.4 tiene la forma

〈x, y〉∆ =
∑
i∈∆0

xiyi −
∑
α∈∆1

(−1)|α|xs(α)yt(α),

por lo que

2(ei, x)∆ = 〈ei, x〉+ 〈∆x, ei〉∆ =

=

xi − ∑
α∈∆1

t(α)=i

(−1)|α|xs(α)

+

xi − ∑
α∈∆1

t(α)=i

(−1)|α|xs(α)

 =

= 2xi −
∑
α∈∆1

t(α)=i

(−1)|α|xs(α) −
∑
α∈∆1

s(α)=i

(−1)|α|xt(α) =

=
∂

∂xi
〈x, x〉∆.

En particular di ≥ 0 para todo i = 1, . . . , n, pues la reflexión simple σi(w0)
tiene la forma σi(w0) = w0 − diei, y por maximalidad de w0 se tiene di ≥ 0.
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Lema 3.8 Sean ∆ un carcaj de Dynkin y w0 la ráız positiva máxima de ∆.
Sea ∆̃ el carcaj de Dynkin extendido donde el vértice agregado es fuente y sea
R el ∆-módulo proyectivo R =

⊕
i diP (i) donde P (i) es cubierta proyectiva del

simple de vértice i y di = ∂
∂xi

q∆(w0). Entonces k∆̃ ∼= k∆[R].

Demostración. Sea A0 = k∆. Como ∆̃ se obtiene de ∆ al agregar el vértice
ω y flechas de ω a ciertos vértices de ∆ llamados excepcionales (que se marcan

con un ćırculo en la tabla 3.1), es claro que k∆̃ = A0[R′] para algún ∆-módulo
proyectivo R′. Como es bien sabido w0 + eω es generador del radical de q∆̃, por
lo que la equivalencia de (i) y (ii) en el lema anterior implica que r′ = dimR′ =
(I − Φ−1

0 )w0.
Por otro lado, si r = dimR =

∑
i dipi (con pi = dimP (i)) se muestra que

las formas bilineales 〈r,−〉0 y 2(w0,−)0 coinciden. Para ello basta ver que las
formas son iguales en la base canónica

〈r, ej〉0 =
∑
i

di〈pi, ej〉0 = dj = 2(w0, ej)0,

pues 〈pi, ej〉0 = ptiC
−t
0 ej = (C0ei)

tC−t0 ej = eti(C
t
0C
−t
0 )ej = etiej = δi,j . Aśı

las formas 〈r,−〉0 y 2(w0,−)0 son iguales, y por la equivalencia (ii) y (iii) del
lema anterior r = (I − Φ−1

0 )w0. Entonces r = r′. Como R′ =
⊕

i P (i)d
′
i para

algunos enteros no negativos d′i y el conjunto de vectores {pi} es linealmente
independiente se tiene que di = d′i para cada vértice i. Por lo tanto R′ = R y

k∆̃ ∼= A0[R]. �

Se finaliza esta sección con el siguiente lema que puede encontrarse en Ringel
[13, sección 3.4(4)] y que es fundamental para la descripción de las reducciones
que haremos al final de este caṕıtulo.

Lema 3.9 Sea W0 un A0-módulo inescindible correspondiente a la ráız máxima
de ∆. Consideramos el carcaj de Auslander-Reiten Γ(A0) de A0-mod y los
siguientes subconjuntos de vértices determinados por [W0],

X 0 = ConL0([W0]) = {[M ] ∈ indA0 | [M ] ≺ [W0] pero τ−1[M ] � [W0]},

Y0 = ConR0([W0]) = {[M ] ∈ indA0 | [W0] ≺ [M ] pero [W0] � τ [M ]},
W0 = {[M ] ∈ indA0 | [M ] � [W0] � [M ]}.

Entonces para un A0-módulo inescindible M se tiene

dimkHomA0
(R,M) =

 2, si [M ] = [W0],
1, si [M ] ∈ X 0 ∪ Y0,
0, si [M ] ∈ W0.

Demostración. Ya que R es proyectivo se tiene que Ext1
A0

(R,M) = 0, por lo
que usando el lema 1.4 y el punto (iii) del lema 3.7 se tiene

dimkHomA0(R,M) = 〈dimR,dimM〉0 = 2(dimW0,dimM)0.

Por lo tanto dimkHomA0
(R,W0) = 2. Supongamos ahora que [M ] ∈ W0, X0

ó Y0. Entonces usando las fórmulas de Auslander-Reiten en el caso hereditario
y ya que no existen caminos de M a τW0 ni de τ−1W0 a M , se tiene que

Ext1
A0

(W0,M) ∼= DHomA0
(M, τW0) = 0, y
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Ext1
A0

(M,W0) ∼= DHomA0
(τ−1W0,M) = 0,

por lo que

2(dimW0,dimM)0 = dimkHomA0
(W0,M) + dimkHomA0

(M,W0).

Aśı [M ] ∈ W0 implica que dimkHomA0
(R,M) = 0.

Recordamos que [W0] es un vértice ala de Γ(A0) (lemas 2.12 y 2.13). La
notación para las alas θ(ns) de [W0] dada al final de la sección 2.3 es, para
1 ≤ s ≤ t,

W s
1,ns

��????

W s
1,ns−1

??����

��????
W s

2,ns

��????

W s
1,ns−2

??����
W s

2,ns−1

···

??����
W s

3,ns

···

W s
1,2

···

��????
W s

2,3

···

···

W s
ns−2,ns−1

···

��????
W s
ns−1,ns

��????

W s
1,1

??����
W s

2,2

??����
W s
i,i

···

W s
ns−1,ns−1

??����
W s
ns,ns .

Entonces el conjunto X0 = ConL0([W0]) consiste en las clases de isomorfismo de
los módulos W s

1,i con i = 1, . . . , ns − 1 para s = 1, . . . , t y Y0 = ConR0([W0])
está formado por el conjunto {[W s

i,ns
]} con i = 1, . . . , ns − 1 y s = 1, . . . , t.

Además W0 está dado por los elementos de la forma [W s
i,j ] para 1 < i ≤ j <

ns, y s = 1, . . . , t. Supongamos que [M ] ∈ X0. Si M ∼= W
(s)
1,ns−1, entonces

rad2(M,W0) = 0 y

dimkHomA0(M,W0) = dimk(rad(M,W0)/rad2(M,W0)) = 1.

Por inducción, si M ∼= W
(s)
1,i−1 y suponemos que dimkHomA0

(W
(s)
1,i ,W0) = 1,

entonces
dimkHomA0

(W
(s)
1,i−1,W

(s)
1,i ) = 1

(ya que rad2(W
(s)
1,i−1,W

(s)
1,i ) = 0), por lo tanto HomA0

(W
(s)
1,i−1,W0) = 1 ó 0.

Lo último es imposible ya que W
(s)
1,i−1 es cogenerado por W0. Un argumento

análogo para [M ] ∈ Y0 termina la prueba. �

3.3 Levantamiento de sucesiones.

Sea A0 una k-álgebra de dimensión finita y R un A0-módulo proyectivo. Se
considera la categoŕıa de A0-módulos inclúıda en la categoŕıa de subespacios
Ǔ(A0-mod) respecto al funtor HomA0

(R,−) de dos maneras,

A0-mod −→ Ǔ(A0-mod),

mediante los funtores (fieles y plenos) inclusión M0 7→ M0 = (M0, 0, 0) e in-
ducción M0 7→ M0 = (M0, |M0|, I|M0|). Los levantamientos M0 y M0 coinci-
den siempre que |M0| = 0. El siguiente resultado (Ringel, [13]2.5(6)) relaciona
las sucesiones que casi se dividen de A0-mod y Ǔ(A0-mod).
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Lema 3.10 a) Si ε0 = 0 // X0
f // Y0

g // Z0
// 0 es una suce-

sión de A0-módulos que casi se divide, entonces

ε0 = 0 // X0

(f,|IX0
|)
// (Y0, |X0|, |f |)

(g,0) // Z0
// 0

es una sucesión que casi se divide en Ǔ(A0-mod), llamada levantamiento
de ε0.

b) Sea ε = 0 // X
f // Y

g // Z // 0 una sucesión que casi se

divide en la categoŕıa Ǔ(A0-mod). Si Zω 6= 0 la restricción ε|A0 es trivial.
Si Zω = 0 entonces Z0 no es un A0-módulo proyectivo y ε|A0 es una
sucesión que casi se divide.

Demostración. Para (a) consultamos Ringel [13]2.5(lemas 5 y 6). Primero
observamos que ε0 es una sucesión exacta, pues | − | = HomA0

(R,−) es un
funtor exacto (R es proyectivo), y el siguiente diagrama conmuta

0 // |X0| |X0|

|f |
��

// 0 //

��

0

0 // |X0| |f |
// |Y0| |g|

// |Z0| // 0.

Por otro lado, (f, |IX0 |) no es sección pues f no lo es. Supongamos que v =
(v0, vω) : X0 → V es un morfismo que no es sección. Si existe v′0 : V0 → X0 tal
que v′0v0 = IX0

, tomando el morfismo v′ = (v′0, |v′0|γV ) : V → |X0| se tiene que
v′v = IX0

, por lo que v0 no es sección. Ya que f casi se divide por la izquierda,
existe η0 : Y0 → V0 tal que v0 = η0f .

X0

(v0,vω)

��

(f,|IX0
|)
// (Y0, |X0|, |f |)

(η0,vω)wwnnnnnnnnnnnn
X0

v0

��

f // Y0

η0
~~~~~~~~~~

(V0, Vω, γV ) V0

Notamos entonces que (η0, vω)(f, |IX0
|) = (v0, vω). Finalmente, si ξ = (ξ0, ξω) ∈

End(Y0, |X0|, |f |) satisface ξ(f, |IX0
|) = (f, |IX0

|) entonces ξ0f = f y ξω =
|IX0
|. Por lo tanto ξ es un automorfismo y (f, |IX0

|) es un morfismo minimal
que casi se divide por la izquierda. Por el lema 1.20 la sucesión ε0 casi se divide.

Mostramos ahora (b). Como el vértice agregado ω es fuente, Z0 es submódulo
de Z en Ǔ(A0-mod). Si Zω 6= 0 entonces la inclusión i : Z0 ↪→ Z no es retracción,
y como g casi se divide por la derecha, existe t : Z0 → Y tal que i = gt. Aśı
IZ0

= g0t0 y g0 es retracción. Por otro lado, si Zω = 0 entonces Z0 no puede ser
un A0-módulo proyectivo, pues de lo contrario el epimorfismo g0 : Y0 → Z0 seŕıa
retracción y por lo tanto g = (g0, 0) : Y → Z = Z0 seŕıa retracción (imposible
ya que g casi se divide por la derecha). De esta manera, si ε0 es la sucesión que
casi se divide en A0-mod que termina en Z0, entonces por el inciso anterior ε
y ε0 son sucesiones que casi se dividen que terminan en Z. Por unicidad estas
sucesiones son isomorfas, y por lo tanto ε|A0

∼= ε0|A0
= ε0 es una sucesión que

casi se divide en A0-mod. �
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Regresamos al caso en que A0 es el álgebra de caminos de un carcaj de
Dynkin ∆, W0 es un A0-módulo inescindible de dimensión vectorial máxima
dimW0 = w0 y R es el A0-módulo proyectivo descrito en el lema 3.8. Para
cada morfismo no nulo ρ ∈ HomA0(R,W0) denotamos con W0(ρ) al objeto en
Ǔ(A0-mod) dado por

W0(ρ) = (W0, k, ρ),

es decir, γW0(ρ) es la transformación que asigna al 1 ∈ k el morfismo ρ. Como
el álgebra de endomorfismos de W0 es isomorfa al campo k, los morfismos f :
W0(ρ) → W0(ρ′) están dados por parejas de escalares f = (aIdW0

, bIdk) que
hacen conmutar el siguiente diagrama

k
b //

ρ

��

k

ρ′

��
|W0| |aIW0

|
// |W0|.

Por lo tanto hay un morfismo no cero f : W0(ρ)→W0(ρ′) si y solo si a, b 6= 0 y
ρ′ = (a/b)ρ. En este caso f es un isomorfismo. Claramente W0(ρ) es inescindible
si ρ 6= 0. Entonces se tiene una familia de A-módulos inescindibles W0(ρ) no
isomorfos entre śı parametrizada por el espacio proyectivo PHomA0(R,W0).
Todos ellos tienen por vector dimensión al generador positivo w0 +eω del radical
de la forma cuadrática de A.

Lema 3.11 Sean A0 el álgebra de caminos de un carcaj de Dynkin ∆, W0 un
A0-módulo inescindible de dimensión vectorial máxima dimW0 = w0, R el A0-
módulo proyectivo de la extensión y A = A0[R] como se describen en el lema 3.8.
Para cualquier morfismo no nulo ρ ∈ HomA0

(R,W0) el A-módulo inescindible
W0(ρ) no es ni posproyectivo ni preinyectivo.

Demostración. Supongamos que W0(ρ) es un A-módulo posproyectivo. Por el
lema 1.34 el módulo W0(ρ) es excepcional, y por los lemas 1.8 y 1.35(b), ya que
dimW0(ρ) está en el radical de la forma cuadrática de A, se tiene que

dimτ−1W0(ρ) = dimW0(ρ).

Como τ−1W0(ρ) también es excepcional (pues también es posproyectivo inescin-
dible), por el lema 1.13 existe un isomorfismo W0(ρ) ∼= τ−1W0(ρ). Esto es una
contradicción, pues la componente posproyectiva de A-mod no tiene órbitas
periódicas (lemas 1.33 y 1.21). De manera análoga se muestra que W0(ρ) no es
un A-módulo preinyectivo. �

Consideremos un ala θ(ns) de vértice [W0] en el carcaj de Auslander-Reiten
Γ(A0), como en la sección 2.3 y recordemos la notación [W s

i,j ] para los vértices
de θ(ns) dada en tal sección. Fijamos un morfismo no cero ρ′s : R → W s

1,ns−1

(por 3.9 el grupo de homomorfismos |W s
1,ns−1| = HomA0(R,W s

1,ns−1) ∼= k
tiene dimensión uno). Fijando un morfismo irreducible f : W s

1,ns−1 → W0 y

definiendo ρs = fρ′s se tiene un morfismo W s
1,ns−1

// W0(ρs) en la categoŕıa
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A-mod como se muestra en el siguiente diagrama

W0 |W s
1,ns−1|

ρ′s 7→1 // k

��
R

ρs
88qqqqqqqq

ρ′s

// W s
1,ns−1

f
OO

|W s
1,ns−1|

ρ′s 7→ρs
// |W0|.

Iniciando de esta manera Ringel muestra [13, 3.4 punto (5)] que el ala θ(ns)
se levanta de manera completa a una subgráfica de Γ(A), como se muestra en
el siguiente diagrama. El módulo proyectivo-inyectivo corresponde el módulo
W0(ρs),

W0(ρs)

��????

W s
1,ns−1

??����

��????
W s

2,ns

��????

W s
1,ns−2

??����
W s

2,ns−1

···

??����
W s

3,ns

···

W s
1,2

···

��????
W s

2,3

···

···

W s
ns−2,ns−1

···

��????
W s
ns−1,ns

��????

W s
1,1

??����
W s

2,2

??����
W s
i,i

···

W s
ns−1,ns−1

??����
W s
ns,ns .

Lema 3.12 Sean A0, W0, R y A = A0[R] como en el lema 3.11. Existe una
ordenación de representantes Ni (i ∈ N0) de las clases de isomorfismo de A-
módulos posproyectivos inescindibles P, de manera que si f : Nj → Ni es un
morfismo irreducible entonces j < i (orden opuesto al admisible). Además

i) si Z0 es un A0-módulo inescindible no proyectivo que es sumando directo
de la restricción Ni|A0

para algún A-módulo posproyectivo inescindible
Ni, entonces existen ` ≤ j ≤ i e isomorfismos de A-módulos N` ∼= Z0 y
Nj ∼= τ0(Z0).

Por otro lado, existe una ordenación de representantes Mi (i ∈ N0) de las clases
de isomorfismo de A-módulos preinyectivos inescindibles I, de manera que si
f : Nj → Ni es un morfismo irreducible entonces i < j. Además,

i′) si Z0 es un A0-módulo inescindible no inyectivo que es sumando directo
de la restricción Mi|A0

para algún A-módulo preinyectivo inescindible Mi,
entonces existen ` ≤ j ≤ i e isomorfismos A-módulos M`

∼= Z0 y Mj
∼=

τ−1
0 (Z0).

Demostración. Por los lemas 1.33 y 3.8 la componente posproyectiva P de Γ(A)

es isomorfa a (−N0)∆̃op. Por los lemas 1.26 y 1.25 esta componente tiene una
ordenación admisible. Usamos su opuesta para evitar sub́ındices negativos.

Damos una prueba de (i) por inducción. Como los primeros módulos en la
lista N1, N2, . . . son proyectivos, la base de inducción se cumple por vacuidad.
Supongamos que la condición (i) es cierta para A0-módulos que están en la
restricción Ni|A0

de algún posproyectivo Ni con 1 ≤ i ≤ ` y supongamos que
Z0 es sumando directo de N`+1|A0

. Si Z0 está en la restricción de alguno de los
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módulos N1, . . . , N`, por inducción se tiene el resultado. Aśı podemos suponer
que Z0 no es sumando directo de Ni|A0

para i = 1, . . . , `. Consideremos la
sucesión que casi se divide que termina en N`+1,

ε : 0 // τ(N`+1) // E // N`+1
// 0.

Notamos que la restricción ε|A0
no puede ser trivial, pues Z0 es sumando directo

deN`+1|A0
pero no de E|A0

. Entonces por el lema 3.10(b) se tiene que (N`+1)ω =
0 por lo que Z0

∼= N`+1. Consideremos ahora la sucesión que casi se divide en
A0-mod que termina en Z0,

ε0 : 0 // τ0(Z0) // F // Z0
// 0.

Por el lema 3.10(a) el levantamiento ε0 y ε son ambas sucesiones de Auslander-
Reiten en A-mod que terminan en N`+1, por lo que τ0(Z0) ∼= τ(N`+1). Es decir,
Z0 y τ0(Z0) son A-módulos posproyectivos, menores o iguales a N`+1. �

Como consecuencia de los lemas anteriores 3.10, 3.11 y 3.12 se tiene el si-
guiente resultado, que es fundamental para nuestros objetivos. Para dos sub-
conjuntos L1 y L2 de indA0 denotamos con L1∨L2 a la menor clase de objetos
en A0-mod que contiene los representantes de las clases en L1 y L2.

Proposición 3.13 Sean A0, W0 y A como en el lema 3.11. Consideremos los
subconjuntos de indA0 dados por

X = ConL([W0]) y Y = ConR([W0]).

a) Todo A-módulo posproyectivo se encuentra en la subcategoŕıa Ǔ(X ∨ [W0])
de A-mod.

b) Todo A-módulo preinyectivo se encuentra en la subcategoŕıa Ǔ([W0] ∨ Y)
de A-mod.

Demostración. Probamos por pasos (a).
Paso 1. Supongamos que Z0 es un A0-módulo inescindible tal que τ i0(Z0) ∈ X0

para alguna i ≥ 1. Entonces Z0 no es un módulo en la restricción a A0 de
la componente posproyectiva de A-mod. Aquellos levantamientos a A-mod de
los elementos de X0 están conectados por morfismos irreducibles con el módulo
W0(ρs), para el morfismo ρs correspondiente al levantamiento de alguna ala
θ(ns) de vértice [W0]. Entonces por el lema 3.11 los levantamientos de elementos
de X0 están conectados en Γ(A) a un objeto que no es posproyectivo, y por
lo tanto no pueden ser posproyectivos. Aplicando iteradamente la afirmación
(i) probada arriba es claro que si Z0 es sumando directo de N |A0 para algún

A-módulo posproyectivo N , entonces el levantamiento τ i0(Z0) pertenece a la
componente posproyeciva, lo cual es imposible pues τ i0(Z0) ∈ X0. Esto muestra
que Z0 no puede ser sumando directo de la restricción a A0 de un posproyectivo.
Paso 2. Supongamos que Z0 es un A0-módulo inescindible tal que τ i0(Z0) ∼= W0

para algún i ≥ 1. Entonces Z0 no es un módulo en la restricción a A0 de la
componente posproyectiva de A-mod. De nuevo por una aplicación sucesiva de (i)
basta mostrar que W0 no es un A-módulo posproyectivo. Si W0 es posproyectivo,
entonces no es un A-módulo inyectivo. Por el lema 3.10 la sucesión que casi se
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divide que inicia en W0 es el levantamiento a A-mod de la sucesión que casi
se divide en A0-mod que inicia en W0 (como suponemos que W0

∼= τ i0(Z0), el
módulo W0 no es inyectivo en A0-mod),

0 // W0
// E // τ−1

0 W0
// 0 .

Ya que existe un morfismo irreducible W0 → W 1
2,n1

en A0-mod, se tiene que
W 1

2,n1
es sumando directo de la restricción a A0-mod de un A-módulo posproyec-

tivo. Esto contradice el paso 1, pues τ−1
0 [W 1

2,n1
] ∈ X0.

Paso 3. Concluimos finalmente que si Z0 es isomorfo a un sumando directo de
la restricción a A0 de un A-módulo posproyectivo N , por los pasos anteriores
τ i0[Z0] no está en X0 ni es igual al vértice [W0] para cualquier i ≥ 1. Por lo
tanto [Z0] ∈ X ∪ {[W0]}, es decir, N pertenece a Ǔ(X ∨ [W0]).

La prueba del inciso (b) es análoga, enseguida damos los detalles. Damos a la
componente preinyectiva de A-mod un orden admisible de sus vértices {Mi}i∈N
(lema 1.26). Se prueba la siguiente afirmación auxiliar.

Damos una prueba por inducción. Como los primeros módulos en la lista
M1,M2, . . . son inyectivos, la base de inducción se cumple por vacuidad. Supon-
gamos que la condición (i′) es cierta para módulos que están en la restricción
Mi|A0

de algún preinyectivo Mi con 1 ≤ i ≤ ` y supongamos que Z0 es sumando
directo de M`+1|A0 . Si Z0 está en la restricción de alguno de los módulos
M1, . . . ,M`, por hipótesis de inducción se tiene el resultado. Aśı podemos
suponer que Z0 no es sumando directo de Mi|A0

para i = 1, . . . , `. Consideremos
la sucesión que casi se divide que comienza en M`+1,

ε : 0 // M`+1
// E // τ−1(M`+1) // 0.

Notamos que la restricción ε|A0 no puede ser trivial, pues Z0 es sumando di-
recto de M`+1|A0 pero no de E|A0 . Entonces por el lema 3.10(b) se tiene
que (τ−1(M`+1))ω = 0 y ε|A0

es una sucesión que casi se divide en A0-mod.
En particular M`+1|A0

es inescindible y por lo tanto Z0
∼= M`+1|A0

. Aśı,
τ−1
0 Z0

∼= τ−1(M`+1)|A0
= τ−1(M`+1) y M`+1

∼= Z0, que son preinyectivos
inescindibles menores o iguales a M`+1. Esto termina el paso inductivo.
Paso 1’. Supongamos que Z0 es un A0-módulo inescindible tal que τ−i0 (Z0) ∈ Y0

para alguna i ≥ 1. Entonces Z0 no es un módulo en la restricción a A0 de
la componente preinyectiva de A-mod. Los elementos de Y0 (vistos como A-
módulos) están conectados por morfismos irreducibles con el A-módulo W0(ρs)
para el morfismo ρs correspondiente a el levantamiento de alguna ala θ(ns) de
vértice W0. Entonces por el lema 3.11 los elementos de Y0 están conectados en
Γ(A) a un vértice no preinyectivo, y por lo tanto no pueden ser preinyectivos.
Aplicando iteradamente la afirmación (i′) probada arriba es claro que si Z0 es
sumando directo de M |A0

para algún preinyectivo M , entonces τ−i0 (Z0) ∈ Y0

pertenece a la componente preinyeciva, lo cual es imposible. Esto muestra que
Z0 no puede ser sumando directo de la restricción a A0 de un preinyectivo.
Paso 2’. Supongamos que Z0 es un A0-módulo inescindible tal que τ−i0 (Z0) ∼= W0

para algún i ≥ 1. Entonces Z0 no es un módulo en la restricción a A0 de la
componente preinyectiva de A-mod. De nuevo por una aplicación sucesiva de
(i′) basta mostrar que W0 no es un A-módulo preinyectivo. Pues si W0 es
preinyectivo entonces W0 no es proyectivo y la sucesión que casi se divide ε que
termina en W0 (que está contenida an I) se restringe ε|A0

a una sucesión que
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casi se divide en A0-mod (lema 3.10(b)). Ya que existe un morfismo irreducible
W 1

1,n1−1 → W0 en A0-mod, se tiene que W 1
1,n1−1 es sumando directo de la re-

stricción a A0-mod de un A-módulo preinyectivo. Esto contradice el paso 1’,
pues τ−1(W 1

1,n1−1) ∈ Y0.
Paso 3’. De los pasos 1’ y 2’ se sigue que ningún elemento a la izquierda de la
sección {[W0]} ∪Y0 aparece como sumando directo de la restricción a A0 de un
A-preinyectivo, lo cual implica que todo A-módulo preinyectivo es un elemento
de Ǔ([W0] ∨ Y). �

3.4 Levantamiento de funtores.

Estudiamos ahora situaciones en las que funtores de A0-mod pueden ser levan-
tados a la categoŕıa extendida A0[R]-mod. Necesitaremos el siguiente resultado
preliminar.

Lema 3.14 Sean Z una k-categoŕıa aditiva y F,G,H : Z → Z funtores. Para
una transformación natural de funtores η : F → G denotamos con η · H :
F ◦H → G ◦H a la transformación natural dada por (η ·H)M = ηH(M) para
cada objeto M de Z. Las siguientes afirmaciones son equivalentes,

a) la transformación natural η ·H es un isomorfismo de funtores,

b) si M ∈ Z es isomorfo a un objeto de la forma H(N) entonces ηM :
F (M)→ G(M) es un isomorfismo.

Demostración. Si f : M → N es un morfismo en Z, por naturalidad de η el
siguiente diagrama es conmutativo

F (H(M))
ηF (H(M))

//

H(f)
��

G(H(M))

G(H(f))
��

F (H(N))
ηH(N)

// G(H(N)),

por lo que en efecto η · H es una transformación natural. Por otro lado, si
suponemos que η · H es un isomorfismo natural y que s : M → H(N) es un
isomorfismo para algún N en Z, entonces por naturalidad de η el siguiente
diagrama conmuta,

F (M)
ηM //

F (s)
��

G(M)

G(s)
��

F (H(N))
ηH(N)

// G(H(N)),

es decir, ηM = G(s)−1ηH(N)F (s) es composición de isomorfismos y por lo tanto
un isomorfismo. Esto muestra que (a) implica (b), la otra implicación es evi-
dente. �
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Lema 3.15 Sea Z ⊂ A0-mod una clase de A0-módulos. Supongamos que se
tienen un funtor aditivo F0 : Z −→ Z y una transformación natural de funtores
η0 : F0 → IdZ . Observamos que la pareja (F0, η0) determina dos transforma-
ciones naturales

η0 · F0, F0 · η0 : F 2
0 −→ F0,

donde η0 · F0 se obtiene como en el lema anterior y la transformación F0 · η0

está dado por (F0 · η0)M0 = F0(ηM0
0 ) para un objeto M0 en Z. Entonces existen

un funtor F = F0 : Ǔ(Z) → Ǔ(Z) y una transformación natural η = η0 : F →
IdǓ(Z) tales que F |Z = F0 y η|Z = η0. Más aún,

a) si η0 ·F0 : F 2
0 −→ F0 es un isomorfismo de funtores entonces η ·F también

es un isomorfismo natural;

b) si η0 · F0 = F0 · η0 entonces η · F = F · η;

c) si ηM0
0 : F0(M0)→M0 es epimorfismo para cada M0 en Z entonces F es

un funtor fiel;

d) si además de cumplirse (c) el funtor F0 preserva sucesiones exactas en Z
entonces F preserva sucesiones exactas en Ǔ(Z).

Demostración. Definamos primero el funtor F . Si M = (M0,Mω, γM ) es un
objeto en Ǔ(Z) se toma F (M)ω como el pull-back de |ηM0

0 | y γM

F (M)ω
ηMω //

γF (M)

��

Mω

γM

��
|F0(M0)|

|ηM0
0 |

// |M0|.

Hacemos entonces F (M) = (F0(M0), F (M)ω, γF (M)) y

ηM = (ηM0
0 , ηMω ) : F (M)→M.

Supongamos que f : M → N es un morfismo en Ǔ(Z). Ya que η0 es una
transformación natural, los caminos externos de F (M)ω a |N0| en el siguiente
diagrama conmutan (γNfωη

M
ω = |f0|γMηMω = |ηN0

0 ||F0(f0)|γF (M)), por lo que
existe F (f)ω : F (M)ω → F (N)ω que hace conmutar el diagrama completo

Mω
fω //

γM

��

Nω

γN

��

F (M)ω
F (f)ω

//

γF (M)

��

ηMω 88qqqqqq
F (N)ω

��

ηNω

99rrrrrr

|M0| |f0|
// |N0|

|F0(M0)|

|ηM0
0 | 99rrrrr

|F0(f0)|
// |F0(N0)| |η

N0
0 |

99sssss

Denotamos con F (f) al morfismo entre F (M) y F (N) dado por (F0(f0), F (f)ω).

Supongamos ahora que L
g // M

f // N son morfismos que se pueden com-
poner. Por unicidad en la propiedad universal del pull-back se tiene que

F (fg)ω = F (f)ωF (g)ω.
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Lω

��

gω // Mω
fω //

γM

��

Nω

γN

��

F (L)ω
F (g)ω// 11

99ssssss

��

F (M)ω
F (f)ω//

��

ηMω 88qqqqqq
F (N)ω

��

ηNω

99rrrrrr

|L0| |g0|
// |M0| |f0|

// |N0|

|F0(L0)|

|ηL0
0 | 99sssss

|F0(g0)|
// |F0(M0)| |η

M0
0 |

99rrrrr

|F0(f0)|
// |F0(N0)| |η

N0
0 |

99sssss

Es claro también que F (IM ) = IF (M), por lo que F es un funtor aditivo.
Por construcción se tiene que fηM = ηNF (f), es decir, η : F → IdǓ(Z) es
una transformación natural. Evidentemente para cualquier M0 en Z se tiene
F (M0)|Z = F0(M0) y ηM0 |Z = ηM0

0 .
Para mostrar (a) notamos primero que en un diagrama pull-back de k-

espacios vectoriales,

A
x //

y

��

B

g

��
C

f
// D

si f es un isomorfismo entonces x es un isomorfismo. En efecto, como f es
suprayectivo la siguiente sucesión es exacta

0 // A
[ xy ]
// B ⊕ C

[ g −f ]// D // 0.

Por lo tanto, si a ∈ A está en el núcleo de x entonces 0 = g(x(a)) = f(y(a)) = 0
y y(a) = 0 pues f es inyectivo. Entonces a está en el núcleo de [ xy ], por lo que
a = 0. Como dimk(B ⊕ C) = dimkA+ dimkD y dimkC = dimkD pues f es
isomorfismo, concluimos que dimkA = dimkB y por lo tanto la transformación
inyectiva x es un isomorfismo.

Usando entonces la equivalencia probada en el lema 3.14, debemos mostrar
que si M = (M0,Mω, γM ) es un objeto en Ǔ(Z) isomorfo a F (N) para algún N
en Ǔ(Z), entonces ηM es un isomorfismo. Como M0

∼= (F (N))0 = F0(N0), por
hipótesis ηM0

0 es un isomorfismo, y por lo tanto |ηM0
0 | también lo es. Como el

siguiente diagrama es pull-back,

F (M)ω
ηMω //

γF (M)

��

Mω

γM

��
|F0(M0)|

|ηM0
0 |

// |M0|,

y |ηM0
0 | es un isomorfismo, por lo anterior ηMω , y por lo tanto ηM , son isomor-

fismos.
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El inciso (b) es inmediato de la definición de F (ηM ) = (F0(ηM0
0 ), F (ηM )ω),

como se muestra en el siguiente diagrama

F (M)ω
ηMω //

γF (M)

��

Mω

γM

��

F (F (M))ω
F (ηM )ω

//

γF (F (M))

��

ηF (M)
ω

66mmmmmmm
F (M)ω

��

ηMω

88qqqqqq

|F0(M0)|
|ηM0

0 |
// |M0|

|F0(F0(M0))|

|ηF0(M0)
0 | 66mmmmmmm

|F0(η
M0
0 )|

// |F0(M0)|. |η
M0
0 |

88qqqqq

Pues F (ηM )ω es la única transformación (flecha punteada) que hace conmutar

el diagrama anterior y como por hipótesis F0(ηM0
0 ) = η

F0(M0)
0 (y por lo tanto

|F0(ηM0
0 )| = |ηF0(M0)

0 |), se tiene que η
F (M)
ω también hace conmutar el diagrama.

De la unicidad en el pull-back se sigue que η
F (M)
ω = F (ηM )ω y

F (ηM ) = (F0(ηM0
0 ), F (ηM )ω) = (η

F0(M0)
0 , ηF (M)

ω ) = ηF (M).

Probamos (c). Notamos que en un diagrama pull-back de k-espacios vecto-
riales si f es un epimorfismo entonces x es un epimorfismo.

k b

��

c

##

a

��
A

x //

y

��

B

g

��
C

f
// D

En efecto, para un vector b ∈ B arbitrario tomamos c ∈ C tal que f(c) = g(b)
(esto es posible pues f es epimorfismo). Se definen entonces las transformaciones
k → B y k → C dadas por 1 7→ b y 1 7→ c. Entonces el cuadrado externo del
diagrama anterior conmuta, por lo que existe a : k → A tal que x(a) = b.
Aśı x es epimorfismo. Por definición de ηM = (ηM0

0 , ηMω ) como pull-back, y
por lo anterior, como |ηM0

0 | es epimorfismo (| − | es un funtor exacto) entonces
ηMω también es epimorfismo. Ya que fηM = ηNF (f) y ηM es un epimorfismo
tenemos que F es un funtor fiel.

Para verificar (d) supongamos que tenemos una sucesión exacta

ε = 0 // L
u // M

v // N // 0

en Ǔ(Z). Por la naturalidad de η el siguiente diagrama es conmutativo

0 // L
u // M

v // N // 0

0 // F (L)
F (u)

//

ηL

OO

F (M)
F (v)

//

ηM

OO

F (N) //

ηN

OO

0.
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Pasando a núcleos obtenemos el siguiente diagrama donde todas las columnas
son exactas, aśı como todos los renglones de la ret́ıcula inferior. En la superior el
primer renglón es exacto y el tercero es isomorfo al tercer renglón inferior, por la
definición de F a través de pull-backs. Por el lema del nueve, el segundo renglón
superior también es exacto. Esto prueba que F (ε) es una sucesión exacta.

0 0 0

0 0 0

0 // Lω

��

//

GG�����������
Mω

��

//

GG�����������
Nω

��

//

GG�����������
0

0 // |L0| //

GG�����������
|M0| //

GG�����������
|N0| //

GG�����������
0

0 // F (L)ω

��

//

GG�����������
F (M)ω

��

//

GG�����������
F (N)ω

��

//

GG�����������
0

0 // |F0(L0)| //

GG����������
|F0(M0)| //

GG����������
|F0(N0)| //

GG����������
0

0 // KL //

GG�����������
KM //

GG�����������
KN //

GG�����������
0

0 // KL //

GG�����������
KM //

GG�����������
KN //

GG�����������
0

0

GG�����������
0

GG�����������
0

GG�����������

0

GG�����������
0

GG�����������
0

GG�����������

�

Lema 3.16 Sea Z ⊆ A0-mod una clase de A0-módulos. Supongamos que te-
nemos un funtor aditivo G0 : Z −→ Z y una transformación natural de funtores
η0 : IdZ → G0. De manera similar que en el caso anterior se tienen dos
transformaciones naturales

η0 ·G0, G0 · η0 : G0 −→ G2
0.

Entonces existen un funtor aditivo G = G0 : Ǔ(Z) → Ǔ(Z) y una transfor-
mación natural η = η0 : IdǓ(Z) → G tales que G|Z = G0 y η|Z = η0. Más
aún,

a) si η0 ·G0 : G0 −→ G2
0 es un isomorfismo natural entonces η ·G es también

un isomorfismo de funtores;

b) si η0 ·G0 = G0 · η0 entonces η ·G = G · η;

c) si ηM0
0 : M0 → G0(M0) es monomorfismo para cada M0 en Z entonces G

es un funtor fiel;
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d) si G0 preserva sucesiones exactas en Z entonces G preserva sucesiones
exactas en Ǔ(Z).

Demostración. Para un objeto M = (M0,Mω, γM ) en Ǔ(Z) definimos G(M) =
(G0(M0),Mω, γG(M)) donde γG(M) = |ηM0

o |γM . Para un morfismo g = (g0, gω) :
M → N hacemos G(g) = (G0(g0), gω), ver el siguiente diagrama

Mω
gω //

γM

��
γG(M)

��

Nω

γN

��
γG(N)

��

|M0| |g0|
//

|ηM0
0 |zzttttttttt

|N0|

|ηN0
0 |zzuuuuuuuuu

|G0(M0)|
|G0(g0)|

// |G0(N0)|.

Se observa directamente que G es un funtor aditivo. Por otro lado la asignación
ηM = (ηM0

0 , IdMω
) satisface G(g)ηM = ηNg, por lo que η es una transformación

natural.
Para probar (a) por el lema 3.14 basta mostrar que si M es isomorfo a

un objeto de la forma G(N) entonces ηM es un isomorfismo. Como ηM =
(ηM0

0 , IdMω ), basta verificar que ηM0
0 es un isomorfismo, lo cual es consecuencia

directa de la hipótesis pues M0
∼= G0(N0).

La prueba de (b) es también directa de la definición de G(ηM ), pues usando
la hipótesis se tiene (ver el siguiente diagrama),

G(ηM ) = G(ηM0
0 , IdMω

) = (G0(ηM0
0 ), IdMω

) = (η
G0(M0)
0 , IdMω

) = ηG(M),

Mω

IdMω //

γM

��
γG(M)

��

G(M)ω = Mω

γG(M)=|η
M0
0 |γM

��

γG(G(N))

��

|M0|
|ηM0

0 |
//

|ηM0
0 |zzttttttttt

|G0(M0)|

|ηG0(M0)
0 |vvmmmmmmmmmmmmm

|G0(M0)|
|G0(η

M0
0 )|

// |G0(G0(M0))|.

Para mostrar (c), es claro que si ηM0
0 es monomorfismo entonces ηM =

(ηM0
0 , IdMω

) es monomorfismo. Como ηMg = G(g)ηN y ηM es un monomor-
fismo tenemos que G es un funtor fiel.

Para verificar (d) si ε : 0 // L // M // N // 0 es una sucesión

exacta en Ǔ(Z), su imagen bajo G tiene la forma

0 // Lω //

γG(L)

��

Mω
//

γG(M)

��

Nω //

γG(N)

��

0

0 // |G0(L0)| // |G0(M0)| // |G0(N0)| // 0.

Por definición de exactitud en ε el renglón superior del diagrama es exacto.
Como G0 preserva sucesiones exactas y | − | es un funtor exacto, el renglón
inferior también es exacto, por lo que G(ε) es una sucesión exacta en Ǔ(Z). �
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3.5 Mapeos universales y rango.

De nuevo sean A0 = TS0
(L0) el álgebra de caminos de un diagrama de Dynkin

∆ (donde L0 es el S0-S0-bimódulo de flechas de ∆) y A = A0[R] ∼= k∆̃ la
extensión de un punto de A0 a través de R (como en el lema 3.8). Sea W0 un
A0-módulo inescindible de dimensión vectorial máxima. Para un A0-módulo M0

denotamos con ]M0 al número de sumandos inescindibles de M0. Sean mM0
la

multiplicidad de W0 en M0 y eM0
el número de sumandos inescindibles de M0

no isomorfos a W0 (de manera que ]M0 = mM0
+ eM0

). Definimos el rango de
un A-módulo inescindible M = (M0,Mω, γM ) como

rk(M) = dimkMω −mM0 .

Uno de nuestros intereses principales es determinar el comportamiento del rango
respecto a la traslación de Auslander-Reiten en A-mod. La herramienta a uti-
lizar son los mapeos universales definidos en Ringel [13, sección 3.4(17)] y sus
levantamientos como en la sección anterior.

El siguiente lema y el corolario 3.25 corresponden al teorema 11.5 de Gabriel
y Roiter [5].

Lema 3.17 Subcategoŕıa de Kronecker. Sean B la subálgebra de A = A0[R]
dada por B = A0[0] y W el B-módulo W = W0 ⊕ S(ω), donde W0 es un
A0-módulo inescindible de dimensión vectorial máxima y S(ω) es el simple de
vértice ω. Consideremos la ditálgebra A = (A, 0) con diferencial cero. Entonces
la ditálgebra reducida AW es isomorfa al álgebra de Kronecker clásica A2 (con
diferencial cero). La imágen del funtor asociado a la reducción FW corresponde
a la subcategoŕıa Ǔ(W0) de A-mod. Las imágenes de las componentes posproyec-
tiva y preinyectiva de AW -mod bajo FW serán denotadas mediante P0 e I0

respectivamente.

Demostración. Como W0 es excepcional y Z0 = EndA0
(W0)op ∼= k (lema 1.14),

el A0-módulo W0 es admisible. El álgebra reducida AW0
0 = TZ0(0) es entonces

isomorfa al campo k (con diferencial cero). Por la proposición 3.6 y el lema 3.3
el álgebra tensorial reducida AW es isomorfa a

AW0
0 [RW0 ] ∼= k[RW0 ] = T( k 0

0 k

)(0 HomA0
(R,W0)∗

0 0

)
.

Ahora, por el lema 3.9, el k-espacio vectorial HomA0
(R,W0)∗ tiene dimensión

dos, por lo que existe un isomorfismo entre la extensión AW0
0 [RW0 ] y el álgebra de

Kronecker clásica Ã1 = A2. Finalmente observamos que la diferencial reducida
δW es cero, debido a la proposición 3.6 y a que el morfismo ε del lema 3.4 es
cero (pues P0 = 0). �

Los mapeos universales a considerar son los funtores

F0 = W0 ⊗k HomA0(W0,−) : A0-mod −→ A0-mod,

G0 = W0 ⊗k DHomA0
(−,W0) : A0-mod −→ A0-mod.

Sus levantamientos, que resultan ser proyecciones en la subcategoŕıa de Kro-
necker Ǔ(W0), determinan el comportamiento del rango en las componentes
preinyectiva y posproyectiva.
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Lema 3.18 Consideremos el funtor

F0 = W0 ⊗k HomA0
(W0,−) : A0-mod −→ A0-mod.

Dado un módulo M0 en la categoŕıa A0-mod se define el mapeo universal
derecho ηM0

0 : F0(M0) → M0 como la evaluación w ⊗ f 7→ f(w). Entonces
η0 : F0 → IdA0-mod es una transformación natural y

a) η0 · F0 es un isomorfismo de funtores,

b) η0 · F0 = F0 · η0.

Restringimos el funtor F0 y la transformación η0 a la subcategoŕıa Z = W0 ∨Y
de A0-mod, donde Y es la clase de A0-módulos generada por representantes del
conjunto ConR([W0]) = {[M ] ∈ indA0 | [W0] ≺ [M ]}. Entonces

c) ηM0
0 es epimorfismo para cada M0 en Z, y

d) F0 preserva sucesiones exactas en Z.

Demostración. Observamos que η0 es una transformación natural, pues

ηN0
0 (F0(f)(w ⊗ h)) = ηN0

0 (w ⊗ fh) = f(h(w)) = f(ηM0
0 (w ⊗ h)),

es decir, el siguiente cuadrado es conmutativo,

F0(M0)

η
M0
0

��

F0(f) // F0(N0)

η
N0
0

��
M0

f
// N0.

Consideremos ahora las siguientes transformaciones

EndA0(W0)⊗k HomA0(W0,M0)

Φ

��

Ψ

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWW

HomA0
(W0,M0)

HomA0(W0,W0 ⊗k HomA0(W0,M0))

Hom(W0,η
M0
0 )

33ggggggggggggggggggg

dadas para morfismos f ∈ EndA0
(W0), g ∈ HomA0

(W0,M0) y un elemento
w de W0 de la siguiente manera: Φ(f ⊗ g)(w) = f(w) ⊗ g y Ψ(f ⊗ g) = gf .
Notamos que el diagrama anterior es conmutativo, pues por definición de ηM0

0

se tiene ηM0
0 (Φ(f ⊗ g)(w)) = ηM0

0 (f(w)⊗ g) = g(f(w)) = Ψ(f ⊗ g)(w). De esta
manera, aplicando el funtor W0 ⊗ − al diagrama anterior tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

W0 ⊗k EndA0
(W0)⊗k HomA0

(W0,M0)

IdW0
⊗Φ

��

IdW0
⊗Ψ

++XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

W0 ⊗k HomA0(W0,M0)

W0 ⊗k HomA0
(W0,W0 ⊗k HomA0

(W0,M0))

F0(η
M0
0 )

33fffffffffffffffffffffff
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pues F0(ηM0
0 ) = IdW0

⊗ HomA0
(W0, η

M0
0 ). Observamos que el diagrama an-

terior también conmuta cuando se sustituye F0(ηM0
0 ) por el morfismo η

F0(M0)
0 .

En efecto, por un lado, usando la notación f , g y w dada antes, se tiene

η
F0(M0)
0 ([IdW0

⊗Φ](w⊗f⊗g)) = η
F0(M0)
0 (w⊗Φ(f⊗g)) = Φ(f⊗g)(w) = f(w)⊗g.

Por otro lado [IdW0
⊗ Ψ](w ⊗ f ⊗ g) = w ⊗ Ψ(f ⊗ g) = w ⊗ gf , y como

el álgebra de endomorfismos EndA0
(W0) es isomorfa al campo k la igualdad

f(w)⊗ g = w⊗ gf es evidente. Entonces η
F0(M0)
0 = [IdW0

⊗Ψ][IdW0
⊗Φ]−1 es

un isomorfismo y η
F0(M0)
0 = F0(ηM0

0 ). Esto prueba los incisos (a) y (b).
Claramente ηM0

0 es un epimorfismo para módulos M0 en Z = W0∨Y (inciso
(c)) pues los módulos en Y son generados por W0 (lema 2.12).

Para mostrar que F0 preserva sucesiones exactas supongamos que ε es una
sucesión exacta en Z,

ε = 0 // M0
// E0

// N0
// 0.

Usamos las fórmulas de Auslander-Reiten en el caso hereditario

Ext1
A0

(W0,M0) ∼= DHomA0(M0, τW0)

y el hecho de que HomA0(M0, τW0) = 0 pues M0 ∈ Y y τW0 ∈ X . Entonces
Hom(W0, ε) es una sucesión exacta

0 // HomA0
(W0,M0) // HomA0

(W0, E0) // HomA0
(W0, N0) // 0.

Como IdW0
⊗− es un funtor exacto se concluye que F0(ε) = IdW0

⊗Hom(W0, ε)
es una sucesión exacta, por lo que se tiene (d). �

Denotamos con (←−, η) al levantamiento de (F0, η0) a Ǔ(W0 ∨ Y). Por el
lema 3.15 el funtor

F = W0 ⊗k HomA0
(W0,−) : Ǔ(W0 ∨ Y) −→ Ǔ(W0)

es aditivo, fiel, preserva sucesiones exactas y su restricción a Ǔ(W0) es plena y
densa.

Lema 3.19 Supongamos que 0 // τQ
g // E

f // Q // 0 es una su-

cesión que casi se divide en Ǔ(W0 ∨ Y). Si Q ∈ Ǔ(W0) entonces
←−
f es un

morfismo que casi se divide por la derecha en Ǔ(W0). De lo contrario
←−
f es una

retracción.

Demostración. Consideremos la proyección universal

0 // ←−τQ
←−g //

ητQ

��

←−
E

ηE

��

←−
f // ←−Q

t
��

ηQ

��

// 0

0 // τQ
g
// E

f
// Q // 0.
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Si Q no está en Ǔ(W0) entonces ηQ no es retracción, por lo que existe t :
←−
Q → E

tal que ft = ηQ. Aśı
←−
ηQ =

←−
f
←−
t . Por los incisos (a) y (b) de los lemas 3.18 y

3.15 se tiene que
←−
ηQ = η

←−
Q es un isomorfismo. Por lo tanto f es una retracción.

Supongamos ahora que Q está en Ǔ(W0). Entonces ηQ es un isomorfismo y
(ηQ)−1f no es retracción, pues f no es retracción y (ηQ)−1fs = Id←−

Q
si y solo si

fs(ηQ)−1 = IdQ. Por lo tanto
←−
f = (ηQ)−1fηE no es retracción. Supongamos

por otro lado que V es un objeto en Ǔ(W0) y que v : V →
←−
Q no es una

retracción,
←−←−
Q

η
←−
Q

��

←−
V

ηV

��

←−voo

←−
E ←−

f

//

ηW

��

←−
Q

ηQ

��

Vv
oo

E
f
// Q.

Como ηQv no es retracción y f casi se divide por la derecha, existe s : V → E

tal que ηQv = fs. Aśı, usando de nuevo que η
←−
Q =

←−
ηQ (lema 3.15(b)) y la

conmutatividad del diagrama anterior se tiene que vηV = η
←−
Q←−v =

←−
ηQ←−v =

←−
f ←−s ,

por lo que v =
←−
f ←−s (ηV )−1. Es decir,

←−
f casi se divide por la derecha. �

Para la siguiente proposición denotemos con J i a los A-módulos inyectivos
inescindibles de la forma D(eiA). Observamos que los inyectivos inescindibles
de la subcategoŕıa de Kronecker Ǔ(W0) están dados por Iω = (0, k, 0) e I = W0.

Lema 3.20 Sea w0 = dimW0 la dimensión vectorial de W0. Entonces

a)
←−
Jω ∼= Iω y

←−
J i ∼= (w0)iI para i = 1, . . . , n.

b) Para todo M ∈ I se tiene
←−
M ∈ I0.

c) La función ](←−· ) : I → N es aditiva.

Demostración. (a) Ya que Jω = Eω = Iω es el simple de vértice ω, tenemos
←−
Jω = Iω. Para i = 1, . . . , n existen isomorfismosD(W0)ei ∼= D(eiW0). Entonces

dimkHomA0
(W0, J

i
0) = dimkHom(W0, D(eiA0)) =

= dimkHom(eiA0, D(W0)) =

= dimkD(W0)ei = dimkeiW0 =

= (w0)i.

Aśı tenemos que la multiplicidad de W0 en
←−−
(J i)0 es m←−−

(Ji)0
= (w0)i y usando el

lema 3.9 se tiene dimk|
←−−
(J i)0| = dimkHomA0

(R,
←−−
(J i)0) = 2(w0)i. Como J i es
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inyectivo,
←−
J i se obtiene mediante un pull-back de la forma

(
←−
J i)ω

//

γ←−
Ji

��

J iω

|(
←−
J i)0|

|ηJ
i
0

0 |

// |J i0|.

Debido a que |ηJ
i
0

0 | es un epimorfismo, por el argumento dado en la prueba del

lema 3.15(c) se tiene que γ←−
Ji

es un isomorfismo. Por lo tanto
←−
J i ∼= (w0)iI. El

inciso (b) se obtiene inductivamente del lema anterior como sigue. Considere-
mos la ordenación de módulos preinyectivos inescindibles dada en el lema 1.26,
M1,M2,M3, . . . Como base de inducción, por el inciso (a) la afirmación es
cierta para los A-módulos inyectivos inescindibles (que son los primeros en
tal ordenación). Supongamos que el enunciado es cierto para los preinyectivos
M1, . . . ,Mi y mostrémoslo para Mi+1. Por las propiedades de esta ordenación,
la sucesión que casi se divide que comienza en Mi+1,

ε : 0 // Mi+1
g // E

f // M`
// 0 ,

satisface ` < i+ 1 y para cada Mj isomorfo a un sumando directo de E se tiene
j < i+1. Por el lema 3.19, si M` no está en la subcategoŕıa de Kronecker Ǔ(W0)

entonces ←−ε es una sucesión trivial. Por lo tanto
←−−−
Mi+1 ∈ I0 pues por hipótesis

inductiva
←−
E ∈ I0. Supongamos ahora que M` es un objeto en la subcategoŕıa

Ǔ(W0). Por los lemas 3.19 y 1.19, ←−ε es isomorfa a una sucesión de la forma

←−ε ∼= 0 // P ⊕ E′′

[
Ker f ′ 0

0 IE′′

]
// E′ ⊕ E′′

[f ′ 0] // M`
// 0,

donde 0 // P // E′
f ′ // M`

// 0 es una sucesión que casi se divide

en Ǔ(W0), y por lo tanto P es preinyectivo. Por inducción E′′ es preinyectivo

en Ǔ(W0), por lo que
←−−−
Mi+1

∼= P ⊕ E′′ ∈ I0.
El inciso (c) es evidente para sucesiones que casi se dividen ε tales que ←−ε es

trivial. Cuando←−ε no es una sucesión trivial, el término final M` de ε es isomorfo

a
←−
M` y de nuevo por el lema 1.19, ←−ε es isomorfa a una sucesión como arriba.

Pero las sucesiones de Auslander-Reiten 0 // P // E′
f ′ // M`

// 0
en la componente preinyectiva de la subcategoŕıa de Kronecker satisfacen ]M`+
]P = ]E′ (ver descripción de la componente preinyectiva I0 al final de la
sección 2.1). Ya que ←− es un funtor aditivo,

]Mi+1 + ]M` = ]E′′ + ]P + ]M` = ]E′′ + ]E′ = ]E,

es decir, ](←−· ) es una función aditiva en I. �

Lema 3.21 Consideremos ahora el funtor

G0 = W0 ⊗k DHomA0
(−,W0) : A0-mod −→ A0-mod.
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Para cada A0-módulo M0 fijamos una base {α1, . . . , αu} del k-espacio vectorial
HomA0

(M0,W0) y definimos ηM0
0 : M0 → G0(M0) como m 7→

∑u
i=1 αi(m)⊗α∗i .

Entonces η0 : IdA0-mod → G0 es una transformación natural bien definida y

a) η0 ·G0 es un isomorfismo de funtores,

b) η0 ·G0 = G0 · η0.

Restringimos el funtor G0 y la transformación η0 a la subcategoŕıa Z = X ∨W0

de A0-mod, donde X es la clase de A0-módulos generada por representantes del
conjunto ConL([W0]) = {[M ] ∈ indA0 | [M ] ≺ [W0]}. Entonces

c) ηM0
0 es monomorfismo para cada M0 en Z, y

d) G0 preserva sucesiones exactas en Z.

Demostración. Sea f0 : M0 → N0 un morfismo y fijemos una base {β1, . . . , βv}
del espacio HomA0

(N0,W0). Ya que βjf0 ∈ HomA0
(M0,W0) para cada j,

existen λij ∈ k tales que βjf0 =
∑u
i=1 λijαi. Por otro lado, el morfismo

DHomA0
(f0,W0) : DHomA0

(M0,W0)→ DHomA0
(N0,W0),

está dado en la base {α∗i }ui=1 de DHomA0
(M0,W0) por α∗i 7→ [g 7→ α∗i (gf0)].

Notamos entonces que DHomA0
(f0,W0)[α∗i ] =

∑v
j=1 λijβ

∗
j , pues evaluando en

la base {βj}vj=1 se tiene

DHomA0(f0,W0)[α∗i ](βj) = α∗i (βjf0) = α∗i (

u∑
`=1

λ`jα`) = λij .

Queremos verificar que el siguiente cuadrado conmuta

M0

η
M0
0

��

f0 // N0

η
N0
0

��
G0(M0)

G0(f0)
// G0(N0).

Para un m ∈M0 se tiene

G0(f0)ηM0
0 (m) = [IdW0

⊗DHom(f0,W0)]

(
u∑
i=1

αi(m)⊗ α∗i

)
=

=

u∑
i=1

αi(m)⊗

 v∑
j=1

λijβ
∗
j

 =

v∑
j=1

(
u∑
i=1

λijαi(m)

)
⊗ β∗j =

=

v∑
j=1

βj(f0(m))⊗ β∗j = ηN0
0 (f0(m)).

En particular el morfismo ηM0
0 no depende de la elección de base. Aśı, la asig-

nación η0 : IdA0-mod → G0 es una transformación natural bien definida. Para
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mostrar los incisos (a) y (b) consideramos los morfismos

EndA0
(W0)⊗k HomA0

(M0,W0)

Φ̃

��

Ψ̃

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

HomA0
(M0,W0)

HomA0(W0 ⊗k DHomA0(M0,W0),W0)

Hom(η
M0
0 ,W0)

33gggggggggggggggggggg

definidos de la siguiente manera. Para elementos f ∈ EndA0
(W0) y g ∈

HomA0(M0,W0) se definen Ψ̃(f ⊗ g) = fg y el morfismo Φ̃(f ⊗ g)(w ⊗ h) =
h(fg)w para w ∈ W0 y h ∈ DHomA0(M0,W0). Como el álgebra EndA0(W0)

es isomorfa al campo k, tanto Ψ̃ como Φ̃ son isomorfismos. Verificamos que el
diagrama anterior es conmutativo, pues para m ∈M0 se tiene

HomA0
(ηM0

0 ,W0)(Φ̃(f ⊗ g))(m) = Φ̃(f ⊗ g)

(
u∑
i=1

αi(m)⊗ α∗i

)
=

=

u∑
i=1

α∗i (fg)αi(m) =

= f(g(m)) = Ψ̃(f ⊗ g)(m).

Aplicando el funtor W0 ⊗k D(−) al diagrama anterior se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo,

W0 ⊗k D[EndA0(W0)⊗k HomA0(M0,W0)]
OO

IdW0
⊗DΦ̃

jj

IdW0
⊗DΨ̃

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

W0 ⊗k DHomA0
(M0,W0)

W0 ⊗k DHomA0
(W0 ⊗k DHomA0

(M0,W0),W0)
tt

G0(η
M0
0 )

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

Mostraremos que al cambiar G0(ηM0
0 ) por η

G0(M0)
0 en el diagrama anterior

se sigue teniendo conmutatividad. Tomemos una base dual (fi, f
∗
i )ui=1 del k-

espacio vectorial HomA0
(W0 ⊗k DHomA0

(M0,W0),W0). Por un lado, para
un elemento w ∈ W0 y una función h ∈ DHomA0

(M0,W0) se tiene que

[IdW0 ⊗DΨ̃](w ⊗ h) = w ⊗ (h ◦ Ψ̃). Por otro lado

[IdW0
⊗DΦ̃]η

G0(M0)
0 (w ⊗ h) = [IdW0

⊗DΦ̃]

(
u∑
i=1

fi(w ⊗ h)⊗ f∗i

)
=

=

u∑
i=1

fi(w ⊗ h)⊗ (f∗i ◦ Φ̃).
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Debemos mostrar entonces que la expresión w ⊗ (h ◦ Ψ̃) es igual a la expresión∑u
i=1 fi(w ⊗ h)⊗ (f∗i ◦ Φ̃). Para ello consideremos el isomorfismo K dado por

W0 ⊗k D[EndA0
(W0)⊗k HomA0

(M0,W0)],

K

��

w ⊗H_

K

��
Homk([EndA0(W0)⊗k HomA0(M0,W0)],W0), [f ⊗ g 7→ H(f ⊗ g)w].

Para f ∈ EndA0
(W0) y g ∈ HomA0

(M0,W0) se tiene pues que

K(

u∑
i=1

fi(w ⊗ h)⊗ (f∗i ◦ Φ̃))(f ⊗ g) =

u∑
i=1

f∗i (Φ̃(f ⊗ g))fi(w ⊗ h) =

= Φ̃(f ⊗ g)(w ⊗ h) = h(fg)w,

mientras que

K(w ⊗ (h ◦ Ψ̃))(f ⊗ g) = h(Ψ̃(f ⊗ g))w = h(fg)w.

Por lo tanto el diagrama anterior (sustituyendo G0(ηM0
0 ) por η

G0(M0)
0 ) es conmu-

tativo y tenemos (b). Ya que IdW0⊗DΨ̃ y IdW0⊗DΦ̃ son ambos isomorfismos,

tenemos que G0(ηM0
0 ) y η

G0(M0)
0 también son isomorfismos, lo que muestra (a).

Nos restringimos ahora a la clase X ∨W0 de A0-módulos. Ah́ı todo módulo
M0 es cogenerado porW0 (lema 2.12) por lo que ηM0

0 es un monomorfismo (inciso
(c)). Finalmente probamos que G0 preserva sucesiones exactas. Supongamos
que ε es una sucesión exacta en Z,

ε = 0 // M0
// E0

// N0
// 0.

Usamos las fórmulas de Auslander-Reiten en el caso hereditario

Ext1
A0

(N0,W0) ∼= DHomA0
(τ−1W0,M0)

y el hecho de que HomA0
(τ−1W0,M0) = 0 pues M0 ∈ X y τ−1W0 ∈ Y.

Entonces HomA0
(ε,W0) es una sucesión exacta

0 // HomA0(N0,W0) // HomA0(E0,W0) // HomA0(M0,W0) // 0.

Como IdW0
⊗ D(−) es un funtor exacto se concluye que G0(ε) = IdW0

⊗
DHomA0

(ε,W0) es una sucesión exacta, por lo que se tiene (d). �

Sea (−→, η) el levantamiento de (G0, η0). Por el lema 3.16 tenemos un funtor
aditivo y fiel que preserva sucesiones exactas

G = W0 ⊗DHomA0
(−,W0) : Ǔ(X ∨W0)→ Ǔ(W0),

y cuya restricción a Ǔ(W0) es plena y densa.

Lema 3.22 Supongamos que 0 // P
g // E

f // τP // 0 es una su-

cesión que casi se divide en Ǔ(X ∨ W0). Si P ∈ Ǔ(W0) entonces −→g es un
morfismo que casi se divide por la izquierda en Ǔ(W0). De lo contrario −→g es
una sección.
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Demostración. Consideremos el diagrama dado por los mapeos universales,

0 // P

ηP

��

g // E
t

~~
ηE

��

f // τP

ητP

��

// 0

0 // −→
P −→g

// −→
E −→

f

// −→
τP

// 0.

Si P no es un objeto en Ǔ(W0) entonces ηP no es una sección, por lo que existe

t : E →
−→
P tal que ηP = tg. Por lo tanto

−→
ηP =

−→
f −→g , y como

−→
ηP = η

−→
P es un

isomorfismo (incisos (a) y (b) del lema 3.16), −→g es una sección.
Por otro lado supongamos que P ∈ Ǔ(W0). Entonces ηP es un isomorfismo

y −→g = ηEg(ηP )−1 no es una sección, pues g(ηP )−1 no lo es. Si U ∈ Ǔ(W0)

y u :
−→
P → U no es sección, entonces uηP no es sección, por lo que existe

s : E → U tal que uηP = sg.

P
g //

ηP

��

E

ηE

��
U

ηU

��

−→
P

η
−→
P

��

−→g //uoo −→
E

−→
U

−→−→
P−→u

oo

Aśı, por el lema 3.16(b) se tiene que ηUu = −→u η
−→
P = −→u

−→
ηP = −→s −→g . Como ηU

es invertible concluimos que u = (ηU )−1−→s −→g , es decir, −→g casi se divide por la
izquierda. �

Para la siguiente proposición denotemos con P i a los A-módulos proyectivos
inescindibles de la forma Aei para i = 1, . . . , n, ω. Observamos que el proyec-
tivo simple en la subcategoŕıa de Kronecker Ǔ(W0) está dado por Q = W0 =
(W0, 0, 0). El otro proyectivo inescindibleQω = (W0⊗DHomA0

(R,W0), k, γQω )
está dado por

γQω : 1 7→ ηR.

Esto se justifica notando que el álgebra de endomorfismos EndA(Qω) es isomorfa
al campo k y que dimQω = (2, 1) es la ráız proyectiva correspondiente.

Lema 3.23 Sea w0 = dimW0 la dimensión vectorial de W0. Entonces

a)
−→
Pω ∼= Qω y

−→
P i ∼= (w0)iQ para i = 1, . . . , n.

b) Para todo N ∈ P se tiene
−→
N ∈ P0.

c) La función ](−→· ) : P → N es aditiva.

Demostración. Mostramos (a). Para i = 1, . . . , n es claro que Aei = A0ei = P i0
y como ω es un vértice fuente, P iω = 0. Debido a que dimkHomA0

(A0ei,W0) =
dimk(eiW0) = (w0)i tenemos que

−→
P i = (W0 ⊗k DHomA0

(P i0,W0), 0, 0) ∼= (w0)iQ.
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Por otro lado, Pω = Aeω =
(

0 R
0 k

)
, por lo que Pω = (R, k, γPω ) donde γPω es la

transformación 1 7→ IdR. Por la presentación dada del proyectivo de Kronecker

Qω es claro que
−→
Pω = Qω. Las afirmaciones (b) y (c) se muestran de manera

análoga que en el lema 3.20. �

Proposición 3.24 Sean I y P las componentes preinyectiva y posproyectiva de
A-mod respectivamente. Entonces las funciones ](←−· ) : I → Z y ](−→· ) : P → Z
son invariantes bajo traslación.

Demostración. Mostramos el resultado en la componente preinyectiva I. Del
lema 3.20(c) tenemos que la función f = ](←−· ) es aditiva. Por el lema 1.33
la componente I es un carcaj de traslación propio, dirigido, hereditario sin
vértices proyectivos y con un número finito de órbitas. Sea S0 la cosección de I
que consiste en las clases de isomorfismos de A-módulos inyectivos inescindibles.
Entonces el subcarcaj pleno QS0 de I determinado por S0 es isomorfo a ∆̃op.
Por el inciso (b) del lema 1.28 se tiene que

f(τS0) = Φ∆̃opf(S0),

donde Φ∆̃op es la matriz de Coxeter asociada al carcaj ∆̃op.
Ahora, por el lema 3.20(a) se tiene la igualdad f(S0) = w0 + eω. Por

construcción del álgebra A = k∆̃ y el lema 3.7, el vector w0 + eω está en
el radical de la forma cuadrática q∆̃op . De la equivalencia de (a) y (c) en el
lema 1.8 se tiene entonces que Φ∆̃(w0 + eω) = w0 + eω, por lo que

f(τS0) = Φ∆̃opf(S0) = f(S0).

De manera análoga se muestra el caso de la componente posproyectiva. �

Recordamos que AW es el álgebra de Kronecker reducida dada del lema 3.17.

Corolario 3.25 Para cada AW -módulo preinyectivo (posproyectivo) M̃ el A-

módulo FW (M̃) es preinyectivo (posproyectivo respectivamente).

Demostración. Mostramos el enunciado para AW -módulos preinyectivos, el
caso posproyectivo es análogo. Sean M̃i y Mj ordenaciones admisibles (i, j ∈ N)
de AW y A-módulos inescindibles representantes de las componentes preinyec-
tivas de AW -mod y A-mod respectivamente, como en el lema 1.26. Probaremos
que para cada i ∈ N existe ji ∈ N tal que FW (M̃i) ∼= Mji . Sea

N = {i ∈ N | existe ji ∈ N tal que FW (M̃i) ∼= Mji}.

Recordamos la notación de los A-módulos Iω = (0, k, 0), I = W0 que son inyec-

tivos en la subcategoŕıa de Kronecker Ǔ(W0). Sean Ĩ y Ĩω módulos inyectivos

inescindibles en AW -mod tales que FW (Ĩ) = I y FW (Ĩω) = Iω.
Paso 1. Para cada j ∈ N existen g(j), gω(j), d(j), dω(j) ≥ 0 tales que

←−
Mj
∼= d(j)FW (τ

g(j)
K Ĩ)⊕ dω(j)FW (τ

gω(j)
K Ĩω),

donde τK es la traslación de Auslander-Reiten en la categoŕıa de Kronecker
clásica. La prueba es por inducción. Como base inductiva la afirmación es
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válida en los A-módulos inyectivos inescindibles por el inciso (a) del lema 3.20.
Supongamos que es cierta para M1, . . . ,M` y consideremos la sucesión exacta
en A-mod que inicia en M`+1,

ε = 0 // M`+1
// E // τ−1(M`+1) // 0 .

Por el lema 3.19, si τ−1(M`+1) no es un objeto en Ǔ(W0) entonces ←−ε es una
sucesión trivial, y el resultado se tiene por hipótesis de inducción. Supongamos
entonces que τ−1(M`+1) ∼= M`0 está en Ǔ(W0). De nuevo por el lema 3.19 y la
proposición 3.24, la sucesión ←−ε casi se divide en Ǔ(W0),

←−ε = 0 // ←−−−M`+1
// ←−
E

// ←−−M`0
// 0 .

Como `0 ≤ `, por hipótesis inductiva se tiene
←−−
M`0

∼= N con

N = d(`0)τ
g(`0)
K Ĩ ⊕ dω(`0)τ

gω(`0)
K Ĩω,

Por lo tanto
←−−−
M`+1

∼= FW (τK(N)), de donde se tiene el paso inductivo.
Paso 2. El conjunto N es infinito. Por la proposición 3.24 el conjunto {d(j) +

dω(j)}j∈N está acotado. Como la dimensión sobre el campo k de
←−
Mj no está

acotada cuando j tiende a infinito, se sigue que (al menos) uno de los conjuntos
{g(j)}j∈N ó {gω(j)}j∈N no está acotado. Por el lema 3.19 esto implica que N
es un conjunto infinito.
Paso 3. El conjunto N es igual a N. Sea i ∈ N arbitrario. Entonces existe i0 tal

que para cualquier entero i′ ≥ i0 existe un morfismo no cero f : M̃i′ → M̃i en
la categoŕıa de Kronecker AW -mod. Por el paso 2, existe i1 ≥ i0 con i1 ∈ N .
Aśı, existe ji1 tal que FW (M̃i1) ∼= Mji1

, y por lo tanto existe un morfismo no

cero FW (f) : Mji1
→ FW (M̃i). Ya que Mji1

es preinyectivo, se concluye que

FW (M̃i) es un A-módulo preinyectivo inescindible. Entonces i ∈ N , lo que
termina la prueba. �

Las reducciones que daremos en la próxima sección describen la subcategoŕıa
Ǔ(X0 ∨W0 ∨ Y0) de A-mod, donde

X0 = ConL0([W0]) = {[N0] ∈ indA0 | [N0] ≺ [W0] pero τ−1
0 [N0] � [W0]}, y

Y0 = ConR0([W0]) = {[M0] ∈ indA0 | [W0] ≺ [M0] pero [W0] � τ0[M0]}.

Esta subcategoŕıa contiene casi completas a las componentes preinyectiva y
posproyectiva de A-mod.

Teorema 3.26 Consideremos los subconjuntos de indA0 dados por

X0 = ConL0([W0]) y Y0 = ConR0([W0]).

a) El número de clases de isomorfismo de A-módulos inescindibles posproyec-
tivos que no están en la subcategoŕıa Ǔ(X0 ∨ [W0]) es finito.

b) El número de clases de isomorfismo de A-módulos inescindibles preinyec-
tivos que no pertenecen a Ǔ([W0] ∨ Y0) es finito.
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Demostración. Mostramos (a) por pasos. Para ello fijamos un orden contrario
al admisible {[Ni]}i∈N de representantes de los elementos de la componente
posproyectiva P, es decir, si se tiene un morfismo irreducible f : Ni → Nj
entonces i < j. Consideramos los subconjuntos de indA0 dados por

GP = {[Z0] ∈ indA0 | existe h([Z0]) ∈ N tal que Z0
∼= Nh([Z0])},

GP = {[Z0] ∈ indA0 | existe h([Z0]) ∈ N tal que Z0
∼= Nh([Z0])}.

Paso 1. Tenemos que GP ⊂ GP y GP = τ0G
P . Para la primera contención ob-

servamos que si [Z0] ∈ GP , entonces Z0 es isomorfo a un sumando directo
la restricción a A0-mod de Nh([Z0]), y por el punto (i) en la prueba de la

proposición 3.13, tenemos que existe h([Z0]) ≤ h([Z0]) tal que Nh([Z0])
∼= Z0, es

decir, [Z0] ∈ GP . Para verificar la igualdad GP = τ0G
P observamos primero

que si Z0 es un A0-módulo inyectivo, entonces Z0 es un A-módulo inyectivo.
En efecto, si u : L → M es un monomorfismo en A-mod y g : L → Z0 es un
morfismo cualquiera como en el siguiente diagrama

Lω
gω

zzttttt
uω //

γL

��

Mω

γM

��

tti i i i i i i

|Z0|

|L0|
|g0|
zzuuuuu

|u0| // |M0|

|g′0|ttjjjjjjjjjjjjj

|Z0|

entonces existe g′0 : M0 → Z0 tal que el triangulo inferior conmuta (pues u0

es monomorfismo y Z0 es inyectivo en A0-mod), por lo que definiendo g′ =
(g′0, |g′0|γM ) : M → Z0 se tiene que g = g′u, y por lo tanto Z0 es inyectivo.

De esta manera, si Z0 ∈ GP entonces el A0-módulo Z0 no es inyectivo, pues
Z0 es posproyectivo y A-mod no es de tipo de representación finito (lema 1.33).
Entonces existe una sucesión de Auslander-Reiten en A-mod de la forma

ε0 = 0 // Z0

(f,|IZ0
|)
// (Y0, |Z0|, |f |)

(g,0) // τ−1
0 Z0

// 0 ,

y por lo tanto τ−1
0 Z0 es posproyectivo en A-mod, es decir, GP ⊆ τ0G

P . Si por
otro lado τ−1

0 Z0 pertenece a GP , entonces por la sucesión ε0 anterior se tiene

que Z0 es posproyectivo, y por lo tanto GP ⊇ τ0GP .
En particular, si [Z0] ∈ GP , entonces Z0 no es inyectivo en A0-mod.

Paso 2. El conjunto SP = GP − GP es una cosección conexa en Γ(A0). La

primera condición de cosección se satisface claramente, pues GP = τ0G
P . Ve-

rificamos la segunda condición, es decir, si x → s es una flecha en Γ(A0) con
s ∈ SP , entonces o bien x ∈ SP ó τ−1

0 (x) ∈ SP . Observamos que x ∈ GP , pues
si s = [Z0] entonces x corresponde a la clase de isomorfismo de un sumando
directo del A0-módulo Y0 en la sucesión exacta anterior ε0. Por lo tanto, por
el punto (i) en la prueba de la proposición 3.13, x ∈ GP . Ahora, si x /∈ GP

entonces x ∈ SP .
Queda por mostrar que si x ∈ GP , entonces τ1

0 (x) ∈ SP . Por la igualdad

GP = τ0G
P , ya que x ∈ GP entonces τ−1

0 (x) ∈ GP , por lo que basta ver
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que τ−1
0 (x) /∈ GP . Supongamos pues que τ−1

0 (x) ∈ GP . Entonces τ−1
0 (x) no

es inyectivo y τ−2
0 (x) ∈ GP . Si x = [X0], entonces existe una sucesión de

Auslander-Reiten en la componente posproyectiva de A-mod de la forma

0 // τ−1
0 X0

// (W0, |τ−1
0 X0|, |f |) // τ−2

0 X0
// 0 ,

donde uno de los sumandos directos de W0 pertenece a la clase τ−1
0 (s) = [τ−1

0 Z0]
de nuevo por el punto (i) de la proposición 3.13, se tiene que τ−1

0 (s) ∈ GP .

Esto contradice que s ∈ GP −GP . Entonces τ−1
0 (x) ∈ SP y por lo tanto SP es

cosección. La conexidad se debe al lema 1.27, pues por la igualdad GP = τ0G
P

el conjunto SP contiene a lo más un elemento de cada órbita. Esto prueba el
paso 2.

Para cada [Z0] ∈ indA0 definimos el conjunto

N ([Z0]) = {i ∈ N | Z0 es isomorfo a un sumando directo de Ni|A0
}.

Paso 3. SP = {[Z0] ∈ indA0 | N ([Z0]) es un conjunto infinito}. Para ello
observamos primero que [Z0] pertenece a GP si y solo si N ([Z0]) 6= ∅, y en tal
caso

h([Z0]) = minN ([Z0]).

Esto es consecuencia del punto (i) de la prueba de la proposición 3.13. Por otro

lado, mostramos que [Z0] ∈ GP si y solo si N ([Z0]) es un conjunto finito, y en
tal caso

h([Z0]) = maxN ([Z0]).

En efecto, si [Z0] ∈ GP entonces para cualquier Ni tal que Z0 es isomorfo a un
sumando directo de (Ni)0, existe un morfismo de A0-módulos f0 : (Ni)0 → Z0

y por lo tanto un morfismo de A-módulos f : Ni → Z0 dado por

(Ni)ω
|f0|γNi //

γNi

��

|Z0|

|(Ni)0| |f0|
// |Z0|.

Por lo tanto i ≤ h([Z0]) y N ([Z0]) es un conjunto finito. Supongamos ahora que
N ([Z0]) es finito y sea j0 su elemento máximo. Entonces la restricción a A0 de la
sucesión que casi se divide que comienza en Nj0 no es trivial, y por el lema 3.10

se tiene que Nj0
∼= Z0. De esta manera [Z0] ∈ GP y h([Z0]) = maxN ([Z0]).

Como consecuencia [Z0] ∈ GP si y solo si N ([Z0]) 6= ∅, y en tal caso [Z0] es

un elemento de GP si y solo si N ([Z0]) es un conjunto finito. Esto prueba el
paso 3.

Mostramos finalmente el inciso (a) del teorema. Por el paso 2 el conjunto

SP = GP − GP es una cosección conexa, que está contenida en {[W0]} ∪
ConL([W0]) por la proposición 3.13. Además SP contiene a [W0] por el coro-
lario 3.25. De la unicidad en el lema 2.10 se sigue que la cosección SP es igual
a la cosección {[W0]} ∪ConL0([W0]), es decir,

SP = {[W0]} ∪ X0.

101



Por el paso 3 el siguiente subconjunto de N es finito,

N =
⋃

[Z0]∈GP

N ([Z0]).

Supongamos entonces que Nj es un A-módulo posproyectivo (j ∈ N) que no
está en Ǔ(X0 ∨W0). Entonces la restricción Nj |A0 tiene como sumando directo

a un A0-módulo Z0 que está en GP , y por lo tanto j ∈ N , que es un conjunto
finito. Esto muestra (a), la prueba de (b) es similar. �

Las funciones ](←−· ) y ](−→· ) descritas arriba están relacionadas con el rango
dentro de las clases de A-módulos del teorema anterior. Recordamos que, como
se define al principio de la sección, el rango de un A-módulo inescindible M =
(M0,Mω, γM0

) está dado por

rk(M) = dimkMω −mM0
,

donde mM0
es el número de sumandos inescindibles de M0 isomorfos a W0.

Proposición 3.27 Sean I ′ y P ′ los subconjuntos de las componentes prein-
yectiva I y posproyectiva P de A-mod determinados por los inescindibles que se
encuentran en Ǔ(W0 ∨ Y0) y Ǔ(X0 ∨W0) respectivamente.

a) Si [M ] ∈ I ′ entonces rk(M) = ]
←−
M .

b) Si [N ] ∈ P ′ entonces rk(N) + ]
−→
N = eN0

.

Demostración. Primero mostramos (a). Notamos que en un diagrama pull-back
con flechas horizontales suprayectivas

←−
Mω

//

��

Mω

��
|
←−
M0| // |M0|,

se satisface la igualdad dimk
←−
Mω −dimk|

←−
M0| = dimkMω −dimk|M0|. Ya que

[M0] ∈W0 ∨ Y0 y dimkHomA0
(W0, Y ) = 1 para cualquier [Y ] en Y0, se tiene

m←−
M0

= mM0 + eM0 .

Como dimk|W0| = 2 y dimk|Y | = 1 (lema 3.9) tenemos que dimk|
←−
M0| = 2m←−

M0

y dimk|M0| = 2mM0
+ eM0

. Por lo tanto

dimk
←−
Mω − dimk|

←−
M0| = dimkMω − dimk|M0|,

dimk
←−
Mω − 2m←−

M0
= dimkMω − (2mM0

+ eM0
),

dimk
←−
Mω −m←−M0

− (m←−
M0

) = dimkMω −mM0 − (mM0 + eM0),

rk(
←−
M)− (m←−

M0
) = rk(M)− (mM0

+ eM0
).
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Entonces rk(
←−
M) = rk(M) pues m←−

M0
= mM0

+ eM0
. Terminamos la prueba

de (a) notando que ]
←−
M = rk(

←−
M), pues

←−
M es preinyectivo en la subcategoŕıa

de Kronecker Ǔ(W0) (lema 3.20(b)). En efecto, si N = (N1, N2, Nα1
, Nα2

) es
un módulo preinyectivo en la categoŕıa de Kronecker AW -mod entonces ]N =
dimkN2 − dimkN1. Bajo el funtor FW dado en el lema 3.17 se tiene

]FW (N) = ](W ⊗N) = dimk(S(ω)⊗N2)− ](W0 ⊗N1) =

= dimkN2 − ](W0 ⊗N1) = rk(FW (N)).

Mostramos ahora (b). Observamos que si [N0] ∈ X0 ∨W0 entonces

m−→
N0

= mN0
+ eN0

,

pues si [X] pertenece a X0 entonces dimkHomA0
(X,W0) = 1. Aśı

rk(N)− rk(
−→
N ) = (dimkNω −mN0

)− (dimkNω −m−→N0
)

= eN0
.

Se muestra que ]
−→
N = −rk(

−→
N ) por ser

−→
N posproyectivo en la subcategoŕıa

de Kronecker Ǔ(W0). En efecto, si M = (M1,M2,Mα1 ,Mα2) es un módulo
posproyectivo en la categoŕıa de Kronecker AW -mod entonces ]M = dimkM1−
dimkM2. De nuevo bajo el funtor FW se tiene

]FW (M) = ](W ⊗M) = ](W0 ⊗M1)− dimk(S(ω)⊗M2) =

= ](W0 ⊗M1)− dimkM2 = −rk(FW (M)).

Se concluye entonces que

rk(N) + ]
−→
N = eN0

.

�

Sea S una sección conexa de la componente preinyectiva de A-mod contenida
en I ′. Por el lema 1.27, S interseca cada órbita de I ′ en exactamente un vértice,
por lo que por la proposición 3.24, rk(S) = w0 + eω es el vector radical de la
forma cuadrática q asociada a A. Por otro lado, existe un entero mı́nimo pA ≥ 1
tal que para cualquier sección conexa S en P ′ se tiene rk(S) = rk(τ−pAS). En
otras palabras, existe un entero mA tal que

pA−1∑
i=0

rk(τ−iS) = mA(w0 + eω).

Los enteros pA y mA, que llamaremos periodo y multiplicidad de la com-
ponente posproyectiva, dependen solo del tipo del diagrama de Dynkin ∆. Sus
valores se muestran en la siguiente tabla.

3.6 Reducción de álgebras de Dynkin extendido.

Sean ∆ un carcaj de Dynkin y ∆̃ el carcaj de Dynkin extendido correspondiente
tal que el vértice agregado es fuente. Sean A0 y A las álgebras de caminos de ∆ y
∆̃ respectivamente y consideremos la ditálgebra A = (A, 0) con diferencial cero.
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Diagrama Tipo tubular Periodo Multiplicidad

Ãp,q (p, q) m.c.m.(p, q) pq−(p+q)
m.c.d.(p,q)

D̃n n impar (n− 2, 2, 2) 2(n− 2) 2(n− 3)

D̃n n par (n− 2, 2, 2) n− 2 n− 3

Ẽ6 (3, 3, 2) 6 5

Ẽ7 (4, 3, 2) 12 11

Ẽ8 (5, 3, 2) 30 29

En esta sección estudiamos ditálgebras reducidas AX y AY a través de módulos
admisibles, completos y ŕıgidos X, Y , que se definen a partir del A0-módulo W0

y representantes de los vértices de X0 = ConL0([W0]) y Y0 = ConR0([W0])
respectivamente.

• •

• •

•

•

•

••

•

•

•

• [W0]

ConR0([W0])ConL0([W0])

ConR([W0])ConL([W0])

?????????????????????

���������������������

���������������������

????
???????

???????????

????����

�����������

�������

����

Uno de nuestros objetivos es describir representaciones excepcionales de las
reducciones AX y AY , de manera que a través del uso de los funtores FX y FY

obtenemos expĺıcitamente representaciones excepcionales del carcaj de Dynkin
extendido ∆̃.

Para un subconjunto de vértices S de Γ(A0) denotamos con ∆S al subcarcaj
pleno de Γ(A0) determinado por S. Recordamos que X0 = ConL0([W0]) =
{W s

1,i} con i = 1, . . . , ns y s = 1, . . . , t (el entero t toma los valores 1, 2 ó
3 dependiendo del tipo tubular de ∆, consultar sección 2.3). Por simplicidad
cambiamos a la notación W s

1,i = Xs
i . Con esta notación los módulos W0 y Xs

ns
(s = 1, . . . , t) coinciden. Ver la siguiente figura para un ejemplo con dos alas de
orden 3 y 5.

•[W0]=[X1
5 ]=[X2

3 ]

• [X1
1 ]

• [X2
1 ]

• [X1
2 ]

• [X1
3 ]

• [X1
4 ]

• [X2
2 ]

???????

��������������

Consideremos el A0-módulo

X0 = W0 ⊕
⊕

1≤i<ns
s=1,...,t

Xs
i .

Denotamos con ∆X0 al carcaj ∆{[W0]}∪X0
. Sea M∆X0

la matriz asociada a ∆X0

y sea ∆−1
X0

el carcaj cuya matriz asociada es la inversa M−1
∆X0

.
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Lema 3.28 El A0-módulo X0 dado arriba es admisible y completo. Denotamos
con (Z0, P0) a la escisión del álgebra de endomorfismos opuesta de X0. La k-
álgebra Z0 es trivial. El álgebra tensorial reducida AX0

0 , dada por TZ0
(P ∗0 ), es

isomorfa al álgebra de caminos del carcaj ∆−1
X0

. Además, existen bases duales
finitas de elementos legibles

{(psi,j , γsi,j)}1≤i<j≤ns
s=1,...,t

y {(asi , ξsi ), (a, ξ), (a′, ξ′)}1≤i<ns
s=1,...,t

,

de P0 y HomA0
(R,X0) respectivamente, donde las restricciones de (a, ξ) y

(a′, ξ′) a HomA0
(R,W0) son base dual. Se puede elegir la base de P0 de manera

que para 1 ≤ i < j ≤ ns, 1 ≤ k < ` ≤ nr y 1 ≤ r, s ≤ t se satisface

psi,jp
r
k,` =

{
psi,`, si j = k, s = r,

0, de otra manera.

Si definimos asns = asns−1p
s
ns−1,ns , entonces es posible elegir la base del espacio

HomA0
(R,X0) tal que para 1 ≤ i < ns, 1 ≤ k < ` ≤ nr y 1 ≤ r, s ≤ t se

satisface

asjp
r
k,` =

{
as` , si j = k, s = r,
0, de otra manera.

Denotamos con ρs a la restricción a HomA0
(R,W0) del morfismo asns (que

pertenece a HomA0
(R,X0)). Estos morfismos determinan representaciones in-

escindibles no isomorfas entre śı W0(ρs), para s = 1, . . . , t.

Demostración. Observamos que existe un morfismo no cero en HomA0
(Xr

i , X
s
j )

si y solo si r = s, i ≤ j. Consideremos

Z0 = EndA0(W0)op ⊕
⊕

1≤i<ns
s=1,...,t

EndA0(Xs
i )op,

P0 =
⊕

1≤i<j≤ns
s=1,...,t

HomA0
(Xs

iX
s
j )op.

Entonces el álgebra opuesta de endomorfismos de X0, vista como álgebra de
matrices, es triangular con diagonal isomorfa a Z0. Por el lema 1.14 la k-álgebra
Z0 es trivial, pues todos los sumandos inescindibles de X0 son excepcionales.
Es claro que se tiene una descomposición de Z0-Z0-bimódulos

Γ0 = EndA0(X0)op ∼= Z0 ⊕ P0,

y por lo tanto X0 es admisible y completo. Ahora, por definición

AX0
0 = (TA0

(0))X0 = TZ0
(P ∗0 ).

Fijamos una base dual del Z0-módulo derecho P0. Para cada i = 1, . . . , ns − 1
denotamos con psi,i+1 a un morfismo no cero entre Xs

i y Xs
i+1. Todos los morfis-

mos psi,i+1 son irreducibles y son monomorfismos, pues cada Xs
i es cogenerado

por W0 (lema 2.12),

Xs
1

ps1,2 // Xs
2

ps2,3 // Xs
3 · · ·Xs

ns−2

psns−2,ns−1// Xs
ns−1

psns−1,ns // W0.
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Para cada 1 ≤ i < j ≤ ns definimos

psi,j = psi,i+1p
s
i+1,i+2 . . . p

s
j−1,j .

Entonces {(psi,j , γsi,j)} es una base dual de elementos legibles de P0, que por
construcción satisface la ecuación del enunciado.

Recordamos que el álgebra de caminos k∆−1
X0

es isomorfa al álgebra tensorial
TZ1

(WX0
) donde Z1 es la k-álgebra trivial correspondiente a los caminos idem-

potentes esi de ∆−1
X0

y WX0
es el bimódulo de flechas del carcaj ∆−1

X0
. Claramente

se tiene un isomorfismo de álgebras Φ0 : Z1 → Z0 que asigna cada idempotente
esi en el morfismo identidad fsi del módulo Xs

i .
Por el lema 1.3 a cada flecha α : i→ j de ∆−1

X0
le corresponde un camino psi,j

de i a j en ∆X0
. Este camino se encuentra contenido en un ala θ(ns) de Γ(k∆)

(para algún s ∈ {1, . . . , t}) pues [W0] es pozo en ∆X0
. Se define Φ1(α) = γsi,j .

Como α = αei y α = ejα, observamos que

Φ1(α)Φ0(ei) = γsi,jf
s
i = γsi,j = Φ1(αei),

Φ0(ej)Φ1(α) = fsj γ
s
i,j = γsi,j = Φ1(ejα).

De esta manera la asignación Φ1 se extiende a un isomorfismo de Z1-Z1-bimó-
dulos a través de Φ0,

Φ1 : WX0 → P ∗0 .

Por lo tanto los isomorfismos Φ0 y Φ1 se extienden a su vez a un isomorfismo
de álgebras tensoriales

Φ : TZ1
(WX0

)→ TZ0
(P ∗0 ),

cuyas restricciones a T y WX0 son Φ0 y Φ1 respectivamente.
Fijamos ahora una base de HomA0(R,X0) a partir de la base elegida de

P0. Primero tomemos un elemento no cero as1 ∈ HomA0
(R,Xs

1) para cada
s = 1, . . . , t. Definimos recursivamente asi = asi−1p

s
i−1,i para 1 < i < ns y damos

una base {a, a′} de HomA0
(R,W0). Consideramos todos estos morfismos como

elementos de

HomA0
(R,X0) ∼= HomA0

(R,W0)⊕
⊕

1≤i<ns
s=1,...,t

HomA0
(R,Xs

i ).

Entonces {(asi , ξsi ), (a, ξ), (a′, ξ′)} (con i = 1, . . . , ns−1, s = 1, . . . , t) es una base
dual de elementos legibles de HomA0

(R,X0) que satisface, por construcción, la
fórmula del enunciado. �

Lema 3.29 Sean A = A0[R] y B la subálgebra de A dada por B = A0[0].
Denotemos con A a la ditálgebra con diferencial cero A = (A, 0). Entonces el
B-módulo X = X0⊕S(ω) es admisible completo y la ditálgebra reducida AX es
isomorfa a (k∆−1

X0
[RX0 ], δx), donde RX0 = HomA0

(R,X0). La diferencial δx

tiene la siguiente forma expĺıcita en flechas sólidas, en términos de las bases del
lema 3.28,

Vector en HomA0(R,X0)∗ Su diferencial δx

ξsj
∑

1≤i<j γ
s
i,j ⊗ ξsi ,

ξ
∑
s=1,...,t βs

∑
1≤i<ns γ

s
i,ns
⊗ ξsi ,

ξ′
∑
s=1,...,t β

′
s

∑
1≤i<ns γ

s
i,ns
⊗ ξsi ,
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donde ρs = βsa+ β′sa
′ para cada s = 1, . . . , t.

Demostración. La prueba es una aplicación directa de la proposición 3.6 a los
resultados del lema anterior 3.28. Para el cálculo de la diferencial se usan la
propiedades de las bases dadas en el lema 3.28. �

Recordamos que dimkHomA0(R,N0) = 1 para cualquier N0 ∈ X0 y que
dimkHomA0(R,W0) = 2 (por el lema 3.9). Entonces la extensión de un punto
AX0

0 [RX ] se forma agregando dos flechas sólidas del vértice ω al vértice m co-
rrespondiente al módulo máximo en ∆−1

X0
, y una flecha sólida de ω al resto de

los vértices. La siguiente figura muestra el carcaj de la ditálgebra reducida AX
cuando A es el álgebra de caminos de la extensión del diagrama de Dynkin A`

linealmente ordenado (suprimimos en la notación el supeŕındice s = 1, pues solo
tenemos un ala).

•ω

•1
γ1,2 //

γ1,`−1

))

γ1,`

55
��

ξ1

•2
γ2,`−1

22

γ2,`

))~~

ξ2

. . . •`−1
γ`−1,` //

		

ξ`−1

•`
��

ξ

��

ξ′

(3.1)

El caso de la reducción AY es análogo al anterior. Damos los detalles co-
rrespondientes. Escribimos Y si en lugar de la notación W s

i,ns
(1 < i ≤ ns y

s = 1, . . . , t) para representantes de los elementos de Y0. En este caso todos
los A0-módulos W0 y Y s1 coinciden (s = 1, . . . , t), ver como ejemplo la siguiente
figura,

•[Y 1
1 ]=[Y 2

1 ]=[W0]

•[Y 1
5 ]

•[Y 2
3 ]

•[Y 2
2 ]

•[Y 1
2 ]

•[Y 1
3 ]

•[Y 1
4 ]

??????????????�������

Definamos el A0-módulo

Y0 = W0 ⊕
⊕

1<i≤ns
s=1,...,t

Y si ,

y denotemos con ∆Y0
al carcaj ∆{[W0]}∪Y0

. Sea M∆Y0
la matriz asociada a ∆Y0

y sea ∆−1
Y0

el carcaj cuya matriz asociada es la inversa M−1
∆Y0

.
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Lema 3.30 El A0-módulo Y0 dado arriba es admisible y completo. Denotamos
con (Z ′0, Q0) a la escisión del álgebra de endomorfismos opuesta de Y0. La k-
álgebra Z ′0 es trivial. El álgebra tensorial reducida AY0

0 , dada por TZ′0(Q∗0), es

isomorfa al álgebra de caminos del carcaj ∆−1
Y0

. Además, existen bases duales
finitas de elementos legibles

{(qsi,j , εsi,j)}1≤i<j≤ns
s=1,...,t

y {(bsi , θsi ), (b, θ), (b′, θ′)}1<i≤ns
s=1,...,t

,

de Q0 y HomA0(R, Y0) respectivamente, donde las restricciones de (b, θ) y
(b′, θ′) a HomA0

(R,W0) son base dual. Se puede elegir la base de Q0 de manera
que para 1 ≤ i < j ≤ ns, 1 ≤ k < ` ≤ nr y 1 ≤ r, s ≤ t se satisface

qsi,jq
r
k,` =

{
qsi,`, si j = k, s = r,

0, de otra manera.

Sea bs1 un morfismo no cero en HomA0
(R,W0), diferente del morfismo ρs dado

en el lema 3.28, y consideremos a bs1 como un elemento de HomA0(R, Y0).
Entonces es posible elegir la base de HomA0(R, Y0) tal que para 1 ≤ i ≤ ns,
1 ≤ k < ` ≤ nr y 1 ≤ r, s ≤ t se satisface

bsjq
r
k,` =

{
bs` , si j = k, s = r,
0, de otra manera.

Demostración. Se observa que existe un morfismo no cero en HomA0(Y ri , Y
s
j )

si y solo si r = s, i ≤ j. Consideremos

Z ′0 = EndA0(W0)op ⊕
⊕

1<i≤ns
s=1,...,t

EndA0(Y si )op,

Q0 =
⊕

1≤i<j≤ns
s=1,...,t

EndA0
(Y si , Y

s
j )op.

Entonces el álgebra opuesta de endomorfismos de Y0, vista como álgebra de
matrices, es triangular con diagonal isomorfa a Z ′0. De nuevo por el lema 1.14
la k-álgebra Z ′0 es trivial. Es claro que se tiene una descomposición de Z ′0-Z ′0-
bimódulos

Γ′0 = EndA0
(Y0)op ∼= Z ′0 ⊕Q0,

y por lo tanto Y0 es admisible y completo. Por definición

AY0
0 = (TA0

(0))Y0 = TZ′0(Q∗0).

Como en el caso anterior existe un isomorfismo TZ′0(Q∗0) ∼= k∆−1
Y0

de álgebras
graduadas. Para ello se fija una base dual del Z ′0-módulo derecho Q0. Para cada
i = 1, . . . , ns − 1 denotamos con qsi,i+1 a un morfismo no cero entre Y si y Y si+1

(recordamos que cada Y s1 es una copia de W0). Todos los morfismos qsi,i+1 son
irreducibles y son epimorfismos, pues cada Y si es generado por W0 (lema 2.12),

W0

qs1,2 // Y s2
qs2,3 // Y s3 · · ·Y sns−2

qsns−2,ns−1// Y sns−1

qsns−1,ns // Y sns .
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Para cada 1 ≤ i < j ≤ ns definimos

qsi,j = qsi,i+1q
s
i+1,i+2 . . . q

s
j−1,j .

Entonces {(qsi,j , εsi,j)} es una base dual de elementos legibles de Q0, que por
construcción satisface la ecuación del enunciado.

Queremos ahora dar una base de HomA0(R, Y0) a partir de la base elegida
para Q0. Primero notamos que para toda s = 1, . . . , t se tiene un diagrama
conmutativo en A0-mod (ver lema 2.13) dado por

W0
qs1,2

''OOOOOOOOO

Xs
ns−1

psns−1,ns
66mmmmmmmm

((QQQQQQQ
Y x2

W s
2,ns−1.

77ooooooo

Aplicando el funtor HomA0(R,−) al diagrama anterior y recordando que para
cualquier s se tiene que HomA0

(R,W s
2,ns−1) = 0 (lema 3.9), obtenemos una

sucesión exacta

0 // HomA0
(R,Xs

ns−1)
Φ // HomA0

(R,W0)
Ψ // HomA0

(R, Y s2 ) // 0,

donde Φ = Hom(R, psns−1,ns) y Ψ = Hom(R, qs1,2). En efecto, ya que Φ no es
cero y HomA0

(R,Xs
ns−1) tiene dimensión uno (lema 3.9) tenemos que Φ es in-

yectivo. Además Ψ es suprayectivo, pues no es cero y el espacio HomA0
(R, Y s2 )

tiene dimensión uno (lema 3.9). Como el espacio HomA0
(R,W0) tiene di-

mensión dos, se concluye que la sucesión es exacta, pues Ψ ◦ Φ = 0. Aśı se
tiene que

0 = Ψ(Φ(asns−1)) = Ψ(asns−1p
s
ns−1,ns) = Ψ(ρs) = ρsq

s
1,2.

De esta manera, comenzando para cada s = 1, . . . , t con un bs1 ∈ HomA0
(R,W0)

distinto de cero y de ρs, y considerando a este morfismo como un elemento
de HomA0

(R,W0), obtenemos recursivamente morfismos bsi+1 = bsi q
s
i,i+1 para

1 ≤ i < ns. Entonces {(bsi , θsi ), (b, θ), (b′, θ′)} (con i = 2, . . . , ns, s = 1, . . . , t) es
una base dual de elementos legibles de HomA0(R, Y0), donde las restricciones
de b y b′ a HomA0

(R,W0) determinan una base, que satisface por construcción
la fórmula del enunciado. �

Lema 3.31 Sean A = A0[R] y B la subálgebra de A dada por B = A0[0].
Denotemos con A a la ditálgebra con diferencial cero A = (A, 0). Entonces el
B-módulo Y = Y0 ⊕ S(ω) es admisible completo y la ditálgebra reducida AY
es isomorfa a (k∆−1

Y0
[RY0 ], δy), donde RY0 = HomA0

(R, Y0). La diferencial δy

tiene la siguiente forma expĺıcita en flechas sólidas, en términos de las bases del
lema 3.30,

Vector en HomA0
(R, Y0)∗ Su diferencial δy

θsj αsε
s
1,j ⊗ θ + α′sε

s
1,j ⊗ θ′ +

∑
1<i<j ε

s
i,j ⊗ θsi ,

θ 0,
θ′ 0,
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donde bs1 = αsb+ α′sb
′, para s = 1, . . . , t.

Demostración. También consecuencia de la proposición 3.6 y el lema 3.30. �

De nuevo por el lema 3.9 tenemos que dimkHomA0
(R,M0) = 1 para todo

[M0] ∈ Y0 y dimkHomA0
(R,W0) = 2. Aśı, el carcaj de la extensión AY0

0 [RY0 ]
se forma agregando dos flechas sólidas del vértice ω al vértice m correspondiente
al módulo máximo en ∆−1

Y0
, y una flecha sólida de ω al resto de los vértices. La

siguiente figura muestra el carcaj de la ditálgebra reducida AY cuando A es
el álgebra de caminos de la extensión del diagrama de Dynkin A` linealmente
orientado.

•ω

θ`

  

θ`−1

��

θ2

��

θ

��

θ′

��
•1

ε1,2 //

ε1,`−1

))

ε1,`

55•2
ε2,`−1

22

ε2,`

)). . . •`−1
ε`−1,` // •`

(3.2)

Lema 3.32 Los A0-módulos X0 y Y0 son ŕıgidos.

Demostración. Probamos el caso X0. Por las fórmulas de Auslander-Reiten en
el caso hereditario, para cualquier par de A0-módulos M , N tales que [M ], [N ] ∈
{[W0]} ∪ X0 se tiene que

Ext1
A0

(M,N) ∼= DHomA0(τ−1N,M) = 0,

pues M �W0 en Γ(A0) y τ−1N �W0.
El caso Y0 es análogo. Si M , N son A0-módulos tales que [M ], [N ] ∈ {[W0]}∪

Y0 se tiene que

Ext1
A0

(M,N) ∼= DHomA0
(N, τM) = 0,

pues W0 � N y W0 � τM . �

Denotemos con ∆X y ∆Y a los carcajes determinados por las álgebras ten-
soriales AX y AY . Sea CX el subcarcaj de ∆X obtenido al eliminar el vértice
de extensión ω y el vértice máximo m, aśı como todas las flechas que inician
o terminan en ellos. Como ∆Y se obtiene de ∆X al cambiar la orientación de
las flechas punteadas, CY = (CX)op. Recuperamos el carcaj ∆X a partir de CX

uniendo una copia de la gráfica de Kronecker ω // // m , una flecha sólida de
ω a cada vértice de CX y una punteda de m a cada vértice de CX . De forma
similar se recupera ∆Y a partir de CY . Las formas cuadráticas de los carcajes
∆X y ∆Y coinciden, y será denotada mediante qxy. Sea d = (d1, . . . , dn, dω) un
vector entero positivo en Zn+1. Observamos que el valor qxy(d) no depende del
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par de enteros dm, dω, solo de su diferencia r = dω−dm, que llamaremos rango
del vector d. En efecto, si denotamos con C a la gráfica subyacente de CX (y
CY ), se tiene

qxy(d) = d2
ω +

n∑
i=1

d2
i − 2dmdω −

n∑
i=1
i 6=m

didω +

n∑
i=1
i 6=m

didm +
∑
γ∈C
γ:i→j

didj =

= (dω − dm)2 +

n∑
i=1
i6=m

d2
i −

n∑
i=1
i6=m

di(dω − dm) +
∑
γ∈C
γ:i→j

didj =

= r2 +

n∑
i=1
i 6=m

di(di − r) +
∑
γ∈C
γ:i→j

didj . (3.3)

Por lo tanto si d es una ráız de qxy, entonces para cada entero no negativo u el
vector

(d1, . . . , dm−1, dm + u, dm+1, . . . , dn, dω + u)

también es ráız de qxy. Aśı, las ráıces de las reducciones AX y AY están dadas
en familias numerables para cada entero r = (dω − dm).

Proposición 3.33 Sean AX = (AX , δx) la ditálgebra dada en el lema 3.29 y
AY = (AY , δy) la ditálgebra dada en el lema 3.31. Entonces las álgebras de
endomorfismos de todo AX-módulo excepcional y todo AY -módulo excepcional
son isomorfas al campo k. Supongamos que w0 es la ráız máxima de la forma
cuadrática q0 y sea ` el mayor entero que aparece como entrada de w0.

a) Si d = (d1, . . . , dn, dω) es la dimensión vectorial de un AY -módulo ex-

cepcional M̃ tal que FY (M̃) es un A-módulo preinyectivo, entonces r =
(dω − dm) satisface 1 ≤ r ≤ `.

b) Si d = (d1, . . . , dn, dω) es la dimensión vectorial de un AX-módulo ex-

cepcional Ñ tal que FX(Ñ) es un A-módulo posproyectivo, entonces r =
(dω − dm) satisface −1 ≤ r <

∑n
i=1
i6=m

di.

Demostración. Por el lema 3.32 es claro que los B-módulos X y Y son rigidos.
Entonces la primera afirmación es consecuencia del lema 1.14, pues los funtores
FX y FY son ŕıgidos.

Mostramos primero el inciso (a). Recordamos que la restricción a B de

FY (M̃) está dada por Y ⊗Z′0 M̃ , por lo que eωF
Y (M̃) ∼= dωS(ω). Además se

tiene

FY (M̃)|A0
∼= Y0 ⊗Z′0 M̃ ∼=

n⊕
i=1

diYi,

por lo que m
(FY (M̃))0

= dm. De esta manera

r = dω − dm = dimk(FY (M̃))ω −m(FY (M̃))0
= rk(FY (M̃)).

Por la proposición 3.27 y ya que FY (M̃) es un preinyectivo en A-mod que se

encuentra en Ǔ(W0 ∨ Y0), tenemos r = rk(FY (M̃)) = ]
←−−−−−
FY (M̃). Debido a la

proposición 3.24 se concluye que 1 ≤ r ≤ `.
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Mostramos ahora (b). Ya que d = dimÑ es el vector dimensión de una

representación excepcional Ñ se tiene que d es ráız de qxy. Por la fórmula (3.3)
es claro que qxy(d) = 1 implica −1 ≤ r. De manera similar al caso anterior se

prueba que r = rk(FX(Ñ)). Por la proposición 3.27 y ya que FX(Ñ) es un
posproyectivo en A-mod que se encuentra en Ǔ(X0 ∨W0), se tiene la siguiente
igualdad,

r + ]
−−−−−→
FX(Ñ) = rk(FX(Ñ)) + ]

−−−−−→
FX(Ñ) = e(FX(Ñ))0

.

Se obtiene el resultado observando que e(FX(Ñ))0
=
∑n

i=1
i 6=m

di. �

Las siguientes tablas 3.2 y 3.3 muestran familias de ráıces positivas de la
forma cuadrática qxy asociada a las ditálgebras reducidas AX y AY . En la no-

tación R(r)
`1,`2,`3

se especifica el rango r y el tipo tubular `1, `2, `3 de la subgráfica

donde la ráız es sincera. La presencia de un exponente en el tipo tubular `2s, `
3
s

ó `22
s da cuenta de los enteros di distintos de uno fuera de los vértices ω y m.

Rango Ráıces Subgráfica sincera C

-1 R(−1)
1,1,1 ∅

0 †R(0)
2,1,1 1

1 R(1)
1,1,1; ‡R(1)

2,1,1; R(1)
2,2,1; R(1)

2,2,2 ∅; 1 ; 1
1

; 1
1
1

2 R(2)
2,2,2; R(2)

3,2,2; R(2)
3,3,2 1

1
1

; 1 1
1
1

; 1 1
1 1
1

Tabla 3.2: Ráıces positivas reducidas de rango menor. Las ráıces marcadas con
† (rango cero) no son la dimensión vectorial de ningún AY -módulo excepcional,
mientras que las marcadas con ‡ no corresponden a AX -módulos excepcionales.

Lema 3.34 Sea qxy la forma cuadrática asociada a las ditálgebras reducidas
AX y AY y sea d = (d1, . . . , dn, dω) una ráız positiva de qxy. Si el rango
r = dω − dm del vector d es menor o igual a dos, entonces la restricción de d a
su soporte es uno de los vectores en la tabla 3.2.

Demostración. Recordamos que

qxy(d) = r2 +

n∑
i=1
i 6=m

di(di − r) +
∑
γ∈C
γ:i→j

didj .

Si r ≤ 1 entonces los tres sumandos de la derecha en la ecuación anterior son
no negativos.
Caso r < 0. En este caso qxy(d) = 1 implica que r = −1 y por lo tanto

0 =

n∑
i=1
i 6=m

di(di + 1) +
∑
γ∈C
γ:i→j

didj .
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Entonces di = 0 para i ∈ {1, . . . , m̂, . . . , n} por lo que d tiene la forma R(−1)
1,1,1.

Caso r = 0. Ahora tenemos

1 = qxy(d) =

n∑
i=1
i6=m

d2
i +

∑
γ∈C
γ:i→j

didj ,

por lo que existe un único i ∈ {1, . . . , m̂, . . . , n} con di distinto de cero y además

di = 1. En este caso el vector d tiene la forma R(0)
2,1,1.

Caso r = 1. Para este caso tenemos la igualdad

0 =

n∑
i=1
i 6=m

di(di − 1) +
∑
γ∈C
γ:i→j

didj ,

por lo que si una entrada di con i ∈ {1, . . . , m̂, . . . , n} es distinta de cero, en-
tonces di = 1. Más aún, dos vértices i, j tales que di = dj = 1 no pueden
estar en la misma rama de los carcajes ∆X ó ∆Y de las ditálgebras reducidas,
pues en tal caso existe una flecha punteada γ ∈ C, entre los vértices i y j (ver
figuras (3.1) y (3.2)), y por lo tanto el sumando

∑
γ∈C
γ:i→j

didj es mayor que cero,

lo cual es imposible. Por lo tanto, si existen vértices i tales que di > 0, entonces
di = 1 y cada vértice i se encuentra en un brazo diferente. Esto corresponde a

los cuatro casos de rango uno R(1)
1,1,1, R(1)

2,1,1, R(1)
2,2,1 y R(1)

2,2,2.
Caso r = 2. Ahora tenemos una igualdad de la forma

−3 =

n∑
i=1
i 6=m

di(di − 2) +
∑
γ∈C
γ:i→j

didj .

Supongamos que existen ı́ndices i1, . . . , i` en un mismo brazo de ∆X (ó ∆Y )
tales que dij > 0. La aportación de las entradas dij en la igualdad anterior está
dada por ∑̀

j1

dij (dij − 2) +
∑
γ∈C′

ds(γ)dt(γ),

donde C′ es el conjunto de flechas (punteadas) entre los vértices i1, . . . , i`. Ya
que todos estos vértices pertenecen a un mismo brazo, C′ tiene exactamente
`(`− 1)/2 elementos. Por lo tanto∑

γ∈C′
ds(γ)dt(γ) ≥

`(`− 1)

2
,

y además es claro que
∑`
j1
dij (dij − 2) ≥ −`. Entonces

∑̀
j1

dij (dij − 2) +
∑
γ∈C′

ds(γ)dt(γ) ≥
`(`− 1)

2
− ` =

`2 − 3`

2
.

De esta manera la contribución de cada uno de los brazos de ∆X (ó ∆Y ) es

a) positiva, si en el brazo hay más de dos vértices i con di > 0,
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b) −1, si en el brazo hay exactamente dos vértices i, j con di, dj > 0 y además
di = dj = 1,

c) −1, si en el brazo hay exactamente un vértice i con di > 0 y además
di = 1.

Para alcanzar la igualdad qxy(d) = 1 se deben sustraer tres unidades al
entero r2 = 4. Esto es posible solo cuando el carcaj ∆X (ó ∆Y ) tiene tres
brazos y cada uno de ellos se encuentra el la situación del inciso (b) ó (c) arriba.

Esto corresponde a los casos R(2)
2,2,2, R(2)

3,2,2 y R(2)
3,3,2 (el caso R(2)

3,3,3 no aparece
pues 3, 3, 3 no es el tipo de diagrama de ningún carcaj de Dynkin, ver la tabla 2.2
en el caṕıtulo anterior). �

Rango Ráıces Subgráfica sincera C

3 R(3)
3,3,2; R(3)

4,3,2 1 1
1 1
1

; 1 1 1
1 1
1

R(3)
3,3,22 ; R(3)

4,3,22 1 1
1 1
2

; 1 1 1
1 1
2

4 R(4)
4,3,22 ; R(4)

5,3,22 1 1 1
1 1
2

; 1 1 1 1
1 1
2

R(4)
4,32,22 ; R(4)

5,32,22 1 1 1
i j
2

; 1 1 1 1
i j
2

5 R(5)
5,32,22 ; R(5)

5,32,23 1 1 1 1
i j
2

; 1 1 1 1
i j
3

R(5)
5,322,22 ; R(5)

5,322,23 1 1 1 1
2 2
2

; 1 1 1 1
2 2
3

6 R(6)
5,322,23 ; R(6)

52,322,23 1 1 1 1
2 2
3

; a b c d
2 2
3

Tabla 3.3: Ráıces positivas reducidas de rango mayor. En las ráıces de rango
4 y 5 las parejas (i, j) toman los valores (1, 2) y (2, 1). En el último caso los
enteros a, b, c, d son mayores o iguales a uno y su suma es cinco.

3.7 Familias de AY -módulos.

Presentamos ahora algunas familias de AY -módulos excepcionales correspondi-
entes a ráıces de rango menor (tabla 3.2). Observamos primero que el carcaj de
la ditálgebra reducida AY contiene un subcarcaj de Kronecker K2 (que consiste

en las flechas θ y θ′, de diferencial cero). Por lo tanto, si M̃ es un AY -módulo
inescindible con dimensión vectorial d de rango cero, entonces la restricción

M̃ |K2
no es ŕıgida, pues dω − dm = 0 (ver proposición 2.4). Por el lema 1.12,

la representación M̃ no puede ser excepcional, es decir, no existen AY -módulos
excepcionales de rango cero.
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Enseguida se describen las series de ráıces sinceras con rangos −1, 0 y 1.

R(−1)
1,1,1[`] =

`− 1

�� ��
`

R(0)
2,1,1[`] =

`

�� ��





`

��
1

R(1)
1,1,1[`] =

`+ 1

�� ��
`

R(1)
2,1,1[`] =

`+ 1

�� ��





`

��
1

R(1)
2,1,1[`] =

`+ 1

�� ��
��

��

`
''

**

1

1

R(1)
2,2,2[`] =

`+ 1

�� ��
��
��
��

`
''
))
**

1
1

1

Para las familias de ráıces anterioresR de rango distinto de cero damos una serie
de AY -módulos excepcionales M̃ con dimensiones vectoriales correspondientes.
Recordamos que las matrices I↓, I↑ se forman a partir de I agregando un renglón
de ceros al final y al inicio de I respectivamente.

M̃
(−1)
1,1,1 [`] = k`−1

I↓

��

I↑

��
k`

��������

��������

��������

��������

��������$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$ (3.4)

Esta serie de rango menos uno corresponde a las K2-representaciones posproyec-
tivas (proposición 2.4), y sus imágenes bajo FY se encuentran en la componente
posproyectiva de Γ(A) (por el corolario 3.25). A la derecha se muestra el carcaj
de coeficientes correspondiente al caso ` = 6. Por otro lado, la familia de ráıces

R(1)
1,1,1 de rango uno corresponde a los K2-módulos preinyectivos, por lo que sus

imágenes bajo FY son A-módulos preinyectivos. Recordamos también que las
matrices I←, I→ se forman a partir de I agregando una columna de ceros a la
izquierda y a la derecha de I respectivamente.

M̃
(1)
1,1,1[`] = k`+1

I←

��

I→

��
k`

��������

��������

��������

��������$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$ (3.5)

En la figura anterior se muestra el carcaj de coeficientes del caso ` = 4. Para las

ráıces de rango uno de la forma R(1)
2,1,1 se distinguen tres casos. Sean M̃θ = I←

y M̃θ′ = I→.
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Caso δy(θs) = x(εs ⊗ θ)
M̃θs=[1,0,...,0]

Caso δy(θs) = x′(εs ⊗ θ′)
M̃θs=[0,...,0,1]

Caso δy(θs) = x(εs ⊗ θ) + x′(εs ⊗ θ′)
M̃θs=[0,...0,1,0...,0]

M̃
(1)
2,1,1[`] = k`+1

I← �� I
→
��

M̃θs

��

k`

��
k

•
←

•
↔

•
→

��������

��������

��������

��������$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$ ��������

��������

��������

��������$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$ ��������

��������

��������

��������$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

(3.6)

Para el caso δy(θs) = x(εs ⊗ θ) tomamos M̃θs = [1, 0, . . . , 0] y cuando δy(θs) =

x′(εs ⊗ θ′) hacemos M̃θs = [0, . . . , 0, 1] (x, x′ 6= 0). En el caso δy(θs) =

x(εs ⊗ θ) + x′(εs ⊗ θ′) podemos colocar el uno de la matriz M̃θs en cualquier

lugar, M̃θs = [0, . . . 0, 1, 0 . . . , 0] (s ∈ {1, . . . , t}). Se dan carcajes de coeficientes
correspondientes a cada caso para ` = 4. Para terminar el caso de rango uno

observamos que se pueden dar carcajes de coeficientes de M̃
(1)
2,1,1[`] y M̃

(1)
2,2,1[`]

que determinan representaciones excepcionales para cualquier forma de la trans-
formación δy.

M̃
(1)
2,2,1[`]

k`+1

I← �� I
→
��

M̃θr

��

M̃θs





k`

��

##

k

k

M̃θr=[1,0,...,0]

M̃θs=[0,...,0,1]

��������

��������

��������

��������$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

M̃
(1)
2,2,2[`]

k`+1

I← �� I
→
��
M̃θr

��
M̃θs





M̃θu



k`

��

��

  

k

k

k

M̃θu=[0,...0,1,0...,0]

��������

��������

��������

��������$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

$$$$$$$$

(3.7)

En efecto, si existe i ∈ {1, . . . , t} tal que δy(θi) ∈ k(εi ⊗ θ) (recordamos que

M̃θ = I←), entonces tomamos r = i. De forma similar, si existe j ∈ {1, . . . , t} tal

que δy(θj) ∈ k(εj⊗θ′) tomamos s = j (M̃θ = I←). Hacemos M̃θr = [1, 0, . . . , 0],

M̃θs = [0, . . . , 0, 1] y M̃θu = [0, . . . 0, 1, 0 . . . , 0]

Lema 3.35 Las series de AY -módulos de rango menos uno M̃
(−1)
1,1,1 [`] (` ≥ 1) y

rango uno M̃
(1)
1,1,1[`], M̃

(1)
2,1,1[`], M̃

(1)
2,2,1[`] y M̃

(1)
2,2,2[`] (` ≥ 0) dadas arriba consisten

en representaciones excepcionales.

Demostración. Como se muestra en la proposición 2.4 las representaciones

M̃
(−1)
1,1,1 [`] y M̃

(1)
1,1,1[`] son excepcionales. Ya que las dimensiones vectoriales de
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las representaciones exhibidas son ráıces de qxy, por el lema 1.4 basta mostrar
que sus álgebras de endomorfismos son de dimensión uno.

Consideramos primero la familia M̃
(1)
2,1,1[`] con δy(θs) = x(εs ⊗ θ) (x 6= 0).

En el siguiente diagrama damos un endomorfismo f = (f0, f1) mediante las
matrices A0, B0 y C0 = [c0] (parte f0) y A1 = [a1

1 . . . , a
1
` ] (parte f1).

k`+1

I←

��
I→

��

[1,0...0,0]

��

A0
// k`+1

I←

��
I→

��

[1,0...0,0]

��

k`

[a11...a
1
` ]

++

B0
// k`

k
[c0]

// k

Ya que las flechas θ y θ′ determinan un subcarcaj de Kronecker se tiene A0 = [aI]
y B0 = [aI] para algún escalar a. Además, de la definición de morfismo (A.2)
tenemos

[1, 0 . . . 0, 0]A0 = C0[1, 0 . . . 0, 0] + xA1I←,

es decir,
[a− c0, 0 . . . 0, 0] = x[0, a1

1 . . . a
1
` ],

y por lo tanto a = c0 y A1 = 0. De esta manera EndAY (M̃
(1)
2,1,1[`]) = aId. El

caso δy(θs) = x′(εs ⊗ θ′) (x′ 6= 0) se trata de manera similar y para el caso
δy(θs) = x(εs⊗ θ) +x′(εs⊗ θ′) (figura 3.6) observamos que la ecuación anterior
tiene la forma

[. . . 0, a− c0, 0 . . .] = x[0, a1
1 . . . a

1
` ] + x′[a1

1 . . . a
1
` , 0],

por lo que se concluye de nuevo a = c0 y a1
1 = . . . = a1

` = 0.

Calculamos ahora el álgebra de endomorfismos de M̃
(1)
2,2,2[`] (el caso M̃

(1)
2,2,1[`]

es análogo) con ayuda del siguiente diagrama,

k`+1

I←

��
I→

��

[1,0...0,0]
��

[0,0...0,1]

��

[...0,1,0...]
��

A0
// k`+1

I←

��
I→

��

[1,0...0,0]
��

[0,0...0,1]

��

[...0,1,0...]
��

k`

[a11...a
1
` ] --

[b11...b
1
` ]

++
[c11...c

1
` ]

**

B0
// k`

k [c0] // k

k [d0] // k

k [e0] // k

Ya que el cuadrado central es conmutativo se tiene A0 = [aI] y B0 = [aI] (para
algún a ∈ k). Las siguientes ecuaciones se deducen de la definición de morfismo
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y las condiciones δy(θr) = εr⊗θ, δy(θs) = εs⊗θ′ y δy(θu) = x(εu⊗θ)+x′(εu⊗θ′)
(x, x′ 6= 0),

[a− c0, 0 . . . 0, 0] = [0, a1
1 . . . a

1
` ],

[0, 0 . . . 0, a− d0] = [0, b11 . . . b
1
` ],

[. . . 0, a− e0, 0 . . .] = x[0, c11 . . . c
1
` ] + x′[c11 . . . c

1
` , 0],

de manera que a = c0 = d0 = e0 y a1
1 = . . . = a1

` = b11 = . . . = b1` = c11 = . . . =

c1` = 0. Por lo tanto el álgebra de endomorfismos de M̃
(1)
2,2,2[`] tiene dimensión

uno, lo cual termina la prueba. �

El caso de AY -representaciones de rango dos se considera por casos depen-
diendo de la paridad del parámetro `. En la figura (3.8) mostramos expĺıci-

tamente una serie de módulos para ` par (representaciones Ñ
(2)
3,3,2[`]) corres-

pondiente a las ráıces de tipo R(2)
3,3,2 junto con el carcaj de coeficientes en el caso

` = 8. Representaciones correspondientes a ráıces de tipo R(2)
3,2,2 y tipo R(2)

2,2,2

se obtienen eliminando del módulo Ñ
(2)
3,3,2[`] las matrices Ñθv y/o Ñθw (ĺıneas

punteadas en el carcaj de coeficientes), dependiendo del valor de la diferencial
δy. El caso ` impar es descrito en la figura (3.9).

Ñ
(2)
3,3,2[`], caso ` par

k`+2

Ñ

��
Ñ ′

�� Ñθr

��

Ñθs

��

Ñθu

��

Ñθv

��
Ñθw

��

k`

""

""

""

&&

��

k // k

k // k

k

Ñ=I←`/2⊕I
←
`/2

Ñ ′=I→`/2⊕I
→
`/2

Ñθr=[1,0...|...0,0]

Ñθs=[0,0...|...0,1]

Ñθu=[...0,1,0...|...0,1,0...]

Ñθv=[0,0...|1,0...]
Ñθw=[...0,1|...0,0]

•
→

•
←

�����������

�����������

�����������

�����������###########

###########

###########

###########

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� �����������

�����������

�����������

�����������###########

###########

###########

###########

�
�
�
�
�
�
�
�

(3.8)

Para dar las transformaciones Ñθr , Ñθs y Ñθu podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que las flechas θr, θs y θu satisfacen

δy(θr) = εr ⊗ θ, δy(θs) = εs ⊗ θ′ y δy(θu) = x(εu ⊗ θ) + x′(εu ⊗ θ′),

donde x y x′ son escalares diferentes de cero. Tomamos Ñθr = [1, 0 . . . | . . . 0, 0],

Ñθs = [0, 0 . . . | . . . 0, 1] y Ñθu = [. . . 0, 1, 0 . . . | . . . 0, 1, 0 . . .], donde las posiciones
de los unos en la última matriz son arbitrarias dentro de los bloques que separa
la ĺınea central.

118



Para el caso impar hacemos la misma suposición en las flechas θr, θs y θu y
mostramos como ejemplo el carcaj de coeficientes para el caso ` = 7.

M̃
(2)
3,3,2[`], caso ` impar

k`+2

M̃

��
M̃ ′

�� M̃θr

��

M̃θs

��

M̃θu

��

M̃θv

��
M̃θw

��

k`

""

""

""

&&

��

k // k

k // k

k

M̃=I←`+1/2⊕I
←
`−1/2

M̃ ′=I→`+1/2⊕I
→
`−1/2

M̃θr=[1,0...0,0|1,0...0]

M̃θs=[0,0...0,0|0...0,1]

M̃θu=[0,0...0,0|...0,1,0...]

M̃θv=[0,0...0,0|1,0...0]

M̃θw=[0,0...0,1|...0,0]

•
→

•
←

�����������

�����������

�����������

�����������###########

###########

###########

###########

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� �����������

�����������

�����������###########

###########

###########

�
�
�
�
�
�
�
�

(3.9)

Lema 3.36 Las series de módulos de rango dos Ñ
(2)
3,3,2[`] (` ≥ 0 par) y M̃

(2)
3,3,2[`]

(` ≥ 1 impar) dadas arriba consisten en AY -representaciones excepcionales.

Más aún, las representaciones Ñ
(2)
3,2,2[`], Ñ

(2)
2,2,2[`] y M̃

(2)
3,2,2[`], M̃

(2)
2,2,2[`] que se

obtienen al remover las matrices correspondientes a las flechas θr y/o θs también
son excepcionales.

Demostración. De nuevo calculamos álgebras de endomorfismos y usamos

el lema 1.4. Consideramos primero el caso ` par (representaciones Ñ
(2)
3,3,2[`]).

Damos un endomorfismo (f0, f1) de Ñ
(2)
3,3,2[`] mediante las matrices A0−G0, que

conforman la parte f0 y A1−G1 para la parte f1 (que por claridad mostramos
abajo en diagramas separados).

k`+2

Q
��
Q′

��

R
��

V

��S

��

U





W

��

A0
// k`+2

Q
��
Q′

��

R
��

V

��S

��

U





W

��

k`
B0

// k`

k C0 // k

k F 0 // k

k D0 // k

k G0 // k

k E0 // k

En este caso se tiene Q = Ñ = I←`/2 ⊕ I
←
`/2 y Q′ = Ñ ′ = I→`/2 ⊕ I

→
`/2. Además

tenemos R = Ñθr = [1, 0 . . . | . . . 0, 0], S = Ñθs = [0, 0 . . . | . . . 0, 1], U = Ñθu =
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[. . . 0, 1, 0 . . . | . . . 0, 1, 0 . . .], V = Ñθv = [0, 0 . . . |1, 0 . . .] y por último W =

Ñθw = [. . . 0, 1| . . . 0, 0] (figura 3.8).

k`+2

Q
��
Q′

��

R
��

V

��S

��

U





W

��

k`+2

Q
��
Q′

��

R
��

V

��S

��

U





W

��

k` A1

++
B1

''
C1

##

D1

55

E1
22

k`

k
F 1

..

k

k k

k
G1

..

k

k k

k k

Las matrices A0−G0 y A1−G1 se encuentran sujetas a las siguientes ecuaciones
que se obtienen de la definición de morfismo (A.2). Recordamos que nos encon-
tramos bajo la suposición δy(θ) = δy(θ′) = 0, δy(θr) = εr ⊗ θ, δy(θs) = εs ⊗ θ′
y δy(θu) = x(εu ⊗ θ) + x′(εu ⊗ θ′),{

QA0=B0Q,

Q′A0=B0=Q′,

 RA0=C0R+A1Q,

SA0=D0S+B1Q′,

UA0=E0U+xC1Q+x′C1Q′,

{
V A0=F 0V+D1Q+F 1R,

WA0=G0W+E1Q′+G1S.
(3.10)

De las dos igualdades de la izquierda se sigue que las matrices A0 y B0 tienen
la forma

A0 =

[
aI b′I
a′I bI

]
, B0 =

[
aI b′I
a′I bI

]
para escalares a, b, a′, b′ ∈ k. Las primeras dos ecuaciones del centro (3.10) se
reescriben como sigue,[

a− c0, 0 . . . 0, 0|b′, 0 . . . 0, 0
]

=
[
0, a1

1 . . . a
1
`/2|0, a

1
`/2+1 . . . a

1
`

]
,[

0, 0 . . . 0, a′|0, 0 . . . 0, b− d0
]

=
[
b11 . . . b

1
`/2, 0|b

1
`/2+1 . . . b

1
` , 0
]
,

en particular se tiene que a′ = b′ = 0, y por lo tanto la tercera ecuación central
tiene la forma[
. . . 0, a− e0, 0 . . . | . . . 0, b− e0, 0 . . .

]
= x

[
0, c11 . . . c

1
`/2|0, c

1
`/2+1 . . . c

1
`

]
+

+x′
[
c11 . . . c

1
`/2, 0|c

1
`/2+1 . . . c

1
` , 0
]
.

Aśı se tiene a = b = c0 = d0 = e0 y A1 = B1 = C1 = 0 (en particular las

representaciones Ñ
(2)
2,2,2[`] son excepcionales). Por otro lado, las ecuaciones del

lado derecho son[
0, 0 . . . 0, 0|a− f0, 0 . . . 0, 0

]
=

[
0, d1

1 . . . d
1
`/2|0, d

1
`/2+1 . . . d

1
`

]
+

+
[
f1, 0 . . . 0, 0|0, 0 . . . 0, 0

]
,[

0, 0 . . . 0, a− g0|0, 0 . . . 0, 0
]

=
[
e1

1 . . . e
1
`/2, 0|e

1
`/2+1 . . . e

1
` , 0
]

+

+
[
0, 0 . . . 0, 0|0, 0 . . . 0, g1

]
,
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de donde se sigue que a = f0 = g0, D1 = E1 = 0 y F 1 = G1 = 0. De esta

manera f0 = aId y f1 = 0, es decir, el álgebra de endomorfismos de Ñ
(2)
3,3,2[`]

tiene dimensión uno y Ñ
(2)
3,3,2[`] es excepcional (aśı como los módulos Ñ

(2)
3,2,2[`]).

Consideramos ahora el caso M̃
(2)
3,3,2[`] dado en la figura (3.9). En este caso

se tiene Q = M̃ = I←`−1/2 ⊕ I←`+1/2 y Q′ = M̃ ′ = I→`−1/2 ⊕ I→`+1/2. Además

tenemos R = M̃θr = [1, 0 . . . |1, 0 . . . 0], S = M̃θs = [0 . . . 0|0 . . . 0, 1], U =

M̃θu = [0 . . . 0| . . . 0, 1, 0 . . .], V = M̃θv = [0 . . . 0|1, 0 . . . 0] y W = M̃θw =
[0 . . . 0, 1|0 . . . 0]. De la conmutatividad del cuadrado que corresponde al sub-
carcaj de Kronecker, se tiene

A0 =

[
aI 0

a′I← + b′I→ bI

]
, B0 =

[
aI 0

a′I← + b′I→ bI

]
,

para algunos a, b, a′, b′ ∈ k. De las primeras dos ecuaciones centrales en (3.10)
obtenemos las igualdades[
a+ a′ − c0, b′, 0 . . . 0|b− c0, 0 . . . 0

]
=
[
0, a1

1 . . . a
1
`+1/2|0, a

1
`+1/2+1 . . . a

1
`

]
(3.11)[

0 . . . 0, a′, b′|0 . . . 0, b− d0
]

=
[
b11 . . . b

1
`+1/2, 0|b

1
`+1/2+1 . . . b

1
` , 0
]
,

de donde se sigue b′ = 0, b = d0 y B1 = 0. Entonces la tercera ecuación está
dada por[
. . . 0, a′, 0 . . . | . . . 0, b− e0, 0 . . .

]
= x

[
0, c11 . . . c

1
`+1/2|0, c

1
`+1/2+1 . . . c

1
`

]
+

+x′
[
c11 . . . c

1
`+1/2, 0|c

1
`+1/2+1 . . . c

1
` , 0
]
,

y por lo tanto a′ = 0, b = e0 y C1 = 0. Ya que a′ = 0, de la igualdad (3.11)
se sigue que a = c0 = b, y como b′ = 0 se tiene A1 = 0 (en particular las

representaciones M̃
(2)
2,2,2[`] son excepcionales). Finalmente, del par de ecuaciones

a la derecha en (3.10) se obtienen las igualdades[
0, 0 . . . 0, 0|a− f0 . . . 0

]
=

[
0, d1

1 . . . d
1
`+1/2|0, d

1
`+1/2+1 . . . d

1
`

]
+

+
[
f1, 0 . . . 0, 0|f1 . . . 0

]
,[

0, 0 . . . 0, a− g0|0 . . . 0
]

=
[
e1

1 . . . e
1
`+1/2, 0|e

1
`+1/2+1 . . . e

1
` , 0
]

+

+
[
0, 0 . . . 0, 0|0 . . . g1

]
.

Entonces f1 = 0 por lo que a = f0 = g0, D1 = E1 = 0 y F 1 = G1 = 0, es

decir, el álgebra de endomorfismos de M̃
(2)
3,3,2[`] tiene dimensión uno y M̃

(2)
3,3,2[`]

es excepcional (aśı como los módulos M̃
(2)
3,2,2). Esto termina la prueba. �
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Caṕıtulo 4

Construcción de módulos
excepcionales para ∆̃.

En este caṕıtulo usamos las representaciones excepcionales reducidas dadas al
final del caṕıtulo anterior y los funtores asociados a la reducción FX y FY

para construir familias de ∆̃-módulos excepcionales, donde ∆̃ es un carcaj de
Dynkin extendido con su vértice de extensión fuente. La construcción puede
ser hecha directamente a nivel de carcajes de coeficientes, para lo cual es nece-
sario conocer expĺıcitamente algunas representaciones del diagrama de Dynkin
∆. El carcaj de coeficientes correspondiente al ∆-módulo excepcional máximo
W0 es indicado mediante • • . Los vértices marcados forman base del espacio
vectorial HomA0

(R,W0). El resto de ∆-módulos necesarios, cuyas clases de
isomorfismo conforman los conjuntos X0 y Y0, son indicados mediante la figura

•ioooo
OOOO . El ı́ndice i determina la representación Xi ó Yi correspondiente mientras

que la orientación del triángulo diferencia las alas de vértice [W0] en el carcaj
de Auslander-Reiten de A0.

•ioooo
OOOO

• • • • • • • •
#########

#########

#########

#########

���������

���������

���������

���������

•ioooo
OOOO

•j OOOO

oooo

• • • • • • • •
#########

#########

#########

#########

���������

���������

���������

���������

•ioooo
OOOO

•
k ////����

•j OOOO

oooo

• • • • • • • •
#########

#########

#########

#########

���������

���������

���������

���������

4.1 Representaciones de Ãn.

Primero consideramos carcajes de Dynkin extendido Ãn (n ≥ 2) con orientación
lineal de sus flechas. En este caso el carcaj de Auslander-Reiten del diagrama
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de Dynkin Γ(kAn) consiste en una sola ala de orden n.

1
1
···
1
1

��????
0
1
···
1
1

??����

��?????

1
1
···
1
0

��???????�����

??�����

···
0
0
···
1
1

···

��?????

��??????
1
1
···
0
0

��????
0
0
···
0
1

??����
···

??������

??����� 1
0
···
0
0

De acuerdo a los lemas 3.29 y 3.31 calculamos las ditálgebras reducidas AX y
AY , donde X0 es suma directa de representantes de los A0-módulos proyectivos
y Y0 es suma directa de representantes de los A0-módulos inyectivos (ordenados
de izquierda a derecha en ambos casos). Para ello se fijan bases de los espacios
HomA0(R,X0) y HomA0(R, Y0) como en los lemas 3.28 y 3.30, y se elige como
base de HomA0

(R,W0) los vectores a = ρ1 y a′ arbitrario, y b11 = b = a′,
b′ = ρ1. Los carcajes correspondientes a las reducciones AX y AY se muestran
a continuación.

•ω

ξ′

��

ξ

��
•1

γ1
1,2//

γ1
1,n−1

&&

γ1
1,n

88
��

ξ11

•2
γ1
2,n−1

22

γ1
2,n

''��

ξ12

. . . •n−1
γ1
n−1,n //
��

ξ1n−1

•n

•ω

θ1n

��

θ1n−1

��

θ12

��

θ

��

θ′

��
•1

ε11,2//

ε11,n−1

&&

ε11,n

88•2
ε12,n−1

22

ε12,n

''
. . . •n−1

ε1n−1,n // •n

Respecto a las bases elegidas las diferenciales δx y δy tienen la siguiente
forma.

Flecha Su diferencial δx Flecha Su diferencial δy

ξ1
j

∑
1≤i<j γ

1
i,j ⊗ ξ1

i , θ1
j ε1

1,j ⊗ θ +
∑

1<i<j ε
1
i,j ⊗ θ1

i ,

ξ
∑

1≤i<n1
γ1
i,n1
⊗ ξ1

i , θ 0,

ξ′ 0, θ′ 0.

El carcaj de coeficiente de una representación excepcional correspondiente
a la ráız máxima del diagrama An, que indicamos mediante la figura • • , es
sustituido en los carcajes de coeficientes de los AY -módulos de rango menos uno

M̃
(−1)
1,1,1 [`] y rango uno M̃

(1)
1,1,1[`] dados en los puntos (3.4) y (3.5) de la sección 3.7,

para determinar aśı directamente carcajes de coeficientes para FY (M̃
(−1)
1,1,1 [`]) y

FY (M̃
(1)
1,1,1[`]). Se muestran como ejemplo carcajes de coeficientes para el caso

` = 4.
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Representaciones de rango menos uno M
(−1)
1,1,1 [`] = FY (M̃

(1)
1,1,1[`]) (` > 0) y

representaciones de rango uno M
(1)
1,1,1[`] = FY (M̃

(1)
1,1,1[`]) (` ≥ 0).

C(FY (M̃
(−1)
1,1,1 [4])) C(FY (M̃

(1)
1,1,1[4]))C(W0)

k`−1

I↑��

I↓

��

k`

=��
k`

···
k`

=��
k`

=��
k`

�����������������

�����������������

�����������������
• • • •

··· ··· ··· ···

• • • •

• •

k`+1

I→ ��

I←

��

k`

= ��
k`

···
k`

= ��
k`

= ��
k`

•

···

•
�����������������

�����������������

�����������������

�����������������
• • • •

··· ··· ··· ···

• • • •

(4.1)

Ya que en el caso de orientación lineal de las flechas de An se tiene una sola ala
de vértice [W0] en el carcaj de Auslander-Reiten, observamos que, además de

M̃
(1)
1,1,1[`], aparecen solamente las representaciones reducidas de rango uno de la

forma M̃
(1)
2,1,1[`] (punto (3.6)). En este caso la representación reducida iM̃

(1)
2,1,1[`]

depende de un ı́ndice i correspondiente a la representación Y 1
i (1 < i ≤ n), para

la cual damos también un carcaj de coeficientes.

Representaciones de rango uno iM
(1)
2,1,1[`] = FY (iM̃

(1)
2,1,1[`]) (` ≥ 0).

C(iM(1)
2,1,1[4])

k`+1

I→��

=

��

k`

···
k`

I↑��
k`+1

···
k`+1

=��
k`+1

•ioooo
OOOO

C(Y 1
i )

i
···
2

•1

• •

C(W0)

•

···

•
�����������������

�����������������

�����������������

�����������������

�����������������
• • • •

··· ··· ··· ···
i
···

• • • • •

(4.2)

Proposición 4.1 Supongamos que Ãn tiene orientación lineal de sus flechas.

Entonces toda Ãn-representación preinyectiva inescindible es isomorfa a uno

de los módulos M
(1)
1,1,1[`] ó iM

(1)
2,1,1[`] (con 1 < i ≤ n) dados en las figuras (4.1)

y (4.2).

Demostración. Por el teorema 3.26(b) y la construcción del módulo de re-
ducción Y , casi todo módulo preinyectivo inescindible es isomorfo a un objeto
en la imagen del funtor FY . Ya que Y es suma directa de representantes de las
clases de A0-módulos inyectivos inescindibles, de hecho todo módulo preinyec-
tivo inescindible es isomorfo a un objeto en la imagen de FY .

Por la proposición 3.33(a), si M̃ es un AY -módulo inescindible tal que

FY (M̃) es preinyectivo, entonces la dimensión vectorial dimM̃ es una ráız
positiva de rango uno. Por el lema 3.34 y ya que el carcaj ∆Y asociado a

la ditálgebra AY tiene un solo brazo, dimM̃ es una de las ráıces R(1)
1,1,1[`] ó

R(1)
2,1,1[`]. Entonces todo Ãn-módulo preinyectivo inescindible es isomorfo a una
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representación de la forma FY (M̃) donde M̃ es alguno de los módulos M̃
(1)
1,1,1[`]

ó M̃
(1)
2,1,1[`]i con 1 < i ≤ n dados en el lema 3.35. �

Pasamos ahora al caso An con orientación de flechas no lineal, por lo que
tenemos dos alas de vértice [W0] en el carcaj de Auslander-Reiten Γ(kAn).

···

��????? x2
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��???
··· ��???? y2n2
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···??����
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Observamos que se tienen exactamente 2n − 2 representaciones inescindibles
Z0 de An tales que dimkHomA0

(R,Z0) = 1. Por el lema 3.9 estos son los
elementos que conforman los conjuntos X0 y Y0. Se tienen reordenaciones de
estas ráıces como se muestra enseguida, donde como de costumbre w0 es la ráız
máxima de An,

{x1
1, . . . , x

1
n1−1, w0, y

2
2 , . . . , y

2
n2
} =

{
0
0
···
0
1

,
0
0
···
1
1

, . . . ,
0
1
···
1
1

,
1
1
···
1
1

}
,

{x2
1, . . . , x

2
n2−1, w0, y

1
2 , . . . , y

1
n1
} =

{
1
0
···
0
0

,
1
1
···
0
0

, . . . ,
1
1
···
1
0

,
1
1
···
1
1

}
.

Más aún, ya que existen morfismos no cero W0 → Y 1
i y W0 → Y 2

j para 1 < i ≤
n1 y 1 < j ≤ n2, notamos que los elementos de Y0 corresponden a aquellas ráıces
tales que la flecha que une el último uno con el primer cero tiene la orientación
1 → 0. De manera análoga los elementos de X0 corresponden a aquellas ráıces
donde la flecha que une la serie de unos con la serie de ceros tiene la orientación
0→ 1. Para la elección de bases de HomA0

(R,X0) y HomA0
(R, Y0) tomamos

a = ρ1, a′ = ρ2, b11 = b = a′ y b21 = b′ = a (consultar lemas 3.28 y 3.30). De
esta manera las diferenciales δx y δy tienen la forma dada en la siguiente tabla.

Flecha Su diferencial δx Flecha Su diferencial δy

ξ1
j

∑
1≤i<j γ

1
i,j ⊗ ξ1

i , θ1
j ε1

1,j ⊗ θ +
∑

1<i<j ε
1
i,j ⊗ θ1

i ,

ξ2
j

∑
1≤i<j γ

2
i,j ⊗ ξ2

i , θ2
j ε2

1,j ⊗ θ′ +
∑

1<i<j ε
2
i,j ⊗ θ2

i ,

ξ
∑

1≤i<n1
γ1
i,n1
⊗ ξ1

i , θ 0,

ξ′
∑

1≤i<n2
γ2
i,n2
⊗ ξ2

i , θ′ 0.

Para completar la lista de módulos de rango uno que aparecen en el caso An

consideramos representaciones reducidas del tipo iM̃
(1)
2,2,1[`]j (punto (3.7)) y des-

cribimos las representaciones FY (iM̃
(1)
2,2,1[`]j)). Las gráficas indicadas mediante
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•ioooo
OOOO y •j OOOO

oooo corresponden a carcajes de coeficientes de Y 1
i y Y 2

j respectivamente.

Mostramos como ejemplo el caso ` = 4.

Representaciones de rango uno iM
(1)
2,2,1[`]j = FY (iM̃

(1)
2,2,1[`]j) (` ≥ 0).
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Estas representaciones de Ãn corresponden a las representaciones Nπ determi-
nadas por paseos π (en dirección contraria a las manecillas del reloj) dadas por
Gabriel y Roiter [5, sección 11.3].

4.2 Representaciones de D̃n.

Para los diagramas de Dynkin extendido de tipo D̃n fijamos la siguiente orien-
tación de flechas,

•2 ee
KKKKKK •ω

•3 oo •4 · · · n−2• oo n−1•
xx

pppppp
ff

NNNNNN

•1
yy

ssssss
•n

En la figura 4.1 se muestra el carcaj de Auslander-Reiten Γ(kDn) del diagrama
de Dynkin correspondiente Dn. Ordenamos las alas de vértice [W0] comen-
zando con el ala que contiene al proyectivo sincero (la de orden mayor en los
casos n > 4). Primero fijamos representaciones para las ráıces que aparecen
en la figura 4.1. Mostramos carcajes de coeficientes correspondientes al módulo
máximo y a representantes de los elementos de X0.
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Para el cálculo de la ditálgebra reducida AX consideramos las representaciones
de Dn anteriores y observamos que n2 = n3 = 2 y que podemos elegir vectores
a2

1 y a3
1 tales que a2

2 = [ 1
0 ] y a3

2 = [ 0
1 ]. Notamos que en tal caso se puede tomar

a1
1 tal que a1

n1
= [ 1

1 ]. Aśı, definiendo a = a2
2 y a′ = a3

2 se tiene a1
n1

= a + a′

(consultar el lema 3.28).

•ω

•
γ2
1,2

%%

��

ξ21

•
γ1
1,2 //

γ1
1,n1−1

))

γ1
1,n1

55
��

ξ11

•
γ1
2,n1−1

22

γ1
2,n1

**��

ξ12

. . . •
γ1
n1−1,n1 //��

ξ1n1−1

•m
��

ξ′

��

ξ

•
γ3
1,2

99

��
ξ31

La diferencial δx se describe en la siguiente tabla (s ∈ {1, 2, 3}).

Flecha Su diferencial δx

ξ γ2
1,2 ⊗ ξ2

1 +
∑

1≤i<n1
γ1
i,n1
⊗ ξ1

i ,

ξ′ γ3
1,2 ⊗ ξ3

1 +
∑

1≤i<n1
γ1
i,n1
⊗ ξ1

i ,

ξsj
∑

1≤i<j γ
s
i,j ⊗ ξsi .

En particular se observa que δx(ξ1
1) = δx(ξ2

1) = δx(ξ3
1) = 0.

Describimos ahora la ditálgebra reducida AY . Por el lema 3.30 debemos
elegir vectores b11, b21 y b31 tales que

b11 6= a1
n1

= [ 1
1 ] , b21 6= a2

2 = [ 1
0 ] , b31 6= a3

2 = [ 0
1 ] ,

(considerados como elementos de HomA0(R,W0)) por lo que tomamos b11 = [ 1
0 ],

b21 = [ 0
1 ], b31 = [ 1

1 ] y hacemos b = b11 y b′ = b21. De esta manera se tiene que
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b31 = b+ b′.

•ω

θ

��

θ′

��

θ22

��

θ12

��

θ32

��

θ1n1−1

��

θ1n1

��

•

•m
ε11,2 //

ε21,2

99

ε31,2
%%

ε11,n1−1

))

ε11,n1

55•

ε12,n1

))

ε12,n1−1

22· · · •
ε1n1−1,n1 // •

•

Entonces la diferencial reducida δy tiene la siguiente forma,

Flecha Su diferencial δy

θ1
j ε1

1,j ⊗ θ +
∑

1<i<j ε
1
i,j ⊗ θ1

i ,

θ2
2 ε2

1,2 ⊗ θ′,
θ3

2 ε3
1,2 ⊗ θ + ε3

1,2 ⊗ θ′,
θ 0,
θ′ 0.

Para dar representaciones preinyectivas de D̃n elegimos primero módulos del
diagrama de Dynkin Dn correspondientes a los elementos de Y0 (ver figura 4.1).
Enseguida mostramos sus carcajes de coeficientes.

n

n−1

n−2

· · ·
4

3

2

1

•
2 ////����

C(Y 3
2 )

•

· · ·

:::

•2 OOOO

oooo

C(Y 2
2 )

•

· · ·

���

{{{

•2oooo
OOOO

C(Y 1
2 )

•

· · ·

•3oooo
OOOO

C(Y 1
3 )

•

· · ·

· · · •n1oooo
OOOO

C(Y 1
n1

)

•

• •

C(W0)

• •

· · ·

��� (((

{{{

zzz

zzz

Para la construcción de D̃n-representaciones inescindibles usamos estos car-
cajes de coeficientes y las series de representaciones de la ditálgebra reducida
AY de rango uno del lema 3.35 y de rango dos del lema 3.36. En cada una de las
siguientes figuras mostramos la representación un forma matricial (izquierda) y
el carcaj de coeficientes para un caso particular del parámetro ` (derecha).
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Representaciones de rango uno M
(1)
1,1,1[`] = FY (M̃

(1)
1,1,1[`]) (` ≥ 0).

C(M(1)
1,1,1[4])

k`+1[
I→`
I←`

]
�� k`[

I`
I`

]tthhhh
k2`

= ��
k2`

···

k2`

= ��
k2`

[ 0 I` ]��
[ I` 0 ]
tthhhh

k`

k`

• •

· · ·

��� (((
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• •
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(4.3)

Representaciones de rango uno M
(1)
2,1,1[`]2 = FY (M̃

(1)
2,1,1[`]2) (` ≥ 0).

C(M(1)
2,1,1[4]2)

k`+1[
I`+1

I←`

]
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I→`
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(4.4)

Representaciones de rango uno M
(1)
2,1,1[`]2 = FY (M̃

(1)
2,1,1[`]2) (` ≥ 0).

C(M(1)
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]
�� k`+1[
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(4.5)

Representaciones de rango uno iM
(1)
2,1,1[`] = FY (iM̃

(1)
2,1,1[`]) (` ≥ 0).

C(iM(1)
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(4.6)
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Representaciones de rango uno M
(1)
2,2,1[`]22 = FY (M̃
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2,2,1[`]22) (` ≥ 0).

C(M(1)
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(4.7)

Representaciones de rango uno iM
(1)
2,2,1[`]2 = FY (iM̃
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(4.8)

Representaciones de rango uno iM
(1)
2,2,1[`]2 = FY (iM̃

(1)
2,2,1[`]2) (` ≥ 0).

C(iM(1)
2,2,1[4]2)

k`+1[
I`+1

I`+1

]
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I→`

]tthh
k2`+2
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k2`+2

···

k2`+1
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(4.9)

Representaciones de rango uno iM
(1)
2,2,2[`]22 = FY (iM̃

(1)
2,2,2[`]22) (` ≥ 0).

C(iM(1)
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(4.10)
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Representaciones de rango dos iN
(2)
2,2,2[`]22 = FY (iÑ

(2)
2,2,2[`]22) (` = 2k).

C(iN(2)
2,2,2[6]22)
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(4.11)

Representaciones de rango dos j,iN
(2)
3,2,2[`]22 = FY (j,iÑ

(2)
3,2,2[`]22) (` = 2k).

C(j,iN(2)
3,2,2[6]22)

k`+2

A �� k`+2

B
tthh
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(4.12)
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Representaciones de rango dos iM
(2)
2,2,2[`]22 = FY (iM̃

(2)
2,2,2[`]22) (` = 2k + 1).

C(iM(2)
2,2,2[7]22)

k`+2

A �� k`+2

B
tthh
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(4.13)

Representaciones de rango dos j,iM
(2)
3,2,2[`]22 = FY (j,iM̃

(2)
3,2,2[`]22) (` = 2k+ 1).
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B
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�����
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Ik+1

I→k+1
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B =
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(4.14)

Proposición 4.2 Con la orientación dada al carcaj D̃n, casi toda D̃n-repre-
sentación preinyectiva inescindible es isomorfa a uno de los módulos dados en
las figuras (4.3)-(4.14).

Demostración. Por el teorema 3.26(b) y la elección del módulo de reducción Y ,
casi todo módulo preinyectivo inescindible es isomorfo a un objeto en la imagen
del funtor FY .

Por la proposición 3.33(a), si M̃ es un AY -módulo inescindible tal que

FY (M̃) es preinyectivo, entonces la dimensión vectorial dimM̃ es una ráız posi-

tiva de rango uno ó rango dos. Por el lema 3.34 dimM̃ es una de las ráıces de la
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tabla 3.2, con excepción de las ráıces en la familia R(2)
3,3,2, pues los carcajes Dn

son de tipo n1, 2, 2. Entonces casi todo D̃n-módulo preinyectivo inescindible es
isomorfo a una representación de la forma FY (M̃) donde M̃ es alguno de los
módulos dados en los lemas 3.35 y 3.36, que son justamente los usados en las
figuras (4.3)-(4.14). �

4.3 Ditálgebras reducidas para los casos Ẽm.

En esta última sección damos las álgebras tensoriales reducidas correspondientes

a los casos Ẽ6, Ẽ7 y Ẽ8, para orientaciones arbitrarias de flechas (suponiendo
que el vértice de extensión ω es fuente). Las formas expĺıcitas de las difer-
enciales δx y δy dependen de la orientación de las flechas, y puede calcularse
en cada caso a partir de las fórmulas dadas en los lemas 3.29 y 3.31, y de la
elección de representaciones de los diagramas de Dynkin Em correspondientes
a los elementos en X0 y Y0 (consultar la figura 4.2 para el caso de orientación
de subespacio).

Álgebras tensoriales reducidas respecto a los módulos admisibles X (izquier-

da) y Y (derecha) del álgebra de caminos de Ẽ6.
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θ13

��
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•
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Álgebra tensorial reducida respecto a X del álgebra de caminos de Ẽ7.

•ω

ξ′
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•
γ3
1,2
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Álgebra tensorial reducida respecto a Y del álgebra de caminos de Ẽ7.
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Álgebra tensorial reducida respecto a X del álgebra de caminos de Ẽ8.
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Álgebra tensorial reducida respecto a Y del álgebra de caminos de Ẽ8.
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Apéndice A

Álgebras tensoriales con
diferencial.

Ditálgebras y sus módulos.

Sea k un campo arbitrario. En lo que sigue todas las k-álgebras tendrán uno,
los morfismos entre k-álgebras enviarán al uno en el uno, todos los (bi)módulos
serán de dimensión finita sobre k y los módulos serán izquierdos, a menos que
se especifique lo contrario.

Definición A.1 Una k-álgebra T se llama positivamente graduada si existe
una descomposición de k-espacios vectoriales

T =

∞⊕
i=0

Ti,

tal que si a ∈ Ti y b ∈ Tj, entonces ab ∈ Ti+j. Los elementos de Ti se llaman
homogéneos de grado i . Sean T una k-álgebra, A una subálgebra de T y V
un A-A-subbimódulo de T . Se dice que T es libremente generada por (A, V )
si para cualquier k-álgebra B, cualquier morfismo de álgebras ϕ0 : A → B y
cualquier morfismo de A-A-bimódulos ϕ1 : V → B (donde B es visto como A-
A-bimódulo por medio de ϕ0), existe un único morfismo de álgebras ϕ : T → B
que extiende a ϕ0 y a ϕ1.

[A, V ]

ϕ0

��
ϕ1

��

� � // T

ϕ
||

B

Lema A.2 Sean A una k-álgebra y V un A-A-bimódulo. Entonces el álgebra
tensorial TA(V ) es positivamente graduada y libremente generada por (A, V ).

Demostración. Recordamos que

TA(V ) =

∞⊕
i=0

V ⊗i,
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donde V ⊗0 := A, V ⊗1 := V y V ⊗i+1 := V ⊗i⊗AV para i ≥ 1. La multiplicación
está dada a través del producto tensorial, mediante los isomorfismos canónicos
A⊗ V ∼= V y

V ⊗i ⊗ V ⊗j // V ⊗i+j .

De esta manera es claro que TA(V ) es positivamente graduada. Sean entonces
ϕ0 : A→ B y ϕ1 : V → B como en la definición de álgebra libremente generada.
Se define ϕi : V ⊗i → B para i > 1 de la siguiente manera

Xni=1V // B

(v1, . . . , vn)
� // ϕ1(v1) · · ·ϕ1(vn).

Se observa que esta es una asignación A-balanceada mediante ϕ0, por lo que
induce un morfismo ϕi : V ⊗i → B. La familia {ϕi} induce un morfismo de
A-A-bimódulos

ϕ : TA(V ) =

∞⊕
i=0

V ⊗i −→ B.

Es fácil ver que ϕ es morfismo de álgebras y la unicidad es clara. �

Lema A.3 a) Si T es libremente generado por (A, V ) entonces el morfismo
T → TA(V ), determinado por las inclusiones de A y V en T , es un iso-
morfismo.

b) TR(W0 ⊕W1) ∼= TTR(W0)(TR(W0)⊗W1 ⊗ TR(W0)).

Demostración. Como tanto T como TA(V ) son libremente generadas por
(A, V ), existen morfismos únicos ϕ, ψ que extienden las inclusiones de A y
V en T , TA(V ) respectivamente.

[A, V ]� _

��

� � // T

ϕ
||

[A, V ]� _

��

� � // TA(V )

ψ
zz

TA(V ) T

Entonces ψ ◦ϕ extiende la inclusión de A y V en T , y por unicidad ψ ◦ϕ = IdT .

[A, V ]� _

��

� � // T

ψ◦ϕ
||

[A, V ]� _

��

� � // TA(V )

ϕ◦ψzz
T TA(V )

Análogamente ϕ ◦ ψ = IdTA(V ), por lo que se tiene (a).
Para mostrar (b) definimos A = TR(W0) y consideramos las inclusiones σ0 :

R→ TR(W0⊕W1) y σ1 : W0 → TR(W0⊕W1), que determinan un morfismo de
álgebras

σ : A→ TR(W0 ⊕W1).

Se definen además ϕ0 = σ y

ϕ1 : A⊗RW1 ⊗R A // TR(W0 ⊕W1)

a⊗ w ⊗ b � // ϕ0(a)wϕ0(b),
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que está bien definido (pues ϕ0 es morfismo de R-R-bimódulos) y por definición
es morfismo de A-A-bimódulos, considerando las acciones de A en TR(W0⊕W1)
a través de ϕ0. Entonces ϕ0 y ϕ1 se extienden de manera única a un morfismo
de k-álgebras

ϕ : TA(A⊗RW1 ⊗R A) −→ TR(W0 ⊕W1).

Tomamos ahora los morfismos inclusión ψ0 : R → A y ψ0
1 : W0 → A y

consideramos el morfismo de R-R-bimódulos

ψ1
1 : W1

// A⊗RW1 ⊗R A

w � // 1⊗ w ⊗ 1.

Hacemos ψ1 =
[
ψ0

1

ψ1
1

]
: W0⊕W1 → TA(A⊗RW1⊗RA) y notamos que ψ1 también

es morfismo de R-R-bimódulos. Entonces ψ0 y ψ1 se extienden a un morfismo
de k-álgebras ψ : TR(W0 ⊕W1) → TA(A⊗R W1 ⊗R A), que resulta ser inverso
de ϕ. �

Definición A.4 a) Sea T una k-álgebra positivamente graduada (con grado
|a| para elementos homogéneos a). Una diferencial δ de T es una trans-
formación k-lineal δ : T −→ T tal que δ(Ti) ⊂ Ti+1 y se cumple la regla
de Leibniz: si a y b son elementos homogéneos, entonces

δ(ab) = δ(a)b+ (−1)|a|aδ(b). (A.1)

b) Un álgebra tensorial diferencial (ditálgebra) A = (T, δ) consiste en
una k-álgebra positivamente graduada T que es libremente generada por
(T0, T1), junto con una diferencial δ de T tal que δ2 = 0. Un morfismo
de ditálgebras ϕ : (T, δ)→ (T ′, δ′) es un morfismo de álgebras ϕ : T → T ′

tal que ϕ(Ti) ⊆ T ′i para toda i, y δ′ϕ = ϕδ. Denotaremos con A a la
subálgebra T0 de T , y con V al A-A-subbimódulo T1.

Observamos que si δ es una diferencial entonces δ(c) = 0 para cualquier
c ∈ k ⊂ T . Si A es una k-álgebra, entonces A = (TA(0), 0) es una ditálgebra
(llamada trivial sobre A). Recordamos que si M y N son A-módulos izquierdos
entonces Homk(M,N) es un A-A-bimódulo con acciones

[a · f · b](m) = af(bm).

Definición A.5 Para A-módulos M y N se define el subespacio

HomA(M,N) ⊂ Homk(M,N)⊕HomA-A(V,Homk(M,N))

dado por los pares (f0, f1) que satisfacen

af0(m) = f0(am) + f1(δ(a))(m), (A.2)

para todo a ∈ A y m ∈ M . Si además L es también un A-módulo, se define la
función composición

◦ : HomA(M,N)×HomA(L,M) −→ HomA(L,N)
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como (f, g) 7→ f ◦ g = (f0 ◦ g0, (f ◦ g)1), donde (f ◦ g)1 está dado para un v ∈ V
con δ(v) =

∑
i v
′
iv
′′
i por

(f ◦ g)1 = f0 ◦ g1(v) + f1(v) ◦ g0 +
∑
i

f1(v′i)g
1(v′′i ). (A.3)

La composición anterior está bien definida y de hecho determina, junto con
los A-módulos como objetos y grupos de morfismos dados por HomA(M,N),
una k-categoŕıa aditiva que se denota mediante A-mod y es llamada categoŕıa
de módulos (de dimensión finita) sobre la ditálgebra A [3, proposición 2.3].

Lema A.6 Un morfismo de ditálgebras ϕ : A −→ A′ induce un funtor

Fϕ : A′-mod −→ A-mod.

Si además ϕ es suprayectivo, entonces Fϕ es fiel.

Demostración. La restricción ϕ0 : A → A′ induce un funtor restricción Fϕ0
:

A′-mod −→ A-mod. Se define Fϕ = Fϕ0 en objetos. Para la definición de Fϕ
en un morfismo f = (f0, f1) : M → N consideramos la composición

V
ϕ1 // V ′

f1

// Homk(M,N),

que es claramente de A-A-bimódulos, pues ϕ1 lo es a través de ϕ0. Se define
entonces Fϕ(f0, f1) = (f0, f1 ◦ ϕ1). Verificamos que este es un morfismo: para
a ∈ A y m ∈M se tiene

a · f0(m) = ϕ0(a)f0(m) = f0(ϕ0(a)m) + f1(δ(ϕ0(a)))(m) =

= f0(a ·m) + (f1 ◦ ϕ1)(δ(a))(m).

Claramente la asignación Fϕ manda identidades en identidades. Para ver que
Fϕ abre composiciones basta verificar que

(g ◦ f)1 ◦ ϕ1 = (Fϕ(g) ◦ Fϕ(g))1.

Sea v ∈ V y hagamos δ(v) =
∑
i v
′
iv
′′
i . Entonces

(Fϕ(g) ◦ Fϕ(g))1(v) = g0f1(ϕ1(v)) + g1(ϕ1(v))f0 +

+
∑
i

g1(ϕ1(v′i))f
1(ϕ1(v′′i )) =

= (g ◦ f)1(ϕ1(v)).

Supongamos ahora que f = (f0, f1) : M → N es un morfismo tal que F (f) =
(f0, f1 ◦ ϕ1) = 0. Entonces f0 = 0 y si ϕ es suprayectivo entonces f1 = 0, es
decir, Fϕ es un funtor fiel. �

Estratos, triangularidad y extensiones.

Definición A.7 Sea R una k-álgebra y W un R-R-bimódulo con descomposi-
ción W = W0 ⊕W1. Entonces (R,W ) es llamado estrato de una ditálgebra
A = (T, δ) si R,W0 ⊆ T0, W1 ⊆ T1, el álgebra T es libremente generada por
(R,W ) y δ(R) = 0. Entonces δ : T → T es un morfismo de R-R-bimódulos y
basta determinar los valores de la diferencial en W0 y W1 [3, lema 4.4].
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Lema A.8 Sean A = (T, δ) una ditálgebra con estrato (R,W0⊕W1) y A = T0.
Supongamos que A′ es subálgebra de A y que M y N son A′-módulos. Entonces
existe un isomorfismo natural en M y N

HomR-R(W1,Homk(M,N))
̂ // HomA′-A′(A

′ ⊗RW1 ⊗R A′,Homk(M,N)).

Demostración. Se observa directamente que las asignaciones

HomR-R(W1,Homk(M,N))
̂ // HomA′-A′(A

′ ⊗RW1 ⊗R A′,Homk(M,N))

h
� // [a⊗ u⊗ a′ 7→ ah(u)a′]

y

HomA′-A′(A
′ ⊗RW1 ⊗R A′,Homk(M,N)) // HomR-R(W1,Homk(M,N))

f � // [u 7→ f(1⊗ u⊗ 1)].

son inversa una de otra. La naturalidad se puede probar también de manera
directa. �

Por el lema anterior, como A⊗RW1⊗RA ∼= T1 = V , se tiene un isomorfismo

HomR(M,N)
⊕

HomR-R(W1,Homk(M,N))

//
HomR(M,N)

⊕
HomA-A(V,Homk(M,N))

dado por (f0, f1) 7→ (f0, f̂1).

Definición A.9 Se dice que un estrato (R,W ) de una ditálgebra A = (T, δ) es
triangular si

1) existe una sucesión de R-R-subbimódulos 0 = W 0
0 ⊆ W 1

0 ⊆ · · · ⊆ W r
0 =

W0 tales que δ(W i+1
0 ) ⊂ AiW1Ai, para 0 ≤ i < r, donde Ai es la

subálgebra de A generada por R y W i
0,

2) existe una sucesión de R-R-subbimódulos 0 = W 0
1 ⊆ W 1

1 ⊆ · · · ⊆ W s
1 =

W1 tales que δ(W j+1
1 ) ⊂ AW j

1AW
j
1A, para 0 ≤ j < s.

Si además cada bimódulo W i
0 es sumando directo de W i+1

0 para 0 ≤ i < r, se
dice que el estrato (R,W ) es triangular aditivo.

Toda ditálgebra con estrato triangular que satisface la conclusión del si-
guiente teorema es llamada ditálgebra de Roiter .

Teorema A.10 (Propiedad de Roiter) Sea A = (T, δ) una ditálgebra con
estrato triangular aditivo (R,W ) tal que R es semi-simple. Consideremos un
par de R-módulos M y N y morfismos

f0 ∈ HomR(M,N) y f1 ∈ HomR-R(W1,Homk(M,N)).
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a) Si f0 es retracción (basta con ser suprayectivo, pues R es semi-simple) y N
tiene estructura de A-módulo, entonces existe una estructura de A-módulo
para M (que extiende la de R-módulo) tal que

(f0, f̂1) : M −→ N,

es un morfismo en A-mod.

b) Si f0 es sección (basta con ser inyectivo, pues R es semi-simple) y M tiene
estructura de A-módulo, entonces existe una estructura de A-módulo para
N (que extiende la de R-módulo) tal que

(f0, f̂1) : M −→ N,

es un morfismo en A-mod.

Demostración. a) Como f0 : M → N es retracción, existe un morfismo de R-
módulos g0 : N →M tal que f0g0 = IdN . Para dar una acción de A = TR(W0)
en M basta dar un morfismo ϕ : W0 ⊗M → M . Para ello usamos la filtración
de W0

0 = W 0
0 ⊂W 1

0 ⊂ . . . ⊂W r−1
0 ⊂W r

0 = W0,

y definimos ϕj : W j
0 ⊗M → M inductivamente usando la siguiente fórmula

(donde el factor fj−1 está por definir)

ϕj(w ⊗m) = g0(wf0(m))− g0[f1
j−1(δ(w))(m)], para w ∈W j

0 .

Si se ha definido ϕj−1, entonces M es un Aj−1-módulo y Homk(M,N) es
un Aj−1-Aj−1-bimódulo. De esta manera, usando el lema A.8 y ya que el
bimódulo Aj−1 ⊗R W1 ⊗R Aj−1 es isomorfo a Aj−1W1Aj−1 pues cada W i

0 es
sumando directo de W i+1

0 (consultar la observación 5.2 en [3]), el morfismo
f1 ∈ HomR-R(W1,Homk(M,N)) puede ser extendido a un morfismo

f1
j−1 ∈ HomAj−1-Aj−1(Aj−1W1Aj−1,Homk(M,N)).

Como base de inducción, si w ∈W 1
0 se tiene que δ(w) ∈ A0W1A0. Pero A0 = R

por lo que δ(w) ∈W1. Se define

ϕ1(w ⊗m) = g0(wf0(m))− g0[f1(δ(w))(m)].

Observamos que en el último paso llegamos a un morfismo ϕ = ϕr tal que

ϕ(w ⊗m) = g0(wf0(m))− g0[f̂1(δ(w))(m)], para w ∈W0.

Notamos que para w ∈ R ó w ∈W0 se tiene

f0(w ·m) = f0(ϕ(w ⊗m)) = f0(g0(wf0(m)))− f0(g0[f̂1(δ(w))(m)]) =

= wf0(m)− f1(δ(w))(m),

es decir,
wf0(m) = f0(w ·m) + f1(δ(w))(m).
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La fórmula anterior se extiende a A = TR(W0). En efecto, supongamos que la
fórmula es válida para los elementos de W⊗`−1

0 y sean w ∈ W⊗`−1
0 y w` ∈ W0.

Entonces

(w`w)f0(m) = w`[f
0(w ·m) + f̂1(δ(w))(m)] =

= w`f
0(w ·m) + f̂1(w`δ(w))(m) =

= f0(w` · (w ·m)) + f̂1(δ(w`))(w ·m) + f̂1(w`δ(w))(m) =

= f0((w`w) ·m) + f̂1(δ(w`w)),

por lo que (por linealidad) la fórmula también es válida en W⊗`0 , y por lo tanto
en todo A. La prueba de (b) es similar. �

Con la misma idea de demostración se puede probar que (cuando R es semi-
simple) un morfismo (f0, f1) en A-mod es isomorfismo si y solo si f0 es iso-
morfismo en R-mod [3, lema 5.8] y, suponiendo además que W1 es finitamente
generado, que A-mod es una categoŕıa Krull-Schmidt [3, teorema 5.13]. Vamos
a suponer de aqúı en adelante que A es una ditálgebra como hemos descrito en
este párrafo. El siguiente lema se encuentra en [3, lema 5.14]

Lema A.11 Supongamos que existe M
f // E

g // N en A-mod tal que

gf = 0 y 0 // M
f0

// E
g0 // N // 0 es exacta (que se divide) en

R-mod. Entonces existe isomorfismo h : E′ −→ E tal que

(h−1f)1 = 0 y (gh)1 = 0.

Definición A.12 Para dos A-módulos M y N se define la colección E(M,N)
de pares de morfismos (f, g)

N
f // E

g // M,

tales que gf = 0 y la sucesión de R-módulos

0 // N
f0

// E
g0 // M // 0,

es exacta que se divide. Se define además en E(N,M) la relación (f, g) ∼ (f ′, g′)
siempre que exista un isomorfismo h : E → E′ tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

N
f // E

g //

h

��

M

N
f ′
// E′

g′
// M

Sea ExtA(M,N) = E(M,N)/ ∼.

Lema A.13 Sea A una ditálgebra de Roiter con estrato (R,W ). Existe una
sucesión exacta

0 // HomA(M,N) // HomR(M,N)⊕HomR-R(W1,Homk(M,N))
σ //
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σ // HomR(W0 ⊗RM,N)
η // ExtA(M,N) // 0,

donde σ es el morfismo dado por

σ(f0, f1)(w ⊗m) = wf0(m)− f0(wm)− f1(δ(w))(m).

Demostración. Como f0, f1 y δ restringido a W1 son morfismos de R-(bi)módu-
los, σ está bien definida. Sean M y N un par de A-módulos. Por el isomorfismo
dado en el lema A.8, el espacio HomA(M,N) es núcleo de σ. Definimos η de la
siguiente manera. Para un morfismo de R-módulos h : W0 ⊗M → N se define
un A-módulo N ⊕h M , cuyo R-módulo subyacente es N ⊕M , de la siguiente
manera. Ya que A = TR(W0) es libremente generado por (R,W0), basta dar
una acción W0 ⊗R (N ⊕M)→ N ⊕M . Tomamos

W0 ⊗R (N ⊕M) // N ⊕M

w ⊗ (n,m) � // (wn+ h(w ⊗m), wm),

que es un morfismo bien definido de R-módulos. La sucesión exacta trivial

de R-módulos 0 // N
s0=[10] // N ⊕M

p0=[0 1]// M // 0 puede ser considera-
da como una sucesión exacta de A-módulos,

0 // N
s0 // N ⊕hM

p0 // M // 0,

que a su vez determina una sucesión exacta en A-mod dada por

ηh = N
(s0,0) // N ⊕hM

(p0,0) // M.

Definimos η(h) como la clase de equivalencia en ExtA(M,N) de ηh.
Conversamente, si M , N y E son A-módulos tales que el R-módulo sub-

yacente de E es N ⊕M y 0 // N
s0 // N ⊕hM

p0 // M // 0 es una
sucesión exacta en A-mod, entonces E = N ⊕h M para algún morfismo h en
HomR(W0 ⊗RM,N).
Paso 1. η es suprayectivo. Por el lema A.11 para cada elemento de ExtA(M,N)

podemos tomar un representante de clase de la forma e = N
(f0,0) // E

(g0,0) // M .
Ya que suponemos que R es semi-simple, la sucesión exacta de R-módulos

0 // N
f0

// E
g0 // M // 0 es trivial, por lo que existe un isomor-

fismo h0 de R-módulos tal que el siguiente es un diagrama conmutativo en
R-mod,

0 // N
f0

// E

h0

��

g0 // M // 0

0 // N
s0 // N ⊕M

p0 // M // 0

Ya que A es de Roiter, el R-módulo N ⊕M admite estructura de A-módulo

N̂ ⊕M , de manera que (h0, 0) : E → N̂ ⊕M es un morfismo en A-mod. Por
la conmutatividad del diagrama s0 y p0 son morfismos de A-módulos, y por la
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observación anterior existe un morfismo de R-módulos t : W0 ⊗R M → N tal
que N̂ ⊕M = N ⊕tM . Entonces se tiene un diagrama conmutativo en A-mod

N
(f0,0) // E

(h0,0)

��

(g0,0) // M

N
(s0,0)

// N ⊕tM
(p0,0)

// M,

y como (h0, 0) es un isomorfismo, η(t) es la clase de equivalencia de e.
Paso 2. El núcleo de η es la imagen de σ. Sea e un elemento de ExtA(M,N)
dado como e = η(h) para algún morfismo h : W0 ⊗M → N . Entonces e se
divide si y solo si existe un isomorfismo

e : N
(s0,0) // N ⊕hM

λ=(λ0,λ1)

��

(p0,0) // M

0 : N
(s0,0)

// N ⊕0 M
(p0,0)

// M.

Por conmutatividad λ0 y para w ∈W0, λ1(w) tienen la forma matricial

λ0 =

[
IN f0

0 IM

]
, λ1 =

[
0 f1(w)
0 0

]
con f0 ∈ HomR(M,N) y f1 ∈ HomR-R(W0,Homk(M,N)). Por lo tanto e
se divide si y solo si λ es morfismo en A-mod, wλ0(n + m) = λ0(w(n + m)) +

λ̂1(δ(w))(n+m), o de forma matricial,

w ·
[
IN f0

0 IM

] [
n
m

]
=

[
IN f0

0 IM

]
w ·
[
n
m

]
+

[
0 f̃1(δ(w))
0 0

] [
n
m

]
,

si y solo si[
wn+ wf0(m)

wm

]
=

[
IN f0

0 IM

] [
wn+ h(w ⊗m)

wm

]
+

[
f̃1(δ(w))(m)

0

]
,

si y solo si

h(w ⊗m) = wf0(m)− f0(wm)− f̂1(δ(w))(m),

es decir, si y solo si h = σ(f0, f1). La linealidad de η se prueba usando la
estructura aditiva en ExtA(M,N) (consultar la proposición 6.13 en [3]). �

Algunas propiedades de bimódulos y sus duales.

Recordamos que una base dual derecha {(ui, λi)}i∈I de un S-módulo derecho
U es una colección de elementos ui ∈ U y λi ∈ U∗ = HomS(US , SS) tal que
para cada u ∈ U el conjunto de ı́ndices i para los que λi(u) 6= 0 es finito y se
tiene

u =
∑
i∈I

uiλi(u).
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La prueba del inciso (a) en el siguiente lema se encuentra en [3, lema 11.3]. El
inciso (b) se prueba de manera similar.

Lema A.14 Sea W un T -S-bimódulo y supongamos que U es un R-S-bimódulo
que admite una base dual finita {(ui, λi)}i∈I como S-módulo derecho. Entonces
existe un isomorfismo natural de T -R-bimódulos

ϕ : TWS ⊗S U∗R −→ HomS(U,W ),

dado por ϕ(w ⊗ λ)(u) = wλ(u). La inversa ϕ−1 tiene la forma

ϕ−1(h) =
∑
i∈I

h(ui)⊗ λi.

Para el siguiente resultado consultar el lema 11.4 en [3].

Lema A.15 Consideremos bimódulos TAS y SBR tales que AS tiene una base
dual derecha finita {(ai, λi)}i∈I . Entonces existe un isomorfismo natural de R-
T -bimódulos ψ : B∗ ⊗S A∗ → (A ⊗S B)∗ dado por la regla ψ(g ⊗ f)[a ⊗ b] =
g(f(a)b). Su inversa satisface, para un elemento h ∈ (A⊗S B)∗,

ψ−1(h) =
∑
i∈I

ρi(h)⊗ λi,

donde ρi(h)[b] = h(ai ⊗ b).

Definición A.16 Sean Γ una k-álgebra, S una subálgebra de Γ y P un ideal de
Γ. La pareja (S, P ) es llamada escisión de Γ si el módulo PS admite una base
dual finita {(pj , γj)}j∈J y existe una descomposición de S-S-bimódulos Γ = S⊕
P . En tal caso el producto en Γ induce un morfismo de S-S-bimódulos m : P⊗S
P → P . Se tiene el morfismo de S-S-bimódulos µ := ψ−1m∗ : P ∗ → P ∗ ⊗ P ∗,
donde P ∗ = HomS(PS , SS). La función µ es llamado comultiplicación de P y
satisface la regla de coasociatividad, es decir, el siguiente diagrama conmuta,

P ∗
µ //

µ

��

P ∗ ⊗ P ∗

1⊗µ
��

P ∗ ⊗ P ∗
µ⊗1
// P ∗ ⊗ P ∗ ⊗ P ∗.

Tenemos la siguiente expresión expĺıcita del coproducto en términos de la base
dual de P ,

µ(γ) =
∑
i,j∈J

γ(pipj)γj ⊗ γi, para γ ∈ P ∗.

Definición A.17 Supongamos que B y Γ son k-álgebras y que (S, P ) es una es-
cisión de Γ. Supongamos además que X es un B-Γ-bimódulo tal que XS admite
una base dual finita {(ui, νi)}i∈I . Se tienen los morfismos de B-Γ-bimódulos

m` : X ⊗S P // X

x⊗ p � // xp,

y mr : X // HomS(P,X)

x � // [p 7→ xp],
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que determinan las coacciones de P en X dadas por

λ := ψ−1m∗` : X∗ → P ∗ ⊗S X∗ y ρ := ϕ−1mr : X → X ⊗ P ∗,

donde ϕ y ψ son los morfismos dados en los lemas A.14 y A.15. Considerando
las bases de XS y PS se tienen las siguientes expresiones de λ y ρ en elementos
ν ∈ X∗ y x ∈ X,

λ(ν) =
∑

i∈I,j∈I
ν(xipj)γj ⊗ νi y ρ(x) =

∑
j∈J

xpj ⊗ γj .

Además los morfismos λ y ρ son compatibles con el coproducto µ, es decir, los
siguientes diagramas conmutan,

X∗
λ //

λ

��

P ∗ ⊗X∗

1⊗λ
��

P ∗ ⊗X∗
µ⊗1
// P ∗ ⊗ P ∗ ⊗X∗

y X
ρ //

ρ

��

X ⊗ P ∗

1⊗µ
��

X ⊗ P ∗
ρ⊗1
// X ⊗ P ∗ ⊗ P ∗.

Reducción a través de módulos admisibles.

Definición A.18 Sean A = (T, δ) una ditálgebra con estrato (R,W ) y supon-
gamos que W0 = W ′0 ⊕W ′′0 es una descomposición de R-R-bimódulos tal que
δ(W ′0) = 0. Consideramos la subálgebra B de T generada por R y W ′0 y note-
mos que B es una subálgebra de T0 libremente generada por (R,W ′0). Observa-
mos además que A′ = (B, 0) es una subditálgebra de A y que T0 es libremente
generado por (B,BW ′′0 B). Entonces el álgebra T tiene por estrato (además
de (R,W )) a la pareja (B,W ) (ver el lema A.3), donde W = W 0 ⊕W 1 con
W 0 = BW ′′0 B y W 1 = BW1B.

Definición A.19 Sea A = (T, δ) una ditálgebra con estrato (R,W ). Dado un
A-módulo X, el álgebra Γ = EndA(X)op actúa por la derecha de X mediante
la regla xp = p0(x) para p = (p0, p1) y x ∈ X. Se dice que X es un módulo
admisible si se satisfacen las siguientes condiciones

1) Γ admite una escisión (S, P );

2) el S-módulo derecho X admite una base dual finita, y

3) los morfismos f en S son de la forma f = (f0, 0).

Ya que en este trabajo estamos interesados solo en A′-módulos admisibles
para subditálgebras A′ de la forma dada en A.18, el punto (3) de la definición
anterior se satisface de manera automática. En todos los casos de nuestro interés
S es un álgebra semi-simple, por lo que el punto (2) se satisface siempre que X
sea de dimensión finita sobre el campo.

Definición A.20 Supongamos que X es un A′-módulo admisible, donde A′ es
una subditálgebra de A como en la definición A.18. Teniendo en cuenta la
notación de la definición anterior, se define el S-S-bimódulo WX = WX

0 ⊕WX
1

por las fórmulas

WX
0 = X∗ ⊗B W 0 ⊗B X y WX

1 = [X∗ ⊗B W 1 ⊗B X]⊕ P ∗.

Tomamos el álgebra tensorial reducida TX = TS(WX) con estrato (S,WX).
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Queremos definir una diferencial δX en TX . Para ello se definen los siguientes
morfismos auxiliares.

Lema A.21 Supongamos que X es un A′-módulo admisible y que TX es el
álgebra tensorial reducida como en la definición anterior. Sea D(X) = (X∗ ×
X) t (P ∗ ⊗S X∗ × X) t (X∗ × X ⊗S P ∗). Recordamos que T es libremente
generado por (B,W ). Para cada elemento (u, v) ∈ D(X) existe un morfismo
lineal

σu,v : TB(W ) −→ TX ,

tal que para w1, . . . , wn ∈W se tiene a σu,v(w1 ⊗ · · · ⊗ wn) dado por∑
i1,...,in−1

u⊗ w1 ⊗ xi1 ⊗ νi1 ⊗ w2 ⊗ xi2 ⊗ νi2⊗
· · · ⊗ xin−1

⊗ νin−1
⊗ wn ⊗ v,

y para b ∈ B, σν,x(b) = ν(bx), si ν ∈ X∗, x ∈ X,
σu,x(b) =

∑
r ϕrψr(bx), si x ∈ X,u =

∑
r ϕr ⊗ ψr, ϕr ∈ P ∗, ψr ∈ X∗,

σν,v(b) =
∑
s ν(bys)ϕ

′
s, si ν ∈ X∗, v =

∑
s ys ⊗ ϕ′s, ys ∈ X,ϕ′s ∈ P ∗.

La prueba junto con algunas propiedades de los morfismos σu,v se encuentran
en [3, lema 12.8]. En particular nos interesa que, para todo par x ∈ X y ν ∈ X∗,
el morfismo σν,x preserva grados.

Lema A.22 Existe un morfismo de S-S-bimódulos

δX : [X∗ ⊗B W ⊗B X]⊕ P ∗ → TX ,

cuya restricción a P ∗ es el coproducto µ de P , y para w ∈ W 0 ∪W 1, x ∈ X y
ν ∈ X∗,

δX(σν,x(w)) = σλ(ν),x(w) + σν,x(δ(w)) + (−1)|w|+1σν,ρ(x)(w),

donde λ y ρ son las coacciones dadas en A.17. Este morfismo puede extenderse
a una diferencial en el álgebra tensorial TX , que también denotamos con δX ,
de manera que AX = (TX , δX) es una ditálgebra con estrato (S,WX).

La ditálgebra AX es llamada reducción de A con respecto a X . Una
de las herramientas principales de este trabajo es el funtor de reducción
FX : AX -mod → A-mod, como se construye por Bautista, Salmerón y Zuazua
en la proposición 12.10 de [3].

Proposición A.23 Sean A = (T, δ) una ditálgebra con estrato (R,W ) y A =
T0. Sea X un A′-módulo admisible, donde A′ es una subditálgebra de A como
en la definición A.18. Entonces existe un funtor

FX : AX-mod→ A-mod,

definido de la siguiente manera.
Dado un AX-módulo M denotamos con ? a la acción izquierda de TX =

TS(WX) en M . Hacemos FX(M) = X ⊗S M (considerado como B-módulo
izquierdo) a quien queremos dar estructura de A-módulo. Para ello recordamos
que A es libremente generado por B y W 0, por lo que, para dar a FX(M)
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estructura de A-módulo, basta dar un morfismo de B-módulos izquierdos W 0⊗B
X ⊗S M → X ⊗S M . Consideramos la composición

W 0 ⊗B (X ⊗S M) // EndS(X)⊗ [W 0 ⊗B (X ⊗S M)]

ϕ−1⊗1��
(X ⊗S X∗)⊗B W 0 ⊗B (X ⊗S M)

∼=��
X ⊗S [(X∗ ⊗B W 0 ⊗B X)⊗S M ]

X ⊗S (WX
0 ⊗S M)

1⊗?��
X ⊗S M,

donde ϕ es el morfismo dado en el lema A.14. Usando la expresión de ϕ−1 dada
en dicho lema, se muestra la siguiente fórmula para a ∈ A,

a · (x⊗m) =
∑
i

xi ⊗ σνi,x(a) ? m.

Si f = (f0, f1) ∈ HomAX (M,N) entonces FX(f) está dado por

(FX(f))0[x⊗m] = x⊗ f0(m) +
∑
j

xpj ⊗ f1(γj)[m],

(FX(f))1(v)[x⊗m] =
∑
i

xi ⊗ f1(σνi,x(v))[m],

donde x ∈ X, m ∈M y v ∈ V = T1.

Se dan ahora condiciones que garantizan que el funtor de reducción FX sea
fiel y pleno. Observamos que para un A′-módulo admisible X se pueden hacer
dos reducciones AX y A′X . Los funtores de reducción FX : AX -mod→ A-mod
y F ′X : A′X -mod → A′-mod se pueden relacionar de la siguiente manera.
Recordamos que se tiene una descomposición W0 = W ′0 ⊕W ′′0 con δ(W ′0) = 0,
y que B es la subálgebra de T generada por R y W ′0. Entonces la inclusión
r = B → T determina un morfismo de ditálgebras A′ → A.

Por otro lado, recordamos que si (S, P ) es escisión de EndA′(X)op entonces
la ditálgebra reducida AX tiene por estrato a (S,WX) donde

WX
0 = X∗ ⊗B W 0 ⊗B X y W ∗1 = X∗ ⊗B W 1 ⊗B X ⊕ P ∗,

W 0 = BW ′′0 B y W 1 = BW1B. Ahora, para la reducción A′X se considera
la descomposición trivial de bimódulos W ′0 = W ′0 ⊕ 0 en el estrato (R,W ′0) de
A′. Entonces la ditálgebra reducida A′X tiene estrato (S, P ∗). La inclusión de
bimódulos P ∗ → WX induce un morfismo de ditálgebras r̂ : A′X → AX . Más
aún, el siguiente diagrama es conmutativo,

AX -mod
FX //

Fr̂

��

A-mod

Fr

��
A′X -mod

F ′X
// A′-mod.
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Definición A.24 Sea A′ = (B, 0) una ditálgebra con estrato (R,W ′0) como en
la definición A.18. Un A′-módulo admisible X se llama completo si el funtor
de reducción F ′X : A′X-mod→ A′-mod es fiel y pleno.

La prueba de los siguientes resultados se encuentra en [3, 13.3 y 13.5].

Lema A.25 Sea A′ = (B, 0) una ditálgebra con estrato (R,W ′0) como en la
definición A.18. Supongamos que X es un A′-módulo admisible, donde el
álgebra EndA′(X)op admite por escisión al par (S, P ). Supongamos además
que X es de dimensión finita sobre el campo base k y que S es semi-simple.
Entonces X es un A′-módulo admisible completo.

Proposición A.26 Supongamos que X es un A′-módulo admisible completo,
donde A′ = (B, 0) es una subditálgebra de la ditálgebra con estrato A como en
la definición A.18. Entonces el funtor asociado FX : AX-mod→ A-mod es fiel
y pleno.

El siguiente lema describe a los A-módulos que se encuentran en la imagen
del funtor FX [3, lema 16.1].

Lema A.27 Supongamos que X es un A′-módulo admisible, donde A′ = (B, 0)
es una subditálgebra de la ditálgebra con estrato A como en la definición A.18.
Supongamos que M es un S-módulo tal que existe un objeto X ⊗S M en A-mod
cuya estructura subyacente de B-módulo es la estructura canónica en X ⊗S
M . Entonces existe un único AX-módulo M con estructura subyacente de S-
módulos M tal que FX(M) = X ⊗S M .

Terminamos esta sección con una descripción del efecto del funtor asociado
FX en grupos de extensiones. Consultar [3, 16.6].

Lema A.28 Supongamos que X es un A′-módulo admisible, donde A′ = (B, 0)
es una subditálgebra de la ditálgebra con estrato triangular A como en la defini-
ción A.18 y que en la descomposición W0 = W ′0 ⊕W ′′0 el bimódulo W ′0 aparece
en la filtración de W0 en la definición de estrato triangular. Entonces A′ es
una ditálgebra con estrato triangular. Supongamos además que en la escisión
(S, P ) de Γ = EndA′(X)op, el álgebra S es semi-simple y P = radΓ y que X
es de dimensión finita sobre el campo k. Entonces FX : AX-mod → A-mod es
un funtor exacto y para cada par de AX-módulos M y N induce una sucesión
exacta de espacios vectoriales

0 // Ext1
AX (M,N)

F∗X // Ext1
A(FX(M), FX(N))

F∗r // Ext1
A′(FrFX(M), FrFX(N)) // 0.
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