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Capitulo 1

Resumen y abstract

1.1. Resumen

El primer objetivo de este trabajo es el estudio de la acrecién radial estacionaria
de materia por un agujero negro no rotante. Modelamos la materia alrededor
del agujero negro como un fluido relativista y despreciamos la auto-gravedad
de la materia acretada, considerando un fondo métrico fijo. Proveemos resulta-
dos rigurosos sobre la existencia y unicidad del flujo de acrecién. Generalizamos
estos resultados con una ecuacién de estado mas general que la simple ecua-
cién de estado politropica, y con un fondo métrico més general que el fondo de
Schwarzschild. Como consecuencia de esto, nuestros resultados también aplican
para agujeros no rotantes predichos por teorias alternativas de gravedad, y tam-
bién aplican para agujeros distorsionados en gravedad de Einstein en la presencia
de campos externos, como materia oscura. Bajo suposiciones bastante generales
sobre la ecuacién de estado del fluido, y reformulando el problema de acrecién
como un sistema dindmico, determinamos el comportamiento cualitativo local y
global de su flujo de fase. Basado en nuestro andlisis, y generalizando trabajos
previos de Michel, probamos que para cualquier densidad positiva del niimero
de particulas en el infinito, existe un unico flujo de acrecién radial estacionario
que es regular en el horizonte.

En la segunda parte de la presente tesis, estudiamos perturbaciones lineales
acusticas (esféricas y no esféricas) del flujo de Michel. La dindmica de estas per-
turbaciones es gobernada por una ecuacién de onda escalar en una geometria
efectiva de fondo curvo. Esta geometria es determinada por la métrica acusti-
ca, la cual se construye a partir de la métrica del espacio-tiempo, la densidad
de particulas y la cuadri-velocidad del fluido. Para el problema bajo considera-
cién, la métrica acustica tiene las mismas caracteristicas como un agujero negro
asintoticamente plano, estatico y esféricamente simétrico. La métrica acustica,
al igual que en una agujero negro, también posee un horizonte, llamado hori-
zonte sonico. En este horizonte, a diferencia de un agujero negro verdadero, la
materia puede escapar de la regién interior. Lo que no puede escapar son las
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perturbaciones actsticas, una vez que hayan cruzado el horizonte sénico. Por
lo anterior, la métrica actstica representa un agujero negro analogo astrofisico
natural.

Para un campo escalar propagandose en un fondo de Schwarzschild se en-
cuentran oscilaciones cuasi-normales. Nosotros mostramos, que las perturba-
ciones acusticas del flujo de Michel también exhiben tales oscilaciones cuasi-
normales. Calculamos las frecuencias complejas s asociadas a los modos cuasi-
normales, mediante un nuevo método numérico llamado ”"matching”, el cual se
basa en iteraciones de Banach. Analizamos la dependencia de estas frecuencias
con la masa del agujero negro, el radio del horizonte sénico, y el niimero de mo-
mento angular. Mostramos que cuando el radio del horizonte sénico es mucho
mayor que él del horizonte de eventos, las frecuencias cuasi-normales escalan
aproximadamente como la gravedad superficial del horizonte sénico.

Los resultados obtenidos en esta tesis podrian ofrecer oportunidades para
verificar la teorfa general de la gravedad de Einstein en el limite de campo
fuerte.

Palabras claves: relatividad general, acrecion, modos cuasi-normales,
agujero negro, flujo de Michel

1.2. Abstract

The first goal of this work is the study of stationary, radial accretion of matter
onto a non-rotating black hole. We model the matter in the vicinity of the black
hole as a relativistic fluid and neglect the self-gravity of the accreting matter,
thus keeping our metric background fixed. We provide rigorous results on the
existence and uniqueness of the accretion flow. We generalize these results with
an equation of state more general than the polytropic one, and with a metric
background more general than Schwarzschild. As a consequence, our results also
apply for non-rotating black holes predicted by alternative theories of gravity,
and for deformed black holes in Einstein gravity in the presence of external fields
like dark matter. Under rather general assumptions about the equation of state
of the fluid, and rewriting the accretion problem as a dynamical system, we
determine the qualitative local and global behaviour of the phase flow. Based
on our analysis and generalizing previous work by Michel, we prove that for
any positive particle density at infinity, there exists a unique stationary radial
accretion flow that is regular on the horizon.

In the second part of the present thesis, we study linear acoustic perturba-
tions (spherical and non-spherical) of the Michel flow. The dynamics of these
perturbations are governed by a scalar wave equation in an effective geometry
describing a curved background. The geometry is determined by the acoustic
metric, which is constructed from the spacetime metric, the particle density and
the four-velocity of the fluid. For the problem under consideration, the acoustic
metric has the same characteristics as an asymptotically flat, static and spheri-
cally symmetric black hole. The acoustic metric also has an horizon called sonic
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horizon. At this sonic horizon, unlike a true event horizon, matter could still
escape the region. However, the acoustic perturbations cannot escape once they
have crossed the sonic horizon. Therefore, the sonic metric represents a natural
analog astrophysical black hole.

For a scalar field propagating on a Schwarzschild background, one finds
quasi-normal oscillations. Likewise, we show that the acoustic perturbations of
the Michel flow also exhibit quasi-normal oscillations. We compute the complex
frequencies s associated with these quasi-normal modes, using a new numerical
matching method based on Banach iterations. We analyze the dependence of
these frequencies with the black hole’s mass, the radius of the sonic horizon,
and the angular momentum number. We show that when the sonic horizon’s
radius is much larger than the radius of the event horizon, the quasi-normal
frequencies scale approximately with the surface gravity of the sonic horizon.

The results obtained in this thesis might offer opportunities for verify Ein-
stein’s General Relativity in its strong field regime.
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Capitulo 2

Introduccion

Los agujeros negros han sido objeto de estudio durante anos. Estos obje-
tos despiertan el interés tanto a nivel cientifico como en el medio popular. Los
agujeros negros, nombrados asi por ser regiones finitas del espacio-tiempo del
cual no puede escapar ningun rayo la luz, son una prediccién de la relatividad
general y la pregunta es entonces ;jcomo detectar estos objetos negros que vi-
ven ahi afuera? Una de las maneras para detectarlo, es la acrecién de materia.
Donde la acrecion, es el proceso por el cual materia cae hacia un objeto, en este
caso a un agujero negro, por efectos del campo gravitacional. Cuando la materia
cae en el agujero negro, la regién afuera del espacio-tiempo emite luz brillante.
Esto se debe a los efectos de compresion o friccion las cuales dan origen a la
emisién de radiacion electromagnética. Es aqui entonces donde entra la motiva-
cion para estudiar la acrecion. Esta materia que acreta el agujero negro puede
venir del medio interestelar o, de gas de polvo proveniente de una estrella que se
desintegro debido a las fuerzas de marea producidas por el campo gravitacional
del agujero negro. En una situacién astrofisica realista, el agujero negro o la
materia estan rotando. Esta rotacion hace que el agujero negro arrastre materia
de sus alrededores formando un disco de acrecién. Entonces, la acrecién de gas
en un agujero negro juega un papel muy importante en la relatividad general y
la astrofisica. Por lo tanto, este proceso fisico ha sido estudiado extensivamente
en la literatura. Desde que esta radiacién pueda llevar informacién acerca de
la geometria del espacio tiempo cercana al agujero negro, esto ofrece una opor-
tunidad para testear la teoria general de la gravedad de Einstein en el limite
de campo fuerte. El espectro de la radiacién puede ser observado y comparado
con modelos tedricos [I]. Una etiqueta caracteristica de la acrecién en el agujero
negro (a diferencia de acrecién en una estrella) es la presencia de un horizonte
de eventos actuando como una membrana en una sola direccion a traves de la
cual la acrecién de gas desaparece. Esto tiene varias implicaciones importantes.
Primero, el horizonte provee una condicién de frontera natural interna para la
ecuacién de movimiento que describe el gas, y por lo tanto las complicaciones o
incertidumbres para encontrar las condiciones de frontera correctas como en la
superficie de la estrella son evitadas. Luego, la radiacién emitida en la vecindad
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del agujero negro experimenta un fuerte efecto lente, dando como resultado una
imagen que muestra la sombra del agujero negro rodeado por un anillo de luz
brillante. De hecho, conjuntos de interferometria de base muy larga de longitud
de onda de milimetros como el Event Horizon Telescope [2] son capaces de resol-
ver la regién alrededor de Sagittarius A*, (el agujero supermasivo en el centro
de nuestra galaxia) para escalas menores que su radio gravitacional [3]. Por lo
tanto, estas observaciones pueden conducir a nuevas pruebas de la relatividad
general en el regimen de campo fuerte, mirar por ejemplo Ref. [4]. Claramen-
te, las etiquetas de las senales electromagnéticas observadas dependen de las
propiedades y dinamica del flujo, y por lo tanto, es de considerable interés a
estudiar la dindmica del gas acretado e identificar propiedades dindmicas como
los modos de oscilacién.

Organizacion de la tesis:

El primer objetivo del estudio de este trabajo es la acreciéon radial esta-
cionaria de materia por un agujero negro no rotante. Modelamos la materia
alrededor del agujero negro como un fluido perfecto relativista. Despreciando la
auto-gravedad de la materia acretada, consideramos un fondo de Schwarzschild
o mas general. Como consecuencia de esto, nuestros resultados también aplican
para agujeros no rotantes predichos por teorias alternativas de gravedad y pa-
ra agujeros distorsionados en gravedad de Einstein en la presencia de campos
externos, como por ejemplo materia oscura. El problema de acrecién esférica
de un fluido hacia un centro de gravedad ha sido abordado primeramente por
Bondi [5] en el limite Newtoniano, y luego generalizado al caso relativista por
Michel[6], el cual describe la acrecién estacionaria de un fluido perfecto en un
agujero negro no rotante. Este problema es discutido con més detalle en [I].
Situaciones fisicas donde ocurre la acrecién, es por ejemplo, la acrecién debida
al agujero negro supermasivo en el centro de nuestra galaxia, en una estrella de
neutrones, en la formacion de galaxias o sistemas solares, y en estrellas binarias
que intercambian materia donde una es mucho mas masiva que la otra.

El objetivo del estudio de este trabajo, es proveer resultados rigurosos sobre
la existencia y unicidad del flujo de Michel, y generalizar este con una ecuacion
de estado mas general que la simple ecuacién de estado politrépica y un fondo
métrico mas general que un fondo de Schwarzschild. Bajo suposiciones bastante
generales sobre la ecuacién de estado del fluido y reformulando el problema de
acrecion como un sistema dindmico, determinamos el comportamiento cualitati-
vo local y global de su flujo de fase. Basados en nuestro andlisis y generalizando
trabajos previos de Michel [6], probamos que para cualquier densidad positiva
del nuimero de particulas en el infinito, existe un unico flujo de acrecion radial
en estado estacionario el cual es regular en el horizonte. La estabilidad del flu-
jo de Michel en la regién subsénica afuera de la esfera sonica ha sido probada
por Moncrief [7]. Donde la esfera sénica es la regién donde la velocidad radial
del flujo (medido por observadores estdticos) pasa de subsénica a supersénica.
Determinaremos los pardmetros fisicos de este flujo, tales como las tasas de
acrecion y de compresién y analizamos su dependencia en el fondo métrico. Lo
nuevo de este trabajo respecto al trabajo de Michel, es que tomamos un fluido y
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una métrica mas generales que las que usa Michel en su trabajo y se demuestran
resultados rigurosos.

Es de gran interés el estudio de la dinamica del gas acretado y de identificar
sus propiedades, como por ejemplo sus modos oscilatorios. Este interés viene
motivado por el hecho que las caracteristicas de las senales electromagnéticas
observadas (que mencionamos antes) dependen de las propiedades y dindmicas
del flujo. Es por esto entonces que en la segunda parte de la presente tesis,
estudiamos las perturbaciones del flujo de Michel.

En el estudio de las perturbaciones lineales actusticas esféricas y no esféricas
del flujo de Michel, la dindmica de estas perturbaciones es governada por una
ecuacion de onda escalar en una geometria efectiva de fondo curvado. Esta
geometria es determinada por la métrica sénica, la cual se construye a partir
del espacio-tiempo métrico, la densidad de particulas y la cuadri-velocidad del
fluido. Para este problema que estamos considerando, la métrica acustica tiene
las mismas caracteristicas como un agujero negro asintéticamente plano, estatico
y esféricamente simétrico. La métrica acustica, al igual que en una agujero
negro, también posee un horizonte, llamado horizonte sénico. En este horizonte,
a diferencia del agujero negro, la materia puede escapar de esta region. Lo que
no puede escapar son las perturbaciones acusticas. Por lo anterior, la métrica
acustica representa un agujero negro analogo astrofisico natural.

En el caso donde un campo escalar se propaga en un fondo de Schwarzschild,
se encuentran oscilaciones cuasi-normales. Estas oscilaciones son caracterizados
por frecuencias complejas s = 0 + iw donde la parte real o < 0 describe la tasa
de decaimiento y la parte imaginaria w es la frecuencia de oscilacion. De igual
forma, nosotros vamos a mostrar que las perturbaciones acusticas del flujo de
Michel también exhiben oscilaciones cuasi-normales. Recordemos que para los
modos normales sélo se tienen frecuencias oscilatorias.

Para calcular las frecuencias s = o + iw, nos basamos en un nuevo método
para determinar la solucién a la ecuacién de onda. Este método consiste en ha-
cer el "matching” de dos soluciones locales ¥+ (en el horizonte de eventos y en
la region asintéticamente plana) a la ecuacién de onda. Para Re(s) > 0, estas
soluciones satisfacen condiciones especificas en las regiones asintéticas, depen-
den analiticamente de s y vamos a mostrar, que son linealmente independientes.
El nuevo ingrediente de nuestro método consiste en determinar la continuacion
analitica de ¥4 y 1_ para Re(s) < 0. En esta regién, 11 y ¥»_ pueden ser lineal-
mente dependientes y, los valores de s para los cuales esto ocurre describen las
frecuencias cuasi-normales. Por lo tanto, es en esta region donde se encuentras
las frecuencias s asociadas a los modos cuasi-normales.

Este método lo describimos y verificamos en la Seccién Nuestros resul-
tados para las frecuencias fundamentales se van a comparar con los resultados
obtenidos de manera independiente desde una evolucién numérica de Cauchy
(trabajo hecho por Manuel D. Morales). Este método completamente diferente
al anterior, para calcular las frecuencias cuasi-normales, se basa en la evolucién
numérica de Cauchy de la ecuacién de onda. En este método, se especifica una
perturbacién inicial para el potencial acustico del fluido, se resuelve numérica-
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mente la ecuaciéon de onda, y se registran las senales recibidos por un observador
estatico afuera del horizonte sénico. Al comparar ambos resultados de las fre-
cuencias para los diferentes métodos, se encuentra una buena correspondencia
entre los dos enfoques para la frecuencia fundamental.

Una vez tenemos los modos, calculamos las frecuencias asociadas y analiza-
mos su dependencia con la masa del agujero negro, el radio del horizonte sénico
y el nimero de momento angular. Vamos a ver que cuando el radio del horizonte
sonico es mucho mayor que el radio del horizonte de eventos, estas frecuencias
cuasi-normales escalan aproximadamente como la gravedad superficial asociada
con el horizonte sénico. Esto es interesante ya que la gravedad superficial tiene
informacién sobre propiedades del agujero negro analogo, tales como la masa y
el horizonte de sénico. Y a su vez, el horizonte sénico se relaciona con la densi-
dad de particulas en este punto. Si se pudieran medir estas frecuencias, quizas
se pueda obtener informacién sobre el fondo métrico. En el caso de un agujero
negro de Schwarzschild, la masa y el horizonte de eventos estan relacionados uno
a uno. En nuestro caso, tenemos dos parametros que son la masa del agujero
negro y el horizonte sénico.

Esta forma de escalar las frecuencias cuasi-normales con la gravedad super-
ficial se puede demostrar en el limite Newtoniano. De hecho, en un trabajo que
estd en preparacién, analizamos el limite Newtoniano de la solucién de Michel y
sus perturbaciones acusticas y demostramos este reescalamiento. Lo cual com-
prueba lo que encontramos de forma empirica. Ademads vimos que en este limite,
el flujo afuera del horizonte sénico se reduce al flujo de Bondi transénico y la
métrica actstica se reduce a la métrica introducida por Unruh [§] en el contexto
del experimento del agujero negro de evaporacion.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: En el capitulo 1 damos el
resumen y el abstract del contenido de la tesis. En el capitulo 2 la introduccion.
En el capitulo 3, vamos a dar la descripciéon general de los fluidos perfectos
relativistas. En el capitulo 4 analizaremos la acrecién de materia en simetria
esférica en un agujero negro basados en el trabajo de Michel [6]. Describimos
nuestra métrica y las condiciones que imponemos sobre esta. Luego, vamos a
ver las condiciones que imponemos sobre la ecuacién de estado y los resultados
principalesﬂ En el capitulo 5, calculamos las frecuencias asociadas a los modos
cuasi-normales para el problema de una barrera de potencial rectangular en
la mecanica cuantica y para un agujero negro de Schwarzschild en el cual se
propaga un campo escalar. Estudiaremos modos cuasi-normales mas generales
que los ejemplos que acabamos de mencionar y la continuacién analitica de las
soluciones a la ecuacién de onda para Re(s) < 0. Por tltimo, en el capitulo 6
estudiaremos la dindmica de las perturbaciones actsticas esféricas y no esféricas
del flujo de Michel. Vemos la ecuacién de onda que describe las perturbaciones
acusticas y las propiedades de la métrica actstica. Calculamos numéricamente
las frecuencias cuasi-normales asociados a lo modos cuasi-normales. Analizamos
la dependencia de las frecuencias cuasi-normales con las propiedades asociadas

1Los resultados de este capitulo se publicarén en Class. Quantum Grav., 32:155006 (2015).
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a la métrica acﬁsticaﬂ En el capitulo 7 presentamos las conclusiones del trabajo.
Finalmente, en el apéndice A y B justificamos las condiciones impuestas sobre la
métrica y demostramos los lemas del capitulo 4, respectivamente. En el apéndice
C describimos el método de Leaver para calcular las frecuencias cuasi-normales
del agujero negro de Schwarzchild del capitulo 5. En el apéndice D, estudiamos
las fracciones continuas que se requieren en el método de Leaver. En el apéndice
E, vemos los criterios de convergencia de series para las demostraciones en los
apéndices C y D. En el apéndice F, estudiamos la expansion formal de la solucién
en el infinito para la solucién a la ecuacion de onda y por ultimo, en el apéndice
G demostramos la continuacion analitica de las funciones, que se requieren para
calcular las frecuencias cuasi-normales, en la ecuacién de modos del capitulo 6.

2Los resultados de este capitulo se pubicarén en Phys. Rev. D 91, 104012 (2015).
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Capitulo 3

Descripcion de los fluidos
perfectos relativistas

Un fluido (liquidos y gases) se considera como un medio continuo. Esta
descripcion es valida siempre y cuando el camino medio libre entre las colisiones
de las particulas es pequeiia comparado con la escala tipica del problema (ver por
ejemplo [9]). En este caso, podemos considerar elementos de volumen pequenos
(comparado a la escala tipica del problema) que contiene un niimero muy elevado
de moléculas. Entonces para un fluido perfecto se puede asociar a cada punto del
espacio-tiempo una velocidad u, de tal manera que un observador en movimiento
con esta velocidad ve el flujo alrededor en reposo.

En un fluido perfecto, se desprecian los efectos de viscosidad y de transporte
de calor. Asumimos que en cada punto del espacio tiempo, el fluido puede ser
descr n la densidad de particulas, £ la densidad de energia, p la presién, s
la entropia y T la temperatura medidos por un observador que se encuentra
en movimiento con el fluido a cuadri-velocidad u. Suponemos que el fluido es
relativista y se propaga en un fondo fijo cuya métrica es g. Esto es, despreciamos
la auto-gravedad del ﬂuid(ﬂ Los escalares n, €, p, s y T son funciones en el
espacio-tiempo (M, g) y u = ©*0,, es un campo vectorial sobre M, y normalizada
tal que vfu, = —c2. Lo anterior da lugar a, J* = nu*, la cuadri-corriente y
T = gubu? + pyHv, y* = g 4+ utu”, el tensor energia-momento.

En este trabajo, requerimos equilibrio termodinamico local, es decir, ca-
da elemento (volumen infinitesimal) del fluido se encuentra en equilibrio ter-
modindamico. Por lo tanto, asumimos la existencia de una ecuaciéon de estado
e = ¢(n, s), la cual satisface la primera ley de la termodindmica

d(%) = Tds — pd (i) (3.1)

Reemplazando la densidad de energia e por la entalpia por particula h(n) :=

IPara tomar en cuenta la auto-gravedad del fluido hay que acoplar las ecuaciones de Euler
a las ecuaciones de Einstein.

15
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e+p
n ?

tenemos que dh = T'ds + dp/n.

3.1. Dinamica del fluido perfecto

La dindmica del fluido perfecto se describe a partir de las ecuaciones de
movimiento dadas por
V" =0, (3.2)

v, " = 0. (3.3)

donde la ecuacion describe la conservacion del nimero de particulas y la
ecuacién viene de la generalizacién covariante del

V se refiere a la derivada covariante con respecto a la métrica.
Con la notaciéon anterior y bajo las suposiciones las ecuaciones del fluido

y (3.3) dan

Vus =0 (Conservacién de la entropia ), (3.4)
Van+60n =0 (Conservacién del nimero de particulas),  (3.5)
ha, + D,h —TD,s =0 (Ecuaciones de Euler relativistas), (3.6)

donde § := V, u* y a, := Vyu, denotan la expansion y la aceleracién del fluido,
respectivamente. D h := v,”V, h, denote la differential de h proyectada sobre
el espacio orthogonal a u. Las ecuaciones — junto con la ecuacién de
estado forman un sistema cerrado para las cantidades s, n y u. La ecuacién
implica que no hay transferencia de calor entre los diferentes elementos del
flujo ya que T'ds = 0 a lo largo de las lineas de flujo (sin embargo, la entropia s
puede variar de una a otra linea de flujo).

3.2. Flujos potenciales

En términos de la 1-forma v := hu,dz* y de la vorticidad €, := %a%Bv[aum,
del fluido, las ecuaciones de Euler (3.6)) son equivalentes a

F =V, — Vyu, =2 (hQ, — Tuy,Dy)s) . (3.7)

Por lo tanto, la 1-forma v es cerrada (su diferencial es cero) si y sélo si el
flujo es irrotacional (£2,, = 0) e isentrépico (s = const). En este caso, existe
(al menos localmente) un potencial ¥ tal que v = di. En este caso, la ley de
conservacion del niimero de particulas, , queda

v, (%vw) —0. (3.8)
Aqui, consideramos n como funcién h obtenida por invertir la relacién de
h = h(n) y h es obtenida de la condicién v*v, = h*utu, = —h?, la cual da

h=\/=Vrp- V. (3.9)
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Para el caso de una ecuacién de estado ”rigido”, en donde h es proporcional a
n, la ecuacién se reduce a la ecuacién de onda estdndar Oge) = 0 en (M, g)
para el potencial ¥. Sin embargo, es en general una ecuacién de onda no
lineal cuyas caracteristicas dependen del gradiente de ). y el tensor de
momento-energfa asociado TH" = nh~1(V#)(VV9) + p(h)g"* también pueden
ser obtenidos, como vamos a ver en la siguiente subseccién, desde una simple
accién funcional,

ﬂwgyz/fmhﬂa#a (3.10)

donde h es dado por la ecuacién (3.9) y p(h) obedece la primera ley dp = ndh.

3.3. Principio variacional de los flujos potencia-
les

Consideremos la accién
Stoal = | £)VIgla's (3.11)

con £ una funcién de h = /—=V#9V 4. Aqui §) es un subconjunto compacto de
M. Ahora vamos a variar £(h) y determinar los puntos estacionarios §5(¢)) = 0,

0 = 6S[p, g] = /Qac\/@d% (3.12)

variando en 1, dejando la métrica fija. Entonces

oL Oh
= o 00,0)
donde a(gf = —%V“w, teniendo que
oL 1 oL 1
0S[, gl = — | =7~ VHp.V 00/ |gld e = / Vo =2V ) /]gloyd e
o Oh h o oh h

donde usamos el teorema de Gauss y supusimos que % es fijo (61 = 0) en la fron-
tera de €. Entonces como para todo 41 tenemos que en un punto estacionario
dS[] = 0 llegamos a la ecuacién

oL 1

Comparando (3.13) con (3.8) llegamos a que

oL
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De la primera ley de la termodinamica sabemos que:

dp
n(h) - %v
entonces
L =p(h).

Vemos entonces que para el flujo potencial de un fluido perfecto, la accién tiene
una forma natural.

S, g) = /Qp(h)s/\g|d4x, con h=/—VHr).V 1. (3.15)
Si variamos la accién S[y, g] con respecto a la métrica g,

5,5k, 9] = /Q 16,£(0)/Tg] + £(n)s\/Talld", (3.16)
obtenemos

5,1u9] = /Q [,llagg”(v“w.vw>+£<h>g””] Viglatz, — (317)

donde el término entre corchetes, es la definicién del tensor momento-energia
THY,

T}LV:: =
0w

2 9% _ [1 aL(h)

—— (ww.vwnqh)guv] (3.18)

Entonces, dado que L(h) = p y V¥.V¥¢ = hutu” llegamos a que el tensor
energia-momento es
™ = (e + p)uru” + pg"".

3.4. Potencial perturbado

La linealizacién de la ecuacién (3.8]) da como resultado la ecuacién [7]

Ot =0 (3.19)

para el potencial perturbado §v, donde [l es el operador de onda asociado a
la métrica sonica &, definida por
2. Jp - dlog(h)

-—_ 2 :
6lty = E;S [g/w + (1 - US)U’MUV} ’ Vs == e 8log(n)’

(3.20)

donde v denote la velocidad del sonido (en unidades para la cual ¢ = 1)E|
Asumiendo que la velocidad del sonido satisface que 0 < vy < 1, la métrica

2Expresiones para la inversa de la métrica sénica y su determinante :

h 1 21
B = Ly, [g“” + (1 - 7) u”u”:| cViel=Vil(3) —
n vg h Vs
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sénica & es Lorentziana, y el cono sonico se encuentra en el interior del cono
de luz, como se ve en la Figum o0 si (vs = 1) coincide con el cono de g.
Ademads, & hereda la simetria del fondo g y del fluido. Es decir, si existe un
campo vectorial de Killing k£ tal que Lrg = 0, Lru = 0, Lxp = 0 entonces,
Lr® = 0. Donde L es la derivada de Lie. Como vamos a ver, la métrica sénica
juega un papel fundamental en la segunda parte de esta tesis.

La métrica sénica & también se puede derivar de la segunda variacién de la
accién . La funcién v en la accién ahora dependerd de dos pardametros de
la forma (A, 1), como veremos en la seccién En el limite Newtoniano,
la métrica sonica se reduce a la métrica introducida por Unruh en el contexto
de experimento de evaporacién del agujero negro. Unruh [§] muestra que los
mismos argumentos que conducen a la evaporacion del agujero negro también
predicen el espectro térmico de ondas de sonido. Estas podrian ocurrir afuera
del horizonte sénico en el flujo de un fluido transénico. La métrica sénica en
este caso, es de la forma:

6 = vﬁ [—02d2 + 5, (da’ — vidt)(da? — vidt)] .

con p la densidad de masa y v’ la tres-velocidad del fluido.

V <V<C v=V
S5 s

Figura 3.1: Cono sénico contenido en interior del cono de luz.
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3.4.1. Segunda variacion de la accién

Para calcular la segunda variacién del funcional S[t, ¢] en (3.15)), suponemos
ahora que la funcién ¢ depende de dos pardmetros (A, p). Primero variamos la
accién Sy (A, p), g] respecto al parametro p y donde suponemos la métrica g es
fija,

8, S\, )] = gz gh\/ [d*z| , donde 4, 8‘1
p= 0 n=0
)
— /n (—hvyzp.vyazp) V]gld*z
pn=0

(3.21)

—/%v"wv —\/Ed4

p=0
Ahora variamos la ecuacién ([3.21)) con respecto a A, obteniendo

0 0

oG S[Y(A, p)] = E@SWJ(A, Wl

[=¥<)

A=

0

_ 7 4
=55 | FTO Y ot ) Jgld '

o Ldn(h) v
= /Kh o hQ)éAhV .V, 8,0

0
:0

n % (V¥ 6515.V,8,0 + vw.vuéxéuw)] Vigld'z
_ _/ K}lldz(hm _ ) ARV YNV, 0,0+ 7 (VY 0r0.V,0,) } )| Vigld e
- / %vvw.mmm\/@d%, (3.22)

donde 6,0, = %g

.o~ De la ecuacién (3.22), la integral
A=0

[3vrus.sseyiddts = [ V.. EV“”‘S*W) Vigld's
/v 5>\5u¢\/|?d4 (3.23)

donde ambas integrales se cancelan. La primera es cero por el teorema de Gauss
y porque 6v es fijo en la frontera y la segunda, en virtud de la ecuacién de
continuidad (3.8)). Entonces tenemos que
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xS (A, p)]

1
_ /% |:(1 — ’[}2> u®u” + ga”:| Vaé)\’(/)'vlf(sﬂw\/@dzlx

S

h 1
T / n [(1 - ) uCu + g““} v VGV abr .V, 8, 00d e

n S
— —/®a”Va6,\¢.VV5M¢\/|®|d4x, (3.24)

donde B” es la métrica sonica inversa definida por

h 1 dp  Olog(h)
Ow5:75 1— — a, v av 2::7:
® n' K UQ)U uty ] ’ YT e dlog(n)’

S

vs denota la velocidad del sonido y donde, la raiz cuadrada del valor absoluto
de la determinante de g es

Vi =il (1)
dn n

1 « 1 Q) «a
(SAhZ —EV ¢.Va(5,\'(/), a = EE, \% '(/) = hu s

teniendo entonces que, la métrica sénica & se obtiene a partir de la segunda

variacién del funcional Sy, g] en (3.15).

3.5. FEcuaciones de estado

El problema que vamos a estudiar es la acrecién de materia en simetria
esférica y pequenas perturbaciones de la materia que estd siendo acretada. La
materia acretada es materia del medio interestelar. Suponemos esta materia
estd en equilibrio termodindmico entonces se puede modelar (localmente) por
la ecuacién de estado del gas ideal.

Lo que estamos mirando son elementos de volumen pequefios a nivel ma-
croscépicos pero grande a nivel microscopico pues en cada elemento de volumen
se tiene del orden de 1023 moléculas. Suponemos que el nimero de particulas
permanece constante. La densidad de particulas puede variar de acuerdo a su
volumen mas no a su nimero de particulas. Estos elementos de volumen se en-
cuentra en equilibrio termodindmico durante su evolucién (descrito por variables
termodindmicas).

Para los ejemplos que veremos de acrecién, consideramos las siguientes ecua-
ciones de estado: la ecuacién de estado para el polvo, la ecuacion de estado para
un fluido "rigido” y, la ecuacién de estado para un fluido politrépico. Estos son:

= Para el polvo, no hay energia interna. La presiéon es cero. Entonces, la
ecuacién de estado toma la forma h(n) = eg, es decir, la entalpia es igual
a la energia de particulas en reposo.
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= Para el caso de un fluido ”rigido”, la ecuacién de estado es h(n) = kn para
alguna constant positiva k.

= Para el caso de un fluido politrépico, la ecuacion de estado es p = kn?,
con 7 el indice adiabético.

A continuacién, derivamos la ecuacién de estado politrépica a partir de la
ecuacién del gas ideal.

3.5.1. Gas ideal

En esta seccién vamos a ver la relacién entre el indice adiabatico y las capa-
cidades calorificas a presién y volumen contante (ver [10]). Para esto, primero
veamos la ecuacién que describe un gas ideal (un gas que esta lo suficientemente
diluido). Esta es,

pV = NkpT, N :ntumero de particulas. (3.25)

Como lo que estamos viendo son volumenes infinitesimales entonces la ecuacion
toma la forma

N
p=nkgT, n= v densidad del niimero de particulas. (3.26)
A continuacién calculamos la relacién entre el indice adiabatico y las capacidades

calorificas.

3.5.2. Indice adiabatico v

Para un gas ideal se tiene que la capacidad calorifica a volumen y presiéon
constantes estdn dadas, respectivamente, por (ver [10])

o, — (2 _U
V=\er),  dr

e () (), (59 5r ), o

donde U es la energia interna del gas ideal, que depende solamente de la tem-
peratura 7. Y H es la entalpia. Entonces, haciendo la diferencias entre C, y
Cy

ov
C —CV zp(> :Nk‘B, (328)
b or),

donde usamos la ecuacién (3.25). Ademds, para un gas ideal en un proceso
adiabatico, se tiene que

dU = —pdV, (Tds =0), (3.29)
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entonces

dU dVv
Cv = ar _pﬁa (3.30)
lo que es equivalente a,
dT D Nk T
— =—=—-———= 3.31
<dV)ad Cy Cy V'’ ( )

donde de nuevo usamos (3.25)). De las ecuaciones (3.31) y (3.28]), tenemos

dr C,—Cy (dV
— = | — . 3.32
( T )ad CV ( Vv )ad ( )

Definiendo v := C},/Cy tenemos de (3.32))

dInT = —(y—1)(dIln V). (3.33)
Integrando la anterior ecuacién, donde se asume -y es contante, se llega a
TV~ =¢1, ¢ = const.

Reemplazando T de la ecuacién (3.26)) en la ecuacién anterior, se llega a que

p=con”, co = const= 01k3m7 (3.34)

obteniendo la ecuacién de estado politrépico con v = C,/Cy .
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Capitulo 4

Flujo de Michel

El flujo de Michel, describe la acrecién estacionaria y esféricamente simétrica
de un fluido perfecto relativista hacia un agujero negro no rotante, asumiendo
que la densidad del flujo es suficientemente baja tal que su autogravedad es
despreciable.

En este capitulo vamos a estudiar la acreciéon radial de materia hacia un
agujero negro no rotante y donde el flujo es radial y estacionario. Proveeremos
resultados rigurosos sobre la existencia y unicidad del flujo de Michel, y genera-
lizaremos este a ecuaciones de estado mas generales que la ecuacion de estado
politrépica y una métrica de fondo mas general que la métrica de Schwarzschild.
De hecho, consideramos una clase de métrica estatica, con simetria esférica y
asintoticamente plana mas general la cual tiene un horizonte de Killing regular
y cuyos coeficientes métricos obedecen algunas condiciones de monotonicidad.
Como consecuencia, nuestros resultados también son aplicables a agujeros ne-
gros no rotantes predichos por teorias alternativas de la gravedad o por agujeros
negros deformados en la gravedad de Einstein en presencia de un campo externo,
como por ejemplo materia oscura. Para ello, consideramos el caso simple en el
cual el agujero negro no esta rotando y el flujo es radial y estacionario. Des-
preciando la auto-gravedad de la materia acretada, consideramos una clase de
métrica y un ecuacién de estado mas general que Schwarzschild y la politrépica,
respectivamente. Primero especificamos las condiciones que imponemos sobre
la métrica y la ecuacion de estado del fluido. Después, presentamos nuestros
resultados sobre la existencia y propiedades principales de dichos fluidos.

Basados en nuestro analisis y generalizando trabajos anteriores de Michel,
probaremos que dado una ecuacién de estado del fluido y la temperatura del gas
en el infinito, existe una tnica solucion del flujo de acrecién radial y estacionaria
que es regular en el horizonte de eventos del agujero negro y que resulta ser
transénica. La esfera sénica describe la transicion de la velocidad del flujo radial,
de subsonico a supersonico, la cual es medida por un observador estatico situado
fuera del horizonte. Ademds, determinaremos los pardmetros fisicos del flujo,
donde incluimos las tasas de acrecién y compresion, y discutimos su dependencia
con el fondo métrico.

25
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Asumiendo una ecuacién de estado politrépica con indice adiabatico v dentro
del rango 1 < v < 5/3 y centrdndose en el caso donde la velocidad sénica del
fluido en el infinito v, es mucho menor que la velocidad de la luz ¢, calculamos la
tasa de acrecién como una funcién de la densidad de particulas en el infinito y las
tasas de compresién del fluido en el horizonte y en la esfera sénica. Para un gas
con 1 < 7 < 5/3 encontramos que la tasa de compresion en la esfera sénica no
depende de los detalles de la métrica de fondo a primer orden en v, /¢, aunque
si aparece como una dependencia no trivial al siguiente orden. Sin embargo,
la tasa de compresion en el horizonte de eventos depende cuadraticamente de
la razén oy = r4/ry, donde ry = 2GM/c? es el radio del agujero negro de
Schwarzschild y rg es el radio del horizonte de eventos (o7 = 1 en el caso de
Schwarzschild). Para el caso donde el indice adiabdtico es v = 5/3 ambas tasas
de compresion en la esfera sénica y en el horizonte dependen de los detalles
de la métrica a primer orden en v /c. De otro lado, la tasa de acrecién es
independiente de los detalles de la métrica de fondo y es dado por la férmula
de Bondi M = CM?(vs/c) "% poo la cual sélo depende de la masa total M del
agujero negro, la densidad de particulas en el infinito y en primer orden de v, /c.
Con C una constante.

4.1. Flujos de acrecion radial y estacionarios en
un agujero negro y resultados principales

En esta seccidén, especificamos nuestras suposiciones sobre la métrica de fon-
do del agujero negro y en la ecuacién de estado del fluido, revisaremos las
ecuaciones relevantes que describen el flujo relativista radial y estacionario, y
declaramos nuestros resultados principales en cuanto a la existencia y las pro-
piedades principales de tales flujos.

4.1.1. Suposiciones sobre la métrica

La métrica de fondo en la que estudiamos la acrecién es modelada por una
métrica esféricamente simétrica de la forma

dr? 2 2 2 2
——+r (dﬂ + sin” Yd ), (4.1)

ds* = —a(r)?N(r)2dt* + NG

donde o y N son funciones suaves del radio de drea r las cuales son independents
de la coordenada de tiempo t y de las coordenadas esféricas (1, ¢). Por lo tanto,
el espacio tiempo descrito por la métrica es invariante con respecto al flujo
definido por el campo vectorial de Killing k = %% y con respecto a la rotacién en
la dos-esfera. La interpretacion geométrica de la funcién o y N es la siguiente: el
campo vectorial de Killing k y la diferencial del radio de drea dr dan lugar a dos
cantidades escalares o := —g(k, k) = —g, kHk" y g(dr,dr) = g" (V,r)(V,r).
En términos de estos campos escalares, N = g(dr,dr) y a« = \/o/N. Para la
métrica de Schwarzschild, « = 1y N(r) = o(r) = 1 — rgy/r, y el horizonte
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de eventos es localizado en r = rg, donde rg = 2G’M/c2 con M la masa del
agujero negro y G la constante de Newton.

Consideramos una clase de agujero negro estatico, esféricamente simétrico
mas general, el cual es caracterizado por los siguientes requisitos sobre las fun-
ciones regulares a,, N : (0,00) — R:

(M1) Asintéticamente plana con masa total positiva:
Mientras r — oo, a(r) — 1, N(r) — 1, y r?¢'(r) — 2m para alguna
constante positica m > 0.

(M2) Horizonte de Killing regular:
Existe un radio rgi > 0 tal que o(rg) =0, o'(rg) >0y a(rg) > 0.

(M3) Condicién de monotonicidad:
Las funciones «, o y ¢’ son estrictamente positivas en el intervalo r > rg.

(M4) Proximidad a la métrica de Schwarzschild:
La siguiente desigualdad se cumple para todo r > ry:
(r20’)Y  m 9

-3 — . 4.2
< ro’ <7"8—|—m (4.2)

Estas condiciones tienen el siguiente significado. (Para més detalles ver el Apéndi-
ce|A]). La condicién (M1) garantiza que el espacio tiempo descrito por la métri-
ca (4.1) es asintéticamente plano en el sentido que esta métrica se aproxi-
ma a la métrica de Minkowski cuando r — oo, y la masa total de Komar
M = mc?/G > 0. La siguiente condicién (M2), implica que la métrica posee un
horizonte de Killingﬂ en r = rg, donde el campo vectorial de Killing k es nulo.
La gravedad superficial asociada es

>0, (4.3)

lo que implica que el horizonte es no degenerado. Luego, la condicién (M3)
es motivada como sigue: Consideramos el tensor efectivo de energia-momento
obtenido por introducir la métrica Eq. en la ecuacion de Einstein. Entonces
(M3) corresponde a requerir que este tensor satisfaga las condiciones de energia
débil y fuerte. Por ltimo, para el significado de la condicién (M4) notamos que
para la métrica de Schwarzschild, o(r) = 1—rg /r tal que 720’ = rg es constante,
implicando que la desigualdad en Eq. se satisface de forma trivial. Por
lo tanto, la condicién (M4) puede ser interpretada como una restriccién a la
deformacion de la funcién o relativa al valor de Schwarzschild. Un ejemplo
explicito de tal deformacién es dado en el apéndice [A]

1En palabras, un horizonte de Killing es una hipersuperficie nula, donde la hipersuperficie
nula consiste de todos los puntos del espacio-tiempo donde el vector de Killing tiene norma
cero (es tipo luz) con respecto a la métrica g (ver [11]).
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4.1.2. Flujos radiales de fluidos perfectos

Después de especificar nuestras suposiciones sobre la geométria de fondo,
ahora vemos las propiedades del flujo radial que consideramos en este trabajo.
Modelamos el flujo por un fluido perfecto relativista donde la dindmica del flujo
de fluidos es descrita por las ecuaciones y Para el caso particular del
flujo radial, la cuadri-velocidad u tiene componentes angulares cero, entonces
u = u'd; +u"0, = uk+u"0,, con u® = cu'. La componente radial de la cuadri-
velocidad u” = dr(u) es negativa en el caso de acrecién. La componente radial
de la tres velocidad del fluido v medido por un observador estatico es definido
por

1 v
u= \/17—752 (cep + vey), 8= = (4.4)
donde eg := k/\/7 es la cuadri-velocidad del observador estético y e; := v/ N0,
es un campo vectorial radial unitario ortogonal a este. En consecuencia, las dos
velocidades u” y v se relacionan entre si a través de

u" = N(T)L (4.5)

V1=p52
Mientras que u” estd bien definida en todas partes, la velocidad v es definida
solamente afuera del horizonte, donde N(r) es positive, ya que no hay observa-
dores estaticos dentro del agujero negro. Una tercera velocidad la cual jugard un

papel muy importante en la descripcion del flujo del fluido es la velocidad del
sonido local v, definida como

_ Ologh
s Ologn

v Op
2

%= (4.6)

c S
Después de estas observaciones, derivamos las ecuaciones de movimiento que
describen el flujo radial estacionario en el agujero negro estatico y esféricamente
simétrico descrito por la ecuacién . Desde que el fluido sea radial y estacio-
nario, las cantidades u”, n, h, vs, p, s que describen el fluido sélo dependen del
radio de drea r. La ecuacion implica inmediatamente que s = const; por lo
tanto, cada elemento de fluido tiene la misma entropia y es suficiente considerar
la ecuacién de estado de la forma h(n). Entonces, la ley de la conservacién de
particulas, (3.2)), es

% (ar*nu”) =0, (4.7)

de donde se sigue que el flujo de particulas a través de una esfera de radio de
area constante 7,

Gn := Amar’nu” = const., (4.8)

es independente de r. (Notar que j, < 0 es negative para la acrecién.) Otra ley
de conservacién se obtiene por la contractén de Eq. (3.3) con k, y usando la
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ecuacién de Killing V,k, + V, k, = 0. Esto resulta

d [ar?
— 7", ] =0, 4.9
dr ( c t) (4.9)
el cual implica que el flujo de energia j. := —4war?T";/c es constante a través

de la esfera de constate r. Usando T"; = nhu"u,; y la consicién de normalizacion
de u, obtenemos

N 2
Je = dma’r?*nhu” || N + (u) = const. (4.10)
c

En resumenﬂ las ecuaciones de movimiento que describen el flujo radial y es-
tacionario de un fluido perfecto en una fondo estético y esféricamente simétrico
consiste de las dos leyes de conservacion , junto con una ecuacion de
estado h = h(n).

Tomando el coeficiente de las ecuaciones y , y eliminando u" de
la ecuacién llegamos al siguiente problema implicito:

2

S\ 2 .
F(r,n) := h(n)? [o(r) + T'ZRQ] = (js) = const., o= ZLJTHC’ (4.11)

para la densidad de particulas n, donde recordamos que la funcién o(r) =

a(r)?N(r) es dado por los campos métricos y estd sujeto a las condiciones (M1)—

(M4). Por lo tanto, el problema que determina el flujo se reduce al problema de

encontrar una curva de nivel apropiada de la funcién F' la cual asocia a cada

valor de r un tnico valor de la densidad de particulas n(r). Una vez que n(r) ha

sido determinada, podemos obtener la velocidad radial v" de la ecuacién ,
u"(r) 1

¢ a(mrna(r)’ (412)

y la componente radial de la 3-velocidad medida por un observador estatico es

u(r) _ f .
¢ u?+rio(r)n(r)?

(4.13)

4.1.3. Suposiciones sobre la ecuacién de estado del fluido

Hasta ahora, la funcién h(n), que describe la ecuacién del fluido no se ha es-
pecificado. Ahora formularemos nuestras condiciones en h y nuestros resultados
principales a las soluciones de la ecuacién (4.11). Donde las pruebas se dan en
la siguiente seccién.

Asumimos que la entalpfa h(n), que es la funcién que describe la ecuacién
de estado, donde h : (0,00) — (0,00), es una funcién suave satisfaciendo las
siguientes propiedades:

2Notar que es suficiente considerar y las components de a lo largo de u and k,

ya que las componentes angulares de (3.2) son triviales como una consecuencia de la simetria
esférica.
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(F1) Positividad de la energia en reposo :
Como n — 0, h(n) — ep converge a un nimero positivo ey > 0.

(F2) Velocidad del sonido positivo y subluminal:
0 < vs(n) < ¢ para todo n > 0.

(F3) Restriccién técnica en la derivada de vs(n):

0<W(n):= 8811007%;;: < % para todo n > 0.
Mientras las primeras dos condiciones son bien motivadas fisicamente, el sig-
nificado de la tercera condicién no es inmediatamente obvia. En principio, la
condicién (F3) se requirié para tener flujos de acrecién con indice politrépico
1 < v <5/3. En las secciones y vamos a ver que esta se requiere para
asegurar la existencia de un tnico punto critico del flujo de fase.

Cuando se viola la condicién W (n) < , se obtienen orbitas homoclinicas y,
para una ecuacion de estado politrépica existe un flujo de acrecién, con indice
adiabético entre 5/3 < v < 2, el cual tiene las mismas propiedades cualitativos
como en el caso de la politrépica con 1 < vy < 5/3 (ver [12]).

Para el caso particular de una ecuaciéon de estado politrépica,
p=Fkn", (4.14)

con k constante positive y 7 indice adiabatico, integrando la primera ley, dh =
Tds + dp/n, con ds = 0 da

LRS! (4.15)

h(n):€0+'y—1

con eq la energia en reposo de las particulas. En el anterior caso, las condiciones
(F1)—(F3) se satisfacen siempre que ey > 0y 1 < v < 5/3. Para los casos con
ecuacién de estado mas general con indice adiabatico variable v también estan
contenidas en nuestras suposiciones (F1)-(F3).

Antes de establecer nuestros principales resultados respecto a la solucién de
la ecuacion , hacemos la siguiente observacién: asumimos que existe una
solucién suave n(r) de la ecuacién la cual es bien definida en el intervalo
[rr,o0) incluyendo el horizonte de eventos r = rg y el cual converge a un
valor finito y positivo n en el infinito. Diferenciando F'(r,n(r)) = const. con
respecto a 7 obtenemos

OF oF ron
E(r,n(r)) + %(r,n(r))n (r)=0. (4.16)

El teorema de funcién implicita garantiza la existence local y la unicidad de
n(r) mientras

OF (. py = 2h(0)? [Uia(r) _ ( _ “2> i } (4.17)

c2 rén2
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sea diferente de cero. De acuerdo con nuestras suposiciones, el lado derecho es
negativo en el horizonte (donde o = 0) y positivo para r grandes (donde o
es cercano a uno). Por lo tanto, mientras la hipdtesis del teorema de la fun-
cién implicita se satisfacen cerca del horizonte y en la region asintética, estas
hipétesis se violan en algin punto intermedio r = r., donde OF/dn(re,n.) = 0,
ne := n(r.). En vista de la ecuacién la tnica posibilidad para n(r) de
tener una primera derivada bien definida en r = r. es que la derivada parcial de
F con respecto a r también se anule en (1., n.). En otras palabras, una condi-
cion necesaria para obtener una curva de nivel diferenciable n(r) de la ecuacion
la cual se extienda desde el horizonte al infinito y tienen un limite, finito
POSILIVO Moo COMO T — OO €$ que esta curva pase a través de un punto critico de
F.

Nuestros resultado principal tiene que ver con la existencia y unicidad del
punto critico (re,n.) de F' y la estructura de las curvas de nivel que pasan a
través de esta.

Teorema 1 (Punto critico y curvas de nivel que pasan a través de este)
Bajo nuestras suposiciones (M1)-(M4) en la métrica de fondo y (F1)-(F3) en
la ecuacion de estado del fluido, la funcion F : [rg,o00) x (0,00) = R, (r,n) —
F(r,n) definida por posee un punto critico (re,m.) para cada valor lo
suficientemente grande de |p|. El punt critico (cuando este existe) es inico y
describe un punto de silla de F' en el cual las dos curvas de nivel de F se cru-
zan. Estas curvas de nivel pueden ser parametrizadas por (r,ny(r)) y (r,n_(r)),

r > ryg, respectivamente, con la funcion ni satisfaciendo las siguientes propie-
dades:

(a) ny : (rg,00) = R es la dnica funcion diferencial satisfaciendo ny (r;) =
ne y F(r,ny(r)) = F(re,ne) para todo v > ry el cual tiene limite regular
cuando r — Ty y r — 00. Ademds, neo 1= lim, o n4(r) > 0.

(b) n_: (rg,00) = R esla dnica funcion diferenciable satisfaciendo n_(r.) =
ne y F(r,n_(r)) = F(re,ne) para todo v > rg tal que lim, oo n_(r) = 0.

Ambas funciones ny son mondtonamente decrecientes.

La funcién ny describe el flujo de Michel, un flujo de acrecién radial estacionario
el cual se extiende desde el horizonte del agujero negro hasta la region asintética
y la cual tiene velocidad radial que desvanece y una densidad de particulas finita
Neo en el infinito. Un ejemplo grafico mostrando las curvas de nivel de la funcién
F y las curvas de nivel (r,n(r)) para el caso particular de una politrépica en
un fondo de Schwarzschild se muestran a continuacién en la figura

Como quedara claro a partir de la demostracion en la siguiente seccién, el
flujo es subsénico para r > r. y supersénico para r < r. y el radio critico 7.
representa la esfera sénica. En contraste con esto, como veremos, la funcién
n_ diverge como r — ry por lo que no estd bien definida en el horizonte de
eventos. El flujo correspondiente es subsénico para rg < r < r¢, supersénico
para r > 1., y en el infinito la densidad de particulas desvanece y la velocidad
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radial es positiva. Cuando el agujero negro es reemplazado por una estrella
esférica compacta, esta solucion juega un papel importante en la descripcion de
los vientos solares relativistas [13].

La funcién ni en el Teorema [I] parametriza el conjunto de curvas de ni-
vel F(r,n) = F(ren.) correspondientes al punto critico (r.,n.) dependen del
pardmetro de la tasa de acrecién u, ver ecuacién . En lugar de parame-
trizar el flujo de Michel por p también se puede parametrizar en términos de
la densidad de particulas en el infinito n,. El enunciado de nuestro segundo
resultado principal es:

Teorema 2 Sean las condiciones (M1)-(M4) en el fondo métrico y (F1)-(F3)
en la ecuacion de estado del fluido las cuales se satisfacen. Entonces, dado cual-
quier neo > 0, existe un unico valor de |u| tal que la funcién F tiene un punto
critico con la propiedad que la funcidn ny definida en el Teorema [1 satisface
lm, oo Ny (1) = Moo -

El valor de de la densidad de particulas en el infinito n., puede determinarse
por la densidad de particulas de la materia en el medio ambiente lejos del agu-
jero negro. Para el escenario particular de un agujero negro acretando materia
desde el medio interestelar, es comun ajustar la temperatura del flujo Ty, a la
temperatura del medio interestelar, que a su vez se relaciona con la velocidad
de sonido en el infinito v, mediante la ecuacién de estado. Por ejemplo, para
bariones no relativistas se tiene [I]

nkpT =p= kn®/3,

el cual, toma en cuenta la masa de los protones en reposo m, = 938MeV/ c?,

conduciendo a
v = (3HET ) Ly (T )
*\3 m, — 10K s’

la cual es considerablemente mas pequeno que la velocidad de la luz para una
temperatura tipica de T, ~ 10*K. Cuando v, /c < 1 mostramos que la esféra
sonica esta localizada lejos del horizonte de eventos, r. > ry.

En el caso donde asumimos una ecuaciéon de estado politrépica con induce
adiabdtico v = 5/3 encontramos las tasas de acrecién en términos de voo/c:

3/2 . —3/4
N 2 (Uoo> 3/2 6,-3/2 [ Too
~ (2 Yoo ~ 2,924 x 1 oo 4.1
Moo (31) c /224 X 107 104K 18
3/2 _ -3/2
ngy 2 Voo \ —3 12 ZHO T
Mo (3> “Ho ( c ) = 1334 107 5677 ) \Toie ) (449)

donde ¢ y zpo son cantidades que dependen del pardmetro o1 = 2m/ry y o2 en
la expansién asintotica

2 3
B rH Y Y
0(7")—1—017—02 2—1—0(73)

r
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de la funcién métrica o. Para el caso del agujero negro de Schwarzschild, [ =1
v zgo =~ 0,14677. En este caso, las tasas de compresion de las ecuaciones
(4.18ll4.19) se reducen a resultados conocidos en la literatura [0} [1]. Sin embar-
go, estos valores pueden ser significativamente diferentes para agujeros negros
deformados. La tasa de acrecién es dada en términos de v, /c por:

) 5 (GM % (Voo 3
gemmme (T ) () ne

M\ T \ %, n J
~ 5158 x 10%* [ — — x )= 4.20
o8 (MQ) (104K) (1cm*3) s’ (420)

y sbélo depende de la masa total M del agujero negro, no de los detalles de la
métrica.

En la siguiente seccién, demostraremos los teoremas [I] y [2| reformulando el
problema implicito de la ecuaciéon como un sistema dindmico Hamilto-
niano (ficticio) en el espacio de fase (r,n). La demostracién generaliza nuestro
trabajo anterior [14] (ver también [I5] [16]) para el caso particular de un fluido
politrépico acretado por un agujero negro de Schwarzschild.

4.2. Analisis del espacio de fase

El resultado principal de esta seccién es demostrar los Teoremas [I] y [2} En
un primer paso, reescribimos la ecuacién fundamental en términos de
cantidades adimensionales y enunciaremos algunos resultados preliminares con
respecto al comportamiento de los campos métricos y la funciéon de entalpia
especifica en la seccién Después, en la seccién reformulamos el pro-
blema en términos de un sistema dindmico en el espacio de fase (r,n), donde
el campo vectorial que describe la dindmica es el campo vectorial Hamiltoniano
asociado con la funcién F' definido en . Por construccion, F' es constante a
lo largo de las trayectorias de fase y por lo tanto este tltimo describe sus curvas
de nivel. La principal ventaja de formular el problema en un sistema dindmico se
basa en el hecho de que el comportamiento de F' cerca del punto critico (donde
la hipétesis del teorema de la funcién implicita se rompe) se puede analizar usan-
do herramientas estdndar de la teorfa de sistemas dindmicos [I7, [I8]. Usando
analisis local, mostramos en la seccién que para un valor de |u| lo suficien-
temente grande el flujo Hamiltoniano posee un unico punto critico hiperbolico
con variedades locales unidimensional estable e inestables. Estos son definidos
como el conjunto de puntos que se encuentran en una vecindad del punto critico
que convergen a este en el futuro y en el pasado, respectivamente, a lo largo del
flujo de fase. En la seccién [£:2.3] examinamos las extensiones de estas variedades
y demostramos que la rama inestable se extiende desde el horizonte hasta la
regién asintotica, y por lo tanto describe la solucion fisica relevante. En nuestro
analisis en la seccién también demostramos la estructura global del espa-
cio de fase, y en particular demostramos el Teorema [I] Por tltimo, el enunciado
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del Teorema [2| se demuestra en la seccion Las pruebas de algunos Lemas
técnicos necesarios para nuestro analisis se encuentran en el Apéndice

4.2.1. Cantidades adimensionales y resultados prelimina-
res

Introducimos las siguientes cantidades adimensionales:

= 77‘ = —u = —n = 7'].’”
x = o ui=a—, 2 o’ I : Trerimg’ (4.21)
~ h(n) 2,y Olog f(2) ~_ Ologv(z)
f(z) = o’ ve(z) = gz w(z) := Dlogs (4.22)

Aqui, ng denote una densidad tipica (la cual puede ser definida, por ejemplo,
como la densidad de particulas en el infinito), i es la tasa de acrecién adimen-
sional, v es la velocidad local del sonido dividida por ¢, y f denota la entalpia
especifica. Notese que en el caso de acrecién, ambos 1 y u son negativos. Para
simplificar la notacién quitamos la barra de fi para lo que sigue. En términos
de estas cantidades, la ecuacién , puede ser escrita como

N
Fu(z,z) = ( Je ) = const., (4.23)
In€o
donde F, : @ — R es una funcién en 2 := (0, 00) x (0,00) definida por
2 I
F.(z,2):= f(2) [U(l‘) + x4z2] ; (x,2) € Q. (4.24)

Para el andlisis del flujo Hamiltoniano asociado con la funcién F), necesita-
remos dos lemas técnicos. El primero esta relacionado con al comportamiento
del campo métrico o.

Lema 1 La funcion
o(x)

xo'(x)

a(z) =

es una funcion mondtonamente creciente satisfaciendo a(1) = 0, limy o0 a(z)/x
ra/(2m) y las desigualdades

TH (4(], =+ 1)2
2 AT
om”’ 16a + 1

) "'E>15

0<alx) < < zd <1+ 4a, (4.25)

para todo x > 1.
Prueba. Ver Apéndice [B] 0O

El segundo lema, el cual es una consecuencia de las suposiciones (F1)—(F3)
en la ecuacion de estado del fluido, da informacién acerca de las propiedades
asintéticas de la entalpia especifica f y de la velocidad adimenisional del sonido
v cuando z — 0y z — oo.
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Lema 2 (a) Dada z1 > 0 existe 6 > 0 tal que las siguientes desigualdades son
vdlidas para todo 0 < z < z4:

v(z) > 621/3, f(z) > exp [25222/3} . (4.26)

(b) v es una funcidn mondtona estrictamente creciente satisfaciendo

ll_% v(z) =0, zlggo v(z) =11

para alguna constante 0 < vq < 1.

(¢c) Dada zy > 0 existe una constante ¢ > 0 tal que para todo z > zg,
2\ ¢
102 16 () (127

En particular, lim f(z) = co.
Z—00

Prueba.Ver Apéndice [B} O

4.2.2. Definicién del sistema dinamico y de los punts criti-
cos

El campo vectorial Hamiltoniano con respecto a la funcién F), es definido
por

OF, (x,2)

Xp(z,2) = (VE,(2,2))" = ( 76&‘9@’2) > , (x,2) € Q. (4.28)
ox

El flujo Hamiltoniano asociado se determina por las curvas integrales de X,
que se obtiene por resolver el sistema diferencial ordinario

() =t (P

. (4.29)

©
2

u=

<z

con A un pardmero de tiempo ficticio. Por construccién, estas curvas dejan el
conjunto de nivel de F}, invariante, entonces el problema de encontrar soluciones
implicitas de la ecuacién F),(z, z) = const. puede ser entendido por determinar
las propiedades cualitativas del flujo de fase.

Los puntos criticos (., z.) del sistema son determinados por los puntos en
los cuales X desvanece, esto es

v(z)? (o(z) + u?) — u?
o' (z) — oy (4.31)

T

0, (4.30)
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donde u? = p?/(x*2?). Eliminando z, la solucién de este sistema es equivalente
a encontrar los ceros de la funcién auxiliar

2|y

5o’ (x)’

Fu(x) :=v(2(z))*[1 + da(z)] - 1, z(x) = x>1, (4.32)

donde a(z) = o(x)/(xo’(z)) es la funcién definida en el Lema[I} Primero, mos-

tramos la existencia de un cero analizando los limites x — 1 y x — oo. Para
z— 1,

FuV) = v (Vo) ~1<0,

donde hemos usado las suposiciones (M2) y (F2). Con el fin de analizar el
comportamiento asintético de F,(x) para  muy grande, primero notamos que
para un valor fijo de u, z(x) — 0 cuando x — oo ya que de acuerdo a la
suposicién (M1), 220’ (z) — o1 = 2m/rg. A continuacién, fijamos las constantes
z1 y 6 en el Lema a) que sélo dependerd de la ecuacién de estado. Para
cualquier valor fijo p y un x lo suficientemente grande tenemos entonces

Fu(z) > 6%2(2)? [1 + 4a(z)] — 1
PRLTAN S

@) =

x 2?0 (x)

2/3

— 46° (2“;') —1.
g1

Por lo tanto, podemos garantizar que F,,(z) es positiva para « grande si elegimos
|u| lo suficientemente grande tal que |u| > 0%/(166%). En este caso, la funcién
suave JF,, es negativa para x = 1 y positiva para = grandes. Por lo tanto, F,
debe tener un cero por el teorema del valor intermedio.

A continuacién, mostramos que este cero debe ser tnico. Para esto, conside-
ramos la derivada de F:

w(z(x))
za(zx)
Se sigue desde nuestras suposiciones (M4) y (F3) que el lado derecho es

siempre positiva. De hecho, cuando w = 0 la expresién dentro del corchete se
reduce a 4a’(x) > 0, mientras en el otro extremo, w = 1/3, se reduce a

Fl(x) = v(z(x))? { 1+ 4a(z)][zd (x) — 1 — da(x)] + 4a’(x)} . (4.33)

1 1
— [(1+4a)(zd’ — 1 —4a) + 12zad’] = — [(1 + 16a)zd’ — (1 + 4a)?],
— [(1+ 4a) ) = = [(1+ 16a)aa’ — (1 + 4a’]
el cual también es positivo como consecuencia del Lema |1} Por consiguiente,
la funcién F,, es estrictamente monétona creciente, y, como consecuencia, los
puntos criticos del sistema dindmico son tnicos.
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Luego de haber determinado el punto critico analizamos el flujo en la vecin-
dad de este. Para esto, linealizamos el campo vectorial Hamiltoniano Xg en el
punto critico (., z.). La linealizacién estd dada por la matrix

82FH(ZEC,ZC) 82Fu(wc,zc)
— 0x0z 022
DXF(:EC’ZC) - _BQF“(IC,ZC) _82Fu(wc,zc)
Ox2 0x0z

= JI(xC)

f(ze)® 2 A
Ze \ ey [wed'(we) = 1 —da(ze)] —2 ) (4.34)
donde A := z./z. y n = 1 — v(2:)? + w(z.) > 0. Un calculo corto, el cual
aprovecha el hecho de que v(z.)%[1 + 4a(z.)] = 1, muestra que la determinante

es
2 f(zc)4

2
Ze

det [DXp (e, 20)] = —zc0' (2) Fp(xc) <0. (4.35)
Dado que DXF(x., 2.) tiene traza cero, se sigue que sus eigenvalores son reales y
tienen diferente signo; en particular (z., z.) es hiperbéliccﬂy el teorema de linea-
lizacién de Hartman-Grobman [I7] es aplicableﬂ Por otra parte, los eigenvalores
positivos y negativos de DX p(z,,2.) dan lugar a variedades locales unidime-
nisional estable e inestable. Estas corresponden, respectivamente, al conjunto
de puntos (z, z) convergiendo al punto critico cuando A = o0 y A = —oo. En
consecuencia, la funcién F), tiene un punto de silla en (z., z.), ya que el determi-
nante de DX p(z., z.) es igual al Hessiano de F), en (z., z.). En una vecindad de
(¢, 2c), €l punto critico junto con las variedades estable e inestable describen el
conjunto de niveles de F}, a través del punto critico. En lo que sigue, estudiamos

las extensiones de las variedades estable e inestable en todo el espacio de fase
Q.

4.2.3. Extension de las variedades locales estable e ines-
table y las propiedades del espacio de fase

En la subseccién anterior, mostramos que para un |u| suficientemente grande
existe un punto critico del sistema dinamico 7 y ademds mostramos que
un punto critico siempre es tinico e hiperbélico, con correspondientes variedades
locales unidimensionales estable e inestable I'_ y I'y. En esta subseccién, dis-
cutimos las extensiones de estas variedades hacfa el horizonte (z = 1) y hacfa la
region asintética r — oo. También discutimos el comportamiento global cuali-
tativo del flujo de fase. Analizamos las dos curvas I'y y I's, correspondiente a los
puntos (z,z) en los que la derivada parcial de F),(z, z) desvanece con respecto

3Un punto de equilibrio (z¢,zc) € U se llama punto de equilibrio hiperbédlico de ([@.28) si
ninguno de los eigenvalores de la matriz tienen parte real cero, (ver [18], pagina 102).

4En palabras, el teorema de Hartman- Grobman dice que el comportamiento de un sistema,
dindmico cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico localmente tiene el mismo comportamien-
to de su linealizacién cerca del punto de equilibrio. Por lo tanto, cuando se trata del punto
critico hiperbédlico se puede usar la linealizacion del sistema y ver el comportamiento de éste
al menos localmente en el sistema no linealizado.
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a x y con respecto a z. Usando las ecuaciones (4.30}4.31)), estas dos curvas son,
por lo tanto, parametrizadas por

z1(x) := _ 2l 2(z) = H Y(z'o(z)), = >1, (4.36)

50’ (x)’
con la funcién de H : (0,00) — (0, 00) definida como

w1
Hz)=—=|———-1 0. 4.37
©="% (sap-1). #> (4.37)
Nétese que H es invertible: H(z) — oo como z — 0y H(z) = 0 como z — oo,
y desde

dH (z) 242 9
= — 1-— <0,
dz 2312(2) [ vi(z) + w(z)]
lo que demuestra que H(z) es mondtonamente decreciente. Ademds, usando el
Lemal [T}

dz  zi(w) za'(v) — da(z) — 1

%(x) 2 a(z) <0,

Py = « '(x) + 4 0
T (z) = T ([ (aho(2)) [xo'(z) + 4o(x)] < 0.

Por lo tanto, z1(z) y z2(z) son funciones monétonamente decrecientes. Las cur-
vas 'y y T'y se intersectan asi mismas sélo en el dnico punto critico (z¢, z.), ¥
por lo tanto, dividen el espacio de fase en cuatro regiones, ver Figura [{.1] abajo.
En cada una de estas cuatro regiones, el flujo tiene una direccién particular que
se indica por las flechas en la figura. Notemos de paso que la curva I's tiene
una bonita interpretacion fisica: esta divide el espacio de fase en dos regiones
donde el flujo es sub y supersénico, respectivamente. Para ver esto, recordemos
la expresién para la velocidad radial del fluido medida por un observador
estatico. En términos de cantidades adimensionales,

lol _ |1

c U2 —|—x4a’(m)z2'

Comparando esta expresiéon con

oy |1l
(22(7)) \/M2 +x40/(;c)zz(m)27

lo cual sigue desde la definicién de z2(x), y usando la monotonicidad de v(z),
esto implica que|v|/c < v para los puntos (z,z) que se encuentran por encima
de la curva I'y, mientras que |v|/c > v para los puntos que estdn por debajo de
esta curva. Dado que zo(x) — 0o como & — 1, una conclusién importante es
que cualquier solucién diferenciable z(z) de la ecuacién implicita que se
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extiende desde el horizonte de eventos hasta  — oo debe ser transénica. Como
discutimos en la seccién esta solucién debe cruzar la curva I's exactamente
en el punto critico, y por lo tanto debe coincidir o con la variedad local estable
o la inestable.

Z |

8y

Figura 4.1: (de arXiv:1501.01641 (2015)) Gréfica del espacio de fase, donde se
muestra el punto critico (z., z.), las variedades estable (I'_) y la inestable (T'),
y las curves I'y y I's las cuales delimitan las cuatro regiones I-IV. También se
muestra la direccion del flujo en cada region y a lo largo de las curvas I'y y I's.
La velocidad radial del flujo medido por un observador estético es subsénico en
la region arriba de la curva I's y supersénico en la regién por debajo de I's.

Para continuar comparamos la ubicacién de las variedades locales estable
(I'_) e inestable (I'y) con la ubicacién de las curvas I'1 y I's en el espacio de
fase ). Para esto, primero calculamos las derivadas de estas cuatro curvas en
el punto critico. Las pendientes de I' en el punto critico son determinadas por
los eigenvectores de la linealizacién de DXp(x,, z.). De la ecuacién uno
encuentra los eigenvectores

ei:(—:’,?(llﬂFk) )

correspondiendo a los eigenvalores +20"(z..) f(z.)?k /2., donde

k= \/ 1+ 420 [rea’ (ze) — 1 — da(ae)].
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Dado que DX p(z., 2.) tiene determinante negativa, k es real y podemos tomar
la raiz positiva, y de acuerdo al Lema |1} £ < 1. Por lo tanto, las pendientes de
las variedades locales estable e inestable son dadas por

2A 2A
I =—-——0+k), Il =——(1-k), (4.38)
n n
respectivamente. Las pendientes de I'y y I's se pueden obtener mediante el
calculo directo; el resultado es

_da 2A

Iy : o (x.) = — ; (1-K)QA+k), (4.39)
' d 2A
Pp— Z2 p—
Iy := e (zc) = — (4.40)

Las ecuaciones (4.38 4.40) v el hecho que 0 < k < 1 implican las desigual-
dades

I <la<li<ly <. (4.41)

Por lo tanto, cerca del punto critico, la ubicacién relativa de I'y, I's, I'; and
I'_ es como se muestra en la Figura En particular, las curvas I'y y T's se
encuentran entre las variedades locales estable e inestable, al menos en una ve-
cindad del punto critico. A continuacién, mostramos que esto también se cumple
globalmente, es decir, '+ no cruza las curvas I'1 y I'; en otros puntos diferen-
tes al punto critico. Para demostrar esto, hacemos las siguientes observaciones
generales:

(I) Consideremos la regién I, la cual se encuentra por encima de de la curva I'y
y I's. Aqui, % >0y %—f > 0, implicando que x incrementa y z decrece a
lo largo del flujo del sistema dindamico (4.29)). Por otra parte, en los puntos
de frontera x > x., z = z1(x), es flujo apunta hacia adentro implicando
que este no puede salir la regién I en esos puntos. Como consecuencia, la
variedad inestable I' | debe extenderse hasta x — oo, ya que de acuerdo a
la ecuacién x incrementa y z decrece pero esta acotada desde abajo
por z > z1(x). Usando argumentos similares para el flujo de tiempo inver-
so, se concluye que la variedad estable I'_ se extiende desde (x., 2z.) hasta
z — oo en el interior de la region I, con x decreciendo mondétonamente.

(IT) A continuacién, consideramos la regién II la cual se encuentra debajo de
las curvas I'y y I's. Aqui, ‘3—5 <0y %—5 < 0, implicando que x decrece y z
incrementa a lo largo del flujo del sistema dinamico . En los puntos
de frontera x < z., z = z1(x) el flujo apunta adentro, implicando que I'y
no puede salir de la region IT en esos puntos. Dado que x decrece y z crece,
y puesto que la curva I'y cruza el horizonte en z = 1, se sigue que I'; se
extiende desde (z.,z.) hasta un punto (1,z) donde cruza el horizonte,
con z. < zp < 2z1(1).
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Por un argumento similar, puede mostrarse que la variedad estable I' _ se
extiende en el pasado desde (z.,z.) hasta z — oo, z = 0, ya que debe
estar entre el eje z y la curva I's.

En conclusién, hemos mostrado que la variedad inestable se extiende desde
la regién asintética x — oo a través del punto critico hasta el horizonte, donde
z(1) = zj, tiene un valor finito. El flujo correspondiente es subsonico para x > x.
y supersénico para x < x.. Al contrario, la variedad estable se extiende desde
x — 00 a través del punto critico, pero z(x) diverge cuando x — 1 se acerca al
horizonte. El flujo correspondiente es supersonico para x > x.y subsonico para
z < x.. Otros posibles flujos estan dados por las curvas integrales las cuales
se encuentran por debajo de las curvas I'y y I'_, cuyo flujo correspondiente es
supersénico, y las curvas integrales que se encuentran por encima de las curvas
'y y ', cuyo flujo es subsénico. En todos los casos, z incrementa como x
disminuye y por lo tanto, puede asociarse a cada valor de radio adimensional
2 =r/ryg un dnico valor de la densidad de particulas n(r) = npz(z), la cual es
una funcién mondétonamente decreciente de r.

A fin de concluir la demostracion del Teorema [I| falta analizar el compor-
tamiento de las funciones z4, parametrizando las variedades 'y, para x — oo.
Comencemos con z;. Dado que z; mondtonamente decreciente y puesto que
z4(x) > z1(x) para todo x > x. el limite

Zoo = lim z4 ()
Tr—r00

existe. Como argumentamos ahora, este limite no puede ser cero. De hecho,
zy(x) > z1(x) para todo & > x. implicando que a lo largo de I'y la velocidad
radial es acotada por

< =
x2zp 22z (x) 2/

en la regién asintética. De acuerdo a la suposicién (M1), el numerador converge

a una constante positiva para x — oo, lo que implica que u — 0 cuando x — oco.

Por consiguiente, ya que F), es constante a lo largo de I'y,

_ _lul il aPo'(x)
ul =

Fu(xw Zc) = Fu(xca Z+(x0)) = zlingo Fu(x7 Z+(Z‘)) = f(Zoo)2> (442)

donde hemos utilizado la ecuacion en el ultimo paso. El Lema [3| muestra
que F,(x¢, z.) > 1, lo que implica que z, debe ser positiva. Por lo tanto, a lo
largo de T'y la densidad de pariculas n(r) = ngz(z) converge a un valor finito
positivo y la componente radial de la cuadrivelocidad " y la velocidad del fluido
v medidos por observadores estaticos convergen a cero cuando r — 0o, como se
esperaba.

En contraste con esto, a lo largo de la variedad estable I'_ debemos tener

ml;ngo z_(x) =0,
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ya que 0 < z_(x) < z2(z) — 0 como & — oo, lo que implica que
1< Fy(we,2e) = lm Fl (2,2 (2)) = 1+ ui,
r—00

y mientras la densidad de particulas n(r) = ngz(x) converge a cero, u” y v
convergen a un valor diferente de cero cuando r — oco. Esto concluye la demos-
tracién del Teorema [Il

4.2.4. El problema de correspondencia

En las subsecciones anteriores, discutimos las propiedades locales y globales
del flujo dado un valor de la tasa de acrecidon p adimensional. En esta subseccion,
demostramos el Teorema[2] el cual afirma que para cualquier valor positivo dado
de la densidad de particulas ne > 0 en el infinito, existe un dnico valor de p
tal que la funcién F), tiene un punto critico cuya funcién n, parametriza a la
variedad inestable que satisface

lim n4(r) = neo.
T—00

Entonces deja 2 > 0. De acuerdo a la ecuacién (4.42)) necesitamos encontrar
un g y un punto critico (x., z.) de F), tal que

LeyZe) = z 270(1:6) = z 2
FH( Cr C) f( C) I—V(ZC)Q f( 00) ’

donde hemos usado la ecuacién en la primera igualdad. En lugar de
i, parametrizamos el punto critico con z. y usamos el hecho que v(z.)?[1 +
4a(z.)] = 1 (ver Eq. (4.32))) con el fin de expresar z, como una funcién de ..
Por lo tanto, introducimos una funcién auxiliar £ : (0,00) — R definida como

2 0(2(2))
1—v(2)?’

con la funcién z. : (0,00) — (1, 00) dada por

L(z):= f(z) z >0, (4.43)

z.(2) :=a! <4 [v(z)™* - 1]) : z> 0. (4.44)

donde la funcién inversa a : (1,00) — (0,00) existe de acuerdo al Lema
Nuestra meta es demostrar la existencia de un tnico 2z, > 0 tal que

,C(ZC) = Fu(xca zc) = f(zoo>2 (445)
De acuerdo con el resultado del Lema a), el lado derecho es estrictamente
mayor que uno. El resultado sigue entonces:

Lema 3 La funcidn L : (0,00) — R definida en la ecuacion es estricta-
mente mondtona creciente y satisface

lim £(z) =1, lim L(z) = (4.46)
z—0

Z—> 00

En particular, existe para cualquier foo > 1 un tnico z. > 0 tal que L(z.) = f2..
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Prueba. Ver Apéndice B} 0O

Como consecuencia del Lema [3] dado un zo, > 0, existe un tnico z. > 0 tal
que L(2.) = f(200)% Definiendo (z., z.) = (zc(2c), 2¢) ¥ p 1= F+/750" ()20 /2
no es dificil verificar que la funcién F, definida en tiene un punto critico
en (¢, z.). Dado que |u| depende dnicamente de z. vy z., y z. depende tnica-
mente de z., |p| es dnica. De acuerdo al Teorema [1| existe una dnica funcién
diferenciable zy : (1,00) — R tal que 24 (z.) = 2., Fu(z, 24 (x)) = Fu(z., zc)
para todo x > 1, el cual tiene limites regular cuando z — 1 y x — oo. Dado que

f ( lim Z+(x)> = lim F(z, 24 (2)) = Flu(e, ze) = L(2c) = fze0)?,

T—00 T—> 00

se sigue por la monotonicidad de f que

xli)n;o 24(2) = 2o,

como se esperaba.

4.3. Ejemplo y contra-ejemplos

En esta seccién, discutimos varios ejemplos del flujos de acrecién. Comenza-
mos con el estudio de dos casos limites en la condicién (F2), que corresponden
a un fluido perfecto con velocidad de sonido vs = 0 y vs = ¢, respectivamente.
En el primer caso, h = e es constante lo que implica que el gas no tiene energia
interna ni presién, y la materia en este caso es polvo. El segundo caso descri-
be un fluido "rigido”, para el cual la entalpia es proporcional a la densidad de
particulas, h(n) = kn para alguna constante positiva k. Aunque en ambos casos
la funcién F' definida en no posee ningun punto critico, ain existen solu-
ciones no triviales, globalmente definidas las cuales discutiremos abajo. Luego
consideramos tres ejemplos numéricos acerca de la acrecién radial de un fluido
politrépico. Los primeros dos ejemplos son para un fondo de Schwarzschild y
con indice adiabatico v = 4/3 y v = 1,99, respectivamente. En el primer caso se
obtiene la solucion de Michel estandar mientras que en el segundo caso el cual
viola la condicién (F3) no hay una solucién global. El tercer ejemplo tiene indice
adiabético v = 5/3 y describe un flujo en un agujero negro deformado el cual
viola la condicién (M4). Aunque atin se tiene un flujo global, este tiene propie-
dades las cuales difieren del caso estandar donde todas nuestras suposiciones se
cumplen. Finalmente, analizamos el fluido radial politrépico con 1 < v < 5/3
en un agujero negro estatico y esféricamente simétrico arbitrario satisfaciendo
las condiciones (M1)—(M4). En este tltimo caso, asumimos que la velocidad del
sonido en el infinito v, es mucho menor que la velocidad de la luz. En este caso,
la esfera sénica estd localizada lejos del horizonte de eventos del aguejro negro,
re > 1, v los parametros que caracterizan el flujo, como la tasa de acrecion,
tasas de compresion etc. pueden ser expandidas en potencias de v /c.
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4.3.1. Acreciéon de polvo

Para el polvo, no hay energia interna entonces h(n) = eg es igual a la energfa
de particulas en reposo, y en este caso la ecuacién (4.11)) y (4.13) dan la relacién

simple
N
= < Je > = const. (4.47)

GE

2

o(r)
eO.jn
C

Tomando el limite r — oo y demandando que v(r) — 0y o(r) — 1 en este
limite, los flujos de energia y particulas estan relacionados entre si por j. = egj,-
Entonces, da la siguiente expresién para la velocidad del fluido medida
por un observador estacionario:

v(r) = —cy/1—o(r), (4.48)
o v(r) = —y/2GM/r para un agujero negro de Schwarzschild de masa M, la

cual es justamente la expresién Newtoniana de una particula libre cayendo ra-
dialmente con velocidad cero en el infinito. La densidad de particulas puede ser

obtenida usando (4.13),

n(r) = bl 1 , (4.49)
dmer2 /1 —o(r)

o n(r) = |jnl/(4nV2GMr3) en el caso de Schwarzschild. La condicién (M1)
para la existencia de una masa positiva en el infinito implica que n(r) — 0
cuando 7 — oo, entonces la densidad de particulas en el infinito va a cero. De
hecho, no hay soluciones de con N > 0: la suposicion ny, > 0 lleva a
je/(€0jn) = 1 cuando se toma el limite 7 — oo en ({.11]), y de esto se sigue que
n(r) es de nuevo de la forma ([4.49), llegando a una contradiccién. Por lo tanto,
la existencia de un flujo de acrecién radial y estacionario de un fluido en un
agujero negro no rotante requiere que la presién sea diferente de cero para una
densidad de particulas positiva en el infinito.

También se puede ver de la ecuacion que no existe ninguna solucién
global si ¢ no es estrictamente menor que uno en cada punto.

4.3.2. Acrecion de un fluido ”rigido”

En este caso, h(n) = kn para alguna constant positive k y (4.11)) resulta

2 . 2
n?a(r) + - ( Je ) = const, (4.50)
kjn

donde p = j,/(4mc). Tomando el limite r — oo y asumiendo de nuevo que
o(r) = 1 en este limite no, = jo/(kjn), €l cual fija la relacién entre los flujos
de energia y particulas. Después, tomando el limite » — rgy en da p =
—7r2 N0, la cual determina los flujos de energfa y particulas como

Jn = —ATCr N0, je = —4mck(rane)’. (4.51)
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Con estas contantes (4.50) da la expresién

n(r) = Neo = (4.52)

para la densidad de particulas. Usando la regla de I’'Hopital, obtenemos la tasa

de compresién
n(ra) _ 2 (4.53)
Noo rao’(ryg)

entre las densidades de particulas en el horizonte y en el infinito, la cual es finita
si se impone la condicién (M2). Para el caso de Schwarzschild,

= [(1 22 (14228, ss

y la tasa de compresion es 2. Sin embargo, esta podria ser considerablemente
menor o mayor para agujeros negros que exhiben un comportamiento diferente
cerca del horizonte de eventos. Finalmente, la velocidad medida por un obser-

vador estdtico es obtenida de (4.13) y (4.52):

_
v(r) c (4.55)

)
7,2

2

la cual decae como 72 (a diferencia de 7~1/2 en el caso de polvo).

4.3.3. Acrecién con una ecuacion de estado politréopica

Como ultimo ejemplo, consideramos la ecuacién de estado politrépica, para
la cual .
h(n) =ep + Tt (4.56)
v—1
con k > 0 una constante positiva, ey la energia en reposo de las particulas y el
indice adiabdtico v > 1. En este caso, la condicién (F1) se satisface siempre que
eg > 0. La velocidad del sonido es

Odlogh nY—1
Us(n)_cwalogn =cy/y—1 —rﬂ—l—i—%’ (4.57)

~

la cual satisface la condicién (F2) siempre que 1 < v < 2. La derivada del
logaritmo de la velocidad es
_ Ologv,  y—1 1

Wi(n) = -
(n) dlogn 2 14 7(715)% ny—1

, (4.58)

que satisface el requerimiento en (F3), siempre que 1 < v < 5/3. Definiendo

_ 1/(y=1)
ng 1= {(’Y 1)60}

o (4.59)
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obtenemos, en términos de cantidades adimensionales, z = n/ng, y

fz) = hi:)=1+z7—17 (4.60)

v(z) = ”Si’”:\/y—l #;_1 (4.61)
v—1

w(z) = o) (4.62)

Ahora, proveemos tres ejemplos que muestran el conjunto de curvas de nivel
de la funcién F), definida en . Los primeros dos ejemplos se muestran el
la figura y se refieren al fondo de un agujero negro de Schwarzschild. En el
primer ejemplo, 4 = —2 y v = 4/3, y hay un tnico punto critico hiperbdlico
localizado en (z., z.) = (2,20, 1,23) a través del cual las curvas de nivel de F), se
cruzan una con otra. Sélo una de estas dos curvas se extiende desde el horizonte
hasta el infinito, y describe el flujo de acrecion fisico. En el segundo ejemplo,
p = —0,33y v =199, el cual viola la condicién (F3). En este caso, hay dos
puntos criticos, uno correspondiente al punto de silla y el otro a un extremo
local de F),. El lado derecho de la figura @ sugiere que las curvas de nivel
de F), a través del punto de silla conectan entre si en lugar de extenderse a
la regién asintética x — oo. Entonces, no hay un flujo global para este caso.
Recientemente, tales soluciones del flujo de acrecién tipo “homoclinicas” han
sido encontradas en el contexto cosmolégico, ver las referencias [19, [20].

El tercer ejemplo, que se muestra en la figura[4.3] tiene valores de pardmetros
p = -1y~ =5/3y con un fondo métrico descrito por un agujero negro
deformado, tal que

ox)=1-—--=S+—=—-— x> 1. (4.63)

En este caso, las condiciones (M1)—(M3) en la métrica se satisfacen, sin embargo
se viola la condicién (M4) sobre la métrica. Un analisis de la funcién F,(z) defi-
nida en muestra la existencia de tres puntos criticos, dos correspondientes
a un punto de silla de F), y un extremo local. A diferencia del caso anterior con
v = 2 existe un flujo global de acrecién; sin embargo, debido a la presencia
del valor extremo, las caracteristicas de este flujo son diferentes de la situacion
estdndar donde todas las condiciones (M1)-(M4) se satisfacen. Por ejemplo, la
densidad de particulas deja de ser una funcién monétona creciente en r.
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Figura 4.2: (de arXiv:1501.01641 (2015)) El conjunto de curvas de nivel de F),
para un fluido politrépico acretado por un agujero negro de Schwarzschild. El
conjunto de curves de nivel correspondientes al punto critico se muestra con
una linea negra gruesa. Grafica izquierda: En este caso, v = 4/3 y existe un
Unico punto critico ubicado en (z., z.) = (2,20,1,23) correspondiente al valor
del pardmetro p = —2. La curva negra gruesa es la unién de las curvas de nivel
(ryny(r)) v (ryn_(r)) descritas en el Teorema [1} y la primera curva la cual
se extiende desde el horizonte (x = 1) hasta la regién asintética (r — +00)
describe el flujo de Michel. Grafica derecha: En este caso, v = 1,99 y existen
dos puntos criticos para p = —0,33, uno correspondiente al punto de silla de F},
y esta localizado en (., z.) = (2,50,0,17), mientras que el otro es un extremo
local de F), el cual estd en (z,z) = (3,7,0,09). En este caso, las dos curvas de
nivel a través del punto de silla no se extienden hasta el infinito. En lugar de
ello, se envuelven alrededor del extremo local y se conectan una con la otra. En
este caso, no existe una solucién global definida de flujo radial.
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Figura 4.3: (de arXiv:1501.01641 (2015)) Curvas de nivel de la funcién F), para
un fluido politrépico con indice adiabdtico v = 5/3 y u = —1 acretado por un
agujero negro bastante deformado descrito por . En este caso, hay tres
puntos criticos, dos de los cuales estdn localizados en (z,z) = (1,16,2,88) y
(z,2) = (3,42,0,24), respectivamente, y corresponde a puntos de silla, y uno
localizado en (z, z) = (1,66,1,19) el cual corresponde a un extremo local de F),.
La curva de nivel correspondiente al punto de silla més cercana al horizonte se
muestra con la linea negra gruesa. La rama que se extiende desde el horizonte
hasta el infinito describe un flujo de acrecién radial transénico. Sin embargo,
como se puede ver de la grafica, contrario al caso estandar donde la condicién
(M4) se cumple, en este caso la densidad de particulas no decae mondétonamente
en r, pero alcanza un valor maximo justo antes de que el flujo pase a través del
punto critico y se vuelva supersoénico.

4.3.4. Expansiones para la velocidad del sonido v, < 1

En esta subseccién, consideramos la situacién donde la esfera sonica se en-
cuentra en la regiéon donde el campo gravitacional es débil, esto es, r. > ry.
Adem3s, asumimos que en la regién asintdtica la velocidad del sonido v, es
mucho menor que la velocidad de la luz, tal que vy 1= voo/c < 1. Por dltimo,
asumimos que el fluido estd descrito por una ecuaciéon de estado politrépica,
como en la subseccién anterior. Con estas suposiciones, podemos expandir la
funciéon métrica

1
J<x>=1—”1—“2+o()7 o =22, (4.64)
X X xr



4.3. EJEMPLO Y CONTRA-EJEMPLOS 49

para x > x., y también podemos expandir las cantidades del fluido en términos
de pardmetros pequenos V. Nuestro primer objetivo es expresar las cantidades
Te, Ze, Ve, ¥ 1 caracterizando el flujo en términos de vy.

Empezamos con la densidad de particulas z. en el punto critico y la velocidad
del sonido v, en el infinito. Esta relacién estd determinada por las ecuaciones
(4.43014.45)), es decir,

£(z) = flzep 20l _ g y2, (4.65)

con las funciones f y v dadas por ([#.60) y ([&.61)), y la funcién z. definida en
(4.44). Usando la expansion en (4.64) encontramos la siguiente expansién para

=4(y— 1)z {1 — {37 —2+8(y— 1)"3] 271+ 0 (zf,(“))} :
01
(4.66)

Sustituyendo estos resultados en (4.65)) encontramos

L(ze) =14 (5—-37)20" + [1 +3(y = 1)(3y —4) +16(y — 1)225] 2201
1

+0 (zgﬁ—l)) . (4.67)

De otro lado, a partir de (4.61) obtenemos

oo = ( Ve ) o [1 + (71’201)2 + O(U;)] (4.68)

para v < 1, y aqui

2 2 2 4
2 —1\2 Vo Vo Voo
= (1 v =(1+—=—F+ | =1+4+2 +3
fz)” = (14+237) ( v 12 ) N1 (v —1)2

+0@W5). N (4.69)

Comparando (4.67) con (4.69) concluimos que para 1 < v < 5/3 la solucién
2. de la ecuacion L(z.) = f(200)?, la cual es tinica por la monotonicidad de £,

debe satisfacer z. < 1. Dependiendo de si 1 <y < 5/3 0 v = 5/3 obtenemos el
siguiente comportamiento para las cantidades z., T, Ve, 21, Z0o ¥ 1 €0 términos
de o < 1:
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m Casol (1 <vy<5/3):

- {(5_327”)%_1)} T+ A s 0uh)], (4.70)
e = 2 ;37% [1+ B2 +0(WL)], (4.71)
ve = [z 7237%0 [1+Cv2 + O], (4.72)
| = %%A (250_31) o [1+Dv2 + 0], (4.73)
iy = UZ%/\ (1;20_3;) o {1 + (D - 71_1> V2 + O(uﬁo)] (4.74)

con
9—Tv 5—3~y
A =226-1 (5 — 3y)"2G-D

y donde los coeficientes A, B, C'y D son definidos por

1 1 op)]
A = 12— = 1)2 = 32(v —1)2=| (4.
T |12 3+ D320 - 1P B (as)
B = 2[3 2+ 8( 1)02} (y—1)A  (4.76)
T G-snh-1n 7 L '
1 1 02
= ———  _|9(7T-37)+32(3—~)— 4.77
e [0 4326 -0 %), (177)
1 1
C = “(y—-NA-— —— 4.78
20 VA G T (4.78)
1 1 02
e N 1)+ 64(y — 1)—= 4.
e ECRRIETICEYE | (1.79)
3 8 g9
D = A+°B 22 4.
+3B 5 g (4.80)
1 1 (o)
= 12772 — 66y + 4T+ 64(y — 1 2} (4.81
4(537)(71)2{ (1= 175z | 48
Aqui, . = z.(z.) y v. := v(z.) han sido calculadas sustituyendo la

expansién de z. dentro de (4.66) y (4.61), respectivamente. La tasa de
acrecion adimensional es obtenida sustituyendo la expansion para x. y z.

dentro de la expresién 2|pu| = y/x50'(x.)z.. La densidad zp en el horizonte
es calculada desde la relacion entre zp y 2.0 la cual se sigue de

2
L+ 225 = Fu(lzn) = (o) = (14202,
H

que conduce a la ecuacion

|1l -1 -1 : o 6
142} )=1+z20"=1+—">-+ +Ov2,). 4.82
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Dado que la tasa de acrecién adimensional |u| converge a cero tan rapido
5—3 —1 .
Ccomo Véo /(r=1) para v, — 0, zg debe converger a cero a la misma

tasa. Con esta observaciones en mente, la expansién de zy en términos de

Voo se sigue facilmente de (4.82)).

= Caso II (y =5/3):

U \3/2
2 = (%’) 1+ O(vs)], (4.83)
- gali[1+(’)(uw)], (4.84)
Ve = %1/1%0[1+(9(1/00)], (4.85)

o2 3/2
W= 2(3) noe (4.8

donde
3

l:= 1+<§) Z—? (4.88)

v zZgo es determinada tnicamente por

2/3 o2 /3 3/2
zpo — 3P (2 +1) =0, B:= -1t <) (4.89)

cuya solucion puede ser escrita explicitamente por

52 3 3 3 1/3
ZHO=<ﬁ+w+) ; w:B1/3<62++\/§ ﬂ2+>
w 2 4

(4.90)
Una grafica de zgo en funcién de o1 se muestra en la Figura [£.4] En
contraste al caso I, aqui la tasa de acrecién converge a un valor finito
positivo como v, — 0 y, en consecuencia, se sigue de que zpg
también debe converger a un valor finito positivo zgg cuando v, — 0.
Este valor es determinado por la ecuacion la cual se sigue de ((4.82))
tomando el limite vo, — 0. En el caso de Schwarzschild, { = 1y zpo =~
0,14677.
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Figura 4.4: (de arXiv:1501.01641 (2015)) El pardmetro zgq vs. 01 = 2m/ry.

Vemos que en ambos casos el punto critico estd localizado muy lejos del
horizonte de eventos, r. > ry cuando v, < 1, lo cual es consistente con
nuestras hipétesis de que el punto critico se encuentra en la regién de campo
débil. Por dltimo, calculamos la tasa de acrecion j. y las tasas de compresion
Ne/Noo ¥ NH /Moo que sufre el gas cuando cae desde el infinito a través del
punto critico en el agujero negro. Estas cantidades se pueden obtener mediante
la combinacién de las expansiones anteriores para p, z. y zg con . El
resultado es

= CasoI (1<vy<5/3):

GM\?
. 3 y—2 2 4
Je = 4\ ceg ( 2 ) NooVog |:1 (D (7—1)2) Voo O(Voo):|7 (491)

= (n )ﬁl[”@ ) Ve + 00 (492

Zoo

3T [ (D4 )+ 0] (4.93)

Zoo 1 Voo
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= Caso II (y =5/3):

2

je = mcep (G;]y) MooVl [1 + O(vso)], (4.94)
3/2

ch = (;) v 214 O(va)), (4.95)
3/2

ji = <§> ZH0V;3[1+O(VOO)]7 (496)

donde hemos usado rgo; = 2GM/c? con M la masa del agujero negro. Vemos
que en ambos casos la tasa de acrecién escalan como la férmula de Bondi M =
CM?n,v® y que zy es mayor que z,, por un factor que es proporcional a
v, lo que implica que tasas de compresién significativas se alcanzan durante
el proceso de acrecion. Por otro lado, en el caso I la tasa de compresién en
la esfera sonica es también independiente de v, para valores peque nos de
Vso, Mientras que escala como uo_og/ 2 en el caso II. En ambos casos la tasa de
compresién en el horizonte se vuelve més grande como o1 = 2m/ry aumenta.
Este resultado es de esperar ya que, entre mas cercana se encuentre la materia
del agujero negro, su presién va a ser mayor. En otras palabras, la materia que
esta siendo acretada se encuentra confinada en una esfera de radio de are menor,
por lo que su volumen disminuye.

En resumen, en este capitulo estudiamos el caso mas ideal de acrecién de
materia en un agujero negro no rotanre, el flujo de Michel. Aqui, el flujo es radial
y estacionario y la materia es acretada radialmente. Asumimos que la densidad
del fluido es suficientemente baja tal que su auto-gravedad es despreciable. Una
diferencia con el trabajo hecho por Michel, es que Michel en su trabajo asu-
me la existencia de un punto critico, nosotros en este trabajo demostramos la
existencia de este punto critico.

Nuestro resultado principal es el siguiente: dada una ecuacién de estado y
una métrica que cumplan los requerimientos que asumimos, existe para cada
densidad de particulas positiva ny, > 0 en el infinito una tnica solucién esférica
y estacionaria de las ecuaciones de Euler relativistas. Esta solucién es regular
en y afuera del horizonte. Esta soluciéon describe un flujo transénico, el cual
es supersénico cerca del agujero y subsénico en la region asintética. También
calculamos las tasas de acreciéon y de compresion del fluido en el horizonte de
eventos y en la esfera soénica y su dependencia, si es el caso, con la métrica de
fondo. Para esto, asumimos una ecuacion de estado politrépica y que la velocidad
del sonido v, del fluido en el infinito es mucho mas pequena que la velocidad
de la luz c.

En lo que sigue, vamos a ir un paso mas adelante. Vamos a analizar pe-
quenas perturbaciones acusticas esféricas y no esféricas del flujo de Michel,
y mostramos que estas exhiben oscilaciones cuasi-normales. Estas oscilaciones
cuasi-normales, son las frecuencias asociadas a los modos cuasi-normales. Los
modos cuasi-normales son soluciones particular a la ecuacién de onda que des-
cribe la propagacién de las perturbaciones acusticas.
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Capitulo 5

Modos cuasi-normales

En la mecéanica, conocemos los modos normales de un sistema cerrado que
estd oscilando. Estos modos se refieren a un patréon de movimiento en el que
todas las partes del sistema se mueven con la misma frecuencias, y donde no
hay perdida de energia. Un ejemplo de estos sistemas, son las vibraciones de las
cuerdas en una guitarra, donde se supone la friccién se puede despreciar. Un
segundo ejemplo, es una particula cudntica en una caja (pozo de potencial infi-
nito) donde se supone que la evolucién es unitaria. En estos sistemas la solucién
total a la ecuacion de evolucion, la cual describe la perturbacion lineal inicial
del sistema, se puede expresar como la superposicién de los modos normales.
En este caso, las frecuencias asociadas a los modos normales son puramente
oscilatorias.

En el caso donde se tienen sistemas abiertos, que son sistemas que pierden
energia, se tiene como consecuencia que las frecuencias ahora son complejas
porque los modos decaen en el tiempo. Esto es similar o se puede ver como
las vibraciones que emite una campana al ser golpeada. Otro ejemplo de estos
sistemas abiertos es, un campo escalar propagandose sobre un agujero negro
de Schwarzschild. La energia para estos sistemas se pierde por medio de la ra-
diacién tanto en el infinito nuldf] como en el horizonte de eventos. Para este
problema, la solucién a la ecuaciéon de onda no se puede expresar como una
superposicién de los modos. Lo que ocurre aqui cuando se modela numérica-
mente es: Se evoluciona un campo escalar sobre un fondo de Schwarzschild, es
decir, se especifica una perturbacién inicial. Un observador estatico que regis-
tra la senal emitida con respecto al tiempo, primero observa un pulso inicial
y luego le sigue un "ringdown” (en el cual la amplitud de las oscilaciones baja
continuamente) con una frecuencia que oscila en el tiempo y una frecuencia de
decaimiento, las cuales forman la frecuencia compleja. Estas frecuencias comple-
jas (las frecuencias durante el ”ringdown”) asociadas a los modos, describen la
fase del "ringdown” después del cual sigue, para tiempos largos, un decaimento
del "ringdown” mas lento descrito por un decaimiento polinomial en el tiempo.

'En palabras, el infinito nulo es la regién asintética donde llegan las geodésicas nulas
salientes.

95
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Entonces, se definen los modos cuasi-normales, como modos que oscilan en el
tiempo con una amplitud que decae exponencialmente. Es justo el decaimiento
polinomial en el tiempo el que no permite ver la solucién como una superposi-
ci6n de modos. Esto es, el tail (de las amplitudes de las oscilaciones) que queda
después del ringdown”la que no permite expresar la solucién de tal forma (como
la superposicién de modos). Para mds detalles sobre modos cuasi-normales, ver
[211, 22 23, 24, 25 26, 27].

Para explicar el contexto en el cual pueden ocurrir los modos cuasi-normales,
empezamos con un modelo muy sencillo: la ecuaciéon de onda en una dimensién
con una barrera de potencial U(z),

[0} =02+ U(z)] @ =0, (5.1)

donde U(x) > 0 es un potencial positivo, L-integrable, que decae a cero répi-
damente cuando x — +oco. Por ejemplo, 0 < U(x) < k/(1 + 22), k = const.

Consideramos ahora la ecuacién de modos correspondiente a la ecuacién
, la cual es obtenida por considerar soluciones particulares de la forma
O(t, z) = estp(s, x):

[s? =02+ U(z)] ¢ =0, (5.2)
la cual se puede ver como la ”ecuacién de Schrodinger” independiente del tiempo
con energia E = —s2. Aqui s es una frecuencia compleja dada por s = o + iw,

con ¢ la tasa de decaimiento exponencial y w la frecuencia oscilatoria.
Para © — +o00 la ecuacién (5.2) se reduce a

—020(x) = —s*p(x),

con solucién o(x) = Ae™ " 4+ Be®*

correspondiente a (¢, z) ~ Ae*t%) 4 BesltHe) (5.3)
donde A y B son constantes. Vemos que la solucién ®(¢,z) en (5.3), tienen una
onda saliente y una onda entrante en la regién asintética x — +o00. Donde la

solucién saliente va como e®(t=%).
De manera similar, para £ — —oo la ecuacién (5.2)) se reduce a

755(;5(:17) ~ —52¢(x),

con solucién o(z) = Ce™** + De**

correspondiente a @ (¢, z) ~ Cest=%) 4 Des(tH2) (5.4)

donde C' y D son constantes, y onda saliente e***%) en la regién asintética
x — —oo. Fijando los coeficientes B = 0 y C = 0 obtenemos las soluciones
salientes a la ecuacidn (5.2)) en las regiones asintdticas. ¢ satisface las siguientes
condiciones de frontera para Re(s) > 0:

lim e*F¢(s,z) =1, (5.5)

T—00
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lim e**¢'(s,x) = —s, (5.6)

Tr—r00

y para cada z € R fija las funciones ¢(-,x) y ¢'(-, z) son analiticas en el dominio
Re(s) > 0 [28]. Entonces, las soluciones locales ® en z — 0o a la ecuacién
(5.1)), son dadas por ®(t,z) ~ et (s, ) ~ e tF),

Antes de definir qué son los modos cuasi-normales, primero definamos el
determinante de Wronski, el cual es independiente de z, : el Wronskiano de dos
funciones 14 y ¥_ que son soluciones a una misma ecuacion se define com(ﬂ

W) i=aer (70 (5.7)
(G
A continuacién, definimos los modos cuasi-normales:

Definicién 1 Un modo cuasi-normal es una solucion ¢(s,z) de (5.2)) tal que

lim e**¢(s,x) = a #0,

T—>+00

lim e **¢(s,z) =B #0, (5.8)

T—r—00

esto es,
_Jadi(s,x) =ae™ 1 — +oo
¢(8,$) - {ﬂ(b(s,x) — ﬁ€+sz T — —00, (59)

es decir, ¢ es saliente tanto en x — 400 como r — —00.

Nota: Entonces, modo cuasi-normales ocurren para valores particulares de
la frecuencia s para los cuales ¢ (s, ) es proporcional a ¢_ (s, x) salientes tanto
en el horizonte de eventos y en el infinito espacial. Esto no puede ocurrir para
R(s) = o > 0. Para Re(s) > 0, se tendrian modos que crecen exponencialmente
en el tiempo, y debido a que el potencial U(z) > 0 en , se puede demostrar,
esto lleva a una contradiccién con la conservacion de la energf
Para decaimiento, necesitamos o < 0. Entonces, hay que hacer la continuacion
analitica desde o > 0 hacia o < 0.

2Notar que w(s) es independiente de 2 ya que

LWl 616) = 65,206 (5,2) — 6 (5,2)0—(5,2)
= 61(s,m) (U@ (5,) — (57 + U@ (5,200 (5,2) = 0

para todo z € R, implicando que W ¢4, p_](s) es constante en x.
3Para este problema con U(z) > 0 la energifa E(t) se conserva. Donde la energia es dada

por:
E(t) = /j:o U aqs((;,z)

2 |99(t,x)
+’ ox

2
+ U(z)|¢(t, x)IQ} da



58 CAPITULO 5. MODOS CUASI-NORMALES

Entonces, W (s) también posee una continuacién analitica para Re(s) < 0.
Por lo anterior, de la ecuacién 7 un modo cuasi-normal es tal que W (s, ¢4, ¢
0, es decir, donde ¢4 y ¢_ son linealmente dependientes y entonces, se obtiene
una solucién ¢ a la ecuacién (5.2). Esto ocurre, W (s, ¢4, ¢_) = 0, sélo para
Re(s) < 0.

Como vamos a ver en la seccién [5.4] para calcular las frecuencias s = o 4 iw
asociadas a los modos cuasi-normales vamos a usar un nuevo método. Este
método consiste en hacer el "matching” de dos soluciones locales ¢ (s,z) y
¢—(s,z) de la ecuacién (5.2). Para Re(s) > 0, estas soluciones satisfaces las
condiciones en r — £oo y dependen analiticamente de s.

El nuevo ingrediente de nuestro método consiste en determinar la continua-
cion analitica de ¢4 (s,x) y ¢_(s,x) para Re(s) < 0 y entonces, encontrar las
frecuencias complejas s para las cuales ¢ (s,7) y ¢—(r) son linealmente depen-
dientes. Obteniendo entonces, una solucién a la ecuacién . Ejemplos donde
esto se cumple es en la barrera de potencial seccién [5.1]y, el caso de un campo
escalar propagédndose en un fondo de Schwarzschild

Noétese que para el caso de la ecuaciéon de Schrodinger la parte real de s
es igual a cero 0 = 0. En este caso sélo se tiene la parte oscilatoria de las
frecuencias.

Veamos ahora el primer ejemplo de como encontrar las frecuencias asociadas
a los modos cuasi-normales en un problema dado. Consideramos primeramente
el problema de la barrera de potencial cuadrada que se estudia en la mecanica
cudntica. Donde en la mecénica cuantica, la energia F = wh, con w € R. Para
nuestro problema, F = —s? con s € C .

5.1. Barrera rectangular de potencial

En esta seccién calculamos las frecuencias asociadas a los modos cuasi-
normales para el problema de la barrera de potencial rectangular. Para ello,
consideramos un problema de propagacién de onda que se puede escribir de la
siguiente forma

%) — 02+ V(x)p =0, s=n+ia. (5.10)

Consideremos ahora un proceso de dispersién en el cual una onda incidente
desde © — —oo se dispersa en la barrera del potencial V(z). Parte se refleja
y parte se transmite. En este caso, como en los problemas de modos cuasi-
normales, las condiciones de frontera en x — +o0o se deben cumplir. El
hecho de que la funcién de onda pueda extenderse més alld de los limites clasicos
del movimiento da lugar a un importante fenémeno llamado penetraciéon de la
barrera de potencial (efecto tunel). Recordemos que este fenémeno no ocurre en
la mecéanica clésica.

Consideremos el caso donde la energia de las particulas es menor que la
energia de la barrera de potencial. Lo que ocurre cldsicamente es que una
particula proveniente de la izquierda con energia E < Vj se refleje en z = —a/2
(ver Figura [5.1). No es capaz de atravesar la barrera de potencial (nada se

)



5.1. BARRERA RECTANGULAR DE POTENCIAL 59

transmite). En el caso cudntico en cambio, la particula tiene una probabilidad
no cero de atravesar la barrera de potencial. Las particulas, en el caso cuantico,
han pasado de la primera regién I a la tercera region III a través de la region
intermedia II, la cual es clasicamente prohibida. Este efecto es llamado, el efecto
tinel. Un segundo caso se da cuando la energia de las particulas es mayor que
la energia de la barrera de potencial. Algo que sorprende aqui, al igual que el
caso anterior, es que en el caso cudntico la particula puede ser reflejada desde la
barrera de potencial con una probabilidad no cero. Cldsicamente esto tampoco
ocurre porque todo se transmite (no hay reflexién).

Ahora, calculamos las frecuencias asociadas a los modos cuasi-normales. Para
ello, consideremos el potencial representado en la figura[5.1] denominado barrera
de potencial de altura Vj y anchura a. Donde v, , ¥, y ¥, son la onda incidente,
reflejada y transmitida, respectivamente, y ¢, v ¢, , onda incidente y reflejada,
respectivamente, dentro del potencial. La solucién a la ecuacién en las
tres regiones I, I1 y I tiene la siguiente forma

vﬂ
Wy
—g—F -V,
lIJIN LPDE qJT >
-al2 al2 X

Figura 5.1: Potencial rectangular.

Regién (I): funcién onda con la parte incidente més la parte reflejada en
el potencial
Uy (@) = Res™ 4 ¢

= Regién (IT) : funcién en la regién con potencial

by, (@) = AT 4 g Vi

= Regién (III): funcién onda transmitida en el potencia
wIII (x) = Te—sw

. COH, ,l/}IN = e*SZE’ /(/}R = Reswv ,l/}T = Teiswv 1/}+ = Ae 82+U0$7
1/)7 — Bef\/squvgm

donde Ry T son los coeficientes de reflexion y de transmisién, respectivamente.
Con estas funciones ,, ¥,, y ¥,,,, vamos a encontrar las cantidades descono-
cidas T, R, A, B a partir de las condiciones en la frontera. Esto es, aplicando las
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condiciones de continuidad de la funcién de onda y de su primera derivada en
los puntos = —a/2, y = a/2,

1/11 (70’/2) = 11)11(7@/2)7 qp;(*a/Q) = %/1;,(*@/2)’
Ui (a/2) =4y, (a/2), Uy, (a/2) =1, (a/2) (5.11)
donde ’ := d/dz. Obtenemos

25(s — k)ez®

Als) = (s — k)2e~ 3k — (s + k)Qe%k
_ 25(s + k)es®
Bls) = (s — k)Qe*%&k — (s +k)2ezk
_ Vo(e2ak: _ 1)6(18
Re) = (s 1wy
T(s) = — dsk (5.12)

(s — k)2e=ok — (s + k)2ea

donde k = /52 + V.
Notar que: T'(s*) = T'(s)*, R(s*) = R(s)*, T(s) y R(s) son funciones analiti-
cas en s y cumplen
T(s)T(—s)+ R(s)R(—s) = 1.

Entonces, para s = iw, con w € R,
T (iw)? + |R(iw)|* = 1,

lo que significa que la particula puede ser reflejada o transmitida desde la barrera
de potencial con probabilidad diferente de cero. También puede verse como
consecuencia de la conservacion de la densidad de corriente del sistema. Con
estos coeficientes buscamos los modos cuasi-normales. Esto es equivalente a
buscar los ceros del Wronski W (s) (5.7). Para calcular W(s) partimos de lo
siguiente.

Consideramos un proceso de dispersion en el cual una onda incidente desde
x < —a/2 se dispersa en el potencial. Parte se refleja y parte se transmite.
Entonces tenemos
ﬁ(f“ + %((SS))GSZ x < —a/2

(5.13)
e x> a/2,

¢+(Sa$) = {

con coeficientes de reflexiéon Ry (s) y de transmisién T (s). Entonces la solucién
¥4 (s, x) describe un proceso de dispersién. Donde los coeficientes Ry (s) y Ty ()
se obtienen calculando los coeficientes de e~ y €% para x — +a/2. De man
era similar, la funcién

e’ x < —a/2
_(s,7) = 5.14
v-(5,2) {T_l(s) esT 4 };:((f)) e % x>a/2, ( )



5.1. BARRERA RECTANGULAR DE POTENCIAL 61

describe un proceso de dispersién con onda incidente desde x > a/2. Donde
R_(s)y T_(s) son los coeficientes de reflexién y de transmisién respectivamente.

Ahora, calculamos el Wronski W(s) de 4 y ¥_ donde obtenemos para
x> a2y x < —a/2, respectivamente que

2
W(Sa 11Z)+7 11[}—) = Tit(ss) )
Y 2s
W(3,¢+,¢—) = T+(S)
Dado que W (s, %1, ¢_) es constante
2 2 = 2 = W(57¢+7¢7)~

T_(s)  Tu(s) I(s)

Entonces, encontrar los ceros del Wronskiano W (s), es equivalente a buscar los
polos del coeficiente de transmisiéon 1" ya que

En este caso, las funciones 1+ de la ecuacién que satisfacen las condiciones
de frontera enz > a/2y x < —a/2 son linealmente dependientes. Por lo
tanto, son una solucién (un modo cuasi-normal) a la ecuacién (5.10)).

Ahora, calculamos los modos cuasi-normales para este problema. Para esto,
los coeficientes en término de las funciones hiperbdlicas cosh y sinh son

T(s) = 2sk
(82 + k?)sinh(ak) + 2sk cosh(ak)’
R(s) = — Voe® senh(ak) (5.15)

(s2 + k2) sinh(ak) + 2sk cosh(ak)

Para encontrar los modos cuasi-normales buscamos los polos de T' como se
dijo antes. Esto ocurre cuando su denominador es cero,

(s> + k?) sinh(ak) + 2sk cosh(ak) = 0.

Expresando el término anterior en exponenciales y multiplicando por e®* obte-
nemos

s—k

s+k

e*(s+ k)2 —e P (s—k)?=0— e =+
Antes de continuar introducimos las cantidades adimensionales:
ak as a
Bi=—, z:=—, q:= 5\/‘/0, (5.16)

y notamos que
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_ /212 _ /212 (s—k?® _(2—5)° _ /2.2
B=z224+q¢*> ak=+/z>+¢>, = B =122+ ¢

(s+ k)2  (z+p)?’

s—k
s+k

Quedando que la ecuacién e** = + en estas nuevas cantidades se ve

P B)?
(z+B)*’

o lo que es equivalente,

T (z—z 1+(g)2)2_ <1— 1+(g)2>2 -

<z+z 1+(g)2)2 ) (H\/W)Q

Para tener una idea de las soluciones de ({5.17)), debido a que no se puede re-
solver analiticamente, consideramos el limite de altas frecuencias |g/z| < 1y
expandimos alrededor de |g/z| =0

q\? 1 rq\? 4
W1 (f) —14= (f) o) .
+ > + 5 3 +0(q/2)
Tomando la rafz cuadrada de ([5.17) obtenemos

([ro(%)] _ g {1 +0 <Zz)] =4 (%)2 +0 (Zi) :

Finalmente a primer orden de ¢/z

2z q 2
~ *+ (—) .
€ 2z

[IS]

Sacamos la raiz de ambos lados de la ecuacién anterior
&~ yv/EI L
2z

donde tenemos 4 casos, estos son: (+v/+1 = +,+v/—1 =i, —/+1 = —, —/—1 =
—1). Todos los casos se pueden resumir en la siguiente expresién

2e? :e“@%%, k=0,1,2,3. (5.18)

La inversa de la ecuacién anterior se puede expresar como la funcién W de
Lambert [29], dada por

o= Wi (eiE%g), F=01,2,3 keZ (5.19)
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donde k indica en que rama estd la solucién. Hay infinitas soluciones a esta
ecuacién. Esta funcién es ademds, similar a invertir la funcién cos(z), para la
cual hay varias ramas, por ejemplo, entre —7/2 y /2.

Para calcular las frecuencias cuasi-normales s, que es equivalente a calcular
las frecuencias adimensionales z, ver , regresemos a la ecuacion . Sea
z = x + 1y, donde z,y € R. Reemplazando z en , obtenemos

. T 1
eerzy: k5 —,
T +y

(5.20)

q
€ 3

o lo que es equivalente

=1 y [cos(k%) + isen(kE)] (5.21)

donde la parte real e imaginaria, respectivamente son

q 1
2x2+y2

: 1 L. 1.7
e” sin(y) = %m [zsen(kZ) — ycos(kE)] . (5.22)

e” cos(y) = [z cos(kZ) + ysen(kE)] ,

Dividiendo sin(y)/ cos(y)

teniendo dos casos,

’ (5.23)

Tomando el modulo de e®*% en (5.20) obtenemos

e_q_ 1
e SN (5.24)
Haciendo la x =~ 0 debido a que en la ecuacién la parte real x no puede
dominar. Esto se ve porque un lado de la ecuacién creceria exponencialmente y
el otro lado decrece. Por lo tanto, debe dominar la parte imaginaria y.
Tomando la aproximacién que y > x, obtenemos de la ecuacién las
siguientes términos para k=13 vy E=0,2, respectivamente

~0, — yn:nﬂ—i—g7 nez. (5.25)
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Para encontrar a x usamos de nuevo la aproximacién y > x en ([5.24)
e 4t a1
20yl 2|n|
s 0l _a 1
20yl 2nw|+ 3%

€, = log(%) - 10g(|n|ﬂ-)’ E = 1a35

= a, =log(4) —log (|n|7r 4 g) h=0.2.
(5.26)

De las ecuaciones ([5.25)) y (5.26)) llegamos entonces a que existen infinitos modos
cuasi-normales z = as/2 que son de la forma:

Zn = T + iyn ~ log(4) — log (|n|g) + ing, nez (5.27)

lo cual generaliza los dos casos anteriores. En términos de s obtenemos

2 2 T nmw
LA Zlog(d) — 21 ( f) ;T Z. 2
s . og(2) . og |n|2 +1 o ne (5.28)

En el limite de altas frecuencias, es decir, donde |n| > 1, vemos de ([5.28)
que la parte que domina es la parte imaginaria, mientras la parte real diverge
logaritmicamente.

= Observacién: para el calculo de los modos cuasi-normales que acabamos
de ver hay dos niveles de aproximacién. La primera es suponer el limite
de altas frecuencias. Esto es ¢/z < 1, donde recordemos que z estd direc-
tamente relacionado con las frecuencias complejas s = o +iu. La segunda
aproximaciéon es cuando asumimos y > x.

Ahora calculamos unas frecuencias particulares. Estas frecuencias son para
el caso donde T' = 1, es decir, para el caso donde no hay reflexion, todo se trans-
mite. Por lo tanto, las frecuencias son puramente oscilatorias y no se obtienen
modos cuasi-normales ya que la parte de decaimiento es cero. De la ecuacion

obtenemos
(52 + k%) sinh(ak) + 2sk cosh(ak) — 2sk = 0,
y esto se cumple para cosh(ak) = cos(iak) = +1. Lo que implica que
ak=0 o ika=nm, — k’=s+V), neZ

Teniendo entonces que s es

2.2 2.2
sp = £k — W, :i\/—”a?j Vo, — sn:iu/vw(”if.

Bajo la aproximacion n? > Vpa?/72, s, ~ +inm/2. De donde tenemos que es
igual a la parte imaginaria en el caso anterior . Vemos que las frecuencias
particulares s para T = 1 son puramente imaginarias como se esperaba. No hay
modos cuasi-normales pues la parte que decae exponencialmente es cero.
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5.2. Modos cuasi-normales de Schwarzschild

En esta seccién, calculamos las frecuencias cuasi-normales asociadas a los
modos cuasi-normales que exhibe un agujero negro de Schwarzschild al ser per-
turbado ya sea por un campo escalar, electromagnético o gravitacional linea-
lizado. Estos modos se calculan mediante el método de Leaver (ver apéndice
para una exposicién sobre este método). El método de Leaver contiene una
fraccién continua cuyas raices son las frecuencias cuasi-normales. Esta fraccién
se construye a partir de lo siguiente: primero, la solucién local del problema
en el horizonte de eventos se expanden en series alrededor de este punto. Esta
expansion viene porque la ecuaciéon que describe la propagacién de las pertur-
baciones tiene dos puntos singulares regulares (ver , uno en el horizonte
de eventos y el otro en r = 0. Ademas, tiene una singularidad irregular en la
regién asintéticamente plana. Como el problema que nos interesa es afuera del
horizonte de evento, entonces no tenemos en cuenta el punto regular en r = 0.
Luego de la expansién, obtenemos una relacién de recurrencia de tres términos
a partir de los coeficientes de las series. Esto es, dado un coeficiente inicial de
la expansién podemos obtener el siguiente y asi sucesivamente. Esta relaciéon
de recurrencia depende de la frecuencias s. Y es a partir de estas relaciones de
recurrencia como se obtiene la fraccién continua en términos de s.

A continuacion, analizaremos el problema que describe la propagacion de
las perturbaciones de la métrica de Schwarzschild en el sector impar. Para este
caso, el problema esta descrito por la ecuaciéon de Regge-Wheeler ver [30] dada
por

[0} =02 +U(r)]®=0, (5.29)

donde r, es la coordenada tortuga, que viene de dr, = (dr)/N(r), ® representa
el campo que se propaga sobre la métrica de fondo y U(r) es el potencial efectivo
(ver por ejemplo [30])

2M 2M

r3 ]’ r

v =n) | (52

(>2, S§=0,1,2. (5.30)

La ecuacién describe, a partir del espin S, la propagacién de campos es-
calares, electromagnéticas y perturbaciones gravitacionales linealizadas, en un
fondo de Schwarzschild. Con S = 2 para las perturbaciones gravitacionales linea-
lizadas, S = 0 para campos escalares y S = 1 para campos electromagnéticos.

Las frecuencias asociadas a los modos cuasi-normales que calculamos numéri-
camente mediante el método de Leaver son dadas en el cuadro .1l Estas fre-
cuencias son para los casos campo escalar y el campo gravitacional con S = 0
y S = 2, respectivamente. Ademds, en la figura vemos los comportamientos
de la parte real e imaginaria de las frecuencias s = ¢ + iw medidas en unida-
des de 2M s. Las Figuras muestran el comportamiento de las componentes
de la frecuencia s para el caso monopolar ¢ = 0 y cuadrupolar ¢ = 2. Donde
n =0,1,2,... etiqueta el estado de excitacién de las frecuencia. n = 0 para la
frecuencia fundamental y n > 1 para las frecuencias excitadas.
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2Ms (£ =0)

2Ms (£ =2)

o
0 | —0,209791 + 0,2209097 | —0,177925 + 0,747343:
1| —0,696105 + 0,1722347 | —0,547829 + 0,6934221
2 | —1,20216 + 0,151483¢ —0,956554 + 0,602107%
3| —1,70735 4 0,14082¢ —1,41029 + 0,5030091
4 | —2,21126 4 0,134149¢ —1,89369 + 0,415029¢
5 | —2,71428 4 0,129483¢ —2,39122 4 0,338599:¢
6 | —3,21668 + 0,125988: —2,89582 + 0,266505¢
7| —3,71872 4+ 0,123762¢ —3,40768 4 0,1856451¢
8 | —4,22032 + 0,121022% —3,98655 + 0,000000¢
9 | —4,72172 + 0,1191544 —4,60529 4 0,1265273

10 | —5,22294 4 0,117575¢ —5,12165 4 0,153107¢

11 | —5,72402 4 0,11621: —5,63088 4 0,1651961¢

Cuadro 5.1: Frecuencias cuasi-normales monopolar ¢ = 0 y cuadrupolar £ = 2 de
las perturbaciones de la métrica de Schwarzschild. Donde n = 0, 1, 2, ... etiqueta
el estado de excitacién de las frecuencias
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Figura 5.2: Graficas donde se muestran la parte real e imaginaria de la frecuen-

cias s = 0 4 iw para los nimeros de momento angular £ =0y £ = 2 en el caso
de Schwarzschild. Ver seccién 5.2
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El método de Leaver para calcular las frecuencias en el caso de Schwarzschild
funciona muy bien porque el potencial en este problema se conoce explicitamen-
te. Lo que ocurre en nuestro caso, es que para el problema que vamos a analizar
(el cual vamos a ver en la seccién siguiente), el potencial efectivo que apare-
ce en nuestra ecuacién radial no se puede expresar de forma explicita. Esta
complicacién ocurre porque la solucién de Michel (que describe la densidad de
particulas como funcién del radio de drea) sélo se conoce de forma implicita.
Por consecuencia, las coeficientes de la métrica acustica y el potencial efectivo
en la ecuacion radial s6lo se pueden describir mediante funciones implicitas. Por
esta razon el problema es mas dificil que en el caso de Schwarzschild. Métodos
analiticos populares basados en expansiones de series como el método de Leaver
[26] no parecen aplicables. Esto nos ha motivado de reconsiderar el problema de
calcular las frecuencias cuasi-normales basdndonos en un nuevo método numéri-
ca que se llama ”matching” (coincidencia). En este método, las soluciones locales
de la ecuacion radial que hacemos coincidir se calculan mediante un método de
iteraciones de Banach. Describimos y verificamos este método en la seccion 5.4

De otro lado, en el método de Leaver, se expresa la solucién local en el ho-
rizonte de eventos como una serie de potencias. Esta solcuién local estd bien
definida en este punto, es decir, su radio de convergencia es finito. Por lo tan-
to, se puede mostrar que la serie converge. Caso contrario, es para la regién
asintéticamente plana. En este caso, cuando se expande la solucién local en una
serie de potencias no se puede saber si la serie converge o no.

Los inconvenientes mencionados antes, fuerén parte de la motivacion y nece-
sidad de un nuevo método numérico para calcular las frecuencias cuasi-normales,
el cual se explica en la siguiente seccién.

5.3. Modos cuasi-normales para problemas mas
generales

En esta seccion analizamos el problema de los modos cuasi-normales para
problemas mas generales que los ejemplos expuestos anteriormenteﬂ

Para ello, comenzamos con la solucién de Jost y funcién de Jost como vemos
en lo que sigue.

Para este trabajo, comenzamos con una ecuacion de onda lineal para un
campo escalar ¥ de la forma

O,% =0 (5.31)
en el fondo de un agujero negro estatico y esféricamente simétrico del espacio-

tiempo (M, g), donde M =R x (0,00) x S? y

g=9Q(r)? <—N(r)dt2 + %) + 7% (d¥? + sin® 9 dp?) . (5.32)

4Las pruebas que vamos a escribir en esta seccién no son completas. Solamente ponemos
la idea. Las pruebas se encontrardn en un trabajo en preparacién [31].
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Las funciones Q, N : (0,00) — oo se asumen son suaves. {1 y N se definen
geométricamente por —Q2N = g(k, k) y Q2/N = g=*(dr,dr), k = 8/9; campo
vectorial de Killing tipo-tiempo asintéticamente y dr la diferencial de la funcién
radio de drea. Introduciendo un nuevo campo ® := ¥, la ecuacién ([5.31) toma
la forma explicita

0%® 0 0P
— — N(r)=—N((r)— + N b = R .
52 (r)ar (r) 5 + N(r)V(r) 0, teR, r>0, (5.33)
con potencial efectivo
A 1dN
Vi(r):= 2 ;W(r)v

con A el laplaciano esférico. Después de hacer una descomposiciéon en arménicos
esféricos el primer término del lado derecho es justamente £(¢ + 1)/r? y V se
vuelve un operador local. Para un agujero negro de Schwarzschild, por ejemplo,
Q=1y N(r)=1—-2M/r con M > 0 la masa del agujero negro, y el potencial
efectivo se reduce a
Le+1) 2M

7 T3

r T

V(r) =

En lo que sigue, consideramos la ecuacién de modos correspondiente a la ecua-
cién (5.33)), la cual se obtiene considerando una soluciones particulares de la
forma ®(t,7) = e*t¢(s,r):
9 0 0
s — N(T)a*N(T)a*fb +N(r)V(r)p =0, seC, r>0. (5.34)
r r
Para lo que viene a continuacién, hacemos las siguientes suposiciones es-
pecificas sobre las funciones N y V:

(i) Ny V poseen continuaciones analiticas N,V : H, C C — C en el dominio
H, :={r e C:Re(r) > 0}.

(ii) N tiene un cero (aislado) en r = ry,, es diferente de cero para todo r € Hy
con Re(r) > ry, y satisface

lim N(r)=1.
T—>00
T€H+

En particular, 1/N es una funcién holomorfa en H, con un polo en 7 = 73,
y otros posible polos 7 con 0 < Re(r) < rp,.

(iii) Existe una constante K > 0 tal que
— K
Vil < —

7]

para todo r € Hy con Re(r) > rp,.
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Estas suposiciones se satisfacen claramente en el caso de Schwarzschild N(r) =
1 —r/7 y el potencial de Regge-Wheeler V(1) = £(£ + 1)/r? — (8% — 1)ry, /r3.
Para lo que sigue, por simplicidad en la notacién, quitamos la linea sobre N y
V. La coordenada tortuga compleja x va a jugar un importante papel en lo que
sigue. Si Z C H, denota el conjunto de puntos para los cuales N es cero, la
coordenada z se define como
dr’
T = f(/r’,Y) T N('I"/), (535)
¥

donde ~ es una curva suave en Hﬂ := H, \ Z la cual conecta 27, a los puntos
reH 3. Notamos que en general x es una funciéon multivaluada.

5.3.1. Soluciéon de Jost y funcion de Jost

En esta seccién comenzamos con un anlisis de la ecuacién de modos (|5.34))
en el intervalo real r € (1, 00). Si nos restringimos a este intervalo, la coordenada
tortuga tiene un solo valor y es definida por

T d ,
.
z=f(r)= | —/—, r> 1. 5.36
0= [ 565 (5.36)
2
Debido a las suposiciones (i) y (ii), la funcién f : (1,00) — R es suave, invertible
satisfaciendo [
If =—
lim f(r) = —oc,  lim =
Expresando la ecuacién (5.34) en términos de la coordenada tortuga x obtene-
mos

§2p — ¢ + U(x)p = 0, s€C, zeR, (5.37)

con U(z) := N(f~1(2))V(f~(z)), z € R, y la prima denota la derivada parcial
con respecto a x. Debido a la suposicién (iii),

4 U ()l de = / V() ldr < K,

entonces la funcién U : R — R es suave y Ll-integrable.
Comenzamos con el siguiente resultado estdndar (ver, por ejemplo, [28], sec-
tion XI.8)

5 Dado que N es analitica y cero en r = 1 existe una constante a > 0 tal que N(r) < a(r—1)
para todo 1 < r < 2. En consecuencia, para 1 < r < 2,

2

2
dr’ 1 dr! 1
10 == [ 5im <-a [ vei = alestr 1)

r

la cual tiende a —oo como 7 | 1.
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Teorema 3 Supongamos U € L'(R). Entonces, para cada s € C con Re(s) > 0
y s # 0, existe una dnica funcidn continuamente diferenciable ¢(s,-) : R —
C satisfaciendo la ecuacion (5.37)) para casi todos los x € R y la condicion
asintotica

lim eP(s,x) = 1. (5.38)
Ademas,
lim TP (s,x) = —s, (5.39)

y para cada x € R fijo las funciones ¢(-,x) y ¢'(-,x) son analiticas en el dominio
Re(s) > 0.

En lo que sigue, sélo damos una idea de la prueba. Para una demostracion
completa, ver [31].

Idea de la prueba: Sea s € C tal que Re(s) > 0y s # 0, y fijar ¢(s,z) =
e %%¢s(x). Si es que ¢ satisface y entonces £ = & satisface la

ecuacion ([5.40))
¢ —2s8 —U(x)E=0, (5.40)

y nuestro trabajo es mostrar que existe una unica funcién continuamente di-
ferenciable & : R — C satisfaciendo la ecuacién ([5.40) en casi todos partes y
la condicién lim, o &s(2) = 1. La idea de la prueba es reescribir la ecuacién
(5.40) como una ecuacién integral

E(x) =Ts&(x) =1+ A&(x), xR (5.41)

con el operador A, definido formalmente como

(o}

/ (1 — 6725(7471)) U(y)¢(y)dy, z €R. (5.42)

x

A&(x) := %

Luego, probamos que dentro de la clase X de funciones continuas y acotadas
£ : R — C esta ecuacién integral tiene una tnica solucién & la cual puede ser
construida por iteracién:

&s(x) = lim (TF1)(x) = ) _(AL1)(2), (5.43)

k—o0
k=0

con la convergencia en el espacio X. Finalmente, demostramos que esta funcién
&s tiene las propiedades requeridas.
En lo que sigue, mostramos la convergencia de . Introducimos la fun-
cién hg(z) definida
1— 6—282

Con la notacién anterior, reescribimos el operador A, : X — X como

Aut(x) = / ha(y - OUWEW)dy,  €€X, zeR,  (545)
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para lo cual,

// / s(y1—z 2=Y1) - - hs(We—yr—1)U (1)U (y2) - - - U (yi) € (yi ) d*y.

T Y1

Por lo tanto, se sigue que

con

U)I|U(y2)| - U (ye)|d™y

\8

Br(x) = /Oo/oo

T Y1

_ / U (y2)| -+ U (ye) |d"y

Y >Yk—1>...2>Y1>%

= 5 [ TIve) Uy

= 8@, ﬁ(:c)z/lU(y)ldy

donde en el tercer paso usamos el hecho que |U(y1)||U (y2)|- - - |U (yx)| es simétri-

coen (y1,Y2,--.,yr)y hay k! permutaciones de k elementos. Entonces, Z (AF1)()
k=
converge y se puede mostrar que &, satisface la ecuacién ((5.40)) y lim, oo 53( ) =

1.

5.3.2. Soluciones locales y el determinante de Wronski

En esta seccién, vamos a resumir y a discutir algunas consecuencias directas
para la ecuacion

s2p—¢" +U(x)p = 0, seC, zceR, (5.46)

asumiendo por el momento tinicamnete que U € L*(R). Sea s € C, Re(s) >0y
s # 0. De acuerdo con el Teorema existe una unica solucién ¢4 (s,) : R — C
continuamente diferenciable satisfaciendo

lim e™%¢, (s,2) = 1.

Tr—00

Por otra parte, podemos construir la solucién iterativamente:

P+ (s,@) =e 84 (s,2),  &i(s,2) = Z(Akl

k=0
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con A, el operador lineal definido en (5.45)). Debido a la estimacién

1 /b r
il g (Z) o ket o= [ Wl Gan

la serie converge absolutamente para x € Ry

- 1 b\
k b/|s
H£+(57 ) - ;}Aslnoo < m <|S|> e (5.48)

para todo N € Ny y todo Re(s) > 0 con s # 0, lo que muestra que la serie
converge rapidamente para N — oo.

En un camino completamente anélogo, existe una tnica solucién ¢_(s,-) :
R — C continuamente diferenciable de la ecuacién satisfaciendo

lim e *¢_(s,2) =1,
T——00

lo cual puede ser construido iterativamente de la siguiente forma:

$_(s,7) =T (s,2), & (s,2) = (BFI)(w),
k=0
_6—23(9c—y
Bew = [ e, cex, ser 69
y

S 1 AR
k b/|s
||§7(5>‘) - ’;Bs 1Hoo < m <|s|) € (550)

para todo N € Ny y todo Re(s) > 0 con s # 0.
A continuacién damos condiciones suficientes para que las dos soluciones
@+(s,-) en la ecuacién (5.46) sean linealmente independientes.

Lema 4 Sea U > 0, entonces

(i) Para todo Re(s) >0 ys€C, ¢pr(s,-) y ¢_(s,-) son linealmente indepen-
dientes.

(i1) Para todo Re(s) > 0 y Im(s) # 0, ¢4+(s,-) y ¢—(s,-) son linealmente

independientes.

Prueba. Sea s € C, Re(s) > 0 es tal que ¢4 (s,-) y ¢_(s,-) son linealmente
dependientes. Fijando ¢ := ¢ (s, ) e integrando la identidad

s6(z) [~¢" (2) + s?¢(2) + U(2)p(2)] = 0
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sobre R obtenemos, después de usar integracién por partes y notando que los
términos de frontera desvanecen como consecuencia de las condiciones de fron-
tera que satisfacen ¢4 (s, -),

[ B @P + slsPlofa) + U @)o()] do = .

Tomando la parte real e imaginaria de ambos lados llegamos a

Re(s) 7 [1¢'(@)|* + (s + U (2))|¢(2)]?] dz = 0 (5.51)
. oo
Im(s) /°° [=1¢' (@) + (s> = U(x))] ()] dz = 0, (5.52)
respectivamente. h

Si Re(s) > 0 la ecuacién (5.51)) implica que
/ [[6' (@) + (|s|* + U(x))|¢(x)[*] da: = 0,

como tenemos una suma de términos positivos igual a cero, la tUnica forma que
se cumpla la igualdad es que ¢4 = 0, lo cual nos lleva a una contradiccién pues
supusimos ¢4 # 0. Por lo tanto, ¢ (s,:) y ¢—(s,-) y esto prueba el inciso (7).

SiIm(s) # 0y Re(s) > 0, las ecuaciones (5.51) y (5.52) implican que
s [ l6()ds =0

y ¢ = ¢4 (s,-) =0, llegando a una contradiccién. Por lo tanto, ¢4 (s, ) y ¢—(s,-)
son linealmente independientes y esto prueba el inciso (ii). O

El Teorema [3] implica ademds que para cualquier z € R fijo las funciones
¢+ (s,z) y ¢ (s, ) son analiticas en el dominio Re(s) > 0. Como consecuencia,
el determinante de Wronski,

_ ._ d4(s,x) ¢_(s,2)
w(s) = Wy, d_](s) := det ( ¢I(3’x) ¢ (s, ) )
= ¢+(87x)¢lf (S,{L‘) - ¢I+(S7x)¢*(87x)7 (553)
es analitico en el semiplano derecho Re(s) > 0. A continuacién resumimos

algunas propiedades de la funcién w. Sea U € L!(R). Entonces, la funcién
w : Hy — C definida por ([5.53)) satisface:
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(i) w: Hy — C es analitica. Donde Hy = {Re(s) > 0}.

(ii) Para todo s € H se tiene

w(s) = 25 + / U@)es (2)de =25+ 3 / Ux) AR (2)dz,  (5.54)
e k=0_"

w(s) =2s+ [ Ux)é_(x)dx =2s+ 3 U(z)B¥1(x)dz  (5.55)
] %/

Prueba. La prueba de (i) y (ii) son las siguientes. La primera afirmacién es una
consecuencia directa del Teorema [3] Para la segunda afirmacién, sea s € Hy y
primero notamos que con ¢4 (s, x) = eT5¥EL(s, ),

’LU(S) = 54.(8,%‘)5/_ (571') - §g_(s,x)§_(s,x) + 2864—(571‘)5— (S7x)

para todo x € R. Tomando el limite x — —oo de ambos lados y usando el hecho
que {1 (s,-) y &, (s,-) son acotados siempre y que {_(s,xz) — 1, {’ (s,2) — 0,
encontramos

w(s) = lim [—&, (s,2) + 2s&4 (s, 2)] .

r——00

Luego, usando &, = 1 4+ A &4 y la definicién del operador As en la ecuacién

(5.45)), encontramos que

w(s) = [ UGy + 25+ [ (12 ) Ul )y
_os+t / U(y)&s (y)dy.

La segunda identidad se sigue andlogamente.

Las identidades (5.54}5.55)) son 1tiles cuando estudiamos el comportamiento
de la funcién w en el limite de altas frecuencias |s| — oo. Combinando estas
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identidades con las ecuaciones ([5.48) y (5.50|) obtenemos para todo N € Ny

o0

):1+2i8 / U(x)dHQiS / U(2) Ay1(2)da

1 o0
+.ot % U(x)AN1(z)dx + Ryn(s), (5.56)
—1 + 2— x)dx + — / U(x)Bs1(z)dx
1
+ot g / U(x)BN1(2z)dz + R_n(s), (5.57)

donde los términos restantes Ry (s) satisface

1 b\ N+2 e
R )< — eb/lsl Re(s) > 0,5 # 0,
y la serie converge rapidamente cuando N — oo.

En particular, w(s)/2s — 1 como |s| — oo, lo que implica que w(s) no
puede tener ceros con frecuencia alta arbitraria en el semi plano derecho. La
aproximacion

17 1
_1—|—% Uz dx—|—(9< 2) Re(s) > 0,s #0,

es llamada la primera aproximacién de Born.

5.4. Continuacién analitica para Re(s) <0

En esta seccién discutiremos la continuacién analitica de la funcién ¢4 (s, x)
en el semiplano izquierdo Re(s) < 0. Para esto, necesitamos adicionar suposi-
ciones fuertes sobre la funcién U (hasta ahora, s6lo asumimos que U € L'(R)).

5.4.1. Potenciales analiticos

Consideramos una funcién U : R — R la cual, en adiccién de ser L!-
integrable, satisface las siguientes propiedades:

(a) Existe un dngulo 9 € (0,7/2] y una funcién analitica U : Gy — C en el
dominio _
Gy :={zx=re:r>0,lal <9I}

tal que U(z) = U(z) para todo z > 0. Ver Figura
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(b) Existe una constante K > 0 tal que

Ux) < , x € Gy.
U@ < 5 0
Im (x) &
.93
*
.
,
.
’
y
+
* -
a .
3 Ga_‘
.
.
v
* 3
-~
O] <, Re (x)
&
L3
-
-
-
Ll
L3
L
L3
LS
~-9

Figura 5.3: Regién Gy.

El resultado principal en esta seccién es el siguiente:

Teorema 4 Sea U € L*(R) satisfaciendo las suposiciones anteriores (a) y (b).
Entonces, la inica solucion ¢4 (s, z) de (5.46) que satisface lim e*T¢ (s,z) =1
Tr—0o0

para todo Re(s) > 0 posee para cada x € R una tnica continuacién analitica en
el dominio s € Cy, donde

Cy = {pew eC:p>0,lp < g —1-19} D Hy. Ver Figura[5)

Figura 5.4: Region Cy.
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Idea de la prueba. Como antes, fijamos ¢ (s,z) = e~ **¢(s, ) donde & satis-
face la condicién lim £(s,z) =1 para cada Re(s) > 0 y la ecuacién
T—r00

¢ —2s¢ —U(x)€ =0, (5.58)

pero ahora consideramos esta ecuacion en z € Gy. Introducimos el espacio de
Banach
Xy :={£: Gy — C: £ continuas y acotadas}

con norma

[l == sup [(z)], &€ Xy,
z€Gy
y para cada £ € Xy y s € Cy definimos
@)= [ty =20 Wewy = [ e TG +re)ela + re)ear,
Va 0
x € Gy, (5.59)

donde 1, es el rayo en Gy parametrizado por z +7e'®, r > 0, para algtn |a| < 9
fijo. La funcién hg : Gy — C es definida por
1— 6—252

hs(z) == — z € Gy,

y para s = pe'¥ € Cy, z = re!® € Gy satisface la estimacién

14+ e—2pr cos(a+¢) 1

< < — .
|hs(2)] < o <5 (5.60)

siempre que |a + | < m/2. De estas observaciones, tenemos que si £ € Xy es
analitica, A& es independiente de la eleccién de « en la integral de linea .
A partir de , construimos la serie A¥¢ aplicando k-veces el operador A, a
la funcién £ obteniendo

o0 oo

AFe(z) = / . /hs(rlem) g (e U (x + 1)
0 0

U@+ (r 4 ) E (@ + (r + .o+ r)el ) e dry - - dry,

la cual da
17 T , B |
[As@)| < 7/"'/|U($+r1€'a)\"'|U(x+ (r1 4 ...+ 7)) |dry - - dry, sup |E(y)|
|S| 0 0 YEYa
1 K K
< — . i dk
— sl / 11|z tyec]? 14|z +gpeap” Y0P ()l
Y >Yk—1>...>y1>0
_ 1 Ba(x)k . T Kdr
= EW;SVIZ |§(@/)|7 IBQ(Z‘) = / W’

0
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donde tenemos que si |z + re!®| > ||z| — r| se tiene una cota uniforme

oo

T Kdr Kdr
o)< [ — 2 A e
)< [ gt = [ TeE s
0

— ||

la cual implica que A, : Xy — Xy es un operador lineal acotado. Como una
consecuencia de lo anterior, tenemos para cada s € Cy la estimacion

1 (Kr\"
Ao < = [ — k=0,1,2,... 5.61
410 < 5 (37) (5:61)
Consecuentemente, la serie
Eo=Y Al (5.62)
k=0
converge en (Xy, || - [|o) @ una funcién & € Xy que satisface 1+ A& = £} Es
decir, tenemos una unica solucién £ = & € Xy que satisface la ecuacién (|5.58))
O

Observaciones: En la demostracién del teorema, obtuvimos mucho més
que una continuacién analitica de ¢4 (s, x) para cada = € R fijo para s € Cy. Es
decir, también obtuvimos para cada s € Cy fijo una continuacién analitica de
¢+ (s,2) en el dominio x € Gy. Para cada (s,x) € Cy x Gy, la funcién ¢ (s, x)
puede ser construida por iteracion,

G4 (s,x) = e lm (1+ A)"1(z) = e > A¥l(x),
k=0

k—o0

con Ag(x)

Ak(r) = o

5 [ (1= ) Tleay, (5.63)

Yz

donde v, es el rayo parametrizado por x + re!®, r > 0, para algin |a| < ¢
fijo satisfaciendo la condicién |a + | < /2 y para s = pe’®. Si restringimos a
s € Cy que vive en plano imaginario superior (0 < ¢ < /2 + ) una eleccién
natural para el dngulo « en el rayo 7, es a = —¢. Por construccién, ¢ (s,-) es
una solucién analitica de la ecuacién diferencial satisfaciendo la condicién
de frontera

;gééj eToi(s,x) =1 (5.64)

SEn el caso real, la propiedad que &5 es un punto fijo del operador 1 4+ A, era suficiente
para asegurar que &s; es una funcién continuamente diferenciable satisfaciendo la ecuacién
difrencial requerida. Sin embargo, en el caso del plano complejo, la ecuacién 1 + Ag&s = &s
sola no implica una afirmacién similar en el caso complejo. En este caso, se requiere que &
sea, ademds, analitica.
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5.4.2. Continuacion analitica de las solcuiones para el caso
de agujeros negros

Ahora regresamos al problema ([5.34)), es decir, la ecuacién

0 0

o [N(r)ﬁ(ﬂ + [s*+ N(r)Ve(r)] ¢ =0, r>1, (5.65)
donde las funciones N y V; = V satisfacen las condiciones (i) — (iii) de la seccién
(-3l Como demostramos en la seccién [5.3.1] para Res > 0 esta ecuacién admite
precisamente dos soluciones ¢ (s,r) satisfaciendo las condiciones de frontera

32]

—N(r)

lim e*™ ¢, (s,r) =1, lim e *™¢_(s,r) =1, (5.66)
Tx —>00 Te—>—0Q
en la region asintética y en horizonte de eventos, respectivamente.

Como mostramos en la seccién las solcuiones ¢4 dependen analitica-
mente de s y son linealmente independientes para Re(s) > 0. La pregunta es
como obtener la continuacién analitica de ¢4 para o < 0. Para aplicar la teoria
de la seccion anterior [5.4] necesitamos controlar bien la coordenada tortuga .
como funcién de r y su continuacién analitica para r complejo. Esto lleva a pro-
blemas porque r,(r) es multivaluada (ver en seccién [5.3.1] donde 7, = x).
Mis precisamente se requiere la continuacién analitica de la inversa de r = r(r,).
Para el caso de la métrica de Schwarzschild ver [33].

Para evitar los problemas mencionados arriba, la idea es entonces, usar la
variable fisica r en vez de la coordenada tortuga r,. Como demostramos en la
seccién para Re(s) > 0 las soluciones ¢+ pueden ser construidas usando
el siguiente esquema de iteracién,

b4(s,m) = €T lim (T, 1)(r), (5.67)
k—o0
donde los operadores T’y 4, actuando sobre funciones continuas y acotadas &, son
definidos como

(oo}

i _=2s(rl—ry) / / /
15 [ (1-e Y Veheaar', (5.68)

(T+s£) (T)

T8 = 145 [ (1= BN e, (6.0

para r. < r < 0o, con 1’ la variable de integracién y r., la coordenada tortuga
asociada. Notese que las integrales en estas expresiones estan bien definidas para
o = Re(s) > 0, porque |e=25("=7+)| = ¢=20(ri="2) < 1 con 7, > r, y porque
el potencial V;(r) decae al menos tan rapido como 1/r? para r — oo. Con
estas observaciones en mente no es dificil de verificar que la secuencia TF 1(r)
obtenida al aplicar k veces el operador T4, en la funcién constante £ = 1,
converge para todo Re(s) > 0 con s # 0 y todos los r > r., uniformemente
en intervalos compactos, y que ¢4 (s,) son soluciones de la ecuacién
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satisfaciendo las condiciones de frontera requeridas . Ademds, las funciones
¢+(s,7) son analiticas en s para cualquier r > 7. fijo. Para mds detalles sobre
estas afirmaciones remitimos al lector a la referencia [34], seccién XI.8 en [28] o
seccion [0.3]

A continuacién, discutimos la continuacién analitica de la funcién ¢4 (s, )
para Re(s) < 0. En este caso, la integral en la ecuacién no converge a
menos que Vp(r) decaiga exponencialmente répido. Sin embargo, si el potencial
efectivo Vp y la funcién N en la definicién de la coordenada tortuga r,
poseen continuaciones analiticas apropiadas en el plano complejo r, ¢4 (s,7)
puede ser continuada analiticamente para Re(s) < 0 deformando el camino
de integracion en la definicién de T 4& en . La idea basica, la cual ha
sido usada en [35] en el contexto de la ecuaciéon Regge-Wheeler, se basa en la
siguiente observacién : para s = |s|e’? y . — r, = pe'®, p > 0, todavia tenemos
le=25(ri=7+)| < 1 siempre que Re(s(r’.—7,)) = |s|p cos(p+a) > 0. Para el camino
de integracién en (5.68), r, y r. son reales y r, > r, y, en consecuencia, a = 0
lo que implica que sélo las frecuencias s = pe® comprendidas entre |p| < 7/2
(es decir, Re(s) > 0) son admisibles. Sin embargo, eligiendo un nuevo camino
de integracién tal que & = —m/2 se encuentre en el rango admisible 0 < ¢ <,
de modo que la integral en converge para todo Im(s) > 0 siempre que
la continuacién analitica de V; decaiga suficientemente réapido a lo largo del
camino (decae igual o mds rapido que 1/|r|? es suficiente). Debido al teorema
de integraciéon de Cauchy el nuevo camino de integracién da el mismo valor
para (T}s€)(r) como el calculado usando el camino original en la interseccién
de los dos dominios Re(s) > 0 y Im(s) > 0, entonces mediante la deformacién
de la trayectoria de esta forma obtenemos la continuacién analitica requerida
de ¢ (s,7) en la mitad superior del plano Im(s) > 0[]

En nuestros célculos, elegimos el siguiente camino de integracién para T g:

Ya(N) =7+€%N, A0,

con dngulo « ligeramente mayor que —m /2, y estableciendo

’

"
(T1o6)(r) = 1+% / 1—exp | —2s ]\% Vo(rYe(r)dr',  Re(r) > re,
Yo I

(5.70)
donde se entiende que la integral desde r hasta r’ en la exponencial se lleva a
cabo a lo largo del camino v,. La continuacién analitica de las funciones N y Vj
para r complejo y sus propiedades se discuten en el apéndice. Para |r| grande
y Re(r) > r., V; decae al menos tan rdpido como 1/|r|?> y N converge a una
constante real positiva, de modo que r’, — r’ es aproximadamente proporcional
a r’ —r para |r’| grande. Por lo tanto la integral converge para todo Im(s) > 0,

como se explicé anteriormente.

7Una continuacién analitica similar se puede obtener en el semiplano inferior eligiendo
o = +7/2. Sin embargo, debido a que las funciones N y V; en son reales las frecuencias
cuasi-normales s vienen en pares conjugados complejos, y es suficiente considerar la mitad del
plano superior.
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La continuacién analitica de la funcién ¢_(s,r) para Re(s) < 0 se puede
obtener usando ideas similares,

(T_s&)(r)=1- 2%3/ 1—exp 25/ ]\;lg::,) Ve(ré(r")dr', (5.71)
T T

con I' un camino de integracién que conecta r con TCE| Elegimos el camino de
integracién

g\ =rc+(r—re) exp(—eiﬁ)\), A>0

con f ligeramente mayor que —7 /2, el cual gira en espiral en sentido antihorario
alrededor del punto r = r., ver Figura A lo largo de este camino tenemos,
para s = |s|e*?,

b\

rodr 2s i i N
exp 2s / W ~ exXp W /(_e B)d}\ = exXp (_2|S|€ (ﬁ+§0)]\/v/(7"c)>
r 0

la cual es acotada siempre que |5 4+ ¢| < 7/2. Por lo tanto, la eleccién de
B = —m/24§ con & > 0 pequeno garantiza la convergencia de la integral en
(5.71)) para todo 0 < ¢ < m—4d, entonces eligiendo § > 0 suficientemente pequerio
podemos cubrir todo el plano superior Im(s) > 0. Mds detalles y justificaciones
rigurosas de nuestro método serdn proporcionados en otra parte [31].

8En el caso particular que vamos a estudiar en el Capitulo IEI sobre las perturbaciones
acusticas, hay que tener especial cuidado con respecto a la relacién entre la coordenada tortuga
y el radio fisico cercano al horizonte sénico r = r., donde la funcién 1/N tiene un polo. Con
el fin de motivar nuestra eleccién para el camino de integracién I', aproximamos

1 - 1 1
N(r) = N'(re) r—re

para r cerca a rc. Notar que N’(rc) > 0 es positivo ya que la gravedad superficial asociada con
el horizonte sénico es positiva. Como consecuencia del teorema del residuo, la integral sobre
1/N incrementa un factor de 27i/N’(r.) después de cada revolucién a lo largo del camino
cerrado que se enrolla contrario a las agujas del reloj alrededor de r = r.. En la exponencial
en la integral del lado derecho de la ecuacién esto darfa lugar a un factor multiplicativo
exp(4mis/N’(rc)), es cual es acotado para todo Im(s) > 0. Las funciones N(r) y Vp(r) se
calculan a partir de ,, donde n(r) se determina numéricamente resolviendo

a través de un algoritmo de Newton estdndar [36].
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Figura 5.5: (de Phys. Rev. D 91, 104012 (2015)) Integracién del camino I'g en
el plano complejo r para el caso r. = 1.

Para un Im(s) > 0 dado calculamos numéricamente las funciones ¢4 (s, r) y
sus primeras derivadas ¢/_(s,r) truncando la iteracién de la ecuacién (5.67) en
algin & finito y calculamos los operadores T4y usando (5.70) y (5.71)), donde
discretizamos las integrales usando la regla trapezoidal. Elegimos o« = —1,57
y 8 = —1,5, y encontramos que en la practica sélo se requieren alrededor de
k ~ 10 iteraciones para una buena presicién. A fin de encontrar las frecuencias
cuasi-normales hacemos coincidir las dos soluciones ¢4 y ¢_ encontrando los
ceros de su Wronskiano,

_ ¢1(s,r)  o-(s7)
wer=da (50 v )
= £+(87 T)Nfl— (57 T) - Ngfi—(sa 7‘)5_(8, T) + 2554—(3’ 7‘)5_(8, T)? (572)

donde £4(s,7) = limy_oo(TH,1)(r), en algin punto intermedio el cual tipica-
mente elegimos cerca de 1, >~ 1,57.. Los ceros de W son obtenidos numérica-
mente usando el algoritmo de Newton estandar [36], donde la derivada de W(s)
con respecto a s se aproxima mediante un operador de diferencia finita simple.

Para probar nuestro algoritmo, lo hemos aplicado para el célculo de las fre-
cuencias cuasi-normales de Schwarzschild, como vimos arriba. Esto es, para la
paridad impar de las perturbaciones gravitacionales linealizadas en un agujero
negro de Schwarzschild, en cuyo caso las funciones N y Vy son N(r) =1—rg/r
y Vio(r) = £(+1)/r* — 3ry /r3, respectivamente. En el caso cuadrupolar encon-
tramos las frecuencias s-ry, que se muestran en el cuadro[5.2] las cuales estdn de
acuerdo a alta presicién (ver cuadro para £ = 2 ) con las obtenidas a partir
del método de Leaver de fracciones continuas [26]. Para producir estos resultados
hemos escogido r,, = 1,5rg, discretizamos las integrales en usando
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40,000 puntos y realizado 14 iteraciones de Banach. Variamos estos ntimeros a
fin de obtener cinco cifras significativas en todas las frecuencias.

3

S UL W N~ OO0

s-rg (L=2)
—0,17792 + 0,74734i
—0,54783 + 0,69342i
—0,95656 + 0,602114
—1,4103 + 0,503014
—1,8937 + 0,41503¢
—2,3912 4 0,33859¢
—2,8958 + 0,2665i

Cuadro 5.2: Frecuencias cuasi-normales cuadrupolar ¢ = 2 de las perturbaciones
gravitacionales linealizadas en un agujero negro de Schwarzschild. Donde n =
0,1,2, ... etiqueta el estado de excitacién de las frecuencias.



Capitulo 6

Modos cuasi-normales
acusticos

El objetivo de este capitulo es estudiar los modos oscilatorios de un modelo
simple de acrecion: el flujo radial de un fluido perfecto hacia un agujero negro no
rotante (ver capitulo . Configuraciones estacionarias esféricamente simétricas
(para cuales la densidad no desvanece en el infinito y la materia esta en reposo)
han sido estudiados en este modelo hace muchos afios por Michel [6], generali-
zando trabajo previo de Bondi [5] acerca del caso Newtoniano. Recordemos que
el flujo de Michel, describe un flujo transénico donde la velocidad radial medida
por observadores estaticos es subsénica en la regién asintética y supersonica
cerca del horizonte de eventos.

En este capitulo estudiamos perturbaciones acusticas lineales (esféricas y
no esféricas) del flujo de Michel, asumiendo un fondo fijo de Schwarzschild. La
perturbacién del flujo potencial se puede describir de una manera elegante
mediante una ecuacién de onda sobre una geometria efectiva curva descrita
por la métrica acistica/sdnica, la cual se construye a partir de la métrica del
espaciotiempo, la cuadrivelocidad y densidad del flujo de fondo (ver Capitulo
. Ademas, tiene un horizonte llamado horizonte sénico y es definido como la
frontera de la regién que puede mandar senales acusticas a un observador a
larga distancia donde la materia es casi en reposo. Resulta que esta frontera
coincide con la esfera sénica, donde la velocidad radial del fluyjo (medido por
observadores estdticos) pasa de subsénica a supersdnica.

Considerando entonces la propagacién de ondas acusticas, la geometria acusti-
ca del flujo de Michel tiene exactamente las mismas propiedades cualitativas
como la geometria de un agujero negro estdtico esfericamente simétrico (so-
bre la que se propaga la radiacién electromagnética). El horizonte sénico en la
geometria acustica tiene el mismo papel que el horizonte de eventos. Por conse-
cuencia, la geometria actstica del flujo de Michel constituye un ”agujero negro
analogo” astrofisico natural.

Podemos interpretar la propagacion de perturbaciones acusticas como un

85
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problema de evolucién en una geometria efectiva.

En este capitulo usamos dicha interpretacion de agujero negro andlogo.
Asi como en el capitulo vimos que el agujero negro de Schwarzschild, al
ser perturbado, exhibe modos cuasi-normales, en este capitulo mostramos que
para pequenas perturbaciones del flujo de Michel también se generan oscilacio-
nes acusticas cuasi-normales, que son caracterizados por frecuencias complejas
s = 0 +iw. Lo cual se espera ya que, el agujero negro analogo tiene las mismas
etiquetas de un agujero negro. La parte real ¢ < 0 describe la tasa de decaimien-
to y la parte imaginaria w es la frecuencia de la oscilacién. En ambos casos (en
Schwarzschild y en el fluido), estas frecuencias complejas describen la fase del
"ringdown” (en el cual la amplitud de las oscilaciones baja exponencialmente)
después del cual sigue para tiempos largos un decaimento maés lento descrito
por una ley de potencia el cual llamamos ”cola”. Calculamos numericamente las
frecuencias cuasi-normales durante el "ringdown” (y en algunos casos incluso el
exponente del decaimiento para la ”cola” (después del "ringdown”)) como fun-
cién del radio ry del horizonte de eventos, r. del horizonte sénico y del nimero
de momento angular ¢ de la perturbacién.

6.1. Breve revision del flujo de Michel y sus pro-
piedades relevantes

En el capitulo [4 estudiamos el flujo de Michel para una métrica méas general
que la métrica de Schwarzschild, donde nuestro resultado fue demostrar
que bajo las suposiciones (F1),(F2),(F3) en el fluido, para |u| suficientemente
grande, existe un tnico punto critico de F(r,n) y una dnica solucién n(r) de la
ecuacién la cual se extiende desde ry hasta r = oo y satisface n(r.) = ne.
Ademsds, dada no, > 0 el valor de |u| (v por tanto la posicién del punto critico)
es fijo. Para este capitulo, como se dijo en la introduccién, asumimos un fondo
fijo de Schwarzschild. En este caso, « = 1y N(r) = o(r) = 1 —rg/r en la
ecuacién .

Fisicamente, el punto critico corresponde a la esfera sénica r = r, la cual
describe la transicion de la velocidad radial del flujo, medida por un observador
estatico, de sub- a supersonica. La ubicacion de la esfera sénica estd determinada
por las ecuaciones

. 1 1 2 s

TH 4 P A /rng ’ C
la cual se sigue de la ecuacién (4.16]). De acuerdo a la suposiciéon (F2), v 2 es
(6.1}

siempre mayor que uno, y de (6.1]) implica que el horizonte sénico esté localizado
afuera del horizonte.

Para uso posterior necesitamos la derivada de la densidad de particulas
n! := n/(r.) en el punto critico. Para esto, diferenciamos al ecuacién (4.16)
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con respecto a r y evaluamos en r = r., obteniendo
0*F ’r 0*F

W(Tc, ne) + 2W(r6,nc)n’C + W(rc,nc)(ng)z =0. (6.2)

Usando la siguiente expresién para el Hessiano de F' en (r,n.),

2 2 2
GE(re,ne)  HA-(re,me) \ _ h2rw [ 3% 21e
2 2 - —— c c
gngr (Tc,nc) “ F(rmnc) n% Te 2% 1- Vg + Wc ’

on?
con h, =n(r.) y W, = W(r.), encontramos dos soluciones

me_ 3 L (6.3)
ne re24 /1432 —W,) '

las cuales parametrizan las dos ramas de las lineas de nivel de F' a través de
(re, ne). En el Capitulo[4|demostramos que la rama correspondiente a la solucién
global para n(r) extiende desde el horizonte hasta el infinito es la que tiene el
signo + en . En el apéndice demostramos que la funcién n(r) admite
una continuacién analitica para r complejo. Esta continuacién se requiere para
el calculo de los modos cuasi-normales que vamos a ver mas adelante.

6.2. Oscilaciones cuasi-normales desde un anali-
sis de modos

La propagacién de las perturbaciones acusticas en cualquier fluido perfecto
relativista, como se estudio en el capitulo [3] se describen por la ecuacién de
onda , dada por OV = 0. Donde el campo escalar ¥ determina las
perturbaciones de la entalpia ¢k y de la cuadri-velocidad du,,, las cuales usando
utdu,, = 0 se obtiene

1
dh = —u"V, V¥, oy, = 7 VoV 4+ u,u”V, ).

El operador (g, es el operador de onda respecto a la métrica acistica &, definida

en la ecuacion ((3.20).

6.2.1. Geometria de la métrica acustica

Por simplicidad, a partir de ahora usamos unidades en las cuales la velocidad
de la luz es uno, ¢ = 1. Para el caso particular del flujo de Michel en la métrica
de Schwarzschild la métrica actstica es

1 dr?
® = %— —Ndt* + % + (1= 0?) (udt + updr)® + 12 (d¥? + sin® 9dp?) |,
Vs
(6.4)
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(6]
® = —A(r)dt* + 2B(r)dtdr + C(r)dr* + R(r)? (d9* + sin® 9dp?),  (6.5)
con
Ay = o [EN - =)
B(r) = Zl;vg N+]\(fuT)2u’“7
Cr) = o [N+ (=) Y
RO) = y[5an

donde hemos usado la ecuacién u? — (u")? = N y u; < 0 para eliminar u; y

donde n, h, vs y u” son dadas para la solucién del flujo de Michel discutidas en
el capitulo 4} La métrica actstica (6.4) es esféricamente simétrica y posee un
campo vectorial de Killing

0
ot

que satisface &(k, k) = —A(r). Dado que A(r) es positiva para r > r. y negativa
para r < r. (ver y las observaciones que siguen a esta ecuacién) el campo
vectorial k£ es tipo tiempo para r > r., tipo espacio para 0 < r < r. y nulo
en r = 1. y la superficie r = r. es un horizonte de Killing [I1], [37]. Notar
que las coordenadas (¢, r) son regulares en todas partes afuera del horizonte de
eventos r > ry; en particular estas son regulares en el horizonte sénico r = r,.
Introduciendo una nueva coordenada de tiempo

_ B(r)
T'_t_/A(r)dT’

la métrica acustica puede ser escrita en forma diagonal afuera del horizonte
sénico,

&= %v% [—X(r)z;s(r)sz2 + ;(h(dr) + 7% (d9? +sin* 9dp?) |, (6.6)
donde
X(r):=N(r)— (;2 - 1) (u")?. (6.7)

Nétese que X (r) — 1 cuando r — oo, y en este limite la métrica actstica se
reduce a una constante por la métrica de Minkowski con coordenada de tiempo
Voo, cON Voo 1= 1m0 v (1) la velocidad del sonido en el infinito.

De esto se deduce que la geometria descrita por la métrica acustica es
la misma como en un agujero negro estatico, esféricamente simétrico y asintoti-
camente plano. El horizonte sénico r = r,. juega el papel de evento de horizonte
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en este agujero negro andlogo. Su gravedad superficial k, la cual va a jugar
un papel importante més tarde, puede ser calculada usando (6.1) y (6.3). El
resultado es

I
K= ;B(rc) = ir—g 1+ 32— W,). (6.8)
(re)  4dve 12

Campos escalares que se propagan en agujeros negros estaticos y esféricamente
simétricos (como los agujeros negros de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom)
exhiben oscilaciones cuasi-normales. Puesto que el flujo potencial ¥ satisface
la ecuacién de onda en un fondo de agujero negro analogo, es natural esperar
que las perturbaciones acusticas en el flujo de Michel también experimentan
oscilaciones cuasi-normales. En lo que sigue, mostramos que en efecto tales osci-
laciones existen y calculamos las frecuencias asociadas basados en dos métodos
numeéricos. Estos métodos consisten de lo siguiente: Un nuevo método que se
llama ”matching” (coincidencia). En este método, las soluciones locales de la
ecuacién radial que hacemos coincidir se calculan mediante un método de itera-
ciones de Banach. Este método comparte unas propiedades con la aproximacion
WKB en coordenada compleja, vease [25] y las referencias contenidas en este.
Este nuevo método esta motivado por lo siguiente: en el capitulo[5] vimos que los
modos cuasi-normales para el caso de Schwarzschild pueden ser calculados por
métodos analiticos populares basados en expansiones de series como el método
de Leaver [26]. En nuestro caso, estos métodos no parecen ser aplicables debido
a lo siguiente. Un punto importante es que el potencial efectivo que aparece
en nuestra ecuacién radial no se puede expresar de forma explicita (cuando la
métrica de fondo es Schwarzschild, entonces si se puede). Esta complicacién ocu-
rre porque la solucién de Michel (que describe la densidad de particulas como
funcién del radio de drea) solo se conoce de forma implicita. Por consecuencia,
las coeficientes de la métrica acustica y el potencial efectivo en la ecuacién radial
solo se pueden describir mediante funciones implicitas. El segundo método (por
M. D. Morales) para calcular las frecuencias cuasi-normales, completamente di-
ferente al primero, se basa en la evolucién numérica de Cauchy de la ecuacion
de onda. En este método, se especifica una perturbacion inicial para el potencial
acustico del fluido, se resuelve numéricamente la ecuacion de onda, y se regis-
tran las seniales recibidos por un observador estatico afuera del horizonte sénico.
Este segundo método valida nuestra procedimiento del ”matching”, al menos,
para el caso de las frecuencias fundamentales.

6.2.2. Reduccién a una ecuacién tipo Schrodinger

Modos cuasi-normales son soluciones particulares de la ecuacién (3.19) las
cuales son de la forma

1
U= EeSTw(& T)Yem('l?? 90)7

para alguna frecuencia compleja s = o + iw € C y una funcién de valores
complejos (s, r) por determinar. Aqui, o denota la tasa de decaimiento, w la
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frecuencia de oscilacién, y Y™ los esféricos armoénicos estdndares con nimero
de momento angular ¢m. Introduciendo el ansatz dentro de y usando la
parametrizacién diagonal de la métrica acustica, obtenemos la siguiente
ecuacion:

0 oY
N2 N0 3]+ 1 o) v =o (69)
donde las funciones N (r) y V;(r) son dadas explicitamente por
N#) = oX=v 1= (2 1) @) (6.10)
r) = VgX =g . vg U > :

1 9 rn 5 o\ aw

Ve(r) = 7'2113{ (1—-v;+5W)E 57 {4W+3W +(1—v3) 2dlogn
!/
oy g2 g awe ™| Ly AP D) (6.11)
4r n 72

con E = ry/(4r) — (u")?, u" = p/(r’n) y W = dlogvs/dlogn. Lejos del
punto critico n’/n puede calcularse usando la ecuacién (4.16)), la cual da

/
LA —EQE, (6.12)
n rviX
mientras que para r = 1, se puede usar para calcular n’/n.

Para r grandes el potencial efectivo V;(r) se comporta como v £(£+1) /1% +
O(r—3), donde domina el término centrifugo. En el horizonte sénico N (r.) es ce-
ro, pero Vy(r.) es positivo. Introduciendo la coordenada tortuga r, = [ dr /N (r)
que va desde —oo hasta 400 la ecuacion puede ser simplificada y es for-
malmente equivalente a la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo
H1p = —s%1p con Hamiltoniano

d2

HZ: _TT'Z

+N(r)Ve(r).

Un gréfica del potencial efectivo N (r)V;(r) para £ = 0 se muestra en la Figura
la cual indica que es una barrera de potencial, incluso para el caso monopolar
¢=0.

Las frecuencias fundamentales también fueron calculadas por Manuel D.
Morales [38] con un método independiente del nuestro. Al comparar ambas
frecuencias fundamentales vimos que pegan bastante bien. En la Figura [6.2
tomada de [38], muestra la evolucién temporal de las perturbaciones acisticas
medidas por un observador estético localizado en r = 50rg afuera del horizonte
sonico r. = Try.

En la Figura|6.2| se muestra la evolucién en el tiempo de las perturbaciones
acusticas medidas por un observador que estd en r = 507y afuera del horizonte
sénico r, = Try.
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Figura 6.1: (de Phys. Rev. D 91, 104012 (2015)) Potencial efectivo adimensional
W(z) := r4N(r)Vo(r) del Hamiltoniano H como funcién de x := r/ry se
muestra aqui para el caso del flujo de Michel para una politrépica con indice
adiabdtico v = 4/3 y horizonte sénico localizado en r. = 2rg.
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Figura 6.2: (de Phys. Rev. D 91, 104012 (2015)) Contraste del parrhetro de
densidad 7 vs. tiempo ¢ medido pro un observador estatico en r = 50ry para
diferentes valores del parrthetro de momento angular ¢. En toads las gréficas, el
horizonte sénico estd localizado en r, = 7ry. Nétese que sélo aparecen unas
pocas oscilaciones en el caso monopolar ¢ = 0, impidiendo la lectura de las
frequencies cuasi-normales en este caso. Para ¢ = 0, 1, 2 el tiempo de decaimiento
tardio de la ley de potencias también es visible. Simulaciones hechas por M. D.
Morales.
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6.3. Resultados para las frecuencias cuasi-normales

En esta seccion, presentamos y analizamos los resultados de los calculos de
las frecuencias acusticas cuasi-normales, como una funcién del radio sénico r. y
de su momento angular ¢. Todos los calculos en esta seccion se refieren al flujo
de Michel en un fondo de Schwarzschild para un fluido politrépico con indice
adiabdtico v = 1,3333. En la Seccién [6.3.1] discutimos las frecuencias fundamen-
tales para valores de r. en el intervalo [2rg,30ry] y £ =0,1,...,7. En la seccién
también discutimos las frecuencias cuasi-normales correspondientes a los
primeros sobretonos.

6.3.1. Frecuencias fundamentales

En la tabla[6.1] mostramos las frecuencias fundamentales monopolar, dipolar
y cuadripolar para diferentes valores de r.. Estas frecuencias fuerén calculadas
usando el método de empalme descrito en la Seccion y en los casos dipolar
y cuadrupolar con r./rg = 2,7,10, 20,30 también se uso la evolucién numérica
de Cauchy (por Manuel D. Morales). Como se puede ver en la tabla, los dos
enfoques dan resultados que son consistentes en sus errores numéricos. También
se muestra en la tabla[6.1]los valores para la gravedad superficial x de la métrica
acustica, calculate usando . Resulta sue k juega un papel important para
entender el comportamiento de las frequencies cuasi-normales, como una funciéon
de la posicién del horizonte sénico 7.. De hecho, k tiene unidades de frecuencia
(en unidades geométricas) y por lo tanto es natural analizar las frecuencias
cuasi-normales en unidades de . En la Figura mostramos las graficas de
s/k vs. r. para las frecuencias fundamentales cuasi-normales s = o + iw para
diferentes valores de £. Como se deduce de estas graficas, el valor de s/x parece
ser casi independiente de r. para valores grandes de r./ry. Especificamente
hemos encontrado que la forma empirica

2 0,387+ (0,21 4 0,6060)i,  10< S <30, £=1,2,....7, (6.13)
K

da un ajuste de la frecuencias fundamental de una presicién relativa mejor que
2%. Nétese que en el caso monopolar £ = 0 el comportamiento de ¢ como una
funcién de r. es diferente a la de multipolos mayores ¢ > 1.
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re/TH | K-TH s-rg (£=0) s-rg (£=1) s-rg (£=2)
2 | 0,16536 —0,05947 4 0,026614 —0,06174 4 0,1398: —0,06203 + 0,2416:
(—0,06 + 0,143) (—0,062 + 0,2427)
3 10,08334 || —0,02932 + 0,008119¢ —0,03144 4 0,06813: —0,03162 + 0,1191¢
4 10,05182 || —0,01805 + 0,003508¢ —0,01965 + 0,042044 —0,01977 + 0,073813%
5 | 0,03606 —0,01249 4 0,0018127 —0,01372 + 0,02920:¢ —0,01380 + 0,05138¢
6 | 0,02690 || —0,009286 + 0,001042i | —0,01026 + 0,02178i —0,01032 + 0,03838i
7| 0,02104 || —0,007250 + 0,00064317 | —0,008036 + 0,017044 —0,008086 + 0,030064
(—0,0080 + 0,0170¢) (—0,0081 + 0,03017)
8 1 0,01703 || —0,005858 + 0,00041667 | —0,006513 + 0,01381: —0,006553 + 0,024361
9 | 0,01414 || —0,004861 + 0,0002792¢ —0,005416 4 0,01148; —0,005449 + 0,02026%
10 | 0,01199 || —0,004118 4- 0,0001913¢ | —0,004595 + 0,0097367 —0,004623 + 0,017207
(—0,0046 + 0,00977) (—0,00462 + 0,0172¢)
20 | 0,00410 —0,001577 4 0,003344¢ | —0,001586 + 0,005914:
(—0,0016 + 0,0033¢) (—0,0016 + 0,00591¢)
30 | 0,00220 —0,0008493 + 0,001803¢ | —0,0008546 + 0,003190¢
(—0,00085 + 0,0018i) | (—0,00085 + 0,00319i)

Cuadro 6.1: (de Phys. Rev. D 91, 104012 (2015)) Frecuencias fundamentales
cuasi-normales para perturbaciones acusticas en el flujo de Michel para dife-
rentes valores de 7. y ¢. Las frecuencies en la primera linea de cada entrada
para r./ry son las obtenidas a partir del procedimiento de empalme discutido
en la Seccién [6.2] Se muestran cuatro cifras significativas. Las frecuencias entre
paréntesis se refieren a las obtenidas a partir del cddigo de evolucién de Cauchy
(por Manuel D. Morales), y se muestran para comparar. En el caso monopolar
¢ = 0 no se pudo obtener las frecuencias desde la evolucién de Cauchy. Para
£ =0y r.> 15ry no hemos podido calcular las frecuencias de una forma fiable
usando el método de empalme; su calculo parece requerir una presicién mayor
que la que estd disponible en el cédigo actual.
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Figura 6.3: (de Phys. Rev. D 91, 104012 (2015)) Las frecuencias fundamentales
cuasi-normales en unidades de x en funcién de r.. Panel izquierdo: parte real o/
dividida por la gravedad superficial x para ¢ = 0,1,2,...,7. Como se deduce
de la grafica, para £ # 0y r./ry > 10 estos valores son casi independientes
de £y 7., y pueden ser aproximados por —0,387 alrededor de 1% de precision.
Panel derecho: parte imaginaria w/x dividida por la gravedad superficial para
¢=0,1,2,...,7. Estos valores son casi independientes de 7., y encontramos que
para £ # 0 se puede aproximar bastante bien por la férmula 0,21 4+ 0,606¢.
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6.3.2. Sobretonos

Usando el procedimiento de empalme descrito en la Seccién [6.2] también
hemos calculado las frecuencias cuasi-normales de los primeros modos excitados.
En la tabla presentamos dos ejemplos para el espectro cuasinormal, haciendo
referencia a las perturbaciones acustica dipolar y cuadripolar, respectivamente,
con r. = 10rg.

Mo s-rg(f=1) s-rg(l=2)
1] —0,01503 + 0,0079557 | —0,01437 + 0,01590:
2 || —0,02691 + 0,0065377 | —0,02526 + 0,01408¢
3 || —0,03907 + 0,005732i | —0,03699 + 0,01257
4 || —0,05123 4+ 0,005219: | —0,04905 + 0,01149¢
5 || —0,06336 4 0,0048557 | —0,06120 + 0,01071%
6 —0,07336 + 0,01012:
7 —0,08551 + 0,009659:
8 —0,09764 + 0,009281%
9 —0,1098 + 0,0089657

Cuadro 6.2: (de Phys. Rev. D 91, 104012 (2015)) Espectro de frecuencias cuasi-
normales dipolar y cuadrupolar para las perturbaciones acusticas del flujo de
Michel con horizonte sénico en r. = 10rg. n, = 1 denota el primer sobretono,
no, = 2 el segundo sobretono, etc. Se muestran cuatro cifras significativas. Modos
con numero de excitacion ng > 5 para £ =1y ng > 9 para { = 2 no se pudierén
obtener de manera fiable con la versién actual de nuestro c6digo, ya que el cdlculo
de sus freceuencias parece que requiere un método del algoritmo de Newton més
potente o mayor precision.

En la Figura [6.4 mostramos las graficas del espectro cuasinormal dipolar y
cuadrupolar en unidades de la graveddad superficial k para diferentes valores
de r.. Como en el caso de las frecuencias fundamentales, apreciamos de estas
graficas que el espectro de frecuencias cuasi-normales excitadas, parece ser casi
independiente de ., indicando que las frecuencias escalan como k.
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Figura 6.4: (de Phys. Rev. D 91, 104012 (2015)) El espectro de las excitationes
acusticas cuasi-normales. Se muestra la parte imaginaria vs. la parte real de las
frecuencies s/ dividida por la gravedad superficial para r./rg = 2,5,10 y £ =
1, 2. Como se deduce de la grifica, el espectro es aproximadamente independiente
de r..

6.3.3. Limite Eikonal

En el limite de altas frecuencias, las oscilaciones cuasi-normales, pueden ser
interpretadas en términos de paquetes de onda las cuales se concentran a lo
largo de una geodésica nula circular y decae porque la geodésica nula circular
es inestable, ver las referencias [39] 21] y las referencias alli para mas detalles.
Por lo tanto, se espera que en este limite las frecuencias cuasi-normales s estdn
relacionadas con las propiedades de la geodésica nula circular inestable. Como
se muestra en [39] la parte imaginaria w = Im(s) de s, describiendo el com-
portamiento oscilatorio, estd directamente relacionada con la velocidad angular
de la geodésica nula circular inestable, mientras que la parte real o = Re(s) es
igual a su exponente Lyapunov.

Como puede deducirse del anélisis en [39] una métrica estatica, esféricamente
simétrica y asintoticamente plana arbitraria de la forma

dr?
ds* = —f(r)dT? + el + 72 (d¥? + sin® ¥dp?) (6.14)
g(r
con coordenada temporal T' y las funciones positivas suaves f(r) y g(r) poseen
una geodésica nula circular inestable en 7 = 7. si y sélo si la funcién H(r) :=
f(r) /r2 tiene un maximo local en r = r¢;.¢, y en este caso la velocidad angular
asociada y el exponente de Lyapunov estan dadas por

Qcirc == H(Tcirc); Acirc == \/ f(r)Zg(r) *H:tr) C;L;QH(T)

(6.15)

T=Tcirc
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Para valores grandes de /, estos pard metros determinan las frecuencias cuasi-
normales de acuerdo a la fimula

5= —(no + 1/2)Acire + 10 Qeire, (6.16)

con n, el nimero de los sobretonos, ver [39]. Comparando la ecuacién con
la forma de la métrica acustica y descartando el factor conforme n/(hv;)
el cual no afecta las trayectorias de las geodésicas nulas en el espacio tiempo,
encontramos en nuestro caso que f(r) = X (r)v? y g(r) = X(r), tal que

Una grafica de la funcién H(r) para el caso r./rg = 10 es dada en la Figura[6.5]
la cual muestra que la métrica acustica para el flujo de Michel admite geodésicas
nulas circulares inestables. Numéricamente, encontramos los valores re;q./rg =
14,158, Qcire/k = 0,59159 v Aeire/(2K) = 0,38637 los cuales coinciden bastante
bien con los valores correspondientes a la férmula empirica que describe
las frecuencias fundamentales. Hemos repetido el andlisis para valores més altos
de r./ry que varia entre 10 y 30, encontrando valores similares para Qg../k y
Aeire/(2r) (la diferencia es menos que 1%).
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Figura 6.5: (de Phys. Rev. D 91, 104012 (2015)) Grafica de la funcién H(r)
para el caso donde el horizonte sénico se encuentra en r./rg = 10. Como es
claramente visible desde la gréfica, la funcién tiene un méaximo donde la métrica
acustica tiene una geodésica nula circular inestable. Este médximo se determina
numéricamente estd localizado en r.;../rg = 14,158.
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6.4. Conclusiones para las perturbaciones acusti-
cas

Hemos analizado perturbaciones acusticas esféricas y no esféricas del flujo
de Michel, que describe un fluido perfecto cayendo radialmente hacia un agujero
Schwarzschild. Como mostrado por Moncrief [7], las ecuaciones de movimiento
para tales perturbaciones se pueden escribir como una ecuacién de onda en una
geometria curva de fondo que es descrita por la métrica acustica. Para el caso
del flujo de Michel, la métrica acistica tiene las mismas propiedades cualitativas
como un espaciotiempo agujero negro. Por lo tanto describe describe un agujero
negro analogo natural.

Usando este agujero andlogo astrofisico, hemos mostrado mediante célcu-
los numéricos, que cuando se perturba el flujo de Michel, entonces exhibe os-
cilaciones acusticas cuasi-normales. Hemos calculado la frecuencias asociadas
s = 0 + 1w usando dos métodos diferentes. El primer método es nuevo segin
nuestros conocimientos. Consiste en el "matching” de dos soluciones locales
Yy(s,r) y ¥_(r) de la ecuacién radial. Para Re(s) > 0, estas soluciones decaen
de manera exponencialmente para r — oo respectivamente r — r.. Un reto
comun para calcular modos causinormales consiste en determinar la continua-
cién analitica de estas funciones para Re(s) < 0, y de encontrar las frecuencias
complejas s para cuales 14 y ¥_ son linealmente dependientes. En algunos casos
las soluciones ¥+ pueden ser representados por expansiones de series simples,
y las frecuencias cuasi-normales se pueden hallar usando técnicas de fracciones
continuadas [26]. Pero en nuestro problema el potencial efectivo que aparece
en la ecuacién de modos ni siquiera se conoce de forma cerrada, y entonces
se requieren métodos mas generales. El nuevo ingrediente de nuestro método
consiste en calcular la continuacion analitica de ¥4 mediante una técnica de
iteraciones de Banach, donde cada iteracién da una aproximacién mejor de la
solucién. Cada iteracién involucra calcular una integral de linea en el plano com-
plejo de 7, que converge para todos w = Im(s) > 0. Mientras que la integral de
cada iteracién debe ser calculado de manera precisa, hemos encontrado que se
necesitan solamente pocas iteraciones para alcanzar una alta precisiéon. Las dos
soluciones ¥y después se pueden emparejar/pegar encontrando los ceros de su
Wronskiano mediante un algoritmo de Newton estandar.

Nuestro método es bien general y no depende de los detalles del potencial
efectivo excepto por el hecho de que deberia poseer una continuaciéon analitica
suficientemente bien comportada en el plano complejo de r. Lo que significa
suficientemente bien comportada se explicard en detalle en otro trabajo [31]. El
método parece suficientemente flexible para cubrir muchos potenciales efectivos
de relatividad general (incluyendo el potencial de Regge-Wheeler y su generali-
zacién al caso de Reissner-Nordstrom). Otra ventaja d nuestro método es que no
requiere una forma cerrada del potencial efectivo. Para el caso de perturbaciones
acusticas del flujo de Michel que consideramos en este trabajo, el potencial solo
se conoce de forma implicita, aunque es analitico en 1/r como hemos mostrado
en el apéndice. En los casos que hemos analizados aqui, nuestro método parece
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funcionar muy bien para encontrar las frecuencias fundamentales y las prime-
ras excitadas. Sin embargo, hasta ahora nuestro cédigo falla para encontrar
excitaciones altas. La razén de esto probablemente consiste en nuestro sencillo
algoritmo de Newton y nuestra aproximacién gruesa de diferencias finitas para
la derivada del Wronskiano.

Usando nuestro método hemos calculados las frecuencias cuasi-normales
acusticas del flujo de Michel para valores diferentes de r. y rgy del horizon-
te sénico y del de eventos y para valores diferentes del nimero de momento
angular ¢. Mediante el cédigo de Cauchy descrito en [38], hemos verificado la
validez de la frecuencia fundamental para ¢ > 0. También hemos calculado la
tasa de decaimento de la ley de potencias para tiempos largas en algunos casos.
Aunque en general el espectro de frecuencias depende de dos pardmetros rg y
re (0 equivalentemente de rg y la gravedad superficial x del agujero actstico),
encontremos que para r. > ry las frecuencias cuasi-normales s escalan como
k y el pardmetro ry ya no importa. Ademas, para r. > rgy la parte real de s
que describe la tasa de decaimento es casi independiente de ¢ para ¢ > 1. En
especifico hemos encontrado la siguiente féormula empirica para las frecuencias
fundamentales:

skt~ —0,387 4 (0,21 + 0,606¢)i (6.17)

para { = 1,2,...,7 con r. en el intervalo entre 10ry y 30rg, con ry el radio
del horizonte de eventos. En el limite donde la velocidad del sonido vs, < ¢
en el infinito es mucho menor que la velocidad de la luz, xk se puede expresar
mediante una simple formula analitica. De Ec. y expresiones estandares en
Voo := Uso/c de [11 [40], sigue que

8V§O 1 TH
~ X~ _ | = 6.18
" TH 2\ 2r3’ ( )

para una ecuacién de estado politrépica con v = 4/3. Para un agujero negro de
masa M esto nos da (con Mg, la masa solar):

M. 3
K~ 8 x 10° (MQ) %‘O (6.19)

Aunque en este trabajo nos hemos restringido a un fluido politrépico con indice
adiabético v = 1,3333 ~ 4/3, flujos de otros fluidos podrian ser analizados con
el método descrito aqui, provisto que sean descritos por una ecuacién de estado
analitica que satisfaga condiciones (F1)—(F3) listadas en Seccién [4.1.3] Ademds,
basados en nuestros resultados generales en Ref. [40], no deberia ser dificil de
generalizar nuestros cdlculos para agujeros negros no rotantes mas generales,
y de analizar la dependencia de las frecuencias cuasi-normales acisticas de la
métrica de fondo. Seria interesante de estudiar el impacto de estas oscilaciones
acusticas a la emision de radiacion electromagnética y gravitacional.
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Conclusion

En esta tesis, hemos estudiado el flujo de Michel que describe un fluido
perfecto cayendo radialmente hacia un agujero de Schwarzschild. Derivamos
resultados rigurosos para su descripciéon matematica y estudiamos sus pequenas
oscilaciones en el sector acustico.

En nuestro estudio del flujo de Michel, no asumimos una ecuacién de estado
politrépica ni una geometria de fondo de Schwarzschild. En vez de esto, requeri-
mos condiciones bastante generales para la ecuacion de estado del fluido y consi-
deramos una amplia clase de agujeros negros estaticos, esfericamente simétricos
y asintéticamente planos con horizonte regular. Por consecuencia, nuestros re-
sultados también aplican para ciertos agujeros de Schwarzschild deformados, los
cuales podrian ocurrir en teorias alternativas de gravedad o en relatividad gene-
ral cldsica en presencia de campos externos como por ejemplo, materia oscura.
Nuestro resultado principal de este estudio es: dada una ecuacién de estado y
una métrica, que cumplan las suposiciones que impusimos sobre la métrica y la
ecuacién de estado, existe para cada densidad de particulas positiva no, > 0 en
el infinito una unica solucién esférica y estacionaria de las ecuaciones de FEuler
relativistas, la cual es regular en y afuera del horizonte. Esta solucién describe
un flujo transénico, el cual es supersénico cerca del agujero y subsoénico en la
regién asintética. Ademads, calculamos las tasas de acrecion y de compresion del
fluido en el horizonte de eventos y en la esfera sénica. Para estos calculos de
las tasas, asumimos una ecuacién de estado politrépica y que la velocidad del
sonido v, del fluido en el infinito es mucho méas pequena que la velocidad de la
luz c¢. Encontramos que a primer orden en v, /c la tasa de acrecién es descrita
por la férmula de Bondi, y sélo depende de la métrica de fondo a través de su
masa total M. La tasa de compresion en el horizonte depende de los detalles
de la métrica del agujero negro, en particular depende del cociente rs/ry entre
su radio Schwarzschild r; = 2m y el radio ry de su horizonte. En el caso de
Schwarzschild se tiene que r; = ry y la razén es uno pero, para un agujero
estatico esféricamente simétrico en presencia de campos externos que cumplen
la condicién de energia débil tenemos rg < g, lo que causa tasas de compresion
mas altas. También, dimos varios ejemplos para el problema de flujo de acrecion,
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donde usamos diferentes métricas de fondo y ecuaciones de estado. Analizamos
casos donde no se cumplen algunas de nuestras suposiciones. En el caso de que
se viole alguna de los requerimientos por la ecuacion de estado, encontramos que
la presencia de un punto critico no es suficiente para garantizar la existencia de
acrecién entonces, hay que hacer un analisis mas detallado en estos casos.

En el analisis de las perturbaciones esféricas y no esféricas del flujo de Michel,
las ecuaciones de movimiento para las perturbaciones lineales actsticas se pue-
den escribir como una ecuacién de onda en una geometria curva de fondo que es
descrita por la métrica actstica como fue demostrado por Moncrief [7]. Moncrief
demostré que estas perturbaciones quedan acotados fuera de la esfera sénica, lo
que establece la estabilidad lineal del flujo de Michel en la regién subsoénica. En
este caso, la métrica acistica tiene las mismas propiedades cualitativas como
el espacio-tiempo de un agujero negro. Por lo tanto, describe un agujero negro
analogo natural. Usando este agujero andlogo astrofisico, mostramos mediante
calculos numéricos, que cuando se perturba el flujo de Michel, exhibe oscilacio-
nes acusticas cuasi-normales. Calculamos las frecuencias s = o + iw usando dos
métodos diferentes. El primer método es nuevo segin nuestros conocimientos.
Este método consiste en hacer el "matching” de dos soluciones locales ¢ (s, )
y ¥—(s,7) de la ecuacién radial. Para Re(s) > 0, estas soluciones decaen de ma-
nera exponencial para r — oo y r — 1., respectivamente, donde r. es el radio
del horizonte sénico. Un problema comun para calcular modos causi-normales
consiste en determinar la continuacién analitica de estas funciones 14 (s, r) para
Re(s) < 0, y de encontrar las frecuencias complejas s para cuales 14 y ¥_ son
linealmente dependientes. En algunos casos las soluciones 1+ pueden ser re-
presentados por expansiones de series simples, y las frecuencias cuasi-normales
se pueden hallar usando técnicas de fracciones continuas como en el método
de Leaver (ver [26] y apéndice . Dado que en nuestro problema el potencial
efectivo que aparece en la ecuaciéon de modos no se conoce de forma cerrada
entonces, se requieren métodos mas generales. El nuevo ingrediente de nues-
tro método consiste en calcular la continuacién analitica de ¥+ mediante una
técnica de iteraciones de Banach, donde cada iteracién da una aproximacion
mejor de la solucién. Cada iteracién involucra calcular una integral de linea en
el plano complejo de 7, que converge para todos w = Im(s) > 0. Mientras que
la integral de cada iteraciéon debe ser calculada de manera precisa, encontramos
que se necesitan solamente pocas iteraciones para alcanzar una alta precision.
Después, las dos soluciones 1+ se pueden empalmar encontrando los ceros de su
Wronskiano mediante un algoritmo de Newton estdndar. Usando este método
numeérico, calculamos las frecuencias cuasi-normales actsticas del flujo de Michel
para valores diferentes del horizonte sénico r. y del horizonte de eventos rg vy,
para valores diferentes de nimero de momento angular ¢. Este método numérico
lo corroboramos, primeramente, calculando las frecuencias cuasi-normales para
el caso de Schwarzschild (que ya se conocen) y las comparamos con los valores
de las frecuencias calculadas con el método de Leaver [26] y pegan bastante bien.
Mediante el cédigo de Cauchy (ver [38]), se pudo verificar la validez de la fre-
cuencia fundamental para £ > 0. También, calculamos la tasa de decaimento de
la ley de potencias para tiempos largas en algunos casos. En general, el espectro
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de frecuencias depende de dos pardmetros rg y 7. (0 equivalentemente de rgy
y la gravedad superficial £ del agujero acistico). Para r. > ry encontramos
que las frecuenias cuasi-normales s escalan como k y el pardametro ry ya no im-
porta. Este comportamiento fue verificado por un trabajo en preparacién (que
estamos haciendo actualmente), en el limite Newtoniano del flujo de Michel y
sus perturbaciones. Ademads, para r. > rpg la parte real de s que describe la
tasa de decaimento no depende fuertemente de ¢ para ¢ > 1. Especificamente,
encontramos la siguiente formula empirica para las frecuencias fundamentales:

skt~ —0,387 + (0,21 + 0,606¢)i (7.1)

paraf =1,2,...,7 con r. en el intervalo entre 107y y 307y, con rg el radio del
horizonte de eventos. La férmula (7.1]), como mencionamos antes, la demostra-
mos en el limite Newtoniano de la solucion de Michel. Por lo tanto, la férmula
vale para todo r. > 107ry. En el limite donde la velocidad del sonido v, < ¢ en
el infinito es mucho més pequena que la velocidad de la luz, k se puede expresar
mediante una simple férmula analitica. De la ecuacion y las expresiones
estdndares en vy := Vs /c de [I}, 40], se sigue que

8V3 1 TH
~ 2~ 7.2
" rg 2\ 2r} (72)

para una ecuacién de estado politrépica con v = 4/3. Para un agujero negro de
masa M esto nos da (con Mg la masa solar):

3
K~ 8 x10° (M®> Yo (7.3)
M S

Quedan varias cuestiones interesantes para estudiar. Por ejemplo, deseamos
considerar fluidos més realistas, donde se toman en cuenta efectos de viscosi-
dad y radiacién. Seria interesante extender el resultado de Moncrief, sobre la
estabilidad lineal del flujo de Michel en la regién subsénica, a la regién entre el
horizonte del agujero y la esfera sonica.

Aunque en el andlisis de pequenas perturbaciones acusticas esféricas y no
esféricas del flujo de Michel nos restringimos a un fluido politrépico con indice
adiabético v = 1,3333 ~ 4/3, flujos de otros fluidos podrifan ser analizados
con el método descrito aqui, provisto que sean descritos por una ecuacién de
estado analitica que satisfaga condiciones (F1)-(F3) listadas en Secccién
Ademés, basados en nuestros resultados generales en [40], no deberfa ser dificil
de generalizar nuestros cdlculos para agujeros negros no rotantes mas generales,
y de analizar la dependencia de las frecuencias cuasi-normales acusticas de la
métrica de fondo. Seria interesante de estudiar el impacto de estas oscilaciones
acusticas en la emisién de radiacién electromagnética y gravitacional.

;, Como podrian los resultados de esta tesis contribuir a observaciones con-
cretas sobre agujeros negros? Para esto, veamos un comentario sobre las escalas
de las frecuencias asociadas con las oscilaciones dadas por . Expresando

(7.3) en unidades H z,

ko~ 103 (@{f) (U%O)ngz
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Comparamos esta expresion con la escala de frecuencias cuasi-normales funda-
mentales de un agujero negro de Schwarzschild

M,
fsen ~ 10 (M@) kHz,

para el caso cuadrupolar (ver [21]). Vemos entonces, que las frecuencias de os-
cilacion del fluido son despreciables comparadas con las frecuencias del agu-
jero negro por un factor 100(vs/c)3. Para el caso donde la materia acretada
es un gas que viene del medio interestelar, tenemos una velocidad del sonido
Voo ~ 10km/s. Entonces, el factor (v /c)® es extremadamente pequefo. Esto
lleva a que las oscilaciones del fluido tienen un periodo bastante grande incluso
para agujeros negros pequenos con masa M estelar (unas masas solares Mg).

Si se toman en cuenta los efectos del fluido sobre la métrica de fondo, las
oscilaciones acusticas cuasi-normales con nimero de momento angular ¢ > 2
deberfan producir radiacién gravitacional. Entonces, la dindmica de este pro-
blema podria ser modelado aproximadamente mediante perturbaciones lineales
de un agujero negro de Schwarzschild [41]. Pero, debido a que solo consideramos
pequenas perturbaciones del flujo, no se puede esperar que la radiaciéon gravita-
cional sea significativa. Por otro lado, este trabajo de flujos de acrecién se puede
generalizar a casos més realistas. Entre otras, se puede analizar la produccién
de ondas gravitacionales, lo que podria llevar a una posible forma de detectar
agujeros negros.



Apéndice A

Jutificacion de las
condiciones (M1)—(M4) en
la métrica

En este apéndice proporcionamos algunos detalles adicionales con respecto a
la motivacion fisica para las condiciones (M1)—(M4) dadas en la seccién[d.1] Para
las definiciones y discuciones de la masa de Komar, el horizonte de Killing, la
gravedad superficial y las condiciones de energia que usaremos abajo, remitimos
al lector a las referencias [11}, [37].

Condicién (M1) implica que la métrica es asintGticamente plana y que su
masa de Komar es bien definida y positiva. La masa de Komar se define como

2 2 20/ (r)

c .
M omar — I -5 _~ dk =1 o )
K e 87G ). " 500 2G a(r)

Sr

donde S, denota la esfera de radio r, k = g(k,-) = g k''de” = —ocdt es la
uno-forma asociada con el vector de Killing k, y x denota el dual de Hodge. De
acuerdo con nuestras suposiciones en (M1) el limite existe y Mg omar = ¢2m/G.
Luego, la condicién (M2) implica que el campo vectorial de Killing k es nulo en la
superficie H := {r = rg }. Dado que a(rg) > 0 también tenemos que N(rg) =0
lo que demuestra que la superficie H es nula. Por lo tanto, H es un horizonte de
Killing, y su gravedad superficial asociada «, definida por do|,, = —2¢ %k k|,

esta dada por

o' (ry)

2 alry)’

R =

la cual es estrictamente positiva de acuerdo con nuestras suposiciones.
Luego, proporcionamos la justificacién para la condicién (M3), asumien-
)

. 0 . P -
do que el tensor momento-energia T,S,, asociado con la métrica en la ecuacién
(4.1)) a través de las ecuaciones de Einstein satisfacen las condiciones de energia
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adecuadas. Las componentes tt, rr y 919 de las ecuaciones de Einstein dan,
respectivamente,

4G

m' = CTT2€(O), (Al)

N o’ 2m  87G
roeo_oam (0) A2
r o r3 + AP (A-2)

1 d (r, Ndo 817G (o)

L e T i A3
2ar? dr( U) r o & P (A.3)

donde m(r) es la funcién de masa de Misner-Sharp, definida por N = 1-2m/r, y

e, p(o) §°) se refieren a la densidad de energia, la presion radial y la presién
tangencial del tensor efectivo de energia-momento Tlﬁ?,). (El superindice ) indica

. . 0 .
que estas cantidades se refieren al tensor de energia-momento Tﬁ) definido con

respecto al fondo métrico a diferencia del tensor energia-momento 7}, del flujo
de acrecién.) Combinando las ecuaciones (A.1)),(A.2), (A.3) también obtenemos
las siguientes ecuaciones:

N o 4G
— © 4 p© A4
- —a (e ), (A4)
1 d [(r? 81G © 0 (0)
ar2dr<aal> - A (0 + 5 +2017). (A-5)

La condicion de energia débil, indica que todos los observadores fisicos deben
medir una densidad de energia no negativa, lo que implica que €@ > 0y
@ 4 pSO) > 0. Por consiguiente, bajo estas condiciones, la ecuacién 1| y
el hecho que m(rg) = rg/2 > 0 implican que la funcién de masa m(r) es
positiva para todo r > g, y la ecuacién y @ — 1 para r — oo da lugar
a que «a(r) > 0 para todo r > rgy. Bajo la suposicién adicional que la presién
radial es no negativa, la ecuacion también implica que la funcién o es
estrictamente mondtona creciente, lo que justifica la condicién (M3). En lugar

. 0 .y . . L, .
de asumir pg ) > 0, también es posible recurrir a la condicidn de energia fuerte,

la cual establece que £(©) —|—p(0) + 2p£0) > 0. La ecuaciéon implica entonces
que la funcién J(r) := r20’(r)/a(r) es mondtona no decreciente, la cual, junto
con J(rg) = 2r%4k/c? > 0 implican que o’(r) > 0 para todo 7 > rp.

Finalmente, hacemos algunos comentarios sobre la condicién (M4). En pri-
mer lugar, senalamos que las condiciones de energia débil y fuerte y las ecuacio-
nes , implican que (r?¢’)’ > 0, tal que la desigualdad en la ecuacién
se satisface automaticamente. Después, consideramos el ejemplo simple en
el cual o es un polinomio de segundo orden en 1/7,

2m  em?
:1—7 J—
o) =1- =24 8,

con pardmetro e < 1. El horizonte estd localizado en rg = m[l + /1 —¢€] y

2em?

r2o’(r) = 2m — >0

r
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para todo 7 > rgy. La condicién (M4) es equivalente a

9
26_3%<0<8+m<1_€%)_67 r>rg,

el cual se satisface para todo valor negativo de e y todos los valores positivos
suficientemente pequefios tal que

9v/1 —e€
e< st TViTek
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Apéndice B

Demostracion de los Lemas

1], 2 y 3 del Capitulo

En este apéndice demostramos las pruebas de los resultados técnicos descri-
tos en los Lemas y [l en el Capitulo

B.1. Prueba del Lema [l

La afirmacién del lema [I] es:
La funcion
o(z)

zo'(z)’

a(z) =

z>1,
es una funcién monétonamente creciente satisfaciendo a(1) = 0, limy o0 a(x)/z =
ri/(2m) y las desigualdades

(4a +1)?

TH
O -
<a(z) <3 @ 16a + 1

< xa <1+ 4a, (B.1)
para todo x > 1.

Prueba. Con el fin de demostrar el Lema [l primero notamos que las con-
diciones (M1)—(M3) implican que a es una funcién bien definida, no negativa
satisfaciendo a(1) = 0 y limy o0 a(7) /2 = lim, o o(x) /(220" (2)) = 75 /2m.
Luego, un céalculo corto muestra que

Usando la condicién (M4) concluimos de lo anterior que

d om
143a>a” - (%) >1_8+m@%’ (B.2)

107



108 APENDICE B. LEMAS CAPITULO 3

donde hemos puesto 7 := m/rpg. La primera desigualdad es equivalente a za’ <
1+4a. Afirmamos que, como una consecuencia de la segunda desigualdad, a(x) <
x/(2m) para todo x > 1. De lo contario, debe existir un punto z* > 1 para el cual
1/(2m) < a(z*)/x* < 2/(3m) y d(a(z*)/z*)/dx < 0 ya que a(z)/xz — 1/(2m)
como = — 0o. No obstante, se sigue de la segunda desigualdad en (B.2) que

ﬁd(q‘ 5p_ Ima@) o
de \x/ |, _. .

llegando a una contradiccién. Por consiguiente, a(z) < =/(2m) para todo = > 1.
Usando este resultado y de nuevo la desigualdad en (B.2)) encontramos

8a — 8a™ - 8a—8az:  (4a+1)?

_ + =
8§+ 8+ 5 16a + 1

>0,

xa > 1+

y el lema queda demostrado.

B.2. Prueba del Lema 2

La afirmacién del lema [l es:

(a) Dada z; > 0 existe § > 0 tal que las siguientes desigualdades son vélidas
para todo 0 < z < 27:

v(z) > §21/3, f(z) > exp B(Szzz/?’} . (B.3)

(b) v es una funcién mondtona estrictamente creciente satisfaciendo

;1_% v(z) =0, Zli)r{}lo v(z) =11

para alguna constante 0 < vy < 1.

(c) Dada 2y > 0 existe una constante ¢ > 0 tal que para todo z > zp,

ﬂ@zf@@(z)% (B4)

20
En particular, lim f(z) = oc.
Z—00
Prueba.

(a) Por la condicién (F3), w = ag)ig(;) < 1/3. Integrando en ambos lados de

esta ultima desigualdad, desde z hasta z; con 0 < z < 27, obtenemos

o (420) < L (2) =1 ()"
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a partir de lo cual tenemos, de (B.3)), que la primera desigualdad se sigue

sid:= u(zl)/z%/g. Para la segunda desigualdad en (B.3)), usamos el resul-
tado, v(z) > 62'/3, y la definicién de la velocidad del sonido adimensional:

0log f(z)

Dlog 2 :1/(2)2 25222/37 0<2z< 2.

Integrando ambos lados desde zp hasta z con 0 < zy < z < 2; obtenemos
f(z) ) 3 2/3
lo > 0%z
& (f (20)/) ~ 2

Tomando el limite zg — 0 y observando que f(zp) — 1 como consecuencia
de (F1), se sigue la segunda desigualdad.

z

20

(b) De (a) tenemos f(z) > e3v(=1)°(/2*" para todo 0 < z < 2. Tomando el
limite z; — z tenemos que f(z) > e3v()? > 1 para todo z > 0. Dado que
f(z) = 1 cuando z — 0, se sigue que

ll_IE(l) v(z) =0,

como se afirmé. A continuacién, se sigue de (F3) que v es una funcién
mondtonamente creciente que estd acotada por encima de acuerdo a la
condicién (F2). Por lo tanto, cuando z — oo, v converge a un valor finito
el cual es menor que o igual a uno.

(¢) Por la definicién de v y su monotonicidad, tenemos para todo z > zp > 0,

0log f(2)

— 20> 2 _
dlog z vi(2) 2 v (20)
Integrando, obtenemos

z

1) > I(z0) () 2> 2,

20

donde q := v(z0)?, el cual completa la prueba del lema.

B.3. Prueba del Lema 3

La afirmacién del lema [3] es:
La funcién £ : (0,00) — R definida en la ecuacién (4.43) es estrictamente

mondtona creciente y satisface

lim £(z) =1, lim L(z) = o0 (B.5)

z—0 Z—00

En particular, existe para cualquier fo, > 1 un tnico z. > 0 tal que £(z.) = f2.
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Prueba. Cuando z — 0, f(z) = 1y v(2) — 0 segtn la suposiciéon (F1) y el
Lema b), lo que implica en particular que x.(z) — co. Como una consecuencia
de la condicién (M1) obtenemos o(z.(z)) — 1, y L(z) — 1. Por otro lado,
cuando z — 0o tenemos que f(z) — 0oy v(z) = 11 < 1 de acuerdo al Lemd2c
y b). Si vy < 1, z.(2) converge a un valor mayor que uno, implicando que
o(xzc(z)) converge a un valor mayor que cero. En consecuencia, £(z) — o0
cuando z — 00. Si v; = 1 tenemos que z.(z) = 1y o(z.(z)) — 0. Sin embargo,
en este caso podemos usar la regla de L’Hopital y la relacién

dx. 1 w(z)
“dz B

(B.6)

para concluir que

m S@e() o olwe(z) 1 o'(1)
L PO I Ty pey oy o o R R

Junto con f(z) — oo esto implica de nuevo que L(z) — oco.
Con el fin de probar la afirmacién de monotonicidad calculamos la derivada
de L(z). Usando las definiciones v y w y la relacién (B.6)) y

ve(2)0’ (2e(2)) _ 1 4v(z)?
o(ze(2)) a(ze(z))  1—-v(2)*
obtenemos
%z:axzf(z)Q v(z) i —v(2)® +w(z) — L w(z)
dz( ) =20(ze(2)) z (1—1/(2’)2) [1 ()" + w(z) ze(2)d (z:(2)) v(2)?
z> 0. (B.7)
Usando el Lema y 4a(z.(2)) = v(2)~2 — 1 encontramos
w(z)— L WE) () 20al@e) F1 wl) gy oy,

ze(2)a! (ze(2)) v(2)

Dado que v(2)? <1y 0 <w < 1/3 se sigue que la derivada de £(z) es estricta-
mente positiva, lo que implica su estricta monotonicidad.

[4a(zc(2)) +1]2 v(2)?



Apéndice C

El método de Leaver para
encontrar los modos

cuasi-normales de
Schwarzschild

En este capitulo estudiaremos el método de Leaver (ver E. W. Leaver, [26])
para calcular las frecuencias asociadas a los modos cuasi-normales para el aguje-
ro negro de Schwarzschild perturbado. Los modos cuasi-normales son soluciones
salientes, tanto en el horizonte de eventos como en el infinito, a la ecuacién
de onda de Regge-Wheeler [42]. Esta ecuacién describe la propagacién de las
perturbaciones lineales gravitacionales del problema.

Estudiamos este método de forma analitica expresado como un problema
de valores en la frontera. La ecuacién de onda diferencial de Regge-Wheeler
estd dada a continuacion:

(7 -2 + U] @ =0, (1)
donde
r r r
Z*_m+1og<m—1)_z—l—log(z—l), 2= z € [1,00)
Y
(oI [HEED e L] L [HED e gy L
U(z)_<1—z)|: 2 — (s —1)Z3:|—Z€ |: 52 — (S —1); )

r es el radio de drea, M la masa del agujero negro, ¢ el momento angular y S
el espin. Para campos escalares S = 0, electromagnético S = 1 o gravitacional
linealizado S = 2.
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Supongamos ahora que la solucién a la ecuacion es de la forma ®(t,r) =
e*'W(r), donde s = o +iw, con o y w € R, es una frecuencia compleja. Reempla-
zando la funcién ® en obtemos que el problema de valores en la frontera
se puede expresar como la ecuacién diferencial

—1 1
2 U+ [32+2Z3 (4((2+1)—(52—1)i> U =0, (C.2)
o lo que es equivalente
5223 1]
2(z = 1)0*V + 0,V — [z_1+£(£+1)—(52—1)2 U = 0. (C.3)

Para encontrar la solucién ¥ a la ecuacién anterior analizemos los comporta-
mientos asintéticos (z = 1y z = o0) de la ecuacién (C.3)).

= Para z — 1, la ecuacién (C.3) es aproximadamente
(z = 1)20%0 + (2 — 1)0,¥ — 5T ~ 0. (C.4)

Como en z = 1 tenemos un punto regular singular entonces la teorfa (ver
seccién en este apéndice) nos dice que la solucién a la ecuacién
es de la forma

U= (Z - 1))\3

que al reemplazarla en ((C.4]) obtenemos el polinomio caracteristico:
AMA=1)+ X =5 =0,

de donde tenemos que A = +s. Como queremos que las soluciones sean
modos cuasi-normales, es decir, soluciones salientes tanto en el horizonte
de eventos como en la regién asintética, e**W debe ser proporcional a
es(t+2+) cerca del horizonte. Entonces, elegimos A = +s. Obteniendo que
la solucién es

Ur(z— 1) = 552, (C.5)

Notamos que para Re(s) < 0 la solucién ¥ diverge para z — 1, esta es
una propiedad de los modos cuasi-normales.

La solucién local , en z = 1, a la ecuacién las podemos multipli-
car por 1/z°. Esto no afecta la solucién local y sirve para que la solucién
total tenga un buen comportamiento en z — oo ya que en este limite,
(1 -1/2)®* — 1. Por lo tanto, la solucién local en z — oo no se modifica.
Entonces cerca de z =1,

1
28

Ur—(z—1)° = <1 - i) = (2 —1)%2" (C.6)
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Para z — 0o, tenemos un punto singular, la ecuacién (C.3)) es aproxima-
damente

s°0 — 92 U ~ 0,

dado que U(z) — 0 cuando z — oo. La solucién de esta ecuacién la
conocemos y es de la forma

U = Ae®** + Be %%

Como estamos buscando los modos cuasi-normales solo nos interesa la
solucién saliente y entonces despreciamos las parte entrante. Obteniendo

U &~ Be *% = Be *(:tI—1) — Be=57(; — 1)7%, (C.7)
Cuando z — oo podemos aproximar z — 1 & z y tenemos que

U~ Be *(x71 73, (C.8)

Las consideraciones anteriores motiva el siguiente ansatz para WU:
U= (z—1)2"2e*E"Un(z), (C.9)

es el producto de las soluciones (C.5) y (C.8]) en las regiones asintéticas
con la funcién h(z), donde h(z) satisface la ecuacién

[4s*(1—2%) —4s(z — 1) = £(+1)2(z — 1) + (1 = S%) (= — 1)] h(2)
+[1+25(2 = 22)]2(z — DA (2)
+22(z = 1)%n"(2) = 0, (C.10)

con ’ la derivada. Ademds, h(z) debe satisfacer las siguientes condiciones
en la frontera:

lim h(z) =const =1, y lim h(z) = const = 1.
z—1 Z—00

Haciendo un cambio de variable
M) =g(¢) con C=1-=, C€(O1)
tenemos que g(¢) satisface la ecuacién
[—85% —4s — L(L+ 1) + e+ (45® + 4s — €)¢]g(C)
+[1+ 25 — 4(1+25)¢ + (3+45)¢%g'(0)
+C(1-0)%"(¢) =0, (C.11)

donde g¢'(¢) = 9cg(C)-

Notamos que ¢ = 0 en el horizonte de eventos, mientras que ¢ — 1 en la
region asintotica z — oo.
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= Buscamos la solucién ¢g(¢) como una serie de potencias dada por

9(¢) =Y anc™, (C.12)
n=0
con ag =1y,
g =Y na " g"(¢) =Y n(n—1)a,(" 2
n=0 n=0

donde se requiere que g(¢) sea bien comportada en las regiones asintGti-
cas. Es decir, que va a una constante en estas regiones al igual que h(z).
Entonces la solucién ¥ queda de la forma

U = (Z _ 1)SZ725675(z—1) nz:%an <Z ; 1)"
= (1 -¢e(@) Y a0 (C.13)
n=0

Por construccion, esta funcién se comporta bien en el horizonte de eventos

ya que la serie ) a,, converge a ag = 1 para ¢ = 0. En la regién asintética
.7 o0

(—1la funmgon g(¢) va como g(¢ = 1) =14, a, y en este caso no

sabemos si ) ", a, converge o no.

Las condiciones que se requieren para que ¢g(¢) tenga un buen compor-
tamiento en ¢ = 1, es decir que la serie 220:1 a, converga, se da para
frecuencias particulares que son las frecuencias correspondientes a los mo-
dos cuasi-normales. Para esto entonces se va hacer uso de la siguiente
teoria.

Reemplazando ((C.13]) en ((C.3|) obtenemos de los coeficientes de expansion a,,

conn =0,1,2, ... las siguientes relaciones de recurrencia

ag=1

apar + foap = 0

Qnlpi1 + Pnan + Ynan—1 =0, n=1273, ..
o lo que es equivalente

ns1 + Butn + Fnan_1 =0, (C.14)

donde los coeficientes de recurrencia «y,, By, v, son funciones de n y s:

ap =1 +2(1+s)n+2s5+1,
B = —[2n% 4 (85 4+ 2)n + 8s% +4s + (£ +1) + S* — 1],
Yo = 0%+ 4sn + 4s* + S% — 2, (C.15)
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y donde B, v 7y son deﬁnido

75 (75

con los siguientes limites para n — oo

lim G, =—2, lim v, =1. (C.17)
n—oo n—oo
La convergencia de la serie Y a, en se justifica a partir del teorema
de (Kooman y Tijdeman 1990, [43]). Antes de enunciar el teorema anterior,
primero vamos a ver cémo se define el polinomio caracteristico, el cual sera tutil
en este teorema.
Polinomio caracteristico:

= Motivacién del polinomio caracteristico:

de la ecuacién de recurrencia ((C.14)) tenemos

an+1 Qp, + Qp B'n + /_}7” _ O. (018)
1

ap Gp_1  Gp_

= La idea es entonces: si existe el limite

, an+1
lim

prd ’r’,
n—oo Gy,

y si existen
lim B, = 8 y lim ~v,=~v pByyeC
n—oo n—oo

entonces r satisface el polinomio caracteristico:

r? +Br+~=0, (C.19)
cuya solucién es r4 = —g + % B2 —4 € C. En nuestro caso, 8 = —2
y v = 1 para n — oo. Entonces, las raices r+ del polinomio (C.19) son

T4+ = 1.
El teorema de Kooman y Tijdeman dice lo siguiente:

Teorema 5 Sean (3, y v, funciones racionales de n con 7, # 0. Suponer que
la relacion de recurrencia

Uns1 4 Bntn + Vnan-1 =0, (n=N+1,N+2.), NeN (C.20)

INotamos que

anp #0 si s¢—"—+1

n

Yo #£0 i sg¢ Z2EVIOIRE g g
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tiene un polinomio caracteristico (r —ry)(r —r_) con ry,r— € C. Entonces
. . . ‘ ‘ 1 2
existen dos soluciones linealmente independientes {anzl}nzNH Yy {a£21}n2N+1

de (C.20) tales que

o
im =ry, lim =r_
n—o0 051131 n—oo a(2)1

Lema 5 Dado los coeficientes de expansion a,, los cuales satisfacen (C.14), el
comportamiento para n grande es:

n V2s 25-3 1
ntl _ g4 V25 25 4+O<3). (C.21)
an Vn n ni
Prueba. Expandiendo la fraccién a,41/a, como sigue
On+1 i [ t2 13 1
=t+ —+4+—+—54+0|— C.22
an +\/ﬁ+n+n%+ (n2 ’ ( )
y
an, tl t2 t3 1
=1+ + + +0|— ), C.23
Ap—1 vn—1 n-—1 (n—l)% ((n—1)2> ( )
donde la expansién de los siguientes términos
1 1 1
’ Yy 3
n—1 n-—1 (n — 1) 2
en n — 0o Son:
1 1 1
=—|1+—+0(—=]|,
o ()
1 1 1 1
=-|1+=-+0 ,
n—1 n n n?2
1 1 3 1
—=— |1+ =—+0 (= ]|. C.24
CENERES 1o () (C.24)
Reemplazando las expansiones (C.24)) en (C.23)) obtenemos
Qp, 1 1 to t3 1
=t+t |— -+ =4+0(—=]. C.25
P +1{\/ﬁ+2ng]+n+ng+ <n2> ( )

Expandiendo también BNH Y Y COMO sigue

- C
Bu=B+ 2+ 0(1/n?), 4,=C+ - +0(1/n%),
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que en nuestro caso (ver IC.15)) ) es

~ 2s —1

25 — 2
Bn=—2]1+ é

+01/n?)|, Fn=1+ - +0(1/n?).  (C.26)

Reemplazando (C.22), (C.25) y (C.26]) en la ecuacién (C.18]) llegamos a

1 1
t? + Bt + C + —=[2tt; + Bty] + —[t] + 2tty + Byt + Bty + C4]

NG ol
1 1

+3w%yHM%+th+B@yHMm+Bﬁﬂ+o(M>ZQ
n2

obteniendo que
t=1, t1=%V2s y t3=2s—3/4,

donde usamos que t2 + Bt + C = 0, por el polinomio caracteristico. O

Lema 6 Dada la serie Y a, tenemos que si Re(v/2s) > 0 en (C.21), la suma
diverge para el signo positivo y converge para el signo negativo.

Prueba.

= tomamos el valor absoluto de (C.21)) a orden 1//n

ol _|y o VB, (1
mm&iﬁ+on. (C.27)

1) Primero vemos el caso con signo positivo +.

Sea /25 = ¢ +ib, ¢ > 0 entonces de (C.27)

[y c+ib 1
-1 o=
wl [T UG

|an+1|2_ c\? 1

|(L |2 = 1+ﬁ + 0O ﬁ
2c 1
=14+—=4+0|(-=
I (n>

1ol

21+é%>L
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para n suficientemente grande, tal que 2 + O ( f) > 1. Como

‘an+1|

|an|

> 1, (C.28)

entonces para el signo positivo en (C.27)) la serie >_ a,, diverge. Se puede
ver que la serie diverge ya que cada termino |a,| es mayor que el anterior
y asi sucesivamente.

2) Para el caso con signo negativo —. Al igual que en el caso anterior elegimos
Vs =c+1ib, ¢ >0, y obtenemos

c+1ib 1
ax] ’ v *O(n>’

Elevando al cuadrado el lado derecho de la anterior igualdad

2
a1

2 c+ib 1
=11 — —
an? ‘ vm TO (n)

para n suficientemente grandes, de donde

lani1] < /1 |an| < < 2\f> |an]. (C.29)

En este caso no es tan directo asegurar que la serie converge. Se necesita
dar un argumento mas fuerte. Usamos entonces la teoria del calculo para

las pruebas de convergencia de series de términos no negativos, ver pagina
402 del Apostol [44] y lema |§| del apéndice

2

Lema 7 Sea {an} y {bn} dos secuencias con an > 0 y bp, > 0 para todo n > N y sea
cn =bn — bn+1(an+1/an)

a) si existe una constante positiva r tal que cn > 1 > 0 para todo n > N entonces la serie
Zan converge. Pista: mostrar que

n

Z ar < aNbN.

k=N r

b) Sicn <0 paran > N y siy 1/b, diverge entonces la serie Y an diverge. Pista: mostrar

que
Zan domina Zl/bn.



119

3) Veamos ahora del lemael caso donde v/2s es puramente imaginario, esto
es, vV2s = ib, ¢ = 0. Primero tomamos al cuadrado del valor absoluto de

(1C.21))
2
na1l? V2s 253 1
Ia/ +1| — 1:t 78 _|_ 4 +O — ,
lan|? Vvn n n2

como ¢ = 0 los términos que sobreviven son

lans1l® {1 _ %(2b2 +3/2)+0 <13>}

|an|2 n2

tomando la raiz cuadrada

lansil _y_ LgeLgmy 40 <1> .
n

|an| n

3
2
Sea k = b% + 3/4 y reemplazando en la ecuacién anterior
1
|an+1‘:1_ﬁ+o —
|an] n n:
k—9 k 1
g ]_ - - -
=l re ()
como k/(k—e)>1,k>0y

k 1
R — | >
k_5+o(\/ﬁ>_1,

para n suficientemente grande, tenemos

(nia] g k=0 (C.30)

|an| n

Para que la serie Y a,, converga (ver lema apéndice [E]) necesitamos que
k—6>1.Sik>1+d>1, entonces b*> + 3/4 > 1. Como de /25 = ib
tenemos que b? = —2s, y usando la desigualdad anterior llegamos a

si k>1 entonces s< —1/4 vy la serie Zan converge,

si k<1l y s>-1/4 laserie Zan diverge.

El problema ahora es que si fijamos la frecuencia s, el lema [5| no dice si el
signo que se obtiene es el positivo o el negativo. Entonces no se puede decir si
la serie > a, con a, > 0 converge o diverge. Queremos un criterio de cudndo
ocurre el sigo positivo o el signo negativo. Para solucionar la incertidumbre del
signo positivo o negativo fijando una s vamos a introducir las fraccién continuas
y la definicién de solucién minimal. Esto se debe a que el teorema de R. Pincherle
(1894) relaciona la convergencia de la fraccién continua con la solucién minimal

de la relacién de recurrencia (C.14). Ver W. Gautschi (1967 [45]).
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= Fraccién continua (ver justificacién en el apéndice @: a partir de la rela-
cién de recursion an41 + Bnayn + Ynan—1 = 0, dividimos por a,,

Ap+1 Ap—1

+ gn = _'Yn

Qp %

queremos despejar a,/a,—1 y para eso invertimos la ecuacién anterior y

obtenemos
a -
R . (C.31)
apn—1 Bn + %
donde ~
An41 TYn+1
= - —
an Brr + 32
y reemplazando en ((C.31)) obtenemos
a -
e et (C.32)
Bn Bn+1+a:if
El término
Qnt2 Tnt2
= - —,
Qn+1 Bn+2 + aniz
reemplazando en ((C.32)
a _
"o T : (C.33)
Ap—1 ﬁn — B_n—wﬂ_z
R =

y continuando la iteraccién sucesivamente obtenemos la fraccién continua

T2 :Yn+2
n Prtr = 55—
6n+2 - 57

Ap+1 _ Fs/n-‘rl (C 34)

—
donde cambiamos n por n + 1 en (C.33).

Por notacién (C.34]) se puede escribir como

Intl _ _ _Yodl Int2 Tntd n=0,1,2,.. (C.35)

ceey

an BnJrl_ 5n+2_ BnJrS_

donde tenemos que en el limite cuando n — oo la fraccién continua (D.1}) con-
verge para el signo negativo. Para concluir lo anterior, usamos el teorema de
Pincherle[7]y el segundo ejemplo después de la definicién de la solucién minimal
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(ver definicién (3] en el apéndice @ En este ejemplo mostramos que la relacion
de recursién ((C.14)) posee una solucién minimal, la cual se requiere para la con-
vergencia de (D.1]) (ver teorema [7] en el apéndice [D.3)).

De la fraccién continua (D.1)) se obtienen las ecuaciones caracteristicas las
cuales se utilizan para calcular numéricamente las frecuencia de los modos cuasi-

normales. De (C.14) y de (D.1)) en n = 0 tenemos respectivamente que

@ g W 2 s
o T pr1— Pa— B3~
Igualando ambas ecuaciones obtenemos
5 Y12 3
0 == 60 — == = ey (036)
Br— B2— B3—

que es la ecuacién caracteristica para las frecuencias cuasi-normales. Donde 3,
¥ ¥ son funciones de s. Definiendo

F(s) = fo— 2 3 (C.37)
p1— B2— Bs—
donde f(s) es la funcién a la que deseamos encontrar los ceros. Tenemos en-
tonces que el problema se reduce a buscar las frecuencias buscando los ceros de
. Los ceros de f(s) son las frecuencias s de los modos cuasi-normales para
la cual la serie > a,, converge.

La ecuacién (C.36) puede ser invertida un ndmero arbitrario de veces n
y entonces es equivalente a una igualdad entre dos fracciones continuas, una

infinita como en (C.37)) y otra finita

B — _n =1 01 n4l Wnd2 Tnd43 (C.38)
ﬁnfl_ 5n72_ BO ﬁn+1_ ﬁn+2_ Bn+3_

De otro lado, la relacién de recursion para el caso de Schwarzschild visto es
a tres términos. Esto pasa porque el potencial se conoce explicitemente. Pero,
en el caso de potenciales méas complicados o que no se pueden conocer expli-
citamente, se podria tener una relacién de recursiéon de muchos términos. Esto
puede complicar bastante los cdlculos a la hora de querer encontrar la fraccién
continua con la cual se calculan las frecuencias.

C.1. Teoria punto singular regular

Consideramos la siguiente ecuacién de segundo orden (ver [46])

e 2 2y =0 (C.39)
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con b(z) y ¢(z) funciones regulares en z = 0. Entonces, z = 0 es punto singular
regular si

_de

bO = b(O), 0 cg:= C(O), o C1: dz

(0) son diferentes de cero.

En este caso, (C.39)) se reduce a

d?u bodu ¢
[ — — — — = .4
dz? z dz + z2u 0 (C.40)

La teorfa dice que hay dos soluciones que se comportan como u ~ z*, donde \
se obtiene al sustituir el ansatz z* en ((C.40):

A —1) = 2bpA — ¢g = 0,
A2 —2(bg +1/2)X —co = 0.

Entonces los dos eigenvalores son

)\j: :b0+1/2i\/ (b0+1/2)2—00.

Obteniendo entonces dos soluciones para la ecuacién deferencial ((C.40]). Estos
son:

up(2) = 2 (1 + hy(2)), (C.41)

u_(z) =22~ (1+h_(2)). (C.42)
Si la diferencia entre los eigenvalores pertenecen a un entero, esto es si
Ap = Ao =24/(bg+1/2)2 —¢y €0,1,2,...

pueden haber términos logaritmicos en z en las expansiones de u_.



Apéndice D

Fracciones continuas y
relaciones de recurrencia

En este capitulo, vamos a dar la justificacién de la fraccién continua (C.38))
que vimos en el apéndice [C} A partir de esta fraccién se calculan los modos

cuasi-normales, para el caso de Schwarzschild, a partir del método de Leaver
(ver apéndice [C)).

D.1. Definicién y propiedades basicas de las frac-
ciones continuas

Definicién 2 Dada una relacion de recursion ani1 + BnGn + Ynan—1 = 0, di-
vidimos por an, y despejamos ap/an—1. Haciendo una iteracion de los

an-&-j/a’n,-‘r?ﬁ [ <j7 ] 2071a25"'7:7j EZa
obtenemos la fraccion continua:

An+1 __ Yn+1 Tn+2 VYn+3 n— 07 1’ 2’ (Dl)

ceey

an Bn+l_ Bn+2_ Bn+3_
D.2. Soluciones minimales

A continuacién, damos la definicién de solucién minimal que se va a requerir
mas adelante en la demostracion del teorema de Pincherle. En 1894 Pincherle
probd una relacién entre la existencia de una solucién minimal de la relacion de
recurcion de tres términos con la convergencia de la fraccién continua.

Definicién 3 Solucion minimal: dado una ecuacion de recursion como (C.14)),
se dice que una solucion f, de (C.14) es minimal si cumple

lim & =0,
n—oo y7l

123



124 APENDICE D. FRACCIONES CONTINUAS Y RELACIONES DE RECURRENCIA

para cualquier otra solucion y,, de la ecuacién (C.14) que es diferente de cero y
que no es proporcional a f,.

Lema 8 La solucion minimal f, es unica excepto por un factor multiplicativo.

Prueba. Demostracion por contradiccion: supongamos que existe otra solucion
minimal f,, de (C.14) que es linealmente independiente de f,. Entonces por

definicién de soluciéon minimal tenemos

lim Ji—n =0,
n— oo fn

pero por la misma definicién de funcién minimal se tiene que

. fn . . fn
Iim = =0, perotambién lim =— = oo,
n—oo fp n—oo fp,

tendiendo entonces una contradicciéon. Por lo tanto, tenemos que la solucién
minimal f,, es tnica.

O

Veamos ahora un par de ejemplos de solucion minimal para el caso que
estamos analizando:

(1) Primer ejemplo: de la ecuacién (C.14)), una versién simplificada es en el
limite cuando n — oo, de tal manera que

Gnt1 — 2apn + ap—1 = 0. (D.2)

Dos soluciones linealmente independientes de (D.2)) son la solucién trivial
an, = 1y la solucién a,, = n. Dado que

1
lim f—n: lim — =0,
n—oo gn n—,oo N

frn =1 es solucién minimal de (D.2).
(2) Segundo ejemplo: es a partir de (C.28) y (C.29)

_ c _
|ajz_+1| > |a7—"7,_|’ |an+1| < (1 - 2\/?1) a, ‘
Cambiando n — n+m — 1, donde n ahora es fijoy m = 1,2, 3, ... tenemos

+

n+m

c
- <|[1—- —— ) |a_ .
n+m,| —= ( 2m> | n+m71|

Iteramos ahora el término |a, . | de

|| > lafl,  a

C
a <|[1—-—— ) |a ,
| n+m| = ( 2m) | n+m—1
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obtenemoﬂ

IA

la

(- svre=) (- avmes) - (1 5

(o) (-2 )e (- s

1Veamos la justificacién del término k en (D.5)). Iterando el término @y 1] de

7:+m‘

IA

_ c _
167 | < (1 - ﬁ) -1l (D.3)
esto es,
_ < c _
|an+m—1| <(1- min_2 ‘a‘n+m72|’
_ c _
[ S (1 TS m) <yl (D.4)

reemplazando (D.4)) en (D.3])

— c —
@il < (17 55 ) I
<

() (- avars) - (1 o) il

Nos preguntamos ahora si existe un k tal que el término 1 —c/(2v/n + m — 1) se pueda acotar
por 1 — k/\/m, esto es si

1- ¢ <ty

k
2vn+m—1 " NG

La anterior desigualdad es equivalente a

eligiendo ahora, k := c¢/(2y/n), tenemos que
vVn+m—1<+/n,

y esto se cumple para m = 1,2, 3, .... Por lo tanto tenemos

ol (= sy (U avare=s) (1 a0 b

b (1= 50) (- ) ()

lo cual justifica el término k en la desigualdad (D.5).
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donde k£ = const. Entonces

Upim k k k) a,
e < (5 [ [ [N (g e
22l (0-7) 0-m=) - (%)l
tomando el limite cuando m — oo,
. a;prm , k k k a,,
—nm | < - S e
|| < g [ (- 75) (- =) - (- ) 22
m

< lim (1—k> ., Vm—1<+m,
m— oo \/ﬁ

= lim [(1—
m—00

o
vm
NG
< lim l(l—\/m> ] ,  para todo m > mg

m—r oo

=e MV k> 0.

Dado que mg € N arbitrario, entonces el limite es cero. Tenemos entonces que
|a,, | es una solucién minimal de (C.14).

Definiciéon 4 Dado sucesiones v, y By de numeros complejos, definimos como

M2 3 Tk Pyt
Ch= =— . =

B Bl_ 52— 53— Bk qr+41 )

El valor de la fraccion continua , si existe, se define como

(D.6)

lim ¢, = const.
k—o00

La relacion de las fracciones continuas con las relaciones de recursion se dan en
el siguiente teorema:

Teorema 6 Sip, y q, satisfacen la ecuacion de recurcion

An+1 + Bnan + i’nanfl = 07 n= 17 2a 37 ey (D7)
con
po=1p1=0,9=0 ¢ =1,
entonces
_ Pn+1
= —.
dn+1

Prueba. La demostracién es por induccién en n. De la ecuacién (x) tenemos
que,
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_ _ P2 _ M - _ A
= =1, =g =5 P2 =Y, G2=—p1
_ D3 _ k’pﬁz

@ = Bibsons P37 NP2, g3 = B1B2 — Y2,

» n—n-+1 tenemos de la definicién
’3/1 :)/2 ﬁ/n ;)‘/n+1
Cn+1 = =

61_ /5)2_ Bn_ /Bn-i-l 7

donde el término %% por notacién se puede escribir
n— Bn+1

&n ’?nJrl _ ’?n _ ﬁanJrl _. ﬂ
ﬂni 5n+1 Bn - gzii ﬂn6n+1 - :Yn+1 5&

con 3, = YnBnt1 ¥ Bl = Bnbnt1 — n+1. Entonces por la definicién ¢,41
se puede escribir como

= ~ <! /
e e Tn _ Pnt1
Cn+l = = = .=

Br—Ba— B, dny1

por la hipétesis de induccién tenemos que

Phi1 = —BnPn = IpPn—1
= _(ﬂanJrl - ﬁnJrl)pn - ﬁ/nﬁn+1pnfl
= _Bn+1(6~npn + ’~ann71) + ﬁnJrlpn

= 7Bn+1pn+1 + :Yn+1pn = —Pn+2,

haciendo lo mismo para ¢, ; encontramos ¢, ; = —(n+2. Entonces,

/
pn+1 _ Pn+2

)
qg+1 qn+2

y podemos escribir
o pn+2

Cp+1 = .
qn+2

lo cual prueba el teorema [G}

D.3. Solucién minimal y el teorema de Pincherle
A continuacion se enuncia el teorema de Pincherle y su demostracién.
Teorema 7 (Pincherle 1894, pagina 827 [47]) La fraccion continua ,

i J2 s (D.8)
B1— Ba— B3—
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converge si y solo si la relacion de recurrencia
Gnt1 + Bnln +Fnan-1 =0, Fn#0, n=1,2.3, . (D.9)

posee una solucion minimal fr, con fo # 0. En el caso de convergencia se tiene
ademds que

fn _ —Yn Int1 Int2
f"—l Bn_ 6n+1_ ﬁn+2_
siempre que fn, # 0 paran =0,1,2,....

ey n=1,2,3,... (D.10)

Prueba.

a) Asumamos que la fraccién continua (D.10]) converge. Entonces,

1§ Pn
m — =
n—oo ¢y,

c, (D.11)

donde ¢ = const y p, v ¢ son soluciones de definidas por los valores
iniciales po = 1, p1 =0, ¢o =0, ¢ = 1. Sea f,, = p, — cq, , donde f,
es solucion de y tomamos otra solucién linealmente independiente
Yn = apyn + bgy de . Entonces, dado que y, no es proporcional a f,
tenemos que ac+b # 0y

. fn R Pn — CQ4n
Im — = lim ——
n—=00 Yn n—0o0 ap, + an

_ oy Pn/qn — C
= 1im —-:
n—00 APy /qn + b
—0, (D.12)

donde usamos (D.11)) y la suposicién ac + b # 0. Esto muestra que f, es
solucién minimal de , con fo=py # 0.

b) Asumimos ahora que posee una solucién minimal, digamos f,, para
la cual fy # 0. Entonces f, = fopn + fign, donde ¢, es linealmente
independiente de f,, porque fo # 0. Como f,, es solucién minimal entonces

. fopn + f1qn
m 2orn v Jldn

0= lim f—n: i

fO lim pn/Qn + fla
n—oo

donde obtenemos que

I Dn fl
im — =—=—

N0 gn _fO7 (D13)

lo cual establece la convergencia para n = 1 de la fraccién continua

i %

B
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¢) Prueba més general de (D.10)) para n > 1. Necesitamos observar solamente
que zp; = frn4m-1,donde n - n+m —1, con n fijay m = 1,2,3,...,
considerada como una funcién de m, es una solucién de

Am+1 + ﬂn+m71am + ’S/nqtmflamfl = 07

con zg = fn—l 7£ 0. Sea Zm = 20Pm+n-—1 + 214n+m—1, donde gn+m—1 €S
linealmente independiente de z,,. Entonces

, Z , 20 -1+ 2 —1
lm —™  — 1im Prn4m dn+m
M—=00 (Jptm—1 n—00 dn+m—1
, -1
=z lim Prim—1 +2z—-1
n—oo Qn+m—1
= O7
de donde obtenemos que
P -1 21
lim Potm-t _ 2L
n—=00 p+4+m—1 20

y por la parte del teorema que ya se probd

a_ fa
- 7y (D.14)

con lo cual se termina la desmostracién y se prueba el teorema [7}
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Apéndice E

Criterios de convergencia
en series

En este apéndice, demostramos algunos ejercicios, sobre convergencias o di-
vergencias de series, de la pagina 402 del libro [44]. Estas pruebas se requie-
ren para las demostraciones en el apéndice [C] sobre el método de Leaver. Este
método, en este apéndice, se usa para calcular los modos cuasi-normales de
Schwarzschild.

Lema 9 Sea {a,} y {bn} dos secuencias con a, >0 y b, > 0 para todo n > N
y sea ¢, = by — bypyi(ani1/an)

a) si existe una constante positiva v tal que ¢, > r > 0 para todo n > N
entonces la serie Y a, converge. Pista: mostrar que

n
anby
Q. S .
Z r
k=N

b) Sic, <0 paran > N ysi), 1/b, diverge entonces la serie Y a, diverge.
Pista: mostrar que
Zan domina Z 1/by,.

Prueba. multiplicando la serie Y a,, por ¢,

M M
Z AnCpn = Z (anbn - an+1bn)
n=N

n=N
=anby —an4+1bN41 + aN11ON+1 — an42bnyo + o+ ambar — anrp1bara
=anbn —am+1bpa
< aNbN.

131
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= Veamos el inciso a):

M
Z ancyp < anby
n=N
de otro lado,

M M

Z anpr < Z ancnp < anby, ¢, >71
n=N n=N

dividiendo por r
M

M 1 anb
NON
O<Zan§;zan§ PR
n=N n

=N
y esto implica que

anby
r

M
0< a, <
n=N

, anby = const,

entonces Y2\ a,, converge.
= Veamos el inciso b): Si ¢, < 0 entonces
anby —apby <0, para M > N,
entonces
ay > laN7
bar
y esto implica que

Z ay > byan Z i

M>N M>N
viendo entonces que

i aps domina i bi
M

M>N M>N

Lema 10 Sea > a, una serie de términos positivos. Si existe un r > 0 y un
N > 1 tal que

1 1
an+1§1——f£:17i, para todo n > N,
n

an n o n

entonces Y an, converge. La serie Y a,, diverge si

a 1
ntl >1——, para todo n > N.
an n
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Prueba. para la demostracién de este lema, se hace uso del inciso anterior a)
en el lema|§| con b, 1 = n y con la hipétesis que a,11/a, <1—(1+7)/n. Con
esto se llega a que 7 > ¢, donde ¢, > 0.

Lema 11 Sea > a, una serie de términos positivos. Si existe un N > 1, y
s>1,y M >0 tal que

Ap41

, para todo n > N,
A S

zl_é_;’_m
n n

donde |f(n)| < M para todo n, entonces »_ a, converge si A > 1 y diverge si
A<1.

Prueba. para la demostracién de este lema si A # 1 se hace uso del lema @ y
si A =1 se usa el numeral a) del lema @[) con b,+1 = nlogn.
En nuestro caso para a, > 0 tenemos lo siguiente :

» Inciso a) del lema (9)
hipétesis: > a,, converge si

Ap+1 <1— 1+e

= bl nst
an n
Prueba.: sea b, = n — 1 entonces
Gn41
chb=n—1—n
Qnp
14+¢
Zn—l—n(l— )
n

=e>0

y como r = ¢ > 0 existe la constante positiva que se requiere para que la
serie converga.
= Inciso b) del lema (9)
hipétesis: > a,, diverge si
a 1
s 2 n>N.
an n

Prueba.: sea b,, = n — 1 entonces

a
cn:n—l—nn—+1
an
1
<n—-1-n(l1l--
n

:0,

entonces ¢, < 0y ademads,
1
>
n—1

para lo cual, queda demostrado la parte b).
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Apéndice F

Expansion formal de la
solucion en el infinito

F.1. Expansion formal de la solucién en el infi-
nito

En este capitulo queremos ver la expansién de la funcién g(¢), que cumple
la ecuacién (F.1), alrededor de ¢ = 1. Es decir, en la regién asintética r — oo.
Recordamos que ( =1 — é, ¢ €(0,1), donde z € [1,00).

Partimos de la ecuacién que satisface g({)

[—85% —4s — (04 1) 4 € + (45% + 45 — €)¢]g(¢)
+[1 425 — 4(1 + 25)C + (3 +45)¢?g'(0)

+C(1-0)*g"(Q) =0 (F.1)
Definiendoz =1—-¢=1, A={((+1)y
9= gna", (F.2)
n=0

tenemos que (F.1]) toma la forma

[45% + X\ + (45 + 45 — €)x]g + [~25 — 22 + (3 + 48)2°]gs + (2° — 2%)gur = 0.
(F.3)

135
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A partir de (F.3) encontramos las relaciones de recursién dadas por

orden cero : g; = 7@

0= Bogo
orden n + 1

1
= —————{[A By —n(n—1]g, +[A ~ 1B —1)(n—2)]gn_1},
91 =~y (Ao mBy = (= Dlg + (A1 + (0= DB+ (1= )~ 2)] g1}
n=123,.. (F.4)
Con

Ag=4s>+ X, A1 =4s>+4s—¢, By=—2s, By =-2, By=3+4s.
O lo que es equivalente,
ngn+1 + Bugn + Yngn—1 =0, n=1,2,3, ... (F.5)
con

an, = —2s(n+1)
Bp =4s>+ X —n(n+1)
Yo =48> —e—14+n?+4sn= (25 +n)? +5% —2. (F.6)

F.2. Radio de convergencia
Pregunta: ;Cuadl es el radio de convergencia de la serie (F.2)? Para contestar

a esta, definimos g, := nlh, en (F.5)) y dividiendo por (n — 1)! tenemos que los
coeficientes apn, Bhn, Yhn de

ahnhn+1 + ﬁhnhn + 'Yhnhn—l =0, (F7)
son
Qppn = —2sn(n + 1)2,
Bhn = n[ds® + X —n(n + 1)),
Yhn = (25 +n)? + % — 2. (F.8)

Definiendo los coeficientes Bhn Y Yhn COMO

= DBun 452 + X —n(n+1) - '_M_482—6—1+43n—|—n2

Phn = o | —2s(1+n)2 T —2sn(1 + n)?

9

obtenemos la ecuacion

hn+1 + Bhnhn + ;}‘/hnhn—l = 07 (Fg)
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con los siguientes limites de ﬁ;;n Y Yh, para n — oo

~ 1

n—oo

Por el teorema [f] del capitulo [C] tenemos que el

lfm [t

n—oQ

n

donde el polinomio caricteristico es: t2 + it = 0. Teniendo entonces que sus
; .7 hn . .
raices son t1 =0y ty = i Donde la relacién ==+ esta directamente relaciona-

da con el radio de convergencia siguiente:

Radio de convergencia para la serie g, = n!h,. Tenemos

1
lim |Zntt|
n—oo  In
1
. (n+1)!h,
A |
1
lim @D qipy [ Aass
nooo ™ nooo n
1
= - = 0. (F.11)
[ 1
Jim (n+1) ||

Ahora, como el radio de convergencia es cero, se tiene que la serie g, = nlh,
. . (o)
diverge excepto en x = 0. Encontrando que la serie en (F.2)) > , g, converge.

to — diverge (R =0)
ty — 7 ;Qué pasa en este caso?

Vemos ahora el caso t = 0. Expandimos los siguientes términos hasta orden
1/n?

_ B, B 1
BhnB+;+nf+0<3>

n
. ¢, C 1
Jin=C+—+-—5+0 <3) (F.12)
n n n
1 th ta tz3 Ml 1
=ttt —t—F o+ =10, F.13
e TR T T e O (F.13)
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y
hiil =t \/7% + nt—Q 1 (n i31)g * (n i41)2 +0 ((n_ll)?,>
=t+t L/lﬁ+2nl3] + s Eﬂ;} +%+%+O (nl) (F.14)
Y reemplazando en
Bt B B+ A = 0. (F.15)

En el caso donde ¢t = 1/(2s) el radio de convergencia es cero (como vimos), y
tenemos que la serie Z?:o gnz™ diverge salvo en x = 0. Por lo anterior, vamos
a tomar el caso donde t = 0. Con esto obtenemos que

t=0
tl :0
ty=-C1/B=1
t3=0
1
ts=—5[Co+ (Bi+ Btz + 3] = 25 — 2 (F.16)

donde B, By, B, C, Cy, (5 vienen de

1 1 1 1
T 1_*—742 —1 —
Br 25{ - n2( 55+ A )]+O<n3>
S
2s

- 1  2-4s 1
Yhn = |:— + 2 :l + O (77,3) (F17)

n

Teniendo entonces que

1
B=—
2s
1
By =——
! 2s
B—i(1 45% — \)
2_23 5
C=0
1
4 55
2 —4s
Cy = F.18
2 55 (F.18)

Obtenemos entonces que

oy 1 25— 2 1
S 0 (5> (F.19)
n n
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y de g, = nlh,, tenemos

hn+1 _ 77,' In+1 _ 1 In+1
I (n+1)! gn n+1 g,

” 1 25—2 1
u:<n+l) -+ 2 +O 5 )
gn n n ns

entonces, el radio de convergencia R es igual a R = 1.

De donde

Ahora, jconverge también en x = 1 (horizonte)? llegamos a

. 1 2 1
g“=1—+8+0<2>, (F.20)
n n

|gn+1|2 1 1
Wntil _ - Z(1—28)+0( =
PRE R 2O

Si hacemos s = ¢ + ib entonces

|gn+1‘2 _ ‘1 -
|gn|?

%[1 (et ib)] - O (;2)
(

LMo (1)
n n

Tomando la raiz cuadrada

|gn+1] —1_ %(1 — 2¢) —(’)( ! ) ' (F.21)

|gn| n?
= De (F.21) (ver lema en apéndice tenemos que la serie Znoozo In

converge para
1—2¢>1 — ¢= Re(s) <0 esto quiere decir que en este caso
la serie converge en todos lados del horizonte al infinito

y diverge para

1-2c¢<1 — ¢= Re(s) > 0.

En resumen tenemos que: o la serie para g, es decir Y -, g,2", tiene radio
de convergencia cero en el caso (t = —1/(2s)), y diverge para todo z (salvo en
x = 0), o la serie tiene radio de convergencia uno (¢t = 0) y en este caso converge
para todo x entre [0, 1] incluyendo = 1 (horizonte). Los modos cuasi-normales
corresponden al segundo caso.

Seria interesante investigar si se puede reformular el problema de encontrar
las frecuencias cuasi-normales a través de una fracciéon continua basada en los
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coeficientes S, y i, definidos en (F.17).

PREGUNTA: Sea h%o) una solucién tal que
(0)

; n+1
A 7O

— 0.

LEs h%o) solucién minimal?



Apéndice G

Continuacion analitica de
las funciones Ny V}

En este apéndice, demostramos que las funciones N (1) y V;(r) en la ecuacién
de modos admite una continuacién analitica en el dominio Re(r) > ry con
las propiedades

Jim N(r) = Voo, Jim 2Vi(r) = voo (£ + 1), (G.1)
Re()>ru Re@)>ry

donde v := v5(Neo) > 0 es la velocidad del sonido en el infinito. Para esto, nece-
sitamos asumir que, ademds de las propiedades (F1)—(F3) la entalpia especifica
h(n) es una funcién analitica de n. Como ejemplo concreto podemos considerar
el caso donde h(n) = ey + Ww—fan*l es la ecuacién de estado politrdpica, la cual
es analitica en el dominio Re(n) > 0.

Bajo estas suposiciones, primero demostramos que la solucién del flujo de
Michel n(r), la cual es implicitamente determinada por , posee una conti-
nuacién analitica en el dominio Re(r) > rp y satisface

lim  n(r) = Neo, (G.2)

T—00
Re(r)>ru
donde ny, > 0 es la densidad de particulas en el infinito. A fin de demostrar esta
afirmacién, siguiendo [40] introducimos cantidades adimensionales x := r/rgy,
z = n/ng, ng = (eO/K)l/(W*U, en términos de las cuales se puede
escribir como

2

F(z,2) = f(2)? [1 - % + ;122} = f2 = const., (G.3)

donde f(z) = 14271 =1+ (r=D18(2) 5 ]a funcién de entalpia adimensional
Y foo = f(%2x0), 2o > 0, su valor en el infinito. La funcién F,, definida por
(G.3), es analitica en el dominio Q. := {(z,2) € C? : Re(z) > 0,Re(z) > 0}.
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En [40] demostramos que existe una unica funcién diferenciable con valor real
20 : [1,00) = R (la solucién de Michel), definida en y fuera del horizonte de
eventos, tal que F},(x, zo(x)) = f2 para todo z > 1y lim, . 2(z) = 2. Esta
solucién tiene la propiedad que la derivada parcial de F), con respecto a z,

a5%(31:,2) = @u(zy [1 L (z/(lz)2 - 1) i ] ;o ovi= vfa (G-4)

x 22

es diferente de cero para todo z > 1, excepto en la posicién del punto critico
& = x.. Por continuidad, 0F),/0z también es diferente de cero en una vecindad
abierta U C . en la grifica G := {(x, 2z0(x)) : ¢ > 1,z # x.}. Por lo tanto, se
sigue del teorema de funcién implicita que para una vecindad abierta V' C U de
G en Q, zo(z) admite una unica continuacién analitica z(x) cuyo grafica vive
en V y tal que F,(z,z(x)) = f% para todo (z,z(z)) € V.

Queda por demostrar que z(z) puede extenderse ademds hasta una vecindad
de £ = co y una vecindad de un abierto del punto critico. Para el primer caso,
introducimos una variable nueva y := 1/x y reescribimos como

n . 1 _ 2 _ :Ui 41 _ p2
Fu(yaz) '_F’u yaz —f(Z) 1 y+22y _foo

La funcién F), es analitica en el dominio y € C, Re(2) > 0, y satisface F},(0, zo,) =
%y

OF, 22
200, 200) = “220(250)% # 0.
L0, 20) = 22w 2
Por consiguiente, se deduce del teorema de funcién implicita que existe una
vecindad abierta V' de (0, zo,) y una tnica funcién Z(y) cuya grifica este conte-
nida en V tal que 2(0) = zo0 ¥ Fu(y, 2(y)) = f% para todo (y, 2(y)) € V. Por
unicidad de la continuacién analitica, z(z) = Z(1/z) para un |z| suficientemen-
te grande, la cual prueba que la extensién analitica de z(x) existe para un |z
suficientemente grande. Ademas,
lim  z(z) = lim 2(y) = zoo-

T—00 y—0

Re(z)>0

A continuacién, analizamos la continuacién analitica de zo(z) en una vecindad
abierta del punto critico x = x.. Para esto, primero notamos que en una vecin-
dad del punto critico (z., z. = zo(x.)) la funcién F), tiene la representacién de
Taylor

1 62EL 2 32FH
Fu(e 46 26+ €) = Fu(e, 20) 5 | o (e, 20)6% 4 25" (e, 20)EC
0*F,

+ W;(ZEC’ ZC)CQ + R3(&,0),

donde el término de error R3(&, () es al menos ciibico en (£, (). Sea z. € R una
de las dos raices del polinomio de segundo grado y
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0%F, O%F, 0%F 9
6]); (xcv ZC) + 28.138/:: ((EC, Zc)Zé + 8z2ﬂ (l'm ZC)(Zé) =0,
e introduciendo la funcién
&= [F(xe + &, ze + 20&n) — F (e, zc)] para £ # 0,

H,(&n) = { i [am
2

2 2
St (T, 2e) + Qﬂ(xc, ze)zin + B—F;(scc, 2.)(2L)?n?| para £ = 0.
ox 0xdz Oz

Entonces, H,, es analitica en una vecindad abierta de (&,7) = (0,1) en C?,
satisfaciendo H,(0,1) =0y

OH, _ 9%F, , O°F, /

h? 1+3(v2 -W,)
[k 2 _ c c c
on 0,1) axaz(IC’ZC)ZC 072 (e, ze)(zc)

2324 /T + 302 — W)

£0.

Por lo tanto, usando de nuevo el teorema de funcién implicita, se sigue la exis-
tencia de una vecindad abierta Z de (0,1) en C? y una tnica funcién analitica
n(€) cuya grafica este contenida en Z tal que n(0) =1y H,(§,n(§)) = 0 para
todo (&,7n(&)) € Z. Por construccién z(z) := z.+ 2z, (x —x.)n(x — x.) es analitica
y satisface F,(z,2(x)) = F(x¢,2.) = f%. Esto demuestra la existencia de la
continuacién analitica de z(z) en una vecindad del punto critico.

Con este resultado, se sigue directamente de (6.10§6.11}f6.12)) que las fun-
ciones N'(r) y Vi(r) tienen una continuacién analitica para r compleja, y estas
continuaciones satisfacen la ecuacién .
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