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Resumen

Uno de los modelos mas importantes en el area de la administracién sos-
tenible de recursos forestales, que continta siendo una referencia para la pla-
nificacién de politicas de administracién, ha sido introducido por los autores
Mitra y Wan durante la década de los anos 80. Bajo ciertas condiciones, este
modelo ha permitido conocer algunas de las propiedades cualitativas que una
politica 6ptima (no estacionaria) tiene. Asi mismo, asegura la existencia de
una politica estacionaria 6ptima —que se entiende como el maximo estado
sostenible— al que convergen las politicas no estacionarias 6ptimas. En este
trabajo el modelo de Mitra-Wan se estudia como un problema de control 6p-
timo a tiempo discreto y horizonte infinito. Para ello consideraremos algunos
de los criterios de optimalidad maés significativos: optimalidad en promedio,
optimalidad buena, optimalidad rebasante y optimalidad en sesgo.

Por otra parte, Shapley introdujo un primer modelo de juegos estocas-
ticos en [70]. En este tipo de juegos existe una tnica funciéon de pago; el
primer jugador trata de maximizar dicha funcién, en cambio el segundo ju-
gador trata de minimizar. En posteriores investigaciones, se ha estudiando
extensivamente las propiedades y caracterizaciones del criterio de optima-
lidad promedio esperado. Sin embargo, existen pocos tratamientos sobre el
resto de los criterios. En nuestro estudio consideramos un modelo general de
juegos markovianos de suma cero y de dos jugadores. Para estudiar las es-
trategias Optimas de los jugadores, extenderemos los criterios de optimalidad
mencionados anteriormente y, adicionalmente, introduciremos la optimalidad
promedio F-fuerte y el criterios de optimalidad n-descontada.

Nuestro aporte principal, en ambos modelos, es la descripcion completa
de las relaciones que existen entre los criterios que estamos considerando.
Ademas, mostramos ciertas propiedades cualitativas que las politicas opti-
mas poseen, asi mismo, proporcionamos algunos ejemplos que ilustran las
conclusiones principales.

Palabras clave: sistemas a tiempo discreto; horizonte infinito; modelo
de Mitra-Wan; juegos estocasticos; optimalidad ergddica.



Abstract

One of the most important models in the area of sustainable forest re-
source management, which is still a guiding principle for the policy makers,
was introduced by Mitra and Wan in the 1980s. Under certain conditions,
this model has revealed some qualitative properties that non-stationary op-
timal policies have. It also ensures the existence of an optimal stationary
policy —which is understood as the maximum sustainable state— where all
the optimal non-stationary policies converge. In this work the Mitra-Wan
forestry model is studied as an discrete-time optimal control problem in infi-
nite horizon. To this end, we consider some of the most significant optimality
criteria: long-run average (or ergodic) optimality, good optimality, overtaking
optimality and bias optimality.

On the other hand, Shapley studied a two-person stochastic zero-sum
game in his seminal work [70]. In this class of games there is a single pa-
yoff function which one of the players wishes to maximize whereas the other
player whishes to minimize. In subsequent studies, the properties and cha-
racterization of the expected average optimality criterion were extensively
developed. However, there are just a few treatments on the other optimality
criteria. In our study, we consider a general model of two-person zero-sum
Markov game and investigate the optimal strategies for the players. For that
porpuse, we will extend the optimality criteria aforementioned and, additio-
nally, we introduce average F-strong optimality and optimality n-discounted
criteria.

Our main contribution, in both models, is the complete description of
the relations between the optimality criteria that we are considering in each
model. Moreover, we also show some asymptotic properties for the optimal
policies, as well as some examples that illustrate the main results.



Introduccion

El interés por comprender de mejor manera los problemas de optimizacion
ha ocupado permanentemente la mente humana. Por poner algunos puntos de
referencia en la linea del tiempo, en 1638, Galileo estudié —entre sus ultimos
trabajos de esa época— la forma geométrica de una cadena suspendida en
sus extremos. En 1662, Fermat abordo los problemas de minimizacién en la
Optica. Alrededor de 30 afios después, un analisis riguroso de este tipo de
problemas se ha iniciado con el nacimiento del calculo variacional; esto es,
desde las primeras investigaciones sobre curvas y superficies minimizantes
realizadas por Newton, Leibniz, J. Bernoulli, Euler, Lagrange, entre otros.

Las primeras aplicaciones del calculo variacional han sido en el area de la
fisica, especificamente lo relacionado con el principio de minima acciéon. Entre
tanto, los primeros trabajos con aplicaciones en la economia han surgido entre
los anos 1920 y 1930, con algunos de sus precursores como Ross, Evans,
Hotelling y Ramsey.

Posteriormente, en los anos 1950, L. S. Pontryagin y sus colaboradores
revolucionaron esta area con una nueva teoria que generaliza al calculo varia-
cional: la teoria de control éptimo y el principio del maximo, que es un con-
junto de condiciones necesarias para que una funcién de control sea 6ptima.
Simultaneamente, otro de los logros importantes fue alcanzado por Richard
Bellman al desarrollar un nueva técnica de optimizacion, la programacion
dindmica. Este nuevo método amplia el campo de aplicaciones a problemas
que involucran incertidumbre.

Actualmente en la literatura existe una gran variedad de modelos diné-
micos de optimizacién. Aquellos sistemas en donde iinicamente un individuo
influye sobre un pardmetro del sistema (problemas de control éptimo) y los
sistemas en donde varios agentes (jugadores) influyen de manera indepen-
diente (juegos dindmicos). En cada uno de estos modelos los participantes
tienen el objetivo de minimizar o maximizar, segin sea el caso, una fun-
cién objetivo. A la vez, estos modelos tienen muchas variantes: pueden ser a
tiempo discreto o continuo; con horizonte finito o infinito; deterministico o
estocastico; con descuento o sin descuento.



En este trabajo nos ocuparemos de dos modelos a tiempo discreto y ho-
rizonte infinito. Una primera parte estda dedicada al estudio del modelo de
administraciéon forestal Mitra-Wan como un problema de control éptimo [47].
En la segunda parte estudiaremos un modelo general de un juego markoviano
de suma cero.

Los modelos de control éptimo a tiempo discreto y horizonte infinito
surgieron en los trabajos de Ramsey [68] y Hotelling [34]. Estos modelos se
presentan de manera natural en problemas de administracién sostenible de
recursos naturales. Por ejemplo, explotacién forestal y pesquera [49, 63]. En
este tipo de problemas es muy razonable que el tiempo sea discreto y el
horizonte infinito. EI modelo de administracion forestal que estudiaremos,
introducido por Mitra y Wan [56, 57], es uno de los méas representativos de
esta area. Recientes trabajos sobre este modelo son, por ejemplo, [42, 43, 45].
Por otra parte, el modelo de Mitra-Wan ha sido planteado a tiempo continuo
por medio de la ecuacion del transporte [16], en el cual se ha mostrado tener
propiedades cualitativas andlogas al caso discreto que estudiaremos [47].

Por otra parte, los juegos markovianos de suma cero tienen su origen en el
trabajo de L. S. Shapley [70]. Estos juegos han sido ampliamente estudiados
bajo el supuesto de que el espacio de estados es finito y los jugadores disponen
cada uno de una cantidad finita de acciones. Sin embargo, diversos modelos
no cumplen con esa condicion. De ahi nace la necesidad de estudiar juegos
més generales. Algunos trabajos que abordan este tipo de juegos son [51, 20,
30, 61, 35, 36, 37]

Para estudiar estos dos modelos, arriba mencionados, consideraremos al-
gunos de los criterios de optimalidad mas significativos: optimalidad bue-
na, optimalidad en promedio, optimalidad rebasante y optimalidad en sesgo.
En los capitulos correspondientes a juegos markovianos, consideraremos adi-
cionalmente, entre otros, los criterios de optimalidad n-descontada. Nuestro
aporte principal, en ambos modelos, consiste en dar una descripcion comple-
ta de las relaciones que existen entre los criterios de optimalidad que estamos
considerando. Adicionalmente, proporcionamos algunas de sus propiedades
cualitativas.

La mayoria de estos criterios de optimalidad que consideraremos han sido
introducidos originalmente en problemas de crecimiento econémico o acumu-
lacion de capital y se conocen como criterios de optimalidad ergédica. Cuando
se inici6 el estudio de la “optimalidad promedio”, a fines de los anos 1950s
y principios de la década de los afios 1960s, los investigadores hablaban de
“convergencia de promedios” asi que de manera natural asociaban sus tra-
bajos a la teoria ergddica clasica. Por tal motivo usaban mucho el término
“optimalidad ergddica”. Ahora bien, uno de los primeros autores en estudiar
el criterio de optimalidad buena fue Gale [19]. Por su parte, el criterio de
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optimalidad en promedio se estudia (aproximadamente) desde el trabajo de
Bellmann [5]. Mientras que el criterio de optimalidad rebasante fue introdu-
cido por Gale [19] y von Weizsicker [79]. En tanto la optimalidad en sesgo,
por Veinott [74].

Existen diversos estudios preliminares sobre estos criterios de optima-
lidad. Para problemas de control 6ptimo deterministico ver, por ejemplo,
[11, 59, 80, 81, 8]. Estos temas se han estudiado de manera més extensa para
procesos de control markovianos (PCMs), entre otros, ver [32, 5, 6, 12, 23, 28,
48, 66, 33, 64]. En cambio, para juegos markovianos existe una cantidad muy
limitada de trabajos y se han estudiado s6lamente algunos de los criterios,
ver [30, 20, 36, 37, 38, 39].

Lo que sigue de este trabajo esta ordenado del siguiente modo. En el Ca-
pitulo 1 estudiaremos el modelo de administracion forestal de Mitra-Wan.
Una descripcién de la estructura de un juego markoviano y sus propiedades
se realiza en el Capitulo 2. El Capitulo 3 retne las propiedades del crite-
rio de optimalidad promedio y sus equivalentes, mientras que en el Capitulo
4 se estudian los criterios sensibles a tiempo finito (optimalidad rebasante,
optimalidad en sesgo, optimalidad 0-descontada). Las conclusiones y perspec-
tivas de investigacion a futuro se encuentran en el Capitulo 5. Finalmente, el
Apéndice A retine algunas de las propiedades bésicas de cadenas de Markov.
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Capitulo 1

El modelo forestal de
Mitra- Wan

El estudio de la administracion de recursos forestales se inicié alrededor
de los afios 1700. Los primeros trabajos de investigaciones que se realizaron
tenian como objetivo determinar la edad optima de rotacion. Esto es, dada
una especie de arboles, determinar la edad 6ptima a la que se debe cosechar,
y establecer un plan sostenible de cosechas. Como es natural, existen diferen-
tes puntos de vista sobre lo que una “politica optima'podria significar. Sin
embargo, como menciona Samuelson en su andlisis [69], una de las soluciones
mas razonables al problema de la edad de rotaciéon es el dado por Faustman,
Presler y Ohlin. Actualmente estos conceptos siguen siendo una referencia
para la administracién de recursos forestales. Una amplia descripcién sobre
la edad de rotacién se puede ver en Amacher et al. [1].

Partiendo del andlisis realizado por Faustman, los autores Mitra y Wan
[56, 57] formularon el problema de la administracion forestal como un mode-
lo de optimizacién en donde la funcién objetivo es la suma de utilidades de
los diferentes periodos. Para este analisis usaron los criterios de optimalidad
introducidos por Gale [19] y von Weizsécker [79]. En dicho andlisis realiza-
ron una descripcion de las propiedades cualitativas de las politicas 6ptimas.
Demostraron que existe un estado estacionario éptimo al que todas las solu-
ciones del problema de optimizacién convergen. Estos resultados se conocen
como teoremas de tipo autopista (del inglés turnpike ). Bajo ciertas condicio-
nes, el estado estacionario éptimo es Unico y se interpreta como el maximo
estado sostenible, ver Kant y Berry [40].

Trabajos recientes sobre el modelo de Mitra-Wan son, por ejemplo, [42, 43,
45]. Extendido a tiempo continuo en [16]. En estos trabajos se estudian bajo
condiciones menos restrictivas sobre la funcién de utilidad [47]. Se estudian la
estructura de las soluciones considerando diferentes criterios de optimalidad;
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por ejemplo, politicas buenas y politicas rebasantes de Gale [19], optimalidad
débil de Brock [9] y las politicas con minima pérdida de valor.

En este capitulo estudiaremos el modelo de Mitra-Wan como un problema
de control 6ptimo. Consideraremos los criterios de optimalidad ergddicos: op-
timalidad en promedio, politicas buenas, optimalidad en sesgo, optimalidad
rebasante. Ademas de estudiar las propiedades que cada uno de ellos tiene,
daremos un mapa completo de las relaciones que existen entre ellos.

1.1. El modelo

Sea Nj el conjunto de los niimeros enteros no negativos, R’} el conjunto
de vectores de R™ con coordenadas no negativas y, finalmente, sea el simplex

Ac={(z1,...,2,) €RY} t 2y + ...+ 2, = 1}

El modelo forestal de Mitra—Wan considera una unidad de drea cubierta
de manera uniforme por arboles de cierta especie cuyas edades varian de 1
a n anos. Supondremos que los arboles después de n anos pierden su valor
econémico o mueren. Sea t € Ny un periodo de tiempo. Denotemos por z;(t)
la proporcién de la superficie ocupada por arboles de edad ¢ = 1,...,n en el
periodo t. Esto es,

x1(t) + xo(t) + ... + 2, (t) = 1.

Vemos asi que la configuracion forestal en el periodo ¢ se puede representar
por un vector x(t) = (x1(t), z2(t), ..., z,(t)) en el simplex A

Ahora lo que sigue es representar por otro vector un plan o politica de
cosecha en cada periodo de tiempo. Al finalizar el periodo t cosecharemos
arboles de cada edad. Denotemos por w;(t) el drea que se libera al cosechar
arboles de edad ¢ = 1, ...,n. El plan de cosecha en el periodo ¢ sera el vector

w(t) = (wr(t), us(t), ooy un(t)), 0 < wst) < wit). (1.1)

Es importante remarcar que podemos suponer que u,(t) = z,(t) para todo
t € Ny ya que los arboles de mas de n anos pierden su valor econémico.
Ahora veamos cémo cambia la configuracién forestal de un periodo a otro.
El area que se libera al finalizar el periodo ¢ se usara al inicio del periodo
t + 1 para plantar nuevos arboles de un afio. En resumen, el area ocupada
por arboles, segiin su edad, en el periodo t 4+ 1 es
n
si(t+1)=> w(t) v xE+1) =210 —ua(t), 2<i<n.
i=1

14



Es decir, la configuracién forestal en el periodo t + 1 es

z(t+1) = ( wi(t), x1(t) — us(t), .o, T (t) — un_l(t)> :

n
=1

o en forma matricial:

0 0 0 0 1 1 1 1

10 0 0 -1 0 0 0
z(t+1)=1]0 1 00 [z(t)+] 0 -1 0 0 [u(t). (1.2

00 .10 0O o0 . =120

Este es un sistema de control lineal a tiempo discreto con espacio de estados
A, espacio de control U := [0, 1]" y, tomando en cuenta (1.1), el conjunto de
controles admisibles en el estado = € A es dado por

U(z) :=[0,21] x [0,29] X -+ x [0,2,_1] x {x,}.

Adicionalmente, como es usual, definiremos el conjunto de parejas admisibles
estado-control como K := {(z,u) : v € A,u € U(z)} y la funcién del sistema
como f : K — A dada por f(z,u) := Ax+ Bu, donde A y B son las matrices
de la ecuacién (1.2). Por tanto, el sistema de control que estudiaremos es de
la forma:

w(t+1) = flz(t),ut), teN, (1.3)

donde z(0) = z € A es una condicién inicial dada.

Dada una condicién inicial z(0) = x € A, una politica de control para este
estado inicial es una sucesién de controles {u(t)}:°, tal que u(t) € U(z(t))
para todo t € Ny. El conjunto de politicas de control en este estado se
denotado por U(z) y, para simplificar la notacién, un elemento de U(x) lo
escribiremos simplemente como u. Por otra parte, dado un estado inicial
x € A, el conjunto de todos los estados al que es posible llegar en un tiempo
T > 0 se conoce como drbita positiva y se denota por OF (x,T), esto es

Ot (z,T) = {y € A : existen u(0),...,u(T —1) tal que z(0) =z y z(T) = y}.

Anélogamente, el conjunto de los estados desde donde se puede llegar al
estado z € A en un tiempo T > 0 se conoce como drbita negativa y se
denota por O~ (z,T), es decir

O (z,T) ={y € A : existen u(0),...,u(T'—1) tal que z(0) =y y z(T) = x}.

La siguiente proposicién, adaptado a nuestro contexto, proviene de [58] y
[44].
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Proposicién 1.1.1. Para cada estado x € A, Ot (z,n) = O~ (z,n) = A.

En el siguiente lema se muestra algunas de las propiedades algebraicas
que posee el sistema (1.2).

Lema 1.1.2. Sea A’ la transpuesta de la matriz A. Para cada (z,u) € K
tenemos:

(i) (1,...,n)- (I — Az =1,
(i) A f(x,u) =z —uy
(iii) (1,...,n) (u—z+ f(z,u)) = 1.
Demostracion. Estas propiedades se siguen por calculo directo. O

Sea (z,u) € K. Se dice que x es un estado estacionario 'y u un control
estacionario si f(x,u) = x. Al conjunto de todas esas parejas lo denotaremos
por

F:={(z,u) e K: f(z,u) = z}.

El conjunto de los estados estacionarios se denotara por Fa, mientras que el
conjunto de los controles estacionarios por Fy, esto es

Fp:={z e A: existe u € U(x) tal que (z,u) € F'}

Fy:={ueU: existe z € A tal que (z,u) € F}.

En el siguiente teorema presentamos una descripcion explicita de los dos
conjuntos que acabamos de definir.

Teorema 1.1.3. Se satisface lo siguiente:
(i) Fa={z€A:x; > ..>x,},
(i) Fy ={ueU:(1,2,...,n) -u=1}.

Demostracion. Notemos que I — A’ es una matriz invertible y su inversa es

111 .1
Goayio| 0L T (1.4)
000 .. 1

(i). Consideremos = € F, entonces existe u € U(x) tal que f(z,u) = x. Del
Lema 1.1.2(ii), tenemos que u = (I — A")x = (x1 — X9, ..., Tp_1 — Tp, T,) € U.

16



En consecuencia x; > ... > x,,. Reciprocamente, dado x = (x1,...,2,) € A
con xy > ... > x,, el vector u = (I — A")z es un control admisible para el
estado z y satisface f(z,u) = x.

(ii). Dado un control u € Fy, existe un estado x € A para el cual
f(xz,u) = x. Entonces, por el lema 1.1.2(iii), concluimos que (1,...,n)-u = 1.
Reciprocamente, cada control u € U que satisface (1,...,n)-u = 1 es admisible
para el estado # = (I — A’)"'u y cumplen la igualdad f(z,u) = z. O

Notemos que para un estado estacionario x € Fa existe un tinico control
estacionario u = (I — A’)x. Reciprocamente, para cada control estacionario
u € Fy existe un tnico estado estacionario z = (I — A’)"'u . Esto demuestra
la siguiente caracterizacion.

Corolario 1.1.4. El conjunto de estados estacionarios y controles estacio-
narios queda determinado por F = {(xz,u) € FA x Fy:u= (I — A')x}.

1.2. El problema de control 6ptimo

Después de que ya tenemos el modelo planteado y hemos estudiado al-
gunas de sus propiedades, ahora nos ocuparemos del problema de optimi-
zacion. Supongamos que la produccion de madera estd determinada por el
vector biomasa § = (£1,&2,...,&,) € R, donde & representa la produccion
de los arboles de i-anos en una unidad de area . Por tanto, la cantidad de
madera colectada en el periodo ¢ estd determinada por & - u(t). Ahora con-
sideramos una funcién de beneficio (o de ganancia) r : K — [0, 00) definida
por r(x,u) := (£ - u), donde 0 : [0, 00) — [0, 00) es una funcién continua, es-
trictamente céncava y no decreciente. Dada una politica admisible {u(t)}:°,,
uno de nuestros objetivos es estudiar el comportamiento de la serie

ir@:(t),u(t».

Dependiendo de la politica que estemos considerando, esta serie podria di-
vergir. En ese caso serd necesario introducir criterios de optimalidad que
permitan distinguir entre esas politicas. Primero definiremos un concepto de
optimalidad en el conjunto de controles estacionarios.

Definicién 1.2.1. Sea (z,u) € F. Diremos que T es un estado estacionario
optimo y u un control estacionario 6ptimo si

r(z,u) = max{r(z,u) : (z,u) € F}.
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En la literatura sobre modelos de crecimiento econémico 6ptimo, un es-
tado estacionario 6ptimo se conoce como una regla de oro. Este concepto ha
sido estudiado inicialmente por autores como John von Neumann, Maurice
Allais y Edmund Phelps. Para mayores referencias ver [65].

En el resto de esta seccién demostraremos que, bajo algunas condiciones
usuales, existe un tinico control estacionario 6ptimo (Teorema 1.2.4). Adicio-
nalmente, caracterizamos dicho control (Proposicién 1.2.7).

El tiempo de vida (o periodo 1til) de algunas especies de drboles puede
dividirse en tres etapas de acuerdo al promedio de produccién por edad &;/i.
En la primera etapa el promedio de produccién crece, en la segunda etapa
alcanza su maximo y en la ultima etapa decrece. En nuestro modelo, con
algunos ajustes en el tiempo si es necesario, supondremos que los arboles que
estamos considerando satisfacen esa condicion.

Supuesto 1.2.2. Existe un unico k € {1,2,...,n} tal que
&k &

> =max{>:i=1,...,n}.

k 1

Esta propiedad es un supuesto estandar en la literatura, ver por ejemplo
9, 42, 43, 45, 57]. Una de las principales consecuencias del supuesto es la
unicidad del estado estacionario éptimo (Teorema 1.2.4). Caso contrario, si el
supuesto no se cumple, el sistema podria tener mas de un estado estacionario
6ptimo. Uno de los trabajos relacionados con este tema es, por ejemplo, [52].

Lema 1.2.3. Para cada uw € U, se satisface la desiqualdad

Con igualdad si y solo siu; =0 para cada i # k.

Demostracion. Notese que

glj(l, 2,..,n)u—§ u= i(%z — &)y

i=1
Por el Supuesto 1.2.2, cada término es no negativo y la suma es cero si y sélo
si u; = 0 para cada i # k. O

El siguiente teorema es un resultado anédlogo a la unicidad de la regla de
oro en [57].

Teorema 1.2.4. El controlu = (0,...,0,1/k,0,...,0), donde 1/k es la k—ésima
coordenada, es el unico control estacionario optimo. Mds aun, el inico esta-
do estacionario dptimo asociado a u es x = (1/k,...,1/k,0,...,0), donde las
primeras k-coordenadas son todos iguales a 1/k.
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Demostracion. Por el Lema 1.2.3 y el Teorema 1.1.3, £ - u < & /k para cada
u € Fy. Notemos que w € Fyy v es el tinico control estacionario que satisface
la igualdad £ - u = &./k. Ya que 0 es estrictamente concava y no decreciente,
concluimos que u es el tnico control estacionario éptimo. El Corolario 1.1.4
y (1.4) nos dan el estado estacionario 6ptimo = = (1/k, ..., 1/k,0,...,0). O

Nota 1.2.5. Dado 79 > 0, puesto que 6 es estrictamente concava, existe
A = A(79) > 0 tal que 8(7) —6(7y) < A(7 — 1) para cada 7 > 0, con igualdad
sOlo para 7 = 7.

Proposicion 1.2.6. Sea (z,u) € F como en la Definicion 1.2.1. Euxiste
p € RY tal que
r(z,u) —r(z,u) <p-lz— f(z,u)] para cada (z,u) € K. (1.5)
Demostracion. Del Lema 1.1.2 deducimos la igualdad
(1,2,...,n) - u=1+(1,2,...,n) - (x — f(z,u)). (1.6)
Usando la desigualdad del Lema 1.2.3 concluimos que

E-u < (&/k)(1,2,..,n) u
= (Sk/k) [1+(1727"'7n)' (a:—f(a:,u))]
= (gk/k)+(€k/k)(1’27vn) (.’B—f(CE,U))

Por tanto

Eu—&-u< %(1,2,...,n)-(x—f(x,u)). (1.7)

Adicionalmente, tomando 7 =& -uy 79 = £ - u = & /k en la Nota 1.2.5,
obtenemos la desigualdad

r(x,u) —r(z,u) < NE-u—E-u). (1.8)

Finalmente, de (1.7) y (1.8), concluimos que r(z,u)—7r(z,u) < p-(x— f(z,u))
donde p := (& /k)(1,2,...,n) € R}. O

Sea p como en la Proposicién 1.2.6. Siguiendo la notaciéon de McKenzie
[53], definiremos la funcion pérdida de valor § : K — R como

z,u) :=r(z,u) —r(z,u) +p- (r— flz,u)). (1.9)

De la Proposicién 1.2.6, 6(x,u) > 0 para todo (z,u) € K.

Segtn los autores Diehl et al. [13], la funcién (1.9) es conocida como la
la funcion de fase rotada, y la desigualdad (1.5) como dualidad fuerte del
problema del estado estable.
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Proposicién 1.2.7. Sea x € A un estado arbitrario. Sid(x,u) = 0, entonces
U = Uu.

Demostracion. De (1.6), (1.8) y el Lema 1.2.3,

o(z,u) = r(T,u) - (I,U)er( — f(x,u))
> “AM§ru—&-u)+p-(z f(M))
= —AME-u—&/k) + A&/R)(L,2,m) - (2 — f(z,u))
= —AME-u—&/k) + A&/K)(,2, .., n) - u—1]
= AM&/F)(1,2,...,n) =& -u
> 0.

En consecuencia, por el Lema 1.2.3, §(z,u) = 0 implica que u; = 0 para todo
1=1,2,...,n con excepcion de i = k.
Por otra parte, las desigualdades (1.7) y (1.8) implican que

0(z,u) 2 0(§-u) = 0(&-u) + A€ -u—&-u) =0

Luego si d(z,u) = 0, entonces 0(&./k) — 0(Epug) = M Epug — & - u). Puesto que
0 es estrictamente céncava, se sigue que uy = 1/k. ]

1.3. Optimalidad promedio

Nuestro objetivo en esta seccién es estudiar el criterio de optimalidad
promedio. Este criterio es uno de los mas usados para problemas de control
6ptimo con horizonte infinito. Buscaremos las politicas que son 6ptimas en
promedio y las caracterizaremos en términos del control estacionario 6ptimo.

Sea

T-1
= > r(a(t),ul®)), (1.10)
t=0
el beneficio total acumulado hasta el periodo T usando la politica de control
u € U(z). Consideremos el correspondiente beneficio (o ganancia) promedio
a largo plazo

1
J(z,u) = liTHLiOI.}f?JT(:c,u). (1.11)

Definicién 1.3.1. Una politica de control u* € U(x) se dice que es déptimo
en promedio si J(z,u*) = J*(z), donde

J*(z) == sup{J(z,u) :uel(x)}.
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El siguiente teorema muestra, en particular, que el valor de una politica
optima en promedio no depende de la condicion inicial.

Teorema 1.3.2. Sea (Z,u) como en la Definicion 1.2.1. Entonces J*(z) =
r(z,u) para cada x € A.

Demostracion. Por la Proposicién 1.1.1, existe una politica de control u €
U(z) tal que G(t) = u para cada t > n. La politica de control u es tal que
J(z,04) = r(z,u). Por consiguiente r(z,u) < J*(z). Por otra parte, de la
Proposiciéon 1.2.6,

Jr(z,u) = Tr(z,u) <p-[z(0) —z(T))]. (1.12)

Ya que A es un espacio compacto, el lado derecho de la desigualdad es aco-
tada. Multiplicando por 1/T y tomando el limite liminfr ., obtenemos
J(z,u) <r(z,u) para cada u € U(z); por tanto, J*(z) < r(x,u). O

La desigualdad (1.12) nos da el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.3. Sea u € U(zx) una politica de control arbitraria. La
sucesion {Jp(x,u) — Tr(z,u)}7, es acotada o bien liminfr . [Jr(z,u) —
Tr(z,u)] = —o0.

Una politica de control u € U(x) para la cual la sucesién {Jr(z,u) —
Tr(z,u)}72, es acotada se dice que es buena. Originalmente esta definiciéon
fue introducida por Gale [19].

La siguiente proposicién establece la relacién que existe entre las politicas
buenas y las 6ptimas en promedio.

Proposiciéon 1.3.4. Toda politica de control buena es también dptima en
promedio.

Demostracion. Siu € U(z) es una politica de control buena, existe K > 0
tal que —K < Jr(z,u) — Tr(z,u) < K para cada T' € N. Por lo tanto

J(z,u) = lim (1/T)Jr(z,u) = r(z,u).

T—o00

]

Sea § la funcion pérdida de valor (1.9). Dado x € A y u € U(z) definimos
las funciones

or(z,u) = ZO (z(t),u(t)) y d(z,u):= ioé(x(t),u(t)). (1.13)
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Por la definicién (1.9) de d(z,u), la sucesién {or(z,u)}7, es creciente y
satisface

or(z,u) = —[Jp(x,u) —=Tr(z,u)|+p-(x—x(T)) paratodoT € N. (1.14)

Notese que en (1.14), tomando en cuenta que A es compacto, el término
p-(x—x(T)) es acotado. Por lo tanto, ér(z, u) es acotada si y solo si [Jr(z, u)—
Tr(z,u)] es acotada. Esta observacion nos da la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3.5. Una politica de control u € U(x) es buena si y sélo si
d(z,u) < oo.

El siguiente teorema de tipo “turnpike” (autopista) es una versién adap-
tada a nuestro contexto de uno de los resultados de [57].

Teorema 1.3.6. Sea x € A. Siu € U(x) es una politica de control buena,
entonces limy o u(t) = u y limy_, o z(t) = .

Demostracion. Primero introducimos una funcién auxiliar ¢ : K — R de-
finida por ¢(z,u) = r(z,u) — p- (zr — f(z,u)). Dicha funcién satisface la
igualdad ¢(z,u) = —d(x,u) + r(Z,u). Ahora supongamos que u = {u(t)}2,
es una politica de control buena. Entonces §(x(t),u(t)) — 0 cuando t — oo,
lo cual implica que ¢(z(t),u(t)) — r(z,u) = ¢(z,u). Si (z*,u*) es un punto
de acumulacion de {(z(t),u(t))}:2,, esto significa que existe una infinidad
de términos de la sucesién en cada entorno abierto de (z*,u*) y entonces
o(z*,u*) = ¢(x,u). Por otra parte, ¢(z,u) < r(z,u) para cada (z,u) € K.
Adicionalmente, ya que r es estrictamente concava, entonces ¢ también lo es.
Sabemos que las funciones concavas poseen un tinico maximo en subconjuntos
compacto: por tanto, ¢ tiene un inico maximo que es (z*,u*) = (z,u). O

1.4. Optimalidad en sesgo

En esta seccién estudiaremos un nuevo criterio de optimalidad que en
algin sentido es mas selectivo que el criterio de optimalidad en promedio.
Por ejemplo, el criterio de optimalidad en promedio no distingue dos po-
liticas de control que tienen la misma ganancia en promedio pero que sus
correspondientes pagos en tiempo finito (como en (1.10) ) son totalmente di-
ferentes, ver [27, 32, 48]. Para distinguir dichas politicas, primero buscaremos
las politicas que sean 6ptimas en promedio, luego dentro de ellas buscaremos
politicas que sean mas sensibles al pago en tiempo finito.
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Dado un estado inicial z € A y una politica de control admisible u =
{u(t)}22,. Definimos la funcién de sesgo como

b(x,u) := i [r(z(t),u(t)) —r(z,u)].

t=0

El siguiente concepto fue introducido por Veinott [74] y posteriormente
ha sido estudiado por varios autores en diversos contextos y modelos; ver por
ejemplo [12, 27, 32, 48].

Definicién 1.4.1. Sea x € A el estado inicial del sistema. Una politica
de control u* € U(x) se dice que es 6ptima en sesgo, con respecto a x, Si

b(x,u*) = b*(z) donde
b*(z) := sup{b(z,u) :u e U(x)}.

Lema 1.4.2. Para cada politica de control u € U(x), limp_oo[Jr(x,u) —
Tr(z,u)] = p-(xr — ) — d(z,u). Por tanto la funcion de sesgo también se
puede expresar como b(z,u) =p-(x — ) — d(z,u).

Demostracion. La demostracién se sigue de la ecuacién (1.14) y el Teorema
1.3.6. ]

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del Lema 1.4.2.

Teorema 1.4.3. Una politica de control u* € U(z) es dptima en sesgo si y
sélo si 6(x,u*) = §*(x), donde 6*(x) := inf{d(z,u) : u € U(x)}.

Proposicién 1.4.4. Una politica optima en sesgo es también buena.

Demostracion. De la Proposicion 1.1.1, existe & € U(x) tal que 4(r) = «
para cada 7 > n. Por tanto 6*(x) < é(x,0) = d,(z,0) < oo. Por lo tanto,
si u es una politica de céntrol 6ptima en sesgo, entonces §(z,u) < oo, i.e. es
buena. ]

El siguiente resultado, andlogo a la Proposicion 1.4.2 de [11], garantiza
la existencia de una politica de control éptima en sesgo. Este resultado se
obtiene por medio de argumentos usuales de continuidad y compacidad.

Proposiciéon 1.4.5. Para cada v € A existe una politica de control u* €
U(z) tal que 6(z,u*) = 6*(x).

El siguiente criterio que adaptamos a nuestro contexto fue inicialmente
introducido por Gale [19] y von Weizsécker [79].
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Definicién 1.4.6. Dado un estado inicial x € A, una politica de control
u* € U(z) se dice que es 6ptima rebasante (con respecto a x) si para toda
politica de control u € U(x),

lim sup[Jr(z,u) — Jr(z,u")] <0.
T—o0
Teorema 1.4.7. Para cada estado inicial x € A, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) u € U(z) es dptima en sesgo,
(i) uw € U(z) es optima rebasante.

Demostracion. (i) = (ii): Sea u* una politica de control 6ptima en sesgo y u
cualquier otra politica de control. Primero consideramos el caso §(z,u) < oc.
Debido al Lema 1.4.2 y la Proposicion 1.4.4, el lado derecho de la igualdad

Jr(ew) = Jp(@,u’) = (e, w) - Tr(z, 8)] - [Jr(e,u’) - Tr(7, 3)
es convergente. Tomando limites obtenemos

lim sup[Jr(z,u) — Jp(z,u")] < b(z,u) — b(z,u*) <0,
T—o0

lo cual nos da (ii). Ahora consideremos el caso d(x,u) = +00. Del Lema 1.4.2
concluimos que limy_, o [Jr(z,u) — Jr(z,u*)] = —00 y, en consecuencia, por
la Definicion 1.4.6, u* es éptima rebasante.

(ii) = (i): Supongamos que u* es una politica éptima rebasante y sea
u € U(x). Si §(x,u) = oo, entonces b(z,u*) > b(r,u) = —oo y se sigue (i).
En otro caso,

b(x,u) — b(z,u") = TIEEO[JT(x, u) — Jr(z,u")] <0

y por tanto u* es 6ptima en sesgo. O

1.5. Ejemplo

Para nuestro ejemplo consideraremos una unidad de area cubierta por
cierta clase de arboles para la produccion de madera o para algin otro bene-
ficio. Asumiremos que dichos arboles mueren o pierden su valor econémico al
llegar a la edad de n = 4 afios. La produccion de madera por unidad de area
de estos arboles depende de la edad y es como sigue: los arboles de un ano
aun no producen; los de dos anos de edad producen 2 unidades; los arboles
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de tres anos producen 9 unidades; y los de cuatro anos de edad producen
10 unidades de madera. En resumen, el vector biomasa es £ = (0,2,9,10),
y la produccién promedio en cada periodo es 0, 1, 3 y 5/2 respectivamente.
En este caso la producciéon promedio alcanza su valor maximo a la edad de
tres anios. Por lo tanto, por el Teorema 1.2.4, el estado estacionario éptimo
esz = (1/3,1/3,1/3,0) y el correspondiente control estacionario éptimo es
u=1(0,0,1/3,0).
El sistemas (1.2) tiene la forma

0000 11 1 1

1 000 -1 0 0 0
z(t+1) = 010 0 x(t) + 0 -1 0 0 u(t).

0010 0 0 —-120

Por simplicidad, supongamos que el estado inicial es x(0) = (1,0,0,0). Sea
u = {u(t)}2, una politica de control o plan de cosecha. La cantidad total
de madera recolectada en el periodo ¢ es £ - u(t). Considerando la funcién
de utilidad 7(z,u) = (¢ - u)'/?, la cual satisface los supuestos, la cantidad de
beneficio acumulado a maximizar es la serie

(e - ult).

t=0
y el beneficio en promedio a largo plazo es

T-1

1
J(z,u) = liTIrl>i£f T ; r(& - u(t)).
Por el Teorema 1.3.2, el valor promedio éptimo es J*(z) := sup, J(z,u) =

r(z,u) = V3. Ejemplos de politicas de control buenas, por tanto éptimas en
promedio, son los siguientes

1. Sea u; = {u(t)}:°, una politica definida como:

(0) = (1,0,0,0) (0) =(1/3,0,0,0)  r(x(0),u(0)) =0
(1) = (2/3,1/3,0,0) (1) =(1/3,0,0,0) r(z(1),u(l)) =0
z(t) =7 u(t) = u r(z(t), u(t)) = V3

T u
T u

para todo t > 3.
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2. Sea uy = {u(t)}:°, definida por:
z(0) = (1,0,0,0) u(0) =
2(1) = (1/3,2/3,0,0)  w(1) = (0,1/3,0,0) r(z(1),u(1)) = /2/3
x(t) =z u(t) = u r(z(t), u(t)) = V3

para todo ¢t > 3.

1/3,0,0,0) r(z(0),u(0)) =

—_—~ o~
/‘\/‘\

Estas politicas de control, u; y uy, son tal que J(z,u;) = J(z,uy) = /3.
Entonces, por el Teorema 1.3.2, ambas son politicas de control éptimas en
promedio (ver abajo la Figura 1.2). Mas aun, toda politica de control que
llega en tiempo finito al control estacionario 6ptimo es éptima en promedio.
Por lo tanto, no es dificil ver que hay una infinidad de politicas 6ptimas en
promedio.

Los siguientes ejemplos son politicas de control 6ptimas en promedio que
no son buenas. Esto demuestra que el conjunto de las politicas 6ptimas en
promedio contiene estrictamente al conjunto de las politicas buenas.

3. Sea uz = {u(t)}2, definida por:

2(0) = (1,0,0,0) u(0) = (1,0,0,0)
z(1) = (1,0,0,0) u(1) = (1,0,0,0)
z(2) = (1,0,0,0) u(2) = (%,0,0,0)
2(3) = (13,5 — +.0,0) u(3) = (55,0,0,0)
e =5 =55 10 u®=(§ 0510
En general, los estados son :L‘(t) =(z+3+ ti, 3 - ti, 5 —1.0) ylos
controles u(t) = (1 + 75 + 73,0, 5 — +,0) para todo ¢ > 4.
Esta politica de control satisface que r(x(t), u(t)) 3—= para todo t > 4.
Maés aun, lim; ,o x(t) = = y limy_,oo u(t) = u. Puesto que r es una fun-

cion continua, tenemos limy o 7(z(t), u(t)) = r(m,u). Entonces, J(z,u3) =
r(Z,u), lo cual significa que uz es éptima en promedio. Por otra parte, de la
Nota 1.2.5, existe A > 0 tal que r(z(t), u(t)) —r(z,u) < A& u(t)—§-u) = —2
para todo ¢t > 4. Por lo tanto Y72 [r(z(t), u(t)) — r(Z,u)] = —o0, lo cual sig-
nifica que uz no es una politica buena.

La Figura 1.1 muestra la grafica de las funciones de pago correspondientes
a los ejemplos considerados arriba.

Para concluir, notemos que la funcién de sesgo b(z,u;) = —-2V3 <
b(x,uy) = \/%— 24/3. Esto significa que u; no es 6ptima en sesgo. Ademas,
se puede ver que uy si es Optima en sesgo.
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En este capitulo hemos estudiado el modelo forestal de Mitra-Wan como
un problema de control 6ptimo. Hemos considerado cuatro criterios impor-
tantes: optimalidad en promedio, optimalidad buena, optimalidad rebasante
y optimalidad en sesgo. La Figura 1.2 resume las relaciones de inclusion que
existen entre estos criterios: las politicas buenas estan estrictamente en el
conjunto de politicas optimas en promedio (Teorema 1.3.4); las politicas ép-
timas en sesgo y las optimas rebasantes son equivalente, y estan incluidas
estrictamente en el conjunto de las politicas buenas (Teorema 1.4.7).
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Finalmente, las soluciones 6ptimas del problema de control é6ptimo poseen
cierta propiedad de estabilidad conocido como propiedades de tipo autopista:
todas las politicas buenas convergen a la politica estacionaria 6ptima (Teo-
rema 1.3.6). Por otra parte, vimos que el valor de las politicas éptimas en
promedio es independiente del estado inicial y es igual al valor de la politica
estacionaria optima (Teorema 1.3.2).
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Capitulo 2

Juegos markovianos de suma
cero

Los juegos estocasticos de suma cero han sido estudiados inicialmente
por L. S. Shapley [70] y continuado, en particular, en [7, 22]. En estos tra-
bajos el espacio de estados y los conjuntos de acciones de los jugadores son
finitos. En ese caso, bajo algunas condiciones adicionales, la existencia del
valor de juego y la existencia de estrategias 6ptimas para los jugadores se
demuestran mediante teoremas de punto fijo. Las multiples aplicaciones — en
economia, teoria de colas, biologia evolutiva y otros [49, 76, 62] — han mo-
tivado la extension de los juegos estocasticos a espacios mas generales. Sin
embargo, ejemplos simples, [41, 55, 24|, muestran que es necesario imponer
algunas condiciones —por ejemplo, continuidad-compacidad, regularidad y
estabilidad— para garantizar la existencia del valor del juego y la existencia
de estrategias 6ptimas para los jugadores.

En este capitulo describiremos la estructura general de un juego marko-
viano de suma cero. Consideraremos las condiciones de continuidad-compaci-
dad, regularidad y estabilidad. Mostraremos las propiedades que tiene el jue-
go bajo estos supuestos.

2.1. Espacios con norma ponderada

En lo que sigue X denotara un espacio de Borel (esto es, un subconjunto
boreliano de un espacio métrico completo y separable). Su o—algebra de
Borel sera denotado por B(X).

Sea X un espacio de Borel, y sea B(X) el espacio de las funciones medibles
con valores reales y acotadas sobre X con la norma del supremo

[ull := sup |u(z)].
X
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Maés generalmente, dada una funcién medible w : X — [1,00), la cual serd
referida como funcién de ponderacion o peso, sea B, (X) el espacio de las
funciones medibles v : X — R con la w—norma

|u(2)|

||| := sup < 00.
zex w(x)

Notemos que ||ull, < ||u]| para todo u € B(X). Por lo tanto B(X) es un
subespacio de B,,(X) y, mas aun, ambos son espacios de Banach.

Por otra parte, consideremos también el espacio M(X) de las medidas
con signo p sobre X con la norma de variacion total

lillvr = sup | [ udi] = l(X) < oo,

[[ull<1

donde || := p* + p~ denota la variacion total de p, y pu*, = son la parte
positiva y la parte negativa de p, respectivamente. Andlogamente, sea M, (X)
el espacio de las medidas finitas con signo p sobre X con la w—norma

lgell = sup

fluflw<1

/ ud,u‘ :/ wd|p| < oo. (2.1)
X X

De igual manera, M(X) y M, (X) son espacios de Banach y M(X) C M, (X).
Finalmente, es conveniente mencionar que cada medida p € M, (X) se puede
identificar con un operador v — p(u) en B,,(X) definido por

plw) = [ uly)u(dy) (22)

con |p(w)| < [|efluw]lpe]|w-

En lo que sigue denotaremos por P(X) al espacio de las medidas de pro-
babilidad sobre X con la topologia de la convergencia débil. Esto significa
que una sucesion de probabilidades i, converge débilmente a p € P(X) si

pn(w) = pu) - Vu € C(X),

donde C(X) C B(X) es el espacio de las funciones continuas y acotadas sobre

X.

Definicién 2.1.1. Dados dos espacios de Borel X e Y. Una probabilidad
de transicion sobre X dado Y es una funcion medible Q : Y — P(X).

Para simplificar la notacion, escribiremos Q(Bly) en lugar de Q(y)(B) pa-
racaday € Yy B € B(X). Asimismo, denotaremos por P(X|Y) a la familia
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de probabilidades de transicion sobre X dado Y. Si X = Y, simplemente
diremos que () es una probabilidad de transicién sobre X.

Sea () una probabilidad de transicién sobre X. Q induce, de manera
natural, dos operadores lineales © — Qu sobre B, (X) y pu — u@ sobre
M., (X) del siguiente modo:

Quix): = [ u(y)Qldyla), ueBy(X), v X,y (2.3)
pQ(B): = [ Q(Blo)u(dr). peMu(X), BeBX).  (24)

Si 0, es la medida de Dirac en el punto x € X, podemos observar que
0,Q() = Q(-|z) ¥ ||0z]lw = w(x). Con esto en mente y tomando en cuenta
(2.1), concluimos que los dos operadores tienen la misma norma

Q1 = sup{Qul -l < 1) (2.
1
=swp o [ wln)QUle)
= sup QU]
= sup{luQll < Il < 13- (2.6

Este valor comtn se conoce como la w—mnorma de Q).
Por tltimo, definimos la composicion de dos probabilidades de transicion

@y R por
(QR)(Bl2) == [ R(BIy)QUdylx), B € B(X),a € X. (2.7)

Para referirnos a la composicién de () consigo misma, usaremos las siguientes
notaciones Q°(B|z) :=6,(B) y Q" :=QQ" ', n=1,2, ...

2.2. EIl modelo del juego

Sea X un espacio de estados. Sean A y B el espacio de acciones para el
jugador 1 y 2, respectivamente. En cada estado z € X, los jugadores 1 y 2
dispondrén de un subconjunto de acciones admisibles A(x) C Ay B(z) C B,
respectivamente. Asumiremos que cada uno de los conjuntos anteriores son
espacios de Borel. Entonces, el conjunto de estados y acciones admisibles

K :={(z,a,b) :a € A(z),b € B(x)}

es también un espacio de Borel [60]. Por otra parte, en cada estado, los
jugadores reciben un pago por las acciones que toman. La funcion de pago
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para el jugador ¢ = 1,2 es una funciéon medible r; : K — R. Finalmente, el
juego posee una ley de transicion, que es una probabilidad de transicién sobre
X dado K, Q(-|x,a,b) con (z,a,b) € K. En resumen, un juego estocastico de
dos personas esta constituido por seis componentes

{X, A(x), B(z),Q(-|x,a,b),r1(z,a,b),rs(x,a,b)}. (2.8)

El juego se desarrolla de la siguiente manera. En cada periodo t € Ny, los
jugadores 1 y 2 observan el estado del sistema z € X y eligen independiente-
mente sus acciones a € A(z) y b € B(x), respectivamente. Después de estas
acciones, el jugador 1 recibe un pago r(z,a,b) y el jugador 2, ro(z,a,b).
Luego el sistema se mueve inmediatamente a un nuevo estado con distribu-
cién Q(-|x, a,b). El objetivo de cada uno de los jugadores es encontrar una
estrategia que les permita maximizar sus ganancias por el tiempo que dure
el juego.

Nota 2.2.1. Nosotros estudiaremos una clase particular de juegos donde
el pago que recibe el jugador que gana proviene unicamente del jugador
que pierde, esto es ri(x,a,b) + ro(x,a,b) = 0 para todo (z,a,b) € K. Esta
clase de juegos se conocen como juegos de suma cero. En este caso, para
estudiarlos basta considerar una tnica funcién de pago r : K — R definida
por r(z,a,b) := ri(x,a,b) = —re(x,a,b) para todo (z,a,b) € K. Por otra
parte, es importante mencionar que los juegos que no son de suma cero
aun no han sido estudiados extensamente y en consecuencia existen muchas
preguntas que todavia no se han respondido. Alguno de los pocos trabajos
sobre este tema es [39] y las referencias que tiene. Aqui sélo consideraremos
el caso de suma cero.

Durante el desarrollo del juego, los jugadores toman sus acciones consi-
derando la historia del juego. Esto es, si el juego se encuentra en el estado xy,
las acciones siguientes, a; y by, seran tomadas evaluando la historia del juego

ht = (1’0, ap, b07 vy Lp—1,y Ap—1, bt—17 xt)-

El conjunto de las posibles historias del juego hasta el tiempo t = 1,2, ... es
H, =K x H,_; donde Hy := X.

Definicién 2.2.2. Una estrategia para el jugador 1 es una sucesion ' =
{r},t € No} de probabilidades de transicion w} : Hy — P(A) tal que

7 (A(x¢)|hy) = 1 para cada hy € Hy y t=0,1, ...

El conjunto de estrategias para el jugador 1 se denota por II;. Una es-
trategia, en general, depende de la historia completa del juego. Es decir,
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depende de los estados por los que ha pasado el juego y las decisiones que
se ha tomado en cada uno de ellos. Por el contrario, existe una subclase im-
portante de estrategias que no dependen de toda la historia. Esas estrategias
solamente dependen del estado en el que se encuentra el juego al momento de
decidir. La importancia de estas estrategias se debe a que, en algtin sentido,
son menos dificiles de calcular. Bajo ciertas condiciones, como sucede en los
procesos de control markovianos (PCMs) [32], el equilibrio se logra en este
tipo de estrategias. Estas estrategias se definen de la siguiente manera. Sea
®; el conjunto de todas las probabilidades de transicion ¢ : X — P(A) tal
que ¢(A(x)|x) =1 para cada x € X.

Definicién 2.2.3. Una estrategia 7w € II; se dice que es estacionaria si

eziste p € @y tal que ) (-|hy) = ©(-|z¢) para todo hy € Hy y t € Ny.

Para no agregar mas notaciones, representaremos por ®; al conjunto de
las estrategias estacionarias para el jugador 1. Para el jugador 2 se definen
de manera analoga, el conjunto de estrategias generales Il y el conjunto de
estrategias estacionarias ®,.

Consideremos el espacio medible €2 := (X x A x B)* y su o—4élgebra
producto F. Cada elemento de € representa un escenario completo del juego
donde los jugadores interactiian por un tiempo indefinido.

De acuerdo al teorema Ionescu-Tulcea (ver [6, Capitulo 7]), sabemos que
se cumple lo siguiente.

Teorema 2.2.4. Para cada (7', 72) € II; x Iy y cada estado inicial x € X,
existe una medida de probabilidad P;Tlﬂz; un proceso estocastico de estados
y acciones {(xy, ar,by),t € No} definido en (2, F) que satisface lo siguiente
para cada V C X,C € B(A),D € B(B),h; € Hy, yt € Ny:

1.2

P (mg € V) =6,(V), (2.9)
P™ ™ (a, € C,b, € D|hy) = 7} (C|h)72(D|hy), (2.10)
P;rlﬂQ(ZL't_A,_l € V|ht, ag, bt) = Q(V|3§'t, Qy, bt) (211)

1.2 .
Denotaremos por E7T ™ al operador esperanza con respecto a la medida
x
1. 1.2
de probabilidad P "".
Entre otras cosas, el anterior teorema nos dice que los jugadores pueden
eligir sus acciones de manera independiente, como se ha mencionado ante-
riormente.

Nota 2.2.5. Los juegos markovianos de dos jugadores se pueden representar
mediante un sistema dindamico estocastico a tiempo discreto:

Tp+1 = f(mn: Qp, bnagn) n= Oa 17 2: (212)
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donde xy es un estado inicial dado y x,, es el estado del juego al tiempo n,
mientras que a,, y b, son las acciones de los jugadores 1 y 2, respectivamente.
Las perturbaciones {¢;}7°, forman una sucesién de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) con una distribucién comin
1, e independientes del estado inicial xg.

Si nuestro modelo estd en la forma (2.12), podemos escribirlo como en
(2.8) con la ley de transicién

Q(Blz,a,b) = p({s € S|f(z,a,b,s) € B}) (2.13)
- /IB(f(x,a, b, 5))pu(ds), (2.14)

donde I es la funcién indicadora del conjunto B.

Inversamente, dado un juego markoviano en la forma (2.8), es posible
llevar a la forma (2.12); es decir, existe una funcién medible f y una sucesion
de variables aleatorias independientes {¢;}5°, que satisfacen (2.12). Ver, por
ejemplo, [21].

2.3. Supuestos y propiedades

El espacio de estados X y los conjuntos de acciones admisibles A(z) y
B(x) son espacios de Borel. Estos espacios podrian ser desde conjuntos finitos
hasta espacios continuos. De manera similar, la inica propiedad que hemos
mencionado de la funcién de pagos r es la medibilidad. Bajo estas condi-
ciones generales, podrian no existir estrategias éptimas para los jugadores.
En esta seccion introduciremos las condiciones que impondremos a nuestro
modelo. Estas condiciones son una extencién natural de las hipotesis usuales
de PCMs; ver [23, 28, 32, 33, 73].

Sea B, (K) el espacio de funciones medibles u : K — R tal que

|u(z, a,b)|

|lullp ;== sup —————= < 0. (2.15)
(z,a,b)eK ’LU((E)

Notemos que B, (X) se puede ver como un subespacio de B, (K).
Dado u € B, (K) y @ la ley de transicién del juego, definimos

u(z, p,v) = /A(x) /B(w) u(z, a,b)v(db)u(da) (2.16)

Q. p,v) = | . /. ., QI a, Bw(db)y(da) (2.17)

donde p y v son medidas de probabilidad sobre A(x) y B(z), respectivamente.
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Supuesto 2.3.1 (Continuidad y compacidad). Para cada (z,a,b) € K:

1. Los conjuntos de acciones admisibles A(x) y B(z) son compactos y no
vacios.

2. La funcién de pagos r € B, (K) es tal que: r(z, -, b) es semicontinua su-
periormente en A(x) y r(z, a, -) es semicontinua inferiormente en B(x).

3. Para cada (z,a,b) € Ky toda funciéon medible y acotada v : X — R,
las funciones [y v(y)Q(dy|z,-,b) y [y v(y)Q(dy|z,a,-) son continuas en
A(z) y B(x), respectivamente. Este supuesto es también valido cuando
sustituimos v por w.

Supuesto 2.3.2 (Estabilidad). Existe una medida de probabilidad v €
P(X), un nimero real 0 < v < 1 y una funcién medible g : K — [0, 1]
tal que para cada (z,a,b) € Ky D € B(X) se satisface lo siguiente:

1. Q(D|z,a,b) > p(x,a,b)v(D).
2. fX w(y)Q(dy|x, a, b) < ’Vw(x) + 6(‘7:7 a, b)“l/”w

3. inf [y Bz, o(x),¥(z))v(dz) > 0.

(p,0)EP1 X D2

Supuesto 2.3.3 (Regularidad). Existe una medida o—finita A sobre X con
respecto a la cual, para cada par (¢, 1) en ®; x Oy, la probabilidad de transi-
ci6n markoviana Q(-|x, ¢(x),1(z)) es A—irreducible (acerca de la propiedad
A—irreducibilidad, ver la Definicién A.1.1).

Es importante mencionar que, en algunos casos, las condiciones mencio-
nadas anteriormente pueden ser debilitadas. Ver por ejemplo [35] o bien [36].
Por otra parte, un supuesto mas fuerte que el 2.3.3, pero facil de verificar, es
el siguiente.

Supuesto 2.3.4. Existe una medida o—finita A sobre X y una funcién de
densidad positiva g(z, a,b, ) tal que

Q(Dlr,a.b) = [ glw,a.b,y)A(dy).

La siguiente proposicion es una de las consecuencias mas importantes de
los supuestos anteriores. Algunas propiedades adicionales se ven en la Seccién
A.3 del apéndice.
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Proposicién 2.3.5. Bajo los Supuestos 2.5.2 y 2.3.3, para cada par (o, ) €
®; x @y, el proceso de estados {x;} es Harris recurrente positivo. En conse-
cuencia, la probabilidad de transicion markoviana Q(x, p(z), v (x)) tiene una
unica medida de probabilidad invariante j, . sobre X, es decir

How(D) = [ QDI (@), () g 0(dr) (2.18)

para todo D € B(X).

No es dificil ver que p,, € M, para todo ¢ € ®; y ¥ € ®,. Pues,
integrando con respecto a p.,, ambos lados de la condicién (2) del Supuesto
2.3.2, y usando la igualdad (2.18), obtenemos

[ w@an(@y) <7 [ wes(dy) + V]

Por lo tanto, usando (2.1), vemos que ||ttppllw < [|[V|lw/(1 — 7).

Nota 2.3.6. Bajo los mismos supuestos de la Proposiciéon 2.3.5, y de acuerdo
al Teorema A.3.3, el proceso de estados {z;} tiene la propiedad de w— ergodi-
cidad geométrica (A.3.2), esto es, existen nimeros reales 0 <0 <1y 0 < M
tal que

[ w)Q gl o), v@) [ u@ldy)| < wia)ulludo (2:19)

para cada u € B, (X),z € X y t € Ny, donde Q' denota la probabilidad de
transicion markoviana de la etapa t.

Lema 2.3.7. Asumiendo que se satisfacen los Supuestos 2.3.1 y 2.3.2, sea
(p,0) € Dy X Py, u € B,(K) y x € X un estado inicial arbitrario. Entonces
para todo t € Ny se satisface

1. ESYw(xy) < kw(z), donde k:= 1+ ||v]/(1 —7),
2. B u(wy, ar, by)| < lullwkw(z),

3. tllglo HEZYu(zy, ag, by)| = 0.

Demostracion. 1) Sit = 0, es evidente que E#Yw(x) < w(z) + ||v/||w». Supon-
gamos que ¢t > 1. De (2.11) y el Supuesto 2.3.2 (2)

Ef’w[w(xtﬂht—l;at—l,bt—l] :/Xw(y)Q(dmxt—laat—labt—l)

< (1) + [l
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Tomando esperanzas en ambos lados de la desigualdad, llegamos a la relacion
EfYw(xy) < yE9Yw(x; 1) + ||v]w. Iterando esta desigualdad obtenemos

t—1

EYw(w) < yw(@) + [Vl ;)“Yj < [+ [lvflo/(1 = w(z).

2) De (2.15) sabemos que |r(x¢, az, by)| < ||ul|,w(z;) para todo t = 0,1, ...,
entonces

| B2V (2, ag, be)| < ullw BEYw(z) < JJullwkw(z).

3) Se sigue de la anterior desigualdad. ]

A continuacion introducimos dos conceptos que nos permitiran definir
algunos criterios de optimalidad: la ecuacion de Poisson y el operador de
Bellman.

Sea P € P(X|X) una probabilidad de transicién markoviana en X y
¢ € B, (X) una funciéon medible dada. La relacién

E+u(z +/ P(dy|lx) Vx e X (2.20)

se conoce como la ecuacion de Poisson (E.P.), cuya solucién es un par (§,u) €
R x B, (X). Esta solucién también se conoce como el par candnico.

Para lo que sigue, denotaremos por A(z) y B(x) al espacio de medidas
de probabilidad sobre los conjuntos A(z) y B(z), respectivamente. Por el
Supuesto 2.3.1(1), estos conjuntos son compactos.

Dada una funcién u € B, (X), r la funcién de pago del juego y @ la ley
de transicion, consideramos la funcion

(¢,9) > 7z, N+ [uQdyle o) vi@).  (221)

Por el Supuesto 2.3.1, esta funcién es semicontinua superiormente en la varia-
ble ¢ y es semicontinua inferiormente en la variable 1. Bajo estas condiciones,

el operador minimaz T : B, (X) — B, (X),

Tu(x): = max min){ r(z, +/ Q(dylz, p(z), w(l'))}

peA(z) YeB(x

estda bien definido. Mas aun, mediante los teoremas minimax [17, 71] y los
teoremas de selector medible [60, 36], tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicién 2.3.8. Bajo los Supuestos 2.3.1 y 2.3.2(2), existen estrategias
p* e dy yu* € By tal que para todo z € X,

Tu(w) = rle " (@), 6" (@) + [ up)Qyle, (@) 0° @) (222
= max {r(a,p(2), 0" (@) + [ u@)Qylr, o(@). 0 (@)

pEA(T)

= min {r(@,¢" (@.0() + [ 1w)Qylr. o @), v(@)}.

PYeEB(x)

2.4. Conclusiones

Definimos la estructura general de un juego markoviano de suma cero;
el conjunto de estados es un espacio de Borel, los conjuntos de acciones ad-
misibles son compactos y la funciéon de pagos es medible (posiblemente no
acotada). En ese marco, definimos la clase de estrategias que los jugadores
pueden ejecutar: las estrategias estacionarias. Luego, introducimos condicio-
nes de estabilidad sobre la ley de transicion. En seguida, analizamos algunas
consecuencias directas de los supuestos: entre los mas importantes, el Teore-
ma 2.3.5 muestra la existencia de una medida de probabilidad invariante para
cada ley de transiciéon. Més aun, la Nota 2.3.6 muestra que la convergencia
hacia la medida de probabilidad invariante es uniforme y exponencial. Final-
mente, introducimos la ecuacién de Poisson y el operador de Bellman que en
los siguientes capitulos nos ayudara a definir algunos criterios de optimalidad.
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Capitulo 3

Optimalidad promedio

En este capitulo estudiaremos un primer grupo de criterios de optimali-
dad ergédicos: optimalidad en promedio, optimalidad canonica, optimalidad
promedio F-fuerte y finalmente la optimalidad —1-descontada. Veremos que
todos estos criterios, aunque con definiciones completamente diferentes, son
equivalentes. La optimalidad en promedio esperado y la optimalidad canoéni-
ca han sido estudiados extensivamente para procesos de control markovianos
(PCMs), ver por ejemplo, [29, 32]. Una extensién a juegos markovianos de
estos criterios se ha realizado en [30, 61, 20]. Por su parte, la optimalidad
promedio F-fuerte y la optimalidad —1-descontada han sido estudiados sola-
mente para PCMs en [32] y [33], respectivamente.

Los resultados que mostraremos en este capitulo retinen algunos de los
obtenidos en [30] y las extensiones que realizaremos a los resultados para

PCMs de [32, 33].

3.1. Optimalidad promedio

Para cada estado inicial z € X, estrategias ¢ € &, v € Py, y todo
horizonte finito n, el pago total esperado hasta la etapa n para el jugador 1

es
n—1

In(z,0,7) = ng’w Z (@, ar, by).

t=0

Al considerar un juego de horizonte infinito, cuando n — oo, comparar
directamente los limites, para estrategias diferentes, podria no ser una buena
alternativa. Es posible que estos limites no existan para ciertas estrategias.
Para evitar esas dificultades fijaremos nuestra atencién en el comportamiento
en promedio de la funcién J,(x, ¢, ).
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El pago promedio esperado a largo plazo para el jugador 1 es
J(x,0,¢) = liminf Jy (2, ¢, ) /n.

Este sera la funcién objetivo de los jugadores. El primer jugador buscara es-
trategias que maximicen mientras que el segundo estrategias que minimicen.
El limite inferior se debe a que estamos considerando el peor escenario para
el primer jugador.

La funcion wvalor inferior y valor superior del juego se definen, respecti-
vamente, como

L(z) := sup inf J(z,¢,v) y U(x):= inf sup J(z,p, )

pEd, YEP2 YEP2 ped,

para todo z € X. Claramente, L(z) < U(x) para cadaz € X. Si L(z) = U(x)
para todo x € X, entonces diremos que la funcion es el valor del juego y lo
denotaremos por V(). Como veremos mas adelante, bajo las condiciones
que estamos considerando, el juego tiene un tnico valor. Sin embargo, si se
cambian las condiciones, no necesariamente se conserva la propiedad. Para
un ejemplo de ese tipo, ver [72].

Definicién 3.1.1. Supongamos que el juego tiene una funcion de valor V (+).
Diremos que un par de estrategias (p*,1*) € ®; x ®y es un equilibrio pro-
medio esperado si

sup J(z, p,0") = inf Sz, 0) = V() (31)

pedy
para cada x € X.

El conjunto de los equilibrios en promedio esperado sera denotado por
((I)l X (I)Q)ep.
Para (¢,1) € 1 x Py, sea
I ) = [ r(w,el@), v(@)pldo) (3.2

donde i, es como en la Proposicion 2.3.5.

Lema 3.1.2. Bajo los Supuestos 2.53.1, 2.3.2 y 2.3.3, obtenemos la desigual-
dad

[ Jn(@, ,0) = nd (o, )| < |IrllwMw(z)/(1 - 6) (3.3)
para todo estado inicial x € X y toda estrategia (p,1) € 1 x Ps.

Demostracion. Esta propiedad se obtiene de la desigualdad (2.19) sustitu-
yendo u(zx) por r(z,p(z),?(x)) en la desigualdad. O
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La siguiente proposicion muestra que, bajo los supuestos habituales, el
pago promedio esperado es independiente del estado inicial del sistema. Mas
aun, este se puede expresar en términos de la medida de probabilidad inva-
riante de la Proposicion 2.3.5.

Proposicién 3.1.3. Bajo los mismos supuestos del Lema 3.1.2. La igualdad

(w/))

J(z,0,0) = lim ———— = J(p,1)) (3.4)
se satisface para todo x € X y (¢, 1) € &1 X Ps.
Demostracion. Se sigue inmediatamente del Lema 3.1.2. [

Definicién 3.1.4. Una cuddrupla (£, u*, ¢*,1*), que consiste de una cons-
tante & € R, una funcion medible & : X — R y un par de estrategias
estacionarias (p,1) € ®y x Og, se dice que es una cuddrupla canénica si
para todo x € X se cumple

£*+u*( ) (;1; (p _|_/ dy\x ( ) 2/1*(33)) <3.5)
- JQQ@E)[ (@, 0,9"(w / Qdylz, p, ¢*(x ))] (3.6)
= i |r(z. 0+ [ 0 @QUyle @) v)] . (37)

En este caso diremos que (¢*,1*) es un par de equilibrios canénicos.

El conjunto de los equilibrios candnicos serd denotado por (®; X ®g),.

Notemos que la igualdad 3.5 estd relacionado con la ecuacion de Pois-
son 2.20. Por otra parte, las igualdades 3.6 y 3.7 estan relacionadas con el
operador minimax (2.22). De hecho,

£ 4 u(x) =Tu"(x)
para todo z € X.
Teorema 3.1.5. Si los Supuestos 2.3.1,2.3.2 y 2.3.4 se cumplen, entonces
(@1 X Py)ep = (P1 X P2)cq- Mds aun, existe una cuddrupla (£*,u*, p*, )
candnica con u* € B(X) y se satisface V(z) = £* para todo z € X.

Demostracion. Ver Teorema 5.8. de [30]. O
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Consideremos la funcion de discrepancia A : K — R dada por

A(x,a,b) :==r(z,a,b) + /X u*(y)Q(dy|x,a,b) — u*(x) — &7, (3.8)

donde u* y £* son los del Teorema 3.1.5. Por el Supuesto 2.3.2, es evidente
que A € B, (K). Ademads, teniendo en cuenta la Definicién 3.1.4 y el Teore-
ma 3.1.5, es posible caracterizar el equilibrio promedio en términos de esta
funcion.

Proposicién 3.1.6. La estrategia (¢*,9*) € & X $y es un equilibrio en
promedio si y solo si

Az, ¢*(2), ¥ (2)) = (prggg;)A(x,w,w*(@) (3.9)
= Jéﬁ&)A(L ¢ (), ) (3.10)
= 0. (3.11)

A continuacién definiremos uno de los criterios de optimalidad introduci-
do por Flynn [18]. Dado un par de estrategias y una etapa finita, calcularemos
la diferencia que existe entre la acumulacién de beneficios usando la estrategia
dada y la acumulacion 6ptima hasta esa misma etapa. Luego, nos fijaremos
en el comportamiento promedio que tiene esta diferencia al pasar el tiem-
po. Este criterio ha sido estudiado ampliamente para procesos de decision
markovianos en [28, 32].

Definicion 3.1.7. Diremos que una estrategia (o*,9*) € ®1 X Oy es un
equilibrio promedio F-fuerte si para cada x € X,

1
lim — |J,(z, 9", ¢") — sup J,(x,p,¥")| =0, (3.12)
n—oo n, | pED |
)
. 17 * * . * ] _
i =\ (@, 9", 97) = Inf Ju(z, 97, 9)| = 0. (3.13)

El conjunto de los equilibrios promedio F-fuerte serd denotado por (®; x
®2>F.

Teorema 3.1.8. Una estrategia (¢*,1*) € &1 X Oy es equilibrio en promedio
si y solamente si (¢*,v*) es un equilibrio promedio F-fuerte.
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Demostracion. Sea (¢*,1*) un equilibrio promedio F-fuerte. De las ecuacio-
nes (3.12) y (3.13) obtenemos

J(anO 7¢ ) _h??i)g)lfﬁjn<x790 777Z) )

1
= lim — Jn(l',(p*,w*> — sup J($7¢7¢*)

n—oo n, ped;

+ hmmf— sup J(z, p, ")

n—00 N ped,

>J(z, p,9")

y también

T, %) =liminf = J(r, ", 0)

= lim — |J,(z, ¢*, ¢ >_w1£<1£2 Jn(2, 0%, 9)

n—oo n,

+ lim infl inf J,(z, ", 1)

n—oo  n Ypedy

<J(z,¢",9).

para cada x € X y (¢,9) € ®; x ®y. De acuerdo a (3.1), concluimos que
(p*,1*) es un equilibrio promedio.

Reciprocamente, supongamos que (¢*,1*) es un equilibrio promedio. En-
tonces, por 3.1.2,

1
i o107 sup o )] = T 0) = sup T )
n—oon ped, pED

=0.

De manera similar
Jim {Jn(w,so 0 )—Jggznfn(:v,so ,z/))} = J(@, 9" ¢ )—Jgij(%so ;1)
=0.
Por lo tanto (¢*, ") es un equilibrio promedio fuerte. ]

En resumen, del Teorema 3.1.5 y Teorema 3.1.8, concluimos que el con-
junto de equilibrios promedio es no vacio y

(@1 X ®2)ep = ((I)l X q)Z)ca = (q)l X ®2)F
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3.2. Optimalidad con descuento

Dado un nimero real fijo 0 < a < 1 y un estado arbitrario x € X, sea
Valz, 0,1) el pago esperado con descuento o cuando los jugadores usan la
estrategia (o, 1) € @1 X Pq, esto es,

Volx, @, ) = EZY [Z atr(:ct,at,bt)] : (3.14)
=0
En general, para una funcién u € B,,(K) escribiremos
Valx, @, 1, u) == EPY [Z atu(xt,at,bt)] : (3.15)
=0

Lema 3.2.1. Sea k = 1+ ||[v]|w/(1 — ) como en el Lema 2.3.7. Bajo los
Supuestos 2.3.1 y 2.3.2, se tiene

"‘i”f”{;"w(m) (3.16)

para todo u € B, (K), (p,¢) € &1 x Py yz € X.

Va(z, 0, ¢, u)| <

Demostracion. Del Lema 2.3.7

Vi, 0, 0, 0)] < B2 [Z of|u<xt,at,bt>|]

t=0

< llullw >_ o' EL % w(x,)
t=0
< [luflow(x)k/(1 = a).

Ahora definimos la funcién de valor con descuento «,

Va (.I) = Jélg(}é) wrélé(ri) Va(xv ®, w)

Por los teoremas minimax [17, 71] y el anterior Lema 3.2.1, la funcién V,(x)
esta bien definida y estd en B,,(X). Adicionalmente, estos mismos argumentos
aseguran la existencia del siguiente equilibrio.

Definicion 3.2.2. Diremos que un par de estrategias (¢*,1*) € &1 X Py es
un equilibrio con descuento « si

Va(@, 0,9") < Volz, 9" ¢") < Valz, 0", )
para todo (p,1) € &y x &y yx € X.
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3.3. Equilibrio n-descontado fuerte

En esta secciéon analizaremos otro de los criterios introducidos original-
mente por Veinott [74, 75]. Estos criterios, bajo ciertas condiciones, hacen
que los juegos markovianos sin descuento y los que tienen descuento sean
casos especiales de una familia mas amplia. En particular, veremos que el
equilibrio promedio se puede obtener mediante una aproximacion de juegos
markovianos con descuento.

Definicién 3.3.1. Paran = —1,0,1,2, ..., diremos que la estrategia (p, ) €
®; X Py es equilibrio n—descontado fuerte si

il_}H%(l —a) "[Valz, " ") — SUCII)) Valz, 0, 0")] =0, (3.17)
pedby
iﬂ(l —a) "[Vu(z, o 0") — wlélqg Volz, 0" )] =0 (3.18)

para todo x € X.
Lema 3.3.2. Bajo los Supuestos 2.53.1, 2.3.2 y 2.5.4, tenemos que

lim (1 — a)Vo(z, 0,1, u) = ppy(u)

a—1

para todo x € X, u € B, (X) y (p,1) € &1 X Dy

Demostracion. Sean x € X y u € B,(X) arbitrarios. Por la Nota 2.3.6,
tenemos

(1= a)Va(z,0,9) — prpp(u)] = (1 —a) |Vilz, ¢, ) Zauw

<(1-0a) ;}atlEf’¢($t) = oo ()]

M
— ().

< (1-a)—

La afirmacién se sigue de inmediato al aplicar el limite o — 1.
O

Lema 3.3.3. Sean A la funcion discrepancia y £*, u* como en el Teorema
3.1.4. Entonces

1— 1
VCX(x» @, 77Z)7 A) - Va<x7 @, 1/)) + Tava(xv 2 ¢a u*) - au*(:r) (319)
-&/(1-a)
para todo (p,1) € &1 x &y yx € X.
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Demostracion. De la relacion (2.11) sabemos que

Ef’¢[U*($t)\ht—1,at—1,bt—l] :/XU*QJ)Q(dy’xt—laat—labt—l)

para todo t = 1,2,... Por lo tanto, aplicando esperanzas en ambos lados
llegamos a que

E? E‘Pd’/ Q(dy|xi—1,ar—1,b—1) (3.20)

para todo t = 1,2, ... Finalmente, de (3.14), (3.15) y (3.20) obtenemos lo
deseado:
Va(z, 0,0, A) = Va(z, 0,79) "‘Ewp (Z / dy|$t,at,bt)>
a(ﬂovd}a )—5/(1—04)
= VQ(I, 2 ¢) + E;Pﬂl’ Z atU*(xt—i-l) - Va(l’, P, 1/}7 U*)
=0
- /(11— a)
1 -« . T, «
= Va(%%w) + Tva<x7(paw7u ) - au (Z‘) _§ /(1 - Oé)'
]

Lema 3.3.4. Sea (¢*,9*) € &1 x &y un equilibrio promedio. Bajo los Su-
puestos 2.3.1, 2.3.2 y 2.3.3, se satisfacen

1. lim sup (1 — o)V, (z, @, ") < &*

a—1 <,0€(I>1

o _ > ¢
g lim inf (1—)Valz, 9%, 9) 2 ¢
Demostracion. Sea (¢*,1*) € @1 x $y un equilibrio promedio.
1) De la Proposicién 3.1.6, A(z, ¢, ¢*(z)) < 0 para todo ¢ € ®;. Por
tanto V,(z, ¢, 9", A) < 0. Luego, del Lema 3.3.3, tenemos

sup (1 — )V (z, 0, 0") <& + au*(:c) — inf MVQ(L o, " u").

pedy « pedy «

Finalmente, considerando la Proposicion 3.1.5 y el Lema 3.2.1, aplicamos el
limite @ — 1 en ambos lados de la desigualdad y obtenemos lo deseado.
2) Se demuestra de manera analoga al caso anterior. ]
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Teorema 3.3.5. Asumamos que los Supuestos 2.53.1, 2.3.2 y 2.3.4 se cum-
plen. Entonces, una estrategia (p,v) € ®1 X Oy es un equilibrio promedio
esperado st y solo si es equilibrio —1-descontado fuerte.

Demostracion. Sea (¢*,9*) € 1 x $5 un equilibrio promedio. Del Teorema
3.1.5 y los Lemas 3.3.2 y 3.3.4,

lim (1 — @) [Va(, ", ¢%) — sup Vo(z, 0, 9")] = lim (1 — a)Va(z, ¢, ¢7)

a—1 QOGCIH
— lim sup (1 — a)V,(z, ¢, ¥")

a—1 pED
> fipr g (r) — &
= 0.

Por lo tanto lim, 1 (1 — a)[Va(z, ¢*,¢*) — sup g, Va(z, ¢, 9*)] = 0. La otra
igualdad se obtiene de manera similar.

Reciprocamente, sea (¢*,1*) € 1 x &5 un equilibrio —1-descontado. De
la igualdad (3.17) y los Lemas 3.3.2 y 3.3.4(1),

e e (r) = €] < [Tim (1 — ) Vi (w, ", ¢7) = &7
< | lim (1 = a)[Va(z, ¢, ¢") — sup Va(z, ¢, ¢")]]

pED]
+ | lim sup (1 — « x,Q, —
[l sup (1= o)V, 2. %) €'
=& — lim sup (1 — «
=€~ liny sup (1 )V, .)

<& - ii_rg(l — a)Vy(z).

De manera similar, usando la igualdad (3.18) y los Lemas 3.3.2 y 3.3.4(2),
obtenemos |fy+ - (1) — £ < limy—1(1 — a)Vo(x) — £*. Por lo tanto

P (1) = " = ii_rpl(l — a)Vy(z). (3.21)

Por el Teorema 3.1.5, concluimos que (¢*,¥*) es un equilibrio promedio. O

3.4. Conclusiones

En este capitulo hemos introducido cuatro criterios de optimalidad: op-
timalidad promedio, optimalidad canonica, optimalidad promedio F-fuerte
y optimalidad —1-descontado fuerte. Llegamos a la conclusién de que estos
cuatro criterios son equivalentes (Teorema 3.1.5, 3.1.8, 3.3.5), aunque con di-
ferentes definiciones e interpretaciones. Por otra parte, también demostramos
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que el valor promedio del juego es independiente del estado inicial (Teorema
3.1.5). Méas aun, la relacién (3.21) muestra que que el valor promedio del
juego puede ser aproximado por la funcion de valor descuento. En la litera-
tura a este grupo de criterios se le conocen como criterios no selectivos, esto
debido a que el limite en promedio ignora los pagos en etapas finitas. Por
el contrario, en el siguiente capitulos consideraremos algunos de los criterios
que si son sensibles a etapas finitas.
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Capitulo 4

Criterios sensibles

En este capitulo estudiaremos tres criterios adicionales: optimalidad reba-
sante, optimalidad en sesgo y optimalidad 0-descontado. Estos criterios han
sido ampliamente estudiados para procesos de control markovianos (PCMs)
a tiempo discreto y tiempo continuo, ver por ejemplo, [48, 27, 32, 28, 33].
Bajo condiciones usuales, se sabe que para PCMs la optimalidad rebasante
y la optimalidad en sesgo son equivalentes [32]. Sin embargo, esa relacién no
se preserva en juegos markovianos a tiempo continuo [67]. Del mismo modo,
mostraremos que no se satisface para juegos markovianos a tiempo discreto.
Por otra parte, el criterio de optimalidad 0-descontada se ha estudiado para
PCMs en [33] pero atn no para juegos markovianos a tiempo discreto.

4.1. Optimalidad rebasante

Definicién 4.1.1. Un par de estrategias (p*,1*) € &1 x Oy se dice que es
un equilibrio rebasante si para cada x € X y (p,1) € 1 X Py,

h,{gglfwn(% O ") — Tz, 0,07)] >0, (4.1)
)
lim sup[J,(x, p*, ") — Ju(z, ", ¥)] <0. (4.2)

A continuaciéon veremos dos criterios que también guardan una relacion
con la optimalidad rebasante: optimalidad promedio D-fuerte y optimalidad
en costo de oportunidad. Estos dos criterios fueron introducidos originalmen-
te por Dutta [15] y Flynn [18], respectivamente.

Para cada (p,1) € ®; x ®y, definamos las funciones de pago para los
jugadores 1 y 2:

Dl(x790a77b) = hﬁgolf Jn(%%q/]) — N sup J(%%lb) )

pedy
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Dy(x, ¢, ) =limsup | Ju(z, 0,9) —n inf J(z,0,9)|.

En este criterio los jugadores comparan su beneficio/costo en cada etapa
con el valor 6ptimo de la funcién objetivo promedio. En este caso estan
interesados en encontrar estrategias que mejoren ese promedio.

Definicién 4.1.2. El par de estrategias (¢*,1*) € &1 x Oy es un equilibrio
promedio D-fuerte si para cada x € X,

D1<x>@*a¢*) = Sup Dl(x’ (quvzj*) (43)
pePy
)
DQ(..'E,QD*,'QD*) - Hlf DZ('I7SD*7¢>' (44)
pcd2

El siguiente teorema nos muestra que los equilibrios rebasantes se pueden
obtener con este criterio.

Teorema 4.1.3. Si (¢*, ") es un equilibrio rebasante, entonces (p*,1*) es
un equilibrio promedio D-fuerte.

Demostracion. Supongamos que (¢*,1*) es un equilibrio rebasante, entonces

Dlm,go*,w)—hmmf[ (0" ) = sup J<x,so,w*>]

ped

> liminf [, (2, 9", ¢") — Ju(2, 0, 97)]

+ lim inf lJn(x, 0, ") —n sup J(z, Q07¢*>]
n—00 ped
2D1<33', 907 w*)

Dz(x,so*,z/))—hmsup{ (T, 9%, ¢)—ninf J(LSO*W)}
<hmsup[ w2, 0" 0%) — Ju(z, 9", 9))]

+ lim sup {Jn(w,sﬁ*,w) —n inf J(z, 90*,1/))}
n—00 Pedy
SDQ(za 90*7 w)
Por lo tanto, (¢*,1*) es un equilibrio promedio D-fuerte. ]

El reciproco del anterior teorema no se satisface, a menos que se impongan
condiciones adicionales.
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Teorema 4.1.4. Supongamos que (p*,1*) € &1 X $y es un equilibrio pro-
medio D-fuerte y, ademds, satisface que

pedy

Dy(x, 7, ¢) =lim inf

In(x, 0", 1)) —nu}gqi J(x, 0", 1)

para todo x € X y (p,) € @1 x ®y. Entonces (¢*,10*) es un equilibrio
rebasante.

Demostracion. Supongamos que (¢*,9*) es un equilibrio promedio D-fuerte
que satisface las hipétesis del teorema, entonces

hminf[J, (z, 9%, ¢%) — Ju(z, ,97)] >

> 117111_1)g.}f [Jn<x> (p*a w*) — n sup J(l‘, ¥ w*)‘|

ped,

—l1msup[ (2, 0,0") —n sup J(%%?ﬂ*)l

n—»00 pedq
= D1($790*,¢*) - Dl(xv ¢7¢*) >0

Por otra parte,

limsup[J,,(, 9", %) — Ju(z, ", ¥)] <

n—oo
< —n i i
timsup [, (2, 6°,6%) — n inf T, 7,0)]
— lim inf [Jn(x, ©*, ) —n sup J(x, Wﬂﬁ)]
n—00 YEDy
- D2('r7 90*72/}*) - D2<I7 g0*7 w) S 0.
Asi, concluimos que (¢*,9*) es un equilibrio rebasante. O

Ahora, para introducir el siguiente criterio primero definimos nuevas fun-
ciones objetivo para cada uno de los jugadores:

OCy(z, ¢,¢) —hmmfl n(€, @, 0) = sup Jn(x 790,1#)],

ped,

OCs(, ¢, 1)) —hmsup{ (T, 0,9) — Jof Jn(x ,w,w)}‘

El criterio que en seguida definiremos, compara en cada etapa el beneficio
acumulado con el optimo beneficio acumulado hasta esta esa misma etapa.
Los jugadores buscan estrategias que optimicen esa diferencia.
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Definicién 4.1.5. Diremos que el par de estrategias (p*,1*) € ®1 x Oy es
un equilibrio-CO (costo de oportunidad) si para cada v € X,

OCI(QZ‘)SO*ad) ) = sup OOI( ’907770*) (45>
pePy
)
OCs(z, 9", ") = wqui OCs(x, ", ). (4.6)

De nuevo,el siguiente teorema nos dice que los equilibrios rebasantes tam-
bién forman parte de las soluciones para el criterio que estamos considerando.

Teorema 4.1.6. Si (p*, ") es un equilibrio rebasante, entonces (p*,1*) es
un equilibrio-CO.

Demostracion. Supongamos que (¢*,1*) es un equilibrio rebasante, entonces

OC1(z, 9", ") =liminf | J,(z,¢",¢") — sup Jn(x,w,zb*)]

pedy

> lim inf [J,, (@, 0%, ") — Ju (2, 0,¢7)]

+ liminf | J,(z, ¢, ") — sup Jn(x>90>¢*)]

ped,

OCs(a,", ") =limsup | (2, ¢", ") = fnf Ju (@, 0)
<hmsup[ (2, 0", ") — Tz, 0", 1)

Hlimsup [Tl 0) = inf T, 0)
n—00 Ped2

SOCQ(xa Sp*a w)
para todo (p,1) € &1 x ®y. Por lo tanto (p*,1*) es un equilibrio-CO. [

El reciproco de este resultado se cumple, similar a la optimalidad prome-
dio D-fuerte, solamente bajo ciertas condiciones adicionales.

Teorema 4.1.7. Supongamos que (¢*,1*) € 1 x $y es un equilibrio-CO y

que, ademds, satisface

OC(z, ¢,7") —hmsup[ n(T,0,9%) — sup Jp(z, w,w*)] 7

n—00 ped

OCQ((L‘7 Sp*, 7#) — hgbll)g.}f |:Jn(x, (p*’ ¢) _ Qplélctf;g Jn(l‘7 30*, 1/})]
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para todo x € X y (,¢) € &1 X Oy. Entonces (¢*,1*) es un equilibrio
rebasante.

Demostracion. Si (¢*,1*) es un equilibrio-CO que cumple las hipdtesis del
teorema, vemos que

hmlnf[ n(@,0%, %) = Ju(z, 0,97)] 2

> hmlnf[ w(T, ", Y") — sup J,(, %@/J*)]

n— oo e,

— lim sup [Jn<$, @, w*) — Sup Jn('xa %Qﬁ*)]

n—00 pedy

= OCl(wa @*,¢*) - OCl(x>907w*) > 0

liminf[J, (z, ", ¢)—Jn(z, ", ¢")] >

>hm1nf[ ( , O, 'Qb )_ lnf J( agp*aw):|

n—o0

n—00
= 0Cs(z, ", 1) — OCy(x, ", 9p") 2 0

para todo (p, 1) € 1 x ®y. Por lo tanto (¢*,1*) es un equilibrio rebasante.
O]

— lim sup [ w(z, 0", ") — sup Jn(%@*a@/})]
PedDg

4.2. Optimalidad en sesgo

Para cada (p, 1) € ®; x &y definiremos su funcidn de sesgo por

W, o, 9) := lim [Ju (2, 0,¢) = nJ(p,¢)] (4.7)

donde J(p,%) es como en la Proposicién 3.1.3. Es importante notar que del
Lema 3.1.2 sabemos que |h(z, ¢, ¥)| < ||7]wMw(z)/(1 — ). Por lo tanto, la
funcién de sesgo estd bien definida y pertenece al espacio B, (X).

La siguiente proposicién es una caracterizacién de la funcién de sesgo
como una soluciéon de una cierta ecuacion de Poisson.

Proposiciéon 4.2.1. Para cada par de estrategias (p,1) € ®1 x ®q, el par
(J(, ), h(-,p,9)) es la dnica solucion a la ecuacion de Poisson

J(@a ?ﬁ) + h(x, ©, qp) :T'(x, 90(.1'), w(m))
+ [ iy, e, 0)QUyle, p(@), v(a)  (43)
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y que satisface la condicion [y h(z, @, V) p,p(dr) = 0. Mds aun, para cada
solucion u* del Teorema 3.1.4, h(x, p,¢) = w* () — pp4(u*).

Demostracion. Ver la Proposicion 10.2.3 en [28]. O

Nota 4.2.2. De (2.19) y (4.7) tenemos la relacién

In(2,0,0) = J(o, ¥)n + h(z, ¢, ) + O(6") (4.9)
cuando n — oo para todo z € X y (p,¢) € @1 x Dy

Definicion 4.2.3. Un par de estrategias (¢*,1*) € &1 x ®y se dice que es
equilibrio en sesgo si

W@, 0, 9%) < h(z, 9", ¢7") < h(z, 9", ¢) (4.10)
para cada © € X y todo equilibrio promedio (p, 1) € 1 X Ps.

Teorema 4.2.4. Demos por hecho que los Supuestos 2.3.1, 2.3.2 y 2.3.3 se
cumplen. Si el par de estrategias (¢*,1*) € &1 x $y es un equilibrio rebasante
entonces es también un equilibrio en sesgo.

Demostracion. Sea (p*,1*) € ®; x $y un equilibrio rebasante. De (4.9) ob-
tenemos

(@, 0,07) = Jn(@, 0", 4%) =[J (0, 9%) = J (", ¢")]n
+ h(ZL’, ¢7¢*) - h(l’, QO*v W)

In(w,0%, ) — Jn(z, 0", 0%) =[J (0", 9) — J(p",97)]n
+ h([L’, @*7¢) - h(l’7 90*7 77Z)*)

De la Definicién 4.1.1 deducimos que

lim inf[(J (p, %) = J (", ")) + h(z, 0, ¢") = bz, ", 9")] <0 (4.11)

limsup[(J(¢",9) = J(*, 9" ))n + h(z, ¢ 9) = hla, 0" ¢7)] 20 (4.12)
para todo (p,9) € &1 x 3 y € X. Dividiendo por n y aplicando limites
concluimos que (¢*,9*) es un equilibrio promedio. Por otra parte, si (p, )
es es un equilibrio promedio entonces J(p, ") = J(¢*, ¢*) = J(¢*,¢). Por
tanto, las desigualdades 4.11 y 4.12 muestran que (¢*,1*) es un equilibrio
en sesgo. ]
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El reciproco del teorema anterior solamente se cumple de manera parcial.

Teorema 4.2.5. Asumamos que los Supuestos 2.53.1, 2.3.2 y 2.3.8 se cum-
plen. Si el par de estrategias (p*,1*) € ®1 X Py es un equilibrio en sesgo
entonces es un equilibrio rebasante en el conjunto de los equilibrios prome-
dio.

Demostracion. Sea (p,1) € &1 x ®5 un equilibrio promedio. De la relacion
(4.9), podemos ver que

Jn(z,0,0) = Vin+ h(z, p, ) +O0(0") for all x € X.

Por lo tanto, de acuerdo a la Definicién, 4.10

117{1_1>}>ro1f[{]n($’ 90*>¢*) - Jn(xa %W)] = h(l‘, 90*7 w*) - h(l’, %W) > 0

lim sup[Jy,(z, 0", ") = Ju(z, 0, 9")] = h(z, ¢", ¥") = h(z,¢", ¢) <0

n—oo

para todo x € X. Lo cual demuestra que (¢*,1*) es un equilibrio rebasante.
]

El siguiente ejemplo nos ilustra la diferencia entre el conjunto de los
equilibrios en sesgo y los rebasantes.

Ejemplo 4.2.6. Consideremos el espacio de estados X = {0, 1}, el conjunto
de acciones A = {0,1} para el jugador 1 y B = {0,1} para el jugador 2.
Supongamos que en el estado cero los jugadores estdn restringidos a usar
tnicamente la accién 0, es decir A(0) = {0} y B(0) = {0}. En el estado 1
ambos jugadores disponen de las dos acciones, A(1) = {0,1} y B(1) = {0, 1}.
La funcién de pagos para el jugador 1 es como sigue: r(0,0,0) = 4, r(1,0,0) =
1, r(1,0,1) = 0, 7(1,1,0) = =2 y r(1,1,1) = 2. Mientras que la ley de
transicion del juego es dado por: @(0[0,0,0) = Q(1]1,0,1) = Q(1]1,1,0) =
Q(1]1,1,1) = 1/2 y Q(0]1,0,0) = 1/4. No es dificil verificar que este juego
cumple con los Supuestos 2.3.1, 2.3.2 y 2.3.3.

Sea (¢, 1) € &1 x ®y una estrategia estacionaria. Debido a que los juga-
dores solamente tienen una opcion en el estado 0, ¢(0]0) = 1(0[0) = 1. En
cambio, en el estado 2, (0|]1) = a y ¥(0|1) = B para algin par («, ) €
[0,1] x [0, 1]. Con lo anterior en mente, el pago esperado (2.16) se reduce a

r(0,0(0),6(0) =4 y r(Lp(1), (1) =508 —20— 4B +2.  (4.13)
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Mientras la matriz de la ley de transicion es dado por

1/2 1/2
= 4.14
y por tanto la medida de probabilidad invariante es
2—af 2

De (3.4) y (3.2), la funcién de pago promedio total es

6af —4a — 83 + 12

J(p,¥) = p—y

Analizando dicha funcién encontramos que el valor del juego es

V(z)= sup inf J(a,f) =2

0<a<10<B<1

y el conjunto de los equilibrios promedio es
(@1 X ‘132)ae - {<176>7 1/2 S 6 S 1}

Por otra parte, de la Proposicion 4.2.1, la funciéon de sesgo para un equi-
librio promedio (1, 3) € (®1 x Py)ae esta dado por
8

mSiIL':O,

4(8-2)
4-p

h(z,1,8) = (4.16)

six =1.

Por lo tanto, minimizando en [, vemos que el tinico equilibrio en sesgo es la
estrategia (1,1/2).

Por otra parte, sabemos del Teorema 4.2.5 sabemos que todo equilibrio
rebasante es un equilibrio en sesgo, pero el reciproco en general no es ver-
dadero. De hecho, el juego que estamos considerando no tiene equilibrios
rebasantes. Para verificar esta afirmacion comparemos el tinico equilibrio en
sesgo con otra estrategia, por ejemplo (1,0). Vemos que

limsup[Jr(x,1,1/2) — Jr(z,1,0)] = h(z,1,1/2) — h(z,1,0) = 2/7.

T—o00

Por tanto no cumple la condicién para ser un equilibrio rebasante (4.2).
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4.3. Equilibrio n-descontado

En esta seccién, nuevamente, definiremos una familia méas amplia de cri-
terios que involucran descuento. Estos criterios de decisiéon se han introdu-
cido originalmente para estudiar modelos econémicos dinamicos; ver Veinott
[74, 75]. Mostraremos que algunos de los criterios definidos en este capitulo
también quedan como un caso particular de este.

Definicién 4.3.1. Paran = —1,0,1,2, ..., diremos que la estrategia (p*, 1)
en @1 x &, es un equilibrio n—descontado st

liminf(1 - ) "[Va(z, ¢" 4%) — Valz..0")] 20 (417)
limsup(1 — a) " [Va(z, 0%, 0") = Va(z, 0" ¥)] <O (4.18)
a—1

para todo x € X y (@, 9) € &1 X Ps.

El siguiente teorema nos muestra que los equilibrios en sesgo, incluyendo
a los equilibrios rebasantes (Teorema 4.2.4), se pueden obtener como solucién
a un caso particular de equilibrios que involucran descuento.

Teorema 4.3.2. Bajo los Supuestos 2.3.1, 2.3.2 y 2.3.4, todo equilibrio en
sesgo es un equilibrio 0-descontado.

Demostracion. Sea (¢*,1*) un equilibrio en sesgo. Del Lema 3.3.3,

Va(xv 90*777/}*) - Va(x’ (p,@/J*) = Va<m7@*v¢*a A) - Voc(l'a Spad]*’ A)
11—«

+ ——[Valz, 0,07, u") = Valw, 7, 4%, 07)].

Sabemos que, en particular, la estrategia (¢*,u*) es también un equilibrio
promedio: entonces A(x,*, u*) =0y A(z, p,¢*) < 0. Por lo tanto

1l—«

Va(xu ¢*7¢*) - Va<l’,§0,1/)*) 2 [Va(‘ra ¢7¢*7U*) - Va($7 30*71/}*771’*)]

Por otra parte, del Lema 3.3.2 y la Proposicién 4.2.1,
. 1l—«

lim

a—1

Va(z, o, " u*) — Vo (z, 0", ¢, u)] = bz, ", ") — h(z, p,¥").
En consecuencia
lim [Va(a, 9%, 0%) = Val, 0,47)] = h(z, 97, 0") = h(z, 9,97) 2 0.

De manera similar, lir%[Va(x, " ") — Vo (z, 0,¢%)] < 0. En conclucién,
a—

(*,u*) es un equilibrio 0-descontado. ]
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El reciproco del anterior teorema no necesariamente se satisface, pero se
cumple la siguiente inclusion.

Teorema 4.3.3. Bajo los Supuestos 2.3.1, 2.3.2 y 2.3.4, todo equilibrio O-
descontado fuerte es un equilibrio en sesgo.

Demostracion. Sea (¢*,1*) un equilibrio 0-descontado fuerte. En particular,
(p*,1*) es un equilibrio —1-descontado. Por el Teorema 3.3.5, (¢*, u*) es un
equilibrio promedio. Es decir, A(x,v*,u*) = 0. Por otra parte, del Lema
3.3.3, para todo ¢ € P,

Va(z, 0", 0") — sup Va(z, 0, 9") < Val(z, ", ¢") — Vol 0,¢")

= Wil 9 0) Vil )]
— Volz, o, 0", A).

En particular, sea ¢ € ®; tal que (p,9*) es un equilibrio en sesgo. En este
caso tendremos V,,(z, ¢, ?¥*, A) = 0. La desigualdad anterior se reduce a

. a . 11—«
Va(xagp 71/} )_ Sup VO&('I’SO777ZJ ) S

ped,

Va(a, ¢, 9%, u”) = Va(z, ", 9% u”)].

Aplicando limites en ambos lados obtenemos

lﬂ[va(ﬁ, 90*7 1/1*) — sup VQ(JJ, 2 ’l/}*)] S h(l’, QO*, ¢*) - h(fE, ©, w*)

a ped
Ahora bien, si suponemos que (¢*,1*) no es un equilibrio en sesgo, entonces
h(z,o*,¥*) — h(x,p,*) < 0. Esto implica que

hm[ ( 80 ¢ )_ sup Va($a¢,¢*)] <0

ped

Lo cual es una contradicciéon a la hipotesis inicial. O

4.4. Conclusiones

En este capitulo consideramos la optimalidad en sesgo, optimalidad re-
basante, optimalidad 0-descontada, optimalidad promedio D-fuerte y opti-
malidad en costo de oportunidad (CO). La relacién que existe entre estos
criterios se ilustra en la Figura 4.1. En procesos de control markovianos, la
optimalidad en sesgo también implica la optimalidad rebasante; el Teorema
4.2.5 nos da una implicaciéon parcial. Sin embargo, el Ejemplo 4.2.6 muestra
que, en definitiva, estos criterios no son equivalente en juegos markovianos.
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Optim. promedio D-fuerte <= Optim. rebasante = Optim. -CO

!

Optim. 0-descontado fuerte = Optim. en sesgo = Optim. 0-descontado

Figura 4.1.
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Capitulo 5

Conclusiones y problemas
abiertos

En una primera parte de este trabajo hemos estudiado el modelo forestal
de Mitra-Wan bajo cuatro criterios importantes: optimalidad en promedio,
optimalidad buena, optimalidad rebasante y optimalidad en sesgo. Conclui-
mos que las politicas buenas estan incluidas dentro del conjunto de politicas
optimas en promedio (Fig. 1.2). Por otra parte, todas las trayectoria corres-
pondientes a las politicas buenas convergen a la politica estacionaria 6ptima
(Teorema 1.3.6). El valor de las politicas 6ptimas en promedio es indepen-
diente del estado inicial y es igual al valor de la politica estacionaria éptima
(Teorema 1.3.2). También hemos demostrado que las politicas éptimas en
sesgo, las optimas rebasantes y las que tienen minima pérdida de valor son
equivalentes (Teorema 1.4.7). Todos estos resultados nos dan un mapa claro
de las relaciones que existen entre los diferentes criterios de optimalidad y
algunas de sus propiedades.

Una de las direcciones naturales para una posterior investigacion es ca-
racterizar estructuras generales de modelos de control éptimo (no necesaria-
mente lineales) donde aun se preservan estas propiedades. Por otra parte,
hemos visto que todas las politicas buenas satisfacen las propiedades de ti-
po autopista, pero no es claro si las politicas optimas en promedio también
poseen esa propiedad.

Para juegos markovianos hemos considerado dos grupos de criterios de
optimalidad: los criterios de optimalidad en promedio y los criterios de opti-
malidad que son sensibles a tiempo finito. En el primer grupo conformado por
equilibrios en promedio esperado, equilibrios canoénicos, promedio F-fuerte,
1-descontado. Demostramos que todos estos criterios son equivalentes (Teo-
remas 3.1.5, 3.1.8 y 3.3.5). De manera similar al modelo de Mitra-Wan, el
valor promedio es independiente del estado inicial (Teorema 3.1.5). El segun-
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do grupo esta compuesto por el criterio de optimalidad rebasante, en sesgo,
1-descontado. Al contrario del modelo de Mitra-Wan y procesos de control
markoviano, la optimalidad en sesgo no es equivalente a la optimalidad reba-
sante; el conjunto de los equilibrios rebasantes esta estrictamente contenido
en el conjunto de equilibrios en sesgo (Teorema 4.2.4 y Ejemplo 4.2.6). Por
otra parte, el conjunto de los equilibrios en sesgo esta contenido en el conjunto
de los equilibrios 0-descontados (Teorema 4.3.2).

Ahora bien, con respecto a las propiedades de tipo turnpike para juegos
markovianos, existen pocos trabajos resultados y es una de las tareas a rea-
lizar posteriormente. Otra tarea pendiente es investigar los mismos criterios
de optimalidad pero para juegos de suma no necesariamente cero.

62



Apéndice A
Teoremas de ergodicidad

El propdsito de este apéndice es presentar algunos teoremas importantes
sobre la ergodicidad de cadenas de Markov. Este tipo de teoremas ha sido
estudiado por mucho autores, en particular por T. Harris [25] y por S. Meyn
y R. Tweedie [54, 55]. Estos teoremas aseguran que, entre otras cosas, da-
da una probabilidad de transicion con ciertas condiciones, existe una tinica
medida invariante y, ademas, se puede estimar la rapidez de convergencia
hacia esta medida. Recientemente, M. Hairer y J. Mattingly [24] dieron una
demostracion mas simplificada de estos resultados. Mayores de detalles sobre
este tipo de teoremas se pueden ver en los trabajos [2, 10, 31, 4, 3].

A.1. Conceptos de recurrencia

Sea (X, B) un espacio medible, donde X es un espacio métrico separable
y B es el o—algebra de Borel.

Consideremos una cadena de Markov {x;,t = 0,1,2,...} en X con proba-
bilidad de transicion P(B|z), es decir

P(B|z) = Prob(z441 € Bz, = )

para todo t = 0,1,...,B € By x € X. Sea P'(B|z) la probabilidad de que
la cadena iniciando en x llega al conjunto B en la etapa t. La sucesion de
probabilidades de transicién {P*(B|x),z € X, B € B} es tal que para cada
t,n=0,1,2 ..

P'(Blz) = P(z44n € Blzj,j <njz, = ).

La independencia de P' de los valores x;,j < n, es la propiedad de Markov,
y la independencia de P! y n es la propiedad de homogeneidad en el tiempo.
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Dado B € B, el tiempo de ocupacion del conjunto B de la cadena se define
como

B = ifB(l"t),

t=1

donde Ig denota la funcién indicadora de B. Es decir, ng es el “nimero de
veces'que la cadena esta en B.

Si p es una medida de probabilidad sobre X, denotaremos por £, a la
esperanza condicional dado que la distribucién del estado inicial xq es p. En
particular, si pu se concentra en un sélo punto x € X, la esperanza se denota
por F,.

Definicién A.1.1. Sea A una medida o— finita sobre B. Se dice que la cadena
de Markov {x;,t =0,1,2,...} (o0 la probabilidad de transicion P) es:

1. A—irreducible si \(B) > 0 implica que

E.(ng) =Y _ P'(Blz) > 0 para todo z € X,
=1

2. Harris-recurrente si A\(B) > 0 implica que

P,(vg > 0) = P,(z; € B para algin t > 1) =1 para todo x € X.

Nota A.1.2. Si existe una medida o—finita A\ sobre X y una funciéon de
densidad estrictamente positiva g(x,-) tal que

P(Dla) = [ gz y)Ady)

entonces se ve inmediatamente que P es A—irreducible.

A.2. Medidas invariantes

Definicién A.2.1. Sea {x;,t = 0,1,...} una cadena de Markov con pro-
babilidad de transicion P. Una medida o—finita pn en B(X) se dice que es
invariante para P si

u(B) = [ P(Blx)u(dr) (A1)

para todo B € B.
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Una probabilidad de transicion se dice que es Harris recurrente positi-
vo si es Harris recurrente y admite una medida de probabilidad invariante
(necesariamente tnica). En [55, Teorema 13.3.3] y [29, Teorema 1.1] se dan
algunas caracterizaciones de este tipo de cadenas de Markov.

Los siguientes resultados muestran algunas de las propiedades que poseen
las cadenas de Markov que tienen una medida de probabilidad invariante. La
demostracién de estos resultados se puede ver en [31] y sus referencias.

Teorema A.2.2. Si{x;,t =0,1,...} esuna cadena de Markov A\—irreducible
con medida de probabilidad invariante p y v es su distribucion inicial, en-
tonces, para cada funcion medible no negativa v tal que p(v) := [vdu < 0o

(ver 2.2),
n—1
1. lim 1E, {Z v(:)st)] =p(v) p-cs.y
n—oo 1 =0
n—1
2. lim 3 o(xy) = p(v) P,—c.s.
n—oo ™ /7

Teorema A.2.3. Supongamos que P es Harris-recurrente. Entonces existe
una medida invariante no trivial p y una tripleta (n,v, B) que consiste de un
enteron > 1, una medida de probabilidad v, y una funcion medible 0 < 5 <1
tal que

1. P"(B|x) > B(z)v(B) para todo B € B yx € X;

2. v(B)>0;y
3.0 < u(B) < oc.

A.3. Teoremas de ergodicidad

En esta seccion vemos algunos resultados sobre la convergencia de la su-
cesion {P' t = 1,2,...} hacia la medida de probabilidad invariante. Estas
propiedades han sido estudiadas en [41, 55]. Algunas extensiones y aplica-

ciones se pueden ver en [23, 50, 61, 28]. Recientes trabajos en este tema son
(2, 25, 10, 4, 3].

Definiciéon A.3.1. Sea w > 1 una funcién de ponderacion y P una proba-
bilidad de transicion sobre X tal que ||P|l, < oo (ver 2.5). Se dice que P es
w—geométricamente ergddica si existe una m.p. p € M, (X) y constantes no
negativas M y p < 1, tal que

I1P* = pllw < Mp! (A.2)
para todo t =0,1,2, ...
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El limite 1 en (A.2) es necesariamente tinico. Mas aun, p es una medida
de probabilidad invariante pues

1P = pll < NP = il + ([P = pPllu
<P = pllw + (P = @) Pl
<P = pllw + 1P = palluo| Pl
< Mp'(1+4p7h),

cuando t — oo, obtenemos uP = pu.
Nota A.3.2. Considerando (2.5), la desigualdad (A.2) se puede expresar en
forma explicita como

[ 1@ i) ~ [ uwntay)| < w@luludot (A3
para todou € B,(X), z € X,yt=0,1,...

Finalmente, mencionamos el siguiente teorema que nos da condiciones
suficientes para que una probabilidad de transicién tenga la propiedad (A.2).
Para la demostracién ver [55, Seccién 15] o bien [24, 3, 4].

Teorema A.3.3. Sea w > 1 una funcion de ponderacion y P una probabi-
lidad de transicion en X. Supongamos que existen: una medida o— finita A
sobre X para el cual P es irreducible; una medida de probabilidad v € P(X);
un namero real positivo v < 1; y una funcién medible 5 : X — [0,1] para los
cuales

P(Dl|z) > B(z)v(D),
2. Pw(z) < yw(z) + B(@)||V| w,
3. Jx w(y)v(dy) < oo,

entonces P es w—geométricamente ergodica.

66



Bibliografia

1]

[10]

[11]

G. S. Amacher, M. Ollikainen y E. Koskela [2009], Economics of Forest
Resources, MIT Press, Cambridge, Mass.

P. Baxendale [2011], T. E. Harris’s contributions to recurrent Markov
processes and stochastic flows, Ann. Probab. 39(2), 417-428.

W. Bednorz [2013], The Kendall’s theorem and its application to the
geometric ergodicity of Markov chains, arXiv:1301.1481.

W. Bednorz, K. Latuszynski y R. Latala [2008], A regeneration proof
of the central limit theorem for uniformly ergodic Markov chains, Elect.
Comn. in Probab. 13, 85-98.

R. Bellman [1957], A Markovian decision process, J. Math. Mech. 6,
679-684.

D. P. Bertsekas y S. E. Shreve [1978], Stochastic Optimal Control: The
discrete Time Case, Academic Press, New York.

D. Blackwell y T. S Ferguson [1968], The big match, Ann. Math. Stat.
39, 159-163.

J. Blot y N. Hayek [2014], Infinite-Horizon Optimal Control in the
Discrete-Time Framework, SpringerBriefs in Optimization.

W. A. Brock [1970], On existence of weakly mazximal programmes in a
multi-cector economy, Rev. Econ. Stud. 37, 275-280.

B. Cloez y M. Hairer [2015], Exponential ergodicity for Markov processes
with random switching, Bernoulli 21(1), 505-536.

R. A. Dana y C. Le Van [2006], Optimal growth without discounting, En
R. A. Dana, C. Le Van, T. Mitra y K. Nishimura, editores, Handbook of
Optimal Growth: The Discrete Time Horizon, Volume I, Springer-Verlag,
Berlin.

67



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

E. V. Denardo [1970], Computing a bias optimal policy in a discrete-time
Markov decision problem, Operations Research 18, 279-289.

M. Diehl, R. Amrit y J. B. Rawlings [2011], A Lyapunov function for
economic optimizing model predictive control, IEEE Trans. Autom. Con-
trol 56(3), pp. 703-707.

R. Dorfman, P. Samuelson y R. Solow [1958]. Linear Programing and
Economic Analysis. New York: McGraw-Hill.

P. K. Dutta [1991], What do discounted optima converge to? A theory of
discount rate asymptotics in economic models, J. Econom. Theory 55,
64-94.

G. Fabbri, S. Faggian y G. Freni [2015], On the Mitra-Wan forest mana-
gement problem in continuous time, J. Econ. Theory 157, 1001 — 1040.

K. Fan [1953], Minimax theorems, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 39, 42-47.

J. Flynn [1980], On optimality criteria for dynamic programs with long
finite horizons, J. Math. Anal. Appl. 76, 202-208.

D. Gale [1967], On optimal development in a multi-sector economy, Rev.
Econ. Stud. 34, 1-18.

M.K. Ghosh y A. Bagchi [1998], Stochastic games with average payoff
criterion, Appl. Math. Optim. 38, 283-301.

I. I. Gihman y A. V. Skorohod [1979], Controlled Stochastic Processes,
Springer-Verlag, New York.

D. Gillette [1957], Stochastic games with zero stop probabilities, Ann.
Math. Stud. 39, 179-187.

E. Gordienko y O. Hernandez-Lerma [1995], Average cost Markov control
policies with weighted norms: existence of canonical policies, Appl. Math.
(Warsaw) 23, 199-218.

M. Hairer y J. C. Mattingly [2011], Yet another look at Harris’ ergodic
theorem for Markovian chains, en: Seminar on Stochastic Annalysis,
Random Fields and Applications VI, vol. 63 of Progr. Probab., 109—
117, Birkhéduser/Springer Basel AG, Basel.

68



[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

32]

[33]

[34]

[35]

[36]

T. E. Harris [1956], The existence of stationary measures for certain
Markov processes, en: Proceedings of the Third Berkeley Symposium on
Mathematical Statistics and Probability, 1954-1955, vol. 11, 113-124,
University of California Press, Berkeley y Los Angeles.

A. Haurie [1976], Optimal control on an infinite time horizon: the turn-
pike approach, J. Math. Econ. 3(1), 81-102.

M. Haviv y M. L. Puterman [1998], Bias optimality in controlled
queueing systems, Journal of Applied Probability 35, 136—-150.

O. Herndndez-Lerma y J. Lasserre [1998], Further Topics on Discrete-
Time Markov Control Processes, Springer-Verlag, New York.

O. Hernéndez-Lerma y J. Lasserre [2000], Further criteria for positive
Harris recurrence of Markov chains, Proceedings of the American Mat-
hematical Society, 129, 1521-1524.

O. Hernandez-Lerma y J. Lasserre [2001], Zero-sum stochastic games in
Borel spaces: average payoff criteria, SIAM J. Control Optim., 39(5),
1520-1539.

O. Hernandez-Lerma, R. Montes-de-Oca y R. Cavazos-Cadena [1991],
Recurrence conditions for MDPs with Borel state space: A survey, Ann.
Oper. Res., 28, 29-46.

O. Hernédndez-Lerma y O. Vega-Amaya [1998], Infinite-horizon Markov
control processes with undiscounted cost criteria: From average to over-
taking optimality, Appl. Math. (Warsaw), 25, 153-178.

N. Hilgert y O. Herndndez-Lerma [2003], Bias optimality versus strong
0-discount optimality in Markov control processes with unbounded costs,
Acta Applicadae Mathematicae, 77, 215-235.

H. Hotelling [1931], The economics of exhaustive resources, J. Polit.
Econ. 39(2), 137-175.

A. Jaskiewicz [2009], Zero-sum ergodic semi-Markov games with weakly
continuous transition probabilities, J. Optim. Theory Appl., 141, 321—
347.

A. Jaskiewicz y A. S. Nowak [2006], Zero-sum ergodic stochastic games
with feller transition probabilities, SIAM J. Control Optim. 45(3), 773~
789.

69



[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

A. Jaskiewicz y A. S. Nowak [2011], Stochastic games with unbounded
payoffs: applications to robust control in economics, Dyn. Games Appl.,
1, 253-279.

A. Jaskiewicz y A. S. Nowak [2014], Robust Markov control processes, J.
Math. Anal. Appl. , 420, 1337-1353.

A. Jaskiewicz y A. S. Nowak [2015], On pure stationary almost Markov
Nash equilibria in nonzero-sum ARAT stochastic games, Math. Meth.
Oper. Res. 81, 169-179.

S. Kant y R. Albert Berry (Eds.) [2005], Economics, Sustainability,
and Natural Resources: Economics of Sustainable Forest Management.
Springer, Dordrecht.

N.V. Kartashov [1985], Inequalities in theorems of ergodicity and sta-
bility for Markov chains with a common phase space, Theory Probab.
Appl. 30, 247-259.

M. Ali Khan y A. Piazza [2010], On uniform convergence of undiscounted
optimal programs in the Mitra- Wan forestry model: The strictly concave
case, Int. J. Econ. Theory 6, 57-76.

M. Ali Khan y A. Piazza [2011], An overview of turnpike theory: Towards
the discounted deterministic case, Adv. Math. Econ. 14, 39-67.

M. Ali Khan y A. Piazza [2011], Classical turnpike theory and the eco-
nomics of forestry, J. Econ. Behav. Organ 79, 194-210.

M. Ali Khan y A. Piazza [2012], On the Mitra-Wan forestry model: A
unified analysis, J. Econ. Theory 147, 230-260.

V. Kolokoltsov y W. Yang [2012]. The turnpike theorems for Markov
games, Dyn. Games and Appl. 2, 294-312.

L. R. Laura-Guarachi y O. Herndndez-Lerma [2015], The Mitra- Wan fo-
restry model: a discrete-time optimal control problem, Natural Resource
Modeling 28(2), 152-168.

M. E. Lewis y M. L. Puterman [2002]. Bias optimality, en: E. A. Feinberg
y A. Shwartz (Eds.), Handbook of Markov Decision Processes, Internat.
Ser. Oper. Res. Management Sci. 40, Kluwer, Boston, 89-111.

N. V. Long [2010], A survey of dynamic games in economics, World
Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., vol. 1.

70



[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[60]

[61]

[62]

F. Luque-Vésquez y O. Herndndez-Lerma [1999], Semi-Markov control
models with average costs, Appl. Math.(Warsaw) 26, 315-331.

A. Maitra y T. Parthasarathy [1970], On stochastic games, J. Optim.
Theory Appl. 5, 289-300.

M. A. Mamedov [2003], A turnpike theorem for continuous-time control
systems when the optimal stationary point is not unique, Abstract and
Applied Analysis 11, 631-650.

L. W. McKenzie [1986], Accumulation programs of mazximum utility and
the von Neuwmann facet, en: J. N. Wolfe (Ed.), Value, Capital, and
Growth, Edinburgh University Press, 353-383.

S. Meyn y R. Tweedie [1992], Stability of Markovian processes. I. Criteria
for discrete—time chains, Adv. in Appl. Probab. 24(3), 542-574.

S. Meyn y R. Tweedie [1993], Markov Chains and Stochastic Stability.
Comunications and Control Engineering Series, Springer-Verlag London
Ltd., London.

T. Mitra y H. Y. Wan [1985], Some theoretical results on the economics
of forestry, Rev. Econ. Stud. 52(2), 263—-282.

T. Mitra y H. Y. Wan [1986], On the Faustmann solution to the forest
management problem, J. Econ. Theory 40, 229-249.

T. Mitra [2005]. Intergenerational equity and the forest management
problem, en: S. Kant y R. A. Berry (Eds.), Economics, Sustainability,
and Natural Resources: Economics of Sustainable Forest Management,
Springer, Berlin, 317-173.

D. Monderer y S. Sorin [1993], Asymptotic properties in dynamic pro-
gramming, Internat. J. Game Theory 22, 1-11.

A. S. Nowak [1985], Measurable selection theorems for minimaz stochas-
tic optimization problems, SIAM J. Control Optim. 42, 466-476.

A. S. Nowak [1999], Optimal strategies in a class of zero-sum ergodic
stochastic games, Math. Methodos Oper. Res. 50, 399-419.

A. S. Nowak [2007], On stochastic games in economics, Math. Methodos
Oper. Res. 66, 513-530.

71



[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

A. S. Nowak [2008], Equilibrium in a dynamic game of capital accumu-
lation with the overtaking criterion, Economic Letters 99, 233-237.

A. S. Nowak y O. Vega-Amaya [1999], A counterexample on overtaking
optimality, Mathematical Methods of Operations Research 49, 435-439.

E. Phelps [1967], Golden Rules of Economic Growth, North-Holland
Publishing Company.

A. B. Piunovskiy [2013]. Examples in Markov Decision Processes, Im-
perial College Press, London.

T. Prieto-Rumeau y O. Herndndez-Lerma [2005], Bias and overtaking
equilibria for zero-sum continuous-time Markov games, Math. Meth.
Oper Res 61, 437 — 454.

F.P. Ramsey [1928], A mathematical theory of savings, Econom. J. 38,
543-559.

P.A. Samuelson [1976], Economics of forestry in an evolving society,
Economic Inquiry 14, 466-492.

L.S. Shapley [1953], Stochastic games, Proc. Natl. Acad. Sci. USA 39,
1095-1100.

M. Sion [1958], On general minimaz theorems, Pacific J. Math. 8, 171
176.

F. Thuijsman [2003], The Big Match an the Paris Match, en: A. Neyman
y S. Sorin (Eds.), Stochastic Games and Applicaions, NATO Science Se-
ries C, Mathematical and Physical Sciences, Vol. 570, Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht, 195 — 204.

O. Vega-Amaya [2003], The average cost optimality equation: A fixed
point approach, Bol. Soc. Mat. Mexicana 9, 185-195.

A. F. Veinott [1966], On finding optimal policies in discrete dynamic
programming with no discounting, Ann. Math. Statist. 37, 1284-1294.

A. F. Veinott [1969], Discrete dynamic programming with sensitive dis-
count optimality criteria, Ann. Math. Statist. 40, 1635-1660.

N. Vieille [2002], Stochastic games: recent results, en: R. J. Aumann, S.
Hart (Eds.), Handbook of Game Theory with Economic Applications,
North-Holland, Amsterdam, 1833-1850.

72



[77] G. Vigeral [2013], A zero-sum stochastic game with compact action sets
and no asymptotic value, Dyn. Games Appl. 3, 172-186.

[78] Q. Wei y X. Chen [2015], Constrained stochastic games with the average
payoff criteria , Operations Research Letters 43, 83-88.

[79] C.C. von Weizsicker [1965], Ezistence of optimal programs of accumu-
lation for an infinite horizon, Rev. Econ. Stud. 32, 85-104.

[80] A. J. Zaslavski [1995], Optimal programs on infinite horizon 1, STAM J.
Control Optim. 33, 1643-1660.

[81] A. J. Zaslavski [1995], Optimal programs on infinite horizon 2, STAM J.
Control Optim. 33, 1661-1686.

73



