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Resumen

La primera deteccion directa de ondas gravitacionales, obtenida recientemente en los detectores LIGO,
abrié una nueva ventana al Universo. Adicionalmente, dado el rol que juega la relatividad numérica en la
elaboracién de catdlogos de perfiles de ondas, este hallazgo propicia un empuje importante al modelado
computacional de radiacién gravitacional. En este sentido, teniendo presente la importancia de simular
sistemas aislados en esta area, recientemente ha habido un renovado interés en resolver numéricamente el
problema de valores iniciales hiperboloidal para las ecuaciones de campo de Einstein, en el que la frontera
exterior de la malla numérica se ubica en el infinito nulo futuro (#1). En este trabajo implementamos
numéricamente el enfoque tetradial BSB presentado en [J.M. Bardeen, O. Sarbach y L.T. Buchman, Phys.
Rev. D 83, 104045 (2011)], para el caso de un campo escalar autogravitante, minimamente acoplado, esféri-
camente simétrico. Debido a la dificultad de esta tarea, introduciremos muchos de los ingredientes que
necesitamos con tres pruebas numéricas previas. Partimos resolviendo la ecuacién de onda en 1+ 1 dimen-
siones, luego resolvemos esta ecuacién en el contexto de la relatividad espacial sobre un espacio-tiempo de
Minkowski, para posteriormente resolver la ecuacion de onda esféricamente simétrica de un campo escalar
no masivo sobre un fondo de Schwarzschild. En las dos tltimas pruebas implementamos métodos conformes
con el fin de que nuestras foliaciones, que las escogemos consistentes en hipersuperficies tipo espacio de
curvatura extrinseca media constante (CMC) positiva, intersecten .. Unicamente despues de realizar
estas pruebas, es que nos volcamos al objetivo principal de este trabajo. Estudiaremos en detalle el enfoque
BSB, para el caso general sin simetrias, y luego reduciremos el escenario a simetria esférica y trabajaremos
en la implementacion numérica incluyendo el ya mencionado campo escalar autogravitante. En particular,
el sistema de evolucién se reduce a un sistema de ecuaciones simétrico-hiperbélico de primer orden, regular,
para el campo escalar conformemente reescalado, el cual se acopla a un conjunto de constricciones elipti-
cas singulares para los coeficientes métricos. Aqui mostraremos como resolver este sistema, basdndonos
en aproximaciones de diferencias finitas, obteniendo evoluciones numéricas estables para configuraciones
iniciales de agujeros negros rodeados por un cascarén esférico de campo escalar, resultando que una parte
de este tltimo se dispersa hacia .# T y la otra parte es acretada por el agujero negro. Como una prueba no
trivial, estudiamos el decaimiento de cola del campo escalar a lo largo de diferentes lineas de mundo: una
situada a lo largo del horizonte (aparente), otra correspondiente a un observador tipo tiempo a un radio
finito fuera del horizonte, y una ultima a lo largo de .# . Nuestros resultados coinciden con la ley usual
de decaimientos polinomiales predicha por la teoria linealizada, asi como por trabajos previos.

Palabras claves:

Métodos conformes, infinito nulo, sistemas aislados, Enfoque BSB, campos escalares.



Abstract

The first direct detection of gravitational waves, recently obtained in the LIGO detectors, opened a
new window on the Universe. But in addition, considering the role that numerical relativity plays in the
making of waveforms catalogues, this discovery gives an important boost to the computer modelling of
gravitational radiation. In particular, taking in mind the importance of simulating isolated systems in this
research area, recently there has been a renewed interest in the numerical solution of the hyperboloidal
initial value problem for Einstein’s field equations, in which the outer boundary of the numerical grid is
placed at null infinity future (.#7). In this work we numerically implement the BSB tetrad-based approach
presented in [J. M. Bardeen, O. Sarbach, and L. T. Buchman, Phys. Rev. D 83, 104045 (2011)] for the
case of a spherically symmetric, minimally coupled, self-gravitating scalar field. Due to the difficulty of this
task, we will introduce many ingredients that we need by three previous numerical tests. We begin solving
the wave equation in 1+ 1 dimensions, then we solve this equation in the context of special relativity on the
Minkowski spacetime, and later we solve the spherically symmetric wave equation for a non-massive scalar
field on a Schwarzschild background. In the last two tests we implement conformal methods with the aim
that foliations, which we choose of space-like hypersurfaces with positive constant mean extrinsic curvature
(CMC), intersect # . Only after these tests, we focus on the main goal of this work. We will study in detail
the BSB approach, for the general case in 3 + 1 dimensions, without symmetries, and later we will reduce
the scenario to the spherically symmetric case and working in the numerical implementation, including
the above self-gravitating scalar field. In particular, the evolution system reduces to a regular, first-order
symmetric hyperbolic system of equations for the conformally rescaled scalar field, which is coupled to a
set of singular elliptic constraints for the metric coefficients. We will show how to solve this system based
on a numerical finite-difference approximation, obtaining stable numerical evolutions for initial black hole
configurations which are surrounded by a spherical shell of scalar field, part of which disperses to infinity
and part of which is accreted by the black hole. As a non-trivial test, we study the tail decay of the scalar
field along different world lines: one located along the (apparent) horizon, another corresponding to a time-
like observer at a finite radius outside the horizon, and a last along .#*. Our results are in agreement with
the usual power-law decays predicted by the linearized theory and with previous numerical works.

Keywords:

Conformal methods, null infinity, isolated systems, BSB approach, scalar fields.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Ondas gravitacionales y relatividad numérica

En noviembre de 1915, Albert Einstein presenté por vez primera las ecuaciones de campo de su Teoria
General de la Relatividad [1]. Posteriormente, en junio de 1916, realizé la primera prediccién de la exis-
tencia de ondas gravitacionales [2], que hasta hace muy poco se habifa mantenido como la tltima pieza
faltante de esta teoria por confirmar observacionalmente. Esta prediccion, Einstein la realizé linealizando
sus ecuaciones en el régimen de campo débil y encontrando soluciones tipo onda transversal. Estas ondas
viajarian a la velocidad de la luz a través del espacio-tiempo, y serian generadas por la variacién en el
tiempo del momento cuadrupolar de la fuente de materia en cuestiénl]

Con el pasar de las décadas, y gracias al avance de la fisica y astrofisica tedrica, se entendié que en el
universo debe haber una amplia variedad de fuentes generadoras de ondas gravitacionales, involucrando
objetos compactos, como por ejemplo sistemas binarios de agujeros negros y estrellas de neutrones, explo-
siones de supernovas, e incluso, el mismo big bang con eventos extremos como la inflacién. Desde el punto
de vista observacional, este entendimiento adquiere mucha importancia, ya que si las ondas gravitacionales
existen y contienen informacién acerca de las fuentes que las generan, su deteccién abre realmente una nue-
va ventana para la exploracién de nuestro universo. Y es que, sumado a la informacién proporcionada por
los telescopios convencionales que operan en diferentes bandas del espectro electromagnético (luz visible,
microondas, rayos X, rayos -, etc.), la ondas gravitacionales por si mismas también nos proporcionan un
“espectro gravitacional” con posibilidades de deteccién en diferentes bandas [6]. Cientificamente, esto es
lo que en gran medida motivé la iniciacién de proyectos dedicados a la deteccién de ondas gravitacionales
tales como LIGO [7] en Estados Unidos, VIRGO [§| en Italia, GEO 600 en Alemania |9], KAGRA [10] en
Japén, e incluso el proyecto LISA de la Agencia Espacial Europea, y que recientemente reportara avances
importantes de la misién espacial de prueba LISA Pathfinder |11].

Asi entonces, como toda prediccién cientifica y con varias iniciativas observacionales dedicadas al campo,
las ondas gravitacionales requirieron de confirmacién experimental. Y este ano 2016 felizmente se anuncié.
Nos referimos al importante hallazgo notificado por la colaboracién LIGO-VIRGO, respecto de la primera
deteccién directa de ondas gravitacionales emitidas por la colisién de dos agujeros negros [12]. Esta de-
teccion se llevé a cabo en los detectores Advanced LI GOEI, uno estd localizado en Hanford, Washington,
y el otro en Livingston, Louisiana, ambos en Estados Unidos. Estos detectores consisten esencialmente en
interferémetros de Michelson construidos en forma de L, con brazos tubulares que miden 4,000 mts. de
longitud y 1.2 mts. de diametro. La razén de la estructura en L se motiva principalmente en que la teoria

1Para una introduccién pedagégica e ilustrativa a las ondas gravitacionales, recomiendo el articulo en espafiol de Moreno
et.al. |3]. Si se estd interesado en material més extenso y formal, recomiendo el popular libro de Carroll de relatividad
general [4], asi como el libro de Shapiro y Teukolsky dedicado a objetos compactos [5].

2Dado que cuentan con importantes mejoras en comparacién a su predecesor LIGO.
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predice que la interaccién entre ondas gravitacionales y materia se da de tal forma que la longitud de los
objetos se distorsionan, comprimiéndose en una direccién, y expandiéndose en la direcciéon perpendicular.
Asi entonces, si ondas gravitacionales arriban a los interferémetros, se tendria que producir una variacién
relativa en la longitud de sus brazos. De acuerdo a lo esperado, la variacién relativa de los brazos de los
interferémetros serfa del orden de 1/10%!, por lo que su medicién involucra interferometria de altisima
precision. Por consiguiente, en la practica se tiene un laser que se divide en dos sub-haces en la unién
de los brazos, transmitiéndose a cada uno de estos tultimos. Luego, cada sub-haz se refleja al final de los
brazos en espejos con soporte pendular, regresando asi nuevamente a la union donde se localiza un detector
de salida. Si no hay variacién relativa en la longitud de los brazos, en el detector no se observard patrén
alguno, ya que los haces llegaran con la fase opuesta y se producira interferencia destructiva. Ahora bien,
en caso de que si hubiera una variacién relativa, los haces ya no llegaran con la misma fase, no se cancelaran
completamente, y en el detector se observardn patrones de interferencia. La medicién y estudio de estos
patrones de interferencia, comparandolos con diversos catéalogos tedricos proporcionados por la relatividad
numérica, es lo que al final nos entrega informacién del evento astrofisico que los produce. Aunque, por
supuesto, el lector debe ser consciente que para lograr estas detecciones se requiere de ingenieria sofisticada
para minimizar al maximo efectos no deseados: vientos, movimientos sismicos, variaciones de temperatura,
fuerzas de marea producidas por el sol y la luna, etcE|

Hasta antes del hallazgo de Advanced LIGO s6lo tenfamos evidencia indirecta de la existencia de ondas
gravitacionales, gracias al descubrimiento del pilsar binario PSR B1913 4 16 por Hulse y Taylor Jr. [13],
que de hecho, les valié el premio Nobel de Fisica en 1993 [14]. Este pulsar consiste en una estrella de
neutrones rotante, altamenente magnetizada, acompanada de una segunda estrella de neutrones, y ambas
orbitando alrededor de su centro de masa. De la primera estrella se detectan pulsos de radiacién electro-
magnética, en ondas de radio. Con esto, entonces se realizaron mediciones de dichos pulsos por varios anos,
observando una clara disminucién del periodo orbital del sistema, en el tiempo. Y esto es lo que al final
constituyd la prueba indirecta de la existencia de las ondas gravitacionales, ya que su emisién precisamente
seria el mecanismo por el cual el sistema pierde energia, disminuyendo el periodo orbital.

A pesar del hallazgo de Hulse y Taylor Jr., y solo algunas décadas antes de que surgieran proyectos
experimentales con miras a la deteccién directa de ondas gravitacionales, todavia se debatia enérgicamente
si estas de verdad existian como entidades reales. No seria hasta la histérica conferencia de Chapell Hill,
Carolina del Norte, en 1957, que surge un punto de inﬂexio’nﬂﬂ En dicha conferencia, Pirani sugirié que en
presencia de una onda gravitacional, y debido a las fuerzas de marea asociadas a la ecuacién de desviacién
geodésica, particulas vecinas experimentarfan aceleraciones relativas, teniendo asi un efecto observable [15].
No obstante, avances concretos en el campo experimental no se verian hasta el ano 1969 con la publicacién
del trabajo de Weber [17]. En este se sostuvo haber detectado ondas gravitacionales a través de la vibra-
cién de cilindros de alumnio sélido de 2 m. de largo y 1 m. de didmetro, con cristales piezoeléctricos en
su superficie, suspendidos por cables de acero. Los resultados de Weber nunca se lograron corroborar por
otros grupos de manera independiente, asi que solo fue cuestién de 1 ano para que la mayoria comunidad
cientifica descartara su validez. De todas formas, este episodio polémico empujaria a otros cientificos a
potenciar aun més estos esfuerzos 18|, ya que tan solo 4 afnos después, Rainer Weiss completé la invencién
de un dispositivo interferométrico capaz de detectar ondas gravitacionales provenientes de fuentes astrofisi-
cas [19], inspirado en las ideas de Pirani. Esto precisamente constituyé el inicio del proyecto LIGO antes

3Para profundizar mds sobre la teorfa y el funcionamiento experimental de estos interferémetros, recomendamos visitar el
sitio web oficial de la colaboracién cientifica LIGO: http://www.ligo.org.

4Tomé conocimiento de este antecedente histérico gracias a la excelente revisién de Berti [15], publicada en APS Physics
a proposito de la primera deteccién directa de ondas gravitacionales realizada en los detectores Advanced LIGO.

5Un antecedente histérico curioso, es que esta conferencia no solo fue importante en cuanto a redireccionar debates
académicos que giraban en torno a la fisica gravitacional (cldsica y cudntica) de aquel entonces, junto con inaugurar oficialmente
el Institute of Field Physics, adscrito a la University of North Carolina. Sino también contribuir a un mejor entendimiento de
la gravedad en la opinién publica. Y es que, tal como se senala en el reporte [16], en aquel entonces los medios sencionalistas
tendfan mucho a asociar el estudio de la gravedad con tecnologias espectaculares, casi de ciencia ficcién, tales como dispositivos
anti-gravedad, aisladores de ondas gravitacionales, entre otras cosas.


http://www.ligo.org

1.2. Sistemas aislados e infinito conforme 13

mencionado, integrandose después cientificos como Kip Thorne, Ronald Drever, entre otros.

Mirando en perspectiva, es innegable que la reciente deteccién de ondas gravitacionales tiene implica-
ciones fascinantes para la astrofisica, abre nuevas posibilidades para futuras pruebas observacionales de
relatividad general, e incluso teorfas alternativas de la gravedad [20]. Sin embargo, lo que es més significa-
tivo para los propoésitos del presente trabajo, es que este hallazgo representa el impulso determinante para
la relatividad numérica, y en particular, el modelado computacional de ondas gravitacionales. Y es que, de
no ser por la relatividad numérica, seria practicamente imposible la elaboracién de catdlogos para la com-
paracién con las senales detectadas (sin obviar, por supuesto, el rol que también juegan los algoritmos de
andlisis de datos para efectuar esta comparacién). Particularizando al estudio y modelado computacional
de colisiones de agujeros negros en 3 + 1 dimensiones, trabajos como el de Pretorius [21], Baker et.al. |22]
y Campanelli et.al. [23] han sido realmente claves en nuestra comprensién del fenémeno, y que hoy ya
constituyen cuestiones estandar en el campo. Aunque, por supuesto, considerando la diversidad de temas
de investigacién, existen otros terrenos en los que la relatividad numeérica actualmente dirige esfuerzos im-
portantes. Por mencionar algunos ejemplos: estrellas de neutrones, colapso gravitacional critico, sistemas
binarios, colapso nuclear de supernovas, explosiéon de rayos gamma, correspondencia AdS/CFT, campos
escalares en interaccién con agujeros negros, etc.

En conclusién: Dada la relevancia de la deteccién de ondas gravitacionales en la arena observacional,
asi como el papel que juega la relatividad numérica en la elaboracion de catélogos, es de suma importancia
desarrollar técnicas tedricas y numéricas que permitan modelar de manera 6ptima dicha radiacién. Todo
esto, por medio de calculos precisos, sin ambigiiedades, con el fin de develar las caracteristicas fisicas de
las fuentes emisoras. Esto, al final del dia, es la motivacién general del presente trabajo.

1.2. Sistemas aislados e infinito conforme

Particularizando a los objetivos especificos de este trabajo, un aspecto de suma importancia en el mo-
delado computacional de la radiacién producida por objetos compactos (ya sea gravitacional, escalar, o
bien electromagnética), es el aislamiento de las fuentes. Metodolégicamente esto es algo crucial, ya que
en la préactica nos facilita el entendimiento de la fisica que gobierna el sistema de interés, atribuyéndole
cantidades fundamentales como la masa, el momento angular, la carga eléctrica, entre otras [24].

Es evidente que los sistemas aislados constituyen una idealizacion, no existen en el mundo real. Cualquier
sistema astrofisico real siempre sentird la influencia de su entorno, ya sea que este tltimo esté conformado
por otros sistemas con su propia gravedad, o en el dltimo de los casos, por la curvatura cosmolégica (ténga-
se presente que por lo que sabemos de la cosmologia, nuestro universo, como un todo, estd en expansién
acelerada). Sin embargo, cuando los efectos gravitacionales del entorno no son significativos en comparacién
con los de la auto-gravedad producida por el sistema de interés, podemos aproximar el comportamiento
de este ultimo como si efectivamente fuera producido por un sistema aislado. Y esto es lo que nos permite
simular numéricalmente la radiacién emitida por el sistema astrofisico, con la meta de conectarla con los
datos observacionales proporcionados por los detectores de ondas gravitacionales.

Los sistemas aislados estan descritos por espacio-tiempos asintéticamente planosﬂ los cuales tienen la
propiedad que si nos movemos a distancias muy lejanas de la fuente, digamos “infinitas”, estos se aproximan
al espacio-tiempo de Minkowski. Desde un punto de vista matematico, evidentemente que requerimos de
una definicién formal que nos permita precisar el concepto de distancia infinita y entender lo que significa
realmente tomar limites cuando nos movemos a distancias infinitas. Esto, ya que cuando se trabaja con las
ecuaciones de Einstein, se necesitan fijar condiciones asintoticas o de atenuacién para la curvatura.

6Para el lector interesado en profundizar més sobre los espacio-tiempos asintéticamente planos, recomendamos los libros
de texto |25}26], considerados referencias estdndar en cursos de relatividad general.
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Llegado a este punto, y para formalizar los conceptos arriba bosquejados, las ideas que Penrose [27]28]
propusiera a mediados de los afios sesenta resultan ser fundamentales, y son las que adoptaremos en el
presente trabajo. Nos referimos al formalismo conforme, el cual no solo ha sido 1til en el estudio numérico
de las ecuaciones de campo de Einstein y espacio-tiempos asintéticamente planos, sino en muchas otras
areas de la relatividad general y fisica matematica tales como estructura global de espacio-tiempos y sin-
gularidades, formulaciéon de hipersuperficies nulas, teoria de twistores, entre otras.

Pero bueno, ahondemos un poco en este formalismo. Por fines de simplicidad e introduccién, restringimos
nuestro anélisis al conocido espacio-tiempo de Minkowskﬂ representado por la variedad lorentziana (R*, 7).
Aqui n es la métrica de Minkowski, que en coordenadas esféricas (t,r,0, ), considerando ¢ €] — oo, 00|,
r € ]0,00[, 8 € [0,7/2[, ¢ € [0, 7], se escribe de la siguiente manera:

n=—dt* +dr® + r* (d* + sin® 0d¢*) , (1.1)

do?
donde do? denota la métrica de la esfera unitaria. El paso siguiente es introducir las coordenadas nulas:
v=1t+r , u="1t—r, (1.2)

las cuales nos permiten reescribir la métrica de Minkowski de la siguiente manera:

n = —dudv+ i (v —u)® (d6? + sin® 0dp?) . (1.3)

Convencién: Indices con letras griegas (u, v, o, etc.), denotardn los valores
0, 1, 2, 3. Por otro lado, indices con letras latinas (¢, j, k, etc.) denotarédn los
valores 1, 2, 3, en donde se ha excluido el cero.

Supongamos ahora que tenemos un sistema aislado y que este emite algtin tipo de radiacién que viaja
a la velocidad de la luz (por ej. electromagnética o gravitacional), y que deseamos detectar en una regién
lo méas lejana posible, a lo largo de las direcciones nulas futuras. El camino ingenuo serfa fijar la variable
u y evaluar nuestras cantidades fisicas y geométricas tomando el limite v — co. No obstante, como lo
adelantamos lineas mas atras, aqui necesitamos manejar un significado preciso para estos limites en razén
de que el procedimiento pueda generalizarse a espacios curvos. Por tal motivo, un camino mucho mas
inteligente es realizar una transformaciéon que nos permita extender el espacio-tiempo de Minkowski (R*,7)
relocalizando el infinito nulo en un lugar especifico, a una distancia finita de la fuente. Asi entonces, ya no
habria necesidad de aplicar limites dado que podremos evaluar directamente nuestras cantidades en dicho
lugar. En virtud de esto, vamos a considerar la siguiente transformacién, denominada “conforme”:

1 1

1402 1+4+u2’ (1.4)

ﬁyu:anuv > Q=

donde {2 representa un factor conforme, el que hemos escogido convenientemente para que la nueva métrica
7, llamada métrica conforme, sea regular en todo el dominio y nos permita extender nuestro espacio-tiempo
de Minkowski (R*, ) al “infinito nulo futuro” tomando v — oo con u fijo, al “infinito nulo pasado” tomando
u — —oo con v fijo, y al “infinito espacial” tomando r — oo con ¢ fijo. Para visualizar esto, vamos a definir
unas nuevas coordenadas T'y R:

T = arctanv + arctanu , R = arctanv — arctanu (1.5)
las cuales cubren rangos restringidos por las relaciones:

(T+R)e |-myn| , T—-R)€ ]-m,7[ , R>0 , (1.6)

7Este analisis no es nuevo, por lo que el lector podra encontrarlo en los mencionados articulos de Penrose |27127], 1a revisién
de Frauendiener [29], asi como en libros de textos estdndares como el de Wald [26] o el de Hawking y Ellis [25].
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y que nos permiten reescribir la métrica conforme 7 como:
i = —dT? + dR® + sin® R (d6” + sin® 0¢°) . (1.7)

La forma de esta métrica es conocida y representa el llamado universo estdtico de Einstein. Aunque en
este caso estd restringida por las dos primeras desigualdades de . Con esto entonces tenemos que el
espacio-tiempo de Minkwoski se incrusta de manera conforme en el cilindro de Einstein. En la figura
hemos representado este resultado con el llamado cilindro de Einstein, donde podemos apreciar que el
infinito conforme del espacio-tiempo de Minkowski, esto es su frontera, se divide en cinco partes:

i. El “infinito tipo tiempo pasado” correspondiente al vértice inferior i, y que se encuentra dado por
las coordenadas (R =0,T = —).

ii. El “infinito nulo pasado”, correspondiente a la hipersuperficie 3-dimensional nula ., y que se
encuentra dada por la condiciéon T'= —7 + R con 0 < R < 7.

iii. El “infinito tipo espacio”, correspondiente al vértice intermedio i°, y que se encuentra dado por las
coordenadas (R =7, T = 0).

iv. El “infinito nulo futuro”, correspondiente a la hipersuperficie 3-dimensional nula .# T, y que se en-
cuentra por la condicon T'=+7 — Rcon 0 < R < .

v. El “infinito tipo tiempo futuro”, correspondiente al vértice superior i+, y que se encuentra dado por
las coordenadas (R =0,T = +).

De acuerdo a estas definiciones, tenemos que las geodésicas tipo tiempo comienzan en i~ y terminan en
it, mientras que las geodésicas tipo espacio comienzan y terminan en °. Similarmente, las hipersuperficies
#~ y # 7 son los lugares donde comienzan y terminan todas las geodésicas nulas respectivamente.

Una propiedad importante de la transformacién conforme, o mas precisamente compactificacién con-
forme , que de hecho es la razén de por qué utilizamos la etiqueta de “conforme”, es que cumple con
la misma propiedad que los conocidos mapeos conformes utilizados en el andlisis complejo: la preservacién
de angulos. Desde un punto de vista fisico, esta propiedad simplemente significa que las transformaciones
conformes mantienen invariante los conos de luz. Supongamos una linea de mundo v (A), donde A representa
un parametro escalar, por ejemplo el tiempo propio. Si dichas lineas de mundo describen la superficie del
cono de luz, tenemos que 7 (A) es nula con respecto a la métrica fisica 1, y por consiguiente, sus vectores
tangentes 4 = dv/dX también son nulos:

n(¥.7) =0 (1.8)
Por lo tanto, usando esto en la ec. (1.4 y considerando que por definicién € > 0:
o T, ... L
(%) =gy =0 = 979 =0, (1.9)

teniendo asi que la curva + (\) también es nula con respecto a la métrica conforme 1.

1.3. Simulado computacional de sistemas aislados

Llendo mas alla de los conceptos y cédlculos analiticos involucrados en la teoria de los sistemas aisla-
dos, el simulado numérico de espacio-tiempos asintéticamente planos, por si mismo, constituye un desafio
bastante complicado, el cual ha sido tratado de diferentes maneras. Y es que partiendo del hecho de estos
espacio-tiempos son de extension infinita por definicién, surge una primera y enorme dificultad: ;cémo es

8En este trabajo, todas las figuras (exceptuando las gréficas de resultados numéricos) se realizaron con el software de
dibujo vectorial Inkscape, el cual es de cédigo abierto y estd disponible para su descarga gratuita en https://inkscape.org/,
teniendo versiones compatibles con Linux, Mac OS X y MS Windows.


https://inkscape.org/
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Figura 1.1: Espacio-tiempo de Minkoskwi (representado por la regién sombreada) incrustado conformemente en
el universo estatico de Einstein. Como es posible apreciar, esta transformaciéon conforme localiza el infinito en la
frontera del espacio-tiempo de Minkowski, consistente en el infinito temporal pasado i, el infinito nulo pasado %~

el infinito espacial i°, el infinito nulo futuro .#* y el infinito temporal futuro i*.

que podriamos simularlos, considerando que los recursos computacionales siempre seran finitos? Es cla-
ro que en la practica es realmente imposible implementar mallas numéricas infinitas, o ejecutar cédigos
computacionales por un tiempo infinito.

Con el fin de evitar la complicacién de simular espacio-tiemos infinitos, el procedimiento estdndar en
relatividad numérica ha sido el siguiente: considerar una evolucién de Cauchy, recurriendo a una foliacion
o “rebanado”del espacio-tiempo en hipersuperficies tipo espacio a t = cte., introduciendo en el dominio
numérico una frontera artificial tipo tiempo (es decir, localizada a lo largo de alguna linea de mundo tipo
tiempo) lo suficientemente lejos de la regién de campo fuerte con el objetivo de truncar el espacio—tiemp(ﬂ
Por consiguiente, en este escenario se requiere de adecuadas condiciones de frontera “absorbentes” en dicha
frontera, las cuales, idealmente, deberian reproducir la solucién correcta en el limite del dominio infinito.
Esto lo hemos esquematizado en el diagrama conforme (a) de la figura

Si bien el enfoque estdandar arriba mencionado ha sido, y actualmente es muy utilizado en el campo de
la relatividad numérica, no estd exento de dificultades. Especificamente:

Primero, las condiciones de frontera necesitan especificarse de tal forma que el problema de valores
iniciales y de frontera esté bien planteadﬂ Este es una cuestion extremadamente dificil de tratar en

9Conceptos como “evolucién de Cauchy” y “foliacién de hipersuperficies” los introduciremos detalladamente en los capitulos
siguientes. Asi que pedimos al lector no especializado en estos temas no impacientarse, y quedarse por el momento con las
ideas generales que intentamos transmitir en esta introduccién.

10En la seccién introduciremos formalmente el concepto de “buen planteamiento”, aplicable en el limite analitico. Sin
embargo, para efectos introductorios, sugerimos al lector asociarlo simplemente con la estabilidad de un determinado esquema
de evolucién numérico, correspondiente al limite discreto.
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(@) (b) (©)

Figura 1.2: Tres enfoques numéricos para simular espacio-tiempos asintéticamente planos, representados en di-
gramas conformes. (a) Evolucién de Cauchy estdndar, en la que el espacio-tiempo se folia en hipersuperficies tipo
espacio a t = cte., haciendo uso de una frontera artificial a lo largo de alguna linea de mundo tipo tiempo. (b)
Extraccion Caracteristica de Cauchy, en que evoluciona un cédigo de Cauchy de un tiempo ¢; a ty con una frontera
artificial tipo tiempo Sp, se extrae la informacién de los campos en una superficie S; interior a la frontera exte-
rior, para posteriormente utilizar dicha informacién como dato de frontera interior en un cédigo caracteristico que
propaga la solucién al infinito nulo .#* mediante una foliacién en hipersuperficies nulas a u = cte.. (c) Métodos
conformes, los cuales nos permiten llegar a .#* a través de una foliacién hiperboloidal y compactificacién, produ-
ciendo un esquema que se aproxima al cédsico esquema de Cauchy cerca de la regién de campo fuerte, para pasar a
aproximarse, suavemente, al esquema caracteristico a medida que nos acercamos a & .

comparacién a otros problemas de valores iniciales y de frontera tipicos en fisica, debido a la complejidad
involucrada en la elecciéon de norma y la presencia de modos de propagacién, con velocidades no triviales,
en las ecuaciones de constriccion. Sin embargo, en anos reciente se ha dado una solucién, al menos para
algunas formulaciones espeificas de las ecuaciones de Einstein. Més detalles en la revisién [30].

Segundo, truncar el dominio fisico con una frontera artificial generalmente introduce reflexiones no
deseadas cuando la radiaciéon emitida llega a dicha frontera. Una forma de lidiar con esto ha sido la
introduccién de condiciones de frontera absorbentes que son exactas para el caso de las perturbaciones
gravitacionales linearizadas sobre espacio-tiempos de Minkowski |31,[32], asi como de Schwarzschild [33].
No obstante, la tarea de eliminar completamente las reflexiones espurias, para el caso de la teoria comple-
tamente no lineal, atin es algo no logrado.

Tercero, y mas importante para efectos conceptuales, si estamos interesados en calcular cantidades fisi-
cas como la masa total del sistema, su momento angular y la radiacién emitida, el inico lugar donde dichas
cantidades estan bien definidas, en general para espacio-tiempos curvos, es en el infinito.

En virtud de lo anterior, si lo que deseamos es simular numéricamente espacios asintéticamente planos
en un dominio numérico finito, i) sin afectar el buen planteamiento del problema de valores iniciales y de
frontera, ii) sin introducir reflexiones espurias en las fronteras exteriores, y por supuesto, iii) definiendo
las cantidades fisicas involucradas sin ambigiiedades, la mejor alternativa es incluir el infinito nulo futuro
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7T en nuestro dominio numérico. El procedimiento para efectuar esta inclusién no es tinico, por lo que el
camino que aqui adoptaremos, y que ya lo adelantamos en la seccion es hacer uso de una compactifi-
cacion conforme, tomando como base las ideas generales que expusimos en la seccién previa.

Sin embargo, antes de continuar, conviene mencionar un enfoque alternativo, y que podriamos consi-
derar como uno de los principales competidores, junto a los métodos conformes, en el simulado numérico
de espacio-tiempos asintéticamente planos. Nos referimos a la “extraccién Cauchy-Caracteristica” (Cauchy-
Characteristic extraction, CCE), implementada inicialmente por Babiuc et.al. [34,35], y que ha adquirido
mucha importancia en la elaboraciéon de perfiles de ondas gravitacionales en simulaciones de colisiéon de
agujeros negros |36]. Este enfoque lo mostramos en la ﬁgura en el diagrama (b), y consiste esencialmen-
te en lo siguiente. Considérese una evolucién de Cauchy a lo largo de un tubo de mundo con su frontera Sy
ubicada lo suficientemente lejos de la regién de campo fuerte, y foliando el espacio-tiempo en hipersuperfi-
cies tipo espacio desde un tiempo ¢; a un tiempo ¢;. Luego de esto, extraigase la informacién de la solucion
numérica de los campos a lo largo de un tubo S; interior a Sp. Finalmente, tsese dicha informaciéon como
condicion frontera interior de un cédigo caracteristico, para propagar la solucién de los campos en S; hacia
el infinito nulo .# T, haciendo uso de una foliacién del espacio-tiempo en hipersuperficies nulas a v = cte.
(con u denotando la coordenada nula), y compactificadas.

Mirando en perspectiva historica, no deja de ser interesante el hecho de que la CCE involucra un
verdadero trabajo de “ingenierfa numérica”, el cual se ha ido desarrollando en base a mejoras de méto-
dos previos. Primero, tenemos que la CCE tiene su antecedente en el procedimiento de “emparejamiento
Cauchy-Caracteristico’ (Cauchy-Characteristic matching, CCM), sugerido inicialmente por Bishop [37], y
que mds tarde se fue explorando numéricamente en detalle [38H40]. A diferencia de la CCE, en que el cédigo
de Cauchy en el interior del tubo “no se entera” de la existencia del cédigo caracteristico exterior, en el caso
del CCM se evoluciona, simultaneamente, un cédigo de Cauchy y un cédigo caracteristico, transmitiéndose
informacién del uno al otro a través de una superficie tipo tiempo. Aqui la dificultad importante que ha
tenido el CCM, y que de hecho motivé en gran medida la implementacion de la CCE, es que la superficie
entre ambos cédigos en general propicia la aparicién de inestabilidades [41], dificultando en gran medida
su implementacién para el caso general de 3 + 1 dimensiones.

Y segundo, observamos que el CCM tiene a su vez antecedentes en el popular enfoque caracteristico,
digamos “a secas”, consistente en foliar el espacio-tiempo a través de hipersuperficies nulas. Para més
detalles, consultar la ya mencionada referencia |41], asi como sus propias referencias contenidas. Sin entrar
en cuestiones muy técnicas, simplemente mencionar que su principal problema es que los rayos de luz
generados por las hipersuperficies de foliaciéon nulas, en las regiones con campos gravitacionales fuertes,
facilmente tienden a cruzarse, llevando a la formacion de cdusicas. Asi las cosas, el camino natural entonces
fue reconsiderar utilizar una evolucion de Cauchy estdndar en la regiéon de campo fuerte, combinada con
una evolucién caracteristica en la region lejana, tal como lo plantea el método CCM.

Regresando a la CCE, cabe mencionar que al igual que los métodos caracteristicos previos, este no
estd excento de dificultades. Aqui, por ejemplo, tenemos la cuestion del desperdicio de datos numéricos
entre la superficie exterior Sy, y la superficie interior S;. Y es que en la practica, esta ultima debe localizarse
suficientemente lejos de la primera, con el fin de evitar efectos espurios que pudieran provenir de la frontera
exterior. Esto al final no es lo més 6ptimo, ya que se utiliza recursos y tiempo de cémputo para realizar
calculos en una regién del dominio numérico que, después de todo, se desechara. Otra dificultad, quizas
més importante, es que en general no se tiene un camino sistematico para proporcionar dato inicial sobre
la hipersuperficie nula u = ug. Como en la mayorfa de los cédigos caracteristicos el dato inicial es libre (es
decir, no requiere resolver constricciones elipticas), esto al final conlleva una experiencia limitada en lo que
respecta a dar datos iniciales fisicamente razonables [41]. En efecto, para el caso de la colisién de agujeros
negros, no existe actualmente una solucién al problema caracteristico de valores iniciales [42].
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Por completez, finalmente en el diagrama (c) de la figura hemos incluido una representacién del
procedimiento numérico utilizado en el enfoque conforme. Esto es algo que veremos en detalle a lo largo
de todo este trabajo. Sin embargo, mencionar a grandes rasgos la idea general: foliar el espacio-tiempo en
hipersuperficies hiperboloidaleﬁ tipo espacio, parametrizadas a un adecuado tiempo 7 = cte. (diferente
del tiempo ¢ que definimos para la evolucién de Cauchy estdndar), que en conjunto con la compactificaciéon
conforme, nos permiten llegar al infinito nulo futuro .#+. Tener presente que en este enfoque no traba-
jamos directamente con la métrica fisica, sino con una métrica no fisica, conformemente relacionada con
la primera a través de un factor conforme 2. Esto nos permite mapear distancias infinitas a distancias
finitas, haciendo que sea posible simular la totalidad de nuestro espacio-tiempo asintéticamente plano en
un dominio numérico finito. Por lo demés, lo realmente prometedor de esta formulacién, es que al final del
dia no requerimos a ninguna frontera ni interfase artificial. Ya que, por la forma de las hipersuperficies de
foliacién, la compactificacién, y la posterior reestructuracién de las ecuaciones de acuerdo a este formalis-
mo, nuestro enfoque de evolucién pasa, suavemente, de aproximarse al enfoque de Cauchy en la regién de
campo fuerte, a aproximarse al enfoque caracteristico en la medida que nos acercamos a .# 1.

1.4. Historia de los métodos conformes numéricos

Volvamos a los métodos conformes, y hagamos una revisién histérica de los trabajos que se han reali-
zado en esta linea. Como es bien conocido, Friedrich, en un trabajo pionero [43], utilizando el formalismo
spin-frame de la Relatividad General y una foliacién con hipersuperficies tipo espacio convergentes al infi-
nito nulo, llega ingeniosamente a una formulacién conforme de las ecuaciones de de campo Einstein en el
vacio, tal que las ecuaciones de evolucion resultantes son simétrica-hiperbdlicas y expresamente regulares
en el infinito nulo.

La primera implementacién numérica del esquema de Friedrich la realizé Hiibner [441|45], considerando
un campo escalar autogravitante en simetria esférica. Los resultados obtenidos coincidieron, exitosamente,
con resultados analiticos que ya se conocian de trabajos rigurosos realizados por Christodoulou [46]. A
grosso modo: Cuando la densidad de energfa inicial del campo escalar es més alta que su valor critico (caso
supercritico), este colapsa para formar un un agujero negro; y si la densidad inicial se fija por debajo del
valor critico (caso subcritico), el campo escalar se dispersa. Por lo demds, no menos importante resulta ser
el hecho de que este trabajo numérico extendi6 el andlisis del conocido resultado de Choptuik sobre colapso
critico de un campo escalar [47], al considerar una simulacién global en el espacio-tiempo.

Posterior a Hiibner, viene el trabajo de Frauendiener [48-50], quien implement6 el esquema de Friedrich
restringido al caso axisimétrico en 2+ 1 dimensiones. Aqui el énfasis fue puesto en el algoritmo de evolucién
y el proceso de extraccién de la radiacién gravitacional, Por consiguiente, en vez de resolver las ecuacio-
nes de constricciéon para el dato inicial, se prefirié adaptar, a modo de prueba, algunas de las soluciones
exactas en vacio, con radiacién gravitacional e infinitos nulos toroidales, obtenidas por Schmidt [51], y que
de acuerdo a la clasificacién propuesta por Ehlers y Kundt [52] se les llama espacio-tiempos tipo A3. El
principal resultado numérico al que se llegd fue el calculo de la masa de Bondi, y del campo de radiacién
detectado en el infinito nulo futuro. Ambas cantidades mostraron perfiles monétonamente decrecientes en
el tiempo, encontrandose un coincidiencia remarcable con las soluciones exactas conocidas.

La ultima implementacién numérica del formalismo de Friedrich reportada, corresponde a la generali-
zacion del cédigo de Hiibner a 3 4+ 1 dimensiones sin simetrias en vacio, hecha por él mismo [53}/54]. Poste-
riormente Husa se dedic a analizar exhaustivamente este c6digo través de estudios de pardmetros [55,/56].
En términos generales, los algoritmos siguen un esquema muy similar al utilizado en el caso de simetria

11 Como veremos en los capitulos siguiente, la etiqueta de “hiperboloidales” para las hipersuperficies de foliacién, viene de
que en el caso de Minkowski dichas hipersuperficies precisamente estdn representadas por hipérbolas (en 1 + 1 dimensiones),
o bien hiperboloides (en 3 + 1 dimensiones). Aunque, una vez que el tratamiento se generaliza a espacio-tiempo curvos, lo
mas preciso es hablar de hipersuperficies tal que la traza de su curvatura extrinseca constante.
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esférica. Aunque para la construccién del dato inicial, y paralelamente a la resolucién de las constricciones,
se realizarén pruebas para soluciones exactas conocidas: asintéticamente Minkowski y asintéticamente A3.
Aqui también se logré obtener exitosamente masas de Bondi y campos detectado en el infinito nulo futuro,
aunque la eleccion del gauge del lapso mostré ser bastante delicada, a tal punto de que una mala eleccién
puede llegar a romper rapidamente la evolucién, resultando en valores indefinidos NaN, “not a number”.

Aun cuando las implementaciones arriba mencionadas constituyeron un logro importante, estas tuvie-
ron dificultades importantes asociadas a las ecuaciones de constriccién. En el formalismo de Friedrich, y
a diferencia de las ecuaciones de evolucién, las ecuaciones de constriccién contienen (aparentes) términos
singulares cuando evaluamos en el infinito nulo futuro, requiriendo un tratamiento especial para la cons-
truccion del dato inicial. La existencia de datos hiperboloidales tipo Cauchy en el vacio es algo que ya se
ha estudiado en [57,58]. Sin embargo, uno quisiera saber si estos datos pueden surgir a partir de datos
estdndar, asintéticamente planos. Aquf el trabajo analitico de Corvino [59] ha sido una de las herramientas
claves para lidiar con este problema, ya que permite “pegar” un dominio acotado de dato inicial simétrico
en el tiempo, asintéticamente plano, que satisface las ecuaciones de Einstein en el vacio, a una hipersuper-
ficie estdtica de la métrica de Schwarzschild (exacta) la cual se conoce de forma explicita. Al final del dfa,
esto evita la necesidad de lidiar con términos singulares, dado que en la regién cerca de .# T, el dato inicial
puede ser descrito por una adecuada hipersuperficie hiperboloidal de la solucién de Schwarzschild. Para
el caso no simétrico en el tiempo, esta construccién después fue generalizada por Corvino y Schoen [60],
quienes demostraron que el dato inicial puede ser pegado con una adecuada hipersuperficie de la métrica
de Kerr. Sin embargo, hasta el momento estas técnicas de pegado no son muy explicitas, y hace muy poco
que se ha comenzado implementarlas numéricamente [61]. Otro problema, quizds mds serio, y que en la
préactica obstaculizé considerablemente nuevos desarrollos en el modelado de sistemas fisicos autogravitan-
tes, basados en el formalismo de Friedrich, fue el rapido crecimiento en el tiempo de las violaciones de las
constricciones, provocadas por error numérico [29/55]. Aunque aqui hacemos la salvedad que este problema
también estuvo presente en en otras formulaciones simétricas hiperbdlicas de las ecuaciones de Einstein,
usadas en relatividad numérica en aquel entonces. Ver por ejemplo [62-64].

Considerando estas dificultades, no es de sorprenderse que, posterior a las diferentes implementaciones
del formalismo de Friedrich, se comenzara a dar algunos pasos atras, con el fin de analizar en detalle la
teoria, estabilidad numérica y simulaciones de campos de pruebas propagados sobre fondos fijos foliados por
hipersuperficies hiperboloidales tipo espacio. Un camino que tomé mucha importancia, y que de hecho es
significativo para efectos del presente trabajo, es considerar hipersuperficies con curvatura media constante
(CMCQ) positiva [65H69].

Mas recientemente, Moncrief y Rinne propusieron una nueva formulacion de las ecuaciones de Ein-
stein [70], la cual estd basada en la descomposiciéon 3 + 1 de Arnowitt-Deser-Misner (ADM), haciendo uso
de una foliacién CMC y coordenadas espaciales armoénicas. La ventaja de este enfoque, comparado con el
de Friedrich, es que es mucho mas cercano a los esquemas tradicionalmente usados en relatividad numérica,
como por ejemplo la formulacién Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura (BSSN) [711/72], utilizada en la
colisién de agujeros negros. Ahora bien, es importante mencionar que en este formalismo aparecen dos
complicaciones adicionales que no estaban presentes en el formalismo de Friedrich. Primero, las ecuaciones
resultantes constituyen un sistema hiperbélico-eliptico, debido a la elecciéon de norma y del factor conforme.
Y segundo, las ecuaciones de evolucién no son exprésamente regulares en #+, ya que contienen términos
aparentemente singulares que necesitan ser tratados por medio de expansiones de Taylor, aunque estas al
final permiten evaluar directamente dichos términos. De todas formas, al margen de estas complicaciones,
Rinne logré implementar exitosamente esta formulacién en un cédigo axisimétrico en vacio [73], conside-
rando un espacio-tiempo de Schwarzschild e incluyendo una perturbacién gravitacional. Aqui se obtuvieron
evoluciones estables y convergentes a tiempos largos. En particular, cuando se incluyé la perturbacién, se
llegé al conocido régimen de modos cuasi-normales (ringdown), obteniendo frecuencias consistentes con los
resultados de la teorfa linealizada obtenidas del método de fracciones continas de Leaver [74]. El decaimien-
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to de cola (tail decail) de la perturbacién gravitacional aqui no lo trataron por falta de resolucién. Aunque,
mas recientemente, Rinne y Moncrief utilizaron su formalismo para desarrollar un cdédigo esféricamente
simétrico, incluyendo como fuentes de materia un campo escalar autogravitante conforme por un lado, y
un campo de Yang-Mills por el otro |75,/76]. En ambos casos se estudio la dispersién, colapso y acrecién de
los campos, obteniendo el efecto de decaimiento de cola, con potencias consistentes con las obtenidas en
trabajos previos [68L[77].

Finalmente, tenemos una linea de trabajo relacionada, aunque un poco diferente, iniciada por Vanoé-
Vinuales, Husa and Hilditch |78/79], quienes implementaron un esquema de evolucién libre, sin constriccio-
nes, basado en foliaciones hiperboloidales y una versiéon generalizada de las ecuaciones BSSN, reducido al
caso esféricamente simétrico. En concreto, ellos acoplaron las ecuaciones de campo de Einstein a un campo
escalar no masivo y estudiaron la evolucién utilizando de tanto un dato inicial regular como un agujero
negro acretando un campo escalar. La ventaja de esta nueva formulacién es que no requiere resolver nin-
guna ecuacién eliptica durante la evolucién. Sin embargo, aqui encontramos dos dificultades importantes.
Primero, es que para alcanzar estabilidad, necesitaron una ecuacién de evolucién sofisticada para el lapso
como gauge. Y segundo, que para lidiar con los términos formalmente singulares en .# T, se tuvo que incluir
términos de amortiguamento en las ecuaciones de evolucién, que incluyen paramétros escogidos ad hoc.

1.5. Sobre la propuesta del presente trabajo

Pasemos ahora a describir algunos aspectos més especificos sobre este trabajo, en el que nos propone-
mos modelar espacio-tiempos asintéticamente planos en base a métodos conformes. En espiritu, nuestro
enfoque es similar al desarrollado por Moncrief y Rinne descrito anteriormente, con la principal diferencia
de que aqui usaremos campos tetradiales en lugar de variables métricas. Especificamente, nuestro enfoque
estard basado en el formalismo tetradial de la relatividad numérica sobre hipersuperficies CMC conforme-
mente compactificadas, el cual fue desarrollado por Bardeen, Sarbach y Buchman [80] (a partir de ahora
abreviamos por BSB), y que explicaremos detalladamente en el capitulo [5| En particular, una de las prin-
cipales motivaciones es realizar una primera prueba numérica que muestre la viabilidad de este formalismo
en lo que respecta al esquema de evolucion, considerando una fuente de materia autogravitant@

En la mayoria de los caminos que se adoptan para escribir las ecuaciones de Einstein, las componentes
de la métrica y otros campos tensoriales se expanden en términos de una base coordenada. No obstante,
en el formalismo BSB se descomponen en términos de una base ortonormal ey, e, ez, e3, en cada punto
del espacio-tiempo. Por consiguiente, el sistema ortonomal (o tetradial) resultante contiene toda la infor-
macién de la geometria del espacio-tiempo subyacente. En lo que respecta a fijar la libertad de norma,
aqui orientaremos el brazo temporal ey tal que coincida con el vector normal a las hipersuperficies CMC,
ademsds de fijar los grados de libertad de rotacion asociados a la eleccion de los brazos espaciales e, segun
la condicién de norma 3-dimensional de Nester [82,83], que introduciremos en la subseccién

Desde un punto de vista matematico, el uso de campos tetradiales, en lugar de componentes coor-
denadas, tiene varias propiedades atractivas. Primero, la operacién de subir y bajar de indices se vuelve
trivial, ya que los componentes de la 3-métrica quedan triviales. Segundo, a diferencia de que en la for-
mulaciéon coordenada la conexién de Levi-Civita conduce a 40 simbolos de Christoffel independientes, en
la formulacién tetradial la conexién da lugar solo a 24 coeficientes de conexién, que en su descomposicién
3 4 1 tienen una interpretacién geométrica muy clara, tal como lo veremos en la seccién Al final del
dia, estas propiedades tienen la ventaja de llevarnos a ecuaciones de evolucién y constriccion mucho mas
elegantes. En el capitulo 5 explicaremos en detalle como llegar a las ecuaciones del sistemas, las cuales al
final recapitularemos en la seccién Todo esto también se explica en la mencionada referencia [80].

12Cabe mencionar que la construccién del dato inicial, para el caso de un sistema binario de dos agujeros negros, ya ha sido
implementado numéricamente por Buchman, Pfeiffer y Bardeen [81].
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Adelantando el esquema de evolucién, podemos mencionar que consiste en un sistema hiperbélico-elipti-
co de ecuaciones, donde la parte eliptica se desprende de la condicién de foliacién CMC, la constriccion
hamiltoniana, y de la conservacion de la norma de Nester, consistiendo finalmente en un sistema eliptico de
ecuaciones para el lapso conforme, el factor conforme, y algunos coeficientes de conexion, respectivamente.
Por lo demas, y tal como sucede en el esquema de Moncrief y Rinne, algunas de estas ecuaciones contienen
términos singulares que requieren la imposicién de condiciones de regularidad adecuadas en #+. Usando
las constricciones, uno puede derivar expansiones formales para todas las cantidades relevantes cerca de
# T, permitiendo evaluar directamente estos términos singulares en el infinito nulo. Estas expansiones son
més complicadas que las tradicionales series de potencias, ya que incluyen términos polihomogeneos (es
decir, logaritmicos). Para mds detalle sobre estas expansiones, consultar las referencias [58}[34].

El objetivo especifico de este trabajo es implementar numéricamente la formulacién BSB para un es-
cenario fisico simple, mas no trivial: la propagacién de un campo escalar autogravitante, minimamente
acoplado, rodeando un agujero negro. Esto lo veremos en detalle en el capitulo [6}

En la seccion [6.1] nos enfocaremos primeramente en el reescalamiento conforme de la ecuacién de evo-
lucon del campo escalar y las componentes del tensor de energia-impulso. Luego de esto, y con la ayuda
de las ecuaciones de Einstein, vamos a describir el campo escalar con un sistema simétrico hiperbdlico de
ecuaciones diferenciales primer orden, el cual es exprésamente regular en £, siempre que la contribucién
del potencial V' (®) decaiga lo suficientemente rapido como ¢ — 0. Posteriormente, en la seccién redu-
ciremos todas nuestras ecuaciones a simetria esférica. Como veremos en la subseccién aqui existe una
eleccion preferida para los campos tetradiales espaciales, los que a su vez satisfacen automaéaticamente la
condicién de la norma de Nester 3-dimensional. Aqui también las coordenadas espaciales armdnicas pueden
escogerse de tal que, con la eleccién del factor conforme, la métrica espacial conforme resulta ser la métrica
plana escrita en coordenadas esféricas. Para finalizar el capitulo, en la subseccién vamos a introducir
de algunas cantidades geométricas que no dejan de ser importantes para nuestros fines: la funcién de masa
de Misner-Sharp, las expansiones de los vector nulos y el horizonte aparente.

En lo que respecta la implementacion numérica, mencionar que en este trabajo optamos por programar
un codigo propio, escrito en lenguaje Fortrarﬂ y modularizado en varios archivos y subrutinas para su
mejor organizacién. En efecto, la estructura misma del cédigo en general nos guié para desarrollar los
contenidos de la subseccién [6.3] que pasamos a describir. En primer lugar, damos el dato inicial sobre una
superficie CMC, representando una distribuciéon de campo escalar alrededor de un agujero negro esférica-
mente simétrico. Para esto, especificaremos un pulso gaussiano en el campo fisico ® sobre esta superficie,
y asumiendo que el momento canénico asociado es cero, la constriccién de momento se podra resolver de
forma analitica. Las demas constricciones se resuelven numéricamente: la constriccion hamiltonian, para el
factor conforme Q) (aqui escogemos la frontera interior tal que represente una superficie atrapada), la cons-
triccion asociada a la foliacién CMC para el lapso conforme &, y posteriormente la constriccién asociada
a la eleccién del factor conforme para la traza de la curvatura extrinseca reescalada k. Cabe mencionar
que en el PVI, en las contricciones hamiltoniana y de foliacion CMC entra en juego un aspecto de vital
importancia, y es que contienen términos singulares en .#*. Como ya lo adelantamos algunas lineas més
arriba, aqui requerimos de un tratamiento delicado, considerando expansiones asintéticas, aunque para el
PVI puntualmente, basté con considerar expansiones en series de potencias, truncadas.

Posterior al PVI, lo que viene es evolucionar numéricamente el campo escalar conforme y las cantidades
geométricas utilizando el sistema simétrico hiperbdlico derivado del esquema BSB [80], que explicamos en
el capitulo[f]en su forma general, y que posteriormente reducimos al caso de simetria esférica considerando
de antemano la norma de métrica conforme espacial plana en la subseccion En la préactica realizamos

I3Especificamente, se utilizé la versién de GNU, que forma parte de la coleccién de compiladores GNU (GCC), y que puede
descargarse gratuitamente en el sitio web: https://gcc.gnu.org/fortran/. Ahora bien, si se utiliza una distribucién de GNU
Linux tal como Ubuntu, Fedora, openSUSE, etc., este compilador generalmente se incluye en los repositorios oficiales.
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varias pruebas, y en particular encontramos que la parte sin traza de la curvatura extrinseca reescalada
(que parametrizamos a través de una variable que denominamos 7), es mucho mas conveniente determinarla
de la contriccion de momento que de su ecuacién de evoluciéon. Esto pareciera permitir un mejor control
sobre las condiciones de regularidad en #+. Todo el detalle del esquema de evolucién se expondra en la
seccién De todas formas, conviene mencionar que para la resolucién de la constriccién hamiltoniana
y de foliacién CMC, nuevamente requerimos de expansiones asintéticas cerca de .# 7. Aunque, a diferencia
del PVI, ahora si entran en juego las mencionadas expansiones polihomogeneas, que tienen la forma:

f(R)=Y_ fijR'log’(R) , (1.10)

)

donde f es la cantidad de interés y R la coordenada radial compactificada. Como veremos, resulta intere-
sante que los términos logaritmicos aparecen exactamente cuando el campo escalar se radia a #+. Esto es
similar al caso en vacio sin simetrias, donde estos términos aparecen en .+ si y solo si se tiene radiacién
gravitacional, siempre que la condicién de regularidad de Penrose se mantenga [80]. Las expansiones obte-
nidas en esta seccién juegan un papel crucial en la implementacién numérica de las ecuaciones elipticas ya
que proporcionan los medios para especificar las condiciones de frontera correctas cerca de .#*. Finalmente,
la seccién [6.3] concluye con una breve descripcién de los monitoreos realizados: el calculo de las expansiones
(entrante y saliente) de los vectores nulos, la localizacién del horizonte aparente, el cdlculo de la funcién
de masa de Misner-Sharp, para finalizar con las pruebas de convergencia.

En relacién a los métodos numéricos, aqui se utilizard una variedad de algoritmos y herramientas de
aproximacién: método de lineas, operadores diferenciales de “suma por partes”, integradores de Runge-
Kutta temporal y espacial, método de “disparo a un punto de emparejamiento”, algoritmo de Newton-
Raphson bidimensional, interpolaciones, etc. Asumiendo que el lector pudiera no estar familiarizado con
muchas de las herramientas numéricas estandares aqui utilizadas, las iremos introduciendo de manera gra-
dual a lo largo de toda esta tesis, por medio de pruebas previas. Esto lo mencionaremos algunas lineas més
abajo. E incluso, adicionalmente, en los apéndices [B]y [C} que complementan el capitulo [6] presentaremos
una breve descripcién del método de disparo a un punto de emparejamiento por una parte, y las interpola-
ciones utilizadas para el cdlculo de coeficientes de expansiones cerca de .# T y la evaluacién de las funciones
de malla en las sub-iteraciones del algoritmo de Runge-Kutta, por el otro.

Los resultados finales de este trabajo se expondran en la secciéon En la subseccion nos referire-
mos primeramente al problema de valores iniciales, mostrando la dependencia de la solucién con respecto
a diversos parametros de entrada. Posteriormente, en la subseccion veremos la evolucién, a tiem-
pos tempranos, describiendo el comportamiento del campo escalar conforme y la masa de Misner-Sharp.
Aqui también incluiremos pruebas de convergencia para avalar nuestros resultados. Finalmente, en la sub-
seccion [6.4.2 estudiaremos el comportamiento del campo escalar conforme a tiempos tardios, mostrando
el decaimiento de cola (tail decay) que presenta, a lo largo de lineas de mundo asociadas a diferentes “ob-
servadores”, incluyendo uno localizado en el horizonte aparente, y otro localizado en el infinito nulo. En
particular, reproduciremos los decaimientos polinomiales conocidos de la literatura.

Cabe mencionar que el capitulo[f]también lo complementaremos con el apéndice[A] En este, reduciremos
nuestro problema al caso en que el campo escalar fisico es exactamente cero, o en otras palabras, cuando
se tiene un espacio-tiempo de Schwarzschild. Este serd un ejemplo muy ilustrativo, que nos dara luces
aun més claras sobre cuestiones no triviales como la fijacién y/o variacién de pardmetros asociados a las
condiciones de frontera en las constricciones, asi como las expansiones asintoticas.

En el capitulo[7} finalmente presentaremos las conclusiones de este trabajo, poniendo énfasis en la ex-
periencia aprendida, los objetivos logrados, asi como algunas perspectivas de trabajo a futuro.

Ahora bien, considerando que el lector quizds pudiera haber perdido su perspectiva en medio de todo
el “bosque” de detalles técnicos presentados en esta seccién, conviene preguntarnos: ;Qué es lo nuevo que
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aporta este trabajo, con respecto a trabajos previos, como por ejemplo los mencionados en la revisién
histérica[L.4] En esto conviene ser claro, ya que aun cuando los resultados fisicos obtenidos en gran medida
son conocidos de la literatura, la fortaleza de este trabajo descansa mas bien en el enfoque tedrico y
procedimientos numéricos involucrados para obtenerlos. Y es que, tal como lo mencionamos algunas lineas
maés atras, aqui se trabajo para realizar la primera implementacién numérica del esquema de evolucién
propuesto por el formalismo BSB, que por si mismo tiene ventajas atractivas en comparacién a otros
formalismos. Por ejemplo, el enfoque tetradial, en primera instancia, nos permite interpretar las ecuaciones
y los coeficientes de conexién de una forma mucho més elegante y directa para efectos de la geometria
involucrada. Luego tenemos el analisis asintético de las expansiones, que nos permiten tener un control, en
cierta medida sistematico, de términos singulares en .# T presentes en las constricciones. Hasta algunos de los
métodos numéricos involucrados representan una novedad, en cierto sentido, por ejemplo las interpolaciones
en los resolvedores elipticos. Con todo esto, en su conjunto, al final estamos proveyendo una nueva gama
de ingredientes que nos permiten entrar en la competencia del simulado de espacio-tiempo asintéticamente
planos. Y claro, siempre con miras a generalizar el problema al caso de 3 + 1 dimensiones sin simetrias en
el vacio, o incluso con campos de materia, ya que para ambos escenarios, en la actualidad no se cuenta con
ninguna implementacién numérica exitosa. Trabajar en este tipo de problemas es de vital importancia. Y es
que como lo mencionamos anteriormente, para el modelado de la radiacién gravitacional, seria deseable que
esta se extraiga de las simulaciones sin ningtin tipo de ambigiiedad, y por supuesto, evitando la introduccién
de fronteras artificiales, que en mayor o menor medida, nunca dejan de ser problematicas.

Implementacion de pruebas previas

Como de seguro se habra notado, en toda la descripcién de nuestra propuesta sélo hemos aludido a
partir del capitulo [5] La razén de esto es que de los capitulos [2] al [f] nos ocupamos tnicamente en desa-
rrollar pruebas preliminares, con el fin de introducir gradual y sistematicamente las diversas herramientas
numéricas y tedricas necesarias para el enfoque final de este trabajo. Todo esto lo hemos hecho atendiendo
a la premisa de que el lector pudiera no estar familiarizado con la relatividad numérica, y particularmente
con los métodos conformes para el modelado de espacio-tiempos asintéticamente planos. Esto al final hace
de este trabajo un material autocontenido, que incluso podria ser util para efectos pedagdgicos.

En el capitulo 2] comenzaremos estudiando en detalle la ecuacién de onda sencilla en 1+ 1 dimensiones
como caso paradigmatico de sistemas simétricos hiperbdlicos. Aqui introduciremos los métodos numéricos
estandares para evolucionar en el tiempo este tipo de sistemas: discretizacion espacio-temporal, condicién
de Courant-Friedrichs-Lewy, método de lineas, asi como el algoritmo de Runge-Kutta. También nos refe-
riremos en detalle, por primera vez, a las pruebas de convergencia, que de principio a fin seran cruciales
en este trabajo. Posteriormente, realizaremos un completo analisis de estabilidad para sistemas simétricos
hiperbdlicos en 1 4+ 1 dimensiones. En virtud de esto, introduciremos el concepto de hiperbolicidad, los
operadores diferenciales de “suma por partes”, y finalmente el método de penalizacién como un ejemplo
concreto de implementacién de condiciones de frontera. Todas estas herramientas se veran concretadas en
los resultados numéricos, que como veremos, seran muy ilustrativos.

En el capitulo [3] veremos nuevamente el problema de la ecuacién de onda en 1+ 1 dimensiones, pero
situdndolo en un contexto més general, considerando un fondo de Minkowksi. Aprochando el formalismo,
introduciremos un ejemplo sencillo de método conforme, con aplicaciéon directa al terreno numérico. Tam-
bién descompondremos el espacio-tiempo de acuerdo al formalismo ADM o 3+ 1, y realizaremos un analisis
caracteristico para mostrar explicitamente por qué en este escenario ya no necesitamos imponer condiciones
de frontera en las ecuaciones de evolucién para los campos. En los resultados, entre otras cosas, veremos
efectos interesantes producto de situar los observadores sobre las hipérbolas de foliacién, aun cuando los
campos los damos inicialmente, y evolucionamos, sobre un sistema inercial asociado a la foliacién estandar
de Cauchy. Esto serd muy util, ya que como trabajo intermedio, nos permitird apreciar, en un primer
acercamiento, diferencias fundamentales entre el enfoque de Cauchy y el de los métodos conformes.
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Como tltima prueba, en el capitulo [] estudiaremos la ecuacién de onda, esféricamente simétrica, en un
fondo de Schwarzschild. Este es un problema, que hasta hace poco fue motivo de estudio activo. Recordar
los mencionados trabajos de Malec [65], Calabrese [66], Zenginoglu [67], entre otros. Aqui partiremos de la
ecuacion de Klein-Gordon, descomponiéndola en armoénicos esféricos, para llegar a una ecuacion efectiva.
Por lo demads, también haremos uso de una formulacién conforme, con la particularidad de que como ahora
tenemos hipersuperficies espaciales de foliacién en 3 dimensiones, impondremos la condicién de que estas
cumplan la condicién de que tengan una curvatura media constante (CMC) positiva, en lugar de hablar de
“hiperboloides” de foliacién. En constraste con el capitulo previo, ahora ubicaremos los observadores sobre
las hipersuperficies de foliacién CMC, obteniendo resultados conocidos de la literatura. Nos referimos al
conocido régimen de modos cuasi-normales, y posterior decaimiento de cola.

Un comentario final. En este trabajo, para generar las graficas de todos los resultados numéricos obte-
nidos con los cédigos, se utilizéd Gnuplo@ sencillo pero potente graficador de linea de comandos.

MEste programa estd disponible para su libre descarga en el sitio web oficial http://www.gnuplot.infol Cabe mencionar
que cuenta con versiones para diversos sistemas operativos: Linux, MS Windows, Mac OS, VMS, entre otros.


http://www.gnuplot.info
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Capitulo 2

Ecuacion de onda en 1+1
dimensiones

En este capitulo estudiaremos la ecuacién de onda en 141 dimensiones. Si bien hoy se conoce muy bien
la solucién exacta o analitica de este problema, para nuestros fines resulta 1til resolverla numéricamente.
Ya que de esta manera podremos introducir de manera sencilla, pero a la vez sistemética, varias de las
herramientas que se utilizaran en los capitulos siguientes para sistemas mucho mas generales y complicados,
en los cuales no se conoce una representacién exacta de la solucién.

La ecuacién de onda, que involucra segundas derivadas, la reduciremos a un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales de primer orden, en razén de los métodos numéricos disponibles y generalizacién del
sistema. Luego de esto, haremos revisiéon de los métodos numéricos a utilizar, haciendo referencia a la dis-
cretizacién en el espacio y tiempo, la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy, el método de lineas, asi como
las pruebas de convergencia y autoconvergencia.

Analizando de forma més general y rigurosa el problema, estudiaremos los sistemas simétricos hiperbdli-
cos en 1+ 1 dimensiones, de los cuales la ecuacién de onda constituye un caso particular. Esto sentard las
bases para un completo analisis de estabilidad y condiciones de frontera, que se aplica tanto al caso con-
tinuo, sin discretizacién, como al caso en que discretizamos solo la parte espacial (semi-discretizacién).
Adicionalmente, y como un camino préctico y robusto para la implementacién de las condiciones de fron-
tera, introduciremos el Método de Penalizacion.

Para finalizar el capitulo, detallaremos los ajustes escogidos para el sistema y mostraremos algunos de
los principales resultados numéricos obtenidos: el dato inicial, la evolucién temporal, asi como también el
monitoreo del error y la convergencia utilizando la solucién exacta.

2.1. Definiendo el sistema

Como punto de partida, vamos a considerar la cldsica ecuacién de onda en 1+ 1 dimensiones, para una
funcién escalar ¢, escrita en coordenadas cartesianad}

U—128t2¢(t,:c) —0.%0(t,x) =0, (2.1)

donde v denota la velocidad de propagacion constante y positiva, teniendo ademads que el dominio esta con-
formado por —co <t < ooy —o0 < x < 0.

1Por simplicidad, a partir de este momento utilizaremos la notacién 9; = % y Oz = %
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La ecuacién de onda constituye un sistema de segundo orden, ya que involucra derivadas parciales
de segundo orden, tanto en el espacio como en el tiempo. No obstante, en la practica conviene reducirla a
un sistema de ecuaciones diferenciales parciales que involucre dnicamente derivadas de primer orden. La
razon para hacer esto la podemos resumir en tres puntos:

i. Porque, comparando con sistemas de segundo orden, hoy contamos con méas y mejores métodos
numéricos para resolver numéricamente sistemas de primer orden.

ii. Porque un cédigo que resuelve un sistema de primer orden es mucho més facil generalizarlo a sistemas
de mayor tamano, es decir, con un mayor numero de ecuaciones, e incluso, que contengan derivadas
parciales de orden mayor que 2.

iii. Porque en relatividad numérica, hoy constituye uno de los caminos estandar para resolver ecuaciones
en derivadas parciales via diferencias finitas.

Reduzcamos entonces la ecuacién de onda (2.1) a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden. Para esto, vamos a definir los campos auxiliares:

Y(t.x) = Ox9(t, ), (22)
7(t, x) Op(t, ) . (2.3)
Ahora si derivamos estos campos con respecto al tiempo, obtenemos el desarrollo:

aﬂ/} = at(ar¢) = 61 (at¢) = 8£777
N——

Ec. 23
o = at(at¢) - at2¢ = vzai(ﬁ = v2az (aatd)) = Uzazw .
~ ~——
Ec. (2.1) Ec. (2:2)
Y con esto, finalmente vemos que la ec. se reduce al sistema:

at(b(t)x) = W(t,l‘) ’ (24)
oY(t,x) = 0Oym(t,x), (2.5)
or(t,x) = v20.0(t ) . (2.6)

A simple vista el lector podria pensar que estas ecuaciones parecieran ser triviales. No obstante, como
veremos mas adelante, de las mismas extraeremos toda una serie de consideraciones numéricas y analiticas
muy delicadas, de vital relevancia para este trabajo.

i Pero como podriamos resolver numéricamente el sistema arriba propuesto? Esto lo veremos a partir de
la siguiente seccién. Sin embargo, adelantamos de una vez al lector que a grosso modo, requeriremos de dos
cuestiones. La primera consiste en discretizar en el espacio nuestro dominio numérico, asi como también
las ecuaciones diferenciales —. Y la segunda, integrar las ecuaciones diferenciales, ya discretizadas
en el espacio, utilizando el método de lineas y el método de Runge-Kutta, algoritmos estdndares dentro
del anélisis numeérico.

Cabe mencionar que para efectos de implementacién aqui vamos a considerar un tercer paso adicional.
Nos referimos al truncamiento del dominio espacial, el que hace necesaria la introduccién de condiciones
en las fronteras, tales que garanticen la estabilidad del algoritmﬂ No obstante, dado que para el estudio
de la teoria de la discretizaciéon y los métodos numéricos de integracién podemos ignorar este tratamiento
artiﬁciaﬂ no lo vamos a ver hasta la seccién cuando estudiemos los sistemas simétricos hiperbdlicos
en 1+ 1 dimensiones.

2Este procedimiento es el camino estdndar que muchas veces se sigue en este tipo problemas. Sin embargo, uno de los
objetivos que nos propondremos en este trabajo de tesis, a partir del siguiente capitulo, precisamente serd la formulacién de
técnicas analiticas y numéricas que nos permitan prescindir de fronteras artificiales.

3Suponiendo, para efectos practicos, una malla discretizada infinita, o por lo menos, una malla lo suficientemente grande
tal que el pulso inicial no tendré tiempo suficiente para llegar a las fronteras artificiales.
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2.2. Meétodos numéricos

2.2.1. Preludio: Discretizacién simple

LA qué nos referimos por “discretizacion” de la ecuacién de onda? De forma muy general, siguiendo el
camino estandar, podemos decir que a reemplazar el dominio espacio-temporal en el que la ecuacién de
onda estd definida de manera continua, por un dominio discreto consistente en un conjunto de puntos en
una malla. En concreto, tenemos lo siguiente:

r — x; = jAx , t — t, = kAL, (2.7)

con j = —o0,...,—1,0,1,...,00; £k =0,1,2,...,00 y ademds Ax = xj41 — z; y At = tx41 — ti representando
la resolucién espacial y temporal respectivamente.

Notar que de acuerdo a la ec. , aqui trabajamos con una malla conformada por puntos uniforme-
mente espaciados. Esto es algo que escogemos basicamente por simplicidad. Pero por supuesto, en general
podria no ser el caso, como por ejemplo ocurre en los llamados refinamientos de malla, que permiten es-
tudiar fenémenos, con diferentes resoluciones, en diferentes segmentos del dominio espacial. Por lo demas,
aqui hemos considerado una malla infinita méas que nada para prescindir por el momento de fronteras
artificiales.

Si aplicamos la discretizacion al dominio espacio-temporal, también debemos aplicarla a todos los
campos y derivadas parciales involucradas en el problema. En el caso de las funciones, el procedimiento es
definirlas exclusivamente en los puntos de la malla:

Yt ) = Y(te,a;) =¢" , wtr) = wlty, ;) =75 . (2.8)

Para la discretizacion de las derivadas parciales se requiere especial cuidado, ya que una mala eleccion
en la discretizaciéon puede introducir inestabilidades. Por lo que aqui se vuelve fundamental estudiar la
estabilidad numérica del sistema. Esto es algo que veremos de forma rigurosa en la siguiente seccién. No
obstante, por ahora nos proponemos un camino més pragmatico: imponer que las funciones definidas en la
malla sean C™ diferenciables, en el sentido de que se puedan expandir en series de Taylor truncadas hasta
un orden 7 — 1 como maximo.

Por ejemplo, si quisiéramos calcular la derivada espacial 0,1 (t, x)|i=cte. centrada, a segundo orden en
interior del dominio, bastara con considerar las series de Taylor truncadas:

Ax? Ag?
blam) = o) — A () + 50" () — =0 (@) (2.9)
/ AmQ " Ax3 1
V(@jr1) = lxg) + Awyi(ag) + —— ¢ (@) + =¥ (25) - (2.10)
Asi entonces, al restar de , obtenemos que:
Pxjpn) — (1) = 2829 (z;) + O(Az?)
= o (z;) = Y@g) —vl@m) o(Az?) . (2.11)

2Ax

De forma similar, para obtener la aproximacién a segundo orden de la segunda derivada espacial

0220 (t, ) |t=cte., centrada, nos conviene sumar (2.9 a (2.10):

Prjp) + (1) = 20(x;) + Az (z;) + O(Az?)

N w//(xj) _ "/}(ijrl) — 212(;;) + w(xjfl)

+0(A2?) . (2.12)
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Hasta ahora hemos construido derivadas en diferencias finitas a segundo orden y centradas. Por lo que
si quisiéramos aproximaciones a érdenes mayores y desbalanceadas, tendriamos que considerar combina-
ciones lineales de la funcién ¢(z;4p), con p = —n,—n+1,-—n+2,..,n —2,n —1,n y n un entero dado.
En la referencia [85] el lector podréd encontrar algunos resultados para estos casos. Nétese, sin embargo,
que esto lo hemos realizado practicamente por inspeccién, inicamente asumiendo que la funcién 1 es C*
diferenciable. Por lo que, si quisiéramos recurrir a un camino més sistematico, la revision [86] es de utilidad,
ya que trata este problema a través de interpolacién polinémica.

Preo bueno, volviendo a nuestro calculo, usando la ec. (2.12]), ya podemos escribir la versién discretizada
mas sencilla de la ecuacién de onda en 1 4+ 1 dimensiones ([2.1]):

O =205 + oMt i =208 + 50"
v2AL? Az?

donde la cantidad O(Axz?, At?) representa el error numérico de la aproximacién, el cual es cero sélo si
tomamos el limite continuo de la ecuacién. No obstante, dado que en la practica estamos interesados en
plantear el problema como un problema de Cauchy o problema de valores inicialesﬂ nos conviene reescribir
la discretizacién anterior de la siguiente forma:

O(At?, Az?) , (2.13)

At\? _ 2
Pt = o2 (M) [fj41" — 20,7 + ¢, 1"] + 20, — 9,71 + O(A, Az?) (At)° (2.14)
lo que nos permite determinar ¢ al tiempo t**1, conociendo su valor en los tiempos t* y t*~! en todo el
domonio espacial. Entonces si k = 0,1,2, ..., 00, tenemos un esquema iterativo.
Respecto al dato inicial, vamos a considerar un pulso de soporte compact(ﬂ #(0,2) = f(x), con

m(0,2) = 0:¢(0,2) = g(x), teniendo libertad de escoger g(x) a conveniencia, incluso hacerla cero

Notar, sin embargo, que aqui hay un detalle. Para calcular el campo ¢ al tiempo t', de acuerdo a la ec.
, no sélo necesitamos sus valores al tiempo t°, sino también al tiempo ¢~!. Si conocemos la solucién
exacta del problema, conviene considerar lo siguiente. Dado el dato inicial arriba mencionado, es sabido
que la ec. tiene una solucién exacta descrita por la superposicién de un pulso f(x + vt) viajando la
izquierda del dominio espacial, y otro pulso f(z — vt) viajando a la derecha, ambos con velocidad v. Es
decir:

b(t z) = % (2 +ob) + flz —ob)] | (2.15)

donde v es la velocidad de propagacién y f’ denota la derivada de f con respecto a su argumento. La
versién discretizada de esta solucién exacta, al tiempo t*, queda:

1
o = 5 [f(zj +vt") + fz; —otF)] (2.16)
por lo que para t~! tenemos un dato hipotético dado por:
1
o; ! = 5 (@ —vAl) + fla; +vAD)] (2.17)

Ahora bien, si no conocemos la solucién exacta (escenario muy habitual en la mayoria de los problemas)
nos conviene desarrollar directamente (bj_l como una serie de Taylor en el tiempo. Especificamente:

At?
6;7" =0, — Ao + =079, + O (AF) . (2.18)

4Es decir, revolver la ecuacién (2.1) para ¢(t, z) dado los datos iniciales ¢(0,z) = ¢o(x) v (0, z) = mo(x), en el dominio
espacial —oo < ¢ < oo y el dominio temporal ¢ > 0.
5Estrictamente hablando, un pulso f(x) es de soporte compacto si IR > 0 tal que f(z) = 0 V |z| > R. Asi entonces,

decimos que supp(f) = {x € R| f(x) # 0} es el soporte de este pulso, con (...) denotando la cerradura.
6 Al tiempo inicial, 1 queda autométicamente definido por la eleccién de ¢, ya que (0, x) = z¢(0, ).
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Pero considerando que por la versién discretizada de la funcién g(x) que definimos para el dato inicial y
nuestra ecuacién de onda original las derivadas temporales toman la forma:

’02

o’ =g; , 02" = AL (6j+1° =20, + ¢9_)) — O(Az?) | (2.19)
al final es facil encontrar lo siguiente:
1 0 v? (At 0 0 0
¢ =0 —Atgit+ o <M> (6j+1° — 20" + ¢;-1°) . (2.20)

Con esto entonces tenemos que si el dato es simétrico en el tiempo, 8t¢j0 =g;=0.

Con lo anterior hemos completado el planteamiento de nuestro problema de Cauchy. Aunque desde el
punto de vista de la implementacién numérica nos hace falta un ingrediente muy delicado. Nos referimos al
factor At/Ax que aparece en la ec. v que en la préactica tiene una repercusién directa en la estabilidad
del sistema. A éste se le llama factor de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), y como veremos a continuacion,
su eleccién no es arbitraria.

2.2.2. La condicion de Courant-Friedrichs-Lewy

Tradicionalmente, la condicién CFL se suele definir utilizando la ecuacién de adveccién [87]. Esto tiene
similitudes con nuestro caso. No obstante, aqui nos vamos a decantar por definirla recurriendo de una vez
la ecuacion de onda que nos compete.

Pero bueno, para entender la condicién CFL, necesitamos primero introducir el concepto de dominio
de dependencia. Por tal razén, comenzamos reescribiendo la solucién exacta para el campo ¢(t,x), en su
versién analitica, que mencionamos previamente en la ec. (2.15):

Blte) = 5l flas =z tot)+fle =z —v)] (2.21)
fe fo

donde hemos considerado el dato inicial ¢(0,2) = f(z) y 7(0,2) = 0r¢(0,2) = 0, con f(x) un pulso de
soporte compacto, ademdas de que f. y f_, representan pulsos que viajan a la izquierda y derecha del
dominio, respectivamente, con velocidad de propagacién v.

Notar ademas que en la ec. hemos definido las cantidades z y x_, las que nos permiten describir
una familia de curvas caracteristicas asociadas a la solucién exacta del problema. Desde un punto de vista
fisico, estas curvas representan las lineas de mundo por las que viaja cada punto del perfil inicial f(x) en
el espacio-tiempo. Por lo que para graficar dichas curvas, basta con despejar t = ¢(x) de las expresiones
que tenemos para T4 y Tr_:

Ty —X rT_—x

o) = 0 ) = T (2.22)
teniendo asi que las curvas caracterfsticas de ¢(t,z) corresponden a rectas con pendientes Fv~! e inter-
ceptos v~ lzy. Estas se muestran en la figura

Fijémonos ahora en un punto arbitrario P := (,,x,) de nuestro espacio-tiempo. Nos planteamos la

pregunta: ;de qué otros puntos depende la solucién ¢|p = ¢(t,, zp)?. Dado que la velocidad de propagacién
v asociada a nuestro sistema es finita, es claro que la regiéon conformada por todos estos puntos también
tiene que ser finita. Por lo que para determinar esta region, necesitamos calcular las rectas caracteristicas
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t(x)

7

AN /

Figura 2.1: Rectas caracteristicas en el espacio-tiempo, correspondientes a la solucién exacta de la ecuacién de
onda en 1 + 1 dimensiones. Aqui se da un dato inicial genérico, centrado y de soporte compacto. Las rectas estdn
determinadas por las cantidades z4+ = x + vt = cte.

que cruzan el punto P, reemplazando t(xz) — t, y © — x, en las ecs. (2.22)), con el fin de evaluar los
argumentos T4 y x_:

T —Tp

tp= I g —aut,  , ty= TP gty (2.23)
v —v
Entonces, reemplazando x4 y z_ en la ec. (2.22)), nos queda:
x x x x
tx) = 2 4t,—— =t tx) = =L +t,+= =t . 2.24
@ =216, = 0@ @) = -2+ d = b (224)

Regidn de influencia

t,(x) t,(x)

Ra (tP,XP)

Da(tP,XP)

Dominio de dependencia

to

+ ¥ > X
Xp-Vtp Xp+ Vip

Figura 2.2: Dominio de dependencia de la solucién ¢|p.—(1, z,) = ¢(tp, p), junto con la regién de influencia del
punto P. Cuando la velocidad de propagacion es igual la velocidad de la luz, esto es v = ¢ = 1, Do(tp, Tp) URG (tp, Tp)
corresponde precisamente al cono de luz del punto P.

Las ecs. (2.24)), tal como se muestra en la ﬁgura definen una seccién cénica. De hecho, si escogiéramos
v = ¢ = 1, esta seccidn corresponderia al cono de luz pasado de P, bidimensional. Por consiguiente, la
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regién de puntos de la cual P depende, es la que estd delimitada por las rectas caracteristicas (2.24) y el eje
t = to = 0. Esta region es el dominio de dependencia de la solucién ¢(t,z) en el punto P, que mostramos
en la figura 2.2] y que podemos escribir como:

Dultyay) = {(t.2) [0<t<ty, lo—a,| <vlty,— 1)}, (2.25)
enfatizando que D, representa un dominio de dependencia analitico.

Ahora bien, también podemos hacernos la pregunta inversa. Dado un punto P := (t,, z,), jsobre que
puntos del espacio-tiempo influye P? Siguiendo un razonamiento similar al que utilizamos para encontrar
Dq(tp, xp), es facil demostrar que la regién de influencia de P es:

Ra(tp,zp) = {(t,2) [ty <t <oo, |z —zp[<w(tp —1)} , (2.26)
y que también puede apreciarse en la figura

Para definir el dominio de dependencia en el caso discreto, consideramos la solucién discretizada de la
ecuacién de onda, esto es la expresién (2.14):

o;" = P AerL? [0 11 — 2057 + 051 "] + 20,5 — 6,51+ O(A, Ar?) | (2.27)

donde Acpp, := At/Ax denota el factor CFL. De la ec. vemos claramente que la solucién en el punto
P := (jAz, [k + 1]At) depende de cuatro puntos a tiempos anteriores: tres localizados al tiempo kAt y otro
al tiempo [k — 1]At. Esta dependencia la podemos esquematizar a través de una molécula de evolucién, tal
como se muestra en la figura 2.3

j.k+1
@

1.k ik 1.k

i, ke

(o

Figura 2.3: Molécula de evolucién correspondiente a la discretizacién simple, de segundo orden y centrada, de la
ecuacién de onda en 1+ 1 dimensiones. Aquf el nivel (j, k + 1) depende directamente de los niveles (5 — 1, k), (J, k),
(j + 1,k) al tiempo t, y el nivel (j,k — 1) al tiempo tx—_1.

Pero esto recién es el comienzo, ya que la molécula de la figura [2.3] a su vez podemos extenderla para
incluir la dependencia de los puntos ([j — 1]Ax, kAt), (jAxz, kAt), ([j + 1]Az, kAt) y (jAz, [k — 1]At). Por
consiguiente, si continuamos considerando de manera iterativa los puntos de los cuales se va dependiendo
a tiempos anteriores, cuando llegemos a t = 3 = 0 tendremos que la solucién numérica en P depende del
dato inicial evaluado en una malla dada por:

mas un dato hipotético al tiempo t = —1 dado en los puntos:

([j — k]Az, —AL) , ... Az, —AL), ... ([j + k]| Az, —At) .
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que como dijimos mas arriba, se obtiene considerando la solucién exacta del problema, o bien de forma
mas general, expandiendo gbj’l en una serie de Taylor en el tiempo, truncada. Por lo tanto, en analogia
con el caso analitico y utilizando la discretizacién , definimos el dominio de dependencia numérico
de la solucién en el punto P := (jAz, (k + 1)At) como:

D,(t" 1 x)) = {(t™x,) |0<m<k+1,j+k-m+1<n<j—k-m-—1} , (2.28)

y que lo hemos esquematizado en la figura

t
At IP
k+1
k - A )
0 X
AX
j-(k+1) j-1 i j+1 j+ (k+1)

Figura 2.4: Dominio de depencia numérico de la solucién en el punto P := (jAz, [k + 1]At), representado por los
puntos de color amarillo hasta el tiempo t = to = 0, que es donde se da el dato inicial. Adicionalmente, los puntos
de color gris que se encuentran localizados en t = —1 son aquellos en los cuales se da el dato hipotético necesario
para arrancar la iteracion numérica.

Pasemos ahora a la condicién CFL. Dado un punto P := (t,, ;) en el espacio-tiempo, esta condicién
consiste en requerir que el dominio de dependencia analitico D, (t,,x,) esté contenido en el dominio de
dependencia numérico D,,(tp, z,). Es decir Dq(t,, xp) C Dy (tp, p).

Si lo pensamos con mas calma, la condicién CFL tiene mucho sentido. Ya que si nos fijamos en el punto
P y suponemos lo contrario, es decir que Dy (t,, zp) C Dq(tp,zp), pero ademds consideramos un punto
P’ = (t,,7;,) tal que P" € Dy(ty,xn) y P’ ¢ Dy(ty, vy), la solucién numérica en P no se verd afectada
por lo que ocurra en P’. Asi entonces llegamos a un gran problema, ya que por més que refinemos las
resoluciones At y Ax a valores cercanos a cero, serd imposible que la solucién numérica converja a la
solucién analitica en P.

Para aterrizar aun més la argumento (seguir estas ideas con la figura : Si Dy (tp, xp) C Dy(tp, xp),
podemos suponer que un punto P’ estd en el eje t = tg donde damos el dato inicial, esto es P’ = (g, m;), y
que dicho dato inicial lo escogemos tal que es cero a lo largo del dominio espacial, excepto en una pequena
vecindad alrededor de P’ que no intersecta D, (t,,x,). En este escenario dréstico, la solucién numérica
en P, e independiente de Az y At, siempre serd cero. Por consiguiente, serd imposible que la solucién
numérica converja a la solucién analitica, dado que la primera no tendrd manera de “sentir” la influencia
del dato distinto de cero, que dimos inicialmente en la vecindad de P’.
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A P=(tp,Xp)

to

Figura 2.5: Demostracién de la condicién CFL. Se supone un dominio de dependencia numérico D, = Ry
contenido en un dominio de dependencia analitico D, = Ry U Rrr U Rrrr. Se da un dato inicial que es cero excepto
en una vecindad de P’(to,z;) que no intersecta Dy. Por consiguiente, la solucién numérica en P siempre serd cero,
independiente de cuanto refinemos las resoluciones Az y At. Esta contradiccién, al final nos lleva a exigir que el
dominio de dependencia analitico D, siempre esté contenido en en el dominio de dependencia numérico D,,.

En conclusién, aqui vemos claramente que la importancia de la condicién CFL radica en que es una
condicién necesaria para que la solucién numérica converja a la solucién analitica. Pero teniendo muy pre-
sente que necesidad no implica suficiencia. Por lo que, aun cuando satisfagamos la condicién CFL a priori,
la solucién numérica siempre tendrd que analizarse con pruebas de convergencia. Esto lo veremos en detalle

en la subseccién 2.2.41

Apliquemos ahora la condicién CFL a nuestra ecuacién de onda. Partiendo de las expresiones que
tenemos para x4 y x_, cantidades que codifican la informacién del dominio de dependencia en la ec.
(2.21)), y evaludndolas en el punto (z,t) = (jAz, (k + 1)At), nos queda:

xy = z+out = jAztv(k+1)At = [jtvicrr(k+1)] Az,

donde hemos usado At = AcppAx, por la definicién del factor CFL. Por consiguiente, si nos fijamos en el
dato inicial al tiempo ¢ = 0, tenemos que D, C D, si o solo si:

J—(k+D]Ar < [j£vrerr(b+1)]Az < [+ (k+1)]Az
At 1
= —1<+4vdepr <1, obien Agpr=-—<-. (2.29)
Ar — v
Con la ec. (2.29) finalmente tenemos la condicién CFL que necesitamos satisfacer para resolver numéri-
camente la ecuaciéon de onda en 1 + 1 dimensiones. En general, satisfacer esta condicién es un requisito
necesario, mas no suficiente, para alcanzar convergencia.

2.2.3. El método de lineas

La discretizacion mostrada en las dos secciones anteriores constituye la via mas sencilla para resolver
numéricamente la ecuacién de onda. Esta la hemos resenado muy brevemente para efectos ilustrativos y
de introduccién de la condicion CFL. No obstante, el camino que seguiremos a lo largo de este trabajo
serd aplicar un esquema de discretizacién ligeramente diferente: el método de lineas (MdL) [88]. La razén
de esto radica en que con este método, el analisis numérico serd mucho mas directo de generalizar cuando
tengamos que tratar con espacio-tiempos curvos y sistemas de ecuaciones en derivadas parciales acopladas,
sin perder estabilidad. Y en efecto, como veremos en las siguientes lineas, éste método se adaptara de forma
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natural al sistema de ecuaciones de primer orden (2.4)-(2.6)) que aqui deseamos resolver.

La ecuacién de onda no solo tiene derivadas parciales en el espacio, sino también en el tiempo. En una
primera aproximacién, y como hemos visto hasta ahora, ambas se pueden tratar numéricamente en igual-
dad de condiciones, discretizandose de forma simultianea. Pero esta no es la tnica opcién. Con el MdL, la
propuesta esencialmente es reescribir las ecuaciones en sus versiones semi-discretas, es decir, discretizando
sélo la parte espacial, para posteriormente aplicar un integrador numérico que nos permita evolucionar en
el tiempo dichas ecuaciones.

Consideremos en primer lugar la discretizacién en el espacio, reescribiendo las ecs. (2.4), (2.5) y (2.6)
en sus versiones semi-discretas:

é’tqﬁj = I'hS¢(£Cj) = Ty, (230)
Tj+1 — Tj—1
op; = rthsy(z;) = % +0(A2?) (2.31)
Vi1 — Y1
8t7rj = I‘hSﬂ—(ZL'j) = %+O(ASL’2) y (232)
donde j = —o0,...,—1,0,1,...,00, y la notacién “rhs”quiere decir el right-hand-side o lado derecho de la

ecuacién diferencial, que deberd evaluarse en cada punto x; de la malla, para cada uno de los campos.
Con esto, la ec. , que incluye derivadas parciales, la hemos reescrito como un sistema de infinitas
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas (EDOs). No obstante, recomendamos al lector no entrar en
pénico, ya que esto ultimo no es mas que es una consecuencia de asumir una malla idealizada, conformada
por infinitos puntos a lo largo del eje espaciaﬂ

Para la discretizacién temporal, se necesitard resolver el anterior sistema de EDOs través de algin
integrador numérico: método de Euler, método de Runge-Kutta, método multipasos, etc. Su eleccién de-
penderd de las necesitades particulares del programador. El que utilizaremos a lo largo de todo este trabajo
de tesis serd el método de Runge-Kutta, mas que nada porque es uno de los algoritmos maés estandarizados
en relatividad numérica.

Existen diferentes versiones para las iteraciones de Runge-Kutta en lo que respecta a los coeficientes que
acompanan las variables. Aqui particularmente recurriremos el esquema de cuarto orden utilizado en [30],
en el que los campos ¢, 7 y ¥ al tiempo ¢! estardn dados por:

At
= 5 (k1 + 2kg + 2ks + kq) (2.33)

con f™ denotando los campos ¢, ¥ y 7 al tiempo anterior t", At > 0 los pasos de tiempo entre cada
ciclo (que como ya sabemos, estara relacionado con la resolucién espacial a través de la condicién CFL),
y las variables de iteracion k;, con i = 1,2,3,4, escritos en funciéon de los right-hand-sides de las EDOs,
evaluados de una manera muy especifica:

ki = rhsy (", "),
At At

]fg = I'th tn+7,fn+7k1 s
2 2
At At

]Cg = I‘th tn+7,fn+7k'2 s
2 2

ks = rthsy (t" + At f" + Atks) .

Dos observaciones importantes:
"Nétese que desde un principio hemos estado asumiendo una malla con j = —o0, ..., —1,0,1, ..., 00. La razén de esto, més

que nada es para no adelantarnos a la seccién en la cual introduciremos con lujo y detalle las fronteras artificiales, que
para efectos de implementacién, no hacen méas que truncar el dominio espacial.
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= Notar que la evaluacién de rhsy en la segunda y tercera iteracién de Runge-Kutta, contiene los
tiempos intermedios At/2. Para la ecuacién de onda que aqui deseamos resolver esto es irrelevante,
va que los coeficientes de las EDOs son constantes. Sin embargo, cuando trabajemos con ecuaciones
diferenciales mas generales, con coeficientes variables, dichos coeficientes deberan evaluarse en estos
tiempos intermedios, sino de lo contrario, el orden de convergencia de la solucién se vera drasticamente
disminuido.

= En lo que respecta a la estabilidad, los métodos expliticos para resolver EDOs acopladas en general
admiten Acrr, < 1/v, con v denotando la velocidad de propagacién [89]. El método de Runge-Kutta
de orden 4, que es el que aqui utilizamos, no serd la excepcién.

En conclusién: dada una resolucién At tal que cumpla la condicién CFL, el algoritmo de Runge-Kutta
nos permitird obtener los campos ¢, 1 y 7 al tiempo t"*!, utilizando sus valores al tiempo previo t".
Por lo demaés, y como veremos en los capitulos siguientes, este algoritmo también sera posible aplicarlo a
integraciones en el espacio, que serd muy util cuando tengamos que resolver ecuaciones de constriccion a
cada paso de tiempo.

2.2.4. Convergencia

Un aspecto muy importante a considerar, es que la solucidn que se obtenga en toda simulacion numérica
siempre serd una aproximacion a la solucién original en el continuo. Al aumentar la resolucién, disminuyen-
do los valores de Ax y At, conforme a la condicién CFL por supuesto, uno esperaria que el error numérico
disminuya. Pero este escenario, desafortunadamente, no siempre ocurre. Es por esto que el estudio de la
convergencia constituye una etapa ineludible.

En términos generales, la convergencia nos ayuda a monitorear que la solucién numérica tenga un error
del mismo orden de precision que los correspondientes a los métodos utilizados. Esto en la préictica es muy
atil, ya que nos ayuda a detectar errores en el proceso de implementacién. Aunque se debe tener presente
que el error de orden menor, es el que generalmente domina. Por ejemplo: si deseamos resolver la ecuacién
de onda en 1+ 1 dimensiones utilizando una discretizacién espacial de segundo orden y un integrador de
Runge-Kutta de cuarto orden para la evolucién temporal, esperamos de antemano que la soluciéon converja
a segundo orden. Por lo que, en este caso, para aumentar el orden de convergencia de la solucién, tendremos
que aumentar el orden de la discretizacién espacial.

Para la ecuacién de onda en 1 + 1 dimensiones conocemos su solucién exacta. Por lo que en este caso,
una manera directa de monitorear la convergencia, es comparar la solucién numérica con la solucién exacta.
Sin perder generalidad, y siguiendo lo expuesto en la referencia 85|, supongamos que dada una resolucién
espacial Az, = Az/2P, donde p puede tomar uno de los valores p =0, 1,2, 3, E| la solucién numérica a un
tiempo fijo t es ¢,. Si esta solucién, por lo demads, la construimos utilizando una discretizacion de orden n
en las derivadas espaciales, podemos escribirla como:

pr = ¢exact + E(x)Axpn + O(Aanrl) ’ (2'34)

donde @exact representa la solucién exacta al tiempo ¢t y E(x) un coeficiente del error que sélo depende de
la posicién espacial. Ahora bien, si construimos dos soluciones numéricas, ¢, y ¢p+1, con resoluciones Az,
y Az, respectivamente, la razén entre sus errores es:

B n n41 Az™ O(Axnt+1
¢p Dexact _ Axp +O(AJ; ) _ _2pm + ( v ) ~ 2™ . (235)

¢p+1 - ¢exact N A$p+1n + O(Alﬁ""‘l) 2§f;n + O(Aa?“+1)

Al ntimero 2" le llamamos factor de convergencia. En la practica, este factor deberd evaluarse en cada
punto de la malla numérica en donde se ha calculado el campo ¢, y es el que en definitiva nos dice a

8Esta manera de refinar la resolucién espacial serd la que utilizaremos a lo largo de toda esta tesis. Por lo tanto, recomen-
damos al lector tener esto en mente cada vez que presentemos pruebas de convergencia.
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que orden converge la solucién. Asi entonces, por ejemplo, si nuestra discretizacién espacial es de segundo
orden, esto es n = 2, esperamos de antemano que la evaluacién del factor de convergencia, a lo largo del
dominio espacial, sea del orden 2% = 4E|

Cuando no conocemos la solucién exacta del problema, lo que se realiza es una prueba de autoconvergencia,
comparando tres resoluciones consecutivas:

Op = Gpr1 _ Az, = Az " +O0(A™t) S5 — S5 +0(Aa™) on
Ppy1 — Ppr2  Azp™ — Azpio™ + O(Azntl)  Bzr _ _2el_ 1 O(Agntl) ’

2pn9gn 2pn2n

(2.36)

obteniendo nuevamente un factor de convergencia del orden de 2.

Pensando en sistemas de ecuaciones més complicados, como de hecho sucedera algunos capitulos mas
adelante, el tercer escenario posible es que no conozcamos la solucion exacta de las ecuaciones de evolucion,
pero que si dispongamos de ecuaciones de constriccion. Estas ecuaciones, a pesar de que no dependen
explicitamente del tiempo, si que debaran satisfacerse a cada paso de tiempo. Por lo demds, el monitoreo
de las constricciones constituye una prueba de convergencia genuina, ya que si en su versién analitica tienen
la forma Constr(z) = 0, numéricamente se dejan escribir como:

Constr, = E(z)Az,™ + O(Ax™ 1) | (2.37)
y la razon entre los errores asociados a dos resoluciones nuevamente sera:

t
Constry . on | (2.38)

Q

Constrpiq

Nétese que con esto, a fin de cuentas, monitoreamos un error puro. En el caso continuo, por supuesto, este
error es cero, dado que la solucién al problema es exacta. Pero en el caso numérico, como la solucion es
aproximada, este error no tiene por qué ser necesariamente cero.

Dos observaciones importantes:

= Si una solucién numérica autoconverge, no implica necesariamente que converge a la solucién correcta.
El monitoreo de la autoconvergencia es ttil para efectos de depuracion del cédigo: determinar errores
en el proceso de trasferencia de variables entre subrutinas, en los right-hand-sides de las ecuaciones a
integrar, en los indices y almacenado de arreglos, etc. No obstante, al final siempre serd recomendable
realizar pruebas de convergencia utilizando la solucién exacta, si es que se dispone de esta, o bien
utilizando ecuaciones de constriccién. Es importante tener muy presente que si en un cédigo la solucién
numérica no converge a la solucién correcta, éste no deberia gozar de credibilidad.

= Si una simulacién numérica no converge, por supuesto, no deberia ser razén para entrar en panico.
Sino mas bien, verse como una oportunidad para entender mejor el procedimiento que estd realizando
el codigo. Por lo que, en dicho escenario, no quedara mas que trabajar para detectar errores de imple-
mentacion, realizar pruebas utilizando diferentes resoluciones espaciales Ax, o en ultima instancia,
profundizar en el andalisis numérico para determinar bajo que condiciones los algoritmos utilizados
realmente convergen. Este tltimo camino no es del todo facil, ya que involucra sumergirse en la ma-
tematica detras de los métodos. Pero si lo que deseamos es comprensién mas alla de trabajar en base
a un simple proceso de ensayo y error, esto sin duda constituye una herramienta muy poderosa.

9Como la cantidad 2™ se evalta en cada punto de la malla, puede suceder que el orden de convergencia no sea exactamente
el mismo en todo el dominio. La razén de esto dependerd del caso de estudio en cuestién, y podria deberse a errores numéricos
inherentes a la simulacién, a que los métodos y la discretizacién espacial no son uniformes a lo largo del dominio, e incluso
en algunos casos, a simples y llanos errores en la implementacién del cédigo. Se debera tener especial cuidado con esto.
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2.3. Estabilidad y condiciones de frontera

Previamente, cuando introdujimos la condiciéon CFL, hicimos mencién de manera muy general, casi
intuitiva, a la idea de estabilidad. No obstante, en esta seccién la estudiaremos con formalidad, ya que de
esta manera tendremos un control mucho més directo sobre las condiciones de frontera (CsF), ingredientes
fundamentales y que hasta ahora los habiamos evitado al considerar mallas infinitas en el eje espacial. Y
es que, al igual como ocurre con el factor CFL, una mala eleccién de CsF constituye una fuente no deseada
de inestabilidades numéricas.

Antes que nada, es importante tener presente que cuando hablamos de “estabilidad”, nos estamos
refiriendo a un comportamiento presente en soluciones numéricas, aproximadas, obtenidas en el caso dis-
cretizado. Por lo que, para entender lo que ocurre en el caso continuo, introduciremos el concepto de “buen
planteamiento”, que viene a ser el andlogo de la estabilidad. De hecho, es bien sabido que un requisito para
que la solucién numérica sea estable, es que las ecuaciones de evolucién, en sus versiones analiticas, estén
bien planteadas.

i Pero como plantear, adecuadamente, la ecuaciéon de onda en 141 dimensiones? Aqui, precisamente, es
cuando sale a la luz otra de las ventajas importantes de reescribir la ec. como el sistema @A).Y
es que este sistema de primer orden es un caso particular de los llamados “sistemas fuertemente hiperbdli-
cos”, los cuales a su vez se comportan como sistemas bien planteados, bajo ciertas condiciones generales
(dentro de las cuales estén las CsF).

En virtud de lo mencionado, en esta seccién vamos a seguir el siguiente orden:

i. Con el fin de entender qué es un sistema hiperbdlico, introduciremos el concepto de hiperbolicidad.
Particularmente haremos énfasis en los sistemas fuertemente hiperbdlicos, ya que estos son los que
conducen al buen planteamiento de las ecuaciones.

ii. Situdndonos en el caso continuo, consideraremos un sistema simétrico hiperbélico en 141 dimensiones,
y veremos explicitamente que éste es un sistema bien planteado, siempre que recurramos a adecuadas
CsF.

iii. Situdndonos ahora en el caso semi-discreto, veremos que los sistemas simétricos hiperbdlicos en 1+ 1
dimensiones, conducen por su parte a la estabilidad numérica de la solucién, siempre que implemen-
temos adecuadas CsF.

iv. Por 1ltimo, como una via concreta para la implementacién de las CsF, vamos a estudiar el método de
penalizacién, el cual tiene importantes ventajas para efectos de estabilidad, convergencia, e incluso
modularidad del cédigo.

2.3.1. Hiperbolicidad

Siguiendo las referencias [89] a la [90], introduciremos el concepto de hiperbolicidad considerando el
siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden:

ou = A*du , (2.39)

con u denotando una funcién vectorial de dimensién n y A* una matriz de n x n dimensiones a lo largo de
la coordenada k, conformada por componentes constantes. Ahora, tomando una direccién espacial genérica
dada por el vector unitario n, vamos a estudiar el problema de autovalores de acuerdo a la ecuacion:

(A" = AX)u=0, (2.40)

donde la matriz A” = niA* se le denomina “matriz caracteristica” a lo largo de n, cuyas velocidades
caracteristicas (autovalores) se denotan por v. Entonces con esto en mano, vamos a establecer por definicién
que el sistema de ecuaciones es:
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= Fuertemente hiperbdlico, si para cualquier direccién del vector unitario n, todas las velocidades
caracteristicas son ntimeros reales, y la matriz A* es diagonalizable a través de un conjunto completo
de autovectores.

= Debilmente hiperbdlico, si para cualquier direccién del vector unitario n, todas las velocidades
caracterfsticas son nimeros reales, pero para alguna(s) direccién(es) la matriz A no es totalmente
diagonalizable.

Estas son las dos definiciones fundamentales. Sin embargo, podriamos ir mas alla y establecer que el
sistema es simétrico hiperbdlico, si la matriz A* es simétrica para cada direccién k. Asi entonces, todo
sistema simétrico hiperbdlico es un sistema fuertemente hiperbélico. Pero no asi a la inversa, ya que un
sistema fuertemente hiperbolico puede no ser simétrico, salvo cuando trabajamos en 1+ 1 dimensiones. En
esta ultima situacién la distincién entre ambos es innecesaria, ya que todo sistema fuertemente hiperboli-
co, de hecho, es simetrizable (como lo veremos més adelante). Incluso, aqui es posible definir el sistema
como estrictamente hiperbdlico, si los autovalores ademas de ser reales, son todos diferentes, para cualquier
direccién espacial del vector n.

Definidos estos conceptos, el punto realmente crucial para nuestros fines es que los sistemas fuertemente
hiperbdlicos en 1+ 1 dimensiones implican ecuaciones bien planteadas [91], o bien para el casi semi-discreto,
estabilidad numérica. Esto es algo que veremos con més detalles en las dos subsecciones siguientes.

Dos observaciones importantes:

= Si se trabaja con un mayor nimero de dimensiones espaciales se debera tener especial cuidado, dado
que la hiperbolicidad fuerte ya no sera suficiente para que el sistema esté bien planteado. En dicho
escenario, el requerimiento adicional es que exista una matriz H(n), hermitica y positiva definida,
que dependa suavemente del vector n, tal que H(n)A™ sea simétrica [30]. A la matriz H(n) se le
llama simetrizador y es de n x n dimensiones.

= El sistema , sin perder su calidad de hiperbdlico, e incluso de fuertemente hiperbdlico si fuera
el caso, admite la introduccién de un término de fuente adicional. Este tendré que ser un vector de n
dimensiones, que dependa sélo del vector u, pero no de sus derivadas. Es por esto que a la ec.
se le suele llamar “parte principal” de un sistema simétrico hiperbdlico genérico de primer orden.

2.3.2. Caso continuo: buen planteamiento

Tal como lo adelantamos, antes de referirnos a la “estabilidad” de un algoritmo numérico, conviene
comenzar de nociones matemadticas que se conocen del caso continuo. En particular, nos referimos al
concepto de “buen planteamiento”m para un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. El primero que
defini6 este concepto fue Hadamard [92], quién bésicamente establecié que un problema bien planteado
consiste en un problema de Cauchy o problema de valores iniciales que cumple con las tres propiedades
siguientes:

i. Que tenga alguna solucién (existencia de la solucién),
ii. Que dicha solucién sea tnica (unicidad de la solucién),
iii. Y que esta dependa suavemente de las condiciones iniciales.

Siempre que se implementen adecuadas CsF, los sistemas fuertemente hiperbdlicos cumplen con estas
tres propiedades. Por lo que, para justificar de manera sistematica esta afirmacién, vamos a considerar el
siguiente sistema simétrico hiperbdlico en 1 + 1 dimensiones:

owu(t,z) = A(z)0zu(t, z) + B(z)u(t,z) + F(t,x) , (2.41)

10Este término tradicionalmente se encuentra en la literatura en inglés como well posedness. Nombre, que por lo general,
suele ser mucho més conocido que su traduccién al espanol.
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donde u(t, z) es un vector de estado, columna, que incluye uq (¢, z), uz(t, ), ..., u, (¢, 2). También A(x) una
matriz simétrica y B(x) una matriz que incluye un potencial, tal que ambas son de n x n dimensiones y
dependen suavemente de z. Por lo demés F(¢, ) un vector columna asociado a un término no homogéneo
que depende suavemente de (¢, ). Respecto al dominio espacial, tomamos 0 < z < 1.

Asi entonces, por ejemplo, para la ecuacién de onda con potencial,

029 (t, ) — 0% (t,x) +V (2) ¢ (t,2) =0, (2.42)
tenemos que su respectivo sistema de primer orden incluye lo siguiente:
o(t,x) 0 0 O 0 0 1
u(t,z) = (¢(t,z)| , A=|0 0 1| , B(z)= 0 0 0| , F(t,x)=0 .
7(t, x) 01 0 —V(z) 0 0

Veamos ahora que el sistema esté bien planteado. Para esto, procedemos a definir una energia, no
necesariamente fisica, en términos del vector de estado u:

E(t) = (u,u) = / u(t, ) dz | (2.43)
D
en donde la integral es definida a lo largo de todo el dominio D = [0, 1].

Dado un tiempo fijo ¢, nuestro objetivo serd controlar la energia E(t), tal que si variamos las condiciones
iniciales, la variacién de E(t) sea acotada por el dato inicial. Para esto entonces, vamos a calcular la derivada
dE(t)/dt:

dE(1) = (6yu,u) + (u, du)

dt
= (Ad;u+Bu+Fu)+ (u,Ad,u+Bu+F)
= (Ad;u,u)+ (u,Adyu)+ (Bu,u) + (u,Bu) + (F,u) + (u,F) . (2.44)

En el primer término de esta igualdad podemos usar el hecho de que la matriz A es simétrica (A = AT),
y en el segundo término la regla de Leibniz del producto. Entonces:

dE(t
% = (0,u,Au) + (u,d,[Au]) — (u,[0,AJu) + (u,B ) + (u,Bu) + 2(F, u) . (2.45)
Los dos primeros términos de esta ecuacién representan el término de frontera. Por lo que:
dE(t) x=1
3 - uTAu|m:O + (u,cu) + 2(F,u) , (2.46)

en donde hemos definido la matriz simétrica ¢ = BT + B — 9, A.

El paso siguiente es acotar la variacién de la energia. Para esto, realizamos una estimaciéon para el
segundo y tercer término. En concreto:

(u,cu) < 01%1;2(1 le(x)|(u,u) , (2.47)

u 1
2(F,u) < 2/7F)| " < AF| 4 u (2.48)

27
VT T
Para la estimacién de 2(F,u) usamos la desigualidad de Cauchy-Schwarz, donde 7 es un factor positivo
de escalamiento para efectos de consistencia con las unidades. Con esto entonces, nuestra ecuaciéon para
dE(t)/dt ahora se convierte en una desigualdad:
dE(t)

T
7 § u Au =0

rx=1 , 2 1
+Or£3%<1|c(;c)|E(t) + 7||F|| +E(t)T _ (2.49)
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El aspecto importante a considerar, es que para obtener una estimacién de la energia, se requiere
adicionalmente que el término de frontera satisfaga la condicion:

u"Au|’Z, <0. (2.50)

Por lo tanto, para que el sistema esté bien planteado, las condiciones en la frontera deberan ser consistentes
con la desigualdad , o bien, las fronteras deberan ser controladas a través de algun dato externo al
sistema. Con esto en mano, regresamos a la estimacién de energia, en la que usando el lema de Gronwall,
integramos la desigualdad de la siguiente manera:

dE(t) 9 L 1
— < = _ _
o S 20E(t) + 7||F(t)||= , con b 5 (24 le(x)] + o
d t
T [efzth(t)] < THF(t)HQef%t = efzth(t) —FE(0) < 7'/ 672bSHF(S)H2dS
0

lo que finalmente nos permite obtener la estimacion:
t
E(t) < e®™E(0) + 7'/ =) F(s)||%ds . (2.51)
0

Este resultado es de suma importancia, ya que demuestra la unicidad de la solucién, ademés de su depen-
dencia continua con el dato inicial. Y es que aun cuando no tenemos una cota para b en la exponencial de
la ec. , el punto importante es que si nos fijamos a un tiempo ¢ y variamos las condiciones iniciales, la
solucién u variard de manera suave. Por consiguiente, considerando el anterior resultado, y asumiendo que
la solucién existeEL esta demostracion conduce al buen planteamiento del sistema simétrico hiperbdlico de
ecuaciones de evolucién.

Profundicemos ahora en la condicién para los términos de frontera, que como vimos, es necesaria
para obtener una estimacion de energia, y por ende, concluir el buen planteamiento de las ecuaciones.
Aqui lo que conviene es descomponer el vector u en sus modos caracteristicos, intentando tener un control
mas directo sobre las CsF.

Como la matriz A es simétrica (es decir A = AT, la podemos diagonalizar a través del cldsico problema
de autovalores:

A = e, i=1,2,...,n. (2.52)
A = TAT !, (2.53)

donde e; y A; son los autovectores y autovalores de la matriz simétrica A respectivamente, y las matrices
A y T estan dadas por:

A 0 0 0
0 X O 0
A: 8 k) T:[e17e27"';en]- (2.54)
. . 0
0 0 0 ... A\

Aqui hay una libertad: los autovectores e; pueden escogerse ortogonales. Por lo que si los escogemos
de esa manera, la matriz T también resulta ser ortogonal (esto es TT = T—1). Asf entonces, podemos

HEstudiar los teoremas de existencia es algo que escapa a los objetivos de la presente tesis. Sin embargo, si el lector estuviera
interesado, recomendamos las referencias [91], (93] y [94]
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reescribir el término de frontera de la condicién (2.50) asi:

r=1

rx=1 _ rx=1 _ T _ - ~jx—1
u’ Au 0 = u’TAT 1“’1:0 = (T 1u) A (T 1u) o = uTAu|x=0
= uTAu’f;(lJ = ()\1U~12 + /\2d22 + ...+ /\nu~n2) |§z(1) <0, (255)

donde 1, con j = 1,2, ...,n, denota las componentes del vector t = T~ 'u, las que a su vez representan los
campos caracteristicos del sistema. Los términos A;, por otro lado, denotan las velocidades caracteristicas
del sistema. Si bien los autovalores son reales (dado que el sistema es fuertemente hiperbdélico), estos pueden
tomar valores positivos, negativos, o incluso cero. Aqui diremos que los modos con A < 0 son “buenos”,
dado que contribuyen a satisfacer la condicién (2.50), y que los modos con A > 0 son “malos” ya que
no ayudan a satisfacerla. Por consiguiente, para no perjudicar el buen planteamiento de las ecuaciones,
el trabajo consiste en remover los modos malos, o bien combinar todos los modos tal que se satisfaga .

Apliquemos esto a nuestra ecuacién de onda en 1+ 1 dimensiones, tomando v = ¢ = 1. En este caso, el
vector de estado u, la matriz de autovalores A y la matriz de autovectores T son:

10) 1 0 O 1 0 O 2
u(t,z)=|v| , A=]0 -1 0| , T=—|1 1 01 . (2.56)
T 0 0 O V2 1 -1 0
Con esto podemos calcular facilmente el vector u:
1 (v tus |t Uy

=T = Uz —Uz| = —= = 2( (2.57)

— -
V2| e V2| 4a iis

2

y posteriormente reescribir la condicién ([2.55)) como sigue:

u(t,z) T Au (tvw)}iié = [t (t,2) + At (t,2) ® 4 Aguis (¢, @) ?] Iiié
- Fwesereor-Fuen-reaP} <o e

Notese que aqui hemos enfatizado la dependencia con respecto at y x. Y es que esta ultima, de hecho, es
de vital importancia, ya que para decir si la contribucién de cada modo es buena o mala, primero tenemos
que saber en que frontera nos estamos situando.

Supongamos que deseamos utilizar CsF tipo Sommerfeld (de onda saliente), sin proporcionar ningin
dato que contribuya con modos entrantes en las fronteras. Para satisfacer la condicién , y por ende,
no afectar el buen planteamiento de nuestro sistema, en la frontera izquierda habra que remover el campo
U9, y en la frontera derecha el campo u;. Es decir:

x=0: 2 (t,0) =0 = [ (t,0) =7 (t,0)] = [0, — O¢] ¢ (¢,0) =0
x=1: a1 (6,1)=0 = [ 1) +7t1)]=1[0.+0]¢ (1) =0, (2.59)
donde hemos usado las definiciones (2.2)) y (2.3)), las que nos permite reproducir las expresiones estdndares

que conocemos de los cursos elementales de ondas.

Una manera mds elegante y general de presentar las CsF es considerar una funcién Q(t) tal que |Q(t)| <
1, un dato suave en la frontera de la forma g¢(t), y escribir lo siguiente:

x=0: —iy(t,0) = Q(t)iy (£,0)+g(t) , (2.60)
z=1: —i(t,1) = Q@)ia(t,1)+g(t) . (2.61)
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En particular, si Q(t) = 0, tenemos CsF tipo Sommerfeld. Pero ademds, para CsF tipo Dirichlet y Neu-
manrﬂ bastara con poner Q(t) = —1y Q(t) = 1, respectivamente. Estos son casos especiales, por supuesto;
ya que dependiendo de la situacién fisica y/o matemaética, uno perfectamente podria escoger otros valores
de @, lo que al final nos obligard a combinar de diferentes maneras los modos caracteristicos, con tal de
satisfacer la condicion . Las ecs. v (2.60]) constituyen un ejemplo particular de CsF “maximal-
mente disipativas”. El detalle de este tipo de condiciones es algo que no veremos aqui. No obstante, si el
lector tiene interés en profundizar, recomendamos los trabajamos seminales [95], [96], y la revisién [30].

2.3.3. Caso semi-discreto: estabilidad

Todo el andlisis anterior lo realizamos en el caso continuo, asumiendo un vector de estado u(t, z) defi-
nido de forma continua a lo largo de todo el eje xz, asi como también derivadas parciales analiticas. Para el
caso semi-discreto, en que el concepto de “estabilidad” es el andlogo del concepto de “buen planteamiento”,
el andlisis es similar, aun cuando hay dos detalles muy importantes a considerar. El primero es la parti-
cular eleccién de los operadores diferenciales numéricos tal que no quiebren la estabilidad; y el segundo es
el hecho que la regla de Leibnitz, la cual aparece en el calculo de estimacién de la energia, ya no se satisface.

a) Operadores de “suma por partes”

Consideremos la ecuacién (2.41)), pero ahora en su versién semi-discretas:

8tuj = A]‘Dllj + lelj =+ F]‘ y j = O, 1,27 7]\/v , (262)

en donde las matrices A(z;) = Aj, B(z;) = B; y F(t,z;) = F;(t). Observando esta ecuacion, la pregunta
que surge es: ; Como escoger el operador diferencial espacial D? Para responder esto, resulta particularmente
atil volver a mirar el analisis del caso continuo, ya que en la estimacion de energia, hemos hecho uso de la
propiedad de “integracién por partes”ﬂ

1
(u,v) :/ u(@)v(z) = (Opu,v)+ (u,0,v) = uTV|i;; . (2.63)

0
Teniendo esto, de forma andloga vamos a pedir que la propiedad anterior, pero ya en su forma semi-
discreta, también se satisfaga. Asi entonces, aproximando % — Dy (u,v) = (u,v)as, vy sin perder

generalidad, establecemos lo siguiente:

Supongamos el dominio [zg,xy], los vectores columna u y v de n dimensiones, y el producto escalar
definido positivo

N
(uav)Aw = Ax Z uiijOij ) (264)
4,j=0

donde o;; denota ciertos coeficientes de peso que podemos agrupar en una matriz o de n x n dimensio-
nes. Entonces, diremos que el operador diferencial discretizado D satisface la propiedad de “suma por
partes” (SPP) si

(Du,v)az + (0, Dv)a, = uf:ij:N — uJTZOVjZO , (2.65)

donde Az es la distancia entre los puntos de la malla y j = 0, N los puntos del dominio espacial en donde
estan localizadas las fronteras g y z .

12 Condicién de Dirichlet: Se especifica el valor de la solucién en las fronteras. Condicién de Neumann: Se especifica el
valor de la derivada de la solucién en las fronteras.
I3Esto se usé en el célculo de la variacién de la energfa, definiendo E(t) = (u(t), u(t)), y haciendo B=F =0y A = cte.

en la ecuacién diferencial. Es decir: %ﬁt) = (0¢u,u) + (u,0¢u) = (Adzu,u) + (u,9z(Au)) = uTAu|zi(1) .
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Por ejemplo, un operador diferencial de SPP, de segundo orden de precisién en el interior del dominio
y de primer orden de precisién en las fronteras, denotado por Dsq, es el siguiente:

a (ug — ) i=0
(Da1u); =< = (uy —un_1) j=N (2.66)
sz —w)  j=1,23,,N—1,

con el producto escalar entre los vectores u y v dado por:

A N—-1
(0, V)as = 79” (wovo + unvy) + Az Y vy (2.67)

j=1
donde se ha usado ogp = ony =1/2y 04 =i, con 1 <,5 <N — 1.

El operador Ds; arriba presentado constituye un ejemplo, muy sencillo, de operador diferencial de
SPP, y es al que recurriremos en éste y el siguiente capitulo. No obstante, se pueden construir operadores
diferenciales, estables, de mayor orden de precisién [97]. Estos los vamos a utilizar a partir del capitulo
llegando a obtener factores de convergencia del orden de 2°.

b) Estabilidad del sistema

Veamos ahora la estabilidad del sistema. Como en el caso continuo, definimos la energia Fa.(t) =
(u(t),u(t))az, para calcular su derivada temporal:

dEAw

dt atu7u)Am + (u’atu)Ax

(
(ADu+Bu+F,u),, +(u,ADu+Bu+F),,
(ADu,u),, + (u,ADu),,

+ (Bu,u)s, + (0, Bu)y, + (Fou)s, + (0, F),,

= (ADu,u),, + (u,ADu),, + (u,B"u+Bu),_ +2(F,u),, .

Es claro que en el primer término de la tltima igualdad, (ADu,u)a, = (Du, Au)az, ya que A es simétrica.
Sin embargo, en el segundo término hay una sutileza que ya fue mencionada al principio de esta seccidn,
y es que la regla del producto de Leibniz aqui no se satisface. Para el caso continuo tenemos 9,(Au) =
Ad,u+ ud, A, pero aqui tenemos que:

D(Au) =ADu+ [D,Alu, (2.68)

con [D, A] representando el conmutador entre D y A. Con esto, ahora podemos reescribir la derivada
temporal % de la siguiente manera:

dE

o = (DuAu)y, +(u, D(Au)),, — (0, [D, Alu),y,

+ (u,B"u + Bu) e T2(F, ),
= uNAyuy —ul Agug — (u,[D,AJu), + (u,8u),, +2(F,u),, , (2.69)

donde hemos usado la propiedad de SPP y definido la matriz simétrica ¢ = BT + B.
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Determinemos ahora una estimacién de energfa. Para el cuarto y el quinto término de la ec. (2.69),
similar al caso continuo, encontramos que:

- < mix | '

(u,€u)a, < oAx ||(u, u) Az , (2.70)

2F ) a0 < 207 [Fac N30 < PR, + . L (21)
- N o T

Respecto a la estimacién para el tercer término de (2.69), donde aparece el conmutador [D, A]Ju, vamos
a asumir que nuestro operador diferencial de SPP es Ds;'% y nos situaremos en los puntos espaciales de
la malla 7 =1,2,..., N — 1. Nos queda lo siguiente:

D, Ay, = % (Aj+1uj+1A_xAj1U—j1 _ A, Ulj+1A—xllj1)
(Bt bt )
e I e e L e ISR
Pero aqui nos conviene utilizar el teorema del valor medio:
{Aj+1A; A }rs = (A}, (&), m <& <z (2.72)
{Aj _Aﬁjfl }rs = {A} ) o wia<m<a (2.73)

el que hemos aplicado a cada una a las componentes de las matrices, donde r = 1,2,...,ny s = 1,2,..,n.
Asi, la estimacién para ||[D, AJu,||a nos queda:

IN

(D, Aluj|
= [[D; Aluflaq

1 1
5 (A Tw ] + 5 JA ()] [wj ]
< |Alxluflas , (2.74)

N

donde hemos definido la norma infinita |f|. = méx g<;j<n |f(z)|. Por consiguiente, la estimacién para el
tercer término de la ec. (2.69) queda de la siguiente forma:

(u,[D, AJu),, < [[uflaz/I[D, Alullas < [A']x [u]a.® - (2.75)

Enx(t)

Finalmente, agrupando las desigualdades (2.70)), (2.71) y (2.75)), procedemos a reescribir la estimacién
correspondiente a la ec. (2.69) para dE/dt:

dEAI(t) P ~
—a < ujAnuy —ug Agug + A/ Eas(t) + oz I€| Eaz(t) an
1
A7IFla0? + Eaalt)
dEa,(t
= % < u%ANuN — unguo + 2bEa,(t) + THFHQAI , (2.76)

donde b = 3|A|o + 3 méxo<;<n [E] + 7.

Por lo tanto, de forma similar al caso continuo, aqui la conclusién es que si de alguna manera controlamos
los términos de frontera ul; Ayux y ul Aguy, es posible obtener una variacién de energfa acotada por el
dato inicial, y por consiguiente, estabilidad numérica.

M Para el caso mds general, consultar el articulo de revisién [30].



2.3. Estabilidad y condiciones de frontera 47

2.3.4. Método de penalizacién

Ya expuesta la importancia de las CsF para efectos de buen planteamiento y estabilidad, el siguiente
paso es estudiar como implementarlas, concretamente, tal que no introduzcan inestabilidades al sistema.
En virtud de esto, en esta ocasién recurriremos a un método lo suficientemente robusto para nuestros fines,
que fue revisado recientemente en [30], pero ya explicado en detalle en [98] para el caso de diferencias
finitas: el método de penalizacion.

La idea general del método es bien sencilla: incluir términos de penalizaciéon en las ecuaciones de
evolucién (los RHSs), tal que codifiquen toda la informacién de las CsF. En este sentido, la gran ventaja
es que si utilizamos operadores diferenciales espaciales SPP, ya no sera necesario alterar la estructura de
dichos operadores para implementar las CsF. Asi, al imponer las CsF en un sentido “indirecto” mas que
“directo”E garantizamos que:

i. La estabilidad del sistema no se ponga en riesgo,
ii. El orden de convergencia de la aproximacién espacial no disminuya,
iii. La modularidad del c6digo no se pierda, si lo que deseamos es implementar los operadores diferenciales
en una subrutina tnica, para ser usados en cualquier punto del dominio.
a) Construccién general

Consideremos un sistema simétrico hiperbdlico semidiscreto en 1 + 1 dimensiones:
ﬁtuj = A(l’j)Duj + B(mj)uj + F(t,l‘j) , (277)

En la ec. (2.77), A; y B, representan matrices de n x n dimensiones (recordar que A; es simétrica),
u; es el vector columna que contiene los campos ulj,u2j, .u"j, y F(zj,t) un vector de n componentes
asociados a los términos no homogéneos de las ecuaciones.

Fijéndonos ahora en solo una de las fronteras, digamos en el punto espacial j = b de la malla (b = N, 0),
procedemos a diagonalizar la matriz simétrica A:

A(zy) = ToAT," (2.78)

donde A es una matriz diagonal que contiene los autovalores de A, y Tp, una matriz formada por los
autovectores columna de A, ej, es, ..., e,, que por construccién cumple 77 = T—!. Esto lo definimos
previamente en la ec. . Aunque, para efectos del presente cdlculo, nos conviene organizar de manera
genérica las componentes de la matriz A asi:

Ab = diag()\17)\27 "'7)\7“717>\’I”7>\T’+17)\7’+27>\7’+8717)\7’+87>\7’+S+17)\T+8+27 teey )\nfh)\n) ) (279)
r modos — s modos + n — (r + s) modos 0
= M SN0 < S A, (2.80)

donde r y s denotan simples etiquetas para distinguir por separado los modos con autovalores positivos y
negativos. Estos autovalores, dependiendo de la frontera en que nos situemos, corresponderan a los modos
entrantes, o bien salientes. Los autovalores A, y441,..., A, corresponden a los modos con velocidad carac-
teristica cero. Pero cuidado, que los autovectores asociados a estos modos, no son necesariamente igual a
cero.

15La manera tradicional de implementar CsF es “inyectar” directamente los valores deseados en la solucién, en las fronteras

K b

después de resolver el sistema de evolucién en cada iteracién. Si bien esto puede funcionar en algunos casos, siempre existe el
riesgo de perjudicar la convergencia y/o estabilidad del sistema.
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Recordando la descomposicién en modos caracteristicos que realizamos en la ec. ([2.55)), aqui nuevamente
vamos a definir la transformacion:

i, = T, 'u; (6bienu; = Ty, ) , (2.81)

donde 1 es el vector columna asociado a los campos caracteristicos del sistema. Por lo tanto, al derivar
esta transformacién con respecto al tiempo, nos queda lo siguiente:

o, = T, '0m; = Ty~ ' (A;Du; +Bju; +F))
T, 'A;T, Di; + T, 'B; Ty, + T, 'F;
N—_———— N——— N——
A, B; F;
= 8tﬁj = A]Dﬁ]—FBJﬁJ—FF] . (282)

donde hemos sustituido la ec. 1} al principio, y definido las matrices Aj, Bj y el vector columa F; al
final. Por lo demds, como de la diagonalizacién de A; tenemos que A, = T, 1A, T, = Ay, la ec. l| la
podemos reescribir de la siguiente manera:
o, = ADuy +Bbﬁb +Fy (283)
—_———
PP
haciendo notar que la parte principal (PP) de esta ecuacién corresponde a un sistema de ecuaciones de

advecciérm para el campo caracteristico up,.

Veamos ahora los términos de penalizacién que necesitamos agregar a la ec. (2.83)). Para esto, primer
vamos a descomponer el vector 01, en sus campos caracteristicos:

5 i art st
u_ ~ ~ ~r+s+2
B b _ U2 _ ur+2 _ u
a = a, pu=| .|, 4y = .|, 0= ) , (2.84)
ﬁo ~T ~r'+s ~.
u u am™

donde el subvector ti_ contiene los campos caracteristicos negativos, t4 los campos caracteristicos positi-
vos, y U los campos caracteristicos con velocidad cero. En particular, si ti contiene los modos entrantes,
u_ contendra los modos salientes. O al revés, si iy contiene los modos salientes, i contendra los modos
entrantes. Todo esto dependiendo de la frontera en que nos estemos situando, ya sea en x 6 xp.

Ahora bien, como el objetivo es “penalizar” en cada frontera unicamente con los modos entrantes,
conviene definir una matriz de proyeccién P, de n x s dimensiones; junto con un vector columna g, con
toda la informacién del dato en la frontera, que puede ser de r 6 s dimensiones, dependiendo si estamos en
rn 6 xp respectivamente. En concreto:

O0rxs g
Toxs sib=N : sib=N
5 Ofn—(rt5)]xs g
P, = 8inb = (2.85)
]sts gr+1
0,5 sib=0 : sib=0
O[n—(r—i-s)]xs gr—i-s

Notar que la matriz de proyeccién Py la hemos dividido en una submatriz cero de r x s dimensiones,
una submatriz identidad de s x s dimensiones, y otra submatriz cero de [n — (r + s)] x s dimensiones. Por

16Tener presente que la ecuacién de adveccién representa el sistema simétrico hiperbélico més sencillo.
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lo demss, el vector gin , tendrd la misma dimensién que 14, o bien que ti_, dependiendo si estamos en la
frontera xy o en la frontera x, respectivamente.

Asi entonces, considerando las matrices anteriores, la propuesta es agregar al rhs de la ec. (2.82) los
términos de penalizacién en la fronteras x;—;, con b = N, 0:

oty = A;Dd;+Bja; +F; — 6y ;AvPy

AIO'NN [11+ - gin,N]
~ ~ a -
—00,;A0P0o Azoo [G- — gino] (2.86)

donde 6 n es la delta de Kronecker, a una constante empirica que acotaremos en breve, y oy, la compo-
nente bb del producto escalar asociado a la propiedad de SPP definida en la ec. (2.64)).

Regresemos ahora a las variables originales del problema. Para esto sustituimos @; = T 'u; y A, =
Ty, ATy en la ec. (2.86)), utilizando el hecho de que T, Ty~ ! =1I:

~ o -
3tUj = Alelj + lelj + Fj — 5N,jANTNPNA7 [u+ — gin,N]
TONN
~ (0%
—00.; A TP u_ — Zin . 2.87
0.iA0ToPo -~ [G- — in,0] (2.87)

Aqui lo ventajoso, es que este resultado es lo suficientemente general como para aplicarlo a cualquier
sistema simétrico hiperbdlico en 1 4+ 1 dimensiones. Por ejemplo, para la ecuacién de adveccién tenemos
que n = 1, dando lugar a funciones escalares:

u=u;j, Aj=X, Ty=1, 0 =un, 8un=9(t),Pv=1,B;=F; =

Ao

donde hacemos notar que \ representa la velocidad caracteristica del sistema con direccién hacia la derecha,
ya que precisamente en j = N es en donde aplicamos la condiciéon de frontera. Para el caso opuesto, sim-
plemente bastara con hacer el cambio 1 — —1 en T, uy — ug en vi,, ademds de dyny — doo Y ONN — O00
en el término de penalizacién.

Otro ejemplo relevante, que de hecho es el que nos interesa implementar en este capitulo, es la ecuacién
de onda. Aqui necesitamos incluir dos términos de penalizacion: uno para la frontera derecha y otro para
la frontera izquierda. A diferencia de la ecuacién de adveccién, acd si tenemos un sistema de ecuaciones,
ya que necesitamos resolver el problema para el campo principal, que llamamos ¢, y los campos auxiliares
7y ¥ (n=3). En concreto, tomando v = ¢ = 1, tenemos:

8 00 0 00 1] 11 o
w=[v;| ,A;j=0 0 1| ,B;j=0 0 0| ,Py=0| ,Po=]1
T 01 0 0 0 0 0 0
0 0 1
T
Tj—voy = |1/V2 1/V2 0], as= L\fm  Fj=
1/V2 —1/v2 0 2

gin,N = gn(t) , 8in,0 = go(t)

Oppy = Dﬁj_&[(SN,j (Yn +7N) — gn(t) — o5 (Yo — o) + go(t)] (2.90)

Ormy = Dby — 5= 6 (Y + ) = g (8) + 0,5 (0 = w0) = go(1)] (2:91)

donde hemos usado cgg = oy = 1/2, definido para el operador de SPP Dsy;.
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b) Anélisis de estabilidad

Estudiemos ahora la estabilidad del sistema, y mostremos que la introduccién de los términos de pe-
nalizacién no la afecta, bajo ciertas condiciones generales. En particular, veremos que para garantizar
estabilidad, la constante o que aparece en la ec. , tendrd que ajustarse en consistencia con una cota
inferior que calcularemos analiticamente, y una cota superior que en la practica la determinamos de manera
empirica.

Comencemos definiendo la energia Ea, = (u,u),, y calculando su derivada dE(t)/dt, usando el pro-
ducto escalar diagonal definido para el operador de SPP Doy, esto es la ec. (2.67)):

dEAy

i = (O ,u),, + (0,0u) A,

= (ADu+Bu+F,u),, +(u,ADu+Bu+F),,

N 5
12 (u,—% ANTNPy (s — g n) 6 )
( Avony ATy N (G4 — gin,N) 0N, N

—a -
2 AogToPo (G- — gino) 0.
+ (u, Azoog olo o(u g ,o) o,;)m

= (ADu,u)p,+ (u,ADu),, +(Buu),,+u,Bu),, +2(F,u),,

(Du,Au), (u,D(Au)—[D,AJu)a, (u,BTu),,

x

—20unyTANT NPy (T — ginn) — 20007 AgToPg (- — Zino)

_ uTAu|jﬁj — (u,[D, Alu),, + (u,BTu+ Bu]) . +2(F,u),,
—20unyTANTNPy (Tiy — ginn) — 20007 AgToPg (- — gino) - (2.92)

Aqui inmediatamente notamos que el segundo, tercer y cuarto término pueden acotarse de igual manera
como lo hicimos en la subseccion [2.3.3]

(u,[D,AJu),, < |A|xllullas (2.93)
- < .= '
(u,cu),, < 01;1?%(1 €| (u,u) 5, (2.94)
1
2(F,U),, < 7lF|*+ Hullz; ; (2.95)

donde hemos definido la matriz simétrica ¢ = BT + B y 7 nuevamente representa un factor positivo de
reescalamiento para efectos de unidades.

Ahora bien, para no perjudicar la estabilidad del sistema, requerimos que el término de frontera, mas los
términos de penalizaciéon de la ec. , sean menor o igual a cero. Por tal motivo, entonces reescribiremos
los factores u,” Ayu, y upT AT Py, (con b = N,0) que aparecen en estos términos, usando los campos
caracteristicos. En concreto:

w Ay, = (W T") (TyATy") (Toly) = @' Ayl , (2.96)
w AP, = (W T,7) (ToAT) ToPy, = T APy . (2.97)

Usemos ahora estas relaciones en la ec. (2.92), y determinemos una estimacién para la combinacién de
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estas cantidades realizando la descomposicién caracteristica:
T J=N T 5 (= T 5 (=
u Au|j:O —2cuny’ ANTNP N (G4 — in,n) — 20up” AgToPo (0 — gin,0)

= dnTAniy — 2008TANP N (g — ginn) — ToT Aoty — 2aiip” AgPo (- — Zino)

n r+s n r
= Z )\1 (ﬁNZ)2 — 2« Z )\1{1]\]1 (ﬁN’L — gN’L) — Z )\z (ﬁoi)z — 20[2 )\11‘10Z (ﬁgz — goz)

=1 i=r+1 i=1 =1

r 5 r+s L ) ) ] r+s o

= Y oN(En) 4+ D0 i (an')” —2eNin’ (Gy' —ga)] - D N (Tio!)

1=1 i=r+1 1=r+1

>0
<0 <0

" . o , !
+Z[—>\i (ﬁoz)z —204)\1'{102 (VOZ — goz)} < 0 y

donde, por la condiciéon 7 identificamos de antemano los términos que contribuyen y los que no
contribuyen a la desigualdad que requerimos para efectos de estabilidad. En virtud de esto, y con el
objetivo de determinar una condicién para el factor empirico a, bastard con agrupar los argumentos de la
segunda y la cuarta sumatoria. Aunque aqui se debe tener especial cuidado con los autovalores, ya que en
la sumatoria con indices ¢ = 1 — 7 tenemos que \; < 0, y la sumatoria con i = r+1 — r+s, por otro lado,
tenemos que A; > 0. Para distinguir ambos casos, utilizaremos la notacién \; — y \; 4, respectivamente.
Entonces:

=i, - [(floz)Q — 2adip’ (Tp" — gol)} <At [(lel)2 —2any’ (an" - gNZ)} (2.98)
—— ——
>0 <0
= (ﬁbi)Q — 20" (W' — ') <0, (2.99)

donde b = N, 0 nuevamente denota los puntos espaciales de la malla donde estan las fronteras. En nuestro
caso realizaremos una implementacién con g,* = 0, por consiguiente o > 1/2, teniendo asi una cota inferior
para la constante «. Si gp* # 0, la relacién que se obtenga al final dependera del signo de u,* — g".

.Y hay alguna cota superior para la constante «, asumiendo que gy, (t) = 0?7 Esto es dificil determinarlo
de manera analitica. Sin embargo, particularizando al caso de nuestra ecuacién de onda en 141 dimensiones,
con velocidad de propagaciéon v = ¢ = 1, se observé que cuando se toman valores demasiado grandes para «
(por ejemplo 1000, 10000, etc.), en las simulaciones se vuelve imposible obtener resultados. Por tal motivo,
en la ejecucion del codigo, al final optamos por ingresar valores de o aprox. entre 0.5 y 0.9, los que a su
vez nos permitieron trabajar con valores para el factor CFL del orden de A¢pp = 0.25.

2.4. Resultados numéricos

Pasemos ahora a la implementaciéon numérica, mostrando algunos de los principales resultados que se
obtuvieron. Aqui conviene recordar que como nos interesa resolver el sistema conformado por las ecs. ,
y , tendremos que trabajar al mismo tiempo los tres campos involucrados: ¢, ¥ y m. Cada uno
de estos necesitara su respectivo almacenado de datos, perfil inicial e iteracién en el tiempo. También en
la practica se monitoreé el error de cada uno por separado. No obstante, vamos a mostrar las graficas de
error y convergencia solamente para el campo principal qu

17Pedimos al lector no preocuparse si a lo largo de esta tesis se omiten graficas de convergencia para ciertos campos
auxiliares. Ya que como todos los sistemas simétrico hiperbdlicos que estaremos resolviendo son acoplados, si los campos
auxiliares introducidos para efectos de resolucién numérica no convergen, automaticamente se ve reflejado en el campo
principal. Esto, por un lado, le da poca tolerancia a los cédigos en cuanto al filtrado de posibles errores; pero por el otro,
ayuda en el exhaustivo proceso de depuracién.
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2.4.1. El dato inicial

Vamos a tomar los siguientes perfiles iniciales para cada uno de los campos:

A?%? ($ - -r7nin)4 (Qf - xmax)4 )
¢($,t — O) — f(x) — st Tmin <z < Tmax (2100)
0 , en otro caso ,
A8 (3 20) (2 — Tmin)” (T — Trmaz)®
Y(x, t=0) = f’(a:) = St Tmin < T < Tmax (2.101)
0 , en otro caso,
m(x,t=0) = 0 , (2.102)

donde Zmin = xo F 4, A representa la amplitud, w el ancho, y zo el punto espacial en donde el pulso
max

se encuentra centrado. Nétese que tanto ¢(x,t = 0) como ¢ (z,t = 0) son pulsos de soporte compacto.
Aqui existe libertad de escoger 7(x,0) = 0, ya que este campo no es més que la derivada temporal de ¢
por la definicién . En la figura se pueden observar estos perfiles, en donde le hemos dado valores
especificos a los pardametros involucrados.

El dato inicial para la ecuacién de onda 1D

08 B
@(t=0,x) —
06 P(t=0,x) ]
04 T(t=0,X) oo i
02 | -
0
o2l i
-04 | a
-0.6 |- i
-0.8 | a
i ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 2.6: Dato inicial para la ecuacién de onda en 1 + 1 dimensiones considerando el campo principal ¢, y los
campos auxiliares 1 y 7. Los pardmetros elegidos son amplitud A = 0.1, ancho w = 0.4 y centro xo = 0.5. La malla
es de N, = 300 puntos, con una resolucino espacial de Az = 1/300 ~ 0.0033.

Ahora bien, aqui hay un aspecto importante a tomar en cuenta. El dato inicial ¢(0,z) = f(z), como
lo hemos definido, constituye una funcién C* diferenciable. El pulso f(z) es continuo solamente hasta su
tercera derivada. En nuestro caso particular, esto no es problema, ya que aparte de que las ecuaciones
de evolucién sélo involucran derivadas de primer orden, aqui utilizaremos operadores diferenciales de SPP
D3;. No obstante, si quisiéramos implementar operadores diferenciales de orden mayor a 3 para aumentar
el orden de convergencia, se tendrda que trabajar con un pulso cuyas derivadas de orden superior sean
continuas, por lo menos, hasta el orden de precisién de los operadores. Porque de lo contrario, el orden
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de convergencia en la solucién numérica sélo llegard hasta el orden 3, por mas que aumentemos el orden
de precisién de los operadores diferencialeﬂ Para lidiar con esto, una opcién inmediata es generalizar el
pulso f(z) como sigue:

A (%)2” (.17 - Imzn)n (.’17 - xmaz>n )
P(z,t=0) = f(z) = S Tmin ST < Tmaa (2.103)
0 , en otro caso ,

donde nuevamente Tmin = To F 5, A es la amplitud, w el ancho, y x¢ la localizacién del centro del pulso.
max

Escrito de esta manera, tenemos un pulso C™ ! diferenciable, en el que podemos utilizar valores de n > 1
a conveniencia (en nuestro caso n = 4).

2.4.2. La evolucién temporal

Pasemos ahora a la evolucién. La configuracion utilizada se resume a cuatro ingredientes que ya hemos
introducido de manera detallada paginas méas atrds. A saber:

i. Ecuaciones de evolucién (2.89)), (2.90) y (2.91)) con CsF tipo penalizacién. Aqui prescindimos del dato
en la frontera, haciendo go(t) = gn(t) = 0. Por lo deméds v =c =1y a =0.5.

ii. Operadores diferenciales espaciales de SPP Do, es decir de segundo orden de precisién en el dominio
y primer orden de precision en las fronteras,

iii. Método de lineas y algoritmo de Runge-Kutta de tercer orden de precisién,
iv. Monitoreo del error y convergencia por medio de la solucién exacta.

En la ﬁgura se aprecia la evolucién numérica del pulso ¢(t, x) a través de una gréfica tridimensional.
Notar que cuando comienza la evolucién, el pulso se divide en dos pulsos de menor amplitud viajando en
direcciones opuestas. A ambos pulsos les toma la misma cantidad de tiempo llegar a sus respectivas fron-
teras en x = 0 y x = 1. La razon de esto es que ambos poseen la misma rapidez de propagacién v =c =1,
esto es la magnitud de la velocidad caracteristica del sistema; y que el pulso inicialmente se localiza en el
centro del dominio, gy = 0.5.

Para el monitoreo del error disponemos de la solucién exacta de este sistema:

beraalts) = 51—+ fe(e+0)] (2104)

donde f_,(z —t) denota el pulso ¢(0,z) = f(z) viajando hacia la derecha, y f_,(x — t) el mismo pulso
viajando a la izquierda. Esta solucién es conocida y satisface analiticamente la ecuacién de onda. Entonces
con esta podemos graficar el error ¢(t, ) — deract(t, ), €l que es posible observarlo en la figura consis-
tente en capturas a diferentes tiempos.

El error inicialmente es cero, pero cuando avanzamos en el tiempo, comienza a aumentar en la medida
que los pulsos f_, y f. se propagan a sus respectivas fronteras. Mientras los pulsos viajan en el interior
del dominio, el error aumenta hasta llegar a tener una magnitud méxima de entre 5 x 107 y 6 x 107".
Esto se observa entre ¢ = 0 y poco més de t = 0.625. Posterior a esto, y una vez que los pulsos ya han
cruzado las fronteras, la magnitud del error disminuye a 2 x 1077, manteniendose oscilando a lo largo del
dominio espacial hasta llegar a t = 2.75. Finalmente, para tiempos posteriores, la magnitud del error a
lo largo del dominio conserva la misma cota méaxima de 2 x 107, y el perfil observado practicamente no
varia, manteniendo la misma morfologia que se muestra en la tltima captura.

18En la préctica, esto lo confirmamos a través de experimentos numéricos y pruebas de convergencia.
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Evolucion temporal del campo (t,x)

@(t.x)

0.1 01
0.08 0.08
0.06

0.06
0.04
0.02 0.04
0 0.02
-0.02 0
0
-0.02

Figura 2.7: Evolucién del pulso ¢(¢,z) en el tiempo, como solucién numérica de la ecuacién de onda en 1+ 1
dimensiones. El pulso se configuré inicialmente con los pardmetros: A = 0.1, w = 0.4, o = 0.5. Por otro lado, se
utiliz6 una malla con resolucién espacial Az = 1/300 = 0.0033 y un factor CFL de Acpr = 0.25. En las fronteras
se recurriendo condiciones de frontera tipo penalizacién con pardmetro o = 0.5. En la grafica se muestra una
“rebanada” de datos cada 50 pasos de tiempo At = 50 \crrAx.

Veamos ahora la convergencia (si bien para efectos de implementacion, jesto es lo primero que revisamos
antes de obtener todos los resultados aqui mostrados!). En principio, uno podria darse el trabajo de revisar
la convergencia a cada paso de tiempo, a lo largo de todo el dominio espacial, como por ejemplo lo vimos
para el error con las capturas a diferentes ¢ en la figura [2.8] No obstante, aqui vamos a preferir un camino
mas practico: calcular la norma del error.

En general, podemos referirnos a dos tipos de norma: la norma infinito, que denotaremos por L., y
la norma p, que denotaremos por LPH Si aplicamos estas normas a una funcién definida en cada punto
espacial de la malla numérica, digamos f(z;) = f;, con el indice j = 0,1,2,..., N,, explicitamente las
escribimos de la siguiente manera:

Lo (f) = méx|[fi] , (2.105)

1 5 1 1 N,—1
(/0 f(x)l”dft> ~ [Aw <§|fo|p+§|sz|p+ ; |fi|p>] : (2.106)

donde hemos usado la regla del trapecio para aproximar Ly, (f), con p > 1. De hecho, si lo pensamos més
detenidamente, esta tiltima norma constituye una especie de promedio generalizado, el que se vuelve cada
vez mas sensible a la variacion de la funcién f a lo largo del dominio espacial, en la medida que aumentamos
el valor de p. En este sentido, es facil ver que:

Loo(f) = Mm Ly(f)

p—o0

Ly (f)

190tra forma de notacién, comtin en la literatura, es ||...||cc para la norma infinito y ||...||, para la norma p.
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Figura 2.8: Capturas en el tiempo del error ¢(x,t) — ¢egact(,t). Para el pulso se utilizé: A = 0.1, w = 0.4,
xo = 0.5. Por otro lado, se us6 una resolucién espacial de Az = 1/(300 x 2') ~ 0.0017. El factor CFL se escogié en
Acrr = 0.25 y la constante en los términos de penalizacién se ajusté con o = 0.5.
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A primera vista uno podria sentirse tentado a pensar que, debido a lo estricto de su definicién, la norma
L, es la mejor eleccidén para monitorear una funcién f;. Sin embargo, esto no siempre es el caso. Ya que,
dependiendo del problema a resolver y los métodos numéricos, uno podria tener que f; oscile demasiado,
a tal punto de que no podamos observar con claridad la tendencia general de la funcién en el tiempo. En
dicho escenario, normas como L; y Lo resultan de mucha utilidad. Ya que al no ser demasiado sensibles a
valores extremos que pudiera tomar f;, realizan un filtraje natural de oscilaciones y ruido asociado al error
numérico introducido por las aproximaciones y métodos presentes en nuestro algoritmo numérico.

En la figura[2.9)graficamos las normas Ly y L del error ¢ — ¢ezqct €n funcién del tiempo. Aqui se usaron
cinco resoluciones, y claramente se aprecia que la solucion numérica converge a la solucién exacta. El error se
hace cada vez mds pequenio, en la medida que aumentamos la resolucién usando Az /2" conn =0,1,2,3, 4.

T T
0.001 |- 1
0.5 ﬁx 0.0001 |- 05 x 1
. X .
0.25 Ax — 0.25 Ax —
0.125 Ax —— 0.125 Ax —
0.0001 | 0.0625 Ax 7 0.0625 Ax

— —~  1e05 | ]
I} S
¢ ¢
& 1le-05 4 >
S s

| | 1e-06 1
S S
\-é le-06 i ~_;|

] -
le-07 B
1e-07 1
1 1 1 1 1e-08 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t t

Figura 2.9: Convergencia de la norma Lo y L2 del error ¢ — ¢egact, €n el tiempo. En ambos casos, se aprecia que
el error disminuye cuando aumentamos la resolucién. El gréafico se presenta con escala logaritima en el eje y, por
lo que las curvas, a diferentes resoluciones, se ven igualmente espaciadas. Para el pulso inicial de campo escalar se
utilizé A = 0.1, w = 0.4, o = 0.5. El factor CFL es escogié Acrr = 0.25 y a = 0.5 para la CF de penalizacién.

Finalmente, calculamos el orden de convergencia. Para esto, simplemente consideramos la norma Ly en
el numerador y denominador de la expresién (2.35)), utilizando las resoluciones Az/2 y Az/22. Es decir:

En la figura se puede apreciar claramente que el factor de convergencia es del orden de 22 = 4,
dando como resultado una convergencia de orden 2. Esto al final coincide con lo esperado, ya que aqui he-
mos usado operadores de SPP Ds;, que son de segundo orden en el interior del dominio, aun cuando el
algoritmo de Runge-Kutta utilizado para la evoluciéon temporal es de tercer orden. Recuérdese que el error
de menor orden es el que predominaP_Ul

20Exceptuando en este caso el error que pudiera introducir la aproximacién de primer orden hecha por los operadores de
SPP D2 en las fronteras. Ya que en la practica, como pudimos comprobar, no es importante.
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Factor de convergencia asociado al error del campo ¢
4.05 T T T

397 B

3.5 ! ! ! ! ! ! ! ! !

Figura 2.10: Factor de convergencia para la norma L2 del error del campo ¢, que en consistencia con lo esperado,
resulta ser del orden de 22. Con esto entonces concluimos que nuestro cédigo converge a segundo orden. Aqui se
escogieron los mismos pardmetros numéricos de entrada que en las gréficas anteriores.
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Capitulo 3

Ecuacion de onda sobre un
espacio-tiempo de Minkowski

En el presente capitulo vamos a generalizar el tratamiento de la ecuaciéon de onda en 1 + 1 dimen-
siones para situar el problema dentro del contexto de la relatividad especial. Para esto vamos a definir
la ecuacién en el espacio-tiempo de Minkowski. Pero ademaés introduciremos los conceptos de foliacién y
compactificacién del infinito nulo, aprovechando que en esta generalizaciéon ya hacemos uso de la métrica
espacio-temporal. Con esto entonces, podremos desarrollar el ejemplo mas sencillo de método numérico
conforme, aplicable a la ecuacion de onda en 1 + 1 dimensiones como un sistema simétrico hiperbdlico.

En relacién al formalismo y al anélisis numérico, aqui habra novedades. En primer lugar introduciremos
uno de los formalismos tradicionalmente utilizados en relatividad numérica, la descomposicién Arnowitt-
Deser-Misner (ADM) o 3 + 1 del espacio-tiempo, que permite estudiar la evolucién del sistema como un
problema de Cauchy de una manera mucho maés explicita, separando el espacio y el tiempo. Y en segundo
lugar, realizando un analisis caracteristico, mostraremos por qué cuando compactificamos el infinito nulo
ya podemos prescindir de fronteras artificiales con condiciones para los campos. En este sentido, veremos
explicitamente que las fronteras del dominio numérico, en efecto, representan el infinito nulo.

En la dltima seccién mostraremos los resultados numéricos, poniendo énfasis en las particularidades del
método conforme utilizado. Cabe mencionar que al igual que en el capitulo anterior, aqui vamos a comparar
la solucién numérica con la solucién exacta. Sin embargo, para obtener esta tltima requeriremos de mucho
mas trabajo. Ya que a pesar de que estamos considerando un fondo con geometria plana, la foliacion y
la compactificacién que utilizaremos introducen una complejidad importante. De todas formas, con este
monitoreo al final podremos hacer pruebas de convergencia para validar los resultados obtenidos.

3.1. Espacio de Minkowski y eleccion de coordenadas

En general, para definir la ecuacién de onda en 3+ 1 dimensiones sobre un espacio-tiempo de Minkowski,
hacemos uso del operador de onda d’Alembertiano en coordenadas cartesianas:

O=02-V2=—n"9,0, (3.1)

donde 9y = %, 0; = % (i = 1,2,3), n*¥ representa las componentes de la métrica de Minkowski que

adoptamos de acuerdo a la convencién:

~1.0 0 0
0 100

=10 0 1 0] (3.2)
0 00 1

59
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y en donde ademés hemos utilizado unidades naturales ¢ = 1.

En los capitulos siguientes nos enfocaremos en espacio-tiempos curvos, definidos de manera genérica
a través de una variedad diferencial M y una métrica g. Por lo que conviene tener a mano la forma del
operador d’Alembertiano aplicable en coordenadas arbitrarias:

1 "
ﬁaﬂ (vV=99""8,) (3.3)

donde V,, representa la derivada covariante y g = det(g,.,).

Oy =—-9¢""V,.V, =

Pero bueno, regresemos al caso plano, que es el que nos interesa por ahora. De hecho, aqui simplificare-
mos aun mas el problema, ya que resolveremos la ecuacién de donda en 1+ 1 dimensiones, con un potencial
V(x) suave incluidoﬂ Es decir, la siguiente:

g+ V(z)p = 0, (3.4)
donde definimos el operador d’Alembertiano y la métrica de la siguiente manera:
O =07 02, §g=—dt* +da*. (3.5)

Esta es la manera mas sencilla de definir la ecuacién de onda en 1+ 1 dimensiones, en un fondo plano;
en la que el espacio-tiempo queda descrito por una malla conformada por rectas espaciales a t = cte. y
rectas temporales a x = cte., tal como se muestra a la izquierda de la figura [3.1] Por lo demds, nétese sin
embargo que como esta es una malla de coordenadas, existe la libertad de escribir las componentes de la
métrica en cualquier otro sistema coordenado. Por ejemplo, podriamos considerar en particular la siguiente
transformacion no singular para llevarnos de (¢,x) a unas nuevas coordenadas (¢, T):

dt = a(t,z)dt , dz =dx— B(t,z)dt , (3.6)

con « una funcién positiva que da cuenta de la separacién entre curvas (ya no rectas) espaciales a t = cte.,
y B es la magnitud del vector que denota la velocidad a la que se desplaza la coordenada espacial T con
respecto al vector normal a las curvas espaciales a T = cte., a medida que transcurre la evolucio’rﬂ Notese
ademds que tanto o como S son funciones que dependen del tiempo y el espacio. No obstante, uno podria
elegir que dependan solamente del espacio, o bien solamente del tiempo. A la derecha de la figura [3.1] se
puede apreciar, de manera genérica, los efectos de aplicar este sencillo cambio de coordenadas.

Visto de esta forma, entonces podriamos generalizar el procedimiento de elegir coordenadas a dos pasos
fundamentales, que incluso aplicarfa con cualquier transformacién de la forma t = t(t,z) y & = Z(t, x):

i. Eleccion de las curvas de foliacion: La manera de describir, o mas precisamente, etiquetar la evolucién
temporal a través de las curvas Xy a t = cte. es lo que llamamos “foliacién”. Por lo que, dada una
curva de dato inicial a t = g en consistencia con un problema de Cauchy, para la evolucién a tiempos
t > tg necesitamos elegir una manera de foliar el espacio-tiempo a través de las curvas X;.

ii. Eleccion de coordenadas sobre las curvas de foliacion: Elegida la foliacion, el paso siguiente es elegir
coordenadas sobre cada curva Yz. Es por esto que requerimos elegir curvas vz a ¥ = cte., las que a
su vez nos permiten definir la coordenada Z en cada curva Xz, considerando los puntos en que las
curvas X v 7z se intersectan. Cabe mencionar que X7 no intersecta necesariamente a 7y; de manera
ortogonal. Pero si ocurriera, decimos que las coordenadas T son normales a la foliacién.

IDel capfitulo anterior que venimos haciendo referencia a este sistema. La razén de introducir un potencial en la ecuacién
de onda radica en que constituye un ejemplo sencillo, con varias aplicaciones fisicas. Un ejemplo es la ecuacién de Regge-
Wheele, que permite estudiar las perturbaciones axiales de un agujero negro de Schwarzschild. Aunque también, otro caso
muy relevante, que de hecho estudiaremos en el siguiente capitulo, es el de la ecuacién de Klein-Gordon en 3+ 1 dimensiones,
para describir campos escalares sobre un fondo de Schwarzschild.

2Visto de manera intuitiva, sin entrar en formalidad y sin hacer mencién de ningin concepto de tiempo fisico por el

momento, la evolucién simplemente podemos visualizarla como el proceso de ir “escalando” curvas espaciales t = cte.,
consecutivas. Esto es t = tg, t = t1, t = ta, etc.
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Figura 3.1: Diferentes maneras de describir, o més precisamente, “foliar” el espacio-tiempo de Minkowski (como lo
veremos a continuacién). A la izquierda se observa una foliacién simple, en que se toman rectas a t = cte., dejando
fija la coordenada x a lo largo de los observadores normales a estas rectas. La foliacién de la derecha, por otro lado,
es mds general. Ya que se toman curvas espaciales a = cte. descritas por dt = «a(x, t)dt, desplazando la coordenada
espacial en cada curva a ¢ = cte. de acuerdo a la relacién dz = dx — (=, t)dt.

Volviendo a la ec. , y como lo veremos mds adelante, adelantar que a la cantidad a(z,t) se le suele
llamar el lapso, y la cantidad S el shift. Estas se desprenden directamente de la descomposicién ADM o
3+1 de la métrica, la que a su vez constituye una herramienta muy utilizada en relatividad numérica. Esto
lo estudiaremos con detalle y formalidad en la seccién asi que pedimos al lector no impacientarse.

En conclusién: la libertad de eleccién de coordenadas que existe cuando deseamos resolver la ecuacién
de onda en un fondo de Minkowski, se traduce basicamente a cémo elegimos curvas de foliaciéon ¥z y curvas
de coordenadas v; sobre la foliacién. Aunque, por supuesto, dichas elecciones dependeran del problema
especifico a tratar. En nuestro caso por ejemplo, como estamos interesados en compactificar el infinito nulo,
vamos a adoptar una foliacién espacial haciendo uso de hipérbolas. Esto lo veremos a continuacién.

3.2. Formulacion del método conforme

3.2.1. Foliacion en hipérbolas

Consideremos la ec. (3.5) y trasladémonos de las coordenadas originales (x,t) a unas nuevas coordenadas
que denotaremos por (z,7). Para esto, vamos a adoptar la siguiente foliacién:

T=1t—h(z) = cte. (3.7)
donde h(x) representa una “funcién altura’ﬂ que satisface las propiedades:

|W'(z)] <1, lim K(z)==+1 . (3.8)

r—+oo
Cabe mencionar que aqui consideramos las propiedades (3.8 en particular, ya que queremos trabajar
con foliaciones que sean tipo espacio y converjan al infinito nulo futuro. Es decir, aqui vamos a escoger
curvas espaciales X, tal que si nos situamos en los puntos del espacio-tiempo maés lejanos de la fuente de
interés (que en este captitulo describiremos por un pulso de dato inicial), las curvas ¥, converjan a las
direcciones nulas futuras. Aunque aquf vamos a especificar aun més la funcién de altura h(x), considerando

3Este nombre viene de que si nos situamos en el sistema de referencia con coordenadas (t,z) y consideramos la curva
Y ;y=0 al tiempo inicial, la funcién h(x) es la distancia o altura de cada punto de esta curva al eje x.
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una hipérbola en 1 dimensién espacial. Especificamente:

N 2

h(z) = b (3) +1, b=—= | (3.9)
donde C denota la curvatura extrinseca de dicha hipérbolﬂ Nétese que como tenemos escrita esta relacién,
la constante C' determina si las curvas de foliacién intersectan al infinito nulo pasado (C < 0), al infinito
nulo futuro (C' > 0), o simplemente corresponden al caso estdndar de rectas de foliacién a ¢ = cte. Como
lo dijimos mads arriba, aqui nos interesa llegar al infinito nulo futuro, asi que nos decantamos por escoger
C > 0. Esto lo hemos esquematizado en la figura . De hecho, otra forma de ver esto, es considerar
que cuando z — +00, nuestra foliacié del espacio-tiempo precisamente efectivamente converge a un cono
de luz futuro en 1 + 1 dimensiones, delimitado por las rectas £z. Escrito de manera explicita:

. . z\? . x b\’ x b
e = i /() e = gy (3) <ol (-5) = e

“heo

—
I
o
A
Y

Y
x=0

Figura 3.2: Foliacién del espacio-tiempo en hipérbolas X-. h(z) representa una funcién altura o distancia del
eje t = 0 a la hipérbola ¥,,—¢. Para que las foliaciones converjan al infinito nulo futuro, hemos escogido h(z) =
by/($)2+1conb=1/Cy C >0 la curvatura extrinseca de las hipérbolas en cuestién.

3.2.2. Compactificacion del infinito nulo

La foliacion escogida de forma natural nos ayuda a dar el segundo paso en el cambio de coordenadas,
que es la compactificacién del infinito nulo en la coordenada espacial:

2z —1
= — 1
x @) (3.10)
donde Q(z) representa un factor conforme que satisface:
Qz)>0 (0<z<1) , (3.11)
Q0)=Q(1)=0 . (3.12)

4Como veremos en el siguiente capitulo, en la seccién esta hipérbola en realidad es un caso particular de considerar
foliaciones espaciales con curvatura extrinseca media constante en espacio-tiempos curvos.
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Pero por la invertibilidad de z(z), adicionalmente pedimos que:

dr 2 2z-1 1 ~ L(z)
= L(z)=20>2) — (22 -1)Q(2) >0 . V 0<2<1 (3.14)

Asi entonces, al enfocarnos en el mapeo x — z, vemos que el dominio —oco < x < oo ahora queda
representando por el dominio finito 0 < z < 1. Para efectos numéricos este mapeo representa una gran
ventaja, ya que nos permite localizar el infinito nulo en las fronteras de nuestro dominio numérico. Pero
ademas, y como se verda mas adelante, esta formulacién felizmente nos permite prescindir de condiciones
de frontera artificiales.

Reescribamos ahora la métrica (3.5) relativa a nuestras nuevas coordenadas hiperboloidales compac-
tificadas (7,2). En primer lugar, vamos a usar explicitamente las transformaciones (3.7) y (3.10) en la
expresion de la métrica ([3.5)):

g = —dt(z,7)*+dx(z,7)?
= —[(0,t)dr + (0.t) dz]” + [(0r2) dT + (0.2) dz]?

- dT+h’(x>£2((ZZ))dzr+ [52(8)d2r |

Ahora bien, si en la expresién anterior expandimos los cuadrados de binomio y reagrupamos los términos
resultantes, obtenemos el interesante resultado:

g= 729 A 92(2)§ =g, (3.15)

donde g, la llamada métrica conforme, esta dada por:

A 02 2 / LZ(Z) B2 2
g =—Q%(2)dr* — 20/ (z)L(2)drdz + 202 [1—h"7(z)]dz* . (3.16)

A primera vista el lector pudiera sentirse perturbado por cémo reescribimos la métrica en la ec. ,
ya que pareciera ser singular cuando Q(0) = ©(1) = 0. Si bien no es preciso decir que la métrica es “sin-
gular” en dichos puntos, este infinito es de esperar. Ya que como ahora nuestras fronteras precisamente
representan el infinito nulo, el factor Q%(Z) evaluado en z = 0,1 simplemente da cuenta de que estamos
midiendo distancias infinitas. Por lo que la métrica fisica g debe reflejar esta infinitud de alguna manera.

De todas formas, aqui el punto importante es que a pesar de que cuando medimos distancias infinitas
la métrica fisica es infinita, jla métrica conforme no lo es!. Ya que la eleccién que hicimos para la funcion
altura, esto es la hipérbola lb hace que la cantidad Q%(z)[l — h'?(x)], y por consiguiente la métrica
conforme , sean regulares (el detalle explicito de esto lo veremos un poco més adelante, cuando es-
cribamos las cantidades ADM, asociadas la descomposicién 3 + 1). As{ entonces, dado que la informacién
de las distancias infinitas es absorvida integramente por el factor conforme €(z), dejando asi la métrica
conforme regular, resulta conveniente trabajar con cantidades asociadas a esta tultima.

Una observacion final: téngase presente que la métrica conforme ¢, definida explicitamente por nuestra
transformacién conforme, no es fisica, ya que que modifica la escala de distancias que mide la métrica fisica
g. Sin embargo, y tal como lo mencionamos en el capitulo [} este transformacién es tal que preserva la
estructura causal de nuestro sistema fisico, manteniendo los conos de luz invariantes.
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3.3. La descomposicion ADM del espacio-tiempo

3.3.1. Formulacion geométrica

Detengdmonos en la descomposicién Arnowitt-Deser-Misner (ADM) o 3+1 del espacio-tiempo. Esta es
una herramienta muy importante a utilizar en este trabajo, por lo que conviene explicarla con formalidad,
maés alla de la imagen sencilla, casi intuitiva, que proporcionamos en la secciéon para el espacio-tiempo
de Minkowski. Cabe mencionar que aqui acotaremos la exposicién exclusivamente en funcién de lo que
necesitamos para nuestra implementacién. Por lo que, para un estudio méas completo y detallado, el traba-
jo seminal de Arnowitt, Deser y Misner [99], o referencias como [100], [101] y [102] pueden ser de mucha
utilidad.

a) ;Por que utilizar este formalismo?

En relatividad general, al escribir las ecuaciones de campo de forma totalmente covariante, la distinciéon
entre tiempo y espacio se esconde de manera implicita en las ecuaciones. Sin contar que, por supuesto,
aqui tenemos una libertad enorme para escoger el tiempo y el espacio. En virtud de esto, para mantener la
idea de evolucion en el tiempo de un sistema fisico, se opta por reformular las ecuaciones como un problema
de Cauchy. Asi entonces, al dar una superficie de dato inicial con adecuadas CsF, el futuro y/o pasado
del sistema estard totalmente determinado por las ecuaciones de evolucién. Esta es una de las principales
razones de por qué en relatividad numérica es tan comun el uso del formalismo ADM, el cual descompone
el espacio-tiempo en hipersuperficies espaciales de 3 dimensiones por un lado, y el tiempo por el otro.

b) Definicién de las cantidades ADM b4sicas

Sea un espacio-tiempo curvo descrito por una variedad diferencial M y una métrica g. Si suponemos que
nuestro espacio-tiempo es globalmente hiperbdlico, es decir, que admite una superficie de Cauchy EE éste
se podrd foliar o “rebanar” totalmente en hipersuperficies tipo espacio, como subvariedades de dimensién
3. Identificamos a cada una de estas hipersuperficies con una funcién del tiempo ¢t. Aunque se debe tener
muy presente que este tiempo no coincide, necesariamente, con el tiempo propio de algin observador en
particular.

Consideremos hipersuperficies consecutivas ¥; tal como se muestra en la figura y describamos la
cinematica de dicha foliacién. Para esto, introduciremos tres cantidades importantes que vamos a necesitar
en este trabajo. La primera es la funcion lapso, que aparece cuando definimos el vector n normal a Y.
Escrito de manera explicita:

nt = —aVHit | (3.17)

donde n* no son mas que las componentes del vector n, « la funcién lapso, y V#t el gradiente del tiempo ¢
el cual es ortogonal a las hipersuperficies ;. El signo menos se ha introducido para que el vector n apunte
hacia el futuro. Ademds « normaliza al vector n, por lo que:

M

a=(-Vt-Vt)"F = [-dt(VH)]" 2 > 0, (3.18)
donde dt (V) representa la accién de la 1-forma dt sobre el vector V.

La segunda cantidad es la métrica inducida sobre las hipersuperficies 3;:

Yuvr = Guv +nunu 5 (319)

5Una superficie de Cauchy es una superficie tipo espacio, la cual debe ser intersectada una y sélo una vez por todas las
curvas causales inextendibles, es decir, curvas que no tienen puntos finales pasados y/o futuros dentro del espacio-tiempo
M. De forma equivalente, una superficie cualquiera serd una superficie de Cauchy si su dominio de dependencia es todo el
espacio-tiempo M. Para més detalles, recomendamos el libro de Gourgoulhon [101].
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vt

Figura 3.3: Representacién de las principales cantidades ADM involucradas en una foliacién genérica de un espacio-
tiempo descrito por (M, g): la funcién lapso «, el vector shift 3, y la 3-métrica ~. Las curvas I' son tal que tienen
por vector tangente a 8; = 8t|z,y&:cte' con x,y, 2 denotando las coordenadas adaptadas a las hipersuperficies
espaciales ;. Este vector, por lo demds lo descomponemos ortogonalmente en funcién del vector normal n y del

vector shift 3.

donde g, representa la 4-métrica del espacio-tiempo M y n, las componentes del ya mencionado vector
n. Notese ademas que de la ec. podemos definir el operador de proyeccién sobre las hipersuperficies
>t alo largo del vector normal n:
, = 6, +ntn, . (3.20)
Para definir la tercera cantidad, vamos a considerar coordenadas locales (z,y, z) adaptadas a las hi-
persuperficies Ztﬁ Como puede verse de la figura tomamos curvas I' que tienen por vector tangente
0/0t]| el que a su vez descomponemos de manera ortogonal:

8, = An+8, (3.21)

x,y,z=cte.’

donde A una cantidad por determinar y 8 un vector de desplazamiento del punto (z,y,z) sobre una
hipersuperficie de foliacién con respecto al vector n. El vector 3 precisamente es la tercera cantidad que
deseamos definir. Se le suele llamar shift y se interpreta como la proyeccién del vector 9/0t sobre las
hipersuperficies de foliacion ¥, a lo largo de n. Es decir:

pr o= A, (0)" = (9)" +ntn, (9)" (3.22)
donde, por supuesto, hemos usado la ec. (3.20). Con esto ademds tenemos que el shift 5 es un vector

tangente a las hipersuperficies X;, por definicién.

Para determinar A, cantidad que aparece en la ec. (3.21]), consideramos el producto escalar entre los
vectores n y 3, que tiene que ser cero ya que son mutuamente ortogonales. Nos queda:

0=gnpB) =gnd;:—An) = g(n,d;)— Ag(n,n)
—_—

-1

6Nétese que aqui precisamente hemos seguido un procedimiento consistente con los dos fundamentales que mencinamos en
la seccién Ya que elegimos primeramente la foliacion, definiendo el lapso y la métrica inducida, y luego las coordenadas
sobre las hipersuperfies de foliacion, definiendo el shift.
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pero como  g(n,8;) = gun'(3)" = n, ()" = —a(V,t)(9)" =«
N N~
5,0 6%
= 0= —a+ A = A= a,

y con esto finalmente obtenemos el resultado:

1
3t:an+ﬁ < n = —
(0%

(8:—B) . (3.23)

Llegado a este punto, conviene enfatizar que tanto el lapso como el shift son cantidades de norma que
dependen de la eleccién de coordenadas, por lo que no existe un camino tnico para obtenerlas. Si se desea
profundizar mds sobre las diferentes alternativas, recomendamos la referencia [103].

Un ejemplo ilustrativo de eleccién de coordenadas espaciales es considerar observadores que viajan a lo
largo de curvas integrales definidas por el vector normal n. A estos observadores les llamamos “observadores
normales” | y podemos asignarle una cuadrivelocidad u = 8, = n, con 7 denotando el tiempo propio medido
por ellos mismos, y u satisfaciendo la condicion:

g(nn) =g(wu) = -1, (3.24)

dado que n por construccién de ¥, es un vector tipo tiempo. Con todo esto, entonces tenemos que las
lineas de mundo que siguen estos observadores también resultan ser normales a las hipersuperficies ;.
Cabe mencionar que para la elecciéon de coordenadas arriba mencionada, el lapso, mas alla de representar
un factor de normalizacion, tiene una interpretacion fisica bien concreta. Para deducirla, basta considerar
que como n || 8¢, por la ec. tenemos que 3 = 0. Entonces si usamos esto en la ec. (3.23)), tenemos:

O =an=a0, = dr=adt , (3.25)

donde hemos tenido presente que n = u = d,. Y asi entonces vemos que el lapso ahora es una cantidad
que da cuenta del intervalo de tiempo propio dm medido por un observador que viaja por lineas de mundo
normales a las hipersuperficies espaciales de foliacién ;.

c) Descomposicién de la 4-métrica

Reescribamos ahora la métrica g de acuerdo a este formalismo. Para esto, sean los vectores X y Y sobre
la variedad M, y escribamos sus proyecciones a lo largo del vector normal n sobre las hipersuperficies ¥,
utilizando la versién invariante de la ec. (3.20)):

X = X+g(X,n)n, (3.26)
YH = Y+yg (Y, Il) n, (327)

proyecciones que a su vez cumplen las condiciones:
g(XH,l’l) =0 y g(Y”,n) =0. (328)

Aqui también es facil obtener el producto interior:
9 (X Y)) = % XY = 4(X,Y) . (3.29)

Ahora bien, para reescribir la métrica del espacio-tiempo, consideramos la definicion de la métrica
inducida, esto es la ec. (3.19):
g (Xa Y) = 7 (Xa Y) -9 (1’1, X) g (l’l, Y)
———

g (X Y)) = (0, X") (,Y") (3.30)
M (i)




3.3. La descomposicion ADM del espacio-tiempo 67

Aqui necesitamos calcular los términos (7) y (i4). Comenzamos con el término (i7), ya que en éste solo se
necesita considerar la definicién del lapso:

n Xt = —aV X' = —aX?, (3.31)
~—~
5,0

nY" = —aV,tY’ = —aY?, (3.32)
~~
6,0

= (X" (n, YY) = o2X°Y°. (3.33)

Para el término (i) necesitamos trabajar un poco més. Primero consideramos las componentes de la pro-

yeccién ortogonal X, usando la ec. (3.26)):

Xt = X+ gXn)nt = Xt + n, XY nt = XF —aXr . (3.34)
——
ec. (3.31)
Como de la definicién ((3.23]) tenemos que
L[/o\" 1
K= =] —B* = Z[6*,— B* 3.35
w= (%) -8 = - (3.35)

la ecuacion (3.34)) la desarrollamos asf:

= X = xr 2 xo {a—ﬂi a} : (3.36)

Escribimos ahora X y Y en funcién de la base coordenada:

0 o,
X = X'~ X' — 3.37
ot * oxt’ (3.37)

0 .0
Y = Y 4+vi_— . 3.38
ot + o’ ( )

donde i = 1,2,3. Y reemplazando la ec. (3.37)) en la ec. (3.36) nos queda:

S P
X = (X' +5X% —~. 3.39
= (X +8X7) o (3.39)

El célculo es practicamente el mismo para el vector Y|, sélo que se debe utilizar la ec. (3.38). Al final nos
queda lo siguiente:

, , 0
Y, = (Y +pY% ~— . 3.40
= (VW +Y?) 55 (3.40)
Ahora, reemplazando las ecs. (3.39) y (3.40]) en la expresién (i) que es la que inicialmente necesitdbamos
evaluar, nos da lo siguiente:

9XY)) = v (X +5°X°%) (Y +57Y°) (3.41)

donde hemos considerado el hecho de que 7;; = g;; por la ec. (3.29). Por lo tanto, si ahora reemplazamos

las ecs. (3.33) y (3.41) en la ec. (3.30), obtenemos:
g(X,Y) = —aXV" 44 (X' +8°X°) (Y7 + 57Y?) (3.42)
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o si lo escribimos como un campo tensorial:
g = —a’dt® + vy (da’ + B'dt) (da? + B dt) | (3.43)

Este campo corresponde a la descomposicion ADM o 3 + 1 de la métrica del espacio-tiempo. No obstante,
para los fines del presente capitulo, sélo bastard considerar la métrica en 1 4+ 1 dimensiones. Por lo que
entonces la ec. (3.43)) basicamente se reduce a lo siguiente:

g = —a?dt? +~% (do + Bdt)* | (3.44)

con « el lapso, B el shift, y v la 1-métrica.

3.3.2. Aplicacién a nuestro problema

Regresemos a la métrica conforme § que definimos en nuestro caso, y reescribamosla en términos del
lapso «, la 1-métrica v y el shift 8 de acuerdo con el formalismo ADM. Tomando el segundo y tercer
término del lado derecho de la ecuacién para completar el cuadrado de binomio, y reagrupando los
términos resultantes, obtenemos:

(2 Z "(x2)Q(z)dT ’
g=- [%] dr? + {éEZ; 1—h2(z)dz _% ) (3.45)

Al comparar la métrica (3.45)) con la métrica ADM general en 1 dimensién, esto es la ec. (3.44), podemos
definir el lapso, la 1-métrica y el shift conformes como sigue:

i i (3.46)
7= 528 L= h2@) (3.47)
- —Q2(2)W (z) B 7L(z) '

CIon-ww T (3.48)

Tal como sucedfa con la métrica conforme, y considerando las propiedades que satisfacen Q(z) y h'(z),
uno podria pensar que estas cantidades necesariamente divergen en las fronteras. Pero aqui también no es
el caso, por la eleccién que hicimos para h(x) en la ec. .

Ahora, usando las cantidades anteriores, reescribimos la métrica fisica como:

I~ e~ {—a%dr’+ 42 [dz+ Bdfr} : (3.49)

o en términos de los componentes de la métrica de forma matricial:

(gab> = Q%(Z) (gab> = Q%(Z) |: g B ﬁ;}/f] . (350)

Con esta expresién en mano, en conjunto con la definicién (3.3), podemos calcular el operador de onda
d’Alembertiano explicitamente en términos de las coordenadas compactificadas (7, z), el lapso, la 1-métrica
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y el shift conformes. En concreto:

- a2

_ -1 _L ~ab
- Fa< R 51’)
Q1)
—0?
= =% (V=)
= Q’0y0, (3.51)

donde hemos definido el operador Lg¢ con respecto a la métrica conforme §. Entonces con esto, vemos que
en el caso de 141 dimensiones el operador d’Alembertiano con respecto a la métrica fisica g es conformente
covariante. De hecho, este operador se puede expresar explicitamente en término de las cantidades ADM,
como vemos a continuacién:

o = =0, (Vi)

_ ;—i [0, (a357°048) + 0. (635°°005)]

-1 ANSTT AASTZ AN~ZT An~zz
= a5 [87' (Om/g 0-¢ + a4g aZ(ZS) + 0, (Ol’Yg -0+ A5G z¢)] .

Pero si aqui usamos las componentes de la matriz inversa de (3.50))’} nos queda:

g = ;Al {5‘T <73T¢) + ﬁ?@%f)) +0, ﬁ&-d) +a <} - ’Ay?;) aqul } . (3.52)
&y & & & ¥ b

Ahora bien, asumiendo para nuestros fines que la 1-métrica es estacionaria, la cantidad 4 entonces no
depende de 7, por lo que el operador de onda finalmente nos queda como:

Op6 = ~o, (%w - ?am) + Lo, l?ﬁaﬂﬁ +a (% - %2) ang] . (3.53)
a & & &y a A

Con el operador de d’Alembert a la mano, y considerando que Uz¢ = Qzljgcﬁ, finalmente podemos
reescribir la ecuacién de onda con potencial (3.4) en términos de las coordenadas compactificadas (7, 2), el
lapso, la 1-métrica y el shift conformes:

. B o o )
0 = Lo (?m - %zqs) + o, W&m & (T - ”i) 0.0 +V(2)0, (3.54)
& & & aAy & S
donde el potencial V estd definido como:
oo Vix(2)

Recordemos que Q(z) = 0 en las fronteras, lo que autométicamente implica que V' es singular en dichos
puntos, a menos que V tienda a cero méas rapido que Q2, con z — 0, 1. Sin embargo, cuando nos enfocamos
en la fisica del problema, no es evidente encontrar potenciales que satisfagan esta condiciéon. Es por esto

"Nétese que si ponemos ¥ =1, & =1, y B = 0 (esto es, el fondo de Minkowski), obtenemos el operador de onda sencillo
que conocemos ¢ = 0%2¢ — 0%2¢ , como es de esperar.
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que la singularidad de V' en z = 0,1 pareciera ser un precio a pagar en esta formulacién, a menos que es-
cojamos V (z) = 0. Esto dltimo, en efecto, es lo que vamos a realizar a partir de ahora, para asi simplificar
el problema.

Cabe mencionar que en 3 4+ 1 dimensiones, con simetria esférica, existen casos de especial interés fisico,
en el que no aparece este tipo de singularidad, o bien puede tratarse sin tener que remover totalmente el
potencial. Uno es el de la ecuacion de Regge-Wheeler, para describir las perturbaciones axiales de un agujero
negro de Schwarzschild, obtenidas a partir de las ecuaciones de Einstein linealizadas. Tal como se muestra
en [86], al utilizar coordenadas de Eddington-Finkelstein y considerar perturbaciones gravitacionales, el
problema puede ser tratado a través de una ecuacion de onda efectiva con un potencial de la forma:

6M } , (3.56)

VRw(’I“) = :2|:£(€+1)—T

donde M es la masa ADM, r la coordenada radial y ¢ el nimero de momento angular.

Otro caso de interés, que de hecho estudiaremos con lujo y detalle en el siguiente capitulo, es el de
la ecuacién de Klein-Gordon para un campo escalar sobre un fondo de Schwarzschild. En general aqui se
tiene que cuando el campo escalar es masivo, y una vez que se descompone la ecuacion de Klein-Gordon en
armoénicos esféricos, en el potencial efectivo aparece un término que diverge en el infinito nulo. Sin embargo,
si el campo escalar es no masivo, dicho término se hace cero, y remueve la dificultad. De todas formas,
aqui se debe tener muy presente que el caso del campo escalar masivo sigue siendo un problema abierto.

3.4. Implementaciéon numérica

3.4.1. Calculo de las cantidades ADM

En secciones previas de este capitulo, en dos ocasiones nos topamos con cantidades aparentemente sin-
gulares, y mencionamos que por la eleccién que tomamos para la funcién altura, esto es la ec. , al final
resultan ser regulares. Una de estas cantidades fue el factor Q%(Z) [1— h'*(z)] que aparecié en la métrica
conforme . Las otras eran las cantidades ADM, que de hecho, son de crucial relevancia para efectos
de implementacién: el lapso conforme, ec. ; la 1-métrica conforme, ec. ; y el shift conforme, ec.
. En virtud de esto, conviene que calculemos explicitamente estas cantidades, para mostrar que son re-
gulares, pero también para manejar expresiones que puedan implementarse directamente en nuestro cédigo.

Calculemos en primer lugar 1 — h/(z)? y Q%(Z) [1—n2(z)]:

! _ x . Q(2)x - 2, 1
W(z) = NZZEu VO (2)22 + Q2(2)b? - V22 —1)2 1 2R (3.57)
’ . 92(2)192
= 1-h(2)* = (22— 1)2 + Q2(2)b2 ’ (3.58)
! 2 b2
= 02(2) [1—h («T)] = (22— 1)2 4+ Q2(2)b? (3.59)

donde hemos usado la ec. (3.9)) y la transformacién (3.10]). Ademds, vemos claramente que las cantidades
involucradas son regulares. Asi entonces, con estas cantidades a la mano, procedemos a calcular explicita-
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mente el lapso, la 1-métrica y el shift:

N - Q(Z) - 1 2

5= L@ iy - bLiz) 0N (3.61)
(= Je:—Pr@epr 4@

A L(z) , _ 1-2z 5 5 5 1—22

B = - % W(z) = sz(z)\/(Qz—l) +Q2(2)b2 = ) (3.62)

donde, nuevamente vemos que todas las cantidades ADM son regulares. Y nétese que esto es asi aun cuando
todavia no hemos escogido el factor conforme.

3.4.2. Ecuaciones de evolucion

Debido a la presencia de segundas derivadas parciales, la ecuacion representa un sistema de
segundo orden, que para fines de resolucién numérica, como bien sabemos, es preferible reducir a un
sistema de primer orden. Por lo tanto, en analogia con lo que realizamos en la seccién 2.1 nos conviene
definir los siguientes campos auxilares:

¢ = Dip = 20.0, (3.63)

2| =

r o= Dyo = Vb = n'Vu6 = 3 (0,6 0.0) | (3.64)

(0%

donde D, y Dy son las derivadas direccionales a lo largo de los vectores %82 y n (ortogonales entre si)
respectivamente, adaptadas a las curvas de foliacién ¥; y definidas en el dominio compactificado con coor-
denadas (7, 2). Por lo demds, en la definicién hemos utilizado la descomposicién del vector n, esto
es la ec. , particularizada a nuestro caso en 1 + 1 dimensiones en que n* = (1/a, —f/«), asi como
también que V,¢ = 0,¢ con u = 7,z, dado que ¢ es una funcién escalar (aqui enfatizamos nuevamente
que las derivadas parciales estan definidas sobre ¥;, con compatificacién, y es por esa razén que el indice
u toma los valores 7,z y no ¢, x).

Usemos ahora las definiciones (3.63) y (3.64) para escribir los right-hand-sides (rhs) de los campos ¢,
1 y 7. Para el rhs de ¢ partimos de la definicién (3.64]):

ar = 0.6—f 0.6 = 0.6—ABY
~—
Ec.
= 0,¢ = rhs(¢) = am+40¢ . (3.65)

Siguiendo con el rhs de 1, partimos de la definicién (3.63)):

(97'7/] = O (f]A;/az(b) = 20, (8T¢)

N—— Ec. ')
0:0:¢ = 0.0-¢ ED)
Or|tpre 7 = 0

z=cte.

— O = rhs(¥) = %az [am +48u] (3.66)
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Por dltimo, para el rhs de 7, partimos de la definicién (3.64)):

5B A 552
o = 0. |5 (00— do0)| = zo. l”%m?‘ 0.6 0.4 ~ave
@ Y a A «a
Ec. Ec.
6Td‘z:cte.:0
= Lo |av+ 2 (0,6 Bo.0)| -~ avo
A &
= 0,7 = rhs(m) = %@ [dw +B’AY7T} —ave (3.67)

Entonces tenemos que nuestro sistema a resolver estd conformado por las ecs. (3.65))-(3.67)).

3.4.3. Condiciones de frontera

Ya tenemos los rhs’s de las ecuaciones de evolucién. Por lo que, el paso siguiente es determinar CsF
adecuadas para nuestro sistema. Aqui adelantamos de una vez que del andlisis veremos que no sera necesa-
rio implementar ningin tipo de condicién, dado que las fronteras del dominio espacial numérico, en efecto,
representan el infinito nulo.

De manera andloga a cémo estudiamos la estabilidad para la ecuacién de onda en 1 + 1 dimensiones,
escribimos los rhs’s de ¢, ¥ y m como un sistema simétrico hiperbdlico:

ou(r,z) ou(r, z)

or - (Z) Oz + B(Z)U(T, Z) ’ (368)

donde el vector de estado u(z,7), y las matrices A(z) y B(z) son:

6(2,7) 0 0 0 0 W i
az,r) = |e(an)| . AG) =0 3 a3 L Be=| 0 ()7 o4/
7(z,7) 0 a/4 B &V a.a)4 0. (&B)/A

El siguiente paso es realizar la descomposicién espectral, calculando los campos caracteristicos del
sistema. Regresemos entonces a la condicién (2.55)):

UTAU = A11L~12 + )\21[22 + ...+ )\nu~n2 S 0 5

donde A; representa los autovalores (velocidades carateristicas) de la matriz simétrica A y u; las compo-
nentes del vector de estado 1 = T 'u. T adem4s es la matriz formada por los autovectores de A, que
corresponden a los campos caracteristicos del sistema. Aqui, nuevamente necesitamos determinar que va-
lores para las velocidades A; son “buenos”, y que valores son “malos”, con el fin de garantizar estabilidad
numérica.

Recordando el problema de autovalores descrito por la ec. (2.52)), tenemos:
A 0 0 9

A R
det(\I; — A) =det [0 A—B —a/y A{(Aﬂ) AQ]O. (3.69)
0 —a/y A-p
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Por ende, las velocidades caracteristicas estan dadas por:

N = 0, (3.70)
s G 1 Q2)? ,
= ft—-=4+-—"""_1|1 71
N———
L(z)/42

donde, nuevamente hacemos la salvedad que dada la eleccién particular que hicimos para la funcién altura
h(x), esto es la ec. (3.9), las velocidades caracteristicas Ay también nos quedan regulares. Escrito de manera
explicita:

A = [B&

= P {(1 —22)/(2e - 1)2 + ()02 + [(22 — 1) + Q2<z)b2]} . (3.72)
z
De todas formas, aqui el resultado realmente importante, es que si consideramos la condicién (3.8)),
resulta que en las fronteras z = 0 y z = 1 no necesitamos implementar ninguna condicién artificial, ya que
alli sélo tenemos modos salientes. En concreto:

—00) = Ao=0,A >0, A_=0, (3.73)

Para 2 =0 (6 =
Paraz=1(6z=400) = X=0,A =0, \_<0. (3.74)

Para efectos de implementacién, éste es un resultado muy conveniente, ya que nos permite prescindir
de fronteras artificiales, evitando una importante fuente de error numeérico.

3.4.4. Eleccién del factor conforme

El otro ingrediente importante que necesitamos para la implementaciéon numérica, es el factor conforme
Q(z). Recordemos que la eleccién de este factor no es arbitraria, ya que debe satisfacer las ecs. (3.11)) y
(3-12). En virtud de esto, lo escogemos como:

Qz)=42(1-2) , (3.75)

donde de inmediato vemos que es positivoen 0 < z < 1y Q(0) = (1) = 0, ya que constituye una parabola,
con curvatura negativa, que cruza al eje z en las fronteras z = 0, 1. Nitese ademds que con esta eleccién
para el factor conforme, la cantidad L(z), que definimos en la ec. (3.8, es positiva como querfamos, ya
que:

L(z) = 2Q(2) —(22-1)Q'(2) = 822—-8z+4 > 0 . (3.76)
4-8
4z—422 —8z

3.4.5. Calculo de la solucién exacta

Como ya lo mencionamos, aqui vamos a trabajar con la ecuaciéon de donda sobre un fondo de Min-
kowski, asumiendo un potencial igual a cero. Por lo que, en este escenario, también es posible considerar
la solucién exacta, con el fin de comparar con la solucién numérica.

Asumamos que el dato inicial estd dado por ¢(t = 0,2) = f(z) y Owp(t = 0,2) = 0, y que deseamos
disponer de la solucién exacta a un tiempo ¢ posterior, considerando de antemano que (¢, z) son coordenadas
inerciales. Al igual que en el caso del capitulo anterior, tenemos que la solucién exacta a un tiempo ¢ esta
dada por dos pulsos f(x)/2, viajando en direcciones opuestas:

[f(_tret) + f(tadv)] ) (377)

| —

¢ex(t7x) =
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donde hemos definido los tiempos retardado y avanzado como:
tret =t—x 5 tad'u =1 +x . (378)

Estas relaciones son relativamente simples. No obstante, como nos interesa trabajar en las coordenadas
compactificadas, serd necesario cambiar la dependencia de (z,t) a (z,7) de acuerdo a las ecs. y .
Considerando también la funcién altura h(x), esto es la ec. , reescribimos los tiempos retardado y
avanzado como:

tree = tFo=7+hr)For=T+Vi2+b’Fa
o (B et 5.79)
- (=) e :

Esta expresién debe ser valida a lo largo de todo el dominio. Pero aqui hay una dificultad, y es que el factor
conforme Q(z), de acuerdo a es cero tanto en la frontera izquierda z = 0 como en la derecha z = 1.
Entonces se hace necesario estudiar con mds detalle las aparentes singularidades debido al factor 1/Q(z).
Reescribamos entonces la expresién para tret,qdv:

2 -1 / b2(22 2 — 1
- ‘ - , asumiendo z ;é =

En el limite z — 1 tenemos que 2z — 1 > 0y Q(z) — 0. Por lo que en este caso, el tiempo retardado y
avanzado se deja reescribir asi:

b202(z)
@127

5 (1225 o)
(%)

t ret
adv

1+ —5 F1

Q

adv z—1

2z -1
tret(zzl) = lim {T+ i

Q

i n b2Q z LF ) 2z —1
~ lim -
T T 222 -1 Q2)
1, 0 . [22-1
tret (z=1)=7
- { Ladv (Z = 1) =0 ’ (380)

en donde hemos usado la conocida relacién 1+ z ~ 1+ £ + O(2?), con |z| < 1.

Por otro lado, en el limite z — 0 tenemos que 2z — 1 < 0y Q(z) — 0. Y de forma similar al caso
anterior, los tiempos los reescribimos como:

b202(2)
(22 — 1)2

il 52 (5528 o) ]
)

1+

2z —1
tretadv(z =0) = lim {T _

z—0

Q

2 _
~ dim o 2P0 2]
z-0 22z-1 Q(z)

Q
\]
I
N =
Y
s
H
=
g

s o)
=1 Q(z2)
- { zadt ((Zz::%))::ofo ' (3.81)
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Teniendo los resultados (3.80) y (3.81)), y asumiendo de antemano que nuestro pulso inicial es de soporte
compacto, ya podemos escribir la forma de la solucién exacta para el campo ¢ en la frontera derecha e
izquierda. Esta es la siguiente:

balriz=1) = 3 f(tlluey = Hf(-7),

(Haw)lca = 3C+7).

N = N =

f
f

¢ez (T7 z = O)
con 7 tendiendo a una constante.

Ahora procedemos a calcular las soluciones exactas e, (7, 2) ¥ ¥z (7, 2). En primer lugar, de acuerdo a
la ec. (3.64)), reescribimos el campo 7:

mer(er) = % (006 fou]

(07

= 1 {8 [f(_tret) + f(tadv)] — Bﬁ [f(_tret) + f(tadv)}}

2a | Ot 0z
— 1 af(_tret) 8tret + af(tadv) 8tadv
24 atret or 8tadv or
A af(_tret) atret N Baf(tadu) (’%adv
atret 0z 8tadv 0z
o ]- af(_tret) atret . Batret
B 2 8tret or 0z
8f (tadv) atadv A atadv
* atadv |: or B IB 0z :| } ’ (382)

Aqui necesitamos calcular las derivadas parciales de f(—tyet), tret ¥ tadv- Comenzamos con las mds
sencillas, que solo requieren las ecs. (3.78):

8tret _ 8tadv 1
or o
Of (taaw) _ g Of (—tret) _
atadv - f (tad'u) ) 6tret - f ( tret) .

Para las restantes, necesitamos las transformaciones de coordenadas (3.7)) y (3.10)), la condicién de inver-
tibilidad para x(z), esto es la ec. (3.13]), y la definicién de la 1-métrica (3.47)):

at'ret xr(z z
- = %{tm] = %[wh(w)]?aa(z) - 52((2)) (@) F 1
42

(L0 ()] L(z) -

Ahora, tomando en cuenta la definicién (3.48|) para el shift, calculamos:

Ot ret Aatret R L(Z) 1
adv adv — _ / —
or h 0z ! ﬂQQ(z) (W(@)F1) 1+h(z)

Y con todos estos resultados, finalmente escribimos el campo me:

1 1 1

% *f/(itret)m + f/(tadv)m (383)

Tex =
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Notar que esta solucién exacta también pareciera tener una singularidad en las fronteras, dada la
condicién (3.8)) para la derivada de h(z). Por lo que, de forma andloga a como lo hicimos con ¢, asumimos
que f'(y) es de soporte compacto. Entonces con esto nos queda:

z=1: B(z) = +1 , f'(taaw) =0 , tegy — 00, (3.84)
z2=0: M(x) = =1, f(tret) =0 , tpet — 0. (3.85)
Por lo tanto, usando lo que ya sabemos del comportamiento de los tiempos t,.;: v tqad, €n las fronteras,

esto es las ecs. (3.80) y (3.81)), obtenemos:
1 1

’/Ter(’raz = 1) = 74@ f/(ftret)|z=1 = 7407(1).]0/(77—) ) (386)
Tex(T,2=0) = +4107 [ (Ftadw)] =9 = —&—ﬁ(o)f/(—kr) , (3.87)

donde & estd dado por la ec. (3.60)), y por consiguiente &(1) = &(0) = 1/b.

Calculemos ahora la solucién exacta de . Partiendo de la ec. (3.63)) y utilizando lo que encontramos
en el calculo anterior para la derivadas Of (tret)/Otrer ¥ Otret,adv/0%, tenemos:

wex(zy'r) = l@zéﬁ = 21’3/ [af(gjret) + af(at;ldv)]

_ 1 af(itTet) atret af(tadv) 8tadv

- [ Dtyer 02 Otugy 02 }

1 [af(tret) *'3’2 af(tadv) ’AYQ

25 Otrer  [1+ R (2)] L(2) Otady [1—R(x)] L(z)
’Ay |:f/(_tret) + f/(tadv) :|

20(z) |1+ W(x) 1—-h(z)]|

2>

(3.88)

Aqui nuevamente necesitamos calcular el campo en las fronteras z = 1,0 para asi remover las aparentes
singularidades. Entonces, utilizando las ecs. (3.84)), (3.85), (3.80) y (3.81) de forma similar al caso anterior,
al final de todo el calculo nos queda lo siguiente:

Yeu(T2=1) = Zlf(ll))f’(—T) , (3.89)
Yer(1,2=0) = ZL(?O)]”(+T) , (3.90)

donde ¥ estd dado por la ec. (3.61), y por consiguiente 4(1) = 4(0) = 4b.

Con todos estos resultados, finalmente ya tenemos a nuestra disposicion las soluciones exactas de los
campos involucrados, las cuales seran de utilidad para las pruebas de convergencia.

3.5. Resultados numeéricos

3.5.1. Cantidades ADM y velocidades caracteristicas

Antes de mostrar el dato inicial y comenzar con la evolucién, veamos en detalle la forma que toman las
cantidades ADM y las velocidades caracteristicas del sistema, para foliaciones con diferentes hipérbolas.
Cabe mencionar que todas estas cantidades son independientes del tiempo.
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En la figura [3.4] es posible apreciar el lapso conforme y el shift conforme para diferentes valores del
parametro lﬂ Recordemos que este parametro estd relacionado con la curvatura extrinseca C de las
hipérbolas de foliacién h(z) = Va2 + b? a través de la relacién b = 1/C, donde escogemos C > 0. De
ambas graficas vemos que cuando disminuimos el valor de b, tanto & como B aumentan considerablemente
a medida que nos acercamos al infinito nulo.

Cabe mencionar que aun cuando tenemos libertad para escoger el valor de b, para efectos de optimi-
zacién y dependiendo del caso de estudio en cuestién, habré ciertos valores méas recomendables que otros.
Por ejemplo, si estamos interesados en simular un sistema que, visto desde el marco de referencia (7, z),
varfa a una tasa mucho mayor en el interior del dominio que en las regiones cercanas al infinito nul
seria recomendable escoger foliaciones con b pequenos. Ya que si escogiéramos b grandes, la separacion de
las curvas de foliacion en las cercanias de las fronteras, medida en intervalos de tiempo propio por obser-
vadores eulerianos, seria demasiado pequena en comparacion a las escalas de tiempo involucradas en las
perturbaciones que se desean detectar en el infinito nulo (periodos de oscilacién, tiempos de decaimiento,
etc.), teniendo asf una foliacién excesivamente refinada para lo que necesitamos. Es decir, dependiendo del
sistema que deseamos simular, es recomendable que el valor de b sea tal que las distancias de separacién
entre curvas de foliacién sean del orden de las escalas de tiempo involucradas en los cambios del sistema,
o al menos de aquellos cambios que nos interesa detectar.

El lapso para diferentes hipérbolas El shift para diferentes hipérbolas

a(z)

b=1.0 — b=1.0 —
22 b=0.8 b=0.8
b=0.6 b=0.6 -

b=0.4

B(2)

b=0.4 -

-15 | ]

Figura 3.4: El lapso y el shift conformes para foliaciones con hipérbolas, dando diferentes valores a b. El pardmetro
b se mide en unidades de curvatura extrinseca C. Aqui se utilizé6 una malla de N, = 300 puntos espaciales, dando
una resolucién de Az = ﬁ ~ 0.0033.

Nétese ahora la grifica a la izquierda de la figura[3.5] Aqui observamos un comportamiento opuesto a lo
que ocurria con el lapso y el shift. En particular, cuando escogemos foliaciones con valores de b pequefos,
la 1-métrica no toma valores muy grandes cerca del infinito nulo, en comparacién a los que se tiene mas
al interior del dominio espacial. Pero esto es de esperar, ya que si foliamos el espacio-tiempo a través de
hipérbolas con b pequenos, no sera necesario que la 1-métrica tenga que cubrir distancias muy grandes para

8Las graficas para las cantidades ADM y las velocidades caracteristicas se obtuvieron implementando las ecs. —
y directamente en el cédigo. No obstante, dado que las expresiones son analiticas, uno perfectamente podria graficarlas
con cualquier programa de calculo simbdlico, o simplemente bosquejarlas a mano determinando sus puntos criticos: méaximos,
minimos y puntos de silla.

9 Adelantando lo que veremos en los capitulos siguientes, aqui podriamos pensar en una fuente fisica, aislada, localizada en
una regién especifica del espacio-tiempo, emitiendo algin tipo de radiacién (escalar, gravitacional y/o electromagnética). Por
lo que, en dicho escenario, y sabiendo de antemano lo que nos dice la relatividad general, tendremos que las perturbaciones
detectadas en el infinito nulo realmente seran muy débiles en comparacién a los cambios violentos que se experimenten en la
regién cercana a la fuente en cuestion.
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que nuestra foliacién converga al infinito nulo, ya que la curvatura extrinseca de las foliaciones C' = 1/b es
la que principalmente contribuird a esto. En este sentido, el que “lleguemos” al infinito nulo depende del
juego entre dos cantidades: i) la curvatura extrinseca de la foliacién, y ii) la 1-métrica conforme inducida
sobre las curvas de foliacién. Si la primera toma un valor grande, la segunda no requerird tomar valores
grandes cerca del infinito nulo; y viceversa, si la primera toma valores pequenos, la segunda ahora si que
requerird tomar valores grandes cerca del infinito nulo.

Una observacién importante a propdsito de los dos ultimos parrafos, y es que aqui hemos asumido de
antemano que el factor conforme ha sido fijado de acuerdo a la ec. (3.75]). Porque, claro estd, si este no
fuera fijo, también seria una variable a considerar en el andlisis.

De todas formas, y considerando que aqui deseamos trabajar con foliaciones de curvatura extrinseca aco-
tada, para efectos de calculo numérico nos resulta conveniente escoger valores de b no demasiado pequenos
(digamos, no muy cercanos a cero). Pero al mismo tiempo evitar valores muy grandes, para garantizar de
antemano que la 1-métrica no crezca demasiado rapido en la medida que nos acercamos a las fronteras. Es
por esto que para la implementaciéon hemos tomado valores cercanos a 1, medidos en unidades de curvatura
extrinseca C.

La 1-métrica para diferentes hipérbolas Velocidades A, para diferentes hipérbolas
4 : . . : 3 — . ‘ : ‘
b=1.0 — >\+(bf0.4) — )‘—(bfo-ﬁ) ........
b=0.8 » A_(b=1.0) A_(0=0.4)
| -0, 1 A_(b=0.8) --reem- A =0 o
35 £=0.6 - _(b=08) =0

b=0.4

Figura 3.5: La 1-métrica y las velocidades caracteristicas A+ para foliaciones X, dando diferentes valores a b

(medido en unidades de C). Aqui se utilizé una resolucién espacial Az = 35 ~ 0.0033.

Veamos, finalmente, las velocidades caracteristicas A4, a la derecha de la figura Aqui también,
y como es de esperar, los modos salientes cerca de las fronteras aparecen con velocidades caracteristicas
cada vez mas grandes, en la medida que hacemos b mas pequeno. No obstante, aqui lo importante es que
confirmamos de manera grafica que en z = 0,1 los modos entrantes se hacen cero, evitando la necesidad
de implementar condiciones de frontera artificiales.

3.5.2. El dato inicial

Siguiendo un procedimiento similar a realizado en el capitulo anterior, el lector podria apresurarse a
pensar que la manera mas natural e inmediata de implementar el dato inicial seria dar un pulso de soporte
compacto sobre la curva de foliacién ¥._y compacficada, esto es:

¢(T = O,Z) = (bO(Z) ) "/}(T = 072) = % z¢0(z) ) W(T = O,Z) = WO(Z) )
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para posteriormente estudiar su evolucién sobre las curvas Y,<g. Esta es una opcién vélida, pero que en
nuestro caso no nos conviene. Y es que si deseamos monitorear el error numérico utilizando la solucién
exacta que calculamos en la subseccién |3.4.5) en primer lugar necesitariamos reescribir este dato inicial
aplicando la transformacién (7, z) — (¢, ), esto es las relaciones inversas de y . Ya que la solu-
cién exacta la calculamos asumiendo que el pulso inicial f(x) estd dado sobre el eje a ¢ = 0 y no sobre la
curva a 7 = 0.

No obstante, una alternativa mucho mas sencilla y conveniente para nuestros fines es evaluar la ya
mencionada soluciéon exacta al tiempo 7 = 0. Es decir:

(1 =0,2) = e (7=0,2) , V(T=0,2) =vYer(71=0,2) , 7(7=0,2) =7ex(T7=0,2) ,

que para escribir de manera explicita, basta con considerar todas las expresiones que calculamos en la
subseccién [3.4.5] para cada uno de los campos. A saber:

% [f (_t7'et|7':0) +f (tadv|‘r:0)] si z¢ {0’ 1} )

Qﬁ(T:O,Z) — (391)
f(r=0) si ze€{0,1} ,

o=

1 f,(ftret|‘r: ) f,(ta vl‘r: ) .
2362 L () [ ) T 1—h7(x(z)” si 2¢{0,1}

Y(r=02) = (3.92)
wmore/ (T=0) s ze€{0,1} ,

f/(_tv‘e ‘T: ) fl(ta U‘T: ) 3
%0 [_ TRy T lfh;l(:v(z)o):| si 2¢{0,1} ,
m(r=0,2) = (3.93)
(-1)* —Ml(z)f’(T =0) si ze€{0,1} .

En estas ecuaciones, los tiempos tre: estdn dados por la ec. 4) la derivada h/(z) por la ec. (3.57)),

adv
y la funcién L(z) por la ec. (3.14]). Las cantidades ADM por su parte, el lapso conforme &(z), el shift
conforme 3(z) y la 1-métrica conforme 4(z), se obtienen de las ecs. (3.46)), (3.48) y (3.47) respectivamente.
Y la funcién f(x) la escogemos como una gaussiana:

1 /fx—x 2 (3.94)

2 w '
donde A es la amplitud, w el ancho y zq el punto en el que la gaussiana se encuentra centrada en el dominio
espacial de z (no de z). Estas tres cantidades son entradas en el c6digo.

f(z) = Aexp

Téngase presente que aun cuando el pulso gaussiano , analiticamente, no es de soporte compacto
(para ningdn valor finito de x tenemos que f(z) = 0), para efectos numéricos si que puede considerarse
como tal. Y es que los valores que éste llega a tomar cerca de las fronteras numéricas, del orden de 1071° o
incluso menores, en la practica nos acerca considerablemente al error de truncamiento de la méquina. Por
lo que, los resultados obtenidos en dichas regiones, para efectos numéricos terminan siendo indistinguibles
comparados con un escenario en que se utilizara un pulso que analiticamente sea de soporte compacto.

Con el dato inicial arriba propuesto, en realidad lo que estamos haciendo es mapear el pulso gaussiano
que se da en el eje t = 0 con —00 < x < 00 sobre Y,—g con 0 < z < 1, por medio de la foliacion ,
la transformacién conforme , y utilizando la funcién altura y el factor conforme (3.75)). Por tal
motivo, el perfil resultante sobre ¥,_y en general no tiene la misma forma que el pulso gaussiano dado sobre
t = 0. Esto puede verse en la figura|3.6] en donde hemos bosquejado tres posibles escenarios, dependiendo
del valor de z, haciendo uso de las curvas caracteristicas de la solucién exacta en el sistema inercial (¢, ).
En particular:
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= El caso (i) corresponde a cuando zy = 0, teniendo que el dato inicial sobre ¥,—¢ estd conformado
por una cierta parte de f(—tyet|r=0)/2 v f(tadv|r=0)/2 (es decir, los pulsos que conforman la solucién
exacta a un tiempo inercial ¢ > 0), la que se distribuye en las cercanias del infinito nulo, en las
fronteras z = 0, 1.

» En los casos (ii) y (iii) tenemos zo < 0y zp > 0 respectivamente, donde se observa solamente uno de
los pulsos, que para tiempos 7 > 0 viajarad a la derecha, o bien a la izquierda del dominio en z. Por
lo demas, el pulso faltante que no aparece en la grafica simplemente viaja por una linea de mundo
que no influye sobre el dominio 0 < z < 1@

I t A

Y
x=0

Figura 3.6: Bosquejo ilustrativo del dato inicial para la ec. de onda en 1 + 1 dimensiones sobre un fondo de
Minkowski. El dato inicial se da en las coordenadas inerciales (¢ = 0, x), para posteriormente mapearse a la curva
de foliacién ¥-—¢, con el dominio espacial en z ya compactificado. Dependiendo de la ubicacién del pulso sobre el
eje t = 0, tendremos diferentes perfiles sobre X.—o. Para el caso (i) tendremos parte de los pulsos que conforman
la solucién exacta, distribuida cerca de las fronteras z = 0, 1. Para los casos (ii) y (iii), s6lo uno de los pulsos de
la solucién exacta es el que aparece, ya que el otro viaja por una linea de mundo causalmente desconectada del
dominio 0 < z < 1.

Pero bueno, veamos ahora el dato inicial en 0 < z < 1 con los resultados del cédigo. En la figura
[3-7] graficamos un pulso gaussiano con A = 0.1, w = 0.08, tres diferentes valores para el punto central
xo € {—1.4,1.4,0}, v la constante de foliacién b = 1. Nétese que aqui se confirma lo que bosquejamos
en la figura Ya que para el pulso centrado en zy = 0 aparece la mitad de los dos pulsos que con-
forman la solucién exacta cerca de las fronteras, y para los valores zg = 1.4, sélo aparece uno de los
pulsos en el interior del dominio espacial. Téngase presente que los valores de A, x y xp que ingresa-
mos para la gaussiana, no tiene por qué corresponder con el pulso mapeado sobre 0 < z < 1, si bien este
dltimo viene siendo una forma de reescribir la gaussiana original utilizando la solucién exacta del problema.

Del dato inicial aun podemos sacar mas informacién. En la grafica a la izquierda de la figura[3.§ tenemos
el campo ¢(7 = 0, z) utilizando diferentes valores para la amplitud A y el centro zp, dejando fijo el ancho
w = 0.05 y la constante de foliacién b = 0.8. Aqui nuevamente vemos que el valor de A no corresponde
al maximo del pulso en 0 < z < 1. Pero lo interesante es que cuando aumentamos el valor de xg, el pulso
@(2) no solo se desplaza hacia la derecha, sino también su anchura curiosamente disminuye, a pesar de que
hemos fijado w.

10Algo que en la préctica se puede experimentar, es agregar una constante a la transformacién (3.7), de tal forma de subir
o bajar ¥;—¢ a lo largo del eje t. Aunque, por supuesto, esto no modifica nada sustancial del problema, méas que sélo de
cambiar la forma del perfil que se tiene sobre la curva de foliacién ¥-—q.
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El campo @(z) para diferentes valores de X,

T T T T
0.05 |- N J
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Xo=1.4 -eeeee
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Figura 3.7: El campo ¢(7 = 0, z) que corresponde al mapeo de un pulso gaussiano sobre X.—o con 0 < z < 1. El

pulso se ha centrado en diferentes puntos xo. Aqui se fijo la amplitud A = 0.1, el ancho w = 0.08 y la constante de

foliacién b = 1. La resolucién espacial fue de Az = =

500
El campo ¢(z) para diferentes configuraciones El campo y(z) para diferentes hipérbolas
0.16 T T T T T T T T
A=0.1,x5=04 ——  A=0.2,%,=0.8
0.14 A=0.2, X=0.4 ---nenv A=0.2, xg=1. 1 aL 1
A=0.3, Xg=0.4 -evvone A=0.2, XG=1.6 --cve-

®2)

0.6 0.8 1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 3.8: A la izquierda: El campo ¢(7 = 0, z) para diferentes amplitudes A y centros xo, con w = 0.05y b = 0.8
fijos. Para los perfiles con o = {0.4,0.8,1.2} se us6 Az = W%O' Para el perfil con zop = 1.6 se usé Az = ﬁ. A la
derecha: El campo (7 = 0, z) para diferentes valores de b asociado a la curvatura de las hipérbolas de foliacién.
Aqui se utilizé6 A = 0.3, w = 0.05 y g = 1. La resolucién espacial para b € {1.0,0.8,0.4} fue de Az = 3%0, y para

b=0.4 fue de Az =

500"
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Si la morfologia del dato inicial en 0 < z < 1 depende de las cantidades A, w y xg, también dependerd de
la constante de foliacién b. Ya que en el tiempo retardado y avanzado aparece este pardmetro, tal como
se muestra en la ec. . A la derecha de la figura hemos graficado esta dependencia, considerando
ahora el campo ¢ (7 = 0,z). Aqui también notamos que a medida que la constante b = 1/C' se hace mds
pequetia, el ancho del perfil disminuye. A tal punto que cuando llegamos al valor b = 0.4, se nos hizo
necesario aumentar la resolucién espacial de la malla, esto es Az = 1/N,, para apreciar el detalle del pulso.

Cabe mencionar que el efecto de disminucién de la anchura mostrado para ¢(7 = 0,2) y ¥(r = 0, 2),
tanto cuando variamos el valor de zg como el de b, también se observé para el campo 7(7 = 0, z). ;Pero
qué significa este efecto?. Aqui debemos considerar varias cosas:

i. El dato inicial originario (esto es la gaussiana, su derivada espacial y temporal) no lo estamos adap-
tando a la hipérbola de foliacién a 7 = 0 con coordena espacial z. Sino mas bien, lo damos en el eje
a t = 0 con coordenada espacial z.

ii. Al mapear el dato inicial del eje t = 0 a la curva X; con 0 < z < 1, lo que hacemos es fijarnos en
este ultimo como nuestro sistema de referencia, que en efecto, construimos de manera numérica para
observar desde éste el dato inicial originario.

iii. En 0 < z < 1 tenemos que los campos tienden a localizarse cada vez maés, a medida que nuestras
foliaciones compactificadas llegan de forma maés rapida al infinito nulo, disminuyendo el valor de b.
Este efecto también se tiene al aumentar el valor del centro del pulso con xg > 0 o disminuirlo con
xo < 0.

iv. Por lo tanto, si consideramos que la foliacién converge al cono de luz relativista, el efecto de angos-
tamiento de los pulsos viene siendo un efecto de contraccién de Lorentz.

Y es que el ancho original de la gaussiana f(x), esto es el valor de w, constituye una longitud impropia
que no damos o “medimos” desde el sistema de referencia propio en el que nos estamos situando para la
visualizacién numérica (la hipérbola de foliacién compactificada a 7 = 0), sino més bien lo damos desde
la recta de foliacién estandar a t = 0. Esto es algo interesante, que se reafirmard aiin més en la siguiente
seccion, en el que mostramos detalles de la evolucion.

3.5.3. La evolucién temporal

Veamos ahora la evolucién temporal. Los ingredientes que utilizamos fueron:

= Ecuaciones de evolucion (3.65)), (3.66) y (3.67), sin necesidad de implementar CsF. Recordemos
ademas que dado que comenzamos escribiendo la ec. de onda en unidades naturales, la velocidad de
propagacion en el sistema (¢, ) es de v = ¢ = 1.

= Operadores diferenciales espaciales de SPP Ds;, de segundo orden de precision en el dominio y primer
orden de precision en las fronteras,

= Método de lineas y algoritmo de Runge-Kutta de tercer orden de precisién,
= Monitoreo del error y convergencia a través de la solucién exacta.

En la figura[3.9 mostramos la evolucién para los campos ¢, ¢ y 7, utilizando como dato inicial un pulso
gaussiano centrado en xy = 0. Ndtese, como es de esperar, que los pulsos que se tiene inicialmente cerca
de las fronteras, simplemente se escapan del dominio espacial, con velocidades de propagacién v =c =1
con respecto al sistema inercial (¢,z), en direcciones opuestas. Entre los tiempos 7 = 0.3 y 7 = 0.5 los
perfiles ya han cruzado totalmente las fronteras z = 0,1, y lo que queda oscilando, simplemente es error
numérico, que en la practica comprobamos que disminuye cuando aumentamos la resolucién (ver pruebas
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de convergencia mds abajo).

Por otro lado, en las gréficas de la figura mostramos la evolucion del campo ¢, con dato inicial
asociado a una gaussiana, con A = 1.0, w = 0.1 y 9 = £1.6. Nbtese que aqui vemos una consistencia con
lo observado del dato inicial, ya que a medida que el pulso se desplaza en el dominio espacial de z, éste
experimenta una variacién en su anchura. Aunque por supuesto, cabe remarcar nuevamente que éste sélo
es un efecto debido a que estamos observando un pulso que se mueve en una linea de mundo a lo largo del
espacio-tiemo (¢, z), desde el sistema (7, z). Recordemos que en el sistema inercial (¢,2) uno simplemente
tiene la ecuacion de onda, en un dominio —o0 < x < 0.

Veamos ahora las pruebas de convergencia. Para estas, hemos escogido una gaussiana f(x) con A =1,
w = 0.1 y zg = —1.6, por lo que en la evolucién tenemos el segundo pulso que graficamos en la figu-
ra que viaja del interior del dominio hacia el infinito nulo en z = 1. Los resultados de estas pruebas
se muestran en la figura donde hemos graficado las normas Loo (¢ — ¢er) ¥ L1(¢ — ¢es), de acuerdo a
las expresiones y, respectivamente. Y como lo adelantdbamos, el error numérico disminuye
cuando aumentamos la resolucion.

Finalmente, para determinar el factor de convergencia, en esta ocasién vamos a utilizar las resoluciones
Az/23 y Az/22. En concreto, tenemos que:

PACIA ~ G0 = T getoe =S

lo que mostramos en la figura Al igual que el capitulo anterior, como era de esperar, aqui tenemos
que el factor de convergencia es del orden de 22 = 4, lo que nos permite concluir que nuestros resultados
numéricos convergen a segundo orden. Esto, nuevamente es consistente con el hecho de que aqui hemos
utilizado operadores de suma por partes Do.

(3.95)
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Figura 3.9: Evolucién de la ecuacién de onda en 1+ 1 dimensiones sobre un fondo de Minkowski, vista desde
el sistema de coordenadas (7, z) correspondiente a la hipérbola de foliacién Yr—¢ con el dominio compactificado
z =[0,1]. Aqui el dato inicial estd asociado a una gaussiana en el sistema (¢ = 0, ), con amplitud A = 0.1, ancho

w = 0.08 y centro o = 0. La constante de foliacién se ha fijado en b = 0.8, y el factor CFL en Acrr = 0.25. La
resolucién espacial de la malla se fijé en Az = ﬁ = 0.002. Notar quede 7 =0.15a7=03, y7=125a717=2

realizamos un cambio de escala para apreciar de mejor manera los efectos producidos por el error numérico.
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Evolucion de ¢(t,z) con xy=1.6

Evolucion de ¢(t,z) con xy=-1.6

oT,2)

Figura 3.10: Solucién numérica de la ecuacién de onda en 1 4+ 1 dimensiones sobre un fondo de Minkowski,
vista desde el sistema de coordenadas (7, z) asociado a X, con compactificacién del infinito nulo. Aqui graficamos
¢(T, z), usando una gaussiana inicial el sistema (¢ = 0,2) con A = 1.0, w = 0.1, para dos diferentes centros:
xo = +1.6. La constante de foliacién se ha fijado en b = 0.8, el factor CFL en Acrr = 0.25, y la resolucién en
Az = m ~ 0.00042. Aqui mostramos una “rebanada” de datos cada 150 pasos de tiempo At = A\Azx.
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Figura 3.11: Normas Lo y L1 del error ¢ — ¢egact, para €l caso de la ecuacién de onda en 1+ 1 sobre un espacio de
Minkowski, medido desde el sistema coordenado (7, z) correspondiendo a ¥, con 0 < z < 1. Los datos se muestran
en escala logaritmica en el eje vertical, por lo que tenemos que el error efectivamente disminuye a medida que
aumentamos la resolucién. Para el pulso gaussiano inicial se utiliz6 A = 1.0, w = 0.1 y o = 1.6. El pardmetro
asociado a la foliacién se fijé en el valor b = 0.8, y el factor CFL en Acrr, = 0.25.
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Figura 3.12: Factor de convergencia para la norma L; del error del campo ¢. Este resulta ser de 2%, lo que nos
permite concluir que nuestra solucién numérica converge a orden 2. Los pardmetros numéricos de entrada son los
mismos que se utilizaron para las graficas anteriores.



Capitulo 4

Campo escalar sobre un
espacio-tiempo de Schwarzschild

Siguiendo con las generalizaciones, en este capitulo vamos a estudiar la ecuaciéon de onda en 3 + 1
dimensiones sobre un fondo de Schwarzschild. Aqui haremos uso de varias herramientas ya introducidas en
los capitulos previos, en adicién a algunas nuevas. En particular, comenzaremos con la conocida ecuacién de
Klein-Gordon para un campo escalar en un fondo curvo, la cual descompondremos en arménicos esféricos
dada la simetria del problema. Con esto llegaremos a una ecuacién efectiva que tendra una forma idéntica a
la ecuacién de onda en 1+ 1 dimensiones sobre un fondo de Minkowski, mas un potencial efectivo. Aunque,
haciendo la salvedad que aqui nos enfocaremos en un campo escalar no masivo.

Posteriormente, y de forma andloga al capitulo anterior, desarrollaremos un esquema conforme que nos
permitira foliar el espacio-tiempo a través de superficies hiperboloidales que intersectan el infinito nulo
futuro. No obstante, aqui habrad una generalizacién, dado que las superficies de foliacién son en tres di-
mensiones. Por lo que, aparte de reescribir la métrica en funcién de las cantidades ADM usuales (el lapso,
el shift y la métrica inducida), haremos uso de la curvatura extrinseca para motivar geométricamente la
eleccion de la funcion altura. De hecho, veremos que las hipérbolas que consideramos “a mano” en el caso
de Minkowski constituyen un caso particular de hipersuperfices con curvatura extrinseca media constante.

En la implementaciéon numérica sera crucial la determinaciéon de ciertas constantes, para mantener
consistencia con las propiedades que se pide para la derivada de la funcién altura. El factor conforme se
escogera de una manera muy sencilla. Por lo demas, algo que serd muy ventajoso, es que aun cuando las
cantidades ADM aqui tendréan una forma muy particular, nuestro sistema simétrico hiperbdlico de ecua-
ciones de evolucién tendra la misma estructura que el de la ecuaciéon de onda en 1 + 1 dimensiones sobre
un fondo de Minkowski.

Al final del capitulo entregaremos algunos resultados numéricos, comparando con lo que se conoce
actualmente de la literatura. En particular, dirigiremos nuestros esfuerzos en comprender los tres regimenes
que caracterizan el campo escalar, alrededor del agujero negro de Schwarzschild: la rafaga inicial, los modos
cuasi-normales y el decaimiento de cola. Estos tres regimenes, por si solos son bastante interesantes, y
constituyen temas activos de investigacién en diferentes dreas. En este trabajo nos limitaremos a estudiarlos
més que nada desde un punto de vista numérico, entendiendo muy bien las dificultades que presentan a la
hora de modelarlos.
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4.1. Descomposicion en armonicos esféricos

Comencemos con la ecuacién de Klein-Gordon para un campo escalar:

0, +p?® =0, (4.1)

donde p = "¢ (con c la velocidad de la luz y & la constante de Planck), y ademds ® representando el cam-

po escalar. Por lo deméas, m denota la masa del campo escalar, aunque al trabajar en unidades naturales
(h = c = 1), esta cantidad fisica es asociada con u. Cabe mencionar ademds que p~! es la famosa longitud
de onda de Compton.

Por otra parte, como en este caso estamos interesados en trabajar sobre un fondo de Schwarzschild, el
elemento de linea estd dado por:
dr

2
+ 7% (d6* + sin® 0dyp®) (4.2)

g=—N(r)dt* + N

donde N(r) =1 — %, M representa la masa del agujero negro, y en donde hemos adoptado unidades
naturales (G = ¢ = 1). Entonces con esto, las componentes de g nos quedan:

—N(r) 0 0 0
0 0 0
= N(r)
[gl“/] 0 0 ,,,2 0 (43)
0 0 0 r%sin’f
Con esta métrica, tomando en cuenta que g = det(g,,) = —r*sin? 0, y ademds usando la ec. 1)
calculamos explicitamente el operador d’Alembertiano aplicado al campo escalar ¢:
-1 . -1 .
Ug® = Pand l:at <T2 sin GM@@) + 0, (r*sin N (r)0, )
.1 . 1
+0y (7‘2 sin 97&89@) + 0, (7‘2 sin 97%1120@,@)}
) [r2N(r)0,®] — 11 Ly (sin 00y ®) + LI P (4.4)
~ N(r)* r2 " " 72 |sing " ¢ sin?9 ¥ | '

Ahora, si nos enfocamos en el tercer término de la ultima igualdad, notamos que tiene la forma del
operador Laplaciano sobre la esfera. Este operador tiene los autovalores —¢(¢ + 1) con £ = 0,1,2,3,..., y
ademds sus autofunciones son los armoénicos esféricos:

AgY™ = (0 +1)Y*™ | (4.5)

donde Y*™ = Y*™ (0, ¢) precisamente denota los arménicos esféricos. Con esta consideracién, entonces
podemos escribir el campo escalar como una descomposicién en armonicos esféricos, mutiplicada a su vez
por el factor 1/r que es introducido para compensar el decaimiento de gi)gmﬂ Es decir:

@ = LS bt Y (0,0 (4.6)
m

Dp® = 13 G+ Y0, 0) (@.7)
m

1Para un frente de onda esférico tenemos que su drea es A = 47r2, con r el radio areal de la fuente de emisién al frente.
Ahora bien, si se cumple la conservacién de la energfa, la densidad de energia € transportada por el frente (es decir, la energia
total E por unidad de drea A) decae. Esto lo expresamos como: € = E/A = E/(4nr2) «x 1/r? con E = cte. Pero como ¢ o< Ip?
con Ip la amplitud de la onda esférica, finalmente nos queda Iy o< 1/7, que es precisamente el factor que estamos incluyendo
en la solucién para el campo escalar fisico ®.
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Por otro lado, la componente radial, el segundo término de la ec. (4.4]), nos queda:

> r—ﬂar [r2N(r) (iarqbem - :2%)] ytm
m
5 {200 V0)0r800] + 5N 060~ NI

m
2M
- 4¢€m} YZm .
r

Con las anteriores consideraciones, entonces reescribimos la ecuacién de Klein-Gordon:

%2& [rQN(T)aT@

8152¢£m - N(T)ar [N(T)ar¢lm] + ‘/Z,m,,u(r)d)lm =0 ) (48)

con r > 2M, y en donde ademés hemos definido el potencial efectivo:

TT + Mz (4.9)

r2

Ve (r) = N(r) {W 1), 2M ]

Finalmente, y con el sélo fin de simplificar los cédlculos, el ultimo paso serd introducir la usualmente
llamada “coordenada tortuga”P}

" T
r, = / s =7+ 2MIn (5 - 1) (4.10)

Asi entonces, con esto reescribimos la ecuacién Klein-Gordon en su forma efectiva:
6152¢12m - 83* Qbfm +w,m,u(r)¢€m =0 5 (411)
—_— ——
O5bem

que como podemos ver, nos permite describir el sistema a través de una sencilla ecuacién de onda (in-
cluyéndole un término de potencial), con una métrica efectiva § que tiene exactamente la misma forma que
la métrica de Minkowski en 1 4+ 1 dimensiones:

_ -1 0 _
[Qab]{ 0 1] , g=—dt’ +dr? . (4.12)

4.2. Foliaciéon y compactificacion

4.2.1. Cambio de coordenadas

Partiendo de las ecs. , , y siguiendo un procedimiento similar al que realizamos en el capitulo
previo para el caso de Minkowski, aqui nos proponemos foliar el espacio-tiempo en hipersuperficies tipo es-
pacio a T = cte., que denotaremos por X, y compactificar el infinito nulo. Para esto entonces realizaremos
el cambio de coordenadas (7., t) = (z,7).

Comenzamos con la foliacion espacial:

T=1t—h(r.), (4.13)

2Desde el punto de vista fisico, este cambio de coordenada bésicamente “empuja” el horizonte de eventos del agujero negro
a —oo. Por lo tanto, mapeamos el dominio 2M < r < oo al dominio —oco < 7y < 0.
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donde h(r,), nuevamente, es una “funcién altura’que describe la distancia del eje ¢ = 0 a la ahora hiper-
superficie espacial inicial ¥,_y. Esta funcién ademds satisface:

! 1 Ii ! ==+1 4.14
Wel <1, dm W) =1, (4.14)
con el fin de que dichas hipersuperficies sean tipo espacio y convergan al infinito nulo futuro.

Pasando a la compactificaciéon conforme, y considerando que la métrica de Schwarzschild tiene un
horizonte de eventos en el radio r = 2M, aqui nos conviene considerar la transformacion:

2M

r(z) = a0 (4.15)

donde r a su vez depende de la coordenada tortuga r, a través de la ec. (4.10)) y ©(z) es un factor conforme
que satisface las condiciones siguientes:

0<Q) <1l VOo<z<l, (4.16)
QO0)=1, (4.17)
Q(1)=0. (4.18)

Asi entonces, con esta compactificaciéon mapeamos el dominio 2M < r < oo al dominio 0 < z < 1.

Ahora bien, para garantizar a priori que dado un factor conforme Q(z) podamos obtener un valor z en
términos de r, procedemos a derivar r(z) con respecto a z:

dr d [2M ]  —2MQ'(z)  L(») (4.19)

dz  dz |[Qz)]  92(z)  Q%(2)’ ’
viendo asi que tenemos la invertibilidad de r(z) si imponemos la condicién:

L(z)=—-—2MQY(:z)>0 V 0<2<1 . (4.20)

4.2.2. Meétrica y variables ADM

El siguiente paso es reescribir la métrica en términos de las nuevas coordenadas adaptadas a la foliacion
hiperboloidal compactificada. Desarrollamos lo siguiente:

G = —dt(z, 1) +dr.(z,7)?
= —[B,tdr + 0.tdz)? + [0,rudT + B.72dz]?
WL 1 L(2) i
= —|dr+ Gy S 2 ;|
Treen-ee” Tleen-e@”
donde hemos usado el hecho de que N(r) = 1— 24 = 1-0Q(z), y ademds que dr, = 1_d§ﬂ = Nd(’;) = 17‘3’@,

por la definicién de la coordenada tortuga (4.10]).

Posteriormente, si en la dltima ecuacion que escribimos expandimos los cuadrados de binomios y reor-
ganizamos los términos, obtenemos una métrica conforme ¢ multiplicada por una cantidad que contiene al
factor conforme. En concreto:

1
= ———————0 4.21
7= @en-om 2y
donde la métrica conforme § estd dada por
N 2 2 / L*(2) 2 2
g=—-Q(2)[1 = Q(2)]dr* — 21/ (ry) L(2)dTdz + [1—h"2(ry)] dz? . (4.22)

Q2(2)[1 - Q(2)]



4.2. Foliacion y compactificacion 91

Noétese dos cosas. Primero, que el término m que aparece en la ec. es singular cuan-
do Qz=0)=1y Q(z = 1) =0, lo que es de esperar considerando que en dichos puntos tenemos el
horizonte de eventos del agujero negro y el infinito nulo, respectivamente. Y segundo, que tomando una
adecuada eleccién para la funcién altura h(r,), podemos garantizar de antemano que la métrica conforme
g sea regular. De hecho, para esto tltimo escogeremos una foliacién en hipersuperficies “hiperboloidales”,
o siendo mas precisos con el lenguaje, hipersuperficies de curvatura extrinseca media constante positiva,
que generalizan el tradicional hiperboloide de rotacién de 3 dimensiones a 4 dimensiones. En la seccién
veremos en detalle esto, considerando que ahora trabajamos en un espacio-tiempo curvo.

Llegado a este punto, para reescribir la métrica conforme de acuerdo al formalismo ADM, bédsicamente
necesitamos completar el cuadrado de binonio tomando el segundo y tercer término. Asi que, una vez que
realizamos esto y reagrupamos términos, obtenemos lo siguiente:

i = - |9 (- g + TR SR g2
lL(z) PR O Q(z)dTr w23
Q(2)v/1-Q(2) V1=172(r.) 7

lo que motiva a definir la métrica espacial, el lapso y el shift como:

L(z)y/1 —h"2(ry)

T Voot (424)
Con esto, entonces podemos reescribir la métrica fisica § de la siguiente manera:
§ = m {_anTZ 442 [dz n Bdrr} , (4.27)

g9

donde hemos descompuesto la métrica conforme g de acuerdo al formalismo ADM.

4.2.3. Ecuacion de Klein-Gordon

.Y cémo se ve la ecuacion de Klein-Gordon, cuando la reescribimos en funcién de las nuevas coorde-
nadas (7,2)? Aqui la situacién es muy similar al caso del fondo de Minkowski, ya que la métrica fisica g
estd conformemente relacionada con la métrica g, y esta dltima tiene exactamente la misma forma que el
caso de Minkowski. Por consiguiente, tenemos lo siguiente:

56 = 93(1 — Q) 050, (4.28)
donde el operador de onda D’Alembertiano [y, al igual que en la ec. (3.53), esta dado por:

1 1 3 1 Y3 1 462
Dg = Tar <Aa'r - ?az> - Az 8z [?8T +a <A - ’Yg > 8z‘|
& & & ay & S Ae
Por lo tanto, la ecuacién de Klein-Gordon en nuestras coordenadas hiperboloidales, compactificadas y
descompuestas segun el formalismo ADM, se escribe de la siguiente manera:

Oy +V(2)6 =0 (4.29)
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con el potencial V(z) teniendo la forma:

N A 6)
02(2) [1 - 9(2)]
NG T« o,
- m(z)u@(zn[ 7z e “‘]
(2Mu)2]

R {£(£+ 1) +Q(z) +

— (4.30)

el cual a su vez se ha escrito de esta manera, usando nuestra compactificacién r = 5(—]‘2[), en conjunto con

la relacion N(r(z)) =1 — f(zM) =1-Q(z2).

Notar que con este potencial efectivo ocurre algo similar que en el caso de Minkowski. Ya que cuando
nos situamos en el infinito nulo tenemos que 2(1) = 0, haciendo que el término 4M?2u?/Q?(z) diverja. Para
efectos de simplificacién, aqui nos enfocaremos en un campo escalar no masivo. Es decir, haremos p = 0.
No obstante, aqui se debe tener presente que el caso masivo constituye un problema abierto, que si bien
se han dado algunas directrices importantes en [104] para el caso de Minkowski, todavia hay bastante que
explorar.

4.3. La curvatura extrinseca

4.3.1. Definicion geométrica

En el capitulo anterior, cuando estudiamos la ecuacién de onda sobre un fondo de Minkowski en 1 4 1
dimensiones, la funcién altura fue escogida a mano, considerando hipérbolas como curvas de foliacién. En
esta seccién vamos a introducir un nuevo ingrediente, que nos permitird tener una motivacién geométrica
para elegir la funcién h(r,).

En el formalismo ADM, ademds de los ya explicados lapso, shift y métrica espacial, hay otra cantidad de
suma importancia: la curvatura extrinseca K de Y. Esta cantidad, directamente relacionada con el vector
n normal a X, contiene informacién sobre como dichas hipersuperficies de foliacién estdan sumergidas en
la variedad M que describe nuestro espacio-tiempo. Esta se define como:

K(Xa Y) =g (K vXn) = X/LYVVMnV > (431)

donde X e Y denotan vectores tangentes a las hipersuperficies ¥, y g nuestra métrica fisica. Escribiendo
esta cantidad en coordenadas locales, nos queda de la siguiente manera:

K, =Vun, +nua, , (4.32)

donde n, = —a'V,7 representa las componentes del vector n y a, = Vyn, = n*V, n, las componentes de
la aceleracion que experimentan los observadores que viajan a lo largo de las curvas integrales que define el
vector n. Cabe mencionar que el término n,a, se introduce para cancelar la contribucién de V,n, cuando
los vectores X y Y no son tangentes a .

4.3.2. Aplicacién a nuestro problema

Cuando trabajamos la ecuacion de onda en 1+ 1 dimensiones sobre un fondo de Minkowski, escogimos

la funcién de altura tal que h(r.) = b (%*)2 + 1. Por lo que en esta seccién generalizaremos esta funcién,

para espacio-tiempos curvos, siguiendo el trabajo desarrollado por Malec y Murchadha [65]. Con esto, al
final veremos que el caso de Minkowski se reproduce simplemente al aplicar el limite r, — oo.
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Para calcular la traza de la curvatura extrinseca K, partimos de la ec. (4.32), considerando el hecho
de que a,n” = 0. En concreto, tenemos lo siguiente:

tr K = Vgn = \/%aﬂ (V=gn”) , (4.33)

donde n? representa las componentes del vector normal a las hipersuperficies de foliacié, y ¢ el determi-
nante de la métrica g, del espacio-tiempo en el que estdn sumergida la foliacién.

Para desarrollar de manera explicita la expresién (4.33)), primeramente vamos a calcular la normal n®
en términos de nuestra foliacién hiperboloidal, esto es la ec. (4.13)):

ng = —aVgr = —aVgl[t—h(r.)]
= —aVgt+aVsh(r.) = —ad's+ah(r.)86™ s
= nf = g¢%n, = ¢ [-ad',+ah/(r)"™,] = —ag’ +ak(r.)g" . (4.34)

En esta expresion, necesitamos los componentes ¢°# de la métrica inversa del espacio-tiempo. Para esto,
entonces, consideramos la métrica de Schwarzschild en 3 4+ 1 dimensiones:

2

N(r)

g=—N(r)dt* + + 7% (d6® + sin® 0dyp?) | (4.35)

con N(r)=1-— % y M denotando la masa del agujero negro, y donde ademéas hemos adoptado unidades
naturales (G = ¢ = 1). Sin embargo, como nos interesa trabajar en la coordenada tortuga, vamos a reescribir
esta métrica como sigue:

g=—N(r)dt> + N(r)dr? +r* (d6” + sin® 0dp?) . (4.36)

Por la definicién de la coordenada tortuga, esto es la ec. (4.10), aqui hemos utilizado la relacién dr =
N(r)dr.. Ademds es importante tener presente que la coordenada r ahora se encuentra en funcién de la
coordenada tortugaﬂ Es decir, tenemos que r = r(r.).

Siguiendo entonces, los componentes de la métrica (4.36]) quedan asf:

“N(r) 0 0 0
0 N(r) 0 0
[g/,tl/] 0 0 ,',,2 0 ) (437)
0 0 0 r’sin®0
los cuales tienen el determinante g = det g, = —N(r)?r? sin” 0.

Con la expresién explicita para el vector normal n?, los componentes y el determinante de la métrica

3En la préctica, la funcién r = r(rs), que de hecho no puede ser escrita de forma analitica como una expresién cerrada,
no la vamos a utilizar. Ya que como vamos a trabajar en la coordenada compactificada z, esto es la ec. (4.15)), el factor N(r),
o mas precisamente N (r(ry)), lo vamos a reescribir como N(r) =1—2M/r =1 — Q(z).
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Juv, ya podemos regresar al calculo de la traza de la curvatura extrinseca:

1

1
N(r)r?sind %

tr K = 0 1/—gnﬁ —
V=g /5( )
1
N(r)r? Sin@aﬁ [
_ 1 _ 2 Bt 2 Bre 11
= N Sinaag [—N(r)r*sinfg” a + N(r)r?sin0g”™ ah/(r,)]
1

= N(y2emg O [ sinba] +0,. [ sinbak(r)]}

[N(r)r?sin Hgﬁ“n#]

N(r)r?sin0g°* (—ad's + ah/(r.)5™ 5)]

1 1
= —0a+ —=0,

Ny et wgyedn e ] (4.38)

*

Pero en este resultado, necesitamos la forma explicita del lapso a. Aqui hacemos uso de la condicién de
normalizacién para el vector normal n/_gnﬁ =-—1:

ngn® = -1 = [—adtg + ah'(r*)dg*} [—ag’t +ah/(r.)g"™]
2
TxT @
= a2t +aPh (r)%g" " = NG [—1 + h'(r*)Z]
_ N(r)
= o = e (4.39)

Como podemos ver, el lapso solo depende de r,, asi que el primer término de la ec. (4.38) es idénticamente
cero. No obstante, el segundo término si sobrevive, asi que nos queda:

r K = o & r2h (r =
k= N(r)r2 Or. { 11— 1 (r)2] h( *)} 3C . (4.40)

Notese que hemos igualado nuestra expresién a 3C. Esto a razén de que con C' precisamente denotamos
la curvatura extrinseca media, que escogeremos constante, y el nimero 3 lo hemos incluido méas que nada
) )
por estar trabajando en tres dimensiones espaciales.

Finalmente, si integramos la ecuacién anterior en r, siempre recordando que dr = N (r)dr,, encontramos
una expresién explicita para la funcién de altura h(r.):

W(r.) = Cr—

\/N(r) + (Cr — %)2

donde D es una constante de integracién, C' es la ya mencionada constante que describe la curvatura pro-

medio de las foliaciones, y por supuesto N(r) =1 — 21 =1 —Q(z).

, (4.41)

Ahora calculamos el limite de este resultado para r, — co:

i B () = tm —2t — = Sy € 4y
A ) = I e T o e T I ’

donde C' = 1/b. Por lo tanto, aqui vemos que hemos reproducido el caso de Minkowski en 14 1 dimensiones
que estudiamos en el capitulo 3} notando en particular que para nuestra elecciéon C' > 1, precisamente
tenemos foliaciones que intersectan al infinito nulo futuro. Este resultado, a fin de cuentas es consistente
con el hecho de que todo nuestro tratamiento lo hemos realizado en un espacio-tiempo asintéticamente

(4.42)
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plano, considerando que el sistema conformado por el agujero negro de Schwarzschild y el campo escalar,
es aislado. El limite r, — —oo lo veremos en la siguiente seccién.

En conclusién, hemos encontrado una expresién geométricamente motivada para la funcién altura h(r,),
que en efecto, vamos a utilizar para resolver nuestro problema fisico.

4.4. Implementacién numérica

4.4.1. Condiciones para las constantes

El primer aspecto a considerar en nuestra implementacién numérica, es determinar un conjunto de
condiciones a satisfacer por las constantes C' and D, ya que como pudimos ver, estdn presente en la ec.
para la funcién altura. En primer lugar, recordemos que de la ec. ([4.38), la traza de la curvatura
extrinseca es 3C', con C' denotando la curvatura media constante de la foliacién. En principio, C' podria ser
positivo o negativo. Pero como nosotros vamos a estar interesados en foliaciones hiperboloidales dirigidas
hacia el infinito nulo futuro, solo consideraremos valores positivos. Por lo tanto, pedimos que C' > 0.

Para determinar una condicién asociada a D, consideramos el limite r, — —o0o, o dicho de otra forma,
r — 2M, que béasicamente denota la situacion cuando nos acercamos al horizonte de eventos del agujero
negro de masa M. Aqui tenemos lo siguiente:

2MC — 2 C-D
lim K(r) = lim K(r.) = nr_ CiDQ
T4 —>—00 r—2M (QMC—#) (é—ﬁ)
C-D +1 si. C>D
- |c-D { -1 si C<D (4.43)

donde hemos definido las cantidades adimencionales C = 2MC'y D = #. No obstante, por la condiciéon

(4.14) que satisface la funcién de altura, solo nos interesara el caso cuando , 1, h/(r.) = —1. Por lo tanto,
pedimos que C' < D. De todas formas, es interesante notar que si escogiéramos C' > D, tendriamos una
foliacién que en un extremo llegaria al infinito nulo futuro, pero del otro al horizonte pasado. En la figura
hemos esquematizado en un diagrama conforme, de manera genérica, el efecto que tendrian en las

foliaciones las diferentes elecciones para las constantes C' 'y D.
En conclusién, las constantes C'y D deberdn satisfacer:

D>C>0 . (4.44)

En la seccién subsiguiente, cuando calculemos las velocidades caracteristicas del sistema, mencionaremos
que valores tomaremos tipicamente para C'y D.

4.4.2. Cantidades ADM Yy el factor conforme

Reescribamos las cantidades ADM, la 3-métrica conforme 4, el lapso conforme & y el shift conforme B ,
con el fin de obtener expresiones regulares que se puedan implementar facilmente en el cédigo. En primer
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i+
Singularidad futura l

Singularidad pasada i

Figura 4.1: Diagrama conforme que esquematiza de manera genérica el efecto que tiene sobre las hipersuperficies
de foliacién cada una de las diferentes elecciones para las constantes C' y D. Las hipersuperficies se muestran a
diferentes niveles de tiempo, mas que nada para que haya una mejor visualizacién. Notar que existe una amplia
variedad de opciones, mas nosotros aqui nos enfocaremos exclusivamente en el caso D > C > 0.

lugar vamos a calcular 1 — h'2(r,), partiendo de la ec. (4.41)):

, Ccr—4 Q?z) — DQ?(2)
h'(rs) = = = =
\/N(r)+(0r—%) \/1—Q(z)+ [Q(Cz) — DO2(2)
C — DQ3(2)

(4.45)

) - 00) + [0 - Do)

= 1—W(r,)? = P [1 - A=) - (4.46)
02(2) [1 — Q(2)] + [C — DOB3(2)]

donde hemos usado N(r) = 1 — 22 =1 — Q(z), y nuevamente las cantidades adimensionales C = 2MC
and D = &. Entonces con esto en mano, y recordando que L(z) = —2M)/(z), procedemos a reescribir

las definiciones (4.24), (4.25)) y (4.26) de la siguiente manera:

5y o L(z)y/1—h2(r) _ —2MY'(2) 7 (4.47)
Q(Z)m \/QQ(Z)—Q3(Z)+ W_Egzg(z)]Q

& = LE),Z) _ \/QQ(z) —M3(z)+ [C _EQS(Z)]Q , (4.48)

s _ L@ a2 (r)

5 = = e (4.49)

Como podemos ver, todas las cantidades ADM son finitas. Por lo que, estas ecuaciones son las que imple-
mentaremos para la 3-métrica, el lapso y el shift.

Por otro lado, necesitamos escoger el factor conforme, tal que satisfaga las condiciones (4.16)), (4.17) y
(4.16)). Aqui optaremos por la muy sencilla relacién:

Qz)=1—2 , (4.50)
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la cual denota una recta con pendiente igual —1 e intercepto igual a 1. Por lo demaés, la eleccién de este
factor satisface automdaticamente la condicién (4.20)), ya que:

L(z) = —2MQ/(z) = 2M >0 . (4.51)

4.4.3. Ecuaciones de evolucién y condiciones de frontera

Las ecuaciones de evolucién (es decir, los rhs’s) para cada campo después de reducir el sistema a uno
de primer orden, precisamente corresponde a las ecs. (3.65)), (3.66) y (3.67):

0-¢ = rhs(¢) = am+4By, (4.52)
o = rhs(y) = %az [am +480] . . (4.53)
O;m = rths(m) = %82 [641#—!—3’7#] —ave, (4.54)

donde el potencial efectivo conforme V estd dado por la ec. 1D y las cantidades ADM por las ecs.
(4.47), (4.48) y (4.49). Por lo demds, aqui también tenemos que la métrica g, en su forma ADM, tiene la
misma forma que la del caso de Minkowski en 1+ 1:

g =—a&*dr* +4* [dz + Bdr] .

Y siguiendo con la misma consideracién, tenemos que la ecuacién para determinar las velocidades
caracteristicas aqui también tiene exactamente la misma forma que la ec. (3.69) para el caso de la ecuacién
de onda en 1+ 1 dimensiones sobre el fondo de Minkowski:

o] =

A A2
= =0 , A = Bi% = LOZZ) [+1— 1 (r,)] . (4.55)

Por lo tanto, al ubicarnos en las fronteras tenemos que:

Para z =0 r.=-00 y h'(r.)=-1

= A =0,A >0, A =0 (4.56)
Para z=1: r. =400 y h'(rs) =+1

= X=0,A=0,A_<0 (4.57)

y nuevamente podemos prescindir de condiciones artificiales en z = 0, 1.

Finalmente, una observacién importante. De la ec. vemos que las velocidades caracteristicas A4
son directamente proporcionales a G2/L(z), con L(z) = 2M > 0 como vimos de la ec. (4.51)). Pero ademis,
para calcular &2 necesitamos elevar al cuadrado la ec. (4.48)), de donde podemos ver una clara dependencia
del factor [C' — DQ3(2)]?, con Q(z) dado por la ec. (4.50). En dicho escenario, y si entonces escogiéramos
D > C, tendriamos que las velocidades caracteristicas A+ serfan muy grandes, y para satisfacer la condicién

CFL Acpp < i necesitariamos ajustar A\cpy a valores muy pequenos. Por lo tanto, en virtud de todo

esto y para garantizar de antemano una razonable implementacién numéricaEI7 en la préactica ajustaremos
las constantes C'y D tal que sean del orden 1, manteniendo la desigualidad D > C > 0.

4Dentro del contexto del calculo numérico y programacién, siempre es deseable trabajar con diferencias numéricas que no
sean muy grandes, o bien, que no sean muy pequefios. Ya que asi contribuimos a no contaminar los resultados con errores
asociados al redondeo de la maquina en el almacenado de datos.
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4.5. Resultados numéricos

4.5.1. Dato inicial

Como dato inicial para el campo ¢ tomamos un pulso gaussiano. El campo @ por su parte, correspon-
derd a la derivada espacial de ¢ multiplicada por 1/4, por la definicién (3.63) que también aplica aqui.
Ahora bien, dado a que el campo 7 se relaciona con la derivada temporal por la ec. (3.64)), éste lo tomamos

simplemente como cero. Explicitamente:
1 /z2—2 2
_Z 4.58
2 ( w ) ] ’ (4.58)

Y(z,7=0) = to(z) = — A4 z;ijoeXp [—; (z—zo) ] % ; (4.59)

m(z,7=0) = m(z) = 0 , (4.60)

¢(z,7=0) = ¢o(z) = Aexp

donde A denota la amplitud del pulso, w su ancho y zg el punto espacial en el que éste se encuentra centra-
do. Notar que el pulso de antemano lo adaptamos a las superficies de foliaciéon compactificadas, utilizando
la coordenada z. La figura muestra una gréafica de los tres pulsos, tomando valores especificos para
los pardmetros A, w y zp.

Dato inicial para los diferentes campos

05 ‘ : ‘ ‘

T @z, 1=0) —

03 r WY(z,t=0) i
02k T(Z,T=0) ooeeee i
01 | o
o1} i
02} i
03} i
04 F 4
05 | :
%0 02 04 05 08 1

z

Figura 4.2: Dato inicial para el campo escalar fisico descrito conjuntamente por los campos ¢, ¥ y m. Aqui usamos
un pulso gaussiano con amplitud A = 0.1, ancho w = 0.05, y centrado en el punto zp = 0.5. La resolucién espacial
se fij6 en Az = 0.01, con N, = 100 puntos.

Otros dos ingredientes a considerar, directamente relacionados con la funcién altura (4.41)), son la
curvatura media de la foliacion C' y la constante de integracién D. Por lo que, para satisfacer la condicién
(4.44)) escogemos:

— — D
Como ya lo adelantamos cuando definimos las velocidades caracteristicas del sistema, esta eleccién es razo-
nable para efectos de cdlculo numérico. Ya que de antemano nos permite evitar un factor CFL demasiado
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pequeno (en la prictica utilizaremos Agpp = 0.2).

Con los valores fijos para C'y D, y recordando que el factor conforme lo escogimos como §2(z) =1 — z
de acuerdo a la ec. (4.50]), ya estamos en condiciones de calcular las cantidades ADM. Estas son: la 3-
métrica conforme 7, ; el lapso conforme &, ec. ; y el shift conforme B , ec. . Todas estas
cantidades son independientes del tiempo, asi que s6lo necesitamos calcularlas al tiempo inicial 7 = 0. Se
muestran en la izquierda de la figura

Cantidades ADM El potencial efectivo conforme
6 T T 35 T T

5| :‘:j ""—2‘ G(Z) — | i =2 ]
il B(2) | 25 |
Y2)
A 1 D 2 ’ IIIIIIIIIII =2 |
ST [ — e,

=0

z z

Figura 4.3: A la izquierda tenemos las cantidades ADM, estas son el lapso conforme &, adimensional; el shift
conforme §3, en unidades de ﬁ, y la métrica espacial conforme 4, en unidades de 2M, con M la masa del agujero
negro. A la derecha, por otro lado, tenemos el potencial efectivo conforme V(z) con i = 0, en unidades de ﬁ
Todas estas cantidades son independientes del tiempo 7. Aqui hemos utilizado una resolucién Az = 0.01 con una

malla de N, = 100 puntos en el dominio espacial.

Veamos ahora el potencial efectivo conforme V(z), ec. (4.30):

(2Mp)?

&) =np

donde vamos a escoger la masa del agujero negro como M = 1, y tal como lo mencionamos algunas paginas
atras, la masa del campo escalar como p = 0. Es decir, nos remitimos a estudiar un campo escalar no
masiwo. Cabe mencionar que en la evolucién utilizaremos diferentes valores para el nimero de momento
angular, £ = 0, 1,2, 3,4, con el fin de comparar los efectos fisicos asociados a cada escenario en particular. A
la derecha de la figura [I.3] puede apreciarse este potencial, para diferentes valores de ¢, el cual estd descrito
por rectas.

Por ultimo, nos enfocamos en las velocidades caracteristicas del sistema, que graficamos en la figura
A+ denota los modos positivos, A_ los modos negativos y g los modos cero. Al igual que las cantidades
ADM, estas velocidades no dependen del tiempo 7, por lo que se calculan inicamente al tiempo inicial. Sin
embargo, como veremos en breve, estas tendran una influencia directa en como el campo escalar evolucione
a lo largo del dominio espacial.

4.5.2. Evolucién temporal

Para la evolucién temporal, recurrimos a las siguientes herramientas:
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Velocidades caracteristicas del sistema

L ]
Ao —
A
05 | + B
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)
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
V4
Figura 4.4: Velocidades caracteristicas del sistema, medidas en unidades de ﬁ7 con M la masa del agujero
negro. Aqui hemos utilizado una resolucion espacial Az = ﬁ =0.01

» Ecuaciones de evolucién (4.52), (4.53)) v (4.54)), sin necesidad de implementar CsF, y poniendo la
masa del campo escalar ;. = 0 en el potencial efectivo conforme.

= Operadores diferenciales espaciales de SPP Dgs, los cuales son de sexto orden de precisiéon en el
interior del dominio y quinto orden cerca de las fronteras. Estos se obtuvieron de la referencia [97].

= Para la integraciéon temporal se utilizé el método de lineas y algoritmo de Runge-Kutta de cuarto
orden de precisién.

= Monitoreo de la autoconvergencia del campo escalar.

Consideremos la evolucién del campo escalar en el dominio 0 < z < 1, como se muestra en la figura
Aqui notamos, en primer lugar, que posterior al tiempo 7 = 0, el pulso inicial se divide en dos pulsos. Uno
viaja rdpidamente hacia el infinito nulo en z = 1 y lo cruzara una vez que se llega a 7 = 0.1 (el tiempo 7
lo medimos en unidades de masa del agujero negro M). El otro pulso viaja hacia el horizonte de eventos
del agujero negro en z = 0, mas lentamente en comparacién al primero. La razon de esta diferencia en la
magnitud de las velocidades de propagacién se debe a la diferencia de magnitud de las velocidades carac-
teristicas del sistema. Y es que, como podemos ver en la ﬁgura tenemos que |A_| es considerablemente
mayor en la regién donde viaja el primer pulso en direccién al infinito nulo, que |A;| en la regién donde
viaja el segundo pulso hacia al horizonte.

Pero bueno, siguiendo con la figura tenemos que posterior al tiempo 7 = 0.1, y debido a efectos de
refleccién producidos por la presencia del potencial efectivo conforme V(z), el campo escalar comienza a
oscilar. Esto, como si el sistema fisico fuera una especie de “caja de resonancia”, aunque como veremos mas
abajo, con una componente de decaimiento para tiempos tardios. A estas perturbaciones se les suele llamar
”modos cuasi-normales”, las cuales aparecen a lo largo de todo el dominio espacial 0 < z < 1, y son carac-
teristicas de la fuente de radiacién (escalar, gravitacional, o bien electromagnética), particular, que se tiene.
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02 1=06 E 02+ T1=10.0 7

0 0.2 0.4 06 0.8 1 o 02 04 06 0.8 1

z z

Figura 4.5: Evolucién temporal temprana del campo escalar, desde el tiempo 7 = 0.0 al tiempo 7 = 10.0, a lo
largo de todo el dominio espacial. El tiempo se mide en unidades de masa del agujero negro M. Aqui se ha fijado el
nimero de momento angular orbital en £ = 3, la resolucién espacial en Az = 0.01 con N, = 100 puntos, y el factor
CFL en Acpr = 0.2.
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Para estudiar con més detalle el comportamiento del campo escalar, incluyendo los ya mencionados
modos cuasi-normales, vamos a localizar un observador idealizado, no fisico en el infinito nul La figura
muestra el campo escalar que éste detecta para tiempos extensos, de 7 = 0.0 a 7 = 300.0, en donde
hemos fijado el nimero £ = 3. Aqui de inmediato notamos que la evolucién del campo escalar la podemos
describir a través de tres regimenes fundamentales:

Campo escalar detectado en el infinito nulo (¢=1)

0.1

0.01

0.001

i8]

0.0001

1le-05

|@(t, z

le-06

le-07

1e-08 ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300

Figura 4.6: Evolucién del campo escalar ¢ detectado por un observador en el infinito nulo. Aquf se usé £ = 1,
Az =0.01, N, = 100 y A\crr = 0.2. Nétese, clarmente, los tres regimenes de la evolucién: la rafaga inicial (en el
grafico aumentado), los modos cuasi-normales y el decaimiento de cola.

i. El primer régimen, mostrado con un mini-grafico aumentado en escala, corresponde a una “rafaga’”
(burst) de campo escalar. Esta depende fuertemente del dato inicial, y que en nuestro caso esté aso-
ciada con el pulso que viaja hacia el infinito nulo y lo cruza entre los tiempos 7 = 0.4 y 7 = 0.8
aprox., como se mostré en la figura [4.5

ii. Luego, entre los tiempos 7 = 1 y 7 = 120 aprox., se observa una etapa asociada a los modos cuasi-
normales. Estos, en una primera aproximacién, pueden describirse como:

¢(r,z=1)=ARe [e(”“‘””_m} = A e sin(wr —96) , (4.62)

donde w es la frecuencia asociada a los modos de oscilacién, ¢ < 0 un exponente de decaimiento, A
una amplitud y ¢ una fase. Todos estos pardmetros son reales.

iii. Finalmente, a partir del tiempo 7 = 175 aprox., tenemos lo que tradicionalmente se le denomina el
“decaimiento de cola” (tail-decay) del campo escalar, descrito como:

o(r,z=1)=Bt7", (4.63)

donde B es una amplitud y p > 0 el exponente de decaimiento, ambas reales.

5Es importante tener muy presente que, fisicamente, es imposible tener observadores en el horizonte de eventos z = 0, o
en el infinito nulo z = 1. Esto ya que como en ambos puntos se tienen superficies nulas, los observadores tendrian que viajar
a la velocidad de la luz. Sin embargo, y como en este trabajo estamos interesados en modelar la radiacién proveniente de
fuentes aisladas muy lejanas, para efectos précticos podemos suponer que el observador (en este caso, nosotros) se encuentra
localizado en el infinito nulo.
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Cabe mencionar que el estudio de los modos cuasi-normales y el decaimiento de cola no es algo nue-
vo, por lo que contamos con varias referencias bibliograficas. Por ejemplo, para los modos cuasi-normales
tenemos los trabajos de Leaver , Nollert , asi como las completas revisiones de Kokkotas y Sch-
midt , Berti et.al. , ademds de Kanoplya y Zhidenko . Para el decaimiento de cola, destaca
principalmente el trabajo de Price , que posteriormente fuera extendido por Gundlach et.al. .

Campo escalar detectado en el infinito nulo
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Figura 4.7: El campo escalar ¢ para sistemas fisicos con diferentes ntimeros de momento angular orbital £,
detectados por un observador idealizado, situado en el infinito nulo (2 = 1). Aqui nuevamente se utiliz6 la resolucién
Az =0.01 y el factor CFL Acpr = 0.2.

Nos preguntamos ahora: ;Cémo depende la evolucién del campo escalar con respecto a los diferentes va-
lores que podria tomar el nimero de momento angular ¢?. La figura[4.7 muestra esta dependencia, en donde
apreciamos que la cantidad de oscilaciones, en el régimen de los modos cuasi-normales, depende del va-
lor que le damos al niimero de momento angular: a mayores valores de £, mayor es el nimero de oscilaciones.

Pero esto no es todo, ya que aumentar el valor de ¢ también conlleva un costo computacional. Y es que
como las oscilaciones decaen como €?”, con o < 0, para visualizar los modos cuasi-normales y el decamiento
de cola, necesitamos incrementar la resolucién espacial de la malla y ejecutar el codigo por tiempos cada vez
maés largos. Aunque esto se debe hacer con sumo cuidado, ya que las magnitudes involucradas rapidamente
disminuyen hasta el orden de magnitud asociado al redondeo de la maquina. Nétese de la figura [£.7] por
ejemplo, como para el caso con ¢ = 3 la magnitud de las oscilaciones cuasi-normales disminuyen hasta
aprox. 107!, y el posterior decaimiento de cola, incluso hasta una magnitud menor que 10712,

4.5.3. Modos cuasi-normales

Para el andlisis de los modos cuasi-normales, comenzamos mencionando que la dependencia que obser-
vamos de estos con el niimero de momento angular £, tal como se muestra en la figura[£.7] fisicamente puede
ser explicada con el “limite eikonal” (ver , , y sus propias referencias contenidas). Este limite dice
que dado un espacio-tiempo estacionario, esféricamente simétrico y asintéticamente plano, digamos:

g= —f(r)dt2 + ﬁdrz — r2d0? (4.64)
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donde f(r) = g(r) = N(r) en nuestro caso por la ec. (4.2)), cuando ¢ — oo, las frecuencias cuasi-normales
0 + iw pueden asociarse a paquetes de onda que siguen geodésicas nulas circulares inestables con radio
r = r. (minimo local) descritas por la siguiente relacién:

1
o +iw=— <n+ 2) [Ac| + €9 . (4.65)

donde hemos definido la velocidad angular del paquete €2, y el coeficiente de Lyapunov A.:

Q. % :%‘/1*% , (4.66)

rT=T¢

1
= 72\/ 18Mr,. — 3r2 — 24M?2 | (4.67)

2
2 T c

T=T¢

y que ya hemos evaluado directamente para el caso de Schwarzschild con M la masa del agujero negro.
Por lo demds, n es el nimero arménico, que se utiliza para identificar los diferentes modos: n = 0 es el
modo fundamental y n = 1,2,3, ... son los modos excitados. Por consiguiente, de aqui vemos que si 2. es
constante, la frecuencia w es directamente proporcional al nimero de momento angular ZH

Pasemos ahora a la determinaciéon numérica de las frecuencias en el régimen de modos cuasi-normales.
Como el objetivo concreto es describir estos modos a través de la férmula , el procedimiento que
adoptamos fue realizar un ajuste para las curvas que describen las oscilaciones del campo escalar (como
las que se muestran en la ﬁgura, y asi determinar las constantes A, o, w y 4.

Los métodos de ajuste de curvas constituyen herramientas estandares, que de por si ya se encuentran
implementados en muchas aplicaciones. Por tal motivo, y para no ocupar tiempo implementado esto en
el cédigo, lo que se hizo fue aprovechar el algoritmo de ajuste que ya viene incluido en la aplicacion que
utilizamos para las visualizacién de datos numéricos: Gnuplotﬂ

Respecto de los ajustes, mencionar dos observaciones importantes:

= Aqui se tuvo especial cuidado que, visto de forma mas general, el régimen de modos cuasi-normales
en realidad se describe a través de una suma de infinitos modos:

$(r,z2=1)=_ Apexp[(on + iwn)T — idp] . (4.68)

n=0

En la practica, tomando un observador situado en un punto del dominio espacial y considerando
de antemano un sistema con un numero ¢ fijo, nos fue imposible ajustar su curva de oscilacién con
una séla frecuencia. Por esto el ajuste al final se realiz6 para diferentes intervalos de tiempo [y, 2],
estimando los valores de A, o, w y 0 hasta las cifras significativas en que se aprecia una variacion de
intervalo a intervalo.

= Si bien lo anterior nos ayuda, en una primera aproximacién, a considerar contribuciones de los dife-
rentes modos cuasi-normales que aparecen en la ec. (4.68)), el ajuste sélo lo realizamos para determi-
nar el modo fundamental, que es el que nos interesa por ahora. Aunque por supuesto, en principio

6Recientemente realizamos un trabajo, en el que calculando las frecuencias cuasi-normales asociadas al fluido de Michel a
partir de un andlisis de modos y una evolucién de Cauchy de forma independiente (para esta ultima se recurrié a un cédigo
derivado del que se utiliz6 para obtener los resultados del presente capitulo), se compararon con las frecuencias calculadas a
partir de limite eikonal. La comparativa dié como resultado una concordancia remarcable, con una diferencia de menos del
1%. Més detalles se pueden encontrar en la referencia [112].

"De acuerdo a la documentacién proporcionada por el desarrollador, Gnuplot utiliza el algoritmo de minimos cuadrados
no lineales de Marquardt-Levenberg. Para mds informacidn, visitar http://www.gnuplot.info.


http://www.gnuplot.info
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aqui podria trabajarse un poco maés para determinar los demés modos, realizando nuevos ajustes
dando como guess inicial los valores obtenidos en el ajuste previo, o incluso implementando métodos
més sofisticados que nos permitiria determinar las frecuencias de oscilacién asi como los factores de
decaimiento presentes en cada modo. Ver por ejemplo el trabajo [113].

Entrando ya en los resultados, la figura muestra una grafica representativa de los diferentes ajustes
que se realizaron. En esta se utilizé un sistema con ¢ = 2, un observador situado en el infinito nulo z = 1,
y el ajuste se llevé a cabo en el intervalo de tiempo 7 € [30, 70].

Posteriomente, en el cuadro mostramos los valores del exponente de decaimiento o y la frecuencia
w encontrados para sistemas con diferentes valores de /¢, utilizando los datos del campo escalar detectado
en el infinito nulo z = 1. Estos son los resultados finales, en los que ya se han realizado los truncamientos
de cifras significativas, considerando: i) los errores estdndares entregados por el algoritmo de ajuste de
gnuplot, y ii) la variacién de los valores numéricos al considerar diferentes intervalos de tiempo [r1, 72]. Los
valores para ¢ = 1 guardan consistencia con los resultados obtenidos en la referencia [114]. Por lo dema4s,
cabe mencionar que o y w los estamos midiendo en unidades de M !, con M la masa del agujero negro.

Modos cuasi—normales en el infinito nulo, con £=2

0.01 T T T T T T T
Curva de ajuste
Datos numéricos
0.001
= 0.0001 |
-
1
N
-
E le-05
1le-06
1e-07 . . . . . . .

30 35 40 45 50 55 60 65 70

Figura 4.8: Ejemplo representativo de los ajustes realizados en el régimen de los modos cuasi-normales. Aqui se
fij6 el nimero momento angular en ¢ = 2, el detector se localizd, en el infinito nulo, y se escogié el intervalo
7 € [30,40]. Los pardmetros de la malla fueron: Az = 0.01 y Acrr = 0.02.

=1 =2 7=3 =4
o + iw | —0.097 +0.29 | —0.0966 + 0.4837 | —0.0965 + i0.6754 | —0.09639 + i0.86742

Cuadro 4.1: Resultados de los ajustes realizados para los modos cuasi-normales del campo escalar ¢ detectado en
el infinito nulo (z = 1). S6lo mostramos el exponente de decaimiento o y la frecuencia w, dado que estos son los
pardmetros de mayor relevancia para nuestros fines. Ambas cantidades estdn expresadas en unidades de M !, con
M de masa del agujero negro de Schwarzschild.

Cabe mencionar que aqui no hemos incluido resultados para el caso £ = 0, dado que en éste no se
apreciaba de manera evidente las oscilaciones, lo que hacia imposible realizar un ajuste. Por lo demas,
cuando realizamos el ajuste utilizando el campo escalar detectado en el horizonte, esto es z = 0, los valores
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encontrados para ¢ y w no variaron sustancialmente mas alla del error numérico. Por lo que, en buenas
cuentas, esto nos confirma que los modos cuasi-normales son modos caracteristicos del sistema fisico que
de antemano deseamos estudiar, independiente de nuestra localizacién como observadores.

4.5.4. Decaimiento de cola

Enfoquémonos ahora en el decaimiento de cola, utilizando diferentes valores para el niimero de momento
angular ¢. En general, para determinar el exponente de decaimiento p de la ec. (4.69)), el procedimiento es
derivar el logaritmo de la ecuacién (4.63):

1 —
¢ = Br? = log¢p = logB—plogr = P L = L
-

= P = —%@(b. (4.69)

Ahora bien, considerando las ecs. y , es posible obtener 0.¢ en términos de los campos ¥ y
7, simplemente sumando ambas ecuaciones, con adecuados factores, de tal manera que el término 0, ¢ sea
removido. El resultado es el siguiente: R

Or¢p = am + 4Py . (4.70)

Por lo tanto, usando esta 1ltima expresién en la ec. (4.69)), obtenemos:
T .
p= Y [aﬁ + 'y,Bz/J] . (4.71)

La ec. nos permite determinar el exponente de decaimiento del campo escalar en el régimen de
decaimiendo de cola, para un valor de z fijo. Y noétese ademdas que en la expresiéon no aparece ninguna
derivada espacial de los campos, lo que la hace muy conveniente. Con esto entonces, situamos un detector
idealizado en el infinito nulo, z = 1. Los resultados de las potencias de decaimiento, para sistemas con
diferentes valores de ¢, se muestran en la figura Aqui mostramos explicitamente los rangos en que el
exponente p varié en el transcurso de la evolucién, para cada caso. Los valores obtenidos sugieren una ley
de la forma:

p(z) ~ 70 (4.72)

la que es consistente con resultados obtenidos en [110]. De la literatura se sabe ademds que la potencia de
decaimiento varia para un observador tipo tiempo. Esto en la practica lo confirmamos con los resultados
del codigo, pero que no lo hemos incluido, mas que nada porque aqui realmente no estamos interesados en
presentar un analisis exhaustivo sobre esto.

4.5.5. Pruebas de autoconvergencia

Para finalizar con los resultados numéricos, presentamos algunas pruebas de autoconvergencia. Como
podré recordar el lector, en los capitulos anteriores, para las pruebas de convergencia monitoreamos las
normas de los errores. Por supuesto, aqui podriamos seguir el mismo camino. Sin embargo, como ahora el
sistema fisico es mas complejo, tomamos un camino mas exhaustivo: monitorear las diferencias del campo a
distintas resoluciones, en todos los puntos de la malla espacial, a diferentes tiempos. Esto, aparte de darnos
mayor informacién del error numeérico, en la practica nos ayudé a tener mayor control en la depuracion y
comprension del codigo.

Entrando en resultados, la figura [£.10] muestra capturas, a diferentes tiempos, del monitoreo de la au-
toconvergenciaﬁ Aqui de inmediato identificamos la tendencia, la cual nos sugiere que en general el cédigo

8La grafica de autoconvergencia al tiempo inicial 7 = 0.0 no se puede mostrar. Esto, ya que como en el eje y las diferencias
se muestran en escala logaritmica, y como la Gaussiana se define como entrada de la misma manera para cualquier resolucién,
las diferencias a lo largo del dominio son exactamente cero.
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Figura 4.9: Exponente de decaimiento p del campo ¢, en funcién del tiempo, detectado en el infinito nulo para
diferentes valores del nimero de momento angular orbital ¢. Este cdlculo se hizo para los mismos datos de la figura
omitiendo los correspondientes al régimen de oscilaciones cuasi-normales. Los corchetes indican el rango en que
varié el valor p para cada ¢ = {0, 1,2, 3}.

converge, ya que las diferencias del campo calculado con resoluciones consecutivas en general disminuye en
ordenes de magnitud cada vez menores. De hecho, en 7 = 250 y 7 = 400 vemos que cuando llegamos a las
tres ultimas resoluciones, las diferencias cerca de las fronteras rapidamente se estancan, ya que se vuelven
del orden de redondeo de la maquina (=~ 1071%), asf que uno espera que no haya convergencia en dichas
regiones.

Sin embargo, en la grafica a 7 = 5.0 sucede algo extrano con las dos primeras resoluciones, y que hemos
sefialado con un recuadro. Ya que aun cuando las diferencias calculadas con las dos primeras resoluciones
son mayores que el orden de redondeo de la maquina, y sin una razén evidente, pareciera bajar demasiado
el orden de convergencia. ;Qué es lo que estd pasando aqui? Para responder esta pregunta, y como el efecto
aparece cerca de la frontera derecha, resulta conveniente realizar una prueba de convergencia justamente
en z = 1. Esto puede verse a la izquierda de la figura [{.11] en donde amplificando la regién de interés,
vemos que el efecto no solo se da en el instante 7 = 5.0, sino en el intervalo T € [3.0,13.0] aprox.

De hecho, es interesante notar que el anterior intervalo se situa en la etapa temprana del régimen de
modos cuasi-normales, justo después de detectarse la rafaga del pulso inicial, como se muestra a la dere-
cha de la figura En esta etapa, el modo fundamental todavia no es el que predomina, y los efectos
de los modos excitados influyen en el problema. Por lo tanto, la baja en la convergencia que se ve entre
los tiempos 7 = 3.0 y 7 = 13.0 sugiere claramente un problema de resolucién, en el sentido de que si el
c6digo se ejecuta con las resoluciones mas bajas, éste sencillamente no es capaz de capturar los efectos de
los modos excitados. Esto, en la practica, fue similar a lo que ocurrié con el decaimiento de cola, el cual
sélo se podia visualizar para resoluciones altas, refinando la malla hasta érdenes de 2* a 2°, siempre que
no se alcanzaran diferencias comparables al orden de redondeo de la méquina. Aun asi, aqui enfatizamos
nuevamente que el cédigo si converge, ya que este problema simplemente aparece por falta de resolucién.

Finalmente, vamos a calcular el factor de convergencia en funcién del tiempo. Para esto, utilizamos
la ec. ([2.36)), haciendo Azy = Az /2, o dicho de otra manera, nuestro refinamiento de malla consecutivo
divide el espacio entre puntos a la mitad. En particular, vamos a utilizar la segunda y tercera diferencia.
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Figura 4.10: Prueba de autoconvergencia para un sistema configurado con £ = 2, entre los tiempos 7 = 0.4 and
7 = 400 (tiempo medido en unidades de masa M del agujero negro). Este se realizé considerando las diferencias
del campo ¢, a lo en todo el dominio, utilizando las resoluciones Az/2", con n = 1,2,4,6,8,10. Pardmetros de la
malla: Az =0.01 y A\crr, = 0.2.
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Prueba de convergencia en z=1, con £=2 Campo escalar detectado en z=1, con {=2
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Figura 4.11: A la izquierda, una prueba de autoconvergencia para el campo escalar detectado en z = 1. Posterior
a la rafaga inicial, de 7 = 3 a 7 = 13 aprox. (en unidades de M) se aprecia una baja en la autoconvergencia.
Como se muestra en la gréfica de la derecha, esta baja se encuentra en la etapa temprana del régimen de modos
cuasi-normales, en la cual el modo fundamental aun no es el que predomina, ya que influyen los modos excitados.

Aqui se utilizé6 At = % =~ 0.05.

Es decir, el factor de convergencia se calculara asi:

B ¢% _ Paz —daz Pgosan — dosas

Az
FdC = = = =
Paz —Gaz  Paz — sz dooizsaz — Po2sas

(4.73)

donde el campo ¢ depende de 7y z.

Los resultados los mostramos en la figura en los cuales se aprecia claramente que el factor de
convergencia que oscila alrededor de 26 = 64. Por supuesto, como era de esperar, en la captura 7 = 5.0
nuevamente aparece una baja en la convergencia, debido a lo que mencionamos anteriormente. No obstante,
aqui es importante remarcar que este efecto en realidad es minimo en comparacion con la tendencia general
del sistema. Esto, ya que en escala de tiempo, su aparicién es brevisima en comparaciéon al tiempo total
de ejecucién del codigo. Sin contar ademéas que el error numérico, de resolucion, asociado a esta baja en
la convergencia, no se propaga en el dominio, queddndose sélo en la regién cercana al infinito nulo. De
todas formas, aqui lo relevante es que esto simplemente es un error que aparece por falta de resolucién,
que hemos querido mostrar para efectos ilustrativos y por su relaciéon con los modos excitados, pero que se
soluciona al aumentar la resolucién del cédigo.
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Figura 4.12: Evolucion del factor de convergencia, simulando el sistema con el nimero de momento angular
¢ = 2, entre los tiempos 7 = 0.2 y 7 = 500 (en unidades de M). El célculo de este factor se realizé utilizando
las resoluciones Az/2™, con n =1,2,3.



Capitulo 5

Formalismo tetradial de la relatividad
numeérica

En los dos capitulos previos hemos estudiado campos escalares sobre fondos fijos: el de Minkowski,
que describe un espacio-tiempo plano, y el de Schwarzschild, que describe un agujero negro. Aun cuando
esto constituye una buena aproximacién en ciertos casos, en general no hay razones para suponer que la
gravedad producida por el propio campo escalar sea despreciable. Es por esto que, para enfrentar el pro-
blema fisico con un enfoque aun méas general, se hard necesario trabajar con las ecuaciones de Einstein de
la Relatividad General, las cuales acoplan dindmicamente la(s) fuente(s) de materia, con la geometria del
espacio tiempo.

En este capitulo no realizaremos experimentos numéricos. Sino més bien, utilizando el poder del célculo
tensorial, dirigiremos nuestros esfuerzos a reformular las ecuaciones de Einstein, con miras a su implemen-
tacién numérica. En particular, estudiaremos el formalismo tetradial desarrollado por Bardeen, Sarbach y
Buchman [80], y que se adapta de manera natural a hipersuperficies de foliacién con curvatura media cons-
tante positiva y a la compactificacién conforme. Nuestro objetivo seguird siendo el de detectar la radiacién
en el infinito nulo, incluyendo este 1iltimo como frontera de nuestro dominio.

El orden que seguiremos serd el siguiente. En primer lugar, definiremos las tétradas y las cantidades
asociadas a la conexién, que en este formalismo, son los elementos que codifican la informacion de la
geometria del espacio-tiempo. En segundo lugar, realizaremos la descomposiciéon 3 4+ 1 de los coeficientes
de conexién, para posteriormente, descomponer las ecuaciones de Einstein de acuerdo a este formalismo.
Finalmente, aplicaremos nuestra transformacién conforme, reescalando las tétradas, los coeficientes de
conexién, asi como también las ecuaciones de Einstein.

5.1. Bases generales del formalismo

5.1.1. Construccion de las tétradas

En esencia, el formalismo tetradial de la relatividad general hace uso de una base ortonormal de campos
vectoriales, en lugar de la tradicional base coordenada. Por lo que, aqui la tarea serd reescribir los coeficien-
tes de conexién, que en el caso de la base coordenada precisamente corresponden a los conocidos simbolos
de Christoffel. Luego entonces, teniendo estos coeficientes generalizados, reescribiremos las ecuaciones de
Einstein en la nueva base ortonormal.

Sea una variedad diferenciable M con métrica lorentziana g. Sea ademads una base ortonormal eg, e1, €2, €3

111
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€ x(M )E| En otras palabras, a cada punto del espacio-tiempo le estamos asignando una tétrada formada
por los campos vectoriales {e,}, con a = 0, 1,2,3. Adicionalmente, vamos a suponer que ep es un campo
vectorial tipo tiempo y que e, (con b = 1,2,3) son campos vectoriales tipo espacio, satisfaciendo, por
consiguiente, la relacién:

0, a#p
g(ease3) =nap=q —1 , a=5=0 (5.1)
+1, a==1,2,3

con 1,3 denotando ciertos simbolosﬂ que cumplen la funcién de subir y bajar indices. Por lo que, definida
la naturaleza de los campos vectoriales, asignamos a cada brazo de la tétrada 4 componentes relativas a la
base coordenada {0y, 01, 02,03}, tal que:

ea =e€,'"0, . (5.2)

Si bien lo definido hasta ahora pareciera ser claro, de inmediato surgen dos preguntas fundamentales.
La primera de estas es: ;Qué libertad existe al escoger una tétrada en cada punto del espacio tiempo?
Esta pregunta nos lleva a entender la libertad de norma involucrada en el formalismo, y para responderla
necesitamos considerar una transformacion local, es decir en un punto del espacio-tiempo, entre una tétrada
{eq} v otra tétrada {e, }:

e, =Ae, . (5.3)

Viendo ahora los simbolos 74, tenemos lo siguiente:

Nap = 9(€,€3) = g(Aa'Vev,AB‘Se(;) = Aa“’Aﬁ‘sg(ev,e(g) = Aa7n75A55 = (AnAT)aB , (5.4)

N~é

por lo que A € O(1,3) define una transformacién de Lorentz.

Tener presente que con estas transformaciones de Lorentz tenemos en total 6 grados de libertad de
norma independientes: tres asociados a los empujes (boosts) de cada tétrada, y tres asociados a sus rota-
ciones. Como lo veremos mas adelante, para fijar la norma asociada a los boosts, pediremos que el campo
vectorial tipo tiempo eg sea ortogonal a nuestras hipersuperficies de foliaciéon de curvatura extrinseca media
constante positiva. Y para fijar la norma asociada a las rotaciones, recurriremos a la norma de Nester, la
que a su vez nos permitird elegir de manera natural el factor conforme.

Pero bueno, pasando a la segunda pregunta: ;Cémo construir, explicitamente, nuestra métrica a partir
de las tétradas? Para responder a esta pregunta necesitamos recurrir a la base dual 6%, 01, 62,03 € x*(M )E|
la cual satisface la propiedad:

6% (e5) = 6% . (5.5)

Supongamos ahora dos vectores arbitrarios X e Y, que en términos de la base de tétradas e, y la base
dual 9, satisfacen las siguientes relaciones:

X =X%, , X*=0%X) , (5.6)
Y =YY%, , Y*=0%Y) . (5.7)

LCon x(M) denotamos en general la clase de campos vectoriales C*° diferenciables sobre M.

2Es importante enfatizar que los simbolos 7 g no son las componentes de la métrica de Minkowski. Ya que si bien tienen
la misma forma, aqui trabajamos sobre un fondo curvo. De todas formas, como veremos maés adelante, la informacién de la
geometria curva precisamente estd contenida en las tétradas que cubren la variedad.

3Con x*(M) denotamos en general la clase de campos covectoriales C* diferenciables sobre M.
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Con todas estas relaciones, entonces calculamos la métrica evaluada en X e Y:

g(X,Y) = g(X%q,YPes) = XYP g(ea,e5) = XY Pnap = 100" (X) 6° (V)
N—_——
gap=MNaps
3
= g =nap 000" = —0°260°+> "2 (5.8)
b=1

la cual facilmente podemos expresar en términos de la base {#*} dual a la base de campos vectoriales
{ea}. Por lo que, con esto tenemos que la informacién de la geometria del espacio-tiempo estd contenida
implicitamente en las tétradas que cubren la variedad M.

Ejemplo: Consideremos la métrica de Schwarzschild:

2 oM
dr +r? (d9* +sinvde®) , N(r)=1—-"— |, r>2M , (5.9)

g = —N(’/‘)dt2 + m r

con M la masa del agujero negro. Construyamos ahora la base de tétradas. Para esto comparamos la
métrica ((5.9) con (5.8)), y por simple inspeccién podemos escribir la base dual:

6° = \/N(r)dt , 01:]\17()dr , 02 =rdd , 03 =rsindde .
r

Y ahora, usando la propiedad 0%(eg) = 0%, obtenemos nuestras tétradas:

1

1
60:T(r)3t , e1=+N(r)o, , 62:;319 , ez =

1
reingd *

Cabe mencionar que esta eleccién para la base de tétradas no es tunica. De hecho, aiin cuando es la
més inmediata, no es del todo conveniente, ya que es singular cuando r = 0, N(r) =0y 9 = 0, 7. Por el
momento vamos a dejar este problema abierto. Sin embargo, en el siguiente capitulo, cuando estudiemos
en detalle el caso de simetria esférica, introduciremos una base ortonormal de tétradas en la cual ya no
tendremos esta dificultad.

5.1.2. Cantidades asociadas a la conexién
a) Coeficientes de conexién

Supongamos una base de campos vectoriales e, € x(M ), no necesariamente ortonormal o coordenada.
Los coeficientes de conexién, utilizando dicha base, se definen como:

LCapy = g(ea, Ve, ep) , 0 bien Ve,e =T% eaq (5.10)

donde I'*g, = g*°I's3, vy V es la conexién de Levi-Civita. Estos coeficientes de conexién, de hecho, son una
generalizacién de los conocidos simbolos Christoffel. Ya que si consideramos la base coordenada e, = d,,
entonces:

Vawaﬁ = f‘a[gwaa , (5.11)

donde I'? g precisamente representa los simbolos de Christoffel, que son simétricos en los dos tltimos indi-
ces v/, siempre que la conexién V sea libre de torsién.

Estudiemos ahora las simetrias de los coeficientes de conexién que hemos definido, para ver de forma
mas clara sus ventajas por sobre los tradicionales simbolos de Christoffel.
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Consideremos en primer lugar la definicién invariante de la torsion,
T(X,)Y):=VxY -VyX -[X)Y] , (5.12)

con X eY € x(M), V la conexién afin de Levi-Civita asociada a la métrica g. Ahora aplicamos dicha
definicién a la base arbitraria de vectores e,. Nos queda lo siguiente:

T(eares) = Ve, — Vezeq — [ea,ep]
0
g (e meﬁ)) = F'y,@a _Fyaﬂ _g(e"/’[eaveﬁb
= gleyleases]) = Toga—Thap s (5.13)

donde hemos asumido la torsién T = 0. Ahora bien, si en la ec. ((5.13)) la base de campos vectoriales e, es
coordenada, tenemos que g (e, [eq, €g]) = 0. Por lo tanto:

g(ey,lea,ep]) = gley,eaep—egea) = 0 = T g, =T 5 = Dypa = Dhap, (5.14)

donde hemos reproducido a un resultado conocido. A saber: los coeficientes de conexién, o mé&s precisa-
mente en este caso, los simbolos de Christoffel, son simétricos en los dos ltimos indices a8, dando un total
de 40 componentes independientes.

Consideremos ahora la forma invariante de la identidad de Ricci,
Zg(X, V) =9g(VzX,Y)+g(X,VzY) , (5.15)

con X|Y,Z € x(M) y V nuevamente la conexién de Levi-Civita asociada a g. Ahora utilicemos esta
identidad con nuestra base de vectores e,. Nos queda lo siguiente:

€y [g<ea7eﬂ)] = g(eaaveweﬁ> +g(€ﬁ7ve_yea)
= ey [g9(ea,e8)] = Cogy T 10y > (5.16)

donde hemos utilizado el hecho que V es métrica. Ahora entonces si la base de vectores e, es ortonormal,
como la base de tétradas que nos interesa utilizar, en la ec. tenemos que e, [g(eq, e5)] = 0. Por
consiguiente:

evlgeases)] = ey[map=cte] =0 = T,5, =-Tg,, , (5.17)
donde hemos utilizando la definicién . Por lo demads, aqui de inmediato apreciamos la ventaja de
trabajar con una base ortornormal, ya que debido a la antisimetria en los dos primeros indices en I'ng,
tenemos un total de 24 coeficientes de conexién. Cantidad considerablemente menor a los 40 simbolos de
Christoffel que aparecen al trabajar en la base coordenada.

Con los resultados obtenidos de la identidad de Ricci y de la definicién torsién respectivamente, ahora
vamos a calcular una expresién explicita para los coeficientes de conexién. En la préctica, esto es de mucha
utilidad, ya que como veremos al final del cdlculo, nos permitird evaluar dichos coeficientes facilmente a
través de conmutadores y productos escalares.

Sea una base ortonormal de campos vectoriales e,. De la ec. (5.13)) tenemos que:

gley,learepl) = Typa—Thap =0 Chap = —Cypa (5.18)

donde hemos definimos la cantidad C g, que por construccion es antisimétrica en los dos tltimos indices.
Con esta expresion, escribamos ahora las cantidades Cagy ¥ Cgay, realizando dos y tres permutaciones
consecutivas en los indices ya/3:

Crap = Typa —Thap, (5.19)
Capy = Tayg—Tapy, (5.20)
Cgay = Tgya—Tgay - (5.21)
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Nos proponemos calcular I', . utilizando estas ecuaciones. Para esto, simplemente sumamos las ecs. (5.19),
(5.20)) y (5.20)), obteniendo el siguiente desarrollo y resultado:

Crap + Capy +Caay = Thpa —T'yap + Taysg —Lapy +Tgya —Tay = — 20548
~—~— ~—~— ——
—T'gya —T'yas Capy
1
= Thap = 3 (Capy + Cpay + Cyap)

= 5 {9 (eas o)) + (05, eares]) + 9 s eases))

= 5 {9easlers ) + 9 (ep.ers€al) = 9 s feareal)} (522)

donde, de acuerdo a la ec. (5.17)), hemos usado el hecho de que I'n gy = —I'ga~, y por supuesto, la definicién
general de los coeficientes de conexidn, esto es la ec. (5.10)).

Supongamos ahora que la base de campos vectoriales e, es coordenada. De la ec. tenemos lo
siguiente:
ey[g(easep)] = Tapy+Tgay = Dyap = Dysa (5.23)
donde definimos la cantidad D~.g, que por construccion es simétrica en los dos tltimos indices. Ahora bien,
de forma analoga al como lo hicimos en el caso de la base ortonormal, escribimos Dugy y Dgay, realizando
las permutaciones respectivas en los indices:

Dyap = Tapy +Tpay (5.24)
Daﬁ’)’ - Fﬁ’yoé =+ F’y[ﬂa ’ (525)
Dgay = Tayg+Tyap - (5.26)

Con el fin de calcular I',ng, vamos a sustraer la ec. (5.25) de la ec. (5.24)), y el resultado lo sustraemos a
su vez a la ec. (5.26]). Entonces nos queda lo siguiente:

Dpay = (Dyap = Dagy) = Tayp+Thap = Lapy +Tsay = (Upya +Tpa)] = 20as
—— —— =~
Laqys Fgay Cyap
1
= Dhap 2 (Dagy + Dpay = Dryap)
1
) {ea g(es eq) +es gleasey) — ey glea,ep)} (5.27)

donde hemos usado la ec. (5.14). Y notando ademés que el resultado final, precisamente es la férmula que
se utiliza para relacionar los simbolos de Christoffel, cuando se escoge la base de campos vectoriales {04},
asociada a las coordenadas locales {x}.

Recogiendo los resultados obtenidos, finalmente establecemos un teorema.

Teorema 1 Sea (M, g) una variedad lorentziana con conexion de Levi-Civita V, en la que se define una
base arbitraria de campos vectoriales {es}, y en donde la métrica estd dada por g := gapf* ® 6%, con
{0°} la base dual a {es}. Entonces, los coeficientes de conexion I'yop pueden ser calculados a través de la
siguiente formula:
1
Lrap = 9 (Dapy + Day = Dyap = Capy — Cgay — Cyap) (5.28)
donde hemos definido:
Crap = gley,[earepl) » Dyap = eylgleases)] - (5.29)

notando que Cap Y Dyap es antisimétrico y simétrico en afs, respectivamente. En particular, si {eq} es
ortonormal = Do = 0. Y por otro lado, si {ea} es coordenada = Cyap = 0.
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Demostracién: Es claro que con el cdlculo previamente mostrado, en el que partiendo de las definiciones de
Cyap ¥ D~ap, y realizando las correspondientes permutaciones para obtener explicitamente una expresién
explicita para I'yog, este teorema queda demostrado. No obstante, se debe tener presente que cuando
consideramos una base general, es decir no necesariamente ortonormal o coordenada, tanto la ec. (5.13))
como la ec. contribuyen. De hecho, precisamente es por esto que en la ec. aparecen tanto las
cantidades C,g, como las cantidades D,g., con sus respectivos indices permutados. O

b) Tensor de Curvatura

Enfoquémonos ahora en el tensor de curvatura, en su forma invariante,
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ -Vixy|Z , (5.30)

y apliquémoslo a una base arbitraria de vectores. Nos queda el siguiente desarrollo:

R(ea,ep)ey = Ve, Veseqy =V, Ve ey = Vie, cs1€y s (5.31)
——— ———
(4) (@)
(i) = Ve, Veysey = Ve, (I 8es) = ea(I%4p) e + 1751750,
- o 5 o
(ZZ) = v[ea,cﬁ]e'y = vroﬁaea_roaﬂea_%gﬁo €y = r Bal—‘ ~yo€p — T aﬁ].—‘p'ya'ep s
= Rea,e8)ey = eq(I78)es +T781%50e, +T70p1"15e, — (a < B)
= Rpap = g(ep R(ea,ep)ey)

= ea(Tpyp) + 798000 + Taplpro — (@< B) (5.32)

Cabe mencionar que en el desarrollo del término (i) usamos la definicién de los coeficientes de conexién
Ve e = 175,65 En el término (ii), por otro lado, asumimos de antemano la torsién 7' = 0, y posterio-
mente aplicamos la derivada covariante de campos vectoriales. Finalmente, cuando reemplazamos (i) y (i)
en la ec. , por notacién hemos descompuesto la expresiéon en dos contribuciones, que se diferencian
en el orden que aparecen los indices a y .

Observaciones:
= De la ec. ((5.32) vemos que Rqp+, es antisimétrico en ambos pares de indices o5 y vp.

= Teniendo la expresion explicita para el tensor de curvatura, podemos reescribir el tensor de Einstein
en términos de nuestra base ortonormal de tétradas. En concreto:

1 1
Guop=Rop — §gaﬁR77 = Rﬂ{avﬁ ~ 59as trR (5.33)

donde requerimos la contraccién del tensor de curvatura en su primer y tercer indice, esto es Rog =
R o, asi como también su traza R7,.

Finalmente, recordamos las identidades de Bianchi:

Z Raﬁ"/fs = RO&,@"/(S + Rats,@’y + Ra'yti,@ =0, (534)
[B79]

donde la notacién [$74] representa las permutaciones ciclicas de los indices Svd.
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5.2. Descomposicion 3 + 1 de los coeficientes de conexién

Una pregunta que hasta ahora no nos la habiamos planteado es: ;Por qué molestarnos en trabajar con
una base ortonormal de tétradas en lugar de la tradicional base coordenada? Una respuesta que podriamos
dar, es que este formalismo nos permite relacionar de una manera mucho mas directa y elegante, nuestras
variables fisicas con la geometria del problema. En efecto, como lo veremos en esta seccién, cuando rees-
cribimos los coeficientes de conexén de acuerdo a la descomposicion 3 + 1, cada uno de estos tiene una
interpretaciéon geométrica particular.

De forma similar a como lo hemos realizado en capitulos anteriores, introducimos una folacién del
espacio-tiempo a través de hipersuperficies espaciales ;. Como una forma de fijar la libertad de norma
asociada a los boosts de Lorentz en cada tétrada, escogemos ey normal a dicha foliacion, lo que nos permite
tener ey = u con u denotando la cuadrivelocidad de los observadores que viajan en la direccién normal a
3. Asi entonces, la linea de mundo v que siguen los mencionados observadores se encuentra parametrizada
por su tiempo propio 7, de tal forma que u = 0,. Ver figura[5.1

Figura 5.1: Hipersuperficies de foliacién 3; y base ortonormal de tétradas eo,e1, ez, e3. Aqui hemos fijado la
libertad de norma asociada a los boosts de las tétradas haciendo ey = n con n el vector normal a la foliacién, lo
que nos lleva a que ey = u con u la cuadrivelocidad de los observadores normales. Por consiguiente, la curva que
que siguen los observadores normales a ¥ se encuentra parametrizada por su tiempo propio, es decir v(7). Todo
se encuentra sumergido en un espacio tiempo (M, g).

Volvamos a la definicién de los coeficientes de conexidn, esto es la ec. (5.10]). Recordando que para
nuestra base ortonormal de tétradas tenemos que I'ngy = —I'gay, y considerando la eleccién de norma
eg = n, calcularemos los coeficientes de conexion a través de la descomposicion:

Topo : 3 componentes , Tgpe : 9 componentes

T'apo @ 3 componentes , D'gpe @ 9 componentes

donde los indices espaciales a, b, ¢ pueden tomar los valores 1, 2, 3.
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5.2.1. Aceleracion de los observadores normales
Comencemos calculando los coeficientes 'y

a

o = —Twoo = —g (en, Veoeo) = —glew, Yall) = —a, = ; (5.35)

con a = V,u denotando la aceleracién de los observadores normales con cuadrivelocidad u = eg, v ap la
componente de esta aceleracion en la direccién de e,. Algo importante a tener en cuenta, es que a L u, ya
que si calculamos el producto interno g(a,u) nos queda:

o0 ) = 9 (V) = Julglu,w)] = sulgleo, )] = 5ul-1] =0, (5.36)

donde hemos usado la identidad de Ricci, ec. (5.15)), y que la cuadrivelocidad u se encuentra normalizada
a través de g(u,u) = g(ep,eq) = —1 por la definicién (5.1)).

5.2.2. Curvatura extrinseca asociada a la foliacién

Continuando con el coeficiente I'gp., tenemos lo siguiente:

1_‘Obc = _FbOC = —g(eb, V6660) = _g(eb7 vecn) = _kcb = P (537)

donde n denota el vector normal a las hipersuperficies 3; v k., la componente cb de la curvatura extrinseca
de dichas hipersuperﬁciesﬂ Otra forma de reescribir este resultado, es considerar la torsién aplicada a los
brazos espaciales de la tétrada,

0="T(eqa,ep) = Ve, — Ve,€a — [€ar e8] = Ve,ep =T (eq,ep) + Ve,€a + [€as €]
y reemplazar V. e, en la expresion para kgp, esto es:
kab = —Topa = —g(n, Ve, e0) = =g (0, Ve,ea) — g (0, [€a, €b]) = kba — g (7, [€a, €0])

Ahora bien, aqui notamos algo importante. Dado que los campos vectoriales e, y e, son paralelos a las
hipersuperficies %, el conmutador [e,,ep] también lo es. Por lo tanto, tenemos que g (n,[eq,ep]) = 0,
concluyendo que el tensor de curvatura extrinseca es simétrico:

- 539

5.2.3. Velocidad angular de la triada espacial
a) Preludio: Transporte de Fermi

Sea un espacio-tiempo descrito por la variedad lorentziana (M, g), en el que observadores parametrizados
por su tiempo propio 7 viajan a través de trayectorias tipo tiempo y(7), con velocidades u = ¥ tangentes
a dichas trayectorias en cada punto. Sea ademé&s una base coordenada {e,} en cada punto de la curva
~ tal que ey = u, normalizando u a través de g(u,u) = 1. Ahora nos preguntamos: ;{Cémo escoger la
triada espacial e, es, e3? Una eleccién natural serfa escogerla tal que los vectores e; (con i = 1,2, 3) sean
ortogonales a eg, pero también mutuamente ortonormales entre ellos de tal forma que al transportarlos
paralelamente a lo largo de la curva =, estos preserven angulos. Es decir, en primer lugar tendriamos que:

0 0
ulg(e;, e5)] = Q(Mej)ﬁLg(ei,M = 0 = g(ei,e;) = cte. , (5.39)

4Es importante remarcar que esta interpretacién geométrica es valida sélo si el campo vectorial eg es ortogonal a las
hipersuperficies ¥, es decir eg = n.
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donde hemos usado la identidad de Ricci , junto con el hecho de que V,e; = Vye; = 0 (con
1,7 = 1,2,3) por nuestra eleccién de norma asociada a los observadores normales a ;. De manera adicional
podemos determinar el angulo entre uno de los vectores de la triada espacial, digamos e;, y el vector eg
normal a las hipersuperficies de foliacién X;:

ulg(es, e0)] = g(Mgo)ng(ei,Vueo) = g(e;, Vou) = g(ei,a) . (5.40)

Por lo tanto, aqui vemos que si la curva v es una geodésica, tenemos que la aceleraciéon a = 0, y por
ende el angulo recto entre e; y eg = u a lo largo de v se preserva. Sin embargo, como aqui nos interesa
formular el problema utilizando curvas generales, es decir, no necesariamente geodésicas, introducimos la
derivada de Fermi de un campo vectorial X € x(M) con respecto al campo vectorial de velocidades u, que
matemédticamente se escribe como [115]:

F.X=V,X+gw,X)a—g(a,X)u . (5.41)
Cabe mencionar que la derivada de Fermi satisface las propiedades [116]:
i. F, =V, si v es una geodésica.
ii. Fybu=20.
iii. g(X,u)=0 = F,X =(V,X), , con L denotando la proyeccién perpendicular a .
iv. ulg(X,Y)] = g(FX,Y) + g(X,F,Y) VX,Y € x(M) .
v. Fu(fX+Y) = fF,X +u[f]IX +F,Y VXY € x(M) y VfeF(M)

2

Con la derivada de Fermi a la mano, el paso siguiente es generalizar el tradicional del transporte para-
lelo definiendo el transporte de Fermi de un vector X a lo largo de la trayectoria vy a través de la ecuacién
F,X = 0. Con esto, entonces tenemos que si y es una geodésica, el transporte de Fermi concide con el
transporte paralelo. Pero ademads, si en la propiedad 4 de la derivada de Fermi F, X = F,Y = 0, entonces
u[g(X,Y)] = 0 o bien g(X,Y) = cte., lo que nos dice que el dngulo formado por X e Y se preserva a lo
largo de la curva 7.

Finalmente, si escogemos una base ortonormal tal que ey = u y Fee; = 0 en cada punto de la curva
v, diremos que dicha base es un sistema de referencia no-rotante. Por lo tanto, al transportar ey, es y es3
a lo largo de la curva v (no necesariamente geodésica) con F.e; = 0, ahora si tendremos que e; L eg en
todos los puntos . Aunque teniendo presente que dada una curva -y a priori, este sistema es tnico salvo
una rotacién global de la triada.

b) Aplicacién a nuestro problema
Pasando ahora al célculo de I'ypg, tenemos:
Lavo = g (€a, Veger) = g (€a, Vues)
donde necesitamos desarrollar la cantidad V,ep. Y aqui precisamente, vamos a utilizar la derivada de

Fermi, aplicado a nuestra base ortonormal de tétradas. En concreto:

0
IF‘ueb - vueb +W -9 (aa eb) u = vueb = IFueb +g (a, eb) u -,
——
ulep
teniendo presente que u es ortogonal a e,. Asi, volviendo a I' 50, nos queda:

0
1—‘ab() = g (ea7Fueb) + g ((l, eb)M =49 (ea?Fueb) . (542)
——

eqlu



120 Capitulo 5. Formalismo tetradial de la relatividad numérica

Pero por otro lado tenemos lo siguiente:

g (Fueba 'LL) = g (Vueb - g(a, eb)ua u) =4g (vuebv u) + ap
= —g(ep,Vyu)+ap, = —ap+a, = 0
= Fuep Lu (5.43)

lo que nos permite reescribir la derivada de Fermi como F,e;, = ,°e., donde hemos definido el tensor
0 =€ v‘wy, que satisface la propiedad Q¢ = —Q¢ por la antisimetria de los coeficientes de conexién.
Con esto el coeficiente I' ;50 nos queda:

Tavo = g (ea, Q) = g (easec) = Uy ==y = | Tavo := —€pwe | (5.44)
——

dac

donde usamos el tensor antisimétrico de Levi-Civita €, y el vector w, que se define como:
We = —=€,"Ty0 - (5.45)
La cantidad w, la interpretamos geométricamente como la componente a de la velocidad angular de los

brazos espaciales {e1,e2,e3} de la tétrada, con respecto a un sistema no rotante a lo largo de las curvas
integrales definidas por los observadores normales a ;.

5.2.4. Conexién inducida sobre la foliacion

Por ultimo, para los coeficientes I' 3. simplemente tenemos:

Fabc =g (ea, veCEb) = F(Lbc = edabNCd , (546)

donde hemos introducido los simbolos N,; definido como:

1
Nab = §€decha , (547)
que lo intepretamos como los coeficientes de conexién inducidos sobre las hipersuperficies espaciales X,
siempre que eg sea ortogonal a dichas hipersuperficies.

5.2.5. Aceleracion en funcién del lapso

Veamos una tltima e importante propiedad. Como ya se mencioné al principio de la seccién, aqui hemos
fijando la norma asociada a los boosts de Lorentz poniendo ey ortogonal a las hipersuperficies de foliacién.
Por lo que, conviene desarrollar un poco mas en detalle la aceleracion de los observadores que viajan a lo
largo de las curvas definidas por ey = u, haciendo uso del lapso «, funcién que ya definimos con detalle en
la seccién [3:3] En concreto, escribimos:

a=Vee=Vyu=Vyn , n=-aVt (5.48)

con el lapso a > 0, y poniendo de antemano el signo negativo en la definicién de n para garantizar que
dicho vector normal apunte hacia el futuro. En coordenadas locales:

a, = n°Ven, = n’Vs(—aV,t) = —(n°Vea) V,t —an’V,V,t | (5.49)
—_———
(@)

{

n

Q=
T

pero aqui necesitamos desarrollar (7). Para esto, miramos la normalizacién de n,

g (n,n) = gagn®n® = a’gas (V1) (V) = -1
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la cual puede ser reescrita de la siguiente manera:

1 1
(VPt) (Vst) = —— = (V7t) (VoVst) = = Voa
a 1
= (—aVP) (vgvﬁt):—gvga = nﬁvgvﬁtz—gvoa . (5.50)

nB
Finalmente, reemplazando el anterior resultado en el factor (i) de la ec. (5.49)), nos queda:

1

1 Vo
a, = En"nuvga + av“a = (nun” + 5,f) —_—

o
m

- 7 53

donde ,,” es el operador de proyeccién sobre las hipersuperficies Xt a lo largo del vector normal n, que de
hecho anteriormente definimos en la ec. ([3.20)). Por lo demaés, aqui hemos introducido la derivada covariante
inducida sobre ¥; aplicada a funciones, en este caso «, como:

D,=7,"Vs . (5.52)

Cabe mencionar que la propiedad (5.51)), que define la componente a,, de la aceleracién de los observa-
dores normales a la foliacién en funcién del lapso «, serd de mucha utilidad, y muy en particular, cuando
trabajemos con las ecuaciones de Einstein.

5.3. Descomposicién 341 de las ecuaciones de Einstein

Ya descompuestos los coeficientes de conexién, el paso siguiente es descomponer explicitamente las
ecuaciones de Einstein de acuerdo al formalismo 3+ 1. Para esto necesitamos descomponer en primer lugar
las ecuaciones provenientes de la torsion, posteriormente el tensor de curvatura, y luego las identidades
de Bianchi. Con todo esto es que al final podremos escribir las ecuaciones de Einstein de acuerdo a la
descomposicién 3 + 1.

Pero antes que nada, definimos los operadores D, y Dy que denotan las derivadas direccionales a lo
largo de los vectores e, v eg, respectivamente. En concreto:

D, = eq = B,'0; , (5.53)

1 .
815 = Oéﬂ-‘-ﬁ = DO = €y = n = a(at—ﬁlal) . (554)

Aqui enfatizamos la diferencia entre las etiquetas a = 1,2, 3 que utilizamos para identificar los coeficientes
de la expansién que relaciona los campos espaciales de la tétrada y las componentes espaciales de la base
coordenada, y por otro lado los indices ¢+ = 1,2,3 que corresponden las componentes espaciales de las
cantidades involucradas. Recuérdese ademds que por nuestra eleccion de norma el vector temporal eg es
normal a las hipersuperficies de foliacién ;.

5.3.1. Ecuaciones provenientes de la torsiéon

Consideremos, la ec. ((5.13) que calculamos a partir de la torsion:

C’yaﬁ = g(e’Y’ [60“ 65]) = nyﬁa - F'yaﬁ . (555)

El procedimiento seré calcular explicitamente cada componente de esta ecuacién, dependiendo de los valores
que toman los indices v, «, 8, tal como aparece en el cuadro
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Yla|B
gleo,[eosep]) | O | O | D
glec,[eo,en]) [ ¢ | O |b
gleo, [éa,ep]) | O | @ | D
g(eca [eaa eb]) c a b

Cuadro 5.1: Diferentes valores que pueden tomar los indices v, a y 3 en la ec. (5.55)) que proviene de la definicién
de la torsién. Como siempre, los indices a, b, ¢ pueden tomar los valores 1,2, 3.

Caso g(eo, [eo, b))

Evaluamos la ec. ((5.55) utilizando los indices vy =0, a =0y 8 =b:

0
g(eo, [eo, es]) = Topo — Logy = —av - (5.56)

Aqui vamos a reescribir el conmutador [eq, e5] de acuerdo a la descomposicién 3 + 1, utilizando las defini-

ciones (5.53)) y (5.54). En concreto, nos queda lo siguiente:

[eo, ep] = [; (9, — 59;) ,Bbjaj] = é (0, — B'0;) By’ 0; — By’ 0; [i (0, — 51‘&-)}

1 ) . 1 ) ) 0. 1 .
1@ - 50) B0, + SB (0T 05+ BIO Lo - 50

—_—— — ———

eo[By7] eplog o] €o
B/ . 1.
+ 220,80, — — By (8,="T0;) 0,
N
Ley[B7]
. 1 _
- <60 [By'] + b [BZ}) 0; + ey [logaleq (5.57)

donde e,[...] denota la derivada direccional en la direccién del campo vectorial e,. Ahora nos enfocamos
en el primer término, entre paréntesis, que aparece en la ultima igualidad:

. 1 ) 1 . . ) . . 1 . .
eo[By'] + aeb[ﬁl] = a(é)tBbZ —B0;By* + By’ 0;5°) = - (0r — L) By' := DoBy* (5.58)

— L3 Byt

con .3 denotando la derivada de Lie en la direccién de 3, y donde hemos definido Dy := é (Or — Z3), que
es una forma equivalente de escribir la ec. (5.54). Entonces, cuando reemplazamos la ec. (5.58) en la ec.
(5.57)), obtenemos lo siguiente expresion:

[eo, ep] = (DoBbi) 0; + Dy [log ol eg (5.59)
la que a su vez utilizamos para calcular la forma explicita de la ec. (5.56]). En concreto:

—ap = gleo,[e0,en]) = g (eo, (DoBy") di + Dy [log o] eq)
= g (eo, (DoBy") 0;) + g (eo, Dy [log o] eg)

= Dy [loga] gleorer)” = Dylloga] = ay , (5.60)

donde finalmente hemos reproducido la propiedad (5.51]) para el caso espacial, relacionando el lapso « con
la aceleracién de los observadores que se mueven con u = eg.



5.3. Descomposicién 3+1 de las ecuaciones de Einstein 123

Caso g(ec, [€o, €b])

Nuevamente, considerando la ec. (5.55)) proveniente de la definicién de la torsién, junto con las ecs.

(5-58) ¥ (5.58), nos queda:

glec [eosen]) = Too— Loy = g(ec, (DoBbi) 81-) = — € 'wa — kpe
= DoBy'0; = (—€% %0 —k°) e = DoBy' = — kB, — e, w.B." | (5.61)
~—
Bciai

obteniendo con esto una ecuacién de evolucién para las componentes de la tiada eq, es, e3.

Caso g(eo, [€a)€b])

Este caso es mas sencillo que los anteriores, ya que:

gleo,[eareb])) =0=Ttpa = Tour = —Thoa + Laop = —kab + kba = kba = kap (5.62)
N——

Leo

reproduciendo la simetria del tensor de curvatura extrinseca k,;, que ya conocemos.

Caso g(eca [ell7 eb])
Finalmente, para este caso tenemos lo siguiente:

9(607 [ea, eb]) = Fcba - 1_‘cab = 6cbf‘Z\/vtlf - 6ca,g‘]\/vbg ) (563)

donde necesitamos desarrollar el conmutador [eq, €5]. En concreto:
[6a, eb] = [Baj(f?j, Bak(f?k] = Bajﬁj (Bbk) 8k — Bbkak (Baj) 8j
= e [B"| 0k — e [BJ7]9; = (Do [By'] — Dy [B.7])9; - (5.64)
Ahora, reescribiendo la ec. (5.63)) utilizando la expresién para [eq, 5], tenemos:
9 (ec; Da [By] 0 = Dy [Ba?] 8;) = € Nap = e4"Nog

Da[Buj] 0 = Dy [Baj] 05 = (€ Nag = 9Ny ) e
B(_-jaj
EC/bf]\'rach/j - ec/ag]\'flu]Bc/j )

D,By — DyB,’

donde vemos que tanto a la derecha como a la izquierda de la ultima ecuacién, hay antisimetria en los

indices ab. Por esta razén, nos conviene contraer con 3e.**. Obtenemos:

€D,By = €% NyyB = — e NosBed
_ (5)“0,560/ o 5C,f6ac/) Nachlj
= ¢%D,By = -NBJ +N*.B, , (5.65)

donde N es la traza de la conexién inducida sobre ¥;, es decir N = N?%,.

Descomposicion extra: parte antisimétrica y parte simétrica sin traza

Hasta ahora, descontando los resultados que reproducen lo que ya conocemos, tenemos dos ecuaciones
que dan cuenta del comportamiento de las tétradas: la ecuacién de evolucién (5.61)), y la constriccion ((5.65)).
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No obstante, para efectos de simplificacion, en dichas ecuaciones vamos a descomponer k Ngp en su
) ) ab ab
parte antisimétrica y su parte simétrica sin traza:

~ 1) b 2 d, b
Nap = Nap + Niap) + %N s kab = kab + %k ; (5.66)
donde I%ab y Nab son las partes simétricas sin traza de kqp y Nap respectivamente, Nigp) = €,,°nc la parte
antisimétrica de Ngp, que es dual al vector n, = %ecabNab, y finalmente k y N las respectivas trazas. Las
ecuaciones ya reescritas en términos de estas cantidades nos quedan:

DoB,' = —k°B, — ngl —6,%w,B." (5.67)
, . . . 2N .
€®D,By = M%gﬂﬁ%&twgaﬂ. (5.68)

5.3.2. Ecuaciones provenientes de la curvatura
Consideremos ahora la ec. (5.32), que calculamos del tensor de curvatura:
Rpvap i=€a (Tpyp) #1760 sa + 1760 0 — (3 B) (5.69)

De forma similar a como lo realizamos en el caso de las ecuaciones provenientes de la torsién, vamos
a calcular R,y,g considerando diferentes valores que toman los indices p, 7, o, y 8. En particular, dado
que Ryyap €s antisimétrico en ambos pares de indices py y af3, las 36 componentes que aqui aparecen son
equivalentes a los 4 tensores que hemos definido explicitamente en la tabla a saber: &, Bay, Hop y
Dey, los que vamos a calcular explicitamente. Para posteriormente reescribirlos, descomponiendo Nuy ¥ kap
en sus partes antisimétricas y simétricas sin traza.

R, | p| v | a| B | Nuevos tensores
Rocop |0 | ¢ | O | b | &= Rocop

ROdab 0 d a b ﬂdf = %Rodabeabf
Reas | ¢ [d |0 [ b [ #:=1e, "Reaos
Rcdab C d a b @ef = %EECdRcdabeabf

Cuadro 5.2: Diferentes valores que daremos a los indices p, v, a, 8, y que aparecen en el tensor de curvatura.
Ademads mostramos ciertas cantidades tensoriales, definidas especialmente para efectos de simplificacién de los
célculos. Aqui, nuevamente a,b,c,d = 1,2, 3.

Caso Rocob (62p)
Evaluando la ec. (5.69) en este caso, tenemos:
Rocop := €0 (Loep) + 17 000 + 1700 0c0 —€6 (Foco) =70l 00, =170l 0co (5.70)
S~ Y —— Y Y
(4) (i4) (441) (1) (v) (vi)
donde cada término lo desarrollamos como sigue:
(4) : Loy = =Leop = ke
) T4 To00 + chbFOfO = *chbrfoo = *chbaf ;
) T 00 + T 0 Tocr = T josTeor = —korkse
(i) : Loco = =Tego = =t
) FOCOFOOb + chOFOfb = WaffcaFfOb = waffcakbf )
) I%0Toeo + FbeFch = —Tyo0lco0 + waefbaFCOf = —apac + waﬁfbak?fc
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Por lo que, reescribiendo la ec. (5.70)), nos queda:

ROcOb = 7D0 (kbc) — chbaf — kbfkfc + Db (ac) + apQe — waefcakbf — waefbakfc s
—_——— ——
waeafck'bf waeafbkrcf
= ROcOb = é[}cb = — DO (kbc) — kbfkfc + (Dba)c + apa. — 2we€ef(bkc)f R (571)

donde hemos definido la simetrizacion V(ab) = % [ Vab + Via |, asf como también la derivada covariante

inducida sobre las hipersuperficies ¥; de la aceleracién:
(Dya). = Dy(ac) — T a5 = Dy(a.) — €9 Nygay . (5.72)

El paso siguiente es descomponer el tensor de curvatura extrinseca k,;, en su parte simétrica sin traza
y su traza. Esto nos lleva al siguiente resultado para &.4:

&y = —Dokpe — éébCDok — Tk — gl%bck - éébckQ + Dyae + apae — 2wee! e (5.73)
del cual podemos extraer su parte simétrica sin traza y su parte antisimétrica:
R R o 9. 1 K TF
&y = {—Dokbc — by kg — 3hick + ~DyDea - Qwee! (bkc)f} ’ (5.74)
&) = Dpag = DpDyloga = 0, (5.75)

donde hemos usado que a. = éDca, proveniente de la ec. || Por lo demés, la notacién {}TF es para
remover la traza (trace free) de la cantidad entre paréntesis.

Finalmente, calculamos la traza del tensor &.4, esto es de la ec. (5.73):
P 1
& = —Dok —k"ka — —k* + D’ay + a’ay
3 —_———
(%)
L (1 1., 1., 1
(x) =D | =Dpa | + —QD aDya = —D°Dypa = — A«
o e a o
7.ab7. 1 2 1
= & = —Dok—k"kq — §k + aAa ) (5.76)

donde A = DD, denota el operador de Laplace sobre las hipersuperficies espaciales ;.

Case ROdab (f@df)
Tal como en el caso anterior, evaluamos la ec. ([5.69):

Rodab = €a (Loan) + 10T 000+ T7al0as —€6 (Doda) = T7a0l0o, = I hal'0do ; (5.77)
—— N—— ——— —_—— N—— ———
—kba 7Ffdbkaf 7adk;m7kfbl“fab —kad kbfl“fda 7adkabfkfbl"fba

donde cada término lo hemos calculado de forma similar al caso anterior, recurriendo a lo que conocemos
de los coeficiente de conexién. Por lo que, siguiendo con el desarrollo, tenemos:

Rodar = —Da (kpa) =T ykas — aakva — T yyka + Do (kag) +T7 4 oy
+agkaqp + Ffbakfd
= —Du(kva) + Dp(kaa)

1
= iROdab ey =1 By = —€"Dylka) | (5.78)
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donde hemos definido la derivada covariante inducida sobre Y; de k4, como:
Da(kbd) = Da(kbd) — ngakgd - ngakbg = Da(kbd) - Gfngafkgd - Gfngafkbg . (579)
Luego, usando I'*, . = €",Y N4, obtenemos una forma explicita para ZBgy:

f%df = 760’be& (kbd) + 2Nafkad — 2N/€df + Nk(;df - Nagkag5df
+ngkgf — kNdf . (580)

Nuevamente, descomponiendo k., ¥ Ngp en sus partes antisimétrica y simétrica sin traza, la ecuacién
anterior la podemos reescribir de la siguiente manera:

N 1 NN A R
Bayy = —€ Dokpa — 3¢ arDak + 2Ny (k)" + Nagka + 20k pegy"
—nhl%gdefgh — N];de - Nab]%ab(sdf 5 (581)

de donde podemos extraer su parte simétrica sin traza y su parte antisimétrica, representando esta iltima
como una dualizacion. En concreto, tenemos:

%df

. A . . \TF

{—Da |:€ab(fk'd)b:| + 3Na(d k'f)a - nhkg(dﬁf)gh — def} s (582)
2 . P .

e By = —3Dek + D%.q+ €, Nyska® — 30 key (5.83)

Finalmente, la traza del tensor %y esta dada por:

B =By = —Dokpge®® =0 . (5.84)
Case Rcaop (in)
Desarrollamos R.qop:
Regoo = eo Tean) + DMalewo  +1%0cas —€6 (Feao) = Iaoleon
s,_/ —— —— —— —
ecdj Nb.'/ ackbd_ngbecgw}L kbgrcdg 75Cdkwk adkbchcbefdlwl
- Iy , (5.85)
——

3 P
—ape ;" wn _Efb “’Prcdf

donde, nuevamente, hemos reescrito cada término en funcién de las cantidades que obtuvimos de la des-
composicién 3 + 1 de los coeficientes de conexién. Con esto, entonces:

RCdOb = EcdeO (ij) + kbdac — ecghwhfgdb + k’bgrcdg
+e.q” Dy (wi) — kpeaq + efdlwlfcfb + apey"wn + efbpwpfcdf . (5.86)

Pero aqui necesitamos calcular el tensor: 7%, := %RCdObeeCd, por lo tanto tenemos:

2 = € %, Do(Nyj) + €. kpaac — €%, wnl?y + €. kT oy
) )

N——— N——

267 5d956h_5dh5eg

d. k d d_fl d
+e. .4 Dy (wr) — €. kpcaqg +  €.° efd wil'cpp, + €.%€0q" wnap
25,k S loel —§ fsel 26.™
cd f p
+e ey wpl'egr (5.87)
(*)
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donde el producto (%) de tensores de Levi-Civita, sin {ndices repetidos, estd dado por:

(*) = Gep (6P6Y — 5°7 5 + 5.7 (57 5% — ¢,6%) + 6.7 (6567 — 5P 6%,)
Reemplazando cada término y haciendo un poco de dlgebra, tenemos
Ay = Do(Nie) + Dy(we) — €, kvcaa + weap + 0o, + wel7
+wTyge — wT oo + %GeCdkbchdg , (5.88)

. [ ., g )
pero si ademds usamos la relacién I, . = €,,” N¢g, obtenemos:

Hoy = Do(Npe) + Dp(we) — 66"‘dkbcad + weap + 5ebedfgdefg + efbgweNfg
tep W Neg — €. 9w  Nyg + kpI Nge (5.89)

Finalmente, reescribiendo la anterior ecuacién utilizando la descomposicién de Ny v kqp en términos de
su parte simétrica sin traza, su parte antisimérica y su traza, obtenemos:

. 1 - 1
oy = DoNpe + EbegDong + g(sbeDoN + Dywe — eeCdadkbc — gﬁebdadk
~ ~ ~ ~ 1 -
+weap + 2wcecg(6Nb)g + 2wipne + kp? Nge + kbgegefnf + gNkbe
1 - 1 1
+3kNoe + gebef npk+ 50Nk (5.90)

Por lo que, escrito de forma descompuesta queda como sigue:

jﬁb = {DONbe + [D(b + a(b] We) — adECd(ekb)c + ZMCECg(er)g + Ng(el;b)g
. 1. 1 . \TF
+k“’(b€e)fgnf + 3Nk + 3ko€} , (5.91)
eb eb 2 7. b eb
€, My, = —2Dong —€; [De—l—ae]wb—gk;af—kkbfa + 26 newy
PN - 2
+6febk‘ngge + kbfnb — gnfk , (5.92)
Ay 1
H = DoN + Dy’ + wbay + kP9 Ny, + 3NE (5.93)

Case Rgcap (Zey)

Para este tultimo caso, tenemos lo siguiente:
Reaay = ea (chb) + Fgcbrdoa + 1_‘UOIJcha — 6b (cha) - FUcotl_\dab - 1_\UOardca : (594)

Asi que si desarrollamos cada término utilizando la descomposiciéon 3 + 1 de los coeficientes de conexién,
tal como se hizo en los casos previos, y posteriormente dualizamos toda la ecuaciéon con los tensores de
levi-Civita €, y eabf7 obtenemos lo siguiente:

1 1
Zeechdcabeab ;= Dy = €;°DagNye + 2NNy — 2Ny N5 + 556 (NN, — N?)

1
—kkes + kkypy — 5(sef(kabkab — k%) (5.95)

recordando la notacién de simetrizacion N(qp) = % [ Nap + Npg |-
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Ahora bien, luego de reescribir la ecuacién anterior descomponiendo kg, v Nyp, en sus partes simétrica
sin traza, parte antisimétrica, asi como también sus trazas, tenemos que:

. 1 o 2
Dey = €;"" DNy — Deng + ey Dng + 36" DalV = 2N, Nbf + 3NV Nes
7 b c 2 c 1 \vab x a 2 2 7. 7.b
—2Neb6 fcn — geefcn N —+ §5€f N Nab — 2n Ng =+ §N —+ kebk f

1, . 1 A, 2
——kkor — =8¢ | K%k, — =K .
s = 30y (K% = 302) (5.96)

resultado del cual, finalmente podemos extraer:

7 Y (SRS 2 .
Ter = {D“Nb(e €™ = Dingy = 2NNy + SNNey = 2N € py 0
o 1 . \TF
Fheoky = ghkes } ’ (5.97)
ef e n ef 2 o~ c 4
€ dgef = -D Nde - De’flfﬁ d + ngN + 2Ndcn - gndN ’ (598)
@ L (oo a 232 L (2aby 2 9
2 = 2D Na = 5 N Ngp + 6n nang -3 i kab*gk (5.99)

Sumario: Ecuaciones obtenidas

Con el fin de facilitar la lectura, recopilamos en este sumario todas las ecuaciones que calculamos a
partir del tensor de curvatura, reetiquetando los indices libres con a,b, y los indices que se suman con
f,9,h, ... Comenzamos con el tensor &yp:

TF
) . 2. 1 .
bur = {—Dokab — kyak! = Shavk + ~DuDyar — 2y’ g<akb>g} : (5.100)
/96 = 0, (5.101)
- 1 1
& = —Dok— k9%, — ng +—la (5.102)

donde D, denota la derivada covariante inducida sobre la hipersuperficies de foliacién ¥; y A = DDy el
operador de Laplace inducido sobre ¥;. Ahora para el tensor %,; tenemos:

% fo i & fr fo b . NTF
Bas = {_Df [6 g(akb)y} + 3N hyyy —npet? g — Nkab} (5.103)
= 7Df [efg(akb)g] )
2 - - .
€' Brg = —3Dak+ D' kas+ €%k Nag = 3nkay (5.104)

= Df/%af—gpak :
B = 0. (5.105)
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Las ecuaciones para el tensor %, son las siguientes:

Ay = {DONab + [Dp + ag) we) +afefg(afcb)g + 2wfefg(aNb)g + N(afl%b)f

~—_—

& Dialawn)]
R 1. 1 . \TF
+nf€fg(akb)g + gNk'ab + 3]€Nab} s (5106)
2 ~
eJIH, = —2Dong — e, 79 (Dy +ay)w, fgkaa + kool 4 2¢,M9wn;

Le 79D (awy)

s .2
—I—Eanghfkgh + nfkfa — gnak ,
|
A = DoN + (DF +af)wp +kTI Ny + 3Nk, (5.107)
N————’

o D7 (awy)

haciendo la salvedad que los términos sobre llaves los hemos reescrito utilizando nuestro resultado conocido
proveniente de la ec. ([5.51)), a saber a, = éDba.

Y finalmente, para el tensor Z,; obtuvimos las ecuaciones:

~ ~ N N 2 ~ ~
Doy = {Dng(a eb)fg — Dy — 2N, Ny, + gNNab —2nsel9 Ny,
o 1. TF
Aol kg — 3kkab} , (5.108)
fa R fa 2 .4
€995y = —D'Ngr—€,79Dsng+ gDaN +2n/ Noy — gnaN , (5.109)
f L oran f 2 2Y _ L (ires 2.2

5.3.3. Identidades de Bianchi

De manera andloga a las subsecciones previas, para calcular las componentes de las identidades de
Bianchi R, (g5 = 0, con a, 3,7, = 0,1,2,3, conviene trabajar por separado cada caso, dependiendo de
los valores que toman los indices a,b,c,d = 1,2, 3.

Caso Rgped

Raped) =0 <= Rapeae” =0
Rapeac® = €ap Dey efcdede = 2eabe(5fb@ef = eaef@ef =0 ,
——

2670

por lo que evaluando ¢, 7, ¢ usando (5.109)) obtendemos:

. 2 . 4
—D°Nye — €, Deng + gDaN +2nf Nyj — gnaN =0. (5.111)



130 Capitulo 5. Formalismo tetradial de la relatividad numérica

Caso Ro[pcq;

Roppeq) =0 <= Ropeae”™ =0
Ropea€™ = Bype /el =28 =0 = #=0 , (5.112)
——
26f0

donde hemos reproducido lo que ya conocemos de la ec. (5.84).

Caso Ry[poq

0
Ropod) = Rovoa +Bovas. + Roavo = ba — Sy = Epa = Eav (5.113)

donde hemos usado la antisimetria del tensor de Riemann en sus dos primeros indices, confirmando lo que
ya calculamos en la ec. (5.75)), esto es &z = 0.

Caso Rggp

Ra[Obc] = _RaObc - Rach - RacOb = _ggafebcf - eabe%c + €ace eb — 0 . (5114)

Pero si dualizamos esta ecuacién con el tensor €?

93@]0 + %e(saf — t%pfa =0 . (5.115)

¢ £, encontramos:

Esta ecuacién, de forma similar a casos anteriores, la podemos descomponer en su traza, su parte simétrica
sin traza, y su parte antisimétrica. Veamos primeramente la traza:

B—H+3H =B+2 =0 .
Pero como % = 0 por la ec. (5.93)), aqui obtenemos:

1 Apo 1
H = DoN + an (awys) + ETIN;, + 3NE=0. (5.116)

Para la parte simétrica sin traza, tenemos lo siguiente:

0 = «%af — %f
cb 7. Y 1. ¢ 7 7 7 Y
= {0 [ hays] + 3N hipy = il ey = Nhag = DoNpa — Digay
cd 7, c \ \J 7 7 h
Faae™ kg —waay) — 2w’ Ny — Ny@akp)? — k7 ey gnn
!
3

R 1. TF

w A 4 -1
= —De {6 b(f’%)z)} — DoNya + {— [Ds +ags] wa) = 3Nkfa = 3Nz

. . W . NTF
+ed [ka)cad _ 2Na>dwc} + 2N, f)c} , (5.117)

donde hemos usado las ecs. (5.82)) y (5.91) para la parte simétrica sin traza de los tensores B, y oy,
respectivamente. Y finalmente, para la parte antisimétrica tenemos que:
0 = GCafﬁaf + ecaf%f

2 N 2 .
= —gDck — 2Dgn. + DY (k:cf + ecafwa) — gk; (ne +ac) — kye (an — af)

+eMw, (ap —2ny) . (5.118)
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5.3.4. Ecuaciones de Einstein

Descompuesto el tensor de curvatura, ya estamos en condiciones de trabajar las ecuaciones de Einstein.
Estas se escriben como:

Gop =8TGNTog (5.119)

con Tz el tensor de energia-impulso y G el tensor de Einstein dado por:

1
Gaﬂ = Raﬂ — EQQBR’Y"/ . (5120)

Con el objetivo de calcular las componentes de estas ecuaciones, primero nos enfocaremos en el tensor
de Ricci R,p para cada caso. Comenzamos entonces con la contribucién de Ro:

0
Roo = R0 :%"‘ R0 = —Ry"q0 = By"oa = Roo =6, (5.121)

Ahora para el caso R, tenemos lo siguiente:

0
Ry, = Ry :%4‘ R0 = —Ro’ap
pero como Bgp = %ROdabeabf = Ry = %dfcabf’ el resultado lo dejamos como:
Ry, = —%%se,, . (5.122)
Por ultimo, para el caso R, tenemos que:
R, =R

_ 0 c
ayb — R a0b +R achb >

—Gab
pero como R ;. = €., % feabf , este resultado lo reescribimos como:

Rab = _@@ab + eeca‘@efﬁcbf = —6ab T (5ab56f - 5af66b) @ef
= Ry =6+ 00 — Doa - (5.123)

El siguiente paso es calcular la traza R7.:
5 0 0 0 ab
Y — vy _ Y ay _ Y a
R, =R" =R, +R",, =R", + R+ R ,
pero como ademas tenemos lo siguiente:

a0 _ a _ a
R a0 7R0a077£)a ’

R, = R" =-R\,=-6% , (5.124)

O~y ~0

el resultado finalmente toma la forma:

R, = -26°% +R™, = —26% +29/, = R, =2(2-¢) . (5.125)

Ahora bien, enfocandonos en las ecuaciones de Einstein, calculamos el tensor de Einstein para cada
componente, utilizando la traza del tensor de Ricci. Comenzamos con Gog:

1
GOO = ROO — igooR% = 87TGNT00 = 87TGN[) = |9 = 87TGNp , (5126)
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donde hemos usado Ty = p para denotar la densidad de energia y goo = —1 ya que corresponde al simbolo
Noo que definimos para subir y bajar indices con nuestra base ortonormal de tétradas. Pero ademas si
reemplazamos la traza &, esto es la ec. (5.99)), obtenemos:

1/ o s 2 1 (apa 2
StGnp = 2D%ng - (NabNab + 6n%ng — 3N2> -3 (k‘“’kab - 3k2) , (5.127)
ecuacion que representa la constriccion Hamiltoniana.

De forma similar, procedemos a calcular la contribucién de Gop:

1 . .
GOb = ROb — §QObRW’Y = 87TGNT01) = —87TGij = beg%fg = —87TGij s (5.128)

donde hemos usado Ty, = —j, para denotar la corriente de densidad y go, = —0 nuevamente por la base
ortonormal de tétradas que estamos considerando. Pero aqui notamos que al usar la antisimetria del tensor
PBay, esto es la ec. (5.83)), obtenemos el resultado:

2 ~ N ~ ~
—8tGnJy = —ngk‘ + D%y, + Gbahofk‘ah — 3nfk‘bf , (5.129)
el cual representa la constriccién de momento.
Finalmente, para el caso G, calculamos lo siguiente:

1
Gab = Rab — §gava’v = 87TGNTab = —87TGNO'ab

= | —bab — Dba + 0avé =87GNOa | » (5.130)

donde gop = 0y gap = 0ap, nuevamente, por los simbolos que definimos en nuestra base de tétradas, y
las componentes To, = —jp ¥ Tap = 0ap representando la corriente de energia y el tensor de esfuerzos,
respectivamente. Ahora el paso siguiente es descomponer este resultado en su traza, su parte antisimérica
y su parte simérica sin traza. Comenzamos con la traza:

8mGno = 28—9
a 2 1 \7ab N a 2 2
= —2Dgk —2D na—&—aAa—&—i NNy, + 6n na—gN
1/ .
-5 (Bk“bkab v 2k2) . (5.131)
Por otro lado, para la parte simétrica sin traza tenemos:
R R R 1 or - .
— & — Doa = {Dokab — a'Db'Daa + 2wee€ f(bka)f — Dng(bea)fg

TF
~ ~ 2 ~ N ~
+D(bna) + 2Nbefa - gNNba + 2Nf(b6fa)gng + k‘kba}

1
= 87TGN (Uab - 35ab0> . (5132)

Y finalmente, para la parte antisimétrica, obtendemos:
0 = —nga@ba

. 2 . 4
= DNy +¢,"* Dyng — ngN — 2N pyn® + gngN ) (5.133)
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5.3.5. Sumario de las ecuaciones del sistema

Hasta aqui llegamos con los célculos para la descomposicién 3 + 1 de las ecuaciones de Einstein en
el formalismo tetradial. Como hemos ocupado varias péaginas en el desarrollo, resulta til presentar una
recapitulacion de todas las ecuaciones que conforman nuestro sistema. Primero veremos las ecuaciones de
movimiento y luego las ecuaciones de constriccién.

a) Ecuaciones de movimiento

Comencemos con las ecuaciones de evolucién para las componentes de las triadas espaciales B,’, ec.
li para la parte simétrica sin traza de la curvatura extrinseca kqp, (5.132)), v para los coeficientes de
conexién inducidos Ny, ec. (5.117)). Tenemos lo siguiente:

i A -k . )
DOBal - _k‘ag-BgZ - gBal - Eagfwngz (5134)
~ A 1 A A -
DOkab - Dng(bEG)fg = {—D(anb) + ED“DW - QWfog(ak‘b)g - 2Nabef
2 R ~ N TF
+§NNab - 2Nf(befa)gng - ]ﬂkab + SWGNJab} (5135)
DoNay + Dy {efg k } = le [awy)| — éNl;:ab — 1k:Nab
(a"b)g a (a ) 3 3
! ~ ~ ~ N TF
e [y g — 2Mupgeor] + 2Nk b (5.136)

La ecuacién de evolucién para la traza N se obtiene directamente de (5.116|):
1 PAPSIS 1
DoN = ——D7 (awy) — kFIN;, — LR (5.137)
«@

Continuando con la ecuacién de evolucién de la traza k, lo que conviene es reemplazar la constriccién
(5.127) en la ecuacion (5.131)) para eliminar D%n,. El resultado es el siguiente:

A |
Dok = 7“ —4nGn (p+0) — b9y — §k2 . (5.138)

Finalmente, para la ecuacién de evolucién de n,, reescribimos la ec. (5.118)) usando la constricciéon
(5.129) con el objeto de eliminar D'k, ¢. Entonces obtenemos lo siguiente:
2D - f9(p _ 2 — ¢ fop b N
ona = €7 (Dg+ag —2ng)wy 3k(aa +na) — €, ks Npg

+kgo (nf +af) — 871G N ja (5.139)

b) Ecuaciones de constriccién

Veamos ahora las ecuaciones de constriccién que debe satisfacer el sistema. Comenzamos con la cons-
triccién para las triadas espaciales Bg®, esto es la ec. ((5.68):

2N _ .
—B,".

¢/9Ds By = NS By + ¢,/ B, — 3

(5.140)

La constriccién Hamiltoniana la tenemos directamente en la ec. ((5.127)):

1/ s o 2 1/ ap - 2
Dfnf = 4nGnp+ 1 (Nngfg + annf - 3N2> + 1 (kfgk'fg - 3]‘72> ‘ (5.141)
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La constriccién de momento, por su parte, corresponde a la ec. (5.129)):
i 2 foRh i 1
D' kys = —81Gnjo + gDak‘ + e, IN" phgn +3n' koy . (5.142)
Para finalizar, tenemos la ec. (5.133)), que resulta ser equivalente a ((5.111)):

. 2 . 4
DIN,; = —€,/9Dn, + SDal + 2N, snd — 3N (5.143)

5.4. Transformacién conforme

Con todas las ecuaciones de Einstein ya reescritas de acuerdo al formalismo tetradial, el paso final es
realizar nuestra transformacién conforme. Para esto, el punto de partida es reescalar la métrica fisica por
un factor conforme 2 de la siguiente forma:

Guv = Q_2 guu 5 (5144)

donde 2 = 0 en el infinito nulo y €2 > 0 en el interior del dominio. Ahora bien, desde el punto de vista de las
tétradas, deseamos que este reescalamiento cambie la magnitud de los campos e, mas no sus orientaciones.
Por tal motivo tenemos que e, || €4, ademds de:

0?9 (Earép) = 7 (€ar8) = Nap » (5.145)

garantizando asi que en la métrica conforme siguen siendo aplicables los simbolos 77,5 que definimos en la
ec. , que cumplen la funcién de subir y bajar indices.

Aligual que en el capitulo previo, mantenemos el objetivo de trabajar cantidades definidas en la métrica
conforme §,,,, dado que esta tultima es regular por construccién. No obstante, la eleccién del factor conforme
serd ligeramente diferente, ya que lo haremos variar no solamente en el espacio, sino también en el tiempo.
En la practica esto nos impedird tener una expresiéon analitica cerrada para 2, asi que lo vamos a tener
que determinar a cada paso de tiempo, numéricamente. Este camino alternativo, por supuesto, no deja de
ser valido, ya que el factor conforme es un ingrediente sujeto a nuestra propia eleccion.

En resumen, el trabajo en esta seccion esencialmente serd reescalar la base ortonormal e, los coeficientes
de conexién I'ngy, ¥ finalmente las ecuaciones de Einstein.

5.4.1. Reescalamiento de las cantidades basicas

Para que cada componente e, de nuestra base ortonormal de tetradas satisfaga la relacién (5.144)) y al
mismo tiempo la condicién ([5.145]), necesitamos que:

ea =86, , e =806 |, (5.146)

y con esto podemos determinar el reescalamiento de las derivadas direccionales a lo largo de los campos
vectoriales eq (tipo tiempo) y e, (tipo espacio). En concreto:

D
960:60:D0<:>é0=60,
. 1 1 .
Qe = ea = Dy = B,'0; < &, = ﬁDa = ﬁBalai : (5.147)

Pero si comparamos con ég = Dy y é, = D, = B,"0;, nos queda:

Dy=0Dy , D,=QD, (obien B,*=0QB,"). (5.148)
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Pasemos a la funcién lapso. De acuerdo al formalismo 3 + 1 tenemos que:
O =an+ B =aey+ B, (5.149)
donde « es el lapso, § el shift y n el vector normal a la foliacién ¥;, con respecto al espacio-tiempo fisico

(M, g). Ahora, considerando que 9; = 8% es el mismo campo vectorial tanto en la métrica fisica como en la
métrica conforme, escribimos:

0 ~ 1 ~
s =GG@+B=dgeo+h. (5.150)
Por consiguiente, al comparar con las ecs. (5.149)) y (5.150]), obtenemos:
B=08, a=Qu. (5.151)

Veamos ahora el reescalamiento de los coeficientes de conexién. Una primera opcidén seria utilizar la ec.
. No obstante, como la conexién de Levi-Civita V no es la misma para la métrica fisica y la métrica
conforme, preferimos trabajar con la ec. que calculamos previamente, aplicada en este caso a nuestra
base ortonormal de tétradas. Nos queda:

Pagy = 54005, eares]) +9 (e, leas s]) — g (e leg,€]))
% {g (é57 [ewe“/D + g(éw [60“65]) -9g (éoza [6576“/})} ) (5.152)

donde hemos utilizado las ecs. (5.144)) y (5.146|). Para reescalar los conmutadores, tenemos:

lea,ey] = [Qé4,06,]
P[]+ Q6 (), — O E ()
= %0 55)+ 9 (Da0) &, - 0 (D,0) e (5.153)

donde nuevamente hemos utilizado la ec. (5.146|). Ahora si sustituimos el reescalamiento (5.153)) en la ec.
(5.152)), realizando un poco de dlgebra elemental, nos queda el siguiente desarrollo:

Tagy = 95900 far&s]) (6 s E8]) — § (0o 6,641}
faﬂw
+% {g (éﬁ, [DaQe, — [f)WQ]éa) +3 (év, [DaQ)és — [D,;Q]éa)

~5 (@ [Ds0e, — [D,e5) |

~ 1 ~ o
= Ol + 5 {105 (E.8,) =

D50 (65 8a) — (DG (ear &) 1Dt 75) |

(5, ea) + [Dafld (&, é5)
~ 1 ~ o ~ o
= Ofap, + 5 {20Dafd (5,8,) — 2(Ds97 (ar &) |
= Tapy = Qfaﬁv"‘[ﬁaﬂ]nﬁv_[ﬁﬁmnav )

donde hemos usado el hecho de que la métrica conforme g,g es simétrica, asi como también la condicién
(5.1) que satisface nuestra base ortonormal en términos de los simbolos 7),3.
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Conociendo como se reescalan los coeficientes de conexién, ya podemos calcular explicitamente las
cantidades geométricas que se derivan al descomponer dichos coeficientes de acuerdo al formalismo 3 + 1.
Comencemos con la curvatura extrinseca de la hipersuperficies ¥;:

kab = —Toba = — QT0ba —[Do e +[DsQ] 7Moa
_i‘}ab 5ab 0
= ke = Qkap — Do, (5.154)

la cual podemos descomponer en su parte simétrica sin traza y su traza:

oy = Qkap (5.155)
tr (Kab) kE = Qk — 3D (5.156)

Para los coeficientes de conexion inducidos sobre ¥; tenemos:

1 1 ~ 1 ~ 1 ~
Nab = 76decha = Q 7€b0drcda +7€b0d Nda DCQ - 7€b0d MNeca DdQ
2 2 2 ~— 2 ~—
> dda dca
Nap
. 1 . 1 . . .
= ONu+ Sew D = 56, D = Nap = ONap + €D (5.157)

los que descomponemos en su parte simétrica sin traza, su parte antisimétrica y su traza:

Noy = QN , (5.158)
ny = Qip+ Dy, (5.159)
N = QN. (5.160)

La aceleracién a; de los observadores normales a ¥; nos queda:

a = Tyo = Qw00+ 700 DpQ — Mo D,
P ] 0
= a, = Qa,— DyQ , (5.161)

resultado, que de hecho, por la ec. (5.51)), es compatible con:
ap = Dyloga , a, = Dyloga (5.162)
teniendo presente que a = % y Dy = QDy.

Y finalmente para la velocidad angular w,, el resultado que nos queda es:

1 . 1 o~ 1 . ~ 1 ) ~
Wa = —=€"Tho = Q[ —2€."Theo | +=€," 1m0 Do — =€,% mo DO
2 2 2 ~— 2 ~—
0 0
Wa
= we = Q. . (5.163)

5.4.2. Reescalamiento de las ecuaciones de Einstein
a) Algunos célculos previos

Antes de presentar las ecuaciones de Einstein reescaladas de acuerdo a la transformacién conforme,
realizaremos un par de calculos que no dejan de ser importantes. El primero tiene que ver con la foliacién,
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ya que como aqui estamos interesados en considerar hipersuperficies espaciales de curvatura extrinseca
media constante positiva con respecto a la geometria fisica, en nuestras ecuaciones debemos sefalar de
alguna manera que tr(kq.,) = k = cte. Por lo que, usando esto en la ec. 7 obtenemos una ecuacion
de evolucion para el factor conforme:

- . . 1/ -
k = Qk—3DyQ = DoQ = g(m@—@ , (5.164)

Por supuesto, en principio podriamos utilizar la anterior ecuacion para evolucionar €2, determinando su
perfil en todo el dominio espacial, a partir de un dato inicial. No obstante, en nuestro caso optaremos por
algo diferente, a saber: sustituiremos la ec. de manera explicita en todas las demés ecuaciones, y
asi eliminar la cantidad Do(.

En el segundo céalculo, vamos a determinar como reescala el operador de Laplace inducido sobre las
hipersuperficies de foliacién ¥;, aplicado al lapso a. Nos enfocamos, primeramente, en el reescalamiento de
la derivada covariante inducida sobre ¥; aplicada a a:

Dy = Dya = QD (g) - —%DbQ+Dbd . (5.165)

Utilicemos ahora este resultado para calcular el reescalamiento de D, Dy

D.,Dya = D, (Dya) T’ Dsa = D, (Dya) — €, NoyDysa
~ b, (—gm ; Dba) — e, (W + 0, D1) (—3@9 ; bfa)
D,Dya = —aD,DpQ+ QD,Dyé + dpa (?‘;Df QD;Q — DfQD fd> : (5.166)
donde D,D.F es la segunda derivada covariante inducida aplicada a la funcién escalar F:

D.DyF = DoDyF — e NyyDsF . (5.167)

Con esto podemos escribir el reescalamiento de Aa:
Aa=DIDsa = —aAo+0ha+3 (gf)mm - f)fo)fd> | (5.168)
donde, por supuesto, se tiene que AQ =D/ D;Q y Aa = D/ D;a.

Notar ademas que: ~ o o R
AF =D'D;F=D'D;F - 23/ D;F . (5.169)

b) Ecuaciones de movimiento

A continuacién presentamos el reescalamiento de las ecs. (5.134) a ((5.139)):

- 3 . ko~ . .
DoB," = ko' By — 3Ba" - e /90;B," (5.170)
~ = ~ X Py X ~: Y 1 ~ =~
DOk/'ab - Dng(aeb)fg = {—ZNQfob - § ab — 2(:)f€fg(akib)g + aDand
~ k= L B s
J— |:DanQ + 3kab:| - D(anb) — 2nf€fg(aNb)g
2 _ = 1= 87GNoay )
+§NNba -3 {D(GQ] ir) + — = } : (5.171)
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.~ X ~ = b X 1 X ~ X
DoNay + Dy [y, | = {2k(afob)—3 (4N, + BN
1 ~ ~ ~ - TF
= [~ (D) & kg — Dia (a0) | ~ 2@fef9(aNb)g} . (5.172)
~ o~ ~ . X, = ]\7];;
DoN = D7 (awy) — a <kngfg = 3) , (5.173)
Gy Bp+o) g = QAG—3(DIQ)(Dsa)+206D 0 +aAQ
Qv = = X, = 2 -
—70‘ (Nngfg + 3kT 9k, + 60 iy — 3N2> , (5.174)
- (2 - - . gk G g~
D, <3dk) +e,f9D; (6m,) = a [—QDofza - ”T +ko! Dy (log 6 + 21log Q)
x X o L TGN Jq
79 (k" Nog = 20771y ) + higait? — Q;”] . (5.175)
¢) Ecuaciones de constriccién
Y finalizamos con las constricciones, ecs. ((5.140f) a (5.143)):
~ o~ X ~ . ~ . QN ~ .
e./9D;B," = N, B +¢,/97;B," — = Bt (5.176)
X 31(pr0) (7 AN I $Sfe R
be = 5|(D'e) (Ds0) - (5) |+ (B + NP7y, )
Q2 ~f~ 2 ’“’2 :f ~
+ (6777 — SN? ) + 200 DQ + 4xGinp (5.177)
% 87TGNja P 2 7/~ X g%
DTk = = 4 ekt - S (D7Q) kas = 30 kay | (5.178)
~f X far ~ 2 . - x _f 4
D'N,y = —¢,/9Dsng+ gDaN—&—QNafn - gnaN ) (5.179)

5.4.3. Libertad de rotacion y norma de Nester

Tal como lo mencionamos en la seccién la libertad de norma asociada a los boosts la hemos elegido
tal que ey es ortogonal a ¥, identificindolo con la cuadrivelocidad u, lo que nos permitié llegar a que el
vector aceleracién es dado en términos del lapso, como se ve de la ec. . Adicionalmente, en la subsec-
cién fijamos nuestras hipersuperficies de foliacién tal que su curvatura extrinseca media es constante
y positiva, obteniendo una ecuacién de evolucién explicita para el factor conforme , esta es la ec. (5.164]).

. Pero qué hay de la libertad de norma asociada a las rotaciones de las tétradas, o mas precisamente,
a la velocidad angular w con respecto a un sistema de referencia no rotante? Aqui haremos uso de la
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llamada norma de Nester, introducida en [82], [83], y que fue considerada en [80] para el desarrollo de todo
este formalismo. Antes de explicarla, mencionar que aqui no vamos a justificar como lograr esta norma en
general. No obstante, en el capitulo siguiente demostraremos como satisfacerla en simetria esférica.

La norma de Nester esencialmente nos dice lo siguiente:
N=0, ng,=D,F , (5.180)

con F' una funcién escalar. Pero ademads, y tal como se muestra en [83], esta norma nos lleva a una eleccién
particular del factor conforme. En concreto:

N = QN (N. de:1>\Tester) N =0 (5181)
ny = QTNLb + DbQ (N. de:I>\Iester) DyF = Q7~7fb + DbQ
—~—
QD F
= np= DbF — Db IOgQ s (5182)

obteniendo un resultado que nos permite llegar a 1, = 0 escogiendo €2 de la siguiente forma:
DyF = DylogQ = logQ=F +cte. obien Q=el-cte. (5.183)
Por lo tanto, con esta eleccién del factor conforme tenemos que:
N=0, =0 , (5.184)
quedando asi Uinicamente la parte simétrica sin traza de Ny, esto es ]\:/'ab.
Con la eleccion de la norma de Nester, nuestro sistema queda de la siguiente manera:

En primer lugar tenemos 3 ecuaciones de evoluciéon acopladas, que de hecho, conﬁguran un sistema
simétrico hiperbélico en 3+ 1 dimensiones. Tenemos la ec. 1} con la incognita Byt , luego la ec. ((5.171))

con la incognita kaln y finalmente la ec. qp con la incégnita Nab

Por otro lado, tenemos 7 onstrlc(;10nes acoladas Las r1 eras 4 ecuaciones, con sus respectivas
incognitas, son las siguientes: 1) y Bt (5.177 ) y Q, (5.178 ) y kab, ademas de || y Ngp. Las

siguientes 3 ecuaciones originalmente eran ecuaciones de evolucién, pero que al utilizar la norma de Nester
automaticamente se convierten en ecuaciones de constriccién, a saber: (5.173)) con incégnita aw, (5.174))

con &, y con k.
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Capitulo 6

Campo escalar autogravitante
alrededor de un agujero negro

En el capitulo anterior estudiamos en detalle el particular formalismo 3 + 1 de la relatividad numérica
que deseamos ocupar en el presente trabajo. Por lo que ahora lo vamos a aplicar en un problema fisico
muy particular: la evolucién de un campo escalar esféricamente simétrico, minimamente acoplado, auto-
gravitante, alrededor de un agujero negro. Para esto, primeramente reescalaremos el campo escalar, y luego
reescribiremos la ecuacion de onda, en su forma general, sin simetrias, de tal forma que quede regular en
el infinito nulo .# . Posterior a esto, reescalaremos el tensor de energia-impulso, para finalmente reescribir
la ecuacién de onda como un sistema simétrico hiperbdlico, con miras a su implementacién numérica, de
forma similar a como lo hicimos en capitulos previos.

El paso siguiente sera reducir nuestro sistema fisico, tanto la parte que da cuenta de la geometria como
la que da cuenta de la materia, a un sistema esféricamente simétrico. Aqui introduciremos una eleccién
para la triada espacial, acorde a la simetria asumida, para luego reescribir los coeficientes de conexién.
Una propiedad importante de esta eleccién, es que la triada proporcionada es bien definida globalmente
fuera de la singularidad. Hecho esto, el paso siguiente serd la eleccion del factor conforme, y ya con todos
los ingredientes antes mencionados, reescribiremos las ecuaciones del sistema en simetria esférica. Estas
ecuaciones, en cierta medida seguiran teniendo generalidad en lo que respecta a las coordenadas espaciales,
asi que por simplificacién consideraremos una norma en la cual la 3-métrica conforme es la métrica plana en
coordenadas esféricas. Con esta eleccién, nuevamente reescribiremos las ecuaciones del sistema, que serén
las que al final nos enfocaremos en resolver numéricamente.

Con todas las ecuaciones reescritas en su forma final, teniendo un sistema hiperbdlico-eliptico, lo que
sigue es la implementacion numérica. Esto es todo un problema en si mismo, muy delicado, en el cual recurri-
remos a ingredientes diversos. Comenzaremos con el problema de valores iniciales, seguido por la evolucion
temporal, para luego tratar los monitoreos. Aqui utilizaremos muchas de las herramientas numéricas que
hemos estado introduciendo desde el capitulo |2} integradores de Runga-Kutta en el espacio y tiempo, ope-
radores espaciales de alta resolucién, entre otras. Aunque dada la complejidad del actual escenario debido
a la presencia de ecuaciones de constriccién elipticas, tendremos que introducir algunas nuevas herramien-
tras: interpolaciones, método de “disparo a un punto de emparejamiento”, algoritmo de Newton-Raphson,
entre otras. Aqui pondremos especial énfasis en el andlisis asintético de las constricciones, ya que estas pre-
sentan términos aparentemente singularidades en .# T, los cuales trataremos implementando expansiones
polihomogéneas truncadas, que incluyen términos logaritimos.

Enfatizar que el escenario fisico que deseamos simular consiste en un cascarén esférico escalar, rodeando
un agujero negro. Dado el dato inicial, de antemano uno espera que parte de dicho cascarén se radie a
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#7T, y un remanente del mismo sea acretado por el agujero negro. Aunque, por supuesto, como el actual
escenario no corresponde precisamente al caso de Minwkoski, la retrodispersién (backscattering) juega un
papel importante. Todo esto lo veremos concretado en la parte final del capitulo, donde entregaremos los
resultados numéricos. Para el problema de valores iniciales estudiaremos diferentes escenarios dependiendo
de la amplitud del pulso de campo escalar fisico inicial. En la evolucién discutiremos el comportamiento
del campo escalar y la masa de Misner-Sharp, desde la frontera interior, localizada ligeramente més al
interior del horizonte aparente del agujero negro, hasta .# . Para tiempos tardios, veremos que aqui se
tiene uno de los mismos resultados observado en la teoria linealizada, a saber: la presencia decaimientos
de cola (tail decays). Finalmente, a modo de complemento, estaremos incluyendo algunos apéndices para
detallar algunas cuestiones técnicas mas especificas que utilizamos en la implementacion.

6.1. Campo escalar y fuentes de materia

6.1.1. Reescalamiento de la ecuacion de evolucion

Comencemos considerando la ecuacién de evolucién para un campo escalar ®:

0o + %(@ =0, O:=—-¢""V,V,, (6.1)

donde V(@) denota un potencial. Posteriormente, vamos a escoger V(®) = 0, pero por el momento lo
mantenemos como arbitrario para efectos de generalidad.

Nos proponemos reescalar la ec. (6.1)). Para esto utilizaremos el reescalamiento que introducimos en la
ec. (5.144), a saber g, = ©72§,,, donde g,, Yy Gu representan la métrica fisica y la métrica conforme,
respectivamente. El campo escalar, minimamente acoplado, lo escogeremos de la forma:

=05 (6.2)

donde  es el factor conforme que satisface 2 = 0 en £+ y Q > 0 en el interior del dominio. Nétese que la
eleccién de este reescalamiento estd motivada por la misma razén que en el capitulo[d] seccién cuando
estudiamos el caso del fondo de Schwarzschild, consideramos el factor 1/r en la descomposicién del campo
fisico en armonicos esféricos. A saber, compensar el decaimiento del campo ¢. Y es que, recuérdese que en
el caso de Schwarzschild el factor conforme tomé la forma 2M /r, por la ec. .

Enfoquémonos primeramente en el operador d’Alembertiano [J, considerando nuestra base ortonormal
de tetradas g(eq, eg) = Nap que definimos en la ec. (5.1). En concreto:

-1 1
— v _ — v _ _O=85 O2;uv
0 = ="V = =0, (V=gg"d,) = 7\/@(% (\/ 085 025 ay)

= 0 = Q?0+2Q(9,0) 30, , (6.3)
donde, por supuesto, el operador de onda reescalado [ estd dado por:

~ -1
0=

d, ( —ggwau) . (6.4)

2
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Usemos ahora la ecuacién (6.3) para reescribir el término Ce:

0o — D(Qé) - Q‘ZE(Q&) +20(9,2) § 0, (Q¢) :
(@) (@)
) = <=0, [V=a, (99)] = <=0, [V=a 00,6+ V=i 0.9]

= g (auas) (8,2) + Q06 — G (5,Q) (auqé) +400 |
(i) = Q0,d+ d0,Q |
= 00 = Q°0¢ + 026 00 4200 3" (9,0) (8,9) (6.5)
T
11 (Z’U)

Para desarrollar el término (iv) consideramos que 9, = V,,, ya que las derivadas las estamos aplicamos
sobre la funcién escalar €2. En concreto:

G (0,Q) (0,Q) = §V,OV,0Q = ([)fQ> (DfQ) - (f)OQ> (DOQ) . (6.6)

Para el término (#i¢), por otro lado, nos queda lo siguiente:

00 = —§"V,V,Q = —§"V,VeQ— 3§/ V;V,Q
= DyDoQ— TV, Dy — DI Dy +T79, D0+ T Do

pero si consideramos la descomposion 3 + 1 de los coeficientes de conexién:

. 1 - . - . - -
I, =al = =Dla | 1Mo =My, =al 0, =iy =k,
el reescalamiento de la cantidad 0JQ queda como:
- L. 1 /- . e . -
00 = DoDo® - = (D7Q) (Dsa) - D! D+ 7 Dy + kDo%2 . (6.7)

El paso final, entonces es reemplazar las ecs. y en la ec. :
00 = Q306+ Q%¢DyDeQ — 92§ (f)fQ) (Dfd) — Q26D! D0+ Q2! D0
FO2PkDo — 206 [(DOQ) (DOQ) - (Dfﬂ> (Dfsz)] : (6.8)

Notese algo en este resultado. Si reemplazamos la ec. en la ec. de evolucién para el campo escalar
(6.1)), tenemos que esta dltima no es conformemente invariante. Es decir:

1% L
02+ 52(®) =0 » 0o+ 5-(20) =0 . (6.9)

Para superar esta dificultad trabajaremos con el siguiente lemaﬂ
Lema 1 ) )
O® + <R® = ok (Eg@ + 6R¢3) : (6.10)

donde R denota el escalar de Ricci.

1Para més detalles, ver apéndice D del libro de Wald [26], ecuacién (D.14) con n = 4.
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Demostracion: Comencemos al lado izquierdo de la ec. , e intentemos llegar al lado derecho, para
llevar a cabo la demostracién. Bastara con realizar reemplazar los reescalamientos respectivos. Ya sabemos
como reescala [1® por la ec. , y por supuesto ® por la ec. (6.2]). Asi que solo nos falta ver como reescala
el escalar de Ricci R. Para esto comenzamos considerando la e, utilizando las ecs. y (5.102)
para las trazas & y & respectivamente, es decir:

R = 29-2&
ISR 2 PPN 4 2
= 4D'n; — NIIN;, —6nn; + §N2 + k9%, + §k2 +2Dgk — = Aa (6.11)
@
El paso siguiente es reescalar las cantidades involucradas en R. Como podré recordar el lector, a lo largo de
todo el capitulo anterior introdujimos los reescalamientos de diversas cantidades: derivadas direccionales,

coeficientes de conexién, cantidades ADM, etc. Sin embargo, para efectos de célculo no estd demds volver
a escribir explicitamente las que aqui necesitamos:

Du = Qbu , Ny = Qﬁf—l—DfQ s Nfg = Q]iffg R
kpy, = Qkpy , N = QN |, k = Qk—3DQ , o = Qa |
Aa = —dAQ+QAd+3(ngQDfQ—DfQDfa) :

recordando ademés que AQ = DID = DD Q-7 fo Q. El procedimiento general es utilizar todas estas
relaciones en la ec para asi obtener el reescalamiento. No obstante, nosotros aqui vamos a considerar
algo adicional, y es la norma de Nester N = 72/ = 0. Con esta norma, el reescalamiento resulta ser algo
mas sencillo. En concreto nos queda asi:

R = Q2R+60D/D;2-12(D'0) (DsQ) - 62kDo
- - - 60 / - -
_ O (Ar ~
112 (DOQ) (DOQ) 6200 Do + — (D Q) (Dfa) , (6.12)
donde la cantidad R denota:
~ Y X X, X 4 ~ -~ A
R = —NI9IN;, + k9%, + ng +2Dok — =D’ Dya . (6.13)
(6%

Con todo esto, entonces si reemplazamos la ec. para (o, la ec. (6.2]) para @, y la ec. (6.2) para R
en el lado izquierdo la ec. (6.10)), al final, y realizando las respectivas cancelaciones, llegamos a que:

1 1~
00+ SRE = OF <D¢ n 6R¢) . (6.14)
demostrando finalmente que 00® + # R® es conformemente covariante, como lo plantea la ec. (6.10).

Demostrado el lema |1} entonces procedemos a reescribir nuestra ec. de evolucién (6.1]) utilizando la ec.
(6.10)), junto con el reescalamiento para el campo escalar @, esto es la ec. (6.2]). En concreto:

ov e 12\ 1 ov B
£ +55@® = @ <D¢+6R¢)GR$+3¢<$> =0
ec. [6.14] ec. ec.
T
= |06+ RS = RG-S (99)] (6.15)

Notar que el lado izquierdo de la ecuacién obtenida es expresamente regular en .# 7, ya que es independiente
de Q. El primer término del lado derecho también es regular £+, ya que como veremos en la subeccién
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el escalar de Ricci se reescala como R = 87GQ? (p — &CC)H Finalmente, el segundo término del lado
derecho también es regular en .# 7 si el potencial V(®) decae tan réapido como ® — 0, es decir:
ov
E5)
Procedamos ahora a calcular explicitamente el escalar de Ricci R. Para esto recurrimos a las ecuaciones
de Einstein, que definimos en el capitulo anterior. Es decir, lo siguiente:

(@) = O(®%) . (6.16)

GW = R‘“’fgg”” = 8aGNT™
1
= 81Gy |(V'®) (V”‘b)—igaﬁ (Vo®) (V) g" — g™V (D)| (6.17)

donde hemos escrito la forma explicita del tensor de energia-impulso T#” para un campo escalar. Aqui ademads
G* es el tensor de Einstein, R*” = RM el tensor de curvatura constraido en el primer y tercer indice y
Gy la constante de gravitacién universal. El paso siguiente es contraer la ec. (6.17) con la métrica g,,:

R 871G
R g, =5 "0, = TG (VF0) (V/®) gy =~ (Vad) (V76) 9" gy, +167Gi V (@)
—— —— ——
R,Y=R 4 4
= R-2R = SaGy[(V'®)(V,®)—2(V D) (V,®)] + 167G NV (®)
= R = SrGng™VadV,d+ 167GNV (D) | (6.18)

donde g™ son los coeficientes métricos en la base ortonormal. Pero aqui nos falta algo, y es que necesitamos
reescalar la cantidad R. Para esto haremos uso de los reescalamientos que ya conocemos, es decir ® = Q¢
para el campo escalar, y ¢** = Q2§“* para la métrica. Entonces nos queda:

R = 81GNQ§Va(Q9)V,.(20)
= 8nGNO? (D57 (Vad)(V,0) + 2005 (Vad) (V,.) + 75 (V) (V, )|
Pero si ademés descomponemos los operadores V,, = D,, en su forma 3 + 1:
§*M(VaF)(VuG) = (D! F)(DsG) — (Do F)(DoG) (6.19)
(con F y G denotando funciones escalares), finalmente llegamos a que:
R = 87GNQ* [(D!6)(D1d) - (Dod)?| +167GN 26 (D! 6)(DQ) - (Do) (Do)
+87G N Q25 [(Dfn)(DfQ) - (DOQ)Q} , (6.20)
obteniendo asi un reescalamiento para el escalar de Ricci R. Y nétese que de esta relaciéon de inmediato

podemos ver que % es regular, ya que R escala, como minimo, con 2.

6.1.2. Reescalamiento del tensor de energia-impulso

Consideremos las componentes del tensor de energia-impulso para un campo escalar:

T = (Du6) (D) = 59° (Da) (D30) gy — gV (®) (6.21)

donde las derivadas covariantes D,, se aplican con respecto a la métrica fisica g. Aqui nuestro objetivo
serd reescribir este tensor, considerando los reescalamientos D, = QD,, ¢ = Q@ y gap = Q72Gap o bien
g*? = Q2§°P. Bscrito de manera explicita:

T, =QD, (Q¢) ab, (Q¢) - ;WQDQ (Q¢) QD (Q¢) G — GV (Q¢) . (6.22)

2Especificamente, en la subseccién vamos a demostrar que R/Q2, utilizando las ecuaciones de Einstein.




146 Capitulo 6. Campo escalar autogravitante alrededor de un agujero negro

Por lo tanto, al desarrollar en esta expresion las derivadas de los productos y realizando un poco de algebra,
al final llegamos a lo siguiente:

T = 0 [(D)(D0) - 35 (Dad)Dsd5]
+ 69* [2(D0,8) (D)) ~ 515 (Dad) (D5 )|

b 302 (DD - 1505 (D) (D3] — ¥ (23) (6:23)
teniendo presente que las derivadas covariantes ahora se aplican con respecto a g.

Aqui nos conviene separar 7, en sus componentes: la densidad de energia p := Tyo = T'(eg, €p), la
corriente de energia —j, := Top = T'(eo, €p) y tensor de esfuerzos oup := Top = T'(eq, €p). Para esto, aparte
de evaluar las componentes del tensor propiamente tal, descompondremos las derivadas covariantes en su
forma 3 4+ 1 de la siguiente forma:

§*°(VaF)(VsG) = (DI F)(DsG) — (Do F)(DoG) (6.24)
con F y G funciones escalares, y que se derivada directamente de la ec. (6.19)).

Para la componente Ty nos queda lo siguiente:

4

to = (00 (578) (019) 0 [(2) (3] (573) (219

q?)292 B 2 B 5 B
+ 5 [(DOQ) - (DfQ) (Dfsz)} v (Q¢) , (6.25)
donde hemos usado las definiciones el reescalamiento jog = Q22ggo con gop = —1 por la definicién (5.1)).

De forma similar, el célculo para la componente Ty, arroja:
Ty, = Q' (Dod) (Dud) +60° [(Dod) (D42) + (D) (De)] +8202 (Do) (D02) - (6.26)
Y finalmente, para la componente T, nos queda el resultado:
ro = 9{(0.0) (949) - 22 [(270) (5:9) - (03) ]
#0607 {(00) (010) + (D16) (D2) - | (76) (59) - (u6) (o)
+ e { (D) (Di9) - % | (Dfe) (Dye) - (Do) | b-auv (93) . 020)

Reescrito el tensor de energia-impulso, necesitamos especificar como va a reescalarse. Visto en cada
componente, aqui nos vamos a decantar por los siguientes reescalamientos:

p = T(E,é) = QT (eg,e0) = Q Ty = Q7p (6.28)
gy = —T(,&) = —Q 2T (eq,er) = —Q 2To, = Q7% (6.29)
Gap = T (&) = Q2T (eqyep) = QT = Q204 . (6.30)

que como podemos ver, se traducen simplemente en multiplicar las ecuaciones ([6.25))-(6.27) por el factor
Q72, con el signo indicado segun el caso.
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6.1.3. Reduccién a un sistema de primer orden

De forma similar a como lo hemos hecho en los capitulos anteriores, con miras a la implementacion
numérica, el paso siguiente es reducir la ec. (6.15]) a un sistema de primer orden. Para esto, introduciremos
los siguientes campos auxiliares:

Xa = Dqp = Bai zJ) , (631)
7 o= Dyp = é(at—ﬁi&-)o} : (6.32)

donde B," denota las componentes reescaladas de la triada espacial, & el lapso reescalado y 8¢ la compo-
nente i del shift. Nétese que de la ec. ya tenemos una ecuacion de evolucién para el campo (j) Para
los campos ¢ YV Xa, las calculamos a contmuacmn

Para obtener la ecuacién de evolucién de y,, en primer lugar conmutamos los operadores Do y D,
aplicdndolos al campo ¢. Nos queda:

[Do,Da] ¢ = DyD,¢ — D,Do¢p = DoXo— Do = DoXa = [D()»Da} ¢+ Do7 (6.33)

donde hemos usado las definiciones (6.31)) y (6.32). Pero aqui necesitamos una relaciéon para [DO,DG} 0.

Por lo que para esto, calcularemos explicitamente el conmutador, considerando que D, = B,'0; y Dy =

é (8t — Bjaj) por las ecs. y , respectivamente. En concreto:
-~ 7 1 ) L -
Do, Da| 6 = [ (0 — 870;) ,Balaz} ?

0 (Ba'0id) — = P, (Bu'o:d) - B i(;até) +B.'0; (gaja))

— 10; B, + By (ajfﬂ)] 0,0

[(ai@) (ath) — B (i) (‘r’f"g)}
(5o (32) + (s ()

Nétese que entre la pentltima y tltima igualdad hemos considerado que DoB,' = &~ '[9;B," — 70, B, +
(0; Bi)éaj ], que corresponde a la componente ¢ de la derivada de Lie del campo vectorial é, = B,i0; a
lo largo del vector normal a las hipersuperficies 3;. Ahora bien, si en la ltima igualidad utilizamos la
ec. para eliminar la componente B, junto con realizar un poco de algebra, el conmutador queda
expresado de la siguiente manera:

O Qz\»—t

Q
s}
gs

i

ool
S

joN!
&

«

[DO, } §= = (Dad> 7 (,;af + iéaf +eaf%f> T s (6.34)

recordando nuevamente que Y, = B@qu por la definicién 1) Ahora entonces, si reemplazamos el
conmutador (6.34) en nuestra ec. (6.33) llegamos a lo siguiente:

~ 1 -~ z ];; .
DO)Z@ = EDa (dﬁ-) - (kag + §5ag + eafg(:}f> )29 ) (635)

obteniendo asi una ecuacién de evolucién explicita para el campo Y.
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Veamos ahora la ecuacion de evolucion para 7. Aqui consideraremos la descomposicion 341 del operador
d’Alembertiano [, que recordemos, ya la calculamos algunas pédginas atréds, cuando lo aplicamos al factor
conforme €2, especificamente en la ec. . Para nuestro caso, en que aplicamos dicho operador al campo
escalar reescalado (b, nos queda asi:

96 = Dubui—  (Dy6) (D'a) = DDy + Dy + kDud
= Doi— %;zf (Dfa) = D%y + k7 = Do - é;zf (D'a) +ka
= Dot = ébf (axs) — ki +06 , (6.36)
donde nuevamente hemos usado las definiciones (6.31]) y (6.32]), ademds de escoger de antemano la norma

de Nester haciendo 7f = 0. No obstante, aqul necesmamos expresion explicita para la cantidad Dd) Para
esto, entonces, recurriremos a la ecuacion .

. v /-
0¢ = 692R¢ ngzS 0o (ng) . (6.37)

Entonces, al reemplazar la ec. (6.37)) en la ec. (6.36)) nos queda:

- 1 -~ ~ 1/~ R 9% ~
Dow = —D (axy) — k7 — - (R >¢ Q2= (26) (6.38)

obteniendo finalmente una ecuacién de evolucién para el campo 7. Notese que la cantidad R estd determi-

nada por la ec. (6.13)), es decir:

~ X X X, X 4 ~ ~ ~ ~
R = —NIIN; + k9%, + §k2 +2Dok — = Aa . (6.39)

O b

Por otro lado, la cantidad R/Q? que aparece en la ec. (6.38)), podemos obtenerla directamente de las
ecuaciones de Einstein. En concreto, de la ec. (5.125)) nos queda:

R 1
R=29-26 = o&=0029-26) . (6.40)

Aqui la cantidad & la trabajamos directamente de la ec. (5.130)):
—Ew — Dy + 08 =87Gnowy = —&—D+38=8rGno%,

= & =41Gno% + % . (6.41)

Ahora bien, reemplazando la ec. (6.41) en la ec. (6.40]), y posteriormente utilizando el hecho de que 2 =
871G np por la ec. (5.126)), nos queda lo siguiente:

R p 0% 5a

donde hemos usado los reescalamientos (6.28)) y (6.30)), teniendo presente que las cantidades g y & se cal-
culan directamente de las ecs. (6.25)) y (6.27)), respectivamente. Con esto, finalmente hemos obtenido una

expresion para R/Q2.

Las ecuaciones de evolucion que hemos obtenido son perfectamente consistentes con el formalismo en el
que trabajamos. No obstante hay un detalle sutil que nos invita a reconsiderarlas, y es que en la cantidad
R, dada por la ec. , aparece la derivada Dok. Si hacemos revisién de todas las ecuaciones calculadas
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hasta ahora, tanto para la geometria como para la materia, en realidad no tenemos una expresion cerrada
para dicha derivada, ni tampoco es claro como obtenerla de forma analitica. Por tal motivo, la mejor opcién
es eliminarla, evitando asi tener que calcularla numéricamente, y por ende, removiendo de antemano una
posible fuente de error numérico a posteriori. Para esto, nos enfocaremos en la ec. de evolucién para el

campo T, esta es la ec. 1' reemplazando explicitamente R. Es decir:

~ 1- I L p
= _ ipfias g~ 1 479
Dot ~D7 (axy) — ki — ¢ (D0k>¢ k%
———
Do(kd) ki
1 X 2~ R °1%
_Z | ifg _ Nfg _ D, 2| 032
6{19 kry = NNy, — D' Dya QQ} 5 (29)
. k - 1 -~ 2. 2.~
R — Dl (ro) - Sm 212
= Dy <7r+3¢> dD (Gxf) k gk’q’)
- S S R v
_Z |\ fg _ nfg _Z2pf v | 032
[k kyg = NT'Ny, — =D’ Dy QQ} Qo (29)

~ 2~ 1rx, % Y =
Dot = =Df (axy) - 3k — [k, — NNy,

[\)

— ZD'Dya—87Gy (p— 5@)} sV (29)

joN

DOS(a - iDa |:&7% - ai%(;{| - (léag + ﬁ(sag +€afga)f> )2
a 3 3
(%)
1o 1= 1= p N k-
(x) = EDG (oz7r)—3—dDa (ak:(b) = dDa (ar) — 30~[Da (ak) — 3Da¢
Xa

= DoXe = %Da (ak) - ?fiba (ak) - (l@ag + 25&," +eaf%f> %o -

Finalmente, de la ec. (6.32)) tenemos directamente que:

b = 5

Do = fr73¢3.

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)

Con el cambio de variable de 7 a 7, ya hemos reescrito nuestras ecuaciones de evolucién. No obstante, por
completez también vamos a reescribir las expresiones para las componentes del tensor de energia-impulso.

El procedimiento es sencillo. Partimos de los reescalamientos (6.28])-(6.30]) utilizando las ecs. (6.25))-(6.27)),

y posteriomente reemplazamos © = 7 + %(ﬁ, asf como también Dy = % Qk — k) aprovechando que te-
nemos la ec. (5.164)) que obtuvimos cuando impusimos la condicién k = cte. para nuestra foliacion CMC.
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Como los célculos solo involucran dlgebra elemental, nos limitamos a presentar los resultados.

Para la densidad de energia reescalada p = O~2T},, tenemos:
1 E-\? 1 e s
= _ 2 A L ~f f ~
5 : (m 3¢) +3 [Qx +¢(D Q)} [Qxf—&-(b(DfQ” : (6.47)
El flujo de masa reescalado j, = Q 2Ty, por su parte, queda asi:
~ . k- . <[ =
B o= — (Qﬁ - 3¢> {QX;, +é (DbQﬂ . (6.48)

Finalmente, para el flujo de momento reescalado G4, = Q2T conviene considerar su traza &/ £,y su parte
simétrica sin traza 6,5, ya que estas cantidades son las que aparecen explicitamente en las ecuaciones de
Einstein. Los resultados son los siguientes:

#y = 3or-b) Lo + 5 (50)] [ox +4 (Byo)]

Gy = { [Q;ga +é (DQQ)} {Qfa, +é (Dbg)} }TF : (6.49)

Aqui enfatizamos lo conveniente que resulta hacer el cambio 7 por 7, ya que al eliminar los términos
que involucran Do, y por simples cancelaciones algebraicas, k ha desaparecido de las expresiones para
las componentes del tensor de energia-impulso. Esto en la practica serd bastante ventajoso, ya que como
veremos més adelante de las ecuaciones del sistema reducidas a simetria esférica, al final desacopla la
constriccién asociada a la eleccion del factor conforme de la constriccion hamiltoniana y de la constriccion
de momento, si bien estas dos ultimas aun estdn acopladas.

6.2. Reduccion a simetria esférica

A partir de ahora reduciremos nuestro problema al caso de simetria esférica, en razén de que este es el
caso mas sencillo para implementar el formalismo aqui presentado, con miras a generalizaciones posteriores.
En primer lugar calcularemos la métrica esféricamente simétrica general, en coordenadas cartesianas. Luego
de esto elegiremos la triada espacial y calcularemos los coeficientes de conexién en este escenario. Para
finalizar, vamos a reducir todas las ecuaciones del sistema, tanto la que tenemos para la geométria como
para la materia, al caso esféricamente simétrico.

6.2.1. Caculo de la métrica esféricamente simétrica general

Partamos considerando una métrica esféricamente simétrica, escrita en coordenadas cartesianas, des-
compuesta de acuerdo al formalismo ADM o 3 + 1:

g = —a(r)dt® ++2(r) [dr + B(r)dt]* + (d6® + sin® 0d¢®) (6.50)

donde 7 es el radio areal, t un tiempo coordenado, a(r) el lapso, v(r) la métrica inducida y S(r) el shift.
Como maés adelante introduciremos una eleccion particular para las tétradas, nos conviene reescribir esta
métrica como una métrica esféricamente simétrica general. Para esto, en primer lugar vamos a reescribir
la dependencia angular en coordenadas cartesianas. En particular:

= Rsinflcos¢ , y= Rsinfsin¢g , z= Rcosf . (6.51)
lo que nos permite reescribir la métrica como sigue:
g = —a?(r)dt? +42(r) [dr + B(r)dt)* — dr?® + dr? + r2d0? + 1 sin? Od¢?
dr2+dy2+dz2 = gg
= g = —a’(r)dt®+ [y*(r) — 1] dr® + 29 (r)B(r)drdt + v*(r) 8> (r)dt* + dR* | (6.52)
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donde gg denota la métrica euclideana tridimensional.
Considérese, por otro lado, la forma de una métrica esféricamente simétrica, general
g = —a(t,R)*d* + gi; (do' + bi'dt) (da’ + bi’dt) | (6.53)
con las componentes g;; dadas por:
9ij = BR*( R)&ii; + Br2(E, R)dy; (6.54)
donde hemos definido las cantidades:

Gi= b =0y —did; , r=B7'R, R=\/22+12+22 . (6.55)

Notar que como r = Bp 'R, si reemplazamos el reescalamiento By = QBr en la primera expresién, al
final tenemos que r = R/<Q.

Ahora bien, por inspeccién, comparando las ecs. (6.50)) y (6.53) es evidente que t =ty a(t, R) = a(t, R).
No obstante, vamos a desarrollar un poco més la ec. (6.53]) para determinar el resto de las cantidades: R,
b, Br y Bgr. En concreto:

g = —a(t,R)2dt>+ {B,;?(t,R):zifcj +B;2(t,R)5ij} X
(da' ® da’ + bi’da’ @ dt + bi'dt @ da? + b*&'37 dt @ dt)
1 ) )
= g = —a(LR)d + [BR( R) - Bt R)] pawsde’ © do?
b ) .
+2BR(t, R)E:pidﬂ ® dt + BR*(t, R)b*dt @ dt + B> (t, R)dr; ® da’ . (6.56)

Finalmente, comparando las ecs. (6.52)) y (6.56)), llegamos a que:
r=R , b=pB(r) , B:2(t,R)=1 , BR*(t,R) =~%*(r) ,
lo que finalmente nos permite reescribir nuestra métrica (6.52)) como:
g = —aX(r)d + |2 (r)iidy +8Z—j] x [zt + B(r)aidt] [da? + B(r)ildt] . (6.57)
6.2.2. Triada espacial y coeficientes de conexién

a) Eleccién de la triada

Con base en la ec. (6.54)), una eleccién natural para la triada es:
eo = B0y = (Briai! + Bré.t) oy (6.58)

donde &, = /R, 5af =0, — Zo2! y R una coordenada radial que determinaremos més adelante. Ahora
bien, la ec. (6.58) podemos descomponerla en su componente radial y angular:

e t® = Bp#'d, = 10, = —e,i% (6.59)

eagaj = Bngfaf = ijafzfea&lj s (6.60)
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haciendo incapié que 6,7 2% = ¢ j%q = 0, lo cual nos permite cancelar una de las componentes en cada caso.
Notamos ademaés que dada la simetria del problema y la eleccion de la triada, los coeficientes de conexién
toman la forma general:

wpy = w(t,R)Tp , (6.61)
a, = a(t,R)Zy , (6.62)
kay = kgr(t,R)Za2s + kr(t, R)oup | (6.63)
Nay = Ng(t,R)iqdy + Np(t, R)oa, + n(t, R)eaped® (6.64)

donde las cantidades a determinar son Ng, Np, n, kg, kr, a y w.

b) Conexién inducida

Pasando al célculo explicito de los coeficientes de conexién, vamos a recordar su forma, que como
podré recordar el lector, para una base ortonormal {e,} estd dada por:

1
Lagy = 5 {9(es; [ea, e5]) + g(ey, [ea, €5]) +g(eas ey, e5])} (6.65)
Esto lo demostramos en la subseccién [5.1.2) cuando llegamos a la ec. (5.22)).

Enfoquémonos primeramente en la conexion inducida sobre ¥, esto es Ny, = %edeI‘Cda, que en términos
de la ec. (6.65)) estd dada por lo siguiente:

Nop = ifb“l {9(ea; [ec, €al) + g(ea, [ec; al) — glee [eas eal)} - (6.66)
Con el objeto de calcular el conmutador [e,, €] escribimos:
leases] = [Ba'0:, Byi0;] = By (&-Bg) 9, —(asb) . (6.67)
Aqui necesitamos expandir en funcién de la tétrada que escogimos. En concreto:
%iBy = 0 (Brind! + Brb)
= (8;Br) &vi’ + %Sbiﬁ + %:ﬁb&j +(8;Br) &y — % (:%ijZ- + @j&,i) : (6.68)

donde hemos usado, como paso intermedio entre las dos igualdades, las relaciones:

1 1 ‘i

s — oo (%) =2 L, Low — L a2 46 =
Oty = O (R) = 2 O;R xp + Ré’lxb = R( xll‘b—k(sbl) = (6.69)
. _ . . 1 . .
0 = =0 (0d') = —@dd — 0y = — [2087: + 2900, (6.70)
con R = v/x;x'. Entonces, utilizando || podemos seguir con el desarrollo:
i j Y K i Brz 5 Br. s
B, ((%Bbj) 8]’ = (BRxax + Bré, ) X (&'BR) Tpd? + fabixj + fxbdﬂ
N B ns a
+(0:Br) & — = (08 + @J&bi)} )
P Y BrBr . . e
= Bp (aRBR) :caxbxjc?'j + Bgr (8RBT) xaébJé)j — TaTpX 5Jiaj
BrBpgr .+ BrB A Br? . . Iy N
+ R 00+ 8,0y — =0 [@baﬂi + :zﬂabi] 9; (6.71)



6.2. Reduccién a simetria esférica 153

donde hemos considerando otras dos nuevas relaciones, a saber:

81» [BR(t7 R)] = (BRBR) T; , 61‘ [BT(t, R)] = (8RBT) T; s
Saisbi = (6ai - i‘ai'i> (6bi - -’i‘bi‘i) = 6ab - i‘ai‘b = gab 3 Saigji = Saj .

Ahora bien, reemplazando la ec. (6.71)) en v haciendo un poco de édlgebra, nos queda:

[easep] = {—BR (OrBr) &y +

+ |:BR (8RBT) fia —

BrBr

= 2Bg (OrBr) 1,0’ 0; — 2 =

. B2 ..
@[aab]ﬂaﬁz%@m]ﬂaj , (6.72)

20 — 9, Una forma mds conveniente de reeescribir este

resultado es considerar la ec. 7 reemplazando 5b]j 0j = B—lTe fﬁf b = B%Sb]f ey de tal forma de escribir
el conmutador en términos de las componentes de la triada especial:

donde hemos usado la antisimetrizacion: [aéb] =

BR BR BT N
ea,n] = |2=2 (OrBr) — 2= 427 | #1,00 € . 6.73
€, €] [BT(RT) R+R [aOb)” €f ( )
Con esta expresiéon a la mano, entonces el paso final es calcular explicitamente Ngj. Aqui solo es cuestién
de hacer un poco de dlgebra considerando los coeficientes 7,, = g(eq, €y) para los productos interiores, tal
como lo definimos en la ec. GD y las expresion explitas para Z, y d.p que aparecen en la ec. 1D Por
tal motivo, escribimos directamente el resultado final:

1 Br Br  DBr .
Na = = CdFC a — B B - 5 S abe ¢
b 56" Ted {BT((?R T) RJrR]eb z
n(t,R)
= Ngy = n(ta R>€abc z° 5 (674)

donde la cantidad n(t, R) es la que definimos inicialmente en la ec. (6.64]). Con esto entonces vemos que la
dependencia espacial de la conexién inducida es tnicamente radial.

d) Curvatura extrinseca

Calculemos ahora la curvatura exinseca kqp = I'poq. De acuerdo a la ec. (6.65)), esta podemos escribirla
de la siguiente manera:

b = 5 {0easfenscol) — glens feo,ea))} (6.75)

donde hemos omitido el primer término g(eq, [ep, €q]), dado que el campo vectorial ey es ortogonal al
conmutador [ep, e,]. Aqui necesitamos calcular una forma explicita para [eg, e,], por lo que partimos con
la siguiente expresion:

1 .
[€o, €al = | = (0 — 570) ,B.oy| (6.76)
que al trabajarla con un poco de dlgebra, se reduce a lo siguiente:

1 1 .
(0:B.") 0 + ?Ba’“ (k) O — —f (9;B4*) o,
1

a?

1
[607 6(1] - a

B.* (0p) B70; + éBa’“ (0uB7) 05 . (6.77)
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Para seguir trabajando esta expresion necesitamos considerar dos cosas. La primero, es que tanto el lapso
« como el shift 8* varian radialmente en el espacio, por lo tanto:

Oroe = (aRa)£k7
R
B = 0p(BRET) = (0uB7) 3 + 8" (0kd?) = (9rB™) :ekgzj+%3kj : (6.78)

Y la segunda, es la forma explicita de las componentes de la triada que escogimos previamente, esto es,
B.* = Bri,i* + Bro,*, que nos permite calcular facilmente la derivada 9, B,*:

8,B,* = 9, (BRszaaek n BTsak) — (8,BR) #a3"* + (8,Br) 8" . (6.79)
Recuérdese por lo demas que la derivada espacial 9;B,* ya la calculamos en la ec. (6.68). Entonces con

todas estas consideraciones, y realizando un poco de algebra, la ec. (6.77) la llegamos a reescribir de la
siguiente manera:

L 2 1
[607 ea] = (eoBR) Za $kak + (eoBT) 5ak6k +—BRr, (83&) ()
N \/_: (0%
aoerdf mrerdla
R

1 . 1 N
+—BRrzZ, (6RBR) i‘jaj +—Br— 6a38j s
« ~—~ (07 R N——
Pesid Besbl,

1 . R 1 -
= [60, ea] = a (8Ra) BRxaeo + |:(60.BR) {EaBinf + (GOBT) Edfa

V(o pa or, By
+E 2,27 Orp +§5 oller (6.80)

donde hemos usado la definicién ey = 1 (8, — 870;) que ya conocemos, ademas de las ecs. (6.59) y

las cuales nos permiten introducir las componentes de las triadas espaciales.

Finalmente, si utilizamos la ec. (6.80)) en la ec. (6.75]), es facil llegar al resultado:

1 1 1 1877 .
= — |(eoBgr) =— + —0rB%| #4dy — |(eoBr) — + ——
kap [(60 R) Br + aaRﬁ } Talp [(60 T) Br + R } dab
kR(t,R) kT(t,R)
= ka = kr(t,R)Zady + kr(t, R)ay (6.81)

donde las cantidades kr(t, R) y kr(t, R) son las que definimos en la ec. y nuevamente confirmamos
una dependencia espacial radial.

d) Aceleraciéon y velocidad angular

Los coeficientes de conexién restantes son realmente faciles de calcular. Para la aceleracion a, = I'yg
de los observadores normales a la foliacién X, de acuerdo a la ec. (6.65]), tenemos:

ay = Tyoo = %{9(607[61;760})+g(€0,[€b7€0])} = g(eo, [ev,€0]) , (6.82)

donde hemos omitido el tercer término g(ey, [eo, €o]) dado que es cero. Ahora bien, nétese que aqui podemos
usar directamente la expresién (6.80f), en la cual solo sobrevive el primer término con el campo vectorial
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eo, dado que g(eg,ef) = 0. Por lo tanto, llegamos a que:
1
ap, = FbOO = — (8Ra) BR i’b = ap = a(t, R).’)i"b s (683)
&
a(t,R)
teniendo una expresién explicita para la cantidad a(¢, R) que definimos en la ec. ((6.62]).

Finalmente, para la velocidad angular w, = —+€,%T'yo de las tétradas con respecto a un sistema de

- 2
referencia no rotante, obtenemos:

1
Wq = 716abc {g(eca [eba 60]) - g(eb’ [ec’ 60])}
1[ (eoBr). . (eoBr) - 1, . b (eoBR) . .
: Fod Och ax Ty | Or R + Br TeTh
(oBr)s  1s b
+ BT 6cb + axcxb 8RB R
= we = w(t,R) = 0. (659

donde hemos usado el conmutador [eg, e,] que calculamos previamente, ec. (6.80)).

6.2.3. Eleccién del factor conforme

Fijemos ahora el factor conforme €. Para esto, vamos a comparar las ecs. (5.157) y (6.74), ambas para
la conexién inducida:

Nap = QN + €,,°De = n(t, R)eqpei® . (6.85)

Considerando la norma de Nester 72(¢, R) = 0, tenemos que Nab = n(t, R)eapct® = 0. Por consiguiente, de
la ec. (6.85)) nos queda lo siguiente:

€a’D = n(t, R) €ape T¢ = €ape e?f Deq = n(t,R) €ape ebf ze
—— ———
28.F 28.F
~ B Br— B
= D/Q = nt, R = {BR((?RBT)+TRR] il (6.86)
T

Pero si (2 varia radialmente en el espacio, el lado izquierdo de la 1ltima igualdad nos queda:

Do = &9 = By'o = (Brigd' + Bréy') 0,0
0

g . _ L . Br
= T Pt Z v 17 = T Q = 7/\ Q bl .
Brisi' 0,0 +W Briy O S (6.87)
Z1ORQ £TORN

lo que finalmente nos permite obtener una ecuacién diferencial escalar para €Q:

OrBr 4 Bt — Bp
Br RBr

1
q0r = (6.88)

6.2.4. Ecuaciones del sistema en simetria esférica

Antes de presentar las ecuaciones del sistema en su versién reducida a simetria esférica, vamos a intro-
ducir la cantidad:

o, B) = 2 (nlt, B) ~ Fr(tR)) (6.89)
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que nos permite parametrizar la parte simétrica sin traza de la curvatura extrinseca reescalada. Adicional-
mente, y dada la simetria del problema, asumiremos que los campos gz, X, 7, v las cantidades &, % y Q,
varian radialmente. También asumiremos que las componentes de las tétradas reescaladas B r = Br/Qy
Br = Br /§ varian radialmente, aun cuando en la préctica vamos a escogerlas como Br=Br=1 (ver
siguiente seccion).

FEcuaciones de evolucion para el campo escalar

- - k-
Dyp = 7— §¢ (6.90)
Doy = ~Bgrod (“)—;Ba (v%)—~ v+ 2k (6.91)
OX—&RROUT 3dRR04 X 3 :
. 1 3 _Br 2-. -|Bg - . 2ByBgr . .
D = —B 2 — — = B
o = =Brin(aX)+ 2% — 5k7+ 6| X (0rBr) (9) + 12t (9d)
BRQ 2~ 14 47TGN - ~ f _38V ~
- — — - Q Q .92
taq Ona) == (0 aq>(¢ ’ (6.92)
donde el término de fuente denota la cantidad
k-2 .
(p—aly) = —(Qﬁ—gqﬁ) +[Q>z+¢(aRQ)} ) (6.93)
Ecuaciones de evolucion para las tétradas
L 1~ P ko~
D()BR = _EBR (GRB ) - VBR - §BR y (694)
- 1- B8R . k-
DoBr = _EBTE + §BT — §BT . (6.95)
FEcuacion de evolucion para la curvatura extrinseca
. kv 2 BrBr ,. . 4 BrBr 2wk
= —— - — 0 — 0 - —
0 5 3 r On9tggT R (e -5y
2 1= ~ - ~ -
Jr% {BR <8RBR) (Ora) + Bg? (83204)}
4 [Br (0rBr) (9n92) + Br? (05°0)] + 87Cix (600)"" 34" (6.96)
30 PR \9rPR ) (OR r™(Or N (Oab ) .
donde el término de fuente esta dado por:
92 - 2
()" 3% = S [%+60r)] (6.97)
Foliacion CMC
ArGNQ (35 + 67 ) @
= —3Bg*(0rQ) (9ra) — 99&~2
_ _ BrB -
+ Q| Bg (aRBR) (Ora) + 2222 (9a) + Br? (0r2)
R BrBr /o o\ -y
+a|Bg (8RBR) (9r) + 2 (8RQ) +Bp? (052Q)| (6.98)
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con el término de fuente dado por lo siguiente:

2
3p+af; =3 (Qw - ’;&) + [QX +¢ (GRQ)T . (6.99)

Eleccion del factor conforme

On (ozl?;) = Op (ap) + 3@% 0T (6.100)

Constriccion hamiltoniana

3|+ K\’ 3
2 | Br? (0r0)° — (3) + gQQDQ + 4nGN Q%)
. . BgrB -
— QB (aRBR) (0r) + 2252T (9p0) + Br? (0r2Q) | (6.101)
donde la densidad de energia reescalada p estd dada por:
1 k=) o 2
=3 (Qw — 3¢>> + [Qx—kgﬁ(agﬂ)} . (6.102)
Constriccion de momento
- 2 . D -
Br [(912& - g7 (839)] + SBT% = —8tGnpi’ (6.103)
donde la corriente de energia esta dada por:
~ oAb ~ k-~ ~ 51
it = — (07 -20 [QX n BR¢(0RQ)] . (6.104)
Norma de Nester
onBr — + B—BT2 (6.105)

6.2.5. Norma de métrica conforme espacial plana

A partir de ahora escogemos By = 1, que como podemos ver de la ec. (6.50]), nos permite interpretar
R como el radio areal de la métrica conforme. Adicionalmente, por la ec. (6.105) tenemos que Br = 1, lo

que nos lleva a que la métrica conforme espacial es plana, y entonces tenemos que toda la informacién de
la geometria estard contenida en el factor conforme 2.

Por otro lado, no estd de mas recordar al lector que la coordenada espacial R la definimos de forma
compactificada tal que r = R/, con r denotando el radio areal de la métrica fisica. Con esto entonces,
y particularizando aun més al escenario fisico que nos interesa estudiar, vamos a considerar el dominio
espacial compactificando [R;,, R #+]. Escogeremos R, ligeramente menor que el radio R,;, = 2M donde se
localiza el horizonte aparente de nuestro agujero negro de masa M. Como veremos mas adelante, R,y varia
con el tiempo t. También escogeremos R s+ = 1, aunque solo hasta dltimo momento lo reemplazaremos
en las ecuaciones, con el fin de tener una mejor comprension de las dimensiones involucradas en ciertas
cantidades (esto serd importante en la implementacién numérica, seccién .
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Pero bueno, para facilitar la lectura y evitar confusiones maés adelante, vamos a reescribir nuestras
ecuaciones considerando la eleccién de norma para la métrica conforme arriba especificada.

Fcuaciones de movimiento

Dop = fr—gé (6.106)
-1 . é . 2.
Dox = 58}3 (ar) — ﬁﬁR (ak) - X <1/ + 3k) (6.107)
Aor — Lo aer+oX - 25a
Dor = &5‘3 (ax) + 2R 3k7r
(1, 2, ] ¥ 4nGn . ) T
+¢{3d {aR a- = (E)Ra)] T (o f)} Q= (sw) , (6.108)
o a2 -
donde (p—o'f) = — (Q?T - §¢) + [QX + d)(aRQ)}
- 1 -
Do = 3 (Qk - k) . (6.109)
Ay = 2 (925 9RO\ 4 (ORQ o o0\ P (p 2k
Dor = 3&(8304 R)+3Q<R 839) 3<k+Q>
+87G N (Gap)" " 220, (6.110)

= \TF ~azxb 2p 2 VR 2
donde (G4)" " 272° = Q?Bp {Qx+¢(aRQ)}
Relaciones para el shift
Oppl = d(ﬂ—k> , BR = aR (”—k> . (6.111)

Constriccion CMC

ATGNQ (3p+67F)a = —3(0rQ) (Ora) — %Q&ﬂz +Q [Z (Ora) + aRQ&}
+a [Z (0rQ) + 8329} , (6.112)
-\ 2 - 2
donde 35+6/; = 3 (Qw - gqs) + [Qx +é (aRQ)]

Eleccion del factor conforme

2 = . %
=0 (ak) = O (a7) + 347 . (6.113)
Constriccion hamiltoniana
3 2 K 322 2~ 2 2
B (0r))” — 9 + gQ "+ 4nGNQp = Q = (OrQY) + 0r°Q| (6.114)

v = —8rGnjpi’ | (6.115)
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6.2.6. Funcion de masa y expansiones de vectores nulos

La funcién de masa de Misner-Sharp o de Hawking m(¢, R) es una importante cantidad geométrica,
invariante, que nos sera de utilidad para la implementacién de condiciones de frontera en R = R;, y en el
monitoreo de la solucion numérica. Esta se define de la siguiente manera:

2m(t,r)
r

1- =g(dr,dr)=-010" | (6.116)
donde ©F denota las expansiones de los vectores nulos k% entrantes (—) y salientes (+), ortogonales a
una esfera Sy, de radio areal fijo  incrustada en una hipersuperficie de foliacién ;. Al descomponerla en
tétradas, podemos escribirla de manera mas explicita:

1 6ab
1— Zmr(’”) 9" (V1) (Vur) = g% (Dor) (Dor) + gﬁ' (DarDyr)
= —(Dor)? + (D) (Dgr) = — (Dor +i"Dar) (Dor —&,D%)

donde observamos claramente la definicién de las expansiones O y los vectores nulos k*:
0% = (Do £ #%D,r) = k¥ [r] = (eo £ i%4) [1] . (6.117)

Ver figura para visualizar de forma maés clara estas cantidades.

€

k™ k*

N

2

Figura 6.1: Representacién gréfica de los vectores nulos. Dada una hipersuperficie de foliacién ¢ a un tiempo
t = cte., en esta se incrusta una esfera 2-dimensional S, de radio areal r. El vector e, pertence a la triada espacial
de nuestra base ortonormal, es normal a S:, y tangente a ;. El vector eg es normal a 3. Los vectores nulos k*
se construyen como combinacién lineal de ep y eq.

Desarrollemos aun mds explicitamente O*, para manejar una expresiéon que se pueda implementar
numéricamente. Utilizando D, = QD, por la ec. (5.146), D,r = Z,0rr por la reduccién a simetria
esférica, y r = R/Q por la definicién del radio compactificado, nos queda :

0% = QD¢r+2",Q0rr = QD (g) + Q0r (g)
~ R - R
= <D0R — QDOQ> + <1 — QaRQ> . (6.118)
donde, por supuesto, %%, = 1. Sin embargo, nétese que:
N 1 b - 1/ - Qk
DoR = — —b = —— Dd=-(Qk—-k) = — — A1
oR = = (0R — bORR) =, D=3 ( ) T -C . (6.119)
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por la versién reescalada de la derivada normal a las hipersuperficies, ec. (5.54)). y la ecuacién de evolucién
para el factor conforme ([5.164)), respectivamente. Entonces:

e

ot = —g TR i[1—£@RQ} ) (6.120)

Pero si ademads el shift es b = &R (% — %), por la ec. (6.111)), finalmente tenemos:

ot = (RC — RD) + (1 — 56R9> . (6.121)

Q 2

De la expresién para ©F vemos que en £ el primer y tltimo término de la derecha divergen.
En el caso de ©F estas divergencias se suman, por lo que la expansién diverge. Aunque para el caso de
©~ ocurre que estas divergencias se cancelan, de tal forma que al final el producto de ambas expansiones
©1TO~, que aparece en la definicién de la funcién de masa de Misner-Sharp, ec. , sea finito. Desde
un punto de vista analitico, todo esto es consistente. Sin embargo, desde un punto de vista numérico es
bastante delicado, en el que requeriremos de expansiones asintoticas. Por lo pronto, este asunto lo dejaremos
pendiente, pero lo retomaremos en la siguiente seccion, cuando tratemos la implementacién numérica.

Horizonte aparente

Como en este trabajo estamos interesados en estudiar la evolucién de un agujero negro rodeado por un
campo escalar autogravitante, nos conviene introducir el concepto de horizonte aparente, el cual esta es-
trechamente relacionado con las expansiones ©F. Dada una hipersuperficie espacial de foliacién ¥, el
horizonte aparente se define como la superficie 2-dimensional marginalmente atrapada més externa de un
agujero negro, sobre Y, tal que cumple O = 0 y ©~ < 0. Por la definicién , estos valores en las
expansiones implican que r = 2m, pero tefigase presente que no hay una implicancia a la inversa. Por otro
lado, ©T < 0y ©~ < 0, es la condicién que cumplen las superficies atrapadas, las cuales se encuentran
localizadas en el interior del agujero negro, siendo equivalente a r < 2m.

Ahora bien, el lector pudiera preguntarse: ;Por qué utilizar el horizonte aparente, en lugar del tra-
dicional horizonte de eventos? El horizonte de eventos, esencialmente se define como la frontera fisica
entre geodésidas nulas que escapan al infinito nulo, y las que caen al agujero negro y llegan a la singu-
laridad. Esta simple definicién nos indica que el horizonte de eventos constituye una caracteristica global
del espacio-tiempo, por consiguiente, para localizarlo necesitariamos conocer la evolucién completa, futura
y pasada, del espacio-tiempo. Esto es algo poco préactico para efectos de implementaciéon numérica, en
la cual deseamos localizar el horizonte a cada paso de tiempo. Visto asi, resulta conveniente recurrir al
horizonte aparente, dado que representa un procedimiento local en el tiempo, para ubicar un agujero negro.

Cabe mencionar que algunos teoremas de la relatividad general, bajo ciertas condiciones, garantizan
que una superficie marginalmente atrapada debe estar contenida en el interior del horizonte de eventos.
Aqui una de las condiciones méas importantes es la hipétesis de predictibilidad fuerte y asintéticaEL que
béasicamente asume la validez de la censura césmica débil, o en otras palabras, que no se pueden formar
singularidades desnudas del colapso de dato inicial regular. De esta manera, si por ejemplo deseamos realizar
una excision, es decir, remover del dominio numérico la regién del espacio-tiempo interior al horizonte de
eventos (como de hecho lo vamos a realizar mds adelante), cuando monitoreamos un horizonte aparente
verdaderamente estamos obteniendo informacién de la localizaciéon del agujero negro. Pero bueno, estudiar

3Sea (M, g) un espacio-tiempo asintéticamente plano, conformemente relacionado con el espacio-tiempo no fisico (M,g).
Sea ademds J~(.#71) el pasado causal del infinito nulo futuro .#+. Decimos que (M, g) es fuertemente y asintéticamente
predecible, si en el espacio-tiempo no fisico existe una regién abierta V.C M con M NJ— (S 1) C V, tal que (V, g) es global-

mente hiperbélico [26]. Con (...) estamos denotando la cerradura. Recuérdese ademds que un espacio-tiempo es globalmente
hiperbdlico, si este admite una superficie de Cauchy.
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en detalle los diversos teoremas de relatividad general sobre agujeros negros es algo que sin duda escapa de
los objetivos de este trabajo. Sin embargo, si el lector estuviera interesado en profundizar sobre este tema,
recomendamos los libros de texto de Hawking y Ellis [25], y el de Wald [26].

6.3. Implementacién numérica

En esta seccién entregaremos detalles acerca de la implementaciéon numérica. Nos enfocaremos tanto
en algunos procedimientos analiticos necesarios para trabajar las ecuaciones, seguido de los respectivos
métodos numéricos. Comenzamos con el problema de valores iniciales, para continuar con la evolucién,
monitoreos posteriores. Cabe mencionar que para la discretizacién vamos a utilizar una malla numérica
uniformemente espaciada R; = Ry, + jAR, tal que j = 0,1,2,..., N, con resolucién espacial AR =
(Rys+ — Rin)/N y N un ntimero par que damos de entrada.

6.3.1. Problema de valores iniciales

Para resolver el problema de valores iniciales (PVI), lo primero es dar el dato inicial para el campo escalar
y su momento conjugado. Solo luego de esto, es que la parte métrica queda determinada. Por consiguiente,
el paso siguiente es resolver la constriccion de momento para U, esta es la ec. , la constriccién
Hamiltoniana para el factor conforme 2, ec. , la constriccién CMC para el lapso reescalado &, ec.
, y finalmente, la constriccion asociada a la eleccion del factor conforme para la traza reescaleada de
la curvatura extrinseca l~c, ec. . A continuacién detallamos todo este procedimiento.

a) Dato inicial y fuentes de materia

Para dar el dato inicial existen dos opciones igualmente validas. La primera es dar el campo escalar
conformemente reescalado, y la segunda es dar el campo escalar fisico. Aqui nos decantaremos por la
segunda opcién. Por lo tanto, en este escenario necesitamos expresiones para las fuentes en funcién de los
campos fisicos, las cuales podemos calcular directamente del tensor de energia-impulso que definimos en la
ec. . Comenzamos con la densidad de energia p:

p=Toy = (Do) (Do) — 26" (Da®) (Ds) o
= 724 % [—7% + 6% (D, ®) (Dy@)] (6.122)

donde definimos el campo auxiliar m := Dy®, descompusimos la cantidad ¢** (D,®) (Ds®) en su forma
3 + 1, y ademds consideramos que gog = ¢°° = —1 y ¢? = §% por la definicién (5.1). Ahora bien, dado
que ® varia solo radialmente, tenemos que D, ® = BrZ,0r®, donde podemos escoger de antemano el
reescalamiento B = QB = 2 (con Bp = 1). Pero ademas, considerando el reescalamiento p = pQ2? dado
por la ec. , al final llegamos a lo siguiente:

|
p= 0 = 3 [w2+92 (a,&)ﬂ , (6.123)

obteniendo asi una expresion para la densidad de energia reescalada en funcién de los campos fisicos ® y
Dy®. Siguiendo un procedimiento similar, y que no detallaremos para no sobrecargar la lectura, para la
corriente de energia y el tensor de esfuerzos llegamos a las siguientes expresiones:

g = ¥ = —7Q(0rP)ds (6.124)
1
Oap = a2 = Q2 (8R<I>)25:ai;b+§5ab 2 — Q% (09)%| . (6.125)

Las ecs. ((6.123])-(6.125)) son las que en definitiva nos permitirdn evaluar las fuentes reescaladas en funcién
de los campos fisicos. Finalmente, mencionar que para el dato inicial de campo escalar fisico escogeremos
un pulso de soporte compacto & = ®, con momento conjugado m = 0, por simplicidad.
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b) Resolucién de la constriccién de momento

Pasemos ahora a explicar como resolvemos las constricciones del sistema. Escogiendo el campo 7 = 0,
notamos inmediatamente que la constriccién de momento, ec. (6.103|), utilizando el término de fuente
(16.124]), facilmente podemos integrarla de manera analitica, ya que:

. 3. 2 - dv dR dS)
0= vt v =gy = =[5 =3 [F 2[5
1 R3 - 02
= —ln(ﬁ> - h1<Q%HD) = 7= 2D, (6.126)

donde D es una constante de integracién.

c) Resolucién de la constriccién hamiltoniana

Con el resultado para v, el paso siguiente es resolver numéricamente la constriccién hamiltoniana para
), dada por la ec. (6.101)). Para fines de cédlculos, aqui recurriremos a un cambio de variables, de tal forma
de trabajar con cantidades adimensionales. En concreto, consideramos:

R

UR) = Cul@) R €=

(6.127)

donde la constante C' = k/3 denota la curvatura media de las hipersuperficies de foliacién. Notar que con
este cambio de variables, simplemente estamos mapeando el dominio R € [R;,, R_»+] a un nuevo dominio
& € [&mn, 1], donde la frontera interior cumple &;;, = R;n/R #+. Hecho esto, el paso siguiente es reescribir
la constriccién hamiltoniana como un sistema de primer orden, dado que asi la podremos resolver con
un integrador numérico. Entonces, si eliminamos 7 con la ec. , la densidad p con el reescalamiento
, y usamos 7 = 0 como ya lo mencionamos més arriba, la ec. nos queda asi:

o= w (6.128)
3 9 2w 3 D2C*ub
’LU/ = — [w — 1} — ? + 5576

donde hemos usado (...)" para denotar la derivada d/d¢. Nétese, sin embargo, que aqui tenemos una dificul-
tad. Y es que el sistema arriba escrito se vuelve singular en ., dado que alli u(§ = 1) = 0 por la definicién
del factor conforme. En la préactica, esta dificultad aparece en la tanto en la constriccién hamiltoniana co-
mo en la constricion CMC, lo que requerird de un tratamiento delicado. En concreto, vamos a considerar
expansiones asintoticas alrededor de R s+, y utilizar dichas expansiones para calcular explicitamente la
solucién cerca de R s+. Un procedimiento sisteméatico para obtener estas expansiones lo hemos incluido en
el trabajo |117]. Sin embargo, aquf las introduciremos de forma mds pragmética, haciendo algunas suposi-
ciones a priori, y que en primera instancia nos permitié obtener expansiones truncadas a 6rdenes superiores
de manera directa y facilmente calculables a través de algunos scripts en Maple.

+ 2rGNud? | (6.129)

Sea la nueva variable adimensional ¢ dada por:

R
R+

(=1-¢=1- ; (6.130)

y supongamos que el factor conforme u(¢), ya reescrito en funcién de esta nueva variable, sus derivadas,
asi como el factor 1/§ = 1/(1 — () satisfacen las expansiones en series de potencias:

k¢

Ky Ky kg
u(@)m Y wl® W Q)R k¢t W () & Y uk(k —1)¢F ﬁzZ& . (6.131)
k k k k
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k
con los coeficientes ug = % ddl,i(co y k=1,2,3,4,..., k¢, truncando asi las expansiones hasta el orden
. o

k. Recuérdese que como u(¢ = 0) = 0 en £, por la definicién del factor conforme, el coeficiente
ug = 0 no contribuye a la expansién de u. Entonces, si reescribimos la constriccién hamiltoniana
en funcién de las nuevas variables u y ¢, hacemos uso del resultado :6.126 ), reemplazamos las expansiones
, y consideramos el término de materia como exactamente cerg®| al final los coeficientes uy se pueden
determinar de forma exacta, descomponiendo la constriccién para cada orden de ¢* por separado. Este es
un céalculo analitico, sencillo en principio, pero dado que truncamos las expansiones a 6rdenes superiores,
lo més rapido y conveniente fue implementar un script en Maple. Los resultados fueron:

1

uozoaulzlau2:_§7u3:07
us = parametro libre dependiente de la masa en 1 | us = w4 ,
1 4 5 10
ug = Uy , Uy = HD204+U4+?U42 , ug = %D204+U4+7U42 . (6.132)

Notar que el coeficiente u4 lo hemos asociado a la masa en £+, incluyendo la masa del campo escalar y
la masa del agujero negro. La justificaciéon de esto, es que en el caso del espacio-tiempo de Schwarzschild,
similarmente se puede determinar una expansiéon asintética para el factor conforme, teniendo, explicita-
mente, que el coeficiente de orden 4 depende de la masa m del campo escalar (mds detalles de esto, en la
segunda parte del apéndice |Al).

Como la constriccion hamiltoniana constituye un sistema de segundo orden, para integrar requerimos
de dos condiciones en la frontera. En R = R s+, como dijimos, tenemos el parametro libre uy. Por lo que
para la condicién faltante, utilizaremos la siguiente expresiéon evaluada en R = R;;,:

aRQin
Qin

C Qin2 + Rzn
= Rin (Qm — DRm3> +1-0;," , con £, := . (6.133)

Rin

y tomando D como parametro libre. Esta expresién proviene de la definicién (6.121)), con 75, v O, 7 < 0
denotando el radio areal de la métrica fisica y la expansion saliente de los vectores nulos, evaluados en la
frontera interior, respectivamente. Enfatizar que las cantidades que dejamos fijas son 0, %, Rin, Tin y C.

El procedimiento para resolver numéricamente el sistema compuesto por las ecuaciones y (6.129))
consta de varios ingredientes. En primer lugar, cerca de la frontera R = R ,+ imponemos la correspondiente
expansion asintética para el factor conforme, dando un valor inicial para la constante D y para la masa
en £+, Esta ultima cantidad podemos relacionar directamente con el coeficiente w4, considerando el caso
del espacio-tiempo de Schwarzschild, que se analizé en el apéndice [A] como ya lo dijimos. En concreto,
considerando el término a orden ¢* de la expansién , tenemos que:

1
us=— (Cmy+ + DC?) . (6.134)

En segundo lugar viene la integracién numérica del sistema formado por las ecs. y (6.129) a
través de un algoritmo estandar de Runge-Kutta de 4to orden (RK4)EL tanto de la frontera exterior R s+
como de la frontera interior R;,, a un punto intermedio R,, = (Rin + R#+)/2. Aqui es evidente que como
los valores iniciales de D y u4 no corresponden exactamente a los valores correctos en nuestro escenario no
lineal, las soluciones numéricas para (u,u’) obtenidas a la derecha e izquierda no “pegardn” en el punto
R,,. Es por este motivo que aqui vamos a utilizar el algoritmo estdndar de “disparo a un punto de empare-
jamiento” (shooting to a matching point), el que explicamos ilustrativamente en el apéndicede esta tesis.

4La razén de esto descansa en que en el PVI escogeremos un pulso ® de soporte compacto, centrado lo suficientemente
lejos del infinito nulo .#1. Aunque, por supuesto, téngase presente que esto ya no serd valido en la evolucién, dado que
alli tendremos campo escalar que radia a .# .

5Los detalles de este algoritmo ya los explicamos en el capitulo [2| especificamente en la subseccién m



164 Capitulo 6. Campo escalar autogravitante alrededor de un agujero negro

De todas formas, mencionar que este algoritmo hace uso de una rutina de Newton-Raphson bidimensional
para efectuar el pegado de los campos (u,u’) en R = R, como una funcién de los pardmetros (D, uy), en
el que la matriz Jacobiana es aproximada usando diferencias finitas centradas. Asi entonces, y luego de un
proceso iterativo hasta una cierta tolerancia, se llegan a adecuados valores de (D, u4) tal que la solucién
numérica resultante es suave a lo largo de todo el dominio.

Cabe mencionar que para la implementacién del esquema aqui explicado, escogimos los siguientes
parametros numéricos: Ry, = 0.195, Ry+ = 1, ©;,7 = —0.02, ryy, = 1/C con C = 1y 8nGy = 1.
Por lo demés, la expansién en .# T la usamos para especificar dato de frontera en el punto R =1 — & (con
tipicos valores de e = 4AR), y comenzar en este la integracién numérica con el algoritmo RK4.

d) Resolucién de la constriccién CMC

Resueltas las constricciones de momento y hamiltoniana, ya disponemos de los campos Q(R) y (R).
Entonces el paso siguiente es resolver la constriccion CMC para el lapso reescalado &, ec. (6.112)). Aqui rea-
lizamos un procedimiento similar al que hicimos para la constricciéon hamiltoniana. En primer lugar, vamos
a definir las nuevas variables adimensionales:

v(E)

a(R) = Ca(@)Ryv , 7= 1>

(6.135)

En segundo lugar, vamos a reescribir la constriccién CMC (6.112)) en su versién adimensional como un
sistema de primer orden. Para esto, utilizaremos las variables (6.135}6.127)), junto con las expresiones para

Py Gap provenientes de las ecs. (6.123)) y (6.125)), respectivamente (haciendo 7= = 0), ademas la ec. (6.129))
para eliminar el término que involucra la segunda derivada del factor conforme. Nos queda lo siguiente:

a = p, (6.136)

3 2 3u/ 15
po= —2—52 (u?—1) - ?p + Zp + gavz +2rGnad”? | (6.137)

donde (...)) = d/d§. Aqui nuevamente tenemos un sistema de ecuaciones que se vuelve singular en %,
por consiguiente, requerimos de expansiones asintéticas alrededor de .#T. Por lo que en tercer lugar, y de
forma similar al caso de la constriccién hamiltoniana, consideramos las expansiones:

k kg kg
aQ) =S e, alQ) =S ak¢E L a(Q) &> agk (k—1)¢F2 (6.138)
k k k

Notar que aqui tenemos libertad para escoger el valor de ag, por consiguiente, siguiendo lo indicado en [30]
vamos a tomar el valor asintético correspondiente al caso del espacio-tiempo de Minkowski:

d‘R:R;+ =CRgy+ , obien a((=0)=a =1, (6.139)
Entonces, si utilizamos las expansiones (6.138]) en la constriccién CMC, ec. (6.112)), llegamos a los siguientes
primeros cuatro coeficientes:

1
a =1, ag = =1, ay = 3 v G = 4uy , a4 = pardmetro libre . (6.140)

Aqui también tenemos un parametro libre, a4, aunque en esta ocasion no hay razén para asociarlo a alguna
cantidad fisica, dado que resolvimos una constricciéon asociada a una eleccién de norma.

Ahora bien, aqui el lector pudiera sentirse algo perturbado, dado que para la expansion de la cons-
triccién hamiltoniana llegamos hasta el orden 8 y aqui llegamos al orden 4. ;Por qué esta diferencia? En
realidad no existe una razén fundamental mas que la practica. En cada caso, simplemente llegamos hasta
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el coeficiente en que ya no se apreciaba una mejora sustancial en el orden de convergencia. Y es que, tal
como lo veremos mas adelante cuando presentemos los resultados, en el cédigo se mezclan varias fuentes
de error numérico, no solo el truncamiento de las expansiones asintodticas.

Para la condicién inicial en R, no existe una receta tnica, asi que nos decantamos por considerar
las expresiones de & y o’ correspondientes al espacio-tiempo de Schwarzschild, evaluados en el horizonte
aparente, y que pueden obtenerse de la ec. (A.7) presentada en el apéndice [Al Explicitamente:

—Q, Q; 1 Qi3 Qi Qin20r;
9 ~in — in 9 an _ Shin L Rin D in 1 2D m_ 3D in in
R 2d2n R Rzn * dzn Rin2 * Rin3 Rin2 ’
~ Qing
con ayy = |Ri, — DR» 5| (6.141)

donde &;,, fijaremos y Ord;, lo ajustaremos como parametro libre.

Ahora bien, el dato inicial para el pardmetro ay, necesario para realizar el algoritmo de disparo a un
punto de emparejamiento, lo tomamos del caso de Schwarzschild, ya que podemos calcularlo en funcién de
la masa en .1 y el pardametro D, de los cuales contamos con sus valores correctos, tomados de la solucién
de la constriccién hamiltoniana. Especificamente:

1
as=—5 (mys+ +D) . (6.142)

Finalmente, mencionar que el procedimiento numérico aqui es el mismo que utilizamos para resolver
la constriccién hamiltoniana. Hacemos uso del método de disparo a un punto de emparejamiento para
ajustar los pardmetros libres (ay4, &.,). Integramos con el algoritmo RK4 a partir del punto R =1 — ¢ en
las cercands de .# T, y desde la frontera interior R;, al punto intermedio R,,. Aqui también utilizamos los
mismos valores numéricos especificados anteriormente, a saber: R;, = 0.95, Ry,+ =1y 8Gxy = 1. Con
todo esto, ya podemos obtener una solucién numérica para los campos (a, a’).

e) Resolucién de la constriccién de eleccién del factor conforme

La constriccion asociada a la eleccién del factor conforme, esto es la ec. (6.113]) es més sencilla de
resolver, ya que es expresamente regular en #* y no requiere de ninguna expansién asintética. Aqui, para
efectos de adimensionalidad simplemente definimos:

K
R+

k= , (6.143)

ademds de considerar las relaciones que ya definimos (6.127)) y (6.135)). Con todo esto, facilmente se puede
mostrar que esta constriccién se reduce a la ecuacion:

dz 3 2

— == con z=-aK —av ademds de =av . 6.144
¢ 3 y (6.144)
Esta una ecuacion diferencial de primer orden que requiere de una condicién de frontera en alguna de
nuestras fronteras. Asi que, guidndonos nuevamente por lo propuesto en [80], vamos a tomar:

ak = 3C obien z(¢=1)=2, (6.145)
R=R ;
que esencialmente viene de considerar R s+ = cte. en la traza de la ecuacién de evolucién para la métrica
espacial conforme, especificada en el citado trabajo. Finalmente, solo mencionar que para integrar esta
constriccién utilizamos un algoritmo de RK4 de R s+ a R;,, sin necesidad de implementar el método de
disparo a un punto de emparejamiento, dado que perfectamente podemos evaluar el sistema en R _z+.
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6.3.2. Evolucién temporal

Veamos ahora el esquema de evolucién. Este consta, esencialmente, de tres etapas. La primera consiste
en realizar la evolucién del campo escalar a través de las ecs. (6.106)-(6.108)) y adicionales (6.109)), (6.110)).
En la segunda etapa resolvemos la constriccion hamiltoniana y de momento, ecs. (6.114]) y (6.115]), para

Q y U, respectivamente. Y finalmente, resolvemos la constriccion CMC y de eleccién del factor coﬁforme,
6.112

ecs. (6. .113), para & y I%, respectivamente.

a) Evolucién del campo escalar y adicionales

Aqui la idea es evolucionar, un paso en el tiempo, los campos (¢~), X, 7) a través de las ecuaciones —
para el campo escalar, y las ecs. adicionales para  y U, respectivamente. Notese, sin
embargo, que todas estas ecuaciones se expresan en términos de la derivada direccional Dy a lo largo de
la direccién normal a las hipersuperficies. Para expresar explicitamente dichas ecuaciones en funcién de la

derivada 0; basta con recordar la definicién (5.54) de la derivada normal:

Dof = rhs(f) = é(atffﬁRaRf) = ths(f) = O,f = arhs(f)+ BROnf |
= 0,f = arhs(f)+aR <;—§> Orf (6.146)

donde f denota cualquiera de los campos involucrados, y la notacién rhs(f) el lado derecho de las ecuacio-
nes de evolucién. Nétese ademds que hemos reemplazado explicitamente la ec. (6.111) que da cuenta del
shift, para tener una expresién en funcién de campos conocidos.

La evolucién numérica, digamos de un tiempo t a t + At (con At satisfaciendo la condicién CFL que ya
explicamos en la subseccién la realizamos a través de un integrador RK4 en el tiempo. Las derivadas
espaciales que aparecen en el lado derecho de las ecs. (6.107)), (6.108) y (6.110) las discretizamos utilizando
operadores de diferencias finitas Dgs, de 6to orden de precisién en el interior del dominio y de 5to orden de
precision cerca de las fronteras, y que satisface la propiedad de “suma por partes”, como se detalla en la
referencia [97]. Por otro lado, los valores de (£2, 92, 0r3Q, &, Ord, Or2a) que aparecen en el lado derecho
de las ecuaciones, se mantienen fijos desde el PVI, o bien desde el paso de tiempo previo, exceptuando
la ec. , en la cual evolucionamos . Las segundas derivadas espaciales Og%2Q y Or2a también las
calculamos utilizando operadores Dgs de suma por partes. De forma adicional, en cada sub-iteracion del
algoritmo RK4 resolvemos la ecuacién de constriccién , utilizando el mismo algoritmo que explicamos
en la implementacién del PVI, més que nada para obtener un mejor orden de convergenci

Una observacién final: las ecuaciones “adicionales” que evolucionamos, y solo las uti-

lizamos para dar condiciones en la frontera interior para las cantidades €2 y © a la hora de resolver las
constricciones hamiltoniana y de momento a cada paso de tiempo.

b) Resolucién de la constriccién hamiltoniana y de momento

Posterior a la evolucién del campo escalar y adicionales, el paso siguiente es resolver de forma conjunta
las constricciéon hamiltoniana ((6.114]) y la constriccién de momento ((6.115)), dado que ambas estan acopla-
das. Considerando las mismas cantidades adimensionales definidas en el PVI, estas son (6.127)|6.135), el

6Un procedimiento adicional a tener en cuenta en cada sub-iteracién del algoritmo RK4, y que de hecho no implemen-
tamos en razén de eficiencia y tiempo de ejecucién del cédigo, es resolver la constricciéon hamiltoniana y de momento. Esto
posiblemente podria mejorar el orden de convergencia aun mas, aunque es algo que preferimos dejamos abierto por ahora.
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sistema lo podemos reescribir de la siguiente manera:

o= w o, (6.147)

W o= [w? —1] — 2 +gu (6.148)
2u 13 ’ '

ro= % 3Y 6.149

v w Eten (6.149)

con los términos de fuente g y e definidos por las siguientes expresiones:

3 1 N2 JNG - -
g = §v2 + - 1 {(ufr— (b) + (U)Z—Hi)w) ] , e = (ufr— (b) (U)Z—H;Sw) , (6.150)
donde, para efectos de implementacién, de antemano hemos escogido 87G = C = k/3 =R+ = 1, y por
supuesto, recordando que la derivada es con respecto a la variable &, es decir (...)" = d/d€.

Tal cémo sucedié en el PVI, aqui tenemos un sistema de ecuaciones singular en .# T, por lo que reque-
rimos de expansiones asintoticas para ) y v, alrededor de R = R s+ = 1. Sin embargo, las expansiones
que ahora utilizaremos constituyen una especie de generalizacion de las expansiones de Taylor, en series de
potencias, ya que son de tipo polihomogénas. Es decir, tienen la forma:

kf k—1
¢Flog(¢) (6.151)
k=0 1=0

donde f es el campo a expandir, fy; los coeficientes, y por supuesto, ( = 1 — £. El andlisis matemaético
de estas expansiones es algo que sobrepasa los objetivos de este trabajo, por lo que al lector interesado en
profundizar sobre esto, le recomendamos las referencias [58.|84]. Sin embargo, en un primer acercamiento,
podemos decir que la apariciéon de los términos logaritmicos se puede interpretar en analogia al caso de
vacio, sin simetrias. Y es que, en este tltimo escenario, los términos logaritmicos aparecen si y sélo si en
4 se tiene radiacién gravitacional, siempre que la condicién de regularidad de Penrose se preserve [80].
Por consiguiente, y aun cuando en nuestro caso no tenemos radiacion gravitacional por la simetria esférica
del problema, si que tenemos radiacién escalar que llega a % T.

Entonces, asumiendo expansiones polihomogéneas truncadas para 2 y 7, de la forma , conside-
rando la expansién para 1/£ = 1/(1 — () que definimos en (6.131)), reemplazando dichas expansiones en las
constricciones , y descomponiendo estas tltimas orden por orden nuevamente con ayuda de
un script de Maple, pudimos obtener los siguientes coeficientes:

1 1
uo = 0, wio = +1, up = —75 , uzo=—-59
2 3
ugy = urp = U1 = uzy = 0,
ugy = pardmetro libre asociado a la masa del campo escalar ,
1 1 1 1 5 3 1
_ - _ = z — Z — g’ — = —gs . 6.152
Ugq] Us] 590 + 191 us0 Ugg + 590 + 3090 891 + 592 ( )
voo = 0, vip = € ,v01 = vi1 = 0,
vy9 = pardmetro libre , vy = 2ep—e;
3
vzo = 2vg — 560 + 2e; — 390€0 —€2 , Vs = deg — 2e1
13 13 17 2 3
V41 = ——€p— —e1 — —4goeo t+ €190+ —€eog1 , (6153)

2 4 6 3 4
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donde hemos tomado ugy = 0 por la definicién del factor conforme y vgg = 0 motivado por el hecho de que
nuestro espacio-tiempo se aproxima al de Minkowski en .#*. Por otro lado, las cantidades g, y e, (con
n = 0, 1,2) denotan los primeros coeficientes resultantes de expandir los términos de fuentes g y e, definidos
en 7 en series de Taylor truncadas alrededor de R = R s+ = 1. En la practica, estos coeficientes los
calculamos a través de una interpolacién de orden 3 (ver subapéndice , dado que no disponemos de
una expresion analitica para los campos y el factor conforme.

En lo que respecta a las condiciones de frontera, observamos que las expansiones para u y v, ecs.
(6.152] ), nos proporcionan dos pardmetros libres, u4 y v, los cuales sirven como condiciones de fron-
tera para la integracién numérica desde R = 1 —¢ (con € = 4AR, tipicamente) hasta R,, = (Rin+ R.s+)/2.
Para completar con el tercer pardmetro libre faltante, en la frontera interior escogemos 0g€;,. Estos tres
parametros necesitan de valores iniciales, asi que para el primer paso de tiempo, daremos los valores calcu-
lados en el PVI: uy y Or€;, obtenidos al resolver la constriccion hamiltoniana, y vo obtenido explicitamente
de la ec. . Para los pasos de tiempo posteriores, simplemente tomaremos los valores calculados del
paso de tiempo anterior, con la subrutina que aqui estamos describiendo. Nétese ademés que para iniciar
las integraciones RK4 necesitamos dar condiciones de frontera en la frontera interior, especificamente, las
cantidades Q;,, Ui v Ordin. Para la dltima, acabamos de explicar como es que la damos. Para las dos
primeras, consideramos los valores obtenidos de la evolucion de las ecs. y , y que describimos
en la primera parte de nuestro esquema de evolucién.

A modo de observacion importante, tener presente que comparado con el PVI, en la integracién numéri-
ca espacial surge una complicacién extra. Y es que para el algoritmo RK4 requerimos evaluar el campo
escalar, que aparece en los términos de fuente g y e, en posiciones intermedias entre los puntos de la malla
numérica definida previamente. Para lidiar con este problema, simplemente recurrimos a una interpolacién
de orden 3, y que explicamos en el subapéndice

Para finalizar, solo mencionar que al igual que en el PVI, para resolver numéricamente el sistema
conformado por las ecs. (6.147))-(6.149)) utilizaremos el algoritmo de disparo a un punto de emparejamiento,
haciendo uso del integrador RK4 y la subrutina de Newton-Raphson.

c) Resolucién de la constriccion CMC y de eleccién del factor conforme

Pasemos ahora a la resolucién de la constricciéon asociada a la foliacién en hipersuperficies CMC, esto
es la ec. . De forma similar al PVI, considerando cantidades adimensionales, ecs. y (6.135]),
y utilizando la ec. para eliminar la segunda derivada del factor conforme, el sistema lo podemos
reescribir de la siguiente manera:

d = p, (6.154)
3a , 2p  3u'p

con el término de fuente g dado por la ec. (6.150)) y el término de fuente d dado por:

d = %ﬁ + % [3 (m - q§)2 + (ux + q@u’ﬂ . (6.156)

Aqui hemos usado 87G = C = k/3 = Ry+ = 1, ademds de (...)) = d/d§ como siempre. Por lo dem4s,
nuevamente tenemos un sistema singular de ecuaciones, requiriendo expansiones asintéticas. Entonces,
considerando una expansién polihomogénea truncada para a de la forma (6.151)), ademds de la expansién
para 1/§ = 1/(1 — () dada en , y descomponiendo la constriccién orden por orden con la
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ayuda de un script de Maple, llegamos a los primeros coeficientes:

1 1 1
agp = 1, aipg = —17(120:5—590—1(107
apr = a1 = a1 = 0,
11 5 2 1

= -2 = g+ g1+ Sdo + dug — —d

asi go+ 91 , aso 690+491+3 o + 4u40 34
13 5 5 1 1 1

= —— - Zdo — =dy + —dy + ~go® — —do?
as 490+391 92+80 81+42+490 T
aso = pardmetro libre . (6.157)

Al igual que en el PVI, aqui tomamos el valor agp = a(§ = 1) = 1 motivado por el caso de Minkowski, y
por supuesto, g, y d, (con n = 0,1,2) corresponden a los coeficientes de las expansiones de Taylor para
los términos de fuente g y d, que determinamos a través de la interpolaciéon de orden 3 (ver subapéndice
. Notese, por lo demds, que si en los coeficientes calculados para ay; ponemos g, = d,, = 0, reprodu-

cimos los coeficientes que calculamos en el caso del PVI, teniendo asi que esta expansién constituye una
generalizacion de la que obtuvimos en ((6.140)).

El procedimiento numérico, nuevamente consiste en aplicar el algoritmo de disparo a un punto de empa-
rejamiento, haciendo uso de integraciones RK4 y una subrutina de Newton-Raphson, con todos los detalles
técnicos ya explicados en los items previos. Los parametros libres a ajustar con este algoritmo son a4 en la
regién cercana a .# * y Ordy, en la frontera interior, tomando como valores iniciales, para el primer paso de
tiempo, los que obtuvimos del PVI. Posteriormente, tomamos dichos valores de los resultados obtenidos al
resolver esta constriccién al paso de tiempo anterior. De forma adicional, la implementacién de condiciones
de frontera en R = R, para la integracién RK4 la tomamos de lo mas sencillo: congelamos &;,, a su valor
dado en el PVI, y que escribimos en la ec. .

Finalmente, por completez, mencionar que para resolver la constriccién asociada a la eleccién del factor
conforme, ec. , seguimos el mismo algoritmo que detallamos para el PVI. Y es que como en esta
constriccién no tenemos términos de materia ni tampoco singularidades en .# ", no hay ningin ingrediente
que cambie la estructura del procedimiento mas alla del valor del campo escalar que damos de “entrada”,

y que varia en cada paso de tiempo, por las ecuaciones de evolucién (|6.106f)-(6.108)).

6.3.3. Monitoreos
a) Expansiones de los vectores nulos

Para finalizar lo relativo a la implementacién numérica, en esta subseccién detallaremos los monitoreos
que efectuamos, luego de resolver las ecuaciones. Tener presente que estos procedimientos no forman parte
de nuestros métodos de resolucién propiamente tal, ya que se realizan posterior a obtener las soluciones
numéricas para los diferentes campos y cantidades fisicas.

Comenzamos con las expansiones ©F de los vectores nulos. En la subseccién llegamos a la expresion
(6.121]), la cual necesitamos desarrollar un poco mas para efectos de implementacién. Primero, la vamos a
reescribir en términos de las cantidades adimensionales que senalamos en las ecs. (6.127) y (6.135)):

ot = (i - 5;) + (1 - iw) , (6.158)

donde, claramente hay términos que divergen en £+, dado que u(£) = 0. Considerando esto, la manera
més sencilla de estudiar el comportamiento de ©F en #1 es considerar la expansién asintética para u, y
que calculamos sus coeficients en cuando resolvimos la constriccién hamiltoniana y de momento en
el esquema de evolucion. Para este cdlculo nos bastara con llegar hasta el orden 3:

u(C) = ¢ — %8 — %%3 o, W)= —14C+g0C% =, W(Q)=—1—2g0C + , (6.159)
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donde ¢ =1—¢y (...)) =d/d¢. Con el fin de determinar el limite de la expresién (6.158) para ©F, cuando
¢ — 1, vamos a considerar la condicién asintética v(§ — 1) = 0, dado que nuestro espacio-tiempo es
asinoticamente Minkowski. Nos queda lo siguiente:

1 ' 1
lim ©F = lim ( +1F “) = lim [ (1 ;u’)} 1 . (6.160)
£—1 E—1 \u u E—1|lu

Ahora vemos cada caso por separado, es decir O y ©~, reemplazando de una vez las expansiones (6.159)),
ya evaluadas en & = 1, en el limite (6.160]). En concreto:

1
lim ©F = lim [ (1- u’)} +1 = ©
§—1 =1 | u
R (!
lIim©®~ = lm|-(14u)|-1= lim|—]-1=1-1=0, (6.161)
£E—1 E—1|u £—1 u
~— ———

0/0

donde hemos aplicado la férmula de L’Hoépital para el caso de ©~. Notamos, entonces, que cuando nos
aproximamos a .# T, la expansién O diverge, y la expansién ©~ converge a cero. Para efectos de im-
plementacion, por este comportamiento es que nos es conveniente monitorear en el cédigo las cantidades
reescaladas Q07T /2 y 20~ /Q. De hecho, se puede mostrar que si calculamos explicitamente la expansién
asintética de ©F, a primer orden tenemos que:

Yot =1y Z07| =e-1. (6.162)
2 =1 U £=1

Dado que el procedimiento para llegar a estos limites es similar al que realizamos con las expansiones
asintoticas asociadas a las constricciones, omitiremos los detalles. De todas formas, si el lector tiene in-
terés, recomendamos consultar la referencia |117].

En conclusién: para el monitoreo de las expansiones de los vectores nulos, vamos a calcular numérica-

mente las cantidades Q0% /2 y 207/, con ©F dado por la ec. (6.158).

b) Horizonte aparente

Sigamos con el horizonte aparente. Como ya lo adelantdbamos al comienzo de la subseccion ubi-
caremos la frontera interior en una posicion R;, < Rgn = 2M, con R, el radio del horizonte aparente y
M la masa del agujero negro. Es decir, aqui estamos realizando una excisién. Si estuvieramos en el caso de
Schwarzschild, M = m, precisamente seria la masa del agujero negro, fija, y por consiguiente el horizonte
de eventos (en este caso, equivalente al horizonte aparente) no cambiaria de posicién. Sin embargo, como
aqui estamos incluyendo un campo escalar, el agujero negro lo va acretando en funcién del tiempo, teniendo
entonces que Mg = Map(t), y por consiguiente, R,y = Ran(t).

En teoria sabemos que el agujero negro acreta campo escalar durante un tiempo finito. Por consiguiente,
mgp(t) serd una funcién mondtona creciente, y entonces el horizonte aparente estard ubicado en el interior
del dominio numérico. Sin embargo, para efectos de implementacién en el cédigo, uno espera que el error
numérico produzca ligeras perturbaciones en las soluciones del problema, que en principio podrian hacer
que el horizonte aparente se salga del dominio m Esto es algo que no queremos, por lo que necesitamos
monitorear a cada paso de tiempo, y en caso de ocurrir, probar otros valores para R;,.

"En principio, para evitar que el horizonte aparente se salga del dominio numérico, uno podrfa proponer una frontera
interior R;, adaptativa en el tiempo. No obstante, de realizarse esto, de igual manera se tendria que monitorear la ubicacién
del horizonte aparente, con el fin de reajustar la malla numérica. De todas formas, para efectos de implementacién, esta opcion
es poco practica.
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El procedimiento para localizar el horizonte aparente del agujero negro, a cada paso de tiempo, es
relativamente sencillo. Simplemente nos fijamos en el perfil de la expansién ©T, almacenada como una
funcién de malla (grid function), y localizamos los puntos entre los cuales esta funcién pasa de ser negativa a
positiva. Localizado dichos puntos, la idea simplemente es realizar una interpolacién lineal, para determinar
aproximadamente la posicién en que Q07 /2, en el limite continuo, es cero. Explicitamente:

U)o+ (Ry) [Ri — Ripi]
G Ot (Ry) — ) O+ (Rig)

Ran = Rj— (6.163)

donde Ry y Ry1 son los puntos de la malla numérica entre los cuales la expansion reescalada %®+ cambia
de signo. Esta expresion la evaluamos a cada paso de tiempo.

c) Masa de Misner-Sharp

La tercera cantidad que monitoreamos es la masa de Misner-Sharp. Esta la definimos en la ec. (6.116|),
en funcién de las expansiones de los vectores nulos ©%. Escrita de manera més explicita queda:

m= % {1 + (2@*) <;@>] , (6.164)

donde notamos, al igual que en otras cantidades, que hay una aparente divergencia en .#+. Para poder
evaluar la masa de Misner-Sharp en .# T, que de hecho, es algo de mucha importancia para efectos de
deteccién de la radiacién escalar emitida por el sistema, necesitamos nuevamente de expansiones asintéti-
cas polihomogéneas. Entonces, asumiendo una expacién para m de la forma , reemplazando dicha
expansion en la ec. junto con desarrollar ©F en la misma ecuacién de acuerdo a , y haciendo
uso de Maple, llegamos a los primeros coeficientes:

R TS S
Mmoo = 390 €0 2?12 Uy 491
19 11 3
P —_— _4 - - -
52 %0 Uy 2U2+8¢07T0+8¢0X0 ,
-2 Ogot Tes 12 + L goeo + g0 + Lep?
mio = 860 el 490 262 g1 — g2 39060 390 860
3, 1,, 3 41 1 1, 1 , 1
= —gu 2¢0 +8¢0 +2¢07T0 2¢0X0 10"~ gXo” +5moXo
mgg = m3zo = 0,
1
mo1 = 290—g1—60+§61 =0 = my1 = mo1 = M3y . (6165)

Recordar que uy y vo son pardmetros libres, y los coeficientes g, y e, (con n = 0,1,2) se obtienen
realizando una interpolacién de orden 3. Notese también que aqui hemos expresando los resultados en
funcién de los coeficientes del campo escalar ¢, xn ¥ Tn. Y €s que esto nos sirve para mirar de forma més
clara las simplificaciones que pudieran darse de forma exacta, considerando que ¢ = —xg-

En conclusion: La forma més sencilla para monitorear la masa de Misner-Sharp, es recurrir a la ec.
(6.164) para los puntos R; con i =0, N — 1, y en ¢ = N, donde est4 localizado .# ", utilizar la expansién y
coeficientes arriba explicitados. Y bueno, es este el camino que seguimos en la préactica.

d) Pruebas de convergencia

Como ya lo hemos visto en los capitulos previos, las pruebas de convergencia son muy importantes para
la validacién de los resultados numéricos obtenidos. Por tal motivo, aqui también requieren implementarse,
tanto para el PVI como para la evolucién.
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En el PVI, optamos por monitorear los residuales de la constriccién hamiltoniana y de momento, los
cuales se calculan a partir de las ecs. (6.114)) y (6.115|). Escritos en términos de las cantidades adimensionales

(6.127) y (6.135) nos quedan:

3 / 3 2u/ " 2 ~ 7\ 2 ~ [ 2
Ham - 2(u2—1)+8(uv)2—U(g+u>+Z[(UW—¢) +(ux+u¢)} . (6.166)
Mom = —Q%JrS%Jrv'f(ufT*(f;) (wx+u'd) (6.167)

donde hemos usado C = k/3 =R s+ = 1.
Por otro lado, en la evolucién vamos a monitorear la norma Lo de los residuales del error asociado a

las ecuaciones de evolucién (6.109) y (6.110)), calculando las derivadas 0,2 y 0,7, y sustrayendo de estas
los correspondientes lados derechos de las mencionadas ecuaciones. A saber:

Err(Q2)

10,2 — ths(Q)]]2 = : (6.168)

O — @ (DOQ + 28RQ>

2

, (6.169)

Err(v) = |00 —rhs(D)|, = ’
2

O — & (DOD + gaRﬁ)

donde las cantidades DoQ, Do y b/a las evaluamos con las ecs. (6.10906.11046.111), respectivamente. De
forma adicional, las derivadas temporales 0; y 0;2 las implementamos con un script de cuarto orden
tomado de [85], por lo que en virtud de esto, el monitoreo realmente iniciard en el tiempo ¢t = 5At =
5 crrAx, con Aopr, denotando el factor Courant-Friedrichs-Lewy. Para tiempos previos, ponemos el error
exactamente a cero. Finalmente, para las derivadas espaciales Og{) y dg? implementamos operadores Dgs
que satisfacen la propiedad de suma por partes.

6.4. Resultados numéricos

Ya explicada en detalle la teoria, andlisis e implementacién numérica de nuestro enfoque, en esta seccién
presentaremos los resultados numéricos obtenidos. Primero nos enfocaremos en el PVI, analizando distintos
escenarios dependiendo de la eleccién de ciertos parametros, para después volcarnos a la evolucién temporal,
presentando pruebas para ejecuciones del codigo a tiempos largos. Todos los resultados aqui presentados
estén referidos al caso sencillo cuando el potencial V(@) es cero.

6.4.1. Problema de valores iniciales

Antes de comenzar, recordar que nuestro dominio espacial es [R;,, R s+]. La frontera interior la damos
en R;, = 0.95 y la frontera exterior en R s+ = 1. Recordar también que la curvatura media constante la
damos como C' = 1.

Como dato inicial para el campo escalar fisico, vamos a dar un pulso gaussiano estandar ®, con su
respectiva derivada espacial Or® y derivada temporal 9, ®:

1 (R—Rq)?
B(t=0,R) = Ae 372 (6.170)
_ _ 2
Opd(t = 0,R) — —ARwQROe—%‘RJ“” , (6.171)
(t=0,R) = 0, (6.172)

con A, wy Ry denotando la amplitud, ancho y centro del pulso, respectivamente. Con esto, entonces ya

podemos calcular los términos de fuente de las ecs. ((6.123))-(6.125]).
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En la figura mostramos graficas para el factor conforme Q(t = 0, R), junto con la correspondiente
funcién de masa de Misner-Sharp m(t = 0, R). Aqui usamos diferentes valores de amplitud A, fijando el
centro del pulso en Ry = 0.45 y su ancho en w = 0.04. Notar que el cambio relativo en el factor conforme
para los valores escogidos de A es pequeno. Por otro lado, la razén entre la masa de Misner-Sharp en £+
y en la frontera interior cambia por un factor 2 aproximadamente, cuando aumentamos la amplitud A de
0.0 a 0.4. En todos los casos con A > 0, la masa de Misner-Sharp esté descrita por una funcién mondtona
creciente, con su gradiente de mayor pendiente localizado, precisamente en la regiéon donde el pulso scalar
®(R) no es cero, como es de esperar. En el cuadro mostramos los valores especificos para la masa de
Misner-Sharp en el horizonte aparente (map) y en el infinito nulo (m_g+).

Factor conforme para dif. amplitudes de ®(t=0,R) Masa de Misner—Sharp para dif. amplitudes de ®(t=0,R)
0.35 r T T T T T T T T T T T T T T T
o A=0.0 — | [ oA=0. 1
| Pt
0.25 A;O:?’ 4 09 ﬁzg 1
o A=0.4 A=0.
o O '
Jol 0.2 x" b E 0.8 &
= \ o
__.G 0.15 4 i—l;
IU . E 0.7 q
0.1 £ i "‘», 4 g s
03 |- R \ 06 ' 3 ]
0.05 | T T O S N B ‘9, i
0.42 0.46 0.5 0.54 AN .
\ 05 P = 4
00‘2 0‘3 0‘44 0‘5 0‘6 0‘7 0‘8 0‘9 1 0‘2 0‘3 0‘4 0‘5 (;5 (;7 O‘E 0‘9 1
R R

Figura 6.2: A la izquierda se muestra el factor conforme, y a la derecha la funcién de masa Misner-Sharp m(t =
0, R). Ambas cantidades se calcularon numéricamente usando diferentes amplitudes A del campo escalar fisico .
Aqui centramos el campo escalar en el punto Ry = 0.45, con un ancho w = 0.04, en una malla de 1,600 puntos.

A Rah mahC’ my+C
0.0 | 0.2035 | 0.5048 | 0.5048
0.1 | 0.2035 | 0.5052 | 0.5380
0.2 | 0.2036 | 0.5063 | 0.6366
0.3 | 0.2036 | 0.5082 | 0.7981
0.4 | 0.2036 | 0.5110 | 1.0180

Cuadro 6.1: Masa de Misner-Sharp en el horizonte aparente del agujero negro R.n y en el infinito nulo R _s+,
utilizando diferentes valores para la amplitud A del campo escalar fisico ®, con Ry = 0.45 y w = 0.04 fijos.

Analicemos ahora las propiedades de las expansiones de los vectores nulos, reescaladas, saliente %@*‘
y entrante %@_, correspondientes a las configuraciones de dato inicial que mostramos previamente en la
figura[6.3] En todos los casos, la expansién saliente reescalada es monénotamente creciente y tiene un zero
cerca de la frontera interior, ©* = 0, mostrado en el cuadro superior izquierdo de la grafica, y que corres-
ponde a la localizacién del horizonte aparente del agujero negro. Como ya lo mencionamos mas atrés, esta
localizacion se determina numéricamente a través de una interpolacién lineal, cuyos resultados se muestran
en el cuadro El recuadro inferior derecho de esta grafica, a su vez, muestra la tendencia de %®+ cuando
la amplitud A aumenta. En contraste, la expansién entrante reescalada no es monétona. Esta se mantiene
negativa para A = 0.0,0.1,0.2,0.3. Sin embargo, y tal como se muestra en el recuadro interior a la gréfica,
para A = 0.4 hay una regiéon donde ©~ se vuelve positiva, que esencialmente corresponde a las 2-esferas
que estan atrapadas en la regién exterior, desde el punto de vista de un observador interior.
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Expansion QO*/2 para dif. amplitudes de ®(t=0,R) Expansion 207/Q para dif. amplitudes de ®(t=0,R)
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Figura 6.3: A la izquierda se muestra la expansién saliente reescalada %@+, y a la derecha la expansién entrante
reescalada %@7. Ambas expansiones fueron calculadas para diferentes amplitudes A del campo escalar fisico ®.
Como en las graficas previas, aqui utilizamos Ry = 0.45 y w = 0.04 fijos, con una malla de 1,600 puntos.

Lapso conforme para dif. amplitudes de ®(t=0,R) Segunda derivada espacial del lapso conforme
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Figura 6.4: La gréfica izquierda muestra el lapso conforme & obtenido de la constriccién CMC. La gréfica derecha,
por su parte, muestra la segunda derivada espacial del lapso conforme &, la cual se calcula numéricamente, utilizando
una amplitud del campo escalar A = 0.4 y diferentes elecciones de R;, para la localizacién de la frontera interior
del dominio espacial numérico. En ambas gréficas usamos una malla de 1,600 puntos.
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Residual de la constriccion de momento Residual de la constricciéon hamiltoniana
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Figura 6.5: Pruebas de convergencia que muestran los residuales numéricos de la constriccién de momento (a
la izquierda) y la constriccién hamiltoniana (a la derecha). En ambos casos hemos llegado a que el orden de
convergencia se encuentra alrededor de 4, que es lo esperado. Aqui la resolucién més gruesa AR contiene N = 100
puntos. Para el campo escalar fisico se utilizé una amplitud de A = 0.3, y al igual que en casos anteriores, el ancho
y centro del pulso gaussiano se dejé en w = 0.04 y Ry = 0.45, respectivamente.

Sigamos ahora con los resultados para el lapso conforme &, que se obtienen de resolver la constriccién
CMC, y que mostramos en la figura [6.4. Aqui hemos encontrado que el comportamiento de & cerca de
la frontera interior es muy sensible a la elecciéon de R;,. Como se muestra en la grafica de la derecha, la
segunda derivada de & puede tomar valores bastante grandes (comparados con su valor asintético en el
infinito nulo .#1) si no se escoge adecuadamente R;,. En la prictica, esto conlleva a un problema durante
la evolucion, debido a la presencia de @ en la ecuacién del campo escalar (6.108). Para valores grandes de
&", en la evolucién temprana de ¢(t, R) aparecen picos espurios cerca de la frontera interior. Si bien a un
tiempo fijo estos picos convergen cuando aumentamos la resolucién, su presencia en la practica nos impi-
dié la posibilidad de efectuar evoluciones a largo plazo. Esta consideracién es la que al final motivé nuestra
particular eleccién de Ry, = 0.195 en el cédigo, y que hasta ahora no habiamos justificado del todo.

Finalmente, en la figura [6.5 mostramos las pruebas de convergencia para los residuales de las constric-
ciones hamiltoniana y de momento. En general, encontramos una convergencia de orden 4, con residuales
alcanzando valores del orden de 10712, los cuales son muy cercanos a la precisién de la maquina. Sin em-
bargo, nétese que en el punto de emparejamiento R = R,, aparece un pico a medida que aumentamos la
resolucién. Este comportamiento se debe a la combinacién de dos cuestiones presentes en la subrutina de
Newton-Raphson: primero, la tolerancia tol que escogemos para las iteraciones, y segundo, la longitud de
los pasos infinitesimales Auy y AD que asignamos al evaluar el Jacobiano en R,,. En la practica, observa-
mos que cuando disminuimos los valores de tol, Auy y AD, el pico en R,, también disminuye. La eleccion
tol = Auy = AD = 0.2 x 1071 es la que nos funcioné mejor, tanto en el PVI como en la evolucién.

6.4.2. Evolucién

Pasemos ahora a la evolucién. La figuras y ilustran la evolucién del campo escalar conforme (5 y
su correspondiente masa de Misner-Sharp, definida en la ec. a tiempos tempranos. En la ﬁgura
especificamente, puede verse que la mayoria del campo escalar se radia rdpidamente al infinito nulo .+, a
una escala de tiempo menor que C~!. Posteriormente, y como se muestra en la ﬁgura mucho de lo que
queda del campo escalar como remanente es acretado al agujero negro, a una escala menor que 6.0C 1. Sin
embargo, debido al efecto de retrodispersién (backscattering), el campo escalar no se dispersa totalmente
después de estas escalas de tiempo, sino mas bien decae lentamente a cero, siguiendo una ley de potencia
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Figura 6.6: En estas graficas mostramos la evolucién del campo escalar conforme ¢ (arriba) junto con la corres-
pondiente evolucién de la funcién de masa Misner-Sharp m (abajo), entre los tiempos 0 < ¢ < 1.0C ~1. En ambas
graficas mostramos una “rebanada”’ de datos cada 25 pasos de tiempo. El dato inicial corresponde al mismo que
utilizamos en la subseccién previa, con amplitud A = 0.3, ancho w = 0.04 y centrado en Ry = 0.45. Los pardmetros
numéricos de la malla corresponden a N = 2,400 puntos, con un factor CFL de A¢crr, = 0.3.
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Figura 6.7: Aqui{ mostramos la evolucién del campo escalar conforme é (arriba) y la funcién de masa Misner-
Sharp m (abajo), entre los tiempos 1.0C™! < ¢t < 6.0C™*. Aqui nos enfocamos sélo en una porcién del dominio
espacial, de R = 0.195 a R = 0.6, méas que nada para tener una mejor visualizacién del efecto de acrecién del campo
escalar remanente al agujero negro. Mostramos una “rebanada” de datos cada 25 pasos de tiempo. Los pardmetros
asociados al pulso de campo escalar fisico inicial, asi como los relativos a la malla numérica son exactamente los
mismos que en las graficas anteriores.
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inversa, como lo veremos en la subseccién [6.4.3] Notar ademés que para cada valor fijo del tiempo ¢ vemos
que la funcién de masa de Misner-Sharp m es mondtonamente crecien‘mﬂ En .7 la masa de Misner-Sharp
m decrece con el tiempo, en la medida de que el campo escalar radia al infinito nulo. Mientras que en
la frontera interior, ubicada muy cerca del horizonte aparente del agujero negro, m aumenta hasta que
alcanza un valor comparable al que se alcanza en .# . El comportamiento del campo escalar a tiempos
tardios lo analizaremos en breve.

Ahora bien, con el objetivo de validar nuestros resultados, realizamos pruebas de convergencia. Estas
se pueden observar en la figura[6.8] donde hemos incluido graficas de la norma Lo los errores asociados a
y Q. Esto lo monitoreamos del tiempo ¢ = 0C' al tiempo t = 100C !, para diferentes resoluciones AR/2",
con n = 0,1,2,3,4,5,6. En la parte b) de la subseccién explicamos en detalle como realizamos el
monitoreo de estos errores. En las dos graficas presentadas vemos una buena tendencia en la convergencia
para los casos n = 0, 1,2, 3. Sin embargo, para n = 4,5, 6 apreciamos dos efectos numéricos. Primero, hay
una saturacién cuando el error es del orden de 10=7 en ||[Err(D)|2, y del orden de 1078 en ||Err(Q)]|2,
y segundo, aparecen oscilaciones comenzando a diferentes tiempos dependiendo de la resolucién. En la
préctica, estos efectos no destruyeron la convergencia y estabilidad de nuestro cédigo, aun cuando estan
asociados a algunos parametros especificos que damos como entrada en el cédigo. El primero depende de
la tolerancia tol que damos en el algoritmo de Newton-Raphson, tal que si disminuimos (o aumentamos)
tol, la saturacién aparece a menores (o a mayores) valores del error. El segundo, depende del pardmetro
€ que damos para la integraciéon RK4 que comienza cerca de .# T, tal que si disminuimos (o aumentamos)
el valor de dicho pardmetro, las oscilaciones aparecen a menores (o mayores) valores del error. Todo esto
lo corroboramos ejecutando el cédigo con tol = 1078, 1079, 1071° y ¢/AR = 2,3,4,5. Al margen de
todos estos efectos, que reiteramos, no destruyen la convergencia ni la estabilidad del cc{ligo7 las graficas
muestran una buena tendencia en la convergencia. Para tiempos tempranos, de t = 0C~! a t = 5C !,
nuestro cédigo converge a ler orden, tanto en ||Err(2)|2 como en ||Err(2)||2. Y para tiempos posteriores,
esto es t > 5C ™!, tenemos una convergencia de 4to orden para |Err(77)||2, y entre 2do y 3er orden para
[|[Err(Q)]]2. Todo esto, al final de cuentas, es una buena noticia para efectos de implementacién.

6.4.3. Decaimiento de cola

Ahora vamos a analizar las propiedades de decaimiento del campo escalar a tiempos tardl’osﬂ La fi-
gura muestra el comportamiento del campo escalar conforme, como funcién del tiempo, a lo largo de
diferentes curvas causales. La primera es una geodésica nula a lo largo de .# 7T, la segunda coincide con
la linea de mundo de un observador tipo tiempo en la posicién R = 0.649, y la tercera es una curva
radial a lo largo del horizonte aparente. En todos los casos observamos un comportamiento oscilatorio
hasta el tiempo ¢ = 100C~! aproximadamente, y luego el campo comienza a decaer como una potencia
inversa de t, esto es QNS ~ (tC)7P con p > 0 una constante. Como ya lo mencionamos en los resultados del
capitulo[d] a este comportamiento se le conoce como “decaimiento de cola” (tail decay) in la literatura [109].

De la figura también podemos apreciar que el campo decae aprox. con misma tasa, tanto en el
horizonte aparente como a lo largo del observador tipo tiempo, mientras que a lo largo de £+ dicha
tasa es menor. En este sentido, para tener una medida més precisa del decaimiento, nos convino calcular

8Esta caracteristica se pierde, ligeramente, cerca de la frontera exterior, 0.95 < R < 1, durante el intervalo de tiempo
0.4C~1 <t < 0.5C~1. Sin embargo, este no es un efecto fisico, sino mas bien numérico, el cual estd asociado a la aproximacién
que usamos cerca del infinito nulo .#1 al evaluar las expansiones, y que a fin de cuentas reduce la precisién cuando parte
del pulso del campo escalar cruza dicha regién. Esto lo corroboramos variando los valores de € en el punto R = 1 — ¢, donde
comenzamos la integracién espacial cerca de .# .

9 Agradezco a Alexis Real, encargado de cémputo del Instituto de Fisica y Mateméticas de la UMSNH, quien me permi-
ti6 hacer uso del clister del instituto para efectuar las simulaciones que aqui se presentan. Esto, ya que para observar el efecto
de decaimiento de cola, se requirié hacer ejecuciones del c6digo hasta de un mes, aproximadamente.



6.4. Resultados numéricos 179

Norma L, del error asociado al campo v Norma L, del error asociado al factor conforme Q

100 T T T 0.01 T T T T T

Dgjp0 —
Dgypt
Dgyp2
D3
Dpyt

D5 o
Dgyp o

0001 [ 0.001

0.0001 {-

01 F 1e-05 f 0.0001 |

1e-06 &

1le-05

1e-06

IEr@D'C )1, ()
IEr(@QC ™I,

1le-05

1e-07 ]
1e-06

1le-08

1le-07
0

Figura 6.8: Pruebas de convergencia. A la izquierda tenemos la norma L2 del error de 7, y a la derecha, la norma
Ly del error de €2, utilizando diferentes resoluciones. Al margen de los efectos numéricos producidos por la eleccién
de la tolerancia tol en el algoritmo de Newton-Raphson (saturacién) y el pardmetro e para iniciar la integracién
RK4 cerca de # T (oscilaciones), en general vemos una buena tendencia en la convergencia. De t = 0C ™! at = 5C~*
obtenemos una convergencia de ler orden en ambos casos, y para t > 5C ! obtenemos una convergencia de 4to
orden en ||Err(?)||2, y una convergencia entre 2do y 3er orden en ||[Err(€2)||2. Para estas pruebas usamos un pulso
de campo escalar fisico con A = 0.3, w = 0.04, Ry = 0.45, y un factor CFL de Acpr, = 0.3.

numéricamente el factor p de la potencia, partiendo del hecho de que QNS ~t7P:

1

¢=Bt™? = log¢=IlogB—plogt = ¢8tq§:—§ = pz—%@t(ﬁ. (6.173)

No obstante, aqui necesitamos desarrollar la tltima expresién. Para esto partimos de la definicién (6.43)),
haciendo uso posteriormente de las definiciones (6.32)) y (6.31]). En concreto:

7 = F4-k¢ = Dop+

R = 00— 2opd+akd = 0b = GR+bT— Gk . (6.174)
a A~~~ 3 3

X

Wl
W =

Entonces, reemplazando el resultado ((6.174)) directamente en la ec. (6.173]), al final obtenemos una expresién
para el factor p que se pudo implementar facilmente en el cédigo:

p = Lot [&fr 1 aR (5 - é) ;zdéq?] . (6.175)
¢ ¢ 2
La figura muestra los valores de p a lo largo de .# T y a lo largo del horizonte aparente, para
diferentes resoluciones, utilizando la ec. . A medida que la resoluciéon aumenta, claramente vemos la
tendencia de p — 2 en £, y p — 3 a lo largo del horizonte aparente. Notar que el caso n = 4 corresponde
a las graficas que se mostraron en la figura[6.9] De las presentes gréficas, es claro que el decaimiento de cola
correcto no puede medirse en simulaciones con resoluciones bajas, dado que el régimen de convergencia
solo se alcanza con resoluciones n > 4. Esto lo veremos de forma maés clara en la siguiente figura. Solo
mencionar ademas que estos resultados son consistentes con la prediccién proveniente de la teoria lineali-
zada 7 asi como también con estudios numéricos previos en el caso totalmente no lineal, ver por
ejemplo la referencia y sus propias referencias contenidas.

Para finalizar con los resultados numéricos, en la figura[6.11)mostramos una prueba de autoconvergencia
para el detector localizado en .#+. Notar que para los tiempos t < 100C ™!, el error entre resoluciones
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Figura 6.9: Campo escalar conforme ¢ detectado en el infinito nulo (R = R_,+), a lo largo de una linea de mundo
que sigue un observador tipo tiempo localizado en R = 0.649, y en el horizonte aparente del agujero negro en
R = R, Estas graficas se obtuvieron de una evolucién ejecutada hasta el tiempo ¢ = 2000C 1. Aqui usamos una
malla de 1,600 puntos y un factor CFL de Acrr = 0.3. El dato inicial es el mismo que se describié en la primera
subseccién, con A = 0.3, w = 0.04 y Ry = 0.45. Notar que después de un régimen de oscilaciones, el campo comienza
a decaer con una potencia inversa de t. Para una mejor visualizacién, ambos ejes aparecen con escala logaritmica.
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Figura 6.10: Potencia de decaimiento p del campo escalar conforme a tiempos tardios, medido a lo largo del
infinito nulo (a la izquierda) y a lo largo del horizonte aparente (a la derecha), para diferentes resoluciones. Los
pardmetros que se utilizaron en estas simulaciones son los mismos que en la figura previa, exceptuando que aqui se
utiliz6 una malla con N = 2™ x 100 puntos, con n =0,1,...6. AR = (R s+ — Ri»)/100 es la resolucién més baja.
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Figura 6.11: Prueba de autoconvergencia para el campo escalar conforme medido por un observador localizado a lo
largo de # . Los pardmetros utilizados en estas simulaciones son los mismos que la figura previa. Como puede verse
claramente de esta grafica, a tiempos tardios, para alcanzar el régimen de convergencia son necesarias resoluciones
lo suficientemente altas (n > 4). Aquf se alcanza un orden de convergencia entre 2 y 4.

consecutivas claramente disminuye cuando aumentamos la resolucién. El orden de la autoconvergencia
calculada durante estos tiempos estd entre 1 y 2. Sin embargo, para ¢t > 800C ! observamos que estos
errores no disminuyen para las resoluciones més bajas (AR/2"™ con n = 0,1,2,3), indicando que aun no
llegamos al régimen de convergencia. Esto, a fin de cuentas, es consistente con los resultados de las graficas
previas (ver figura 0f), las cuales muestran que no se puede producir decaimiento de cola correcto en
estas resoluciones mas bajas. De todas formas, al considerar las resoluciones mas altas n = 4,5,6, uno
encuentra convergencia entre 2do y 4to orden para t > 800C 1.




182 Capitulo 6. Campo escalar autogravitante alrededor de un agujero negro




Capitulo 7

Conclusiones

Finalizamos este trabajo. A modo de conclusién general, mencionar que aqui logramos mostrar clara-
mente la viabilidad del esquema de evolucién del enfoque BSB propuesto en el trabajo [80] y explicado en el
capitulo |5l Todo esto, particularizado al caso de una configuracién inicial consistente en un campo escalar
esférico, minimamente acoplado, autogravitante, rodeando un agujero negro. Este escenario simple, pero
no trivial para efectos de resolucion numeérica, constituye un primer trabajo con miras a la implementacién
del esquema al caso en 2 + 1 dimensiones, o bien 3 + 1 dimensiones, sin simetrias.

Las pruebas realizadas del capitulo [2] al [4] nos ayudaron a sentar, gradualmente, las bases tedricas,
analiticas y numéricas, necesarias para este trabajo. Aqui el objetivo fue presentar todo el desarrollo de
una forma autocontenida, tal que facilite su exposicién para efectos pedagodgicos. Por tal motivo, el lector
versado en relatividad numérica y métodos conformes pudiera prescindir de uno o maés de estos capitu-
los. Aunque, téngase muy presente que aqui hay mas que un solo interés por hacer pedagogia. Ya que el
desarrollo presentado, precisamente fue el que siguié el autor para llegar al trabajo final realizado en los
capitulos [5] y [6} construyendo el cédigo desde cero, sin ningin driver previamente disenado.

En el capitulo p|estudiamos de manera rigurosa mucha de la teoria detras del formalismo BSB, conside-
rando el enfoque tetradial adaptado a hipersuperficies CMC con C > 0 y una compactificacién conforme.
Todo el analisis lo hemos realizado para el caso general, sin simetrias. Esto, sin duda hace que las ecuaciones
obtenidas, que recapitulamos en la subseccién [5.4:2] tengan un gran potencial para futuras aplicaciones
en el area. Y no solo eso, ya que el camino seguido para llegar a estas ecuaciones fue lo suficientemente
sistematico, como para no descuidar la rigurosa matemaética detrds de este enfoque. Todo el trabajo lo
hemos realizado, intentando no dejar lagunas explicativas que pudieran confundir al lector. El detalle y los
célculos explicitos han sido dos de nuestras maximas.

Para obtener una dindmica no trivial, al comienzo del capitulo [6] acoplamos minimamente un campo
escalar al campo gravitacional. De hecho, aun cuando la ecuacién de onda para el campo escalar no es
conformemente invariante, tomando algunas consideraciones finalmente logramos reescalar dicha ecuacion.
Con esto entonces, obtuvimos un sistema simétrico-hiperbdlico de ecuaciones en derivadas parciales aco-
pladas, las cuales son exprésamente regulares en .# T, siempre que el potencial decaiga lo suficientemente
rapido cuando el campo escalar va a cero. No olvidar que la gran ventaja de trabajar con métodos con-
formes es que nos permiten prescindir de condiciones de frontera artificiales para los campos. Ahora bien,
dada la simetria del escenario, para la reduccién al caso esféricamente simétrico, y tal como lo expusimos
en la subseccion [6.2.2] nos decantamos por escoger una tétrada preferida que satisface de manera natural
la norma de Nester 3-dimensional. Adicionalmente, la eleccién By = 1 nos permitié identificar el radio R
con el radio areal de la métrica conforme, llegando a que la métrica conforme espacial es plana. Todas estas
elecciones, ingeniosamente nos permitieron desacoplar parcialmente las constricciones elipticas, siendo muy
util para efectos de simplificacién y resoluciéon numérica. Todas las ecuaciones del sistema, en la norma de
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métrica conforme espacial plana, las recapitulamos en la subseccién [6.2.5}

La implementacién numérica, expuesta con lujo y detalle en el capitulo [6.3] fue un aspecto de suma
importancia. De hecho, constituye todo un problema en si mismo. Para la parte hiperbdlica del sistema,
conformada por las ecuaciones de evolucién, se recurrié al método de lineas, mediante un integrador RK4,
ademds de operadores diferenciales Dgs de SPP en el espacio. En la préctica, esto no conllevo mayores
dificultades, ya que aqui tratamos con métodos estandares bastante conocidos y probados. Sin embargo, la
parte eliptica del sistema, conformada por las constricciones, requirié de mucha més atenciéon y cuidado,
debido a que en las ecuaciones aparecen aparentes divergencias en .# . Para la resolucién de esta parte
utilizamos el método de “disparo a un punto de emparejamiento”, el que hace uso, entre otras cosas, de un
algoritmo de Newton-Raphson para ajustar las constantes libres que se dan cerca de .# 7 y en la superficie
atrapada en R;,, junto con un algoritmo RK4 para la integracién espacial.

Ahora bien, algo digno de destacar, es el analisis e implementacién de las expansiones asintéticas en
y cerca de .# . En particular, las expansiones polihomogéneas mostraron ser un aspecto de cuidado para
efectos de cédlculo analitico, ya que asumimos a priori la forma de las expansiones y el orden en que apa-
recen los términos logaritmicos en la serie, para calcular los coeficientes a posteriori. Este procedimiento,
en gran medida pragmético, nos llevé a resultados correctos, aun cuando en el trabajo [117] estudiamos
estas expansiones de una manera mas sistematica, con tal de garantizar la existencia de las soluciones. De
todas formas, el terreno en el que estas expansiones mostraron ser un ingrediente sumamente delicado fue,
precisamente, en los experimentos numéricos. Y es que, al utilizar interpolaciones para el cdlculo de los
coeficientes, fue inevitable la introduccién del error numérico, si bien en la practica logramos controlarlo
adecuadamente al interpolar exclusivamente los términos de fuente (g, e, d), agrupando en los mismos todas

las contribuciones de los campos (qz, X, 7,2, ), tal como lo definimos en las ecs. (6.150) y (6.156).

En los experimentos numéricos, configuramos inicialmente nuestro cascarén esférico de campo escalar
alrededor del agujero negro, para luego ejecutar la evolucién. Aqui realizamos varias pruebas, ingresando en
la entrada del cédigo diferentes valores para los parametros involucrados. Todo se detalla en la seccién
Hacemos una mencién especial del valor de R;,, el que se tuvo que escoger con sumo cuidado, monitoreando
que la segunda derivada espacial del lapso conforme &, en y cerca de R;,, no sea demasiado grande en com-
paracién a su valor asintético cerca de .#+. Porque de lo contrario, aparecian picos espurios en la evolucién
de q~5, cerca de R;,, que si bien convergian al aumentar la resolucién, en la practica nos impidié ejecutar el
c6digo por tiempos largos. Aqui los resultados numéricos mostraron convergencias razonables. Para el PVI
se alcanz6 4to orden de convergencia, y para la evolucién se obtuvo una convergencia de ler orden para
tiempos muy tempranos (de t = 0 a t = 5C 1) y de 4to orden para tiempos posteriores.

Para tiempos tardios, destacamos dos resultados importantes. Primero, estudiamos el efecto de “de-
caimiento de cola”, encontrando que el campo escalar decae como t~P con p = 3 para observadores tipo
tiempo y aquellos que se ubican a lo largo del horizonte de eventos, y con p = 2 a lo largo del infinito
nulo futuro .#*. Esto es consistente con lo que se conoce de la literatura. Y segundo, entendimos muy
bien los efectos de error numérico introducidos por el método de disparo a un punto de emparejamiento,
asociados a la tolerancia tol del algoritmo de Newton-Raphson y el parametro € del punto de malla inicial
de la integracién de las constricciones cerca de .# 7. También se monitoreé la autoconvergencia del campo
conformemente reescalado, detectado en .+, arrojando érdenes entre 2 y 4.

El presente estudio se realizé para un dato inicial, como ya lo mencionamos, consistente en un campo es-
calar esféricamente simétrico rodeando un agujero negro. Aunque existen otras alternativas que podriamos
explorar. Un trabajo a futuro, por ejemplo, seria remover el agujero negro y estudiar la dispersién del campo
escalar, o mas interesante, el colapso critico y formacién de agujeros negros. Este tiltimo efecto inicialmente
fue descubierto por Choptuik [47], seguido de multiples aplicaciones y estudios derivados [118]. Para tratar
este problema con nuestro codigo, en la practica requerimos de una regularizacién en las ecuaciones de
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evolucién para el campo escalar, ademas de expansiones asintéticas para las constricciones en y cerca del
origen R = 0, con condiciones de paridad e imparidad dependiendo del caso.

El efecto de colapso critico de campos escalares, incluso recientemente se ha observado al considerar
un agujero negro como dato inicial, evolucionando numéricamente con el enfoque tradicional de Cauchy,
dando como resultado multi-horizontes [119]. Aunque, si quisieramos realizar este estudio con la maqui-
naria numérica implementada en este trabajo, pareciera ser importante tener un control mas directo y
sistematico sobre las condiciones iniciales dadas en la frontera interior. Ya que, y tal como lo pudimos
observar en algunas pruebas preliminares que no reportamos aqui, cuando se forma un nuevo horizonte
aparente, el primero tiende a salirse del dominio numérico, rompiendo la evolucion.

Otra posible linea de trabajo a futuro, si bien no es tan directa e inmediada como la arriba mencionada,
serfa considerar potenciales V(®) distintos de cero. Aqui existen varios temas que podriamos tratar, y
que hasta ahora solo se han estudiado numéricamente con el enfoque estandar de Cauchy. Tenemos, por
ejemplo, estudios de agujeros negros con pelo, acoplados a un campo escalar esféricamente simétrico, en
espacios asintéticamente planos, con sus respectivos solitones escalares regulares [120]. Este escenario se ha
logrado evolucionar numéricamente [121], obteniendo que, dependiendo del signo de la perturbacién inicial,
los solitones colapsan para formar un agujero negro de Schwarzschild, o bien “explotan” como una pared
moviéndose hacia fuera del dominio. Aqui se recurre a un potencial V(®) que, bajo ciertas condiciones,
presenta un minimo local en ® = 0 que también es un cero del mismo. Nétese que esto es de mucha utili-
dad para efectos del término de potencial —9_36@‘/(9(;;) que aparece en la ec. , luego de reescalar
la ecuacion de onda. No obstante, se debe considerar que el potencial también tiene la particularidad que
viola la condicién de energia débil, ya que en una cierta regién finita V(®) < 0.

Ahora bien, otro tema interesante tiene que ver con algunos estudios de nubes de campo escalar masivo
alrededor de agujeros negros. Aqui la motivacién fisica viene de que los campos escalares son candidatos
para explicar los halos galdcticos de materia oscura, alrededor de agujeros negros supermasivos. En el caso
de simetria esférica, se han considerado campos escalares sobre un fondo de Schwarzschild, evolucionando
y encontrando soluciones cuasi-estacionarias que permanecen alrededor del agujero negro por escalas de
tiempo cosmolégicas [122] (para el caso no lineal, con campos escalares no masivos, se ha llegado a resul-
tados similares [123]). De hecho, recientemente este problema ha sido generalizado, al considerar campos
escalares masivos autogravitantes |124], obteniendo frecuencias resonantes coincidentes con las obtenidas
en el régimen linealizado. Aunque, de forma adicional, aparece un efecto de degeneracion en diferentes
soluciones a tiempos tardios, las cuales, al considerar particulas de prueba, con y sin modos cuasi-ligados,
inducen el mismo movimiento. Al margen de esto, si desedramos tratar este problema con nuestro enfoque
conforme, la dificultad mds importante que aparece es que cuando ® — 0 el potencial V(®) tiende una
constante, obligdndonos a lidiar con el término de potencial, ahora singular, de la ec. .

Una dltima linea de trabajo a futuro, tal como lo mencionamos al comienzo del capitulo, es la gene-
ralizacién del cédigo al caso de 2 + 1, o bien 3 + 1 dimensiones, sin simetrias. Desde el punto de vista
numérico, y tomando el ejemplo de otros enfoques (como por ejemplo el de Friedrich, con las implementa-
ciones numéricas de Hiibner, Frauendiener y Husa mencionadas en la seccién , este vendria a ser uno de
los caminos naturales a seguir. De realizar este proyecto, aqui tendriamos que considerar al menos tres cues-
tiones importantes. Primero, que para el caso general en 3 4+ 1 dimensiones, la norma de Nester constituye
un tema abierto, todavia no del todo comprendido. Y es que, de no establecerse adecuadas condiciones, la
mencionada norma podria no satisfacerse. Segundo, que para més de una dimension espacial, el método de
disparo a un punto de emparejamiento ya no es de utilidad, dado que se tendrian muchas direcciones, no
solo una, para la integracién espacial de las ecuaciones de constricciéon. En estos casos, tradicionalmente
se utilizan los llamados “resolvedores elipticos”, habiendo diversidad de opciones. Por ejemplo, tenemos el
método de multi-malla [125], el cual fue utilizado por Rinne en su cédigo conforme axisimétrico [73], el
método espectral de multidominio [126], utilizado por Buchman, Pfeiffer y Bardeen en su implementacién
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hiperboloidal para datos iniciales con agujeros negros [81], entre otros. Y tercero, que aun cuando del tra-
bajo [80], para el caso sin simetrias, contamos con expresiones explicitas para las expansiones asintéticas
cerca de # T, desde un punto de vista numérico queda pendiente contar con una adecuada implementacién,
que al final del dia nos permita tener control sobre el error numérico que pudieran introducir. Pero bueno,
a pesar de lo trabajoso que pudiera ser la generalizacién de nuestro cédigo conforme al caso de 2 + 1, o
bien 3 + 1 dimensiones, es claro que es perfectamente abordable, la cual nos permitiria aprender nuevos e
interesantes métodos analiticos y numéricos. La propuesta queda planteada.

FIN... al menos por ahora.



Apéndice A
Reduccion al caso de Schwarzschild

En el presente trabajo estamos interesados en estudiar un campo escalar autogravitante, esféricamente
simétrico, alrededor de un agujero negro. Sin embargo, antes de afrontar este escenario, resulta particular-
mente til considerar el caso cuando el campo escalar fisico es exactamente ® = 0. Con esta simplificacién,
el problema se reduce al caso de un espacio-tiempo de Schwarzschild, en el cual las constricciones, descritas
por ecuaciones diferenciales elipticas, pueden ser integradas analiticamente. Adicionalmente, de los resul-
tados se pueden obtener directamente expansiones asintéticas en .# T, las cuales son ttiles para efectos de
interpretacién, con miras al caso en que el campo escalar es no trivial.

A.1. Integracién de las ecuaciones de constriccién

Como es bien sabido, para un agujero negro de Schwarzschild la métrica fisica estd dada por:

1

g = fN(r)dthLN(r)

dr? +r? (d6” + sin® 0dy?®) (A1)

donde hemos usado unidades G = ¢ = 1, ademéds de N(r) = 1 — %, con M la masa del agujero negro.
Ahora bien, al igual que en el PVI para el caso con ® # 0, inmediatamente notamos que la constriccién de
momento (|6.115)) puede integrarse de forma analitica, obteniendo la ya conocida solucién:

QZ

v=—2D

B , (A.2)

con D denotando una constante de integracién. Reemplazando este resultado en las expansiones entrantes
y saliente de los vectores nulos, esto es la ec. (6.121)), nos queda la siguiente expresién:

ot=Cr- S5 +—=— (A.3)

donde, por supuesto, R = r/Q representa el radio areal conforme y C' la traza de la curvatura media
constante, que la escogemos positiva. Usando esto en la expresién N(r) = —O1TO~, que definimos para la
masa de Misner-Sharp en la ec. (6.116)), y asumiendo que dr/dR > 0, llegamos a lo siguiente:

=

Este resultado es tutil para calcular una relacién explicita entre el radio areal fisico r y el radio areal
conforme R, el cual se obtiene integrando de un radio R (o bien r = r(R)) hasta nuestra frontera exterior
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R s+ (0 bien r = 00). Esta relacién queda expresada por:

oo

R 1 d
7 = exp |— / o 52 77“ , (A.5)
I+ (R) 1*T+<CT‘7772)

donde hemos asumido que 0 < C' < D, lo que garantiza la convergencia de la integral, aun cuando no tiene
una solucién analitica. Para obtener el factor conforme, hay que utilizar la relacién Q = R/r proveniente
de la definicién del radio areal compactificado, junto la integral obtenida.

Ahora bien, antes de seguir, nétese un aspecto interesante de la integral 7 y es que al final de
cuentas restringe el numero de pardmetros a escoger libremente. En total aqui tenemos 5 pardmetros
(C,D,R,R s+, M), de los cuales 4 podemos escoger libremente, y el quinto se determina resolviendo la
integral. Para efectos de implementacién numérica, incluso en el caso ® # 0, esto es de suma importancia,
dado que nos ayuda a tener un adecuado control de estas cantidades a la hora de imponer condiciones de
frontera en las constricciones, para iniciar las integraciones espaciales.

Para obtener el lapso conforme, tenemos que integrar la ecuacién eliptica (6.112f) correspondiente a
la constriccién asociada a nuestra foliacion CMC. Aunque para esto, conviene reescribir la ecuacién en
términos del lapso fisico a = &/Q. Usando la ec. (A.5)), junto con la relacién Q = R/r, obtenemos:

d da 2 5 da 5  2D?
-5 e - - — —_— = A.
ao(r)dr {ao(r) dr] +Tozo(r) - 3<C’ + G )a 0, (A.6)
la cual tiene una solucién particular a(r) = ag(r) = /N(r) + (Cr — D/r2)2. Es posible obtener otra

solucién independiente de la ec. (6.112)) usando el ansatz aq(r) = F(r)ag(r) para alguna funcién F(r).
Esto lleva a la siguiente familia de soluciones, que nos permite cumplir correctamente con la imposicion de
condiciones de frontera en .#™:

(o]
R n ds
a = —ap(r ——= | — A7
r 0( ) C 52040(8)3 ) ( )
T
donde 1 denotando una constante adimensional. Notar que si 7 — oo, entonces & — R »+C. Posteriormente,

integrando la constriccién asociada a la eleccién del factor conforme, ec. (6.113)), llegamos a que:

oo

_ D, Dy 1 1y __ds _

Cr r2 + C T.f (’I”S 53) s2ap(s)?
r

~ 1|D

C = |2 + —~ , (A.8)

ap(r) [1 -Cn [ 52555,8(5)3]

de donde, a su vez, podemos obtener el shift utilizando la ec. (6.111)):

D Dy /1 1 ds
b=—-R - =+ — — = —= . A9
73 + C <r3 53> s2ap(s)3 (A-9)

Usando estos resultados en la ecuacién de evolucién (6.109) para el factor conforme, obtenemos:
R T D d
S

0 =n— 1—-— | —— A.10
t UTQO(T)/( 083) 820[0(8)3 ) ( )

r

lo que demuestra que la eleccién 1 = 0 esta caracterizada por el requerimiento de que J; coincida con el
campo vectorial de Killing tipo tiempo.
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A.2. Desarrollo de expansiones asintéticas

Con el objeto de interpretar adecuadamente las expansiones asintéticas en el caso totalmente no lineal
con ® # 0, resulta ilustrativo expandir la integral de la ec. (A.5) en potencias de y := 1/(Cr). En un
primer paso tenemos lo siguiente:

R 1 C+d6 4, 3,
log ([ —— ) =—yl1-2 -7 o
0g<Rﬂ+) y[ 6y +— y? tol Tt (y )] ,

donde hemos definido C := Cm y § := DC?. Invirtiendo la serie de potencias y expresandola en funcién
de la cantidad adimensional ¢ := 1 — R/R s+, ademds de considerar que —log(R/R s+) = —log(1 — () =
C+¢%/2+¢3/3+ ..., obtenemos lo siguiente:

1 1 1 1 C+56 1 C+6
92&0:({1‘*‘2(4'26‘*‘(2— )Cg < 5 )§ +ﬁ(C)}

Y esta expresion, a su vez, es la que nos permite llegar a una expansién para el factor conforme Q) = CRy =
CR s+ (1 — {)y. En concreto, llegamos a que:

1 c+6., C

1
- e - o] L om1- 2

R s+

: (A.11)

Q=R,+CC {1— :

notando que la masa del sistema aparece al orden (. Por consiguiente, para el caso con ® # 0, de igual
manera esperamos que la masa total del sistema (agujero negro y campo escalar) aparezca a esta orden.

Para el lapso conforme, partiendo de la ec. (A.7)), obtenemos:

i=RyiC [1 —C+ %cz ([T +6)¢3 - (C;‘S T Z) ¢4 o (C;L‘S - ”) o+ 6"((6)} . (A12)

Posteriormente, para las expansiones de los vectores nulos, tenemos lo siguiente:

D D\? 1 , —
@iorﬁi\/N(r)Jr(CrTQ) y[léydi\/lerQ2(C’+5)y3+52y6} , (A.13)

donde podemos ver que, asintéticamente, O diverge como 2/y, mientras que ©~ decae como —y/2 cuando
y =1/(Cr) — 0. Es por esta razén que conviene reemplazar ©F por las expansiones reescaladas:

ot :=yot |, 67 = i@* , (A.14)

cuando monitoreamos los resultados numéricos. Notar que aun tenemos 1 — =& = —_—6t6-.
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Apéndice B

Método de disparo a un punto de
emparejamiento

Aqui explicaremos el algoritmo numérico de “disparo a un punto de emparejamiento” (shooting to a
matching point), que en la practica nos permite resolver sistemas de ecuaciones diferenciales acopladas
de primer orden con condiciones de frontera. Solo mencionar que esta serd una introduccién muy breve,
practicamente a modo de prescripcién, con el solo fin de que el lector pueda formarse una idea general
del método. No obstante, si se desea entrar en la formalidad del andlisis numérico en torno a este u otros
métodos para tratar problemas de valores en la frontera, recomendamos las referencias [127-129].

Sea un sistema de n ecuaciones diferenciales acopladas:

up = fi(§ un, uz, e un) (B.1)
uy = fo& ur, ug, e Up) (B.2)
u:L = fn(gaulau%“-aun) 5 (B3)

con los campos uy, ug, ...us como incégnitas, y donde (...)" = d/d¢. Adicionalmente, vamos a suponer que
todas estas ecuaciones estdn definidas en el intervalo [€1,&2] ¥ que requieren satisfacer ¢; condiciones de
frontera en el punto &1, y co = n — ¢; condiciones de frontera en el punto &;. Visto asi, y como en ambas
fronteras requerimos de n condiciones (dado que tenemos n ecuaciones diferenciales), en &; entonces ten-
dremos co pardmetros libres, y en & por su parte, ¢c; = n — co pardmetros libres.

Si usamos p;, coni = 1,2,..,¢1,c1+1,¢c1+2,...,n, para representar cada uno de los parametros libres del
sistema, el método de disparo a un punto de emparejamiento lo podemos resumir a lo siguiente: Integrar
numéricamente (por ejemplo, utilizando un algoritmo de Runge-Kutta), reiteradas veces, las ecs. —
desde las fronteras &1 y &2 (o en bien desde puntos ligeramente desplazados de dichas fronteras), hasta
un punto intermedio &,,, de tal forma que los parametros p; se vayan ajustando, iterativamente, para las
soluciones numéricas obtenidas a la izquierda y la derecha, y después que se alcance una cierta tolerancia
tol, “peguen” suavemente en el punto &,,. ;Y cémo es que, concretamente, realizaremos el ajuste de los
parametros libres? Con un algoritmo de Newton-Raphson en n dimensiones.

Tener presente que si desconocemos a priori los valores exactos de los parémtros p; para que la soluciéon
numérica resultante, sea suave en todo el dominio, no hay razén para suponer que en una primera integra-
cién de las ecuaciones, sin realizar ninguna iteracién, adivinaremos milagrosamente estos valored!]

1Particularizando al problema fisico que deseamos estudiar, esto es de suma importancia. Ya que al considerar el caso del
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Cabe mencionar que el método de disparo a un punto de emparejamiento constituye una herramienta
de mucha utilidad, especialmente cuando desconocemos los valores exactos que toman los campos en las
fronteras, o cuando el sistema es expresamente singular en dichos puntoaﬂ

Pero bueno, concretemos las ideas de forma mas precisa. Fijémonos en un paso k de la iteracion,
y definamos en un vector V*) que contenga todos los pardmetros libres del sistema, y un vector de
discrepancia AU® que contenga informacion de la diferencia entre las soluciones numéricas de los campos
u; obtenidas con la integracion a la izquierda y a la derecha, evaluadas en el punto &,,. En concreto:

Pl(k) [ulL_UlR](g:gmapl(k)aPQ(k)v"'7ank)) AU(k)l
k
p

(k) L _ o R)(e = (k) o (k) ) (k)
D2 [UZ U2 ](g_gmupl , D2 g eeey ) AU 2
pn(k) [UnL - unR](£ = gmapl(k)ap2(k)v 7pn(k)) AU(k)n
enfatizando que los pardmetros p; varfan a en cada iteracién (les hemos incluido el superindice k), y las
discrepancias u;* — u;® varfan dependiendo del valor que tomen los pardmetros p;. Ahora bien, como

de seguro el lector podréa darse cuenta, aqui la idea basica es ir ajustando los parametros p;, tal que las
componentes del vector discrepancia disminuyan, hasta llegar a valores cercanos a cero. Dicho de otra
manera, nuestro problema esencialmente se reduce a resolver, numéricamente el sistema de ecuaciones:

AU® (m(k)’m(k)’___,pn(k)) =0, (B.5)

para las variables p; (), contenidas en el vector V(%) Aqui es cuando entra en juego el algoritmo de Newton-
Raphson, el cual nos permite resolver numéricamente este sistema. En particular, dado el paso de iteracién
k, este algoritmo ajusta los pardmetros a través de la siguiente relacién iterativa [127]:

VD — oy _ gt (V(k)) AU (B.6)

donde J~! (V(’“)) representa la matriz inversa del jacobiano del vector V(¥). La matriz jacobiana depende
especificamente de los pardametros p;, por lo que se calcula de la siguiente manera:

AU ) | AU R AU ) |
Op1 (k) Op2 (k) U Opy (k)
AU ), AU ), AU ),
J (V(k)) _ ap1(*) Ap2(*) T Apn*) (B 7)
AU AU AU
op1® op2(®) e pn(F)

Posteriormente, el cdlculo de la inversa de J dependerd del tamano del sistema. Aunque, particularizando
al presente trabajo, y como el sistema ma&s grande que nos tocé resolver fue uno de 3 ecuaciones con 3
parametros libres como incégnitas, nos basté con la conocida férmula en base a cofactores, y que el lector
podra encontrar incluso en sitios como Wikipedia.

Como el método de Newton-Raphson representa un algoritmo iterativo, necesitamos dar un criterio
para detenerlo ya que se llegue a una cierta tolerancia. Aqui lo basaremos en la siguiente cantidad:

VAUL® — AU D) 4 (AU® — AU +D)? 4 (AU, ) — AU, (+D)
VAULFD 4 AU+ 4 AU, (k+1)

campo escalar, distinto de cero, rodeando el agujero negro, en realidad no disponemos de ninguna solucién exacta. Aunque,
por supuesto, si el problema lo simplificamos al caso del espacio-tiempo Schwarzschild, tal como lo expusimos en la seccién [AT]
las ecuaciones se pueden integrar, y por consiguiente, nos permitirian obtener pardametros precisos para que en la integracion
numérica de las constricciones, la solucién pegue sin necesidad de hacer ninguna iteracién. En efecto, este caso simplificado,
en la préctica nos sirvié para probar el cédigo, antes de pasar al caso mas general con el campo escalar distinto de cero.

2En el presente trabajo, la motivacién es mixta: por un lado, en .# T, varias de las constricciones son singulares, pero por
el otro, en la frontera interior R;, no conocemos los valores exactos que toman los campos, en cada paso de tiempo.

(B.8)
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en el sentido de que si § < tol, entonces el cddigo ya no seguird realizando iteraciones, y se guardardn
finalmente los valores obtenidos para los pardmetros p;, y por supuesto, las soluciones u; para los campos.

Para finalizar, solo mencionar que las derivadas parciales contenidas en la matriz jacobiana (B.7)), en la
préactica la calculamos utilizando aproximacién de diferencias finitas centradas, de primer orden. Para las
pruebas que realizamos, con esto nos fue mas que suficiente.
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Apéndice C
Interpolaciones numéricas

En este apéndice vamos a describir, de manera muy breve, las diferentes interpolaciones que recurrimos
en la implementacién numérica de este trabajo. Para mas detalles, el lector puede consultar cualquier texto
estdndar de anglisis numérico, como por ejemplo [130].

C.1. Coeficientes en las expansiones de Taylor

La primera interpolacién que deseamos detallar, es la que utilizamos para determinar los coeficientes
de la expansiones de de Taylor de los términos de fuentes en las constricciones (definidos como funciones
de malla, grid functions), y que aparecen en las ecs. (6.152]16.154)6.157)).

Sea una funcién de malla definida por f(i), con i = 0,1,2,3,..., N denotando cada uno de los nodos
de la malla. Supongamos ahora que dicha funcién la queremos aproximar por un polinomio continuo p(¢)
de grado 3, en una vencidad de la frontera exterior del dominio numérico. Para esto, necesitamos que
f(G) = p(L(y)), con ¢(j) denotando la coordenada espacial, que también la definimos como una funcién
de malla, con j € {N —3,N -2 N —1, N}, o bien expresados en términos de las coordenada espacial,
Ce{G=C¢N-3),=C((N—-2),(1 =C(N —1),(o =C¢(N)}. Con esto, podemos escribir:

f1) = p(G) = fo+ AG+ L2+ G2 +0(CY) (C.1)
f2) = p(GQ) = fo+ fia+ 207+ f3¢° +O(¢Y) (C.2)
f3) = p(G) = fot+ LG+ L5+ fG6°+0(¢Y) (C.3)

donde f,, con n =0,1,2,3, denotan los coeficientes f,, = % difégo

Nétese entonces, que con las relaciones — no hacemos mas que aproximar nuestra funciéon de malla
f(j) con los polinomios p ({;) en los puntos (1, (2, (3. {Cémo procedemos ahora? Facilmente, ya que si lo
pensamos bien, las relaciones arriba mencionadas representan un sistema de ecuaciones de 3 x 3, ya que
si damos de entrada los valores de (1, (2, (s, f(0) = fo, f(1), f(2), f(3), simplemente necesitamos resolver
para fi, fo v f3. Al final, reescribiendo estas relaciones en forma matricial, es facil llegar a que:

que precisamente deseamos aproximar.

-1

f1 G G? Gl f(1) = £(0)
fo| = | & & &F f(2)—f) | , (C.4)
I3 CHER LN C f(3) = £(0)

donde lo unico adicional que necesitamos, es calcular la inversa de la matriz de 3 x 3 arriba escrita, y que
bueno, en la practica la evaluamos utilizando la clasica formula en base a cofactores.
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C.2. Funciones de malla en sub-iteraciones de RK4

Pasemos ahora a la segunda interpolacion, y que en la practica usamos para evaluar funciones de malla
en las sub-iteraciones del algoritmo de Runge-Kutta para la integracion espacial. Este cdlculo lo hemos
tomado, especificamente, de la revisién [30]. Al igual que en la interpolacién anterior, suponemos una
funcién de malla f(i) definida en los nodos i = 0,1,2,..., N de una malla numérica. El objetivo es el
siguiente: encontrar un polinomio p de grado M < N tal que p(x(j)) = f(j) (con j =0,1,2,..,. M) y
evaluarlo en una posicidn Zeyq;, que no coincide necesariamente con las posiciones x(j) definidas en los
nodos de la malla. Aqui aproximamos:

M
p(xeval) = Z f(k)gk(M) (xeval)
k=0
F0) ™M (2epar) + FOM (2 epar) + oo + FM) s ™M (zevar) (C.5)
donde, para cada k, £,(™) denota un polinomio de grado menor o igual que M tal que cumple:

6O (@(f) =8, para j=0,1,2,..., M. (C.6)

Los conocidos polinomios de Lagrange, satisfacen la condicién (C.6|). Explicitamente:

-1

M M
0, () = H (x —xj) H (Tk — ;) : (C.7)
pod Tk

Particularizando: si deseamos aproximar la funcién de malla f(j) con un polinomio p(z) de orden 3,
utilizando los polinomios de Lagrange para ¢, P(T = Tepar) tendrd la forma explicita:

(xeval - xl) (xeval - 372) (xeval - CE3)

p((E = xeval) = f(O) (IO _ xl) (330 _ 1‘2) (330 _ .133)
(xe'ual - JjO) (xeval - 332) (xeval - 1‘3)
+ 1) (21 — o) (21 — 22) (1 — x3)
+ f(2) (Ieval - $0) (xeval - xl) (xeval - :173)

(z2 — w0) (22 — 71) (¥2 — 23)
(xe'ual - -750) (xeval - xl) (xeval - x2)
7B (z3 — x0) (¥3 — 71) (T3 — T2) ' (C8)

Entonces, dadas las posiciones en la malla numérica zg, x1, 2, 23, y los valores que la funcién f(j) toma en
cada uno de esos puntos, podemos aproximar la funcién f(j) como un polinomio de 3er orden, evaluado
en un punto cualquiera Tyq, y qUe expresamos como aparecen en la ec.
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