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0.2. Resumen

En este trabajo se emplean las herramientas de los sistemas dindmicos a fin de describir la
estructura asintética total de las interacciones del galileo “on con término de autointeraccion
cubico en el vacié. Se muestra que, de forma contraria a lo que sucede cuando existe una
componente de materia de fondo, las interacciones del campo escalar modifican la dindmica
cosmoldgica a tiempos tardios. En particular, se tiene la aparicion de un punto singular que
representa un comportamiento fantasma el cual estd relacionado con la existencia de una
singularidad tipo big rip. Se puede observar que la interaccién gravitacional de la materia de
fondo con el campo galileén es capaz de apantallar las autointeracciones del galileén consigo
mismo, eliminando cualquier potencial modificacién de la dindmica a tiempos tardios. A
diferencia de otros modelos inspirados en la gravedad DGP, las soluciones autoacelerante no
aparecen en este modelo.

Palabras clave:
Relatividad General, cosmologia, energia oscura, sistemas dindmicos, campos escalares
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Abstract

In this paper we apply the tools of the dynamical systems theory in order to uncover
the whole asymptotic structure of the vacuum interactions of a galileon model with a cu-
bic derivative interaction term. It is shown that, contrary to what occurs in the presence
of background matter, the galileon interactions of vacuum appreciably modify the late-time
cosmic dynamics. In particular, a local late-time attractor representing phantom behavior
arises which is inevitably associated with a big rip singularity. It seems that the gravitational
interactions of the background matter with the galileon screen the effects of the gravitational
self-interactions of the galileon, thus erasing any potential modification of the late-time dy-
namics by the galileon vacuum processes. Unlike other galileon models inspired in the DGP
scenario, self-accelerating solutions do not arise in this model.




Capitulo 1

Introduccion

Uno de los mayores problemas en la fisica tedrica consiste en explicar el origen de la
fase de expansion acelerada por la que atraviesa el universo. Esto es apoyado por diversas
observaciones cosmolégicas independientes entre las que se encuentran las Supernovas tipo
Ia (SNIa) [1, 2|, las Oscilaciones Acusticas de Bariones (BAO) [3] y el Fondo Césmico de
Microondas (CMB) [4], la estructura que presenta la materia a grandes escalas (LSS) [5],
lentes gravitacionales [6] y el efecto Sach-Wolf [7]. El modelo estdndar de la cosmologia
estd basado en la teoria de la Relatividad General (RG) y supone la existencia de una
nueva componente de materia, la cual es responsable de acelerar al universo y recibe el
nombre genérico de Energia Oscura. La forma més sencilla de modelar a este objeto es por
medio de la Constante Cosmoldgica A, con ecuacion de estado p = wp, en donde p es la
presion, p es la densidad de energia y se tiene un pardmetro de ecuacién de estado w = —1
[8]. Existe también la posibilidad de que w no sea una constante sino que evolucione en el
tiempo [9]. Esto se puede obtener modelando a la energia oscura por medio de un campo
escalar con potencial de autointeraccién V', el cual puede recibir el nombre de Quintaesencia,
k-esencia o fantasma (phantom), dependiendo de la forma del Lagrangiano que lo describe [10].

Otra opcién es considerar que la teoria de la relatividad general debe ser modificada
a escalas cosmolodgicas, y que son éstos cambios al sector de geometria los responsables
de la aceleracién observada [11, 12]. Entre los modelos disponibles en el mercado pode-
mos tomar por ejemplo a las teorias tipo f(R,G) [13, 14], a las teorias tensor-escalar
[15, 16, 17] y al modelo DGP [18]. En el caso de las teorias f(R) se tiene que el La-
grangiano de Einstein-Hilbert presenta una dependencia no trivial con respecto al escalar
de curvatura R o a funciones cuadraticas de éste. Por otro lado, si suponemos que la
interaccion gravitacional es transmitida por una componente escalar ademés del tensor
métrico tenemos entonces a los modelos tipo tensor-escalar. Otra posibilidad es considerar la
existencia de dimensiones extras hacia las que la gravedad puede “fluir” como en el caso del
modelo DGP, explicando de esta forma el aparente debilitamiento de luminosidad de las SNIa.

En esta tesis se llevara a cabo el estudio para un modelo de campo escalar que presenta
propiedades de los dos grupos antes mencionados. Por un lado proviene del modelo DGP
y presenta soluciones acelerantes que permiten prescindir de la energia oscura en forma de
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constante cosmoldgica, y por otro puede ser vista como una teoria efectiva para un campo
escalar en 4D. Este campo se caracteriza por generar ecuaciones de movimiento a lo maximo de
segundo orden en el contexto de la relatividad general [19, 20]. Llamamos a este objeto galileén
por respetar una simetria tipo d,¢ — 0,¢ + b, en el vacio. Un caso de interés cosmoldgico
estd descrito por la accion

S = /d‘*as‘/jg {R—[1+0(00)] (Ve)* —2V(¢)} +/d4x\/fg£m, (1.1)

en donde o es una constante de acoplamiento, V' = V(¢) es el potencial de autointeraccién del
campo escalar y L, representa a cualquier campo de materia presente en el universo. Para
simplificar la escritura definimos

(O¢) = g" (V. Vo), (V$)? = g™ (V,ud) (V).

Se investigara la importancia del acoplamiento del campo escalar con la materia para el
modelo correspondiente al acoplamiento constante o( y al potencial exponencial Vjexp(5¢).
Debido a que tenemos que enfrentarnos a un sistema de ecuaciones altamente no lineal,
haremos uso de los sistemas dinamicos a fin de revelar la estructura completa del espacio fase.
Primero se llevara a cabo el estudio del sistema empleando las variables dindmicas usuales
y se mostrara que, a diferencia del caso de los modelos de campo escalar tipo quintaesencia
o k-esencia, en el caso del galileén aparecen puntos singulares asintéticos degenerados. Para
evitar la pérdida de informacién del sistema se define un conjunto de variables capaces de
compactificar el espacio-fase y romper de esta forma la degeneracion asintdtica. Contrario
a lo que podria pensarse, cuando se elimina la componente de materia aparece una mayor
riqueza de puntos criticos asintéticos modificando asi la dinamica del sistema a tiempos
tardios. Esto viene a complementar los resultados de estudios hallados en la literatura en
donde se analiza el caso ogexp(a¢) para los potenciales exponencial y ley de potencias
Unicamente en presencia de materia.

La organizacién de este trabajo de tesis se hard de la siguiente forma. En el capitulo 1
se presenta un breve resumen del modelo cosmolégico estandar a fin de poner al corriente
al lector en lo referente al estado del arte. Se parte de las ecuaciones de campo de Einstein
y muestra que bajo el contexto de la relatividad general no es posible explicar la aceleracién
observada sin asumir la existencia de un componente de energia oscura. Definimos la
existencia de seis parametros cosmolégicos y como es posible describir la evolucién del
universo y la formacién de estructura a partir de ellos. Este conjunto de pardmetros ha sido
restringido por medio de diversas observaciones y se menciona su situacién actual en base a
las observaciones del satélite Planck.

El capitulo 2 estd centrado en el andlisis del concepto de energia oscura, asi como de
algunos de los modelos mas estudiados en la bibliografia que se tienen para su explicar
su origen y propiedades. Comenzamos por presentar a la constante cosmoldgica, asi como
sus principales logros al momento de comparar con las observaciones, asi también como
los problemas tedricos que presenta. Es por eso que se tiene una gran variedad de ideas
alternativas que van desde aceptar la existencia de enrgia oscura que evoluciona en el tiempo,
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hasta modelos en donde existen dimensiones adicionales a las conocidas. Se hara un breve
resumen de algunas de las ideas mas estudiadas haciendo énfasis en el modelo del campo
escalar galiledn.

El capitulo 3 estd dedicado a revisar los conceptos béasicos de la teoria de sistemas dindmi-
cos que son necesarios para el anélisis del trabajo. Se dara un breve repaso de la teoria local y
asintotica de los sistemas dindmicos auténomos, asi como de los criterios de estabilidad para
puntos singulares hiperbdlicos y no hiperbdlicos. Para finalizar se presenta a modo de ejemplo
el estudio de un sistema de campo escalar quintaesencia con potencial ley de potencias
V(gp) = ¢7P, el cual es una generalizacién del caso usual de potencial exponencial hallado en
la literarura debido a que es necesaria una variable adicional para llevar a cabo el andlisis. Se
presenta el diagrama de espacio-fase para los casos en que p =1, p =2y p = 3 y se muestra
que para todos los casos siempre es posible hallar una solucién inestable de materia dura, un
punto de dominio estable tipo De Sitter y un punto silla relacionado con el dominio de materia.

El estudio del modelo cibico de galileén en presencia de materia y en vacio se lleva a
cabo en el capitulo 4. Aqui se presenta el andlisis para un universo compuesto por materia
oscura y un campo escalar galileén con funcién de acoplamiento constante o = oy y potencial
exponencial V' = Vpexp(—A¢). Aun cuando la dindmica del espacio fase para el modelo
o = opexp(—a¢) y potencial V = V) exp(—A¢), ha sido estudiado en detalle en [21], en esta
tesis vamos a centrar nuestra atencion al caso aparentemente mas sencillo; el caso de ausencia
de materia. Dada la naturaleza altamente compleja del sistema de ecuaciones usaremos la
teoria de los sistemas dindmicos a fin de descubrir el comportamiento local y asintético del
espacio fase. Primero se llevara a cabo el analisis del sistema utilizando las variables dindmicas
usuales y se mostrard que, para el caso en que existe un componente de materia oscura
en el universo el comportamiento del sistema no difiere mucho del modelo de quintaesencia
exponencial: i) aparece un punto critico adicinonal, y ii) el punto relacionado con el dominio de
stiff matter solo presenta comportamiento de punto silla y no puede tratarse de un repulsor. Sin
embargo, y en contra de lo que podria pensarse, al eliminar el componente material se obtiene
una mayor riqueza de puntos asintéticos los cuales son capaces de modificar la dindamica
del universo a tiempos tardios. Este material se encuentra publicado en “Cubic Derivative
Interactions and Asymptotic Dynamics of the Galileon Vacuum”, Roberto De Arcia et al,
Class. Quantum Grav. 33 125036 (2916).
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Capitulo 2
Modelo estandar de la cosmologia

La cosmologia es la rama de la ciencia que estudia el origen, la evolucién y el destino
del universo utilizando las dos teorias fundamentales de la fisica moderna: la relatividad
general y el modelo estandar de particulas. La primera permite entender como esta formado
el espacio-tiempo y describe el comportamiento gravitacional de todos los objetos presentes
en el universo. Considerando homogeneidad e isotropia a gran escala nos dice que no vivimos
en un universo estatico, sino que se encuentra bajo una fase de expansion acelerada. Por
otro lado, el modelo de particulas describe las interacciones electromagnéticas y nucleares,
proporciona las reglas con las cuales las particulas y los campos interactiian e intenta dar
una explicacién acerca del origen de las masas. Suponiendo un universo eléctricamente neutro
y, debido a que las interacciones nucleares son de corto alcance tenemos que al estudiar la
dindmica a niveles cosmoldgicos la gravedad es la interaccién dominante.

2.1. La geometria del espacio-tiempo

De manera sencilla podemos decir que la idea clave de la relatividad general es que el
espacio-tiempo no es un objeto estatico, sino que presenta una dindmica de acuerdo a la
cantidad de materia-energia que se encuentra presente. Se trata de una teoria geométrica de
la gravedad descrita de forma tensorial y que es independiente del sistema de referencia. Toda
la informacién del sistema se encuentra en las ecuaciones de campo de Einstein

1
G;w = R/u/ - §g,u1/R = KT/W, (21)

en donde G, es el tensor de geometria, R, es el tensor de Ricci, g, es el tensor métrico
v R es el escalar de curvatura. En conjunto, la parte izquierda de la ecuacién representa la
geometria del espacio-tiempo, la cual es proporcional al tensor de energia-momento 7},,. En
este caso, la constante de acoplamiento que determina la intensidad de la fuerza de gravedad
estd dada por Kk = 87Gy, en donde G es la constante de gravitacion de Newton. De manera
formal decimos que se trata de un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales parciales altamente
acopladas, las cuales solo se pueden resolver de forma cerrada en casos muy especiales. Para
el caso de la cosmologia es posible simplificar enormemente el sistema utilizando las simetrias
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bajo traslaciones y rotaciones que posee la métrica a escalas de los cientos de Megaparsecs !

[28]. Una métrica en 4D compatible con el principio cosmoldgico de isotropia y homogeneidad
espacial es la métrica de Friedmann-Lamaitre-Robertson- Walker (FLRW). En coordenadas
esféricas (r, 0, ¢) el elemento de linea ds? tiene la forma

dr?

2_ _ 2 2
ds® = —dt* + a“(t) 72

+ r?(d6* + sin® 0d¢?) | , (2.2)

en donde la funcién a(t) es llamada factor de escala y k es una constante que nos indica la cur-
vatura espacial del universo. Dependiendo del valor de k el universo puede ser cerrado, abierto
o plano, de acuerdo a si la curvatura espacial es positiva, negativa o nula, respectivamente.

k Densidad critica | Curvatura espacial | Tipo universo
k>0 P > Perit positiva cerrado
k<0 P < Perit negativa abierto
k=0 P = Perit nula plano

Cuadro 2.1: Distintas geometrias dependiendo del valor del factor de curvatura espacial k y
de la densidad critica p..

La curvatura espacial queda determinada a través del contenido de materia-energia en el
universo, es decir, de la abundancia de cada una de sus componentes. Hasta ahora las obser-
vaciones cosmoldgicas realizadas por el satélite Planck sugieren que vivimos en un universo
plano con pardametro de curvatura € = 0.000 £ 0.005 [27]. Una de las predicciones que se
pueden obtener de la métrica de FLRW es la expansién del universo cuantificada a través
del factor de escala a(t). Esta funcién representa la distancia comdvil, es decir, la distancia
entre dos puntos arbitrarios que se van alejando entre si conforme el universo se expande. Se
considera que ésta distancia es cero en t = 0, y a partir de este momento aumenta debido a
la expansién del universo. Hoy en dia se denota como “ag” y se normaliza al valor ag = 1.

2.2. Las componentes del universo
La mayoria de los modelos cosmoldgicos considera la existencia de 4 tipos de materia:

Materia baridénica. Esta constituida por los bariones y fermiones del Modelo Estandar.
Se encuentra principalmente en forma de estrellas, galaxias, polvo interestelar y se ha
establecido a partir de proceso de nucleosintesis que la proporcion total en el universo
es ~ 5% [27].

Radiacion. Se denomina asi al remanente del desacople de fotones que se dio después de
recombinacion y estd distribuida de forma altamente isotrépica con una distribucién
correspondiente a la de un cuerpo negro con temperatura de 2.725 K [27]. Se estima que
su contribucién a la densidad total de energia es de ~ 0.005 %.

1Un parsec es aproximadamente 10'? Km
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Materia oscura. Se trata de aquel tipo de materia que no emite radiacion electromagnetica
y ha sido detectada a través de sus efectos gravitacionales usando principalmente curvas
de rotacion en galaxias, asi también como la distribuciéon a gran escala y oscilaciones
acusticas de bariones. Se desconoce su naturaleza y hasta el momento se considera que
las particulas que la componen no pertenecen al modelo estdndar de particulas. Las
estimaciones actuales sugieren que es ~ 26 % de la proporcién total de materia-energia
en el universo [27].

Energia oscura. Es el nombre genérico que se utiliza para denominar al responsable de la
presente expansién acelerada del universo de acuerdo al modelo cosmolégico estandar.
Fue descubierta por Adam Riess et al. en 1998 y confirmada meses més tarde por
Perlmutter et al. [1]. Su abundancia se estima del orden de ~ 69 % de la densidad total
de materia-energia presente en el universo [27]. En el siguiente capitulo veremos a esta
componente con con méas detalle.

Una forma sencilla de describir a cada uno de los componentes del universo es por me-
dio de un fluido caracterizado por cantidades macroscépicas tales como densidad, presion,
temperatura, entropia, viscosidad, etc. Por ejemplo, las galaxias, cimulos de galaxias, etc.,
pueden considerarse como particulas de un fluido ya que, a pesar de que cada particula tiene
su propia velocidad, el fluido como un todo (a nivel cosmoldgico) tiene su propio campo de
velocidades global. Usando al tensor de energia-momento tenemos que las componentes 7% y
T% corresponden a la densidad de energia p y la componente de la presién p*, mientras que
los términos 7%, T representan a la densidad de momento y al flujo de momento. respecti-
vamente. Un caso particular de fluidos muy ttiles son los llamados fluidos perfectos, los cuales
son caracterizados por dos componentes, su densidad p = T% y presién p = T%. Escribimos
al tensor de energia-momento del fluido perfecto de la forma

TH = pUrUY + p(g" + U*UY), (2.3)

en donde U* es la cuadrivelocidad normalizada UYU,, = —1. Usando la identidad de Biachi
es posible escribir la ecuacién de conservacion local de masa-energia

/)+3g(p+p) =0. (2.4)

2.3. Ecuaciones de estado

El modelo mas sencillo que se ha propuesto nos dice que los fluidos relevantes en cosmologia
presentan una ecuacién de estado que relaciona la presion con la densidad de energia de forma
lineal p = w p 2. Se acostumbra llamar a esta expresién ecuacién de estado barotrépica, y cada
fluido en el universo tienen asociado un valor para el pardmetro w

tipo de materia ‘ w
Materia bariénica y oscura 0
Radiacién 1/3
Constante cosmolégica -1

2Tomando el valor de la velocidad de la luz ¢ = 1. La expresién completa es p = cwp.
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Para el caso de las componentes de materia baridnica y materia oscura, suponemos que la
presion es tan pequena comparada con la densidad de energia de las particulas, que se acos-
tumbra asumir un valor nulo (sin que esto implique que la densidad de energia sea cero).
Se denomina polvo a los fluidos que presentan p = 0. Para el caso de la energia oscura, si
suponemos que viene descrita por la constante cosmolégica se tiene que su ecuacién de estado

esp=—p (w=-1).

2.4. Ecuaciones de Friedmann

Las ecuaciones de Friedmann permiten estudiar de manera cuantitativa la evolucion del
universo. Para deducirlas partimos de las ecuaciones de campo de Einstein

1
Ry, = 8GN <Tw/ — 2gWT> , (2.5)

en donde 7' denota la traza de T},
Ty = TP +THO + T + T, + ..., (2.6)

y los superindices “MB”, “MO”, “R” y “A” se refieren a materia bariénica, materia oscura,
radiacién y constante cosmoldgica respectivamente. Los puntos suspensivos indican cualquier
otro tipo de materia o energia adicional que otro modelo pudiera proponer. Tomando la
componente temporal de (2.5) y después de un poco de algebra

é _ 747TGN

2 = TN 3p 4 p). (2.7)

Esta ecuacion es llamada segunda ecuacion de Friedmann. La primer ecuacion de Friedmann
se obtiene asumiendo un tensor de energia-momento de la forma T}, = diag(p, p, p, p), asi que
para un fondo tipo FLRW toma la forma

.\ 2
a k G
Z =T, 2.
(a> ta=gp (2.8)

Definimos al pardmetro de Hubble por medio de
1(t
H = ) (2.9)

en donde ¢ el tiempo cosmolégico. De esta forma podemos reescribir a (2.8)

_ 8nGy k

H2(t) Tp(t) 20

(2.10)

Existen otras dos formas de expresar esta ecuacién. Una de ellas es a través de los pardmetros
de densidad €); para cada una de las componentes de materia

0 P (2.11)
Perit
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en donde p; es la densidad de materia-energia de la i—ésima componente y p.rit es la densidad
critica que a su vez se define como

3H(t)
8tG

Cuando p = prit se dice que el universo es espacialmente plano, si p > perit €s cerrado, y si
p < perit €s abierto ( Tabla 2.1). Vamos a distinguir el tiempo césmico ¢, asi como cualquier
otra cantidad cosmoldgica evaluada en el presente con un subindice o superindice cero. Por
ejemplo, el valor presente de la densidad critica lo representamos como

Perit (t) := (2.12)

3H? _ 3
P2t = perit(to) = ﬁ ~ 1.16 x 10™*"kg/m"®, (2.13)
donde Hy := H(ty) es la constante de Hubble evaluada en el presente. Dividiendo la ecuacién
(2.10) por H? y usando (2.11) y (2.12), es posible reescribir la ecuacién de Friedmann de la
siguiente forma

P k
1= — . 2.14
Perit a’H? ( )
Definimos al parametro €2, que corresponde a la curvatura espacial del universo
k
y usando (2.12), la ecuacién (2.14) se convierte en
1 = Qgotar + i, (216)
en donde
Qiotal 1= =vB + Qvo + Qr + Qp + ... (2.17)

Perit
Otra forma de expresar la ecuacién de Friedmann es uniendo las expresiones (2.10) y (2.16) con
la ayuda de la ecuacién de conservacion de materia. Primero debemos encontrar la dependencia
de la densidad p; con respecto al factor de escala para cada una de las componentes, y dado
que la presion asociada al fluido de materia baridnica es cero, la ecuacién de conservaciéon de
materia toma la forma

) a
PMB + 3gpMB = 0, = pMB(G) = ?, (218)

donde hemos normalizado al factor de escala de forma que en el presente ag = 1. Usando el
hecho de que para la materia oscura se tiene exactamente la misma expresién que para la

materia bariénica 0

p
pnvo(a) = % (2.19)

con Pg/lo el valor presente de la densidad de la materia oscura. En ocasiones se suele agrupar
ambas componentes, materia bariénica y oscura en una misma expresién, y se suele referir a
ella simplemente como “materia” pyr(a). Esta se define de la siguiente forma

pu(a) i= pup(a) + pyo(a), P == Pis + Ao (2.20)

13
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con lo que se llega a
0
P
pm(a) = a—lgl. (2.21)

Para la componente de radiacion, la ecuacién de estado puede calcularse a partir del tensor
de energia-momento del campo electromagnético

1
Ty = Fua L — 1gWF(wF“ﬁ, (2.22)
en donde F, es el tensor de Faraday. ® Sustituyendo la ecuacién anterior en (2.4) tenemos
dpr | G PR
o TAorr pr(a) i (2.23)

Para el caso de la constante cosmoldgica se tiene puede relacionarse con la energia de vacio;
una especie de densidad de energia del espacio libre. Una caracteristica que se debe satisfacer
es que debe ser isotrépica, asi que su tensor de energia-momento debe comportarse como
un invariante de Lorentz bajo transformacién de coordenadas. Para el caso local se debe
satisfacer que el tensor es proporcional a la métrica T;(f;ac) = —pPvacu, ya que 7 es el inico
tensor invariante de tipo (0,2). Cuando generalizamos al caso de cualesquiera sistemas de
coordenadas se tiene

T/Ellj(w) = —PvacYuv, (224)

y comparando con el tensor del fluido perfecto llegamos a una ecuacién de estado de la forma

Pvac = —P(vac)- Sustituyendo esta expresion en (2.4) y sustituyendo la etiqueta de vacio por
la de una constante cosmolégica se obtiene

dpa

dt

lo cual implica que la densidad de la constante cosmolégica siempre es una constante

=0, (2.25)

pa = p] = cte. (2.26)

Sustituyendo ahora las expresiones (2.18, 2.19, 2.23, 2.26) en la ecuacién de Friedmann tene-
mos

817G ([ Y o % k
2 _ MB MO R
H* = 3 < = + = + + 0} bt (2.27)
y dividiendo por Hg e identificando la expresién de la densidad critica
o _ <P§4Bl Prol | pr 1 Pg) Kk (2.28)
Hg p(c)rit a3 lo(c)rit a3 pgrit a4 pgrit G’QHS
Tomando las definiciones del parametro de densidad y de la curvatura espacial Qg = —k/ Hg
llegamos a
o Q QO L 12
H(a) = Hy ( MB . > : (2.29)
a3 a

Para determinar el valor de k a partir del parémetro de curvatura Q% en el modelo ACDM se
tiene

3El tensor de Faraday F),, se define en términos del cuadripotencial A como F,, = 0,4, — 0, A, donde
= (—¢,A), ¢ y A son los potenciales eléctrico y magnético respectivamente.
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Cerrado k>0 = MW<0 = Wp+0,+0+0%>0.
Plano k=0 = =0 = W+ +%+9%=0.
Abierto k<0 = Q>0 = QY+ +2+0% <o.

Es decir, hallando los valores de QR/IOa Q%/IB y Q% queda determinada la geometria del uni-
Verso.

2.5. Un universo en expansion

En 1998 un grupo de astrénomos encabezados por Adam Riess publicaron un articulo
titulado “Observational evidence from supernovae for an accelerating Universe and a
cosmological constant” [1], en el que indicaban la posible expansién acelerada del universo
hoy en dia. Este grupo realizé un estudio sobre 50 supernovas tipo Ia que se encontraban
a diversas distancias cosmoldgicas y descubrieron que éstas parecian tener una luminosidad
aparente menor de la que predecia el modelo cosmolégico més aceptado en aquel entonces:
Qg/{ =1 (con QOR = 0.00005 y Q% = Qg = 0). Revisaron las posibles razones que atenuaban su
luminosidad tales como errores sistematicos en las mediciones, polvo interestelar, evolucion
de la metalicidad, lentes gravitaciones, etc. y a pesar de tomar en cuenta estos fenémenos, la
luminosidad era de cualquier forma notablemente menor a lo esperado.

La conclusion a la que llegaron fue que el atenuamiento era debido a que las supernovas
se encontraban a una distancia mayor de la esperada, es decir, estaban en promedio
10-15 % mas distantes que lo que predecia el modelo. Al realizar un andlisis estadistico para
determinar y acotar los valores de Ql(\)/l y Q%, encontraron que el modelo que mejor ajustaba
los datos era el de una constante cosmoldgica positiva QS)\ > 0, con un 99.9% de nivel de
confianza (4.0 o) y un universo en expansién acelerada, con un 99.9% de confianza. Con
esto concluyeron que la disminucion de la luminosidad de las supernovas podria explicarse
con la presencia de una constante cosmoldgica positiva (Q% ~ 0.7, asumiendo Q; = 0) y
con un universo en una etapa de expansién acelerada. Esto desperté gran interés entre la
comunidad y generd que diversos grupos se pusieran a trabajar en el tema. Ese mismo afo
un grupo liderado por Saul Perlmutter realizé un estudio semejante al de Riess, y usando una
forma distinta de manejo de datos llegaron a la misma conclusiéon: un universo en expansion
acelerada y la presencia de una constante cosmolégica con contribucién del orden de Q% ~ 0.7.

2.5.1. El parametro de desaceleracion

En el estudio de la supernovas tipo Ia se ha encontrado que el universo no sélo se esta
expandiendo, sino que la rapidez con la que lo hace estd cambiando con el tiempo. Una forma
de cuantificar esto es usando el pardmetro de desaceleraciéon. Consideramos una una expansion
de Taylor del factor de escala alrededor de la época actual

a(t) = a(to) + alte)(t — to) + %d(tg)(t —to) 2+ ... (2.30)
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Dividiendo por a(tp) y tomando coeficiente de (t — ty) como el parametro de Hubble actual,
podemos reescribir
a(t)

a(to)

siendo ¢(t) el pardametro de desaceleracién

1
=1+ Hy(t —to) — §q0H§(t —to)? 4 ... (2.31)

Q) =——5 (2.32)

En términos de ¢(t) se tiene

a>0 = q() <0 Expansién acelerada del universo.
a<0 = q(t)>0 Expansion desacelerada del universo.
De igual forma, de la definicién del pardmetro de Hubble

H(t) > 0= Expansion del universo.

H(t) < 0= Contraccion del universo.

2.5.2. Expansién acelerada del universo

Se acostumbra definir al corrimiento al rojo gravitacional por medio de

142=20 (2.33)
a

y con la ayuda del pardmetro de desaceleracién (2.32) es posible reescribir al factor de Hubble
como

H(z) = Hyexp < /0 "1+ g(2)] dIn(1 + z')> . (2.34)

Definimos la distancia de luminosidad como una medicién usada en astronomia que se basa
en la diferencia entre la magnitud absoluta (brillo intrinseco de las estrellas) y la magnitud
aparente (brillo que nosotros observamos) por medio de
L
d? = ——, 2.35
L=1F (2.35)
en donde L es la luminosidad absoluta de la fuente y F' el flujo de fotones medido por un
observador. Esto es posible ya que la magnitud aparente se ve afectado por la curvatura del
espacio-tiempo, el corrimiento al rojo de fotones y la dilatacién del tiempo. Usando (2.34) se
tiene que para un universo plano

1 z z
dr(z) = M/ exp <—/ [1+q(2)] dIn(1 + z’)) dz'. (2.36)
Ho  Jo 0
Haciendo una expansién a primer orden para ¢(z) alrededor de z =0

dq
q(z) = qo + o

, (2.37)
z=0
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podemos calcular el valor que el pardmetro de desaceleracién tiene hoy en dia gg := g(z = 0),
mientras que (dg/dz)|,=o nos indicara la evolucién de ¢(z). Con esto es posible investigar el
signo de g y si ha habido transiciones en el pasado a partir del signo de (dq/dz)|,—o. Tomando
en cuenta la expansion (2.37), la expresion (2.36) resulta

4 c(l+2) (7 dz'
L(Z) N Hy 0 (1 + Z’)1+(10*‘16 e?' 1’

(2.38)

donde ¢, := (dq/dz)|;=o. Del andlisis estadistico usando los datos de supernovas Ia se tiene
que las mejores estimaciones son

d
go = —0.7432, |

= 1.6344. 2.39
7 (2.39)

2=0

lo cual nos indica que el universo tiene una expansion acelerada hoy en dia, mientras la condi-
cién dq/dz|,—o > 0 sugiere un la existencia de un periodo de desaceleracién en el pasado. Esto
se debe a que la funcién ¢(z) es una recta bajo la aproximacion lineal ¢(z) = qo+2(dq/dz)| =0,
lo cual implica entonces que ¢(z) fue positiva para algin z > 0 en algin intervalo en el pasado.

Ademas de las mediciones de supernovas, existen diversas observaciones cosmoldgicas que
apoyan la idea de un universo en expansiéon. Entre las principales tenemos a la Radiacion
Césmica de Fondo (CMB)y las Oscilaciones Acusticas de Bariones (BAO) como se aprecia
en la figura2.1. Usando los resultados actuales [27], tenemos que el pardmetro de ecuacién de
estado tiene un valor w = —1.006 £ 0.045, mientras que para el término de curvatura se tiene
|Q2%] < 0.005.

2.5.3. Parametros cosmolégicos

Hasta hace algunos afios la cosmologia estaba fundamentada principalmente en conjeturas
filosoficas y validada principalmente por argumentos matematicos. Sin embargo, gracias al
avance en las ténicas de observacién y el grado de fiabilidad que tenemos de los aparatos de
medicién, podemos decir que en la actualidad se cuenta con predicciones que estan de acuerdo
con los experimentos con una precisién cada vez mayor. Al dia de hoy podemos describir a
nuestro universo como una perturbaciéon en un fondo con geometria tipo Robertson-Walker
en donde la dindmica estd descrita por las ecuaciones de campo de Einstein. Esto se logra
a partir de la caracterizacién que los modelos a partir de ciertos parametros que permiten
describir el comportamiento de los fenémenos en el universo. Se tiene de manera tipica
que los modelos pueden ser caracterizados a partir del conocimiento de entre cinco y diez
pardmetros, aunque seis es el niimero minimo que necesitamos para dar un ajuste razonable
con las observaciones [22].

A partir del principio cosmoldgico es posible describir al universo homogéneo por medio
del factor de Hubble y de los pardmetros de densidad de cada una de las componentes
de materia. El hecho de que se trate de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
nos permite estudiar la dinamica hacia el pasado hasta tiempos cercanos a nucleosintesis
primordial. A partir de acé es necesario considerar modificaciones a la relatividad general y al
modelo estandar de particulas por lo que es en principio un area especulativa. Sin embargo,
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Figura 2.1: Unién de datos para las Supernovas tipo Ia (SNe), Fondo Césmico de Microondas
(CMB) y Oscilaciones Acusticas de Bariones (BAO). La linea negra representa a un universo
plano (22, + Q% = 1). Fuente: Supernova Cosmology Project, Lawrence Berkeley Laboratory.

considerando como un inicio el final de inflacién, podemos distinguir a las desviaciones
de homogeneidad de manera estadistica. Este modelo fue propuesto por Alan Guth y nos
dice que el universo se expandi6 en el pasado de forma muy répida [23]. Este modelo se
encarga de arreglar problemas como el del horizonte y el de monopolos magnéticos gracias
a una expansién superacelerada, por lo que regiones que ahora se muestran inconexas
estuvieron conectadas causalmente en el pasado. Ademds, propone un mecanismo dindmi-
co que conduce al Universo a una geometria plana, resolviendo el problema de la planitud [24].

El proceso de inflacién postula una fase de expansién acelerada en el universo debida a una
forma de energia con presion negativa originada por potencial de un campo escalar denominado
inflaton. Este campo domina el contenido de energia durante los primeros instantes y son sus
fluctuaciones cuanticas las responsables de que generan perturbaciones en la métrica, las que
posteriormente crecen con la expansién del universo y debido al colapso gravitatorio formaran
la estructura a gran escala que observamos hoy en dia. Dividimos a las perturbaciones en tres
grupos: escalares, vectoriales y tensoriales y las escribimos de forma explicita

ds? = gupdatde” = —(1 + 20)dt? + +2a(t)Bidz'dt + a®(t) [(1 — 20)d;; + Eyj] dx'da?, (2.40)

en donde ® es llamado potencial Newtoniano, ¥ es la curvatura escalar de secciones tempo-
rales, B; es el término de perturbacié vectorial y E;; es el término de perturbacién tensorial
relacionado con ondas gravitacionales. Introducimos ahora un pardmetro R(z) el cual es un
invariante de norma y depende de los potenciales ® y W, tal que nos indica la curvatura espa-
cial de las hipersuperficies. Las perturbaciones a dicho parametro son llamadas perturbaciones
de curvatura [?]. Cuando estas perturbaciones crecen por encima del horizonte se congelan ,
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asi que al estudiarlas obtenemos informacion acerca de cémo ha sido la evolucién del universo.
Considerando el espectro de Harrison-Zel’dovich (A% = cte), podemos tomar el ansatz

n—1
A% (k) = A (k) (:) : (2.41)

siendo A%(k*) la amplitud de las perturbaciones, k ~ 0.035 Mpc~! denota el pico en el
espectro de potencias de las perturbaciones iniciales, k. es llamado pivote de escala y n el
indice espectral que nos da informacién acerca de la variacién de las perturbaciones con
respecto a k [25].

Finalmente vamos a mencionar que a partir del desacople de fotones (z ~ 1100) el universo
puede ser visto como electricamente neutro hasta (z ~ 5) cuando el hidrégeno pasé a ser
ionizado. Evidencias observacionales basadas en la ausencia del fenémeno Gunn-Peterson
muestran la ausencia de espectros de absorcién en cudsares lejanos y esto indica abundancia de
hidrégeno neutro en el medio interestelar menor a la esperada [26]. Esto modifica a los fotones
provenientes del CMB y para estudiar este proceso se puede ver a partir de la probabilidad
de que un fotén se haya propagado de forma libre a partir de un tiempo t hasta nuestros dias
to. La probabilidad de este fenémeno esta dada por

P(t) = Alirﬁ()(l‘ﬁf))"'(l”(ﬁ-))’

e (- [ ! %) = ena(o), (2.42)

en donde 7 = (67Xn;)"! es el tiempo libre medio para la dispersién de Thompson, n; es
el nimero total de electrones y X es la fraccién total de ionizacion. La profundidad éptica
w(t) = p(z) puede ser reescrita como una integral definida sobre el pardmetro de corrimiento

al rojo
wu(z) = /t i (%) = O’T/O Mdz. (2.43)

Para el caso del modelo estandar ACDM se tiene a partir de las observaciones de Planck
[27]: pardmetro de densidad de materia bariénica ,h? = 0.02230 4 0.00014, pardmetro de
densidad de materia oscura Q.h%> = 0.1188 4 0.0010, edad del universo tq = 13.799 + 0.021
x 10%afios, indice espectral escalar n, = 0.9667 + 0.0040, la amplitud de fluctuaciones en
la curvatura A%;L. = 2.441J_r8:8§§ x 1079 amplitud de las perturbaciones de curvatura A% y
profundidad éptica de reionizacién 7 = 0.066 £ 0.012.

Para finalizar vale la pena recordar que, aunque el modelo ACDM es el més sencillo y el que
mejor se ajusta al conjunto de datos observacionales, presenta algunos problemas que hacen
que no sea del todo satisfactorio [29]. Mds importante ain, hasta el dia de hoy se desconoce
la naturaleza de estas dos nuevas componentes y aunque existen algunas propuestas para
definir su origen a partir de modelos de fisica de particulas, hasta el momento no se cuenta
con modelos convincentes.
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Capitulo 3
El problema de la energia oscura

Una de las preguntas abiertas en la fisica tedrica esta relacionada con la naturaleza de la
energia oscura, la cual es causante de la aceleracion observada en el universo. Esta afirmacion
se sustenta a partir de observaciones cosmoldgicas independientes entre las que destacan la
luminosidad de las supernovas tipo Ia (SNIa) [1, 2], las oscilaciones actsticas de bariones
(BAO) [3], el fondo césmico de radiacion (CMB) [4], la estructura que presenta la materia a
grandes escalas (LSS) [5], lentes gravitacionales [6] y el efecto Sach-Wolf [7]. Se acostumbra
dividir en dos grandes grupos a los modelos que intentan explicar estas observaciones: i) si
consideramos que relatividad general es una teoria completa, es necesario asumir la existencia
de una nueva componente en el universo, obien ii) suponer que la teoria de la relatividad
general debe sufrir modificaciones a escalas cosmoldgicas, y son éstas las causantes de la
fenomenologia observada. En este capitulo vamos a mencionar algunos de los modelos mas
estudiados en la literatura haciendo especial énfasis en el campo escalar galiledn, el cual es
el tema central de esta tesis. De momento vamos a escribir de forma explicita el valor del
acoplamiento de gravedad de la forma 87G .

3.1. Nuevos campos de materia

En el contexto de la relatividad general la explicacién mas sencilla para la energia oscura
es asumir la existencia de una componente de materia con presién negativa capaz de causar la
aceleracién observada. Se sabe que es muy homogénea, no muy densa (1072%g/cm?) [30, 31],
v hasta donde sabemos, no presenta interaccién con los otros campos de materia salvo por la
interaccion gravitacional. Entre los principales modelos que se tienen disponibles para explicar
este comportamiento podemos mencionar a la constante cosmologica A, los campos escalares
y los modelos de interaccién no gravitacional con la materia oscura.

3.1.1. Constante Cosmoldgica A

Desde el punto de vista de la relatividad general se trata de un parametro con unidades de
(dist) =2 introducido por Einstein para obtener una solucién estatica del universo. Representa
el modelo mas sencillo y el que mejor se ajusta al conjunto de observaciones cosmoldgicas,
aunque su naturaleza sigue siendo un misterio. Asumiendo que se trata de la energia del vacio
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[8] puede ser descrita por medio de un campo escalar ¢. Escribimos la accién
1 v
S = /d4x\/7—g [29# V.oV —V(9)|, (3.1)

en donde g es el determinante del tensor métrico y V(¢) es un potencial de autointeraccion.
Tomando la variacién de (3.1) con respecto a la métrica se obtiene el tensor de energia-
momento

1 1
Tuw = 5 V0V + 597V Vo) g = V(@) (3:2)

Para que la teoria presente covarianza general, una posibilidad es que 7}, sea proporcional al
tensor de geometria T}, ~ g,,. Esto tiene sentido ya que al ser el estado de minima energia
se espera que no exista contribucién del término cinético V,¢. En este caso

T,uz/ = V(Qsﬂ)g,uu = —PvacYuv;

en donde ¢q es el valor del campo que minimiza al potencial V.

Considerando que el vacio puede ser modelado como un fluido perfecto tenemos que
existe una relacion entre la densidad de energia y la presién de la forma pyac = —ppac. Esto
puede entenderse como que, desde el punto de vista matemaético es indistinguible tener una
energia de vacio o una constante cosmologica.

Para calcular la energia del vacio es necesario tomar en cuenta que, ademés de existir un
valor minimo para el potencial también debe agregarse el valor generado por las fluctuaciones
cuéanticas. Tomando el valor de la energia para el punto cero como fuw/2, podemos escribir a
la densidad de energia del campo como la coleccién de pequenos osciladores en el espacio de

momentos - 5 A
d’k
= v k2 2 ~ haZ 3.3
Prac /0 e T o2 (3:3)

en donde hemos desechado los momentos grandes, ya que se considera que la teoria es valida
solo hasta cierto corte en el ultravioleta.

En el modelo electrodébil de Weinberg y Salam, la fase de rompimiento de simetria ocurre

a escalas de energia del orden de 200 GeV [32]. Para este caso, la energia del vacio tiene un
valor de

pEW ~ (200GeV)t ~ 107 erg/em?. (3.4)

Si consideramos que la teoria es valida hasta escalas de QCD [32], debemos esperar una
contribucién de energia del orden

ngD (0.3GeV)* ~ 10%%erg/cm3. (3.5)

Siendo positivos y pensando que la validez de la teoria se mantiene hasta la escala de Planck
[32], la contribucién en este caso viene del orden

PRl ~ (1018GeV)* ~ 101%rg /em? (3.6)
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Se puede obtener a partir del conjunto de observaciones cosmoldgicas [27] una densidad de

energia

|pg0bs)| < (10712GeV)t ~ 107 Perg/em?, (3.7)

asi que el cociente ente (3.6) y (3.7) da origen al famoso problema de los 120 6rdenes de
magnitud. Este ha sido catalogado como la “peor prediccién en la historia de la fisica” [33].

3.1.2. Campos escalares quintaesencia

El conjunto de observaciones favorecen la existencia de una constante cosmoldgica que
satisface una ecuacién de estado p = —p, es decir w = —1. Desafortunadamente no existe
experimento alguno que nos diga si esta cantidad es realmente una constante, o si se trata
de un pardmetro dindmico [9]. Una forma de describir este comportamiento es asumiendo
nuevamente la existencia de un campo escalar ¢ acoplado de forma minima a la gravedad [10]

5= [dov=g 5o v.ov.0 - Vio)|. 3:5)

Tomando en este caso la variacién de la acciéon anterior con respecto al campo escalar obte-
nemos la ecuacion de conservacién

b+3Hd=—V,, (3.9)

en donde V4 = dV/d¢ y el tensor de energia momento estd dado por (3.2). Para un fondo
plano tipo FLRW, la presién y la densidad de energia toman la forma

po= 3P4V, pe=1F V(o) (3.10)

Para este caso las ecuaciones de Friedmann (2.10) toman la forma

H? = SW??N [;q's? + V(qb)} , (3.11)
2T |2 - vie) (312

Aqui se puede ver que existe aceleracién positiva cuando qﬁ < V(¢). Tomando el caso de un
campo con potencial plano (¢ ~ 0) se obtiene un pardmetro de ecuacién de estado

2 — 2V
We = M, (3.13)
¢* + 2V (9)
el cual se encuentra en el rango —1 < wy < 1. La ecuacién de continuidad (2.11) se escribe
da

con pp una constante de integracién. Para el caso limite de lento rodamiento <]52 < V(g),
corresponde a wy = —1, y a partir de (3.14) tenemos que p = py = cte. Para el caso de
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materia dura (stiff matter) caracterizado por ¢ > V(¢), se tiene que wy = 1 y la densidad de
energia crece de forma proporcional a p < a~%. En cualquier otro caso se tiene

poxa ™, 0<m<6.

Entre los diferentes potenciales que se han estudiado en la literatura, vale la pena revisar
a aquellos que dan origen a una expansién tipo ley de potencias a(t) o« tP, con p > 1. A

partir de la segunda ecuacién de Friedmann (2.7) H = —47G Nq52, asi que podemos expresar
al potencial y al campo escalar de la forma
yo SH (), H (3.15)
- 81Gy 3H? )’ '

i 1/2
qﬁ:/dt e : (3.16)

Tomando la raiz positiva de ¢ podemos construir al potencial que genera la expansién tipo
ley de potencia para el factor de escala, siempre y cuando p > 1.

Otra ventaja al estudiar este tipo de potenciales es la aparicion de soluciones scalling
[34, 35], en donde la densidad de energia del campo escalar es proporcional a la densidad de
energia de la materia p,, Por ejemplo, en el caso de un potencial exponencial

%)
V(p) =Vyexp <—/\ , 3.17
(6) = Vo e (3.17)
con Vp una constante de integracion, Mgl = (87Gxn)~! es la masa de Planck y A es un

parametro del modelo. Este tipo de potenciales aparecen comunmente en teorias que van
més alld del modelo estandar [36, 37] y presentan una dindmica dependiente del valor del
pardmetro A. Cuando A? > 3(1 + wy,), la densidad de energfa del campo escalar sigue a
la densidad de energia de la materia p,, (sin tocarla), asi que su crecimiento estd siempre
acotado. Para el caso A\?> < 2, es posible hallar soluciones acelerantes, pero es necesario
especificar condiciones iniciales para ¢ y (;5

Finalmente, vamos a mencionar la existencia de dos grupos de modelos de campo escalar
quintaesencia; los modelos thawing y freezing [38]. Los modelos thawing poseen un potencial
minimo que puede ser reescalado a V' = 0, el cual es accesible para un valor finito del campo.
En este caso, el campo comienza en lo alto el potencial y permanece “congelado” por el
pardmetro de Hubble mientras el pardmetro de ecuacién de estado wy ~ —1. Conforme el
parametro de Hubble decrece, el campo comienza a descongelarse y a rodar por su potencial
hasta alcanzar un parametro wg = 0.

Los modelos freezing son aquellos que no poseen un estado de vacio, asi que el minimo no
es accesible para un valor finito del campo. Aun cuando no existen barreras, el rodamiento
del campo se va frenando conforme el pardmetro evoluciona de forma que wg — —1. En caso
del potencial ley de potencias V(¢) = Vpo P (p > 0), existe una solucién llamada “tracker”,
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en donde el pardmetro de ecuacién de estado toma la forma w = —2/(p + 2) durante el
dominio de materia. En este caso, las soluciones con distintas condiciones iniciales se acercan
a una trayectoria en donde w decrece a —1.

Para dar una idea de la situacién de estos modelos con respecto a las observaciones cos-
moldgicas vamos a mencionar algunos resultados hallados en [39]. Aca se presenta el andlisis
del modelo llevado a cabo con datos de SNIa a partir de la prueba Union 2.1, datos de
CMB a partir de WMAP y de BAO obtenidas por SDSS7 y BOSS para una parametrizacién
w(a) = wy + wa(1 — a), en donde wy = —1.046+7517° v w, = 0.1473%. En el caso de los
modelos thawing se tiene que el parametro de la ecuacién de estado toma la forma

wla) = =1+ (1 +wo) ®E=Y f(K, Qg ,w0),

en donde K es un parametro que describe la masa del campo a tiempos tempranos y que
se encuentra en el intervalo 0.1 < K < 10, mientras que —1.242 < wg < —0.995 y 0.705 <
Ny, < 0.734 para un 95% de intervalo de confianza. Par el caso de los modelos tracking se
tiene que los pardmetros estan restringidos a —1.211 < wg < —0.998 y 0.701 < Qg4 < 0.733,
también a un intervalo de confianza del 95 %. Finalmente, para los modelos del tipo scaling,
se tiene que pueden ser vistos como un caso especial de los modelos tracking sobre los cuales
Qs = 3(1 + w)/A? es una constante. Durante la etapa de dominio de materia w = wy, = 0,
asi que Qg = 31/ A\2. Para obtener la fase de aceleracién definimos el potencial

V(p) = Vie T M? 4 Vhe 222,

en donde A;, V; son constantes. En este caso, las observaciones favorecen a los modelos que
presentan A; > 11.7 y Ay < 0.539 también a un 95 %.

3.1.3. Modelos de interaccion entre materia oscura y energia oscura

Las observaciones recientes nos dicen que las componentes principales del universo
95 — 96 % son dos entidades a las que llamamos energia oscura y materia oscura, las cuales
son esenciales para tener una dindmica consistente con la teoria de la relatividad general.
En el caso de materia oscura se sabe que se trata de materia no luminosa que forma
estructuras e interacciona gravitacionalmente con la materia bariénica. Por otro lado, la
energia oscura se trata de un objeto que presenta repulsion gravitacional y se dice que es la
responsable de la expansion acelerada. Ahora bien, ya que no entendemos la naturaleza de
estas componentes nada nos impide considerar la existencia de alguna clase de interaccion
no gravitacional entre ellas que pueda jugar un papel importante al momento de resolver (o
aliviar) algunos problemas tedricos [40, 41, 42]. Por ejemplo, puede ser usada para entender el
problema de coincidencia césmica, ya que de esta forma tenemos que la densidad de energia
oscura ya no es una constante, sino es una funcién que cambia en el tiempo [43]. Vamos
a dar un ejemplo sencillo de como se modifican las ecuaciones de campo en este tipo de teorias.

Escribimos las ecuaciones de campo de Einstein de la forma

G = 87G [T ® + T, M8 + T, M° + T, ¥, (3.18)
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con Tw,i el tensor de energia-momento del i-ésimo componente de materia descrito por un
fluido perfecto. Tomando la identidad de Bianchi

VVT;LI/ MB,R _ 07
VG =V'Ty' =0, = V'T,"°=F, (3.19)
= VT, "° =-F,,
en donde F), = F#(pMo, PEO, UY, Vo UY Vapro) es el cuadrivector de interaccién. Para de-

finir al término de interaccién (), proyectamos sobre un vector U* perpendicular a nuestra
hipersuperficie

UrV T, MR =0,
UtV T, M0 = U'F,:=Q, (3.20)
Urv'T,, B¢ = —UMF, = -Q. (3.21)

Tomando al tensor de fluido perfecto de la forma (2.3) y después de algo de élgebra
UMNYT,, " = UNY [pUU, + guup)
= va,jp@' — (pi —I—pi)vaV, (3.22)
asi que para cada componente
U'VypmB,r — (pvB,R +PMB,R)V, U =0
U"Vupmo — (pymo +puo)V,UY = UYE, := Q, (3.23)
U"Vyvpeo — (pro +pro)V,U” = =U"F, == —Q.

Para el caso de la métrica de FLRW tenemos que el sistema de ecuaciones dindmicas toma la
forma

pmB+3Hpyp = 0, (3.24)
pr+4Hpp = 0, (3.25)

pmo +3Hpyvo = @, (3.26)

ppo +3H(1+w)ppo = —Q. (3.27)

Aqui el término ) puede ser interpretado como una transferencia de energia entre materia
oscura y energia oscura. Debido a nuestra falta de conocimiento del sector oscuro, las propues-
tas que existen en la literatura en cuanto a la forma de () se basan en argumentos heuristicos
o que buscan simplificar las ecuaciones [44]. Entre los términos més usados de la literatura
podemos tomar los casos Q = 3H pmo, @ = 3Hpro o una combinacién lineal de ambos, en
donde el parametro 8 puede ser visto un término de acoplamiento y se tiene que para el caso
especial 8 = 0 se recupera el modelo ACDM. Por lo tanto que basta con conocer el valor de
[ para saber qué tanto nos alejamos de las predicciones del modelo estdndar. Resolviendo el
sistema de ecuaciones anterior para el caso ) = 3H pno

_ 0 —344
PMO = PMOCG )

5 0
_ 0 —3+w Pmo —344 3.98
PEO = PEOC + 3‘ | 5a ’ ( )
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en donde el pardmetro ¢ cuantifica la desviaciéon con respecto al caso en donde no existe
interaccion y § < 0 corresponde al caso en el que la energia fluye de la componente de
materia oscura a la de energia oscura, mientras que § > 0 indeca que la energia fluye de la
componente de energia oscura a la de materia oscura. Como ejemplo podemos tomar [45], en
donde el pardmetro § = —0.009234+0 8?% para un intervalo de confianza del 95 %.

3.2. Teorias de gravedad modificada

Otra forma de explicar la aceleracién observada del universo es considerando que ésta
es una manifestacién de nueva fisica y no de la presencia de energia oscura [11, 12]. Es
este caso, es necesario modificar la parte izquierda de las ecuaciones de campo de Einstein
dando como resultado dos caminos de trabajo: i) se generalizan las ecuaciones de Friedmann,
o ii) las modificaciones se llevan a cabo en las ecuaciones que gobiernan el crecimiento de
perturbaciones de densidad, y son estas las que dan origen a las grandes estructuras que
observamos. En general, los modelos de gravedad modificada son construidos de forma que,
aun cuando las modificaciones en el IR sean grandes, siempre debe ser posible recuperar
relatividad general a escalas del sistema solar. A lo largo del capitulo se usard de forma
indistinta el término perturbacién gravitacional y graviton, sin importar el origen clasico o
cuantico del nombre. Nos referimos tinicamente a la propagacion de la gravedad.

3.2.1. Teorias tensor-escalares

Se trata de un conjunto de teorias en donde la interaccion gravitacional es transportada
por el tensor métrico y por un campo escalar [15, 16, 17]. Estos modelos aparecen en el limite
de bajas energias en teorias de cuerdas, asi como en los modelos tipo f(R) (de los cuales
hablaremos a continuacién). En este caso, la constante de acoplamiento de gravedad Gy ya
no es una constante, pero permite definir a un campo escalar ¢(z) por medio de 1/Gx.

Tomando una accién del tipo

S= [ dov=a | FOR - JHO (T,u0(T.0) - VO + Lnoue )| . 329

en donde g es el determinante del tensor métrico y R el escalar de curvatura. Las funciones
f(#), h(¢) vy el potencial V(¢) son las que determinan la forma y las caracteristicas de cada
teoria. Aqui Ljs representa al Lagrangiano de materia que depende de la métrica y de los
campos de materia ;. La presencia del término f(¢) multiplicando al escalar de curvatura R
es responsable de que Gy ya no sea una constante, mientras que h(¢) se denomina término
cinético del campo escalar.

Tomando la variacién de (3.29) con respecto a la métrica obtenemos las ecuaciones de
movimiento

G = 17(0) |5 TH + 5T + Vo f — g (3.30)
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en donde G, es el tensor de Einstein, T, l% es el tensor de energia-momento de la materia y

1

Ty = h(@)(Vu) (Vi) = g | 51(0)9” (V) (Vo) + V(0)| (3.31)

es el tensor de energia-momento del campo escalar. Haciendo la variacién de (3.29) con res-
pecto al campo escalar

W(O6) + SH g™ (V) (Vo) — V' + [ R =0, (332
en donde ' := d/d¢.

Para un universo tipo FLRW plano tenemos que la ecuaciéon de Friedmann toma la forma

o p  hfE_f OV
H _§+W_H?+§’ (3.33)

mientras que para la ecuacién de conservacién del campo

f'+3Hf—3j};/ <H+2H2> WPV

oh 2R

(3.34)

Debemos notar al menos dos cosas interesantes de esta iltima ecuacion. Primero, debido a
la gran libertad que tenemos para elegir las funciones f, hy V', es dificil tener enunciados
generales de existencia y validez. Ademads, atin cuando se pueda especificar la forma de las
funciones mencionadas, es necesario también el conocimiento de condiciones iniciales para
determinar la fenomenologia de cada teoria. Por otro lado, ademas de que existe una diferencia
notable entre estas ecuaciones de movimiento y las obtenidas en el caso de relatividad general,
hay algunos modelos de aceleracién cosmoldgica que comparten propiedades con sistemas de
tipo quintaesencia. Por ejemplo, si el potencial V' (¢) es lo suficientemente plano, pueden existir
soluciones de las ecuaciones de movimiento tales que desplacen al campo de su minimo V' (¢),
dando origen a un “rodamiento lento” en donde ¢? < V(¢). En este caso, la ecuacién de
Friedmann toma la forma

H? ~ K ~ cte,
6f
originando as{ una expansion tipo De Sitter. También debemos mencionar que, debido a
que los términos adicionales de la ecuacién de Friedmann y de conservacién del campo son
funciones que dependen de f,V y de sus derivadas, la dindmica del modelo aumenta. Sin
embargo, el lado izquierdo de (3.34) implica que el rodamiento del campo escalar decrece de
manera genérica con el tiempo, es decir, tendremos soluciones cosmoldgicas relativistas para
una gran familia de modelos.

Como un caso especial de las teorias tensor-escalares podemos mencionar a la propuesta
por Carl Brans y Robert Dicke en los afios 60’s y que recibe el nombre de teoria de Brans-Dicke
[15]. Para este caso las funciones del campo escalar toman los valores

10} w

O = foage MO = g

V(g) =0, (3.35)

28



CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE LA ENERGIA OSCURA
3.2. TEORIAS DE GRAVEDAD MODIFICADA

y el pardmetro w es una constante. La solucién de las ecuaciones de campo a escalas del
sistema solar da lugar a un parametro (PPN) v = (w+1)/(w+2) !. Este valor ha sido medido
en experimentos de deflexién de la luz dando un valor de v = 1+ (2.1 +2.3)x107° [46], y esto
da lugar a una cota w > 5x10%.

3.2.2. Teorias tipo f(R,G)

Otra clase de teorias que han recibido atencién en los ltimos anos son las de tipo f(R),
en donde la accién de Einstein-Hilbert es reemplazada por

_ 1 4 —
e / A2/ =G (R) + Sats (3.36)

siendo el término f(R) una funcién arbitraria que determina la forma y las propiedades de
cada modelo [13, 14, 47, 48]. Se trata de una familia de teorias que generalizan la accién de
Einstein-Hilbert, en donde la constante de Newton G de nuevo es elevada a una funcion
que depende de la posiciéon. Para obtener las ecuaciones de movimiento a partir de la accién
(3.36) se pueden seguir dos formalismos. El primero es el formalismo métrico estdndar,
en donde la conexién l“gf7 depende del tensor métrico g,,, y las ecuaciones dindmicas
se obtienen variando la accién con respecto a g,,. El segundo caso es el formalismo de
Palatini, en donde la conexién y la métrica son tratados como cantidades independientes
al momento de llevar cabo la variaciéon. Estos dos enfoques dan origen a las mismas
ecuaciones de campo para el caso de relatividad general, sin embargo, producen diferen-
tes ecuaciones de movimiento cuando el Lagrangiano presenta una dependencia no-lineal en R.

Puede hallarse en la literatura una gran variedad de estudios a modelos cosmolégicos
basados en las teorias tipo f(R), ya que ademas de tratarse de la modificacién més sencilla
al Lagrangiano de relatividad general, también es capaz de modelar la inflacién a tiempos
tempranos y la reciente aceleraciéon observada en el universo [49]. Sin embargo, la comunidad
se dio cuenta rapidamente de que las restricciones a escalas del sistema solar hacen que estos
modelos no viables [50]. Por ejemplo, el caso de un modelo en donde f(R) = R — a/R™ con
a > 0, n > 0 fue propuesto para modelar a la energia oscura a tiempos recientes, aunque
yva se ha demostrado que estos modelos estan plagados de inestabilidades una vez que se
toman perturbaciones inhomogéneas de materia [51], asi como dificultad para satisfacer las
restricciones locales de gravedad [52, 39]. Ademés, no posee una etapa de dominio de materia
estandar debido al fuerte acoplamiento que aparece entre la materia oscura y la energia
oscura. Estos resultados nos indican que es altamente no trivial hallar modelos viables en el
contexto de estas teorias.

En [53] se derivan las condiciones de viabilidad cosmoldgicas para las teorias f(R), con
la restricciéon de que en regiones en donde la densidad de energifa es mucho mayor que la

1Una forma de comparar las predicciones hechas a escalas del sistema solar por diferentes teorfas de gravedad
es usando la aproximacién post-Newtoniana para campos débiles. Acd se describe a la métrica como una
perturbacion alrededor de un espacio-tiempo tipo Minkowski en términos de 10 potenciales adimensionales
de distinto orden. En la aproximacién Parametrizada Post-Newtoniana (PPN) se definien pardmetros que
acompanan a los diferentes potenciales y la diferencia entre las teorias se manifiesta a partir de las diferencias
de estos parametros. Por ejemplo, para el caso de relatividad general se tiene un valor v = 1.
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densidad homogénea del fondo, el modelo debe presentar un comportamiento cercano a
relatividad general. Por ejemplo, en [14, 54, 55| se presentan algunos modelos viables de
gravedad que son capaces de satisfacer condiciones cosmoldgicas, pero no son capaces de
reproducir la etapa de dominio de materia anterior a la aceleraciéon actual. Por otro lado,
debido a que la fuerza de gravedad sufre modificaciones a grandes distancias, es posible
que los modelos f(R) presenten ciertas modificaciones que puedan hallarse en pruebas
cosmoldgicas como la estructura a gran escala [56], el CMB [57] y lentes gravitacionales [58].

Existe también la posibilidad de que al quedarnos a segundo orden, ademaés del escalar
de Ricci R se puedan construir otras cantidades cuadréticas a partir del tensor de Ricci
R, y del tensor de Riemann R,,,,. Estas cantidades se llaman invariantes geométricos y
toman el mismo valor en cualquir sistema de referencia. Algunos ejemplos son R, R", y
R, pe R*P?. Definimos al término de Gauss-Bonnet G := R? — 4RQ5R“5 + ROLBWSRO‘M‘S, como
una forma cuadritica que puede evitar la aparicién de particulas ghost de espin 2 [59, 60].
Para evitar la contribucién de este término en las ecuaciones de Friedmann se deben cumplir
dos requisitos: i) el término de Gauss-Bonnet se debe acoplar a ¢, por ejemplo F(¢)G, o bien
ii) el Lagrangiano es funcién de G, es decir f(G). Los modelos pertenecientes al primer grupo
provienen de teorias efectivas de cuerdas a bajas energias y han sido ampliamente estudiados
a fin de obtener soluciones cosmoldgicas no singulares [61, 62]. Para el segundo caso se tiene
que es posible construir modelos viables que son consistentes tanto con la evoluciéon de fondo
cosmoldgica, asi como con las restricciones locales de gravedad [63, 64]. Sin embargo, las
perturbaciones de densidad en el fluido perfecto muestran inestabilidades durante la época
de dominio de materia ordinaria y de radiacién, las cuales son independientes de la funcion
f(G). Este crecimiento de las perturbaciones se hace més fuerte a pequenas escalas, lo cual
hace muy complicado obtener modelos compatibles con desviaciones pequefias con respecto a
relatividad general.

3.2.3. Modelo DGP

Otra posibilidad para obtener una dinamica acelerante es considerar que la modificacién
a la teoria de gravedad se lleva a cabo en el sector IR, como en el caso del modelo de mundo-
brana presentado por G. Dvali, G. Gabadadze y M. Porrati [18]. La accién de este modelo
consiste en una membrana 4D embebida en un bulto tipo Minkowski en 5D

M2
S) = / d’XV-GRs — =L / d*z/—gR + / d*z Lo, (3.37)

en donde G y Rs5 son el determinante de la métrica y el escalar de curvatura en el bulto, g
v R son el determinante de la métrica sobre y el escalar de curvatura sobre la brana y L,
representa a cualquier campo de materia que estd confinado en la brana. Sea Mp; la masa de
Planck 4D y M5 la masa de Planck 5D, podemos tomar el cociente y definir una distancia
caracteristica llamada escala de cruce
M
2M3’

(3.38)

de forma que para distancias menores que 7., la gravedad se manifiesta como una teoria 4D,
mientras que para distancias mayores que r., ésta puede “fluir” hacia el bulto y es donde se
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hace manifiesta la influencia de la dimensién extra en la dindmica observada [65]. Esto puede
entenderse mejor a través del potencial gravitacional en el limite de campo débil

D~ { 7‘_1, r<Te,
-2
r > Te.

Para intentar explicar la aceleracién actual del universo vamos a concentrarnos en modelos
con escala de cruce del orden del radio de Hubble H ! la cual estd relacionada con una
masa de My = 10 — 100M eV . Para el caso de una brana tipo FLRW plana, la ecuacién de
Friedmann modificada tiene la forma

K € K P
H* 4 = - = B2+ — =L .
e +- T (3.39)

en donde p es la densidad de energia total de los componentes de materia que se encuentran en
la brana y que satisfacen la ecuacién de conservacién (2.4). Tomando el caso de una geometria
plana (K = 0), la ecuacién anterior se reduce a

€ p
H>—- —H=-"_ 3.40
o SALE,” (3.40)

donde € = +1. Cuando la longitud de Hubble es mucho menor que la distancia de escalamiento
H~' < r., tenemos que el segundo término se anula y es posible recuperar la ecuacién de
Friedmann usual (2.10). Sélo es a partir de que la longitud de Hubble es comparable o mayor
que la distancia de escalamiento H~! > r., cuando comienza a ser importante.

Dependiendo del signo de € tenemos dos ramas para el modelo DGP. Por un lado, si e = 1,
a partir de la ecuacién (3.40) tenemos que, para un modelo dominado por materia oscura fria
(p ~ a=3) el universo tiende a una solucién de De Sitter

1
H—>H,=—. (3.41)
Te

Es decir, es posible obtener una dinamica acelerante a tiempos tardios sin agregar una com-
ponente de energia oscura, [66]. Sin embargo, pronto la comunidad se percaté de que las
fluctuaciones alrededor de la solucién acelerante presenta inestabilidades del tipo ghost [67],
lo cual hace a la teorfa fisicamente no viable. Para el caso en que ¢ = -1y H~! > r., el
segundo término de la ecuacién (3.40) domina sobre el primero y permite escribir

2

02— _" 42
36 MY’ (342)

por lo que no es posible tener una aceleracién a menos que se introduzca una componente de
energia oscura en la brana. Aunque esta solucién es menos interesante desde el punto de vista
fenomenoldgico que la solucién acelerante, se trata de la parte saludable de la teoria y puede
relacionarse con el sector no lineal del modelo de gravedad masiva [68].

31



CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE LA ENERGIA OSCURA
3.2. TEORIAS DE GRAVEDAD MODIFICADA

3.2.4. Campo escalar galile6n

La teoria del campo escalar galileén fue presentada por A. Nicolis, R. Rattazzi y E. Trin-
cherini en el ano 2009 por su capacidad de producir soluciones acelerantes sin tener una
componente de energia oscura [19]. Se trata de una teoria de gravedad modificada que se
origina en el modelo DGP, pero que puede ser vista como una teoria efectiva en 4D contiene
a un campo escalar acoplado de forma no minima con la materia y que posee términos de
autointeraccién especiales. Para recuperar relatividad general a escalas del sistema solar, es
necesario que el campo y la materia se desacoplen y es aqui donde entra en juego el mecanismo
de Vainshtein. Este procedimiento da origen a un Lagrangiano efectivo

1

3
TC

£==3(V0)" (V6P (00) + 3T, (3.43)

en donde (V¢)?(O¢) es conocido como término ciibico. Debido a que las ecuaciones de
movimiento se obtienen tomando la variacién de (3.43) con respecto a la métrica y al
campo escalar, es de esperarse que existan términos de tercer orden para estas dos variables.
Es decir, cuando obtenemos la ecuaciéon de movimiento para el tensor métrico aparecen
derivadas de tercer orden para el campo escalar, y viceversa, lo cual no es algo deseado
ya que como demostré Horndeski, las ecuaciones de movimiento para un Lagrangiano no
degenerado genera ecuaciones de campo con términos de derivadas de orden 2 no presentan
inestabilidades de tipo “ghost” [69]. Este resultado fue probado por Ostrogradsky en 1850
y demostré que para el caso en que aparecen derivadas de orden mayor, al construir el
Hamiltoniano sobreviven momentos conjugados lineales que dan origen a sistemas con niveles
de energia inferior no acotados. Estos aparecen como términos cinéticos con el signo cambiado
en el Lagrangiano. Vale mencionar que de forma reciente han aparecido articulos en donde se
menciona la posibilidad de tener teorias de mayor orden en las derivadas capaces de propagar
grados de libertad libres de inestabilidades [70].

La solucién a este problema fue hallada por Nicolis et al [19], en donde derivan los 5
Lagrangianos para un campo escalar que dan origen a ecuaciones de movimiento a lo méximo
de segundo orden en 4D. Se tiene que en ausencia de materia el campo escalar presenta una
simetria

Oud — Oug + by, (3.44)

y debido a la similitud con el grupo transformaciones de Galileo recibe el nombre de galileén.
Los 5 Lagrangianos que representan al campo es escalar son

Aunque como se mencioné antes, el campo escalar proviene de una teoria de dimensiones
extras, también puede aparecer en modelos de gravedad masiva [20]. Ademds de que han sido
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usados para explicar la aceleracién césmica [71], también aparecen en modelos alternativos de
inflacién [72, 73, 74] y para modelar el crecimiento de perturbaciones en el universo temprano
[75, 76], aunque violan la condicién de energia nula [77, 78].

Por otro lado, si queremos estudiar a la teoria en presencia de una métrica dindmica, es
necesario promover a los Lagrangianos a formas covariantes. Podria pensarse que basta con
sustituir a las derivadas parciales por derivadas covariantes, pero si hacemos esto aparecen
términos de mayor orden en las ecuaciones de movimiento. En este caso es necesario agregar
un acoplamiento no minimo entre el campo escalar y la gravedad para L4 y L5, a fin de
garantizar que las ecuaciones de movimiento sean también de segundo orden. Los Lagrangianos
del galileén covariante toman la forma

£2 = K(X7 ¢)7
L3 = —G3(X,9)(B¢),
L4 =Gu(X,0)R + Gax(X,0) [(B9)* - 2(Ve)],
L5 = G5(X,0)Gu + G5 x(X, ) [(09)* = 3(06)(V,u Vo) + 2(V,V,0)°]
en donde X el término cinético del campo escalar X = —1/2(V*¢)(V,¢), mientras que G; 4

y G x, denotan las derivadas de las funciones G; con respecto al campo y al término cinético.
Para simplificar la escritura usamos la notacién empleada en [79]

(vuvu¢)2 = (vuvﬂb) (vuvygf))a
(Vi V8)? i= (VIV00)(VOV56) (VPV 16).
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Capitulo 4
Sistemas Dinamicos

El comportamiento de un sistema fisico que evoluciona en el tiempo puede ser descrito
por medio de una ecuacién diferencial ordinaria o parcial, segin si la dependencia es con
respecto a una o varias variables. Como vimos en el capitulo anterior, las ecuaciones de
campo de Einstein estan descritas por medio de un conjunto de Ecuaciones en Derivadas
Parciales (EDPs) altamente acopladas, lo que hace imposible resolverlas de forma general. Sin
embargo, cuando hacemos uso del principio cosmolégico el sistema se simplifica a un sistema
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs) y se tiene que sélo es necesario resolver para
4 variables. En este capitulo se presentara un breve resumen acerca de la teoria de sistemas
dinamicos necesaria para describir de manera cualitativa el comportamiento de los puntos
singulares locales y los posibles estados asintéticos de un sistema fisico. Para finalizar, a modo
de ejemplo se llevara a cabo el andlisis de un modelo cosmolégico dado por un campo escalar
quintaesencia con potencial Vy = Vy¢~P en presencia de materia.

4.1. Introduccion a la teoria de sistemas dinamicos

Definicion 1: Un Sistema Dindmico es un conjunto de puntos que describen una variedad
diferencial (espacio fase), junto con conjunto de reglas que nos indican su evolucién

T = f(x), (4.1)

endonde x € E,y F es un abierto £ C IR". La funcién f : IR™ — IR", es un campo vectorial
tal que

f(x) = (fi(@), fo(), - - ful2)) s y z = (21,22, - Tn). (4.2)

Definicién 2: Decimos que un sistema dindmico es auténomo si es de la forma & = f(x).
Es decir, si no presenta dependencia explicita con respecto al tiempo.

Definicion 3: Un punto critico o punto singular x., es aquel en donde el campo vectorial
se anula y satisface f(z.) = 0.

Definicién 4: Un punto singular del sistema (4.1) es llamado hiperbdlico si Re(z;) # 0,
para todo los eigenvalores z; del Jacobiano de f(z) evaluado en x,. De otra forma, recibe el
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nombre de no hiperbdlico.

Definiciéon 5: Sea F un conjunto abierto de IR"™ y sea f una funciéon de al menos clase
CH(E). Para x(0) = 29 € E, sea ¢(t,zo) una solucién al problema de valores iniciales (4.1)
definida sobre el intervalo de existencia I(xg). Para todo ¢t € I(zg) tenemos que el mapeo
¢t : E — E definido por ¢i(xg) = &(t,x0), es llamado flujo de la ecuacién diferencial y
satisface las propiedades

1. ¢o(z) =z,
2. ¢s(d1(x)) = psyi(x) para todo s, t € R
3. ¢-1(¢u(x)) = d1(¢p—+(x)) = = para todo ¢ € IR

Definicién 6 Dado un punto inicial xg, se tiene que el mapeo ¢(-,zg) define una curva
solucién a la que llamamos 6rbita o trayectoria.

Definiciéon 7: Sea un sistema dindmico definido sobre R™. Un subconjunto £ C R es
llamado conjunto invariante de la ecuacién diferencial (4.1) si para todo punto zy € F, la
trayectoria que pasa por xo se encuentra contenida enteramente en E. Eso es ¢ (x¢) C E.

Definicién 8: Dado un sistema dindmico (4.1) en R™ con flujo ¢, un subconjunto S C R
se dice conjunto atrapante si satisface: (i) S es un conjunto compacto, (ii) z¢ € S implica que
o1(xo) € S para todo ¢ > 0.

4.1.1. Estabilidad de los puntos criticos

El analisis cualitativo del sistema dindmico comienza con la localizacién de los puntos
criticos del sistema en el espacio-fase. Una vez que éstos se conocen, es necesario hallar la
dindmica y la estabilidad que las soluciones presentan en la vecindad de dichos puntos. A fin
de asegurar la existencia y unicidad de las soluciones es necesario asumir que la funcién f(z)
es de al menos clase C'* [80].

Para determinar el comportamiento local de la solucién tomamos el desarrollo en serie de
Taylor

Df(ﬂc*)(x — )+ M(m S L (4.3)

en donde D f(z,) representa el Jacobiano de f(x) evaluado en el punto singular z,. Si des-
preciamos los términos de alto orden, tenemos que los puntos criticos pueden ser clasificado
de acuerdo a los eigenvalores de la matriz linearizada. Podemos resumir lo anterior en el
teorema de Hartman-Grobman.

Teorema de Hartman-Grobman: Sea E un subconjunto abierto de R™ que contiene al
origen y sean f € C1(E) y ¢; el flujo del sistema no-lineal & = f(x). Suponiendo que f(0) = 0
y que la matriz A = D f(x) no posee eigenvalores con parte real nula, se tiene que existe un
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homeomorfismo H entre un abierto U de R™ y un abierto Iy C R, tal que para cada xg € U
ytel
H o ¢y(x0) = e H(xo). (4.4)

Es decir, H mapea trayectorias de & = f(z) cerca del origen a trayectorias de & = Ax
también cercanas al origen y preserva la parametrizacién con respecto al tiempo. Si los
eigenvalores de la matriz A son todos positivos, los flujos en la vecindad del punto crfico
tienden a alejarse de él y recibe el nombre de repulsor. En el caso en que los eigenvalores son
todos negativos, las soluciones tienden hacia el punto singular y recibe el nombre de atractor.
Para el caso en que el existen valores positivos y negativos, se dice entonces que tenemos un
punto silla y es necesario identificar en qué direcciones se tiene cada comportamiento.

Para el caso de un sistema de sistema de EDOs, tenemos que el espacio fase R" es generado
por el conjunto de eigenvectores de la matriz Jacobiana. Estos eigenvalores dividen el espacio
fase en tres subespacios distintos:

= Subespacio estable, E% = gen(s1,82,...5ns),
= Subespacio inestable, EY = gen(uy,ug, ... Upy),
= Subespacio centro, E° = gen(ci,cay ... Cne),

en donde s; son los eigenvalores relacionados con la existencia de puntos criticos hiperbdlicos
con parte real negativa, u; los eigenvalores con parte real positiva y c¢; los eigenvalores que
son imaginarios puros.

Para el caso en que los sistemas muestran una naturaleza no lineal, existe una equivalencia
topolégica entre el comportamiento de las soluciones con los flujos generados para el caso
lineal. Esto sucede tnicamente cuando los eigenvalores poseen parte real distinta de cero. En
este caso tenemos la existencia de una variedad estable W¥#, la cual es tangente al subespacio
estable, una wvariedad inestable W* tangente al subespacio inestable y una variedad centro
We, tangente al subespacio centro. Esta puede ser ser en principio estable, inestable o neutral
y para describir su dinamica es necesario usar métodos mas sofisticados como es el caso del
Teorema de la variedad central [80, 81, 82].

4.1.2. Sistemas dinamicos sobre el plano

Un teorema que resulta ser de mucha ayuda para entender el comportamiento asintético
para el caso de sistemas definidos sobre un plano fue desarrollado por Poincaré y Bendixon

Definicion 9: Un ciclo w-limite es el estado que un sistema dindmico alcanza una vez
que ha transcurrido una cantidad infinita de tiempo, ya sea a futuro o a pasado.

Teorema de Poincaré-Bendixon: Considere un sistema de EDOs dado por (4.1) de-
finido en un abierto de R?, y suponga la existencia de un nimero finito de puntos criticos.
Entonces, todo conjunto w—Ilimite compacto no vacio consta de
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= un punto
= una Orbita cerrada

» un conjunto dado por puntos singulares y drbitas homoclineas (las que unen a un punto
critico con sigo mismo) y drbitas heteroclineas (las que unen a los puntos criticos entre
si).

Es importante recordar que para algunos casos la dindmica del sistema puede depender de
uno o mas parametros. En estos casos se dice que existe una bifurcacion cuando un pequeno
cambio en el valor del parametro puede dar origen a cambios dramaticos en el sistema. Estos
casos también pueden ser descritos por la matriz linearizada y aparecen sélo cuando la parte
real del eigenvalor es cero.

Como ejemplo del estudio de un sistema dinamico sobre el plano podemos tomar al sistema

z = f(x,y),
y:g(:v,y), (4'5)

en donde f,g son funciones de al menos clase C?, y suponemos la existencia de un punto
singular (z = zg, y = yp). Calculamos la matriz Jacobiana y evaluando en el punto critico

_ (9f/0x Of/0y
M= (89/890 89/834)(%,%)’ (4.6)

obtenemos los eigenvalores z1, zo. A modo de resumen decimos que la dindmica que seguiran
las soluciones en la vecindad de cada punto critico obedece

» Si Re(z1) <0y Re(z2) <0 se trata de un atractor o nodo estable hacia el cual tienden
todas las trayectorias.

» Si Re(z1) >0 y Re(z2) > 0 se trata de un repulsor o nodo inestable del cual parten
todas todas las trayectorias.

» Si Re(z1) y Re(z2) son de diferente signo, se trata de un punto inestable sobre algunas
trayectorias y estable a lo largo de otras. Llamamos a este punto silla.

» Si Re(z1) =0y Re(z2) >0 o viceversa, se trata de un punto de equilibrio inestable.

» Si Re(z1) =0 y Re(z2) < 0 o viceversa, no se puede definir su naturaleza. Se trata
de un punto no hiperbdlico y es necesario llevar a cabo un estudio méas detallado. Una
forma de hacerlo es por medio del teorema de la variedad central que mencionaremos a
continuacién.

» Sizg=a+1if, 29 =a—1i8, con a > 0, se trata de una espiral estable.
s Sizi=a+1i8, 22 =a—183, con a < 0, se trata de una espiral inestable.

» Sizp =18, z0 = —if3, se trata de una solucién oscilatoria y se denomina centro.
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4.1.3. Teorema de la variedad central

Sea f € C"(E), en donde E es un abierto de R™ que contiene al origen y r > 1. Suponiendo
que f(0) =0, y que Df(0) posee c eigenvalores con parte real nula y s = (n — ¢) eigenvalores
con parte real negativa, se tiene que el sistema @ = f(z) puede ser descrito de forma diagonal

i=Cux+ f(z,y)

y=Py+g(zy), (4.7)
en donde (z,y) € R°x R*, C es una matriz cuadrada con c eigenvalores con parte real nula, P
es una matriz cuadrada con s eigenvalores con parte real negativay f(0) = g(0) =0, Df(0) =
Dg(0) = 0. Ademas, se tiene que si existe un 6 > 0 y una funcién h € C"(Ns(0)), h(0) =

0, Dh(0) = 0, es posible definir la variedad central local W¢(0) := {(z,y) € R® x R’|y =
h(z)para|z| < §}. Esta satisface

Dh(z)[Cx + f(z,h(x))] = Ph(z) + g(x, h(z)), (4.8)

para |z| < §. De esta forma, el flujo sobre la variedad central W€(0) estd definido por el
sistema de EDOs

para todo x € R™ que satisface |z| < J. Este teorema permite determinar el flujo en la
vecindad de los puntos no hiperbdlicos siguiendo los pasos

1. Llevar el sistema dindmico (4.1) a una forma diagonal (4.7).

2. Usar una expansién en serie para la funcién h(x) hasta el grado de exactitud que sea
necesario.

3. Determinar los componentes de la expansion de h(z) usando (4.8).

4. Finalmente, sustituimos la aproximacién de h(z) en (4.9) para determinar el flujo del
sistema.

Vamos a mostrar cémo funciona este teorema con un ejemplo sencillo. Para el sistema dindmico
descrito por

T=2xy
y=—y—a (4.10)
tenemos que C =0, P = —1, f(z,y) =2y, g(r,y) = —x. Tomando h(z) de la forma
h(z) =az®+ b+,
se tiene que

Dh(x) = 2ax + 3br2 4o
Dh(z)[C z + f(z,h(z))] = (2az + 3bx? + ---) z (az® + bas + - )
Ph(z) + g(z, h(z)) = —(ax® + ba® + ) — 2?. (4.11)
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Usando (4.8) podemos agrupar términos

O(r*) = —a—1=0,

O(x3) = b=0, (4.12)

f, (4.13)

ast que h(z) = —2% + O(z*). Por lo tanto, el flujo sobre la variedad central est4 dado por el
sistema unidimensional

&= f(z,h(z)) = —2® + O(z”), (4.14)

y = 0 es un punto de equilibrio estable.

4.2. Ejemplo de un analisis dinamico cosmoldégico

Vamos a ver ahora cémo la teoria de sistemas dindmicos resulta ser de ayuda al momento
de estudiar un sistema cosmolégico. En la literatura pueden hallarse diversos estudios realiza-
dos al modelo de materia fria y constante cosmolégica ACDM, asi como al caso de un universo
con materia fria y campo escalar quintaesencia con potencial exponencial V (¢) = Vpexp(ko)
[83]. En esta seccién se llevard a cabo el anédlisis para un campo escalar quintaesencia con
potencial ley de potencias V(¢) = Vo ™P usando la elecciéon de variables dindmicas usuales
y siguiendo la metodologia estdndar [84]. Eso se hace a fin de que el lector pueda notar las
diferencias existentes con el estudio del siguiente capitulo en donde empleamos un conjunto
de variables capaces de definir un dominio compacto para el espacio-fase. Por el momento
se omitiran algunos pasos que no son indispensables para llevar a cabo el estudio y sélo se
escribiran las ecuaciones necesarias para entender el problema al que nos enfrentamos. Las
deducciones y los calculos explicitos se llevaran a cabo en el capitulo siguiente.

Comenzamos por tomar un universo compuesto por materia oscura dada por un fluido
perfecto con ecuacién de estado barotrépico p,, = wpypm, v energia oscura modelada por un
campo escalar ¢ = ¢(t). Escribimos las ecuaciones de movimiento en un fondo tipo Robertson
Walker plano

3H? = Pm T Ps

_ZH:pm +DPm + pp + Do

¢+3Hp+V, =0, 4.15
7¢)

en donde H es el pardmetro de Hubble, p,, es la densidad de energia de la materia, py es la
densidad de energia del campo escalar y py es la presién del campo escalar. Escribimos las
cantidades

1. 1.
P¢:§¢2+Vv p¢:§¢2—V,
con el pardmetro de ecuacién de estado del campo escalar
p¢ qfl)z — 2V
W = — = = .
Py P?+2V
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Para escribir a este conjunto de ecuaciones como un sistema de EDOs es necesario elegir nuevas
variables. Por conveniencia algebraica, definimos las variables normalizadas por el factor de

Hubble )
¢ VvV

Tg 1= ) Ys = )
V6H V6H
a fin de hacer al pardmetro de densidad de energia adimensional y tener a la primer ecuacién
de Friedmann como una ecuacién de restriccién valida para todo tiempo

Qm =1—2% -y~

Tomando el caso de materia libre de presién p,, = 0 y un potencial de autointeraccién para
el campo escalar de la forma V = Vp¢™P (p > 0), es necesario definir una variable dindmica
extra y una variable auxiliar

Ve .V Vs
v’ o (Ve

Z = —

Con la ayuda de las nuevas variables dindmicas y tomando a () = d/dIn (a), siendo a el
factor de escala, es posible reescribir el sistema de ecuaciones (4.15) de la forma

3 3
z' = —530(1 — x4+ %) + \/;y2z,

y = gy(l +a? —y?) - %xyz,
2 =622 (1 -T). (4.16)

Este sistema de ecuaciones posee 4 puntos criticos

1. (zs =0, ys=0), con z arbitraria,

2 ms:O,ys:Lz:O),

w

»

(
- (
(s =1,y =0, z=0),
(

4. (xs=-1,y,=0,2=0).

Para analizar la estabilidad del sistema es necesario calcular la matriz de derivadas parciales
y evaluar en cada uno de los 4 puntos criticos. En el Tabla 4.1 se muestran los eigenvalores
del sistema, asi como el pardmetro de densidad de materia, el parametro de la ecuacién
de estado del campo escalar y el parametro de desaceleracién. Dado que aparece sélo un
caso en donde uno de los eigenvalores tiene parte real nula y dos eigenvalores negativos
(xs = 0,ys = 1,2 = 0), es necesario usar el teorema de la variedad central mencionado en la
seccién anterior para definir la estabilidad en la vecindad de dicho punto [85].

Se puede ver de la tabla 4.1 que la estabilidad de los puntos criticos P3 y P4 no dependen
de la forma especifica del potencial, ya que sélo existen cuando éste es constante (z = 0).
Se trata de nodos inestables relacionados con soluciones de dominio del término cinético del
campo escalar (24 = 1), con ecuacién de estado de materia dura. Para el caso de P1 se tiene

41



CAPITULO 4. SISTEMAS DINAMICOS
4.2. EJEMPLO DE UN ANALISIS DINAMICO COSMOLOGICO

[P.Cllas |ys | 2| Q| ws | ¢ | M | A2 | As | Estabilidad |
P 0|0 |z| 1 [indet. |1/2|3/2|-3/2] 0 Silla
P O|1(0] O -1 -1 -3 -3 0 Atractor
Ps 110]|0] O 1 2 3 3 0 Repulsor
Py -1 0(0] O 1 2 3 3 0 Repulsor

Cuadro 4.1: Puntos criticos del sistema (4.16) junto con la densidad de materia y los pardme-
tros de ecuacién de estado para el campo escalar y el parametro de desaceleracion. Se presentan
los eigenvalores de la matriz Jacobiana y se indica la estabilidad en cada caso. Para conocer
la estabilidad del punto critico P2 empleamos el teorema de la variedad central.

que éste siempre existe en los modelos de quintaesencia aunque su estabilidad depende de la
forma especifica del potencial. Se trata de un punto silla relacionado con el dominio de materia
(24 = 0), en donde las soluciones pueden abandonar después de cierto tiempo la vecindad del
punto y dirigirse hacia un atractor. Finalmente tenemos al punto P2, el cual corresponde a
una solucién atractora a tiempos tardios cuando el pardmetro I'(0) > 1. Tenemos un punto
de dominio de campo escalar (24 = 1) y recibe el nombre de punto de De Sitter 4.1.
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Figura 4.1: Retrato de fase para el sistema de EDOs (4.16) correspondientes al modelo de
campo escalar quintaesencia con potencial exponencial V(¢) = Vp¢~P para diferentes valores
del parametro p. Tenemos en la parte superior los casos p = 2 y p = 4, mientras que
la parte inferior corresponde a p = 9. En todos los casos las trayectorias se originan en los
puntos gobernados por materia dura P3 y P4 que representan a los nodos inestables. Podemos
observar que, mientras algunas trayectorias se dirigen de forma directa al atractor del sistema
P2 que representa al punto de De Sitter, mientras que otras se dirigen primero hacia el punto
de dominio de materia Q4 = 0 que viene dado por (zs = 0,ys = 0,z2), para trasladarse
posteriormente al punto P2.
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Capitulo 5

Analisis dinamico de un modelo de
galiledn cubico generalizado

FEn este capitulo vamos a llevar a cabo el andlisis para un universo compuesto por materia
oscura y un campo escalar galileén con funcién de acoplamiento constante o = og, y potencial
exponencial V' = Vpexp(—A¢). Aun cuando la dindmica del espacio fase para el modelo
o = opexp(—a¢) y potencial V = Vjexp(—A¢), ha sido estudiado en detalle en [21], en esta
tesis vamos a centrar nuestra atencion al caso aparentemente mas sencillo; el caso de ausencia
de materia. Dada la naturaleza altamente compleja del sistema de ecuaciones usaremos la
teoria de los sistemas dinamicos a fin de descubrir el comportamiento local y asintético del
espacio fase. Primero se llevara a cabo el analisis del sistema utilizando las variables dindmicas
usuales y se mostrard que, para el caso en que existe un componente de materia oscura
en el universo el comportamiento del sistema no difiere mucho del modelo de quintaesencia
exponencial: i) aparece un punto critico adicinonal, y ii) el punto relacionado con el dominio
de stiff matter solo presenta comportamiento de punto silla. Sin embargo, y en contra de lo que
podria pensarse, al eliminar el componente material se obtiene una mayor riqueza de puntos
asintoticos los cuales son capaces de modificar la dindmica del universo a tiempos tardios.

5.1. Ecuaciones cosmoldgicas

Como se mencioné en el capitulo 2, el modelo mas general para un campo escalar en
4D que genera ecuaciones de movimiento a lo maximo de segundo orden recibe el nombre
de Lagrangiano de Horndeski. Una forma de expresarlo es mediante la combinacién de los
Lagrangianos del campo escalar galileén [86]:

Ly = K(X,9),

L3 = —G3(X,9)(0¢),

L4 =Ga(X,0)R+ Gux(X,9) [(0¢)* —2(Ve)?],

L5 = G5(X, )G + G5 x(X,0) [(09)° = 3(06)(V,V,0)? + 2(V, V., 0)*]

45



CAPITULO 5. ANALISIS DINAMICO DE UN MODELO DE GALILEON
CUBICO GENERALIZADO
5.1. ECUACIONES COSMOLOGICAS

en donde X es el término cinético del campo escalar X = —1/2(V#¢)(V,¢), mientras que
Gi¢ v Gix, denotan las derivadas de las funciones G; con respecto al campo y al término
cinético.

Para continuar con el andlisis es necesario enfocarnos a modelos especificos. Un caso espe-
cial de galile6n con aplicaciones cosmoldgicas estudiado en la literatura [87, 88, 89], estd dado
por

1
- 167Gy’

K=X-V($), Gs=0X, G4 Gs =0, (5.1)

siendo 0 = o(¢) una funcién de acoplamiento y G es la constante de gravedad de Newton.
Escribimos la accién para el modelo (5.1) de la forma

5= [V {(R-11+00O9) (Vo) -2V} + [devTgln (52
en donde V = V(¢) es el potencial de autointeraccién del campo y L,, representa el campo
de materia. El término galileén ciibico ~ f(¢)(V$)?(0¢) ha sido investigado en el contexto
de la teorfa Brans-Dicke [90, 91], en donde se menciona su importancia al momento de
recuperar relatividad general a escalas pequenas y tiempos tempranos. Este es el tnico
término de interaccién formado por (V,¢), (V,oVH#¢) y (O¢) que origina ecuaciones a lo
maximo de segundo orden. Esto es una propiedad deseable, ya que de acuerdo al teorema de
Ostrogradski, las teorias de mayor orden en derivadas involucran inestabilidades al momento
de construir el Hamiltoniano del sistema.

Tomando la variacién de la accién (5.2) con respecto a la métrica y al campo escalar,
tenemos que en un fondo plano tipo FLRW se obtienen las ecuaciones de campo

3H” = pm + pg,
—2H = piy + pm + ps + Do

) . ) 1 . ) .
(14 20,462 ~ 60HS) b+ 3HS + <207¢¢¢2 — 30 H — 9UH2> &=V,

en donde la densidad de energia p,, y la presion barotropica p,, del fluido de materia toman
la forma

B $? i . - iz o .
Po="5 1+o040° —60Ho)| +V, Py =5 1+040"+200) V.

A partir de este punto, como una primera aproximacién al estudio de este tipo de modelos
vamos a considerar una funcién de acoplamiento constante oy > 0 y un potencial del tipo
exponencial

og=00 = 046 =04,=0, V(¢) =1 e . (5.3)
Para este caso las ecuaciones de Friedmann toman la forma

3H? = pm + P
_2H = Pm T Pm + P + Do, (5'4)
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y a la ecuacién de campo escalar viene dada por

(1 - ﬁaofw) ¢+ 3H¢ — 309 H? (3 + 5;) P = -V, (5.5)
en donde
.2 . .2 .
po = % (1-600HS) +V,  py= % (1+2006) - v. (5.6)

El conjunto de ecuaciones (5.4), (5.5) y (5.6), son llamadas ecuaciones maestras. Dado que
existen 4 incégnitas a(t), pm, pe, ¢, €s necesario agregar una ecuacién extra a fin de que
el sistema sea cerrado. Vamos a tomar la ecuacién de estado barotrépica para la materia
Pm = WmPm, CON W,y, constante.

5.1.1. Las variables del espacio-fase

Para llevar a cabo el analisis dindmico, lo primero que tenemos que hacer es reescribir al
sistema de ecuaciones cosmoldgicas (5.4), (5.5) y (5.6) por medio de un conjunto de EDOs de
primer orden. Una forma de llevar a cabo es usando las variables normalizadas de Hubble[?]

__¢ _
- \/6H’ ys_ \/gH’

en donde H el factor de Hubble. En estas nuevas variables la primer ecuaciéon de Friedmann
(5.4) toma la forma de una ecuacién de restriccién

(5.7)

Ts

Q=1 — 22 — 2+ 6V6 22 H?0, (5.8)

siendo €; := p;/3H? la densidad de energfa de la i-ésima componente de materia. Dos cosas
que saltan a la vista son

1. Se necesita una variable extra para el término H?oy.

2. Debido a que el iltimo término es positivo, para el caso en que x5 > 0 las variables
pueden tomar valores arbitrarios siempre y cuando 0 < 2, < 1.

Una forma de tratar con este tipo de modelos es definiendo un conjunto de variables
capaces de escribir al espacio fase como un espacio compacto

1 1 ! (5.9
: , z = o0+ 1 .

en donde x4 se refiere al caso en que s > 0 ((;5 > 0), mientras que z_ se emplea cuando x5 < 0
((;5 < 0). De esta forma tenemos un dominio compacto 0 <z <1 (-1<z_<0),0<y <1,
y 0 < z < 1. Para este trabajo de tesis vamos a a suponer que sélo existen cosmologias de
expansion H > 0 (ys > 0), y que a lo largo de las érbitas en el espacio-fase x5 no cambia
de signo. Estas suposiciones no son independientes una de otra debido a que sin importar

47



CAPITULO 5. ANALISIS DINAMICO DE UN MODELO DE GALILEON
CUBICO GENERALIZADO
5.2. COSMOLOGIA DEL GALILEON CUBICO EN PRESENCIA DE MATERIA

si estamos en un maximo o minimo, en el punto de inflexién se tiene que por un instante
a =0, & >0 (méximo), o @ =0, @ < 0 (minimo). En ambos casos H cambia de signo, por lo
que que ys ~ V'V /H, también cambia de signo. Debemos notar que si ocurre un rebote, éste
se tiene que dar en la frontera ys; = 0 debido a que, mientras que H cambia de signo /V (¢)
no lo hace. Ademas, se debe satisfacer de manera simultanea qb ~H~0yVV~H~O o0
de otra forma, si gb y V son cantidades distintas de cero, se tiene que las variables divergen

6

= —— 300, Ys = —(—— — 00.
JoH 0, ¥ J3H 00

Ts

La eleccién de coordenadas en (5.9) es de mucha utilidad para el caso en que x5 = 0, y
ys = 0, son subconjuntos invariantes en el espacio fase (xs,ys) y se tiene que las rectas zs = 0,
vy ys = 0, funcionan como separatrices del espacio-fase. Una cantidad que sera de utilidad a
la hora de escribir el sistema dindmico viene dada por

1
Q= —9H20 =9 <Z - > <0, (5.10)

con lo que la ecuacién de restriccion de Friedmann toma la forma

2
Q=1—a2 —¢?2 —2\/;:61;’@. (5.11)
Finalmente, tenemos al pardmetro de desaceleracién

H

5.2. Cosmologia del galileén cibico en presencia de materia

Vamos a usar este caso para ilustrar la diferencia que existe al estudiar un sistema usando
un nuevo conjunto de variables acotadas y los estudios que se encuentran en la literatura.
Tomando (’) como la derivada con respecto a N = Ina es posible escribir al sistema de
ecuaciones dinamicas para las variables x4, y y z de la forma

2
i
r, = —7% Nt + x4+ (1 F x4)v4,

3 1Fzx
y’—y(l—y)[ 2A< i>+7ﬂ:
T+

2= —22(1 - 2)74, (5.13)

)
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en donde, para simplificar la escritura definimos las cantidades

H
-l
+
= -3 5230:(1) +2(1 F 24)"y°Q* + 2 (1 F 21) [V60£(2) — Azx (1 Fw4)(1 - 9)?] Q
y? 3ok +2v/60L (15 2.4)Q +2(1F 22)1Q7] ’

_ [ b ]
n+ = 2
+
_ 9 V6zd (1 F 24)y® —Aai(l—y)° + (1 F 24)°T4Q (5.14)
y? [324 +2v621 (1 F 24)Q + 2(1 F 24)4Q?] '
y las funciones
O4(a) = a(lF w4)’y” —ai(1-2y),
Iy =231 —y)? — (1F 2z4)y> (5.15)

El signo '+’ nos indica que tenemos dos ramas para cada término cinético, por lo que en
realidad tenemos dos sistemas dindmicos por estudiar. Finalmente, en términos de las nuevas
variables el parametro de desaceleraciéon toma la forma

g=-1—+

5.2.1. Puntos singulares en el espacio-fase 3D

Los puntos criticos del sistema dindmico (5.13), junto con sus principales propiedades
pueden ser halladas en la Tabla 5.1, mientras que los eigenvalores de la matriz Jacobiana y
sus propiedades de estabilidad se encuentran en la tabla 5.2. En ellas se puede observar que
para el caso del big bang dominado por materia Pli, este modelo cosmoldgico (y es posible
que también otros modelos con funcién de acoplamiento oy # 0), no difiere mucho del modelo
de quintaesencia exponencial como se indicé al inicio del capitulo. Lo mismo sucede para los
puntos tardios (P4i y P;E)7 los cuales se relacionan con los puntos dominados por stiff matter
y scaling respectivamente. Es importante observar que aqui la solucién de big bang no es un
atractor global al pasado, sino que se trata de un atractor local ya que dependiendo del valor
del pardmetro A puede ser que las trayecque . El resto de los puntos singulares pueden ser
vistos también en la tabla TAB. 1 de [34].

1. Solucién de dominio por materia PQi, estd asociada a siempre un punto silla.

2. Solucién de “stiff matter” Pgi, se refiere al dominio del término cinético del campo
escalar en la densidad de energia del universo. Este caso se trata siempre de un punto
silla, aunque en el modelo usual de quintaesencia puede tratarse también de un repulsor.
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3. Solucién de dominio del campo escalar Pf, representa el cociente entre el término cinéti-
co y el potencial del campo escalar. Puede tratarse de un punto silla o de un atractor
al igual que en el modelo de quintaesencia.

4. La solucién “scaling” entre la materia y el campo escalar PE:—L, representa siempre un
atractor a futuro . Puede tratarse de un nodo estable o de una espiral estable.

P. C. H Existencia ‘ Estabilidad ‘ q ‘ Q ‘ We
P (£1,1,0) siempre inestable % 1 indet.
(anélsis numérico)
Py (£1,1,1) ” silla 2 1
P (£1/2,1,1) ” silla 2 0
+ . (_/6 V6 2 2 A2 A2
P <>¢\/6’\/6—>\2+f’1) A <6 estable si \* <3 | =1+ 4 1+ 4
silla si A2 > 3
P5i : <2;_Lf\)\/gv 2)\1)\\/5’ 1) A2 >3 punto estable % )‘2)\53 0
espiral si A2 > %

Cuadro 5.1: Puntos criticos P, : (Z¢;, Ye;, 2¢;) del sistema dindmico (5.13), juntos con algunas
propiedades interesantes: existencia, estabilidad, pardmetro de desaceleracion ¢, parametro de
densidad de materia €,,, y pardmetro de ecuacién de estado wy = py/pg.

5.3. Galileén generalizado en el vacio

Se podria pensar que el caso de vacio (€2,, = 0), al ser una solucién particular del caso
en donde existe una componente de materia deberia presentar una dinamica mas sencilla. Sin
embargo, como veremos a continuacién, esto no podria estar mas alejado de la realidad. En
este caso, la restriccién de Friedmann (5.11) permite formular una relacién entre las variables
Zs, Ys ¥ 2. Por ejemplo, despejando a la variable z en términos de x5 y s

6\/6z§

z= , 5.16
6Eal + 22 + g7 - 1 (210
p. C. | A1 o | A
PF 1 (£1,1,0) indet indet. indet.
P5 i (£1,1,1) —3 -3 3
P (£1/2,1,1) 3F /3 3 —6
+.(_V6 V6 )2 _ A2 2
P .(Aiﬁ,%_mfg) A 3+2 | 34
== +2) 2 3 3
P .(2)\i\/6,2)\i\/6,1 -3 —34a | -2_q

Cuadro 5.2: Eigenvalores de la matriz Jacobiana alrededor de los puntos criticos del sistema
dindmico (5.13). Para simplificar la escritura, definimos el pardmetro a := /—7 + 24/)2.
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asi que la ecuacion para Z es redundante. Por lo tanto, se puede reescribir al sistema de
ecuaciones cosmolégicas por medio del sistema 2D

. 1 ¢ H
ST GHE T TCH?

3 H
Yo = ~Ys (\/;)‘xs + H2> ; (5.17)

H  6(1—y)(1+a2—y?) —3@@2+y2 —1)(1+22 —y2 — \/2/3\z.9?)

X

en donde

H? 41— y2) + (22 + 92 — 1)2
é _3\/6'%.8('%.? +y§ — 1)(1 + x? — yg) — 6\/6$5(1 +x§ — Z/g Y 2/3)‘x8y2)

H? A1 —y3) + (23 +y3 — 1)

La estructura del sistema dindmico (5.17) estd contenida en los semi-planos {¥, :=
(2s,ys) + x5 > 0,ys > 0} y {¥_ = (xs5,ys) : x5 < 0, ys > 0}. Aqui, nuevamente las rec-
tas s = 0, ys > 0, y ys = 0 son subconjuntos invariantes del sistema, y s = 0 (ys > 0)
es una separatriz del espacio-fase. Otra propiedad del sistema (5.17) es su invarianza bajo la
transformacion (s, ys, A\) = (—xs, ys, —A), asi que para el andlisis serd suficiente con estudiar
el sector x5 > 0, A > 0. Puede verse de la figuras 5.1, 5.2 y 5.3 que, dependiendo de las condi-
ciones iniciales las trayectorias del espacio-fase se pueden originar tanto en infinito x; — £o0,
asi como en el big bang (zs,ys) = (0,0) = 2z = 0 (ver ecuacién (5.16)). Esto significa que
las variables (zs,ys) no estdn acotadas y al realizar el estudio de puntos criticos tenemos
que tomar en cuenta los puntos singulares asintoticos del sistema. Una forma de estudiar
las configuraciones en infinito es por medio de la esfera de Poincaré como mencionaremos a
continuacién

5.3.1. Proyecciéon de Poincaré

Uno de los métodos usuales para hallar a los puntos criticos asintéticos de un sistema
dindmico es usando la esfera de Poincaré. Tomando el cambio de variables

T 5
Xs:iv }/S:%? ZS:T;17 715: 1+x§+y§7

T's T's

y la restriccién Zs; = /1 — X2 — Y2, es posible reescribir al sistema (5.17), de la forma
KX, = V6AX2Y2[8X) +2X2 (8Y? —7) + 8Y} — 14Y2 + 7]

— 6X, (2V2 — 1) Z, (4X] +2X2 (5Y2 — 3) + 6V, — 9Y2 4 2), (5.18)
KY! = V6AX,Y, (8X2 (Y2 — 1) +2X2 (8Y} — 15Y2 +6) + 8Y5 — 22V} + 19Y2 - 5)
— 6Y; (2Y2 — 1) Z, (4XJ +2X2 (5Y2 — 3) + 6Y,! —9V2 +3) (5.19)

con ayuda de la ecuacién auxiliar
KZ, = Z, (2X2 +2Y7 — 1)
[VEAX. Y2 (4X2 4+ 4Y2 —5) = 6 (22 — 1) 7, (2X2 +3v2) . (5.20)
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Aqui el factor
K =2 (8X2+20X2Y? — 12X? + 12V — 16Y? +5),

puede tomar cualquier signo y se ha reescalado la derivada temporal con ayuda de Z;.
Debemos notar que el sistema sélo esta definido para Ys > 0, y esto se debe a que la variable
estandar ys > 0. Podemos observar que los puntos criticos del sistema (5.17) en infinito son
mapeados a los puntos fijos del sistema (5.18), los cuales se encuentran localizados a lo largo
del ecuador X2 +Y2=1.

En las figuras 5.1, 5.2 y 5.3 se presenta el diagrama de espacio-fase del sistema 2D auténo-
mo (5.17) para distintos valores del pardmetro . En la parte inferior se muestra el espacio-fase
compacto en términos de las variables de Poincaré (5.18), el cual corresponde a la dindmica
total (finita e infinita) en cada caso. Se pude apreciar que gracias al acoplamiento de galiledn,
los puntos criticos pueden estar localizados no solamente dentro del semicirculo 22 + y2 < 1,
sino que también fuera de él. Es posible hallar por inspeccién numérica que los tinicos puntos
singulares en infinito son Q1 : (Xs =0,Y; =1) y Q23 : (Xs = £1,Ys; = 0), y corresponden
azrs = 0,ys = 400 (Q1) y s = Foo,ys — 0 (Q2 or Q3) en términos de las variables estandar.

Para calcular de forma analitica a los puntos criticos en el infinito, comenzamos por tomar
coordenadas polares x5 = rcosf,ys = rsinf, en donde p = 1/r. Reescalando a la derivada
por el factor p

) = ip(pQ —1) [\/EA(5p2 + 1) sin(8) sin(26) (5.21)
+6(p* — 5)pcos(20) + 3pcos(46) — 30p° + 3p] , (5.22)
0 = 3 5in(26) [VBA (50" + 257 1) cos(0) + 6 (5 + ) (cos(26) + %)) . (5:28)
Esto es
P =rf0)p+0(p*), 0 =g(0)+0p). (5.24)
en donde

£(0) = —;\/gx sin(0)sin(20),  g(0) = —;\/EA cos(6) sin(20).

Para obtener los puntos asintéticos es necesario resolver las ecuaciones p/ = 6 = 0, con
p = 0. Esto es equivalente a hallar las raices de la ecuacién g(6) = 0 y se puede ver que las
soluciones 0* vienen en pares 6; y 0; + 2m. Para este andlisis y sin pérdida de generalidad
vamos a considerar unicamente el intervalo 0 < 6 < . Las soluciones corresponden a los
puntos crticos Q; : (6%, X%, Y})

Ql : (77/2’()’ 1)7 QZ : (07 170)7 Q3 : (777 _130)'

Un detalle importante cuando analizamos este tipo de sistemas y que siempre debemos
tener en mente, es la posibilidad de que uno o varios puntos criticos sean degenerados. A
partir de la definicién de las variables X, Y;, y de la relaciéon xs = rcosf, ys = rsiné
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con p = 1/r, se puede ver que bajo la proyeccién de Poincaré, todos los puntos con xg
finito y ys — oo, son mapeados a un sélo punto singular (degenerado) @1 : (7/2,0,1). En
particular, de los puntos criticos de la tabla 5.3, Pliv, para los cuales z3 = 0, ys — o0, y el
punto fantasma P?i, que corresponde al caso donde x; = $2\/6/ A, Yys — 00, son mapeados
al punto degenerado (1. Esta degeneracién se puede hacer maés evidente si relacionamos
a las variables de Poincaré con el conjunto de variables acotadas definidas en la ecuacién (5.9).

Como ejemplo vamos a considerar la carta generado por la rama positiva x y. Usando
la ecuacién (5.9) obtenemos la relacién

1—
X, = (1—=zy)y 7
Vot + (1= )22 + a2 (1 - )2
Y, = z4(1—y)

\/xin + (1 —zyp)?y? + 25 (1 —y)?

Esto implica que los puntos criticos del vacio

A
Pf;:(].,O), PZS-Z(A_Q\/éaO)a

comparten el mismo valor para la coordenada y = 0. Por lo tanto, sustituyendo y = 0 en las
ecuaciones para X; y Yj, se obtiene de manera independiente al valor de x

X, =0, Y, = 1.

Para los puntos

_ _ A
Plv:(_lao)v P3 :<_)\+2\/670>’

se obtienen los mismos resultados después de escribir a X, Y en términos de z_, y.

5.3.2. Nuevas variables

El propdsito de esta seccion es encontrar un nuevo conjunto de variables adimensionales
con los cuales podamos describir a todo el espacio-fase. Aprovechando el hecho de que z; =0
es una separatriz, podemos estudiar la dinamica en cada subconjunto en el espacio fase W~
y Ut de forma independiente. Tomando el conjunto de variables definidos en (5.9), tenemos
que en este caso el conjunto de puntos estdn dados por la unién de dos planos acotados
Giop = - UDT.

®t ={(v4,y):0< 24 <1, 0<y <1},
" ={(z—,y): 1<z <0,0<y <1} (5.25)
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P. C. H Existencia ‘ Estabilidad ‘ q ‘
PE @ (£1,0) siempre silla 8
Py i (£1,1) ” inestable 4/5
Pz’i : (A;;\‘[, 0) +A <0 estable —4
Py, : (0,1) siempre silla si £\ >0 —4

inestable si £A < 0
(inv. num.)

PE o (£1/2,1) ” silla si £A < V6 2
estable si £\ > /6
Pﬁj; : (Affi/é’ \/6—\/\/26-5—\/6) N <6 estable -1+ )‘2—2
P (£1,1/2) siempre | estable (inv. num.) -1

Cuadro 5.3: Puntos criticos del sistema dindmico (5.26) y sus principales propiedades: exis-
tencia, estabilidad y parametro de desaceleracién q.

5.3.3. El sistema dinamico

En término de las variables (5.9), el sistema dindmico toma la forma

! 73 [¢ +xy(1Fzy) ]
T == |75 + +) || >
Ve | H? + H? +
3./1 H

en donde
H| L [30:(-1/3)0:(1) — V2B (1 Fa2)(1 )04 (-1)
H? | drly?(2y — 1) + 01 (-1) ’

i _3 V(1 F21)04(1) [04(-1) — 222 y%] + 4Azd (1 F 24)%y2(1 — y)?
] v+ [y — 1) + O3 (-1)] |

)

siendo O4 (a) la funcién definida en (5.15). Nuevamente los signos '+’ y -’ se refieren a las
dos ramas de la variable estandar x,, asi que en realidad estamos tratando con dos sistemas
dindmicos distintos: i) el que se expresa en términos de las variables (z,y, z), correspondiente
a qﬁ > 0, y ii) el descrito por (z_,y, z), cuando gb < 0. De la misma forma que con las variables

estdndar, en este caso despejamos z en términos de (z4,y)

. z—1 . xi@i(—l)
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P. C. T [ A ]
PE ¢ (£1,0) 12 -9
P5 i (£1,1) 6/5 9/5
+ . +A _ _
P (225.0) 3 12
Py, : (0,1) indet. 6
PE o (+1/2,1) 3F /3N —6
+ . (_6 V6 12 _ A2
Pey - (,\i\/é’ \/6—>\2+\/é) A 3+ 5
Pz i (£1,1/2) 0 -3

Cuadro 5.4: Eigenvalores de la matriz linearizada alrededor de los puntos criticos del sistema
dindmico (5.26).
5.4. Puntos criticos y estructura del espacio-fase

El espacio-fase del sistema estd dado por la unién de los semiplanos ®* y &~ definidos en
(5.25): B0y = @~ U PT. Las fronteras son

(x_,0): =1 <z_<0}U{(x4,0):0<zy <1},
(Ly) : —oo <y < oo},
(
(

Il
.

rz_,1):=1<z_<0}U{(z4,1):0<zy <1},

By :
By :
Bs : 1

By : —1,y) : —oo <y < o0}, (5.28)

en donde z = 0, ocurre tinicamente cuando oo H? — oco. Esto significa que, o hay una singula-
ridad cosmolégica (H — 00), o el término ciibico se desacopla de la interaccién gravitacional
(09 — o0). Podemos identificar a las separatrices

sep” == (0,y),

Sep+ =\ Tt
’ +’$++\/2$+—1 ’

sep™ = <a:_, — \/5”_2907_1> : (5.29)

y debe notarse que para las separatrices sep’ y sep®, se tiene que z = 1, es decir, oo H? = 0. Se
tiene entonces que estamos tratando con dos posibilidades: ya sea que el universo es estatico
(H = 0), o para el caso en que op = 0, se tiene que recuperamos el modelo de relatividad
general minimamente acoplado con campo escalar quintaesencia.

5.4.1. Campo quintaesencia con potencial exponencial

Los puntos criticos del sistema dindmico (5.26), junto con sus principales propiedades
se muestran en la tabla 5.3. Para la estabilidad de los puntos de equilibrio se presentan los
eigenvalores de la matriz linearizada en la tabla 5.4. Los puntos singulares P;f) y ng, para
los cuales z = 1, son los puntos usuales para el modelo de quintaesencia exponencial [34]. Los
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puntos va corresponden a la solucién de “stiff matter”, los cuales estan relacionados con un
punto inestable al pasado, por lo que sdlo son relevantes para tiempos tempranos. En nuestro
caso hallamos algo un poco distinto y esto se debe a la presencia de una funcién de acopla-
miento o = gg. De hecho, como se puede observar en la tabla 5.3 y en la figura 5.4, la solucién
de “stiff-matter” puede ser también un atractor a futuro. Esto se logra si, A > v/6 (rama '+’
), 0 A < —V/6 (rama ’-’). Para los casos en que A < v/6 (rama '+’) o A > —/6 (rama ’-’), la
solucién de “stiff-matter” representa un punto silla (ver tabla 5.5 y 5.6), y no hay forma de que
represente un repulsor en el pasado como en el caso de quintaesencia exponencial con [A| < v/6.

Esta pequena diferencia en la estabilidad aparece debido a que el punto x4 = £1/2,
y =1, (z =1), o en términos de las variables estdndar x5 = +1, ys = 0, es obtenido no sélo
cuando qﬁ =+V6H,V =0, 09 =0, como en el caso de quintaesencia, sino que también puede
originarse cuando existe una funcién de acoplamiento “residual” oy # 0 (o9 < 1)

d~H>V, 00 <1/H? 09 #0.

Por lo tanto, una vez que se tiene || > V6, y se satisface lo dicho anteriormente, la
solucion de “stiff-matter” es un atractor global del sistema. Este comportamiento no tiene
un equivalente en el caso usual de quintaesencia.

Los puntos criticos ng) tienen las mismas propiedades que en el caso de quintaesencia
exponencial [?]. Estos corresponden a la solucién “scaling” entre el término cinético y el
potencial del campo

q.bQ A2

2V 6 — A2’

Siempre que existen, estos puntos son atractores.

5.4.2. La solucion de De Sitter

Otra propiedad interesante que presenta el modelo de galileén y que ha sido estudiado
a detalle en [21], es el punto de De Sitter (P2 en la tabla 5.3). En este caso se trata de un
punto singular de (5.26) y se comporta como un atractor local . El pardmetro z es indefinido
en este caso, ya que si nos acercamos sobre la separatriz sep™, tenemos z = 1, mientras que a
lo largo de cualquier otra direccién z = 0. El punto de De Sitter no aparece en el modelo de
quintaesencia, salvo cuando A = 0 (potencial constante), asi que su existencia para cualquier
valor de A # 0 es una consecuencia directa del acoplamiento no nulo entre la gravedad y el
campo galiledn.

A partir de la existencia de puntos criticos de De Sitter de forma independiente al valor del
parametro A, uno podria pensar que para el caso en el que el potencial se anula ( A — 00), el
punto de equilibrio P%) estarfa asociado a la solucién autoacelerante [90]. Esto es una solucién
en donde la aceleracién del universo aparece ain en el caso de ausencia de materia y de
potencial

pm:pm:V(¢):H:0.

Los puntos stf, y Psy corresponden a los puntos AT y C en la tabla 1 de [21] respectivamente.
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En [90] se analiza esta solucién en el contexto de la teorfa de Brans-Dicke con un término
de interaccién cibico o« f(¢)(v¢)?V?2¢, asi que no serfa del todo raro que aparezca en este
modelo. Sin embargo, esto no es posible y para probarlo se toma p,, = pm =0, y H=0=
H = Hy, por lo que la ecuacion de Friedmann (5.4) se transforma en una ecuacién algebraica

para ¢ . ‘
999 Hod> — ¢* + 9HZ = 0.

Toda solucién real ¢ = rg = cte, nos dice que <Z> = 0. Por lo tanto, la ecuacién de Raychaudhuri
toma la forma '
—2H = py +py =0 = 1—300Horo = 0.

Puede probarse que al trabajar con la ecuacién de conservacién del campo (5.5) se obtiene la
misma solucion 3ogHyrg = 1. Sustituyendo este valor de ry en la ecuacién ciibica se tiene que
Hé = —2/270(2), lo cual no se satisface para Hy y oq reales.

5.4.3. Solucién de big bang

Los puntos singulares Pin : (£1, 1) no deben ser confundidos con los puntos Py de la tabla
5.1 (Oy en la referencia [21]), tampoco con los puntos P de la misma tabla. En términos
de las variables estdndar (z,ys), Py corresponde a (0,0), el cual representa al big bang
dominado por materia en el modelo de quintaesencia exponencial [?]. Sin embargo, para el

caso de vacio tenemos

_ Pe _
Yo =3z = b

por lo que no puede representar ningin dominio de materia. De hecho, dado que para el punto
P;Z el pardmetro de desaceleracién toma el valor ¢ = 4/5, se tiene que
H 9 _5/9

— ———- > H
H2 5 t—to

= a(t) o (t — 1),

asi que podemos asociar a P;Z con la solucién de big bang en ausencia de materia para un
tiempo to. Esta solucién inestable corresponde a un punto critico repulsor en el pasado y
no tiene un equivalente en el modelo de quintaesencia ordinaria (o al menos no en los casos
estudiados en la literatura), ya que no se tiene el estudio en caso de la no presencia de materia.

5.4.4. Solucién fantasma (Phantom)

Uno de los resultados méas interesantes hallados en este trabajo es la existencia del punto
singular P;Z, el cual se trata de un atractor estable y representa un comportamiento tipo
“phantom”. Para entender mejor esta solucion que sélo existe cuando A < 0, vamos a tomar

una constante positiva k, tal que A = —k. En el punto Pg; se tiene
K 12
_ - H,
N K+ 2v6 ¢ K
y=0 = ﬂ — 00
V3H ’

2=0 = ooH? = .
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A partir de la primer ecuacién
12
¢(a) = — Ina+ o,

siendo ¢ una constante de integracién. Por otro lado, ya que en el punto critico ¢ = —4, y
en el vacio {0y =1

H 3
asi que para este caso
1 ag
Ht)=—— = at)=—22 _ (t<ty),

en donde —3t; y Inap son constantes de integracion.

Puesto que V ~ exp(k@) ~ a'? ~ (t; — )™, entonces, ya que t — t; de manera asintética

%
H?0q o (tp — )72 = o0, ?oc(tf—t)_l—H)o.

Tenemos también

1

po(t) = BH?(t) = H(t) = 30t — 02

Ademis, ya que en el punto ng), QS = 12H/k, es posible reescribir a la ecuacién de Friedmann
de la forma

a2
V= (3 — 2) H? + 3000H?,

donde a = 12/k. Como podemos ver, el potencial de autointeraccién del campo galileén se
aproxima de forma asintética a V oc H%, tal como se requiere. El comportamiento “phantom”
es evidente por el hecho que la densidad de energia del galilebn aumenta de forma no acotada
con t, y también puede verse que a(t), H(t), H(t),y ps(t), divergen cuando t = t;. Por lo
tanto, en un tiempo finito a futuro tendremos de manera inevitable una singularidad tipo big
rip [92].

El punto Py, representa una contracciéon superacelerada del universo y a diferencia de
la solucion P;;, ésta no presenta impacto en la dindmica a tiempos tardios. En este caso se
requiere que el potencial se anule V =0 = y = 1, tener un término cinético finito é #0,y
que de forma asintética

H—-0 = z1—0 z—1.

Volviendo al pardmetro de desaceleracion

H 1
—>=3= H(t)=—

=4 = — (t> 1),
7 H 3(t — tp) (t2 1)
en donde hemos fijado la constante de integracion C' = —3t;,. De forma asintética, mientras

que t — oo, tenemos que H — 0, como era de esperarse. A pesar de que hemos restringido
nuestro estudio a los modelos cosmolégicos en expansion, éste punto pertenece a la frontera
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del espacio fase y debe ser tomado en cuenta al llevar a cabo el anélisis.

Existen ademds un par de puntos de equilibrio del sistema dindamico correspondientes al
galileén en vacio que no pueden ser hallados cuando existe un componente de materia. Estos
son los puntos Pﬂi de la tabla 5.3 y representan una fase super desacelerada de la expansién
cOsmica

1
H~ —«—
9(t — to)

en donde 9ty es una constante de integraciéon. En estos puntos

= alt) o« (t —to)"/*,

¢ < H<VV, 1< \JooH < (\/ap0)®.

Los puntos Pliv tienen un comportamiento tipo silla, asi que se trata de un estado de transicién
en la evolucién del universo. Ademads, como puede verse en las figuras 5.4, 5.5 y 5.6 sélo pa-
ra un pequeno conjunto de condiciones iniciales se tienen trayectorias que se aproximan a Plj;.

Se ha tratado de mostrar a lo largo de este capitulo que la estructura del presente modelo
de galileén cibico en ausencia de materia es altamente no trivial. En particular, tenemos que
los galileones pueden jugar un papel importante al momento de describir la evolucién del
universo. Esto debe ser contrastado de manera més profunda con los resultados de [21], en
donde los autores mencionan que la presencia de galileén no modifica la dindmica a tiempos
tardios. Ademas, es necesario llevar a cabo un analisis en donde contrastemos el valos del
parametro o de acuerdo a las observaciones para acotar la viabilidad del modelo y determinar
de qué manera continuar el andlisis en presencia de funciones de acoplamiento mas generales y
distintos potenciales. Como una primera prueba de validez se muestra en la figura (?7ig-vac)
que, con las condiciones iniciales adecuadas las trayectorias en el espacio-fase tienden siempre
al punto atractor de De Sitter en el futuro. Esto implica que, atin cuando la dindmica se haya
originado en la vecindad de un punto singular repulsor como en el caso de P2 con parametro
de desaceleraciéon ¢ = 8 o en un punto silla como en los casos P1 con ¢ =8 o P5 con g = 2,
éste cambiara de signo ya que en el punto de De Sitter toma un valor ¢ = —1, lo cual esta de
acuerdo con resultados hallados en la literatura [93]

P. C. | Existencia | Estabilidad | Qn
Phat ¢ (0,0) siempre silla 1
P(flra : (£1,0) " inestable si £\ < /6

silla £ > V6
Py (AV6,/T=276) A2 <6 estable si A2 < 3 0
silla 3 <A <6
Pycaling (M/)\, M/A) A2 >3 | nodo estable si 3 < A\ <24/7 | 1 —3/\?
espiral estable si A2 > 24/7

Cuadro 5.5: Puntos criticos Py : (z},y?) del sistema dindmico (5.30), correspondientes del
modelo de quintaesencia exponencial quintaesencia [34].
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5.5. Discusion

Para entender mejor el problema que estamos enfrentando, vamos a exponer de forma
rapida los resultados del estudio de campo quintaesencia exponencial (ver [?] para mas de-
talles). En este caso las variables estandar z,, ys definidas en la ecuacién (5.7) generan un
espacio-fase compacto en el que se encuentran contenidos todos los puntos criticos del siste-
ma. Considerando por simplicidad el caso de materia descrita por polvo (p,, = 0), el sistema
dinamico que representa a las ecuaciones de movimiento tiene la forma

3 3
v, = —tner Do (et =)+ D02
/ 3 3 2 2
vo= g Awsts g s (T as — ), (5.30)
mientas que la ecuacién de Friedmann esta dada por

Q=1 — a2 — 2 (5.31)

Los puntos criticos P* : (z¥,y%) del sistema dindmico (5.30), estan localizados en la parte
superior del disco x2 + 32 < 1 (ys > 0), y se muestran en la tabla 5.6. Existen dos puntos
de equilibrio asociados con la presencia de materia estdndar: i) la solucién dominada por
materia Ppat, en donde Q,,, = 1, y ii) la solucién “scaling” entre la materia y el campo escalar
Pycaling, en donde Q,, =1 —3/ A2. Para los otros puntos singulares se tiene que €,, = 0, y
estos son iii) la solucién de “stiff matter” P:ttiﬁ, y iv) la solucién dominada por campo escalar
Py, los cuales existen atin en el caso de ausencia de materia.

Por lo tanto, uno podria pensar que la dindmica del espacio-fase para el caso de vacio
estarfa dada exclusivamente por los puntos Psfiff y Py. Esto puede comprobarse tomando
Q, = 0 en la ecuacién (5.31)

Qn=0 = 22 +y2=1.

Esta relacién entre las variables x; y ys nos permite llevar a cabo una reducciéon dimensional
del sistema dindmico y quedarnos con un sistema unidimensional. En otras palabras, tenemos
una ecuacién diferencial del tipo

al, = (\/§A3xs> (1—a2).

Como era de esperarse, los tnicos puntos criticos estan dado por z; = +1 (ys = 0), y
rs = AV6 (ys = /1 —A2/6), respectivamente. En consecuencia, solamente los puntos
criticos sttciﬁ y Py, sobreviven en el caso de vacio.
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p. C. H Existencia Estabilidad Qm

Phat ¢ (0,0) siempre silla 1

P (£1,0) v inestable si £\ < v/6 0
silla £\ > /6

Py ()\/\/5, m> N <6 estable si A2 < 3 0
silla 3 < X* <6

Pecaling (M/)\, \/ﬁ/)\> A>3 nodo estable si 3 < A2 < 24/7 | 1 —3/A?
espiral estable si A2 > 24/7

Cuadro 5.6: Puntos criticos Py : (z},y%) del sistema dindmico (5.30), correspondientes del

modelo de quintaesencia exponencial quintaesencia [34].
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Figura 5.1: Espacio-fase del sistema auténomo de EDOs (5.17) para el valor del pardmetro
A = 0. En la parte de arriba tenemos al espacio-fase definido por las variables estindar,
mientras que en la parte inferior se muestra el espacio fase en las variables de Poincaré. Se
puede ver que gracias al acoplamiento del campo galileén og, no todos los puntos criticos se
encuentran dentro del semicirculo 22 +y2 < 1 (como en el caso de quintaesencia exponencial),
sino que también pueden existir fuera de el. Podemos ver la existencia de dos soluciones cpm
comportamiento de tipo silla en los puntos dominados por materia fria dura (zs = +1,ys = 0),
asi como un punto inestable relacionado con el periodo de dominio de materia (z; = 0,ys = 0)
y un atractor en (xs = 1,ys = 1) correspondiente al punto de De Sitter. Las configuraciones
al infinito corresponden a los puntos z; — 0,ys — +oo (Q1) v al caso x5 — Foo,ys — 0 (Q2

6 Q3).
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1.24

0.81
s 0.6
0.4+

0.2

Figura 5.2: Espacio-fase del sistema auténomo de EDOs (5.17) para A = 1.5. En la parte de
arriba a abajo tenemos al espacio-fase definido por las variables estandar, mientras que en la
parte inferior se muestra el espacio fase en las variables de Poincaré. De nuevo podemos notar
que gracias al acoplamiento del campo galileén og, no todos los puntos criticos se encuentran
dentro del semicirculo 22 + y? < 1 (como en el caso de quintaesencia exponencial), sino que
también pueden existir fuera de el. En este caso aparece un punto de equilibrio tipo silla dado
por la solucion escalante dentro del circulo unitario y también un punto estable relacionado
con la soluciéon de dominio de campo escalar que se recorre a lo largo del circulo unitario.
Las configuraciones al infinito corresponden a los puntos z; — 0,ys — 400 (Q1) y al caso

Ts — F00,Ys — 0 (QQ 6 Q?))
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1.21

0.81
ys 0.6
0.4+
0.21
O,
-1 -0.5 0 0.5 1
X

Figura 5.3: Espacio-fase del sistema auténomo de EDOs (5.17) para A = 3. En la parte de
arriba a abajo tenemos al espacio-fase definido por las variables estandar, mientras que en la
parte inferior se muestra el espacio fase en las variables de Poincaré. De nuevo podemos notar
que gracias al acoplamiento del campo galileén og, no todos los puntos criticos se encuentran
dentro del semicirculo 22 + y? < 1 (como en el caso de quintaesencia exponencial), sino
que también pueden existir fuera de el. En este caso se tiene que el punto estable contita
recorriendo el semicirculo unitario hasta llegar a los puntos de dominio de materia dura. De
nuevo las configuraciones al infinito corresponden a los puntos z; — 0,ys — +oo (Q1) y al

caso rs — F00,ys — 0 (Q2 6 Q3).
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1 © O 11O ?
0.8 0.8
0.6 0.6
y y
0.4 0.4
0.2 0.2
04O Q) o4 @)
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X_ Xy

Figura 5.4: Retrato de fase del sistema auténomo de EDOs (5.26) para el valor del pardmetro
A = 0. La figura de la izquierda se relaciona con el espacio-fase {(z_,y) : =1 < z2_ < 0,0 <
y < 1}, correspondiente a la rama negativa (CZ5 < 0), mientras que la imagen de la derecha se
trata del espacio-fase {(z4+,y): 0 <zy < 1,0 <y < 1}, asociado con la rama positiva (5.26)
(45 > 0). La curva punteada representa la separatriz z = 1, la cual une a los puntos de materia
dura (z4+,y) = (1/2,1) y (z—,y) = (—1/2,1), con los puntos criticos de De Sitter (1,1/2) y
(—1,1/2). Se puede observar que en ambos casos el punto de De Sitter es el unico atractor
estable a futuro, mientras que la solucién de big bang (z+ = +1,y = 1) es un repulsor y el
punto de dominio de materia dura (x4 = £1/2,y = 1) funciona como un punto silla. Debido
al valor del pardmetro A = 0 se tiene la existencia de un punto silla relacionado con la solucién
fantasma (0, 0).
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1 1{ O O O
0.8 0.8
0.6 0.6

X -~

y ¥ = =0
0.4 0.4
0.2 0.2

01O 01 o

-1 0.8 -0.6 -0.4 -02 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X X

- +
Figura 5.5: Retrato de fase del sistema auténomo de EDOs (5.26) para el valor del pardmetro

A = 0. La figura de la izquierda se relaciona con el espacio-fase {(z_,y) : =1 < z_ <0,0 <
y < 1}, correspondiente a la rama negativa (qb < 0), mientras que la imagen de la derecha
se trata del espacio-fase {(z4+,y) : 0 < z4 < 1,0 <y < 1}, asociado con la rama positiva
(5.26) (¢ > 0). La curva punteada representa la separatriz z = 1, la cual une a los puntos
de materia dura (r4,y) = (1/2,1) y (z_,y) = (—1/2,1), con los puntos criticos de De Sitter
(1,1/2) y (—1,1/2). Se puede observar que en ambos casos el punto de De Sitter y la solucién
escalante son puntos atractores locales, mientras que la solucién de big bang (z+ = £1,y = 1)
es un repulsor y el punto de dominio de materia dura (x4 = £1/2,y = 1) funciona como un
punto silla. En la imagen de la derecha aparece una solucién escalante sobre la separatriz que
funciona como punto silla, mientras que en la figura de la izquierda podemos observar que la
solucion fantasma se recorre a partir del origen.
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Figura 5.6: Retrato de fase del sistema auténomo de EDOs (5.26) para el valor del pardmetro
A = 0. La figura de la izquierda se relaciona con el espacio-fase {(z_,y) : —1 < 2_ < 0,0 <
y < 1}, correspondiente a la rama negativa (¢ < 0), mientras que la imagen de la derecha
se trata del espacio-fase {(z4+,y) : 0 < x4 < 1,0 < y < 1}, asociado con la rama positiva
(5.26) (gi) > 0). La curva punteada representa la separatriz z = 1, la cual une a los puntos
de materia dura (z4,y) = (1/2,1) y (z—,y) = (—=1/2,1), con los puntos criticos de De Sitter
(1,1/2) y (—1,1/2). Se puede observar que en ambos casos el punto de materia dura y el
punto de De Sitter pueden ser atractores estables a futuro, mientras que la solucién de big
bang (r+ = +1,y = 1) es un repulsor. Debido al valor del parametro A = 0 se tiene la
existencia de un punto silla relacionado con la solucién phantom (0, 0).
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Figura 5.7: Retrato de fase del sistema auténomo de EDOs (5.26) para el valor del pardmetro
A = 2. Aca se puede observar que todas las trayectorias del espacio-fase sin importar en
déonde se originan, se tiene que terminan dirigiéndose al punto atractor de De Sitter P7
(x4 = 1,y = 1/2). Se tiene que el punto P1 (z4 = 0,y = 1) representa un punto silla,
mientras que P2 (x4 = 1,y = 1) se relaciona con un repulsor dado por el big bang y el punto
P5 (x4 = 1/2,y = 1) est4 relacionado al estado del sistema dominado por materia dura. En
los tres casos se tiene un valor positivo del pardmetro de desaceleracién ¢ = 8, ¢ = 4/5y
q = 2 respectivamente, asi ue existe siempre un cambio de signo en ¢, ya que para el punto
acelerante se tiene un valor ¢ = —1
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Uno de los problemas més importantes de la fisica tedrica es encontrar la naturaleza de
la energia oscura, la cual es responsable de la expansién acelerada que observamos en el
universo. Nuestra concepcién de la gravedad nos indica que todos los cuerpos en el universo
se atraen entre si, por lo que parece légico suponer que el universo deberia “frenarse” con
el paso del tiempo, nada mas lejos de la realidad. Esto implica que, o la gravedad actia
de forma distinta a la que pensamos y por lo tanto es necesario modificar la relatividad
general a escalas cosmoldgicas, o bien es necesario asumir la existencia de un ente de materia
que llena de forma homogénea al universo y que posee propiedades gravitacionales exoticas.
De cualquier forma aparece nueva fisica que no esta descrita ni por el modelo estandar de
particulas ni por la relatividad general. Se trata pues de un problema abierto y pueden
encontrarse un gran numero de modelos que intentan responder esta cuestion.

Una opcién es centramos en el andlisis de un campo escalar llamado galileén debido a
que respeta una simetria tipo 9, — 9,¢ + b, en el vacio. Se trata de una teoria de gravedad
modificada que se origina en el modelo DGP, pero que puede ser vista como una teoria efectiva
en 4D que contiene a un campo escalar acoplado de forma no minima con la materia y que
posee términos de autointeraccién especiales. Por ejemplo, en [75] se analiza el caso de un
campo escalar galileén en el contexto de la teoria Brans-Dicke descrito por el Lagrangiano

Lsk = ¢R — %(vw — 206 + f(V29)*(D¢), (6.1)

en donde la solucién acelerante a tiempos tardios es libre de inestabilidades de tipo ghost a
escalas pequenas si el término de interaccién derivativo es negativo (w < 0). En este caso, el
término ciibico f(V2¢$)%(0¢) es el que garantiza que las fluctuaciones alrededor del vacio sean
estables, eliminando asi la existencia de las inestabilidades que aparecen en el modelo de DGP.

En esta tesis se analiz6 un modelo definido por
L=R—(V$)> - 2Voe ™ — 09(09)(V9)*, (6.2)

el cual presenta una fenomenologia interesante, ya que permite describir la aceleracion ob-
servada del universo sin asumir la existencia de una componente de energia oscura modelada
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por una constante cosmoldgica, y al mismo tiempo es capaz de recuperar los resultados de
relatividad general a escalas del sistema solar gracias al mecanismo de apantallamiento de
Vainshtein. En este caso se tiene que el término cibico activa la interaccién gravitacional
del galileén con el fondo de materia, asi como la autointeraccién del galileén consigo mismo.
Gracias a la existencia del acoplamiento ctibico o(0¢)(v$)?, el modelo del campo galileén
descrito por el sistema de ecuaciones (5.4), se vuelve méds complicado. Para llevar a cabo el
estudio dinamico se ha tenido que hacer un cambio de coordenadas usando un conjunto de

variables acotadas (5.9):
1 1

a1 Yo U

ya que las variables estandar x; y ys pueden tomar valores arbitrariamente grandes. Los pun-
tos criticos PF : (z%,y*, 2*) del sistema auténomo de ecuaciones correspondientes al sistema,

(5.13), se muestran en la tabla 5.1. De todos ellos, solamente para los casos PgE 1 (£1/2,1,1) la

V6 V6
AEV67 V622416’
de dominacién de energia oscura, se tiene que la densidad de energia se anula €2,, = 0. Por

lo tanto, si uno se olvida del término de acoplamiento o(0¢)(v¢)?, se podria pensar que el
vacio es sélo un caso especial del caso con materia €2, = 0, y sélo consistiria de estos dos
puntos criticos. El punto interesante aqui es que de acuerdo a lo que nos dice la intuicion,
ademas de los puntos P3lL y Pf (que corresponden a los puntos criticos P;; y Péf) de la tabla
5.3, respectivamente) aparece una variedad de nuevos puntos de equilibrio P : (zh,y*), los
cuales no existen cuando hay presencia de materia. Entre los més interesantes son

T4+ =

solucién de “stiff matter”, y para Pf : ( 1) , el cual estd asociado la solucién

1. La solucién de big bang P;; : (£1,1), de la cual parten todas las drbitas del lado
derecho de la separatriz sep™ (*+’ rama positiva) del sistema dindmico (5.26), y del lado
izquierdo de la separatriz sep™ (’-’ rama negativa). Esto se muestra en la figura 4.1.

2. La solucién de De Sitter P2 : (+1,1/2), es un atractor local a tiempos tardios, ya que
puede coexistir con otros atractores.

A
AF2V6’
la rama '+’ (5.26), o para A > 0, en la rama -’. Se trata también de un atractor local a

futuro (ver las figuras del centro y de la derecha en la parte inferior de la figura 4.1.)

3. La solucién fantasma superacelerada P;; : ( 0) , que solo existe cuando A < 0, en

Todos estos puntos no pueden ser hallados en el caso general cuando €2, # 0, y se trata
de atractores a futuro o a pasado que sélo afectan la estructura asintdtica del universo. En
particular, el punto Pgiv que corresponde a la solucién fantasma es un atractor a tiempos
tardios. Esta solucién ha sido estudiada en [90] para la teoria de Brans-Dicke en presencia de
un término ctibico de interaccién oc f(¢)(0¢)(v¢)?. Sin embargo, en este caso la solucién es
acelerante y tal como se mostré en la seccién 5.4.2, este punto no existe en nuestro modelo
ya que no es compatible con las ecuaciones de movimiento (5.4), (5.5).

La situacién a la que nos enfrentamos es la siguiente: existe una menor riqueza de puntos
singulares en el caso del modelo (5.2) més un término de materia Sy, que en el caso de vacio
aln cuando se trata de un caso especial £,, = 0 = 5,,, = 0. La explicacién para este fenémeno
se tiene a partir de las las ecuaciones de Einstein y de la ecuacién de conservacién del campo
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(5.4), (5.5) y (5.6). Como se va a describir a continuacién, si se analiza con cuidado se puede
ver que la funcién de acoplamiento ciibica ~ oo(0¢)(0¢)? estimula la interaccién gravita-
cional entre la materia y el campo galileén y posteriormente apantalla las autointeracciones
gravitacionales. Para dejar mas claro esto de las interacciones del galileén con la materia y
consigo misma (autointeracciones del campo), escribimos las ecuaciones de campo (5.4):

3H? = pm + pg:
—2H = Pm + Py + Do, (6.3)

en donde por simplicidad, se he considerado un fondo de materia sin presién. Para la ecuacién
de Klein-Gordon (5.5):

¢+ 3Ho — 300F = —V, (6.4)

con la funcién F' dada por

F=F(H H,d ¢ = (H + 3H2) O+ 2Hbo. (6.5)

El hecho de que en las ecuaciones (6.4) y (6.5) no aparezca dependencia de forma explicita
con respecto la densidad de materia p,,, pero si con respecto a cantidades geométricas es
un manifestacién directa del acoplamiento minimo que existe entre el galileén y la materia.
Debemos notar sin embargo que el campo interactia con el fluido de materia y con él mismo
a través de la gravedad, y esto se obtiene a partir de las ecuaciones de Einstein. Sustituyendo
los términos H y H + 3H? en la ecuacién (6.5)

- - -
F=F(pm,p,¢,0) = d;(pm+2v)+2j§ pm+%+V

& [ - , $?
~ 00y b+V3é pmt 5 V], (6.6)

en donde las definiciones de ps y py son las presentadas en (5.6). De esta forma, la
dependencia con respecto a la densidad de materia es ahora explicita. Finalmente, cuando
sustituimos esta funcién F' en la ecuacién de movimiento del campo escalar (6.4), la in-
teraccién gravitacional del galileén con la materia de fondo y consigo mismo es ahora evidente.

Tomando p,, = 0 en la ecuacion (6.6), tenemos que la ecuaciéon de movimiento resultante
(6.4) refleja la existencia de una solucién de vacio que corresponde a los puntos criticos de
la tabla 5.3. Estos son el resultado de la auto-interacciéon gravitacional del campo galileén
generado por el término cubico de interaccién de la funcién F' descrita en (6.6). De otra
forma, si apagamos la interaccién tomando oy = 0 en la ecuacién (6.4), se tiene que sélo
sobreviven los puntos criticos P;S y Pg; de la tabla 5.3. En este caso (py, =0, 0g = 0), asi que
el vacio del galileén es indistinguible del caso del vacio de quintaesencia. Si consideramos
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que la materia de fondo tiene densidad de energia no nula (p,, # 0), la interaccién de ésta
con el campo galileén es capaz de apantallar la autointeraccion del campo que da origen a
los puntos Piy, Pay, Psy, Piy, v Pr,. Cuando esto no ocurre, entonces estos puntos aparecen
junto con Ps, v P, en la tabla 5.3.

Los resultados que aqui se han presentado son de interés suficiente para continuar investi-
gando los posibles efectos de apantallamiento del campo de materia de fondo en la dinamica
de teorias de gravedad con funcién de acoplamiento no trivial. En este sentido serd de interés
complementar el andlisis con un estudi estadistico a fin de buscar un efecto similar en modelos
del tipo (5.2), con diferentes funciones de acoplamiento o = o(¢), y potenciales distintos al
exponencial, o bien, de teorias tipo Horndeski con acoplamiento derivativo. Estas ideas seran
objeto de trabajo futuro.
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