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Resumen

Para el singlete de sabor de sistemas de quarkonia se calculan las
masas de mesones en el estado base en cuatro canales diferentes:
pseudoescalar (1.(1S),,(1S)), vector (J/(1S), Y (1s)), escalar
(Xc, (1P), X3, (1P)) y vector axial (x., (1P), xp, (1P)), asi como las
constantes de decaimiento débil de 7,(1S) y J/¢(1S) y el radio
de carga de 7.(1S).

Ademés, para los singletes de sabor de sistemas quarkonia en
el canal pseudoescalar (7,(1S), 1,(1S)) , se calculan los factores
de forma eldstico y de transicion (17, ,(1S) — ") para un rango

amplio del momento al cuadrado del fotén de transferencia (Qz).

El marco tedrico para realizar este andlisis estd dado por las
ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD), en el cual, mediante un
tratamiento que preserva las simetrias mediante una interacciéon

vector x vector de contacto.

Los resultados coinciden con los datos de lattice para Q2
pequefios. Para Q% > Qg, los resultados comienzan a desviarse
de los resultados de lattice mas del 20 %. Q% ~ 2,5GeV? para
el factor de forma elésticoy = 25GeV? para el factor de forma
de transicién. Donde haya comparacion posible, los resultados
estdn en buena concordancia con lattice, QCD perturbativo,
resultados de estudios de ESD-EBS con truncaciones refinadas,
asi como datos experimentales de los experimentos de BABAR'.

1 - . . .
Palabras clave: Interaccién de Contacto, Ecuaciones de Schwinger Dyson, Quarkonia, Factores
de Forma, Cromodindmica Cuéntica.
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Abstract

For the flavor-singlet heavy quark system of charmonia, we
compute the masses of the ground state mesons in four different
channels: pseudoscalar (1.(1S), 1, (1S)), vector (J/(1S), Y(1s)),
scalar (x., (1P), xy,(1P)) and axial vector (x, (1P), x;, (1P)), as
well as the weak decay constants of the #7,.(1S) and J/¢(1S) and
the charge radius of 7.(1S).

Moreover, for the flavor singlet of quarkonia in pseudoscalar
channel (17.(1S), 17, (1S)) , we calculate the elastic and the transi-
tion (77.,(1S) — ") form factors for a wide range of photon
transfer (Qz).

The framework for this analysis is provided by a symmetry-
preserving Schwinger-Dyson equation (SDE) treatment of a
vector X vector contact interaction.

The results found are in fairly good agreement with ex-
perimental data and earlier model calculations based upon
Schwinger-Dyson and Bethe-Salpeter equations involving sop-
histicated interaction kernels. The charge radius of 7.(1S) is
consistent with the results from refined SDE studies and lattice

quantum chromodynamics.
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Capitulo 1.

Modelo de Quarks

«What is especially striking and remarkable is that in fundamental
physics, a beautiful or elegant theory is more likely to be right than a
theory that is inelegant. A theory appears to be beautiful or elegant
(or simple, if you prefer) when it can be expressed concisely in terms
of mathematics we already have. Symmetry exhibits the simplicity.
The Foundamental Law is such that the different skins of the onion
resemble one another and therefore the math for one skin allows you to
express beautifully and simply the phenomenon of the next skin.»

— Murray Gell-Mann

Un hadrén es una particula formada por quarks y gluones enlazados a través
de una fuerza nuclear o interaccién fuerte, es decir, son particulas que interacttian
fuertemente. Estos se clasifican en dos tipos: bariones y mesones. El ejemplo mds
comun de bariones son los protones y neutrones, mientras que de mesones se

tiene a los piones y kaones.

Un barién es una particula compuesta por tres quarks con niamero bariénico
1. Los bariones tienen espin semientero (1/2 6 3/2) y por lo tanto son fermiones
descritos a través de la estadistica de Fermi-Dirac y a su vez obedecen el principio
de exclusién de Pauli. Ademads, cada barién tiene una antiparticula llamada
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antibarién, el cual estd compuesto por antiquarks en lugar de quarks y tiene

numero bariénico —1.

Por otro lado, un mesén es una particula compuesta por un par quark-
antiquark. Tienen espin entero (0 6 1) y por tanto son bosones descritos por la

estadistica de Bose-Einstein

La primera vez que se estudi6 a los hadrones fue por medio del modelo de
quarks, el cual es una forma de clasificar a los hadrones en términos de sus
quarks de valencia. Fue introducido en 1964 por Murray Gell-Mann [1] y George
Zweig [2,3]. Su éxito se basé en el hecho de que predice de manera bastante
acertada nuevas particulas y sus propiedades considerando que los hadrones
estan formados por entes fundamentales llamados quarks. A pesar de que nunca
se ha visto un quark libre, la evidencia experimental a energias suficientemente
altas sugiere que los hadrones son particulas compuestas [4]. En esta seccion se
introducen las herramientas necesarias para entender el modelo de quarks. En
primer lugar, se hace una breve resefia sobre la historia de los hadrones hasta
el descubrimiento del quark top. Posteriormente se comienzan a describir las
simetrias con una breve introduccion a la teoria de grupos, haciendo énfasis
en los grupos especiales unitarios SU(2) y SU(3) necesarios para entender al
modelo de quarks con tres componentes. Ademds, se muestra la manera diagra-
maética para calcular las representaciones irreducibles de la representacion de
productos de grupos unitarios. Finalmente se muestra un método para calcular
las masas de los distintos hadrones conformados con el modelo con tres quarks.

El contenido de este capitulo se encuentra descrito en los libros de texto [5-10].

1.1. Historia de los Hadrones

Una de las cuestiones que desde siempre ha intrigado a la humanidad es
saber de qué esta hecha toda la materia. Los pioneros en tratar de responder esa
pregunta fueron los griegos, en especial Empédocles de Agrigento, que propuso
que toda la materia estaba formada por los cuatro elementos bésicos conocidos

hasta entonces: aire, tierra, fuego y agua.
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Sin embargo, la primera idea mas o menos acertada sobre la composicién de la
materia naci6 de las ideas de los fil6sofos griegos Leucipo y Demécrito. Ellos
pensaban que si tomaban un pedazo de materia (un trozo de madera) y se dividia
en pedazos cada vez mas pequerios, se llegaria a un punto en el que no podria
dividirse méas y quedaria una particula indivisible; a la que llamarén dtomo [11].
Entonces pensaban que toda la materia estaba formada por dtomos de diferentes
tipos y variaba segtin la configuracién en que éstos se arreglaran. Algo no muy
distinto a lo que actualmente conocemos.

Muchos siglos maés tarde, a principios del siglo XIX, el cientifico inglés John
Dalton propone una teoria atémica en la cual cada elemento quimico en realidad
era un atomo distinto, los cuales no pueden cambiar su composicién, pero
podian combinarse para formar compuestos quimicos. Mds adelante, el profesor
de quimica Dmitri Ivanovich Mendeléyev ordené los elementos quimicos en
base a su peso atémico y sus propiedades quimicas. Ahora ya se conocia a los

elementos que formaban la materia [10, 12].

Pero las sorpresas no paraban de llegar. En 1897, el fisico britdnico Joseph
John Thompson, mediante experimentos con rayos catédicos, descubrié que
estos en realidad eran particulas [13,14] y también midi6 la razén de su masa y
carga. El fisico irlandés George Francis FitzGerald poco después bautiz6 a esas
particulas con el nombre de electrones. Finalmente, en 1906, Robert Millikan y
su estudiante Harvey Fletcher midieron su carga a través del experimento de

la gota de aceite. Posteriormente, Millikan mejor¢ la precision del experimento

[15].

El primer hadrén fue descubierto por Ernest Rutherford en 1918 mediante
experimentos de dispersion de particulas alfa (nticleos de helio). Rutherford
colisionaba el haz de particulas alfa con una velocidad de 1.5 x 10" m/s y con
energia alrededor de 5.83 MeV contra una ldmina de oro de la anchura de 4 ym.
Fl determiné que gran parte de los 4tomos estd vacio y tienen un nticleo bastante
denso con carga positiva [16]. En experimentos posteriores hizo chocar a las

particulas alfa contra 4tomos de hidrégeno y de ahi determiné que el nticleo de
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hidrégeno era una particula fundamental, una carga positiva a la que se llamé
proton.

Ademas, en 1920, Rutherford propuso la existencia de una particula neutra en
lo 4&tomos con el fin de evitar que aquellos 4tomos con dos o mds protones
decayeran debido a la repulsion electromagnética entre ellos [17]. Por otro lado,
el &tomo de Helio era cuatro veces mas pesado que el del hidrégeno, pero al
tener el doble de carga solo podia tener dos protones, por lo que se suponia
que habfia particulas de carga neutra en el ntcleo. Fue en 1932 cuando James
Chadwick descubri6 que la energia producida en experimentos de radiaciéon
no concordaba con lo predicho por algunos modelos tedricos, y en su lugar se
acept6 que la radiacion eran particulas con carga neutra [18]. Estas particulas

tenian una masa muy parecida a la del protén y se llamaron neutrones.

Inmediatamente después del descubrimiento del neutrén y debido a su
similaridad con el protén; practicamente tienen la misma masa, Werner Karl
Heisenberg propuso que en realidad eran dos estados de una misma particula
a la que llamo nucleén [19]. La idea de Heisenberg es que el protén y neutrén
formaban un estado de dos particulas similar a los dos estados de espin de
los electrones y lo denominé isospin debido a las similitudes entre ellos. Esta
similitud en la masa se interpretaba como una simetria bajo las interacciones
nucleares, esto queria decir que el protén y neutrén se comportaban de la
misma manera bajo las llamadas interacciones fuertes y su tinica diferencia era el
contenido de carga. Asi, la diferencia de masa se atribuia a la distinta carga de
las particulas. Ahora sabemos que la diferencia también viene del hecho de que
el contenido de quarks es diferente en los dos hadrones.

Por otro lado, el desarrollo de las teorfas cudnticas ayudaba mejor al entendi-
miento de las particulas hasta ahora elementales. Las particulas se comenzaban
a etiquetar segtin sus propiedades cudnticas como el espin o su carga, siendo las
particulas de espin semientero aquellas que conformaban la materia (protones,
neutrones y electrones) y las particulas con espin entero (fotones) aquellas que
se encargaban de decir la manera en que interactuaban las particulas de materia.
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Fue por eso que en 1934 el fisico japonés Hideki Yukawa propuso que entre
los protones y neutrones deberia existir una fuerza que los mantuviera unidos.
Dicha fuerza deberia ser mucho mads fuerte que la repulsion electromagnética
que existe entre los protones; ademads, propuso las propiedades que deberia tener
dicha fuerza: deberia ser una fuerza de corto alcance, con un rango del tamafio
del nucleo, lo que implicaba que la particula mediadora de dicha interacciéon
tuviera masa. Yukawa calcul6 que esta deberia ser aproximadamente 200 veces
mads pesada que el electrén, a la cual llamé mesén [20]. Fue en 1937, mediante
estudios de rayos coésmicos, cuando se identificaron las particulas que casi
encajaban con la descripcion del mesén de Yukawa; tenfan una masa casi similar
pero su tiempo de vida era erréneo. Ademads, existia otro problema ya que estas
particulas interactuaban débilmente con el nticleo atémico y en caso de ser las
que Yukawa predecia tendrian que tener una interaccién intensa. Después se
aclar6 que la particula descubierta era muon (i) que simplemente era un leptén,
un electrén pesado, de masa de 105 MeV.

Fue en 1947 cuando Cecil Frank Powell y sus colaboradores en Bristol descubrie-
ron al pién (77) usando una nueva técnica de emulsion fotogréfica a una altura
de varios kilémetros [21,22]. En unos meses se dieron cuenta de que debido a
su corto tiempo de vida la mayoria de piones no alcanza a llegar a tierra. Uno de
sus decaimientos es el muén (i), la particula descubierta anteriormente y con
la posibilidad de ser detectado a nivel de mar [23]. Yukawa recibi6 el premio
nobel en 1949 por postular la existencia de los mesones, y Powell lo recibié en
1950 por su descubrimiento y las técnicas correspondientes desarrolladas por éL

El mismo afio en que Powell descubria al mesén 7, George Rochester y
Clifford Butler descubrieron en una cdmara de niebla a una particula neutra
que decaia en dos piones cargados a la que llamaron particula V debido a
la naturaleza de su decaimiento (los piones formaban una V al decaer). Esta
particula era al menos el doble de pesada que el pién la cual ahora se conoce
como kaén (KO) [24].

Dos afios més tarde, en 1949, Powell publicé una imagen donde aparecia una

particula similar al kadén, pero con carga [25]. Estos kaones tenfan un comporta-
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miento similar al del pién. Eran mds pesados y tenian tiempo de vida demasiado
largo. Por lo tanto, se llamaron particulas extrafias. Ademads, durante un breve
periodo de tiempo muchos nuevos mesones fueron descubiertos: 77, ¢, w, py
otras.

El siguiente afio, Victor David Hopper y Sukumar Biswas detectaron otra
particula V neutra, la cual tenia caracteristicas similares a la particula V de
Rochester, pero decaia en un protén y un pién neutro [26]. Asi, esta particula
era mdas pesada que el protén y, de hecho, pertenecia a la misma familia que
ellos: los bariones. Ademds, pertenecia al grupo de particulas extrafias porque
su tempo de vida era de 10710 segundos.

Para entender por qué el protén no decaia en un positrén y un fotén, en
1938, Ernst Carl Gerlach Stiickelberg propuso una nueva ley de conservacion al
asignar un nimero bariénico B = +1 a todos los bariones conocidos y —1 a sus
antiparticulas [27]. De esta forma el protén al ser el barién mas ligero no podia
decaer en algo mas.

Durante los afios siguientes un manojo de nuevas particulas fue descubierto:
los ¥'s, los Z's, los A's. Como se mencioné, varias de estas particulas no eran
esperadas y empezaron a ser conocidas como particulas extrafias ya que eran
producidas a gran escala (a una escala de 10_235) y decafan en un tiempo extre-
madamente lento (107105). Esto hizo que Abraham Pais [28] identificara que el
mecanismo de produccion de estas particulas (interacciones fuertes) era muy
diferente al que las desintegraba (interacciones débiles), asi como que reconocia
que deberian ser producidas en pares, pero la evidencia experimental de este
fenémeno no estaba muy clara en esos dias. Fue en 1953 cuando Murray Gell-
Mann [29] y Kazuhiko Nijishima [30] llegaron con una idea rompedora en la
que asignaban un nuevo ntimero cuantico (extrafieza) a cada particula, la cual se

conservaba en interacciones fuertes pero no en las débiles.

Para 1960 se habia descubierto una cantidad exagerada de hadrones que la
tnica forma de describir a la fisica hadrénica era un completo desastre. El exceso

de particulas interactuantes fuertemente estaba dividido en dos familias: bario-
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nes y mesones, y estos a su vez estaban divididos por su carga, extrafieza y masa,

pero esta clasificacion no parecia completamente satisfactoria y fundamental.

Fue Murray Gell-Mann quien en 1961 dio una solucién elegante para este
desorden. Acomod¢ a los mesones y bariones de acuerdo a su carga y extrafieza
resultando en figuras geométricas conocidas como el camino 6ctuple [31]. Los
bariones maés ligeros caian dentro de un arreglo hexagonal con dos particulas
en el centro, del mismo modo que los mesones, conocidos como los octetes de
bariones y mesones respectivamente. Pero eso no era todo, sino que los bariones
pesados ademds caian en un arreglo triangular, conocido como el decuplete de
bariones. Pero en este arreglo algo increible ocurria: en el decuplete habia diez
particulas, pero solo eran conocidas nueve de ellas, la particula ()~ con carga —1
y extrafieza —3 jamds habia sido vista, pero Gell-Mann predijo como encontrarla
asi como su masa. El camino 6ctuple fue el primer esquema clasificatorio y que
inici6 la era moderna de la fisica de particulas. El siguiente paso fue preguntarse
el porqué los hadrones se arreglan en esos curiosos patrones, y fue como naci6é
el modelo de quarks, el cual serd descrito en este capitulo.

El modelo de quarks da un esquema clasificatorio de los hadrones en términos
de sus quarks de valencia, fue propuesto de manera independiente por Murray
Gell-Mann [1] y George Zweig [2, 3] en 1964. En este modelo, se considera
que los hadrones son estados compuestos de entidades fundamentales llamadas
quarks. Los mesones son estados de un par quark-antiquark (49), tienen spin 0 o
1y por lo tanto son bosones; mientras que los bariones estdn compuestos de tres
quarks (gq9), como cada quark tiene spin +1/2, entonces los bariones tienen
spin semi-entero, por lo tanto, son fermiones.

En el modelo de quarks original se asumi6é que habia tres tipos distintos
de quarks, up (u), down (d) y strange (s). Como los bariones tienen una carga
eléctrica entera, los quarks debian tener una carga eléctrica semientera: +2/3

parauy —1/3 paradys.

El éxito del modelo de quarks vino con la sorprendente prediccién de nuevos
hadrones, asi como en explicar las amplitudes de transicion electromagnéticas y

decaimientos de hadrones. En particular, el modelo de quarks muestra simetrias
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entre las particulas que interactian; por ejemplo, si se supone que los quarks u y
d tienen la misma masa, el grupo SU(2) actdia como una rotacién unitaria de los

estados u y d

—-Uu . (1.1)

Los estados cudnticos de los multipletes que pertenecen al grupo de simetria
SU(2) son llamadas isospin. De forma analoga, como el quark strange tiene una
masa un poco mayor que los quarks up y down, es razonable considerar que la

simetria de las transformaciones unitarias del triplete (i, d, s) es SU(3).

A pesar del éxito del modelo de quarks, muchas interrogantes quedan sin
respuesta. La mds notable de ellas es el hecho de que no es posible ver quarks
aislados y entonces es posible que los quarks no sean mas que un genial artilugio
matemadtico, sin fisica alguna que la sustente. Es por ello que el modelo era visto
con recelo desde un sector de la comunidad fisica. Sin embargo, aquellos que
crefan firmemente en el modelo necesitaban explicar algtin mecanismo para

explicar el este fendmeno; asi naci6 la idea del confinamiento de quarks.

En el confinamiento de quarks, mediante algtin mecanismo desconocido, los
quarks se encuentran netamente confinados dentro de los hadrones. Pero aun
asi, esto no era impedimento para que mediante experimentos de dispersion
de Rutherford se probara si los quarks tenian estructura o no. Experimentos a
tinales de los 60’s en SLAC y principios de los 70’s en el CERN probaron que
los protones si tenian subestructura, en particular que la carga del protén se
encontraba localizada en tres pequefios bultitos, los que podrian interpretarse

como tres quarks.

Otro de los problemas del modelo de quarks es que particulas como A™™,
compuesta de tres quarks u con espin 1/2 violan el principio de exclusién de
Pauli. En 1964, Oscar Wallace Greenberg propuso que los quarks, ademads de
tener tres sabores (1, d, s), tenfan también tres colores (rojo, verde y azul) y que

las particulas que se pueden encontrar en la naturaleza son sin color; esto es,
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que cada particula tenga los tres colores en la misma cantidad o que tenga la
misma cantidad de color y anticolor, [32]. Los bariones son un ejemplo de lo
primero, donde se combinan tres quarks gqq de color distinto. Mientras que los
mesones estdn formados por un par quar-antiquark g4 donde la segunda tiene
el anticolor correspondiente. Este nimero cudntico de color daba solucién al

problema del principio de exclusion.

El golpe definitivo del modelo de quarks, gracias al cual logro aceptacién por
la comunidad cientifica, fue el descubrimiento de la particula ]/ en 1974 de
manera independiente por el grupo de Samuel Chao Chung Ting en Brookha-
ven [33], y el de Burton Ritcher en SLAC [34]. La particula J /¢ era mesén neutro
extremadamente pesado con un tiempo de vida relativamente grande y el cual
solamente podia ser explicado mediante el modelo de quarks. Unos afios atrés,
Bjorken y Glashow habian propuesto la existencia de un cuarto sabor al notar
una asimetria en la cantidad de leptones (¢, v,, i, vﬂ) y quarks (u,d,s) [35]. Y fue
con ese cuarto sabor que el modelo de quarks pudo explicar las propiedades de
]/ y otras particulas subsiguientes que llevaban el niimero cuantico al que se
denominé encanto (charm). Sin embargo, la prediccién verdadera de este quark
se debe al trabajo de Sheldon Glashow, John Iliopoulos y Luciano Maiani. Ellos
propusieron un mecanismo para suprimir corrientes neutras que cambian el
sabor, el famoso mecanismo GIM. Este mécanismo requeria la existencia de un
cuarto quark. Como se ha mencionado, este quark fue descubierto en 1974 y
las propiedades del quark charm se encontraron como predecia el mécanismo
GIM [36]. Ademés, en el afio 2016, el Prof. Luciano Maiani fué galardonado con
la medalla de la Divisién de Particulas y Campos de la Sociedad Mexicana de
Fisica, premiando su ilustre carrera y sus grandes contribuciones a la fisica, en
especial la prediccién del quark charm en colaboracién con Sheldon Glashow y
John Iliopoulos [37].

Y para cerrar con broche de oro, el leptén 7 fue descubierto, la cual tiene su
propio neutrino y el nimero de leptones sumaba 6, mientras el de quarks solo 4.
Solo era cuestion de tiempo para que los dos quarks restantes se encontraran. El
primero fue el quark bottom como componente del mesén Y descubierto en 1977,

y en afios posteriores se encontraron mds particulas con el nuevo ntimero cuanti-
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co al que se de denominé belleza. El dltimo quark del modelo, descubierto en 1995
en Fermilab, fue el quark top, con el cual se restauraba la simetria de Glashow y
el modelo de quarks exhibia su enorme capacidad predictiva. Aunque para esa
techa el modelo de quarks ya habia sido sustituido por el modelo estdndar de
las particulas elementales, incluyendo cromodindmica cuéntica, una teoria que
combina las interacciones entre tres de las cuatro interacciones fundamentales.
La resolucién de cromodindmica cudntica, que describe las interacciones entre
quarks, es extremadamente dificil para calcular propiedades de los hadrones
resultantes. Por lo tanto, el modelo de quarks, por su simplicidad, todavia se

utiliza por un gran namero de cientificos para investigar fisica hadroénica.

La importancia histérica del modelo de quarks no deja de tener relevancia
y el entenderlo correctamente ayuda y facilita la comprensién del modelo es-
tandar de las particulas. Para ello es importante conocer la respuesta a algunas
preguntas. Por ejemplo, ;qué es un grupo?, ;qué sentido fisico hay en el hecho
que existan simetrias entre los elementos de los grupos SU(2) y SU(3)?, ;qué
es el grupo de isospin con el cual se estudi6 originalmente la simetria protén—
neutrén?, ;qué son los multipletes de particulas?, ;cudl es la manera en que
se arreglan los quarks para formar hadrones?, ;cémo se predicen las masas en
el modelo de quarks? Todas éstas y algunas otras cuestiones serdn resueltas
en las secciones siguientes, de esta forma entender el modelo de quarks para

posteriormente dar un salto al estudio de QCD.

1.2. Simetrias

Una de las caracteristicas mas bellas en la fisica es la existencia de simetrias.
Cuando existe una simetria en un sistema fisico significa que existe una ley de
conservacion en una cantidad fisica. En esta seccion se analizan las simetrias
desde el punto de vista de teoria de grupos, por lo que es buena idea saber qué
es un grupo y algunas de sus propiedades para entender al modelo de quarks.
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1.2.1. Grupos

Un grupo consiste en un conjunto de objetos G = {a,b,c,...} con una
operacion binaria @ que satisface [35]

m Cerradura: Estoes,sia,b € G, entonces @b € G.
» Asociatividad: (1@b)@c = 1@ (b@c).

= Identidad: Existe un elemento e € G que cumple 1@e = a2 = e@a.

. - -1 _ 1
= Inverso: Existe un elementoa™ ' € G tal quea@®@a =a @ua=e¢.

Cuando se afiade el requisito de conmutatividad (¢@b = b@a) se dice que el
grupo es Abeliano.

1.2.2. Grupos de Lie

Se considera un grupo continuo con un namero finito de pardmetros N,
por ejemplo la multiplicacién por un factor de fase ¢ (un pardmetro) o una
rotacién en tres dimensiones (tres parametros). Entonces los elementos del grupo
se escriben como g(a), donde a es un vector con N pardmetros. Ademas, si se
cumple que el producto g(a") = ¢(a)@g(a’) y a"" = T'(a,a") con T una funcién
analitica, entonces el grupo es un grupo de Lie.

En principio y para no complicar con definiciones, en préctica, se tiene que si
un grupo se caracteriza por pardmetros de una forma analitica es casi inevitable
que sea un grupo de Lie, como los cambios de fase cuya funcién es simplemente
la adicién de dos fases.

Una de las caracteristicas principales de los grupos de Lie es que sus pro-
piedades se derivan a partir de elementos que difieren infinitesimalmente del
elemento identidad.

Si se considera uno de los parametros, por ejemplo /, del vector @ = (ay, a,, a5, . . .

la representacion correspondiente a una transformacion es D(a;) = exp(ig; X)),
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donde no hay suma sobre /. En otras palabras, cualquier elemento del grupo se
puede expresar por una representacion que es la exponencial de una combina-

cién lineal de generadores.

Por ejemplo, la combinacién de dos representaciones deberia resultar en una

tercera, esto es
D(a,,0,0,...)D(0,a,,0,...) = e %X1¢m%2 — (iLibiX; (1.2)

Expandiendo los exponenciales de la expresion anterior a segundo orden, en-
seguida resolver iterativamente para primer orden y después de sustituir en la
expresion original, se obtiene el conmutador como una combinacién lineal de

los generadores, esto es [38]
[Xa/ Xb] = iZfachcr (1.3)
Cc

donde f,;,. son las constantes de estructura que caracterizan al 4dlgebra de Lie, y

por tanto al grupo bajo estudio.

1.2.3. Transformaciones Unitarias

El grupo unitario de orden n, U(n), es el grupo asociado con las matrices
unitarias cuya operacién es la multiplicacién de estas. Estas matrices se definen

a través de
uUu=uut=1, (1.4)

donde el superindice T indica el transpuesto conjugado de la matriz U. Una
matriz unitaria tiene n° pardmetros libres y por tanto n? generadores. ;Como
se ve esto? Una matriz compleja de n x n tiene 2 x n? pardmetros libres. Luego
la unitariedad U U impone n X n constricciones; se consideran dos vectores
columna a # b, entonces los elementos de la diagonal proveen n constricciones

al ser de la forma a'a = 1. En una matriz unitaria los elementos de la diagonal
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son reales, entonces cada uno impone una restriccién, dando un total de n. Por
otro lado, los elementos fuera de la diagonal son a'b=b'a=0.Sin embargo,
a'b no es real necesariamente, pero la condicién de que tanto la parte real como
la imaginaria son cero corresponde a dos restricciones por cada elemento, dando
en total n(n — 1) restricciones. Combinando las restricciones se tiene que son en
total n +n(n —1) = n’.

Por lo tanto, U(n) tiene n’ parametros libres y por tanto 1> generadores
P yp g

1.3. Grupo Unitario Especial SU (n)

Este grupo se define con la condicién extra de det(U) = 1. En consecuencia,
o ey o . . . . 2
la restricciéon adicional implica que este grupo tiene n” — 1 generadores. A

continuacion se describe en detalle al grupo unitario SU(2).

1.3.1. SU(2)

Las transformaciones SU(2) corresponden a las transformaciones unitarias
especiales de vectores de dos dimensiones, por lo que pueden representarse
como matrices de 2 x 2 actuando sobre esos vectores. Tiene 2% — 1 parametros,
por tanto tiene 3 generadores hermitianos y con traza igual a cero: {J, J,, J3}. La
representacién més usual de las ¢’s (pero no la tinica) est4 dada por las matrices
de espin de Pauli J; = 0;/2, donde

o1 = ; Oy = ‘ ; U3 = , (15)

las cuales tienen las propiedades

0, 07] = 2ieop, (1.6)

{on,0i} = 261, 5, (1.7)
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donde ¢;;; es el tensor de Levi-Civita totalmente antisimétrico que cumple €13 =
1, —1 para permutaciones impares y 1 para pares, I, , , es la matriz identidad
de dos dimensiones. De la ecuacion (1.6) se aprecia que el dlgebra de Lie de los

generadores de SU(2) es analoga al dlgebra del momento angular

Ui Ji] = i€ Iy, (1.8)
donde el conmutador de dos generadores resulta en el tercer generador.

En teoria de grupos se define a un operador de Casimir como aquel operador
que conmuta con todos los demés generadores. SU(2) solo tiene un casimir:
P=F+)+ ]§ . Por otra parte, como | J%,J5] = 0, entonces son observables
simultdneos y sus eigenvalores pueden etiquetar a los estados cuanticos. Por

ejemplo, se definen los eigenestados |j, m) con eigenvalores

Pliomy = j(j+1)|j,m), (1.9)
Jslj,m) = m|j,m), (1.10)

y los operadores de ascenso y descenso |, = J; 1], con las propiedades

Jaliljym) = (m£1)]]j,m) (1.11)
Joljm) = \J(iFm)(i£m+1)jm=1). (1.12)

Para representar a SU(2) se utilizan dos estados ortogonales como vectores base

11 1 1 1 0
—, =)= , -, —= ) = . 1.13
v3)=| ) 113
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De manera analoga, si se toma j = 1 se tiene una representacién en tres dimen-

siones
1 0 0
,1)=1| 0 |, 11,00 =] 1 ,-1)=1 0 |, (1.14)
0 0 1
donde los generadores son
010 0 -1 0 10 O
1 i
=—=1 101/, =—=11 0 -1 |, =
]1 \/E ]2 \/E ]3 00 0
010 0 1 0 00 -1
(1.15)

Gracias a estos dos ejemplos se puede concluir de manera general que el grupo
SU(n) tiene un ntimero infinito de representaciones. La representacién de dimen-
sion més baja se puede representar como nD. Es la representacién fundamental,
la cual se puede describir por n — 1 conjuntos distintos. Por ejemplo, SU(2) solo
tiene una representacion fundamental dada por las matrices de Pauli.

1.3.2. Transformaciones en SU(2)
En SU(2), el operador de transformacion esta dado por

U = e*i%/2 (1.16)

Se escribe a; = 2xn;, donde 7 es un vector unitario, por lo que la ecuacién (1.16)

se escribe como

U = ™% (1.17)
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Se expande el exponencial hasta segundo orden
U=1+(i6n-7) + (i0n-7)>/2! + - - -, (1.18)
donde

) = mor 4 mny(0y0y + 0y07) +
n+ny+ny=1, (1.19)

—~
ey
Ql

—
>
Ql

N—

N
I

donde se ha usado la propiedad de anticonmutacién de las matrices de Pauli

de la ecuacién (1.7). Con estas relaciones se observa que los términos pares
A =3\2 . 2 . A =

(7-7)™" = 1y los impares resultan en un término de la forma 7 - 7. De esta

manera, el operador de transformacioén es

U = (1—x/21+6* /8 +- ) +i(k —> /3 +x° /5! — - )A-&
= cosk+ifi-dsink, (1.20)
6
U =27 = cos§+iﬁ-?f'sing, (1.21)

la cuél serd de utilidad més adelante.

1.3.3. Simetria de Isospin

Como se mencion6 brevemente en la introduccién histérica, en los estudios
tempranos de reacciones nucleares se encontré que una buena aproximacién
de estds es independiente de la carga de los nucleones. En otras palabras, las
interacciones fuertes tienen una simetria SU(2) que transforma al neutrén n en
un proton p y viceversa. La relacién de conmutacion de los generadores Ty, T,, T3
es

[Ti’ 'T]] = iei]-k Tk , (].22)
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los cuales al actuar sobre 1 o p resultan

1 1
Glp) = 5lp), Tn) =—3ln), Tijn) =lp), T_|p)=|m, (123

donde T, = T; £iT,. La ecuacién (1.23) indica que n o p forman un doble-
te bajo la transformacién de isospin. Ademads, el isospin es una simetria del

hamiltoniano de la interaccién fuerte H,
[T;,H,] =0, i=1,2,3. (1.24)

Sin embargo, como los miembros de este doblete de isospin tienen diferente
carga eléctrica, no es una simetria bajo interacciones electromagnéticas, por lo
que no se puede considerar una simetria exacta. Si esta simetria fuera exacta,
entonces 1 y p tendrian la misma masa, lo cual no es completamente cierto. Sin

embargo, la diferencia de masa en el doblete es pequefia

m, —m
TP 07x1072, (1.25)
my, +my,

por lo que la simetria de isospin es bajo ciertas condiciones una buena simetria.

Por otro lado, como las constantes de estructura estdn dadas por la repre-
sentacion adjun’ca1 matrices adjuntas, los campos de norma se transforman de
acuerdo a la representacién adjunta. De esta forma, los bosones de norma estan
relacionados con el adjunto, el intercambio entre protén y neutrén se produce a
través del intercambio de los bosones de la simetria, en este caso piones como
se observa en la figura 1.1. De esta forma el adjunto de SU(2) consiste en un
triplete que transforma como una representacién de S0(3)?, aunque también
tiene una representaciéon en SU(2) como se aprecia en la ecuacién (1.15). Esta se

"La representacion adjunta estd dada por las constantes de estructura Ty, donde T” es una
matriz de dimensién n X n. Por tanto, hay un total de n* —1.

’El grupo SO(n) consiste en las transformaciones ortogonales 0”0 con determinante uno, las
cuales se interpretan como rotaciones.
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p\/ | p\/p p\/n
7T0

I I I
I I I
[ I I
P I I
| | |
I I I
I I I
I I I

n/\ n/\ n rL/\ D

Figura 1.1.: Intercambio de particulas de norma entre estados del isospin protén neu-
tron.

escribe en términos de los niimeros cuanticos (I, I;) como

11 11
73). P=|3) (1.2

Triplete #t =]1,1), #°=]1,0), 7 =[1,-1). (1.27)

Doblete p =

Finalmente, se puede observar que se cumple una relacioén en la carga Q de la
forma Q = %B + I3, donde B es el namero bariénico. El Hamiltoniano completo
contiene Q. Ademds, la relacién anterior nos dice que Q conmuta con e I3,
por lo que estas dos cantidades son conservadas. Por otro lado, Q no conmuta
con I, por lo que I no es invariante bajo transformaciones de isospin, las cuales
corresponden al intercambio p — n de la figura 1.1, que requiere al operador
L £il,.

1.3.4. Estados conjugados en SU(2)

De manera andloga al isospin protén-neutrén, se define un isospin de quarks,
donde el estado base se define con los vectores base de los quarks maés ligeros

(1,d), los cuales tienen masa muy similar, por lo que se les puede asignar una
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simetria de isospin. Este estado en SU(2) se define como

N
Il

(1.28)

Se busca formar un estado conjugado que corresponda a los antiquarks y ademas
satisfaga propiedades de transformacion adecuadas. Para empezar se sabe que
el conjugado contiene a las funciones de onda de los antiquarks, de las cuales
se espera que sus nuimeros cudnticos seran los negativos a aquellos de los
quarks como se observa en la tabla 1.1 De esta forma, bajo SU(2) el estado 2 se

Quark | B Q I
R
R e
R
R

Tabla 1.1.: Numeros cuanticos de los quarks y antiquarks en SU(2). B es ntmero
bariénico, Q la carga total.

transforma a través de la ecuacion (1.21)

6 o [ u
S = (cos 5 +ifl-&sin 7) . (129)

Las antiparticulas se comportan como los complejos conjugados, esto es it ~ u”, d ~d”.

Tomando el conjugado de la ecuacién (1.29)

/% *
! = (cos o_ in- 7" sin Q) ! (1.30)
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De este modo, la transformacién para los estados de antiquarks es

" b in.osi 9) ’ (1.31)
p —(cosi i7" sin 5 e :

El siguiente paso es buscar que el estado conjugado tenga las mismas propie-
dades de transformacion como 2. Esto resultard conveniente. Para este fin, se

define el estado conjugado como
3=M ) (1.32)

donde M es una matriz 2 x 2 que satisface

a’ 0 L8 1

M = (cos = +if1-dsin -)M , (1.33)
_/ 2 2 _
d d

la cual transforma igual a la ecuacion (1.29). La meta es encontrar una forma de M
que satisfaga la ecuacion (1.33). Para ellos se multiplica por M a la ecuacién (1.31)
_/ 0 . 0 i

il
M = M(cos = —ift- 7" sin =) . (1.34)
d 2 22\ d

Comparando la expresiéon anterior con la de la ecuacion (1.33) se tiene que
—Mo; = o;M, por lo que 0] = —M_lal-M. Escrito en detalle

o —M_lUlM
= -0, | =] —-M'o,M | . (1.35)
oy —M oM

Se toma en la propiedad de anticonmutacién de las matrices de Pauli y de esta

0

forma la ecuacién anterior se satisface si M = ¢"0,, eligiendo la fase de tal
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manera que M sea

0 1
M = . (1.36)
-1 0
Finalmente, el estado conjugado es
_ d
2= , (1.37)
—1u

el cual transforma de la misma forma que 2 y sera bastante ttil en la siguiente

seccién, donde se muestra la formacién de estados g4.

1.3.5. Combinacién de Estados en SU(2) de Isospin

Dado que los operadores de isospin para estados combinados es igual a la
suma de los operadores para estados individuales, lo mismo se asume para los
generadores en SU(2) donde I"? = I" + I y I8* = I% + I}. Para el cuadrado se

2
tiene f(”b) se tiene la relacion

2 -2 2 . -2 2
[ = 4 42" P =T + 1" + IL1° + 1“1} 421315 (1.38)
Se etiqueta a los estados como u = |3,1), d = |3, —3) y se comienza con el

estado completamente alineado uu. Se aplican los generadores para calcular I e
I
a b a a 1 1
Luu = (I3+ I)uu = (Izu)u+u(l3u) = Sl )utu | su) = uu (1.39)
) 2
Puu = (I"+1" + L1 + 11 + 2151 uu
3 3 11
= 2uu=11+1)uu. (1.40)
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Entonces el estado uu tiene I = 1, I; = 1 y se escribe como uu = |1,1). Los otros

estados se encuentran aplicando los operadores escalera, por ejemplo, al usar I
(I_u=4d)

Louw=(I" 41" )uu = (I"w)u+ u(®u) = ud + du, (1.41)

del cual se demuestra de manera analoga a uu que tiene I = 1,13 = 0y por
lo tanto |1,0) = \/Li(ud + du). Aplicando I_ nuevamente sobre |1,0) se obtie-
ne el estado |1, —1) = dd. Finalmente, la tltima combinacién se obtiene por

ortogonalidad y es |0,0) = \/li(ud —du).

En resumen, se tienen todos los estados de sistemas acoplados de un quark
up y un quark down en SU(2):

11,1) = uu,
1,00 = %(ud +du),
11,-1) = dd,
I1,1) = L(ud —du), (1.42)

V2

Sin embargo, nuestro interés es el formar mesones, los cuales son estados 47.
Esto se logra al recordar la regla de transformacién de 2 en la ecuacién (1.37).

Asi, para representar a los mesones se hace el reemplazou —dyd — — il y se

obtiene
11,1) = ud,
1
1,00 = —(uu—4dd),
1,0) ﬁ( )
I1,-1) = -—dua,
11,1) = i(ua+dal‘),. (1.43)

Se tiene un triplete con I = 1 que se asocia con los piones (7, n, 7T) y un
singlete I = 0 asociado con 7.
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1.3.6. Pesos en SU(2)

Se desea encontrar un conjunto de operadores Hermiticos que conmutan
para un sistema dado, ya que corresponden a variables independientes que pue-
den ser medidas simultdneamente. Este conjunto de operadores que conmutan
entre si se conoce como subdlgebra de Cartan y sus valores propios son llamados
pesos. Los vectores peso se construyen a partir de los eigenvalores de todos los

generadores conmutantes para un vector base dado.

Como en SU(2) no existen operadores conmutantes, entonces el subédlgebra

de Cartan tiene solo un generador el cual conmuta trivialmente consigo mismo;
. . 1,1

tipicamente se elige I3. Sus pesos son —3 y 5, los cuales se representan como

un par de puntos sobre una linea como se muestra en la figura 1.2. Para com-

I3

& /2 )5

Figura 1.2.: Linea del tercer componente de isospin para los quarks de SU(2). Se puede
mover entre un estado a otro del mismo doblete al aplicar los operadores de
escalera.

binar estados de dos particulas, se afiade el diagrama de peso de la segunda

particula a los nodos de la primera como se observa en la figura 1.3. También se

o— 0 2
¢ @00 e 2®2
@ @ ® 301

L I
-1 —1/2 12 4 3

Figura 1.3.: Combinacién de estados en SU(2). Se afiade un segundo diagrama a los
nodos del primero y se separan los estados con el mismo valor para asi
conseguir un triplete y un singlete de la forma2®2 =3®1

pueden combinar tres particulas (bariones) cuyos diagramas de peso ayudan a
identificar los nimeros cudnticos resultantes como se muestra en la figura 1.4.
La identificacién de su composicion de quarks se hace de manera analoga a los

mesones, esto es: se parte del estado mds alineado (uuu) y se utiliza el operador
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de descenso. Para los restantes se usa ortogonalidad. De esta manera se pueden

encontrar los estados de la tabla 1.2.

® ® ° ° Bel)®2
7 3 ° ® ° Be2e(1e2)
———o . 4920 2)

—3/2 —~1/2 +1/2 1 Is

I

—1/2 +1/2

Figura 1.4.: Combinacion de tres estados fundamentales en SU(2). Se afiade el tercer
diagrama al resultante del primer producto de la figura 1.3 y se separan los
estados con el mismo valor para asi conseguir un cuartete y dos dobletes

2®2®2=40202

Estado (j,m)  Estado
Simétricos (%, %) uuu
(%, %) \%(uud + udu + duu)
(3.-3)  J5(ddu +dud + udd)
(3,—3) ddd
Simétricos (%, %) \/Lg(Zuud — udu — duu)
1432 (3,-3) e (2ddu—dud — udd)
Antisimétricos (%, %) \%(ud —du)u
1452 (3-3) J5du—udyd

Tabla 1.2.: Bariones de SU(2). Se muestran los estados completamente simétricos y los
estados con simetria mixta. Se indica mediante ntiimeros bajo el intercambio
de qué particulas hay simetria (o antisimetria).

La formacién de estados, funciones de onda y su interpretacién como parti-

culas dentro del modelo de quarks se describira al final de la siguiente seccién.
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1.4. Grupo Unitario Especial SU(3)

Basado en la seccién previa, se entiende que el grupo de transformacién
SU(3) corresponde a las transformaciones especiales unitarias de vectores com-
plejos en tres dimensiones. En consecuencia, una representacion natural consiste
en matrices 3 X 3 actuando sobre vectores complejos de tres dimensiones. Asi,
SU(3) tiene 3> — 1 parametros y por tanto tiene 8 generadores sin traza y hermi-
tianos. Los generadores de la representacion fundamental son F; = %/\i, donde

A; son las matrices de Gell-Mann

010 0 —i 0 1 0 0
AM=]1100 A=11i 0 0 As=10 -1 0
000 0 0 0 0 0 0
001 00 —i 000
Aq=1000 As=100 0 Ad=100 1
100 i 0 0 010
00 0 10 0
A=l00 —i| =501 0 (1.44)
0i 0 00 —2

Es importante notar que A3 y Ag son matrices diagonales. Ademas, las matrices
A1 proveen un subgrupo SU(2). Estas matrices A satisfacen las siguientes

propiedades de conmutacién y anticonmutacién

[/\], Ak] — 2if]'kl/\l ’ (145)

4
{/\], /\k} — 2d]'kl/\l + 551]]]:, (146)

donde los coeficientes f;; son completamente antisimétricos (constantes de

estructura del dlgebra de Lie), mientras los d;;; son completamente simétricos.
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Los valores de las constantes de estructura son

fioz = 1
1
flz = —fis6e = faa6 = fo57 = faas = —fae7 = 5
3
fass = fors = g (1.47)

Las constantes de estructura f; para la base del grupo, al cumplir la relacién
[)»]-, A =2i fixiA1, no es trivial obtenerlas. Por ejemplo, dado que las primeras
tres F/s forman un subgrupo de SU(2), entonces fixt = €ju cuando todos los
indices son < 3,y fjkl = 0 cuando j, k < 3,1 > 3. También es importante notar
que F,, F5 y 3(v/3Fg + F3) forman una base canénica de SU(2), del mismo modo
que lo hacen F;, F, y 3(v/3F; — F;). Entonces se tiene f;55 = 3V/3, fus3 = 3,
fers = 3V/3, foy3 = — 5. Finalmente, como [A1, A4] = iA,, implica que fiu; = 3,y
andlogamente fy; = fo57 = %, f156 = —%. Las demads constantes se obtienen por

antisimetria total o son exactamente cero.
Por otro lado, las constantes completamente simétricas tienen los valores

1
dyjg = dpg = dzg = —dggs = —=

1
dys = dssg = degg = dypg = ———
448 558 668 778 7 \/g

&

1
die = disy = —dpyy = doyse = dagy = dass = —dsee = —dszy = 5" (1.48)
Ademés, los generadores F; satisfacen
[Fj’ Pk] — if]'klPk . (149)

Noétese que solo puede haber dos matrices 3 x 3 hermitianas independientes dia-
gonales sin traza: A5 y Ag. Estos son los generadores conmutantes que contienen
un subdlgebra de Cartan, esto implica que existen dos observables simultaneos,
por lo que se puede etiquetar a los estados con los eigenvalores de F; y Fg.
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Se define el isospin Iy = F; y la hipercarga Y = \%Fg. Por otra parte, los

pesos se identifican a partir de estas matrices diagonales

+3 0 0 +1 0 0
L= o0 -fof, Y= o0 +f o |- (1.50)
0 0 0 0o 0 -1

Ademas se definen operadores de escalera que se mueven entre los diferentes

estados de isospin, que en SU(3) son tres puntos en el plano

A 1A Ag 1A Ag 1A
Io==5—"2 Uy =", V,==22, (151)

los cuales no son independientes.

1.4.1. Quarksy SU(3)

Como una base para la representacion fundamental de SU(3), se etiqueta

con los nombres de los quarks a los eigenestados de A3 y Ag.

1 0 0
luy=10 |, dy=11 |, sh=1 0 |, (1.52)
0 0 1

cuyos eigenvalores son

Nglu) = Ju) Agwu>=%|u>,
Asld) = —|d) , Agld) =%|d>,
Asls) =0, Agls) = ——Is), (1.53)

y sus pesos se muestran en la tabla 1.3. Los operadores de escalera definidos en
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sabor | I3 Y
u —i—% —l—%
d -3 +3
s 0 —%

Tabla 1.3.: Isospin e hipercarga de los quarks de SU(3).

la ecuaciéon (1.51) se mueven entre los diferentes eigenestados. Por ejemplo, el
operador I actuando sobre el eigenestado |d)

(@)
—_
(@)
(@)
—_

Ild)=]1000 1 1=]101]=]uw, (1.54)
00O 0 0
6 U, actuando sobre |s)
00O 0 0
Uyls)=1]0 0 1 0of[=11]=l4. (1.55)

e]
(@)
e
—_
(]

La forma en que estos operadores acttian sobre los diferentes eigenestados se
puede escribir en forma diagramética mediante un diagrama de peso, como se
muestra en la figura 1.5. Esto simplifica la representacién fundamental de SU(3)
como un triplete 3. Los antiquarks correspondientes tiene los ntimeros cuanticos
aditivos con el signo opuesto de los quarks de la tabla 1.4 y su diagrama en el
espacio de isospin se muestra en la figura 1.6.

Es importante mencionar que de manera analoga a SU(2), los antiquarks en

SU(3) también obedecen las mismas reglas de transformacién que 3. Para verlo
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A Y
Iy
d U
. +1/3 )
t—1/2 1/2¢
Tl WE v
“"‘—2/ =)

Figura 1.5.: Plano de hipercarga de isospin para los quarks de SU(3). Se muestra la
accion de los operadores escalera; los operadores con — tienen el efecto
contrario.

se elige una base en el espacio anti-triplete 3 como

1 0 0
liy=1 0 |, y=111, 5y=1 0 |, (1.56)
0 0 1

los cuales tienen la misma forma que el triplete de quarks de la ecuacion (1.52).
Pero hay que notar que debe haber una forma de distinguirlos de este. Para ello,

los generadores en la representacién conjugada son
Fi - _Ai . (157)

Como los quarks y antiquarks tienen los nimeros cudnticos invertidos pero el

mismo estado, entonces los generadores que representan a los eigenestados son

}\3 - —)\3, /_\8 - —/\8 . (158)
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Como en el caso de SU(2), las antiparticulas se comportan como el complejo
conjugado. Asi el resto de las matrices se obtienen a partir del dlgebra de SU(3)

como el negativo del complejo conjugado

A=—(A)T = =A%, (1.59)

1 0 0
1- 1
L=35A=—50-10 [, (1.60)
0 0 0

y los operadores de escalera son

Ay tiA, i A EiA, 7 Ay EiAs

I =— n > Vi T (1.61)
por ejemplo
0 0O 010
IL=-]1100 IL=-{000 |- (1.62)
0 0O 00O
Al actuar sobre los elementos de 3
1 0 O 1 1
1 1 1
Llt)=-5]0 -1 0 0 |==5|0|=—3u, (1.63)
0O 0 O 0 0

y de manera andloga

Tld) = ), Lla)=—ld) LId)=—|a). (169
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Los antiquarks serdn necesarios para formar mesones en la seccién siguiente.

Para identificar los estados y multipletes al combinar quarks y antiquarks se

Y

+2/3 L5

Y

—1/3/ \:1/2

—1/3 a4

Figura 1.6.: Plano de hipercarga de isospin para los antiquarks de SU(3). Se puede notar
que los nimeros cuanticos estdn invertidos respecto a la figura 1.5.

afade un diagrama a los vértices del triplete anterior. Por ejemplo, la combina-

cién de dos quarks se muestra en la figura 1.7. De manera analoga, la figura 1.8

VY
N

Figura 1.7.: Producto de dos quarks. Para notar la descomposiciéon 3 ® 3 = 6 @ 3, se
anade un segundo diagrama a cada vértice del primero, luego se separan
donde quedan dos vértices juntos.

muestra el producto de un quark por un antiquark. En la siguiente seccién se

usardn estas herramientas para construir mesones y bariones.
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AVAVAN
-

Figura 1.8.: Producto quark-antiquark. Para notar la descomposiciéon 3 ®3 = 8 © 1, se
afiade un segundo diagrama a cada vértice del primero, luego se separan
donde quedan vértices juntos.

1.4.2. Mesones

En el modelo de quarks, los mesones se construyen a partir de estados
quark-antiquark cuyos multipletes se obtienen al combinar 3 ® 3 = 8 © 1. El
espin total de los mesones es | = L + S, donde S = 0, 1. La tabla 1.4 muestra
los ntiimeros cudanticos principales de los quarks de SU(3). Estos son de suma
importancia para entender las propiedades de las particulas compuestas por
diferentes combinaciones de quarks debido a que son aditivos (el resultado final
es la suma de las partes). El modelo de quarks original de Gell-Mann se ordena
a los quarks (y antiquarks) en términos de su carga Q y extrafieza S como se

muestra en la figura 1.9. En base a la figura 1.8 se construye un octete de mesones

Quark | Spin B Q I3 Y
1 1 2 1 1
u 2 3 3 2 3
d 11 1 1 1
2 3 3 2 3
1 1 1 2
s 2 3 3 0 -1 —3

Tabla 1.4.: Nameros cuanticos de los quarks. B es namero bariénico, Q la carga total,
Slaextrafiezay Y = B+ S, Q = I; + Y/2. Los antiquarks poseen ntimero
cuantico opuesto.
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Figura 1.9.: Triplete de quarks y antiquarks en términos de su carga y extrafieza.

como se ve en la figura 1.10. La tabla 1.5 muestra los componentes en términos

\ \
\\Q = -1 \\Q =0 \\Q = +1

Figura 1.10.: Octete de mesones pseudoescalares. En la figura no se incluye al mesén 7'’
que corresponde al singlete U(1) de la figura 1.8.

de quarks para cada particula de la figura 1.8. Es importante mencionar que 7 y

! 4. . L L .
1" tienen los mismos ntmeros cudnticos, estoes | = [; =S=B=Y =0Q =0,

aunque tienen diferentes funcién de onda de sabor en SU(3); uno transforma

como 8 y otro como 1.

Las particulas hasta ahora mencionadas en esta seccién son mesones pseudo-

escalares con | = 0, las cuales corresponden a un estado de espin \% (T4 = I1).

Pero existen otro conjunto de particulas més pesadas, se conocen como mesones

vectoriales con | = 1y estados de espin 11 6 ||, estos se representan en la

tigura 1.11.
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S=-1 =0 S=+1
K~ =si n = —di K = ds
Octete | K =sd = %(dd_— Uit ) K" =us
nt=ud
1
n= f(uu + dd — 2s3)
Singlete n = 7( i+ dd + 2s3)

Tabla 1.5.: Particulas del nonete de mesones en términos de su extrafieza. Se separan
las particulas del octete de mesones de la figura 1.10 y el singlete formado

por 7.

S _ 1 K*(] K*Jr

\
\\Q = -1 \\Q =0 \\Q = +1

Figura 1.11.: Octete de mesones vectoriales. En la figura no se incluye al mesén ¢ que
corresponde al singlete U(1) de la figura 1.8.

1.4.3. Bariones

Antes de comenzar a estudiar los bariones en SU(3), es importante saber
cémo obtener la representacion irreducible de 3 ® 3 ® 3. Como las operaciones
de grupo son asociativas, en la figura 1.7 se muestra que 3 ® 3 = 6 & 3. Entonces
la representacion irreducible para el producto de tres quarks se puede escribir
como 3®3®3 = (6@ 3)® 3 como se muestra en la figura 1.12.

Entonces, en la figura 1.13 se muestra como se distribuye el producto interno

de la figura 1.12. Es importante mencionar que el producto 3 & 3 que aparece del
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3 3

Figura 1.12.: Combinacién de tres quarks tomando en cuenta la asociatividad de las ope-
raciones del grupo. El producto 3 ® 3 de los dos quarks del lado izquierdo
se separa como 6 & 3 como se ve en la figura 1.7

w

lado derecho de la imagen es el mismo que en la figura 1.8, por lo que solo se
muestra el producto 6 @ 3. Para ello, en la figura del sextete se afiade el triplete
en cada vértice del tridngulo, resultando en un decuplete més un octete como

muestra la figura 1.14

3

Figura 1.13.: Combinacién de tres quarks tomando en cuenta la asociatividad de las ope-
raciones del grupo. El producto 3 ® 3 de los dos quarks del lado izquierdo
se separa como 6 & 3 como se ve en la figura 1.7.

Asi se tiene que el producto de tres quarks 3 ®3®3 =10® 8 ® 8 & 1 como

muestra la figura 1.15

El siguiente paso es formar los estados de quarks de esas particulas. Gell-
Mann los orden6 de acuerdo a su extrafieza y su carga en un decuplete y un
octete como se observa en las figuras 1.16-1.17. Pero surge una pregunta: ;cual

es la composicion en quarks de estas particulas? Para ello nétese primero que
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¥ 7O

8

Figura 1.14.: Producto interno 6 ® 3 el cual se separa en un decuplete mds un octete
10 ¢ 8.

88 1

Figura 1.15.: Producto interno 3 ® 3 ® 3 el cual se separa en un decuplete, dos octetes y
un singlete 10 ©8 © 8 © 1.

\ \

\
\\Q =—1 \\Q =0 \\Q = +1

Figura 1.16.: Octete de bariones de Gell-Mann ordenados de acuerdo a su carga y extra-
neza.

el decuplete de bariones corresponde a estados completamente simétricos, los
octetes a estados con simetria mixta y el singlete es un estado completamente
antisimétrico. Para formarlos nuevamente se parte del estado base uuu y se
aplican los operadores de descenso en la ecuacién (1.51) del mismo modo como
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\Q:—l

Figura 1.17.: Decuplete de bariones de Gell-Mann ordenados de acuerdo a su carga y
extrafieza.

se hizo para SU(2), aunque en esta ocasién se tiene un tercer quark y dos
operadores extra. Los estados de tres quarks del decuplete y singlete de bariones

se muestran en la tabla 1.6 y los estados con simetria mixta en la tabla 1.7.

Es importante recalcar que a partir de las funciones de onda de la tabla 1.7
no es posible identificar a que bariones del octete que muestra la figura 1.16
corresponden a cada funcién. Para identificarlos correctamente se debe intro-
ducir el concepto de color de las particulas. La idea del color surge como una
forma para arreglar al modelo de quarks ya que, por ejemplo, el estado uuu tiene
tres particulas idénticas con los mismos nimeros cuanticos, por lo que se viola
el principio de exclusién de Pauli. Entonces se afiade otro nimero cuéntico al
que se denomina color por su similitud con los colores reales. En el modelo de
quarks, cada particula puede venir en tres colores distintos; rojo, verde o azul
(rgb), y cada hadrén debe tener un color neutro: un mesén es la combinacién de
un quark de un color con un antiquark del anticolor del quark. Un barién tiene

un quark de cada color, y la combinacién de los tres colores da un color neutro.

En lenguaje moderno, se dice que los tres colores generan una simetria SU(3)

de color, que a diferencia de la simetria SU(3) de sabor, es exacta. Asi, al poner
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Decuplete Barion Estado
AT uuu
A; \%(uud + udu + duu)
A %(ddu + dud + udd)
A ddd
) \%(uus + usu + suu)
»*0 \/ié(uds + usd + dus + dsu + sud + sdu)
P \/ig(dds + dsd + sdd)
50 \% (uss + sus + ssu)
2 \%(dss + sds + ssd)
Q $Ss
Antisimétrico | A~ \l@(uds — usd + dsu — dus + sud — sdu)

Tabla 1.6.: Bariones del modelo de quarks. Se muestran los estados completamente
simétricos y el estado completamente antisimétrico, aunque este tltimo no
puede formar un hadrén debido a la simetria de la funcién de onda que se
vera mas adelante.

tres colores se tiene un decuplete, dos octetes y un singlete de color. Ademas, el
hecho de que los bariones son de color neutro indica que éstos son singletes de
color, elementos de la representacion antisimétrica 1 de SU(3) y la funcién de
onda para todos es de la forma

|rgb) = 1 (rgb —rbg + gbr — grb + brg — bgr) . (1.65)
V6

Como la funcién de onda de color es antisimétrica, el resto de la funcién de onda

Psabor Pspin debe ser simétrico. La funcién de onda de espin es una simetria bajo

SU(2) similar a la representacion de isospin haciendo el cambio u — 1,d — |,

de esta forma se tienen las representaciones de espin para tres particulas que se

muestra en la tabla 1.8.
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De esta manera, los estados de bariones se forman como un producto simé-
trico de las funciones de onda de sabor y espin. Los bariones del decuplete se
multiplican por la funcién de onda de espin con j = % y se tiene una funcién de
onda para cada valor de m. Sin embargo, para formar la funcién de onda de los
bariones del octete hay que notar que el producto de dos funciones antisimétricas
es simétrico. Entonces, el producto de las funciones ¢, (sabor), (spin) es simé-
trico bajo el intercambio 1 <+ 2, 1o mismo para los productos §5(sabor) ;3 (spin)
Y Pa3(sabor)y,;(spin) bajo los intercambios 1 <+ 3y 2 <+ 3 respectivamente. De
esta forma la funcién de onda para los hadrones del octete de bariones es

P(octetebariones) = 1 (sabor)y;,(spin) + P;53(sabor)P5(spin)
+1Pp3(sabor) s (spin) . (1.66)

Por ejemplo, para formar la funcién de onda del protén con espin arriba

piyg) = N{GUNT = M) d) 4 S(1L = 144) d — )

(M = 1) = du) = 5 {und(2 114 = 141 = 411)
Fudu(2 11 — T — 1) + dun(2 111 - 101 — 110}
= g(Z(uTuTth + quwT + dwTuT)
—(uTuidT + dTuiuT -+ uidTuT)
—(uiuTclT + dTuT% + quTui)) , (1.67)
donde se encuentra que el factor de normalizacién es N = \/TE El resto de

bariones encuentran de manera analoga. El resto de las funciones de onda se

puede ver en [39].

1.4.4. Masas y Rompimiento de Simetria

El éxito del modelo de quarks se bas6 principalmente en el descubrimiento

de una nueva particula (2 ) y la prediccién de su masa y momento magnético.
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Antes de mostrar la forma en que se calculan las masas dentro del modelo de
quarks, la tabla 1.9 muestra las masas de los bariones del octete y decuplete de
bariones.

Para calcular la masa de los hadrones primero se afirma que en el caso de que
los tres quarks que los forman (u, d, s) tuvieran la misma masa, entonces todas
las masas serian iguales. Pero la simetria se rompe ya que la particula de singlete
(s) es méas pesada que la del doblete (u, d). Se considera que la masa promedio
de un barion se calcula con la relaciéon [2]

Mabc = Ma + Mb + Mc - Eab - Eac - Ebc ’ (1.68)

donde g, b, c corresponden a la composicién de quarks del barion, M; correspon-
de a la masa constituyente del quark y E;; a la energia de enlace entre los quarks
iy j. Una primera aproximacion consiste en suponer que la energia de enlace es
igual para todos los sabores de quarks. Por lo tanto, para el octete de bariones,
se encuentran las relaciones

M(A) = M(Z), (M(Z) + M(A))/2 = (M(E) + M(N))/2, (1.69)

donde, en la segunda expresion, se espera que las masas de A y £ sean un poco
diferentes debido a que estan enlazadas de diferentes maneras. Ahora, si se
asume una simetria de isospin (m, = my), se encuentra que la diferencia de
masas entre las con la misma extrafieza se debe tinicamente a la diferencia de las
masas de los quarks constituyentes. Las masas de los bariones en términos de
sus quarks constituyentes son

My =my+3m,, Mzg=my+m,+2mg,
MZ :m0+2mu+ms, MA = m0+2mu+ms, (170)
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donde se ha escrito a la energia de enlace total como m,. De estas relaciones se
obtiene

1
> [My, +3Mp] = My + Mg, (1.71)

que es la formula de masa de Gell-Mann-Okubo. Se toma mpy = 940, my = 1190
y mg = 1320, en MeV, donde my es la masa promedio de ¥, o y 27 y asi se
predice una masa de m, = 1110 MeV, siendo el valor experimental igual a 1115
MeV.

Para los bariones en el decuplete se tienen las siguientes relaciones de masa

la cual fue usada por Gell-Mann para predecir la existencia, naturaleza y masa
del barién (), recibiendo por ello el premio Nobel en 1969.

Por otro lado, en el modelo de quarks se calculan también las masas de los
mesones. La tabla 1.10 muestra las masas de los mesones pseudoescalares y
vectoriales del modelo de quarks.

Para el caso de los mesones se considera una relacion cuadrética en las masas
similar a la ecuacién (1.68)

Mg, = M; + M; — gy, (1.73)

donde M, es la masa del mesén formado por los quarks a y b, M; la masa de
los quarks constituyentes y E;, la energia de enlace. Considerando simetria de
isospin se tiene que la masa de los mesones es

M: = my+2M2,

My = my+ M+ M?,
2
M; = m0+§(M§+2M§), (1.74)
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y se encuentra una relacién similar a la de la ecuacién (1.71)
AMy = M2 +3M;, (1.75)

la cual se cumple con un error cercano al 8 %. ;Por qué se toman las masas
cuadréticas de los mesones pseudoescalares? Esta pregunta estd intimamente
conectada con el rompimiento dindmico de la simetria quiral, cuyos detalles
veremos en uno de los capitulos posteriores. Por lo pronto basta saber que
las masas cuadréticas dan una prediccién mucho més cercana a los valores

observados experimentalmente.

Con esto termina el estudio del modelo de quarks en SU(3). En el siguiente

capitulo se discute el modelo de quarks con sabores pesados.
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Octete Barién Estado
Antisimétrico | uud %(ud —du)u
12 ddu \/Li(ud —du)d
uus %(us —su)u
dds T(ds —sd)d
uds  3[(us —su)d + (ds — sd)u]

uds \/Lﬁ[ (ud — du)s + (us — su)d — (ds — sd)u]
uss i\[( s —su)s
dss T( s —sd)s
Antisimétrico | uud %u(ud —du)
243 ddu %d(ud —du)
uus \%u(us — su)
dds Td(ds —sd)
uds  Yd(us —su) + u(ds — sd))
uds \/%[ZS(ud —du) +d(us —su) — u(ds — sd)]
uss \/Lis(us —su)
dss %s(ds —sd)
Antisimétrico | uud \/Li(uud — duu)
13 ddu %(udd —ddu)
uus %(uus — suu)
dds %(dds — sdd)

uds  Yuds — sdu + dus — sud)
uds  —=[2(usd — dsu) + uds — sdu — dus + sud]

V12
uss %(uss — ssu)
dss \/Li(dss — ssd)

Tabla 1.7.: Estados con simetria mixta del octete de bariones. Se indican las antisimetrias
bajo los intercambios 1 <+ 2y 1 <+ 3. Es importante mencionar que el estado
antisimétrico 2 <+ 3 no es independiente y se forma con la suma de los otros

dos (o3 = P1o + P13)-
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Estado (j,m)  Estado

Simétricos (3,3) TTT
(34)  HOM 1+
(3-3) U1+ 41+ 1)
(3-3)

Simétricos | (},4)  Jz@ 11— 11— 411)

162 (3-1) Zeur-it-td

Antisimétricos (%, %) \%(Ti MMt

162 (3-1) Hur-1pl

Tabla 1.8.: Estados de espin de tres particulas. Al ser una simetria de SU(2) los estados

son los mismos que los de la simetria de isospin haciendo el cambio u — 7
d— |
, .
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Barién | Composiciéon Masa en reposo
Octete
p uud 938.3
n udd 939.6
A° uds 1115.6
Il uus 1189.4
»? uds 1192,5
¥ dds 1197.3
=0 uss 1315
=5 dss 1321
Decuplete
ATT uuu 1232
AT uud 1232
A° udd 1232
A~ ddd 1232
I uus 1382.8
»* uds 1383.7
I dds 1387.2
g+ uss 1531.8
o dss 1535
QO SSs 1672.45

Tabla 1.9.: Masas del octete y decuplete de bariones. Nétese la similitud de las masas
entre las particulas sobre el mismo eje horizontal en las figuras 1.16 y 1.17.
Las masas estan en MeV'.
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Mesén | Composicion Masa en reposo
Pseudoescalares
i ud 139.57
7’ ui_dd 134.97
o dii 139.57
K" us 493.67
K~ Sl 493.67
K° ds 497.61
K’ sd 497.61
I MRS 547.86
7 ueddtss 95778
Vectoriales
ot ud 775.11
o° ui_dd 77526
0 dil 775.11
w utltdd 782.65
K** us 891.66
K*~ Sl 891.66
K* ds 895.81
K sd 895.81
¢ 55 1019.46

Tabla 1.10.: Masas de los nonetes de mesones pseudoescalar y vectorial. Notese la
similitud de las masas entre las particulas con la misma extrafieza. Las
masas estan en MeV'.



Capitulo 2.

Charmonia y Bottomonia

«In 1969, John Iliopoulos and Luciano Maiani came to Harvard as
research fellows. Together, we found the arguments that predicted the
existence of charmed hadrons.»

— Sheldon Lee Glashow

En el modelo de quarks original todos estados ligados estan conformados
solamente por tres distintos sabores de quarks: up, down y strange. Hoy en
dia se conoce la existencia de tres sabores adicionales: charm (c), bottom (b) y
top (t). Estos quarks tienen la particularidad de mucho mds pesados que los
primeros tres, y por ello su descubrimiento sucedié varios afios después del
nacimiento del modelo de quarks. El mds ligero del conjunto de quarks pesados,
el quark charm, fué el primero en descubrirse experimentalmente y con ello
originar toda una avalancha de nuevas particulas formadas por estados ligados
de este quark. Las primeras fueron mesones conformados por un par quark-
antiquark c¢, que son denotados como charmonia. De manera andloga, los
mesones formados por un par quark-antiquark bb se denominan bottomonia.
Al conjunto de mesones formados por un par quark-antiquark del mismo sabor
se conoce como quarkonia. En este capitulo se presentan las herramientas para
estudiar estados de quarkonia desde un enfoque con el modelo de quarks. Para

lograr esta tarea y por completes al capitulo anterior, primero se aprende a

47
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calcular las representaciones irreducibles con el método de los diagramas de
Young. Esta manera es mucho maés sofisticada que el método grafico empleado
en el capitulo anterior y se incluye una buena cantidad de ejemplos bastante
diddcticos. Posteriormente, se presenta la una breve extensién al modelo de
quarks con 4 y 5 quarks, ademads de ofrecer el algoritmo para extender las
matrices de Gell-Mann a dimensiones mayores a 3. Finalmente, se presentan
algunos modelos potenciales usados para estudiar estados ligados de quarks
pesados y se muestran los modos de produccién de estados de quarkonia.

2.1. Multiplicaciéon de Estados mediante Diagramas
de Young y Multiplicidad de SU (n)

En el capitulo 1 se mostré la multiplicacion de estados mediante diagramas
triangulares en SU(2) y SU(3), ademds de ver la separacion en multipletes de
manera grafica. El método grafico es til para comprender como que funciona la
separacion en multipletes en SU(n) cuando n < 3. Sin embargo, para calcular
la multiplicidad de productos de estados para n>3, el método grafico deja de
ser util y se convierte en embrollo total (por no mencionar que para n > 4 solo
se pueden graficar por secciones al no poder hacer dibujos en cuatro o més
dimensiones), por lo conocer otras herramientas para realizar estos cdlculos
se vuelve crucial. Asi se introduce el método de los diagramas de Young para
generar los estados y sus multiplicidades de forma general.

Se considera una funci6n de onda de dos particulas ;;. Para generar estados
simétricos se aplica el operador de simetrizacion 5;; = 1 + P;; las veces que sea
necesario, donde P;; representa el intercambio de particulas i <+ j. De manera
andloga se crean estados antisimétricos con el operador de antisimetrizaciéon
Sij = 1— P;. A través de la aplicacién de estos operadores se pueden crear
estados simétricos (S;; = %(zpi]- + ¢;;)) 6 antisimétricos (A;; = %(1}71-]- — 15;)). Dado
que S;; y A;; no se pueden descomponer entonces forman una representacion
irreducible.
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Los estados simetrizados y antisimetrizados se pueden generalizar a tensores,
de esta forma se tiene la posibilidad de estados con simetria mixta y poder
denotar a la base de la representacion irreducible de SU(n) como tensores
con una simetria definida. Para encontrar a esta representacion irreducible se
utilizan los diagramas de Young. Estos son una representacion pictografica de la
permutacién de N objetos como un conjunto de N cajas [J con un niimero que lo
etiqueta. El ejemplo més sencillo, los tensores de rango dos, cuya simetrizacién
S,q de los indices u y d (6 i y j) se representa por [40] ; mientras que
la antisimetrizacién A, se representa por |“|. Para tensores de rango tres, el

tensor completamente simétrico S,,;; se representa por [#]4]s] el totalmente

antisimétrico por [“], y [4]|4] representa al tensor con simetria mixta

S

lpud;s = Yuas + Yaus — Yasu — Psau (2-1)

Un diagrama de Young es un arreglo de N cajas colocadas en filas y columnas
de tal manera que la longitud de las filas no aumenta cuando se lee de arriba a

abajo, y la de las columnas no aumenta cuando se lee de izquierda a derecha

S R R I
iN1+1 ......... iNZ
i
donde se cumple Ny > N, > --- y N; + N, 4 - - - = N. A cada caja se le asocia

con un indice iy = 1,2,...,n, al mismo tiempo que al diagrama se le asocia el
tensor

(2.2)

ll}il’iz”"’iNl "iN1+1”"’iN1+N2""

en el cual se deben cumplir que los nimeros indexantes no deben decrecer
cuando se leen de izquierda a derecha, y que dichos ntimeros deben incrementar

yendo hacia abajo en las columnas. Por ejemplo, para un sistema de tres particu-
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las N = 3 bajo SU(3), se pueden reetiquetar los indices (1, d, s) como (1,2, 3). De
esta forma se construyen ocho estados con simetria mixta

171] [1]1] [1]2] [1]2] [1[2] [1[3] [1[3] [2][2] [2]3]
2 3 2 2 3 2 3 3

La combinacién de multipletes se realiza tomando en cuenta que el resultado
tinal cumpla las reglas para un diagrama de Young y tener una representacion
irreducible. Asi, para encontrar la representacion irreducible del producto de

dos representaciones se siguen las siguientes reglas:

1. En el diagrama del primer factor se asigna un mismo simbolo a cada fila,

evitando repetir el mismo simbolo entre filas.

alal.........[a]a]
b[bl.....[Db]b
IR

2. Se adjuntan todas las cajas con la etiqueta a al diagrama del segundo factor
en todas las formas posibles, asegurandose que no se repita en ninguna
columna y que el resultado sea un diagrama de Young. Se repite el mismo
proceso con las otras letras considerando de que cada columna no tenga

mas de n filas.

3. Después de que se hayan afiadido todas las cajas al diagrama, los simbolos
adjuntados se leen de derecha a izquierda en la primera fila, luego en la
segunda, y asi. En secuencia de simbolos aabbac .. ., a la izquierda de cada

simbolo no hay menos a que b, y no menos b que c, etcétera.

4. Como el producto se realiza en SU(n), en el resultado final se eliminan las

columnas con n cuadros, dado a que pueden contraerse.
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Se pueden conocer mds detalles en [7,40]. Por ejemplo, la combinacién de dos y

tres particulas bajo SU(3)
@@D::[E@E
@@@@D::[@(D]®E),

= | [a]b] al byl |.
@L @1 @H
b

El ejemplo mas ilustrativo estad dado por el producto de dos estados con sime-

tria mixta Z a] @ |, el cual se realiza siguiendo las reglas mencionadas

anteriormente. Primero se toma una caja con a y se coloca en todos los lugares

disponibles para tener un diagrama valido

la] D l.

a

Luego se toma otra caja con a y se pone en los anteriores, evitando tener dos a

en la misma columna

lala] g al@ la]e

a a

Ahora se coloca la caja con b, tomando en cuenta que el diagrama de Young siga

siendo vélido y no tenga mds a (dos en este caso) a su izquierda

alale lala] 2l @ ) alp .
b alb a b a

b b a alb

Cuando los multipletes se combinan bajo SU(3), se pueden contraer las co-
lumnas con 3 cajas, resultando asi en (se omiten los indices que ayudaron al

producto)

o [T T e ) l® @@.

En SU(n), el diagrama de Young que representa a una antiparticula i se

representa por una columna de n — 1 cajas, de tal modo que el producto n ® i
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se tiene una representacion identidad (columna de 7 cajas). Por ejemplo en
SU(2) el conjugado 2 se representa por una caja, 3 por dos cajas verticales y asi
sucesivamente. Entonces, la combinaciéon de un quark y un antiquark en SU(n)

es

el ]=He[ 1]

Y de forma general, el estado conjugado se forma de tal forma que cuando se hace
el producto con la representacién fundamental se obtienen columnas llenas de
tamafio 1. Por ejemplo, en SU(3), 6 se representa por [_[ ], entonces el diagrama

con dos columnas de tres filas que debe resultar después de multiplicarse por su

conjugado es . De esta manera, el conjugado 6 se representa por

Ahora que se conoce la forma de combinar multipletes con diagramas de
Young, es momento de calcular su multiplicidad. La multiplicidad es un cociente
n/d, donde n es el numerador que para SU(n) se obtiene al insertar los nameros

en la tabla:

n n+1n+2n+3|n+4n+5n+6
n-1| n n+1
n-2
n-3

y se toma el producto de todos los niimeros. Para el denominador d, el ntimero
que se escribe en cada caja es el nimero total de cajas a la derecha y hacia abajo

mas uno. Por ejemplo, en la tabla anterior

100764321
5121
2
1
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se ejemplifican tres niimeros mediante colores. Por ejemplo, en verde se mues-

tran los siete cuadros involucrados en el ntimero: 5 a la derecha, uno abajo y

el cuadro mismo para un total de siete. En amarillo se muestra un cuadro que

no tiene vecinos a la derecha ni abajo, solo se toma en cuenta el cuadro mismo.

En color rosa se tiene un cuadro solo con un vecino abajo y con ntimero dos. El

denominador es el producto de todos los ntimeros. Para simplificar las expresio-

nes se pueden tomar tanto numerador como denominador en una sola caja y

calcular el producto de todas las cajas para encontrar la multiplicidad.

n |(n+l|n42|n43|(n+4|n+5(n+6
10 7 6 4 3 2 1
n=1| n |n4l

5 2 1

n—2

2

n—3

1

Para ejemplificar, se muestra la multiplicidad de la combinacién de un quark

con un antiquark en SU(3)

3 3|4
3lel3] = |3lel3l1
2 2 2
2 1
1
1
303 = 138

El cual nos da un singlete mds un octete; tal como se obtuvo con el método

grafico en la figura 1.8. Del mismo modo se calcula la multiplicidad para la

combinacién de tres quarks, primero se muestra paran = 3

S EINEI

WIW

NI~

=1

S

=l

S

=l

3®3®3 =

—IN [l

—IN[Wwlw

10680831,

== RN W W

(2.3)
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la cual es la misma multiplicidad que se encontré en la figura 1.15. A conti-
nuacién se muestra el calculo de las multiplicidades de la combinacién quark-
antiquark y tres quarks para n = 4,5, 6. Para SU(4) las multiplicidades de los

bariones y mesones es

SU(4)
41516 415 4|5 4
Yoot = (31211 ]ael3lilal3]1]al3
3 3 3
1 1 2
2
1
40404 = 2002002004, (2.4)
4 415
old] = |ilela]d
3 3 3
3 2
2 2
2 3] |1
1
1
44 = 1315, (2.5)
Para SU(5) las multiplicidades son
SU(s)
51617 516 516 5
SlelPlel®] = 312113131 la]3
1 z z
1 1 2
3
1
5505 = 35040040 @10, (2.6)
5 516
Slel®| = |5]ael5l1
4 4
4 i| |3
3 3
3 3] |2
2 2
2 3] |1
1
1
595 = 1024 2.7)
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Y para SU(6)
SU(6)
61718 6|7 6|7 6
61210 ]0l® = 3l2l1lal3lilel3]1lal3
5 5 5
1 1 2
1
1
60606 = 56@70d 7020, (2.8)
6 6 | 7
61200 = |6lalell
5 2 2
5 4
4 4
4 i| |3
3 3
3 3] |2
2 2
2 2| L1
1
1
606 = 1335 (2.9)

Los cuales son de utilidad para estudiar por ejemplo un modelo de quarks con
4,5y 6 quarks o teorias unificadas. Para terminar los ejemplos, la multiplicidad
del producto de dos octetes en SU(3) es

828 = o | |

34l5]6| (37415 [3T14(5| [37%] [37%] [3

— [5lala|T|lgl3|2|Tl|lald|3]2|a|3|1|al3]|1 a3
113 T34 2 ) )

211 31211 1 1 2

1

1

= 27010010 D8D8D1. (2.10)

Ahora se tienen las herramientas para poder estudiar las extensiones al modelo

de quarks con 1 sabores. En la siguiente seccién se estudia paran = 4
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2.2. Extension del Modelo de Quarks

En el capitulo 1 se estudi6 el modelo de quarks con los tres sabores de quarks
que se conocian hasta 1964. Pero todo cambi6 con el descubrimiento del mesén
J /¥, el cual trajo consigo una oleada de nuevas particulas, las cuales s6lo podian
ser explicadas mediante el modelo de quarks si se agregaba un nuevo sabor al
que se denominé encanto (charm). Con este nuevo sabor se cumplia ademas la
simetria entre el nimero de leptones y sabores que habia propuesto Glasgow,
ademas de fortalecer al modelo de quarks como la teoria que describia correc-
tamente a los hadrones. A continuacién se describe brevemente la extension al

modelo de quarks para cuatro sabores.

2.2.1. El Encanto de SU(4)

Con la introduccién del quark charm (c), se agrega un nuevo ntiimero cudntico
al que se denomina encanto C, donde C = 1 para ¢, C = 0 para u,d y s. Otros
nameros cudnticos como son el isospin; I; = 0, y la hipercarga Y = % Donde
ademds c es un singlete con respecto a SU(3). Dado que ahora se tienen tres
ntmeros cudnticos para describir a los quarks, entonces la simetria del grupo es
de rango tres y la representaciéon fundamental debe ser un cuartete, por lo que
SU(4) tiene 15(= 4* — 1) generadores de la forma F; = A

Con ayuda de los generadores de SU(3) de la ecuacion (1.44) se pueden
encontrar las quince matrices A;, las primeras ocho son un subconjunto que
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contiene a SU(3)
0100 0 —1i 00 1 0 00
1 000 i 0 00 0 -1 0 0
A= Ay = Ay =
0 00O 0O 0 0O 0O 0 0O
0 00O 0O 0 0O 0O 0 0O
0 01O 00 —1 0 0 00O
0 00O 00 0 O 0010
Ay = As = A =
1 000 i 0 0 O 0100
00 00O 00 0 O 0 00O
00 0 O 10 0 O
R 00 —io| 0100 o)
7= 8 — 1 :
0i 0 0 Vil o0 -2 0
00 0 O 00 0 O

El resto de las matrices se obtiene al desplazar los elementos no nulos hacia
abajo y a la izquierda, del mismo modo en que se obtiene A, y A, para SU(3) a

partir de SU(2). De esta forma las matrices restantes son

0 001 000 —i 0 00O
0 00O 000 O 0001
Ag = Ao = Ay =

0 00O 000 O 0 00O

1 000 i 00 O 0100
000 O 0 00O 00 0
000 —i 00O0O 00 0

Ap = Az = My = (2{12)

000 O 0 001 0 00 —i
070 O 0010 0011 O
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y A15 se construye en analogia con Ag, esto es

100 0
A15:i 010 01 (2.13)

Vel oo1 o

000 -3

El conjunto de matrices A; — A5 satisfacen las relaciones de conmutacién de la
ecuacion (1.3). Las constantes de estructura se pueden ver en [41]. La base de
la representacion fundamental es una extension natural de la de SU(3), siendo
para SU(4) el cuartete 4

;o ld)

o O = O
S = O O

(2.14)

También se extienden los operadores de escalera de isospin, los cuales para
SU(4) son

A EiA, _ Ag iy Ay EiAg
Ii—T, ui—T, Vi—T,
+i +i +i
ue - Ag 21)\10’ deg _ A 217\12, X% = A 21)\14 . (2.15)

donde los primeros tres operadores de la ecuacién (2.15) corresponden a los
operadores de SU(3) mostrados en la ecuacion (1.51). La hipercarga Y ahora se
define con la ayuda de la matriz diagonal F5

2 1
Y= TRty (1-2veRs) (2.16)
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con la cual se tiene Y = % para el quark charm. La carga Q se define por

Q:I3+%(B+S+C). (2.17)

En la tabla 2.1 se muestran los nameros cuanticos de los quarks en SU(4) La

Quark [Spin B Q I S Y C
1 1 2 1 1

u 2 3 5 2 0 3 0
1 1 1 1 1

I I T O
1 1 2 1

Tabla 2.1.: Numeros cuanticos de los quarks de SU(4). B es nimero bario6nico, Q la
carga total, S la extrafieza y C, el encanto. La hipercarga y la carga vienen
dadas por las ecuaciones 2.16 y 2.17 respectivamente. Los antiquarks poseen
los niimeros cuanticos opuestos.

combinacién de multipletes en SU(4) se mostré en la seccion previa y se en-
contr6 que los bariones en SU(4) se separan en los multipletes dados por la
ecuacion (2.4), mientras que los mesones por la ecuacion (2.5). En la figura 2.1 se
muestra el dieciseisete de mesones en términos de su encanto. Por otro lado, las
figuras 2.2, 2.3 y 2.4 muestran diagramdticamente la representacion fundamental
de los elementos de los multipletes 4 ® 4 ® 4. Es importante mencionar que las
funciones de onda de sabor se construyen de manera andloga La construcciéon
de estados para mesones y bariones de SU(4) es andlogo al mostrado en las
tablas 1.5, 1.6y 1.7. La combinatoria es idéntica salvo que con el quark adicional
c se tienen mayor cantidad de hadrones como se observa en las figuras 2.2, 2.3 y

2.4. En la tabla 2.2 se muestra la masa de mesones con encanto.

Del mismo modo, las tablas 2.3 y 2.4 muestran la masa de los diferentes

bariones encantadores, para | = %,% respectivamente.
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Charm = 0

+

“N\N____J/_____ . Dg
\ /Charm =1
Dy

Figura 2.1.: Dieciseisete de mesones en SU(4). No6tese que el nonete de mesones de la
figura 1.10 estd incluido en la zona donde C = 0.

Ahora que ya conocemos el valor de las masas de los hadrones con encanto,
es importante notar que la simetria de sabor en SU(4) se rompe de una manera
mucho mads dréstica a la de SU(3). Por ejemplo, para el caso de los mesones en
el estado ] de la tabla2.2 la diferencia de masas es de hasta 1GeV, por lo que
el intentar estudiar este tipo de hadrones mediante una simetria de SU(4) no
tendria mucho sentido. Sin embargo, si se considera que para hadrones pesados
la masa se puede obtener como la suma de las masas de los quarks constituyentes,
las cuales son: M, =~ M; ~ 0,31GeV, M, ~ 0,438GeV y M, ~ 1,6Gev se puede
calcular de una manera bastante exacta la masa de los hadrones.

Ademas, por lo que se observa en las tablas 2.2, 2.3y 2.4, se puede considerar
que la diferencia entre masas con los mismos quarks constituyentes se debe al
espin de estos. Asi, se puede construir un modelo para calcular las masas del
estado base de los hadrones en el cual se asume que: 1. El confinamiento de
quarks es independiente de sus masas y espines, 2. El acoplamiento es irrelevante
a cortas distancias y 3. La simetria se rompe tnicamente por la diferencia de

sabor. Con esto en mente, se tiene que las masas de los bariones y mesones se
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O+

cce

A+

Figura 2.2.: Veintete de bariones de estados completamente simétricos de espin 3 en
SU(4). Notese que el decuplete de bariones de la figura 1.17 esta en la base
de la pirdmide donde C = 0, a cada piso se le agrega una unidad de encanto.

obtiene a partir de

m(q19,) = My + My + [aSy-Sy/ MiM,], (2.18)
%Z(Si~sj)/Ml-Mj] . (219)

i>j

m(q19.93) = My + My + M;+

. ) / z
donde M; es la masa del quark constituyente, S; su espin y a,a son pardmetros
positivos. Para calcular el espin de los mesones se considera que el espin total

es la suma de los espimes1 individuales S = S; + S,. Posteriormente se eleva al

!Se toma en cuanta un momento angular L = 0.
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Figura 2.3.: Veintete de bariones de estados con simetria mixta de espin § en SU(4)
Notese que el octete de bariones de la figura 1.16 estd en la base donde
C = 0, a cada piso se le agrega una unidad de encanto.

cud

cus

Figura 2.4.: Cuartete de mesones de estados completamente antisimétricos en SU(4).
Como no existe un estado completamente antisimétrico en la funcién de
onda de espin de SU(2), no es posible formar un producto completamente

simétrico de PgaporPespn- EN consecuencia, no se pueden formar bariones en
4.

cuadrado para obtener

S? =8,°4+S,>+25,-S,, (2.20)
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Mesén Composiciéon  Spin | pe Masa
Observada Calculada

1, cc 0" 2.983 3.070
7/ cc 1 3.097 3.096
DY(D") cd, dc 0~ 1.869 1.758
p°(D°) cil, ue 0" 1.864 1.758
D (D) c5,5C 0~ 1.968 1.966
D**(D*") cd, de 1 2.010 1.887
D*(D™) cil, ué 1~ 2.006 1.887
DT (D;7) c5,sC 1~ 2.112 2.048

Tabla 2.2.: Masa y espin de los mesones con encanto. Se muestran las particulas que
contienen solamente quarks c en la figura 2.1 con sus respectivas combina-
ciones de espin. Notese que las particulas vectoriales (] = 1) tienen una masa
ligeramente mayor, la cual se atribuye al espin. Las masas estdn dadas en
GeV. Los estados marcados con — no han sido atin descubiertos.

la cual, al escribirse en términos de sus eigenvalores toma la forma
s(s+1) =s1(s1+1) +5y(sp+1) +2s¢5,. (2.21)

Dado que s = (0, 1) para mesones pseudoescalares y vectoriales respectivamente,

se encuentran las expresiones para calcular la masa

m(q1G; 1) = My + M, —3a/MiM,, (2.22)
m(qlq_z, TT) = M1 + M2 + ﬂ/MlMZ . (223)

La masa de los bariones es un asunto un poco mas delicado. Para empezar, un
31
272
espin % cada par de particulas tiene los espines alineados. De esta manera, dicho

barién en el modelo de quarks puede tener espin total s = En el caso de
par se comporta de manera anéloga a la ecuacién (2.23), por lo que la masa de
este tipo de bariones es

_ / 1 1 1
m(q19.93) = My+ My, + Mz +a (Mle + M, M, + M2M3> . (2.29)
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Barion | Composicion Spin | Pe Masa
Observada Calculada

A udc 17 2.286 2.153
I e 17 2.454 2.153
= udc 17 2.453 2.153
o ddc 1" 2.453 2.153
N usc 17 2.463 2.335
o dsc 1" 2.470 2.335
Efr usc %+ 2.575 -
ok dsc 17 2577 -
chl uce 17 - 3.402
i dec 17 - 3.402
o% ssc 17 2.695 2415
oM sce 17 - 3.529

Tabla 2.3.: Masa y espin de los bariones con encanto de espin | = % Se muestran
las particulas que contienen solamente quarks c en la figuras 2.3y 2.4. Las
masas estdn dadas en GeV. Los estados marcados con — no han sido atin
descubiertos.

Para bariones con espin 1 es el proceso es mds laborioso. De los tres quarks,
dos deben estar alineados y el tercero debe estar en sentido opuesto, pero como
no existe algtin mecanismo que diga cuales deben estar alineados, entonces se
toman las combinaciones posibles entre los espines de los quarks. Si los quarks
1y 2 estdn alineados, entonces ese par se comporta como en la ecuacion (2.23),
mientras que 3 con 1y 2 se comportan como en la ecuacion (2.22). Luego se toma
el caso cuando 1 y 3 estdn alineados y finalmente cuando 2 y 3 se alinean. Las
expresiones se simplifican al considerar simetria de isospin para bariones con
dos quarks u y d. Por ejemplo, cuando M; = M, y ademads estan alineados se
cumple

1 4
m =2M;+M,+d [ — — , 2.25
(919295) 1 3 (M% M1M3> (2.25)
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Barion | Composicion Spin | Pe Masa
Observada Calculada

it uuc 37 2518 2.169
i udc 3" 2517 2.169
=0 ddc 3" 2.519 2.169
zt usc 3" 2.645 2.296
i dsc 2 2.645 2.296
Efr usc %+ 2.575 -
Bt uce 3t - 3.401
o dec 3t - 3.401
Qr° ssc 3" 2.766 2.423
Q- scc 3t - 3.528
ot cce 3t - 4635

Tabla 2.4.: Masa y espin de los bariones con encanto de espin | = 3. Se muestran las
particulas que contienen solamente quarks c en la figura 2.2. Las masas estdn
dadas en GeV. Los estados marcados con - no han sido atin descubiertos.

y cuando estan desalineados

m(q19293) = 2M; + M3 — d’ (2.26)

M;M; -
Cuando los quarks que componen al barién son distintos, no hay preferencia
sobre cuales quarks deben estar alineados entre si, entonces se consideran los
dos casos para cada par y se divide por un factor de dos. Al final se tiene la
expresion para las masas

1 1 1
m =M +M,+M;,—d | =+ ——=+—|. (2.27)
(919245) 1 2 3 (M% M2 M;lz,)
Las ecuaciones 2.22 y 2.23 se usan para calcular las masas en las tablas 2.2
y 2.5, la ecuacién (2.24) para las masas de las tablas 2.4y 2.7; y finalmente las
ecuaciones 2.25,2.26 'y 2.27 las masas de las tablas 2.3 y, 2.6.
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2.2.2. La Belleza de SU(5)

Con el descubrimiento del leptén T en 1975, y con el fin de mantener la
simetria de Glasgow, un quinto y sexto quark deberian ser afiadidos al modelo
de quarks. El primero en ser descubierto fue el quark bottom (b) en 1977 en
Fermilab con el descubrimiento del mesén Y conformado por un par bb. Asf,
al considerar un quinto quark bottom (b) en el modelo de quarks, es necesario
afiadir un nuevo nimero cuantico al que se vamos a denominar como belleza®
B,donde B = 1parab, B=0parau,d,syc;yC = 0 parab. La hipercarga se
define por

C—-B+F

Y=B+5———, (2.28)

donde ahora se denota por B al ntimero bariénico, F es el niimero cudntico
del sexto quark (f) al que nombraremos como fealdad?’. Volviendo al modelo de
quarks con simetria SU(5), ahora se tienen cuatro nameros cudnticos, entonces
la simetria del grupo debe ser de rango cuatro y la representacion fundamental
es un quintete, por lo que los 24(= 52— 1) generadores de SU(5) son de la forma
F, = %)‘i y se construyen a partir de los de SU(4). Las matrices diagonales de
SU(N) se escriben de la forma [7]

[Fm]z] = m <Z 511{ m&i,m+15]'/m+l> . (229)

?Debido a que originalmente se intent6 llamar al quark bottom como beauty, se va a deno-
tar al nimero cudntico como belleza en lugar del nombre de inferioridad (bottomless) como
usualmente se denota en la literatura.

®En la literatura se le da el nombre de superioridad (topness).
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Por ejemplo

10 0
1 0
1 1 o1 o
2 V24| 0 0 —2
(2.30)
1000 0
100 0
0100 0
010 0
F10010 . 1 loo10 o0
37— A7 4 — T = ’
2 V40l 0001 0
000 —3
0000 —4

A partir de la expresion para representacion fundamental de los multipletes de
SU(5) de las ecuaciones 2.6 y 2.7, se tiene que para mesones, la representacion
fundamental es 5® 5 = 1 @ 24; por lo que hay 9 mesones adicionales respecto a
los de SU(4). La tabla 2.5 muestra la lista de mesones con belleza. De manera
analoga, en la representaciéon fundamental para bariones de 5 ® ®5 = 35®
40 D 40 D 10, se tienen 15 estados simétricos, 20 estados con simetria mixtos
y 6 estados completamente antisimétricos adicionales en comparacién con los
estados existentes en SU(4). Algunos de los estados conocidos se muestran en
las tablas 2.6-2.7.

2.3. Quarkonia en la actualidad

La fisica de Quarkonia ha jugado un papel fundamental en el desarrollo de la

cromodindmica cudntica (QCD). Recientemente, la espectroscopia de quarkonia
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Mesoén Composicién  Spin | Pe Masa
Observada Calculada

n bb 0" 9.398 9.455
Y bb 1 9.460 9.458
BT(B") ub, bit 0~ 5.279 5.007
B°(B") db, bd 0~ 5.007

BY(BY) sb, b3 0" 5.192

B, (B;) cb, bc 0" 6.275 6.267
B*"(B*) ub, ub 1- 5.325 5.050
B(B") db, bd 1~ 5.050

B(B) sb, bs 1~ 5.415 5.218
B:Y(B;) cb, be 1~ - 6.276

Tabla 2.5.: Masa y espin de los mesones con belleza. Se muestran las particulas que
contienen solamente quarks b con sus respectivas combinaciones de espin.
Noétese que las particulas vectoriales (] = 1) tienen una masa ligeramente
mayor que se atribuye al espin. Las masas estdn dadas en GeV. Los estados
marcados con —no han sido atin descubiertos.

ha renacido en afios recientes, todo gracias a la avalancha de nueva informa-
cién proveniente de las colisiones e e, pero también de otras interacciones
hadrénicas. Ademds, durante los siguientes afios se espera todavia una mayor
cantidad de informacién sobre resonancias i y Y proveniente de los nuevos
colisionadores e e ™. Por ello, el estudio de fisica pesada se convierte en un arma

importante para buscar nuevas particulas, asi como nueva fisica.

El estado actual de estados de charmonia (c¢) se muestra en la tabla 2.8,
mientras que los de bottomonia en la tabla 2.9. Del mismo modo, también se
pueden ver en las figuras 2.5 y 2.6. Se denotan de color azul los estados que se

estudian en esta tesis.

Tanto en las gréficas como en las tablas, los niveles se etiquetan con S, P, D,
los cuales corresponden al momento angular relativo L = 0, 1, 2 entre el quark y
el antiquark. El espin entre quarks se puede acoplar mediante un singlete S = 0
(espin opuesto), o acoplados mediante un triplete S = 1 (espin alineado). Asi, la
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Barion | Composicion Spin | Pe Masa
Observada Calculada

AY udb 17 5.619 -
g uub 17 5.811 5.360
e ddb 17 5.815 5.360
= udb 1" - 5.360
= usb 17 5.787 5.524
ol dsb 1" 5.791 5.525
E;,O usb %+ - -
B dsb 17 - -
B, ubb 17 - 9.765
Epp dbb 17 - 9.765
2 uch 17 - 6.584
=, deb 17 - 6.584
B uch %+ - -
Eé% dcb %+ - -
Q, ssb 17 6.071 5.611
a’, scb 17 - 6.712
o sbb 17 - 9.894
af, ccb 17 - 7.819
%, cbb 17 - 11.002

Tabla 2.6.: Masa y espin de los bariones con belleza de espin | = 1. Se muestran las
particulas que contienen solamente quarks b. Las masas estdn dadas en GeV.
Los estados marcados con — no han sido atin descubiertos.

paridad del estado quark antiquark con momento angular L es P = (—I)LH, y

L+5 1 0s estados también se denotan como

la conjugacion de carga es C = (—1)
25+1 [L]], conL=S,P,D,....Losvaloresde ]PC se muestran en la parte baja de
las figuras, mientras que en las tablas se denota por 7 al nimero cuédntico de la

funcién de onda radial.

Histéricamente, un esquema apropiado para describir a los estados de quar-

konia es mediante un potencial interquarks que los mantiene ligados. Dicha
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Barion | Composicion Spin | Pe Masa
Observada Calculada

=t uub 37 5.832 5.345
e udb 3" - 5.345
I ddb 3" 5.835 5.345
ohy usb 3" 5.945 5.474
ohis usb 3" - 5.474
i) ubb 3" - 9.767
ok dbb 3t - 9.767
Br uch 2 - 6.583
B deb 3t - 6.583
o ssb 3t - 5.603
Qd scb 3t - 6.711
QFy sbb 3t - 9.895
Qs cch 3t - 7.818
Q) cbb 3t ~11.002

O bbb 3t - 14.187

Tabla 2.7.: Masa y espin de los bariones con encanto de espin | = 3. Se muestran las
particulas que contienen solamente quarks b. Las masas estdn dadas en GeV.
Los estados marcados con — no han sido atin descubiertos.

fuerza, a distancias cortas tiene un comportamiento del tipo Coulumb e incluye
una modificacién logaritmica para el acoplamiento, ideal para incluir la libertad
asintética. Ademads incluye un término lineal a largas distancias con el cual se

describe confinamiento. Esto se puede ver en [47-52]. Dada la elevada masa

de los quarks charm y bottom es posible estudiar sus estados ligados en un
esquema no relativista. Siempre tomando en cuenta que los espectros c¢ y bb
son muy similares entre si cuando se toma un potencial logaritmico [53]. Este
potencial, en una buena aproximacién, puede verse como la interpolaciéon de un
término Coulombiano mads otro lineal. Con ese potencial se obtiene una rapidez
promedio para el quark charm (M, ~1.5GeV de (vf) = 0.24, mientras que para
el quark bottom (M, ~4.9GeV se obtuvo (vj) = 0.08. Con lo cual se concluye
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Ntimeros Cuanticos Masa Ancho

n L ]PC nZSHL] Nombre (Mev) (MeV4)

1 0 0" 1's,  5.(15) 2980.4 + 1.2 255434
10 1 1% J/¢ 3096916 + 0.011 93.442.1keV
1 1 0"t 1°p,  x,(1P)  3414.76 + 0.35 10.440.7
1 1 1"t 1°p x,(1P) 351066 + 0.07  0.89+0.05
1 1 2" 1°p,  x,(1P) 355620 + 0.09  2.06+0.12
1 1 17 1'pp h.(1P) 352593 + 0.27 <1

1 2 17~ 1°Dy  ¢((3770) 37711 + 2.4 23.042.7
2 0 007 2's,  5.(29) 3638 + 4 14+7

2 0 17~ 2°S;,  ¢(2S) 3686.093 + 0.034 337413 keV
2 1 2"t 2°p,  x,(2P) 3929 + 5 29410

Tabla 2.8.: Estados de charmonium observados. Los ntimeros se obtienen de [46]. Los
estados estudiados en este trabajo vienen de color azul.

que una descripcién no relativista para charmonia se encuentra sobre una linea

muy delgada de validez, pero para bottomonia es bastante acertada [50] Aparte

Mass (GeV/c?)

\ \ \
4 _|
%2 2P)
0(3770)
n.28) &
36F p
h(IP) 1 (1P) XalP)
Xeo(1P)
321 _
o
EXID)
sgl L L ! ! ! !
1-+ 1 1+» O++ 1++ 2++

Figura 2.5.: Espectro de estados c¢ conocidos.

de las masas, uno de los observables para entender los estados de quarkonia
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es el ancho de decaimiento lepténico. El ancho de decaimiento sirve para ex-
plorar la compacidad del sistema de quarkonia, asi como proveer informacién
complementaria sobre los niveles de espaciamiento. En efecto, para un potencial
logaritmico, un cambio en la masa del quark se compensa con un cambio en la
escala de distancias (o energias). Lo que se traduce en que mientras mayor sea
la masa del quark, este es més parecido a una particula puntual. Ademads, en
algunos trabajos se usan los anchos de decaimiento lepténicos para construir
un potencial interquarks [?,54-57]. En nuestro trabajo se calculan las constantes
de decaimiento lepténicas para 7., 17, /¥ y Y y se comparan con resultados

experimentales y otros trabajos.

Otro observable que se pueden calcular son los factores de forma electromag-
néticos. Estos ofrecen una herramienta para explorar la estructura intrinseca
de los hadrones, como la forma en que se distribuye su carga y el momento
magnético. También es posible calcular factores de forma de transiciones hadroé-
nicas y asi reconocer los decaimientos hadrénicos de quarkonia y entender sus
propiedades. Para un resumen completo sobre las transiciones de la mayoria de
los estados cC y bb conocidos hasta el afio 2008 ver [59]. En nuestro trabajo se
calculan los factores de forma de elasticos para 7, j,, asi como el factor de forma

de transicion 77, — vy

2.4. Hadrones Exoéticos

Hasta ahora se han descrito a los hadrones como particulas compuestas por
tres quarks (bariones) o por un par quark-antiquark. Ademads, en la seccién 1.4.3
se menciond que, con el fin de evitar la violacién al principio de exclusién de
Pauli se le asigna una simetria de color SU(3) a los quarks. De esta manera los
hadrones son particulas de color neutro. Hasta ahora se ha mencionado a los
mesones, cuyo color neutro se debe al anticolor que posee el antiquark; y los

bariones, donde el color neutro se debe a la combinacién de tres colores distintos.
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Numeros Cuanticos Masa Ancho

n L ]PC nZSHL] Nombre (Mev)

1 0 007 1'S,  4,(1S)  9398.0 + 3.2 Desconocido
1 0 17 1°,  Y(1S) 9460.30 + 026 54.02+1.25keV
1 1 0of"  1°p,  x,(1P) 9859.44 + 052  Desconocido
1 1 17t 1°P, x,,(1P) 989278 + 040  Desconocido
1 1 2" 1°p,  x,(1P) 991221 + 040  Desconocido
1 2 277 1°Df Y(ID) 101611 + 17  Desconocido
2 0 17 2°S;,  Y(2S) 1002326 + 0.31 31.98+2.63 keV
2 1 0"t 2°Py  xu,(2P) 102325 + 0.6  Desconocido
2 1 17" 2°P, x,;(2P) 10255.46 + 055  Desconocido
2 1 2" 2°P,  x,,(2P) 10268.65 &= 0.55  Desconocido
3 0 177 3  Y(3S) 103552 + 05 20.32+1.85keV
4 0 17 48,  Y(4S) 105794 + 12  205+25MeV

Tabla 2.9.: Estados de botomonium observados. Los niimeros se obtienen de [46]. Los
estados estudiados en este trabajo vienen de color azul.

\
Y(4S)
104 — Y(3S) ]
X(%P)
- Y(D) 1
> Y(2S
S 10k @) N .
é hﬁIP)
E ]
9.6 —
Y(S)
7T1b(_15) 4
\ \ \ \ |
I 1 " 0,1,2)" 0,1,2)

JPC

Figura 2.6.: Espectro de estados bb conocidos.
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Sin embargo, no existe ningtn principio para afirmar que esas dos combi-
naciones son las tinicas posibles en la naturaleza. Por ejemplo, una particula
compuesta por cinco quarks gqqqj(pentaquark) es bastante plausible, asi como
una compuesta por cuatro quarks g47 (tetraquark). E incluso combinaciones con
mayor nimero de quarks, siempre y cuando que esta siga siendo un singlete de
color.

En efecto, en abril de 2014, la colaboracién LHCb del CERN confirmé que
la resonancia Z(4430) es un estado ligado de cuatro quarks (ccud) con paridad
1" [60]. El afio siguiente encontraron dos particulas (P." (4380) y P (4380)), las
cuales son pentaquarks con un contenido de quarks ccuud [61]. Existen algu-
nos otros candidatos por confirmar, como X (3872), Y (3940), Y (4140), Y (4260),
Zc(3900), Z(4430), X (4274), X(4500) y X(4700); de los cuales atin se discute si

son estados exoticos o moléculas de mesones.



Capitulo 3.

Elementos de QCD

«jEs increible pero no se me da!»
— Lionel Messi, Copa América Centenario 2016

La cromodindmica cudntica (QCD) es la teorfa cuantica de campos que des-
cribe a los quarks, gluones y las interacciones entre ellos. Es una herramienta
extremadamente poderosa para describir experimentos a muy altas energias,
debido a su propiedad de libertad asintética. Este fenémeno fue propuesto por
David Gross y Frank Wilzcezk y de manera independiente por David Politzer
en 1973. Ellos, al estudiar una teoria de norma no abeliana, notaron que la cons-
tante de acoplamiento de dicha teoria iba a un valor constante en el limite de
momentos muy grandes, lo cual se considera una teoria asintdticamente libre. De
esta forma, en una teoria de Yang-Mills, la constante de acoplamiento disminuye
a distancias cortas, contrario a una teoria abeliana donde se tiene el fenémeno
opuesto. Por este trabajo los tres cientificos antes mencionados recibieron el
Premio Nobel de Fisica en 2004.

Es importante recalcar que, dada la complejidad de QCD, la mejor manera
para entender la teoria en sus conceptos mas fundamentales, son los libros
de texto. Muy buenas opciones son los libros ya citados anteriormente, tales
como [5,10,40,42-45]. Sin embargo, como este capitulo describe los elementos

principales de QCD, comenzando a partir de sus entes basicos como son los

75
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quarks y gluones y sus propiedades fundamentales como confinamiento, libertad
asintética y rompimiento dindmico de la simetria quiral. Fenémenos de suma
importancia para poder estudiar y comprender el espectro, propiedades estaticas
y dindmicas de los distintos hadrones, se toma como base el documento bastante

ilustrativo presentado en [62].

3.1. Quarks

Los quarks son el ingrediente principal de las interacciones fuertes, son
particulas sin estructura de espin 1/2 que, a diferencia de los electrones, tienen
un namero cudntico adicional llamado carga de color. En los capitulos anteriores
se presentaron a través del modelo de quarks, con el cual se logré predecir una
enorme cantidad de nuevos hadrones y sus caracteristicas principales como su
masa. Sin embargo, no dejaban de ser una genialidad matematica que funcionaba
sin que nadie conociera las razones de fondo. No obstante, con el desarrollo de
las teoria de norma ahora se entiende que los quarks se describen por medio
de espinores de Dirac ¢, (x) con cuatro componentes « = 1,...,4. Estos se
caracterizan por ser funciones de las coordenadas de espacio-tiempo x" =
(t,x,y,z). De esta manera, si se considera un quark libre, este debe obedecer la

ecuacién de Dirac

(179, — m)p(x) = 0, @3.1)

donde m es la masa libre del quark. Las soluciones de estos estados cuanticos

consisten en ondas planas
Yo (x) = ulk, ) TP, 62)

donde k" = (E, k) y A son el cuadrimomento y polarizacién respectivamente, y
u(k, 1) es la funcién de onda dependiente del cuadrimomento y espin. Dado que
en los detectores no se observan quarks libres, sino hadrones que son los estados

sin color de la teoria, se entiende que los quarks son particulas confinadas. Este
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fenémeno de confinamiento tiene consecuencias importantes en la dindmica de

las interacciones fuertes.

A pesar de eso, gracias a los experimentos en los aceleradores de particulas
llevados a cabo desde hace décadas, hoy en dia se conoce la existencia de seis
sabores de quarks, a saber: up (u), down (d), strange (s), charm (c), bottom (b) y
top (t). Estos sabores se organizan en familias bajo las interacciones débiles. Up
y down forman la primera familia (o generacién), strange y charm la segunda,
mientras que bottom y top la tercera. Estds tres familias conforman bédsicamente la
repeticion de un mismo patrén (o mismos niimeros cudnticos) con un significado
fisico hasta ahora desconocido. Por ejemplo, la carga eléctrica de los quarks up,
charm, y top es 2/3 la carga del protén, mientras que las cargas de down, strange
y bottom es —1/3. También se distinguen por su masa y sus niimeros cudnticos

asociados al sabor del mismo modo que en los capitulos anteriores.

Masa de los Quarks

Debido a la imposibilidad de ver quarks libres en la naturaleza, se comprende
que no se puedas medir sus masas directamente, pero esto puede lograrse si
se redefine el concepto de masa. La masa del quark es, en efecto, un pardmetro
en el lagrangiano de la teoria, el cual describe las autointeracciones de este, y
no es directamente un observable. De esta forma, dicho parametro se comporta
como una constante de acoplamiento en teoria cuantica de campos, y técnica-
mente depende de la escala de momentos, el esquema de renormalizacién y el

escalamiento correspondiente.

De acuerdo al modelo estdndar, la masa de los quarks se genera a través de
una transiciéon de fase que rompe la simetria de las interacciones débiles. La

masa y carga de los distintos quarks se muestran en la tabla 3.1. No hay que

olvidar que la masa de los quarks descrita en esta seccién se refiere a la masa
corriente, 0 masa desnuda. Cuando un quark se encuentra formando un estado
ligado dentro de un hadrén, este adquiere una masa constituyente debido a las

interacciones con el campo gluénico. Se puede decir que el campo gluénico viste
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Sabor up down strange charm bottom  top
Masa 1.5-4MeV0 4-8MeV ~100MeV 1.25Gev 4.25GeV 175GeV
Carga 2/3 -1/3 -1/3 2/3 -1/3 2/3

Tabla 3.1.: Masas y carga de los quarks

al quark desnudo y este adquiere una masa efectiva, la cual se puede obtener
de una manera autoconsistente al resolver las ecuaciones de Schwinger-Dyson,
las cuales son las ecuaciones de movimiento para el propagador del quark y se

describen en el siguiente capitulo.

Carga de Color

Con el fin de solucionar el problema de que, en el modelo de quarks, los
quarks dentro de los hadrones aparentemente violan el principio de exclusién
de Pauli, Oscar W. Greenberg propus6 en 1964 que los quarks también son
portadores de cargas de color. Estas son las responsables de las interacciones
fuertes y de mantener a los quarks confinados dentro de los hadrones. Las cargas
de color son un andlogo a la carga eléctrica en electrodindmica, pero su inclusiéon
se traduce en una teoria completamente diferente. Por ejemplo, la carga eléctrica
es una cantidad escalar en el sentido que la carga total de un sistema eléctrico es
la suma de las cargas individuales, mientras que la carga de color es una carga
cuantica vectorial. Esto es, la carga de color total de un sistema se obtiene al
combinar las cargas individuales de los constituyentes del sistema de acuerdo

una simetria exacta de SU(3).

De esta manera, los quarks tienen tres estados principales de carga de color, los
cuales se etiquetan como i = r, g, b o bien, rojo, verde y azul, en una analogia
a los colores bésicos. Los tres estados de color forman una base de un espacio

vectorial complejo de tres dimensiones. Asi, el estado de color de un quark es
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un vector en ese espacio

1 0 0
r=10 |, g=111|, b=1o0|. (3.3)
0 0 1

Estos estados de color se rotan por matrices unitarias de 3 x 3. Dichas trans-
formaciones con determinante unitario forman un grupo de Lie en SU(3), la
cual tiene como una representacion fundamental al espacio de color de tres
dimensiones. Ademds, las cargas de color se etiquetan por los espacios de la
representacion de SU(3), que es . De esta manera las reglas de suma junto con las
cargas de color son las mismas reglas de suma de SU(3), las cuales se describen

en el primer capitulo de esta tesis.

Los antiquarks tienen la particularidad de tener el mismo espin y masa del
quark, pero con cargas eléctricas y de color opuestas. Por ejemplo, el antiquark
de un quark up de color rojo es un antiquark #p con carga —2/3 la carga del
protén y el color cian-antirrojo. La carga de color de un antiquark es, el cual es
también una representacion de SU(3) donde los vectores se transforman segtin
la transformacién conjugado complejo de una matriz SU(3). En la figura 3.1
se muestran los distintos colores con los que representamos visualmente a los

. @

Figura 3.1.: Colores de quarks (arriba): rojo, verde y azul. Colores de antiquarks (abajo):
Cian-antirrojo, magenta-antiverde y amarillo-antiazul

quarks y antiquarks.

Finalmente, el confinamiento de quarks se puede ver como un confinamiento

de color. Esto es, a pesar de que en las colisiones a altas energias estan involu-
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cradas todos los tipos de interacciones, al final en los detectores solo dejan su
marca los hadrones, que son estados de singletes de color o color neutro. No
existe alguna prueba analitica que indique que QCD deba ser confinante. La
idea actual es que al intentar separar a dos quarks ligados es mds econémico
crear un nuevo par quark-antiquark que el separarlos. Con esto es posible ver en

los detectores estados de particulas neutras en color, como mesones y bariones.

3.2. Gluones

Los quarks no interacttian entre ellos directamente; lo hacen mediante agentes
intermedios conocidos como gluones. Para comprender mejor este fenémeno,
véase a los gluones en el papel de los fotones en electrodindmica (QED), que
median las interacciones electromagnéticas entre corrientes cargadas. Similar
a los fotones, los gluones no tienen masa, tienen espin igual a 1 y tienen dos
estados de polarizacion (izquierda y derecha). Y al igual que en QED, los gluones
se representan por un potencial vectorial A*”(x) con un indice de Lorentz y =
0,1,2,3 y uno de color a. Por lo tanto, es necesario imponer algunas condiciones
sobre el potencial para asi elegir tinicamente los grados de libertad fisicos, pero
tomando en consideracién que la interpretacion fisica debe ser invariante de
su eleccion. Esas condiciones son las condiciones de norma y los gluones son
particulas de norma.

En QCD existen ocho tipos de gluones que median las interacciones fuertes.
Esta abundancia de particulas surge de la simetria de color SU(3), cuya repre-
sentacion adjunta se relaciona con los mediadores de la interaccién, es decir, los
gluones. El namero de elementos de la representacién adjunta es 8, la misma

cantidad de gluones. Se tiene la densidad lagrangiana del quark

£=,(x)(i 2 —m)p(x),, (3.4)
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donde el indice « denota el color. Es facil ver que £ es invariante bajo una
transformaci6n global de SU(3)

' (x) = Uy(x), (3.5)

donde U es una matriz unitaria 3 x 3 que acttia sobre el indice de color, y al ser
global entonces el campo se transforma exactamente de la misma manera en
todo el espacio. Recordemos que una matriz de SU(3) requiere ocho pardmetros

reales, que se escriben como

U=expi) 6°A"/2, (3.6)
a

donde A?/2 (a = 1,...,8) son matrices las matrices de Gell-Mann de la ecua-
cién (1.44). Al incluir potenciales para ocho gluones, A;, asi como la derivada
covariante asociada D" = 9" + igAlA" /2, entonces el lagrangiano del quark

libre es

Eq :wzx(x)(ip_mq)lpa(x)' (3-7)

Este lagrangiano tiene una simetria de norma. La cual es invariante bajo rotacio-
nes U(x) dependientes del espacio-tiempo en SU(3) si, al mismo tiempo los

potenciales de norma se transforman como
AF 5 U (A + éaﬂ)u*, (3.8)

donde A" = AF)"/2. La transformacién anterior es una generalizacién de las
transformaciones de norma en electrodindmica, y ademds indica el nimero de
grados de libertad asociados con cada potencial de norma es 2, los mismos para

una particula sin masa con espin igual a 1.

De esta manera, al tener una simetria de color local, los quarks no son par-
ticulas libres, pero la interaccién entre ellos se realiza a través de potenciales

de norma. Dicho de otro modo, la simetria de norma genera una dindmica que
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se define perfectamente por las cargas de color, donde los ocho gluones estan

relacionados con los ocho pardmetros de la transformacion general en SU(3).

El término de interaccién del Lagrangiano es

A
Lint = ~§PsAL V¥ (39)

donde g es la constante de acoplamiento. Asi, los quarks interacttian con los
gluones de una manera bastante similar a las interacciones entre electrones y
fotones, salvo con la novedad de que el quark puede cambiar su color de a a
B al emitir u absorber un gluén con color g, los cuales se acoplan a través de
un generador t; p= Ay /2 como se muestra en la figura 3.2. Como los gluones

0
Figura 3.2.: El color de un quark puede cambiar de i a j al emitir (o absorber) un gluén
de color g, el cual se acopla a través del generador t?j = /\?j /2.

son grados de libertad fisicos, entonces llevan energia y momento. Por ello es
crucial que el lagrangiano contenga términos que describan esas caracteristicas
fisicas. Nuevamente, esto se logra con una analogia a la electrodindmica: se
introduce un tensor de fuerza antisimétrico FZV para describir el término de
energia cinética del glu6n

1

Lo=—1F" Fua, (3.10)

donde hay una suma implicita en los indices de color. Para asegurar que el

nuevo lagrangiano sea invariante de norma, se requiere que el tensor de campo
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transforme como F*Y = UF*'U", 1o cual se logra al elegir F"" = —ig[D¥,D"], o
F™ = gl AY — 9" AF — g[AF AY], (3.11)

el cual tiene un término [A”, A"] adicional a las derivadas usuales. Este es un
término no lineal en términos del potencial de norma, lo que hace que los gluones
no sean una simple repeticién de los fotones de la electrodindmica, sino que
incluyan autointeracciones de tres y cuatro gluones, las cuales se esquematizan

en la figura 3.3. Combinando todas las componentes de la densidad lagrangiana,

Figura 3.3.: Autointeracciones de gluones, las cuales son responsables de las caracteristi-
cas tinicas de QCD, como libertad asintética, confinamiento y rompimiento
de la simetria quiral.

se tiene a la total como la suma de los lagrangianos del quark y gluén
‘CQCD - [,q + Eg . (312)

De esta manera, las autointeracciones entre los gluones debidas a su carga de
color son la diferencia principal entre QCD y QED. De hecho, esas autointe-
racciones son responsables de las caracteristicas que hacen tnica a QCD; tales
como: libertad asintética, rompimiento de la simetria quiral y confinamiento. En
las secciones siguientes se discuten un poco las propiedades de la dindmica del

color.

3.3. Fuerza entre quarks y libertad asintética

¢Coémo es la fuerza entre dos quarks? Esto es una pregunta bastante dificil
de responder dado que no se observan quarks libres en la naturaleza. Ademas,
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las interacciones entre ellos es una combinacién bastante cadtica entre gluones,
los cuales se encargan de romper la simetria quiral y forman un mar pegajoso
dentro de los hadrones. Para tener una idea acerca de las interacciones entre
quarks, hay que imaginar por un momento que un quark libre de color «. Este
quark interacttia con otro de color p mediante el intercambio de un sélo gluén,
el cual dispersa a los quarks con colores &’ y B’ como muestra la figura 3.4 . La

amplitud de dispersioén para ese proceso es

S o (—igtypy") Dy () (—igtyg7"), (3.13)

donde se toman en cuenta las ocho contribuciones de intercambio de gluones

al sumar a = 1,...,8. Asi, el cuadrimomento 4 del gluén es una cantidad
espacialoide, 4° = g3 — §* < 0. Ademés, D, (q) es el propagador del gluén en

la norma de Feynman
. _ig uv

D,,(q) = 2 (3.14)

Notese que la diferencia entre la amplitud dada por la ecuacién (3.13) y la
amplitud para la interaccién entre dos electrones es solamente el factor de color

tia/t’; g €l cual se calcula en la seccién siguiente.

i J

Figura 3.4.: Interaccién de dos quarks a través del intercambio de un gluén.
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3.3.1. Factores de Color

Dado que tanto quarks y gluones tienen color, entonces la funcién de onda
debe tener un factor de color. Se ha mencionado en reiteradas ocasiones que los
quarks vienen en colores r, g y b. Esto es, los quarks se asignan a un triplete de
SU(3) con una simetria de color exacta. Luego, los gluones median la fuerza

entre cargas de color con ocho combinaciones de color distintas, a saber, el octete

rg,rb, g7, ¢b, b7, bg, \/g (r7 — g3), \/% (r7 + g3 —2bb) . (3.15)

Por otro lado, el singlete de color

\g (174 g3+ bb) . (3.16)

no lleva color y por tanto no tiene ninguna accién entre las cargas de color.

La fuerza de color entre dos cargas acopladas mediante el intercambio de un
gluén se denota por %cl coag, donde ¢ y ¢, son los coeficientes de color asociados
con los vértices. Entonces el factor de color se define por

1
CF = E |C1C2| . (317)

Por ejemplo, para calcular el factor de color de dos quarks de color b, se nota que

de los ocho gluones de la ecuacién (3.15), solamente uno tiene la combinacién
= . . ; 2 2 2

bb que se puede intercambiar, asi el producto c;c, es (_73> <_73) = 5 como

muestra la figura 3.5. Por otro lado, la interaccién entre quarks de color 7 es
mediada por dos gluones, esto es cic, = <\/6> <\/6) + (\5) (ﬁ) cta

% (figura 3.6), el cual es exactamente el mismo, lo cual es de esperar dado
que proviene de la simetria de color. Cuando se tienen quarks de diferente
color, como r y b, de nuevo se tiene que los gluones permitidos tienen c;c, =

) (=2) = -1 ' A

( \/g) < \/6> 3, 1. Estas amplitudes se afiaden o substraen de acuerdo a
la simetria de color bajo el intercambio de quarks. Para estados simétricos se

suman, obteniendo asi un factor de color +%, para estados simétricos se restan
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Je(rT + gg — 20b)

b b

Figura 3.5.: Diagrama de la interaccién de colores b — b. Como el término bb de la
ecuacion (3.15)es el dnico que afecta la interaccién de estos colores, entonces

2 24
se pone el factor (— %> para cada vértice.

L(r7 + gg — 2bD)

S

6

r r r r

Figura 3.6.: Diagrama de la interaccién de colores r — r. Como los términos r7 de la

ecuacion (3.15) son los tinicos involucrados en esta interaccién, entonces en

el primer diagrama se tiene el vértice (\%) y en el segundo (\%) .

resultando en —3. Los resultados anteriores se reducen a la expresién

r b b r

LG(W"' + gg — 2bb)

b r b

r

Figura 3.7.: Diagrama de la interaccion de colores r — b. Los gluones con combinaciones
r — b de laecuacién (3.15) son los involucrados en esta interaccién.
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1

C1Cy = P — § ’ (318)

donde P = +1 segtn los quarks estén en un estado de color simétrico o antisi-
meétrico.

Para nuestro objetivo es importante calcular el factor de color para un mesoén,
el cual esta en el singlete de color

3 7 g+ 8D) 3.19)

Se tiene entonces que debido a que todos los colores tienen la misma influencia,
entonces es suficiente considerar solo una interaccion, a saber, el término bb de la
figura 3.8. Para calcular cc,, se pone un signo menos en el vértice la antiparticula,
ya que tiene la carga opuesta. Asi, en el singlete de color del mesén, cada estado

inicial y final de la figura 3.8 tiene un factor \/g . Asi, el factor de forma para la

1 /1/ 2 8
10y = 3\£\£ (—5 —1-— 1) =3 (3.20)

donde el factor de 3 incluye las contribuciones 7 y ¢g. El factor de color es

interaccion gq es

Cr = %- (3.21)

Resultado que es de bastante utilidad a la hora de hacer calculos en QCD.

3.3.2. Libertad Asintoética

Una de las caracteristicas més sorprendentes de QCD es el fenémeno de la
libertad asintética, mediante el cual se afirma que la fuerza de interaccién entre
quarks ag = gz /47 se hace mas y mas pequefia conforme la distancia entre ellos
disminuye. Gracias a esta deduccion el premio Nobel de fisica de 2004 fue para

Gross, Politzer y Wilczeck, los padres de esta idea.



88 Elementos de QCD

b b r T
o
\/6(1"7“ + gg — 2bD) -
0000061000000)
b bob _ b
g g
by
b b

Figura 3.8.: Diagramas que describen la interaccién bb.

Para lograr entender este fendmeno, primero mencionemos un caso un poco
mas familiar: La fuerza de atraccién entre dos cargas g, y g4, en el vacio, la cual

se describe mediante la ley de Coulomb

L 192
F=_—25=, 3.22
Si las cargas se sumergen en un medio con constante dieléctrica € > 1, la fuerza

es

I q192
= —=, 3.23
4rre rz ( )
la cual también se escribe de una forma similar a la ecuacién (3.22) si se conside-
ran las cargas efectivas §; = ¢;/+/€. De esta manera el efecto del medio puede

interpretarse como un agente modificante de las cargas.

En teorfa cuantica de campos, el vacio no es realmente un vacio debido a que
el estado mas bajo de energia del campo puede verse como un estado con un

mar de energia con electrones de energia negativa. De este modo, cuando un
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electrén pasa por ese medio vacio, puede inducir una transicién de un electrén
de energia positiva a uno de energia negativa, creando un par electrén-positréon
virtual, que se conoce como fluctuacién del vacio. Asi, la interaccién entre dos

electrones en el vacio se vuelve

2

e Qo (1)
F=_—cfe _ Zemi /) (3.24)
47rr? r?

donde a,,, es la constante de estructura fina, la cual depende de la distancia r
o el momento de transferencia g o< 1/r. Asi, el efecto de r — oo es equivalente a
g — 0. El acoplamiento medido de la fuerza de interaccién de un fotén de bajar
energia es &, (9 = 0) = 1/137,035. La constante de estructura fina se obtiene

mediante la ecuacién diferencial

do(p)
dp

[ = B(a(p)) (3.25)

donde y es una escala de momentos. La funcién B se calcula en teoria de per-
turbaciones gracias a que «,,, es pequefio y a un lazo g = Zagm/ 3 > 0. La

solucién es

(94

“em(.u) = fm) 7 - (3.26)
1 Syl 1

Ho

Es importante notar que la fuerza de interaccién entre dos electrones se hace mas
grande conforme la distancia entre ellos disminuye. Por lo tanto, la electrodina-
mica es una teoria fuertemente acoplada a distancias muy pequenias. Es la razén
por la cual no se puede resolver de una manera completamente consistente a
menos que se imponga un corte ultravioleta en la escala de momentos. De
manera andloga, la ecuacién (3.25) es también la ecuacién diferencial que se
satisface para la constante de acoplamiento. Sin embargo, la funcién f para este

caso es

Bla)=—5 a4, (3.27)
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N

Figura 3.9.: Polarizacién cudntica del vacio que cambia las fuerza effectiva de interac-
cion. El primer diagrama hace la interaccién mds fuerte a distancias cortas
(apantallamiento). El segundo resulta de la interaccion no lineal entre gluo-
nes y tiene un efecto de antiapantallamiento, el cual hace el acoplamiento
mas débil a distancias cortas.

donde By = 11 — 3n #, siendo 1, el nimero de sabores de quarks. El término
—%n # viene del efecto del par quark-antiquark del primer diagrama, este escala
el niimero de sabores y ademds es negativo. Por otro lado, el término logaritmico
viene de la contribucién no lineal del gluén del segundo diagrama. Y de esta
manera el autoacoplamiento del gluén tiene un efecto de antiapantallamiento.
Se muestra a partir de la ecuacion de renormalizacion del grupo que la constante

de acoplamiento de QCD tiene la forma

27

% (#) = BoIn(p/Agep) (3.25)

la cual va a cero conforme y va a infinito. Este comportamiento se ha verificado
en experimentos a altas energias, como se muestra en la figura 3.10, donde Q es
la escala de energias. Asi, debido a la libertad asintética, las interacciones fuertes
se calculan en teoria de perturbaciones cuando el momento de transferencia es
grande. Por ejemplo, en el intercambio de un gluén, una buena aproximacién
para la interaccién del quark es qZVAQCD. Hasta la fecha, uno de los mayores
logros de QCD se aloja en la regién perturbativa (pQCD). Pero es importante
notar que a pesar de que el acoplamiento entre los quarks se hace mas pequerio,
no significa que la fuerza entre ellos tenga el mismo comportamiento. En efecto,

la fuerza sigue aumentando a cortas distancias para una teoria asintética.
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Figura 3.10.: Constante de acoplamiento de QCD como funcién del momento. Se mues-
tran datos experimentales y algunas predicciones tedricas.

3.3.3. Escala de Interaccion Fuerte Agcp

El acoplamiento introduce un pardmetro adicional Agcp, el cual establece la
escala en la cual la constante de acoplamiento se hace grande y la fisica adquiere
su faceta no perturbativa. En otras palabras, Agcp ajusta la escala de la fisica de
interacciones fuertes. En el esquema MS con tres sabores

Agcp ~ 250MeV . (3.29)

La mayoria de los resultados de QCD sin escala de momento externo usan este
parametro cuanto la masa de los quarks es despreciable. De manera particular,
tiene una gran importancia para la masa de protones y neutrones, y en general
de la masa barioénica del universo. Sin embargo, cuando se trabaja con quarks
maés pesados, la escala de momento necesariamente tiene que aumentar. Esto

con el fin de tener resultados concordes con esas escalas de energia.
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3.4. Simetria Quiral

¢Para qué sirve introducir una escala de interaccion fuerte Agcp que dependa
del acoplamiento a? Los quarks ligeros tienen una masa mucho més pequefia
que Agcp, mientras que los quarks pesados son mucho més pesados. Con esta
clasificacién, los quarks up y down se consideran ligeros, mientras que charm,
bottom y top se consideran pesados. ;Qué pasa con el quark strange? Bien, dado
que no puede considerarse ni ligero ni pesado, en algunas ocasiones se toma

como quark ligero, pero en otras como casi pesado.

En esta seccion se hace énfasis en los dos quarks ligeros. Para entender la
tisica adyacente de los quarks, conviene tomar el limite teérico en el cual sus
masas es cero, ya que la fisica del mundo real no es muy diferente a la de este

limite.

3.4.1. Simetria Quiral

Sila masa del quark fuera cero, entonces el espin del quark podria estar en
la direcciéon del movimiento (quark derecho) o en la posiciéon opuesta (quark
izquierdo). Dado que el quark sin masa se mueve a la velocidad de la luz, su

lateralidad es independiente del sistema de referencia donde se observa.

La quiralidad se elige con la matriz -5, ya que esta conmuta con el Hamil-
toniano libre. Asi se define el operador de proyeccién P, = (14 5)/2 para

proyectar sobre quarks derechos (o izquierdos)

P, =
¥p, =

(T—7s5)¢¢,

(T+7s)9s, (3.30)

NI DN =
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donde f denota los diferentes sabores. Asi la funcién de onda del quark se

escribe como una combinacién lineal de ambos

b=+ ¥p. (3.31)

Y el lagrangiano del quark también se separa como

Ly= L) + Ly(¥p), (3.32)

el cual depende ya sea solo del quark con lateralidad izquierda, 6 derecha, pero
no ambos. Esto quiere decir que las interacciones de QCD no acoplan los quarks

derechos con izquierdos o viceversa.

Asi, como se considera que ambos quarks up y down no tienen masa, se
consideran como dos estados independientes del mismo objeto el cual forma
un espacio de isospin con dos componentes (espinores). Entonces la densidad

lagrangiana es simétrica bajo rotaciones independientes de ¢; o Y

/
Up Urp
= Up

/ (3.33)
dI,D dI,D

donde U; j, son matrices unitarias 2 x 2. De esta manera se dice que el lagran-
giano de QCD tiene una simetria quiral U (2); x U(2)p.

3.5. Confinamiento de Color

Se puede decir que el confinamiento de color es una de las caracteristicas mas
sobresalientes de QCD. Esto es, que a temperatura y densidad cero, cualquier
sistema interactuando fuertemente debe ser un singlete de color a una escala de
distancia mas grande que 1/ Agcp. Como consecuencia, no existen quarks libres
aislados en la naturaleza (confinamiento de quarks). El confinamiento de color
es una conjetura consistente con resultados experimentales, pero atin no ha sido

probado de manera formal.
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Por ejemplo, si se considera que un par quark-antiquark estd en un estado de
singlete de color y se aplica energia para intentar separarlo, la interaccién entre
ellos se vuelve cada vez mas grande. Esta es una situacién equivalente a lo que
pasa con se estira a un resorte. En efecto, cuando uno estira a un resorte mds alld
de su limite eldstico, este se rompe en dos resortes. Para el par quark-antiquark,
el afiadir energia suficiente crea un nuevo par en vez de separarlo, lo que tiene
como consecuencia que los quarks no sean particulas libres nunca. Este efecto se

muestra esquemadticamente en la figura 3.11

Figura 3.11.: Creacion de un nuevo par quark-antiquark después de agregar energia
suficiente a otro par.

A pesar de todo, lo escrito en el parrafo anterior no es mas que pura espe-
culacion la cual todos tomamos como cierta debido a que no se ha mostrado
que ocurra mediante otra especie de mecanismo. Para entender realmente lo
que sucede, se deben hacer cdlculos en QCD de manera formal a escalas de
distancia realmente grandes donde, segtin la ecuacién de renormalizacién del
grupo, el acoplamiento es verdaderamente grande. Un célculo de este tipo es
demasiado complicado con 1 tecnologia actual. Una de las formas mds aceptadas
para resolver QCD en el régimen de acoplamiento fuerte es metiendo la teoria
en una red espacio-tiempo finita, o lattice QCD. En lattice QCD se encuentra que
la energia potencial entre los quarks, cuando se les intenta grandes distancias en
un nivel donde no hay creacién de un par quark-antiquark (QCD apagada), es de

una forma lineal a una distancia de pocos fermis.
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Es posible que este potencial lineal tenga su origen en el llamado tubo de flujo:
un resorte de energia gluénica entre un par de quarks. En QED, por ejemplo,
las lineas de campo entre un par de cargas positiva y negativa se dispersan
sobre todo el espacio, generando asi un potencial 1/r. En QCD, sin embargo,
el vacio acttia como un superconductor que oprime al campo de color hacia
una configuracién geométrica minima: un tubo estrecho. Le cuesta energia al
tubo esparcirse en el espacio, por lo que el tubo tiene aproximadamente una
seccién eficaz y energias constantes y asi la energia almacenada en el flujo
se incrementa linealmente con la longitud del tubo. Este tubo se ha visto en

soluciones numéricas de la energia del gluén en lattice QCD.

El aspecto aparentemente mds mistico de QCD es que todo el formalismo se
desarrolla utilizando ingredientes que no es posible observar en experimentos a
bajas energias, quarks y gluones. Lo que usualmente se observa en los laborato-
rios son hadrones y ntcleos, los cuales son estados base de esos bloques de la

materia.

Como se discutié en el capitulo del modelo de quarks, un mesén es una
particula compuesta por un par quark-antiquark. Por ejemplo, el pién tiene el
numero cuédntico uii — dd, ud y dii, los cuales son singletes de color. Por otro lado,
un barién se compone de los niimeros cudnticos de tres quarks, que pueden

formar un singlete ya que recordando la regla de multiplicacion de SU(3)
3033=10H838d10, (3.34)

donde 1 representa el singlete de color. Por ejemplo, un protén esta formado por
dos quarks up y uno down; aqui la carga total de los quarks 1, el espin de los
quarks se afiade para formar una particula con espin total 1/2, como se observa
en la figura 3.12. Recordemos que existen otro bariones como A, (), etc, que se
mencionaron en el primer capitulo, pero ademds también se tienen a sus estados
excitados. Y bien, el conjunto de bariones y mesones son los hadrones hadrones,

los estados ligados de las interacciones fuertes, y el objeto principal de estudio
de QCD.
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Figura 3.12.: Diagrama de un protén. En el modelo de quarks solamente aparecen
tres quarks para formarlo, modelos recientes indican que los protones
se encuentran sobre un mar de gluones que crean pares de particulas y
antiparticulas que constantemente se aniquilan.

Los bariones con las masas més pequefias son los protones y neutrones, que
en conjunto se llaman nucleones. Los protones son estables mientras que los
neutrones tienen un tiempo de vida de aproximadamente 15 minutos. Ademads,
existe una fuerza de atraccioén entre protones y neutrones, que son residuos de
la interaccién de color, similar a las fuerzas de Van der Waals entre 4tomos y
moléculas neutros. Esa fuerza es la responsable de mantener a los nucleones

unidos para formar ntcleos atémicos.

3.6. Interacciones Débiles

Para finalizar este pequefio repaso sobre los elementos basicos de QCD hay
que mencionar a las interacciones débiles. Las interacciones débiles aparentemen-
te no juegan un rol muy importante cuando se estudia QCD, pero su importancia
recae en el hecho de ser las responsables de fenémenos como la desintegracion
radioactiva y el cambio de sabor de los quarks. Estas son mediadas por medio
de bosones vectoriales W y Z, los cuales juegan un papel similar a los fotones
y gltones en QED y QCD respectivamente. En particular, el bosén Z conserva
el color y es neutro, por lo que es més parecido al fotén. Sin embargo, esos
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bosones de norma débil son realmente masivos, 80,4GeV para W'y 91,2GeV para
Z,y median una fuerza que acttia en un rango muy pequefio con una fuerza
extremadamente débil. Los bosones W tienen carga y ademds cambian el sabor.
Por ejemplo, la emision de un W' cambia un quark up por un quark down, y
también cambia a un electrén en un neutrino del electrén, y a un muén en un
neutrino del muén. Por lo que no es una mala idea tener una idea general sobre

estas interacciones, la cual se desarrolla brevemente a continuacion.

Dado que las interacciones electromagnéticas y fuertes involucran solo a la
corriente vectorial j* = V¥ = ¢y"¢ y por tanto conservan paridad. Sin embargo,
en 1956, Lee, Yang y Wu descubrieron que la interaccién débil incluye violacién
de paridad, y que la corriente axial A* = ji = "5y también se involucra en
este tipo de fenémenos. Bajo una transformacién de paridad ¥ - — X, el vector
corriente transforma como V¥ — — V¥, mientras A" — A". De manera anéloga,
se pueden definir nueve corrientes axiales en términos de la estructura de sabor
de los quarks up, down y strange,

a

— A
AL =" 55y (3.35)

Una forma de entender mejor las interacciones débiles comienza con la definicién
de cargas débiles. La asignacién de carga débil se relaciona con la propiedad

quiral de los quarks visto en la 3.4.

Dentro del modelo estdndar se asume que los quarks up y down izquierdos

forman un vector de dos componentes
= (3.36)

el cual transforma como un doblete bajo SU(2);, mientras los quarks derechos,
up y up transforman como singletes. El superindice 1 indica la primera genera-
cién. El mismo patrén se repite para los quarks de la segunda generacion: charm
y strange, asi como en la tercera que incluye a top y bottom. Ademads, los quarks

llevan una hipercarga escalar Y que transforma como Uy (1), la cual se define
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como
Q=1+~ (3.37)

donde I; = Tj es la tercer componente del isoespin débil SU(2); y Q es la carga
eléctrica.

Para que SU(2); x Uy (1) sea una simetria local, se introducen los campos de
norma W;' para SU(2); y B" para Uy (1). Entonces, la derivada covariante para
el doblete débil es

z Y
Dﬂzaﬂ+¢g§wwﬂ+¢g§~3ﬂ. (3.38)

Asi, después del rompimiento esponténeo de la simetria SU(2); x Uy (1) a través
de un doblete de Higgs H = (¢, ¢"), solo se mantiene U,,,(1). Los bosones de
norma sin carga w° y B se mezclan para dar un campo vectorial de fotones sin

masa A" y un campo bosénico de norma débil masivo Z*

WHE _ o'BH
ﬂ::%%é?:mww—mww, (3.39)
§+g
g'Wi —gB"
Al = =3 S —sinf, W} cos by, B", (3.40)

Ve +g?

donde se introduce el &ngulo de mezcla de Weinberg 0,y,. Asi, como el campo
electromagnético A¥ media la interaccion electromagnética, los acoplamientos

se relacionan por
e=gsinfy =g cosW. (3.41)

Con la definicién anterior, el acoplamiento de un bosén-Z con quarks y leptones
es

Lo =~ eosg 97" (&v — 8" Wiy, (3.42)
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donde las constantes de acoplamiento vectorial y axial son gl"/ = I3 —2g; sin” O
y ¢4 = I3, respectivamente. El valor medido experimentalmente es sin’ Oy =0.23120(15).

En el modelo estdndar con tres quarks ligeros, la corriente de interaccién del

bosén W es
Jiy /2 = cos Ocupy!dy + sin Ocupy'sy + - - -, (3.43)

donde 6~ = 15° es el angulo de Cabibbo. La interaccién viola la paridad ma-
ximalmente, por lo que los quarks de la primera generacién pueden pasar a
uno de la segunda a través del intercambio de un bosén W. Esto se conoce
como mezcla de sabores. De hecho, la mezcla de sabores més general dentro del

modelo estandar con seis quarks va como
/2 =atd; +eytsy + Y, (3.44)

donde los quarks primados son

d/ Vud Vus Vub d
s |l =1 vy, v, v, s (3.45)
b’ Via Vis Vi, b

y la ecuacion (3.45) es la matriz de mezcla de Cabbibo-Kobayashi-Maskawa, la

cual satisface la condicién de unitariedad
’Vud’2 + |Vus|2 + ‘Vub|2 =1. (3-46)

Este tipo de matrices se pueden parametrizar en términos de tres dngulos de

mezcla 6;,,0;3, 053 y una fase , cuatro pardmetros independientes. La parame-
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trizacién estandar es

—ié
C12€13 512€13 513€
i i6
—8512C23 — €12523513€ C12Cp3 — 512523513€ 523C13 (3.47)
i i
512523 — €12023513¢€ —C12523 — 512€23513€ C23C13

donde ¢;; = cosf:: ys;: = sin0...
ij ij ¥ Sij ij

Para conocer en detalle la teoria de norma de las interacciones débiles se
puede leer [5,10,40,42-44,64,65].



Capitulo 4.

Ecuaciones de Schwinger-Dyson

«There is a great satisfaction in building good tools for other people to
usel»

— Freeman Dyson

Con el fin de derivar a las ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD), o ecua-
ciones de movimiento de cualquier teoria cuantica de campos, se introducen
algunos conceptos fundamentales de teoria cuantica de campos en formalismo
de integrales de trayectoria. De esta forma se obtienen las herramientas para
deducir la ecuacién de movimiento de quark. Se comienza con una introduccién
al formalismo de integrales funcionales de las funciones de Green, el método
usual para cuantizar las teorias de norma. También se presentan las identidades
de Ward-Takahashi y la forma en que éstas relacionan a los vértices con los
propagadores. Finalmente se presenta a las ecuaciones de Schwinger-Dyson
no renormalizadas para el propagador del quark, asi como la solucién para la
funcién de masa. La derivacion y cdlculo de observables usando las ESD se

puede encontrar en [66—72]

101
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4.1. Integrales Funcionales

El formalismo de integrales funcionales es el método més directo para de-
rivar a las ecuaciones de Schwinger-Dyson, el cual se expone brevemente a

continuacion.

Una teoria cudntica de campos se caracteriza principalmente por sus fun-
ciones de Green. Para una teoria escalar, la integral funcional sobre los campos
es

OITEpG) - ol o) = LT L@l gy

Aqui, ¢(x) es el campo escalar en el punto del espacio-tiempo x, y T indica un

ordenamiento temporal de los operadores. Ademas, S es la accién cldsica
S = /ddxﬁ(x) : (4.2)

La ecuacién (4.1) se escribe en una forma mas compacta al introducir una fuente
externa |. La funcion de Green de la ecuacion (4.1) se obtiene al tomar la derivada

funcional respecto a la fuente externa J(x), esto es

o (=) ez
donde
Z[]] = / Dlg]exp {i / d4X(£+pr)1, (4.4)

es el funcional generador del campo bosénico ¢.

Dado que es necesario calcular la funcién de Green de dos puntos, la cual

representa al propagador, entonces se calcula la segunda derivada respecto a la
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fuente externa

2
(0T [§(x1)p(x2)][0) = _Zl[o] 5](;5(1;2[]](]@)

= iAF(xl — xZ) . (4:5)
J=0

Para fermiones, los cuales estamos interesados estudiar, el generador funcional

es
27| = [ DEpAlesp |i [ d5(C+Fr+7p+A)| G

donde se usa la notacién D[y A] = D[] D[¢]D[A]. El término A, corresponde
al campo de norma asociado a una fuente externa J". Los campos fermiénicos
P y ¥ vienen con unos términos de Grassman 77 and 5. Con estos elementos

presentes, la funcién de dos puntos del fermién es

1 5*Z[y,7]
0,0,0] 677 (x1)0(—1(x7))

=iSp(x1 — xp),
J=n=7=0

OITP(x)F(2)][0) = ~ 57

(4.7)

donde Sr(x; — x,) denota al propagador del fermién. Es importante notar que
se considera la derivada funcional con respecto a —7, para asi tomar en conside-

racion la anticonmutacion de los elementos del dlgebra de Grassman.

Las funciones de Green conectadas generan los diagramas que contribuyen a
la matriz S. El funcional generador para las funciones de Green conectadas VW

se define como

Zn,7,]] = expliWln, 7,711, (4.8)

la cual se relaciona mediante una identidad de Legendre al vértice propio o
accion efectiva I'[i, ¢, A

Wi, J) = T[99, A1+ [ d*xlfn +79+ 1A, (@9)
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Con la ayuda de la ecuacién (4.9) es posible obtener las funciones de Green una-
particula irreducible (1PI). Estos consisten en los diagramas de Feynman que no
se pueden separar en dos diagramas autoconsistentes cuando son cortados con

una linea. A partir de la ecuacion (4.9), se define

SWJ] W] Wi -
—is = Aw —ZWU =¥ 517;7 =¥
OT[A] OT[Y] Oy
PSAE T Jur 15—1;P =1, _Zé—g =1, (4.10)

los cuales son también funcionales, pero usualmente se refiere a ellos como

campos clésicos.

4.2. Cuantizando Teorias de Norma

Ignorando los campos fermionicos, el generador de funciones de Green de n

puntos es

Z[]] = /D[A] exp [i/d4x(£+]“”AZ)1, (4.11)

donde el Lagrangiano £ y la medida D[a] son invariantes de norma, pero la
fuente no. Por este motivo, se tiene que las funciones de Green son cantidades
dependientes de la norma. Por ejemplo, si se ignora a los campos fermiénicos y
se concentra solamente en la parte de norma, el Lagrangiano es

L= lF“ F (4.12)

2 Fw . .

Al realizar la integral sobre las configuraciones de norma se sobrecuentan algu-
nos términos que resultan de sumar sobre configuraciones de campo que son
equivalentes. Para resolver este problema es necesario restringir el funcional
y considerar solamente una Orbita de norma representativa. Esto se logra al
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imponer una restricciéon sobre el campo de norma AZ, la cual se escribe como
G'Al = B". (4.13)

Esta condicion se satisface para todas las AZ'S. Ademais, tanto G* como B?
3 P a a a g

se deben elegir de tal manera que se obtenga un tnico A" para A, y B" fijos.

Para poder utilizar esta restricciéon dentro de la funcional integral, se inserta un

término unidad en forma de una funcional integral
5clAl / DI[TA6(G* AN — B =1, (4.14)
a

la cual se evaltia directamente y se obtiene

w (G A (x1))
Oc[A] = det M, donde(Mg(xq1, x,))" = ; : (4.15)
OA"(x,)

Colocando la ecuacion (4.14) dentro de la expresién para el funcional generatriz
se obtiene

Z[J] = /D[A] det Mg [ [6(G" Ay (A) — BY) exp [i/d4x(£+]””AZ)} . (4.16)

Como todos los términos en la ecuacion (4.16), con excepcién de la funcién delta,
son invariantes de norma, entonces uno desearia remover a la funcién delta de
dicha ecuacion. Esto se logra imponiendo una condicién que fije la norma de la
ecuaci6n (4.13) al introducir una integral gaussiana centrada en B’ e integrando

sobre el campo auxiliar

Z[]] = /D[AB] det Mg exp [i/d4x (L +B'G,Aj + g(B”)2 + ]“VA;j)] .

(4.17)
Con esta restriccion se obtiene una integral independiente de los pardmetros B,

por lo que es posible factorizar al resultado del integrando [ D [B], el cual es una

constante. Esta constante afecta globalmente a la normalizacién del funcional,
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por lo que incluirla en la expresién final del funcional no es muy importante.
De esta manera, para un pardmetro de norma ¢, se tiene la siguiente forma de
funcional generatriz

Z[]] = /D[A] det M exp {i/délx (E — ;—C(GVAZ)Z#—]‘WAZ)} . (418)

Asi, al utilizar la norma covariante, donde G" = 9", se llega a que la condicién

. . . . . 1 2
de que fijar la norma es equivalente a agregar el término Lgr = — 5 (9, A% (x))
al Lagrangiano. En esta norma, la matriz M adquiere la forma

(Mo (x, )" = —é(aﬂbaz — g9 AL )6 (x — ). (4.19)

El siguiente paso consiste en utilizar el truco de Faddeev-Popov. Para una teoria
abeliana, las constantes de estructura fabc = 0, por lo que el determinante
de Mg es constante. Esto es similar en las normas de Coulomb y Axial. Sin
embargo, como en la norma covariante el determinante depende del pardmetro
de norma A¥, este deja de ser una constante. Este argumento debe tomarse
cuidadosamente, ya que la eleccién de dicho pardmetro afectara directamente a
las predicciones fisicas. El método de Faddeev-Popov es utilizado para obtener
un lagrangiano efectivo al introducir el fantasma de Faddeev-Popov como un
campo adicional.

4.2.1. Fantasmas de Faddeev-Popov

La dependencia del campo de norma del determinante de Faddeev-Popov y
de la constante de acoplamiento ¢ complican demasiado la descripcién de las
teorias de norma no abelianas. Para solucionar esto, se escribe el determinante
en términos de un campo complejo x”(x), el cual pertenece a la representacion

adjunta del grupo de norma SU(3), que anticonmuta pero tiene un propagador
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bosoénico. El determinante de Mg se expresa como

detMg = [ Dllexp { ~ 1 [ d'xidtxon (x0) (Mo, 1) (32) .
(4.20)

Después de integrar el término dentro de la exponencial de la ecuacién (4.20)

por partes, esto es

/d xld 20X (xl)(MG(xllxz) /d x1 (9" X" ( ))*DZbXb(M)I
(4.21)

el determinante de M se reescribe como
det Mg = / D[xx"] exp {i / d*x (9" x™ () Dy X (x )}, (4.22)

donde Dzb = (5”178“ —gf “bCA; (x) es la derivada covariante, ademas se reetiquet6
xq — x. Colocando todos los términos correspondientes de los campos del quark
junto con sus fuentes, se obtiene el funcional generatriz de QCD

Zl],o,0" 7] = /D[AXX*’W] exp {i/d4x (ﬁ + L+ Lor+ Lpp
FAL M+ X" N+ o+ W) } (4.23)

donde ¢ y 0™ son las fuentes asociadas al campo de fantasmas. Ademas, se ha

descompuesto al Lagrangiano en sus partes constituyentes

Nf B 1
‘CF = Z lpk(i’)/yD‘u - mk)lpk ’ ‘CG = _ZF;WF;WI
k=1
Lop = —E(amﬂ) , Lep = (0"X™)DIX", (4.24)

donde la suma sobre el Lagrangiano del fermién L se realiza sobre N sabores

de quarks.
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4.3. Identidades de Ward-Takahashi

Las identidades de Ward-Takahashi son relaciones exactas entre los vértices y
propagadores 1 particula irreducible (1PI), las cuales son vélidas para todos los
6rdenes, tanto en teoria de perturbaciones como de manera no perturbativa. Su
razén de ser se debe a la invariancia de norma de QED y su papel en el calculo
de observables es importante ya que permanece vélida después de renormalizar
la teoria. Esta identidad se obtiene facilmente usando el formalismo de integrales
funcionales presentado en la secciéon previa. Se comienza con la ecuacién (4.6) y

el lagrangiano de QED de la ecuacién (3.12)

2l = / D[pyA] { exp [i / dhx(L(Aw . 9) + P + T + ]yAu)} } :
(4.25)

El objetivo principal es hacer una transformacién de norma a este funcional, el
cual debe ser invariante ante dicho cambio. Esto es posible ya que una transfor-
macién de norma no es méds que un desplazamiento en las variables, el cual deja
la integral invariante. Cuando se varia el funcional, el enfoque es solamente en
los términos que fijan la norma y en las fuentes externas, que no son invariantes
de norma. Sea A(x) el término que parametriza a la transformacioén de norma,

entonces

z+02 = | D[WA]{exp [i [ (LA )+ Py 7+ ' 4,)

(-

|~

(0, AM)°A(x) + J*(3,A(x)) + ieA(x) (g — w))] } :
(4.26)
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Se integra por partes el término que incluye la variacion para asi cancelar las
derivadas sobre A(x). Ademads, se expande la exponencial a orden O(A)

6z = [ D[WA]{ exp [z' [ @ 5(ECA 9, 9)+ 7+ 14,
52
X <— ?(BVA”)B},]” +ie(py — ﬁl[))) i/\(x)} . (4.27)

La condicién 6 Z = 0 se reescribe como una ecuacién diferencial funcional que

actta sobre el funcional generatriz Z

5 _ 6 N S _
[_a?*]y +€<’75ﬁ(x) - Uéﬂ(x)) +138”E] el =0 29

Es posible reescribir la expresion anterior en términos de la funcién de Green

conectada de la ecuacién (4.8) usando las distintas relaciones para el vértice

propio de la ecuacion (4.10)

Z[,n,7]=0. (4.29)

or (- 6T ) 0°
aﬂm + 1e (1’0(5@(9() —¢5¢(x)> _lgaﬂAﬂ(X)

De esta forma, la identidad de Ward-Takahashi para QED en el espacio de
coordenadas se obtiene al tomar las derivadas funcionales con respecto a i y ¢,

ademads de considerar a los campos A, ¢, ¢ igual a cero, asi

5T 52 _ T ST
" = je— — — .

@A) 59 (‘”w(x) ‘Pfsw(x)) (439
5T

= e [54(9( — ) —(2)dp(x) — 6*(x — z)_(sz—F] :
P 5P (x)ép(y)

Después de hacer una transformada de Fourier al espacio de lo momentos se

tiene

9,0 (pa.p+q) =St (p+4q) =S¢ (p) (4.31)
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la cual es la identidad vectorial de Ward-Takahashi en el espacio de momentos.
Al considerar el limite 4 — 0 se obtiene la primera identidad de Ward

-1
(p,p) = _asg (). (4.32)
Pu
También se puede obtener una identidad de Ward para el fotéon de la ecua-
cién (4.29) al diferencia con respecto al campo A"”. Una vez que se hacen todos
los campos igual a cero se encuentra
o’T 5
o = 9Vt (x — (4.33)
AWeAE g Y

y después de la transformada de Fourier

q}t [Ayv]il = %qqu . (4.34)

La cual indica que la parte transversa del fotén no recibe correcciones a mayor
orden en las normas covariantes lineales. Las normas covariantes lineales son
aquellas en la que se le afiade al Lagrangiano un término de la forma % (8” AZ) ,
donde ¢, como ya se menciond, es el pardmetro que fija la norma. Los ejemplos
mds comunes son la anteriormente mencionada norma de Landau (¢ = 0), y la

norma de Feynman (§ = 1).

4.4. Ecuaciones de Schwinger-Dyson

La técnica funcional vista en las secciones anteriores permite determinar las
ecuaciones de movimiento de QED y QCD, o ecuaciones de Schwinger-Dyson
(ESD). Al expandir en el pardmetro de acoplamiento a esta ecuacién se obtiene
la teoria de perturbaciones. Pero lo realmente fascinante de estas ecuaciones,
es que su derivacion se puede obtener de manera no perturbativa. Entonces se
pueden usar para tratar problemas tanto no perturbativos como pertubativos.

Las ecuaciones de Schwinger-Dyson se basan en el hecho de que la el funcional
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integral de una derivada total es igual a cero

)
D]p]— =0. 4.35
| Ploly, (4.3
A pesar que este argumento parezca ser trivial desde el punto de vista del analisis

funcional, conduce a relaciones no triviales entre los funcionales generatrices en

teoria cuantica de campos.

Para comenzar, se usa la ecuaciéon (4.35) en el contexto de una teoria escalar,

0 = /[@]%eXp{i<S(qv)+/dx]¢>}
exp {i (S((p) + /dxhp) } : (4.36)

La cual se escribe como una ecuacion diferencial

) .0
% —15—] ‘|‘]

La expresion anterior es la relacién de Schwinger-Dyson, la cual es independiente

asi

oS
=4

= Dleli|5,

Z[J]=0. (4.37)

de teoria de perturbaciones. En la siguiente seccion se calcula la ecuacién de
Schwinger-Dyson para el propagador del quark. Para ello se considerara solo
un sabor, esto gracias a que los campos de quarks se afiaden aditivamente al

Lagrangiano de QCD.

4.4.1. Ecuaciéon de Schwinger-Dyson del Quark

Para encontrar la ESD del quark es importante recordar varios aspectos de la

teoria. Primero que nada, el propagador del quark es

g

B SR
-‘_Z ]/JIU/ s
S(x,y) _ 107] 10 [ U 77]

i
Z[J, 0,07, 1,7]

(4.38)
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La acciéon de QCD se escribe como

S = Socp +i / 3% Lpenies s (4.39)

donde
SQCD = i/d4x <£ + £G + LGF + EFP) , (4:40)
Leventes = AZ]ay + X*‘T + U*X + ¢77 +1y. (4.41)

Debido a que la integral funcional es independiente de los campos, se escribe la
derivada de la accion

0= /’D[AXX*Uﬁ] é‘l‘zj%eSQCD+fd4x/£fuentes . (442)

Una vez que se realiza la derivada, se reescribe en una forma tal que se usa la

funcional generatriz

0 (25D R R 6
- - —1 sl =17, — 1=
o Yo TR Y T Y/ ) |

+ ﬂ(x)> Z[],0,0%,1,7], (443)

donde 65qcp /07 (x)[- - -] es el operador diferencial funcional que actta sobre
el funcional generatriz. Es esta ecuacién también actta el operador diferencial
6/6m, el cual, al ser un operador de Grassmann, actta por el lado derecho. Por
tanto

<5SQCD 5 [_.(5 5 .56 0

5p(x) ony) |~ oo oo oy oy’ o]

+ 6 (x — y)) Z[J,o,0% 1,7,
(4.44)

donde se omiti6 el término 6Z(- - - )éc ya que no contribuye a ningtn término de
la ESD después de hacer las fuentes igual a cero. Después de realizar la serie de

pasos vistos en el Apéndice A, se llega a la expresion de la ESD del propagador
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del quark

d*k
(27)*

S¢'(p) = ip—mo+ [ 5@ "SKITY(k pik— p)Dji(k—p).  (445)
Esta es la ESD no renormalizada para el propagador del quark en el espacio de
momentos. En la figura 4.1 se presenta a la ecuacién (4.45) de forma diagramatica.
El primer sumando en el lado derecho es el propagador del quark libre Sy(P).
Mientras que el segundo diagrama corresponde a la autoenergia del quark. Es
importante mencionar que tanto el propagador del gluén como el vértice tienen
su propia ESD que, en principio se tienen que resolver junto con la del quark, pe-
ro por a su complejidad se usan modelos que satisfagan las propiedades basicas
de QCD. Esto es, libertad asint6tica en el régimen ultravioleta, confinamiento de

quarks y gluones y rompimiento dinamico de la simetria quiral.

S
-1 So —1
-0 - = +—>—f>—,—>— >
S T

Figura 4.1.: Ecuacién de Schwinger-Dyson del propagador del quark. De izquierda a
derecha: El propagador completo del quark se expresa como propagador

libre del quark maés su autoenergia. La autoenergia contiene al propagador

completo del quark y del gluén. Estos se acoplan con el vértice completo
1PL

Después de renormalizar a la ESD se obtiene

A
Sl (p) = Zo(ip+mp) + Z, /q Y S()Ty (k, pik — p)D,, (k—p),  (4.46)
donde se han factorizado los indices de color

Dy = 8"D,,(q), (4.47)
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con g = k — p. El vértice quark-gluén se descompone como
Iy (kp) =t"T,(k p). (4.48)

donde T, (k, p) es el vértice quark-gluén propio. Ademas, | qA =/ AMatg/(2m)
representa una regularizaciéon de invariancia traslacional de la integral, donde
A es la escala de regularizacion. En la ecuacion (4.46), las constantes Z; (CZ, A
y ZZ(CZ, A? son las constantes de renormalizacién del vértice quark-gluén y de
la funcién de onda del quark respectivamente. Estas dependen del punto de
renormalizacién ¢. Con esto en mente es mucho mds sencillo es posible escribir
la contribucién a la autoenergia de las matrices de Gell-Mann como un solo
factor Cp, el cual es un casimir. Para tres colores N- = 3, la contraccién de los
generadores de SU(3) es

C :(Sabtatb:i/\_uAaz:li{Aa /\a}zli ééaa_i_zdaac)\c _
F 2 e 2 3

a=1 a=1

W W~

—~
W~

49)

Ademds, en normas covariantes, la forma mds general para el propagador del

gluén es

Ty 1 T
D“?,:(s”bK(sv— i ) + &t ] (4.50)
g o ) fa+ng) T

Es importante mencionar que la derivacién de las ESD no requiere que la
constante de acoplamiento sea pequefia, por lo que son ideales para combinar
los espectros ultravioleta e infrarrojo de la teoria. Ademas, estas acoplan a la
funcién de Green de n puntos con la de n + 1, la de n 4+ 1 puntos con la de
n + 2 puntos, etcétera. De esta manera forman una torre infinita de ecuaciones
acopladas que deben resolverse simultdneamente. Sin embargo, para resolver
este namero infinito de ecuaciones se necesita un esquema de truncamiento, el

cual debe satisfacer las caracteristicas principales de QCD.
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El truncamiento usual consiste en obtener el propagador del quark se pro-
ponen ansatz para el propagador del gluén DZ?, y el vértice I';. El objetivo es
seguir conservando las caracteristicas principales de la teoria. Por ejemplo, el
vértice debe incluir la identidad no abeliana de Slavnov-Taylor, las cuales pro-
veen invariancia de norma en la teorfa, y son ademads una generalizacion de
las identidades de Ward-Takahashi para teorias no abelianas. También es im-
portante mantener la renormalizabilidad multiplicativa, con la cual se pueden
eliminar las divergencias ultravioletas de manera sistemaética. Por otro lado, el
propagador del gluén debe respetar el limite perturbativo, ademas de incluir el
fendmeno del rompimiento dindmico de simetria quiral (RDSQ). En la siguiente

seccion se describe brevemente la solucién para la ESD del quark.

4.5. Resolviendo las Ecuaciones de
Schwinger-Dyson.

Para resolver la ESD del quark, primero es conveniente representarla de la

forma

Sel(p) =iv-p+mp+Z(p), (4.51)

donde S;l (p) es el inverso del propagador del quark, m la masa desnuda del

quark y Z¢(p) la autoenergia del quark. Recordemos que la autoenergia es

_ [Tk 2D O S, (0T (p, k 452

Zf(P)—/Wg YuDu (P — )7 () (p k) - (4.52)
Como se mencioné anteriormente, el primer paso es preparar un ansatz para el
propagador del gluén y el vértice, esto se hace con un modelo para el producto
gZDW(q)F ,(k, p). Para el vértice, se toma la aproximacion arcoiris I', (k, p) = 7,.
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De esta forma el producto es

] 9,4
§°D,, ()T, (k. p) = &D(q9)1, A = 7,D(7°) [% - : 2”] , (4.53)

donde se ha separado al gluén en el producto del propagador desnudo mul-
tiplicado por una funcién de revestimiento efectivagZD(qz). Una vez que se
sustituye la expresion de la ecuacién (4.53) en la ecuacion (4.52), se obtiene
dentro del integrando de la ESD

_ _ qu4
S5 (p) = S0 (p) — [ @kt 8, (01" 7,D(¢”) [é,w - :2] . (@5
Uno de los métodos para resolver la ecuacion de gap en QCD consiste en separar
la ecuacion (4.54) en dos funciones: M(p) y F(p). Primero, se escribe la expresion

completa para el propagador de la ecuaciéon (4.45) como

Y+ M(p)
F(p)

. F(k
_ ;/—mf—/d4kt W#g(kz)

donde F(q) es la funcién de renormalizacién de la funcién de onda del quark.

Tuy
q

t"y,D(q°) [5”" ] (4.55)

De esta manera, para encontrar la funciéon de masa M(p) del quark se calcula la

traza en la ecuacion (4.55). Asi

M(p) d4k G(¢>)  F(k) 9,9
YEp) = 4mb—|—2tt4/ 5 —"—2]

2 k2—|—M2(k2) nv q
x Te[y, (K + M(k))r,],  (4.56)

Incluyendo el factor de color de la ecuacién (4.49), aunado al hecho que la traza

de productos de matrices <y tiene las propiedades

Tr[#impar de y's] = 0,
Tr[vavpl = doup, , (4.57)
Tr[’}/zx')’ﬁ')’y')’v] = d[(saﬁfsyv - 504;4(5,81/ + (szxvéﬁy]/
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donde d es la dimensién de las matrices vy. Se cumple
Yt Trly, (K + M(k))y,] = ?M(k)éw. (4.58)
a

Se contraen los indices de Lorentz correspondientes al propagador libre del

gluén para obtener

Ty
S law— . ] =3, (4.59)

Y se obtiene la expresion para la funcién de masa

d*k M(K)EKk) .
D(4%). .
3/ (27) k2+M(k) () (%50

F

Para poder integrar en las cuatro dimensiones, se usan coordenadas hiperesféri-

cas

d*k = k°sin’ 0 sin pdkdOd¢dy
7 = (k—p)* =Kk +p*—2kpcosb, (4.61)

donde 0 es el dangulo entre los momentos de los fermiones. Ademds, se tiene el

rango para los cuatro grados de libertad
pelo2n], ¢elon, 6€[0n], K e(0A%), (4.62)

donde se utiliza una regularizacién de las integrales a la escala A. La etapa final
de este (y cualquier otro) cdlculo es remover la regularizacién al tomar el limite
A — oo, y de estar forma preservar las identidades de Ward-Takahashi, lo cual es
crucial cuando se estudia el RDSQ, por poner un ejemplo. Después de integrar

sobre las coordenadas angulares independientes i y ¢

2 A KM
M(p~) _ _— 1 dkzk (k " 40 sin 20D (4%), (4.63)
2 b 3 2 1
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la cual es la ecuacién para la funcién de masa, la cual estd acoplada con F.

Con el fin de obtener la expresion para la funcién de renormalizacién de la
funcién de onda, la expresiéon dada por la ecuacioén (4.55) se multiplica por yf
previo al calculo de la traza, obteniendo asi (después de integrar sobre ¢ y ¢)

1 1 A? K*F(k* T
oL 2/ dkz%/ d95m2927(q2)
F(p?) 6rt°p~ Jo k*+ M*(k%) Jo
5 2
. (2(k —k-p)z(k-P—P)_k_p> _ (4.64)
q

El siguiente paso es encontrar una solucién para las ecuaciones (4.63) y (4.64)
utilizando un modelo para la funcién de revestimiento del gluén. Para esta

ocasion se utiliza el modelo de Maris-Tandy [73].

4.5.1. Modelo de Maris-Tandy para QCD

Con los elementos vistos en la seccién anterior, ahora es posible encontrar
una solucién numérica a las ecuaciones acopladas M(P) y F(p). En esta seccién
se muestran los detalles generales de la solucién de la funcién de masa del quark
con el modelo de Maris-Tandy [73]. Este modelo ha sido usado extensivamente
en los estudios de fenomenologia de hadrones que involucran a las ESD. La
funcién de vestimiento D(g) de este modelo es

2.4 2 2 2
D(q) _47'Dq” ¢/t 8T ymZ(q) (4.65)
q° w In[t+ (1+ qz/AQCD)z]
donde
= L m, = 0.5GeV N =4
Tm = 3N, z = DY F=%

T = —1,  Agep =0254GeV,  w =04GeV,

S

D = 093GeV?,  Z(s)=(1—e )/s.
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Las caracteristicas fenomenoldgicas de la ecuacién (4.65) son simples. El primer
término representa una funcién delta con un ancho finito que se encarga princi-
palmente de la regioén infrarroja de QCD. El segundo término es proporcional
a zx(qz) / q2 para qz grandes y no tiene singularidades en el eje real de qz, da un
muestreo de la region ultravioleta del modelo.

En la Figura 4.2 se muestra a la funcién de masa para diferentes valores de la
masa del quark. Se puede notar un crecimiento notable de la funcién de masa
en la region infrarroja especialmente para los quarks up y down, donde existe
RDSQ. Se observa que la masa generada dindmicamente aparece dentro del
rango de 300-500MeV, como es esperado de la fenomenologia para estos quarks
ligeros, que ademads coincide con la masa usada en el modelo de quarks del
primer capitulo de esta tesis. Notese también que este fendmeno no perturbativo
domina en la regién 0 < p2 < 1GeV>. A altas energias, la funcién de masa cae
suavemente hacia la masa corriente de los quarks, el cual es un requerimiento
del truncamiento usado para resolver la ESD.

10

i { - m=4.190GeV
| S 1 - m=1.270GeV
A NN | oraey
< N\ S~ 1 - m=0.007GeV
= o \ .
S \
N N
001~ ~ . _ a
O’08.]0001‘ 040‘01 ‘ 04‘01 ‘ 0‘21 ‘ ‘é ‘ l‘O ‘ 1(‘)0 ‘
p (GeV")

Figura 4.2.: Funcién de masa del modelo MT para diferentes valores de la masa desnuda
del quark.

Por otro lado, en la figura 4.2 se aprecia también el otro lado de la moneda:
el sector pesado de los quarks charm y bottom. Para estos quarks se ve que la
masa generada dindmicamente debido a las autointeracciones es practicamente

imperceptible. Una vez mds, esto deja la ventana abierta para que el sector de
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quarks pesados se pueda estudiar mediante modelos no relativistas. Nuestro
objetivo es estudiarlo mediante una interaccién vector x vector de contacto, la
cual se describe en el capitulo siguiente.



Capitulo 5.

Interaccion de Contacto

«jLa Liga estd peligrosamente preparada para el Real Madrid!»
— Diego Pablo EI Cholo Simeone, 2015.

En este capitulo se presenta el formalismo de la interaccion de contacto (IC),
el cual es un tratamiento vector x vector en donde se regularizan las divergen-
cias ultravioletas para preservar las simetrias. Primero se presentan tanto a las
ecuaciones de Schwinger-Dyson y a la ecuacién de estados ligados de dos cuer-
pos (Ecuacién de Bethe-Salpeter) en el formalismo de la IC. El objetivo de este
capitulo es encontrar las expresiones analiticas de las ecuaciones de Schwinger-
Dyson para calcular la masa del quark, de las amplitudes de Bethe-Salpeter para
encontrar la masa de mesones para distintos canales 7he (pseudoescalar, vecto-
rial, escalar y axial-vector), de las constantes de normalizaciéon de las amplitudes
de Bethe-Salpeter. Asi como de las expresiones para la constante de decaimiento
pseudoescalar y vectorial. Finalmente se presenta el desarrollo para el cdlculo de

factor de forma eléstico.

Se ha hecho especial énfasis en el cdlculo explicito de las expresiones. Hasta
la fecha se han publicado varios articulos usando la interaccién de contacto, en
donde se calculan constantes de decaimiento y factores de forma de mesones
ligeros [74-77]. Ademds, en un trabajo de tesis previé en esta Universidad se

desarrollaron los conceptos bésicos requeridos para implementar a este modelo

121
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[78]. En este capitulo se extiende ese trabajo y se busca una descripcién lo mas
clara posible para que futuras generaciones puedan seguir implementandolo.

5.1. [Ecuaciones de Schwinger-Dyson y de

Bethe-Salpeter en una Interaccién de Contacto

Los estados ligados de mesones aparecen como polos de una funcién de green
de cuatro puntos. La condicién para la aparicién de esos polos en un canal | pc
particular se describe por la ecuacién homogénea de Bethe-Salpeter [100-102]

Tk Py, = [ dax(:P)Kii(a, kP, 1)
donde x(q; P) = Sg(q )T (g; P)S4(9—) es la funcién de onda de Bethe-Salpeter;

P+q P+q

P—_F/ P F//.S—)—K—*—

A

Figura 5.1.: Representacién diagramadtica de la ecuacién de Bethe-Salpeter. Se omiten
los subindices y superindices para simplificar las expresiones.

g, =q+4P,q_=qg— (1—n)P; k(P) es el momento relativo (total) del sistema
quark-antiquark; S es el propagador de quark con sabor f; I'y;(¢; P) es la ampli-
tud de Bethe-Salpeter (ABS) del mesén, donde H = fg especifica el contenido
de sabor del mesén; r, s, t, u representa al color, sabor e indices espinoriales; y K
es el kernel de dispersién quark-antiquark. En la figura 5.1 se representan todos
los ingredientes de la ecuacién de una manera diagralrné\’cica.1

El propagador vestido del quark con sabor f, S¢, que entra en la ecuacion (5.1),

se obtiene como solucién de la ESD del quark, o ecuacién de brecha [103-106],

1 s s g . . . .
Para una revisién comprensible reciente de las EBS y sus aplicaciones ver [97].



Interaccion de Contacto 123

las cuales han sido mostradas en el capitulo anterior. Recordemos que estas son

Sel(p) =iv-p+mp+Ze(p), (5.2)
d* A .
Z/(p) = [a 8 Dulp =G mS T pra), 53

donde D, es el propagador vestido del gluén, T, es el vértice vestido quark-
gluén, y m ¢ es la masa corriente de quark con sabor f. Dado que la interaccién de
contacto definida en seccién 5.2 no es renormalizable, entonces no es necesario
introducir ninguna constante de renormalizacién. El limite quiral se obtiene

colocando My = 0[103-105].

Como se menciono en el capitulo anterior, tanto D, como T, satisfacen su
propia ESD, las cuales estdn acopladas a funciones de n-puntos de grado mayor,
y asi sucesivamente hasta infinito. Por lo tanto, la ecuacién (5.2), es solamente una
del conjunto infinito de integrales acopladas no lineales. Un problema manejable
se define una vez que se especifica un esquema de truncamiento, esto es, una

vez que se define al propagador del gluén y al vértice.

5.2. Aproximacién arcoiris en la interaccién de

contacto

m M E. F. E, My  m, fr fo
0 0.358 3.568 0.459 1.520 0 0.919 0.100 0.130

0.007 0368 3.639 0.481 1.531 0.140 0.928 0.101 0.129

Tabla 5.1.: Resultados para mesones pseudoscalar y vectoriales ligeros m, = 0.8 GeV,
g = 0937, Alg = 0.24GeV, Ayy = 0.905GeV. Los pardmetros de esos
modelos fueron determinados en [76,77]. Estos se ajustaron para obtener en

el limite quiral M° =0.40 GeV, m, =0.78 GeV, f5 =0.088 GeV, f, =0.15 GeV
y el condensado quiral K =(0.22 GeV)B.
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En trabajos previos [74-77], se mostré que una interaccién vector x vector
de contacto independiente del momento relativo es capaz de proveer una des-
cripcién de las propiedades estaticas de mesones pseudoescalares y vectoriales
ligeros, la cual es comparable a las que se obtienen usando interacciones mas
sofisticadas [91,97-99]; ver por ejemplo la tabla 5.1. Nosotros usamos esta inter-
accion para analizar el espectro de quarkonia dentro del modelo de quarks. Por

tanto, se utiliza

2 47t -
8 Dyv(k) = ZIRéyv =
Mg

1
6, (5.4)
iz

en la ecuacién (5.3), donde m, = 800 MeV es una escala de la masa del gluén, la

8
cual se genera dindamicamente, como por ejemplo en [107], ajg = 0.937 es un
pardmetro que determina la fuerza de interaccion. Para el vértice quark-gluén
se usa nuevamente la aproximacién arcoiris.
Aa

FZ(P; q) = 77;1 : (55)

Una vez que se especifican los elementos del kernel de la ESD, lo que sigue es
obtener y analizar su solucién. La forma general del propagador vestido del
quark con sabor f, se obtiene como la solucién a la ecuacién (5.2), la cual se
reescribe en términos de dos funciones de revestimiento que son escalares de

Lorentz. El propagador se puede escribir de dos formas equivalentes

Sii(p) = iy pAs(p®) + Bs(p") (5.6)
= 27 (p) (iv-p + Ms(p)) - (5.7)
En la expresioén anterior, Z( pz) es la funcién de onda de renormalizacién, y

M f(pz) es la funcién de masa dependiente del momento del quark vestido, la

cual conecta las masas corriente y constituyente del quark [103-105].
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Al insertar la ecuacion (5.4) y la ecuacién (5.5) dentro de la ecuacién (5.2), se

obtiene

_ 41 rdYy
S¢l(p) =iy-ptmp+ g /(zn)”” S+(9)7, (5.8)

La solucidon de la ecuacidon anterior es
1 .
S (p) =ir p+ Mg, (5.9)

debido a que el dltimo término del lado derecho de la ecuacién (5.8) es inde-
pendiente del momento externo. La masa independiente del momento, M £, 5€
determina como la solucién de

/ dss——~=
3 mG s+ M? f
la cual es una solucién de masa constante. Puesto que la ecuacién (5.10) es
divergente, es necesario especificar un esquema de regularizacién. En nuestro

caso se usa el esquema de regularizacion del tiempo propio [105], la cual es

: - /oodTe_T(HM}) — /TIdeT e T(+M))
S+ szc 0 Ty ’
o~ TOv(SHM) _ —Tik(s+M5)
= . ) (5.11)
S+ Mf

donde 7y y TIZJV son los reguladores infrarrojo y ultravioleta respectivamente.
Un valor distinto de cero para g = 1/A implementa confinamiento, al
asegurar la ausencia del umbral de produccién de quarks libres eliminando
el polo cuando s = —szc [109]. Ademas, como la ecuacién (5.4) no define una
teoria renormalizable, entonces 1y = 1/ Ayy no puede removerse. En cambio,
juega un papel dindmico y establece la escala para las cantidades dimensionales.
Al insertar en el numerador de la ecuacién (5.10) la regularizacién introducida
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en la ecuacién (5.11), se obtiene

Mf 00 e_T%V(S+MJ2() _ e_TIZR(SJ"M})
My =mp+ 1 [dss a L G1)
3" mg /0 s+ My

El siguiente paso es integrar la expresion anterior, para ello se hace un cambio
de variable s + szc — s’ en la ecuacién (5.12) para obtener

M o 2 7 2 7
Mf — mf+ f2 / dS/ e—TUvS _e—TIRs
31 mg | /My

2 / 2 7
1) —TuvS _ o~ URS
~M; [ ds (e _© )} (5.13)
Mf S

Para facilitar la integracién de la ecuacién (5.13), se hace el cambio de variable

/ . s
s Tyyr = t, obteniendo asf

M, = m;+ M2 |T(0, M275,) — T(0, M2t>
f f 37Tmc{ f[( FTiR) ( FT0v)
szfe_ftzﬂ/ szfe—leR
4, (5.14)
Tuv TR
donde
F(oc,y):/ dtt* e, (5.15)
y

es la funcién gamma incompleta. La tltima expresién puede reescribirse como

M
My = my + 2f2 COl(Mf/ TR, TUV) + (5.16)
mg
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donde

2 2 2 2
F(O, MfTIR) — P(O, MfTUV)

2
C01(Mf}T1RzTUV) =
Mze_T[zJV M}%e_TIZR
TH R (5.17)
Tuv TR

Esta expresion se puede escribir de una manera mas general como

()’
szﬁ(Mz;TIR/TUV) =~ T (B — 2, oy M, TirM?), (5.18)

conv=a—(f—2)y
2 a1 —t
[(a,zq,25) = / att™ e 7, (5.19)
21

la funcién gamma incompleta generalizada.

5.3. Identidad Axial-Vectorial de Ward-Takahashi

Las caracteristicas fenomenoldgicas de la simetria quiral y su rompimiento
dindmico en QCD se pueden entender a través de la identidad axial-vectorial de
Ward-Takahashi (IaxWT). En el limite quiral, se lee

—iP,T'5,(k; P) = S~ (ky )ys + 158 (k_). (5.20)

La IaxWT relaciona al vértice axial, I';,, al vértice pseudoscalar, 75 y al propa-
gador del quark. Esto en cambio significa una relacién entre los kernels de la
EBS y la ESD, la cual se debe preservar por cualquier esquema de truncamiento
del sistema acoplado de ESD-EBS. La conservacion de esta cantidad constata las
caracteristicas definitorias del octete de mesones pseudoescalares, a saber, su
masa pequefia, la ausencia de masa en el limite quiral, asf como la separacién de

los valores de la masa de los hadrones [79, 112]
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El vértice axial satisface su propia ESD, esto es

d4
I's,(k; P) = 57, + /ﬁ K(k,q; P)xs5,(q; P), (5.21)

donde se contrajeron los indices apropiados y K(k, q; P) es el kernel de la EBS
que aparece en el estado ligado de la ecuacion (5.1). Es importante mencionar

que el vértice pseudoescalar satisface también una ecuacién similar.

Al combinar las ESD que satisfacen a los vértices axiales y pseudoescalares
con la IaxWT se llega a [79]
d4q
/w Kiurs (k3 P) [755(9-) + 5(q, )5l = [E(ky)ys + 152 (k)] (5.22)
con lo cual se restringe el contenido del kernel de dispersion del par quark-
antiquark K(p, g; P) en caso de que hubiera una simetria esencial en las interac-

ciones fuertes, y de ese modo su patrén de ruptura, sea fielmente reproducido.

Desde un punto de vista practico, la ecuacién (5.22) provee una manera
para obtener el kernel de dispersién del par quar-antiquark una vez que esta
restriccion sea resuelta, con una expresion para la auto energia del quark dada.
Sin embargo, esto no siempre es posible, ver por ejemplo [113]. Asi que es
necesario encontrar un modo alternativo para preservar las propiedades de
simetria quiral de las interacciones fuertes. En principio, es posible construir un
kernel de dispersion del par quar-antiquark que satisfaga la ecuacion (5.22) a
partir de una derivada funcional de la auto energia del quark con respecto al
propagador del quark [114]. Esto se logra dentro del formalismo de la accién

efectiva para operadores compuestos, el cual se desarrolla en [115].

Afortunadamente, para el modelo de IC bajo estudio, la ecuaciéon (5.22) se
satisface facilmente. La expresion resultante para el kernel de dispersién se
conoce como aproximacién rainbow-ladder, el cual es el esquema de truncamiento
no perturbativo que preserva las simetrias globales mds utilizado mundialmente.
Es famoso por ser preciso para el calculo de observables de mesones pseu-

doescalares y vectoriales, ademas de garantizar la conservacion de corriente
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electromagnética [109]

1 ! A1
K(p, q; P)tu;rs - _m_chs;w {?’)’V} ) |:?’)’V:| . . (5.23)

Usando la interaccion especificada en las ecuaciones (5.4,5.5), la EBS homogénea

para un mesoén (7 = 1) adquiere la forma simple

4
TP = 3o [0 e @4 Pra@P)S . 629
Puesto que la interaccién no depende del momento relativo de los quarks,
una regularizaciéon que preserve las simetrias de la ecuacién (5.24) conducira
a soluciones que son independientes del momento. Entonces, si la interacciéon
de la ecuacion (5.4) genera estados ligados, entonces el momento relativo entre
el quark y el antiquark puede tener cualquier valor con la misma probabilidad.

Esta es la caracteristica definitoria de una particula puntual.

5.3.1. Un corolario de la identidad axial de Ward-Takahashi

Existen consecuencias adicionales no triviales de la conjuncién de la laxWT y

la IC. Para ello se parte del producto de la ecuaci6n (5.21) con P,

d4
P,Ts,(k;P) = 757, - P+ /(2—7;7)4 K(k,q; P)P,x5,(q; P), (5.25)

en la aproximacion arcoiris con la interaccién de contacto esto adquiere la forma

41 [dYg
P,Ts,(k;P) = 757, P — Ep /—(m) 174850+ P)PT5,S.(0)7, . (526)
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En el integrando de la ecuacién anterior se introduce la forma de la identidad
dada por la ecuacién (5.20)

41 rdt
P,Ts,(k;P) = ’Y5’YV'P+1§m—é/ﬁ (’75’szg(Q)’Yy+’Yy5f(‘J+P)'Yy’75> :

(5.27)

Para simplificar los calculos, hay que recordar la forma del propagador del

fermidn en la interaccién de contacto

Se() = (=ir-q+ Mg, (%), (5.28)
) 1

Se sustituye el valor del propagador dado por la ecuacién (5.28) dentro del
integrando de la ecuacion (5.26)

41 rdt .
PyFSy(k;P) = ’Y5’Yy'P+1§m—2G/ﬁ [757;1 ((—I’Y‘Q+Mg)‘fvg(‘72)> Yu
+7, ((=iv- (@ + P)+ Mpoy ((+PV) ) 175 - (5:30)

Tomando en cuenta el hecho que 5 anticonmuta con todas las ,s, se puede
desplazar al 75 localizado al extremo derecho de la segunda expresién en la
integral hasta el extremo izquierdo. Se obtiene

4

41 d'g . 2
P T (k:P) = -P+1——/— —inq+ M.)o
U 5;1( ) ')’5')’;4 3771%; (271_)4 ’)’57]4 [( Tq g) vg(q )

+(=i7- (g + P)+ Mp)oy, (9 + P))] 7, (531)
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El siguiente paso es separar el integrando previo en sumas de los términos con
/ /
M'sy o's, para llegar a la forma

41 dYy . 2
P Iz, (kP) = -P+1——/— iy-|(g+P)o, +P
TskiP) = sm,Ptizy (mﬂ47§m{’y[w )s, (4 + P)?)

—mﬁﬂ+%%mﬁ+wam+w@n.ﬁm

Ahora, si se toma en cuenta la forma explicita del lado derecho de la ecua-
cién (5.28) y se sustituye la expresién del propagador del fermién en la interac-

cién de contacto, se obtiene

S (a0 )ivs+iv5S; ' (q) = (v g4 + Mp)ivs +ivs(iy-q+ My)

donde q, = g + P. Al comparar las ecuaciones( 5.32 'y 5.33), se puede obtener
facilmente las siguientes identidades

1 44
M+ My = 37‘C2mé /(27;;4 (Mf%f (q%r) + Mg%g(qz)) , (5.34)
d4
- /(27;;4 (P- q+%f(qz+) —P- q(fvg(qz)), (5.35)

donde la ecuacién (5.35) define nuestro esquema de regularizacion. Por otro
lado, la ecuacion (5.35) indica que la IaxWT se satisface si, y solo si el modelo est4
regularizado de tal manera que no existan divergencias cuadraticas o logaritmi-
cas. Como es de esperar, bajo las circunstancias en donde un desplazamiento
de las variables de integracién estd permitido, es una operaciéon permitida con

el fin de demostrar la ecuacion (5.20). Para asegurar que la ecuacion (5.20) se
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satisfaga, notese los integrandos de la ecuacion (5.35)

0 /d4q ( Pq. Py

4 2 2 2 2

(27)" gy +M; g+ M

_ /d4q (P-q,(q° + M) — P-q(q; + M3)
ot | (g + MY+ M)

) (5.36)

z sz s . / . .
donde se tom¢ la expresion explicita para las ¢'s. Para analizar los integrandos
correctamente, hay que realizar una parametrizacién de Feynman, cuya forma

mads simple es

1 1 dx
AB /0 [Ax + (1 — x)B]z' 537

Analizando el numerador del integrando del lado derecho de la ecuacién (5.36)

y después de aplicarle la parametrizacién de Feynman, se obtiene

1 1 dx
(4% + M?)(q” + My) /0 (75 + MP)x+ (1 —x)(q" + My))?

1 dx
N /0 [(4° +29- P+ P* + Mp)x + (1 —x)(4° + M)"
(5.38)

Desarrollando el denominador de la ecuacién (5.38), y después de completar el
cuadrado en g se llega a

1 /1 dx
(4% + szc)(qz + M;) 0 [(q+xP)*+ xMJZ: + Mf,(l —x) 4+ x(1 — x)P*)?

1 dx
= ’ 5.39
b Tavarrrae? )

donde

M = Mix + M (1—x) +x(1 — x)P?, (5.40)
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se usara de ahora en adelante para simplificar la notacién. Ademads, es necesario
hacer un desplazamiento en ¢ mediante el cambio de variable g’ — g + xP, este
cambio afecta también al numerador de la ecuacion (5.36), el cual adquiere la

forma

N = [7+a=xP)-P((d - xP)’ + M)
—(q' —xP)-P((9 —xP)*+2(q' —xP)-P+ P>+ M}|, (541)

donde se denota con N al numerador. Después de expandir los términos cua-

draticos y reagrupar los términos polinomiales equivalentes se llega a

N = —2x(q P>+ (1-x)*P*(4° + ¥’P*+ M) — - P(—2xq" - P)
+xP?(q” + x°P* — 2xP* + P* + M) (5.42)
Debido a que se integra en todo el espacio, la integral se anula para las potencias
impares de ¢, esto es los términos de la forma (g’ - P)2"+1. Por lo que de ahora

en adelante se puede ignorar a los términos con potencia impar, quedando el

numerador con una expresion mds simple
N = =2(q-P)* + p*(q" + x*P* + M) + xP*(P* + M7 — M; — 2xP?). (5.43)

Se volvié a la variable original 4’ — g. Una propiedad ttil de las integrales
consiste en la separaciéon de un producto punto elevado al cuadrado. Dicha

propiedad es

A
/— / (5.44)
1 (P+s)" 4l (P +s
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la cual permite escribir los términos de la forma (g - P)2 del numerador en la
ecuacion (5.43) como }qupz. Esto conduce al denominador a la forma

N = P? (%qz + M + Mfx — Myx + x(1 — x)Pz)
pP? (%qz +zmz> : (5.45)

Finalmente, combinando los resultados de las ecuaciones ( 5.45, 5.39) se llega a

la forma final de la ecuacion (5.35)

Lordlq o
Oz/odx/ A (5.46)
@) (* +om%)

ParaP2:Ozm,ny:Mg:Msetiene

o [ 29 + M (5.47
= o R 47)
(27) (q +M>

Estas restricciones se implementaran en todos nuestros célculos, de tal manera

que la ecuacion (5.20) se preserve.

Para finalizar esta pequefia discusion, nétese que tanto la ecuacion (5.46)
como la ecuacién (5.47) se pueden regularizar en la forma dada por la ecua-

cién (5.11). Para ello se toma en cuenta la propiedad

M d 1

Myt (5.48)
(7" + M)? AM > + M
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entonces se aplica en la funcién regularizada dada por la ecuacién (5.17) y asi se

tiene
dCoy (szf/' TR, Tuy)
Coz(M]zf?TIRrTUV) = —szf 3
d My
d
= — ]%M [szr (r(o,deafR) —I“(O,M%T%V))
f
_’_eM?‘T%V e*M%TIZR
TIZJV TIZR
- —M}[r(o,Mj%rfR)—r(o,MJ%réV)] (5.49)

Insertando las ecuaciones( 5.17, 5.49) dentro de la ecuacion (5.46) se llega la

relacion final

1 1
0= /0 dx [Cor (MF; Tig, Tuv) + Con (M3 T, To) | (5.50)

la cual sera de utilidad a la hora de hacer cdlculos numéricos.

5.4. Clasificacion de las amplitudes de

Bethe-Salpeter en una interaccion de contacto.

Como nos interesa calcular las propiedades estaticas de varios tipos de me-
sones, entonces se describe su clasificacion general y las amplitudes de Bethe-
Salpeter que adquieren cuando se implementan de una interaccién de contacto.

La tabla 5.2 lista los ntimeros cudnticos de espin del modelo de quarks.

Con la dependencia del momento relativo prohibida por la interaccién de
contacto, la forma general de las amplitudes de Bethe-Salpeter para los mesones
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L J°¢ Tipo L J Tipo
0 0 " Pseudoescalares 1 01+ Escalares
0 1 Vectoriales 1 1++, 17" Axial Vectoriales

Tabla 5.2.: Mesones del modelo de quarks

listados en la tabla 5.2 son [116]

ryo(P) = 75 {1E0++ﬁ'y~PFO+1, (5.51)
Ty++(P) = 1Eg+, (5.52)
I (P) = 7§E1+ﬁawpvl—"l, (5.53)
Ty (P) = 75 [VZEIHJFﬁ%PVPW}, (5.54)

donde M es una escala de masa, que se define posteriormente y los resulta-
dos son independientes de su elecciéon. Una amplitud de Bethe-Salpeter con

conjugacion de carga se obtiene de manera general con
Ty(kP) =C'T(—k;P)C, (5.55)

donde T denota la transpuesta de todos los indices matriciales y C = 7,7, es la

matriz de conjugacién de carga, con c'=—-c, y [C,v5] = 0. De este modo se
tiene
t T~ _
ctylc = v, (5.56)
C'or,C = -0y, (5.57)
C'y5C = 75, (5.58)
Ct)/SO-El/C = _,YSva/ (559)

C+(,)/50-]M/)TC - ,)/5")/]1/ (560)
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por lo tanto

™) = 197 (p), (5.61)
T, (P) = —T), (P), (5.62)
T, (P) = L (P). (5.63)

5.5. [Ecuacién de Bethe-Salpeter para la masa del

meson

La masa y amplitudes de Bethe-Salpeter se encuentran resolviendo la ecua-
cién (5.1). Para lograr esta meta, se introduce un valor propio ficticio Ay a la
ecuacion del estado ligado. Asi, la masa del estado ligado en un canal particular
my, sera tal que )tH(P2 = —m%{) = 1, donde P es el momento del mesén. Para

cualquier canal, la forma de la EBS homogénea para la IC es

Ky(mpy) -Ty(my) = Ag(myg)Ty(my), (5.64)

donde Kj; es una matriz 2 x 2, y el subindice H indica la dependencia explicita
de los ntimeros cuanticos del mesén en consideracién, ver ecuaciones (5.51-5.54).
La ecuacion (5.64) es una ecuacién de valores propios del vector I'y;(my) =
(Eg(my), Fy(my))T, la cual tiene soluciones para valores discretos de P =
i,

Para obtener una expresion explicita de las amplitudes de Bethe-Salpeter
para los diferentes canales considerados en la seccion 5.4. Se consideran los

elementos de matriz de la ecuacién (5.64), los cuales se pueden escribir en una
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notacidén conveniente

i a1 pdty T [PHPIS)DL(P)S (0 )m,]
R Y R v [F S N
aty T PHOIS @D (PSsa)n]
B _gm_c/ / (7% + m?)? ’
= (5.66)

/ (g7 + %)
donde S flk) = =iy -k+ My, y D%I, 73}‘{ son, respectivamente, proyectores cova-
riantes de Dirac que se ajustan para cada canal de mesones. A continuacién se
muestran en detalle los resultados obtenidos para cada canal.

5.5.1. Kernel pseudoescalar

Para el canal pseudoescalar se tiene

1 . 2 1
DL =iys, Dy+ = 537757 P, (5.67)
. i ) M
i M P 5.68
PO + 4:")/5/ PO + 2P2r)/5r)/ ( )

donde Dé# y D§7+ vienen directamente del lado derecho de la ecuacién (5.51).
Despusés de calcular la traza del elemento de matriz para la amplitud /C(1)1+, esta

llega a la forma

—11 i . . .
,CO = Tr —175(—1')’11++Mf)1r)/5(_1ryq+Mg)

= MM, +P-q+q"). (5.69)
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Ahora se procede a hacer el cambio de variable g — g — xP mostrado en la
ecuacion (5.65) para obtener

Ko+ = MyM, + P- (g — xP) + (q — xP)’. (5.70)

Posteriormente se desarrollan los términos cuadraticos, se eliminan los términos

impares de la forma g - P y se obtiene
Ko+ = |MsM, — xP* +¢* + xZPZ] . (5.71)

Después de introducir la ecuaciéon (5.71) en el numerador de la ecuacién (5.65)

queda la expresion

MM, —xP +q* 4 1P
KL, =2 / /dq f q , (5.72)

la cual se regulariza de la manera usual. Para ello se afiade y substrae el término
M en el numerador, asi el numerador adquiere un término de la forma q2 + o
y otro con MM, — x(1 — x)P* — 9. Después de regularizar correctamente la
ecuacion (5.72) se llega a

ICéLr = /dx [(MfM —x(1— x)P2 2) Coz(gmz; TR, TUV)
3 mG
+Coy (% Ty, rUV)] : (5.73)

Ahora se calcula el elemento ICéA del kernel pseudoescalar, para ello se toman

en cuenta los proyectores 733—+ y D§—+. Quedando la traza como

—12 i . .
Ko+ = Tr[ 8M75( i7-q4 + Mg)(rs7 - P)(—iv-q+ M)

1
= 5 [M P>+ (M, — Mj)P-q (5.74)
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donde Kéa es el elemento de la matriz de la ecuacion (5.65). Nuevamente,
haciendo el cambio de variable g —q — xP y llegar a

—12 1 2

Y se desarrollan los términos cuadréticos, se eliminan los términos impares de la

forma g - P para obtener

i [Mg(l —x)P* + fopz] . (5.76)

Ahora se inserta la ecuacién (5.76) dentro de la ecuacién (5.65). Después de

regularizar

1 Pp?

e, = -
0~ 3mm% 2M

1
/0 dx [Mg(l — x)P*+ foP2] Cor (M7 T, Toy) - (5.77)

Para obtener el elemento ngL del kernel pseudoescalar, se toman en cuenta los

=21
proyectores P§-+ y D(1)7+, por lo que la traza es del elemento de matriz Ky-+ es

—21 M . . .
Ko~ = Tr {_F'YS'Y'IJ(_I’Y'%—+Mf)(1')’5)(_1'7'q+Mg)}
M

f— — —_— 2 . —_— .
= 8 5 [ M2+ P-qM; — MP q} : (5.78)

Después del cambio de variable g — g — xP

M

-—21
K. =g
0 2p?

| ~MyP* + P (q — xP)M; — MP- (q - xP)| , (5.79)

y eliminar los términos impares de la forma g - P para llegar a

M

-—21
e, — g
0 2p?

[PZ (—ng ~ Myx + ng)} . (5.80)
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Entonces se introduce a la ecuacién (5.76) dentro de la ecuacion (5.65). Después

de regularizar la expresion
IC21+:;M/1dx [M (1—x)+Mx]c (% T, Tuy ) (5.81)
0 372m Jo g £X] Lo\ TR, Tuy

Finalmente, el elemento ng%+ del kernel pseudoescalar se obtiene a partir de los
proyectores P§7+ y D§7+, entonces

—22 1 . .
Ko+ = Tr {—E%v P(—iy-qy + Mg)(ysy-P)(—iy-q+ Mg)l

1

8 [MMP* 4 P°P-q+2(p-q)° — P . (5.82)

Otra vez se hace el cambio de variable § — g — xP para obtener

1

-—=22
K2, — 8
0 4>

| MeMP* + PP (q = xP) +2(p- (9 — xP))* — P*(q — xP)*| ,
(5.83)

y se eliminan los términos impares de la forma g - P, ademas de utlizar la relacién

dada por la ecuacion (5.44) para obtener

—22 1T [ 2 1o 20
Ahora se utiliza a la ecuacién (5.84) dentro de la ecuacién (5.65), se regulariza y
se obtiene
iz, = —#l/hx [M M, — x(1 —x)P2+zm2} C (imz'r TUv)
0 37T2mfé2 0 g 02 s UR tUv)

(5.85)
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donde se usé la identidad de Ward-Takahashi dada por la ecuacién (5.39). En-

tonces la EBS pseudoescalar se escribe como una ecuacién matricial

E0—+ (P) B 1 E0—+ (P)
o)l 2] -

11 12
Ko+ K=+

Kot K2+ | | Ey+(P)
donde
KL = /0 dx [(301(9)?2)+<L_(x) - 2](x)P2) coz(zmz)} ,
(5.87)
K2, = % /O dx K (x)Cop (M), (5.88)
K2 =M /0 dx K(x)Cop (M), (5.89)
K2, = —% /O dx L (x)Cop (00 (5.90)
Se define
J(x) = x(1—x), K(x) = Myx + My(1 - x),
L(x) = Mpx+ M3(1—x), L™ (x) = MgM, +L(x),

los cuales serdn ademads de utilidad en el calculo de las expresiones para los

otros canales. El resto de las amplitudes se puede ver en el apéndice B

5.6. Normalizacién de las amplitudes de
Bethe-Salpeter

Debido a que la rutina matematica utilizada para resolver las ecuaciones
de Bethe-Salpeter devuelve un eigenvector normalizado a uno, es necesario
normalizar las expresiones con una condicién aparte. Esto con el fin de realizar

un calculo consistente de las constantes de decaimiento lepténico y otros obser-



Interaccion de Contacto 143

vables, asi como para obtener una comparacién confiable con otros estudios que
utilicen las ecuaciones de Schwinger-Dyson. En la aproximacion arcoiris de la
ecuacion de Bethe-Salpeter se tiene una condicién simple (eligiendo 7 = 1 en la

ecuacion (5.1)):

o [d'q . -
Pu=Negp [ it [Cu(-Q)Sla OTu(@S@) . 691
cuando Q = P, con P* = —m%i, lo cual asegura que el residuo en el polo de

masa sea igual a 1. Aqui, I';; es la amplitud normalizada y I';; su versién con la

carga conjugada.

Para cada canal se reescala I';; de tal manera que la ecuacion (5.91) se satisfaga.
Asi, reemplazando I'y; por I'y;/ Ny, donde Ny es la constante de normalizacién
y entonces I'y; es la amplitud de Bethe-Salpter no normalizada, que se obtiene al
resolver la ecuacién de Bethe-Salpeter homogénea. De esta manera la constante

de renormalizacién se obtiene a partir de

4
NG = Noby g [T [ (@S OTw(@S(@] 692

donde g, = g+ P. Para los canales vectorial y axial hay un factor adicional
de 1/3 al lado derecho de la ecuacién, ya que se toman en cuenta las tres
polarizaciones del mesén. Contrayendo la ecuaciéon (5.92) con P, y usando la
siguiente propiedad de la regla de la cadena

d 1 d
T op? P, 9P, (5.93)
Ademés, utilizando N, = 3 se obtiene la amplitud reescalada tal que
d

dp? Q=P
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con

4(Q,P) =6

Tr [Tu(=Q)S(a+P)Ty(Q)S(q)] , (5.95)

donde I'y; es la amplitud no normalizada.

5.6.1. Normalizacién de la amplitud pseudoescalar

La ecuacioén (5.51) son las amplitud de Bethe-Salpeter para mesones pseu-
doescalares, esto significa que después de calcular la traza en la ecuacion (5.95)
se tendran términos proporcionales a ng+, E,-+F,~+ and ng+. Para notarlo, se

escriben las amplitudes en términos de covariantes

j dtq T | Do+ (~Q)54(g + P)D) . (Q)Ss(0)7,
N =g f o s p—

Q=P
(5.96)

donde i, j = {1,2}, D) . ={ivs o757 P}y Sp(g+P) = —iy- (9 +P) + Myy
S¢(9) = —i7-q+ M,. Entonces se toman las trazas para los distintos valores de
i1y j, se hace el cambio de variable usual g — g — xP y se toman las condiciones
P-g=0y (P- q)2 = %P2q2 cuando sean necesarias. El término proporcional a

E§—+ se lee

Nll / / d4q —4 MfM —X(l—X)P —|—q)
0ot T sz

(g7 +2%)? 0=p
(MM, — x(1 — x)P* + g* + 0> — 9m?
__24_/ / g x( 2x) _;Z + )
(g7 + %)
4 MfMg—x(1—x)P2—zm2) 1
_2/ dx/ 2 2.2 + 2
(g~ +9m°) g +m

(5.97)



Interaccion de Contacto 145

De la ecuacion (5.40) se obtiene facilmente que

aom?

3 =x(1-x), (5.98)

el cual ayuda a calcular la derivada de la ecuacion (5.97)

1 -3
N = dx X —
0 (27_()4 ) [qZ +m2]2
2(MyM, — x(1 - x)P* — 9M?)
— 5 53 . (5.99)
l7° + 2]
Después de regularizar se obtiene
1 3 1 2
Ny-+ = F/O dx (1 — x)x [ 3Cgp (9717)
+2(MM, — x(1—x)P* + zmz)cog(sz)> . (5.100)

La descomposicion sobre el producto de las amplitudes del tipo E-+F,-+ se
encuentra de la misma manera. La traza es

A2, _6_/ / mz )(Mfx + My (1 —x))P-K
(q2+m2)2

Q=P
v
Z(q2 + 93?2)2

1 fo + Mg(l — X)]

~2x(1—x)P
(P + 9)° ]
12

1 1
= —167T2M [) dx [fo + Mg(l — x)] IECOZ(SDTZ)

—2x(1 — x)P*Cys(M?) |. (5.101)




146 Interaccion de Contacto

Para finalizar, la descomposicién que acompafia a la amplitud Fg_ es

Nozi =2 sz/ / d4 (
—§Q2q2>/( 2)2
_ ?\szpz/ / il (MfM 4 x(1—x)P? — 2x(1 — x)

_%qz_m2+mz>/<qz )
(

B / / d4q —2x(1 - x) (MM, — x(1—x)P* +9m?)
i (47 + )’

Q* (MM, + x(1 - x)P*) — 2x(1— x)(P- Q)*

(P-Q)?
QZ

12P?
- /0 dxx(1 — x)(MyM, — x(1 — x)P? + 900%)Cos (92) .
(5.102)

Ya con todos estos ingredientes es posible escribir a la constante de normalizacién

pseudoescalar como

NG+ = 6[NG Exs + 2NG2 By Fys + N2 Frs], (5.103)
donde
Nyt =2 %) [2 (L7 (x) = 2] (x)P*) Coa (M%) + 3Con(907) |,
(5.104)
N2 == / dx K (x) [~4] () PPCo (M) + Cop () ] (5.105)
N2, = 16n2M /O dvK(x) [~4](x)PCs(9) + Ca ()], (5.106)
4p*
NE, = — [ dx J(x)LT (x)Cos (M%), (5.107)

los cuales son los términos que dividen a la amplitudes no normalizadas.
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El resto de las amplitudes se pueden ver en el apéndice C.

5.7. Constantes de decaimiento

Las constantes de decaimiento son bastante ttiles dado al rol que juega en
la fisica de altas energias. Por ejemplo, indican la fuerza de los decaimientos
lepténicos y ademads estdn relacionadas con el tiempo de vida de las particulas.
Para nuestro caso, una vez que se normaliza canénicamente a la amplitud de
Bethe-Salpeter, es posible calcular observables a partir de ellas. La constante de

decaimiento lepténico pseudoescalar f,-+ se define por

Pufy+ = / £ T (157,520« (P)S( )] . (5109

La cual se representa en la figura 5.2 De manera andloga, la constante de

V5V

Figura 5.2.: Constante de decaimiento pseudoescalar. La constante de decaimiento vec-
torial es analoga salvo el factor 7s.

decaimiento vectorial f,-- se define por

myfre = S(@)T,,-5(7-)] (5.109)
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donde m,-- es la masa del estado ligado 1, y el factor 3 en el denominador
viene de sumar sobre las tres polarizaciones del mesén de espin 1.

5.7.1. Constante de decaimiento pseudoescalar

La ecuacién (5.108) es una proyeccion axial-vector de la funcién de onda de
un meson pseudoescalar, en el origen del espacio de configuraciones; es decir, la
constante de decaimiento lepténica del mesén. Esta indica la contribucién de la

interaccién fuerte a la fuerza de la interaccién débil del mesoén.

La ecuacién debe satisfacer la identidad axial de Ward-Takahashi de la ecua-
cion (5.20), con el fin de satisfacer las relaciones de Goldberger-Treiman en el
limite quiral [79]. Cuando se cumplen estas identidades, se demuestra que un
meson pseudoescalar sin masa aparece en el limite quiral de la masa del quark,

siy solo si, la simetria quiral se rompe dindmicamente.

Para calcular la constante de decaimiento pseudoescalar en la IC, se contrae
con P, a la ecuacién (5.108) se obtiene

4

d
Py = Ne [T [15PS(3, )Ty + (P)S(3-)
(277)
= NJ[Ky-+Eg+ + Ko Fy+], (5.110)
donde los factores /Cé—+ y /Cg-+ se obtienen con el procedimiento usual: calcular

la traza, hacer cambio de variable g — g — xP y las identidades respectivas, se
obtiene asi

g, Tr[15P8a )P0 (P)S(q.)]

x/zn (4> +9m*)?
* o

q—q—xP

d4 4P MfX+( )Mg)
(7" + %)

Kl. = /d
X

B 4_712/0 ax /[fo +(1- x)Mg]Coz(imz) : (5.111)
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De manera andloga

s, T [15PS(3.)D0 " (P)*S(q )]

(27_[)4 (q2+m2)2
g Ble2(MM, - x(1— )PP + )
= /0 dx/(27'()4 (q2—|—9ﬁz)2

q—q—xP

2
= —Z—PZ/ldx/ dtq MM, —x(1—x)P* — & — 00 + 9
M 0 (27T)4 (q2+m2)2
ZPZ/ldx/ d4q MfMg—X(l—x)Pz—l—f)ﬁz
(2m)* (4 +20)

2 1
- _S:ZM /0 ax /[MfMg —x(1—x)P? + M| Cop (M?) . (5.112)

Después de cancelar el factor P’ se llega a la expresion final

1 1 2 2
fy = N, [lco_fo_julco_fo_}, (5.113)
1 1 /! 2
1 1 2 b 2
IC07 = —167T2M/0dXL (X)Coz(m )

5.7.2. Constante de decaimiento vectorial

Similar al caso pseudoescalar, la constante de decaimiento vectorial dada por
la ecuacion (5.109), describe la contribucién de la interaccién fuerte a la constante

de decaimiento lepténica del mesén, pero esta vez para una corriente vectorial.

Para encontrar una expresion, se calcula la traza de la ecuacién (5.109) me-
diante el factor D}W, seguido del cambio de variable 4 — g — xP y el uso de las
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identidades usuales, para finalizar con la regularizaciéon de la expresion

N, d*
fi = 3mﬁ - /Qﬂ‘i Tr [15PS(3. )Ty + (P)S(32)], o
B 2(MfM, — x(1—x)P?) + 4]
B 3m — / / (7% + M?)?
B dq MM, — x(1— x)P? + % + 900 — o
- 3m1——1/ / (% + 92)?
B dq MM, — x(1 - x)P* —
- - (4 +m%)°
- —/dx MfM (1= )PP —I)Cpp (M), (5.114)
477 m,

Finalmente, la constante de decaimiento vectorial se escribe como

o 1
fooo= 3m1”/c1,,f1,,, (5.115)
12 1 _
Kl = == [dax (L —27(x)P?) C,p, (IM?).
1 L6 Jo X ( (x) J(x) ) 02(97)

5.8. Factores de Forma

Hoy en dia se sabe que los hadrones tienen subestructura. Sin embargo, esto
no siempre fue asi hasta la ejecucion de los primeros experimentos de dispersion
ineldstica profunda en SLAC en la década de los 60’s. La interpretacién de los
resultados experimentales concluy6 la presencia de pequefios bloques de materia

dentro de los hadrones, las cuales se identificaron como los quarks y gluones de
QCD.

Ademads, se encontr6 que a grandes momentos, el protén era un estado ligado
de quarks y gluones interactuando no muy fuertemente. Lo cual fue una razén
para considerar la libertad asintética que regia a QCD a altas energias. Asi, para

momentos pequefios, el hadrén estd fuertemente ligado, y se considera una
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dispersion eldstica de electrones que puede interpretarse en términos de los

factores de forma eléctricos y magnéticos.

Dado que a momentos pequefios la constante de acoplamiento es muy grande,
las técnicas perturbativas dejan de tener sentido, por lo que las técnicas no
perturbativas aparecen como una herramienta indispensable para estudiar a los
hadrones.

Para encontrar experimentalmente la distribucién de carga de un hadrén, por
ejemplo un protén, se mide la distribucién angular de los electrones dispersados
y se compara con la expresién matemadtica de dispersiéon de electrones con una

carga puntual

d_a do
aQ

- F(Q?)], 5.116
dﬂ)pumual| (@) (5.116)

donde Q = k' — k es el momento de transferencia entre el electrén incidente y
el hadrén blanco, por ejemplo 7,; F (Qz) es el factor de forma electromagnético.
La estructura y la dindmica del blanco se deducen a partir de dicho factor

de forma, el cual depende de la resoluciéon del experimento. Es importante

e(k) e(k)

ne(P) ne(P')

Figura 5.3.: Dispersion eldstica mediante un fotén (vy) de una colisién electrén (e)-protén

(p)-

mencionar que la ecuacion (5.116) sirve para estudiar particulas estaticas que

no retroceden después del impacto con el electrén (fotén), por lo que no es
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descabellado utilizarla para estudiar quarks pesados. Asi, el factor de forma
de la ecuacién (5.116) es la transformada de Fourier de la distribucién de carga

normalizada p(x)

F(Q?) = / Prp(x)e'Q (5.117)

Cuando el momento de transferencia g es pequefio , la expresién anterior se

. : .2
puede expandir como una serie de potencias

FQ) =1 (D@ +- (5.118)

Por lo que el radio de carga promedio de la distribuciéon de carga del hadrén es

dF(Q?
() = —6 d(QQZ) .
Q*=0

(5.119)

De esta forma, la dispersion a bajas energias solo mide el radio de carga promedio
del hadron. Esto debido a que el fotén tampoco lleva mucha energia, y su funcién
de onda solo mide la distribucién de carga del hadrén, pero no muestra detalles

sobre su subestructura.

La figura 5.3 muestra la dispersiéon eldstica de un electrén contra 7. La

amplitud con el intercambio de un fotén es
. \D —1i
Ty = (—IE)ZM(k')wu(k)E<17C(Pf)|]y|17c(Pi)>, (5.120)

donde u y i son los espinores del electrén, Q = k' — k es el momento de trans-
ferencia del foton virtual, [7.(P)) es el estado ligado del mesén 77, y ], es la
corriente electromagnética de 7.

Ademds, el término (17.(Py)|],,[n.(P;)) corresponde al vértice fotén-mesén,
cuya estructura es hasta ahora desconocida en términos de las interacciones

entre quarks, gluones y fotones. No obstante, el término |, es un cuadrivector

2 . . J .
Se considera simetria esférica.
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de Lorentz, por lo que la descripcién de una particula con espin cero se puede

describir mediante un solo factor de forma. Asi

(1P |1c(P)) = (Ps+ P), Fy+(Q7), (5.121)

donde F,-+ (Qz) es el factor de forma de la ecuacion (5.116). Este factor de forma
nos indica el grado de desconocimiento del mesén pseudoescalar y la dindmica
de su subestructura, la cual se representa por la burbuja de la figura 5.3. Se puede
pensar que ésta puede calcularse con QCD para momentos de transferencia
grandes gracias a que QCD es una teoria asintética libre. Sin embargo, hasta
ahora se desconoce si esa escala de energias serd accesible algtin dia en los
grandes aceleradores, ideal para hacer cdlculos perturbativos en QCD [70]. Por
lo que el empleo de técnicas no perturbativas se vuelve crucial a la hora de

estudiar estos fendmenos.

En las subsecciones siguientes se calculan las expresiones para calcular el
factor de forma eldstico y de transicién en la interaccién de contacto descrita en
este capitulo.

5.8.1. Factor de Forma Elastico

Los estados simétricos bajo conjugacion de carga no tienen factor de forma
elastico. Al nivel de quarks, esto se atribuye a las cargas iguales y opuestas del
quark con su correspondiente antiquark. A pesar de ello, al acoplar una corriente
vectorial con los quarks dentro del mesén, se puede medir un factor de forma que

ofrezca informacion sobre la estructura interna del estado.

Los mesones pseudoescalares, por ejemplo el pién o 7., tienen solamente
un factor de forma vectorial FH(QZ), el cual se define mediante el vértice 77.7"
como

NI (P, P; Q) = Fy(Q%)(Py + Py, (5.122)
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donde Q = Py — P; es el momento del fotén virtual, y PH(Qz) es el factor de for-
ma eldstico del mesén pseudoescalar. La figura 5.4 muestra a la ecuacion (5.122)

para el caso del mesén 7,..

WC(P/)

Ne(P)

Figura 5.4.: Factor de forma de 7.

El factor de forma eldstico es el portador de la estructura electromagnética

interna del estado ligado. En la aproximacién de impulso, el vértice 7.7" es

AT (P, Q) = 2N, /ﬂTr [il" (—P;)S(ky)il', (Q)S (ky )il (P-)S(k)}
p ’ “J 2m)* ne\— S fIONR2) Dyt ’
(5.123)

donde P, = P — Q/2and Pr=P+ Q/2 son los momentos del mesén entrante
y saliente respectivamente, Q = Py — P; es el momento del foton virtual, y la
distribucién de los momentos entre los constituyentes es tal que k; = k + P —
Q/2yk, = k+ P+ Q/2. Como la dispersion es elastica, Pl-2 = PJ% = —m%{.
En términos de P y Q, esas restricciones son validas debidoaque P-Q =0y

P>+ Q*/4 = —m%{, donde m; es la masa del estado ligado.

Para evaluar mejor las expresiones en la aproximacién de impulso. Se reeti-
queta el momento de mesén entrante como momento p,, el del mesén saliente
como p, y de esta forma la regién de interacciéon tiene momento p, = p; + 4. En
el esquema de Breit se elige p; = K — q/2. Asi
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UC(Pi>

Ne(P)

Figura 5.5.: Factor de forma eldstico en la aproximacién de impulso. Se considera el caso
para 7. y ademés P = p;, P’ = p,.

pi = (K—q/2)°=-my =p;=(K+q/2)°=K-q=0,
K* = —mi —1/44". (5.124)

En un espacio euclidiano se tienen las relaciones fuera del limite quiral de
cuadrimomentos con g = (0,0,Q,0),K = (—imy,0,0,iQ/2). Asi, en el modelo
de interaccién de contacto, la aproximacién de impulso para este proceso se

denota mediante la expresion

3 (A . : :
2K Fu(Q) = 5 [ o= pa)S(E+ p2)im, S(E+ pa)iTh(p1)S(E),
(5.125)

donde S(t) = —i7 - toy () + ().

Para obtener de manera sistemética a cada uno de los factores que componen
a la ecuacion (5.125), se separa cada factor que involucra la amplitud de Bethe-
Salpeter para mesones pseudoescalares, la cual esta dada por la ecuacién (5.51).
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Al igual que en calculo de las amplitudes de Bethe-Salpeter y sus factores de
normalizacién vistos en la secciéon 5.6. Asi, cada uno de los factores se puede

escribir en términos de los covariantes de la ecuacién (5.67)

i 3 /N s . 4
A = =g | =T [Dh(P)S(t+ pa) Syt + p) Dy (P)S(1)]

Asi, el factor de forma eléstico se escribe como la suma de diferentes términos

QZFIe-Im(QZ) — .A(1)3+ E(1)7+ Eéf+ + .A(l)%+ E(l),+ [—'01,+ + Aél+F57+E07+
+AZF L Fe,  (5.126)

donde
1mn
'AO*+ = —4K _[/ dxCOZ Tuor T )
2 (1 2 2
+2m / dxydxy32Coq (M2 2, 72 )], (5.127)
0
A(l)%+ = _8K —5 [/ dxlcoz Tirr T ) —
! 2 2 2
— | dxydxyxg(2m” — x;Q7)Co3(MM7) |, (5.128)
0
A% :—8K——//t:lxt:lxx A(xy, Q% m*)C
0+ Vo 1dxyx1 {A(xy, Q% m*)Cop (M)
—B(M?,x,x,, Q°, m*)Cos (M) }, (5.129)
con
A(xy, Q*m?) = x1(3m2+%Q2)—m2x1 — m? (5.130)

B(M?, xy, %, Q°,m?) = (9 — M) A(xy, Q% m?)
—x;(m* = m*M?* — M*Q?) — 2m*M?. (5.131)
1

Las cuales se usan para calcular el factor de forma en el siguiente capitulo.
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5.8.2. Vistiendo al vértice quark-fotén

Cuando los fotones se acoplan a estados ligados compuestos por quarks
vestidos, se debe tomar en cuenta que el vértice quark-foton también este vestido

para asegurar que la identidad vectorial de Ward-Takahashi se satisface
Pl (ky, k) =S (k) — S (k) (5.132)

donde FZ es el vértice foton-quark-vestido. Esto es crucial para un estudio
sensible de los factores de forma electromagnéticos. Idealmente, el vértice tiene
que vestirse a un nivel consistente con el esquema de truncacién que se usa para
calcular los estados ligados de las amplitudes de Bethe-Salpeter. Para ese caso el
vértice se determina a partir de la ecuacién inhomogénea de Bethe-Salpeter

167t XIR d4q
r]i = ’)/]/t - Tm_ZG / WW&XV (qu/ q)rytxr (5133)

donde x,(q4,9) = S(q+ P)I',(Q)S(q). Debido a la naturaleza independiente
del momento del kernel de interaccion, la forma general tiene la forma

T,(Q) =7, Pr(Q%) +1:PL(Q%), (5.134)

con Qy'yft =0and 'yZ + 'yﬁ = T Es importante mencionar que esta expresion

no es vélida cuando se usa una interaccién mas compleja.

Después de insertar a la ecuacion (5.134) en la ecuacién (5.133) se obtiene
P (Q%) =1, (5.135)

que gracias a la identidad de la ecuacién (5.36) se escribe como

4
=

P. .
LU SL (5.136)
g +M" g+ M
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Usando la misma identidad se llega a

1

PT(Qz) = 1—1—K—(Q2)’
Y

(5.137)

donde K., (Qz) viene dado por la ecuacién (B.9). Entonces la parte transversa es
igual a uno cuando Q% =0, esto es

Pr(Q*=0)=1, (5.138)

de forma que en Q*=0,1la aproximacion arcoiris de la interaccién de contacto,
el vértice vestido es idéntico al desnudo. Sin embargo, esto no es vélido para
Q2 # 0; de hecho, la parte transversa de vértice foton-quark vestido muestra un
polo para Q < 0. Esto es

1+K,(Q%) =0, (5.139)

la cual es idéntica a la ecuacién de Bethe-Salpeter para mesones vectoriales en
el estado base en la interacciéon de contacto, donde KV(QZ) = K}L (P?). Esto
es, la expresiéon matemadtica es idéntica y el polo equivale a la masa del mesén

vectorial. En resumen, se viste el vértice de tal manera que se reescala como

T,(Q)—7,Pr(Q), (5.140)

cuando se realizan calculos numéricos.

El factor de forma de transicién y el calculo detallado del factor de forma
elastico se presentan en el Apéndice D.



Capitulo 6.

Modelo de Interaccion de Contacto

para Quarkonia

«jLo bueno casi no se cuenta, pero cuenta mucho!»
— Lic. Enrique Pefia Nieto, lema del cuarto informe de Go-

bierno Federal de los Estados Unidos Mexicanos

Con las expresiones obtenidas en el capitulo anterior, ahora es posible calcular
las masas del singlete de sabor de quarkonia en el estado base en cuatro canales
diferentes: pseudoescalar (7., (1S)), vector (J/9(1S), Y(15)), escalar (xp, (1P))
y axial vector (Xcl,bl(lp))' Asi como las constantes de decaimiento débil de

1ep(18) y J/9(15),Y(1S).

Ademds, para el canal pseudoscalar (77, )),(1S) , se calculan los factores de for-
ma eldstico y de transicion (1. ,(1S) — ") para un rango amplio del momento

al cuadrado del fotén de transferencia (QZ).

Los resultados coinciden con los datos de lattice para Q? pequeiios. Para
QZ > Q?}, los resultados comienzan a desviarse de los resultados de lattice méas
del 20 %. Q% ~ 2.5GeV? para el factor de forma eldstico y ~ 25GeV? para el factor
de forma de transicién. Donde haya comparacién posible, los resultados estan en
buena concordancia con lattice QCD, QCD perturbativo, resultados de estudios

159
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de ESD-EBS con truncamientos refinados, asi como datos experimentales de los
experimentos de BABAR.

6.1. Sector Ligero en la interaccion de Contacto

La interaccién de contacto utilizada en esta tesis fue desarrollada para calcular
propiedades del pién ¢ y el mesén rho p [74,75]. En afios posteriores ha sido
utilizada para calcular otro tipo de observables de hadrones compuestos por
dos quarks [76]. La primera extensién al primer trabajo que usa la IC fue en [77].
Aqui se calcula el espectro de masa de hadrones con sabor gracias a la inclusién

del quark strange. Los resultados se presentan en la tabla 6.1.

masas

Mnras) Mpas)y Moar) Ma1p) Meas) Mg as)
Experimento [46] 0.14 0.78 1.0-1.2 1.23 1.02 1.42
Interaccion de Contacto 0.14 0.93 1.29 1.38 1.13 1.59

Tabla 6.1.: Masas del estado base de mesones ligeros obtenidas con el conjunto de paré-
metros del sector ligero: my = 0.8GeV, ajg = 0.937, Ag = 0.24GeV, Ayy =

0.905GeV. La masa corriente de los quarks es m, ; = 0.007" GeV,m; =
0.17GeV; la masa generada dindmicamente es M, ; = 0.37GeV, M; =
0.53 GeV. El valor que se muestra para los mesones ¢ y a; IC son aquellos
que se obtienen con el acoplamiento espin érbita g,, = 0.24. Los resultados
se comparan directamente con los datos experimentales. Las cantidades di-
mensionadas estdn en GeV. (* = La masa corriente del quark se ajusté para
obtener la masa del mesén pseudoescalar).

Para analizar rdpidamente los resultados de la tabla 6.1, se toma en cuenta
la propiedad de la aproximacién arcoiris de que un sistema ESD-EBS describe
a los mesones pseudoescalares y vectoriales correctamente, pero no a sus com-
pafieros de paridad, a saber, los mesones escalares y axiales. En kernels mas
realistas, por ejemplo [84], cuando el vértice quark-gluon esta completamente
vestido, se encuentra que el rompimiento dindmico de la simetria quiral (RDSQ)

produce un gran momento cromomagnético anémalo del quark vestido en el
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infrarrojo. En consecuencia, las correcciones asociadas se cancelan en los canales
pseudoescalar y vectorial, pero se afiaden en los otros dos, resultando asi en
una separacién mayor entre los comparfieros de paridad. Este efecto es de espe-
cial importancia para mesones compuestos por quarks ligeros. Teniendo esto
en cuenta, y siguiendo el trabajo [76], se introduce una repulsién espin orbital
dentro de los canales escalar y axial a través del ingenio de un acoplamiento
fenomenolégico géo < 1, que se introduce como un factor multiplicativo dentro
de los kernels escalar y axial. El valor de g55 = 0,24 se eligi6 en [76] con el fin
de obtener el valor experimental de la separacién de las masas a,-p, que se logra
con las correcciones descritas anteriormente (sin el acoplamiento espin orbital
gs0, la diferencia de masa entre a; y p es 0.15 GeV, un factor de 3 més pequerfio
que el valor experimental. El cual implica que el acoplamiento ha incrementado

la masa de a; un 28 %, el cudl es un efecto bastante notorio).

masas

My.1s) Myryas) My, ap) My, (1p)

Experimento [46] 2983  3.096 3.414 3.510
Interaccién de Contacto 2.983*  2.979 3.412 3.442
- - 3.293 3.344
JM [80] 2.821 3.1 3.605 -
BK [90] 2928  3.111 3.321 3.437
Slrp [94] 3.035 3.192 - -
RB1 [95] 3.065 - - -
RB2 [95] 3210 - - -

Tabla 6.2.: Masas del estado base de charmonia obtenidas con el conjunto de paré-
metros del sector ligero: m, = 0.8GeV, ajg = 0937, A = 0.24GeV,
Ayy = 0.905GeV. La masa corriente del quark es m. = 1.578" GeV, y la
masa generada dindmicamente es M, = 1.601 GeV. El valor que se muestra
debajo de los resultados de la IC son aquellos que se obtienen sin el acopla-
miento espin 6rbita g,, = 0.08. Para una comparacién directa, citamos los
valores de otros estudios de las ESD para calcular las masas a bajo orden
de charmonia. Las cantidades dimensionadas estdan en GeV. (* = La masa
corriente del quark se ajust6 para obtener la masa del mesén pseudoescalar).
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Figura 6.1.: Resultados en la interaccién de contacto para el espectro de masa cc usando
los pardmetros ajustados en el sector ligero, ver tabla 6.2 Los datos de PDG
fueron extraidos de [46].

La tabla 6.2 muestra los resultados en la IC para el cdlculo de espectro de
masas de charmonia. Ahi se usa una aproximacion bastante ingenua, en donde se
toma el conjunto de pardmetros usado para estudiar al sector ligero. Solamente
se ha cambiado la masa corriente del quark charm como pardmetro de entrada,
el cual se fij6 de tal manera que reproduzca el resultado de la masa del mesén
pseudoescalar. El resto de las masas son predicciones del modelo. Como puede
verse en la tabla 6.2, las predicciones para las masas de los mesones restantes
son bastante buenas, al comparar con célculos de otros modelos basados en las
ESD-EBS més sofisticados [90,95], QCD en la red para el sector charm [117,118],

asi como los valores experimentales [46].

El hecho de que una aproximacién arcoiris con una interaccién de contacto
describa correctamente el espectro de masas de estados ligados de charmonia
puede entenderse de una manera sencilla: como las funciones de onda de renor-
malizacién y de la masa del quark son independientes del momento, el vértice
quark pesado-gluén puede por tanto ser bien aproximado por el vértice desnudo,
asegurando asi las identidades vectorial y axial de Ward-Takahashi.
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Constantes de decaimiento

amplitudes
n.(18) J/¥(S) x,(1P) x. (1P)
Ey 6.028  3.024 0.437 0.298
- - 1.905 1.153
Fy 1711 - - -
constantes de decaimiento
Experimento [46] 0.361 0416 - -

Interaccion de Contacto 0.084 0.080 - -

Tabla 6.3.: Estados base de las amplitudes y constantes de decaimiento de charmonia
obtenidas con el conjunto de pardmetros del sector ligero en la tabla 6.2:

Sin embargo, a la hora de calcular las constantes de decaimiento pseudo-
escalar y vectorial como se ve en la tabla 6.3, las constantes de decaimiento
pseudoescalar y vectorial para los pardmetros del modelo usados estdn demasia-
do infraestimado, en total desacuerdo con otros modelos y datos experimentales
ya que son mds chicas por un orden de magnitud. Esto tiene una causa numérica,
ya que las ABS son demasiado pequetias. Si se cambia Ay, por ejemplo, a
1.843 GeV, y al mismo tiempo se mantienen los otros parametros fijos, excepto
por la masa corriente de los quarks, que se toman de la referencia [46], la situa-
cién mejora por un factor de 2. Sin embargo, atin se tiene una discordancia entre
nuestros resultados, calculos con otros modelos y resultados experimentales.
Observamos que esta discrepancia persiste a pesar del hecho de que nuestro
cdlculo para los mesones pseudoescalares estdn en perfecta concordancia con la
relacién de Gell-Mann—-Oakes—Renner, la cual es valida para todo mesén 0, sin

tener en consideracién la magnitud de la masa desnuda del quark [90,119,120].

No es muy dificil comprender porque las constantes de decaimiento resultan
ser mucho mds pequefias que las que uno espera a partir de los resultados de las
ESD, con una funciéon de masa variable. Como se senala en las referencias [73,

,121], 1a constante de decaimiento estd influenciada por la cola a momentos
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grandes del propagador vestido del quark. Estd regiéon de momentos grandes
explora la funcién de onda de quarkonia al origen. Por otro lado, la interaccién
de contacto produce una masa constante sin cola perturbativa para momentos
grandes. Por lo tanto, este artefacto de quarkonia tiene que construirse en nuestro
modelo de una forma alternativa. Se sabe que al incrementar la masa de los
quarks pesados, estos se vuelven cada vez similares a una particula puntual.
Ademads, entre mas cercanos se encuentre un quark del antiquark, la fuerza
de acoplamiento entre ellos disminuye. Por consiguiente, no se puede esperar
que las constantes de decaimiento estén correctamente reproducidas utilizando
los pardmetros del sector de quarks ligeros. Sin embargo, la reduccién en la
fuerza del kernel tiene que ser compensada incrementando el corte ultravioleta.
Esto tiene sentido al observar que Ayy (mayor escala de energia asociada al
sistema) usada en el sector ligero es, de hecho, menor que la masa desnuda
del quark charm. Entonces necesita ser modificada. Se busca por un equilibrio
entre la constante de acoplamiento efectiva y el corte ultravioleta para describir
las propiedades estaticas de charmonia, los cuales se muestran en la siguiente

seccion.

6.2. Conjunto de Parimetros Optimos en la

Interaccion de Contacto para Charmonia

En esta seccién nos proponemos a redefinir el conjunto de parametros de
la IC para estudiar las masas, constantes de decaimiento y radio de carga de

charmonia.

Se mantienen los parametros m, and A del sector ligero. Esto indicado por
estudios modernos del propagador del gluén que indican que en el infrarojo,
la escala de masa del gluén, generada dindmicamente, no se ve afectada por
la introduccién de masas dindmicas quarks pesados, como se ve en [122,123].
El resto de pardmetros se obtiene del mejor ajuste a la masa, la constante de

decaimiento y el radio de carga del canal pseudoescalar (7).
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masas

My1s)  My/eas) My, ey My, (1P)

Experimento [46] 2983  3.096 3.414 3.510

Interaccién de Contacto  2.950%  3.129 3.407 3.433
3.194 3.254

JM [80] 2.821 3.1 3.605 -

BK [90] 2928  3.111 3.321 3.437

RB1 [95] 3.065 - - -

RB2 [95] 3.210 - - -

Tabla 6.4.: Masas del estado base de charmonia obtenidas con el mejor ajuste al con-
junto de pardmetros: m, = 0.8GeV, ajg = 0.9371/20, A = 0.24GeV,
Ayy = 2.788GeV. La masa corriente del quark es m. = 0.956" GeV, y la
masa generada dindmicamente es M, = 1.497 GeV. El valor que se muestra
debajo de los resultados de la IC son aquellos que se obtienen sin el acopla-
miento espin orbital g, = 0.24/3. Las cantidades dimensionadas estdn en
GeV. (* = Este conjunto de pardmetros se obtuvo a partir del mejor ajuste a las
masas, constantes de decaimiento y radio de carga del canal pseudoescalar.

T T T T
. .
' 4 Contact Interaction
[ *
34F 4 E
';‘ L
&3.3_— E
@ 3.2} i
2 L
3.4F . _
3 ° 1
*
29 = L = =
0 1 0 1
JPC

Figura 6.2.: Resultados en la interaccién de contacto para el espectro de masa cc, ver
tabla 6.4. Los datos de PDG fueron extraidos [46].

Ahora se puede calcular facilmente las masas del estado base de los meso-
nes vectorial, escalar y axial. Los resultados se muestran en la tabla 6.4 y la

tigura 6.2. Se puede notar que las masas estdn en concordancia con los valores
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experimentales y son ademds comparables a los mejores resultados de ESD con
aproximaciones refinadas. Es cierto que las masas de charmonia de modelos de
quark apagados se desplazan por valores muy grandes, cuando se consideran
lazos hadrénicos, como se ven en [124]. Con esta observacion, los resultados

para modelos de quarks apagados parecieran ser no validos.

Sin embargo, como se sefiala en el mismo articulo [124], como este desplaza-
miento de la escala de masa es comtin para todos los estados en niveles bajos,
entonces puede ser absorbida en un cambio de los parametros del modelo. Asi,
en lugar de afiadir lazos hadrénicos consistentemente dentro de nuestro calculo
en la interacciéon de contacto, simulamos el efecto al ajustar los pardmetros del
modelo (constante de acoplamiento y corte ultravioleta). Esto asegura, por ejem-
plo, una masa del quark charm similar a la masa constituyente del orden de 1

GeV y un valor correcto para la masa experimental del 7.

Para el caso del meson Xe,r € encuentra una masa 3.254 GeV sin acoplamieto
espin-Orbita, el cual estd 7% por debajo del valor experimental; una diferen-
cia menor a la obtenida al comparar nuestro valor con el experimental de la
masa de /1. Del mismo modo, se observa un patrén similar entre los canales
pseudoescalares y escalares. Por otro lado, para lograr un valor aceptable en
las diferencias entre los compafieros de paridad, se introdujo un acoplamiento
espin orbital de g5o = 0.08. Esto se muestra en los valores en la segunda fila de
la tabla 6.4. Como se puede observar al analizar esos valores, la masa del mesén
X, aumento solo 5 %. Este efecto pequefio estd en linea con los resultados de la
simetria de espin de quarks pesados. Las interacciones dependientes del espin
son proporcionales al momento cromomagnético del quark (simulado por el
acoplamiento espin-orbital). Esos efectos estan suprimidos sustancialmente para

charmonia, comparado con mesones ligeros.

Las constantes de decaimiento de the #.(1S) y J/¥(1S) se reportan en la
tabla 6.5. Para el mesén pseudoescalar, el resultado se alinea perfectamente
con el valor experimental. Desafortunadamente, este no es el caso para el canal
vectorial. Ademds, notemos que la constante de decaimiento de J /¥ (1S) es mas

pequenia que la de 7,(1S). El orden correcto puede recuperarse al reducir atin
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més la fuerza de interaccién. Sin embargo, al considerarse algo artificial, no se
prosigui6. Es importante notar que uno de los resultados de ESD conduce a la
constante de decaimiento de J/¥(1S) menor que nuestro valor, [94].

constantes de decaimiento

fi]c f]/‘F
Experimento [46] 0.361 0416
Slrp [94] 0.239 0.198
S3ccp [94] 0.326 0.330
BK [90] 0.399 0.448

Interaccion de Contacto 0.305 0.220

Tabla 6.5.: Las constantes de decaimiento de 77.(1S) y /¥ (15) obtenidas m, = 0.8 GeV,
ag = 0.9371/20, Alg = 0.24GeV, Ayy = 2.788GeV. La masa corriente del
quark es m, = 0.956 GeV. Las cantidades dimensionadas estdn en GeV.

11.(1S) radio de carga

ESD [88] Lattice [125] IC
0.219fm 0.25fm 0.21 fm

Tabla 6.6.: Radio de carga de 7,.(1S) obtenido con el nuevo conjunto de parametros
discutido en el texto.

Como otra prueba para el nuevo conjunto de pardmetros para la interaccién
de contacto, se calcul6 el radio de carga de 7.(1S), r%c = —60F, (Q%)/9Q?| Q=0
donde FWC(QZ) es el factor de forma electromagnético que mostraremos mas
adelante. Este se compara con los resultados presentados en [88] a partir de
estudios previos de ESD y [88,125] a partir de lattice QCD. Los resultados se
presentan en la tabla 6.6. Como se puede ver, el radio de carga calculado esté
muy cercano a esos obtenidos al emplear el modelo de Maris y Tandy y el
reportado por estudios en la red [85, 125].

La figura 6.3 muestra los resultados para el factor de forma eldstico en 7, con

y sin el vértice de revestimiento quark-fotén. Es evidente que este revestimiento
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15 T T T T T T T T T T T T T T T

——— Cl (Barg)
125 — CI (Dressed)
-—-— Lattice QCD

Figura 6.3.: Resultados del factor de forma eléstico de 7, en la interaccién de contacto
con y sin el revestimiento del vértice quark-foton. La curva de lattice viene
de [125] y el monopolo VDM se define con la escala de masa my, = 3.096
GeV. Se incluyen también los resultados del modelo algebraico MA.

tiene un efecto no apreciable en el factor de forma. Dicho de otra manera, el vér-
tice quark-fotén en la interaccién de contacto es practicamente igual al desnudo
para el rango Q7 mostrado. Sin embargo, aunque el sector temporaloide no se
muestra en la figura 6.3, el factor de forma de 7, tiene un polo en Q% = —m? /¥
donde m; ¢ es la masa del estado ligado vectorial, que viene en la tabla 6.4.
Esto es una consecuencia de vestir al vértice quark-fotén apropiadamente. Los
resultados se comparan bien con el modelo de dominio del mesén vectorial
(VDM) para Q% > 5GeV? pero son més duros que los predichos por lattice QCD.
Mis alld de Q* > 2.5GeV?, el factor de forma electromagnético en la interaccién
de contacto se desvia mas del 20 %. Es importante notar que la curva de los

resultados de lattice QCD es un ajuste a los datos [125], calculados en la aproxi-

168
B =0.480(3) GeVy & = —0.046(1) GeV 2 dentro del rango [0,5,5] GeV>.

2
maci6n apagada al asumir una forma F, (Q%) = exp [—%(1 + an)} , donde

Enla figura 6.4 se compara el factor de forma elastico de 7, con el de 7r, ambos
en la aproximacién arcoiris, interaccién de contacto con un vértice vestido quark-
fotén. En ambos casos, los factores de forma respectivos tienden a ser constantes

2 . : o .
cuando Q” — oo, lo cual es una consecuencia de la interaccién independiente
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Q*[Gev?]

Figura 6.4.: Resultados para los factores de forma eldsticos de 7, y 7t en la interaccién
de contacto. El conjunto de pardmetros usado para el factor de forma de 7,
son los mismos para encontrar tablas (6.4,6.5) y figura 6.3, mientras que los
usados para calcular el factor de forma de 77 viene en [96].

del momento. Noétese que el factor de forma para el pién se incrementa més
rdpidamente para Q* < 0 dado que el polo (el polo p para el factor de forma
del pién) asociado con el revestimiento del vértice quark ligero-fotén estd muy

2
cercanoa Q° = 0.

El factor de forma de 7, mostrado en la figura 6.4, se parametriza por la

siguiente forma funcional en el rango de Q7 mostrado

_1+0.167Q* + 0.004Q*

F, (Q%) = . 6.1
n(Q) 1+ 0.372Q% 4 0.028Q* €1
Los valores del radio de carga de 7, se definen con
, __ dF(Q)
Tpe=—6——5— , (6.2)
dQ 2
Q=0

y se presentan en la tabla 6.7. Se puede apreciar que esos se comparan bastante
bien con la interaccién maés sofisticada del modelo de Maris-Tandy [35], con
laticce QCD-regularizada [125]. Ademads, se compara el radio de carga de 7,

con el de 7, r,, = 0.45fm, calculados en [96]. Obviamente, 7, < r,; es decir,

e
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mientras mas pesado es el mesén, es més cercano a ser una particula puntual.
También se compara el radio de carga de 7, con el modelo algebraico. Es de
esperar que este modelo da un valor més alto que el de la interaccién de contacto
(que produce factores de forma mds duros que aquellos calculados con modelos
de QCD maés realistas) y en mayor concordancia con los resultados de lattice
QCD. Ademads de que el radio de carga de la tabla 6.7, estdn en perfecta sincronia

con los resultados de lattice.

Radio de carga 77, (fm)

SDE [85] Lattice QCD [125] VMD CI AM
0.219 0.25 0.156 0.219 (0.210) 0.256

Tabla 6.7.: Radio de carga de 7.(1S) en la interaccién de contacto y otros modelos. El
conjunto de parametros usados son el mismo para las tablas (6.4,6.5) y la
figura 6.3. Se incluyen los resultados del modelo VMD con una escala de
masa my = 3.096 GeV. El valor entre paréntesis es con el vértice quark-foton
desnudo. Se muestra también el resultado para el radio de carga de 7, usando
el modelo algebraico.

En la figura 6.5se muestran los resultados para el factor de forma de transicién
"y — 1. en la interaccién de contacto. A pesar de que no se muestra en la
tigura 6.5, el factor de forma tiene un polo en Q* = —m? s¥, donde m; v es la
masa del estado ligado vectorial. Los resultados se comparan perfectamente
bien con los datos de BABAR vy lattice QCD para Q? pequeiios. Es por esta
razén que el radio de interaccién del factor de forma de transicién, definido
en la ecuacion (6.2) y tabulado en la tabla 6.8, se compara bien con aquellos
encontrados con lattice QCD y BaBar, como se muestra en la pendiente del
factor de forma de transicién cuando Q% — 0. Sin embargo, para valores de Q?
intermedios y muy grandes, la interaccion de contacto tiene factores de forma
mas duros y el comportamiento asintético de Q2 no se captura, lo cual también

se nota en la figura 6.6.

Tanto el factor de forma elédstico como el de transicidon en la interaccion de

contacto mostrados en las figuras (6.3,6.5) tienden a un valor constante cuando
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Figura 6.5.: Factor de forma de la transicion 7"y — 7, en la interacciéon de contac-
to. La curva de lattice QCD es un ajuste a la curva [125] de la forma

. 2
G];?t;;cce(Qz) = yzi g conp = 3.43 GeV, mientras que los datos de BABAR
son un ajuste [126] de la forma GE%%?R(QZ) = 1+(§2 A con A = 8.5GeV>. El

limite de QCD perturbativo (pQCD) se debe a Feldmann y Kroll [127]. Se
incluyen también los resultados con el modelo algebraico.

radio de interaccion (fm)

BaBar [126] Lattice QCD [125] CI AM
0.166 0.141 0.133 0.17

Tabla 6.8.: Radio de interaccién para el factor de forma de la transicién "y — 7. defi-
nido en la ecuacién (6.2). Los datos de BaBar y lattice QCD se extrajeron a
partir de sus respectivas parametrizaciones a los datos. Se reportan también
los resultados del modelo algebraico.

Q* — oo. Esto se debe a que la funcién de masa del propagador del quark y sus
amplitudes de Bethe-Salpeter son independientes del momento, la cual es la

caracteristica principal de la interaccién de la ecuacion (5.4).

6.2.1. Bottomonia en la Interaccion de Contacto

La tabla 6.9 muestra los resultados para el espectro de masa utilizando los

pardmetros 6ptimos obtenidos en la seccion 6.2. Como es de esperar, el espectro
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Figura 6.6.: Resultados numéricos para chv*wc‘ Ver descripcién de la figura 6.5.

de masas es bastante exacto cuando se compara con el valor experimental y
los otros modelos. Para obtener dicho espectro, solamente se ajusta la masa del
quark b con el valor experimental de la masa de 7;, y los demés son predicciones
del modelo. Sin embargo, la tabla 6.10 muestra que las constantes de decaimiento
estdn bastante alejadas de aquellos resultados predichos por los modelos. Incluso
son méas pequefios que los valores obtenidos para charmonia mostrados en la
tabla 6.5. Esto sugiere, como era de esperar, que para estudiar bottomonia con la
interacciéon de contacto se requiere el uso de nuevos pardmetros 6ptimos para

esa zona de energfas.

6.2.2. Conjunto de Parimetros Optimos en la Interaccién de

Contacto para Bottomonia

Una vez mds se mantienen los pardmetros m, and A del sector ligero. El

8
resto de pardmetros se obtiene del mejor ajuste a la masa y la constante de
decaimiento del mesén pseudoescalar (17,). Se hace el mismo tratamiento a los
pardmetros que en la seccién anterior. Se ajustan los pardmetros del modelo

con el fin de ajustar a la masa, constante de decaimiento y radio de carga de 7,,.
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masas
My, 1s)  My(1s) mXbO(lp) mXbl (1P)

Experimento [46] 9.389 9.460 9.860 9.892
Interacciéon de Contacto  9.400° 9.420  9.790 9.799

9.644 9.653
JM [80] 9.322 9.460  9.860 -
BK [90] 9.405 9.488 9.831 9.878
Slrp [94] 9.603  9.645

Tabla 6.9.: Masas del estado base de bottomonia obtenidas con el ajuste al con-

junto de pardmetros: me

= 0,8GeV, a;z = 0.937/20, Ajg = 0.24GeV,

Ayy = 2,788GeV. La masa corriente del quark es m;, = 3.782"GeV, y la
masa generada dindmicamente es M;, = 4.821 GeV. El valor que se muestra
debajo de los resultados de la IC son aquellos que se obtienen sin el acopla-
miento espin orbital g,, = 0.24/3. Las cantidades dimensionadas estan en
GeV. (* = Este conjunto de pardmetros se obtuvo a partir del mejor ajuste
a las masas y constantes de decaimiento de los canales pseudoescalares y

vectoriales para el caso del quark b).

constantes de decaimiento

f Mo
Experimento [46] -
Slrp [94] 0.244
S3ccp [94] 0.414
BK [90] 0.708

Interaccion de Contacto 0.293

fx
0.715

0.210
0.381
0.687
0.285

Tabla 6.10.: Las constantes de decaimiento de

1.(1S) y J/¥(1S) obtenidas m,

0.8GeV, a;g = 0.9371/129, Alg = 0.24GeV, Ayy = 2.788GeV. La masa
corriente del quark es m;, = 4.782 GeV. Las cantidades dimensionadas estan

en GeV.

Ahora es posible calcular las masas del estado base de los mesones vectorial

(Y), escalar (),q) vy axial (x;1). Los resultados se muestran en la tabla 6.11. Se

puede notar que las masas estdn en concordancia con los valores experimentales
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y son ademads comparables a los mejores resultados de ESD con aproximaciones

refinadas.
masas
My, (1) My(s) mxbo(ll’) mxbl(ll’)

Experimento [46] 9.389 9.460 9.860 9.892
Interaccién de Contacto 9.406* 9547  9.671 9.680

9.644 9.653
JM [80] 9.322 9.460 9.860 -
BK [90] 9.405 9.488 9.831 9.878
Slrp [94] 9.603  9.645

Tabla 6.11.: Masas del estado base de bottomonia obtenidas con el ajuste al conjunto
de parametros: m, = 0.8GeV, ajp = 0.9371/129, Ag = 0.24GeV, Ayy =
6.803GeV. La masa corriente del quark es m;, = 3.647" GeV, y la masa
generada dindmicamente es M, = 4.749 GeV. El valor que se muestra debajo
de los resultados de la IC son aquellos que se obtienen sin el acoplamiento
espin orbital g,, = 0.24/3. Las cantidades dimensionadas estan en GeV.

* = Este conjunto de pardmetros se obtuvo a partir del mejor ajuste a las
masas y constantes de decaimiento del canal pseudoescalares con el quark

b).
constantes de decaimiento
fﬂb fY
Experimento [46] - 0.715
Slrp [94] 0.244 0.210
S3ccp [94] 0.414 0.381
BK [90] 0.708 0.687

Interaccion de Contacto 0.709 0.224

Tabla 6.12.: Las constantes de decaimiento de 7,(1S) y Y obtenidas m, = 0.8GeV,
ag = 0.937/129, Alg = 0.24GeV, Ayy = 6.803 GeV. La masa corriente del
quark es m;, = 3.647 GeV. Las cantidades dimensionadas estan en GeV.
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Para el caso del mesén X, S€ encontré una masa 9.644 GeV sin acoplamieto
espin orbital, el cual estd 2 % por debajo del valor experimental; diferencia un
poco mayor a la obtenida al comparar nuestro valor con el experimental de
la masa de Y. Se observa un patrén similar entre los canales pseudoescalares
y escalares. Entonces, para lograr un valor aceptable en las diferencias entre
los comparieros de paridad, se utiliza el mismo acoplamiento espin orbital de
gso = 0.08 que en el caso de charmonia. Esto se muestra en los valores en la
segunda fila de la tabla 6.4. Como se puede observar al analizar esos valores, la
masa del mesoén x; aumento solo un 0.2 %. Este efecto, a pesar de ser préctica-
mente imperceptible estd en linea con los resultados de la simetria de espin de
quarks pesados. Las interacciones dependientes del espin son proporcionales
al momento cromomagnético del quark (simulado por el acoplamiento espin
orbital). Como se enfatiz6 anteriormente, esos efectos estdn suprimidos sustan-
cialmente para charmonia, mientras que para bottomonia son practicamente

nulos.

Las constantes de decaimiento de the 77,(1S) y Y se reportan en la tabla 6.12.
Para el mesén pseudoescalar, el resultado se alinea perfectamente con el valor
experimental. Desafortunadamente, este no es el caso para el canal vectorial.
Ademas, notemos que la constante de decaimiento de Y es mds pequefia que
la de 77,(1S) y solo un poco mds grande que la de J/4(1S). El orden correcto
puede recuperarse al reducir atin mds la fuerza de interaccién. Sin embargo, el
orden correcto solo cuando la fuerza de interaccién se divide por mas de 2500
pero el radio de carga se vuelve extremadamente grande. Entonces el conjunto
de parametros deja de ser 6ptimo. Es importante notar que a pesar de tener una
constante de decamiento de Y muy chica, uno de los resultados de ESD con
aproximacioén a masa constante tiene un valor de la constante de decaimiento de

menor que el nuestro [94].

En la figura 6.7 se presentan los resultados para el factor de forma elastico
de 7. y 17,. Estos se muestran con el vértice quark-fotén vestido. Para los me-
sones pesados, tales como 7. y 1, el revestimiento del vértice tiene un valor
despreciable en el factor de forma eldstico; esto es, en la interaccién de contacto,

el vértice quark pesado-fotén es practicamente el desnudo en el rango de Q?
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mostrado. Sin embargo, aunque el sector espacialoide no se ha mostrado en la
figura 6.7, el factor de forma 7., tiene un polo en Q% = —mif, donde m,- es la
masa del estado ligado vectorial correspondiente. Los valores se pueden ver en
las tablas 6.4y 6.11.

Para ambos casos, tanto como 77, como para 17, la dependencia para Q?
grandes es constante, lo cual es una caracteristica de una particula puntual. De
hecho, se sabe que los factores de forma asintéticos obtenidos con la interaccion
de contacto son mds duros que aquellos predichos por QCD [74-77]. Esto es una
consecuencia de la independencia del momento de la interaccién. Al comparar
los dos factores de forma elasticos, se puede ver que ambos tienen a un valor
constante para Q? grande; No obstante, F, (Qz) lo hace maés rapido. Por otro
lado, F, (Qz) aumenta més drasticamente para Q* <0, ya que el polo asociado
con el revestimiento del vértice quark c-foton estd més cerca de Q*=0.Ala
fecha no tenemos resultados de lattice QCD para 17, pero se esperan que una

futura comparacion esté en linea a los de la figura 6.3

i 1
0 2 + 6 § 10 12 14

2

Q’[GeV]

Figura 6.7.: Resultados del factor de forma eléstico en la interaccién de contacto para 7,
Y -

Los valores del radio de carga de 7;, se definen con la ecuacién (6.2) y se presentan
en la tabla 6.13. Es evidente que r, <, , es decir, mientras mas pesado es un
mesOn, més cercano es a una particula puntual. A la fecha no tenemos resultados
de lattice QCD para 1, pero se esperan unos resultados bastante razonables y

parecidos a los nuestros.
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Radio de carga 77;, (fm)

SDE [38] Lattice QCD [125] VMD CI AM
- - - 0.107 (0.105) -

Tabla 6.13.: Radio de carga de 7,(1S) en la interaccién de contacto y otros modelos. El
conjunto de pardmetros usados es el mismo para las tablas (6.11,6.12) y la
figura 6.7. El valor entre paréntesis es con el vértice quark-fotén desnudo.

En la figura 6.8 se presentan los resultados para el factor de forma transicion
de 7.y 1, Estos se muestran con el vértice quark-foton vestido. A pesar de no
mostrarse en la figura, los dos factores de forma de transicion tienen un polo en
QZ = —m%_, donde m,

La discusién para 7, se hizo en la seccion anterior. Para 7, no se tiene a la fecha

- es la masa del estado ligado vectorial correspondiente.

datos de lattice QCD, ni para el factor de forma de interaccién ni para el radio de

interaccion; sin embargo, se esperan comparaciones similares a las 7,..

Por otro lado, en la figura 6.8 se muestran los resultados de Q? GW*Wc,b' De
las dos figuras se puede apreciar que ambos factores de forma de transiciéon
tienden a un valor constante para Q° grandes. Y nuevamente, 17, lo hace mas
rdpido. El radio de interaccién 7, se define con la ecuacién (6.2) y se presentan
en la tabla 6.14. A la fecha no se tienen valores experimentales para el factor de
forma de transicion, pero se espera que la siguiente generacién de colisionadores

e"e” para poner a prueba nuestras predicciones

Radio de interaccion #;, (fm)

SDE [88] Lattice QCD [125] VMD (I AM
- - - 0.043 -

Tabla 6.14.: Radio de interaccion de la transicién " — 7, en la interaccion de contacto
y otros modelos. El conjunto de pardmetros usados son el mismo para las
tablas (6.11,6.12) y la figura 6.8.
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-- SDE

A R U T R
0'60 2 4 6 8 10

Q’[GeV’]

Figura 6.8.: Resultados del factor de forma de transicién yy* — 7, en la interaccién de
contacto.

6.3. Unificando al Modelo de Interaccion de

Contacto

Con el conjunto de parametros 6ptimos a;g / mi, y Ayy para charmonia, bot-
tomonia obtenidos en este trabajo, asi como los pardmetros del sector ligero
de [77], es posible crear una teoria unificada de la interacciéon de contacto. La
contribucién principal es este trabajo fue encontrar al conjunto de pardmetro
Optimos para los sectores charm y bottom. En donde se permite una disminucién
en g, la cual viene acompafiada de un incremento en Ayy. Si se define el

acoplamiento adimensional « como [110,111]

w="RAZ,, (6.3)
g

se obtiene una constante de acoplamiento adimensional que indica la fuerza de
interaccion segin la zona donde se deseen calcular observables. La constante
de acoplamiento & con una escala de masa Ay se muestra en la figura 6.9. La
disminucién de « con respecto a sus valores en el sector de quarks ligeros, se
puede ver en la tabla 6.15. En la tabla se incluyen los valores de la constante
adimensional & = &IRA%N, donde ;g = aR/ mz, con los parametros fijos son
m, =0.8GeV'y Ag = 0.24GeV. En efecto, « se reduce por alrededor de un factor



Modelo de Interaccion de Contacto para Quarkonia 179

de 2.1-2.3 cuando se transporta del sector ligero al sector pesado, en lugar de los
numeros aparentemente grandes citados en las tablas 6.4y 6.11.

quark &[GeV %] Ayy[GeV] «  Ratio

u,d,s 4.565 0.905 3.739 1
c 0.228 2.788 1.774 0.475
b 0.035 6.803 1.638 0.438

Tabla 6.15.: Constante de acoplamiento adimensional. Para la interaccién de contacto
se obtuvieron mediante al mejor ajuste a los datos explicados a lo largo de
este trabajo

3 0.75 1

0.5 1

T 3 5
Ayy[GeV

Figura 6.9.: Constante de acoplamiento adimensional « para la interaccién de contacto.
Se puede ver como un recordatorio de la constante de acoplamiento fuerte
a; de QCD, la cual tiene un comportamiento logaritimico (figura 3.10).

Con estas ideas en mente, para futuro se piensa construir un modelo uni-
ticado, donde se puedan calcular observables para todo el espectro mesones,
haciendo especial énfasis al cdlculo de observables de mesones D y B. Poste-
riormente utilizar el modelo para calcular observables de diquarks, bariones
pesados y hadrones exéticos.



180 Modelo de Interaccién de Contacto para Quarkonia

6.3.1. Conclusiones

Se encontraron dos conjuntos de pardmetros 6ptimos para calcular los distin-
tos observables para sector de mesones pesados charm y bottom. Los pardmetros
6ptimos se ajustaron con el canal pseudoescalar: tanto para charm y bottom se
ajusté a la masa (7. ;), la constante de decaimiento y el radio de carga. Con este
conjunto de pardmetros se calcul6 la masa de los otros canales: vectorial (J/1,Y),
escalar (X p0) y axial-vector (X 51). Se tiene una buena descripcion para todos
los valores calculados de la masa, los cuales estan dentro de un rango no mayor
al 7 % del valor experimental y los predichos por otros modelos. Sin embargo, la
constante de decaimiento vectorial es mucho menor, pero es comparable con un

modelo similar que utiliza una masa constante.

También se calcularon los factores de forma eldstico y de transicion (7., (1S) —
77") para el mesén 7., , asi como sus radios de carga correspondientes en
una interaccién de contacto. Para la interaccién de contacto se usa el vértice
quark-fotén vestido, el cual es consistente con el modelo y con la identidad de
Ward-Takahashi. Con lo cual se asegura que el factor de forma tenga un polo
vectorial en Q% = (—m? /¥ —mi. Como la masa de m;,y es grande, el efecto
del polo vectorial en el radio de carga es muy pequefio, es decir, mientras més
pesado es el mesén mds cercano es a una particula puntual. Teniendo asi un

efecto practicamente imperceptible para 7.

Para los factores de forma, la interaccién de contacto provee resultados en bas-
tante concordancia con predicciones de QCD y/o experimentos solamente hasta
cierto valor del momento del fotén virtual de transferencia Qz. Esta observacién
estd en linea con célculos similares para los mesones 7ty p, [74,75,96], donde
se discute que los factores de forma de hadrones dentro de una interaccién de
contacto son mas duros que los resultados en modelos inspirados en QCD. Por
lo tanto, ambos factores de forma tienden a una constante cuando Q2 — 0, lo
cual es consecuencia para una interacciéon independiente del momento. A pesar
de no tener datos experimentales para comparar los factores de forma de 7, se

espera que estos tengan un comportamiento muy similar a los obtenidos para
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11,. Esto es, un factor de forma més duro y en sintonia con predicciones de QCD

para momentos de transferencia pequefios.

Con los resultados presentados en este trabajo, es posible crear un modelo
unificado de la interaccion de contacto. Este trabajo atin estd en desarrollo y su
publicacién se espera pronto. En el futuro se piensa utilizar este modelo para
calcular espectro de masa, constantes de decaimiento y factores de forma de
mesones con sabor y bariones. Asi como emplearlo para poder estudiar hadrones
exoticos como tetraquarks y pentaquarks.
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Apéndice A.

Ecuacion de Schwinger-Dyson del
Quark

«Le savant n’étudie pas la nature parce que cela est utile;
il I'étudie parce qu’il y prend plaisir,
et il y prend plaisir parce qu’elle est belle.»
— Henri Poincaré, 1854-1912

Antes de proceder, es importante mencionar que se va a calcular la ESD
del quark en un espacio euclidiano. Recordemos que en un espacio euclidiano
no existen distinciones entre indices arriba o abajo. Se usan las convenciones
(Ve 1o} = 26,05 75 = Y 15 = Tammavs a-b = Yiab;y P, tempora-
loide, que significa que P® < 0. Entonces los indices de color y Lorentz son
indistinguibles entre si, por lo que la convencién de suma se define cuando los
indices de Lorentz (y,v, ... ...) y de color (4, b,...), se suma sobre todos los valores

disponibles de estos.
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Asi, en el espacio euclidiano, la accién para QCD no renormalizada es

Ny
Socol¥. ¥ x. X" Al = /d4x{ Y Wp(v,0y +my + gty Ay (AD)
f=1

1 a a
+ 1 FuF + 2g(a A%)(2,A)
_[ayx*aayxa + gfabcay?(*abe;]} ,

donde se incluye la suma sobre los sabores de quarks f. Aqui, la accién de las

fuentes externas es
Ny
Stuentes[®, 0. X, XS A i, 07,0, )] = / d4x{ Y Ve iy + LA,
f=1

+o, X, + XZ%} ) (A.2)

Estas expresiones, combinadas, representan el generador funcional de QCD
Z [], ﬁ, ]7’ 0’*’ 0’] = / Dwe_SQCD[lP'@'X/X*'A}+Sfuentes [IIJ@,X,X*,A,%W,U*I(T,H , (A3)

donde Dw = D[pPxx* A] es la medida de la integral funcional, la cual es

N N N;-1 4
Dlpgxx"Al= [ 1 HHDt/pr )Dpr,o(x) [T Dx™(x)Dx"[ [ DAL(x)
xer* f=1p=1 a=1 H

(A.4)



Ecuacién de Schwinger-Dyson del Quark 185

Si se usa el generador funcional en QCD euclidiana, los propagadores del quark
y gluén son

S(x—y) = (0[Ty(x)$(y)|0) (A.5)

J Dwp(x)(y)e e
wae_SQCD

| Deop()p(y)eSoco S
f Deve 5D Stuentes

s
on(x) oy

s 20", 0l
Z2[8,¢7,m,]]
5
6Z(y)

0
6¢(x) 6
Di(x—y) = (0|TA}(x)Al(y)|0) (A.6)
waAi(x)AZ(y)e_SQCD
fDa)e_SQCD
0 0

= s Ml

jin Z[5,¢7,1,]] _

X=x=ij=1=]=0

El primer paso para derivar la ecuacion deseada es preparar el operador dife-
rencial que actta sobre el funcional generador. Para ello, se considera el hecho
de que el funcional generador Z|...] es independiente de los campos. Asi, para
1¥(x) se obtiene

5Z

— 5 =S cD T S fuentes
-/ D“’é@(x)e )

— 55 =S CD+Ssource

6S |6 6 5 6 6 _ .
= (_W[%EF,%KI —|—17(x)>Z[],17,17,(7,(7]. (A.8)
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En el operador §/6¢(x), que representa la derivada funcional con respecto a
campo de (anti) quarks, se omiten los indices de color y sabor. Esto es valido ya
que todos los colores contribuyen igualmente y no se acoplan entre ellos. Asi, la
derivada funcional de la accién de QCD es

5S o
o9 (x) b xx, Al = (70, + m + gty Ay () (), (A.9)

cuando se escriben como operadores

05 |00 06 96 90| _ 9, +m+igth 0 0 (A.10)
5p(x) | 07 oy’ 5o S0’ 5T | — \ ¥ SN Jonto

El siguiente paso es calcular otra derivada sobre la ecuacién (A.7), sélo que esta

vez sobre la fuente 7 (y) desde la derecha
oS 6 6 o6 6 O 5 )
O - - [ o7’ on’ 60’ b0’ 8] 5 Z /_/ 7 7 7
( <5¢(x) [517 o1’ 6™’ o0 5]] 517(y)> +o(x - )> Um0, 0
(A.11)

donde se omite el término 77(x)d 21 (y) ya que serd igual a cero una vez que las
fuentes se anulen. Se divide entre Z para obtener

(s e 8 s ) 2000070
0 - _ _ ; +0(x — (A.12)
Z[],;’],W,O' /(T] ( y)

éS 6 6 6 o6 O )
= _<W[5_17’%’F/% 5—]] ()>an[]1717,c7 ol +d(x—vy).
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Aqui se us6 la regla de la cadena para ir de la primera a la segunda linea. Si se

inserta la ecuacién (A.10) en la ecuacion (A.12) se tiene'

0 = — (WBH +m +igty, (5];(5(x)> 5775(3() 517‘?}/) InZ+6(x—y) (A.13)
- _(7’*8")% gty 51;’1(9635;;(15577 w oY
= ~nd) 517?11)1;@)
—igt'y, / i / d*ws(v — x)6(w — x) 37 (0)5;11(1 jéﬂ o HoE )

(A.14)

Dentro del integrando se incluyen funciones (x) con el fin de separar la deriva-

da con respecto a ese argumento.

El término 6°In Z/ 6], ()07 (w)dn (y) es la funcion de 3-puntos conectada
con dos lineas de quarks y una de gluén. Ademads, esta funcién se expresa en
términos de una funcién de vértice 1 particula irreducible (1PI) al aplicar una

transformada de Legendre al logaritmo del generador funcional de QCD In Z.

Ahora, la transformada de Legendre de In Z (ignorando los indices de sabor

y color) es
r aln_Z’alnzlalnzlalnflalnz — (A15)
o1 on o] oo o0
4 | dlnZ dInZ dnZ _JdlnZ JdInZ
—InZ
/dx{” R T B T R e et
con
T, 9., X7, Al = /d4x{ﬁ¢+¢f1+IA+ﬁx+x*n} -nZ.  (Al6)

'Por simplicidad se omiten los argumentos de Z
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A partir de la accion efectiva se obtienen las siguientes identidades

w—1u) = o7 (u) 45(5’7(”) op(s) 4 5T 5 In Z
5( ) = 57 (w) /d 5(s) 67j(w) _/d 5(s)oy(u) 67j(w)on(s)’
(A.17)

W) _ [ 5'# 3/ (u) 4, Oln2 o
o(s ~y) 59 (s) _/d “oii(u) P(s) /d 5 ()1 (y) op(s)oyp(u)
(A.18)
y
PRZH0 B Finz 5 A19
(5]V / (5]P, / 6], (v )8J5 (1) SAL(H) -

donde se omiten en la suma sobre los indices de Lorentz y de color. Al usar la
ecuacion (A.19) dentro de la ecuacion (A.17) se obtiene un término que serd muy
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atil a la hora de manipular a la ecuacién (A.13). Aplicando la derivada

)
0 = 577(0) [0(w — u)] (A.20)

_ L[/d‘*s 5T In Z ]
6], (v) op(s)op(u) 67 (w)on (s)
:/d4{ [ 8T ] 1n 2
615 (v) | 69 (s)owp(u) | o7 (w)dn(s)
N 52T 5 [ 51n 2 ”
59 (s)oyp(u) 6, (v) | 77 (w)dn(s)

- Jasd (o
8], (0)6], (1) SA,(t) [0
1

5T 5’ In 2
P(s)op(u) | 67(w)on(s)

(
. 5°T 5 [ 8In Z ”
o9 (s)oyp(u) 6, (v) | 77 (w)dn(s)
_ /d4 / i 5*In Z 5T 5*In Z
5],1 0)8]0 () SAL(1)5(s) 5y () 7 (w)dn (s)
+/ PInzZ _
u) 8], ()67 (w)dr (s)

Con el fin de expresar la funcién de tres puntos en la ecuacion (A.13) se multiplica
desde la izquierda el primer término de la ecuacién anterior por &° In Z /877 (1)1 (y).
Después de integrar con respecto a u y aplicar la ecuacién (A.18), se obtiene

I nz InZ 5T 52In Z
/ d's / at / au 5 Y) 65(0)8]0(t) SAY ()8 (s) oy (u) 07 (w) 31 (s)
B i [ Zn 5T FInZ
= = | s e TR A2
B 4 531nZ
= [ dsats V) S 0)on (w)n)

53 InZ
_ , A22
577 ()7 (@)67(y) (A.22)
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donde la funcion 6°T /5 AL51(s)6yp(u) es el vértice quark-gluén 1P1.

Al aplicar la ecuacién (A.21) en la ecuacién (A.13) y expresarla en términos
del vértice 1PI

’In Z
0 = — (7,0, +m)=——e—
(1 )aﬂ(x)an(y)
—igt”'yy/d4v/d4w(5(v—x w—x /d4 /d4 /d4
{ 5In Z In Z 5In Z }

on(u)on(y) 75 (v)ou(t) 0 V(t)cSv,b( )6 (u) 071 (w)dr(s)
+o(x —y)

(521nZ
= )811( x)on (y

+igt 'yy/d4 /d4 /d4

{ Sz &z 5T §’InZ }

ST () () 675 (x)515(t) SAY (1) (s)d1p (u) 67 ()07 (s)
+o(x —y)

= —(7,9, +m)S(x —y)
+igt 'y;,/d4 /d4t/d4u5 u— ( t)l"Z(t,s,u)S(x—s)
+o(x —y) (A.23)

La cual es la ecuacién de Schwinger-Dyson del quark en el espacio de posiciones.
El siguiente paso es calcular la transformada de Fourier para obtener la forma
usual de la ESD en el espacio de momentos Para este fin, es importante recordar

. 2 2
que la transformada de Fourier de una funcién f es

= /dxe_ikxf(x), (A.24)

2 . . . . .
Por simplicidad se omiten los indices de color 4, b, etc.
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y su inverso

Flx) = % / ke F (k) . (A.25)

Para hacer los cdlculos, es importante recordar una definicién de la funcién Delta

S(x—x) = % / ket =), (A.26)
s(k—K) = % / dxe k) (A.27)

Y ahora es posible calcular la transformada de Fourier de la ecuacién (A.23)

S = L [t
7T
— (2;)2 /d4xd4y [(ia— m)é(x —y)

—i—iez/d4zd4uD””(x,z)’nyF(x,u)l"v(u,y;z) e P xkey)

(A.28)

La transformada de la primera parte de la ecuacién anterior no es complicada.

Se realiza con los siguiente pasos

(21)4/d4xcl4y(ia/— m)é(x—y)g_i(P'X—k'y)e—i(p-x—k-y) _
7T
1 , k)
2r) /d4xd4y(za— m)d(x —y)e (p—k)-x  _

[P
(¥ =) —m)é(p—k), (A.29)

donde se considera q = p — k para eliminar a la funcién Delta. Para calcular la

transformada de la parte derecha de la ecuacion, hay que hacer una transformada
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inversa a los términos dentro de la integral

D"(x,z) = Duv 110 (x— )/
1 2 1 ip" - (x—u)

Se(x,u) = (Zn)4/d p"Sr(p" e ,

Ty(ny;z) = ﬁ [ @t datqe R, (As0)
7T

y asi se tiene

— _(271)20 /d4xd4yd4zd4ud2p/d2p”d4p"’d4kd4q’yyD’w(p')SF(p”)FV(p"', k, q)

w AL+ =) x=(p=k) - y+(p" —p") - ut-(q-1) - 2]

p dzp"d4p"'d4kd4q7yDW(p')Sp(p”) (p/// k, q)

1

(2m)*
S +p" —p)tp -kt (" —p"ta-p)

- p/ — PH . p, k — P, q — pl’ pl/ — p///

p" v, D" (" = p)Se("T(" p p" = p),

"

Después de reetiquetar p”’ = k se obtiene la expresion final de la ESD

_ d*k ;
St p) = ip g+ [ g ST pik = p)D (= p). (43D

Recuperando los indices de color se tiene

4

551(19):iﬂ—mo+i”t(jﬂl;482ta7y5() bk, pik— )DL (k—p).  (A32)

La cual es la expresion usual para la ESD no normalizada.



Apéndice B.

Ecuacion de Bethe-Salpeter para la

masa del meson

En este apéndice se muestra el cdlculo de las amplitudes de Bethe-Salpeter
para los canales vectorial, escalar y axial-vector.

B.0.1. Kernel Vectorial

Para el canal vectorial, la amplitud de Bethe-Salpeter en una interaccién de
contacto es

T 1
Fl,,y(P) = ’)/y E177 + mo—ﬂVPVP177 , (Bl)

donde 'y;f + 'yﬁ =Ty Py'y’f =0, lo cual indica

1 7P
T =T~ Pty (B.2)
p
Ademads, es importante notar que F,-- = 0 en la aproximacién arcoiris. Sin

embargo, hay que tomar en cuenta que esto es un artefacto de dicho truncamien-
to. A pesar de utilizar una interaccién de contacto dada por la ecuacién (5.4),
F,— # 0y la amplitud de Bethe-Salpeter contiene los dos términos covariantes

de la ecuacioén (B.1) justo cuando se afladen correcciones al vértice. Para deter-
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minar las amplitudes vectoriales se realiza un procedimiento analogo al de las
amplitudes pseudoescalares. Se define

1 T 2 1

Dl__ — ’)/‘u , Dl__ == 2_0-;“/131/ ’ (B3)
1 1 7 5 M

Pl—— = E’)’y ’ Pl—— = EO’VVPV . (B4:)

De las cuales se obtiene una ecuacién de valores propios similar a la de la

ecuacion (5.86). Después de proyectar la ecuacion (5.65) con 7311” al covariante

. L=l
Diﬁ, se tiene que el elemento de la amplitud ;-

—11 1 . .
Ki—- = Tr [Eﬁ(—w 4+ Mp)y, (—iv-q+ My)

1
_ _?lz(p.q)Z+P2(3MfMg+3P-q+q2) : (B.5)

Se procede a hacer el cambio de variable g — q — xP, se desarrollan los términos
cuadréticos y se llega a

Ci-- = ——2_|2(P-q)* — 4P . gxP* + 2x*P?
1 12P2[( q) q

+P*(3M¢M, +3P-q —3xP* +q° —2xP-q + xzpz)] . (B.6)

Nuevamente, se eliminan los términos impares de la forma g- P y se utiliza
la identidad de la ecuacién (5.44) para escribir los términos (P - q)2 = %quz,
obteniendo asi

=11 8 3

o9 |2 2 2p2 2
K, |t P 3MfMg+3xP] . (B.7)
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Después de introducir la ecuacién (B.7) dentro de la ecuacién (5.65) queda la

expresion

1 4
lqlziz/dx/dq4
3mg Jo (271)

la cual se regulariza de la manera usual. Para ello se afiade y substrae el tér-

1q° + %P + MyM, — xP?
(qZ + mZ)Z

] ., (BS)

mino M en el numerador, luego se usa la identidad de la ecuacién (5.46). Al

regularizar la ecuacion (B.8) se llega a

1 1 /1
K = gy [ dx [MgMy = x(1 = )P = 9] Con (07 i, Ty (B
1 322 [ oMy —x( ) 02 iR Tuv XB.9)
Dado a que se tiene F,-- = 0, la amplitud de Bethe-Salpeter para el mesén

vectorial tiene solo una amplitud

0=1-x!

L(emt )y =1—E - (—mi ) (B.10)

1—

donde IC}L estd dado por la ecuacion (B.9) y m,-- es la masa del meson vecto-

rial.

B.0.2. Kernel Escalar

Dada la simpleza de la amplitud de Bethe-Salpeter para mesones escalares

vista en la ecuacién (5.52), la tinica proyeccioén que se necesita es

Dyrv = 1, (B.11)

1
Pyrs = 7L (B.12)
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Después de proyectar la ecuacion (5.65) con los proyectores anteriores, se tiene

una amplitud Kéh de la forma

—11 1 . .
Ko+ = Tr L—LH(—W 4+ Mp)L(—iy-q+ Mg)}

= 4 [MfMg —P-g— qz] . (B.13)
Después del cambio de variable g — g — xP

Kobv = —4 [MfMg —P-(q—xP)—(q - xp)ﬂ . (B.14)

Se desarrolla el término cuadratico, se eliminan los términos impares de la forma

q - P para obtener
11 2 2
Kot = —4 [MfMg +x(1-x)P*—q ] . (B.15)

Después de introducir la ecuacién (B.15) dentro de la ecuacion (5.65) queda la

expresion

MM, + x(1—x)P* — ¢°
Kb = — /d/ /8 2( 2)2 1, (®1
3mG (9" +97)

la cual se regulariza de la manera usual. Para ello se afiade y substrae el término

M en el numerador. Al regularizar la ecuacién (B.16) se llega a

ICO++ = / dx Cm(fm TR, TUV)
3 mG

— (MyM, +x(1 = x)P* 4 900 ) Cop (W g, Ty) | - (B7)
y la amplitud de Bethe-Salpeter es
0=1+ ]CO++( §++) =1+ EO++(—m§++) (B.18)

donde /C(1)-1++ estd dado por la ecuacion (B.17) y m y++ la masa del mesé6n escalar.
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B.0.3. Kernel Axial-Vector

Para el canal axial-vector, las proyecciones a usar son

1
'D}++ = ’)’5’)’2;, Di++ = WSMUIWPV , (B.19)
1 1 7 > M
Pl++ = E,YV,YS’ P1++ = EUFVPV,)/S . (BZO)

Se proyecta a la ecuacién (5.65) con los proyectores 7311++ y D}++ para que el

. 2=11 .
elemento de matriz K;++ adquiera la forma

—11 1 . .

K+ = Tr [ﬁvfﬂs(—w gy + Mp)ysy, (—iv-q+ Mg)]
8 2P

= 5 [—SMfMngP-q (3+ qu) +q2} : (B.21)

Se procede a hacer el cambio de variable g —q — xP

—11 2 2P. - xP
IC1++ = g [_3MfMg +P- (q/ - XP) (3 + %)
+(q - xP)z} . (B.22)

Se expande el término cuadrético, se eliminan los términos impares de la forma

q - P para obtener

—=11

£ = 2 | Zam,m +2(P"7/)2—3xpz+3x2132+ 2 (B.23)
=3 Ve P2 71 '

En el término (P - q')2 se emplea la identidad de la ecuacién (5.43) para escribirlo
como %quz, se introduce la ecuacién (B.23) dentro de la ecuacién (5.65) y se
obtiene

1 4 MM, + 157 —1x(1 — x)P?
K}1+:—23L2/()dx/(sq)4[ f g(;q 9312)2( il B
mG s q+
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la cual se regulariza de la manera usual. Para ello, se afiade y substrae el término
M* en el numerador, entonces se usa la ecuacion (5.46) y después de regularizar
la ecuacion (B.24) se llega a

1

11
Ky = 2 2
3t mg

1/1dx [M M +x(1—x)P2+am2}c (% T, Tuy)
2 Jo Mg 02(P5 TR, Tuv) -
(B.25)

21 22

. 12
Las otras proyecciones son cero, esto es K;++ = K+ = K%+ = 0, entonces la

ecuacion de Bethe-Salpeter para el mesén escalar es
_ 11 N 2
0=1+ IC1++ (—m1++) =1 —+ E1++ (—m1++) (B26)

donde IC}L esta dado por la ecuacion (B.25) y m ++ es la masa del mesén
axial-vector.



Apéndice C.

Normalizacion de las amplitudes de
Bethe-Salpeter

«Le savant n’étudie pas la nature parce que cela est utile;
il I'étudie parce qu’il y prend plaisir,
et il y prend plaisir parce qu’elle est belle.»
— Henri Poincaré, 1854-1912

Se muestran el calculo completo para calcular las expresiones de las constan-
tes de normalizacién de las amplitudes de Bethe-Salpeter del resto de canales de

la seccion 5.6: los canales vectorial, escalar y axial-vector.

C.1. Normalizacién de la amplitud vectorial

La ecuacion (5.53) es la amplitud de Bethe-Salpeter para mesones vectoriales,
esto significa que después de calcular la traza en la ecuacién (5.95) se tendréan so-

lamente términos proporcionales a E]--. Se escriben las amplitudes en términos

199
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de sus covariantes

—1 A 1 A
i d 1 pdty T D (-Q)8pa + PP (Q)S ()7,
Ny = 6dP2/0 dx/ (2m)* (7" +m?)?

Q=P
(C.1)

1 T A . A .
donde D~ =7, y5¢(9+P) = —iv-(q+P) + M;y S.(q) = —iy-q+ M, Al
tener el mismo denominador que en todas las expresiones, se hace el cambio de
variable usual 4 — g — xP, ademads de tomar las condiciones P-g=0y (P - q)z =

2 2 . , . . 2
}IP q~ cuando sean necesarias. Asi, el término que proyecta a E}-- se lee como

. 2 ,29-Q(P-Q+q-Q)
W / g 4 (BMM+ P-4 g7 4 ML LH0))
1 dP2 (27_[)4 (q2+m2)2 ) gD
d d4q 2
=6——~ | —— | 4BMM,+P-(g—xP)+ (g — xP
dpz (27_[)4<( Vg (q ) (q )
g — xP)-O(P- _ xP). 2
29 =xP)-Q(P-Q+ (g —xP) Q)>/<qz+mz>
Q
d d'q 2 2, 22
=6— 43M M, — xP " +g 4+ x"P
1p? (271)4<( 78 q
2(3-Q)* = 2x(P-Q)* +2x*(P-Q)? 2
(209 2P QP 4220 0P [ (2 ey
Q
d d*q 2, 32 2 2
=6——~ [ ——4(BM /M, — xP" + =g~ + 39" — 3M

(P-Q)* 2
+x%p? — 2x(1 —x) Q2 > / <q2 + E)ﬁz> /

L2
d'q <3MfMg —x(1-x)P* = 3w — 2x(1 ~ x)—(ng) )

_ d/
-~ dar?) (2n)* (7% + m?)?
(C.2)
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Antes de proceder a realizar la derivada de la ecuacién (C.2), nétese P =
d/dP*(P-Q)* = (P-Q)(P™ ' Q). Entonces, cuando se evaltia P> = Q7 se obtie-

ne P =1, asi

4t 3M/M, — 3x(1 — x)P* — 3001
N = o [ e T
(2m) (" + %)
~ 6x(1—x)
(q2+9ﬁ2)2
(MM, —x(1—x)P* —
=_72/ 2x(1 — x) |2 2( 2)3 TR
I (9~ +97) (g~ + %)
_ 116473 )| (MM, — x(1 — x)P? — I02)Cys ()

+coz(zm2)] . (C.3)
Finalmente, la condicién de normalizacion para este canal resulta

Nt = % /Oldﬂ(X) (L7 () =2 (0)P?) Ca (M) Cn()] . (C4)

C.2. Normalizacién de la amplitud escalar

La ecuacion (5.52) es la amplitud de Bethe-Salpeter para mesones escalares.
Para este caso s6lo se tiene un término de normalizacién que acompafia a la

amplitud Eg++, el cual se escribe como

- dtq Tt Do+ (—Q)84(q + P) Dy (Q)8(9)7,
=g * oy (7 + )’

Q=P
(C.5)

donde D+ =1y Si(q+P) = —iv-(q+P)+M;yS.(q) = —iv-q+ M. Al
tener el mismo denominador que en todas las expresiones, se hace el cambio de
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variable usual 4 — g — xP, ademas de tomar las condiciones P-g=0y (P - q)z =

2 2 : T ehens
}LP g~ cuando sean necesarias. Asi, el término que proyecta a E§++ se lee como

MfM —P-g— q)
N = / / Py
_ / / 4(MyM, — P-(q—xP) — (g — xP)?)
(7 +9ﬁz)2
B / / 4(MM, + xP* — g% — X*P* — * 4+ 9m?)
(7" + )
o, d dq (MfM, +x(1— x)P* +00%) 1
B 24 / / (7* + m?)? Y
B d4q Z(MfM +x(1—x)P2+9ﬁ2)
— 24/ dx/ x(1—x [— g(q2+mz)3
3
+(qz+—smz)2]' (C.6)

Después de regularizar a la ecuacion (C.6) se obtiene la condicién de normaliza-

cién para el canal escalar.

Nt = / dx J(x) | = (L (x) + 2] (x)P?) Co(P) + 3Cpn (907)] . (C7)

C.3. Normalizacion de la amplitud axial-vector

La ecuacién (5.54) es la amplitud de Bethe-Salpeter para mesones axial-
vectoriales, esto significa que después de calcular la traza en la ecuacién (5.95) se

tendrAjn solamente términos proporcionales a E%++. Se escriben las amplitudes
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en términos de covariantes

1++ =

/ / Tr D1++( Q)$4(q+P)D 1++(Q)5Ag(‘7)7ﬂ}
(q + )

Q=P
(C.8)

donde Di++ =iy S}(q +P)=—iy-(g+P)+Msy §g(q) = —iy-q+ M,. Al
tener el mismo denominador que en todas las expresiones, se hace el cambio de
variable usual 4 — g — xP, ademads de tomar las condiciones P-g=0y (P - q)z =

2 2 . , . . 2
1P°q” cuando sean necesarias. Asi, el término que proyecta a E{++ selee

o 4(~3MpM, + P g+ > + QP9+ Q)

d
Ny =6 / Q
dp2 (27-[)4 (qz ’ mZ)Z qg—q—xP
d d*q 2
dp* (27-()4 ( g (q )+ (g )
2(g — xP) - P. _xP). ,
B e = Q)) / (¢ + o)
Q
=6 2/ 4 5 55 Q ’
e en (4" +m?)
4
— d d q 4 _3MfMg_xpz+§q2—|—3§m2_3m2
ar’ J @ny’ ;

P.0)? 2
PP? — 2x(1 — ) Q?) )/(q2+9n2> ,

p / dtq H—3MM —x(1- x)P* — 39m% — 2x(1 — x) (PézQ)z)
-~ ar*) en)t (g +9m*)?

(C.9)

Es facil notar que se tiene una expresion muy similar a la de la condicién de
normalizacién para el canal vectorial dada por la ecuacién (C.2), salvo que
se tiene un signo menos (—) que multiplica al término M £Mj. Se realiza la

. 2 , .z . .z
derivada con respecto a P” y obtener asi la expresion para la regularizacién de
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la ecuacion (C.9),

MM, + x(1 = x)P* + 9 1
B e v

d4q
(2m)*

NI = 7 /

144 1
_ 167T2/0 dxx(1 — x) [(MfMg+x(1 — x)P? + 1) Cos (9%

—Coz(imz)] - (C.10)

Se obtiene asi la condicidn de renormalizacion del canal axial-vector

N = % /Oldx](x) (L7 (%) + 2] (x)P?) Coa () = Cop ()| . (C11)



Apéndice D.

Calculo de los Factores de Forma en

la interaccion de contacto

«Le savant n’étudie pas la nature parce que cela est utile;
il I'étudie parce qu’il y prend plaisir,
et il y prend plaisir parce qu’elle est belle.»
— Henri Poincaré, 1854-1912

En este apéndice se desarrolla el dlgebra para el cdlculo de los factores de
forma. Serd de mucha utilidad para quien desee reproducir los resultados y tener
las herramientas para calcular unos nuevos.

205
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D.1. Factor de Forma Elastico

De la ecuacion (5.126), se tiene que cada uno de los términos del factor de

. 1
forma eldstico es

A
Al = iz 2 (21< P — MP — ) + (4m® + QP (M* + t2)>
27T Jt
x oy (4 p2)*)oy ((t+ p1) oy (£), (D.1)
A
A= 2 [ToM (o Q) 4 M2 4 P) 20K 1)
27T Jt
1
X MUV((t +p) 2oy ((t+ p1)?)ov (£), (D.2)
A
A2, = 2 [T o[ emP (K02 4 2Kt — mPMP + (3 + QP)
0 2
27T Jt

~MQ* — (Q-1)%) +8(K- ) + m (4m” + Q°) (M* — 1)

< %w((t + D)oy (+ pr)P)oy ().
(D.3)

El siguiente paso es regularizar cada una de las expresiones de la manera usual.
Se comienza por el més simple, Aéi ; dado que el numerador tiene un término
de la forma (#* + M?), el cual cancela a oy (#*). Entonces la expresion a regulari-
zar contiene dos pardmetros de Feynman, cuya regularizacién ya se conoce de

los resultados de la ecuacién (5.37). Sin embargo, también se tiene un término

'Por simplicidad en las expresiones se toma m; = m, = m, omitiendo el sabor en los propaga-
dores, que para este caso, es el mismo.
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. . 11
con tres denominadores, por lo que la expresién para A+ es

Aty = 2% /tA((sz2 + Q% — 2K -t)(M?* + £2) + 2K - tm?) X
< oy ((t+po)Doy ((t+ p) oy (£),
= 212{ /A(4m2 + Q% — 2K - t)oy ((t+ pa) oy ((t+ p1)?)
27T t
A
v 2K-tm2av<<t+p2>2>vv(<t+p1>2>av<t2>}. (D.4)

Para regularizar expresiones con tres denominadores, la parametrizacién Feyn-

man adquiere la forma

1
., / ax, A%y, .. (D5
A1A2A3 0 [Alxlxz -+ Ale(l — xZ) + A3(1 — xl)]

Para notar la separacién del producto de los denominadores oy (£ + p,)*) oy (£ +
p1)}) oy (1) se tiene

1 1 1
[(t+ po)? + M| [(t+ p1)? + M [ + M

2 /01 dxydx; xl/ { [(t +p)° + Mz} X1Xp + [(t +p1)°+ MZ} x1(1—x,)

+ [tz +M2] (1- xl)}3 =
dxqdx, xq

1
2 .
/0 {lt+[(p2—p1)xp + pl]xl]z + M — mle(l — xl)z - szz(xz — 1)x‘%}3

(D.6)

El paso a la dltima linea de la ecuacién (D.6) pareciera directo pero en realidad
no es asi. A continuacion se escribe en detalle la factorizacién que se realiza en

el denominador. Una vez hecha la expresion serd trivial. Primero se expande el
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denominador ® del paso intermedio de la ecuacién (D.6)

D = :(t +p)°+ MZ] X1Xp + [(t +p)+ Mﬂ x1(1 = xp)
+ [P+ M (1 - )

— |42

+2t'P2+P§+M2] X1Xp + [t2+2t'P1+P%+M2} x1(1—x;)

r[PeMm(1—x)
= (2t-py+ P%)xﬂ‘z + (2t-py + P%)xl(l —xy) + P+ M =

>+ 2t [(py — p1) %2 + prlxy + x125(p5 — pT) + M® + piag. (D.7)

Entonces se completa el cuadrado al afiadir y substraer el término ((p, — p1)x +
Pl)zx% = (Qxy + (K - Q/Z))zx%, recordando siempre que p% — p% = —m? y
propy =K — Q% /4= —m* — Q?/2. Asisellega a

D = {t+[(p2—p)x+pilx )+ M —m’xf — [Qx, + (K- Q/2) xf
= {t+ (2 = p)2 + pr] 31} + M — mx]

- @3 +2%,0- (K- Q/2) + (K- Q/2)|

= {t+ [(p2 = p1)x2 + pi] 2} + M? — P

- @8 - QP+ K Q74 o,

= {t+ [(p2 = p1)xa + pi] 2} + M? — mPx

— | @xl - 1)+ K+ Q4| o,

= {t+ [(p2 = p1)xa + pi] 2} + M? — mPxd

— |QPxy(y = 1) —m® — Q*/4+ QP /4|

= {t+(p2—p)x2+ pil 1} + M = m’x (1 - x1)* = Q%xp (3, — )it
(D.8)
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Con esto en mente, el término con tres denominadores de la ecuacién (D.4) se

parametriza como
1 3 A gl
A = 4—m’ t 2/0 dxydx; le't/ {[H‘ (2 — p1)3%2 + pa]a]
3
+M? — m?x; (1 — x1)* — Q*xy(xy )x%} : (D.9)
Se hace el cambio de variable t' = t + x; (x,(p, — p1) + p1) para

K-t=K- (' —x(x2(py— p1) + 1))

=Kt —K-x;(x,g +K—q/2) = K-t —K?x, (D.10)
asi se tiene
11 dx dx,x>
Aoa:—S—mK// 1h —
(£ + M —mPx (1 - x;)° — QPxy(xp — 1)x7}
(D.11)

Por el otro lado, al primer término de la ecuacién (D.4) se le multiplica por
[M2 — mle(l —X1) — szz(xz — 1)9(%]2 — 9?, ademds de considerar la relacién

¥ d? M*

C Mz;r-z,r2 =_-M C ; 2,1'2 = —. (D.12)
03( ir uv) 2 dM 02( Tir uv) (S—I—MZ)S
Se puede escribir
3
A(1)1_2+ == —8§m21<2/ dx,dxyx3 Coa (M; T2, T2,) . (D.13)



210 Calculo de los Factores de Forma en la interacciéon de contacto

Ahora es posible escribir la forma completa para .A(l)i
Aéh —4K — [/ dxCoy (M%7, T,y

1
2 2 2.2 2
2m /0 dxldexlCOs(m ;Til”’ Tuv)] .

(D.14)

El siguiente paso es la manipulacién del término A(l)%+. Para ello se tiene la traza

A
A= 22 [T (R QR+ MR+ ) - 20°K 1) x
271" Jt

< oy ((t+ po))oy((t+ p1)?)oy (), (D.15)

y nuevamente se separan los términos que incluyen t* + M? en el denominador.
Asi

Ay = —zi[ [ Ak (4 pa P (14 ) -

27‘(2

B /A(2Q2K 4+ 4K oy ((t+ pa) oy ((t+ p1) oy ()

t
(D.16)

Gracias a las manipulaciones anteriores, ahora es muy simple calcular las expre-

. . . 12 12 P 12
siones finales. Por ejemplo, se separa .A(l)%+ =4, L+ A ,2+, el término AOJ+ se

escribe como

12 3 (A
AT = 8K2_27-[2/t oy ((t+ p2)*)ov ((t+ p1)?)
8K2—> [ e, Cop (0 D.17
22 Jo x1Co2 (M Ty, o) - (D.17)

P 12 ‘ .
Y el término A 0*2+ no es mucho mds complicado. Solo hay que recordar que

el cambio de variable conduce a un término de la forma K-t = K-t — szl.
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Entonces se tiene
2Q%K -t + 4K*m? = 2K*(—x, Q% + 2m?),
y al final

A2

= 8122 [ dnydym (2n ?)Cos (I D.18
L xydxyxy (2m” — x,Q%)Cos(M7) . (D.18)

De este modo el término .Aé%+ se escribe como
3
A(l)%_,_ = —8K2 [/ d.xlcoz 93? 7 Tirr Ty )

1
— /0 dxldX2xl (2m2 — lez)Cog,(mz)] . (Dlg)

Para finalizar, el factor que multiplica a .Aé%+ es un poco mds complicado. Se

tiene a la expresion después de hacer la traza

A2y = #;?/tAZ{—&nZ(K-t)ZJrZK-t[m4—m2M2+t2(3m2+Q2)
—MPQP = (Q-1)] +8(K- 1)+ mi* (4m” + Q) (M* — ) }

< oy ((t+ p) 2oy ((t+ p1) oy (£). (D.20)

Al considerar el hecho que K- t)? = }IKztz por la ecuacién (5.44), la expresion

anterior se simplifica como

A
A2, = ZE’W /t 2{—2m* KPP + 2Kt |m* — M + P (3m” + Q)
7T
1
~M?Q*— Zgztzl + 2K (K - t) + m? (4m* + Q¥ (M? — tZ)}

< oy ((t+ p) oy ((t+ p1) oy (£). (D.21)
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Y en la parametrizacién de Feynman se usa la ecuacién (D.10) para asi tener el

mismo cambio de variable t' = t + x; (x,(p, — p1) + p1)

2
A+

3 Al )y ,
Py /t 2/0 dxydxy x12 {—Zm K[t — x1(xp(pp — 1) + P1)]

—2K?x, [m4 —m*M? + (t = x,(x(py — p1) + p1))* (3m” + Q7)
1
~M*Q* — ZQz (t = x1(x2(py — p1) + Pl))z}

—2UCPK 3y + (4”4 Q) (M = (t = x (xapy — p1) +p1)° ) }

1
: { {tz + M — m2x1(1 - x1)2 - szz(xz - 1)75%}3 }
3 Al
_8K2W/t /o dxqdxy x {mz [t — 21 (x(p — p1) + p1)]°
xy [t =M+ (£ = 1 (3 (p2 = p1) + p1))? (B0 + Q)
1
MAQP - JQ* (¢ = xralpa = pr) )

+ (= x(xa(p2 — p1) + 11)) K2xy
+2m* [MZ — (t =x1(x2(p2 — p1) + pl))ﬂ }

1
, D.22
: {{t2+M2—m2x1(1 —x;)? - szz(xz—l)x%}B} 022

en la tltima linea se us6 K> = —m®* — Q*/4. Para el siguiente paso hay que
manipular un poco a la expresion ¥ = (t — x;(x,(p, — p1) + pl))z, se observa

2
que

T = t2—2x1(x2q+K—q/2)-t—l—x%(x2q+K—|—q/2)2
= £+ 21(x30" — 0" + K+ /4)
= P+ 2] (,Q%(xp — 1) — m?)
= 24+, (D.23)

quui es bueno volver a recordar que p; = K—4q/2,p, =K+4q/2,K-q=0y K* = —m* —

q2/4.

2
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donde
M = x1 (0% (x — 1) — m?), (D.24)
Entonces ahora es posible escribir a la ecuacion (D.22) en una forma mads clara
3

A 1
anMz/t /o dxqdx, xq {mz(t2+9ﬁ%)

+x4 <m4 — m?M? + (£ + 202) (3m* + Q)

A2y = 8K

~MQ? - 1O+ 1))

+ (£ + M3 K>x; + 2m> (M2 — (P + mtf)) }

1
x {{t2+—9)22}3} . (D.25)

El siguiente paso es afiadir y restar un término M* cada vez que aparezca un 2
. : 2 )
en el numerador. De esta forma es posible factorizar t* + m> y asi obtener

2 a2 3 Al 2,2 2 o2 2
A2, = 8K —anMz/t /0 dxydey g {n? (£ + 0% — o0 + o3
2, [m4 — P M2+ (£ + 9% — 2 + 903) (3m® + Q%)
1
—M*Q* - ZQZ(tz + o -+ Sm%)] -

F(P 4 9m? — o+ ) K2y + 2 <M2 (P —om® 4 sm%)) }

1
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y se factorizan los términos con 4+ o>

2
AF+ =

3 A 1
p—pye /t /0 dx1dx, X, { (t‘2 + sz) [mz + x,(3m* + Q%)

1
_A_Lszl + K%x, — 2m21 + [mz(—imz + 9m?)

—8K?

+a <m4 — M 4 (— 4 9m3) (3 + Q%) — M2QP
1

+7Q°(~am? +9ﬁ%)) + (=0 + M) Koy

2 (12 2 2 1
sam (M — (- + )]} x {m}

3 At 2 2 [ 2 2, A2

27r2M2/t /0 dxldxle{(t +9Jt)[m + x,(3m” + Q")
—%szl + K2x1 - ZmZ}

—8K?

1
+(9ﬁz — Sﬁ%) {mz +x; (3m2 + QZ) - Zszl + K2x1 — ZmZ}
4 2,2 2.2 2,12 1
+xy(m"—m" M —-M"Q°)+2m "M} X { 55—
1( ) } {{t2+mt2}3
_3
27> M?
1
_A_Lszl +K2x1 —2m2}

A 1
—8K? /t /0 dx1dxy xq {(t‘2 + Mm?) [mz + x,(3m* + Q%)

1
— (M — m3) {mz + x,(3m* + Q%) — Zszl + K%x, — ZmZ}

1

4 2,12 2 2 2,12
+x(m" —m"M" = M"Q°) +2m"M" } X { —5——=
1 ) } {{t2+9ﬁz}3

} . (D.27)
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Finalmente se regulariza de la manera usual

1 3 A 1
2W;/t /0dxldxle{A(xl,szmz)coz(fmz)

~Coa () [y (31 4+ 5 Q%) — Py, — i

A2, = -8K

—x; (m* — m*M?* — M*Q?) — 2m* M?}.
= st LS T ey (A, @) ()
VBl ) Jy Pnen 1, Q7 m")Cop
—B(M?,x1, x5, Q% m?)Cos (M)}, (D.28)

D.2. Factor de Forma de Transicion

De manera analoga al factor de forma eléstico, el vértice de interaccion que
describe a la transicién "y — 7, se parametriza por un solo factor de forma

G, (Q?,Q3), el cual se calcula a partir de

EV(Ql’ QZ) = T],u/(Qll Q2) + Tvy(QZI Ql)/ (D.29)

donde Q; and Q, son los momentos de los fotones, P = Q; + Q, es el momento
de 17, entonces

Tyv(Qll Q) = ae_meyvaﬁlexQZ,BG'y*rmc(Q%l Q%)
o

d*k
~ T /Ws(kl)rm(kl,kz;P)S(kz)
x Q. T, (ky, k3; Q) S(k3)iQ T, (k3 ky; Q1), (D.30)

conk; = k—0Qp, ky = k+Qy k3 = k, Q, = (2/3)e y ap,, = ¢*/(4m). Las
restricciones cineméticas son Q7 = Q% Q5 = —m% Jp Y Q1 Qo= _(mic + Q-

m%/lp)/Z, donde P* = —m?

yo conm, lamasader,,ym;,,lamasade ]/¢3.

®Los calculos se haran tomando en cuenta la transicién Y*5.J/ ¢ y al final se considera a | /¢
como un 7.
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ko =k + Q9

k1 =k—

Figura D.1.: Factor de forma de transicion en la aproximacién de impulso.

Se contrae a la ecuacién (D.30) con e""*F k‘i‘kg, se evaltan las trazas para
obtener dos contribuciones diferentes. Después de insertar a la ecuacién (5.51)
dentro de la ecuacién (D.30), se tiene un término que se asocia con E,—+ (P); al
cual se denomina como Gg. Y otro asociado F,-+(P), denotado Gp. Se encuentra

4
para cada uno

4m?
GE(Q2/ _7)2/2, 0) = (732—2)2 Zfﬂc €yw“3k‘i‘k‘§
e
d'l _ |
xtr/—(zn)UCo+(11,12)1QF;{(12,112)5(112)1Qrv(112/ L)
2 4rfy,
= o 2MEy
d4l 272 ) 2 5
8 /(27_()4(73 )ov (I =k1) ) oy (L +ky)")oy (I7)
167" Mf, Eq-+ / d*l
(

2oy (= k)?) ey ((1+ k) oy (1),

(D.31)

2

e 27)

4 2 2 2 2 L
Se denota a (mm + Q" —mj,,) = P* para acortar la notacién
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Después de regularizar de la misma forma en que se hizo para el calculo del
factor de forma eldstico se obtiene

2 2 b —iu 2
Ge(Q% —P?/2,0) = 2ME, + f, /0 /0 dx,dxy 1,C2 (), (D.32)
donde

M3 = M* — x; (2125(1 — xz)mic +(1—x)(1- xZ)m%/ip — (1—x)%,Q7).
(D.33)

Aqui, zm§ se obtiene de un modo anélogo a m> después de hacer el cambio
p1 — ko y pp = — k; durante la parametrizacién de Feynman similar al calculo
de la ETFE.

Del mismo modo, el término con Gy resulta en

2 47fy By
(7)2)2 62 2M
d*l 55
x4 / (1 k)%
(27_[)4 [( ( 2) 1
—2(1-ky)%k3 + 2M?*((ky - ky)* — KiK3)
1 ky(ky - ky(I7 + M* 4+ K3) + K3 (1% + M* + k3))
1k (P4 M? 1)K 4 ky k(P 4+ M? + 41 ky +13)))]
x oy ((1 —k1)2)‘7\/((l+k2)2)‘7v(12)- (D.34)

GF(QZI _P2/2/ O) -

Se hace el cambio de variable I — I + x; (x5 (k; + k) — k,) Con el fin de conseguir
términos lineales de la forma [ - k; ,, lo cuales se integran después de regularizar

la expresién. Primero, se comienza con [ - k;

I-ky = L-ky+x1[x(ky +kp) — ko] - Ky
= Lk +xp [0k + Ky k) — Ky oKy
= 1k +x[x(Q° - (mic +0Q% - m%/l[])/z) + (mic +0Q° - m%/lp)/z]

X
= Ik + El[xz(Qz —my +miy,)+ (my +QF—myy)]. (D.35)
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Similarmente
Liky = 1ky+xq[xp(ky +ky) — ky] - Ky
= L-ky+x1[xa(ky Ky +K3) — Ky - k]
= 1k +xy[xp(—(my + Q7 —mfy)/2)]
X1X
= 1k -2 (mUC+Q —m§/¢) . (D.36)

Ahora nos concentramos en el integrando de la ecuacién (D.34). Se insertan las
expresiones de las ecuaciones (D.35,D.36) dentro del integrando de esa ecuacion,

se expanden todos los términos y al reducir los términos semejantes se llega a

F._ 1
Gr(Q% —P2/2,0) = %/0 dxydx, Xy

< [Aln)Cem) + (B, 2, Q7 miy)

—A(x) M) Cy ()], (D.37)
donde
A(x]) = 3x -2, (D.38)
B(M, x,x,, Q7 m%c,m%/lp) = -2 [xl(xz —1)((xg — 1)2m%/¢ + 2m$cx1x2)

FM?(x; — 2) + Q% (x1 — 1)2x1x2} . (D.39)

y £m§ dado por la ecuacién (D.33).



Colophon

Esta tesis se escribi6 en IXIEX 2, usando la clase “hepthesis” [128].
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