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Resumen

La intencién de esta tesis es mostrar que existe una fuerte conexiéon (un
puente) entre la fisica del grafeno y la fisica de particulas bajo condiciones ex-
tremas (temperatura y densidad finitas, asi como en presencia de campos mag-
néticos externos). Estas condiciones se observan comtinmente en experimentos
de colisiones de iones pesados como en RHIC y ALICE y en fuentes naturales
como estrellas compactas, donde se estudian las distintas fases que la materia
hadrénica ha experimentado desde los primeros instantes del Big-Bang. Cabe
destacar que la inclusion de temperatura, densidad y/o campos magnéticos da
origen a una reduccion dimensional en la teoria de campos cuanticos (QFT)
correspondiente, por lo tanto, la teoria de bajas energias en grafeno, la Electrod-
inamica Cuantica en el plano (QED3) y la Cromodinamica Cuantica (QCD) se
relacionan de distintas maneras. En este trabajo, revisamos algunos aspectos de
la fisica de particulas que son relevantes para los experimentos de iones pesa-
dos, estudiando distintas caracteristicas de la dindmica de los fermiones en el
grafeno con la intenciéon de proveer herramientas para el estudio de la QCD pero
al alcance de un laboratorio estandar de materia condensada sin la necesidad
de recurrir a grandes aceleradores o sofisticados detectores de particulas.

Palabras Clave: Grafeno, Fisica de Particulas, Materia Condensada, Dia-
grama de Fase.
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Abstrac

The purpose of this thesis is to show that there is a strong connection be-
tween graphene physics and particle physics under extreme conditions (finite
temperature and density, as well as in the presence of external magnetic fields).
These conditions are commonly observed in heavy ion collision experiments such
as in RHIC and ALICE and in natural sources such as compact stars, which
study the different phases that hadronic matter has experienced since the first
moments of the Big Bang. It should be noted that the inclusion of temperature,
density and / or magnetic fields gives rise to a dimensional reduction in the
corresponding quantum field theory (QFT), therefore the theory of low energies
in graphene, Quantum Electrodynamics in the plane (QED3) and the Quantum
chromodynamics (QCD) are related in different ways. In this work, we review
some aspects of particle physics that are relevant for heavy ion experiments,
studying different characteristics of the graphene fermion dynamics with the in-
tention of providing tools for the study of QCD but within the scope of Standard
laboratories of condensed matter without the need to resort to large accelerators
or sophisticated particle detectors.

VII
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Introduccion

La intenciéon de esta tesis es mostrar que existe una fuerte conexiéon (un
puente) entre la fisica del grafeno y la fisica de particulas, particularmente la
fisica de particulas bajo condiciones extremas (temperatura y densidad finita,
asi como en presencia de campos magnéticos externos). Estas condiciones se
observan cominmente en experimentos de colisiones de iones pesados como en
RHIC! y ALICE? y en fuentes naturales como estrellas compactas, donde se
estudian las distintas fases que la materia hadrénica ha experimentado desde
los primeros instantes del Big-Bang. Desde el punto de vista teoérico, Lattice
QCD (Cromodinamica Cuéntica), ecuaciones de Schwinger-Dyson y teorias de
campos efectivos son ejemplos de métodos desarrollados para describir dichas
condiciones extremas. Cabe destacar que la inclusién de temperatura, densidad
y/o campos magnéticos da origen a una reduccion dimensional en la teoria de
campos cuanticos (QFT) correspondiente.

Del otro lado del puente, una nueva era en el estudio de la materia con-
densada ha emergido desde 2004 con el aislamiento de la primera muestra de
grafeno [1, 2]. Ademés del potencial para aplicaciones tecnologicas del grafeno
debido a su alta conductividad eléctrica y térmica, dureza y flexibilidad y su
casi transparencia a la luz visible, es el comportamiento de sus portadores de
carga a bajas energias, los cuales se comportan como fermiones de Dirac ultra-
relativistas, lo que revivié el interés de la comunidad de la fisica de particulas
en este tipo de sistemas. La razon es que estos fermiones se mueven al méaximo
de velocidad posible en el grafeno, la velocidad de Fermi vp que es unas 300
veces mas pequena que la velocidad de la luz en el vacio ¢. Por lo tanto, el
grafeno y otros materiales que presentan portadores de carga ultrarelativistas
(materiales de Dirac-Weyl [3]) ofrecen una oportunidad de estudiar aspectos de
la e-lec-tro-di-na-mi-ca cuantica en (2+1) dimensiones, QED3, donde los efectos
relativistas son reescaldos unas 300 veces. Debido a lo anterior y la reduccién
dimensional de la QCD al estudiar condiciones extremas, podemos decir que la
Fisica del grafeno es un puente natural entre la fisica de particulas en condi-
ciones extremas y la materia condensada.

1El Acelerador Relativista de Iones Pesados operado por el Laboratorio Nacional
Brookhaven en Upton, New York.

2El Gran Colisionador de Iones es uno de los siete detectores del Gran Colisionador de
Hadrones (LHC) de la Organizaciéon Europea para la Investigacion Nuclear (CERN).
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Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1, estudi-
amos el diagrama de fase de la QCD utilizando el modelo Sigma Lineal acoplado
a quarks, con el objetivo de mostrar las dificultades y algunas técnicas desarrol-
ladas para sortearlas, al estudiar algunos aspectos de la QCD. En el Capitulo
2, dando una breve descripcion del grafeno y su importancia en el desarrollo
de la ciencia basica y sus aplicaciones. Introducimos el modelo necesario para
estudiar el diagrama de fase de la transicién semimetal-aislante y estudiamos
las condiciones bajo las cuales es posible generar masas para los portadores de
carga. Ademas, estudiamos el fenémeno del colapso atomico en el grafeno debido
a una impureza tipo monopolo eléctrico y como dicho colapso esta asociado a la
pérdida de unitariedad de la teoria. El Capitulo 3 esta dedicado al estudio de la
absorcion de luz en el grafeno y al efecto Farday, con la intencién de mostrar que
es posible caracterizar teéricamente aspectos del grafeno utilizando técnicas de
la fisica de particulas. En el Capitulo 4, con el objetivo de usar el grafeno como
laboratorio tedrico de la QCD, estudiamos un anélogo del fenémeno del Efecto
Quiral Magnético (CME) en el grafeno bajo la influencia de un campo magnéti-
co externo alineado con el plano de la muestra. Finalmente, la discusiéon de los
resultados y conclusiones derivadas de los mismos se presentan en el Capitulo
5.



Capitulo 1

Diagrama de Fase de la QCD

La Cromodinamica Cuéantica (QCD por su siglas en inglés) es la teoria de
campos que describe a las interacciones fuertes, ya que da cuenta de la manera
en la que ocurren las interacciones entre las cargas de color. Desafortunada-
mente, al enfrentarnos a la descripcion de las interacciones de bajas energias,
como QCD es altamente no lineal, debemos hacer simplificaciones o usar formal-
ismos adecuados como: lattice QCD, ecuaciones de Schwinger-Dyson o teorias
efectivas como el modelo Nambu-Jona-Lasino, modelo Sigma Lineal, etc. Es-
tas teorias pueden incorporar ingredientes externos como la temperatura y la
densidad, los cuales nos permiten estudiar transiciones de fase de la materia
hadrénica y tratar de esbozar el diagrama de fase de la QCD en términos més
simples, lo cual es un problema de suma relevancia en la actualidad.

Las posibles fases que la materia hecha de quarks y gluones puede presentar,
depende principalmente de la temperatura y la densidad o bien, del potencial
quimico asociado a los nimeros cuédnticos de los quarks. Dado que los quarks
u, d y s son las especies de quarks que juegan un papel méas importante para
las temperaturas y densidades cerca de las transiciones, deberia ser posible dar
una completa descripcién en terminos de los potenciales quimicos asociados a
estos quarks. Por otro lado, debido a que estos potenciales necesitan satisfacer:
el equilibrio beta y la neutralidad de la carga, podemos escoger uno de ellos
como independiente [5]. Por lo tanto, el diagrama de fase se puede describir en
dos dimensiones, la temperatura 7" y el potencial quimico de quarks ligueros,
i, que se relaciona con el potencial quimico bariénico up como pup = 3u (ver
Fig. 1.0.1) . El diagrama de fase es mayormente desconocido, la mayor parte
conocida del diagrama se limita a 7' > 0 y al ejey = 0. Para la masa fisica de
los quarks y u = 0 los calculos de lattice muestran que el cambio de fase, del
domino del plasma de quarks y gluones, a la fase hadrénica es un crossover, es
decir, es una transicion suave [6]. Por lo tanto, el valor (pseudo) critico de la
temperatura 7, se mide en un cierto rango de valores. Los calculos de lattice
han determinado distintos valores de T, el valor méas reciente para esta temper-
atura dado por lattice QCD es T, = 155(1)(8) MeV considerando 2+1 sabores

3



4 CAPITULO 1. DIAGRAMA DE FASE DE LA QCD

Figura 1.0.1: Representacion esquematica del diagrama de fase de la QCD en el
plano T — . Tomada de [4].

de quarks [7]. El estatus de la termodinamica de la QCD a u # 0 es diferente. El
principal impedimento para las simulaciones de lattice es el problema del signo,
ningun metodo ideado hasta ahora se aproxima al resultado fisico esperado para
1 fijo distinto de cero. Sin embargo, dado que las estructuras maés relevantes del
diagrama de fase de la QCD (las transiciones de fase y el Critical End Point
(CEP)) residen en p # 0, cualquier progreso en esta direccion es invaluable.

Las estimaciones teéricas disponibles sugieren que el CEP esta dentro de la
region del diagrama de fases explorable actualmente por los experimentos de
colision de iones pesados. Por ejemplo; los experimentos PHENIX y STAR del
programa Beam Energy Scan (BES) del RHIC en su primera etapa con coli-
siones de iones Au+Au [8, 9], los experimentos del CERN-NA49 con colisiones
de Si+Si [10]. Por otro lado, se esperan realizar experimentos de materia nu-
clear fria en el programa Electronic Ion Collider (EIC) del RHICH en 2024 y
experimentos de materia caliente y densa en la segundo etapa del programa
BES-RHIC a partir de 2018. Ademaéas de nuevas instalaciones planeadas como
FAIR (Facility for Antiprotons and Ion Research) del Centro de Investigacion
de Iones Pesados (GSI) y NICA (Heavy- Ion Collider Facility) del Instituto
Central de Investigaciones Nucleares (JINR-Dubna) que estan en construccion
y prometen profundizar en el futuro en la exploracion del diagrama de fases
QCD [11]. En este capitulo abordamos teéricamente el diagramade fase de la
QCD basados en los articulos [12, 13].
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1.1. Modelo Sigma Lineal

Entre los modelos que se utilizan para estudiar a la QCD a bajas energias, el
modelo Sigma Lineal acoplado a quarks (LSMq) es apropiado para determinar
algunos aspectos del diagrama de fase de la QCD. Dicho modelo se enfoca en
el sector mesénico con un nimero de fermiones determinado por el niimero de
colores N y de sabores Ny. El Lagrangiano de LSMq es

2
L= @0+ @7+ S (@) - (P47
+ithy, 0 — g (o + iysT - T)Y, (1.1.1)

donde v representa el campo de quarks, que es un doblete de isospin de SU (2),
7 = (71,2, m3) es un triplete de isospin y o es un singulete de isospin. Tomamos
los piones cargados como 74+ = (71 % im2)//2, el pion neutro como, 7° = 3.
Ademas, consideramos el parametro de masa al cuadrado a? y las constantes de
acoplamiento A y g como positivos. Ahora, para permitir ruptura espontinea
de la simetria, permitimos que o desarrolle un valor de expectaciéon en el vacio
no nulo

o—o+v, (1.1.2)

el cual es tomado como el parametro de orden de la transicién quiral. Entonces,
podemos escribir el Lagrangiano anterior como

1 1
L = —50(%8“0 - 5(3)\V2 —a?)o?
1 1 a?
oo oun Loy o oy A7 9
271'3”8 T 2()\V a®)m + 5V
Aay o ” b pf
il + iy o) — gvpb + L7 + Ly, (1.1.3)

en donde L% y £ describen las interacciones entre los campos bosénicos y
fermionicos, después del rompimiento de la simetria. Explicitamente,

L’l} = —% [(02 —|—7T§)2 +4ntr~ (02 +7r§ +7T+7T_)} )
L] = —gb(o+ipT 7).

De la Ec. (1.1.3), notamos que las masas de las particulas son

m2 = 3\?%—d?
mfr = M2 —d?
my = gv. (1.1.4)

A partir de estas expresiones, pretendemos calcular la densidad de energia libre
o el potencial efectivo para los bosones y fermiones a temperatura finita, con el
objetivo de estudiar el rompimiento espontaneo de la simetria quiral y determi-
nar el diagrama de fases en un plano p (potencial quimico) y T (temperatura).
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) A,

Tl Te "L T=0

ca,‘('r:o)
Figura 1.1.1: Potencial efectivo para una transicion de primer orden.

Para esto, supongamos que tenemos un sistema con rompimiento espontéaneo de
la simetria y el potencial efectivo V' (v, T'). Conforme la temperatura aumenta, la
forma del potencial como funcién de v cambia, y a temperatura suficientemente
alta T > T,, el minimo del potencial efectivo estd en v = 0 por lo que el sistema
se estabiliza en un estado simétrico. Esto es a lo que llamamos transicion de fase
de la fase rota a la fase simétrica. En el universo temprano, la temperatura era
alta, y el universo estaba en la fase simétrica. Conforme el universo se enfrio y la
temperatura cayo debajo de T, el universo se sometié a una transicion de fase
a la fase rota. Dicha transiciéon puede ser de primer orden o segundo orden. En
la transicion de primer orden, el potencial efectivo tiene dos minimos (locales)
en cierto rango de temperaturas (7_,7T% ), el vacio verdadero o minimo global
y el vacio falso, ver Fig. 1.1.1. A la temperatura critica T, (T—- < T. < T4), el
potencial efectivo tiene el mismo valor en ambos minimos. También a primer
orden, a la transicién le toma una cantidad considerable de tiempo el pasar
de la fase simétrica a la fase rota, es decir que, durante la transicién coexisten
regiones o dominios con diferentes fases. A segundo orden, la transicién toma
lugar instantaneamente, es decir, para T' > 7, el Gnico minimo local es ¢ = 0
mientras que para T' < T, ya no hay minimo, ver Fig. 1.1.2.

1.2. Potencial Fermioénico

La contribucién fermioénica al potencial efectivo estandar definida como

Vi=T > @k InS~1/2 (1.2.1)
! (2n)° ’ -

n=—oo

con S el propagador del fermion en el espacio frecuencia-momentum, dado por

S =i[iw, +7°7 -5 —my], wp=2(Mn+1)xT. (1.2.2)
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BEL? Te
TeTe "T=0
»— thfT)
%ET—-O > ¢

Figura 1.1.2: Potencial efectivo para una transiciéon de segundo orden.

En el modelo sigma lineal, el potencial efectivo con temperatura y potencial
quimico de quarks finitos (en las mismas escalas que la masa) es

Vi = —;/(;l:;:s {ln (1—|—6_(\/m_“)/T) +In (1+6_(W+#)/T>:|

- —W—];/Oodk K2 [m (1+e*(W*“)/T) +ln (1+e*(m+“)/Tﬂ.
0

(1.2.3)

Para resolver esta integral, vamos a seguir el procedimiento empleado por Dolan-
Jackiw [14] que consiste en establecer una ecuacion diferencial de segundo orden.
Consideremos que

xr= — y:

T c=

Sl=

m
T i
Entonces, la Ec (1.2.3) se expresa como

4 S 2 2 2102
Vf:—l dx z* {ln <1+6_(“’x Y _Z)> +In <1+6_( v +Z)>}-

772 0

Ahora, si tomamos la segunda derivada con respecto a y? y logramos obtener
una expresion explicita para tal derivada, podemos integrar dicha expresién para
obtener V; y usando las condiciones de frontera

d
Vi (y,2)

Vi(y=0,2), e

y=0
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determinar las constantes de integracién. Veamos primero,

_ _ T4 > 2 —(z—2) —(z+2)
Vily=0,2) = _p/o dz x {hl(lﬁ—e )—|—ln(1—|—e )}
274
= ? <L14 (—ez) + L14 (—e_z)) (124)

donde Li, (2) es la funcién polilogaritmo o funcion de Jonquiére [15]. Entonces,

d T4 1 *  dr z?
)
0

e K Vai g

(1.2.5)

1 1
L(\/W—z) +1 ' e(m+z> +1

Evaluando en y = 0,

d T4 [ x x
— Vi (y, = — d 1.2.6
dy? f (y,2) o 272 /0 r |:6(zz) +1 * elz+2) ¢ 1:| ( )
T4
= —55 (Li2 (=¢%) +Lis (—e77)) - (1.2.7)

Ahora pasamos a calcular la segundo derivada de V¢ (y, z),

d? T d [ dv2?
—a2Viw2) = 55|
(dy?) 2 dy® Jo o \/x? 42
1 n 1
e(\/mfz) +1 e( I2+y2+z) +1
T /°° 5 d 1
= - dr r°— ——
272 Jo dy? \ /22 4 y2
! + ! (1.2.8)
JVEri=z) L (V)

De la Ec. (1.2.8), podemos ver que derivar con respecto de 32 es equivalente a
derivar con respecto de 22, es decir

d? T [ d 1
V. = de 22— ———
(dy2)2 f (y7z) 27.[.2 A €T x dx2 < /:L,Q +y2

1 n 1
) L )

)

+1
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de modo que si cambiamos el diferencial 2dz 2 — Vz2dz?, podemos integrar
por partes. Esto es

d? T [ dx? 1
a3V W2) = 535 T3 a3
(dy?) 2r% Jo 2V \J22 +y
1 n 1
(Varti—z) +1 o (Vomtiez) +1

El término que se evalia en los extremos, se anula. Si regresamos al diferencial
original, finalmente tenemos que

d? T & 1 1 1
Vi = dr— 1.2.9
(@?)? 7 (2n)? /0 i [dwz) 1 e+ 1} ’ (1:29)

con

w? £x2+y2.

Para resolver esta integral, recordemos que [16]

Nt 1 7 (cot (ra) — cot (b))
Z (n—a)(n—"0) a—"b '

n=—oo

Entonces, hacemos

LW b LW +1
a = i——c =—i——¢, Cc=i—+ =
27 ’ 21 ’ s
w
—b)=1i—.
(a—b) =i%
Por lo tanto,
LW LW
(n—a)(n—") = (n—zg—&—c)(n—i—z%—i—c)
2
B (n+e) +47r2
2n—|—1+,z +w2
= 11— ——
2 2 472

Por otro lado,

w—z T
cot (ra) = cot {z },
2 2
w—2z
= —itanh
e [£52].
w+z
t(7b) = cot|—i -
cot () co [ 1= 2],
= itaunh{w—'_z}7
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pero recordando que

2
tanh (0) = 1 — W,
entonces
cot (wa) — cot (wb) = 2i ! + ! 1
Vs — T = —
ez 41  ewtz 41 ’
_ m(cot (ma) —cot (7b)) _ i2m 1 n 1 !
a—b n i \ew 41 ewtz 41 ’
272 1 1
= == + -1),
w \ew 41 ewtz 41

por lo que,

i 4r? B 2#( L1 1)
(2n+1)7 +i2)° + w? w \ew—=+1  ewtz 41 ’

n=—oo
o

l+z = —1< S ) (1.2.10)
w (Cn+1)7+iz)’ +w? w\e*+1 etz 41)° -

n—=—oo

Aplicando la Ec. (1.2.10) en la Ec. (1.2.9), tenemos que

d T [ |1 - -2
V= [ de| s Y ’
(dy?) (2m)” Jo wo = ((2n+ 1) 7w +iz)” +w?
Asi la integral a resolver es
I=10 413,
= —2/ dz v :
n;w (2n + 1) 7 +i2)° + 22 + 32

0
[ A
0 Va2 +y?
donde hemos regularizado como Dolan y Jackiw [14]. Veamos primero Ie(l). Para
esto, proponemos el cambio de variable

x u~ €

([(Qn + )7+ iz]2 + y2)

U = , x€ =

\/[(2n+ 1)7T+iz}2 + 72

vl
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Entonces, la integral se reduce a

(1) - 1 e u
M o= 23 e du(1+ )
u
n=—00 (((Qn—i- 7 +iz)° +y2> 0

= 1 /2
—2 Z e+1 [COS (%)

== (20 + 1) 7 +i2)” +92)

oo

™ 1
= —Tsec (56) nz T

=0 (((2n + 1) +iz)’ + y2>

+> ! —

=0 (((2n + )7 — iz)2 + y2) :

Veamos los términos de la suma

2

1 . 1—e—1 y o
— = [(2n+ 1) 7w £ iz2] (1—1— ‘ )
(((2n+1)77:|:iz)2—|—y2> : [(2n+1)7r:|:zz]2

Realizamos un desarrollo en y cerca de y = 0,
1 N 1

(((2n +1)7—iz)? + y2) =

—|—(9(y2).

ST 2n+ D) iz ]

Estamos interesados en estudiar el diagrama de fase, es decir, estamos cerca de
la temperatura critica, por lo que podemos prescindir de los términos O (y?).
Entonces, la suma es

oo

1 1 1 z
= - C<e+1,j:i>,
Z [(2n + 1) 7 +iz]T (2m) ! 27 2r

n=0

donde ¢ (s, q) es la funcion zeta de Hurwitz [17]

oo

Z (g+n)°

n=0

Entonces,

1 _ _wsec(le) 1 z 1_‘i
M = (F)eil [g<e+12+z2 +¢ 5 "5 |-
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Ahora, realizamos un desarrollo en serie del regulador a orden 0, de modo que
reescribimos

1 1 1 1 z
1 - _- = (0)
I E—|—1n(27r)—i—2<¢ (2+z2 >—|—1/} (2 1277)),

con (™) (2) la funcién poligamma de orden m [15]. Procedamos ahora a calcular

> € 1 2
o [ L n(?).
0 Va2 42 € Y

Es claro que al sumar Ie(l) + 16(2), el regulador de la divergencia se cancela y
tenemos que

e (o (8) 3 () o (- 2))

Si ahora integramos y de las condiciones de frontera de las Ecs. (1.2.4) y (1.2.7)
determinamos las constantes de integracion, tenemos que la contribucion térmica
al potencial fermiénico es

o= _1:(?; (y4 {m (%)2 * % +v® (2 e ) +o® ( _Z;r)}
+8y% (Liz (—¢%) + Liz (¢ 7%)) = 32 (Liy (~¢%) + Lig (—¢7)) ).
(1.2.11)

Agregando el bien conocido término del vacio [18], finalmente tenemos el poten-
cial fermidnico
m* 7T\ >
Ve = In{ — 3In2+1
! <167T2 ! ( I ) romEy

_(0) (0) -
¥ <2+22>+¢ (2 ’%ﬂ

_”;WZQ (Liz (—€*) + Liz (—e %))
4
ﬁﬂ% (Lis (—€*) + Liy (—e—Z))> . (1.2.12)

A continuacion requerimos de la contribucion de los bosones al potencial efecti-
vo, la cual calcularemos en la siguiente seccién.

1.3. Potencial Bosonico

La contribucién bosoénica al potencial efectivo viene dada por

VbTZ

n=—oo

dk "

(1.3.1)
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con
1

D=———
k2 +m?2 + w2’

wy, = 2nnT. (1.3.2)

A continuacion, escribimos la Ec. (1.3.2) de forma que

= d*k , 0 _1/3

n=—oo

s d>k o( 1 _._,0D
= T2 /(2w)3/dm (_2D 8m2>

n—=—oo

/d3k /deTZ# (1.3.3)
(27_[_)3 et w% +w27 ..

(SIS

donde
w? = k% 4+ m?. (1.3.4)

Sabemos que,
o0

Ty ﬁ _ % [1+2n (W), (1.3.5)

n=—oo

con n (w) la funcién namero

n(w)=— . (1.3.6)

Asi, obtenemos que

V, = ;/(Zi’;/dmﬂ“ﬁw
- [ [ (552

= /dgk [§+T1H(1767%)].

(2m)*

Enseguida, separamos las contribuciones del vacio y la contribucién térmica
como

vac Pk w
174 - /(277)327 (1.3.7)

d3k _w
W}T T/Wlll(le T)

B R e
T/(ZW)S./O dk k*In (1 ) (1.3.8)
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Para el calculo del vacio, recordemos la identidad [19]

d'k 1 I'(s—9) (4m)??
I(m,d,s)z/ . = (s—3) @m™ (1.3.9)
(2m)* (k2 +m?) T'(s)  (m2)*~4?
En nuestro caso tomamos, s = —1/2 y d = 3 — 2¢, con € como regulador
dimensional. Entonces, tenemos que
34 2¢/2
(4m) 27 = C(1+61n4ﬂ)+0(62), (1.3.10)
(4m)
2)2—¢ 472 A*N\° 2
(m*)™ " =m*A> (mg> +0(€%), (1.3.11)

donde A es un pardmetro de renormalizacién. Ahora, usando las propiedades de
la funcién Gamma, tenemos que

1
(—24+¢)(-1+¢€)e

I'(-2+4¢= I'(-1+¢).

Realizamos un desarrollo en serie de Taylor y finalmente obtenemos[19]
1
P(-2+6) =5 (1+§) (1+6)(1—78)+0 (). (1.3.12)

Uniendo los resultados de las Ecs. (1.3.10), (1.3.11) y (1.3.12), la expresion para
el término de vacio del potencial bosoénico es de la forma

A% (1 4mA?
‘/E)Uac — m ( + In < ;2 ) —YE + ; —+ @) (e)) . (1313)

©64m2 \ e 2

Para calcular la parte térmica, es de nuestro interés revisar los limites de al-
ta y baja temperatura. En la siguiente seccién vamos analizar el caso de alta
temperatura.

1.4. Altas Temperaturas

En 1974, Dolan y Jackiw [14], elaboraron un desarrollo a alta temperatura
partiendo de la Ec. (1.3.8). Su método consiste en desarrollar esta integral por
medio de una ecuacién diferencial de segundo orden. Ellos encontraron que

2T m2T2 miT m* < <47TT2)

3
B I 14.1
90 24 127 | G4n? m? e+ ) , (14

2

de modo que al agregar el término de vacio y para la renormalizaciéon de la masa,
€SCOgemos

1
—om=—-+In(dr)—vg +1,
€
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Figura 1.4.1: Diagrama de Feynman que representan la contribucién a un lazo
de la autoenergia del bosén. Lineas punteadas representa bosones mientras que
las lineas solidas representan fermiones.

por lo que la contribucion del potencial bosonico a altas temperaturas (incluyen-
do el nivel arbol) es

a2 5 XN, Tt mPT? mPT omt 47T?

L L T RN YRR R VP <IH<A2> _QVEH)‘
(1.4.2)

A continuacion, procedemos a calcular la autoenergia del bosén, ver Fig. 1.4.1,

considerando inicamente la contribucién térmica y la densidad y en el limite en

el que la masa es pequenia comparada con T, es decir,

IT

Bk (1 1 1
J— 2 [
ANy Neg / (277)3 ( 2k> L(k—u)/T +1 - elktm)/T 4 1]
NN [ 1 1
I /0 dkk | = 1 T e 1)

donde Ny =2y N, = 3 son el nimero de sabores ligeros y de colores respecti-
vamente. Como vimos en la Ec. (1.2.6), la integral involucrada es

1= NG (et ) Lo (<))

Agregando la interaccion de los piones, obtenemos que la autoenergia para
cualquiera de los bosones es

= ATT2 - M [Lig (—e%) + Lis (—e_%ﬂ . (1.4.3)

Entonces, juntando las Ecs. (1.2.12), (1.4.2), (1.4.3) y escogiendo la escala de
renormalizacién como A = e~ 1/2q, el potencial efectivo hasta la contribucion de
anillo para potencial quimico finito y en el limite en el que la masa es pequena
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en comparaciéon con 7', estd dado por

2
A
Vg = =g

1 z 1 z
(L, ;2 o(L_ ;2
14 <2+Z2w)+¢ (2 ’%ﬂ

+8m3T? (Li (—€”) + Liy (—e~ 7))
—327" (Lig (—€*) + Liy (—e—Z))}. (1.4.4)

A 3/2 )
donde hemos usado el término (m? + II) /? como una masa efectiva, donde

la autoenergia contiene las propiedades del apantallamiento del plasma en la
region infraroja [20]. Esto con la intencién de considerar la contribucion de
los diagramas de anillo para cada especie de bosén. Entonces, la Ec. (1.4.4)
describe el potencial efectivo considerando los efectos de apantallamiento a altas
temperaturas. A continuacion, vamos a fijar los valores de los parametros A, g y
a de manera que podamos describir correctamente la transicion de fase. Notemos
que la masa de los bosones considerando efectos térmicos es (para p = 0)

A o  NyN.g?

m2(T) =3\ 2% —a® + §T2 + chgTQ, (1.4.5)
A o  NyN.g?

m2 (1) =\ = + 5T + ngTQ. (1.4.6)

En la transicion de fase (T = T,), la curvatura del potencial efectivo se anula
para v = 0 y como las masas de los bosones corregidas térmicamente son pro-
porcionales a dicha curvatura, ésta también se anula en v = 0. Asi, de las Ecs
(1.4.5) y (1.4.6) obtenemos una relacion de los parametros del modelo a T, dada
por

a A N¢Ncg?

— ==+ ——. 1.4.7

T, 2 + 6 ( )
Ademas, podemos fijar el valor de a de la Ec. (1.1.4) notando que las masas de
los bosones en el vacio satisfacen

m2 — 3m2

a=\—— (1.4.8)
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1=0.2, g=0.71, Ny =2, No=3

10} ===—meo — 1
[ ———ee_
08 =~ 1
o 06F 1
= [
= [
04k === Second-order ]
[| == Frst—order
0.2F 1
[ ® CEP
0.07 L L L L
0.0 05 1.0 15 20

H1/Te

Figura 1.4.2: Diagrama de fase efectivo de QCD para A = 0.2, g = 0.71 con-
siderando m, = 300 MeV. La localizacion del CEP es (u“%F/T,, TFF /T,) ~
(1.2,0.8).

Como en nuestro modelo estamos considerando en el limite quiral dos sabores
de quarks, tomamos T, = 170 MeV que es ligeramente mayor a la obtenida en
simulaciones de lattice para Ny = 2 + 1. Considerando que es necesaria una
transicion de crossover (en nuestro modelo corresponde a una transicion de
segundo orden) con g, A\ ~ 1 requerimos que g?> > A para poder justificar un
desarrollo perturbativo. Ademas, el potencial efectivo esté escrito en potencias
de a/T por lo que este cociente no debe ser mucho mayor a 1. Entonces, de las
Ecs. (1.4.7) y (1.4.8) decimos que las constantes de acoplamiento son propor-
cionales a m, y de las condiciones previas, restringimos el analisis a valores no
muy grandes de m,. Asi que un tratamiento adecuado a los efectos de apan-
tallamiento permite al modelo sigma lineal proporcionar valores del CEP del
diagrama de fase para valores pequenos de m,. The Particle Data Group cita
que 400 MeV < m,, < 550 MeV [21] y analizan también que dicho valor de m,
lo situa cerca del limite de dos piones [22], con el fin de satisfacer lo anterior,
tomemos dos valores de m, cercanos al limite de dos piones, m, = 300 MeV y
400 MeV. Entonces, de la Ec. (1.4.8) los valores de A y g estan restringidos por

X N;N.g2
o+ ng —0.77, 1.28.

Una posible solucién consistente con todos los requerimientos previos es A = 0.2,
g = 0.71 para m, = 300 MeV y A = 0.86, g = 1.11 para m, = 400 MeV.
Las Figs. 1.4.2 y 1.4.3 muestran el diagrama de fase para la pareja previa de
valores de los acoplamientos. Para construir los diagramas de fase, notemos
que para valores pequefios de p la transicion de fase es de segundo orden, por
lo que determinamos la temperatura critica tomando la segunda derivada del
potencial efectivo en la Ec. (1.4.4) y la igualaremos a cero en v = 0. Cuando
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A=0.86, g=1.11, N¢=2, N.=3

051 [ . second-order

— First—order

. CEP

H/Te

Figura 1.4.3: Diagrama de fase efectivo de QCD para A = 0.86, g = 1.11 con-
siderando m, = 300 MeV. La localizacion del CEP es (u“=F/T,, TFF /T,) ~
(1.2,0.8).

u crece y alcanza el CEP, la transiciéon de fase se vuelve de primer orden y
la temperatura critica ahora se calcula buscando el valor de T para el cual el
potencial efectivo posee un segundo minimo en v # 0, que es degenerado con el
minimo en v = 0. Para los dos grupos de valores de los acoplamientos, se realizé
el anélisis previamente descrito y se localizoé que la posicién del CEP en ambos
casos como [12]

(MCEP TCEP

T >~(1.270.8), (1.4.9)

que se encuentra en la misma regién que el CEP encontrado en trabajos de
lattice [23, 24]. En la siguiente seccién repetiremos este mismo andlisis pero en
el limite de bajas temperaturas.

1.5. Bajas Temperaturas
Nuevamente, partimos de la Ec. (1.3.8) y realizamos un desarrollo a bajas

temperaturas (m/T > 1). Para esto, definamos nuevamente x = k/T, y y =
m/T. Entonces

T4 & 2 2
v = / dxeIH(lfe*V””+y).
0

pr

Como y > 1, podemos tomar que [25]

9]
o (1- V) =30 Lo
n
n=1
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Figura 1.5.1: Diagrama de la autoenergia a primer orden para los bosones.

Entonces,

2
T —n xr
V== o [ dv eV Y (1.5.1)

0 n

Esta ultima ecuacién no requiere de un gran poder de computo para ser sumada
e integrada numeéricamente por Mathematica [26], de modo que para obtener la
contribucion bosonica al potencial efectivo, solo requerimos agregar la parte del
vacio. Para el valor de la autoenergia del sistema consideramos la interaccién
del sigma con cada uno de los piones. Entonces la autoenergia es

a3k 1
II=T 1.5.2
zn:/(gﬂ)3w%+k2+m2’ ( )

de modo que la autoenergia se puede obtener a partir de la Ec. (1.3.3) como

oV
om?2

= (271)2/dklz)n(w)

I =

Finalmente, la autoenergia II; para un solo bosén ¢ estd dada por

_ 8 k?
I, E,;ﬁ L /dk —n (w) +11y, (1.5.3)
donde s; es el factor de simetria que corresponde a cada lazo de bosones y II¢
representa la contribucién a un lazo de fermiones a la autoenergia del bosén,
esto debido a que a diferencia del limite de altas temperaturas, en este limite, los
bosones no tienen la energia necesaria para lograr apantallamiento, por lo que
requerimos de la contribuciéon del lazo de fermiones para que el potencial efec-
tivo sea estable (ver Fig. 1.5.1). Notemos que, para las temperaturas de interés,
cerca de la transicién de fase, T puede ser considerada grande comparada con la
masa de los fermiones, por lo que si bien no podemos considerar 1" pequeno en
comparacion con el paradmetro de masa a en el sector bosénico, si podemos decir
que un desarrollo a temperaturas altas con respecto a la masa del sector fer-
mionico es valida. Por lo tanto, podemos considerar para II; la misma expresién
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Figura 1.5.2: Forma diagraméatica para la autoenergia de los bosones. Cada
vértice contribuye con \/4.

que para la Ec. (1.4.3). Los diagramas que contribuyen a la autoenergia de cada
tipo de bosén estan representados en la Fig. 1.5.2 junto con su correspondiente
factor de simetria que se pueden obtener del Lagrangiano de interacciéon

A
Ling = — (04 + 7§ + Animamy + AT + 2ma0? + 47ri7ria2) .

4

Entonces, es necesario resolver autoconsistentemente las siguientes expresiones

g A [ea ‘11':t ™
Iy = 2[31 (,/m§+nb> +21 (,/mfri + 107 ) +I(\/mfro +Hb°)] + 10
7"0 >\ g TE ™
IT; :2[3](1/m3+ﬂb>+2[<\/mii+ﬂb >+I(w/m§0+nb“)]+nf
nt A (o mE s
I1; 2[3I<1/m§+ﬂb>+2I(\/mii+ﬂb >+I<\/m§0+nb°>}+nf

(1.5.4)
donde

I(

x) = (2717)2 / \/kfiiﬂn <\/ k2 + x2) dk. (1.5.5)
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Finalmente, usando las Ecs. (1.2.12), (1.4.3) y (1.5.4) el potencial efectivo en la
aproximaciéon de baja temperatura es

2
a A,

Verp = 7’/2+ i

n _ -
= 647r2 4ra? TE T
2 VR mE 4L
+271-2 /dk k ln< exp( g
47T
1 1
167T2 Z {mf n(\/ia) +

0 ( i) o (5]

—|—8me2 (Liz (—e®) + Lip (—e™%))

—327* (Lig (—€*) + Liy (—e_z))}. (1.5.6)

Haciendo un anélisis similar al realizado en el caso de altas temperaturas, estudi-
amos el diagrama de fase para la aproximaciéon de baja-T', donde consideramos
T./a = 1/2, que corresponde a m, =~ 540MeV. Usando nuevamente la Ec.
(1.4.7) restringimos los valores del A y g. Ademaés, escogemos un conjunto de
parametros de forma que el CEP se localice en la misma regiéon que en el limite
de alta temperatura. La Fig. 1.5.3 muestra el diagrama de fase y el CEP que
encontramos, donde usamos A = 2.4 y g = 1.65. Notemos que las Figs. 1.5.3 y
1.4.3 describen esencialmente el mismo diagrama de fase.

1.6. Presion

Con el fin de evaluar las consecuencias de describir el diagrama de fases
con dos conjuntos de restricciones cuando se utilizan los desarrollos de alta
temperatura y baja temperatura, en esta secciéon procederemos a calcular la
presion P en el modelo de LSMq en ambos limites. Recordemos que la relaciéon
termodindmica entre Py V.yy es

P=- eff (V = 0) . (1.6.1)

En la Fig. 1.6.1 mostramos los resultados para i = 0 en la aproximaciéon de baja
y alta temperatura comparados con los resultados de lattice para dos sabores
ligeros. Para el régimen de baja temperatura, usamos A = Appr = 24y g =
grr = 1.65 y para el régimen de alta temperatura usamos A = Agpr = 0.86 y
g = ggr = 1.11 puesto que dichos parametros reproducen el mismo CEP en
ambos limites. El célculo de la presién nos proporciona una descripcién promedio
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A=24, g=1.65, N;=2, N.=3

1 ———
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T/Te
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Figura 1.5.3: Diagrama de fase efectivo de QCD con T, /a = 1/2 que corresponde
a my, = 540 MeV. Tomamos \ = 2.4, g = 1.65 requiriendo que la localizacién
del CEP sea (u®F /T, TOFP /T,) ~ (1.2,0.8).

de los datos de lattice en cada régimen de temperatura, es decir, el promedio
de valores de P/T* a bajas temperaturas (hasta el maximo valor de T/T, que
se puede acceder) es similar al valor promedio de los datos de lattice en ese
rango de temperaturas, P/T* ~ 2. Lo mismo pasa en la descripcion de altas
temperaturas, donde obtenemos P/T* ~ 3. El salto entre el limite de bajas y
altas temperaturas cerca de T, puede ser asociado al cambio en los valores del
acoplamiento. Dicho cambio en los acoplamientos refleja la manera en la que
el modelo puede incorporar el cambio en el nimero efectivo en los grados de
libertad que describe el cambio de hadrones a quarks y gluones cuando vamos
de bajas a altas temperaturas [13]. En este capitulo estudiamos el diagrama
de fase de la QCD el cual es un aspecto de suma importancia en la fisica de
particulas; que a la fecha no hay evidencia experimental de algunos aspectos de
gran relevancia sobre el diagrama, como por ejemplo la ubicacion del CEP, entre
otros. Lo mismo sucede con varios modelos y teorias en QCD donde atin quedan
dudas e incognitas, en especial en el estudio de Teorias de Campos Cudnticos
(QFT) en condiciones extremas, como en presencia de campos magnéticos o
banos térmicos, las cuales son estudiadas como una reduccién dimensional en
la QFT correspondiente. En el siguiente capitulo, vamos a estudiar la teoria
de baja-energia del Grafeno, y como dicha teoria estd relacionada de muchas
formas con la QCD, todo esto con el fin de proporcionar las herramientas para
estudiar fenémenos de la QCD sin recurrir a grandes aceleradores o a detectores
de particulas muy sofisticados como el LHC y tenerlo al alcance de un laboratorio
estandar de materia condensada.
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Figura 1.6.1: La presién calculada en el modelo dividida por T# y comparada
con los datos de lattice para dos sabores ligeros. Los valores de los acoplamientos
usados en la aproximaciéon de baja y alta temperatura son A = 2.4y grr =
1.65, Ay = 0.86 y ggr = 1.11 respectivamente.



24

CAPITULO 1. DIAGRAMA DE FASE DE LA QCD



Capitulo 2

Teoria de baja energia del
Grafeno

Una década ha pasado desde los primeros experimentos innovadores realiza-
dos por Andre Geim y Konstantin Novoselov (galardonados con el premio Nobel
de Fisica en 2010) para aislar una muestra mono capa de grafito, el grafeno (Fig.
2.0.1) [1, 2]. Poco después, los grupos teoricos y experimentales resaltaron las
propiedades de los portadores de carga en este material que se asemejan mucho
a los electrones ultra-relativistas, estableciendo asi un puente entre el estado
solido y la fisica de particulas. En este capitulo, describiremos brevemente las
propiedades del grafeno y céomo gracias a estas propiedades se puede realizar
fisica de particulas en este material.

2.1. El Grafeno

Se le denomina como grafeno a la membrana de atomos de carbono em-
paquetados en una red (lattice) 2-dimensional hexagonal. Es el componente
estructural basico de todos los demés elementos grafiticos. Puede ser envuelto
para formar fulerenos, enrollado en nanotubos o apilado en grafito (ver Fig.
2.1.1). También, el grafeno proporciona un excelente anélogo para el desarrollo
de la Electrodinamica Cuéntica en el plano (QED3), ademas de ser considerado
un sistema, excepcional de materia condensada.

2.1.1. Propiedades

Son varios los aspectos que se conjugan para hacer del grafeno un material
tan interesante y revolucionario. Por un lado, es el primer cristal bidimensional
que conocemos. Su espesor es apenas el de un 4tomo y no como el de las peliculas
delgadas, que consta de cientos de 4tomos. Es un material tan duro como el dia-
mante, pero posee una flexibilidad enorme, asi que uno puede tomar una lamina
de grafeno y deformarla sin romperla. Por otro lado, soporta intensas corrientes

25
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Figura 2.0.1: Izquierda: Andre Geim. Derecha: Konstantin Novoselov. (Tomada
de: University of Manchester, via Associated Press)

eléctricas sin calentarse, pues es mucho mejor conductor térmico que la plata, y
una vez que sus portadores de carga se mueven, “no miran atras” literalmente,
pues dada la alta movilidad de electrones en este material, las posibles colisiones
que hay entre ellos no permitirian que uno de ellos rebotara hacia atras. El hecho
de que el grafeno sea 2-dimensional y no parte de una estructura tridimension-
al, como en las peliculas delgadas, lo hace un sistema fisico muy peculiar. La
producciéon de estructuras planas habia sido un problema tecnolégico vigente
por mucho tiempo. Cuando se intentaban generar estas estructuras de un es-
pesor muy pequeno con otros materiales o compuestos, se obtenian estructuras
inestables. En algunos casos, sélo se conseguian pequenas muestras imposibles
de manipular para fines tecnolégicos. La explicacion a este fenémeno vino dada
por los fisicos Landau [27] y Mermin [28], quienes demostraron que en la natu-
raleza es imposible que un material cristalino bidimensional sea estable, debido
a que las vibraciones naturales del material lo harian romperse. Sin embargo, en
la actualidad se han generado muestras de grafeno tan grandes como un metro
cuadrado de superficie. ;Cémo logra el grafeno ser estable si es bidimensional?
La respuesta es simple: La razon por la que el grafeno es estable a pesar de ser
2-dimensional es porque, en su forma natural, es corrugado. Es decir, visto de
perfil, uno veria una superficie que no es mas ancha que un atomo, pero que se
arruga como una sabana. Esto hace recordar precisamente la concepcién de Ein-
stein sobre la forma del Universo: el espacio-tiempo es una superficie curva que
cambia su forma en la medida en que interactia la materia. Lo mismo ocurre
en el grafeno, su curvatura se debe a las interacciones entre los nicleos atémicos
de carbono y sus portadores de carga. Ademas, gracias al grafeno se desperto el
interés en el estudio y desarrollo de otro tipo de materiales con caracteristicas
similares como los aislantes topologicos y los materiales de Weyl-Dirac [3]. Estas
son algunas de las propiedades que hacen del grafeno un tema de gran interés
en la comunidad cientifica.
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Figura 2.1.1: El grafeno y las demas estructuras grafiticas. Adaptado de [2].

2.2. Estructura Cristalina

Como habiamos dicho, el grafeno es un sélido formado por atomos de carbono
densamente empaquetados en una red cristalina hexagonal (panal de abeja). La
red hexagonal es una de las 3 teselaciones regulares del plano y para describir la
periodicidad de los puntos de la red desde un punto de vista analitico, se definen
dos vectores ay y as, los cuales reciben el nombre de vectores fundamentales.
Entonces, la periodicidad de la red queda definida como

T = nya; + nods, (2.2.1)

donde ny, ny € Z. A partir de estos vectores, se construyen unas celdas elemen-
tales escogidas de tal modo que, por su forma, revelen la simetria de la red y
a partir de éstas, caracterizarla. De todas las celdas elementales que se pueden
construir, denominamos celda primitiva a la de volumen minimo. Finalmente, la
estructura de la celda primitiva a partir de la cual se construye la red hexagonal
se muestra en la Fig. 2.2.1.

lai| = laz|, ¢ =120"

Figura 2.2.1: Vectores fundamentales de la red Hexagonal.
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2.2.1. La Primera Zona de Brillouin

Para tener una mejor descripcién sobre la estructura cristalina del grafeno,
es necesario estudiar la red reciproca, es decir, la red en el espacio de momentos.
Para esto, recordemos que una caracteristica fundamental de una red tridimen-
sional® es su periodicidad dada por T = ni1a1 + nods + nzaz. Por tanto, todas
las magnitudes que dependan de la distribucién de los dtomos también seran
periodicas. Asi sucede con el potencial electrostatico

o (7) = (F+ f) , (2.2.2)
pero al ser una funcion periddica con periodo T, admite un desarrollo en serie
de Fourier: .

= Z(I)k (k) eik.F,
donde

oy, (15') _ /cb(f‘) R Tay.

‘/celda

De la Ec. (2.2.2), podemos observar que

007 S my (£) 57— 8 (74 7) = X me(5) 51047

:>e“;'f:1 kT =2mr m € 7,

por lo que, si consideramos k = mqk; + moks + msks, entonces queremos que
m1aG1 - k1 + madi - ko +maaj - ks = 2mmy,

mids - ki1 + moas - ko + mads - ky = 2mme,

mias - k1 + mea3 - ko + msaz - ks = 2mms.

Si ademés exigimos que satisfagan las siguientes condiciones:

—

k=21 di-ka=0 dj-ks=0,
a}-::O a‘é-kg:ZTr a'é-_;;,:O,
a'é-k_izo a'{z,-k;:() a'{),-k_é:%r,

entonces los vectores k1, ko y k3 pueden ser escritos como

— — —

as X az az X aq - a1 X as
a — — e k2 - 27T — —\ k?) = 27T — — —\

ai - (s x az) 1 (d3 x a3) ai - (@3 x daz)
Observe que el denominador de cada una de las ecuaciones es el volumen de

la celda primitiva y el numerador tiene dimensiones de area, por lo que las
dimensiones de los vectores k; son las de un vector de onda.

k=

(V]

1Las mismas ideas se pueden trasladar al caso de cristales bidimensionales.
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Figura 2.2.2: Celda de Wigner-Seitz.

A la celda formada por éstos vectores se le denomina celda elemental de la red
reciproca. Podemos concluir que, formalmente, cualquier estructura cristalina
tiene asociada dos importantes redes: la red cristalina que representa la red en
el espacio real y la red reciproca que representa la red en el espacio de momentos
reciproco (k-espacio). Finalmente, definimos como la primera zona de Brillouin
a la celda primitiva de la red reciproca. Se construye por el método de la celda
de Wigner—Seitz, que consiste en (ver Fig. 2.2.2)

1. Dibujar lineas que conecten un punto de la red con todos los vecinos mas
cercanos.

2. Trazar lineas normales en los puntos medios a las lineas dibujadas an-
teriormente, de manera que el volumen méas pequeno encerrado de esta
forma sea la celda primitiva de Wigner-Seitz.

En el caso del grafeno, la red reciproca a la red hexagonal es también una red
hexagonal y los vectores que forman la primera zona de Brillouin son los que
definen los puntos de Dirac (Fig. 2.2.3). En la siguiente seccién describimos
el modelo continuo que usamos para describir las cuasiparticulas sin masa del
grafeno que interactian a través de un potencial Coulombiano ordinario.

2.3. Estructura de Bandas y Descripcién del Mo-
delo

La estructura de bandas del grafeno se puede obtener usando la aproximaciéon
de amarre fuerte. Tal aproximacion es valida porque el carbono en los enlaces de
grafeno tiene 3 de sus 4 electrones de valencia fuertemente atados a sus vecinos
y un electréon libre en un orbital tipo p,, cuya funcién de onda se traslapa
muy poco con la funcién de onda del electréon del 4tomo vecino, dando lugar
a que la probabilidad de saltos entre vecinos cercanos sea la mas apreciable.
La estructura cristalina del grafeno consiste de dos subredes triangulares que
llamamos A y B en donde denotamos a las funciones de onda del electrén en el
orbital p, de las subredes A y B como V,, ,,, ¥ @, m, respectivamente, como se
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yL)
/ N

Figura 2.2.3: Estructura cristalina del grafeno (izquierda). Puntos de Dirac en
la red reciproca (derecha). Los parametros de la red son ag = 1.42A4, 41 =

aoV/3 (1/2,V/3/2) y ds = agV/3 (—1/2,V/3/2).

Figura 2.3.1: Redes triangulares de grafeno y funciones de onda para la red
hexagonal. Los atomos en cada red triangular se indican con diferentes colores.
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muestra en la Fig. 2.3.1. Las ecuaciones de Schrodinger en la aproximacion de
amarre fuerte son [29]

_t(I)nle,mfl - tq)n+1,m+1 - tq)n,m = E\Iln,mv

_t\Ijn—&-l,m—l - tan+1,m+1 - tan,m = E‘I)n,ma (2-3-]—)

donde todas las integrales de salto, debido a la simetria del problema tienen el
mismo valor (t = 2.7 eV), que es el resultado aproximado para grafeno. Como
las subredes A y B son redes triangulares de Bravais, cada una tiene un conjunto
de vectores primitivos dado por (ver Fig. 2.2.3).

. V3a a N V3a a
ar =\ 75535 |> a2 = |\ —F5>—"5 |-
2 72 2 2

En consecuencia, la red reciproca es generada por

k_’_ﬂlﬁ k_'_ﬂl_ﬁ
1 \/ga 2 9 ) 2 \/ga 9’ 2 )

donde a; - k_; = 27d;;. Aplicando el teorema de Bloch, las funciones de onda se

escriben como
3k, k =
U, m = exp (2\[ an +1 yam> u (k) ,

2 2

V3kgan + .kyam> v (*) ) (2.3.2)

b, =exp (z 5 i 5 k

Aqui las funciones u (E) yv (E) son periédicas en el espacio reciproco. Entonces

las Ecs. (2.3.1) y (2.3.2) producen la siguiente ecuacion de eigenvalores
0 A (k) ulk) ) _ g uk) ) (2.3.3)
A*(k) 0 v(k) v(k)

A (k) =—t —2texp <z

donde

cuyo espectro de energia es

V3a

E =+, | 4t2 cos? (%l@) + 4t2 cos (%k@) cos (21@5) +¢2. (2.34)

El espectro para el caso en que ¢t = 1 se muestra en la Fig. 2.3.2 [30], en donde
podemos observar que cerca de los dos puntos inequivalentes (K, K') de la zona
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de Brillouin, denominados puntos de Dirac, la estructura de bandas tiene forma
de cono. Es por esta razén que se considera al grafeno como un semimetal con
banda de energia prohibida de energia de tamafo cero.

Hagamos un anélisis més detallado de lo que sucede cerca de los puntos de
Dirac. Para esto, hagamos un desarrollo en serie de Taylor alrededor de, por
ejemplo, el punto K

\/gat

A(K + k) =

(ky — iky), (2.3.5)

haciendo un cambio coordenadas tal que, y — =’ y * — 3 y sustituyendo la
expresion resultante en la Ec. (2.3.3), el Hamiltoniano se escribe como

H:\/gat( 0 B (kg — iky) ):vF(&-l%'),

o\ h(ky +iky) 0

que es precisamente el Hamiltoniano de Dirac?. Como resultado, las cuasi-
particulas cerca de los puntos de Dirac, denominados grafinos [31, 32|, obe-
decen una relacién de dispersiéon lineal E = hvpk a bajas energias, siendo el
limite hasta 1 eV [33]. Decimos entonces que los grafinos, cerca de los puntos de
Dirac, se comportan de manera ultrarelativista, donde la velocidad de la luz ¢
es reemplazada por la velocidad de Fermi

c=3x10°m/s = wp=1x10%m/s.

Esto hace que la constante de acoplamiento en el grafeno sea

e? 1 e

2

~ —— — o = ~ 27 2.3-6
he 137 eff hvpke ( )
donde k. es la constante dieléctrica del sustrato donde se crea el grafeno?®, lo que
quiere decir que hay una fuerte atraccion entre los grafinos y los anti-grafinos en
los puntos de Dirac, lo que abre la posibilidad de estudiar aspectos de la QCD
en este material.

2.4. Diagrama de Fase en grafeno

Un aspecto de suma importancia en la QCD es el hecho de que, a pesar
de que los protones y neutrones estan conformados de 3 quarks, la masa de
éstos (alrededor de los 900 MeV) no corresponde a la masa de los 3 quarks
(alrededor de los 3 MeV cada uno). Y es que debido a la fuerte interaccion entre
los quarks y los gluones, la masa de los protones no es Gnicamente de origen
espontaneo, también es de origen dindmico proveniente de la autointeraccién,

2Con los valores tipicos de los pardmetros a y t, se tiene que vg ~ 1 x 10%m/s.
3En el vacio, aepyp ~ 2.16, mientras que en el SiO, que es un sustrato comin del grafeno,
Qeff ~ 0.79.
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Figura 2.3.2: Relacion de dispersion E(k) para un electron en grafeno. Las ban-
das de valencia y conduccién se tocan en los puntos del espacio reciproco deno-
tados por K y K’. A la derecha aparece una amplificacion de los alrededores de
K, indicandose la energia de Fermi. Tomada de [34].

por lo que seria de esperarse que en el caso del grafeno, al tener también una
fuerte interaccion, se genere masa debido a las interacciones, es decir, se dé la
llamada Generacion Dindmica de Masas (GDM). Para verificar si en efecto se
tiene GDM, vamos a considerar que los portadores de carga del grafeno estan
confinados a moverse en el plano, mientras que los fotones se pueden mover
por todo el espacio, es decir, su interaccién es Coulombiana e instantianea. En-
tonces, cuando el acoplamiento es fuerte, las interacciones Coulombianas pueden
generar una masa finita para los grafinos, lo que produce una transicién de un
semimetal a un aislante, denominado excitén [35, 36|, debido a la formacion de
pares particula-agujero estables. Esto es, precisamente, el escenario de ruptura
dinamica de simetria quiral por la formacién del condensado quiral. Una manera
de estudiar la creaciéon de dicha brecha es mediante las ESD para estos grafinos.
En este trabajo usamos el mismo modelo propuesto por Gusynin, et al [37]

e kM (k) H((p—k) H(k—p)
M (p) = )\/0 vy o] e el (2.4.1)
a (2.4.2)

A=
2(1+ §Nsa)

donde H (z) es la funcion escaléon de Heaviside y Ny = 2 (nimero de familias
de grafinos). En trabajos anteriores se resolvié la Ec. (2.4.1) numéricamente
mediante un script en el lenguaje de programacion Python [39]. La Fig. 2.4.1
muestra la solucién numeérica de M (p), donde podemos observar que se requiere
de un valor minimo del acoplamiento (\ > 1/4*) para que se empiece a generar

4El valor de Ae = 1/4 se obtuvo explicitamente de manera analitica mediante una aproxi-
macion y posteriormente verificada numeéricamente. (ver[38])
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Figura 2.4.1: Solucién a la funcién M (p) para varios acoplamientos.

masa dindmicamente y que el valor de ésta se incremente conforme aumenta el
valor del acoplamiento. De las Ecs. (2.3.6) y (2.4.2) podemos obtener un valor
critico para la constante dieléctrica,

_2.5742

Qe

C
K:e

= 1.104859. (2.4.3)

Este valor critico, nos sirve de referencia para comparar con los valores medi-
dos de los sustratos en los que crece el grafeno, con el objetivo de identificar
un posible escenario de GDM.? A continuacién, consideramos un baiio térmi-
co con el objetivo de estudiar la masa generada dindmicamente para distintas
temperaturas y obtener el diagrama de fase Acoplamiento-Temperatura, que
podria servir de guia para el estudio del diagrama de fase de la QCD. Entonces,
partimos de la ecuacién de brecha para grafinos a temperatura finita usando el
formalismo de tiempo imaginario y regularizacién de tiempo propio

M) =2T Y / * / dg M (g) e "(ontatM @), (24.4)
Q n=—oo”0
donde w2 = (2n+ 1) 7T son las frecuencias de Matsubara. Considerando la

aproximacion de masa constante, M (p) — M, lo que permite realizar la suma
e integrar sobre ¢, tenemos que la ecuacién de brecha a temperatura finita es

A r B_S(MQ) 2 2
M= T —4msT 2.4.
NG /0 dsi\/g (2 (O,e ) , (2.4.5)

5Trabajo en proceso, proximo a enviarse.
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Figura 2.4.2: Masa generada dindmicamente en grafeno en funcién de la tem-
peratura.

donde ©,, (z, ¢) es la funcion theta de Jacobi [15]. Procedemos a resolver numéri-
camente la Ec. (2.4.5) de manera autoconsistente. En la Fig. 2.4.2, se muestra
la masa generada en funcion de la temperatura para distintos acoplamientos,
donde podemos observar que la temperatura dificulta la transicion Semimetal-
Aislante al punto de que a cierta temperatura, la brecha desaparece. Por ultimo,
en la Fig. 2.4.3 tenemos el diagrama de fase Acoplamiento-Temperatura, el cual
nos dice que a mayor temperatura requerimos un acoplamiento mayor para ten-
er GDM y ademas de que también se tiene un CEP a partir del cual se da la
transicion. Este resultado nos puede servir de guia para obtener informacién

sobre este mismo fenémeno en la QCD donde atn hay muchas incognitas sobre
la estructura de dicho diagrama.

2.5. Colapso Atémico

El colapso atémico es un fenémeno predicho por vez primera en la década de
los 30’s, el cual dice que si un electrén que se encuentra orbitando en el nicleo
siente un potencial Coulombiano tan intenso, éste puede colapsar hacia el ni-
cleo y emitir positrones (ver por ejemplo [40]). En otras palabras, para observar
el colapso, se requiere un potencial de Coulomb generado por un ntcleo con
una carga mayor que Z = 137, pero como los elementos naturales y artificiales
conocidos apenas estan sobrepasando la frontera del niimero atomico 118, no ha
sido posible demostrar experimentalmente el colapso atémico. Por otro lado, las
condiciones en grafeno y en otros materiales de Weyl-Dirac donde los portadores
de carga se comportan como particulas ultrarelativistas, pueden ser favorables
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Figura 2.4.3: Diagrama de Fase Acoplamiento-Temperatura en grafeno.

para observar un posible colapso atémico. Por ejemplo en marzo de 2013, usan-
do pares de atomos de calcio (llamados dimeros) colocados en la superficie del
grafeno, donde la escala esta dada por la velocidad de Fermi [ver Ec. 2.3.6], para
simular nicleos atémicos stper cargados, se obtuvieron evidencias de lo que se
podria considerar colapso atémico, al observar picos en la conductividad longi-
tudinal después de agregar un cierto nimero de dimeros [41]. En esta seccién
vamos a verificar las condiciones necesarias para observar el colapso atémico en
grafeno. Para esto, partimos de la ec. de Dirac para potenciales isotropicos en
coordenadas polares [42]

(_i(g.f) {$+;+¢A;£:) _o, <i+w>]

0x Vi)
ngA  vph

+

e> U, (r,0) =0, (2.5.1)

donde € = E/ (vph), es la energia escalada, ny = c/vp, el inverso del indice de
refraccion, A, = i/ (Ac), la longitud de onda reducida, ®, = ®y/27, el cuanto
del flujo magnético y el momento angular total es conservado por lo que ¥ (r,6)
es eigenfuncion del operador J,, es decir

JZ‘I/J‘ (7", 9) = ]h\I/] (’I“7 9) .

Proponemos una solucién del tipo

1 hj (r ei(i=2)0
W, (r,0) = W ( igj((r)) ei(j—!—%)a > )

If
=
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Podemos expresar la matriz M; (#) en términos de o, es decir,

M, (6) = ( -0 > _ i(iTaxa—tou)0,

0 cilits)e
Es directo verificar que (& - 7) M; (0) = M; (0) 05, lo cual nos permite escribir
[d A () J ., Ae(r)
M. = e 0V
i) < ! Lirﬂ 20, 7 \r T 29, )|

+n0;,z/\ N ‘;52) B 6) x5 () = 0. (2.5.2)

Por lo tanto, si definimos el potencial radial como

Ar (1) V()
Q(I)b et UFﬁ

Ve (r) = Iy, (2.5.3)

llegamos a la ecuacion radial de Dirac para grafinos

(—i Li to. (‘; + A;‘IE:)H ou + nZZA +V, (r) — e> ;) =0.  (25.4)

En nuestro caso, vamos a considerar los dimeros de calcio como impurezas de
tipo monopolo eléctrico, es decir,

A=A =0, Vi) =-7%, (2.5.5)

donde Zoy es la carga efectiva de la impureza eléctrica y ay = ang es la con-
stante de estructura fina escalada para grafeno. Entonces, la Ec. (2.5.4) es

1 Za j d
ng)\j‘r ’I“g—’—6 %_E g](T) :O (256)
pre otz e )70 5

ngA r

A

La dependencia de 7 en los elementos de la diagonal de la matriz A no permite
desacoplar el sistema, puesto que el término 1/r aumenta su potencia tras ser
derivado. Sin embargo, el desacoplamiento de las ecuaciones puede ser realizado
si rotamos la matriz A de la manera adecuada, para esto definimos la matriz
unitaria

U(n) = €2, (2.5.7)
donde el parametro de la rotacion 7 estd definido por
A
sin () = % (2.5.8)

Si definimos v? = j2 — (Zozg)2 , tenemos que

v _ ¢ Zayg +u_ d
U(n)AUT (n) = g Al dr ) 2.5.9
(n) () (ZA‘?9+Z+$ v oZa, (2.5.9)
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Ahora, supongamos que la funcién de onda radial se transforma como

g5 (r) ) _ ( Gj(r) )

U — . 2.5.10
w(ne F (1) (25.10)
De este modo, ya es posible desacoplar el sistema de ecuaciones de forma estan-
dar. Entonces, el sistema de ecuaciones desacopladas es

LB (v Zage\'_d (v Zage
dr? r v dr \ r v
d? v Zoge 2 d (v Zage
dr? r v dr \ r v
2 2 2
N2 — Zozg. B v ' I &e
Angj NgAj v
N2 2
_ (Y (L
B (V) (”g)‘) .

Por lo tanto, los valores de autoenergia son

22 2
ngA (v+n)

conn € Z* para j > 0y n € N en cualquier otro caso. Asi, podemos decir que
para el estado base existe un valor critico

Gj (r) =N2Gy (r),

Fj(r) =N*F;(r), (2.5.11)

con

1
2

7 (2.5.12)

1
Low = —, 2.5.13
20 ( )
para el cual
Ver = \/1 = (2Zcrrg)? (2.5.14)

es imaginario, lo que es un claro ejemplo de un fenémeno similar al colapso
atémico. En términos del pardmetro de la rotacién, tenemos que para 1 > 7¢
se cumple que

sin (n) > 1, (2.5.15)

lo que solo puede ser logrado si 77 es imaginario, es decir, la transformacién de
la Ec. (2.5.7) ya no es unitaria. Podemos concluir que un fenémeno que pode-
mos asociar al colapso atémico esta directamente relacionado con una pérdida
de unitariedad [42]. En el siguiente capitulo vamos a estudiar méas a fondo una
propiedad importante del grafeno, la absorcion de luz, para esto usaremos téc-
nicas de la fisica de particulas, de modo que sea més claro que se pueden usar
herramientas de fisica fundamental para caracterizar grafeno.



Capitulo 3

Absorcion de Luz en Grafeno

En este capitulo estudiaremos la absorcion de luz y el efecto Faraday en
el grafeno en dos distintos escenarios, campo magnético débil y grafeno defor-
mado. Dichos fenémenos son de gran interés para la caracterizacién y poten-
ciales aplicaciones tecnologicas del grafeno basados en los articulos [43] y [44].
Para esto, usaremos el tensor de Polarizacion del Vacio II*¥, que dentro de la
QED juega un rol fundamental, ya que cuantifica la aparicién de pares virtuales
de particula-antiparticula de corta duracién que se crean fuera del vacio y se
aniquilan mutuamente. Usamos esta herramienta de gran utilidad en la fisica
de particulas para comprender la dindmica en grafeno. En cuatro dimensiones,
el tensor de polarizaciéon del vacio es

4

0 () = —ie? [ ST S ()7 (k- ). (3.0.1)

(2m)

donde * son las matrices de Dirac y S (k) es el propagador del fermion. En el
caso del grafeno, los portadores de carga son descritos por modelos de amarre
fuerte, los que permiten un limite continuo en términos de una versién sin masa
de la electrodindmica cuantica en (2+1) dimensiones, pero con la interaccion
Coulombiana que varia como el inverso de la distancia [45]. Por lo tanto, sus
portadores pueden ser descritos por el Lagrangiano no masivo de Dirac

L = ipy"d,p. (3.0.2)

La estructura simétrica que existe entre las dos subredes triangulares nos per-
mite migrar este modelo en una teoria de 4-componentes para los portadores de
carga llamada Electrodinamica Cuéantica Reducida (RQED), donde las matrices

de Dirac son
0 __ g3 O i 710'1 O
7_(0 a?,)’ 7‘(0 w)

con oy las matrices de Pauli (2 x 2) e ¢ = 1,2. Notemos que, para este caso, el
Lagrangiano es invariante bajo dos transformaciones de tipo quiral,

b= P, o Py,

39
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s (01 s_ (0 I
7‘(10’ T -1 0 )

con I la matriz identidad (2 x 2). Debido a esto, podemos introducir dos térmi-
nos de masa en el Lagrangiano (3.0.2), el término de masa ordinario (m. = 1))
que rompe la simetria quiral y el término de masa de Haldane (mg = 7))
con 7 = [v*,7°] /2 que rompe paridad e inversién temporal, por lo que el La-
grangiano masivo se convierte en

L =1 (iv"0, — me — moT) 1) (3.0.3)

Por la introduccién del término mqt)71), Haldane recibié junto con Kosterlitz y
Thouless el Premio Nobel de Fisica en 2016 [46].

3.1. Absorcién de Luz y Efecto Faraday

En esta primera secciéon vamos a calcular las expresiones para la absorciéon de
luz y el Efecto Faraday en términos del tensor de polarizacién de vacio II*”. Para
esto, notemos que la accién que describe las interacciones electromagnéticas en
términos de I1#en el espacio de configuraciones estd dada por

1 1
S[A,04] = / e [2AH ()1 () Ay () = 3 F | (3.1.1)
con F,, =0,A, —0,A,, por lo que el Lagrangiano correspondiente es,

1 1
LA 0A;x] = §AM (x)TI* () A, () — ZFWFW. (3.1.2)
Ahora, de las ecuaciones de Euler-Lagrange tenemos que la ecuacion de movimien-
to en presencia de un campo electromagnético es

O™ +5(2)TI™ A, =0, (3.1.3)

donde § (z) se usa para indicar que la corriente solo actua en el plano z = 0,
precisamente donde se encuentra la lamina de grafeno. En otras palabras, los
electrones se encuentran restringidos al plano z = 0 y II*” es el tensor de
polarizacién del vacio, que en el caso del grafeno consideramos que la tercera
componente espacial es nula, i.e., II#3 = II3* = 0. Ahora, para nuestro problema,
consideremos una onda plana de frecuencia w, que se propaga a lo largo de la
direccion z y que atraviesa la hoja de grafeno con una polarizacion lineal en la
direcciéon é,, por lo que las ondas reflejada y transmitida pueden ser descritas
por

A = miwt {ézeikzz + (Tmzém + 7Orbyéy) eiikzzv 2z <0, (3'1'4)

(towbs + tayéy) €72, z>0,
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donde é;, son los vectores unitarios a lo largo de las direcciones z y y de la
membrana. Entonces la Ec. (3.1.3) esta sujeta a las condiciones de frontera

A, - A, = 0,
z=04 z=0_
(0:A,) —(0:4,) = LA, (3.1.5)
z:0+ Z:0+ Z—0+
Por lo tanto, deducimos que la corriente es
jv =1"A,. (3.1.6)
En tres dimensiones, podemos escribir el tensor IT*” como
I = s 1924 pupu P Hrp 3.1.7
= (p)g—p2 +i® (p) €, | (3.1.7)

de modo que, ¥ (p) y @ (p) representen las funciones escalares de polarizacion. La
primera describe la parte que conserva paridad, mientas que la segunda describe
el término que rompe paridad. Dicha distincién serd de utilidad en proximas
secciones. Entonces, las condiciones de frontera de la Ec. (3.1.5) implican que
ks = w por lo que, para dicha onda incidente tenemos que

4, —A, _—
z=04 z=0_
(0,4,) —(0,4,) = al¥(w) 68 +iwd (p) 62} Ap, (3.1.8)
Z:O+ Z:O+
con a,b = 1,2y €2 = —e3 = 1. Por lo tanto, los coeficientes de transmisién y

reflexién son o (el 4. 9
t = —2w (il 4 2) : (3.1.9)
a?0? — 4iaw¥ — (4 + a2d?) w?
20Pw?
Loy = - ) 3.1.10
Y a202 — 4iawV — (4 + a2®?) w? ( )

de forma tal que la amplitud de la onda transmitida (intensidad) esta dada por

T = \/|twa]® + |tay|” (3.1.11)
y el angulo de rotacion de la polarizacion 0 es
1 tyoe — it
0 _ = T Ty
r 2 M8 e + ity
_ —%Re (®) + 0 (a?), (3.1.12)

donde o = 1/137 es la constante de estructura fina. En la siguiente seccion,
calcularemos el tensor de polarizacién del vacio en presencia de un campo mag-
nético débil, para asi calcular la intensidad de luz transmitida y el angulo de
rotacion de la polarizacion de la onda incidente.
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3.2. Campo Magnético Débil

En esta secciéon calculamos el tensor de polarizacion del vacio en presencia
de un campo magnético débil que atraviesa a la lamina de grafeno, esto en el
limite quiral, es decir, consideramos que los portadores de carga en el grafeno
son no masivos. En esta configuracion, el propagador del fermién se conoce como
el propagador de Schwinger [47], que en la representaciéon de tiempo propio en
el plano se escribe como

o0
iS (k) _ / ds eis(kﬁ—ki%_mz“g)
0
[(¥ +m) (1+ "y tan (eBs)) K1 (1 + tan®(eBs))],
donde utilizamos la siguiente notacién
| = (ao,0,0),  dL =(0,az,a3). (3.2.1)

Por otro lado, en esta tesis seguiremos la convencién siguiente

1 0 0
gv=10 -1 0 , (3.2.2)
0 0 -1
1 00
g"l“’ =10 0 0|, (3.2.3)
0 0 O
0 O 0
gv=10 -1 0 , (3.2.4)
0o 0 -1
(a-b)=(a-b)+(a-b),, (3.2.7)
con los indices griegos u,v,... = 0,1,2. A continuacion, se desarrolla el propa-

gador de Schwinger en serie potencias de (e B) hasta términos de orden O ((eB)z) .

Por lo tanto, en el limite de campo débil [48], la estructura del propagador de
los portadores de carga del grafeno es

S (k) = So (k) + (eB) S1 (k) + (eB)? S2 (k)

en donde
K+m K
m—0
- 1.2 - 1.2
sty = T REm) g L R
(k2 — m?) . (k2 —m?)
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242 m? — ki
5% (k) = *m (kl +mt Ko (,{)) :

SR K KL

S? (k) 0 )t

m—0

Entonces, la estructura del tensor de polarizacién en presencia de un campo
magnético débil en el limite quiral hasta orden (eB)” es

02 (p) = 152 + (eB) (I, + (eB) 11%)) + (eB)” (I}, (p) + 1129, (p) + 1192 (p))

(3.2.8)
con [
vac - 2 ddk 0 0
1157 (p) = de 5 Tr [7,8° (k)7 S°(k + p)] |
(2m)
10 .2 d°k 1 0
L (p) = ie? | ——5Tr [v,5" (k)3 S (k +p)] ,
(2m)
01 . 2 d*k 0 1
Hw(p) =ie ——Tr ['yHS (kK)v,S™ (k +p)] ,
(2m)
11 .2 d°k 1 1
H,uu(p) =1€ 73’:[‘1‘ [PY,U‘S (k)ﬂyl’S (k +p)] )
(2m)
120 (p) = ie? d3kT S?(k)y,S°(k
o (p) = ie e [7:8% (k) S° (k + p)]
)
%2 (p) = ie? dBkT SO (k). S?(k
W(p)—w (273 r[% (k)v,S=( +P)]-
)
Sin embargo, es facil notar que
1Ly, (p) = ~1L, (p),
1), (p) = 11,7 (p)
por lo que la Ec. (3.2.8) se simplifica a
M., (p) = TI5° + (eB)? (T, (p) + 21170 (p)) (3:2.9)

donde podemos notar que solo hay contribucién a orden cero y a segundo orden.
Calculando cada una de las contribuciones del tensor de polarizacién tenemos
que IT*” es (ver Apendice A)

" = 4ra [(HW (p) + (eB)?1I, (p)) J ((63)2 m, (p)) Pj“} . (3.2.10)
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Moac () = gp; (3.2.11)
o (p) = 8;3<1—5zi>, (3.2.12)
I (p) = 4;3( —ij), (3.2.13)
P = g“"—p;§V7 (3.2.14)
P = gff_pi?. (3.2.15)

La estructura tensorial de la Ec. (3.2.10)nos asegurar que el tensor es transver-
so orden por orden en (eB), por lo que el desarrollo en el campo en la repre-
sentacion de tiempo propio del propagador preserva la invarianza de norma. A
continuacion, usando las Ecs. (3.1.9,3.1.10) y notando que el tensor es solamente
transverso, tenemos que los coeficientes de transmisiéon son

2w
¥y (w) + 2w Y ( )

con Uy (w) = NV (w) y N cuenta el numero de grados de libertad de los
portadores de carga, en nuestro caso, N = 2. Entonces, la intensidad de luz
transmitida se expresa como

T= |ty =14+«

Imiw +0(a?), (3.2.17)

la cual, en términos de los escalares de polarizacién es

IT=1-ar <1+4(eB)2>, (3.2.18)

wi

donde o = 1/137, por lo que ar ~ 2.3% de la intensidad total, lo que se ha
medido experimentalmente en ausencia de campos externos. Esto quiere decir
que la presencia de un campo externo débil se puede ver como una correcciéon
a la absorcion de luz. En la Fig. 3.2.1, se muestra la absorcién de la luz como
funcion de la frecuencia del rayo incidente (w). Ahora, en este caso como el
tensor es transverso, tenemos que ® = 0, por lo que el vector de polarizacién
del haz incidente no cambia, es decir,

0r =0.

Entonces, ain cuando un campo magnético débil modifique la intensidad de luz
transmitida, no es una condicién suficiente para que se presente polarizacion de
la onda incidente.
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Figura 3.2.1: La intensidad de la luz transmitida como funcién de la frecuencia de
la onda incidente (en €V) para diferentes valores del campo magnético externo.

3.3. Grafeno deformado

En esta seccion, consideremos una hoja de grafeno deformada (estirada o
retraida), de forma que se rompe paridad, lo que nos permite caracterizar la
deformidad con la masa de Haldane mg, ademés de caracterizar las corruga-
ciones naturales de una lamina de grafeno de manera efectiva en el término m..
Partimos de la Ec. (3.0.3) y para facilitar la descripcion y el comportamiento de
la simetria quiral, introducimos los operadores de proyeccion x+ = (14 7) /2,
los cuales nos permiten escribir el Lagrangiano como

L=, ("0, —my) ¥y + D (iv"0 —m_) b, (3.3.1)

donde m4 = me + myg, y los campos “Izquierdos” y “Derechos” son ¥y = x 4.
De este modo, el Lagrangiano describe dos diferentes especies de portadores de
carga, relacionados con los puntos K y K’ de la zona de Brillouin, que son no
degenerados en masa. Ademas, la descomposiciéon quiral para el propagador es

(e )

(S ) x+ +5- () x-)- (3.3.2)

S (p)

Vamos a usar esta descripcién para estudiar el problema de la rotacién de Fara-
day debido a las masas inducidas (FRIM) en grafeno.
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Factor de Llenado

Recordemos que la conductividad eléctrica de Hall para el Efecto Hall Cuén-
tico (QHE), se puede expresar como

0 e
ag = 2 2m 5 (3.33)
Vg—ﬂ 0

donde v es un entero pequeno para el QHE entero o una fraccion para el QHE
fraccionario llamado factor de llenado (ver por ejemplo, QHE en grafeno [49]).
Una herramienta util para calcular el factor de llenado es la férmula de Kubo,
que expresa la respuesta de una observable cuantica debido a una perturbacién
dependiente del tiempo. En términos del propagador fermiénico, el factor de
llenado es

1

VT oure

/ d*pe,Tr [(0,571) S (9,571) 5 (9,571) 5], (3.3.4)
donde S es el propagador del fermién, e#*? es el simbolo Levi-Civita. Usando la
descomposicion quiral de la Ec. (3.3.2), tenemos que

1

V= 2472

/ @ peyy T [(8,571) Si (8,57) Si (9,57Y) Suxs]. (3.3.5)
Por lo tanto, el factor de llenado es v = v, + v_. Es fécil notar que el calculo
de v+ se reduce a calcular la traza
P+ my P+ my P+ my
Tr[Sy] =Tr |y* v P .
[S+] {’Y L’Q—mi pz_mi Y p2—mi X+

(3.3.6)

Las matrices gammas con el proyector x4 satisfacen:

Tr[x+] =2,

Tr[y*x+]=0,

Tr [y"'v"x+] = 29",

Tr [y#9"vPx ] = F2ie™?,

Tr [V 9"y x+] = 2 (9" 9" + 9"79"" — 9""9"") ,
notemos que solamente Tr [y#~"~y” x| es simétrico después de contraer con €,,,
y por lo tanto la traza en la Ec. (3.3.6) se reduce a

,:|:12mip2 F 12m3
€upIr[Si| =i 3 £
(p? £m?)

Reemplazando en la formula de Kubo y haciendo una rotacién de Wick, obten-
emos

(3.3.7)

M4 d3p my T2 1 ma
_ -3 — s M 3.3.8
T ) G ma)? T et lmal T 2wl (338)
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Entonces, para my — 0

1
vy = $§sign (mg), (3.3.9)
es decir,
1 1
v= —isign (my)+ §sign (m_). (3.3.10)
Entonces v =0 si mg =0, y v = —1 si m, = 0. Por lo tanto, la conductividad
de Hall es
0, i =0
Gy :{ ,  me=H (3.3.11)
5=, sime=0

Ahora, consideremos una onda monocromatica que incide en la hoja de grafeno
con frecuencia w, por un lado sabemos que el campo eléctrico se puede describir
por

Eb = z'wAb,

retomando la Ec. (3.1.6) y de la ley de Ohm j¢ = 0% E,, obtenemos que la
conductividad transversa es

Ony = 22, (3.3.12)

por lo que, de la Ec. (3.1.12) tenemos que la rotacion de Faraday de la onda
incidente en términos de la conductividad transversa es:

Re (04y) .

b = ——

(3.3.13)

Entonces, en el caso de que la luz incide en una hoja deformada de grafeno, la

FRIM es
0 i =0
Op = { ) S (3.3.14)

C=aq, sime=0"

Notemos que la FRIM solo va a aparecer cuando la simetria de paridad e inver-
sién temporal estan rotas, lo que es consistente con los resultados experimentales
y tedricos en ausencia de campos externos y en presencia de un campo magnético
fuerte [50, 51, 52]. Por lo tanto, hemos analizado la absorcion de luz y el efecto
Faraday en grafeno en dos distintos escenarios y obtenido resultados acordes a
los experimentos utilizando técnicas de la fisica de particulas, las cuales resul-
tan utiles para estudiar ciertas propiedades del grafeno. En el siguiente capitulo,
usaremos técnicas de la fisica de particulas para estudiar un fenémeno similar
al que ocurre en la QCD con la finalidad de aprovechar al grafeno como un
ambiente mas amigable que nos sirva de guia en el estudio de la QCD.
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Capitulo 4

Efecto Pseudoquiral
Magnético

El Efecto Quiral Magnético (CME) fue propuesto como un posible feno-
meno en experimentos de colisiones de iones pesados relativistas, se asume que
se produce en una colisién no centrada a altas temperaturas donde el plasma
presenta estados metaestables que violan paridad e inversiéon temporal [53]. El
rompimiento en la simetria se manifiesta como un desbalance de los quarks con
diferentes quiralidades. Ademas, el campo magnético tan intenso generado du-
rante estos procesos alinea los espines de las particulas y producen una corriente
eléctrica a lo largo de las lineas de campo. Hasta ahora, no se han detectado
seniales evidentes del CME en sistemas de colision de iones pesados (plasma de
quarks y gluones), sin embargo, se observd experimentalmente en 2014 en un
material de Dirac (Zr'Tes) por un grupo del Laboratorio Nacional de Brookhaven
[54]. Existe la posibilidad de estudiar un fenémeno similar que imita el CME
en grafeno, el llamado Efecto Pseudoquiral Magnético (PCME) [55]. En este
capitulo, vamos a estudiar el PCME y algunas consecuencias de este fendmeno,
con la intencién de trasladarlos a la QCD. Este trabajo esté en preparacién y
se presentaran sus resultados en el futuro cercano [56].

4.1. Propagador del Fermion

Como vimos en el capitulo anterior, el Lagrangiano para los portadores de
carga del grafeno puede separarse en dos quiralidades, en el caso en que las
matrices de Dirac estén en la representacion de Weyl y considerando un campo
magnético externo alineado a lo largo de la lamina de grafeno, descrito por
el potencial vectorial A" = B,,, donde x5 representa la segunda coordenada
espacial. Este escenario es descrito por el Lagrangiano

Lr=> 0 [i P+ + (AT —my) v*] vy, (4.1.1)
x==

49
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Figura 4.0.1: Una lamina de grafeno corrugada en un campo magnético en el
plano se idealiza como una lamina de grafeno liso, donde los portadores de carga
de diferentes subredes tienen masas efectivas diferentes.

donde ¥y = (1/2) (1 + 75) ¥y m+ = mg £ mg. Recordemos que la aparicion
del término m_, sirve para describir las posibles corrugaciones en una muestra
de grafeno de manera efectiva (ver Fig. 4.0.1). Podemos obtener el propagador
del fermién para cada quiralidad como

1 5 1— 5
S (z,2') = 4_27 Sy (z,2’) + i

S_(z,2'). (4.1.2)

A continuacién, consideramos que dichas funciones de Green incluyen efectos de
campo externo, temperatura y potencial quimico. Los efectos de temperatura,
por ejemplo, se introducen de la manera usual, usando frecuencias de Matsub-
ara, sustituyendo la componente cero del momento (kg — iw, =14 (2n + 1) 7T
y su integral [ dko — 27T Y, . Para incluir los efectos del campo magnético,
usamos el método de tiempo propio de Schwinger [47]. Sin embargo, cuando se
introduce el método de tiempo propio en presencia de potencial quimico fini-
to, hay que tener consideraciones especiales con el rango de integracion con la
finalidad de garantizar la convergencia correcta de las integrales [57]

/0 ds g(s) — /_oo ds rs (wnp) g (s), (4.1.3)

donde el regulador r; (w, i) estd dado por

rs (wpp) = H (s) H (wpp) e °¢ — H (—s) H (—wpp) €€, (4.14)
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donde H () es la funcion escalén de Heaviside. Por lo tanto, el propagador para
cada quiralidad es

/ d*k ik (v—a") &
St (z,2) :TZ (27T)3e Sn (k;€4), (4.1.5)
con
S, (k;éx) = z/ ds s (wnp) 6isKﬁ7i[k§+gi]%

{ K| [1+~*7*tan (eBs)] + [k + £27°] sec® (eBs)},

donde &1 = % (x2 + x/Q) eB+myy K| = (iwn + p, k1, O) . En la siguiente sec-
cion vamos a usar el propagador de la Ec. (4.1.5) para calcular varias observables
de PCME.

4.2. Observables para PCME

Para ilustrar una analogia entre el PCME y el CME, vamos a calcular dis-
tintas observables, la primera de estas es la corriente eléctrica, axial y vectorial.

4.2.1. Corriente Eléctrica
Sabemos que las corrientes estan dadas por:
July) = —e () = eTrl,Gla,a')] | (4:2.1)
Jsly) = —e <z/)’y,ﬂ5w> = eTr[y, Gz, 2")] , (4.2.2)

tras realizar las trazas correspondientes y la integral en el momento, notamos
que s6lo las componentes j; y ji15 son no nulas

A = j(y—y+) +illy—y-)),
Jis(y) = iy —ys)) —illy —y-)),
donde y+ = m4/eB y la funcion j es

ﬂ¢;>=€?T;[:wm%mmﬁwﬂmg?ﬂé

exp [—i (s (wn —ip)® +eB tan(eBs)nQ)} . (4.2.3)

Consideramos que p < @7, por lo que podemos hacer una rotacién de Wick en
la integral de tiempo propio de modo que r4(w, ) — 1, finalmente

™

exp [— (s (wn —ip)* + eB tanh(eBs)nz)] . (4.2.4)
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Realizando la suma sobre las frecuencias de Matsubara considerando que

Z (wn — ip) exp | —s (wn —ip)?| = —771 zn: exp [—s (wn — iu)ﬂ

n

1 , (1 . i
S Y A
8\/E5%T2@3 (2 ( Vi T 4775T2>

donde O%(z,7) = (0/0%)O3(%,7) [15]. Entonces, la expresion a calcular final-
mente es

e?B [ ds tanh(eBs) 1 i )
P ds o 7(1_.7)77 7
itm Zqu%T /0 s2 exp [eB tanh(eBs)n] ° (2 “IT ) drsT?

la cual calculamos numéricamente. A continuacién, consideramos una aproxi-
macion a campo débil, eB < (7T)? — u?, partiendo de la Ec. (4.2.4) realizando
un desarrollo en el campo, por lo que obtenemos

2 o)
jln) = —iQTZ (wn — z,u)/ ds exp [— (s (wn — iu)Q + (eBn)Qs)} ,
m o 0
(4.2.5)
lo cual simplifica enormemente los calculos y nos permite realizar la integral
sobre s y la suma, para finalmente obtener

62

Jo = =2 nf (eBul —p) ~nf (eBol + ). (426)

La validez de esta aproximacioén la verificamos en la Fig. 4.2.1. Ahora, consider-
emos el caso en el que el campo es extremadamente intenso, eB > (7T)? — u?,
en este caso observamos que tanh(eBs) & 1 por lo que la Ec. (4.2.4) queda como

€2B /oO 1 2
i(n) = —1——T Wy — 1 ds exp [— (s wp — i) +eB 2)} ,
i(n) m_—_ ( 1) A= ( 1) "
(4.2.7)
podemos escribir convenientemente
sT1/2 = 2771/2/ dp =7, (4.2.8)
0

ahora podemos realizar la integral en s y la suma, para finalmente obtener

. eveB —eBn?
) = == P (4:2.9)

verificamos la validez de esta aproximacién en la Fig. 4.2.2.
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Figura 4.2.1: Verificacion del célculo de j (n) para campo débil con n = 1, Recta
Numérica (Azul), Recta Aproximada (Negro).
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Figura 4.2.2: Verificacién de la no dependencia de T' del calculo de j (n) para
campo fuerte, n = 0.1 (rojo), n = 0.5 (Azul), n = 1.0 (Negro).
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4.2.2. Densidad de Niamero

Realizamos un célculo similar para la densidad de ntmero y la densidad
quiral de ntmero, definidas como n = (1)) y ns = (¥y51), respectivamente.
En este caso las densidades son

n(y) = v((y—y+)) —v(y—y-))
ns(y) = vy —ys)) +v(ly—y-)),

donde yx = my/eB y la funcion v es

v = LY [ s i) on = i) | gt |
exp [—i (s (wn —ip)* + eB tan(eBs)n2)] . (4.2.10)

Consideramos que p < @7, por lo que podemos hacer una rotaciéon de Wick en
la integral de tiempo propio de modo que r4(w, ) — 1. Finalmente

vin) = —ieﬂBTZ/OOO ds (wy, — ip) [eBstarih(eBs)} ’
exp {— (s (wn —ip)® + eB tanh(eBs)nQH . (4.2.11)

Realizando la suma sobre las frecuencias de Matsubara, la expresion a calcular
numéricamente es

(eB)? /Ooodsexp [—eBtanh(eBs)n?] , (1 ( - ) i > .

v(n) = —i—5— ~“(1-i=), —
(77) SF%T 52 tanh(eBs) 3 T A sT?

2

Nuevamente consideramos una aproximacién a campo débil, eB < (7T)? — p?,
partiendo de la Ec. (4.2.11) realizando un desarrollo en el campo, por lo que
obtenemos

v(n) = —iﬁTZ (wn — i) /000 %exp [— (s (wn —ip)* + (eBn)25>] .

T
(4.2.12)
Escribimos convenientemente

sTl = 2/ dp pe=*7", (4.2.13)
0

por lo cual podemos integrar sobre s y realizar la suma para finalmente obtener

VeBT 1 4 ePleBn—m)
— (77 In ( ) +
™

1 + eB(eBn+p)

v(n) =

\/i’;B [Lig (—e(#B-)) _ L, (_e(ﬂ(eBn+u>>)D (4.2.14)
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Figura 4.2.3: Verificacion del célculo de v (n) para campo débil para n = 2,
Recta Numérica (Azul), Recta Aproximada (Negro).

La validez de esta aproximacion se verifica en la Fig. 4.2.3. Ahora, consideremos
el caso en el que el campo es extremadamente intenso, eB > (xT)° — p2. En
este caso observamos que tanh(eBs) = 1 por lo que la Ec. (4.2.11) queda como

v(n) = —ieBTZ/OOC dswrle\/%su)exp {— (s (wn —ip)? + eBnQH . (4.2.15)

Usando la Ec. (4.2.8) para poder realizar la integral en s y la suma sobre las
frecuencias, para finalmente obtener

eveB __p,?
V(ﬂ) = - 3 M€ Bn ’
T2

verificamos la validez de esta aproximacion en la Fig. 4.2.4.

4.2.3. Condensados quirales

En QCD, el condensado quiral es el parametro de orden del rompimiento
espontaneo de la simetria quiral. En grafeno, al existir dos distintas simetrias
quirales, sus condensados se definen como o3 = <1/7731Z1> y o5 = <1/_)fygfy5w>,
generados por ms y mg respectivamente. Por lo tanto, realizando un célculo
similar al de las secciones previas para los condensados tenemos que

o3(y) = o((y—y4)) —olly—y-)),
ooy) = olly—ys))+olly—y-)),
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Figura 4.2.4: Verificacion de la no dependencia de T' del calculo de v (n) para
campo fuerte, n = 0.1 (rojo), n = 0.5 (Azul), n = 1.0 (Negro).

donde y+ = m4 /eB y la funcion o es

B 2 oo 2 B
o(n) = QT / ds Ts(wnu)w
T — J _infty eBstan(eBs)

exp {—i (5 (wn —ip)° + eB tan(eBs)nz)} .

Consideremos que pu < 7T, por lo que podemos hacer una rotaciéon de Wick en
la integral de tiempo propio de modo que r4(wy,pu) — 1. Finalmente,

nsech? _ nsech”(eBs)
eBstan eBs

[ (s (wn —ip)* 4 eB tanh(eBs)nQ)} .

(4.2.16)

Realizando la suma sobre las frecuencias de Matsubara

% o] ) 2 (e} 1 1 — - i 5
0(77) — (BB) @ ﬁbeCh (eBs) 3 (2 ( Zﬂ'T) ) 4nsT ) . (4217)

or% Jo 5 \/tanh(eBs) exp[eBtanh(eBs)n?]

En este caso, hay que tener cuidado con el término a 7" = 0 el cual es divergente
y trataremos mas adelante. Entonces, la expresion a calcular numéricamente es

) (eB)2 [ ds nsech®(eBs) O3 (3 (1 —iL), i) — 1 (4.2.18)
o(n) — il . 2.
V=50 Jo s Jtanh(eBs)  exp B tanh(eBs)n?]

Nuevamente consideramos una aproximacion a campo débil, eB < (7T)? — p?,
partiendo de la Ec. (4.2.16) realizando un desarrollo en el campo, por lo que
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Figura 4.2.5: Verificacion de la aproximacion para el célculo de o () para campo
deébil con n = 2, o numérico (azul), o (Roja).

obtenemos
a(n) = efTZ/OOO %exp {— (s (wn — ip)” + (eBn)zsﬂ : (4.2.19)

Usamos la Ec. (4.2.13) para reescribir e integrar sobre s por lo que se reduce a
calcular la suma

3 2pT _ p(nf(leBn| —p)+nf(leBn|+p) —1)

— p2 + (eBn)? — (iwy + p)° p2 + (eBn)?

Ahora, para poder realizar la integral en p tenemos que cuidar nuevamente el
término en T = 0, por lo que finalmente obtenemos,

o(n) = _eBTn (ln (1 + e—ﬁ(\eBn\—#)> +1n (1 + e—ﬁ(\eBnHu))) .
™

La validez de esta aproximacién la verificamos en la Fig. 4.2.5. Ahora, consider-
emos el caso en el que el campo es extremadamente intenso, eB > (7T)? — 2.
En este caso observamos que tanh(eBs) ~ 1, y consideramos que sech?(eBs)
se puede aproximar a manera de niveles de Landau, i.e. ) ,_; e2¢Bsl Entonces
considerando tnicamente el primer nivel tenemos

a(n) = (ef)QTZ/OOO dsne\)/(iiBejsexp [— (s (wn — i,u)2 + eBnQ)} , (4.2.20)

ey e . o} _sp?
Nuevamente, escribimos convenientemente s'/2 = 27'/2 [*dp e~*", y ahora
podemos realizar la integral en s y la suma aislando el término 7" = 0, la Ec.
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Figura 4.2.6: Verificacion de la aproximacion para el célculo de o (1) para campo
fuerte conn = 0.08, Recta Numérica (Roja), Recta Aproximada (Negro).

(4.2.16) queda como

B 3/2
o(n) = (64) \/\/2@BT776(_GB’72)

™

PAQ(_efwﬂJ%EFuD)<+IA2(_€*MN¢E§+#»>}.(4221)

Ademés, recordemos que el campo magnético es mucho mayor que el potencial
quimico, por lo que

B / 555
o(n) = fi—ﬂ V2eBTnexp(—eBn?)e~PV2¢B) cosh (%) . (4.2.22)

La validez de esta aproximacién se verifica en la Fig. 4.2.6. Por dltimo, calcu-
lamos el término a T' = 0 para |eBL/2m| < 1, una vez realizada la integral en

Y

(eB)?
6mm?2

eBL\? )

(4.2.23)

eBL>4
op — —

2m

Por otro lado, el término a T = 0 para |eBL/2m| > 1 una vez realizada la

integral en y
2
2m 2m
1
+ eBL +0 (eBL)

_ eBLm

op —

. (4.2.24)

De este modo, si consideramos deformaciones en una hoja de grafeno mostramos
que la presencia de un campo magnético externo alineado con la hoja de grafeno
puede generar una corriente eléctrica a lo largo de las lineas de campo, ademas de
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modificar la densidad de estados y los condensados. Lo cual se puede considerar
analogo al CME propuesto en QCD.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado distintos aspectos del grafeno desde el pun-
to de vista de la fisica de particulas, ya sea para caracterizar propiedades del
grafeno o bien para que este material sirva como un “laboratorio” teérico para
estudiar algunos aspectos de la QCD en un ambiente mas controlado, todo esto
con la intencién de crear y fortalecer un puente entre la fisica de particulas, la
materia condensada y el estado so6lido. A continuacién enlistamos los aspectos
mas importantes.

5.1. Diagrama de Fase de la QCD

En el Capitulo 1, estudiamos el diagrama de fase efectivo usando el LSMq.
Para esto, calculamos el potencial efectivo para Ty pu finitos a orden de diagra-
mas de anillo en el limite de bajas y altas temperaturas. El diagrama de fase
que obtuvimos para altas temperaturas es, en esencia, el mismo que obtuvimos
para bajas temperaturas pero con distintos acoplamientos. La diferencia entre
el conjunto de acoplamientos que obtenemos es una forma de medir el cambio
en los grados de libertad efectivos en cada fase, es decir, es la manera efectiva
en que el modelo puede describir el cambio en los grados de libertad cuando
vamos de la fase hadronica a la fase del plasma de quarks y gluones. Ademas,
el incremento en la presién que se da cuando se va de la descripcion de baja
temperaturas a la descripcion de altas temperaturas se puede también atribuir
al cambio en los acoplamientos, por lo tanto, es otra manera en la que el modelo
de cuenta del cambio en los grados de libertad. Nuestras conclusiones parciales
se publicaron en [12, 13].

5.2. Diagrama de Fase y Colapso Atémico en Grafeno
En el Capitulo 2, estudiamos la GDM en grafeno y como esta relacionada

con una transicion del material (semimetal-aislante). Obtuvimos que a T = 0,
se requiere de un valor critico del acoplamiento A > 1/4 el cual nos permite
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establecer un valor de referencia para la constante dieléctrica de K, =~ 1.104859
que puede asociarse a los distintos sustratos en los que se crece el grafeno.
Ademas, al incluir efectos térmicos fuimos capaces de esbozar un diagrama de
fase Acomplamiento-Temperatura, el cual nos dice que la temperatura dificulta
la transicién, es decir, se requiere de un valor mayor del acoplamiento para que
ésta suceda. También, como parte del Capitulo 2, estudiamos el anilogo del
colapso atomico en el grafeno, el cual fue observado experimentalmente por [41]
y concluimos que dicho fenémeno esta ligado con la pérdida de unitariedad en
el Hamiltoniano del Grafeno, los resultados de esta seccién fueron publicados en
[42].

5.3. Absorcion de Luz

En el Capitulo 3, trabajo publicado en [43, 44], calculamos la absorcion de
luz y el efecto Faraday de un haz de luz incidente en una lamina de grafeno en
dos escenarios. En el primero, suponemos una ldmina de grafeno sin impurezas
en presencia de un campo magnético débil. En este caso, calculamos el tensor de
polarizaciéon del vacio realizando un desarrollo de segundo orden para el campo
débil, a partir del tensor estimamos la absorcién de luz en grafeno. Observa-
mos un incremento en la opacidad de la forma (eB)® /w* en comparacion con
la ausencia de campo externo. Estos resultados, coinciden con los resultados
tedricos previos [58, 59, 60], asi como con la medicién experimental del 2.3 %
de absorcion por membrana de grafeno [61]. En el segundo escenario, consid-
eramos una lamina de grafeno deformada, es decir, estirada, contraida u otras
deformaciones o impurezas en la estructura cristalina del grafeno. Dichas de-
formaciones son parametrizadas de manera efectiva considerando dos términos
de masa, el término de masa ordinario miy) que es invariante ante paridad e
inversién temporal y el término de Haldane mi)71 que es invariante ante las
transformaciones pseudoquirales pero rompe paridad e inversiéon temporal. En
este caso, calculamos la conductividad transversa de Hall usando la férmula de
Kubo, que es proporcional al angulo de rotacién 6 de la polarizacién del haz de
luz. Obtuvimos que, 0 se puede considerar cuantificable y que su valor depende
de las simetrias presentes en la lamina, esto es

= =aq, sime=0

0 iy = 0
Op = { g SLmo (5.3.1)
47

Entonces, si las deformaciones en la lamina de grafeno son tales que si la simetria
de paridad se rompe, por ejemplo; deformaciones elésticas, colocando grafeno
sobre una lamina de Nitruro de Boro. Entonces, el angulo de rotacién es distinto
de cero y toma el valor del cuanto a [44].
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5.4. Efecto Pseudoquiral Magnético

Con la intencion de ejemplificar el puente que existe entre la materia con-
densada, la electrodinamica cuéntica en (2 4 1) dimensiones y la cromodinami-
ca cuantica proponemos un arreglo para una hoja de grafeno que reproduzca
los ingredientes necesarios para observar un posible CME, el cual consiste en
deformar la membrana de grafeno de forma que la inequivalencia entre las sub-
redes triangulares se rompa, por ejemplo, colocando la lamina de grafeno en
un substrato [62] y en presencia de un campo magnético alineado en el plano
del grafeno. Encontramos que se genera una corriente eléctrica alineada con el
campo magnético producida por el acoplamiento del campo y el pseudospin aso-
ciado a cada subred en el grafeno, ademas de encontrar otras observables que
tienen un comportamiento muy similar al CME en QCD.

Comentarios Finales

Con la intencion de continuar fortaleciendo el puente entre la fisica de
particulas y la materia condensada, varios resultados obtenidos en esta tesis
se pueden ampliar de distintas formas. Por ejemplo:

= En el diagrama de fase de grafeno, se puede mejorar la aproximaciéon de
masa constante o bien agregar un campo magnético y obtener un diagrama
de fase Temperatura-Acoplamiento-Campo Magnético, de modo que nos
permita entender mejor cémo se da la transicion Semimetal-Aislante y
sirva de motivacion para futuras aplicaciones tecnologicas.

= Uno puede realizar un analisis similar del tensor de polarizacién del vacio
en presencia de un campo magnético débil considerando ademés posibles
deformaciones en la lamina de grafeno y medir la absorcién de luz y el
efecto Faraday. Esto con el objetivo de tener un escenario més real y
reproducible experimentalmente.

= En el caso del PCME, se puede profundizar mas en la interpretacién fisica
de cada una de las observables de este este fenémeno, asi como profundizar
en las similitudes que tiene este fenomeno con el CME en QCD.

Existen muchas formas de extender los resultados de este trabajo y existen
también otros fendémenos que se pueden estudiar usando la fisica de particulas en
el grafeno, pero es una realidad que la fisica del grafeno sirve como herramienta
para estudiar la QCD en un ambiente mas controlado.
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Apéndice A

Contribuciones del Tensor de
Polarizacion

A continuacion, vamos a calcular cada una de las contribuciones al tensor
de polarizacion de la Ec. 3.2.9.

A.1. Calculando I

Partimos por la contribucién a orden cero, es decir, la contribucién sin campo

3
112 (p) :i62/ (Zﬂl;gﬂ (7,8 (k)7 S°(k + p)]

con

$O(ky = L

(k)*

3
I () = ie? / (;’W’;Tr i S (k)i k + p)]

vac — e? &k Tr h’u Ky (%‘1' 15)]
HW (p) = / (27T)3 k2 (k —|—p)2

Hvac(p) _ i€2/ Bk ke (k' +p)5 Tr ['Yu'Ya'YV’YB]
(2m)° k2 (k + p)*

)

H;ﬁc(p) = i’ Tr hM’Ya’YV’Y,@] Igfcv

donde 1% es:

vac

rof _/ >k k*(k +p)?
@m) k2 (k+ p)°
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Para resolver dicha integral, vamos a recurrir a los parametros de Feynman [63]

1 T(n+p) ! . x"‘l(l—x)p_l
)A(iMm+BﬂxWHF

AnBr T (n)T (p
3 e B
gﬁ—/ dx/ dk k*(k + p) N
2
k:Q —x))

Entonces,

x+ (k+p) (1

Haciendo el cambio de variable k = k’ —p(1—2x), k+p=FkK +px, tenemos que
el denominador es:

D = ka+(k+p)’(1-2z)
= (K —p(l—2)z+ (K +pz)’ (1-2)
= K%z 20k -p)z(l —2)+p’x (1 —2)
+E? (1 —2) + 2k -p)x (1 —2) + p*2® (1 — z)

= K?+p%2(1 —2)[(1 —z) — 2]

= K?+p’z(1-x)

y el numerador es
NP = k(k+p)P = (K —p(1 —2)* (K + pz)”,
(k"o‘k"ﬂ + KPP — KPp™ (1 — x) — p°pPa (1 — J;))

Los términos subrayados se cancelan debido a la paridad de k. Entonces (k = k'):
NeB = (ko‘kﬂ —p2pPa (1- ac)) ,

por lo que la integral a calcular es:

3 apB _ a8 _
Iﬁﬁ*/dmx/dk k;k pepPa (1 2ac))
3 (k2 + p2z (1 —x))

Entonces, tenemos dos integrales a resolver. La primera corresponde al factor
kKB,

/ / d3k kP aﬁ/ / d3k k2
1vac dx = 2
8 (k2 + p2x (1 — 2))? 3 (k2 4+ p2x (1 — 1))

o8 W aﬂ/ /d% :
vac k;2—|—p l‘( .T))Q

donde RW indica que se realiza una rotaciéon de Wick. Integrando la parte

angular,
k2k?
vaic:—z gO‘B/ dx47r/ 5
(k2 +p?x (1 —x))
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Sea w = k? y dw = 2kdk. Entonces:

1 ! w?
Iavic = —i—gaﬁ/ dx /dw .
! 1272 0 (w+ p?z (1 — x))*

Ahora, sea t = w/C y dt = dw/C con C = p*x (1 — ). Se tiene que:

3
2

1 1 C3t
o [ ae [ou S
127 0 C2(t+1)

5 1 Lo t2
0 =—isg® | dxC? [ dt—.

Usando la siguiente representacion integral de la funcion Beta [64],

af

lvac

= —1

ere] tmfl
B(z,y) :/o W, (A.1.1)

obtenemos que

— 1 1
LI TPy e
0

lvac — 127‘[’2

1

1 ' L1 ™
Ilavﬁt’zc = Zg?gaﬂ/o dx <p2$ (1 — J})) 2 = Z—go‘ﬁi\/P’

8T 8
Iaﬁ :Z'VPQQaﬁ Rlvi\/ingaﬁ
lvac 64 64 .
Ahora, calculamos la segunda integral correspondiente a p®p°z (1 — ),
1 3 a8
d°k
Ig[vtjzc: dJL‘Q?(l—SU)/ 3 rp 29
0 (2m) (k2 + p?z (1 —x))
1 3
d°k 1
o8 ip*p? | dex(l-—z / ,
2vac 0 ( ) (271_)3 (k_g +p2x (1 _ 1‘))2
1 2
dk k
o8 :iaﬁ/ d;vxl—;v47r/ .
2vac pp 0 ( ) (271_)3 (k2 +p2.’E (1 _ {I?))Q

Sea w = k? y dw = 2kdk. Entonces:

1
we

w+plx (1—2))*

op _ 1 '
1508 = z@po‘pﬁ/o drz(1— x)/dw(
Sea, ahora t = w/C'y dt = dw/C con C = p?z (1 — z). Se tiene que:

O3ts

1 1
Iaﬁ:'—aﬂ/d 1- /dti
e = Ul el =) [ Ol
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1 1 . t3
9% — i = P | deax(l—z)0"2 | dt——.

Usando la representacion integral de la funcion Beta (A.1.1), obtenemos que

3/2,1/2)
Igﬁzc: B( {sz/ ¢ ﬁ/ dxz(l —2)C %,

1 L IR )
Izavic:igpapﬁ/o drx z(1 — x) (p2x(1—x)) 2 ppﬁg\ﬁ’
o8 _Zipp RE ipapﬂ
2vac 64 \/* 64 \/sza

Agrupando todos los términos tenemos que:

) 1 p2pf )
o8 — NP s L PP VD (g

vac 64

p°p’ )
)
Asi, retomando
10 (p) = ie®Tr [YuYa o8] Tones
hay que calcular:

Tr [V, Y0078 9°° = 4 (29, — 39u0) = —4Gu,

B

Tr [V, Ve V8] 2°P° =4 (2000 — P2 9ur) -

Finalmente,

vac . 2.V _p2 210 Pv _p2g v
I3 (p) = 4ie®i <—9uv + % :

64

e? Pubv
150) = GV (257

1155 (p) = 4mallyae (p) P, (A.1.2)

nz

con a = e?/ (47), la constante de estructura fina y donde definimos,

PuPv

)
ILyqc (p) = gpa P,uu = 9uv — p2 ,

por lo que podemos ver que cumple la identidad de Ward
P*p, =0,

por lo tanto, es invariante de norma y en consecuencia, II;2°(p) es transverso.
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A.2. Calculando IT!!

A continuacion, vamos a calcular cada una de las contribuciones al tensor
de polarizacion a segundo orden, empezando con el IT'!,

3
L (p) = ic? / (;lﬁ’;,Tr (S ()7 S (k + p)]

. L[ Bk kg (k+p)f
HW( ) = —ie
P / (277)3 (k2)2 ((k er)?)

5 Tr [Vuva 17270 787172)

Bk K (k+p)°
20" 02)2 ((k +9)%)

Realizando nuevamente la parametrizaciéon de Feynman y los cambios de vari-
ables para obtener el mismo denominador que en el caso del vacio, tenemos que
la integral a calcular es

I, (p) =Tr['mu]i(ezB)2/( (A.2.1)

I (p) = 6i (2B)° 1L, (A.2.2)
con ) )
3 ki +pix(l—x
m :3guy/dxx(1 ﬂ)/ kTR ( )4. (A.2.3)
(2m)” (k? + %z (1 — 2))

Para calcular dicha integral, usaremos una hoja de trabajo en Mathematica (Ver
Apéndice B) que calcula integrales de la forma

ol = /dx z" (1 - x)m/ (d3k (kﬁ)r ()"

e 2m)* (k2 + ¢2x (1 — x))"

De este modo, la informacién a colocar en la hoja de trabajo de Mathematica
es

Ly = 39 {111014 + pﬁfﬁ} : (A.2.4)

A.3. Calculando IT%

20, (p) = ic? / (j?ngr a2 (k)7 Sk + p)] -

Sustituimos S? (k) y S° (k + p), es decir,

, d3k K. KK K+ p
20 = —je? Tr — =L ” 5
7] / (21)° l”” ((k?f‘ <k2>4>7 (k+p)
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A continuacion, separamos en dos integrales para poder calcular las respectivas
trazas

20 () — _ 2 &’k Tr [y, ki (F+ P)]
1L, (p) = (/ (27r)3 (k2)3 (k +p)2

_/ Bk Tr [v.k2 kv K+ o]
@) (k)" (k+p)? ’

Iﬁ°@>:—u£</kf%’Hﬂm(%—m)mxk+¢ﬂ

o 2r)? (k2)° (k + p)?
B Tr [m (k2 - kﬁ) Ky K+ 4
_/@m3 (k2)" (k +p)? ’

. a3k Tr ['Y;L k|WV (k+ %)]
1% (p) = — ie? 3
) </k%f 02 5+ 97

_/ B Tr [mkﬁ Ky K+ 4)
( 7

2r)® (k)" (k +p)”

HZO

nz

.2 &k ki (k +p)’ Tr [’Yu’Yr‘)l/Yu’Yﬁ}
(p) = —1e / (27‘{')3 (k2)3 (k +p)2

- / &k kR (k+p)” Tr byyarve]
(2m)° (k2)* (k +p)’ ’
de modo que las integrales a calcular son
2

« B (0% ﬁ
12 (p) = ie? / @k Kk oo 7/ d*k Kk (E+P)" o0
" (2m)" (82)° (k+p)* 7 ) (2n)” (6) (k4 p)” 7

H20 (p) — i€2 (HQOA _ HQOB)

nz N2 N2

donde IT20* es:

B
1204 — 7204 / &k _Kjj(k+p) (A.3.1)
w7 Tpavp 3 3 27 -
(2m)% (k2)* (k + p)
Tr [vwl'nwﬁ} =T ons
y H2OB es:
v :
2.« B
1208 — 20,3/ dk Kik (k+p) (A.3.2)
iz pavf 3 4 2 e
(2m)% (k2)* (k + p)

_ 20,B
Tr [’YM’YQ’YU’Yg} = TuauB
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A continuacién, usaremos los pardametros de Feynman de la misma forma que
en los casos anteriores para calcular

ws [ &k Kf(E+p)°

IQOA - / (27T)3 (k‘2)3 (k} +p)27
ws [ &k Kfke(k+p)?
208 = / (2m)% (k2)* (k + p)*

En este caso, la parametrizacion es de la forma

I - 2% (1—2)°
A3Bl_3/ (Az + B (1 —z)*

1 1—z)°
igl 4/ x ( ) 5
A*B (Az+ B (1 —x))
por lo que, las integrales quedan como

aﬁ _ 3/d 2d / d k k”g” pﬁ‘pﬁx(l B .17)
Iooa = LTI ar )
(21)% (kK + ¢?x (1 — z))

_4/dm / d*k _ Ngi +Ngh
QOB 59
)3 (k2 4 @2z (1 —x))

dOnde
ozﬁ 2 2 2 ()tﬁ 2 a/? o, 3

JVEQ:ZQ(p Pkt (1 1024*pﬁpﬁkﬁw(1‘*x))'

Asi las expresiones a calcular con la hoja de trabajo de Mathematica son

f§£;==3(gﬂﬁlﬂh pﬁpﬂL%4)7 (A.3.3)

a 1 o
120%31 [9” (1205 +P\|Ifg5) + 2gL (Ius +P\|Ioo5> —p*p° (Ii%5 +p|16135>}
(A.3.4)
15032 =38 [P PHIwo pHP 1100} . (A.3.5)

Juntando los términos de las Ecs. (A.2.4,A.3.3,A.3.4,A.3.5) y separando de for-
ma que sea clara la invarianza de norma usando

pp” PuP
P,u,l/:g;u/_ 5 : Piu/:gil/_ /21/7
D by



72APENDICE A. CONTRIBUCIONES DEL TENSOR DE POLARIZACION

entonces, obtenemos que el tensor de Polarizaciéon a segundo orden es:

I = Zi 1 _5% pPHY oy (21)3_) pH
o) 8(p2)% P2 2 )L

Por lo tanto, finalmente tenemos que I1* es

1 = 4 [ (e () + (eB)* o (1)) P + (B 1L (1) PL*] . (A.3.6)

Hvac (p) = é]% (A37)
Mo (p) — é (1 - 5?)2) , (A.3.8)

I, (p) = 4;3< —p'>. (A.3.9)



Apéndice B

Notebook en Mathematica

En este apéndice anexo completo la hoja de trabajo en Mathematica utilizada

para resolver integrales del tipo 1™

73
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Cl = {{{C 004, Cl005}, {Cl014, Cl015}}, {{Cl 104, Cl 105}, {Cl 114, Cl115}}};

1 5
Cl 004 = ——; C005 = ;

64 x 512
1
014 =——; C015 = ;
96 7 256 7
Cl 104 = =

; €110 ;
192 x 512

1
Cl 114 = —; C 115 = ;
96 7 768 7

1 1
Cl 025 = ; C1204 = ——; Cl205 = ;
192 x 64 7 512
. d
Potenciafr_, m, d_]:=- [r —m+—]
2
Feynman[i _, j_, potencia_] := {i -potencia+1, j -potencia+1}

MM _ (Lonq _ \\m 43 ki k2®
Iy _Lx(l X)"dX 2m)° (K2+p2 x(1-x))

TW[XX_] @ = (
rl=IntegerPart [XX/10"4];
sl =IntegerPart [XX/1073] -1071r1;
nml = I ntegerPart [XX/1072] -1072r1-10"1s1;
n =IntegerPart [XX/1071] -1073r1-1072s1-10"1 nt,
| =XX-10 %I ntegerPart [XX/10"1];
n2 = Potenciaf[rl, ni, 17;
Pot = Potencia[sl, nR2, 2];
A = Feynman[n, |, Pot];
cFINAL = Beta[A[[1]1], A[[2]111;:
1f[sl==2, CIN=Cl 025,
1fr1=2, If[m =4, CCIN=Cl204, CCN=Cl205], OCN=Cl [[r1+1, s1+1, ml-3]111];
w ck = (_1)ml+r1+51|;

CF = Ful I Sinplify[cFl NAL » CI N« wi ck * (—p2)3/2'P°t, Assunptions » p > 0])
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