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Resumen

Usando worldline numerics somos capaces de crear caminos Gaussianamente distribuidos y
asi poder numéricamente aproximar el propagador para un potencial arbitrario. En particular,
nos enfocamos en el estudio de estados ligados cuénticos no relativistas. Como aplicacion
calculamos la energia del estado base para el oscilador armonico, el potencial modificado de
P6schl-Teller, el potencial de Coulomb y el potencial de Yukawa. Con este método numérico
fuimos capaces de obtener hasta 4 digitos de compatibilidad con los resultados analiticos
conocidos.

Palabras clave: ligados, cuéntica, numérico, base, propagador



Abstract

Using worldline numerics we are able of generate paths with Gaussian distribution to
numerically approximate the propagator of arbitrary potentials. In particular, we focus on
the study of nonrelativistic quantum bound states. As an application we calculated the ground
state energy of harmonic oscillator, modified Péschl-Teller potential, Coulomb potential and
Yukawa potential. With this numeric method we were able to get 4 digits of compatibility
with the known analytical results.

Key words: bound, quantum, numerics, ground, propagator
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Capitulo 1

Introduccion

Estados ligados son estados en que un potencial impide a un sistema escapar a infinito.
Los estados ligados aparecen en mecénica cuantica en las mismas situaciones que uno espera
que aparezcan en mecanica clasica, en situaciones donde el potencial es més grande que la

energia.

Para probar interacciéon entre particulas casi toda la informacién experimental viene de
tres fuentes: (1) eventos de dispersion, donde uno dispara una particula a otra y medimos (por
ejemplo) el angulo de dispersion o la seccion eficaz del proceso; (2) decaimientos, en donde una
particula espontdneamente se desintegra y examinamos los escombros; y (3) estados ligados,
en los que dos o mas particulas se quedan juntas, y uno estudia las propiedades del sistema
compuesto [1|. En esta misma direccion, experimentalmente, la dinamica de un sistema fisico

es estudiado preparando un estado inicial y siguiendo su evolucion en el laboratorio.

Teoéricamente, hay dos formas de estudiar sistemas cuanticos, el formalismo operacional y
el formalismo de integrales de camino. En la mecénica cuantica no relativista, histéricamente,
con los trabajos de Schrodinger, Heisenberg, Born, Dirac, Hilbert, von Neumann, Weyl, entre
otros, se desarroll6 primero el formalismo operacional, en los anos 1920s. Anos después, en
1948, Feynman introduj6 el formalismo de integrales de camino. Mientras, en la mecanica

cuantica relativista estos dos formalismos se desarrollaron a la par.

Desde el punto de vista algebraico (formalismo operacional) los estados cuénticos forman
un espacio vectorial cuyos elementos son estados de dispersion y estados ligados. En este
sentido al estudiar cuanticamente un sistema que admite tanto estados de dispersién como

estados ligados, y si uno quiere entenderlo completamente, entonces uno tiene que estudiar
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ambos conjuntos de estados. Una diferencia entre estos conjuntos de soluciones se presenta
en sus energias. Los estados ligados tienen valores discretos de energia, mientras que la
energia para los estados de dispersion conforman un intervalo continuo. En este trabajo nos

centraremos en estudiar estados ligados de diferentes sistemas.

Uno puede estudiar estados ligados desde el punto de vista no relativista y desde el punto
de vista relativista. Si la energia de ligadura es pequenia en comparacion a la energia en reposo
de los constituyentes, también lo es su energia cinética y el sistema es no relativista. Por otro
lado, si la masa de la estructura compuesta es substancialmente diferente a la suma de las
masas en reposo de los constituyentes, entonces la energia cinética es grande y el sistema es

relativista [1].

Los sistemas cuéanticos no relativistas son estudiados en el marco de la mecénica cuan-
tica no relativista, donde el principal problema es determinar los estados que describen el
sistema. Estos estados satisfacen la ecuacion de Schrodinger y ciertas condiciones iniciales
particulares de cada sistema. Tipicamente, uno resuelve la ecuacion de Schrodinger para de-
terminar los estados estacionarios (estados independientes del tiempo) del sistema y después

hace evolucionar estos estados en el tiempo con ayuda del propagador del sistema.

Desafortunadamente el estudio de estados ligados ha sido dejado a un lado en compara-
cion con el estudio de estados de dispersion, principalmente cuando los estados ligados son
relativistas su estudio se vuelve muy complicado, ya que estos estados no pueden ser estu-
diados con medios perturbativos (que es usualmente la manera que uno tiene para estudiar
estados cuanticos relativistas). En 1951, Bethe y Salpeter 2] introdujeron la primera ecua-
cion relativista para el estudio de sistemas con dos cuerpos, pero esta ecuacion no es facil de

manejar.

Sin embargo, existen otras alternativas, otras representaciones que hacen un poco més
manejable (al menos numéricamente) el estudio de sistemas de este tipo. El formalismo de
integrales de camino, introducido en 1948 por Feynman [3], es una alternativa para estudiar
sistemas cuénticos. Este formalismo permite calcular directamente el propagador del sistema
sumando sobre todos los caminos que conectan a dos puntos en el espacio(-tiempo) pesados
por un factor exponencial cuyo argumento es la accion del sistema. En 1950, Feynman [4]-[5]
comenzo su serie de articles que fundaron la teoria cuantica de campos relativista y al mismo

tiempo desarroll6 una representacion de la matriz de dispersion en términos de integrales de



camino de particulas relativistas. No fue sino hasta principios de los 90s, que se le dio un
uso esencial a estas integrales de camino, Bern-Kosower [6]-[7] y Strassler [8] inspirados en
la teoria de cuerdas, desarrollaron el formalismo linea de mundo en el que las amplitudes
perturbativas de N—puntos son mapeadas de integrales de camino de la mecanica cuantica

a lineas de mundo cerradas.

Este formalismos tiene la ventaja de que puede ser implementado numéricamente preser-
vando invariancia de Lorentz, invariancia de norma y simetria chiral (en el caso de teoria
cuantica de campos, QFT, por sus siglas en inglés), permitiendo determinar de manera apro-
ximada el propagador para un sistema arbitrario. Con lo que después de tener el propagador
y el estado inicial del sistema uno conoce completamente su dinamica. El objetivo de este
trabajo es usar un método numérico para aproximadamente calcular el propagador de un

sistema arbitrario.

En 1996, Nieuwenhuis y Tjon [9] evaluaron numéricamente las integrales de camino pa-
ra un sistema de dos particulas escalares que interactuan a través del intercambio de otra
particula escalar. Este analisis, en el lenguaje de diagramas de Feynman, incluye todos los dia-
gramas tipo escalera y escalera cruzada. Sin embargo, 20 anos han pasado y nuevos métodos

numéricos se han desarrollado para evaluar numéricamente integrales de camino.

En 2001, Gies y Langfeld [10], inspirados en el formalismo de integrales de camino, in-
trodujeron un método numeérico capaz de generar caminos cerrados con centro de masa fijo.
Esté método es conocido como worldline numerics o loop cloud method (en espanol: método
linea de mundo numérica o método nube de lazos, respectivamente), ha sido utilizado en el
contexto de QFT para dar aproximacion a calculos de amplitudes de energias de Casimir
[11], difusién cuantica de campos magnéticos [10], para calcular tazas de creacion de pares
de particulas [12], estudio de teorias no perturbativas [13|. Se ha mostrado que este méto-
do genera resultados confiables para estos casos y que es computacionalmete eficiente. Aqui
usaremos este método, principalmente en el contexto de la mecanica cuantica no relativis-
ta e introduciremos dos nuevos algoritmos para generar caminos cerrados, pero ahora con

condiciones de Dirichlet (en lugar de centro de masa fijo).

La tesis es organizada como sigue. En el capitulo 2 introduciremos el propagador en
mecanica cuantica no relativista, abordaremos su descripciéon usando la representacion de

Schrodinger y mostraremos como se ve en el formalismos de integrales de camino, daremos
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ejemplos explicitos de como calcular analiticamente el propagador. En el capitulo 3, diremos
como es posible generar caminos numéricamente y como usar estos caminos para calcular el
propagador; ademés introduciremos dos nuevos algoritmos para generar caminos cerrados con
condicones de Dirichlet. En el capitulo 4, compararemos nuestros resultados numéricos con
los resultados analiticos conocidos para el propagador en mecanica cuantica no relativista,
particularmente estudiaremos el oscilador armoénico y el potencial modificado de Pdschl-
Teller; también mostraremos como trabaja este algoritmo para potenciales singulares en
particular el potencial de Coulomb. En el capitulo 5, estudiaremos el potencial de Yukawa,
otro potencial singular, para el cual no se tienen forma cerrada para el propagador y ni
siquiera se conocen sus estados en forma exacta, aparte de mostar los resultados numeéricos
también usamos el método variacional y el método perturbativo a quinto orden para dar una
aproximacion a la energia del estado base. El capitulo 6, muestra resultados en el contexto
de teoria cuantica de campos, principalmente verificando algunas aproximaciones analiticas
dadas en [14], para estudiar la interacion entre dos particulas escalares de masa m que

interactiian a través del intercambio de otra particula escalar de masa .



Capitulo 2

El propagador en la mecanica cuantica
no relativista

En la mecéanica cuéntica determinar la solucién de un problema dado significa determi-
nar los estados [¢(t)) que describen al sistema. Estos estados son determinados al resolver
la ecuacién de Schrodinger. En el espacio de representacion de posiciones! este estado es

representado como
vGa.t) = [ dyurte 06 (0.0), (2.1)

la suma de todos los estados iniciales posibles pesados por la cantidad Ky (x,y;t), donde
el subindice M indica que estamos trabajando en tiempos reales, es decir, en el espacio de
Minkowski. Ky (x,y;t) es el propagador del sistema y representa la amplitud de probabilidad
de que una particula que se encuentra inicialmente (a tiempo ¢ = 0) en el punto y, después de
un tiempo ¢ se encontrara en el punto x. Por esta relacion, se dice que el problema cuantico

es totalmente resueltos una vez que el propagador es conocido.

Uno puede calcular el propagador usando la formulaciéon usual de la mecanica cuantica, re-
solviendo la ecuacién de Schrodinger o usando alguna formulacion alternativa, aqui usaremos
la formulacion de integrales de camino. Una diferencia principal entre ambas formulaciones
es que la representacion de Schrodinger usa al Hamiltoniano como generador de la evolucion
en el tiempo, miestras que la formulacion de integrales de camino usa al Lagrangiano, que es
invariante ante transformaciones de Lorentz y da una nueva manera de entender al sistema

estudiado.

1Esto quedara mas claro conforme se avanza en la lectura.
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En esté capitulo derivaremos una expresiéon para el propagador usando ambas formula-

clones.

2.1. Representacion de Schrodinger

En la representacion de Schrodinger, los estados cuanticos de un sistema son vectores de-
pendientes del tiempo mientras, que los operadores correspondientes a las observables fisicas
son independientes del tiempo. La evolucion en el tiempo del estado [¢)(t)) es determinada

por la ecuaciéon de Schrédinger

HJu(6)) = i (0), (2.2)

donde H es el operador Hamiltoniano y A = 1.2 La solucién a est4 ecuacion es
(1)) = e[y (0)), (2.3)

donde [1(0)) satisface la ecuacion de eigenvalores

H|(0)) = Ely(0)), (2.4)
que también se conoce como ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo.

En esta ecuacion de eigenvalores, |1/(0)) es una eigenfuncion del operador H con eigenva-
lor E. En general, al conjunto de eigenvalores se le llama espectro del operador y puede ser
discreto ({E,}, {|tn)}), o continuo ({E}, {|¢g)}) o mixto (discreto y continuo). El espectro
discreto corresponde a la descripcion de estados ligados, mientras el espectro continuo co-
rresponde a la descripcion de estados de dispersion. Si este conjunto de soluciones forma un
conjunto completo y ortonormal entonces cualquier funciéon puede ser expresada como una

combinacion lineal de este conjunto, es decir,
[$(0)) =D [ (0)) (& (0)|12(0)) + /dE|@/)E(0)><¢E(O)I¢(0)>- (2.5)

A la ec. (2.5) se le llama la descomposicion espectral del vector |¢(0)).

Con esto, podemos reescribir (2.3) como

[0(8) =Y e 1 (0)) ($(0)]4(0)) +/dEe"EthE(O)MwE(O)W(O))- (2.6)

2Trabajaremos en unidades naturales i =1, ¢ =1, ¢y = 1. En el apéndice A se da una tabla relacionando
la unidades que se encontraron durante el desarrollo de este trabajo.
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En el espacio de posiciones esto se ve como

(z[p(t)) = o Ze (0 )(wn(O)W(O»+/dEe_iEt(fBle(O»<¢E(0)W(0)>

= 3 e )45, (0)) / Ay 1) (] (G (O)(0)) + / dBe P (a4 (0) / dyly) (] (65 (0)[(0))

= [y S0 el 0) OV wl0(0) + [ dy [ AP alw(0) w0}l u12(0)

= / dy | > e, (x)vn (y)d(y) + / dEeiE%E(x)WE(y)w(y)]

(o, t) = / dy |57 e Bt (o)) + / dEe-Z‘%Eu)wz(y)] b(y),

donde hemos usado la notacion (z|(t)) = ¥(z,t), ¥ (z,0) = ¥(z), y comparando (2.7) con

(2.1), encontramos que el propagador del sistema en la representacion de posiciones es
() = S o i) + [ A st ), (28)

donde, recordemos que, el subindice M del propagador indica que estamos trabajando en el

espacio de Minkowski, es decir, ¢ es el tiempo real.

Notemos que en la representacion de posiciones, la ecuacion de Schrodinger implica que

(| Hel9p(2)) = <f€!2 S 0(2)),

= H)(x,t) = z%w(m‘ t), (2.9)

= ﬁ[m/dyKM(x,y;t)w(y = Z—/dyKM z,y; 1)Y(y),

j/dyﬁzKM(x,y;t)w( ) = /dyz%KM(x Y v (y),

- / dy [ Raa(e, i) — i K1) () =0,

concluyendo que el propagador también satisface la ecuacion de Schrodinger (donde ahora
es necesario especificar la varible en la que actua el operador H , el subindice x en H indica

que el operador actua sobre la variable z), es decir,

{—2% +H } Ka(z,y:t) = 0. (2.10)

(2.7)
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De aqui y de acuerdo con lo visto arriba, podemos calcular el propagador resolviendo la

ecuacion de eigenvalores de Schrodinger.

Existe otra manera de calcular el propagador. Esta, esta basada en el formalismo de
integrales de camino desarrollada por Feynman en 1948, [3]. A este formalismo le dedicaremos

la siguiente seccion.

2.2. Integrales de camino

Por su misma definicién el propagador también corresponde al valor de expectacion en

el espacio de posiciones del operador de evolucion U(t) = e "t con condiciones iniciales
U(0) = 1, es decir,

Koy (, ;1) = {ale™"]y), (2.11)
donde, para introducir integrales de camino (seguiremos el desarrollo dado en [15]), tenemos
que dividir en N partes iguales al operador de evolucion. Definiendo € := ¢/N e insertando
N — 1 descomposiciones de la unidad en el espacio de posiciones, 1 = [ dz|x)(z|, llegamos a

que el propagador se ve como
KM(J;; v t) — <x|e—ieﬁe—ieﬁ L. e—ief]|y>
= <£L"e_iEH/de_1’$N_1><l'N_l‘e—i6H/de_Q‘aj‘N_2><xN_2’.../d$l‘x1><x1’e—i6H|y>

= / <1__[ d:z:i> <$N|e_iEH|xN_1> <1:[<Ij|e—ieﬁ|xj_l>> ’

7j=1
donde se ha identificado o = y y xny = x. Ahora, insertamos N descomposiciones de la

unidad en el espacio de momentos, 1 = [ g—£| p)(p|, entonces

Kute.yit) = [ (H dxz) [ P ) s (H (wjle [ %rpjxpjrxj_n),
/0N>ﬁﬁﬂWWWWMM«HMW%mMQ-@M

Jj=1

Para N suficientemente grande, asumiendo que H=T+V = % + V (&), podemos usar

la formula de Trotter

e—zeH — e—zeVe—zeT 4 0(62) ~ e—zeVe—zeT
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ermitiendo sustituir e or e Vet evando a
t d tit ieH eV ’LeT’ H d

R e H)2
| — e+ VEH) L

(x)le™"|p;) = <1L"j : pj> ~ (wlp;) — i€(x;| Hlp;) + O()
— ez‘xjpj (1 _ ’iEH(:Bj,pj) + 0(62)) _ eixjpj—’iEH7

donde usamos que

2

p) = [ Vi o) = [ 4 Vi) o = Gy

9
D A
T +V(2)

1) = (o L

y (zj|pj—1) = e™iPi=1. Por lo tanto, el propagador se reduce a

N—-1 N d N—-1
KM(ZU y't) _ ( d$> (H ])k) eTNPN—ieH (2N PN) o —iTN 1PN (H eixjpj_ifH(xjypj)e_il'j1Pj>
) ) 3 27T

i=1 k=1 Jj=1
N-1 N dp N v 2
k . | — Tj—1 j
=1 k=1 j=1
Usando que
L9 . I b2
/dpe“‘p T — [ —e 7. con Im(a) > 0, (2.14)
a

podemos calcular las integrales sobre los momentos, llegando finalmente a

Kz, y:t —/Hdazz(27r€)QeXp< ée[% (%)2—1/(%) ) (2.15)

La ecuacion (2.15) es la representacion del propagador usando el formalismo de integrales

de camino. La nocién de integrales de camino viene al imaginar que los puntos x; estan
conectados por lineas, generando un camino continuo a trozos que conecta y con z; por lo
que la suma en la exponencial puede ser interpretada como la suma de Riemann de una
cierta integral a lo largo del camino. Suponiendo un ntmero infinito de puntos en el camino

(equivalentemente tomando el limite € — 0) entonces se llega a

e () v - [ (5 v

f[ldx,- (%) ~ Dx(t). (2.17)

, (2.16)

m‘z
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Notemos ademéas que el integrando en (2.16) es una expresion bien conocida en mecanica
clasica, corresponde al Lagrangiano clasico del sistema. Con esta observacion vemos que el

argumento de la exponencial en (2.15) se reduce a iS[z(t)], donde

Sla(t)] = /Ot ' [g <dz—§f/))2 V()

representa la accion funcional del sistema.

_ /0 " [%:&2(75’)—‘/@) . (218)

Por lo tanto el propagador, en el formalismo de integrales de camino, es representado por

Ky (z,y;t) = / Da(t) S, (2.19)

Observaciones

= Hasta ahora, no existe una buena definicién de la medida de la integral de camino Dx
(por lo que [ Dz es una forma simbolica de representar la integral sobre el espacio
de funciones x(t)) y uno tiene que confiar en algunos métodos de regularizacion. No
obstante el cociente entre integrales de camino es bien definido, como base tipicamente

se usa el propagador de la particula libre [16].

= Aunque existe mas de una manera para determinar el propagador de un sistema, la
mayoria de las veces no es posible encontrar una forma cerrada para el propagador.
De hecho, son muy pocos los sistemas que se pueden resolver completamente: particula

libre, oscilador armonico, potencial Poschl-Teller, la funcion delta, entre otros.

Por esta razén uno busca alguna manera de por lo menos dar una aproximaciéon a la
soluciéon de un sistema arbitrario. Una forma de hacerlo es usando métodos numéricos. La
meta principal de este trabajo es mostrar un algoritmo numérico para dar una aproximaciéon
al propagador de un sistema arbitrario. Esto sera desarrollado desde el capitulo 3 en adelante,
ahora daremos algunos ejemplos de como calcular el propagador analiticamente (cuando es

posible).
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2.3. Ejemplos: calculando el propagador

2.3.1. Particula libre

La particula libre es una particula libre de interaccion, y su dindmica es dada solo por su
energia cinética, asi el operador Hamiltoniano correspondiente es

2
g P

H= 2.20
Dy (2.20)

cuyo propagador se puede calcular de forma cerrada. Aqui calcularemos el propagador de tres
maneras diferentes. Primero, calcularemos el valor de expectacion del operador de evolucion,

que es un calculo inmediato:

—iM i dp
K(z,git) = (ale ™lg) = (ol 5" [ 219} oly)

dp 1—2 71— i(x—

=/ 5.° ! (|p) (ply) = /—e mp eyl

N U (2.21)
2mit

donde en el ultimo paso usamos (2.14) para calcular la integral Gaussiana.

Podemos también calcular el propagador haciendo uso de (2.15), calculando explicitamen-

te las integrales sobre las z}s y tomando el limite N — oo:

N-1 N N 2
N [ m\z : mo(Li = i
Ky(x,y;t) = Nhjf;o/ H aa; (27Tie) P (ZZG [2 ( ¢ ) D

— lim /del . ZE)Qe p(2—[(wl—x0)2+(x2—x1)2+...—|—(3:N—xN,l)zw

N—oo
ﬂ . A l
— lim ( mn )2 1 (2mie) % ime-? _ 1y ( m )2 i 5 (r—1)?
N—oo \27i€ VN \ m "~ N—oo \27iNe

- /%ezu(w v? (2.22)

que es el mismo resultado como en (2.21). Notese que el limite N — 0o no es necesario

porque la relacion Ne =t vale siempre.

Otra manera de calcular el propagador es considerando la representacion formal del pro-

pagador, ecuacion (2.19), donde consideramos que la medida de la integral de camino es
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invariante ante traslaciones [15|. Primero, consideramos la acciéon clasica y resolvamos las

ecuaciones de movimiento correspondientes.

La accién para la particula libre es

cuya ecuacion de movimiento es

con las condiciones z(0) = y y z(t) = x. La solucion a esta ecuacion con estas condiciones es
la linea recta
tl

za(t) =y +(r —y)7. (2.23)

En general, un camino arbitrario se puede escribir como la suma del camino clasico, z,
méas una perturbacion, ¢(t'), es decir,

/

o(t') = za(t') +q(t') =y + (- v+ q(t'), (2.24)

donde ¢ satisface condiciones de frontera de Dirichlet: ¢(0) = ¢(¢) = 0. Con esto, la acciéon

del sistema para un camino arbitrario resulta en

Swo] = [ argaw) = 5 [l + )7

- %/o dt' [22(t) + ¢ (t) + 28aq(t')] = S[za(t)] + S[a(t)],

la suma de la accién dada por el camino clasico mas la acciéon dada por la perturbacion,

donde usamos que 2 fot dt'taq(t) =2 (252) f(f dt'¢(t'") = 0, por las condiciones de frontera de
q.

De aqui podemos calcular el propagador como

z(t)=z ) z(t)=z ‘
K(z,y;t) = / D) = / D(zy + q) 5t

(0)=y (0):y
4= a(t)=0
:/ qui(S(xcz)-l—S(q)) :eiS(a:cl)/ quz‘S(q)
9(0)=0 q(0)=0
i , [a)=0 s
= ey / Dge's Jo ', (2.25)
q(0)=0
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donde en la segunda linea usamos invariancia traslacional sobre la medida de integracion

(Dz = D(za + q) = Dg). El factor qq((ot)):g Dgei Jo % 1o puede ser calculado con este

método, sin embargo, podemos deducir su valor comparando con el resultado en (2.22):

(t)=0
/ T pgeit e — [

que, es generalizada a d dimensiones espaciales directamente como

d
2

(1)=0
/ U Dot e _ (ﬂ) . (2.26)
q(0)=0 2mit

Observacion. En general, si consideramos al camino x(t') como en (2.24), z(t') = z4(t')+

q(t"), la accién se comporta como

Sle()] = Slea(t) + at)] ~ Slra(t)] + 22

L 185
ox 9

Loy 2 (51’2

¢+ O0(¢%), (2.27)

Tl

donde, si S es una funcional cuadratica en z(t') o si el potencial V(x) es lo suficientemente
suave, entonces los términos a tercer y mas altos orden en ¢ son despreciables en comparacion
con el resto de la expansion; ademés el primer order en la expasion es cero, por la definicion
de x4 (al ser el camino que extremiza la accién). Por lo que al final (ver [16]), resulta que la
accion es

Slz(t)] = Slzalt)] + 55— 7 (2.28)

2.3.2. Oscilador armoénico en una dimensiéon, d =1

El potencial que describe a un oscilador armoénico de masa m, que oscila con una frecuencia

w y que es desplazado de su posiciéon de reposo una distancia x es
Lo 9 s
V(z) = =mwz*, (2.29)

por lo que su Lagrangiano se ve como

1 1
L= §mx'2 — §mw2x2. (2.30)
Calcularemos el propagador del sistema usando integrales de camino (como en [15]). Para

ello dividimos el camino en el camino clasico mas una perturbacion x(7') = z4(7') + q(7'),
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entonces la accién se ve como

Sle(t)] = Slaalt) + qt)] = / at

r .
—ma? — —mw?a?
0 2

2

t
=3 / dt' (22 + 2&aq + ¢° — w? (22 + 2zaq + ¢%)]
0

=57 ) e[ = @Pa) + 2bad — @0)*2a0) + (@ = (1))
= Slza(t)] + Sla(t)], (2.31)

donde en la tercer linea hicimos el rescalamiento ¢’ = tu, y el segundo término del integrando

no contribuye porque su integral es cero.?

El camino clasico, x.(u), es determinado al resolver la ecuacién de movimiento Z. +
(wt)?xz¢ = 0 con condiciones z4(0) =y y z4(1) = z, cuya solucién es

x — y cos(wt)

c = t - in(wtu). 2.32
za(u) =y cos(wtu) + sin(w?) sin(wtu) (2.32)
Entonces, la accion del sistema es
mw
Se®)] = ——— [(® + ¢ t) — 2zyl . 2.33
()] = gty [+ 4) cos(at) — 2 (233)

Con todo esto, el propagador queda como

q(t)=0 ‘ ‘
Ky (z,y;t) = / DeiSlal | gisleal

| /¢(0)=0

(t)=0
— /q DQei%foldU(QQ—(wt)QQQ) et Sleel
q(0)=0

mw mw

=\ 2misin(wt) P (’m [(2* = y?) cos(wt) — 2:vy}) L (234)

donde usamos que?

(=0
/q Dyeisi Jo dul@~(wie?) — [T (2.35)
4(0)=0 27i sin(wt)

Generalizar este resultado para d-dimensiones no es dificil, en este caso el propagador es

K (7. 7:1) = (#ﬁ@) " exp (Z% (22 — §2) cos(wt) — 27 g}) O (2.36)

3Integrando por partes fol du(iag — (Wt)?waq) = daqll_y — fol duq(i. + (wt)?xy), el primer término es
cero porque g es cero en los extremos, el segundo término es cero porque el integrando es la ecuaciéon de
movimiento.

4La demostracion de esta relacion se da en [15].
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2.3.3. Potencial de Poschl-Teller modificado, d = 1

Es uno de los potenciales anarmoénicos mas estudiados tanto en fisica como en quimica,
describe las excitaciones vibracionales de ciertos sistemas moleculares y también aparece
en las mateméticas de multi-solitones [17|. Es modificado porque surge como un potencial
efectivo después de introducir cierto cambio de variable en el potencial original de Poschl-

Teller (para los detalles ver [18]). Este potencial es dado por

Vi(z) = & vvtl) (2.37)

2m cosh®(ax)’

donde a es una constante positiva relacionada con el rango del potencial, m es la masa del
sistema y para v entero positivo, v = 1,2, 3, ..., este potencial tiene coeficiente de transmision
1 y, representa el nimero de estados ligados del sistema [19]. Para dimension d = 1, la ecuacion
de Schrodinger correspondiente puede ser resuelta en forma cerrada, tiene como soluciéon tanto
estados ligados como estados de dispersion, haciendolo un sistema mas interesante que los

anteriores.

Recalcularemos la descomposicion espectral de este sistema (anteriormente ha sido calcu-
lada, por ejemplo, en [17], [20], [21]), para ello tenemos que resolver la ecuacion de Schrodinger
correspondiente, que es

d;i(zx) . (ng N %) W) = 0. (2.38)

Héagamos el cambio de variable

y = tanh(ax), (2.39)
entonces
dyp oy AV
il 1— il
d* d*) dy

y definiendo

= (2.40)
llegamos a () () 2
=) -y 0 1) = s vt =, (241
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cuya solucion son los polinomios asociado de Legendre P¥(y). La solucion es
Y(z) = AP¥(tanh(ax)), (2.42)

donde el factor de normalizacion, A, es determinado por la condiciéon de normalizacion de los
estados, es decir

1= [ = [ wptwrto) =TI

—00 —

donde en la primer igualdad hemos usado el cambio de variable (2.39).

Para encontrar los valores de la energia, reescribamos la ec. (2.41). Consideremos 9 (y) =

(1 —y?)2w(y), con lo que llegamos a la ecuacion

d*w dw
2 _
(1—y*)— a7 —2y(k+1)— i + v +1) = k(k+ 1)]w =0, (2.44)
donde cambiando a u = (1 — ), tenemos
-0 02w+ D™ 1) — k4 Do =0 (2.45)
u u)— u oo v w =0, :

cuya solucion finita en u = 0 (equivalentemente en y = 1, y equivalentemente en x = 00) es

la funcién hipergeométrica

w(u) = oF(k—v,k+v+1;k+ 1;u), (2.46)
con lo que
U(y) = (1 —y%)2 o (k: —vk+v+Lik+1; %(1 - y)> . (2.47)
Para que 1) sea finita en y = —1 (equivalentemente en x = —o0), debemos tener
k—v=-n, n=0,12,...,v—1. (2.48)

Por lo tanto, la energia de los estados ligados es

v—kja=n= —2mE = (v —n)*d®

(12

E, = —%O/—TL)Q, n=0,1,2,...,v—1, (2.49)
mientras que, usando (2.42) y (2.43), las eigenfunciones son
(v = n)n P”"tanhaac) n=20,1,2,. -1,
2U —n)

— \/ (v —n) #Pn Y(tanh(ar)), (2.50)



2.3. Ejemplos: calculando el propagador 17

donde, en la segunda igualdad, usamos la identidad P, (z) = (—1)™ EZZ;:PI’”@) para llegar
a la misma forma de la solucién que en [22].
Los estados de dispersion son obtenidos de (2.50) con una continuaciéon analitica apropia-

da, cambiando k — —ik. Esto nos lleva a reemplazar n — v + tk. Lo que al final lleva a la

expresion dada en [22] para el propagador en su descomposicion espectral, que es

v—1
2 - ' . 2
Kl :) = a > — n) 2 st pov(sanh(a)) P2 (tanh ay))

n!
n=0

OO k —i9 g2 ik —ik
taY /0 gy P tanh () P tanb(ay), (251)

en [22|, también se da la siguiente relacion

Ky (z,y;t) = g; v— n)we i vm)? tP""(tanh(ax))P" " (tanh(ay))
[erf< )@ —y>\/222t> v ( )+ =) 2§2t)]
ﬁexp <22 2 (x — y)2> : (2.52)

donde en el caso asintotico x, —y,t — o0, la parte de dispersion del propagador se reduce al

propagador de la particula libre.

Para comparar con el resultado numérico, usamos el propagador de la forma

v—1

2v — a2
Ky(z,y;t) = a E v—n) Me’m(””)%lﬂf”(tanh(ax))Pf”(tanh(ay))
n!
n=0

+ \/Eexp ( 2mzt(w - y)2> , (2.53)

donde para el término de dispersion usamos el propagador libre (valido para x, y y t grande).




Capitulo 3

Usando integrales de camino

En este capitulo veremos como podemos aproximar el propagador de un sistema arbitra-
rio usando un método numeérico: worldline numerics, tomando como base el formalismo de

integrales de camino.

3.1. Espacio Euclideano

Recordemos que el propagador en el formalismo de integrales de camino se ve como en la

ecuacion (2.19), que repetimos aqui para una facil referencia:
z(t)=z ‘
Kulo,yit) = [ Daft) =)

z(0)=y

donde la integral va sobre todos los posibles caminos que empiezan en y y terminan después
de un tiempo t en x. Los caminos son pesados por un factor de fase dado por la accion del

sistema S[z(t)]. Esta fase hace dificil estudiar la convergencia de la integral.

Sin embargo, recordemos que la nociéon de integrales de camino fue usada primero en
mecanica estadistica para resolver problemas relacionados con el movimiento Browniano. De

hecho, usando (2.19) es posible obtener la funcion de particion, definida como
Z(tg) = tre~tell — / dar (x5 |), (3.1)

en funcion de integrales de camino.

Para ello, extendamos analiticamente el parametro de tiempo a un valor puramente ima-

18
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ginario, es decir, t' — —it}; y t — —itg, donde t’; y tg son cantidades reales, entonces

dt' — —idty, () — —i*(ty), t €[0,—ity] =t} €[0,tg]

Yy
tg m
Slz(t)] = 1Sglx(tg)] == z/ dt [§m2 + V(x)} . (3.2)
0
De aqui, el propagador se ve como
X z(tp)=a
Kun(z,y;t) = Ku(z,y, —itg) = (zle”™ " |y) = K(2,y; 1) = / Da(tp) e Sel el
z(0)=y

(3.3)
donde el factor oscilante cambia a un factor con decaimiento exponencial. De aqui la funciéon

de particion se puede escribir como

Z(tg) = /d:r;K(x,x,tE), (3.4)

la suma sobre las amplitudes de probabilidad que van del punto x y regresan al mismo punto
después de un tiempo imaginario ¢ = —itg, en otras palabras, amplitudes de probabilidad

sobre caminos cerrados.

La extension analitica usada arriba es formalmente conocida como rotacién de Wick,
donde la acciéon con tiempo Minkowskiano (tiempo real) cambia a una accién Euclideana
Sk, definida en (3.2), el parametro t; es llamado tiempo Euclideano (tiempo imaginario),
y el comportamiento oscilatorio del propagador ahora se manifiesta como un decaimiento
exponencial. Cuando trabajamos con el propagador K, definido en (3.3), decimos que estamos
trabajando con el propagador Euclideano o el propagador en la representacion euclideana

de las integrales de camino del sistema.

Ademas el propagador Euclideano satisface la version Euclideana de la ecuacion de Schro-

dinger, es decir

{% + Hx} K(z,y;tp) = 0. (3.5)

De aqui en adelante trabajaremos en el espacio Euclideano, por lo que omitiremos el

subindice E de t y t'.
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3.2. Aplicacién: calculo de la energia del estado base, for-
mula de Feynman-Kac

Una buena consecuencia de trabajar en el espacio Euclidiano (tiempos imaginarios) es el

decaimiento exponencial en el propagador. Esto lo podemos ver mejor en su descomposiciéon

espectral
K(z,y;t) =Y ety (2)ir(y) + /dEeEth(m)wE(y), (3.6)
para tiempos largos, asintoticamente, el estado base es el estado dominante, es decir
lim K (z,y;t) & ™0 (2)¢5(y)- (3.7)

Podemos explotar este comportamiento asintotico para determinar la energia del estado
base [16], donde este limite se ve como
, d
Ey = — lim — In(K(z,y;t)). (3.8)
t—oco dt
Esta relacion dice que si tenemos el propagador, para tiempos grandes el logaritmo del pro-
pagador se comportara como una linea recta en funciéon del tiempo, y menos la pendiente de

dicha recta seré la energia del estado base del sistema.

3.3. Reescribiendo el propagador

Entonces, una vez conocido el propagador podemos dar una estimacion de la energia del
estado base, ademés de que también se puede calcular su funciéon de onda (pero eso no lo
haremos aqui). Por otro lado, como ya mencionamos antes, hay muy pocos potenciales para los
cuales se puede encontrar una forma cerrada para el propagador. El formalismo de integrales
de camino permite desarrollar una manera numérica de aproximar el valor del propagador.
Para desarrollar esta técnica primero reescribamos el propagador en su representacion en el

espacio Euclideano, es decir,

z(t)=z P
K(z,y:t) = / Dar(t)e Js w5 +v @] (3.9)
z(0)=y

Consideremos a los caminos x(t') como la suma de una linea recta (la solucion de la accion

clasica para la particula libre) més una perturbacion, §(t'), es decir, z(t') = y+(z—y) & +q(t);
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donde la perturbacién nuevamente satisface condiciones de Dirichlet: ¢(0) = ¢(¢) = 0. Con

esto y haciendo el rescalamiento ¢’ = tu, el propagador Euclideano se ve como
m , [ID=0 mol gui2 g (1
K(z,y;t) = e 2@V / De 3t Jo dua*—t o duV((w)) (3.10)
d(0)=0
Usando el factor de normalizaciéon para la particula libre, en d-dimensiones espaciales,
(2.26), en el espacio FEuclideano (es decir, ¢ — —it) encontramos que el propagador se ve

como’

K(z,y:t) = (ﬂ) ? By <e—tf01 duv<w<u>>> , (3.11)
2t
donde ((---)) representa el valor de expectacion con respecto a los caminos cerrados con

distribucién de velocidades Gaussiana
~ m ! i
P[{q}] = exp (_2_25/ duqz) : (3.12)
0

En 2001, Gies y Langfeld [10] introdujeron por primera vez una técnica numérica para
calcular un valor aproximado a este valor de expectacion. Fue introducida en el contexto de
teoria cuantica de campos, donde el formalismo de integrales de camino es llamado formalismo
linea de mundo (worldline formalism). Esta técnica es conocida como worldline numerics
o loop cloud (en espanol: linea de mundo numeérica o nube de lazos, respectivamente).
Esta técnica consiste en aproximar la suma infinita sobre caminos cerrados por una suma
finita de estos caminos, que a su vez son discretizados por un nimero finito de puntos con

distribucién de velocidades Gaussiana.

Numeéricamente existen diferentes algoritmos para generar nimeros Gaussianamente dis-
tribuidos, en particular se pueden usar algoritmos basados en la técnica Monte Carlo. La
dificultad numérica viene al imponer condiciones como caminos cerrados con extremos fijos,
o caminos centrados en un punto fijo y demandando cercania entre los puntos que generan
los caminos. En [10] y trabajos subsecuentes [11], [13] y [23] se han introducido diferentes

algoritmos que generan caminos con alguna de estas especificaciones.

Notemos que la distribucion de velocidades (3.12) depende de ¢ y m. Numéricamente, esto
nos obliga a generar ensambles diferentes para cada valor de t y m, lo que es computacional-

mente costoso. Afortunadamente, esto se puede evitar al introducir caminos unitarios® {q},

!Esto lo justificaremos en el apéndice C
2Este escalamiento puede ser justificado al recordar que en un movimiento Browniano el valor esperado
del desplazamiento es proporcional a v/%.
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definidos por

t
g(u) ;= 4/ — 3.13
an) = ) =q(w), (313)
llevando al propagador a ser expresado como
d
K(ayit) = () ot (e B, (3.14)

con

z(u) =y+(z—ylu+ \/gq, (3.15)

donde, ahora, ((---)) representa el valor de expectacion de (- --) con respecto a un ensamble
de caminos unitarios cerrados (lazos) y con distribuciéon de velocidades Gaussiana de la

forma L
1 .
Pllal = e (- [ auit), .16
0
independiente de t y m.

Explicitamente, el valor de expectacion es

_ Dl ) PRa(w)}]

) =D {afu))

(3.17)

3.4. Implementaciéon numérica

Consideremos N; lazos cerrados, donde cada lazo esta discretizado por un ntimero finito
ppl de puntos con distribucién de velocidades Gaussiana, entonces la version discreta del

valor de expectacion y la distribucion de velocidades se ve como

((+++)) — %Z(), qlu) = ¢ €RY i =1,... ppl, (3.18)
{a}
ppl
P[{q(u)}] — exp <—]%J Z(Qk - %—1)2) ; (3.19)
k=1

donde identicamos ¢y = ¢(0) y gy = ¢(1) que deben satisfacer condiciones de frontera de

Dirichlet: ¢y = ¢y = 0.

1, . . . .
Desde que tratamos a fo dug? como una suma sobre puntos discretos, estamos discreti-
zando el parametro u que parametriza al camino, entonces estamos conservando las simetrias

del espacio(-tiempo), es decir, invariancia de Lorentz (euclideana), invariacia de norma y
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simetria chiral (en el caso de teorfa cuantica de campos); a diferencia de discretizaciones del

espacio tiempo como discretizaciones sobre la malla (lattice).

Sin embargo, tenemos dos fuentes de error en esta aproximaciéon. Primero, la discretizacion
del parametro u para cada lazo genera un error sistematico que es dificil de estimar; y segundo,

el considerar un nimero finito de lazos genera un error estadistico.

El error sistematico puede ser estimado al calcular el valor de expectaciéon para un niimero
fijo de lazos pero usando diferentes niimeros de puntos por lazo y observando su convergencia.

Esté error puede ser minimizado tal que el error estadistico domina.

A primera instancia uno puede pensar que la desviacion estandar de la media

sobre el niimero de lazos es una buena estimacion del error estadistico. Pero como veremos
en el presente trabajo y como Mazur y Heyl resaltaron [24], esto no es del todo correcto.
Para poder usar (3.20) la distribucion sobre el nimero de lazos tiene que ser Gaussiana.
Para distribuciones no-Gaussianas se tiene que usar otro método para estimar el error, por

ejemplo, Jackknife.

También debemos resaltar que si usamos el mismo ensamble para diferentes valores de ¢
estaremos generando resultados correlacionados. En el presente trabajo usaremos diferentes
ensambles para cada valor de t, evitando esta correlacion, y estimaremos el error como la
desviacion estandar de la media sobre el nimero de ensambles (que es computacionalmete
costoso pero aun puede ser llevado a cabo en computadoras con especificaciones estandares,

incrementando el tiempo de computo).

La naturaleza del problema fisico impone las condiciones sobre los lazos. Aqui necesitamos
lazos tales que los puntos extremos son fijos he iguales, es decir, lazos cerrados con extremos

fijos.

En el contexto de la teoria cuantica de campos se han estudiado problemas como célculos
de energias de Casimir [11], campos escalares inmersos en campos magnéticos constantes [10],
produccion de pares de particula [12], en los que se necesitan lazos cerrados con centro de
masa fijo. En esta direccién se han desarrollado diferentes algoritmos para generar lazos con

estas condiciones, ver [11] y [13].
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Al principio de nuestro trabajo usamos el algoritmo vloop, introducido en [11]| por Gies,
Langfeld y Moyaerts, donde calculan energias de Casimir para geometrias arbitrarias. A con-
tinuacion, recordaremos el algoritmo vloop y daremos a conocer nuestros propios algoritmos

que desarrollamos para este trabajo.

3.4.1. Algoritmo vloop

El algoritmo vloop es basado en una transformacion lineal de variables {q,} — {7, }, tal
que la distribucion Gaussiana discretizada (3.19) es diagonalizada. Para ver explicitamente
el proceso de diagonalizacion revisar [11], aqui recordaremos el algoritmo. Para generar los

lazos debemos seguir la siguiente receta:

1. Generar ppl — 1 nimeros w;, i = 1,2, -+, ppl — 1, distribuidos como exp(—w?)

- 1
V] = — W1,
V ppl
2 [+1—1
'l_)iI — uw“22273,7ppl_1,
V ool \| ppl +2 — i

2. calcular

3. calcular
V1 = 1_)17
Vg = Vg,
1 i—1
v = UV — —————V;_11, donde v;_11 = vi, 1=3,4,...,ppl—1
ppl+2—i M b ;;] bp

4. el lazo unitario es construido por

1 il 1
/ _ = l _ - ;
@ mﬂ<m > (m> z+2)v>,

=2
q7/, = QQ—1+U1'7 Z:2737 7ppl_ 17
ppl—1

Q;)pl = - Z qz/"
i=1



3.4. Implementaciéon numérica 25

5. dezplazar los puntos por g,

G =q — Gy, 1=1,2,...,ppl

6. repetir el proceso NV; veces.

Hay ciertas diferencias con el algoritmo original usado en teoria cuéntica de campos:

= Hay un paso mas. El algoritmo original, los primeros 4 pasos, genera lazos cerrados
con centro de masa fijo. Nosotros necesitamos lazos cerrados con puntos extremos fijos,
qo = gppt = 0, esto lo logramos al hacer un desplazamiento de todos los puntos del lazo
¢’ (paso 5 de la receta). Notese que este desplazamiento es independiente del punto g,

sobre el lazo que elijamos, aqui elegimos desplazar por el punto final del lazo, qj'opl.

= En el segundo paso, los factores de normalizacion difieren por un factor v/2 (al multi-
plicar las ©’s mostradas aqui por v/2 obtenemos las “originales”). Este factor viene del

hecho que estamos trabajando en mecénica cuéntica no-relativista (tenemos un factor

1

; en la distribucion de velocidades, si el lector no esta

de % en lugar de un factor de

familiarizado con este hecho ver la introduccién dada en el capitulo 6).

3.4.2. yloop

El algoritmo vloop mas el desplazamiento del paso 5 generan lazos cerrados con dis-
tribucion de velocidades Gaussiana y con condiciones de frontera Dirichlet ¢y = gy = 0.
Pero es posible acelerar el algoritmo. La clave es que la diagonalizacion del exponente
Y = S (gr — qe—1)? de la ec. (3.19), no es tnica, ya que no es necesario usar una trans-

formacion ortogonal. Uno puede empezar impletando las condiciones de frontera Dirichlet y
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después diagonalizar Y sin introducir las variables v;’s. Explicitamente:

ppl
Y = Z(Qk — 1)’
k=1
ppl—1
= Z (ax = qe1) + @§ + Gy
k=2
ppl—2
= Qi1 T (Gppl1 — Gppi—2)” + Z (gr — qe—1) + ¢
k=2
1 2 g ppl—3
=2 (Qppll - §Qppl2> + 5%%;;172 + (Qpple - Qpplf?))z + Z (Qk - Qkfl) + Q%
k=2
1 2 3 2 21 ey
=2 (Qppl—l - §Qppl—2) + 5 <Qppl—2 - ngpl—S) + ngpl—?, + (Qppl—S - Qppl—4)2 + Z (Qk - Qk:—l) + q%
k=2
_pi_fk“ - 2+ L ¢v¢
= £ 2 Qppl—k ja 1qz)plfkfl opl — 1(]1 4
ppl—1 k41 L 2
= Z T Qppl—k — Frl {dool=k=1 | (3.21)
k=1
donde, en el dltimo paso usamos gy = 0. Esta expresion puede ser escrita como
ppl—1 2
ppl +1 — ( ppl — k
Y = G — — 701 - (3.22)
; ppl — ppl +1—Fk
Entonces, encontramos
lppl +1 — k:
Z pRpptt K s (3.23)
ppl —
con
ppl — k
= Q- —————Q_ k=1,2,...,ppl — 1. 3.24
Vg qk ppl+ 1 _ka 1, ) 4y , PP ( )
El algoritmo correspondiente es
1. Generar ppl — 1 ntimeros w;, i = 1,2, -+, ppl — 1, distribuidos de acuerdo a exp(—w?),

2. calcular

2 ppl — 1
Vi = g |y, 0= 1,2,3, - ppl — 1, 3.25
ppl \| ppl +1 —1 PP ( )
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3. calcular

q1 = V1,

ppl — i :
= v —————q 1, i = 2,3, ,ppl — L. 3.26
G =vit o e pp (3.26)

4. repetir el proceso N;.

Este nuevo algoritmo tiene dos pasos menos que el algoritmo vloop, y no es algebraica-
mente mas complicado. De hecho, no es necesario almacenar los valores v!s; los pasos 2 y 3

puedes ser combinados al sustituir (3.25) en (3.26).

Como un comentario més, hemos visto que el algoritmo yloop es més eficiente que el
algoritmo vloop (en nuestro caso). También notemos que desde aqui podemos generar lazos
con centro de masa fijo, al desplazar el lazo completo {q} por —(¢1 + g2+ - - - @up—1)/pPI, asi,

desplazando el centro de masa a cero.

3.4.3. LSOL (linearly shifted open loops)

La idea de este algoritmo es primero generar trayectorias abiertas con ppl + 1 puntos, es
: , ;L . o : .
decir, con g, # ¢, = 0. Después imponemos un movimiento uniforme dependiente del punto
, . . o . .
final, ¢, tal que el camino resultante termine en g, = go = 0. Introduciremos primero el
algoritmo correspondiente y después mostraremos que este algoritmo genera caminos cerrados

con la distribucion de probabilidad correspondiente. El algoritmo es
1. Generar ppl nimeros w;, ¢ = 1,2, -+, ppl, en lugar de ppl — 1, distribuidos de acuerdo
a exp(—wy),

2. generar un lazo abierto

¢ =/ 2 0
== - W1,
! ppl
/ 2 :
q; = qi—1 + — Wi, 1 = 2737 o 7ppl
ppl

3. imponer un movimiento lineal para cerrar el lazo

1 .
qz:q{»—@q;pl, 1=1,2,--- ,ppl.
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4. repetir el proceso N;.

Los puntos finales son, por construccion, ¢y = gpp = 0.

En comparacion con el algoritmo yloop, tenemos el mismo ntmero de pasos, hay un
punto més que calcular (que no hace mucha diferencia para ppl grande), pero el dlgebra es
maés simple. Por otro lado, aqui es necesario almacenar los valores de todos los ¢’s como un

input para el paso 3.

Ahora, calculemos la probabilidad (no normalizada) de generar un lazo dado {qx}, k =
0,1,2,...,ppl, con qo = gy = 0, usando el algoritmo descrito arriba. Los lazos abiertos
{ap}, B =0,1,2,...,ppl, con g, = 0 pero en general ¢, # 0 que conduce al lazo cerrado

dado {gx}, son de la forma

k
T = qr + mq]’,p,, k=1,2,...,ppl —1, (3.27)

donde q;pl es arbitrario. Desde aqui, la probabilidad para el lazo cerrado {q;} es obtenida
sumando sobre las probabilidades de todos los lazos abiertos de la forma (3.27), es decir, uno
tiene que integrar la probabilidad para el lazo abierto (3.27) sobre todos los valores de q]’[)pl
Si omitimos la normalizacion, que es irrelevante para el calculo de valores de expectacion,

tenemos

ppl
p
Pla) = [ dijyexp (—7 > )
pl 2 1 ?
/ /
= /dqppl €exp <—7 — (Qk — Q-1+ mqppl) >
ool [ & Lo
= /dqz’,pl exp <—7 ( (@ — qr—1) qppz Z Gk — k1) pl2 q/ppl>)
a2l ppl i 2

= (/ g, eW) exp |~ (g — qu—1)" | (3.28)

donde se ha usado
ppl

Z(qk - qkfl) = Qppl — 4o = 0 (329)

k=1
en el dltimo paso. Asi, obtenemos la expresion correcta para la (no normalizada) probabilidad

P[{qx}]. El factor de proporcionalidad

12
/ dg),y e (3.30)
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es completamente independiente del lazo {qx}, de hecho, solo depende de la dimension del

espacio(-tiempo).

Observacion:

= Un incoveniente de la aproximacion numérica es, tal vez, que solo aplica para teorias que
se pueden continuar analiticamente al espacio Euclideano (recuerda que uno comienza
en el espacio de Minkowski), esto es porque la accion que gobierna la distribucion de
los lazos debe ser positiva para poder usar métodos Monte Carlo, ya que todas las
contribuciones son reales y las regiones més importantes proveen puntos méaximos en

lugar de puntos estacionarios en el integrando [16].

= Otra cosa que se debe de mencionar viene del efecto de multiplicar estos lazos por el

factor \/%, que se tiene que hacer para calcular el propagador, ver relacion (3.13).

Para un lazo fijo, multiplicar por el factor \/% encogera o extendera el lazo sobre el
espacio(-tiempo) como se ve en la figura 3.1. Llegara un momento en que los caminos se
extenderan o encogeran lo suficiente que no podran muestrear el potencial de manera
satisfactoria. Este efecto es mayor si los caminos empiezan en un punto lejano al foco
del potencial (refiriendonos al foco del potencial como el punto en el espacio donde el
potencial es mas pronunciado), que corresponden a lo denotado como y y z en (3.13),

un efecto similar se vio en [11].

05—

K

-7 sl
% Praed 2
L

] \ ‘ \ | \ _
15 -1 -0.5 0 0.5

Figura 3.1: Un lazo multiplicado por diferentes factores de \/% Con m = 1 y dimension
d=2.
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No obstante, lo mencionado arriba, en los trabajos de Gies et al. se ha mostrado que el
método worldline numerics trabaja muy bien en el contexto de la teoria cuantica de campos.
Aqui veremos que también trabaja bien para describir fenémenos cuanticos no relativistas

(es decir, en el contexto de la mecéanica cuantica).

De los tres algoritmos presentados arriba decidimos utilizar el algoritmo LSOL, ya que, en
tiempo de computo, es un poco més eficiente y es nuestro propio algoritmo. En el siguiente
capitulo mostraremos los resultados obtenidos al usar el método worldline numerics para
aproximar el propagador del oscilador armoénico, el potencial modificado de Poschl-Teller y

el potencial de Coulomb.



Capitulo 4

Resultados

Como es bien conocido, la manera de mostrar que un nuevo método funciona es a través

de la comparaciéon o reproduccion de resultados bien establecidos.

La manera en la que mostraremos que nuestro método numérico para estimar el pro-
pagador funciona es comparando con las expresiones analiticas obtenidas en el capitulo 2
para el potencial del oscilador arménico y el potencial modificado de Poschl-Teller, calcu-
lando en particular la energia del estado base para cada potencial. Como ejemplo detallado

mostraremos al oscilador armoénico en dimensiéon d = 1.

4.1. Oscilador armonico en dimensiéon d = 1

Como vimos en la secciéon 2.3.2; es posible encontrar una forma cerrada para el propagador
del oscilador armoénico, su expresion es dada en la relacion (2.34), que en el espacio Euclideano

(recuerda que eso significa cambiar t — —it) para d = 1, se ve como

1
mw 2 m W
K )= ————F—— - [(¢? 2 h(wt) — 2 ) 4.1
(z,9:1) (27rsinh(wt)) exp( 2 sinh(wt) [(s” + 2°) cosh(wt) ym]) (4.1)
Ademas, si vamos a cualquier libro de mecanica cuantica (por ejemplo, el libro de Griffiths
[25]), podemos encontrar sus funciones de onda y sus energias, dadas por

()’
2|

¢n(x) =

H,(Vmwzx)e” 2% E, = <n + 5) w, n=0,1,2,..., (4.2)
donde H, (z) son los polinomios de Hermite, y de donde podemos obtener la descomposicion

31
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espectral del propagador, que en el espacio Euclideano se ve como

w2 [ 1 )7
K(zyit) = [ 50 *“Z(Wn.) Hy(Vmisa) H(meog)e P, (4.3)
n=0 :

cuya contribucion del estado base es

Kys(z,y;t) = \/@exp (—%(12 + %) — §t> , FEo= g (4.4)

En la seccion 3.2, resaltamos que para tiempos, ¢, grandes el estado base domina sobre los
demés estados, eso lo vemos en la figura 4.1a. También mencionamos, que cuando esto ocurre
el In(K') sera una linea recta y menos su pendiente dara el valor de la energia para el estado
base, que en efecto sucede, como lo vemos en la figura 4.1b. De la ec. (4.1), vemos que el
propagador depende de varios parametros: m, w, y, x, t. Para comenzar fijemos m =w =1

y y = x = 0, tomaremos estos valores hasta que se diga lo contrario, dejaremos ¢ libre.

Kgs/ Kana
<K

1.0

081

061

04+
E,=0.5000015

0.2

5 10 15 20 25 30

(a) (b)

Figura 4.1: (a)representa la razon entre el propagador considerando solo el estado base y el
propagador completo, en sus expresiones andliticas, (b)—In(K) de la expresion analitica del
propagador. Con m=w=1yy=2=0.

Ademas como conocemos la forma cerrada del propagador, podemos decir que significa
tiempos grandes en los que domina el estado base. En este caso para t > 17, —In(K) analitico

tiene una pendiente Fy = 0.5.

La meta de este trabajo es mostrar que con los algoritmos numéricos dados arriba po-
demos dar una buena aproximaciéon al propagador y que podemos determinar, con buena
aproximacion, cantidades como la energia del estado base de un sistema donde solo tenemos

que conocer su potencial.
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En el caso del oscilador arménico nos interesa comparar (4.1), la expresion analitica para
el propagador, con la expresion (4.5), la representacion numérica del propagador, que para

el caso del oscilador arménico se ve como
K(@,yit) = (5o ) e BOw (™ Bty ) =yt (@ — yhu+ [ —q(t). (45)

La figura (4.2) muestra la compatibilidad entre ambas expresiones.

X Not on the fly
Analytical
o On the fly ]

Figura 4.2: Comparacion entre el propagador calculado numéricamente, ec. (4.5) y la corres-
pondiente expresion analitica, ec. (4.1). Conm=w =1y y =2 =0.

Desafortunadamente, esta compatibilidad no es sobre todo el rango de t. La figura (4.3)
muestra que para valores de ¢t mas grandes, el resultado numérico y el analitico dejan de ser

compatibles.

La fig. 4.3 (al igual que la fig. 4.2) también muestra resultados senalados por las leyendas

on the fly (linea punteada) y not on the fly (linea a trozos):

= On the fly, significa sobre la marcha. Aqui consideramos 1000 ensambles independientes
de lazos para cada valor de t, las barras de error representan la desviacion estandar de

la media sobre el nimero de ensambles.

= Not on the fly, significa que consideramos un ensamble con nimeros de lazos y puntos
por lazo fijos, y lo usamos para calcular el propagador para diferentes valores de t. Las
barras de error representan la desviacion estandar de la media sobre el ntimero de lazos

del ensamble.
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2.5e-07 X Not on the fly |
Analytical
K o On the fly T

2e-07

1.5e-07

le-07

5e-08

Figura 4.3: Comparacion entre las expresiones analitica y numérica para el propagador para
t grande. Conm=w=1yy=2=0.

Lo que podemos observar en la figura 4.4 es que para los procesos on the fly la compatibilidad
entre los resultados numéricos y analiticos se extiende sobre el tiempo, ademas de que las

barras de error son méas pequenas. Explicaremos a que se debe esta diferencia en lo que sigue.

70 :

¥—x t=8
60 —

50 i+ —

P(W)

30 1 .

20 H .

Figura 4.4: Distribucion P(W') sobre el ntimero de lazos para un ensamble fijo. Conm = w = 1
yy=x=0.

La figura 4.4 muestra la distribuciéon de

Ww)=e"2" v ::/ duz?, (4.6)
0

que es la cantidad calculada numéricamente en (4.5) (donde el nombre W es asigando en
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analogia con teoria cuantica de campos, el lazo de Wilson, the Wilson loop, en inglés). Como
podemos observar en la figura 4.4, la distribucion P(W) para un valor fijo de t es comple-
tamente no Gaussiana, por lo tanto la desviacion estandar de la media sobre el nimero de

lazos de un ensamble no es una buena medida del error.

Estadisticamente y como lo hicieron en los trabajos previos relacionados con worldline
numerics, ver por ejemplo [10, 11, 13, 23, 24|, existen diferentes técnicas para dar una mejor

aproximacion al error: Jackknife, agrupamiento, bootstrapping.

Nosotros hemos optado por hacer una especie de proceso Jackknife. Consideramos 1000
ensambles independientes (lo que llamamos procesos on the fly) para cada valor de ¢, y
calculamos el promedio sobre estos ensambles. La figura (4.5) muestra la distribucion de
(W), sobre 1000 ensambles, para un valor fijo de ¢, esta distribucion semeja a una distribucion
Gaussiana lo que nos permite estimar el error como la desviacion estandar de la media sobre

el niamero de ensambles.

40 ‘ ‘ ‘ ‘

*X—x =8

30 g -

454 456 458 46 62
w

Figura 4.5: Distribucion P (W) sobre 1000 ensambles. Con m =w =1y y =x = 0.

De aqui decimos que una buena aproximacion al propagador con buena estadistica, la
podemos obtener al considerar un nimero adecuado de ensambles (observamos que 1000
ensambles son suficientes) independientes para cada valor de t, ademés de que aqui generamos
cada ensamble de lazos sobre la marcha con un nimero de lazos y puntos por lazo fijos,

evitando cualquier tipo de correlacion.

Otro cosa que debemos mencionar es el problema para valores grandes de ¢, como ya vimos
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en la figura (4.3) nuestro resultado numérico deja de ser compatible para valores grandes de
t (t > 50 en este caso, para procesos on the fly). Esto puede ser entendido recordando
que desde un principio nos enfrentamos a un problema al considerar un ntmero finito de
lazos, discretizados por un ntmero finito de puntos, la figura 4.6 muestra la distribucion de
probabilidad por numero de lazos de v definida en (4.6). Como vemos en la figura, la mayoria
de los lazos dan un valor pequefio a v, generando un problema de sobremuestreo® para un

ensamble finito de lazos.

‘

v

Figura 4.6: Distribucion P(v) sobre el nimero de lazos. Conm =w =1y y =2z =0.

En términos de funciones de distribucion de probabilidad (PDF, por sus siglas en inglés)
el valor de expectacion de W puede ser calculado como

(W) = /_OO dvP(v)W (v), (4.7)

[e.e]

donde P(v) representa la funcién de distribucion de v sobre el nimero de lazos para un

ensamble dado.

Como es obvio, la manera inmediata de eliminar el sobremuestreo es considerar un ni-
mero mucho mas grande de lazos y puntos por lazo, en un limite al infinito, sin embargo,
numéricamente eso no es posible. Otra solucion es, para un ntimero razonable de lazos, buscar
un ajuste analitico a la distribucion P(v) y asi hacer una extrapolacion de esta funcion para
valores grandes de v. No obstante, para hacer un buen ajuste necesitamos un buen ansatz
sobre la forma de la distribucién, en nuestra propia experiencia conseguir un buen ansatz no

es facil (pero Gies et al. en [13] dan un buen ansatz para este caso), esto no lo haremos aqui.

1 Es sobremuestro debido al signo del argumento de la exponecial en W, W es grande para valores pequefios
de v y hay muchos de ellos.
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Algo que podemos hacer y nos ayuda a disipar un poco el problema es considerar un
numero adecuado de lazos y puntos por lazo. Como mencionamos al inicio de la seccion 3.4,
este método numérico tiene dos fuentes de error que podemos controlar; el error estadistico,
debido al ntimero finito N, de lazos, y el error sistemético, debido al ntimero finito ppl de
puntos por lazo. Para estimar el error sistemético, tenemos que estudiar el limite al continuo,
la idea es escoger ppl lo suficientemente grande para un Ny, fijo, tal que el error sisteméatico

sea menor que el error estadistico.

La figura 4.7 muestra la estimacion numérica para —In(K) como funcion de ppl compa-
rando con el resultado analitico con los mismos parametros. La desviacion de la estimacion
numérica del resultado analitico por arriba de las barras de error sirve como una medida del
error sistematico. Como podemos ver en la figura es suficiente considerar ppl del orden de

1000.

4.575 oy T T ! !

- X——x 10000 loops

G—=06 5000 loops
4.574 — — — — Analytical |

4.573— —

-In(K)

4572 —

4571 — —

457l Ll Lol Lol Lol
1e-06 1e-05 0.0001 0.001 0.01

1/ppl

Figura 4.7: —In(K’) como funcion de ppl para dos diferentes nimeros de lazos. Las barras de
error son mas pequenas para mayor numero de lazos. Cont =8 m=w=1yy=x =0.

Para una mayor precision debemos considerar un mayor nimero de lazos. La figura 4.8
muestra que para valores mas grandes de Ny, la ventana de compatibilidad con el resultado

analitico es méas grande y que aumentar ppl no hace ninguna mejora.

Ahora pasemos a estimar el valor de la energia del estado base, Ey. Recordemos que
eso es equivalente a calcular la pendiente de —In(K) como funcion del tiempo ¢. Usando el

resultado del propagador con 20000 lazos y 2000 ppl, el valor para la energia del estado base
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T T T
21—

20 — X 5000 loops
° 10000 loops
L a 20000 loops
Analytical

X 5000 loops
r o 10000 loops
4 200 a 20000 loops
Analytical

It K

23

“In(K)
“In(K)

L
|
0 10 20 30 40
t

Figura 4.8: Diferentes ntiimeros de lazos. Coom =w =1y y =2 =0.

que encontramos es

Ey =0.50002(3), te€[5,19], (4.8)
obteniendo una presicion a cinco digitos sobre el valor exacto (Ey = 0.5).

Como se sabe hay diferentes maneras de ajustar datos a una curva. En nuestro trabajo
usamos Mathematica con la instruccion NonlinearModelFit usando un ajuste lineal y bus-

cando los paramétros de error dados por el mismo ajuste.

El ajuste para nuestro resultado numérico no comienza en ¢t > 17 (donde vimos que para
la representacion analitica del propagador obtenemos el valor exacto de la energia), porque
cerca de esta region comienza a haber una discrepancia entre nuestro resultado numérico y

el resultado analitico, no obstante nuestra aproximacion a la energia es buena.

En los resultados anteriores se trabajo con un conjunto de parametros fijos: m =1, w = 1,

y = x = 0. Ahora, mostraremos resultados para diferentes parametros.

De la relacion (4.4), sabemos que la energia del estado base solo depende de la frecuencia
w. La figura 4.9 muestra la dependecia de —In(K) respecto a y y x. Aunque la energia del
estado base no depende ni de y ni de z, al aumentar y y/o x vemos que la ventana de
compatibilidad con el resultado analitico decrese hasta el punto de no poder encontrar una
ventana en la cual podemos estimar la energia. Esto es porque al considerar y y/o = lejanos

a 0 (el foco del potencial) es més dificil para nuestros lazos muestrear el potencial.

La figura 4.10 muestra la dependencia con la masa m. Observamos que si aumentamos m,
—In(K) solo hace un despalazamiento paralelo. Pero, si aumentamos m y al mismo tiempo

y y/o x, la compatibilidad con el resultado analitico decrese conforme avanzamos en t.
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y=1,x=2
60 — =

y=x=2

e
y:x:S -
y=x=0 =g

o o ¥ b

-In(K)

Figura 4.9: —In(K) para diferentes valores de y, x. Las lineas a trozos son —In(K) para la
representacion analitica del propagador. Con m = w = 1.

o m=3,y=1,x=2 -
A m=3, y:x:()
x m=Il, y:x:O h

In(K)

Figura 4.10: —In(K) para diferentes valores de m y y, x. Las lineas continuas son — In(K)
para la representacion analitica del propagador. Con w = 1.

Cambiar w si cambia la energia del estado base, como efectivamente se ve en la figura

4.11, la ventana de compatibilidad es més corta, y se acorta atn maés, si y y/o = son grandes.

Para w = 3, obtenemos una energia igual a
Eq =1.5005(5), te€[3,7], (4.9)

obteniendo una precision a cuatro digitos sobre el valor exacto (Ey = 1.5).
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140 \ H

B o =3, y=x=0 |

120 | o ©=3,y=1,x=2 = —
« =1, y=x=0 =

L - i

In(K)

Figura 4.11: —In(K) para diferentes valores de w y y, z. Las lineas continuas son — In(K)
para la representacion analitica del propagador. Con m =1 .

Observaciones:

= Aumentar N, incrementa la ventana de compatibilidad entre el resultado numérico y
el resultado analitico, aumentado la ventana para estimar la energia del estado base y

también tenemos mayor presicion en la energia.

= Incluso si podemos extender la ventana, esta extension atn no es suficiente para ignorar
el comportamiento asintotico de ¢ grande para el propagador. Podemos dar una muy
buena aproximacion a la energia del estado base pero no podremos obtener su valor
exacto. Si aumentamos mucho Ny, el error llega a ser tan pequeno que no nos permite

hacer una buena estimacion.
= Aumentar ppl no ayuda para extender la ventana.

= Los paramétro que deben tomarse con cuidado para nuestra implementacién numérica
son y y x, ya que si los consideramos muy alejados del foco del potencial no se tendra

un buen muestro del potencial.

4.1.1. Oscilador arménico parad=2y d =3

En dimension d, el potencial de un oscilador armoénico simple es

mwz

2

V(Z) = Z|?, con ¥ € R%. (4.10)
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Este es uno de los potenciales (en general, esto se puede lograr para cualquier potencial
quadratico, cierto????) cuyo propagador se puede generalizar inmediatamente a méas de una
dimension. En un espacio de dimensiéon d, la representacion analitica del propagador en el

espacio Euclideano se ve como

mw : mw
Kzigt) = — T [(lg? + |22 h(wt) — 27 - % 4.11
(%,9:1) <27r sinh(wt)) exp( 2 sinh(wt) [(|y| + |77 cosh(wt) — 2y x]) » (A1)

con energias

d
En:(nnLE)w, n=0,1,2,.... (4.12)

Cuya contraparte numérica es

d
2 m|2_ 22 mw 1 =12 t
K@, 5:1) = (5g) " e B e SR T) - Fu) = g+ (7 = u+ [ — dltu). (4.13)

2mt

El analisis detallado que se hiz6 para el oscilador armoénico con d = 1 también se realizo

en este caso.

I \ T
...... d=1, 5000 loops A
170 ) T d=1, 10000 loops x’i‘f/ —
— — —  d=1, 20000 loops 2=
...... =2, 5000 loops 7‘; ”
Foleenns d=2, 10000 loops = i
o
— — — d=2,20000 loops =<
-
| [-==- d=3, 5000 loops =5 —
60 e

..... d=3, 10000 loops =
— — —  d=3, 20000 loops *ﬁ
d=1, Analytical
d=2, Analytical
d=3, Analytical

In(K)
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Lo que debemos mencionar se aprecia en la figura 4.12. La compatibilidad entre el re-
sultado numérico y analitico decrece conforme la dimensién del problema crece, el intervalo
en t en el que podemos dar una buena estimacion de la energia del estado base decrece (el
efecto de encogimiento y alargamiento de los lazos es mayor conforme la dimension aumenta,).

Lo que es equivalente a decir que el problema de no poder hacer un buen muestreo es més
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remarcable conforme se aumenta la dimension del problema. Aumentar el niimero de caminos

ayuda un poco.

El cuadro 4.1 contiene los resultados de la energia del estado base para d = 1, 2, 3. Atn

se tiene una buena estimacién del resultado.

d| Ey Eum t interval
110.5(0.50002(3) (5, 19]
2| 1.0| 1.0007(3) 5, 19]
3| 15| 1.5003(4) 5, 13]

Cuadro 4.1: Estimacion de la energia del estado base del oscilador arménico para d = 1, 2, 3.

Conm=w=1,7=72=0.

&
1
B

80—

DL

g823
monon
&
]
B

“In(K)

= 500

400

& 300

200

100

Figura 4.13: —In(K) para d = 3, a la izquierda w

diferentes w. Con § = Z = (0,0,0)

= 1 y diferentes m; a la derecha m =1y

200 - ‘ ‘

y=x=(0,0,0)

o y=x=(5,0,0)

150 y=x=(5,0,0),

y=x=(0,0,0),

ana

ana

In(K)

Figura 4.14: —In(K) para d = 3 y diferentes ¢, . Con m =1, w =1,
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Variar los paramétros m, w, ¢y, £ muestra un comportamiento anélogo como en dimen-
sion d = 1. Cambiar m no tiene efecto a la energia, como se ve a la izquierda de la figura 4.13;
aumentar w disminuye la ventana (para d = 3, w = 3, no fuimos capaces de encontra una
ventana para determinar la energia de estado base), como se ve a la derecha de la figura 4.13.
Incrementar y y/o = disminuye el intervalo de compatibilidad, y hace méas dificil encontrar

una ventana para estimar la energia del estado base, , como se ve en la figura 4.14.

4.2. Potencial de Poschl-Teller modificado

En la secciéon anterior, estudiamos un potencial que como soluciéon cuéntica tiene solo
estados ligados. Ahora estudiaremos un potencial que tiene como solucién tanto estados
ligados como estados de dispersion, haciendolo un potencial més interesante para mostrar la

eficiencia del metédo numérico aqui utilizado.

Recordemos que el potencial Poschl-Teller modificado es
a*> viv+1)

Vig) = —— 2\ ")
(@) 2m cosh®(ax)’

(4.14)

donde v, entero positivo, representa el nimero de estados ligados, a es un factor necesario
7 9 Y

para tener las dimensiones correctas y m la masa del sistema. La expresion analitica del

progador fue dada en la relacion (2.53), en la seccion 2.3.3, que en el espacio Euclideano se

ve como

-1
QU — 2
K(z,y;t) = Z v—n) (V—'n)em(” Wt prv (tanh(ay)) P (tanh(az))

\/7 a2t y)Z) ' (4.15)

Cuya energia también fue determinada
2

a
E,=——w-n)? n=0,1,2,...,v—1. 4.16
= w-n) (4.16)
Queremos comparar el propagador en su expresion analitica, ec. (4.15), con su aproxima-

ci6n numérica:

L m +9 u(u+1) 1
K(x,y;t) = (£> ey’ <e Jo CO*h2<Gm>> , z(uw)=y+ (r —yu+

t
_Q'

(117)
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Fijemos el parametro a = 1 (de aqui y en lo siguiente) y consideremos el caso v = 1, es
decir, que solo tenemos un estado ligado. La figura 4.15 muestra la compatibilidad entre el
resultado analitico y la aproximacion numérica. Esta figura es muy ilustrativa, en general un
sistema cuantico tiene como soluciones tanto estados de dispersion como estados ligados; al
inicio los estados de dispersion dominan el comportamiento del propagador pero después de
un tiempo los papeles se invierten, los estados ligados dominan sobre los estados de dispersion
y este dominio se mantiene hasta infinito asintoticamente, esto es apreciado facinantemente

en la figura.

[ I I]

1.2+ o Numerics |
——— Bound i
— . — — Scattering i
1= Analytical ] _

0.8 —

0.6 —

0.4

02

o —— g ——a == \ H
0 5 10 15 20
t

Figura 4.15: Comparacion entre el propagador en su versiéon analitica con su aproximacion
numérica, para el potencial Poschel-Teller modificado. Conm =1, y=2 =5, v = 1.

Nuevamante estudiemos P(WW) para un valor de t fijo, donde ahora

7ta2u(v+1)v 1 1
Ww)=e""2n " wv:i= [ dui—5—, (4.18)
o  cosh”(ax)

sobre el nimero de caminos. La figura 4.16 muestra que la distribuciéon no es Gaussiana,

obligdndonos a estimar el error como lo hicimos para el caso del oscilador armonico.

Aqui, también consideraremos el error sobre un conjunto de 1000 ensambles. La distribu-

cion sobre los ensambles es dado en la figura 4.17, como vemos presenta una forma Gaussiana.

Por su parte, la distribucion de v definida en (4.18) se ve como en la figura 4.18. La

distribucion P(v) es diferente que en oscilador armoénico, aqui solo tenemos un poco de
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0.006

0.005 |~

0.004 —

P(W)

0.002 —

0.001 —

Figura 4.16: Distribuciéon
m=1v=1y=x=0.
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P(W) sobre el numero de caminos para un ensamble fijo. Con

P(W)
T
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Figura 4.17: Distribuciéon sobre 1000 ensambles. Con m =1, v =1,y =x = 0.
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sobremuestreo. Hay una pequena inclinacién a tener mas valores grandes de v, dado al signo

en el exponente de W nos lleva a un poco de sobremuestreo en la distribucién.

La figura 4.19 muestra que los puntos por lazo necesarios para tener un resultado estable

es del orden de 1000ppl.

Con esto, podemos dar nuestro valor estimado a la energia del estado base. La figura 4.20

muestra el logaritmo del propagador en este caso, y como vemos es una linea recta después

de un tiempo (de hecho un tiempo corto).
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Figura 4.18: Distribucion P(v) sobre el numero de lazos.

t=20, a=1, m=1, v=1, x=y=0

9.33—

932

In(K)

93

T I

T

| |

T T

O 10000 loops
X 5000 loops

f
;

| L

le-05

0.0001 0.001

1/ppl

0.01 0.1

Figura 4.19: In(K) como funcion de ppl para dos diferentes nimeros de lazos. Las barras de
error son mas pequenas para mayor nimero de lazos. Conm =1, v=1,y=2 =0, t = 20.

El valor de la energia del estado base es

Ey = —0.4999(1),

t €19,20],

(4.19)

que tiene cuatro digitos de compatibilidad con el resultado exacto, Fy = —0.5.

El efecto de incrementar y y/o = se ve en la figura 4.21. Este efecto es menor en compa-

racion con el oscilador armonico, la compatibilidad con el resultado analitico se matiene por

mas tiempo.
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30 —

o Numerical

»sl [— Analytical & = N

60

Figura 4.20: In(K) comparando el resultados analitico con el resultado numérico para el
potencial Poschl-Teller modificado. Con m =1, v=1, y =2 = 0.

30 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Figura 4.21: In(K) con m = 1, v = 1 diferentes valores de y y/o z.

Consideremos ahora v = 2, es decir, dos estados ligados en el sistema, ver figura 4.22.

Utilizando los paramétros m = 1, y = x = 0, la energia estimada del estado base es
Ey=—-1.999(2), te[8,17], (4.20)

con tres digitos de compatibilidad con el resultado exacto Fy = —2.

En general, si tenemos v mas grande, también la ventana de compatibilidad con el resul-

tado analitico decrece. Este efecto es mayor si se aumenta y y/o x.

Para cerrar el contenido en esta seccion y la anterior diremos que
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60 T T
£
[ X m=l, v=1, y=x=0 ;
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Figura 4.22: In(K) para v = 2 comparando varios conjuntos de paramétros. Las lineas rectas
representan In(K’) para la version analitica del propagador.

= Usando worldline numerics somos capaces de sumar sobre caminos y numéricamente

estimar el propagador de la mecénica cuantica.

= Hemos calculado las energias del estado base para dos diferentes potenciales con buena

presicion.
= Numéricamente, el intervalo para el cual el estado base domina es finito.
= Aumentar el nimero de caminos ayuda a incrementar ese intervalo.

= Juzgando por los resultados obtenidos para el oscilador armonico el intervalo decrece

incrementando la dimension del sistema.

El potencial del oscilador arménico y el potencial de Poschel-Teller modificado tienen en
comun que son potenciales regulares, es decir no presentan singularidad en su representacion.
En la siguiente seccion estudiaremos al potencial de Coulomb, que presenta una singularidad

en r = 0, veremos que esta singularidad lo hace especial.

4.3. Potencial de Coulomb, d = 3

El potencial de Coulomb es representado por

V(r)=—--, (4.21)
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donde 7 es la coordenada radial en un espacio 3 dimensional (d = 3), « es positiva y es la

constante de acoplamiento (que representa la intensidad de la interaccion).

Este es un potencial importante en la fisica. En mecéanica cuantica? admite estados con-
tinuos, que describen la dispersion protén-electron, y también estados ligados, que describen

al 4tomo de Hidrogeno.

Hasta ahora no ha sido posible encontrar una expresion cerrada para el propagador, pero
si es posible resolver la ecuacién de Schrédinger correspondiente, de donde podemos obtener
la representacion espectral del propagador. La mayoria de los libros de texto de mecanica
cuantica resuelven la ec. de Schrodinger correspondiente y determinan los estados ligados
(ver, por ejemplo, [25]), pero hay otros, como el libro de Landau y Lifshitz [20], que también

dan la solucion para los estados de dispersion.

La ecuacion de Schrodinger a resolver es

1

5 VIU(E) + V(P(@) = BY(@), =17, (4.22)

donde m es la masa reducida para un sistema de dos particulas.

Los estados ligados son descritos por la funciéon de onda

B 2\’ (n—1-1) o (2r 2\ o,
Unim (1,0, 0) = \/(nao) TR e "o (n—ao) L <n_ao> Y0, ¢), (4.23)

donde n = 1,2,3,...; 1 =0,1,2,--- ,n—1; m = —l,--- ,l; ag es el radio de Bohr (esta

relacionado con a através de ag = —=), ¥;™(6, ¢) son los arménicos esféricos, L¥(z) son los
polinomios generalizados de Laguerre, cuya convenciéon es la misma que en Mathematica®,

en el libro de Fliigge [21] y que damos en la relacion (B.6) en el apéndice B.

Con energias ,
ma” 1
By=——f5 n=123... (4.24)

Mientras que los estados de dispersiéon son

Vrim(r,0,0) = Ra(r)Y,"(0,0), (4.25)

2Mientras, que en teorfa electromagnética (que es donde uno primero lo encuentra) es obtenido por la ley
de Coulomb al considerar la interaccion electromagnética entre dos particulas con carga opuesta.
3La relacién entre las convenciones del libro de Griffiths LF . () v Mathematica L™, () es

LZ,, Math (Z) = (0 + k)!L]:L,Griﬂiths(‘r)'
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donde la parte radial (ver [20] o [26]) ahora es

oh )|

exp{ (\/ 2Fr — ) (2\/\?%757”))}
“

r<—@+z+1>

Rin(r) = 2IP(~

] ]
41—
V2E V2E

—1,—2i 2Er) . (4.26)

con GG la funcién hipergeométrica definida como

6 _’_a(a—i-l;'ﬁ(ﬁ—i-l)ﬁ_i_“.’

donde ahora cada eigenvalor es infinitamente degenerado, para cada valor de E corresponde

Gl B,7) =1+ 22 (4.27)

un infinito nimero de estados con [, todos los enteros de 0 a co, y con — < m < [.

Esto nos permite conocer al propagador del potencial de Coulomb en su descomposicion

espectral, dada por

n—1

00 !
= ZZ Z Vi (T nlm(Fy)eiiEnt

n=1 1 —

£33 inlle Vi 0,61 | RetRan)e ™, @2s)

que en el espacio Euclideano (cambiar t — —it) se ve como

co n—1

ZZ Z wnlm Tz nlm( )e_Ent

n=1 =0 m=—1

0 l 00
£33 Vil 8V 6000) [ Bl Bl ™ (429)
1=0 m=—1 0
Cuya contribucién del estado base al propagador es
mao

. ma?
Kys(7, ;1) = —exp { —ma(re +1y) + —~t . (4.30)

Con el potencial de Coulomb también queremos hacer lo que hicimos en las secciones
previas. Poner a prueba el método numérico utilizado aqui y determinar la energia del estado
base del sistema. El propagador en su representacion numérica es

3
K7, 5.0) = (5) e Bl (el -y = 7)) =
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Desafortunadamente, aqui no podemos comparar los propagadores en su representacion
numérica versus analitica, desde que no tenemos una forma cerrada. Es aqui, donde comen-

zamos a ver la ventaja de tener una aproximacion al propagador.

Comenzemos por conocer cuantos lazos y ppl son necesarios para tener un resultado
estable. La figura 4.23 muestra que es suficiente considerar ppl del orden de 10000 (10 veces

méas que en los casos anteriores).

t=10, m=1, o =1

T I T T T

- x 10000 loops %,
o 5000 loops
57 —
<

=451 % -

x
4+ x _

X
- 2

'z % s |

L | L

0.0001
1/ppl

Figura 4.23: In(K) como funcion de ppl. Con =1, m=1,t =10, y = Z = (1,0,0).

Aqui también seremos cuidadosos para estimar los errores en nuestra aproximacion, es-
te calculo es numéricamente mas demandante que en los casos anteriores, por lo que solo
consideraremos 100 ensambles independientes para cada valor de ¢. Sin embargo, aqui hay
un nuevo efecto que debemos mencionar, y es méas claro si primero consideramos un solo

ensamble para diferentes valores de t.

La figura 4.24 muestra la existencia de skyscrapers, valores abruptamente grandes en el
propagador. Este fenémeno se debe al potencial mismo, en r = 0 el potencial es singular.
Cuando un skyscraper aparece significa que por lo menos uno de los caminos del ensamble pasa
cerca de la singularidad dando una gran (en ocaciones enorme) contribucion al propagador.

En dos dimensiones, estos caminos se ven como en la figura 4.25.

Este efecto es un poco discipado al considerar més de un ensamble, no obstante, incluso

con nuestras 100 simulaciones el efecto sigue presente. Inspirados, nuevamente, en trabajos
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le+12

1e+09

2 1e+06

K(In scale)

1000

Figura 4.24: Existencia de skyscrapers, un ensamble con m = 1, a = 1, ¥ = ¥ = (1,0,0),
N, = 10000, ppl = 5000.

4e-05— =

2e-05 = —

-2e-05

4e-05 g B

| I | | |
-0.18259 -0.18258 -0.18257 -0.18256

Figura 4.25: Caminos para d = 2 que pasan cerca de la singularidad r» = 0 definido en (4.31).
La figura a la derecha es un acercamiento de la figura a la izquierda, la estrella representa la
posicion de la singularidad. Con t = 30, ¥ =& = (1,0,0), a = 126_57r’ ppl = 2000.

previos realizados en el contexto de teoria cuantica de campos (ver [9] y [27]) aplicamos un

método que ayuda a manejar la singularidad: smoothing.

4.3.1. Smoothing

El W correspondiente en este caso es

W = e, (4.32)
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con
1
1 . . . t
v:/ du—, r=1Z(u)| = |7+ (Z—yu+1/—qtu)|, (4.33)
0 r m
cuya version discretizada se ve como
1 & & i \/7
v=— —=— i, =Y+ (@ —9)— +4/—ql, (4.34)
ppl = ri  ppl ; ( )ppl m

donde v; := 1/r; es evaluado en el i-ésimo punto del camino discretizado. Lo que el proceso
smoothing hace es evaluar v; sobre la linea que une a dos puntos consecutivos sobre el camino,
digamos la linea que une al punto x;_; con el punto x;. Desde el punto de vista geométrico
podemos parametrizar esta linea. Sea [ el pardmetro de parametrizacion, entonces la linea

recta que une a estos dos puntos es descrita por
l’z(l) =T;_1+ (I’Z — Ii_1>l, l e [0, 1], (435)

entonces

we(0)] = VD) - mall) = \Ja2 + 2w (= a)]+ (= w0202, (4.36)

La figura 4.26 ilustra el camino discretizado donde dos puntos consecutivos se unen por lineas

rectas.

Figura 4.26: Camino con smoothing.

Con esta parametrizacion

1 ! 1 ! 1
e = [ a
T 0 \/ l‘,(l) : J,’Z(l) 0 \/1’22_1 + 21‘1‘_1 : (IZ - l’z'_l)l + ([Ez — (L’i_l)QlQ
1 2 e —
_ —ln ( fz Ti -+ Ti—1 + ‘xz ZT; 1sz| ) 7 (437>
|z — 21| —x7 T i+ | — @ || T

donde fue posible calcular la integral paramétrica de forma cerrada. La distribucion de v,

definida en la relacion (4.33), se muestra en la figura 4.27 en sus dos versiones antes y
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después de aplicar smoothing. Notese que la distribucién es la misma antes y depués de
aplicar smoothing, lo que significa que aplicar smoothing no cambia la fisica del problema,
también la distribucién se parece mucho a la distribuciéon de v para el oscilador armonico,
pero en este caso tenemos un problema de submuestreo de la distribucion; esto porque el

signo en la exponencial ahora es positivo.

X—X Smooth
&—o Unsmooth

0.4 0.6 0.8 1 12 14

Figura 4.27: Distribucion P(v) antes y después de smoothing, un ensamble con m = a =
1, =7 =(1,0,0), N, = 10000, ppl = 5000.
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Figura 4.28: In(K) antes y después de smoothing, un ensamble con m = o« =1, § = 7 =
(1,0,0), Nz = 10000, ppl = 5000.

El proceso smoothing junto con el promedio sobre 100 ensambles muestra una discipacion

al problema de la singularidad, como lo podemos observar en la figura 4.28. Usando esto
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podemos estimar un buen valor para la energia del estado base. La figura 4.29 muestra el

In(K) para el potencial de Coulomb, donde obtuvimos la energia del estado base igual a
Ey=—0.498(2), te]9,16], (4.38)

teniendo una presiciéon a 3 digitos sobre el resultado exacto Fy = —0.5.

Figura 4.29: In(K) para el valor estimado de Ey, con m = 1, a = 1, ¥ = & = (0.01,0,0),
Ny, = 160000 y ppl = 20000.

Nuevamente, tenemos varios pardmetros que caracterizan al propagador. La figura 4.30
muestra In(K') para diferentes valores de «, ¥ y/o Z. En esta figura, se pueden ver dos cosas.
Para valores de o menores a 1 el comportamiento asintotico para tiempos grandes tarda més
en presentarse, es decir, para encontrar un comportamiento lineal de In(K’) tenemos que ir a
tiempos mas grandes, en comparacion con el caso a = 1, como se ve a la derecha en la figura

4.30. Para a = 1/4 = 0.25, obtenemos la energia
Eq = —0.0312(1), t € [80,100], (4.39)

obteniendo 3 digitos de precisiéon en comparaciéon con el resultado exacto Ey = 0.03125.
Para valores de o mayores a 1, el comportamiento asintético aparece antes haciendo dificil

encontrar una ventana para calcular la energia del estado base.

En el caso de un potencial singular aparece un nuevo efecto numérico. Si algin lazo pasa
cerca de la singularidad del potencial, este lazo daré la mayor contribuciéon al propagador,

en ocaciones serd una contribucion muy grande que se mostrard como un skyscraper. El
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a=1/4
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T [
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Figura 4.30: In(K') para diferentes valores de « .

proceso de smoothing sobre los lazos, que no altera la fisica del sistema, discipa la aparicion

de skyscrapers, y nos permite estimar un buen valor para la energia del estado base.

En el siguiente capitulo, mostraremos los resultados obtenidos para otro potencial singu-

lar, el potencial de Yukawa.



Capitulo 5

Potencial de Yukawa

El potencial de Yukawa, nombrado asi en fisica nuclear, es un apantallamiento del poten-
cial Coulomb. En 1935, Hideki Yukawa |28| propuso6 que la transicion de una particula pesada
del estado neutrén al estado protén no siempre es acompanada por la emision de particulas
ligeras, es decir, un neutrino y un electrén, pero la energia liberada por la transiciéon algunas
veces es tomada por otra particula pesada, que después se transformaréa de un estado protén
a un estado electron. Asi, el potencial de la fuerza entre el neutrén y el protén no debe ser del
tipo Coulomb, pero debe decreces més rapidamente con la distancia, llevando a una expresion

de la forma

V(r) = -« , (5.1)

donde « es la contante de acoplamiento y 1/ es el rango de la interaccion. Este potencial
también aparece en fisica de plasmas, representa el potencial de una particula cargada en
un plasma débilmente no ideal [29], asi como en electroélitos y coloides, ahi es conocido como
potencial de Debye-Hiickel. En fisica de estado sélido es conocido como potencial de Thomas-

Fermi y mide los efectos de una particula cargada en un mar de electrones conductores.

En mecénica cuantica, la fisica de este potencial depende fuertemente del valor del para-
metro de apantallamiento p. Mientras que para el caso de Coulomb p = 0 existe un ntmero
infinito de estados ligados, para cualquier valor positivo de u el apantallamiento es suficiente
para reducir este nimero a un ntmero finito [30-32|, y para g mas grande que un cierto
valor critico ., los estados ligados dejan de existir completamente. Este valor critico es

proporcional (en nuestras unidades) a am (ver [30, 33-39)):
fe = 1.19 am . (5.2)

57
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A pesar de su cercania superficial con el potencial de Coulomb, el de Yukawa comparte
dificilmente cualquiera de las excepcionales propiedades matematicas del primero. Para este
fin, i # 0 ni los eigenvalores, ni las eigenfunciones ni el parametro critico de apantallamiento
son conocidos en forma cerrada. Esta combinacién de importancia fisica e intratabilidad
matemaética hace al potencial de Yukawa un caso natural de prueba para los método de

aproximacion en mecanica cuantica.

En lo siguiente, daremos primero un resumen de lo encontrado en la literatura, enfocan-
donos en la energia del estado base Ey(u) y el apantallamiento critico p.. Usaremos la teoria
de perturbaciones, el método variacional y el método worldline numerics para dar nuestra

propia estimacion de la energia del estado base del potencial de Yukawa.

5.1. Resumen de la literatura

Diferentes teoremas generales exiten para determinar la existencia y el nimero de estados
ligados para un potencial dado. En 1951, Pais y Jost [30] mostraron que para un potencial
3 dimensional esférico tal que I = 2m [ dr 7|V (r)| es finito, deben existir estados ligados
para [ > 1. Un ano después, Bargmann [31] provo que el nimero de estados ligados, n;, para

un nimero cuantico de momento angular dado, [, es restringido por

(204 1)n, < I. (5.3)

Para el potencial de Yukawa, esta relacion (en nuestras unidades) es (20 + 1)n; < QTmoz.

En particular no pueden existir estados ligados para p > 2ma. La desigualdad (5.3) fue

rederivada y mas generalizada en 1960 por Schwinger [32].

Como ya fue mencionado, hasta la fecha, no existen resultados exactos ni para las funcio-
nes de onda ni para la energia del potencial de Yukawa. Dentro de los calculos aproximativos,
el método usado méas ampliamente ha sido el principio variacional. En 1962, Harris [33]| uso
funciones de prueba construida de las soluciones 1s, 2s y 3s del potencial de Coulomb para
obtener buenos resultados para la energia del estado base y de las primeras 45 energias exci-
tadas del sistema. En 1990, Garavelli y Oliveira [35] aplicaron el método variacional usando la
solucion 1s de la solucion de coulomb junto con una segunda funcién de onda envolviendo un

parametro de apantallamiento por ser determinado. In 1993, Gomes et al. [36] desarrollaron
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un proceso de dos pasos donde funciones de prueba optimizadas con pocos pardmetros son
obtenidas por una combinacion lineal inicial de orbitas atémicas (LCAQO, por sus siglas en
inglés, linear combination of atomic orbits) hasta con 26 funciones base. Esto les permitio
obtener valores muy precisos para Fo(p) y ji., v también demostrar la deslocalizacion de la
funcion de onda del estado base en la transicion ligado-no ligado, es decir, ¥y(r) — 0 para
t — pte. Ellos también fueron capaces de determinar los exponentes criticos para ¥2(0) y Eqy

para esta transicion.

Algo menos popular en este contexto ha sido teoria de perturbaciones. El trabajo de Harris
ya antes citado [33] fue el primero en tratar al potencial de Yukawa como una perturbacion del
de Coulomb, aunque solo a primer orden en la teoria de perturbaciones. Gontil et al. [40] en
2006 combinaron el tratamiento perturbativo con una expansion del factor exponencial e ™",
En 1985, Dutt et al. [41] usaron un potencial de Hultén escalado en lugar del de Coulomb

como el Hamiltoniano no perturbado.

En cuanto a aproximaciones numéricas, in 1970, Rogers et al. [34] resolvieron la ecuacion
de Schrodinger numéricamente. Para el mismo proposito, en 2005 Yongyao et al. [38] usaron

los algoritmos Runge-Kutta y Numerov algorithms, tanto como métodos Monte Carlo.

Tmabién han habido aproximaciones menos estandar para analizar el potencial de Yuka-
wa. Garavelli y Oliveira [35] usaron un proceso iterativo para resolver la ecuacion de Schro-
dinger en el espacio de momentos. En 2012, Hamzavi et al. [42] usaron el método parametrico
generalizado de Nikiforov-Uvarov para obtener soluciones aproximadas analiticas de la ecua-

cion de Schrodinger, y mostraron que esto trabaja bien para p < 0,15ma.

En la figura 5.1 motramos la gréfica de Ey(u) obtenida al promediar los resultados dados
por varios autores, basados en TABLE I de [35] (no hemos incluido aqui los resultados de

[36], ya que ellos solo consideraron solo cuatro valores diferentes de p).

Los valores de p. dados por diferentes autores estan listados abajo en el cuadro 5.1 de la

seccién b.4.
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Figura 5.1: Un promedio de la literatura para el estado base, Ey(u), del potencial de Yukawa.
Conm=a=1.

5.2. Teoria de perturbaciones

Como es bien sabido, la teoria de perturbaciones es uno de los proceso que ayuda a
encontrar soluciones aproximadas a un sistema que no puede ser resuelto exactamente, esta
solucion se construye a través de soluciones exactas bien conocidas de algiin otro sistema. Es
una herramienta muy ttil para los fisicos y tal vez la més usada; pero la expasion perturbativa
se vuelve rapidamente tediosa a 6rdenes altos, por esta razoén la mayoria de las veces solo
es trabajada hasta segundo orden en la perturbaciéon y ni siquiera las féormulas a orden mas
alto son dadas en los libros (ver, por ejemplo, Griffiths [25]). Excepcionalmente, Landau y
Lifshitz [20] dan las formulas hasta tercer orden, el cuarto orden es trabajado por un articulo
no publicado [43| y Wikipedia [44] tiene las formulas para las correciones hasta quinto orden
a la energia. Estas expresiones, que hemos verificado por un calculo independiente, son dadas

en el apéndice B para una facil referencia.

En esta seccion, aplicaremos estas formulas para calcular la energia del estado base del

Hamiltoniano de Yukawa:

Hyy = ——V? — =V e — (1 - 5.4
Yuk 2m @ T . 2m T+T( ¢ )/’ ( )
Ho A

tomando como ventaja que el caso del potencial de Coulomb es resuelto exactamente, donde

las funciones de onda son dada en (4.23) y las energias en (4.24).

Desde que el estado base no perturbativo, 1199, y la perturbaciéon AH son simétricamente
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esféricos, es facil ver que los eigenestados con momento angular distinto de cero no contri-
buiran a ningin orden en la expasion perturbativa, esto por la relacion de ortonormalidad

entre los armonicos esféricos, es decir,

/ ’ / 7 06 sin(8)Y (0, 6V (6. 6) = Swbum. (5.5)
0 0

Esta relacion simplican enormemente la expansion perturbativa (donde tenemos que calcular
los elementos de matriz (| AH |1100)), v en particular la reduce al caso no degenerado,
tal que podemos usar las férmulas de la teoria de perturbaciones no degeneradas dadas en
el apéndice B, y podemos restringirnos a usar solo la eigenfunciones 1, = 1,9 desde el
principio. Las expresiones perturbativas involucran, aparte de las diferencias entre energias
Ay = E, — Ep, solo el elemento de matriz V,,,,, = (¥,|AH |¢n,), que obtuvimos en forma
cerrada en (B.8). Del segundo orden en la correccion en adelante las expresiones perturbativas
involucran sumas infinitas sobre el niimero cuéntico principal n que no fuimos capaces de dar
en forma cerrada. Sin embargo, estas sumas convergen rapidamente (al menos como 1/n?%),
asi que podemos usar un corte en las sumas; usando C+-+, fuimos capaces de sumar los

primeros 19 términos de cada suma infinita.

En la figura 5.2 mostramos una grafica de los resultados de estos calculos para la energia
del estado base como una funcién de p a diferentes ordenes en la teoria de perturbaciones
(elegimos m = o = 1), junto con la curva del promedio de la literatura mostrada en la seccién
anterior. Observamos que la teoria de perturbaciones trabaja bien hasta p ~ 0.5 pero lo deja
de hacer para p 2 0.8. Como uno espera, la adicién de términos mas altos retrasa la aparicion
de este rompimiento, pero no significantemente. También es interesante notar que, dentro del
rango donde la teoria de perturbaciones trabaja bien, la serie perturbativativa para p fijo atin
muestran un aparente comportamiento de convergencia a quinto orden, aunque es sabido que
las series perturbativas en mecénica cuéantica (tanto como en teoria cuéntica de campos) son
generalmente asintoticamente divergentes ( ver, por ejemplo, [45]). Serfa interesante empujar

estos cédlculos a ordenes més altos para ver la apariciéon de esta asintoticidad.

Como una revision a el corte usado para la suma sobre el ntimero cuéantico principal,
mostramos en la figura 5.3 la grafica correspondiente para la suma de solo los primeros 10
términos, en lugar de 19, en todas las sumas. Las graficas son indistinguibles en el rango de

i en el que la teorfa de perturbaciones trabaja bien.
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Figura 5.2: Energia del estado base Ey(u) del Hamiltoniano de Yukawa a varios 6rdenes en
la teoria de perturbaciones (para m = o = 1) con corte en n = 19, junto con la curva del
promedio de la literatura.
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Figura 5.3: Energia del estado base Ey(u) del Hamiltoniano de Yukawa a varios 6rdenes en
la teorfa de perturbaciones (para m = o = 1) con corte en n = 10, junto con la curva del
promedio de la literatura.

La expansion en AH es efectivamente una expansion en u, lo que sugiere que se pueden
obtener mejores resultados de la misma serie perturbativa con una diferente ruptura del
Hamiltoniano de Yukawa: en lugar de (5.4), removamos el término lineal en p contenido en

el potencial de Yukawa, que corresponde a un término constante en el Hamiltoniano de AH
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a Hy, es decir,

B 1 o « Qo -
Hyuk = %V ? + jyqe’ + ;(1 ur € ) . (56)

[\ J/

-~

~
H)) AH

La nueva H| tiene las mismas eigenfunciones como Hy, y los eigenvalores son desplazados

por una constante pa, es decir,

E, = — — + . (5.7)

Rehaciendo los calculos perturbativos con esta modificacion, hasta quinto orden y con el

mismo corte en n = 19, obtenemos los resultados mostrados en la figura 5.4 para Ey(u).
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Figura 5.4: Energia del estado base Ey(u) del Hamiltoniano de Yukawa usando H|, (para
m = « = 1) con corte en n = 19, junto con la curva del promedio de la literatura.

Comparando con la figura 5.2 vemos que la nuevo ruptura no hace ninguna mejora.

Una importante observaciéon es que incrementar el corte arriba de n = 19 conduce a una
inestabilidad numeérica en la teoria de perturbaciones a quinto orden, debido a cancelaciones
delicadas entre ntimeros grandes (generados por los factoriales y las combinaciones en las

ecuaciones en el apéndice B).
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5.3. Principio variational

Para el caso de la energia del estado base, el principio variacional provee un método de
aproximacion que es universalmente més aplicable que la teoria de perturbaciones, y frecuen-
temente da resultados precisos con poco esfuerzo. Establece que para obtener la energia del
estado base de un sistema descrito por un Hamiltoniano, H, en el caso en que no es posible
resolver exactamente la ecuacion de Schrodinger, uno puede tomar cualquier funcién de onda
normalizada ¢ y usando la representacion espectral del Hamiltoniano es facil ver que uno
siempre tiene que

Ey < (¢[H|y). (5.8)

Esto es, al menos que 9 sea el verdadero estado base, el valor de expectacion de H en el

estado 9 ciertamente sobre estimaré la enegia del estado base [25].

Para el Hamiltoniano de Yukawa (5.4), la eleccion mas simple posible es una funcion de
prueba ¢, (r) que simule a la funcién de onda del estado base del potencial de Coulomb, este

es Y09 de la ecuacion (4.23):

Uy (r) eh. (5.9)

Esta funcién de onda estd normalizada, y b es el parametro variacional que necesita ser
ajustado para minimizar el valor de expectacion del Hamiltoniano (??7). Desde que solo hay

dependencia radial los calculos son simples:

1 r2=2br .
9 _r
\% wt(r) = \/W h2r2 ¢’

47]' & r’r‘2 — QbT T 1

2 _ d 25 Ty =

(W) P2 (1) ng/o et et =
e HT 4 [ re b, 4
= — drrie s T = —
<¢t(7”) r wt(r>> ™ J, et r ¢’ b(2 + bu)?
Esto nos lleva a
1 4

Ey = (y(r) [ H |y (r)) (5.10)

T omb? agmb(2 + bp)?’
donde también usamos la relacion a = 1/(may).
La minimizacion de la expresion (5.10) lleva a una ecuacion algebraica de 3er orden.

Curiosamente, aunque el método variacional ha sido aplicado para el potencial de Yukawa

por varios autores con la misma funcion de prueba (5.9), ver también [25] (problema 7.14),
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la solucién exacta a esta ecuacion algebraica parece no estar en la literatura. Mathematica
da la solucién como

1
 3agp?

i6%/3(i + /3) (=6 + Sagp)
1/3
<—36u3 + 45aout — 9aop® + app/3(—9 — 20agp + 27a0,u2)>

bo(1)

[ — 6u(—2 + aou) +

1/3
+ 6'7(1 + iv/3) (=364° + 45a0u* — 9aou® + aou®v/3(=9 — 20ap + 2Tag?)) |, (5.11)

Aunque no es obvio, esta solucion es real (de hecho las tres soluciones a la ecuacion lo son).
De las tres, la solucion fisicamente relevante es tal que by(u) debe resultar en el valor de
Coulomb ay para p — 0. En efecto, la expansion de (5.11) para p < 1, va como ag mas
perturbaciones en potencias de u:
bo = agp + Zag,uz —agp® + %agu‘* — 6app® + O(u°) . (5.12)
En la Fig. 5.5 vemos el resultado de reemplazar (5.11) en (5.10), junto con la curva
promedio de la literatura y las curvas para las dos versiones de la teoria de perturbaciones
a quinto orden (las curva de Hy y H|, son practicamente indistinguibles a la escala de la
figura). Notese que para p muy pequena, la evaluacion numérica de la curva variacional se
vuelve inestable; el resultado sin inestabilidad puede ser obtenido sustituyendo el by exacto,
(5.11), por su aproximacion a u pequena, (5.12). Remarcablemente, las curvas del método

variacional y de la perturbacion a quinto orden estan deacuerdo cercanamente.

5.4. Valor critico, ., del parametro de apantallamiento

Como ya mencionamos al principio del capitulo, una diferencia importante entre los po-
tenciales de Coulomb y de Yukawa es que, para el ultimo, la existencia de estados ligados
desaparece si p es mas grande que un valor critico p.. En la fisica, estd transicion guarda
informacion importante de la dindmica del sistema. Por ejemplo, en fisica de estado solido
la existencia de estados ligados hace posible condensar electrones alrededor de protones y
obtener un sistema aislante, mientras que en su ausencia el sistema es un metal [46]. La

transicion entre los dos régimenes es llamado transicion de Mott.

El valor de p. = (-)ma no es conocido exactamente. En el cuadro 5.1 damos algunos

valores de (-) encontrados en la literatura, junto con nuestros resultados obtenidos con las
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Figura 5.5: Solucién variacional de la energia del estado base del potencial de Yukawa, junto
con la curva del promedio de la literatura y los resultados perturbativos a quinto orden.

aproximaciones desarrolladas arriba, determinadas por la interseccion de la curva Ey(u) con

el eje £y = 0.

Harris [33] (V) Harris [33] (P) GO [35] (A) GO [35] (VC) GO [35] (V)
1.15 0.828 1.189621 1.0 1.190213
GCM [36] (V) || GCM [36] (LCAO) | Harris [33] (VC) | RGH [34] (N) | YXK [38] (N)
1.19061074 1.19061227 1.0 1.190607 1.1906
HL [39] Aqui (VO) Aqui (P with H{) || Aqui (P with Hy)
1.1906 1.0 1.006 1.006

Cuadro 5.1: Comparacion de los valores para (-) obtenidos en diferentes trabajos y el nuestro.
Las letras en paréntesis indican el método usado; V para variacional, VC variacional tomando
como funcién de onda de prueba la funcion de onda del estado base del potencial de Coulomb,
P para teoria de perturbaciones, N numérico, A método andlitico de Garavelli y Oliveira [35]
y LCAO (combinacion lineal de orbitas atomicas) de Gomes et. al. [36].

En [47] se desarroll6 un método basado en la solucion numérica de la ec. de Schrodinger
para determinar un valor para . muy preciso, se encontr6 que p./am esta entre 1.190612210
y 1.190612211. Este es compatible con el resultado LCAO de [36], x = 1.19061227(4) (excepto
por el ultimo digito), y con [38], pero no con [34] ni [35].

Ahora que ya tenemos una buena estimacion para la energia del estado base como funcién
de u para el potencial de Yukawa, lo siguiente es usar nuestra aproximacion numérica para

dar una estimacion a esta energia y conocer un poco el propagador de este potencial.
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5.5. Aproximaciéon numérica

Como ya mencionamos arriba, hasta la fecha no hay solucién cerrada para la ecuaciéon
de Schrodinger del potencial de Yukawa, pero es posible obtener las soluciones aproximadas.
Aqui, como lo hicimos en el capitulo anterior, estimaremos la energia del estado base usando
worldline numerics para diferentes valores del apantallamiento, p. También sabemos, que si
queremos encontrar estados ligados, debemos satisfacer la relacion (5.2) entre el apantalla-

miento y el acoplamiento a (uno puede fijar m = 1 y no se pierde informacion).

Numéricamente, en el espacio Euclideano, el propagador del potencial de Yukawa se ve

@ )|

(5.13)

Ccomo

Comencemos por estimar el nimero necesario de lazos y ppl para obtener resultados
estables. La figura 5.6 muestra el comportamiento de In(K) como funcién de ppl. Como
podemos ver es suficiente trabajar con ppl del orden de 20000.

t=10, m=1, a=1
I

x 10000 loops E
32 o 5000 loops —

3.1 _

In(K)
o+

I

0.0001
1/ppl

Figura 5.6: In(K) para u #0. Cona =1, m=1,t =10,y = ¥ = (1,0,0).

Al igual que el potencial de Coulomb, el potencial de Yukawa también tiene una singula-
ridad en r = 0, por lo que también hay skyscrapers en el propagador. Este efecto también se

disipa al considerar el promedio sobre més de un ensamble (consideraremos 100 ensambles
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como lo hicimos en el caso de Coulomb) y se disipa atin mas usando la técnica de smoothing.

Ahora tenemos que considerar

r

= /0 due_w, r=|Zu)| =¥+ (£ —y)u+ \/%(j’(tu) : (5.14)

cuya version discretizada es

1 2L mr ol ; ¢
= — 75 ’L: T _)— T — e _; 5 515
PP pplzv g+ @ =g+ (5.15)

donde v; 1= e H"i [y,

Usando la misma parametrizacion que en (4.35), ahora tenemos

—pr; / (l) xl(l) 1 e—u\/x1271+2xi,1~(xi—ri,1)l+(:ci—xi,1)2l2
N

. (5.16
2V iUz i (l 0 \/%2,1 + 22,9 - (2 — 2ol 4 (2 — 221) 212 ( )

que no es posible resolver con funciones elementales. Sin embargo, uno siempre es bienvenido
a implementar aproximaciones numéricas a cualquier integral. Encontramos que es suficiente

hacer estimaciones usuales como aproximaciones de punto medio y trapezoidal.

-+—+ smoothed, p=0
2—a unsmoothed, u=0 —
%—x smoothed, p=0.15
o—o unsmoothed, u=0.15
*— smoothed, u=0.5
=—a unsmoothed, p=0.5

P(v)

Figura 5.7: Distribucion P(v) para el potencial de Yukawa antes y después de smoothing, un
ensamble con m = a =1, ¥y =2 = (1,0,0), ¢t = 10, 10000 loops, 5000 ppl.

La distribucién de v se ve como en la figura 5.7. Nuevamente tenemos un problema de
submuestreo. Incrementar y desfaza a la izquierda la distribucion, pero tiene la misma forma

y, como en el potencial de Coulomb, hacer smoothing no hace cambio en la distribucién.
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Aqui la implementacién numérica es incluso mas demandante que el caso del potencial
de Coulomb ya que ahora también tenemos que calcular numéricamente (5.16), pero es aun
posible trabajarlo en una computadora estandar. Aqui también consideramos 100 ensambles

para cada valor de t, y calculamos la estadistica sobre el ntimero de ensambles.

La figura 5.8 muestra In(K) para diferentes valores de p, mientras el cuadro 5.2 muestra

el resultado respectivo para la energia del estado base.

wo | Eyett Eymm E}t | Intervalo-t
0.0 | =05 | —0502(2) | —05 | [7,15]
0.1 | —0.407 | —0.407(1) | —0.407 | _[7,15)
0.15 | —0.365 | —0.367(2) | - 7, 15)
0.2 | —0.327 | —0.328(2) | —0.327 7,15
0.25 | —0.291 | —0.290(1) | —0.291 7,15
0.5 | —0.146 | —0.146(2) | —0.148 | _[9, 15]

Cuadro 5.2: Energia del estado base para diferentes valores de yu, conm=a =1, §y =7 =
(0.001,0,0).

Como vimos hasta ahora, el método worldline numerics es una técnica que permite calcu-
lar el propagador de diversos sistemas, incluso si esos sistemas presentan alguna singularidad.

Permitiéndonos estimar la energia del estado base con buena aproximacion.

En el siguiente capitulo aplicaremos este método para estudiar estados ligados relativistas.



Capitulo 6

Estados ligados relativistas

Para estudiar estados ligados relativistas uno tiene que trabajar en el contexto de la
teorfa cuantica de campos (QFT, de aqui en adelante) el método més utilizado para dar una
aproximacion a la dindmica de algin sistema es el método perturbativo, en el cual uno calcula
las amplitudes de probabilidad hasta cierto orden en la perturbacion, o equivalentemente
decimos calculamos un nimero finito de diagramas de Feynman, y en algunos casos esta
aproximacion es suficiente para tener un buen resultado. Sin embargo, hay muchos sistemas
para los cuales el calculo de unos pocos términos en la perturbacion, unos pocos diagramas

de Feynman, es inadecuado; estados ligados es uno de estos sistemas.

Un estado ligado produce un polo en la matriz de dispersion. Si un estado ligado es
realmente un estado con mas de una particula, este polo no existe para un niimero finito de

términos perturbativos, el polo solo seré generado para una suma infinita de tales términos

148].

Aqui consideraremos un sistema relativista de dos particulas escalares con misma masa,
m, que interactuan a través del intercambio de particulas, también escalares, de masa u y
asumiremos que la autoenergia y correciones a nivel vértice son despreciables (esta aproxima-
cion es valida en el estudio de fisica atomica y estados ligados de quarks pesados) [48]. En esta
aproximacion se dice que la fisica es controlada por interacciones periféricas de largo alcance
[48], v los diagramas de Feynman que mas contribuyen a la interaccion son los diagramas

tipo escalera y escalera cruzada, como en la figura (6.1).

El estudio de estos diagramas lleva al estudio de la ecuacion Bethe-Salpeter, la primera

ecuacion relativista para el problema de dos cuerpos y fue introducida en 1951 por Salpeter

70
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Figura 6.1: Diagramas escalera y escalera cruzada.

y Bethe [2]. El formalismo de integrales de camino (que en este contexto también se conoce
como formalismo linea de mundo) proporciona una alternativa para el estudio de sistemas de
este tipo, en [14] se usa este formalismo para calcular diagramas escalera y escalera cruzada,
dando férmulas cerradas aproximadas para el intercambio de, en general, N particulas. En
este capitulo usaremos el método worldline numerics para hacer una comparaciéon con las

formulas aproximadas analiticas dadas en este articulo.

La principal diferencia en la formulacion de integrales de camino entre el contexto de la
mecanica cuantica no relativista y el contexto de la teoria cuéntica de campos viene del tér-
mino cinético en la accion. En mecénica cudntica el término cinético de la accion es 3 fOT dri?,
mientras que en teoria cuantica de campos es % fOT dri?, que, salvo un factor de normaliza-
cion, nos permite usar los mismos algoritmos aqui mostrados (como ya lo mencionamos al
final de la secciéon 3.4.1). Esto también dice, que en QFT la distribuciéon de velocidades de

los caminos también es Gaussiana.

Mas explicitamente, consideremos por ejemplo el propagador escalar libre relativista, es

decir, la funcién de Green para el operador de Klein-Gordon (como en [15]):

1
QT o)) = (2|51l (6.0
donde O = —66—;2 + 88—;2 + 86—;2 + 88—;2 es el operador de Laplace en el espacio de Minkowski
0 1 1 3
y T es el operador de ordenamiento temporal del producto entre los campos. Para pasar al

4 92

espacio Euclideano tenemos que hacer el cambio xy — —ixy, entonces 0 — Op = ., 5oz
3
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Usando el pardmetro T' de tiempo propio de Schwinger, (6.1) se escribe como

(O 6(x)b(y)[0) = < / " dTexp|-T(~0 + m?)] y> - / AT ™ ( jexp[—T(~ D)) )
(6.2)

Recordando que, en mecénica cuéntica no relativista, el propagador de una particula libre
en la representacion de integrales de camino es
L z(t)==% s
@ = [ Da(eye T (63
z(0)=y
donde H = —ﬁVZ, podemos obtener el valor de expectacion de (6.2) en el espacio Euclideano
al hacer los siguientes reemplazos (como lo hacen en [15])
1
Vi 0O, m— 3

t — —ir, t— —iT,

obteniendo la expresion del propagador de una particula libre relativista en la representacion

de integrales de camino en el espacio Euclideano:

oo = [~ are ™ [ 7

. 4 . . . . . e g
con ©* = Y. &7 y donde explicitamente vemos el factor 7 en el término cinético de la

Dx(T)e” I drid?, (6.4)

accion, en lugar del factor 2 como en mecanica cuantica no relativista (ver por ejemplo la

2
relacion (2.18)).

El témino cinético de la accién se puede reescribir como

T ) T T d2
/ dri* 2 —/ drai = —/ drz—u,
0 0 0 dr

donde en [15], en el contexto de la mecanica cuantica (y que recalcularemos en el apéndice

. 2 . .
C), se muestra que el inverso de este operador j? esta relacionado con las funciones de

correlacion de N puntos y las contracciones de Wick de N-factores exponenciales.

Como bien se sabe, el inverso de un operador diferencial se conoce como la funcién de
Green de tal operador y su soluciéon depende de las condiciones dadas. Tomando como ventaja
que las funciones de Green correspondientes al operador j—i pueden ser calculadas explicita-
mente para las condiciones (1) extremos fijos he iguales, y (2) centro de masa fijo en cero,
en la siguiente seccién mostraremos nuestros resultados numéricos en comparacion con los
resultados analiticos para las funciones de correlacion de 2 puntos y las contracciones de Wick

asociadas con estas condiciones.
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6.1. Funciones de correlacién de dos puntos y contraccio-
nes de Wick

En esta seccion usaremos el algoritmo vloop original, dado en [11|, para generar lazos
cerrados con centro de masa fijo, y también usaremos la version de este algoritmo para
generar lazos cerrados con puntos extremos fijos dada (en la seccion 3.4.1) para calcular
funciones de correlacién de dos puntos y la contraccion de Wick de un factor exponecial, es

decir, para calcular

1. las funciones de correlacién de 2 puntos
(¢"(1)q"(0)) = 0" A(7, 0), (6.5)
donde A(7y, 72) dependera de las condiciones del problema; y

2. la contraccion de Wick de un factor exponecial

Donde, ahora, en teoria cuéntica de campos, el valor de expectacién es

oy I Dat ) PHa(w)] IO

con {q} un ensamble de lazos unitarios con distribucion de velocidades Gaussiana.

Numéricamente tenemos que calcular

@) @) = 5 S (7)at o). 7y o fijos, (65)
ek ey — NLL > costl- (7)), 7 fifo. (6.9)

Entonces tenemos lo siguiente.

» Para condiciones de Dirichlet: ¢(0) = ¢(7") = 0 (lazos cerrados con puntos extremos

fijos), la funcion de Green, que calculamos explicitamente en el apéndice C, del operador

dd,r_22 es dada por
|r—o| 7140 7O
5 T 3 + T (6.10)

Ar(r,0) =
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De aqui la funcién de correlacion de 2 puntos es
(¢"(1)q" (o)) = =26""Ar(7, 0), (6.11)

donde el factor 2 viene del factor %1 en el término cinético de la accién.

Como vemos en la figura 6.2, el resultado numérico coincide totalmente con el resultados

analitico.

<q(7r)q(o) >
05

0.4
031
0.2

0.1

I I I I ]
T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.2: Funciéon de correlaciéon de dos puntos con condiciones de Dirichlet. Con o = 0.5
fijoy T =1.

Para esta funcion de Green, la correspondiente contraccion de Wick es
(e — exp [szT<T, 7')] , (6.12)

donde Ar(7,7) = %2 — 7 (de acuerdo con la relacion (6.10)). Como vemos en la figura

6.3 el resultado numérico es totalmente compatible con el resultados analitico.

Exp[-k?<q(7)q(7r)>/2]

0.951
0.90
0.851

0.80

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.3: Contraccién de Wick con condiciones de Dirichlet. Con k= (1,0,0,0) y T'= 1.

» Mientras para centro de masa fijo: fOT drq(7) = 0, la funcion de Green, que calcula-

s . , . 2
mos explicitamente en el apéndice C, para el operador ddT—2 resulta en

T—0 T—0)? T
GT(T,U)zl 5 [ 2T) ~ 1 (6.13)
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Entonces la funcion de correlacion de 2 puntos es
(¢"(1)q"(0)) = —20""Gr (7, 0). (6.14)

La figura 6.4 muestra la compatibilidad del resultado numérico con el anélitico.

<q(r)q(o) >
0.15F

0.10

0.05

L L L L Lor
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-0.051

Figura 6.4: Funcién de correlacion de 2 puntos con centro de masa fijo. Con 0 = 0.5y T = 1.

Mientras, la correspondiente contraccion de Wick es

(eF4(T)) = exp [K*Gr(7,7)] = exp {—%kz} : (6.15)

donde la figura 6.5 muestra la compatibilidas del resultado numérico con el analitico.

Expl-k*<a(r)q(7)>/2]
0.940

0.935¢

0.930

b
ZZiZWLHﬂLHﬂJfLLH

0.910

0.905

. . . . -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.5: Contraccion de Wick con centro de masa fijo. Con k= (1,0,0,0) y T'=1.

Estos resultados muestran que los algoritmos (en particular el algoritmo vloop) reflejan

correctamente las condiciones sobre los lazos.

En el resto de este capitulo usaremos el método worldline numerics para comparar los
resultados aproximados analiticos obtenidos en [14| para el propagador de los diagramas
escalera y escalera curzada. Necesitaremos, solamente, lazos cerrados con condiciones de

Dirichlet, por lo que usaremos nuestro algoritmo LSOL para generar los nuevos resultados.



76 6. Estados ligados relativistas

6.2. Diagramas escalera y escalera cruzada

En teoria cuéntica de campos la acciéon que representa dos particulas escalares interac-
tuando a través del intercambio de una tercera particula escalar por medio de un vértice
cubico es

1 A
Slo, x] = /deB (é(@mf + %m%z - 5(3u><)2 + %MW + Wb?x) : (6.16)

En general, sistemas con esta accion entran en el estudio de la teoria escalar de Yukawa.
Nuestro objeto de interés es el propagador para el campo ¢ inmerso en el campo de fondo .
La representacion linea de mundo del propagador correspondiente, en el espacio Euclideano,

€s
z(T)=x

<O|T¢<x)¢(y)|0>(x) — / dT e—m2T/ Dre™ fOT dr [i‘inrAX(ZE(T))] 7 (617)
0 )=y

donde la integral es sobre todos los caminos que van del punto (en el espacio-tiempo) y al
punto (en el espacio-tiempo) = en un tiempo propio 7. En comparacion con el propagador en

—m?2T

la teorfa cuantica no relativista, ahora, se tiene el factor e y la integral sobre el parametro

T (un parametro de Schwinger), ver [15].

De aqui podemos obtener el propagador vestido para el campo ¢, describiendo su inter-
accion con el campo y a través del intercambio de N cuantos con momentos kq, - - - , ky. Esto
solo necesita especializar el campo escalar de fondo x(z) por una suma de N ondas planas,

es decir, por
N
x(z) = Zeiki‘x (6.18)
i=1

y tomando del lado derecho de (6.17) los términos lineales en cada onda plana. Para el
propagador vestido, (6.17) induce la representacion
oo T =(T)=s
(O[T é(2)p()|0) () = (—A)N/ dT@mQT/ dTl"'dTN/ Dy ! T kel Jo 58
’ ’ o (6.19)

La integral de camino es ahora Gaussiana, asi que puede ser exactamente evaluada usando el

1 d?

— 4.7, es decir, usando la funcién de Green correspondiente.

inverso del operador cinético,

Partiendo de (6.19) uno es capaz de estudiar digramas tipo escalera. En [14], se estudiaron

los diagramas media escalera y escalera, dando expresiones analiticas aproximadas, en general,



6.3. Media escalera con N-puntos 77

con N escalones. En este capitulo, usaremos el método worldline numerics para comparar

con estas expresiones aproximadas, trabajaremos en un espacio-tiempo 4 dimensional.
Nuevamente, consideramos los caminos de la forma

% +gh(r), (6.20)

una linea recta mas una perturbacion, que satisface condiciones de Dirichlet ¢#(0) = ¢*(T") =

(1) =y + (v —y)*

0, con esto (6.19) se ve ahora como

OT o)) 00w = | e ™ T (0

T
/ dry - --dTNeiZ;V:l - (y+(@—y) ) (e i35 kia(m)y (6.21)
0

y reescalando 7; = Tu;, tenemos

-\ N [eS) , o
(01T o (x)e(y)0) vy = (16722 /0 dTTN e 1= 57

1
/ duy - - duNeZEJ 1 kg (y+(z— y)ug)< iZj-vﬂkj'q(Tuj))' (6.22)
0

6.3. Media escalera con N-puntos

Los diagramas media escalera, mostrados explicitamente en la figura 6.6, pueden ser
obtenidos del propagador vestido, (6.19), remplazando

d4k: ezk (z(75)—25)
zk (T
/ 4 k2 +/1/ ’ ( )

donde z; es un punto en el espacio-tiempo de las funciones de (/N + 2)-puntos y u es la masa

de la particula que se propaga hacia z;.

Analiticamente, en [14] procedieron a usar la identidad

41, Liki-(z(m5)—25) 4L o0
/ é kff Tl | é kﬂ | daser st (621
s T T ™ 0

y caminos z(7) de la forma (6.20), con lo que la funciéon de (N + 2)—puntos, con N + 1

propagadores de masa m y N de masa u, ahora es

(=N N2 —m27—E=n? ' i SNy (yH(a—y)uy)
F('Tayvzlw"azNamnu) = 1672 dT'T e 4T dul---duNe j=1"i"\Y Yo
™ 0 0

N o)
H d4k] d . Ocj(k]2~+u2)—ikj~zj'
(27‘(‘)4 ;€
i=1 0

(€’ Y ’fj'q(TUj)>7 (6.25)
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Figura 6.6: Funciéon de N + 2-puntos.

donde la contraccion de Wick es conocida en forma cerrada, dada en (C.17), entonces

(=M N-2 PTG SN k()
F('Tawah”-aZN;m“u) - 16 B dT'T (§ dul duNe j=17i\Y Y)u;
2 Jo 0

d4 y o 2 2 .
/ dovje®i K=k 7 | oxp
0

/e

donde Ar(u;,u;) es dada en (6.10), al reescalar el argumento por un factor de T, es decir,

T ki k:jAT(ui,uj)] , (6.26)

2,j=1

|U1 —U2| _ U + Usg
2 2

AT(Tl,TQ) — AT<TU1,TU2) =T [ —+ U1U2:| = TA(ul,Ug). (627)

Mientras que numéricamente, procedimos a usar la identidad

/ d4/{:j etk ((75)—25) _ m Kl(ﬂlx(Tj) _ Zj|) (6 28)
2m)t k] 4 p? dm? x(my) =zl '
lo que nos lleva a
I o _yep_@=p? [1
F({L’, Y, 21y -y 2N, T, /’l') - (16732 / dTTN 26 m?T— = / dul e dUN
0 0
K _
H p K (] ( u]) zl) ’ (6.29)
o LA o () = 2

con z(u;) = y+(x—y)u;++vTq(Tu;), es decir, ya hemos introducido lazos unitarios (esenciales

para nuestra implementacion numeérica).

Numéricamente, estos calculos son mucho més demandantes que cuando estudiamos sis-
temas no relativistas. Ahora estamos trabajando en d = 4, y ademas tenemos que calcular la

integral sobre el parametro T, donde sera necesario utilizar métodos numéricos.

Procederemos a mostrar los resultados, comparando las relaciones analitica, (6.26), y

numérica, (6.29).
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6.3.1. Funcion de tres puntos (media escalera con 1 escalén)

X

Este es el caso N = 1, donde la expresion analitica, (6.26) se

reduce a
y

—A [ N-g2 —mrr—=p® [ ik (y+(z—y)u)
D(z,y,2,m,pn) = —— dTT" e ar due®™ YTy

167= J, 0

d4k & ]C2 2 ik
/(2#)4/ dae™*F TR 2exp [TR2 Ap(u, u)] (6.30)
0

2

con Ar(u,u) = u* — u, y donde después de integrar sobre k y haciendo o = T'@, tenemos la

expresion

A dT me— Ezn? y) e~ Tan? _ yt—yyu—z>
T = - - d da AT (G—u2+u)
(I7y727m7/'b> (471_)4/(; T2 / u/ Oéa_u2+u] [§]
(6.31)

que es dada en [14] bajo el ntimero (3.4). En d = 4, uno también es capaz de hacer la integral

sobre T', llegando a

[(z,y,2z,m, i) /du/ d&a—u2+u \/>K1 2vab), (6.32)

cona = U 4(?(5231;]2 + (x_fy y b =m?+au?, dejando dos integrales que pueden ser calculadas
numéricamente.

Vamos a comparar esta expresion con la respectiva contraparte numérica, obtenida al

sustituir N = 1 en (6.29), que se reduce a

A AT oy ew? (1 o Ky (plx(u) — 2|)
r = — —e T d .
(x,y,z,m, 1) = /O e ar /0 u <47r2 200 — 7] , (6.33)

con z(u) =y + (z — y)u + VTq(Tu).

Al final solo es necesario comparar

. i —Tozlt w 6.34
_ AT (a—u?+u .
fana 47’(’2T/ u/ aa—UQ‘l’u]e ’ ( )

fnum:/O du<4/;2 Kl?g(’xguj;‘zw. (6.35)
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0.00705 — w —

0.007 |~ —

1000loops, 1000ppl
1000loops, 100ppl
1000loops, 500ppl -
500loops, 1000ppl T 7
500loops, 100ppl
500loops, 2000ppl
500loops, 500ppl

0.00695 —

0.0069 —

Il X Il X

0.001 0.01
1/ppl

Figura 6.7: (6.35) en funciéon de puntos por lazo. Con T'=1,m=pu =1, x = (1,0,0,0), y =
(0,1,0,0), z = (0,0, 1,0).

La figura 6.7 muestra a f,,m como funcién de ppl, de la grafica uno observa que es suficiente

considerar ppl y Ny, del orden de 1000.

La figura 6.8 muestra la compatibilidad entre el resultado analitico, relacion (6.34), y el
resultado numérico, relacion (6.35). Mientras la figura 6.9 muestra la compatibilidad para el

integrando en la variable T entre las relaciones (6.31) y (6.33).

0.008 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0.006

«0.004

0.002

Figura 6.8: Comparando el integrando respecto a la varible T entre (6.34) y (6.35). Con
m=p=1,z=(10,0,0),y=(0,1,00)z = (0,0,1,0), N, = 1000, ppl = 1000.

La figura 6.10 muestra la comparacion entre las relaciones completas de (6.31) y (6.33)
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-5e-06

-le-05

I"s integrand

-1.5e-05

-2e-05

Figura 6.9: Comparando el integrando de la integral sobre 7" de (6.31) y (6.33). Con m =
p=1,2=(1,0,00),y=(0,1,00)z=(0,0,1,0), N = 1000, ppl = 1000.

para diferentes valores de m. Como se puede ver hay una perfecta compatibilidad entre ambos

calculos, numérico y aproximacioén analitica.

i I

o num, u=0

— ana, u=0

o num, pu=1
-5e-05 — ana, pu=1 =
~ -0.0001 _
-0.00015 —

| | | | | |
-0.0002
0.000 0 1 2 3 4 5
m

Figura 6.10: Comparando (6.33) y (6.31) para diferentes valores de m. Con z = (1,0,0,0),
y=(0,1,0,0), z = (0,0,1,0), A = 1, N = 500 y ppl = 100.
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Solucién semi-analitica, caso =0

Para 1 = 0, la ecuacion (6.30) se reduce a

A AT @-w? o e ! 1 —(y=zt(z—yp)w)?
r 0) = ——— e ar —mT da d AT(atu(l—w)
(z,y,2,m,0) (47T)4/0 = 7 /0 a/o u[&+u(1_u)]2e
(6.36)

De manera inmediata uno puede hacer la integral en v y obtener

! ° ) y—z+(z—y)uw)?
F(x,y,z,m,O):—i/ du 1 / d—Te_( 4T) —m*T 1—6_%
(4m)* Jo (y—z+@—yu?)y T
(6.37)

También podemos hacer la integral en 7', usando

© dr 4
/ M e=2=be — 9K (2v/ab),
0

T

donde Kj(z) es la funcion modificada de Bessel de segundo tipo y orden 0. Asi uno obtiene

sA [t 1
o) = i o g | )

x (m \/ (¢ = yPull — ) + (y = =+ (x — y)u)? ) ] (639

u(l — u)

La integral del primer término también puede ser calculada analiticamente, pero para el
segundo término uno tiene que recurrir a métodos numéricos. La figura 6.10 muestra la

comparacion entre el resultado analitico aproximado y el resultado numérico.

El caso m = pu = 0 fue resuelto en [14] encontraron que

Al b ¢
r = — oW ([ Z = .
(,9,2,0,0) = — 2~ <a, a) : (6.39)
donde
a=(r—y)? b= (y—2)>? c=(x—2)% (6.40)

y (las variables = y y en la siguiente definicién son solo argumentos arbitrarios, no tienen

relacion con las que aparecen en el argumento de I)

oW (2, y) = % {2 [Lis(—px) + Lis(—py)] + In (%) In G 1 Zi) + In(pz) ln(py)} (6.41)

con

A=+/(1—x—y)?— 4y, (6.42)
p=21—x—y+A)"" (6.43)
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La comparacion de nuestro resultado numérico con (6.39) para diferentes valores de z,

se muestra en el cuadro 6.1.

Y, 2

Puntos

Ec. (6.39)

Ec. (3.4a) de |14]

Numeérico

(1,0,0,0)
(0,1,0,0)
(0,0,1,0)

—1.87988 x 1074

—1.87129 x 1074

—1.763193458 x 10~*
+1.056313542 x 1075

T =
Y=
z=

(1,—1/2,0,0)
(0 ,1/2,0,0)
—(1/2,0,1,0)

—1.84654 x 1074

—1.83819 x 1074

—1.636818485 x 10~*
+1.00651476 x 10~°

=(-1,1/2,0,0)

=(0,1,1/2,0,0)
z=(1/2,0,1,0)

—1.39467 x 1074

—1.39121 x 10~

—1.618579795 x 104
+1.000634646 x 10~°

Yy =
z =

x—(3/2 0,—

(=1
(2

0)
1/2,0, )
~1/2,-1,0)

—1.06981 x 1074

—1.06261 x 10~*

—9.572368615 x 10~
+6.353477693 x 107°

Cuadro 6.1: N, = 500, ppl = 100. Con m = pu =0



Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis, hemos usando el formalismo de integrales de camino para el estudio de
sistemas cuénticos. Mostramos que este formalismo es adecuado para implementarse numéri-
camente, en particular estudiamos problemas en los que los caminos son representados como
los caminos que describen a una particula libre mas una perturbacion a estos caminos, donde
esta perturbacion son lazos cerrados que satisfacen condiciones de Dirichlet, extremos fijos
(he iguales, en este caso). Mostramos diferentes algoritmos que pueden generar estos lazos, en
particular usamos el algoritmo LSOL (linear shifted open loops) en la mayoria de los célculos

aqui realizados.

Primero, se mostro la eficiencia y el alcance de este método numérico al estudiar sistemas
cuyo propagador es conocido explicitamente en forma cerrada. En particular, se llevo a cabo
un cuidadoso y meticuloso estudio para el oscilador armoénico en una dimensioén, comparando
la forma analitica del propagador con su aproximacién numérica. Se encontr6 que para tiem-
pos no muy grandes uno puede dar numéricamente una buena aproximacion al propagador,
permitiendos dar una buena aproximacion para medir cantidades fisica; en particular fuimos

capaces de encontrar buenos resultados para la energia del estado base.

Cuando estudiamos el potencial modificado de Po6schl-Teller, que tiene tanto estados
ligados como estados de dispersion, vimos claramente que después de un tiempo, los estados
ligados dominan sobre los estados de dispersion y que podemos reproducir numéricamente

tal efecto.

Con esta aproximacion numérica uno también puede manejar potenciales singulares como

el potencial de Coulomb y el potencial de Yukawa, pero uno tiene que ser mas cuidadoso.
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Esta singularidad puede ser disipada al considerar la lineas que unen a los puntos que forman
nuestro lazo discretizado (método de smoothing). En particular para el potencial de Coulomb,
para un parametro de acoplamiento a pequeno (digamos o < 1 o alrededor de 1), fuimos
capaces de dar una buena aproximacion a la energia del estado base. Pero para valores a = 2

o mas grandes, no podemos encontrar una ventana para calcular la energia de tal estado.

Para el potencial de Yukawa utilizamos el método variacional y el método perturbativo
hasta quinto orden para calcular, al menos aproximadamente, la energia del estado base en
funciéon del pardmetro de apantallamiento p, encontrando una relaciéon muy cercana entre los
valores de la energia para ambas aproximaciones, pero son mejores que algunos resultados
encontrados en la literatura. Usando esta informacion, procedimos a calcular la energia del
estado base usando la aproximaciéon numérica, encontrando que para pu < 0.5y a < 1

podemos obtener buenos resultados.

Después de todo este trabajo nos sentimos més confiados para atacar estados ligados re-
lativistas con esta aproximaciéon numérica. Pero, hasta ahora, solo hemos comparado algunas
soluciones semi-analiticas aproximadas obtenidas con el formalismo de integrales de camino y
dadas en el trabajo [14]. Aqui se estudiaron diagramas escalera y escalera cruzada con ntimero
finito de escalones, encontramos una muy buena compatibilidad entre ambas aproximaciones

a la amplitud.

Lo siguiente es usar este método numérico para calcular la energia del estado base para
sistemas en los que los procesos perturbativos no son adecuados. Estudiar completamente

estados ligados relativistas.



Apéndice A

Unidades

En el cuadro A se comparan las unidades que encontramos mientras desarrollabamos este

trabajo.
SI Heaviside Atoémicas CGS-Gaussiano
h 1.054572 x 10_34@ 1 1 1.054572 x 10-278m”
c 3 x 10%2 1 137.036 3 x 1010en
€ 8.854187 x 10~ 12 1 = =
e 1.60217 x 10-1°C 0.3028 1 4.80651 x 10~10& 2 em
Me 9.10938 x 10~ 3kg 5.11 x 10°eV 1 9.10938 x 10~ %8g
&2 ~ ez ~ —
a dmeghe ™ 137%036 i =~ 137%036 % ~ 137?036 7.30234 x 102
ag 5.29177 x 10~'m 2.6979 x 10~ %eV T 1 5.29177 x 10~%cm
E; (Coulomb) —2.1583 x 10*181@’572m —13.6eV —% —2.1583 x 10*1”’5—2“2
Ec. de Schrodinger (f%VZ + V) V=FE¢ | (—5=V2+ V) =Ey | (-iV2+ V)¢ =Ey (f%VQ + V) v =Evy

Cuadro A.1: Relacion entre diferentes unidades.

Donde usamos las relaciones

leV = 1.6019 x 107*J, (A1)
lua = 0.529 x 10~'%m, (A.2)
Im = 100cm, (A.3)
1kg = 1000g, (A.4)
1C =3 x 109M, (A.5)

S
(A.1) para establecer la relacion entre el sistema internacional de unidades (SI) y las unidades
de Heaviside. (A.2) para la relacion entre SI y sistema de unidades atémicas. (A.3)-(A.5) para

la relacion entre SI y el sistema de unidades CGS-Gaussiano.
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Apéndice B

Calculos perturbativos

Para una facil referencia, a continuacion listamos las expresiones dadas en Wikipedia [44]
para las correciones de los niveles de energia hasta quinto orden en teoria de perturbaciones

(no degenerada):

AE} =V, (B.1)
AE? = VLQm (B.2)
" mn Anm
2
men rn nm nr tndgn —nm
ST TS e s s
l#n m#n r#n nremmen I#n m#n I#n r#n nr=—rnl

+V,3nz Vai -3 N A"m Va (B.4)

l#n nl l#n m#£n

VTLT‘/Tme VS-‘/STL VTL VS‘/;TL
AES:ZZZZAA AZZIA ZZZA AllA

s#n l#n m#n r#n s#n l#n m#n
V2V ViV V2 Ve Vi Vi
_ZZZA A2 Ay ZZZ A2 A A
s#m l#n r#n s#n m#n r#n ns MY
s#n l#n m#n s#n l#n r#n
Vnrv;mvms‘/sn nm ns nm ns
—Van Z Z Z Ay A A2, + Vo Z Z A3 A, + Vo Z Z Apm A3
s#n m#En r;én s#n m#En s#n m#En
nm ns n Vs‘/sn Vnmvms‘/sn
+V""ZZ A2 A2 +V2 ZZ 5 ZZ A2 A2
s$#n m#n nm ns s#n l#n s#£n m#£n nm ns
2
s;én r#n nr s#n 1S
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88  B. Calculos perturbativos

Hemos usado la notacion corta V,,, = (V| AH|Um) ¥ A = En — Epy.

Usando la féormula para los polinomios asociados de Laguerre

EED (a8 B9

1=0

podemos escribir

n—1 7
1 2r
n nao _—— . B
Ynoo(r) = i —mraoe 2 (n— 1 —z) 1 ( na()) (B.7)

Considerando primero el caso AH' = %(1 — ur — e *"), tenemos

3R

n—1 p—1
, Ao n—1+1\/p—1+1\11
(Gnool AH 00 = =5 3 ( ) (p— | -j)""

_ 5 poYLL( 2N (2
_nzp,/ pad s n—l—z p—1—3)14j! nag pag

1=

/OO dry Tt [er<n}lo+w110) o (st t) uTeT<nio+pio>}
0
n-1p—! i Foe
— P 22y gt
T n2p? \/_ag;jzo (n—l—z)( —1—])< nao) ( pa()) ilj!

1 1 1

) N itz pu(i+3j+2)
(% E) <m+m+@

QnXipZi P (i+j5+1)! 1 —2p\' [ =2n Y’
,/np n—l—z p—1—3j ilj! (p+n)2\p+n p+n

m2a ( —2pma ) ( —2nmao )J
[(p + n)ma + pnpl? \ (p + n)ma + pnu (p +n)ma + pnu

u np . —2p = \?
(i 2
ma@+nﬁ( / )(p+n)(p+n>
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donde en particular las sumas sobre ¢ y j pueden ser calculadas en forma cerrada:

2a(3
(10| AH"[t100) = _M(;(nfj :)5) (B.9)
(Voo A [h100) = 4ma2%

X

(1) - () (B} ntu s | 50

donde
-2 =1
s(n) = { > ’

0, n>1.

Con estas expresiones en mano, en principio, las correcciones a cualquier orden a la energia

del estado base pueden ser calculadas. La tarea restante es hacer frente a las sumas infinitas.

Para obtener las expresiones respectivas para AH = %(1 —e "), solo tenemos que ignorar

el altimo término en el paréntesis cuadrado en la ec. (B.8).

Los casos particulares (B.9), (B.10) ahora son

4
(Y100l AH [t100) = mpc® {%1 ; (B.11)
(Voo AH |1h100) = 4ma2(nT\/ﬁl)2

JE) - ) ()

(B.12)



Apéndice C

Propagador, funciones de correlacion y
funciones de Green

Como mencionames antes, no es posible calcular explicitamente el propagador para un
potencial arbitrario. Una de las técnicas que vimos para calcular el propagador consiste en
determinar el camino clasico del sistema, que tampoco se puede encontrar para potenciales
arbitrarios. Sin embargo, si el potencial es pequenio comparado con el término cinético uno
puede usar teoria de perturbaciones alrededor de la soluciéon de la particula libre, la cual
calculamos en la seccion 2.3.1 (ec. (2.23)) y usamos en la seccion 3.2, aqui nos referiremos a
ella como xp,. Entonces x(t') = xp,(t') + q(t').!

Recordemos que el potencial aparece en el propagador como argumento de la exponencial,
reproduciremos la relacion (3.10) acontinuacion:

K(x,y;t) = o5t (z—v)? /q(t):o Dje Jo @~ [y dt'V (z(t) (C.1)
3(0)=0

que es igual a

Q(t) 0 - ,Dq e_ij‘o dt/~2 j‘ dt V(JE( ))
K(x,y;t) = [/( 'qufffo dt’'q 2] e~ n(z—y)? Q(O) 0 o
q

0)=0 #(0)=0 Dq e~ =/ ¢ de g2
A()=0 y~ —m (g2 [ ay v (a(
_ < m >% o~ 5t (z—y)* 14(0)=0 Dge” %l o (C.2)
“ \o—+ G(t)=0 _m [t g2 ’
27t 3(0)=0 ’qu fo t'q

Usar teoria de perturbaciones significa hacer expansion en serie de Taylor alrededor de

El siguiente desarrollo viene en [15], para ver la conexién con los diagramas de Feynman ver estas notas.

90



91

Ty, (la dependencia en t' se presupone), entonces el potencial va como

V() = V(g +0) = Vi) + V(g + 5V () - (C3)

Lo siguiente es expander el factor exponencial que tiene al potencial, es decir, expander
e Jo V@), ; al final uno obtiene solo polinomios en ¢ que se deben de integrar con el peso

cinético, esto es, términos de la forma

S DgeE BE g(t)g(t) - qlty) ,
G(t)=0 4~ ~ —m gy ge = <q<t1)Q(t2) q(tN» (C4)
aoy=0 Dae 2 0

con lo que el propagador completo, juntando todos los términos perturbativos, se puede

escribir como

1 t g4 ’
K(m’ Y, t) = <2ﬂﬂ-t) 2 efg(xfy)z <ef fO dt V(x(t ))>7 (05)

que es la piedra angular de este trabajo. En general, las expresiones de la forma ((---)) se
llaman funciones de correlacion. Ademaés, en general, las funciones de correlacion pueden
ser calculadas a través de funciones generadoras. En este caso, la funcion generadora definida

como
[j(t):[) 15 / toguf =
2= [ pge(BRVE L)  prieliam), (C6)
4(0)=0
es tal que

()20 = 27y 2 ()

Reescribamos esta expresion, consideremos primero el término cinético de la exponencial

(olvidamos la~en q por el momento)

/Otdt’(f:/Otdt’qq”é’—/otdt’qq:—/ dt qdcfgq
_— / tdt’q(t’) ddz / tdoé(t — o) /0 d'q(t) - / o / ;Zi ~7q(0)
_ / / dt'q / doe™~7)g(a)
= —/;li U dt'e™ q(t )} (=% M doe” ”’C’Q(U)] :/;ZiQ(P)pZQ(—p)7 (C.8)

por otro lado, de manera analoga,

[ atari) = 5 [ 32 i) + a=)ite). (©9)
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Usando (C.8) y (C.9), tenemos que el argumento de la exponencial en (C.6) se reduce a

3 /ot W+ /Ot i = ; / ;l—f: [a(p)mp*a(—p) + a(p)i(—p) + a(—p)i (p)]

2

1 [dp Jj(p) 2 j(=p) : L.

= 5/% {q(p) + m—pg] (mp )IQ(—P) T } —j(p) (mpg)J(—p)- (C.10)
=q(p) =q(-p)

Entonces

(/qu 2f s2a(p)mp*q(— ) e -3 2w](p)(mp )J( P)

=Z[0], por invariancia trasla(nonal y (C.8)

1
_ Z[O] 2 Qﬁﬂ(p)( pQ)J( p)’ (Cll)

donde la dependencia de j en la exponencial es Gaussiana, ademas, mirando més de cerca al

argumento de la exponencial, vemos que

3 [ i) itn) = 5 [ 3 [atiwrer s [ doitore

=5 i) | a< [ )ei”(”t/)) j(o)
)i(

d
1 / < g/ /
= §/dt doj(t)A(o,t

(mp

o) (C.12)
donde definimos al propagador
/I a2 \!
Alo,t)y = [ = e = (] . C.13
01) = [ Ghe s (€13
Por lo tanto
Z = Z[0)e 2 S AW doit)A)i(o), (C.14)
y finalmente (regresemos la~a ¢) las funciones de correlacion son
(@(1)a(ts) - (ty)) = - ek [ eI A i) (C.15)
Valt2) - 4UN)) = Sransi ) - 0ity) '
En particular, aqui necesitaremos la funcién de correlacion de dos puntos
(G(11)q(t5)) = —A(ty, 1), (C.16)
y la contracciéon entre exponenciales, es decir,
LN
(e ey — exp | =2 3 km((l“(ﬁ)f]”(%))’%] : (C.17)
ij=1
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C.1. Funciones de Green

Una funcién de Green es el inverso de un operador diferencial, la forma de esta funcién

depende de las condiciones dadas en el sistema. Aqui, calcularemos explicitamente las fun-
. . 2 .. .

ciones de Green correspondientes al operador dd? para las condiciones (1) extremos fijos he

iguales, y (2) centro de masa fijo en cero y extremos fijos he iguales.

C.1.1. Extremos fijos e iguales

Calcular la funcién de Green del operador %, donde los extremos deben permanecer fijos

he iguales a cero, matematicamente se lee como

PG(T, ™y=46(r—17), G0,7)=G(T,7)=0. (C.18)
Para 7 # 7/, la ecuacion diferencial a resolver es
dQ
ﬁG(T, T/) = O, (019)
cuya solucion es
b, 0<7 <7
Glr, )y =TT V7T (C.20)
ct+d, T <7t<T.

Para determinar el valor de las constantes se deben satifacer las siguientes condiciones.

s Las condiciones de Dirichlet

0=G(0,7)=a*x0+b=b=0, (C.21)
0=G(T,7)=cT+d=d=—cT. (C.22)

» Continuidad de la funcion de Green

ar' +b=cr' +d=>a="_

donde hemos usado las relaciones (C.21) y (C.21).

» La derivada de la funcion de Green debe dar un salto de la forma
/ / r /
lm dG(r'+e,7) dG(T' — € 1)

e—0 dr dr

=1, (C.23)

que implica
7_/

—a=1=c=—.
C a C T
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De aqui tenemos que la funcién de Green que satisface las condiciones dadas es

T O<r<71
G(T, 7_/) — T 75 , T T (C24)
% -7, <7< T
que es posible escribir como
r |lr—7 T+
G(r,7) = - + | 5 - 5 (C.25)

tipicamente, en la literatura, esta funcion es denotada por A(r,7’).

C.1.2. Centro de masa fijo

Calcular la funcién de Green del operador -4, donde el centro de masa debe permanecer

dr 729
fijo e igual a cero, matematicamente se lee como

dr?

—G(r,7)=6(r — 1), /0 drG(r,7') = 0. (C.26)

Notemos primero que la funcion G, asi definida no satisface la condicion requerida, en el

sentido que

T
/ drG(r,7") =0 :>/ dT—G(T ™) =0= / dT—G(T, ) =0, (C.27)
0

dr?
y donde, de (C.26), se tiene que
T d2 T
/o dr——5G(7,7) = /D dré(r —1') =1, (C.28)

en lugar de 0. Por lo que tenemos que redefinir la funciéon de Green de forma tal que ahora

la ecuacion diferencial a resolver es
—Gp(r,7)=6(r—7) — = (C.29)
donde ahora, en efecto, se satisface la condicion deseada fOT drGg(t,7') = 0.

De manera analoga que en el ejemplo anterior, para 7 # 7/, la ecuacién diferencial a

resolver es

¥ nir ) = =2 (C.30)
dT B\T, T T, .
cuya solucion es
72 /
Gp(r 7)) = at +b— 2T> oO<r<r (C.31)
’ cr+d— 25, T <T<T,

Para determinar el valor de las constantes, ahora, se deben satifacer las siguientes condiciones.
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s Continuidad de la funcién de Green
R ' d C.32
at + —ﬁ—T-I— —ﬁ=> =(c—a)T" +d. (C.32)

» La derivada de la funcion de Green debe dar un salto de la misma forma que en (C.23),

lo que implica

/

z ")l e—ltamb=r+d
C T a T = C = a =T .

. fOT drGp(7,7") = 0, que implica

donde hemos usado (C.33).

. fOT drLGp(r,7') = 0, que implica

T

/OTdT%GB(T,T’) = /OTIdT [a—%} +/T,Td7' [C—T

~

DN | —

(C.33)

(C.34)

(C.35)

Usando (C.33), (C.34) y (C.35), llegamos a que la funcion de Green que satisface la condicion

deseada es
1 1 T
Gplr. ') = s(—T+7T)—m(r =7 -5, O<T< 7
%(T—T’)—%(T—T’)Q—%, T <r<T,
Que se puede escribir como
1 1 T
Gp(r,7) = §|T—T/ - ﬁ( —7)? 12

En [49] se da una manera maés sofisticada de obtener este mismo resultado.

(C.36)

(C.37)
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