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Resumen

En la primera parte de este trabajo se estudia el choque de hoyos negros mediante
la solucién numérica de las ecuaciones de Einstein. Se presenta un catalogo de 31
ondas gravitacionales provenientes de la evolucién de un sistema binario de hoyos
negros (BBH) y un ejemplo de su aplicacién. La aplicacién consiste en estimar el
cociente de masas de un BBH a partir del strain de una onda gravitacional mediante
un algoritmo basado en redes neuronales artificiales.

En la segunda parte de este trabajo se estudia por primera vez la acrecion de
vientos supersénicos en hoyos negros rotantes en tres dimensiones, se presentan cinco
direcciones representativas del viento respecto al eje de rotaciéon del hoyo negro. El
estudio se centra en la evolucién y estabilidad del cono de choque de alta densidad
que se forma durante este proceso y se explora el régimen en el que se espera que
aparezca una inestabilidad tipo Flip-Flop (FF). En todos los casos estudiados no se
encontro la inestabilidad FF. También, se presenta por primera vez la acrecion de
vientos supersonicos magnetizados en un hoyo negro rotante en tres dimensiones. El
hallazgo méas importante en comparacion con el escenario puramente hidrodinamico,
es la formacion de zonas rarificadas donde la presion del campo magnético domina.
Se encontré que la tasa de acrecién de vientos supersonicos en hoyos negros en los
regimenes HD y MHD es bastante similar y se concluye que los parametros mas in-
fluyentes que cambian la tasa de acrecion son la velocidad y la orientacién del viento.
Por ultimo, se presenta la evolucién de un viento supersénico que interactia con una
estrella de bosones y se compara con la evolucién de un viento que es acretado por
un hoyo negro no rotante de la misma masa.

Palabras Clave: Relatividad General, hoyos negros, ondas gravitacionales, Magneto-
hidrodinamica relativista, acrecion.
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Abstract

In the first part of this work the merger of two black holes is studied by solving
numerically the Einstein’s equations. A catalog of 31 gravitational waves coming from
the evolution of a black hole binary black hole system (BBH) and an example of its
application is presented. The application consists of estimating the mass ratio of the
BBH from the strain of a wave using an algorithm based on artificial neural networks.
In the second part of this work we study for the first time the accretion of supersonic
winds onto a rotating black hole in three dimensions, we present five representative
directions of the wind with respect to the axis of rotation of the black hole. The study
focuses on the evolution and stability of the high-density shock cone formed during
this process and explores the situation in which Flip-Flop (FF) type instability is ex-
pected. For all the studied cases the FF instability was not found. We also study for
the first time the accretion of a supersonic magnetized wind onto a rotating black hole
in three dimensions. The most important finding compared to the purely hydrodyna-
mics scenario is the formation of rarefied zones where the magnitude of the magnetic
field dominates. It was found that the accretion rate between the HD and MHD regi-
mes is quite similar and concludes that the most influential parameters that change
the accretion rate are the speed and direction of the wind. Finally, the evolution of a
supersonic wind that interacts with a boson star is presented and is compared to the
evolution of a wind that is accreted by a black hole of the same mass without rotation.

Keywords: General relativity, black holes, gravitational waves, relativistic Magnetohy-
drodynamics, accretion.
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Notacion y convenciones

A lo largo de esta tesis las siguientes convenciones y notaciones son tomadas en
cuenta:

= Se utiliza la convencién de indices siguiente:

1. Indices griegos ( «, 3, u, v, ...) se utilizan para etiquetar las coordenadas
de un espacio-tiempo de cuatro dimensiones y toman valores de 0 a 3. El
indice cero representa la coordenada temporal (= 0 = t) y los indices del
uno al tres las coordenadas espaciales (u = 1,2,3 = 1, 29, 3).

2. Indices latinos (1,7,k,1,...) se utilizaran para etiquetar las coordenadas
espaciales de un espacio-tiempo de tres dimensiones y toman valores 1 a 3.

3. Se utiliza la conveciéon de suma de indices de Einstein: Cuando aparezcan
dos indices repetidos, se sumara sobre todos los valores posibles que tome

el indice (h,h* = hoh® + hih' + hoh® + h3h?).

» La signatura de la métrica del espacio-tiempo de 4 dimensiones utilizada es
(—1,+1,+1,+1).

= Se utiliza el sistema de unidades geométricas, en las que la velocidad de la luz
¢y la constante de gravitacion universal de Newton G, son igual a uno.
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Capitulo

Introduccion

Fenomenos en el universo de altas energias son detectables gracias al enorme es-
pectro que el conjunto de satélites, observatorios, telescopios construidos hasta la
actualidad cubren. Algunos de estos fendmenos de altas energias y posibles explica-
ciones se asocian con los modelos de interaccién de la materia alrededor de hoyos
negros que a lo largo de los anos se han explorado en el espectro electromagnético
dentro y fuera del rango visible, mediante el uso de telescopios con diferente ventana
de observacién cuyo rango de frecuencias se encuentra entre 30KHz ~ 10?"Hz [Jansky
(1933), Cox (2000), Holland et al. (2002), Dermer & Menon (2009)]. Otra forma de
estudiar estos fenomenos de altas energias es midiendo rayos césmicos, que son proto-
nes, iones, electrones, positrones, etc, generados durante la interaccién de la atmosfera
terrestre con particulas primarias provenientes del espacio exterior. Dependiendo de
la energia de estas particulas pueden ser asociadas a fendmenos de altas energias co-
mo los antes mencionados [Dermer & Menon (2009)]. Hasta hace unos afios los hoyos
negros eran considerados objetos astrofisicos inferidos de observaciones astronémicas
que provenian de predicciones tedricas de la relatividad general de Einstein, esto fue
asi hasta el 14 de Septiembre de 2015, cuando los interferometros del experimento LI-
GO lograron medir por primera vez directamente una onda gravitacional proveniente
del choque de hoyos negros en el evento llamado GW150914 [Abbot et al. (2016a)]. El
GW150914 junto con dos detecciones méas [Abbot et al. (2016b), Abbot et al. (2017)]
marcaron el comienzo de una nueva era en la astronomia, abriendo toda una nueva
ventana de observacién de los fenémenos de nuestro universo. Con el surgimiento de la

Astronomia de ondas gravitacionales se podra estudiar los fendmenos desde un punto
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de vista distinto, no en el espectro electromagnético sino en el de la medicion de las
perturbaciones del espacio-tiempo generadas por fenémenos de altas de energias.
Los hoyos negros brindan una vision amplia del universo, desde escalas pequenas
(a distancias de Mpc de la Tierra), hasta en galaxias lejanas con desplazamientos al
rojo de z > 8. Estos hoyos negros han sido a lo largo de los anos candidatos para
explicar los fendmenos de mas altas energias jamas antes observados, por ejemplo,
las emisiones de estallidos de rayos gamma podrian ser generados en la vecindades
de hoyos negros recién formados; los hoyos negros en los centros de las galaxias y
su interaccién con la materia que los rodea conocidos como AGNs (por sus siglas
en inglés), producen eventos tan energéticos que la luminosidad emitida es mayor a
la emitida por todas las estrellas juntas en la galaxia; el colapso de estrellas que se
quedan sin combustible y se convierten en hoyos negros; y la formacion de estruc-
turas de disco de acreciéon que mediante la interaccién de campos magnéticos y la
aceleracion del material acretado emiten rayos X o rayos . Dado el gran conjunto
de observaciones y el avance en el mejoramiento de las herramientas de observacién,
surge el desafio de intentar explicar la naturaleza de dichos eventos. En este sentido se
ha tenido gran avance con el uso de computadoras para modelar sistemas astrofisicos.
Por ejemplo, la solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio usando métodos
numeéricos provistos en la relatividad numérica fue crucial para identificar la fuente
de las ondas gravitacionales detectadas en 2015 por la colaboracién LIGO. Con el
pasar del tiempo, se espera que ondas gravitacionales producidas en eventos que in-
volucren interaccién de materia con objetos compactos, como el choque de estrellas

de neutrones o de binarias mixtas sean observadas.

1.1. Modelo de materia

La solucién de las ecuaciones de Euler relativistas en espacio-tiempos curvos se
ha hecho en un gran ntimero de estudios enfocados en el problema de acrecion de
materia, especificamente en el estudio de discos de acrecién, ruptura de estrellas en
sistemas binarios de hoyos negros y estrellas, estos sistemas de acrecién también se

pueden encontrar en cuimulos de galaxias, regiones de formacién de estrellas entre
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otras. Un escenario comtun que se ha estudiado es el proceso de acrecién de Bondi-
Hoyle-Littleton (BHL) o acrecién de viento [Bondi (1952)] la cual ocurre cuando un
objeto compacto se mueve con respecto a una distribucién uniforme de fluido perfecto
no auto-gravitante. El estudio de acrecién de vientos se ha estudiado en distintos
regimenes, tanto clasicos como relativistas, que contemplan distintos procesos fisicos
en sus modelos; existen estudios de acrecion de BHL con campos magnéticos; otros
consideran la adicién de términos radiativos a las ecuaciones de la hidrodindmica y
algunos de estos suponen algun tipo de simetria. Existen observaciones, como por
ejemplo, sobre el quasar 3C186 reportadas en [Chiaberge et al. (2017)], las cuales
suponen que existe un hoyo negro moviéndose a través del medio galdctico. Los autores
argumentan que hay indicios de que el quasar 3C186 sea un remanente del choque
de dos galaxias y el hoyo negro podria haber sido originado y expulsado en dicha
colisién. Supongamos que dividiéramos este problema en dos etapas distintas 1) el
momento antes de que los dos hoyos negros chocaran y 2) el momento después en que
el hoyo negro se estd moviendo através del medio intergalactico. Cada una de estas
etapas, podrian ser modeladas separadamente, por un lado, evolucionando el sistema
binario de hoyos negros y por otro, estudiando la acrecién de un viento en un hoyo
negro. Estos dos problemas fueron abordados de manera separada durante el trabajo

doctoral.

Como primera parte de este trabajo, se presenta la solucién de las ecuaciones de
Einstein en el vacio, como resultado, se presenta un catalogo de 31 ondas gravita-
cionales generadas numéricamente que corresponden al choque de un sistema binario
de hoyos negros. Cada elemento del catalogo consiste en la parte real de los modos
Il =2, m =2 del strain h, de la onda gravitacional en el que varia la razén de masa
inicial de los hoyos negros. Como aplicacién al catdlogo se presenta un breve estudio
del problema inverso y estimaciéon de la razéon de masa inicial en el choque de hoyos

negros usando redes neuronales artificiales.

La segunda parte de este trabajo, estda destinada al estudio de la acrecion de
vientos supersonicos en hoyos negros en 3D, el cual consistié en la evolucién de las
ecuaciones de la hidrodinamica ideal relativista en espacio-tiempos curvos. Como
primer paso, se hizo un estudio de la existencia de la inestabilidad Flip-Flop (FF) de
la estructura en forma de cono que se forma cuando el viento se mueve a velocidades

supersonicas, esto, motivado por estudios que aseveran que estas oscilaciones del cono
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de choque podrian estar asociadas a las fuentes de rayos X en el universo conocidas
como oscilaciones cuasi-periédicas (QPOs)[Lora-Clavijo & Guzmaén (2013), Donmez
et al.(2011)]. En un segundo estudio, se agregd el efecto de campos magnéticos al
proceso de acrecién de vientos en hoyos negros mediante la evolucién de las ecuaciones
de la magnetohidrodindmica relativista (MHD) ideal. Por tltimo se hizo un estudio
de acrecion de vientos en estrellas de bosones en configuraciones en las que imitan el
espacio-tiempo de un hoyo negro de Schwarzschild.

Es de notar que ambas partes del trabajo doctoral presentadas en esta manuscrito,
se realizaron utilizando la herramienta numérica para la evolucion de sistemas en as-
trofisica relativista Einstein Toolkit (ETK) [LofHler et al. (2012)]. Este cédigo cuenta
con las implementaciones necesarias para la soluciéon de las ecuaciones de Einstein en
el vacio y de las ecuaciones de la hidrodindamica y MHD relativistas. La constribucién
de este trabajo al ETK fue un médulo de condiciones de frontera, necesario para el

estudio de acrecion de vientos en hoyos negros.

En el Capitulo 2 se presenta una breve descripcion de la deduccién de las ecuaciones
de Einstein e hidrodinamica relativista necesarios para el estudio de los problemas
presentados en este trabajo. En el Capitulo 3, se habla de los métodos necesarios para
resolver las ecuaciones de Einstein e hidrodinamica relativista, también se explica la
estructura del ETK y del médulo de condiciones de frontera que se incorpord. En
el Capitulo 4 se presenta la evolucién de hoyos negros en el vacio, se presenta un
catalogo de ondas gravitacionales que se generd en el estudio del problema inverso.
En el Capitulo 5 se presenta el estudio de acrecién 3D de vientos en hoyos negros.
Se presentan dos estudios extra en los que se comparan por un lado, la acreciéon de
vientos en hoyos negros con la acrecion de vientos en estrellas de bosones que imitian
el espacio-tiempo de un hoyo negro, por otro, la influencia de campos magnéticos en
el proceso de acrecion de vientos en hoyos negros. Finalmente en el Capitulo 6 se

presentan las conclusiones.



Capitulo

Relatividad numérica e Hidrodinamica

relativista

En este capitulo se muestra de manera general la deduccién de los sistemas de
ecuaciones necesarios para el estudio numérico de los dos principales problemas pre-
sentados en este manuscrito; la evolucion de sistemas binarios de hoyos negros en el
vacio y la acrecién de fluidos en hoyos negros. Primero, muy brevemente se introducen
las ecuaciones de Einstein en su forma covariante, después se dara una breve introduc-
cién de la descomposicién 3+1 del espacio-tiempo, que como se verd, es fundamental
para la construccién de los sistemas de evolucion necesarios para realizar el estudio
numérico de los problemas antes mencionados. Después, a partir de la descomposi-
ciéon 341, se transforman las ecuaciones de Einstein de su forma covariante a una
representacién de problema de Cauchy de valores iniciales. Finalmente, se deducen

las ecuaciones de evolucién de un fluido relativista en un espacio-tiempo curvo.

2.1. Ecuaciones de Einstein

La teoria general de la relatividad se basa en la idea de que el campo gravitacional
no es una fuerza en el sentido Newtoniano, sino que la gravedad es una manifestacién
de la curvatura del espacio-tiempo producida por la distribuciéon de materia, con esto,
decimos que el estado dindmico de la materia esta determinando por la curvatura del
espacio-tiempo y viceversa. Esta idea de correspondencia entre la materia y el espacio-

tiempo se deriva a partir de dos principios:
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1)El principio de covarianza general: Las leyes de las fisica deben ser las mismas para
cualquier observador.

2) El principio de equivalencia: Un sistema uniformemente acelerado desde un punto
de vista local, es equivalente a un sistema que esta en reposo en un campo gravitacio-
nal es decir, que de manera local, una fuerza de tipo inercial debe ser tratada como

si fuese un campo gravitacional.

El primer paso para lograr escribir una relacion entre materia y espacio-tiempo segin
estos principios es que, los objetos que los describan deben ser independientes de las
coordenadas, propiedad que tienen los tensores. Por tanto para describir las propieda-
des de la materia como son densidad de energia, densidad de momento, y transferencia

de momento, elegimos el tensor de energia-momento 7}, .

En el caso del espacio-tiempo, las propiedades geométricas se construyen a partir
del tensor métrico g,,. Por ejemplo, la métrica define la distancia entre dos puntos
ds* = g, dx*dx” y junto con sus derivadas define al tensor de Riemann o de curvatura
Rypo, al tensor de Riccl Ry, y el escalar de Ricci RF,. Por ello, en la construccion
de las ecuaciones de Einstein se elige un tensor que por un lado sea compatible con
la ley de conservacién de energia-momento (V, 7" = 0), y por otro que describa
la curvatura del espacio-tiempo como el tensor G,, = R,, — %gWR. Finalmente,

reuniendo todos estos elementos las ecuaciones de Einstein son:

1
R, — §gWR = 81T, (2.1)

las cuales representan la relacion entre espacio-tiempo y la materia. Este es un siste-
ma de diez ecuaciones diferenciales de segundo orden extremadamente complejo, ain
asi existen algunas soluciones exactas pero restringidas a diferentes simetrias, para
poder estudiar sistemas sin simétrias de relevancia astrofisica en el régimen de campo
gravitacional fuerte es necesaria resolverlas mediante el uso de métodos numeéricos.
Existen diferentes formulaciones que permiten el uso de métodos numéricos para re-
solver las ecuaciones (2.1) como pueden ser el formalismo caracteristico introducido
en los anos 60’s por Bondi y Sachs [Bondi et al. (1962), Sachs (1962)], el cual me-
diante una serie de foliaciones de hipersuperficies nulas [Lehner (2001)], se obtienen
dos ecuaciones de evolucién de primer orden y cuatro relaciones entre cantidades de-

finidas en las hipersuperficies. Otra formulacion de las ecuaciones de Einstein es la
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conforme introducida por Friedrich en los 80’s [Friedrich (1981)] que considera una
transformacion conforme de la métrica g,,, para obtener un espacio-tiempo diferente
descrito por la métrica conforme g,,. En este trabajo se utilizé una formulacién del
tipo valores iniciales de Cauchy basada en la descomposicion 3+1 del espacio-tiempo

que se describe en la siguiente seccion.

2.2. Descomposicion 3+1 del espacio-tiempo

En relatividad general, el papel que juegan el espacio y el tiempo es indistinguible y
como consecuencia, las ecuaciones de Einstein (2.1) estan escritas de forma covariante
es decir, en forma tensorial. Para resolverlas numéricamente como un problema de
valores iniciales que evolucione en el tiempo se utiliza la descomposicion 3+1 del
espacio-tiempo que permite separar el espacio-tiempo de 4 dimensiones, en uno de
tres dimensiones espaciales y una temporal. Dicha aproximacién ayudara a escribir
las ecuaciones de tal manera que se pueden aplicar métodos numéricos convencionales
para resolverlas.

La descomposicién 3+1 del espacio-tiempo considera un espacio-tiempo arbitrario
que sea globalmente hiperbdlico, descrito por el tensor métrico g, que se folia con
hipersuperficies 3-dimensionales tipo espacio ¥; y elige como parametro de foliacién
a t que mas adelante se identificard con la coordenada temporal; en la Fig. 2.1 se
muestra un esquema de dicha foliacion.

En cada una de las hipersuperficies se puede definir un vector normal n* tipo tiempo

(n,n” = -1) con el cual se define la métrica inducida en dichas hipersuperficies:

Y = Guv + nuny, (22)

ademads, se puede construir el proyector sobre las hipersuperficies P} = ¢g""v,, =

O¥ 4+ ntn,, donde 6% es la delta de Kronecker.

= El lapso « del tiempo propio dr medido por un observador que se mueve en

direccién normal a la hipersuperficie:

dr = a(t,2")dt (2.3)
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normal linea coordenada

A

t + dt

Figura 2.1. Esquema de la foliacion del espacio-tiempo de cuatro dimensiones en hipersu-
perficies tres-dimensionales.

» El vector de corrimiento o desplazamiento 3° el cual representa la velocidad
relativa entre un observador euleriano y las lineas coordenadas espaciales cons-

tantes:

T = ) — B (t, 27)dt (2.4)
En términos de «, 3° y 7;; el elemento de linea del espacio-tiempo general es:

ds® = (—a® + Bif")dt* + 2B;dx*dt + ~yy;da'da? (2.5)
que en forma matricial, toma la forma:
G = —o?+ B85 i
8 5;’ Yij 7
9" = A .
Bija? 4 - /a2

Notese que hasta ahora no se ha impuesto ninguna condiciéon sobre el vector de
corrimiento y el lapso, los cuales dictan la forma en que el espacio-tiempo es foliado y

la forma en que el sistema de coordenadas espaciales se propaga de una hipersuperficie
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a otra, esto deja un sin fin de posibilidades para describir el espacio-tiempo. Por esta
propiedad, a este par de objetos se les conoce como funciones de norma, de las cuales

se hablard més adelante.

2.3. Ecuaciones ADM

Continuando con las propiedades de la descomposicién 3+1 del espacio-tiempo, las
hipersuperficies se encuentran inmersas en el espacio-tiempo de cuatro dimensiones,
la curvatura extrinseca es una propiedad que define la manera en que lo estan. Esta
cantidad se define como el cambio del vector normal a ¥ en la vecindad de algin
punto de la hipersuperficie, o sea Vi, como se desea que esta propiedad sea una

propiedad de ¥, se proyecta sobre las hipersuperficies como:

K,y = —PiVan, = =(V,n, +n,m*Vn,), (2.6)

donde el primer indice etiquetara la componente normal a la hipersuperficie y el otro
la direccion en la que se esta haciendo la variacion con esto, se tendra una medida de
la deformacién de la hipersuperficie en un punto en alguna direcciéon. Como ya se ha
dicho, la curvatura extrinseca es una cantidad definida sobre las hipersuperficies, por
lo que es coveniente escribirla en términos de la 3-métrica, para ello, se recurre a la

definicién de la derivada de Lie de un tensor a lo largo de un vector:

L£5Au, = V"V oA, + AV, 0% + Ag, V0P, (2.7)

que al aplicar a la 3-métrica v;; a lo largo del vector normal n* se obtiene:

Lavij = n*Vay; + %ijnk + vjkvmk
= nfVi(ning) + g V,n* + gu Vin®
= nFn;Vin; +nFn;Vin, + Vin, + Vin,
= (%" = 9")Vin; + () — 9/ )Vini + Vini + Viny
= %"Ving + 7 Vin, = —2Ky;,

de donde se utiliza el hecho que n*V ,n, = 0y que V,g,, = 0, con esto, se llega a la
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relacion entre la curvatura extrinseca y la 3-métrica siguiente:

1

Es importante notar que la curvatura extrinseca depende unicamente del compor-
tamiento del vector normal n*, que es un vector definido en X, por lo que es una

propiedad geométrica de la propia hipersupeficie.

Por otro lado, si el parametro de foliacién es t, se puede definir un vector tipo

tiempo de la forma:

t' = ant + pH, (2.9)
entonces, podemos reescribir la ecuacion (2.8) de la siguiente manera:

Kij = ! (ff_ £5> Yijs (2.10)

2a

donde, se ha utilizado la identidad £7A4,, = é,f ¢vA,, donde ¢ es una funcién escalar.

Ahora, utilizando el hecho de que £7= 0, de la ecuacion (2.10) se obtiene:

8t”yij — OEB"}/U = —QOJKij, (211)

lo cual se puede escribir como:
at%'j = —QOzKZ‘j + Plkvkﬁj + P]kvkﬁ“ (2.12)

donde, P,*V}, es la proyeccién sobre las hipersuperficies ¥. Con este resultado, se
ha construido una ecuacién de evolucién para la 3-métrica ~;;. De la misma manera
calculando la derivada de Lie de la curvatura extrinseca a lo largo del vector t* se

obtiene:

£E'K/W = £aﬁKW, + "EEKHV' (2.13)

Para calcular el término £,3K,,, se utilizan las proyecciones del tensor de Riemann

i)
siguientes:
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1
PP’ Royo = LKy + KK, + ~DyDya, (2.14)

P PP (n*n’ Rsxeo + Row) = Ry + KK — Kin K, (2.15)

que, al sustituir en (2.13) se llega a la relacion:

£iKyy — £5K = —=DyDyo+ (=P, P R + Ry + KK,y — 2K,0K,)),  (2.16)

donde, D), = P,*V, es la proyeccion de la derivada covariante sobre las hipersuperfi-
cies.

Ahora, usando las ecuaciones de Einstein (2.1) y sustituyendo en (2.16) llegamos a:

£iKu — £5K = —=DyDya+ a(Ry, + KK, — 2K,,K,))
+ 4ralyu (S — papm) — 25, (2.17)

donde, S, = PMQPV*BTQB, (S=51)y papu = n#n"T, .

Finalmente escribiendo

Lp=0, L£z=P0NKu + K0, + K,0,8%, (2.18)

se obtiene:

8tKij = BkﬁkKw + K;ﬂ-&jﬂk + Kkjé’zﬁ’“ — DiDjOé
+ OZ(RZ']' + KKZ] — QKZkKJk) -+ 47TO£[’7,']'(S — pADM) — 25”] (219)

Esta ultima ecuacion representa la ecuacion de evolucion para las componentes de la
curvatura extrinseca.

Hasta ahora, a partir de la definiciéon de la curvatura extrinseca se han deducido
ecuaciones de evolucion para las 6 componentes independientes de la 3-métrica. De

la misma manera, usando la proyeccion de las ecuaciones de Einstein, se encontraron
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ecuaciones de evolucion para las 6 componentes de curvatura extrinseca. Estas son 12
ecuaciones con 20 variables a determinar, lo que sugiere que aun quedan ecuaciones
por deducir por lo que si se considera la proyeccién normal del tensor de Einstein a

lo largo de la direccién temporal 2n#n”G,,:

2n'n"G,, = R+ 2n"n" R,

= (g™ +n*n") (g™ + n"n") Ragyu

= P"P" R
Por otro lado, se tiene que:
P"PYRogw = R+ K* — K, K", (2.20)
PP Rog = R+ K? — K, K", (2.21)

sustituyendo en la ecuacién anterior se obtiene:

2n'n"G,, = R+ K* — K, K", (2.22)
ahora, utilizando las ecuaciones de Einstein (2.1) llegamos a la relacion:

R+ K? - K,, K" = 16Tpapu, (2.23)

donde papy = n#n"T),, corresponde a la densidad de energia medida por un observa-
dor Euleriano. Nétese que ésta no es una ecuaciéon de evolucion, pero si de constriccion
que debe satisfacerse a todo tiempo. Esta ecuacion se conoce como constriccion Ha-

miltoniana o de energia.

Si ahora se considera la contraccién mixta del tensor de Einstein:

P"n*G,,, = P"n” R, 2.24
2 0
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las ecuaciones de Codazzi-Mainardi implican que:

y*n'G,, = D*K — D, K, (2.25)
utilizando las ecuaciones de campo de Einstein se llega a:

D (K" — 1K) = 85, (2.26)

donde, j* = —P*n"T), es la densidad de momento medida por un observador Eule-
riano. Las ecuaciones (2.26) se conocen como constricciones de momento. Finalmente

las constricciones Hamiltoniana y de momento (2.23), (2.26) son:

R+ K% — Kinij = 167TPADM7
D;j(K"7 — 4" K) = 8rj". (2.27)

Es importante notar que las expresiones en (2.27) no son ecuaciones de evolucién y son
independientes explicitamente de o y 3%. Esto era de esperarse pues estas funciones
unicamente determinan cémo es que las coordenadas cambian de una hipersuperficie
> a la siguiente ;1. Mientras que las constricciones son relaciones que deben cum-
plir las variables que describen el campo gravitacional (7;;, /;;)|s en la hipersuperficie
Ei-

Finalmente, reuniendo todos los resultados, las ecuaciones de Einstein (2.1) en la

descomposicion 3+1 representadas como un problema de valores iniciales son:

Oyyij = —2aK;; + PFVB; + PV, (2.28)
0K = BkakKij + Km'ajﬁk + Kkjazﬂk —D;Dj« (2.29)

H:=R+K?— KKV =16Tpapu,
M':= D;j(K" — 4" K) = 8rj". (2.31)
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Estas relaciones llamadas ecuaciones Arnowitt-Deser-Misner (ADM), representan
un sistema de 16 ecuaciones con 20 incognitas, por lo que, para cerrar el sistema
son necesarias 4 ecuaciones mas, correspondientes a la norma. Es decir, una ecuacién
para el lapso « y tres ecuaciones para las componentes del vector de corrimiento 3°.
Sobre la eleccién de las funciones de norma, se hablard mas adelante. En resumen las
ecuaciones ADM se pueden deducir a partir de las ecuaciones de Einstein utilizando

la descomposicién 3+1 del espacio-tiempo siguiendo los siguientes pasos:

1. Al definir la curvatura extrinseca se obtienen las ecuaciones de evolucién para

las componentes de la 3-métrica ;.

2. De la proyeccion de las ecuaciones de Einstein sobre las hipersuperficies se obtie-

nen las ecuaciones de evolucion para las componentes de la curvatura extrinseca
Kij-

3. La proyeccion de las ecuaciones sobre la direccién normal nos da la ecuacion de

constriccion hamiltoniana.

4. Finalmente la proyeccion mixta nos da como resultado las ecuaciones de cons-

triccion de momento.

2.3.1. Ecuaciones BSSN

En la seccién anterior se introdujo el sistema de ecuaciones ADM a partir de
la descomposicion 341 del espacio-tiempo, dichas ecuaciones en principio pueden
ser resueltas con métodos numéricos convencionales. Sin embargo, no representa un
problema bien planteado en el sentido de que las ecuaciones ADM no constituyen
un sistema fuertemente hiperbélico [Alcubierre (2008), Baumgarte 2010]. Debido a
esto, la comunidad en relatividad numérica buscé una version de las ecuaciones ADM
que si constituyeran un sistema fuertemente hiperbdlico. Algunos de los sistemas
fuertemente hiperbodlicos que se han construido a lo largo del tiempo son el sistema
Bona-Masso [Bona & Massé (1989), Bona & Massé (1992)], NOR [Nagy et al. (2004)],
KST [Fritelli & Reula (1996), Anderson & York (1999)], Z4 [Bona et al. (2003), Bona
et al. (2004)] y BSSN [Baumgarte & Shapiro (1999), Sarbach et al. (2002)] que es la
formulacién basada en la descomposicién 3+1 mas utilizado en codigos numéricos y

la que se utilizo para el problema de choque de hoyos negros presentado mas adelante.
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La construccién de las ecuaciones BSSN se realiza a partir de las ecuaciones ADM
y consiste en definir nuevas variables de evolucién y reescribir las ecuaciones ADM
en términos de estas nuevas variables. A continuacién se muestran los pasos a seguir

para obtener estas ecuaciones.

1. Se definen las que seran las nuevas variables que sustituyen a ,;, K;; y estas
son la métrica conforme 7;;, el exponente conforme ¢, la traza de la curvatura
extrinseca K, la parte conforme libre de traza de la curvatura extrinseca A;; y

las funciones conformes de conexién I como:

1
o) =1 In[det v], (2.32)
Vi :ef4¢%j, (2.33)
K ="Ky, (2.34)
- 1
I =—9;5". (2.36)

2. Se contrae la ecuacion ADM para la métrica (2.28) con ~;; y se obtiene:

(9t(ln71/2) = —aK + D,;3,

ahora, se sustituye el valor del exponente conforme ¢ en la ecuacién anterior

quedando:
1 i i i
Opp = 6(—04[( = 03" + Fijﬁ ).
Utilizando la identidad T'; = 9;(Iny*/?) se obtiene:

06— (#0,6 + 20.5) = 0.

y finalmente, se llega a una ecuacién de evolucién para el exponente conforme

o:
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(O —Lz)0p=——, (2.37)

donde £ 7 denota la derivada de Lie a lo largo de B

. Al sustituir la variable flij en la ecuacion de evolucion ADM de la curvatura

extrinseca se obtienen las ecuaciones BSSN:

g PO TTE i
OK = =" DiDjor+ a(Ag A + I + dm(p + 5)) + B DK,

~ ~ o~ 1
(8t — LB‘)AW = 6_4¢[—DiDjCY + O[Rl‘j]TF + OZ(KAZ‘J‘AZ] + §K2)

. De la ecuacién ADM de evolucién de la métrica ;;

(0,5 - Lﬁ)’}/” = —QOéKZ‘j, (238)
se sustituye el valor ~;; = e4¢7§j y K = 64‘1’121”- + %'yin con lo cual se obtiene:

Vi K

(9 = L)% + 475 (0 = L) = —20( Ay + =5

),

reagrupando, se obtiene la ecuacion de evolucion para la 3-métrica conforme:

(O — Lp)Tiy = —20 Ay (2.39)

. La ecuacién de evolucién para las funciones conformes de conexién I'

oL = ~0,0,79 = ~0,0,7" (2.40)

se obtiene mediante la sustitucién de la ecuacién de evolucién (2.39) en (2.40),

que después de desarrollar y agrupar términos toma la forma:
- o~ - 2 .. - ~ . ~ )
oI :2a[F}kA]k +6AY0;¢ — gfy”ﬁjK] —2AY0;0 + pFo I — T%9,8°

2 1. . .
+ grza,cﬁk + gﬁ”ajakﬁ’“ + A5 0;00 3. (2.41)
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6. Las ecuaciones de constriccién de momento ADM:

D;(K" =~V K) = 8n5",
en términos de las nuevas variables toman la forma:
0; A7 + T4 AN 4+ 6A™0pp — ;ijjK = 8rel? S,
y escrita de manera compacta:
D;(e5 A7) — gef”@iK = 8mef St (2.42)

7. La constricciéon hamiltoniana en su versién ADM:

en términos de las nuevas variables toma la forma:

IS 2
R — Ay A7 + gK2 — 167p = 0. (2.43)

Definiendo R;; = Rij + Rffj se tiene que R = e **(R + 7% RZ) que al sustituir
en (2.43) se obtiene:

~ e~ 2 2 s
e "R —8e ¥ D;Dje? + §K2 - +§K2 — A ;jAY — 167p = 0,

o bien:

O e’ R e e? K2
YID;Dje? — — + —A;; A7 — D

S g + 21 p = 0. (2.44)

En resumen las ecuaciones de evolucion BSSN de las ecuaciones de Einstein son:

K
(0~ Lg)o = ——

(8 — Lp)7ij = —2a A,
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_ |
(Gt — Lﬁ)AU = 6_4¢[—DiDjOé + OéRZ'j]TF + OL(KAZ']'A” + §K2) (245)
g | .
GtK = —VUDZ-Dja + Oé(AijAZJ + §K2 + 47’[‘(p + S)) + ﬁzDiK,
. o o 9 o . .
OT" = 2a[l% ATV + 64790 — 3770;K] — 24100 + BEo I — Tk, B¢

2. 1. i ‘
+ grzakﬁk + gV”@jakﬁk +7* 0008,
y las constricciones son:

o~ o~ ¢R 50 . 5¢ |2
59D;Dje? — % + %AUA” S Tl —2me™p, (2.46)

- - 2 - .
D;(e% A7) — §eG¢D’K = 8me% 5",

I+ 0,747 = 0. (2.47)

Las ecuaciones de BSSN constituyen un sistema fuertemente hiperbdlico, este sistema
fue parte de los primero pasos para lograr evoluciones estables cuando se consideran
espacio-tiempo de hoyos negros. Esta formulacén se considerd para el problema de

choque de hoyos negros presentado en esta tesis.

2.3.2. Norma: eleccién de a y 5

Hasta ahora, en secciones anteriores se han introducido las ecuaciones de Einstein
en su forma ADM y BSSN, las cuales son dependientes de las funciones de norma
a y B%. Sin embargo, no se ha hablado del valor de estas funciones o la manera
de determinarlas. Las funciones de norma deben ser elegidas de manera inteligente
debido a que al momento de implementar las ecuaciones numéricamente se pueda
tener evoluciones largas y estables. Una condicién para el lapso a que en la literatura
es comunmente mencionada es la llamada maximal slicing, la cual, consiste en imponer
que la traza de la curvatura extrinseca es cero (K = 0) y que no evolucione (0;K = 0).
Entonces, la ecuacién de evolucién ADM de la curvatura extrinseca (2.30) toma la

forma eliptica:

D*a = a|Kij K" + 4n(papy + 9)), (2.48)
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esta condicién es llamada asi debido a que maximiza el volumen de una hipersuperficie
espacial, esta condicién fue introducida por primera vez en el trabajo [Lichnerowicz
(1944)]. Esta condicién ofrece un comportamiento estable como se explica en [Alcu-
bierre (2008), Baumgarte 2010]. Respecto al vector de corrimiento 3° se puede decir
que también existen condiciones que a lo largo de los anos se han propuesto, todas
ellas han surgido dependiendo del sistema a evolucionar. Existen condiciones sobre el
vector de corrimiento que se podria pensar son idéneas, por ejemplo la condicion co-
nocida como minimal distortion (distorsién minima) impone tres ecuaciones elipticas
que minimizan la deformacion de un elemento de volumen en una hipersuperficie con-
forme evoluciona, lo cual evita la singularidad que se forma en el caso de evoluciones
que involucren hoyo negros. Un ejemplo de mala eleccién del vector de corrimiento
que no evita singularidades es cuando se elige un vector de corrimiento trivial 5° = 0
[Smarr et al. (1978)]. Al elegir las condiciones maximal slicing y minimal distortion,
por sus propiedades matematicas, se espera un comportamiento suave en la evolucién
evitando la formacién de inestabilidades ademas, en el caso de evoluciéon de hoyos
negros este tipo de norma evita la singularidad. Sin embargo, no son las mas conve-
nientes en el aspecto de implementacion numérica, pues imponen ecuaciones elipticas
en 3 dimensiones que en principio deben ser resueltas entre cada paso de tiempo.
Numéricamente esto es poco conveniente pues resolver un sistema eliptico de ecua-
ciones en tres dimensiones con los métodos convencionales toma mucho tiempo. Por
esta razén, un camino alternativo consiste en construir ecuaciones de evolucion tipo
hiperbdlicas tanto para la funcién lapso o como para el vector de corrimiento 5. Las
condicién llamada 14 log [Anninos et al. (1995), Bernstein (1993), Bona et al. (1995)]
define una ecuacién de evolucion para « de la forma:

doc _ ?f(a)K, (2.49)
dt

donde comtunmente se elige a f(a) = N/a, con N una constante o N = 1. Esta
condicién historicamente fue introducida para N = 2 y a lo largo de los anos se ha
estudiado y comprobado que comparte algunas de las propiedades mas importantes de
la condicion maximal slicing pero es mucho mas facil de implementar numéricamente,
debido a que puede ser implementada como una ecuacion de evolucion complementaria
a las ecuaciones de Einstein. De la misma manera, se puede construir un sistema

hiperbdlico de ecuaciones de evolucion para las componentes del vector de corrimiento
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A" llamado gamma driver [Gundlach et al. (2006)]:

0} = B (2.50)
O’B' = o9, " — B, (2.51)
donde TV = —8,5% con 4 la métrica conforme de la formulacién BSSN mencionada

en la seccion anterior y 77 es una constante de disipacién que suprime las oscilaciones
de B'. Condiciones de norma de este estilo son las que se utilizan para resolver el
choque de hoyos negros en el vacio y es el tipo de norma que se utilizo en el estudio

de choque de hoyos negros presentado en este manuscrito.

2.4. Hidrodinamica relativista

Esta seccion esta dedicada a la deduccién de las ecuaciones que describen la evo-
luciéon de un fluido relativista en un espacio-tiempo curvo, el modelo a utilizar es el
de un fluido perfecto, o sea se descartan efectos de viscosidad y conduccion térmica.
La deduccion de las ecuaciones de evolucién del fluido relativista en cuestién estd
basada en la descomposicion 341 del espacio-tiempo. La razon de esto, entre otras
cosas, es porque los métodos numéricos convencionales para resolverlas se basan en la
formulacién conservativa de las ecuaciones, caracteristica que se obtiene a partir del
uso de la descomposicién 341 del espacio-tiempo. En este trabajo la deduccion de las
ecuaciones de la hidrodinamica relativista estd basada en la llamada formulacion de
Valencia [Banyuls et al.(1997)], la descripcién del fluido se hace desde la perspectiva
de un observador euleriano, el cual, es un observador fijo fuera del fluido.

Las propiedades de un fluido perfecto estan descritos por las componentes del

tensor de energia-momento:

T" = pohutu” + pgh”, (2.52)

donde g"” es el tensor métrico, u* es la cuadri-velocidad de los elementos de fluido, p
la presion, pg la densidad de masa en reposo y h la entalpia especifica definida como
h =1+ €+ p/po, donde, € es la energia interna.

Las ecuaciones que describen la evolucion de un fluido perfecto estan dadas por la
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ecuacion de continuidad (conservacion de la masa) y las identidades de Biachi (con-

servacién de energia-momento):

Y, (pou) = 0, (2.53)
v, T =0, (2.54)

donde, V, es la derivada covariante asociada al espacio-tiempo 4-dimensional descrito
por g,.. El objetivo de esta seccién como ya se ha mencionado es lograr construir un
sistema conservativo de ecuaciones de evolucion para un fluido perfecto relativista,
sin embargo, las ecuaciones antes escritas, se encuentra en forma covariante por lo
que se transformaran una forma que represente un problema de valores iniciales que
evoluciona en el tiempo.

Utilizando la identidad V,(* = ﬁ@u(\/—_g (M), se puede reescribir las ecuaciones
(2.53) y (2.54) como sigue:

O/ ~Gpou") = 0, (2.55)

0u(v/=gT") = 0. (2.56)

por otro lado, utilizando la métrica 341 se puede definir las siguiente cantidades:

!

ﬁ

= — 4 — 2.

v W+oz’ (2.57)
1

W =oau’ =

V1 — yivivd’

donde v? es la 3-velocidad del fluido medida por un observador Euleriano, W el factor
de Lorentz y g el determinate de la métrica g,,. Sustituyendo los valores de las

ecuaciones (2.57) en la ecuacién de continuidad (2.55) se obtiene:

0,D + 0| D(a® — 7)) = 0, (2.58)
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donde se ha definido D = /ypoW.

Ahora, proyectando la ecuacion (2.55) sobre las hipersuperfices se obtiene:

O Ji + Ok[Ji(av® — BF) 4+ a/Apot] = /A, T, (2.59)

donde se ha definido J; = \/7pohW?v;.
Por dltimo, proyectando la ecuacién (2.56) en la direccién normal n* y restando con

la ecuacién (2.58) obtenemos:

O + Ok[r (v — B*) + ay/Apu*] = a/A(TH00,a — oTHTY,), (2.60)

donde se ha definido 7 = ﬁ(pohW2 —p—poW), de este modo el sistema de ecuaciones

de un fluido relativista en el espacio-tiempo 3+1 es:

O,D + 0x[D(a® — )] = 0,
O + Okl Ji(a® — ) + a\/Apsy] = a/ATs, TH,
o + Ol (av® — BF) + ay/Apv*] = a/F(TH0,a — aTTY,). (2.61)

Como se observa, se ha construido el sistema de evolucion definiendo nuevas variables

de evolucion D, J;, y 7, esto, con el fin de tener al final un sistema del tipo balance de
(

xu) = S, apropiado para aplicar métodos numéricos convencionales para

flujos 2 S5 t75
resolverlo. Para una mejor ilustracién en forma matricial el sistema de ecuaciones se

escribe como:

D “ (“ N %) b 0
7 a vt — '% J1 4 a/Apdi ayYITH gue 'y
u=| Jh |, F=|a(v-L)h+ammsy [, S= NG A o ;
Js a (v =2 Js + ayApdy ay/ YT guolls
T a (Ui _ %) T+ ayApy’ Oz\ﬁ(T"Oaﬂa — aT’“’F?W

con la relacién entre variables conservativas (D, J;, 7) y primitivas (po, €, p, v*):

D = \/7poW,
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Ji = /YpohW v, (2.62)
T =V (pohW? — p — poW).

El sistema consiste de 5 ecuaciones, sin embargo, se tienen 6 variables por determinar
por lo que es necesario introducir una ecuacién de estado para cerrar el sistema.

En un fluido perfecto inicamente ocurren procesos adiabaticos en los elementos que
lo conforman, es decir, la entropia se mantiene constante. Para un gas ideal, sabemos
que la energia interna U es funciéon inicamente de la temperatura y no del volumen,

es decir U = U(T), lo que lleva a la ecuacién de estado para un fluido perfecto:

p=(I'=1)poe, (2.63)

la cual es la ecuacién de estado que describird a los fluidos considerados en este
trabajo.

Las ecuaciones ADM (2.30), involucran la densidad de energia de la materia como la
fuente del campo gravitacional, esta densidad de energia esta asociada a observadores
eulerianos cuya cuadri-velocidad u* es normal a la hipersuperfie espacial. Finalmente
la relacién entre las variables conservativas (D, J;, 7) y las cantidades concernientes

a la materia en las ecuaciones ADM es:

1
papy =Ty, = pphW? —p = —(7 + D),
z 0 \/7(

§' = =t P"T,, = pophW' = —J",
122 ﬁ
S = P“iP”jTW = pohW2v'v? + ~"p. (2.64)

Hasta aqui hemos deducido los sistemas de ecuaciones necesarios para los estu-
dios presentados en este trabajo. En el siguiente capitulo se describira los métodos

numéricos necesarios para resolverlos.
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Capitulo

Métodos numeéricos

En las secciones 2.3 2.4 de esta tesis se han construido de manera general las
ecuaciones de Einstein y las ecuaciones de evolucion para un fluido relativista en un
espacio-tiempo curvo. Cuando se habla de la solucion a las ecuaciones de Einstein en
el vacio, cominmente se hace referencia a soluciones exactas que suponen algun tipo
de simetria. La solucién de Schwarzschild por ejemplo, fue propuesta apenas un par
de meses después de que Einstein publicara su teoria, esta solucion es identificada con
el espacio-tiempo de un hoyo negro esféricamente simétrico, por otro lado, la solucién
de Kerr que data de los anos 60, esta relacionada con el espacio-tiempo de un hoyo
negro rotante y supone simetria axial. La solucién a las ecuaciones de Einstein para
sistemas mas complejos como pueden ser sistemas binarios de estrellas, choque de
hoyos negros, colapso de ntcleo de estrellas, etc., no es una tarea facil ni trivial de
resolver pues no existen soluciones exactas. Por ello, surgié la relatividad numérica
cuyo estudio se enfoca en el desarrollo de herramientas para resolver numéricamen-
te las ecuaciones de Einstein. Como ya se ha mencionado la primera parte de esta
tesis esta enfocada al estudio del choque de hoyos negros y por lo tanto restringida
a la solucion numérica de las ecuaciones de Einstein en el vacio; existen distintos
métodos numéricos para lograr resolver estas ecuaciones, por ejemplo los métodos
espectrales para la solucién de ecuaciones diferenciales se han adaptando a proble-
mas que pertenecen al campo de estudio de la relatividad numérica [Bonazzola et
al. (1999), Gourgoulhon (2002), Pfeiffer et al. (2003)]. De manera general consiste en
aproximar los operadores diferenciales con una serie truncada de funciones base con

lo cual el problema se reduce a encontrar el valor de los coeficientes que acompanan
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cada término de la expansién [Gootlieb & Orszag (1977), Boyd (2001)]. Otro método
numérico que comunmente se utiliza en la relatividad numérica y que es el que se
utilizé para resolver la versiéon BSSN de las ecuaciones de Einstein para el estudio del
choque de hoyos negros presentado en esta tesis es el método de diferencias finitas
que se revisa en la seccion 3.1 de este capitulo.

La segunda parte de esta tesis esta enfocada en el estudio de acrecién de vientos
en objetos compactos donde la solucion numérica de las ecuaciones de evolucion para
un fluido relativista en un espacio-tiempo curvo (ecuaciones de Euler relativistas) es
necesaria. La formacién de discontinuidades en las soluciones de dichas ecuaciones,
aun cuando se eligen condiciones iniciales suaves, tiene como consecuencia que los
métodos numeéricos basados en la aproximacion en diferencias finitas o métodos es-
pectrales sean poco utilizados en coédigos que evolucionan fluidos es por esto que en la
seccion 3.2 de este capitulo describimos los métodos de alta resolucién por captura de
choque basados en la discretizacion del dominio numérico en voliimenes finitos que es
el método que se utilizé para el estudio de acrecion de vientos en objetos compactos

presentado en esta tesis.

3.1. Coémputo de las derivadas espaciales utilizan-

do diferencias finitas

El método de diferencias finitas es un método numérico para resolver ecuaciones
diferenciales parciales (EDPs). Consiste en definir una versién discreta de una EDP

y calcular una solucion a dicha aproximaciéon siguiendo los pasos:

1. Definir un dominio discreto donde se resolvera la EDP, por ejemplo una manera
de discretizar un dominio en tres dimensiones continuo en coordenadas carte-
sianas consistird en definir los arreglos x;;;, = 1Az, Yy = JAY y 2k = kAz,
donde ¢, 7, k son nimeros enteros que etiquetan los puntos donde estaré definida
la EDP y que juntos definen una malla ctibica, en la Fig. 3.1 se muestra el caso
mas elemental de un dominio ctibico discreto en que los puntos se encuentran

uniformemente espaciados.

2. Discretizar las funciones y variables involucradas en la EDP en el conjunto dis-

creto de puntos antes definido. Supongamos que una funcién f, involucrada en
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Figura 3.1. Se muestra un dominio numérico en tres dimensiones ciibico en coordenadas
cartesianas con discretizacién uniforme en las tres direcciones.

una EDP, esta definida en un dominio tridimensional en coordenadas cartesia-
nas (z,y, z), la funcién f en el dominio discreto queda definida en los puntos

(Tijk, Yijks Zijk) que podemos denotar como f; ;.
3. Discretizar los operadores diferenciales en el mismo dominio como sigue:

» Derivada de primer orden en tres dimensiones. Dada una funcién discreta
fijk, es posible calcular valores aproximados de la funcién en los puntos
adyacentes a partir de expansiones en serie de Taylor truncadas en torno
a fi k. Por ejemplo, la expansion en series de Taylor de puntos adyacentes

a la izquierda (z;_1 ;%) v derecha (x;11,;%) de x; ;% es:

. 2F. .
afz,j,k ALE‘ + a .éz,j,k

Ax?
ficijk = fijre — oz, 0 5

figk = fijks (3.1)

+ O(Az?),
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8f 5.k 82f i k A.TQ -
i+1,j i — I Ap 4 R 4 O(A?),
f+l,JJ€ ka o + 895? 9 + ( )
combinando estas expresiones se llega a una expresién para la primera

derivada centrada en x; ;5 con un error de segundo orden:

igrk _ firrgk — fimiik

2
= v + O(Az?). (3.2)

Siguiendo el mismo procedimiento se pueden construir las llamadas apro-
ximaciones upwind y downwind que son aproximaciones no centradas de
las derivadas, por ejemplo la derivada utilizando solamente puntos a la

izquierda de w; ; 1, es:

afi,j,k fico gk —4fic1jk + 3fijk

2
o o + O(Az?). (3.3)

Asi, supongamos se quiere que los operadores tengan un orden de aproxi-
macién mayor, por ejemplo, si se desea calcular la derivada de primer orden
con un error de cuarto orden, es suficiente conservar un mayor nimero de

términos en la serie de Taylor:

4A2% ,  8Az3 16A:z:

ficojk = fi — 20z fi + 5 i T 7§ fj +— f”” + O(Am ),
! AI’Z 4 Axg " "
fi—l,j,k:fi_Axfj+ 5 fj 76 fj + 24 fj —I—O(AJZS),
!/ Ax2 1 A'rg n ACC4 n
fivn =i+ Axf; + 5 fi + 6 fi + f +O0(Az?),

Ax? | 8Ax® 16A$ ,,,,

4
five = fj +20zf; +

y encontrar los coeficientes en la combinacion lineal af;—o;r + bfi—1 jr +
cfijk +dfiv1jr +efivo ik que permitan calcular la derivada con una apro-

ximacién de cuarto orden centrada en el punto x; ;x:

afi,j,k _ fi—2,j,k — 8fi—1,j,k + 8fi+1,j,k — fi+2,j,k

+0(Az?), (3.4)
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Siguiendo esta receta, tenemos una infinidad de posibilidades para expresar
de manera discreta la derivada de primer orden entorno a un punto en un
dominio discreto; una lista de aproximaciones de la derivada de primer
orden de f;;; alrededor de puntos vecinos a x; ;, pueden ser encontradas
en [Guzman (2010)].

» Derivada de segundo orden en 3 dimensiones. Al igual que en el caso an-
terior, la aproximacién de la derivada de segundo orden con una aproxi-
macién a segundo orden puede estimarse a partir de la combinacion de las
expresiones 3.1 cuyo resultado es:

2
O fijk  Jivn —2fijn + ficrjk

T = A + O(Ax?). (3.5)

7

En el caso en que se requiera calcular una derivada cruzada, la manera de

proceder es mediante la aplicacién primero de la derivada a primer orden

. ., : i 2
en un direccién y luego en la otra, por ejemplo la derivada cruzada 2L
) 0xdy

con aproximacion a segundo orden es:

a2fi,j,k _ fiJrl,j,k — fifl,j,k + fi,j+1,k — fi,jfl,k

+ O(Az?, Ay?).  (3.6)

En resumen, para aproximar derivadas de cualquier orden usando diferencias fi-
nitas seguimos la siguiente receta: 1) Hacer la expansién en serie de Taylor de f en
puntos cercanos a aquel donde se quiera evaluar la derivada de f a un orden deseado
y 2) encontrar una combinacién lineal de tales expansiones que cumpla que los coefi-
cientes de las derivadas de orden superior e inferior a la derivada del orden deseado

sean cero.

3.2. Meétodo de alta resolucion con captura de cho-
ques (HRSC)

Una de las alternativas a la discretizacién en diferencias finitas de una ecuacién
diferencial es el método de captura de choques de alta resolucién (HRSC por sus siglas

en inglés), los cuales se basan en la discretizacién del espacio-tiempo en volimenes
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finitos [Toro (1999)]. En esta seccién se dard una descripcion breve de la discretizacion
en voliumenes finitos asi como de los métodos de HRSC que se utilizaron para el estudio
del problema de acrecién en hoyos negros que se presenta en este trabajo, se describe
en una dimension para ilustrarlo con claridad. El método de volimenes finitos en una
dimensién espacial consiste en discretizar el dominio numérico en pequenos trozos
de volumen centrados en un punto z; = ¢Ax, con ¢ un nimero entero (en la otra
direccidn, se discretiza como t = nAt, donde, n es un numéro entero), que se muestra
en la Fig. 3.2 . Esta forma de discretizar el espacio-tiempo usando pequenas celdas,
es util para poder construir una discretizaciéon de la forma integral de la ecuacion
en cuestion. El método de volimenes finitos se aplica a sistemas de ecuaciones que

representan leyes de conservacion, esto es, ecuaciones del tipo balance de flujo:

o+ 0, F(u) =S8, (3.7)
tn+2
- AX .
tn+l
C f‘+l/2 A t
tn
X i-1/2 X i X i+1/2 X i+1 X i+3/2
Figura 3.2. Se presenta la estructura de celda del espacio-tiempo, donde Cin /2 o5 1a

etiqueta de la celda centrada en x; y delimitada por t"* y t"*1.

donde, u es el vector de variables conservativas, F(u) son los flujos correspondientes
a las variables u y S(u) el vector de fuentes.
La version integral en el tiempo y espacio de una ecuacién del tipo (3.7) se puede

. . . . +1/2
construir calculando las integrales en tiempo y espacio en una celda C' /2,

tn+1

L[ dad
t
AtAx/x_l /t ruddt
i—1/2
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tn+1

1 Tit1/2
F = .
N /x“/g /tn 0, F(u)dzdt (3.8)

tn+1

L[ Sdxd
t
AtAx /xi_l/2 /tn e

que se puede reescribir como:

At — _ _
—n+tl _ —n n+1/2 n+1/2 n
u, =u;, — A_:L‘(Fi"’_l/Q - Fi—l/? ) + Sz At, (39)
donde @} es el promedio espacial de las variables conservativas proveniente de la
definicion:

B 1 Tit1/2 d 3 10)

n_ " )
i A.CE T; U(x’ ) s <
i—1/2

S?H/ % son los promedios espacial y temporal de las fuentes en la celda C;' /2 y

n+1/2
Fi+1/2

una discontinuidad que definird problemas de Riemann (PR) [Toro (1999)] locales
PR(ul,uf) y PR(uf, uy,).

son el promedio temporal de los flujos en las interceldas, donde podria aparecer

Figura 3.3. Se ilustra el problema de Riemann PR(u} ;,u}) que surge en la frontera de
las intercedlas

Para obtener una solucién a la ecuacién (3.9), el problema se ha reducido a calcular
los promedios de los flujos en las interceldas, que a su vez, se reduce a solucionar los
problemas de Riemann PR(u}_;,u}) y PR(u},u} ;) de manera exacta o aproxima-
da. Este trabajo se restringe a métodos aproximados para resolver el problema de
Riemann.

Para calcular los flujos utilizando un resolver de Riemann aproximado, es necesario
conocer los valores de las variables primitivas y conservativas a la izquierda y derecha
de cada intercelda, estos valores definen el problema de Riemann aproximado a resol-

ver. Existen diversos métodos de reconstruccion de variables, desde los mas sencillos
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Figura 3.4. Se ilustran los dos tipos de aproximacién en las interceldas, utilizando una
funcién contante a pedazos (superior) y una funcién lineal a pedazos (inferior).

que consisten en utilizar funciones constantes a pedazos (ver parte superior de la Fig.
3.4) o funciones lineales (parte inferior de la Fig 3.4), hasta los més complejos como
son los que utilizan funciones polinomiales o parabdlicas para reconstruir las variables
[Marti & Muller (1996)]. En este trabajo se utilizé el método de reconstruccién de
variables llamado minmod, el cual, consiste en reconstruir cada variable u con una
funcion lineal a pedazos u. Los valores de las variables u son fijados a partir del
uso de un limitador de pendientes (minmod) de las funciones lineales definidas por
las variables conservativas en el centro de las celdas. El limitador sirve para asignar
valores aproximados a las variables en cada intercelda, esto es, aproxima la variable

u a la derecha (D) e izquierda (I) de cada intercelda como:

Ui/ = U5 + 0i(Tit12 — i),

Ui 12 = u; + 0¢+1($i+1/2 - xz’+1),

donde 0; = minmod(m;_1/2, Mi+1/2), la funcién m; 4/, es la pendiente de las variables
conservativas u centrada en cada interfase
U1 — Ui

Mit1/2 = Tz (3.11)
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y el limitador de pendientes minmod definido como:

a si |a|>1b] y ab>0,
minmod(a,b) = ¢ b si |a|< [b] y ab >0,
0 si ab<0.

Una vez que se conocen las variables en las interceldas, se pueden calcular los prome-
dios de los flujos utilizando un resolvedores de Riemann aproximado. Existen distintos
tipos de resolvedores aproximado de Riemann que para poder aplicarlos es necesario
conocer informacién sobre las propiedades caracteristicas de la matriz jacobiana %
del sistema a resolver, en este caso el sistema (3.7). Por ejemplo, el resolvedor Roe
[Roe (1981)], demanda conocer los eigenvalores y eigenvectores, por otro lado el HLLE
solo requiere conocer el maximo y el minimo de los eingenvalores \; de la matriz jaco-
biana [Einfeldt (1988)]. Para uno de los estudios presentados en este trabajo (acrecién

de vientos en hoyos negros), utilizamos el resolver aproximado de Riemmann HLLE.

La féormula de flujos HLLE es:

FHLLE _ /\+F(ﬁz'l+1/2) B AiF(ﬁialm) + )‘+)‘7(ﬁ£r1/2 - ﬁ{+1/2)

i+1/2 = A ’

(3.12)

donde

AT =mdx(0, AP, A2, A2 5, ),

AT =min(0, A\, A, AL, ),

son el maximo y minimo de las velocidades caracteristicas de propagacién de una on-
da a la derecha e izquierda repectivamente. Finalmente, con ésta formula se integran
(3.9) y se evolucionan las variables conservativas. Como se verd més adelante, en el
Cap. 5, empleamos el resolvedor de Riemann Marquina y el reconstructor de variables
MC. El primero a diferencia de la formula HLLE, para el calculo de flujos a derecha e
izquierda de las interceldas es necesario conocer los eingenvectores de la matriz Jaco-
biana [Donat & Marquina (1996)]. El reconstructor MC es parecido al reconstructor

minmod la diferencia entre ambos es que MC define un valor extra intermedio [Van
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Leer (1977)].

3.3. Recuperaciéon de variables primitivas

Como se menciond en secciones anteriores, las variables de evolucion en las ecua-
ciones de la hidrodinamica relativista en forma conservativa son D, S;, 7. Por otro
lado, para utilizar el método de alta resolucién por captura de choques es necesario
conocer el valor de las variables primitivas en cada paso de tiempo para resolver el
problema de Riemann en cada intercelda y poder calcular los flujos necesarios para
conocer el valor de las variables conservativas a tiempos posteriores. Sin embargo en
las ecuaciones de la hidrodindmica relativista no es facil lograrlo, debido a que, cuan-
do se intenta escribir las variables primitivas en términos de las conservativas se llega
a ecuaciones algebraicas trascendentes, cuya solucion analitica no existe, por lo que
surge la necesidad de implementar métodos numéricos para solucionarlas. El método
que comunmente se utiliza para recuperar las variables primitivas a cada paso de
tiempo es el método Newton-Raphson. Para ilustrar este problema, en la definicién

de las variables primitivas de las ecuaciones de la hidrodinamica relativista se tiene:

D = \/vpoW,
Ji = ﬁpghWQUi, (313)
7= /Y (pohW? = p — poW).

De la ecuacién para 7:

7= VApoW2e+ \poW (W — 1) + AP(W? = 1), (3.14)

despejando py y v; de las ecuaciones para D y Ji se obtiene:

D J;
= T = Vi = —F— 7775
po \/—(W)W VY podhW?2

sustituyendo en la ecuacién para 7 se llega a la ecuacion trascendental para la presion

p:

(3.15)
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p:T+pﬁ+D_%_(II/V_2Y91)+D(W\;7—1)+])(W2_1)7 (3.16)

donde, se ha utilizado la ecuacion de estado p = (I'—1)pe. Esta ecuacion trascendental

para la presion es la que se debe resolver numéricamente en cada paso de tiempo

usando el método de Newton-Raphson.

3.4. Integracion en el tiempo utilizando el método

de lineas

La evolucion numérica de un sistema de ecuaciones, consiste en el calculo de una

funcién solucién al tiempo ¢"*! definida en un punto z;;x que denotaremos como

n
i:jzk'

1
/ lnj+k ’

a partir de datos en los niveles de tiempo previos Las ecuaciones BSSN y

de la hidrodindmica relativista son de la forma:

donde @ es un vector de estado que se desea evolucionar, y L[i] es un operador
diferencial sobre . Esta ecuacion estd escrita de tal manera que permite conocer
valores de @ en términos de la informacién en el pasado. El método de lineas (MoL)
consiste en construir una version semidiscreta de la ecuacion como sigue:
o rtAn

Oyl = L[]}, 1, (3.17)
donde n etiqueta el tiempo y 1, 7, k el espacio. Por ejemplo, la version semidiscreta
de la ecuacién en una dimension espacial d;f = 0, f usando la aproximacion de las

derivadas espaciales en diferencias finitas a segundo orden es:

gk — Jitign 9
= Ax?). 1

Esta ecuacién es valida para todo i, j, k en el dominio numérico. Esta expresion per-
mite ver que para cada valor de 7, 7, k se tiene una ecuacién ordinaria en t para f, o
sea, ahora tenemos N, x N, x N, ecuaciones ordinarias. Para integrar en el tiempo este

sistema de EDPs, se puede utilizar integradores numéricos convencionales como son
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los integradores Runge-Kutta [Kreiss & Scherer (1992)] o Crank-Nicholson iterativo
[Teukolsky 2000] . Para los casos estudiados durante el trabajo doctoral se usé un
integrador Runge-Kutta de cuarto orden [Kreiss & Scherer (1992)] el cual consiste
calcular iterativamente el valor de  (3.17) de un tiempo n a otro n + 1 recalculando
L[il}; ,, en 4 pasos de tiempo intermedios entre n y n + 1:

At

Ui = Uit ?(lﬁ + ko + ks + ka), (3.19)

donde kq, ko, k3, k4 tienen el valor:

[ kAt
ko =L |ug; 12 }

i N
k’g =T U:ka + 22 :| 5

Lk
k4 = L _un + K?;f:| .

Este integrador da como resultado una aproximacion de la solucién del sistema 3.17
a cuarto orden de precision si la discretizacion del lado derecho de la ecuacién se hace

utilizando un método de aproximacion del mismo orden.

3.5. Cactus y Einstein Toolkit

A lo largo del capitulo hemos introducido los métodos numéricos necesarios para
resolver las ecuaciones de Einstein en el vacio y las ecuaciones de la hidrodinamica
relativista. En esta seccion, introducimos la infraestructura numérica que se utilizo

para realizar los estudios presentados en este trabajo.

3.5.1. Cddigo Cactus

El c6digo de Cactus es una implementacién numérica de acceso publico que ofrece
un conjunto comun de subcddigos, que sirve para organizar y conjuntar implemen-

taciones numéricas de distintos tipos como pueden ser problemas de datos iniciales,
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evolucion de ecuaciones diferenciales o herramientas de andlisis como el calculo de
errores [Cactus Code (1998)]. La estructura del cédigo Cactus consiste en un con-
junto de médulos llamados Thorns o espinas, cuyo orden de ejecucion e interaccién
entre ellos son administrados por un cédigo principal llamado flesh. Las espinas deben
especificar ante el flesh no sélo el orden en que se llamaran o ejecutaran las rutinas,
sino también, una descripcién de las funciones y/o variables provistas; las funciones o
variables que otras espinas puedan utilizar y el conjunto de parametros que requiere
para ejecutarse. Con esto, cada una de las espinas tendra acceso a la informacion
sobre variables de otras espinas; el dominio numérico y su discretizacién; memoria,
etc. Una de las ventajas de una estructura como la de Cactus, es que permite al usua-
rio agregar nuevas espinas; conjuntarlas con otras ya existentes y/o utilizar alguna
otra herramienta que la infraestructura ofrece. La infraestructura predeterminada en
Cactus disponible para su uso es el manejo éptimo de memoria, paralelizacion via

MPI, interfaz de guardado de datos, métodos de evolucion, refinamiento de mallas.

3.5.2. Einstein toolkit (ETK)

El proyecto Einstein toolkit esta enfocado al desarrollo de herramientas compu-
tacionales para simular fenémenos en astrofisica relativista y relatividad numérica
[LofHer et al. (2012)]. A continuacién daremos una breve descripcién de las espinas
del ETK que se utilizaron y que como se vera mas adelante se utilizaron en el desarrollo

de los problemas presentados en esta tesis.

3.5.2.1. Evolucion del espacio-tiempo

Para evolucionar el espacio-tiempo en el vacio, el Einstein toolkit cuenta con un
c6digo llamado McLachlan el cual resuelve las ecuaciones de Einstein en el vacio en
coordenadas cartesianas en 3 dimensiones. Aprovechando la topologia del flesh de
Cactus es posible acoplarse con otros cédigos que evolucionan la materia y juntos
modelar sistemas que contengan fuentes de materia. Algunas de las caracteristicas

que es importante mencionar sobre la espina McLachlan son las siguientes:

= La evolucién del espacio-tiempo estd determinada mediante la implementacién

y evolucién de las ecuaciones BSSN usando el método de lineas para la inte-
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gracion temporal y la discretizacion en diferencias finitas de la derivadas en las

direcciones espaciales con aproximaciones a octavo orden.

» Para regularizar las variables BSSN de evolucion en el origen, la evolucién de

hoyos negros, utiliza el método de moving punctures.

= Evoluciona la norma Gamma drivery 1+ log.

3.5.2.2. Evolucion de la materia

Para resolver las ecuaciones de la hidrodinamica relativista en 3D, el Einstein
toolkit provee la espina llamada GRHydro la cual, es la versién publica del cédigo
Whisky [Loffler et al. (2012)]. GRHydro resuelve las ecuaciones de la hidrodindmica
relativista en 3D en espacio-tiempos curvos utilizando métodos de alta resolucion con
captura de choques. Algunas de las caracteristicas principales de la espina GRHydro

Son:

= Utiliza el método de lineas para la evolucion temporal de las variables de evo-

lucién.

= Posee distintos resolvedores de Riemann aproximados como: HLLE, Marquina

y Roe.

= Para la reconstruccién de variables en la interceldas, se cuenta con los recons-

trucctores: TVD, Minmod, PPM y ENO.

= Para la reconstrucciéon de variables primitivas se cuenta con un resolvedor de

raices Newton-Raphson.

= Posee el driver carpet que permite utilizar refinamiento de mallas [Schenetter
et al. (2006)].

3.5.2.3. Herramientas de analisis

El Einstein toolkit también provee las siguientes herramientas de anélisis:

» Extraccién de ondas gravitacionales.

» Célculo de horizonte aparente.
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» Célculo del flujo de densidad de masa a través de una superficie esférica.

s Medicién de la violacidén de las constricciones.

3.5.2.4. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera en el dominio numérico en coordenadas cartesianas
del ETK se encuentran implementadas de tal manera que la condicién se aplica a
todas las caras del dominio cubico, esto quiere decir que las condiciones de frontera
no pueden ser elegidas de manera independiente para cada cara. Cuando se estudian
sistemas numéricos, la eleccién libre de las condiciones de frontera es conveniente.
En el estudio de acrecién en hoyos negros en 3D que se presenta en este trabajo, se
requiere definir condiciones de frontera en cada una de las caras del dominio numérico
de manera libre, por ello, se implement6é una espina de condiciones de frontera que
permite elegir de manera independiente la condicién de frontera deseada para cada
cara de dominio cubico.

La espina que se dedica a definir las condiciones de frontera en el ETK se llama
Boundary, de entre todas, las condiciones de frontera que proporciona Boundary, las

de nuestro interés son dos:

» Condicion de frontera flat. Comtinemente llamada de flujo saliente, consiste en
definir el valor en la frontera como el valor en el punto anterior, esto es, si
(N, J, k) es el valor de la funcién en la frontera xy, ;x con vector normal z,

entonces flat define las condiciones u(N,, j, k) = u(N, — 1,7, k).

» Condicion de frontera none. Comunmente llamada de flujo entrante, consiste en
reiniciar el valor de la funcién en la frontera al valor inicial, esto es, si u(N?, j, k)
es el valor de la funcién al tiempo cero en la frontera x positiva, entonces none

definird el valor en la frontera como u(N,, j, k) = u(N?, j, k).

Como ya se mencioné Boundary no permite definir condiciones de frontera indepen-
dientes en cada cara, esto quiere decir que no se pueden mezclar libremente las condi-
ciones flat o none a trave$ de las diferentes caras del dominio ctibico, para solucionar
este problema, se implement6 la espina IFMBoundaries.

La espina IFMBoundaries, por un lado, provee las mismas condiciones de frontera

que Boundary, pero agrega un nuevo tipo de condicién de frontera nombrada free. La
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condicién de frontera free combina las condiciones flat y none y las asigna segun la cara
que el usuario decida, esto quiere decir que si se tiene un problema en que se necesitan
condiciones de flujo entrante en una cara del dominio y de flujo saliente en las demas
bastara con elegir la condicién necesaria mediante el archivo de parametros de la
simulacion que se desea ejecutar. La espina IFMBoundaries estd escrita de tal forma
que es compatible con las espinas de evolucién ya existentes en el ETK, y es extensible
a nuevas implementaciones. En el Apéndice A, se muestran algunas pruebas a las que
se sometio la espina IFMBoundaries para conocer si el funcionamiento es correcto.
Ademsés la espina IFMBoundaries ha sido probada en cddigos que se utilizan en
estudios de Fisica solar e hidrodindmica relativista con términos radiativos [Gonzélez-
Avilés et al. (2017), Rivera-Paleo & Guzman (2017)]. La versién actual de la espina

IFMBoundaries, permite agregar nuevas condiciones de frontera facilmente.
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Hoyos negros en el vacio.

Las ondas gravitacionales predichas por la teoria de la relatividad general de Eins-
tein son perturbaciones del espacio-tiempo que se propagan a la velocidad de la luz,
dichas perturbaciones han sido medidas de manera indirecta desde hace unos anos,
por ejemplo en las observaciones del pulsar PSR 1913416, cuya variacion en el perio-
do orbital puede ser explicada mediante la suposicion de que el sistema pierde energia
en forma de radiacion gravitacional. Grandes colaboraciones cientificas han surgido
con el propdsito de detectar ondas gravitacionales de manera directa, el diseno de
experimentos como LIGO y VIRGO [Abbot et al. (2009), Acernese et al. (2008)] han
sido el resultado de los esfuerzos encaminados a la deteccién de ondas gravitacionales
desde hace mas de 20 anos. Los esfuerzos rindieron fruto el 14 de septiembre de 2015
cuando el experimento LIGO detecté por primera vez una onda gravitacional origi-
nada hace un billéon de anos. La senal medida provino del choque de hoyos negros
[Abbot et al. (2016a)]. Con esta medicién no solo se comprob6 que la teoria de Eins-
tein es correcta sino que ha marcado el comienzo de una nueva era en la Astronomia.
En este capitulo abordaremos el estudio de la solucién de las ecuaciones de Einstein
en el vacio, dicho estudio fue integrado al proyecto de doctorado, primero, como un
ejercicio de aprendizaje y familiarizacion con el ETK y segundo, con la finalidad de
construir un catalogo de ondas gravitacionales numéricas, el cual fue empleado para el
estudio del problema de estimacion de pardmetros del choque de hoyos negros usando

redes neuronales.
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4.1. Ondas gravitacionales

La teoria de Einstein predice que las perturbaciones del espacio-tiempo se pro-
pagan en forma de ondas. En esta seccion se presentan los fundamentos tedricos del

concepto de onda gravitacional mediante la linealizacion de las ecuaciones de Einstein:

G = 81T, (4.1)

Primero, se considera la métrica:

Guv = N + h,uy; (42)
donde, 7,,, es la métrica plana de Minkowski y h,,, una perturbacién tal que |, |< 1.
Calculando el tensor de Riemann:

) 2 — (8MF,‘§‘V - 0,15, + 1,15, — Fﬁyfgu) , (4.3)

Buv H

donde, I'§, = 51°?(Jgh~,+0yhs, — D,hiy) son los simbolos de Christroffel del espacio-
tiempo descrito por (4.2). Conservando unicamente los términos lineales en h,,, se llega
a:

R%,, = (0,13, — 8,15, . (4.4)

El tensor de Ricci (R%,, = Rg,), el escalar de Ricci (R, = R) y el tensor de Einstein
(G, = Rg, — 3n3,R) son respectivamente:

Rsy, = <6aé9uh‘”‘y +0,0,h" 5 — 00ahg, — aﬁayhfg) , (4.5)

N | —

R = 0"0"hag — 0°0ah’, (4.6)

1 1
Gow =5 (aaauhay + 8,0,h° 5 — 0*Oahg, — aﬁayfﬁg) - §ngy(@a8ﬁha5 — 0°0ah",).

Ahora, si se define hy, = hy, — %nwh, las ecuaciones de Einstein (4.1) en términos

de EW toman la forma:



4.1. Ondas gravitacionales 43

— — 1 _
0% 0shyu + 0“0 huye — énwaaaﬂhw = 87T, . (4.7)

Considerando la norma de Lorentz d,h,, = 0 se llega a la versién lineal de las ecua-
ciones de Einstein:
0% Oohy = —167T,,, (4.8)

que en el vacio son:

90*Ohy,, = 0. (4.9)

La ultima ecuaciéon muestra que una perturbacion h al espacio-tiempo se propaga en
forma de onda. Una solucion simple es:

hyy = Ay exp(ikax®), (4.10)
que representa una onda plana de amplitud A, con direcciéon de propagaciéon z< y

vector de onda k,. Si se explota un poco mas las propiedades de la norma de Lorentz

podemos imponer sobre h,,, las condiciones:

=
=
=]
Il
o
=
=
|
o
=
Il
(=

(4.11)

esto significa que, h,, es puramente espacial, la traza es cero y de divergencia cero
respectivamente.

Las condiciones (4.9) y (4.11) determinan 8 de las 10 componentes independientes
de h, las dos restantes estan relacionadas con dos polarizaciones de una onda gravita-
cional, la polarizaciéon mas (h.) y la polarizacion cruz (hy) [Alcubierre (2008), Baum-
garte 2010]. Se puede mostrar que, una particula libre que se encuentra en un espacio-
tiempo descrito por esta métrica perturbada seguira la ecuacién de movimiento:

d’zt 07 d’hy

a2 ae

(4.12)

lo cual, nos dice que la perturbacién h;; determinara la dindmica de una particula.
En la Fig. 4.1 se muestra el efecto sobre un aro de particulas debido a las ondas

gravitacionales para el caso en que la direccién de propagacién de la onda es z. La
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Polarizacién +

Polarizacién x

Figura 4.1. Deformacién de un aro de particulas debida al paso de una onda gravitacional
que se propaga en direccién z; la contraccion y alargamiento produce que el aro se deforme,
la medida de dicha deformacién se conoce como strain.

medida del efecto de contraccién o alargamiento del aro de particulas, se conoce como

strain.

Por otro lado, bajo las condiciones (4.11) se puede ver que las componentes del

tensor de Riemann distintas de cero son:

1 dt*hy;
2 dt?2

Rigjo = (4.13)

la ecuacién anterior nos dice que para calcular las segunda derivada del tiempo de
las polarizaciones h, y hy basta con medir las componentes del tensor de Riemann.
Comtunmente, se utiliza el cuarto escalar de Weyl (U*) que es la proyeccién sobre las
componentes de una tetrada nula del tensor de Riemann (U* = R,z sn®m°n¥m?)
cuya relacién con el strain es U4 = h, — ih, [Alcubierre (2008), Baumgarte 2010].
Numéricamente, ¥* se descompone en armonicos esféricos y se extrde en superficies
esféricas definidas en el dominio numérico, sin embargo, se debe tener en cuenta
que estas componentes deben medirse lo més lejos de la fuente, esto, para que la

aproximacién lineal sea vélida.
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4.2. Sistemas binarios de hoyos negros (BBH)

El proceso de evolucién de un sistema binario de hoyos negros puede ser descrito

mediante las siguientes etapas:

1. Inspiral. En esta etapa los hoyos negros se encuentran orbitando, formando
trayectorias circulares, érbitas que precesan u oérbitas con un valor alto de ex-
centricidad. En esta fase, a medida que el sistema evoluciona, pierde energia en
forma de radiacién gravitacional. Por conservacién de energia, los hoyos negros
se aproximan y la frecuencia orbital aumenta hasta un punto limite antes del

merger.

2. Merger. Esta etapa ocurre cuando los hoyos negros chocan. En este instante
marca el punto de mayor emision de radiacion gravitacional considerada como

uno de los eventos més energéticos en el Universo.

3. Ringdown. Esta etapa comienza justo después del choque, cuando el hoyo negro
resultante aun se encuentra en proceso de estabilizarse. Durante este proceso

de estabilizacién atin se emite radiacién gravitacional de menor intensidad.

La evoluciéon numérica de un BBH representé por muchos anos un gran desafio
para la comunidad cientifica en relatividad numérica, este proceso puede ser modelado
utilizando teoria Post-Newtoniana [Marronetti et al. (2008), Marronetti et al. (2007),
Briigmann et al. (2008)], sin embargo, cuando los efectos del campo gravitacional
comienzan a ser importantes, es necesaria la solucion de las ecuaciones de Einstein.

Para simular numéricamente un BBH se deben tomar en cuenta los siguientes pasos:

= Datos iniciales. El primer paso para simular el choque de dos hoyos negros y
generar ondas gravitacionales numéricamente consiste en elegir de manera ade-
cuada las condiciones iniciales. En el Cap. 3 donde se dedujeron las ecuaciones
de Einstein, se encontraron ecuaciones de constriccion (2.27), esto quiere decir
que los datos iniciales no se pueden escoger de manera libre, sino que, inicial-
mente y durante la evolucién deben satisfacer estas ecuaciones. En el caso de un
sistema binario de hoyos negros, existen distintos métodos para construir da-
tos iniciales [Baumgarte 2010, Alcubierre (2008)]. Sin embargo, en este trabajo,

hablaremos de manera general del método de generacién de datos iniciales que
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se encuentra implementado en el ETK, dicha implementacion estd programada
en la espina TwoPunctures. TwoPunctures maneja el método de construcciéon
de datos iniciales para un hoyo negro llamado puncture introducido por Brandt
and Briigmann en [Brandt & Briigman (1997)], dicha propuesta se basa en la
solucién de la constriccion Hamiltoniana presentada por Bowen y York en [Bo-
wen (1979), Bowen & York (1980)], la cual se construye a partir de suponer una

transformacion conforme de la formas

Vi =V, Ky =9t Ay, (4.14)

donde, ¥;; es la métrica conforme y A;; la parte libre de traza de la curvatu-
ra extrinseca conforme. Con estas suposiciones las ecuaciones de constriccion

toman la forma:
1 Aij A =T
A + §A A=t =0, (4.15)
D;AY =, (4.16)

y conforma un sistema eliptico. La constriccion de momento tiene la solucion

analitica:

- 3
3
—ﬁ(eilknj -+ ejlknlS"‘), (418)

donde, P!, S* son el momento lineal y angular del hoyo negro respectivamente.
En el método propuesto por Brandt and Briigman, la solucién a la constriccion
hamiltoniana, se construye partiendo de suponer que el factor conforme es de

la forma:

1 1 L i
v a o« ;2|r—ri] Tu (4.19)
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con esta definicidon la constriccion Hamiltoniana se transforma en:

1 .
Au+B(1+au)" =0, B= go/AijA”, (4.20)

donde ha quedado una ecuacién para u (nombrada puntura), que resulta ser
regular en la singularidad. Este método es comtinmente utilizado en los codigos
de relatividad numérica debido a que implementarla es relativamente simple y

sencillo.

» Evolucién. Después de fijar las condiciones iniciales se deben resolver el sistema
BSSN; la espina Mclachlan en el ETK es la que se encarga de dicha tarea,
discretiza el sistema de ecuaciones BSSN y las resuelve en el tiempo con el
método de lineas. Respecto a la evolucién de la norma Mclachlan, utiliza el
método punturas en movimiento propuesto por [Campanelli et al. (2006), Baker
et al. (2006)], que consiste en hacer un cambio de la variable ¢ = In la cual,
es singular en la puntura por xy = =% la cual es cero en la puntura, el cambio
en las ecuaciones de evolucién (2.46) inducido por este cambio de variable es

minimo. Las funciones de norma se evolucionan de acuerdo a las ecuaciones:

O = —2aK + B'0;a

. . 3 .
6156% == BZ, 8tBZ = Z@J’Z — 7]Bl,

que, en la practica son las que cominmente se utilizan en la evolucién de sis-
temas binarios de hoyos negros, debido a que permite evoluciones mas largas y
estables [Campanelli et al. (2006), Baker et al. (2006)].

= Diagnéstico. La extraccién numérica de ondas gravitacionales se realiza me-
diante el calculo de los modos ¥} ~de la expansién en arménicos esféricos del
escalar de Weyl. En el ETK la espina Wey1Scal4 calcula ¥ y la espina Multipole

se encarga de descomponer ¥* en arménicos esféricos.

Ejemplos. A continuacion se presentan algunos ejemplos de simulaciones numéricas
de un sistema binario de hoyos negros que se realizaron como ejercicio en el ETK. En

la Fig. 4.2 se muestra la componente real del cuarto escalar de Weyl U en diferentes
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instantes de la evolucién de un BBH. Para este caso, los hoyos negros inicialmente
tienen la misma masa (m; s ~ 0,45), momento lineal ﬁl =Pyy ﬁg = — P,y antipa-
ralelo con la misma magnitud (PP ~ 0,33) y sin rotacién; la distancia de separacién
entre los hoyos negros es 3M (M = my + my) con m; 5 es la masa irreducible defi-
nida como m; = (A;/167)/? con A; el drea del horizonte aparente del hoyo negro i.
En esta configuracién chocan aproximadamente después de media érbita. En la Fig.
4.3 se muestra el modo ¥3, (I = 2, m = 2) medido en un detector en r = 30M.
Otro ejemplo se muestra en la Fig. 4.4, donde se puede apreciar la trayectoria de
los centroides de los hoyos negros en el que describen oOrbitas cuasi-circulares que
precesan. En este caso las masas iniciales no son iguales, el cociente entre ellas es
de my/mg = 1,5 los momentos de cada hoyo negros son antiparalelo con magnitud
aproximada de (P;P" ~ 0,12) y sin rotacién; la distancia de separacién inicial es de
6M.

4.2.1. Catalogo

En todas las simulaciones de evolucién de sistemas binarios de hoyos negro realizadas
para la construccion del catdlogo de ondas gravitacionales presentado en esta tesis, el
dominio numérico se fijo en [120M, 120M]? en simetria bitante. La separacién inicial
entre los hoyos negros se fijé con la distancia correspondiente al caso conocido como
primera érbita cuasi-circular (qc0), esto, considerando que el tiempo que se debe
esperar para que los hoyos negros choquen es relativamente corto [Cook (2000)]. El
siguiente parametro que se tomo en cuenta fue el cociente de masas de los hoyos
negros (q), que en el catalogo varfa entre 1-5. En todas las configuraciones la masa
ADM del espacio-tiempo se fijo con el valor M 4py; = 1. La extraccién del modo [ = 2,
m = 2 del cuarto escalar de Weyl (¥3,) se realiz6 en detectores situados en el dominio
a distintos radios. Los detectores fueron situados una distancia entre 30M y 90M con
M la masa del hoyo negro. Cabe mencionar que para los fines de este catalogo no
fue necesario extrapolarlas a infinito. Después del calculo de W3, se convirti6 a strain
(h )22, utilizando el método introducido en [Reisswig & Pollney (2011)].

El catalogo de ondas gravitacionales generadas numéricamente consiste en 31 for-
mas de onda provenientes de la evoluciéon de sistema binarios de hoyos negros sin

espin con cociente de masas iniciales ¢ = my/msy en un rango de 1-5. Los pardmetros
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Figura 4.2. Se muestra instantes de tiempo correspondiente a la evolucién de un sistema
binario de hoyos negros, se pinta en color verde la parte real de ¥* que representa la
radiacién gravitacional emitida por el sistema vista desde un plano Z = cte.

iniciales se muestran en la Tabla 4.1 y en la Fig. 4.5 se muestra la parte real del strain
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WhyuM

'™

Figura 4.3. Se muestra el modo | = 2, m = 2 de ¥* extraido al radio r = 30M, esta
cantidad es la que comuinmente se mide en un cédigo numérico. Para comparar con una
senal real debe ser transformada a strain.

(h )22 de algunos casos con diferentes cocientes de masa.

4.2.2. Aplicaciones: problema inverso.

Una de las aplicaciones a nuestro catdlogo de ondas gravitacionales (GWs) se
encuentra en el trabajo titulado Estimaciones de parametros en colisiones binarias de
hoyos negros utilizando redes neuronales [Carrillo et al. (2016)] donde se presenta un
algoritmo basado en redes neuronales artificiales (RNAs) [Rusell & Norving (1995)],
que estima el cociente de masas en el choque de hoyos negros a partir del strain de
una GW.

En este andlisis las RNAs implementadas son entrenadas con una muestra repre-
sentativa de formas de onda y posteriormente se mide su desempeno con otro conjunto
de tal manera que se determine su capacidad en resolver el problema inverso, en este

caso en particular estimando la razén de masas.
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Figura 4.4. Se muestra la evolucion de un BBH en la que los hoyos negros describen
orbitas cuasi-circulares que precesan.

Dado que no es el objetivo en este trabajo de ahondar sobre la estructura de las
RNAs y su funcionamiento, el procedimiento seguido en dicho articulo se sintetiza de

la siguiente forma:

= Se seleccion6 una muestra representativa de formas de onda del catdlogo para el
entrenamiento y validacion con valores ¢ =1.0, 1.10, 1.25, 1.30, 1.5, 1.70, 1.75,
2.0,2.25,2.5y q =2.75, 3.0, 3.25 respectivamente. De esta manera y comparando
la Tabla 4.1 vemos que se encuentra en el rango inferior del parametro ¢ del

catalogo. Se menciona que la intencion de esta seleccién tan escasa es para
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’ q ‘ my ‘ Mo ‘ Separacion ‘ |2 ‘ j2 ‘
1.0 | 0.453 0.453 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
1.1 | 0431 | 0.4741 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
1.2 | 0.412 | 0.4944 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
1.25 | 0.40 0.5 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
1.30 | 0.39 0.507 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
1.40 | 0.373 | 0.5222 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
1.50 | 0.360 0.54 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
1.60 | 0.345 0.552 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
1.70 | 0.332 | 0.5644 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
1.75 | 0.325 | 0.56875 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
1.80 | 0.320 0.576 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
1.90 | 0.308 | 0.5852 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.00 | 0.2975 | 0.595 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.10 | 0.286 | 0.6006 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.20 | 0.277 | 0.6094 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.25 | 0.272 0.612 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.30 | 0.268 | 0.6164 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.40 | 0.259 | 0.6216 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.50 | 0.250 0.625 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.60 | 0.244 | 0.6344 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.70 | 0.236 | 0.6372 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.75 | 0.232 0.638 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.80 | 0.230 0.644 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
2.90 | 0.2235 | 0.64815 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
3.00 | 0.2175 | 0.6525 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
3.25 | 0.203 | 0.65975 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
3.50 | 0.191 | 0.6685 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
3.75 | 0.180 0.675 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
4.00 | 0.170 0.68 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
4.50 | 0.165 | 0.7425 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
5.00 | 0.139 0.695 3.0 (0.3331,0,0) | (-0.3331,0,0)
Tabla 4.1. Conjunto de parametros iniciales de las formas de ondas que conforman el

catdlogo de ondas gravitacionales.

poder medir el desempeno de las RNAs tanto en una regién de interpolacién
como extrapolacién en el resto de las formas de onda que conforman el conjunto

de prediccion.

= Cada una de las formas de onda, tanto en la fase de entrenamiento como de

prediccién, fue incluida en el analisis tanto en la versién sin ruido como tam-
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Figura 4.5. Se presenta la parte real del modo I = 2, m = 2 del strain h para cuatro casos
representativos. Estas senales se reescalan apropiadamente con el radio de extraccién (r) y
la masa ADM (M) del sistema

bién incluyendo distintos niveles de ruido Gaussiano, descrito por una razén de
senal/ruido (SNR, por sus siglas en inglés) desde 0.5 hasta 25. Por lo que el
andlisis comparaba la precision de prediccion de las RNAs para cada uno de

estos escenarios.

Dado que en el catdlogo las fases mas importantes son tanto el merger como el
ringdown, en ese trabajo se consideraron tnicamente los 130 puntos de la forma
de onda posteriores al valor maximo de la serie de tiempo, es decir, desde el

momento en que ocurre el merger.

Bajo las consideraciones anteriores y a grandes rasgos, se puede decir que las
RNAs que se implementaron se conformaron de tres capas: 1) una capa de
entrada en la cual se introduce los 130 puntos seleccionados de la forma de
onda, 2) una capa oculta con distintos nimeros de elementos desde 10 hasta

100 con una funcién de activacion del tipo tangente hiperbdlica, de forma que
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se exploraron distintas arquitecturas y 3) una capa de salida que mostraba

finalmente la estimacion del parametro de razén de masas q.

» La fase de aprendizaje de las RNAs fue realizada bajo un método de gradiente
descendente conocido como backpropagation en el cual se busca minimizar una
funcién de costo determinada por la diferencia de la prediccién dada por las
RNAs y el valor real de ¢ en el conjunto de entrenamiento seleccionado, en este
caso el mencionado en el primer punto. El ajuste de los valores de parametros
que determinan a la RNA se realiza de manera iterativa hasta que el error en
el conjunto de validacién alcanza un minimo (técnica conocida como validacién
cruzada). Este procedimiento se siguié para cada uno de los casos mencionado

en senales con y sin ruido Gaussiano.

= Una vez realizado el entrenamiento de las RNAs, fue presentado cada uno de
las formas de onda del conjunto de prediccién, de tal manera que se hiciera un
andlisis de su precisién en los distintos escenarios de senales con/sin ruido y en

la zona de interpolacién y extrapolacion.

La precision del método de prediccion obtenido con este método es preciso dentro
del error de 3% para el régimen de interpolacién. Para valores de ¢ en el régimen de
extrapolacion el error no es tan bueno. Argumentamos que la necesidad de ampliar el
conjuntos de entrenamiento es inevitable por lo que la ampliacion del catdlogo seria

de gran ayuda.



Capitulo

Acrecion supersonica de vientos en 3

dimensiones

La acrecién de Bondi Hoyle-Littleton (BHL) o acrecién de vientos es un proceso
que ocurre cuando un objeto compacto se mueve respecto a una distribucion constante
de un gas [Bondi & Hoyle (1944)]. En un régimen Newtoniano este problema ha sido
estudiado analitica y numéricamente por [Fryxell(1987), Matsuda et al. (1987), Shima
et al. (1988), Sawada et al. (1989), Matsuda et al. (1992), Matsuda et al. (1991)] y
en el relativista por [Petrich et al. (1988), Font et al. (1998), Donmez et al.(2011),
Cruz et al. (2012), Lora-Clavijo & Guzman (2013)]. En el régimen relativista dicho
proceso se ha asociado a fuentes de altas energias. Este proceso ha sido analizado en
distintos tipos de objetos compactos que actiian como acretores. Sin embargo, durante
el trabajo doctoral nos concentramos en tres casos particulares, el primero en el cual
el objeto compacto es un hoyo negro en el cual el viento es puramente hidrodinamico,
otro, involucra la evolucién de las ecuaciones de la MHD relativistas y el tercero es el

caso en que el acretor es una estrella de bosones.

5.1. Acrecién de vientos en hoyos negros

En el caso de acrecion de BHL en un hoyo negro rotante, los estudios mas recientes
consideran la acrecién de un fluido con radiacién restringida al caso 2D [Zannoti et
al. (2011), Park & Ricotti (2013)], el caso magnetizado 2.5 D en [Penner (2011),
Takahashi & Ohsuga(2014)] y el caso con gradientes de densidad y velocidad en
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[Lora-Clavijo et al. (2015), Cruz-Osorio & Lora-Clavijo (2016)].

Uno de los aspectos importantes del proceso de acrecién es cuando la velocidad re-
lativa del fluido respecto al acretor es supersénica, pues una regién de alta densidad
en forma de cono que llamaremos de choque, se crea en la parte trasera del acretor.
Cuando el objeto compacto se encuentra rotando, el fluido que constituye el cono de
choque es arrastrado debido a la rotacién del acretor, dicho efecto provocara even-
tualmente la distorsion del cono de choque lo cual podria generar un movimiento
inestable de oscilacién y podria destruirlo [Foglizzo et al. (2005)]. La estabilidad de
la distribucion de fluido es importante porque podria proporcionar un modelo para
la aceleracién abrupta de gas de alta densidad en regiones cerca de un objeto com-
pacto, las cuales podrian ayudar a explicar las emisiones de corta y alta energia en
fendmenos astrofisicos [Dénmez et al.(2011), Lora-Clavijo & Guzmén (2013)]. La es-
tabilidad del cono de choque es descrita en términos de la estabilidad del flujo cerca
del acretor. Particularmente la estabilidad de tipo FF que consiste en el cambio de
signo del momento angular del cono de choque y que debido a esto eventualmente

podria destruirse.

La inestabilidad involucra por un lado la naturaleza del acretor, esto es, un hoyo
negro con un horizonte de eventos y una estrella de neutrones podrian mostrar un
comportamiento diferente debido a la naturaleza de sus superficies. Por otro lado
la estabilidad dependera de las condiciones dindmicas del viento, por ejemplo, su
velocidad o la velocidad del sonido asociada a la ecuacion de estado del fluido. Para
establecer un régimen de estabilidad del cono de choque, se han propuesto criterios
empiricos independientes del tipo de acretor y enfocados més en la relacion del tamano
del acretor respecto al radio de acrecién de Bondi [Foglizzo et al. (2005)]. El andlisis
de dichos criterios requieren de la evolucién numérica del viento, lo cual conlleva
a cuestionarnos la naturaleza de la inestabilidad. Existe controversia acerca de si
la inestabilidad es de caréacter fisico o es producto de los errores producidos por
la implementacién numérica, por ejemplo, en [Shima et al. (1988), Sawada et al.
(1989), Matsuda et al. (1991), Foglizzo et al. (2005)] pueden encontrarse argumentos
que muestran que la inestabilidad es de tipo Fisica, mientras que en [Cruz et al.
(2012)] se muestra que la inestabilidad es debida a una implementacién numérica
inadecuada. Durante el trabajo doctoral nos enfocamos en la inestabilidad tipo FF

del cono de choque para un flujo relativista que es acretado por un hoyo negro rotante,
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consideramos que el flujo obedece la ecuacién de estado de un gas ideal en el régimen
supersénico. Este problema ha sido estudiado en 2D en [Font et al. (1998), Donmez
et al.(2011), Cruz et al. (2012)] en donde se puede encontrar el estudio relativista de
la acrecién de BHL de un viento no esférico supersénico con un tamano de acretor
Thor/Tace que va 0,10 a 0,26 en simetria s-lab, donde, 4, es aproximadamente el
radio del hoyo negro y 7... es el radio de acreciéon de Bondi. En nuestro estudio, no
suponemos ningun tipo de simetria, lo cual es relevante pues hasta donde se sabe es la
primera vez que se realiza un estudio de este tipo en 3D. De acuerdo con [Foglizzo et
al. (2005)], la inestabilidad se espera que ocurra cuando las propiedades del sistema
involucren velocidades supersonicas con ntimeros de Mach M ~ 2,4 y el tamano de
acretor es r'hor/Tace S 0,05, sin embargo para confirmar dicha afirmacién y descartar la
inestabilidad en este régimen, exploramos un espacio de parametros correspondiente a
alta velocidad y tamanos de acretor suficientemente pequenos que caen en el régimen
de inestabilidad, el cual, 7o /Taee va de 0,011 a 0,025. Exploramos la acrecién en
un hoyo negro con momento angular tan rapido como a = 0,95 en seis orientaciones
representativas del flujo del viento respecto al eje de rotacién del hoyo negro. En todos

los casos analizados encontramos que no existe inestabilidad del tipo FF.

5.1.1. Implementacién numérica
5.1.1.1. Ecuaciones y métodos numéricos

Se resolvid el sistema de ecuaciones de la hidrodindmica relativista (2.61) in-
troducida en el Cap. 3 usando el ETK [LofHler et al. (2012), Einstein toolkit(2005)]
introducido en el Cap. 4. Para los métodos de alta resolucin con captura de choques
se utilizoé en especifico la féormula de flujos HLLE y Marquina y los reconstructores
lineales minmod y MC. Para la integracion en el tiempo, se us6 el método de Runge-
Kutta de cuarto orden. Como parte de las herramientas de diagnostico, se utilizo la
espina Outflow que permite medir el flujo de masa en reposo através de una superficie
esférica esto para poder monitorear el comportamiento de la tasa de acrecién M que
representa la cantidad de materia por unidad de tiempo que es acretada por el hoyo

negro.
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5.1.1.2. Condiciones iniciales

El espacio-tiempo de fondo es el de un hoyo negro que se describe usando coordena-
das cartesianas penetrantes de Kerr-Schild (KS) (la descripcién de estas coordenadas
se puede encontrar en el Apéndice B), con el eje de rotacién paralelo a la direccén 2

como se muestra a continuacion:

2 v
ds® = <n 7‘4+a222l l ) dz"dz"”,

;o rr+ay ry—ax z

e r2+a?’ r2+a?’'r)’

\/ 2 a2+ /(r2 )2+ 4a?2?
2 Y

= JEIPTA (5.1)

L,

donde M es la masa del hoyo negro y en donde hemos asumido unidades geométricas
G=c=1.

El fluido se considera como un gas ideal con densidad de masa en reposo constante
moviéndose hacia el hoyo negro con una velocidad asintética v2 = viv;. Se asumid
que el fluido obedece la ecuacién de estado p = (I' — 1)pe, para lo cual introducimos
la velocidad del sonido asintética cg. Una vez que hemos definido el valor de cgo
y que hemos fijado la densidad de masa en reposo como una constante p = pi, la
presién puede ser escrita como pi; = 2 pmi/(I — 2. T'1), donde I'y = T'/(T — 1).
Para evitar valores negativos o cero de la presién, la condicién ceo < VI — 1 debe
satisfacerse. Finalmente con los valores de la presion py,;, la energia interna especifica

es construida a partir de la ecuacién de estado.

Para parametrizar los datos iniciales, se define el nimero de Mach relativista en
infinito como ./\/lfo = Wo /WsCso, donde W es el factor de Lorentz del gas y Wy es
el factor de Lorentz calculado con la velocidad del sonido. Cuando MZ es mayor que
uno, se dird que el viento es supersénico de otra manera se dird que es subsonico.

De acuerdo con [Foglizzo et al. (2005)], los dos pardmetros decisivos para la es-
tabilidad del proceso son el nurhero de Mach del gas MZ y el tamaifio relativo del

acretor r,... respecto al radio de acreciéon de Bondi. En este caso el objeto compacto
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que se considera es un hoyo negro rotante a pesar de esto, fijamos el valor del radio de
horizonte 4., = 2M. Entonces, el tamano del acretor estara definido por la relacién
Thor/racc = Ugo + cgoo'

Esta férmula indica que un hoyo negro relativamente pequeno es equivalente a
tener un viento moviéndose lentamente. Esto explica porqué los casos en que 7o /Tace
es pequeno, son dificiles de seguir en términos de recursos computacionales y atin mas
en tres dimensiones. La razon es porque el dominio numérico debe contener al menos
una esfera de tamano r,.. para observar el proceso de acrecién. Vientos lentos implican
un mayor 7, y por tanto un dominio numérico mayor y como resultado el uso de
mas recursos computacionales.

Para observar el comportamiento en un escenario general, escogimos 5 direcciones
representativas del viento, que se representaron en términos de la orientacién respec-
to a la direccion del eje de rotacion del hoyo negro Z denotada por {}. Estas cinco
orientaciones diferentes seran representadas por 1 | — ° N, y corresponden a

A

, T, —& — 2y —I+ Z, respectivamente.

Q>

zZ, —

5.1.1.3. Condiciones de frontera

El ETK permite la solucién de las ecuaciones en coordenadas cartesianas en un
dominio ctbico de un tamano dado. En el caso de la evolucion de un viento, dos
condiciones de frontera deben ser especificada (ver [Donmez et al.(2011), Cruz et
al. (2012)]), propiamente. Una condicién de flujo entrante es necesaria en la regién
entrante del dominio, donde el gas es bombeando a la caja numérica, y condiciones
flujo saliente en donde se espera que el fluido salga del dominio. Como se menciond
antes el ETK por si solo no provee dicha configuracién de condiciones de frontera, pues
no incorpora condiciones de frontera para distintas caras del dominio ctibico por lo
que se tuvo la necesidad de programar e incorporar un modulo que permitié hacerlo.

Existe otra frontera muy importante que debe ser considerada, como se usan
coordenadas penetrantes de KS, se puede utilizar el método de excisién dentro del
horizonte de eventos del hoyo negro tal como se hace en [Seidel & Suen (1992),
Thornburg (1996)], el método de excisién consiste en remover un pedazo de dominio
numérico dentro del horizonte de eventos. El pedazo removido es una esfera lego
dentro del horizonte de eventos del hoyo negro. Si se consideran los conos de luz en

las coordenadas KS se mantienen abiertos y siempre en direccién hacia dentro de la
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singularidad, por lo que no se necesitan condiciones de frontera, la extrapolacién de
las variables del fluido es suficiente para garantizar que el fluido no es expulsado del
interior del hoyo negro. Este método se encuentra implementado en el ETK como se
describe en [Hawke et al. (2005)].

5.1.2. Experimentos numéricos y resultados

Mostrar la inestabilidad de una determinada configuracién de fluido requiere el
analisis de la teoria de perturbaciones, que se aplica cuando las configuraciones de
equilibrio se dan a priori. Otra posibilidad utiliza la evolucién numérica de las configu-
raciones de equilibrio y luego permitir que los errores de truncamiento o discretizacion
actien como la perturbacién y eventualmente (o no) desencadenen una inestabilidad.
Cuando la configuracion es estable, la perturbacion es simplemente expulsada y dicha
perturbacion es imperceptible para el sistema, mientras que en casos inestables las
variables del sistema deberian cambiar notablemente.

Para el caso aqui tratado, la estabilidad de un cono de choque, en realidad no hay
una configuracion de equilibrio dada a priori, por lo tanto, es necesario, evolucionar
el sistema hasta que se forme el cono de choque. La forma y las propiedades del
cono se construyen simplemente por la evoluciéon numérica y no sobre un conjunto de
suposiciones sobre el perfil de densidad o campo de velocidades. Por lo tanto, para
conocer su estabilidad, el método consiste simplemente en evolucionar el sistema du-
rante un tiempo suficientemente largo y esperar que los errores numéricos se acumulen
y provoquen que el cono oscile o muestre cualquier tipo de inestabilidad.

Las diferentes configuraciones del proceso de acrecién del viento se caracterizan
por los siguientes pardmetros: 1) la velocidad asintética del viento, 2) la densidad de
masa de reposo inicial del viento, 3) el indice adiabatico I', 4) el momento angular
del hoyo negro a, 5) la orientacién del viento con respecto al eje de rotacién del hoyo
negro y 6) el tamano relativo del acretor rpo/Tgce-

Segun [Foglizzo et al. (2005)], el tamano del acretor y la velocidad del viento
son los parametros que determinan si el cono de choque es estable o inestable y se
ha estimado que en el rango del tamano relativo del acretor rpe. /T S 0,05 con el
nimero de Mach MZ > 2.4 se espera que el cono de choque sea inestable.

Durante el trabajo de doctorado se exploraron dos tamanos de hoyo negro. Primero
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consideramos un hoyo negro de tamano medianamente pequeno con 7y /Tqce igual a
0,1 v 0,26. Con estos tamanos el cono de choque debe ser estable, sin embargo, ya que
no se han mostrado antes en 3D los presentamos. Por otro lado, un segundo conjunto
de experimentos consideramos acretores muy pequeno con valores de 7y, /Tqce igual
a 0,011, 0,012 y 0,025, que estan en el régimen de inestabilidad segin [Foglizzo et al.
(2005)].

5.1.2.1. Hoyos negros medianamente pequenos

En el primer conjunto de experimentos, utilizamos los siguientes parametros:
po = 1078 T' = 4/3, csoo = 0.1. Consideramos velocidades supersénicas con valor
M = 3, 5, usamos dos distintos valores de velocidad del viento v, = 0,3, 0,5, las
cuales corresponden a tamanos de acretor de 1, /Teee = 0,1 v 0,26 respectivamente.
Estos parametros corresponden a hoyos negros medianamente pequenos, cuyo tamano
deberia representar un cono estable, esto, de acuerdo con [Foglizzo et al. (2005)]. Tam-
bién, llevamos a cabo estas simulaciones para dos valores de la magnitud del momento
angular del hoyo negro a iguales a 0,5 y 0,95.

La evolucion se realizé usando la resolucion Azxyz = 0,25M, en un dominio
[—40M,40M]3, donde, M es la masa del hoyo negro. Esta es una resolucién mo-
desta comparada con la utilizada en el analisis usando simetria s-lab en [Font et al.
(1998), Donmez et al.(2011), Cruz et al. (2012)], sin embargo, utilizar una resolucién
menor implica errores mas grandes que deberian desencadenar una inestabilidad mas
rapido si es que la hubiera. En todos los casos, es decir, para los dos valores de veloci-
dad, los dos valores del momento angular del hoyo negro y las cinco orientaciones del
viento, como se esperaba para estos parametros, no encontramos inestabilidad tipo
FF. En la Tabla 5.1 enumeramos el conjunto de configuraciones en que analizamos
la evolucién del viento. Respecto a estas simulaciones, ya existen algunos resultados
publicados en otros estudios, por ejemplo, el caso —1}, que es la generalizacion de los
estudios de s-lab mostrados en [Font et al. (1998), Donmez et al.(2011), Cruz et al.
(2012)]. En [Dénmez et al.(2011)] se demostré que habia una inestabilidad tipo FF,
mientras que en [Cruz et al. (2012)] el uso de coordenadas penetrantes en el horizon-
te para describir el hoyo negro indicé que no existe tal inestabilidad. Es importante
senalar que en ambos analisis se realizaron utilizando simetria tipo s-lab por lo que

el resultado en 3D aun era incierto.
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Tabla 5.1. Configuraciones analizadas para el caso pg = 107, M =3y 5, T' = 4/3, csoo
= 0.1y voo = 0,3. El valor de M corresponde a la tasa de acrecién medida en una superficie
esférica localizada en r = 3M en el momento después de que el proceso de formacién del cono
de choque ha terminado y el fluido se ha estabilizado. No se encontré alguna inestabilidad
en todos los casos estudiados. Como aspecto extra, mostramos la tasa de acrecién para cada
caso pero calculado mediante el uso de la la férmula de BHL.

Config. M =3 M=5
M3(10™%)  Msprr(10~%) Ms(107%)  Msprr(107%)
a=0,5
™ 8,29 3,81
A0 8,24 3,80
-1 8,21 4,00 3,63 1,00
S 8,27 3,60
A 8,32 3,61
a=0,95
M 8,23 3,64
" 8,22 3,64
—) 8,82 4,00 3,63 1,00
1 8,57 3,64
N 8,50 3,08

En el trabajo [Gracia-Linares & Guzman (2015)] se mostré el caso 3D por primera
vez, por ejemplo, en la Fig. 5.1, mostramos un instante de tiempo del caso 3D co-
rrespondiente a los parametros vy, = 0,5, ¢soo = 0,1 ¥y momento angular del hoyo
negro a = 0,95. No se encontré algin signo de inestabilidad, esto hasta el timepo
t = 10000M . Dicho tiempo es comparable con el tiempo de evoluciéon considerado en
[Donmez et al.(2011), Font et al. (1998), Cruz et al. (2012)].

Ademas, de la morfologia del cono de choque, la cual muestra un comportamiento
estable, monitoreamos la estabilidad del proceso de acrecién através de medir la tasa
de acrecién M en una superficie esférica ubicada en r = 3M. En todos nuestros
experimentos encontramos que para que M se estabilice, debe terminar el proceso
transitorio inicial correspondiente a la formacién del cono de choque. Medimos la tasa
de acrecion para los diferentes casos y verificamos que entre mas lento sea el viento,
mayor sera el valor de la tasa de acrecién, este comportamiento es congruente con el
valor calculado con la formula Bondi. En la Tabla 5.1, se muestra la tasa de acrecion

para los dos casos My = 3y My = 5 y por completés y comparacién mostramos
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Figura 5.1. Isocontornos de densidad al tiempo ¢t = 3000M para acretores medianamente
pequenos =1, a = 0,95 y voo = 0,5, Cs00 = 0,1, Thor/Tace = 0,26. La linea gruesa que define
la forma cénica es en realidad un conjunto de isocontornos cercanas que muestran que tan
pronunciado es el gradiente de densidad en esa regién. En la parte superior mostramos
la morfologia del cono de choque visto desde el plano z = 0, donde, se puede observar el
arrastre de la densidad debido a la rotacién del hoyo negro. En el panel inferior se muestra
la estructura del cono de choque en el plano y = 0, que es, el dngulo de visién que se ha
ignorando en simulaciones asumiendo simetria tipo s-lab.

los valores obtenidos usando la férmula de tasa de acrecién de BHL [Edgar(2004)]

4mp

(v + 2 ) o

Mpur =
donde, etiquetamos los resultados con Ms3gy;, v Mspyr, para las dos velocidades del
viento consideradas. Concluimos que la tasa de acrecién, medida en nuestras simula-
ciones para un espacio-tiempo de un hoyo negro de este tamano, es considerablemente

mayor que la tasa de acrecién calculada con la férmula de BHL.

Casos particulares. Algunas configuraciones especiales pueden ser interesantes, por
ejemplo, uno puede preguntarse si se forma una estructura en la densidad en forma
de remolino detréas del hoyo negro cuando el viento se mueve paralelo o antiparalelo
al eje de rotacion. En la Fig. 5.2 se muestran cortes del campo de velocidad en tres
planos constantes z = 3,6,9 y una vista lateral del proceso a t = 8000M. En este
caso, el tamano del hoyo negro es 7,0 /Tecc = 0,26 y no se observan efectos de arrastre

en el campo de velocidad debido a la rotacién del hoyo negro. Lo que realmente se
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Figura 5.2. Campo de velocidades al tiempo ¢ = 8000M para el caso T, v = 0,5,
a = 0,95y rhor/Tacc = 0,26. Los planos son los siguientes (superior-izquierda) es el plano
z = 3, (superior-derecha) el plano z = 6, (inferior-izquierda) el plano z = 9 y (inferior-
derecho) el plano y = 0.

puede ver es la convergencia de las lineas de corriente en el limite del cono de choque.

5.1.2.2. Hoyos negros pequenos

Un segundo conjunto de experimentos consistié en la evolucién del viento para
un hoyo negro méas pequeno, en particular establecemos tres casos: 7o /Tace = 0,011,
0,012 y 0,025. Estos valores se encuentran por debajo del valor limite (740, /Tgcc = 5)

en el que se espera que la inestabilidad FF suceda como se sugiere en [Foglizzo et al.
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(2005)]. Por otro lado, de acuerdo con el andlisis de [Foglizzo et al. (2005)], las si-
mulaciones numéricas incluyendo las axisimétricas, deben ser inestables al considerar
valores de indece adiabético I' = 5/3 y 4/3 con numero de Mach M., = 24 y 3,0.
Hemos desarrollado estos casos particulares en 3D, para todas las orientaciones de
viento descritas anteriormente, y presentado en la Tabla 5.2. En este caso sélo reali-
zamos las simulaciones con magnitud del momento angular del hoyo negro a = 0,95
con la esperanza de que se lograra crear la inestabilidad o descartarla por completo.
Usamos la misma resolucion Axyz = 0,25M, sin embargo, debido a que se requiere
un dominio que contenga al menos una esfera de radio 7., fijamos el dominio en
[—100M,100M]3. Una vez mas no encontramos la inestabilidad tipo FF después de
10000M. Es importante senalar que, a diferencia del de lo que ocurrié en el caso ante-
rior en que el tamano del hoyo negro era medianamente pequeno, la tasa de acrecion
para este caso, es considerablemente menor que la tasa calculada con la férmula BHL.

Con el fin de ilustrar que los efectos de arrastre en el fluido debido a la rotacion
de un hoyo negro pequeno son mas significativos en comparacién con el caso de un
hoyo negro de mayor tamano, se muestra en la Fig. 5.3 un instante de tiempo de la
densidad para el caso con orientacién —1}, rpor/Taee = 0,011, ' = 5/3 y M = 24
(Tabla 5.2). También en la Fig. 5.4, mostramos el instante de tiempo en un plano
vertical del caso diagonal, que claramente muestra mayor arrastre de fluido que en el

caso mostrado en la Fig. 5.10.

5.1.2.3. Acrecién de Bondi-Hoyle perturbada

Como no encontramos ningin caso inestable, ademés del anélisis simple de se-
guir la evolucién del gas y esperar que el error numérico desencadene la inestabilidad
FF, disenamos un experimento numérico el cual consistié en, evolucionar el gas has-
ta que termine la formacién del cono de choque, justo después aplicamos una una

perturbacion al campo de velocidad de la forma:

vt =0+ kd(t), (5.3)

donde, £ > 0 es un numero aleatorio entre 0 y A y 0(t) es la delta de Dirac que
representa. Aplicamos esta perturbacion aleatoriamente perpendicular a la direccién

del cono de choque y esperamos que desencadene la inestabilidad. Hicimos este ex-
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Figura 5.3. Isocontornos de la densidad de masa en reposo al tiempo ¢t = 8000M, para el
caso <1, a = 0,95 con vy = 0,1, cs500 = 0,04, T' = 5/3, correspondiente a un hoyo negro
pequeno con 7o /Tece = 0,011. Se muestran dos dngulos de visién en dos planos distintos;
z =0y y = 0. Este caso se esperaba que fuera inestable por dos razones, la primera es
porque el hoyo negro es suficientemente pequeno y la segunda porque la zona de choque del
fluido con el hoyo negro se encuentra alejada del hoyo negro, sin embargo, no encontramos
signos de la estabilidad tipo FF hasta ¢ = 100000 .
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Figura 5.4. Isocontornos de la densidad de masa en reposo del caso diagonal /1, a = 0,95,
I'=4/3y rhor/Tace = 0,012. El instante de tiempo que se muestra es al tiempo ¢t = 3800M.
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Tabla 5.2. Configuraciones analizadas para el caso pg = 1076 con a = 0,95. El valor de
M corresponde al valor de la tasa de acrecién medido en una superficie esférica localizada
en r = 3M y en el momento después de que el proceso de formacién del cono de choque
ha terminado. Ninguno de los casos mostraron inestabilidad tipo FF. Para poner a prue-
ba la precisiéon de la formula de BHL mostramos la tasa de acreciéon calculado por esta.
Contrario al caso de un hoyo negro medianamente pequeno, la tasa de acrecién medido es
aproximadamente independiente de la direccién del viento.

I'= 5/3 rhor/'racc = 07011 M = 274

My 4(x1072) Mprr(1072)

1kl

A

1 0,14 1,00

vl

NI

T =4/3  Tho/Tace =0,012 M=25

My 5(x1072) Mpr(1072)

™

Bl

—1 0,48 1,00

vl

N

T'=4/3  Thor/Tace =0,025 M=3

M3.0(x1072) Mp(1073)

M

Bl

) 0,34 3,72

vl

N

perimento para los dos valores extremos del tamanos de acretor y en todas las orien-
taciones que consideramos antes. En todos los casos y en todas direcciones no se
desencadend ninguna inestabilidad.

En la Fig. 5.5 se muestra la tasa de acrecién para el caso perturbado, donde se puede
ver el momento en que aplicamos la perturbacion. Usamos A = 0,2, lo que significa
que la velocidad de perturbacion perpendicular al cono de choque que se ha anadido
al azar es una quinta parte de la velocidad de la luz y sin embargo, el flujo se restaura

y vuelve a ser estable. En las Figs. 5.6 y 5.7 mostramos la densidad de més en reposo
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Figura 5.5. Tasa de acrecién para el caso perturbado —1, a = 0,95, v = 0,5, ¢s00 = 0,1,
I' = 4/3 con amplitud de perturbacién A = 0,2. En el panel interior de la figura se muestra
el instante en que la perturbacion es aplicada al tiempo ¢ = 939M.

a distintos tiempos: antes, durante y después de la perturbacién, también, se muestra

cémo la morfologia del cono se restablece.

5.1.2.4. Influencia debida a los métodos numéricos

El estudio de la acrecién de vientos en hoyos negros, se diseno de tal manera que el
sistema fisico estuviera lo mas libre posible de cualquier sofisticacion numérica, esto
con el fin de evitar efectos indeseables. Para ello, en las series de produccién de las
simulaciones, se utilizé un tnico nivel de refinamiento, esto, debido a que la disipacién
numérica que se utiliza a nivel refinamiento para remover inestabilidades, podria
ocultar los modos potencialmente inestables del cono de choque. Esto se ha discutido
como una posible inhibicién de fenémenos de inestabilidad de tipo FF [Foglizzo et al.
(2005)].

Con el fin de mostrar los efectos debidos al uso del refinamiento fijo de mallas (FMR),
mostramos en la Fig. 5.8 la tasa de acreciéon cuando se utiliza FMR con dos niveles

de refinamiento y cuando se utiliza un solo nivel de refinamiento. La desviacién es
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Figura 5.6. Se muestra la densidad a distintos tiempos para caso perturbado con orienta-
cion =1, a = 0,95 y voo = 0,5, 500 = 0,1, I' = 4/3 con amplitud de perturbacién A = 0,2.
En la parte superior izquierda se muestra la densidad antes de que la perturbacién sea
aplicada. En la parte superior derecha, mostramos la morfologia al tiempo ¢t = 939M al
momento en que la perturbacién es aplicada. En los paneles de la parte inferior, mostramos
la densidad a los tiempos t = 945M y t = 955M a los cuales el cono de choque se restablece.

del orden del 3% en la tasa de acreciéon de masa. El uso de FMR, al usar mayor
resolucién permite tener simulaciones con mayor precisién. Esta herramienta en la
siguiente seccién cuando se hable de los fenémenos de arrastre y vortices.

También, verificamos nuestros resultados sobre la estabilidad del cono de choque en
todas nuestras corridas usando diversas combinaciones de resolvedores de Riemann

aproximados y métodos de reconstruccin de variables. Desarrollamos todas las con-
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Figura 5.7. Se muestra el caso perturbado con orientacién =1, a = 0,95, 70 /Tace = 0,011,
Voo = 0,1, 500 = 0,04, I' = 4/3 con amplitud de perturbacién A = 0,2. En la parte superior
izquierda se muestra la densidad antes de aplicar la perturbacién. En el panel superior
derecho se muestra la morfologia al tiempo ¢t = 1500M que corresponde al momento en que
la perturbacion es aplicada. FEn los paneles inferiores de muestran el proceso de restauracién
del cono de choque a los tiempos ¢t = 1530M y t = 1600M .

figuraciones reportadas en las Tablas, utilizando cuatro combinaciones, estas son: 1)
Marquina con MC y minmod, y 2) HLLE con MC y minmod. En todos los casos
encontramos que el cono de choque es estable en todas las orientaciones y velocidades
descritas del viento. En la Fig. 5.8 se compara la tasa de acrecién estimada usando

las cuatro combinaciones de flujos y reconstructores para un caso particular. La dife-
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rencia entre la tasa de acrecién se encuentra dentro de 1%, que es menor que el error
introducido al usar FMR.

A lo largo de este capitulo presentamos la acreciéon supersénica de un viento en
hoyos negros en 3D, estudiamos si existe o no una inestabilidad tipo FF utilizando una
serie de parametros que se esperaba que mostraran esta inestabilidad. Seguimos la
evolucion del fluido hasta la formacién del cono de choque considerando un valor alto
de la magnitud del momento angular del hoyo negro asi como, un conjunto general de
orientaciones del viento con respecto al eje de rotacién del hoyo negro. Nos centramos
en dos regimenes, uno en el que el tamano relativo del acretor es 7,0 /Tace = 0,1y
0,26 donde la inestabilidad FF no se espera, sin embargo, presentamos por primera
vez la acrecion en tres dimensiones. Un segundo régimen en el que el tamano relativo
del acretor es rpor/Tace = 0,011, 0,012 y 0,025, lo que deberia mostrar la inestabilidad
FF de acuerdo con [Foglizzo et al. (2005)]. En ambos casos no vimos la inestabilidad
cuando se esperaba que ocurriera durante el tiempo de evolucién.

Un primer conjunto de experimentos supone que los errores numéricos podrian desen-
cadenar la inestabilidad del cono de choque. Como no encontramos la inestabilidad,
realizamos un segundo conjunto de experimentos en los que aplicamos una perturba-
cién transversal al cono de choque y tampoco se observé la inestabilidad. Nuestras
corridas de produccion se realizaron en modo unigrid para evitar los efectos numéricos
inducidos por el refinamiento de la malla, en particular la disipacion artificial. Ilus-
tramos con un caso particular, la desviacién estimada del modo unigrid inducida por
el uso de FMR. Otro ingrediente particular de nuestras simulaciones es la descripcion
del espacio-tiempo del hoyo negro, usamos coordenadas penetrantes de Kerr-Schild
y la técnica de excision dentro del horizonte del eventos. Esto inhibe la propagacién
de errores numeéricos generados en el limite interno. Como se describe en [Cruz et al.
(2012)] este simple hecho hace la diferencia entre la estabilidad y la inestabilidad del
cono de choque cuando el acretor es un hoyo negro. Desafortunadamente, esta técnica

solo puede aplicarse a hoyos negros y no a otros objetos compactos.

Un resultado mas es que la féormula de BHL no es exacta para ambos regimenes.
Para los casos en que 7por/Tece = 0,1 y 0,26, el material acretado en una superficie
situada a 3M es aproximadamente mayor, el doble que la predicha por la férmula
BHL, mientras que para los casos de hoyos negros pequenos con 7y /T que van de

0,011 a 0,025, la tasa de acrecién oscila desde casi ~ 0,15 a ~ 0,5 veces la calculada
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Figura 5.8. (Parte superior) Comparacion de la tasa de acrecién para el caso =1, a = 0,95,
M =5, entre dos distintas corridas, la primera, utilizando dos niveles de refinamiento, la
segunda, usando unigrid. El dominio se fijo para ambas corridas en [—20M,20M]3. En el
caso unigrid, la resolucion es de 0,25M en todas las direcciones. En el caso de dos niveles de
refinamiento se utilizaron resoluciones del nivel méas grande en 0,5M y la caja mas pequena
con resolucién 0,25M en un dominio de [—~10M, 10M]3. La tasa de acrecién estd medida en
una esféra de radio 3M. La diferencia es del 3 %, que eventualmente podria ser importante.
(Parte inferior) Comparacién del ritmo de acrecién para el caso —1, a = 0,95, M = 5 entre
cuatro corridas distintas, usando los resolvedores de Riemann Marquina y HLLE, ambos con
reconstructor de variables minmod y MC, en el dominio [—20M, 20M]? en una malla unigrid
con resolucién 0,25M en todas las direcciones. De entre todas las posibles combinaciones,
la maxima diferencia en la tasa de acrecién encontrada fue del 1 %.
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con la férmula BHL, dependiendo del valor de I" y de que tan supersénico es el viento.

Dada la rica combinacion de las orientaciones del viento y los valores del momento
angular del agujero negro explorado, podemos concluir con seguridad que incluso para
nuestro caso mas extremo, con un viento moviéndose a My, = 2,4 y hoyos negros
tan pequenos como The/Tace = 0,011, el cono de choque es estable. Y para vientos
méas rapidos con My, = 3 Y Thor/Tace = 0,025 dentro del régimen de inestabilidad

esperada tampoco se encontraron signos de inestabilidad.

5.2. Acrecién en hoyos negro: efectos de campos

magnéticos

En el estudio de acreciéon de un viento supersoénico en un hoyo negro presentado
en la seccion anterior, el fluido que constituye el fluido se consideré como un fluido
perfecto, el cual, ayudé a describir de manera aproximada el fenémeno. La acrecion de
BHL se puede modelar de una manera mas realista anadiendo ingredientes extra a los
modelos tanto del viento como del acretor. Una de las razones por las que se incluyen
los campos magnéticos es que, algunos de los sistemas astrofisicos de acrecién contie-
nen material magnetizado que podria influir en el proceso. En el régimen Newtoniano,
el estudio de acrecion magnetizada de BHL sobre una estrella de neutrones se puede
encontrar en [Toropina et al. (2012)], también, en [Lee et al. (2014)] el proceso de un
plasma magnetizado sobre un hoyo negro se estudié usando un modelo newtoniano
de hoyo negro. En el régimen relativista, podemos encontrar el estudio de acrecién
supersénica magnetizada de BHL, restringida a configuraciones axisimétricas [Penner
(2011)]. En esta seccién se presenta la acrecién de vientos supersénicos magnetizados
en un hoyo negro rotante en tres dimensiones.

Con el fin de contribuir a esta adicion de ingredientes que modelan la acrecion
BHL en un hoyo negro rotante, durante el trabajo doctoral se estudio la acrecién
supersénica 3D de vientos magnetizados en un hoyo negro rotante. En esta seccion
se presenta la acrecion supersénica 3D de vientos magnetizados en un hoyo negro
rotante inmerso en un campo magnético, inicialmente alineado con la direccién del eje
de rotacion de el agujero negro, dentro de la aproximacién de magnetohidrodindmica

ideal (MHD). Los resultados se comparan con la acreciéon puramente hidrodindmica
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(HD). También, se compara la estabilidad, el comportamiento de la evolucién de las
variables hidrodinamicas que describen el viento y la tasa de acrecion. La intensidad
del campo magnético se fijo de tal manera que guarda similitud con el valor del campo
magnético en sistemas astrofisicos de alta energia como: AGNs, donde oscila entre 10*
a 10'°G [Field & Rogers (1993), Karshev (2005), Sing (2005)] y el campo magnético
de un magnetar 10°G [Olausen & Kaspi (2014)]. También, la intensidad del campo
magnético es del orden de la utilizada en modelos de choque de hoyos negros-estrellas
de neutrones, donde, se ha encontrado que el campo magnético afecta la dinamica del
choque [Etienne et al. (2012a), Etienne et al. (2012b)].

5.2.1. Condiciones iniciales

Espacio-tiempo. Describimos al espacio-tiempo como un hoyo negro rotante en
coordenadas penetrantes de Kerr-Schild (Apéndice B) con eje de rotacién en direccién
S =az.

El viento. Se fija inicialmente como un gas ideal con densida de masa en reposo contan-

te p = 1075 a lo largo de todo el espacio, con velocidad inicial asintética en direccién

2

2 = v'y;. Consideramos que el gas obedece la ecuacién p = (I — 1)pe,

al hoyo negro v
la constante adiabética que se consideré es la de un fluido relativista I' = 4/3, fijamos
la velocidad del sonido como cs, = 0,05 y para evitar tener valores negativos de pre-
sion, la definimos en términos de la velocidad del sonido y del coeficiente adiabético
Pini = 2 pini/ (T — 2. I'1) v hacemos que se cumpla que o < /I — 1, finalmente,
la energia interna inicial se calcula a partir de la ecuacion de estado.

Campo magnético. Se define inicialmente como constante y paralelo al eje de rotacién
del hoyo negro, con magnitud 10*3G. Después del tiempo inicial el campo magnético
evoluciona acoplado a la evolucién del plasma de acuerdo con las ecuaciones MHD
ideal (Apéndice C).

Este estudio se centro en tres escenarios representativos, en los que se supone que el
viento tiene diferente direccién con respecto al eje de rotacion del hoyo negro S. Estas
tres orientaciones diferentes del viento estan representadas por 1 —, 'y corresponden
a las direcciones 2, T y &+ Z respectivamente. La direccién de rotaciéon del hoyo negro

se representa por 1.

Utilizamos condiciones de frontera de flujo entrante en la region downstream del
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dominio, donde el gas esta siendo bombeado al dominio numérico 3D, y condiciones de
flujo saliente en la region upstream donde se espera el flujo de fluido sale del dominio
numérico. También se utilizé el método de excision dentro del horizonte del hoyo
negro para evitar la singularidad [Hawke et al. (2005), Gracia-Linares & Guzmén
(2015)].

Todas las simulaciones presentadas en esta seccién se hicieron utilizando el driver
carpet de refinamiento de mallas (FMR) con una resolucién base Azyz = 0,5M con
un nivel de refinamiento de resolucin Azyz/2. El dominio base es de [—30M, 30M 3
y corresponde aproximadamente el doble de una esfera del radio de acrecion rq.. =
M/(c%, + vs2). Esto es importante porque sin esta condicién no es posible defi-
nir regiones downstream y upstream del proceso. El dominio refinado se localizé en
[—10M, 10M]? el cual se fijo utilizando la espina del ETK de refinamiento de mallas
Carpet [Schenetter et al. (2006)].

5.2.2. Resultados

La primera caracteristica que se evalué es la estabilidad del proceso. Como se
presentd en la Sec. 5.1 de este capitulo, el parametro que podria definir la estabilidad
del proceso de acrecién es el tamano del acretor [Foglizzo et al. (2005)], por lo que,
consideramos un tamano de acuerdo con [Foglizzo et al. (2005)] de 7401 /Tace = 0,05
en tres distintos casos en que el viento es lento con velocidad asintética v, = 0,25¢
Y Para Ther/Tace = 0,4 en un unico caso réapido con velocidad asintética ve, = 0,5¢.
Estos valores de la velocidad asintdtica del viento corresponden a hoyos negros me-
dianamente pequenos [Gracia-Linares & Guzmén (2015)]. Fijamos el pardmetro de
rotacién del hoyo negro a = 0,8 y la amplitud del campo magnético 103G, En la
Tabla 5.3 presentamos los pardmetros utilizados en este estudio incluyendo los casos
los puramente hidrodindmicos que se compararon.

Las propiedades generales de la morfologia y dinamica del proceso, una vez que la
evolucion del fluido se ha establecido hasta un régimen cuasi-estacionario, se presentan
en las Figs. 5.10, 5.11 y 5.12 en las que se muestra el instante ¢ = 1000M de la densidad

de masa en reposo para comparar los casos HD y MHD, las lineas de campo magnético

2p
b;bi

y el pardametro g = del plasma.

Estabilidad. Similarmente al proceso puramente hidrodinamico, donde no se en-
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Figura 5.9. Se muestra el instante de tiempo ¢ = 1000M en el plano y = 0 de la densidad
de mas en reposo, para los casos MHD1 y HD1 correspondientes al modelo T vy Thor /Tace =
0,05. En el fondo mostramos las lineas del campo magnético y el parametro 5 de este caso.
Podemos ver que el cono de choque en presencia de campo magnético es mas ancho que en
el caso puramente HD. Otra diferencia es que en el caso MHD el maximo de la densidad
del gas (1,3 x 10™%) es considerablemente menor que el caso HD (2,1 x 107%). Las lineas de
campo magnético son axisimétricas como se esperaba.

contré ningun tipo de inestabilidad tipo Flip-Flop, incluso, dentro del régimen donde
se predijo en la teoria Newtoniana [Gracia-Linares & Guzman (2015)], en el caso MHD
tampoco se encontrd tal inestabilidad, sin embargo, a pesar de esto, se encontraron
algunas caracteristicas dindmicas diferentes. Otra importante caracteristica que se

encontro es la formacion de un choque que se encuentra separado de la superficie del
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Figura 5.10. Se muestra el instante de tiempo ¢ = 1000M en el plano y = 0 de la densidad,
para los casos MHD2 y HD2 con orientacién /M v Thor/Tace = 0,05. En la parte inferior
de la figura se muestran las lineas de campo magnético y el parametro 8. Podemos ver que
el cono de choque en presencia de campo magnético es mas ancho que en el caso puro de
HD. El méaximo de la densidad de masa de reposo es mayor que el caso puramente HD,
pero no es tan regular como lo fue en el caso puramente HD. La zona maés oscura dentro del
cono de choque es la zona de rarefaccién donde p es muy pequena. Esta regiéon coincide con
aquella donde 8 < 1y por lo tanto la presién del campo magnético domina. También vemos
las lineas de campo magnético, que son considerablemente distorsionadas con respecto al
campo magnético inicial que son verticales.

hoyo negro tipo bow shock que depende de la orientacion del viento. En la Fig. 5.10
se muestra que para el caso MHD la zona en que aparece el bow shock se desprende

de la superficie del hoyo negro, condiciéon que por lo general desencadenaria la inesta-
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bilidad del cono de choque en un sistemas newtonianos [Foglizzo et al. (2005)], pero
que se ha demostrado que es inofensivo en el caso relativista presentado en la seccién
anterior y publicado en [Gracia-Linares & Guzman (2015)].

Angulo de apertura del cono. Como fue reportado en [Penner (2011)], en el caso
axisimétrico, el angulo de apertura del cono de choque es mayor para el MHD que para
el escenario puramente HD. Confirmamos este resultado en los casos axisimétricos y
también en los casos sin simetria diagonal M} y horizontal {<.

Zonas rarificadas. En los casos MHD2, MHD3 y MHD4 mostrados en las Figs.
5.10, 5.11, 5.12 se aprecia la formacién de una zona rarificada que no se ve en el caso
HD. En esta zona, la presién magnética domina sobre la presién del fluido (5 < 1),
esto se considera como la razoén por la cual el fluido es expulsado de estas regiones.
Esta zona de rarefaccion aparece en diferentes lugares dependiendo de la direccién
del viento, por ejemplo, en el caso diagonal MHD2 la zona rarificada es més grande
en la mitad superior del cono de choque pero en el caso horizontal MHD3, la zona es
simétrica con respecto a plano z = 0.

Remolinos. Una pregunta interesante que surge cuando se utiliza un coédigo 3D es
si existe la formacion de remolinos en la zona dowstream del dominio. La respuesta
se muestra en la Fig. 5.13 donde mostramos al instante ¢ = 1000M la densidad de
masa en reposo y el campo de velocidades en tres escenarios interesantes. Primero,
presentamos estas cantidades para los modelos de viento paralelo Tt HD1 y MHD1
en el plano z = 2 cerca del horizonte del hoyo negro en la zona downstream. En esta
proyeccion el cono de choque se encuentra en la region de alta densidad. No existe un
remolino global formado, sino cuatro choques formados por la convergencia de cuatro
flujos circulares en la proyeccion de este plano, y luego, el fluido se mueve hacia el
hoyo negro.

El segundo caso de la Fig. 5.13 corresponde al viento diagonal . Se muestra
el campo de densidad y velocidad del cono de choque en un plano perpendicular a
la direccion del viento a 2M del centro del hoyo negro. La diferencia entre el HD2
puramente hidrodinamico y los casos MHD2 magnetizados es de nuevo la formacion
de dos zonas de baja densidad dentro del cono. Al menos en uno de ellos se aprecia
la formacion de un remolino.

También presentamos en la Fig. 5.13 los resultados para el viento horizontal {+—,

correspondientes a los modelos HD3 y MHD3. Presentamos el momento ¢ = 1000 de
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la densidad de masa en reposo del campo de velocidad en el plano x = —2, también en
la regin donwstream del flujo. La diferencia entre los casos puramente HD3 y MHD3
es muy clara, y la formaciéon de dos remolinos dentro de las zonas de baja densidad
del cono de choque debido al campo magnético es evidente.

Los tres casos muestran un patrén similar. Sucede que en una region alejada del
hoyo negro, es decir, fuera del cono, el flujo de materia es casi radial en las proyecciones
mostradas. Sin embargo, dentro del cono hay claras diferencias: en el caso HD el campo
de velocidad proyectado no muestra una orientacién preferencial, mientras que en el

caso MHD hay zonas rarificadas y coincidentemente un claro remolino en estas zonas.

Tabla 5.3. Parametros de las 8 simulaciones usadas en este trabajo. Cuatro de ellas invo-
lucran evoluciones de las ecuaciones MHD y las otras sus contrapartes equivalentes en la
HD.

Nombre a=0,8c vy, =0,25¢  Ag Orientacion

MHDO1 103G ™
HDO1 0 i
MHDO02 108G yail
HDO02 0 Al
MHDO3 108G —1
HDO03 0 -1
Nombre a =0,8c v, = 0,5¢ Ao Orientacion
MHDO04 108G ™
HDO04 0 ™

Tasa de acrecién. Otra propiedad es la influencia del campo magnético en la tasa
de acrecién. Medimos M en una superficie esférica ubicada cerca del horizonte del
hoyo negro, a r = 2M. En la tabla 5.4 se muestran los valores de la tasa de acrecion
para todos los modelos en una etapa estacionaria. Primero observamos que el viento
horizontal (modelos HD3 y MHD3) tiene la tasa de acrecion més alta para la velocidad
usada aqui, aproximadamente entre 10 % a 20 % por encima de los otros casos. En
segundo lugar, se puede pensar que debido al angulo de apertura méas amplio en el
cono de choque para los casos magnetizados y la formacion de puntos rarificados en la
densidad, la tasa de acrecion para el MHD podra ser muy diferente de la de los casos
puramente HD. Sin embargo, encontramos que el cambio es bajo, del orden de 3 %.

Otro aspecto que los valores de la Tabla muestran es que la direcciéon del viento influye
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Figura 5.11. Se muestra el instante de tiempo ¢t = 1000M de la densidad de masa en
reposo en el plano y = 0 para los modelos MHD3 y HD3 con tamano 74, /74cc = 0,05. Se
muestran las lineas de campo magnético y el parametro 3. Para este caso, la zona rarificada
dentro del cono de choque donde p < 0 , es simétrica a lo largo del plano z = 0.

mas en la tasa de acrecion que en el hecho de tener HD puro o MHD. Por dltimo, es
mas importante la velocidad del viento, como puede verse en la comparacién de los

modelos MHD1 y MHD4, con diferencias significativas del 100 %.

Efecto de la velocidad del viento. Uno puede preguntarse si la velocidad del viento
produce cambios morfoldgicos significativos. En el régimen puramente HD encontra-
mos que la velocidad de acrecion del sistema y el angulo de apertura del cono de

choque varian dependiendo de la velocidad del viento, los vientos explicitamente més
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Figura 5.12. Se muestra el instante de tiempo ¢t = 1000M de la densidad de masa en
reposo en el plano y = 0, para los modelos MHD4 y HD4 con rhoy/Tace = 0,4. Se muestran
las lineas del campo magnético y el parametro 8. La densidad en la zona rarificada dentro
del cono de choque es del orden de 1079, dicho valor es menor que en el caso MHD1 que es de
10~°. Este es un claro ejemplo de cémo la velocidad del viento influye en el comportamiento
del sistema. Como en los casos anteriores, las zonas rarificadas coinciden con las regiones
donde S < 1. Las lineas del campo magnético son axisimétricas como se esperaba.

lentos corresponden a conos de choque con angulo de apertura mas amplios y ma-
yores tasas de acrecién. En este trabajo verificamos que ocurre lo mismo con el caso
magnetizado. Una nueva caracteristica importante aparecid, relacionada con la zona
rarificada dentro del cono de choque. La densidad en la zona rarificada es un orden de

magnitud menor en el modelo de caso rapido MHD4 que en el modelo de caso lento
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Figura 5.13. Se muestra el instante de tiempo ¢t = 1000M de la densidad de masa en
reposo p y campo de velocidades v* para los modelos HD1, HD2, HD3, MHD1, MHD2 y
MHD3 en la primera y segunda columnas. Para los modelos HD1 y MHD1 se muestran
los campos en el plano z = 2, situados en la regién downstream del hoyo negro. Para los
modelos HD2 y MHD2 se muestran los resultados en el plano =z + z = 4, también en la
region downstream y para los modelos HD3 y MHD3 se muestran los resultados en el plano
x = —2. En esta figura podemos observar la importancia de la direccin del viento y la
diferencia de morfologia entre los modelos HD y MHD.
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Tabla 5.4. Valores de la taza de acrecién (M )de todos los casos tratados. El caso perpen-
dicular al eje de rotacién del hoyo negro es la configuracion que tiene el maximo valor de
M. M no cambia significativamente entre los casos MHD y HD.

Modelo Orientacién M
MHD1 ™ 0,66 x 1073
HD1 ™ 0,68 x 1073
MHD?2 el 0,67 x 1073
HD2 e 0,63 x 1073
MHD3 -1 0,78 x 1073
HD3 -1 0,77 x 1073
Modelo Orientacion M
MHD4 ™ 0,31 x 1073
HD4 ™ 0,33 x 1073

MHD1 como puede verse en las Figs. 5.9 y 5.12.

En esta seccién presentamos por primera vez la acrecién supersonica de un viento
magnetizado sobre un hoyo negro en 3D. Para ello se seleccion6 un conjunto de
cuatro escenarios generales que proporcionaron informacion sobre el comportamiento
general del proceso. En todos los casos comparamos los resultados con la contraparte
puramente hidrodinamica.

Los hallazgos importantes incluyen la formacién de zonas con caracteristicas dife-
rentes que no aparecieron en el caso puramente HD. En los casos de viento horizontal
y diagonal, la formacién de torbellinos transparentes detrds del hoyo negro que vale
la pena estudiar y podria tener aplicaciones astrofisicas potenciales. En estas zonas
raras también sucede que la presiéon magnética domina con 3 < 1.

Se encontro que la tasa de acrecion no es significativamente diferente entre los casos
HD y MHD. En cambio, la velocidad y orientacion del viento es més importante que

el hecho de tener un fluido magnetizado o puramente hidrodinamico.

5.3. Acrecion de vientos en estrellas de Bosones

Las Estrellas de Bosones (EBs) son soluciones de las ecuaciones de Einstein ori-
ginadas por un campo escalar complejo. Originalmente estas soluciones eran esféri-

camente simétricas, estacionarias y consideraban un potencial escalar de campo libre
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[Kaup (1968), Ruffini & Bonazzola (1969)], posteriormente, estos sistemas fueron es-
tudiados con un término de auto-interaccién por ejemplo en [Colpi (1986)]. Estos
sistemas se desarrollaron y su estabilidad en la relatividad general no lineal fue de-
clarada como consistente con la teoria de la perturbaciones [Seidel and Suen (1990)],
incluido el caso con auto-interaccién [Balakrishna et al. (1998)]. Bajo condiciones més
refinadas, el colapso critico de las EBs cerca del inicio del colapso fue estudiado en
[Hawley & Choptuik (2000)]. En algin momento las EBs funcionaron como casos de
prueba para los c6digos de relatividad numérica en [Alcubierre et al. (2000), Guzman
(2004)] y eventualmente su papel como fuentes potenciales de ondas gravitacionales
(GW) fue estudiado en [Balakrishma et al. (2006)], incluyendo el sistema binario de
EBs en [Palenzuela et al. (2008)]. Existen varias resenas sobre EBs que describen
en detalle su historia centrada en soluciones estacionarias. La resenia mas reciente
que incluye un analisis mas dinamico y numérico orientado a la relatividad se puede

encontrar en [Liebling & Palenzuela (2012)].

El desempeno mas cercano de las EBs en los escenarios astrofisicos ha sido el de
simular hoyos negros, esto consiste en analizar la posibilidad de que las EBs puedan
desempenar el papel de hoyos negros debido a su compacticidad, transparencia a la
luz y que sélo interactian gravitacionalmente con la materia ordinaria. Después del
reciente descubrimiento de ondas gravitacionales, y la certeza de que las fuentes son
sistemas binarios de hoyos negros, las EBs tienen poca oprtunidad de ser un simulador
de hoyo negro en el régimen de campo fuerte, sin embargo, todavia hay oportunidad
para otro tipo de objetos compactos que puedan ser fuente de odas gravitacionales
[Cardoso et al. (2016), Chirenti & Rezzolla |. Por sus caracteristica las EBs podrian
mantener un disco de acrecién cuyo espectro podria ser el mismo que el de un hoyo
negro de la misma masa [Torres (2002), Guzmén (2006)]. Las restricciones que se le
podrian poner a las EBs como simuladores implican el analisis de las diferencias en
la forma en que deflectan la luz en comparacin con la deflexiéon debido a los hoyos
negros [Guzméan & Rueda-Becerril] y las diferentes senales GW de EBs perturbadas
[Balakrishma et al. (2006)]. Estas dos restricciones deben ser refinadas bajo observa-
ciones de alta resolucién, por ejemplo, el telescopio Event Horizon [Doeleman et al.
(2008)]. Ademas, con el descubrimiento de GW150914 y GW151226, se ha demostra-
do que los modos de resonancia son observables por los detectores LIGO y podrian

ser comparables con los de las EBs y posiblemente con sus correspondientes colas
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[Lora-Clavijo et al. (2010)], ademés, las EBs en el régimen de campo débil tienen una
oportunidad importante en el contexto de la materia oscura, no sélo como halos de
EBs gigantescos, sino también como estrellas de accion desempenando el papel de
mini-MACHOS (objetos masivos de halos compactos en un rango de masa bajo) para
masas de bosones fisicamente aceptables [Chavanis (2016)].

En este trabajo se estudié otra diferencia potencial entre los hoyos negros y las
EBs, el proceso de acrecién de Bondi-Hoyle. Como ya se ha visto en la seccién anterior,
se sabe que, cuando un viento supersénico se aproxima a un espacio-tiempo de un
hoyo negro, se forma un cono de choque de alta densidad en la parte trasera del hoyo
negro. En esta seccion se explora la formacién de una estructura de alta densidad
del gas sobre una EBs y se compara con el cono de choque formado detras de un
hoyo negro de la misma masa. Para ello se resuelven numéricamente las ecuaciones de
Euler relativistas bajo las condicién de que el viento no distorsiona el espacio-tiempo
de fondo tanto de la EB como el del hoyo negro. El viento en cuestion obedece una
ecuacion de estado de gas ideal. Se analizan dos regimenes de velocidad, un viento
supersoénico lento que equivale al caso de considerar un acretor pequeno y un viento
supersénico rapido que corresponde a un tamano de acretor grande segin [Foglizzo
et al. (2005)].

5.3.1. Descripcion del sistema

Espacio-tiempo de las estrellas de Bosones. Las EBs se construyen a partir de la
densidad lagrangiana de un campo escalar complejo acoplado débilmente a la gravedad
L= -8+ g"0,0°0,6 + V(|¢]?), donde ¢ es el campo escalar y V el potencial
de autointeraccién [Jetzer (1992), Schunck & Mielke (2003)]. El tensor de energia-
momento resultante es T}, = 1(0,0*0,¢+ 0,00, — 19, [0"“¢ o + V(|#]?)]. Las EBs
estan relacionadas con el potencial V' = m2|¢>|2+%|q§|4, aunque el nombre estrella de
bosén se ha aplicado a soluciones utilizando otros tipos de potenciales (véase, por
ejemplo, [Schunck & Torres (2000)]). La masa del bosén es m y A es el coeficiente

de auto-interaccién del campo. La ecuacion de evolucién para el campo escalar es la

<D - %) ¢ =0, (5.4)

ecuacion de Klein-Gordon:



86 Capitulo 5. Acrecién supersénica de vientos en 3 dimensiones

donde, (¢ = ﬁ@u[\/—_gg“”aygzﬁ]. Las EBs son soluciones esféricamente simétricas de
las ecuaciones de Einstein para el tensor de energia-momento y la ecuacion de Klein-
Gordon, asumiendo que el campo escalar tiene una dependencia de tiempo armoénica
B(r,t) = ¢o(r)e”™*, donde, r es la coordenada radial en coordenadas esféricas. Esta
condicién implica que el tensor energia-momento y la geometria del espacio-tiempo
son independientes del tiempo. La construccion de las soluciones de una EBs consiste
en asumir la métrica en coordenadas normales ds* = —a(r)2dt? + a(r)?dr? + r*dQ?.

El sistema Einstein-Klein-Gordon se reduce al conjunto de EDOs:

oa 1—a?
a 2r
1 2 25‘2 2 02 2, 1\ 9
ZHOT w ¢o@+<&“¢0) + a*gy(m "’5)\%) )
O, a?—1 Oa 1 1
0 . + . —§/€07“a2¢3(m2+§)\¢3),
2 0, 0, 2
b0 + Ordo (—+ . “)+w2¢oa—2
r « a o
— a*(m® + \@3) o = 0. (5.5)

que se resuelve bajo las condiciones a(0) = 1, ¢¢(0). Para garantizar regularidad y
consistencia espacial plana en el origen se considera que 9,¢0(0) = 0 y la condicién
¢o(00) = 0 asegura que sea asintéticamente plana en el infinito, este conjunto de
condiciones se discuten con mayor detalle en [Ruffini & Bonazzola (1969), Balakrishna
et al. (1998), Hawley & Choptuik (2000), Guzman (2009)]. Estas condiciones junto
con las mencionada en (5.5) definen un problema de valor propio para w el cual, por

cada valor central de ¢ existe un w unico que satisface las condiciones de contorno,

3 .— Ko .— .— —— P
rescalando, las variables como ¢y := /¢, 7 :=mr, t == wt, a:= Tay A=

el sistema se puede escribir sin la dependencia en m y w como:

da  1—a’
a 2r
1 2 a’? 2 2,2, Ly 4
57 ¢0_2 + (Orgo)” + a”(¢y + s Ady) |
2 a 2
oo a>—1 0O 9 . 1
o= L 1+ =A¢?
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a2

2 Oa 0, a?
arr¢0 + ar¢0 (;"’ o - a>+¢0

— a*(1+A¢d)go = 0. (5.6)

Ahora, el autovalor w se incluye en el valor central del lapso o debido al reescalamien-
to. Resolvemos (5.6) usando diferencias finitas con un runge-Kutta de cuarto orden
con tamano de paso adaptativo y una rutina tipo shooting que bisecta el valor central

de o y asi calcular w.

2.5 T T T T T
/'.‘\ A=) ——
A=50 --mmeeee
2r Critical point -- most compact @ ]
/ Eg=0 v
i “w Best mimickers  ©
~ "' ‘\\
\§ 15+ . -
N e
§§ o T e
s ¢ -

0 0.1 0.2

0.4 0.5 0.6

0.3
0o(0)

Figura 5.14. En el diagrama M vs ¢¢(0) se muestran las configuraciones de equilibrio
para los dos valores de A utilizados en este estudio. Cada punto en las curvas corresponde
a una solucién del problema del valor propio y representa una configuracién de EBs. Los
circulos llenos indican la solucién critica que separa rama estable de la inestable, la cual es
de todas la configuraciones estables la méas compacta. Esas configuraciones a la izquierda
de los maximos representan configuraciones estables. Por completés presentamos una vista
ampliada de la rama inestable. Los tridngulos invertidos indican el punto en el que la energia
de unién es cero. Esas configuraciones entre los circulos rellenos y los triangulos invertidos
(a lo largo de cada secuencia) se colapsan en hoyos negros si se les aplica una perturbacion.
Las configuraciones a la derecha de los tridngulos invertidos se dispersan. Los pentdgonos
corresponden a los mejores simuladores de hoyos negros para A = 0y A = 50 cuando se usa
un modelo de disco de acrecién estacionario.

Las soluciones de la ecuacién (5.6) definen configuraciones estables, una para cada

valor de A. En la Fig. 5.14 se muestran secuencias de configuraciones en equilibrio
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para los valores A = 0 y A = 50, los cuales, son casos con autointeraccién. Cada
punto en las curvas corresponden a una solucién de EBs para un valor dado del
campo central, en cada una de ellas, se resaltan tres puntos para cada valor de A

debido a su importancia:

i) El punto critico (resaltado con un circulo relleno), indica el umbral entre las
ramas estables e inestables de cada secuencia, explicitamente, las configuracio-
nes a la izquierda de este punto son estables y las que estan a la derecha son
inestables [Hawley & Choptuik (2000), Seidel and Suen (1990), Balakrishna et
al. (1998), Guzman (2004)].

ii) El punto en el que la energia de enlace Eg = M — Nm = 0 (resaltado con un
tridngulo invertido), donde N = [ j%d3z = [ £\/=gg""[¢*0,¢ — ¢0,¢*]|d*x es el
nimero de particulas, el cual, es la cantidad conservada debido a la invariancia
bajo el grupo global U(1) de la densidad Lagrangiana. La masa Misner-Sharp
M = (1 —1/a®)r/2 evaluada en el punto mds externo del dominio numérico.
Las configuraciones entre punto umbral inestable y el punto de energia cero de
enlance, tiene energia de enlace igual a (Eg < 0) y colapsa en hoyo negro mientra
que aquellas configuraciones a la derecha tienen energia de enlace positiva y
son dipsersadas [Guzman (2004), Guzman (2009)]. La rama astrofisicamente
relevante es la rama estable, que contiene configuraciones que no se espera que

colapsen o dispersen bajo perturbaciones.

iii) Los puntos marcados con un pentdgono corresponden a dos Estrellas de Bosones,
una en la curva A = 0 otra para A = 50, que es la configuracién que mejor imita
un hoyo negro de la misma masa usando un modelo de disco de acrecién fijo

[Guzman & Rueda-Becerril].

5.3.2. Seleccidon de las Estrellas de Bosones

Se quiere comparar algunas propiedades de la distribucién de gas durante la in-
teraccion con una configuraciéon de EB. En particular es interesante saber como la
auto-interaccion A y la compacticidad de la EB afectan la distribucion del gas. Con el
fin de investigar los efectos de A se puede elegir cualquier configuracién estable para

los dos valores de A = 0,50, siempre y cuando sean estables, entonces, las diferencias
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en la configuracién del gas se deberdan al valor de A. En lugar de elegir cualquiera
de las dos configuraciones, se eligieron dos que se han utilizado como simuladores de
hoyos negros en el contexto de los discos de acrecion fijos [Guzméan & Rueda-Becerril].
La configuracién A = 0 y la de A = 50 estan marcadas con pentagonos en la Figura.

5.14, estas configuraciones tienen los siguientes parametros:

1. Mejor imitador con A = 0 (BSBMAO), con pardametros ¢o(0) = 0,07 y M =
0,47297[M2 /m).

2. Mejor imitador con A = 50 (BSBMA50), con pardmetrosgy(0) = 0,03 y M =
0,9898[ M2 /m].

Por otro lado, se estudiaron los efectos de la compacticidad escogiendo los casos
en que las EBs son més compactas en el caso A = 0. En términos del potencial gra-
vitacional que genera, se espera que la configuracién mas compacta sea mas parecida
a un hoyo negro. Hay que tener en cuenta que la configuraciéon mas compacta de la
rama estable esta también en el inicio de la inestabilidad, por lo tanto, cualquier per-
turbacién podria colapsar en un hoyo negro, sin embargo, el hecho de que se trata del
caso mas compacto, ayudara a entender el efecto de compacticidad. La configuracién
que se utilizo se senala en la Fig. 5.14 con un circulo relleno, a lo largo de la familia

A =0, y sus parametros son:

3. Caso mas compacto con A = 0 (MCBSAOQ),y pardmetros ¢o(0) = 0,271y M =
0,633[M2/m).

En estas configuraciones de EBs se enfocé el estudio.

5.3.3. Resultados

En primer lugar, es importante mencionar que las EBs son esféricamente simétricas
y por lo tanto no rotan, entonces, para hacer una comparacion apropiada se consideran
hoyos negros no rotantes. Por lo tanto, la orientacién del viento con respecto a la
EB o al HN no es importante. Los efectos de la EB en el viento tienen que ser
comparados con los efectos producidos sobre las propiedades del viento con los de
un hoyo negro de Schwarzschild de la misma masa. Se simulé la evolucion del viento

mediante la solucion de las ecuaciones de Euler relativistas sobre un espacio-tiempo
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curvo, correspondiente a una EB o HN. El viento se propaga inicialmente a lo largo
de una direccién dada con velocidad asintética v?, ;, = v'v;. Se asume que el gas
inicialmente tiene una densidad de masa de reposo constante espacialmente, también,
se supone que obedece una ecuacion de estado p = (I' — 1) pe, que se usa para calcular
la velocidad asintética del sonido cso,. Una vez que se define el valor de ¢, y asume
que la densidad es constante inicialmente p = py,;, la presion puede escribirse como
Dini = Czoopini/ (T — cgooFl). Para evitar valores negativos y cero de la presion, la
condicién ¢ < VI'— 1 debe satisfacerse. Finalmente, con este valor para pi,;, la
energia interna especifica interna se reconstruye usando la ecuacion de estado. En
este trabajo se uso el valor I' = 4/3. También reducimos el andlisis a dos regimenes
de velocidad del viento, un viento rapido y un viento lento lo cual es equivalente a
escoger diferentes escalas relativas entre el radio del objeto compacto y el radio de
acrecién (véase, por ejemplo la Sec. 5.1). Las propiedades especificas de los regimenes

rapidos y lentos son las siguientes:

Viento rdpido. /v = 0,5¢, rece = 3,63M, pg = 1 x 1075M 2,

Viento lento. \/v2 = 0,25¢, Tqee = 47,29TM py =1 x 1076 M 2,

donde, el radio de acrecién es 7. = 2M/(v2 + %) vy M es la masa del acretor.
Observe que v, es en unidades de ¢, rq. en unidades de la masa del acretor M y
la densidad en unidades de M ~2. Més detalles relacionados con la relacién entre las
condiciones iniciales y el tamano de un dominio apropiado, asi como configuraciones
mas generales del viento se pueden encontrarse en [Gracia-Linares & Guzman (2015)].
En todos los casos el espacio-tiempo de la EB y el HN se encuentra descrito en
coordenadas cartesianas y el dominio es un cubo centrado en el origen (x,y,z) €
[Zmins Tmaz] X [Ymin, Ymaz] X [Zmin, Zmaz)- Se €ligié que el viento se moviera a lo largo
de la direccién z con los parametros descritos anteriormente. La mitad del dominio
x < 0 define lo que se llamoé la region upstream mientra que la otra mitad x > 0 la
region downstream del fluido. Para la evoluciéon de la ecuaciones de Euler relativistas,
se utilizo la implementacion GRHydro del ETK descrita en el Cap. 3, especificamente se
utilizo el resolvedor de Riemann aproximado HLLE combinado con el reconstructor
de variables mindmod. Para la integracién en el tiempo se utilizé el método de lineas

con un integrador de cuarto orden Runge-Kutta. Utilizamos la implementacion de
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condiciones de frontera IFMBoundaries para fijar condiciones de flujo entrante en
la regién upstream (plano x = x,,,) v de flujo saliente en la downstream (plano
T = Tpmaz), €0 las demés caras de cubo se utilizaron condiciones de flujo saliente. Se
utilizo el driver Carpet [Schenetter et al. (2006)] para definir 3 niveles de refinamiento
con resoluciones Ay = 2A, = 4A3 = 0,25M.

El espacio-tiempo de la EB construido anteriormente, requiere de un cierto pro-
cesamiento antes de iniciar su evolucion. La solucion se encuentra escrita en coorde-
nadas esféricas y por lo tanto tiene que se interpolada de la malla esférica a la malla
3D en coordenadas cartesiana del ETK, después de hacerlo, las funciones métricas se
tranforman de esféricas a cartesianas. Dado que se asume que el viento no distorsio-
na el espacio-tiempo, el campo escalar no estd obligado a evolucionar o desempenar
algin papel durante la evolucion porque el campo escalar no interactia con el viento,
ademas, como los Bosones interactian solo gravitacionalmente con el viento, inica-
mente es necesario conocer la geometria del espacio-tiempo de la EB. Para fijar las
condiciones iniciales en el caso que el acretor es el hoyo negro, se sigue la misma

metodologia que en la Sec. 5.1

Caso A = 0 . Sabiendo que las EBs no tienen superficie, un horizonte de eventos
y la materia ordinaria interactiia con los Bosones sélo a través de la gravedad, se
espera que un viento entrante encuentre un espacio-tiempo ligeramente doblado y las
lineas de corriente sufran una reconfiguracion y el gas posiblemente se acumule en
alguna regién y luego escape al infinito, esto es porque no se espera ningin proceso
de acrecién. Lo que las simulaciones mostraron es que después de un tiempo inicial
transitorio, como en la acrecién sobre un hoyo negro, la configuracién se acerca a
un régimen estacionario con una region de alta densidad de gas en forma de cono
formada en la parte trasera de la estrella Bosones. Este fenémeno en la densidad se
muestra en la Fig. 5.15 para la configuracion BSBMAO junto con el caso de un hoyo

negro con la misma masa, usando dos velocidades de viento.

La morfologia indica que se forma una regién de alta densidad sobre la parte
superior de la EB, una estructura en forma de cono aparece pero es diferente de
la que se forma detras de un HN. En el caso del viento rapido hay un importante
gradiente de densidad, aunque el maximo de la densidad del cono es aproximadamente
cinco veces menor que el cono de choque detras del HN. En el caso lento la densidad

es un orden de magnitud menor. Esto significa que cuando el viento es mas lento, las
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Figura 5.15. Densidad del gas que se mueve a lo largo de la direccién = de izquierda
a derecha para el mejor simulador sin auto-interaccién BSBMAO. En el panel superior se
muestra el caso rapido correspondiente a una velocidad asintética de 0,5¢, mientras que en
el panel inferior mostramos un viento mas lento con velocidad 0,25¢. Las EBs estan situadas
en el centro de coordenadas, donde se acumula la densidad méaxima del gas. Para comparar
ambos casos, mostramos a la derecha el cono de choque formado cuando, en vez de una
EB, tenemos un hoyo negro de Schwarzschild con la misma masa. El circulo dentro del hoyo
negro es la regiéon de excisién en el plano z = 0.

diferencias en la densidad del cono en la EBs y en el HN son mas relevantes.

También, la morfologia para el viento lento tiene mas estructura que en el caso de
viento rapido. Llama la atencién que la densidad en el marco inferior izquierdo de la

Fig.5.15 es realmente estacionario.

Con el fin de conocer los efectos de la compacidad de la EB, en la Fig. 5.16 se

muestran los resultados para la EB mas compacta con A = 0 y la velocidad 0.5¢, junto



5.3. Acrecién de vientos en estrellas de Bosones 93

con el cono de choque debido a un HN de la misma masa. El perfil de densidad se
aproxima nuevamente a un régimen estacionario. La morfologia del cono en la parte
superior de la EB es diferente de la de BSBM A0 (parte superior izquierda de la Fig.
5.15). La mayor densidad del gas se encuentra en el centro de la EB y es casi la mitad
de la densidad maxima del gas del cono de choque en el espacio-tiempo del HN. Esto
significa que cuanto mas compacta es la EBs, la densidad se comporta de manera
similar en mayor medida a la del cono de choque en un espacio-tiempo de un HN.

20

0
XM

Figura 5.16. Densidad del gas moviéndose de izquierda a derecha con velocidad 0,5¢. A
la izquierda se muestra el caso de EB mas compacta MCBSAQ, y a la derecha el caso de un
viento para un HN de la misma masa.

Caso A = 50. Este valor de la auto-interaccion es bien conocido por permitir que
la EBs sea méas masiva. Por lo tanto, mostrar los resultados de la mejor imitador de
hoyo negro con A = 50 de acuerdo con [Guzmdn & Rueda-Becerril] es importante.
La morfologia de alta densidad en forma de cono es casi la misma que sin auto-
interaccién. El maximo valor de la densidad del gas es aproximadamente un tercio de
la densidad maés alta del cono de choque en un HN de la misma masa, esto, para un
viento rapido, mientras que un quinto en el caso del viento lento. Esto significa que
al considerar la auto-interaccién, la densidad del gas es més parecida a la de un HN
que cuando se usa A = 0. Una observacién final sobre la morfologia es que para el
viento lento, una estructura similar a un cono de choque parece estar evolucionando
en la zona upstream, sin embargo, no se mueve y se mantiene estacionaria.

En esta seccion se presenté el proceso de acrecion Bondi-Hoyle de un viento sobre

un espacio-tiempo de una EB y se compard con el proceso cuando el viento es acretado
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Figura 5.17. Densidad del gas que se mueve de izquierda a derecha para el mejor simulador
BSBMAS50. Como en el caso sin auto-interaccion, a la izquierda se muestra el momento de
la densidad una vez que la estructura de alta densidad se ha estabilizado y a la derecha se
muestra el cono de choque formado cuando el acretor es un hoyo negro de la misma masa.
Las velocidades son nuevamente 0,5¢ (arriba) y 0,25¢ (parte inferior).

por un hoyo negro de la misma masa. Para ello se simulé la evoluciéon de un viento

que consiste en un gas ideal con velocidades supersénicas rapidas y lentas.

Con el fin de aprender sobre el impacto de la auto-interaccion ese estudio el proceso
en dos configuraciones de EBs tipicas con A = 0 (BSBMAO) y A = 50 (BSBM
A50) . En los dos casos, para los vientos rapidos y lentos, la densidad alcanza una
configuracion estacionaria con una forma cénica y alta densidad, sobre la Estrella del

Bosones.

Para el caso de viento répido (lento) se encontré que la densidad es menor en una

EB que cuando la acrecién ocurre en un HN con la misma masa, por un factor de
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cinco (doce) para A = 0, mientras que cuando la EB tiene una auto-interaccion alta

= 50 la densidad del gas en el régimen estacionario es menor que en el BH por
un factor de tres (seis). Esto indica, por un lado, que una configuracién con mayor
auto-interaccién produce una densidad de gas mé parecidad en magnitud a la del
cono de choque en un HN. Por otro lado estos resultados muestran que cuanto més
rapido es el viento, méas parecida es la densidad de la estructura.

También se queria explorar la influencia de la compacidad de la EB. Para eso
usamos la configuracién (BSBMAO) y la comparamos con la EB mas compacta para
A = 0 (MCBS A0) para el viento rapido. Para la configuracién mas compacta se
encontro que la densidad de pico del gas es menor que con el EB sélo por un factor
de dos. Por lo tanto, se encontré que cuando la EB es méas compacta, la densidad de
la configuracion de gas estacionario es més similar a la del cono de choque en la parte
superior de un HN.

Tomando estos resultados juntos, encontramos que la densidad del gas en el pro-
ceso de Bondi-Hoyle en un espacio-tiempo generado por una EBs es mas similar al
de un cono de choque en un espacio-tiempo de HN cuando el viento es rapido, el EBs
tiene auto-interaccion positiva y cuando es més compacto.

Estos resultados son peculiares ya que las EBs no tienen horizonte de eventos, ni
superficie mecanica, no acretan en el sentido de que atrapan el gas, sin embargo, son
capaces de concentrar la densidad de gas en una pequena regiéon con alta densidad.
Se han mostrado algunas diferencias morfolégicas en la configuracién del gas, a saber,
el angulo del cono de la region de alta densidad y la densidad misma. Sin embargo,
la densidad de gas es comparable para las EBs y los HNs. Con el fin de proporcionar
una comparacién cuantitativa en motivos de observacién, se estd planeando realizar
el andlisis utilizando hidrodindmica relativista con términos radiativos [Rivera-Paleo

& Guzmén (2016)] con el fin de estimar las curvas de luminosidad del proceso.

A lo largo de este capitulo se presentaron los proyectos més importantes que
se realizaron durante el trabajo doctoral. Los estudios aqui presentados han sido
publicados en revistas de refereo internacional. Como perspectiva a corto plazo, se
pretende mejorar el modelo mediante la inclusién de la evolucion de la geometria del

espacio-tiempo.
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Capitulo

Conclusiones y contribuciones

Los estudios principales en los que se enfocé este trabajo fueron el problema de
acrecion de vientos en hoyos negros en tres dimensiones y el problema del choque
de hoyos negros, para lograr estos objetivos se debieron conjuntar tanto conceptos
tedricos como practicos. Las conclusiones y contribuciones méas importantes en este

trabajo son:

1. Se construyo un cédigo que permite, a peticién del usuario, aplicar de manera in-
dependiente condiciones de frontera de flujo entrante o flujo saliente en cada cara
del dominio numérico dentro del ETK llamada IFMBoundaries. Dicha implemen-
tacién se ha utilizado en los trabajos [Gracia-Linares & Guzman (2015), Gracia-
Linares & Guzmén (2016), Rivera-Paleo & Guzmén (2017), Gonzélez-Avilés et
al. (2017)].

2. Se construyo un catélogo de 31 ondas gravitacionales debida al choque de hoyos
negros. Una aplicacién del catalogo se puede encontrar en el estudio: Estima-
ciones de parametros en colisiones binarias de hoyos negros utilizando redes
neuronales [Carrillo et al. (2016)] donde se presenta un algoritmo basado en
redes neuronales artificiales, que estima el cociente de masas en el choque de

hoyos negros a partir del strain de una onda gravitacional.

3. Por primera vez, se estudié la acreciéon de vientos supersonicos en hoyos negros
rotantes en tres dimensiones, se estudiaron cinco direcciones representativas

del viento respecto al eje de rotacién del hoyo negro. El estudio se centrd en
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la evolucion y estabilidad del cono de choque de alta densidad que se forma
durante este proceso; se exploro el régimen en el que se esperaba que apareciera
una inestabilidad tipo Flip-Flop [Foglizzo et al. (2005)]. En todos los casos
analizados, no se encontrd ninguna inestestabilidad tipo Flip-Flop, los resultados

se encuentran publicados en [Gracia-Linares & Guzman (2015)]

Se presento por primera vez la acrecién de vientos supersonicos magnetizados en
un hoyo negro rotante en tres dimensiones. El hallazgo mas importante en com-
paracion con el escenario puramente hidrodinamico, es la formacion de zonas
rarificadas donde la presion del campo magnético domina. En estas zonas rari-
ficadas, en los casos en que se tiene un viento perpendicular y diagonal respecto
al eje de rotacion del hoyo negro, se observo la formacion de remolinos dentro
del cono de choque. Se encontré que la tasa de acrecién en vientos supersénicos
en hoyos negros en los regimenes HD y MHD es bastante similar y se concluye
que los parametros mas influyentes que cambian la tasa de acrecién son la ve-
locidad y la orientacién del viento. Los resultados se encuentran enviados y en

proceso de revision en la revista Physical Review D.

Se presentd la evolucion de un viento supersonico que interatia con una estrella
de bosones. Los resultados se compararon con los obtenidos en la evolucion de
un viento que es acretado por un hoyo negro de la misma masa sin rotacién. A
pesar de las diferencias fisicas entre estos dos objetos el fluido alcanza un estado
estacionario de alta densidad detras de la estrella de bosones comparable con
el cono de choque que aparece en el caso de acreciéon de un viento en un hoyo
negro. Los resultados se encuentran publicados en el articulo [Gracia-Linares &
Guzmén (2016)].



Apéndice

Espina IFMBoundaries

En este apéndice se presentan algunas pruebas numéricas del modulo de condicio-

nes de frontera que se implementaron en el ETK.

A.0.1. Acrecion de Michel

La implementacion de la Hidrodindamica relativista, tanto en la relatividad es-
pecial como en la general del ETK, ha sido probada rigurosamente [Einstein tool-
kit(2005), Loffler et al. (2012)]. Sin embargo, se ha anadido un médulo que trata con
condiciones de frontera especificas para cada una de las caras del dominio cubico,
que necesita ser probado. Se presenta una prueba relevante para los resultados pre-
sentados aqui, la solucién exacta de la acrecién radial de un gas ideal sobre un hoyo
negro de Schwarzschild conocida como la solucién de Michel [Papadopoulos & Font
(1998)]. El primer paso para construir la solucién exacta es integrar las ecuaciones de

evolucién en simetria esférica d,(y/—gpu*) =0y V, T =0,

V=gpu" =ci, /—gphu'ug = cs. (A.1)

El resultado de dividir ambas ecuaciones y diferenciar respecto a p, u” y r es:

1 1 1 29,h 2u" O, goo
—dp+ —du" + —0,+/—gdr = P—d du” — dr =20 A2
pp+uT u—l—\/__g@\/ gdr =0, A P+ 2 u 2 r=0, (A.2)

después de sustituir dp/p en las ecuaciones (A.2) y reordenar términos se obtiene




100 Capitulo A. Espina IFMBoundaries

2
d {VQ - (ﬂ) } + & [2V2 - %] = 0, donde V2 = 41 _ 1 Para obtener una

ug 8 dlnp
solucion para u” y r, la siguiente condicion debe cumplirse al mismo tiempo

N 2
V2 (”—) —o, az-M (A.3)

U ru?

el resultado de resolver la ecuacién (A.3) son los puntos criticos ul, = % y V2=
ug
(ug)?—(goo)e "

Por otro lado, si consideramos que el gas obedece una ecuacién de estado politropica

P = kp', ysiel valor de I y p, se fijan, podemos calcular la constante politrépica k.

Una vez conocidos los valores criticos ul, V. y K, se pueden calcular las constantes
c1 y ¢y y el sistema de ecuaciones (A.1), puede ser resuelto encontrando las raices

mediante el método Newton-Raphson.

Para establecer la solucion de Michel como condicién inicial en la espina GRHydro
del ETK, primero se debe interpolar las variables hidrodinamicas en la malla cartesia-
na 3D del ETK y luego, realizar la transformacién de coordenadas tensorial del campo
de velocidades. Con el fin de establecer el espacio-tiempo de un hoyo negro no rotante
se fija el parametro de rotacién del hoyo negro a = 0 en la métrica Kerr-Schild. Dado
que la acrecién de Michel es constante, todas las variables hidrodinamicas tienen que
permanecer fijas e independientes del tiempo. Se muestra en la Fig. A.1 instantes de
tiempo superpuestos de la evolucion de la densidad, la presion y el perfil de velocidad
proyectados a lo largo del eje x, la tasa de acrecion estd medida en una superficie
situada en r = 3 M. Los valores criticos utilizados en este caso son p, = 1 x 1072,
r. = 400M , mientras que el indice adiabatico I' = 4/3 [Papadopoulos & Font (1998)].
Como era de esperarse, los perfiles de densidad, de presion, de velocidad y la tasa de

acreciéon permanecen fijas e independientes del tiempo.

Con esta sencilla prueba se muestra que las condiciones de flujo entrante que se
implementaron son correctas, en las seis fronteras que corresponden a las 6 caras
del dominio cubico. El dominio numérico se fijo en [15M,15M]3, se cubrié con una
resolucion de 0,25M en todas las direcciones con radio de excision 7., = 1,5 M.
La prueba se ejecuté usando el resolvedor aproximado de Riemann HLLE y para la

reconstruccién de variables en las interceldas el reconstructor minmod.
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Instantes superpuestos de la densidad de mas en reposo, presién y de la

velocidad v* cada unidad de tiempo de a ¢ = 400M a lo largo del eje —x. Se compara la
solucién con la solucién exacta de Michel con la que fué inicializada la evolucién, también,
se muestra el ritmo de acrecién M que muestra el momento de transicion estable.

A.0.2.

Rotor magnético

Para probar las condiciones de frontera de flujo saliente, se implementé la prueba

del rotor mangnético relativista [Del Zanna et al. (2003)], la cual es una prueba

estandar en 2D para un cédigo numérico de MHD. La configuracién inicial de la

prueba es la siguiente:

» Se definen dos zonas, la primera esta definida por un cilindro de radio r. = 0,1

con densidad p;,; = 10, la segunda, el resto del dominio, que se cubre con un
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valor de pe,: = 1.
= La presion inicial tanto fuera como dentro del cilindro es p = 1,
» Las componentes del campo magnético son B, =1, B, = 0.

» La velocidad angular es wz = 9,55 y define las componentes de la velocidad

dentro del cilindro como v, = —wy, v, = wx y fuera v, = v, = 0.

Los resultados de esta prueba utilizando condiciones de frontera de flujo saliente
implementadas mediante la espina IFMBoundaries se muestran en la Fig. B.1. La
evolucién se hizo utilizando el método de lineas con un Runge-Kutta de tercer or-
den. Para el cédlculo de flujos se utilizé el resolver de Riemann HLLE junto con el
reconstructor de variables minmod y se utilizé el método de transporte restringido
para mantener la constricciéon del campo mangético. Los resultado se muestran en
la Fig. B.1, los cuales demuestran que las condiciones de frontera funcionan al nivel
deseado. Como se esperaba segun [Del Zanna et al. (2003), Mésta et al. (2014), Lora-
Clavijo et al. (2015)] el campo magnético frena el rotor, el fluido es arrastrado y al
final toma una configuracién como la reportada en [Del Zanna et al. (2003), Mosta
et al. (2014), Lora-Clavijo et al. (2015)]. La configuracién de las lineas del campo
magnético al final de la simulaciéon también es consistente con la misma prueba en
[Del Zanna et al. (2003), Mosta et al. (2014), Lora-Clavijo et al. (2015)]. Al final,
dentro del rotor las lineas de campo magnético tienden a ser perpendiculares respecto

a la configuracion fuera de el.
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Figura A.2. Se muestra la densidad de masa (izquierda), y la presién magnética junto
con las lineas de campo magnético (derecha) correspondientes al tiempo t = 0,4 de la
prueba del rotor magnético, con una resolucién de 200 x 200 en cada direccion, con esto, se
demuestra que las condiciones de frontera de flujo saliente implementadas en IFMBoundaries
funcionan.
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Apéndice B

Hoyo negro de Kerr

La solucion a las soluciones de Einstein correspondiente a un hoyo negro rotante
fue propuesta por Kerr en los anos 60, cominmente existen dos maneras de escribir
la mética de Kerr dependiendo de las coordenadas que se utilicen, por ejemplo, el

elemento de linea en coordenadas Boyer-Lindquist es de la forma:

2M 4Mrasin® 0 2
ds? = — (1 - 220 Va2 — =000 P sar + 2 ap? (B.1)

2 2 5

2Mra® sin® 0
+ (7’2 +a® + Lzsm) sin? pdo?,
P
donde, se han definido las cantidades:

a=J/M, p*=r>4+a*cos’l, §=r>—2Mr+d? (B.2)

donde M es la masa de hoyo negro, J el momento angular. Se observa que la métrica

de Kerr es singular cuando § — 0 y tiene que cumplirse que a < M, cuando p? = 0:

re =M+ VM= a2, (B.3)

el horizonte de eventos r, y la superficie definida por r_ es una singularidad debida
al tipo de coordenadas definida dentro del horizonte de eventos.
En la métrica de Kerr, también se puede encontrar una regiéon que se conoce como la

ergosfera. El concepto de ergosfera surge del analisis de la componente de la métrica:
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2Mr
Joo = (1 Y ) ; (B.4)

el caso en que ggg = 0 se tiene que (1 — 222“”) = 0, cuya solucédn es:

r=M+ VM2 — a?cos? . (B.5)

La zona r entre el el radio del horizonte r y M + v/ M? — a? cos? ), se conoce como
ergosfera del hoyo negro, la cual, alcanza el maximo en el ecuador y el minimo en los
polos. En la zona en que gy > 0, una particula debe rotar con el hoyo negro, de lo
contrario, se supondria que la partéula viaja més rdpido que la luz. Esta propiedad se
conoce como arrastre de sistemas inerciales. En la Fig. B.1 se muestra un esquema de

las distintas superficies definidas anteriormente correspondientes a un hoyo de Kerr.

gDU > o
Horizonte

N 7, (6)

900>0 't
Ergosfera

Figura B.1. Se muestran las distintas superficies en un hoyo negro de Kerr.

Una manera de evitar la singularidad en el horizonte de eventos es las coorde-
nadas de Boyer-Lindquiest es elgiendo un sistema de coordenadas que permita de
forma natural penenetrar el horizonte de eventos. Las coodendas de Kerr-Schild tie-
nen esta caracteristica. La métrica de Kerr-Schild se construye utilizando la siguiente

transformacion de coordenadas:

t=u—r, x+iy=(r—ia)e®sinf, z=rcosh, (B.6)

que, desarrollando queda:

x = (rcos¢+asing)sinf = vr? 4+ a?sin f cos[¢p — arctan(a/r)], (B.7)
y = (rsin¢ + acos @) sinf = vVr? + a?sin 0 sin[¢ — arctan(a/r)], (B.8)



z =rcosb, (B.9)

de aqui se deduce la siguiente expresion:

x2+y2 22
Tl (B.10)

Finalmente, manipulando estas expresiones se llega a la métrica de Kerr-Schild:

2Mr3

15 = (o + o )

donde,

;o lm—iray Ty —ar z
S\ r24a2’ 2 4a?’r )]

\/rf — a2 +4/(r2 — a2)? + 4a222
r =

2 )

Te = Va2 + 1y + 22, (B.11)

las componentes covariantes y contravariantes de la métrica de Kerr-Schild son:

2Mr3

g#l’ = 7]/“’ + mlalb, <B12)
2Mr3

g =n"" — 7 (B.13)

rt 4+ a?z2



108 Capitulo B. Hoyo negro de Kerr




Apéndice

Magnetohidrodinamica ideal

relativista

La Magnetohidrodindmica (MHD) estudia las interacciones de un fluido conductor
eléctrico con campos magnéticos, estos campos inducen corrientes eléctricas que al
mismo tiempo cambian al mismo campo magnético. A continuacién se introduce
la MHD ideal, la cual representa una version reducida de la MHD, esto es porque
mediante algunas aproximaciones y la imposicion de limites en la que se desprecian
efectos microscépicos, (interaccion de iones y electrones) se estudia la interaccion de
fluidos sin cargas libres con campos magnéticos.

La aproximacién de la MHD ideal supone lo siguiente: 1) el fluido debe ser apro-
ximadamente neutro p. — 0 lo que implica que no hay corrientes de desplazamiento
OE =0y que V-E = 0, 2) el fluido es un conductor perfecto, es decir, la con-
ductividad eléctrica tiende a infinito ¢ — oo, por lo que un marco de referencia que
se mueve a velocidad v, el campo eléctrico estd relacionado con el campo magnético

como: E = —v x B.

Con estas suposiciones el tensor de energia-momento del fluido toma la forma:

T = (ph + B)ulu” + (p + b2/2)g"™ — b, (C.1)

donde b* son las componentes del campo magnético medido por un observador en el
marco de referencia del fluido, cuya relacién con el campo magnético B medido por

un observador euleriano con cuadrivelocidad u* es:
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W Biv; . B4 ab®(vt — B
== = + (W B/e). (C.2)
donde, « es el lapso, 3! el vector de corrimiento y W el factor de Lorentz.
Por otro lado, las ecuaciones de la MHD relativista ideal son:
V. (pu*) =0, (C.3)
Vu(TW) =0, (C.4)
V, (uhb” — ub™) =0, (C.5)

las cuales se encuentran en su forma covariante. Usando la descomposcion 341 del
espacio-tiempo podemos construir un sistema de ecuaciones del tipo conservativo
Ou+ 0, F(u) = S(u), donde D sea la densidad de masa en reposo del fluido, S; son
las componentes del momento generalizado en cada direccién, 7 es la energia interna,
B* el vector de campo magnético medido por un observador euleriano, F(i)(u) los
flujos y S(u) las fuentes. En términos de las variables primitivas de los elementos
de fluido, (p la densidad de masa de reposo, p la presin, v* la fluida 3-velocidad, € la
energia interna especifica y b* el campo magnético medido por un observador comévil)

las variables conservadas se definen como:

D = pW
S; = (ph+b*)W?v; — ab’b; (C.6)
b2
T o= (ph+b? )W, — (p—i— 5) —a2(B°)? — pW (C.7)
B' = bW —ab’ (ui - 5—) : (C.8)
«

donde 7 es el determinante de la 3-métrica espacial 7;; proveniente de la descompo-
sicon 3+1 del espacio-tiempo, h = 1+ €+ p/p es la entalpia especifica, W es el factor
de Lorentz y 0° = W B'V;/a. Como de costumbre, el sistema de ecuaciones se cierra

con una ecuacin de estado. Ahora los flujos y fuentes son:



C.1. Constriccién: V-B =0 111

(v’ — ') D
i S~<v"—%i>+(p+ﬁ>5?—bib-
= (pthb;)W2 (vi - %) + (; +é £ —j ab®bi |’
(Ui_%i>Bk_ <Uk:_% Bi
0
Ui <('3 9v; + F5Vg5->
S(u) = O‘(T”()a:ln]a ) zl:fwr]gu) (C.9)

0

donde, g,,, son los componentes de la 4-métrica del espacio-tiempo y F‘SW los simbolos
de Christoffel asociados a la 3-métrica, « la funcién lapso y 3! las componentes del
vector de corrimiento asociado a la descomposicin 3+1 del espacio-tiempo. La solucién
a estas ecuaciones representan la evolucién de un fluido que interactua con campos
magnéticos, cominmente el sistema se soluciona utilizando métodos numéricos de alta
resolucion con captura de choques, sin embargo, la evoluciéon de campo magnéticos
debe tratarse de manera especial, esto es debido a que los errores debidos a la solucién
numérica podria generar resultados que violan la ecuacion de constriccién de Maxwell
V:B = 0lo cual no seria fisicamente aceptable. A continuacion se habla de los métodos

numéricos asociados a la preservacion de dicha relacion.

C.1. Constriccion: V-B =0

El transporte de flujo restringido es un método numérico que se implementa
comunmente en un cbédigo de MHD para asegurar que en cada paso de tiempo la
constriccién del campo magnético V - B = 0 se cumpla. El método de transporte de
flujo restringido se puede construir a partir de las ecuaciones de evolucion de campos
magnéticos medidos por un observador euleriano, las cuales se escriben de la siguiente

manera:

0B=-VxE, V.-B=0, (C.10)
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recordando que en la aproximacion de la MHD ideal el campo magnético medido por

un observador euleriano es E = —v x B se tiene que :
0B =V x (v x B) (C.11)
V-B =0, (C.12)

El método de transporte de flujo restringido consiste en solucionar las ecuaciones
C.11 y C.12 acopladas con las ecuaciones de Euler relativistas. Para que los métodos
numéricos con los que se solucionan las ecuaciones de Euler sean compatibles con las
solucion de C.11 y C.12, estas deben ser tranformadas a su forma integral, primero,

la ecuacién C.12 se puede escribir como:

/VBW:deA (C.13)
14 oV

donde, hemos utilizado la ley de Gauss. Ahora combinando las ecuaciones C.11 y C.12

podemos escribir:

d

a4 BdA:ffﬁfdAz%ﬁuqvxmum (C.14)
dt ov 14 a Vv

utilizando el teorema de Stokes en la ultima igualdad queda una ecuacién de evolucion

del campo magnético:

Tf Baa—¢ vxB)-a (C.15)
dt Jav 9A

Para el caso en que se tenga un dominio cubico, se tiene que la integral sobre el
volumen j%v B - dA esigual a la suma de las integrales de area sobre las 6 superficies
correspondientes a las caras del cubo f 4. B-dA, donde A, = A; + Aj...Ag. Entonces

la ecuacién C.16 para un dominio ctibico sera:

d
2 BdA=¢ (vxB)-d. (C.16)
dt Joa, DA,

La evolucion de esta ecuacién nos asegura un comportamiento fisicamente aceptable

de los campos magnéticos.
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