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“I... a universe of atoms, an atom in the universe.”

- Richard Feynman



Resumen

Estructura Parténica de los Mesones Pseudoescalares

por Khépani RAyA MONTANO

Estudiamos el factor de forma de transicion (TFF) yv* — 7, G(Q?), a través del for-
malismo matematico de las Ecuaciones de Dyson-Schwinger (DSEs). En este formalismo
se requiere resolver la DSE para el propagador del quark y la correspondiente ecuacién
relativista para un estado ligado de dos particulas, la ecuacion de Bethe-Salpeter (BSE).
Por primera vez, en un marco directamente relacionado con QCD en el continuo, fue
posible calcular G (Q?) en todo el rango de momentos space-like. Nuestro resultado esté,
de acuerdo con las colaboraciones experimentales de CELLO, CLEO y Belle; ademés de

reproducir el limite de QCD asintético.

Utilizando el mismo enfoque, se calcularon los TFF yv* — 7.3. El resultado de G, (Q?)
es consistente con los resultados experimentales disponibles (Babar); a su vez, se encuen-
tra debajo del limite asintético en el rango de momentos experimentalmente accesible.
Por su parte, la prediccién obtenida de an(QQ) es comparable con el resultado de QCD
no relativista. Adicionalmente, se obtuvieron predicciones para los TFF yy* — n, 7. Los
resultados estdn en excelente acuerdo con los datos experimentales y con sus respectivos

limites asintéticos.

Mediante un tnico formalismo, en conexién directa con QCD, se reproducen nume-
rosas propiedades como masas y constantes de decaimiento. Nuestro andlisis unifica los
factores de forma de los mesones pseudoescalares neutros (yy* — Ms), con el factor
de forma del pion y sus respectivas amplitudes de distribucién de quarks de valencia
(PDAs); céncavas y anchas en el sector ligero, angostas tipo delta en el pesado. Un
entendimiento claro de la dindmica interna de los mesones surge: con un solo acerca-
miento conectamos los modos de Goldstone, constituidos con los quarks més ligeros,
con aquellos sistemas que contienen los quarks de valencia mas pesados. La herramienta

desarrollada permite que otros procesos y objetos no perturbativos se puedan calcular.

Palabras clave:

Quarks, hadrones, mesones, factores de forma, ecuaciones de Dyson-Schwinger.



Abstract

Partonic Structure of Neutral Pseudoscalar Mesons

by Khépani RAYA MONTANO

We study the transition form factor (TFF) vy* — 7%, G(Q?), through the mathema-
tical formulation of Dyson-Schwinger Equations (DSEs). In this formulation is required
to solve the DSE for the quark propagator and its corresponding bound state relativistic
equation, the Bethe-Salpeter equation (BSE). For the first time, in a framework directly
related to continuum QCD. it was possible to calculate G(Q?) in the whole range of

space-like momenta. Our result is in agreement with the experimental collaborations of

CELLO, CLEO and Belle; besides reproducing the asymptotic QCD limit.

By employing the same approach, yy* — 7. were calculated. The result of Gnc(Qz) is
consistent with the available experimental results (Babar); at the same time, it is below
the asymptotic limit in the range of momentum experimentally accessible. Meanwhile,
the obtained prediction for Gy, (Q?) commensurates with the non relativistic QCD re-
sult. Additionally, vv* — 7,7’ predictions were obtained. The results are in excellent

agreement with the experimental data and with their corresponding asymptotic limits.

Through a unique formalism, in direct connection with QCD, numerous properties as
masses and decay constants are reproduced. Our analysis unifies the form factors of neu-
tral pseudoscalar mesons (yy* — Ms), with pion form factor and their corresponding
valence quark distribution amplitudes (PDAs); concave and broad in the light sector,
narrow delta shaped in the heavy one. A clear understanding of the internal meson dy-
namics arises: within a single approach we connect Goldstone modes, constituted with
the lightest quarks, with those systems of the heaviest valence quarks. The developed

toolkit allows that other processes and non perturbative objects could be computed.
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Capitulo 1

QCD: Generalidades

1.1. Introducciéon

Para la década de los sesentas, previo a la formulacion de QCD, las interacciones electro-
magnéticas habian sido descritas exitosamente mediante una teoria de norma llamada
Electrodinamica Cuéntica (QED) [1]. Sin embargo, la descripcién matematica de las
interacciones fuertes permanecia poco clara. En ésta época se propusieron diferentes
modelos que reprodujeran las propiedades estaticas y el espectro conocido de los hadro-
nes. En el popular Modelo de Quarks [2-4], los hadrones son vistos como estados ligados
compuestos de quarks, entidades puramente matemaéticas, y se clasifican de acuerdo a
los ntimeros cuanticos llamados isospin e hipercarga. Se derivaron relaciones entre las
masas de los hadrones y sus constituyentes [2] [5 [6]. El éxito del modelo radica en que se
pudieron clasificar consistentemente todos los hadrones conocidos, e incluso se predijo
la existencia (y masa) del barién Q~, lo cual le vali6 el Premio Nobel a GellMann en
1969. Refinamientos posteriores por Nambu-Han incluyen el nimero cudntico de color

[7], que resuelve el problema con la estadistica Fermi-Dirac.

A finales de la década, experimentos de colisién entre electrones con protones y neu-
tronesE] demostraron que éstos no son fundamentales; se concluyé que los quarks son
entidades fisicas, no s6lamente matematicas [8, [09]. Gracias a ésto, se empezé a interpe-
tar el grupo de color, propuesto por GellMann-Fritzsch, como un grupo de norma. En
esta teoria, la interacciéon de quarks se genera por un octeto de bosones de norma, no
masivos, llamados gluones [10]. Se le llamé Cromodindmica Cudntica (QCD). A diferen-
cia de QED, en QCD los bosones de norma interactiian entre si, por lo que se trata de

una teoria no abeliana. Como consecuencia, presenta caracteristicas muy particulares

'En realidad con nicleos atémicos (deuterones), pues los neutrones no tienen carga eléctrica.
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en el acoplamiento entre quarks y gluones. Dichas caracteristicas son de fundamental

importancia y se discutiran a detalle en este trabajo.

Por una parte, el acoplamiento se vuelve débil cuando la escala de energia es grande
(poca separacion entre quarks), por lo que la teoria es asintéticamente libre. Asi, a al-
tas energias los quarks se comportan casi como particulas libres: es posible realizar un
tratamiento perturbativo de QCD. Este hecho se descubrié por Gross-Wilczek [11, 12] y
Politzer [13] en 1973 (Premios Nobel, 2004). Por otra parte, cuando la escala de energia
es pequena (grande separacién entre quarks), el acoplamiento es tan grande que los
quarks se encuentran confinados en hadrones [14-16]. Otra consecuencia de ello es la
generacién dindmica de masas: quarks y gluones adquieren masa (efectiva) de manera
dindmica dentro de los hadrones. A éste hecho se le conoce como ruptura dindmica de
la simetria quiral (DCSB) [17]; el 98 % de la masa de la materia visible en el universo se
debe a este mecanismo. Confinamiento y DCSB son dos fenémenos emergentes de QCD,
que tienen importantes consecuencias en el espectro y dindmica de la estructura nuclear

y hadrénica [I8H20].

Los trabajos de los sesentas permitieron describir exitosamente las propiedades estati-
cas y espectro de los hadrones; mientras que los trabajos de los setenta nos dieron las
primeras descripciones de quarks y gluones en el régimen perturbativo. Confinamiento,
DCSB y toda la dindmica interna de los hadrones, asi como su evolucién con las escalas
de energia, sigue siendo un problema de dificultad extraordinaria [21]. Asi, la Cromo-
dindmica Cudntica es la parte del Modelo Estandar (SM) que estudia las interacciones
fuertes; interacciones que gobiernan la fisica nuclear /hadrénica y que dan la mayor parte
de la masa a la materia visible. El papel de QCD en la dindmica nuclear /hadrénica, a
partir de sus grados de libertad fundamentales, sigue siendo un enorme reto atin después
de décadas; QCD es quizé la parte del SM que menos entendemos. Hoy en dia se realizan

numerosos esfuerzos tedricos y experimentales en todo el mundo [22-25].

En este trabajo, nuestro acercamiento con QCD es a través de las Ecuaciones de Dyson-
Schwinger [25, [26]: exactas, no perturbativas e invariantes de Poincaré; consistentes
con confinamiento, DCSB y QCD perturbativo. Estudiamos la estructura interna de
los mesones pseudoescalares neutros (7%, 1,7, 7.,m) a partir de sus factores de forma
de transicién a dos fotones (yy* — M) [27), 28] y la conexién con las correspondientes
PDAs [20, 29]. Comenzamos mostrando el lagrangiano de QCD, explicando sus términos

y significado fisico; de igual manera, se discutiran generalidades de las DSEs.
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1.2. Lagrangiano de QCD

La informacién sobre la dindmica de un sistema se encuentra codificada en la densidad

lagrangiana. En el caso de QCD, ésta se puede escribir como:

1 1 _ _
L = _ZFﬁquy - i(aMAZ)Q - (auna)(auna) - gfabc(a,una)Agnc (1-1)

Ny

+ Zd’lj (i Dy — my) vy
j=1

Estudiemos cada uno de sus términos.

1. El primer término contiene la dindmica de los campos de norma (gluones): su
energia cinética y sus auto interacciones. Los campos son representados por AZ
y i, = 0,47 — 0,45 +g fabcAZAﬁ es el tensor de fuerza del campo gludnico
(g es el acoplamiento y a = 1---8 el indice de color). La presencia del término

proporcional a g hace posible que existan interacciones entre 3 y 4 gluones.

2. El segundo término es el término que fija la norma, siendo £ el parémetro covariante
de norma: £ = 0 corresponde a la Norma de Landau, £ = 1 a la Norma de Feynman.
Este término se introduce para eliminar grados de libertad reduntantes y que el
operador diferencial del gluén sea invertible, de manera que esté bien definido el

propagador a nivel arbol.

3. Los campos 7, corresponden al campo fantasma de Faddeev-Popov. Debido a
la naturaleza no abeliana de QCD, es necesario incluir este campo cuando se
introduce el término de norma. Notemos que las componentes cinéticas tienen
la forma de un lagrangiano para campos escalares cargados, sin masa, por lo que
pareceria ser un campo bosénico; sin embargo, es fermidnico debido a su naturaleza

como numero de Grassman.

4. Los campos 1/1{ son los campos fermiénicos de materia (quarks). El dltimo término
corresponde al lagrangiano de Dirac, donde Duwlj = /ﬂﬁgj —1ig RfkwiAl‘j. La inter-
accién con los campos de norma estd dada por —ig Rfkw‘;Az. Ny es el nimero de

sabores y [ = 1,2, 3, el color.
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5. Por su parte, fuu. son las constantes de estructura completamente antisimétricas

del grupo de norma de QCD. Tenemos las siguientes relaciones:

[RaaRb] = ifabCRC,
R*R* = CFpI,
1
Tr[R°RY] = 50ab »

facdfbcd = C114(5ab .

Los generadores del grupo de color corresponden a R®. En la representacion fun-
damental de SU.(N):

N2 -1

Ca=N, Cp= 5N

Para N = 3, R* = A*/2, donde A\® son las matrices de GellMann; ademds, se tiene

que Cy =3y Cr =4/3.

Al calcular observables fisicas en QCD, mas alla del nivel arbol, se encuentran diver-
gencias ultravioleta. QCD es una teoria renormalizable, por lo que es posible remover
consistentemente dichas divergencias [30]. Podemos anadir contra términos, con la misma
forma que el lagrangiano original, que nos remuevan estas divergencias. A este proce-
so se le conoce como Renormalizacién Multiplicativa; al lagrangiano original, mas el

lagrangiano de contra términos, le llamamos el lagrangiano desnudo.
L—>L+Lor=LB.

El lagrangiano desnudo se factoriza de la siguiente manera:

1 a a v 124
Lo = —;Z3(0,A5 — B AL)(9" AL - " AL)

1
— 3B a0 AL — 0, AL AL A

1
- 7Z5g2fabcfadeAzA5AldLAZ

4
1 - -
- izﬁ(aﬂAzy - ZB(auﬁa)(auna) - Zlgfabc(auﬁa)Agnc
Ny
+ Y (iZap 0V 0u] + Z1rig] REAFULAL — Zagmydi ) .
j=1

Los coeficientes Z; corresponden a las constantes de renormalizacion, que son funciones
del regulador ultravioleta A y del punto de renormalizacién ¢, es decir Z; = Z;(¢, A). Al
redefinir adecuadamente los campos y pardmetros, las divergencias son absorbidas por

estas constantes y el nuevo lagrangiano tiene la forma del original:
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1/2 £1/2 1/2
a a a a
= Para los campos: A} = Z3'" A}, ng = Z3 , ¥Bj = ZQFJ%
s . — R ) — z-1

» Para los parametros: gp = Z49, mp; = Zy;mj, §g = ZE 13
El subindice B se refiere a las cantidades desnudas. Por razones obvias, las constantes
de renormalizacién reciben los siguientes nombres:

= Z3 : Constante de renormalizacién del campo del gluén.

= Z3 : Constante de renormalizacién del campo del fantasma.

» Zyr; : Constante de renormalizacién del campo del quark.

» Z, : Constante de renormalizacién de la constante de acoplamiento.

= Z,, : Constante de renormalizacién de la masa del quark.

» Z¢ : Constante de renormalizacién del pardmetro de norma.
Los campos se reedefinen de tal manera que se asegura que los coeficientes de los términos
cinéticos correspondientes en el lagrangiano desnudo sean iguales a la unidad. Aparecen
también otras constantes de renormalizacion, y son:

= Z; : Constante de renormalizacién del vértice de tres gluones.

= Z5 : Constante de renormalizacién del vértice de cuatro gluones.

= Zg : Constante de renormalizacion del término que fija la norma.

= Z; : Constante de renormalizacién del término de interaccién gluén-fantasma.

» Zir; : Constante de renormalizacién del vértice quark-gluén.

» Z4; : Constante de renormalizacién del término de masa del quark.
Estas tltimas constantes no son independientes, son determinadas por el requerimento

de covarianza de norma local del lagrangiano de QCD. Tenemos, por ejemplo, para el

término del vértice de tres gluones:
1 Z b qve 1 a ub qve
_ 3/293fabc(8 A%, —0,A% )AB AT = —ingabc(a“ABy—ayA )A A%, (1.2)

que implica que 21 = Zgzg’/ % Para el vértice de cuatro gluones:

1 Z 1
4 ZgzygngabcfadeA CBVA%dA%e = Zg%fabcfadeA%u CByAlédAye ’ (13)



Capitulo 1. QCD y ESD 6

asi tenemos Z5 = ZQQZ:%. Con el término de interaccién del quark-gluén:

Z1F; . . _. .
ﬁ%%ﬂ?ﬂ“wék%u = QBQ/%ZR?W“?/)%/%A%M ) (1.4)
2429524

se obtiene Zip; = ZgZ2FjZ§/2. En el caso del término gluén-fantasma:
2’;1 2 —a\ AMb, pc 2 —a\ AMb e
WQBfabc(aunB)AB nB° = g5 fabe(Ouiip) Ap B, (1.5)
2,232,

y asi Z; = ZgZ~32§/ 2. El término de masa para quarks nos da:

47 N WA
= 5 MBj = mp;j , 1.6
Zpnj Zar; J ¢Bz¢Bl J wBWBl (1.6)

que implica Z4; = Z,,; ZoFj. Para el término que fija la norma:

1 Z
2 Z¢ 2

1
(0" Afp)* = —2?(3“/1;‘53)2 : (1.7)

por lo que Zg = Z¢Z3. Resumimos las relaciones entre las constantes de renormalizacion:

z = 22", (18)
Zs = Z2Z3, (1.9)
2 = 2,2.2)7, (1.10)
Ze = 2Z¢Z3, (1.11)
Zipj = Z,Zop 237, (1.12)
Z4j = ijZZFj. (1.13)
Manipulando algebraicamente estas relaciones, adicionalmente obtenemos:
2y 2 25 Zipj
A2 (1.14)

Z3 23 Z1 Zorj
A este conjunto de identidades se les conoce como Identidades de Slavlov-Taylor [31, 32,

que son generalizaciones no abelianas de las identidades de Ward-Takahashi [33] 34]. Ga-

rantizan la universalidad de la constante de acoplamiento g.

Habiendo escrito el lagrangiano de QCD de esta manera, a continuacién mostramos

algunas de sus diversas simetrias.
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1.3. Simetrias del lagrangiano

En esta seccion mostramos algunas simetrias del lagrangiano de QCD y sus corolarios.
La mayoria de ellas son sélo aproximadas en la naturaleza; sin embargo, nos permiten

obtener un entendimiento méas profundo sobre la fisica en el mundo real.

Comenzamos discutiendo el teorema de Noéether [35], que nos permite relacionar si-

metrias con corrientes y cargas conservadas.

1.3.1. Teorema de Noether

Supongamos ahora que el lagrangiano tiene los campos de quarks y el campo de gluones:

Log = ()i D =~ m)p(e) + {FL ()" (@) (e =1-8),  (L15)

donde D* = Ot —igAH(z), AM(x) = AL(z)Na/2 y ¥(7) = (u d 5)T. Pensando de manera
general, definimos una transformacién global como:

() = Y (x) = exp[il?O.)(x) = (1 +il%Oy £ -+ () , (1.16)
donde I'* son los generadores del grupo U(N) o SU(N) y ©, es independiente de z. La
corriente de Noether estéd dada por:

o 0Ly OV
#) = = 3o o,

= Pl w(e) (1.17)

Si L4 es invariante ante la transformacién global, la corriente de Noether se conserva:
OuJli(x) =0. (1.18)

Ademss, si la corriente estd localizada en el espacio, se tiene una carga conservada:

@ = [ s = [E @t . (1.19)

0o = an=o</dW-fa:j§ df.fa:o>.
dt v v

Algunos corolarios del teorema de Noether se discuten en seguida.
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1.3.2. Simetrias de sabor y nimero bariénico
Estudiamos diversas simetrias del lagrangiano (1.15)):
1. Simetria de niimero bariénico: Tenemos la simetria global U(1), tal que:
Y(x) = P (x) = Tp(x) = Pla)y" () - (1.20)

La carga conservada, B = [ d3z 17(x)y(x), corresponde al niimero bariénico.

2. Simetria de isospin/sabor: Tomamos v (z) = (u d)” y asumimos m,, = mg. La

transformacion SUf(2) de sabor es:

b)) =ewp |i 0] (1.21)

donde 7*/2 (a = 1,2, 3) son los generadores de SU(2), las matrices de Pauli. La

corriente y carga conservadas:

Vi) = o Tl (122
QG = [P = [dE @G (1.23)

Les denominamos corriente y carga de isospin. Podemos extender al caso con Ny =
3 anadiendo la componente del quark strange a 1(x); adicionalmente, asumimos

my = Mg = Mg y las matrices de Pauli 7% se reemplazan por las matrices de
GellMann, \* (a =1,---8).

1.3.3. Simetria quiral y ruptura

Consideremos Ny = 2 y el lagrangiano (1.15)). Separamos las componentes del gludn,

interacciéon quark-gluén y el término de masa:

qu = 1[)(17)(1,’)/#8”)1[1(1‘) + M’JJ(ZE)lﬁ(I’) + Egluén + Eint 5 (124)

donde ¢ (z) = (u d) y M = diag(m, mg). En el limite donde m, = my = 0, podemos

separar los campos de quarks en derecho e izquierdo:

Yr(e) = 5L +28)0(e) , Yu(e) = 51— 5)(a) (1.2

De esta manera, reescribimos al lagrangiano como:

Lag = Yr()(i7,D")r(x) + L (2)(i7,D")¢L () + Latuen - (1.26)
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Definimos transformaciones unitarias en la forma:

Yr(z) = UrYr() , Yr(r) = Uryr(e) , (1.27)

tal que Ug, 1, pueden ser transformaciones globales unitarias U (1) o SU(2). Asi, el grupo
de simetria para el lagrangiano sin masa es SUR(2) x SUL(2) x Ur(1) x Ur(1). Las

corrientes asociadas a las transformaciones U(1) son:
Tp(@) = Yr(@)y"Yr(@) , Ji () = Yr(@)Vyr(e) (1.28)
para el grupo SU(2):
T@) = Tnln Tn(a) , T = Bt Svn@) . (1.29)
De la suma de las corrientes derecha e izquierda se obtiene:

JH(x) = P(x)y"p(x), (1.30)

— Ta
S (x) = dlah (), (1.31)
que corresponden a las corrientes de ntimero bariénico y de isospin, en las ecuaciones
(11.20) v (1.22). A la corriente de isospin también se le llama corriente vectorial. Por su

parte, al restar las corrientes derecha e izquierda, se obtienen las corrientes axiales:

JO() = Py (@) (1.32)
T@) = @ ). (1.33)

Las corrientes axiales de isospin, J#°® se conservan y definen una carga axial Qi“. Por
otro lado, la corriente axial singlete de isospin, J#°, no se conserva por la presencia de

la anomalia no abeliana. Esto se discute en secciones posteriores.

Ruptura. La presencia de un término de masa en (1.24)), mezcla quarks izquierdos

y derechos, por lo que romple explicitamente la simetria quiral:
Emasa = QERMwL + QZLMwR . (134)

Sin embargo, éste no es el tinico mecanismo de ruptura [36]. En la realizacién de Weyl-

Wigner [37], las cargas vectoriales y axiales, Qf y Qi‘“, actian sobre el vacio:

QU0 >=0, Q%[0 >=0, (1.35)
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es decir, hay simetria total sobre estados de paridad positiva y negativa. En principio,
se espera que por cada estado de paridad positiva, se observe en el espectro un estado
de paridad negativa con la misma masa. Esto no ocurre en la naturaleza. Por ejemplo,
entre el mesén p y su companero de paridad (el mesén a1) hay una diferencia de masas

del orden de 500 MeV [38]. De manera que, empiricamente:
Q%10 >=0, Q%10 >#£0 . (1.36)

Por otra parte, si los quarks son no masivos (o casi no masivos), el costo energético de
crear pares adicionales quark-antiquark es pequeno. Asi, QCD contiene condensados de
pares quark-antiquark. Los condensados tienen momento total y momento angular cero.
El valor de expectacién del vacio es caracterizado por un condensado quark-antiquark,

que aunque se transforma como en ((1.27)), es distinto de cero [39, [40]:

< 0|20 >=< Olyreor + Yripr|0 ># 0. (1.37)

Este hecho permite a los quarks u, d adquirir una masa efectiva cuando viajan a través
del vacio de QCD, es decir, dentro de los estados ligados quark-antiquark. Es un efecto
que no se puede descifrar de la teoria de perturbaciones, que predice un condensado

idénticamente cero. Adicionalmente, tenemos la siguiente relacién:
< 0[YY|0 ># 0 < Q50 >#0 . (1.38)

Hemos visto que, aunque se transforma de la misma manera que el lagrangiano, el vacio
no tiene todas sus simetrias [41]. Las transformaciones axial/chiral SU(2) x U(1) que
hemos descrito, no son simetrias que se manifiestan en QCD. Nambu-Goldstone [42H44]

hipotizaron que éstas se rompen de manera esponténea (dindmica).

El teorema de Goldstone nos dice que cuando se rompe una simetria continua, de manera
espontanea, la QFT genera una particula no masiva con los mismos nimeros cuanticos
que una simetria local de rotacién [43]. Esto implica que, por cada corriente axial de
isospin en QCDEL con quarks u,d no masivos (o también s), se obtienen los mesones
pseudoescalares: {7°, 7%} con Ny =2; {79, %, K°, K* K, n}, con Nf = 3.

Por otra parte, los piones tienen paridad negativa; el elemento de matriz de J*?¢, entre

el vacio y un pién on-shell, se escribe:

< 0]J#5 () |x" (p) >= —ip! frd®e™PT (1.39)

. 5 . . . .
2La corriente J"® no se conserva y por tanto no existen isosingletes ligeros.
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donde fr ~ 0.92 MeV es la constante de decaimiento del pién. En el limite quiral, al
contraer con p, y utilizar la conservacién de dicha corriente axial, tenemos que p? =0.

En este limite el pién es no masivo, como lo requiere el teorema de Goldstone.

Por otro lado, si consideramos que m,,, mq # 0, tenemos:

0,7 (@) = i) { M. ot (1.40)
por lo que, de la ecuacién :
< 0/, 775 ()|t (p) >= pf6" =< O]ith(x) {M, 2} b)) >, (141)

de manera que obtenemos la relacién GellMann-Oakes-Renner (GMOR) [6]:

2

mis = (my +mq) (1.42)

R
fr
donde a k; ~ 300 MeV y eventualmente se le asocia con el condensado [45]. Hemos

usado el siguiente resultado:

T 1
Tr HM, 2} Tb:| = iéab(mu +myq) . (1.43)
La relacion ((1.42) implica que el cuadrado de la masa del bosén de Goldstone, evolu-
ciona linealmente con la masa de los quarks. Contrariamente a la masa de los bariones,
que tienen una relacion lineal, de acuero a las férmulas de masa de GellMann-Okubo
[3,5]. En cierta medida, ésto explica porqué, con los mismos quarks de valencia, tenemos

my =~ 140 MeV y masa del nucleén my ~ 940 MeV [38].

La simetria quiral y su rompimiento tienen consecuencias muy grandes en la natura-
leza: entre otras cosas, podemos tener piones muy ligeros y al mismo tiempo, con los
mismos quarks de valencia, formar estados mucho mas pesados. Estos hechos discuten
con mayor detalle en capitulos posteriores. Veremos que son consecuencia de la dinamica

de QCD: asi, por ruptura espontdnea entiéndase dindmica [17), 46].
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1.3.4. Simetria de norma

La simetria fundamental de QCD, inviolable, es la simetria de norma. QCD es una teoria
de campos (QFT) basada en una simetria de norma SU,(3) de color. Comprender esta
simetria nos ayuda a dar sentido a la forma del lagrangiano de QCD, ecuacién ([1.1)).

Adem4s, nos brinda un mejor entendimiento de la naturaleza de las interacciones fuertes.

Imaginemos que sélo tenemos el campo de materia, el campo de quarks:

£, = (@) (70" —m)b() . (1.44)

Hemos visto que las simetrias globales U(1) o SU(2) (o SU(3), en su defecto) implican
conservacion de nimero bariénico o de sabor. Sin embargo, estas simetrias no deman-
dan la presencia de campos de norma, por lo que la materia (quarks) no interactia.
Promovemos entonces una transformacién local, SU.(3) de color:

a

0o~ ¥'(a) = exp |15 00(2)| (o). (1.45)

donde 6,(z) es una funcién real (a = 1,---8 y A* las matrices de Gellman, como usual-

mente). Para que la fisica permanezca invariante ante esta transformacion, se debe:

» Redefinir la derivada. Los términos cinéticos contienen derivadas. Dado un

vector de direccién n#, la derivada se define como [30]:

W (@) = lim ~[(x +n) — ()] | (1.46)

e—0 €

Los campos ¥ (x +n) y ¥ (x) transforman diferente bajo ((1.45)); la no localidad de
la transformacion vuelve no trivial la definicién (|1.46]). Debemos definir entonces

la derivada covariante:
1
n*D,p(z) = I% E[w(:z: +en) —U(x + en, z)(z)] , (1.47)

donde U(zx,y) = explid(z,y)] es una fase, tal que U(z,z) = 1 y ademds, ¢(z) y
U(z,y)Y(y) tienen la misma ley de transformacion (|1.45). Expandimos U (z+en, z)

a orden lineal en ¢ y asi, la derivada covariante toma la formas:

8 a
Dy =0y —igAu(x) , Au(z) = o Au() (1.48)
a=1
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Hemos introducido un campo de norma, Af;(a;), que corresponde a los gluones. El
término de interaccién quark-gluén es —igA, (z)y(x), dénde la constante adimen-

sional g es la magnitud del acoplamiento (en analogia con e en QED).

» Transformar los campos de norma. Para que (1.44) permanezca invariante

con las definiciones ([1.48]), el campo de norma debe transformarse como:
a a a 1 a aoc C
Al(z) — A#/(m) = Aj(z) + 5('9#0 (z) + fo Hb(x)Au(m) i (1.49)

Donde fg5. son las constantes de estructura completamente antisimétricas, que

hemos definido en secciones anteriores. El tensor de fuerza del campo gludnico es:
Ff,(z) = 0,A%(x) — 0, A% (x) + g f** AL (2) A () . (1.50)

La ecuacién (1.50) difiere de su andlogo en QED en el término proporcional a g;
ésto es por la presencia de las estructuras antisimétricas, corolario de tratar con

una teoria no abeliana. Podemos definir un término invariante de norma como:

1 1
Ly = —itr [Fl, F*] = —zFl‘jl,(x)F;‘”(:v) . (1.51)
Encontraste con QED, este lagrangiano contiene términos cubicos y cudrticos en
los campos Afi. Asi, describe una teorfa no trivial donde los campos de norma
interactian entre si. Por otro lado, el campo de norma debe ser no masivo, pues

un término de masa mgy A% (z)Af(x) viola invarianza de norma.

Hasta este punto, tenemos el siguiente lagrangiano:

Ny
1 o ,
Lyg = _ZFﬁqufV + Z U (V' Dy = my)ly (1.52)
j=1

= Fijar la norma. Para remover los grados de libertad reduntantes en los campos de
norma, debemos dar restricciones al campo. Una restriccién es imponer la norma

covariante (o norma de Lorentz)ﬁ

G(A) = 0" A,(z) =0 . (1.53)

30tras restricciones son la norma temporal, norma axial o norma de Coulomb.
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Introducimos A((?”Af;(x))Q, donde A = —(2¢)~! es un multiplicador de Lagrange,

un pardametro que podemos ajustar. Anadimos éste término a ((1.52)), obtenemos:

Ny
1 0w 1 o T j
Log = —gFEt” = (@A) + 3 0" Du—my)yl . (154)
j=1

Con el término que fija la norma, el operador diferencial que actia sobre A,(x) es

invertible = el propagador del gluén esta bien definido.

» Fantasmas y determinante de Faddeev-Popov. Para que (1.54)) sea completa-
mente consistente y se remuevan todos los grados de libertad espurios, necesitamos

incluir un campo adicional.

Supongamos que queremos derivar las reglas de Feynman para el campo A, (z).

Definimos la integral funcional:
A . 4 1 a
DAexp |i | d'x (_ZFMVF“VG) . (1.55)

De la condicién (1.53)), tenemos:

1= /Da I(G(AY))det <5G(A )> , (1.56)
e
donde Aj es el campo A, transformado de acuerdo a (1.57)):
a\ya al a 1 a abc, b gc a 1 a
(A%), — A} :A#—F;E)ua + [« A#:A#—F;Dua . (1.57)

Para no abrumar la notacién, obviamos la dependencia con x de los campos y a.

De lo anterior, notamos que:

o (P9U) (10, .

a

A diferencia de QED, éste operador depende de los campos A,,, por lo que contribu-
ye con nuevos términos al lagrangiano (|1.54)). Para representar éste determinante,
Faddeev y Popov introdujeron campos auxiliares, anticonmutantes, a los que lla-

maron fantasmas [47]:

1
det (g@“DM) = /DnDn exp [z’/d% n(—@“DH)n] . (1.59)
El lagrangiano del campo fantasma corresponde a:

‘C”] = _(8uﬁa)(a/ﬂ7a) - gfabc(au,ﬁa)Agnc . (160)
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Anadimos este lagrangiano a (1.54]) y obtenemos:

1 a v 1 a — _
L = _ZF;WF# - i(auAuy - (8%7(1)(8/17761) - gfabc(auna)Agnc (1~61)
Ny

+ > Gy D —my)d]
7j=1

que corresponde al lagrangiano de QCD en la ecuacién (|1.1)).

Estudiamos distintas simetrias del lagrangiano de QCD y sus consecuencias en
el mundo real. Hemos visto como, a partir del campo de materia (quarks), deman-
dando una simetria local (simetria de norma), se construye el lagrangiano de QCD.
Este es un hecho extraordinario. En la siguiente seccién, estudiamos sus ecuaciones

de movimiento: ecuaciones de Dyson-Schwinger.

1.4. Anomalias quirales: abeliana y no abeliana

Adler-Bell-Jackiw mostraron que las corrientes axiales, en los diagramas de tridngulo de
la figura contienen anomalias [48, [49]. Los bosones de norma pueden ser gluones

(anomalia no abeliana) o fotones (anomalia abeliana).

iyl Il

il il

FicurA 1.1: Diagramas que inducen la anomalia axial para una corriente quiral.

1.4.1. Anomalia no abeliana

El caso de QCD corresponde a la anomalia no abeliana. Para la corriente axial de isospin

en la ecuacién (1.33), tenemos:

2
O S = — 12 e ML Fy, - T[T RRY] (1.62)
Y

con las cantidades definidas con su significado usual. Tomando la traza sobre color y

sabor, encontramos que:

Tr[r*R°RY) = Tr[r9|Tr[R°RY = 0, (1.63)
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pues Tr[7?] = 0. Como dijimos en apartados anteriores, la corriente axial de isospin se
conserva; no es afectada por la anomalia no abeliana. Por su parte, la corriente axial de

singlete de isospin:

2
0" = Lo M ESS L, - TARRY) (1.64)
7r
que implica:
9°Ny d

Esta corriente no se conserva, es afectada por la anomalia no abeliana. La ecuacién ante-
rior nos muestra porqué, en las interacciones fuertes, no existe un meson pseudoescalar
ligero, que sea isosinglete y que tenga una masa comparable a la de los piones. Cuando
se incluyen quarks s (el caso Ny = 3), la enorme diferencia de masas de los mesones

n —n' es explicada por esta anomalia.

1.4.2. Anomalia abeliana

Pensemos ahora en QED. La anomalia axial de la corriente de isospin esta dada por:

2
8, T = —@eaﬂﬂ”Fa@Fw CTe[reQ?], (1.66)

donde Q = diag(2/3 —1/3) es el operador de carga y F},, ahora corresponde al tensor
de fuerza del campo electromagnético (fotén). La traza de sabor es tinicamente distinta
de cero para a = 3, de manera que:
53 e? B
(0% 17

8,11,]'“ = —@6 ® FaﬁF/ﬂ/ . (167)
La corriente J*3 aniquila a un 7°. Asf, la ecuacién anterior indica que dicha anomalia
contribuye al elemento de matriz para el decaimiento 7° — v; de hecho, es la contri-

bucién principal.

Consideremos el elemento de matriz de la corriente axial entre el vacio y un estado
con dos fotones:
< k1, ko JMOP(P)[0 >= ehes MM (ky, k) (1.68)

tal que, de la ecuacién (1.67)) se obtiene:

2
IPAMAY = _ﬁewa%kg . (1.69)
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Por otra parte, podemos descomponer M en factores de forma. La descomposicién
debe ser tal que contenga todas las posibles estructuras tensoriales, siempre y cuando
sean simétricas bajo el intercambio (ki, p) <> (ke,v) y cumplan las identidades de Ward

en QED [33| [34]. Tenemos entonces:
iPAMM (ky, k) = iP2e PR KRS (M) + M) (1.70)

donde M 5 son factores de forma y P = k; + k2 es el momento total del sistema. Las

condiciones on-shell implican que k? = k3 =0y P? =2k - ko .

La expresiéon ([1.70) entra en conflicto con la ecuacién ([1.69), pues aparantemente se
anula cuando P2 — 0. Esto se puede resolver si pensamos que uno de los factores de
forma en (1.70)) contiene un polo en P2. El polo puede surgir a partir de la creacién de

un 7V y su posterior aniquilacién 70 — 4. El elemento de matriz:

iM(r° — yy) = iGY e e PESE] (1.71)

0 . . .
donde G7., es una constante por determinar. De la ecuacion anterior y (1.39)), vemos que
la contribucién de este decaimiento al proceso (1.68)), es:

Mo = (iP" f) 551G, kTR, (1.72)
de manera que la contribuciéon a M; estd dada por:
i
My = —ﬁfﬂG% + constante + O(P?) . (1.73)

Finalmente, comparando (1.70]) y (1.69), tenemos:

0 e’

Ty = An2f,

(1.74)

Con Ny = 3, el resultado anterior también aplica al mesén 7). Por otra parte, éste bien

conocido valor implica que el ancho de decaimiento T'[r? — v7] es:

2 3

« m
T(n" = yqy) = 2207 — 77 keV . 1.75
(1) = S (1.75)
Como podemos observar, la relacién anterior estd en intima conexién con la anomalia
abeliana de Adler-Bell-Jackiw. Experimentalmente, se confirma a una precisién de un
poco porcentaje. En nuestro estudio no perturbativo del factor de forma yv* — 7°, es

de extrema importancia satisfacer este resultado [27, [50].
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1.5. Ecuaciones de Dyson-Schwinger

Como mencionamos anteriormente, QCD se caracteriza por dos fenémenos emergentes,

no obvios del lagrangiano:

= Confinamiento: Los grados de libertad fundamentales, quarks y gluones, no pue-
den ser aislados (ni observados directamente), pues poseen carga de color. Estos se
agrupan en estados ligados de color neutro, denominados hadrones. Los hadrones
pueden ser: bariones (compuestos por tres quarks) o mesones (compuestos por un

quark y un antiquark)ﬂ

» DCSB: Debido a las autointeracciones, quarks y gluones adquiren masa (efectiva)
de manera dinamica, dentro de los hadrones. Las autointeracciones generan un
valor de expectacién del vacio < gg > (también llamado condensado) distinto de

cero, que es el parametro de orden de la DCSB.

Estos fenémenos son de naturaleza no perturbativa. Debido a ello, estudiar hadrones (y
sus constituyentes) de primeros principios, es un enorme reto. Existen diversos acerca-
mientos a QCD no perturbativo: teoria quiral de perturbaciones [5I] u otros modelos
efectivos [42], lattice QCD (1QCD) [14], ecuaciones de Dyson-Schwinger [52], entre otros.

Nuestro acercamiento con QCD es a través de estas ultimas.

Las DSEs son una torre infinita de ecuaciones acopladas, en el sentido de que dada una
funciéon de Green de n-puntos, ésta depende de al menos una funcién de orden mayor.
Debido a dicha dependencia en funciones de més y més puntos, se necesita de un esque-
ma de truncamiento, consistente y apropiado, para obtener un conjunto de ecuaciones
tratable. En la derivacion de las DSEs no se hacen suposiciones sobre el acoplamiento,
por lo que son no perturbativas. Como hemos dicho antes, las DSEs son exactas e inva-

riantes de Poincaré; consistentes con confinamiento, DCSB y QCD perturbativo [52H55].

En el siguiente capitulo, discutimos sobre la DSE para el propagador del quark y su
correspondiente BSE para los mesones; dando énfasis al truncamiento de las DSEs-BSEs

y el célculo de propiedades estéticas (masas, constantes de decaimiento).

1Se predicen estados exéticos, como tetraquarks, pero no hay confirmacién experimental.
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El enfoque DSE-BSE

2.1. Propagador del quark

La DSE para el propagador del quark, en su forma desnudaE], se escribe:

Sp' ;) = Sg'(p) +Es(mA) (2.1)
d4q 9 B A% “
Spid) = [ g BADE 6 0) 5@ AT, a7 A).

donde A es el regulador de corte UV y los demés simbolos tienen su significado usual:

S: Propagador del quark, completamente vestido.
= Syp: Propagador del quark a nivel arbol.
= D,,: Propagador del gluén, completamente vestido.

» I'%: Vértice quark-gluén, completamente vestido.

Yu: Vértice quark-gluén a nivel arbol.
= Y p: comunmente se le denomina autoenergia.
De lo anterior, entiéndase por vestido, como aquella funcién de Green que contiene todas

las posibles contribuciones a cualquier orden. D, y I'{, obedecen sus propias DSEs. La

DSE para el propagador del quark corresponde diagraméticamente a la figura [2.1

1Se escribe en el espacio Euclidiano. Las convenciones se encuentran en el Apéndice

19
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F1GURA 2.1: Ecuacién de Dyson-Schwinger para el propagador del quark.

Escribimos las cantidades desnudas en términos de las renormalizadas:

o ) a
SZ(;’C) _ 5 (p) + / é&[zgg(o]a[zgpw(p - q;g)]%% (2.2)
X [255(g;0) [”ﬁu‘jo} |

Las constantes de renormalizacién Z dependen del corte A y del punto de renormaliza-
cién (; por simplicidad en la notaciéon obviaremos esa dependencia. El propagador del

quark a nivel arbol esta dado por:
So H(p) = iy - p+mp(A) =iy p+ Znm(() (2.3)

donde Z,,m(¢) = mp(A). Multiplicamos por Z;r y reagrupamos las constantes de

renormalizacién:

S7Hp.C) = Zarliv-p+ Zmm(Q)) + 2] 230 23210 / 579°(©) (2.4)
XDy (p — ¢ C)ﬁ

5 WS¢ OLw(p g5 C) -

Ahora, utilizando el hecho de que Z1r = 2,25 FZ§/ 2 v Zor 2y, = 24, tenemos:

d4q
(2m)*

A
X Dyu(p = Q) 515 (a; Oy (p, 4; ) -

SUpi¢) = Zapliv-p)+ Zem(C) + Zar / () (2.5)

La ecuaciéon corresponde a la DSE renormalizada para el propagador del quark

[56, 57]. Se le denomina también ecuacion de gap. Escrita de otra manera (con g = g(()):

S pi0) = ZarST D) + 21 | L 2D b — 45 0) S TS (s C) - (26)
p;C) = Z2r Sy (p 1F (2ﬂ)4g (P = ¢:0) 5 7S O (P, 4;.€) - :

Si utilizamos las relaciones de Slavlov-Taylor, podemos escribir la ecuacién de gap como:

S (p;¢) = Zor Sy (p) +

Z\p2 d* A
UL [ i D 0= OGS OTE () (2)
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que relaciona el propagador del quark con el sector del fantasma [58]. Independiente-
mente del truncamiento, la forma general del propagador del quark se escribe términos

de dos estructuras matriciales (1, v - p). Esto lo discutimos a continuacion.

2.1.1. Representaciones

De manera general, podemos escribir al propagador del quark como:
S p. Q) =iv-p A% ) + Bp* (Y, (2.8)

donde A(p?;¢?) y B(p?;¢?) son funciones de vestimiento que se obtienen al resolver la

ecuacion de gap. Alternativamente, podemos el propagador se escribe:

Sp;¢) = =iy pou(p% () + os(p% (?) (2.9)

la parte vectorial y escalar del propagador corresponden a o,(p?;¢?) y os(p?; ¢?), res-
pectivamente. Una forma particularmente conveniente para el entendimiento de la fisica
subyacente es la siguiente:

iy p+ M ¢P)
S (pa C) - Z(p2,c2) )

(2.10)

donde M (p?;¢?) es la funcién de masa y Z(p?;¢?) la renormalizacién de la funcién de

onda. Esta particular forma se asemeja al propagador del quark a nivel arbol, cuando
M(p* %) = m(Q) y Z(p*;¢?) = 1.

Las funciones A(p?;¢?) y B(p?;¢?) se relacionan de la siguiente forma:

1 B(p* ¢?)
(p*;¢%) A2 (p°;¢%) A% D)
Ademsds, se tienen las siguientes relaciones:
o) = ZWE) A% %)
s P M%) T PA ) + B )
7 2. 2 M 2. 2 B 2. 2
Us(p2;C2) — (p 7C ) (p 7( ) . (p 7C )

p*+ M2 (p% (%) pPA2(p% () + B2(p%(?)
Independientemente del truncamiento y la forma del propagador, debemos ser capacez

de reproducir la teoria de perturbaciones, por lo que se tiene la condicion:

ST P)lp=c =iv-p+m((), (2.11)
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donde m(¢) = M(¢?). Esto implica que A(¢%¢?) =1 = Z(¢%¢?) y B(¢%¢?) = m(().
Por otra parte, vemos de la ecuacién (2.10]), que para poder renormalizar multiplicativa-
mente M (p?;(?) = M(p?); es decir, a diferencia del resto de las funciones de vestimento,

la funcién de masa no depende del punto de renormalizacion.

Las implicaciones de la funcién de masa en las observables hadrénicas se discuten a
detalle en este trabajo. En seguida mostramos generalidades sobre la ecuacion de Bethe-

Salpeter, que describe a los mesones.

2.2. Ecuacién de Bethe-Salpeter

En una teoria cuantica de campos, la ecuaciéon de Bethe-Salpeter es una descripcién
completamente relativista de estados ligados de dos particulas [59]. Asi, es empleada
para describir mesones. Los estados ligados se identifican como polos en la amplitud de

dispersion quark-antiquark. La BSE se escribe:

4
PP = [ G s P 6 P (212
X# (g P) = S%q+nP)TH(q; P)S* (g — (1L —n)P).

Tenemos las siguientes definiciones:

F‘}{b(p; P) es la amplitud de Bethe-Salpeter (BSA); el vértice quark-meson ampu-

tado e irreducible.
= X%(g; P) corresponde a la funcién de onda de Bethe-Salpeter.
= p es el momento relativo entre quark-antiquark; a y b los correspondientes sabores.

= 7 es la fracciéon del momento total que comparten quark-antiquark. Ninguna ob-

servable fisica depende de su valor (n = 1/2 es conveniente).
» P es el momento total, tal que P? = —m%[, dénde myr es la masa del meson.
m 7, s, t, u representan los indices combinados de las matrices de color.

= H es la etiqueta que identifica al meson. En particular, escribimos: I's para pseu-
doescalares, I, para vectores, I'; para escalares y I's,, para pseudovectores o azial-
vectors. La estructura tensorial de las BSAs depende del tipo de mesén (propieda-

des de transformacién segin sus nimeros cuanticos).
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» K[%(p,q; P) es el kernel de dispersién: renormalizado, amputado e irreducible con
respecto a cortes entre pares de lineas de quark-antiquark. Este debe ser determi-

nado consistentemente con el truncamiento de la ecuacién de gap.

La BSE corresponde diagraméticamente a la figura [2.2

i : Hh

e T e e

|
(o hd) g

P I - I

FiGUuRA 2.2: Ecuaciéon de Bethe-Salpeter.
La ecuacion se normaliza canénicamente de acuerdo a la condicién:
2B = g ([ BeollHa K0S 0PI KIS0 = (1= n)P)] ) (213)
+ g (] [ RO s ) K = P =

que garantiza que la BSA describa un meson con probabilidad unitaria [60]. Las BSAs

debidamente normalizadas resultan en conservacion de la corriente electromagnética [61].

Para mesones pseudoescalares (con J©¢ = 07F) la BSA tiene la forma:
ng(p; P) = ~5[iE5(p; P)+~-PF5(p; P)+~-p p- PG5(p; P)+paoapsPsHs(p; P)] , (2.14)
donde, para el correspondiente antimesén, la BSA obedece:
L3 (p; P) = [C7'TE" (—p; P)CIT . (2.15)

Para eigenestados de conjugacién de carga C' = +1, como el ¥, tenemos que fgq(p; P) =
—I—ng(p; P). Si ademés m,, = my, los 7F tendrén la misma masa que el 70 y por consi-

guiente, las mismas amplitudes invariantes. Estas se transforman:

rgb e
i5E5(q - P) 5 E5(—q - P)
Y5y - PF5(q - P) Y5y - PFs5(—q - P)

Y57 -qq-PGs(q-P) | v57-qq-PGs(—q- P)
Y5q4a0apPsHs(q - P) | ¥5qa0asPsHs(—q - P)

En la siguiente seccién, estudiamos como truncar consistentemente la DSE para el pro-

pagador del quark. Observamos céomo a partir de alli se puede escribir el kernel de
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dispersion en la BSE. Mostramos también algunos corolarios importantes de la relaciéon

entre el kernel de la BSE y el truncamiento de la DSE.

2.3. Truncamiento

Como hemos dicho, el vértice quark-gluén y el propagador del gluén, obedecen sus pro-
pias DSEs. Tenemos una torre infinita de ecuaciones acopladas que debemos volver tra-
table. Una manera conveniente es introducir consistentemente un ansdtz para el vértice

quark-gluén y el propagador del gluén, de manera que se desacople la torre infinita.
Comencemos discutiendo sobre el propagador del gludn. Este estd caracterizado por

una sola funcién de vestimento, G (k?, (?)/k?, y se escribe:

K,k
K

+¢

) Gl o

D,uu(k; C) = <g,tw - 12 12
Hoy en dia, mucho sabemos sobre el propagador del gluén [62H64]. La funcién de vesti-
mento es acotada y exhibe un maximo en k? = 0; ademés decrece monoténicamente en
el eje space-like. Esto se aprecia en la figura Los gluones, al igual que los quarks,
adquieren masa de manera dindmica en el infrarrojo. Esta masa es del orden de cientos

de MeVs [65].

8 BT T ¥ 5.0 i il

e | Gluon Propagator 1
= Lattice u = 4.0 GeV |
Fit
® Lattice p=2.5GeV | |

A(g°) [GeV ]

q'[GeV’)

FIGURA 2.3: Propagador del gluén. Comparativa de entre 1QCD y DSEs [63].

Por otro lado, el vértice quark-gluén demanda la construcciéon de una estructura tenso-
rial de 12 componentes: 4 longitudinales y 12 transversas. Hay y ha habido numerosos
esfuerzos en todo el mundo por construir el vértice quark-gluén [66H70]. Entre otras
cosas, éste debe reproducir todas las predicciones perturbativas en el ultravioleta y ser

consistente con las restricciones en el infrarrojo (identidades de Ward). En nuestro caso,
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es importante que reproduzca la fenomenologia y sea amigable numéricamente [71].

Teniendo encuenta las observaciones anteriormente mencionadas, escribimos un ansdtz

que trunca consistentemente la ecuaciéon de gap y la BSE.

2.3.1. DSE: Aproximacién Arcoiris

En el esquema de truncamiento de las DSEs que preserva simetrl'asﬂ, el mas sencillo es
el que se conoce como la aproximacion arcoiris. Este truncamiento satisface la identi-
dad axial de Ward-Takahashi (AxWTI) [72], que veremos mas adelante; de igual forma,

describe adecuadamente toda la fenomenologia de los mesones pseudoescalares [73, [74].

El truncamiento consiste en reemplazar el vértice quark-gluén vestido por su contra-

parte desnuda y escribir al propagador del gluén como un gluén efectivo, ésto es:

)\a
Z1pg" D ()T} — kG (k%) Dy, (k) - (2.17)

donde G(k?) es el acoplamiento efectivo. La forma especifica se describe més adelante.
A partir de ahora, por conveniencia, se elige la norma de Landalﬂ [76, [77], £ = 0. La

aproximacion arcoiris corresponde diagramaticamente a la figura

=it

14 i i

FiGurA 2.4: DSE para el propagador del quark en la aproximacion arcoiris.

Recordemos la DSE para el propagador del quark:

4 a

d A
SN0 = 205y 0) + 21 [ i Dl — Q) TS @ L) - (215)

Truncando de acuerdo a ([2.17)), tenemos:

S (pi¢) = Z2rSy (p) +/k2g(/€2)D2,,(k;C)A;WS(Q;C));%- (2.19)
q

donde k£ = p — ¢ y hemos usado la notacién f = f 7(3:)14-

*Poincaré e identidades de Ward [52].
3La norma de Landau es el punto fijo en el grupo de renormalizacién [75]. Ademds, elimina la
componente longitudinal del propagador del gluén, que no tiene correcciones a ningin orden.
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Esta aproximacién desacopla la DSE del propagador del quark de las correspondien-
tes DSE del vértice quark-gluén y propagador del gluén, de manera que la ecuacion de

gap es tratable. El kernel de interaccion en la BSE se describe a continuacion.

2.3.2. BSE: Aproximacion Escalera
Retomemos la ecuacion de Bethe-Salpeter:
T4 (p; P /K” P, ¢; P)IXH (¢ P)lsr - (2.20)

El kernel de interaccién, K[?(p,q; P), no es independiente del truncamiento de la ecua-

cién de gap. Este estd relacionado con el truncamiento mediante:
S s+ 9507 = [ Ko P)sS(a) + S(a (221)
q

donde p™ = p+nP, p~ = p—(1—n)P y hemos obviado los indices de color. La ecuacién

anterior es un corolario de la AxXWTTI [72], e implica que, en la aproximacién arcoiris:

A DU
Kl PV = —RG0IDL0) | 3] [50] 2.22)
donde k = p — q. De esta manera, la BSE se escribe:
ab 2 2 0 A° " A° t ab
Pe (03 Plew = = [ K°GR) Dy (k) | S| | 5| (@ P)sr (2.23)
q

A ésta aproximacion se le conoce como la aproximacion escalera; se muestra diagramati-
camente en la figura[2.5] Junto con la aproximacién arcoiris, corresponde al bien conocido

truncamiento Rainbow-Ladder (RL).

---‘---< ---*--@

FiGuRrA 2.5: Ecuacién de Bethe-Salpeter en la aproximacién escalera.

Hemos mostrado un esquema de truncamiento, lo que resta es dar forma al acoplamiento

efectivo, G(k2). Esto se discute a continuacion.
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2.3.3. Acoplamiento efectivo

En principio, existe mucha libertad para la forma del acoplamiento efectivo. Uno puede
tomar informacion directamente de la fenomenologia o de estudios del sector de norma
(en el continuo o en 1QCD), y asf escribir G(k?) de una manera en particular. Sin im-
portar la eleccién, el acoplamiento debe reproducir la teoria de perturbaciones, asi como

garantizar suficiente realce en el infrarrojo para producir DCSB y confinamiento.

Una posible eleccién es el popular modelo de Maris-Tandy (MT) [57):

472 27,2 ,
k%) = —D k% /7 4 8x2 m F(k?), 2.24
() W e "l ¥ (11 K2 /AD )] | ) (2.24)

11— exp(—k2/(4m?))] /2 .

F(k?)

Por comodidad, definamos G(k?) = Gnp(k?) + Guv(k?), donde:

472 k2w
Gr(k?) = %Dk% K/
Guv(k?) = (2m)?2 Ym F(K?) .

1/2In[r + (1 + kQ/A%CD)Q]

Gir(k?) corresponde a una aproximacién de anchura finita de §*(k), que cudl concentra
la mayor contribucién en el infrarrojo. Las constantes w y D son parametros del modelo.
Previamente [56], se inclufa ademés un término tipo delta, 874 Dd*(k), que corresponde

a una singularidad integrable en el infrarrojo.

Guv(k?) contiene la parte perturbativa, que esstd escrita de manera que reproduce
el comportamiento de a(k?) en el ultravioleta [55]. Los pardmetros involucrados son:
Agep = 0.234 GeV, 7, = 12/(33 — 2Ny) (con Ny = 4), 7 = €* — 1, my = 0.5 GeV;

valores fijados en [57] para reproducir la teoria de pertubaciones a un lazo.

El modelo MT da una buena descripcién de las propiedades de los mesones pseudo-
escalares y vectores. Sin embargo, presenta algunas deficiencias. Como dijimos antes, la
funcién del vestimento del gluén es acotada, exhibe un maximo en k?> = 0 y decrece
monotonicamente sobre el eje space-like. Esto no ocurre con el modelo MT, que ademas
tiene un cero sobre un valor muy pequeno en el eje tetme-like y decrece a valores negativos

muy rapidamente.

Es necesario un modelo mas realista. Un modelo que comparte las virtudes del modelo

MT, sin las deficiencias antes mencionadas, es el modelo Qin-Chang (QC) [73].
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La interaccién QC, utilizada en este trabajo, se escribe:

872 27,2 o
) = Z-De */Y 4 8x2 m F(k?), 2.25
(k") I " Ifr + (1 + F2/A%0p)7) (k%) (2.25)

F(k?) = [L—exp(=k*/(4mi))]/k* .

Las propiedades observables (masas y constantes de decaimiento) de los mesones vecto-
riales y pseudoescalares (en estado base), son practicamente insensibles a variaciones de
w € [0.4,0.6] GeV, siempre y cudndo wD = constante; la constante se fija para reprodu-
cir la fenomenologia del sector ligero. Los parametros de la parte ultravioleta se toman

igual que en el modelo MT. Comparamos los modelos MT y QC en la siguiente figura:

1400F
1200
1000
800
600f
400
200f
(1] : : : -
0.001 0.01 0.1 1 10
p° [GeV]

FIGURA 2.6: Acoplamiento efectivo. Modelo QC (azul) y modelo MT (rojo).

G(p?)

.——"—

El modelo QC induce al gluén una masa efectiva de M, ~ 680 MeVs. La funcién de
masa decrece monoténicamente con el momento y el gluén se vuelve no masivo en el

ultravioleta. Esta se muestra en la figura
0.8

0.6f

0.4

0.2}

mg(p?) [GeV]

0.0

107 107* 0.01 | 100 10 10°
p* [GeV?]

FIGURA 2.7: Funcién de masa del gludn.
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De acuerdo a estudios modernos de 1QCD y DSE, el acoplamiento efectivo se puede
parametrizar como [63]:

M4
N m2(k*) = g (2.26)

R+ M2
La funcién a(k?)/m se escribe en analogfa con el acoplamiento de QCD, se muestra
en la figura (2.8). El valor producido agc(0)/m ~ 16.5 es alto, como consecuencia de
la pérdida de realce en el infrarrojo debido al uso del vértice desnudo. Tipicamente,

a(0)/m ~ 1. Un truncamiento mds sofisticado produce valores mas pequenos.

20pr v . ' . .
15}

K

=

o~ 10F

2

3
5.
OF, : . : . - »
10 107* 0.01 1 100 10*  10°

p* [GeV?]

F1GurA 2.8: Acoplamiento QCD-like inducido por la interaccién QCD.

Por lo que se ha discutido de la aproximacion RL y la interaccién QC, se espera que uno

logre obtener una buena descripcion de la fenomenologia de los mesones pseudoescalares.

2.4. Resolucion general

En esta seccién explicamos como resolver la DSE para el propagador de quark y damos

un algoritmo general para resolver la BSE.

2.4.1. Ecuacién de Gap

Hemos visto antes que el propagador tiene varias representaciones equivalentes:

s o ZMHE3) A(p?; ¢?)
w5 = RGN T PRGSO+ BGE )
2. 2 2 2. 2

PP+ MA(p?)  pPAR(p% () + BR(p% ()
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Resolver la DSE para el propagador del quark es equivalente a encontrar las funciones

de vestimento del propagador en la ecuacién:

a

S0 0) = 2oy )+ [ POUR)DR (1) 860

” 2.9
i 5 (2.27)

Para despejar A(p%;¢) y B(p?; (), multiplicamos por v - p y por la matriz identidad,

respectivamente. Tomamos trazas y obtenemos:
W) = Zr—igas [ RG0NDL KO Tl mus@Onl (225)

B(p*¢Y) = Zopmp(A) + 43/kzg(l€2)DO (k; €) Tr[yuS(g; Ol

donde hemos usado que Zi:l A4A\* =16/3. Por comodidad en la notacién, denotaremos

a las integrales en (2.28)) como A’(p?) y B'(p?) respectivamente, asf:

A% ) = Zar+ A%,
B(p%:¢®) = Zopmp(A) + B (p%¢3) .

De la condicién de renormalizacién (2.11]), tenemos:

1 = A% =Zop + A,
m(¢) = B(¢% ) = Zopmp(A) + B'(¢3¢7),

por lo que se obtiene:

A% ) = 1+ 405 - A3, (2.29)
B(p*;¢*) = m(¢)+B'(»*¢%) — B'(¢%¢7).

Tomamos el 4-vector de integracion cémo:
q = |q|(cos ¢ sinf sin f,sin ¢ sin @ sin 3, cos sin 3, cos ),
de manera que la integracion sobre el momento es:

A 2 T T
/d4q—/ quq/ dqs/ sin @ da/ sin? 8 df .
0 0 0 0

Elegimos la direccién de p,, sobre el cuarto eje. Asi, los integrandos son independientes

de 8 y ¢; la integracion sobre esas variables se puede hacer analiticamente.
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Si ademés utilizamos que ¢*dg = (1/2)q?dq* y definimos u = cos 3, tenemos:

A2 1
/d4q = 27T/ q2dq2/ V1—1u? du.
0 ~1

De esta manera, podemos escribir la ecuacién (2.29)) como:

A2

AGHE) = Vg [ PO I (230
A2

BOAC) = mO+ g [ de? ot s ~ To()]

donde las integrales angulares estan dadas por:

IA(p2) _ /1 du m g(kQ) [pqu + 2(])2 —pqu)(pqu - q2) :

1 p? — 2pqu + ¢?

1
IB(pQ) = /1du\/1—uzg(k2),k2:p2+q2—2pqu.

Trazas y contracciones de la ecuacion [2.28] se calculan de las propiedades mostradas en
el apéndice Las integrales angulares se resuelven con una cuadratura gaussiana.
Las ecuaciones ([2.30]) son ecuaciones integrales, no lineales y acopladas. Para resolver,
discretizamos los momentos (en una malla logaritmica), se da un guess inicial para las

funciones de vestimento y se itera hasta obtener el error relativo promedio deseado.

La resolucién de la BSE demanda conocer al propagador del quark en una region pa-
rabdlica del plano complejo: pardbola acostada, con vértice en (—m%[ /4,0). El proceso
es casi inmediato si se integra a lo largo de rayos en el plano complejo. Hacemos la

sustitucién p? — ret? y tenemos:

A2
A ) = 1t o [ Poa e ~ L)L (231)
A 1 8 A
B ) = mQ+ g [ df Pl Olstre”) ~ 15

Nétese que la variable de integracién ¢? se encuentra sobre el eje space-like, indepen-
dientemente del dngulo 6. Conocido el propagador sobre dicho eje, la evaluacion de las
integrales es casi inmediata, aunque puede haber inestabilidades numéricas para algu-
nos valores de #. Dichas inestabilidades son causadas por el término perturbativo en el

vestimento del gluon efectivo.
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2.4.2. Ecuacion de Bethe-Salpeter

El procedimiento que describimos a continuacion sirve para resolver la BSE, independien-
temente del tipo de meson. La forma general de T'%(p; P), con N covariantes C% (p; P)

y amplitudes A% (p; P) es:

N
T3 (p, P) = Chilp, P) A (p, P) (2.32)

Lo primero es encontrar proyectores T;(p; P) que despejen cada una de las amplitudes
invariantes A%, (p; P); es decir, Tr[T;(p; P) T%(p; P)] = A%y (p; P).

Para el caso de un pseudoescalar, tenemos:

T (p; P) = v5[i E5(p; P) 4+~ PF5(p; P)+v-p p- PG5(p; P) +pacasPsHs(p; P)] , (2.33)

por lo que, los proyectores apropiados son:

1.
Tp(p;P) = =70, (2.34)
1
Tp(p; P) = W’V5[—p2’y-P+’y-pP-P],
Ta(pP) = — P P
G\D; - 4]\[(2?7 P)2’75 Y 4(pp)27 pp ’
1
TH(p;P) = W%pao’aﬁpﬁa N(p7P)2 :p2P2— (p-P)2 .

Conk=p—qyTuk) = kQDgy(k), la BSE en la aproximacién RL es:

% (p; P) = —/Q(kQ)Tuu(k));’YMS“((ﬁ)F‘}}’(q; P)Sb(q*)gvu- (2.35)

La anterior ecuacién tiene soluciones tnicamente para valores discretos de P, tal que
Pf = —m?. El valor méas pequeno de m; corresponde al estado base. Al proyectar

adecuadamente, obtenemos un conjunto de ecuaciones lineales para cada amplitud:

N
j=1"4
R, (q,p;P) = Trep {Ti(p, P) gsa(qﬂ(ﬁ[(q; P)S”(q’)g

Hemos introducido artificialmente la constante A(P?), de manera que podemos resolver

la BSE para valores continuos de P?. La ecuacién anterior es una ecuacién de eigenvalo-

res, tal que la solucién al problema original es cuando A\(P? = —mf) = 1. Para mesones
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multisabor, como el kadn, se toma también la traza sobre el espacio de sabor.

Similarmente al caso de la ecuacién de gap, elegimos al 4-vector de integracién cémo:
q = |q|(cos ¢ sin@ sin B,sin¢ sin@ sin 3, cosf sin B, cos ),
de manera que la integracién sobre el momento es:

1 A2 27 g g
/d4q: 2/ q2dq2/ dq{)/ sin 0 d0/ sin® 3 dp .
0 0 0 0

Elegimos P, tal que s6lo tenga componente en la cuarta direccion; se escoge p, sobre el

plano 3-4. Explicitamente:

pu = |p‘(0,0,Sin1/J,COS ¢) Y (237)
P, = P(0,0,0,1), (2.38)
por lo que se tiene:
qg-P = |q|Pcosp, (2.39)
-P = |p|Pcos?, (2.40)
qg-p = |q||p|(cos@ sinf sini + cos B cos)) . (2.41)

Ningtn 4-vector depende del dngulo ¢, asi la integracién sobre esa variable se puede

hacer analitica. Con las sustituciones u = cos 8 y v = cos 6, tenemos:

N A2

NUT. _ _}2777 25 2 ! . ! — 22du
MPYHAl(p; P) = 2(27)4;/0 ¢*dq /_1d /_1 V1 —u2d (2.42)
X G(K*)Tu (k) R}, (q,p; P)AY (¢; P) .

Manejamos la dependencia angular de las BSA con polinomios de Chebyshev del segundo

tipo. Con p - P = pPw (w = cos 1)), ésto es:
. . i ~
Al(p; P) = A(p*, PXw) = Y U (w) A7, (0%, P?) (2.43)
de manera anéloga se procede con q - P = qPu.

La relacién de ortonormalidad:

1
/ U (2)Up(2) V1 — 22dx = gémn ,

-1
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implica que la ecuacién ([2.42]) se escriba:

PGP — 33 / A2 M, (0%, ¢ POAL(G, PY),  (2.44)

n=0 j=1

donde hemos definido :

i 21 2
MY (p?,¢%, P?) = 71-422(1/ de/ dv (2.45)

X

/ V1 = w?du G(k) Ty (k) U (w) R, (g, p; P)Un(u) -

Al discretizar la integracién sobre el momento y escoger un nimero finito de polinomios

de Chebyshev, la ecuacion (2.44]) se escribe, de manera compacta:

Ny N¢ Ng

ANPHAL @7 P?) = Y Y > A@)M 07 a3, P AL(E, PP, (2.46)
7j=1n=0s=1

donde N4, N¢ y Ny son el nimero de amplitudes, polinomios de Chebyshev y ndmero
puntos de la cuadratura (con pesos A(qg)), respectivamente. Tenemos un problema de

eigenvalores con una matriz de N4 - (N¢ + 1) - Ny entradas.

Como hemos mencionado, el valor mas pequenio de Pi2 que satisface )\(Pf = —m; ) 1
corresponde a la solucién del estado base. Este es el que tiene el eigenvalor més grande,
por lo que, si sélo interesa el estado base, usamos el método de potencias para calcular

el eigenvalor dominante y su correspondiente eigenvectonf}

2.5. Resultados numéricos

Los resultados que se presentan a continuacién, fueron obtenidos con w = 0.5 GeV y
mg = (0.87 GeV)? = Dw. La escala de renormalizacién es ¢ = 2 GeV: valor tipico para

la fisica en escala hadrdnica, es utilizado en los estudios del sector de gauge en 1QCD.

2.5.1. Funcién de masa del quark y condensado

Calculamos la funcién de masa para distintos valores de la masa de corriente. Los re-
sultados se muestran en la figura [2.9] Por otra parte, en la figura [2.10] mostramos las

funciones de vestimento para el propagador del quark, en el limite quiral.

4Para estados excitados o casos como 77 — 7’ (en el que interesan los primeros dos eigenvalores), se
utilizan otros métodos de &dlgebra lineal [78] [79]
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F1curaA 2.9: Funciones de masa para diferentes quarks: mi/d = 4.7 MeV (azul), m$ =
0.106 GeV (rojo), m%e = 1.21 GeV (naranja), mp = 4.19 GeV (café) y en el limite
quiral mg =0 (negro).
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F1GURA 2.10: Funcién de masa (azul) y renormalizacién de la funcién de onda (rojo).
Limite quiral.

De la figura vemos que, en el infrarrojo (momentos pequenos), hay un realce con
respecto al valor de la masa de corriente (que es la masa en el ultravioleta). Una masa
de semilla de unos cuantos MeVs puede generar masa de cientos de MeVs, a la cudl
llamamos masa constituyente. A medida que aumenta la masa de corriente del quark,

cada vez son menos los efectos de la DCSB.

Notablemente, incluso cuando la masa de corriente es idénticamente cero, hay gene-
racion dinamica de masas. Esto no ocurre en la teoria de perturbaciones: una masa de
semilla m = 0 genera una funcién de masa M(p?) = 0. DCSB es el mecanismo que

genera el mayor porcentaje de masa de la materia ordinaria.

La funcién de masa exhibe un punto de infleccién. Es un indicativo de que se trata

de una particula confinada [52, [76]. El confinamiento puede ser entendido a partir del
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axioma de reflexion de posibilidad. Definimos el promedio espacial de la funciéon de

Schwinger:

At) = / d’x / ¥ (2, C) . (2.47)
q

Un cambio de signo en A(t) implica que no tenemos un propagador positivo definido;
éste corresponde a una funcién de onda que decae rapidamente. Por ello, se trata de una
particula inestable, o bien, una particula confinada [80]. Para particulas fundamentales,

como los quarks, la interpretacién es esta dltima. Graficamos log |A(t)] en la figura

— |
_2 .----‘ ‘ -
h.“
5 3 \\
— - ., e 7 e gt
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F1cUrA 2.11: Promedio espacial de la funcién de Schwinger.

Adicionalmente, calculamos el condensado quiral. Como dijimos antes, éste es el pardme-

tro de orden de la DCSB y esta dado por:

<Y = ZueNe [ TiSnea(a.0)) = (?’if’ [ q%s(q?,c?)) - (2.48)
q

Se obtienen los siguientes valores:

— < >emagev = (0.248 GeV)? (2.49)
— <P >cc1cev = (0.241 GeV)?
— <h >cc1gev = (0235415 GeV)? (exp. [81])

Hemos dicho que el condensado es el valor de expectacion del vacio, que de hecho es, el
valor del limite quiral del condensado dentro del mesén; en otras palabras, describe una
propiedad del limite quiral del mesén pseudoescalar. Es la escala del condensado la que

determina la cantidad de masa generada dindmicamente.
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2.5.2. Masas y constantes de decaimiento de mesones

Con nuestra elecciéon de covariantes para un meson pseudoescalar - ecuacion -
y con ¢* = g+ P/2 (n = 1/2 en la definicién del momento relativo), las BSAs son
funciones pares de ¢ - P. Asi, los coeficientes de los polinomios de Chebyshev impares
son idénticamente cero. Tomar tnicamente los polinomios 0 y 2 es adecuado, no hay

ninguna ventaja material en incluir maés.

Obtuvimos las masas de 7, 7., 15. Con las BSAs debidamente normalizadas de acuerdo
a la ecuacion ([2.13)), calculamos las constantes de decaimiento [82]:
~ ZarNe

fs = 3 PuTr[F?)“(q; P)Sa(q_)vuvg,Sb(q*)] . (2.50)
m5 q

Resumimos los resultados en las siguientes tablas:

Masas (GeV).

Mesén | ms | ms (Exp.)
us 0.138 0.138*
Ne 2.980 2.983
M 9.390 9.391

* El valor de m, es el promedio entre m o y m +.

Constantes de decaimiento (GeV).

Mesén | f; (DSE-RL) | f5 (DSE-DB) | f5 (1QCD) | f5 (Exp.)
fr 0.093 0.092 0.092 0.092
e 0.389 0.262 0.279 0.238*
oo 0.597 0.543 0.472 -

DB: Truncamiento de la DSE maés sofisticado [29].
1QCD: Promedio de resultados de lattice QCD [29].

* Se infiere a partir del ancho de decaimiento.

Las amplitudes de Bethe-Salpeter para el pion se muestran en la figura La con-
tribucién de Hs(p; P) es despreciable para todos los mesones. Por su parte, E5(p; P)
domina en todos los mesones pseudoescalares. En el caso del pidn, ésta contribuye 85 %
al valor de my. Su similitud con la funcién de masa M, /d(pQ) es una consecuencia de la

AxWTI, que se estudia en el siguiente capitulo.
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FIGURA 2.12: Amplitudes de Bethe-Salpeter del pién (sin normalizar).
E.(k?) (azul), F,(k?) (rojo) y G (k?) (negro).

2.6. Parametrizacion de las soluciones

Para el calculo de observables hadrénicas y objetos no perturbativos, es conveniente
parametrizar el propagador del quark y las BSAs. De ésta manera, podemos extender

nuestro resultado a un continuo en todo el plano complejo.
A las parametrizaciones que empleamos en este trabajo, les denominamos Represen-
tacion Integral de Teoria de Perturbaciones (PTIR) [20} 27-29], pues las expresiones a

las que dan lugar se asemejan a las que encontramos en calculos perturbativos de lazos.

Las describimos a continuacion.

2.6.1. Propagador del quark

Escribimos al propagador del quark en términos de polos complejos conjugados [83]:

ol z z
k k
S(q) = : + - , 2.51
@ ;<w~q+mk w-q+m7;> 251
donde my, z; son pardmetros a fijar a partir de las soluciones numéricas. Al menos un
parametro my debe tener parte imaginaria # 0, de manera que el propagador no tenga

polos sobre el eje real y se trate de una particula confinada.
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Explicitamente, las funciones de vestimento se escriben:

N *
alq) = Z(qu’“szr %k > (2.52)

2 2
m
—1 g +my

N ZEMy zpmy;
US(Q) = Z + )

A\ +mi @ +mp

donde S(p) = —i v - p 0,(p?) + 05(p?). Se obtiene que N = 2 es adecuado. Ademas de
ajustarse a los datos numéricos, la eleccién de parametros debe ser consistente con la

condicién de renormalizacion (2.11). Adicionalmente, nétese que:

3
¢los(¢> — 00) = C = —2ZRe(zkmi) =C, (2.53)
k=1

donde C' es una constante. En el limite quiral corresponde al condensado.

La forma paramétrica en la ecuacién (2.51)), que denotamos N-ccp, se asemeja a la
del propagador del quark en teorfa de perturbaciones. En la figura se compara la
parametrizacién N-ccp los datos numéricos del propagador s. Esta parametrizacién fue

utilizada para resolver las BSEs en el apartado anterior.

1.4
1.2¢
1.0
0.8F
0.6}
0.4t
0.2F
0.0

os(p?)] oy (p?)

0 1 2 3 4
p® [GeV?]

FIGURA 2.13: Parametrizacién N-ccp para el quark s. o4(p?) (azul) y o,(p?) (rojo).
Datos numéricos en negro.

2.6.2. Amplitudes de Bethe-Salpeter

Para parametrizar las BSAs, se emplea una forma similar a la representacién de Naka-

nishi [84]. Esta consiste en escribir las BSAs en términos de una forma funcional similar
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al propagador del quark a nivel arbol, integrada sobre una densidad espectral:

1

k _ Oo _ 1
F (p,P)—/_ldz ,o(z)/o dA 6(A — A,)

: (2.54)

donde F*(p, P) es la BSA, p(z) es la densidad espectral, n alguna potencia adecuada y
A. una escala de masa. En principio, uno debe formular y resolver una ecuacién para

p(z). En la préctica, hacemos lo siguiente [20]:

= Separamos las amplitudes en una parte infrarroja y una parte ultravioleta.
= Resolvemos numéricamente la BSE, como hemos descrito en secciones anteriores.

» Damos una forma particular para p(z) y ajustamos los pardmetros con los datos

numéricos.

Utilizamos la representacién mostrada en , que es:

F(p,P) = Fi(p,P)+F“p,P),
1

Fip,P) = d / dz pyi (D)arAL, () + ards, (1)),
_1 F F F

1

B'0.P) = o [ dzpy@AYR0R).

-1

1
F'P) = o | dspp R ARAREG2)

1
G0 P) = <t | dz pup(NEATEGE)

donde F(p,P) = E,F,G; i,u se refieren a infrarrojo y ultravioleta, respectivamente;
AA(S) = AzAA(S), AA(S) = (A2 —1—8)_1, kg = /{Q—I-Zk"P, ap =1—ag, ar = 1/Aip —aFg,

ac = [1/AL]® — ag. La forma explicita de p(z) es:

1 T[v+3/2

1
/1pu(z)dz = 1. (2.56)

- 22, (2.55)

—_

Los pardmetros a ajustar: a, ¢, A y v. Nétese que la parametrizaciéon N-ccp es un caso

particular de ([2.54)), con p(z) = d(2).

En el régimen perturbativo de QCD aparecen logaritmos. Esto se debe a la forma en que
el acoplamiento corre. Uno puede aproximar el comportamiento logaritmico mediante

una ley de potencias, ésto es: In""[D(s)] ~ D]s|*, donde D(s) es alguna funcién, vyr la
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dimension anémala del objeto F' en cuestién y « es un valor apropiad(ﬂ La introduccién
de a = 0.085 # 0 a la representacién descrita en [20], es una mejora que se ha incluido

en este trabajo y en [27) 2§].

En las figuras y mostramos como ajusta la parametrizaciéon que hemos mos-
trado, a los momentos 0-2 de Chebyshev de la amplitud E,(p, P).

. 0.1F
C\és 0.001f
o
ILU 10—5 L
lO—T -_( ._4 A 2 A .4
107" 10 0.01 1 100 10

k2

FIGURA 2.14: BSA del pi6n, momento 0 de Chebyshev: Ey(k?).
Datos numéricos en negro.
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FIGURA 2.15: BSA del pién, momento 2 de Chebyshev: Ey(k?).
Datos numéricos en negro.

Ademads de permitirnos extender los resultados numéricos a un resultado continuo en
el plano complejo, las PTIRs que hemos descrito son de gran utilidad numérica para el
calculo de PDAs, factores de forma y otros objetos no perturbativos. Esto se describe

en detalle en el siguiente capitulo.

SPor consistencia, a debe introducirse también en la parte escalar del propagador del quark.
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El pion y los pseudoescalares

pesados

3.1. El pién en el Modelo Estandar

Décadas antes de la formulacién de QCD y el Modelo Estandar, la existencia del pion
fue predicha por Yukawa, en 1935 [85]. Después de una bisqueda de varios anos, el pién
cargado fue encontrado en 1947 [86] y el pién neutro en 195(ﬂ [87, [88]. El pi6n se predijo
como el arqueotipo de mediador de la fuerza fuerte en los nicleos atémicos; hoy juega

un papel critico en los Hamiltonianos de interaccién nuclear [89].

Por otro lado, el pién se introduce en los anos 60’s en los modelos de quarks [2, [3].
En éstos modelos, el pion es visto como un estado ligado ordinario de la mecénica
cuantica, formado por un quark y antiquark constituyentes. Con este enfoque, resulta
complicado describir simultdneamente, sin ingredientes adicionales, las masas del nu-
clebn (my ~ 940 GeV) y el pién (m, ~ 140 GeV) en términos de las masas de sus

quarks constituyentes.

Durante la misma época, se desarrollé el algebra de corrientes (de la que ya hemos
hablado en detalle) [6] y se dedujeron relaciones entre las masas de hadrones y quarks
[5]. En el mismo contexto, surgié el entendimiento de que de la no conservacién de co-
rrientes axiales (ruptura esponténea de simetria quiral, anomalias) [44] 48] [49], se crean

pseudo bosones de Goldstone. Asi, en la naturaleza tenemos mesones muy ligeros.

LEl pién fue el primer mesén observado experimentalmente.

42



Capitulo 3. FEl pion y los pseudoescalares pesados 43

Hoy en dia, sabemos que la ruptura espontianea ocurre por la dinamica de las inter-
acciones fuertes. La ruptura dindmica de la simetria quiral es el fenémeno emergente
mas importante del SM, al ser responsable por la generacién del 98 % de la materia
visible. Protones, neutrones y los piones, que los mantienen unidos en los nicleos atémi-
cos, constituyen la mayor parte de la materia ordinaria. Mediante un sélo mecanismo,

DCSB, podemos explicar la masa del nucleén y la ligereza del pién [17].

Sin embargo, ain después de 80 anos de estudio, dudas y controversias sobre la es-
tructura interna del pién (y todos los hadrones) persisten [46] [90]. El reto mas grande
es conectar la teorfa (QCD) con las observaciones experimentales disponibles; al mismo

tiempo, debemos ser capacez de predecir futuras observaciones.

3.2. Bosones de Goldstone y DCSB

Cuando discutimos sobre la simetria quiral en la seccién vimos que aunque el vacio
se transforme de la misma manera que que el lagrangiano, no necesariamente tiene las
mismas simetrias. En particular, vimos que el vacio mezcla componentes derechas con

izquierdas, y se genera un valor de espectacion diferente de cero:

< 0[]0 >=< 0|rer, + ryrl0 >#0 . (3.1)

La ruptura de una simetria continua genera bosones de Goldstone. Asi, cuando se rom-
pe la simetria quiral, tenemos los mesones pseudoescalares: {7°, 7%} con N =2
{70, 7%, K K* K, n}con Nf =3.

Demostrar (3.1)) no es directo, pues de la teoria de perturbaciones se obtiene un vacio
idénticamente cero. Es hasta que calculamos no perturbativamente, ecuacién (2.48)), que
se obtiene un valor de expectacién distinto de cero. Como hemos enfatizado antes, la

ruptura espontanea es, en realidad, dinamica.

Otras consecuencias de la DCSB las estudiamos mediante una de las identidades funda-

mentales de una QFT, denominada identidad axial de Ward [72], [91].

3.2.1. Identidad axial de Ward

La identidad axial de Ward (que en realidad es de Ward-Green-Takahashi) se escribe:

P, (k,P) = S7H (kT )ins + ivsS (k™) — i[m§ + m§] T2(k, P) , (3.2)
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donde los simbolos tienen su significado usual.

La expresién anterior relaciona el vértice axial-vector I'% | con el pseudoescalar ng.

S
Individualmente, cada término depende del punto de renormalizacién (; atun asi, las ob-

servables fisicas que se obtienen a partir de (3.2), no [46].

Consideremos el caso en el que tenemos los quarks ligeros u, d. Los vértices PHng
y ng son estados JP¢ = 0=, de manera que poseen los mismos polos de estado ligado.

En una vecindad de P? +m2 ~ 0:

Pk P) = s[yuFa(k; P) + kyy - kGa(k; P) — ok, Ha(k; P)] - (3.3)

~ 2f
+ T¥l(k; P) + 55— T (ks P)
Sp P2+ m2

T8(k;P) = 7sliBa(k; P)+v PFa(k,P+~-kk PGa(k;P)  (3.4)

20x
+ O'MV]{}MPVHA(]{?;P)] + mrﬂ—(k?,P) N

I“(k;P) = ns[iEr(k; P) 4+~ PFy(k,P+~-k k- PGy(k;P) (3.5)
+ ouwkuP,Hy(k; P)] .

™

En el limite quiral, m, = mg = 0 y m2 = 0, de acuerdo a la ecuacién (1.39). De la
expresion (3.3)), el lado izquierdo de (3.2)) se escribe:

P (k;P) = {=2iEq(k; P)fr + [2fxFx(k; P) + Fa(k; P)]y - P (3.6)
i[2fxGr(k; P) 4+ Ga(k; Py -k k- P

+
+ [2frHr(k; P)+ Hy(k; P)]Uuukupu}i75 .
Por otra parte, con S(k) = iy - PA(k?) + B(k?), el lado derecho:

STHR )ivs +ivsSTHRT) = {[B(RD) + B(R)] + [A(KD) + A(K2))y - P (3.7)
+ [AKY) — ARy - kYis -

Igualamos (3.6]) y (3.7)), término a término en potencias de P,, y obtenemos:

frEr(k*P=0) = B(k?) (3.8)
2frFr(k% P =0)+ Fa(k*; P =0) = A(k? (3.9)
2f:Gr(k: P =0)+Ga(k*P=0) = 24'(k% (3.10)
2frHo (K> P=0)+ Ha(k*;P=0) = 0, (3.11)

que corresponden a las relaciones de Goldberger-Treiman, en el limite quiral.
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Podemos entender mucho de la fisica hadrénica a partir de éste conjunto de relaciones,
en particular de la relacién (3.8). Observamos que:

» En la teorfa de perturbaciones, B(k?) = 0 en el limite quiral m = 0. La aparicién
de una solucién M (k?) = B(k?)/A(k?) # 0 en la ecuacién de gap, indica que se

generd masa dindmicamente a través del mecanismo de DCSB.

= Por otra parte, la solucién de B(k?) en el limite quiral, garantiza que tengamos
un pién no masivo P2 = —m2 = 0 en la correspondiente BSE. Esta es una clara
manifestacién del teorema de Goldsone: se rompe la simetria quiral y se genera un

bosén de spin 0, no masivo.

» La amplitud domiante E,(k?; P = 0) est4 completamente determinada por la parte
escalar del propagador, B(k?): cuando resolvemos el problema de un cuerpo, casi

se resuelve el de dos.

» El vértice axial-vector estd dominado por el polo en P? ~ 0. Esta es una expresién
de la conservacién parcial de la corriente axial (PCAC) en la ecuacién (1.41) y la
relacion de GMOR en ([1.42]).

Existen andlogos a las identidades ({3.8]), fuera del limite quiral [72] y con anomalias [92];

ésta discusion se deja fuera del presente trabajo.

3.3. Quarkonia: n. y n

Contrario a los mesones ligeros, tenemos los sistemas de quarkonio: estados ligados pe-
sados, compuestos por quarks c¢ (charmonia) o bb ( bottomonia). Los sistemas de quark-
nonio han sido observados experimentalmente: el primero de ellos en 1974, en BNL y
SLAC (J /1, charmonia) [93] 94]; el segundo en 1977, en Fermilab (T, bottomonia) [95].

Su observacién experimental contribuyé al descubrimiento de los quarks ¢ y b.

Los mesones neutros ligeros (7%, 1, 7'), estados fisicos que uno observa en los expe-
rimentos, en realidad son mezclas de estados cuanticos de quarks ligeros. La enorme
diferencia de masa entre los quarks ¢, b y los quarks ligeros, resulta en estados quark-
antiquark bien definidos, con un sabor en particular; por ello, los sistemas de quarkonia

proveen una ventana complementaria al estudio de la fisica hadrénica y QCD.

Entre otros enfoques, estos sistemas pueden estudiarse en modelos de potencial [96, [97],
en analogia con la descripcién de la mecanica cudntica de los niveles de energia del ato-

mo. Por otra parte, las masas grandes de los quarks ¢ y b motivan a emplear modelos
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de quark constituyentes (CQM) [98] y teorfas efectivas no relativistas de QCD (nrQCD)

[99, 100]. Pocos estudios se realizan en conexién directa con QCD [28§].

En este trabajo se estudian los factores de forma de transicién yy* — 7., con el mis-
mo formalismo matematico que empleamos para el sector ligero: ecuaciones de Dyson-
Schwinger. Hacemos una comparativa entre el alcance de nrQCD [I00] con las predic-

ciones que obtenemos en nuestro analisis.

Asimismo, mostramos que mediante las DSEs podemos entender simultdneamente la
estructura parténica de los sistemas mas ligeros, asi como de aquellos formados por los

quarks de valencia mas pesados que podemos estudiar hoy en dia.

3.4. Amplitud de distribucion de partones

En intima conexion con la estructura interna de los hadrones, se encuentra la amplitud
de distribucién de partones (PDA). Este objeto es el anlogo a la funcién de onda (en
espacio de momentos) en la mecdnica cudntica, que incluye las sutilezas que demanda

una QFT (no conservacién de nimero de particulas, por ejemplo) [20] 101].

La PDA se describe en el light-front, pues las eigenfunciones del hamiltoniano en el
light-front son independientes del 4-momento del sistema. Asi, la funciéon de onda en
el light-front provee una conexion entre las propiedades dindmicas de la QFT con las

nociones de la mecanica cudntica ordinaria.

La amplitud de distribucién de quarks de valencia se entiende, intuitivamente, como
la distribucién de probabilidad de que un quark (con fraccién de momento total z) y un
antiquark (con fraccién de momento 1 — x) formen un estado ligado. Mateméticamente,
se define como la proyeccién de la funcién de onda de Bethe-Salpeter al light-front. Para

un mesén pseudoescalar:

J505(2;¢) = ZorTrep /5(n gt —zn-P)ysy-nxs(gP), (3.12)
q

donde f5 es la constante de decaimiento, P es el momento total (P? = —m2) y ¢5(z; ()

corresponde a la PDA en la escala (. El 4-vector light-like n cumple: n? = 0, n-P = —ms.
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Los momentos de la distribucién estdan dados por:

fs(n- Py™ <a™> = ZypTrep /( ¢ )"y n xs(q; P) (3.13)

<z™> :/ "5 (z; () dx /gba:(

Como podemos ver, la PDA queda representada en términos de amplitudes de Bethe-
Salpeter y propagadores. Asi, el cdlculo de la PDA expone el patrén de DCSB y confi-

namiento en una funcién de onda con caracteristicas de mecédnica cuantica.

3.4.1. Limite conforme y evolucién

En una vecindad del limite conforme (CL), la PDA se escribe en términos de polinomios

de Gegenbauer (en la base 3/2):

¢5(x;¢) = 6z(1—2) |1+ > alP?(¢) CF/P (2w —1)] . (3.14)
n=1

Asintéticamente, independientemente de la constitucion de quarks de valencia del mesén,

la forma de la PDA es:
¢ () = ¢(w;¢ — 00) = 6z(1 — ), (3.15)

que es el bien conocido resultado de Brodsky-Lepage [101]. En las escalas accesibles por
los experimentos, la forma de la PDA es muy diferente [20], [29]. Esto se discute en detalle

en secciones posteriores. De manera general, ¢5(z; () se puede escribir como:

¢s5(x;¢) = Nufz(1 — 2)]” 1+Za ) Co(2z —1)] , (3.16)
donde av— = v — 1/2 es alguna potencia adecuada y N, es la normalizacién.

Existe una conexién intima entre PDA y factores de forma, como veremos mas ade-
lante. En procesos exclusivos, la PDA controla la distribucién de quarks de valencia
en el régimen de momentos altos. Asi, los experimentos a alta energia son una prueba

directa de la validez de QCD como la teoria que describe a las interacciones fuertes.
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A partir de una escala inicial {y a una final ¢, la PDA evoluciona mediante las ecuaciones
de evolucién Efremov-Radyushkin-Brodsky-Lepage (ERBL) [102, 103]ﬂ

n/Bo
) i 317

aB2) = a3 (¢) |:as(C) ) e = Bo IH[QQ/A?QCD] ’
5 n+1 1
52 ey 12k

] ; Bo=11—(2/3)Ny .

La evolucién, que es logaritmicamente lenta, permite a los grados de libertad de quark-
antiquark convertirse en partones menos vestidos, mediante la adicion de gluones y
quarks del mar. Esta es la manera que la dindmica de QCD prescribe. Dichos efectos
se incorporan de manera natural en problemas de estados ligados, cuando se toma en
cuenta el kernel de dispersién completo. Sin embargo, aspectos de la fisica se pierden

cuando los kernels se truncan, y asi pasa con la aproximacién RL.

3.5. Factores de forma

De diferentes tipos de experimentos, a partir de las secciones eficacez, se pueden extraer
objetos no perturbativos (funciones de estructura), que revelan informacién sobre la

estructura hadronica. Por ejemplo:

» Funcién de distribucién de partones (PDF): distribucién de momento lon-

gitudinal de los partones.

» PDF dependiente del momento transverso (TMD): su andlogo para la dis-

tribucién de momento transverso.
» Factores de forma (FF's): estructura electromagnética del hadrén.

» Distribucion de partones generalizada (GDP): distribucién espacial de los

partones. En ciertos limites, se reduce a la PDF o FF.

Los factores de forma nos dan informacién sobre la estructura electromagnética dentro
del hadrén [27, 28, [104]. A partir de ellos podemos inferir, por ejemplo, distribuciones
de carga y radios de interaccién. Los FF's se extraen de procesos exclusivos; el nimero
necesario de FFs que describen un proceso en particular, depende de los niimeros cuanti-

cos (spin y paridad) de los hadrones involucrados.

2Debemos tener o proyectar la PDA en la base 3/2.
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Es el fotén el que sondea la estructura electromagnética del hadrén. Por ello, es ne-
cesario tener una buena descripcion de la interaccién quark-photon; es decir, escribir

adecuadamente el vértice quark-fotén. Se analiza a continuacién.

3.5.1. El vértice quark-fotén

La construccion del vértice quark-foton, demanda la construcciéon de 12 estructuras
tensoriales: 4 longitudinales y 8 transversas. Este vértice, al igual que el vértice quark-
gluon, tiene su correspondiente DSE. Sin embargo, uno puede formular un ansétz. El
vértice debe [68, [105]:

= Satisfacer las identidades longitudinales WGTT.

Ser libre de singularidades cinemaéticas.
= Reducirse al vértice desnudo en el limite ultravioleta.
= Tener las mismas propiedades de transformacién que éste.

» Adicionalmente, se debe satisfacer el resultado (1.74]) (anomalia abeliana).

Mediante la técnica gauge construimos el vértice [52, [104]. El vértice no amputado:

3

STS — x(kpo ki) = > Tiulky, ki) X; (kg ki)
j=1

donde la estructura tensorial estd dada por:
Tlu(kfa k’t) = Yu>

Tou(ky, ki) = Bvy-kpyuy-ki+ B kivuy-ky,
T (ky, ki)

iB (v kv + vy ki) +iB (v kv + - k)

tal que B =1— By Ap(k}, k) = (F(k}) — F(k}))/(k} — k7).

i
Las funciones de vestimento son:

Xi(ks, ki) = Akzau(k]%?kzg) ,
XQ(kkai) - Affu(k)%7kz'2) )
Xa(kp ki) = Ao (KF,E) .
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Una forma similar fue usada en [104] para el calculo del factor de forma del pién. Con

una eleccién adecuada de §, la anomalfa abeliana se satisface [27]:

B — B(Q%) =1+ seExp[-&/M[] , (3.18)

1
& = @t emEoms M= = MGY) . p>0h (19)

donde Q? y sy se fija tal que se satisfaga la anomalia abeliana o se obtenga el correspon-
diente ancho de decaimiento; &5 corresponde a la energia cinética del fotén en el marco
de referencia de Breit. M fE es la masa Euclidiana, que se calcula a partir del propagador
del quark correspondiente (Mf/d =0.46 GeV, MF =1.28 GeV, Ml? = 4.30 GeV).

Salvo por piezas transversas asociadas con s, x,.(kf, ki) y S(kf)Tu(ky, ki)S(k;) son equi-
valentes. Nada se gana con hacerlos idénticos, pues los términos transversos estan su-
primidos experimentalmente. Ademads, con ésta eleccién, el tiempo de cémputo de los

factores de forma se reduce considerablemente.

El vértice queda escrito completamente en términos de las funciones de vestimento del
quark, por lo que se pueden usar las PTIRs descritas en la seccién anterior. Ademas, el
ansdtz tiene el mérito adicional de que reproduce el limite ultravioleta correcto cuando
uno o ambos fotones (en los factores de forma 7+) son duros. Esto no podria pasar, por

ejemplo, con el popular vértice Ball-Chiu [105].

3.5.2. Factor de forma del pién

El factor de forma del pién cargado se mide en colisiones electrén-protén. El electrén
emité un fotén y este interactida con un pién de la nube de mesones del protén, como
se muestra en la figura Se ha medido en JLab (EUA), en el rango de energias
Q% = 0.6 — 2.45 GeV?, [106].

FIGURA 3.1: De la dispersién electrén-protén se mide el factor de forma del 7.
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En la aproximacién de impulso, el factor de forma del pién estd dado por [104]:
KNFW(QZ) = NcTr/qu(k —H?f, k + pz)rw(kzapz)s(k)rw(kfv _pf) ) (320)

donde @ es el momento del fotén, py;, = K+ Q/2y ky; = k£ k/2; x, corresponde al
vértice no amputado quark-photon, su forma es similar a la que describimos en (3.18).
La expresion ([3.20]) corresponde a la figura

\I._.[f»‘ f- ;J,.'.J".' + pi)

FiGUuRrA 3.2: Factor de forma del pién en la aproximacién de impulso.

De acuerdo a las reglas de factorizacién de QCD [I01], el factor de forma electromagnéti-
co puede separarse en una parte perturbativa (que se puede calcular orden por orden)

y una completamente no perturbativa, ésto es::

1 1
FL(Q?) = /0 da /0 dy 6 (23 ) Ton (2, 9, Q% s (Q%); O (4 C) (3.21)

donde Q2 es el momento del fotén y Trr(z,y, Q%; as(Q?);¢) corresponde al kernel de
dispersion. El orden dominante estd dado por::
167 o (Q%) 1

Tﬂ'ﬂ'(x7y7 Qg;as(Q2);C) T Q2 ;y ’ (322)

y se muestra en la figura [3.3

T CF 000

FiGURA 3.3: Orden dominante de la factorizaciéon de QCD para el EFF.
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De las expresiones ([3.21]) y (3.22)), se obtiene la siguiente prediccién:

Q*>Q3

Lo
Qo > Aqep|Q°Fr(Q*) ~ ~ 167ra5(Q2)f7%wi7w¢:;/0 (0

x

r, (3.23)

aunque la escala Qg no es predicha. En el CL, ¢“%(x) = 6z(1 — x), se obtiene wg = 1.
Asi, la prediccién asintética es [101]:
2 2y @°>Q8 2 42
QF:(Q°) =~  16mas(Q*)fs . (3.24)
De la figura se observa que los datos experimentales se encuentran en enorme dis-
crepancia con ésta prediccién. Esto sugiere que: 1) la predicciéon de QCD estd mal, 2)

la PDA asintética no corresponde a la fisica en la escala accesible experimentalmente,

(% ~ 2.45 GeV?2. Estudios recientes sugieren que es lo segundo [104].

JLab data
— 0.4 B ! 4
‘\g ::P R33! { Projected JLab reach:
E

NLL 0.2 Result imaged by manyto |
c 7L _ be the QCD prediction

i Evaluated with ¢ i 6;(1_—92)

0 5 10 15 20

Q? (GeV?)

F1GURA 3.4: Resultados experimentales del EFF del pién y
comparativa con el resultado en el CL.

En futuros experimentos en JLab se calculard el factor de forma del pién hasta energias
de ~ 9 GeV? [107]. El resultado nos daré una verificacién experimental. Este experi-
mento forma parte del programa “The 2015 Long Range Plan for Nuclear Science”, del

departamento de energia y la agencia nacional de ciencia (EUA) [24].

3.5.3. Factor de forma de transicién (yv*)

La estructura de los pseudoescalares neutros se estudia de la transiciéon yv* — Ms en
colisiones electrén-positrén [108, [109]. En éstos experimentos, un fermién es detectado
después de un angulo de dispersién grande, mientras que el otro se desvia muy poco
y pasa sin ser detectado. Se asume que el fermién detectado emite un fotén altamente

off-shell, mientras que el otro emite un fotén suave; los fotones se fusionan y producen
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un pseudoescalar neutro (figura [3.5)).

Como vimos, el factor de forma del pién cargado se obtiene de experimentos electron
protén. El reto de extraer el factor de forma del pién, a altas energias, es sondear su
estructura sin romperlo. Por su parte, la colisién electréon-positréon permite estudiar la
estructura del pseudoescalar neutro a relativamente altas energias, siendo asi una buena
plataforma para poner a prueba las predicciones de QCD perturbativo. El reto es, ahora,

eliminar los posibles procesos de fondo.

-
t

F1GURA 3.5: De la dispersion electron-positrén se produce un pseudoescalar neutro.

En épocas recientes, se ha medido la transicion yy* — 7% n,1’,7. en Babar (EUA)
[T08, 110] y la transicién yv* — 7° en Belle (Japén) [109]. Experimentos anteriores
en CELLO [II1I] y CLEO [112] (EUA) también midieron algunas de estas transiciones.
Estos resultados se muestran en las figuras y No hay mediciones de vy* — np.

0.35

03 | |
025 | _+_ |

s

©

)

<]

3

fe]

0.05 * Belle
— fit(A)
— fit(B)
0 A | L
0 10 20 30 40
Q? (GeV?)

FIGURA 3.6: Resultados experimentales yy* — 7.
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FIGURA 3.7: Resultados experimentales vy* — 7. (Babar).

Para un pseudoescalar neutro, la transicién yy* — My se muestra en la figura y
corresponde a la expresién [27]:

77“/(]{217]{52) = Tuy(k17k2)+Tyu(k2’kl) (325)
2
e

Tuw(kik2) = | €waphiakosG (kT by - ko, k3)

— Trep /l 10x, (L 1)Ts(h, 12) S (12)iQT (Ia, 1)

donde Iy = I+ k1, Iy = | — ky. Se tienen las condiciones cinematicas: k¥ = Q?, k2 = 0,
2k ko= —(m?w5 +@Q?). Por otro lado, Q es una matriz que se asocia con las cargas de

los quarks de valencia del mesén. Mas adelante explicamos como evaluar esta transicion.

iQr, (Is, 1)

FigurA 3.8: Factor de forma de transicién yy* — Ms. Aproximacion de impulso.

Por su parte, la factorizacién de QCD para la transicion vy* — M5 se observa en la
figura y se escribe:

1
G5(Q%) = 47T2f7r/0 dz Ty (2, Q% as(Q7); Q)5 (5 C) (3.26)
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donde T, (7, Q% as(Q%); ¢) es el kernel de dispersién. Pensemos por lo pronto en el
caso M5 = 7° (los otros casos son analogos). A orden dominante, el kernel de dispersién

tiene la forma simple:

2 2 e — €
Tyr (2, Q% as(Q%); ¢) = =52, (3.27)
zQ
donde e, 4 corresponden a las cargas de los quarks u/d.
VO wm e s AVAVAVAVAVAVES
M= = _+_' _E“ |
.

ol (F it

F1GURA 3.9: Factorizacién de QCD para el factor de forma de transicion yy* — Ms.

La prediccion de QCD:

3 2 2 @@
Qo > AQep|Q°GR(Q7)  ~ 4w frwg - (3.28)

De nueva cuenta, la escala Qg no es predicha. En el limite conforme [101]:

026 (@) Y2 anry,. (3.29)
El caso del 70 es particular. Todos las mediciones estan de acuerdo en momentos Q2 < 10
GeV2. Sin embargo, los resultados disponibles a momentos més grandes (Babar y Belle),
parecen no estar de acuerdo, como se observa en la figura . No es claro como el resultado
de Babar se reconcilia con la prediccion asintética de QCD. Se espera que futuros expe-
rimentos en Belle II [25] resuelvan esta controversia. Por ello, es de extrema importancia
tener predicciones para los TFF.

0 es que demanda un formalismo

El reto tedrico de entender la transicién yy* —
que pueda explicar la (esencialmente no perturbativa) anomalia abeliana y, al mismo
tiempo, conectar con el régimen perturbativo de QCD. El evaluar la expresién ([3.25)) en

el enfoque DSE-BSE nos permite lograr lo antes expuesto.

Por otra parte, si se tiene un resultado sélido, se puede extender el andlisis al caso
de ambos fotones oﬁ—shelﬂy calcular su contribucién light-by-light (y de todos los pseu-
doescalares) al momento magnético anémalo del muén [113], 114]; cuyas mediciones ex-
perimentales y cédlculos tedricos han estado en histérico desacuerdo. Se medird pronto
en Fermilab (USA) [115].

3No se ha medido, pues es muy complicado desde el punto de vista experimental.
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3.6. Resolucion y resultados

En esta seccion se explica como calcular, de manera general, PDAs y factores de forma.

Retomemos algunas expresiones.

La PDA de un mesén pseudoescalar estd dada por:
f5¢5(2;¢) = ZorTrep /5(n ¢ —xn-P)yy-nxs(eP), (3.30)
q
donde los momentos de la distribucién estan dados por:

faln Py <™ > = Zicp [(negh iy ns(@P) . (331
q

1 1
<zx™> = /Ommqb(w;g)dx,/o d(x; () de=1.

El factor de forma del pién:

K, Fr(Q%) = NcTr/kxu(k + pg, k + pi)Dr(kis pi) S (k)T (kg —py) - (3.32)

Por su parte, para un pseudoescalar neutro, la transicién yy* — M5 se escribe:

2

e
Tpo(k1, k) = Hewﬁkmkwa(k%, ki - ko, k3) (3.33)

= Trep /liQX,u(lall)FS(llaZQ)S(ZZ)iQFu(l%l) :

De las expresiones (3.31)), (3.32) y (3.33), vemos que las cantidades a calcular quedan

escritas en términos de propagadores y BSAs; que tienen su correspondiente PTIR, defi-
nidas en las secciones y Como veremos més adelante, estas representaciones

son de gran utilidad.

3.6.1. Idea general y algoritmo

Todos los elementos en (3.31)), (3.32) y (3.33)), expresados en términos de PTIRs. Los

cédlculos correspondientes se reducen a la tarea de sumar series de términos, tales que

involucran denominadores en los integrandos de la forma:

1 1
X PR X
(¢® +2b1 g p1 +wi)h (¢® +2by q - pN + wi)PN

N
T fia pis bi, i) ~

i=1

. (3.34)

Por su parte, al tomar las trazas, en los numeradores aparecen combinaciones de poten-

cias de ¢* y (q - pi)-
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La forma cuadratica de los denominadores permite que, después de emplear una pa-
rametrizacién de Feynman y elegir un adecuado cambio de variables, las integrales se

puedan escribir como:

2y 1 Tja—p—-2|T 2 1
F(q) ~ / <q2(i zn - [ g[a] F}p}[m ]<m2>a‘5‘2 L a—f-2>0, (3.35)

que son el tipo de integrales que aparecen en los libros de texto, cuando se realizan
cédlculos perturbativos; de alli el nombre de las representaciones que utilizamos. En el

apéndice [B] se discute mds en detalle este procedimiento.

Después, se calcula numéricamente el resto de las integrales: aquellas que dependen
de los parametros de Feynman y las densidades espectrales en las BSAs. El resultado

completo viene cuando se suma toda la serie.

Por cada propagador o vértice quark-fotén (que queda escrito en términos de las fun-
ciones de vestimento del quark), el nimero total de términos de la serie se multiplica
por 4 (2 sumandos y sus respectivos complejos conjugados); por cada BSA, se multiplica
por 9 (2 de la parte infrarroja, 1 de la ultravioleta y un total de 3 amplitudes). Cada
propagador y cada término en la BSA necesitan 1 pardmetro de Feynman; cada vértice

quark-fotén necesita 2.

3.6.2. Amplitudes de distribucién: 7°, 7., n,

Para la evaluacion de cada uno de los momentos en (3.31]), se requiere integrar 4 x 9x 4 =
144 términos, sobre 3 pardmetros de Feynman y una densidad espectral. La PDA se

reconstruye a partir de los momentos, ecuacion ((3.30]), minimizando:

e =[5 (%;¢)/ps(x:¢) — 1] ,

donde hemos definido:

N
$5(2:0) = Nofz(1 = 2)]° |14+ Y an(Q)C(2e —1)| , a- =a—1/2.  (3.36)

=24,

Los parametros a ajustar son « y a,. Se toman tnicamente los valores pares de j, pues
para mesones con las masas del quark-antiquark iguales, la PDA es invariante ante el

intercambio = < 1 — .
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Para los mesones pesados, es conveniente dar una forma alternativa a ¢®(x;¢):
3
B(E = 20— 1;0) = Na5 (1 - €)Expla®((1 — €) - 1)], (357)

tal que el parametro a ajustar es . En ambos casos IV, es una constante de normaliza-

cién, tal que < 20 >= 1.

Se obtiene, para el pion:
br(x;¢ =2 GeV) = Ny[z(1 — 2)]% [1 + aCS(2z — 1)] ~ [2(1 — 2)]°3, (3.38)

donde N, = 1.74, a_ = o — 0.5 = 0.29 y as = 0.0029; que corresponde a una PDA
en escala hadrénica [20]. A esta escala, la PDA es céncava y més ancha que en el CL.
La evolucién de las PDAs, con la escala de resolucién, es logaritmicamente lenta. En la
figura se muestra la evolucién de la PDA del pién, de una escala { = 2 GeV a ( = 10
GeV. Incluso a esa escala, la anchura de la PDA es mucho méas marcada que la del limite

conforme. La PDA del pion se muestra en la figura [3.10)

] _5 o ..--.--II....

¢ (X;0)

FIGURA 3.10: PDA del pion a ¢ =2 GeV (azul), evolucién ERBL a ¢ = 10 GeV (rojo)
y ¢°E(z) (negro).

Notemos qué, con ( = 2 GeV:

1 R
Wy = ;/0 dp 2 ;2 CV) 18, (3.39)

a diferencia del resultado en el CL, que produce wg = 1. De ésta manera, se espera que
la PDA a esta escala produzca factores de forma maéas duros. Para 7. y 7, se obtienen,
respectivamente, & = 1.7 y 2.6 en la ecuacién (3.37)) [29]. Las correspondientes PDAs se

muestran en la figura 3.11
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FIGURA 3.11: PDA de . (azul) y PDA de n, = (rojo), a escala ( = 2 GeV
y ¢°E(z) (negro).

La PDA del pién es concava y ancha, mas ancha que ¢“(z). Esta dilatacién es un efecto
marcado de la DCSB. Las PDAs de 7. y n, son méas angostas que el limite conforme;
asemejan a una funcién §(z —1/2) de anchura finita. Debido a que los quarks de valencia
son mas pesados, los efectos relativistas son menores. En el limite de quarks de masa

infinita o en nrQCD, se tiene exactamente ¢(z) = 6(x — 1/2).

Que la PDA del mesoén ligero (de quarks u/d) sea ancha, con respecto al limite con-
forme, y que la PDA del mesén pesado (de quarks ¢, b) sea mas angosta con respecto
al mismo limite, sugiere que hay un valor critico de la masa del quark de valencia, tal
que ¢(x;¢) = 62(1 — ) = ¢°Y(z) para toda escala (. Se hipotiza que este valor es

ligeramente arriba de la masa del quark s [29].

3.6.3. Factor de forma del pién

Este caso, que es el méas complicado, requiere de la evaluaciéon de 4 x 9 x 4 x 9 = 1296
integrales, sobre 5 parametros de Feynman y 2 densidades espectrales; para cada valor

Q? del momento del fotén.

La prediccién de Chang et al., [104] que se muestra en la figura estd de acuer-
do con los datos experimentales. Mds atin, estd de acuerdo (hasta un 15% de error)
con el resultado obtenido de , a partir de una ¢ (z;¢ = 2 GeV). Estos resultados
sugieren que la factorizacion es correcta; sin embargo, a las energias accesibles, es

incorrecto utilizar la PDA en el CL.
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F1GURA 3.12: Factor de forma del pién. Prediccién de DSE (A) [104], fits de monopolo
(B,C), resultado obtenido de ¢, (x;¢ = 2 GeV) (D) y resultado obtenido de ¢“*(x) (E).

Se define el radio de carga como:

dF(Q?)

TQQ ) Q2 =0, (3.40)

r2, = —6

70

el valor obtenido es 1+ = 0.66 fm, que compara bien con el valor empirico r+ = 0.67 fm.

Una carencia de este calculo es la falta de evolucion de la escala: el resultado se evalua
a una escala fija ( = 2 GeV. Es el fotén el que sondea la estructura del mesén y, por
consiguiente, el que determina la resolucion con la que se ve su estructura. Asi, la escala
debe evolucionar con el momento del fotén (¢? = Q?). De esta manera, se concilia con

la prediccién de QCD asintética cuando AéCD /Q% ~0.

Este hecho no es evidente del EFF, pues éste tiene un gran realce a momentos pe-
queiios y, contrariamente al TFF del 7V, tiende a su limite asintético por arriba. El
corrimiento del EFF con a,(Q?) en la ecuacién (3.23)), sugiere (equivocadamente) que el
limite asintotico eventualmente se recupera. Fue hasta que se calcul6 el TFF del pion que
se mostré la necesidad de la evolucién con la escala [27]. Como veremos mds adelante,

sin el debido factor de evolucion el CL nunca se recupera.

Hemos incluido la evolucion ERBL en la figura[3.13] El resultado modifica favorablemen-
te: la prediccién que se obtiene de evaluar el diagrama de tridngulo de la ecuacion ((3.32))
y aquella que se obtiene de la factorizacion estan mas cercanas. Ademas, la conciliacién

con el limite de QCD asintdtico es mas evidente.
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FiqurA 3.13: EFF del n". Resultado de DSE sin evolucién (azul), con evolucién (ne-
gro). Resultado obtenido de ¢, (z;¢ = 2 GeV) (morado) y ¢“*(z) (rojo).

3.6.4. Factores de transicién: vy* — 7%, n.,

En estas transiciones se evalian 4 x 9 x 4 x 4 = 576 integrales, sobre 6 pardmetros de

Feynman y 1 densidad espectral; para cada valor QZ2 del momento del fotén.

Mostramos el resultado de 7% en la figura La prediccién mostrada satisface la
anomalifa abeliana, compara bien con los datos experimentales para Q> < 10 GeV?,
con resultados de Belle a momentos mayores y reconcilia con el limite asintético. Hay

desacuerdo con los datos de Babar a momentos grandes.
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FiGurA 3.14: TFF del 7°. Prediccién de DSE (negro) [27], Resultado de DSE sin
evolucién (azul) y limite conforme (morado). La banda (verde) se describe en [116].
CELLO (morado) [I11], CLEO (azul) [I12], Babar (rojo) [I08] y Belle (verde) [109]

Normalizando G (Q?) — G(Q?)/G~(0), obtenemos el radio de interaccién de la expre-
sién (3.40)). Se obtiene 7,0 ~ 0.68 fm, muy similar al del pién cargado.
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El limite asintético es alcanzado, por debajo, a Q% ~ 35 GeV? y se sobrepasa ligeramen-
te. Esto es consecuencia del truncamiento RL. Aunque da la ley de potencias correcta,
falla en obtener las dimensiones anémalas correctas. El limite asintético sélo es excedido
logaritmicamente y se recupera a (2 Z 100 GeV2. Si no se toma en cuenta la evolucién
de QCD con la escala, el factor de forma crece hasta alcanzar su propio valor asintético,

~ 1.8 més grande que el CL.

En cuanto a 7, el resultado compara bien con los datos experimentales y se obtie-
ne un radio de interaccién r;,, = 0.16 fm, en excelente acuerdo con el valor empirico
Ty, = 0.17 £ 0.01 fm; por otra parte, r,, = 0.041 fm. La transicién de 7. se encuentra
por debajo del limite asintético y tienda a el muy lentamente. Ambas predicciones se

muestran en la figura [3.15

S o o
0.8\ Sy :
S 0,6} =5y
2
<
3 041 g
0.2}-[- = n, DSE Prediction . -
-+ NLO nrQCD
I | — n. DSE Prediction
0 n | s 1 L | L 1 L | s
0 10 20 30 40 50 60

0’ (GeVH)

FIGURA 3.15: TFF de 7.: Prediccién de DSE (negro) [28], nrQCD a NLO (verde) [100].
Datos de Babar [110].
TFF de ny: Prediccién de DSE (azul) y nrQCD a NNLO (banda gris).

Contrario al mesén 7., la masa del pién es muy pequeiia. Si Q% = 35 GeV?, m2/Q? =
0.0008, por lo que el fotén percibe un sistema casi libre de escala. Por otra parte,
m%c /Q* =04y m%b /Q% = 3.5, valores que revelan que las escalas de masa intrinse-
cas relacionadas a las transiciones, son conmesurables (7.) o superan (1,) a aquellas del
momento del fotén. Consecuentemente, a las escalas accesibles, éstos factores de forma

no pueden estar cerca del limite conforme. Esto se observa en la figura
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FIGURA 3.16: TFF de 7. en negro (limite asintético en puntos y rayas). TFF de 7° en
azul (limite asintdtico en puntos).

Las predicciones a NLO y NNLO de nrQCD (7.) son vastamente diferentes [100]; ésto
sugiere que hay mucha sensibilidad a las factorizaciones y escalas de renormalizacién
asumidas. No obstante, los resultados de 7, de este trabajo [28] y nrQCD a NNLO
coinciden. El enfoque no relativista de QCD, para procesos exclusivos, puede no ser
adecuado en sistemas de charmonia, pero lo es con bottomonia. De las figuras y

se llega a una conclusién similar, cuando se utiliza una interaccién de contacto (CI)

para estos sistemas [117, [118].

=
=)

"

G(Q)/G(0)
=
B

F1GuRA 3.17: TFF de 7.. Prediccién de DSE (negro) [28], modelo algebraico basado
en QCD (verde) e interaccién de contacto (negro) [117].
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F1curA 3.18: TFF de . Prediccién de DSE (morado) [28], modelo algebraico basado
en QCD (azul) [I18], interaccién de contacto (negro) [I17] y nrQCD (banda gris) [100].

Para fijar so en el vértice quark-fotén de la ecuacién(3.18), calculamos los anchos de
decaimiento I'[n., my — 7] (con f,,, = 0.262 GeV y f,, = 0.543 GeV), a partir de:
87TaQED 6%/[5 f]%/ls

L[Ms — vy = o , (3.41)

donde eMs son las cargas de los quarks de valencia. Se obtienen I'[n. — 7] = 6.1 keV
y I[ny = 7] = 0.52 keV, que implican s§ = 0.78 y sg = 0.43. El valor medido para 7,
es 5.1 £ 0.4. Si se fija sg para obtener ese valor, la diferencia entre los TFF producidos
es de un ancho de linea. El decaimiento 7, — 7 no se ha medido. Para el 7%, se fija a

partir de la anomalia abeliana y se obtiene sg/ 419
Notamos los siguientes patrones:

= Los efectos de la anomalia abeliana disminuyen cuando aumenta la masa del quark

. , d
de corriente, asi: sg/ > 56 > 88.

» Los radios de interaccién: r + ~ r;o. Ademds, n. y n siguen el patrén: r, =

0.23 70, 1y, = 0.26 1, = 0.23 1.

= Adicionalmente, ry, /10 ~ Mf/d/MCE Y Ty /Ty ~ ME/ME .

El resultado del 7° esta de acuerdo con los datos experimentales, salvo con Babar a mo-
mentos grandes; ademas, se reconcilia con su limite asintético. Por su parte, el resultado
de 7. esta de acuerdo con las mediciones experimentales disponibles; la prediccion de
es similar a la que se obtiene en nrQCD. Los valores de radios de interaccién y anchos

de decaimientos se encuentran en razonable comparacion con los resultados empiricos.
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Se mostré la importancia de conectar los resultados con las correspondientes PDA, a es-
calas accesibles. La escala estd dada por el momento del fotén, que sondea la estructura

del hadrén, y debe evolucionar con éste, de manera que se recupera el resultado en el CL.

En el siguiente capitulo, se extiende esta discusién para el caso de n — 7'.



Capitulo 4

El caso de n — 1/

4.1. Anomalia no abeliana y mezcla

Para estudiar a los mesones 7, tenemos que tener en consideracion la anomalia no abe-
liana [30}, 48], descrita en la seccién m Esta anomalia puede explicar la diferencia de

masas entre los mesones 7 — 1.

Los mesones pseudoescalares ligeros (7°, 1, ') son estados mezclados, combinaciones
lineales de estados que predice el grupo SU¢(3) de sabor. El angulo de mezcla entre 70
y 1 —n' es muy pequeno, por lo que se descarta esta mezcla en el presente trabajo. No

obstante, la mezcla n — n’ si debe tomarse en cuenta.

Consideremos las siguientes combinaciones lineales:

g > = (|ute > +|dd > —2|s5 >) (4.1)

Hg\H
[@))

(Jut > +|dd > +|s5 >) .

> = —
’770 \/§

En los modelos de quarks, [ >= |ng > y [’ >= [ >. En la realidad, n — 7’ son una

combinacion lineal estos estados:

In> = cosf|ng > —sinb |ny >, (4.2)

I’ > = siné |ns > +cosb |y >,

donde # ~ —11.8° es el dngulo de mezcla. Teniendo en cuenta lo que hemos dicho,

escribimos la BSE correspondiente para n —1/’.

66



Capitulo 4. FEl caso den —1n' 67

4.2. Ecuacion de Bethe-Salpeter

Una descripcion de la mezcla de sabores y la anomalia no abeliana, en el enfoque DSE-
BSE, fue llevada a cabo por M. Bhagwat et al. en [92]. La interaccién empleada en dicho
trabajo, utiliza un kernel en el que, aunque se obtiene una funcién de masa dependiente
de momento, produce amplitudes de Bethe-Salpeter que no. En este trabajo se extiende

la discusién, incorporando una interacciéon maés realista.

4.2.1. Amplitudes de Bethe-Salpeter

La eleccion de la base para el mizing n—n' puede ser la tradicional ng —ng, un esquema de
doble dngulo de mezcla [119] o una base que separe los sabores de quarks. Para calcular
las amplitudes de distribucién de quarks de valencia, esta ultima es mas conveniente. Se

escribe de la siguiente manera:

1 _

|n >= cos;, ¢ Eﬂuﬂ > +|dd >) — sing, ¢ [s5 >, (4.3)
1 -

In' >= sin, ¢ E(!uﬂ > +|dd >) 4 cos, ¢ |s5 > . (4.4)

El dngulo de mezcla ideal es cuando ¢, = ¢ = 0°, que separa las componentes u/d y
produce estados puros u/d o s, a los que denotamos 7, y 7. En la base usual, ecuacién
, el angulo de mezcla ideal es § = —54.74°. En el limite de isospin u = d, la amplitud
de Bethe-Salpeter es:

L(p; P) = AD(p P) + AT (s P) (4.5)
I? = y[iE? + v PFY 4+ p (p- P)GY + pacasPsH*(p; P)] ,
A, = (1/V2)diag(1,1,0), A\, = diag(0,0,1) .

La estructura de sabor esta contenida en A;, As; la estructura de dirac en I'?%. Asi, la

ecuacion de Bethe-Salpeter se escribe:
DiP) = (L4 KAZ (ST P)S), 8 = ding(s7,8757), (19
q

donde K7, es el kernel de interaccion ladder de secciones anteriores, ecuacién (2.22). K4

debe ser determinado y corresponde al kernel de la anomalia, contiene las contribuciones

de la figura

La solucién més ligera de (4.6) se asocia al mesén n; la mas pesada a n'. Los dngulos
de mezcla se infieren a partir de las BSAs. Con manipulaciones algebraicas, se puede

proyectar de una base a otra.
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f g f2
fae 3 ()

F1curaA 4.1: Kernel asociado a la anomalia no abeliana.
Los sabores de los quarks f1, f2, son independientes.

4.2.2. El kernel de la anomalia

El kernel RL que hemos descrito en el capitulo 2, en particular en la ecuacién (2.22)) no
es adecuado para estudiar a los mesones 1 — 7/, pues no toma en cuenta la anomalia no

abeliana y a partir de él no se produce una mezcla de estados.

En el trabajo de [92], M. Bhagwat et al. escriben el kernel de la anomalia como:

(KA)?;(va; P) = _f(kQ) {COSQQE [75]7”5[75]1511 + Sin2‘9£ [M’Y : P'YE)}TS[M’Y : P’YS]tu} s (47)

donde k = p — ¢, £(k?) es un acoplamiento efectivo, M = diag[1/MP 1/MP 1/MP] y
M fD = My(s = 0). El angulo 0¢ controla la magnitud de las dos posibles contribuciones
a (A7), no es el angulo de mezcla. En [92], toman ¢(k?) ~ §(k); para este trabajo, en
consistencia con la interaccién de QC, se elige una § de anchura finita:

87T2 7]62 /“)124 [

(Ka)(q,p;P) = ——;Dae
Wy

4+ sin®04 [M7y - Pys)ps M7y - Pys)i] -

COS29A [75}1”5 [VB]tu (48)

Son 3 parametros a ajustar: Da,wa v 84. En principio, se tiene demasiada libertad.
Siguiendo el razonamiento que utilizamos para fijar los parametros en la aproximacién
RL, tenemos sélo dos restricciones: m,y, my,/m,,. Podriamos imponer una tercera res-

triccién (como el dngulo de mezcla). Elegimos proceder de diferente manera:

Retomemos el kernel RL:

u ¢ ¢
KSanP) = ~GWEDL0 by | [ey] (49)
ts U
2
G(k*) = zgiDe_kz/“’2 + cola perturbativa .

wi
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Si wa = w, se puede comparar el realce en el infrarrojo de los kernels en (4.8) y (4.9),
al tomar el cociente D 4/D. De esta manera, se tienen dos parametros (D y 04) vy dos
restricciones (m,y, my, / myy ). A posteriori, uno encuentra que no hay diferencia sustancial

en las masas si 84 ~ 0, por lo que s6lo hay un pardmetro a fijar, D 4.

4.2.3. Masas y angulos de mezcla

Siguiendo el procedimiento de resolucién de la seccién [2.4.2] considerando unicamente

las BSA dominantes F, F', se obtuvieron los siguientes resultados:

Masas y angulos.

DSE-BSE | Experimento
My 0.962 GeV | 0.958 GeV

My /My 0.531 0.572
Suy 42.4° ~ 36.8°*
on 36.5° ~ 36.8°*

Valores obtenidos con D4/D = 0.186.
* Dato experimental de [120].

De los dngulos de mezcla se infiere la constitucién de quarks de valencia:

0.40 (|uw > +|dd >) — 0.59 |s5 >, (4.10)

%

In >

%

In > 0.34 (|uz > +|dd >) +0.73 |s5 > .
Con un sélo pardmetro (D4/D) y 2 BSAs, las masas de  — ' se reproducen hasta un

error del 7%; notablemente, sin intentar ajustarlos, los dngulos de mezcla se encuentran
dentro del 15% de error. Obtener ¢,/ # ¢, es tipico de los estudios DSE-BSE [92].

4.3. Amplitud de distribucion de partones

Por su constitucién de quarks de valencia, consideramos a los mesones 77,77’ como mesones
ligeros (ademds, el mesén 7 es un pseudo bosén de Goldstone). De esta manera, a priori,

la forma de las correspondientes PDAs debe ser similar a la del pién:

N
¢5(1;0) = Nofz(1 = 2)]* |14+ D af(Q)Cer—-1)| , oo =a—1/2. (411)
j=2,4,
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La forma particular de la PDA del pién es:
Or(x;¢ =2 GeV) = Ny[z(1 — 2)]* [1 4+ a2C5 (22 — 1)] (4.12)

donde N, =1.74, a_ = a— 0.5 = 0.29 y a2 = 0.0029. El coeficiente ao es muy pequeno,

por lo que motiva a utilizar una forma simplificada:

¢5(7;¢) = Na[z(l —2)]* . (4.13)

Para el pién, a ~ 0.3 en la aproximacién RL; el CL corresponde a o = 1. De acuerdo
a la ecuacién , la estructura de 7,7’ se separa en términos de los sabores de sus
quarks de valencia. Por ello, se necesitan calcular 4 PDAs: 2 mesones, 2 sabores de quark
(u = d). Los resultados se muestran en las figuras y y corresponden a:

(¢ =2 GeV) ~ [z(1 - 2)]%3¢ bp(2;¢ =2 GeV) ~ [z(1 - 2)]%5t | (4.14)
gbg,(x;c =2GeV) ~ [z(1 — )" | by (23¢ =2 GeV) ~ [2(1 — )]0 (4.15)

l 5 [ d”.------..'.

¢y(X:0)

FIGURA 4.2: ¢1(x;() (rojo), ¢y (x;() (azul) y ¢ (z) (negro); escala ¢ = 2 GeV.
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(bq'(X;()

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
FIGURA 4.3: ¢}, (2;() (r0jo), ¢;/(x; () (azul) y #“T(x) (negro); escala ¢ =2 GeV.

Algunas observaciones:

» ¢F(x;¢ =2 GeV) es similar a la PDA del pién (en el truncamiento RL), aunque

lqG >= (Jut > +|dd >)/v2 # |79 >.

= ¢p(2;¢ = 2 GeV) y qﬁ%,(:r;( = 2 GeV) son muy parecidas. Quiza ésto es sélo

coincidencia.

. gbf],(x;C =2 GeV) es muy cercana a la PDA del limite conforme.

Como mencionamos anteriormente, se hipotiza que existe un valor critico de la masa de
corriente del quark, tal que la correspondiente PDA es exactamente la PDA en el CL
para toda escala y el valor critico es un poco arriba de la masa del quark s [29]. La

ultima observacion parece confirmar tal hipétesis.

4.4. Factores de forma de transicién (y7*)

De manera andloga a la ecuacion (3.25)), definimos el factor de forma de transicién

vy* = n,n como:

2
&
Tyuo(k1, k) = Reﬂya@klakgﬁG(k%, ky - ko, k3) (4.16)

— Trepr / 10, (1, 1) T ags (11, 12) S (12)i QT (I, 1) |
l

donde ahora la traza también se toma sobre el espacio de sabor. Los resultados se

muestran en las figuras [4.4] y

Se observa un excelente acuerdo con los resultados experimentales. No obstante, hay que

tener en cuenta que sélo se han incluido 2 amplitudes de Bethe-Salpeter en este andlisis.
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F1GURA 4.4: Factor de forma de transicién de 7.
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FIGURA 4.5: Factor de forma de transicién de n'.

Una consecuencia de esta omision, es que masas y angulos de mezcla se encuentran con
~ 15 % de error. Se espera que mejore al incluir la amplitud G-
Por lo anterior, se requiere entonces un analisis mas profundo para dar resultados com-
pletos sobre la transicién vvy* — n,7’. Dicho analisis se encuentra en desarrollo. Los

resultados mostrados en este trabajo, sin embargo, dan cierto optimismo.
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Discusion de resultados

Se estudié la estructura parténica de los mesones pseudoescalares neutros, a partir de
las ecuaciones de Dyson-Schwinger de la Cromodindmica Cudntica, la teoria cuantica de
campos que describe las interacciones nucleares y hadronicas. Esta teoria estd caracte-
rizada por dos fenémenos emergentes, que son el confinamiento y la ruptura dindmica

de la simetria quiral.

5.1. Lagrangiano de QCD y sus simetrias

Se discutieron algunas simetrias del lagrangiano: de niimero bariénico, de isospin, quiral
y de norma. Hemos visto que en la naturaleza, la mayoria de estas simetrias son apro-
ximadas; es decir, sélo existen bajo algunas condiciones. Sin embargo, su estudio nos

brinda un mejor entendimiento de la fisica subyacente.

Entre otras cosas, se vio que a partir de promover una transformacién local para el
lagrangiano de materia (quarks), todos los demés términos del lagrangiano surgen de
manera natural. Por otro lado, la simetria quiral (més precisamente, su rompimiento),
es la responsable de la mayor parte de la masa de materia visible en el universo. Nuestra

entera existencia se debe a la presencia de simetrias y sus violaciones.

5.2. Propagador del quark y BSE

DCSB fue estudiada a partir del propagador del quark; su funcién de masa en parti-
cular. Para resolver la correspondiente DSE para el propagador del quark, se eligié un

truncamiento que permite desacoplar dicha DSE de las correspondientes para el vértice
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quark-gluén y propagador del gluén. Dicho truncamiento esté relacionado con el kernel

de interaccién en la BSE. Se le conoce como rainbow-ladder [56, 57, [73].

La interaccién Qin-Chang (acoplamiento efectivo) [73] que se eligié para este trunca-
miento, comparte caracteristicas esenciales del propagador del gluén completo: la funcién
de vestimento es acotada y exhibe un méximo en k? = 0; ademds decrece monoténica-
mente en el eje space-like; ademds, induce una masa al gluén (de cientos de MeVs) en

el infrarrojo, que corre con el momento [65].

De la funcion de masa del quark se observé lo siguiente:

= La funcién de masa es mondtona y decrece; es finita en el infrarrojo.

= Tiene un realce en el infrarrojo. El realce es tal que para una masa de corriente
~ 5 MeV, se genera masa del orden de ~ 400 MeV. El ultravioleta corresponde a

la masa de corriente.

= A medida que la masa de corriente aumenta, los efectos dindamicos disminuyen; es

decir, se genera mas masa dindmica para los quarks ligeros que para los pesados.

= Incluso si se comienza con una masa de semilla m = 0, se genera una funcién de

masa M (p?) # 0.

= Exhibe un punto de infleccion, indicativo de que el quark es una particula confinada
[52].

Ademas, el argumento de que el valor de expectacién del vacio (en el limite quiral) es
distinto de cero, no es obvio de la teoria de perturbaciones [30], pero lo es a partir de la

funcién de masa en un enfoque no perturbativo [58].

Por su parte, al resolver la BSE en la aproximacién RL, obtuvimos un espectro de
los mesones pseudoescalares neutros (masas y constantes de decaimiento) en excelente
acuerdo experimental. Los dngulos de mezcla y masas ajustan aceptablemente a los va-

lores empiricos.

Se concluye que, como se ha observado antes [57, [73], la aproximaciéon RL describe
bien el espectro de pseudoescalares. También se sabe que describe aceptablemente me-

sones vectoriales, pero no escalares ni axiales [69].

Propagadores y amplitudes de Bethe-Salpeter se parametrizaron mediante la Represen-
tacion Integral de Teoria de Perturbaciones. Dicha representacién demostré su utilidad

en el cdlculo de amplitudes de distribucién de partones y factores de forma [20], 27H29].
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5.3. Amplitudes de distribucién de partones

Se estudiaron las amplitudes de distribucién de partones de los mesones (7%, 7,1, 1¢, 7).

En los mesones ligeros (7°,1,7') se observé:

Estas distribuciones, a escalas hadroénicas, tienen una forma céncava y ancha, mas

ancha que la correspondiente al lfmite conforme ¢“%(x) = 62(1 — z).

Esta dilatacién es consecuencia marcada de la DCSB.

= A medida que la escala crece, se vuelven menos anchas y se aproximan al limite

conforme. La evolucién con la escala es logaritmicamente lenta.

= Curiosamente, aunque un poco més angosta, ¢f7,(m; ¢) es muy similar a ¢ ().
En el caso de los mesones pesados 7., np:

= A escalas hadroénicas, las amplitudes de distribucion son angostas, méas angostas

que ¢ (z) y su forma es de funcién ¢ de anchura finita.

= Mientras més pesado el mesén, mas angosta es. Esto tiene que ver con que, confor-
me es mas pesado el quark de valencia, menores son los efectos relativistas dentro

del hadrén; hecho que motiva a usar acercamientos no relativistas de QCD.

= De manera similar a las del sector ligero, estas distribuciones evolucionan con la

escala, hasta llegar al limite conforme.

La evolucién permite a los grados de libertad de quark-antiquark convertirse en partones
menos vestidos; gluones y quarks del mar comienzan a gobernar la dindmica. Es la

manera en que QCD trabaja.

5.4. Factores de forma elastico y de transicién

En este trabajo, se calcularon los factores de forma de transicion yy* — M5 y se analizd
el resultado anterior del factor de forma del pion, Chang et al. [I04]. De los célculos

realizados se observa lo siguiente:

» La prediccién de 7° [27] estd de acuerdo con todos los datos experimentales, excepto

Babar a momentos grandes, y recupera el limite de QCD asintético.
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» El resultado de 7. [28] es consistente con las observaciones experimentales de Ba-
bar; al igual que la prediccién de 7, se encuentra por debajo del limite asintdtito

en el rango de momentos experimentalmente accesibles.

» Los resultados de 7, de este trabajo y nrQCD estdn de acuerdo [28]. Por otra
parte, la prediccion de nrQCD de 7. a NNLO es bastamente diferente a la de
NLO. De estos hechos se concluye que nrQCD puede ser un buen enfoque para
procesos exclusivos que involucren bottomonia pero no charmonia [100]. Se llega

a una conclusién similar con una interaccién de contacto [117, [T18].

= Los cédlculos de 1,7 armonizan bien con los datos experimentales, atin cuando en
este caso no se incluyeron todas las BSAs; lo cudl genera optimismo para cuando

se realice el célculo complejo.

Adicionalmente, la anomalia abeliana se satisface para los bosones de Golstone, los ra-
dios de interaccién y anchos de decaimiento comparan bien con los resultados empiricos

(cuando hay disponibles), radios de interaccién de pién neutro y cargado son similares.

Una observacién importante es que, en ambos sectores (ligero y pesado), al utilizar
la PDA del limite conforme como aquella que describe la fisica en escala hadrénica, no
se obtiene una buena descripcion de la fisica. La escala estda dada y debe evolucionar con
el momento del foton que sondea la estructura del hadron. El resultado del pién cargado
carece de ésta evolucion, pero da una buena pista de que a escalas de GeVs es incorrecto
utilizar la PDA del CL.

5.5. Comentarios finales

Las novedosas ténicas empleadas hicieron posible que, por primera vez en un formalismo
en conexion directa con QCD en el continuo, se calcularan las transiciones yy* — Mj5
en todo el rango de momentos space-like. En este analisis se estudiaron sistemas ligeros,
influenciados ampliamente por la DCSB; al mismo tiempo, se estudiaron sistemas pesa-

dos, cuyos quarks de valencia estdn fuertemente acoplados con el campo de higgs.

El computo que se ha presentado en este trabajo resuelve la polémica de Babar, al
demuestrar concluyentemente que los resultados de QCD asintético son fielmente repro-
ducidos y, al mismo tiempo estar en acuerdo con los datos experimentales para valores
pequenos y medianos de momento. Los datos de Belle apoyan esta conclusién. El re-
sultado de 7. reproduce los datos de Babar y reconcilia con el limite asintético. Por su

parte, el resultado de 7, estd de acuerdo con las predicciones de nrQCD.
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Mediante un tinico formalismo, se ha alcanzado un entendimiento de la distribucion de
quarks de valencia dentro de los mesones, de manera que se conectan suavemente modos
de goldstone, constituidos de los quarks mas ligeros de la naturaleza, con aquellos que

estan hechos de los quarks mas pesados que se pueden estudiar experimentalmente.

Asi, este anélisis unifica las predicciones de yv* — M5 [27, 28] con sus respectivas
amplitudes de distribucién de quarks de valencia [20, 29], el factor de forma electro-

magnético del pién [104] y otras propiedades (masas, constantes de decaimiento) [73].

La herramienta numérica implementada se puede adaptar para calcular otros facto-
res de forma (de mesones [121] y bariones [I8]) y otros objetos no perturbativos como
PDFs [122] y GPDs [123]; en principio, cualquier objeto que pueda ser representado en

términos de propagadores y vértices.



Apéndice A

Convencion Euclidiana y trazas

A.1. Convencion euclidiana

Por razones practicas, la mayoria de los calculos en una QFT no perturbativa, se realizan
en la métrica Euclidiana (donde a-b = a,0,,b,). A partir de los 4-vectores en el espacio
de Minkowski, se obtienen en el espacio Euclidiano mediante la continuacién analitica a

tiempo imaginario.

Para vectores espacio-tiempo y energia momento:

tf = iM it =M (A1)

g =ieM | g =pM (A.2)
los indices M, E' denotan Minkowski y Euclidiano, respectivamente.
OM ., =E

Las matrices gamma: 70F = A0 v 38 — _j5M. 13 métrica I — G = Opu-

Ademas, tenemos las siguientes relaciones:

/ dEM = / d'EE (A.3)
MM = iy pP, (A.4)
MM = —igh - p¥ (A.5)
MM = B pF (A.6)
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A.2. Matrices gamma

Las matrices gamma Euclidianas tienen las siguientes propiedades:

MY = 1, (A7)
B = 1, (A.8)
{Vwt = 20, (A.9)
{v, 5} = 0. (A.10)

Se cumplen los siguientes teoremas de trazas:

Trlyuv] = 46,

Tr[ntimero impar de 7's

] (A.11)
] =0, (A.12)
Tr[yurwyavsl = Houwdap = Opadus + 6up0va) , (A.13)
Trlowoag] = 4(6padup — 40,800a) , (A.14)
Trfysyumw] = 0, (A.15)
Tr[vsvu a8l = 4euas (A.16)
(A.17)

€4123 = 1.



Apéndice B

Integrales de momento

Para las integrales como en la ecuacién (3.35]), la férmula cerrada es:

a—B-D/2>0.
(B.1)

En general, al tomar las trazas en las expresiones para PDAs o factores de forma, uno

/ d¢ () _Tla-B-D/2T[B+D/2] 1
@2m)P (2+C)% —  (4m)DPr[o)T[D/2]  Co—B-D/2°

empieza con integrandos mas complicados.

B.1. Denominadores

Las PTIRs tienen formas cuadraticas en el denominador. Por ello, en los cédlculos apa-

recen integrandos de la forma:

N

11 fi(aspis biwi) ~

=1

1 1
X PR X .
(¢® +2b1 - p1 + wi)P (¢> +2bn q - pn + wi)PN

(B.2)

Para combinar los denominadores en la expresién anterior, utilizamos la parametrizacién

de Feynman. La identidad general para N denominadores A;" es:

1 F[a1+-~-aN] /1
- - AN e ded owy — DIz i, A) (B3
AT AT Tloa] - Tlan] Jo © 0% (@1 +---@n = DIf@s i, A4:)(B3)
041—1”‘ any—1
I(CL‘Z';OQ',AZ‘) = 7 N

Asi, si los denominadores tienen la forma (B.2]), podemos combinarlos como:
N

I #itas pis biywi) ~

i=1

1
(2 +2q - (a1(2)p1 + -an (Z)pn) + M2 (&, w;))Pr+Ax

(B.4)
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donde a1(%) y m?(#,w;) son constantes que dependen de los pardmetros de Feymann;

m?(#,w;) depende ademds de w;. Considere las siguientes definiciones:

p = ai(Z)p1+---an(@)pn,
= mop?,
B = Bi+-Bn.

Con el cambio de variable ¢ — ¢ — p, tenemos:

N

T fia pis b, wi) ~

i=1

1
(24 C)F7

que es la forma que deseamos para el denominador.

B.2. Numerador

(B.5)

(B.6)

Al tomar las trazas aparecen potencias de ¢? en el numerador, por lo que no hay nada

que hacer en tal caso. Sin embargo, también pueden aparecer potencias y combinaciones

de (q-p;). Si g aparece un nimero impar de veces, el término de superficie no contribuye

a la integral. En caso contrario, se adopta la siguiente estrategia:

= Se escribe ¢ - p; como pLL g"i. Para el caso N = 2 tenemos:

/qu (g-p)(@-p2) _ 1 o / d”q  g¢"g¢"
enP (@+0)F  Pmbe | Gmp (@)

(B.7)

» Para contraer los indices, debemos buscar una estructura Sy,,,, completamente

simétrica, y multiplicar por una constante de proporcionalidad. En éste caso, la

estructura es Sy, u, = Guius- Por lo que se tiene:

/ dPq (q-p1)(q-p2) _ 5y gl 2 / dPq  g"g”
emP (Z+cyp 0 PP [ onp(@E ey

donde S5 es una constante de proporcionalidad.

(B.8)

= La constante de proporcionalidad se obtiene de ver que g,,g"" = 4, por lo que

Sy = 1/4. De ésta manera:

d”q (q-p1)(g-p2) 1 d°q ¢
/(%)D (q21—|— C)gQ = 4(101'1?2)/ (2m)D (24 C)B

(B.9)
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s Para N =4, la estructura completamente simétrica es:

SN1M2N3H4 — gMLU«QgN«S/JA + gH«IN«Bg,UQHA + gH1N4gN2M3 . (Blo)

Vemos que gy, s Guuzpg SHH2H3H4 = 24, por lo que la constante de proporcionalidad

es Sy = 1/24. Se procede de forma similar para valores més grandes de V.

Con estos pasos, las integrales de momento se pueden llevar a la forma que tiene

solucién completamente analitica.
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