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Abstract

Let f : Ĉz −→ Ĉw be a generic polynomial of degree n ≥ 2, and let γ ⊂ Ĉw be an oriented Jordan
path running through its rami�cation values. A classical algorithm (probably attributed to F.
Klein) determines from the above data a planar graph f−1(γ) and a tiling Mf−1(γ)

.
= Ĉz\f−1(γ).

In this tesis, we study under what conditions a planar graph Γ ⊂ Ĉz (equivalently a tiling MΓ)
comes from a suitable pair formed by a generic polynomial f and an oriented Jordan path γ.



Resumen

Consideremos un polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 2, y una curva de Jordan
orientada γ ⊂ Ĉw pasando a través de los valores de rami�cación de f . Un algoritmo clásico,
probablemente atribuido a F. Klein, determina de los datos anteriores la grá�ca plana f−1(γ)
y el mosaico Mf−1(γ)

.
= Ĉz\f−1(γ). En esta tesis estudiamos bajo qué condiciones una grá�ca

plana Γ ⊂ Ĉz (o equivalentemente un mosaico MΓ) viene de un polinomio genérico f y una curva
de Jordan orientada γ adecuada.

Palabras claves: polinomios genéricos, esfera de Riemann, grá�cas planas, mosaicos, árboles.
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π1(Ĉ\R, ·) 60 Grupo fundamental de Ĉ\R.
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Introducción

Los objetos iniciales de esta tesis son las funciones racionales de la esfera de Riemann en
sí misma. A pesar de ser objetos bastante conocidos, describir topológicamente su �forma� es
complicado, la di�cultad radica en la diversidad de interpretaciones precisas para el concepto
vago de forma. Sorprendentemente W. Thurston en 2010 se planteó la pregunta

¾cuál es la forma de una función racional? (1)

W. Thurston, S. Koch, y T. Lei [22] dieron una respuesta parcial a esta pregunta para el caso
de funciones racionales genéricas; estudio enriquecido más tarde por J. Tomasini [41]. Nosotros
estamos interesados en entender la forma topológica de un polinomio complejo, de la esfera de
Riemann en sí misma, en el sentido de Thurston. En esta tesis entender la forma topológica de
un polinomio complejo se reduce a entender una grá�ca plana asociada al polinomio; ver [15]. Es
importante resaltar que ningún polinomio es función racional genérica.

Objetos centrales.

En nuestro trabajo seguimos un algoritmo, atribuido a F. Klein [11], para describir la forma
de una función racional

g : Ĉz −→ Ĉw. (2)

Describamos brevemente este algoritmo. Seleccionemos una curva de Jordan orientada γ ⊂ Ĉw
que pase por los valores de rami�cación de g

Rg = {w0, w1, . . . , wj , . . . , wk−1}. (3)

La curva γ determina dos componentes de Jordan τ y τ ′ con frontera común γ; estas componentes
se pueden reconocer como dos k�ágonos topológicos, llamados caras, con vértices Rg. De lo
anterior obtenemos el mosaico

Mγ = τ ∪ τ ′ = Ĉw. (4)

La imagen inversa g−1(γ) produce un mosaico

Mg−1(γ) = g−1(τ) ∪ g−1(τ ′) = Ĉz, (5)

dado por una colección de k�ágonos topológicos o caras, con k �ja. Cada vértice z ∈ g−1(Rg) de
Mg−1(γ) tiene etiqueta j si g(z) = wj .
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Introducción

Por lo tanto, dado un par (g : Ĉz −→ Ĉw, γ) el algoritmo de Klein produce un mosaico Mg−1(γ)

de Ĉz; ver Figura 1.

Figura 1: Mosaico Mg−1(γ) determinado por el polinomio g(z) = z4 − 4z3 − 4z2 y la curva de
Jordan orientada γ = R ∪ {∞}.

Es conveniente notar que el mosaico Mg−1(γ) depende de la elección de la curva de Jordan γ,
especí�camente del orden en el que γ pasa por los valores de rami�cación de g. En el Ejemplo
1.1.4 presentamos dos mosaicos, diferentes topológicamente, que provienen de una misma función
y de dos curvas de Jordan que pasan en distintos ordenes por los valores de rami�cación.

A lo largo de este escrito, MΓ denotará un mosaico de Ĉz, dominio de alguna función racional
g, y Mγ un mosaico en el contradominio Ĉw.

Si reconocemos a γ como una grá�ca plana (i.e. grá�ca encajada en Ĉ), con vértices Rg,
entonces g−1(γ) es una grá�ca plana, orientada, conexa y etiquetada con vértices g−1(Rg). En
el Cuadro 1 establecemos, sin ser muy rigurosos, una equivalencia entre grá�cas planas {Γ} y
mosaicos {MΓ} de Ĉz.

Grá�ca Γ: Mosaico MΓ:

componente conexa y cerrada de Ĉz\Γ cara o k�ágono τ (resp. τ ′)

ciclo 1 con complemento conexo en Γ, orientado frontera de una cara azul (resp. gris) τ ,
en sentido antihorario (resp. horario) (resp. τ ′)

arista lado de ∂τ (resp. ∂τ ′)

vértice esquina de dos lados en ∂τ (resp. ∂τ ′)

valencia de un vértice número total de caras incidentes
en una esquina.

Cuadro 1: Equivalencia entre grá�cas Γ y mosaicos MΓ.

1Un ciclo de una grá�ca Γ es un camino cerrado, con s ≥ 2 vértices y aristas distintas; ver [17, pág. 13]
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Introducción

Como consecuencia del algoritmo de Klein y la equivalencia expuesta en el Cuadro 1, cada par
(g : Ĉz −→ Ĉw, γ) determina un mosaico Mg−1(γ) de Ĉz y una grá�ca plana g−1(γ).

Durante el desarrollo del texto, la equivalencia mencionada antes, representará una herramienta
valiosa de trabajo. Es conveniente mencionar que numerosas equivalencias entre mosaicos y
grá�cas, para diversos �nes, son presentadas en la literatura, por ejemplo la expuesta por S. K.
Lando y A. K. Zvonkin en [24, Capítulo 1, �1.3.2].

El siguiente diagrama da un sentido riguroso a todo lo anterior; ver Lema 1.1.1. Resaltamos
que este diagrama contiene todos los objetos centrales de esta tesis.

Función racional g : Ĉz −→ Ĉw
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

Mosaico Mg−1(γ) de Ĉz
por k�ágonos, para una única k

-�
Grá�ca plana, orientada

conexa y etiquetada g−1(γ) ⊂ Ĉz.

(6)

La generalización del algoritmo de Klein y la equivalencia expuesta en el Cuadro 1 está sujeta
a ciertas condiciones. Antes de especi�car tales condiciones, establezcamos algunos convenios de
notación. Indicaremos con Shol a una super�cie de Riemann, no necesariamente compacta. Por
de�nición, una función singular complejo analítica

g : Shol −→ Ĉw,

es aquella que admite a lo más ceros, polos y singularidades esenciales.

Una condición necesaria para que el algoritmo de Klein y la equivalencia en el Cuadro 1 se
puedan extender a una función singular complejo analítica g es que los conjuntos de valores de
rami�cación y singularidades esenciales de g sean �nitos. Evidentemente en este caso, la grá�ca
g−1(γ) no necesariamente es plana.

Un ejemplo sencillo de una función singular complejo analítica, con al menos una singularidad
esencial, es la función exponencial. En el Ejemplo 2.3 construimos un mosaico para Shol = C, a
partir de la función exponencial, usando el algoritmo de Klein.

Primer resultado.

Un primer problema en el que estamos interesados, para el caso de funciones racionales, es
completar el diagrama (6) con un �mor�smo� ↑, de mosaicos {M} a pares {(g, γ)}. El problema
concreto es el siguiente.

Problema 1. Determinar bajo qué condiciones un mosaico M de Ĉz proviene de una función
racional g : Ĉz −→ Ĉw y una curva de Jordan orientada γ adecuada.

Respuestas alrededor de esta pregunta han aparecido en versiones distintas, entre ellas, geométri-
cas, algebraicas y analíticas; de manera puntual podemos referirnos a trabajos de H. A. Schwarz
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Introducción

[38], R. Nevanlinna [36], [35, Capítulo XI, �2], G. V. Bely�� [7], [19, Capítulo 10, Sección 2], S.
K. Lando [24, Capítulo 2], entre otros. Ninguno de estos trabajos se discute con profundidad en
esta tesis.

El Teorema 2.1.1 nos proporciona una respuesta al Problema 1, para una familia especí�ca de
mosaicos; el resultado del teorema es mucho más general, pues no sólo produce pares (g, γ),
donde g es función racional, en diversos casos g es función singular complejo analítica.

Teorema 2.1.1 (L. J. González Cely, J. Muciño�Raymundo [16]). Consideremos una super�cie
topológica, orientada y sin frontera, no necesariamente compacta Stop provista con un mosaico

m m

M =
⋃
τt

⋃ ⋃
τ ′t,

t = 1 t = 1︸ ︷︷ ︸
caras azules

︸ ︷︷ ︸
caras grises

que satisface lo siguiente:

i) M está dado por una colección �nita o numerable (m ≤ ∞) de k�ágonos topológicos {τt, τ ′t},
con k ≥ 3 �ja;

ii) los k�ágonos están coloreados de manera alterna azul�gris en Stop (equivalentemente la va-
lencia de cada vértice, en la grá�ca asociada a M, es par o in�nita);

iii) los k�ágonos de M no tienen aristas sin identi�car;

iv) para cada cara azul τt, los k vértices en ∂τt están etiquetados con los números 0, 1, . . . , k− 1
tal que el orden cíclico de las etiquetas es 0, 1, . . . , k − 1, al recorrer ∂τt en sentido antihorario;

v) la etiqueta de cada vértice de Stop es la misma para todas las fronteras de sus caras adyacentes.

Entonces, existen una estructura de super�cie de Riemann Shol (en Stop) y una función singular
complejo analítica

g : Shol −→ Ĉw,

con
Mg−1(γ) = M,

donde γ ⊂ Ĉw es una curva de Jordan orientada que pasa por los k valores de rami�cación
{w0, w1, . . . wj , . . . , wk−1} de g.

Un detalle que merece destacarse es que, en la prueba del Teorema 2.1.1, se construye/reconoce
un mosaico Mγ = τ ∪ τ ′ = Ĉw como en (5), adaptado a M.

Cabe mencionar que el Teorema 2.1.1 es relativamente sencillo para los pares {(Ĉ,M)},
donde los mosaicos M de Ĉ están dados por un número �nito de k�ágonos, siempre con k �ja.
Sin embargo, el teorema nos permite trabajar con algunas familias de pares (Stop,M), donde
Stop son super�cies topológicas, no necesariamente compactas, provistas con mosaicos M, dados
por una in�nidad de k�ágonos, siempre con k �ja. Estos pares (Stop,M) producen funciones
singulares complejo analíticas; ver la función exponencial en el Ejemplo 2.3.

Sobre la paternidad del Teorema 2.1.1 resaltamos lo siguiente. H. A. Schwarz [38] vislumbró
el anterior resultado desde el punto de vista de ecuaciones diferenciales, dado que él buscaba
soluciones para las mismas [19, Capítulo 10, Sección 2]. R. Nevanlinna y A. Speiser usaron
implícitamente el resultado en diversos trabajos [36], [35, Capítulo XI, �2]. Por último, G. V.
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Introducción

Bely�� [7] dio una versión algebraica de este teorema para curvas algebraicas Sg (super�cies de
Riemann compactas de género g), provistas con mosaicos dados por colecciones de triángulos. El
Teorema 2.1.1, dado para k�ágonos en general y fundamentado en los resultados anteriores, es
propio de esta tesis.

Existen muchas maneras distintas de dotar a una super�cie Stop con un mosaico a dos colores
(i.e. un mosaico cuyas caras están divididas en dos conjuntos, caras azules y grises), a priori,
no alternas. Como era de esperarse, no cualquier mosaico a dos colores de una super�cie Stop
determina una función singular complejo analítica. En el Ejemplo 2.1.6 presentamos a la super�cie
compacta de género 2, provista con un mosaico a dos colores que no determina una función como
las requeridas.

Motivación para el problema central.

Centrémonos nuevamente en la categoría de funciones racionales. Una consecuencia del Teo-
rema 2.1.1 es un primer �mor�smo� ↑ entre mosaicos {M} y pares {(g : Ĉz −→ Ĉw, γ)}, donde
para cada par (g : Ĉz −→ Ĉw, γ), g es función racional y γ curva de Jordan orientada adecuada.
De esta manera, el Diagrama (6) toma la forma siguiente; ver Lema 2.1.3.

Función racional g : Ĉz −→ Ĉw
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

Mosaico M de Ĉz
por k�ágonos, para una única k

-�
Grá�ca plana,

orientada y conexa g−1(γ) ⊂ Ĉz.

(7)

El �mor�smo� ↑ está punteado dado que un mosaico M no determina un único par (g, γ).

Es sencillo observar que todos los mosaicos construidos con el algoritmo de Klein y los per-
mitidos en el Teorema 2.1.1 están dados por k�ágonos, para un mismo valor de k. Estamos
interesados en considerar mosaicos que no cumplan esta condición. A lo largo de este trabajo
diremos que un mosaico es homogéneo si todas sus caras son k�ágonos, para una única k, y no
homogéneo en caso contrario. El problema natural de interés es el siguiente.

Problema 2. Caracterizar cuándo un mosaico M de Ĉz no homogéneo, con sus caras coloreadas
de manera alterna azul�gris, proviene de una función racional g : Ĉz −→ Ĉw y una curva de
Jordan orientada γ adecuada, es decir, cuando Mg−1(γ) = M.

La hipótesis de admitir mosaicos no homogéneos genera una obstrucción topológica para garan-
tizar la existencia de g. Una respuesta parcial al Problema 2, en un subcaso no homogéneo, se la
debemos a W. P. Thurston [22]. Él encontró condiciones especí�cas bajo las cuales una grá�ca
plana Γ, tiene la forma Γ = g−1(γ), donde g : Ĉz −→ Ĉw es racional genérica 2, de grado n ≥ 2.
Thurston garantizó que el mosaico MΓ, determinado por la grá�ca Γ, puede ser homogeneizado
añadiendo nuevos vértices de valencia 2 en Γ. Estas condiciones están reportadas en el trabajo

2Una función g es racional genérica si tiene (2n− 2) valores de rami�cación distintos.
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Introducción

[22] de W. Thurston, S. Koch y T. Lei. Este estudio fue enriquecido más tarde por J. Tomasini
en [41]. El resultado preciso del grupo dirigido por W. Thurston fue el siguiente.

Teorema 3.1.1 (W. P. Thurston, S. Koch, T. Lei, 2010). Una grá�ca plana orientada Γ
con 2n − 2 vértices de valencia 4 es igual a g−1(γ) (omitiendo los vértices de valencia 2) para
alguna función racional genérica g : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 2, y una curva de Jordan orientada
γ ⊂ Ĉw que pasa por los valores de rami�cación de g, sí y sólo si

a) cada cara de Ĉz \ Γ es un dominio de Jordan;

b) (balance global) para una coloración alterna azul-gris de las caras de Ĉz \Γ, hay n caras grises,
n caras azules;

c) (balance local) si un ciclo orientado Γ0 en Γ, que al recorrerlo con la orientación heredada de
Γ, contiene caras azules a su izquierda, entonces el ciclo orientado Γ0 deja exactamente más
caras azules que grises a su izquierda.

Recapitulando el trabajo de Thurston, obtenemos el diagrama siguiente; ver Lema 3.1.1. Es
importante resaltar que el Diagrama (8) generaliza el Diagrama (7), al incluir mosaicos no ho-
mogéneos.

Función racional genérica g : Ĉz −→ Ĉw
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

Mosaico no homogéneo MΓ de Ĉz,
con vértices de valencia 4

-
�

Grá�ca plana Γ

como en Teorema 3.1.1.

(8)

Nuevamente el �mor�smo� ↑ está punteado, puesto que un mosaico MΓ, asociado a una grá�ca
plana Γ como las requeridas por Thurston, no determina un único par (g : Ĉz −→ Ĉw, γ).

Resultados principales de la tesis.

Dado que los polinomios f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 3, siempre tienen en ∞ índice de
rami�cación 3 (n−1), entonces ningún polinomio es una función racional genérica (recordemos que
todos los valores de rami�cación, de una función racional genérica, tienen índice de rami�cación
1). En consecuencia, los mosaicos a la Klein Mf−1(γ) de Ĉz, construidos a partir de un polinomio

f : Ĉz −→ Ĉw, siempre tienen un vértice de valencia 2n en ∞.

Por los argumentos expuestos en el parágrafo anterior, la parte medular de esta tesis es dar
respuesta al Problema 2, en una familia de polinomios, llamados genéricos. Recordemos que
por de�nición, un polinomio f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 3, es genérico si tiene n valores de
rami�cación distintos, incluyendo a∞. En términos de grá�cas, nuestro objetivo es dar respuesta
al problema siguiente; versión de la pregunta planteada en (1) y Problema 2, para polinomios
genéricos.

3 El lector que este interesado en información adicional puede consultar [14, pág. 15].

IX



Introducción

Problema 3. Caracterizar topológicamente cuándo una grá�ca plana Γ ⊂ Ĉz está determinada
por un polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw de grado n ≥ 2, y una curva de Jordan orientada γ
adecuada.

Consideremos un polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 3. A partir de la grá�ca
f−1(γ), olvidando los vértices de valencia 2, obtenemos una grá�ca plana Γ que tiene (n − 1)
vértices de valencia 4 (puntos críticos de f) y un vértice de valencia 2n en ∞. El Teorema 3.1.2,
enunciado abajo, proporciona la implicación inversa, cualquier grá�ca plana del tipo Γ puede
ser realizada, topológicamente, como una grá�ca f−1(γ), para algún polinomio genérico f y una
curva de Jordan orientada γ adecuada. La di�cultad inicial, al igual que en el caso estudiado por
Thurston, radica en la no homogeneidad del mosaico MΓ. Una di�cultad adicional, en nuestro
caso, es tener mosaicos con vértices de distintas valencias. Estas di�cultades están ilustradas en
el Ejemplo 3.1.1.

Teorema 3.1.2 (L. González Cely [15]). Una grá�ca plana, orientada y conexa Γ con n− 1
vértices de valencia 4 y un vértice de valencia 2n en ∞ es igual a f−1(γ) (omitiendo los vértices
de valencia 2) para algún polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 2, y una curva de
Jordan orientada γ ⊂ Ĉw que pasan por los valores de rami�cación de f sí y sólo si

a) la frontera de cada componente conexa de Ĉz\Γ es una curva de Jordan orientada;

b) para una coloración alterna azul-gris de las caras de Ĉz \Γ, hay n caras grises, n caras azules.

La idea central de la prueba del Teorema 3.1.2 es dar un algoritmo que nos permita homogeneizar
el mosaico y de esa manera garantizar la existencia del polinomio genérico.

Usando las equivalencias del Diagrama (7), el teorema anterior tiene su versión en términos
de mosaicos.

Corolario 1. Una mosaico orientado MΓ de Ĉz con n− 1 vértices de valencia 4 y un vértice de
valencia 2n en ∞ es igual a Mf−1(γ) (omitiendo los vértices de valencia 2) para algún polinomio

genérico f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 2, y una curva de Jordan orientada γ ⊂ Ĉw que pasan por
los valores de rami�cación de f sí y sólo si

a) la frontera de cada cara de MΓ es una curva de Jordan orientada;

b) para una coloración alterna azul-gris de las caras de MΓ, hay n caras grises, n caras azules.

El resultado en el Teorema 3.1.2 es topológico, en el siguiente sentido. Dado un polinomio
genérico f y una curva de Jordan orientada γ pasando por los valores de rami�cación de f , la
grá�ca Γ está totalmente determinada, esto se desprende del algoritmo de Klein. Por el contrario,
dada una grá�ca Γ como la requerida, solo la existencia de un polinomio genérico f y una curva
de Jordan orientada adecuada γ es garantizada. Si permitimos una perturbación continua fε,
para ε su�cientemente pequeño, de un polinomio genérico f0 y su correspondiente γ0, entonces
el conjunto de pares {(fε, γε)} determina topológicamente la misma grá�ca Γ.

Sintetizando nuestro resultado principal, obtenemos el diagrama siguiente. Observemos que el
teorema anterior nos permite construir el �mor�smo punteado� ↑ entre mosaicos {M} y pares
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Introducción

{(f : Ĉz −→ Ĉw, γ)}, donde para cada par (f : Ĉz −→ Ĉw, γ), f es un polinomio genérico y γ
curva de Jordan orientada adecuada.

Polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

Mosaico no homogéneo MΓ de Ĉz
con vértices de valencias 4 en Cz y 2n en ∞

-
�

Grá�ca plana Γ,
como en Teorema 3.1.2.

Estructura de la tesis.

En el Capítulo 1 exponemos nuestra interpretación de distintos algoritmos y métodos que
asocian, a partir de funciones singulares complejo analíticas {g}, grá�cas planas {Γ} o equivalen-
temente mosaicos {MΓ}. En �1.1 describimos el algoritmo de Klein, detallado en las Ecuaciones
(2)�(5), y damos una colección de ejemplos. La grá�ca dual, en el sentido de Poincaré [18, Ca-
pítulo 3, �3.3], de la grá�ca g−1(γ) se conoce como la grá�ca de Speiser Sg de g. Estas grá�cas
fueron introducidas por A. Speiser [39] alrededor de 1930. Existen distintas aplicaciones de estas
grá�cas, tal como se puede constatar en los trabajos [27], [12] y [29]. En �1.2 hablamos un poco
de estas grá�cas, y construimos algunos ejemplos interesantes.

Por otra parte, existe una equivalencia entre funciones g(z), 1�formas g′(z)dz, diferenciales cua-
dráticas (g′(z))2dz⊗ dz, y campos vectoriales 1

g′(z)
∂
∂z . Debido a estas equivalencias, los mosaicos

asociados a las funciones {g(z)} tienen sus interpretaciones correspondientes en todas estas clases
de objetos. Estas equivalencias son usadas por J. Muciño�Raymundo y A. Alvarez�Parrilla en [4]
para comprender la geometría y dinámica de campos vectoriales complejo analíticos singulares.
Algunas otras referencias importantes que siguen lineamientos similares son [40], [32], [31] [4].
En �1.3 damos una descripción rápida de estas equivalencias y algunos ejemplos.

En el Capítulo 2 planteamos el Problema 1. Como mencionamos anteriormente, este problema
en versiones distintas, fue estudiado por H. A. Schwarz [38], R. Nevanlinna [36], [35, Capítulo
XI, �2] y G. V. Bely�� entre otros. En �2.1 damos una respuesta parcial al Problema 1; ver el
Teorema 2.1.1. Adicionalmente presentamos una colección de ejemplos que ayudarán a visualizar
la importancia de este resultado.

En el Capítulo 3 enunciamos la pregunta/problema (1) planteada por W. Thurston y la
caracterización que obtiene, conjunto con S. Koch y T. Lei, para las grá�cas planas que provienen
de funciones racionales genéricas; ver Teorema 3.1.1. Por otra parte, demostramos el resultado
principal de la tesis, Teorema 3.1.2. En �3.1, describiremos con detalle la di�cultad del problema,
dando además un ejemplo que nos permita evidenciar la misma. En las ecuaciones (3.2)�(3.4)
daremos una descripción precisa de las grá�cas planas orientadas {Γ} involucradas en nuestra
caracterización. Finalmente, en �3.2, la prueba de la implicación �←−� del Teorema 3.1.2 es dada.

En el Capítulo 4 presentamos la relación de nuestro problema con el famoso problema de
enumeración de Hurwitz [20], enunciado a continuación.
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Determinar el número de cubrientes rami�cados de una super�cie de Riemann,
con conjunto de rami�cación prescrito.

Este problema es de naturaleza topológica pero con un gran contenido combinatorio. Según
nuestras fuentes, K. Bara«ski [6], S. K. Lando [23], A. Zvonkin y S. K. Lando en [24, Capítulos
1 y 5] este aún es un problema con respuestas parciales. En �4.1 comentamos como construir los
objetos combinatorios del problema de Hurwitz a partir de un polinomio y por ende a partir de
un mosaico a la Klein M de Ĉz.
Una herramienta importante para estudiar el espacio de polinomios genéricos es la llamada
aplicación de Lyashko�Looijenga. Ellos construyeron esta aplicación para entender la naturaleza
algebraica y geométrica del espacio de polinomios genéricos, considerando la equivalencia por la
izquierda descrita en la De�nición 3.3.1. Para mayor detalle podemos consultar [5] y [26]. En �4.2
damos la fórmula explícita para la aplicación LL en el caso de polinomios genéricos de grado 4
y construimos los mosaicos asociados para cada una de las clases.

El problema central de esta tesis es un punto de encuentro entre distintas ramas de las
matemáticas, entre ellas topología, combinatoria y análisis complejo. Finalmente en el Capítulo
5 presentamos un listado de distintos problemas cercanos con los abordados a lo largo de esta
tesis. Muchos de ellos son problemas abiertos de gran interés.

XII



Capı́tulo 1
Una correspondencia entre mosaicos, grá�cas
planas y grá�cas de Speiser

El propósito de este Capítulo es exponer nuestra interpretación de algunos algoritmos y
métodos grá�cos para representar y entender la topología de las funciones racionales. Esta re-
presentación se hace a través de grá�cas planas o equivalentemente mosaicos. Adicionalmente,
diremos en qué casos dichos algoritmos se extienden a funciones singulares complejo analíticas
(descritas abajo).

Los algoritmos y métodos que estaremos trabajando se desarrollarán en alguno de los espacios
siguientes, según sea conveniente.

O(C) = {g : C −→ C | C es el plano complejo y g es holomorfa},

M(Ĉ) = {g : Ĉ −→ Ĉ | Ĉ es la esfera de Riemann y g es meromorfa},

M(Sg) =

{
g : Sg −→ Ĉ

∣∣∣∣ Sg es una super�cie de Riemann compacta de género g

y g es meromorfa

}
,

M(S) =

{
g : S −→ Ĉ

∣∣∣∣ S es una super�cie de Riemann arbitraria
y g es singular complejo analítica

}
.

En el espacio M(S), por función singular complejo analítica queremos decir función que admite,
a lo más ceros, polos y singularidades esenciales.

1.1. Algoritmo a la F. Klein para representar funciones raciona-

les, a través de mosaicos y grá�cas.

Recordemos que una función meromorfa
g : S −→ S′,

donde S y S′ son super�cies de Riemann, tiene una representación local z 7→ zν+1, para algún
ν ∈ Z. El entero ν es el índice de rami�cación 1 de g en el punto z. Este comportamiento rígido

1El lector que este interesado en información adicional puede consultar [14, pág. 15].
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1.1. Mosaicos y grá�cas, a la F. Klein, para funciones racionales

permite utilizar la teoría de grá�cas y métodos combinatorios para exhibir diferentes propiedades
de las funciones meromorfas. La �nalidad de esta Sección es estudiar un algoritmo atribuido a F.
Klein como un instrumento fundamental para entender la topología de las funciones racionales.

Antes de empezar, establecemos un concepto básico que se utilizará a lo largo de este escrito.

De�nición 1.1.1. Un mosaico M de una super�cie topológica, orientada y sin frontera Stop es
una familia �nita o numerable de k�ágonos topológicos

{τt ⊂ Ĉ},

que llamaremos caras, cumpliendo lo siguiente.

1. La super�cie Stop es la unión de todas las caras.

2. Para dos caras τt, τκ ∈ M, con t 6= κ, la intersección cumple solo una de las siguientes
condiciones:

τt ∩ τκ =


un punto (vértice),
un arco topológico (arista),
un conjunto de vértices y aristas,
vacío.

Los mosaicos expuestos en la Figura 1.1(a)�(b), ejempli�can cuando la intersección de dos
caras es un conjunto de vértices y aristas.

F. Klein fue, según tenemos entendido, un pionero en el estudio de grá�cas y mosaicos como
una herramienta para describir funciones racionales. Para un análisis detallado es apropiado
consultar �Los protocolos de Felix Klein�, [11]. A grandes rasgos, nuestra interpretación del estudio
en [11] es la siguiente.

Algoritmo 1.1.1 (A la F. Klein). Consideremos una función racional g : Ĉz −→ Ĉw de grado
n ≥ 2 con valores de rami�cación

Rg := {w0, w1, . . . , wj , . . . , wk−1} ⊂ Ĉw.

El número máximo posible de valores de rami�cación distintos es (2n − 2), es decir, (k − 1) ≤
(2n− 3). Si dado el caso ∞ ∈ Rg, entonces acordaremos que w0 =∞.

Paso 1. Seleccionemos una curva de Jordan orientada γ ⊂ Ĉw que pase por los puntos de Rg,
siguiendo el orden natural de los subíndices. Las cerraduras de las dos componentes de Jordan
de Ĉw\γ se pueden reconocer como dos k�ágonos topológicos τ y τ ′, con frontera común γ. De
esta manera obtenemos un mosaico Mγ de Ĉw con

vértices
V = Rg = {w0, w1, . . . , wj , . . . , wk−1} ⊂ Ĉw, (1.1)

aristas
A = {w0w1, . . . , wjwj+1, . . . , wk−1w0} ⊂ Ĉw, (1.2)

y caras (k�ágonos topológicos)
Mγ = τ ∪ τ ′ = Ĉw. (1.3)

Por construcción, el interior de τ (resp. τ ′) está a la izquierda (resp. derecha) de γ. Asignamos
el color azul (resp. gris) al interior de τ (resp. τ ′).
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1.1. Mosaicos y grá�cas, a la F. Klein, para funciones racionales

Paso 2. La imagen inversa de γ bajo g, denotada g−1(γ), determina el mosaico Mg−1(γ) de Ĉz
con

vértices
V ∗ =

⋃
j

g−1(wj), donde cada z ∈ V ∗ tiene etiqueta j si g(z) = wj , (1.4)

aristas
A∗ =

⋃
j

g−1(wjwj+1), (1.5)

y caras (k�ágonos topológicos)

Mg−1(γ) = τ1 ∪ . . . ∪ τt ∪ . . . τn︸ ︷︷ ︸
g−1(τ)=caras azules

∪ τ ′1 ∪ . . . ∪ τ ′t ∪ . . . τ ′n︸ ︷︷ ︸
g−1(τ ′)=caras grises

= Ĉz, (1.6)

donde todas sus caras son k�ágonos topológicos, para una misma k.

La valencia de cada vértice deMg−1(γ) tiene la forma 2(ν+1), donde ν es su índice de rami�cación.
Notemos que los vértices de valencia 2 de Mg−1(γ) son puntos regulares de g.

La orientación de las fronteras, en las caras de Mg−1(γ), sigue la siguiente regla: la frontera de
cada cara azul τt está orientada en sentido antihorario; la frontera de cada cara gris τ ′t en sentido
horario. Además, para cada frontera ∂τt (resp. ∂τ ′t), el orden cíclico de las etiquetas en sus k
vértices es 0, 1, . . . , k − 1, al recorrerla siguiendo la orientación de Mg−1(γ).

Para concluir, dado un par (g : Ĉz −→ Ĉw, γ), el algoritmo de Klein produce un mosaicoMg−1(γ)

de Ĉz, con las características mencionadas.

Si reconocemos a la curva de Jordan γ como una grá�ca plana (i.e. grá�ca encajada en Ĉ),
orientada y conexa con vértices, aristas y caras señalados en (1.1)�(1.3), entonces g−1(γ) es una
grá�ca plana, orientada, conexa y etiquetada con vértices, aristas y caras indicados en (1.4)�(1.6).

Sintetizando los planteamientos hechos, por el Algoritmo 1.1.1 y la equivalencia expuesta en el
Cuadro 1 de la introducción, cada par (g : Ĉz −→ Ĉw, γ) determina un mosaico Mg−1(γ) y una
grá�ca plana g−1(γ), tal como se enuncia a continuación.

Lema 1.1.1. Dada una función racional g : Ĉz −→ Ĉw de grado n ≥ 2 y una curva de Jordan
orientada γ que pasa por los valores de rami�cación de g, el siguiente diagrama queda determi-
nado.

Función racional g : Ĉz −→ Ĉw
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

Mosaico Mg−1(γ) de Ĉz
por k�ágonos, para una única k

-�
Grá�ca plana, orientada

conexa y etiquetada g−1(γ) ⊂ Ĉz.

(1.7)

�

3



1.1. Mosaicos y grá�cas, a la F. Klein, para funciones racionales

Ejemplo 1.1.1. Consideremos el polinomio

f : Ĉz −→ Ĉw, f(z) = z3 − 3z.

Los puntos críticos de f son
Cf = {∞, z1 = 1, z2 = −1},

con multiplicidades {2, 1, 1}, respectivamente. Los valores de rami�cación de f son

Rf = {∞, w1 = −2, w2 = 2}.

En vista de que los valores de rami�cación pertenecen al eje real, seleccionamos a R∪{∞} como
la curva de Jordan orientada γ que pasa por los valores de rami�cación Rf . La orientación de γ
es tal que el semiplano superior H+ := {z ∈ C : =(z) > 0} (resp. H− := {z ∈ C : =(z) < 0})
está a la izquierda (resp. derecha) de γ. Asignamos el color azul (resp. gris) a τ := H+ (resp.
τ ′ := H−). De todo esto originamos el mosaico

Mγ = H+ ∪H− = τ ∪ τ ′ = Ĉw.

La imagen inversa de γ bajo f determina el mosaico Mf−1(γ) de Ĉz, ilustrado en la Figura 1.1(a).
Es importante notar que todas las caras del mosaico Mf−1(γ) son triángulos topológicos con dos
tipos de vértices �nitos; vértices de valencia 4, que corresponden a los puntos críticos �nitos de
f y vértices ζ1, ζ2 de valencia 2, que corresponden a puntos donde f es un biholomor�smo local.
Al omitir estos últimos vértices en Mf−1(γ), obtendremos un ejemplo de grá�ca plana, orientada
y conexa, como las descritas en nuestro resultado principal, Teorema 3.1.2.

Figura 1.1: Mosaicos a la Klein determinados por el polinomio f(z) = z3−3z, la función racional
g(z) = (1+3z−3z2 +3z3)/(3−3z+3z2 +z3) y la función singular complejo analítica h(z) = ez,
respectivamente.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos ahora la función racional

g : Ĉz −→ Ĉw, g(z) =
1 + 3z − 3z2 + 3z3

3− 3z + 3z2 + z3
.

Un cálculo sencillo nos permite encontrar los puntos críticos de g

Cg = {z1 = 1, z2 = i, z3 = −i},
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1.1. Mosaicos y grá�cas, a la F. Klein, para funciones racionales

con multiplicidades {2, 1, 1}, respectivamente. Evaluando cada uno de estos puntos críticos en g,
tenemos que los valores de rami�cación son

Rg = {w1 = 1, w2 = i, w3 = −i}.

Es claro que en este caso, el punto∞ es un valor regular de g. Considerando que la norma de cada
valor de rami�cación es 1, seleccionamos al círculo unitario {w ∈ Cw : | w |= 1} como la curva
de Jordan orientada γ que pasa por los valores de rami�cación Rg. La orientación de γ es tal que
el interior del círculo unidad {w ∈ Cw : | w |< 1} (resp. {w ∈ Ĉw : | w |> 1}) está a la izquierda
(resp. derecha) de γ. Nuevamente asignamos el color azul (resp. gris) a τ := {w ∈ Cw : | w |≤ 1}
(resp. τ ′ := {w ∈ Ĉw : | w |≥ 1}). De esta manera construimos el mosaico

Mγ = τ ∪ τ ′ = Ĉw.

De igual forma la imagen inversa de la grá�ca γ, bajo g, determina el mosaico Mg−1(γ) esbozado
en la Figura 1.1(b). Hay que mencionar además que todas las caras de Mg−1(γ) son triángulos
topológicos.

El Algoritmo 1.1.1 y la equivalencia expuesta en el Cuadro 1, dado en la introducción, se
pueden generalizar a funciones singulares complejo analíticas g : Shol −→ Ĉw, siempre y cuando
los conjuntos de valores de rami�cación y singularidades esenciales de g sean �nitos. Recordemos
que Shol denota cualquier super�cie de Riemann, no necesariamente compacta. Evidentemente
en este caso, la grá�ca g−1(γ) no necesariamente es plana.

Un ejemplo sencillo de una función singular complejo analítica, con al menos una singularidad
esencial, es la función exponencial. En el siguiente ejemplo construimos un mosaico para Shol = C,
a partir de la función exponencial, usando el algoritmo de Klein.

Ejemplo 1.1.3. Consideremos la función singular complejo analítica

h : Cz −→ Ĉw, h(z) = ez.

Se propone presentar este ejemplo con la �nalidad de mostrar que aunque el conjunto de valores
de rami�cación Rh de h(z) es vacío, las singularidades esenciales 0,∞ ∈ Ĉz de h−1 juegan un
papel similar a los valores de rami�cación de las funciones racionales. El concepto de singularidad
esencial es delicado, para un tratamiento meticuloso ver [8], [27, pág. 53], [4, pág. 145�146]. En
esa medida, elegimos a γ = R ∪ {∞} como la curva de Jordan orientada que pasa por las dos
singularidades esenciales, generando el mosaico

Mγ = H+ ∪H− = τ ∪ τ ′ = Ĉw.

Convenimos la asignación de colores en las dos caras de Mγ como en el Ejemplo 1.1.1. De nuevo
la imagen inversa de γ, bajo h, engendra el mosaico Mh−1(γ), expuesto en la Figura 1.1(c). No
hay di�cultad alguna en notar que Mh−1(γ) está formado por las franjas horizontales

2πk ≤ =(z) ≤ π(2k + 1)︸ ︷︷ ︸
caras azules

y π(2k + 1) ≤ =(z) ≤ 2π(k + 1)︸ ︷︷ ︸
caras grises

,

respectivamente, con k = 0, 1, . . ..
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Como una motivación analítica para la elección de γ = R∪{∞}, recordemos que a �nales del
siglo XIX, la siguiente versión del teorema de representación conforme de Riemann fue estudiada.
Consideremos un polígono cerrado Π ⊂ Ĉz y asumamos la existencia de una función conforme
g0 : Πo −→ H+, donde ∂H+ = γ. Esta función g0 admite una extensión analítica por re�exiones
a través de los lados del polígono Π, generando una super�cie de Riemann S y una función
conforme g : S =

⋃
α Πα −→ Cw. Para un tratamiento cuidadoso de esta construcción, consulte

[19, Capítulo 10, Sección 2]. La super�cie de Riemann S tiene un mosaico M dado por la unión
de los polígonos topológicos {Πα}. En casos muy especiales el mosaico M es como el establecido
en la Ecuación (1.6).

Observación 1.1.1. Dada una función racional o singular complejo analítica g : Stop −→ Ĉw,
es fundamental resaltar que el algoritmo de Klein depende de la elección de la curva de Jordan.
Concretamente, la topología del mosaico Mg−1(γ) depende del orden en que γ pasa por los valores
de rami�cación de g, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Figura 1.2: Mosaico Mf−1(γ1) determinado por el polinomio f(z) = z4− 4z3− 4z2 y la curva de
Jordan orientada γ1 = R ∪ {∞}.

Ejemplo 1.1.4 (Dependencia del mosaico Mf−1(γ) con respecto a la curva γ). Consideremos el
polinomio

f : Ĉz −→ Ĉw, f(z) = z4 − 4z3 − 4z2.

Los puntos críticos de f son

Cf = {∞, z1 = 0, z2 = 1, z3 = 2},

con multiplicidades {3, 1, 1, 1}, respectivamente. Los valores de rami�cación son

Rf = {∞, w1 = −32, w2 = −7, w3 = 0}.

Seleccionemos primero la curva de Jordan orientada

γ1 = R ∪ {∞}.
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1.1. Mosaicos y grá�cas, a la F. Klein, para funciones racionales

Esta curva pasa por los valores de rami�cación en el siguiente orden cíclico ∞, w1, w2, w3, tal
como se indica a la derecha de la Figura 1.2. La orientación de γ1 y los colores de las caras
τ = H+ y τ ′ = H−, son tales como se estableció en el Ejemplo 1.1.1, dando origen al mosaico

Mγ1 = H+ ∪H− = τ ∪ τ ′ = Ĉw.

El mosaico Mf−1(γ1) determinado por la grá�ca plana f−1(γ1) se bosqueja a la izquierda de la
Figura 1.2.

Figura 1.3: Mosaico Mf−1(γ2) determinado por el polinomio f(z) = z4− 4z3− 4z2 y la curva de
Jordan orientada γ2.

Consideremos ahora la curva de Jordan orientada γ2, indicada a la derecha de la Figura 1.3.
Esta curva pasa por los elementos de Rf en el orden cíclico ∞, w1, w3, w2. Al calcular la imagen
inversa de la curva γ2, bajo f , obtenemos el mosaico Mf−1(γ2), ilustrado a la izquierda de la
Figura 1.3.

Figura 1.4: Mosaicos Mf−1(γ1) y Mf−1(γ2), topológicamente no equivalentes, para el polinomio
f(z) = z4 − 4z3 − 4z2.

La Figura 1.4 deja intuir que no podemos hacer ninguna deformación continua, que preserve
orientación, para ir del mosaicoMf−1(γ1) al mosaicoMf−1(γ2). Dicho de otra manera, los mosaicos
Mf−1(γ1) yMf−1(γ2) no tienen las mismas topologías o no son homeomorfos. Es fácil convencernos
de esto al observar lo siguiente:
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1.2. Grá�cas de Speiser para funciones singulares complejo analíticas

i) los mosaicos Mf−1(γ2) y M tienen la misma topología o son homeomorfos (ver a la izquierda
de la Figura 1.4);

ii) la cara τ1 del mosaico Mf−1(γ2) (o equivalentemente el mosaico M) tiene todos los puntos
críticos de f en su frontera, cosa que no ocurre con ninguna cara en Mf−1(γ1).

Por todo lo dicho concluimos que los mosaicos Mf−1(γ1) y Mf−1(γ2) no son homeomorfos.

1.2. Grá�cas de Speiser para funciones singulares complejo ana-

líticas.

El matemático suizo A. Speiser [39] introdujo los objetos que hoy se conocen como grá�cas
de Speiser. Para nuestros �nes, de�nimos estas grá�cas en la esfera de Riemann Ĉz provista con
mosaicos Mg−1(γ), obtenidos a partir del Algoritmo 1.1.1.

De�nición 1.2.1. Consideremos una función racional g : Ĉz −→ Ĉw con k valores de rami�ca-
ción. La grá�ca de Speiser Sg asociada a g, es la grá�ca dual (en el sentido de Poincaré) de la
grá�ca g−1(γ).

La de�nición anterior se puede extender para super�cies de Riemann arbitrarias S.

Observación 1.2.1. Es instructivo �jarse en las siguientes características de las grá�cas de
Speiser.

1. La grá�ca de Speiser Sg es una grá�ca conexa.

2. Los vértices de Sg son bipartitos; asignamos el color rojo (resp. amarillo) a los vértices de Sg
en las caras azules (resp. grises) de Mg−1(γ).

3. La imagen de Sg, bajo g, es la grá�ca dual de γ. Dicha grá�ca tiene exactamente dos vértices:
uno rojo (de valencia k) en la cara azul τ de Mγ y uno amarillo (de valencia k) en la cara gris
τ ′.

4. Cada vértice de Sg tiene valencia k (recordemos que k denota el número de valores de rami�-
cación de g).

5. Por construcción, el interior de cada cara de Sg contiene un elemento de la forma f−1(wj),
donde wj es un valor de rami�cación de g.

6. Para cada cara de Sg, el número de aristas que conforma su frontera es 2(νj + 1), donde νj es
el índice de rami�cación del punto f−1(wj) mencionado en el punto anterior.

La dualidad entre las grá�cas de Speiser Sg y las grá�cas completas g−1(γ) generan el dia-
grama siguiente, análogo al dado en (1.7) del Lema 1.1.1.

Lema 1.2.1. El mosaico Mg−1(γ) está totalmente determinado por la grá�ca de Speiser Sg, y
viceversa.

Función racional g : Ĉz −→ Ĉw
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

Mosaico Mg−1(γ) de Ĉz
por k�ágonos, para una única k

-�
Grá�ca plana, orientada,

conexa y etiquetada g−1(γ).
-�Grá�ca de Speiser Sg

�

(1.8)

8



1.2. Grá�cas de Speiser para funciones singulares complejo analíticas

Ejemplo 1.2.1. La Figura 1.5 exhibe las grá�cas de Speiser de las funciones

f(z) = z3 − 3z, g(z) =
1 + 3z − 3z2 + 3z3

3− 3z + 3z2 + z3
y h(z) = ez,

estudiadas en los Ejemplos 1.1.1�1.1.3.

Figura 1.5: Grá�cas de Speiser asociadas al polinomio f(z) = z3 − 3z, la función racional
g(z) = (1+3z−3z2+3z3)/(3−3z+3z2+z3) y la función trascendental h(z) = ez, respectivamente.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos la función trascendente

p : Ĉz −→ Ĉw, p(z) = cos z.

La pretensión de este ejemplo es evidenciar que incluso para funciones singulares complejo ana-
líticas, con un conjunto in�nito de puntos críticos, el Algoritmo 1.1.1 funciona y por ende la
grá�ca de Speiser queda también determinada. Un cálculo sencillo arroja que el conjunto de
puntos críticos �nitos de p es

{2πk : k ∈ Z} ∪ {π + 2πk : k ∈ Z}.

Figura 1.6: Mosaico Mp−1(γ) de Ĉz y grá�ca de Speiser Sp determinados por p(z) = cos z.

El valor de rami�cación correspondiente al conjunto {π+2πk : k ∈ Z} es w1 = −1 y el pertinente
al conjunto {2πk : k ∈ Z} es w2 = 1. Bajo estas condiciones podemos elegir a γ = R ∪∞ como
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1.3. Correspondencia entre funciones, 1�formas, campos vectoriales y diferenciales cuadráticas

la curva de Jordan orientada que pasa por todos los valores de rami�cación de p(z) (incluyendo
a ∞). Nuevamente asignamos el color azul (resp. gris) a τ = H+ (resp. τ ′ = H−) produciendo el
mosaico

Mγ = H+ ∪H− = τ ∪ τ ′ = Ĉw.

La imagen inversa de γ bajo p produce el mosaico Mp−1(γ) bosquejado en la Figura 1.6(a). La
grá�ca de Speiser Sp asociada a p se ilustra en la Figura 1.6(b).

Recientemente estas grá�cas han sido aplicadas como una herramienta para determinar el
tipo de super�cie cubriente S de la esfera de Riemann Ĉw con k ponchaduras w0, . . . , wk−1. El
lector puede consultar los trabajos de D. Masoero [27], y S. A. Merenkov [29], entre otros. Por otro
lado, en 1984, P.G. Doyle [12] consideró el problema de determinar el tipo conforme hiperbólico
o parabólico de una super�cie cubriente de la esfera de Riemann Ĉw con k ponchaduras a través
de las propiedades de su grá�ca de Speiser. Asimismo, R. Nevanlinna [36, pág. 291] y G. Elfving
[13] trabajaron en la clasi�cación, via grá�cas de Speiser, de las super�cies de Riemann. Por
ejemplo, la sub�familia de super�cies que vienen de las funciones g(z) =

∫
z e
−P (ζ)dζ , donde P (z)

es polinomio. Ver A. Álvarez et al. [4], para relaciones con campos vectoriales complejo analíticos.

1.3. Correspondencia natural entre funciones singulares complejo

analíticas y algunos objetos analíticos, geométricos.

Finalmente, en super�cies de Riemann existe una correspondencia natural entre:

i) funciones g(z),

ii) 1-formas g′(z)dz,

iii) campos vectoriales 1
g′(z)

∂
∂z y

iv) diferenciales cuadráticas (g′(z))2dz ⊗ dz.
Dicha correspondencia se expresa con el siguiente diagrama (ver [40], [32], [31], [4])

g(z)
OO

��

oo // g′(z)dz
OO

��
1

g′(z)
∂
∂z
oo // (g′(z))2dz ⊗ dz.

(1.9)

Debido a la equivalencia expuesta en (1.9), los resultados usados en teoría de grá�cas para las
funciones {g(z)} tienen sus interpretaciones correspondientes para todas estas clases de objetos.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos el polinomio del Ejemplo 1.1.1

f : Ĉz −→ Ĉw, f(z) = z3 − 3z.
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1.3. Correspondencia entre funciones, 1�formas, campos vectoriales y diferenciales cuadráticas

En este caso el Diagrama (1.9) toma la forma siguiente.

z3 − 3z
OO

��

oo // 3(z − 1)(z + 1)dz
OO

��
1

3(z−1)(z+1)
∂
∂z
oo // 9(z2 − 1)2dz ⊗ dz.

El diagrama anterior asocia de manera canónica el campo 1
3(z−1)(z+1)

∂
∂z al mosaico Mf−1(γ).

Las curvas de nivel singulares del campo 1
3(z−1)(z+1)

∂
∂z coinciden con la grá�ca completa f−1(γ),

determinada por el mosaico Mf−1(γ). Los vértices de valencia 4 de f−1(γ) (puntos críticos �nitos
de f) coinciden con los dos polos simples del campo.

Por otra parte, la teoría de grá�cas y los métodos combinatorios son integrados con ideas
numéricas y analíticas, para enriquecer el estudio de los objetos en (1.9), como lo muestra J. C.
Langer en [25].

W. M. Boothby [9], [10] estudió cuando una foliación singular real F sobre C, viene de las
curvas de nivel de una función armónica <(g(z)). Estas foliaciones deben tener singularidades del
tipo topológico <(zn) para n ≥ 2. Como era de esperarse estas foliaciones determinan grá�cas
planas Λ (y su respectivo mosaicoMΛ) teniendo como vértices las singularidades de F, incluyendo
a∞, y como aristas las curvas de nivel por las singularidades). En el Ejemplo 1.3.2, presentamos
una foliación polinomial donde la grá�ca plana determinada Λ no viene de la imagen inversa de
una única curva de Jordan orientada que pasa por los valores de rami�cación del polinomio. Este
ejemplo viola una de las hipótesis de nuestro resultado principal (enunciado más adelante en el
Teorema 3.1.2), pero muestra que hay diversas formas de construir mosaicos en la esfera a partir
de funciones racionales.

Ejemplo 1.3.2. En la Figura 1.7(a), consideramos una foliación real F sobre Cz con singulari-
dades

{z1 = −1, z2 = 1, z3 = −i}.

Existe una función armónica <(g(z)) cuyas curvas de nivel coinciden con F (como en [9], [10]).
Es más, podemos reconocer a g(z) como sigue

g : Ĉz −→ Ĉw, g(z) =

∫
z
(z + 1)(z − 1)(z + i)dz.

La foliación F determina una grá�ca plana Λ ⊂ Ĉz (y un mosaico respectivo MΛ) con tres
vértices de valencia 4 en −1, 1,−i y un vértice de valencia 10 en ∞; ver la Figura 1.7(b).

Si examinamos detenidamente la grá�ca Λ podemos concluir que esta es la imagen inversa de
dos curvas de Jordan orientadas γ1, γ2 ⊂ Ĉw bajo g, que se intersectan en ∞; γ1 que pasa por
los valores de rami�cación g(−1) y g(1) and γ2 pasa por g(−i), i.e.

Λ = g−1(γ1) ∪ g−1(γ2).
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1.3. Correspondencia entre funciones, 1�formas, campos vectoriales y diferenciales cuadráticas

Ciertamente la frontera ∂τ1 de la cara azul τ1 de MΛ es una curva cerrada que se auto�intersecta
en ∞; ver la curva roja en la Figura 1.7. Por esta razón, la grá�ca Λ no pertenece a las descritas
en el Teorema 3.1.2.

Figura 1.7: a) Foliación real F sobre Cz, b) mosaico MΛ asociado a F.
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Capı́tulo 2
Una correspondencia entre mosaicos M
dados por k�ágonos topológicos y funciones
singulares complejo analíticas

El objetivo central en este Capítulo es la construcción de un mor�smo �↑� de super�cies
topológicas y orientadas Stop, provistas con mosaicos M dados por k�ágonos topológicos, con
k ≥ 3 �ja, a funciones singulares complejo analíticas g : Stop −→ Ĉw.

2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Bely��.

Como punto de partida, podemos plantearnos el Problema 1, ya mencionado en la introduc-
ción de este documento.

Problema 1. Determinar bajo qué condiciones un mosaico M de Ĉz proviene de una función
racional g : Ĉz −→ Ĉw y una curva de Jordan orientada γ adecuada.

Para dar una respuesta al Problema 1 es importante primero, recordar los siguientes hechos.
Consideremos un k�ágono topológico τ ⊂ C, coloreado de azul, con vértices {w0, w1, . . . wk−1},
cuya frontera está orientada en sentido antihorario. Denotemos con τ ′ una copia de τ , coloreado
de gris, cuya frontera está orientada en sentido horario. Al identi�car τ con τ ′ a lo largo de sus
fronteras γ := ∂τ = ∂τ ′, a través de la isometría identidad, obtenemos una esfera topológica
Σtop, con k puntos marcados {w0, w1, . . . wk−1}, provista con un mosaico a dos colores

Mγ = τ ∪ τ ′ = Σtop, (2.1)

tal como se exhibe a la izquierda de la Figura 2.1. Es posible dotar con una estructura compleja
a la esfera Σtop, como se constata a continuación.

Lema 2.1.1. Existe para la esfera Σtop una estructura de super�cie de Riemann que la hace
biholomorfa a la esfera de Riemann Ĉw.

Esta situación se ejempli�ca en la Figura 2.1.
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Bely��

Demostración. Consideremos el semiplano superior H+ y su frontera γ = R∪{∞} con k puntos
marcados {w′0 =∞, w′1, . . . w′k−1} tal que

w′1 < w′2 < · · · < w′k−1.

Asignamos el color azul a H+ y la orientación de γ tal que H+ está a su izquierda; ver a la
derecha de la Figura 2.1. Por el teorema del mapeo de Riemann existe un biholomor�smo

ψ0 : τ ⊂ Σtop −→ H+,

donde la imagen de los vértices de τ bajo ψ son los puntos marcados en la frontera γ de H+

cumpliendo que ψ0(wj) = w′j , para cada j = 0, . . . , k − 1. Usando el principio de re�exión de
Schwarz podemos extender ψ0 al biholomor�smo

ψ : Σtop −→ H+ ∪H+

τ 7→ H+

τ ′ 7→ H−,

asignando el color gris a H−. Dado que la estructura compleja de H+ ∪ H+ debe ser la de la
esfera de Riemann, existe un biholomor�smos φ : H+∪H+ −→ Ĉw. El pull�back de la estructura
compleja a través de la composición ψ ◦ φ proporciona una estructura de super�cie de Riemann
para Σtop. Finalmente, por el teorema de uniformización sabemos que cualquier super�cie de
Riemann (topológicamente una esfera) es biholomorfamente equivalente a la esfera de Riemann
Ĉw. Para un examen más detallado de este resultado, el lector puede referirse a [37, Capítulo I,
1.8.3, pág. 74] y [1].

Figura 2.1: Esfera de Riemann Ĉw vista como el pegado de dos k�ágonos topológicos.

Observación 2.1.1. Resulta claro que Ĉw hereda el mosaico Mγ de Σtop, es decir,

Mγ = H+ ∪H+ = Ĉw. (2.2)

La generalización del Lema 2.1.1 es posible en el siguiente caso.

Lema 2.1.2. Consideremos una super�cie topológica y orientada Stop obtenida a través del pe-
gado de k�ágonos topológicos, a lo largo de sus fronteras. Existe para Stop una estructura de
super�cie de Riemann. �
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Bely��

El teorema siguiente nos proporciona una respuesta al Problema 1, para funciones singulares
complejo analíticas, no solo para funciones racionales.

Teorema 2.1.1 (L. J. González Cely, J. Muciño�Raymundo [16]). Consideremos una super�cie
topológica, orientada y sin frontera, no necesariamente compacta Stop provista con un mosaico

m m

M =
⋃
τt

⋃ ⋃
τ ′t,

t = 1 t = 1︸ ︷︷ ︸
caras azules

︸ ︷︷ ︸
caras grises

que satisface lo siguiente:

i) M está dado por una colección �nita o numerable (m ≤ ∞) de k�ágonos topológicos {τt, τ ′t},
con k ≥ 3 �ja;

ii) los k�ágonos están coloreados de manera alterna azul�gris en Stop (equivalentemente la va-
lencia de cada vértice, en la grá�ca asociada a M, es par o in�nita);

iii) los k�ágonos de M no tienen aristas sin identi�car;

iv) para cada cara azul τt, los k vértices en ∂τt están etiquetados con los números 0, 1, . . . , k− 1
tal que el orden cíclico de las etiquetas es 0, 1, . . . , k − 1, al recorrer ∂τt en sentido antihorario;

v) la etiqueta de cada vértice de Stop es la misma para todas las fronteras de sus caras adyacentes.

Entonces, existen una estructura de super�cie de Riemann Shol (en Stop) y una función singular
complejo analítica

g : Shol −→ Ĉw,

con
Mg−1(γ) = M,

donde γ ⊂ Ĉw es una curva de Jordan orientada que pasa por los k valores de rami�cación
{w0, w1, . . . wj , . . . , wk−1} de g.

Demostración. La idea general es identi�car todas las caras azules τt con H+ y las grises con H−;
obteniendo una función continua gtop. De esta manera se construye un diagrama conmutativo,
como el que se indica a continuación.

Stop ∼= M -

Shol

6

Mγ
∼= Σtop

Ψ

gtop

- Ĉw
6

g

ψ

Para empezar, reconocemos a Stop como el pegado de los k�ágonos topológicos {τt, τ ′t} de M, a
lo largo de sus fronteras, según lo indique M. Por el Lema 2.1.2, existe para Stop una estructura
de super�cie de Riemann Shol, es decir, existe un biholomor�smo

Ψ : Stop ∼= M −→ Shol,

tal que Shol está provista con el mosaico M, como se expone a la izquierda de la Figura 2.2.
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Bely��

Figura 2.2: Diagrama conmutativo para super�cies provistas con mosaicos por k�ágonos topoló-
gicos.

Posteriormente, consideremos la esfera topológica Σtop dada por el pegado de dos k�ágonos
topológicos τ y τ ′ a lo largo de su frontera, tal como se indicó en (2.1). El k�ágono τ (resp. τ ′)
es una copia de algún τt (resp. τ ′t) en Stop. De esta manera obtenemos el mosaico Mγ = τ ∪ τ ′

de Σtop. Ahora, como mencionamos en un inicio, podemos reconocer a Ĉw como el pegado de
H+ y H−, a través de γ = R ∪ {∞} ⊂ Ĉw con k puntos marcados {∞, w1, w2, . . . , wk−1}, con la
isometría identidad. Por el Lema 2.1.1, existe un biholomor�smo

ψ : Mγ
∼= Σtop −→ Ĉw.

A la derecha de la Figura 2.1 se advierte tal situación.

A partir de ahora, nuestro objetivo será construir un cubriente topológico rami�cado gtop, tal
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Bely��

que para cada t
gtop : Stop ∼= M −→ Mγ

∼= Σtop

τt 7→ τ
τ ′t 7→ τ ′.

(2.3)

Asignamos una orientación en M tal que: la frontera de cada cara azul τt está orientada en
sentido antihorario y la frontera de cada cara gris en sentido horario.

Por la hipótesis (iv), todos los vértices de M están etiquetados tal que el orden cíclico de las
etiquetas, en cada cara azul τt, es 0, 1, . . . , k − 1, al recorrer ∂τt en sentido antihorario. Este
hecho implica que el orden cíclico de las etiquetas, en cada cara gris τ ′t, es 0, 1, . . . , k − 1, al
recorrer ∂τ ′t en sentido horario.

Para cada t, requerimos una notación precisa de los vértices en ∂τt, que nos permita reconocer
la etiqueta de cada vértice. Denotemos con el conjunto {zt(0), zt(1), . . . , zt(k−1)} los vértices en
la frontera ∂τt de la cara azul τt de M, donde la etiqueta de cada vértice zt(l) es l. En la parte
inferior izquierda de la Figura 2.2 se evidencia tal situación.

Para los vértices en cada ∂τt, de�nimos la siguiente biyección.

g0
t : {zt(0), zt(1), . . . , zt(l), . . . , zt(k−1)} −→ {w0, w1, . . . , wl, . . . , wk−1}

zt(l) 7−→ wl.
(2.4)

Por construcción, el orden cíclico de las etiquetas en los vértices de ∂τt, siguiendo su orientación,
coincide con el orden de los subíndices de los vértices {w0, w1, . . . , wk−1} en γ.
Para cada t, la biyección g0

t extiende continuamente a un homeomor�smo de círculos,

ĝ0
t : ∂τt −→ γ.

Continuando, cada homeomor�smo se extiende continuamente al interior de las caras azules,

̂̂
g0
t : τt −→ τ.

Todos los anteriores homeomor�smos en M se extienden continuamente al interior de todas
las caras grises, obteniendo de esta manera el cubriente topológico rami�cado requerido en la
Ecuación (2.3)

gtop : Stop ∼= M −→ Mγ
∼= Σtop

τt 7→ τ
τ ′t 7→ τ ′.

Cada vértice zt(l) de M, con valencia 2(νt(l) + 1), tiene índice de rami�cación νt(l) en Stop. En
la Figura 2.2 se pretende dar una representación de tal situación.

Finalmente, el cubriente topológico rami�cado gtop y los biholomor�smos ψ, Ψ determinan una
función singular complejo analítica

g : Shol −→ Ĉw
τt 7→ H+

τ ′t 7→ H−,

como se revela en la Figura 2.2.
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Bely��

Ejemplo 2.1.1 (Mosaicos por triángulos y función polinomial). Trivialmente una de las funcio-
nes determinadas por la esfera Ĉz, provista con el mosaico por triángulos ilustrado en la Figura
1.1(a), es el polinomio del Ejemplo 1.1.1

f : Ĉz −→ Ĉw, f(z) = z3 − 3z.

Ejemplo 2.1.2 (Mosaicos por triángulos y función racional). Si consideramos la esfera Ĉz con
el mosaico esbozado en la Figura 1.1(b), entonces es fácil veri�car que una función racional que
realiza tal mosaico es la dada en el Ejemplo 1.1.2

g : Ĉz −→ Ĉw, g(z) =
1 + 3z − 3z2 + 3z3

3− 3z + 3z2 + z3
.

Figura 2.3: Mosaico por triángulos realizable por la función exponencial.

Ejemplo 2.1.3 (Mosaicos por triángulos y función exponencial). Consideremos la super�cie S
con el mosaico M trazado a la izquierda de la Figura 2.3. La super�cie S está conformada por
un conjunto numerable de triángulos, donde las aristas {∞0} de todos los triángulos en M se
identi�can siguiendo el orden de los números naturales, como lo muestra la Figura 2.3.

Sorprendentemente la función meromorfa que realiza dicha super�cie es la función exponencial.

Ejemplo 2.1.4 (Mosaicos por cuadrados y triángulos determinados por las funciones ℘, ℘′ de
Weierstrass). Consideremos el plano complejo C provisto con un mosaico M1 por cuadrados, tal
como se traza en la parte superior de la Figura 2.4. El número complejo Λ, llamado período, es
tal que

=(Λ) > 0, −1/2 < <(Λ) ≤ 1/2, |Λ| ≥ 1 y <(Λ) ≥ 0 si |Λ| = 1.
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Bely��

Existe un único toro complejo
C −→ C

Z⊕ΛZ = T2

z 7−→ [z].

Para más detalles se puede consultar [2, pág. 268]. El dominio fundamental de T2 está compuesto
por 4 cuadrados, tal como se señala en las Figuras 2.4 y 2.5. De esta manera obtenemos el mosaico
M1 para el toro T2.

Figura 2.4: Toro complejo T2 = C/(Z⊕ ΛZ).

El período Λ determina la función ℘(z; Λ) de Weierstrass

℘(z; Λ) : T2 −→ Ĉ
z 7−→ 1

z2
+
∑

w 6=0

(
1

(z−w)2
− 1

w2

)
,

(2.5)

donde la suma oscila sobre todos w = m + sΛ 6= 0, con m, s ∈ Z. La función ℘(z; Λ) tiene un
polo doble en el origen, con residuo cero. Por otra parte, la derivada de ℘(z; Λ) es la función
elíptica dada por la expresión

℘′(z; Λ) : T2 −→ Ĉ
z 7−→ −2

∑
w∈T2

1
(z−w)3

.
(2.6)
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2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Bely��

La función ℘′(z; Λ) es meromorfa con un polo triple en el origen.

Una propiedad bastante interesante de las funciones ℘(z; Λ) y su derivada ℘′(z; Λ) es que existen
g2, g3 ∈ C tal que ℘ y ℘′ satisfacen la ecuación diferencial

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3, (2.7)

tal como se puede constatar en [2, pág. 276]. A partir de esta relación algebraica, se puede de�nir
la aplicación

H : C2 −→ C
(z1, z2) 7−→ z22 − 4z31 + g2z1 + g3,

a través de la cual se obtiene un encaje φ del toro T2 en el plano C2, como sigue

C −→ T2 ϕ−−→ C2 H−−→ C
z 7−→ [z] 7−→

(
℘(z; Λ), ℘′(z; Λ)

)
7−→ 0 .

(2.8)

La función ϕ es un encaje holomorfo de T2 en la curva algebraica {H(z1, z2) = 0}. Adicionalmente,
la función ℘(z; Λ) determina una proyección meromorfa de la curva algebraica ϕ(T2) ⊂ C2 en
las franjas horizontales C = {z1} de C2.

La función ℘(z; Λ) en (2.5) tiene cuatro puntos críticos

C℘(z;Λ) =

{
[0],

[
1

2

]
,

[
Λ

2

]
,

[
Λ

2
+

1

2

]}
= {(℘′)−1(0)} ⊂ T2,

que coinciden con los 4 vértices del mosaico M1 de T2. El conjunto de valores de rami�cación de
℘(z; Λ) es el siguiente

R℘(z;Λ) =

{
℘(0), e1 = ℘

(
1

2

)
, e2 = ℘

(
Λ

2

)
, e3 = ℘

(
Λ

2
+

1

2

)}
⊂ Ĉ,

cuyos puntos coinciden con los vértices del mosaico Mγ = τ ∪τ ′ de la esfera Ĉ por dos cuadrados.
Desde luego, nosotros podemos escribir

℘′(z)2 = 4
(
℘(z)− e1

)(
℘(z)− e2

)(
℘(z)− e3

)
,

donde las raíces satisfacen las siguientes relaciones algebraicas

e1 + e2 + e3 = 0, e1e2 + e1e3 + e2e3 =
−g2

4
, e1e2e3 =

g3

4
.

Por lo tanto, el mosaico M1 de T2 es la imagen inversa, bajo ℘(z; Λ), del mosaico Mγ = τ ∪ τ ′

de Ĉ. Este hecho se ejempli�ca en la Figura 2.5. Resumiendo,

℘ : T2 −→ Ĉ
M1 7−→ Mγ .
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Figura 2.5: Función elíptica ℘(z; Λ) : T2 −→ Ĉ.

Consideremos ahora el plano complejo C provisto con el mosaico M2 por triángulos equiláteros,
tal como se muestra en la Figura 2.6. Ahora el dominio fundamental del toro T2 está compuesto
por 6 triángulos equiláteros, tal como se señala en la Figura 2.6.

Figura 2.6: Mosaico M2 del toro T2 por 6 triángulos equiláteros.

21



2.1. Mosaicos a la H. A. Schwarz, R. Nevanlinna y G. V. Bely��

Nuestro objetivo ahora es mostrar que el mosaico M2 de T2 es la imagen inversa, bajo ℘′(z; Λ),
del mosaico MR∪{∞} = H+ ∪H− de Ĉ por dos triángulos.

La función ℘′(z; Λ) en (2.6) tiene tres puntos críticos

C℘′(z;Λ) =

{
[0],

[
1 + Λ

3

]
,

[
−1 + Λ

3

]}
⊂ T2,

que coinciden con los tres vértices del mosaico M2 de T2. El conjunto de valores de rami�cación
de ℘′(z; Λ) es el siguiente

R℘′(z;Λ) =
{
℘′(0),

√
−g3,−

√
−g3

}
⊂ Ĉ,

cuyos puntos coinciden con los vértices del mosaico MR∪{∞} = H+ ∪H− de la esfera Ĉ por dos
triángulos, tal como se esboza en la Figura 2.7. El vértice amarillo en M2 es el polo de orden
triple de ℘′(z; Λ). Por lo tanto, el mosaico M2 de T2 si determina la función ℘′(z; Λ).

Figura 2.7: Función elíptica ℘′(z; Λ) : T2 −→ Ĉ.

Por otra parte, si aplicamos el diagrama dado en (1.9) para la función ℘, obtenemos el
diagrama siguiente.

℘ = Ψ(z)
OO

��

oo // ℘′(z)dz
OO

��
1

℘′(z)
∂
∂z
oo // [℘′(z)]2dz ⊗ dz.
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El diagrama anterior asocia de manera canónica una 1�forma meromorfa ℘′(z)dz al toro T2 y
un campo vectorial meromorfo 1

℘′(z)
∂
∂z . Es más, del diagrama anterior se in�ere lo siguiente.

℘(z)∗
∂

∂z1
=

1

℘′(z)

∂

∂z
.

Para mayor información sobre campos vectoriales el lector puede referirse a [3].

Ejemplo 2.1.5 (Mosaico por cuadrados topológicos). Consideremos la esfera de Riemann Ĉz
provisto con el mosaico señalado a la izquierda de la Figura 2.8. Este mosaico es realizable por
el polinomio

f : Ĉz −→ Ĉw, f(z) = z4 − 4

3
z3(5 + i)− 12z2.

Figura 2.8: Mosaico por cuadrados topológicos realizable por el polinomio f(z) = z4 − 4
3z

3(5 +
i)− 12z2.

Como era de esperarse, no todas las super�cies provistas con un mosaico aleatorio determi-
nan una función singular complejo analítica. A continuación presentamos una super�cie con un
mosaico que no satisface las condiciones del Teorema 2.1.1.

Figura 2.9: Super�cie compacta S2 de género 2 provista con un mosaico que no es a dos colores.

Ejemplo 2.1.6 (Negativo). Recordemos que la super�cie compacta S2 de género 2 puede obte-
nerse pegando un octágono D ⊂ H+ por sus lados en pares, tal como se muestra a la izquierda
de la Figura 2.9 (identi�camos los lados de D con los mismos colores). Si dividimos el octágono
D por un diámetro, obtenemos dos pentágonos

D = τ1 ∪ τ2 = S2.
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Esto provee un mosaico M = τ1 ∪ τ2 de S2 a dos colores, pero es posible que los colores no se
alternan, tal como se evidencia a la derecha de la Figura 2.9. De todo esto se desprende que
el mosaico M, construido de esta manera, no aplica al Teorema 2.1.1. Para mayores detalles es
conveniente consultar [28].

Hasta donde tenemos entendido, todo el estudio de super�cies dotadas con mosaicos cuyas
caras admiten una coloración alterna, inició con H. A. Schwarz [38]. Su interés estaba en las
super�cies Stop provistas con mosaicos M, cuyas caras eran triángulos topológicos (coloreados
de manera alterna, digamos azul�gris) y su herramienta de estudio eran las ecuaciones diferen-
ciales lineales. Posteriormente, R. Nevanlinna estableció un cierto tipo de correspondencia entre
funciones singulares complejo analíticas y super�cies topológicas Stop provistas con mosaicos del
estilo de M (por triángulos). Un tratamiento minucioso de estos estudios se puede consultar en
[38], [36], [35, Capítulo XI, �2].

Alrededor de los años 80, G. V. Bely�� estableció un resultado análogo al Teorema 2.1.1, para
k = 3. En este caso, establecer la existencia de g es mucho más sencillo debido a que todas las
caras de los mosaicos son triángulos. Para un estudio pormenorizado de todo lo anterior podemos
referirnos a [7], [24, Capítulo 2], [19, Capítulo 10, Sección 2].

Es importante mencionar que aunque todo funciona bastante bien en la esfera de Riemann, y
en las funciones racionales, la generalidad del Teorema 2.1.1 nos permite trabajar con super�cies
de Riemann arbitrarias y mosaicos dados por colecciones in�nitas de k�ágonos. Por tal motivo
nace nuestro interés por funciones con singulares esenciales, es decir, con funciones singulares
complejo analíticas (tal como se evidenció en los ejemplos anteriores).

Sintetizamos todo lo discutido en esta sección para el caso racional, generalizando el diagrama
dado en (1.8). En efecto, con el Teorema 2.1.1 se logra construir un mor�smo �↑� de mosaicos
a funciones racionales. El mor�smo ↑ está punteado dado que un mosaico M no determina una
única función racional (recordemos que la construcción depende fuertemente de la elección de
γ).

Lema 2.1.3. Un mosaico M de Ĉz por k�ágonos topológicos, para una misma k, admitiendo
una coloración alterna en sus caras, determina una función racional g : Ĉz −→ Ĉw y una curva
de Jordan orientada γ.

Función racional g : Ĉz −→ Ĉw
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

Mosaico M de Ĉz
por k�ágonos, para una única k

-�
Grá�ca plana,

orientada y conexa g−1(γ).
-�Grá�ca de Speiser Sg

(2.9)

�
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Capı́tulo 3
Caracterización del espacio de polinomios
genéricos

Todos los mosaicos construidos en el Capítulo 1, a través del algoritmo de Klein y los per-
mitidos por el Teorema 2.1.1, en el Capítulo 2, están dados por k�ágonos topológicos, para un
mismo valor de k. El objetivo de este Capítulo es considerar mosaicos que no cumplan con esta
condición y determinar qué tipo de propiedades deben satisfacer para garantizar la existencia de
una función racional o polinomial que los realice. Para distinguir los mosaicos que cumplan o no
la condición antes mencionada, establecemos lo siguiente.

De�nición 3.0.1. Un mosaico M de Ĉz es homogéneo si todas sus caras son k�ágonos topoló-
gicos, para una misma k, y no homogéneo en caso contrario.

El problema puntual que queremos abordar en este Capítulo es el siguiente.

Problema 2. Caracterizar cuándo un mosaico M de Ĉz no homogéneo, con sus caras coloreadas
de manera alterna azul�gris, proviene de una función racional g : Ĉz −→ Ĉw y una curva de
Jordan orientada adecuada γ, es decir, cuando Mg−1(γ) = M.

3.1. Una correspondencia entre mosaicos, grá�cas planas y poli-

nomios genéricos.

Una respuesta parcial al Problema 2, en un subcaso no homogéneo, se la debemos a W. P.
Thurston [22]. Hasta donde tenemos entendido, en otoño de 2010, Thurston condujo un grupo de
discusión en lo que él llamó: la forma de las funciones racionales. Este grupo encontró condiciones
especí�cas bajo las cuales una grá�ca plana balanceada en la esfera de Riemann Ĉ viene de una
función racional genérica. Precisemos cuáles son estas funciones.

De�nición 3.1.1. Una función racional g : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 2, es genérica si tiene
2n− 2 valores de rami�cación distintos.

En 2015, S. Koch y T. Lei [22] reportaron el trabajo hecho con Thurston, donde el resultado
principal fue el siguiente.
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3.1. Una correspondencia entre mosaicos, grá�cas planas y polinomios genéricos

Teorema 3.1.1 (W. Thurston, S. Koch, T. Lei, 2010). Una grá�ca plana, orientada y conexa
Γ con 2n− 2 vértices de valencia 4 es igual a g−1(γ) (omitiendo los vértices de valencia 2) para
alguna función racional genérica g : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 2, y una curva de Jordan orientada
γ ⊂ Ĉw que pasa por los valores de rami�cación de g, sí y sólo si

a) cada cara de Ĉz \ Γ es un dominio de Jordan;

b) (balance global) para una coloración alterna azul-gris de las caras de Ĉz \Γ, hay n caras grises,
n caras azules;

c) (balance local) si un ciclo orientado Γ0 en Γ, que al recorrerlo con la orientación heredada de
Γ, contiene caras azules a su izquierda, entonces el ciclo orientado Γ0 deja exactamente más
caras azules que grises a su izquierda.

Una grá�ca plana, orientada y conexa Γ que satisface las condiciones del teorema anterior es
llamada balanceada. La Figura 3.1 exhibe un ejemplo de grá�ca plana balanceada y un ciclo
orientado Γ0 (en color rojo), que satisface la condición de balance local.

Figura 3.1: Ciclo orientado Γ0 cumpliendo la condición de balance local.

Algunos otros resultados interesantes y ejemplos son ilustrados por S. Koch y T. Lei en [22].
Por otra parte, J. Tomasini también enriqueció estos resultados en [41].

Observación 3.1.1. Es importante resaltar que los mosaicos MΓ, asociados a las grá�cas planas
balanceadas Γ, son no homogéneos. Esta situación genera una di�cultad topológica a la hora de
garantizar la existencia de la función racional. Thurston y compañía, a través de la prueba del
Teorema 3.1.1, cuyo argumento usa fuertemente el teorema del matrimonio, garantizan que existe
una manera de homogeneizar el mosaico MΓ.

A partir del trabajo realizado por W. Thurston y sus colegas, los resultados del Teorema
3.1.1 establecen las siguientes equivalencias.

Lema 3.1.1. Un mosaico MΓ determinado por una grá�ca plana balanceada establece la exis-
tencia de una función racional genérica g : Ĉz −→ Ĉw y una curva de Jordan orientada γ
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adecuada.

Función racional genérica g : Ĉz −→ Ĉw
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

Mosaico no homogéneo MΓ de Ĉz,
con vértices de valencia 4

-�
Grá�ca plana Γ

como en Teorema 3.1.1.
-�

Grá�ca de Speiser

Sg

(3.1)

�

El mor�smo �↑� está punteado dado que un mosaico no homogéneo MΓ no determina una única
función racional genérica.

Los polinomios f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 3, siempre tienen un punto crítico de rami�cación
maximal (n−1) en∞. Este hecho implica que ningún polinomio es una función racional genérica.
En efecto, recordemos que todos los puntos críticos de una función racional genérica tienen
rami�cación 1. Teniendo presente lo antes mencionado, la parte medular de esta tesis es dar
respuesta al Problema 2, en una familia de polinomios, llamados genéricos; especi�quemos cuáles
son estos polinomios.

De�nición 3.1.2. Un polinomio f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 2, es genérico si tiene n valores
de rami�cación distintos, incluyendo a ∞.

Dada la equivalencia entre mosaicos y grá�cas, expuesta en el Cuadro 1, enunciamos el Problema
2 en la siguiente versión.

Problema 4. Caracterizar topológicamente cuándo una grá�ca plana Γ ⊂ Ĉz está determinada
por un polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw de grado n ≥ 2, y una curva de Jordan orientada γ
adecuada.

Consideremos un polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 3. A partir de la grá�ca
f−1(γ), olvidando los vértices de valencia 2, obtenemos una grá�ca plana Γ que tiene (n − 1)
vértices de valencia 4 (puntos críticos de f) y un vértice de valencia 2n en ∞. El resultado
fundamental es la implicación inversa, cualquier grá�ca plana del tipo Γ puede ser realizada,
topológicamente, como una grá�ca f−1(γ), para algún polinomio genérico f y una curva de
Jordan orientada γ adecuada. La di�cultad inicial, al igual que en el caso estudiado por Thurston,
radica en la no homogeneidad del mosaico MΓ. Una di�cultad adicional, en nuestro caso, se
gesta en tener mosaicos con vértices de distintas valencias. Estas di�cultades están ilustradas
más adelante, en el Ejemplo 3.1.1.

El teorema de caraterización que obtenemos para los polinomios genéricos se enuncia abajo. A
diferencia de la prueba dada por Thurston, nuestra prueba da un algoritmo para homogeneizar
el mosaico y así garantizar la existencia del polinomio genérico.

27



3.1. Una correspondencia entre mosaicos, grá�cas planas y polinomios genéricos

Teorema 3.1.2 (L. González Cely [15]). Una grá�ca plana, orientada y conexa Γ con n− 1
vértices de valencia 4 y un vértice de valencia 2n en ∞ es igual a f−1(γ) (omitiendo los vértices
de valencia 2) para algún polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 2, y una curva de
Jordan orientada γ ⊂ Ĉw que pasan por los valores de rami�cación de f sí y sólo si

a) la frontera de cada componente conexa de Ĉz\Γ es una curva de Jordan orientada;

b) para una coloración alterna azul-gris de las caras de Ĉz \Γ, hay n caras grises, n caras azules.

Nuestro resultado en el Teorema 3.1.2 es de naturaleza topológica, en el siguiente sentido.
Dado un polinomio genérico f y una curva de Jordan γ pasando por los valores de rami�cación
de f , la grá�ca Γ está totalmente determinada, esto se desprende del Algoritmo 1.1.1. Por el
contrario, dada una grá�ca Γ como la requerida, solo la existencia de un polinomio genérico f y
una curva de Jordan orientada adecuada γ es garantizada. Si permitimos perturbaciones conti-
nuas, su�cientemente pequeñas, de un polinomio genérico f0 y su correspondiente γ0, entonces
el conjunto {(fε, γε)} determina topológicamente la misma Γ. Ver la a�rmación del párrafo �nal
del Ejemplo 3.1.1.

Usando las equivalencias del Diagrama (3.1), el teorema anterior tiene su versión en términos
de mosaicos.

Corolario 3.1.1. Una mosaico orientado MΓ de Ĉz con n − 1 vértices de valencia 4 y un
vértice de valencia 2n en ∞ es igual a Mf−1(γ) (omitiendo los vértices de valencia 2) para algún

polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 2, y una curva de Jordan orientada γ ⊂ Ĉw que
pasan por los valores de rami�cación de f sí y sólo si

a) la frontera de cada cara de MΓ es una curva de Jordan orientada;

b) para una coloración alterna azul-gris de las caras de MΓ, hay n caras grises, n caras azules.

3.1.1. Esquema general de la caracterización de grá�cas realizables por poli-

nomios genéricos.

El caso de grado n = 2 es trivial, debido a un resultado de A. Cayley, cualquier polinomio de
grado 2 es esencialmente {z 7→ z2}.

A lo largo de la prueba, asumimos grado n ≥ 3.

Prueba de la implicaicón �−→� en el Teorema 3.1.2.

Consideremos un polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw de grado n ≥ 3 y una curva de Jordan
orientada γ ⊂ Ĉw que pasa por los valores de rami�cación Rf = {∞, w1, . . . , wj , . . . , wn−1}. Al
aplicar el Algoritmo 1.1.1 obtenemos la grá�ca orientada f−1(γ) ⊂ Ĉz tal que Ĉz\f−1(γ) tiene
n caras azules y n caras grises cuyas fronteras están orientadas. Para cada j = 1, . . . , n − 1,
f−1(wj) contiene puntos {ζj} donde f es un biholomor�smo local; estos corresponden a vértices
de valencia 2 en f−1(γ). Por ejemplo, ver los vértices ζ1, ζ2 en la Figura 1.1(a). Si no consideramos
estos vértices en f−1(γ), entonces obtenemos una grá�ca plana, orientada, conexa y etiquetada
Γ con n − 1 vértices de valencia 4 con etiquetas 1, 2, · · · , n − 1, que coinciden con los puntos
críticos de f , y un vértice de valencia 2n en ∞ con etiqueta 0 (esto se debe a que f es genérico).
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Los siguientes dos hechos implican que la frontera de cada componente conexa de Ĉz\Γ es una
curva de Jordan orientada.

i) La imagen de la frontera orientada de cada componente conexa de Ĉz\Γ, bajo f , es la curva
de Jordan orientada γ.

ii) Al recorrer la frontera de cada componente conexa de Ĉz\Γ, partiendo de ∞ y siguiendo la
orientación determinada por el Algoritmo 1.1.1, pasamos exactamente una vez por los vértices
de valencia 4 en dicha frontera. �

Una descripción de las grá�cas Γ en el Teorema 3.1.2.

Consideremos una grá�ca plana, orientada y conexa Γ = {V ;A}, con
n vértices

V = { ∞︸︷︷︸
vértice de

valencia 2n

, z1, . . . , zj , . . . , zn−1︸ ︷︷ ︸
vértices de valencia 4

}, (3.2)

3n− 2 aristas
A = {zjzν} donde j, ν ∈ {0, . . . , n− 1}, (3.3)

y 2n caras (k�ágonos topológicos, para distintos valores de k)

MΓ = τ1 ∪ . . . ∪ τt ∪ . . . ∪ τn︸ ︷︷ ︸
caras azules

∪ τ ′1 ∪ . . . ∪ τ ′t ∪ . . . ∪ τ ′n︸ ︷︷ ︸
caras grises

= Ĉz, (3.4)

determinado un mosaico.

Dado que todos los vértices de la grá�ca Γ son pares, entonces el mosaico MΓ admite una
coloración alterna azul�gris en sus caras. La orientación de Γ satisface la siguiente regla: la
frontera de cada cara azul τt está orientada en sentido antihorario; la frontera de cada cara gris
τ ′t en sentido horario.

Observemos que si Γ no fuera orientada, a priori existirían dos posibles orientaciones. Por ejemplo,
las grá�cas Γ y Γ′ en la Figura 3.3, están determinadas por dos orientaciones distintas en la misma
grá�ca Γ0.

La orientación de Γ determina un orden en sus vértices, recorriendo la frontera de cada cara
de MΓ. Este orden, de�nido a continuación, es un componente importante para nuestro estudio.

De�nición 3.1.3. Consideremos una cara τt de MΓ, y dos vértices zj , zν en ∂τt. El orden
topológico ≺ es como sigue: si recorremos ∂τt (usando la orientación de Γ) partiendo de ∞ y
encontramos primero a zj , entonces zj ≺ zν .

A continuación enfatizamos algunas propiedades importantes de Γ.

Lema 3.1.2. Consideremos una grá�ca plana, orientada y conexa Γ = {V ;A} como antes.

1. Todas las caras del mosaico MΓ intersectan a ∞.

2. Si seleccionamos dos caras azules (resp. grises) τt y τq de MΓ, entonces

∂τt ∩ ∂τq =

{
∞ ∈ V,
∞, zj ∈ V.
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3.1. Una correspondencia entre mosaicos, grá�cas planas y polinomios genéricos

Demostración. Para la A�rmación 1, procedemos por contradicción. Supongamos que existe una
grá�ca plana Υ, como antes, tal que una cara azul τ1 de MΥ no intersecta a ∞; para visualizar
lo anterior tomemos como ejemplo la cara τ1 en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Mosaico de Ĉz con un lazo anclado en ∞.

Paso 1. Nos gustaría mostrar que Υ admite al menos un lazo anclado en ∞. Para advertir esto,
construimos la sub�grá�ca Λ, removiendo de Υ el vértice ∞ y todas las aristas incidentes a ∞.

Denotamos el conjunto de aristas de Λ por AΛ; es fácil observar que ∂τ1 ⊆ AΛ. La Figura 1.7(c)
evidencia un ejemplo donde la igualdad se alcanza.

Seleccionamos un sub�árbol T = {VT;AT} en Λ, con vértices VT = V \{∞} y cualquier
conjunto de aristas AT ( AΛ. Cabe mencionar que T no es necesariamente único y AΛ\AT es un
conjunto no vacío.

Para abreviar y facilitar la escritura establecemos los siguientes convenios de notación.

• I es el número de aristas en Υ de tipo ∞zj , donde zj ∈ VT.
• |AΛ| es el número de aristas en AΛ.

• |AΛ\AT| es el número de aristas en AΛ\AT.

• |AT| := n− 2 es el número de aristas en AT.

Por lo tanto, usando el hecho de que cada vértice �nito zj en Υ tiene valencia 4, es sencillo ver

I = 4(n− 1)− 2|AΛ|
= 4(n− 1)− 2(|AT|+ |AΛ\AT|)
= 2n− 2|AΛ\AT|.

Dado que la valencia del vértice ∞ es 2n, entonces existen |AΛ\AT| lazos en Υ anclados en ∞.

Paso 2. Cada lazo hipotético Θ = ∂τ ′λ∩∂τt está contenido en la frontera de dos caras de MΥ: una
cara gris τ ′λ a su derecha y una cara azul τt a su izquierda. Podemos considerar como un ejemplo
el lazo rojo Θ en la Figura 3.2. Dado que n ≥ 3, al menos una de estas dos fronteras, sin perdida
de generalidad digamos ∂τ ′λ, tiene dos o más aristas y Θ ⊂ ∂τ ′λ. Todo esto nos permite concluir
que ∂τ ′λ no es una curva de Jordan, lo que nos lleva de forma inmediata a una contradicción
dado que Υ pertenece a las descritas en el Teorema 3.1.2.

La A�rmación 2 es abordada por contradicción. Supongamos que existen dos caras azules τt
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y τq tal que ∂τt ∩ ∂τq = {∞, zj , zν}. Esto implica la existencia de una cara gris τ ′λ de MΥ tal
que zj , zν ∈ ∂τ ′λ y la frontera ∂τ ′λ no intersecta a ∞. Esto contradice la A�rmación 1.

Obstrucción topológica para garantizar la existencia del polinomio genérico f .

Seleccionemos la curva de Jordan orientada γ = R∪{∞} ⊂ Ĉw tal que el semiplano superior
H+ está a su izquierda. Reconocemos a H+ y H− como dos n�ágonos topológicos con vértices
{∞, w1, . . . , wj , . . . , wn−1} ⊂ γ, donde w1 < . . . < wn−1. Las posiciones particulares de wj en R
no son signi�cantes. Reconocemos el mosaico

Mγ = H+ ∪H− = Ĉw. (3.5)

Dado Γ, con el �n de construir un polinomio genérico f , enviaremos continuamente las caras
azules τt de MΓ sobre H+ y las caras grises τ ′t sobre H−, obteniendo un cubriente topológico
rami�cado

ftop : Ĉz −→ Ĉw, (3.6)

siguiendo la idea de la demostración del Teorema 2.1.1. El cubriente esperado ftop debe enviar los
vértices de Γ sobre los vértices de γ. Denotemos los valores de ftop, restringidos a los vértices en
una frontera ∂τt ⊂ Γ, por f0

t . Al examinar detenidamente los valores de f0
t se genera la siguiente

pregunta.
¾Cómo debemos de�nir f0

t en los vértices de ∂τt?

Cada frontera ∂τt contiene naturalmente d(t) = d vértices �nitos de Γ, para 1 ≤ d ≤ n − 1. Si
d < n− 1, entonces la cara τt no es un n�ágono topológico.

Requerimos una notación precisa para los subíndices de los vértices �nitos en ∂τt. Considere-
mos una función inyectiva α : {1, . . . , d} −→ {1, . . . , n−1} tal que {∞, zα(1), . . . , zα(l), . . . , zα(d)}
son los vértices en ∂τt, siguiendo la orientación de Γ. La pregunta es

f0
t : {∞, zα(1), . . . , zα(l), . . . , zα(d)} −→ {∞, w1, . . . , wj , . . . , wn−1}

∞ 7−→ ∞
zα(l) 7−→ ?

(3.7)

A priori, no cualquier elección para f0
t (zα(l)) es permitida. Antes de exponer las condiciones

necesarias para la buena de�nición de f0
t , tengamos en mente los siguientes hechos.

1. La orientación de Γ determina un orden topológico ≺ en {zα(1), . . . , zα(d)}; ver De�nición 3.1.3.

2. Los vértices {∞, w1, . . . , wn−1} de γ tienen el orden natural < en R.
Por lo tanto, una buena de�nición de f0

t en (3.7) debe preservar los ordenes anteriores, i.e.

si zα(l) ≺ zα(ν) entonces f
0
t (zα(l)) < f0

t (zα(ν)), donde f
0
t (zα(l)), f

0
t (zα(ν)) ∈ {w1, . . . , wn−1}.

(3.8)
Obtener la condición de la Ecuación (3.8) es la obstrucción topológica

para garantizar la existencia de un polinomio genérico f .

Un detalle que merece destacarse es que dicha obstrucción se debe a la no homogeneidad del
mosaico MΓ. En el Ejemplo 3.1.1, mostramos de�niciones buenas y malas para algún f0

t . Esto
muestra la no trivialidad de la construcción de (3.7).
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Para �jar las ideas diremos que, una buena de�nición para f0
t es lograda por un etiquetado

realizable L para Γ (ver De�nición 3.2.10), donde

L : zα(l) 7−→ (zα(l),L(α(l))). (3.9)

El lado derecho da una notación explícita para los pares vértice�etiqueta. Un etiquetado realizable
L en Γ determina la posición de los vértices ocultos {ζ} (de�nidos abajo) que deben añadirse a
Γ para homogeneizar el mosaico MΓ.

De�nición 3.1.4. Los vértices ocultos {ζ} de Γ son vértices de valencia 2 añadidos a Γ tal que
todas las caras de MΓ∪{ζ} son n�ágonos topológicos.

Un etiquetado realizable L para Γ nos permite dar una respuesta a la pregunta expuesta en
la Ecuación (3.7), como sigue

f0
t : {∞, zα(1), . . . , zα(d), ζ1, . . . , ζn−1−d} −→ {∞, w1, . . . , wn−1}

zα(l) 7−→ wL(α(l)),
(3.10)

para todo t. El etiquetado realizable garantiza que el orden topológico ≺ en el dominio de f0
t

en (3.10) coincide con el orden < en {wj}, como es requerido en (3.8); ver el Ejemplo 3.1.1. La
adición de los vértices ocultos a Γ resuelve la obstrucción topológica, ya que al homogeneizar el
mosaico MΓ nos encontramos en las condiciones del Teorema 2.1.1.

Ejemplo 3.1.1. Etiquetados realizables no triviales. Consideremos una grá�ca plana no orientada
Γ0 ⊂ Ĉz con vértices

V = {∞, z1 = −1 + i, z2 = 0, z3 = 6},
como en la Figura 3.3. Es fácil ver que Γ0 tiene dos posibles orientaciones; denotemos por Γ y
Γ′ la grá�ca inicial Γ0 dotada con cada una de sus orientaciones.

Trabajaremos en un inicio con la grá�ca Γ. Hay que hacer notar que en este caso,

MΓ = τ1 ∪ τ2 ∪ τ3 ∪ τ4︸ ︷︷ ︸
caras azules

∪ τ ′1 ∪ τ ′2 ∪ τ ′3 ∪ τ ′4︸ ︷︷ ︸
caras grises

= Ĉz.

Por otro lado, la curva de Jordan orientada γ = R ∪ {∞} ⊂ Ĉw, reconocida como un cuadrado
topológico con vértices {∞, w1, w2, w3} ⊂ γ, determina el mosaico

Mγ = H+ ∪H− = Ĉw.

La orientación de Γ determina que las caras azules (resp. grises) de MΓ son enviadas con-
tinuamente sobre H+ (resp. H−). Fijando la etiqueta 0 ∈ Z4 para el vértice ∞ ∈ Γ, los seis
etiquetados posibles

L : zj 7−→ (zj , L(j)),

son
(z1 = −1 + i, L(1)) (z2 = 0, L(2)) (z3 = 6, L(3))

1 (−1 + i, 1) (0, 2) (6, 3)
2 (−1 + i, 1) (0, 3) (6, 2)
3 (−1 + i, 2) (0, 1) (6, 3)
4 (−1 + i, 2) (0, 3) (6, 1)
5 (−1 + i, 3) (0, 1) (6, 2)
6 (−1 + i, 3) (0, 2) (6, 1).
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El pregunta que nos gustaría contestar es ¾cuáles de estos etiquetados son realizables para Γ?

Analicemos el primer etiquetado y centremos nuestra atención en la cara τ1 de MΓ, ilustrada al
lado izquierdo en la Figura 3.3.

Según el orden ≺ en ∂τ1, z3 = 6 ≺ z2 = 0,
según el orden < en R ⊂ γ, L(3) = 3 > L(2) = 2.

Figura 3.3: Etiquetados para las grá�cas planas y orientadas Γ y Γ′.

Por lo tanto, los ordenes no coinciden en ∂τ1. Esto implica que no podemos enviar continuamente
la cara τ1 sobre H+, de tal forma que la condición de la Ecuación (3.8) Resulta sencillo veri�car
que solo los etiquetados 2 y 4 son realizables.

Un etiquetado realizable en la grá�ca Γ, nos permite añadir los vértices ocultos {ζ ∈ ∂τ1}
(junto con sus etiquetas), con el �n de homogeneizar el mosaico MΓ, preservando los ordenes
expuestos en la Ecuación (3.8). Por ejemplo, si consideramos a Γ con el etiquetado realizable 4,
la función (3.10) en ∂τ1 es

f0
1 : {∞, z3 = 6, ζ, z2 = 0, } ⊂ Ĉz −→ {∞, w1, w2, w3} ⊂ Ĉw

f0
1 (∞) =∞, f0

1 (6) = w1, f
0
1 (ζ) = w2, f

0
1 (0) = w3.

Bajo estas condiciones no tendremos di�cultad en reconocer que ζ ∈ ∂τ1 es un vértice oculto
de Γ. Igualmente, podemos añadir los vértices ocultos en las caras restantes, con sus respectivas
etiquetas, obteniendo un nuevo mosaico homogéneo MΓ∪{ζ}.

Un análisis similar para Γ′ concluye que sus etiquetados realizables son

1 (−1 + i, 2) (0, 1) (6, 3)
2 (−1 + i, 3) (0, 1) (6, 2).
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Como primer medida enfatizamos que cada etiquetado realizable para Γ determina un polinomio
genérico.

Por otro lado, un trabajo cuidadoso con cada parte de la construcción nos permite reconocer lo
siguiente, si f(z) es un polinomio determinado por Γ, entonces el conjugado f(z) es determinado
por Γ′.

3.2. Construcción de un polinomio genérico f a partir de una

grá�ca plana Γ.

En un esquema general, la prueba de que un polinomio genérico f puede construirse a partir
de un grá�ca Γ adecuada, está basada en los siguientes hechos.

Idea principal. Construir un cierto cubriente topológico rami�cado ftop : MΓ −→ Ĉw,
donde Ĉw es identi�cada como el pegado de dos n�ágonos topológicos τ y τ ′ con vértices
{∞, w1, ..., wn−1}. La idea es enviar, de manera adecuada, las caras azules (resp. grises) de MΓ,
bajo ftop, a τ (resp. τ ′). El cubriente ftop tiene puntos de rami�cación 1 en los vértices �nitos de
Γ y un punto de rami�cación de orden n en ∞.

Di�cultad principal. Las caras de MΓ son k�ágonos, para distintos valores de k ≤ n.
Estrategia. Nuestro objetivo es transformar todas las caras deMΓ en n�ágonos. Para nuestro

propósito es su�ciente encontrar un etiquetado realizable L para los vértices de Γ, de�niendo una
asignación global de los valores de rami�cación {w1, ..., wn−1} a los vértices �nitos de Γ (∞ va a
∞). El etiquetado L determina cómo se pueden insertar los vértices ocultos (puntos no críticos
en cada frontera ∂τt) para que todas las caras τt de MΓ sean n�ágonos. De esta manera podemos
de�nir ftop en los n vértices (incluyendo los vértices ocultos) de cada ∂τt. Acto seguido, podemos
de�nir consistentemente ftop en las fronteras ∂τt y luego extender ftop al interior de cada τt.
Para encontrar un etiquetado realizable para Γ, construimos un árbol de prueba T asociado a Γ
y traducimos el problema inicial a etiquetar las aristas de T . Esto es una ventaja debido a que
los árboles tienen una estructura más simple y es más fácil contruir un algoritmo de etiquetado.

3.2.1. La noción de árbol de prueba.

Consideremos una grá�ca plana, orientada y conexa Γ = {V ;A} como en el Teorema 3.1.2.
Recordemos que por las Ecuaciones (3.2)�(3.4), la grá�ca Γ tiene:

n vértices
V = { ∞︸︷︷︸

vértice de

valencia 2n

, z1, . . . , zj , . . . , zn−1︸ ︷︷ ︸
vértices de valencia 4

},

3n− 2 aristas
A = {zjzν} donde j, ν ∈ {0, . . . , n− 1},

y 2n caras (k�ágonos topológicos, para distintos valores de k)

MΓ = τ1 ∪ . . . ∪ τt ∪ . . . ∪ τn︸ ︷︷ ︸
caras azules

∪ τ ′1 ∪ . . . ∪ τ ′t ∪ . . . ∪ τ ′n︸ ︷︷ ︸
caras grises

= Ĉz.

Un objeto auxiliar, que nos permitirá construir un etiquetado realizable para Γ es el siguiente.
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De�nición 3.2.1. Un árbol de prueba T = {VT ;AT } asociado a Γ tiene:

n vértices
VT = {v1, . . . , vt, . . . , vn} ⊂ Cz,

tal que cada vt pertenece al interior de la cara azul τt de MΓ y

n− 1 aristas
AT = {vtvλ} ⊂ Cz,

tal que cada vtvλ pasa por el vértice �nito zj ∈ ∂τt ∩ τλ de Γ.

Figura 3.4: Árbol de prueba T y etiquetado realizable L para Γ.

La primera �la de la Figura 3.4 ilustra un ejemplo de un árbol de prueba T , asociado a una
grá�ca plana Γ.

Para tener un panorama general de las propiedades de T y establecer ciertos convenios de
notación y terminología, que se utilizarán a lo largo de este escrito, es necesario recordar algunas
de�niciones de teoría de grá�cas.

1. Una arista vtvλ de T es una hoja si uno de sus vértices extremos tiene valencia 1.

2. Una arista vtvλ de T es un puente si al removerla desconecta a T . Claramente un puente de
T satisface que sus dos vértices extremos tienen valencia mayor o igual a 2.

De�nición 3.2.2. Consideremos un vértice vt de T de valencia d := d(t) ≥ 2; la estrella de vt,

star(vt) = bvtvt(1)
I , vtvt(2), . . . , vtvt(j), . . . , vtvt(κ)︸ ︷︷ ︸

un abanico

, . . . , vtvt(d)c, (3.11)
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es el sub�árbol de T formado por las aristas incidentes a vt.

Por abuso de notación en la Ecuación (3.11), la colección t(1), . . . , t(d) toma valores en los
subíndices originales {1, . . . , n}\{t} de los vértices de T (como se muestra en la Figura 3.5). Por
otra parte, la notación b. . .c signi�ca lo siguiente.

i) El orden b. . .c en las aristas de star(vt) coincide con el orden topológico ≺ en los vértices de
∂τt.

ii) La arista inicial vtvt(1)
I de star(vt) es aquella que intersecta el primer vértice �nito zt(1) en

∂τt, respecto al orden topológico ≺; esta idea se esboza en la Figura 3.5(b).

En nuestras �guras, la arista inicial de cada star(vt) es marcada por media arista roja,
partiendo de vt; esto puede apreciarse en las Figuras 3.4 y 3.5. Es realmente importante advertir
que cada estrella star(vt) tiene exactamente una arista inicial, sin embargo una arista vtvλ puede
ser inicial de sus dos estrellas extremas star(vt) y star(vλ), respectivamente.

El orden b. . .c en cada estrella es señalado con un pequeño arco de círculo orientado; esto puede
observarse en la Figura 3.5.

Figura 3.5: a) Una star(vt) de T , b) su orden b. . .c y arista inicial vtvt(1)
I .

Recordemos que un abanico de star(vt) es una sub�colección consecutiva de aristas, con respecto
al orden b. . .c, como se muestra en la Ecuación (3.11).

De�nición 3.2.3. Consideremos una arista vtvt(j) ∈ star(vt) de T .
1. La arista predecesora (resp. sucesora) de vtvt(j), respecto a star(vt), es vtvt(j−1) (resp.
vtvt(j+1)).

2. El abanico predecesor (resp. sucesor) de vtvt(j), respecto a star(vt), es

star(vt) = bvtvt(1)
I , . . . , vtvt(j−1)︸ ︷︷ ︸

abanico predecesor

, vtvt(j), vtvt(j+1), . . . , vtvt(d)︸ ︷︷ ︸
abanico sucesor

c. (3.12)

Observación 3.2.1. Establecemos los siguientes convenios de notación y clasi�cación, a través
de colores, para las clases de aristas que pueden aparecer en cualquier árbol de prueba T .
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hoja no inicial

hoja inicial

puente inicial

puente doblemente inicial

puente no inicial.

3.2.2. Noción de árbol primo y su etiquetado de prueba.

Como un primer acercamiento a la construcción de un etiquetado realizable para Γ, es con-
veniente centrar nuestra atención en los siguientes sub�árboles de T . La topología de estos sub�
árboles determinará de manera inmediata un orden canónico de recorrerlos, que a su vez, será
un punto clave para construir el etiquetado deseado.

De�nición 3.2.4. Un árbol primo de T es un par (P, vtvt(1)
IP ) como sigue.

1. P es un sub�árbol conexo de T tal que sus hojas son de las siguientes clases:

hojas no iniciales

hojas iniciales

puentes iniciales

puentes doblemente iniciales.

Además, sus puentes son de las siguientes clases:

puentes iniciales

puentes doblemente iniciales.

2. La arista principal vtvt(1)
IP de P es de una de las siguientes clases: hoja inicial o puente

doblemente inicial de T .

3. El árbol (P, vtvt(1)
IP ) es maximal respecto a las Condiciones 1�2.

No tendremos di�cultad alguna en construir muchos ejemplos de árboles primos y deducir
las siguientes a�rmaciones.

1. Los puentes de T pueden ser hojas de P; podemos observar algunos ejemplos en la Figura
3.6(b)�(c).

2. Los árboles primos más simples son como los trazados en la Figura 3.6(a)�(b).

3. La igualdad T = P es posible.

Lema 3.2.1. Cada hoja inicial o puente doblemente inicial vtvt(1) de T determina un único
árbol primo P ⊂ T , y la arista vtvt(1) es la correspondiente arista principal de P.
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Demostración. Por simple inspección.

Figura 3.6: Árboles primos {P}.

Observación 3.2.2. Si centramos nuestra atención solamente en un árbol primo P de T , salvo
isotopía, P admite un encaje en C ∼= R2 como se ilustra en la Figura 3.6, cumpliendo las siguientes
propiedades.

1. La arista principal vtvt(1)
IP de P está encajada en la franja horizontal {0 ≤ y ≤ 1}. Es fácil

ver la existencia de las siguientes dos familias.

Si vtvt(1)
IP es una hoja inicial, entonces P es llamado positivo y es encajado en el primer cua-

drante; esto se evidencia en la Figura 3.6(a)�(d).

Si vtvt(1)
IP es un puente doblemente inicial de P, entonces P es llamado positivo�negativo y es

encajado en el primer y cuarto cuadrante; esto se esboza en la Figura 3.6(e)�(f).

2. Las aristas de P tienen las siguientes coordenadas Cartesianas

{vtvλ = (xt, yt)(xλ, yλ)},

cumpliendo:

yλ =


yt + 1 si vtvλ es un puente inicial en el primer cuadrante,
yt + 1

2 si vtvλ es una hoja no inicial en el primer cuadrante,
yt − 1 si vtvλ es un puente inicial en el cuarto cuadrante,
yt − 1

2 si vtvλ es una hoja no inicial en el cuarto cuadrante.

3. Un lector cuidadoso advertirá que para un árbol primo positivo�negativo existen en realidad
dos maneras distintas de elegir los sub�árboles encajados en el primer y cuarto cuadrante, i.e.
estos pueden ser intercambiados, sin perder las propiedades ya mencionadas.

4. Los puentes son ilustrados como en la Figura 3.6 si y sólo si pertenecen a P.
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El encaje de P nos proporciona una orden conveniente que nos permitirá encontrar un eti-
quetado realizable para P, de una manera natural.

De�nición 3.2.5. El orden lexicográ�co <lex en las aristas AP de un árbol primo P cumple las
siguientes condiciones.

1. La arista principal es el menor elemento del orden

vtvt(1)
IP <lex vρvλ para todo vρvλ ∈ AP.

2. Para cualquiera dos aristas vρvκ y vtvλ en el primer cuadrante

vρvκ <lex vtvλ si y sólo si

{
yρ < yt o
yt = yρ y xλ < xκ.

3. Para cualquiera dos aristas vρvκ y vtvλ en el cuarto cuadrante

vρvκ <lex vtvλ si y sólo si

{
yt < yρ o
yt = yρ y xκ < xλ.

4. Para vρvκ en el primer cuadrante y vtvλ en el cuarto cuadrante

vρvκ <lex vtvλ.

Observación 3.2.3. Un hecho que será de gran utilidad más adelante es que el orden lexico-
grá�co coincide con el orden b. . .c de las aristas, en cada estrella de P.

Corolario 3.2.1. 1. Consideremos dos estrellas star(vt) y star(vλ) de P, con aristas iniciales
vtvt(1)

I y vλvλ(1)
I , respectivamente. Entonces,

star(vt) <lex star(vλ) si vtvt(1)
I <lex vλvλ(1)

I . (3.13)

2. El orden lexicográ�co nos permite extender la De�nición 3.2.3 a estrella predecesora (resp.
sucesora) para cada estrella de P. �

Como enfatizamos al inicio de esta Sección, nuestro objetivo es construir un etiquetado reali-
zable para Γ. Persiguiendo este �n, de�nimos un etiquetado de prueba para T , siguiendo el orden
lexicográ�co.

De�nición 3.2.6. Consideremos un árbol de prueba T con n−1 aristas. Un etiquetado de prueba
para T con etiquetas {1, . . . , n− 1} es una biyección

L : AT −→ AT × {1, . . . , n− 1}
vtvλ 7−→ (vtvλ, ιtλ),

tal que el orden b. . .c en cada star(vt) coincide con el orden natural de N en {1, . . . , n− 1}, i.e.
para cada star(vt) = bvtvt(1)

I , . . . , vtvt(d)c las etiquetas respectivas de sus aristas satisfacen

ιt t(1) < . . . < ιt t(d).

Esperamos resulte claro que la de�nición de etiquetado de prueba tiene sentido para cualquier
sub�árbol conexo S de T , en particular para los árboles primos.
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Lema 3.2.2. Consideremos un árbol primo (P, vtvt(1)
IP ) de T con ν − 1 (≤ n − 1) aristas.

Existe un etiquetado de prueba L para P con etiquetas {1, . . . , ν − 1}.

Para iniciar, exponemos dos ejemplos que ilustran la idea de la demostración del Lema 3.2.2,
Estos ejemplos serán útiles (asumiendo que P ( T ) para de�nir un etiquetado de prueba en todo
T .

Ejemplo 3.2.1. Etiquetado de prueba para un árbol primo positivo (P, vtvt(1)
IP ) con ν − 1

aristas. Consideremos la estrella

star(vt) = bvtvt(1)
IP , . . . , vtvt(d)c,

donde d(t) := t(d) ≤ ν − 1 es la valencia de vt en P; algunos ejemplos se ilustran en la Figura
3.6(a)�(c). De�nimos las etiquetas para las aristas de star(vt) como sigue.

L(vtvt(1)
IP ) = (vtvt(1)

IP , 1)
...

L(vtvt(j)) = (vtvt(j), j)...
L(vtvt(d)) = (vtvt(d), d(t)).

(3.14)

Si P = star(vt), entonces el etiquetado de prueba es concluido; algunos ejemplos de esta situa-
ción se muestran en la Figura 3.6(a)�(b). El punto crucial se presenta cuando star(vt) ( P.
Consideremos la estrella sucesora star(vt(j)) = bvt(j)vj(1)

I := vtvt(j), . . . , vt(j)vj(d)c de la estrella
star(vt) en P (recordemos que este concepto tiene sentido gracias al Corolario 3.2.1.2), donde
d(j) denota la valencia de vt(j). Entonces, siguiendo el orden lexicográ�co de�nimos las etiquetas
para las aristas de star(vt(j)), como sigue. L(vt(j)vj(1)

I) = (vt(j)vj(1)
I , d(t) + 1)

...
L(vt(j)vj(d)) = (vt(j)vj(d), d(t) + d(j)).

(3.15)

Procedemos de manera inductiva sobre el número de estrellas de P, usando el orden lexicográ�co
<lex. Esto concluye el ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. Etiquetado de prueba para un árbol primo positivo�negativo (P, vtvt(1)
IP ). Eti-

quetamos todas las aristas del primer cuadrante, tal como lo hicimos en el ejemplo anterior. Antes
de continuar con el etiquetado es importante mencionar que existe una arista mayor vλvρ en el
primer cuadrante, con respecto al orden lexicográ�co. Si L(vλvρ) = (vλvρ, k) entonces k < ν − 1
es la etiqueta más grande asignada en el primer cuadrante.

El punto crucial en este caso es precisar la arista sucesora vλ′vρ′ de vλvρ en el cuarto cuadrante.
El orden lexicográ�co <lex determina esta arista, como indica el Corolario 3.2.1.2; esta situación
se plantea en la Figura 3.6(e). Siguiendo el argumento anterior de�nimos

L(vλ′vρ′) = (vλ′vρ′ , k + 1).

Continuamos con el etiquetado de las aristas restantes, en el cuarto cuadrante, de manera induc-
tiva sobre el número de estrellas, usando el orden lexicográ�co <lex. Esto �naliza el ejemplo.
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Demostración. El etiquetado de prueba para P coincide con el orden lexicográ�co <lex en el
árbol completo P. En efecto, el etiquetado de prueba asigna la etiqueta 1 a la arista principal
vtvt(1)

IP . El encaje de P determina una orientación en sus puentes {vtvλ}; en nuestras �guras
esta orientación es indicada por �echas dobles (tipo �ujo) en los puentes.

Usando el Corolario 3.2.1 y la orientación de los puentes, L asigna las etiquetas 2, . . . , d(t)
a las aristas de star(vt), donde d(t) ≤ ν − 1 es la valencia de vt en P. Continuamos de manera
inductiva sobre el número de estrellas de P, usando el orden lexicográ�co <lex.

Recordemos que P = T es posible. Sin embargo, como era de esperarse, generalmente T no es
un árbol primo, i.e. P ( T . Bajo estas circunstancias la idea es descomponer a T , parcialmente,
en árboles primos conectados por puentes no iniciales e ir extendiendo el etiquetado de prueba en
cada uno de ellos. Es de suma importancia resaltar que los puentes no iniciales de T (recordemos
la Observación 3.2.1), no pertenecen a ningún árbol primo.

En este punto, se genera otra di�cultad; la descomposición mencionada para T da origen a
una nueva familia de sub�árboles llamados árboles semi�primos. En la siguiente Sección daremos
la de�nición formal y un estudio concienzudo de esta nueva familia.

3.2.3. Noción de árbol semi�primo y su etiquetado de prueba.

De�nición 3.2.7. Un árbol semi�primo de T es un par (S, vtvt(j+1)
P ) como sigue.

1. S es un sub�árbol propio y conexo de T tal que sus hojas son de las siguientes clases:

hojas no iniciales

puentes iniciales.

Además, todos sus puentes son puentes iniciales.

2. La arista principal vtvt(j+1)
P de S es de una de las siguientes clases: hoja no inicial o puente

inicial, cuya arista predecesora es un puente no inicial vtvt(j) de T , i.e.

star(vt) = b. . . , vtvt(j)︸ ︷︷ ︸
puente

no inicial

, vtvt(j+1)
S , . . . , vtvt(j+d′)︸ ︷︷ ︸

estrella de vt en S

, . . . , vtvt(d)c. (3.16)

La estrella de vt en S es un abanico propio de star(vt) ⊂ T y d′ denota la valencia de vt en S.

3. El árbol (S, vtvt(j+1)
P ) es maximal respecto a las Condiciones 1�2.

Probablemente resulte evidente que uno de los árboles semi�primos más simple es como el
señalado en la Figura 3.7(a).

Lema 3.2.3. Cada hoja no inicial o puente inicial vtvt(j+1) de T cuya arista predecesora es
un puente no inicial vtvt(j), como en la Ecuación (3.16), determina un único árbol semi�primo
S ⊂ T , y la arista vtvt(j+1) es la correspondiente arista principal de S.

Demostración. Consideremos cualquier estrella star(vt) de T con al menos un puente no inicial
vtvt(j), donde j < d, como se mencionó en la Ecuación (3.16).
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Caso 1. La estrella star(vt) solo tiene un puente no inicial. En este caso la Ecuación (3.16) asume
la forma

star(vt) = bvtvt(1)
I , . . . , vtvt(j−1)︸ ︷︷ ︸
abanico 1

, vtvt(j)︸ ︷︷ ︸
puente

no inicial

, vtvt(j+1), . . . , vtvt(d)︸ ︷︷ ︸
abanico 2

c.

Es fácil observar que el abanico 1 está contenido en un árbol primo; consecuencia inmediata del
Lema 3.2.1. Recordemos que por las De�niciones 3.2.4 y 3.2.7, el puente no inicial vtvt(j) no
pertenece a ningún árbol primo o semi�primo. Por otro lado, las aristas del abanico 2 son hojas
no iniciales o puentes iniciales; recordemos las clases de aristas dadas en la Observación 3.2.1.
Como consecuencia de todos estos hechos existe un único árbol semi�primo S, donde vtvt(j+1)

es la arista principal vtvt(j+1)
P y el abanico 2 es S ∩ star(vt).

Caso 2. La estrella star(vt) tiene dos o más puentes no iniciales.

Los puentes no iniciales de star(vt) dividen la estrella en abanicos, como los ilustrados en el
Caso 1. En este caso aplicamos el Caso 1 a cada abanico sucesor de un puente no inicial.

Figura 3.7: Árboles semi�primos {S}.

Observación 3.2.4. Si centramos nuestra atención solamente en un árbol semi�primo S de T ,
salvo isotopía, S admite un encaje en C ∼= R2 como se muestra en la Figura 3.7, cumpliendo las
siguientes propiedades.

1. La arista principal vtvt(j+1)
P de S está encajada en la franja horizontal {−1 ≤ y ≤ 0} y su

arista predecesora vtvt(j) ∈ T\S es un puente no inicial encajado en la franja {0 ≤ y ≤ 1}, como
se bosqueja en la Figura 3.7.

2. Las aristas de S tienen las siguientes coordenadas Cartesianas

{vtvλ = (xt, yt)(xλ, yλ)},

cumpliendo:

yλ =

{
yt − 1 si vtvλ es un puente inicial,
yt − 1

2 si vtvλ es una hoja no inicial.
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Observación 3.2.5. El encaje de S nos permite de�nir el orden lexicográ�co en sus aristas,
como en la De�nición 3.2.5, Caso 3. Este orden coincide con el orden b. . .c en las aristas de cada
estrella de S.

Corolario 3.2.2. 1. Consideremos dos estrellas de S

star(vt) = bvtvt(j+1) . . .c y star(vλ) = bvλvλ(ρ+1) . . .c.

Entonces,
star(vt) <lex star(vλ) si vtvt(j+1) <lex vλvλ(ρ+1).

2. El orden lexicográ�co nos permite extender la De�nición 3.2.3 a estrella predecesora (resp.
sucesora) para cada estrella de S. �

Necesitamos asumir, por un momento, que el conjunto (no vacío) de todos los árboles primos
de T ha sido etiquetado. Bajo este supuesto, la existencia de una etiqueta mayor ya asignada
k ∈ {2, . . . , n− 1} en T tiene sentido. Consideremos un árbol semi�primo (S, vtvt(j+1)

P ) tal que
la arista predecesora vtvt(j) de vtvt(j+1)

P , con respecto a la estrella star(vt), está ya etiquetada.
Los distintos hechos aquí mencionados generan el siguiente resultado, análogo al Lema 3.2.2.

Lema 3.2.4. Consideremos un árbol semi�primo (S, vtvt(j+1)
P ) de T con µ−1 (≤ n−3) aristas.

Existe un etiquetado de prueba L para S con etiquetas {k + 1, k + 2, . . . , k + µ− 1}.

Demostración. El etiquetado de prueba para S coincide con el orden lexicográ�co <lex en el
árbol completo S. En efecto, el etiquetado de prueba L asigna la etiqueta k + 1 a la arista
principal vtvt(j+1)

P . De igual forma que en el caso de árboles primos, el encaje de S determina
una orientación en sus puentes {vtvλ}; en nuestras �guras esta orientación es indicada por �echas
dobles en los puentes.

Usando el Corolario 3.2.2 y la orientación de los puentes, L asigna las etiquetas k+2, . . . , t(d′)
a las aristas de star(vt) en S, donde d′ ≤ k + µ − 1 es la valencia de vt en S. Procedemos de
manera inductiva sobre el número de estrellas de S, usando el orden lexicográ�co <lex.

3.2.4. Descomposición de un árbol de prueba.

En esta Sección nuestro objetivo es lograr una descomposición de un árbol de prueba T en
árboles primos y semi�primos. Nuevamente resaltamos que los puentes no iniciales jugarán un
papel crucial en alcanzar este objetivo, puesto que son precisamente ellos quienes conectan los
árboles primos y semi�primos de T . Recordemos que por de�nición, los puentes no iniciales no
pertenecen a ningún árbol primo o semi�primo.

Las estrellas de T con puentes no iniciales serán de gran utilidad en el momento de construir la
descomposición deseada. Necesitamos, por lo tanto, establecer el siguiente convenio de notación
para distinguirlas.

De�nición 3.2.8. Una estrella no inicial de T , denotada por starni(vt), es tal que tiene al
menos un puente no inicial.

Para tener en mente algún ejemplo de estrella no inicial, podemos �jarnos en la estrella
star(v3) del árbol de prueba T trazado en la Figura 3.8.

Es necesario percatar que los puentes no iniciales de una estrella no inicial starni(vt) la dividen
en abanicos. Este hecho origina el siguiente concepto.
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De�nición 3.2.9. Un abanico primo (resp. semi�primo) es la intersección de un árbol primo P

(resp. semi�primo S) con una estrella no inicial starni(vt), i.e.

P ∩ starni(vt)︸ ︷︷ ︸
abanico primo

(resp. S ∩ starni(vt)︸ ︷︷ ︸
abanico semi�primo

).

Cada uno de los abanicos de una estrella no inicial starni(vt), determinados por los puentes
no iniciales, pertenecen a un árbol primo o semi�primo, como veremos a continuación.

Lema 3.2.5. Cada estrella no inicial starni(vt) de T está dividida en abanicos como sigue:

starni(vt) = b vtvt(1)
I , . . .︸ ︷︷ ︸

abanico primo o

semi�primo

, vtvt(j), . . .︸ ︷︷ ︸
abanico de

puentes no iniciales

, vtvt(β+1), . . .︸ ︷︷ ︸
abanico

semi�primo

, . . . , vtvt(d)c. (3.17)

Cabe mencionar que cada estrella no inicial admite a los más un abanico primo (que en el
caso de existir debe ser el primero respecto al orden b. . .c). En esa medida, los puntos seguidos
a la derecha en la Ecuación (3.17), solo admite abanicos de puentes no iniciales o abanicos
semi�primos.

Antes de iniciar con la demostración de este Lema, un detalle que merece destacarse es que el
conjunto de abanicos semi�primos en starni(vt) puede ser vacío. Por ejemplo, si starni(vt) solo
tiene dos abanicos; un primer abanico primo seguido de un abanico de puentes no iniciales.

Demostración. Consideremos una estrella no inicial

starni(vt) = bvtvt(1)
I , . . . , vtvt(j), . . . , vtvt(d)c,

donde vtvt(j) es su primer puente no inicial, respecto al orden b. . .c.
Caso 1. La arista inicial vtvt(1)

I es una hoja inicial o un puente doblemente inicial.

El Lema 3.2.1 con�rma la existencia de un único árbol primo P tal que su arista principal es
vtvt(1)

I y

bvtvt(1)
IP , . . . , vtvt(j−1)c = P ∩ starni(vt).

En vista de esta circunstancia, seleccionamos el abanico maximal de puentes no iniciales

bvtvt(j), . . . , vtvt(β)c ⊂ starni(vt),

en (3.17). Si se llega a dar el caso que β = d, entonces concluimos que solo dos abanicos como
los deseados conforman a starni(vt), i.e. la Ecuación (3.17) toma la forma

starni(vt) = bvtvt(1)
I , . . . , vtvt(j−1)︸ ︷︷ ︸

abanico primo

, vtvt(j), . . . vtvt(d)︸ ︷︷ ︸
abanico de

puentes no iniciales

c,

obteniendo lo que queríamos probar.

En el caso contrario, consideramos el abanico bvtvt(β+1), . . . , vtvt(s)c tal que ninguna de sus
aristas son puentes no iniciales, es decir, todas las aristas deben ser hojas no iniciales o puentes
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iniciales. Ahora bien, resulta claro que la arista vtvt(β+1) es la arista sucesora del puente no
inicial vtvt(β). Debido a este panorama, el Lema 3.2.3 garantiza la existencia de un único árbol
semi�primo S cuya arista principal es vtvt(β+1) y

bvtvt(β+1)
P , . . . , vtvt(s)c = S ∩ starni(vt).

Lo dicho hasta aquí implica que la Ecuación (3.17) adopta la forma

starni(vt) = bvtvt(1)
I , . . . , vtvt(j−1)︸ ︷︷ ︸

abanico primo

, vtvt(j), . . . vtvt(β)︸ ︷︷ ︸
abanico de

puentes no iniciales

, vtvt(β+1)
P , . . . , vtvt(s)︸ ︷︷ ︸

abanico

semi�primo

, . . .c,

Continuamos con un razonamiento análogo hasta reconocer todas los abanicos que conforman a
la estrella no inicial starni(vt).

Caso 2. La arista inicial vtvt(1) es un puente inicial.

Por construcción el abanico
bvtvt(1), . . . , vtvt(j−1)c,

puede venir de la intersección de la estrella no inicial starni(vt) con un árbol primo P o semi�
primo S. En cualquier caso la arista principal del correspondiente árbol P o S no pertenece al
abanico bvtvt(1), . . . , vtvt(j−1)c.
Procedemos de manera análoga al Caso 1, para reconocer los demás abanicos que conforman la
estrella no inicial starni(vt).

Finalmente tenemos todas las herramientas necesarias para realizar la descomposición de un
árbol de prueba por árboles primos y semi�primos, como habíamos prometido en un inicio.

Lema 3.2.6. Cada árbol de prueba T asume exactamente una de las siguientes descomposiciones
topológicas.

Tipo I. T es la unión de árboles primos y puentes no iniciales:

T =
⋃

Pχ
⋃
vtvt(j), χ ≥ 1. (3.18)

Tipo II. T es la unión de árboles primos, semi�primos y puentes no iniciales:

T =
⋃

Pχ
⋃

S%
⋃
vtvt(j), χ, % ≥ 1. (3.19)

Antes de empezar a exponer la demostración del Lema observemos algunos ejemplos concretos
de la descomposición mencionada.

Ejemplo 3.2.3. Consideremos el árbol de prueba T bosquejado a la izquierda de la Figura 3.8.

Este árbol admite la siguiente descomposición

T = P1 ∪ P2 ∪ v2v3,

donde P1 = v1v2, P2 = v3v4 son árboles primos (contenidos en vecindades color magenta a la
derecha de la Figura 3.8), y v2v3 es un puente no inicial.
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Figura 3.8: Descomposición topológica de un árbol de prueba Tipo I.

Ejemplo 3.2.4. Consideremos el árbol de prueba T esbozado a la izquierda de la Figura 3.9.
Este caso especial será su�ciente para evidenciar la descomposición y etiquetado de cualquier
árbol de prueba del Tipo II. La descomposición en este caso es la siguiente:

T =
4⋃

χ=1

Pχ

3⋃
%=1

S% ∪ v1v2 ∪ v3v4 ∪ v4v5.

A la derecha de la Figura 3.9 se representa dicha descomposición; los árboles primos Pχ están
contenidos en vecindades color magenta y los árboles semi�primos S% en vecindades color cian.
Este ejemplo permite ver claramente como los puentes no iniciales conectan los árboles primos
y semi�primos de T .

Figura 3.9: Descomposición topológica de un árbol de prueba Tipo II.

Demostración. Caso 1. El árbol T no tiene puentes no iniciales. Mostrar esta situación es análogo
a probar que T es un árbol primo P; procedemos por contradicción.

• Supongamos que T es la unión de al menos dos árboles primos P1 y P2.

Por construcción T es conexo, esto hecho implica que existe un puente vtvt(j) que conecta a P1

con P2. Dicho puente vtvt(j) solo tiene dos posibilidades: ser un puente inicial o un puente no
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inicial. En cualquiera de los dos casos generamos una contradicción. En efecto, Si vtvt(j) es un
puente inicial, entonces P1 y P2 no son maximales; esto contradice la De�nición 3.2.4. Por otro
lado, si vtvt(j) es un puente no inicial, entonces estamos negando la hipótesis.

• Ahora, supongamos que T es la unión de al menos un árbol primo P y un árbol semi�primo
S. Como una consecuencia inmediata de la De�nición 3.2.7, la arista principal de S es la arista
sucesora de un puente no inicial; esto implica una contradicción.

Se in�ere de las dos situaciones anteriores que T es un árbol primo.

Caso 2. El árbol T tiene puentes no iniciales. Si cada estrella no inicial starni(vt) tiene un abanico
primo, como se ilustró en la Ecuación (3.17) del Lema 3.2.5, entonces T asume la topología Tipo
I.

Si por el contrario, existe al menos una estrella no inicial starni(vt) sin abanicos primos, entonces
por lo indicado en la Ecuación (3.17) T asume la topología Tipo II.

3.2.5. Un etiquetado de prueba para un árbol de prueba.

Finalmente estamos preparados para construir un etiquetado de prueba L para un árbol de
prueba T . Nuestra construcción está basada en la descomposición de T , detallada en la sección
anterior.

Proposición 3.2.1. Un árbol de prueba T admite un etiquetado de prueba L.

Antes de iniciar con la demostración de la Proposición presentaremos algunos ejemplos de
etiquetados de prueba para árboles dados, que nos darán una idea general de la demostración a
construir.

Ejemplo 3.2.5. Consideremos el árbol de prueba del Ejemplo 3.2.3,

T = P1 ∪ P2 ∪ v2v3.

El etiquetado de prueba L para T es

L : ET −→ ET × {1, 2, 3}

L(v1v2) = (v1v2, 1)︸ ︷︷ ︸
etiqueta de P1

, L(v3v4) = (v3v4, 2)︸ ︷︷ ︸
etiqueta de P2

, L(v2v3) = (v2v3, 3).︸ ︷︷ ︸
etiqueta del puente no inicial

Ejemplo 3.2.6. Consideremos el árbol de prueba mostrado en la Figura 3.9,

T =

4⋃
χ=1

Pχ

3⋃
%=1

S% ∪ v1v2 ∪ v3v4 ∪ v4v5.

El etiquetado de prueba L para T se muestra en la Figura 3.10.

Como pronto notaremos, el orden para las etiquetas en ambos ejemplos coincide esencialmente
con el orden de los pasos en la prueba de la Proposición 3.2.1.
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Demostración. Consideremos un árbol de prueba T con n ≥ 3 vértices. La idea central para
la construcción de un etiquetado de prueba L para T es extender el orden lexicográ�co en los
árboles primos y semi�primos a T completo.

Figura 3.10: Etiquetado de prueba para un árbol de prueba Tipo II.

T es del Tipo I.

Etiquetado de los árboles primos. Consideremos un árbol primo (Pχ, vtvt(1)
IP ) de T dado en la

descomposición (3.18). Por el Lema 3.2.2, existe un etiquetado de prueba, digamos Lχ, para Pχ.
Si llegara ser el caso que Pχ = T , entonces el etiquetado de prueba está terminado.

En el caso contrario, denotemos con k1 ∈ N la etiqueta mayor ya asignada en Pχ. Elegimos un
segundo árbol primo (Pϑ, vρvρ(1)

IP ) en (3.18). De nuevo el Lema 3.2.2 nos permite extender el
etiquetado de prueba Lχ para el árbol primo Pϑ, iniciando con la etiqueta k1 + 1. En este punto
ya podemos remitirnos a los Ejemplos 3.2.1, 3.2.5 y 3.2.6 para observar esta primera etapa de la
construcción del etiquetado.

Continuamos de forma inductiva sobre el número χ de árboles primos expresada en la Ecuación
(3.18), obteniendo un etiquetado de prueba L para

⋃
Pχ y una etiqueta mayor ya asignada

1 ≤ K ≤ n− 3 en todos los árboles primos.

Etiquetado de los puentes no iniciales. Consideremos el conjunto de los m puentes no iniciales
{vtvt(j), . . . , vσvσ(s)} señalados en la Ecuación (3.18), seleccionando cualquier orden en ellos.
De�nimos  L(vtvt(j)) = (vtvt(j),K + 1)

...
L(vσvσ(s)) = (vσvσ(s),K +m).

En concordancia con el tipo de topología de T , expuesta en la Ecuación (3.18), K +m = n− 1
y el etiquetado L es de�nido en todo T .

T es del Tipo II.

Paso 1. Etiquetando los árboles primos.
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Partimos etiquetando todos los árboles primos {Pχ} establecidos en la Ecuación (3.19), justo
como se ejecutó en el caso previo, obteniendo un etiquetado de prueba, digamos LP , para la
unión

⋃
Pχ, y una etiqueta mayor ya asignada 1 ≤ K ≤ n− 4.

Antes de empezar a exponer el siguiente paso, necesitamos hacer un trabajo previo.

Es preciso recordar que los puentes no iniciales de T , exhibidos en la Ecuación (3.19), conectan
los árboles primos y semi�primos. Entre todos los puentes no iniciales de T centraremos toda
nuestra atención en los puentes {vtvt(j)} ⊂ T que satisfacen la siguiente condición.

Lema 3.2.7. Consideremos un árbol de prueba T Tipo II. Existe al menos un puente no ini-
cial vtvt(j) tal que sus dos aristas predecesoras, respecto a las estrellas no iniciales starni(vt) y
starni(vt(j)), respectivamente, pertenecen a árboles primos.

Ejemplo 3.2.7. Consideremos el árbol de prueba T dado en el Ejemplo 3.2.6. Las dos aristas
predecesoras del puente no inicial v1v2, respecto a las estrellas no iniciales starni(v1) y starni(v2),
pertenecen a los árboles primos P1 y P2. No obstante, el puente no inicial v4v5 no satisface esta
condición.

Demostración. Antes de iniciar debemos enfatizar que los puentes no iniciales no pertenecen a
los árboles primos y semi�primos; recordemos que un árbol de prueba T asume alguna de las
descomposiciones dadas en el Lema 3.2.6.

Procediendo por contradicción, suponemos que todos los puentes no iniciales {vtvt(j)} de T
tienen al menos una arista predecesora que no pertenece a un árbol primo. Para un tratamiento
cuidadoso de esta situación adoptamos la notación de un puente no inicial y sus dos aristas
predecesoras como sigue:

starni(vt) = b. . . , vtvt(j−1)︸ ︷︷ ︸
arista

predecesora

, vtvt(j)︸ ︷︷ ︸
puente

no inicial de T

, . . . , c, (3.20)

starni(vt(j)) = b. . . , vt−1vt(j)︸ ︷︷ ︸
arista

predecesora

, vtvt(j)︸ ︷︷ ︸
puente

no inicial de T

, . . . , c. (3.21)

Bajo estas condiciones aparecen cinco topologías para los puentes no iniciales y sus dos aristas
predecesoras. Sin pérdida de generalidad, si la arista vtvt(j−1) en la Ecuación (3.20) es un puente
no inicial, entonces la arista vt−1vt(j) en la Ecuación (3.21) es

i) un puente no inicial o

ii) pertenece a un árbol primo o

iii) pertenece a un árbol semi�primo.

No obstante, si la arista vtvt(j−1) en la Ecuación (3.20) pertenece a un árbol semi�primo, entonces
la arista vt−1vt(j) en la Ecuación (3.21)

iv) pertenece a un árbol primo ó

v) pertenece a un árbol semi�primo.

Ahora analizaremos las topologías (i)�(iii) en el Caso 1 y las topologías (iv)�(v) en el Caso 2.
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Caso 1. Supongamos que cada puente no inicial tiene al menos una arista predecesora que es un
puente no inicial.

Bajo este supuesto basta observar que el orden b. . .c en cada estrella no inicial implica lo siguiente.

• T tiene un camino in�nito de puentes no iniciales. Esto ocurre si las aristas predecesoras emanan
de distintas estrellas, como se ilustra en la Figura 3.11(a).

• T tiene una estrella no inicial starni(vt) con un número in�nito de puentes no iniciales. Esto
ocurre si todas las aristas predecesoras emanan de una misma estrella, como se ilustra en la
Figura 3.11(b).

Dado que T es �nito, estas dos situaciones implican una contradicción.

Figura 3.11: a) Camino in�nito de puentes no iniciales, b) estrella no inicial con in�nitos puentes
no iniciales.

Caso 2. Supongamos que cada puente no inicial vtvt(j) tiene al menos una arista predecesora
que pertenece a un árbol semi�primo.

Sin pérdida de generalidad asumamos que la arista predecesora vtvt(j−1) del puente no inicial
vtvt(j), ilustrada en la Ecuación (3.20), pertenece a un árbol semi�primo S%.

Caso 2.1. La arista principal vtvt(κ+1)
P de S% pertenece a la estrella no inicial starni(vt). Por el

Lema 3.2.5,

starni(vt) = b. . . , vtvt(κ)︸ ︷︷ ︸
puente

no inicial

, vtvt(κ+1)
P , . . . , vtvt(j−1)︸ ︷︷ ︸
⊂ S%

, vtvt(j)︸ ︷︷ ︸
puente

no incial

, . . .c. (3.22)

Por De�nición 3.2.7, la arista vtvt(κ), en la Ecuación 3.22, es un puente no inicial. Nuevamente
la arista predecesora de vtvt(κ), respecto a la estrella no inicial starni(vt(κ)), pertenece al árbol
semi�primo Sς . Otra vez por De�nición 3.2.7, la arista predecesora de la arista principal de Sς es
un puente no inicial. Razonamos de manera análoga sobre la arista principal de Sς y continuando
de esta forma, obtenemos un camino in�nito de puentes no iniciales de T . Esto implica una
contradicción.

Caso 2.2. La arista principal de S% no pertenece a la estrella no inicial starni(vt).

Denotemos por vσvσ(s+1)
P la arista principal de S%. Por De�nición 3.2.7, la arista predecesora

vσvσ(s) de vσvσ(s+1)
P es un puente no inicial. De nuevo por hipótesis, al menos una arista pre-

decesora de vσvσ(s) pertenece a un árbol semi�primo Sς . Analizando de manera análoga la arista
principal de Sς y procediendo de este modo obtenemos un camino in�nito de puentes no iniciales
de T . Otra vez, esto contradice que T es �nito.
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Ahora tenemos los argumentos necesarios para la segunda mitad del etiquetado.

Paso 2. Etiquetando los puentes no iniciales tal que sus dos aristas predecesoras pertenecen a
árboles primos.

Por el Lema 3.2.7, existe un puente no inicial vtvt(j) de T tal que sus dos aristas predecesoras,
respecto a las estrellas star(vt) y star(vt(j)), pertenecen a los árboles primos.

En el Paso 1, la arista predecesora de vtvt(j) se etiquetó. En este Paso, acordamos que un
puente no inicial vtvt(j) está lista para etiquetar si y sólo si sus dos aristas predecesoras están ya
etiquetadas.

Consideremos el conjunto de todos los puentes no iniciales ya etiquetados {vtvt(j), . . . , vρvρ(κ)},
considerando cualquier orden en ellos y denotando con l el cardinal de este conjunto. Bajo estas
circunstancias el etiquetado de prueba LP extiende a cada uno de los elementos del conjunto
{vtvt(j), . . . , vρvρ(κ)}, como sigue: LP (vtvt(j)) = (vtvt(j),K + 1)

...
LP (vρvρ(κ)) = (vρvρ(κ),K + l),

(3.23)

donde K representa la etiqueta mayor ya asignada en los árboles primos.

Etiquetando los árboles semi�primos sucesores de los puentes no iniciales ya etiquetados en (3.23)

Nuestro foco ahora está en los puentes no iniciales {vtvt(j)} etiquetados en (3.23) tal que sus dos
aristas sucesoras pertenecen a árboles semi�primos. Esto motiva la siguiente observación.

Observación 3.2.6. Es posible generalizar la De�nición 3.2.3 a árbol sucesor de un puente no
inicial (resp. árbol predecesor).

Denotemos por ASPS el conjunto de todos los árboles semi�primos sucesores de los puentes no
iniciales ya etiquetados en (3.23), y consideremos un árbol semi�primo S% en ASPS.

El Lema 3.2.4, nos permite extender el etiquetado de prueba LP para el árbol semi�primo S%
comenzando con la etiqueta K + l + 1. Denotemos con K ′ la etiqueta mayor ya asignada en S%.

Continuando de manera inductiva sobre el número de árboles semi�primos en ASPS, empezando
cada paso inductivo con la etiqueta mayor ya asignada más uno.

Paso 3. Aplicando el paso previo de forma inductiva sobre el número de puentes no iniciales ya
etiquetados.

Indiquemos con K ′′ la etiqueta mayor ya asignada en el paso previo. En concordancia con la
descomposición dada en la Ecuación (3.19), aplicamos cada paso inductivo partiendo con la
etiqueta K ′′ + 1, de�niendo el etiquetado de prueba L para T completo.

Observación 3.2.7. Para n ≥ 4, casi todos los árboles de prueba T admiten más de un etique-
tado de prueba.

Por ejemplo, si T es un árbol primo positivo�negativo como en la Figura 3.6(f)�(g), con sub�
árboles asimétricos en el primer y cuarto cuadrante, entonces existen exactamente dos etiquetados
de prueba.

No obstante, si T tiene dos o más árboles primos, ordenes distintos al etiquetar estos árboles
generan etiquetados de prueba distintos.
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El etiquetado de prueba previo L para el árbol de prueba T determina un etiquetado realizable
L para la grá�ca Γ.

De�nición 3.2.10. Un etiquetado realizable L para Γ es una biyección

L : V −→ V × Zn, zj 7−→ (zj , ιj)

tal que L(∞) = (∞, 0) y el orden topológico ≺ en cada frontera ∂τt para Γ coincide con el orden
cíclico natural en Zn, i.e. para todo zj , zν ∈ ∂τt,

si zj ≺ zν entonces sus respectivas etiquetas satisfacen ιj < ιν .

Observación 3.2.8. Advirtamos que el orden topológico ≺ en ∂τt coincide con el orden b. . .c
en star(vt) ⊂ T .

Es muy importante tener en mente que por construcción cada vértice zj de Γ corresponde
a una arista de T y la etiqueta en cada arista determina una etiqueta en el respectivo vértice
zj . Esto realmente quiere decir que un etiquetado de prueba L para T determina un etiquetado
realizable L para Γ; esta situación es expuesta en la Figura 3.4.

De esta manera hemos construido una grá�ca etiquetada ΓL = {VL;EL}, teniendo
vértices (como pares punto�etiqueta)

VL = {(∞, 0), (z1, ι1), . . . , (zj , ιj), . . . , (zn−1, ιn−1)} ⊂ Ĉz × Zn,

aristas
EL = {(zj , ιj)(zν , ιν)}j,ν∈Zn .

Cada cara τt tiene d(t) vértices de valencia 4 en su frontera etiquetados, denotados como
sigue.

{(zt(1), ιt(1)), . . . , (zt(κ), ιt(κ)) . . . (zt(d), ιt(d))} ⊂ ∂τt × Zn.

No olvidemos que d = d(t) es la valencia de vt en T .

Observación 3.2.9. La grá�ca etiquetada ΓL determina la posición en que los n − 1 − d(t)
vértices ocultos {ζ} deben ser colocados, junto con sus etiquetas, tal que:

• el mosaico MΓL
∪ {ζ} es homogéneo, es decir, todas sus caras τt son n�ágonos topológicos y

• el orden topológico ≺ en los n vértices de cada frontera ∂τt, coincide con el orden < de sus
etiquetas en Zn = {0, 1, . . . , n− 1}.
Estas dos condiciones implican que el mosaico el dominio de f0

t es completado, respondiendo la
pregunta expuesta en la Ecuación (3.7).

Recopilando la anterior descripción, de�nimos la siguiente grá�ca.

De�nición 3.2.11. La grá�ca etiquetada ampliada Γ̂L = ΓL∪{ζ} es una grá�ca plana etiquetada
tal que el mosaico M

Γ̂L
es homogéneo y el orden topológico ≺ en los vértices de cada frontera

coincide con el orden < de sus etiquetas en Zn.
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3.2.6. Construcción de un cubriente topológico rami�cado ftop y por ende un

polinomio genérico f .

Recapitulando, el resultado profundo de la Sección anterior fue la construcción del mosaico
M

Γ̂L
homogéneo tal que el orden topológico ≺ en los vértices de cada ∂τt coincide con el orden

< de sus etiquetas en Zn.
En esta Sección se propone argumentar como el mosaico M

Γ̂L
implica la existencia de un

polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw de grado n, donde M
Γ̂L

= Ĉz.

Para iniciar, consideremos el mosaico Mγ = H+ ∪H− = Ĉw, dado en la Ecuación (3.5).

Si {∞, zt(1), . . . , zt(d), ζt(1), . . . , ζn−1−t(d)} denota los n vértices de la frontera ∂τt de M
Γ̂L
, de�-

nimos
f0
t : {∞, zt(1), . . . , zt(d), ζt(1), . . . , ζn−1−t(d)} −→ {∞, w1, . . . , wn−1}

∞ 7−→ ∞
zt(κ) 7−→ wt(κ)

ζt(`) 7−→ wt(`).

(3.24)

Por simplicidad, escribimos el dominio de cada f0
t en un orden distinto al orden topológico ≺ en

la frontera ∂τt.

Por el Teorema 2.1.1 existe una función singular complejo analítica

f : Ĉz ∼= M
Γ̂L
−→ Ĉw ∼= Mγ (3.25)

de grado n, tal que f−1(γ) ∼= Γ. Dado que M
Γ̂L

no tiene vértices de valencia in�nita, entonces
f es a priori racional. Sin embargo f tiene n− 1 valores de rami�cación en {w1, . . . , wn−1}, con
rami�cación 1 en todos ellos y un valor de rami�cación maximal en ∞, con rami�cación (n− 1).
Por todo lo dicho, f es un polinomio genérico.

Esto �naliza la demostración del Teorema 3.1.2.

Ejemplo 3.2.8. En la Figura 3.4 vemos un panorama general de nuestra construcción para la
prueba de (f, γ)←− Γ en el Teorema 3.1.2. Por simplicidad, solo escribimos las etiquetas de los
vértices en el mosaico M

Γ̂L
determinado por la grá�ca Γ̂L := Γ ∪ {ζ}.

En otro orden de ideas, un lector cuidadoso puede percatar que si el polinomio

f(z) =

∫
(z − z1)(z − z2)(z − z3)dz,

para z1, z2, z3 ∈ R, es determinado por la grá�ca Γ, entonces su conjugado f(z) es determinado
por Γ con la orientación opuesta.
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Sintetizando nuestro resultado principal, obtenemos el diagrama siguiente.

Polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

Mosaico no homogéneo MΓ de Ĉz,
con vértices de valencia 4 en Cz y 2n en ∞

-�
Grá�ca plana Γ,

como en Teorema 3.1.
-�

Grá�ca de Speiser

Sf

(3.26)

3.3. Conteo de clases de polinomios genéricos.

Los propósitos de esta última sección son, primero de�nir una relación de equivalencia en el
espacio de polinomios genéricos y determinar el número de clases.

Para empezar, consideramos el espacio de pares (Γ,L), donde Γ es una grá�ca plana, como
en el Teorema 3.1.2 y L es un etiquetado realizable para Γ; denotemos este espacio como sigue

GEn :=

{
(Γ,L)

∣∣∣∣ Γ grá�ca plana, orientada y conexa con (n− 1) vértices de valencia 4
y un vértice de valencia 2n; L etiquetado realizable para Γ

}
Como consecuencia de las equivalencias expuestas en el Diagrama 3.26, el espacio GEn tiene
asociado, de manera natural, el espacio de pares (MΓ,L), donde MΓ es el mosaico asociado a Γ;
denotemos este espacio de pares como sigue

MEn :=

{
(MΓ,L)

∣∣∣∣ MΓ mosaico no homogéneo dado por 2n, k�ágonos topológicos,
coloreados de manera alterna azul�gris; L etiquetado realizable para Γ

}
Como consecuencia inmediata del Teorema 3.1.2, el diagrama dado en la Ecuación (3.26), olvi-
dando las grá�cas de Speiser, toma la forma siguiente.

Polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw,
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

(MΓ,L) ∈MEn
-� (Γ,L) ∈ GEn.

(3.27)

Es posible enriquecer las equivalencias dadas en el diagrama anterior, usando los árboles de
prueba construidos en la demostración del Teorema 3.1.2. En efecto, consideremos el espacio
siguiente

TEn := {(T, L)| T es un árbol de prueba y L un etiquetado de prueba para T}, (3.28)
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donde n indica que todos los árboles de prueba en TEn tienen n vértices. Por construcción, cada
par (T, L) en TEn determina un único par (Γ,L) ∈ GEn (o equivalentemente (MΓ,L) ∈ MEn).
Por lo tanto tenemos la equivalencia siguiente.

Lema 3.3.1. Los espacios TEn, GEn y MEn son equivalentes, tal como se indica en el siguiente
diagrama.

Polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw,
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

(MΓ,L) ∈MEn
-� (Γ,L) ∈ GEn.

6

?

(T, L) ∈ TEn

(3.29)

�

Nuestro objetivo ahora será determinar el número de clases del espacio cociente de polinomios
genéricos, bajo la relación de equivalencia por la izquierda (de�nida abajo). Para este nuevo
objetivo, las equivalencias dadas en el diagrama (3.29) serán indispensables.

De�nición 3.3.1. Dos polinomios f1 : Ĉz −→ Ĉw, f2 : Ĉz −→ Ĉw de grado n ≥ 2, son
topológicamente equivalentes por la izquierda, denotados f1

∼= f2, si existe un homeomor�smo
que preserva orientación φ : Ĉz −→ Ĉz tal que el siguiente diagrama conmuta

Ĉz

Ĉz

?

φ

- Ĉw

�
�
�
�
�
��

f1

f2

Las equivalencias dadas en el Diagrama (3.29) implican que la De�nición 3.3.1 puede escribirse
en términos de los demás objetos, como se menciona abajo.

De�nición 3.3.2. Dos pares de grá�cas planas etiquetadas (Γ1,L1) y (Γ2,L2) en GEn son
topológicamente equivalentes si existe un homeomor�smo que preserva orientación φ : Ĉz −→ Ĉz
tal que φ(Γ1) = Γ2, preservando etiquetas.

Denotamos dos pares equivalentes (Γ1,L1) y (Γ2,L2) como (Γ1,L1) ∼= (Γ2,L2).

De�nición 3.3.3. Dos pares de mosaicos etiquetados (MΓ1 ,L1) y (MΓ2 ,L2) en MEn son topo-
lógicamente equivalentes si existe un homeomor�smo que preserva orientación φ : Ĉz −→ Ĉz tal
que φ(MΓ1) = MΓ2 , preservando etiquetas.

Denotamos dos pares equivalentes (MΓ1 ,L1) y (MΓ2 ,L2) como (MΓ1 ,L1) ∼= (MΓ2 ,L2).
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De�nición 3.3.4. Dos pares de árboles etiquetados (T1, L1) y (T2, L2) en TEn son topológica-
mente equivalentes si existe una biyección φ entre los vértices de T1 y T2, es decir, φ : VT1 −→ VT2 ,
preservando relación de adyacencia y etiquetas.

Denotamos dos pares equivalentes (T1, L1) y (T2, L2) como (T1, L1) ∼= (T2, L2).

Por otra parte, cada par (T, L) en TEn determina un único árbol no encajado T , con n − 1
aristas, tal que las aristas de T están en biyección con los enteros 1, 2, . . . , n− 1. El recíproco es
verdadero.

Lema 3.3.2. Un árbol no encajado T , con n ≥ 2 vértices, tal que sus aristas están en biyección
con los enteros 1, 2, . . . , n− 1 admite un encaje en C tal que (T, L) ∈ TEn.

Demostración. Consideremos un árbol no encajado T como en la hipótesis. Denotemos por l :
AT −→ {1, 2, . . . , n− 1} la biyección entre las aristas de T y el conjuntos {1, 2, . . . , n− 1}. Para
cada vértice vt ∈ T , con valencia mayor o igual a 2, consideramos el conjunto de aristas incidentes
a él, denotadas como

star(vt) = bvtvt(1), . . . , vtvt(j), . . . , vtvt(d)c,
tal que b. . .c indica que las aristas están ordenadas en sentido antihorario, según las etiquetas,
es decir

l(vtvt(1)) < . . . < l(vtvt(j)) < . . . < l(vtvt(d)). (3.30)

Dado que todo árbol es una grá�ca plana, existe un encaje ξ : T ↪→ Cz tal que para cada star(vt)
de T , ξ(star(vt)) satisface (3.30). Designamos como arista inicial de ξ(star(vt)) la arista con la
menor etiqueta, es decir, ξ(vtvt(1)). Señalamos cada arista inicial de ξ(T ) con media arista roja.
Claramente ξ(T ) es un árbol de prueba. Finalmente de�nimos el etiquetado de prueba L para
ξ(T ) como sigue.

L : AT −→ AT × {1, . . . , n− 1}
vtvλ 7−→ (vtvλ, l(vtvλ)).

Diremos que un árbol no encajado es arista�etiquetado si sus aristas están en biyección con los
enteros 1, 2, . . . , n− 1.

Observación 3.3.1. No todos los encajes ξ de un árbol no encajado arista�etiquetado generan
pares (ξ(T ), L) en TEn. Para n = 4, en la Figura 3.12(a) presentamos un encaje ξ1 tal que
(ξ1(T ), L) /∈ TE4 y en la Figura 3.12(b) el encaje ξ2 tal que (ξ2(T ), L) ∈ TE4.

Figura 3.12: Dos encajes ξ1 y ξ2 para un árbol arista�etiquetado T tal que el etiquetado de ξ1(T )
no es realizable y el etiquetado de ξ2(T ) sí.
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El Lema 3.3.2 añade una equivalencia más a las expuestas en el Diagrama (3.29), originando
el siguiente diagrama.

Polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw,
y curva de Jordan orientada γ adecuada

?

(MΓ,L) ∈MEn
-� (Γ,L) ∈ GEn

6

?

(T, L) ∈ TEn -� Árbol no encajado
arista�etiquetados.

(3.31)

Usando las equivalencias del anterior diagrama y el Lema 3.3.3 (enunciado abajo), logramos
una fórmula de conteo para las clases de equivalencia por la izquierda del espacio de polinomios
genéricos, tal como se enuncia en el Corolario 3.3.1.

Lema 3.3.3. El número de árboles no encajados arista�etiquetados es nn−3.

Corolario 3.3.1. El número de clases de equivalencia por la izquierda del espacio de polinomios
genéricos es nn−3.

Ejemplo 3.3.1. Para n = 4, el espacio TEn tiene exactamente 4 clases de árboles de prueba,
con sus respectivos etiquetados de prueba. En la Figura 3.13 se ilustra un representante de cada
clase.

Figura 3.13: Representantes de las clases de árboles de prueba, para n = 4.

Las grá�cas planas asociadas a cada clase de árboles se bosquejan en la Figura 3.14.
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Figura 3.14:
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Capı́tulo 4
Constelaciones de la esfera y aplicación de
Lyashko�Looijenga

4.1. De polinomios genéricos a constelaciones de la esfera.

Hasta donde sabemos, A. Hurwitz trabajó en la clasi�cación de cubrientes rami�cados �nitos
g : S −→ Ĉ,

con S una super�cie conexa cerrada. Él abordó esta clasi�cación siguiendo una línea combina-
toria, es decir, tradujo el problema en términos combinatorios sobre las multiplicidades de los
puntos críticos y valores de rami�cación de g, codi�cando estos datos a través de una sucesión
de permutaciones llamada constelación, como puede apreciarse en [20]. Existen muchos trabajos
de investigación que se han abordado siguiendo las mismas ideas, entre ellos K. Bara«ski en [6]
y S. Lando, A. Zvonkin en [23] y [24, Capítulos 1 y 5]. El propósito de esta Sección es dar un
panorama general del problema de clasi�cación, vía la equivalencia por la izquierda dada en la
De�nición 3.3.1, de los polinomios genéricos, siguiendo las ideas de A. Hurwitz.

Los objetos combinatorios de interés se describen a continuación. Partamos denotando por
Sn al grupo simétrico actuando en un conjunto E con n ≥ 2 puntos.

De�nición 4.1.1. Una sucesión Cnk = [σ0, σ1, . . . , σk−1], donde cada σj ∈ Sn, es una k�
constelación si satisface las siguientes propiedades:

1. el grupo G = 〈σ0, σ1, . . . , σk−1〉 actúa transitivamente sobre el conjunto E de n puntos;

2. el producto de los σj es la permutación identidad: σ0σ1 · · ·σk−1 = id.

El entero n ≥ 2 es el grado de la constelación y k es la longitud.

De�nición 4.1.2. Dos k�constelaciones Cnk = [σ0, σ1, . . . , σk−1] y Ĉnk = [σ̂0, σ̂1, . . . , σ̂k−1], ac-
tuando sobre un mismo conjunto E de cardinalidad n, son conjugadas si existe h ∈ G =
〈σ0, σ1, . . . , σk−1〉 tal que

σ̂j = h−1σjh para j = 0, 1, . . . , k − 1.

Observación 4.1.1. Cada permutación σj ∈ Sn determina una partición del entero positivo n,
denotada por Pj ` n, conformada por las longitudes de los ciclos de σj .
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Ejemplo 4.1.1. Consideremos el entero n = 10 y la permutación
σj = (1, 5, 7, 8)(2, 6)(3, 10).

En este caso, σj tiene en total 5 ciclos: 1 ciclo de longitud 4, 2 ciclos de longitud 2 y 2 ciclos de
longitud 1 (estos son los puntos �jos de la permutación). Entonces, la partición es

Pj ` 10 = 4 + 2 + 2 + 1 + 1.

Por simplicidad la representamos como Pj ` 10 = [4, 22, 12], donde la base de cada término
representa la longitud del ciclo y la potencia el número de ciclos con esta longitud.

De�nición 4.1.3. Dada una k�constelación Cnk = [σ0, σ1, . . . , σk−1], la sucesión
Pnk = [P0, P1, . . . , Pk−1],

de particiones de n, donde cada partición Pj es la asociada a la permutación σj , es el pasaporte
de Cnk .

Ejemplo 4.1.2. En el Ejemplo 4.1.3 presentaremos una constelación cuyo pasaporte es
P3

3 = [[3], [2, 1], [2, 1]].

Observación 4.1.2. Calcular el número de clases de conjugación de constelaciones determinadas
por un pasaporte dado es llamado comúnmente el problema de Hurwitz.

Finalmente tenemos las herramientas necesarias para iniciar con la construcción de una cons-
telación a partir de una función racional g : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 3.

De funciones racionales a constelaciones.

Paso 1. Consideremos una función racional

g : Ĉz −→ Ĉw,

de grado �nito n ≥ 3, con valores de rami�cación Rg = {w0, . . . , wk−1}. Para nuestros propósitos
es conveniente estudiar el levantamiento de los generadores del grupo fundamental de Ĉw\Rg,
bajo g.

Para iniciar, construimos los generadores de π1(Ĉw\Rg) de la siguiente manera.

1. Elegimos un punto base w∗ ∈ Ĉw\Rg.
2. Por cada j = 0, . . . , k − 1, trazamos un lazo simple orientado lj , partiendo de w∗, dando una
vuelta alrededor de wj tal que éste quede a la izquierda de lj .

3. Si identi�camos a w∗ como un vértice y a los lazos l0, l1, . . . , lk−1 como las aristas incidentes
a w∗, entonces la estrella de w∗ es

star(w∗) = bl0, . . . , lk−1c,

donde los lazos están ordenados como se denota en b. . .c.
De acuerdo a esta construcción, el producto l0l1 · · · lk−1 es un lazo retráctil a w∗, es decir,
es la identidad en π1(Ĉw\Rg, w∗). En conclusión, el grupo fundamental de Ĉw\Rg admite la
presentación

π1(Ĉw\Rg, w∗) = 〈l0, l1, . . . , lk−1| l0l1 · · · lk−1 = id〉.

Para ver un ejemplo del panorama anterior podemos mirar la esfera a la izquierda de la Figura
4.1.
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Paso 2. Analicemos el levantamiento de cada generador de π1(Ĉw\Rg, w∗), bajo g.
Primero, recordemos que la �bra E = f−1(w∗) := {z∗1 , z∗2 , . . . , z∗n} y tengamos en mente que el
grupo simétrico Sn actúa sobre los n puntos de E.

El levantamiento de cada generador lj ∈ π1(Ĉw\Rg, w∗), bajo g, consta de n curvas

αj,i : [0, 1] −→ X, para i = 1, . . . , n, tal que αj,i(0), αj,i(1) ∈ E.

Como consecuencia de esto, cada generador lj determina una permutación σj ∈ Sn, actuando
en el conjunto E. El número de ciclos de σj corresponde al número de puntos críticos de g cuya
imagen es wj . El índice de rami�cación de cada punto crítico es igual a la longitud del ciclo
correspondiente, menos uno. Por ejemplo, �jemos un wj ∈ Rg y un ciclo de longitud ν + 1 en
la correspondiente permutación σj . Si z es el punto crítico de g, asociado al ciclo mencionado,
entonces g se ve como z 7→ zν+1 en una vecindad de z.

Las permutaciones σ0, . . . , σk−1 generan un subgrupo G ≤ Sn, llamado el grupo de monodro-
mía del cubriente. La asignación [lj ] 7−→ σj se extiende a un homomor�smo de grupos, llamado
la monodromía

Ψ : π1(Ĉw\Rg, w∗) −→ G ≤ Sn.

Observación 4.1.3. 1. La igualdad l0l1 · · · lk−1 = id en π1(Ĉw\R,w∗) implica la igualdad
σ0σ1 · · ·σk−1 = id en el grupo de monodromía G.

2. Dado que Ĉz es conexa, entonces el grupo de permutaciones G es transitivo.

Proposición 4.1.1. La sucesión de permutaciones Cnk = [σ0, σ1, . . . , σk−1] determinada por la
función racional g : Ĉz −→ Ĉw es una k�constelación. �

Ejemplo 4.1.3. Consideremos el polinomio genérico

f : Ĉz −→ Ĉw, f0(z) = z3 − 3z,

de grado 3, dado en el Ejemplo 1.1.1, donde Rf = {w0 =∞, w1 = −2, w2 = 2}.
Elegimos un punto w∗ ∈ H+, ilustrado como un punto amarillo de Ĉw en la Figura 4.1. La �bra
de w∗ bajo f es E = f−1

0 (w∗) = {z∗1 , z∗2 , z∗3}, trazados como puntos amarillos de Ĉz en la Figura
4.1.

Consideramos los lazos orientados l0, l1, l2, anclados en w∗, tal como se muestra a la izquierda de
la Figura 4.1. Notemos que l0 = l−1

2 l−1
1 . Estos lazos son los generadores del grupo fundamental

π1(Ĉw\Rf , w∗) = 〈l0, l1, l2| l0l1l2 = id〉.

Asignamos el color rojo a l0, naranja a l1 y verde a l2. El levantamiento de cada generador de
π1(Ĉw\Rf , w∗) consta de 3 curvas (heredando el color), justo como se muestra en la Figura 4.1.

Las permutaciones determinadas por los generadores del grupo π1(Ĉw\Rf , w∗) son las siguientes.

l0 7→ σ0 = (1, 3, 2),
l1 7→ σ1 = (2, 3),
l2 7→ σ2 = (1, 2).

61
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Figura 4.1: Constelación C3
3 = [(1, 3, 2), (2, 3), (1, 2)] determinada por f0(z) = z3 − 3z.

Por lo tanto, la 3�constelación determinada por f0 es

C3
3 = [(1, 3, 2), (2, 3), (1, 2)].

Las particiones determinadas por cada permutación de C3
3 = [(1, 3, 2), (2, 3), (1, 2)] son

P0 7→ [3],
P1 7→ [2, 1],
P2 7→ [2, 1],

lo que implica que el pasaporte asociado a la constelación C3
3 = [(1, 3, 2), (2, 3), (1, 2)] es

P3
3 = [[3], [2, 1], [2, 1]].

Observación 4.1.4. Es indispensable recalcar que el pasaporte de una k�constelación Cnk codi�ca
totalmente la función racional g. En efecto, esto se concluye de los siguientes hechos.

1. El grado n de la constelación coincide con el grado n de la función racional g.

2. La longitud k de la constelación indica el número de valores de rami�cación que debe tener g.

3. Para cada permutación σj ∈ Cnk , el número de ciclos de longitud mayor o igual a dos es igual
al número de puntos críticos, que bajo g, van a dar al valor de rami�cación correspondiente a σj .

4. Para cada permutación σj ∈ Cnk , cada ciclo de σj de longitud ν + 1 corresponde a un punto
crítico con índice de rami�cación ν.

Observación 4.1.5. Los pasaportes asociados a las funciones racionales g : Ĉz −→ Ĉw, de grado
n ≥ 3, determinan la topología de las grá�cas planas orientadas {Γ ⊂ Ĉz} (o equivalentemente
los mosaicos {MΓ} de Ĉz), asociadas a las funciones racionales, a través del algoritmo de F.
Klein.

En el caso especí�co de los polinomios genéricos de grado n ≥ 3, todas las constelaciones asociadas
tienen la forma

Cnn = [σ0, σ1, . . . , σn−1],

donde la permutación σ0 tiene longitud máxima n (asociada a ∞, cuyo índice de rami�cación es
(n− 1)) y las permutaciones restantes σ1, . . . , σn−1 tienen longitud 2 (transposiciones asociadas
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a los n− 1 puntos críticos �nitos, cuyo índice de rami�cación es 1). Por todo lo dicho, la forma
de los pasaportes que son realizables por polinomios genéricos, de grado n ≥ 3, tienen la forma

Pnn = [[n], [2, 1], . . . , [2, 1]︸ ︷︷ ︸
n−1 veces

]. (4.1)

Existe una correspondencia entre las clases de equivalencia por la izquierda de polinomios
genéricos f : Ĉz −→ Ĉw de grado n ≥ 3 y las clases de conjugación de las constelaciones
determinadas por estos polinomios, descritas en la Observación 4.1.5.

Proposición 4.1.2. Dos polinomios genéricos f1 : Ĉz −→ Ĉw y f2 : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 3,
con valores de rami�cación R = {∞, w1, . . . , wn−1} son equivalentes por la izquierda si y sólo si
las correspondientes constelaciones Cnn(1) y Cnn(2) son conjugadas. �

4.2. Aplicación de Lyashko�Looijenga.

S. Lyashko [5] y E. Looijenga [26] construyen una aplicación para entender la naturaleza alge-
braica y geométrica del espacio de polinomios genéricos. Dicha aplicación es llamada aplicación
de Lyashko�Looijenga, denotada LL, envía los coe�cientes de un polinomio genérico f ∈ C[z]=n
en sus valores de rami�cación. S. Lando y A. Avonkin en [24, Capítulo 5] dan una descripción
detallada de la aplicación LL. A grandes rasgos esta aplicación se de�ne de la siguiente manera.

Construyendo el dominio de LL.

Dado cualquier polinomio genérico f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 2, podemos elegir coordena-
das tal que f toma la forma

f : Ĉz −→ Ĉw : f(z) = zn + a2z
n−2 + . . .+ an−1z + an. (4.2)

Consideremos el espacio de polinomios genéricos, asumiendo el sistema coordenado de (4.2), y
asumamos la siguiente notación

Gn = {f : Ĉz −→ Ĉw : f(z) = zn + a2z
n−2 + . . .+ an es genérico}. (4.3)

El espacio Gn está identi�cado de manera natural con Cn−1
coef (los coe�cientes de cada polinomio

f ∈ Gn determinan un punto en Cn−1
coef ). Cada clase del espacio de polinomios genéricos, con la

equivalencia por la izquierda dada en la De�nición 3.3.1, se representa exactamente n veces en
Gn. En efecto, el único cambio de coordenadas que lleva los coe�cientes de un polinomio genérico
en otro, preservando (4.2), es z 7−→ αz, donde α es una raíz enésima de la unidad. Por lo tanto,
el espacio de polinomios genéricos de grado n es el espacio Gn, módulo la acción del grupo Z/nZ,
como se señala en la siguiente de�nición.

De�nición 4.2.1. Dos polinomios genéricos mónicos

f1 : Ĉz −→ Ĉw, f1(z) = zn + a2z
n−2 + . . .+ an−1z + an,

y
f2 : Ĉz −→ Ĉw, f2(z) = zn + b2z

n−2 + . . .+ bn−1z + bn.

63



4.2. Aplicación de Lyashko�Looijenga

son equivalentes si podemos enviar f1 en f2 haciendo el cambio de coordenadas

U : Cn−1
coef −→ Cn−1

coef , (a2, . . . , an−1, an) 7−→ (ε−2
n a2, ε

−3
n a3, . . . , ε

−n+1
n an−1, an),

tal que (b2, b3, . . . , bn−1, bn) = (ε−2
n a2, ε

−3
n a3, . . . , ε

−n+1
n an−1, an) y εn es una raíz enésima de la

unidad.

Construyendo el contradominio de LL.

Cada conjunto no ordenado de n− 1 números complejos �nitos distintos {w1, w2, . . . , wn−1}
está en correspondencia 1 − 1 con un polinomio mónico de grado n − 1 con todas sus raíces
distintas, en efecto, asociamos al conjunto {w1, w2, . . . , wn−1} el polinomio

d(w) = wn−1 + b1w
n−2 + . . .+ bn−1 = (w − w1)(w − w2) · · · (w − wn−1). (4.4)

Este espacio está identi�cado de manera natural con Cn−1
ramif\∆, módulo la acción del grupo Sn−1.

Dados los dos espacios Cn−1
coef y Cn−1

ramif\∆ podemos enunciar el Teorema de la aplicación de
Lyashko�Looijenga.

Teorema 4.2.1. La aplicación Lyashko�Looijenga es la aplicación polinomial

LL : Cn−1
coef −→ Cn−1

ramif\∆
f 7−→ c(discrz(f(z)− w)),

(4.5)

donde el factor constante c se elige de tal manera que la imagen de f bajo LL es un polinomio
mónico. El grado de LL es nn−2.

Esta aplicación es un cubriente de grado nn−2, sin embargo cada clase izquierda, del espacio
de polinomios genéricos está representado en el espacio de coe�cientes Cn−1

coef , n veces.

A continuación calculamos la �bra de la aplicación LL para n = 4. Observaremos que cada
clase izquierda, determina un único par (Γ,L) (o equivalentemente (MΓ,L)), donde Γ es una
grá�ca plana (o equivalentemente un mosaico MΓ), realizable por los polinomios de la clase
correspondiente, y L su etiquetado realizable.

Ejemplo 4.2.1. La expresión explícita de la Aplicación LL para el espacio de polinomios gené-
ricos G4, de grado n = 4 es

LL : f(z) = z4 + a2z
2 + a3z + a4 7−→ −

1

256
discrz(f(z)− w)

= w3 +

(
1

2
a2

2 − 3a4

)
w2 +

(
1

16
a4

2 − a2
2a4 +

9

16
a2a

2
3 + 3a2

4

)
w

− 1

16
a4

2a4 +
1

64
a3

2a
2
3 +

1

2
a2

2a
2
4 −

9

16
a2a

2
3a4 +

27

256
a4

3 − a3
4.

Consideremos un punto (w1, w2, w3) ∈ C3
ramif tal que {w1, w2, w3} ⊂ R y w1 < w2 < w3.

Al calcular la �bra de (w1, w2, w3), bajo la Aplicación LL, identi�camos las cuatro clases de
equivalencia para G4. Para cada j = 1, 2, 3, 4, tomamos un polinomio representante de cada clase
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fj : Ĉz −→ Ĉw y construimos el mosaico (a la F. Klein) Mf−1
j (γ), asociada a dicha clase, como

se muestra en la Figura 4.2(a)�(d). Nos gustaría destacar que siempre consideramos el mosaico
Mγ = H+ ∪ H− en la esfera contradominio Ĉw, donde γ = R ∪ {∞}, tal como se aprecia en la
Figura 4.2(e).

Ahora, el pasaporte que caracteriza el espacio de polinomios genéricos G4 es de la forma

P4
4 = [[4], [2, 1], [2, 1], [2, 1]].

Notemos que la primera partición de P4
4 le permite al punto ∞ entrar en juego.

Figura 4.2: Constelaciones correspondientes a las clases de equivalencia por la izquierda del
espacio de polinomios genéricos de grado 4.
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4.2. Aplicación de Lyashko�Looijenga

Para cada j = 1, . . . , 4, aplicamos el algoritmo para la construcción de una constelación
C4

4(j) = [σ0j , σ1j , σ2j , σ3j ], a partir de fj , como se ilustra en los mosaicos de la Figura 4.2(a)�(d).
Las constelaciones resultantes son

C4
4(1) = [(1, 4, 3, 2), (1, 2), (1, 3), (1, 4)],

C4
4(2) = [(1, 4, 3, 2), (3, 4), (2, 3), (1, 2)],

C4
4(3) = [(1, 4, 3, 2), (1, 2), (3, 4), (1, 3)],

C4
4(4) = [(1, 4, 3, 2), (2, 4), (1, 2), (3, 4)].

(4.6)

Es un ejercicio sencillo ver que efectivamente las constelaciones en (4.6) no son conjugadas entre
ellas. Esto es consecuencia de los siguientes hechos:

1. cada constelación C4
4(j) genera el grupo S4 y

2. para j = 1, . . . , 4, la permutación σ0j ∈ C4
4(j), es (1, 4, 3, 2).

Por lo tanto, basta veri�car que las permutaciones en S4, que bajo conjugación, �jan la permu-
tación (1, 4, 3, 2) no conjugan las constelaciones en (4.6). Las permutaciones de interés son:

h1 = (1, 2, 3, 4),

h2 = (1, 4, 3, 2),

h3 = (1, 4, 3),

h4 = (1, 2, 4),

h5 = (1, 3)(2, 4).
(4.7)

Para s = 1, . . . , 4 y j = 1, 2, 3 se satisface lo siguiente

h−1
s σ11hs 6= σ1j ,

h−1
s σ12hs 6= σ14.

Razón por la cual las permutaciones h1, . . . , h4 no conjugan ninguna constelación en (4.6). Fi-
nalmente, dado que

h−1
5 σ21h5 6= σ1j , para j = 2, 3, 4,

h−1
5 σ22h5 6= σ2j , para j = 3, 4,

h−1
5 σ13h5 6= σ14,

la permutación h5 tampoco conjuga las constelaciones en (4.6).
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Capı́tulo 5
Enfoques futuros

5.1. Enfoques topológicos.

Consideremos nuevamente el espacio de polinomios genéricos

Gn
.
= {f ∈ C[z]=n | f es genérico}. (5.1)

El espacio Gn es abierto y denso en Cn. Sin embargo, hay gran di�cultad al determinar su grupo
fundamental. Con el �n de parametrizar el espacio Gn consideremos el espacio de puntos críticos
de los polinomios en Gn, denotado como sigue

(Cn−1
crit \∆)/Sn = {[(z1, . . . , zn−1)]|zi 6= zj para i 6= j}.

Recordemos que un polinomio genérico f tiene n−1 valores de rami�cación �nitos distintos. Por
tal motivo, consideramos el espacio

Gn = Dn =

{
f(z) = λ

∫
z

Πn−1
j=1 (ζ − zj)dζ + c | ∀ i 6= j f(zi) 6= f(zj), c ∈ C, λ ∈ C∗

}
.

De hecho, es conveniente recordar el trabajo de G. Katz [21] donde expone la estrati�cación E,
nada trivial, de los subconjuntos de C[z]≤n de polinomios de grado �jo k ≤ (n − 1), con raíces
múltiples. El problema de encontrar polinomios con valores de rami�cación predeterminados es
abordado por J. Mycielski en [34]. Un problema a tratar es el siguiente.

Problema 5.1.1. Calcular el grupo fundamental del espacio de polinomios genéricos.

• • •

Las familias de objetos analítico complejos, sobre una variedad compacta, son �variedades de
dimensión �nita� si acotamos el número de ceros y polos. Por ejemplo, �jar el número de ceros
determina un espacio de polinomios de dimensión �nita, análogamente �jar el número de polos
determinamos un espacio de funciones racionales. Para estudiar cada una de estas familias es
natural aplicar el siguiente método.
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5.1. Enfoques topológicos

1. Dividir en sub�familias mediante invariantes topológicos adecuados.

2. Estudiar las propiedades analíticas de cada sub�familia, �jando dichos invariantes topológicos.

Ejemplo 5.1.1. Un caso clásico del método anterior son las super�cies de Riemann compactas.
Las sub�familias están determinadas por el genéro g ∈ {0, 1, 2, . . .} y las propiedades analíticas
de cada sub�familia se estudian mediante los espacios moduli y Teichmüller.

L. V. Ahlfors en [2, Capítulo 7], expone claramente y con detalle el caso g = 1; que corresponde a
la teoría de funciones elípticas. D. Mumford en su libro Curves and Their Jacobians [33] expone
los casos g ≥ 2.

Consideramos el espacio de polinomios complejos

C[z]=n = {f : Ĉz −→ Ĉw| f es de grado n}.

Algunos de los invariantes topológicos para f ∈ C[z]=n son los siguientes, considerando la equi-
valencia por la izquierda, descrita en la De�nición 3.3.1.

i) n, el grado de f .

ii) m+ 1, el número de puntos críticos Cf = {∞, z1, . . . , zm} de f .
iii) k + 1, el número de valores de rami�cación Rf = {∞, w1, . . . , wk} de f .
iv) El conjunto (no ordenado) de índices de rami�cación {ν0, ν1, . . . , νm, n − 1} de los puntos
críticos Cf de f .

v) La monodromía de f
Ψ : π1(Ĉw\Rf , w∗) −→ G ≤ Sn

[lj ] 7−→ σj ,

donde w∗ es un valor regular de f y G es el subgrupo del simétrico Sn, actuando sobre la �bra
f−1(w∗).

Al �jar el grado y considerar cualquier combinación I de los invariantes topológicos (ii)�(v),
obtenemos una familia de polinomios en C[z]=n. La pregunta que nos gustaría abordar es

Problema 5.1.2. 1. ¾La familia determinada por I es una variedad analítico compleja/real M?

2. En caso de ser a�rmativa la respuesta anterior, ¾cómo es la variedad analítico compleja/real
M determinada por I?

3. ¾Es M arco conexa?

4. ¾Cómo es el grupo fundamental π1(M)?

Por ejemplo, consideremos I igual al grado �jo, el número de puntos críticos �jo y el número de
valores de rami�cación �jo. Estos invariantes generan una estrati�cación por familias del espacio
de polinomios C[z]=n. Abordar el Problema 5.1.2 en este caso es interesante.

• • •

El Teorema 3.1.2 da una caracterización de las grá�cas planas {Γ ⊂ Ĉz} que determinan
polinomios genéricos; ver [15]. Un objetivo natural es generalizar el teorema para todo el espacio
de polinomios. En esa medida, la pregunta que me interesa es la siguiente.
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5.1. Enfoques topológicos

Problema 5.1.3. Caracterizar los mosaicos MΓ (o equivalentemente grá�cas planas Γ) que
provienen de un polinomio f y una curva de Jordan orientada que pasa por los valores de
rami�cación de f .

Conjeturamos el siguiente resultado, aunque para él, ya no podemos seguir la demostración del
Teorema 3.1.2. En este caso usar grá�cas bipartitas para caracterizar los mosaicos puede ser de
gran utilidad.

Conjetura 5.1.1. Una grá�ca plana, orientada y conexa Γ con un vértice de valencia 2n (n ≥ 3)
en ∞ y m ≤ (n− 1) vértices �nitos de valencias

{2(ν1 + 1), . . . , 2(νj + 1), . . . , 2(νm + 1)},
respectivamente, tal que la sucesión ν = (ν1, . . . , νm) es una partición entera de n − 1, es igual
a f−1(γ) (omitiendo los vértices de valencia 2) para algún polinomio f : Ĉz −→ Ĉw, de grado
n ≥ 3, con m puntos críticos �nitos, con multiplicidades {ν1, . . . , νj , . . . , νm}, y una curva de
Jordan orientada γ ⊂ Ĉw que pasan por los m+ 1 valores de rami�cación de f , incluyendo a ∞,
sí y sólo si

a) la frontera de cada componente conexa de Ĉz\Γ es una curva de Jordan orientada;

b) para una coloración alterna azul-gris de las caras de Ĉz \Γ, hay n caras grises, n caras azules.

• • •

Existen dos nociones de equivalencia entre cubrientes rami�cados de la esfera (en particular
el espacio de polinomios genéricos). La equivalencia por la izquierda, descrita en la De�nición
3.3.1 y una equivalencia derecha�izquierda descrita por el diagrama cuadrangular conmutativo
señalado abajo.

De�nición 5.1.1. Dos polinomios f1 : Ĉz −→ Ĉw y f2 : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 3, con
valores de rami�cación Rf1 y Rf2 , respectivamente, son equivalentes derecha�izquierda si existen
homeomor�smos que preservan orientación φ1 : Ĉz −→ Ĉz y φ2 : Ĉw −→ Ĉw tal que el siguiente
diagrama conmuta

Ĉw -

Ĉz

?

Ĉw

f1

φ2

- Ĉz

?

φ1

f2

y φ2 envía los valores de rami�cación Rf1 de f1 en los valores de rami�cación Rf2 de f2.

Bajo esta equivalencia estoy interesada en abordar el problema siguiente.

Problema 5.1.4. Encontrar una clasi�cación y enumeración del espacio de polinomios. En
particular, en el espacio de polinomios genéricos.
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5.3. Enfoques analíticos

A mi parecer, el problema de clasi�cación derecha�izquierda de los cubrientes rami�cados parece
ser mucho más difícil. Algunas herramientas para abordar este problema se pueden encontrar en
algunos trabajos de S. K. Lando y A. K. Zvonkin [24, Capítulo 5]), [23]. En esta clasi�cación, las
clases de equivalencia son órbitas de la acción del grupo de trenzas en las clases de isomor�smo
de las constelaciones; ver De�nición 4.1.1.

5.2. Enfoques combinatorios.

Como habíamos mencionado anteriormente, para cada f ∈ C[z]=n, la combinatoria de los
pasaportes considerados por A. Hurwitz determina la topología de la grá�ca Γ, asociado a f ,
siguiendo el algoritmo de F. Klein. Teniendo este panorama en mente y considerando el espacio de
pares {(Γ,L)} con Γ una grá�ca plana y L un etiquetado realizable para Γ, es natural preguntarse.

Problema 5.2.1. ¾Cúal es el número de clases de equivalencia por la izquierda del espacio
de polinomios C[z]=n? o dicho en el lenguaje de A. Hurwitz, ¾cúal es el número de clases de
conjugación de constelaciones determinadas por un pasaporte dado?

5.3. Enfoques analíticos.

Consideremos las siguientes acciones sobre el espacio de polinomios complejos C[z]=n, de
grado n.

i) Acción por conjugación.
φ1 : Aff(C)× C[z]=n −→ C[z]=n

(T, f) 7→ T−1 ◦ f ◦ T.
ii) Acción izquierda�derecha.

φ2 : (Aff(C))2 × C[z]=n −→ C[z]=n
(T1, T2, f) 7→ T−1

2 ◦ f ◦ T1.

Problema 5.3.1. Determinar la estructura analítica de cada uno de estos espacios cociente,
antes mencionados.

Una respuesta parcial fue dada por J. Milnor y T. Lei en [30]. Ellos realizaron un estudio detallado
de la acción φ1, para las funciones racionales f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n = 2.
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