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Resumen

Hoy en dia existen una gran cantidad de problemas en el mundo que involucran con-
taminantes en el medio ambiente, debido a esto es imperativo trabajar para tratar de
solventar o resolver dichos problemas. Una de las primeras cosas que pueden realizarse es
conocer el comportamiento de dichos contaminantes en un medio. Debido a esto, en la
literatura es posible encontrar una gran cantidad de trabajos que tratan sobre el modelado
de problemas de transporte y dispersiéon de contaminantes en diferentes tipos de medios.
En particular, las ecuaciones de adveccién, difusién y adveccion-difusiéon permiten obtener
buenas aproximaciones a comportamientos reales. A pesar de que estas ecuaciones logran
buenas aproximaciones a comportamientos reales, un problema que es importante de tomar
en cuenta es que el transporte y la difusién de contaminantes en un medio se ven afectados
por los movimientos de éste. Desafortunadamente, estas ecuaciones por su cuenta no toman

en cuenta dicho comportamiento.

En el presente trabajo se presenta un esquema hibrido de diferencias finitas generali-
zadas con volumenes finitos para modelar el comportamiento de un cuerpo de agua, por
medio de una aproximacién a la solucién de las ecuaciones de aguas someras. Adem4s, se
mezcla dicho esquema con esquemas de diferencias finitas generalizadas que aproximan la
solucion de problemas de transporte y dispersion de contaminantes, con la finalidad de

obtener escenarios mas parecidos a la realidad.

Palabras Clave: método hibrido, diferencias finitas, volumenes finitos, regiones irre-

gulares, ecuaciones de aguas someras, transporte de contaminantes.



Abstract

Nowadays there are a large number of problems in the world that involve pollutants
in the environment, due to this it is imperative to work to try to solve or solve such pro-
blems. One of the first things that can be done is to know the behavior of these pollutants
in a medium. Due to this, in the literature, it is possible to find a large number of works
that deal with the modeling of transport problems and dispersion of pollutants in different
types of media. In particular, the advection, diffusion and advection-diffusion equations
allow obtaining good approximations to real behaviors.Even though these equations achie-
ve good approximations to real behaviors, a problem that is important to take into account
is that the transport and diffusion of pollutants in a medium are affected by its movements.

Unfortunately, these equations on their own do not account for such behavior.

This work presents a hybrid scheme of generalized finite differences with finite volumes
to model the behavior of a body of water, employing an approximation to the solution
of the shallow water equations. Besides, this scheme is mixed with generalized finite dif-
ference schemes that approximate the solution of problems of transport and dispersion of

pollutants, to obtain scenarios more similar to reality.

Keywords: hybrid method, finite differences, finite volumes, irreqular regions, shallow-

water equations, pollutant’s transport



Prefacio

Es posible encontrar en la literatura una gran variedad de trabajos y textos que tratan
sobre la solucién de ecuaciones diferenciales parciales. Dichas ecuaciones pueden ser resuel-
tas de manera exacta por medio de métodos analiticos, o de manera aproximada mediante
métodos numéricos. A pesar de esto, es una realidad que no existen soluciones analiticas
para todas las ecuaciones diferenciales parciales. Es aqui donde radica la importancia de
construir y contar con métodos numéricos para encontrar soluciones numéricas de estas

ecuaciones.

Aunado a lo anterior, existe una gran cantidad de fenémenos naturales que pueden
ser descritos por medio de ecuaciones diferenciales parciales que no cuentan con solucién
analitica, como es el caso de las ecuaciones de aguas someras. Se han disenado una gran
cantidad de métodos capaces de lograr buenas aproximaciones a la solucién de dichos pro-
blemas; sin embargo, una gran parte de estos métodos se basan en geometrias regulares,
o muy sencillas, lo cual limita la aplicacién cuando se trata de problemas en regiones
més complicadas, como las regiones geograficas reales. También existen muchos métodos
que pueden lograr aproximaciones en regiones muy irregulares, pero muchos de estos tienen

un trasfondo teérico muy complicado o su adaptacion a diferentes regiones puede ser dificil.

Entre los diferentes métodos que se pueden encontrar en la bibliografia, destacan par-

ticularmente los siguientes:

» Método de lineas. William Schiesser describe en [49] el método de lineas como una
técnica para resolver ecuaciones diferenciales parciales en el cual todas las dimensio-
nes del problema son discretizadas con excepcién de una. Es muy comun que, en la
solucion de ecuaciones diferenciales parciales por medio de este método, se discreticen
las derivadas parciales espaciales y se deje la derivada temporal como continua. Al

hacer este tipo de discretizacién, la ecuacion diferencial parcial se convierte en un
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sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual puede ser resuelto por algin
método de valores iniciales.

Una de las principales limitantes de este método es que Unicamente puede ser uti-
lizado en problemas de ecuaciones diferenciales parciales bien planteados como un
problema de valores iniciales en, al menos, una dimensién. Debido a esto, este méto-

do no puede ser utilizado directamente en ecuaciones diferenciales parciales elipticas.

» Método de elementos finitos. Olek Zienkiewicz explica en [75] que el método de
elementos finitos permite obtener una solucién numérica a ciertas ecuaciones dife-
renciales parciales en su forma débil (o integral), por medio de dividir el dominio
de estudio en subdominios no-intersectantes entre si, denominados elementos. Una
de las grandes ventajas de este método es que el conjunto de elementos no necesita
tener una estructura de datos especial, lo que hace que discretizar un dominio muy
irregular sea una tarea facil. Todos los célculos realizados para este método se hacen
sobre una malla de puntos, o nodos, los cuales son puntos representativos de cada
uno de los elementos.

Este es uno de los métodos mas ampliamente utilizados en problemas de ingenieria
y de fisica debido a que permite realizar buenas soluciones numéricas de diferen-
tes ecuaciones diferenciales en regiones muy irregulares. Sin embargo, el uso de este
método requiere de un conocimiento técnico y tecnolégico muy avanzado, a la vez

que requiere de una gran capacidad de cémputo para producir soluciones estables.

= Métodos espectrales. Los métodos espectrales son una serie de técnicas que se
utilizan para resolver, de manera numérica, ecuaciones diferenciales parciales por
medio de el uso de la transformada de Fourier [25]. A grandes rasgos, este método
trata de escribir la solucién de la ecuacion diferencial como una combinacién lineal de
funciones conocidas como funciones base para, posteriormente, elegir los coeficientes
de la suma con la finalidad de satisfacer la solucion de la ecuacién de diferencial de
la mejor manera posible.
Al igual que en el método de elementos finitos, estos métodos utilizan un conjunto
de elementos en el cual se realizaran todos los calculos necesarios, con la diferencia
principal de que, al hacer uso de funciones de base distintas de cero sobre todo el
dominio, realizan una interpolacién global la cual logra obtener soluciones numéricas
que pueden llegar a presentar convergencia exponencial cuando la solucién es suave.
A pesar de esto, al igual que en el método de elementos finitos, su aplicacién requiere

de una gran capacidad de cémputo.
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= Método de descomposicién de dominio. Este método es uno de los métodos més
recientes utilizados para la solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales.
Dolean et al. explican en [15] que éste puede ser utilizado para resolver problemas
de valores a la frontera por medio de una divisién del problema en varios problemas
de valores a la frontera en subdominios, y haciendo iteraciones para coordinar la
solucion entre subdominios adyacentes. Una de sus principales ventajas es que, al
ser independientes todos los subdominios, el método es facilmente adaptado para
computacion en paralelo. A pesar de esto, este método suele ser usado, Unicamente,

como un precondicionador para otros métodos iterativos.

En el presente trabajo se presentaran algunos esquemas para conseguir soluciones
numéricas de ecuaciones que modelan el comportamiento de transporte y dispersiéon de
cantidades fisicas en un medio, asi como el comportamiento de cuerpos de agua bajo cier-
tas condiciones. Para las ecuaciones de transporte y dispersion se presentan esquemas de
Diferencias Finitas Generalizadas, las cuales consisten, a grandes rasgos, en remplazar las
derivadas en las ecuaciones diferenciales parciales, por una aproximacién en diferencias
finitas. Este método ha probado ser bastante bueno para lograr aproximaciones estables
en regiones muy irregulares. Ademas, debido a su sencilla formulacion, es facilmente apli-
cable a una gran cantidad de regiones de estudio. Respecto a las ecuaciones que modelan
el comportamiento de cuerpos de agua, se presentan dos esquemas hibridos de diferencias
finitas generalizadas y voliimenes finitos, los cuales se mostrard que producen resultados
deseables, y cuya aplicacién a diferentes regiones irregulares es igual de facil que en las

diferencias finitas generalizadas.

Tomando en cuenta lo anterior, el presente trabajo se encuentra estructurado como se

muestra a continuacion:

En el primer capitulo se presentan, de manera basica, los conceptos mas importantes a
tratar en el presente trabajo. La idea principal de este capitulo es dar una introduccién al
lector inexperto para conocer la terminologia utilizada a lo largo de todo el trabajo. Debido
a esto, los lectores con conocimientos sobre ecuaciones diferenciales parciales y métodos

clésicos de aproximacién de estas pueden omitir dicho capitulo facilmente.

En el capitulo dos se realiza una descripcién panoramica de la generacién numérica
de mallas, y se presentan las ideas principales que dan lugar a lo esquemas de diferencias

finitas generalizadas. Se explica el desarrollo de dicho método de manera que sirva para
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comprender con facilidad su aplicaciéon mas adelante.

El tercer capitulo cuenta con la informacién y la teoria sobre como y de donde surgen
las ecuaciones gobernantes a tratar. Se muestra a detalle la obtencién de las ecuaciones de
adveccién, difusién y adveccidn-difusion a partir de leyes de conservacion. Ademés de esto,

se muestra el desarrollo de la teoria que da lugar a las ecuaciones de aguas someras.

El capitulo cuatro se presentan los esquemas propuestos por el presente trabajo. Se
muestra la manera de obtener y adaptar dichos esquemas; ademas, para los esquemas de
diferencias finitas generalizadas, se presentan analisis de estabilidad de los diferentes es-

quemas, con la finalidad de obtener cotas realistas para su aplicacién.

Por ultimo, en el quinto capitulo, se muestra una coleccién de resultados numeéricos,
resultantes de la aplicacién de los esquemas presentados en el capitulo cuatro, para cuatro
regiones de prueba diferentes. Ademads, se muestran las conclusiones del presente trabajo,

asi como el trabajo a futuro.
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Capitulo 1

Conceptos Basicos

A lo largo del presente trabajo se hard una revision de uno de los métodos para apro-
ximar, de manera numérica, la solucién de ecuaciones diferenciales parciales. Debido a los
temas que se abordaran en el mismo, durante este primer capitulo se dara una breve intro-
duccién a los temas a tratar mas adelante, se mostrara un breve estudio sobre ecuaciones

diferenciales y se explicard, de manera somera, el método de Diferencias Finitas.

Cabe senalar que la intencién de este primer capitulo es dar una introduccién sobre
la solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales, poniendo especial enfoque en
la solucién por medio de los métodos de diferencias finitas y volimenes finitos, temas
de especial importancia a lo largo del presente trabajo. Ademés, se muestra una forma
de obtener esquemas de aproximacién, por ambos métodos, los cuales son aplicados para
resolver numéricamente algunas ecuaciones diferenciales parciales de gran interés en la

literatura.

1.1. Ecuaciones Diferenciales Parciales

Se llaman ecuaciones diferenciales a aquellas ecuaciones cuyas incégnitas son funciones
de una o varias variables, con la peculiaridad de que, en dichas ecuaciones, figuran no sélo
las funciones, sino también sus derivadas. Si las incognitas son funciones de dos o méds

variables, las ecuaciones se llaman ecuaciones diferenciales parciales [41].

Cuando una ecuacion diferencial parcial, cuya funcién incégnita, u, de n variables
Z1,...,Ty, contiene una derivada de orden N y no contiene derivadas de orden superior,

se dice que es una ecuacién de N-ésimo orden. En otras palabras, el orden de la ecuacion

27
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se define como el mayor orden de las derivadas que estdn presentes en la ecuacién.

Estas ecuaciones tienen la forma

(1.1)

2 2 N
@(ml,...,xn,u, ou ou 0*u  O%u 0 u>:0'

Oz’ Oz 022’ Ox1 0o’ Ozl
Ademss, se dice que esta ecuacién es lineal si ¢, como funcién de

ou Nu
78.%'17 78:6”]\7’

es lineal.

Para el caso que se tratard en este capitulo se considerardn ecuaciones lineales de
segundo orden en las variables espaciales = y ¥, las cuales cumplen con que el mayor
exponente de la funcién u es 1; mientras que la derivada de mayor orden es de orden 2.

Una ecuacién diferencial parcial como la descrita anteriormente puede escribirse como:

0%u 0%u 0%u ou ou
A2 Lo Pt Lo D B R
Ox? + 0xdy + CayQ + Ox + oy + 0,

en donde A, B, C, D, E y F son coeficientes que pueden depender tanto de x como de y,

pero jamas de u. Por cuestiones de simplicidad, se puede escribir la ecuaciéon anterior como

Augy + 2Bugy + Cuyy + Duy + Fuy + F = 0. (1.2)

1.1.1. Clasificacién de Ecuaciones Diferenciales Parciales

De acuerdo con Leveque [38], las ecuaciones diferenciales parciales pueden clasificarse
dependiendo de la relacién que existe entre las derivadas involucradas. Tomando en cuenta
que una ecuacién diferencial parcial lineal de segundo orden puede escribirse como en la

ecuacién (1.2), entonces la clasificacién dependera del signo del discriminante,

<0 = Eliptica,
B? — 4AC =0 = Parabdlica,

>0 = Hiperbdlica.

Los ejemplos mas comunes, para hablar de cada una de ellas, son:
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= En el caso de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas, la ecuacién del

problema de Poisson es el ejemplo més usado en la bibliografia:

?u(z,y) N O*u(z,y)

0x2 oy? =0

Dicha ecuacién puede escribirse, tomando en cuenta la forma de la ecuacién (1.2),
como

Uz + Uyy = 0,

por lo que se tiene A =1, B=0y C =1y, entonces,
B? —4AC=0%—-4(1)(1) = -4 <0.

Este tipo de ecuaciones estan asociadas con un estado especial del sistema, el cual

corresponde a un estado de minima energia.

= La ecuacién de transporte de calor es el caso mas usado de ecuaciones diferenciales

parciales parabdlicas:

du(z,t) Vc'?Qu(x, t)

i 922 =0, con v >0,
x

la cual puede escribirse como

Ut — VUgzy = 0.

En este caso, los coeficientes son A = —v, B =0y C = 0, entonces,
B% — 4AC = 0* — 4(-v) (0) = 0.

En general este tipo de ecuaciones describen fenémenos que dependen del tiempo y

que llevan a un estado de equilibrio.

= La ecuacion de transporte se puede ver como un ejemplo de las ecuaciones dife-

renciales parciales hiperbdlicas:

0u(z,t) 2 0?u(z,t)
ot? 0z

= O’
que, al igual que en los casos anteriores, puede escribirse de forma general como

2
Ugp — C Uz = 0,
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ahora A=1 B=0y C = —c?, y se tiene,
B? —4AC = 0> —4(1) (—c%) =4c* > 0.

En general este tipo de ecuaciones modelan el transporte y movimiento de alguna

cantidad fisica, asi como son las perturbaciones o el flujo de fluidos.

1.1.2. Condiciones Iniciales y de Frontera

Cuando se trabaja en la solucién de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, las cuales
relacionan una funcién desconocida de una variable con sus derivadas, es posible recurrir
al teorema fundamental de existencia y unicidad. Dicho teorema garantiza que existe una
solucién al problema a tratar y que, ademads, esta solucién es tnica si se cumplen un con-
junto de condiciones dadas. A diferencia de las ecuaciones diferenciales ordinarias, cuando
se trabaja con ecuaciones diferenciales parciales no se cuenta con un teorema fundamental
con el cual se pueda garantizar la existencia y unicidad de las soluciones. En su lugar, se
han generado diversas teorias que son usadas para cada uno de los tipos de ecuaciones

diferenciales parciales de manera independiente.

En estos casos, las condiciones que son necesarias dependeran del tipo de ecuacién con
el que se este trabajando. En el caso de ecuaciones parabdlicas e hiperbdlicas, donde los
problemas que se modelan dependen del tiempo, suelen darse condiciones iniciales y de
frontera; esto es, el valor de la funcién en un primer nivel de tiempo y las condiciones en
las fronteras en todos los niveles de tiempo posteriores. Por su parte, para las ecuaciones
elipticas, donde el tiempo no influye, es acostumbrado dar inicamente condiciones de fron-

tera.

Existen, fundamentalmente, tres tipos de condiciones de frontera:

= Condiciones de Dirichlet. Son aquellas donde se cuenta con el valor de la funcién

en la frontera.

s Condiciones de Neumann. Estas proveen el valor de la derivada de la funcién en

cada punto de la frontera.

= Condiciones de Robin. Dichas condiciones son una combinacién de las condiciones

de frontera de Dirichlet y de Neumann.



Capitulo 1. Conceptos Bdsicos 31

Cada uno de estos tipos se utilizan para modelar diferentes comportamientos en la
frontera de la regiéon. Comunmente se utilizan condiciones de frontera de tipo Dirichlet
cuando el problema no involucra fuentes o sumideros. Por su parte, las condiciones de
Neumann o de Robin representan un cambio en las cantidades que modela el problema,

pudiendo ser éstas: masa, temperatura, corriente eléctrica, entre muchas otras.

1.1.3. Leyes de Conservacién

Mucho del trabajo que se ha realizado respecto a ecuaciones diferenciales es en una
clase de ecuaciones hiperbdlicas llamadas leyes de conservacion. Estas son sistemas de
ecuaciones diferenciales particulares, usualmente no lineales, que dependen del tiempo con

una estructura particularmente simple.

El ejemplo méas simple de una ley de conservaciéon en una dimensién es la ecuacién

diferencial parcial
ut (x,t) + fo (u(z,t)) =0, (1.3)

donde u(z,t) es la funcién de densidad de alguna propiedad conservativa como masa,

momento o energia, y se puede interpretar como

x2
/ u(z,t)dx
z1

siendo que es la cantidad total de la propiedad conservativa en el intervalo [z1,z2] en el

tiempo ¢; ademds, f (q) es conocida como funcién de flujo.

Es posible escribir la ecuacién (1.3) en una forma cuasi lineal
ue(z,t) + fr (u(z, t)) u(z,t) = 0,

con lo cual se puede observar que es una ecuacioén hiperbdlica.

Las leyes de conservacién surgen de manera natural de leyes fisicas en una forma inte-

gral, indicando que, para cualesquiera dos puntos x1 y xo,

;lt/mu(x’t) dr = f (u(x1,t)) — f (u(x2,1)). (1.4)

1

En este caso, cada componente de u mide la densidad de alguna propiedad conservativa,
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y la ecuacion muestra que la cantidad total entre dos puntos puede cambiar Uinicamente

debido al flujo que pasa entre x1 y 5.

La ecuacién (1.3) puede obtenerse desde la ecuacion (1.4) por medio de manipulacio-
nes simples y suponiendo que u y f (u) son suficientemente suaves. Esta es una condicién
importante ya que, en la préactica, muchas soluciones no son suaves, sino que contienen
discontinuidades, como las ondas de choque. Una de las caracteristicas importantes de las
Leyes de Conservacién no Lineales es que estas discontinuidades pueden desarrollarse es-
pontaneamente, incluso desde los datos iniciales y, entonces, es necesario trabajar con ellas

tanto computacional como matemdaticamente.

En una discontinuidad en wu, la ecuacién diferencial parcial (1.3) no se “conservard” en
el sentido cldsico, y es importante recordar que la Ley de Conservacién integral (1.4) es

una ecuacién mas fundamental la cual si se “conservard”.

En un sentido clasico, dependiendo de la ecuacién diferencial parcial con la que se tra-
baje, es necesario elegir un método adecuado para hacerlo. Para los fines de este trabajo se
utilizara el método de Diferencias Finitas en el caso de funciones suaves sin discontinuida-
des, y Volumenes Finitos para tratar funciones que cuenten con discontinuidades. Ambos

métodos se explicaran mas adelante en este trabajo.

1.2. Esquemas Clasicos de Aproximacion

En el caso en que se trata con ecuaciones diferenciales con suficiente suavidad, es posible
utilizar métodos analiticos para encontrar su solucion. Sin embargo, dado que existen una
gran cantidad de ecuaciones diferenciales que no pueden ser resueltas de manera analitica,
se ha recurrido a la creacién y uso de métodos numéricos para aproximar la solucién de

dichas ecuaciones.

Existen una gran cantidad de estos métodos numéricos, entre los cuales destacan los
métodos de Diferencias Finitas, Volimenes Finitos, Elementos Finitos, Métodos Espec-
trales, entre muchos otros. En este trabajo, debido a los intereses del mismo, se acota la

discusién explicando tinicamente los primeros dos.



Capitulo 1. Conceptos Bdsicos 33

1.2.1. Diferencias Finitas

Uno de los métodos ampliamente usados en la literatura para realizar esta aproxima-
cion es el método de Diferencias Finitas. La idea principal de las diferencias finitas es
reemplazar las derivadas en las ecuaciones diferenciales por combinaciones lineales de los

valores de la funcién.

Una de las maneras de obtener esquemas en diferencias finitas es haciendo uso de ez-
pansiones en series de Taylor, con lo cual es posible aproximar el valor de una funcién en
un punto dado, utilizando valores de la funcién, y sus derivadas, en otros puntos. Rudin

[47] explica el teorema de expansién en series de Taylor como:

Teorema 1. (Expansion en series de Taylor) Sea u (x) una funcion continua en el intervalo
[a,b], la cual tiene derivadas continuas hasta de orden N sobre (a,b); dado un punto xo en

(a,b), entonces, para cualquier otro punto x en (a,b) se tiene que

d a2 _ 2 dN-1 _ N-1
u(z) =u(xo)+ Ud(jo) (x —zo)+ Z;on) (@ 2;60) +-- 1t dxﬁf:fo) (:B(Nx_o)l)! +RN,
en donde N N

gy _ 4ul§) (& — o) ¢c(ab),

dzN (N) 7

es el residuo.

Para el fin deseado, imaginemos que se cuenta con una funcién u (z) que cumple con
las hipotesis del teorema de Taylor, entonces es posible expresar su expansion alrededor

del punto x;4+1 como

du(x;)
dz

u(Tiv1) = u(@;) + —— (Tip1 — ) + - = u(z;) + Az;+ 0 (Az}),
donde Az = x4 —x; y O (Amz) es el residuo de orden 2, el cual contiene todos los
términos que involucran derivadas de orden 2 y superiores. De aqui, despejando el término

que contiene la derivada de u(z;), se obtiene

du(x;) N w(wiy1) — u(z;)
dz Ax; ’

que es conocida como la expresién en diferencias finitas hacia adelante para la aproxi-

(1.5)
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macién de la derivada de u en el punto x;.

Si en lugar de hacer la expansién de u (z) alrededor del punto x;41, se hace la misma
expansion alrededor del punto z;_1 se tendra

du(x;)

du(z;) (xic1 — i) + - = ulx;) + Cdr (Az;) + 0O (Axf) ’

dx

u(xi—1) = u(x;) +

que, en este caso, Ar; = x;_1 — x;. Siguiendo un proceso similar al del caso anterior, se

encuentra
du(w;) _ u(zi-1) —u(x;)

dr Azx; ’

la cual es una expresiéon en diferencias finitas hacia atrds para la aproximacion de la

(1.6)

derivada de u en el punto z;.

Al restar las expresiones (1.5) y (1.6) se puede obtener una expansién alrededor de los

puntos z;11 ¥y ;—1, con lo que se tendra

wW(xip)—u(zi1) = <u(fci)—|—(;(xi+1—xi)+...>—<u(xi)+ d(x (a:il—x,;)—i—...),

lo cual puede escribirse como

du(x;)

7 (l’i+1 - xi—l) + O (AIE?) R

u(zit1) —u(wi—1) =

y, siguiendo un procedimiento como en los casos anteriores, escribiendo x;+1 —x;—1 = 2Ax,

puede obtenerse
du(zi) _ u(@it1) — uw(zi-1)
dx 2Ax

que es la expresion en diferencias finitas centradas.

(1.7)

Para esta primera parte, el intervalo [a,b] que se utiliza se divide en subintervalos

regulares, como se muestra en la Figura 1.1, esto es

Tit1l — Xy = Tf — Tj—1,
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y entonces las ecuaciones (1.5), (1.6) y (1.7) se reducen a:

du(wi) _ u(ipr) — u(x;)

2 v 7 (1.8)
du(z;) _ u(zi—1) —u(z;)

2 - 7 (1.9)
du(w;) _ w(@it1) —u(zi-1)

) + T (1.10)

AX

Figura 1.1: Discretizacién uniforme del intervalo [a, b].

En el caso de ecuaciones diferenciales parciales de orden mayor a 1, también es posi-
ble obtener aproximaciones, en diferencias finitas, a sus derivadas parciales. Dado que, en
el caso a desarrollar en el presente trabajo, se toman en cuenta ecuaciones diferenciales
parciales de segundo orden, es importante mostrar el desarrollo que produce estas aproxi-

maciones.

Para obtener una aproximacién a la segunda derivada de u(x), puede partirse del de-

sarrollo en serie de Taylor de u alrededor de los puntos x;4+1 y x;—1:

du(x;) 1 d?u(x;)

u(a:i_H) = u(xl) + 7(5@4_1 - $1) + N dn? ($i+1 — l‘i)2 + O (Axg) ,
’ du(z;) d*u(;)
u(x; 1 U\x;

u(:vi_l) = u(.l‘z) + T(xi—l — $1) + 5 dz? (:Ui—l — xi)2 + 0O (Ax3) ,

los cuales, tomando en cuenta que, para mallas regulares, Az = x;41—x; y —Ax = xj_1—x;,

pueden escribirse como

du(x;) 1 d?u(z;)
y
du(x;) }d2u(1‘i)

Az +

I 5 2 (Az)* + O (Az%).

w(zi—1) = u(z;) —
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Sumando ambas expresiones se obtiene

1 d?u(x;
w(wip1) +u(wiz1) = 2u(x;) + 2da:<2z>(A$)2 +0 (Az?),
de donde puede despejarse el término con la segunda derivada para llegar la expresién

d*u(x;) - w(wipr) — 2u(z;) + u(ziz1)
da? (Az)? ’

(1.11)

la cual muestra una aproximacién en diferencias finitas a la segunda derivada de u en el

punto z;.

Esquemas de Diferencias Finitas en Regiones Rectangulares

Asi como surgen los esquemas de diferencias finitas en problemas unidimensionales, es
posible obtener esquemas para problemas en dos o mas dimensiones. En el caso de dos
dimensiones espaciales, el caso mas sencillo es cuando se tienen regiones rectangulares. En
este caso, para obtener los esquemas buscados, es necesario hacer uso derivadas parciales,

habida cuenta que éstas implican una derivada en una direccion.

Primero es necesario definir la region en la que se trabajara: sea ) una regién rectan-

gular definida en [0,1] x [0, 1], sobre la cual se construye una malla con nodos

(w5,y5) = (iAz, jAy),

como se muestra en la Figura 1.2, donde Az y Ay son el tamano de paso horizontal y

vertical, respectivamente.

Una vez descrita la discretizacién de la regién de interés, es posible realizar un proce-
dimiento similar al realizado en una dimensiéon especial, usado para obtener las ecuaciones

(1.8) - (1.10), para escribir una expresién en diferencias finitas para cada una de las deri-
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(0,1) (1,1)
Ay
(0,0) «—> (1,0)
Ax
Figura 1.2: Discretizacién uniforme del intervalo [0, 1] x [0, 1].
vadas parciales
Quij  Uit1j — Uiy
=R : : 1.12
Ox Az ’ (1.12)
Ouij Uiy — Ui—1
o U . 1.13
Ox Az (1.13)
Ouij  Uig1j — Ui—1,
S : : 1.14
Oz 2Ax ’ (1.14)
Quij  Uij41 — Uiy
J U J 1.15
By Ay (1.15)
Ouij Uiy — Ujj1
i g — Uiyl 1.16
By Ay (1.16)
Ouij  Uij41 — Ui j—1
i U J-1 1.17
oy 2Ay (1.17)
OPuij  wip1; = 2ij + Uity (1.18)
ox? (Az)?

oy (Ay)?

En este caso u;; = u (x;,y;) es la evaluacién de u en el punto (x;,y;).
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Estas expresiones son esquemas de diferencias finitas cldsicos para aproximar la solu-

cién de alguna ecuacion diferencial, por medio del uso de Series de Taylor.

Ejemplo de Aplicacién. Para ejemplificar el uso de este método, se realizard una apro-
ximacion a la solucién de la Ecuacion de Poisson, la cual es utilizada ampliamente en los

campos de la electrostdtica, la ingenieria mecanica y la fisica tedrica,
V¢ + f=0. (1.20)

En una dimension espacial, esta ecuacion puede escribirse como

82
Para encontrar una aproximacién, en diferencias finitas, a la solucién de esta ecuacion
) ) )
podemos sustituir la derivada parcial por su aproximacion en diferencias finitas, con lo

cual obtenemos
Pi—1 — 2¢i + Pit1
(Ax)?

Esta expresién representa el esquema de diferencias finitas para aproximar la solucién de

=—fi. (1.21)

la ecuacion de Poisson en una dimensién espacial.

Supongamos ahora que tenemos una discretizacién como la que se muestra en la Figura
1.1, donde el intervalo [a,b] ha sido subdividido en m intervalos de igual longitud, i. e.
se tienen m + 1 puntos, o nodos, para hacer la aproximacién. Ademads, se cuenta con
condiciones de frontera dadas en 1 = a y en x,,4+1 = b entonces, lo que debemos encontrar
es la aproximacién para 2 < i < m — 1. Para esto, puede escribirse un sistema con todas

las ecuaciones involucradas el cual, en su forma matricial, se escribe como

1 -2 1 o1 bil
1 -2 1 b2 f2
L . (1.22)
Ax? B : ' '
1 -2 1 bm fim
1 -2 1 Qbm—i—l fm—i—l

Es importante notar que el vector del lado izquierdo de la ecuacién tiene m + 1 filas,
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mientras que el vector del lado derecho cuenta con m — 1, esto es debido a que, el primero
contiene la informacién de todos los nodos de la malla, involucrando condiciones de frontera
y nodos interiores, mientras que el segundo tnicamente tiene unicamente la informacién
de los nodos interiores. Tomando en cuenta que se conocen las condiciones de frontera en

1Y Tm+1, entonces el sistema anterior puede escribirse como

M¢ = —(f + R), (1.23)
donde
-2 1 0p)
1 -2 1 ¢s3
1
M = TxQ ) ¢ = )
1 -2 1 Om—1
1 -2 Om
p) o1
B 0
| R L
f - . Yy Ax2
fm—l 0
fm ¢m+1

Al resolver el sistema (1.23), la solucién ¢, junto con las condiciones de frontera esta-

blecidas, seran la aproximacién obtenida a la solucién de la ecuacién de Poisson.

Como un ejemplo ilustrativo, se aplica este método para aproximar la solucién del

problema
0%
Ox?

en el intervalo [0, 27|, sujeto a las condiciones de frontera

= 2sin(x) 4 z cos(x),

d(0Q) = x cos(x).

En la Figura 1.3 se muestra una comparacién de la solucién aproximada y la solucién
exacta de este método con diferentes cantidades de nodos en la discretizacién espacial del
intervalo. Como se puede observar, mientras més “fina” o “pequena” sea la discretizacion

(i.e. se tengan mdas nodos dentro de la regién), mejores resultados se obtienen.
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Approximation

o] 1 2 3 4 5 6

Exact Solution

o 1

2

3

Resultados numéricos y exactos con 6 nodos.

Approximation
T T

6

o

N

Exact Solution
T

| /
/
\ //

Resultados numéricos y exactos con 11 nodos.

Approximation
T

6

o

Exact Solution
T

Resultados numéricos y exactos con 21 nodos.

Figura 1.3: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de Poisson
en una dimension espacial con diferentes discretizaciones espaciales.
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Para dos dimensiones espaciales = y y, la ecuacién de Poisson puede ser escrita como

0? 0?

Siguiendo un desarrollo similar al del caso en una dimensién espacial, las derivadas parciales

son reemplazadas por su aproximacion en diferencias finitas, con lo cual se obtiene

Git1,j —20i5+ Gi15 | Dig+1 — 205+ Pij-1
+ = _fiyj'

(Az)? (Ay)?

Ademsds, si se toma en cuenta que, en el caso rectangular Az = Ay = h, entonces la

expresién anterior puede reescribirse como

Git1,j + Gi—1j + Gijr1 + Gij—1 —4Pij;
12 = —fij-

Nuevamente, esta expresién plantea un sistema de ecuaciones para 2 < i < my 2 <

7 < m. En este caso el sistema puede escribirse como
M¢ = —(f + R), (1.24)
en donde, esta vez, se tiene

T
(;5 = [¢2,27 s 7¢m,27 ¢2,37 s 7¢m,37 s 7¢2,m7 ) ¢m,m] )

]T

f = [f2,27"'7fm,27f2,37” '7f’m,37” '7f2,m7” -afm,m

11 d2n Om,1 Pmt11

R_ hgah27"'7 hQ? h2 )
P12 Pmt1,2
o0, 0,
P1,m Prmt1,m
h2 707"')0)T7
O1m+1 P2,m+1 Gmm+1 Pma1lm+1

h2 ) h2 AR h2 Y h2 Y
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y
B 1
Bt
M= 5 :
I B 1
I B
con

—4 1 0 100
B=| 1 -4 1 y I=|010
0 1 -4 00 1

Nuevamente, resolviendo el sistema (1.24), la solucién ¢, junto con las condiciones de
frontera establecidas, seran la aproximacién obtenida a la solucién de la ecuacién de Pois-

son.

Como un ejemplo ilustrativo, se aplica este método para aproximar la solucién del
problema
»Po ¢ 2
5+ = = 10e*"1Y, 1.25
Ox2 + Oy? (1.25)

en la regién delimitada por [0,1] x [0, 1], sujeto a las condiciones de frontera
H(09Q) = 2> 1Y, (1.26)

En la Figura 1.4 se muestra una comparacién de la solucién aproximada con este método
y la solucion exacta de la ecuacion, con diferentes cantidades de nodos en la discretizacién
espacial. Nuevamente se muestra que, mientras mas grande es el niimero de nodos dentro

de la region, los resultados de la aproximacién son mejores.

Esquemas de Diferencias Finitas en Regiones No Rectangulares

Cuando se trata con problemas que afectan situaciones de la vida real o cotidiana, es
comun que las regiones, en las cuales se pretende resolver un problema de ecuaciones dife-
renciales parciales, no cuenten con una geometria rectangular o regular. Ain en estos casos,
los esquemas cldsicos de diferencias finitas pueden ser aplicados creando una discretizacién

adecuada de la region de estudio.
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Faact Soiumon

Resultados numéricos y exactos con 21 x 21 nodos.

Figura 1.4: Comparaciéon de resultados numéricos y exactos para el problema de Poisson
en dos dimensiones espaciales con diferentes discretizaciones espaciales.
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El principal cambio que debe de tomarse en cuenta en estos casos es la manera en que
se formaran las fronteras y se agregaran las condiciones en las mismas. Una idea que ha
sido utilizada en la literatura [28, 34, 35] es la de crear mallas regulares lo suficientemente
finas como para reflejar la frontera de la regiéon. Para este caso, en la Figura 1.5 se mues-
tran 2 regiones no rectangulares en las cuales se resolverd el problema de encontrar una

aproximacién a la ecuacién de Poisson.

Region “ELE”. Region “Pacman”.

Figura 1.5: Regiones no rectangulares utilizadas para las pruebas numéricas.

La primera regién, denotada como “ELE”, la cual ha sido ampliamente estudiada en la
literatura, puede verse como una regién rectangular a la cual se le ha cortado un cuadrado
pequenio en la parte superior derecha. Por su parte, la segunda regién, denotada como
“Pacman”, es una regién circular con un corte semitriangular. Cada una de ellas involu-
cra diferentes problemas que deben de tratarse con cuidado y detalle. A continuacién, se
muestra cémo resolver el problema dado por la ecuacién (1.25) sujeto a las condiciones de

frontera dadas por la ecuacién (1.26).

Region “ELE”. En este primer caso, es posible mallar la regién por medio de una ma-
lla rectangular uniforme “truncada’”, dado que se trata de una regién que se basa en un
cuadrado. En este caso, no se tiene problemas con reproducir las fronteras de la region,
habida cuenta que las mismas son lineas paralelas a los ejes coordenados. Un ejemplo de

una malla creada para esta regién puede encontrarse en la Figura 1.6.

El esquema anteriormente planteado puede ser usado para aproximar la solucién de

la ecuacion de Poisson, dnicamente teniendo en cuenta que, en esta ocasién, la frontera
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Figura 1.6: Malla Generada para la region “ELE” con 310 nodos.

estard dividida en 6 partes, en lugar de 4. En la Figura 1.7 se muestra una comparacioén
de la solucién aproximada y la solucién exacta de la ecuacién, con diferentes cantidades de

nodos en la discretizacién espacial.

Region “Pacman”. En este segundo caso, a diferencia de el caso anterior, la frontera
no puede ser completamente reproducida por una malla regular rectangular. En este caso
serd mecesario, entonces, tener mas precaucién al trabajar con la misma. A pesar de lo
anterior, aun es posible utilizar los esquemas clasicos de aproximacion para encontrar una

aproximacion a la solucion del problema planteado.

Es importante hacer notar que, en este caso, la precisién con la cual se puede reproducir
la frontera de la regién dependerd del nimero de nodos que se tomen en la aproximacion.
En la Figura 1.8 se muestran mallas generadas con diferentes discretizaciones para la re-
gién Pacman. En estas imégenes puede apreciarse que, mientras més nodos se tomen para

hacer la aproximacion, mejor se reflejara la frontera de ésta.

Al igual que en los casos anteriores, la Figura 1.9 muestra una comparacién de la solu-
ci6n aproximada y la solucién exacta. En este caso usando mallas con 280, 1142 y 18368

nodos, respectivamente.
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Resultados numéricos y exactos con 1220 nodos.

ApDroXEMATOn Faact Bohuson

Resultados numéricos y exactos con 4840 nodos.

Figura 1.7: Comparaciéon de resultados numéricos y exactos para el problema de Poisson
en la Region ELE con diferentes discretizaciones espaciales.
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Malla con 280 nodos. Malla con 1142 nodos.

Malla con 4592 nodos. Malla con 18368 nodos.

Figura 1.8: Mallas generadas para la region Pacman con diferentes discretizaciones espa-
ciales.
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Resultados numéricos y exactos con 1142 nodos.

Aopronmation Fxact Soistion

Resultados numéricos y exactos con 18368 nodos.

Figura 1.9: Comparaciéon de resultados numéricos y exactos para el problema de Poisson
en la Region Pacman con diferentes discretizaciones espaciales.
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1.2.2. Volumenes Finitos

Puede esperarse que los esquemas clasicos de diferencias finitas, en los cuales las deriva-
das son aproximadas, no logren una buena aproximacion de la solucién de alguna ecuacion
diferencial parcial en algin punto cercano a una discontinuidad. Debido a esto, cuando
se tiene un problema de este tipo, es conveniente trabajar con algin método que pueda
tratar con estas discontinuidades, siendo el Método de Volumenes Finitos uno de los mas

utilizados en la literatura.

Con este método, en lugar de utilizar aproximaciones puntuales en los nodos de una
malla, el dominio se descompone en celdas sobre las cuales se calcula la integral total de
alguna variable conservativa u o, mas de manera mas acertada, se calcula el promedio
de u en la celda, lo cual es el valor de la integral dividido entre el volumen de la celda.
Estos valores son modificados, inicamente, por el flujo entre los bordes de las celdas y el
problema principal es determinar las funciones de flujo numérico que aproximen los flujos

reales de manera adecuada, utilizando tinicamente los promedios aproximados de las celdas.

Tomando en cuenta lo anterior, se puede plantear una relacién entre integrales de su-

perficie e integrales de area, por medio del Teorema de la Divergencia de Gauss.

Teorema 2. (Gauss). FEl flujo de un campo vectorial, a través de una superficie cerrada,
es tqual a la integral de la divergencia, del mismo campo, sobre el volumen encerrado por
la superficie [69)].

Sea  una region en el espacio y O la superficie cerrada y orientada que acota a €.

Sea, ademds, F un campo vectorial suave en §2, entonces

/Q(V-F)dv—/mF-dS.

Una de las ventajas de aplicar el Teorema de Gauss es que permite trabajar con la
forma integral de las ecuaciones, la cual puede manejar las discontinuidades que pudiesen

presentarse en la solucion de las ecuaciones.

Para ejemplificar este método se planteard el caso en dos dimensiones. Para ello se
utilizard una discretizacién uniforme de la region [0, 1] x [0, 1], igual que como se mostré

en el caso de las diferencias finitas; la diferencia se encontrard en que, esta vez, la funcién
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serd aproximada en los centroides de las celdas, en lugar de en los nodos, como se muestra

en la Figura 1.10.

(0,1) (1,1)
* * * * *
* * * * *
* * * * * Ay
* * * * *
(0,0) > (1,0)
Ax

Figura 1.10: Discretizaciéon uniforme del intervalo [0, 1] x [0, 1] para Volimenes Finitos.

Dado que el método de volumenes finitos fue, inicialmente, pensado para tratar con
problemas que dependen del tiempo, se ejemplificara el uso de dicho método aplicandolo

en la aproximacién de la solucién de la ecuacién de adveccidn,

ot " “ox oy

la cual modela el movimiento de la concentraciéon de alguna propiedad conservativa, u, que

se encuentra siendo transportada por un medio. Esta ecuacion puede escribirse como

ou
E—FV'H—O, (1.27)

donde H = au + bu.

Integrando esta ecuacién, sobre una regién {2 como la mostrada en la Figura 1.2, y
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aplicando el teorema de Gauss, se obtiene

ou ou
—+V-H dVZ/dV—i- H . ds.
/Q(at > ot Jo 20

Dado que la regién 2 se ha discretizado de forma regular, todos sus intervalos Az y

Ay son iguales, por lo que es posible escribir el lado derecho de la ecuacién anterior como

ou
o Aedy + > H-nAs=0. (1.28)

Ahora, tomando en cuenta la i, j-ésima celda, la cual se muestra en la Figura 1.11, se
puede observar que el flujo que entra en una celda es igual al flujo que sale de la misma

hacia las celdas contiguas.

Ax
- - - - - — — )
[ ] [ ] [ ]
an.,
x :
Vx
\ — vy
Ay: . Ny | . I .
‘ |
1>
n ) Vx
lnw
Vy
L] L] L]

Figura 1.11: ¢, j-ésima celda en el método de Volimenes Finitos.

Para un tiempo k, la derivada temporal puede ser aproximada por medio de diferencias
finitas y, ademads, realizando los productos escalares en (1.28), entonces es posible escribir

WLk

WTISMAxAy +H, Ay + H)Az =0,

lo cual puede aproximarse como
I
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Despejando uf}“l de la expresion anterior

ko 7k ko g7k
Bk A Hi, —H;,; Hi, —H; 4
0] bl Az Ay ’

u

y, en un ultimo paso, escribiendo H en términos de a y b, es posible obtener una aproxi-
macién al valor de u para la ¢, j-ésima celda en un paso de tiempo k + 1; aqui se debe de
tomar en cuenta que las componentes H, dado que es el resultado de un producto escalar,
se encuentran unicamente en la direccién correspondiente al sentido del movimiento, por

lo que el esquema toma la forma

k k k k
k+1 _ k _ ﬁ ,L+17.7 1717] ,L’]+1 /thil

U

Se debe de recordar que las evaluaciones en el caso del método de voliimenes finitos se

hacen sobre los centroides de las celdas, no en los nodos de la malla.

Como ejemplo ilustrativo, a continuacién, se muestra una soluciéon al problema de

obtener una aproximacion a la solucién de la ecuacién

ou ou ou
T —0.38—56 — 0.38—3/

en la regién limitada por [0, 1] x [0, 1], sujeto a condiciones iniciales y de frontera dadas

por

_ (2—.5—0.3t) 4 (y—.5—0.3t)
u(x,y,t) = 0.2¢e 01

En la Figura 1.12 se muestra una comparacién de la solucién aproximada con este
método y la solucién exacta de la ecuacién, en diferentes niveles de tiempo, tomando en

cuenta una discretizacién uniforme con 81 x 81 nodos.

1.2.3. Esquemas de Aproximacién en Diferencias Finitas

A pesar de que los esquemas numéricos de aproximacién pueden ser utilizados para
encontrar soluciones numéricas de alguna ecuacién diferencial, es importante notar que,
dependiendo de el tipo de problema con el que se trabaje existen diferentes métodos y es-
quemas de aproximacion. En esta seccién, se presentan tres tipos de aproximacién amplia-

mente usados, los cuales, como se vera a continuacion, presentan diferentes caracteristicas
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Resultados numéricos y exactos en ¢t = 0.
- ML On . - Exact sohson st t « 0.9,
oa famw oa "
. | -
o3 'J’ 0.2 oos
“f‘ 2 as os a | "A o A 26 os
Resultados numéricos y exactos en t = 0.5.
attet Exact sobtion st t « 1
§ nao
l . '
d 0w
A
3 (B ) o~

Resultados numéricos y exactos en t = 1.

Figura 1.12: Comparacién de resultados numéricos y exactos, en diferentes pasos de tiempo,
para el problema de Adveccion resulto con volimenes finitos en dos dimensiones espaciales.
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en la solucién obtenida.

Con el objetivo de mostrar los diferentes tipos de esquemas, se utilizara cada uno de
ellos para encontrar una solucién numérica de la ecuacién de adveccién en una dimensién

espacial y una temporal:

ou_ o
ot a@x'

Esquema tipo Upwind

Los esquemas tipo Upwind se caracterizan por utilizar un esténcil que depende de la
solucion de la ecuacion para simular, de manera numérica, la direccién de propagacién de la
informacién en un flujo. Para la ecuacion de adveccién, si se cuenta con una discretizacion

uniforme de la malla espacial, reemplazando la derivada espacial por su aproximacién en

%Nia U — Ui—1
ot~ Ax ’

y se reemplaza la derivada temporal por su aproximacién en diferencias hacia adelante,

diferencias hacia atras,

T S
At Az ’
se puede obtener el esquema
k k
uy —u; g

uf“‘l ~ uf —alAt | =

Este esquema sigue un esténcil como el que se presenta en la Figura 1.13.

uéﬁrl
O O @ O O
O @ @ O O
k k
Ui Us

Figura 1.13: Esquema tipo Upwind.
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A pesar de que este tipo de esquemas puede reproducir el comportamiento de ecuaciones
diferenciales, como la ecuacién de adveccién, una limitante importante que tiene es que,
para que la soluciéon numérica sea convergente, el fenémeno a reproducir debe de contar un
un movimiento que se adapte a la forma de propagacién de la informacion en el esténcil.
En las Figuras 1.14 y 1.15 se muestran soluciones numeéricas obtenidas por medio de este

esquema, para el problema

ou ou

EZ—CL%, Q x [0,5],

a € IR

u(x,0) = h(zx,0),
u(0,t) = h(0,1),

donde Q = [0,27], y h(z,t) = sin(x — at).

En el primer caso se toma a = 0.2, reflejando un movimiento "hacia la derecha”,
mientras que en el segundo caso se toma a = —0.2 reflejando un movimiento en el sentido
contrario. Para ambos casos se utilizé6 una discretizacion espacial uniforme tomando en
cuenta 81 nodos, mientras que el intervalo temporal [0, 5] se dividi6 uniformemente en 200

subintervalos.

08

0.6

0.4

0.2

0.4

-0.6

-0.8

El

Exacta
Numérica

0.8

0.6

0.4

0.2

Exacta
Numeérica

0

1

2

3

4

5

Solucién Numérica y Exacta en ¢ = 0.

Solucién Numérica y Exacta en ¢ = 5.

Figura 1.14: Comparacién de resultados numéricos y exactos para el problema de Adveccién
con un esquema Upwind utilizando a = 0.2

Es facil notar que, cuando el fenémeno fisico no se mueve en la misma direccién que el
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Exacta
Numérica

08 0.8 [

06 f 06

02 1 0.2 H

-02 1 -0.2 |

04 4 -04H

-0.8 - 1 -0.8 |

Figura 1.15: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de Adveccién
con un esquema Upwind utilizando a = —0.2

esquema, la solucién no es convergente.

Esquema tipo Lax-Friedrichs

Los esquemas de tipo Lax-Friedrichs se crearon para contar con esquemas a los que
“no les importe” la direccién del movimiento. A grandes rasgos, este tipo de esquemas
utiliza una aproximacion centrada en el espacio con un término de disipacién de 0.5. To-
mando las mismas suposiciones del caso anterior, remplazando la derivada espacial por su

aproximacion en diferencias centradas,

ou A i
ot 2Azx ’

y se reemplaza la derivada temporal por su aproximacién en diferencias hacia adelante,

k k k
g [ Yt T i

At 2Azx ’

se puede obtener el esquema, centrado en el espacio,

k k

uf o —ul

WP b —ang [ L L
2Azx

7
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Aqui, es posible agregar un término de disipacién numérica en u, para lo cual se toma un

promedio espacial en dicho nodo, i.e.,

k k
g Wiyl T U
i =y

con lo que el esquema tipo Lax-Friedrichs toma la forma

k k k k
I S O e tuig ) aA [ it i
¢ 2 2Ax

El esténcil relacionado a este esquema se presenta en la Figura 1.16.

e
O O @ O O
O @ O @ O
k k+1
Ui Uiyq

Figura 1.16: Esquema tipo Lax-Friedrichs.

Para mostrar el desempeno de este esquema, se realizan las mismas pruebas numéricas
que en el caso anterior. Los resultados de las mismas pueden encontrarse en las Figuras
1.17 y 1.18.

Para este tipo de esquemas, puede apreciarse que los resultados no divergen, sin im-
portar la direccién del movimiento fisico. A pesar de esto, las pruebas numéricas muestran

que las aproximaciones son muy alejadas a la solucién exacta.

Esquema tipo Lax-Wendroff

Los métodos de este tipo son una extensién de segundo orden de precisién en el tiempo
de los esquemas de tipo Lax-Friedrichs, en los cuales se hace uso de dos niveles de tiempo

para obtener una aproximacién numérica en un nuevo nivel de tiempo. La expresién para
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08 0.8
0.6 E 06
04 B 04 //
02r 1 02k :
0 ol
oz) 1 a2l
ol 1 ol |
sl 1 el / |
08| | sl ’// |
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Solucion Numérica y Exacta en t = 0. Solucién Numérica y Exacta en t = 5.

Figura 1.17: Comparacién de resultados numéricos y exactos para el problema de Adveccién
con un esquema Lax-Friedrichs utilizando a = 0.2

Eca
08 08 Numérica | |
06 1 06 1
0.4 g 04 g
02+ 1 02 q
. ol ]
02 1 o2t |
oaf 1 ol ]
06l | 061 - ]
osf | oel ]
o i 2 s 4 5 o i > s . 5
Solucién Numérica y Exacta en ¢ = 0. Solucién Numérica y Exacta en ¢t = 5.

Figura 1.18: Comparacién de resultados numéricos y exactos para el problema de Adveccion
con un esquema Lax-Friedrichs utilizando a = —0.2
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este tipo de esquemas puede ser escrita como:

k k k
o [ Wity — 2u —u 4

2(Ax)?

k+1 k ufy —ub

w T o~ —alt | —— alt
7 3 2A$ + ( )
Es importante notar que, aunque el esténcil espacial utilizado por este esquema es idéntico
al de los esquemas de tipo Lax-Friedrichs (Figura 1.19), esta discretizacién agrega términos

de dispersién.

uk
O O @ O O
O O @ O
k k+1
Ui Uipr

Figura 1.19: Esquema tipo Lax-Wendroff.

Nuevamente, para mostrar el desempeno de este esquema, se muestran los resultados
de realizar las mismas pruebas numeéricas que en los casos anteriores. Las Figuras 1.20 y

1.21 muestran los resultados obtenidos.

Como se puede apreciar en las pruebas numéricas, los esquemas de tipo Lax-Wendroff
producen muy buenas aproximaciones. Esto deja claro que es importante revisar las con-
diciones de estabilidad, consistencia y convergencia de los métodos numéricos aplicados
a la soluciéon de ecuaciones diferenciales parciales, tema que se tratara en las siguientes

secciones.

1.2.4. Andlisis de Fourier

Antes de estudiar la estabilidad de los esquemas de diferencias finitas, es importante
mencionar el andlisis de Fourier, el cual es una de las herramientas mas utilizadas en
diferentes tipos de andlisis de esquemas de numéricos de aproximacién [53]. Para una

funcién u(x) definida en la recta real, IR, es posible escribir su transformada de Fourier
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: : ‘
08l 08 Numérica | |
0.6 E 06 E
04 4 04l ]
02 - 0.2 4
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0l 1 ol |
-0.6 |- - -0.6 4
08 q 08 4
"o . 2 s ¥ 5 "o . 2 3 a s
Solucion Numérica y Exacta en t = 0. Solucién Numérica y Exacta en t = 5.

Figura 1.20: Comparacién de resultados numéricos y exactos para el problema de Adveccién
con un esquema Lax-Wendroff utilizando a = 0.2

1 | ) 1 | ~
Exacta
Numeérica
08t 08 —
06 1 06 1
04t g 04 i
02 , 02f f
0 o f
02r b 0.2 R
04+ g 04 f R
0.6 g 06 f
08+ g 08t f
; ‘ ‘ ‘ ‘ : ; ‘ ‘ : ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Solucién Numérica y Exacta en ¢ = 0. Solucién Numérica y Exacta en ¢t = 5.

Figura 1.21: Comparacién de resultados numéricos y exactos para el problema de Adveccion
con un esquema Lax-Friedrichs utilizando a = —0.2
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como

~

a(w) e Wy (z)de, (1.30)

vl

la cual es una funcién de una variable real, w, y se encuentra definida de manera tnica
para u. Ademads, esta transformacion es una representacién alternativa de la funcion u, de

la cual es posible inferir ciertas propiedades de u.

Ademas, es posible obtener la funcién u por medio de la férmula de inversién de :

\/ﬂ/ ™% i (w)dw, (1.31)

la cual expresa a la funcion v como una superposicién de ondas, dadas por e***, con dife-

rentes amplitudes 4 (w).

Asi como se establece la transformada de Fourier para funciones continuas, es posible
escribir una versién discreta de ésta. Si se supone que u es una funcién de malla definida

para todos los enteros m, su transformada de Fourier estarda dada por

(6) = e

mze Um,

m=—0oQ

A~

para £ € [—m, 7| y 4(—n) = G(w). En este caso, la férmula de inversién puede escribirse

como

)de.

Um =

zm{
V 2w /—71'

Si se toma en cuenta que la distancia entre los puntos de la malla es h, entonces es

posible realizar un cambio de variables y definir la transformada de Fourier como

(€ E e~ ™8y, h

m—foo

< [5i)

y, similarmente, la férmula de inversién serd

para

Um =

m/ A
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Es posible encontrar una relaciéon importante entre la norma-2 de una funcién y la

norma-2 de su transformada:

|a||%=/h Lafe) | de

- Ly / P N dunh

— e~ mhEq(E)dEumh

o
= Y Tmupmh = ulfj .

m=—00

Esta relacion entre las normas es conocida como la relacion de Parseval.

Ademas de lo anterior, si se realiza una diferenciacién espacial de la férmula de inversién

(1.31), se obtiene
ou

8—1:(33) = \/12? /OO e iwa(w)dw,

de aqui, comparando con la transformada de Fourier (1.30), es posible ver que

5u
ox

(w) = wa(w).
Este ultimo resultado permite ver que, bajo la transformada de Fourier, la diferenciacién
se convierte en una multiplicacién, resultado que se utilizara mas adelante en el presente

trabajo.

1.2.5. Estabilidad, Consistencia y Convergencia

Como pudo observarse en las pruebas numéricas mostradas en las secciones anteriores,
las aproximaciones que se obtienen por medio de métodos numéricos difieren, en algunas
ocasiones, de la solucion exacta. Es debido a esto que, siempre que se utiliza algiin método
numérico para aproximar la solucién de alguna ecuacién diferencial, es importante tomar
en cuenta las propiedades de estabilidad, consistencia y convergencia del método. Para

poder hablar de estas propiedades es necesario poder medir el tamano del error que se
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comete al momento de aproximar la solucién por medio de un método numérico.

Cuando se cuenta con problemas en los cuales la soluciéon de la ecuacién diferencial
debe de aproximarse tanto en el espacio como en el tiempo, como el caso de las ecuaciones
que se encontraran mas adelante en este trabajo, existen diferentes maneras de medir la

magnitud del error que se comete al momento de hacer la aproximacién.

Anteriormente ya se ha hablado de las discretizaciones espaciales, en las cuales di-
vidiamos el intervalo espacial [a, b] en m subintervalos de medida Az tales que b = a+mAx.
Para el caso de una discretizacién temporal se sigue un procedimiento similar, en este caso
se debe de seleccionar algin tiempo finito 7', sobre el cual se desea realizar la aproximacién,

y subdividirlo en N subintervalos de tiempo de medida At, tal que T'= NAt.

Tomando el caso, de una dimensiéon espacial y una temporal, en el que se tiene una
aproximacién ®]' = ®(z;,t,) para cada punto de una malla (en el caso del método de
diferencias finitas) o para cada celda de la misma (en el caso de los volimenes finitos)
entonces, si se considera a ¢ = ¢(x;,t,) como la solucién exacta, se tiene que el error

global de aproximacién puede ser denotado como
EN — oV _ yN

Para cuantificar el error es necesario elegir una normal en la cual medir el mismo en un
tiempo fijo del tiempo. LeVeque [37] menciona que una buena idea es tomar el conjunto

de normas llamadas p-normas definidas por

. /P
| E|lp= (Afc > IE \P> : (1.32)

1=—00

las cuales son la version discreta analoga de las normas de funcién-espacio

1B ||p= ( JRRECTED " (1.33)

La norma-2 (P = 2) es cominmente utilizada para problemas lineales, debido a la
utilidad del andlisis de Fourier en este caso, es debido a esto que sera la norma que se
utilizard a lo largo del presente trabajo para cuantificar el error, y se denotara por || - ||.

Una vez que se ha definido como se medira el error, entonces podemos decir que un método
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es convergente al tiempo T en la norma || - || si
tim || BV = 0,
At—0

recordando que N = T'/At. Ademas, se dird que el método es preciso de orden s si
| EY [|= O(ar)

cuando At — 0.

A pesar de contar con una forma de cuantificar el error, para todos los fines practicos,
es imposible obtener una expresién simple para el error global después de cientos de pasos
en el tiempo. Debido a esto, en lugar de medir el error directamente, otro enfoque ha sido
utilizado ampliamente en la bibliografia [14, 28], el cual consiste en tomar el problema

desde dos puntos diferentes:

s Estudiar el error que se genera en cada pasa del tiempo, mostrando que el método
es consistente con la ecuacién diferencial e introduce un error pequeno en cada paso

de tiempo.

= Mostrar que el método es estable, por lo que estos errores locales no crecen de manera
abrupta y, por lo tanto, se puede obtener una cota para el error global en términos

de los errores locales.

En caso de obtener una cota para el error local, en un sentido apropiado, entonces es
posible utilizar criterios de estabilidad para convertir ésta en un cota para el error global,
la cual puede ser utilizada para probar que existe convergencia del método. Incluso, es
posible, generalmente, determinar la tasa de convergencia y, en algunos casos, cotas razo-

nables para el error.

En [54] se presenta el teorema fundamental en el andlisis de métodos numéricos apli-
cados a ecuaciones diferencias parciales, conocido como el teorema de equivalencia de Laz.
Este menciona que, para un método consistente para un problema lineal bien planteado
de ecuaciones iniciales, el método es convergente si y sélo si es estable. Escrito de otra
manera,

convergencia <= estabilidad + consistencia.

Este teorema tiene una gran importancia ya que indica que, para poder garantizar que el

método es convergente, basta con probar que el mismo es consistente y estable. Debido a
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esto, se centrara la atencion en explicar estas dos partes: la consistencia y la estabilidad.

Consistencia. Un esquema genera, explicito, puede escribirse como

Q" = N(Q"),

en donde N () representa el operador numérico que calcula la aproximacién a la solucién
en un nivel de tiempo, utilizando la aproximacién en el tiempo anterior. Con esto, el error
de un paso, e1p, puede definirse aplicando el operador numérico a la solucién real en algin
paso de tiempo, ¢", y comparandola con la solucion exacta en el siguiente paso de tiempo,
qn+1:

elp =N(¢") - e

Este error permite medir el error que se introduce a la soluciéon aproximada en cada
paso de tiempo. Gracias a esto, es posible definir el error local de truncamiento dividiendo

e1p entre el paso de tiempo At:

1
s N ny _ n+l .
A V@) —a"]
Una vez definido esto, en [14, 53], se define un esquema como consistente con la ecuacién
diferencial que aproxima si

7 =0, mientras At — 0.

Estabilidad. Cuando se trabaja con esquemas de aproximacién para ecuaciones diferen-
ciales parciales que dependen del tiempo, el error global es un tema de gran importancia,
dado que puede expresarse como una relacion de recurrencia que involucra al error local de
truncamiento. Una aproximacion Q™ en un paso de tiempo n y un error E™ puede escribirse
como

Q" =q"+E",

si a esta aproximacion se le aplica un método numérico para obtener una aproximacién en

un siguiente nivel de tiempo, Q"1,

Q" =N(Q") = N(¢" + E),
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el error global puede expresarse como

En+1 — Qn—i-l _ qn+1

= N(a" +E") = ",
=N(q"+E") = N(g") +N(q") — "™,
= [N(q" + E™) — N(q")] + Atr™.

Puede observarse en este desarrollo que el nuevo error global se expresa como la suma
de dos términos: N'(¢" + E™) — N(¢"), el cual mide los efectos del esquema numérico so-
bre el error anterior y At7", que es el nuevo error de paso que se introduce en este paso
de tiempo. Dado que las condiciones de consistencia permiten acotar el error de paso, es
necesario, ahora, encontrar una manera de acotar los efectos del esquema sobre los errores

anteriores.

El anélisis de estabilidad en la norma 2 es comunmente utilizado, para ecuaciones di-
ferenciales lineales, debido a que el andlisis de Fourier permite simplificar el problema. De
aqui parte el método de von Neumann para andlisis de estabilidad, éste menciona que un
esquema que aproxima una ecuacién diferencial parcial es estable si los errores cometidos
en un paso de tiempo del cdlculo no causan que los errores crezcan mientras el cédlculo

continua [51].

Para ejemplificar este método, considérese la ecuacién de difusiéon en una dimension
espacial,
0 0?
—u(z,t) = V@U((L',t),
definida en un intervalo espacial de medida £. Un esquema en diferencias finitas para

esta ecuacion se obtiene de intercambiar las derivadas parciales por su aproximacién en

diferencias finitas. En este caso, esto quiere decir

w(xj, thg1) — u(xj, tn) _ (u(ijrl?tn) — 2u(wj, tn) + u(leatn)) (1.34)

At (Ax)?

lo cual, en aras de la simplicidad, puede escribirse como

1
u;“r —uf . ujyg —2uf +upy
At (Az)? ’

donde los subindices hacen referencia al punto en el espacio, mientras que los superindices
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hacen referencia al paso en el tiempo. De aqui, es posible despejar el término de la solucién

en un nuevo nivel de tiempo u?“,

n+l _ . n n _ n n
ui T =l e (U - 20 +uf ),

en donde
At

C=V——0.
(Az)?

Si se define el error de redondeo, @7, como
n_n _ ,n

oj = Q5 —uy,

donde ugb es la solucién real de la ecuacion, evaluada en el punto (zj,t,) de la malla,
mientras que @7 es la soluciéon numérica obtenida con una precisién aritmética finita.
Dado que la solucién, ugl debe satisfacer de manera exacta la ecuacién discreta, entonces

el error o7 debe de satisfacer la ecuacién discreta y, por lo tanto,
+1 _
I = BF 4 ¢ (D], — 207 + 7 ), (1.35)

es la relacién de recurrente para el error. Ademds, la variacién espacial del error puede

expresarse en términos de series de Fourier, en el intervalo £ como

M
d(x) = Z Rpe™™?
m=1

donde 7, = * con m = 1,2,...,M y M = L/Az, es un ntimero de onda; ademéds de que
se asume que la amplitud del error R,,, es una funcién del tiempo. Dado que las ecuaciones

+1

(1.34) y (1.35) muestran que tanto la aproximacién numérica, uj" ", como el error, @;‘H,

tienen el mismo comportamiento de crecimiento o decaimiento con respecto del tiempo, y
el error tiende a crecer o decaer de manera exponencial con el tiempo, es posible asumir

que la amplitud varia exponencialmente con el tiempo y, por lo tanto, es posible escribir

M
O(x,t) = Z eMelrm®,

m=1

donde a es una constante.

Dado que el comportamiento de cada término de la serie es igual al de la serie en si,
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i.e. la diferencia para el error el lineal, es suficiente con considerar el crecimiento del error
de un término arbitrario

B, (x,t) = eel™m?,

Ya que se cuenta con una expresién para el error, es posible estudiar las caracteristicas
de la estabilidad utilizando ésta sin pérdida de generalidad. Para hacer esto, se toman en

cuenta las siguientes expresiones para el error

n __ _at _irmx
(IDj—eem,

(I)?+1 _ ea(t—i—At)ezrmx’

n  _ _at irm(z+Ax
<I>j+1 = eateirm( ),

n  _ at irm(z—Ax)

1 =€ee™ ,

las cuales, al ser sustituidas en la ecuacién (1.35), producen la expresién

)

ea(t+At)eirmx — ttgirm® +e <€ateirm(x+Azp) _ 9edtpirma + eateirm(zfA:r))
que puede ser simplificada como
eaAt =14c¢ (eirmAx/Q + e—irmAx - 2) , (136)

y muestra el comportamiento del crecimiento del error en cada paso de tiempo. Es posible

simplificar aiin mas la expresién anterior tomando en cuenta que

rAzg eirmAa:/Q . e—irmAm/Q
sin [ —= = ; )
2 21

con lo que

9 TmAJJ eirmAa: + e—irmA$ —9
sin =— 1 ,

por lo cual la ecuacién (1.36) puede ser escrita como

A
e =1 — 4¢sin® (er x) . (1.37)

Ahora, definiendo el factor de amplificacién R como

67]7""1 ea(t+At) eirmaT N

_ _ _a

R= e et pirme =€ ’
J
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para que el error quede acotado, la condicién necesaria y suficiente es que |R| < 1, lo cual

A
‘1 — Aesin? (7“’”25”)‘ <1.

Dado que el término 4csin? (1, Az /2) es siempre positivo, entonces la expresién anterior

quiere decir que

puede reescribirse como
4esin’(r, Ax/2) < 2,

ahora, debido a que sin?(r,Az/2) puede tomar valores entre 0 y 1, para que la condicién

se satisfaga es necesario que

4e < 2,
07
< 1
C —
— 27
por lo tanto, la condicién de estabilidad estara dada por
At 1
< —. 1.38
"(An)? = 2 (1.38)

La ecuacién (1.38) permite calcular el tamanio de At para que, con un Az dado, el

esquema, sea estable.
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Elementos de Discretizacion

A pesar de que se pueden utilizar los esquemas clasicos de diferencias finitas en regio-
nes que no son rectangulares, como se mostro en el capitulo anterior, cuando la geometria
de la region de estudio, o la distribucion inicial de datos, no permiten realizar una malla
rectangular o uniforme del area de estudio. Los métodos clasicos que se han revisado hasta
ahora no pueden ser utilizados para encontrar una solucién numeérica, esto es debido a que
estos, desde su formulacién, toman en consideracion que la separacion entre los nodos es

uniforme a lo largo de toda la region.

En estos casos es importante contar con

= una manera de hacer un mallado de la regién de interés y, ademas,

= esquemas que no tomen en consideracién una distribucién uniforme de los nodos de

la malla.

En el presente capitulo se mostraran algunos de los avances que se han hecho al respecto

de cada uno de estos puntos.

2.1. Generacion Numérica de Mallas

La generacién numérica de mallas es, desde hace algunos afios, una de las herramien-
tas de uso comun en la solucién numérica de ecuaciones diferenciales sobre regiones que
cuentan con una forma arbitraria. La idea basica trata de resolver ecuaciones diferenciales
parciales sobre una regién fisica complicada, transformando primeramente esta regién de
tal manera que el resultado de dicha transformacion sea un cuadrado. Cuando se ha logra-

do esto, se puede resolver la ecuacion diferencial usando los esquemas vistos de diferencias

70
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finitas.

Siguiendo a Tinoco [63], se puede decir que

“Las mallas generadas numéricamente han proporcionado la manera de so-
lucionar el problema de la forma de la frontera en los métodos de diferencias
finitas, y estas mallas también sirven para construir redes de elemento finito.
Con dichas mallas todos los cdlculos numéricos, ya sean de diferencias finitas o
de elemento finito, son implementados sobre una malla computacional cuadrada

sin importar la forma y configuracion de la regidon fisica”.

Histéricamente, los procedimientos para generar mallas de manera numérica mas usados

han sido basicamente de dos tipos:

1. Construccién por interpolacion algebraica. Los cuales van desde una simple norma-

lizacién de las curvas frontera, hasta la interpolacién transfinita de las mismas.

2. Soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales parciales. Las cuales pueden ser elipti-

cas, parabdlicas o hiperbdlicas.

La generacion de mallas de por medio de interpolacion algebraica es mas rapida, sin em-

bargo, las mallas generadas por ecuaciones diferenciales son mas suaves.

2.1.1. Generaciéon Algebraica

La generacion de una malla puede realizarse interpolando los valores en las fronteras.
Esto puede hacerse por medio de la construcciéon de una funcién definida sobre toda la
regién logica, de tal manera que, en la frontera, dicha funcién coincida con los valores
prescritos. La evaluacién de esta funcion, para los valores en el interior de la region légica,

proporcionara un sistema de coordenadas curvilineo que definird la malla buscada.

Los métodos de generacién algebraica son extensivamente usados para aprovechar sus
dos principales ventajas: la generacion de la malla es rapida, en comparacion a los métodos
de ecuaciones diferenciales parciales, y se cuenta con un control directo sobre la localizacion
de los puntos de la malla. Sin embargo, una desventaja importante que tienen estos méto-
dos es que no garantizan la suavidad de la malla; las discontinuidades de las pendientes en

la frontera pueden facilmente propagarse al interior de la region.
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Entre los tipos de interpolacién mas usados pueden mencionarse la interpolacién de La-
grange, de Hermite, por splines, por funciones trigonométricas, entre otros. En particular,
el método de Interpolacion Transfinita, que se presenta a continuacién, es uno de los mas

usados para generar mallas de manera algebraica.

Interpolacion Transfinita

Este método, también llamado TFI por su nombre en inglés (Transfinite Interpolation),
es bastante simple y puede usarse para generar mallas estructuradas de una gran cantidad
de regiones por medio de interpolacién algebraica. Un estudio detallado de este método
puede encontrarse en [20, 32-34, 45, 70].

Para generar una malla sobre una regién arbitraria €2, es necesario seleccionar los lados
derecho z,(n), izquierdo z;(n), inferior x,(§) y superior x;(£) de la frontera de €, como se
muestra en la Figura 2.1. Se supone, entonces, que la descripciéon de la frontera buscada

estd dada por cuatro ecuaciones paramétricas:

rp(8),  (§), 0<&<,

zi(n), xzr(n), 0<n<l.

La orientacion debe de conservarse y, para que x sea continua, se debe cumplir que en

las esquinas correspondientes los mapeos coincidan en el mismo punto, esto es

zp(0) = z1(0),
zp(1) = 2,(0),
(1) = a¢

(0)

Una vez que se cuenta con lo anterior, la férmula basica que usa la interpolacion trans-
finita, por medio de la aplicacion de estos cuatro mapeos, para generar una malla sobre )

es

x(&n) = (1= n)xp(§) + 0w () + (1 — &)ze(n) +
— [Enze(1) + €1 = n)ap(1) +n(1 — §)24(0) + (1 = §)(1 — n)xp(0)],
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X, (€)

Figura 2.1: Region dada por cuatro ecuaciones paramétricas.

y la malla se genera como la imagen bajo x del rectangulo
R={(n)|0<{<L0<n<1}

Utilizando este método es posible generar mallas de una gran cantidad de regiones y
que pueden ser utilizadas por los métodos de Diferencias Finitas y Volimenes Finitos. A

continuacién, se muestran algunas mallas generadas utilizando este método.

Las primeras dos regiones, mostradas en la Figura 2.2, son regiones polinomiales deno-
tadas por SINy CAB.

Las siguientes dos regiones, mostradas en la Figura 2.3, son aproximaciones polino-
miales a regiones geograficas reales, en este caso corresponden a los lagos de Patzcuaro y
Zirahuén en Michoacén, México, las cuales se denotan por PATZ y ZIRA. En este caso,

las mallas se muestran de gran tamafo para poder observar los detalles de las mallas.

Es facil notar que, cuando se trabaja con regiones de geometria no muy complicada, este
método puede generar mallas con cualidades deseables; sin embargo, cuando la frontera

de la regién ) es muy irregular, este método transmitira dichas irregularidades a lo largo
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Figura 2.2: Mallas Generadas con TFI para la regiones SIN y CAB.
Figura 2.3: Mallas generadas con TFI para las regiones PATZ y ZIRA.
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de toda la malla, por lo que, en muchas ocasiones, este método dard mallas que no son

convexas.

2.1.2. Generacion por Medio de Ecuaciones Diferenciales

Si en lugar de utilizar interpolacién para generar una malla de una regién arbitraria
), se toma como un problema de valores a la frontera, entonces es posible la generacién
de ésta por medio de la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales. Si se
especifican valores fijos sobre toda la frontera de la region fisica, las ecuaciones a resolver
seran elipticas; por su parte, si dicha especificacién se hace tinicamente sobre una porcién

de la frontera, las ecuaciones pueden ser parabdlicas o hiperbdlicas.

Generacion Eliptica

Generar mallas por medio de solucién de ecuaciones diferenciales parciales elipticas ga-
rantiza que el mapeo entre las regiones légica y fisica sea uno a uno debido a los llamados
principios extremales, eso es, los extremos de las soluciones no pueden ser alcanzados en el
interior de la regién légica [14]. Ademads, los sistemas de coordenadas generados son suaves
y, més aun, las discontinuidades en las primeras derivadas que puedan presentarse en la

frontera de la region, no se propagan al interior de ésta.

El generador eliptico por excelencia se obtiene al resolver el sistema de Laplace

P P
082 om2
2 2
Oy 9y,
02 On?

llamado de AH [2] o de longitud. La solucién de este sistema produce a la distribucién
de lineas coordenadas mas suave posible sobre el campo, para los datos asignados en la
frontera. Ademds, las lineas estardn mas acumuladas cerca de las partes convexas de la
frontera. En las Figuras 2.4 y 2.5 se presentan algunas mallas generadas utilizando el ge-

nerador eliptico de Laplace.

Se han realizado variantes del sistema anterior, los cuales se obtienen agregando, en el

lado derecho de las ecuaciones, algunas funciones de control; esto es, el sistema a resolver
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tiene la forma

s

02 " on?
2%y
on?

0%z

=Q,

82y
oe2 +

en donde P y @) juegan el papel de “controlar” el esparcimiento y orientacién de las lineas

coordenadas. A pesar de que la introduccion de estas funciones puede hacer que se pierdan

on

ble obtener mapeos uno a uno con una cierta eleccié

A

, aun es posi

los principios extremales

éstas.

[55], es uno de los
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o Thompson-Thames-Mastin homog

)

El generador de Winslow

generadores elipticos mas ampliamente usado. A grandes rasgos, es el generador de lon-

de

on
puntos de la

.7

Una modificaci

l6gica.

, es usada para atraer (o repeler)

on

la regi

isica a

3

6n 1

.7

ahora va de la regi

sin embargo,

I

gitud;

eneo

7

llamada TTM no homog
malla hacia puntos especificados en el dominio 1égico, ademas de que se puede hacer lo

)

este método

mismo con las lineas coordenadas. Una discusiéon mas general de los sistemas generadores

elipticos puede verse en [73]. En las Figuras 2.6 y 2.7 se presentan algunas mallas generadas

utilizando el generador Winslow.

eSS

ust)

pus!

nus!

nest

uet

T

8
8

Seesls

ot
s

ST

eesty
pust)
S
uetigently:
SR

o

St

Siante

““““‘
O

8\

0

8
&

o8

ot
S

!

0!
(8

JoV

0
(8!

e8!

NN

A N

S

A R R NN
N

N

i

LNNIMARIRRRARY
5—5—’!—/’!’!‘!""’"’

0000

2
;F
7,

S22
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\“\“\“““““\
7
5
777

77
Y777
W7z

Figura 2.6: Mallas generadas para las regiones SIN y CAB por medio de un generador de

Winslow.



Capitulo 2. FElementos de Discretizacion 78

7 2%
7 a5
= e
e et el
OO
==
= \\

=

= i

Sl

)
{[

Figura 2.7: Mallas generada para las regiones PATZ y ZIRA por medio de un generador
de Winslow.

Generaciéon Hiperbdlica y Parabdlica

Cuando el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver es parabdlico o hiperbdlico, de-
be de resolverse de manera numérica, marchando en la direccién de una de las coordenadas
curvilineas entre dos curvas de frontera. En ninguno de estos casos es posible especificar

una frontera completa.

Un sistema parabdlico puede ser aplicado para generar mallas entre dos fronteras de
una regién doblemente conexa, con cada una de éstas especificadas de antemano. Por su
parte, un sistema hiperbdlico permite especificar s6lo una frontera y, por lo tanto, es un

caso de interés inicamente en los casos en que la regién fisica no es acotada.

Generacién por Mapeo Conforme y Cuasi-conforme

Uno de los métodos mas usados de manera clasica es el de mapeo conforme, el cual
permite construir mapeos entre dominios planos. De manera simple, un mapeo conforme
en el plano complejo preserva angulos entre curvas y la orientacién de estos. Un mapeo
f del plano complejo en él mismo es conforme si f es analitica; en otras palabras, si las
partes real y compleja de f satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann. Debido a esto,

una manera de construir un mapeo de esta forma es resolviendo este sistema de ecuaciones



79

que tenga cuatro lados,
tringida a cierto valor

)
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Una de las ventajas de este método es que, al transformar la ecuacién diferencial par-
En las Figuras 2.8 y 2.9 se presentan algunas mallas generadas utilizando la técnica de

diferenciales. Ademas, un mapeo conforme es ortogonal y tiene jacobiano estrictamente
cial a resolver, se introducen una cantidad pequena de términos. Sin embargo, los sistemas

generados de esta manera son muy rigidos en el sentido en que se puede ejercer muy poco
control sobre la distribuciéon de los puntos de la malla. No siempre es posible construir un
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Figura 2.9: Mallas generadas para la regiones PATZ y ZIRA por medio de un mapeo
conforme.

Mallas Ortogonales

Al resolver ecuaciones diferenciales parciales, cuando se busca que el error de trun-
camiento se vea reducido, las mallas que cuentan con la caracteristica de que sus lineas
coordenadas sean ortogonales, o casi ortogonales, son las més utilizadas [40]. Ademads, este
tipo de mallas tienen la ventaja de que, al transformar la ecuacién a resolver, aparecen
menos términos que para una malla no ortogonal y las condiciones de frontera se pueden

representar mas facilmente.

Una desventaja de este tipo de mallas es que requiere de una parametrizacién muy
particular de la frontera [21], esto hace que, en la préctica, encontrar una malla ortogonal
para una region dada puede ser extremadamente dificil. En general, lo sistemas ortogonales
no necesitan ser conformes, y pueden ser generados tanto por sistemas hiperbdlicos como

elipticos.

2.1.3. Generaciéon Variacional Continua

La generacién variacional continua puede considerarse un caso de los métodos de ecua-
ciones diferenciales. La principal diferencia que existe en ellos es que los pardametros re-
lacionados al control de las propiedades de la malla aparecen en integrales de superficie,

y no en forma de términos asociados a las fuentes. En estos casos, la malla generada es
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determinada tomando el 6ptimo de dichas integrales, esto produce el sistema diferencial

generador en forma de Ecuaciones de Euler-Lagrange.

Los primeros trabajos relacionados con la generacién variacional continua fueron for-
mulados por Brackbill y Saltzman, los cuales presentan en [8] un método modificado de
Winslow que permite, de manera adaptiva, variar los tamanos y la ortogonalidad de las
celdas de la malla, tomando en cuenta la zona en la cual se encuentran. Posteriormen-
te, Steinberg y Roache proponen en [52] un método con el cual es posible controlar las
propiedades de area o volumen de las celdas, la separacién entre los nodos de la malla
y los angulos entre las lineas coordenadas. Ademas de estos trabajos, también es posible
encontrar métodos que siguen un enfoque similar desarrollados por Roache y Steinberg
[46], Castillo, Steinber y Roache [11-13].

En estos trabajos se puede resaltar que los funcionales continuos clasicos de drea, lon-
gitud, suavidad y ortogonalidad son presentados. Algunos de los resultados méas notables

son:

= Se muestra que la combinacién de los funcionales de area y longitud producen mallas

razonables.

= Las ecuaciones de Fuler-Lagrange en el funcional de longitud son lineales, desacopla-

das y elipticas.

s Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al funcional de area son acopladas, no

lineales y no siempre elipticas.

= Se hace notar que uno de los problemas mas comunes es que muchas veces las mallas

generadas no sSon convexas.

= Se logran buenos resultados realizando combinaciones convexas de los funcionales de

area, longitud y ortogonalidad.

2.1.4. Generaciéon Variacional Discreta

La generacién variacional discreta surge de las ideas establecidas por la generacién
variacional continua. En este caso, en lugar de utilizar integrales de superficie para los
parametros relacionados al control de las propiedades de la malla, se utilizan sumas finitas.
El primer trabajo presentado en este campo es presentado por Castillo [9], en dicho trabajo

se muestra un método variacional directo que controla las propiedades de longitud entre los
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puntos de la malla y las dreas de las celdas. En este caso la malla se genera minimizando

un funcional definido sobre los puntos interiores de la misma. Vale la pena recalcar, de este

trabajo, que los funcionales discretos de area y longitud son presentados y, los cuales, son

una discretizacién de los correspondientes funcionales continuos presentados por Steinberg

vy Roache.

A partir de este trabajo se han desarrollado una gran cantidad de trabajos relacionados

a métodos directos. Algunos de los més importantes por mencionar son:

1.

Barrera et al. proponen en [7] una forma de generar funcionales discretos que se
basa en una manera diferente de atacar la discretizacién de funcionales continuos.
En este trabajo también se presentan nuevos funcionales discretos que permiten un
control mayor de las propiedades de la malla. Ademaés, presentan algunos ajustes de

parametros para evitar que se generen mallas no convexas.

. Ivanenko presenta en [29-31] algunas modificaciones al funcional de suavidad con las

cuales soluciona, en gran medida, el problema de no convexidad de mallas 6ptimas.
Por medio de un ingenioso ajuste de parametros relativos al funcional y al método
de optimizacién, se obtienen mallas convexas para regiones que, hasta ese momento,

eran consideradas en extremo complicadas.

De manera similar, Barrera realiza una modificacion del funcional de suavidad. Con
dicha modificacion, Barrera logra mallas 6ptimas y convexas sobre una gran variedad

de regiones [5].

Tomando en cuenta el trabajo de Barrera, Tinoco presenta nuevos funcionales de
suavidad adaptiva y suavidad bilateral, asi como funcionales de area adaptiva y area
bilateral [63], mostrando, ademés, que es posible generar mallas convexas y suaves,
de una gran variedad de regiones complejas, cuando se hacen combinaciones de estos

funcionales.

. En 2005, Dominguez presenta un algoritmo para obtener mallas convexas utilizan-

do funcionales de area y ortogonalidad, logrando mallas quasiortogonales convexas
e introduce el concepto de e—convexidad, el cual permite hacer un planteamiento

adecuado del problema de generar mallas convexas [16].

En 2009, Barrera et al. presentan en [4] un método para generar mallas arménicas y
adaptivas, el cual es capaz de generar mallas de regiones muy complicadas. Este es

el método usado para generar las mallas del presente trabajo. Debido a esto, en las
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izadas

tas General

Figuras 2.10 y 2.11 se presentan algunas mallas generadas utilizando este método,
para las mismas regiones presentadas en el método de Interpolacién Transfinita. Es

importante hacer notar que, utilizando este método, todas las mallas que se presentan

SOn convexas y suaves.
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Figura 2.10: Mallas generadas para las regiones SIN y CAB con el funcional armoénico.

Figura 2.11: Mallas generadas para las regiones PATZ y ZIRA con el funcional arménico.
Esquemas de Diferencias Fini

Ya que se cuentan con formas de generar mallas de regiones cuyas fronteras pueden

presentar irregularidades, también es importante contar con esquemas que puedan adap-

tarse para hacer uso de estos mallados en los cuales la distribucién de los nodos no es

2.2.



Capitulo 2. FElementos de Discretizacion 84

uniforme. En esta seccidn se presenta el avance que se ha hecho respecto a generalizar el

Método de Diferencias Finitas para poder aplicarlo en este tipo de distribuciones de nodos.

Como se vio en el capitulo 1, un esquema de diferencias finitas cldsico aproxima el
valor de la derivada de una funcién, ¢, en un punto, py = p(zo, yo), utilizando valores de la
funcién en algunos puntos cercanos, p1, p2, ..., Pq, los cuales también pueden ser llamados

vecinos de pg, por lo cual, puede ser escrito como

L op0) ~ Buolmn) + B16(p) + ©20(2) + -+ Bei(py), 2.1

en donde ®1,®,,..., P, son valores adecuados, que tienen que ver con la malla y las pro-

piedades de la ecuacion a tratar.

Por ejemplo, el caso de un esquema de diferencias finitas centrado en el espacio de la

forma

d _ P@iy1) — p(zic1)
oz (i) ~ 2Azx ’

puede ser escrito como

gxgb(xz) ~ O1(xip1) + Pod(wi—1)

con
1 1

2Ax y 2 2Ax

Ademas, esto también se aplica a operadores con mas de una derivada. Tomando en

®q

consideracion el caso de escribir una aproximacién, en diferencias finitas, para el gradiente

de una funcién

Volo.) = 5o0(e.0) + 5 6(w.0),

podemos escribir esto como

Vo(xi,yj) = @ro(p1) + Pad(p2) + P3d(p3) + Pad(pa),
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con
1
¢ = E» b1 = (l‘¢+1,yj),
1
¢2:—m7 pzz(%’—l,yj)a
1
(1)3 == mv pP3 = (xi)yj-f—l)a
1
4——m7 p4:($z‘7yj—1)-

En general, una aproximacion en diferencias finitas a cualquier operador diferencial

puede ser escrito como una combinacién lineal de la forma mostrada en la ecuacién (2.1).

Para los casos de interés de este trabajo, es posible escribir el operador diferencial lineal

de segundo orden, de manera general, de la siguiente forma

L¢—A8—2¢(x t)+B8—2¢(a: t)+08—2¢(a: t)+D£¢(m t)—l—qub(x t)+F.
- 8:1:2 ) y? 8xy Y y7 8y2 ) y? 8$ ) y7 ay ) y7 )

donde A, B,C, D, E y F son los coeficientes respectivos que multiplican a cada una de las

derivadas. En aras de la simplicidad, este operador puede ser escrito como
L¢ = A¢ra + Boay + Coyy + Doy + E¢y + F. (2.2)

El problema planteado es ahora, obtener un esquema de diferencias finitas que aproxi-
me el operador diferencial ((ecuacién (2.2)) en un punto pg, utilizando valores de la funcién
¢ en algunos nodos vecinos pi, pa, ...pg de po. Notese que, en esta ocasién, no se estd pi-
diendo que los nodos involucrados tengan alguna distribuciéon en especial, por lo que es
posible tener una conjunto de nodos distribuidos arbitrariamente como se muestra en la
Figura 2.12.

Dicho esquema, puede escribirse, siguiendo la idea presentada en la ecuacién (2.1),

como

q
Lod(po) = Tod(po) + T1d(p1) + -+ + Tgbpg) = > _Tid(pi), (2.3)
i=0
donde I'g, I'y, ..., I’y son coeficientes constantes adecuados. Es importante hacer notar que,

en este caso, L hace referencia al operador diferencial, mientras que Lg hace referencia al

esquema de diferencias finas que lo aproxima.
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Figura 2.12: Distribucién arbitraria de pg y sus vecinos.

Un esquema de diferencias finitas es consistente con la ecuacion diferencial que aproxima
si el error local de truncamiento tiende a cero cuando todos los nodos vecinos tienden al

nodo central [14, 53]. Dicho de otra manera, satisface que

7= [L¢],, — Log(po) — 0,

mientras que pi,p2,...,Pq — Po-

En esta expresiéon para la estabilidad del esquema es posible sustituir las ecuaciones

(2.2) y (2.3), con lo cual toma la forma
q
[Aper + By + Cdyy + Doy + Edy + F|, =Y Tid(pi) = 0. (2.4)
=0

Realizando una expansién en series de Taylor de ¢, hasta segundo orden, y reagrupando
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los términos correspondientes, la expresion anterior puede ser escrita como

[Aduz + Boay + Coyy + Doy + E¢yy + Ful, Z Tib(pi) =

(F(po) - ZF1> ¢(po) + <D(p0) - ZFZAQ«“Z) $z(Po)+
i=0 i=1
q 9 T(Ar)2
(E(po) - ZFiAyz) by(po) + <A(po) - Z FZ(A21)> Paz(po)+
<B ZF szAyz> (Z)zy pO + (C Z L AyZ ) ¢yy(p0)+
O (max{Az;, Ay; })* (2.5)

donde Ax; y Ay; son las distancias horizontal y vertical, respectivamente, del nodo central

po a cada uno de los nodos vecinos p;.

Para cumplir con la condicién (2.4), es necesario que cada uno de los coeficientes entre
paréntesis en la expresién (2.5) se anule de manera simultdnea, lo cual puede escribirse

como un conjunto el conjunto de condiciones

2
=0 i=1
q q
D(po) — ZFZA.%'Z =0, B(pg) — ZFZA%A% =0,
i=1 i=1
q q
Li(Ay;)?
E(po) — ZlFiAyz‘ =0, C(po) — Zl - = 0.

Bajo el supuesto de que se cumplan estas condiciones, el error local de truncamiento se

, .2 , 4 . .
encontrard acotado por una funcién O (max{Az;, Ay;})", la cual involucra a las derivadas
de orden superior y, ademas, se hard mas pequena cuando los nodos vecinos se acerquen

al nodo central pg.

Dado que las condiciones de consistencia pueden ser vistas como un sistema de ecua-
ciones lineales, éstas pueden escribirse en forma vectorial, la cual permitird, mas adelante,
identificar los valores a determinar. Haciendo un reagrupamiento pertinente de términos

semejantes, las condiciones de consistencia pueden ser escritas como
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Lo
1o | - F(po)
0 Aux Az r, D(po)
0 Ay oo Ayg ' _ E(po) (2.6)
0 (Az)? ... (Axy)? 2A(po)
0 AziAyr ... AxgAy, ' B(po)
0 (Ay)? ... (Ay,)? I_:q 2C (po)

Para poder construir el esquema deseado, es necesario encontrar los valores de I'; que
definen el esquema (2.3). Es importante notar que, el sistema de ecuaciones que permite
determinar dichos valores (ecuacién (2.6)) cuenta con 6 ecuaciones y ¢ + 1 incégnitas por

lo que, en la mayoria de los casos, no es un sistema bien determinado.

Si se separa la primera ecuacién del sistema (2.6), se puede notar que representa una

primera condicién:
F():F(p())—rl—-”—rq. (27)

Ahora, es posible tomar las iltimas 5 ecuaciones de dicho sistema

Iy
Az o Az r, D(po)
Ay o Ay E(po)
(Az1)? ... (Azy)? ' =| 2A(po) |, (2.8)
AziAyr ... AzgAy, . B(po)
(Ay1)?2 ... (Ay,)? ‘1—‘q 2C (po)

para calcular los valores I'; restantes. Para esto es posible resolver el sistema

MI' = 3,
donde
Azq NRNVAN.
Ay oo Ay
M= | (Az)? ... (Az,)? ,
Az1Ayr ... AxgAy,

(Ay)? ... (qu)2
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. D)
’ E(po)
r=| " y B=| 2A(po) |-
' B(po)
r, 2C(po)

en el sentido de cuadrados minimos. Con esto se obtienen los valores todos los coeficientes

I" necesarios para definir el esquema (2.3) [18].

El esquema obtenido es un Esquema de Diferencias Finitas Generalizadas que
puede ser aplicado a cualquier operador diferencial definido por alguna ecuacion diferencial
parcial lineal hasta de segundo orden. En general, este esquema de diferencias finitas no
toma en consideracién el uso de una malla estructurada, por lo que, en primera instancia,

podria ser aplicado a cualquier nube de puntos.

2.2.1. Aplicacion del Método de Diferencias Finitas Generalizadas

Para mostrar la aplicacién del método descrito se presenta, a continuacién, un ejemplo
de aplicacién similar al presentado en el Capitulo 1. En este caso se aplica el método de
diferencias finitas generalizadas para aproximar la solucién del problema

¢  0%¢

_ 2z+
@ + ain = 10e x y, (29)

sujeto a las condiciones de frontera
H(0N) = 221V, (2.10)

en las regiones denotadas como CAB y ZIRA. Las cuales han sido discretizadas utilizando
21 x 21, 41 x 41 y 81 x 81 nodos.

En la Figuras 2.13 y 2.14 se muestra una comparacién de la solucién aproximada con
este método y la solucion exacta de la ecuacién, con las diferentes cantidades de nodos en
la discretizacién espacial. En este caso, se puede observar que, incluso con pocos nodos

espaciales, la aproximacién lograda corresponde a la solucién exacta.
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Approximaton Exact Sohmon

ar

oaa
or

Resultados numéricos y exactos con 41 x 41 nodos.

Approximaton Eaact Sohmon

os ce

Resultados numéricos y exactos con 81 x 81 nodos.

Figura 2.13: Comparacién de resultados numéricos y exactos para el problema de Poisson
en la Regiéon CAB con diferentes discretizaciones espaciales.
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o
os

Resultados numéricos y exactos con 41 x 41 nodos.

Approximaton Eaact Sohmon

Resultados numéricos y exactos con 81 x 81 nodos.

Figura 2.14: Comparacién de resultados numéricos y exactos para el problema de Poisson
en la Region ZIRA con diferentes discretizaciones espaciales.



Capitulo 3

Ecuaciones Gobernantes

Este capitulo centrara la atencién en mostrar la forma en que las ecuaciones que gobier-
nan el comportamiento de los cuerpos de agua someros, asi como el transporte y dispersion
de contaminantes, pueden obtenerse partiendo desde los principios bésicos de conservacién
de masa y momento. Primeramente se realizard una revisién sobre la obtencién y deduccion
de las ecuaciones de aguas someras, las cuales pueden modelar el comportamiento de los
cuerpos de agua que se pretenden estudiar y, posteriormente, se hara una deducciéon de las

ecuaciones de transporte y dispersién (adveccién, difusién y adveccion-difusion).

3.1. Ecuaciones de Aguas Someras

Dentro de la hidrodindmica es posible encontrar una gran variedad de fenémenos que
pueden ser modelados, o aproximados, por medio de ecuaciones diferenciales parciales, co-
mo el flujo en aguas someras. Dicho flujo puede ser modelado por medio de las llamadas
ecuaciones de aguas someras, las cuales, a pesar de lo que indica su nombre, pueden mo-
delar fenémenos que no involucran agua (existen algunos tipos de flujos atmosféricos que
también pueden ser modelados con estas ecuaciones). La parte esencial es que el grosor, a,

de la capa de fluido a modelar es bastante pequena comparada con las escalas horizontales
L.

Debido a que el interés del presente trabajo es modelar el comportamiento de un cuer-
po de agua, la formulacién de estas ecuaciones se realizard tomando en cuenta algunas
simplificaciones que aplican unicamente para este tipo de fenémenos. Ademads, dado que
la obtencién de las ecuaciones de aguas someras ha sido bastante estudiada, en el presente

trabajo se sigue un procedimiento similar al mostrado en [23, 71, 72].

92
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Una de las primeras simplificaciones que se tomaran en cuenta es que, a lo largo del
presente trabajo, se utilizara la hipétesis del continuo, con la cual se establece que todos los
fluidos son continuos y no es de interés una descripcién microscépica (molécula a molécula)
de los mismos. Para tomar en cuenta esta hipdtesis, considerando la deformacion isentrépica
de un fluido para un sistema microscépico arbitrario, es necesario considerar la presién, la

gravedad y la inercia del sistema cuando acelera. De la segunda ley de Newton se tiene que
(dm)(@car) = / JF,

donde dm es la masa del elemento, dcps es la aceleracion del centro de masa y F' son las

fuerzas aplicadas sobre dm.

Si 7(t) denota la trayectoria de una elemento particular del fluido dentro del sistema,

la velocidad de éste puede ser expresada como
D7
Dt’
por lo cual su aceleracion se puede escribir como

D

a(r.t) = 5

Dado que se esta tomando en cuenta un enfoque Euleriano, es importante mencionar que,

en este caso, % representa la derivada material.

Al multiplicar la aceleracion por la masa del elemento del fluido es posible obtener una

expresién para la inercia

(dm) (@) = (pdV) (1;) .

Para calcular la inercia total del sistema, este proceso se debe de repetir para cada uno de

los elementos del fluido y, finalmente, sumar todas las inercias calculadas, esto es,

)@ = [ amtaca) = [ wav) (7 ) = [ o pav

De la segunda ley de Newton se sabe que esto debe de ser igual a la fuerza neta actuando
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sobre el sistema

/pdV F,+F, _/ png—/ﬁpda.
1% A

Con la finalidad de contar iinicamente con integrales de volumen, es posible hacer uso del

teorema de la divergencia, con lo cual

/ﬁpda:/ VpdV,
A \4

,Di
“dv / pGdV — / VpdV.

Por medio de una sencilla manipulacién algebraica, la ecuacion anterior puede escribirse

y, entonces, es posible escribir

Ccomo D .
v
—— — g dv = 0.
/Q[p[n pg%-Vb}

Ahora, dado que la integral es siempre cero para cualquier volumen arbitrario V', el inte-

grando debe de ser idénticamente cero, con lo cual se puede obtener la expresién

Dv
— —pd+Vp=0
Py — P9 +Vp )
la cual puede ser escrita como
Dv 1 v
D9,

que es conocida como la ecuacion de Fuler.

Este primer paso de obtener la ecuacién de Euler es muy importante, ya que el desarrollo

dicha ecuacion conducira a las ecuaciones de Navier-Stokes

Dv

= Vp + uV>2a.
o =pd—Vp+p
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3.1.1. Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes describen el fenémeno de la conservacién de masa y

momento. Una forma de expresar la conservacién del momento puede ser escrita como

Op  OTpe  OTyy B OTs»

d d, o5 0 9 B
a(ﬂ“)*’%(w)+@(PUU)+$(PUW)—PfU+%— ar  dy 5, 0 (3.1)
0 0 0 0 0 0Ty 0 0Ty

(p0) + 5= (puv) + = (pv®) + == (pvw) + pfu+ 20 — T~ Tw T2 g (3.9)

ot oz y 0z oy ox oy 0z

0 0 0 0 9 Op Otp.  O1yy  OTr
57 (Pw) + - (puw) + By (pvw) + 2~ (pw”) + pg + == = —- oy 9. (3.3)

En este caso, se utiliza un sistema de coordenadas como el que se muestra en la Figura
3.1 con z positivo hacia arriba; (u, v, w) es el campo de velocidades, ¢ representa el tiempo,
p es la presién, p es la densidad, g es la aceleracién de la gravedad y f = 2Qsin¢ es la
fuerza de Coriolis, la cual indica el efecto de la rotacién de la tierra, en la cual € es la

velocidad angular de rotacién y ¢ es la latitud geografica.

En este caso, los esfuerzos viscosos 7;; se expresan en términos de la tasa de deformacién
Tij Bul 8uj

— =v + , (3.4)
p Ox;  Ox;

donde v es la viscosidad cinemaética.

del fluido como

superficie

L,

v

L/
[T

fondo

Figura 3.1: Sistema coordenado.
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La conservacion de la masa, para un elemento del fluido, permite construir la ecuacién

de la conservacién de la masa como

dp 0 0 0

5 T 5 (P T 3y(pv) + 5 () (3.5)
En este caso, la densidad p depende de la presiéon p, la temperatura T y la salinidad 5,
definida como la cantidad de masa disuelta por unidad de masa de agua. Tomando esto en

cuenta, es posible escribir una ecuacién para la conservacion de la masa de sal disuelta,

0 0 0 0 0 opS
—(pS) + —(puS) + —(pvS) + —(pwS) — — | D— | =0,
51 0S) 4 5 uS) 4 5 (p0S) + L (pus) = - &C)
donde D representa el coeficiente de difusién de la sal en agua. Combinando esta ecuacion
con la ecuacion de la conservacién de masa (ecuacion (3.5)) y asumiendo que los términos

de difusién son pequenios, se obtiene

aS . oS n aS n oS 0

— 4t u—+v—Ftw—=

ot Ox oy 0z ’
que es la ecuacién de la conservacién de la salinidad. Dicha ecuacién dice que la salinidad
de un cierto volumen de agua se mantendra constante siempre y cuando te muevas con él.

De manera similar se puede obtener una ecuacion para la temperatura.

Para el caso de interés de este trabajo, se tomara en cuenta un fluido incompresible, lo
cual dice que la densidad p no depende de la presién sino que depende, inicamente, de la
temperatura y la salinidad. Con esto, la tasa de cambio de densidad de un elemento del
fluido puede expresarse como

dp  Op op op Op  Opdl'  0OpdS

— =5 tu-tv—tw

dt ot ox Oy 0z OT dt ant_O'

Al combinar esta ecuacién con la ecuacién de la conservacién de la masa (ecuacién
(3.5)), se obtiene la ecuacién de continuidad para fluidos incompresibles:
ou Ov Ow
—+—+—=0 3.6
oz * oy * 0z (36)
3.1.2. Condiciones de Frontera en el Fondo y la Superficie

Las condiciones del fondo y de la superficie se pueden encontrar en dos formas diferentes:
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= Las condiciones de frontera cinematicas dicen que las particulas del fluido no pueden
cruzar ninguna de las dos fronteras. Para el fondo esto quiere decir que la componente

del vector normal debe ser cero:

82[; Ozb
Uu—+v— —w=0 cuando z = z 3.7
O ay by ( )
donde z es el nivel del fondo, medido como se muestra en la figura 3.1. En la superficie
del agua se debe de tener cuidado con esta condicién; debido a que la superficie del
agua puede estar moviéndose y variando, lo que debe hacerse cero es la velocidad

normal relativa:

h h
0 ua— —v——w=0 cuando z = h, (3.8)

54_ oz oy

en este caso, h es el nivel de la superficie del agua.

s Las condiciones de frontera dindmicas incluyen todas las fuerzas que se encuentran
actuando en las fronteras. En el fondo, se cuenta con una condicién de no desliza-

miento, la cual quiere decir que el fluido viscoso “se pega” al mismo, esto es,
u=uv=0.

Por su parte, en la superficie, se asume que los esfuerzos en el fluido, justo debajo de
la superficie, son los mismos que los que se encuentran en el aire sobre él. Esto quiere

decir que la tension superficial no es tomada en cuenta. Para la presién se tiene que

p:pa7

donde p, es la presién atmosférica.

3.1.3. Escalas

Cuando se habla de aguas someras, es importante especificar a qué se refiere dicho
término. Debido a esto es importante considerar las escalas tipicas de un cuerpo de aguas
someras. En este punto se debe de tener cuidado dado que, cominmente, existen muchas
escalas diferentes, ya sean externas, como la batimetria del fondo o la variacién de los es-
fuerzos del viento; o internas, como las longitudes de onda tipicas generadas por el sistema.

A continuacién se muestran una serie de escalas a utilizar en el presente trabajo.
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= Escalas verticales:

1. La profundidad del agua a.

2. El grosor de las capas de frontera § en el fondo y la superficie del fluido.
3. La variacion del nivel del fondo.
4

. La variacion del nivel del agua.
» Escalas horizontales:

1. Las dimensiones fisicas del cuerpo de agua.
Escalas horizontales de la batimetria.

La distancia sobre la cual las fuerzas externas varian de manera significativa.

- W N

La longitud de las ondas generadas por el sistema.

Tomando en cuenta estas escalas, la suposicién bésica en la teoria de aguas someras es
que cualquier escala vertical, H, es mucho menor que cualquier escala horizontal, L. Segtin

[72], la proporcién de estas escalas debe de ser tal que se cumpla que

1 < 0.05.
7 S

Con esta suposicion en las escales, es posible simplificar las ecuaciones previamente ob-
tenidas. Primeramente, para la ecuacién de continuidad (3.6), si ,y tienen escalas tipicas
para L, y las componentes horizontales de la velocidad, u, v, son de un orden U, entonces
cada uno de los primeros dos términos serdn del orden de U/L. Con esto, asumiendo que
la longitud de la escala vertical es la profundidad del fluido, a, entonces la componente
vertical de la velocidad tiene que ser del orden Ua/L, el cual es més pequeno que el orden

de las componentes horizontales por un factor igual al de las escalas de longitud.

Ahora, considerando la ecuacién vertical del momento (3.3), al utilizar las escales de
longitud y velocidad, se puede verificar que es posible estimar, de manera aproximada, todos
los términos con excepcion del gradiente de presién. Debido a las escalas de w todos los
términos advectivos resultan ser de magnitudes comparables. Se puede observar que, en la
ecuacién (3.4), dinicamente son importantes las derivadas verticales en la capa de frontera,
dado que los términos del gradiente de los esfuerzos involucran derivadas de segundo orden

en la direccion horizontal y éstas resultan ser menores por un factor de (a/L)?. En general,
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se puede revisar que todos los términos son pequenos comparados con la aceleracion de
la gravedad, dnicamente el gradiente de la presién queda para balancear la ecuacién vy,
debido a esto, la ecuacién (3.3) se puede reducir a la ecuacién de la distribucién de presién
hidrostatica:

dp

92 —Pg-
En esta ecuacién p es la densidad real, que depende de la temperatura y la salinidad.

Integrando desde las capas de frontera, y utilizando la condicién p = p,, se obtiene

h
ng/ pdz + pa.
z

Dado que, en este trabajo, se toma en cuenta que la densidad es constante a lo largo

de la profundidad, se obtiene
p=gp(h—2) + pa,

de donde es posible determinar los gradientes de presién

op  oh dp . Opa
or Moz +glh = z)&v + oz’
ap  oh dp  Opa
8y—pgay+g(h Z)ay+ay‘

3.1.4. Ecuaciones de Aguas Someras en Dos Dimensiones

Con los resultados que se han obtenido hasta el momento, las ecuaciones de momento

pueden escribirse como

u 0o O O O g, Op, 10m
8t+8x(u)+8y(uv)+8z(uw) fv+98x+p0(h Z)8w+p8:c

1 [07ee | OTwy | OTuz|
v D DD o g O, Lon
5 +a$(uv)—|—ay(v )+8z(vw)+fu+gay +po(h z)ay+p ay

1 OTye | OTyy  OTya|
pg{ﬁx + ot | =0 (310)

Estas ecuaciones, junto con la ecuacién de continuidad (3.6) conforman las ecuaciones

de aguas someras en tres dimensiones. Integrando la ecuacion de continuidad, sobre la
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profundidad a = h — 2y, se obtiene

hou | Ov 0 0 Oh  Oh | 0z 0z
h — — h b b

a ~ - - _ - _ _— _— e 0’
/Zb (83; + 8y> + [w]z, 5 (aw) + 3y (au) + [w]7, B U By vs + 5 9y vp
En este caso, la barra superior indica un valor promedio de la profundidad. Los términos
de correccion de la superficie, s, y del fondo, b, surgen del intercambio de la integracion y
diferenciacién con la posicién de la frontera dependiendo de x y de y. Utilizando aqui las
condiciones (3.7) y (3.8), los términos del fondo se cancelan y los términos de la superficie

producen la tasa de cambio del nivel de ésta:

% + %(aﬂ) + ;y((w) = 0. (3.11)

Un proceso similar puede seguirse para integrar las ecuaciones de momento (3.9) y

(3.10). La principal diferencia es que, en este caso, al integrar los términos advectivos, los

términos de la superficie y el fondo se cancelan por completo debido a las condiciones de

frontera. Por su parte, la integracién para términos que involucran la fuerza de Coriolis y

la presién puede hacerse de manera directa; sin embargo, para los términos de los esfuerzos
puede hacerse

h h h
0Ty OTay | 0Ty 0 0
/Zb ( pe + dy + 9, >dz =5 Teadz + oy /Zb ToydT

Zb

C[oon_oh
azxa azyay Tz -

X
4 82’1) T azb
Tox—=—— + Tgoy—=— — T.
xrx 3IE zy 83/ xz Z:Zba

h ror oT, or, o M o [
yx vy yz _ 9 v
/Zb < I + By + 5, >dz- oz /., Tyzdz + By /Zb TyydT

Oh oh
_ Tyxaifg + Tyyaiy — Tyz .

+ 821, + azb
Ty —=— + Tyy—=— — T .
yxr or vy 8y Yz e

Los términos de la frontera en la superficie y en el fondo conducen a componentes de es-

fuerzo cortante, por lo tanto las integrales pueden ser expresadas en términos de éste.
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Siguiendo este proceso de integracion, las ecuaciones del momento pueden escribirse

CcOomo:

2
4 (au) + g(mﬂ) + 2(auv) — fav + ga@ + &@ _ T 2(aTm) — g(aTxy) = Iy,

ot oz oy or  2pg0xr pyg Ox oy
(3.12)
0 0 Oh ga’dp Ty O 0
a(av) + —x(auv) + —y(av )+ fau + ga5 209 10 %(aTw) a—y(aTyy) =F,
(3.13)

Vale la pena hacer notar que el esfuerzo lateral T;; incluye la friccién viscosa, la fricciéon

turbulenta y la adveccion diferencial:

1 [P ou; Ou; — - o
Ty = - /Z,, |:U (83:; + axi> —wpuy + (u; — ) (v — ) | dz.
Si, en las ecuaciones (3.11), (3.12) y (3.13), se desprecian los esfuerzos laterales y las

fuerzas de empuje, ademéas de asumir la expresion mas simple posible para el esfuerzo del

fondo, éstas toman la forma

oh 0 0

o + afm(au) + 8—y(av) =0, (3.14)
0 0 9 0 oh T3
- _ —_ — = 1
8t(au) + 5 (au?) + By (auv) — fav —i—gaax + cruv/u? +v? =0, (3.15)
g(av) + 9 (auv) + 9 (av?) + fau + ga% +crovu? +0v2 =0 (3.16)
ot Ox oy Ay f ’ ’

las cuales son conocidas como la forma conservativa de las ecuaciones de aguas someras en

dos dimensiones.

Con la finalidad de simplificar un poco dichas ecuaciones, es posible hacer los cambios

de variable

con lo cual, dicha forma conservativa puede ser escrita como:

dq ~Or Os
a + % @73/ =0, (3.17)
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or o [r? 0 /rs dq N

aﬁax<> +ay () ~fsragg Ter—=0 (3.18)
ds 0 (rs 0 [s® 0q Vr? + s?

2 2 (2 [ — _— = 1
8t+8x(a>+8y<a>+fr+gay+cfs - 0, (3.19)

donde, ahora, g, r y s son las variables conservativas que representan la masa y el momento

del problema fisico.

Ademas, es posible realizar algunas diferenciaciones en esta forma conservativa para

obtener 5 5 5
q r s
B T 2
e + B + 3y 0, (3.20)
or  2ror dqg rds sOr r 3 5
i gty 2 —V = 21
8t+a8:c+ga8x+a8y+a8y f$+Cfa2 r? 4+ 52 =0, (3.21)

Os rds sOr 2s50s 0q S oo
E‘Fa%‘i‘a%‘i‘za*y‘f‘gaaiy‘f’fr‘i‘cf? re+s° =0, (3'22)

que son la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas someras en dos dimensiones.

3.2. Ecuaciéon de Adveccién-Difusion

Ahora que se cuenta con un conjunto de ecuaciones que pueden modelar el comporta-
miento de cuerpos de agua someros, es importante conocer cémo se comporta un contami-
nante dentro de dicho cuerpo de agua. En este caso, el comportamiento del contaminante
puede modelarse por medio de la ecuacién de adveccion-difusién, la cual, en general, ayuda
a describir fendmenos fisicos en los cuales las particulas de una sustancia, energia o alguna
otra cantidad fisica es transportada en un medio debido a dos procesos diferentes: la ad-

veccion y la difusién.

El resto de este capitulo sera dedicado a hacer una explicacién de estos procesos, ademés
de mostrar un bosquejo de cémo pueden obtenerse ecuaciones diferenciales que reflejen

comportamientos fisicos de los mismos.
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3.2.1. Ecuacién de Adveccion

Cuando una sustancia esté siendo transportada en un flujo con una velocidad constante

a, la funcién que modela dicho flujo puede ser escrita como
f(w) = au(a, 1), (3.23)

donde u(z,t) es la densidad local de la sustancia transportada, la cual puede expresarse
en kilogramos sobre metros. Debido a esto, el flujo del material que pasa por un punto
x, expresado en kilogramos sobre segundo, puede obtenerse multiplicando la densidad
por la velocidad de transporte a, expresado en metros sobre segundo (m/s). Un anélisis de

unidades permite ver que este razonamiento es consistente:
f(u) =au = ===

Dado que el cambio de la masa total en un intervalo [z, z2] se da debido al flujo en los
puntos extremos, si tomamos en cuenta que el flujo se mueve hacia la derecha, entonces es

posible escribir
d [*?
— [ ulz,t)de = f(u(z,t) — fu(z2,1)).
dt J,,
Si se asume suficiente suavidad para las funciones u y f, i.e. tienen tantas derivadas como
sea necesario, la expresién anterior se puede escribir como
d [*2 20

o . u(x, t)de = s p (u(zx,t))dx,

o, simplificando

/:2 [gtu(x,t) + ;Jf(u(x’t))] de — 0.

1
Dado que esta integral debe de ser igual a cero para cualesquiera valores de =1 y 2,

entonces el integrando debe de ser siempre igual a cero. De aqui se obtiene que

d 0
au(m,t) + %f(u(x,t)) =0, (3.24)

la cual, como se vio en el Capitulo 1, es una ecuacién diferencial parcial que corresponde

a una ley de conservacién.

En este caso, tomando en cuenta que, por definicién, f(u) = au, entonces la ecuacién
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anterior se puede escribir como

Qu(az, t)+ 2au(:c, t) =0,

ot ox
° 9
au(ac, t) + a%u(m, t) =0, (3.25)

la cual es conocida como la ecuacion de adveccion en una dimensién espacial.

Para poder determinar una solucién tnica, esta ecuacién requiere de una condicién de
inicial, representado por un perfil inicial, y, en algunos casos, condiciones de frontera. El
caso mas simple es cuando no hay fronteras, i.e. —0co < & < co. En este caso unicamente

se necesita contar con informacién de la condicién inicial

u(z,0) = n(z).

Esta misma idea puede extenderse a 2 dimensiones espaciales, siguiendo un proceso
similar al mostrado para el caso en una dimensioén espacial, puede definirse la ecuacion de

adveccion en dos dimensiones espaciales como

0 0 0
— - = 0. 2
8tu(ac, y,t) + aaxu(x, y,t) + bayu(ac, y,t) =0 (3.26)

Nuevamente, para poder determinar una solucién tinica, es necesario contar con una
condicion inicial
u(z,y,0) = n(z,y),

y, en caso necesario, con algunas condiciones de frontera.

En el caso méas general, la ecuaciéon de adveccién puede ser escrita como

%u(f’, t) + U Vu(F,t) =0, (3.27)

en donde 7 es el vector con las coordenadas espaciales y ¥ representa las velocidades en

cada una de las direcciones correspondientes.
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3.2.2. Ecuacién de Difusiéon

Si la sustancia se encuentra siendo transportada con una velocidad cero, i.e. no existe
un flujo que la mueva, entonces, segtin la ecuacion de adveccién, el perfil inicial, n, no de-
beria de cambiar conforme pasa el tiempo, manteniéndose la concentracién de la sustancia
en cada punto del fluido. Sin embargo, si el perfil  no es constante en el espacio, entonces
experimentard cambios en el tiempo debido a difusién molecular. De hecho, la velocidad a
debe de ser pensada como una velocidad promedio de las moléculas de la sustancia. Debido
a que las moléculas se encuentran en movimiento constante, provocando choques y rebotes
en diferentes direcciones, entonces dichas moléculas tenderan a separarse o difundirse den-
tro del fluido. En general, este movimiento se produce de zonas con una densidad mayor

de moléculas hacia zonas con menor densidad.

Tomando en cuenta que el flujo difusivo de una sustancia, f(u), en cualquier parte de
un sistema es proporcional al gradiente de su densidad, entonces éste puede ser escrito

como

f(u) = —vVu(z,t) = —yaaxu(:c,t), (3.28)

donde v representa el coeficiente de difusion, el cual dice qué tan ficil se difunde la sus-

tancia en el medio.

Si utilizamos este flujo en la ley de conservacién establecida en la ecuacién (3.24), se

obtiene

o bien, haciendo las derivaciones pertinentes,

d 0?
—u(z,t) = V@U(l’,ﬂ, (3.29)

la cual es conocida como la ecuacion de difusion en una dimension espacial. También es

conocida como la ecuacion de calor, debido a que el calor se difunde de una manera similar.

Nuevamente, la versién en dos dimensiones espaciales, de esta ecuacién, puede encon-

trarse siguiendo un proceso similar al anterior, con el cual se obtiene la ecuacién

2 2

0 0 0
au(x,y,t) =v (Mu(x,y,t) + 8yQu(ac,y,t)) , (3.30)
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0, de manera general,

0

- = — 2 =
8tu(r,t) vV2u(r, t). (3.31)

3.2.3. Ecuacién de Adveccion-Difusién

De manera general, cuando se trata de modelar el comportamiento de una sustancia
que es transportada en un fluido, la sustancia sera transportada siguiendo los procesos de
adveccién y de difusion, por lo cual, en este caso, es importante tomar en cuenta ambos

flujos: el flujo advectivo y el flujo difusivo.

En este caso, el flujo total de la sustancia puede escribirse como

f(u) = fado(u) + faip(u),

el cual, considerando los flujos establecidos en las ecuaciones (3.23) y (3.28),

faol) = aule,t) v fagle) = v u(e ),

puede llevarse a la forma
0
flu) = au(x,t) — V%u(x,t). (3.32)

Tomando en cuenta este flujo para la ecuacién de conservacién (3.24), es posible obtener

la expresion

0 0 0

au(w,t) + 9z (au(a:,t) — I/&Eu(m,t)) =0,
que puede ser escrita como

0 0?

7@6(1', t) = 1/@

0
T u(z,t) — a—u(x,t), (3.33)

ox

la cual es conocida como la ecuacion de adveccion-difusion en una dimensién espacial.

Al igual que en los casos anteriores, este procedimiento puede extenderse a dos dimen-
siones espaciales, con lo cual se obtiene

2 32

0 0 0 0
&u(az, y,t) =v (Wu(x,y,t) + ayQU(x,y,t)) — aa—xu(az, y,t) — ba—yu(x,y,t), (3.34)
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0, en un caso general,
—u(7,t) = vV2u(F,t) — T - Vu(F,t). (3.35)

Como se mencioné en el Capitulo 1, es posible encontrar soluciones numéricas, para las
ecuaciones revisadas en este Capitulo, por medio de diferentes métodos. En el Capitulo 4 se
presentan los esquemas propuestos para la solucién numeérica de las mismas, presentando
algunos esquemas de Diferencias Finitas Generalizadas para las ecuaciones de adveccién,
difusién y adveccién-difusién, y un esquema hibrido de diferencias finitas generalizadas y

volimenes finitos para el caso de las ecuaciones de aguas someras.



Capitulo 4

Esquemas Propuestos

En el presente capitulo se presentan algunos esquemas numéricos propuestos para apro-
ximar la solucién de las ecuaciones presentadas en el Capitulo 3. En particular, se presentan
los esquemas de diferencias finitas generalizadas (explicados en el Capitulo 2) para obte-
ner aproximaciones a las ecuaciones de adveccion, difusién y adveccién-difusion; ademas
de que se muestra un analisis de estabilidad de dichos esquemas. También se presenta un
novedoso esquema hibrido para obtener aproximaciones a las ecuaciones de aguas someras.
Dicho esquema, como se verda mas adelante, combina los métodos de Diferencias Finitas

Generalizadas y Volumenes Finitos.

4.1. Esquemas de Diferencias Finitas Generalizadas

Como se vio en el Capitulo 2, los esquemas de diferencias finitas generalizadas pueden
ser aplicados para obtener aproximaciones a la solucién de diferentes ecuaciones diferen-

ciales parciales. En esta seccién se partird del esquema definido en la ecuacién (2.3),

Lop(po) = > _Tig(ps),
i=0

y se mostrara su aplicacién para aproximar la solucién de algunas ecuaciones en regiones
irregulares. En esta expresion se muestra una férmula general para facilitar la notacion, en
la cual debe de tomarse en cuenta que ésta se refiere al esténcil definido un punto arbitrario
po de la malla. Es importante mencionar que, para una malla irregular, los coeficientes I';

seran diferentes en cada nodo de la misma.

108
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4.1.1. Ecuacién de Adveccién

Como se mostré anteriormente, la ecuacién de adveccién, en dos dimensiones espaciales,

puede ser escrita como

ou ou ou

donde u = u(z,y,t).

El interés de esta seccidén es encontrar una aproximacién, en diferencias finitas genera-

lizadas, a la solucién el problema

ou ou ou

E"‘Cla?‘i‘baiy—o, QX[07T], a,bGlR,
u(z,y,0) = g(v,y) (z,y) € Q,

u(z,y,t)|s, = h(z,y,t) (z,y) € Q, t €0,T],

donde €2 es un dominio plano, simplemente conexo, cuya frontera 9€) es un poligono de
Jordan orientado de manera positiva; ademéas de que OS2 = Sy U Sy, donde S1 y So son

curvas conexas, no vacias, como se muestra en la Figura 4.1.

e maala="

Figura 4.1: Dominio 2 con 02 = S U Ss.

Dado que se pretende realizar una aproximacién en diferencias finitas generalizadas a

la solucién de la ecuacién (4.1), entonces ésta puede ser parcialmente discretizada en un
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sentido de diferencias finitas como
u(z,y,t+ At) ~ u(z,y,t) — At agu(a: t) + bgu(m t)
'Y, ~ Y, 8.1‘ Y, ay 'Y,

Noétese que, en este caso, la ecuacion ha sido discretizada en el tiempo utilizando un esque-
ma clasico de diferencias finitas; habida cuenta que la discretizacién temporal no interviene

en el desarrollo del método de diferencias finitas generalizadas.

El esquema definido por la ecuacién (2.3) puede ser utilizado para aproximar el operador

lineal

en cada nivel de tiempo. Notese que, por cuestiones de simplicidad, se ha escrito u =

u(x,y,t). Con lo anterior, en este caso, es posible obtener la solucién numérica

u(()kH —uo —I—Zf‘u , (4.2)

(k)

en donde u,; ’ es la aproximacién a la solucién, u, en el punto p; al tiempo kAt.

Es posible contar con una expresién que involucre, de manera explicita, a At; si se toma

en cuenta la aproximacién al operador lineal

es posible obtener la solucién numérica
(k+1) ( A I (k)
ug + At Z s, (4.3)
=0
la cual cuenta con una estructura mas parecida a los esquemas clasicos de diferencias finitas.

El esquema (4.2) puede ser visto como la versién explicita de un esquema 6 més general

dado por

q
ulF) ) 40 Z Lol + (1-0) 3 Tl (4.4)
=0

Para lograr consistencia de segundo orden en el sistema (2.6), seis condiciones inde-
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pendientes deben de cumplirse. En general, para lograr esto, el valor ¢, que representa el
nimero de nodos vecinos a tomar en la aproximacién, debe de ser mayor o igual a 6. Cum-
pliendo con esto, el esquema propuesto utilizara ocho nodos vecinos, con lo que se obtendra
un esténcil de 9 puntos. Tomando en cuenta que, en el presente trabajo se utilizan mallas
estructuradas y debido a las condiciones de frontera del problema, la forma del esténcil
dependerd de la posicién logica de la malla. Los diferentes esténciles utilizados por este

esquema se encuentran representados en las Figuras 4.2 a 4.5.

El esténcil en la Figura 4.2 corresponde al caso en el que pg es un nodo al interior de
la malla. Ademas, existen 3 casos para los cuales py se encuentra en la frontera de 2. Las
Figuras 4.3 y 4.4 corresponden a los lados logicos superior y derecho de la frontera en Ss.

El esténcil mostrado en la Figura 4.5 corresponde al nodo en la esquina de Ss.

Figura 4.3: Esténcil para nodo en la frontera superior en Ss.

Tomando en cuenta estos esténciles, los esquemas (4.2) y (4.4) tomaran, en cada caso,
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Figura 4.4: Esténcil para nodo en la frontera lateral en .Ss.

Figura 4.5: Esténcil para nodo en la esquina de la frontera en Ss.
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la forma 8
(()k+1) _ ((]k) Zrlul(k)’ (4.5)
i=0
8 8
uékﬂ) = uék) — |0 Z Fiuz(‘k) +(1-9) Z Fiuz(‘kH) : (4.6)
i=0 =0

Analisis de Estabilidad

Un aspecto importante que debe de considerarse respecto a un esquema de diferencias
finitas es su convergencia. El Teorema de Equivalencia de Lax [38, 53] muestra que, bajo
la suposicién de consistencia, un esquema en una malla uniforme es convergente si y sélo
si es estable. A pesar de que las regiones de interés del presente trabajo son regiones no
rectangulares, dado que el esquema de diferencias finitas generalizadas es consistente por
construccion, surge de manera natural la pregunta de si es estable o no. A continuacion,
se muestra un andlisis de la estabilidad de los esquemas (4.5) y (4.6), para regiones irre-

gulares, empleando el analisis de von Neumann presentado en el Capitulo 1.

Es importante mencionar que el andlisis de von Neumann fue disenado como un analisis
de estabilidad para regiones rectangulares, a pesar de esto, algunos autores [26, 58-60, 65]
han estudiado de manera experimental para su aplicacién en regiones irregulares mostran-

do consistencia entre los resultados tedricos y los resultados numeéricos.

Dado que el esquema (4.5) es un caso particular del esquema (4.6), el desarrollo com-
pleto se realizara para el esquema general y, posteriormente, se tomara el caso particular

para conocer las condiciones de estabilidad de ambos esquemas.

El error local en el nodo central (zg,yo) en algin paso de tiempo k puede expresarse

como una suma de términos de la forma
(I)(k) (.’Eo, yO) = R(k)ei(rxo—i_sy())’

donde r y s son nimeros de onda y, en este caso, i representa la unidad imaginaria. Si

se toma en cuenta la linealidad de la ecuacién (4.6), entonces la expresién anterior puede
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usarse para llegar a

R(k—l—l)ei(’/’xo—i—syo) _ R(k) ei(rzo+syo) +0

8
Z I‘ZR(k)ei[f(xo+Aocz)+8(yo+Ayz)]]
1=0

8
+(1—0) [Z FZR(’H-Uei[T(wo+Aacz)+S(yo+Ayz)]] ,
=0

que, a su vez, puede reducirse como

8
RUHD gilrzotsyo) — pk)gilrzotsyo) 4 19 4 (1 — )R] Z T, R gilr(@ot+Az)+s(yo+Ay)]
1=0

De aqui es posible escribir el factor de amplificacién, R, como

8
R=1+[0+(1—0)R]> Tyelrantstul (4.7)
=0

La suma en el lado derecho de la ecuacién (4.7) puede escribirse como

8
H = Z Flei[rAacl—i—sAyl]’
1=0
8
= Z [y [cos(rAx; 4 sAy;) + isin(rAx; + sAy;)],
=0
8

8
= Z [y [cos(rAz; + sAy;)] + Z [y [isin(rAz; + sAy)],
1=0 1=0

la cual, si se toman en cuenta las condiciones

8
Ip=-— ZFZ,
=1

cos(rAzg + sAyp) = 1,

sin(rAzg + sAyy) = 0,
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puede escribirse como

8 8
H= Z [y [cos(rAz; + sAy;) — 1] + Z [y [isin(rAz; + sAy)],
=1 =1

donde, si se considera que, hasta segundo orden,

cos(rAx; + sAy) — 1 = —[rAx; + sAy)? /2!
= —[r?Ax? + 2rsAx Ay + s2Ay?]/2,

sin(rAx; + sAy;) = r(Ax); + s(Ay); + (’)(Ax?’, Ay3),

es posible escribir

8 8 2
Z [y [cos(rAx; + sAy;)] Z [ i Az? + rsTi Az Ay, + FlAyl
1=0 =1
y
8 8
Z [y [isin(rAz; 4+ sAy)] = Z [rT1Az; 4+ sTi Ay,
1=0 =1

por lo que, la suma puede expresarse como

q q q
. r
H = E Ty+1 g [rI Az + sTiAy] — E [ Flel + rsiAx Ay, —l— I‘ZAyl
1=0 =1 =1

Es posible escribir H en términos del operador lineal de segundo orden como
H=TF +i[rD+ sE] — [Ar® + Brs + Cs?]

En el caso de la ecuacién de adveccion, donde D = —aAt, E = —bAty A=B=C=
F =0, H toma la forma
H = —iAt(ra + sb).

Ahora, el factor de amplificacién puede ser escrito como

1+60H

B=1re—vm
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por lo que
14 62At*(ar + bs)?
14 (0 —1)2At2(ar + bs)?’

|R|? (4.8)

Dado que, para obtener estabilidad, es necesario que |R|?> < 1, entonces

14+ 0?At?(ar + bs)> < 1+ (6 — 1)2At*(ar + bs)?
=14 02At?(ar + bs)? — 20At*(ar + bs)? + At?(ar + bs)?,

de aqui puede verse que

0 < —20At*(ar + bs)? + At*(ar + bs)?
= —20+1,

lo cual indica que basta con elegir

1
<=
_27

para que el esquema sea incondicionalmente estable.

Por su parte, las condiciones de estabilidad para el esquema (4.5) pueden obtenerse de

tomar el caso 6§ = 1 en la ecuacién (4.8), lo cual puede escribirse como

|R|> =1+ At*(ar + bs)?.
= (1 + At(ar + bs))? — 2At(ar + bs);

lo cual implica que
|R| <1+ At(ar + bs).

Nuevamente, el médulo |R| debe de ser menor que 1 para obtener estabilidad incondi-
cional. En este caso, sin embargo, se obtiene que |R| > 1, por lo que el esquema explicito
no es estrictamente estable, pero, en el sentido de estabilidad de von Neumann, dado que
se cumple

IR| <14 C(At),

entonces es posible decir que el esquema es débilmente estable.
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4.1.2. Ecuacién de Difusion
Para el caso de la ecuacién de difusion, la cual en dos dimensiones espaciales puede
ou ?u  O%u
= 4.9
at " [8.’52 + 0y2} ’ (49)

donde, nuevamente, u = u(x,y,t), también es posible escribir un esquema en diferencias

escribirse como

finitas generalizadas para encontrar una aproximacién numérica a su solucién.

Para hacer esto, considerando el caso de obtener una solucién numeérica al problema

ou 0?u  0%u

&—V[agjg+ag/2:|7 QX[O,T], veR,
u(z,y,0) = g(z,y), (z,y) € Q,

U(%%t) |OQ: h(xay)a (x,y) € le [OvTL

donde € es un dominio plano simplemente conexo y su frontera, 02 es un poligono de

Jordan orientado de manera positiva, como el que se muestra en la Figura 4.6.

Figura 4.6: Ejemplo de dominio 2.

Siguiendo la misma idea que en el caso de la ecuacién de adveccién, la ecuacién (4.9)

puede ser parcialmente discretizada en el tiempo, siguiendo un esquema clédsico de diferen-
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cias finitas, como

Pu 0%
u(z,y,t + At) = u(z,y,t) + vAt [82 + &y]
Una vez que se ha discretizado parcialmente la ecuacion de interés es posible utilizar

el esquema definido por (2.3) para aproximar el operador lineal

2,, 2
JA? [a 0 u]

oa2 " By

en cada nivel de tiempo, para obtener la soluciéon numérica

uF = (P 4 Z Tl (4.10)

(k)

en donde u,; ’ es, nuevamente, la aproximacién a la solucién, u, en el punto p; al tiempo kAt.
Es posible escribir una versién més general del esquema explicito (4.10), tomando en

cuenta el esquema implicito 6,

q
ulF =) 16 Z Tl + (1 -0)> Tulf. (4.11)
=0

La eleccién de los nodos involucrados en el sistema vuelve a ser un tema de importancia
a considerar. Debido a las caracteristicas del problema fisico que describe la ecuacién de
difusion, una idea ampliamente usada en la literatura [28, 37, 38, 53, 54, 65] es la de tomar
un esquema, centrado en el espacio. Con esto, se selecciona un esténcil que involucre a 8

nodos vecinos del nodo central, como el que se muestra en la Figura 4.7.

Figura 4.7: Esténcil centrado en el espacio.
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Anadlisis de Estabilidad

Para revisar las condiciones de estabilidad del esquema definido por (4.11) se sigue,
nuevamente, un enfoque de andlisis de estabilidad de von Neumann. En este caso, el error

local en el nodo central, en un paso de tiempo k, puede expresarse como
CD(k) (IEOa yO) = R(k)ei(mco—i—syo),

Nuevamente, tomando en cuenta que la expresién (4.4) es lineal, es posible escribir un

esquema para calcular el error local en cada paso de tiempo como

8
R+ gilrzotsyo) — R(K) girzotsyo) 4 g ZI‘lR(k)ei[T(IOJrAmzHS(yOJrAyz)]]

=0

8
+(1-0) [Z I‘ZR(’H'I)ei[T($0+sz)+5(yo+Ayl)]] 7
=0

que puede ser escrita como

8

RUFHD gilrzotsyo) — pk)ilreotsyo) 4 19 4 (1 — §)R] Z T, RW) gilr (zot+Aa)+s(yo+Ayo)]
=0

Esta expresién permite realizar un calculo para el factor de amplificacién como

8
R=1+[0+(1—-0)R]> Tyelrantstul (4.12)
=0

Ahora, al igual que en el caso del andlisis de estabilidad realizado para el esquema
disefiado para la ecuacién de adveccién, la suma en el lado derecho de la ecuacién (4.12)

puede escribirse como

8 8
H= Z Iy [cos(rAz; + sAy;)] + Z [y [isin(rAz; + sAy)],
=0 =0

y, tomando nuevamente en cuenta las condiciones

8
To=-> Ty,
=1
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cos(rAxg + sAyy) = 1,

sin(rAxzg + sAyg) =0,
puede escribirse como

8 8
H= Z [y [cos(rAz; 4+ sAy;) — 1] + Z Iy [isin(rAz; + sAy;)] .
=1 =1

Considerando, nuevamente, que, hasta segundo orden,

cos(rAxzy 4+ sAy;) — 1 = —[rAx; 4+ sAy)?/2!
= —[r?Ax? + 2rsAx; Ay + s> Ay?]/2,

sin(rAz; + sAy) = r(Az); + s(Ay); + O(Az3, Ay?),
la suma puede expresarse como

q q q 2 2
. r s
H= E T+ E [rT1Az; 4+ sTiAy] — E [2F1Axl2 + rsTiAx Ay + EI‘ZAy?
=0 =1 =1

=F +1i[rD+ sE] — [Ar2 + Brs + Cs?

En el caso de la ecuacién de difusién, donde A=C =vAtyB=D=E=F =0, H
toma la forma
H = —vAt[r? + 57

Ahora, el factor de amplificacién puede ser escrito como

1+0H

R=1—n—on

(4.13)

Dado que, para obtener estabilidad incondicional, es necesario que |R|?> < 1, i. e.

2
<1

1+6H
1-(1-0)H
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Esta expresién puede ser reducida,

14+20H +60*°H* <1-2(1-0)H + (1 - 0)’H?,
20H + 0*H? < —2H + 20H + H? — 20H? + 0*H?,

0< —2H — 20H? + H?,
0>—-2—20H + H,

20H > -2+ H,
1 1
<= ——
-2 H’
lo cual permite obtener
1 1
0< -+ —— . 4.14
—2 * v(r? 4+ s2)At (4.14)

Ademis, el lado derecho de la ecuacién (4.14) puede tomar valores mayores que % por
lo que, para obtener un factor de amplificaciéon menor que 1, la eleccién de 8 puede hacerse
como

1
0<0<-.
P55

Con esta eleccion, el esquema implicito resulta ser incondicionalmente estable.

Por su parte, las condiciones de estabilidad para el esquema explicito (4.10), nuevamen-
te, pueden obtenerse de tomar el caso § = 1 en la ecuacién (4.19), lo cual puede escribirse
como

R=1+H,

nuevamente, dado que, para que exista estabilidad es necesario que |R|? < 1, entonces
11— vAtr? + 57 < 1,
lo cual dice que el esquema explicito es condicionalmente estable para
v[r? + s?]At < 2.

4.1.3. Ecuacion de Adveccion-Difusién

Es posible escribir caso en dos dimensiones espaciales para la ecuacién adveccién-

difusién como 5 o o 5 5
U U U U i
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donde u = u(x,y,t). Ademds, un esquema de diferencias finitas generalizadas puede apli-

carse para encontrar una solucién numérica de dicha ecuacién.

En este caso en particular, el problema a resolver es el de encontrar una solucién

numérica de

ou Pu 0% ou ou
— =V |=—=+=—| —a— —b— 9] T
o [(%2 + 8y2] o Yoy < [0.7); ve R,
u(z,y,0) = g(x,y), (z,y) € Q,
U(I‘,y,t) |3Q: h(xvy)a (xvy) €Q [ [OaT}v

donde € es, nuevamente, un dominio plano simplemente conexo y su frontera, 92 es un

poligono de Jordan orientado de manera positiva, como el que se muestra en la Figura 4.8.

Figura 4.8: Ejemplo de dominio 2.

Al igual que en casos anteriores, utilizando un esquema clasico de diferencias finitas, la

ecuacién (4.15) puede ser parcialmente discretizada en el tiempo como

Pu  O%u ou ou

Con esto, una vez maés, es posible utilizar el esquema definido por (2.3) para aproximar



Capitulo 4. FEsquemas Propuestos 123

el operador lineal

Pu % ou ou
oG+ ) 5 a0

en cada nivel de tiempo. De esta manera, al igual que en los casos anteriores, se obtiene

una solucién numérica de la forma
uF) = o) 4 Z D™, (4.16)

(k)

en donde u;"’ es, nuevamente, la aproximacién a la solucién, u, en el punto p; al tiempo
kAt; del cual, al igual que en los casos de adveccién y difusién, puede escribirse un esquema

implicito 6 como

q
uF = ol 40 Z Fiul? +(1-0) 3" Tl (4.17)
=0 =0

Nuevamente, debido a las caracteristicas del problema fisico que describe esta ecuacion,
es recomendado tomar en cuenta un esquema centrado en el espacio, en el cual se involu-

cren al nodo central y 8 de sus vecinos, como el que se muestra en la Figura 4.9.

Figura 4.9: Esténcil centrado en el espacio.

Analisis de Estabilidad

Siguiendo el mismo enfoque que en los esquemas anteriores, para el esquema definido
por (4.17), es posible expresar el error local en el nodo central, en un paso de tiempo k,

como
O® (2o, yo) = RWeilrrotswo),
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por lo que, en el caso implicito, el error toma la forma

R(k—l—l)ei(’/’xo—i—syo) _ R(k) ei(rzo+syo) +0

8
Z I‘ZR(k)ei[f(xo+Aocz)+8(yo+Ayz)]]
1=0

8
+(1—0) [Z FZR(’H-Uei[T(wo+Aacz)+S(yo+Ayz)]] ,
=0

0, reescribiendo, como en los casos anteriores,
8
R gilrzotsyo) — pk)gilrzotsyo) 4 19 4 (1 — §)R] Z [ RWM) ilr(@otAzi)+s(yot+Ayy)]
=0
Con esto, es posible expresar el factor de amplificacién como
8 .
R=1+[0+(1—0)R]> Tyelrantstul (4.18)

=0

En esta ocasién, nuevamente, es posible escribir la suma que se encuentra el lado derecho

de la ecuacién (4.18) como

8 8
H = Z [y [cos(rAz; + sAy;)] + Z [y [isin(rAz; + sAy;)],
1=0 1=0

la cual, al tomar las condiciones
8
Io=— § Iy,
=1

cos(rAzg + sAyp) = 1,

sin(rAxg + sAyp) =0,
puede escribirse como

8 8
H = Z 'y [cos(rAx; + sAy;) — 1] + Z Ty [isin(rAz; + sAy)] .
=1 =1

Siguiendo un camino analogo al seguido en las secciones anteriores, las condiciones
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hasta segundo orden permiten que la suma pueda expresarse como

q q q 2 2
. T S
H = E I+ E [TP[A.T[ + SPZAyl] — E |:2F1A1’12 + rsjAxi Ay, + EPZAy?
=0 =1 =1

=F+ilrD+ sE] — [Ar2 + Brs + C’sz] .

Con lo cual, en el caso de la ecuacién de adveccion - difusién, donde A = C' = vAt,
D=—aAt, E=—-bAty E=F =0, H, toma la forma

H = —At [v(r® + s%) + i(ar + bs)] .

Ahora, el factor de amplificacién puede ser escrito como

1+60H

R=T"u-om

(4.19)

Dado que, para obtener estabilidad incondicional, es necesario que |R|? < 1, es posible

escribir
1 —vO(r? + s?)At — if(ar + bs) At

1+v(1—0)(r2+ s?)At +i(1 —0)(ar + bs)At| —

Si se toma un valor para # como

N =

entonces

)

11— v(r? + s*)At0] < |1+ v(r® + s*)At(1 — 0)

|(ar 4+ bs)At0] < |(ar + bs)At(1 —0)]|.

Por lo que, con esta seleccién, |R|? < 1y el esquema implicito resulta ser incondicio-

nalmente estable.

Ahora, considerando el caso particular de §# = 1 en el esquema (4.17), la condicién es

estabilidad para el esquema explicito (4.16) puede escribirse como

|1 = [v(r® + %) +i(ar + bs)| At| <1
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lo cual dice que el esquema explicito es condicionalmente estable para

2w (r? + s2 2
At < 5o 2( 3 ) _e = v 75
+ + + b
V2 (r? 4 s2) (ar + bs) V2 (12 + 2) (\/Tgisz \/TQiSQ)

ademads, tomando en cuenta que

ar bs 2 9
(\/r2+32 - \/7"2—1—32) < (@t

entonces, es suficiente con tener

At < 2v
~2(r2 4+ s2) + (a+b)?’

Es importante hacer mencién de que, en todos los casos anteriores, dado que, en una
malla general, no es posible garantizar que el método de diferencias finitas generalizadas
produzca un sistema

MF:ﬁ?

con matrices M normales ni simétricas, no es posible realizar un analisis de estabilidad
matricial y es debido a esto que se opta por realizar un andlisis de estabilidad de von
Neumann. Un tercer anélisis de estabilidad es el andlisis de la conservacién de las cantidades
fisicas, el cual se basa en revisar que se cumplan las leyes de conservacién de masa, energia
y momento. El lector interesando en dicho método puede revisar mas a profundidad el

mismo en el trabajo de Iserles [28].

4.2. Esquema Hibrido para la Aproximacién de las Ecuacio-

nes de Aguas Someras

El interés de la presente seccién es mostrar el desarrollo de esquemas hibridos, de Dife-
rencias Finitas-Volimenes Finitos, aplicado a encontrar una solucion numérica a las ecua-
ciones de aguas someras, las cuales, como se vio anteriormente, en su forma conservativa

pueden ser escritas como
dq Or Os
4, 772 4.2
ot Tor Ty =0 (420)
or 0 <7‘2> 0 (rs) —fs—i—gaq V2 + s2

a a
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ds 0 [rs 0 [s? q Vr? + s2
—+—— — | — — — =0 4.22
8t+6x<a>+8y<a>+fr+gay+cfs a ’ (422)
y, en su forma no conservativa, las mismas pueden escribirse de la siguiente manera:
dq Or Os
—+—+—=0, 4.23
ot * Oz * oy ( )
or  2ror dqg rds sOr r 5 5
T tga— A —— S — —/ =0 4.24
8t+a8$+ga8x+aay+aay f8+cfa2 s ’ (424)

0s ros sg 28%

Jq s SR
2.2 = -2 — = 4.2
8t+aax+aa$+aay+gaay+fr+cfa2\/r + 52 =0, (4.25)

en cada caso, ¢, r y s son las variables conservativas que representan la masa y el momento

del problema, fisico.

Es importante notar que, vistas desde un punto de vista diferencial, ambos conjuntos
de ecuaciones son exactamente las mismas; sin embargo, al momento de revisar la forma
discreta se puede encontrar diferencias. La forma conservativa es, usualmente, utilizada
debido a que puede reproducir correctamente el fenémeno fisico de interés, no obstante, su
discretizacion e implementacién puede ser mu complicada. Por su parte, haciendo uso de
la forma no conservativa, es mas facil producir esquemas numéricos para la aproximacién
de la solucién de las ecuaciones; sin embargo, dichos esquemas, suelen presentar ondas de
choque y oscilaciones espurias. A pesar de esto, en el presente trabajo se muestran esque-
mas para la aproximacion de ambas formas diferenciales, los cuales, como se mostrara en
el Capitulo 5, pueden producir buenas aproximaciones a la dindmica real del fenémeno a

estudiar sin producir ondas de choque ni oscilaciones espurias.

Los esquemas hibridos propuestos surgen de la forma integral de las ecuaciones que
reflejan el cambio en el momento, (4.21 - 4.22), y (4.24 - 4.25); y una aproximacién en
diferencias finitas para la solucién las ecuaciones de conservacién, (4.20) y (4.23), respec-

tivamente.

A continuacion, se muestra el desarrollo realizado para los diferentes esquemas hibridos
desarrollados para modelar el cambio de masa y momento en cada nodo de una region

discretizada.
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4.2.1. Esquemas Hibridos en Regiones Rectangulares

En regiones rectangulares, la regién espacial se puede discretizar tomando en cuenta

una malla formada por celdas uniformes C; ; definidas como

Cu = [oiprminy] % [ppvins)

como se muestra en la Figura 4.10.

A X
< >
1 T T T T T

09t . . . . . ]
08

X Y

X12Yjurr2) Xs1/2Yj410)
o \ 1 Ay

0.6

/
Jo AN

(x

X 1/2Y10) 12Yj172)

0.2

0.1+ . . . . . i

Figura 4.10: Malla uniforme sobre una regién rectangular 2.

Esquema Hibrido Para la Forma Conservativa

Con esta discretizacién de la region, el esquema propuesto aproxima el valor de ¢ en el

centro de cada celda utilizando una aproximacién en diferencias finitas cldsicas.

Para este caso, las derivadas parciales pueden ser aproximadas en el punto central p; ;,
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utilizando un esquema de diferencias finitas centrado, como

k k
@ - q§7]~+1) - ng,j)

ot~ At ’
(k) (k)

T, .= T .
67" Z+%,j l*%,j

Oz Az ’

Q

(k) (k)
@ Si,j—l—% o Si,j—%
Ay Ay '

donde los subindices y superindices representan la posicién espacial en la malla y el nivel

Q

de tiempo, respectivamente.

Tomando en cuenta estas aproximaciones, la primera ecuacién puede ser aproximada

como (k) (k) (k) (k)
k+1) k) _
qg,j - f; +ri+é,j Ti—%,j+3i,j+% Qg3
At Ax Ay
(k+1)
i

De aqui, resolviendo dicha ecuacién para g , puede obtenerse la aproximacién

® Lk ® B

(k1) _ (k) _ Ay ri+%,j Ti_%d—i— ij+3s i
. — i Ax Ay

SIS

qi,] (426)

El esténcil relacionado a esta aproximacion puede verse en la Figura 4.11.
Ahora, los valores de r y s pueden aproximarse mediante un Esquema Hibrido de Di-

ferencias Finitas y Volumenes Finitos en los puntos medios de las aristas de cada celda.

Para lograr esto, debe de tomarse en cuenta la forma integral de las ecuaciones (4.21) y
(4.22).

La forma integral de la ecuacién (4.21), evaluada sobre una celda arbitraria C; j, es
or 0 (r? 0 [rs 0q V2 + 52
—+—— —(—) - — ———— | dA=0.
/cm, [8t+8x<a>+(‘)y<a> fs—i—gaax—i—cfr a?

En esta expresion, las derivadas parciales pueden ser remplazadas por su aproximacién
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T+
Sij+%
Ti1. Tit3.i
T o T
Si—1,j di,j Si+d.
ri]_%
I
Sij—1

Figura 4.11: Esténcil centrado para q.

en diferencias finitas, calculadas en las aristas de la celda,

k+1 k
) 6
r ~ Z+§:J 7’+§7]

ot~ At ’

2 2
RO
o (r*\ _ \ i34 i—3.j
or \a 2aAx ’

(k) A0 _ (k) AQ)
0 (7“5) e T T s T e S T
2aAy ’

(k) (k)
9q _ %i+1j~ %
Ox Ax ’
para obtener

(k+1) (k) & \°_ (k) \ k) (k) (k) (k)
Tivgg " Titda (ri+%,j) (r‘ 171) L bttty T g1
Ci; At 2aAx 2aAy

(k) (k) (k)
s 4 9i+1,j — %4

Cf?n,_"_l . 2 2
3. (k) (k) o
i35 9T A T \/(ri‘irévj) + (SH'%J) dA=0.

Dado que el valor de la integral debe ser 0 para cualquier celda C; ;, la expresién anterior
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puede escribirse como

SRHD L (R) <r(k). )2 ( (k) )2 RORENE! MORENG!
2+2,J 2+2] + i+3,j i—%.J + l+2,3+1 z+271+1 ’L+27J 1 1+2,J 1
At 2aAx 2aAy
k) 0 epr® 2 2
(). Gyry — Gy i ((k) ) ((k) ) _
—fs Sivd T 90 Az * a? i+h) i =0
de donde, resolviendo para r(_lf[ ), puede obtenerse la aproximacién
2 2
(k) (k) (k) (k) _ (k) (k)
PEED ) A (ri+%7j) ( i—1 j) N Tivtg+1%ivd e~ Tivd j—1%i41 51
Titd. i3] 2aAx 2aAy
(k) _ k) B 2 2
k), Givrj — Gy | T itga ( (k) ) ( (k) )
—fsiiy T 9aT A +— rns) T sas) | (4.27)

Siguiendo una légica similar, la forma integral de la ecuacién (4.22),

ds O (rs 0 [s? dq Vr? + s?
—+—< )+ + fr+ga— +cps———| dA =0,
/..[at Oz ay<>fga 1T
puede ser tratada para obtener una aproximacion a sgfilj),,
3
2 2
(k) (k) rF) k) (k) _ (R
SKHD _ (B) Ay Tiva %2 " Tt n ( z+2J+1) (Si+%-j*1)

i+3 " Sitdg 2aAx 2aAy

( 4 tath, J+1> _ (qfky) e 1> crs®
2 2 f i+i ]\/ (k) (k) 2
F () (40),)

(k)
- +ga 2Ay a2 i+1.5 Sitl

Z-‘r]

(4.28)

Las ecuaciones (4.27) y (4.28) siguen un esténcil como el que se encuentra esbozado en
la Figura 4.12.

Es importante notar que, para calcular el valor de r y s en los puntos medios de todas
(k+1 )

las aristas de la celda, es importante contar con una aproximacion también para T, Pt

k+1
y s(]:) Para esto, se sigue un proceso similar al seguido anteriormente, con lo que se
2 2
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Titd,j+1

Sit g+l

Vi g Tt} Ti+3.

Sig qij Sitg.d qit1,5 Sit3.q

Titd,5-1

Sitdj-1

Figura 4.12: Esténcil centrado para r, 1 Y Sl
27 27

obtienen las aproximaciones:

2 2
(k) _(p® k) (B k) (k)
SED 6 Ay (’"i+1,j+%) (n,lﬁé) PRAFIE FIRIS BN S
A ij+3 2aAzx 2aAy

<q'gi)1.j+q§i)l,j+l> _ (qgk)l,j—"_qgk)l,ji»l) (k)
2 2 cFry 2 2
_fsgk) . +ga J+3 \/(r(k) ) +( (k) )

it 2Ax M Lits bits
(4.29)
(k) (k) k) (k) k) \?_ ( (k) )2
(k+1) _ (B) Ay Ti+1,j+ési+1,j+% rFLH%sFLH% i (si7j+%> Si,j—%
A ij+3 2aAzx 2aAy
(k) k) cpst® 5 5
e (R Gijy1 — %y | i+ (k) (k)
frz'7j+% +ga Ay + o (Ti)j+%) + (si)ﬁ%) . (4.30)

Estas ecuaciones, por su parte, describen un esténcil como el que se muestra en la
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Figura 4.13.
Tij+3
Sij+3
i, j+1
Ti1j+1 Tig+d Tit1j+d
Si-15+34 Sigt+i Sit1,j+3
o
qi.j
7'1]7
L

Figura 4.13: Esténcil centrado para r, G+l Y SiiiL
I 2 i 2

Con esto, las ecuaciones (4.26) a (4.53) definen un esquema hibrido de diferencias y

volimenes finitos para la forma conservativa de las ecuaciones de aguas someras, en

regiones rectangulares.

Esquema Hibrido Para la Forma no Conservativa

Para el caso de la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas someras, es posible

seguir un enfoque similar al tomado para la forma conservativa. En esta ocasiéon, se tomard

en cuenta un esquema en diferencias finitas para la ecuacién (4.23),

dq Or Os
ot ooy

y la forma integral de las ecuaciones (4.24) y (4.25),

or  2ror dq rads sor r 3 5
a—kz%#—gaa—m—kgaﬁ-a% fs—i—cjvﬁ\/r + 54 =0,

0s rds sor 2s0s 0q S 5 T3
E+E%+a%+;5y+gaiy+f7’+6fﬁvr + s =0.

Haciendo esto, es posible obtener un esquema definido por las ecuaciones

& ) & (k)
(1) _ (B Ay Tty Tl +sm‘+% Sij—1
Gj = iy Az Ay ’

(4.31)
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(k) (R r(®) (k) (k)
PEED ) Ay ivgg (Tirds " Tioba +ga<qv+w_qw>

Tirdg T T a 2Ax Az
(k) (k) (k) (k) ) (k)
RS S s TR Fi INCAS O IS FES M T
a 2Ay a 2Ay
) 5 5
(k ) %+27J (k) (k)
f 7,+ +Cf (l2 \/( z+2,g) + ( z+2,g) ) (432)
) 5(F) 5(F) s®) PR k)
(k+1) —® Ay Tivdg [ %2y~ %im1 n i+3.j i+3.5 i—%.
1+2,J i+1.5 a 2Ax a 2Ax
94k ) _® (qz(kj)ﬂ‘*‘;?wl J+1> _ <qfka) 1+2qz+11 1)
I i+3.,5 it+3,5+1 it+3,5-1 +ga
a 2Ay 2Ay
5F) 5 5
(k) Sitd. (k) (k)
+f +273+cf a? \/( 1+273) +< H‘27]> ’ (433)
9 (k) ) _® ( aith, 7+§7+)1 J+1> _ ( 4 J+;]7(k)1 7+1)
(k+1) _ MO N m+2 z+1,g+2 i—1,5+%
Tig+d T T+l a 2Ax tga Ax
) s (R s O )
i ig+3 [ Sig+2 i,j—% i Sigd [ Tigrz T Tyt
a 2Ay a 2Ay

(k)
roo 2
_ R bhits (k) (k)
Fsijer Ter—03 \/(”ﬂ) +(”+ ) ; (4.34)
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y
7n(k) (k) (k) (k) (k) (k)
gD (k) Ay ij+3 z+1g+2 5 1,j+3% i ,J+2 z+1,g+2 T 1,5+%
,J+2 ,J+2 a 2Azx a 2Ax
(k) s (k) (k) (k)
N 28i7j+% z]+2 31‘7]‘_% +ga i 5+1 — i 5
a 2Ay Ay
(k) 5 5
(k) 73+ (k) (k)
g, e 60 ) () (135)

Este esquema puede aplicarse a la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas

someras, en regiones rectangulares, y sigue los mismos esténciles mostrados en las Figuras
4.11 a 4.13.
4.2.2. Esquemas Hibridos en Regiones no Rectangulares

Los esquemas hibridos para regiones no regulares son obtenidos en una manera analoga
a los de regiones rectangulares, con la diferencia de que, en este caso, en lugar de rempla-
zar las derivadas espaciales por su aproximacién en diferencias finitas cladsicas, éstas son

remplazadas por su aproximacion en diferencias finitas generalizadas.

Esquema Hibrido Para la Forma Conservativa

Para el caso de la forma integral de las ecuaciones (4.21) y (4.22),

or 0 [r? 0 /rs g Vr2 4 52

Tt = s YT gA =
/C(zm [6t+8x<a)+8y<a) fs+gaa e a? d 0

Os O /rs 0 [s? Oq Vr2 4 52

-2 — (= -z - A=
/C(m‘) [6t+8x(a)+ay< )+f +gaay—|—0f a? =0

es posible remplazar las derivadas espaciales por su aproximacién en diferencias finitas
generalizadas, mientras que las derivadas parciales son remplazadas por su aproximacién

en diferencias finitas clasicas.
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Si se considera, para cada caso, el operador linear de primer orden
Lyrs = Aqy + Bqy + Cq+ Dry + Ery + Fr 4+ Gs, + Hsy + Is, (4.36)

donde A, B, C, D, E, F, G, H e I son funciones dadas por la ecuacién. El operador puede
ser aproximado en un punto pg = (2o, yo) utilizando valores de ¢, r y s en algunos nodos
vecinos

pi:(xi,yi) 2':1,2,...,m.
Dado que el operador (4.36) es parcialmente separable, éste puede ser escrito como

Lqrs = Lq + L'r + L57

donde
L, = Aq, + Bqy + Cq,

L, = Dry + Ery + Fr,

Ly =Gsz + Hsy + Is.

Una vez separado, cada operador puede ser aproximado de manera separada, i.e.

m
Log = T104(po) + T11g(p1) + - + T1mq(pm) = Y Tuig(pi), (4.37)

i=0

m
Lor = Taor(po) + L217(p1) + - 4 Domr(pm) = Z Loir(pi), (4.38)

i=0

y m
Los = I's08(po) + I's15(p1) + ... + T'3in5(pm) = Z ['3is(pi)- (4.39)

i=0

Como ya se definié antes, un esquema de diferencias finitas Lg es consistente si el error

local de truncamiento T(pg) satisface que
7(po) = [Lel,, — Lo — 0,

mientras p1,...,Ppm — po [53, 54].
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En este caso, esto quiere decir que

m

Agy + Bgy + Cq =Y Tuq(pi) = 0, (4.40)
1=0
m

Dry + Ery + Fr = Tar(p;) — 0, (4.41)
=0

y m

Gsq+ Hsy+Is— Y Tgis(p) = 0. (4.42)

=0

Haciendo la correspondiente expansion en series de Taylor de las ecuaciones (4.40),

(4.41) y (4.42), y reagrupando los términos de manera conveniente, se obtienen las expre-

siones
Lq(po) — Log = | C(po) — i i | q(po) + | Alpo) — i I'iAz; | gz(po)
i=0 i=1
+ | B(po) — ifuﬁyi ay(Po), (4.43)
i i=1
Ly(po) — Lor = _F(Po) - irm r(po) + | D(po) — iF%A%‘ rz(Po)
i i=0 i1
+ [E(po) — i L2 Ay; | ry(po), (4.44)
i=1
y
Ls(po) — Los = [I(po) - ifzﬁ] s5(po) + |G (po) — if&AﬂJi sz(po)
i=0 i=1
+ | H(po) — irmﬁyi sy(po), (4.45)
i=1

donde Ax; = z; — xo, Ay; =y; —yo parai =0,1,...,m.
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La condicién de consistencia, entonces, conduce a los sistemas

C(po) = > T =0, F(po) = > T2 =0, I(po) =Y T3 =0,
=0 =0 i=0
A(pO) - ZFhAmz - 07 D(pO) - ZF%sz - 07 G(pO) - ZF?)zsz - 07
i=1 i=1 i=1
B(p(]) - Zrleyz - 0, E(po) - ZFQszz - 0, H(pO) - ZFZZAyz =0
=1 i=1 i=1

El encontrar los valores de I' que satisfacen estas condiciones requiere que se resuelvan

los sistemas

I'o
'
1 1 Flg C(p())
Axi ... Az, . =1 A(po) |, (4.46)
Ayl Aym . B(pO)
le
Iy
Iy
1 1 FQQ F(po)
Az ... Az, . = | D(po) |, (4.47)
Ayy AYm E(po)
I‘2m
y
I'3p
'3y
1 1 I'so I(po)
0 Azy ... Az, ) = G(po) . (4.48)
Ayy Aym H (po)
FSm

Es importante notar que cada sistema tiene 3 ecuaciones y m + 1 incognitas por lo que, en

general, en una malla adecuada, existe un kernel no trivial. Para seleccionar una solucién, se
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puede utilizar un subconjunto de ecuaciones normales del problema de minimos cuadrados

correspondiente; entonces, considerando las ultimas 2 ecuaciones en cada sistema,

ACL‘l
Ay

Axy
Ayy

'
2

Az,
Aym

Iy
2o

Az,
Aym

Az,
Aym

I‘lm

I‘3m

las cuales pueden ser resueltas en el sentido de los cuadrados minimos, es posible obtener

los valores de Fllv ce ,Flm,r21, .. .,Fgm,rgh ey

| T

Después de esto, para obtener los valores de I'1g, I'yg v I'sg, se pueden utilizar las
primeras ecuaciones de (4.46), (4.47) y (4.48),

I'io = C(po) —T'ia

[20 = F(po) — I':1

I'30 = G(po) — I's1

. —Tim, (4.49)
... — Tom, (4.50)
wo. — Dap. (4.51)

Los coeficientes I' resultantes definiran, entonces, el esquema definido por las ecuaciones

(4.37 - 4.39).
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Este esquema puede ser utilizado para aproximar los operadores

Lq = AQ:E + BQy + C‘L
L, :DQw+EQy+FQ7
Ls=Gqy + Hgy + Iq,

para obtener, para cada ecuacién por separado, las aproximaciones

m T (k) '
cer;
r(()kH) = r((]k)—l—z Fquk) + Fzﬂ"( ) + Fsz fS 72; \/(ﬁgk))2 + (Sgk))Q ; (4.52)
=0 L i
D) B e[ ® (k) s )
S0 — 54 S Ty 4 Toir® 4 Tgis® 4 fr® 7\/(7“2- 12+ (52| (4.53)
=0 L i

Ahora, para la ecuacién (4.20),

dq Or Os

a—f—%—i—afy:(),

es posible utilizar una aproximacién en diferencias finitas generalizadas para obtener la

solucién numérica

g+ +z[r21 D+ Ty (4.54)

Las ecuaciones (4.52), (4.53) and (4.54) definen un esquema hibrido de diferencias fi-
nitas generalizadas y volimenes finitos para la forma conservativa de las ecuaciones de

aguas someras, en regiones no rectangulares.

Esquema Hibrido Para la Forma no Conservativa

De una manera analoga, para la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas

someras, si se toma en cuenta la forma integral de las ecuaciones (4.24) y (4.25)

2
/ [87‘+ r8r+ga@+z%+88r fs+0f \/r2—|—s2]dA—0,
Cii)

ot a Ox Or ady ady

ot adx adxr a Oy 8y

2
/ [85+T85+88r+ 2605, &I—i-fr—i-cf;\/rz—i-sz}d/l:(),
Clig)
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y se aplica esquema en diferencias finitas generalizadas a la ecuacion (4.23),

dqg Or Os

8t+8x+@zo’

se encontrard el esquema definido por

m [ (k) T
r(()kH) = T(()k) +Z Fquk) + inn(k) + T3 8 fs %\/(T@)2 + (S(k))g , (4.55)
i=0 L

(k)
kH) k) +Z Flzq(k) + Dair; *) 4 Fsz K fS %\/(T(k))Q +(s09)2| | (4.56)

(kH "4 Z [Fm + I3;s; {* )} : (4.57)

Ahora, las ecuaciones (4.55), (4.56) y (4.57) definen un esquema hibrido de diferencias
finitas generalizadas y volumenes finitos para la forma no conservativa de las ecuacio-

nes de aguas someras, en regiones no rectangulares.

Una vez que se cuenta con los esquemas hibridos propuestos, se debe de hacer una
adecuada eleccién de m, el nimero de puntos utilizado por los esquemas, para representar
las diferentes caracteristicas de manera precisa. Para este caso, la eleccion de m se realizo

de la siguiente manera:
= m = 4 para los esquemas que aproximan los valores de g;
= m = 6 para los que aproximan los valores de r y s.

Los esténciles elegidos se muestran en las Figuras 4.14, 4.15 y 4.16.

En el Apéndice C se presentan los cédigos de algunos los esquemas aqui mostrados.



Capitulo 4. FEsquemas Propuestos 142

Figura 4.14: Esténcil utilizado para ¢; ;.

Si.5+3 Sit1,j+1

Tit1,5-1

Figura 4.15: Esténcil utilizado para 7, 1 GV Siyl
27 27
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Sitl 41

Titg.+1

Figura 4.16: Esténcil utilizado para Tiiwd VSl
’ 2 ) 2



Capitulo 5

Pruebas Numeéricas

En el presente capitulo se muestran algunas aproximaciones numéricas a las ecuaciones
de adveccidn, difusién, adveccidén-difusiéon, aguas someras y transporte de contaminantes.
El principal objetivo del presente capitulo es mostrar la precisién de los métodos y su

aplicacién a diferentes regiones, tanto rectangulares como no rectangulares.

5.1. Pruebas Numéricas

A continuacion, se presentan las pruebas numéricas realizadas para los diferentes es-
quemas presentados en el Capitulo 4. Para todos los casos se utilizan 4 regiones de prueba,

las cuales se presentan a continuacion:

1. CUAD: Esta region se define como el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1], y es de utilidad

para comparar con los esquemas cldsicos de aproximacién. Ver Figura (5.1).

2. CAB: Esta region es una region poligonal convexa que ha sido ampliamente utilizada

en diferentes articulos de investigacion con fines de comparacién. Ver Figura (5.2).

3. CUIT: Aproximacién poligonal a la una de las secciones del lago de Cuitzeo, Mi-
choacan, México. Las medidas se normalizaron para entrar en el area computacional
[0,1] x [0,1]. Ver Figura (5.3).

4. ZIRA: Aproximacién poligonal al lago de Zirahuén, Michoacan, México. Las medidas

se normalizaron para entrar en el drea computacional [0, 1] x [0, 1]. Ver Figura (5.4).

Para cada regién se generaron mallas con 21 x 21, 41 x 41 y 81 x 81 nodos siguiendo

los procedimientos que a continuaciéon son mencionados:

144
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Figura 5.1: Regién CUAD.

Figura 5.2: Regién CAB.
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Figura 5.3: Regién CUIT.

Figura 5.4: Regién ZIRA.
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1. CUAD: Se generé una malla regular utilizando Az = Ay = % y se refiné unifor-
memente dicha malla para crear las mallas con 41 x 41 y 81 x 81 nodos. Las mallas

resultantes pueden verse en la Figura 5.5.

1 1
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
OD 0.2 0.4 0.6 0.8 1 OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Malla con 21 x 21 nodos. Malla con 41 x 41 nodos.
1
0.9
0.8
0.7 HH AR
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2 B e e e e e e e A P e
0.1
0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Malla con 81 x 81 nodos.

Figura 5.5: Mallas generadas para la region CUAD con diferentes discretizaciénes espacia-
les.

2. CAB: Se gener6 una malla con 81 x 81 nodos, por medio del método de interpolacién
transfinita, y se optimizé la misma utilizando el funcional arménico de Barrera y
Dominguez [4] presentado en el Capitulo 2. Posteriormente, dicha malla se recorté
uniformemente para formar las mallas con 41 x 41 y 21 x 21 nodos. Las mallas

resultantes pueden verse en la Figura 5.6.
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transfinita, y se optimizé la misma utilizando el funcional arménico de Barrera y

Dominguez [4] presentado en el Capitulo 2. Posteriormente, dicha malla se recorté
uniformemente para formar las mallas con 41 x 41 y 21 x 21 nodos. Las mallas

3. CUIT: Se gener6 una malla con 21 x 21 nodos, por medio del método de interpolacién
resultantes pueden verse en la Figura 5.7.
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4. ZIRA: Se gener6 una malla con 21 x 21 nodos, por medio del método de interpolacién
transfinita, y se optimizé la misma utilizando el funcional arménico de Barrera y
Dominguez [4] presentado en el Capitulo 2. Posteriormente, se recorté uniformemente
dicha malla para formar las mallas con 41 x 41 y 21 x 21 nodos. Las mallas resultantes

Figura 5.7: Mallas generadas para la region CUIT con diferentes discretizaciones espaciales.
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pueden verse en la Figura 5.8.

Malla con 21 x 21 nodos.

09

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

03F

0.2F

0.1F

0.6

0.4

0.2

Malla con 81 x 81 nodos.

Mallas generadas para la regiéon ZIRA con diferentes discretizaciones espaciales.

Figura 5.8:

Ecuacion de Adveccion

d.

5.1

Para el caso de la ecuacién de adveccion se utilizé el esquema implicito presentado en

el Capitulo 4 utilizando un valor de 8 = 0.5. Utilizando dicho esquema se propone resolver
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el problema

ou ou ou
a—i—a%—f—ba—y—o QX[O,T] a,bGR,

u(z,y,0) = h(z,y,0),
U(I', Y, t)S1 = h($7 Y, t)

Para cada una de las diferentes regiones (2. Las condiciones iniciales y de frontera, en cada

caso, fueron seleccionadas como

—(2—0.5—0.3t)%2— (y—0.5-0.2t)2
0.01

h(z,y,t) = 0.2¢e 0 ,

que es la solucion de forma cerrada de la ecuacién, tomando en cuenta a = b = 0.3.

Vale la pena mencionar que la condicién inicial y de frontera representa una concen-

tracién continua, en regiones pequenas, de una variable conservativa.

El error cuadrético absoluto, con respecto a las diferentes discretizaciones espaciales de

cada region, puede ser calculado como la funciéon de malla

2
lean 1= > (uiy —Uij)? Aig,
i’j
donde A,, representa el tamano de paso mas grande calculado sobre la malla, l-(];) y uz(’;)

son las soluciones aproximada y exacta, respectivamente, en el 7, j—ésimo nodo de la malla
al tiempo t = 1, y A;; es el area del poligono definido por los puntos P11, P; j+1, Pi—1,;

y Pij1.

En este caso, los pasos en el tiempo y el espacio fueron vinculados como At = (Az)?2,
CAP, + O(A%), donde C es

independiente del tamano de paso en la malla A, entonces, dados dos pares (ea,,, Am) ¥

m 1=

ademds, asumiendo que el error es de la forma || ea

(ea,,An), el orden de convergencia empirico p puede calcularse como
llean !
tog (i)
log (i—’:)

En la tabla 5.1 se presentan los resultados del error cuadratico calculado, asi como

Pmun =~
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los ordenes de convergencia empiricos para el esquema propuesto. Las Figuras 5.9 a 5.16,
muestran el comportamiento de la solucién aproximada y la solucién exacta, en los niveles
de tiempo t = 0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1 para cada una de las regiones utilizando la discretizacién

espacial con 81 x 81.

Puede notarse que, en las soluciones numéricas presentadas, no se observan oscilaciones
espurias ni efectos de subrepresentacién como los que pueden observarse en los esquemas
cldsicos de tipo Upwind, ni picos como en los esquemas clasicos de tipo Lax-Wendroff. En
el Apéndice D pueden encontrarse las direcciones electrénicas a videos que muestran la

evolucion de cada una de las pruebas realizadas.

Regiéon | m en,, A, D
21 | 1.3597E-02 | 5.0000E-02
CUAD | 41 | 5.1954E-03 | 2.5000E-02 | 1.39

81 | 1.4304E-03 | 1.2500E-02 | 1.86
21 | 1.2737E-02 | 5.6173E-02
CAB | 41 | 4.0770E-03 | 2.9220E-02 | 1.74
81 | 1.0637E-03 | 1.6397E-02 | 2.33
21 | 1.3500E-02 | 6.5720E-02
CUIT | 41 | 4.5832E-03 | 3.5761E-02 | 1.78
81 | 1.2203E-03 | 2.0732E-02 | 2.43
21 | 1.2511E-02 | 8.1879E-02
ZIRA | 41 | 4.1392E-03 | 4.4404E-02 | 1.81
81 | 1.0925E-03 | 2.3616E-02 | 2.11

Tabla 5.1: Errores cuadraticos ea,, para los resultados del esquema que aproxima la ecua-

cién de adveccion.
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g

Figura 5.9: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccion
en la region CUAD con 81 x 81 nodos en t = 0,0.2,0.4.
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Figura 5.10: Comparacién de resultados numeéricos y exactos para el problema de adveccion
en la region CUAD con 81 x 81 nodos en t = 0.6,0.8, 1.
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a0¢

a0t

Figura 5.11: Comparacién de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccion
en la regién CAB con 81 x 81 en t =0,0.2,0.4.
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a0

a0¢

a0t

Figura 5.12: Comparacién de resultados numeéricos y exactos para el problema de adveccion
en la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 0.6,0.8, 1.
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Figura 5.13: Comparacién de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccion
en la region CUIT con 81 x 81 en t =0,0.2,0.4.
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Figura 5.14: Comparacién de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccion
en la region CUIT con 81 x 81 nodos en ¢ = 0.6,0.8, 1.
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Figura 5.15: Comparacién de resultados numeéricos y exactos para el problema de adveccion
en la regiéon ZIRA con 81 x 81 ent =0,0.2,0.4.
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Figura 5.16: Comparacién de resultados numeéricos y exactos para el problema de adveccion
en la regiéon ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 0.6,0.8, 1.
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5.1.2. Ecuacién de Difusién

Para aproximar la solucién de la ecuacién de difusion se utilizd, al igual que en el caso
anterior, el esquema implicito presentado en el Capitulo 4 utilizando un valor de # = 0.5.

En este caso se propone resolver el problema

2 2
Ou P“ a“}, Q x [0, 7] veR,

ot~ Vo2 T g2
u(x7 y7 O) = h(x7 y’ 0)7
u(xayvt)aﬂ = h(l’,y,t)-

Para cada una de las regiones ). Las condiciones iniciales y de frontera, en cada caso,

fueron seleccionadas como
h(z,y,t) = 0877 cos(mz) cos(my),

que es la solucién de forma cerrada de la ecuacion, tomando en cuenta v = 0.4.

Al igual que en el caso anterior, se calculd el error cuadratico medio con respecto a
las diferentes discretizaciones espaciales de cada regién; ademas, el orden de convergencia

empirico se calcul6 de la misma forma.

En la tabla 5.2 se presentan los resultados del error cuadratico calculado, asi como los
6rdenes de convergencia empiricos para el esquema propuesto. Las Figuras 5.17 a 5.24,
muestran el comportamiento de la solucién aproximada y la solucion exacta, en los niveles
de tiempo t = 0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1 para cada una de las regiones discretizadas con 81 x 81.
En el Apéndice D pueden encontrarse las direcciones electronicas a videos que muestran la

evolucion de cada una de las pruebas realizadas.
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Regién

m

€A,

Ap,

CUAD

21
41
81

1.8570E-06
4.9414E-07
1.2748E-07

5.0000E-02
2.5000E-02
1.2500E-02

1.91
1.95

CAB

21
41
81

1.4025E-06
4.0946E-07
1.3281E-07

5.6173E-02
2.9220E-02
1.6397E-02

1.88
1.95

CUIT

21
41
81

2.0736E-06
6.5821E-07
2.2761E-07

6.5720E-02
3.5761E-02
2.0732E-02

1.89
1.95

ZIRA

21
41
81

3.0565E-06
9.6308E-07
2.8145E-07

8.1879E-02
4.4404E-02
2.3616E-02

1.89
1.95

Tabla 5.2: Errores cuadraticos ea,, para los resultados del esquema que aproxima la ecua-

cion de difusion.
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Figura 5.17: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de difusion

en la region CUAD con 81 x 81 nodos en t = 0,0.2,0.4.
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Figura 5.20: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de difusion
en la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 0.6,0.8, 1.
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Figura 5.22: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de difusion
en la regién CUIT con 81 x 81 nodos en t = 0.6,0.8, 1.
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Figura 5.23: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de difusion
en la regiéon ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 0,0.2,0.4.
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Figura 5.24: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de difusion

en la regiéon ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 0.6,0.8, 1.
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5.1.3. Ecuacién de Adveccion-Difusién

En el caso de conseguir una aproximacion a la solucién de la ecuacion de adveccion-
difusién se utilizd, al igual que en los casos anteriores, el esquema implicito presentado en el

Capitulo 4 utilizando un valor de 8 = 0.5. En esta ocasién se propone resolver el problema

2 2
ou [8u 8u} ou ou Q% [0,7] abvelR,

ot V02 Tag2| Yo oy
u(z,y,0) = h(z,y,0),
U(x,y,t)aﬂ = h(xayvt)'

Para cada una de las regiones ). Las condiciones iniciales y de frontera, en cada caso,

fueron seleccionadas como

1 _ (£—0.3t—0.5)? —(y—0.3t—0.5)>
e 0.01(4t+1)

4t +1 ’

h(z,y,t) =

que es la solucién de forma cerrada de la ecuacién, tomando en cuenta a = b = 0.3 y
v = 0.01.

Al igual que en los casos anteriores, el error cuadrdtico medio con respecto a las dife-
rentes discretizaciones espaciales de cada regién fue calculado. El orden de convergencia

empirico se calculd, nuevamente, de la misma forma.

En la tabla 5.3 se presentan los resultados del error cuadratico calculado, asi como los
ordenes de convergencia empiricos para el esquema propuesto. Las Figuras 5.25 a 5.32,
muestran el comportamiento de la solucién aproximada y la solucién exacta, en los niveles
de tiempo t = 0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1 para cada una de las regiones utilizando las mallas con
81 x 81. En el Apéndice D pueden encontrarse las direcciones electrénicas a videos que

muestran la evolucién de cada una de las pruebas realizadas.
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Regién

m

€A,

Ap,

CUAD

21
41
81

5.0304E-03
1.2505E-03
3.1206E-04

5.0000E-02
2.5000E-02
1.2500E-02

2.01
2.00

CAB

21
41
81

3.1795E-03
7.9325E-04
1.9915E-04

5.6173E-02
2.9220E-02
1.6397E-02

2.12
2.39

CUIT

21
41
81

3.4396E-03
8.5220E-04
2.1364E-04

6.5720E-02
3.5761E-02
2.0732E-02

2.29
2.54

ZIRA

21
41
81

2.9957E-03
7.0382E-04
1.7387E-04

8.1879E-02
4.4404E-02
2.3616E-02

2.37
2.21

Tabla 5.3: Errores cuadraticos ea,, para los resultados del esquema que aproxima la ecua-

cién de advecciondifusion.
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Figura 5.25: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccién-
difusién en la region CUAD con 81 x 81 nodos en ¢t = 0,0.2,0.4.
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Figura 5.26: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccién-
difusién en la region CUAD con 81 x 81 nodos en ¢t = 0.6,0.8, 1.
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Figura 5.27: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccién-
difusién en la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 0,0.2,0.4.
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Figura 5.28: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccién-
difusién en la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 0.6,0.8, 1.
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Figura 5.29: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccién-
difusién en la region CUIT con 81 x 81 nodos en t = 0,0.2,0.4.
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Figura 5.30: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccién-
difusién en la region CUIT con 81 x 81 nodos en t = 0.6,0.8, 1.
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Figura 5.31: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccién-
difusién en la regiéon ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 0,0.2,0.4.
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Figura 5.32: Comparacion de resultados numéricos y exactos para el problema de adveccién-
difusién en la regiéon ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 0.6,0.8, 1.
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5.1.4. Ecuaciones de Aguas Someras

Para realizar las pruebas numeéricas con el esquema hibrido presentado en el Capitulo 4,
se utilizaron, nuevamente, las cuatro regiones mostradas anteriormente, con sus respectivas
discretizaciones espaciales, utilizando tanto el esquema para la forma conservativa como el

esquema para la forma no conservativa de las ecuaciones.

La condicion inicial para la variable conservativa que representa el tirante, g, fue selec-
cionada como la caida de una gota de agua con diferente centro, dependiendo de la region,

de la siguiente manera:

CUAD: centro en (0.5,0.3).

CAB: centro en (0.5,0.5).

CUIT: centro en (0.6,0.5).

ZIRA centro en (0.5,0.4).

Las condiciones iniciales para las variables conservativas que representan el momento,
r y s, fueron fijadas como 0 para todas las regiones. Las condiciones de frontera fueron
seleccionadas como reflexivas para r y s, esto es, el total de momento que llega a una fron-
tera, es reflejado siguiendo un comportamiento similar al de la Ley de Snell en 6ptica. Esto

con la finalidad de simular el comportamiento de cuerpos de agua endorreicos confinados.

Siguiendo la idea presentada por Alcrudo en [1], para producir cilculos estables, la

discretizacion temporal se realizd, en cada caso, considerando

min(Ax) min(Ay)

At= min(Az) + min(Ay)

donde min Az y min Ay son los valores minimos de Az y Ay sobre toda la region, y
c= 0.53. Con esto, el intervalo temporal (0s,5s) se dividié en 5,000, 30,000 y 50,000

pasos, para las mallas de 21 x 21, 41 x 41 y 81 x 81 nodos, respectivamente.

Para corroborar que se cumplen las leyes de conservacién en el comportamiento del
cuerpo de agua, las cantidades totales de masa agua y momento, sobre todo el domino,

estan dadas, para un tiempo k, de la siguiente manera:
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= Para la cantidad total de masa de agua:

G = /Q (4) dedy

= Para la cantidad total de momento:
6 = [ (V) + (5)?) daay.
Q

En este caso, estas cantidades fueron aproximadas utilizando una cuadratura numérica.

Las tablas (5.4) a (5.9), asi como las tablas (5.10) a (5.15), muestran los resultados
obtenidos al calcular las cantidades totales de masa y momento para la forma conservativa
y no conservativa, respectivamente, con las diferentes discretizaciones espaciales. Graficas
realizadas utilizando los calculos en todos los niveles de tiempo pueden encontrarse en Fi-
guras 5.33 a 5.38. Para todas las regiones, utilizando las discretizaciones con 81 x 81 nodos,
se presentan en las Figuras 5.39 a 5.46 (para el esquema conservativo) y en las Figuras 5.47
a 5.54 (para el esquema no conservativo), las soluciones numéricas en diferentes puntos del
tiempo de la siguiente manera. En la grafica del lado izquierdo se muestra el comporta-
miento de las velocidades, mientras que en la parte derecha se muestra el comportamiento

de la masa de agua.

En el Apéndice D pueden encontrarse las direcciones electrénicas a videos que muestran

la evolucién de cada una de las pruebas realizadas.

t CUAD CAB CuUIT ZIRA

1.0 | 1.8127F — 02 | 1.1878E — 02 | 1.1373FE — 02 | 1.1079E — 02
2.0 | 1.8064E — 02 | 1.1858F — 02 | 1.1325E — 02 | 1.1039F — 02
3.0 | 1.8008E — 02 | 1.1733F — 02 | 1.1268E — 02 | 1.0951F — 02
4.0 | 1.8025E — 02 | 1.1773E — 02 | 1.1261EF — 02 | 1.0994E — 02
5.0 | 1.8036E — 02 | 1.1773FE — 02 | 1.1274E — 02 | 1.0980F — 02

Tabla 5.4: Cantidad Gy calculada para cada regién con 21 x 21 nodos utilizando la forma

conservativa de las ecuaciones.
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t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

3.2596E — 05
4.1490F — 05
4.8391F — 05
5.2635E — 05
5.8595E — 05

3.3439E — 05
4.0052EF — 05
4.0758E — 05
4.9424F — 05
4.7535EF — 05

3.2300E — 05
3.57TTTE — 05
4.1220F — 05
3.6103E — 05
3.9337E — 05

3.3911F — 05
4.0442EF — 05
3.8626E — 05
3.9475E — 05
4.4829EF — 05

Tabla 5.5: Cantidad G, calculada para cada regién con 21 x 21 nodos utilizando la forma

conservativa de las ecuaciones.
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qunaﬂasde21x21nodos
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Figura 5.33: (a) G4 y (b) G, calculadas para cada region con 21 x 21 nodos utilizando la

forma conservativa de las ecuaciones.
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t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

1.9090F — 02
1.9023E — 02
1.8960F — 02
1.8984EF — 02
1.8995F — 02

1.2481F — 02
1.2463EF — 02
1.2339E — 02
1.2372F — 02
1.2371EF — 02

1.2097E — 02
1.2045E — 02
1.1980F — 02
1.1981EF — 02
1.1999EF — 02

1.1673E — 02
1.1632F — 02
1.1538E — 02
1.1581EF — 02
1.1573E — 02

Tabla 5.6: Cantidad G calculada para cada regién con 41 x 41 nodos utilizando la forma

conservativa de las ecuaciones.

t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

3.4011E — 05
4.7519EF — 05
5.6820E — 05
6.3391F — 05
6.4446E — 05

3.3589E — 05
4.7072F — 05
4.9621F — 05
5.3524F — 05
5.0740E — 05

3.2990F — 05
4.1445E — 05
4.6636E — 05
4.0920F — 05
4.4119F — 05

3.4347E — 05
4.6721E — 05
4.3002E — 05
4.4534F — 05
4.7166E — 05

Tabla 5.7: Cantidad G, calculada para cada regién con 41 x 41 nodos utilizando la forma

conservativa de las ecuaciones.
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Figura 5.34: (a) G4 y (b) G, calculadas para cada regién con 41 x 41 nodos

Gc| mallas de 41 x41 nodos

CUAD
CAB
cuir
ZIRA

Gv mallas de 41 x41 nodos

4.5

CUAD
CAB
CcuIT
ZIRA

forma conservativa de las ecuaciones.

4.5

utilizando la
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t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

1.9581F — 02
1.9511F — 02
1.9435F — 02
1.9448E — 02
1.9451F — 02

1.2788E — 02
1.2772E — 02
1.2640F — 02
1.2660E — 02
1.2645EF — 02

1.2475F — 02
1.2420F — 02
1.2339EF — 02
1.2331EF — 02
1.2347E — 02

1.1984F — 02
1.1943EF — 02
1.1835EF — 02
1.1865EF — 02
1.1847EF — 02

Tabla 5.8: Cantidad Gy calculada para cada regién con 81 x 81 nodos utilizando la forma

conservativa de las ecuaciones.

t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

3.5724E — 05
9.5947E — 05
6.9622E — 05
7.8434F — 05
7.4814F — 05

3.5133E — 05
5.6653E — 05
6.0922E — 05
6.1370E — 05
5.9414F — 05

3.4605E — 05
4.9795EF — 05
5.5254F — 05
5.0398E — 05
5.0653E — 05

3.5894F — 05
9.5075E — 05
5.1687E — 05
5.3518E — 05
5.4108E — 05

Tabla 5.9: Cantidad G, calculada para cada regién con 81 x 81 nodos utilizando la forma

conservativa de las ecuaciones.
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Figura 5.35: (a) G4 y (b) G, calculadas para cada regién con 81 x 81 nodos

Gc| mallas de 81 x81 nodos

— CUAD
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ZIRA
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4.5

utilizando la
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t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

1.8127F — 02
1.8064E — 02
1.8008F — 02
1.8025E — 02
1.8036F — 02

1.1878E — 02
1.1858E — 02
1.1733E — 02
1.1772E — 02
1.1772E — 02

1.1373E — 02
1.1324EF — 02
1.1268EF — 02
1.1261EF — 02
1.1274F — 02

1.1079E — 02
1.1038E — 02
1.0951F — 02
1.0994EF — 02
1.0980EF — 02

Tabla 5.10: Cantidad G calculada para cada regién con 21 x 21 nodos utilizando la forma

no conservativa de las ecuaciones.

t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

3.2493E — 05
4.1452F — 05
4.8400E — 05
5.2554EF — 05
5.8541F — 05

3.3345E — 05
3.9920F — 05
4.0628E — 05
4.9236EF — 05
4.7378E — 05

3.2250EF — 05
3.5729E — 05
4.1205EF — 05
3.5998EF — 05
3.9195E — 05

3.3890EF — 05
4.0972E — 05
3.8583E — 05
3.9380E — 05
4.4935EF — 05

Tabla 5.11: Cantidad G, calculada para cada regién con 21 x 21 nodos utilizando la forma

no conservativa de las ecuaciones.
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qunaﬂasde21x21nodos
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Figura 5.36: (a) G y (b) G, calculadas para cada region con 21 x 21 nodos utilizando la

forma no conservativa de las ecuaciones.
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t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

1.9090F — 02
1.9023E — 02
1.8960F — 02
1.8984EF — 02
1.8995F — 02

1.2481F — 02
1.2463EF — 02
1.2339E — 02
1.2372F — 02
1.2371EF — 02

1.2097E — 02
1.2045E — 02
1.1981F — 02
1.1982EF — 02
1.2000F — 02

1.1673E — 02
1.1632F — 02
1.1537E — 02
1.1581EF — 02
1.1573E — 02

Tabla 5.12: Cantidad G calculada para cada regién con 41 x 41 nodos utilizando la forma

no conservativa de las ecuaciones.

t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

3.3989E — 05
4.7514EF — 05
5.6824F — 05
6.3379E — 05
6.4415E — 05

3.3539E — 05
4.6903EF — 05
4.9399EF — 05
9.3324EF — 05
5.0538E — 05

3.2987E — 05
4.1402E — 05
4.6662EF — 05
4.0849EF — 05
4.3902EF — 05

3.4382E — 05
4.6897E — 05
4.3009E — 05
4.4441F — 05
4.7327TE — 05

Tabla 5.13: Cantidad G, calculada para cada regién con 41 x 41 nodos utilizando la forma

no conservativa de las ecuaciones.
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Gc| mallas de 41 x41 nodos
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Figura 5.37: (a) G4 y (b) G, calculadas para cada regién con 41 x 41 nodos

forma no conservativa de las ecuaciones.

utilizando la
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t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

1.9581F — 02
1.9511F — 02
1.9435F — 02
1.9448E — 02
1.9451F — 02

1.2788E — 02
1.2772E — 02
1.2640F — 02
1.2659EF — 02
1.2644EF — 02

1.2475F — 02
1.2420F — 02
1.2340F — 02
1.2333E — 02
1.2351F — 02

1.1984F — 02
1.1942F — 02
1.1834F — 02
1.1866E — 02
1.1850F — 02

Tabla 5.14: Cantidad G calculada para cada regién con 81 x 81 nodos utilizando la forma

no conservativa de las ecuaciones.

t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

3.5718E — 05
59.5946E — 05
6.9621E — 05
7.8432F — 05
7.4808E — 05

3.5080E — 05
5.6414EF — 05
6.0548E — 05
6.1048E — 05
5.9040E — 05

3.4606E — 05
4.9727TE — 05
5.5261F — 05
5.0196E — 05
5.0116E — 05

3.5950F — 05
9.5289EF — 05
5.1738E — 05
9.3262EF — 05
5.3765E — 05

Tabla 5.15: Cantidad G, calculada para cada regién con 81 x 81 nodos utilizando la forma

no conservativa de las ecuaciones.



Capitulo 5. Pruebas Numéricas

194

0.02

0.019

0.018

0.017

0.016

0.015

0.014

0.013

0.012

0.011

0.01

25

0.5

Figura 5.38: (a) G4 y (b) G, calculadas para cada regién con 81 x 81 nodos

forma no conservativa de las ecuaciones.
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Figura 5.39: Aproximacién de la forma conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién CUAD con 81 x 81 nodos en t =0, 1, 2.
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Figura 5.40: Aproximacién de la forma conservativa de las ecuaciones de aguas someras
para la regién CUAD con 81 x 81 nodos en t = 3,4, 5.
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Figura 5.41: Aproximacién de la forma conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 0,1, 2.
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Figura 5.42: Aproximacién de la forma conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 3,4, 5.
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Figura 5.43: Aproximacién de la forma conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién CUIT con 81 x 81 nodos en t = 0,1, 2.
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Figura 5.44: Aproximacién de la forma conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién CUIT con 81 x 81 nodos en t = 3,4, 5.
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Figura 5.45: Aproximacién de la forma conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 0,1, 2.
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Figura 5.46: Aproximacién de la forma conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 3,4, 5.
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Figura 5.47: Aproximacion de la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién CUAD con 81 x 81 nodos en t =0, 1, 2.
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Figura 5.48: Aproximacion de la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas someras
para la regién CUAD con 81 x 81 nodos en t = 3,4, 5.
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Figura 5.49: Aproximacion de la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 0,1, 2.
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Figura 5.50: Aproximacion de la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 3,4, 5.
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Figura 5.51: Aproximacion de la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién CUIT con 81 x 81 nodos en t = 0,1, 2.
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Figura 5.52: Aproximacion de la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas someras
para la regién CUIT con 81 x 81 nodos en t = 3,4, 5.
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Figura 5.53: Aproximacion de la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 0,1, 2.
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Figura 5.54: Aproximacion de la forma no conservativa de las ecuaciones de aguas someras

para la regién ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 3,4, 5.
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5.1.5. Transporte de Contaminantes
El problema de transporte de contaminantes se divide en dos partes:

1. Primeramente, se simula la caida de una gota de contaminante en un cuerpo de agua
endorreico. Con esta condicién inicial se genera un perfil de las velocidades en el
agua, haciendo uso del esquema hibrido para la solucién numérica de las ecuaciones

de aguas someras, presentado anteriormente.

2. Posteriormente, utilizando el perfil de velocidades y comportamiento del agua cal-
culado, se resuelve un problema de adveccion-difusién con los datos obtenidos en el

paso anterior.

Tomando en cuenta lo anterior, se realizaron pruebas numéricas similares a las pre-
sentadas en la seccion anterior. La condicién inicial tomada, tanto para la cantidad de
contaminante, como para la variable conservativa que representa el tirante, ¢, fue seleccio-
nada como la caida de una gota de contaminante en el cuerpo de agua. El lugar de la caida

de la gota, dependiendo de la regién, se seleccioné de la siguiente manera:

CUAD: caida en (0.5,0.3).

CAB: caida en (0.5,0.5).

CUIT: caida en (0.6,0.5).

ZIRA caida en (0.5,0.4).

Al igual que en el caso de las ecuaciones de aguas someras, las condiciones iniciales pa-
ra las variables conservativas que representan el momento, r y s, asi como las velocidades

iniciales a y b, fueron fijadas como 0 para todas las regiones.
De igual manera, siguiendo la idea presentada en las ecuaciones de aguas someras, el
intervalo temporal (0s,5s) se dividi6 en 5,000, 30,000 y 50,000 pasos, para las mallas de

21 x 21, 41 x 41 y 81 x 81 nodos, respectivamente.

FEn este caso, en un tiempo k la cantidad de contaminante en la region puede calcularse

Gq(f) = /Q (u(k)) dxdy,

la cual, nuevamente, se aproximé utilizando una cuadratura numérica.

como
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Las tablas (5.16) a (5.18), asi como las tablas (5.19) a (5.21), muestran los resultados
obtenidos al calcular la cantidad total de contaminante sobre cada regién, para la forma
conservativa y no conservativa, respectivamente, con las diferentes discretizaciones espa-
ciales. Gréficas realizadas utilizando los cédlculos en todos los niveles de tiempo pueden
encontrarse en Figuras 5.55 a 5.60. Para todas las regiones, utilizando las discretizaciones
con 81 x 81 nodos, se presentan en las Figuras 5.61 a 5.72 (para el esquema conservativo)
y en las Figuras 5.73 a 5.84 (para el esquema no conservativo), las soluciones numéricas en

diferentes puntos del tiempo de la siguiente manera:

» La grafica (a) muestra el comportamiento de las velocidades dentro del cuerpo de

agua.

» La grafica (b) muestra la forma como se comporta la masa total de agua y contami-

nante dentro de la regién.

» La gréfica (c¢) muestra el comportamiento de los contaminantes manteniendo siempre

la misma escala.

» La gréfica (d) muestra el comportamiento de los contaminantes cambiando de escala

para facilitar su visibilidad.

En el Apéndice D pueden encontrarse las direcciones electrénicas a videos que muestran

la evolucién de cada una de las pruebas realizadas.
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t CUAD CAB CuIT ZIRA

1.0 | 1.8126E — 03 | 1.1871E — 03 | 1.1369F — 03 | 1.1077E — 03
2.0 | 1.8114E — 03 | 1.1848E — 03 | 1.1345E — 03 | 1.1058E — 03
3.0 | 1.8101E — 03 | 1.1829F — 03 | 1.1327E — 03 | 1.1039FE — 03
4.0 | 1.8091E - 03 | 1.1817E — 03 | 1.1317E — 03 | 1.1026E — 03
5.0 | 1.8082E — 03 | 1.1810F — 03 | 1.1310E — 03 | 1.1017E — 03

Tabla 5.16: Cantidad G,, calculada para cada region con 21 x 21 nodos utilizando la forma

conservativa de las ecuaciones.

0.02

Gu mallas de 21 x21 nodos

0.019

0.018

0.017

0.016
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0.013

0.012

0.011

0.01
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CAB

CUIT ||

ZIRA

4.5 5

Figura 5.55: G, calculada para cada regién con 21 x 21 nodos utilizando la forma conser-

vativa de las ecuaciones.
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21/

t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

1.9089F — 03
1.9076 £ — 03
1.9064F — 03
1.9053F — 03
1.9044F — 03

1.2472F — 03
1.2447E — 03
1.2429F — 03
1.2417E — 03
1.2410F — 03

1.2095F — 03
1.2067EF — 03
1.2047F — 03
1.2036F — 03
1.2030F — 03

1.1663EF — 03
1.1630F — 03
1.1611EF — 03
1.1602E — 03
1.1597F — 03

Tabla 5.17: Cantidad G,, calculada para cada region con 41 x 41 nodos utilizando la forma

conservativa de las ecuaciones.

0.02

Gu mallas de 41 x41 nodos

0.019

0.018

0.017

0.016

0.015

0.014

0.013

0.012

0.011
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4.5 5

Figura 5.56: G, calculada para cada regién con 41 x 41 nodos utilizando la forma conser-

vativa de las ecuaciones.
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t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

1.9579F — 03
1.9567F — 03
1.9554F — 03
1.9543F — 03
1.9534F — 03

1.2777E — 03
1.2749F — 03
1.2731F — 03
1.2720F — 03
1.2714EF — 03

1.2462F — 03
1.2422F — 03
1.2407F — 03
1.2403F — 03
1.2403F — 03

1.1961F — 03
1.1926E — 03
1.1912F — 03
1.1907F — 03
1.1906 £ — 03

Tabla 5.18: Cantidad G,, calculada para cada region con 81 x 81 nodos utilizando la forma

conservativa de las ecuaciones.

0.02

Gu mallas de 81 x81 nodos

0.019

0.018

0.017

0.016

0.015

0.014

0.013

0.012

0.011
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cuIT
ZIRA b

0.01

4.5 5

Figura 5.57: GG,, calculada para cada regién con 81 x 81 nodos utilizando la forma conser-

vativa de las ecuaciones.
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t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

1.8126E — 03
1.8114E — 03
1.8101F — 03
1.8091F — 03
1.8082F — 03

1.1871EF — 03
1.1848E — 03
1.1829EF — 03
1.1817E — 03
1.1810F — 03

1.1369F — 03
1.1345E — 03
1.1327E — 03
1.1317E — 03
1.1310EF — 03

1.1077E — 03
1.1058F — 03
1.1039F — 03
1.1026 & — 03
1.1017E — 03

Tabla 5.19: Cantidad G,, calculada para cada region con 21 x 21 nodos utilizando la forma

no conservativa de las ecuaciones.
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Gu mallas de 21 x21 nodos
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Figura 5.58: G, calculada para

conservativa de las ecuaciones.
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t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

1.9089F — 03
1.9076 £ — 03
1.9064F — 03
1.9053F — 03
1.9044F — 03

1.2472F — 03
1.2447E — 03
1.2429F — 03
1.2417E — 03
1.2410F — 03

1.2095F — 03
1.2067EF — 03
1.2047F — 03
1.2036F — 03
1.2030F — 03

1.1663EF — 03
1.1630F — 03
1.1611EF — 03
1.1602E — 03
1.1598F — 03

Tabla 5.20: Cantidad G,, calculada para cada region con 41 x 41 nodos utilizando la forma

no conservativa de las ecuaciones.

0.02

Gu mallas de 41 x41 nodos

0.019

0.018

0.017

0.016

0.015

0.014

0.013

0.012

0.011

CUAD
CAB

CUIT | 7
ZIRA

0.01

4.5 5

Figura 5.59: G, calculada para cada regién con 41 x 41 nodos utilizando la forma no

conservativa de las ecuaciones.
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t

CUAD

CAB

CUIT

ZIRA

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0

1.9579F — 03
1.9567F — 03
1.9554F — 03
1.9543F — 03
1.9534F — 03

1.2777E — 03
1.2749F — 03
1.2731F — 03
1.2720F — 03
1.2714EF — 03

1.2462F — 03
1.2422F — 03
1.2407F — 03
1.2403F — 03
1.2403F — 03

1.1961F — 03
1.1926E — 03
1.1912F — 03
1.1907F — 03
1.1906 £ — 03

Tabla 5.21: Cantidad G, calculada para cada region con 81 x 81 nodos utilizando la forma

no conservativa de las ecuaciones.

0.02

Gu mallas de 81 x81 nodos

0.019

0.018

0.017

0.016

0.015

0.014

0.013

0.012

0.011

CUAD | +

CuIT
ZIRA |

0.01

Figura 5.60: G, calculada para cada regién con 81 x 81 nodos utilizando

conservativa de las ecuaciones.
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Figura 5.61: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUAD con 81 x 81 nodos en t =0, 1.
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Figura 5.62: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUAD con 81 x 81 nodos en t = 2, 3.
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Figura 5.63: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUAD con 81 x 81 nodos en t = 4, 5.
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Figura 5.64: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CAB con 81 x 81 nodos en t =0, 1.
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Figura 5.65: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 2, 3.



Capitulo 5. Pruebas Numéricas

224

g May-t
oh!
oo
1)
02
0 -
0 [ H 4 00

g Valocities at 1« 5,
ns
0or

e
-

LA
02

0 -t

0 [ H U 00

Approximation ot f « &,
1l
0008 |
0
Qs .
a0 .
'
0 : s
)
Polhatants M 1» 4, w'

Approximation ot t « &,

Qs .

Q01 .
'

s

Polhatants 1« 5 '

Figura 5.66: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 4, 5.
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Figura 5.67: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUIT con 81 x 81 nodos en t =0, 1.
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Figura 5.68: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUIT con 81 x 81 nodos en t = 2, 3.
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Figura 5.69: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUIT con 81 x 81 nodos en t =4, 5.
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Figura 5.70: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la regiéon ZIRA con 81 x 81 nodos en t =0, 1.
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Figura 5.71: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la regiéon ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 2, 3.
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Figura 5.72: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la regiéon ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 4, 5.
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Figura 5.73: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma no conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUAD con 81 x 81 nodos en t =0, 1.
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Figura 5.74: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma no conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUAD con 81 x 81 nodos en t = 2, 3.
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Figura 5.75: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma no conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUAD con 81 x 81 nodos en t = 4, 5.
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Figura 5.76: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma no conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la regién CAB con 81 x 81 nodos en ¢

=0,1.
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Figura 5.77: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma no conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 2, 3.
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Figura 5.78: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma no conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la regién CAB con 81 x 81 nodos en t = 4, 5.
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Figura 5.79: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma no conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUIT con 81 x 81 nodos en t =0, 1.
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Figura 5.80: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma no conservativa

h

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUIT con 81 x 81 nodos en t = 2, 3.
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Figura 5.81: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma no conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la region CUIT con 81 x 81 nodos en t =4, 5.
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Figura 5.82: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma no conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la regiéon ZIRA con 81 x 81 nodos en t =0, 1.
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Figura 5.84: Aproximacién de transporte de contaminantes usando la forma no conservativa

de las ecuaciones de aguas someras para la regiéon ZIRA con 81 x 81 nodos en t = 4, 5.



Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo a Futuro

6.1. Conclusiones

En el presente trabajo se presentan esquemas para la soluciéon numérica de ecuaciones
diferenciales parciales. En particular se trabaja con aquellos esquemas que involucran el
transporte y la difusién de alguna cantidad fisica en un medio. Debido a que se presentan
diferentes esquemas, aplicables a diferentes ecuaciones, se enunciardn a continuacion los

aspectos mas importantes de cada uno de ellos:

Esquema de diferencias finitas generalizadas para la solucién numérica de la

ecuacion de adveccion.

El andlisis de estabilidad del esquema de diferencias finitas generalizadas presentado
para la soluciéon numérica de la ecuacién de adveccién generaliza de manera natural al
esquema clasico en regiones rectangulares. Es posible notar que, al realizar el analisis de
estabilidad de Von Neumann al esquema explicito, dicho esquema resulta ser débilmente
estable. Por otro lado, cuando se utiliza el esquema implicito, se logra estabilidad incon-
dicional para cierto rango de valores del parametro #; en particular, el caso analogo a los

esquemas de tipo Crank-Nicolson, donde 8 = 0.5, se encuentra dentro de este rango.
Es importante hacer notar que el analisis se realiza hasta segundo orden en el espacio,
y los resultados coinciden con el caso implicito en mallas rectangulares, lo cual no ocurre

con el caso explicito.

En general, el andlisis presentado puede aplicarse a cualquier esquema que satisfaga las

2/3
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condiciones de consistencia planteadas en el Capitulo 4 hasta segundo orden. Claramente
existen varios grados de libertad para elegir los coeficientes I';, esto es un factor clave para

producir implementaciones robustas.

Esquema de diferencias finitas generalizadas para la solucién numérica de la

ecuacion de difusién.

Para el caso del esquema explicito presentado en el Capitulo 4, el andlisis de estabili-
dad muestra que dicho esquema es condicionalmente estable, como ocurre con los esquemas
cldsicos de diferencias finitas. Por otro lado, el andlisis muestra que el caso implicito de di-
cho esquema es incondicionalmente estable para un cierto rango de valores del parametro 6.
En particular, nuevamente, dicho esquema es incondicionalmente estable para 8 = 0.5, don-

de se tiene un esquema de tipo Crank-Nicolson, al igual que en el caso de esquemas clasicos.

Ademads de lo anterior, los resultados numéricos muestran que es posible obtener buenas
aproximaciones a la solucién de la ecuacién de difusion utilizando el esquema implicito,
esto sin importar en cuenta la irregularidad que pueda tener la malla o la regién de la

prueba.

Esquema de diferencias finitas generalizadas para la solucién numérica de la

ecuacion de adveccién-difusiéon.

Al igual que en los casos anteriores, para el esquema de diferencias finitas generalizadas
presentado para la solucién numérica de la ecuacién de adveccion-difusion, el andlisis de
estabilidad presentado muestra que, como es en el caso de los esquemas clasicos de dife-
rencias finitas, la versién explicita del esquema es condicionalmente estable; se presenta
una cota practica y facil de calcular para obtener estabilidad. Dicha cota toma en cuenta
la geometria de la regién asi como las propiedades fisicas del problema a resolver (velo-
cidades de transporte y coeficiente de difusividad). Por su parte, el esquema implicito es
incondicionalmente estable para cierto rango de valores del pardmetro 6. Nuevamente, en
particular, es incondicionalmente estable para 6 = 0.5, donde se tiene un esquema de tipo

Crank-Nicolson.

Aunado a lo anterior, las pruebas numéricas presentadas muestran que es posible pro-

ducir buenas aproximaciones a la solucién tedrica de la ecuacién de adveccién-difusién.
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Esquema de hibrido de diferencias finitas generalizadas y volimenes para la

solucién numérica de las ecuaciones de aguas someras.

Dentro de los resultados del presente trabajo, uno de los que vale la pena resaltar es la
construccion de un esquema hibrido de diferencias finitas generalizadas y volimenes finitos.
Este tipo de esquemas puede ser implementado para aproximar la solucién de diferentes
ecuaciones diferenciales parciales dependientes del tiempo. En este caso se aplica dicho
esquema para producir una soluciéon numérica de las ecuaciones de aguas someras, tanto

en su forma conservativa como en su forma no conservativa.

En las pruebas numéricas realizadas es posible notar que con el criterio de seleccién de
At propuesto, no se aprecian oscilaciones espurias ni inestabilidades en las pruebas. Algo
que es importante tomar en cuenta es que, a pesar de que estos esquemas pueden aplicarse
con mucha facilidad a regiones no rectangulares, la calidad de las mallas a utilizar es un
punto de gran importancia a tomar en cuenta; es conveniente contar con mallas de calidad
para obtener mejores resultados. En el presente trabajo se utilizaron mallas con calidad,
realizadas por el método de interpolacién transfinita y optimizadas por medio del funcional

armoénico de Barrera y Dominguez.

También vale la pena remarcar que, en las pruebas presentadas, las condiciones de
frontera fueron seleccionadas para ser reflexivas y las pruebas muestran que ambos es-
quemas hibridos de diferencias finitas generalizadas y volimenes finitos cuentan con una
notable habilidad para producir resultados estables en las regiones seleccionadas, incluso
en los casos que son aproximaciones geométricas a regiones geograficas reales. Las pruebas
numéricas muestran que las leyes de conservacién (masa y momento) se cumplen, reflejando

de manera correcta el comportamiento esperado de un cuerpo de agua.

Esquema de hibrido de diferencias finitas generalizadas y volimenes para el
modelado de problemas de transporte y difusién de contaminantes en cuerpos

de agua.

Las ultimas pruebas realizadas en el presente trabajo involucran dos esquemas previa-

mente utilizados:

= Kl esquema hibrido de diferencias finitas generalizadas y volimenes finitos para en-

contrar una solucién numérica a las ecuaciones de aguas someras.
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= El esquema de diferencias finitas generalizadas para aproximar la solucién, de manera

numérica, a la ecuacién de adveccién-difusion.

Al combinar estos esquemas, se pueden realizar modelos que reflejen el comportamiento de

transporte y difusién de contaminantes en cuerpos de agua.

Las pruebas numéricas presentadas en este trabajo muestran que es posible obtener
resultados estables que reflejen el fenémeno deseado. Los esquemas utilizados producen

resultados estables que cumplen con las leyes de conservacién de masa y momento.

Una de las ventajas de utilizar la combinacién de los métodos mostrados es que dichos
esquemas son estables bajo las condiciones presentadas para At, esto hace que el uso de la

combinacion sea naturalmente estable.

Algo que es importante tomar en cuenta es que las condiciones de frontera fueron selec-

cionadas para ser reflexivas, simulando el comportamiento de un cuerpo de agua endorreico.

6.2. Trabajo a Futuro

Una cuestién que sigue siendo importante de trabajar, y que se plantea como traba-
jo a futuro, es la obtencién de esquemas hibridos de diferencias finitas generalizadas y
volimenes finitos que cuenten con la particularidad de ser implicitos. A pesar de que en el
presente trabajo se muestran resultados estables, los métodos implicitos podrian disminuir
los requerimientos computacionales necesarios para obtener esquemas estables. Ademas,
es importante idear un andlisis de estabilidad confiable para los dichos esquemas; esto
permitird establecer cotas ideales para la correcta seleccién de At, tomando en cuenta la

geometria de la malla y los valores de las variables conservativas.

Otro punto importante que se debe de tratar es el de realizar simulaciones en escenarios
donde se tomen en cuenta gastos grandes de entrada y salida. Para esto es importante contar
con condiciones de frontera de tipo Robin, las cuales pueden manejar dichas entradas y

salidas de flujo.
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Apéndice A

Cddigos del Capitulo 1

Diferencias Finitas para la aproximacién de la ecuacién

de Poisson en una dimension.

function [phi_aprox,x] = PoissonlD(m,phi,f)

b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b

b
b

Funci\’{o}n que calcula una aproximacil’{o}n a la soluci\’{o}n de la

ecuaci\’{o}n de Poisson en 1D.

phi_xx = -f

Se ensamblan las matrices de Diferencias para resolver el sistema

lienal.

Argumentos de entrada

m Entero N\’{u}mero de nodos en la malla.

phi Funci\’{o}n Funci\’{o}n para condiciones de
frontera.

f Funci\’{o}n Lado derecho de la ecuaci\’{o}n

de Poisson.

Argumentos de salida

phi_aprox Matriz Matriz con la soluci\’{o}n
aproximada.
X Vector Vector de la malla.
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YA
% Ejemplo de uso:

% [phi_aprox,x] = PoissoniD(11,@phi,

b

% Gerardo Tinoco Guerrero

ef);

% Universidad Michoacana de San Nicol\’{a}s de Hidalgo

%% Inicializamos las variables

close all
X = linspace(0,2%pi,m)’; %
dx = x(2)-x(1); %

%% Agregamos condiciones de frontera
phi(0); /)

alpha

beta phi (2*pi) ; YA

%% Realizamos el M\’{e}todo de Diferencias
rhs = -f(x(2:m-1)); YA

yA
rhs(1) = rhs(1) - alpha/dx"2; %

rhs (m-2) = rhs(m-2) - beta/dx"2; %

dA = diag(-2*ones(1,m-2)); yA
dAp1 = diag(1*ones(1,m-3),1); h

dAm1 = diag(1*ones(1,m-3),-1); YA

A = (dA + dApl + dAml); b

A = A/dx"2; %

u = A\rhs; %

Se crea la malla espacial.

Se calcula dx.

Condici\’{o}n de frontera en
x = 0.
Condici\’{o}n de frontera en

x = 2%pi.

Finitas

Creamos el lado derecho de
la ecuaci\’{o}n.

Agregamos la frontera al
lado derecho.

Agregamos la frontera al
lado derecho.

Hacemos una matriz diagonal.
Creamos la matriz diagonal
superior.

Creamos la matriz diagonal
inferior.

Jutamos las matrices para
obtener A.

Dividimos entre el dx al
cuadrado.

Resolvemos el sistema de
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% ecuaciones.

%% Guardamos la Soluci\’{ol}n

phi_aprox = [alpha; u; betal; % Agregamos las condiciones

% de frontera a lasolucil\’{o}n.

%% Calculamos la soluci\’{o}n exacta

phi_exacta = phi(x); % Se calcula la soluci\’{o}n

end

A.2.

% exacta para comparar.

Diferencias Finitas para la aproximacion de la ecuacién

de Poisson en dos dimensiones.

function [phi_aprox,x,y] = Poisson2D(m,phi,f)

b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b

b
b
b

Funci\’{o}n que calcula una aproximacil’{o}n a la soluci\’{o}n de la

ecuaci\’{o}n de Poisson en 2D.

phi_xx + phi_yy = -f

Se ensamblan las matrices de Diferencias para resolver el sistema

lienal.

Argumentos de entrada

m Entero N\’{u}mero de nodos en la malla.

phi Funci\’{o}n Funci\’{o}n para condiciones de
frontera.

f Funci\’{o}n Lado derecho de la ecuaci\™{o}n

de Poisson.

Argumentos de salida

phi_aprox Matriz Matriz con la soluci\’{o}n
aproximada.
X Matriz Matriz de coordenadas x de la

malla.
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b y Matriz Matriz de coordenadas y de la
yA malla.

b

% Ejemplo de uso:

% [phi_aprox,x,y] = Poisson2D(11,@phi,@f);

b

% Gerardo Tinoco Guerrero

% Universidad Michoacana de San Nicol\’{a}s de Hidalgo

%% Inicializamos las variables

close all
x = linspace(0,1,m)’; % Se crea la
% discretizaci\’{o}n en x.
y = linspace(0,1,m)’; % Se crea la
% discretizaci\’{o}n en y.
h =x(2) - x(1); % Se calcula h.
[x,v] = meshgrid(x,y); % Creamos la malla completa.
A = zeros((m-2)*(m-2), (m-2)*(m-2)) ;% Se inicializa A con ceros.
rhs = zeros((m-2)*(m-2),1); % Se inicializa rhs con ceros.
phi_aprox = zeros(m,m); % Se inicializa phi_aprox

%% Ensamblamos la Matriz A

dB = diag(4*ones(1, (m-2))); % Hacemos una matriz diagonal.
dBp1l = diag(1l*ones(1, (m-2)-1),1); % Creamos la matriz diagonal

% superior.
dBm1 = diag(1*ones(1, (m-2)-1),-1); % Creamos la matriz diagonal

% inferior.
B = (dB - dBpl - dBml); % Jutamos las matrices para

% obtener B.
I = -eye(m-2); % Creamos la matriz identidad.
temp = 1; % Creamos una variable temporal.
for i = 1:(@-2): (m-2)*(m-2) % Se recorre de 1 a (m-2)*(m-2)

% dando saltos de m-2.
A(i:temp*(m-2),i:temp*(m-2)) = B; % Se asignan los bloques

% con B.
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if tempx(m-2) < (m-2)*(m-2)

% Se buscan los espacios

% para los bloques de I.

A(temp* (m-2)+1:temp* (m-2)+(m-2) ,i:temp*(m-2)) = I;

% Se agrega el bloque de I

% a la izquierda.

A(i:temp*(m-2),temp* (m-2)+1:temp* (m-2)+(m-2)) = I;

end

temp = temp + 1;

end
%A

% Se agrega el bloque de I

% a la derecha.

% Se hace un incremento en

% temp.

% Imprimimos A en pantalla.

%% Agregamos condiciones de frontera

for i = 2:m-1

temp

rhs (temp)

temp

rhs (temp)

end
for j = 2:m-1
temp

rhs (temp)

(i-1);

rhs(temp) + phi(x(i,1),y(i,1));

(i-1) + @m-2)*((m-1)-2);

rhs(temp) + phi(x(i,m),y(i,m));

(2-1) + (m-2)*(j-2);

rhs(temp) + phi(x(1,j),y(1,3));

)
b
A
b
A
)
A
b
A
b
)
b

b
)
b
)
)

Se cambia el
valor de temp.
Se agrega la
condici\"{o}n
inicial al lado
derecho

Se cambia el valor
de temp.

Se agrega la
condici\“{o}n
inicial al lado

derecho

Se cambia el valor
de temp.

Se agrega la
condici\“{o}n

inicial al lado
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temp

rhs (

end
for i =

for

end

end

%% Resol

b
b
b

b
h
h

)
A

= ((m-D-1) + (m-2)*(j-2);
temp) = rhs(temp) + phi(x(m,j),y(m,j)); %
2:m-1
j = 2:mm-2
temp = (i-1) + (m-2)*(j-2);
rhs(temp) = rhs(temp) - h~2*f(x(i,j),y(i,j));%

vemos el sistema lineal

u = A\rhs;

%% Guardamos la Soluci\’{o}n

utemp =
for i =

phi_

phi_

end

for j =

phi_

reshape (u,m-2,m-2) ;
1:m

aprox(i,1) = phi(x(i,1),y(i,1));

aprox(i,m) = phi(x(i,m),y(i,m));

2:m-1
aprox(1,j)

phi(x(1,7),y(1,i));

)
)
)

Cambiamos

derecho

Se cambia el valor
de temp.

Se agrega la
condici\“{o}n
inicial al lado

derecho

Se cambia el
valor de temp.
Se agrega la
condici\"{o}n
inicial al lado

derecho

de vector a matriz.

Se agrega la condici\”{o}n

de frontera en los nodos

faltantes

Se agrega la condici\™{o}n

de frontera en los nodos

faltantes

Se agrega la condici\~{o}n

de frontera en los nodos
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% faltantes.

phi_aprox(m,j) = phi(x(m,j),y(m,j)); ' Se agrega la condici\”{o}n

end

% de frontera en los nodos

% faltantes.

phi_aprox(2:(m-1),2: (m-1)) = utemp; % Se completa la matriz de

% phi_aprox.

%% Calculamos la soluci\’{o}n exacta

phi_exacta = phi(x,y);

end

A.3.

function [phi_aprox,phi_real,x,y]

b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b

% Se calcula la soluci\’{o}n

% exacta para comparar.

Diferencias Finitas para la aproximacion de la ecuacién

de Poisson en ELE.

= ele(m,p,phi,f)

Funci\’{o}n que calcula una aproximacil’{o}n a la soluci\’{o}n de la

ecuaci\’{o}n de Poisson en 2D utilizando la regién "ELE".

phi_xx + phi_yy = -f

Se sigue un m\’{e}todo iterativo para calcular la aproximaci\’{o}n a

la soluci\’{o}n en la regi\’{o}n deseada.

Argumentos de entrada

m Entero
P Entero
phi Funci\’{o}n
f Funci\’{o}n

Argumentos de salida

N\’{u}mero de nodos en la malla.
N\’{u}mero de nodos que se
quitar\’{a}n para la ELE.
Funci\’{o}n para condiciones de
frontera.

Lado derecho de la ecuaci\™{o}n

de Poisson.
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b
b
b
b
b
b
b
b
b

phi_aprox

Ejemplo de uso:

Matriz

Matriz

Matriz

Matriz con la soluci\’{o}n
aproximada.

Matriz de coordenadas x de la
malla.

Matriz de coordenadas y de la

malla.

[phi_aprox,phi_exacta,x,y] = ele(21,11,@phi,@f);

% Gerardo Tinoco Guerrero

% Universidad Michoacana de San Nicol\’{a}s de Hidalgo

%% Inicializamos las variables

close all
err = 1;
tol = sqrt(eps);

n

zeros(m-2,1);

phi_aprox = zeros(m)

% Se
% Se
% Se
5 % Se

establece un error grande para las iteraciones.
establece la tolerancia del m\’{e}todo.
inicializa el vector n.

inicializa phi_aprox.

%% Se buscan los nodos dentro de la regi\’{o}n

for i = 2:m-1

end

if 1 < mp
n(i) = m;

else
n(i)

end

m-=p;

%% Se define la malla a trabajar

X

y
h

linspace(0,1,m);

linspace(0,1,m)’;

x(2) - x(1);

3

[x,y] = meshgrid(x,y);

% Se hace la partici\’{o}n en x.
% Se crea la discretizaci\’{o}n en y.
% Se calcula h.

% Se crea la malla espacial.
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%% Se completan las condiciones de frontera

for

end

for

end

for

end

phi

i=

phi_
phi_

i=

phi_
phi_

i =

phi_
phi_

1:m

aprox(i,1)

aprox(1,i)

1: (m-p)

aprox(i,m)

aprox(m,i)

(m-p) :m

aprox (i, m-p)

aprox(m-p,i)

_real = phi_aprox;

phi (x(i,m-p),y(i,m-p));
phi(x(m-p,i),y(m-p,i));

phi(x(i,1),y(i,1)); % Frontera en i = 1;
phi(x(1,1),y(1,1)); % Frontera en j = 1;

phi(x(i,m),y(i,m)); % Frontera en i = m;

phi(x(m,i),y(m,i)); % Frontera en j = m;

% Frontera en la ELE.

% Frontera en la ELE.

%% Se hace el llenado de la matriz de aproximaci\’{ol}n

% Se utilizan diferencias finitas centradas y un m\’{e}todo iterativo.

while err >= tol

err =

for

end

i=2mm-1

Hh
o
H

.
I

2: (n(1)-1)

t = (1/4)*(phi_aprox(i-1,j) + phi_aprox(i+1l,j) + ...

phi_aprox(i,j-1) + phi_aprox(i,j+1) - ...

h~2*f(x(1,3),y(1,3)));

h

err = max(err,abs(t-phi_aprox(i,j)));%

phi_aprox(i,j) = t;

phi_real(i,j)

end

= phi(x(i,3),y(i,3));

h
h
h

h

% Se calcula una nueva

aproximaci\’{o}n.
Se mide el error.
Se guarda la
aproximaci\’{o}n
calculada.

% Se calcula la

soluci\’{o}n real.
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end

end

A.4. Diferencias Finitas para la aproximacién de la ecuacién

de Poisson en Pacman.

% Funci\’{o}n que calcula una aproximaci\’{o}n a la soluci\’{o}n de la
% ecuaci\’{o}n de Poisson en 2D utilizando la regién "Pacman".
b
% phi_xx + phi_yy = -f
b
% Se sigue un m\’{el}todo iterativo para calcular la aproximacil’{ol}n a
% la soluci\’{o}n en la regil\’{o}n deseada.
b

% Argumentos de entrada

% m Entero N\’{u}mero de nodos en la malla.
yA phi Funci\’{o}n Funci\’{o}n para condiciones de
% frontera.

yA f Funci\’{o}n Lado derecho de la ecuaci\”{o}n
% de Poisson.

b

% Argumentos de salida

% phi_aprox Matriz Matriz con la solucil’{o}n

YA aproximada.

yA X Matriz Matriz de coordenadas x de la
yA malla.

b y Matriz Matriz de coordenadas y de la
yA malla.

yA

% Ejemplo de uso:

% [phi_aprox,x,y] = elPacman(21,@phi,@f);
YA

% Gerardo Tinoco Guerrero

% Universidad Michoacana de San Nicol\’{a}s de Hidalgo
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%% Se construyen los vectores de coordenadas de la frontera

xp = [0; 0.2415; 0.4830; 0.7244; 0.9659; 0.9659; 0.9289; 0.8791; 0.8171;
0.7439; 0.6603; 0.5677; 0.4673; 0.3604; 0.2485; 0.1332; 0.0160;
-0.1013; -0.2173; -0.3303; -0.4387; -0.5410; -0.6359; -0.7221;
-0.7982; -0.8633; -0.9166; -0.9571; -0.9845; -0.9983; -0.9983;
-0.9845; -0.9571; -0.9166; -0.8633; -0.7982; -0.7221; -0.6359;
-0.5410; -0.4387; -0.3303; -0.2173; -0.1013; 0.0160; 0.1332;
0.2485; 0.3604; 0.4673; 0.5677; 0.6603; 0.7439; 0.8171; 0.8791;
0.9289; 0.9659; 0.9659; 0.7244; 0.4830; 0.2415; 0];

yp = [0; 0.0647; 0.1294; 0.1941; 0.2588; 0.2588; 0.3703; 0.4767; 0.5765;
0.6683; 0.7510; 0.8232; 0.8841; 0.9328; 0.9686; 0.9911; 0.9999;
0.9949; 0.9761; 0.9439; 0.8986; 0.8410; 0.7717; 0.6918; 0.6024;
0.5046; 0.3999; 0.2896; 0.1754; 0.0587; -0.0587; -0.1754; -0.2896;
-0.3999; -0.5046; -0.6024; -0.6918; -0.7717; -0.8410; -0.8986;
-0.9439; -0.9761; -0.9949; -0.9999; -0.9911; -0.9686; -0.9328;
-0.8841; -0.8232; -0.7510; -0.6683; -0.5765; -0.4767; -0.3703;
-0.2588; -0.2588; -0.1941; -0.1294; -0.0647; O0];

%% Inicializamos las variables

close all

err = 1; % Se establece un error grande para las iteraciones.
tol = sqrt(eps); % Se establece la tolerancia del m\’{e}todo.

n = m; % Se hace n = m;

phi_aprox = zeros(m); % Se inicializa phi_aprox.

%% Se define la malla

x = linspace(0,2,m); % Se hace la partici\’{o}n en x.
y = X; % Se hace la partici\’{o}n en y.
h = x(2) - x(1); % Se calula dx.

[x,y] = meshgrid(x,y); % Se crea la malla espacial.

Xp = xp + 1; % Se coloca la regién en [0,2].

yp = yp + 1; % Se coloca la regién en [0,2].
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%% Se buscan los puntos en la frontera

in = inpolygon(x,y,xp,yp);

%% Se agregan las condiciones de frontera
for i = 1:m
for j = 1:n
if in(i,j) == 1 && in(i-1,j) == 0
phi_aprox(i,j) = phi(x(i,j),y(i,j));
elseif in(i,j) == 1 && in(i,j-1) ==
phi_aprox(i,j) = phi(x(i,j),y(i,j));
elseif in(i,j) == 1 && in(i+1,j) == 0
phi_aprox(i,j) = phi(x(i,j),y(i,j));
elseif in(i,j) == 1 && in(i,j+1) ==
phi_aprox(i,j) = phi(x(i,j),y(i,j));
else
phi_aprox(i,j) = 0;
end
end
end

phi_real = phi_aprox;

%% Se hace el llenado de la matriz de aproximaci\’{o}n
% Se utilizan diferencias finitas centradas y un m\’{e}todo iterativo.
while err >= tol

err = 0;

for i = 1I:m

for j = 1:n
if in(i,j) == 1 && in(i,j+1) == 1 && in(i+1,j) == 1 ...
&& in(i-1,j) == 1 && in(i,j-1) ==

t = (1/4)*(phi_aprox(i-1,j) + phi_aprox(i+1,j) + ...
phi_aprox(i,j-1) + phi_aprox(i,j+1) - ...
h~2*f (x(1,3),y(1,3))); % Se calcula una nueva
% aproximaci\’{o}n.

err = max(err,abs(t-phi_aprox(i,j)));% Se mide el error.
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phi_aprox(i,j) = t; % Se guarda la
% aproximaci\’{o}n
% calculada.

phi_real(i,j) = phi(x(i,j),y(i,j));% Se calcula la
% soluci\’{o}n real.

end
end
end
end

end

A.5. Volimenes Finitos para la aproximacion de la ecuaciéon

de Adveccion en dos dimensiones espaciales.

function [x,y,u,ur] = voladv3_2(m,n,t,f,a,b)
% Funci\’{o}n que calcula una aproximacil’{o}n a la soluci\’{o}n de la
% ecuaci\’{o}n de Advecci\’{o}n en 2D.
b
% u_t = -au_x - bu_y
b
% Se sigue un m\’{e}todo iterativo para calcular la aproximaci\’{o}n en
% cada paso de tiempo
b

% Argumentos de entrada

yA m Entero N\’{u}mero de nodos en la malla
YA en x.

% n Entero N\’{u}mero de nodos en la malla
YA en y.

% t Entero N\’{u}mero de nodos en la malla
YA en t.

yA f Funci\’{o}n Funci\’{o}n para condiciones

YA iniciales y de frontera.

yA a Real Velocidad de transporte en x.

b b Real Velocidad de transporte en y.
h
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% Argumentos de salida

b
b
b
b
b
b
b
b
b

X Matriz
y Matriz
u Matriz
ur Matriz

% Ejemplo de uso:
[x,y,u,ur] = voladv3_2(41,41,200,0@fCAB,.3,.3)

b
b

% Gerardo Tinoco Guerrero

Matriz de coordenadas x de la

malla.

Matriz de coordenadas y de la

malla.

Matriz con la soluci\’{o}n

aproximada.

Matriz con la soluci\’{o}n

exacta.

% Universidad Michoacana de San Nicol\’{a}s de Hidalgo

close

all

%% Inicializaci\’{o}n

% E1 bloque de inicializaci\’{o}n

ur

dt

dx
dy
[x,v]
cfl =

= zeros(m,n,t);

= zeros(m,n,t);

= linspace(0,1,t);

= t(2) - t(1);

= linspace(0,1,m);

= linspace(0,1,n);

= x(2) - x(1);

= y(2) - y(1);

= meshgrid(x,y);
dt*((a/dx) + (b/dy));

if cfl >= 1/4

A
b
)
b
A
b
)
b
A
)
b
b

)
/A

de variables.

Se inicializa la matriz de

aproximaci\’{o}n.

Se inicializa la matriz de soluci\’{ol}n.
Se crea la partici\’{o}n temporal.

Se calcula dt.

Se crea la partici\’{o}n en x.

Se crea la partici\’{o}n en y.

Se calcula dx.

Se calcula dy.

Se crea la malla espacial.

Se calcula la condici\’{o}n de
estabilidad.

Se revisa que se cumpla la dondici\’{o}n

de estabilidad.
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fprintf (’Cuidado, CFL = Jd’,cfl);
else
fprintf (’\n La condici{o}n CFL se cumple, siendo CFL = %d\n’,cfl);

end

%% Condici\’{o}n inicial
% Se agrega, primeramente, la condici\’{o}n inicial.
for i = 1:m
for j = 1:n
u(i,j,1 = £([x{,3),yE,5)1,t() ,a,b0);
end

end

%% Condiciones de frontera
% Se agregan las condiciones de frontera.
for k = 2: length(t)
for i = 1:m
u(i,1,k) = £([x{E,0,yE,D]1,t(k),a,b);

end
for j = 2:n

u(l,j,k) = £([x(1,7),y(1,j)]1,t&k),a,b);
end

end

%% Vol\’{u}menes Finitos
% Se realiza el llenado de la matriz de aproximacil’{o}n por medio de un
% m\’{e}todo iterativo.
for k = 2:1ength(t)
for i = 2:m

for j = 2:n

u(i,j,k) = u(i,j,k-1) - dt*(a*x(u(i,j,k-1) - u(i-1,j,k-1))/dx + ...

b*(u(l,J 1k_1) - u(lyj—lyk_l))/dY);
end
end

end
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end

%% Soluci\’{o}n exacta
% Se realiza el llenado de la matriz con la soluci\’{o}n exacta.
for k = 1:length(t)
for i = 1:m
for j = 1:n
ur(i,j,k) = £([x(i,3),y(,j)],t(k),a,b);
end
end

end

A.6. Esquema Upwind para la aproximacién de la ecuacion

de Adveccion en una dimensiéon espacial.

function [u_aprox,u_exacta,x] = AdveccionlDFTBS(m,t,a,f)

% Funci\’{o}n que calcula una aproximaci\’{o}n a la soluci\’{o}n de la
% ecuaci\’{o}n de Adveccil’{o}n utilizando un esquema FTBS.

b

%hut +axu_x =0

YA

% Se hace un m\’{e}todo iterativo para la aproximaci\’{ol}n.

b

% Argumentos de entrada

b m Entero N\’{u}mero de nodos en la malla
YA en el espacio.

% t Entero N\’{u}mero de pasos temporales.
YA a Entero Velocidad de movimiento.

% f Funci\’{o}n Funci\’{o}n para condici\’{o}n
YA inicial y de frontera.

yA

% Argumentos de salida

% u Matriz Matriz con la soluci\’{o}n
YA aproximada.

% X Vector Vector de coordenadas de la
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YA
% Ejemplo de uso:

malla.

% [u_aprox,u_exacta,x] = Adveccionl1DFTBS(11,200,.2,0fAdv);

b

% Gerardo Tinoco Guerrero

% Universidad Michoacana de San Nicol\’{a}s de Hidalgo

%% Se inicializan las variables

close all yA
T = linspace(0,10,t); %
x = linspace(0,2%pi,m); /A
dt = T(2) - T(1); yA
dx = x(2) - x(1); YA
u_aprox = zeros(m,t); b
u_exacta = zeros(m,t); yA
c = abs(axdt/dx); yA

if ¢ > 1/2

Cerramos todas las ventanas de figuras.

Se
Se
Se
Se
Se
Se

crea la malla temporal.

crea la malla espacial.
calcula dt.

calcula dx.

inicializa u_aprox con ceros.

inicializa u_exacta con ceros.

Calculamos ¢ para ver la estabilidad.

fprintf (’El cédigo puede no funcionar c¢ = %f\n’,c);

end

%% Agregamos condicil’{o}n inicial

for i = 1:m

u_aprox(i,1) = £(x(i),a,T(1));

end

% Se agrega la condici\’{o}n inicial.

%% Agregamos la condici\’{o}n de frontera

for k = 1:t

u_aprox(1,k) = f(x(1),a,T(k));

end

%% Hacemos el m\’{e}todo FTBS
for k = 2:t

for i = 2:m

% Se agrega la condicil\’{o}n de frontera en x

u_aprox(i,k) = u_aprox(i,k-1) -
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ax(dt/dx)*(u_aprox(i,k-1) - u_aprox(i-1,k-1));
% Se aproxima la soluci\’{o}n por medio de un m\’{e}todo FTBS.
end

end

%% Calculamos la soluci\’{ol}n exacta
for k = 1:¢t
for i = 1:m
u_exacta(i,k) = f(x(i),a,T(k));
% Se calcula la solucil’{o}n exacta para comparar.
end
end

end

A.7. Esquema Lax-Friedrichs para la aproximacién de la

ecuacion de Adveccion en una dimension espacial.

function [u_aprox,u_exacta,x] = AdveccionlDLaxFriedrich(m,t,a,f)
% Funci\’{o}n que calcula una aproximaci\’{o}n a la soluci\’{o}n de la
% ecuaci\’{o}n de Advecci\’{o}n utilizando un esquema tipo Lax-Friedrich.
YA
%hu_t + axu_x =0
b
% Se hace un m\’{e}todo iterativo para la aproximaci\’{ol}n.
b

% Argumentos de entrada

% m Entero N\’{u}mero de nodos en la malla
YA en el espacio.

% t Entero N\’{u}mero de pasos temporales.
b a Entero Velocidad de movimiento.

% f Funci\’{o}n Funci\’{o}n a Aproximar.

yA
% Argumentos de salida
% u Matriz Matriz con la soluci\’{o}n

yA aproximada.
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yA X Vector Vector de coordenadas de la

yA malla.

% Ejemplo de uso:

% [u_aprox,u_exacta,x] = AdveccionlDLaxFriedrich(11,200,.2,@fAdv) ;

%
% Gerardo Tinoco Guerrero

% Universidad Michoacana de San Nicol\’{al}s de Hidalgo

close all % Cerramos todas las ventanas de figuras.
T = linspace(0,10,t); % Se crea la malla temporal.
x = linspace(0,2*pi,m); % Se crea la malla espacial.
dt = T(2) - T(1); % Se calcula dt.
dx = x(2) - x(1); % Se calcula dx.
¢ = abs(axdt/dx); % Calculamos c para ver la estabilidad.
if ¢ > 1/2
fprintf (’El cédigo puede no funcionar c¢ = %f\n’,c);
end
u_aprox = zeros(m,t); % Se inicializa u_aprox con ceros.
u_exacta = zeros(m,t); % Se inicializa u_exacta con ceros.

%% Agregamos condicil’{o}n inicial
for i = 1:m
u_aprox(i,1) = £(x(i),a,T(1)); % Se agrega la condicil\’{o}n inicial.

end

%% Agregamos la condici\’{o}n de frontera
for k = 1:t
u_aprox(1l,k) = £(x(1),a,T(k)); 7% Se agrega la condici\’{o}n de
% frontera en x = 0.
f(x(m),a,T(k)); % Se agrega la condici\’{o}n de

%frontera en x = 1.

u_aprox(m,k)

end

%% Hacemos el m\’{e}todo Lax-Friedrichs

for k = 2:t
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for i

= 2:m-1

u_aprox(i,k) = (1/2)*(u_aprox(i+1,k-1)+u_aprox(i-1,k-1)) -
(a/2)*(dt/dx)* (u_aprox(i+l,k-1)-u_aprox(i-1,k-1));

% Se hace un esquema de tipo Lax-Friedrci para todos

% los niveles de tiempo.

end

end

%% Calculamos la soluci\’{o}n exacta

for k =

for i

u_exacta(i,k) = f(x(i),a,Tk));

end

end

end

A.8.

1:

t

=1:m

% Se calcula la soluci\’{o}n exacta para comparar.

Esquema Lax-Wendroff para la aproximacion de la ecua-

ciéon de Adveccién en una dimension espacial.

function [u_aprox,u_exacta,x] = AdveccioniDLaxWendroff(m,t,a,f)

b
b
b
b
b
b
b
A
b
b
b
b
b
b

Funci\’{o}n que calcula una aproximaci\’{o}n a la soluci\’{o}n de la

ecuaci\’{o}n de Advecci\’{o}n utilizando un esquema tipo Lax-Wendroff.

u_t + axu_x = 0

Se hace un m\’{e}todo iterativo para la aproximaci\’{ol}n.

Argumentos de entrada

m

Entero

Entero
Entero
Funci\’{o}n

N\’{u}mero de nodos en la malla
en el espacio.

N\’{u}mero de pasos temporales.
Velocidad de movimiento.

Funci\’{o}n a Aproximar.



%% Agregamos condici\’{o}n inicial
for i = 1:m
u_aprox(i,1) = £f(x(i),a,T(1)); % Se agrega

end

%% Agregamos la condici\’{o}n de frontera
for k = 1:t
u_aprox(1,k) = f(x(1),a,T(k)); % Se agrega
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% Argumentos de salida
yA u Matriz Matriz con la soluci\’{o}n
% aproximada.
yA X Vector Vector de coordenadas de la
YA malla.
% Ejemplo de uso:
% [u_aprox,u_exacta,x] = AdveccionlDLaxWendroff (11,200, .2,0fAdv);
yA
% Gerardo Tinoco Guerrero
% Universidad Michoacana de San Nicol\’{a}s de Hidalgo
close all % Cerramos todas las ventanas de figuras.
T = linspace(0,10,t); % Se crea la malla temporal.
x = linspace(0,2*pi,m); % Se crea la malla espacial.
dt = T(2) - T(1); % Se calcula dt.
dx = x(2) - x(1); % Se calcula dx.
c = abs(axdt/dx); % Calculamos c para ver la estabilidad.
if ¢ > 1/2
fprintf (’E1l cédigo puede no funcionar c = %f\n’,c);
end
u_aprox = zeros(m,t); % Se inicializa u_aprox con ceros.
u_exacta = zeros(m,t); % Se inicializa u_exacta con ceros.

la condici\’{o}n inicial.

la condici\’{o}n de

% frontera en x = O.

u_aprox(m,k) = £(x(m),a,T(k)); 7% Se agrega

la condici\’{o}n de

% frontera en x = 1.

end
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%% Hacemos el m\’{e}todo Lax-Friedrichs
for k = 2:¢t
for i = 2:m-1
u_aprox(i,k) = u_aprox(i,k-1) - (a/2)*(dt/dx)*(u_aprox(i+1l,k-1) - ...
u_aprox(i-1,k-1)) + ...
(axdt) "2*(1/(2%dx"2) ) * (u_aprox(i+1,k-1) - 2#*u_aprox(i,k-1) + ...
u_aprox(i-1,k-1));
% Se hace un esquema de tipo Lax-Wendroff para todos
% los niveles de tiempo.
end

end

%% Calculamos la soluci\’{ol}n exacta
for k = 1:¢t
for i = 1:m
u_exacta(i,k) = f(x(i),a,T(k)); % Se calcula la soluci\’{o}n
% exacta para comparar.
end
end

end



Apéndice B

Cddigos del Capitulo 2

B.1. Diferencias Finitas (zeneralizadas para la aproximacion

de la ecuaciéon de Poisson.

function [phi_aprox, phi_exactal] = GPoisson2D(x,y,phi,f)
% Funci\’{o}n que calcula una aproximacil’{o}n a la soluci\’{o}n de la
% ecuaci\’{o}n de Poisson en 2D utilizando Diferencias Finitas

% Generalizadas.

YA

% phi_xx + phi_yy = £

b

% Argumentos de entrada

yA X Matriz Coordenadas de la malla en x.
YA y Matriz Coordenadas de la malla en y.
% phi Funci\’{o}n Funci\’{o}n para condici\’{o}n
YA de frontera.

yA f Funci\’{o}n Funci\’{o}n para lado derecho.
b

% Argumentos de salida

% u_aprox Matriz Matriz con la soluci\’{o}n

yA aproximada.

b

% Ejemplo de uso:
% [u_aprox] = GPoisson2D(x,y,@phi,@f);

269
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b

% Gerardo Tinoco Guerrero

% Universidad Michoacana de San Nicol\’{a}s de Hidalgo

%% Se inicializan las variables

close all

[m,n] = size(x); % Se calcula el tamafio de la malla.
phi_aprox = zeros(m,n); % Se inicializa phi_aprox con ceros.
Gamma = zeros(m,n,9); % Inicializamos Gamma con ceros.

err = 1; % Se inicializa err con 1.

tol = le-6; % Se impone una tolerancia para err.

%% Agregamos la condici\’{o}n de frontera
for i = 1:m

phi_aprox(i,1) = phi(x(i,1),y(i,1));

phi_aprox(i,n) = phi(x(i,n),y(i,n));

end

for j = 2:n

phi_aprox(1,j) = phi(x(1,j),y(1,j));
phi_aprox(m,j) = phi(x(m,j),y(m,j));

end

%% Calculamos los valores Gamma necesarios

for i = 2:m-1

for j = 2:n-1

b
b
b
b

b
b
b
b

Se
de
Se
de

Se
de
Se
de

agrega la condici\’{o}n
frontera en y = 0.
agrega la condici\’{o}n

frontera en y = 1.

agrega la condici\’{o}n
frontera en x = 0.
agrega la condici\’{o}n

frontera en x = 1.

dx = [x(i+1,j)-x(i,]), x(i+1,j+1)-x(1,j), x(1,j+1)-x(1,3),

x(i-1,j+1)-x(1,j), x(i-1,j)-x(E,5), x@E-1,j-1D-x,5),
x(i,j-1)-x(1,j), x(i+1,j-1)-x(i,j)];

% Se calcula dx.

dy = [y(@i+1,j)-y(i,]), y(@+1,j+D-y(d,7), y@,j+1)-y(i,]),

y@-1,j+1)-y({i,j), y@-1,j)-y(d,j), y@-1,j-1-y(,7),
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y(i,j-1)-y(E,j), y@E+1,j-D-y(i,j)]1; % Se calcula dy.
M= [dx ; dy ; dx.*dx ; dx.*dy ; dy.x*dy];
M = pinv(M); % Se enzambla la matriz M
YY = M¥x[0 0 2 0 2]7; % Se resuelve el sistema lineal.

Gamma(i,j,:) = [-sum(YY);YY]; % Se calcula Gamma_O.
end

end

%% Llenamos los nodos interiores
while err >= tol
err = 0; % Se cambia err por O en cada iteraci\’{o}n.
for i = 2:m-1
for j = 2: (m-1)
t = (£(x(1,7),y(,7)) - (Gamma(i,j,2)*phi_aprox(i+l,j) + ...
Gamma (i, j,3)*phi_aprox(i+l,j+1) + ...
Gamma (i, j,4)*phi_aprox(i,j+1) + ...
Gamma (i, j,5)*phi_aprox(i-1,j+1) + ...
Gamma(i,j,6)*phi_aprox(i-1,j) + ...
Gamma(i,j,7)*phi_aprox(i-1,j-1) + ...
Gamma(i,j,8)*phi_aprox(i,j-1) + ...
Gamma (i, j,9)*phi_aprox(i+1l,j-1)))/Gamma(i,j,1);
% Se calcula la soluci\’{o}n aproximada.
err = max(err,abs(t - phi_aprox(i,j)));
% Se calcula un nuevo err.
phi_aprox(i,j) = t;
% Se asigna el valor de phi_aprox.
end
end

end

%% Calculamos la soluci\’{o}n exacta
phi_exacta = phi(x,y); % Se calcula la soluci\’{o}n exacta.

end
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function [phi]l = phi(x,y)
phi = 2.*exp(2*x+y) ;

end

function [f] = f(x,y)
f = 10.*exp(2*x+y);

end



Apéndice C

Cddigos del Capitulo 4

C.1. Esquema de Diferencias Finitas Generalizadas Para la

Aproximacién de la Ecuacion de Adveccion

C.1.1. Rutina Principal

function [u, ur] = iAdvCN(x, y, t, f, a, b)

iAdCN.m (Irregular Advection with Crank-Nicolson)

Esta funcién aproxima de manera impl\’icita la soluci\’on de la ecuacién
de Advecci\’on por medio de un esquema de Diferencias Finitas

Generalizadas.

Ensambla las matrices K y R para resolver el problema y actualiza el
valor de la solucil’on en cada nivel de tiempo utilizando un est\’encil
de 9 nodos.

Al final, grafica la soluci\’on aproximada, la soluci\’on real del
problema y el error calculado como la diferencia entre la soluci\’on real

y la aproximada.

Par\’ametros de entrada:

278
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% X,y Matrices Malla estructurada de la regi\’on.

yA t Entero Cantidad deseada de pasos en el tiempo.
% f Funcién Fuci\’on de condicil’on inicial y de

b frontera

% a,b Reales Velocidad de adveccil’on de la onda.

% Par\’ametros de salida:

% u Matriz Soluci\’on aproximada.

% ur Matriz Solucil’on real.

% Ejemplo de ejecuci\’on:
% [u,ur] = iAdCN(x, y, 1000, @fCAB, 0.3, 0.3);

% M.C. Gerardo Tinoco Guerrero
% Abril de 2018

% \’Ultima modificaci\’on
yA 7 de Abril de 2020

%% Se inicializan variables

close all

tic

T = linspace(0, 1, t);
[m, n] = size(x);

dt = T(2) - T(1);

u = zeros(m, n, t);
ur = zeros(m, n, t);

%% Se llena la condici\’{o}n inicial
for i = 1:m
for j = 1:n
u(i, j, 1) = £([x(, j), y@&, I, T, a, b);
end

end
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%% Se llena la condici\’{o}n de frontera
for k = 2:t

for i = 1:m

u(i, 1, k) = £([x@, 1, y@E, DI, Tk, a, b);
end
for j = 2:n

u(l, j, k) = £(x@, j), y@&, NI, T&k), a, b);
end

end

%% Se hace el c\’{a}lculo de K y matrices relacionadas
K = kAdv(x, y, 0, 0, O, -a*xdt, -b*dt, 0);
%K = kAdv(x, y, (axdt)~2, axbxdt~2, (bxdt)~2, -a*xdt, -b*xdt, 0);

Kp = pinv(eye(m*n) - (1-lambda)=*K)*(eye(m*n) + lambdaxK) ;

for k = 2:¢t
R = rAdv(u, m, n, k);
for i = 1:m
for j = 1:n
urr(i + (j-D*m, 1) = u(i, j, k-1);
end
end
un = Kp*urr + R;
for i = 2:m
for j = 2:n
u(i, j, k) = un(i + (j-1)*m);
end
end

end

%% Se calcula la soluci\’{o}n real.
for k = 1:t

for i = 1:m
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for j =1:n
ur(i, j, k) = £([x1, j), y@E, PI, Tk, a, b);
end
end

end
time = toc;

fprintf (’Tiempo transcurrido en el problema: %f Segundos\n’, time)

end

C.1.2. Rutinas Adicionales

function K = kAdv(x, y, A, B, C, D, E, F)

% kAdv.m (K for Advection)

% Esta funci\’on ensambla la matriz K necesaria para el m\’etodo de

% Diferencias Finitas Generalizadas.

% Calcula las gamas tomando en cuenta los pardmatros A, B, C, D, E, F del

% operador diferencial de primer orden.

% Par\’ametros de entrada:

yA X,y Matrices Malla estructurada de la regi\’on.

b A Real Coeficiente de la segunda parcial en Xx.
yA B Real Coeficiente del t\’ermino cruzado.

b C Real Coeficiente de la segunda parcial en y.
YA D Real Coeficiente de la parcial en x.

/A E Real Coeficiente de la parcial en y.

YA F Real Coeficiente de fuentes y sumideros.

% Par\’ametros de salida:

% K Matriz Matriz K con estructura de Diferencias

% Finitas Generalizadas
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% Se ejecuta autom\’aticamente desde las rutinas:
% iAdvEu.m
b iAdvCN.m

% M.C. Gerardo Tinoco Guerrero
yA Abril de 2018

% \’Ultima modificaci\’on

% 7 de Abril de 2020
[m, n] = size(x);
K = sparse(m*n, m*n);

%% Llenado de las ecuaciones en nodos que no son frontera
for i = 2:m-1

for j = 2:n-1

u = x((1-1): (i+1), (G-1):(G+1));

v = y((1i-1): (i+1), (G-1):(j+1));

I = setdiff(1:9, 5);

dx = u(I) - u(®;

dy = v(I) - v(5);

M = [dx; dy; dx.*dx; dx.*dy; dy.*dy];
Gamma = pinv(M)*[D E 2xA B 2%C]’;

Gamma = [F - sum(Gamma); Gamma];

P = mx(j-1) + i;

[Gamma(5) Gamma(l) Gamma(6)];
[Gamma (2) Gamma(3) Gamma(4)];
[Gamma(7) Gamma(8) Gamma(9)];

K(p, (p-1):(p+1))
K(p, [(p-1):(p+1)] - m)
K(p, [(p-D):(p+1)] + m)

end

end

%% Frontera superior
for i = 2:m-1
u = x((i-1): (E+1), (m-2):(n));
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v = y((i-1):(E+1D), (@-2):(@));

I = setdiff(1:9, 8);

dx = u(I) - u(d);

dy = v(I) - v(8);

M = [dx; dy; dx.*dx; dx.*dy; dy.*dy];
Gamma = pinv(M)*[D E 2%A B 2%C]’;

Gamma = [F - sum(Gamma); Gamma];

P = mx(n-1) + i;

[Gamma (8) Gamma(1l) Gamma(9)];
[Gamma (5) Gamma(6) Gamma(7)];
[Gamma (2) Gamma(3) Gamma(4)];

K(p, (p-1):(p+1))
Kp, [(p-1):(p+1)] - m)
K(p, [(p-1):(p+1)] - 2*m)

end

%% Frontera derecha

for j = 2:n-1

u = x((m-2): (m), (j-1):(j+1));

v = y((@-2): (m), (G-1):(j+1));

I = setdiff(1:9, 6);

dx = u(I) - u(6);

dy = v(I) - v(6);

M = [dx; dy; dx.*dx; dx.*dy; dy.*dy]l;
Gamma = pinv(M)*[D E 2xA B 2xC]’;

Gamma = [F - sum(Gamma); Gamma];

P = m¥j;

K(p, (p-2):(p))
K(p, [(p-2):(p)] - m)
K(p, [(p-2):(p)] + m)

[Gamma(5) Gamma(6) Gamma(1)];
[Gamma (2) Gamma(3) Gamma(4)];
[Gamma(7) Gamma(8) Gamma(9)];

end

%% Esquina superior derecha

u = x((m-2): (m), (@-2):(n));
v = y((m-2): (m), (n-2):(m));
I = setdiff(1:9, 9);

dx = u(I) - u(9);
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dy = v(I) - v(9);

M = [dx; dy; dx.*dx; dx.*dy; dy.*dy];
Gamma = pinv(M)*[D E 2xA B 2%C]’;

Gamma = [F - sum(Gamma); Gamma];

p = m¥n;

[Gamma(8) Gamma(9) Gamma(1)];
[Gamma (5) Gamma(6) Gamma(7)];
[Gamma(2) Gamma(3) Gamma(4)];

K(p, (p-2):(p))
K(p, [(p-2):(p)] - m)
K(p, [(p-2):(p)] - 2*m)

%% Diagonales para fronteras izquierda e inferior.

for j = 1:n
P =1+ (j-1)*m;
K(p, p) = 0;

end

for i = 2:m
K(i, i) = 0;

end

end

function R = rAdv(u, m, n, k)

% rAdv.m (R for Advection)

b

% Esta funci\’on ensambla la matriz R necesaria para el m\’etodo de
% Diferencias Finitas Generalizadas.

b

% Par\’ametros de entrada:

% u Matriz Matriz con la aproximacil\’on calculada

yA hasta el momento.

% m Real Tama\"no de la malla en la direcci\’on X.
% n Real Tama\"no de la malla en la direccil\’on x.

/) k Real Paso de tiempo en el que se trabaja.
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% Par\’ametros de salida:

% R Matriz Matriz R con estructura de Diferencias

% Finitas Generalizadas

% Se ejecuta autom\’aticamente desde las rutinas:
b iAdvEU.m
yA iAdvCN.m

% M.C. Gerardo Tinoco Guerrero
yA Abril de 2018

% \’Ultima modificaci\’on
% 7 de Abril de 2020

R = sparse(m*n, 1);

% Frontera izquierda
for j = 1:n
R(1 + (j-D)*m, 1) = u(1l, j, k) - u(l, j, k-1);

end

% Frontera inferior
for i = 2:m

R(i, 1) = u(i, 1, k) - u(i, 1, k-1);
end

end

C.2. Esquema de Diferencias Finitas Generalizadas Para la

Aproximacién de la Ecuacion de Difusién

C.2.1. Rutina Principal

function [u, ur] = iDiffCN(x, y, t, f, nu)

% iDiffCN.m (Irregular Advection with Crank-Nicolson)
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% Esta funcién aproxima de manera impl\’icita la soluci\’on de la ecuacién
% de Difusi\’on por medio de un esquema de Diferencias Finitas

% Generalizadas.

% Ensambla las matrices K y R para resolver el problema y actualiza el
% valor de la solucil\’on en cada nivel de tiempo utilizando un est\’encil

% de 9 nodos.
% Al final, grafica la soluci\’on aproximada, la soluci\’on real del
% problema y el error calculado como la diferencia entre la solucil’on real

% y la aproximada.

% Par\’ametros de entrada:

A X,y Matrices Malla estructurada de la regi\’on.

yA t Entero Cantidad deseada de pasos en el tiempo.
% f Funcién Fucil’on de condici\’on inicial y de

A frontera

b nu Real Coeficiente de difusividad.

% Par\’ametros de salida:

% u Matriz Soluci\’on aproximada.

% ur Matriz Solucil’on real.

% Ejemplo de ejecuci\’on:
% [u,ur] = iDiffCN(x, y, 1000, @fDIF, 0.4);

% M.C. Gerardo Tinoco Guerrero
% Abril de 2018

% \’Ultima modificaci\’on
% 7 de Abril de 2020
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%% Se inicializan las variables necesarias.
close all

tic

T = linspace(0, 1, t);

[m, n] = size(x);

dt = T(2) - T(1);

u = zeros(m, n, t);

ur = zeros(m, n, t);

lambda = .5;

%% Se llena la condicién inicial.
for i = 1:m
for j = 1:n
u(d, j, 1 = £(x{, j), yE, 1, TA), nuw;
end

end

%% Se llenan las condiciones de frontera.
for k = 2:¢t
for i = 1:m
u(i, 1, k)
u(i, n, k)

f(xd, 1), y@E, DI, T(k), nuw;
f([x(i, n), y(@i, n)], T(k), nw;

end
for j =2:n-1
u(l, j, k) = £([x(1, j), y@, I, T(k), nu);
u(m, j, k) = £([x(m, j), y(m, j)1, T(k), nu);
end

end

%% Se hace el calculo de K y matrices relacionadas.

K = kDiff(x, y, nu*xdt, O, nuxdt, 0, 0, 0);

Kp = pinv(eye(m*n) - (1 - lambda)=*K)*(eye(m*n) + lambdaxK);

for k = 2:t
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R = rDiff(u, m, n, k);
for i = 1:m
for j = 1:n
urr(i + (j - Dx*m, 1) = u(d, j, k - 1);
end
end
un = Kp*urr + R;
for i = 2:m - 1
for j = 2:n -1
u(i, j, k) =un(d + (j - 1D)*m);
end
end

end

%% Se calcula la solucién real.
for k = 1:t
for i = 1:m
for j = 1:n
ur(i, j, k) = £(Ix1, j), y@E, I, Tk), nuw;
end
end
end
time = toc;
fprintf (’Tiempo transcurrido en el problema: %f Segundos\n’, time)

end

C.2.2. Rutinas Adicionales

function K = kDiff(x, y, A, B, C, D, E, F)

% kDiff.m (K for Diffusion)

% Esta funcil’on ensambla la matriz K necesaria para el m\’etodo de

% Diferencias Finitas Generalizadas.

% Calcula las gamas tomando en cuenta los paradmatros A, B, C, D, E, F del
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% operador diferencial de primer orden.

% Par\’ametros de entrada:

% X,y Matrices Malla estructurada de 1la regi\’on.

) A Real Coeficiente de la segunda parcial en x.
yA B Real Coeficiente del t\’ermino cruzado.

b C Real Coeficiente de la segunda parcial en y.
/A D Real Coeficiente de la parcial en x.

) E Real Coeficiente de la parcial en y.

A F Real Coeficiente de fuentes y sumideros.

% Par\’ametros de salida:

% K Matriz Matriz K con estructura de Diferencias

yA Finitas Generalizadas
% Se ejecuta autom\’aticamente desde las rutinas:
b iDiffEu.m

YA iDiffCN.m

% M.C. Gerardo Tinoco Guerrero
% Abril de 2018

% \’Ultima modificaci\’on

A 7 de Abril de 2020
[m,n] = size(x);
K = sparse(m*n, m*n);

%% Llenado de las ecuaciones en nodos que no son frontera
for i = 2:m-1

for j = 2:n-1

u x((1-1): G+, (G-D:(G+1));

y((E-1):G+1), (G-1):(G+1));

v
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I = setdiff(1:9, 5);

dx = u(I) - u(b);

dy = v(I) - v(5);

M = [dx; dy; dx.*dx; dx.*dy; dy.*dy];
Gamma = pinv(M)*[D E 2%A B 2%C]’;

Gamma = [F - sum(Gamma); Gamma];

P = mk(j-1) + i;

[Gamma(5) Gamma(1l) Gamma(6)];
[Gamma (2) Gamma(3) Gamma(4)];
[Gamma(7) Gamma(8) Gamma(9)];

K(p, (p-1):(p+1))
K(p, [(p-1):(p+1)] - m)
K(p, [(p-D:(p+1)] + m)

end

end

%% Diagonales para las fronteras

for j = 1:n
P =1+ (j-1)*m;
K(p, p) = 0;

K(m*j, m*j) = 0;

end

for i = 2:m-1
K@i, i) = 0;
KA + (n-1)*m, i + (n-1)*m) = 0;
end

end

function R = rDiff(u, m, n, k)

==

, rAdvDiff.m (R for Diffusion)

% Esta funcil’on ensambla la matriz R necesaria para el m\’etodo de

% Diferencias Finitas Generalizadas.

% Par\’ametros de entrada:
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% u Matriz Matriz con la aproximaci\’on calculada

yA hasta el momento.

% m Real Tama\"no de la malla en la direccil\’on x.
yA n Real Tama\™no de la malla en la direccil’on x.
yA k Real Paso de tiempo en el que se trabaja.

% Par\’ametros de salida:

% R Matriz Matriz R con estructura de Diferencias

% Finitas Generalizadas

% Se ejecuta autom\’aticamente desde las rutinas:
b iDiffEu.m
b iDiffCN.m

% M.C. Gerardo Tinoco Guerrero
yA Abril de 2018

% \’Ultima modificaci\’on
% 7 de Abril de 2020

R = sparse(m*n, 1);
for j =1:n

R(1 + (j-D*m, 1) = u(l, j, k) - u(l, j, k-1);
R(m*j, 1) = um, j, k) - uCm, j, k-1);

end

for i = 2:m-1
R(i, 1) =u(i, 1, k) - u(i, 1, k-1);
RG + (m-1)*m, 1) = u(i, n, k) - u(di, n, k-1);

end

end
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C.3. Esquema de Diferencias Finitas Generalizadas Para la

Aproximacién de la Ecuacién de Adveccion-Difusién

C.3.1. Rutina Principal

function [u, ur] = iAdvDifCN(x, y, t, f, v, a, b, c)
% 1ADvDifCN.m (Irregular Advection-Diffusion with Crank-Nicolson)

% Esta funcién aproxima de manera impl\’icita la solucil’on de la ecuacién
% de Advecci\’on-Difusi\’on por medio de un esquema de Diferencias Finitas

% Generalizadas.

% Ensambla las matrices K y R para resolver el problema y actualiza el
% valor de la solucil\’on en cada nivel de tiempo utilizando un est\’encil
% de 9 nodos.

% Al final, grafica la soluci\’on aproximada, la solucil\’on real del
% problema y el error calculado como la diferencia entre la solucil’on real

% y la aproximada.

% Par\’ametros de entrada:

yA X,y Matrices Malla estructurada de la regi\’on.

% t Entero Cantidad deseada de pasos en el tiempo.
yA f Funcién Fuci\’on de condicil\’on inicial y de

) frontera

b v Real Coeficiente de Difusividad.

% a,b Reales Velocidad de advecci\’on de la onda.

yA c Entero Selecciona el lugar inicial del

b contaminante.

% Par\’ametros de salida:

% u Matriz Soluci\’on aproximada.

% ur Matriz Solucil’on real.
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b
/A

/A
b

Ejemplo de ejecuci\’on:
[u, ur] = iAdvDifCN(x, y, 1000, @fAdvDifCN, 0.01, 0.3, 0.3, 2);

M.C. Gerardo Tinoco Guerrero
Abril de 2018

\’Ultima modificaci\’on
7 de Abril de 2020

%% Se inicializan variables

close all

tic

T = linspace(0, 1, t);
[m, n] = size(x);

dt = T(2) - T(1);

u = zeros(m, n, t);

ur = zeros(m, n, t);
lambda = 0.5;

%% Se llena la condici\’{o}n
for i = 1:m
for j = 1:n
u(i, j, 1) = £([x(@,
end

end

%% Se llena la condici\’{ol}n
for k = 2:t

for i = 1:m

u(i, 1, k) = £([x(1,
u(i, n, k) = f([x(@,
end
for j = 2:n
u(l, j, k) = £([x(1,

inicial

j), y@i, I, T, v, a, b, c);

de frontera

v, y@E, DI, Tk), v, a, b, c);
n), y(i, )], Tk), v, a, b, c);

3, y@, P1, Tk, v, a, b, c);
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u(m, j, k) = £([x(m, j), ym, DI, Tk), v, a, b, c);

end

end

%% Se hace el c\’{a}lculo de K y matrices relacionadas
K = kAdvDiff(x, y, vxdt, 0, v*dt, - axdt, - bxdt, 0);

Kp = pinv(eye(m*n) - (1 - lambda)=*K)*(eye(m*n) + lambdaxK);

for k = 2:t
R = rAdvDiff(u, m, n, k);
for i = 1:m

for j = 1:n

urr(i + (j-D*m, 1) = u(i, j, k-1);

end

end

un = Kp*urr + R;

for i = 2:m-1

for j = 2:n-1

u(i, j, k) = un(d + (j-1)*m);

end
end

end

%% Se calcula la soluci\’{o}n real.
for k = 1:t
for i = 1:m

for j = 1:n

ur(i, j, k) = f([X(l, J), Y(ls J)], T(k); v, a, b’ C);

end
end

end
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time = toc;
fprintf (’Tiempo transcurrido en el problema: %f Segundos\n’, time)

end

C.3.2. Rutinas Adicionales

function K = kAdvDiff(x, y, A, B, C, D, E, F)

% kAdvDiff.m (K for Advection-Diffusion)

% Esta funci\’on ensambla la matriz K necesaria para el m\’etodo de

% Diferencias Finitas Generalizadas.

% Calcula las gamas tomando en cuenta los pardmatros A, B, C, D, E, F del

% operador diferencial de primer orden.

% Par\’ametros de entrada:

yA X,y Matrices Malla estructurada de la regi\’on.

b A Real Coeficiente de la segunda parcial en x.
yA B Real Coeficiente del t\’ermino cruzado.

b C Real Coeficiente de la segunda parcial en y.
yA D Real Coeficiente de la parcial en x.

b E Real Coeficiente de la parcial en y.

yA F Real Coeficiente de fuentes y sumideros.

% Par\’ametros de salida:

% K Matriz Matriz K con estructura de Diferencias

b Finitas Generalizadas
% Se ejecuta autom\’aticamente desde las rutinas:
yA iAdvDifEu2.m

% iAdvDifCN.m

% M.C. Gerardo Tinoco Guerrero
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yA Abril de 2018
b

% \’Ultima modificaci\’on

YA 7 de Abril de 2020
[m,n] = size(x);
K = sparse(m*n, m#*n);

%% Llenado de las ecuaciones en
for i = 2:m-1
for j = 2:n-1

u

v

I

dx

dy

M

Gamma

Gamma

p

K(p, (p-1):(p+1))

K(p, [(p-1):(p+1)] - m)

K(p, [(p-1):(p+1)] + m)
end

end

%% Diagonales para las fronteras

for j = 1:n
p =1+ (j-1)*m;
K(p, p) = 0;
K(m*j, m*j) = 0;

end

for i = 2:m-1

K(i, 1)

nodos que no son frontera

= x((1-1): (i+1), (G-1):(G+1));
= y(GE-1D:(1+1), G-1):(G+1));
= setdiff(1:9, 5);

= u(I) - u(s);

= v(I) - v(5);

= [dx; dy; dx.*dx; dx.*dy; dy.*dy];
= pinv(M)*[D E 2xA B 2xC]’;

= [F - sum(Gamma); Gamma];

= mx(j-1) + i;

[Gamma (5) Gamma(1l) Gamma(6)];
[Gamma (2) Gamma(3) Gamma(4)];
[Gamma (7) Gamma(8) Gamma(9)];



Apéndice C. Cddigos del Capitulo 4 292

KA + (n-1)*m, i + (n-1)*m) = 0;
end
end
function R = rAdvDiff(u, m, n, k)

% rAdvDiff.m (R for Advection-Diffusion)

% Esta funci\’on ensambla la matriz R necesaria para el m\’etodo de

% Diferencias Finitas Generalizadas.

% Par\’ametros de entrada:

% u Matriz Matriz con la aproximaci\’on calculada

yA hasta el momento.

yA m Real Tama\"no de la malla en la direccil’on x.
% n Real Tama\"no de la malla en la direccil\’on X.
b k Real Paso de tiempo en el que se trabaja.

% Par\’ametros de salida:

% R Matriz Matriz R con estructura de Diferencias

b Finitas Generalizadas
% Se ejecuta autom\’aticamente desde las rutinas:
% iAdvDifEu2.m

% iAdvDifCN.m

% M.C. Gerardo Tinoco Guerrero
yA Abril de 2018

% \’Ultima modificaci\’on
% 7 de Abril de 2020

R = sparse(m#*n, 1);
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for j =1:n
R(1 + (j-D*m, 1) = u(l, j, k) - ull, j, k-1);
R(m*j, 1) = u(m, j, k) - ulm, j, k-1);

end

for i = 2:m-1
R(i, 1) =u(i, 1, k) - u(i, 1, k-1);
RGA + (m-1)*m, 1) = u(di, n, k) - u(di, n, k-1);

end

end
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Videos de las Pruebas Numéricas

D.1. Ecuacion de Adveccion

s Region CUAD:
https://drive.google.com/drive/folders/1K22IUV6TqtD75PEISRT5ZdYTdkmztGs3

s Regién CAB:
https://drive.google.com/drive/folders/1Q0p9KEOCOrLkcqKbmB1S3QLubI3B8TYF

= Regién CUIT:
https://drive.google.com/drive/folders/1c2INIMZYtbNOWTZAXziUxv2Ij4y_SCcV

= Regién ZIRA:
https://drive.google.com/drive/folders/1gvhJIJRBR1KrGy00_To1N8ITbMLsnjuSz

D.2. Ecuacion de Difusion

= Regién CUAD:
https://drive.google.com/drive/folders/17BfPiMuEuvduviL80IDsX41N5-2I5twL

= Regién CAB:
https://drive.google.com/drive/folders/13S1JLpncxHR1pZcUI7UXNXOYAS5ihVmA-

= Regién CUIT:
https://drive.google.com/drive/folders/1wFGZfswfsa81XioKRrJEqQqwdh-RJI9UGAz

» Region ZIRA:
https://drive.google.com/drive/folders/1Le0fNPJcBRAMpIxBfaCWWEbvbC5DtQDC

29/


https://drive.google.com/drive/folders/1K22IUV6TqtD75PEISRT5ZdYTdkmztGs3
https://drive.google.com/drive/folders/1Q0p9KEOCOrLkcqKbmBlS3QLubI3B8TYF
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D.3. Ecuacion de Adveccion-Difusion

= Regién CUAD:
https://drive.google.com/drive/folders/1d2xXt3dUErqZDPblw0LYzxYaXqJOLjQ6

s Regién CAB:
https://drive.google.com/drive/folders/1hKhMyvoCIXxOukovkimbXQWa6bodVghq

= Regiéon CUIT:
https://drive.google.com/drive/folders/1n6t7wnqw0d3j7QLhl0nryS58xjOHr _
GZ

» Region ZIRA:
https://drive.google.com/drive/folders/122zH94Qq3-2r47INjI93xRyBF5w6UfXK

D.4. Ecuaciones de Aguas Someras

D.4.1. Forma Conservativa
s Regién CUAD:
https://drive.google.com/drive/folders/10Fe66-2DTrRfngSjn5BBxjpDAQUBeoXF
= Regién CAB:
https://drive.google.com/drive/folders/1pRVat8m7VACOhxPUUApRwATk8ZSI4ugH

= Regién CUIT:
https://drive.google.com/drive/folders/1u_3CmFzpS5_eYA6V-TpP1bDKHc1lAY6ru

» Region ZIRA:
https://drive.google.com/drive/folders/16JrJzX51Z7iPIbFE1GsadVBu6UulVm_
3

D.4.2. Forma No Conservativa

s Regién CUAD:
https://drive.google.com/drive/folders/1tpOAplvrml5ta7By4vGD1lnLsdoPeEtPw

= Regién CAB:
https://drive.google.com/drive/folders/1D1999-dZiVY_TWOrnwhMQGUqgzPo_Y30
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https://drive.google.com/drive/folders/1n6t7wnqwOd3j7QLhlOnryS58xj0Hr_GZ
https://drive.google.com/drive/folders/1Z2zH94Qq3-2r47INjI93xRyBF5w6UfXK
https://drive.google.com/drive/folders/1OFe66-2DTrRfngSjn5BBxjpDAQUBeoXF
https://drive.google.com/drive/folders/1pRVat8m7VAC9hxPUUApRw4Tk8ZSI4uqH
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= Regién CUIT:
https://drive.google.com/drive/folders/1C4gExR7tXiHWEBYmvICivvwqhlfn9_
hY

» Region ZIRA:
https://drive.google.com/drive/folders/1rlg-a2ClhgVhzrCmzvqQNh4mSKhX1b_
7

D.5. Transporte de contaminantes

D.5.1. Forma Conservativa

= Regién CUAD:
https://drive.google.com/drive/folders/1EqtD0qIX-x0Jepvsq3h75TyGjvhnmgCg

» Regién CAB:
https://drive.google.com/drive/folders/15f45ReKJrKT7HX5G4DLaworS71MQgaKk

= Regién CUIT:
https://drive.google.com/drive/folders/1DENmo6IVn0zRbE397dUb70qQ0x6jNqET

s Regién ZIRA:
https://drive.google.com/drive/folders/1z19hHyzA603t-pv3PtUiUMrwxC270eYn

D.5.2. Forma No Conservativa

s Regién CUAD:
https://drive.google.com/drive/folders/1XHVja_TZ75gmScfS93JbqlgR3anhCRVM

= Regién CAB:
https://drive.google.com/drive/folders/1Jw02y0QErI_HREkBbDSmVJvOkMU4u_
KF

= Regiéon CUIT:
https://drive.google.com/drive/folders/1gjS7TM-PV-gTGYByqTmyWtZs7csGPMZkN

= Regién ZIRA:
https://drive.google.com/drive/folders/130S4Pqg9XPSeaGXGfRgf IYTSB8UgFwWGR
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https://drive.google.com/drive/folders/1rlg-a2ClhgVhzrCmzvqQNh4mSKhX1b_7
https://drive.google.com/drive/folders/1rlg-a2ClhgVhzrCmzvqQNh4mSKhX1b_7
https://drive.google.com/drive/folders/1EqtDOqIX-x0Jepvsq3h75TyGjvhnmgCg
https://drive.google.com/drive/folders/15f45ReKJrKT7HX5G4DLaworS71MQgaKk
https://drive.google.com/drive/folders/1DENmo6IVnOzRbE397dUb70qQ0x6jNqEr
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https://drive.google.com/drive/folders/1XHVja_TZ75gmScfS93Jbq1gR3anhCRvM
https://drive.google.com/drive/folders/1JwO2y0QErI_HREkBbDSmVJvOkMU4u_KF
https://drive.google.com/drive/folders/1JwO2y0QErI_HREkBbDSmVJvOkMU4u_KF
https://drive.google.com/drive/folders/1gjS7M-PV-gTGYByqTmyWtZs7csGPMZkN
https://drive.google.com/drive/folders/13OS4Pqg9XPSeaGXGfRgfIYTSB8UgFwGR
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