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Resumen

Los materiales pétreos se emplean en casi todos los procesos de edificacion en la in-
genieria civil. Las rocas se pueden utilizar como elemento estructural, como elemento de-
corativo, o como agregado pétreo en la elaboracién de mezclas de concreto hidraulico y
elaboracién de mezclas asfalticas. Por todo lo anterior el estudio y uso de este material se
vuelve muy importante, para conocer sus propiedades fisicas y mecdnicas, que permitan
elaborar mezclas de concreto o mezclas asfalticas con mejores caracteristicas. En el pre-
sente trabajo se estudiaron las relaciones entre diferentes datos provenientes de diferentes
pruebas fisicas y mecénicas, los datos que se utilizaron provienen de materiales pétreos

provenientes de la region Morelia Michoacan México.

El ensayo de carga puntual normada por ASTM D 5731, que describe el empleo de un
equipo Point Load para determinar la resistencia mecéanica en rocas no labradas con un
tamano aproximado de 4 pulgadas de didmetro, es una prueba que permite ahorrar tiempo
ya que no se tiene que labrar la muestra. Ademds, se tienen datos de pruebas como la
resistencia a compresion uniaxial, propiedades fisicas como absorcién, densidad, gravedad
especifica. Se analizaron también los datos de pruebas no destructivas (NDT), que en la
actualidad juegan un papel importante en la obtencién de propiedades de los materiales,
la ventaja radica en que las muestras no se destruyen y se pueden utilizar para diferentes
ensayos. Los datos que se obtuvieron de estas pruebas son velocidad de pulso ultrasénico
de la cudl podemos obtener el médulo de elasticidad dindmico, se obtuvieron datos de
resistividad eléctrica de las rocas y se analizaron los datos de frecuencia de resonancia.

Los agregados pétreos son materiales de enorme importancia debido a que es parte del
comportamiento del elemento estructural. El propdsito de este trabajo es estimar de forma
certera las propiedades de las rocas en estudio. A partir de datos conocidos o propiedades
conocidas de las rocas se puede estimar ciertas caracteristicas de material a lo cual se le
conoce como problema inverso y que por si solo representa una dificultad al momento de es-

timar las variables. Ademas, en este trabajo se utiliza la optimizacién y la ciencia de datos
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18 Resumen

entre las variables para estudiar las relaciones de las rocas. Asi pues, se obtiene el médulo
de elasticidad dinamico aplicando el problema inverso, se relacionan las propiedades fisicas
y mecanicas. Los materiales pétreos son de origen natural y de origen triturado. Debido a
que Morelia es una ciudad colonial, en muchas ocasiones la roca ignimbrita es utilizada en
la restauracién de monumentos histéricos, por lo que el estudio de las diferentes canteras
nos permite conocer el comportamiento de éstas y de la misma manera se puede utilizar en
la construccién. Finalmente, este trabajo se relacionaron todos los datos mediante técnicas
de optimizacion, ciencia de datos y la aplicacién de machine learning obteniendo resultados

satisfactorios.

Palabras Clave: Rocas, Correlacion, Optimizacién, Ciencia de Datos y Machine Learning.



Abstract

Stone materials are used in almost all building processes in civil engineering. Rocks
can be used as a structural element, as a decorative element, or as stone aggregate in the
production of hydraulic concrete blended and asphalt blended. For all of the above, the
study and use of this material become very important, to know its physical and mecha-
nical properties, which allow the elaboration of concrete or asphalt blended with better
characteristics. In the present work, the relationships between different data from different
physical and mechanical tests were studied. The data used came from stone materials from
the region of Morelia Michoacdan Mexico.

The point load test regulated by ASTM D 5731, which describes the use of a point
load equipment to determine the mechanical resistance in unploughed stones with an ap-
proximate size of 4 inches in diameter, is a time-saving test since the sample does not have
to be plowed. Besides, there are test data such as uniaxial compressive strength (UCS),
physical properties such as absorption, density, specific gravity. Non-Destructive Testing
(NDT) data, which currently play an important role in obtaining material properties, were
also analyzed. The advantage is that the samples are not destroyed and can be used for
different tests. The data obtained from these tests are ultrasonic pulse velocity from which
we can obtain the dynamic modulus of elasticity, electrical resistivity data of the rocks
were obtained and the resonance frequency data were analyzed.

Stony aggregates are materials of enormous importance because it is part of the beha-
vior of the structural element. The purpose of this work is to estimate accurately the
properties of the stones under study. From known data or known properties of the stones,
it is possible to estimate certain characteristics of the material, which is known as the
inverse problem and which by itself represents a difficulty when estimating the variables.
Also, in this work, we use the optimization and science of data between variables to study
the relationships of the stones. Thus, the dynamic modulus of elasticity is obtained by
applying the inverse problem, and the physical and mechanical properties are related. Sto-

ne materials are of natural origin and crushed origin. Because Morelia is a colonial city,
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on many occasions the ignimbrite stone is used in the restoration of historical monuments,
so the study of the different quarries would allow us to know their behavior and in the
same way, it can be used in construction. Finally, this work related all the data by means
of optimization techniques, data science and the application of machine learning obtaining

satisfactory results.



Capitulo 1

Introduccion

Las rocas se utilizan cada vez més en entornos extremos caracterizados por altas ta-
sas de carga y altas presiones de confinamiento [1]. Las rocas igneas se forman a partir
del enfriamiento y la solidificacién del magma fundido. Se podrian subdividir en tipos
pluténicos (intrusivos) y volcdnicos (extrusivos) [2]. Ademds, se han excavado en las rocas
piroclasticas cuevas, lugares de culto y casas creadas por el hombre, que a su vez se han
utilizado en la construccién arquitecténica como piedra de construccion [3]. La resistencia
a la compresién uniaxial (UCS) de los materiales rocosos es un pardametro crucial en el
disefio de las estructuras de ingenieria que se construyen en las masas rocosas. Aunque
los métodos sugeridos para la determinacién de la UC'S son bien conocidos y requieren
procedimientos relativamente sencillos, la preparacién de especimenes de nucleo estandar
puede no ser facil para los materiales rocosos de roca fuertemente unida y/o masas rocosas
finamente estratificadas [4].

En este trabjo se estudio la deformacién de las rocas provenientes de diferentes bancos
de materiales pétreos, las muestras utilizadas se labraron en cubos de 5em por lado y se
obtuvo el médulo de elasticidad dinamico mediante un problema inverso y el método de
elementos finitos.

Ademds, se obtuvieron diferentes modelos que permiten estimar la resistencia a compresion
uniaxial (UC'S), se realizaron algoritmos que permiten correlacionar las varibles mediante
la regresion lineal y la regresion logistica, todo lo anteror en base a la aprendizaje au-
tomatico. Las rocas en la actualidad se utizan como elemento estructural o como agregado
pétreo en una matriz ceramica o cementicia. Entonces, resulta importante conocer sus
caracteisticas fisicas, mecdnicas y realizar pruebas no destructivas (NDT). Las pruebas
no destructivas en la actualidad son muy utilizadas, ya que se pueden realizar diferentes

pruebas a una muestra sin necesidad de destruirlas. Las pruebas no destructivas que se
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realizaron fueron velocidad de pulso ultrasénico (V PU) y resistividad eléctrica (p), dichos
resultados se correlacionaron y se compararon con sus propiedades fisicas. Hay correlacio-
nes que se han realizado con diferentes pruebas no destructivas, fisicas y mecanicas, Popov
(2003) encontré una correlacién entre la conductividad térmica y la velocidad acustica,
la porosidad, la densidad y la resistividad eléctrica para diferentes tipos de roca y des-
cribié nuevas relaciones entre la permeabilidad, la conductividad eléctrica y térmica para
rocas sedimentarias [5]; Kahraman (2008) realizé pruebas de velocidad, densidad, porosi-
dad, proporcién de vacios, absorcién de agua en peso y velocidad de onda P a diferentes
rocas carbonatadas y encontro fuertes correlaciones entre la velocidad de la onda P y todas
las propiedades fisicas de la roca [6]; Kurtulus (2012) realizé correlaciones estadisticas por
andlisis de regresion para evaluar las relaciones entre UCS y velocidad del pulso ultrasénico
(VPU), indice de carga puntual, médulo de elasticidad estética; porosidad efectiva, peso
unitario seco, peso unitario saturado de las muestras de roca [7]; Torai and Miri (2015) in-
vestigaron las propiedades ingenieriles de dos muestras de dolostona con diferentes grados
de deformacion tecténica de los sitios de Taormina y Castelmola en Italia y correlacionaron
las propiedades fisicas y mecénicas de las rocas [8]; Azimian y Ajalloeian (2015) estudiaron
la correlacion empirica de propiedades fisicas y mecanicas de rocas con velocidad de onda
P [9]; Fereidoon (2016) estudio las caracteristicas geotécnicas y las relaciones entre las di-
versas propiedades fisicas y mecdnicas de ocho tipos de rocas [10]; Debanjan et. al. (2017)
correlaciond las propiedades fisicas y mecdnicas con la resistencia a la fractura en Modo I
de las rocas [11]. Se estudiaron los datos de propiedades fisicas y mecadnicas de cubos de
roca de 5¢m por lado, cinco bancos con muestras de color oscuro y tres bancos con muestras
de color rojizo (figuras 1.1y 1.2) y los dos bancos de roca de materiales triturados (figuras
1.3 y 1.4). Ademas, se se correlacionaron los datos o resultados de propiedades fisicas y

mecadnicas en ignimbritas (figura 1.5 y 1.6).
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Figura 1.1: Muestras de roca de color oscuro (propiedad del autor).

Figura 1.2: Muestras de roca de color rojizo (propiedad del autor).
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Figura 1.3: Bancos de roca de materiales triturados el Colegio (propiedad del autor).

Figura 1.4: Bancos de roca de materiales triturados AGC (propiedad del autor).
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Figura 1.5: Muestras de ignimbrita (propiedad del autor).

Figura 1.6: Ignimbrita empleada en el acueducto en Morelia Michoacédn (propiedad del

autor).
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Las rocas llamadas ignimbritas se usan ampliamente en la restauraciéon de monumentos
histéricos y como elementos decorativos, por lo tanto, es importante conocer sus carac-
teristicas fisicas para su uso. Las rocas, ademads, estan sujetas a deslizamientos de tierra
y estan sujetas a un exceso de carga por esta razén pueden tener danos como grietas y
roturas. Los posibles efectos de las cargas sobre las rocas en funcién de las propiedades
fisicas de los materiales que deben conocerse antes de llevar a cabo la construccién o res-
tauraciéon de monumentos histéricos. Al usar el equipo de carga puntual, puede obtener
un indice de calidad y clasificar los ignimbritas. Se analizaron los datos de ignimbrita de
Cointzio, Tlalpujahua, Arindeo, Parque Ecolégico, muestras del Exconvento de Tiripetio
y Ciudad Industrial. De estos, los primeros tres bancos de ignimbrita se estan utilizando

actualmente en Morelia Michoacan, México.

1.1. Planteamiento del problema

= El problema inverso es un caso de estudio en este trabajo de investigacién, el cual
es aplicado para estimar el mdédulo de elasticidad dindmico de las rocas en estudio,

aplicando el Método de Elementos Finitos.

= Cuando se analizan los datos de las rocas no se encuentran tendencias lineales y es
aqui donde se requere aplicar técnicas diferentes que permitan obtener predicciones

confiables de las variables.

= La dispersion de los datos aun siendo un mismo material se comporta de una manera

muy diferente, lo que sugiere aplicar regreson logistica.

= Es importante encontrar modelos matematicos que permitan estimar la resistencia
a compresiéon uniaxial (UCS), ya que es uno de los pardmetros ingenieriles més

utilizados.

= Se aplican técnicas recientes como machine learning, especificamente regresion logisti-
ca que permite vizualizar y agrupar los datos, encontrando con ello relacoones entre

las variables.
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Mecanica de rocas

Mecanica de rocas, es una rama de la geomecanica, aplica los principios de la mecénica
continua y sélida, y la geologia para cuantificar la respuesta de la roca sujeto a fuerzas
ambientales causadas por factores inducidos por el hombre que alteran las condiciones
ambientales originales. Por lo tanto, la ingenieria de mecanica de rocas se ocupa de la
respuesta de la roca a una perturbacion de ingenieria inducida por el hombre y es diferente
de la mecanica de rocas geoldgica que se ocupa con perturbaciones causadas naturalmente
por pliegues, fallas, fracturas y otras procesos geoldgicos. La ingenieria de mecéanica de
rocas es una ciencia de ingenieria interdisciplinaria que requiere la interaccién entre las
ciencias fisicas, matematicas y geoldgicas con la ingenieria civil, petrolera y minera. La
ingenieria de mecdnica de rocas existe desde principios de los 50 y se convirtié en una
disciplina independiente en los 60 [12].

Las rocas son agregados naturales de uno o mas minerales. En el caso de la porosidad o
la fractura, también contienen fases fluidas. Con respecto a su génesis y procesos geoldgicos,
las rocas se dividen en tres grandes grupos: rocas igneas (magmatitas), rocas metamérficas
(metamorfos) y las rocas sedimentarias (sedimentos) [13]. Las rocas igneas se forman por
cristalizacién de un magma fundido. Tres tipos se caracterizan por su aparicién y posicién
en la corteza:

Rocas pluténicas cristalizadas a gran profundidad y que forman grandes cuerpos rocosos,
rocas volcanicas que llegan a la superficie, en muchos casos formando capas de rocas como
una almohada o una manta, y diques con una extensién vertical dominante y una extensién

horizontal en una direccién. Con frecuencia separan las unidades geoldgicas [13].

En este caso de estudio nos referimos a las rocas volcdnicas cuya clasificasion se detalla

a continuacion:

27
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Las rocas estudiadas en este trabajo de investigacién son rocas igneas (traquibasalto, tra-
quiandesita basdiltica, andesita basaltica y andesita) de las canteras circundantes en Mi-
choacén [14].

El basalto es una roca vitrea o afanitica compuesta principalmente de plagioclasa, piroxeno
y 6xidos de Fe-Ti con o sin olivino; contiene 45 — 52 % de silice en peso y menos de 5%
de dlcalis totales en peso. La andesita baséiltica es una roca mafica vitrea o afanitica que
contiene 52 — 57 % de silice en peso y menos de 5% de dlcalis totales en peso. La andesita
es una roca vitrea o afanitica formada esencialmente por plagioclasa, éxidos de Fe-Ti y
alguna combinacién de piroxeno, hornblenda y quizds biotita u olivino; contiene 57 — 63 %
de silice en peso y menos de alrededor de 7% de élcalis totales en peso. El traquibasalto es
un basalto rico en dlcalis. La traquiandesita es una andesita rica en dlcalis [15]. La nomen-
clatura ignea moderna se basa en tres tipos de observacién, cada uno de los cuales influye
en el nombre que se da a una roca: observaciones petrograficas cualitativas (por ejemplo, la
presencia o ausencia de cuarzo); datos petrogréficos cuantitativos (por ejemplo, porcentaje
de cuarzo en la roca) y composicién quimica (por ejemplo, posicién en un diagrama TAS)
[16]. Para clasificar las piedras se utilizé el TAS (élcalis totales frente a silice) (Fig. (2.1)).
Clasificacién de piedras volcanicas de la IUGS (Subcomité Internacional de Sistemética de

Rocas Igneas).

La mecénica de rocas se ocupa del estudio tedrico y préactico de las propiedades y com-
portamiento mecénico de los materiales rocosos, y de su respuesta ante la accion de fuerzas
aplicadas en su entorno fisico [17]. El desarrollo de la mecanica de rocas se inicié como
consecuencia de la utilizacién del medio geoldgico para obras superficiales y subterraneas
y explotacién de recursos mineros. Los distintos ambitos de aplicacion de la mecanica de
rocas se pueden agrupar en aquellos en que el material rocoso constituye la estructura
(excavacién de tuneles, galerias, taludes, etc.), aquellos en que la roca es el soporte de
otras estructuras (cimentaciones de edificios, presas, etc.) y aquellos en los que las rocas se
emplean como material de construccion (escolleras, pedraplenes, rellenos, etc.) [17]. Las ro-
cas son agregados naturales duros y compactos de particulas minerales con fuertes uniones
cohesivas permanentes que habitualmente se consideran un sistema continuo. La propor-
cién de diferentes minerales, la estructura granular, la textura y el origen de la roca sirven

para su clasificacién geoldgica [17].

El estudio de la matriz rocosa conocer sus caracteristicas fisicas y mecdnicas es muy
comun para estimar el comportamiento dentro de los elentos estruturales o dentro de una

mezcla de concreto hidraulico o de una mezcla asfaltica.
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Figura 2.1: Clasificacién de las rocas mediante TAS.

2.1. Propiedades fisicas de las rocas

2.1.1. Absorcion

El procedimiento consiste en secar las muestras en el horno a una temperatura a
110 °C £ 10 °C durante 24 horas, posteriormente se dejan enfriar y se pesan (ps =
pesoseco), una vez hecho esto las muestras se saturan en un recipiente con agua durante 24
horas como minimo, después las muestras se retiran del agua y se secan superficialmente

con un lienzo o franela y se pesan (ph) [18, 19].
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2.1.2. Densidad

El objetivo es determinar la densidad de la roca, el procedimiento consiste en marcar
la muestra o numerarla para identificarla, se dejan saturar en el agua durante un periodo
de 24 horas, después se procede a secar superficialmente y registrar su peso himedo (W
en gramos), posteriormente se procede a llenar con agua el picnémetro y se coloca dentro
la muestra de roca, finalmente el volumen de agua desalojado (V' en centimetros cubicos)

es medido con una probeta [18, 19].

2.1.3. Gravedad especifica

El procedimiento consiste en secar las muestras en el horno a una temperatura de
110 °C' £10 °C durante 24 horas, dejar enfriar y pesar (ps = pesoseco), poner a saturar en
agua durante 24 horas y después se pesan lo que permite obtener el peso superficial seco
(ps), después se colocan en una canastilla adaptada en la bascula y se sumergen en agua,

finalmente se obtiene el peso sumergido (pa) [18, 19].

2.2. Propiedades mecanicas

2.2.1. Resistencia a compresén uniaxial

La resistencia a compresion simple o resistencia uniaxial es el maximo esfuerzo que
soporta la roca sometida a compresién uniaxial, determinada sobre una probeta cilindrica
o cubica sin confinar en el laboratorio [17, 19, 20]. La resistencia a compresién uniaxial se
llevé a cabo en la maquina universal de pruebas, con este ensayo se pudo determinar la

resistencia de cada una de las rocas mediante la siguiente ecuacion.
p
o== (2.1)
a

donde o es compresién uniaxial, p es la carga maxima aplicada, a es el area de la seccion

transversal

2.2.2. Ensayo de carga puntual

De acuerdo con la Norma D 5731-05 de la ASTM, el objeto de esta prueba es determinar
la resistencia de las rocas al someterlas a cargas puntuales que se aplican mediante un par
de piezas conicas. Es una prueba de indice y esta destinado a ser utilizado para clasificar

y caracterizar la roca. Esta prueba de carga puntual se realiza sometiendo una muestra de
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roca a una carga cada vez mas concentrada hasta que el fallo se produce por la divisién de la
muestra. Este ensayo permite la determinacion del indice de resistencia de carga puntual no
corregido (Is). Este debe ser corregido al didmetro equivalente estdndar De = 50mm. Si el
didmetro del espécimen esta cerca de 50mm (como con los nicleos NX), la correccién no es
necesaria. El procedimiento para la correccién por tamafno puede ser obtenido graficamente
o matematicamente por los procedimientos definidos por el ISRM, para obtener el valor
para el Is(50) en M Pa [21].

07/06/2011

Figura 2.2: Aparato de carga puntual (propiedad del autor).

2.2.3. Indice de durabilidad (Id2)

. Este método de prueba determina el indice de durabilidad de una pizarra o roca
similar después de dos ciclos de secado y mojado con abrasion. El espécimen consiste en
diez fragmentos de pizarra representativos, intactos y equidimensionales que pesan entre
40 y 60 g cada uno. Estos fragmentos pueden ser naturales o pueden producirse por rotura
con un martillo. Estos fragmentos pueden obtenerse de ntcleos de roca o de canteras y
los tamafios pueden variar con el método de ensayo. Las esquinas afiladas se rompen, si
es posible, y el polvo se elimina cepillando la muestra justo antes de pesarla. La muestra

total pesara entre 450 y 550 g. La ecuacién utilizada en esta prueba es

WF -C

2=
2="p5"¢

(100) (2.2)
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donde Id2 es el indice de durabilidad (segundo ciclo), B es la masa del tambor més la
muestra retenida y secada por el horno antes del primer ciclo en g, WF' es la masa del
tambor mas la muestra retenida y secada por el horno después del segundo ciclo en g, y C

es la masa del tambor [22].

Figura 2.3: Equipo de Durabilidad (propiedad del autor).

2.3. Pruebas no destructivas

2.3.1. Velocidad de pulso ultrasénico

Recientemente, las mediciones ultrasénicas han ido ganando importancia como herra-
mientas no destructivas para evaluar danos estructurales en edificios histéricos y obras de
arte.

En estos métodos, las mediciones de la velocidad de la onda P(V},) se correlacionan con
el aumento de la porosidad debido a los danos en la estructura de las rocas. Estas co-
rrelaciones proporcionan un método para medir el grado de dano estructural debido a la
intemperie y el deterioro mediante mediciones indirectas. La prevencién de danos y la pla-
nificacién de reparaciones se pueden realizar sobre la base de dicha clasificacién de danos
Vp/estructurales. Las propiedades eldsticas de un material sélido y las velocidades sismicas
o acusticas estdn completamente determinadas por las constantes eldsticas (rigidez) [23].

Se hicieron las mediciones correspondientes en cubos de roca de 5¢m, la preparacién de los
especimenes se realizé en el Laboratorio de Materiales ” Ing. Luis Silva Ruelas” median-
te una cortadora de roca respectivamente. El equipo empleado para esta prueba fue una

méquina dual para ensayos ultrasénicos y por rebote, con introduccién automatica de los
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resultados del esclerémetro, modelo 58 — F0049/B, marca CONTROLS, medidor de velo-
cidad de pulsos ultrasénicos; con una escala de frecuencia de 24 a 150 kHz ; impedancia
de entrada del receptor de 1 M; salida RS232; cuenta con la posibilidad de conectar un
osciloscopio; con una medicién del tiempo de propagacién de 0.1 a 1999.9 us; velocidad de
los impulsos con una seleccién de 1 a 10 por segundo; precision 1 us; salida del transmisor
hasta 1500 V; funciona con baterias recargables internas; incluye un esclerémetro para
ensayos en concreto con una energia de impacto de 2.207 NM.

El equipo tiene dos transductores, un emisor y un receptor, estos transductores tienen
que tener un buen contacto con la superficie a probar y para tal fin se emplea un medio

conductor 6 gel [24]. La velocidad de pulso ultrasénico se obtiene con la Ec. (2.3).

Vp=" (2.3)

donde V), es velocidad de pulso ultrasénico, km/s, d es la distancia entre transductores,

mm y t es el tiempo de transito, us.

Figura 2.4: Velocidad de Pulso Ultrasénico (propiedad del autor).

2.3.2. Resistividad eléctrica

Las rocas se dejan saturando en el agua y posteriormente se secan cubriendo con una
franela himeda antes de iniciar la prueba. Las mediciones se realizaron con un equipo lla-

mado resistémetro que mide resistividad eléctrica marca Nilsson (Fig.(2.5)). La resistividad
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eléctrica se puede obtener mediante la Ec. (2.5) [25].

p = Re(_) (2'4)

donde p es Resistividad eléctrica en K€ — em (ohm — m), es resistencia eléctrica que el
equipo proporciona, en KQ, A es area transversal del espécimen en em? y L es longitud

del espécimen en cm.

Figura 2.5: Equipo resistividad eléctrica marca Nilsson (propiedad del autor).

2.3.3. Frecuencia de resonancia

La frecuencia natural de vibracién es una propiedad dindmica de un sistema eldstico y
se relaciona sobre todo con el médulo de elasticidad dindmico y la densidad del sistema,
por lo tanto, estd relacionado directamente con su integridad mecénica y su médulo de
elasticidad dindmico [26].

Las frecuencias de resonancia fueron determinadas, con un equipo E—meterC—4959Markll
de James instrument del Laboratorio de Materiales ”Ing. Luis Silva Ruelas” de la Facultad
de Ingenierfa Civil de la U.M.S.N.H. cuenta con un oscilador que tiene 4 rangos de frecuen-
cia cubriendo de 10 Hz a 100 kHz, dos controles de velocidad 10 : 1 y 50 : 14, y un display

de medidor de frecuencia de 6 digitos; un indicador de resonancia graduado de 0a100 con
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indicacion en 70.7 para mediciones de ancho de banda, un amplificador de entrada con una
sensibilidad de 1mV, impedancia de entrada de 10 M ohm, un acelerémetro tipo pick-up
de 35H z, cuenta con modo semiautoatico de manejo con paradas automaticas en los picos
de amplitud; un control de acelerémetro; opera en un rango de temperatura de 0 a 40°C;;
dimensiones de 14.6in x 7.5in x 10in, y es alimentado por 120/240V, 50 — 60H z figura
(2.6).

Figura 2.6: Equipo de frecuencia de resonancia (propiedad del autor).

2.4. Mobdulo de Elasticidad

Un cuerpo elastico se deformara cuando su movimiento en el espacio se vea restringido
mientras se le aplica una fuerza. Una fuerza de compresion tiende a aplanarse, o torcer, el
cuerpo mientras que una fuerza de tensién causa estiramiento, o elongacién. El esfuerzo es
la aplicacién de una fuerza sobre un area del cuerpo y su intensidad se expresa como la
fuerza aplicada por unidad de érea del cuerpo [27]:

Libras-fuerza por pulgada cuadrada (Ibs/in?) o Newtons por metro cuadrado (N/m?). La
tensién es la medida de la eformacién del cuerpo, con respecto a una longitud o anchura
original, que es causada por la tensién aplicada:

1) el cambio de longitud con respecto a la longitud original del cuerpo (AL/L,),

2) cambio de radio, o didmetro, de un cilindro con respecto al radio, o didmetro, original
del cuerpo (Ar/r, o Ad/d,)
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3) el cambio de volumen con respecto al volumen original (AV/V}).

) Esfuerzo(o) F/A [lbs/in?
Médulo de' Y = = 2.
oaure de T oung Tension(c) Ar/ry | in/in (2.5)
F A
Ley de Hooke — (o) = E—T(s) (2.6)
A To

Relacién de Poisson (v ): Como se muestra en la Fig.(2.5), la tensién aplicada (o) hace

O:

P
AP S
Pl

Figura 2.7: Elasticidad en un cilindro.

que el cuerpo cilindrico se expanda radialmente a lo largo del radio de un ntcleo cilindrico
(tensién lateral) y disminuya en longitud a lo largo de la longitud axial (tensién axial). La

proporcién de la tension lateral a la axial es la proporcién de Poisson [27]:

U= Elateral Ad/do |:”7’/Zn:| (27)

 Eawial __AL/LO in/in

El médulo de Young, F, define la relacién lineal elastica entre el esfuerzo aplicado y la
deformacién producida en la direccién de aplicacion del esfuerzo, y el coeficiente de Poisson,
v, define la relacion entre la deformacién transversal y axial. Ambas constantes se obtienen

del ensayo de compresién simple Fig.(2.10) y definen las caracteristicas de la deformacién
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E= Ac/As

Esfuerzo (o) Nim?

Deformacién (€) m/m

Figura 2.8: La Ley de Hooke. El esfuerzo es proporcional a la tensién [27] .

elastica estatica de la roca. Una roca dura con comportamiento fragil presenta mayor
modulo de Young y menor coeficiente de Poisson que una roca blanda con comportamiento
ductil [17]. Debemos tener presente que las rocas, igual que todos los materiales reales no
presentan un comportamiento eldstico lineal ideal, por lo que los valores de E y v sufren
variaciones importantes en términos de la deformacién. También debemos considerar que,
si se aplica una carga axial a una probeta de material ideal elastico, isétropo y homogéneo,

su volumen no variard a pesar de las deformaciones producidas [28].

Debemos senalar que parte de la dificultad de nuestro problema es que es muy dificil
medir las deformaciones transversales en el laboratorio. Por este motivo, practicamente
tenemos que conocer de manera simultanea los desplazamientos y el médulo F, ya que solo
conocemos las cargas que soportan las muestras de roca. Esto serd un aspecto importante

a considerar en los siguientes avances.
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Figura 2.9: La relacion tensién-esfuerzo de una roca. Region I: Tensién plastica causado
por el cierre de microfracturas. Regién II: Compresion elastica del material de la matriz
de la roca. Regién III: Distensién plastica causada por la formacion de microfracturas en
respuesta a la tensién aplicada hasta que se produce la falla [27] .

Figura 2.10: Esfuerzo a Compresiéon Uniaxial.
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En la Fig. (2.4) podemos observar la prueba de velocidad de pulso ultrasénico de
donde obtenemos el modulo de elasticidad dindamico el cual es un parametro importante

para realizar el modelado, ademas del esfuerzo del compresion uniaxial.
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Método de elemento finito (MEF)

La idea basica en el método de elementos finitos es encontrar la solucién de un problema
complicado reemplazandolo por uno mas simple. Dado que el problema real se reempla-
za por uno mas simple para encontrar la solucién, solo podremos encontrar una solucion
aproximada en lugar de la solucién exacta. Las herramientas matematicas existentes no
seran suficientes para encontrar la solucién exacta (y, a veces, incluso una solucién apro-
ximada) de la mayoria de los problemas practicos. Por lo tanto, en ausencia de cualquier
otro método conveniente para encontrar incluso la solucién aproximada de un problema
dado, tenemos que preferir el método de elementos finitos. Ademads, en el método de ele-
mentos finitos, a menudo sera posible mejorar o refinar la soluciéon aproximada gastando
més esfuerzo computacional. En el método de elementos finitos, la regiéon de solucién se
considera formada por muchas subregiones pequenas e interconectadas llamadas elementos
finitos [29].

Las limitaciones de la mente humana son tales que no puede abarcar entornos complejos
y la creaciéon en una sola operacion. Asi, el proceso de subdividir todos los sistemas en
sus componentes individuales o elementos, cuyo comportamiento es facilmente entendido,
y luego reconstruir el sistema original a partir de dichos componentes. En muchas situa-
ciones, se obtiene un modelo adecuado utilizando un nimero finito de componentes bien
definidos. Los problemas se denominaran discretos. En otros, la subdivisiéon se contintia
indefinidamente y el problema solo puede definirse utilizando la ficcion matemaéatica de un
infinitesimal. Esto lleva a ecuaciones diferenciales o declaraciones equivalentes que implican
un ntmero infinito de elementos. Llamaremos a tales sistemas continuos. Con el adveni-
miento de las computadoras digitales, los problemas discretos generalmente se pueden
resolver facilmente, incluso si el niimero de elementos es muy grande. Como la capaci-

dad de todas las computadoras es finita, los problemas continuos solo pueden resolverse

41
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exactamente mediante manipulacién matematica. Las técnicas matemaéticas disponibles
para soluciones exactas generalmente limitan las posibilidades de situaciones demasiado
simplificadas. Para superar la intratabilidad de los tipos realistas de problemas continuos
(continuo), ingenieros, cientificos y matemédticos han propuesto diversos métodos de dis-
cretizacion. Todos implican una aproximacién que, con suerte, se aproxima en el limite a
la verdadera solucién continua a medida que aumenta el niimero de variables discretas.
Desde principios de los anos sesenta se han realizado muchos progresos, y hoy los enfoques
puramente matematicos y de analogia directa se concilian por completo [30].

En el andlisis de problemas de naturaleza discreta, se ha desarrollado una metodologia
estandar a lo largo de los anos. El ingeniero civil, que se ocupa de las estructuras, prime-
ro calcula las relaciones de fuerza-desplazamiento para cada elemento de la estructura y
luego procede a ensamblar el todo siguiendo un procedimiento bien definido para estable-
cer el equilibrio local en cada nodo o punto de conexién de la estructura. Las ecuaciones
resultantes se pueden resolver para los desplazamientos desconocidos. Del mismo modo,
el ingeniero eléctrico o hidraulico, que se ocupa de una red de componentes eléctricos
(resistencias, capacitancias, etc.) o conductos hidraulicos, primero establece una relacién
entre las corrientes (flujos) y potenciales para elementos individuales y luego procede a
ensamblar el sistema asegurandose continuidad de flujos. Todos estos andlisis siguen un
patrén estandar que es universalmente adaptable a sistemas discretos. La existencia de un
tratamiento unificado de problemas discretos estandar nos lleva a la primera definicion del
proceso de elementos finitos como método de aproximacion a problemas continuos de tal
manera que:

(a) el continuo se divide en un nimero finito de partes (elementos), cuyo comportamiento
se especifica por un nimero finito de pardmetros, y (b) la solucién del sistema completo
como un conjunto de sus elementos sigue exactamente las mismas reglas que las aplicables
a problemas discretos estandar [30]. El método de elementos finitos es un procedimiento
numérico para resolver problemas de ingenieria. Los seis pasos del andlisis de elementos
finitos se resumen como sigue:

1. Discretizar el dominio: este paso implica subdividir el dominio en elementos y nodos
(Fig. 3.1).

2. Escribir las matrices de rigidez del elemento: las ecuaciones de rigidez del elemento ne-
cesitan para ser escrito para cada elemento en el dominio.

3. Montaje de la matriz de rigidez global: esto se hara utilizando el método directo enfoque
de rigidez.

4. Aplicar las condiciones de contorno, como soportes y cargas y desplazamientos aplicados.
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Este paso se realiza manualmente.

5. Resolver las ecuaciones: esto se hara dividiendo la rigidez global matriz y luego resolver
las ecuaciones resultantes utilizando la eliminacién gaussiana. El proceso de particion se
realizard manualmente mientras la parte de solucian se realizara utilizando MATLAB con
eliminacién gaussiana.

6. Postprocesamiento: para obtener informacién adicional como las reacciones y el elemen-

to. fuerzas y tensiones [31].

'Nodos
o &

®e - © . e

Eiéihen fos

Figura 3.1: Elementos unidimensionales.

3.1. Técnicas de aproximacién

3.1.1. Meétodos de residuos ponderados

Los métodos de los residuos ponderados son titiles para obtener soluciones aproximadas
para una ecuacion diferencial gobernante. Para explicar los métodos se presenta el siguiente

ejemplo:
(3.1)

El primer paso en los metodos del residuo ponderado es asumir un afuncién de prueba
la cual contiene coeficinetes desconocidos para ser determinados. Por ejemplo, una funcion
de prueba, u = az(1 — x), es selecionada como una solucién aproximada para la Ec. (3.1).

La funcién de prueba se escoge tal que satisfaga las condiciones de frontera (i.e. u(0) = 0
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Elementos

Nodos

Figura 3.2: Elementos bidimensionales.

y u(1) = 0, la cuél tiene un coeficiente desconocido a par ser determinado. En general,
la exactitud de una solucién aproximada depende de la seleccién de la funcién de prueba.
Sin embargo , una forma simple de la funcién de prueba es seleccionada para el ejem-
plo mostrado el procedimiento béasico de los residuos ponderados. Una funcién de prueba
es seleccionada, el residual se calcula sustituyendo la funcién de prueba en la ecuacién
diferencial Ec. (3.2).

d*u

R=——-u4+z=-2a—a(l—2)+=x (3.2)

d$2
Porque w es diferente que la solucién exacta, el residualno desapearece para todos los
valores de x dentro del dominio. El siguiente paso es determinar la constante desconcida
a tal que el escoger la mejor funcién de prueba se aproxima la solucién exacta. Para tal

fin, una funcién de prueba (o ponderacén) w se selecciona y el promedio ponderado del
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residual sobre el dominio del problema se establece en zero Ec. (3.3) [32].

I:/Olwd$:/01w<zll::—ﬂ—|—x) dx

) (3.3)

:/0 w{—2a—azr(l1—z)+z}dr =0

El siguiente paso es decidir la funcién de prueba. La solucion de la aproximacion resultante

difiere dependiendo de la funcién de prueba. Los métodos de los residuos ponderados

pueden ser clasificados basandose en cémo la funcién de prueba es determinada. Algunos
de los métodos de los residuos ponderados som explicados a continuacén [32]:

1. Método de cololocacién. La funcién de delta Dirac, 6(x — x;), es usada como la funcién

de prueba, donde el punto mmuestra z; debe estar dentro del dominio, 0 < z; < 1.

w=06(x —x;) (3.4)

2.- Métodos de minimos cuadrados. La funciéon de prueba es determinada desde el
residual Ec. (3.5) .

_dR

== (3.5)

w

3.- Métodos de Gelerkin. Para el método de Galerkin, la funciéon de prueba viene de la

funcién de prueba elegida [32].

w=— (3.6)

3.1.2. Formulacion débil

8u
Oz2

del término derivado en la ecuacién diferencial. La integral debe tener un valor finito

. . 1 . [
La formulacién fuerte requiere evaluarse fo w ( > dx, que incluye el orden mas alto
distinto de cero para dar una solucién aproximada significativa a la ecuacién diferencial.
Esto significa que una funcién de prueba debe ser diferenciable dos veces y su segunda
derivada no debe desaparecer. A fin de reducir la necesidad de una funcién de prueba en

términos de orden de diferenciacion, la integracién por partes se aplica a la formulacién
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fuerte [32].
1 25
deu
1 ~ ~11
dw du ~ du
= ————— —wu+aw |dr+ |[w—| =0
0 dzx dx dz |,

Como se ve en la Ec. ((3.7), la funcién de prueba necesita la diferenciacién de primer

(3.7)

orden en lugar de la diferenciaciéon de segundo orden. Como resultado, la necesidad de la
funcién de prueba se reduce para la Ec.(3.7). Esta formulacién se llama la formulacién
débil. La formulacién débil tiene una ventaja para el método de Galerkin, en el que las
funciones de prueba se obtienen directamente de la funcién de prueba seleccionada. Si una
ecuacion diferencial gobernante es el operador auto-ajustado, el método de Galerkin junto
con la formulacién débil da como resultado una matriz simétrica en términos de coeficientes
desconocidos de la funcién de prueba. Utilizando una funcién de prueba u = ax(1 — x)
para la formulacién débil, la Ec.((3.7) da como resultado la misma solucién que se obtiene
de la formulacién fuerte como se esperaba. Sin embargo, cuando se selecciona una funcién
parcial como funcién de prueba, vemos la ventaja de la formulacién débil sobre la fuerte
[32].

3.1.3. La formulacién de elementos finitos de Galerkin

A medida que aumentamos el niimero de subdominios para las funciones parciales, po-
demos representar una funcion compleja utilizando la suma de funciones lineales parciales
simples. Para una formulacién sistemaética, las funciones continuas parciales se definen en
términos de variables nodales. Consideremos un subdominio o un elemento finito como el
que se muestra en la Fig. (3.3). El elemento tiene dos nodos, uno en cada extremo. En cada
nodo se asignan el valor de la coordenada correspondiente (z; o x;41) y la variable nodal

(u; 0 uj+1). Supongamos que la funcién de prueba desconocida es[32]

U= c1T + Cco (3.8)

Queremos expresar la Ec. (3.8) en términos de variables nodales. En otras palabras,
€1 y c2 necesitan ser reemplazadas por u; y u;+1. Para este fin, evaluamos u en x = z; y

x = x;4+1. Luego

u(z;) =i + ca = (3.9)
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U (wi+1) = C1Tj41 T+ C2 = Uj41 (310)
Resolviendo la Ec. (3.9) y la Ec. (3.9) simultdneamente para ¢; y c¢o da

o = LAl T (3.11)

Li+1 — &4

Ui Li4+1 — U414
g = 4 (3.12)
LTi41 — T4

La sustitucién de la Ec. (3.11) y la Ec. (3.12) por la Ec. (3.8) y el reordenamiento de

la expresion resultante dan como resultado

u=Hy (x)u; + Hy (z) uiyq (3.13)
donde
Hy (z) = W (3.14)
Hy(z) =2 ;f (3.15)
hi = Tig1 — ; (3.16)

La Ecuacién (3.13) da una expresién para la variable u en términos de variables nodales,
y la Ec. (3.14) y la Ec. (3.15) se denominan funciones de forma lineal. Las funciones se
muestran en la Fig. (6.7). Estas funciones tienen las siguientes propiedades: 1. La funcién
de forma asociada con el nodo ¢ tiene un valor unitario en el nodo ¢ y se desvanece en otros

nodos. Es decir,

Hy(z;) =1, Hiwi1) = 0, Hy (2;) = 0, Ho(241) = 1 (3.17)

2. La suma de todas las funciones de forma es una unidad [32].

ZH () =1 (3.18)

Estas son propiedades importantes para las funciones de la forma. La primera propie-
dad, la Ec. (3.17), establece que la variable u debe ser igual a la correspondiente variable

nodal en cada nodo (i.e. u(x;) = u; y u(x;y1) = u;y1) seglin se aplica en la Ec. (3.9) y
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Ec. (3.10). La segunda propiedad, la Ec. (3.18), dice que la variable u puede representar
una solucién uniforme dentro del elemento. Si la solucién permanece constante dentro del

elemento, u = u; = u;4+1. La sustitucién de esta condicién en la Ec. (3.13) da[32]

u={H;(z)+ Ha ()} u; = v, (3.19)

La ecuacién (3.19) da como resultado la segunda propiedad de las funciones de forma,
la Ec. (3.17) [32].

3.1.4. Método Rayleigh-Ritz

El método de Rayleigh-Ritz obtiene una solucién aproximada de una ecuacién diferen-
cial con condiciones limites dadas utilizando la funcién de la ecuacion. El procedimiento
de esta técnica puede resumirse en dos pasos, como se indica a continuacion:

1.Supongamos una solucién admisible que satisfaga la condicién de limite de Dirichlet
(o condicion de limite esencial) y que contenga coeficientes desconocidos.

2. Sustituir la solucién asumida por la funcional y encontrar los coeficientes desconocidos

para minimizar el funcional [32].

3.2. Elementos finitos unidimensionales

Los elementos isoparamétricos utilizan el mapeo mateméatico de un sistema de coorde-
nadas en el otro sistema de coordenadas. El primer sistema de coordenadas se denomina
sistema de coordenadas natural, mientras que el segundo se denomina sistema de coorde-
nadas fisico. El dominio del problema se proporciona en el sistema de coordenadas fisico
denominado xyz — ejes. Por otra parte, las funciones de forma de los elementos se definen
en términos del sistema de coordenadas natural denotado £n¢ — ejes. Como resultado, se
necesita un mapeo entre los dos sistemas de coordenadas se considera un elemento lineal
unidimensional isoparamétrico para discutir las caracteristicas basicas de los elementos
isoparamétricos. Las funciones de forma del elemento isoparamétrico se dan en términos
del sistema de coordenadas naturles (Fig.3.3). Los dos nodos eje situados en £ = —1.0 y
& = 1.0. Estas posiciones nodales son arbitrarias pero la seleccién propuesta es muy util
para la integracion numérica porque el elemento en el sistema de coordenadas naturales

estd normalizado entre —1 y 1 [32]. Las funciones de forma pueden escribirse, como

Hy(§) = %(1 —§) (3.20)
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Ho€) = £(1+8) (3.21)

El elemento lineal fisico puede estar situado en cualquier posicién del sistema de coorde-

nodo 1 nodo 2

g

&
=1

Figura 3.3: Elemento lineal en la coordenada natural.

nadas/fisica como se muestra en la Fig.(3.4). El elemento tiene dos valores de coordenadas

nodales x; y 2 con las correspondientes variables nodales u; y ug [32]. El punto entre

U+ u:

& - X
X1 X2

,b hi ,b

Figura 3.4: Elemento lineal en la coordenada fisica.

£ = —10y & = 1.0 en el sistema de coordenadas naturales puede ser mapeado en un

punto entre x1 y x2 en el sistema de coordenadas fisicas utilizando las funciones de forma

definidas en las Ec. (3.21) y Ec. (3.21) [32].

T = H; (f)xl -+ Hg(f)xQ (3.22)
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Las mismas funciones de forma se utilizan también para interpolar la variable u dentro del
elemento.
u = Hi(§)ur + Ha(§)uz (3.23)

Si se utilizan las mismas funciones de forma en el mapeo geométrico asi como la interpola-
ci6én de variables nodales tales como las Ecs. (3.22) y (3.23), el elemento se convierte en el
elemento isoparamétrico. Para calcular du/dx, que es necesario en la mayoria de los casos

para calcular las matrices de elementos, se utiliza la regla de la cadena Ec. (3.24)[32],

du _dH()  dHa(E)
de  dz ! dx

_ dH\(€) d¢ dH>(§) d€

 dx %ule dx @UQ

L)
(3.24)

donde la expresién requiere d€/dx que es el inverso de dz/d¢ . Este ultimo puede calcularse
a partir de la Ec. (3.22).

d dH dH 1
d—z = dlf(g) T+ d2§(§) To = 5(1’2 — 1) (3.25)

Al sustituir la Ec. (3.25) por la Ec. (3.24) se obtiene

du 1 1
—_ = 'LL1+—
dzx To — I T2 — T

U (3.26)

Como resultado, los derivados de las funciones de la forma con respecto al sistema de

coordenadas fisicas son

dH{ () 1 1
= — =—— 2
dzr ro — I hi (3 7)
dH»(¢) 1 1
dx N Tro9 — T1 N hi7 (328)

en el cual h; = (2 — X7) es el tamanio del elemento en el sistema de coordenadas fisicas.

Se calcula la siguiente integral usando el elemento lineal isoparamétrico.

T2 (dw du
— — +twu | dz (3.29)

2 \dvdr
La integracion es en términos del sistema de coordenadas fisicas mientras que el integrando
se expresa en términos del sistema de coordenadas naturales porque las funciones de forma

isoparamétrica se utilizan para las funciones de prueba y ensayo u y w. Por lo tanto, se

escribe la integral en términos del sistema de coordenadas naturales [32]. Para este fin, se
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nodo 71 nodo 2 nodo 3

6:_7 §=0 §:7

Figura 3.5: Elemento isoparamétrico cuadratico.

obtiene

L/ dw du
—_—— d )
/1<dxd$+wu>J§ (3.30)

donde J = dz/d§ es llamado Jacobiano. La sustitucién de la funcién de la forma isopa-

ramétrica de la u y la w en

Pl | 1 =9 =97 [\ hi [ w

/—1<h?[—1 VT oot aver ) 2% w
(3.31)

~ h%ﬁLj’ *h%*F% Ul

—E+% L4k us

Esta expresién es la misma que la del elemento lineal convencional. En este punto, el ele-
mento isoparamétrico no parece tener ventaja sobre el elemento convencional porque el
elemento isoparamétrico requiere més procedimientos como el mapeo y la regla de la cade-
na. La principal ventaja de los elementos isoparamétricos se produce cuando la integracién
analitica para calcular las matrices de los elementos y los vectores de las columnas es muy
complicada o casi imposible. Este es el caso en que las formas de los elementos en el domi-
nio fisico no son regulares como en el problema multidimensional o la ecuacién diferencial
es bastante compleja. Por lo tanto, se necesita la técnica de integracién numérica. Por-

que cada elemento isoparamétrico es definido en términos del dominio normalizado como
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&1 = —1y & =1, es mucho mas fécil aplicar cualquier técnica de integracién numérica [32].
El elemento de barra lineal es un elemento finito unidimensional donde las coordenadas
locales y globales coinciden. Se caracteriza por funciones de forma lineal y es idéntico al
elemento de resorte, excepto que la rigidez de la barra no se da directamente. El elemento
lineal tiene un moédulo de elasticidad FE, drea de seccién transversal A y longitud L. Cada
elemento de barra lineal tiene dos nodos como se muestra en la figura ?7?7. En este caso, la

matriz de rigidez del elemento viene dada por [31].

EA _EA
k= L X (3.32)
- L

En la Fig. (3.6) se muestran los elemenentos locales y globales.

Elementos
7 2 3 4 5
S = o = ) L)
7 2 3 4 5 6
Nodos

Modelo global

e e
7 2

A

Modelo Iocal

Figura 3.6: Elementos finitos global y local.

La matriz de conectividad de cada uno de los elementos se muestra en la tabla (3.1).
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Elemento Elemento local
global Nodo 1 Nodo 2
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5
5 5 6

Tabla 3.1: Matriz de conectividad.

3.3. Elementos finitos bidimensionales

El elemento cuadrildtero bilineal es un elemento finito bidimensional con coordenadas
locales y coordenadas globales. Se caracteriza por funciones de forma Fig. (6.7) lineal en
cada una de las x y y direcciones. Este elemento se puede usar para problemas de tensién
plana o deformacién plana en elasticidad. Es una generalizacién del elemento rectangular
de 4 nodos. El elemento cuadrildtero bilineal tiene médulo de elasticidad FE, relacién de
Poisson v, y espesor t. Cada elemento cuadrilatero bilineal tiene cuatro nodos con dos

grados de libertad en el plano en cada nodo como se muestra en la Fig. (3.8).

H. H:

N
w |

H: H-:

f—1—

Figura 3.7: Funciones de Forma.



54 Capitulo 3. Método de elemento finito (MEF)

En muchas aplicaciones de la mecanica del continuo es posible y conveniente compu-
tacionalmente deducir de dos formulaciones mas sencillas que son apropiadas para el estudio
de problemas en dos dimensiones. Estas formulaciones se conocen como modelos de tensién
plana y deformacién plana para la elasticidad lineal [33]. Para un material isotrépico, la

ecuacion constitutiva es
{o} = [Dl{e}

Dénde o es la matriz de tensién, y € es la matriz de la deformacion. Las funciones de forma

para el elemento isoparamétrico bilineal se muestran en la Ec.(3.33).

Hy(E,m) = A€ = 1)(n—1) = 1€~ )(n 1)
Hy(6,m) = A€+ 1)(n 1) = —(6+ Dn—1)
Hy(€,m) = A€+ 1)(n+1) = (€ + 1)+ 1)

Ha(E ) = A€~ Dn+1) = — (6~ D+ 1)

(3.33)

Para los nodos que se muestran en la Fig. (3.8). Estas funciones de forma se definen en
términos del dominio natural normalizado (es decir, —1 < ¢ <1y —1 <7 <1). Si bien la
forma del elemento es un cuadrado en el sistema de coordenadas natural, se puede mapear
en una forma cuadrildtera general con distorsién como se ve en la Fig. (3.9). Cuando se
realiza este mapeo, las posiciones relativas de los puntos nodales deben ser consistentes
entre los dos elementos en los dominios natural y fSico. En otras palabras, el segundo nodo
estd al lado del primer nodo en el sentido contrario a las agujas del reloj y de manera
similar para el resto de los nodos. Luego, un punto (§,7n) dentro del elemento natural se
mapea en un punto (z,y) dentro del elemento fisico usando las funciones de forma dadas
en las Ec.(3.33) como se muestra en Ec. (3.34) y Ec. (3.35) [32].

€T = Hl (57 77)5'31 + HQ(&, n)xQ + Hd(é-’ 77)933 + H4(€7 77)554 (334)

y=Hi(&n)y, + H2(&,m)y2 + H3(&,m)ys + Ha(§,1)ya (3.35)

Del mismo modo, cualquier variable fisica se puede interpolar usando las mismas funciones
de forma Ec.(3.36) [32].

w=Hi(&n)u, + Ho(&,n)us + Hs(&,n)us + Ha(€,n)us (3.36)
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%)

Figura 3.8: Elemento bilineal en la coordenada natural.
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Figura 3.9: Elemento bilineal en la coordenada fisica.

La matriz [B] se da de la siguiente manera:

[B] = [31 By B3 By

7]

donde cada [Bi] es dado por Ec. (3.38):

OHi OHi
a 8{2 —-b 8171
[Bi] = 0
OHi OHi
087771 — d87§z

0
OHi OHi
oy —d €
OH1i OH1
(1875 — an

(3.37)

(3.38)
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y los pardmetros a, b, ¢ y d son dados por Ec. (3.39):

1
a=—[y(§—1) +y(-1-8 +y3(14+&) +ya(1 =)
4
1
b=—[yi(n—1)+y2(1 —n) +y3(1+n) +ya(=1—n)]
1 (3.39)
c=7 [z1(n —1) + 22(1 —n) + 23(1 + 1) + 24(=1 — 1]
1
d=7 [21(§ = 1)+ 22(—=1 = &) +23(1 + &) + 24(1 — &)]
d¢  da
il (3.40)
de  dH, N dH, N dH; N dH,
e~ ag T ae T ag T e ™
de _dHy - dHy o dHy o dHy
g~y T dy P dg T dy (3.41)
dy  dH, +dH2 +dH3 +dH4 '
dy  dH, dH, N dH; N dH,
dH, 1
g 4 (1-n)
dH, 1
oy 4 (1-9)
dH, 1
e 4 (1—n)
I L0+
dn 4
(3.42)
% — 1 (1 + )
e a4
dH; 1
an Z(1+§)
dH, 1
A (1
i 4( + 1)
dH, 1
Tt (1 —
a 7 £)
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La transformacién isoparametrica esta dada por Ec. (3.44).

1 ( (L —ma1+ 1L —mz2+ L+ n)as — (L+n)as (L—Ezy — (L4 &)z + (1+ &)z + (1 — &)z )

7= A=y +AQ=nye+A+ny -0+ Q-9 -1+ + 1+ ys+ (1 -y
(3.43)

El determinante del jacobiano expresa el diferencial de area en coordenadas naturales como
Ec.(3.44).

dx - dy = |J|d&dn (3.44)
El determinante|.J| es dado por:
0 1-n n-¢& ¢&§-1 v
1 -1 0 +1 —£-
‘J| =< | 1 T2 XT3 T4 1 € 5 g b2 (3.45)
8 £-n —¢-1 0 n+1 Ys
1-¢& &+n —n—1 0 Ya
Para el caso de tension plana
g 1 v 0
D] = 3.46
0 0 i~

La matriz de rigidez del elemento para un elemento cuadrilatero bilineal se escribe

K =t / 1 / 1B DB )dsdr (3.47)

[K{U} ={F}, (3.48)

Donde

E=Elasticidad

D=DMatriz de propiedades de los materiales
v=Coeficiente de poisson

t= Espesor

J=Jacobiano

K = Matriz de rigideces global

U =Desplazamientos nodales globales

F = Fuerzas nodales globale
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3.4. Ecuaciones de Laplace y Poisson

3.4.1. Ecuacién gobernante

Las ecuaciones de Laplace y Poissoris son un campo comin que gobierna las ecuaciones
para describir varias naturalezas fisicas. Por ejemplo, estas ecuaciones diferenciales pueden
representar la conduccién del calor, el flujo potencial y la torsién de los miembros no
circulares. Por lo tanto, se estudia la formulacién de elementos finitos de estas ecuaciones.

La ecuacién de Laplace es [32]

Viu =0 (3.49)

mientras que la ecuacién de Poisson es
Viu=yg (3.50)

Debido a que la ecuacién de Poissoris es més general que la ecuacion de Laplace, se
considera la ecuacién de Poisson en la siguiente formulacién. La ecuacién de Poisson en
términos del sistema de coordenadas cartesianas se convierte en Ec. (3.51)

Pu 0%u

92 + a7 g(x,y) en Q (3.51)

para el dominio bidimensional €2. Las condiciones limite son:

u =1 sobre T’y (3.52)
0
871; =q sobre Ty, (3.53)

donde u y ¢ denotan condiciones limites conocidas de variables y flujos, y n en la Ec.
(3.53) es el vector unitario normal hacia afuera en el Irhite. Ademas, I'c y I';, son limites
para las condiciones de frontera esenciales y naturales, respectivamente. Para el problema

del valor limite bien situado [32],

r.ul, =T (3.54)

T.NT,=¢ (3.55)
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en el que U y N denotan suma e interseccion respectivamente, y I' es el limite total del
dominio 2. La integracién del residuo ponderado de la ecuacién diferencial y la condicién

de frontera es

0*u  Ou du
I:/ (afoa g(]:,y)) A= | wgdr (3.56)

Para desarrollar la formulacién débil de la Ec. (3.56), se aplica la integracién por partes

para reducir el orden de diferenciacién dentro de la integral [32].

V- (uVw) = uV?w + (Vu) - (Vw) (3.57)
V- (wVu) = wV?u + (Vw) - (Vu) (3.58)

donde

V- es la divergencia
V es el gradiente
V2 es el Laplaciano
a-b es el producto

desde el teorema de la divergencia

/U(V-F)dv:/sF-da (3.59)

sutituyendo

/w (Vu) - da = /Q [wV2u + (Vw) - (Vu)] dQ (3.60)

esta es la primera identidad de Green. sustutituyendo Ec. (3.57) en Ec. (3.58)
V- (wVu — uVw) = wVu + uV3iw (3.61)

por lo tanto
/ (wV?u + uV3w) dQ / (wWVu —uVw) da (3.62)
Q s
Esta es la segunda identidad de Green.

Dejamos que u tenga primeras derivadas parciales continuas y qu sea armonica

dentro de la regién de integracion. entonces la tercera identidad de Green es

o= f o (2) 2 ()] )
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En nuestro caso la solucion es la siguiente

/Q [wV2u + (Vw) - (Vu)] dQ (3.64)
Pu  O%u
/Q [w <ax2 + 5 - g(a:,y)> +(Vw) - (Vu)} d0 =0 (3.65)
2U 2u
% + ((33/2 =g(x,y) en Q (3.66)
Vu =0 (3.67)

Para realizar las aproximaciones seleccionamos ciertas funciones de forma convenientes que

nos permitan eliminar el lado derecho de la Ec. (3.59).

3.5. Ejemplo

Para mostrar como funciona el método de Elementos Finitos se resuleve el siguiente
ejemplo.
Se resuelve la ecuacién de Laplace para el dominio que se muestra en la Fig. (3.10). La

condicién limite también se muestra en la figura.
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Aislado
0,199.98) @— @@ @ (9.99,199.98)

34 |35 |36
31 |32 |33 | u=300
28 | 29 | 30 u=300

20 Q990000000
19 |20 |21 |22 |23 |24 |25 |26 |27
10 |11 [12 |13 |14 |15 |16 |17 |18
1 12|34 |5 |6|7]|8]09

(©0.0) u=40

Figura 3.10: Figura para el ejemplo de Laplace.

La tabla de conectividad se muestra a continuacién:

(29.97, 99.99)

Aislado

(9.99,199.98)
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Numero de Elemnto | Nodoi | Nodo j | Nodo m | Nodo n
1 1 2 12 11
2 2 3 13 12
3 3 4 14 13
4 4 5 15 14
33 43 44 48 47
34 45 46 50 49
35 46 47 51 50
36 47 48 52 51

Tabla 3.2: Matriz de conectividad.
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N°Nodo u N°Nodo u

1 40.00 27 -22.15
2 40.00 28 -34.68
3 40.00 29 -53.26
4 40.00 30 0.00

5 40.00 31 20.00
6 40.00 32 110.26
7 40.00 33 202.78
8 40.00 34 300.00
9 40.00 35 300.00
10 0.00 36 300.00
11 20.00 37 300.00
12 18.58 38 300.00
13 17.54 39 300.00
14 17.67 40 0.00

15 12.76 41 20.00
16 9.24 42 114.59
17 6.99 43 208.26
18 6.13 44 300.00
19 6.90 45 20.00
20 0.00 46 110.94
21 20.00 47 203.73
22 10.53 48 300.00
23 -1.24 49 0.00

24 -17.84 50 0.00

25 -13.82 51 0.00

26 -15.26 52 0.00

Tabla 3.3: Desplazamientos de los nodos (u).

Las ecuaciones de Laplace y Poisson ocurren como problemas de campo en muchas

dreas de ingenieria y por eso he recibido mucha atencién [34]. Estd discretizacién se va

utilizar en el capitulo 4.



Capitulo 4

Problema Inverso

Los problemas inversos son los que consisten en encontrar una propiedad desconocida
de un objeto, o un medio, a partir de la observacién de una respuesta de este objeto, o
medio, a una senal de sondeo. Asi, la teoria de los problemas inversos da una base tedrica
para la teledeteccién y la evaluacion no destructiva. Por ejemplo, si una onda plana acusti-
ca es dispersado por un obstaculo, y se observa el campo disperso lejos del obstéaculo, o
en alguna regién exterior, entonces el problema inverso es encontrar la forma y las propie-
dades del material del obstéculo [35]. El punto de partida en la mayoria de los problemas
inversos es una descripcién de los datos. Como en la mayoria de los problemas inversos
los datos son simplemente una lista de valores numéricos, un vector proporciona un medio
conveniente para su representacién. Si se realizan N mediciones en un experimento parti-
cular, por ejemplo, uno podria considerar estos nimeros como los elementos de un vector
d de longitud N. El propésito del anédlisis de datos es obtener conocimiento a través del
examen sistemético de datos [36]. Los parametros del modelo se eligen para que tengan
sentido; es decir, se eligen para capturar el cardcter esencial de los procesos que se estan
estudiando [36]. La declaracién bésica de un problema inverso es que los pardmetros del
modelo y los datos estdn en de alguna manera relacionada. Esta relacidn se llama modelo
cuantitativo (o modelo, o teoria, para corto). Por lo general, el modelo toma la forma de
una o mas férmulas que los datos y el modelo Se espera que los pardmetros sigan. Si, por
ejemplo, uno intentara determinar la densidad de un objeto, como una roca, midiendo su
masa y volumen, habria N = 2 datos (masa y volumen (digamos, d; y da, respectivamente)
y M =1 desconocido pardmetro del modelo, densidad (digamos, m;). El modelo seria la
afirmacion de que la densidad por el volumen es igual a la masa, que puede escribirse de
manera compacta mediante la ecuacién vectorial domi = dy. Tomando en cuenta que el

parametro modelo, densidad, es més significativo que la masa o el volumen, ya que re-

65
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presenta una propiedad intriiseca de una sustancia relacionada con su quimica. Los datos
(masa y volumen) son féciles de medir, pero son menos fundamentales porque dependen
del tamano del objeto, que generalmente es incidental [36]. La Fisica nos permite hacer
predicciones a través de las que denominamos ecuaciones gobernantes de un sistema fisi-
co. Podemos predecir el resultado de algunas mediciones, a esto se le llama el problema
directo (predecimos efectos a partir de las causas). El problema inverso consiste en utilizar
las mediciones para estimar los valores de los pardmetros que caracterizan el sistema [28].
El médulo de Young es uno de los parametros geomecanicos basicos que se utilizan para
definir los fenémenos mecanicos en las masas rocosas. Su determinacion se basa en una
prueba de compresién uniaxial. Segin la Sociedad Internacional de Mecanica de Rocas,
se puede calcular de tres maneras diferentes, utilizando una tangente, una secante o un
médulo medio. Este tltimo se recomienda dentro del rango del 25-75 % de la tensién final
[37].

Se utilizaron muestras cubicas para determinar la resistencia a la compresion uniaxial, de
las que se obtuvo la carga maxima soportada por las muestras de rocas y se utilizaron en el
modelo de elementos finitos para estimar el médulo de elasticidad dindmica. La deforma-
cién indica un cambio de forma en la muestra, que corresponde a los desplazamientos que
la roca soporta cuando se somete a compresién. Una vez conocidos los valores de la carga
soportada por la muestra, el espesor de la misma y los desplazamientos en cada nodo, se

puede realizar el problema inverso.

En el esquema propuesto se utilizaron elementos bidimensionales con funciones cua-
drildteras bilineales[30]. Tales elementos se utilizan a menudo en problemas de tensién o
deformacién de la elasticidad [31, 32|, en los que se consideran como pardmetros los valores
de la razén de Poisson v, el espesor t, asi como los desplazamientos horizontales y verticales
de cada nodo. Para simplificar, teniendo en cuenta la forma de las muestras, consideramos
pequenas deformaciones lineales 2D y dos grados de libertad por nodo. Para el ensayo se
siguié minuciosamente la norma ASTM D 2938 -95(2002) para obtener la resistencia a la
compresién no confinada (UC'S) del niicleo de la roca con muestras cilindricas, que expresa
el valor en el que la muestra experimenta una pérdida total de cohesién a lo largo de la

superficie de la fractura [2, 20].

Los problemas inversos surgen en una variedad de aplicaciones importantes en la ciencia
y la industria. Estas van desde la obtencion de imagenes biomédicas y geofisicas hasta la
modelizacion del flujo de las aguas subterraneas. En estas aplicaciones el objetivo es estimar

algunos atributos desconocidos de interés, dadas las mediciones que sélo estan relacionadas
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indirectamente con estos atributos. Por ejemplo, en la tomografia computarizada médica
se desea obtener imagenes de las estructuras del cuerpo a partir de las mediciones de los
rayos X que han pasado por el cuerpo. En la modelizacién del flujo de aguas subterraneas,
se estiman los pardmetros materiales de un acuifero a partir de mediciones de la presién de
un fluido que lo sumerge. Lamentablemente, una pequena cantidad de ruido en los datos
puede dar lugar a enormes errores en las estimaciones. Este fenémeno de inestabilidad
se denomina “mala posiciéon”. Se han desarrollado técnicas matematicas conocidas como

métodos de regularizacién para hacer frente a la mala posicién [38].

4.1. Un ejemplo

Estiramiento de una columna prismética de concreto con su propio peso continuo. En
este problema F, = Fy = 0, F, = —pg , p es la densidad de masa del material y g es
la aceleracién de la gravedad. La densidad del concreto es 0.24kg/cm3, drea de la seccién
transversal es 400cm?, la longitud de la columna es de 100cm. y E es 326, 757kg/cm?. Para
resolver este problema se utilizaron elemntos de barra lineal y se consideraron 5 elementos.

La matriz de conectividad se muestra enseguida.

N° de elemento | Nodo i | Nodo j
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5
5 5 6

Tabla 4.1: Matriz de conectividad.

La matriz de rigideces para cada elemento esta representada por la Ec. (4.1).

EA —EA
k= %A é (4.1)

L L
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Figura 4.1: Elongacién de una columna bajo su propio peso.

La matriz de rigideces ensamblada es representada por Ec. (4.2),

0 0
0 0
0 0
TR (4.2)
L
EA EA EA
T tT T L
_EA  EA
L L

Cuando se resuelve el problema directo para la elongacion de una columna bajos su propio

peso la ecuacién a resolver es [K] {U} = {F}., y dicha informacién se puede obtener debido

a que cada problema en particular tiene condiciones de frontera determinadas. La solucién
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al problema para el caso directo se muestra en la Ec. (4.3),

EA - _EA 0 0 0 0 U1l mg
EA EA B4 _EA 0 0 0 U2 g
0 ~EA BA L EA _EA 0 0 Us | _|
0 0 —E4  EALEA _EA 0 U4 g
0 0 0 —EA BA G EA_EA U5 mg
0 0 0 0 —EABA o | | W6
(4.3)

En el caso del problema inverso lo que se requiere estimar es el médulo de elasticidad,
conociendo los desplazamientos U y el peso propio del elemento dividido entre el niimero

de elementos finitos.

A A
T —-T 0 0 0 0 U1l e
A A A A
-+ T+t1 -1 0 0 0 U2 =
A A A A
> 0 -5 T+ -1 OA 0 U3 _ e (4.4)
A A A :
0 0 - T+ -z 0 U4 e
A A A A
0 0 0 - T+1 —-% Ub e
A A
|0 0 0 0 -7 Z ]1L 0 | W6 |
Al sustituir los valores en la Ec. (4.4) queda de la siguiente manera:
20 =20 0 0 0 0 |[-00044] [ —1920]
-20 40 —-20 O 0 0 —0.0041 —1920
0 —-20 40 -20 O 0 —0.0035 —1920
E = (4.5)
0 0 —-20 40 -20 O —0.0026 —1920
0 0 0 —20 40 -20 —0.0015 —1920
|0 0 0 0 =20 20 || 0 | | 9600 |

Resolviendo el sistema anterior se obtiene el mdédulo de Elasticiadad en este caso
3.2676e + 05, a esto se le conoce como problema inverso y el procedimiento se detalla

en el apartado 4.5.2.
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N° de Nodo | Elongacién U en cm
-0.0044
-0.0041
-0.0035
-0.0026
-0.0015

0

| O | W N~

Tabla 4.2: Elongacién de la columna con 5 elementos.

Desplazamiento de la columna por su propio peso
\

20+

40

Distancia vertical

R B e .

0.5 0 0.5 1 15

Figura 4.2: Elongacién de una columna bajo su propio peso con 5 elementos.

Las Figs. (4.2) y (4.3) muestran la misma columna pero con diferente nimero de ele-
mentos, observandose la misma longitud de elongaciéon independientemente del ntimero de

elementos.
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Desplazamiento de una columna por su propio peso
\

20

A)F i

Distancia vertical

e -

0.5 0 05 1 15

Figura 4.3: Elongaciéon de una columna bajo su propio peso con 100 elementos.

4.2. Regularizacion por filtrado

A pesar del mal acondicionamiento, se puede extraer informacion 1til del sistema lineal

discreto Kf = d. Para simplificar la presentacién, considere un modelo de datos discreto

d = Kfirue +1 (4.6)

con
5 >0 (4.)
Aqui ||.]| denota la norma euclidiana estandar, fi.,. representa la fuente verdadera discre-

tizada y 7 representa el error en los datos. El pardmetro ¢ se llama nivel de error. Para
mayor simplicidad, suponga que K es una matriz invertible de valor real. Luego tiene una

descomposicién de valor singular (SVD).

K = Udiag (S;) VT (4.8)

con valores singulares decrecientes estrictamente positivos s;. En este punto, requerimos los
siguientes hechos: los vectores de columna v; de V| que se denominan vectores singulares

derechos, y los vectores de columna u; de U, que son los vectores singulares izquierdos,
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satisfacen

u?uj = (51']', VlTVj = (51']', (4.9)

KUi = S;u, KTui = S5;V; (410)

Aqui 9;; denota el delta de Kronecker, y U T = U~y VT=V~1. Hay que tener en cuenta
que si K es simétrico y positivo definido, entonces los valores singulares si son los valores
propios de K, y U = V tiene columnas que consisten en vectores propios ortonormalizados.

Usando las propiedades de las ecuaciones (4.9) y (4.10).

n
K'd =V diag(s; ) UTd = firue + Y _ 57" (0l n) v (4.11)

i=1
La inestabilidad surge debido a la divisién por pequenos valores singulares. Una forma de
superar esta inestabilidad es modificar los 31'_1 en Ec. (4.11), por ejemplo, multiplicAndolos
por una funcion de filtro de regularizacion w, (512) para la cual el producto wy, (sf) s =0
como s — 0. Esto filtra componentes singulares de k~!'dcorrespondientes a valores singu-

lares pequeenos y produce una aproximacion a fi.,e con una representacion

fo=>_ st (ufd)v, (4.12)

2
S5 >«

fo = Viiag (we () 5') U

n (4.13)
=Y we(s))s; (ufd)v;
; (ui d)

Para obtener cierto grado de precisiéon, hay que mantener los componentes singulares co-
rrespondientes a los grandes valores singulares. Esto de tal funcién de filtro son los grandes
valores singulares. Esto se hace tomando we(s?) = 1 para grandes valores de s> . Un

ejemplo de tal funcién filtro es [38]

1if s2>a

4.14
0 if s2<a (4.14)

wa(s?) = {
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Un analisis de error determinante
El lado derecho de Ec. (4.13) define un operador de regularizacién lineal, que deno-

tamos por R,. Por lo tanto f, = R,d. A partir de Ec. (4.6), el error de solucién de la

regularizacién viene dado por

def

ea = fa = ftrue = egunc + egoise’ (4.15)
donde
d
eta'runc éf RaKftrue - ftrue
- 2 T (4.16)
= (wa (81) - 1) (Ui ftrue)vi
=1
y
egoise d;f Ran
(4.17)

n
= Z Wy (512) sl-_1 (u;frn) A\
i=1

trunc

Llamamos e

al error de truncamiento de la solucién debido a la regularizacién. Cuan-

noise

notse se llama

tifica la pérdida de informacién debido al filtro de regularizacién. El término e

error de amplificacién de ruido [38].

4.2.1. Tasas de convergencia y Seleccién de parametros de regularizacion

a posteriori

Considere el filtro TSVD Ec. (4.14) y suponga § > 52, el cuadrado del valor singular més
pequeno. Si esta suposicién no se cumple, entonces la amplificaciéon de ruido es tolerable
incluso sin regularizacién. Para obtener una tasa de convergencia para el error de solucién,

se necesitan limites en el error de truncamiento. Asumir

ftrue = KTZ, VAS R2 (418)
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Este es un ejemplo de una llamada condicién de fuente [39] o condicién de rango. Desde
’(KTZ)TVZ" = ‘ZTKVZ" =s; ‘zTui‘ Se obtiene[38].

n

Jetrme|l” = 3 (wa () = 1)” 57 2w

< mix (wa (sf) — 1)2 312 HZH2 (4.19)

2
<alz|”.

Una regla de eleccion de pardmetros se llama a posteriori si la seleccién del parametro de
regularizacién depende de los datos pero no de informacion previa sobre la solucién. Una
de esas reglas es el principio de discrepancia debido a Morozov [40], donde en el caso de
la regularizacin de TSVD o Tikhonov se selecciona el valor méas grande del parametro de
regularizaciéon a para el cual

IKf, —d| <. (4.20)

Se puede demostrar que tanto la regularizacién de TSVD como la de Tikhonov con la regla
de eleccion del parametro del principio de discrepancia son convergentes y, suponiendo que
la condicién de la fuente Ec. (4.18) [38]. Lo que sigue es una versién de dimensién finita del
andlisis para el principio de discrepancia aplicado a la regularizacién de Tikhonov. Para

simplificar la notacién, defina la discrepancia de datos funcional [38]
D (a) = ||Kf, —d|. (4.21)

4.2.2. Meétodos de regularizacién variables y métodos de regularizacion

iterativos

Para sistemas muy grandes mal acondicionados, a menudo no es practico implemen-
tar directamente la regularizacién mediante filtrado, ya que la representacién Ec. (4.13)
requiere la SVD de una matriz grande. Sin embargo, la solucién de Tikhonov tiene una

representacion variacional alternativa,

fo = arg min |[Kf —d|* + o |||, (4.22)
fERn

que puede ser mas facil de calcular. Esta representacion puede tener otras ventajas. Por
ejemplo, en Optica, la intensidad de la fuente f no es negativa. La no negatividad se puede
imponer como una restricciéon en Ec. (4.22). Ademds, el término de minimos cuadrados

|Kf — dH2 puede ser reemplazado por otros funcionales que se ajusten a los datos. El
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término ||f||? en Ec. (4.22) se llama penalizacién funcional. Se pueden utilizar otros fun-
cionales de penalizacién para incorporar informacién a priori [38].
Se illustra el concepto de regularizacién iterativa con un ejemplo simple. Considere la

funcién de ajuste de datos de minimos cuadrados escalados
1 2
J(f) =5 IKf -] (4.23)
Esto tiene como gradiente grad J (f) = KT (Kf — d2) . Se considera la iteracién
f,r1=1f —7gradJ(f,), v=0,1,... (4.24)

Si en cada iteracion v se elige el escalar 7 para minimizar grad J (f, ), entonces se obtiene el
método de descenso méas pronunciado. Si se fija 7 con 7 < 1/ || K ||2, se obtiene un método
conocido como iteracién de Landweber [41]. Con cualquiera de las opciones de 7, si uno
toma la conjetura inicial fy = 0 y se supone que K es invertible, se puede demostrar que
las iteraciones f, convergen en f, = K ~'d. Esto no es deseable si hay un error presente
en los datos. Los valores muy pequenos de v producen soluciones aproximadas demasiado
suaves. Por otro lado, a medida que nu se hace grande, las reconstrucciones se vuelven

altamente oscilatorias. Este fenémeno se llama semiconvergencia [38].

4.3. Herramientas analiticas

4.3.1. Mal planteado y regularizacién

H denotard un espacio real de Hilbert con el producto interno (-,-)H y la norma
inducida ||-||H . Si el contexto es claro, se omite el subindice H que indica el espacio.

Definicion. Deje K: H; — Ho . Una ecuacién de operador

K(f)=y (4.25)

se dice que esta bien planteado siempre que

(i) para cada g € Hsq existe f € H; , llamada solucién, para la cual Ec.(4.26) se cumple;

(ii) la solucién f es unica; y
(iii) la solucién es estable con respecto a las perturbaciones en g. Esto significa que si
Kf.=g.y Kf =g, entonces f — f, siempre que g — gx.

Se dice que un problema que no estad bien planteado estd mal planteado [38].
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Operadores de compatibilidad, sistemas singulares y SVD

Muchos problemas mal planteados que surgen en las aplicaciones involucran operadores
compactos.
Definicion. Un operador lineal acotado K : H; — Ho es compacto si y solo si la imagen
de cualquier conjunto acotado es un conjunto relativamente compacto, es decir, si el cierre

de esta imagen es un subconjunto compacto de Hz [38].

Definicion. Un sistema singular para un operador lineal compacto K : H; — Ho es un
conjunto contable de triples {u;, s, v; }j con las siguientes propiedades: (i) los vectores sin-
gulares correctos v; forman una base ortonormal para Null (K )L ; (ii) los vectores singulares
izquierdos u; forman una base ortonormal para el cierre del Rango (K); (iii) los valores
singulares s; son nimeros reales positivos y estdn en orden no creciente, s; > s > -+ > 0;
(iv) para cada j
Kv; = sjuj;

y (v) para cada j
K xuj = sjv;. Si el Rango (K) es de dimensién infinita, se tiene la propiedad adicional
[38]

jlirgosj =0. (4.26)

SVD de una matriz
SeaK una matriz mazn. K puede verse como un operador lineal compacto, mapeando

H1 = R™ en Hy = R™. Tiene un sistema singular {u;,s;, v;} donde 7 es el rango de

r
.
K, es decir, la dimensién de Rango (K). Deje que U, denote l; matriz mxr cuya columna
J th es uj, y deje que V,. denote la matriz nzr cuya columna j es vj. Si r < n, entonces
Null (K) es un subespacio no trivial de R®, y se puede construir una matriz nx(n —r) Vo
cuyas columnas forman una base ortonormal para Null (K). De manera similar, si r < m,
entonces Rango (K )l es un subespacio no trivial de R™ | y se puede construir una matriz
ma(m —r) UL cuyas columnas forman una base ortonormal para Rango (K)* . Entonces

la SVD de K es la descomposicion de la matriz.
K=UDVT, (4.27)

dondeU:[UT UL},
v=[v %]
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diag(sla T 57’) Oy 4 (n—r)

y D=
O(m—r) Tr O(m—r) z (n—r)

Soluciones de minimos cuadrados y el pseudoinverso

Definicion. Deje que K: Hi — Ho sea acotado y lineal. f;; € H; es una solucién de

minimos cuadrados para K f = g si
K fis — gl| Ho < || K f — g|| Hoporcadaf € H,y (4.28)

No es necesario que exista una solucion de mnimos cuadrados. Si existe una soluciéon de
minimos cuadrados f;s, el conjunto de todas las soluciones de minimos cuadrados viene
dado por el subespacio afin f;s + Null(K). La solucién de la norma minima de minimos

cuadrados para K f = g viene dada por[38]

=a i H 4.29
flasmn rg fEflSI—lr-l}\?ull(k) ”fH 1 ( )

4.3.2. Teoria de la regularizacion

Con respecto a la ecuacién del operador (4.26), se asume que existe un operador R, que
asigna a cada g € Rango(K) un unico R, € H para el cual K(R.(g)) = g. En el caso lineal,
uno tipicamente toma R, = K. Consideramos una familia de operadores de regularizacién
R.: H1 — Hs, donde « es el pardametro de regularizacion, que se encuentra en un conjunto
de indices I [38].

Definicién: {R_a}; es un esquema de regularizacion que converge a R, si (i) para cada
a € I, R, es un operador continuo; y (ii) dado cualquier de g € Rango(K), para cualquier
secuencia {g,} C Ha que converja a g, se puede elegir una secuencia {a,,} C I tal que
Ran (9n) = Ri(g) como n— oo. El esquema de regularizacion es lineal si cada R, es un

operador lineal (acotado)[38].

4.3.3. Teoria de la optimizacién

J : H — Ry dejar que Csea un subconjunto de ‘H. Deseamos calcular un minimizador
de J sobre C, que denotamos por f, = arg gcrélgl](f)
Si C' = H, el problema de minimizacién se llama sin restricciones. De lo contrario, se llama
restringido. f. es un minimizador local si existe § > 0 para el cual J(f.) < J(f) siempre
que fe C,||f — f«|| H < 6. El minimizador se llama estricto si J(f.) < J(f) se puede
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reemplazar por J(f.) < J(f) cuando f# f, [38].

4.3.4. Regularizacién generalizada de Tikhonov

Un Tikhonov generalizado funcional para el problema Ec.(4.26) toma la forma

To(f;9) = p(K(f),9) +aJ(f). (4.30)

Aqui a > 0 es el pardmetro de regularizacién, J : H; — R se llama funcional de penali-
zacion o funcional de regularizacion y p : HoxHs — R se llama la discrepancia de datos

funcional o funcional de ajuste a datos.

Funcionales de penalizacién

El propésito de la penalizaciéon funcional es inducir estabilidad y permitir la incorpo-
racion de informacion a priori sobre la solucién deseada f. En un entorno estadistico, la
penalizacion funcional a menudo se denomina prior. La penalizacién estandar de Tikhonov

funcional en un espacio H; de Hilbert es simplemente

7 = 5 151, (4.31)

Cuando H; = L? (), nos referimos a J como la funcién de penalizacién de L? [38].

4.4. Herramientas de optimizacién numérica

La regularizacién de Tikhonov es un método para resolver problemas mal planteados. La
implementacion practica de este método requiere la minimizaciéon de una version discreta
del funcional Tikhonov. En caso de que este funcional no sea cuadratico, se pueden utilizar
métodos iterativos no lineales como el método de descenso mas pronunciado o variantes del
método de Newton para calcular soluciones regularizadas. Si el funcional es cuadratico, su
minimizador satisface un sistema de ecuaciones lineales. Si este sistema es grande, se pueden
requerir métodos iterativos para calcular eficientemente el minimizador [38]. Suponga que
una secuencia {f,} converge a f, como v — oco. La tasa de convergencia es lineal si existe

una constante ¢, 0 < ¢ < 1, para la cual

i1 — £l < ety — £ (4.32)
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La convergencia es superlineal si existe una secuencia {c, } de nimeros reales positivos para

los cuales limy,_oocv =0, y

111 — £l < e [If, — £ (4.33)
La tasa es cuadratica si para alguna constante C' > 0,

I — £l < e [l — £ (4.34)

La convergencia cuadratica implica convergencia superlineal, que a su vez implica conver-

gencia lineal [38].

4.4.1. El método del descenso mas pronunciado

Algoritmo: Método de descenso més pronunciado. Para minimizar una J(f) funcional
suave, v := 0,
fo := conjetura inicial; comenzar las iteraciones de descenso mas pronunciadas
Pv := —grad J(£f,); % célculo del gradiente negativo
T, 1= argmin;~oJ (£, + 7Pv) ; %btisqueda de linea
f,11 :=f, + 7,Pv; % actualizacién solucién aproximada
vi=v+1;
finalizar las iteraciones de descenso méas pronunciadas. Uno de los componentes clave del

Algoritmo es la busqueda de linea [38].

4.4.2. El método del gradiente conjugado

La técnica iterativa conocida como método de gradiente conjugado (CG), junto con un
esquema de aceleracién conocido como preacondicionamiento, proporciona un medio muy
eficiente para resolver sistemas lineales definidos simétricos positivos que son grandes y
estdn mal condicionados. El método CG también se puede adaptar para resolver proble-

mas de optimizacién no cuadraticos[38].

Algoritmo: Método CG para la minimizacién cuadratica [38]. Para minimizar J (f) =
c+ (b,f) + % (Af,f), donde A es SPD, o, de manera equivalente, para resolver Af = -b.
v:=0;
fy := estimacion inicial
g, := Afy + b; %gradienteinicial

Py := —go; %direccion de busqueda inicial
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2
o = llgoll;
comenzar iteraciones CG
hv := Ap,;

7, := 0/ (Pv, ) ; % pardmetro de bisqueda de linea
f, 11 :=1f, + upy; Yactualizar la solucién aproximada
g,11 =8 +1/hy % gradiente de actualizacién

2
Syt = |lgw + 1|7

/BV = 6V+1/5l/;
Pui1 = —8u+1 + BuPy; Yoactualizar la direccién de biisqueda
vi=v+1;

direccion CG final.

4.5. Identificacion de parametros

Por identificacion de parametros, usualmente nos referimos a la estimacion de coeficien-
tes en una ecuacion diferencial a partir de observaciones de la solucién a esa ecuacién. Estos
coeficientes se denominan pardmetros del sistema, y la solucién y sus derivados constituyen
las variables de estado. El problema directo es calcular las variables de estado dados los
parametros del sistema y las condiciones de contorno apropiadas. El problema de avan-
ce suele estar bien planteado. La identificacién de pardmetros, en el problema inverso de
interés, generalmente estd mal planteado. Ademas, incluso cuando el problema directo es
lineal en la variable de estado, el problema de identificacién de pardmetros es generalmente
no lineal [38].

Ejemplo 1. La ecuacién del oscilador arménico amortiguado toma la forma [42]
d2x dx

con condiciones iniciales z(0) = x9, % (0) = v(0). Esto se usa para modelar las oscilaciones

de un sistema de masa-resorte. En este contexto, z(t) representa el desplazamiento de
la masa en el tiempo ¢, y ‘é—f representa la velocidad. = y ‘é—f comprenden las variables
de estado. Los parametros del sistema son la masa m, el coeficiente de amortiguamiento
¢, la constante de resorte k y la funcién de fuerza externa f(¢). El problema directo es
determinar las variables de estado, dados los parametros del sistema y el estado inicial
(zo,vp). Se pueden formular varios problemas inversos, dependiendo de la informacién
disponible. Por ejemplo, la amortiguacién y el forzamiento pueden estar ausentes. Uno

puede desplazar el sistema y, a partir de las observaciones de su movimiento resultante,
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tratar de determinar m y k. Este problema estda mal planteado en el sentido de que uno
no puede determinar de forma tnica tanto k como m a partir de los datos observados. La

solucién a la ecuacién (4.35), con ¢ = f = vy = 0, viene dada por la Ec.(4.36

x(t) = xgcos(wt), w= % (4.36)

donde w representa la frecuencia de oscilacién del sistema. A partir de ciertas observaciones
del estado, por ejemplo, el desplazamiento z(t) en un intervalo de longitud 27 /w, se puede
determinar de forma tnica w. Sin embargo, a partir de w se puede determinar solo la
1os1 (20

COs

relacién k/m. De Ec. (4.38) se puede calcular formalmente w = ; =

Esto establece que la dependencia de w en x(t) no es lineal. Por lo tanto, la dependencia
de k o m (dado que se conoce el otro) de w no es lineal[38].

Ejemplo 2.La ecuacién de difusién unidimensional en estado estacionario es Ec. (4.37)

% (k;(gg) EZZD =f(z), O<z<l, (4.37)

con condiciones de contorno apropiadas, por ejemplo, condiciones de Dirichlet,
u(0) =ur, u(l)=ugp (4.38)

En esta configuracion, la variable de estado es la distribucién de temperatura u (x), 0 <
x < 1. Los pardametros del sistema son el coeficiente de difusién k(z) y el término de fuente
de calor f(z). Como se trata de funciones en lugar de escalares, la Ec.(4.37) (se denomina

sistema de parametros distribuidos)[38].

k= [ f)n o (1.39)
Y=0 €z

Se puede ver que la dependencia de k en du/dz (y, por lo tanto, en u mismo) no es

lineal. Esta expresién también ilustra varias manifestaciones de mal condicionamiento [38].

4.5.1. Un marco abstracto

Se considera el sistema abstracto de pardmetros distribuidos

A(qg)u=f, (4.40)
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Donde q representa la distribucién de parametros a ser estimado,
A(q) representa un operador dependiente de pardmetros y
u representa la variable de estado correspondiente.
En el ejemplo 2 anterior, ¢ representa el coeficiente de difusion k, y A(k) = —% (k (2) % ()
es el operador de difusién en Ec. (4.37). Se supone que los datos puden ser expresados como
la ecuacién siguiente[38]:

d=Cu+n, (4.41)

donde

71 representa ruido en los datos y

C se llama el mapa de estado a observacién.

Por ejemplo, si la variable de estado se mide en n puntos discretos z;, entonces [Cu], =
u (), i = 1,...,n [38]. Para los cédlculos es necesitario varios espacios de funciones
abstractas. Donde ) denota el espacio del parametro, que contiene el pardmetro q, U
denota el espacio de estado, que contiene la variable de estado u, y v denota el espacio
de observacién, que contiene los datos observados d. Por simplicidad, se supone que los
tres espacios son espacios de Hilbert. El problema inverso es estimar ¢ dados los datos d.
Se pueden tomar varios enfoques para resolver este problema inverso. Una es resolver el

problema de minimizaciéon de minimos cuadrados regularizados restringidos

1 2
min = [|[Cu —d + aJ sujetoparaA (q)u = 4.42
pooin o | [ (q) sujetop (Qu=f (4.42)
donde J(q) es una funcionalizacién de regularizacién, incorporada para imponer estabilidad
o informacién a priori o ambas, y o es un pardmetro de regularizacion positivo. Este enfoque
se llama minimos cuadrados de salida regularizados [38]. Se supone que el problema de

avance, estd bien planteado y denota la solucién mediante
u=A(q) " f. (4.43)

Entonces se puede obtener de la Ec. (4.42) el problema de minimizacién de minimos cua-

drados regularizados sin restricciones,

) 1
minT (¢) = = ||F (q) — d|* v+ aJ (q), (4.44)
qeQ 2

donde
F(q)=CA(q) " f. (4.45)
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Aqui F : Q — v a menudo se conoce como el mapa de pardmetro a observacion [38].

Calculos de gradientes

Uno de los componentes clave en cualquier implementacion de los métodos de optimiza-
cion es la evaluaciéon de los vectores de gradiente. Estos gradientes pueden ser aproximados
por diferencias finitas,

T, (q+ 7€) — T, )
[grad T, (q)]; ~ — (a+mie) = Tn (q), i=1,--,n, (4.46)

Ti

donde T7; es relativamente pequeno en comparacion con el componente i-ésimo del parametro
discretizado ¢ [38].

Calculos de Hessian y aproximaciéon de Hessian de Gauss-Newton

El método de Newton para la optimizacién requiere calculos hessianos y de gradiente.
Para la identificaciéon de pardametros distribuidos, este enfoque es considerablemente mas
costoso que los calculos de gradiente de diferencia finita, ya que requiere aproximadamente
n?/2 inversiones de A(q). Para evaluar los productos de vectores de matriz de Hesse, se
pueden aplicar diferencias finitas al gradiente, como se muestra en la ecuacién siguiente:

H(q)vzg(qurv)—g(q) (4.47)

T

donde g(q) denota el gradiente, que puede evaluarse utilizando el enfoque
lgrs]; = <(%ei) u, z>u , i=1,---,n. También se puede usar un enfoque adjunto direc-
tamente para calcular H(q)v [38]. Dado que se puede calcular eficientemente los productos
de matriz de vectores de Hesse, en principio puede ensamblar el Hesse utilizando el hecho
de que

[H ()], = (H(@enej)y, 1<ij<n. (4.48)

En la préctica, se puede evitar tanto el ensamblaje como la inversion directa del Hessian
utilizando técnicas iterativas de solucién lineal [38]. El hessiano de los minimos cuadrados

funcionales Jrs(q) =3 || F (q) — d||* v se puede expresar como

H(q)=H (q) + praaCIE (4.49)

donde

*
HGN (q) = (%) % HGN se llama la aproximacién de Gauss-Newton para el Hessian.
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Esto tiene varias ventajas computacionales. Primero, a veces puede ser mucho més facil
de calcular que el hessiano completo, ya que no involucra el segundo término derivado
% , que tiene una representacién tensorial. Ademads, la aproximacion de Gauss-Newton
es semidefinida positiva, y es positiva definida si la primera derivada % tiene rango com-
pleto. Esto garantiza que el paso de Gauss-Newton es una direccion de descenso. Esto
también permite el uso del método de gradiente conjugado en el célculo del paso de Gauss-
Newton. Una desventaja de la aproximacién de Hesse Gauss-Newton es la posible pérdida
de convergencia cuadratica local. Si el r residual (q) tiende a cero, entonces se obtiene una
convergencia cuadratica local. De lo contrario, la velocidad puede ser lineal, o la iteracién

puede ni siquiera converger si 7(q) sigue siendo demasiado grande[38].

4.5.2. El problema inverso en estudio

De la Ec. (3.48) los pardmetros que se conocen son K que es el la matriz de rigideces
donde esta involucrada la elasticidad del mateial E'y F' (las fuerzas aplicadas a las muestras
de roca), a esto se le conoce como problema directo debido a que con estos pardmetros
se pueden estimar los desplazamientos. El problama inverso consiste en conocer el médulo
de elasticidad a partir de los desplazamientos en x e y, lo cual consiste en minimizar el
residual como se observa en la Fig.(4.4), como se muestra en la Ec.(4.22) que es la solucién
de Tikhonow.
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r=b-Ax

Spam (A)

Figura 4.4: Representacion geométrica de un problema lineal de minimos cuadrados.

En este trabajo de investigacion, se usaron muestras cibicas para determinar la resis-
tencia a la compresion uniaxial, a partir de la cual se obtuvo la carga méaxima soportada
por las muestras de piedra y se us6 en el modelo de elementos finitos para estimar el médu-
lo de elasticidad dindmica. La deformacion indica un cambio de forma en la muestra, que
corresponde a los desplazamientos que soporta la roca cuando estd sujeta a compresién.
Una vez que se conocen los valores de la carga soportada por la muestra, el grosor de la

muestra y los desplazamientos en cada nodo, se puede llevar a cabo el problema inverso.

Para simplificar, teniendo en cuenta la forma de las muestras, consideramos pequenas
deformaciones lineales en 2D y dos grados de libertad por nodo. Para la prueba, se siguié
estrictamente la norma ASTM D 2938-95 (2002) para obtener la resistencia a la compresién
no confinada (UC'S) del niicleo de roca con muestras cilindricas y cubicas, que expresa el
valor donde la muestra experimenta una pérdida total de cohesion a lo largo de la superficie
de fractura [20, 43].

[C] = E4G (4.50)
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El problema directo se plantea en las Ecs. (3.46), (3.47) y (3.48), mientras que el problema
inverso, que es el problema de interés aqui, estd dado por las Ecs. (4.51), (4.52) y (4.53): a
saber, dado el desplazamiento en cada nodo, el valor de la relacién de Posson v y el espesor
del material ¢, se requiere aproximar el médulo de elasticidad. Como las piedras en este

andlisis son localmente isotrépicas, la Ec.(3.46) puede escribirse como

1 v 0
1—v2  1-12
Cl=Eu| % 152 0 (4.51)

1—
0 0 2(1752)

que produce, para un elemento dado,

—t// B] J] dedn

| =1 / / " By [G] [B) [J] dedy (4.52)

— Byt / / B) ) dédn

En consecuencia, el sistema ensamblado toma la forma

[CIH{U} ={F} (4.53)

Posteriormente, las ecuaciones normales para el sistema sobredeterminado definido por la
Ec. (4.53) al cuadrado se minimizan para obtener la estimacién del médulo de elasticidad
[44]. Este es un problema de identificacién de parametros, destinado a estimar los coeficien-
tes en una ecuacion diferencial discretizada a partir de observaciones, en este caso, Fgi. El
problema directo es calcular las variables de estado dados los pardmetros del sistema y las
condiciones de contorno apropiadas. La técnica propuesta se puede aplicar si se conocen los
desplazamientos horizontales y verticales. Estimando el médulo de elasticidad, esto ahorra
tiempo de célculo y permite aproximar el comportamiento de los agregados de piedra o
rocas de diferentes canteras en el disenio de la infraestructura.

Ejemplo

Para el caso de Cerritos la muestra C10 tiene un mddulo de elasticidad dindmico Fy; =
225214.0136kg/cm?, o = 581.80kg/cm?, v = 0.25, se conocen los desplazamientos ya que
se aplico el método directo mediante MEF. Con la informaci‘on anterior se puede estimar

el médulo de elasticidad mediante el método inverso (Ey;) descrito con anterioridad.
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Figura 4.5: Problema inverso de una roca para estimar el médulo de elasticidad con 4

elementos

Para estimar el médulo de elasticidad dinamico es muy importante conocer los despla-
zamientos horizontales y verticales, tal es el caso de la Fig. (4.5) o la Fig. (4.6). En ambos
casos y con sus respectivos desplazamientos se puede estimar el mdédulo de eleasticidad

dindmico.
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Figura 4.6: Problema inverso de una roca para estimar el médulo de elasticidad con 6

elementos.
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Aprendizaje automatico

5.1. Introduccién

En las modernas industrias de procesos, se puede recopilar y archivar una cantidad
cada vez mayor de datos que incorporan informacion valiosa. Al hacer uso de los datos, el
andlisis de los mismos y el aprendizaje automético pueden ayudar a detectar el entorno,
descubrir el conocimiento y tomar decisiones de forma automatica e inteligente. Orientado
a la vigilancia, la prediccién, el control y la optimizacién impulsados por los datos [45].
El aprendizaje automatico es un subcampo de la Inteligencia Artificial (IA) y ha evolucio-
nado del reconocimiento de patrones, utilizado para explorar la estructura de los datos y
encajar en los modelos que pueden ser comprendidos y utilizados por los usuarios. Respon-
de a la pregunta de como construir un programa de ordenador utilizando datos histéricos,
para resolver un problema determinado y mejorar automaticamente la eficiencia del pro-
grama, con la experiencia. En los dltimos afios, se han desarrollado varias aplicaciones de
aprendizaje automatico, como el modelo para clasificar nuevas estructuras astronémicas,
la deteccién de operaciones bancarias fraudulentas, los sistemas de filtrado de informacién
que aprender las preferencias de lectura de los usuarios, estudios neurobiolégicos, vehicu-
los auténomos que aprenden a conducir en las autopistas. También al mismo tiempo, ha
habido un importantes avances en los conceptos y los algoritmos que forman la base del
aprendizaje de las méquinas [46].

El aprendizaje automatico intenta imitar el proceso cognitivo que poseemos. Desde este
punto de vista, el MLi es una mera coleccién de algoritmos; cada uno desarrollado con la
intencién de procesar conjuntos de datos (u observaciones) [33].

El aprendizaje automatico se clasifica en general como aprendizaje supervisado, no su-
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pervisado, semisupervisado y de refuerzo. Un modelo de aprendizaje supervisado tiene
dos tareas principales a realizar, la clasificacion y la regresion. La clasificacién consiste en
predecir una etiqueta de clase nominal, mientras que la regresion consiste en predecir el
valor numérico de la etiqueta de clase. Matematicamente, la construccién de un modelo
de regresion consiste en identificar la relacion entre la etiqueta de clase y los predictores
de entrada. Los predictores también se llaman atributos. En términos estadisticos, el los
predictores se llaman variables independientes, mientras que la etiqueta de la clase se llama
variable dependiente. Un modelo de regresiéon es una representaciéon de esta relaciéon entre
las variables dependientes e independientes. Una vez que esto se aprende durante la fase
de entrenamiento, cualquier dato nuevo se conecta a la curva de relacion para encontrar la
prediccién. Esto reduce el problema de aprendizaje de la méaquina a la resolucién de una
ecuacién matematica [46].

En este trabajo de investigacién se utilizé regresién lineal y regresion logistica para anali-
zar los datos obtenidos de las pruebas fisicas y mecanicas antes descritas. Para tal fin se
desarrollaron algoritmos apoyados en aprendizaje automatico. Tom Mitchell define machi-
ne learning de la siguiente manera: ”Se dice que un programa de ordenador aprende de la
experiencia E con respecto a alguna clase de tareas T y la medida de rendimiento P, si su
rendimiento en las tareas en T, medidas por P, mejora con la experiencia E” [47].
Machine Learning se divide en aprendizaje supervisado y aprendizaje no supervisado.
Aprendizaje supervisado que es el concierne en este avance de tesis, se nos da un con-
junto de datos y sabemos como debe ser la salida correcta, teniendo la idea de que existe
una relacién entre la entrada y la salida[47].

Los problemas de aprendizaje supervisado se clasifican en problemas de regresion y clasifi-
cacion (Fig. 5.1). En un problema de regresién, estamos tratando de predecir los resultados
dentro de una salida continua, lo que significa que estamos tratando de mapear las varia-
bles de entrada a alguna funcién continua. En un problema de clasificacién, en cambio,

estamos tratando de predecir los resultados en una salida discreta[47].
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Clasificacion

Aprendizaje
Supervisado

Regresion

Machine Learning '
(Aprendizaje

. LI Supervisado

Aprendizaje no Rrpacon

Aprendizaje de
refuerzo

Figura 5.1: Tipos de aprendizaje.

5.2. Regresion lineal

Para el problema de aprendizaje supervisado, nuestro objetivo es, dado un conjunto de
entrenamiento, aprender una funcién h : X — Y para que h(z) sea un "buen”predictor

para el valor correspondiente de y. Por razones histéricas, esta funcién h se llama hipétesis.
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Figura 5.2: Diagrama de representacion para la regresién lineal.

Podemos medir la exactitud de nuestra funcién de hipdtesis usando una funcién de
costo. Esto toma una diferencia promedio de todos los resultados de la hipétesis con las

entradas de x y la salida real de y.

m

TO00.00) = 5 =i = 5 (hole) — i) (51)

i=1 i=1

Para separarla, es 1/2(z) donde Z es la media de los cuadrados hg(x;) — y; o la diferencia
entre el valor predicho y el valor real. Para estimar los parametros en la funcién de hipétesis
se utiliza el gradiente de desenso. Donde se utiliza un « llamado paso de desenso, un o més
pequeno resulta un paso més pequeno y un « mas grande resultaria un paso més grande.
La direccién en la que se da el paso estd determinada por la derivada parcial de J(6p,61).

El algoritmo de descenso de gradiente es [47]: repetir hasta la convergencia:

0
0;:=60; —a——J(0,0 5.2
i=bi—agg (60, 01) (5.2)
donde j = 0,1 representa el nimero de indice de la caracteristica. En cada iteracién j,
se debe actualizar simultdneamente los pardmetros 61, 65, ..., 0,. Actualizar un parametro

especifico antes de calcular otro en el j*) la iteracién darfa lugar a una aplicacién errénea.
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5.2.1. Algoritmo LMS

Se 6 para minimizar el J(#). Para ello, se utiliza un algoritmo de biisqueda que comience
con alguna conjetura inicial para 6, y que cambie repetidamente 6 para que J(f) sea
més pequeno, hasta que con suerte convergeremos a un valor de # que minimice J(#).
Especificamente, consideremos el algoritmo de descenso de gradiente, que comienza con

algin 6 inicial, y realiza repetidamente la actualizacién[47].:

0
9j = 9]' — a%J(HO, 91) (5.3)

(Esta actualizacién se realiza simultaneamente para todos los valores de j = 0, ...,n.) Aqui,
a se llama la tasa de aprendizaje. Este es un algoritmo muy natural que repetidamente da
un paso en la direccién de la disminuciéon més pronunciada de J. Para poder implementar
este algoritmo, tenemos que trabajar en lo que es el término derivado parcial en el lado

derecho. En el caso del ejemplo de entrenamiento (x, y). Tenemos [47].:

0 01
%J(g) = 87@5(]19 () —y)*

=250 (@) -1 55

= (ho (z) —y) - 88‘% <29i—y>
i=1

= (hy (z) — y);

(hy (7) —y)
(5.4)
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Figura 5.3: Trayectoria del gradiente descendente.
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@ Datos de entrenamiento
=—Regresion lineal

w
\
[ J
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>
I
[}

Is(50) en MPa

0
1.6 1.65 1.7 1.75 18 1.85 19 1.95 2 2.05
Densidad en (g/cma)

Figura 5.4: Correlaciéon de las ignimbritas densidad Vs. I's(50).

5.3. Regresion logistica

El problema de la clasificacion es igual que el problema de la regresion, excepto que los
valores que ahora queremos predecir toman sélo un pequenio nimero de valores discretos.
En este avance de tesis, nos centraremos en el problema de clasificaciéon binaria en el que
se pueden tomar sélo dos valores, 0 y 1. Por ejemplo, si estamos tratando de construir
un clasificador de spam para el correo electrénico, entonces () pueden ser algunas de las
caracteristicas de un correo electrénico, y puede ser 1 si es un correo spam, y 0 en caso
contrario. Por lo tanto, y € 0,1, 0 también se llama la clase negativa, y 1 la clase positiva,
y a veces también se denotan con los simbolos ” —” y ” 4+ 7. Dado z(?) el correspondiente

y(® también se llama la etiqueta para el ejemplo de entrenamiento [47].

5.3.1. Representacion de hipédtesis

En comparacién con la regresién lineal ahora cambiemos la forma de las hipétesis hg ()
para satisfacer 0 < hy(z) < 1. Esto se logra conectando 7z en la funcién logistica. Las

siguientes ecuacones utilizan la Funcién Sigmoidea (Fig. 5.5), también llamada Funcién
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Logistica Ec.(5.8):

haz) = 9(67) (5:6)
z=0Tz (5.7)
o) = 5:5)

La funcién g¢(z), asigna cualquier nimero real al intervalo (0, 1), por lo que es 1til
para transformar una funcién de valor arbitrario en una funcién mas adecuada para la

clasificacion [47].

08
9
06

041

02

Figura 5.5: Funcién sigmoid o funcién logstica

hg(x) nos dard la probabilidad de que nuestra salida sea 1. Por ejemplo, hy(z) = 0.7
nos da una probabilidad del 70 % de que nuestra salida es 1. Nuestra probabilidad de que
nuestra prediccién sea 0 es solo el complemento de nuestra probabilidad de que sea 1 (por
ejemplo, si la probabilidad de que sea 1 es 70 %, entonces la probabilidad de que sea 0 es
30%) Ec.(5.9) [47]..

ho(x) = Ply = 1[:6) = 1 — P(y = Olas 0)P(y = Olas0) + Py = Uz:6) =1 (5.9)

P(y =0|z;0) + P(y = 1]|z;0) = 1 (5.10)

Para obtener la clasificacién discreta 0 o 1, podemos traducir el resultado de la funcién de

hipétesis de la siguiente manera [47].:
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ho(z) > 05 —y=1 ho(z) <05 —y=0 (5.11)

La forma en que se comporta nuestra funcion logistica g es que cuando su entrada es
mayor o igual a cero, su salida es mayor o igual a 0.5: El limite de decision es la linea que
separa el area donde y = 0 y donde y = 1. Es creada por nuestra funcién de hipdtesis.

5.3.2. Funcidon de costo simplificada y gradiente descendente

La funcion de costo para la regresién logistica es:

7(0) = % i Cost(hg(z®), @) (5.12)
i=1

Cost(hg(x),y) = —log(hg(x)) ify=1 (5.13)

Cost(hg(x),y) = —log(1l — hy(x)) ify =0 (5.14)

Se pueden comprimir los casos condiconales como se muestra en la ecuacén (5.16):

Cost(hg(z),y) = —y log(hg(x)) — (1 —y)log(l — hg(x)) (5.15)

Finalmente la funcién de costos queda de la siguiente manera:

m

J(O) = =— [y log(he(x')) + (1 = y)log(1 — ho(z)] (5.16)
i=1

La forma general del gradiente de descenso es:

0

Repeat { 0;:=0; —a——J(0)} (5.17)
00,
y se utiliza el calculo para obtener la derivada.
a - i i)y, (i
Repeat { 0 :=0; — - Zl(hg(x( )y =y ))x§ )} (5.18)

Este algoritmo es idéntico al que se utiliza en la regresion lineal. Se tienen que actualizar

simultdneamente todos los valores en 6 [47].
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Capitulo 6

Modelado y correlaciones

6.1. Modelado

Un modelo adecuado para los propésitos de la simulacion representa adecuadamen-
te las caracteristicas, comportamientos y funciones clave del objeto simulado para estos
propositos. Si el objeto es un sistema complejo, se requiere un conjunto de modelos para
representar su componentes, que luego se componen para crear un modelo de todo el sis-
tema. Los componentes puede ser visto como un sustituto del sistema objetivo, mientras
que la simulacién representa el funcionamiento y proceso del sistema a lo largo del tiempo
[48]

Para analizar un sistema de ingenieria, es conveniente desarrollar un modelo matemati-
co. Al desarrollar el modelo matematico, se hacen algunas suposiciones para la simplifica-
cién. Finalmente, la expresion matematica gobernante se desarrolla para describir el com-
portamiento del sistema. La expresion matemdtica generalmente consiste en ecuaciones
diferenciales con condiciones iniciales y de frontera. Para analizar un sistema de ingenieria,
se desarrolla un modelo matema&tico. Al desarrollar el modelo matematico, se hacen algu-
nas suposiciones para la simplificacion. Finalmente, la expresion matematica gobernante
se desarrolla para describir el comportamiento del sistema. La expresién matematica ge-
neralmente consiste en ecuaciones diferenciales y condiciones dadas. Las soluciones de las
ecuaciones diferenciales que expliquen el comportamiento de un sistema de ingenieria dado,
suelen ser muy dificiles de obtener. Con la llegada de las computadoras de alto rendimiento,
ha sido posible resolver tales ecuaciones diferenciales. Se han desarrollado y aplicado varias
técnicas de soluciéon numérica para resolver numerosos problemas de ingenieria con el fin

de encontrar sus soluciones aproximadas. Especialmente, el método de elementos finitos

99



100 Capitulo 6. Modelado y correlaciones

ha sido una de las principales técnicas de soluciéon numérica [32]. El método de elementos
finitos requiere la divisiéon del dominio del problema en muchos subdominios y cada sub-
dominio se denomina elemento finito. Por lo tanto, el dominio del problema consiste en
muchos parches de elementos finitos [32]. La ecuacién de Euler-Bernoulli para la deflexién
de la viga es:
2 2 2
p??tg + 88372 <EI§;2L> = q(x,t), (6.1)
donde u(zx,t) es el desplazamiento transversal de la viga, p es densidad de masa por
volumen, ET es la rigidez de la viga, g(x,t) es la carga de presién aplicada externamente;
t y x indican el tiempo y el espacio a lo largo del eje neutro de la viga. Aplicamos uno
de los métodos de residual ponderado, el método de Galerkin, a la ecuacién de la viga Ec.
(6.1) para desarrollar la formulacién de elementos finitos y las correspondientes ecuaciones

matriciales. El residuo ponderado de Ec. (6.1) es

L 9%y 02 0%y
I= — 4+ — | EI— | — = 2
/0 (p 2 + 972 ( 83:2) q) wdx =0 (6.2)

donde L es la longitud de la viga y w es una funcion de peso. La formulacion débil de
Ec. (6.2) se obtiene a partir de integraciones por partes dos veces para el segundo término
de la ecuacién. Ademsds, la discretizacién de la viga en una serie de elementos finitos nos

da

N L
0%u 0%u 0*w ow
1= —wd, El———d Vw—M—| =0 6.3
;{Qe”aﬂw”” 0 027 02 ”]Jr[ v 8x]0 (63)
donde V = El% es la fuerza de corte, M = El% es el momento de flexién, Q° es

un dominio de elemento y n es el nimero de elementos para la viga.

La deformacién de un viga debe tener una pendiente continua asi como una desvia-
cién continua en dos elementos de viga vecinos cualesquiera. Para satisfacer este requisito
de continuidad, cada nodo tiene tanto la deflexién, v; y la pendiente, 6;, como variables
nodales. En este caso, dos elementos de viga vecinos cualesquiera tienen una deflexién y
pendiente comunes en el punto nodal compartido. Esto satisface la continuidad tanto de
la deflexién como de la pendiente. La ecuacion de viga de Euler-Bernoulli se basa en el
supuesto de que el plano normal al eje neutro antes de la deformacion sigue siendo normal
al eje neutro después de la deformacién [32].

Esta suposicién denota 8 = dv/dx (es decir, la pendiente es la primera derivada de la
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deformacién en términos de x). Dado que hay cuatro variables nodales para el elemento

de viga, suponemos una funcién polinémica cibica para v(zx).
v (x) = co + c1x + cox? + c32® (6.4)

A partir de la suposicién para la viga de Euler-Bernoulli, la pendiente se calcula a partir

de la Ec. (6.4).
0 () = c1 + 2cox + 33’ (6.5)

La evaluacién de la desviaciéon y la pendiente en ambos nodos se muestra en la siguiente
ecuacion.
v(0) =cop =y
0(0)=c1=06
v(l)=co+ a1l + col? + c3l®
0 (1) = c1 + 2cal + 3c3l® = 6

Se resuelve 1 Ec.(6.6) para ¢; en términos de las variables nodales v; y la pendiente, 6; y se

sustituyen los resultados en la Ec. (6.4).

U (33) = H; (x)vl + Hg(.’L‘)Gl + Hg(:E)Ug + H4(x)92 (67)
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Figura 6.1: Elemento viga

donde
3x2 223
9 2 3
Hy(z) =2 — 2 42
3x2 223 ’
x? 2
@) =-7+3

Las funciones H;(z) se denominan funciones de forma hermitiana y se muestran en la Fig.
(6.2) Las funciones de la forma hermitiana son del tipo C*, lo que significa que hacen que

tanto v como dv/dx sean continuas entre dos elementos vecinos [32].
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Figura 6.2: Elemento viga Hermitiano.

La aplicaciéon de las funciones de la forma Hermitiana y el método de Galerkin al
segundo término de la Ec. (6.3) da como resultado la matriz de rigidez del elemento de

viga. Es decir,

(K] = /0 (B EI[B]dx (6.9)

donde
[B]:{H’l’ H, H, H;;} (6.10)

y los correspondientes grados nodales de libertad del elemento es {d°} = { vy 01 vo 9
En la Ec. (6.10), el doble primo denota la segunda derivada de la funcién y [ en la Ec. (6.9)
es la longitud de un elemento viga. Asumiendo que la rigidez de la viga ET es constante

dentro del elemento, la matriz de rigidez del elemento es [32]

[K¢] = = (6.11)
6l 212 —61 42

En el caso de que la rigidez de la viga no sea constante dentro de un elemento de la viga,

debe evaluarse la integral en la Ec. (6.9) incluyendo ET en funcién de z. Si el elemento
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de la viga es relativamente corto, por ejemplo en una malla refinada, puede utilizarse el
valor promedio de EI para el elemento con la Ec. (6.11) para una aproximacién simple
y razonable. El tercer término en la Ec. (6.3) da como resultado el vector de fuerza del

elemento. Para una carga de presién distribuida generalmente, necesitamos calcular [32]

H,y
1
{Fe}:/oq(:c) Zz da (6.12)

H,

en el cual {F*} es el elemento vectorial de fuerza. Si tenemos una carga de presién uniforme

¢o dentro del elemento, el vector de fuerza del elemento se convierte en [32]

H, 6l
1 2
H, 0 ) !
Fe} = de = — 6.13
= [ {2 par=B (6.13)
Hy —1?

Otro tipo de carga comun es una fuerza concentrada dentro de un elemento viga, como se

muestra en la Fig. (6.3) a Fig. (6.6). En este caso, el vector de fuerza del elemento es [32]

Hy Hy (o)

el _ ! — Hy T — HQ(:EO)
{F }—/0 P05 ($ 0) H3 dr = Pg Hg(xo) (614)

Hy Hy(wo)

(K] {d) = {F) (6.15)
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Figura 6.3: Carga uniformemente distribuida.

[Fe]=%l[6 I 6 —Z]T (6.16)

Figura 6.4: Carga concentrada en un punto de 1 viga.
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[Fe} = Po |: H1 (CL‘()) HQ (xo) H3 (CEQ) H4 (l‘o) ! (617)
( ) - X

Figura 6.5: Momento en la viga.

T
[F°] = Mo | 6xo(zo —1) 1(I1? — 4aol + 31‘(2)) 6xo(xo — 1) xol (3z9 — 21) (6.18)



6.1. Modelado 107

L

> X

Figura 6.6: Carga distribuida triangularmente.

er _ Qol T
7] =L [9 20 21 —35] (6.19)

Después de calcular cuadraturas y aplicar la formula de Green, la ecuacién que ocupa-

mos resolver es la siguiente:

N L N L ‘ .
>t / Hitl = =3 i1 = (6.20)

donde 4(t) se aproxima mediante una férmula centrada de diferencias, u(t) es un dato

conocido y k es la incognita a determinar.
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Hi Hi+1

Xi KXix1

Figura 6.7: Funciones de forma.

At

Figura 6.8: La figura muestra que conociendo los datos interiores podemos aproximar la

solucion.

La Ec. (6.20) se puede resolver alternativamente mediante minimos cuadrados. A este
enfoque se le conoce como Rayleigh-Ritz.

En el presente trabajo solo se estudio el caso estatico.
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6.2. Ajuste de curvas

Los métodos de ajuste se agrupan en dos tipos: graficos y numéricos. Los residuos
graficos y los limites de predicciéon son métodos graficos que ayudan a la visualizacion
y la interpretacién, mientras que las estadisticas de bondad de ajuste y los limites de
coeficiente y confianza se calculan y dan como resultado medidas numéricas que ayudan
al razonamiento estadistico. Después de usar métodos graficos, se analizé R? porque es
un pardmetro que nos permite conocer la correlacién entre diferentes variables [49]. El
software Curve Fitting Toolbox utiliza el método de minimos cuadrados al ajustar datos.
El ajuste requiere un modelo paramétrico que relacione los datos de respuesta con los
datos del predictor con uno o mas coeficientes. El resultado del proceso de ajuste es una
estimacién de los coeficientes del modelo. Para obtener las estimaciones de coeficientes, el
método de minimos cuadrados minimiza el cuadrado sumado de los residuos. El residual
para el i-ésimo punto de datos r; se define como la diferencia entre el valor de respuesta
observado y; y el valor de respuesta ajustado g;, y se identifica como el error asociado con
los datos [49].

Para obtener R? es necesario obtener la suma de cuadrados debido a un error (SSE) por
la EC. (6.21)

n
SSE =) "w (yz’ - y>2 (6.21)
i=1
donde w; son los pesos, y n es el nimero de puntos de datos incluidos en el ajuste. Los
pesos determinan cudnto influye cada valor de respuesta en las estimaciones finales de
los pardametros. El R? es el cuadrado de la correlacién entre los valores de respuesta y
los valores de respuesta pronosticados. También se llama el cuadrado del coeficiente de
correlacién miltiple y el coeficiente de multiplo. R? se define como la razén de la suma de
cuadrados de la regresién (SSR) y la suma total de cuadrados (SST) Eq. (6.22),

n N2
SST = Z wj (y - y) (6.22)
i=1
donde SST = SSR + SSE. R? esta representado por la Ec. (6.23)

R? = :stg =1-SSE/SST (6.23)

R? puede tomar cualquier valor entre 0 y 1, con un valor més cercano a 1 que indica que

el modelo tiene en cuenta una mayor proporcién de varianza [49)].
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Ejemplo 1:
Una viga de 4 pies se somete a una carga puntual en el centro de 100lb y se encuentra
empotrada Fig.(6.9). La viga tiene un médulo eldstico de 10 x 108psi y una seccién trans-
versal cuadrada de 2in por 2in. Determine la matriz de rigidez del sistema y el vector de
columna utilizando elementos de viga Hermitian de igual tamafio. Encuentrar la deflexion.

maxima.

Figura 6.9: Viga empotrada.
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Figura 6.10: Viga empotrada con 4 elementos
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Figura 6.11: Viga empotrada con 100 elementos.
Ejemplo 2:

Una viga de 4 pies se somete a una carga puntual en el extremo derecho de 100lb y se
encuentra empotrada del lado derecho como lo muestra la Fig.(6.14). La viga tiene un
médulo eldstico de 102109

'psi y una seccién transversal cuadrada de 2in por 2in. Determine la matriz de rigidez del

sistema y el vector de columna utilizando elementos de viga Hermitian de igual tamaio.
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Encuentrar la deflexién méaxima.
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Figura 6.12: Viga en voladizo.
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Figura 6.13: Viga en voladizo con 4 elementos.
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Desplazamiento en pulgadas

A ! ! ! ! !
0 20 40 60 80 100 120

Numenro de nodo

Figura 6.14: Viga en voladizo con 100 elementos.

Ejemplo 3:
Una viga de 4 pies se somete a una carga puntual en el centro de 100lb y se encuentra
simplemente apoyada Fig.(6.17). La viga tiene un médulo eldstico de 102108
'psi y una seccién transversal cuadrada de 2in por 2in. Determine la matriz de rigidez del
sistema y el vector de columna utilizando elementos de viga Hermitian de igual tamano.

Encuentrar la deflexién maxima.

Figura 6.15: Viga simplemente apoyada.
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Desplazamiento en pulgadas

Numero de nodo

Figura 6.16: Viga simplemente apoyada con 4 elementos

Desplazamiento en pulgadas

-0.06 ! ! ! ! !

0 20 40 60 80 100
Nimero de nodo
Figura 6.17: Viga simplemente apoyada con 100 elementos
Ejemplo 4:

Otro ejemplo de aplicacion de elementos finitos es el siguiente: Encontrar la deflexion del
marco en forma de L (figura 6.19) la cual estd hecha de dos vigas de longitudes 60 in
y 20 in, respectivamente. Ambas vigas tienen seccién trasversal de 2 in de largo y 1 in
de ancho. El médulo de elasticidad es 30 z 10° psi. El marco es sometido a una carga
concentrada en el extremo no fijo de la viga més corta. Use 6 elementos para encontrar la

deflexién de la viga [32].

120
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Figura 6.18: Es un marco cargado en el nodo 7, con una carga de 60 lb.

GRAFICA DE DESPLAZAMIENTOS EN EL MARCO

u N odos sin desplazamientos
. » [ * Nodos con desplazamientos

Figura 6.19: Grafica para el ejemplo del marco donde se muestran los desplazamientos

horizontales y verticales por nodo.
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Capitulo 7

Resultados

7.1. Resultados del metodo de elementos finitos

Los resultados de los desplazamientos obtenidos mediante el método de Elementos
Finitos se muestra a continuacién, cabe senalar que las figuras van de menor a mayor

desplazamientos.

Desplazamiento en el eje vertical (cm)

- 0 1 2 3 4 5 6
Desplazamiento en el eje horizontal (cm)

Figura 7.1: Banco de materiales Cuenembo

117
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Figura 7.2: Banco de materiales Cerritos.
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Figura 7.3: Banco de materiales Colegio.
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Figura 7.4: Banco de materiales el Tigre.
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Figura 7.5: Banco de materiales Comanja.
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Figura 7.6: Banco de materiales AGC.
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Figura 7.7: Banco de materiales Joyitas.
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Figura 7.8: Banco de materiales Huiramba.
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Figura 7.9: Banco de materiales el melon.
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Figura 7.10: Banco de materiales Mascutan.

La teoria nos dice que se deberian tener los mismos resultados en cuanto a desplaz-
mientos, debido a que es el mismo material. Sin embargo se observa que las muestras de
cada banco de materiales pétreos se comporta de manera muy diferente. Los resultados
del modelo coinciden con los resultados del laboratorio, ya que sus propiedades indices
tambien son diferentes.

Los resultados son multiplicados por 50 como un factor de escala. En la tabla 7.1 se mues-
tran los valores de Xmax, los desplazamientos méximos y de X, los desplazamientos prome-
dio. Podemos observar que el banco de materiales pétreos con menores desplazamientos es

Cerritos y el que presenta mayores desplazamientos es Maskutan.



7.1. Resultados del metodo de elementos finitos 128

Nombre Xmax X
CERRITOS 0.068 0.051
HUIRAMBA 0.133  0.100
JOYITAS 0.110  0.082
COMANJA 0.081 0.061
CUENEMBO 0.050 0.037

TIGRE 0.071  0.053
MASKUTAN  0.316 0.237
MELON 0.241 0.181
AGC 0.085 0.063
COLEGIO 0.070 0.052

Tabla 7.1: Resultados de los desplazamientos. xmax son los desplazamientos maximos y X

son los desplazamientos promedio.
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¢ Cuenambo

o Tigre 1
#® Mascutan | |
Mélon
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E,(MPa)
8{)1
I

104 I I I I I TR
10 107! 10°
Promedio de los desplazamientos (cm)

Figura 7.11: Dispersién entre T y Ed

En la figura 7.11 se observa una gran dispersion de los datos, por lo que es importante
obtener una tendencia adecuada que nos permita con mucha presicién correlacionar los
desplazamientos contra el médulo de elasticidad dinamico. El analis anterior se realizé con

los promedios de los mdédulos de elasticidad dindmico.
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Los siguientes resultados se realizarén seleccionando la muestra de roca con mayor médulo
de elasticidad dindmico. y después se aplicé la metodologd descrita con anterioridad del
problema inverso.

Las ecuaciones discretizadas se codificaron en MATLAB usando 5041 nodos por rejilla pa-
ra modelar la resistencia a la compresion y la deformacién uniaxiales. Se considera que la
carga se aplica en la parte superior de cada una de las muestras ctibicas, produciendo una
resistencia a la compresion uniaxial; los datos generados se utilizan tanto en el problema
directo como en el problema inverso. El modelo para el problema inverso requiere despla-
zamientos nodales horizontales y verticales. También requiere el coeficiente de Poisson, el
grosor de las muestras y la resistencia a la compresién uniaxial. El médulo elastico real,
obtenido de la prueba de velocidad del pulso ultrasénico y, el médulo aproximado calculado
a partir del modelo, se comparan y los resultados se muestran en la tabla (7.2). Los resul-
tados mostrados en este trabajo corresponden a dos canteras de material triturado (G2 y
S7) y ocho canteras de material volcanico (M8, CU5, T5, K8, CO9, J8, C10 y H8). Estos
materiales se obtuvieron en excavaciones a cielo abierto, que se trituran y se tamizan para
su uso en la construccién. El médulo de elasticidad se obtuvo mediante la prueba de velo-
cidad del pulso ultrasénico, como se mencioné anteriormente, y luego se realizé la prueba
de resistencia a la compresién uniaxial. Estos resultados se usaron para aproximar la de-
formacion en cada una de las rocas utilizando el método de elementos finitos en el método
directo. Una vez que se conoce la deformacién (desplazamiento horizontal y vertical) en
las rocas, el médulo de elasticidad se puede aproximar por medio del problema inverso. La
comparacién entre el médulo de elasticidad obtenido mediante la prueba de velocidad de
pulso ultrasénico y el enfoque del médulo de elasticidad se muestra en la tabla (7.2). La
importancia de estos resultados radica en el hecho de que el médulo de elasticidad puede

aproximarse a partir de las deformaciones de muestras de roca medidas en laboratorio.
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Nombre p(%) o(MPa) Egreal Eg4calculado Error
G2 2500 80.34748463 40731.10311 40,731.10310784290 8 x 1079
S7 2540  148.249091 54349.34497  54,349.34497058820 6.7 x 1079
HS8 1660 23.79035904  5609.27885  5,609.27843137251 7.4592 x 107
C10 1490  57.0394387 22079.80525 22,079.80525490180 3.9 x 1079
K8 1790 47.51947007 27349.33824 27,349.33824509790 1.54 x 10708
M8 1900 34.99621986 30427.07272 30,427.07271568640 1.42 x 10798
CcO9 2060 61.35351058 36313.43756 36,313.43755882330 5.7 x 10799
TS 1570 34.75082844  25780.0481  25,780.04809803920 7.9 x 1079
CU5 1580  27.5049949 21643.96903 21,643.96902941170 1.61 x 10708
J8 1690 42.87376929 23760.93491 23,760.93491176460 1 x107%

Tabla 7.2: Resultados de la densidad(p), resistencia a compresién uniaxial(o), Médulo de

Elasticidad dindamico y su error porcentual entre el real y el calcudo mediante MEF.

La tabla (7.2) muestra la resistencia a la compresién uniaxial y la densidad de cada
muestra. Es importante notar que aunque las muestras de melon muestran los menores
desplazamientos, su resistencia no es la mayor. Sin embargo, las muestras de materia-
les triturados G2 y S7 presentaron la mayor resistencia a la compresion uniaxial y sus
desplazamientos estan entre los més pequenos en comparacion con otras muestras de can-
teras volcanicas. Ademads en la tabla (7.2) se muestra una comparacién entre los valores
del médulo de elasticidad aproximado calculado por la solucién del problema inverso y el
modulo de elasticidad real. La mayor diferencia entre estos valores es de aproximadamente
7.5%x107%_ lo que permite concluir que el médulo de elasticidad aproximado calculado por
nuestro modelo MEF es una aproximacién satisfactoria.

Los resultados de las propiedades fisicas y mecdnicas se muestran en la tabla (7.2). Estas
aproximaciones se comportan como se esperaba ya que las densidades mas altas tienen una
mayor resistencia a la compresién uniaxial, es el caso de muestras de canteras de mate-
riales triturados como G2 y S7. Por ejemplo, S7 tiene una densidad de 2540.00kg/m? y
una resistencia a la compresién uniaxial de 148.25M Pa. Para las muestras de las canteras
volcanicas H8, C10, K8, M8, CO9, T5, CU5 y J8, sus densidades y resistencia a la com-
presién uniaxial son menores en comparacion con las muestras de las canteras de material
triturado, tal es el caso de la muestra H8 cuya densidad es 1660.00kg/m> y su resistencia

a la compresion uniaxial es 23.79M Pa.

La Fig.(7.12) muestra la correlacion lineal entre la resistencia a la compresién uniaxial
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y el médulo elédstico dindmico real (Ey) para las muestras analizadas en este estudio, el
coeficiente de correlacién es R = 0.93, lo que implica una correlacion de muy buena a
excelente. Los valores de R de 0.00 a 0.25 implican que no hay correlacién entre ambas
variables, los valores de R de 0.25 a 0.50 implican una correlacién de baja a moderada, los
valores de R de 0.50 a 0.75 implican una correlaciéon de moderada a buena y el valor de
R > 0.75 implica una correlacién de muy buena a excelente [50, 51]. Aunque existe una
diferencia entre el modulo elastico estatico y el médulo elastico dindmico, en este trabajo
de investigacién consideramos el ensayo de resistencia a la compresion uniaxial del que se
utilizé la carga maxima soportada, la justificacion es que existe una excelente correlacién

entre los dos pardmetros para las rocas estudiadas, como se muestra en la Fig. (7.12).
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Figura 7.12: Correlacién entre la resistencia de compresién uniaxial (¢ ) y el médulo dindmi-
co de elasticidad real (Ey).

Teéricamente, las muestras son del mismo material y deberian mostrar los mismos des-
plazamientos. Aun asi, se obtuvieron desplazamientos ligeramente diferentes por el método
directo. Esta diferencia puede atribuirse a las propiedades similares, pero no exactamente
iguales. Los desplazamientos se amplian 50 veces para apreciar la deformacién mostrada
en las Fig. (7.13) a la Fig. (7.22).
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Figura 7.13: Banco de materiales Cuenembo (CU5) es Traquiandesita basaltica.
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Figura 7.14: Banco de materiales Cerritos (C10) es Andesita baséltica.
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Desplazamiento en el eje horizontal (cm)

Desplazamiento en el eje horizontal (cm)
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Figura 7.15: Banco de materiales Colegio (S7) es andesita baséltica.

Figura 7.16: Banco de materiales el Tigre (T5) es Andesita.
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Desplazamiento en el eje horizontal (cm)
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Figura 7.17: Banco de materiales Comanja (CO9) es Traquiandesita basaltica.

Desplazamiento en el eje horizontal (cm)

Figura 7.18: Banco de materiales AGC (G2) Andesita basaltica.
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Figura 7.19: Banco de materiales Joyitas (J8) es Andesita.
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Figura 7.20: Banco de materiales Huiramba (H8) es Traquibasalto.
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Figura 7.21: Bancos de materiales el Melon (M8) es Traquiandesita baséltica..
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Figura 7.22: Bancos de materiales Mascutan (K8) Andesita basaltica.

A pesar de que la teoria nos dice que se deberian tener los mismos resultados en cuanto

a desplazamientos, debido a que es el mismo material, resulta completamente diferente ya
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que cada material tiene propiedades intrinsicas similares pero no iguales. Los resultados

del modelo coinciden con los resultados del laboratorio, ya que sus propiedades indices

también son diferentes.

Los resultados son multiplicados por 50 como un factor de escala para apreciar los despla-
zaminetos. En la tabla 7.3 se muestran los valores de Xmax, los desplazamientos maximos y
de X, los desplazamientos promedio. Podemos observar que el banco de materiales pétreos

con menores desplazamientos es el Melon y el que presenta mayores desplazamientos es

Huiramba.

Nombre Xmax X
G2(AGC) 0.085 0.063
S7(COLEGIO) 0.061 0.046
H8(HUIRAMBA) 0.132 0.099

C10(CERRITOS) 0.080 0.060
K8(MASCUTAN) 0.054 0.040
M8(MELON) 0.036 0.027
CO9(COMANJA) 0.053 0.039
T5(EL TIGRE) 0.042 0.031
CU5(CUENEMBO)  0.040 0.030
J8(JOYITAS) 0.056 0.042

Tabla 7.3: Resultados de los desplazamientos. Xy,ax son los desplazamientos maximos y X

son los desplazamientos promedio.

En la Fig. (7.23) se observa una significativa dispersién de los datos, pero lo anterior

se debe a que el médulo de elasticidad dinamico estan directamente relacionados con las

propiedades fisicas y mecdnicas de cada roca.

Capitulo 7. Resultados
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Figura 7.23: Dispersion entre z y Ed.(Fuente: M.A. Navarrete Seras)
Nombre r(Residual)
G2 r = 0.0000697645720424842 E2-57.9683947335941 E + 12041694.9807398
S7 r = 0.000133499973328005 E2-148.014976520949 E + 41027036.800728
HS8 r = 0.000323404098387902 E2- 37.0068981275766 E + 1058668.17694298
C10 r = 0.000119647581537069 E2-53.8926241109929 E + 6068687.08973642
K8 r = 0.0000541922022575883 E2- 30.2352657437066 E + 4217263.9997508
M8 r = 0.0000237173263210082 E2- 14.721635776856 E + 2284475.03960885
CcO9 r = 0.0000511796415195144 E2- 37.9135778186778 E + 7021538.93782576
T5 r = 0.0000325772175144749 E2- 17.1327815822384 E + 2252588.05954085
CU5 r = 0.0000289530090640541 E2- 17.1327815822384 E + 1411132.70534509
J8 r = 0.0000583712153097215 E2- 28.2938748129758 E + 3428673.48094695

Tabla 7.4: Ecuacién del residual para cada una de las muestras minimizando el residual

En la tabla(7.4) podemos observar la ecuacién del residual de cada uno de los bancos de
materiales pétreos mismo que fue obtenido minimizando el residual y con ello resolviendo el
problema inverso partiendo de que se conocen los deplazamientos tanto horizontales como

verticaes de cada uno de los nodos para este estudio fueron 5041 nodos en total.



184 Capitulo 7. Resultados

10_5 T >|< T T T T T T
£ o
= S7
= < e
D Cc10
oC -6 | .
p=) 10 &> K8
'-'_é M8
= < CcO9
@ + T5
w
s 107 SU5 d
= 8
iel
L
3 o
2 -8 L 4
= 108 +
3 <
S
L0
10_9 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Number of material bank

Figura 7.24: Error entre el Médulo de Elasticidad Real y el Médulo de Elasticidad Inverso.

En la Fig. (7.24) se puede observar el pocentaje de error entre el médulo de elasticidad

calculado y estimado por el modelo MEF propuesto.

7.2. Resultados de la ciencia de datos

De acuerdo a los resultados o datos [52] obtenidos de las diferentes pruebas las relacio-
nes que existen entre las variables, equivale a internarse en el drea de la correlacién. Con
el fin de expresar cuantitativamente hasta qué grado estan relacionadas dos variables, es
necesario calcular el llamado coeficiente de correlacion R. Los valores de los coeficientes
de correlacién varian entre +1.00 y —1.00. Ambos extremos representan relaciones perfec-
tas entre las variables, mientras que 0.00 representa la ausencia de relacién [53]. Después
de realizar los estudios antes mencionados se correlacionaron los datos mediante regresién
lineal y regresion logistica. En la Fig. (7.34) se muestran los diferentes promedios de las
pruebas fisicas y mecanicas que se realizaron a los bancos de materiales pétreos:

Los volcanicos Cerritos, Mascutan, Melon son de color rojizo Fig. (1.2) y Joyitas, Coman-
ja, Cuenembo, Huiramba son de color oscuro Fig. (1.1). Los triturados AGC y el Colegio
Fig.(1.3).

Después de obtener los datos a través de las pruebas mencionadas anteriormente, se realiza-

ron modelos de regresion lineal y polinomial, obteniendo modelos que predicen la resistencia
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a la compresién uniaxial. La fig. (7.25) muestra el modelo lineal de los datos ajustados a
una superficie conocida como hiperplano. En este modelo se puede observar un coeficiente
de determinacién R? de 0.71 y en la Fig. (7.26) se puede ver que todos los datos estdn

entre los limites de confianza del 95 por ciento.
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Figura 7.25: Modelo lineal 1 para estimar el UC'S por medio de Is(50) y la densidad (D).
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Figura 7.26: Las superficies superior e inferior muestran los limites de prediccién al 95 %

de confianza para el modelo lineal 1.

El modelo en la Fig. (7.25) correlaciona el UC'S contra Is(50), densidad (D) con Is(50).
Este modelo se puede comparar con el modelo polinomial de la Fig. (7.27) donde una
superficie polinomial se ajusta a los datos obteniendo un coeficiente de determinacién R?
de 0.72, es importante mencionar que en la Fig.. (7.25) y la Fig. . (7.27) las mismas variables
se correlacionaron pero se obtuvo un mejor R? en el modelo de la Fig.. (7.27) ya que se
realiz6 un ajuste polinomial y ademds la Fig. (7.28) muestra que los datos analizados
estnn dentro de los limites de confianza del 95 por ciento. Los modelos anteriores donde la
densidad es una de las variables correlacionadas dan buenos resultados y dicha propiedad
depende de la composicién mineralégica y la porosidad de la roca. Por lo tanto, en estos
modelos tenemos datos de rocas de origen volcanico y de rocas volcdnicas trituradas cuyas

densidades son diferentes, por lo que estos modelos son buenos para la regién de estudio.
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Figura 7.27: Modelo 2 polinomial para estimar el UC'S usando Is(50) y la densidad (D).
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Figura 7.28: Las superficies superior e inferior muestran los limites de predicciéon con un

95 % de confianza para el modelo polinomial 2.

Los datos obtenidos de la prueba de resistividad eléctrica de rocas volcanicas y tritura-
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das nos permiten estimar cuanto se opone la roca al paso de la corriente eléctrica y poder
clasificarla. Sin embargo, en este estudio es 1til estimar el UCS empleando un modelo
polinomial, ajustando los datos a una superficie polinomial. En la Fig. (7.29), el UCS se
correlacion6 con Is(50), la resistividad eléctrica (p) con Is(50) dio un R? de 0.53 o R es

igual a 0.73 y la Fig. (7.30) muestra que los datos estdn dentro de los limites de confianza.

UCS[(Is{50),p)] = 37.72 + 26.06[ts(50)] - 0.03p - 2.52{1s(50})% - [ ® UCS vs.Is(50), p con Is(50) ]
0.0042(1s{50)]p + 9.12 x 10%%p2 —
R=0.73 i
150 | TS
P &
O ini | ey s
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c
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Q 50~
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000 e = 3 3
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Figura 7.29: Modelo polinomial 3 para estimar UC'S utilizando Is(50) y resistividad eléctri-
ca (p).
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Figura 7.30: Las superficies superior e inferior muestran los limites de prediccién al 95 %

de confianza para el modelo polinomial 3.

La prueba de velocidad de pulso ultrasénico se utiliza para estimar las propiedades
dindmicas y fisicas en los rocas, con ellas se puede determinar el médulo dinamico de
elasticidad, por esta razon, se utilizo para estimar el UC'S obteniendo el modelo que se
muestra en la Fig. (7.31). El modelo se obtiene correlacionando el UC'S contra 1s(50), la
velocidad de pulso ultrasénico (V,) con I's(50) y se obtuvo un R? de 0.53. En la Fig. (7.32)

se puede ver que los datos estédn dentro de los limites de confianza.



140 Capitulo 7. Resultados

_‘ UCS[{Is(50),Ypll= 176.7 - 29.65 [1s(50]] - 0.1665vp + 2.84]1s{50)%+0.005[Is(50)Vp | O UGS vs. Is{50), Vp con Is(50)|

+1.96x 10 vp)?
R=0.73

250

200

g
|

AN AW ““ o “‘
TR SRR S ST S
nussReRee “““ e’

R

I

D S R T o
S SRR
S

) SRR —
= =
oL -
WW
4500 4000 3500 i 5 § 7

3000 2500 2000 2 3
Vp (mis) 1500 1000 0 1 1(50) en MPa

UCS en MPa

_..

=

=1
|

a0 -

Figura 7.31: Modelo polinomial 4 para estimar el UC'S usando el Is(50) y la velocidad del
pulso ultrasénico (UPV)
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Figura 7.32: Las superficies superior e inferior muestran los limites de predicciéon con un

95% de confianza para el modelo polinomial 4.
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El coeficiente de determinacién puede usarse para evaluar la bondad de ajuste del mo-
delo y siempre varfa entre 0 y 1 [51]. Si R? es igual a 0.756, significa que aproximadamente
el 75.6 % de la variacién en Y solo se debe a la regresién lineal de Y en X [54]. Para

este estudio, la Tabla (7.5) muestra R? con sus respectivos modelos que tienen una fuerte

correlacion entre las variables.

Modelo Ecuacion R?
Modelo 1 UCS [I5(50), D] = —71.1 4+ 0.05 [I5(50)] 071
+66.11D
UCS [Is(50), D] = 15.83 — 0.25 [I5(50)] — 22.13D — 1.40
Modelo 2 [75(50), D] 9 [75(50)] 0.72
[15(50))% + 5.75 [15(50)] D + 15.99D?
UCS [Is(50), p] = 37.72 4 26.06 [I5(50)] — 0.03
Modelo 3 p — 2.52[Is(50)])% + 0.0042 [[5(50)] p 0.53
+9.12210(-96) p2
UCS [Is(50), Vp] = 176.7 — 29.65 [I5(50)]
Modelo 4 —0.1065Vp + 2.91 [15(50)]° + 0.005 [I5(50)] 0-53
Vp + 1.96210(-00) (Vp)?

La Tabla (7.6) muestra los resultados de Id2 que nos permiten clasificar la roca en
funcién de su durabilidad. Los resultados obtenidos muestran una durabilidad alta a muy
alta segun la literatura. Gonzlez et al. clasificé la durabilidad de las rocas como alta si se

retiene el 95 — 98 % del peso después de 2 ciclos, y muy alta si se retiene al menos el 98 %

Tabla 7.5: Modelos matematicos.

del peso después de 2 ciclos [17].
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Nombre % retenido después de 2 ciclos
Cerritos 96.30
Huiramba 98.98
Joyitas 99.12
Comanja 98.98
Cuenembo 99.40
El Ttigre 99.38
Mascutan 98.84
El Melon 99.67
AGC 99.34
El Colegio 98.90

Tabla 7.6: Durabilidad basada en el indice Id2.

El modelo de la Fig.(2.3) correlaciona los datos obtenidos de las pruebas de canteras
de roca volcénica. Es importante mencionar que existe una correlacién entre los datos
involucrados y que tanto la densidad como la absorcién estdn directamente relacionadas

con la durabilidad de la roca.

1d2 (A, D) = -135.7 +10.93(A) + 212.4(D} - 0.178 (A)° - 4.269(A)(D) - 40.23 (D)’ |

b . { ® |d2vs.A,DconD
R*=0.75, R =0.87 1

i ) T

9. [ . i
9.
9.

Yld2

% Absorcion (A) B et 24

-\_\_"""C' TS 1 E' s

Densidad (D) en gv‘cm3

Figura 7.33: Correlacion del indice de durabilidad, la absorcién y la densidad.
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Figura 7.34: Dispersion de UCS vs. Is(50).

Los resultados correlacionados en la Fig.(7.35) corresponden a las muestras de color ro-
jizo, en dicha gréfica se muestra una correlacién entre la resistividad eléctrica y la velocidad
de pulso ultrasénico en este caso se estimé una r = 0.73 y se observé que el comportamiento
que correlaciona las dos variables es polinomial. El polinomio es de tercer grado, donde la
resistividad es la variable independiente y V PU es la variable dependiente. Es importante
hacer notar que los coeficientes se encuentran en los limites de confianza del 95 porciento

y estan representados con las lineas punteadas.
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Figura 7.35: Correlaciéon de bancos de materiales pétreos de color rojizo.

En la Fig.(7.36) se muestra la correlacién de las rocas de color obscuro en este caso
se estimo un coeficiente de correlacién r = 0.67 y también se observé que el polinomio
que correlaciona las variables es de tercer orden. Ademads, se muestran las lineas punteadas
que representan los coeficientes con limites de confianza del 95 porciento. Para interpretar
el coeficiente de correlacién se han dado los siguientes lineamientos generales: valores de
r de 0.00 a 0.25 implica que no existe correlacion entre ambas variables, valores de r de
0.25 a 0.50 implica una correlaciéon baja a moderada, valores de r de 0.50 a 0.75 implica
una correlacién moderada a buena y valor de r> 0.75 implica una muy buena a excelente
correlacién [50]. De acuerdo a lo anterior las correlaciones estudiadas en este trabajo tienen
un coeficiente de correlacién de r = 0.67 y » = 0.73, por lo tanto, tenemos una correlaciéon

moderada a buena.
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Figura 7.36: Correlacién de bancos de materiales pétreos de color oscuro (Comanja, Joyitas,

Cuenembo, El Tigre, y Huiramba)

La correlacion anterior de moderada a buena, nos indica que tenemos rocas que a pesar

de ser un mismo material volcanico tiene diferentes propiedades fisicas por provenir de

diferentes bancos de materiales pétreos, tal como lo muestra la Tabla (7.7), en la cual se

puede observar que la menor resistividad es de 936.020hm —m y el menor valor de velocidad

de pulso ultrasénico es 1455m/s correspondiente al banco de materiales pétreos Huiramba.

Las rocas con mayores velocidades de pulso ultrasénico son Comanja (VPU = 3965m/s)
v El Tigre (VPU = 3637m/s).

Nombre % Humedad de absorcién | G.E. | D(g/cm?®) | p(ohm —m) | VPU(m/s)

Huiramba(H) 4.45 1.63 1.68 936.02 1455.00
Joyitas(J) 3.31 1.45 1.49 2707.80 3554.00
Comanja(CO) 2.99 1.61 1.71 3241.04 3965.00
Cuenembo(CU) 5.15 1.65 1.72 1108.63 3563.00
El Tigre (T) 4.65 1.35 1.44 3661.03 3637.00
Cerritos (C) 6.62 1.46 1.53 1636.73 3547.16
Mascutan (K) 9.51 1.46 1.58 1147.95 3460.44
El Melon (M) 2.69 1.73 1.73 2063.85 3830.18

Tabla 7.7: Resultados de propiedades fisicas y pruebas no destructivas.
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La Fig. (7.37) muestra claramente los resultados de las propiedades fisicas, donde se
observa la mayor absorcién en el banco de materiales pétreos Mascutan (roca de color
rojizo) y Cerritos (roca de color rojizo). Por otro lado, los de menor absorcién son el Melon

(roca de color rojizo) y Comanja (roca de color oscuro).

I ° Absorcion
9 |Gravedad Especifica(G.E)
I Densidad

Huiramba(H) Joyitas(J) Comanja(CO)  Cuenembo(CU) El Tigre(T) Cerritos(C) Mascutan(K) El Melon(M)

Figura 7.37: Comparacién de las propiedades fisicas de los bancos de materiales pétreos.

En la Fig.(7.34) se observan claramente las coincidencias y diferencias entre cada uno
de ellos, podemos decir por ejemplo que las tendencias para la gravedad especifica y la
densidad son muy parecidas y lo mismo sucede con la resistencia a la compresién uniaxial
(UCS) y el indice de carga puntual corregido Is(50). Por otro lado la absorcién varia de
un banco a otro debido a que tienen diferente porosidad y atn siendo del mismo tipo de
roca esta propiedad intrinseca es diferente. Asi pues podemos darnos cuenta que el banco
que registra mayor absorcén es Mascutan y los bancos con menor absorcén son AGC y el
Colegio.

La Tabla (7.8) y la Fig. (7.38) muestran los promedios de las muestras de cada banco
para cada una de las pruebas. Se puede observar que la densidad y la gravedad especifica
siguen un comportamiento similar. Para la ignimbrita de Tlalpujahua, se observa que su
porcentaje de Humedad de Absorcién es 15.67 % y Is(50) alto. Cuando el porcentaje de
humedad de absorcién es alto, hay resistencias bajas, como la ignimbrita de Coinzio y la

ignimbrita de Arindeo. La iginimbrita de Tlalpujahua, Coinzio y Arindeo son las rocas que
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se utilizan actualmente.

Nombre Is(50) MPa | Densidad(g/cm?®) | Gravedad especifica | % Absorcién
Ignimbrita de Tlapujahua 2.16 1.93 1.67 15.87
Ignimbrita de Arindeo 0.8 1.75 1.44 23.43
Ignimbrita de Coinzio 0.61 1.78 1.45 25.54
Ignimbrita del Exconvento de Tiripetio 2.4 1.95 1.79 9.64
Ignimbrita del Parque Ecolégico 2.77 1.79 1.66 15.9
Ignimbrita de Ciudad Industrial 1.85 1.91 1.69 14.57

Tabla 7.8: Datos de propiedades fisicas y mecdnicas de las ignimbritas.
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Figura 7.38: Comparacién de propiedades fisicas y mecanicas de las ignimbritas.

Los resultados de la correlacién se muestran en la Fig. (7.39), en este gréfico, se muestra
una correlacién entre el indice de carga puntual y el porcentaje de humedad de absorcién,
en este caso, se estimé a r = 0.799 y se observd que el comportamiento correlacionaba
las dos variables es polinomial El polinomio es de segundo grado, donde el porcentaje de
absorcién es la variable independiente y Is(50) es la variable dependiente. Del mismo modo
para la correlacién entre Is (50) y el caso de la Fig. (7.40) de densidad, estimamos r = 0.78y
se observé que el comportamiento que correlaciona las dos variables es polinomial. El po-
linomio es de segundo grado, donde la densidad es la variable independiente y Is(50) es la

variable dependiente.
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Figura 7.39: Correlacion entre indice de carga puntual y la absorcién de las ignimbritas.
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Figura 7.40: Correlacion entre indice de carga puntual y la densdad de las ignimbritas.

Por otro lado se utiliz6 Machine Learning, tal metodologia sirve para encontrar modelos
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predictores o hacer clasifiacion de datos.

En la Fig. (7.41) se puede observar un modelo lineal mediane el cual podemos estimar
la resistencia a compresién uniaxial (UC'S) con tan solo conocer el indice de carga pun-
tual corregido, tal modelo se realiz6é con los datos obtenidos de las pruebas descritas con
anterioridad, los cuales fueron entrendos para obtener el modelo mas 6ptimo. Ademds se
propone una funcién de hipdtesis lineal, y minimizamos la funcién de costos utizando el

gradiente descendente para obtener los valores de . Los valores de 0 representan en este
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Figura 7.41: Modelo de regresién lineal.

caso los pardmetros como puede observarse en las Figs.(7.42) y (7.43), de tal forma que al
minimizar la funcién de costos lo que estamos obteniendo es la linea que mejor se ajusta
a los datos. Si comparamos el modelo obtenido con regresion lineal obtenido con el algo-
ritmo desarrado para tal fin y el modelo obtenido con el método de minimos cuadrados
las ecuaciones son muy parecidas tales ecuciones son: y = 17.015145 + 9.197271s(50) y
y = 17.02 +9.1987s(50) con R = 0.85 (Fig. 7.44).
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Figura 7.44: Modelo de regresién lineal.

En las Fig. (7.45) se puede apreciar una tendenecia de los datos mas lineal que en el
caso anteror, dicho modelo correlaciona la gravedad especifica contra la densidad y predice

la gravedad especifica de las rocas de los bancos de materiales.
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Figura 7.45: Modelo de regresién lineal para estimar la gravedad especifica.
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En las Figs. (7.46) y (7.47), se muestra tanto la funcién de costos como los parametros

obtenidos para nuestro modelo.
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Figura 7.46: Funciion de costos.
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Figura 7.47: Pardmetros que de la ecuacién lineal que mejor ajustan a los datos.
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En la Fig. (7.48) se puede observar un coficiente de determinacién de R? = 0.95 y

comparando el modelo obtenido mediante el algoritmo para regresién lineal de machine

learning y el método de minimos cuadrados, observamos que los modelos son muy parecidos.

26—

Gravedad especifica (SG) adimensional

SG =-0.05172 + 0.9969x

R2=0.95

® SGvs.D
— Ajuste lineal

1.2 14 16 18 2 22 24 26

Densidad (D) en MPa

Figura 7.48: Modelo de regresién lineal.

En la Figs. (7.49) y (7.52) se observa una gran dispersién de los datos por tal razén no

existe una correlacon lineal entre los datos.
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Figura 7.49: Modelo de regresién lineal mediante machine learning.
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Figura 7.51: Parametros que mejor ajustan la ecuacién lineal.
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Figura 7.52: Modelo de regresién lineal mediante el método de minimos cuadrados.

La Fig. (7.53) se muestra cada uno de los bancos de materiales pétreos. Se graficé UCS

contra Is(50) y se puede ver que existe una gran dispersién de los datos por lo cual se
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procedio ha aplicar regresion logistica.

200

este avance de tesis, asi por ejemplo podemos clasificar las rocas con mayor resistencia a
compresién uniaxial (UCS) tal como se muestra en la Fig. (7.54), y obtener un limite de

descision mediante una recta. Esto nos permite darnos cuenta de una manera muy rapida

UCs en MPa
S =
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Dispersion de UCS vs Is(50)
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Figura 7.53: Dispersion de UCS vs. Is(50).

Dentro de la regresion logistica existe la clasificacién binaria, la cual fue utilizada en

en que zona se ubican nuestros datos y saber si el material tiene alta reistencia.
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Figura 7.54: Modelo de regresion logistica para clasificar las muestras con mayor resistencia.

En la Fig.(7.55) podemos determinar mediande un limite de desicién, los materiales

triturdados y los volcanicos. Tal como era de esperarse y como se observa en dicha figura

un gran porcentaje de los datos se separa de los datos de los volcanicos, debido a que los

triturados presentan mejores caracteristicas en cuanto a absorcion, densidad, velocidad de
pulso ultrasénico, UC'S y Is(50).



158 Capitulo 7. Resultados

\ \ \ \ \
o 0.290926 Is(50) + 0.097558 UCS = 7.933959 ‘ ¢ Dato aceptable 1
160 — O Dato no aceptable | |
¢ ¢ ¢ R
140 - n |
’ ¢ .
120 _
g ¢
2 ¢
Z 1001 |
9] o ¢ ¢
4 ¢
O g A ¢ |
=) . .
o
¢ O 40
07 o o 0 o 0 4
°o ©° o ¢, %oy , @0 —
- (©) o ¢ @] o) 0 |
40 o O o) 0
00 o ©% oo Q0 o o) o
0 &% o o
0] © Q 0 (¢}
wbC 00 0 0 g9 9 0 Qo |
o O (90(9 %o o 0 O o
0 o \ \ \ \ \ \ \ \
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Is(50) en MPa

Figura 7.55: Modelo de regresién logistica para los datos del material triturado.

Con la finalidad de clasificar los datos de color oscuro, se realizé un modelo de regresion
logistica y como se puede apreciar en la Fig. (7.56) un gran porcentaje esta por debajo de

la linea de decision.

f f f I I
180 - 0.412219 1s(50) - 0.045990 UCS = -1.013722 ¢ Datoaceptable |

O Dato no aceptable

Is(50) en MPa

Figura 7.56: Modelo de regresién logistica para las muestras de color oscuro.
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El modelo para clasificar los datos de color rojizo se muestran en la Fig. (7.57) en la
cual se puede observar que un gran porcentaje de los datos se encuentra por arriba de la

linea de desicion.

180 - -0.511542 1s(50) - 0.010642 UCS = -0.862956 ¢ Dato aceptable
O Dato no aceptable

Is(50) en MPa

Figura 7.57: Modelo de regresién logistica.

En un problema de clasificacién, se trata de predecir los resultados en una salida dis-
creta. La Fig. (7?7 muestra un modelo que permite clasificar los materiales estudiados en

alta y muy alta durabilidad cuando se conocen pardmetros como la densidad y el Id2.
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Figura 7.58: Clasificacion logistica de los datos de durabilidad.
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Conclusiones

La resistencia de las rocas esta directamente relacionada con las propiedades fisicas
como lo es la absorcion. Los desplazamientos esan directamente relacionados con las cons-
tantes elasticas.

A pesar de ser el mismo tipo de roca hay mucha variacion y esta tiene un efecto en las
pruebas del laboratorio y en el modelado. Asi que para realmente caracterizar, tenemos un
problema inverso que puede ser muy sensible y comportarse de manera diferente bajo las
mismas pruebas en el mismo laboratorio.

En conclusion recordemos que hay dos tipos de problemas inversos dado el efecto A y
conocido el modelo K se calculan las causas que lo produjeron, conocidos suficientes efectos
A y sus causas B podemos reconstruir el modelo K que los generd. Para nuestro estudio
tenemos ambas casos: conocemos los efectos (desplazamientos), suficientes causas que lo
pruducen (carga distribuida, propiedas indice), por lo que con ello se pueden reconstruir
el modelo y obtener el médulo de elasticidad.

La resistencia a la compresiéon uniaxial estd directamente relacionada con las propiedades
fisicas y mecénicas de cada material, al igual que los desplazamientos medidos. Se obtuvo
una correlacién lineal entre la resistencia a la compresiéon uniaxial y el moédulo elastico
dindmico, con un coeficiente de R = 0.92. Las muestras hechas del mismo material pue-
den mostrar ligeras diferencias en las pruebas de laboratorio, que deben considerarse en el
disenio y modelado numérico. Sin embargo, la estimacién propuesta en este trabajo propor-
ciona una aproximacion satisfactoria al médulo de elasticidad de las muestras analizadas.
Estos resultados pueden ayudar a estimar el comportamiento de algunas rocas utilizadas
para la construccién, o agregados pétros utilizados para elaborar concreto hidraulico o
mezclas de asfalto. La metodologia utilizada para el problema inverso permite calcular el

moédulo de elasticidad dindmico. La aproximacion del médulo de elasticidad dindmica real

161
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y el valor del médulo elastico dindamico estimado es bastante aproximado, lo que indica
que el problema inverso es una herramienta que ayuda a determinar el moédulo elastico
dindmico. El modelo se puede aplicar para determinar el médulo de elasticidad dindmico
del concreto y morteros al tener muestras cibicas. También se puede aplicar a cualquier

otro tipo de roca que tenga un comportamiento casi lineal.

Los modelos realizados para la regresion lineal y la regresén logistica funcionan inde-
pendientemente de los datos que tengamos, ademds es importante senalar que unque la
correlaciéon no tenga un coeficiente de determinacién R? aceptable, eso no quiere decir que
algoritmo no funcione, sucede simplemente que los datos tienen mucha dispersién y su
ajuste no es lineal. La regresién lineal con los datos promedio de UC'S contra Is(50) en
este caso es muy buena debido a que los parametros obtenidos con machine learnig y con
el método de minimos cuadrados son muy parecidos. Ademas los modelos de clasificacién
nos permite ubicar nuestros datos de una manera rapida y con ellos podemos determinar
la relacién de los datos.

Por otro lado el modelo de clasificacion de los materiales triturados biene a reafirmar el
mejor comportamiento de dichos materiales, sin perder de vista que se trata de un tipo de
roca diferente a la que se extrae de los bancos de materiales pétreos volcanicos. Asi pues
en la clasificién, mediate el limite de desicién se aprecia claramente que los volcanicos se
agrupan en una sola zona independientemente del banco que se trate y los triturados se

encuentran por encima del limite de decisién con la mejor resistencia a compresion uniaxial

UCSs).

Desde la prueba de durabilidad al desmoronamiento de las rocas blandas, se obtuvo
un indice de alterabilidad o tendencia a la rotura de la estructura de la roca, que va de
muy alta a alta alterabilidad, lo que corresponde a la recomendacion en condiciones de
servicio. Ademads, segun la clasificacién de la durabilidad basada en el indice Id2, en base
a los resultados, las rocas estudiadas cumplen con la prueba y predicen el comportamiento
de la humedad y la sequedad y su posible debilitamiento y desintegracién.

Los modos obtenidos nos permiten clasificar y correlacionar los datos y con ello podemos
predecir el comportamiento tanto de los agregados pétreos como de los fragmentos irregu-

lares.

La mejor correlacién se obtuvo con los bancos de materiales pétreos de color rojizo,

sin embargo, ambas correlaciones son moderas a buenas, esto indica que efectivamente la
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relacion de las variables no tiene buena o excelente correlacion, debido a que cada una de
las rocas presentan diferentes propiedades fisicas. Las resistividades bajas se dieron en las
rocas de Huiramba y Cuenembo, esto indica que permiten facilmente el paso de la corriente
eléctrica.

Por otro lado, la velocidad de pulso ultrasénico estd directamente relacionado con las
propiedades de la roca y su densidad de acuerdo con los resultados obtenidos. Lo anterior
permite clasificar y estimar la calidad de las rocas. Los modelos obtenidos mediante las
ecuaciones de tercer orden ayudan a predecir la velocidad de pulso ultrasénico debido a que
la correlacién es de moderada a buena. Es importante senalar que los resultados del modelo
se deben comparar con las caracteristicas fisicas y mecanicas del material en estudio.

En el caso de las ignimbritas, la ignimbrita de Tlalpujahua tiene el mejor comporta-
miento mecanico, lo que indica que es una roca en buen estado, sana y no erosionada. Se
deben continuar los estudios ya que la caracterizacién de la roca nos lleva a conocer su
comportamiento mecanico y con esto, tomar decisiones que llevan construir obras civiles
con la mejor calidad, ademés de brindarnos un panorama geotécnico mas amplio sobre
el problemas que surgen en el trabajo. El estudio de la ignimbrita es importante ya que
Morelia Michoacan tiene varios edificios histéricos construidos con este material, pero su
deterioro a lo largo del tiempo ha sido evidente, por lo que es importante conocer las
propiedades mecénicas de la roca con la que se realizan las restauraciones y reemplazos,
cuidando su funcionalidad y apariencia con respecto al edificio historico.

Las correlaciones obtenidas entre las propiedades fisicas y mecanicas de la rocas, supera
las reportadas por la literatura. Ademas , se pudieron analizar los datos de la maestria
y de licenciatura con otras técnicas, proporcionando modelos que nos permiten estimar
las variables, por lo cual se amplia el conocimientos de estos materiales en base a estas

predicciones. En trabajos futuros nos gustaria relaizar modelacion estocéstica.
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