UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE

HibarLco

op )
(fm

INSTITUTO DE FiSICA Y MATEMATICAS AR S
IMNSTITUTO qh FISICA
Y MATEMATICAS
U M s N H

POSGRADO CONJUNTO EN CIENCIAS
MATEMATICAS UNAM-UMSNH

PASOS DE MONTANA Y LA CONJETURA
JACOBIANA

Tesis

QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE:

Maestro en Ciencias Matematicas

PRESENTA:

Rogelio Nino Hernandez

ASESOR:

Carlos Osvaldo Osuna Castro

Morelia, Michoacan, febrero del 2020




Resumen

La conjetura Jacobiana establece que mapeos polinomiales en el espacio Euclidiano de dimension
finita cuyo jacobiano es constante tienen inversa polinomial. Para tratar de resolver este problema se
han propuesto varias estrategias. Una de ellas es debilitar las hip6tesis y obtener la invertibilidad. Tal
es el caso del trabajo en [1], donde se pide en vez de polinomios funciones C1 que cumplan que la
matriz de la jacobiana multiplicada con su transpuesta tenga sus valores propios acotados lejos del
cero. Con esto se puede establecer inyectividad de la funcion C1, que en el caso de ser un polinomio
bastaria para obtener invertibilidad (al menos en el caso complejo). En este trabajo exploramos
ligeras generalizaciones al resultado en [1]. Ademé&s damos otra demostracion del mismo usando el
teorema de Hadamard.

Abstract

The Jacobian conjecture states that any polynomial mapping in the Euclidean space of finite
dimension such that its jacobian is constant, then it has a polynomial inverse. In order to establish a
solution to this problem one strategy is to weaken the hypotheses to obtain the same result. That is
the case in [1]. Where one has a C1 function, instead of a polynomial, and requires it to have the
eigenvalues bounded from zero of the matrix obtained by the multiplication of its jacobian times its
transpose. In this way they obtain inyectivity of the C1 function, which in the case of being a
polynomial it is sufficient to conclude invertibility (at least in the complex domain). In this work we
explore slightly generalizations of the result in [1]. Besides we give another proof of it based on
Hadamard’s theorem.

Palabras clave: Lema de paso de montafia, métodos variacionales, inyectividad,
diferenciabilidad, Teorema de Hadamard.
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Capitulo 1

Introducciéon

La conjetura jacobiana propuesta por Keller ([2]) es una de las conjeturas mas impor-
tantes de los tltimos anos, . La conjetura Jacobiana establece que si F : K* — K" es una
aplicacién polinomial (i.e., cada componente F; de F, F; es un polinomio) y F/(x) tiene jaco-
biano distinto de cero entonces F es invertible con inversa polinomial. Con K = C 6 R. Se
tiene que para el caso K = R la conjetura es falsa. El contraejemplo fue dado por Pinchuk
3].

Aun asi se tiene el problema abierto cuando det(F'(x)) = C para toda x € R™ y una
C € R. Para intentar demostrarla se han establecido varias equivalencias de la conjetura
usando técnicas de la geometria algebraica como la formula de inversién de Abhyankar ([4]).
Otras estrategias usan la teoria de ecuaciones diferenciales para analizar casos particulares
([5]). Sin embargo, ain no hay respuesta. Una de las razones por las que serfa importante
resolver esta conjetura es que nos daria condiciones sencillas de verificar para las cuales un
mapeo es globalmente invertible. Desde el punto de vista de sistemas dinamicos es importante
porque pertenece a los problemas de inversion global. Estos tltimos tienen una conexion con
la existencia y unicidad de ciertas ecuaciones diferenciales [6].

Dada la dificultad del problema se han impuesto hipdtesis adicionales o modificaciones
para obtener una conclusion parecida al de la conjetura. Por ejemplo, Chamberland y Meis-
ters [1], establecen que si los valores propios para F/(x)F/(x)" estan acotados lejos del cero
para toda x € R, entonces F es inyectiva. En su caso las funciones que consideran son C',
es decir, permiten mas funciones que las polinomiales. Esto permite tener un poco de mayor
generalidad a las hipdtesis de la conjetura jacobiana. Una conjetura que ellos plantean es
obtener la inyectividad de F suponiendo que los valores propios de F’ estdn acotados lejos
del cero. De ser cierta esta conjetura entonces la conjetura jacobiana estaria resuelta en el

caso K = C [1]. También implicaria que en el caso K = R las funciones polinomiales son



biyectivas, sin embargo se requeriria verificar si éstas tienen inversa polinomial [1].

Si se impone la condicién de que los valores propios de F/(x) + F/(x)" sean mayores que
un cierto € > 0 para toda x o menores que un cierto —e < 0 para toda x entonces F es
inyectiva [7].

Estos dos trabajos sugieren que si se busca una matriz simétrica en términos de F'(x) se
puede obtener una generalizacion de los resultados de [7] y [1]. En los anteriores trabajos
se hace uso del lema del paso de Montana [8, 9], un resultado muy usado en el célculo de
variaciones y que corresponde a los llamados métodos minimaz para encontrar puntos criticos
a funcionales definidos en espacios de Banach. En este trabajo exploramos generalizaciones a
los trabajos mencionados con el marco del lema del paso de montana. Ademas obtenemos el
resultado principal de [1] a partir del teorema de Hadamard [10]. Recordemos que el teorema
de Hadamard o Hadamard-Levy dice que si V y W son espacios de Banach y F: V. — W es
localmente invertible con:

sup
xeV

F’(x)"H < 0.

Entonces F es un difeomorfismo global. Es natural que tengamos que mencionar y decir algo
sobre el teorema de Hadamard ya que también pertenece a los criterios de invertibilidad
global y méas aun de diferenciabilidad. Usamos una version més general del teorema que la
de su formulacién original solo en términos de espacios de dimensién finita ([11]). En su
formulacién original se pide que F sea, ademés de localmente invertible, una funcién propia.

Podemos incluso usar el lema de Paso de Montana para demostrar que F es difeomorfismo.



Capitulo 2

Preliminares

2.0.1. Teorema de Deformaciéon

Ya que nuestro marco es el lema de Paso de Montana, para demostrar este lema ne-
cesitaremos el Teorema de Deformacion. Antes de ello necesitamos definiciones y algunos
resultados para enunciarlo. Seguimos [9] capitulo 2 para ello. Denotamos como E:V — R a

un funcional en el espacio de Banach V y como DE a su derivada de Fréchet.

Definicién 1. Sea V un espacio de Banach, E: V — R un funcional C'(V) y {un} C V una
sucesion. Decimos que {un} es una sucesion de Palais-Smale para E si existe ¢ > 0 tal que

[E(un)| < ¢ y[|DE(un|| — 0 cuando m — oco.

Definicién 2 (Condicién de Palais-Smale). Decimos que E cumple la condicion de Palais-
Smale si para toda sucesion {un} C V de Palais-Smale para E existe una subsucesion {w} C

{um} tal que {wy} converge en V. Denotamos a esta propiedad para E como P.S.

En algin punto de la demostraciéon del teorema de Deformacién necesitamos ciertos
conjuntos que eventualmente permiten tener control sobre los puntos criticos de E, i.e.,
puntos u € V tal que DE(u) = 0.

Consideramos:

Kg ={ue V|E(u) =3,DE(u) =0}

Eg={ueV|E(u) <p}

Ngs ={u e V||E(w) —B| < §,|DE(W)| < &}

Upp= U veVifu—vl]<p}

uekp
El conjunto Kg es el conjunto de valores criticos con valor en 3 de E en V. El conjunto

Ep lo podemos llamar el conjunto de subnivel para el valor 3. Los conjuntos Ngs y Ug , son

vecindades para el conjunto Kg.



Definicién 3. Sea X un espacio topologico y B C X, sea V una coleccion de abiertos que
contienen a B. V es una familia fundamental de vecindades de B si para todo M € tx y

B C M se tiene que existe {Vi}J; CV tal que BC (1 ViC M

i=1
Lema 1. Supongamos que E satisface P.S. Entonces para toda 3 € R las siguientes se
cumplen:

1) Kg es compacto

2) La familia {Ug o}, p > 0 es un sistema fundamental de vecindades de Kg

3) La familia {Ngs},d > 0 es un sistema fundamental de vecindades para Kg

Demostracion. 1) Por la definicién de Kg se tiene que cualquier sucesién {u,} C Kg es de
Palais Smale para E, como E cumple P.S., {u,} tiene una subsucesién convergente en V

2) Supongamos que {Ug,},p > 0 no es una familia fundamental de vecindades de Kg.
Entonces existe una vecindad M de Kg, tal que para ninguna interseccién finita de {U;}}_; €
{Up,o} se tiene que Kz € (Ui, ¢ M. En particular Ug, ¢ M, para cualquier p > 0.
De aqui se sigue que podemos elegir una sucesién pn, tal que py — 0y {um} € Ug,, \ M.
Sea vi, € Kg tal que |[[vin — U] < pm. Como Kp es compacto existe una subsucesion vy que
converge a algin v € Kg. Entonces ux — v, como M es vecindad de Kg se tiene que para k
grande u, € M, contradiccién.

3) La demostracién es similar que en el caso 2) y usando la condicién de P.S.

]
Observacion 1. Para {Ui}l, C {Up s} se tiene que (YU, = Up: s/ para algunos B',8" >0

Denotamos al conjunto de valores regulares de E en V como
V={ueV|DE(u) #0}

Notamos que V es un conjunto abierto.

Definicién 4. Un campo vectorial pseudo-gradiente para E es un campo vectorial localmente
Lipschitz X : V = V tal que para todo w € V se cumple que:

1) Xl < 2min{|DEW)]|, 1},

2) DE(w)(X(w)) > min{|DE(w), 1]} DE(w)]
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Lema 2. Cualquier funcional E € C'(V) admite un campo vectorial pseudo-gradiente

Demostracién. Parau € V escogemos un w = w(u) € V tal que

1) [ww] < 2min{|DE(W)]|, 1}

2) DE(wWw(u) > min{|DE(u), 1[]}[|DE(u)||

Esto es posible de hacer porque DE(u) # 0 y recordando que ||[DE(u)]| es el supremo de
‘DE(LL)X’ sobre la bola cerrada unitaria en V. Luego por la continuidad de DE se tiene que
existe una vecindad de u, W(u) tal que 1) y 2) se cumplen. Como V es espacio métrico se
sigue que V es paracompacto. Asf la cubierta {W(u)}uev tiene un refinamiento local, {We}aer
tal que W, C W(u,). Escogemos ahora una particion de la unidad {¢pq}eer de tal forma que

bo=Ten V.

cada ¢y sea Lipschitz continua con soporte en Wy y >

Por lo tanto la suma

X = Y balwwlug),

estd bien definida. Por ser las ¢ Lipschitz, que las condiciones 1) y 2) son lineales en
w y que se cumplen para cualquier combinacion convexa se obtiene que X es el campo

pseudo-gradiente buscado.

Ahora ya podemos enunciar el teorema de Deformacién.

Teorema 1 (Teorema de Deformacién). Supongamos que E € C'(V) satisface P.S. Sea
B R, € >0 dado y sea N una vecindad de Kg. Entonces existe un nimero € € (0,€) y una
familia de homeomorfismos mono-parametrizados ®(-,t) de V, 0 < t < co con las siguientes
propiedades

1) @(u,t) =u, sit=0 0o DE(u) =0 o|E(u) — B| > &;

2) E(®(u,t)) es no creciente en t para cualquier w € V;

3) ®(Epse \N,1) C Eg_c vy P(Epse, 1) C Ep_c UN.

Ademdas, @ :V x [0,00) — V tiene la propiedad de semigrupo; esto es, ®(-,t) o O(-,s) =
®(-,t+s) para toda s,t > 0.



Demostracion. Por el lema 1 y la observacién 1 podemos escoger ntimeros §, p > 0 tal que

Npgs C Upp C Uz CN

Podemos suponer que 6,p < 1. Sea n una funcién Lipschitz en V tal que 0 < n < 1,
n = 1 fuera de Ngs5, 1 =0 en Ngs/,. Sea ¢ una funcién Lipschitz en R tal que 0 < ¢ <1,
$(s) =0, si|p — s| > min{e, §/4}, dp(s) =1, sil|p — s| < min{e, §/8}. Sea X : V — V el campo

vectorial pseudo-gradiente para E. Definimos el campo vectorial e : V — V como:

MWEW)X(u) si ueV
0, en otro caso.

Notamos que e es Lipschitz por definicion. Ademés se anula cerca de los puntos criticos
de uen E. Por lo tanto e es localmente Lipschitz. Entonces el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales tiene solucion local

WY — (@, 1) 2.1)
®(u,0) = u. (2.2)

Ademés |[e(w)| <|[X(w)|| < 2 para toda u € V por lo tanto e es acotado en todas partes
y por tanto el sistema de ecuaciones anterior tiene solucion global.

Por la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de Banach ([12]) se obtiene
que @ es continua en u, diferenciable en t con la propiedad de semigrupo, ®@(-,t) o ®(-,s) =
D(-,t+s) para toda t,s € R. Por lo cual ®(-,t) : V — V es un homeomorfmismo para toda
teR.

Si t = 0, entonces tenemos la condicién inicial en 2.1, por tanto ®(u,0) = w. Ahora, si
DE(u) =00 ’E(u) — [5‘ > € se tiene un punto singular en 2.1, por tanto la solucién en ese

caso es la curva constante @(w,t) = uVt € R. Asi queda verificada la propiedad 1.



Por otro lado,

S B0, 1) = DE@ (1) 2o

— DE(®(u,t))e(D(u, t)

= —DE(®(u, 1)) - n(@(u, t)p(E(D(u, 1)))X(P(u, 1))

IN

—n (P (u, t))DE(D(u, t))X(D(u, 1))

<0.

Por lo tanto la propiedad 2) queda establecida. Finalmente verifiquemos la propiedad 3).
Veamos que para € < min{€,8/8} y u € Epe, si E(@(u, 1)) > 3 — € se sigue de la propiedad
2) que |E(®(u,t)) — [3’ <ey d(E(D(u,t))) =1 para toda t € [0, 1].

Asi se tiene el siguiente cédlculo:

1
E(d(u,1)) = E(w) +L %E((D(u,t))dt (2.3)
1
< B+€—LH(CD(u,t))DE(q)(u,t))X((D(u,t))dt (2.4)
< [3+€—J DE(®(u, t))X(D(u, t))dt (2.5)
{t®@(u,t)¢Ng 5}

<PB+e—n({t@(ut) & Npg)) - &, (2.6)

donde p es la medida de Lebesgue
Si tenemos que uw ¢ N o ®(u,1) ¢ N, entonces dado que |le]] <2y como V\ Ny Ng5

estan separados por el .nillo”Ug 75 \ Up s de ancho p, tenemos que

o< Jt 00 (u, T)

DT < [ el < 2t < 2u({50 (1) € Ny,

Por lo tanto tenemos que

< p({t; @(u,t) € Ngst).

N o

2

Asi si escogemos € < Tp, por 2.3 tenemos que
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E(®(u)t))§f5+€—527péf5—€-

Por lo tanto la propiedad 3) queda establecida.

Teorema 2 (Lema de Paso de Montaiia). Sea E € C'(V). Supongamos que
1) E satisface P.S.
2) E(0) =0;
3)3dp>0,x>0:ul| =p = E(u) > «;
4)Fu e Vijjw|| > p y E(wy) < .

Definimos

P ={p e C[0, 1 V);p(0) = 0, p(1) = ).

Entonces

B =infsupE(u) > «
PEP uep

es un valor critico.

Demostracion. Argumentemos por contradiccién. Asi supongamos que K = (). Para € =
min{a, x — E(u;)} y N = () se tiene que por el teorema anterior existe una € > 0 y una
familia monoparamétrica de deformaciones ®@(-,t) : V — V. Por la definicién de 3 se tiene
que existe p € P tal que

supE(u) < B +e.
uep

Consideramos p; = ®(p, 1). Por la definicién de € se tiene que @ (-, 1) deja fijos a 0 y
u;.Ademas, ®(Eg +€,1) C Eg — €. Entonces para p; € P se tiene que
sup E(u) =supE(®(u, 1)) < B — ¢,
ueps uep

por eleccién de p. Pero esto contradice la definicién de f3.

11



2.0.2. Aplicacién al Teorema de Hadamard

Usamos el lema de Paso de Montana para obtener el siguiente:

Teorema 3. Sea F : R — R™ una funcién C' con detF'(x) # 0 Vx € R™ y propia.

Entonces F es difeomorfismo.

Demostracion. Primero verifiquemos que F sea sobre. Por el teorema de la funcion inversa
F es una aplicacion abierta. Por lo tanto F(R™) es abierto. Como F es propia en particular
es una aplicacién cerrada asi, F(R") es cerrado, entonces por ser R™ conexo se tiene que
F(R™) = R™. Por lo tanto, F es sobreyectiva.

Ahora veamos que F es inyectiva. Supongamos que no. Entonces existen x;,x; € R"
distintas tal que F(x;) = F(x;) = y. Consideremos f(x) = %HF(X) —sz. Notamos que f es
C'. Tenemos que f'(x) = F/(x)"(F(x) —y). Ademéds x; y x, son ceros aislados de f(x) (véase
la demostracion del teorema 4). Entonces existe una bola de radio p > 0, B(x4, p) tal que
flo(x;,p) = & para un o« > 0. Luego como F es propia satisface la condicién P.S. asi, existe
x3 con f(x3) > 0 y x3 es punto critico por el lema de Paso de Montana. Pero implicaria que

F/'(x3) = 0, una contradicciéon. Entonces F es inyectiva.

12



Capitulo 3

Resultados

Una vez establecido el lema del Paso de Montana y alguna de sus aplicaciones podemos
discutir su posible uso para intentar resolver la Conjetura Jacobiana. Recordemos que esta
Conjetura dice que si tenemos una aplicacién polinomial F : K* — K" con det F/(x) = ¢
para un valor ¢ € K constante, entonces F tiene inversa polinomial. Con K = R o C. La
Conjetura Jacobiana Real (CJR) se restringe al caso K = R. Esta conjetura atin no se ha
convertido en teorema, a pesar de los intentos. Una conjetura que podria ayudar a resolver
este problema seria pedir que F/(x) tuviera sus valores propios acotados lejos del cero para
todo x y concluir que F es inyectiva. Esto, de acuerdo con [1] es suficiente para demostrar la
Conjetura Jacobiana compleja, ya que las funciones polinomiales inyectivas son sobreyectivas
y en el caso complejo tienen inversa polinomial. En el caso real, faltaria corroborar este ltimo
caso. Es por ello que intentar dar condiciones para la inyectividad de funciones polinomiales
resulta adecuado. Sin embargo, ain la conjetura planteada en [1] resulta dificil, es por ello que
podemos imponer mas condiciones que permitan concluir inyectividad. Podemos restringir
o relajar propiedades de F y F’ para al menos obtener inyectividad en F, tal es el caso del
trabajo en [1] y [7]. En los trabajos mencionados se permite que el mapeo sea mas general

que un mapeo polinomial. El teorema que se presenta en [1] es el siguiente:

Teorema 4. Sea F : R™ — R"™ una funcion C'. Supongamos que existe € > 0 tal que los

valores propios A de F'(x)F'(x)" satisfacen A > € Vx € R™, entonces F es inyectiva.
En el trabajo de [7] se tiene el siguiente teorema

Teorema 5. Sea F:R™ — R™ una funcién C'. Supongamos que existe € > 0 tal que|\| > €
Yy U< —€ oW> e para todos los valores propios A y u de F'(x) y F/(x) + F'(x)T Vx € R",

respectivamente. Entonces F es inyectiva.

La demostracién de ambos teoremas es casi idéntica, usan el lema de Paso de Montana. La

idea de la demostracion es simple, proponemos un funcional E: R™ - R C! que cumpla las

13



condiciones 2), 3) ,4) del teorema 2 y verificar que 3 no es un punto critico. Esto implicaria
que E no safisface P.S., asi podemos llegar a una contradiccion. La demostracién del teorema
5 se modifica en algtin punto por una cierta desigualdad. Adaptamos la prueba de ambos
teoremas para probar una ligera generalizacion de ambos. Veremos también que podemos

obtener un resultado més fuerte que en [1], basado en el Teorema de Hadamard.

Teorema 6. Sean F: R™ — R™ una funcidn C' localmente invertible y Cy,C, > 0. Supon-
gamos que existe € > 0 tal que los valores propios u de C1(F'(x) +F'(x)") + Co(F/(x)F'(x)")

satisfacen que o bien u> € o w < —e para toda x € R™. Entonces F es inyectiva.

Demostracion. Supongamos F no es inyectiva. Entonces existen xj,x; € R™ con F(x;) =
F(x2) y x1 # x2. Definimos G(x) := F(x +x1) — F(x2), xo = x2 — %1, y E: R = R con

1
E(x) := EG(X)TG(X). Notemos que E(0) = E(x¢) = 0. Veamos que 0 es un cero aislado de E.

Para cada x € R™ definimos f(t) := G;(tx) para una i, y t € [0, 1]. Entonces por el teorema
del valor medio, se tiene que existe 0;(x) € (0,1) tal que f(1) —f(0) = f'(0;(x)), asi tenemos

que

Alx) = : si x #0. (3.1)

Entonces A satisface la siguiente ecuacion:
G(x)=A(x)x VxeR" (3.2)

Definimos B : R™ x -*+ x R™ — M, (R) como

14



Entonces tenemos que B es continua, ya que F es C', también tenemos que B(x,...,x) =
G'(x) vy B(07(x)xy...,0.(x)x) = A(x). Notemos ademdas que ya que los valores propios de
F/(x)F'(x)" estdn acotados lejos del cero por € para toda x, tenemos que det(F/(x)F/(x)") #
0 = det(F'(x))? # 0 por lo tanto det(F’(x)) # 0. Entonces G’(x) es invertible, asi se tiene
que

det(B(0,...,0)) # 0.

Entonces por continuidad del determinante y B existe r > 0 tal que det(B(x1,X2y...,Xn)) #
0si)y . ' lxalP < 12 Se sigue que det(A(x)) # 0 si||x||* < r?/n. Asi, si escogemos la bola
centrada en 0 con radio T/y/1 por 3.2 G(x) # 0 excepto en x = 0. Por lo tanto, tenemos un
cero aislado de E como querfamos. De las anteriores observaciones se sigue ||xo|| > v/4/1, ya
que G(xo) =0.

Tenemos entonces también que E satisface la condicién 2), 3) y 4) del teorema 2, con
p=T/y/M, W = %o, « =min{E(u) :||p||}, este niimero es en efecto positivo ya que la frontera
de la bola de radio p es compacta y E(u) es positiva ahi. Veamos que 3 no puede ser valor
critico de E. Observemos que dado que E'(x) = G(x)'G'(x) y que G’(x) es invertible, si
E’(xg) = O entonces G(xp) = 0, por lo tanto E(xp) = B = 0. Pero entonces se tendria que
0 < a <P =0, una contradiccion.

Por el teorema 2 se tiene que E no puede cumplir la condicion P.S. Asi, existe una sucesién
{xx} € R™ tal que:

i) Jim x| = oo

ii) h’m E(xx) =B > o > 0, dicho de otro modo, ]}LIEO|]G(X1<)|| =/2c>0;

iii) kh_)nolol:_ (%) = hm G(xx)"G'(x) =0T

Tenemos que el Coeﬁmente de Raileigh nos da la siguiente estimaciéon para el valor propio

minimo de C1(G’(xx) + G’(x)T) + C2(G ()G’ (x:)T).

TGC'x)+G'(x)"+ G'(x)G'(x)" )y
y'y '

haciendo y = G(xx) obtenemos y separando la suma y el producto se tiene que:

€ < Huminge < C1Cy fnf 2 (3.4)

15



G(Xk)T(G/(Xk) + G/(Xk)T)G(Xk) 4 G(Xk)TG/(Xk)G/(Xk)TG(Xk)

e < GGy G G G (1) TG (xx)

) (35)

Simplificando términos se tiene que:

2G (%) TG’ (%) G (xx) HG/(Xk)TG(Xk)HZ

e < GGG 60 16 0x1?

) (3.6)

Luego tenemos que:
26(x)"6'(x)G (xx) < 2|66 ()]G (x|

Entonces tenemos la siguiente desigualdad:

2||G(x) TG (i) || 116 (i) +||G'(xk)TG(xk)H2

€< C] Cz( ) (37)
IG (x| I1G (x)1”
Pero por i) y ii) se obtiene que
21606 G [IIG (el | [E S i elc ]
m 5 =0 lim 5 =
ko0 GOl koo |G (x|

Por lo tanto obtenemos € < 0, una contradiccion. En el caso en que @ < —e entonces

basta usar el supremo en vez del infimo. Por lo tanto F es inyectiva. O

Corolario 1. Sea F : R™ — R™ una funcion C' y m un entero positivo. Supongamos que
existe € > 0 tal que los valores propios A de (F'(x)F/(x)")™ satisfacen A > € V¥x € R™,

entonces F es inyectiva.

Demostracion. Basta observar que si A es un valor propio de A entonces A™v = A™v, para
cierto v € R™. Como A = F/(x)F/(x)T, entonces A™ > ¢, por lo tanto [A| > t/e. Como
F/(x)F'(x)" es positiva definida se obtiene el caso del teorema 6 cuando C; =0y C; = 1.

Por lo tanto F es inyectiva. O]

Corolario 2. Con las mismas hipdtesis que anteriormente y con los valores propios W de
(F/(x) + F/(x)")™ con m impar y > € o bien u < —e, para toda x € R™. Entonces se tiene

que F es inyectiva.
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Demostracion. La misma que en el corolario 1. O]

Cabe hacer notar que el teorema 6 lo podemos combinar con un cambio de variable que

pudiera ser 1til, como lo enuncia el siguiente corolario muy sencillo de probar.

Corolario 3. Sean H,F : R™ — R"™ funciones diferenciables tales que Ho F : R* — R"

cumpla con las condiciones del teorema 6, entonces F es inyectiva.

Procedemos ahora a dar una demostracién alterna del teorema 4, de hecho podemos

obtener un teorema un poco mas general usando el teorema de Hadamard.

Teorema 7 (Teorema de Hadamard). Sea V es un espacio de Banach y F:V — V es una

funcion localmente invertible con la condicion:

sup F'(X)_1H < 00, (3.8)

xev

entonces F es difeomorfismo.

La demostracién del teorema anterior se puede consultar en [10]. También usaremos la

siguiente identidad:

-1
inf’ﬁ)—y'”' :HB—‘H , (3.9)

donde B es una matriz invertible ([13]).

Entonces la version mejorada del teorema 4 es:

Teorema 8. Sea F : R™ — R™ wna funcion C'. Supongamos que existe € > O tal que los

valores propios A de F/(x)F'(x)" satisfacen A > € Vx € R", entonces F es un difeomorfismo.

Demostracion. El coeficiente de Raileigh nos dice que

TF(x)F (x)Ty
y'y '

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que:

€ < Amn < inf 2
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¢ < o WIF P
[yl

b

[F OO () Ty

= ¢ <inf
[yl

)

Pero por 3.9 se tiene que

e <[[FeoF

Usando que la transposicién conmuta con la inversa y que ||A[]* = |AAT]|, entonces se
tiene que
e <[Fo ],
Entonces
[Fro| <yl weem,
por el teorema 7 se sigue el resultado. O]

Ahora veamos un ejemplo donde los teoremas 4, 5 no aplican para decir si es inyectivo o
no, ni siquiera el teorema de Hadamard (7). Sin embargo, si aplica el corolario 3.

Ejemplo: Sea F(x,y) = (ay + x3,bx), donde ab # 0y a — b # 0. Es de notar que es
muy facil observar que F es inyectiva sin los teoremas probados, pero se considera un buen

ejemplo para ilustrar la utilidad del corolario 3. Se tiene entonces que

F(x) = . (3.10)

Es facil ver que F/(x)~' tiene norma no acotada, por lo tanto el teorema de Hadamard

no es aplicable. Por otro lado se tiene que:

ox* + a? 3x%b 6x> a+b
F/(X)F/(X)T = , , y F(x)+ F’(X)T = . (3.11)
3x°b b a+b 0

18



Computando el polinomio caracteristico de cada matriz y resolviendo por la ecuacion

general de segundo grado tenemos la expresién para un Ay en cada caso como

_ Ix* 4+ a2 4+ b — /(9x* + a? + b?)?2 — 4a?b? , 6x* — /(6x2)2 —4(a +b)?

A A
‘ 2 ! 2
(3.12)
Multiplicando por el radical conjugado en ambos casos se obtiene que
4a’b? / 4(a+b)’

A= y }\] =
2(9x* + a2 + b2 + /(9x* + a2 + b2)2 — 4a?b?)

2(6x2 — \/(6x3)2 —4(a + b)?)’
(3.13)

Entonces cuando x — oo los cocientes se anulan, por lo tanto las matrices 3.11 no tienen
sus valores propios acotados lejos del cero. Asi los teoremas 4 y 5 no aplican. Sin embargo si

3

tenemos que H(x,y) = (x — %, ), entonces H o F(x,y) = (ay, bx). Se tiene luego:

0
(HoF)'(x) = . (3.14)
Sin embargo,

2
(HoF)'(x)(HoF)'(x)" = (:) ;)2 : (3.15)

Por lo que cumple las condiciones del teorema 6 con C; =0y C, = 1, asi por el corolario

3 se tiene que F es inyectiva.

19



Bibliografia

1]

[10]

[11]

Marc Chamberland and Gary Meisters. A mountain pass to the jacobian conjecture.

Canadian Mathematical Bulletin, 41(4):442-451, 1998.
O.H. Keller. Ganze cremona-transformationen. Math. Physik, 47:299-306, 1939.

Sergey Pinchuk. A counterexample to the strong real jacobian conjecture. Mathematis-

che Zeitschrift, 217(1):1-4, 1994.

Hyman Bass, Edwin H. Connell, and David Wright. The jacobian conjecture: Reduction
of degree and formal expansion of the inverse. Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.), 7(2):287—
330, 1982.

Francisco Braun and Jaume Llibre. A new qualitative proof of a result on the real
jacobian conjecture. Anais da Academia Brasileira de Ciéncias, 87:1519 — 1524, 09

2015.

Marius Radulescu and Sorin Radulescu. Global inversion theorems and applications to
differential equations. Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 4(5):951 —
965, 1980.

Wei Liu and Quan Xu. A minimax principle to the injectivity of the jacobian conjecture.

arXiv e-prints, 2019.

Dual variational methods in critical point theory and applications. Journal of Functional

Analysis, 14(4):349-381, 1973.

Michael Struwe. Variational methods: applications to nonlinear partial differential equa-

tions and Hamiltonian systems, volume 34. Springer, 4 edition, 2010.
Schwartz J. T. Nonlinear Functional Analysis. Gordon and Breach, 19609.

J. Hadamard. Sur les transformations ponctuelles. Bulletin de la Société Mathématique

de France, 34:71-84, 1906.

20



[12] Klaus Deimling. Ordinary Differential Equations in Banach Spaces. Springer Berlin
Heidelberg, 1977.

[13] K.R. Garren. Bounds for the eigenvalues of a matrix. NASA Technical Note, NASA
TND-4373(196), 1968.

21



