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Resumen

En este trabajo se desarrolla la generalizacién de las transformaciones Landau-
Khalatnikov-Fradkin en la electrodindmica cuantica spinorial a través del
formalismo linea de mundo. Para ello, se discute el formalismo integrales de
camino en la mecanica cuantica ordinaria y su generalizacion al caso relati-
vista en el formalismo linea de mundo. Se hace una revision del trabajo de
Landau y Khalatnikov y se discute su generalizacion a la electrodindamica
cuantica escalar en D dimensiones. Se demuestra que para el caso spinorial
la generalizacién de la transformacion tiene la misma forma que en el caso
escalar. Al final, se aplica la transformacion LKF al propagador en 2, 3 y 4
dimensiones, para ilustrar su aplicacion y utilidad.

Palabras clave: Transformacién de norma del propagador, QED no per-

turbativa, funcién de correlacién de N puntos, correcciones del propagador a
1 lazo, dependencia de la norma.
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Abstract

In this work the generalization of the Landau-Khalatnikov-Fradkin trans-
formations in the spinor quantum electrodynamics through the world-line
formalism is developed. For this, the path integral formalism in the ordinary
quantum mechanics is discussed and their generalization to the relativis-
tic case in the world-line formalism. A review of the work of Landau and
Khalatnikov is performed and their generalization to scalar quantum elec-
trodynamics in D dimensions is discussed. It is shown that for the spinor
case the generalization of the transformation has the same form that in the
scalar case. Finally, the transformation LKF is applied to the propagator in
2, 3, and 4 dimensions, in order to illustrate their application and utility.

Keywords: Gauge transformation of the propagator, non-perturbative

QED, N-point correlation function, 1-loop corrections to the propagator, gau-
ge dependence.
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Introduccion

Desde 1948, los diagramas de Feynman han sido una herramienta muy tutil
en las teorias cuanticas de campos, en particular en aquellas teorias con
acoplamiento débil como la electrodindmica cudntica (QED por sus siglas en
inglés). Ademds de este formalismo estdndar para el cilculo de amplitudes
existen otros, los cuales son equivalentes pero pueden ser convenientes en
distintas situaciones. Uno de ellos es el formalismo linea de mundo, basado
en integrales de camino de particulas relativistas. Este formalismo fue creado
por el mismo Feynman [1] [2], sin embargo, parece ser que no lo considerd
tan prometedor. La importancia de tener otro formalismo reside en el hecho
de que puede tener mayor eficiencia en el desarrollo de ciertos célculos. Por
ejemplo, el formalismo linea de mundo ha probado tener ciertas ventajas con
el calculo de acciones efectivas a un loop en QED y QCD sobre el uso de
diagramas de Feynman. Ademads de las ventajas practicas, existen ventajas a
nivel tedrico, por ejemplo, los diagramas de Feynman individualmente no son
invariantes de norma, sélo se logra esta invariancia al considerar un conjunto
de ellos. El formalismo linea de mundo preserva siempre esta invariancia, ya
que el calculo de alguna amplitud en este formalismo incluye todo un conjunto
de diagramas de Feynman. Hoy en dia se sigue desarrollando y aplicando este
formalismo en varios aspectos de las teorias cuanticas de campos, para seguir
explorando su eficiencia.

En el presente trabajo se realiza una generalizacion de las transforma-
ciones Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKF) en el formalismo linea de mundo
(puede encontrarse informacion sobre el formalismo en [3] [4]). Originalmen-
te, las transformaciones LKF fueron derivadas por Landau y Khalatnikov [5]
e independientemente por Fradkin [6] en la QED, las cuales eventualmente
fueron derivadas también en la QCD [7]. Las transformaciones LKF dictan
como ha de transformar el propagador (y el vértice fotén-fermién) de una
particula eléctricamente cargada tras un cambio de la norma en el espacio
de configuracion, es decir, relaciona propagadores en distintas normas. Esta
transformacién es no perturbativa, ya que en su derivacién no se asume un
acoplamiento débil, lo que la hace particularmente importante en teorias de
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acoplamiento fuerte. Esta propiedad permite obtener informacion de 6rdenes
mas altos en teoria de perturbacién del propagador a partir de la transforma-
cién de un propagador a determinado orden, como en [§] [9]. Sus aplicaciones
mas importantes [10-H18] son relativas al estudio de la covariancia de norma
de las ecuaciones de Schwinger-Dyson en la QED y de sus soluciones [19].

La tarea de aplicar el formalismo linea de mundo para derivar una gene-
ralizacién de las transformaciones LKF aplicadas a funciones de N puntos
ya ha sido llevada a cabo en la aproximacién apagada[] de la QED escalar
en D dimensiones [20]. Gracias al desarrollo del formalismo, actualmente se
cuenta con la tecnologia para aplicar el formalismo a la QED spinorial, lo
cual fue el objetivo de este trabajo.

El texto esta organizado de la siguiente manera: en el capitulo 1 se dis-
cute el formalismo linea de mundo. Se comienza con la representacion de la
mecanica cuantica no relativista en funcion de las integrales de trayectoria,
definiendo objetos importantes como el propagador o los elementos de matriz
en esta representacion. Luego se discute su generalizacién al caso relativista,
revisando la QED escalar y elementos necesarios para la descripcion de la
QED spinorial, como las variables Grassmann y el superespacio. Al final del
capitulo se discuten algunas concecuencias de la invariancia de norma de la
QED. El capitulo 2 se centra en la derivacion de las transformaciones LKF
y sus generalizaciones para las funciones de N puntos en el caso de la QED
escalar y luego de la spinorial. Al final, el capitulo 3 trata sobre la aplicacion
en ejemplos concretos de las transformaciones LKF al propagador, en 2, 3 y
4 dimensiones.

!Quenched aproximation, en inglés. Se refiere a una aproximacién en la que no se toman
en cuenta los loops de particulas fermiénicas.



Capitulo 1

Formalismo linea de mundo

Cuando se inicia en el estudio de las teorfas cuanticas de campos (QFT por
sus siglas en inglés), unas de las primeras cosas que se llegan a ver en el
pizarrén, aun que no se entiendan del todo, son los llamados “diagramas de
Feynman”. Para aplicar la QFT con el fin de obtener, por ejemplo, la seccién
eficaz, es decir, algo con lo que comparar con el experimento, generalmen-
te el fisico que inicia en la QFT lleva a cabo la tarea a través del uso de
estos diagramas de Feynman, los cuales sirven para organizar los cédlculos y
representan un proceso fisico fundamental. Los diagramas son muy 1tiles ya
que para realizar calculos de manera analitica a veces es conveniente hacer
un desarrollo perturbativo (para teorfas cuyo acoplamiento sea débil), de tal
manera que los términos de esta expansion se pueden representar cada uno
por uno de estos diagramas y se pueden clasificar dependiendo del ntimero de
loops que contengan, obteniéndose mucha mas informacion de aquellos que
menos loops posean. Asi, el diagrama a nivel arbol es el que mas informacién
aporta (incluso mas que al considerar la suma de los restantes), le siguen los
procesos a un loop, a este los de dos, y asi sucesivamente (sin embargo, la
serie es divergente, y cuando se llaga a un nimero de lazos del orden del in-
verso de la constante de estructura fina, el valor comienza a alejarse del valor
no perturbativo). Los diagramas se pueden construir siguiendo ciertas reglas,
conocidas como reglas de Feynman. Dadas las reglas de Feynman para una
cierta QF'T de acoplamiento débil, uno puede representar algin proceso fisico
construyendo estos diagramas, los cuales tienen asociados una férmula ma-
tematica que hay que desarrollar y calcular para poder extraer informacion
que pueda compararse con el experimento. El uso de los diagramas de Feyn-
man para el calculo de la seccién eficaz en una QFT es lo que denominamos
el formalismo estandar.

Ademas del formalismo estandar, se han desarrollado otros mas, entre los
cuales se encuentra el formalismo linea de mundo. Este formalismo se basa en
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integrales de trayectoria a través de una primera cuantizacion de particulas
relativistas, obteniendo de esto informacién para las teorias cuanticas de
campos. Los trabajos de Bern y Kosower [21] y Strassler [22] evidenciaron por
primera vez que el formalismo linea de mundo podria tener algunas ventajas
sobre el formalismo estandar. El formalismo ha probado tener ventajas con
el calculo de acciones efectivas a un loop en QED y QCD sobre el uso de
diagramas de Feynman.

1.1. Mecanica cuantica: representacion inte-
gral de trayectorias

Antes de pasar a la teoria cudntica de campos, en esta seccién se desarrolla la
mecanica cudntica en una dimension en la representacion de integral de tra-
yectoria, la cual es completamente equivalente a la ecuacién de Schrodinger.
Esta seccién sirve para tener contacto con el formalismo en un ambiente mas
familiar y amigable, en el sentido de que las expresiones son mas simples y su
generalizacién a la teoria cuantica de campos sigue practicamente el mismo
proceso. Aqui no se discuten aplicaciones usando este formalismo, como la
resolucion de problemas para potenciales particulares, como una particula li-
bre o el oscilador armoénico, por ejemplo, pero se puede encontrar informacion
en libros sobre mecéanica cuantica, o también en [23] [24].

1.1.1. Orden de los operadores

Como es sabido, en la teoria cuantica las observables estan representadas por
operadores, los cuales no necesariamente conmutan entre ellos. La relacién
de conmutacion fundamental esta dada por

(&, p] = ih. (1.1)

Cualquier otra observable dinémicaﬂ estard en funcion de estos operadores.
Al pasar de la teoria clasica a la teoria cuantica, promoviendo las variables a
operadores, se debe fijar dicho ordenamiento para el caso cuantico. Al dia de
hoy, no existe algin principio que establezca el ordenamiento que ha de ser
usado, y no es algo trivial, ya que incluso fisicamente puede haber diferencias
debido a esto. Sin embargo, existen varias convenciones que se pueden adop-
tar. Una de ellas es el ordenamiento norma (o.n.), el cual sugiere que al

IExisten otras observables, como el spin y magnitudes relacionadas con él, que no se
pueden expresar completamente en funcién de & y p

2Distinguir del ordenamiento normal usado en teoria cudntica de campos para definir
un orden de los operadores de creacién y aniquilacion

4
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promover a operadores, los momentos se coloquen a la izquierda de las coor-
denadas. Otro tipo de convencién es el ordenamiento de Weyl (o.w.), en el
que se toma en cuenta todas las posibles formas en que se pueden ordenar es-
tos operadores, a través de la simetrizacién. Ejemplos de estas prescripciones
son los siguientes:

P, o.n
pT —
$(@p+p2), o.w.
PI, o.n.
i
172~ An
3(@p +pz), ow
pi:2, o.n
?*p —

(22D + &Pt + pi?), o.w.

Aqui se adopta la prescripcion de Weyl.

1.1.2. Representacion integral de trayectorias

El objeto matematico de interés en esta representacién de la mecénica cuanti-
ca es el propagador o kernel, el cual no es més que la representacion en el
espacio de posiciones del operador de evolucion temporal. En adelante, se
trabajara en la imagen de Heisenberg. Para un potencial independiente del
tiempo, este operador tiene la forma (trabajando en unidades donde i = 1)

Ult, ty) = ef@n)i~t0) (1.2)

tal que

2, t) = Ul(t, to) |, to) . (1.3)

De aqui en adelante se tomara ty = 0. El propagador, el cual representa la
aplitud de que una particula que se encuentra en la posiciéon z’, al tiempo
t = 0, se propague y se encuentre en la posicion x, al tiempo ¢, con t > 0,
esta dado por

K(z,2';t) = (z,t|2', to = 0) = (x| e |2} . (1.4)
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Para obtener el propagador en términos de una integral de trayectoria se
procede de la siguiente manera. Primero, se divide el intervalo de tiempo en
N intervalos infinitesimales

€= 3 (1.5)

De esta forma, se puede escribir el propagador como

e—0 N—o00

N
K(z,2';t) = lim lim (z He—iH"'w'(iaﬁ)e |2)
ji

N-1 N

{ 1 —iHO" (&,p)e
- 1 ( / d“"i) H<%'|e O )
/ ; i dp] zp (zj—zj—1)— zeH( +z] 1p)
= lim lim dx; H I w
e—0 N—o0 -

=1

(1.6)

donde x = xy y ' = x9. En la segunda linea se han insertado N —1 integrales
en x, entre cada exponencial, a través de la relacion de completitud

I= /dx |z) (x|, (1.7)

y en la tercera linea se ha usado la prescripcion del punto medio que corres-
ponde al ordenamiento de Weyl 23] (en el odenamiento normal basta con
simplemente agregar NN integrales sobre el momento, a través de la relacion
de completitud de la base de eigenestados del momento). La ec. se puede
seguir desarrollando hasta el limite continuo

N-1 N

. . Tj—Tj_ TitTi_
K<$,$’7t) = lim lim (/dml> H (/ %) equ-V:l[pj( L 1>7H< L 1,Pj)]
e—0 N—o0 4 . 2
=1 7j=1
z(t)=z o .
= / DaDp ¢ Jo d7pi—H(zp)) (1.8)
z(0)=z'

con

Dz = H dz(t), Dp= H dp(T) (1.9)

o<r<t o<r<t
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La ec. es denominada la integral de trayectoria en el espacio fase. Para
pasar a la formulacién lagrangiana, se analizaran ahora hamitonianos con
términos cuadraticos en las variables de momento, es decir, hamiltonianos de
la forma

H(z,p) = — + V(x). (1.10)

2m

Asi, con esta forma particular, se puede hacer la integracién sobre los mo-
mentos, ya que el integrando adopta una forma gaussiana en estas variables,
dando como resultado

NP4

T ( / ) e[ () v ()

i=1

z(T)=x
—A/ zfo dT(% A/ ZS[I(T)]
(0)=a' )=z
(1.11)

K(z,2';t) = lim lim ( )
2mie

e—0 N—o00

siendo A una constante independiente de la dindmica del sistema y S su
accion. Esta ecuacion se conoce como integral de trayectoria en espacio de
configuracion. En mecdanica cudntica, si un proceso puede tener lugar de
distintas formas, la amplitud total debe ser la suma de las amplitudes de
las formas distintas en que se lleve a cabo el proceso. La interpretacion que
tiene la integral funcional es que la particula, que comienza en el punto x’ y
termina en el punto z, en un tiempo dado ¢, se propaga tomando cada uno
de los caminos posibles con estas condiciones de los puntos frontera, y cada
trayectoria aporta una contribucion dada por el exponencial en la integral.
La ec. puede verse como una generalizacion del principio de minima
accion, y, si se quiere, como la explicacion a este.

1.1.3. Funciones de correlacién y ordenamiento tem-
poral

Las funciones de correlaciéon son elementos de matriz de productos de ope-
radores de campos, las cuales podemos representar a través de integrales de
trayectorias. Por ejemplo, considerese el siguiente elemento de matriz

(2.t 2(t)3 () [27,0), ¢ > to. (1.12)
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Para expresarlo en términos de la integral de trayectorias, se insertan dos
integrales en x a través de la relacién de completitud

<I,t’ Z)Ai’(t1>fi’(t2> |I/, O) —/dl’(tl) /dl’(tg) <I, t| i’(tl) |.Z’1,t1> <I1, t1| Li’(tg) |I2, t2> <.T27t2|I,, O>
:/d{[’(tl)/dl'(tg) x(ty)x(ta) (x, tlx(ty), t1) X
tl) t1|1’(t2) t2> <I(t2),t2‘l’/,0>

=A / z(ty)z(ty)e (1.13)

Haciendo practicamente lo mismo, se puede demostrar que se obtiene el mis-
mo resultado si ahora se considera el elemento de matriz

<$,t’ .fl'(tg).’ff(tl) ‘iL‘l, O> to > 11, (114)

de donde podemos ver que la representacion en integral de trayectoria incor-
pora la instruccién de ordenamiento temporal, por lo que podemos escribir

(o, t| T(2()2(t)) |2, 0) = / Da(r) 2tz (ta)eSe), (1.15)

con

T(2(t))2(ts)) = O(ty — to)&(t1)E (L) + Oty — 1)@ (ta)2(ty), (1.16)

donde © es la funcién Heavyside. En general, se puede escribir

(@, ) T(O1(i(t))...0n((tn))) |2/, 0) = / Da(7)01(x(t1))...0p (L))
(1.17)

1.1.4. Estados cuanticos definidos

Al considerar al propagador, estamos analizando la amplitud de transicion
del sistema entre estados coordenados. Sin embargo, un elemento de interés
en aplicaciones fisicas son los elementos de la matriz de dispersion. Para esto,
se debe analizar la amplitud de transicién del estado |¢;), al tiempo ¢y = 0,

8
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al estado |¢y), al tiempo t; = t. Partiendo de esto, insertando relaciones de
completez de x, se tiene

(6716:) :/da;/dx’ (612, 8) (, t]/, 0) (', 0]bs)
:/dx/da:'qb}(a:,t)@(a:',()) (xys, tla',0)
zA/dz/dx’@(x,t)@(x’,O)/Dw(T) Sl (1.18)

con ¢(x,t) la funcién de onda. De esta forma, las funciones de correlacién
con ordenamiento temporal entre dichos estados son

(6] T(O1((11))..-On(i(2))) |1) —A / dz / 02/, ), 0) x
z(t)=z
X

/(o):_/ Dx(r) 01(x(tl»"-On($(tn))ei5[x(7)}'

(1.19)
Valores esperados pueden calcularse a través de la expresion
(T(O1(#(11))--On(&(t))))
(A T(O1(#(t1))--On(i(tn))) | 6)
<¢f‘¢z>
/ Sz (T
fd:z:fdxgb z,t)¢i(2',0) [ Dx(7) O1(x(t1))...0n(2(t,,))e5 )]. (1.20)

fd:):fdm’gb* z,t)gi(x',0) [ Dx(r) S]]

Las funciones de correlacién se pueden generar en este formalismo a través
de derivadas funcionales de una funcional generadora, que surge de la intro-
duccion adecuada de corrientes, la cual esta dada por

Z[ ¢1‘¢z /dx/dx¢ z, t ¢Z z 0 /Dx etSla(7)] +i [y drd(r x(T)
(1 21)

con lo que se pueden obtener las funciones de correlacién ordenadas tempo-
ralmente con la funciéon generadora mediante
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1.4 16
G 6J(t1) " 0 (tn) Z[m’ ‘]]

(T(2(t1)...2(tn))) = Zlx, J]

(1.22)

J=0

En particular, la amplitud de transicién vacio-vacio, en presencia de una
fuente externa J, estd dada por [23]

wmjzzupaA/Duﬂeﬁ%Wwﬂﬂ (1.23)

con las funciones de correlacion ordenadas temporalmente, en vacio, dadas
por

: TR e
(T(E(t)..3(t))) = - “)ﬂﬂU)[] (1.24)

1.1.5. Grados de libertad fermionicos

En mecanica cuantica no relativista, la ecuacion de Schrodinger debe servir
para describir los sistemas tanto de particulas bosénicas como de particulas
fermionicas, por lo que se debe buscar una manera de incluir el principio de
exclusion de Pauli cuando se trata con fermiones. Una pieza clave para este
analisis es el concepto de variable Grassmann.

Variables Grassmann

La introduccién de estas variables es necesaria ya que son variables que an-
ticonmutan (en particular, anticonmutan consigo mismas), por lo que son
adecuadas para la descripcion de un sistema fermiénico.

Sean ¢; variables Grassmann, entonces, cumplen la relacién

En particular, se tiene que

;) = 0. (1.26)

Esto implica que una funcién de variables de Grasmann sélo puede depen-
der de productos de variables distintas. Sea f(f) una funcién de la variable
Grassmann 6, su expansion en serie de Taylor estara dada por

10
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£(6) = a + bo. (1.27)

Se define la derivada de variables de Grassmann como

0 00; 00,

Las derivadas a%j también satisfacen las relaciones (1.25)) y (|1.26]). La relacién

de anticonmutacion entre las variables Grassmann y las derivadas son

0 0 0

Se puede definir también la integracién sobre variables de Grassmann,
también llamada integral de Berezin. La integral de Berezin no se puede
definir a través de la suma de Riemman, como usualmente se hace, debido
a la naturaleza de las variables Grassmann. Sin embargo, se define para que
satisfaga el hecho de que la integral de una derivada total sea nula, esto se
cumple si se satisface

/de(af(9)+bg(9)) :a/d9f<9)+b/deg(9)
/d9 —0, (1.30)
/de =1, (1.31)

con esto queda completamente definida la integral de una funcién de una
variable Grassmann, ya que la forma general de dicha funcion es de la forma
especificada en la ec. . De aqui, se puede notar que la accién de la
integral es idéntica a la de la derivada

/def(e) - %f), (1.32)

hecho que puede usarse para, por ejemplo, demostrar que la introduccion de
un Jacobiano tras un cambio de variable no es como normalmente se hace,
sino en este caso se reemplaza por el inverso del Jacobiano.
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CAPITULO 1. FORMALISMO LINEA DE MUNDO

También se puede definir una funcién delta de Dirac como

5(0)=0= /dnee”, (1.33)

con 7 una variable Grassmann, en donde las propiedades que definen a la
funcién delta se pueden demostrar facilmente.

Estados coherentes

Considérese una base de spin (|4),|—)) y un par de operadores escalera, con
la relacién de anticonmutacion

{a,a"} =1, (1.34)
tal que
al-)y=0=a'l+), al+)=1|-), a'[-)=[+)
=a?=(a"?=0. (1.35)

Un estado de spin es entonces un objeto 2-dimensional. Para llegar a la
representacion linea de mundo, usaremos la base de los estados coherentes,
los cuales no son mas que los eigenestados del operador de aniquilacién a.
Esta base, para el sistema considerado, estd conformada de los siguientes
estados:

€) = e™€10), tal que ale) = £]€), (1.36)

en donde ¢ es un nimero Grassmann y el estado de “vacio” (|0) = |—-))
se define como el estado base, a través de la aplicacion de los operadores
escalera. De las propiedades de las variables Grassmann se desprenden las
siguientes relaciones

(nl€) = e (1.37)
/ ddée™ [€) (n] = I (1.38)

A= [ dndge ™ (| 419) = [ dgane Al (139
Con todo esto en mano, podemos escribir
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1.1. MECANICA CUANTICA: REPRESENTACION INTEGRAL DE
TRAYECTORIAS

N
<)\|77> = H </ dgzdé“l) e)\fN_Zizlgi(fi_fi—l)7 EN = )\’ 50 =1, (140)
=1

que en el limite N — oo adopta la forma de integral funcional

EB=x _ T, EB)=xr _ -

<)\|77> _ / 'Dfpgez[fo drig€(T)—igg(t)] _ / 'DnggezS[f,g]. (1.41)
£(0)=n £(0)=n

De la misma forma, la representacion integral de trayectorias de la amplitud

de transicion fermionica esta dada por

A &0=2 N o
et ) = / DEDEE )~ H(€ )~ Ee(r) (1.42)
£(0)=n

(para asegurar esta forma de la ecuacién, el hamiltoniano debe ser uno segin
el ordenamiento de Weyl, que en el caso fermidénico debe ser antisimétrico).
Para finalizar, notamos que

b ot _ / DEDE! o Ar(Er)-H(ES) (1.43)
£(0)=—£(1)

lo cual corresponde a una integral de trayectoria con condiciones de frontera
antiperiédicas (CFA). Reescribiendo la expresién, usando los fermiones de
Majorana definidos como

1

_L 1 - 1,2 c (2
§= W i), 5—ﬁ<w W), (1.44)

resulta

tr e_itﬁ _ Dw ezfot %waTLG_H(w)’ a = ]_7 2. (145)
CFA

En particular, para H = 0, la integral nos da la dimension del espacio de
Hilbert, que, generalizando al caso donde hay un ntimero arbitrario de pares
de operadores de creacién y aniquilacion, se puede escribir como

N[e)

27 =tr [ = Dy o 2¥e =1 .. D=2l (1.46)

CFA
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CAPITULO 1. FORMALISMO LINEA DE MUNDO

1.2. Electrodinamica Cuantica Escalar

Para hacer el paso a las teorias cuanticas de campos, se debe pasar al marco
relativista. Uno de los lagrangianos que describe la dinamica de las particulas
relativistas libres estda dado por

1 1 2
L= /0 dr (2—6532 - %) , (1.47)

en donde fue necesaria la introduccion del einbein, e, un nuevo campo. Este
lagrangiano sirve tanto para particulas masivas como para no masivas. El
hamiltoniano asociado a este Lagrangiano es

e

7—[:2

(p* +m?), (1.48)

con la restriccién (p? +m?) = 0. Ahora se considerard el caso de interaccién
con un campo electromagnético, para lo cual hacemos la sustitucion

Py — Ty =Dy — qA,, (1.49)

con ¢ la carga eléctrica. De esta forma, la accién estda dada por

1
Sz, p,e; A] = / dr [pux'“—g(ﬂ2+m2)}, (1.50)
0

que en el espacio de configuracion es

1
1 e
Slx, &, e; Al = / dr {—9’52 ——-m*+ q:ic“AM} ) (1.51)
0 2e 2
Por conveniencia, se realiza una rotacién de Wick (it — 7) y se sustituye ¢
por —gq, resultando

1 ! 1
;S[x, i, e;A,) = /0 dr [%f + §m2 +iqd - A} . (1.52)

Al considerar la integral de trayectoria, se analizan dos distintos tipos de
lineas: las lineas abiertas, con condiciones de frontera z(0) = 2/, (1) =z, y
las lineas cerradas, con condiciones periddicas para el caso bosénico z(0) =

z(1).
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1.2. ELECTRODINAMICA CUANTICA ESCALAR

1.2.1. Propagador Escalar

La integral de camino asociada a la accion es

/De /Da: StaeiAul (1.53)

La linea abierta puede ser usada para el calculo del propagador. Usando el
método de Faddeev-Popov (un ejemplo particular de la aplicacion del método
se encuentra en la seccion @, se puede factorizar el volumen del grupo de
reparametrizaciones de la siguiente forma

/De (Vol. del grupo)/ aT o(T), (1.54)
0

con o(7T) el determinante de Faddeev-Popov. Para la linea abierta, o(7T") = 1,
y durante el proceso se fija el einbein a una constante e = 27T, por lo que la
integral de trayectorias viene dada por

z(T)=z 32 9. .
/ dT/ 7_ e fO dr[*-+m +zqz-A]’ (155)

(0)=a'

en donde se ha ignorado el volumen del grupo que se ha factorizado, ya que
queremos solo la integral funcional sobre configuraciones no equivalentes.

Lo siguiente es relacionar al propagador con esta integral de trayectorias.
El propagador libre estd dado por

D¢ = (0| Té(2) () 0) (1.56)

Se realiza una rotacién de Wick para trabajar en el espacio euclideano, en
vez del espacio de Minkowski, lo que implica las siguientes sustituciones

E=k = —ky — iky

t=2a"= —mg — ixy, (1.57)

lo que implica a su vez que el D’Alembertiano pasa ahora a ser el operador

de Laplace en 4-dimensiones. Usando el tiempo propio 7' como parametro de
Schwinger [25] para exponenciar el operador de Klein-Gordon, se obtiene
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CAPITULO 1. FORMALISMO LINEA DE MUNDO

/OO dTe_T(_ﬂ+m2)
0

DE* = <x :)3’> = / dTe T <x ) ™o ‘ SE/> . (1.58)
0
Siguiendo los pasos de la seccién 1 para construir la representacion integral
de trayectoria del propagador, se llega a la representacion linea de mundo del
propagador escalar libre relativista

, 00 ) z(T)=z T a2
Dy = A / dTe ™" / Da(r)e Jo 7% (1.59)
0 z(0)=x’

La accién con acoplamiento con un campo electromagnético, de la ec.

[T51)), s

Slz, A] = /OT <“’£ +ied A[x(7)]> , (1.60)

en donde la carga eléctrica se ha renombrado como e, ahora que ya no se
puede confundir con el einbein. Por lo tanto, el propagador completo, es
decir, el propagador de la particula escalar que interactia con el campo A a
lo largo de la linea, esta dado poﬂ

00 z(T)=x T 2 ..
D' [A] = A / dTe ™" / Da(r)e T dr (¥ ied-Afa(7)]) (1.61)
0 z(0)=x'

Si consideramos el caso en que la linea interactie con el campo A a través
de fotones con momento y polarizacién definidos, entonces este campo debe
tener la forma

N

A=) et (1.62)

=1

En este caso, a través de una expansion perturbativa, se tiene

3Notar que aqui ya se estd trabajando con un campo escalar complejo, para incluir la
interaccion electromagnética.
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1.2. ELECTRODINAMICA CUANTICA ESCALAR

, 00 o(T)=z 2y ( zef dr ol @€ )n
D™ [A] = A / dTe™™" / Da(r)e I (% Z : '1
0 z(0)=xz’ n—=0 n:
(1.63)
e > o(T)== r a2y & (—ie)” <Zz]\; V;[k?z‘aeiDn
= A/ dTe ™ T/ D$(7')eff0 ar(%r) Z '1 )
0 z(0)=x’ n=0 n:
(1.64)
en donde se ha introducido el operador de vértice escalar
T .
V;ascalar[ka 5] = / dTe - ‘%‘-(T)ezk-m(T). (165)
0

Trabajando sélo con la expresion (V! expresiones que representan lo mismo,
lo cual cancela al n! del denominador) que representa la interaccién con N
fotones con momentos y polarizaciones distintas, se obtiene

) 00 5 z(T)=x N N
D A=A [ aremt [ pamye 1) i [ vilk o)
0 z(0)=z’ i=1

(1.66)

De esta forma, el propagador vestido estd dado por D*'[A] = >°%_ D%, lo
cual diagramaticamente estd representado por

1.2.2. Accion efectiva

Como se vio, el propagador puede representarse a través de integrales de
caminos sobre lineas abiertas. Las lineas cerradas también son ttiles, y sirven
para dar una representacién en linea de mundo de la accién efectiva, la cual
se utiliza para hacer calculos a 1-loop. En este caso, el determinante de
Faddeev-Popov resulta o(T') = %, por lo que la acciéon efectiva esta dada por
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CAPITULO 1. FORMALISMO LINEA DE MUNDO

T[A] = /0 h dTTesz / . Da(r)e o dr <IZQ + e - A@(ﬂ]) . (1.67)

De manera perturbativa, el calculo de esta accion efectiva corresponde al
calculo de una serie de diagramas de Feynman como el de la figura [1.2.2

/ A
VWV FAAAVAVA

Figura 1.1: Diagrama de Feynman a un loop con cinco fotones externos.

Esta accién efectiva contiene la informacién de los efectos debidos a la in-
teraccion de la particula con un vacio que contiene al campo electromagnético
de fondo (lo que, por ejemplo, causa que la teoria electromagnética sea no
lineal, al permitir interaccién entre fotones, aun que de manera indirecta).

1.3. Electrodinamica cuantica spinorial

Andlogamente a la electrodinamica cudntica escalar, se pueden definir el pro-
pagador y la accién efectiva en el caso de particulas fermionicas, con la ayuda
de las variables tipo Grassmann. En este caso, es posible separar la contri-
buciéon que viene por la inclusion del spin, resultando un término anélogo al
caso escalar y otro que incorpora la informacion del spin.

1.3.1. Propagador Fermionico

La amplitud de transicién de una particula de spin % de la posicion 2’ y estado
de spin [ a la posicion x con estado de spin e con un campo electromagnético
de fondo, estd dada por

o = (z,0|[p+ed +m] 7B, 2) . (1.68)

Se puede separar la informacién que viene tras la inclusion del spin en la
funcién de Green multiplicdndola por —(p + eA) + m, esto es
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1.3. ELECTRODINAMICA CUANTICA SPINORIAL

o5 =(—p — ed +m)ay (2, pl[~(p + eA)* +m*| 7|8, 2)

=(—p— e+ m)ay (. pll(p+ eA)® +m? + T [".7] ] 718,
(1.69)
en donde el término % [y#,4"] F),, lleva la informacién de la interaccién del
spin con el campo electromagnético. Este término, junto con el operador de
Dirac que se encuentra como prefactor, son la diferencia entre el caso escalar
y spinorial. Con esto, siguiendo el mismo proceso que con el propagador

escalar, se obtiene

o = [m+if — eAlo, K23 (1.70)

con

) o0 - z(T)=x e dT[ﬁ—f—ieabA[x(r)}]
K5g :/0 dTe™™ /(0), Dx(r)e ' 7L4 Spplz, A,

Spﬂ[x, A] =P {e_% foT dTW”FW[m(T)}’Y"} .
pB

Este exponencial ordenado en el tiempo se puede representar de muchas
formas. Una que ha resultado ttil [26] [27] [28] [29] en linea de mundo se
logra a través de variables de Grassmann, la cual tiene la forma

Spplz, Al = 2~ Zsymb ! {/
3

De(r)e Jo dr[aeé-iet Fla(mle]-3¢(1)€0) }
(0)+&(T)=2n

pﬂ.
(1.73)

Con 7 una variable Grassmann. Las matrices de Dirac son generadas por los
1 a través del mapeo simbélico, el cual se define como

Un cambio de variables de integracién &#(7) = ¢*(7) + n* permite expresar
al propagador en funcién de una integral con condiciones antiperiédicas
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CAPITULO 1. FORMALISMO LINEA DE MUNDO

Spple, Al = 27 symb " {
AP

Dip(r)e= i drl3vmbmietu el o 4)] }

pB
(1.75)

Con esto, la accién de la representacion integral de camino del propagador
esta dada por

R S T .
Slovi Al = [ dr |5 g et Alal)] —ie(w -+ ) Flor)]- (04 1)
0
(1.76)
Para el analisis de procesos con fotones de momento definido, se representa

al potencial electromagnético en ondas planas

N N
Ala()] =3 et = L fa(r)] =iy fwe® 0, (177
i=1

i=1

con
fi,ul/ = kiueiu - Eiukiu- (178)

La interaccién de un fotén con la linea fermidnica viene representada con un
operador de vértice, dado por

T
Vepin [k, €] = /0 dr[e - a(r) + 2ie - ( + k- (@ + )]0 (179)

1.3.2. Super simetria

La accién (|1.76]) es invariante ante las transformaciones globales

dpxt = —20y"

dpt = Ot (1.80)
con # una variable Grassmann. Esto se puede ver de manera directa o re-
curriendo al superespacio. El superespacio es una extencién del espacio de

Minkowski que se logra incorporando un grado de libertad representado por
una variable de Grassmann, 6. De esta forma, los objetos en este espacio,
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1.4. SIMETRIA DE NORMA

llamados supercampos, dependen tanto del parametro 7 como de . Estos
supercampos estan definidos de la siguiente forma

XH(T,0) = 2*(1) — V20(* (1) + ). (1.81)

También se define una extension de la derivada, dada por

D = 8 — 00,. (1.82)

Entonces, cualquier objeto escrito en términos de integrales de Berezin de
supercampos es invariante ante las transformaciones supersimétricas. En par-
ticular, la accion se puede representar en términos de supercampos,
la parte libre y de interacciéon de manera independiente, lo que implica que
son invariantes ante las transformaciones de supersimetria por separado. La
accién en términos de supercampos esta dada por

T
Slz, b A] :—/0 dT/dH [—}lx-mm—ieA[X].Dx sy

La ventaja, ademéds de manifestar la invariancia ante transformaciones su-
persimétricas, es que permite escribir la accién de forma cuadratica para la
representacion en ondas planas de A, por lo que podemos realizar una inte-
gracion gaussiana, y ademas simplifica bastante las expresiones, haciéndolas
mas manejables en el desarrollo de las transformaciones LKF.

1.4. Simetria de norma

La teoria de la electrodinamica cudntica puede construirse imponiendo que
el lagrangiano de una particula libre de spin % sea invariante ante transfor-
maciones locales del grupo U(1)gy, es decir, que ante las transformaciones

Y(z) — e Dy(a)

0¢(x)

AM — AM + W’ (184)
el lagrangiano resulte de la misma forma, donde el campo ¢(x) es un campo
arbitrario.

El hecho de que una teoria cuantica de campos sea invariante ante un

cierto grupo de transformaciones de norma tiene muchas implicaciones. Este
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conjunto tan reducido de teorias cuanticas fueron de gran interés una vez
se relacionara esto con la renormalizabilidad de la teoria, que por 1945 ya
se crefa asi, aunque formalmente no fue demostrado sino hasta 1970 por 't
Hooft [30]. Asi, por ejemplo, después de la creacién de la QED, la teorfa de la
interaccién débil se construyé también como una teoria con un lagrangiano
invariante ante un tipo de transformaciones de norma, para asegurar que la
teoria fuese renormalizable.

Otra consecuencia que deriva de la invariancia de norma de la QED es la
llamada identidad de Ward-Takahashi

0, (O T () (1) - - - D)) - (a
—eZ( (2= 2) (O () -+ (i

~—

) - -p(x,)[0)

8 = ) (O (wr) - blaa)bla)) -+ D(@)I0)), (1.85)

donde j* es la corriente conservada de Noether del lagrangiano clasico. Esta
identidad es una generalizacién de la conservacion de la corriente de Noether
para teorias cuanticas de campos. Del lado derecho de la ecuacién se encuen-
tran los llamados términos de contacto, los cuales siempre aparecen anadidos
a las relaciones que clasicamente se tendrian. Estos términos no contribuyen
a la matriz de dispersion, lo cual se puede ver a través de la férmula LSZ (los
términos no cuentan con los polos necesarios). La transformada de Fourier
de esta identidad viene dada por

kMY (ks pre pasquean) = e ) [Mo(pr--pusqr--- (a; = k) --)

~Mo(pr---(pi+ k) 501 qn)]
(1.86)

donde los momentos ¢; pertenecen a electrones saliendo y los momentos p; a
electrones entrando, ninguno de los cuales debe necesariamente estar on-shell.
M representa una amplitud para un diagrama con n electrones entrando y
n electrones saliendo y M representa todas las posibilidades de introducir un
fotén externo con momento k* en M. El caso particular para elementos de
la matriz de dispersién, donde todos las particulas externas estan on-shell,

la identidad de Ward-Takahashi se reduce a la identidad de Ward

KM, = 0. (1.87)
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1.4. SIMETRIA DE NORMA

1.4.1. Norma R;

Considérese la electrodinamica cudntica como teoria de norma. El hecho de
que la EDC sea invariante ante algin tipo de transformaciones nos dice que
existen configuraciones equivalentes asociadas por estas transformaciones. En
particular, al momento de cuantizar se pueden encontrar problemas si no se
trabaja s6lo con configuraciones inequivalentes del sistema, no relacionadas
por las transformaciones de norma. Por ejemplo, para calcular el propagador
del fotom, el cual se usa en el calculo de diagramas de Feynman, se necesita
el operador inverso de la parte cinética del lagrangiano

FM™E,, = APA,,A”. (1.88)

Entonces, se necesita al operador inverso de A, = 2[-4,,0+ 9,0,]. Sin
embargo, para un «(x) arbitrario,

A,0"a(r) =0, (1.89)

por lo que el operador A, tiene eigenvalores 0 asociados a eigenvectores no
triviales, luego no puede obtenerse su inversa. Esas configuraciones son aque-
llas que son equivalentes a 0 por las tranformaciones de norma, por lo que
para resolver el problema es necesario separar las configuraciones inequiva-
lentes. En este trabajo, eso se logra a través del método de Faddeev-Popov.

Siguiendo [31], el punto es elegir una restriccién, G[A](x) = 0, de tal forma
que sélo se tome en cuenta una configuracién para cada conjunto equivalente
de configuraciones. Al hecho de imponer esta restriccion en este caso se le
conoce como fijar la norma. La restriccion que se impondra aqui es una un
poco mas general que la de Lorentz:

GIA, Q)(z) = 0" A, (z) — Q(x), (1.90)

donde Q(z) es una funcién que fija completamente la norma.

Se asumira que G[A’, 2] se anula en s6lo una configuracién de cada conjun-
to de configuraciones equivalentes, con A’ el campo tras una transformacion
de norma

AL =A,+ (8Ha). (1.91)
Usando la identidad de la funcional delta
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- / Das [G[A', Q) Det,, (%)
= Det(a2)/2>a5 [G[A, Q] (1.92)
con la derivada funcional dada por
OG[A", Q(x) — 5 — 2
5a(y)_ = 6z — y)o>. (1.93)

El método de Faddeev-Popov consiste en insertar la identidad (1.92)) en
la integral de trayectorias para el campo electromagnético:
714 = DA et o
= /DA Det(@Q)/DoaS [GIA, Q] e~ /4 P Fuw (1.94)
Tras una transformacién de norma en esta integral, la accion electromagnéti-
ca y la medida de integracién quedan invariantes, por lo que se puede hacer

una transformacion con el tinico cambio de que la dependencia de la funcional
G pase de A" a A, entonces

Z[A] = / DA Det(6?) / Dad [G[A, Q] e 1 /472 P Fuw

= Det(5?) (/ Da) /DA §[G[A, Qe 3l d% F* Fuw, (1.95)

vemos que de esta forma se ha separado el volumen de la simetria de la
integral sobre trayectorias de configuraciones inequivalentes.

Un dltimo truco ayuda a usar la funcional delta. El lado derecho de la
ecuacion es valido para cualquier €2, entonces debe ser valido para una su-
perposicion de estos. En particular, integrando sobre todos los €2 con un peso
gaussiano dado por

S = —— [ dx*Q?, (1.96)
se obtiene
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Z[A] ~ N(€) / DO / DASIG[A, Q)Je~ i FwF"+Sa, (1.97)

en donde se puede realizar la integral sobre () usando la funcional delta.
Integrando y redefiniendo a la integral de camino sin las constantes (aun
que divergentes), ya que en las funciones de correlacién se cancelaran y no
jugaran ningun papel, se obtiene finalmente la integral

Z[A] = / DA e i [ Habiu —ge [ da(0:4) (1.98)

Esta forma de fijar la norma del Lagrangiano electromagnético se conoce
como norma R¢. El pardmetro § puede ser fijado con algin valor numérico
como 0 (norma de Landau) o 1 (norma de Feynman) y las cantidades fisicas
no dependeran de él, esto puede ser demostrado directamente en EDC a
través de la identidad de Ward-Takahashi.
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Capitulo 2

(Generalizacion de las

transformaciones
Landau-Khalatnikov-Fradkin en
la QED

Para los calculos de los propagadores o de los operadores de vértice, en general
para las funciones de correlacion, se suele fijar la norma para desarrollar
los célculos. La eleccién de una norma especifica se elige a conveniencia,
por ejemplo, puede simplificar los calculos si se estd trabajando de manera
perturbativa, alguna otra eleccién podria manifestar la naturaleza transversal
de los fotones, etc. Al final, cualquier obserbable fisica debe, por supuesto,
ser independiente de la eleccion de la norma.

En 1955, Landau, Khalatnikov y, de manera independiente, Fradkin ana-
lizaron como cambian las funciones de Green de particulas cargadas, en la
QED, tras un cambio de la norma. Como resultado, se obtuvieron las trans-
formaciones LKF, transformaciones que dictan como cambian estas funciones
de Green tras el cambio de la norma en el espacio de configuraciones. Es-
tas transformaciones, ademas, son no perturbativas, por lo que se pueden
usar a cualquier orden en la teoria de perturbaciéon y nos permiten obtener
informacion de términos de mayores loops a partir de términos de menores
loops.

Dichas transformaciones se aplican ya sea para obtener un propagador en
otra norma, obtener informacién de la dependencia de la norma del propa-
gador a érdenes mas altos en teoria de perturbacién o se pueden aplicar al
estudio de la covariancia de norma de las ecuaciones de Schinger-Dyson y de
sus soluciones en QCD.
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CAPITULO 2. GENERALIZACION DE LAS TRANSFORMACIONES
LANDAU-KHALATNIKOV-FRADKIN EN LA QED

2.1. Transformacion LKF

En esta seccién se deriva la transformacion LKF para la QED, basandose en
el trabajo original de Landau y Khalatnikov [5]. Considérese una transfor-
macion de norma en QED

) — e, (2.1)

con ¢ un operador funcién arbitrario, el cual se trata como campo libre [5].
El propagador fermiénico estard dado tras la transformacion de norma por

5 = (So)ip (Te*0We o), (2.2)
en donde antes de la transformacion, se fija una norma arbitraria. (So)fg es

el propagador del fermién en esta norma. Expandiendo al campo g% en ondas
planas, se tiene

6= or =D M)t + ane™), (2.3)
k k

Como ) es pequeno, se pueden expandir las exponenciales hasta orden cuadrati-
co en Ay despreciar los demés términos. Ademads, el valor de expectacion del
campo ¢ en el vacio es nulo, por lo que se obtiene

& jed(z) —ieg(x’ ~ A €2A LN 62 “
<Te ¢(z) g —ied( )> = <T 1;[(1 + e — 580%) H(l - 2630; - 5(90;)2>

ez e* . .
=JJa- B (B8) — = ((@1)?) + e (T'ordh)
2
I A (AT R ) (2.4)

El propagador del campo (/5 esta dado por
Ap(wa') =i (To(x)p(a)) =i Y (T@rd)), (2.5)
k
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lo que permite simplificar la expresion para el propagador fermionico en la
nueva norma, dando como resultado

71— ()i o (Ar(O=Ar(e), (2.6)

El propagador del foton en el espacio de momentos, en la norma inicial,
puede escribirse en general como

1 k,k, k,.k,
Dowj(k) - dtﬁ ((Swj - 22 > + dl 24 . (27)

Tras la transformacién de norma, el propagador del fotén cambia solamen-
te en su parte longitudinal, la parte transversal queda exactamente igual.
Usando las siguientes funciones de correlaciéon [32]

(AR, = —ie s
BRG)) = (2.9
se obtiene que
Dyulaa’) = i (PAu0)A) + 15T (TR (29)

que en el espacio de momentos esta dado por:

ki,
k4

1 k.k,
D, (k) =d— (% - £ ) + (d; + Ady) (2.10)

k2 k?

en donde Ad; representa el cambio del propagador del fotén tras la transfor-
macién de norma. De aqui, podemos identificar al propagador del campo ¢
como la parte generada en el propagador del foton

A,

Ap(k) = =5 (2.11)

Del propagador del fotén en el espacio de configuraciones en D-dimensiones,
se obtiene la forma especifica del propagador del campo ¢, la cual estd dada
por
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AP (z) = — fﬁé (jiz)=PT (g _ 2) (2.12)

La transformaciéon dada por la ec. se conoce como transformacién LKF,
la cual relaciona al propagador fermiénico en dos normas distintas, derivada
originalmente por Landau, Khalatnikov y Fradkin. Esta transformacion esté
dada en el espacio de configuracion, por lo que, aun que tenga una forma muy
simple, por lo general es muy complicada de aplicar, ya que el propagador
tiene una forma razonablemente amigable en el espacio de momentos, pero
se vuelve mucho mas complicada en el espacio de configuraciones. Se puede
notar que la demostracién anterior sirve tanto para la EDC escalar o spinorial.

En algunos casos particulares es posible llevar la transformacién LKF
al espacio de momentos, como lo es, por ejemplo, en la EDC escalar en 3
dimensiones.

2.2. Generalizacion de las transformaciones
LKF en la QED escalar

Del capitulo 1, siguiendo a [20], la representaciéon worldline del propagador
apagado de una particula escalar de masa m que se propaga del evento z’ al
evento x en la presencia de un campo electromagnético externo, descrito por
el campo A", es

0o z(T)=z
[z, 2, A] :/ dTe_"L2T/ Dax(r)e 5055 (2.13)
0 T

(0)=a’
T
1.
SO:/O drixz,

T
Se = ze/o dri - Alz(1)],

con

62 T T
Si = ?/ dTl/ dT2 .’i‘l . D(.’El — .’1?2) -i}g. (2.14)
0 0

El término Sy describe la propagacién libre de la particula escalar; S, des-
cribe la interaccién entre la particula escalar y el campo externo A* y S;
describe fotones virtuales interactuando a lo largo de la trayectoria. D, es
el propagador del fotén en el espacio de configuraciones en D dimensiones,
el cual estd dado en una norma covariante arbitraria por
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Dy () = — {lfr <l; - 1) dw (1 gr (?) ‘”“ﬁ”} . (2.15)

- D
dm=2 272 727

En particular, se trabajard con fotones externos de momento definido,
por lo que se puede expresar al campo A* en ondas planas

N
A=) etk (2.16)

i=1

De esta forma, la expansién perturbativa de la ec. genera los diagramas
de Feynman los cuales representan correcciones al propagador desnudo. La
interaccién de un foton externo con la linea se representa a través de un
operador de vértice, dado por . Por convenciéon, el momento de los
fotones externos se define entrando hacia el vértice. El integrando de .S;, de
la ec. , se puede expresar de la forma

Llp(Dog) i 1€ (DN DD g
dn% lr(z 1> (21 — 22)2] 1 4 F(Q 2> 87‘167’2[(:171 v2)] ’

(2.17)

lo cual es 1til, ya que muestra que un cambio en el pardmetro de norma
covariante sélo contribuiria con un término de derivada total.

Realizando una transformacién de norma al i-ésimo fotén externo (lo cual
es posible y sencillo en este formalismo), ¢, — €;+k;, el operador de vértice
resulta

T . o,
Vicall€is ki] — Vicalles, ki] — Zf/ Eem"'x(”) = Vialls, ki] — i§ <ezki'x - ezki':E) -
0 i
(2.18)
Para la linea cerrada, el término que depende de los puntos extremos se anula;
para la linea abierta, este término permanece, pero, debido a la identidad de

Ward (|1.87)), no contrubuye a los elementos de matriz on-shell.
Realizando la transformacién de norma ahora para los fotones internos

representados por los factores —S; de la ec. (2.14)), y usando la ec. (2.17)), se
ve que el cambio de S; es

62 D T T g 0 219D
AgSl = AggQ?F (2 — 2) /O' d’Tl/O dT2 877'1677'2[(‘%1 - fEQ) ] . (219)
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Esto implica que, si el foton estd unido, al menos por uno de sus extremos,
por un lazo cerrado, el resultado sera nulo. Por lo tanto, las propiedades de
transformacién de una amplitud ante un cambio de norma estan determi-
nadas por el intercambio de fotones virtuales entre lineas abiertas diferentes
o entre la misma linea, por lo que se puede ignorar la interaccién con los
fotones externos, ya que no es necesaria para el andlisis de la transformacion.
La funcién de correlaciéon apagada de N(= 2n) puntos escalar

ANy, a2, 2 |E) = (To(ay)..d(xn)d" ()0 (2))) ., (2.20)

contiene n! contribuciones, cada una de las cuales esta dada por la forma

de juntar los operadores de campo (), ..., (x,) con los operadores campos

conjugados ¢*(z), ..., ¢*(2,), por lo que realmente lo que es necesario analizar
: 3 u ! / z

es la amplitud parcial, A (xy, ..., Ty; Tr (1) oo xﬁ(n)\f), en la que la linea que

termina en x; comienza en T.(;, relacionadas por

AN 2y, oy s 2, 2 |€) = Z A?ru(xl,...,zn;z;(l),...,x;(n)|§). (2.21)
TESy

La representacién worldline de esta amplitud parcial, la cual es una genera-

lizacién de la ec. (2.13)), es

z (Ty)=z; ! kL
Day(m) o= Siea 567 =S um 80570

Agu(xla ~.~,x’n;x;—(1), ...,x;(n)|£) = H/ dj’vl emeTl /
1=170 x

o (2.22)

en donde el término Si(:’l) representa a los fotones virtuales entre las lineas &
y [, dado por

kol e2 [Tk T,
St = 5/ di/ dr &g - D(wg — x1) - 1. (2.23)
0 0

Realizando la transformacién de norma, recordando la ec. (2.19)), se obtiene

n S z (Ty)=m; n [O) n (k,1) (k1)
A%u(iﬂl,...,xn;-’ﬂ;(l),~-~,z;(n)|£+A£): H/ dT, e_sz’/ 'Dxl(ﬂ)e*lel Sg 72}“:1(5” +AeS; )7
=170 zl(O):zf’r(l)
(2.24)
con
e? D _D _D
e 21 (5 - 2) {lon — P % = (o —at) P
T
_D _D
(@ py — 202 + (@) — )2 E ] (2.25)
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El exponencial en la ec. (2.24) que involucra al término de la ec. (2.25)
depende solo de los puntos extremos de la trayectoria, por lo que puede salir
de la integral funcional, y asi se puede escribir

A?ru(xl, ceey xn,x;(l), ceey ‘T;(n)|§ + Af) = TWA,,un(xl, ceey xn,x;(l), 7x;(n)|£) (226)

con

n
n (k1) (k1)
Tﬂ_ =~ Ek,l:l DS I | e_Aﬁsiw (2.27)
k=1

La ec. ([2.26) representa la transformacién LKF generalizada, en D dimensio-
nes, para la QED escalar.

2.3. Generalizacion de las transformaciones
LKF en la QED spinorial

El proceso para la generalizacién de las transformaciones LKF en EDC spi-
norial es un poco similar al del caso escalar, aun que se requiere de un analisis
un poco mas profundo, debido a la estructura adicional que aporta la par-
te spinorial a las funciones de N puntos. Para demostrar la generalizacion,
primero se rederivara la transformacién LKF usando el formalismo linea de
mundo y luego se utilizara este resultado para demostrar el caso general de
la funcién de N puntos.

2.3.1. Transformaciéon LKF en la QED spinorial: for-
malismo linea de mundo

El propagador para una linea abierta en EDC spinorial de un electrén de
masa m que se propaga del evento z’ al evento x, en la presencia de un
campo electromagnético externo, representado por A*, esta dado por:

ST = [l + (P + ied)] 5, K= (2.28)

pa
como se encuentra en el Capitulo 1.

Usando el método de cuantizacién del campo de fondo [33], se sustituye
al campo A* por la suma de un campo externo clasico, A%, y un campo
que describe los fenémenos cudnticos, A,. Cuantizando al campo A, a través
de la integral de trayecorias, se obtiene (por brevedad, a partir de aqui se

dejardn de usar de forma explicita los indices spinoriales)
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Sag[ﬂf,x/,AeX;f] = ( 2§>A§ — /D/_l Sm'@fd%(ﬂ[*ipwp“”fi(a-gﬂ]

=[ml +id — ed] <Km/>,4,g —€ <1;1KMI>A’,5
z(T)=z

= symb ™! {[m]l +i — edey) /O " dre T / Da(r) 2~

(0)=a'

Nlis]

f{ Dy(r) e ™% H
AP

(0)=a" AP

(9] ) z(T)=x b
+ 4P / dTe ™" / Dx(r) 272 ¢ Di(r) e 5075 Gﬂ}, (2.29)
0 T

con

o o1,
si= [ ar [Z+§w'w1 ,
T
Se :Ze/o dr [I : Aex[‘r<7—>] - (lb + 7]) ’ FGX['I(T)] ’ <w + 77)] )
H= / DAPA,
Gy=——e / DAl2)A,P[A],
P —oJ d e[~ 1 Fun ' 3¢ (0-A)? | —ie [ dr [i- A= (n)-Fla(r)]-(b+n)] (2.30)

Usando supercampos(en este momento, sélo para simplificar las expresiones),
los cuales fueron introducidos en el capitulo 1, podemos reescribir la parte

de interaccién en P[A] como

DXH|A,(X) = =08 - A4+ 00 +n)-F-(¢Y+n) (2.31)

y entonces

S.[A] = —ie /0 ' dr / dO[DX* A, [X]. (2.32)

Ahora se procederd a resolver la integral H (normalizdndola en el proceso):

H— /DA efd%[-iﬁwﬁw—%(aﬁ)?]ﬂefOT dedeJDXM,,(X)’ (2.33)
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la integral es una del tipo gaussiana, por lo que se puede resolver completando
el cuadrado en los campos A*:

H= | DA 5/ Al [0, O+ (1-1 ) 9.0, | A¥+ie [ dr [ dODXH A, (X)

— [ DA o3 )Pz ArDuAY Fie [ dr [ dODXHAL(X)
_ ef%fdDEfdDZb“(E)A;,}(Ef,%)b”(Z)

_ eé [dPz [dPz [ [T drs [d6y [ ds DiXY (X1 —2)Gw (2—2)D2Xh 6(Xo—2)

— ¢~ SilDX] (2.34)
con
T
W(z) = e/ dT/de DX§(X — z), (2.35)
0
Guw(X)=A)
= 1D ﬂr (D — 1) 5‘;” +(1-4r (D> X“si” (2.36)
ArT 2 2 x2? ! 2) xe?
y

. 2
s =5 [an [ [as, [ doa D%, Gt - %) D, 230

obteniendo asi resultados practicamente idénticos en estructura al caso esca-
lar.

Para resolver G, se introduce una corriente J en el exponencial, de tal
manera que se genera la insercién de Ag mediante una derivada funcional:

A1 0 dia|—LFu, P — L (8-A)?|+ie [ dr [ dIDXF A, (X)+ie [diz J-A
Gy = /DA[J:]Z(SJB[x(T)]ef [~ 4 B P — e (9 4)2) e [ dr | () ie f

(2.38)
La integral se resuelve justo como en el caso de H, con la inica modificacion
de que ahora en b#(z) estard involucrada una parte que viene de la corriente

J:

bi(z) = e [ /0 s / d6 DXS(X — 2) + J[2] (2.39)
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resultando, entonces

G,B _ 0 S;[DX]+5- [B-&-C}

ZéJﬁ[:p(T)]e (2.40)

J=0

con

B= -2 /dDz/OTdT/dH J[Z] - G(z,X) - DX

_ - / SE / dPz JJ7) - G(z, ) - J[3). (2.41)

Al tomar la derivada funcional y evaluar en J = 0, el término C' no contribuira
en este caso de una séla derivada, aun que podria contribuir al haber mas
de una, por lo que simplemente se hara igual a cero. Sustituyendo estos
resultados en la ec.

z(T)=x

(0)= AP

Sz, 2, Aex; €] = symb_1 {[m]l—!— i) — edoy] / dTle™™ T/ Dx(7) 2= % Dy(T) e~ 50— 5e g 5i[DX]

(T)==z
—|—Z’}/ 5Jﬁ / dTe~™ T/( x(T) 2—% D’Lﬂ(T) e—So—See—Si[DX]—ﬁ-‘}zB}
0

Y= AP
(2.42)

Considérese ahora una transformacion & —s & + A¢ de S[x, 2/, Aey; €], que
define una transformacién covariante de la norma. Un foton externo estard
representado por un operador de vértice Vi€, k - y la transforma-
cién de norma del fotén i-ésimo €; — €; + &k; solo afectara a la parte del
vértice que es escalar, ya que la parte spinorial es invariante de la norma, por
lo que se obtendra el mismo término adicional dependiente sélo de los puntos
extremos de la linea que se obtuvieron en el caso escalar. Explicitamente, el
cambio viene dado por

ks o (ks T
Vipinl€i, ki3 1] — Vepinl€i, ki;n Zf/ 5. ¢ ethee(m) — e, ki) — i€ (6Z et ) :
1

(2.43)

Analizando el cambio de la norma para los fotones internos que vienen
representados por el término —S;[DX], se puede ver que resulta el mismo
término que en el caso de la QED escalar , ec. , no depende de los
campos spinoriales y sélo depende de los puntos extremos de la trayectoria:
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QED SPINORIAL

AeSiDX] = — A

2 (D _f
26 ol <— - 2) / / / / drydradfy 6Dy Dy [(Xy — X5)?]
T2

_ L o 9 212 %
A€32ﬂ-2 < 2) // dTldTgaTl 67‘2 [(l’l 1'2) }
=A¢S;

(2.44)

Entonces, la funcién de Green de la particula fermidnica, tras el cambio de
norma, sera

S[m7 Il, Aex;f + Ag}

= symb™! {[mﬂ+ir79—eAex] /0 ~ drem*T /

z(0)=z’

z(T)=x
Dzx(r) 2—%?{ Dyj(7) e 90 5Fe o= SilDXI=AeSi
AP

oo z(T)=x . .
+in? g / dTemeT/ Da(r) 2—%% Dy(r) o~ S0—Se o= SilDXI+ 5 B+Ag(~S;+ 5 B)
68 [.Z‘(T)] 0 z(0)=z’ AP

J=0
(2.45)
donde tanto la derivada parcial como la funcional actuan también sobre
los exponenciales que aparecen tras la transformacién de norma. Manipu-
lando un poco las expresiones, se puede obtener un término proporcional al
propagador en la norma original mas otros términos nuevos:

S[z,a’, Aex; € + AE]

oo
= symb~! {eAESi [mI+ i@ — edoy] / dTefm2T/
0 T

o)== D So—Se—S;[DX
Dzx(T) 2_7% Diy(1) e 207 7e™ i [DX]
(0)=a" AP

oo 2 z(T)=x D
+ i’yo‘/ dTe™™ T/ Dx(r) 272 Dyj(r) e~ 50—~ Si[DX] (—0a ¢ S)) e~ AeSi
0 z(0)==' AP

< 2 (o= D So—S 6 SN+ L B A(—Si+2 B
+i'yo‘/ dTe™™ / Dx(T) 2‘?% Dip(r) e~ 05 |:e_ 3 [DX]+ 5 j|e e(=Si+% B)
0 2(0)=2" AP dJ[z(T)]

~ > —mer [T -D —So—Se —S;Dxl+<B_ O Ae(=Si+< B)
+’L’Ya/ dTe™™ / Dz(t) 272 7{ Dij(r) e 20 Pee™ i 28— [efe(mPit ,
0 «(0)=a' AP dJ[x(T)] o

(2.46)

en donde en el tercer y cuarto término del lado derecho de la ecuacion se ha
usado el hecho de que A¢B no depende de variables de Grassmann, ya que

[[ ardo eGusz 07 = [ [ aras Afiéz;)D 2wt
_ Ar(B-2) 9 o
a / T BT I Tz [(z — (7))?] ,  (247)

por lo que el exponencial se puede separar en dos sin problemas con el
mapeo simbolico. El primer y tercer término generan el propagador en la
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norma original, multiplicado por e=2¢% y los términos segundo y cuarto se

anulan, ya que

62 5A£B 9
—_—— = — drdf A X)DX”?
2 5J[z(T)] € // T ¢Gap(z,X)
Aée’l (2 — 2) 0 9_D
= [ dr z 0, r—x(1))?]" 2
/ 1672 Ox® [( ()’
0
= . 2.4
e A¢S; (2.48)

De este modo, la transformacion de norma de la funcién de Green para
la particula fermiénica es

S, 2, Ae; € + AE] = e 25 Sz, 2! | Aey; €], (2.49)

la cual es la transformacion LKF, idéntica a la del caso escalar.

2.3.2. Funcién de correlaciéon de N puntos

Para generalizar el resultado anterior para funciones de N(= 2n) puntos, es
necesario primero hacer notar algunas cosas. El término

M
<[m + ilDl]eiedexJ[a:]-A[z] H leac;> (250)

=1

A7€

transforma tras un cambio de norma como

M
<[m + ilpl]eiedezJ[m]-A[x} H K:rlx;>
A+AE

=1

M
_ o S A S (S AB® AC) <[m i 1p,ete ] 4Pl Ale] HKW?> . M>1
=1 At
(2.51)

con

2
= —/dDZ/dDé JI5 - G 2) - T3, (2.52)
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esto se puede ver del andlisis hecho en la seccién anterior. Entonces, el efecto
de anadir K'’s extras y el exponencial es sélo el de modificar el término
A¢S; anadiendo M — 1 términos més y anadiendo, debido al exponencial, los
términos con A;B (k) 5 A¢C. Sabiendo esto, la derivacién de la transformacién
de la funcién de N puntos se puede hacer por induccion.

La funcién fermiénica de N puntos esta dada por

S n; Ty H ST T T m6) (2.53)

7T€Sn

donde la amplitud parcial esta definida como

mnxﬂn))

S,,(:IZ xn?'rrr 7rn)|€) <[m+zlp] ﬂl) : [m—i—le ] Ak

<ﬁ[m+z$] Z”()> . (2.54)
A

i=1

)

Para derivar la transformacion generalizada, considérese el siguiente término

i=1 j=1

n M
<eiedexJ[x]-A[x] H[m +ilp)] H K:vjw3-> , M>n (2.55)
AL

)

y asumase que tras un cambio de norma transforma como
5 n M
<zefd xJ[x]- Az Hm+lwz]HKIJw]>
=1 =1 Ag+AE
o T A L (S ABY+ac0) <f #3803 [T + 1) [ | K6 > . Mz
i=1 j=1 Ag
(2.56)

Procediendo por induccién, considérese ahora el mismo término anterior,
pero con la sustitucion n — n + 1

n+1
<eiederJ[m]-A[x H m 4 Uﬁ H KIJI > , M >n+ 1. (257)
=1 AEFAE

7j=1

Desarrollando, se obtiene
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=1 7j=1

n+1
<eiedezJ[m]~A[ H m+ llD H KZ]:L’]>
AL+AL

n+1
_ [erial _ eAlex} <eiedezJ[x]»A[ H erllD HK:r]xJ> +
A+AE

1=2 7j=1

5 n+1
Jrl',yaai ZedexJ A[I]Hm+lm HK%I , M>n+1
0Jx1(Th)] =2 j=1 At+Ae

(2.58)

Usando ([2.56)):

i=1 j=1

n+1
<eiedeacJ[x]-A[ H m—i—le HKx]x >
Ag+Ag

n+1
— [+ i@y — edyJom Shim Aest U5 (DL, B +0) <eiedexJ[x]~A[x [[im+in;) H K% > +
Ag

=2 Jj=1

n+1
) 1) M AL gkl e M p(k) o) dP .y (2] Ay +
+’L’7a e D=1 BeST T (s + zef xJy[x]-As[2] Il m—&-zﬁ IleJ£
o0Jx(T)]

=2
(2.59)

Como en el caso del propagador fermiénico, las derivadas actuan también
sobre los nuevos exponenciales que parecen tras la transformacién de norma,
y manipulando la expresion de la misma forma, es decir, aplicando las deri-
vadas a un producto y cancelando los términos que vienen de las derivadas
de los exponenciales, se obtiene un resultado que es proporcional al término
en la norma original, esto es

. . n+l M
<elej d”zJ[z]-Alz] H [m + ZlDz] H KZ%i%; >
A+AE

i=1 j=1

n+1 M

o= T AeS VS (DM, BW+0) <eiede“[“'A[m] [m+in;) HKW3> ., M>n+1.
A

i=1 j=1

(2.60)
Por lo tanto, queda demostrado por induccién que este resultado es vélido

para todo nimero n. En el caso particular en que M = n, la ec. (2.56]) (con
J = 0) resulta
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2.3. GENERALIZACION DE LAS TRANSFORMACIONES LKF EN LA
QED SPINORIAL

i=1 i=1

<H[m +iIp,] Km;> — o~ TR AestY <H[m + iDi]Kwﬂi> .
AL+AE Ag
(2.61)

Usando esto en la amplitud parcial, se llega a la transformacién LKF gene-
ralizada para la funcién fermionica de N puntos, la cual resulta ser la misma
que la generalizacién para el caso escalar:

L (k1)
S(x1... ;@ (1)...x;(n)|§ + A¢) = H e~ BeSin H Sw(xl---xn;x;r(l)"'x;r(n)|§)7
k=1 TESh
(2.62)

Con AgSf:’l) dado en la ecuacion . Cabe resaltar que la transformacién
anterior es valida para cualquier n, y que ademas es una transformacion no
perturbativa, lo que quiere decir que la transformacién devuelve un propaga-
dor mas completo que el que se da de entrada y es valida a cualquier orden
en teoria de perturbacion.
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Capitulo 3

Aplicaciones de las
transformaciones LKF

En este capitulo se aplica la transformacion LKF, y su generalizacion, al
propagador, tanto en la QED escalar como en la spinorial, para ilustrar como
se aplica en general la transformacién y mostrar las consecuencias que derivan
de su naturaleza no perturbativa.

3.1. Transformacion LKF en el espacio de mo-
mentos: Propagador en QED spinorial en

3-d

Las transformaciones LKF se definen en el espacio de configuraciones ya que
por lo general no se pueden transformar al espacio de momentos de manera
cerrada. En 3 dimensiones este no es el caso. Supéngase un propagador input
KPP (€), el cual puede ser incluso a multilazo. En el espacio de configuracio-
nes estara dado por [34]

/ 2r & ’ i .
R — ZK*pp : —ipx cos 6
© = o /0 dp PR (€) /0 sin e

B 1
o2y

/0 " dp psin(pa) K (€). (3.1)

La transformaciéon LKF se puede obtener de En el propagador sélo
hay una linea fermidnica, por lo que en este caso k =1 y n = 1. Trabajando
en D = 3 — ¢, regularizando y tomando sélo la parte finita, se obtiene que la
transformacién LKF esta dada por
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xx’ —abl g
K (§+ AL =e 2 K™ (¢) (3.2)
Aplicando la transformaciéon LKF a (3.1)), con la sustitucion x — 2’ = z, se
obtiene

_aAg

22y

K (6 + A) = © / dp psin(pe) K7 (€). (3.3)

Por otro lado, al aplicar la transformada de Fourier a K*** (¢ +A¢) se obtiene

oo , . k
— 4r / do 22K (¢ + Af)sm( 2. (3.4)
0 kx
Sustituyendo (3.3)) en la expresién anterior, se obtiene finalmente
K™ (¢ + A8 = / da?/ dp —sin(kz) sin(px)e” e (€)
’ , 1 1
K (¢ A8 = 225 [ gy prem () _
2mk Jo (535 +(k=p) (%35 + (k+p)’
(3.5)

en donde para cambiar el orden de integracion se supone que A¢ > 0. Esta
es la transformacién LKF en el espacio de momentos en 3 dimensiones para
QED escalar, ya no hay necesidad de tratar con el propagador en el espacio
de configuraciones.

Para generalizar el resultado al caso spinorial, considérese un propagador
de la forma

K™ () = A*(0%,€) + pB* (", €). (36)
El desarrollo del término A*(p? &) es el mismo que el del caso escalar, asf

que se analizard ahora solo la parte pB*(p2, €). La transformada de Fourier
de este término es

d? '
EX* (2,25 €) = / #pB*(pQ; A
S _ |
— /0 (2;_?)22722%3*(])27 5) /0 desin<0)e—zxpcos(9)
Lél /°° dppB* (p*; €)sin(px). (3.7)
0

272 Oz x
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3.1. TRANSFORMACION LKF EN EL ESPACIO DE MOMENTOS:
PROPAGADOR EN QED SPINORIAL EN 3-D

Aplicando la transformacién LKF, se obtiene

FX* (w2 64+ AE) = e*%xqf){*(m,x/;ﬁ). (3.8)
Sustituyendo la expresién anterior en la primera ecuacién de 3.4}
(—/ dppB (p2;€)sm(px)) e,
0
(3.9)
lo cual, integrando por partes se vuelve
a aA¢
2

. 1 |
b5 80 = —5 [ i) [ atas (e ) sin

— _1 = 2. = OJAS@ ; f“TA‘Ea: :
= 7T/O dppB(p ,f)/o dxx (z 5 ak—i—zk)e sin(px) x

X / dBsin(g)etkeeos®)
0

— 2y / dppB(p*; €) / dasin(ka)sin (pr)e™ "2+
k™ Jo 0
291 > > aAg _ e
—__ = B 2., >
+ Tokk J, dppB(p ,f)/o dx 5 sin(kx)sin(px)e
(3.10)

xT

T

Aprovechando la siguiente igualdad

e / e (CIND) (3.11)
alA&
Podemos reescribir la ecuacién (3.10) como

aA&m

FB* (K% &+ A¢) = %k/o dppB(pQ;f)/O dxsin(kx)sin(pr)e” 2 “+

+&_A§21/ d(o/Af')/ dppB(pQ;f)/ da:sin(k:m)sin(px)e_%m
2w Ok k 0 0

alAg
(3.12)

Luego, la transformacion del propagador completo es
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SR (€ + AE) = A*(K% € + AE) + kB (K% € + A€)

aAg [ 1 1

N [<%M>2+<k—p>2_<a7ﬁﬁ>2+<k+p>2

1 _ 1
(557 + h—pP (574 (k4 pp

A o0
+C;Tk€%/o dppB(p*; ) [

+———/ d(O/Aﬁ’)/O dppB(p*; €)(a/ AL x

AL

: (3.13)

1 1
X N BrING
[(%)2 +(k=p)? (955 + (k+p)?
la cual es la transformacion LKF en el espacio de momentos en la QED
spinorial en 3-d.
Como caso particular, considérese el propagador a nivel arbol, el cual esta
dado por

/ 1 1
Sha (&) = St m :(ZZHLm)]m

= A(p; &) +pB(p: §), (3.14)

el cual, podemos observar, es es independencia del parametro £. Haciendo
uso de la integral
2

> P
d
/0 pp2 + m?
(3.15)

podemos obtener que la transformacion LKF del propagador a nivel arbol es

1 1

(557 + (k=P (5 + (htpP

_ 2rmk 1
QAL k2 + (m 4 258)2

w(E 4 84) K24 (m+ 295)2 K2+ (m+ 2582
alAE @ [ 1
4 Ok Jone k2 + ( ?6 )2
_ m " 1k2—|—a§§(m %)_
k2 + (m + 255)2 k2 k24 (m+ 255)?2
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3.2. TRANSFORMACION LKF DEL PROPAGADOR EN LA QED
SPINORIAL EN 4-DIM

Este es el resultado final tras la aplicacién de la transformacién LKF. Este
propagador contiene mas informacion que el input original, que en este caso
fue el propagador a nivel arbol.

Como se puede observar en [35], el cdlculo directo del propagador a 1-
loop coincide con el obtenido tras la transformacién LKF en aquellos términos
que dependen de A¢ [9]. La informacién nueva que proporciona el propaga-
dor transformado depende siempre del cambio de la norma. Para el analisis
perturbativo con un propagador input a n-loops, se pueden fijar términos
de mayores loops de la forma o"™AE, i = 0,1,..., y de aquellos con las
potencias mas altas en A a un orden fijo en « [36].

3.2. Transformacion LKF del propagador en
la QED spinorial en 4-dim

En general, para aplicar la transformaciéon LKF o su generalizacion, se deben
seguir los siguientes pasos:

1. Comenzar con el objeto a transformar en el espacio de momentos.

2. Mediante la transformada de Fourier, obtener el objeto en el espacio
de configuraciones.

3. Aplicar la transformacion LKF o su generalizacién.

4. Transformar el resultado al espcio de momentos.

Aqui se dard como input el propagador desnudo en el espacio de momentos
para encontrar su transformacién LKF [9]. El propagador a nivel arbol esta
dado por

T8 = = G
m p?
S EmE PP+ m?)
— A + 20 (317)

p

el cual es independencia del pardametro . Este propagador esta relacionado
con aquel en el espacio de configuraciones mediante las transformaciones
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9§@mw=/d%ﬂmﬁﬁug> (3.18)

S8 = [ gpe SE O =X @O+ V@O, (19)

En 4 dimensiones, (3.19) da como resultado

m2

X(z; &) = —iWKg(mx), (3.20)

Y (a;€) = ;%Kl(mx), (3.21)

donde K; y K son funciones de Bessel del segundo tipo.

De , se obtiene la transformacion LKF para el propagador. Sin
embargo, para el caso particular de 4 dimensiones, el propagador presenta
divergencias, por lo que hay que regularlo, al igual que su transformacion
LKF. Usando regularizacién dimensional, se obtiene

2
_eZ
AL 1672

M ’ (3.22)

2

min

3 1 T

y con el reemplazo de (z — x)?(2' — 2')? por el corte (z2;,)? [35], y  — 2’ por
x, se obtiene la transformacion LKF del propagador

S22 (0,6 + AE) =

5 SEr (x5 €). (3.23)

min
Para regresar al espacio de momentos, se hace uso de las siguientes ex-
presiones

(p; § + AHM(p; § + AS)
p? 4+ M2(p; & + A¢)
P°F(p; €+ Af)

A+ a6 =L —/@%&”Y@£+Aa

B(p; & + A¢) = — = [ dap - 2eP*X (z: € + AE).
6+ 86 = PSS [y e X (g A9
(3.24)
De esta forma, al realizar las integrales, se obtiene el siguiente propagador
/ B(p;§ + A F(p; €+ Af)
Sa (€ + A) = A(p; € + AL + = 7
1€+ 80 = Alpi + A + =5 T MG Tt 5D
(3.25)
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3.2. TRANSFORMACION LKF DEL PROPAGADOR EN LA QED
SPINORIAL EN 4-DIM

con
1 (m?\" p?
A(p;€+A§):E iz N1—-vI'(2—-v) [ 1_V’2_V;2;_W , (3.26)
» (m2\” P2
B(pi&+ A8 =—5 <A2> F(1-v)I(3-v) F (1 —v,3—v;3; —mZ) ; (3.27)
. B I[1— ] m?\"
F(paf'i‘Af) - 2m2F[3— I/] 2F1(1 _ V,3— v; 3; _p2/m2) (A2>
2 2
x [4m2I‘2[2—V] o F? (1 —u,2—u;2;—pQ> +p’I?[3 — v] oF} (1 —1/,3—1/;3;—]32)} ;
m m
(3.28)
2m o Fy (1 — v,2 — v;2; —p? /m?
Mpig + Ag) = —2m 2B = v 2= vy % —p7/m?) (3.29)

(2-v) 2F1(1 = v,3 = v;3; —p?/m?)’

con A = 2/am vy v = Aée?/167%. El propagador dado en ,
y es la transformaciéon LKF del propagador a nivel arbol dado en
(3.17)). Como puede verse, este propagador contiene més informacién que el
original, informacién a mayores loops, ademés de que depende explicitamente
del cambio de la norma A£.

Para obtener informacion a un orden determinado de este propagador,
se debe realizar una expansion perturbativa en potencias de «. Para esto se
requiere expandir la funcién hipergeométrica en algunos de sus parametros,
aquellos que dependen de v. Con la ayuda de mathematica, se obtienen las

expansiones hasta orden lineal en « de (3.26) y (3.27)), dadas por
m aA&m? [(m2 —p?)n (1 + Z—Z) —p? (2'yE +1In (’X—j))]

Alpi&+ AL = m?2 + p? B 16m(m? + p?)m2p?
(3.30)
2 aA§ [—(m4 + pHIn(1 + 2—22) +p? (m2 + p? — 2ygp? — pPln (T—;))}
B(pié+ A6 = -2+
’ p? + m?2 1672p2(p? + m?)
(3.31)

Estos resultados pueden compararse con aquellos dados en [26], en donde
se calcula directamente la correccién a 1-loop en una norma arbitraria. En
este articulo se trabaja con el propagador truncado, por lo que se procede a
truncar el propagador obtenido para hacer la comparacién:

ST = (—p +m) ST (—p +m)
=[(-p* + m})A —2mB] +p | (1 - %)B —omA

— A4 pé (3.32)
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con
A= (—p*+m*)A—-2mB (3.33)
A m2
B= (1 - —2) B —2mA, (3.34)
p

entonces, la contribucion a 1-loop esta dada por

AL — (—p* + m?) AV — 2mBW (3.35)
2

~ m

BW =(1- F) BW — 2mAW. (3.36)

Sustituyendo las contribuciones lineales en a de (3.30) y (3.31) en las

expresiones anteriores se encuentra que

Aém 2 m2
2 2

A0

- A m
BW = fp [ln (1 - fq;) (m* = p*) = 2p"yp + (4m®p* — p*)In <2> +p* - mzpﬂ ,

A
(3.38)

con A = A© + o A® 4 Los calculos obtenidos en [26] estan dados en D
dimensiones, haciendo el analisis en D = 4 y desarrollando a primer orden
en « se observa que los términos que involucran al parametro de la norma
coinciden haciendo la identificacién

1 m? m?

3.3. Propagador QED spinorial en 2-D

Ahora aplicaremos la transformacién LKF al caso del propagador desnudo
en la QED spinorial en 2-d. En este caso, encontrar la transformacion LKF
completa resulté complicado, por lo que el desarrollo se limitara a obtener
las correcciones a primer orden del propagador.

Primero se desarrollara el caso escalar. La transformacién LKF en el caso
de d = 2 — 2¢ esta dada por

_ ocA&,u?zQ

KIII (5 + Af) — 0 f[%+1n(7r:c2,u,2)+"/E—1]+0(6)KII/ (5) (340)
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3.3. PROPAGADOR QED SPINORIAL EN 2-D

Esta vez, dentro de la transformacion LKF, el polo % permanece, por lo que
no se puede fijar directamente la dimensién en 2, ya que el proceso requiere
transformadas de Fourier, las cuales también aportaran con términos lineales
en € y tendran que tomarse en cuenta. Ademads, como sélo son de interés las
correcciones a primer orden, se desarrolla una expansién en potencial de « y
se truncara la transformacion hasta sélo 6rdenes lineales en «, obteniéndose

_ alAfpta?

KM (¢ 4+ Ag) = (1 i

E +In(ra?p?) +vp — 1} + O(e)) K™ (€).
(3.41)

El propagador a nivel arbol en el espacio de configuraciones en d dimensiones
estarda dado por

/ 1
v d
K _/dpp2+m2e

—izp

o0 D/2
_D-2 p
= (2m)PPa /0 2z (ap)dp
. D/2 xr 1_%
= (27T) — KD2—2 (xm), 1<D<5 (3.42)
m

Tomando D = 2 — 2¢ se obtiene

K37, (€) = = (QMM 2)6K_e(mx). (3.43)

"2 \Um

Aplicando la transformacién LKF truncada

e 20 = (1= 25 [t e 1] £ 000 )
% (%:f)e K .(ma) (3.44)

Regresando al espacio de momentos, y conservando sélo los términos a orden

O(e)

ol
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KO e+ a8) = (2 / dzz]_(pr) K _o(mz) {1—

1 1
- ZozA§x2,u2 {E + In(r2?u?) + v — 1] }

1 aAEp? p? —m? ) P2 —m?
= — A _——
{p2 +m? e Prmp N 5(p2 +m2)
p2 m2 4p4
X |2In 1+W +In 2 +7E—p2_m2
(3.45)

Amputando las piernas externas, el resultado a nivel arbol se recupera y
ademds se obtienen términos proporcionales a a A&, como se espera de LKF,
que coinciden con célculos explicitos a 1-loop [20]. En este ejemplo se pue-
de observar que, si se quiere obtener informacion dependiente de la norma
hasta un orden fijo en teoria de perturbacion, se puede trabajar con una
transformaciéon LKF truncada, o perturbativa.

Para generalizar al caso spinorial, de nuevo el término A(p?;€) se trata
de la misma forma que el caso escalar. Transformando al espacio de configu-
raciones el término que involucra a p:

d2—26p p )
X, — —ixTp
¢ 2 26(5) / (27-‘-)2725 p2 n er
_ Zﬂ d2—25p 1
82: (27-[-)2—25 p2 + m2

= (%“Qg (x—’ﬂ)EKG(mx) (3.46)

€T m

—ix-p

Aplicando la transformacion LKF truncada, regresando al espacio de mo-
mentos y luego de una integracién por partes, se obtiene

PBanlps+ A0) = pI Y — i [ (1) K ma)x
X (%(LKFz — 26)> ek

/ 1 9 [ T\
:pK§9§5 — W/CF 2 SL’(E) K,E(mx)x

« £ (;(LKFZ - 26)) ek (3.47)

T T
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3.3. PROPAGADOR QED SPINORIAL EN 2-D

con

oAt

. { +mwxﬂ)+%r4]+o¢y (3.48)

(LKF2 — 2¢) =
Por lo que la transformaciéon LKF del propagador esta dada por

£>6K_6(ma:)><

m

SSOBP (¢ + AE) = [m + PSS (€ + A€) — (27:)1_ / 2 (
<t (;E(LKFz—%)) ak

= [m+ pEGSY (€ + A + O‘Af“zi{(:l)g Kiﬂ]g) x

X /Oo dexJ_c(pr)K_c(mz) + 2 dzzln(z)Jo(px) Ko(maz)+
0 0

+ In(mp?) /O h dacho(px)Ko(mx)] }
= [m+ IS (€ + A0 + QA§“2§; { (Z) Ki + w:) x

i el Bl ()|

p2 + m2 p + m2
(3.49)

Trabajando hasta orden O(¢), desarrollando y aplicando la derivada, se llega
a

ST (€ + AE) = [m + IS (€ + AE) + paieu®x (3.50)
21n<1+m)—|—ln<4w)+’yE—;—2
(p? +m?)?

X +0(e) (3.51)
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Capitulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

En la primera parte del trabajo, se ha presentado el formalismo de integral
de camino en la mecénica cuantica no relativista, como repaso e introduccion
de los conceptos a usar en la teoria cuantica de campos. Se han introducido la
representacion en linea de mundo del propagador y de la accion efectiva tanto
en la QED escalar como en la spinorial. Se trataron algunas consecuencias
de la invariancia de norma de la teoria cuantica de campos, en particular
se justific la renormalizabilidad de la teoria y se mostrd la identidad de
Ward-Takahashi, mostrando la identidad de Ward como caso particular de
esta.

En la segunda parte, se traté lo relativo a la derivacién de las transfor-
maciones LKF. Se derivo la transformacion LKF, siguiendo el trabajo de
Landau y Khalatnikov, mediante el formalismo estandar. Se desarroll6 la ge-
neralizacion de esta transformacion para la QED escalar en D dimensiones,
usando el formalismo linea de mundo. Luego se rederivo la transformacion
LKF (es decir, para la funcién de correlacién de 2 puntos) para la QED spi-
norial usando el formalismo linea de mundo, preparando el terreno para luego
demostrar su generalizacion para el caso de la funcion de N puntos, obtenien-
dose una transformacién que es valida para cualquier funciéon de correlacién
de N puntos y es no perturbativa, por lo que es valida a cualquier orden en
teoria de perturbacion, la cual resulté ser idéntica a la transformacién en la
QED escalar.

La tercera parte del trabajo se centro en ilustrar la aplicacion y las pro-
piedades derivadas del hecho de que la transformacion es no perturbativa. Se
mostro, mediante las transformaciones LKF de los propagadores spinoriales
a nivel arbol en la QED en 2, 3 y 4 dimensiones, que dicha transforma-
ciéon contenia informacién a mayores loops que el propagador input, y que
los términos que dependian de la norma, y tenian dependencia lineal en la
constante de estructura fina, coincidian con calculos explicitos de los propa-
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

gadores a un loop. Para el caso de QED en 3 dimensiones, se mostré ademéas
una transformacién LKF dada en el espacio de momentos. Al final, se dio
un ejemplo de manera esquematica de la aplicaciéon de la generalizacién de
la transformacién a nivel perturbativo, es decir, se analizo la transformaciéon
de norma de la funcién de correlaciéon a un niimero de fotones internos fijo.

Como trabajo futuro, se espera derivar una generalizacién de la transfor-
macion para el caso gravitacional, es decir, hacer un anélisis de la transforma-
cion de la funcién de correlacion de N puntos tras un cambio de coordenadas,
usando el mismo formalismo, el cual tiene una descripcién del gravitén in-
teractuando con la linea muy parecida a la del fotén, por lo que ademas de
gravitones se puede anadir interacciéon con fotones. Ademas, una aplicacion
de interés que queda pendiente es transformar el vértice en la QED.
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