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Resumen

En este trabajo se desarrolla la generalización de las transformaciones Landau-
Khalatnikov-Fradkin en la electrodinámica cuántica spinorial a través del
formalismo ĺınea de mundo. Para ello, se discute el formalismo integrales de
camino en la mecánica cuántica ordinaria y su generalización al caso relati-
vista en el formalismo ĺınea de mundo. Se hace una revisión del trabajo de
Landau y Khalatnikov y se discute su generalización a la electrodinámica
cuántica escalar en D dimensiones. Se demuestra que para el caso spinorial
la generalización de la transformación tiene la misma forma que en el caso
escalar. Al final, se aplica la transformación LKF al propagador en 2, 3 y 4
dimensiones, para ilustrar su aplicación y utilidad.

Palabras clave: Transformación de norma del propagador, QED no per-
turbativa, función de correlación de N puntos, correcciones del propagador a
1 lazo, dependencia de la norma.
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Abstract

In this work the generalization of the Landau-Khalatnikov-Fradkin trans-
formations in the spinor quantum electrodynamics through the world-line
formalism is developed. For this, the path integral formalism in the ordinary
quantum mechanics is discussed and their generalization to the relativis-
tic case in the world-line formalism. A review of the work of Landau and
Khalatnikov is performed and their generalization to scalar quantum elec-
trodynamics in D dimensions is discussed. It is shown that for the spinor
case the generalization of the transformation has the same form that in the
scalar case. Finally, the transformation LKF is applied to the propagator in
2, 3, and 4 dimensions, in order to illustrate their application and utility.

Keywords: Gauge transformation of the propagator, non-perturbative
QED, N-point correlation function, 1-loop corrections to the propagator, gau-
ge dependence.

XI



RESUMEN

XII



Introducción

Desde 1948, los diagramas de Feynman han sido una herramienta muy útil
en las teoŕıas cuánticas de campos, en particular en aquellas teoŕıas con
acoplamiento débil cómo la electrodinámica cuántica (QED por sus siglas en
inglés). Además de este formalismo estándar para el cálculo de amplitudes
existen otros, los cuales son equivalentes pero pueden ser convenientes en
distintas situaciones. Uno de ellos es el formalismo ĺınea de mundo, basado
en integrales de camino de part́ıculas relativistas. Este formalismo fue creado
por el mismo Feynman [1] [2], sin embargo, parece ser que no lo consideró
tan prometedor. La importancia de tener otro formalismo reside en el hecho
de que puede tener mayor eficiencia en el desarrollo de ciertos cálculos. Por
ejemplo, el formalismo ĺınea de mundo ha probado tener ciertas ventajas con
el cálculo de acciones efectivas a un loop en QED y QCD sobre el uso de
diagramas de Feynman. Además de las ventajas prácticas, existen ventajas a
nivel teórico, por ejemplo, los diagramas de Feynman individualmente no son
invariantes de norma, sólo se logra esta invariancia al considerar un conjunto
de ellos. El formalismo ĺınea de mundo preserva siempre esta invariancia, ya
que el cálculo de alguna amplitud en este formalismo incluye todo un conjunto
de diagramas de Feynman. Hoy en d́ıa se sigue desarrollando y aplicando este
formalismo en varios aspectos de las teoŕıas cuánticas de campos, para seguir
explorando su eficiencia.

En el presente trabajo se realiza una generalización de las transforma-
ciones Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKF) en el formalismo ĺınea de mundo
(puede encontrarse información sobre el formalismo en [3] [4]). Originalmen-
te, las transformaciones LKF fueron derivadas por Landau y Khalatnikov [5]
e independientemente por Fradkin [6] en la QED, las cuales eventualmente
fueron derivadas también en la QCD [7]. Las transformaciones LKF dictan
cómo ha de transformar el propagador (y el vértice fotón-fermión) de una
part́ıcula eléctricamente cargada tras un cambio de la norma en el espacio
de configuración, es decir, relaciona propagadores en distintas normas. Esta
transformación es no perturbativa, ya que en su derivación no se asume un
acoplamiento débil, lo que la hace particularmente importante en teoŕıas de
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RESUMEN

acoplamiento fuerte. Esta propiedad permite obtener información de órdenes
más altos en teoŕıa de perturbación del propagador a partir de la transforma-
ción de un propagador a determinado orden, como en [8] [9]. Sus aplicaciones
más importantes [10–18] son relativas al estudio de la covariancia de norma
de las ecuaciones de Schwinger-Dyson en la QED y de sus soluciones [19].

La tarea de aplicar el formalismo ĺınea de mundo para derivar una gene-
ralización de las transformaciones LKF aplicadas a funciones de N puntos
ya ha sido llevada a cabo en la aproximación apagada1 de la QED escalar
en D dimensiones [20]. Gracias al desarrollo del formalismo, actualmente se
cuenta con la tecnoloǵıa para aplicar el formalismo a la QED spinorial, lo
cual fue el objetivo de este trabajo.

El texto está organizado de la siguiente manera: en el caṕıtulo 1 se dis-
cute el formalismo ĺınea de mundo. Se comienza con la representación de la
mecánica cuántica no relativista en función de las integrales de trayectoria,
definiendo objetos importantes como el propagador o los elementos de matriz
en esta representación. Luego se discute su generalización al caso relativista,
revisando la QED escalar y elementos necesarios para la descripción de la
QED spinorial, como las variables Grassmann y el superespacio. Al final del
caṕıtulo se discuten algunas concecuencias de la invariancia de norma de la
QED. El caṕıtulo 2 se centra en la derivación de las transformaciones LKF
y sus generalizaciones para las funciones de N puntos en el caso de la QED
escalar y luego de la spinorial. Al final, el caṕıtulo 3 trata sobre la aplicación
en ejemplos concretos de las transformaciones LKF al propagador, en 2, 3 y
4 dimensiones.

1Quenched aproximation, en inglés. Se refiere a una aproximación en la que no se toman
en cuenta los loops de part́ıculas fermiónicas.
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Caṕıtulo 1

Formalismo ĺınea de mundo

Cuando se inicia en el estudio de las teoŕıas cuánticas de campos (QFT por
sus siglas en inglés), unas de las primeras cosas que se llegan a ver en el
pizarrón, aun que no se entiendan del todo, son los llamados “diagramas de
Feynman”. Para aplicar la QFT con el fin de obtener, por ejemplo, la sección
eficaz, es decir, algo con lo que comparar con el experimento, generalmen-
te el f́ısico que inicia en la QFT lleva a cabo la tarea a través del uso de
estos diagramas de Feynman, los cuales sirven para organizar los cálculos y
representan un proceso f́ısico fundamental. Los diagramas son muy útiles ya
que para realizar cálculos de manera anaĺıtica a veces es conveniente hacer
un desarrollo perturbativo (para teoŕıas cuyo acoplamiento sea débil), de tal
manera que los términos de esta expansión se pueden representar cada uno
por uno de estos diagramas y se pueden clasificar dependiendo del número de
loops que contengan, obteniéndose mucha más información de aquellos que
menos loops posean. Aśı, el diagrama a nivel árbol es el que más información
aporta (incluso más que al considerar la suma de los restantes), le siguen los
procesos a un loop, a este los de dos, y aśı sucesivamente (sin embargo, la
serie es divergente, y cuando se llaga a un número de lazos del orden del in-
verso de la constante de estructura fina, el valor comienza a alejarse del valor
no perturbativo). Los diagramas se pueden construir siguiendo ciertas reglas,
conocidas como reglas de Feynman. Dadas las reglas de Feynman para una
cierta QFT de acoplamiento débil, uno puede representar algún proceso f́ısico
construyendo estos diagramas, los cuales tienen asociados una fórmula ma-
temática que hay que desarrollar y calcular para poder extraer información
que pueda compararse con el experimento. El uso de los diagramas de Feyn-
man para el cálculo de la sección eficaz en una QFT es lo que denominamos
el formalismo estándar.

Además del formalismo estándar, se han desarrollado otros más, entre los
cuales se encuentra el formalismo ĺınea de mundo. Este formalismo se basa en
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO LÍNEA DE MUNDO

integrales de trayectoria a través de una primera cuantización de part́ıculas
relativistas, obteniendo de esto información para las teoŕıas cuánticas de
campos. Los trabajos de Bern y Kosower [21] y Strassler [22] evidenciaron por
primera vez que el formalismo ĺınea de mundo podŕıa tener algunas ventajas
sobre el formalismo estándar. El formalismo ha probado tener ventajas con
el cálculo de acciones efectivas a un loop en QED y QCD sobre el uso de
diagramas de Feynman.

1.1. Mecánica cuántica: representación inte-

gral de trayectorias

Antes de pasar a la teoŕıa cuántica de campos, en esta sección se desarrolla la
mecánica cuántica en una dimensión en la representación de integral de tra-
yectoria, la cual es completamente equivalente a la ecuación de Schrödinger.
Esta sección sirve para tener contacto con el formalismo en un ambiente más
familiar y amigable, en el sentido de que las expresiones son más simples y su
generalización a la teoŕıa cuántica de campos sigue prácticamente el mismo
proceso. Aqúı no se discuten aplicaciones usando este formalismo, como la
resolución de problemas para potenciales particulares, como una part́ıcula li-
bre o el oscilador armónico, por ejemplo, pero se puede encontrar información
en libros sobre mecánica cuántica, o también en [23] [24].

1.1.1. Orden de los operadores

Como es sabido, en la teoŕıa cuántica las observables están representadas por
operadores, los cuales no necesariamente conmutan entre ellos. La relación
de conmutación fundamental está dada por

[x̂, p̂] = i~. (1.1)

Cualquier otra observable dinámica1 estará en función de estos operadores.
Al pasar de la teoŕıa clásica a la teoŕıa cuántica, promoviendo las variables a
operadores, se debe fijar dicho ordenamiento para el caso cuántico. Al d́ıa de
hoy, no existe algún principio que establezca el ordenamiento que ha de ser
usado, y no es algo trivial, ya que incluso f́ısicamente puede haber diferencias
debido a esto. Sin embargo, existen varias convenciones que se pueden adop-
tar. Una de ellas es el ordenamiento normal2 (o.n.), el cual sugiere que al

1Existen otras observables, como el sṕın y magnitudes relacionadas con él, que no se
pueden expresar completamente en función de x̂ y p̂

2Distinguir del ordenamiento normal usado en teoŕıa cuántica de campos para definir
un orden de los operadores de creación y aniquilación
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1.1. MECÁNICA CUÁNTICA: REPRESENTACIÓN INTEGRAL DE
TRAYECTORIAS

promover a operadores, los momentos se coloquen a la izquierda de las coor-
denadas. Otro tipo de convención es el ordenamiento de Weyl (o.w.), en el
que se toma en cuenta todas las posibles formas en que se pueden ordenar es-
tos operadores, a través de la simetrización. Ejemplos de estas prescripciones
son los siguientes:

p̂x̂ �!

8
<

:

p̂x̂, o.n.

1
2(x̂p̂+ p̂x̂), o.w.

x̂p̂ �!

8
<

:

p̂x̂, o.n.

1
2(x̂p̂+ p̂x̂), o.w.

x̂2p̂ �!

8
<

:

p̂x̂2, o.n.

1
3(x̂

2p̂+ x̂p̂x̂+ p̂x̂2), o.w.
.

Aqúı se adopta la prescripción de Weyl.

1.1.2. Representación integral de trayectorias

El objeto matemático de interés en esta representación de la mecánica cuánti-
ca es el propagador o kernel, el cual no es más que la representación en el
espacio de posiciones del operador de evolución temporal. En adelante, se
trabajará en la imagen de Heisenberg. Para un potencial independiente del
tiempo, este operador tiene la forma (trabajando en unidades donde ~ = 1)

Û(t, t0) = eiĤ(x̂,p̂)(t�t0) (1.2)

tal que

|x, ti ⌘ Û(t, t0) |x, t0i . (1.3)

De aqúı en adelante se tomará t0 = 0. El propagador, el cual representa la
aplitud de que una part́ıcula que se encuentra en la posición x0, al tiempo
t = 0, se propague y se encuentre en la posición x, al tiempo t, con t > 0,
está dado por

K(x, x0; t) = hx, t|x0, t0 = 0i = hx| e�iĤt |x0i . (1.4)
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO LÍNEA DE MUNDO

Para obtener el propagador en términos de una integral de trayectoria se
procede de la siguiente manera. Primero, se divide el intervalo de tiempo en
N intervalos infinitesimales

✏ =
t

N
. (1.5)

De esta forma, se puede escribir el propagador como

K(x, x0; t) = ĺım
✏�!0

ĺım
N�!1

hx|
NY

j=1

e�iĤ
o.w.(x̂,p̂)✏ |x0i

= ĺım
✏�!0

ĺım
N�!1

N�1Y

i=1

✓Z
dxi

◆ NY

j=1

hxj| e�iĤ
o.w.(x̂,p̂)✏ |xj�1i

= ĺım
✏�!0

ĺım
N�!1

N�1Y

i=1

✓Z
dxi

◆ NY

j=1

Z
dpj
2⇡

e
ipj(xj�xj�1)�i✏H

⇣
xj+xj�1

2 ,pj

⌘

(1.6)

donde x = xN y x0 = x0. En la segunda ĺınea se han insertado N�1 integrales
en x, entre cada exponencial, a través de la relación de completitud

I =
Z

dx |xi hx| , (1.7)

y en la tercera ĺınea se ha usado la prescripción del punto medio que corres-
ponde al ordenamiento de Weyl [23] (en el odenamiento normal basta con
simplemente agregar N integrales sobre el momento, a través de la relación
de completitud de la base de eigenestados del momento). La ec.(1.6) se puede
seguir desarrollando hasta el ĺımite cont́ınuo

K(x, x0, t) = ĺım
✏�!0

ĺım
N�!1

N�1Y

i=1

✓Z
dxi

◆ NY

j=1

✓Z
dpj
2⇡

◆
e
i✏
PN

j=1

h
pj

⇣
xj�xj�1

✏

⌘
�H

⇣
xj+xj�1

2 ,pj

⌘i

=

Z
x(t)=x

x(0)=x0
DxDp ei

R t
0 d⌧(pẋ�H(x,p)) (1.8)

con

Dx ⌘
Y

0<⌧<t

dx(⌧), Dp ⌘
Y

0<⌧<t

dp(⌧) (1.9)
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1.1. MECÁNICA CUÁNTICA: REPRESENTACIÓN INTEGRAL DE
TRAYECTORIAS

La ec. (1.8) es denominada la integral de trayectoria en el espacio fase. Para
pasar a la formulación lagrangiana, se analizarán ahora hamitonianos con
términos cuadráticos en las variables de momento, es decir, hamiltonianos de
la forma

H(x, p) =
p2

2m
+ V (x). (1.10)

Aśı, con esta forma particular, se puede hacer la integración sobre los mo-
mentos, ya que el integrando adopta una forma gaussiana en estas variables,
dando como resultado

K(x, x0; t) = ĺım
✏�!0

ĺım
N�!1

⇣ m

2⇡i✏

⌘N
2

N�1Y

i=1

✓Z
dxi

◆
e
i✏
PN

j=1


m
2

⇣
xj�xj�1

✏

⌘2
�V

⇣
xj+xj+1

2

⌘�

=A
Z

x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧)ei

R t
0 d⌧(m

2 ẋ
2+V (x(⌧))) = A

Z
x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧)eiS[x(⌧)],

(1.11)

siendo A una constante independiente de la dinámica del sistema y S su
acción. Esta ecuación se conoce como integral de trayectoria en espacio de
configuración. En mecánica cuántica, si un proceso puede tener lugar de
distintas formas, la amplitud total debe ser la suma de las amplitudes de
las formas distintas en que se lleve a cabo el proceso. La interpretación que
tiene la integral funcional es que la part́ıcula, que comienza en el punto x0 y
termina en el punto x, en un tiempo dado t, se propaga tomando cada uno
de los caminos posibles con estas condiciones de los puntos frontera, y cada
trayectoria aporta una contribución dada por el exponencial en la integral.
La ec. (1.11) puede verse como una generalización del principio de mı́nima
acción, y, si se quiere, como la explicación a este.

1.1.3. Funciones de correlación y ordenamiento tem-

poral

Las funciones de correlación son elementos de matriz de productos de ope-
radores de campos, las cuales podemos representar a través de integrales de
trayectorias. Por ejemplo, considerese el siguiente elemento de matriz

hx, t| x̂(t1)x̂(t2) |x0, 0i , t1 > t2. (1.12)

7



CAPÍTULO 1. FORMALISMO LÍNEA DE MUNDO

Para expresarlo en términos de la integral de trayectorias, se insertan dos
integrales en x a través de la relación de completitud

hx, t| x̂(t1)x̂(t2) |x0, 0i =
Z

dx(t1)

Z
dx(t2) hx, t| x̂(t1) |x1, t1i hx1, t1| x̂(t2) |x2, t2i hx2, t2|x0, 0i

=

Z
dx(t1)

Z
dx(t2) x(t1)x(t2) hx, t|x(t1), t1i⇥

⇥ hx(t1), t1|x(t2), t2i hx(t2), t2|x0, 0i

=A
Z

x(t)=x

x(0)=x0
Dx(⌧) x(t1)x(t2)e

iS[x(⌧)] (1.13)

Haciendo prácticamente lo mismo, se puede demostrar que se obtiene el mis-
mo resultado si ahora se considera el elemento de matriz

hx, t| x̂(t2)x̂(t1) |x0, 0i t2 > t1, (1.14)

de donde podemos ver que la representación en integral de trayectoria incor-
pora la instrucción de ordenamiento temporal, por lo que podemos escribir

hx, t| T̂ (x̂(t1)x̂(t2)) |x0, 0i =
Z

Dx(⌧) x(t1)x(t2)e
iS[x(⌧)], (1.15)

con

T̂ (x̂(t1)x̂(t2)) = ⇥(t1 � t2)x̂(t1)x̂(t2) +⇥(t2 � t1)x̂(t2)x̂(t1), (1.16)

donde ⇥ es la función Heavyside. En general, se puede escribir

hx, t| T̂ (Ô1(x̂(t1))...Ôn(x̂(tn))) |x0, 0i =
Z

Dx(⌧)O1(x(t1))...On(x(tn))e
iS[x(⌧)]

(1.17)

1.1.4. Estados cuánticos definidos

Al considerar al propagador, estamos analizando la amplitud de transición
del sistema entre estados coordenados. Sin embargo, un elemento de interés
en aplicaciones f́ısicas son los elementos de la matriz de dispersión. Para esto,
se debe analizar la amplitud de transición del estado |�ii, al tiempo t0 = 0,

8



1.1. MECÁNICA CUÁNTICA: REPRESENTACIÓN INTEGRAL DE
TRAYECTORIAS

al estado |�fi, al tiempo tf = t. Partiendo de esto, insertando relaciones de
completez de x, se tiene

h�f |�ii =
Z

dx

Z
dx0 h�f |x, ti hx, t|x0, 0i hx0, 0|�ii

=

Z
dx

Z
dx0�⇤

f
(x, t)�i(x

0, 0) hxf , t|x0, 0i

=A
Z

dx

Z
dx0�⇤

f
(x, t)�i(x

0, 0)

Z
Dx(⌧) eiS[x(⌧)], (1.18)

con �(x, t) la función de onda. De esta forma, las funciones de correlación
con ordenamiento temporal entre dichos estados son

h�f | T̂ (Ô1(x̂(t1))...Ôn(x̂(tn))) |�ii =A
Z

dx

Z
dx0�⇤

f
(x, t)�i(x

0, 0)⇥

⇥
Z

x(t)=x

x(0)=x0
Dx(⌧) O1(x(t1))...On(x(tn))e

iS[x(⌧)].

(1.19)

Valores esperados pueden calcularse a través de la expresión

hT̂ (Ô1(x̂(t1))...Ôn(x̂(tn)))i

=
h�i| T̂ (Ô1(x̂(t1))...Ôn(x̂(tn))) |�ii

h�f |�ii

=

R
dx
R
dx0�⇤

i
(x, t)�i(x0, 0)

R
Dx(⌧) O1(x(t1))...On(x(tn))eiS[x(⌧)]R

dx
R
dx0�⇤

i
(x, t)�i(x0, 0)

R
Dx(⌧) eiS[x(⌧)]

. (1.20)

Las funciones de correlación se pueden generar en este formalismo a través
de derivadas funcionales de una funcional generadora, que surge de la intro-
ducción adecuada de corrientes, la cual está dada por

Z[x, J ] = h�i|�iiJ =

Z
dx

Z
dx0�⇤

i
(x, t)�i(x

0, 0)

Z
Dx(⌧) eiS[x(⌧)]+i

R t
0 d⌧J(⌧)x(⌧),

(1.21)

con lo que se pueden obtener las funciones de correlación ordenadas tempo-
ralmente con la función generadora mediante

9



CAPÍTULO 1. FORMALISMO LÍNEA DE MUNDO

hT̂ (x̂(t1)...x̂(tn))i =
1
i

�

�J(t1)
...1

i

�

�J(tn)
Z[x, J ]

Z[x, J ]

�����
J=0

. (1.22)

En particular, la amplitud de transición vaćıo-vaćıo, en presencia de una
fuente externa J , está dada por [23]

h0|0i
J
= Z[J ] = A

Z
Dx(⌧) ei

R1
�1 d⌧ [L+xJ ], (1.23)

con las funciones de correlación ordenadas temporalmente, en vaćıo, dadas
por

hT̂ (x̂(t1)...x̂(tn))i =
1
i

�

�J(t1)
...1

i

�

�J(tn)
Z[J ]

Z[J ]

�����
J=0

. (1.24)

1.1.5. Grados de libertad fermiónicos

En mecánica cuántica no relativista, la ecuación de Schrödinger debe servir
para describir los sistemas tanto de part́ıculas bosónicas como de part́ıculas
fermiónicas, por lo que se debe buscar una manera de incluir el principio de
exclusión de Pauli cuando se trata con fermiones. Una pieza clave para este
análisis es el concepto de variable Grassmann.

Variables Grassmann

La introducción de estas variables es necesaria ya que son variables que an-
ticonmutan (en particular, anticonmutan consigo mismas), por lo que son
adecuadas para la descripción de un sistema fermiónico.

Sean ✓j variables Grassmann, entonces, cumplen la relación

✓i✓j + ✓j✓i = 0, j, i = 1, ..., n. (1.25)

En particular, se tiene que

(✓j)
2 = 0. (1.26)

Esto implica que una función de variables de Grasmann sólo puede depen-
der de productos de variables distintas. Sea f(✓) una función de la variable
Grassmann ✓, su expansión en serie de Taylor estará dada por

10



1.1. MECÁNICA CUÁNTICA: REPRESENTACIÓN INTEGRAL DE
TRAYECTORIAS

f(✓) = a+ b✓. (1.27)

Se define la derivada de variables de Grassmann como

@

@✓k
(✓i✓j) =

@✓i
@✓k

✓j � ✓i
@✓j
@✓k

= �i,k✓j � ✓i�j,k (1.28)

Las derivadas @

@✓j
también satisfacen las relaciones (1.25) y (1.26). La relación

de anticonmutación entre las variables Grassmann y las derivadas son

⇢
@

@✓i
, ✓j

�
=

@

@✓i
✓j + ✓j

@

@✓i
= �i,j. (1.29)

Se puede definir también la integración sobre variables de Grassmann,
también llamada integral de Berezin. La integral de Berezin no se puede
definir a través de la suma de Riemman, como usualmente se hace, debido
a la naturaleza de las variables Grassmann. Sin embargo, se define para que
satisfaga el hecho de que la integral de una derivada total sea nula, esto se
cumple si se satisface

Z
d✓(af(✓) + bg(✓)) = a

Z
d✓f(✓) + b

Z
d✓g(✓)

Z
d✓ = 0, (1.30)

Z
d✓ ✓ = 1, (1.31)

con esto queda completamente definida la integral de una función de una
variable Grassmann, ya que la forma general de dicha función es de la forma
especificada en la ec. (1.27). De aqúı, se puede notar que la acción de la
integral es idéntica a la de la derivada

Z
d✓f(✓) =

@f(✓)

@✓
, (1.32)

hecho que puede usarse para, por ejemplo, demostrar que la introducción de
un Jacobiano tras un cambio de variable no es como normalmente se hace,
sino en este caso se reemplaza por el inverso del Jacobiano.

11



CAPÍTULO 1. FORMALISMO LÍNEA DE MUNDO

También se puede definir una función delta de Dirac como

�(✓) = ✓ =

Z
d⌘e�✓⌘, (1.33)

con ⌘ una variable Grassmann, en donde las propiedades que definen a la
función delta se pueden demostrar fácilmente.

Estados coherentes

Considérese una base de sṕın (|+i , |�i) y un par de operadores escalera, con
la relación de anticonmutación

�
â, â†

 
= 1, (1.34)

tal que

â |�i = 0 = â† |+i, â |+i = |�i , â† |�i = |+i
) â2 = (â†)2 = 0. (1.35)

Un estado de sṕın es entonces un objeto 2-dimensional. Para llegar a la
representación ĺınea de mundo, usaremos la base de los estados coherentes,
los cuales no son más que los eigenestados del operador de aniquilación â.
Esta base, para el sistema considerado, está conformada de los siguientes
estados:

|⇠i = eâ
†
⇠ |0i , tal que â |⇠i = ⇠ |⇠i , (1.36)

en donde ⇠ es un número Grassmann y el estado de “vaćıo” (|0i = |�i)
se define como el estado base, a través de la aplicación de los operadores
escalera. De las propiedades de las variables Grassmann se desprenden las
siguientes relaciones

h⌘|⇠i = e⌘⇠ (1.37)
Z

d⌘d⇠e�⌘⇠ |⇠i h⌘| = I (1.38)

trA =

Z
d⌘d⇠e�⌘⇠ h�⌘|A |⇠i =

Z
d⇠d⌘e⌘⇠ h⌘|A |⇠i . (1.39)

Con todo esto en mano, podemos escribir

12



1.1. MECÁNICA CUÁNTICA: REPRESENTACIÓN INTEGRAL DE
TRAYECTORIAS

h�|⌘i =
NY

i=1

✓Z
d⇠

i
d⇠i

◆
e�⇠N�

PN
i=1 ⇠i(⇠i�⇠i�1), ⇠

N
⌘ �, ⇠0 ⌘ ⌘, (1.40)

que en el ĺımite N �! 1 adopta la forma de integral funcional

h�|⌘i =
Z

⇠̄(t)=�

⇠(0)=⌘

D⇠D⇠ei[
R t
0 d⌧ i⇠⇠̇(⌧)�i⇠⇠(t)] =

Z
⇠(t)=�

⇠(0)=⌘

D⇠D⇠eiS[⇠,⇠]. (1.41)

De la misma forma, la representación integral de trayectorias de la amplitud
de transición fermiónica está dada por

h�| e�itĤ |⌘i =
Z

⇠̄(t)=�

⇠(0)=⌘

D⇠D⇠ei[
R t
0 d⌧(i⇠⇠̇(⌧)�H(⇠,⇠))�i⇠⇠(t)] (1.42)

(para asegurar esta forma de la ecuación, el hamiltoniano debe ser uno según
el ordenamiento de Weyl, que en el caso fermiónico debe ser antisimétrico).

Para finalizar, notamos que

tr e�itĤ =

Z

⇠(0)=�⇠(t)

D⇠̄D⇠ei
R t
0 d⌧(⇠̄⇠̇(⌧)�H(⇠,⇠̄)), (1.43)

lo cual corresponde a una integral de trayectoria con condiciones de frontera
antiperiódicas (CFA). Reescribiendo la expresión, usando los fermiones de
Majorana definidos como

⇠ =
1p
2
( 1 + i 2), ⇠̄ =

1p
2
( 1 � i 2), (1.44)

resulta

tr e�itĤ =

Z

CFA

D ei
R t
0

i
2 a ̇

a
�H( ), a = 1, 2. (1.45)

En particular, para Ĥ = 0, la integral nos da la dimensión del espacio de
Hilbert, que, generalizando al caso donde hay un número arbitrario de pares
de operadores de creación y aniquilación, se puede escribir como

2
D
2 = tr I =

Z

CFA

D ei
R t
0

i
2 a ̇

a
, a = 1, ..., D = 2l. (1.46)
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO LÍNEA DE MUNDO

1.2. Electrodinámica Cuántica Escalar

Para hacer el paso a las teoŕıas cuánticas de campos, se debe pasar al marco
relativista. Uno de los lagrangianos que describe la dinámica de las part́ıculas
relativistas libres está dado por

L =

Z 1

0

d⌧

✓
1

2e
ẋ2 � m2e

2

◆
, (1.47)

en donde fue necesaria la introducción del einbein, e, un nuevo campo. Este
lagrangiano sirve tanto para part́ıculas masivas como para no masivas. El
hamiltoniano asociado a este Lagrangiano es

H =
e

2
(p2 +m2), (1.48)

con la restricción (p2 +m2) = 0. Ahora se considerará el caso de interacción
con un campo electromagnético, para lo cual hacemos la sustitución

pµ �! ⇡µ = pµ � qAµ, (1.49)

con q la carga eléctrica. De esta forma, la acción está dada por

S[x, p, e;A] =

Z 1

0

d⌧
h
pµẋ

µ � e

2
(⇡2 +m2)

i
, (1.50)

que en el espacio de configuración es

S[x, ẋ, e;A] =

Z 1

0

d⌧


1

2e
ẋ2 � e

2
m2 + qẋµAµ

�
. (1.51)

Por conveniencia, se realiza una rotación de Wick (i⌧ ! ⌧) y se sustituye q
por �q, resultando

1

i
S[x, ẋ, e;Aµ] =

Z 1

0

d⌧


1

2e
ẋ2 +

e

2
m2 + iqẋ · A

�
. (1.52)

Al considerar la integral de trayectoria, se analizan dos distintos tipos de
ĺıneas: las ĺıneas abiertas, con condiciones de frontera x(0) = x0, x(1) = x, y
las ĺıneas cerradas, con condiciones periódicas para el caso bosónico x(0) =
x(1).
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1.2. ELECTRODINÁMICA CUÁNTICA ESCALAR

1.2.1. Propagador Escalar

La integral de camino asociada a la acción 1.51 es

Z
De(u)

Z
Dx(u)e�S[ẋ,e;Aµ]. (1.53)

La ĺınea abierta puede ser usada para el cálculo del propagador. Usando el
método de Faddeev-Popov (un ejemplo particular de la aplicación del método
se encuentra en la sección 1.4.1), se puede factorizar el volumen del grupo de
reparametrizaciones de la siguiente forma

Z
De(u) �! (Vol. del grupo)

Z
1

0

dT �(T ), (1.54)

con �(T ) el determinante de Faddeev-Popov. Para la ĺınea abierta, �(T ) = 1,
y durante el proceso se fija el einbein a una constante e = 2T , por lo que la
integral de trayectorias viene dada por

Z
1

0

dT

Z
x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧)e�

R T
0 d⌧ [ ẋ

2

4 +m
2+iqẋ·A], (1.55)

en donde se ha ignorado el volumen del grupo que se ha factorizado, ya que
queremos sólo la integral funcional sobre configuraciones no equivalentes.

Lo siguiente es relacionar al propagador con esta integral de trayectorias.
El propagador libre está dado por

Dxx
0

0 ⌘ h0| T̂ �̂(x̂)�̂(x̂0) |0i (1.56)

Se realiza una rotación de Wick para trabajar en el espacio euclideano, en
vez del espacio de Minkowski, lo que implica las siguientes sustituciones

E = k0 = �k0 �! ik4
t = x0 = �x0 �! ix4, (1.57)

lo que implica a su vez que el D’Alembertiano pasa ahora a ser el operador
de Laplace en 4-dimensiones. Usando el tiempo propio T como parámetro de
Schwinger [25] para exponenciar el operador de Klein-Gordon, se obtiene
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CAPÍTULO 1. FORMALISMO LÍNEA DE MUNDO

Dxx
0

0 =

⌧
x

����
Z

1

0

dT e�T (�⇤̂+m
2)

���� x
0

�
=

Z
1

0

dT e�m
2
T

D
x
��� eT ⇤̂

��� x0

E
. (1.58)

Siguiendo los pasos de la sección 1 para construir la representación integral
de trayectoria del propagador, se llega a la representación ĺınea de mundo del
propagador escalar libre relativista

Dxx
0

0 = A
Z

1

0

dT e�m
2
T

Z
x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧)e�

R T
0 d⌧

ẋ2

4 . (1.59)

La acción con acoplamiento con un campo electromagnético, de la ec.
(1.51), es

S[x,A] =

Z
T

0

✓
ẋ2

4
+ ieẋ · A[x(⌧)]

◆
, (1.60)

en donde la carga eléctrica se ha renombrado como e, ahora que ya no se
puede confundir con el einbein. Por lo tanto, el propagador completo, es
decir, el propagador de la part́ıcula escalar que interactúa con el campo A a
lo largo de la ĺınea, está dado por3

Dxx
0
[A] = A

Z
1

0

dT e�m
2
T

Z
x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧)e

�
R T
0 d⌧

⇣
ẋ2

4 +ieẋ·A[x(⌧)]
⌘

(1.61)

Si consideramos el caso en que la ĺınea interactúe con el campo A a través
de fotones con momento y polarización definidos, entonces este campo debe
tener la forma

Aµ =
NX

i=1

✏i
µ
eiki·x. (1.62)

En este caso, a través de una expansión perturbativa, se tiene

3Notar que aqúı ya se está trabajando con un campo escalar complejo, para incluir la
interacción electromagnética.
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1.2. ELECTRODINÁMICA CUÁNTICA ESCALAR

Dxx
0
[A] = A

Z
1

0

dT e�m
2
T

Z
x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧)e

�
R T
0 d⌧

⇣
ẋ2

4

⌘ 1X

n=0

⇣
�ie

R
T

0 d⌧
P

N

i=1 ẋ · ✏ieipi·x
⌘n

n!

(1.63)

= A
Z

1

0

dT e�m
2
T

Z
x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧)e

�
R T
0 d⌧

⇣
ẋ2

4

⌘ 1X

n=0

(�ie)n
⇣P

N

i=1 Vi[ki, ✏i]
⌘n

n!
,

(1.64)

en donde se ha introducido el operador de vértice escalar

Vescalar[k, ✏] =

Z
T

0

d⌧✏ · ẋ(⌧)eik·x(⌧). (1.65)

Trabajando sólo con la expresión (N ! expresiones que representan lo mismo,
lo cual cancela al n! del denominador) que representa la interacción con N
fotones con momentos y polarizaciones distintas, se obtiene

Dxx
0

N
[A] = A

Z
1

0

dT e�m
2
T

Z
x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧)e

�
R T
0 d⌧

⇣
ẋ2

4

⌘

(�ie)N
NY

i=1

Vi[ki, ✏i].

(1.66)

De esta forma, el propagador vestido está dado por Dxx
0
[A] =

P
1

N=0 D
xx

0
N

, lo
cual diagramáticamente está representado por

1.2.2. Acción efectiva

Como se vió, el propagador puede representarse a través de integrales de
caminos sobre ĺıneas abiertas. Las ĺıneas cerradas también son útiles, y sirven
para dar una representación en ĺınea de mundo de la acción efectiva, la cual
se utiliza para hacer cálculos a 1-loop. En este caso, el determinante de
Faddeev-Popov resulta �(T ) = 1

T
, por lo que la acción efectiva está dada por
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�[A] =

Z
1

0

dT

T
e�m

2
T

Z

x(T )=x(0)

Dx(⌧)e�
R T
0 d⌧

✓
ẋ2

4
+ ieẋ · A[x(⌧)]

◆
. (1.67)

De manera perturbativa, el cálculo de esta acción efectiva corresponde al
cálculo de una serie de diagramas de Feynman como el de la figura 1.2.2

Figura 1.1: Diagrama de Feynman a un loop con cinco fotones externos.

Esta acción efectiva contiene la información de los efectos debidos a la in-
teracción de la part́ıcula con un vaćıo que contiene al campo electromagnético
de fondo (lo que, por ejemplo, causa que la teoŕıa electromagnética sea no
lineal, al permitir interacción entre fotones, aun que de manera indirecta).

1.3. Electrodinámica cuántica spinorial

Análogamente a la electrodinámica cuántica escalar, se pueden definir el pro-
pagador y la acción efectiva en el caso de part́ıculas fermiónicas, con la ayuda
de las variables tipo Grassmann. En este caso, es posible separar la contri-
bución que viene por la inclusión del sṕın, resultando un término análogo al
caso escalar y otro que incorpora la información del sṕın.

1.3.1. Propagador Fermiónico

La amplitud de transición de una part́ıcula de sṕın 1
2 de la posición x0 y estado

de sṕın � a la posición x con estado de sṕın ↵ con un campo electromagnético
de fondo, está dada por

Sxx
0

↵�
= hx,↵|[/p+ e /A+m]�1|�, x0i . (1.68)

Se puede separar la información que viene tras la inclusión del sṕın en la
función de Green multiplicándola por �(/p+ e /A) +m, esto es

18



1.3. ELECTRODINÁMICA CUÁNTICA SPINORIAL

Sxx
0

↵�
=(�/p� e /A+m)↵⇢ hx, ⇢|[�(/p+ e /A)2 +m2]�1|�, x0i

=(�/p� e /A+m)↵⇢ hx, ⇢|[(p+ eA)2 +m2 +
ie

4
[�µ, �⌫ ]Fµ⌫ ]

�1|�, x0i ,
(1.69)

en donde el término ie

4 [�µ, �⌫ ]Fµ⌫ lleva la información de la interacción del
sṕın con el campo electromagnético. Este término, junto con el operador de
Dirac que se encuentra como prefactor, son la diferencia entre el caso escalar
y spinorial. Con esto, siguiendo el mismo proceso que con el propagador
escalar, se obtiene

Sxx
0

↵�
= [m+ i/@ � e /A]↵⇢K

xx
0

⇢�
, (1.70)

con

Kaa
0

⇢�
=

Z
1

0

dT e�m
2
T

Z
x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧)e

�
R T
0 d⌧

h
ẋ2

4 +ieẋ·A[x(⌧)]
i

S⇢�[x,A],

(1.71)

S⇢�[x,A] = P
n
e�

ie
2

R T
0 d⌧�

µ
Fµ⌫ [x(⌧)]�⌫

o

⇢�

. (1.72)

Este exponencial ordenado en el tiempo se puede representar de muchas
formas. Una que ha resultado útil [26] [27] [28] [29] en ĺınea de mundo se
logra a través de variables de Grassmann, la cual tiene la forma

S⇢�[x,A] = 2�
D
2 symb�1

⇢Z

⇠(0)+⇠(T )=2⌘

D⇠(⌧)e�
R T
0 d⌧[ 12 ⇠·⇠̇�ie⇠·F [x(⌧)]·⇠]� 1

2 ⇠(T )·⇠(0)

�

⇢�

.

(1.73)

Con ⌘ una variable Grassmann. Las matrices de Dirac son generadas por los
⌘ a través del mapeo simbólico, el cual se define como

symb
�
�̂[↵�̂� · · · �̂⇢]

 
= ⌘↵⌘� · · · ⌘⇢; �̂ =

ip
2
�. (1.74)

Un cambio de variables de integración ⇠µ(⌧) =  µ(⌧) + ⌘µ permite expresar
al propagador en función de una integral con condiciones antiperiódicas
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S⇢�[x,A] = 2�
D
2 symb�1

⇢I

AP

D (⌧)e�
R T
0 d⌧[ 12 · ̇�ie( +⌘)·F [x(⌧)]·( +⌘)]

�

⇢�

(1.75)

Con esto, la acción de la representación integral de camino del propagador
está dada por

S[x, ;A] =

Z
T

0

d⌧


ẋ2

4
+

1

2
 ·  ̇ + ieẋ · A[x(⌧)]� ie( + ⌘) · F [x(⌧)] · ( + ⌘)

�
.

(1.76)

Para el análisis de procesos con fotones de momento definido, se representa
al potencial electromagnético en ondas planas

Aµ[x(⌧)] =
NX

i=1

✏i
µ
eiki·x(⌧) ) Fµ⌫ [x(⌧)] = i

NX

i=1

fiµ⌫e
iki·x(⌧), (1.77)

con

fiµ⌫ = kiµ✏i⌫ � ✏iµki⌫ . (1.78)

La interacción de un fotón con la ĺınea fermiónica viene representada con un
operador de vértice, dado por

Vspin[k, ✏; ⌘] =

Z
T

0

d⌧ [✏ · ẋ(⌧) + 2i✏ · ( + ⌘)k · ( + ⌘)] eiki·x(⌧). (1.79)

1.3.2. Super simetŕıa

La acción (1.76) es invariante ante las transformaciones globales

�✓x
µ = �2✓ µ

�✓ 
µ = ✓ẋµ, (1.80)

con ✓ una variable Grassmann. Esto se puede ver de manera directa o re-
curriendo al superespacio. El superespacio es una extención del espacio de
Minkowski que se logra incorporando un grado de libertad representado por
una variable de Grassmann, ✓. De esta forma, los objetos en este espacio,
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llamados supercampos, dependen tanto del parámetro ⌧ como de ✓. Estos
supercampos están definidos de la siguiente forma

Xµ(⌧, ✓) = xµ(⌧)�
p
2✓( µ(⌧) + ⌘µ). (1.81)

También se define una extensión de la derivada, dada por

D = @✓ � ✓@⌧ . (1.82)

Entonces, cualquier objeto escrito en términos de integrales de Berezin de
supercampos es invariante ante las transformaciones supersimétricas. En par-
ticular, la acción (1.76) se puede representar en términos de supercampos,
la parte libre y de interacción de manera independiente, lo que implica que
son invariantes ante las transformaciones de supersimetŕıa por separado. La
acción en términos de supercampos está dada por

S[x, ;A] = �
Z

T

0

d⌧

Z
d✓


�1

4
X · D3X� ieA[X] · DX

�
. (1.83)

La ventaja, además de manifestar la invariancia ante transformaciones su-
persimétricas, es que permite escribir la acción de forma cuadrática para la
representación en ondas planas de Aµ, por lo que podemos realizar una inte-
gración gaussiana, y además simplifica bastante las expresiones, haciéndolas
más manejables en el desarrollo de las transformaciones LKF.

1.4. Simetŕıa de norma

La teoŕıa de la electrodinámica cuántica puede construirse imponiendo que
el lagrangiano de una part́ıcula libre de sṕın 1

2 sea invariante ante transfor-
maciones locales del grupo U(1)EM, es decir, que ante las transformaciones

 (x) �! eie�(x) (x)

Aµ �! Aµ +
@�(x)

@xµ
, (1.84)

el lagrangiano resulte de la misma forma, donde el campo �(x) es un campo
arbitrario.

El hecho de que una teoŕıa cuántica de campos sea invariante ante un
cierto grupo de transformaciones de norma tiene muchas implicaciones. Este
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conjunto tan reducido de teoŕıas cuánticas fueron de gran interés una vez
se relacionara esto con la renormalizabilidad de la teoŕıa, que por 1945 ya
se créıa aśı, aunque formalmente no fue demostrado sino hasta 1970 por ’t
Hooft [30]. Aśı, por ejemplo, después de la creación de la QED, la teoŕıa de la
interacción débil se construyó también como una teoŕıa con un lagrangiano
invariante ante un tipo de transformaciones de norma, para asegurar que la
teoŕıa fuese renormalizable.

Otra consecuencia que deriva de la invariancia de norma de la QED es la
llamada identidad de Ward-Takahashi

@µ h0|T̂ ĵµ(x) ̂(x1) · · ·  ̂(xn)
ˆ̄ (x0

1) · · · ˆ̄ (x0

n
)|0i

= e
X

i

⇣
��(x� xi) h0|T̂  ̂(x1) · · ·  ̂(xn)

ˆ̄ (x0

1) · · · ˆ̄ (x0

n
)|0i

+�(x� x0

i
) h0|T̂  ̂(x1) · · ·  ̂(xn)

ˆ̄ (x0

1) · · · ˆ̄ (x0

n
)|0i
⌘
, (1.85)

donde jµ es la corriente conservada de Noether del lagrangiano clásico. Esta
identidad es una generalización de la conservación de la corriente de Noether
para teoŕıas cuánticas de campos. Del lado derecho de la ecuación se encuen-
tran los llamados términos de contacto, los cuales siempre aparecen añadidos
a las relaciones que clásicamente se tendŕıan. Estos términos no contribuyen
a la matriz de dispersión, lo cual se puede ver a través de la fórmula LSZ (los
términos no cuentan con los polos necesarios). La transformada de Fourier
de esta identidad viene dada por

kµMµ(k; p1 · · · pn; q1 · · · qn) = e
X

i

[M0(p1 · · · pn; q1 · · · (qi � k) · · · )

�M0(p1 · · · (pi + k) · · · ; q1 · · · qn)]
(1.86)

donde los momentos qi pertenecen a electrones saliendo y los momentos pi a
electrones entrando, ninguno de los cuales debe necesariamente estar on-shell.
M0 representa una amplitud para un diagrama con n electrones entrando y
n electrones saliendo y M representa todas las posibilidades de introducir un
fotón externo con momento kµ en M0. El caso particular para elementos de
la matriz de dispersión, donde todos las part́ıculas externas están on-shell,
la identidad de Ward-Takahashi se reduce a la identidad de Ward

kµMµ = 0. (1.87)
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1.4.1. Norma R⇠

Considérese la electrodinámica cuántica como teoŕıa de norma. El hecho de
que la EDC sea invariante ante algún tipo de transformaciones nos dice que
existen configuraciones equivalentes asociadas por estas transformaciones. En
particular, al momento de cuantizar se pueden encontrar problemas si no se
trabaja sólo con configuraciones inequivalentes del sistema, no relacionadas
por las transformaciones de norma. Por ejemplo, para calcular el propagador
del fotón, el cual se usa en el cálculo de diagramas de Feynman, se necesita
el operador inverso de la parte cinética del lagrangiano

F µ⌫Fµ⌫ = Aµ�µ⌫A
⌫ . (1.88)

Entonces, se necesita al operador inverso de �µ⌫ = 2[��µ⌫⇤ + @µ@⌫ ]. Sin
embargo, para un ↵(x) arbitrario,

�µ⌫@
⌫↵(x) = 0, (1.89)

por lo que el operador �µ⌫ tiene eigenvalores 0 asociados a eigenvectores no
triviales, luego no puede obtenerse su inversa. Esas configuraciones son aque-
llas que son equivalentes a 0 por las tranformaciones de norma, por lo que
para resolver el problema es necesario separar las configuraciones inequiva-
lentes. En este trabajo, eso se logra a través del método de Faddeev-Popov.

Siguiendo [31], el punto es elegir una restricción,G[A](x) = 0, de tal forma
que sólo se tome en cuenta una configuración para cada conjunto equivalente
de configuraciones. Al hecho de imponer esta restricción en este caso se le
conoce como fijar la norma. La restricción que se impondrá aqúı es una un
poco más general que la de Lorentz:

G[A,⌦](x) = @µAµ(x)� ⌦(x), (1.90)

donde ⌦(x) es una función que fija completamente la norma.
Se asumirá queG[A0,⌦] se anula en sólo una configuración de cada conjun-

to de configuraciones equivalentes, con A0 el campo tras una transformación
de norma

A0

µ
= Aµ + (@µ↵). (1.91)

Usando la identidad de la funcional delta
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1 =

Z
D↵� [G[A0,⌦]] Detx,y

✓
�G[A0,⌦](x)

�↵(y)

◆

= Det(@2)

Z
D↵� [G[A0,⌦]] , (1.92)

con la derivada funcional dada por

�G[A0,⌦](x)

�↵(y)
= �4(x� y)@2. (1.93)

El método de Faddeev-Popov consiste en insertar la identidad (1.92) en
la integral de trayectorias para el campo electromagnético:

Z[A] =

Z
DA e�

1
4

R
d
D
x F

µ⌫
Fµ⌫

=

Z
DA Det(@2)

Z
D↵� [G[A0,⌦]] e�

1
4

R
d
D
x F

µ⌫
Fµ⌫ . (1.94)

Tras una transformación de norma en esta integral, la acción electromagnéti-
ca y la medida de integración quedan invariantes, por lo que se puede hacer
una transformación con el único cambio de que la dependencia de la funcional
G pase de A0 a A, entonces

Z[A] =

Z
DA Det(@2)

Z
D↵� [G[A,⌦]] e�

1
4

R
d
D
x F

µ⌫
Fµ⌫

= Det(@2)

✓Z
D↵
◆Z

DA � [G[A,⌦]] e�
1
4

R
d
D
x F

µ⌫
Fµ⌫ , (1.95)

vemos que de esta forma se ha separado el volumen de la simetŕıa de la
integral sobre trayectorias de configuraciones inequivalentes.

Un último truco ayuda a usar la funcional delta. El lado derecho de la
ecuación es válido para cualquier ⌦, entonces debe ser válido para una su-
perposición de estos. En particular, integrando sobre todos los ⌦ con un peso
gaussiano dado por

S⌦ = � 1

2⇠

Z
dx4⌦2, (1.96)

se obtiene
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Z[A] ⇠ N(⇠)

Z
D⌦

Z
DA�[G[A,⌦]]e�

1
4Fµ⌫F

µ⌫+S⌦ , (1.97)

en donde se puede realizar la integral sobre ⌦ usando la funcional delta.
Integrando y redefiniendo a la integral de camino sin las constantes (aun
que divergentes), ya que en las funciones de correlación se cancelarán y no
jugarán ningún papel, se obtiene finalmente la integral

Z[A] =

Z
DA e�

1
4

R
d
4
xFµ⌫F

µ⌫
�

1
2⇠

R
d
4
x(@·A)2 . (1.98)

Esta forma de fijar la norma del Lagrangiano electromagnético se conoce
como norma R⇠. El parámetro ⇠ puede ser fijado con algún valor numérico
como 0 (norma de Landau) o 1 (norma de Feynman) y las cantidades f́ısicas
no dependerán de él, esto puede ser demostrado directamente en EDC a
través de la identidad de Ward-Takahashi.
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Caṕıtulo 2

Generalización de las

transformaciones

Landau-Khalatnikov-Fradkin en

la QED

Para los cálculos de los propagadores o de los operadores de vértice, en general
para las funciones de correlación, se suele fijar la norma para desarrollar
los cálculos. La elección de una norma espećıfica se elige a conveniencia,
por ejemplo, puede simplificar los cálculos si se está trabajando de manera
perturbativa, alguna otra elección podŕıa manifestar la naturaleza transversal
de los fotones, etc. Al final, cualquier obserbable f́ısica debe, por supuesto,
ser independiente de la elección de la norma.

En 1955, Landau, Khalatnikov y, de manera independiente, Fradkin ana-
lizaron como cambian las funciones de Green de part́ıculas cargadas, en la
QED, tras un cambio de la norma. Como resultado, se obtuvieron las trans-
formaciones LKF, transformaciones que dictan como cambian estas funciones
de Green tras el cambio de la norma en el espacio de configuraciones. Es-
tas transformaciones, además, son no perturbativas, por lo que se pueden
usar a cualquier orden en la teoŕıa de perturbación y nos permiten obtener
información de términos de mayores loops a partir de términos de menores
loops.

Dichas transformaciones se aplican ya sea para obtener un propagador en
otra norma, obtener información de la dependencia de la norma del propa-
gador a órdenes más altos en teoŕıa de perturbación o se pueden aplicar al
estudio de la covariancia de norma de las ecuaciones de Schinger-Dyson y de
sus soluciones en QCD.
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2.1. Transformación LKF

En esta sección se deriva la transformación LKF para la QED, basandose en
el trabajo original de Landau y Khalatnikov [5]. Considérese una transfor-
mación de norma en QED

Âµ �! Âµ +
@�̂

@xµ

 ̂ �!  ̂eie�̂, (2.1)

con �̂ un operador función arbitrario, el cual se trata como campo libre [5].
El propagador fermiónico estará dado tras la transformación de norma por

Sxx
0

↵�
= (S0)

xx
0

↵�
hT̂ eie�̂(x)e�ie�̂(x0)i , (2.2)

en donde antes de la transformación, se fija una norma arbitraria. (S0)xx
0

↵�
es

el propagador del fermión en esta norma. Expandiendo al campo �̂ en ondas
planas, se tiene

�̂ =
X

k

'̂k =
X

k

�(k2)(â†
k
eik·x + âke

�ik·x), (2.3)

Como � es pequeño, se pueden expandir las exponenciales hasta orden cuadráti-
co en � y despreciar los demás términos. Además, el valor de expectación del
campo �̂ en el vaćıo es nulo, por lo que se obtiene

hT̂ eie�̂(x)e�ie�̂(x0)i =
*
T̂
Y

k

(1 + ie'̂k �
e2

2
'̂2
k
)
Y

l

(1� ie'̂0

l
� e2

2
('̂0

l
)2
+

=
Y

k

(1� e2

2
h'̂2

k
i � e2

2
h('̂0

k
)2i+ e2 hT̂ '̂k'̂

0

k
i)

= e�
1
2 e

2 P
k[h'̂

2
ki+h('̂0

k)
2
i�2hT̂ '̂k'̂

0
ki]. (2.4)

El propagador del campo �̂ está dado por

�F (xx
0) = i hT̂ �̂(x)�̂(x0)i = i

X

k

hT̂ '̂k'̂
0

k
i , (2.5)
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lo que permite simplificar la expresión para el propagador fermiónico en la
nueva norma, dando como resultado

Sxx
0

↵�
= (S0)

xx
0

↵�
eie

2(�F (0)��F (xx0)). (2.6)

El propagador del fotón en el espacio de momentos, en la norma inicial,
puede escribirse en general como

D0µ⌫(k) = dt
1

k2

✓
�µ⌫ �

kµk⌫
k2

◆
+ dl

kµk⌫
k4

. (2.7)

Tras la transformación de norma, el propagador del fotón cambia solamen-
te en su parte longitudinal, la parte transversal queda exactamente igual.
Usando las siguientes funciones de correlación [32]

hÂ(k)�̂(�k)i
⇠
= �i⇠

kµ
k4

h�̂(k)�̂(�k)i
⇠
=

⇠

k4
(2.8)

se obtiene que

Dµ⌫(xx
0) = i hT̂ Âµ(x)Â⌫(x

0)i+ i
@

@xµ

@

@x0⌫
hT̂ �̂(x)�̂(x0)i (2.9)

que en el espacio de momentos está dado por:

Dµ⌫(k) = dt
1

k2

✓
�µ⌫ �

kµk⌫
k2

◆
+ (dl +�d1)

kµk⌫
k4

(2.10)

en donde �dl representa el cambio del propagador del fotón tras la transfor-
mación de norma. De aqúı, podemos identificar al propagador del campo �
como la parte generada en el propagador del fotón

�F (k) =
�dl
k4

. (2.11)

Del propagador del fotón en el espacio de configuraciones en D-dimensiones,
se obtiene la forma espećıfica del propagador del campo �, la cual está dada
por
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�(D)
F

(x) = � i�⇠

16⇡
D
2

(µx)4�D�

✓
D

2
� 2

◆
(2.12)

La transformación dada por la ec. (2.6) se conoce como transformación LKF,
la cual relaciona al propagador fermiónico en dos normas distintas, derivada
originalmente por Landau, Khalatnikov y Fradkin. Esta transformación está
dada en el espacio de configuración, por lo que, aun que tenga una forma muy
simple, por lo general es muy complicada de aplicar, ya que el propagador
tiene una forma razonablemente amigable en el espacio de momentos, pero
se vuelve mucho más complicada en el espacio de configuraciones. Se puede
notar que la demostración anterior sirve tanto para la EDC escalar o spinorial.

En algunos casos particulares es posible llevar la transformación LKF
al espacio de momentos, como lo es, por ejemplo, en la EDC escalar en 3
dimensiones.

2.2. Generalización de las transformaciones

LKF en la QED escalar

Del caṕıtulo 1, siguiendo a [20], la representación worldline del propagador
apagado de una part́ıcula escalar de masa m que se propaga del evento x0 al
evento x en la presencia de un campo electromagnético externo, descrito por
el campo Aµ, es

�[x, x0, A] =

Z 1

0
dT e�m2T

Z x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧)e�S0�Se�Si , (2.13)

con

S0 =

Z T

0
d⌧

1

4
ẋ2,

Se = ie

Z T

0
d⌧ ẋ ·A[x(⌧)],

Si =
e2

2

Z T

0
d⌧1

Z T

0
d⌧2 ẋ1 ·D(x1 � x2) · ẋ2. (2.14)

El término S0 describe la propagación libre de la part́ıcula escalar; Se des-
cribe la interacción entre la part́ıcula escalar y el campo externo Aµ y Si

describe fotones virtuales interactuando a lo largo de la trayectoria. Dµ⌫ es
el propagador del fotón en el espacio de configuraciones en D dimensiones,
el cual está dado en una norma covariante arbitraria por

30
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Dµ⌫(x) =
1

4⇡
D
2


1 + ⇠

2
�

✓
D

2
� 1

◆
�µ⌫

x2
D
2

�1
+ (1� ⇠)�

✓
D

2

◆
xµx⌫

x2
D
2

�
. (2.15)

En particular, se trabajará con fotones externos de momento definido,
por lo que se puede expresar al campo Aµ en ondas planas

Aµ =
NX

i=1

✏µ
i
eiki·x. (2.16)

De esta forma, la expansión perturbativa de la ec. (2.13) genera los diagramas
de Feynman los cuales representan correcciones al propagador desnudo. La
interacción de un fotón externo con la ĺınea se representa a través de un
operador de vértice, dado por (1.65). Por convención, el momento de los
fotones externos se define entrando hacia el vértice. El integrando de Si, de
la ec. (2.14), se puede expresar de la forma

1

4⇡
D
2

"
�

✓
D

2
� 1

◆
ẋ1 · ẋ2

[(x1 � x2)2]
D
2 �1

� 1� ⇠

4
�

✓
D

2
� 2

◆
@

@⌧1

@

@⌧2
[(x1 � x2)

2]2�
D
2

#
,

(2.17)

lo cual es útil, ya que muestra que un cambio en el parámetro de norma
covariante sólo contribuiŕıa con un término de derivada total.

Realizando una transformación de norma al i-ésimo fotón externo (lo cual
es posible y sencillo en este formalismo), ✏i �! ✏i+⇠ki, el operador de vértice
resulta

Vscal[✏i, ki] �! Vscal[✏i, ki]� i⇠

Z
T

0

@

@⌧i
eiki·x(⌧i) = Vscal[✏i, ki]� i⇠

⇣
eiki·x � eiki·x

0
⌘
.

(2.18)

Para la ĺınea cerrada, el término que depende de los puntos extremos se anula;
para la ĺınea abierta, este término permanece, pero, debido a la identidad de
Ward (1.87), no contrubuye a los elementos de matriz on-shell.

Realizando la transformación de norma ahora para los fotones internos
representados por los factores �Si de la ec. (2.14), y usando la ec. (2.17), se
ve que el cambio de Si es

�⇠Si = �⇠
e2

32⇡
D
2

�

✓
D

2
� 2

◆Z T

0
d⌧1

Z T

0
d⌧2

@

@⌧1

@

@⌧2
[(x1 � x2)

2]2�
D
2 . (2.19)
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Esto implica que, si el fotón está unido, al menos por uno de sus extremos,
por un lazo cerrado, el resultado será nulo. Por lo tanto, las propiedades de
transformación de una amplitud ante un cambio de norma están determi-
nadas por el intercambio de fotones virtuales entre ĺıneas abiertas diferentes
o entre la misma ĺınea, por lo que se puede ignorar la interacción con los
fotones externos, ya que no es necesaria para el análisis de la transformación.
La función de correlación apagada de N(= 2n) puntos escalar

Aqu(x1, ..., xn; x
0

1, ..., x
0

n
|⇠) ⌘ hT̂ �̂(x1)...�̂(xn)�̂

⇤(x0

1)...�̂
⇤(x0

n
)i , (2.20)

contiene n! contribuciones, cada una de las cuales está dada por la forma
de juntar los operadores de campo �̂(x), ..., �̂(xn) con los operadores campos
conjugados �̂⇤(x0

1), ..., �̂
⇤(x0

n
), por lo que realmente lo que es necesario analizar

es la amplitud parcial, Aqu
⇡
(x1, ..., xn; x0

⇡(1), ..., x
0

⇡(n)|⇠), en la que la ĺınea que
termina en xi comienza en x⇡(i), relacionadas por

Aqu(x1, ..., xn;x
0
1, ..., x

0
n|⇠) =

X

⇡2Sn

Aqu
⇡ (x1, ..., xn;x

0
⇡(1), ..., x

0
⇡(n)|⇠). (2.21)

La representación worldline de esta amplitud parcial, la cual es una genera-
lización de la ec. (2.13), es

Aqu
⇡ (x1, ..., xn;x

0
⇡(1), ..., x

0
⇡(n)|⇠) =

nY

l=1

Z 1

0
dTl e

�m2Tl

Z xl(Tl)=xl

xl(0)=x0
⇡(l)

Dxl(⌧l) e
�

Pn
l=1 S(l)

0 �
Pn

k,l=1 S(k,l)
i⇡ ,

(2.22)

en donde el término S(k,l)
i⇡

representa a los fotones virtuales entre las lineas k
y l, dado por

S(k,l)
i⇡ =

e2

2

Z Tk

0
d⌧k

Z Tl

0
d⌧l ẋk ·D(xk � xl) · ẋl. (2.23)

Realizando la transformación de norma, recordando la ec. (2.19), se obtiene

A
qu
⇡ (x1, ..., xn;x

0
⇡(1), ..., x

0
⇡(n)|⇠+�⇠) =

nY

l=1

Z 1

0
dTl e

�m2Tl

Z xl(Tl)=xl

xl(0)=x0
⇡(l)

Dxl(⌧l) e
�

Pn
l=1 S

(l)
0 �

Pn
k,l=1(S

(k,l)
i⇡ +�⇠S

(k,l)
i⇡ ),

(2.24)

con

�⇠S
(k,l)
i⇡ = �⇠

e
2

32⇡
D
2

�

✓
D

2
� 2

◆n
[(xk � xl)

2]2�
D
2 � [(xk � x

0
⇡(l))

2]2�
D
2

�[(x0
⇡(k) � xl)

2]2�
D
2 + [(x0

⇡(k) � x
0
⇡(l))

2]2�
D
2

o
. (2.25)
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El exponencial en la ec. (2.24) que involucra al término de la ec. (2.25)
depende sólo de los puntos extremos de la trayectoria, por lo que puede salir
de la integral funcional, y aśı se puede escribir

Aqu
⇡ (x1, ..., xn;x

0
⇡(1), ..., x

0
⇡(n)|⇠ +�⇠) = T⇡A

qu
⇡ (x1, ..., xn;x

0
⇡(1), ..., x

0
⇡(n)|⇠) (2.26)

con

T⇡ ⌘ e�
Pn

k,l=1 �⇠S
(k,l)
i⇡ =

nY

k,l=1

e��⇠S
(k,l)
i⇡ (2.27)

La ec. (2.26) representa la transformación LKF generalizada, en D dimensio-
nes, para la QED escalar.

2.3. Generalización de las transformaciones

LKF en la QED spinorial

El proceso para la generalización de las transformaciones LKF en EDC spi-
norial es un poco similar al del caso escalar, aun que se requiere de un análisis
un poco más profundo, debido a la estructura adicional que aporta la par-
te spinorial a las funciones de N puntos. Para demostrar la generalización,
primero se rederivará la transformación LKF usando el formalismo ĺınea de
mundo y luego se utilizará este resultado para demostrar el caso general de
la función de N puntos.

2.3.1. Transformación LKF en la QED spinorial: for-

malismo ĺınea de mundo

El propagador para una ĺınea abierta en EDC spinorial de un electrón de
masa m que se propaga del evento x0 al evento x, en la presencia de un
campo electromagnético externo, representado por Aµ, está dado por:

Sxx
0

�↵
= [mI+ i(/@ + ie /A)]�⇢K

xx
0

⇢↵
, (2.28)

como se encuentra en el Caṕıtulo 1.
Usando el método de cuantización del campo de fondo [33], se sustituye

al campo Aµ por la suma de un campo externo clásico, Aµ

ex, y un campo
que describe los fenómenos cuánticos, Āµ. Cuantizando al campo Āµ a través
de la integral de trayecorias, se obtiene (por brevedad, a partir de aqúı se
dejarán de usar de forma expĺıcita los ı́ndices spinoriales)
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0, Aex; ⇠] ⌘ hSxx
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DĀ Sxx
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=[mI+ i/@ � e /Aex] hKxx
0i
Ā,⇠

� e h /̄AKxx
0i
Ā,⇠

= symb�1

(
[mI+ i/@ � e /Aex]
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0

dTe�m
2
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Z
x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧) 2�
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2

I

AP

D (⌧) e�S0�Se H
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Z

1

0

dTe�m
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Z
x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧) 2�

D
2

I

AP

D (⌧) e�S0�Se G�

)
, (2.29)

con

S0 =

Z
T

0

d⌧


ẋ2

4
+

1

2
 ·  ̇

�
,

Se =ie

Z
T

0

d⌧ [ẋ · Aex[x(⌧)]� ( + ⌘) · Fex[x(⌧)] · ( + ⌘)] ,

H =

Z
DĀP [Ā],

G� =� e

Z
DĀ[x]Ā�P [Ā],

P =e
R
d
4
x[� 1

4 F̄µ⌫ F̄
µ⌫

�
1
2⇠ (@·Ā)2]�ie

R T
0 d⌧[ẋ·Ā�( +⌘)·F̄ [x(⌧)]·( +⌘)]. (2.30)

Usando supercampos(en este momento, sólo para simplificar las expresiones),
los cuales fueron introducidos en el caṕıtulo 1, podemos reescribir la parte
de interacción en P [Ā] como

[DXµ]Āµ(X) = �✓ẋ · Ā+ ✓( + ⌘) · F̄ · ( + ⌘) (2.31)

y entonces

Se[Ā] = �ie

Z
T

0

d⌧

Z
d✓[DXµ]Aµ[X]. (2.32)

Ahora se procederá a resolver la integral H (normalizándola en el proceso):

H =

Z
DĀ e

R
d
4
x[� 1

4 F̄µ⌫ F̄
µ⌫

�
1
2⇠ (@·Ā)2]+ie

R T
0 d⌧

R
d✓DXµ

Āµ(X), (2.33)
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la integral es una del tipo gaussiana, por lo que se puede resolver completando
el cuadrado en los campos Āµ:

H =

Z
DĀ e�

1
2

R
d
D
x Ā

µ[��µ⌫⇤+(1� 1
⇠ )@µ@⌫]A⌫+ie

R T
0 d⌧

R
d✓DXµ

Āµ(X)

=

Z
DĀ e�

1
2

R
d
D
x Ā

µ�µ⌫A
⌫+ie

R T
0 d⌧

R
d✓DXµ

Āµ(X)

= e�
1
2

R
d
D
z̄
R
d
D
z̃b

µ(z̄)��1
µ⌫ (z̄�z̃)b⌫(z̃)

= e
e2

2

R
d
D
z̄
R
d
D
z̃
R T
0 ⌧1

R T
0 d⌧2

R
d✓1

R
d✓2 D1Xµ

1 �(X1�z̄)Gµ⌫(z̄�z̃)D2Xµ
2 �(X2�z̃)

= e�Si[DX] (2.34)

con

bµ(z) = e

Z
T

0
d⌧

Z
d✓ DX�(X� z), (2.35)

Gµ⌫(X) = ��1
µ⌫

=
1

4⇡
D
2

(
1 + ⇠

2
�

✓
D

2
� 1

◆
�µ⌫

X2
D
2 �1

+ (1� ⇠)�

✓
D

2

◆
XµX⌫
X2

D
2

)
(2.36)

y

Sspin
i

= �e2

2

Z
d⌧1

Z
d⌧2

Z
d✓1

Z
d✓2 DX1 ·G(X1 � X2) · DX2, (2.37)

obteniendo aśı resultados prácticamente idénticos en estructura al caso esca-
lar.

Para resolver G�, se introduce una corriente J en el exponencial, de tal
manera que se genera la inserción de Ā� mediante una derivada funcional:

G� =

Z
DĀ[x]i

�

�J�[x(T )]
e
R
d
4
x[� 1

4 F̄µ⌫ F̄
µ⌫

�
1
2⇠ (@·Ā)2]+ie

R
d⌧

R
d✓DXµ

Āµ(X)+ie
R
d
4
x J ·A

����
J=0

(2.38)
La integral se resuelve justo como en el caso de H, con la única modificación
de que ahora en bµ(z) estará involucrada una parte que viene de la corriente
J :

bµ(z) = e

Z
T

0

d⌧

Z
d✓ DX�(X� z) + J [z]

�
(2.39)

35
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resultando, entonces

G� = i
�

�J�[x(T )]
e�Si[DX]+ e2

2 [B+C]

����
J=0

(2.40)

con

B = � 2

Z
dDz̄

Z
T

0

d⌧

Z
d✓ J [z̄] ·G(z̄,X) · DX

C = �
Z

dDz̄

Z
dDz̃ J [z̄] ·G(z̄, z̃) · J [z̃]. (2.41)

Al tomar la derivada funcional y evaluar en J = 0, el término C no contribuirá
en este caso de una sóla derivada, aun que podŕıa contribuir al haber más
de una, por lo que simplemente se hará igual a cero. Sustituyendo estos
resultados en la ec. (2.29)

S̄[x, x0, Aex; ⇠] = symb�1

(
[mI+ i/@ � e /Aex]

Z 1

0
dTe�m2T

Z x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧) 2�

D
2

I

AP
D (⌧) e�S0�See�Si[DX]

+i��
�

�J� [x(T )]

Z 1

0
dTe�m2T

Z x(T )=x

x(0)=x0
Dx(⌧) 2�

D
2

I

AP
D (⌧) e�S0�See�Si[DX]+ e2

2 B

)�����
J=0

(2.42)

Considérese ahora una transformación ⇠ �! ⇠ + �⇠ de S̄[x, x0, Aex; ⇠], que
define una transformación covariante de la norma. Un fotón externo estará
representado por un operador de vértice Vspin[✏i, ki] (1.79), y la transforma-
ción de norma del fotón i-ésimo ✏i �! ✏i + ⇠ki sólo afectará a la parte del
vértice que es escalar, ya que la parte spinorial es invariante de la norma, por
lo que se obtendrá el mismo término adicional dependiente sólo de los puntos
extremos de la ĺınea que se obtuvieron en el caso escalar. Expĺıcitamente, el
cambio viene dado por

Vspin[✏i, ki; ⌘] �!Vspin[✏i, ki; ⌘]� i⇠

Z
T

0

@

@⌧i
eiki·x(⌧1) = Vspin[✏i, ki; ⌘]� i⇠

⇣
eiki·x � eiki·x

0
⌘
.

(2.43)

Analizando el cambio de la norma para los fotones internos que vienen
representados por el término �Si[DX], se puede ver que resulta el mismo
término que en el caso de la QED escalar , ec. (2.19), no depende de los
campos spinoriales y sólo depende de los puntos extremos de la trayectoria:
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e2

32⇡
D
2

�

✓
D

2
� 2

◆ZZZZ
d⌧1d⌧2d✓1d✓2D1D2

⇥
(X1 � X2)

2
⇤2�D

2

=�⇠
e2

32⇡
D
2

�

✓
D

2
� 2

◆ZZ
d⌧1d⌧2

@

@⌧1

@

@⌧2

⇥
(x1 � x2)

2
⇤2�D

2

=�⇠Si. (2.44)

Entonces, la función de Green de la part́ıcula fermiónica, tras el cambio de
norma, será
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= symb�1
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(2.45)

donde tanto la derivada parcial como la funcional actuan también sobre
los exponenciales que aparecen tras la transformación de norma. Manipu-
lando un poco las expresiones, se puede obtener un término proporcional al
propagador en la norma original más otros términos nuevos:
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(2.46)

en donde en el tercer y cuarto término del lado derecho de la ecuación se ha
usado el hecho de que �⇠B no depende de variables de Grassmann, ya que

ZZ
d⌧d✓ �⇠G↵�(z,X)DX� =

ZZ
d⌧d✓

�⇠�
�
D
2 � 2

�

16⇡
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2 , (2.47)

por lo que el exponencial se puede separar en dos sin problemas con el
mapeo simbólico. El primer y tercer término generan el propagador en la
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norma original, multiplicado por e��⇠Si , y los términos segundo y cuarto se
anulan, ya que
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De este modo, la transformación de norma de la función de Green para
la part́ıcula fermiónica es

S̄[x, x0, Aex; ⇠ +�⇠] = e��⇠SiS̄[x, x0, Aex; ⇠], (2.49)

la cual es la transformación LKF, idéntica a la del caso escalar.

2.3.2. Función de correlación de N puntos

Para generalizar el resultado anterior para funciones de N(= 2n) puntos, es
necesario primero hacer notar algunas cosas. El término

*
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ie
R
d
D
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Ā,⇠

(2.50)

transforma tras un cambio de norma como
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Ā,⇠+�⇠

= e�
PM

k,l �⇠S
(k,l)
i + e2

2 (
PM

k �⇠B
(k)+�⇠C)

*
[m+ i /D1]e

ie
R
d
D
xJ [x]·Ā[x]
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(2.51)

con

B(k) = � 2

Z
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esto se puede ver del análisis hecho en la sección anterior. Entonces, el efecto
de añadir K’s extras y el exponencial es sólo el de modificar el término
�⇠Si añadiendo M � 1 términos más y añadiendo, debido al exponencial, los
términos con�⇠B(k) y�⇠C. Sabiendo esto, la derivación de la transformación
de la función de N puntos se puede hacer por inducción.

La función fermiónica de N puntos está dada por

S(x1...xn; x
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⇡(1)...x
0

⇡(n)|⇠) =
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donde la amplitud parcial está definida como
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Para derivar la transformación generalizada, considérese el siguiente término
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Ā,⇠

, M � n (2.55)

y asúmase que tras un cambio de norma transforma como
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(2.56)

Procediendo por inducción, considérese ahora el mismo término anterior,
pero con la sustitución n ! n+ 1
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Desarrollando, se obtiene
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Usando (2.56):
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Como en el caso del propagador fermiónico, las derivadas actuan también
sobre los nuevos exponenciales que parecen tras la transformación de norma,
y manipulando la expresión de la misma forma, es decir, aplicando las deri-
vadas a un producto y cancelando los términos que vienen de las derivadas
de los exponenciales, se obtiene un resultado que es proporcional al término
en la norma original, esto es

*
eie

R
dDxJ[x]·Ā[x]

n+1Y

i=1

[m+ i /Di]
MY

j=1

Kxjx
0
j

+

Ā,⇠+�⇠

= e�
PM

k,l=1 �⇠S
(k,l)
i + e2

2 (
PM

k=1 B(k)+C)

*
eie

R
dDxJ[x]·Ā[x]

n+1Y

i=1

[m+ i /Di]
MY

j=1

Kxjx
0
j

+

Ā,⇠

, M � n+ 1.

(2.60)

Por lo tanto, queda demostrado por inducción que este resultado es válido
para todo número n. En el caso particular en que M = n, la ec. (2.56) (con
J = 0) resulta
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*
nY

i=1

[m+ i /Di]K
xix

0
i

+

Ā,⇠+�⇠

= e�
Pn

k,l=1 �⇠S
(k,l)
i

*
nY

i=1

[m+ i /Di]K
xix

0
i

+

Ā,⇠

.

(2.61)

Usando esto en la amplitud parcial, se llega a la transformación LKF gene-
ralizada para la función fermiónica de N puntos, la cual resulta ser la misma
que la generalización para el caso escalar:

S(x1...xn; x
0

⇡(1)...x
0

⇡(n)|⇠ +�⇠) =
nY

k,l=1

e��⇠S
(k,l)
i⇡

Y

⇡2Sn

S⇡(x1...xn; x
0

⇡(1)...x
0

⇡(n)|⇠),

(2.62)

Con �⇠S
(k,l)
i⇡

dado en la ecuación (2.25). Cabe resaltar que la transformación
anterior es válida para cualquier n, y que además es una transformación no
perturbativa, lo que quiere decir que la transformación devuelve un propaga-
dor más completo que el que se da de entrada y es válida a cualquier orden
en teoŕıa de perturbación.
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Caṕıtulo 3

Aplicaciones de las

transformaciones LKF

En este caṕıtulo se aplica la transformación LKF, y su generalización, al
propagador, tanto en la QED escalar como en la spinorial, para ilustrar cómo
se aplica en general la transformación y mostrar las consecuencias que derivan
de su naturaleza no perturbativa.

3.1. Transformación LKF en el espacio de mo-

mentos: Propagador en QED spinorial en

3-d

Las transformaciones LKF se definen en el espacio de configuraciones ya que
por lo general no se pueden transformar al espacio de momentos de manera
cerrada. En 3 dimensiones este no es el caso. Supóngase un propagador input
K⇤pp

0
(⇠), el cual puede ser incluso a multilazo. En el espacio de configuracio-

nes estará dado por [34]

K⇤xx
0
(⇠) =

2⇡

(2⇡)3

Z
1

0

dp p2K⇤pp
0
(⇠)

Z
⇡

0

sin ✓e�ipx cos ✓

=
1

2⇡2x

Z
1

0

dp p sin(px)K⇤pp
0
(⇠). (3.1)

La transformación LKF se puede obtener de 2.62. En el propagador sólo
hay una ĺınea fermiónica, por lo que en este caso k = l y n = 1. Trabajando
en D = 3� ✏, regularizando y tomando sólo la parte finita, se obtiene que la
transformación LKF está dada por
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Kxx
0
(⇠ +�⇠) = e�

↵�⇠
2 xKxx

0
(⇠) (3.2)

Aplicando la transformación LKF a (3.1), con la sustitución x � x0 = x, se
obtiene

K⇤xx
0
(⇠ +�⇠) =

e�
↵�⇠
2 x

2⇡2x

Z
1

0

dp p sin(px)K⇤pp
0
(⇠). (3.3)

Por otro lado, al aplicar la transformada de Fourier aK⇤xx
0
(⇠+�⇠) se obtiene

K⇤kk
0
(⇠ +�⇠) =

Z
d3xK⇤xx

0
(⇠ +�⇠)eik·x

= 4⇡

Z
1

0

dx x2K⇤xx
0
(⇠ +�⇠)

sin(kx)

kx
. (3.4)

Sustituyendo (3.3) en la expresión anterior, se obtiene finalmente

K⇤kk
0
(⇠ +�⇠) =

2

⇡

Z
1

0

dx

Z
1

0

dp
p

k
sin(kx) sin(px)e�

↵�⇠
2 K⇤pp

0
(⇠)

K⇤kk
0
(⇠ +�⇠) =

↵�⇠

2⇡k

Z
1

0

dp pK⇤pp
0
(⇠)

"
1

(↵�⇠2 )2 + (k � p)2
� 1

(↵�⇠2 )2 + (k + p)2

#
,

(3.5)

en donde para cambiar el orden de integración se supone que �⇠ > 0. Esta
es la transformación LKF en el espacio de momentos en 3 dimensiones para
QED escalar, ya no hay necesidad de tratar con el propagador en el espacio
de configuraciones.

Para generalizar el resultado al caso spinorial, considérese un propagador
de la forma

K⇤pp
0
(⇠) = A⇤(p2, ⇠) + /pB

⇤(p2, ⇠). (3.6)

El desarrollo del término A⇤(p2, ⇠) es el mismo que el del caso escalar, aśı
que se analizará ahora sólo la parte /pB⇤(p2, ⇠). La transformada de Fourier
de este término es

/xX⇤(x, x0; ⇠) =

Z
d3p

(2⇡)3
/pB

⇤(p2; ⇠)e�ix·p

=

Z
1

0

dp

(2⇡)2
p2i

/@

@x
B⇤(p2; ⇠)

Z
⇡

0

d✓sin(✓)e�ixpcos(✓)

=
i

2⇡2

/@

@x

1

x

Z
1

0

dppB⇤(p2; ⇠)sin(px). (3.7)
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Aplicando la transformación LKF, se obtiene

/xX⇤(x, x0; ⇠ +�⇠) = e�
�⇠↵
2 x/xX⇤(x, x0; ⇠). (3.8)

Sustituyendo la expresión anterior en la primera ecuación de 3.4:

/kB⇤(k2; ⇠ +�⇠) =

Z
d3xe�

�⇠↵
2 x

i

2⇡2

/@

@x

✓
1

x

Z
1

0

dppB⇤(p2; ⇠)sin(px)

◆
eik·x,

(3.9)

lo cual, integrando por partes se vuelve

/kB⇤(k2; ⇠ +�⇠) = � i

2⇡2

Z
1

0

dppB(p2; ⇠)

Z
d3x

1

x

/@

@x

⇣
e�

↵�⇠
2 x+ik·x

⌘
sin(px)

= � i

⇡

Z
1

0

dppB(p2; ⇠)

Z
1

0

dxx

✓
i
↵�⇠

2

/@

@k
+ i/k

◆
e�

↵�⇠
2 xsin(px)⇥

⇥
Z

⇡

0

d✓sin(✓)eikxcos(✓)

=
2

⇡k
/k

Z
1

0

dppB(p2; ⇠)

Z
1

0

dxsin(kx)sin(px)e�
↵�⇠
2 x+

+
2

⇡

/@

@k

1

k

Z
1

0

dppB(p2; ⇠)

Z
1

0

dx
↵�⇠

2x
sin(kx)sin(px)e�

↵�⇠
2 x

(3.10)

Aprovechando la siguiente igualdad

1

x
e�

↵�⇠
2 x =

1

2

Z
1

↵�⇠

e�
↵0�⇠0

2 xd(↵0�⇠0) (3.11)

Podemos reescribir la ecuación (3.10) como

/kB⇤(k2; ⇠ +�⇠) =
2

⇡k
/k

Z
1

0

dppB(p2; ⇠)

Z
1

0

dxsin(kx)sin(px)e�
↵�⇠
2 x+

+
↵�⇠

2⇡

/@

@k

1

k

Z
1

↵�⇠

d(↵0�⇠0)

Z
1

0

dppB(p2; ⇠)

Z
1

0

dxsin(kx)sin(px)e�
↵0�⇠0

2 x

(3.12)

Luego, la transformación del propagador completo es
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S⇤kk
0
(⇠ +�⇠) = A⇤(k2; ⇠ +�⇠) + /kB⇤(k2; ⇠ +�⇠)

=
↵�⇠

2⇡k

Z
1

0

dp pA⇤(k2; ⇠)

"
1

(↵�⇠2 )2 + (k � p)2
� 1

(↵�⇠2 )2 + (k + p)2

#
+

+
↵�⇠

2⇡k
/k

Z
1

0

dppB(p2; ⇠)

"
1

(↵�⇠2 )2 + (k � p)2
� 1

(↵�⇠2 )2 + (k + p)2

#
+

+
↵�⇠

8⇡

/@

@k

1

k

Z
1

↵�⇠

d(↵0�⇠0)

Z
1

0

dppB(p2; ⇠)(↵0�⇠0)⇥

⇥
"

1

(↵
0�⇠0

2 )2 + (k � p)2
� 1

(↵
0�⇠0

2 )2 + (k + p)2

#
, (3.13)

la cual es la transformación LKF en el espacio de momentos en la QED
spinorial en 3-d.

Como caso particular, considérese el propagador a nivel árbol, el cual está
dado por

Spp
0

�↵
(⇠) =

1

�/p+m
= (/p+m)

1

p2 +m2

= A(p; ⇠) + /pB(p; ⇠), (3.14)

el cual, podemos observar, es es independencia del parámetro ⇠. Haciendo
uso de la integral

Z
1

0

dp
p

p2 +m2

"
1

(↵�⇠2 )2 + (k � p)2
� 1

(↵�⇠2 )2 + (k + p)2

#
=

2⇡k

↵�⇠

1

k2 + (m+ ↵�⇠
2 )2

,

(3.15)

podemos obtener que la transformación LKF del propagador a nivel árbol es

Skk
0

�↵
(⇠ +�⇠) =

m

k2 + (m+ ↵�⇠
2 )2

+
/k

k2 + (m+ ↵�⇠
2 )2

+

+
↵�⇠

4

/@

@k

Z
1

↵�⇠

d(↵0�⇠0)
1

k2 + (↵
0�⇠0

2 )2

=
m

k2 + (m+ ↵�⇠
2 )2

+ /k

"
1

k2

k2 + ↵�⇠
2

�
m+ ↵�⇠

2

�

k2 + (m+ ↵�⇠
2 )2

�

�↵�⇠
2k3

tan�1

 
k

k2 + ↵�⇠
2

!#
(3.16)
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SPINORIAL EN 4-DIM

Este es el resultado final tras la aplicación de la transformación LKF. Este
propagador contiene más información que el input original, que en este caso
fue el propagador a nivel árbol.

Como se puede observar en [35], el cálculo directo del propagador a 1-
loop coincide con el obtenido tras la transformación LKF en aquellos términos
que dependen de �⇠ [9]. La información nueva que proporciona el propaga-
dor transformado depende siempre del cambio de la norma. Para el análisis
perturbativo con un propagador input a n-loops, se pueden fijar términos
de mayores loops de la forma ↵n+i�⇠i, i = 0, 1, ..., y de aquellos con las
potencias más altas en �⇠ a un orden fijo en ↵ [36].

3.2. Transformación LKF del propagador en

la QED spinorial en 4-dim

En general, para aplicar la transformación LKF o su generalización, se deben
seguir los siguientes pasos:

1. Comenzar con el objeto a transformar en el espacio de momentos.

2. Mediante la transformada de Fourier, obtener el objeto en el espacio
de configuraciones.

3. Aplicar la transformación LKF o su generalización.

4. Transformar el resultado al espcio de momentos.

Aqúı se dará como input el propagador desnudo en el espacio de momentos
para encontrar su transformación LKF [9]. El propagador a nivel árbol está
dado por

Sxx
0

�↵
(p; ⇠) =

1

�/p+m
= (/p+m)

1

p2 +m2

=
m

p2 +m2
� p2

/p(p2 +m2)

= A(p; ⇠) +
B(p; ⇠)

/p
, (3.17)

el cual es independencia del parámetro ⇠. Este propagador está relacionado
con aquel en el espacio de configuraciones mediante las transformaciones
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Sxx
0

�↵
(p; ⇠) =

Z
dDxeip·xSxx

0

�↵
(x; ⇠) (3.18)

Sxx
0

�↵
(x; ⇠) =

Z
dDp

(2⇡)D
e�ip·xSxx

0

�↵
(p; ⇠) = /xX(x; ⇠) + Y (x; ⇠). (3.19)

En 4 dimensiones, (3.19) da como resultado

X(x; ⇠) = �i
m2

4⇡2x2
K2(mx), (3.20)

Y (x; ⇠) =
m2

4⇡2x
K1(mx), (3.21)

donde K1 y K2 son funciones de Bessel del segundo tipo.
De (2.62), se obtiene la transformación LKF para el propagador. Sin

embargo, para el caso particular de 4 dimensiones, el propagador presenta
divergencias, por lo que hay que regularlo, al igual que su transformación
LKF. Usando regularización dimensional, se obtiene

�⇠Si = ln

����
(x� x0)2

x2
min

����
�⇠ e2

16⇡2

, (3.22)

y con el reemplazo de (x� x)2(x0� x0)2 por el corte (x2
min)

2 [35], y x� x0 por
x, se obtiene la transformación LKF del propagador

Sxx
0

�↵
(x; ⇠ +�⇠) =

����
x2

x2
min

����
��⇠ e2

16⇡2

Sxx
0

�↵
(x; ⇠). (3.23)

Para regresar al espacio de momentos, se hace uso de las siguientes ex-
presiones

A(p; ⇠ +�⇠) =
F (p; ⇠ +�⇠)M(p; ⇠ +�⇠)

p2 +M2(p; ⇠ +�⇠)
=

Z
d4xeip·xY (x; ⇠ +�⇠)

B(p; ⇠ +�⇠) = � p2F (p; ⇠ +�⇠)

p2 +M2(p; ⇠ +�⇠)
=

Z
d4xp · xeip·xX(x; ⇠ +�⇠).

(3.24)

De esta forma, al realizar las integrales, se obtiene el siguiente propagador

Sxx
0

�↵
(p; ⇠ +�⇠) = A(p; ⇠ +�⇠) +

B(p; ⇠ +�⇠)

/p
=

F (p; ⇠ +�⇠)

�/p+M(p; ⇠ +�⇠)
,

(3.25)
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con

A(p; ⇠ +�⇠) =
1

m

✓
m2

⇤2

◆⌫

�(1� ⌫)�(2� ⌫) 2F1

✓
1� ⌫, 2� ⌫; 2;� p2

m2

◆
, (3.26)

B(p; ⇠ +�⇠) = � p2

2m2

✓
m2

⇤2

◆⌫

�(1� ⌫)�(3� ⌫) 2F1

✓
1� ⌫, 3� ⌫; 3;� p2

m2

◆
, (3.27)

F (p; ⇠ +�⇠) =
�[1� ⌫]

2m2�[3� ⌫] 2F1(1� ⌫, 3� ⌫; 3;�p2/m2)

✓
m2

⇤2

◆⌫

⇥

4m2�2[2� ⌫] 2F

2
1

✓
1� ⌫, 2� ⌫; 2;� p2

m2

◆
+ p2�2[3� ⌫] 2F

2
1

✓
1� ⌫, 3� ⌫; 3;� p2

m2

◆�
,

(3.28)

M(p; ⇠ +�⇠) = � 2m 2F1(1� ⌫, 2� ⌫; 2;�p2/m2)

(2� ⌫) 2F1(1� ⌫, 3� ⌫; 3;�p2/m2)
, (3.29)

con ⇤ = 2/xmin y ⌫ = �⇠e2/16⇡2. El propagador dado en (3.25), (3.28)
y (3.29) es la transformación LKF del propagador a nivel árbol dado en
(3.17). Como puede verse, este propagador contiene más información que el
original, información a mayores loops, además de que depende expĺıcitamente
del cambio de la norma �⇠.

Para obtener información a un orden determinado de este propagador,
se debe realizar una expansión perturbativa en potencias de ↵. Para esto se
requiere expandir la función hipergeométrica en algunos de sus parámetros,
aquellos que dependen de ⌫. Con la ayuda de mathematica, se obtienen las
expansiones hasta orden lineal en ↵ de (3.26) y (3.27), dadas por

A(p; ⇠ +�⇠) =
m

m2 + p2
�
↵�⇠m2

h
(m2 � p2)ln

⇣
1 + p

2

m2

⌘
� p2

⇣
2�E + ln

⇣
m

2

⇤2

⌘⌘i

16m(m2 + p2)⇡2p2

(3.30)

B(p; ⇠ +�⇠) = � p2

p2 +m2
+
↵�⇠

h
�(m4 + p4)ln(1 + p

2

m2 ) + p2
⇣
m2 + p2 � 2�Ep2 � p2ln

⇣
m

2

⇤2

⌘⌘i

16⇡2p2(p2 +m2)
(3.31)

Estos resultados pueden compararse con aquellos dados en [26], en donde
se calcula directamente la corrección a 1-loop en una norma arbitraria. En
este art́ıculo se trabaja con el propagador truncado, por lo que se procede a
truncar el propagador obtenido para hacer la comparación:

Ŝpp
0

↵�
= (�/p+m)Spp

0

↵�
(�/p+m)

= [(�p2 +m2)A� 2mB] + /p


(1� m2

p2
)B � 2mA

�

= Â+ /pB̂ (3.32)
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con

Â = (�p2 +m2)A� 2mB (3.33)

B̂ =

✓
1� m2

p2

◆
B � 2mA, (3.34)

entonces, la contribución a 1-loop está dada por

Â(1) = (�p2 +m2)A(1) � 2mB(1) (3.35)

B̂(1) = (1� m2

p2
)B(1) � 2mA(1). (3.36)

Sustituyendo las contribuciones lineales en ↵ de (3.30) y (3.31) en las
expresiones anteriores se encuentra que

Â(1) =
�⇠m

16⇡2p2


(p2 +m2)ln

✓
1 +

p2

m2

◆
� 2p2 + p2

✓
2�E + ln

✓
m2

⇤2

◆◆�
(3.37)

B̂(1) =
�⇠

16⇡2p4


ln

✓
1 +

p2

m2

◆
(m4 � p4)� 2p4�E + (4m2p2 � p4)ln

✓
m2

⇤2

◆
+ p4 �m2p2

�
,

(3.38)

con Â = Â(0) + ↵Â(1) + ...Los cálculos obtenidos en [26] están dados en D
dimensiones, haciendo el análisis en D = 4 y desarrollando a primer orden
en ↵ se observa que los términos que involucran al parámetro de la norma
coinciden haciendo la identificación

1

✏
= ��E + ln

✓
m2

4⇡

◆
� ln

✓
m2

⇤2

◆
. (3.39)

3.3. Propagador QED spinorial en 2-D

Ahora aplicaremos la transformación LKF al caso del propagador desnudo
en la QED spinorial en 2-d. En este caso, encontrar la transformación LKF
completa resultó complicado, por lo que el desarrollo se limitará a obtener
las correcciones a primer orden del propagador.

Primero se desarrollará el caso escalar. La transformación LKF en el caso
de d = 2� 2✏ está dada por

Kxx
0
(⇠ +�⇠) = e�

↵�⇠µ2x2

4 [ 1✏+ln(⇡x2
µ
2)+�E�1]+O(✏)Kxx

0
(⇠). (3.40)
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Esta vez, dentro de la transformación LKF, el polo 1
✏
permanece, por lo que

no se puede fijar directamente la dimensión en 2, ya que el proceso requiere
transformadas de Fourier, las cuales también aportarán con términos lineales
en ✏ y tendrán que tomarse en cuenta. Además, como sólo son de interés las
correcciones a primer orden, se desarrolla una expansión en potencial de ↵ y
se truncará la transformación hasta sólo órdenes lineales en ↵, obteniéndose

K(1)xx0
(⇠ +�⇠) =

✓
1� ↵�⇠µ2x2

4


1

✏
+ ln(⇡x2µ2) + �E � 1

�
+O(✏)

◆
Kxx

0
(⇠).

(3.41)

El propagador a nivel árbol en el espacio de configuraciones en d dimensiones
estará dado por

Kxx
0
=

Z
ddp

1

p2 +m2
e�ix·p

= (2⇡)D/2x�
D�2
2

Z
1

0

pD/2

p2 +m2
JD

2 �1(xp)dp

= (2⇡)D/2
⇣ x

m

⌘1�D
2
KD�2

2
(xm), 1 < D < 5 (3.42)

Tomando D = 2� 2✏ se obtiene

Kxx
0

2�2✏(⇠) =
1

2⇡

✓
2⇡xµ2

m

◆✏
K�✏(mx). (3.43)

Aplicando la transformación LKF truncada

K(1)xx0

2�2✏ (⇠ +�⇠) =

✓
1� ↵�⇠µ2x2

4


1

✏
+ ln(⇡x2µ2) + �E � 1

�
+O(✏)

◆
⇥

⇥ 1

2⇡

✓
2⇡xµ2

m

◆✏
K�✏(mx) (3.44)

Regresando al espacio de momentos, y conservando sólo los términos a orden
O(✏)
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K(1)pp0

2�2✏ (⇠ +�⇠) =
⇣ p

m

⌘✏ Z 1

0

dxxJ�✏(px)K�✏(mx) {1�

� 1

4
↵�⇠x2µ2
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��

=

⇢
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✏

p2 �m2

(p2 +m2)3
� ↵µ2�⇠

p2 �m2

(p2 +m2)3
⇥

⇥
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✓
1 +

p2

m2

◆
+ ln

✓
m2
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p2 �m2

��

(3.45)

Amputando las piernas externas, el resultado a nivel árbol se recupera y
además se obtienen términos proporcionales a ↵�⇠, como se espera de LKF,
que coinciden con cálculos expĺıcitos a 1-loop [20]. En este ejemplo se pue-
de observar que, si se quiere obtener información dependiente de la norma
hasta un orden fijo en teoŕıa de perturbación, se puede trabajar con una
transformación LKF truncada, o perturbativa.

Para generalizar al caso spinorial, de nuevo el término A(p2; ⇠) se trata
de la misma forma que el caso escalar. Transformando al espacio de configu-
raciones el término que involucra a /p:

/xX2�2✏(⇠) =

Z
d2�2✏p

(2⇡)2�2✏

/p

p2 +m2
e�ix·p

= i
/@

@x

Z
d2�2✏p
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1

p2 +m2
e�ix·p

= (2⇡)✏�1i
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@x

✓
xµ2

m

◆✏
K�✏(mx) (3.46)

Aplicando la transformación LKF truncada, regresando al espacio de mo-
mentos y luego de una integración por partes, se obtiene

/pB2�2✏(p
2; ⇠ +�⇠) = /pK

(1)pp0

2�2✏ � i

(2⇡)1�✏
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m
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@
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(LKF2� 2✏)

◆
eix·k (3.47)
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con

(LKF2� 2✏) = �↵�⇠µ
2x2

4


1

✏
+ ln(⇡x2µ2) + �E � 1

�
+O(✏). (3.48)

Por lo que la transformación LKF del propagador está dada por

S(1)pp0
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(3.49)

Trabajando hasta orden O(✏), desarrollando y aplicando la derivada, se llega
a

S(1)pp0

2�2✏ (⇠ +�⇠) = [m+ /p]K
(1)pp0

2�2✏ (⇠ +�⇠) + /p↵�⇠µ
2⇥ (3.50)

⇥
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⇣
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⌘
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✏
� 2

(p2 +m2)2
+O(✏) (3.51)
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Caṕıtulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

En la primera parte del trabajo, se ha presentado el formalismo de integral
de camino en la mecánica cuántica no relativista, como repaso e introducción
de los conceptos a usar en la teoŕıa cuántica de campos. Se han introducido la
representación en ĺınea de mundo del propagador y de la acción efectiva tanto
en la QED escalar como en la spinorial. Se trataron algunas consecuencias
de la invariancia de norma de la teoŕıa cuántica de campos, en particular
se justificó la renormalizabilidad de la teoŕıa y se mostró la identidad de
Ward-Takahashi, mostrando la identidad de Ward como caso particular de
esta.

En la segunda parte, se trató lo relativo a la derivación de las transfor-
maciones LKF. Se derivó la transformación LKF, siguiendo el trabajo de
Landau y Khalatnikov, mediante el formalismo estándar. Se desarrolló la ge-
neralización de esta transformación para la QED escalar en D dimensiones,
usando el formalismo ĺınea de mundo. Luego se rederivó la transformación
LKF (es decir, para la función de correlación de 2 puntos) para la QED spi-
norial usando el formalismo ĺınea de mundo, preparando el terreno para luego
demostrar su generalización para el caso de la función de N puntos, obtenien-
dose una transformación que es válida para cualquier función de correlación
de N puntos y es no perturbativa, por lo que es válida a cualquier orden en
teoŕıa de perturbación, la cual resultó ser idéntica a la transformación en la
QED escalar.

La tercera parte del trabajo se centró en ilustrar la aplicación y las pro-
piedades derivadas del hecho de que la transformación es no perturbativa. Se
mostró, mediante las transformaciones LKF de los propagadores spinoriales
a nivel árbol en la QED en 2, 3 y 4 dimensiones, que dicha transforma-
ción conteńıa información a mayores loops que el propagador input, y que
los términos que dependian de la norma, y teńıan dependencia lineal en la
constante de estructura fina, coincid́ıan con cálculos expĺıcitos de los propa-
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gadores a un loop. Para el caso de QED en 3 dimensiones, se mostró además
una transformación LKF dada en el espacio de momentos. Al final, se dio
un ejemplo de manera esquemática de la aplicación de la generalización de
la transformación a nivel perturbativo, es decir, se analizó la transformación
de norma de la función de correlación a un número de fotones internos fijo.

Como trabajo futuro, se espera derivar una generalización de la transfor-
mación para el caso gravitacional, es decir, hacer un análisis de la transforma-
ción de la función de correlación de N puntos tras un cambio de coordenadas,
usando el mismo formalismo, el cual tiene una descripción del gravitón in-
teractuando con la ĺınea muy parecida a la del fotón, por lo que además de
gravitones se puede añadir interacción con fotones. Además, una aplicación
de interés que queda pendiente es transformar el vértice en la QED.
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