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Introduccion

Jean-Pierre Serre es uno de los matematicos que dio un uso espectacular de la
cohomologia de gavillas en Geometria Algebraica (ver [11]), y es considerado
como uno de los matematicos més prominentes del siglo XX. La cohomologia
de gavillas en Geometria Algebraica es usada como una herramienta de
calculo. Es 1til para calcular los espacios de secciones globales de gavillas.

Las gavillas son usadas en varias ramas de las matematicas, tales como:
Topologia, Geometria Algebraica, Geometria Diferencial, etc. Estas son una
herramienta global para estudiar objetos que varian localmente (es decir,
dependiendo del conjunto abierto).

Estudiaremos como papel central, las gavillas casi-coherentes sobre es-
quemas afines noetherianos. Por otro lado, es conocido que la manera de
introducir el estudio de la cohomologia no es en general tinico. En el presente
trabajo usaremos el método de las resoluciones fofas para determinar los gru-
pos de cohomologia de las gavillas sobre sus respectivos espacios topoldgicos.

Nuestro objetivo primordial es probar que los grupos de cohomologia de
orden superior de las gavillas casi-coherentes sobre esquemas afines noethe-

rianos son nulos. La técnica que utilizaremos es la que utiliza Hartshorne en
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la prueba de este resultado (ver [6], pag. 215). Daremos esta demostracion de
una manera muy detallada, es decir, resolveremos los ejercicios que Hartshorne
da por hechos en su prueba, de modo que conseguiremos una prueba clara en
su totalidad. Usaremos este resultado para deducir que dada una sucesion
exacta corta de gavillas de médulos sobre estos esquemas, siendo la primera
de ellas casi-coherente, entonces la sucesion corta de secciones globales es
exacta. Utilizaremos la teoria de gavillas para lograr nuestro objetivo.

Hemos dividido este trabajo de tesis en cuatro capitulos, y un apéndice.
Cada uno de los capitulos estdn dirigidos a complementar el estudio de las
gavillas casi-coherentes. Las definiciones y los resultados més generales los
hemos recopilado en la parte de apéndice como referencia.

A continuacion veremos a modo de resumen cudl es la estructura de este
trabajo.

En el Capitulo 1 enunciaremos las nociones bésicas de la teoria de gavillas,
necesarias para el correcto desarrollo del resto del trabajo. En él se establece
la notacién fundamental que se manejard en los capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 estudiaremos la cohomologia de gavillas. Daremos las
propiedades bésicas de las gavillas fofas, y construiremos los grupos de coho-
mologia de una gavilla arbitraria F sobre un espacio topoldgico.

En el Capitulo 3 trataremos el espacio topolégico espectro de un anillo
A, y construiremos sobre él una gavilla de anillos. Reconoceremos a estos
espacios topoldgicos como nuestros esquemas afines. Estudiaremos también
la propiedad noetheriana de éstos espacios, y definiremos las gavillas casi-

coherentes sobre ellos.
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Finalmente, en el Capitulo 4 probaremos que las cohomologias superiores

de gavillas casi-coherentes sobre esquemas afines noetherianos es trivial.
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Capitulo 1

Espacios Anillados

1.1 Gavillas sobre Espacios Topoldégicos

En esta y en las siguientes secciones de este primer capitulo daremos la teoria
general de gavillas y los resultados basicos que manejaremos en el transcurso
del trabajo. Se recomienda ver [2] y [6] para més informacién de esta teoria.
Las gavillas provienen de una manera sistematica de estudiar cosas locales
de un espacio topolégico X, éstas nos permiten discutir de manera refinada
sobre lo que significa ser una propiedad local, tal y como hablamos de ello
cuando lo aplicamos a una funcién: continua, analitica, diferenciable, etc.
El concepto de gavilla juega un papel fundamental en la Geometria Al-
gebraica Moderna. No solamente es clave en la formulacién de las mejores
definiciones conocidas de los objetos, sino que es esencial en la construccion
de las herramientas para estudiar estos objetos (espacios anillados, esquemas,

etc.) explicitamente.



Espacios Anillados Capitulo 1

En lo que sigue no supondremos que los espacios topoldgicos tengan la
propiedad de Hausforff salvo que lo indiquemos explicitamente. Para definir

una gavilla comenzaremos con la siguiente definicion.

Definicién 1.1 Sea X un espacio topologico. Una pregavilla sobre X es un
par (F,p), donde F es una aplicacion que a cada abierto U de X le asigna un
grupo abeliano F(U) y p es una aplicacion que a cada par de abiertos U C V
de X les asigna un homomorfismo py; : F(V) — F(U), que llamaremos

restriccion, sujeto a las condiciones siguientes:
1. F(2) = {0},
2. pY es la identidad en F(U), para cada abierto U de X .

3. Si U, V,W son abiertos de X tales que U C'V C W, entonces pf;oplf =

i

Si los grupos F(U) son anillos, médulos, etc., y las restricciones son ho-
momorfismos de anillos, mdédulos, etc., entonces tenemos una pregavilla de
anillos, médulos, etc.

Escribiremos fly = py(f) si f € F(V) y U C V. En lo que sigue
denotaremos una pregavilla simplemente por F, y no como un par (F, p).

Es usual que si F es una pregavilla sobre X, nos referimos a F(U) como
las secciones de la pregavilla F sobre el abierto U. Algunas veces, usaremos
la notacién I'(U, F) para denotar el grupo F(U).

En resumen, una pregavilla F de grupos sobre X es una coleccion de

grupos F(U), uno para cada abierto U, y una coleccién de homomorfismos

Péagina 2



Espacios Anillados Capitulo 1

de grupos p¥ : F(U) — F(V), siempre que V C U, con algunas propiedades

naturales.

Definicién 1.2 Una gavilla F sobre un espacio topologico X es una prega-
villa tal que si U es un abierto en X y {U;}ier es una cubierta abierta de U,

entonces se cumple lo siguiente:

1. Si f € F(U) cumple que f|y, = 0xw,) para todo i, entonces f = 0zw).

2. Para cada familia de secciones f; € F(U;) tales que filv,nu; = filvinu,
para todos los indices i, j, existe una seccion f € F(U) tal que f|y, = fi

para todo indice i.

Notemos que la condicion 1 de la Definicion 1.2 implica que la seccion f
del punto 2 es tinica. En efecto, si g € F(U) también cumple las condiciones
de f, entonces para todo 4, f|y, = g|u,, es decir, flu, — glv, = 0x,), luego
(f = 9)|lv, = 0w,y Por lo tanto, f — g = 0zw).

En lo que sigue diremos frecuentemente: sean, por ejemplo, U CV C W
abiertos de X, en vez de decir, sean U, VW abiertos de X tales que U C

V C W. Esto simplemente para simplificar notacién.
Ejemplo 1.1 Consideremos un espacio topolégico arbitrario X, un grupo

abeliano arbitrario A y fijemos un punto p € X. Definimos:

A siopel,
{0y si pgU,

AX(U) =
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Espacios Anillados Capitulo 1

para todo abierto U de X, y los homomorfismos de restriccion dados como
sique:

idy si peU,

idgy si p¢U,

para U,V abiertos de X tales que U C V.

Pl =

Demostraremos que A% es una gavilla de grupos abelianos.

1. A% (@) = {0}, pues p ¢ @.

2. pY AR (U) — AL (U) es el homomorfismo identidad.

Caso 1. Sip € U, entonces
pt i A — A es la identidad en A.
Caso 2. Sip¢ U

pi {0} — {0} es la identidad en {0}.

3. Sean U C V C W abiertos de X. La igualdad p}¥ = p}; o pi¥ se sigue

de manera inmediata considerando los siguientes casos:

i.pgW.
it. pg UpeV.

iii. p¢ Vipe W.

Con esto A% define una pregavilla sobre X.
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Espacios Anillados Capitulo 1

4. Sean U C X abierto, y {U;}ie; una cubierta abierta de U. Sea f €
AL (U) tal que f

v, = Oaz (v,), para todo ¢ € I. Probaremos que f=
042 (). Sip € U, entonces f € Ay existe iy € I tal que p € U;,. Como
p € Uiy, flo, = 0a. Asi, f = 04. Sip ¢ U, entonces f = Oyz (1

trivialmente.

5. Sea f; € A% (U;) una familia de secciones tales que para todo i,j € I,
fi
fi, para todo i € I. Sip € U, entonces A% (U) = A, y existe ig € I tal

vinu; = filuinu,. Probaremos que existe f € A% (U) tal que fly, =

que p € Uy,. Luego, f;, € A%(U;,) = A, nos sugiere (por la unicidad
de f) tomar f = f;,. Seai € I, sip ¢ U;, A% (U;) = {0}, por lo que
flu, = 0= fi, pues f; € A% (U;). Sip € U, se tiene A% (U;) = A, luego
flu, = f = fi,, v laigualdad f;

UiyNU; = Jig v, nu; implica que fio = fi-

Asi, con 4y 5 la pregavilla A% define una gavilla sobre X.

A la gavilla del ejemplo anterior la llamaremos gavilla rascacielos. Este
tipo de gavillas serd de importancia a la hora de identificar la naturaleza de
alguna gavilla.

El siguiente ejemplo muestra que ser pregavilla no implica ser gavilla.

Ejemplo 1.2 Sea X un espacio topologico y sea A un grupo abeliano. Defi-

nimos la pregavilla constante Ay como sigue:

A s U#@,
{0}y si U=g,

para todo U C X abierto, Ay (U) =
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Espacios Anillados Capitulo 1

con las restricciones dadas por:

idy  s1 U # @,
idigy st {U=@yV #2}osiV=a,

para U C 'V abiertos de X.

Verifiquemos las propiedades de pregavilla:
1) A% (@) = {0} obviamente.
2) pY : A — A es la identidad, si U # @. Similar para el otro caso.
3) Para U C V C W C X abiertos. La igualdad plY = p}; o pi¥ se sigue
obviamente considerando los casos: i)W = @; i)V =@, W 4 @; i) U =
o V#+ayiw)U# 2.
Asi, Ay define una pregavilla de grupos abelianos sobre X.
Luego, si A # {0} y X contiene dos abiertos no vacios disjuntos, entonces
Ay no es gavilla. Basta considerar a X Hausdorff y no reducido a un punto.
Si U,V son abiertos disjuntos no vacios de X, entonces A (U) = Ay
Ay(V)=A. Seaaec Ay (U)ybe Ay(V), con a # b, hagamos W =UUV.
Es claro que a|yny = 0 = blynyv. Si Ay fuera gavilla deberfa de existir una
seccién ¢ de Ay sobre W tal que ¢|y = a, y ¢|y = b. Esto nos llevaria a que
a = b, contradiciendo el hecho que a # b. Por lo tanto, Ay no es gavilla.
Otra manera de describir a una gavilla es a través de sus grupos de
gérmenes, esto consiste en examinar el comportamiento de sus secciones en
vecindades muy pequenas para cada punto p de X. A continuacién veremos
la construcciéon de los grupos de gérmenes de una pregavilla F.

Sean X un espacio topoldgico, p € X, y F una pregavilla sobre X.
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Espacios Anillados Capitulo 1

Consideremos el siguiente conjunto
Q, = {(U,s)|Ues un abierto de X que contiene a p, y s € F(U)}

Definamos sobre este conjunto la siguiente relacién

(U, f) ~ (V,g), siy sélo si, existe un abierto W C U NV tal que p € W
y flw = glw.

La relacién ~ es en realidad una relacién de equivalencia. En efecto,

Refleriva. Basta tomar W = U.

Simétrica. Si (U, ) ~ (V, g), entonces existe W C U NV abierto tal que
p € Wy flw = glw, luego podemos escribir glw = flw. Asi, (V,g) ~ (U, f).

Transitiva. Si (U, f) ~ (V,g) ~ (W, h), entonces existen abiertos W', W”
talesquepe W CUNV, pe W' CV Wy flw = glw, glwr = hlwn.
Luego, el abierto I' = W/NW" contiene al punto p, y esté contenido en UNW.
Ademads, como I' C W'y I' C W”, entonces f|r = g|r v glr = hlp. Al
combinar las tltimas igualdades obtenemos f|r = h|pr, y asi la transitividad
se cumple. Por lo tanto, ~ es una relacién de equivalencia.

Ahora bien, definimos el conjunto de gérmenes de la pregavilla F en
el punto p como el conjunto cociente €2,/ ~, y lo denotamos por F,. Un
elemento de F, sera de la forma [(U,s)] y serd llamado el gérmen de la
seccion s en el punto p.

Note que la relacién de equivalencia ~ nos da [(U, f)] = [(W, flw)], para
cualquier W C U abierto tal que p € W.

Por otro lado, podemos dotar al conjunto de gérmenes F, de una estruc-
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Espacios Anillados Capitulo 1

tura algebraica de grupo abeliano, con la siguiente operacién

(U, N+ [(V,9)] = [(UNV, floav + gluav)]

Probaremos a continuacion que esta operacién estd bien definida. Sean
(U H =10, ] yV.g)] =1[(V'4g) elementos en F,. Queremos la igual-
dad [(U, )] + [(V.g)] = [(U', f)] + [(V',¢")]. Por hipétesis existen abiertos
W' W" contenidos en UNU’ y VNV’ respectivamente, tales que f|w = f'|w
v glwr = ¢'|wn. El abierto I' = W N W" contiene al punto p, y esta con-
tenido en el abierto (U NV) N (U NV’). Entonces, como I' C (UNV)y
I CU'nV’ se cumple que (U NV, flunv + gloav)] = [T, flr + glr)] ¥
(U V' flocv + ¢lveav)] = (T, f'lr + ¢'|r)]. Luego, la hipétesis y las
relaciones I' C W', I' C W” implican que f|r = f'|r y g|r = ¢'|r. Por lo
tanto, flr+g|r = f'|r+¢'|r. Asi, hemos probado que la operacién estd bien
definida. Mas aun es asociativa y conmutativa.

El neutro aditivo es la clase [(X,0£x))] = [(U,0z@w))] para cualquier
U C X abierto. El inverso aditivo de la clase [(U, f)] es la clase [(U, —f)].

Después de esta construccion, ahora tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.3 Sean F una pregavilla sobre el espacio topoldgico X, y p un
punto de X. F, serd llamado el grupo de gérmenes de la pregavilla F en el

punto p.

Si f e F(U)y p € U, representaremos por f, = [(U, f)] € F,, y diremos
que f, es el gérmen de la seccién f en el punto p. Es claro que la aplicaciéon

F(U) — F,, dada por f — f, es un homomorfismo de grupos.
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Espacios Anillados Capitulo 1

Si F es una pregavilla de anillos, médulos, etc., los grupos de gérmenes
F, adquieren la misma estructura de manera natural.

Si F es una pregavilla sobre un espacio topolégico X y U C X es un
abierto, definimos la restriccion de F a U como la pregavilla F|y que a cada
abierto V' C U le asigna el grupo Fly(V) = F(V) y respecto al que las
restricciones entre abiertos son las mismas que las de F. Es obvio que si F
es una gavilla, su restriccién a cualquier abierto también lo es. Si p € U,

tenemos un isomorfismo natural (F|y), — F, dado por [(V, f)] — [(V, f)].

El siguiente teorema nos da la manera de cémo un hecho global se puede

probar localmente:

Teorema 1.1 Sea F una gavilla sobre un espacio topologico X, sea U un

abierto en X y sean f,g € F(U) tales que f, = g, para todop € U. Entonces,
f=y

Demostracion. Si U = (), entonces F(U) = {0}, luego f = g = 0 tri-
vialmente. Sea U # (). Si p € U, por hipétesis [(U, f)] = [(U, g)], es decir,
existe un abierto W, C U tal que p € Wy, y flw, = glw,, luego de los homo-
morfismos restriccion se tiene que (f—g)|w, = 07mw,). Notemos que {W,},cvs

es una cubierta abierta de U. Entonces, como F es gavilla necesariamente

(f _g) = O.T(U)a €s deCirv f =g. n

Corolario 1.1 Sean f,g € F(X). Para todo p € X, f, = g, si y solo si
f=y
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Espacios Anillados Capitulo 1

La siguiente definiciéon nos da la manera de relacionar dos pregavillas

(gavillas) a través de secciones locales y grupos de gérmenes.

Definicién 1.4 Sean X un espacio topolégico y F una pregavilla sobre X.
Una subpregavilla de F es una pregavilla G en X tal que para todo abierto
U C X, se cumple que G(U) es un subgrupo de F(U) y las restricciones de
G son las restricciones de las restricciones correspondientes de F, es decir,
pc(f) = p£l(f) para todo f € G(U), y U,V C X abiertos tales que V C U.

Si G es una gavilla diremos que es una subgavilla de F.

Observacion: Si G es una subpregavilla de F y p € X, tenemos un homo-
morfismo inyectivo natural G, — F, dado por [(U, f)] — [(U, f)], el cual
nos permite identificar al grupo G, con un subgrupo de F,.

Ahora que tenemos la nocién general de gavillas, nos interesa saber la
manera en que podemos compararlas. La siguiente seccién nos ensena la

forma de hacerlo.

1.2 Morfismos de Gavillas

En esta seccion estudiaremos las relaciones que hay entre dos gavillas definidas
sobre un mismo espacio topolégico X, asi como las caracterizaciones que
daran la igualdad de ellas. Veremos que el estudio de los grupos de gérmenes
es un ingrediente importante para estudiar isomorfismos de gavillas y grupos

de secciones locales. Empezaremos con la definicién esencial.
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Espacios Anillados Capitulo 1

Definicién 1.5 Si F y G son dos pregavillas sobre un espacio topoldgico
X, un morfismo de pregavillas (o de gavillas, si es que F y G son gavillas)
o F — G es una aplicacion que a cada abierto U de X le asigna un
homomorfismo de grupos ay = F(U) — G(U) tal que si U CV C X son

abiertos, el diagrama siguiente es conmutativo:

En resumen, un morfismo de gavillas es simplemente una coleccion de
homomorfismos de grupos ay : F(U) — G(U), con U C X abierto y con
algunas propiedades naturales.

Es claro que « induce para cada p € X, un homomorfismo o, : 7, — G,
entre los grupos de gérmenes, dado por o, ([(U, f)]) = [(U,au(f))], con p €
U. En efecto, probaremos primero que «, estd bien definido. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer [(U, f)] = [(U,g)] € F,. Por hipdtesis
existe W C U abierto tal que p € Wy flw = glw. Notemos que W C
U C X induce un diagrama conmutativo, por lo que ay(f)lw = aw(glw)
v ay(g)lw = aw(g|lw); combinando estas igualdades obtenemos ay (f)|w =
ay(g)|lw. Pero esto dltimo implica que [(U, au(f))] = [(U, ar(g))], luego oy,
esta bien definido.

Ahora, «, es un homomorfismo de grupos abelianos. Si [(U, f)],[(U,g)] €
Fyp, entonces ap([(U, )] + [(U,9)]) = ap([(U, f + 9)]) = (U au(f +9))] =
(U av (f)+av(9)] = (U, av (M)]+IU, av(9))] = av (U, H)+au (U, 9)))-
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Espacios Anillados Capitulo 1

De esto se sigue que si U es un abierto y p € U, el siguiente diagrama es

conmutativo

F(U) == G(U)
F, _ % G,
Definicién 1.6 Sean F, G y H gavillas sobre un espacio topologico X. Si
a:F — Gyl :G— H son dos morfismos, el morfismo composicion
Boa:F — H, estd dado por (o a)y = By o ay, para cada U abierto de
X.

Un morfismo de pregavillas o : F — G es un isomorfismo si existe un
morfismo de pregavillas 3 : G — F tal que ao § = idg y foa = idr.
Esto equivale a que para todo U C X abierto, todos los homomorfismos
ay : F(U) — G(U) sean isomorfismos. En efecto. Necesidad. Como « es
un isomorfismo, existe 3 : G — F morfismo tal que aof = idg y foa = idx.
Sea U C X abierto, como « y 3 son morfismos la Definicién 1.5 implica que
ay : F(U) — GU) y fv : G(U) — F(U) son homomorfismos. Luego, [
es tal que ayofy = idgwy y Pfuoay = idF). Porlo tanto, ay es isomorfismo.
Suficiencia. Supongamos que para todo U C X abierto, ayy : F(U) — G(U)
es un isomorfismo. Sea U C X abierto, como oy es isomorfismo la inversa
existe, sea By = ag'. Luego, (oo B)y = ay o By = idgw) y (Boa)y =
Py o ay = idFq). Por lo tanto, a es un isomorfismo.

El siguiente teorema es uno de los mas importantes de este trabajo de

tesis, pues su utilidad serd indispensable para clasificar familias de gavillas.
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Teorema 1.2 Un morfismo de gavillas o : F — G sobre un espacio topologico
X es un isomorfismo si y solo si para todo p € X, oy, : F, — G, es un iso-

morfismo.

Demostracién. Suficiencia. Sean p € X,y «p : F, — G, el homomor-
fismo inducido por a. Probaremos que «, es inyectivo y sobreyectivo. Sea
f» € Keray, supongamos f, = [(U, f)], con U C X abierto tal que p e Uy
f € F(U). Por hipétesis [(U, au(f))] = [(X,0g(x))], es decir, existe W C U
abierto tal que p € W'y (au(f))lw = Ogaw). Luego, como « es un morfismo

y W C U, se tiene el diagrama conmutativo
FU) = G(U)
pfyvl lpg%
FW) =22 g(W)
Entonces, aw o priy (f) = pgly o au(f) = Ogawy, esto es, flw € Keray =
{07w }, pues ayw en particular es inyectivo, asi f|w = 0z@y. Por lo tanto,
o = U N = (W flw)] = [W.0rmw))] = [(X,0£x))]. Esto prueba
que «, es inyectivo. Sea g, € G,, supongamos g, = [(U,g)] con p € Uy
g € G(U), entonces existe f € F(U) tal que ay(f) = g, pues por hipétesis
ay en particular es sobreyectivo. Por lo tanto, a,(f,) = g, En efecto,
a,([(U, H]) = [(U,au(f))] = [(U,9)] = g,- Entonces, a, también es so-
breyectivo y por lo tanto es un isomorfismo.
Necesidad. Por la equivalencia anterior (pdg. 12), basta probar que para
todo U C X abierto los homomorfismos oy : F(U) — G(U) son isomor-
fismos. Sean U C X un abierto no vacio, y ay : F(U) — G(U) el ho-

momorfismo asignado por a. Si f € Keray, entonces ay(f) = Ogwy,
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luego para todo p € U, (ay(f)), = Og,, pues G es una gavilla. De esta
manera [(U,ar(f))] = op(fp) = 0Og,, es decir, f, = 0z, pues a, es in-
yectivo para todo p € U. Entonces, (Teorema 1.1) f = Ozw), y por
lo tanto oy es inyectivo. Sean t € G(U) y p € U, entonces t, € G,
luego existe f, € F, tal que a,(f,) = t,, supongamos f, = [(U,, f(p))].
con U, C U abierto tal que p € U, y f(p) € F(U,). De esta manera
(U F@)) = [Ty, (F()))] = [(U,8), s decir, existe W, € U, abierto
tal que p € W,y (au,(f(p)lw, = tlw,, es decir, aw,(f(p)lw,) = tlw,-
Asi, tenemos una familia de secciones f(p)|lw, € F(W,) con p € U, y
una cubierta abierta {W,},ey de U. Notemos que para todo p,q € U
se cumple la igualdad (f(p)|w,)|lw,~rw, = (f(@)|lw,)lw,nw,. En efecto, por
un lado tenemos (f(p)|w,)lw,rw, = f(®)|lw,ow,, ¥ al aplicar ayw,qw, re-
sulta tw,nw,. Para (f(q)|w,)|w,nw, obtenemos el mismo resultado, luego
por la inyectividad de aw,~w, tenemos la igualdad deseada. Por lo tanto,
existe f € F(U) tal que flw, = f(p)|lw,. Asi, ay(f) = t. En efecto, como
o (F)lw, = o, (flw,) = aw, (F(p)lw,) = thw,. para todo p € U, entonces
(au(f) = t)lw, = Ogw,), es decir, ay(f) = t. Entonces, ay es sobreyectivo,

y en consecuencia es un isomorfismo. m

Definicién 1.7 Diremos que un morfismo de gavillas o : F — G sobre un
espacio topoldgico X es inyectivo (resp. sobreyectivo ) si para todo p € X se

cumple que o, es inyectivo (resp. sobreyectivo).

Notese que en la prueba del teorema anterior se mostrdé que « es inyec-

tivo en el sentido si y sélo si ayp es inyectivo para todo abierto U de X. La
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sobreyectividad de a no implica la sobreyectividad de oy para cada abierto
U de X. Por ejemplo, sean X = C — {0}, F la gavilla de funciones holo-
morfas sobre X, y G la gavilla de funciones holomorfas invertibles sobre X.
Si consideramos el morfismo « : F — G definido por ay(f) = exp(f) para
cualquier U C X abierto y cualquier f € F(U). Entonces, « es sobreyec-
tivo. Sin embargo, ay : F(X) — G(X) no es sobreyectivo. Por ejemplo, la
funcién identidad no es la exponencial de una funcién holomorfa sobre X.
A continuacién probaremos dos resultados basicos e indispensables de

morfismos de gavillas.

Proposicién 1.1 El morfismo de gavillas o : F — G es inyectivo si y
sélo si para cada abierto U de X, el homomorfismo oy : F(U) — G(U) es

myectivo.
Demostracion. Ver la prueba del Teorema 1.2 y usar la Definicién 1.7 m

Proposicién 1.2 Si para todo abierto U de X se tiene que el homomorfismo
ay : F(U) — G(U) es sobreyectivo, entonces el morfismo o : F — G lo

es.
Demostracién. Ver la prueba del Teorema 1.2 y usar la Definicién 1.7 m

Corolario 1.2 Sia: F — G es un morfismo de gavillas, entonces a es un

isomorfismo si y sélo si es inyectivo y sobreyectivo.

El siguiente teorema establece que toda pregavilla puede completarse

hasta una gavilla, y que esta completez es tnica salvo isomorfismo.
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Teorema 1.3 Si F es una pregavilla sobre el espacio topologico X, existen
una gavilla F* (llamada gavilla asociada a F) sobre X y un morfismo i :
F — F* de modo que si G es una gavilla sobre X y a : F — G es un
morfismo de pregavillas, entonces existe un unico morfismo ot : Ft —
G tal que o = a* oi. Ademds, el homomorfismo iy, : F, — F, es un

1somorfismo para cualquier p € X.

Demostraciéon. Mostraremos como primer paso la existencia de F*. Para
cada abierto U en X definimos F*(U) como el conjunto de todas las funciones
f:U— HpeU F, tal que para cualquier p € U, existe una vecindad abierta
V,depen Uy s” e F(V,) de modo que para todo ¢ € V), f(q) = (s?),. Es
claro que F(U) es un grupo abeliano con la suma definida puntualmente.
Como restricciones tomamos las restricciones usuales de aplicaciones. De
esta manera F*' es una gavilla sobre X. Para U abierto en X definimos
iv: F(U) — FH(U)
s—iy(s) U — [Ley Fp
P S

iy es claramente un homomorfismo de grupos. En efecto, si s, s2 € F(U),
entonces iy (s1 + $2)(p) = (814 $2)p = (81)p + (82)p = iv(s1)(P) + iv(s2)(p).
Por lo tanto, 7 es un morfismo de pregavillas. Es facil ver que para U C V
abiertos en X el diagrama inducido por ¢ es conmutativo.

Veamos ahora que 4, es un isomorfismo. La asignacién esta dada como
sigue:

iy Fp — ]:;r, tal que [(U,s)] — [(U,iy(s))]
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Sea [(U,s)] € Fp tal que iy([(U,s)]) = [(U,iv(s))] = [(X,07+x))], en-
tonces existe W C U abierto tal que p € Wy iy (s)lw = Oz+mw), esto es,
iw(slw) = tv(s)lw = Op+aw). Por lo tanto, para todo ¢ € W, [(U,s)] =
(W, shw)] = [(W,0)] = O, Bn particular, si g = p, [(U; )] = Oz, =

[(X,05(x))]. Asi, i) es inyectivo. Sea s, € F,F, supongamos s, = [(U, g)] con

U C X abierto tal que p e Uy g € FH(U). La seccién g es de la forma
g:U— pr

Entonces, existe V,, C U vecindad abierta de py s* € F(V,) tal que para todo
q €V, se tiene g(q) = (s?),. Luego, 5 = [(V}, s?)] es la preimagen de [(U, g)],
pues iy([(Vys 57)]) = (Vi vy (7)) = [(Vpr gl )] = [(U,9)]- Por lo tanto, i, s
sobreyectivo y en consecuencia 7, es un isomorfismo. De la asignacion
iy, (s") .V, — H F,, tal que ¢ — (s7), € Fy

pEVp
obtenemos que iy, (s”)(q) = (s”), = g(q) para todo ¢ € V,. Esta es la razén
de la igualdad iy, (s”?) = gly,. Notese que si F es una gavilla, F© = F
(Teorema 1.2). Por construccién, si F es una pregavilla de anillos, dlgebras,
etc., entonces F1 también lo es.

Luego, si a : F — G es un morfismo de pregavillas, podemos definir
un homomorfismo af; : F(U) — G(U) como sigue: dado f € FT(U)
consideramos pares (V,, s?), (p € V, C U abierto y s? € F(V,)) que cumplen
la definicién de F*(U) para f y de modo que los abiertos V,, cubran a U, esto
significa que para todo q € V;, f(q) = (s")y € Fy, y U = U,y Voo De esta

manera, tenemos una familia de secciones ay, (s?) € G(V},). Enseguida pro-
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baremos que los elementos de la familia se extienden a un elemento de G(U).
Para ello basta probar que para todo p,q € U, av,(s”)|v,nv, = av,(s?)|v,Av,-
Si V, NV, = &, no hay nada que probar. Si V, NV, # &, entonces para
todo 2 € Vp N Vy (V)] = (7). = F2) = (57, = [(Veys®), es de-
cir, existe I', C V, NV, abierto tal que z € I', y s?|r, = s?|r,. Es claro
que V, N Vg = U.epy, =2 Notemos que ar, ((s”|v,qv,)Ir.) = ar.(s”|r.) =
ar, (s%r.) = ar.((sv,qv,)|r.), v los diagramas conmutativos inducidos por
el morfismo o para las dos cadenas de abiertos I', C V, NV, C V, y
I, CV,nV, CV, implican que (av,(s”)|[v,rv,)Ir. = (av,(s?)lv,av,)Ir.-
Luego, como G es gavilla, ay, (s”)|v,nv, = av,(s7)|v,nv,. Por lo tanto, existe
v € G(U) tal que para todo ¢ € U, 7|y, = ay,(s?). Entonces, definimos
af;(f) = 7. Este elemento estd caracterizado por (o (f)), = a,(f(p)),
lo cual se sigue del isomorfismo 4,. Luego, esta definicién no depende de
las secciones ni de la cubierta abierta para U, es decir, estd bien definida.
En efecto, supongamos f = g € FH(U), entonces si p € U se tiene que
(@ (M) = a(f(p) = ap(9(p)) = (af(9))p Asi que o (f) = ag(9).

Sean f,g € F(U). Sip € U, entonces (af;(f + 9))p, = ap((f + 9)(p)) =
0, (F(p)+9(p)) = (o (f)+a7i(g))y- Por lo tanto, afy (f+9) = o (f)+af(9)

+

es decir, af; es un homomorfismo de grupos.

Sean V' C U abiertos de X. Si f € FT(U),yp € V, entonces (ay:(f|v)), =
a((flv(p) = ap(f(p)) = (a(f))p = (a(Hlv)p- Luego, ay(flv) =

+

o (f)|v, y por lo tanto el diagrama inducido por o™ es conmutativo.

Luego, si s € F(U), entonces af;(iy(s)) = ap(s), pues al elemento g (s)

podemos calcularlo a partir del par (U, s). Asi, « = a™ oi.
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El morfismo a™ es tnico. Si o : Ft — G cumple también que o =
o’ o1, entonces para cada f € F(U), y cada par (V,, s”) segin la definicién
de F*(U), tenemos que afy(f)ly, = ab, (flv,) = ap, (iv, (7)) = av, (s7) =
o (i (") = o (fl) = b (). Ast pues af(f) = afi(f), es decir,
o/ = at. Nétese que f|y, =iy, (s”) es una igualdad de funciones. m

Sean X un espacio topoldgico, F una gavilla sobre X y G una subgavilla
de F. Entonces, podemos definir la pregavilla (F/G)~(U) = F(U)/G(U),
tomando como restricciones los homomorfismos inducidos por las restric-
ciones de F. En general no se trata de una gavilla, pero definimos F/G =
(F/G)~*. Luego, para todo p € U se cumple que (F/G), = (F/G), =
F,/Gp. Enlo que resta del trabajo cuando hablemos de la gavilla cociente, nos
estaremos refiriendo a la gavilla asociada. Si o : F — G es un morfismo de
gavillas sobre un espacio topolégico X, podemos definir el Ker o como la sub-
gavilla de F de la siguiente manera: U —— Ker a(U) = Ker ay, para todo
U C X abierto. Claramente Ker ap es un subgrupo de F(U). Las restric-
ciones p estan dadas por: preraty = (P£5)| Keray - Asi, paratodo U CV C X
abiertos tenemos el homomorfismo pKemg : Keray — Keray. Para
z € Keray se tiene ap((pr)|keray (x)) = av(psli(@)) = poli(ar(a)) =
pal;(0g(vy), por lo que la restriccién estd bien definida. En la dltima parte
hemos utilizado el diagrama conmutativo inducido por el morfismo .

Enseguida probaremos que Ker « es una gavilla sobre X. Veamos que se

verifiquen las tres propiedades de pregavilla como primer paso.

1. Kera(@) = {0}. Es claro.
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2. pKerocg (p]:U)|KeraU - (idF(U))|KeraU = idKeroz(U)-

3. Para U C V C W abiertos de X, preraly = PKerats © PKeratr -

De esta manera Ker « es una pregavilla. Sean U C X abierto, {U; }ier

una cubierta abierta de U, y f € Kera(U)

Okera(uy,)- Entonces, por definicién f € Ker ay, es decir, ay(f) = Ogw), por
otro lado f|y, = Okeraq,) €s lo mismo decir que para todo 4, fly, = 0z@w,)
pues Kera(U;) es un subgrupo de F(U;). Asi, puesto que F es gavilla y
f € Kera(U) se sigue que f = 01y = Ogera). Sea ahora f; € Kera(U;)

una familia de secciones tales que para todo i,57 € I, f;
Demostraremos que existe un elemento f € Ker a(U) tal que f|y, = fi para
todo 7. Como f; € F(U;) y F es gavilla, existe f € F(U) tal que fly, = fi
para todo i. Asi, resta probar que f € Keray. Para esto consideramos el

siguiente diagrama conmutativo:
F(U) . g (U)

U
PF 1\{ lngi

F(U) = G(Uy)
) = (av(f))lv;, es decir, ay(f)

Por lo tanto, ay(f) = Ogw). De esta manera, hemos probado que Ker o es

Asi pues, ay,(f;) = ay,( v, = Ogy)-
una gavilla sobre X.

Se cumple también que (Kera), = Ker o,. En efecto, seap e X y f, €
(Ker a),, supongamos f, = [(U,, f(p))], con U, C X abierto tal que p € U,
y f(p) € (Kera)(U,), es decir, ay,(f(p)) = Ogw,) (con ay, : F(U,) —
G(U,). Luego, ap({(Up SO)]) = Uy Og0;)) = [(X. 0g0x)] = Og,. Por lo
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tanto, (Kera), C Kera,. Conversamente, sea f, € Kera,, supongamos
I = [(Up, f(p))], con U, C X abierto tal que p € U, vy f(p) € F(U,), por
hipétesis [(Up, au, (f(p)))] = [(X,0gx))], es decir, existe W,, C U, abierto
tal que p € Wy, y (o, (f(p))lw, = Ogqw,), entonces aw, (f(p)lw,) = Ogqw,),
luego f(p)lw, € Keraw, = (Kera)(W,). Por lo tanto, f, € (Kera),, y

entonces Ker a, C (Ker a),.

En cambio, la subpregavilla (Im «)~ de G dada por (Ima)~(U) = Imay,
y restricciones p([ma)f‘li = pgt para V C U abiertos de X no es en general
una gavilla. Definimos Im « = (Im«)~". Debemos observar que la inclusién
Jj: (Ima)” — G se extiende a un morfismo j© : Ima — G de modo
que j = jT oi (donde i : (Ima)” — Ima). En particular, si p € X
se tiene que j, = j; o iy, de donde se sigue que j; es inyectivo. Por lo
tanto, los homomorfismos j;; : (Ima)(U) — G(U) son inyectivos. Esto nos
permite considerar a I'm «a como una subgavilla de G. De ahora en adelante
la notacién I'm « representard la gavilla asociada a la pregavilla (Im ).

También para la gavilla Im «, se cuample que (Im«), = I'm «,, para todo
p € X. En efecto, sea g, € (Im«),, supongamos g, = [(V,, g(p))] con V, C X
abierto tal que p € V,, y g(p) € (Ima)(V,) = Imay,, entonces existe f'(p) €
F(Vp) tal que ay,(f'(p)) = g(p). Por tanto, f, = [(V,, f'(p))] satisface que
(Ve £®))]) = (V. 9(9))] = gp» 51 g, € Imay, y por lo tanto (Ima), C
Ima,. Conversamente, si g, € Ima,, entonces a,(f,) = g, para algin
f» € Fp, supongamos f, = [(U,, f'(p))], con U, C X abierto tal que p € U,
y ['(p) € F(Up). Luego, g, = ap(fp) = ap([(Uy, f'())]) = [(Up, o, (f'(p)))]
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implica que g, € (Ima),, pues el lado derecho de la ultima igualdad es
un gérmen en (I'ma), (note que ay,(f'(p)) € Imay, = (Ima)(U,)). Asi,

hemos probado que Ima, C (Ima),.

Es evidente que un morfismo de gavillas o : F — @ es inyectivo si y s6lo

si Ker a es la subgavilla nula de F, y es sobreyectivo si y s6lo si Ima = G.

Definicién 1.8 Llamaremos Coimagen y Cokernel de un morfismo o : F —

G de gavillas a las gavillas cocientes de F y G;
Coima =F/Kera y Cokera=G/Ima,
respectivamente.

Asi, v es inyectivo si y sélo si Ker oo = {0}, y es sobreyectivo si y s6lo si

Coker a = {0}.

1.3 Imagen Directa de una Gavilla

Hasta aqui hemos considerado gavillas sobre un mismo espacio topoldgico
X. Ahora veremos que también podemos transportar gavillas de un espacio
topoldgico a otro a través de morfismos. La siguiente definicién nos dice la

manera de hacerlo.

Definicién 1.9 Sean f : X — Y wuna aplicacion continua entre espacios
topoldgicos y F una gavilla sobre X. La gavilla imagen directa de F por f,

denotada por f.(F), es la gavilla sobre Y determinada de la manera siguiente:
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F(F)U) = F(f~YU)) para cada U abierto de Y, y las restricciones dadas

por pf*(}')g = pf}c:g; para U CV CY abiertos.

Probaremos que f,(F) es una gavilla sobre el espacio topolégico Y. Las

tres condiciones de pregavillas se satisfacen de manera inmediata:

L fu(F)(@) =F(f~(2)) = F(2) = {0}.

2. prFy = p]—';:igg; es la identidad en F(f~Y(U)) = f.(F)(U), con

U C Y abierto.

3. Para V. C U C W abiertos en Y tenemos que f~1(V) C f~Y(U) C
- : _ X
S~ (W) son abiertos en X. Luego, como py,7)y, = PFfayy Y
“1(U “1(w
ﬁf*(f)g © Pf*(f)y = p}—;—lgvg ° p]:;—IEU))v entonces Pf*(f)EV = Pf*(f)g °

pr.my - Asi, fuo(F) es una pregavilla.

Sean U C Y abierto y {U;}ie; una cubierta abierta de U. Sea s €
L(F)(U) tal que s|y, = O 7w, La igualdad s|y, = Oy ()@, implica
que pf;jg))(s) = pf*(f)gi(s) = 0p.m W) = Or—1@wy))- Luego, como U =
U,e; Ui implica que [~ (U) = U,c; f~1(U;) en X, entonces s = 0p -1y =
0. (7). Por otro lado, sea s; € f.(F)(U;) una familia de secciones tales
que para todo 7, j en I, si|y,nv;, = sj|v,nv;- Nuevamente, tenemos fHU) =

Uie; [HTs), v si € F(f(U;)) para cada i. Luego, s;

UiﬂUj = Sj UiﬁU]‘
implica que s| ;-1 (w)nr-1w;) = Sjlf-1@w)ns1(,) para todo i,j en I, por lo
tanto existe s en F(f~1(U)) = f.(F)(U) tal que para todo i en I, s|y, =

|1,y = si- Asi, f.(F) es una gavilla sobre Y.
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Es de gran importancia que dada una gavilla, tener informacién de sus
grupos de gérmenes, pues como lo dijimos anteriormente a través de estos
grupos podemos ver cuando dos gavillas son isomorfas. Haremos este estudio
para la gavilla imagen directa.

Para cada p € X tenemos un homomorfismo natural
Op : [u(F) sy — Fp, definido por [(U, g)] — [(f1(U), g)].

O, estd bien definido. Sean [(V', g)] = [(V", h)] € [(F);(,)- Sin pérdida
de generalidad podemos suponer [(U, g)] = [(U, h)], luego existe W CU C Y
abierto tal que f(p) € W,y glw = hlw. Asi, f71(W) C f7}(U) C X
y p € f~Y(W). Entonces, probaremos que g|;-1wy = h|g-1qw). Por un
lado, gls-1aw) = P}l (9) = pr.ml(9) = glw = hlw, ¥ por otro lado
hlp-1wy = p}';:igll/][/))(h) = pr.r)y(h) = hlw. Por lo tanto, O, estd bien
definido. Es rutina probar que O, es un homomorfismo.

En general, O, no es un isomorfismo. Una condicién suficiente para que
lo sea es que las antiimagenes por f de los abiertos de Y constituyan una
base para la topologia de X, lo cual sucede por ejemplo si f es homeomorfo a
un subespacio de Y. En efecto, sea B = {f~1(W)|W C Y abierto} una base
para la topologia de X. Probaremos que bajo estas condiciones O, es un
isomorfismo. Sea [(U, g)] € f.(F)sq) tal que Op([(U,9)]) = (/7 (U),9)] =
[(X,05(x))], entonces existe V- C f~1(U) abierto tal que p € V'y glv = 0z ).
Luego, puesto que V es abierto de X y B es una base, existe f~!(T') € B
tal que p € f~HT) C V. Nétese que I' C U y contiene a f(p). Entonces,

g1y = Ozs-1r)), pero esta igualdad significa que g|r = pf*(f)lg(g) =
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P11 (9) = Orrrmy) = Ongmmy. Por lo tanto, [(U,g)] = [(T,glr)] =
(T, 01, (7)1)] = 01.(F) - AsT, Oy es inyectivo. Sea [(V, g)] € Fp, con V C X
abierto tal que p € V' 'y g € F(V). Como B es base para la topologia sobre
X, existe W C Y abierto tal que p € f~1(W) C V. Pero p € f~YW)
implica que f(p) € W, luego g|s-1w) € F(f'(W)) = f(F)(W). Por otro
lado, pri-1y(9) = pf*(f)%v)(g) = glw en f.(F)(W). Entonces, tenemos
Op([(Woglw)]) = [(fH (W), glw)] = [(f7 (W), gl w)] = [(V.g)]. Por lo
tanto, O, es sobreyectivo. Asi, O, es un isomorfismo.

Sif: X — Y es un homeomorfismo entre X y un cerrado de Y, todavia

podemos decir mas:
{0} si ¢ ¢ fX]
Fp sioqg= f(p)

para todo ¢ € Y. En efecto, si ¢ ¢ f[X]y [(U,s)] es un gérmen de f.(F),,

f*(j:)q =

consideramos el abierto V.= U N (Y — f[X]), con ¢ € V. Luego, V C
U implica que [(U,s)] = [(V,s]v)] = [(V,0n=)0)] = Op.x),, pues sly €
L(F)(V)=F(fYV)) = F(@)={0}. Por lo tanto, f.(F), = {0}.

1.4 Espacios Anillados

La nocién de espacio anillado se basé en la nocién de gavilla formulada por
Leray, a mediados de la década del 40. En esta seccién estudiaremos los
espacios topoldgicos equipados con una gavilla de anillos, y particularmente
el espacio geométrico, donde todos los grupos de gérmenes son anillos locales,

es decir, con un unico ideal maximal.
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Una vez desarrollada la teoria de gavillas y su forma de compararlas,
ahora estamos en condiciones de introducir la nocién de espacio anillado.
Esta sera una herramienta esencial para el Capitulo 3. Comenzaremos como

de costumbre, definiendo lo que queremos estudiar.

1.4.1 Espacios Anillados

La teoria de gavillas, como lo dijimos anteriormente juega un papel funda-
mental en Geometria Algebraica. Por ejemplo, para definir la nocién de
nuestro primer objeto (espacio anillado) las definiciones anteriores son esen-

ciales.

Definicién 1.10 Un espacio anillado es un par (X,Ox), donde X es un
espacio topologico y Ox es una gavilla de anillos sobre X. Un morfismo de
espacios anillados de (X,Ox) a (Y,Oy) es un par (f, f*), con f: X — Y
una aplicacion continua y f*: Oy — f.Ox un morfismo de gavillas sobre

Y.
Los siguientes son ejemplos de espacios anillados:

Ejemplo 1.3 Todo espacio topologico X tiene una estructura de espacio
anillado definido sobre un campo k, si lo dotamos de su gavilla Cx de las
funciones continuas con valores en k, es decir, para cada abierto U de X, con-
sideramos el conjunto Cx (U, k) = {f : U — k| f escontinua}. Este con-
jJunto tiene estructura de anillo con las operaciones definidas puntualmente,
y por restricciones se consideran las usuales para funciones, es decir, para

U CV C X abiertos, se tiene el homomorfismo py; : Cx(V, k) — Cx (U, k).
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Ejemplo 1.4 Sea X = C". Para cualquier U C X abierto, consideramos
el conjunto O%(U) = {f : U — C| fesholomorfa}. Con el mismo

razonamiento que el Ejemplo 1.3, X es un espacio anillado.

Cada que se tiene un espacio anillado, podemos obtener otros de la si-
guiente manera:

Si (X,Ox) es un espacio anillado y U es un subconjunto abierto de X.
Entonces (U, Ox|y) es claramente un espacio anillado, cuyos homomorfismos
son los correspondientes de Ox.

En lo sucesivo consideraremos a los abiertos de los espacios anillados como
espacios anillados con la estructura inducida por Ox. Definimos de manera

obvia la composicién de dos morfismos de espacios anillados:

Definicién 1.11 Sean (f, f*) : (X,0x) — (Y,0y) vy (9,¢%) : (Y,0y) —
(Z,04), morfismos entre espacios anillados. Elmorfismo composicion (g, g*)o
(/. /) : (X, 0x) — (2,07), s define como (gof, (gof )F), donde (gof )ty =
fﬁ,l(W) ) g&/, para cada W abierto de Z.

Es claro que go f : X — Z es continua y que (go f)f : Oy —
(go [)«Ox = g.(f+Ox) es un morfismo de gavillas sobre Z.
La siguiente definicién captura cuando es que se consideran dos espacios

anillados como bésicamente los mismos.

Definicién 1.12 Sean (X,Ox) y (Y, Oy) espacios anillados. Un morfismo
(f, %)+ (X,0x) — (Y,Oy) es un isomorfismo si existe un morfismo
(9.9%) : (Y, Oy) — (X, Ox) tal que (f, %) o (9,6°) = (idy,ido,) y (9.9") 0
(f f%) = (idx, idoy ).
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Una propiedad importante de estos espacios anillados, es el nombre que

lleva la siguiente subseccion.

1.4.2 Espacios Localmente Anillados

En la siguiente definicién no se requiere que para todo abierto U de X, Ox (U)

sea un anillo local.

Definicién 1.13 Un espacio anillado (X, Ox) es un espacio localmente ani-
llado si para cada punto p € X, el grupo de gérmenes Ox ,, es un anillo local,
es decir, con un unico ideal maximal. Un morfismo de espacios localmente
anillados es un morfismo (f, f*) de espacios anillados, tal que para cada punto
p € X, la aplicacion inducida de anillos locales fg : Oy pp) — Oxp es un
homomorfismo local de anillos locales (es decir, fgfl(mp) = My(p), donde m,

y My son los ideales mazimales de Ox,, y Oy f(p), Tespectivamente.)

Igual que antes, si (X, Ox) es un espacio anillado local, entonces lo es
(U, Ox|y), para cualquier abierto U de X. En lo sucesivo consideraremos a
los abiertos de los espacios anillados locales como espacios anillados locales
con esta estructura.

Los siguientes son ejemplos de espacios localmente anillados:

Ejemplo 1.5 El Ejemplo 1.3 es también un ejemplo de espacio anillado lo-
cal, ya que para cada punto p € X, el anillo Cx, tiene un tunico ideal mazxi-
mal, a saber m = {[(U, f)]| f(p) = 0}. Es evidente que m es un ideal propio

de Cxp. El neutro aditivo Ocy, = [(X,0cxk)] € m, pues la funcion
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cero es nula en p € U. Ademds, m es trivialmente cerrado bajo la suma,
y cerrado bajo el producto por elementos de Cx,. Luego, si a = [(W,g)] €
Cxp/m, entonces p tiene un entorno abierto V-C W tal que g|y es no nula
en cada punto de V, por lo que podemos considerar 3 = [(V,(glv)™ )] €
Cxp, tal que aff = (W, 9)])([(V, (glv)D)]) = ([(V.glv)D(V: (glv)H)]) =
(Vyidoyvry)] = (X, idoy(x )] = idcy,. Asi, hemos probado que cualquier
elemento de Cx,/m es invertible, lo cual implica que Cx,/m es un campo,
y en consecuencia m es un ideal maximal. Es claro también que todos los
ideales de Cx, estan contenidos en m. Por lo tanto, Cx, tiene un tinico

ideal maximal. Luego, Cx , es un anillo local.

Ejemplo 1.6 El espacio anillado del Ejemplo 1.4 es local. Siguiendo las
lineas del Ejemplo 1.5, ahora para funciones holomorfas, se prueba que OS‘(,Z
es un anillo local. Sdolo recordar que si una funcion holomorfa no se anula

en z, entonces 1/ [ sigue siendo holomorfa en z.
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Capitulo 2

Cohomologia de Gavillas

En este capitulo estudiaremos la nocién general de la cohomologia de una
gavilla de grupos abelianos sobre un espacio topoldgico X. Las gavillas fofas
fueron utilizadas por primera vez por el matematico Francés Roger Gode-
ment para obtener los grupos de cohomologia de una gavilla sobre un espacio
topoldgico X. La cohomologia es una manera de asociar grupos a gavillas de
grupos (o anillos a gavillas de anillos), los cuales miden los aspectos globales
de la gavilla dada. Para mayor informacién ver [9].

En la seccién 2.1 nos concentraremos en definir una gavilla fofa, y en dar
algunos resultados importantes sobre sucesiones de gavillas, en particular
cuando una de ellas es fofa. En la seccién 2.2 construiremos la gavilla fofa
asociada, y la resoluciéon fofa candnica de una gavilla arbitraria F. En la
seccién 2.3 daremos propiedades importantes de las gavillas fofas respecto
de sucesiones de secciones locales y globales. Por tltimo, en la seccién 2.4

usando secciones globales y toda la herramienta de las secciones anteriores
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definiremos la cohomologia de una gavilla F sobre un espacio topoldgico X.

2.1 Gavillas Fofas

En esta seccién nos concentraremos en una clase importante de gavillas, las
gavillas fofas. Estas gavillas son esenciales para Capitulo 4. Antes de intro-
ducir la nocién de una gavilla fofa, daremos algunas definiciones y resultados
bésicos de sucesiones (finitas o infinitas) de morfismos de gavillas.

gi—1 gi
...... — Fii1 — Fi = Fip1—n.

Comenzaremos por estudiar sucesiones en las que la gavilla Kernel del

morfismo g; contiene a la gavilla Imagen del morfismo g; ;.

Definicién 2.1 Diremos que una sucesion de gavillas sobre un espacio topoldgico
X,

gi—1 f i
— i—1 —— i P R PPN

es un complejo de gavillas si para todo i € I, Img;_y C Kerg; (esto es en

el sentido, I'm g;—1 es una subgavilla de Ker g;), es decir, si para todo i € I,

giogi-1=0.
La siguiente definicién nos dice cuando una sucesion es exacta.

Definicién 2.2 Una sucesion de gavillas sobre X y morfismos g;

gi—1 gi
— Ji-1 i f; - f;+1—> ......

se dice que es exacta en F; si Img;_1 = Kerg;. La sucesion es eracta si es

exacta en F; para cada i € 1.
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De las definiciones 2.1 y 2.2 se sigue que toda sucesion exacta en particular

es un complejo. A una sucesién exacta de la forma:
® P
0—F —G— H—0

la lamaremos sucesion exacta corta.

En particular,
(i) 0 — F -2 G es exacta si y s6lo si ¢ es inyectiva.
(ii) g o H — 0 es exacta si y s6lo si 1 es sobreyectiva.

(iii) 0 — F 5 G L H — 0 es exacta si y sblo si o es inyectiva, ¢ es

sobreyectiva, y Ker ) = I'm .

La siguiente proposiciéon nos da una relacion entre una sucesion exacta
de gavillas y sus respectivos grupos de gérmenes, en concreto, establece que

la exactitud de sucesiones cortas se preserva bajo los grupos de gérmenes.

Proposicién 2.1 La sucesion de gavillas 0 — F —» G 2H — 0
es exacta si y solo si para todo v € X, la sucesion de grupos abelianos

0— F, 25 G, e, ‘H, — 0 es exacta.

Demostraciéon. Se sigue del Teorema 1.2, la Definicion 1.7 y los resultados
de las paginas 20 y 21. =

Sin embargo, si la sucesién corta 0 — F —= G LM — 0 es exacta,
el resultado es distinto al tomar secciones locales. La siguiente proposicion
nos dice que dada una sucesién exacta corta, la sucesion de secciones locales

es exacta s6lo en F(U) y en G(U).
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Proposicién 2.2 Sea 0 — F 2, g ¥, H — 0 una sucesion exacta de

gavillas. Para todo abierto U C X, la sucesion de secciones locales
0 — F(U) 2% GU) SLR H(U) es exacta.

Demostracion. De la Proposicion 1.1, se sigue que ¢y es inyectiva. Por lo
tanto, basta probar que Keryy = Impy. Sea s € G(U) tal que py(t) =
s para algin t € F(U). Al aplicar ¢y a la dltima igualdad se obtiene
Yu(eu(t)) = Yu(s). Luego, Yy (pu(t)) = Oxw) siy sdlo si para todo z € U,
(WYulpu(t)))s = Op,, es decir, ¥,(p.(t:)) = Ox,, la dltima equivalencia
se obtiene del diagrama inducido por los morfismos ¢ y 1. Por hipotesis
. (pz(tz)) = Op,, pues la sucesién exacta de gérmenes en particular es un
complejo. Por lo tanto, ¥y (v (t)) = Oxw), y en consecuencia ¢y (s) = Ox ().
Hemos probado entonces que Im oy C Keryy.

Conversamente, sea s € G(U) tal que ¢y(s) = Oyw). Siz € U, en-
tonces ¥, (s,) = (Yu(s))s = On,, esto es, s, € Ker,, y por hipétesis existe
t. € F, tal que ¢,(t,) = s,. Supongamos t, = [(V,,t(z))], con V, C U
abierto tal que z € V, y t(xz) € F(V,), entonces ¢, ([(Va, t(x))]) = [(U,s)]
implica que existe W, C V, abierto tal que x € W, y (v, (t(2)))|lw, =
slw,, es decir, ow, (t(z)|w,) = Slw,. Asi, tenemos una familia de secciones
t(x)lw, € F(W,), y ademéds U = J,cp Wo. Como F es gavilla podemos
conseguir una seccién t de F sobre U tal que para todo = € U, t|lw, =
t(x)|w,, para ello basta probar que para todo x,y € U, (t(z)lw,)|lw.rw, =
tW)lw,)lw.ow,- Como ww,aw, (L) |w.)lw.rw,) = ew.ow, (t(@)lw.ow,) =

Slwarw,, ¥ waow, (W) w,) lw.nw,) = slw.nw,, entonces (¢(2)|w, )|lw,w, =
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(t(y)|w,)|w.nw,, pues por hipétesis @w,nw, es inyectiva. Por lo tanto, la
seccién t existe. Entonces, @y (t) = s, pues para todo x € U, py(t)|lw, =
ew, (tw,) = ew, (t(@)|lw,) = slw,. Asl, Kervy CImpy. m

A continuacién estudiaremos gavillas que tienen la propiedad de que
cualquier seccién local se extiende a una seccion global. Estas gavillas reciben

un nombre especial, el cual es dado en la siguiente definicién.

Definicién 2.3 Una gavilla sobre un espacio topoldgico X se dice que es
fofa, si cualquier seccion de F sobre un abierto arbitrario U de X se extiende
a una seccion sobre X, es decir, si la aplicacion restriccion pyy + F(X) —

F(U) es sobreyectiva.

Esta definicién es equivalente a decir que para todo U C V abiertos de
X, la sucesion F(V) — F(U) — 0 es exacta. En efecto. Necesidad.
Sea s € F(U), por hipétesis existe t € F(X) tal que prps(t) = s. En-
tonces, t|y € F(V) es la preimagen de s, pues pgr,,(tlv) = pry(tly) =
pri(pFy(t)) = priy(t) = s. Por lo tanto, pg,p; = F(V) — F(U) es so-

breyectiva. Suficiencia. Basta tomar V = X.

Nétese que si F es fofa, F(U) estd completamente determinado por F(X).
Mas adelante probaremos que las gavillas fofas son abundantes, es decir,
que dada una gavilla F siempre es posible construir una gavilla fofa (que

denotaremos por C'z) tal que tiene a F como subgavilla.

En la Proposicién 2.2 se probé que dada una sucesién exacta corta, en-
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tonces la sucesién de secciones locales es exacta en F(U), y en G(U). La
siguiente proposicién nos da una condicion suficiente para tener la exactitud
en H(U), y ademds nos dice bajo que condiciones, dadas dos gavillas fofas lo

es una tercera.

Proposicién 2.3 1. Para una sucesion exacta de gavillas de grupos abelianos

sobre un espacio topologico X
¥ P
0 —F —>G—H—0O.

St F es una gavilla fofa, entonces para cualquier abierto U de X, la

sucesion
0 — F(U) 2% GU) SR H(U) — 0 es exacta.
2. Para una sucesion exacta de gavillas de grupos abelianos

0—F-25g-5H—0.

Sit F y G son fofas, entonces también lo es el cociente H.

Demostracién. 1. Por la Proposicion 2.2 basta probar que ¥y es sobreyec-
tiva. Si U = &, no hay nada que probar. Si U # @ . Para s € H(U),

consideramos el siguiente conjunto:
M ={(V,t)|V C U es un abierto, y t € G(V) satisface ¢y (t) = s|y }.

Debido a la sobreyectividad de ¢, M # @. En efecto, si x € U, la

hipétesis y la Definicién 1.7 implican que ¢, : G, — H, es sobreyectiva.
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Luego, como s, es un gérmen de H, existe t, € G, tal que ¥,(t,) = s,.
Supongamos t, = [(W,t)], con W C U abierto tal que z € W,y t € G(W),
entonces [(U, s)] = [(W, ¥w(t))], es decir, existe V. C UNW abierto tal z € V,
v slv = Yw(t)|v. Por otro lado, como V' C W, el diagrama conmutativo
inducido por 1 nos da la igualdad s|y = ¥y (t|y). Por lo tanto, (V,t|y) € M.
Asi, M es no vacio.

Definimos una relacién en M como sigue: para (Vi,t1), (Va,ta) € M,
(Vi,t1) < (Va,ta) sty solosi Vi C Vo C U vy ta]y, = t;. Entonces, (M, <) es

un conjunto ordenado. En efecto, la relacion es:
1. Refleziva. Es claro que (Vi,t1) < (Vi,t1), pues Vi C Vi y ti|y, = t1.

2. Antisimétrica. Si (Vi,t1) < (Va,ta) y (Va,t2) < (Vi,t1), entonces V; C
Vo y talyy, = t1, Vo C V1 y 1]y, = Lo, v esto implica que Vi = Vo y £y =
t;. La tultima igualdad se deduce de cualquiera de las dos igualdades
taly, = t1 o ti|y, = ta, en efecto, t; = pg“;?(tg) = pg%(tg) =t5. Por lo

tanto, (Vi,t1) = (Va, t2).

3. Transitiva. Si (Vi,t1) < (Va,ta) < (V3,13), entonces Vi C Vo y to]y, =
t1, Vo C V3 y t3]y, = ta, luego Vi C V3 y 13|y, = t1. La tdltima igualdad

resulta al restringir t3|y, = to al abierto Vi. Asi, (Vi,t1) < (Va,t3).

Consideremos la familia {(V;,t;)]i € I} € M tal que para todo i,j €
I, (Vi,t;) < (Vj,t5) o (Vj,t;) < (Vi,ti), es decir, un conjunto totalmente
ordenado de M. Probaremos que este conjunto tiene un elemento maximal.

Para ello vamos a considerar el abierto V' = J,.; Vi contenido en U. Si
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i,7 € I, entonces podemos suponer V; C V;, por lo que V; NV; =V;, asi para

todoi,j €1, t;

vinv; = tilv, = tj|V¢ =t vinv; - Luego, existe t € Q(V) tal que

para todo ¢ € I, t|y, = t;. Asi, (V,t) es un elemento de M. En efecto, para
todo i se tiene (v (t))|v, = Vv, (tly;) = Vv, (t;) = slv, = (s|v)]v;. Por lo tanto,
Yy (t) = slv, y para todo i, (V;,t;) < (V,t), en consecuencia (V,t) € My
es un elemento maximal para el conjunto dado. Luego, por el Lema de Zorn
existe un elemento maximal, digamos (17,?) en M. Probaremos que V = U.
Supongamos que 1% # U, entonces existe z € U tal que = ¢ V. Como
1, es sobreyectiva y U es abierto, podemos encontrar una vecindad abierta
Ve, CU dezyt® e G(V,) tal que ¢y, (t*) = sl|v,, es decir, (V,,t") € M.
Consideremos el abierto W = V, N 17, yu =ty — t~|W una seccion de G
sobre W. Al aplicar ¢y a este elemento, se tiene:

D (1) = dw (t*|w = tw) = dw (t*|w) = dw (tlw) = v () lw — ¥y (E)lw =
(slv.)lw — (slg)lw = slw — slw = Oxaw). En la tercera igualdad hemos
utilizado los diagramas conmutativos para los abiertos de X, W C V, y
W C V inducidos por ¥. Asf, como u € Ker iy existe v € F(W) tal que
ow(v) = u. Puesto que F es fofa, vy = v para algin v € F(X). Luego,
vx(0) € G(X), y como V, € X podemos considerar ¢y, (v]y,) € G(Va).
Consideremos el abierto V U V,, y los elementos t* — ¢y, (3)y,) € G(Va) v
T € G(V). Puesto que (t* — oy, (Dlv,)lw = t|w — ov, @lv,)w = tlw +u —
ow@w) = tlw +u— ow(v) = tlw v G es gavilla, existe £ € G(V U V,)
tal que £l =1 y v, = t» — v, (V]y,). Esto implica que (V UV, ) € M.
En efecto, es claro que VU V. es un abierto en U y VCvu V.. Ademas,

Yooy, Dlv, = Uv, () = v, (te — v, (Uh,) = v, (t) — Yy, (ov, (V]2) =
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slv, = (sl ¥ Wiy, (D)5 = (slguy,)lp- Por lo tanto, vp,, (1) =

8|y, » v entonces (‘7 UV,,t) € M. Este hecho es una contradiccién, pues
(‘7,5 es un elemento maximal de M. Por lo tanto, U = \7, y entonces vy
es sobreyectiva, ya que 9y (t~) = sy implica que ¢y (t~) =sly =s.

2. Sea U C X abierto, y s € H(U). Como F es fofa, de 1 se tiene la

sucesion exacta
0 — F(U) 2% G(U) 22 H(U)—0

Entonces, existe t € G(U) tal que ¢y (t) = s, pero dado que G también
es fofa, existe t € G(X) tal que t|y = t, luego t € G(X) implica que ¥y (t) €
H(X), y entonces vx(lo = vu(lv) = vu(t) = 5. Por lo tanto, py¥ -

H(X) — H(U) es sobreyectiva, es decir, H es una gavilla fofa. m

2.2 Construccion de la Gavilla Fofa Asociada

En la seccién anterior estudiamos las gavillas fofas y algunos resultados
bésicos respecto de las sucesiones exactas de gavillas. En esta seccién va-
mos a construir la gavilla fofa asociada a una gavilla F, y construiremos su

resolucion fofa candnica.

Sea F una gavilla sobre un espacio topolégico X, y U un abierto de X.

Consideramos el conjunto de funciones:

Cr(U)={s:U — H F. |para todo z € U, s(z) € F.}.

zelU
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Luego, nos preguntamos si es posible ver a F(U) como un subconjunto de
Cr(U), y la respuesta es afirmativa de la siguiente manera: Para t € F(U)
asociamos una funcién del conjunto C'x(U), que denotaremos por t, esto es:

tst: U — H]:x, tal que z+—t, € F,
zeU

La aplicacién iy : F(U) — Cx(U) es inyectiva. En efecto, sea s € F(U)
tal que iy(s) = Oc, (), entonces para todo z € U, s, = 0z, (evaluacién de
funciones), y del Teorema 1.1 se tiene que s = Oz). Asi, iy es inyectiva.

Nétese que como [], ., F, tiene estructura de grupo abeliano, entonces
Cx(U) tiene dicha estructura también.

Probaremos que C'x es una gavilla de grupos abelianos. Para U C V C
X abiertos definimos las restricciones como las restricciones usuales para

funciones, es decir,

pory : Cr(U) — Cx(V)
s:U—=ThewFar—slv:V—Tlev Fa
L Cr(@) ={s5: 0 — [l,ex Fe} = {0}
2. pcfg = 1dcg(U)-
3. SiU CV C W son abiertos de X, es claro que pc,|; = pesg; © posty -

4. Sean U un abierto de X, y {U;};c; una cubierta abierta de U. Sea

s € Cr(U) tal que s|ly, = Oc, ). Siz € U, entonces existe iy € I tal

que z € Uy, luego s(z) = s
cero de Cx(U).

v, () = 0. Por lo tanto, s es la funcién
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5. Sea s; € Cx(U;) una familia de secciones tales que para todo 4, j en I,

silvinu; = 8jlv.nu,- Tenemos que probar que existe s € Cx(U) tal que

para todo i, s|y, = s;. Para ello basta considerar la funcion:

s:U— H]-}, tal que z — s(z) = s;(2) si z € U;.

zeU

La funcién s estd bien definida y tiene la condiciéon que queremos. En
efecto, si zyp € U; N Uj, entonces s;(z9) = sj(20), pues por hipdtesis
siluinv; (2) = sjluinu; (2) para todo 2z € U; N Uj. Por construccion

slu, = s; para todo i € I. Por lo tanto, C'r es gavilla.

Como 1y es inyectiva, F es una subgavilla de la gavilla C'z, es decir, la
sucesion 0 — F — C'r es exacta. Entonces, resta probar que para todo U
abierto de X, la sucesion Cz(X) — Cx(U) — 0 es exacta. Si s € Cx(U),
entonces es de la forma:

s: U — H}"m, tal que z+— s(z) € F,.
zeU

Construimos la funcién t € C'x(X) como sigue:

25:X—>1_[.7:9,j

zeX

0z

z

si z¢U
z—t(z) =
s(z) st zeU.

Entonces, por construccion t|; = s. Por lo tanto, C'x es fofa.
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Nuestro siguiente paso es construir la resolucién fofa candnica de una

gavilla arbitraria . Comenzaremos por definir una resolucién fofa canénica.

Definicién 2.4 Para una gavilla F sobre un espacio topoldgico X, una
sucesion exacta
0 — F — G — Gg' — G> — G — ... se dice que es una

resolucion fofa de F si para todo j > 0, las G' son gavillas fofas.

Construccion:
Sea F una gavilla sobre X. Consideremos su gavilla fofa asociada C'z, de

la inyectividad de i : F — C'r se tiene la sucesiéon exacta de gavillas
0 — F % Cf.

Como F es una subgavilla de C'r podemos considerar la gavilla cociente,

es decir, F; := Cr/izg(F). Asi, se tiene la sucesién exacta
0— F -5 Cr 25 7 — 0.

Luego, como F; es gavilla consideramos su gavilla fofa asociada C'z, para

obtener la sucesién exacta
iF
0— ,7'—1 -5 C Fi-
Al componer se obtiene la sucesién exacta
iF ODF

0— F 5 Cp 28 O

En efecto, iz, inyectiva implica que Ker (ig, o pr) = Kerpr = Imir.
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Anélogamente, se tiene la sucesién exacta
iy PFy .
0— F, — Cr, — Fo — 0, donde F := Cx [ig (F1).

Nuevamente, para la gavilla F, consideramos su gavilla fofa asociada C,,

para obtener la sucesién exacta
i,
0— ]:2 I O]:Q.
Al componer nuevamente se obtiene la sucesién exacta
ir iF 0 1f2 opFy
00— F — C]: C(]:1 C(]:2

En efecto, iz, inyectiva implica que Ker (ig, o pr,) = Kerpr, = Imig,
por otro lado, pz sobreyectiva implica que I'm (ix, o pr) = Imiz. Por lo
tanto, la sucesién es exacta en Cr,.

Repitiendo el proceso para la gavilla F5, obtenemos la sucesién exacta

PF

0 RN f2 ﬂ) 0.7:2 f37 donde fg OfQ/ZfQ(‘FQ)

‘s iF: .
Como la sucesion 0 — F3 —> C'g, es exacta, al componer se obtiene

2.7:1 opFr

iFyOPF iF30PF
0— f C]: C]:l 250 C]:2 i C]:3

O tra vez, iz, inyectiva implica que Ker (ix, o pr,) = Kerpg, = Imig,,
y pr, sobreyectiva implica que I'm (ix, opg ) = Imiz,. Entonces, la sucesiéon
es exacta en C,.

Siguiendo el mismo proceso se obtiene una resolucién fofa de F, esto es

61 62 on— 1 on
0— F -5 C'f C}—>C’3¢H... — O — CF —
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n

0. ; 1. — — 0
donde ¢° := ix o pr, & = ix 0pF,..., 0" = ix, ., ODF,, ..,y Cr = Cf,

Cr, = CL, Cp, = C2, ..

Esta resolucion es llamada la resolucion fofa candnica de la gavilla F.

2.3 Propiedades de las Resoluciones Fofas
Canonicas

En lo que sigue estudiaremos propiedades importantes de las resoluciones
fofas candnicas respecto de una sucesion de gavilla. El siguiente teorema nos
dice que las resoluciones fofas inducen diagramas conmutativos exactos, y

para probarlo necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.1 Sean F,G, yH gavillas sobre un espacio topologico X, y U un
subconjunto abierto de X. Si la sucesion de grupos abelianos

0 — FU) 2% GgU) SLR H(U) — 0 es exacta. FEntonces, para todo
x € X, la sucesion de gérmenes

0— F, 25 G, e, ‘H, — 0 es exacta.

Demostracién. Sea x € X. Por la Proposicion 1.1, ¢, es inyectiva, y la
Proposicién 1.2 junto con la Definicién 1.7 implican que 1, es sobreyectiva.
Asi, resta probar que Ker, = Im p,.

Sea t, € Kert,. Supongamos t, = [(U,t)], con U abierto en X tal
que x € U, yt € G(U). Entonces, ¥.([(U,t)]) = [(U,vy(t))] = On,, es

decir, existe V' C U abierto tal que x € V' y ¢y(t)|lv = Oxv), esto es,
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Yy (tly) = Opnqvy, entonces t|y € Kerty, y por lo tanto existe s € F(V)
tal que @y (s) = tly. Luego, to = [(U,1)] = [(Vitlv)] = [(Viev(s))] =
0. ([(V.s)]). Asi, Ker, C Imy,. Conversamente, si t, € Imy,, entonces
existe s, € F, tal que ¢.(s;) = t,. Al aplicar ¢, a la igualdad anterior
se tiene Yo (pa(se)) = Yu(ta). St se = [(U,s)], entonces ¢ (p([(U, 5)])) =
Yo ([(U, 0u(9))]) = [(U,Yu(pu(s)))] = [(U,0xwy)], pues la sucesién exacta en
particular es un complejo. Por lo tanto, ¢,(t,) = 0y,, y en consecuencia
Imy, C Keri,. Asi, Imp, = Keri,. m

El siguiente teorema es el primer impacto de las resoluciones fofas canénicas

sobre una sucesion exacta de gavillas.

Teorema 2.1 Para una sucesion exacta de gavillas de grupos abelianos
0— F -2 g 2, H— 0,

el diagrama inducido por las resoluciones fofas candnicas de F,G, H

0 0 0
! ! !

0O - F —-— G — H — 0
! ! !

0 - C - Cg — C — 0
! ! !

0 - C - C —- C — 0
! ! !
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es conmutativo, y ademds todas las sucesiones verticales y horizontales son

exactas.
Demostraciéon. Como primer paso probaremos que la sucesion
0o ¢ ~0 ¥ 0
0 — Cr — Cg — O3 — 0 es exacta.
Por el Lema 2.1 basta probar que para todo U C X abierto, la sucesion
0 $U. A0 Yo, A0
0 — Cx(U) — Cg(U) — Cy(U) — 0 es exacta.

Definimos a ¢Y; como sigue:

& CUU) — CYU)
s @ (5)(1) = (1)) € Gy, para todo y € U,

Donde C3(U) = {s : U — [[,cp Fu |para todo y € U, s(y) € F,}, v
C(U) ={s:U — [l,ep G« | para todo y € U, s(y) € G,}.

Y estd bien definida. Sean s,r € C%(U) tal que s = r, entonces para
todo z € U, s(z) = r(z). Si z € U, entonces ¢¥(s)(z) = ¢.(s(x)) =
pa(r(@)) = @ (r) (). Por lo tanto, @) (s) = ¢ (r).

©% es un homomorfismo de grupos. Sean s,r € C%(U) y x € U, entonces
ey (st+r)(@) = @a(s(x)+r(2) = @a(s(2)+a(r(z)) = i (s)(@)+oy (r)(z) =
ot (s) + @ (r)](@)-

oY es inyectiva. Sea s € C(U) tal que oY (s) = Ocy(w): entonces para
todo z € U, ¢¥(s)(x) = Og,, es decir, p,(s(z)) = 0g,, luego s(x) = 0z,, pues
por hipdtesis ¢, es inyectiva. Por lo tanto, s = OC% )

De manera analoga definimos
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W+ CYU) — CY(U)
51— U()(9) = %y (5(1)) € H,, para todo y € U,
Sea s € Im ¢Y;, entonces existe una funcién ¢ € C%(U) tal que ¥ (t) = s.
Al aplicar ¢¥, a la igualdad anterior, obtenemos ¥ (¢%(t)) = ¥ (s), luego
para @ € U, 606 (0)(z) = tu(e()®) = bu(0alt(@))) = On, pues la
sucesion de gérmenes en particular es un complejo. Por lo tanto, para todo
z €U, ¥Y(s)(x) = 04, es decir, s € Ker ;. Entonces, hemos probado que
Im @Y C Ker?. Conversamente, si s € Ker Y, entonces para todo z € U,
PP (s)(x) = Oy, es decir, ¥, (s(x)) = Oy, es decir, s(z) € Ker i, = Im ¢,
luego existe t, € F, tal que ¢, (t;) = s(x). Asi, es natural definir la funcién
a:U— H]:’”’ tal que z — a(z) =t,.
zeU
Entonces, para todo z € U, ¢%(a)(z) = p.(a(z)) = ¢.(t,) = s(z). Por
lo tanto, oY (a) = s. Luego, Ker v C Im Y.
VY es sobreyectiva. Sea s € Cy(U) y x € U, entonces s(x) € H,, luego
¥, (t:) = s(x) para algin t, € G,. Otra vez, definimos una funcién r € C3(U)
como sigue:

r:U— HQI, tal que = — r(z) =t,.
zelU

Entonces, ¥ (r) = s. Asi, 1, es sobreyectiva. Por lo tanto, la sucesién

0 0
0— C% % o AN CJ, — 0 es exacta.
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Por otro lado, como el diagrama

HU) —— C}(U)

de secciones locales es conmutativo, entonces el diagrama de gavillas

0 0 0
! ! !

0 —- F — G — H — 0
! ! !

0 - C% — C§ — C}, — 0

también es conmutativo.

Como segundo paso probaremos que la sucesién
19 Y
0— Cr — Cg — C;y — 0 es exacta.

Para ello vamos a considerar el siguiente diagrama:
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0 0 0
! ! !

0 — F 4 ¢ 4L H — 0
! ! !

0 — % 2o oy — 0
! ! !
0—>.’F1i0>g1£>7'{1—>0
! ! !

0 0 0

donde Fy := C%/ir(F); G = CY/ig(G), y Hy := C}/ir(H) son las gavillas
cocientes. Como antes, la exactitud de la tercera fila me dard la exactitud

de la sucesiéon deseada.

Otra vez, por el Lema 2.1 es suficiente probar que para todo U C X

abierto, la sucesién
24 o)
0— F(U) — Gi(U) — H1(U) — 0 es exacta.

Vamos a definir @Y, como sigue:
¢y F(U) — Gi(U)

s +iru)(F(U)) — 0 (s) +igw)(G(U))
Para probar que @}, estd bien definida basta ver que ¢} (izw)(F(U)))

N

igw)(G(U)). Sea s € Cg(U) € @(irw)(F(U))), entonces ¢f(t) = s para

algin t € irq)(F(U)), luego izqn(t') = t para algin ¢ € F(U), asi s =
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oY iz (t) = igw)(pu(t')), pues el diagarama de abajo es conmutativo.

Por lo tanto, s € igw)(G(U)).

@Y es inyectiva. Sea @ (s+iran (F(U))) = igw)(G(U)), es decir, ¢ (s) €
igw)(G(U))(no olvidar que ¢ (s) es una funcién), luego existe t € G(U) tal
que igan(t) = ¢P(s). Sea xz € U, entonces t, = ¢,(s(x)) en G,, luego
Ui (ty) = ¥a(pz(s(z))) = Oy, pues la sucesién de gérmenes en particular
es un complejo. Por lo tanto, t, € Ker,. Supongamos t, = [(U,t)],
por hipétesis t, = ¢.((ay,).) para algin (ay,), = [(Vi,an,)] € Fu, con
x €V, CU abierto y ay, € F(V,). Luego, puesto ¢, es inyectiva, (ay, ), =
s(x). Nétese que ay, € F(V,), con x € U es una familia de secciones, y
U = U,ep Ve Para conseguir una seccion o de F sobre U basta probar
que para todo x,y € U, CYVz|VmVy = ay,|v,ny,- SiVp, NV, = &, entonces
no hay nada que probar, pues tendriamos secciones en F(&) = {0}. Si
VeaNV, # @. Sea z € V, NV, por hipdtesis ¢, es inyectiva, por lo tanto,
e:(((av,)lverv, )=) = @:(((av,)lv.ny,):) implica que av, |v,nv, = av,|v.av,-
Entonces, existe o € F(U) tal que para todo x € U, aly, = ay,. Luego,
az = s(x), pues az = [(U,a)] = [(Va, alv,)] = [(Va, o) = (av,)e = s().
Por lo tanto, ir)(a) = s, es decir, s € iz (F(U)). Asi, ¢Y es inyectiva.

Anélogamente definimos:

Uy Gi(U) — H(U)
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s +igw)(G(U)) — ¥i(s) + irw) (H(U)).

De manera similar se prueba que ¥g; (ig)(G(U))) C inuy(H(U)). Por lo
tanto, 7:[;?] estd bien definida.

U9 es sobreyectiva. Sea s + iney(H(U)) € Hi(U), con s € CP(U).
Entonces, existe s’ € C3(U) tal que ¢{;(s") = s. Al aplicar pg (la proyeccion)
seguida de J(O] a s', se obtiene J[O](pg(s’)) = J(O](s’ +igan(G(U))) = v (s') +
inw)(H(U)) = s + inw)(H(U)). Lo que queriamos.

Por otro lado, sea s+ ig)(G(U)) en la imagen de @Y, entonces existe ¢ +
irw)(F(U)) € Fi(U) tal que @ (t +izw)(F(U))) = s+igw)(G(U)), esto es,
s—pi(t) € igwy(G(U)), al aplicar ¢ resulta ¢f;(s) € inw)(H(U)) C CL(U).
Por 1o tanto, F)(s + ig@y(G(U))) = Y(5) + in) (D)) = irge (H(D)), es
decir, s + iy (G(U)) € Ker g%, luego Im 3% C Ker 4%

Para probar la otra contencién haremos uso de la Proposicion 2.1, es
decir, probaremos que Ker Jg = Im@?. Como Img? C Ker 1;8, entonces
Im @ C Ker?, asf resta probar que Ker1? C Im 3°. Trabajaremos con el
diagrama de los grupos de gérmenes. Seat € (C9), tal que Jg(t—i- (ig(9)).) =
(i3(H))z, entonces ¥2(t) € (iy(H))., luego existe h € H(V,), con V, abierto
en X, tal que ¥2(t) = (in(h))s, pero dado que (ix(H))s = (in).(H,), se
tiene que ¥2(t) = (i) (hs), he € H,. Como v, es sobreyectiva, ¥, (s;) = h,
para algin s, € G,. Luego, del diagrama conmutativo

QIL

H.
(ig)xl J/(iH)x

90
(Cg)e —— (C3))u
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se tiene ¥2((ig)z(s.)) = ¥2(t), es decir, t — (ig)s(s.) € Kery? = Im @Y,
es decir, ©2(b) = t — (ig).(s;) para algin b € (C%),, es decir, t = ©2(b) +
(ig)z(sz) € (CQ)z. Al tomar clase (ig(G)), resulta ¢ + (ig(G)). = @%b +

(i7(F)),). Por lo tanto, Ker 1;2 C Im@°. Luego, la sucesiéon

0 — F(U) 2% G(U) 25 Hy(U) — 0 es exacta,

y en consecuencia lo es la sucesion
1 1
® Y
0—cr 2o ol .

Repitiendo la misma construccion se prueba la exactitud de las sucesiones
horizontales. Las sucesiones verticales son exactas trivialmente. m

El siguiente corolario es una generalizacion de Teorema 2.1.

Corolario 2.1 Para una sucesion evacta de gavillas
1 2 3
@ ¢ ¢
0—F —F — F3— ...
las resoluciones fofas candnicas de cada una de las gavillas, nos dan el si-

guiente diagrama conmutativo
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0 0 0 0
! ! ! !

0 — 7 = ¢y, — Cr — C7 —
! ! ! !

0 — F == ¢y, — Cr — (03, —
l ! ! !

0 — Fy 2 cy, — Cr — C} —
! ! ! !

donde todas las sucesiones horizontales y verticales son exactas.

Demostracion. Para probar la exactitud del diagrama, como primero paso
definiremos de manera general ¢%7; para j > 1.

Sea U un abierto de X. Entonces,

pp’ : C (U) — C%. . (U)
s — 0P (3)(y) = ¢ (s(y)) € (Fjs)y

para todo y € U, donde @) : (F;), — (Fj41)y es el homomorfismo de

, : - 0,
gérmenes. De la prueba del Teorema 2.1 se sigue que para todo j > 1, ¢/
estd bien definida. Probaremos primero la exactitud de la sucesién

0,7—1
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Si s € Kergy', entonces o' (s) = OC%Q(U), luego para todo y € U,
@, (5(y)) = 0(xy),, es decir, s5(y) = 0z, Asi, s = Ocy. @) ¥ por lo tanto oy
es inyectiva.

De manera general probaremos que para todo j > 1, Ker ¢y OItl —
Imey’. Sea s € C%. .. (U) tal que ¢y 0Tt (s) = OC%]'+2(U)' Por definicién
para todo y € U, 9] (s(y)) = O(z,,,),, es decir, s(y) € Ker o)™ = Im ],
por lo que existe o, € (Fj), tal que @) (o) = s(y). Como tenemos una

coleccién oy, € (F;)y, es natural definir la funcién
t: U—>H )z, tal que y— t(y) = oy,

Siguiendo las lineas de la demostracién del Teorema 2.1 se sigue que

0,5+1 C ]m SDOJ'

Ker ;7

Conversamente, sea t € [ m(p 7 entonces goo’j (s) = t para algin s €
C%.(U). Al aplicar ¢y 07 se obtiene i T (ol (s)) = @ TH(t), entonces
go(()]’jﬂ(t)(y) = cpj“(gog’j(s)(y)) = 0(,,,), para todo y € U, por lo tanto
te Keroi/ ™. Asi, Imgyy C Ker ot

Hemos probado entonces que la sucesién de secciones locales es exacta.

Luego, del Lema 2.1 y la Proposicion 2.1 se sigue la exactitud de la sucesién
0—CY 250y — . — 0y oL oy —

Para probar que la tercera columna es exacta se hace como en el Teorema

2.1, es decir, vamos a considerar el diagrama
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0 0 0
I ! !
o — A 2L 0K L m
I ! !
0,1 0,2
o — o 2w 2 g —
l ! !
0 . (50’1 0 . QZO’Q 0 .
0 — C.'F1/Z]:1(]:1) - C}'Q/Z]:Q(f2) - C]—‘3/Z]-'3(7:3) I
! ! !
0 0 0

Entonces, la prueba se concluye siguiendo los pasos del Teorema 2.1. =

La siguiente proposicién es una consecuencia de la Proposicién 2.2.

Proposicién 2.4 Si 0 — F S, Go 2 G 25 Gy 25 Gy — .
es una resolucion fofa de la gavilla fofa F. Entonces, para cualquier subcon-
gunto abierto U de X, la sucesion

0 — F(U) — Go(U) — Gi(U) — Go(U) — G5(U) — ..

es exacta.

Demostracion. Por hipdtesis se tiene la sucesion exacta
0— F L Gy 25 Imgy — 0,
donde I'm gy es la gavilla imagen. Como F y G, son fofas, de la Proposicion
2.3 se sigue que I'm gq es fofa, y para todo abierto U de X, la sucesion
0 — F(U) 25 Go(U) Y I go(U) — 0

es exacta. Por hipdtesis también se tiene la sucesion exacta
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0— Imyg LN g1 L, Coker gg — 0,
y otra vez, C'oker gy es una gavilla fofa, y para todo U C X abierto la sucesién
0 — Imgy(U) 2, Gi1(U) ho, Coker go(U) — 0
es exacta. Al componer las sucesiones de secciones locales, obtenemos la
sucesion exacta
0 — F(U) 2 Go(U) LY 6,(U) 22 Coker go(U) — 0,
pues (go)v = (i) o (go)v, vy Ker hy = Im (go)y trivialmente.
Luego, como I'm gy = Ker gy, entonces Coker go = G1/Im gy = G1/Ker g1,
y por el primer teorema de isomorfismo Coker gy = I'm g;. Por lo tanto, la
sucesion
0 — Coker g , Go L5 Imgy, — 0
es exacta. En efecto, es trivial ver que j y go son inyectiva y sobreyectiva,
respectivamente. Ademéds, Kerg, = Img, = Coker gy = Imj. Nueva-
mente, por la Proposicion 2.3 la gavilla I'm gy es fofa, y la sucesion
0 — Coker go(U) 2% Go(U) Y Im go(U) — 0
es exacta. Al componer resulta que la sucesién

0 — F(U) 1% 6o(U) "% ¢, ()

5 Go(U) X Iim go(U) — 0

es exacta. En efecto, s6lo resta probar la exactitud en el término Go(U), pero
Ker (g2)y = Imjy = Coker go(U) = Im (hy ), pues hy es sobreyectiva.

Repitiendo la construccién anterior obtenemos la sucesién exacta
0— F(U) — G(U) — Gi(U) — G(U) — G5(U) — ...

Asi, la proposicién queda probada. =
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En la siguiente seccién definiremos los grupos de cohomologia de una
gavilla arbitraria F, y bajo las condiciones de la Proposicién 2.4 concluiremos
trivialmente que todos los grupos de cohomologia de F son nulos a excepcion

del O-grupo.

2.4 Grupos de Cohomologia

En esta seccion definiremos los grupos de cohomologia de una gavilla F

sobre un espacio topolégico X, usando como lo dijimos en la introduccion,

el método de las resoluciones fofas. Sea
0—F-g g g2 g8,

una resolucién fofa de la gavilla F. Al tomar secciones globales obtenemos

la sucesion de grupos abelianos

—1
dx % % %

0 G(X) = GHX) = G*(X) = GP(X) — .
Considerar la sucesion de secciones globales serd la manera que utilizare-
mos para definir los grupos de cohomologia de la gavilla F sobre el espacio
X. Como la resolucién fofa dada es exacta, en particular es un complejo, es
decir, 6" 0 0" = 0, n = 0,1,2,.... Luego, 6% od% =0,n=0,1,2,..., es
decir, la sucesion de secciones globales al menos es un complejo. En efecto,
si s € G"(X), entonces 0% (6% (s)) = Ogn+1(x) si y sélo si para todo y € X,
(§%H(0%(s))), = Ogn+1, es decir, (057(dy(sy))) = Oga+r. Por hipdtesis la
tltima igualdad se cumple. Por lo tanto, %™ (8% (s)) = Ogn+1(x). El he-

cho de que la sucesién de secciones globales es sélo un complejo y no una

sucesion exacta nos garantizard que los grupos de cohomologia que definire-
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mos enseguida, ademas del 0-grupo de cohomologia no todos seran nulos.
Vamos a definir los grupos de cohomologia, midiendo hasta que punto la

sucesion de secciones globales es exacta. Esto es; definimos
H"(X,F) = Kerd%/Imdéy "', n=0,12,..,

donde 65! = 0.

Para cualquier gavilla F siempre se tiene que H°(X,F) = F(X). En
efecto, H'(X, F) = Ker 0% /Iméy' = Ker 0% /0go(x) = ix(F(X)) = F(X).

En realidad pudiera ser que la notacién H™(X,F) no fuera razonable,
puesto que para otra resolucion fofa de F los grupos de cohomologia podrian
resultar totalmente distintos. Sin embargo, més adelante mostraremos que
H™(X,F) es independiente de la eleccién de cualquier resolucion fofa de la
gavilla F. Este hecho justificara la notacién del grupo de cohomologia, y
entonces H" (X, F) sera el n-ésimo grupo de cohomologia de la gavilla F.

El 0-grupo de cohomologia puede también obtenerse usando una cons-
truccion de sucesiones exactas. Cuando la gavilla F es fofa todos los grupos
de cohomologia son nulos excepto el cero grupo. El siguiente corolario justi-

fica este hecho.

Corolario 2.2 Para una gavilla fofa F, tenemos que
H"(X,F)={0}, n=1,23,..

Demostraciéon. Se sigue de la Proposicion 2.4. m
Enseguida probaremos que los grupos de cohomologia no depende de la

resolucién fofa que se tome para la gavilla F.

Pégina 57



Cohomologia de Gavillas Capitulo 2

Teorema 2.2 Para cada entero n > 0, H"(X,F) estd determinado unica-
mente por F y X, independientemente de la eleccion de la resolucion fofa

que se tome para F.

Demostracion. Sean
O—>]:—>go—>g1—>92—>g3—>,,,
una resolucion fofa de F |y
0—F—CY—Ck—C:t— ... —Cp—CF!'— .
su resolucién fofa candnica.

Para diferenciar estas resoluciones usaremos la siguiente notacién: R.F'
parala resolucion fofa, vy R.F.C parala resolucion fofa candnica. Probaremos
entonces que los grupos de cohomologia definidos por R.F, y R.F.C' son
isomorfos.

Del Corolario 2.1 se tiene el siguiente diagrama conmutativo,

0 0 0 0 0
! ! | ! |
0 - F —- ¢ — ¢ - ¢ - ¢ -
! ! | ! |
0 = C} = Ch — Ch = Ch — Ch —
! ! | ! |
0 = Ch = Ch — Ch = Ch — Ch —
! ! | ! |
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donde todas las filas y columnas son exactas. Puesto que la gavilla F no es
fofa, de la Proposicion 2.2 se sigue que la sucesiéon de secciones globales
0 — FX) — ¢°(X) — G'(X) — G*(X) — G°(X) — ..
a lo més es exacta en G°(X). Luego, de la construccién de los grupos de
cohomologia (pag. 56) debemos considerar la sucesion de secciones globales
0— G%X) — G'(X) — G*(X) — G*(X) — ...

y como esta sucesion es solamente un complejo, no todos los grupos de
cohomologia de la gavilla F sobre X son nulos. Las mismas observaciones
son validas para la resolucién fofa canénica de F.

Asi pues el diagrama anterior induce el siguiente diagrama conmutativo

de grupos abelianos

0 0 0
! ) !

0 - ¢X) — ¢'(X) - X)) —
l ) ) )

0 — C’%(X) — C’SO(X) — C’gl(X) — CSZ(X) —
l ) ! )

0 — CHX) — Ch(X) — CL(X) — CL(X) —
l ! ! !

Entonces, por la Proposicion 2.4 todas excepto la primer fila y primer

columna son sucesiones exactas. Por simplicidad usaremos la siguiente nota-

cion: A" =G"(X), B"=CHX)y C = Céi'
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Asi, tenemos el diagrama conmutativo

0 0 0
! ! !
—1 0 1 2
g ¢ U A 5 22 5
0 1 2
! 1l “l “ 1
0 0,0 0,1 0,2
0 — RBY =, (oo 5 o1 T 02 O
0 0,0 0,1 0,2
d l d l d l d l
1 1,0 1,1 1,2
0 — pB' £, (w0 S o S o2 O
dl dl,O dl,l 1,2
! | | o
2 2,0 2,1 2,2
0 — B2 =, (20 L 21 O o220 00
d2 d2,0 d2,1 2,2
! ! ! L

Entonces, queremos probar la existencia de un isomorfismo
" Kerd"/Imd""' — Ker§"/Imds™™', n>0,

donde d™!' =0 y 6! = 0. De manera sistematica para n = 0, f° es un iso-
morfismo, pues en general es cierto que Hy (X, F) = F(X),y HY n (X, F) =
F(X), por lo que HY (X, F) = HY . o(X,F). Construiremos este isomor-
fismo usando el diagrama anterior.

Sea b € BY tal que d°(b) = 0p1. Como el diagrama es conmutativo y &' es
inyectiva, Oc1.o = €' (d°(b)) = d*°(e%(D)), es decir, e°(b) € Ker d®?, entonces
existe a € A° tal que €’(a) = £(b). Por lo tanto, podemos considerar la

aplicacién f0: Kerd® — A° tal que b — fO(b) = a.
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Observemos que el codominio de f° es el Ker°, pues §°%(°(b)) = 0co.1,
implica que §%9(e%(a)) = 6%°(e®(f°(b))) = Ocon, es decir, €' (6°(f°(b))) =

Ocoa, por lo tanto §°(f°(b)) = 041. Entonces, f°(b) € Ker 6°, por lo que
f°: Kerd® — Ker¢°

10 estd bien definida. Si b = b en el Kerd®, entonces €°(b) = ('), es
decir, €%(a) = €°(d’), y entonces a = d’, es decir, fO(b) = fO(V/).

O es un homomorfismo de grupos. Sea b,/ € Kerd®, de la igualdad
e(a) = €°(b) se tiene €°(b) = €°(f(b)), es decir, fO(b) es el tinico elemento
de AY tal que se cumple la igualdad anterior. Entonces, como ¢°(f0(b+0')) =
el(b+ 1) =e(fOb) + fO(V')), tenemos que fO(b+0') = fO(b) + fO(¥).

1O es inyectiva. Sea b € Kerd® tal que f°(b) = Ogerg0, de la relacion
g%(b) = €°(f°(b)) resulta £°(b) = €°(0), esto es, €°(b) = 0co.0, entonces b =
Opgo. Lo que queriamos.

10 es sobreyectiva. Sea 3 € Ker°, entonces 0con = 6%%(e?(3)) (pues
el es inyectiva y el diagrama conmuta), es decir, e°(3) € Ker §°°, entonces
existe a € BY tal que €(a) = €°(3). Notemos que a € Kerd® y f(a) = f3.
En efecto, d*°(e°(3)) = Ocro, es decir, e'(d’(a)) = Oc10, entonces d°(a) =
0p1. De la construccién de fO, o induce la relacién €%(a) = €°(f%(a)), y dado
que €%(a) = (), resulta que €°(f°(a)) = (), es decir, fO(a) = 3. Por
lo tanto, f° es sobreyectiva.

Entonces, H} (X, F) = HY - (X, F).

Enseguida probaremos que H}, (X, F) = H}, o o(X, F).

Sea b € B! tal que d*(b) = Opz, Ocz0 = &2(d*(b)) = d*°(g'(b)), es decir,
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el(b) € Kerd", luego existe *? € C*° tal que d*°("?) = !(b). Al aplicar
60 a la igualdad anterior resulta Ocin = 6%0(e' (b)) = d20(d*0(0)) =
d1(6%0(c™0)), es decir, 6%°(<?) € Kerd®!, entonces e'(a) = 6°°(c"?) para
algin a € A'. Como d”° no es inyectiva, £'(b) puede tener un niimero
finito o infinito de preimagenes. Es facil ver que la diferencia de cualesquiera

0

dos preimagenes de €!(b) es un elemento de Ime’. En efecto, sea también

0 e 0% tal que d%9(c%9) = £!(b), entonces d®0(c?0) = d*0(c"0), es decir,
A0 — 09 e Kerd®®) esto es, existe a € AY tal que e’(a) = 0 — "0 en-

~0,0

tonces < — *% € Ime®. En resumen: las preimagenes de £'(b) son de la

forma * 4 €%(a), con a € A% g1(b) = d*0(c*0), y §°0("0) = el(a).

Lo anterior prueba que b no estd determinado de manera tnica, pues
depende de la preimagen que se tome para !(b), ya que al variar la preimagen
de £!(b) el valor de a cambia. De esta manera podemos asignar a b més de
un valor de A', tal que cada uno de ellos estd en el Kerd', y la diferencia de
dos cualesquiera de ellos es un elemento de Im ¢°. Supongamos que e'(a) =
§90(c™0) y el(a) = §°°(c*?), donde £'(b) = d®(c™) = d*°(c"?), entonces
A0 — 0 e Kerd®™, es decir, existe a € A? tal que e%(a) = %9 — %0 al
aplicar 6 resulta que (a —a) € Imé°.

En conclusién Kerd' — Ker §' no define una funcién. Asi, es natural

considerar la aplicacion
¢: Kerd" — Kerd'/Imé°, tal que b+ a -+ Imd°.

Verifiquemos que:

@ estd bien definida. Sean b = € Ker d'. Por construccién & induce las
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igualdades (V') = d*°(%0) y 6%9(*0) = el(a’), por lo que '(b) = ' (V)
implica que d*%(*%) = d%9(¢*Y). Luego, a—a’ € Imd°, es decir, a+Im ¢§° =
a + Imd°.

© es un homomorfismo de grupos. Sean b, en el Kerd'. Otra vez, por
construccién b + V' induce las igualdades ' (b + ¥') = d*0(4%0) y 6%9(4%0) =
e'(apry), y por definicién ¢(b + b') = apyy + Imd°. Como e'(b + V) =
el(b) + el (b)) = d®0(c™0 + ¢O9), entonces d®O(y%0) = d%0(c%0 + 00), es
decir, ¥ — (%0 + 09) = €%(a") para algtin a® € A°. Al aplicar §*° y usar la
conmutatividad del diagrama resulta que 6%° (720 — (%0 +90)) = €' (6°(a?)),
y por la inyectividad de e!, necesariamente ayy —a —a’ = 6°(a”). Al tomar
clase Im ¢° a la igualdad anterior resulta (apy +Im6°) — (a+ Im6°) — (o' +
Im &%) = Im&°, es decir, apry + Imd°® = (a+ Imd°) + (¢’ + Im 6°). Por lo
tanto, ¢(b+ ') = (b)) + p(V').

Determinemos el Ker p. Es cierto que ¢(b) = 0 si y sélo si a € Imd°,
es decir, si existe a® € AY tal que a = §°(a’). De las relaciones para b,
tenemos 6% (c*?) = el(a) = e!(6%(a”)) = 6%°(e(a)

);
0 bO)

es decir, ¢™? —e%(a®) €
Ker§%° = I'me°, luego existe b° € B° tal que € e%(a®), esto es,
D0 = () + (). Asi, 1(B) = d(D0) = dOL()) + dPO(eD(al)) =
d®0(2(b°)) = eX(d°(8")), entonces b— d°(b°) = Oca.0. Por lo tanto, b € Im d°.
Hemos probado entonces que Ker ¢ C Imd°. Conversamente, si b € I'm d°,
entonces b = d°(b°) para algin v° € B°. Es claro que b € Kerd', pues
por hipétesis Imd® C Kerd'. Tenemos también que e!(b) = ' (d°(1°)) =
d®0(°(1°)), y por la igualdad £'(b) = d*°(c"?) que induce b, se debe tener

A0 = 0(Y). Al aplicar §°° a la ultima igualdad se obtiene 6%9(c%?) =
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Oco.. Asi, podemos escribir §%0(c%?) = e!(041), y otra vez de las igualdades
inducidas por b se debe tener a = 0. Por lo tanto, p(b) = 0+ Im §° = Im &Y,

y entonces hemos probado que Imd® C Ker ¢. Por lo tanto, la aplicacién
[t Kerd' /Imd® — Kerd'/Imd° es inyectiva.

I es sobreyectiva. Sea a+ Im&° € Ker§'/Im§°, con a € Ker §*. Notemos
que 0'(a) = 042 implica que Oco2 = €2(6'(a)) = 6% (e (a)), es decir, e'(a) €
Ker 6™, entonces existe y%° € C%° tal que §%°(y*%) = e!(a). Al aplicar
d®' y usar la conmutatividad del diagrama, resulta §4°(d®%(7*%)) = 0c11,
es decir, d*°(7*%) € Kerd'®, por lo que existe b € B! tal que '(b) =
d®0(7*%). Entonces, v es preimagen de £!(b), por lo que las igualdades
el(b) = d"°(%9), v §°0(1%0) = el(a) se cumplen. Es fécil probar que b €
Kerd' y que fY(b+ Imd°®) = a+ Imé°. En efecto, d-°(d*°(y*?)) = 0¢2.0
implica que d*°('(b)) = 0¢2.0, es decir, e2(d* (b)) = 0¢2.0, por lo tanto d'(b) =
0p2. Por otro lado, por construccién : g!(b) = d®0(c%0) y 6%9(c%9) = el(x);
probaremos que x = a. Sabemos que % = %9 + €%(a%) para algiin a° € A,
entonces 6%9(c%Y) = §%0(7%0 + €%(a")) = e'(a) + €' (6°(a’)) = e'(a + 6°(a")),
luego a + 6°(a’) me da una familia de candidatos para la imagen de b. Pero
dado que a + 6°(a’) + Imd® = a + Im ¢, tenemos que f'(b+ Imd°®) =
a+0%a’) + Imd&® = a+ Imd6°. Lo que queriamos.

Por lo tanto, hemos probado que Hj (X, F) = H}, po(X, F).

De manera similar se prueba que H}, (X, F) = H} po(X,F), para n >
2. m

La herramienta mas importante para dar aplicaciones es sin duda alguna
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la sucesion larga exacta de grupos de cohomologia. Toda sucesién exacta
corta de gavillas induce una sucesion de este tipo. El siguiente teorema

textifica este hecho.

Teorema 2.3 Una sucesion exacta corta de gavillas de grupos abelianos so-

bre un espacio topoldogico X
0—F —G—H—0,

mduce la sucesion larga exacta de grupos de cohomologia

0 — HX,F) — H°X,G) — H°(X,H) — HYX,F) — HY(X,G)
— H(X,H) — ... — H" Y (X, F) — H"YX,G) — H" Y (X, H) —
HY(X,F) — H"(X,G) — H"(X,H) — H""Y (X, F) — ...

Demostracion. Por el Teorema 2.1, las resoluciones fofas canénicas de F, G

y ‘H, inducen el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas:

0 0 0
! ! !

0O - F —-— g — H — 0
! ! !

0 - C% - C§ — Cf — 0
! ! !

0 - C - C — Cf — 0
! ! !
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Queremos estudiar la relacién entre los grupos de cohomologia de las
gavillas F,G y H.

Por simplicidad, para denotar los grupos de secciones globales usaremos la
siguiente notacion: F" = C%(X), G" = C(X), y H" = C}(X). Entonces,

del diagrama de arriba se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 0 0
! ! !

0 — 0 2 g0 Xoge g
a4 @, 1 @, |

0—>F1L1>G1¢—1>H1H0

aL | a1 a, |

302 d’2
0o — F?2 X5 G — H> — 0

d}l dgl dgl

Por la Proposicion 2.4 todas las filas son sucesiones exactas, mientras que
las columnas son sélo complejos, pues F, G, y ‘H no son gavillas fofas.
Comenzaremos la prueba considerando la siguiente sucesién corta
(X, F) 25 B (X,6) 25 B (X, M),

El primer paso es definir los morfismos

" Kerdp/Imdyt — Kerdh/Imdy ™,

V" Kerdh/Imdy ' — Kerdy /Imdy .

Lo haremos para @" y de manera similar se seguira para ™.
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Sea f € F" tal que dx(f) = Opnt1, es decir, " (d%(f)) = Ogn+1, en-
tonces Ogni1 = di(¢™(f)), esto es, ¢"(f) € Kerdg. Asi, ¢"(Kerd}) C
Kerdy. Dado que queremos definir un morfismo entre cocientes, " es-
tard bien definida si ¢"(Imdy ') C Imdy'. Sea a € Imdj ", entonces
di'(B3) = «a para algin 3 € F""'. Al aplicar ", y usar la conmuta-
tividad del diagrama resulta ¢"(a) = d% ' (¢""1(3)), lo cual implica que
" (a) € Imdy?, es decir, p"(Imdy ") & Imd™"'. Dado que "~ ! no es

sobreyectiva, la contencién es estricta. Como consecuencia podemos definir
" Kerdp/Imdy ' — Kerdl/Imdy ™",

f Imdi s g (f) + I d™
©" es claramente un homomorfismo de grupos.

De manera similar se tiene
O Kerdy/Imdy ' — Kerdy/Imdy ™,

g+ Imdy "t — y(g) + Imdy

En este caso ¢"(Imdy ') = Imd}; " debido a la sobreyectividad de ¢ 1.

El siguiente paso es probar la exactitud de la sucesion en H"(X,G), es
decir, probaremos que Ker Jn =1Imge".

Sea g+ Imdy ' en Im @™, con g € Ker d, entonces @"(f + Imdy ') =
g+Imdy " para algin f € Ker dp, luego ¢"(f)—g € Imdy . Al aplicar ¢
resulta " (" (f)—g) € Y"(Imdl ), entonces ¥ (o"(f))—¢"(g) € Imdy; ™,
lo cual implica que —¢"(g) € Imd}; ", pues las sucesiones exactas en par-

ticular son complejos. Como Im d?{l es un subgrupo aditivo del grupo
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H", y"(g) € Imd};*. Hemos probado entonces que @Z"(g + Imdy') =
Imdj !, es decir, Im@™ C Ker 1;” Conversamente, sea g + Imdp " en
Kerdy/Imdy ™" tal que @Z”(g + Imdy ') = Imd}; ", entonces ¥"(g) €
Imdj !, es decir, existe h € H"! tal que dyy *(h) = ¥"(g), y dado que
Y"1 es sobreyectiva, existe ¢"' € G"71 tal que ¥ (g™t = h. Al
sustituir y usar la conmutatividad del diagrama, resulta ¥"(df '(g" 1)) =
di (W (g™ ) = ¥™(g), lo cual implica que g — dy ' (g"t) € Keryn =
Im @™, luego ¢"(f) = g — d '(¢"!) para algin f en F™. Es claro ademds
que f € Kerdy, pues del diagrama se tiene "™ (d%(f)) = d&(¢"(f)) =
dr(g—dy (g™ 1Y) = di(g) = Ogn+r. Asf, db(f) = Opn+1. Lo que queriamos.

Como consecuencia @"(f + Imdp ) = (g —di (g™ ") + Imdy " =g+
Im dg_l, es decir, Ker 1;" C Im @"™. Por lo tanto tenemos la igualdad. Hemos
probado asi la exactitud de la sucesién larga en H"(X,G), n =0,1,2, ...

El homomorfismo ¢° : H'(X,F) — H%(X,G) es inyectivo. Sabemos
que H(X,F) = F(X) y H(X,G) = G(X). Como la sucesién 0 — F —
G — H — 0 es exacta, la Proposicién 2.2 implica que la sucesion de
secciones globales 0 — F(X) — G(X) — H(X) es exacta.

Fijemonos ahora en la sucesion

HY(X,G) 5 1 (X, H) 2 i (X, F) DD (X, )

para definir 6", es decir,
§": Kerdy/Imdy ' — Kerdy™/Im dp.

Sea h € Kerdy, es decir, d¥,(h) = Ogn+1, por la sobreyectividad de "
existe g € G" tal que ¢¥"™(g) = h. Luego, Ognr1 = d3(¢¥"™(g)) = " (d%(g)),
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es decir, d%(g) € Kery™ = Im ¢ entonces existe f € F" tal que
©"(f) = d%(g). De hecho se tiene que f € Ker d™, pues " 2(d%(f)) =
() = A (d(g) = O,

En resumen tenemos: ¢"(g) = hy "' (f) = d%(g). Como ¥" es so-
breyectiva h € H™ puede tener méas de una preimagen (de hecho puede tener
infinitas), por lo que tenemos que ver la relacién que hay entre cualesquiera
de ellas. Para h € H™ sea también ¢"(g) = h, con g € G™, la igualdad
Y"(g) = ¥"(g) implica que g — g € Kery™ = Im ™. Entonces, podemos
escribir § = g+ ¢"(a) para algin a € F™. De la relacién ¢"*(f) = dit(q) se
tiene que " (f) = d2(g) = " T(f) + d%("(a)) = " TH(f + d(a)), por lo
que f: f + d¥(a). Por lo tanto, f—fe Imd.

En resumen, si ademds ¢"(g) = h, entonces g — g € Im " y f—fe

Im dy..

Con esta informacion 0" queda completamente determinada.
§": Kerdy/Imdy ' — Kerdi™ /Im dp.

h+Imdy "t — f+ Imdy
§" estd bien definida. Sean h+Im dj; ' = hy+Imdy; " en Ker dyy /Im dy
con h, hy € Kerd},. Por construccién, h y hy inducen las igualdades ¢ (g) =
hy, " f) = di(g) vy ¥™(g1) = hy, ©"TH(f1) = d%(g1), respectivamente. De
la hipétesis resulta que h —hy € Imdj; ', es decir, ¥"(g—g1) = d}; ' (a) para
algtin o € H™ !, por la sobreyectividad de ¢"~! existe g"~! € G™! tal que
P g™ ) = . Al sustituir en la igualdad anterior resulta ¥"(g — g) =

di (¥ (g h)) = w(de (9" )), entonces g—gi—dg (g7 !) € Ker g =
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Im ¢, es decir, 9"(3) = g — g1 — diy '(g""') para algin 3 € F™. Al aplicar

% y usar la conmutatividad del diagrama resulta "™ (d:(3)) = di(g) —
d(g1) — di(dy " (g™1)), de las relaciones de h y hy se tiene " (dn(B)) =
") — " f1), es decir, f — fi = d(B). Por lo tanto, f — f; € Imd},
y en consecuencia §" esta bien definida.

De esta manera se tiene la sucesién de homomorfismos

+1

H'(X,G) 2 H' (X, 1) 25 HY (X, F) ©58 Y (X,G).

La siguiente meta es probar la exactitud de la sucesion larga en los
términos H"(X,H), y H"(X,F).

Sea h + Imd};' € Kerd", h € Kerdy, entonces 6"(h + Imdy ") =
f+Imdy = Imd}, es decir, f € Imd}, por lo que existe a € F™ tal
que di(a) = f. Al aplicar "™ a la igualdad anterior resulta d(¢"(a)) =
" du (@) = " T(f) = d4(g), donde la tltima igualdad se debe a las igual-
dades que induce h. Por lo tanto, g — ¢"(a) € Ker d%. Luego, h + Imd}; !
es la imagen bajo ¥ de la clase (g — ¢™(a)) + Imdy". En efecto, V"((g —
() + Im i) = pn(g) — ¥ (g(a)) + Im 3 = h+ Imdi;™. Hemos
probado entonces que Kerd™ C Im @E” Por otro lado, sea h + Im dz_l €
Im {/;", h € Kerd};, es decir, existe g, + Im d’éfl € Kerdg/Im dgfl tal que
D"y 4+ Imdi) = h+ Imdjy ", esto implica que ¢"(g1) — h € Imd ",
esto es, existe h"~1 € H""! tal que d; ' (h""Y) = ¥"(g1) — h, luego existe
g" ' e G"! tal que Y (g"') = A"l Al sustituir y usar el diagrama
conmutativo se obtiene ¥"(d% ' (g" 1)) = diy (W g™ ) = (1) — h =

V"(g1) — Y"(g), es decir, dy (") — g1 + g € Kery™ = Im ", entonces
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©"(B) = dy (g™ ') — g1 + g para algin 8 € F". Al aplicar d resulta
aL("(8)) = di(d (g7 — g1 + g), To cual implica que ¢ (d(3)) =
a(g) — d(gr), asi ¢™(AR(B)) = ¢"H(), es decir, dp(B) = f, luego
f € Imd}, y en consecuencia Im 1;” C Kero™.

Por lo tanto, la sucesion es exacta en H"(X, H).

Por ultimo probaremos la exactitud en H"(X,F), y con esto quedard
probada la exactitud de la sucesién larga.

Sea f+Imdy € Ker dpt /Im di, tal que g"H(f +Im diy) = Im d}, esto
es, " (f) + Imdy = Imd}, es decir, d%(a) = ¢" 7' (f) para algin o € G™.
Entonces, d(v"(a)) = " (d%(a)) = """ f)) = Opn+1, es decir,
Y"(a) € Kerdy,. De las igualdades d% (¢ () = Ognsr y di(a) = " T(f)
podemos pensar ¢"(a) = h. Por lo tanto, 6"(¢"(a) + Imd}; ') = 6*(h +
Imd}; ') = f+ Imdp. Hemos probado entonces que Ker "t C Im ™.
Conversamente, sea f 4+ Imd} € Imdé™, con f € Ker d%“. Entonces, existe
a+ Imdy"' € Kerdy/Imdy tal que §"(a + Imdy ') = f + Imdy. Por
construccién la ultima igualdad induce las siguientes igualdades ¥"(g) = a,
" (f) = di(g), con g € G™. Por lo tanto, de la segunda igualdad se
tiene que " (f) € Imdy, y en consecuencia f + Imd} € Ker "™, Asi,
Imo™ C Ker g™t

De esta manera queda probada la exactitud de la sucesién en H" (X, F),
y como consecuencia la exactitud de la sucesién larga. m

En el siguiente capitulo veremos como la cohomologia de gavillas puede
ser usada para calcular la cohomologia de las gavillas casi-coherentes sobre

esquemas afines noetherianos.
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Esquemas

En el Capitulo 1 hemos desarrollado la teoria de gavillas, basica para definir
un esquema. En este capitulo introduciremos la nocién de esquema, definiendo
como primer paso los esquemas afines (para mas detalles, ver [3] y [6]). En
la primer seccién asociaremos a un anillo arbitrario A un espacio topolégico,
y definiremos sobre ¢l una gavilla de anillos que denotaremos por Ogpeca. En
la segunda seccién estudiaremos la propiedad noetheriana de los esquemas,
y en particular de los esquemas afines. Concluiremos este capitulo con el

estudio de las gavillas casi-coherentes sobre esquemas afines noetherianos.

3.1 Spectrum de un Anillo

De la misma manera que una variedad diferencial esta cubierta por cartas,
las cuales son subconjuntos abiertos de R"”. La construccion de esquemas

se hace de manera similar, sélo que en este caso las cartas serdn esquemas
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afines.

3.1.1 Construccion de la Gavilla Estructural

Para definir una gavilla sobre el conjunto Spec A asociado al anillo A, es
necesario definir primero una topologia sobre dicho conjunto, es decir, hacer
de éste un espacio topologico. Definimos a Spec A como el conjunto de
todos los ideales primos de A. Puesto que por definicién un ideal unidad
no es primo, se tiene que Spec{0} = @. Si I es cualquier ideal de A,
definimos el subconjunto V(1) := {p € Spec A|I C p}. Si f € A, D(f) :=
Spec A\V((f))-

Para un anillo A, se tienen las siguientes propiedades:
Lema 3.1
(a) Si I y J son dos ideales de A, entonces V(I.J) =V (I)UV(J).
(b) St {J;} es una familia de ideales de A, entonces V(> J;) = \V(J;).

(c) Si Iy J son dos ideales de A, V(I) C V' (J) siy sélo si VI 2D J.
Demostracion.

(a) Por definicién V(I.J) = {p € Spec A|IJ C p}, si p € V(I.J), entonces
IJ C p, esto implica que I C p o J C p, pues p es primo, luego
p e V(I)uV(J), es decir, V(IJ) C V(I)UV(J). Conversamente, si
p e V(I)UV(J), entonces claramente p € V(I.J). Asi, V(I)UV(J) C
V().
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(b) p contiene al ideal ) J; si y sélo si p D J; para cada i (pues > J;
es el ideal mds pequeno que contiene a todos los ideales J;), es decir,

p €V (J:), pues p € V(J;) para cada i.

(c) Como el radical de un ideal a es la interseccién de todos los ideales
primos de A que contienen a a. Entonces, V(I) C V(J) si y sélo si
para todo p € V() se tiene que p € V(J), es decir, I C p implica que
J C p para todo p € V(I) y esto equivale a que VI D +/J. La tltima
equivalencia es debido a que no todo ideal primo que contiene al ideal

J va a contener necesariamente al ideal 7.

Entonces el lema queda probado. m

Enseguida definiremos una topologia sobre Spec A, donde los conjuntos
cerrados son de la forma V' (J) para algin J ideal de A. Es claro que V(A) =
@y que V({0}) = Spec A; ademas el lema de hecho muestra que uniones
finitas e intersecciones arbitrarias de conjuntos de la forma V' (.J) son otra vez
de esa forma. Entonces, ellos forman los conjuntos cerrados para la topologia
sobre Spec A. Por lo tanto, los abiertos son de la forma Spec A\V (J) para
algun J ideal de A.

En resumen, el conjunto Z = {Spec A\V'(J)|J es un ideal de A} es una

topologia sobre el conjunto Spec A. En efecto :

1. El @ y Spec A estén en Z, ya que @ = Spec A\V({0}), y Spec A =
Spec A\V (A).

2. Sea U; = Spec A\V(J;) una coleccién arbitraria de elementos de Z.
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Entonces, la unién (J, U; = |J,(Spec A\V(J;)) = Spec A\, V(J;) =
Spec A\V (>, Ji).

3. Para una coleccién finita, U* = Spec A\V (J;), se tiene que (i, U; =
iz1(Spec A\V (J;)) = Spec A\UiZ, V(i) = Spec A\V(ITi, Ji)-

Esta topologia es llamada topologia de Zariski.

El siguiente paso es definir una gavilla O sobre Spec A. Para cada ideal
primo p C A consideramos la localizacion de A en p (ver Ap. A.1, pég.
110), denotada por A,. Para un conjunto abierto U C Spec A, definimos

O(U) como el conjunto de todas las funciones s : U — [[,.y Ap, tales

pelU
que s(p) € A, para cada p € U, y tal que s es localmente un cociente de
elementos de A, es decir, para cada p € U existe una vecindad abierta V' de
p contenida en U, y elementos a, f € A tales que para todo q € V, f ¢ q,

y s(q) = a/f en Aq. Note que O(U) tiene estructura de anillo conmutativo,

con la suma y producto definidas puntualmente como funciones. En efecto:

e La funcién cero estd en O(U). Para cadap € U, 0(p) = 04/14 = 04, €
Ay, por lo que U funciona como la vecindad requerida en la definicién
de O(U), y 04, 14 son los elementos de A que se ocupan. Luego, la

funcion cero serd el elemento neutro de O(U).

e Si sy testan en O(U), es claro que (s + t) es una funcién de U en
[l Ap ¥ que para todo p € U, (s +t)(p) = s(p) +t(p) € Ap. Luego,
para p € U existen vecindadades abiertas V*, V! de p contenidas en

U y conjuntos de elementos {as, fs}, {a, fi} en A tales que para todo
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qe Ve Vh fofi € ay s(a) = a/fs, t(a) = a/fe en Ag. Asi, la
vecindad abierta V¥ N V! de q, y los elementos fias + fea; y fof; de
A funcionan para el punto q. Es claro que para todo q € VN V¢,

fsft ¢ q. Hemos probado entonces que s +t € O(U).

e Para s € O(U), su inverso aditivo serd —s. Las vecindades para p € U
seran las mismas que se consideran para la funcion s, salvo que en este

caso los elementos —a, f de A son los que funcionan. Es claro también

que para todo p € U, (s 4 (=s))(p) = Oow(p).

e Sis,t estdan en O(U), entonces el producto st lo estd. Se siguen los
pasos del punto 2, solo cambiar al producto. Los elementos de A que

funcionan son: asa; v fsf:.

e La funcién identidad es el elemento identidad de O(U), pues para todo

p € U definimos idow)(p) = 1a/1a = 14, € A,.

e Similarmente se puede mostrar que la adicién y la multiplicacién son

asociativas y conmutativas.

O es una gavilla de anillos. Si V' C U son dos abiertos de X, la restriccion
natural de funciones ppt : O(U) — O(V) nos da un homomorfismo de ani-
llos. Las propiedades de pregavilla se cumplen trivialmente. Basta entonces

probar 1y 2 de la Definicion 1.2.

1. Sean U un abierto de X y {U;}ie; una cubierta abierta de U. Sea

s € O(U) tal que para todo 7, s|y, = Op(u,). Entonces, parap € U existe
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io € I tal que p € Uj,, por lo que s(p) = s|u, (p) = Oow,,)(p) = 04,.

Por lo tanto, s = 0o, es decir, s es la funcién cero.

2. Sean U un abierto de X y {U,;};cr una cubierta abierta de U. Sea

s; € O(U;) una familia de funciones de O sobre los abiertos U;, tales

que para todo 4,j € I, si|lu;,nu; = Sjluinv,- Probaremos que existe una
funcion en O(U) que extiende a cada una de las funciones de la familia.
Para ello basta definir una funcién s como sigue: s : U — [[ ;s 4y, tal
que s(p) = s;(p) parap € U;. Entonces, paratodoi € I, s|y,(p) = si(p),
y por hipotesis se sigue que s estd bien definida. Por otro lado, sip € U,
entonces p € U;, para algin iy € I, esto implica que existe una vecindad
abierta Vp"‘) de p contenida en U;,, elementos a;,, f;, en A, tales que para

todo q € V;°, fiy &,y 5(q) = si,(q4) = aio/fiy € Aq. Por lo tanto,
s € O(U). Asi, O es una gavilla.

Definicién 3.1 Sea A un anillo. El Spectrum de A es el par (Spec A, O),
donde Spec A es un espacio topologico y O una gavilla de anillos sobre él.
Denotaremos a la gavilla O como Ogpec 4, y la llamaremos la gavilla estruc-

tural sobre Spec A.

3.1.2 Propiedades Basicas de la Gavilla Estructural so-

bre Spec A

En esta subseccion estableceremos las propiedades béasicas de la gavilla es-

tructural Ogype. 4 sobre el espacio topoldgico Spec A. Para cualquier elemento
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f € A denotamos por D(f) al complemento abierto de V((f)). Notemos que
los conjuntos abiertos de la forma D(f) forman una base para la topologia
de Spec A. En efecto, sean V(a) un conjunto cerrado de Spec A, y p ¢ V (a),
entonces p 2 a, luego existe f € a tal que f ¢ p. Entonces, p € D(f)
y D(f)NV(a) = @. Hemos probado entonces que para p € Spec A\V(a)
existe D(f) tal que p € D(f) C Spec A\V (a).

La siguiente proposicién reune las propiedades basicas de la gavilla es-

tructural sobre el espacio topoldgico Spec A.

Proposicién 3.1 Sean A un anillo, y Ogpeca la gavilla estructural sobre

Spec A.

1. Para cualquier p € Spec A, el grupo de gérmenes Ogpec ap de la gavilla

Ospeca €s tsomorfo al anillo local A,.

2. Para cualquier elemento f € A, el anillo Ogpec a(D(f)) es isomorfo al

anillo localizado Ay.
3. En particular, Ogpeca(Spec A) = A.
Demostracion.

1. Sean p € Spec A, y U un abierto de Spec A que contiene a p, si s es
una seccién de Ogpee 4 sobre U, entonces existe una vecindad V' abierta
de p contenida en U y elementos a,g € A tales que para todo q € V,
g ¢ 49,y s(q) =a/gen Ay. En particular, s(p) = a/g en A,. Luego,
podemos pensar U =V, y entonces definir ¢ : Ogpeca,p — Ap, tal que

[(U,s)] — s(p) = a/g € A,.
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@ estd bien definida. Si [(U,s)] = [(U,s')] en Ogpecap, entonces existe
I' C U abierto tal que p € Ty s|p = §'|p. Para todo q € U; g,¢' ¢ q,
s(q) =a/gen Agy s'(q) = d' /g en Ay. Pero s(q) = s'(q) en Ay para
todo q € I', en particular s(p) = s'(p) en Ay, es decir, a/g = da’/g en
Ay, Asi, ¢ estd bien definida.

@ es un homomorfismo de anillos. Es trivial que la identidad es enviada

a la identidad.

Sean (W, s)], [(V,s)] en Ogpec ap, podemos pensar [(W,s)] = [(U,s)]
y [(V,s)] = [(U,s)], donde U = W NV # &. Entonces, ¢([(U,s)] +
(U, s)]) = @([(U,s + 8)]) = (ag’ + ga') /99" = @([(U, s)]) + ([(U, s)])
en Ap. Andlogamente, ([(U, 5)][(U, s')]) = ([(U, s) ) ([(U, 8')])-

¢ es inyectiva. Sea [(U,s)] € Kerp, es decir, p([(U,s)]) = 04/14,
entonces existe a € A\p tal que aa = 04. Como a ¢ p, entonces
p € D(a), ast [(U,s)] = [(D(a)NU, 5| p(a)nw)]- Para todo g € D(a)NU,
a ¢ q, entonces podemos escribir s(q) = a/g = aa/ag = 04/14
en Ag. Por lo tanto, [(U,s)] = [(D(«) N U, s|prv)] = [(D(a) N
U, 004,.. s(D(a)n0))] = [(U, 00g,.. ,))]. Entonces, ¢ es inyectiva.

@ es sobreyectiva. Sea a/g en A,. Necesitamos saber quien es el gérmen
[(U,s)]. Como a/g € Ay, entonces g ¢ p, es decir, p € D(g). Asi, basta
tomar U = D(g), vy s € Ospeca(D(g)) tal que para todo q € D(g),
g¢q,ys(q) =a/gen Ay. En particular, es cierto para q = p. Por lo

tanto, p([(D(g),s)]) = a/g en A,, y entonces ¢ es sobreyectiva.

2. Definimos un homomorfismo ¢ : Ay — Ogpeca(D(f)), con la asig-
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nacion (a/f") — s, tal que para todo p € D(f), s(p) = a/f" € A,.
Primero mostraremos que ¢ es inyectiva. Sean a/f", b/ f™ en Ay tales
que la/f) = Y(b/f™). i Gla/f") = s y G(b/f™) = t, entonces
para todo p € D(f), s(p) = t(p), es decir, a/f* =b/f™ en A,. Luego,
existe u ¢ p tal que u(af™ — bf") = 04. Sea a es el aniquilador (ver
Ap. A1, pag. 111) de af™ — bf™. Entonces, u € a, y como u ¢ p se
tiene que a € p, es decir, p ¢ V(a), luego V(a) N D(f) = &, es decir,
V(a) CV((f)). De (c), Lema 3.1 se sigue que \/(f) C v/a, entonces
existe [ € N tal que f! € a, as{ fl(af™ —bf") = 04, y esto muestra que

a/f"=0b/f™ en Ay. Por lo tanto, ¢ es inyectiva.

Y es sobreyectiva. Sea s € Ogpeca(D(f)). Por definicién para todo
p € D(f), s(p) € Ay, v s es localmente cociente de elementos de A,
asi que podemos cubrir al abierto D(f) con abiertos V; sobre los cuales
s es representada por un cociente a; / g;, CON g; ¢ p para todo p € V;
(el conjunto de indices estd parametrizado por los puntos del abierto
D(f)), en otras palabras V; C D(g;). Por otro lado, como los abiertos
de la forma D(h), con h € A forman una base para la topologia de
Spec A podemos suponer que los abiertos V; son abiertos bdsicos, es
decir, V; = D(h;) para algin h; € A, entonces D(f) = J D(h;). Luego,
D(h;) € D(g;) implica que V((g:)) € V((hi)), y por (¢) del Lema
3.1, \/@ C /(gi), y en particular A € (g;) para algiin n € N, asf
h = ¢igi, con ¢; € A. Al multiplicar por a; se obtiene a;h' = c;a,g;, es

decir, a;/g; = c;a;/hY.

Pégina 80



Esquemas Capitulo 3

Por otro lado, D(h;) = D(h}) implica que D(f) = U,cp(y) D(R7).
Entonces, para todo q € D(h!") se tiene que h; ¢ q. Por lo tanto, s(q) =
ai/gi = a;h}/gihi = ciaigi/gihi = aici/hi para todo q € D(h;) =
D(h"). De esta manera podemos reemplazar h; por h?' y a; por a;c;,
y asi suponer que D(f) estd cubierto por los abiertos D(h;), y que

localmente es un cociente a;/h; para todo q € D(h;).

Notemos que D(f) puede ser cubierto por un ntimero finito de los
D(h;). En efecto, D(f) C |JD(h;) siy sélosi V((f)) 2 OV ((h)) =
V(3 (hi)), siy sélo si (Lema 3.1) \/(f) € />.(hi), entonces f* €
> (h;) para algin n. Esto significa que f™ = >"'_ b;h;, con b; € A, es
decir, necesitamos un numero finito de los h; para ™, y por lo tanto
un numero finito de abiertos D(h;) para cubrir a D(f). Sip € D(f) =
D(f™), entonces bihy + ... + b.h, = f™ ¢ p implica que b;h; ¢ p para
algin i, luego h; ¢ p, es decir, p € D(h;) € D(hy)U...U D(h,). Hemos
probado entonces que cualquier elemento de D(f) estd en alguno de
los D(h;), i = 1,2,3,...,r. Por lo tanto, D(f) se puede cubrir con un

nimero finito de los D(h;).

En lo que sigue fijaremos un conjunto finito A, ..., h,, tal que D(f) C
D(h;) U ...U D(h,). Sobre D(h;) N D(h;) = D(h;h;) tenemos dos ele-
mentos de Ay, a saber a;/h; y a;/h;, donde ambos representan a s
sobre D(h;h;), es decir, para todo a en D(h;h;), a;/h; = s(a) = a;/h;
en Ag, con h;,h; ¢ a. Como v es inyectiva, al aplicarla a D(h;h;),

es decir, 1 : Apn; — Ospeca(D(hihy)), resulta que a;/h; = a;/h; en
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Apn,- Entonces, existe n € N tal que

(hihj)"(hja; — hia;) = 04.

Puesto que sélo tenemos un nimero finito de indices, tenemos también
un numero finito de enteros n, por lo que podemos tomar el més grande
de ellos de tal manera que funcione bien para todo ¢, 7. Si suponemos
que tal entero es justamente n, entonces b7+ (h'a;) — hi™ (h7a;) = 04
para todo 7, j. Al reemplazar cada h; por '™y a; por hl'a; resulta que
s puede ser representada sobre el abierto D(h;) por a;/h;, y entonces

hja; = h;a; para todo 1, j.

Luego, escribimos como antes f* = > b;h;, y seaa = Y b;a;. Entonces,

para cada j tenemos:

h,jCL = Z biaihj = szhza] = f”aj

Esto quiere decir que sobre D(h;), a/f™ = a;j/h;, es decir, para todo
a € D(h;), se tiene a/ f™* = s(a) = a;/h;, lo cual implica que ¥(a/f") =
s, pues para todo p € D(f), s(p) = a/f" € A,. Por lo tanto, ¢ es

sobreyectiva.

3. Es un caso particular de 2, cuando f = 14, pues D(14) = Spec A.
Luego, Ay, = {a/ls]la € A} = A, donde S = {14} es el conjunto
multiplicativo (ver Ap. A.1, pag. 110). Por lo tanto, Ogpe. a(Spec A) =
A. Lo que queriamos.

Asi, la proposicién queda probada. m
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En la siguiente proposicion se reunen las propiedades basicas del espacio

topoldgico Spec A.

Proposicién 3.2 1. Si A es un anillo, entonces (Spec A, Ogpeca) €s un

espacio localmente anillado.

2. Sip: A— B es un homomorfismo de anillos, entonces ¢ induce un

morfismo natural de espacios localmente anillados.
(f> fﬁ) : (SPGCBv OSpecB) E— (SPBCAv OSpecA)

3. Si A y B son anillos, entonces cualquier morfismo de espacios local-
mente anillados de Spec B a Spec A es inducido por un homomorfismo

de anillos p : A — B como en 2.
Demostracion.

1. Se sigue de 2 de la Proposicion 3.1.

2. Puesto que la imagen inversa de un ideal primo bajo cualquier ho-
momorfismo de anillos es otra vez un ideal primo, podemos definir
la aplicacién f : Spec B — Spec A, tal que p — f(p) = ¢ '(p).
Esta aplicacién es continua. En efecto, sea D(g) un abierto bésico de
la topologia de Spec A. Entonces, q € f~1(D(g)) equivale a f(q) €
D(g), es decir, ¢7'(q) € D(g), esto es, q € D(¢(g)). Por lo tanto,
F7Y(D(g)) = D(¢(g)). Asi, f es continua.

Ahora, para cada p € Spec B localizamos B en p, y localizamos A en
0~ 1(p), y por ¢ obtenemos un homomorfismo local de anillos locales.

En efecto, definimos
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pp: Aprp) — By
aje — p(a)/p(e) € By, cona € Ay e ¢ 7' (p)
@p estd bien definida. Si a/e = bju € A,-1(y), entonces existe e ¢
o 1(p) tal que €'(ua — eb) = 04. Al aplicar ¢ resulta p(e’)(¢(u)p(a) —
¢(e)p(b)) = 0p, lo cual implica que ¢(a)/p(e) = ¢(b)/p(u) en By.
@y s homomorfismo local. Denotemos por pp, :=mp,, y ¢~ 1 (p)p-1(p) =

my a los ideales maximales de B, y A,-1(y), respectivamente. Si

—L)
aje € @, (mp,), entonces pp(a/e) € mp,, es decir, p(a)/p(e) € mp,,
esto es, p(a) € p, v p(e) ¢ p, es decir, a € ¢~ (p), y e & ¢~ (p). Por lo
entonces a €

tanto, a/e € my Conversamente, si a/e € my

“1p)° “1p)’

e ' (p) y e d ol (p), esto es, p(a) € py w(e) ¢ p, luego w(a)/p(e) €

mp,, esto significa que @,(a/e) € mp,, es decir, a/e € @, (mp,). Asi,
Py (mp,) =ma_y ).

Por otro lado, de 1 de la Proposicién 3.1 se tiene que Ogpec a,p-1(p) =
Ag1p), Y Ospecyp = Bp. Por lo tanto, al definir fﬁ = (p tenemos
fg : Ospec A, f(p) — Ospec B,p, homomorfismo local de anillos locales. El

que queremos.

Ahora lo tinico que nos falta probar es que f* : Ospeca — f+(OspecB)
es un morfismo de gavillas de anillos sobre Spec A. Basta probar que
para todo V' C Spec A abierto, f‘ﬁ/ : Ospeca(V) — Ospees(f7HV)),

es un homomorfismo de anillos. Definimos f‘ﬁ/ como sigue:

Ft: Ospeca(V) = Ospecn(f (V)
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s fi(5) 1 FHV) — Taepa) Be
v fi(5)(®) = (peos 0 flpaw)(v)

Veamos que f‘ﬁ,(s)(t) es un elemento del anillo local B,. En efecto,
Fo(9)(®) = (peoso fli10)(©) = (peos)(flp10(v)) = (peos)(f(¥) =
pe(s(p7H(r))).

Como t € f~}(V), entonces ¢ '(tr) € V, y asi existe una vecindad
abierta V-1 de ¢ '(r) contenida en V y elementos a,g € A tales
que para todo q € Vp-19, 9 € q, v s(q) = a/g en A;. En par-
ticular, s(¢™'(v)) = a/g en Ay-1(y, con g ¢ ¢ '(r). Por lo tanto,
pe(s(07 (1)) = pela/g) = p(a)/p(g) € Be.

Ahora sélo falta ver que fF(s) = (¢.0s0 f| 7-1(v)) satisface la condicion
de los elementos del anillo Ogpec (f (V). Parat e f7H(V), V,-1(y) C
V implica que f~(Vp-1(9) € f~1(V) son abiertos en Spec B. Ademds
ve [T V,-1(n), pues f(tr) € V1. Por otro lado, a,g € A implican
que p(a), ¢(g) € B. Luego, la vecindad f~!(V-1(y) de t y los elementos
¢(a), ¢(g) € B son los que funcionan. En efecto, sea to € f~1(V-1(y),
esto es, f(w) € V-1, entonces s(f(w)) = s(¢ '(w)) = a/g en
Aw. Al aplicar ¢, resulta ¢.(s(f(w))) = pe(a/g) = ¢(a)/¢(g) en By,
con ¢(g) ¢ w. Por otro lado, ¢u(s(f(w))) = (0 5)(f(w)) = (pr o
)(flr1v, 1) (W) = fi(s)(w). Por lo tanto, fi:(s)(w) = (a)/e(9)
para todo w € f~1(V,-1(y), esto prueba que f‘ﬁ/(s) estd en el anillo

OSpecB(fil (V))

f‘ﬁ/(s) es un homomorfismo de anillos bien definido. Es rutina.
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3. Conversamente, supongamos dado un morfismo de espacios localmente
anillados (f, f*) de Spec B a Spec A, es decir, f : Spec B — Spec A
continua y f* : Ospeca — f+Ospec g un morfismo de gavillas sobre
Spec A. Al tomar secciones globales f¥ induce un homomorfismo de
anillos fgpecA : Ogpeca(Spec A) — f.Ogpec5(Spec A), y por 3 de la
Proposicién 3.1 los anillos son A y B, respectivamente. Asi, podemos

escribir fgpec 4 1 A — B. De esta manera, basta definir fgpec A =P

Por la parte 2, ¢ induce una aplicacién continua entre los espacios
topolégicos Spec B 'y Spec A, digamos ¢ : Spec B — Spec A, tal que
p — @(p) = ¢ L(p) para todo p € Spec B. Probaremos que esta
aplicacion continua coincide con f, es decir, que para todo p € Spec B,
#(p) = f(p), o bien ¢~ (p) = f(p).

Por hipétesis, p € Spec B induce el homomorfismo local de gérmenes
fg : Ospeca,fp) — Ospecnp, ¥ POr 1 de la Proposicion 3.1 se puede
escribir fg : Appy — By, luego debe ser compatible la aplicacion
¢ sobre secciones globales y el homomorfismo localizacién. En otras
palabras, tenemos un diagrama conmutativo

A —“2- B

] [

fﬁ
Asp) —— By

Para todo a € A, fﬁ oiala) =ipgop(a),es decir, p(a)/lp = fg(a/lA).
Sean py, f(p) () los ideales maximales de By y Ay, respectivamente.

Como fﬁ es un homomorfismo local, entonces fﬁil(pp) = f(0) s
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Probaremos la igualdad ¢~ !(p) = f(p). Six € ¢ '(p), entonces p(x) €
p, luego p(z)/1p € p,. Al aplicar fg_l resulta z/14 € f(p)sp), esto
implica que existe z/a € f(p)sp), con z € f(p) vy a ¢ f(p) tal que
z/la = z/a, es decir, existe t € A\ f(p) tal que tza =tz € f(p), v
como f(p) es primo, necesariamente = € f(p). Asi, hemos probado
que o~ Y(p) € f(p). Conversamente, si x € f(p), entonces /1, €
F)r = fi (pp). es decir, /14 = f§ (2/a), con z €py a ¢ p, es
decir, fg(x/lA) = z/a o bien p(z)/1p = z/a. Luego, existe t € B\p tal
que t(ap(x) — z) = 0p, es decir, tap(x) =tz € p, y entonces p(x) € p,
es decir, x € p~Y(p). Por lo tanto, o~ 1(p) D f(p). Asi, o 1(p) = f(p).
Por lo tanto, f coincide con la aplicacién Spec B — Spec A inducida
por .

Ahora es inmediato que f* también es inducida por ¢, de esta manera
el morfismo (f, f¥) de espacios localmente anillados es inducido por el

homomorfismo de anillos ¢ : A — B.

Con esto 3 queda probada. =

3.2 Esquemas Afines Noetherianos

En esta seccién definiremos los espacios topolégicos sobre los que ahora estu-
diaremos la cohomologia de nuestras gavillas. Los espacios anillados, como
lo dijimos anteriormente son pieza fundamental para la construccién de es-
quemas, como veremos a continuacion. Empezaremos definiendo un esquema

afin.
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Definicién 3.2 Llamaremos esquema afin a un espacio localmente anillado
(X, Ox) tal que es isomorfo (como un espacio anillado local) al spectrum de

algin anillo A, es decir, a algin (Spec A, Ogpec a)-

Ejemplo 3.1 Si k es un campo, Speck es un esquema afin cuyo espacio
topoldgico consiste de un punto, es decir, del ideal primo {0}, luego por 1 de
la Proposicion 3.1, Ogpeck j0y = koy = k. Entonces, puesto que dos gavillas
son iguales si y solo si sus grupos de gérmenes son iguales, resulta que la
gavilla estructural Ogpecr es la gavilla asociada al grupo abeliano k (similar

a la gavilla constante).

Observacion: Si p € Spec A. Entonces, el singulete {p} es un cerrado
para la topologia de Zariski si y sélo si p es un ideal maximal de A. Diremos

entonces que p es un punto cerrado de Spec A.

Ejemplo 3.2 Si k es un campo algebraicamente cerrado, la linea afin A},
sobre k se define como Speck|x]. Se sigue que, AL consiste del punto genérico
¢ correspondiente al ideal primo {0}, cuya clausura es todo el espacio, y de los
puntos cerrados correspondientes a los ideales mazimales de k[z], es decir, a
los ideales de la forma (x—a), con o € k. El punto £ no es cerrado, pues {0}
no es un ideal mazimal de klx]. Cualquier subconjunto abierto U no vacio
de A} es de la forma U = D(P(z)), donde P(x) € k[z]\{0}. Luego, por
2 de la Proposicion 3.1, Ogpecpiz)(D(P(x))) = k[z]p), donde k[z]p) es el
anillo localizado en P(x), de esta manera Ogpecify €5 una gavilla de anillos,

ademds para todo (x — «) € Speck|x] se tiene de 1 de la Proposicion 3.1,
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que Ospecifa)(w—a) = k[T](z—a), donde k[x]u—q) es un anillo local que tiene
por ideal mazimal al ideal (x — &) (z—a), en particular Ogpeckie) 10y = k[x]g0) =
k(z). Entonces, A. es un esquema afin.

En general, el esquema afin A} sobre k de dimension n se define como

Specklxy, xa, ..., x,)].

Definicién 3.3 Un esquema es un espacio localmente anillado (X, Ox), en
el que cualquier punto tiene una vecindad abierta U tal que el espacio topolo-
gico U, junto con la gavilla restriccion Ox|y, es un esquema afin. Llamare-
mos a X el espacio topoldgico subyacente al esquema (X,Ox), y Ox su

gavilla estructural.

Un esquema afin es un esquema. Si un espacio anillado X admite una
cubierta abierta {U,};e; tal que (U;, Ox|y,) es un esquema para cualquier i,

entonces X es un esquema.

Ejemplo 3.3 Los espacios proyectivos P, n = 1,2,3,..., son ejemplos de

esquemas, pues P" = U?jll A}, y por el Ejemplo 3.2, A} es un esquema afin.

Definicién 3.4 Un morfismo de esquemas f : X — Y es un morfismo
de espacios anillados. Un isomorfismo de esquemas es un isomorfismo de

espacios anillados.

La siguiente propiedad de esquemas estd dada en términos de una cubierta

afin especifica, y sera papel central en el Capitulo 4.
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Definicién 3.5 Un esquema X se dice que es noetheriano si puede ser cu-
bierto por un numero finito de subconjuntos abiertos afines U; = Spec A;, tal
que cada A; es un anillo noetheriano (ver Ap. A.2, pdg. 112). Un esquema
X es localmente noetheriano si puede ser cubierto por subconjuntos abiertos

afines Spec A;, donde cada A; es un anillo noetheriano.

En particular, un esquema afin Spec A es noetheriano si y solo si A es un

anillo noetheriano.

3.3 Gavillas Casi-Coherentes

La nocién de gavillas casi-coherentes en Geometria Algebraica fue intro-
ducida por J.-P. Serre. Estas son gavillas que en algin sentido son “lo-
calmente constantes” con respecto a la gavilla estructural, y son los andlogos
de los médulos sobre un anillo. La teoria de gavillas casi-coherentes y sus
grupos de cohomologia es una herramienta poderosa para estudiar esque-
mas. Desarrollaremos esta teoria sobre el caso particular de esquemas afines

noetherianos.

3.3.1 Gavillas de Md6dulos

Todas las gavillas que hemos estudiado hasta ahora son gavillas de grupos
abelianos o gavillas de anillos. Hemos estudiado también esquemas y mor-
fismos entre ellos sin mencionar otra gavilla mas que la estructural. En

esta subseccion definiremos gavillas de Ox- mddulos sobre un esquema en
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general, y luego las estudiaremos solamente sobre esquemas afines. Enuncia-
remos también las propiedades basicas de estas gavillas casi-coherentes sobre
el espacio topologico Spec A. Comenzaremos definiendo gavillas de médulos

sobre un espacio anillado.

Definicién 3.6 Sea (X,Ox) un espacio anillado. Un Ox-mddulo es una
gavilla F sobre X tal que para cada conjunto abierto U C X, el grupo F(U)
es un Ox(U)-mdédulo, y para cada inclusion de abiertos V- C U, el homomor-
fismo restriccion F(U) — F(V') es compatible con la estructura de mddulo
via el homomorfismo de anillos Ox(U) — Ox(V'), es decir, para cualquier
a € Ox(U) y cualquier f € F(U) se tiene que (af)|y = aly fly. Esto sig-

nifica que el siguiente diagrama es conmutativo

Ox(U)x F(U) —— F(U)

l

Ox(V) x F(V) —— F(V)
Un morfismo F — G de Ox-mddulos es un morfismo de gavillas tales
que para cada conjunto abierto U C X, la aplicacion F(U) — G(U) es un
homomorfismo de Ox(U)-mddulos, es decir, el siguiente diagrama es con-

mutativo

(idoy (u)»u)
- 5

Ox(U) x F(U)

| |

F(U) — g(U)
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Noétese que el grupo de gérmenes F, es un Oy ,-médulo. En efecto, por
definicién Ox, = {[(U,s)]|U C X abierto, z € U y s € Ox(U)} vy F. =
{{V, ]|V C X abierto, x € V' y f € F(V)}. Sean s, = [(U,s)] € Oxa, ¥y
f= = [(V, f)] € F.. Entonces, W = U NV es un abierto no vacio contenido
en Uy en V. Por lo tanto, [(U,s)] = [(W,slw)] v [(V. /)] = [(W, flw)],
con slyw € Ox(W) y flw € F(W), esto implica que s|w flw € F(W), pues
F (W) por definicién es un Ox (W)-médulo. Asi, el gérmen determinado por
slwflw € F(W) es precisamente s, f,, es decir, s, f, € F,. Por lo tanto, F,
es un Ox ,-mdédulo.

También se cumple que ¢, : F, — G, es un Ox ,-homomorfismo.

Ahora que ya tenemos la nocién general de gavillas de médulos sobre
un espacio anillado, vamos a definir éstas gavillas sobre un esquema. Para

esto definiremos primero la gavilla de médulos M sobre Spec A asociada al

A-mo6dulo M.

Definicién 3.7 Sean A un anillo, y M un A-mddulo. La gavilla asociada a
M sobre Spec A, denotada por ]\7, es dada como sigue. Para cada ideal primo
p C A, sea M, la localizacion de M en p (ver Ap. A.1, pdag. 111). Para
cualquier conjunto abierto U C Spec A definamos el grupo M(U) como el

conjunto de todas las funciones s : U — [], .y My, tal que para cadap € U,

peU
s(p) € My, y tal que s es localmente un cociente m/f conm € M y f € A.
Para ser mds precisos, requerimos que para cada p € U exista una vecindad

abierta V de p en U, y elementos m € M y f € A, tales que para cada

qgeV,f¢q,ys(q) =m/f en My. Entonces, usando las restricciones obvias
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de funciones hacemos de M una gavilla de mddulos (la prueba es similar a

la de la gavilla estructural sobre Spec A, ver pdgina 76 ).

La siguiente proposicién reune las propiedades basicas de la gavilla M.

Proposicién 3.3 Sean A un anillo, M un A-mddulo y M la gavilla asociada

a M sobre Spec A. Entonces:
(a) M es un Ospec aA-modulo;

(b) Para cada p € Spec A, el grupo de gérmenes (]\A/Alj),g de la gavilla M en p

es isomorfo al modulo localizado M,;

(c) Para cualquier f € A, el Ap-mddulo M(D(f)) es isomorfo al mddulo

localizado My;
(d) En particular, M (Spec A) =M.

Demostracion.

Recordando la construccién de la gavilla estructural Ogpeca (pég. 75),
es claro que M(U) es un Ogpec 4(U)-médulo. En efecto, si fijamos p en U,
entonces para s € M (U) v t € Ogpeca(U) existen vecindades abiertas Vj,
W, de p contenidas en U, respectivamente, y elementos m € M; f,a,g € A,
tales que para todo q € V,,, Wy; f,g ¢ q, se tiene que s(q) = m/f € Mgy
t(q) = a/g € Ay. Luego, I' = V, NV, es una vecindad abierta de p contenida
en U. Por lo tanto, para todov € I', s(t) =m/f en M,y t(r) =a/gen A, lo

cual implica que am/fg € M,, pues M, es un A-médulo, y fg ¢ v. Hemos
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probado entonces que la funcién st estd en el grupo M (U), y en consecuencia

M(U) es un Ogpec a(U)- médulo.

Las pruebas de (b), (¢) y (d) son identicas a las de 1,2 y 3 de la Proposicién
3.1, reemplazando A por M en lugares apropiados. m

Hemos definido entonces gavillas de médulos sobre esquemas afines. Estas
gavillas de la forma M sobre esquemas afines son nuestros modelos para ga-
villas casi-coherentes. En otras palabras las gavillas casi-coherentes sobre

esquemas afines son de la forma M.

Definicién 3.8 Sea (X,Ox) un esquema. Un Ox-mddulo F es casi-cohe-
rente si X puede ser cubierto por subconjuntos abiertos afines U; = Spec A;,

tales que para cada i hay un A;-mddulo M; con F|y, = ]\Z

El siguiente ejemplo dejard claro que significa la definicion de gavilla casi-

coherente.

Ejemplo 3.4 Sobre cualquier esquema X, la gavilla estructural Ox es una
gavilla de Ox- mddulos, pues para cada abierto U C X el anillo Ox(U) en
particular es un Ox(U)-mddulo. Como X es un esquema, podemos cubrirlo
con abiertos afines U;, es decir, de la forma Spec A; para algiun anillo A;,
luego Ox|y, = ;1;, donde A; es un A;-mddulo. Por lo tanto, Ox es una

gavilla casi-coherente.

No toda gavilla sobre un esquema afin Spec A es casi-coherente. Por

ejemplo, para un punto fijo p € Spec A, como en el Ejemplo 1.1 podemos
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definir la gavilla rascacielos Agpec 4 tal que para todo abierto U de Spec A,

A st peU

AgpecA(U) =
{0} st pgU

No es dificil probar que (AgpeC 1)y = A. Basta definir la aplicacién ¢ :
A — (A 4)p, tal que a — [(SpecA,a)]. Si p(a) = [(SpecA,a)] =
[(Spec A, OAEPECA(SpecA))]’ entonces existe W C Spec A abierto tal quep € W,
y alw = OAg L) Luego, a = 04 y asi ¢ es inyectiva. Por otro lado, si

pec

[(U,a)] € (A%,..4)p, entonces a € A es la preimagen del gérmen [(U,a)],
pues ¢(a) = [(SpecA,a)] = [(U,a)]. Por lo tanto, ¢ es sobreyectiva, y
entonces es un isomorfismo. Es fécil verificar que ¢ es un homomorfismo

bien definido. De esta manera la gavilla A%

pec A 11O €8 casi-coherente, pues si

p

lo fuera deberfa de existir un A-médulo M tal que Ag, .4 = M , pero para

p € Spec A, (M), = M, (Proposicién 3.3, (b)) y (A%pecn)p = A. Luego, M
no existe (dos gavillas son iguales si y s6lo si sus grupos de gérmenes son
iguales).

Si el punto p es cerrado en el espacio topoldgico Spec A, entonces para

todo q # p, se tiene que (A%, 4)q = {0}.
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Cohomologia sobre Esquemas

Afines Noetherianos

En este capitulo probaremos el objetivo principal de este trabajo de tesis. El
método consiste principalmente en considerar una resolucién inyectiva de un
A-moédulo digamos M, esto con la finalidad de construir una resolucion fofa
de la gavilla casi-coherente asociada al modulo M sobre el esquema noethe-
riano Spec A. La construccion de esta resolucion no es sencilla, por lo que
necesitaremos de herramienta algebraica para su construccion. El resultado

que probaremos vale para cualquier esquema afin.
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4.1 Cohomologia de Gavillas Casi-Coheren-
tes sobre Esquemas Afines Noetherianos

En esta seccion mostraremos que los esquemas afines noetherianos se carac-
terizan (entre los esquemas noetherianos) por que su cohomologia respecto
de las gavillas casi-coherentes es trivial. El punto clave es mostrar que si I es
un A-médulo inyectivo, (ver Ap. A.3, pdg. 114) entonces la gavilla I sobre
Spec A es fofa. Para ello iniciamos con algunos resultados algebraicos, los

cuales seran fundamentales para lograr nuestro objetivo.

Lema 4.1 Sea a un ideal de un anillo noetheriano A, y sea I un A-mddulo

imyectivo. Entonces,
J={a € I|a"a= {0} para algin entero positivo n}
es también un A-mddulo inyectivo.

Demostracién. Para probar que J es inyectivo es suficiente mostrar que
para cualquier ideal b de A, y para cualquier homomorfismo ¢ : b — J,
existe un homomorfismo 1 : A — J que extiende a ¢ (ver Ap. A.3, pég.
115).

Es trabajo facil probar que J es un A-mdédulo. En efecto, si a,b € J,
entonces existen n, m enteros positivos tales que a"a = {0} y a™b = {0},
luego a —b e J. Sir e Ay a € J es claro que ra € J. Asi, J es un

A-modulo.
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Para un ideal b de A la inclusiéon b C A induce la aplicacién A-lineal
d: Homa(A,J) — Homa(b,J).

Probaremos que 0 es sobreyectiva. Sea ¢ € Homy(b,J), entonces para
cada b € b existe un entero positivo n tal que a¢(b) = {0}. Como A es
noetheriano, b es finitamente generado, luego existen ny,...,n, € Z* tales
que a™@(by) = {0},...,a"p(b.) = {0}. Al tomar N > n; + ... + n, resulta
que a¥p(b) = {0}.

El Lema de Artin-Rees (ver Ap. A.2, padg. 114) implica que para algin
entero positivo r, a”ANb = a™ "(a"ANb) para m > r, es decir, a” Nb =

a™ " (a" Nb). Por lo tanto, para n > N +r,
p(a"Nb) =p(a""(a"Nb)) =a""p(a"Nb) C a" "p(b) = {0}.

Es decir, ¢(a” Nb) C {0}. Asi, ¢ : b — J induce la aplicacién A-lineal
¢ :b/a"Nb — J C I, dada por b+a"Nb — ¢(b). De manera similar, como
i(a"Nb) =a"Nb C a”, el homomorfismo i : b — A induce la aplicacién
A-lineal 7 : b/a" Nb — A/a", dada por b+ a” N b — b+ a”. Esta tltima
aplicacion es inyectiva, pues Z(b +a”Nb) = a” implica que b € a”, y como
b € b, entonces b € a® N b.

Luego, como [ es inyectivo existe una aplicaciéon A-lineal ZZ cAJam — I,
tal que @E 07 = . Sea p: A — A/a" el homomorfismo proyeccién natural,
y consideremos la aplicacién ¢ : A — [, donde ¢ = 12 o p. Entonces, para
cada a € A se tiene que a"y(a) = 1(a"a) C ¢(a™) = pop(a™) = 1(0) = {0},
es decir, ¥(a) € J. Por lo tanto, v € Homa(A, J).
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Ademéds, si x € b, entonces ¢ (x) = Jop(:p) =Y(z+a”) =p(z+a"Nb) =
©(x). De esta manera ¢ es la imagen de ¢ € Hom (A, J). Esto prueba que
0 es sobreyectiva. ®

Para probar el siguiente lema es necesario tener las nociones de gavillas
con soporte. A continuacién daremos una pequena teoria de estas gavillas.

Para ello iniciamos con la siguiente definicion.

Definicién 4.1 Sea F una gavilla sobre un espacio topologico X . El soporte

de una gavilla F es el conjunto Supp F = {x € X | F, # {0}}.

Si F es una gavilla sobre el espacio topolégico X, y s una secciéon de F
sobre un conjunto abierto U, el soporte de s denotado por Supp s, es definido
como el conjunto {p € U | s, # 0}.

En lo que sigue diremos que si Z es un subconjunto cerrado de un espacio
topoldgico X, y F una gavilla sobre X, entonces I'z(X, F) es el subgrupo de
['(X,F) que consiste de todas las secciones cuyo soporte estd contenido en

7. Luego, la asignacion
Vi— T'zrv(V,F|v), para cada abierto V de X

define una subgavilla de F con soporte en Z, y la denotaremos por H%(F).

El siguiente lema establece que los médulos inyectivos del tipo J del Lema
4.1 coinciden con el conjunto de secciones de I sobre Spec A, que tienen
soporte en el conjunto cerrado determinado por el ideal a. Denotaremos al

modulo J del Lema 4.1 por:
Iy(I) ={s e I]a"s={0} para algin entero positivo n > 0}.
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Lema 4.2 Sean A un anillo noetheriano, I un A—mddulo, y a un ideal de

A. Entonces, 'y (Spec A, I) =T'(1).

Demostracion. Sea s € I(Spec A) = I tal que Supps C V(a). Sip ¢ V(a),
entonces s, = 0y, esto es, s/14 = 07/14, es decir, existe u ¢ p tal que
us = 07. Si L es el aniquilador de s, entonces u € L, y por tanto L Q P, pero
esto significa que p ¢ V(L). Luego, V(L) C V(a), es decir, VL O y/a D a
(Lema 3.1, (¢)). Como A es noetheriano, a es finitamente generado, entonces
para el conjunto finito de generadores f; € a, ¢ = 1,2, ..., r, existe un entero
positivo N tal que satisface f¥ € L. Asi, fNs = 0;, es decir, a¥s = {0}.
Por lo tanto, I'v(q) (Spec A, T) CTa).

Conversamente, si s € I'y(I), entonces a”s = {0} para algin n > 0. Sea
p € Spec A tal que p ¢ V(a), entonces a € p, es decir, existe f € a tal que
f & p, luego f* ¢ p, y f* € a”, por lo que f"s = 0;. Por lo tanto, s, =
s/1a = f"s/f" = 05,. Asi, Supps C V(a), es decir, s € Fv(a)(SpecA,f).
Por lo tanto, I'a(1) C I'y(a)(Spec A, I). m

El siguiente lema nos dice bajo que condiciones una subgavilla (con so-

porte) de una gavilla casi-coherente es casi-coherente.

>~

Lema 4.3 Con las mismas hipdtesis del Lema 4.2 se cumple que, H?,(a)(f)

To(1).

Demostracién. Por el Teorema 1.2 es suficiente probar que para todo p €
Spec A, (MY (I))p = (Da(1))y, es decir, (Y, (1))p 2 (Ta(I)),.
Para p € Spec A, tenemos la aplicacion A-lineal candnica ¢ : I — I, es

decir, (Proposicién 3.3, (b)) la aplicacién A-lineal ¢ : I — (I )p- Es claro
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que I'y(I) y (H?/(a)(f))p son A-submodulos de [y (I), = I, respectivamente.
Para obtener una aplicacién A-lineal de I'y(7) en (H?/(a)(f ))p Probaremos que
sin € I'q(1), entonces Suppn C V(a). Puesto que Suppn = V(Ann(n)) (ver
Ap. A1, pag. 112), Suppn C V(a) si y sélo si \/Ann(n) D Va 2 a, lo
cual equivale a que existe N € N tal que f¥ € Ann(n) (a =< fi, ..., [, >),
es decir, a¥ C Ann(n), y esto es lo mismo decir que n € Ty(I). Asi, si
n € I'y(I), entonces Suppn C V(a), es decir, 1(I'y(I)) C (H?/(u)(f))p.
Entonces, la aplicacién ¢ : I'y(I) — (H?/(a)(f))p es A-lineal. El siguiente
paso es probar que para todo s € A — p, la aplicacién hy : (H(‘)/(a)(:fv))p —
(H%(a)(f))p, dada por n/t —— (s/14)- (n/t) es biyectiva. Sea h,(n/t) = 0,
es decir, (s/14)- (n/t) = 0y, entonces n/t = 0;,, pues 5/14 es invertible en
A,. Por lo tanto, existe v € A —p tal que un = 0;. Asi, n/t = 0;/14,
esto prueba que h, es inyectiva. Sin/t € (Hy (I)),, entonces hy((n/st)) =
(s/14)- (n/st) = n/t, luego hy es sobreyectiva. Por lo tanto, hy es biyectiva.
Por la propiedad universal de la localizacion existe la aplicacién A-lineal
o (Tall))y — (H%(a)(f))p, dada por n/t — ((n/t)14)qen()- Probaremos
que esta aplicacion es biyectiva. Si ¢(n/t) = 0;,, entonces n/t = 0y, , es decir,
existe u € A — p tal que un = 0;. Por lo tanto, n/t = 0;/14, luego ¢ es
inyectiva. Sea n/t € I, tal que Suppn C V(a). Probaremos que n € I'q(1).
Como antes, Suppn C V(a) implica que existe N € N tal que f¥ € Ann(n),
i=1,..r estoes, a¥ = (< fi,.... fr >)¥ C Ann(n), es decir, n € T'y(I). Por
lo tanto, @ es sobreyectiva. Luego, (I'4([)), = (H?/(a)(f))p. La Proposicién

3.3, (b) y el Teorema 1.2, nos dan I'y([) = H?/(a)([). [

Enseguida probaremos el lema que serd clave para nuestro objetivo.
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Lema 4.4 Para un anillo noetheriano A, el Ogpec a-modulo I determinado

por el A-mddulo inyectivo I es una gavilla fofa sobre Spec A.

Demostracion. Para f € A, D(f) es un abierto basico de la topologia de

Spec A. Probaremos que la aplicacion restriccion

p‘;’E?C)A - T(Spec A, I) — T(D(f), ) es sobreyectiva.

De (¢) y (d) de la Proposicién 3.3 se sigue que esta aplicacién es el ho-
momorfismo natural inducido por la localizacién, es decir, I — I;. Los
elementos de Iy son de la forma a/f™ con a € I y f™ elemento del conjunto
multiplicativo {1, f, f%,...} € A. Entonces, basta probar que cualquier ele-
mento a/ f™ en I; puede escribirse de la forma a/ f™ = b/1 4 para algin b € I.

Asi, la sobreyectividad de I'(Spec A, I) — T'(D(f), I) quedara probada. Sea
a={x € A| f"x = 04 para algin entero positivo n}.

Como 0 € a, a # &. Del Lema 4.1 se sigue que a es un ideal de A. Si
a = A, entonces existe un entero positivo n tal que f* -1, = 04. Es decir, f
es un elemento nilpotente de A, por lo que las igualdades D(f) = D(f") =
D(0) implican que D(f) = @. Por lo tanto, ['(Spec A, I) — D(D(f), I) es
trivialmente sobreyectiva.

Supongamos a # A. Como A es noetheriano, a debe ser finitamente

generado, entonces existe un entero positivo N tal que f¥a = {0}. Asi,

podemos definir la aplicaciéon A-lineal

a:Ala— A, tal que r+ar—— N,
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Esta aplicacién es inyectiva. En efecto, si a(r + a) = 04, entonces
FNFMr =0y, es decir, r € a.

Definamos ¢ € Homa(A/a, I), por r+a — rf~a. Es rutina verificar que
¢ es una aplicacién A-lineal bien definida. Luego, como [ es un A-mdédulo
inyectivo existe ¥ € Homu(A,I) tal que ¥ o @ = ¢. Hagamos b = (1).

Entonces,

o= +a) =¢(a+a) =d(f¥) = (- 1) = fYm0.
Ast, a/fm™ = fNa/fN+m = fNImp ) fN+m — /1 4. Por lo tanto,

I'(Spec A, I) — T(D(f),I) es sobreyectiva.

A continuacién probaremos que para cualquier U abierto de Spec A la

aplicacion restriccién

pgpeCA : T(Spec A, :f) — (U, _7) es sobreyectiva.

Usaremos induccion noetheriana sobre Y = Suppf, es decir, induccion
sobre la clausura del Suppl = {p € SpecA|(.7)p # {0}}. Si Y consiste
de un sélo punto p cerrado de Spec A, entonces I es una gavilla rascacielos
respecto del punto cerrado p, esto es debido a que para todo q € Spec A\{p},
(:Tv)q = {0}, asf por el Teorema 1.2, y el resultado de la pagina 95, I es una
gavilla rascacielos, y por lo tanto es obviamente fofa.

Supongamos |Y| > 1. Si Y NU = @, entonces no hay nada que probar,
pues para todo q € U, (I)q = {0}, y entonces D(U, ) = {0}. Asi, pgF=*

es trivialmente sobreyectiva. Si Y NU # @ podemos encontrar f € A tal
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que D(f) C Uy D(f)NY # @. Sea Z = Spec A — D(f) = V((f)), v
consideremos la siguiente sucesion

Spec A U
= P = PD(y)

[ =T(Spec A, T)"— T(U, 1) Z2 (D), I) = I;

Sil'z(Spec A, 1)y I'z(U, I) son el conjunto de secciones en I'(Spec A, I) y

(U, I), respectivamente, tales que su soporte estd contenido en Z, entonces

I, (Spec A, T) < T(Spec A, 1) y Tz(U,I) — D(U,I) inducen la aplicacién
Iy (Spec A, I) — Tz (U, I).

Sea s € I'(U, I), consideremos su imagen s en I'(D(f), ), luego existe
t € T(Spec A, T) = I tal que pffzjf)A(t) =s'. Seat|y = t'. Entonces, la seccién
s —t' = 0y, asl s — t' tiene soporte en Z. En efecto, p%(f)(s —t') = 0y
significa que s|p(y) — t'|py) = OF(p(py)» es decir, (s —t)|py) = OFp(s)) 10
cual implica que para todo p € D(f), (s —t'), = 0y,, es decir, Supp(s —

t') C Spec A\D(f) = Z. Asi, para completar la demostracién serd suficiente

mostrar que I'z(Spec A, I) — T'z(U, I) es sobreyectiva.

Sea a el ideal de A generado por f. Entonces, del Lema 4.2 se sigue que
Iz (Spec A, I) = T'y(I) (donde Z = V(a)), y por el Lema 4.1, T4(I) es un
A-médulo inyectivo. Ademas, Suppl::(f) CYNZ. Enefecto,sipg Y NZ,
entonces p ¢ Y op ¢ Z. Sip ¢ Z, entonces p € D(f), es decir, f ¢ p. Sea
/B € (Ta(1))p = (Ta(I))p, con a € To(I), vy B & p. Note que a € To(1)
implica que a”«a = {0} para algin m > 0, es decir, f™a = 0y, pues f es
el generador del ideal a. Por lo tanto, a/3 = f™a/f™F = 0;/14. Asi,

(I'a(1)), = {0}. Sip ¢ Y, entonces (T)p = {0}. Luego, como I'y(/) es A-

submédulo de I se tiene que (I'y(1)), es un Ay-submddulo de I, es decir,
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—~ ~ —_——

(I'a(1))p s un Ap-submédulo de (1),. Asi, (I's(1)), = {0}.
Por otro lado, Y N Z estd contenido estrictamente en Y. Pues Y N Z =

Y implica que Y C Z, es decir, Y N D(f) = &, lo cual es una con-
tradiccién. Luego, Supp I'y(I) estd estrictamente contenido en Y. Entonces,

—~—

por hipétesis de induccién I'y(I) es una gavilla fofa. Asi, la aplicacién

La(1)(Spec A) — To(1)(U)

es sobreyectiva, es decir,

~ —_~

Tz (Spec A, I) — To(I)(U)

es sobreyectiva.

~ e~

Por otro lado, del Lema 4.3 se tiene que I'zop (U, I) = I'y(1)(U), pero

dado que I'z(U, I) = T'zrp (U, I), tenemos la aplicacién sobreyectiva

Fz(SPGCA, I) - 1_‘Z(lj7 I)

La que queriamos.
Por lo tanto, existe p € I'z(Spec A, I) tal que P (y) = s —t =
5— pgpeCA(t). Luego, i+t € I'(Spec A, ) es la preimagen de la seccién s. m
Una aplicacién A-lineal ¢ : M — N induce un homomorfismo de Ox-
moédulos @ : M — N. En efecto, para un punto p € Spec A, ¢ induce el ho-
momorfismo localizado ¢, : M, — N,. Pero este es justamente (Proposicion
3.3) el homomorfismo entre los grupos de gérmenes @y, : (M )p — (N )p- Asi,

tenemos el homomorfismo de Ogyec 4-mddulos ¢ : M — N.

Sea una sucesién exacta de A-mddulos
M1—>M2—>M3—>...
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entonces, para cada p € Spec A, la sucesion de localizaciones
(M1>p I (Mz)p — (M3)p — ... es exacta,
es decir,
(M)p — (Z\/Z/Z)p — (m)p — ... es exacta,

y por la Proposicién 2.1 se tiene la sucesion exacta de Ogpe. 4-mddulos
M1HM2—>M3—>...

Ahora que tenemos a la mano el Lema 4.4, estamos en condiciones de

probar nuestro objetivo principal.

Teorema 4.1 Para todas las gavillas casi-coherentes F sobre el esquema
afin Spec A asociado al anillo noetheriano A, H™(Spec A, F) = {0} para
todon > 1y H°(Spec A, F) = F(Spec A).

Demostracién. Sea F una gavilla casi-coherente y sea M = F(SpecA)
el médulo sobre Ogpec 4(Spec A), construiremos una resolucién fofa de M
utilizando una resolucién inyectiva (ver Ap. A.3, pag. 115) del A—mddulo

M. Sea

0o—M—1°—T1"—71?— .

una resolucion inyectiva de M. Entonces, tenemos una sucesion exacta de

gavillas casi-coherentes sobre Spec A

0—>M—>ﬁ)—>ﬁ—>ﬁ—>
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Luego, por el Lema 4.4 para 7 > 0, I es una gavilla fofa, por lo que la
sucesion anterior es una resolucién fofa de la gavilla casi-coherente M. Al

tomar secciones globales en la ltima sucesion, obtenemos
0 — M(Spec A) — I9(Spec A) — I'(Spec A) — I2(Spec A) — ..

Por d) de la Proposicién 3.3, M(Spec A) = M y Ii(Spec A) = 17, j > 0.
Entonces, recuperamos la resolucién inyectiva de M, la cual es exacta.

Por lo tanto, H°(Spec A, F) = F(Spec A) = M, y H"(Spec A, F) = {0},
n > 1. Esto prueba el teorema. m

A continuacién daremos una de las aplicaciones del Teorema 4.1.

Proposicién 4.1 Sea Spec A un esquema afin noetheriano. Sea ) — F —
F' — F" — 0 una sucesion exacta de Ogpee a-mddulos, tal que F es casi-

coherente. Entonces, la sucesion
0 — ['(Spec A, F) — T'(Spec A, F') — T'(Spec A, F") — 0
es exacta.
Demostracién. Por el Teorema 2.3, la sucesion exacta de Ogpe. 4-moédulos
0—F —F —F"—0,
induce la sucesion larga exacta
0 — H%(Spec A, F) — H°(Spec A, F') — H°(Spec A, F") —

— H'(Spec A, F) — H'(Spec A, F') — H'(Spec A, F") —

Pégina 107



Cohomologia sobre Esquemas Afines Noetherianos Capitulo 4

— H*(Spec A, F) — H*(Spec A, F') — H*(Spec A, F") — ...

Luego, del Teorema 4.1, se sigue que H"(Spec A, F) = {0} para n > 1.

Entonces, tenemos la sucesién exacta
0 — I['(Spec A, F) — T'(Spec A, F') — T'(Spec A, F") — 0.

Lo que queriamos. m

La Proposicién 4.1, de hecho nos dice que
H"(Spec A, F") = H"(Spec A, F")
para n > 1, pues la sucesion
0 — H"(Spec A, F') — H"(Spec A, F") — 0,

es exacta.
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Resultados Generales

A.1 Localizacion

Definicién A.1 Sea A un anillo conmutativo con unidad. Un subconjunto

S de A se dice que es multiplicativo si 14 € S, y para todo x,y € S, vy € S.

Ejemplo A.1 Sean A un anillo conmutativo, y p un ideal de A. El ideal
p € Spec A, si y sdlo si, A\p es multiplicativo. En efecto, sea p € Spec A.
Como p # A, se tiene que 14 ¢ p, es decir, 14 € A\p. Sean x,y € A\p.
Sixy ¢ A\p, entonces xy € p, es decir, x € p oy € p, lo cual contrddice
la suposicion x,y € A\p. Asi, A\p es un conjunto multiplicativo. Con-
versamente, supongamos A\p un conjunto multiplicativo. De la hipdtesis
1a € A\p se sigue que 14 ¢ p, asi p # A. Ahora, si xy € p, entonces
xy & A\p, es decir, v ¢ A\p oy & A\p, esto es, x € p oy € p. Por lo tanto,

p es primo.
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Ejemplo A.2 Sean A un anillo y f € A un elemento no nilpotente de A.
Entonces, el conjunto S = {1, f, f2, f3,...} es un subconjunto multiplicativo

de A.

La localizacién es un caso particular del anillo de fracciones de un dominio
entero. Localizar sobre un conjunto multiplicativo S significa encontrar el
anillo més pequeno en el que todos los elementos de S tengan inverso multi-
plicativo.

Daremos la definicién de manera general para un A-médulo M, y entonces

M = A serd un caso particular.

Definicién A.2 Sean A un anillo conmutativo, S un subconjunto multi-
plicativo de A, y M un A-mddulo. Definimos la localizacion S™*M de M
con respecto a S como el conjunto de elementos m/s conm € M y s € S,

/

maodulo la relacion de equivalencia m/s ~ m'/s', si y solo si, existe " € S

tal que s"(s'm — sm’) = 0y.

Dotamos a S™'M de una estructura de grupo, con la operacién definida
por: m/s+m'/s = (s'm+ sm’)/(ss’). EL neutro aditivo es 05;/14.

Nétese que de la relacién de equivalencia dada en la Definicion A.2, se
sigue que ST'M = {0} si 0 € S. Si M = A, definimos una estructura de
anillo sobre S™' A con la operacién multiplicacién dada por (a/s) - (a'/s') =
(aa")/(ss'). El neutro aditivo de S7'A es 04/14 y el neutro multiplicativo es

14/14.
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PROPIEDADES:

1. Existe un homomorfismo canénico de anillos iy : A — S™'A, dado
por a — a/14. Este homomorfismo generalmente no es inyectivo, una

condicién suficiente para que lo sea es que A sea un dominio entero.

2. S71M tiene estructura de S—'A-médulo, con la operacién por escalar
dada por (a/s)-(m/s") = am/ss'. Luego, el homomorfismo candnico i4

le dota estructura de A-médulo, con el producto a-m/s =a/l4-m/s.

Para f € A, diremos que M; denota la localizacién de M con respecto
al conjunto multiplicativo {f™|n > 1}. Para un ideal primo p € A, la loca-
lizacién de M con respecto al conjunto multiplicativo A\p es denotado por
M,. Si M = A, las notaciones ahora son A; y A,, respectivamente. FEl
conjunto {p € Spec A| M, # {0}} es llamado el soporte de M, y es denotado
por Supp(M), en particular si m € M, Suppm = {p € SpecA|m/1, #
Oag, }- Si A es un anillo y M un A-mddulo, el aniquilador de M se define
como:

Ann(M) = {a € AlaM = {0} para todo m € M}.

En particular si m € M, entonces Ann(m) = {a € A|am = 0}.

Si M es finitamente generado, es decir, M = Amy; + ... + Am,,, con
m; € M, i = 1,2,...,n, entonces p € Supp(M) si y sélo si M, # {0},
si y solo si existe ¢ tal que m; # 0 en M, si y solo si existe ¢ tal que
Ann(m;) C p, siy s6lo si Ann(M) = (i_; Ann(m;) C p. Asi que Supp(M)

coincide con el subconjunto cerrado V(Ann(M)) de Spec A. Es claro también
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que Suppm = V(Ann(m)), pues si p € Spec A, entonces p ¢ Suppm siy
solo si m/14 = Oy, siy solo si existe u ¢ p tal que um = 0y, si y sélo
si existe u ¢ p tal que u € Ann(m), si y s6lo si Ann(m) € p, si y sélo si
p ¢ V(Ann(m)).

A continuacién daremos la definicién de soporte para el caso de gavillas.

Si F es una gavilla sobre el espacio topoldgico X, y s una seccion de
F sobre un conjunto abierto U, el soporte de s denotado por Supps, es
definido por el conjunto {p € U |s, # 0}, donde s, denota el gérmen de s en
el punto p. El soporte de s es un subconjunto cerrado de U, mientras que
Supp F = {x € X |F, # {0}} no es necesariamente un subconjunto cerrado
de X (ver [14], pag. 50).

Por otro lado, existen anillos con exactamente un ideal maximal, por
ejemplo los campos. Un anillo A con exactamente un ideal maximal m es
llamado un anillo local. Los anillos localizados de la forma A,, es decir, lo-

calizados en ideales primos son ejemplos de anillos locales, con ideal maximal

Pp-

A.2 Anillos Noetherianos

La propiedad de Noether es una condicién de finitud sobre anillos y médulos
equiparable a la dimensién finita en los espacios vectoriales. A continuacién
daremos algunos criterios para garantizar cuando un médulo es noetheriano.

Recordemos las definiciones.
Definicién A.3 Sean A un anillo y M un A-modulo. Se dice que M es
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noetheriano si todos sus submddulos son finitamente generados.

Un anillo A es noetheriano si lo es como A-modulo, es decir, si todos sus
ideales son finitamente generados.
Sean A un anillo y M un A-moédulo. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1. Cualquier conjunto no vacio de submaédulos de M tiene un elemento

maximal.
2. Cualquier sucesion ascendente de submoddulos de M es estacionaria.

3. Cualquier submédulo de M es finitamente generado.

Para una prueba de estas afirmaciones ver [1], Proposicién 6.1 y 6.2.
Los ejemplos triviales de anillos noetherianos son: los campos, y los Do-
minios de Ideales Principales (DIP).

Consecuencia:

1. Si A es noetheriano y S es cualquier subconjunto multiplicativo de A,

entonces S~ A es noetheriano. En particular, se cumple para S = A—p.
Para una prueba ver [8], pagina 22.

Teorema A.1 (Base de Hilbert) Si A es noetheriano, entonces el anillo de

polinomios Alx| es noetheriano.

Demostracion. Ver [4]. Capitulo 15, Teorema 3. =
Como corolario del teorema de la base de Hilbert se tiene que si A es

noetheriano, entonces lo es el anillo de polinomios Alzy, ..., z,)].
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Un espacio topoldgico X es llamado noetheriano si satisface la condicién
de cadena descendente para subconjuntos cerrados de X, es decir, para
cualquier sucesién Y] DO Yy D ... de subconjuntos cerrados, hay un entero

rtalque Y, =Y, = ...

Ejemplo A.3 X = A™ es un espacio topoldgico noetheriano. En efecto, si
Y1 DY, DO ... es una cadena descendente de subconjuntos cerrados, entonces
I(Y1) C I(Ys) C ... es una cadena de ideales en A = K|xq,...,x,]. Puesto
que A es un anillo noetheriano, esta cadena de ideales es estacionaria. Pero

para cada i, Y; = V(I(Y;)), entonces la cadena Y; también se estaciona.

Teorema A.2 (Artin-Rees). Sea M un mddulo finitamente generado so-
bre un anillo noetheriano A, sea M' un A-submddulo de M, y sea a un ideal

de A. Entonces, existe un entero positivo m tal que
(a"M)NM' =a"""(a™MN M)
para todo n > m.

Demostracién. Ver [10], Teorema 8.5. m

A.3 Modbdulos Inyectivos

En esta seccion estudiaremos las nocién general de un médulo inyectivo,
daremos el proceso general de la construccion de la resolucion candnica in-
yectiva respecto de un médulo inyectivo. Comenzaremos como de costumbre,

definiendo lo que queremos estudiar:
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Definicién A.4 Un A-mddulo I es inyectivo si para todo homomorfismo
f: M — I y para todo A-homomorfismo inyectivo ¢ : M — N, existe un

homomorfismo h : N — I, tal que hop = f.
Esto es, para cualquier sucesion exacta
0 — M — N,
si la sucesion inducida
Homa(N,I) — Homu(M,I) — 0
es exacta, entonces I es un A-moédulo inyectivo.

Proposicién A.1 (Criterio de Baer) Sea I un A-mddulo. I es inyectivo si
y solo st para cualquier ideal a de A, cualquier homomorfismo de A-mddulos
v a — I puede ser extendido a un homomorfismo de A-mddulos de A en

I.

Demostracion. Ver [4]. Capitulo 10, Proposicién 36. =

Cualquier médulo puede ser encajado en un médulo inyectivo, es decir, es
isomorfo a un submddulo de un moédulo inyectivo. Para una demostracion,
ver [10], Teorema 8.104.

Siguiendo los pasos que se usaron en la construccién de la resolucién
fofa canonica de una gavilla F (ver pag. 41), se puede construir también la
resolucién candnica inyectiva de un A-moédulo M, simplemente cambiando

modulo inyectivo por gavilla en lugares adecuados.
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