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Capitulo 1

Planteamiento del Problema

1.1. Introduccion

La demostracion es un tema que generalmente se incorpora en en las matematicas escolares
durante el estudio de la geometria plana, en secundaria y bachillerato. En los textos y en
las aulas se introducen ejemplos de razonamiento deductivo y se dan “demostraciones” de
algunas proposiciones. Con esto se persigue que los estudiantes conozcan como se validan
ciertas “propiedades” de los objetos geométricos de uso frecuente; por ejemplo, que la
suma de los angulos interiores de cualquier triangulo es 180°. También se espera que
los estudiantes puedan realizar algunas demostraciones o resolver problemas utilizando
procesos deductivos.

Diversos estudios han mostrado que la demostracion es un tema dificil tanto de ensenar
como de aprender (Godino 2002), y posiblemente por lo mismo no se le dedica mucho
tiempo, ademds de que hay otros temas que son “méas importantes” (desde la perspectiva
del docente y probablemente del curriculo) en los que los alumnos también tienen dificul-
tades. En algunos casos se ha llegado a excluir o reducir excesivamente este tema de los
Programas de estudio.

En este contexto Polya (2002) plantea las siguientes preguntas: “;Porqué aprender o en-
senar las demostraciones? ;Qué vale mas, nada demostrar, demostrarlo todo o demostrar
en parte?” (p.149)

Polya contesta la primera interrogante, inequivocamente, refiriéndose al estudiante

si descuidamos el ensenarle las demostraciones geométricas, ignorard los me-
jores y mas sencillos ejemplos de la demostracion exacta y perdera la mejor
ocasion de su vida para adquirir la nocién de lo que es un razonamiento rigu-
roso. (2002, p.150)

Respecto a la segunda interrogante, argumenta en favor de las demostraciones incom-
pletas como un medio para presentar algunos teoremas, lo cual muestra su inclinacion



por “demostrar en parte”, aclara que desde la perspectiva de la logica una demostracion
incompleta no es una “demostracion”.

Esta idea se incorpora con la de “prueba”; es decir, una demostraciéon incompleta puede
ser vista como una prueba en el sentido de Balacheff (2000) o algin esquema de prueba
(Harel y Sowder 1998).

De acuerdo con Polya, si la demostracién es importante en las matematicas escolares,
entonces una pregunta inmediata es: ;jLos profesores tienen la formacién adecuada para
conducir el aprendizaje de este tema?. Parece crucial poder contestar esta interrogante,
porque, jcémo puede alguien ensenar lo que no sabe? o parafrasenado a Poincare (1984,
p. 222) “un profesor no puede desarrollar en sus alumnos una cualidad que no poseyé él
mismo”. Este tltimo cuestionamiento serd una idea central del presente trabajo.

1.2. Justificacion

Harel y Sowder (2007) proponen una agenda en la investigacion concerniente a la prueba
en matematicas, al respecto plantean la siguiente lista:

Los factores matematicos e historicos - epistemoldgicos
= ; Qué es la demostracion y cudles son sus funciones?

» ; Como se construyen, verifican, y son aceptadas las demostraciones en la comunidad
de matematicos?

= ; Cudles son las etapas criticas en el desarrollo de la demostracion en la historia de
las matematicas?

Los factores cognitivos

» ; Cudles son las concepciones actuales de los estudiantes respecto a la demostracién?
s ; Cudles son las dificultades de los estudiantes respecto a la demostracion?

= ;Cudles son las razones de estas dificultades?
Los factores de instruccién - sociales - culturales

s ;Por qué debe ensenarse la demostracion?
s ;Como deberia ensenarse la demostracién?

= ;Como son construidas, verificadas, y aceptadas las demostraciones en el aula?



= ; Cuales son las fases criticas en el desarrollo de la demostracién con los estudiantes
de manera individual y dentro del aula como una comunidad de aprendices?

= ; Qué ambiente en el aula es apropiado para el desarrollo del concepto de demostra-
cién con los estudiantes?

= ; Qué tipo de interacciones entre los estudiantes, y entre los estudiantes y el profesor,
pueden mejorar la concepcion de demostracion de los estudiantes?

= ;Qué actividades matematicas, con el uso de la tecnologia, pueden enriquecer las
concepciones de prueba de los estudiantes?

De acuerdo con Harel y Sowder (2007) la lista no es exhaustiva o tnica; cada investigador
puede escoger una lista diferente de preguntas o bien reformular algunas, la idea central
es que se trate de tener una caracterizacion integral.

La demostracién en matematicas es importante para los matematicos pero a finales del
siglo XX se suscito un debate en torno a la pertinencia de la demostracién en la matematica
y su posible desaparicién (Hana, 1996), esto debido al advenimiento de las computadoras
como una herramienta que auxilia la demostracién de teoremas (p. ej. el teorema de los
cuatro colores) y a nuevas lineas de investigacién en matemaéticas (p. ej. matematicas
experimentales), haciendo uso de las computadoras para encontrar relaciones y generar
conjeturas (Hana 1996).

Hana (Ibid) da cuenta de este debate y de distintas posturas en torno al tema; cita el
trabajo de Lakatos y su intento por tratar de caracterizar a las matematicas dentro de sus
programas de investigaciéon. Los trabajos de Lakatos fueron recibidos con mejores augurios
en el seno de la comunidad de investigadores en educaciéon matematica y en cierto sentido
malinterpretados, al sugerir la ausencia de la demostracion en la matematica escolar.

Lakatos (1978) utiliza el Teorema de Euler referente a poliedros “El nimero de vértices
menos el nimero de aristas mas el nimero de caras es igual a dos” (V — A+ C = 2), como
medio para evidenciar que las demostraciones matematicas son temporales y contextuales,
lo cual en algunos casos resulta cierto, pero no es una caracteristica de la matematica; el
hecho es que algunos investigadores en educacién matematica decidieron, aprovechando el
fracaso de la matematica moderna,en los anos 60 del siglo pasado, eliminar la demostracion
de las matematicas escolares.

Posturas similares estuvieron girando en torno a la educacion matematica hasta el final de
los anos 80 “s y mediados de los 90 “s. Surgieron investigaciones como las de Arsac (1987),
Balacheff (1987), Fischbein (1982) Senk (1985), Martin y Harel (1989), Hana (1989),
Duval (1995), Garutti y Boero (1996), Mariotti (1997), Harel y Sowder (1998) y muchos
otros que daban cuenta, en algunos casos, del bajo nivel que muestran los estudiantes en
la elaboracién y comprensién de demostraciones; ademas de elaborar marcos de referencia
para estudiar y caracterizar formas de razonamiento, justificacion, validacion, etc.

De Villiers (1993, 1999)ha caracterizado las funciones de la demostracion en la ensefianza
de las matematicas:



» Verificacién (trata de la verdad de una afirmacion).
» Explicacién (da comprension de por qué es verdadero).

» Sistematizacién (la organizacion de varios resultados en un sistema deductivo de
axiomas, conceptos y teoremas principales).

= Descubrimiento (invencién o descubrimiento de nuevos resultados).
» Reto intelectual

s Comunicacién

Un documento importante, que plasma varios de los resultados de todas éstas investi-
gaciones, son los Principios y estdndares para las matemaéticas escolares que publica el
NCTM [National Council of Teachers of Mathematics| en el 2000. Uno de los estandares
que se incluye es: “Razonamiento y prueba”.

Se especifica la importancia de que este estandar debe ser un componente esencial en la
formacién matemaética de una persona:

“El razonamiento y la prueba deberian ser una parte consistente de la expe-
riencia matematica durante toda la escolaridad. Razonar matematicamente es
un habito mental y, como todo habito, ha de desarrollarse mediante un uso
coherente en muchos contextos” (NCTM 2000, p. 59)

también se menciona que los programas de ensenanza de todas las etapas deberian capa-
citar a todos los estudiantes para:

Reconocer el razonamiento y la prueba como aspectos fundamentales de las ma-
tematicas.

Formular e investiguen conjeturas matematicas.

Desarrollar y evaluar argumentos y pruebas matematicas.

Elegir y utilizar tipos de razonamiento y métodos de demostracién apropiados

(NCTM 200 p. 59).

De acuerdo con el NCTM (2000), los alumnos de secundaria “deberian desarrollar el
aprecio por la justificacion matematica en el estudio de todos los contenidos matemati-
cos” (NCTM 2000, p. 348).

Borko y Putnam (1996) comentan que “para ayudar a desarrollar habitos productivos de
pensamiento y razonamiento, los profesores necesitan comprender bien las matematicas”
(citado en NCTM 2000, p. 352). Pero, ;Qué significa comprender bien las matematicas?,

4



no se intenta contestar la pregunta, pero seguramente la respuesta tendrda un elemento
relacionado con la capacidad de entender y hacer demostraciones; consecuentemente los
profesores deberian evidenciar dicha capacidad.

En México, como en la mayoria de los paises, la ensenanza de las matematicas por un
lado y el aprendizaje de las mismas por otro, desde la primaria hasta la universidad, son
siempre temas de debate. Basta observar como se vierten comentarios cuando se publican
resultados de aprovechamiento con relacién a las matematicas.

Por ejemplo, las pruebas ENLACE que aplica la SEP y, a nivel internacional, las prue-
bas PISA de la OCDE, y TIMSS de la IEA. Generalmente se escuchan diversos tipos de
comentarios criticos, entre los que resaltan aquellos relacionados con la responsabilidad
de los profesores en torno a dichos resultados. Por supuesto que los profesores tienen un
grado de responsabilidad y posiblemente esencial; sin embargo hay otros factores que en-
tran en juego: la desnutricion, espacios inadecuados, profesor multigrado, inexistencia de
materiales didécticos, la casi nula participacion de los padres de familia, etc.

Uno de los factores claves en el quehacer docente es, sin duda, la formacion, en este
sentido, habria que analizar en qué medida dicha formacion es adecuada. En México los
profesores de educacion bésica estudian en las Escuelas Normales donde,generalmente,
existen deficiencias en la formacion matematica. La situacion no es muy diferente en
el bachillerato, en cuanto a la formaciéon matematica, ademas de carecer de formacién
didéctica.

En cuanto a profesores de matematicas para la secundaria existen las Escuelas Normales
Superiores. Actualmente esta en vigor el plan de estudios 1999. En la mayoria de las
materias de la especialidad en matematicas, no se especifican lineamientos a seguir; en
algunos casos so6lo se lista un temario y se da una bibliografia sin mencionar nada maés.
En otros se amplia la informacion y se proponen algunas actividades para desarrollar en
el aula.

Por su parte, en 2006 se realizé una reforma a los Planes y Programas de la educacion
secundaria, sin que hasta la fecha se haya dado una reforma equivalente en los Planes y
Programas de estudios de las Escuelas Normales Superiores.

De acuerdo a la SEP (2007) objetivo de estudiar matematicas en secundaria es que

“los alumnos aprendan a plantear y resolver problemas en distintos contextos,
asi como a justificar la validez de los procedimientos y resultados y a utilizar
adecuadamente el lenguaje matematico para comunicarlos” (p. 34)

Como puede verse, la justificacién es una parte importante y cobra aiin mas importancia
cuando se especifican las competencias que debe alcanzar un alumno: el planteamiento
y la resolucion de problemas, la argumentacion, la comunicacion y el manejo de técnicas
(SEP 2006). La argumentacion es entonces una competencia que debe mostrar un alumno,
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“el énfasis de la argumentacion se pondra en la explicaciéon y la muestra, y
solo en ciertos casos, en tercer grado, los alumnos conoceran algunas demos-
traciones con ayuda del maestro, con la idea de que las utilicen para resolver
y validar la solucién de otros problemas” (Ibid, p.18)

Una de las caracteristicas en el Plan de Estudios de la SEP (2006) es la incorporacién de las
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacién (TIC) como un medio para favorecer el
aprendizaje de las distintas asignaturas. Es pertinente senalar que la SEP propone cautela
en el uso de las TIC, “Conviene evitar las tendencias a pensar que la tecnologia puede
sustituir al docente, que es un fin en si misma, o suponer que su sola presencia mejorara la
calidad de la educacién” (SEP 2007, p. 25), ademds “habré que evitar la tendencia a
subutilizar los recursos tecnolégicos” (SEP 2007, p. 25); es decir, no forzar la incorporacién
de las TIC cuando los contenidos pueden desarrollarse por medios de ensenanza mas
comunes. Las TIC no sélo incluyen las herramientas computacionales; existe la T.V., el
radio, el cine, entre otros, los cuales se pueden utilizar con fines educativos.

Por lo tanto, si las TIC se utilizan de manera adecuada pueden propiciar que los alumnos

accedan a diferentes fuentes de informacién y aprendan a evaluarlas critica-
mente ... desarrollen habilidades clave como el pensamiento légico, la resolu-
ciéon de problemas y el analisis de datos al utilizar paquetes de graficacién,
hojas de calculo y manipuladores simbdlicos; manejen y analicen configuracio-
nes geométricas a través de paquetes de geometria dindmica...(SEP 2007 p.
25)

Ademas de la postura de la SEP, existen resultados de investigaciones respecto al uso de la
tecnologia en estudios relacionados con los procesos de justificacion como los Pedemonte
(2001),Jones (2001), Marrades y Gutiérrez (2001),etc.

Asi, lo anterior implica que los profesores de matematicas del nivel basico, posean la
capacidad de entender y hacer demostraciones porque, ain cuando no es la parte central
del aprendizaje de los estudiantes de secundaria, si es crucial que el profesor lo comprenda;
de lo contrario, no entendera hacia donde van dirigidos los esfuerzos y en qué medida un
argumento es valido en el contexto de las matemaéticas.

Todo lo anterior enfatiza la necesidad de ensenar, de inicio, a los profesores de matemati-
cas la demostracién matemdtica y, en consecuencia, analizar cudl es la situacion de los
profesores en formacion. Ademas, si consideramos lo relacionado al uso de las TIC, es im-
portante explorar cémo reaccionan estos profesores ante el trabajo; en particular con un
software de geometria dindmica en el marco de la justificacion y demostracién matematica.



1.3. Problema de Investigacion

El problema se centra en la exploraciéon de esquemas de prueba en la formacién inicial
de profesores. Lo cual implica la pregunta ;Qué se entiende por prueba y en que se
diferencia de la demostracién? En el marco tedrico se retoman estas ideas con mas detalle;
sin embargo, en esta etapa se dird que la idea de prueba se retoma de las propuestas de
Balacheft (1987), Harel y Sowder (1998)y Godino (2001). Asi mismo el esquema de prueba
se toma de Harel y Sowder (1998,2007) revisando las distintas modificaciones,adaptaciones
y contribuciones que han realizado diversos autores y ellos mismos.

Como problema de investigacion se plantea el siguiente:

. Qué esquemas de prueba manifiestan los profesores de matematicas durante
su formacién inicial y cudles son las posibles relaciones entre ellos?

1.3.1. Objetivos

Se estudian dichos esquemas considerando actividades que permitan:

1. Obtener informacion de los profesores de formacién inicial con respecto a esquemas
de prueba en geometria y niimeros, respecto a:

= formulacion de conjeturas y

= Justificacién

2. Utilizar el software de geometria dinamica como una herramienta potencial en la
elaboracién de conjeturas y pruebas.

El presente trabajo tiene como objetivo general analizar los esquemas de prueba de pro-
fesores en formacién inicial. Se plantean como objetivos especificos los siguientes.

= Comparar la pertinencia de la demostraciéon en los planes de estudio de la Escuela
Normal, en las asignaturas de la especialidad en matemaéticas y los planes de estudio
de secundaria en el area de matematicas.

= Analizar los esquemas de prueba de los futuros profesores en torno a los componentes
numérico y geométrico.

= [dentificar las conjeturas, los argumentos y la forma de justificar de los profesores
en formacién inicial.

= Incorporar el software de geometria dindmica en actividades de demostracion.

= Analizar los posibles cambios con respecto a los esquemas durante la aplicaciéon de
las actividades.



1.3.2. Preguntas de investigacion

Preguntas de investigacién.

= ; Qué vinculacién existe entre los programas de estudio de matematicas en la educa-
cién secundaria y los programas de las asignaturas en las escuelas normales respecto
a la prueba?

= ; Cuales son los esquemas de prueba de los futuros profesores de matematicas?

1. ;Plantean conjeturas?

2. (Cémo justifican sus resultados?

= ; Cuéles son las ventajas de incorporar el software de geometria dinamica en activi-
dades de demostracién?

= ; Qué cambios ocurrieron en los esquemas de prueba en el desarrollo de las diferentes
actividades?

Para tratar de contestar estas preguntas, en una primera etapa, se revisaron los planes
y programas de estudios, tanto de secundaria como de la normal superior,asi como los
principales textos de apoyo.

Enseguida, se aplicé un cuestionario (Anexo 1) para tener una idea de la situacién actual
de los estudiantes con los cuales se trabajo.

A partir de los dos elementos anteriores, se disenaron actividades de geometria (Anexo
2) que se trabajaron por parejas con software de geometria dindmica y actividades de
numeros (Anexo 3) que se trabajaron de manera individual, en ambiente de lapiz y papel.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Antecedentes

La demostracion en matematicas nace en Grecia en el siglo V antes de Cristo (Arsac
1987) y desde entonces forma una parte del nicleo central de las matemdticas. Aunque
la demostracién no es propiamente un concepto, sino mas bien una técnica (Ibid) o un
procedimiento (Ibanez 2002). Es en Los Elementos de Euclides donde por primera vez se
presenta por escrito el conocimiento matematico en forma ordenada, mediante el sistema
axiomatico deductivo, que tiene tres principios como base:

1. la definicion de los objetos matematicos con ayuda de axiomas, de definiciones, como
objetos ideales, independientes de la experiencia sensible;

2. los enunciados generales (teoremas, proposiciones,...) que explicitan como hipétesis
precisas las afirmaciones verdaderas para los objetos matematicos;

3. las demostraciones que prueban las afirmaciones precedentes basandose tinicamente
en los axiomas, las definiciones y las reglas de la 16gica (Arsac 1987 p.3).

Habré quienes objeten si en todo el desarrollo de Los Elementos se siguen al pie los
principios, sin embargo no es la idea entablar dedate en torno a ello, sino ubicar Los
Elementos como un documento referente para hablar de la demostracion matematica.

Barbin (1988, citada por Larios, 2003), en torno a la intencionalidad o la funcién de la
demostracion, divide la historia de la demostracion en tres etapas:

1. En Grecia, la demostracion buscaba convencer en medio del debate.

2. En el siglo XVII, se buscaba que las demostraciones aclararan més que convencieran,
y los métodos de descubrimiento desempenaban un papel central.



3. En el siglo XIX, se regreso al rigor que permitié hacer frente a nuevas concepciones
de los objetos matemadticos, lo cual trajo consigo problemas de fundamentos de la
Matemadtica y la aceptacién de teorias anti intuitivas o no evidentes. (citado por
Larios, 2003).

Las demostraciones axiomatizadas eran propias de los griegos, claramente fue el resultado
de numerosos trabajos anteriores tanto de los griegos como de otras civilizaciones,en las
que es posible apreciar diferentes formas de validar el conocimiento matematico. Por
ejemplo, los egipcios se valian de la verificacion del resultado en situaciones practicas, ya
fueran célculos de venta, remuneracion o reparto (Arsac, 1987).

Un ejemplo que recurre a la figura como medio de validacion se puede observar en la cul-
tura Hindu. La figura 2.1 acompanada del texto “Contemplad” justificaba para Bhascara
(Siglo XII) el teorema de Pitdgoras.

Figura 2.1: Contemplad

Se ha puesto en evidencia que aun cuando la demostracién matematica es propia de
la cultura griega, es posible encontrar distintas formas de justificacién empleadas por
culturas diferentes, en épocas anteriores y posteriores.

Es pertinente revisar los planteamientos de Pluvinage (2007). Por una parte, considera
que la demostracién no es constitutiva de la actividad matematica y cita el caso de la
matematica arabe, la cual era rica en algoritmos y pobre en demostraciones. Ramanujan,
matematico hindu desarroll ideas matematicas novedosas sin conocer siquiera una de-
mostracion. Por otra parte, habla de la demostraciéon como constitutiva de la construccion
matematica donde se puede ubica a Los Elementos de Euclides y la Teoria de conjuntos
de Cantor.

De acuerdo con Pluvinage, una persona puede hacer matematicas sin saber lo que es una
demostracion. Cabe mencionar que cuando Hardy llevé a Ramanujan a Londres, éste no
se interes6 en trabajar con demostraciones, ya que “consideraba una pérdida de tiempo
recorrer el mismo camino dos veces, toda vez que para él sus afirmaciones matematicas
eran correctas dejandose guiar por la intuicién” (Hoffman 2000 p. 123).
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Es claro que Ramanujan utilizé alguna forma de validacion para sus resultados, aunque
ésta no fuera propiamente la demostracion, lo cual va de acuerdo el planteamiento del
presente trabajo: en los casos donde no existe ain una demostracion matematica; en
general, las pruebas se consideran como un medio de validacion y la demostracion como
un tipo de prueba (Balachef 2000) o un esquema de prueba (Harel y Sowder 1998).

2.2. Demostraciéon, Prueba y Conjetura

En el seno de la comunidad matematica, y de los cientificos en general, la historia da cuenta
de distintas posturas ante la demostraciéon y su conceptualizacién, como las siguientes:

Demostrar es contrastar, poner a prueba los productos de nuestra intuicion...
Es obvio que no poseemos y probablemente nunca poseeremos ningun criterio
de demostracion que sea independiente del tiempo, de la cosa que ha de de-
mostrarse o de la persona o escuela de pensamiento que lo emplea. (Wilder,
1944, citado por Sdenz 2002 p. 48)

No hay estrictamente hablando algo que pueda llamarse una demostracién
matematica... no podemos, en ultimo analisis, hacer otra cosa que senalar, in-
dicar;... las demostraciones son gas, florituras retéricas disenadas para afectar
a la psicologia, dibujos en la pizarra durante las explicaciones, estratagemas
para estimular la imaginacién de los alumnos. (Hardy 1928, citado por Lakatos
1978 p. 40)

Las ideas anteriores se han senalado solo como referencia a posturas personales, la validez
en el tiempo de una demostracién y la dificultad para dar una definicién.Por supuesto
hay definiciones claras que comparten los matematicos.

Rota (1997) la define asi: “es una sucesion de pasos que conducen a la conclusién deseada.
Las reglas que tal sucesion debe seguir fueron hechas explicitas cuando fue formalizada la
l6gica al principio de este siglo, y no han cambiado desde entonces” (p.1).

Solow (1987, p.4) define demostracién como “el método para comunicar una verdad ma-
tematica a otra persona que también habla el mismo idioma” entendiendo que el idioma
es, en este caso, las matematicas.

Para el NCTM (2000, p.56) una demostraciéon “es una manera formal de expresar tipos
particulares de razonamiento matematico”.

Godino y Recio (2001) hacen un estudio de la interpretacién que se da a una demostracién
en diversos contextos y retoman las ideas de Balachef (1987) y Duval (1993), ellos utilizan
el termino demostracion para referirse
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de modo genérico al objeto emergente del sistema de practicas argumentativas
(o argumentos) aceptadas en el seno de una comunidad, o por una persona,
ante situaciones de validacién y decision que requieren justificar o validar el
caracter de verdadero de un enunciado, su consistencia o la eficacia de una
accion. (2001, p. 406)

En los planes y programas de la educacién secundaria, la SEP (2006) ubica tres niveles
de argumentacién de acuerdo a su complejidad “para explicar, para mostrar o justificar
informalmente o para demostrar” (SEP 2006, p. 18) y que, a su vez, corresponden a fina-
lidades distintas. Con relacion a esta clasificacion la SEP distingue niveles de complejidad
en la argumentacion:

Los argumentos del primer tipo (para explicar) son utilizados por un emisor,
convencido de la veracidad de una proposicion o de un resultado, para hacer-
la entender a uno o mas interlocutores. La explicacion puede ser discutida,
refutada o aceptada. Una explicacién que es aceptada en un grupo dado y
en un momento dado se considera consensuada (mostrada), con la condicién
de que ésta se apoye en criterios comunes para todos los interlocutores. Una
demostracion matematica se organiza mediante una secuencia de enunciados
reconocidos como verdaderos o que se pueden deducir de otros, con base en
un conjunto de reglas bien definido.(p. 18)

La postura de la SEP esta relacionada con las definiciones de explicacion, prueba y de-
mostracién que proporciona Balacheff (2000), donde la explicacién aceptada es la prueba
y luego la demostracion es un tipo de prueba.

Llamamos explicacién a un discurso que trata de hacer inteligible el caracter
de verdad, adquirido por el locutor, de una proposicién o de un resultado. Las
razones expuestas pueden ser discutidas, refutadas, o aceptadas.

Llamamos prueba a una explicaciéon aceptada por una comunidad dada en un
momento dado. Esta decision puede ser objeto de un debate cuya significacion
es la exigencia de determinar un sistema de validacién comun a los interlocu-
tores.(Balacheff, 2000, p. 12)

En el seno de la comunidad matematica sélo pueden aceptarse como pruebas
las explicaciones que toman una forma particular. Son una secuencia de enun-
ciados organizada segun reglas determinadas: un enunciado se reconoce como
verdadero, o bien es deducido a partir de los que lo preceden con ayuda de una
regla de deduccién tomada en un conjunto de reglas bien definido. Llamamos
demostraciones a estas pruebas. (Ibid, p. 13)

Una caracteristica importante es que para Balacheff las pruebas tienen un caracter social,
mientras que Harel y Sowder (1998) caracterizan las pruebas desde un perspectiva indi-
vidual: “Por prueba nos referimos al proceso empleado por una persona para eliminar o
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crear dudas acerca de la verdad de una observacién” (p. 241). Al mismo tiempo identifi-
can dos subprocesos, el de convencimiento propio (Ascertaining) y el de convencimiento a
otros (Persuading) de la verdad o falsedad de una conjetura. En ésta etapa se encuentra
relaciéon con la propuesta de Balacheff.

Una concepto importante y que muchas veces se maneja como algo intuitivo, es el de
conjetura, Balacheff no ahonda en ello, es decir no proporciona una definicion o una
caracterizacion de conjetura.

Harel y Sowder (1998) dan una definicién de conjetura:

Una conjetura es una observacién hecha por una persona quien duda acerca
de la verdad de esa observacion. La observacion deja de ser una conjetura e
inicia la transformacion en un hecho, una vez que la persona comienza a tener
certeza de su verdad. (p. 241)

Aqui vale la pena detenerse un poco y revisar otras posturas respecto a la conjetura. Para
Polya (1966) una conjetura es:

Una proposicién claramente formulada, pero que no ha sido probada. Sea
A la conjetura se sospecha que A es verdadera pero no se sabe realmente,
aun asi hay cierta confianza en la conjetura, la cual puede tener, aunque no
necesariamente, una base articulada. (p. 266)

“La conjetura surge después de trabajar prolongadamente y aparentemente sin éxito en
algin problema, en principio puede parecer un escape” (Polya 1966 p. 266), puede mos-
trarse como cierta aunque no podamos decir por qué. Después de algin tiempo pueden
surgir razones mas articuladas que nos hablen distantemente a favor de A, aunque no la
demuestren; razones de analogia, de induccién, de casos relativos, de experiencia general o
de la inherente sencillez de A misma. Estas razones son lo que Balacheff y Harel y Sowder
llaman una prueba, y Polya “razonamiento plausible”.

Consecuentemente la conjetura no es algo que surja por generacion espontanea, requiere
de un trabajo anterior. Es importante identificar claramente este aspecto en el aula; de lo
contrario, cualquier cosa que diga un alumno puede ser catalogado como conjetura, sobre
todo por quienes tienen un dominio débil de los contenidos matemédticos y desvirtuar
parcial o totalmente, las inferencias que se hagan al respecto.

Polya (1966) caracteriza la conjetura desde una perspectiva social “El crédito que damos a
una conjetura depende de nuestra concepcion total del mundo, de la atmésfera cientifica
de nuestro tiempo” (p. 266). Esto ultimo tiene una relacién directa con el componente
social utilizado por Balacheff.

Tanto Balacheff como Harel y Sowder proponen una clasificacion del tipo de pruebas que
dan los estudiantes de matematicas, en la siguiente seccién se ahonda en ello.
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2.3. Esquemas de prueba

Antes de comentar las clasificaciones propuestas por Harel y Sowder, se revisan algunas
anteriores.

Un trabajo importante es el de Bell (1976), se propone analizar los intentos de construir
demostraciones y explicaciones por parte de alumnos en problemas matematicos sencillos,
observar las diferencias respecto a los matematicos profesionales y, de este modo, encontrar
orientacién sobre cémo fomentar mejor el desarrollo de los alumnos en esta area. La fase
experimental la llevd a cabo con unos 40 alumnos, con edades entre 14 y 15 anos, de tres
escuelas distintas, a los que les puso una serie de problemas por demostrar.

Para el analisis de los resultados, Bell (1976) elaboré diversas categorfas de respuesta.
Distingue, en primer lugar, entre la categoria empirica, caracterizada por el uso de ejem-
plos como elemento de conviccién, y la categoria deductiva, caracterizada por el uso de la
deduccion para conectar los datos con las conclusiones. Dentro de la categoria empirica,
Bell define las siguientes subcategorias de respuesta:

» Fracaso, cuando el estudiante es incapaz de generar ejemplos correctos o que cum-
plan las condiciones dadas.

» Extrapolacion, cuando la veracidad de un resultado general se infiere a partir de un
subconjunto de casos relevantes.

= No sistematica, cuando el estudiante encuentra algunos de los casos requeridos, que
no son subconjuntos completos, e ignora el requisito de encontrarlos todos.

= Parcialmente sistemaética, cuando el estudiante encuentra algin subconjunto par-
cialmente completo de casos y tiene cierta conciencia del requisito de encontrarlos
todos.

» Sistematica, cuando el estudiante encuentra al menos algin subconjunto completo
de casos y claramente intenta encontrarlos todos.

» Comprueba el conjunto finito completo de casos. (Bell 1976, p.28)
La categoria deductiva la subdivide en:

= No dependiente, cuando uno o mas ejemplos son trabajados correctamente, pero no
usados para probar el resultado general, ademas de la existencia de una falta de
conciencia de la conexion de los datos con la conclusion.

= Dependiente, si se intenta unir deductivamente los datos con la conclusién pero no
se consigue alcanzar una categoria superior.
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= Relevante - replanteamiento general, cuando el estudiante no hace un analisis de
la situacion, no menciona aspectos relevantes mas alla de los que aparecen en los
datos, pero representa la situacién como un todo, en términos generales como si
fuera consciente de que existe una conexién deductiva pero es incapaz de exponerla.

= Relevante - detalles colaterales, cuando el estudiante hace algiin analisis de la situa-
cién y menciona aspectos relevantes que podrian formar parte de una demostracion,
posiblemente identifica subclases diferentes, pero falla al conectarlas en un argu-
mento.

= Conexa incompleta, si se realiza un argumento conexo con caracteristica explicativa,
pero es incompleto.

= Conexa S, si el argumento falla s6lo porque apela a hechos o principios que no estan
mas aceptados o acordados que la propia proposicion.

= Explicacién completa, cuando el estudiante obtiene la conclusion mediante un argu-
mento conexo a partir de los datos y de hechos o principios generalmente aceptados.

(Ibid, p.29)

El cuadro 2.1 sintetiza el trabajo de Bell.

’ Empirica \ Deductiva
Fracaso No dependiente
Extrapolacién Dependiente
No sistematica Relevante - replanteamiento general
Parcialmente sistematica Relevante - detalles colaterales
Sistematica Conexién incompleta
Completa Conexa S
Explicacion completa

Cuadro 2.1: Categorias de respuesta de Bell

Posteriormente, Balacheff (1987) trata de llevar a la practica una situacién como la que
propone Lakatos (1978) en Pruebas y Refutaciones respecto al Teorema de Euler. En este
caso Balacheff plantea el problema del descubrimiento y el establecimiento de una férmula
de enumeracién de las diagonales de un poligono, las respuestas de los alumnos estan
clasificadas en dos tipos de pruebas: pragmaticas e intelectuales. Las pruebas pragmaticas
son aquéllas que recurren a la accién real o a la ostension. Las pruebas intelectuales son las
que estan basadas en un razonamiento deductivo mediante la formulacién de definiciones,
propiedades, etc., y de relaciones entre ellas.

Dentro de las pruebas pragmaéticas distingue tres casos:
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El empirismo ingenuo, consiste en asegurar la validez de un enunciado después
de haberlo verificarlo en algunos casos. (Balacheff 2000, p.26)

La experiencia crucial, que consiste en verificar la proposicion en un ejemplo
elegido tan poco particular como le es posible.(Ibid, p.27)

El ejemplo genérico, que involucra hacer explicitas las razones de la veracidad
de una conjetura mediante operaciones o transformaciones de un objeto que
se considera representante de su clase.(Ibid, p.27)

Las pruebas conceptuales las divide en:

Experimento mental, en el cual la explicacién de las razones, que fundamentan
la validez de la proposicién, se basan en un analisis de las propiedades de los
objetos en juego.(Ibid, 74)

Calculo sobre enunciados, son pruebas totalmente independientes de la expe-
riencia, construcciones intelectuales basadas en teorias mas o menos formali-
zadas o explicitas de las ideas en juego en la solucién del problema, y aparecen
como resultado de un célculo inferencial sobre enunciados.(Ibid, 81)

El cuadro 2.2 sintetiza los tipos de prueba identificados por Balacheff.

’ Pragmaticas \ Conceptuales ‘

Empirismo ingenuo Experimento mental
Experimento crucial | Célculo sobre enunciados
Ejemplo genérico

Cuadro 2.2: Tipos de prueba identificados por Balacheff

Después Harel y Sowder (1998,2007) que, como ya se menciono, es de corte distinto al
de Balacheff, sobre todo en la forma de disenar el experimento y en los objetivos de
cada investigacion. Ellos hicieron un experimento en seis cursos de matematicas de nivel
medio superior y superior, estudiando las respuestas de los estudiantes ante problemas de
justificacién y demostracion.

Los cursos fueron: Teoria de nimeros elemental, Geometria, Algebra lineal elemental,
Algebra lineal avanzada y Geometria Euclidiana con Célculo; todos los cursos se llevaron a
cabo en un semestre, sin embargo el de algebra lineal elemental se analizé con dos grupos.
Los datos de los experimentos fueron obtenidos a través de registros de observacion,
entrevistas, tareas en equipo e individuales y exdmenes escritos. En el caso de los cursos
de algebra lineal elemental, ademas de lo anterior, se tomaron videograbaciones y se
considero informacién de mini exdmenes (quizzes).

Harel y Sowder (1998) definen el esquema de prueba como las acciones que realiza una
persona para convencerse y convencer a otros de la verdad o falsedad de una conjetu-
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ra. Clasifican los esquemas de prueba en tres tipos: de conviccién externa, empiricos y
analiticos.

A su vez diferencian tres subtipos en los de conviccion externa:

a) Autoritarios, si la persona sitiia su conviccién en lo que dice el profesor, un libro,
etc.

b) Rituales, si la persona fundamenta su conviccién en funcién del aspecto o apariencia
del argumento y no en el argumento en si

¢) Simbdlicos, si la persona basa su conviccién en la manipulacién simbélica de expre-
siones sin un entendimiento claro de esos simbolos.

Respecto al subtipo autoritario no hay mucho que decir, no asi para los rituales, Harel
y Sowder ejemplifican este esquema mostrando un episodio donde le dan a un alumno el
siguiente problema:

Sean A, B,C, D, E linealmente dependientes. Si agregamos un nuevo vector S
a dicho conjunto, cémo es le nuevo conjunto, dependiente o independiente? El
alumno escribio:

Anadiendo un nuevo vector S al conjunto que es linealmente dependiente, no
cambia la dependencia en el nuevo conjunto. Este quedard linealmente depen-
diente. Porque hay un vector en el conjunto que puede expresarse como com-
binaciéon lineal, consecuentemente el conjunto entero permanece linealmente
dependiente.(Ibid, p. 246)

En una entrevista posterior, el alumno expresd preocupacién porque su prueba no incluia
ninguna expresion simbdlica, lo cual ocasioné que tuviera dudas respecto a la validez
matematica de su respuesta. Es un ejemplo donde a la persona le interesa mas el aspecto
de los argumentos; en este caso esperaba ver simbolos o expresiones matematicas.

Harel y Sowder proporcionan un ejemplo de esquema simbdlico. A un alumno se le pide
probar que cualquier sistema homogéneo de ecuaciones lineales AX = 0 es consistente. El
alumno dijo:

Tomamos, por ejemplo z1A; + - - - + x, A, = 0. Si queremos encontrar x; y
tenemos algunos valores xo, ..., x, v Ai, ..., A,, moviéndolos al lado contrario
de la ecuacién, podemos conocer z;. De la misma forma para o, ..., x,. Esto
demuestra que el sistema tiene solucién. (Al dar la explicacién escribié z; =

At A
T2 2+A T Inlny (hid, p. 251)
1

Cuando se le pregunto que significaba dividir por A; respondié:
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Es solamente esto (senalando el numerador de la expresion fraccionaria), sobre
esto (senalando el denominador). Es algo asi como uno sobre x(Ibid, p. 251)

Harel y Sowder (1998) senalan que razonar simbdlicamente es una habito que los estu-
diantes adquieren desde la primaria hasta el bachillerato, es persistente y extremadamente
dificil de abandonar. Al respecto, Flores (2005) realizé un trabajo, con estudiantes de pri-
maria donde se evidencia este habito: a una alumna se le pide dividir % entre i; ella toma
el reciproco del primer nimero y lo multiplica por el segundo obteniendo como respuesta
%, Cuando se le pregunto porqué tomar el reciproco, la alumna explico: “es lo que haces
para obtener la respuesta correcta.” (/bid, p.15)

Siguiendo con la clasificacion de Harel y Sowder, de la misma manera dividen los esquemas
empiricos en dos categorias:

» Inductivos, en los que la conviccién consiste en la comprobacion de uno o varios
casos concretos.

» Perceptivos, en los que la conviccion esta fundamentada en experiencias fisicas o
sensitivas.

Los esquemas inductivos y los perceptivos son faciles de identificar; sin embargo los per-
ceptivos generalmente suelen asociarse con la geometria. Por ejemplo, cuando un alumno,
basado en la figura deduce que un segmento es igual a otro o que un triangulo es con-
gruente o semejante a otro, Harel y Sowder evidencian un caso donde el alumno muestra
un esquema perceptual en un problema algebraico; un estudiante fue cuestionado respecto
a si los siguientes vectores eran linealmente dependientes o independientes:

<[ (8][4

El estudiante contesto: “Concluyo que u, v, y x son linealmente independientes por ob-
servacion. Mi observacion es que ningin vector puede escribirse como combinacién lineal
de los otros.” (p. 258)

Este estudiante se deja llevar por la apariencia de los componentes, no es sencillo encontrar
por inspeccién nimeros que satisfagan una combinacion lineal, le vasta con esa observacion
para justificar que son linealmente independientes.

El tercer tipo corresponde a los esquemas analiticos, “es aquel que valida conjeturas
por medio de deducciones légicas” (Harel y Sowder 1998, p. 258); estos investigadores
comentan que no se refieren al “método de demostracién matematica”, entendido como
el procedimiento que envuelve una secuencia de enunciados deducidos por las reglas de
la 16gica, a partir de un conjunto de proposiciones aceptadas sin prueba (i.e. un conjunto
de axiomas). En ese sentido, dividen los esquemas analiticos en dos categorias y varias
subcategorias, como se muestra a continuacién.
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» Transformacionales, que involucran operaciones sobre objetos y anticipacion del
resultado.

e Internos, en los que la coleccion de transformaciones pueden agruparse para
formar una heuristica

e Interiorizados, en los que un esquema de prueba interno se convierte en un
objeto de reflexién permitiendo la comparacion y contraste con otras heuristicas

e Restrictivos, en los que la persona se limita y restringe innecesaria e incons-
cientemente

o Contextual
¢ Espacial
o Genérico

o Constructible
= Analiticos, en los que las deducciones se basan en términos definidos y axiomas.

e Intuitivo - Axiomatico, en los que la persona solo es capaz de manejar axiomas
que corresponden a su intuicion.

e Estructurales, en los que los teoremas se deducen a partir de una estructura
formada por un conjunto fijo de axiomas.

e Axiomatizantes, en los que la persona es capaz de investigar las implicaciones
de variar un conjunto de axiomas o axiomatizar cierto campo.

Los esquemas analiticos-estructurales son las “demostraciones” matematicas, de acuerdo
con Harel y Sowder, los transformacionales preceden a los analiticos, razén por la cual esa
clasificacion es mas extensa.

Los esquemas transformacionales involucran operaciones sobre objetos y la anticipacion
del resultado de dichas operaciones. Las operaciones son orientadas hacia un objetivo. Pue-
den ser llevadas fuera con el propésito de dejar interrelaciones confirmadas inalteradas,
pero cuando un cambio ocurre, el observador intenta anticiparse a él y, consecuentemente,
intenta aplicar operaciones para compensar el cambio. Les llaman “transformativos” por-
que involucran transformaciones de imagenes (posiblemente expresadas por enunciados
verbales o escritos) de manera deductiva. En este contexto, por imdgenes, se entiende lo
que Thompson, basado en Piaget, ha caracterizado como las imagenes que: ”sustentan
experimentos de pensamiento y sostienen argumentos por medio de relaciones cuanti-
tativas” (Harel y Sowder, 1998, p. 251). Para mostrar esta caracterizaciéon los autores
evidencian dos situaciones.

En el experimento de ensenanza con el grupo de geometria euclidiana, una estudiante
mostro a la clase cémo ella imaginaba el teorema, “La suma de los dngulos interiores de
un tridngulo es 180°”. Dijo algo en el sentido de que imaginaba los lados AB y AC' de un
triangulo ABC siendo rotados en direcciones opuestas alrededor de los vértices B y C,
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respectivamente, hasta que forman angulos de 90° con el segmento BC' (Figura 2.2 a y
b). Esta accién transforma el tridngulo ABC' en la figura A’BCA”, donde A’B y A”C son
perpendiculares al segmento BC'. Para regresar al triangulo original, los segmentos A’'B y
A”C son inclinados uno hacia el otro hasta que los puntos A" y A” coincidan en el punto
inicial (Figura 2.2 ¢). La alumna indicé que en el proceso “perdié dos pedazos” de 90° en los
angulos By C (i.e., angulos A’BAy A"C'A) pero al mismo tiempo “recuperé esos pedazos”
al crear el angulo A. Esto puede verse mejor si se traza la perpendicular a BC' pasando
por A: los angulos A’'BA y A”C'A son congruentes con BAO y AOC, respectivamente
(Figura 2.2 d).
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Figura 2.2: Transformaciones que describe el estudiante

La atencion se centra en la forma de pensar de la estudiante acerca de la relacién indicada
en el teorema. Ve el tridngulo como un ente dinamico, es el producto de su construccion
imaginativa, no de una percepcion pasiva. Sus operaciones son orientadas hacia un objetivo
e intenta generalizar la conjetura (no de forma particular). Transforma el tridngulo y es
capaz de anticipar el resultado de las transformaciones, a saber, el cambio en los angulos
de 90° B y C ocasionado por las transformaciones es compensado con la creacién del
angulo A. Todas estas indicaciones le conducen a que la suma de los dngulos interiores de
un tridngulo es 180°.

En el mismo grupo, se presenta otro ejemplo de esquema de prueba transformacional,
cuando los estudiantes discuten la relacién entre el dngulo inscrito AHB y el angulo
formado por la tangente AN y la cuerda AB (Figura 2.3 a). Un estudiante argumenta
que los angulos son congruentes:

cuando H se mueve sobre del arco AT H (dibuja algo como se muestra en la fi-
gura 2.3 b), se forma una secuencia de angulos inscritos AH B, AH,B, AH3B, ...
todos estos angulos incluyen todos los dngulos AX B donde X estd en el arco
ATH, son congruentes, por un teorema conocido. El punto A es una de estas
X"*. Cuando X coincide con A el angulo AX B se transforma en BAN. Por lo
tanto los angulos BAN y BAH son congruentes.(/bid, p.260)
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Figura 2.3: El estudiante hace variar el punto H

En este ejemplo, se observa cémo el alumno varia la posicion del punto H con el propdsito
de evaluar la relacion entre los angulos inscritos que resultan. Fue capaz de anticipar el
resultado de la variacion, deduciendo el tamano del angulo. Harel y Sowder senalan que
esta habilidad es esencial para visualizar los objetos geométricos como el lugar geométrico
de puntos (p. €j. Un circulo estd constituido por todos los puntos cuya distancia a un punto
dado es fija; una bisectriz, de todos los puntos cuya distancia a los rayos del angulo son
iguales) lo cual es mejor que considerar las figuras estaticas.

Asi, los esquemas de prueba transformacionales estan caracterizados por:

La consideraciéon de los aspectos generales de la conjetura;

La aplicacién de operaciones mentales que son orientadas hacia un objetivo y la anticipa-
cion de resultados; y

La transformacion de imagenes como parte de un proceso de deduccién

Harel y Sowder consideran niveles cognitivos en los esquemas de prueba transformaciona-
les, como un complemento de las caracteristicas senaladas para tener una idea completa
de dichos esquemas. Ademas de las presuntas limitaciones de los estudiantes en estos
esquemas.

El esquema de prueba interno es un esquema de prueba transformacional que ha sido
agrupado en una prueba heuristica-un método (de prueba) que en los hechos provee
conjeturas. Como ejemplo, estos investigadores afirman que sucede cuando se pide probar
que dos segmentos son congruentes, comunmente, los estudiantes buscan dos triangulos
congruentes que contengan dichos segmentos. Esta prueba heuristica es abstraida por
los estudiantes debido a la repetida aplicacion de un acercamiento que, a menudo, han
identificado como un medio exitoso.

En el experimento de ensenanza con el grupo de algebra lineal, a un alumno se le pregunto:
Dados Ay, A,, ..., A, diferentes vectores en R". jsi m > n, estos vectores son linealmente
independientes?

El alumno contesto:
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# de ecuaciones < § de variables. Estos vectores son dependientes porque hay
mas variables que ecuaciones. Asi que hay variables libres. Estas variables
libres seran combinaciones lineales de los vectores independientes asi que los
vectores son dependientes. (Harel y Sowder 1998, p. 262)

En la solucion esta implicita la translacion del problema a un sistema de ecuaciones
lineales, lo cual fue evidente cuando solucioné el siguiente problema:

Determine si los siguientes vectores son linealmente dependientes o independientes.

0.2 0.9 0.03
0.4 3 535
A= 1.6 , A= 12 o A = 97
4 0.8 1
7 0.2 69
4 0.4 20
Ay = 68 » A5 = 1.6 » Ao = 9
175 4 0

El alumno escribio:

Si consideramos la ecuacion zA;+yAs+2zAs+wAs+vAs+uAg = 0. Escribimos
ésta como un sistema de ecuaciones tendriamos 4 ecuaciones con 6 incognitas.
4 ecuaciones no son suficientes (excepcionalmente) para determinar 6 variables
ya que el sistema es homogéneo y por lo tanto consistente, sabemos que hay
infinitas soluciones porque tendremos dos variables libres. Por lo tanto los
vectores son linealmente dependientes.(Ibid, p.263)

Otra cosa implicita en la solucién del alumno, es la imagen que tiene de la forma reducida
por filas de una matriz y sus implicaciones para la existencia de la solucion.

El esquema de prueba interiorizado ha sido objeto de reflexién. La concientizacion del
esquema de prueba de una persona se observa cuando la persona lo describe para otros,
lo compara con otros esquemas de prueba, especifica cuando puede ser usado, ete. (Ibid,
p. 265). Los autores consideran que este tipo de esquema estd ligado con las pruebas por
induccion matematica, las cuales no se consideran en este trabajo.

Asi mismo Harel y Sowder encontraron que los estudiantes que habian mostrado un pen-
samiento transformacional tenian restricciones, ya sea en el contexto de la conjetura,
la generalidad de la justificacion o el modo de justificar. Un esquema de prueba trans-
formacional que envuelve alguna de estas restricciones es llamando esquema de prueba
restrictivo, dependiendo del tipo de restriccién puede ser llamado esquema de prueba
contextual, genérico o constructivo, respectivamente.
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Respecto al contexto, no se refieren a su importancia en el sentido amplio, sino a las
interpretaciones especificas que los estudiantes dan a las afirmaciones matematicas en el
proceso de justificar.

En un esquema de prueba contextual las conjeturas son interpretadas y, por consiguiente,
probadas en un contexto especifico. Por ejemplo, cuando un estudiante puede interpretar y
probar el enunciado general “n+1 vectores en un espacio n—dimensional son linealmente
dependientes” en el contexto especifico de R". Una razén para esto es que el “mundo” de
algebra lineal donde el estudiante ha “vivido” siempre es R", asi que ain no ha abstraido
el concepto de “independencia lineal” mas alld de ese contexto especifico (Ibid). Otro
ejemplo en el que se presenta el esquema de prueba contextual viene cuando el estudiante
no puede para tratar con cualesquier estructura geométrica y trata con su imaginacion
espacial.

En este trabajo interesa mas el esquema de prueba genérico, en el cual las conjeturas son
interpretadas de manera general, pero la prueba es expresada en un contexto particular

(Ibid).

Un ejemplo de este tipo de esquema se dio en el experimento de ensenanza de Teoria
de nimeros elemental. Varios alumnos probaron la proposicién “Si un ntmero entero es
divisible por 9 entonces la suma de sus digitos es divisible por 9”7, tomando un nimero
entero especifico, por ejemplo el 867, decian: Este niimero puede representarse como 8 X
10046 x 10+ 7, lo cual es igual que (8 x 9946 x 99) 4+ (8 +6+ 7). Puesto que la primera
suma 8 X 9946 x 99 es divisible por 9, la segunda suma 8+ 6+ 7, la cual es la suma de los
digitos del niimero, debe ser divisible por 9. Algunos estudiantes anadian que este proceso
podia ser aplicado a cualquier niimero entero. Asi es como los estudiantes utilizaban un
esquema de prueba genérico dentro de los esquemas transformacionales restrictivos (Ibid).

En el esquema de prueba constructivo las dudas de los estudiantes son eliminadas por
la construccion de objetos, basada en hechos, en contra de la sola justificacién de la
existencia de los objetos; este tipo de esquema aparece cuando los estudiantes evidencian
incomprension respecto a las pruebas por contradiccion.

Respecto a los esquemas de prueba analiticos no hay mucho que anadir, son las demos-
traciones matematicas, las diferencias son sutiles y en este trabajo se consideran soélo los
esquemas intuitivo-axiomaticos. Entonces, cualquier demostracion matematica caera en
este rubro.

El cuadro 2.3, que se muestra a continuacion, sintetiza los esquemas de prueba de Harel
y Sowder.
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Esquemas de prueba de conviccion externa

Rituales | Autoritarios \ Simbdlicos

| |
| |
; Esquemas de prueba empiricos }
| |

Perceptuales | Inductivos
Esquemas de prueba analiticos
Axiomaticos Transformacionales
Intuitivo-Axiomatico | Internos | Interiorizados | Restrictivos
Estructurales Contextuales
Axiomatizantes Genéricos
Constructivos

Cuadro 2.3: Esquemas de prueba de Harel y Sowder

Con base en las investigaciones de Bell (1976), Balacheff (1988) y Harel y Sowder (1998),
Marrades y Gutiérrez (2000) proponen un marco tedrico que categoriza los tipos de jus-
tificacion, utilizando software de geometria dindmica, en una investigacion llevada a cabo
con estudiantes de secundaria.

Estos autores distinguen entre las justificaciones empiricas, en las que el elemento de
conviccion es la verificacién de la propiedad en ejemplos, y las justificaciones deductivas,
en las que los elementos de conviccién son argumentos abstractos basados en propiedades
generales, operaciones abstractas y deducciones logicas.

Las justificaciones empiricas las dividen a su vez, dependiendo de cémo se eligen los

ejemplos, en:

= Empirismo ingenuo, en las que los ejemplos son escogidos sin ningun criterio es-
pecifico.

= Experimento crucial, en las que se escoge cuidadosamente un ejemplo que sea lo
menos particular posible.

= Ejemplo genérico, en las que se escoge un ejemplo genérico al que se le da caracter
de representante de su clase.

A su vez, las justificaciones de empirismo ingenuo las dividen en inductivas y perceptivas,
siendo su definiciéon analoga a los esquemas de prueba empiricos con el mismo nombre en
la clasificaciéon de Harel y Sowder (1998).

Las justificaciones de experimento crucial o de ejemplo genérico, ambas, las subdividen
en los siguientes tipos, dependiendo de cémo se utilizan los ejemplos:

= De ejemplificaciéon, en las que inicamente se muestra la existencia de un ejemplo o
la ausencia de contraejemplos.
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= Constructivas, en las que la justificacion se basa en la forma de obtener el ejemplo.

= Analiticas, en las que se utilizan propiedades observadas empiricamente en el ejem-
plo.

= Intelectuales, en las que a pesar de estar basadas en la observacion empirica del
ejemplo, principalmente se utilizan propiedades y relaciones aceptadas sobre los
elementos del ejemplo. (Marrades y Gutiérrez, 2001)

Las justificaciones deductivas las dividen en dos clases:

= Experimento mental, cuando, ain siendo deductivas y abstractas, estan organizadas
con la ayuda de un ejemplo.

= Formales, que son cadenas de deducciones légicas y sin soporte de ejemplos.
Ambas clases las subdividen en:

= Transformativas, que estan basadas en operaciones mentales que producen una
transformacién del problema inicial en otro equivalente.

= Axiomadticas, que son secuencias de deducciones logicas derivadas desde los datos
del problema y axiomas, definiciones o teoremas aceptados.

A modo de sintesis, el cuadro 2.4 muestra los tipos de justificacion propuestos por Ma-
rrades y Gutiérrez (2000).

’ Empiricas | Deductivas ‘
’ Empirismo ingenuo ‘ Experimento crucial ‘ Ejemplo genérico ‘ Experimento mental ‘ Formal ‘
Perceptivo Ejemplificacién Transformacional
Inductivo Construccion Axiomatico

Analitico
Intelectual

Cuadro 2.4: Tipos de justificacién de Marrades y Gutiérrez

Otro trabajo importante es el de Ibanes (2001), ain cuando considera como la base
de su investigacién el trabajo de Harel y Sowder (1998), hace una modificaciones a la
clasificacién de los esquemas de prueba, para que se ajustaran en mayor medida a las
circunstancias de la investigacion y a las respuestas de los alumnos.

Ibanes (2001) mantiene las tres grandes categorias de esquemas, conviccién externa,
empiricos y analiticos, e introduce nuevas subclases. Dentro de los esquemas de prue-
ba empiricos experimentales (denominados perceptivos por Harel y Sowder), introduce:
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los estaticos, en los que se utilizan procedimientos experimentales donde los elementos
son fijos; y los dinamicos, en los que se utilizan procedimientos experimentales donde se
realizan movimientos o se varian elementos.

En los esquemas inductivos también crea una subdivisién. En los esquemas transforma-
cionales, Ibanies (2001) no considera las subclases de Harel y Sowder (1998).

De acuerdo con Rodriguez y Gutiérrez (2006) las nuevas subclases anadidas por Ibafnes
(2001) no son mutuamente excluyentes. Es decir, un esquema de prueba puede ser ca-
talogado como empirico inductivo auténtico de varios casos y sistematico. Un esquema
de prueba analitico transformacional también se puede catalogar, como estatico general e
incompleto.

Rodriguez y Gutiérrez (2006) proponen otra clasificacién, cabe mencionar que ellos no les
llaman esquemas de prueba si no categorias de demostracion.

En este trabajo se consideran los esquemas de prueba propuestos por Harel y Sowder
(1998), con la modificacién que hacen en 2007. Los cambios se dan en el esquema de
prueba externo-simbdlico, ahora lo consideran simbélico no referenciado y a los esquemas
analiticos ahora los nombran deductivos. Respecto a los esquemas transformacionales
identifican como caracteristicas principales: la generalidad, el pensamiento operacional y
la inferencia logica.

2.4. La transicion de la conjetura a la prueba y el
software de geometria dinamica

Varias investigaciones dan muestra de la transicién entre elaborar conjeturas y probarlas.
Rodriguez y Gutierrez (2006) realizan una sintesis de algunas propuestas, entre los que
destacan: Arzarello et al. (1998, 2002), Olivero (1999), Mariotti et al. (1997).

Arzarello et al. (1998) elaboran un modelo tedrico para interpretar los procesos de ex-
ploracién de situaciones geométricas, formulacion de conjeturas y demostracion de las
mismas. Este modelo, se utiliza para investigar la transicién hacia las demostraciones
deductivas, surge de los experimentos realizados durante dos anos en diferentes entornos
con estudiantes de secundaria y universitarios, asi como con sus profesores en el area de
la geometria elemental. Toman como hipdtesis inicial de trabajo el estudio de Mariotti y
otros (1997), que concluye que estudiantes de nivel medio y alto muestran sucesivamente
dos modalidades de actuacién que consisten en explorar-seleccionar una conjetura y con-
catenar sentencias légicamente. Ademas afirman que: “Cualquier proceso de exploracién-
conjetura-demostracion esta caracterizado por complejos cambios desde una modalidad a
la otra y viceversa”. (p. 28)

El objetivo de Arzarello es analizar cuidadosamente de qué manera tiene lugar la transicién
desde una modalidad a la otra. Los puntos principales del marco tedrico, sintetizado en
Olivero (1999), son los siguientes:
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= Control ascendente: se “observa” la figura con el objetivo de elaborar conjeturas. Se
corresponde con exploraciones de la situacién dada.

= Abduccion: se escoge “de que regla esto es un caso”, es decir, se recorre el conoci-
miento tedrico con el objetivo de encontrar parte de una teoria que encaje con la
situacion particular. Las exploraciones son transformadas en conjeturas.

= Control descendente: se ha elaborado una conjetura y se busca una demostracion.
Se hacen referencias a la teoria para justificar lo que previamente se ha .°bservado.®®
la figura y validar la conjetura.

Finalmente en Arzarello y otros (2002), se estudian las relaciones existentes entre las
modalidades y los tipos de arrastre en un software de geometria dinamica, se dan las
siguientes definiciones (p. 67):

= Procesos ascendentes: desde las figuras a la teoria, con el objetivo de explorar libre-
mente una situacién, buscando regularidades, elementos invariantes, etc, y enunciar
una conjetura.

= Procesos descendentes: desde la teoria a las figuras, con el objetivo de validar o refu-
tar la conjetura, asi como comprobar propiedades, etc. necesarias para la validacion.

De la misma manera, Rodriguez y Gutiérrez (2000) dan cuenta de algunas aportaciones
en lo que respecta al uso del software de geometria dindmica en investigaciones relacio-
nadas con la demostracion, destacando especialmente el tema de la visualizacién y las
demostraciones visuales.

Hanna (2000) explora el papel de la demostracién en la educacién matemadtica y justifica su
importancia en el curriculum. También discute tres aplicaciones del software de geometria
dindmica como herramientas valiosas en la ensenanza de la demostracion, las heuristicas,
la exploracion y la visualizacién. Las cuales son, también, retos potenciales e importantes
de la demostracion.

Mariotti (2000) estudia el papel del software de geometria dindmica en los procesos de
ensenanza y aprendizaje de alumnos de 15 a 16 anos. Asumiendo una perspectiva Vi-
gotskiana, centra la atencién en la construccion social de conocimiento y en la mediacion
semidtica alcanzada a través de objetos culturales.

Esta investigadora se centra en el proceso de transito de los estudiantes en la geometria,
de lo intuitivo - visto como una colecciéon de propiedades evidentes-a una tedrica-como
un sistema de declaraciones relacionadas que son validadas por la prueba. Para ella, esta
transicién se facilita en buena medida por el uso del software dindmico que permite la
visualizacién (una estrategia “a 0jo”, como ella la llama), la exploracién y en particular el
uso de heuristicas. Esto tltimo inicia con la revision y la manipulacién de los objetos dibu-
jados, lo cual conduce a las conjeturas, el debate y finalmente a una prueba matemaética.
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Ademas, concluye que la evolucion de las justificaciones del lenguaje natural hacia las
demostraciones no es algo simple ni espontaneo, sino que se revela como algo complejo.

Jones (2000) sugiere que un tema crucial para la educacién matematica es, como pueden
los estudiantes cambiar su postura de “porque se ve correcto” o “porque ello es efectivo
en estos casos” a argumentos convincentes que son efectivos en general. De acuerdo con
él, el software de geometria dinamica puede ser 1util, ya que permite a los estudiantes
interactuar con los teoremas geométricos. Los significados que los estudiantes obtienen del
razonamiento deductivo a través de la experiencia con el software, estan conformados no
solo por las tareas que abordan y sus interacciones con el maestro y con otros estudiantes,
sino también por las caracteristicas del ambiente del software. Para analizar lo anterior
propone como un elemento central analizar los datos obtenidos en un estudio longitudinal
de las interpretaciones de objetos geométricos, y sus relaciones, por parte de estudiantes
de 12 anos cuando utilizan software de geometria dindmica.

Asi, Jones se centra en la evolucién de la habilidad de los estudiantes para hacer uso del
lenguaje preciso y clasificar correctamente a una familia de cuadrilateros. Comenzando
con una exploracion visual de las similitudes y las diferencias entre cuadrilateros, el ex-
perimento tiene la intenciéon de proporcionar una oportunidad para que los estudiantes se
involucren en el razonamiento deductivo con la finalidad de lograr una comprensién de
las relaciones entre las diversas propiedades de los cuadrilateros. Los estudiantes mues-
tran una forma de comprensién nueva, cuando crean una clasificacion jerarquica para los
cuadrilateros. Jones observa que el software dindmico, claramente, les ayudé a los estu-
diantes a formular declaraciones razonablemente precisas acerca de las propiedades y las
relaciones y llevar a la practica deducciones correctas, ambos pasos importantes en la
construccién de pruebas.

Marrades y Gutiérrez (2000) examinan formas en las cuales el software de geometria
dindmica puede usarse para mejorar la comprension de los estudiantes respecto a la natu-
raleza de la prueba matematica y mejorar habilidades para probar. Reportan el progreso
hecho por dos pares de estudiantes que justifican declaraciones matematicas, pasando
de razones informales a las pruebas (demostraciones) matematicas adoptando progresiva-
mente modos de razonar sofisticados. Los autores también muestran como el software de
geometria dindmica, proporciona a los estudiantes, mayor acceso a la exploracién, heuristi-
cas y visualizacion, incluso aumentado su comprensién de las limitaciones respecto a los
acercamientos informales y asi comprender la necesidad de la prueba deductiva.

Hadas, Hershkowitz y Schwarz (2000) afirman que, en muchos problemas geométricos,
los estudiantes pueden sentir que la universalidad de una propiedad conjeturada de una
figura es validada por sus acciones en un entorno de geometria dinamica. Por el contrario,
generalmente no sienten que una explicacion deductiva fortalezca su convicciéon acerca de
que una figura geométrica cumpla cierta propiedad. Con el objetivo de crear en los estu-
diantes una necesidad de argumentar de forma deductiva, los autores desarrollaron una
coleccién de actividades innovadoras con la intencion de causar sorpresa e incertidumbre.
Describen dos actividades y analizan las conjeturas, métodos de trabajo y explicaciones
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utilizadas por los estudiantes.

Respecto a los cuatro articulos citados anteriormente, Hanna (2000) comenta que descri-
ben el uso exitoso de software de geometria dinamica. Observa que en todos los casos el
uso del software estaba acompanado de tareas cuidadosamente disenadas, el compromiso
profesional del maestro, y de oportunidades para que los estudiantes noten los detalles,
conjeturen, se equivoquen, reflexionen, interpreten relaciones entre objetos, y puedan ofre-
cer explicaciones matematicas tentativas. De acuerdo con Hanna es razonable asumir que
el uso de software dinamico en el aula no puede ser tan efectivo a falta de estos factores
de respaldo.

Healy y Hoyles (2001) exploran el papel de las herramientas informaticas en la resolucién
de problemas de geometria y como estas herramientas median los procesos de resolucion
de problemas. A través del andlisis de las respuestas con éxito de los estudiantes, las au-
toras muestran la manera en que las herramientas informaticas dinamicas pueden no sélo
fundamentar el proceso de resolucion sino también ayudar a los estudiantes a moverse
desde la argumentacién en lenguaje comun hacia la deduccién légica. Sin embargo, ha-
ciendo referencia al trabajo de estudiantes que no tuvieron tanto éxito en las respuestas,
las investigadoras ilustran cémo las herramientas informaticas que no pueden ser pro-
gramadas para ajustarse a los objetivos de los estudiantes pueden impedirles expresar
sus (correctas) ideas matemadticas y de esta forma impedir que obtengan la solucién del
problema.

Siguiendo a Pedemonte (2007) y considerando alguno de los resultados mencionados, es
pertinente senalar que la prueba (demostracién) es més accesible para los estudiantes si
la actividad argumentativa es desarrollada a partir de la construccion de una prueba. Una
consecuencia diddctica del estudio de Pedemonte (2007) es que los problemas abiertos ade-
cuados que demandan una conjetura, podrian usarse para introducir el aprendizaje de la
prueba. Efectivamente, segin estos estudios, cuando la unidad cognitiva se puede realizar,
la actividad de argumentacion podria favorecer la construccién de una prueba. Ademas,
la idea de unidad cognitiva puede usarse para anticipar y analizar algunas dificultades
que los estudiantes podrian tener en la construccion de las pruebas, especialmente cuando
la unidad cognitiva no se puede realizar para representar una prueba.
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Capitulo 3

Metodologia

Este trabajo es de cardcter descriptivo (Cohen 1990), fundamentado en distintas pro-
puestas metodoldgicas durante el desarrollo de la investigacion. La primera parte es do-
cumental, toda vez que se revisaron los planes y programas de estudios de la educacion
secundaria y de la normal superior, en el area de matematicas, asi como algunos materia-
les de apoyo. La segunda parte es cualitativa de tipo encuesta (Ibid) donde se aplicé un
cuestionario. Una tercera parte de corte experimental (/bid), en la que disenaron hojas
de trabajo con actividades de geometria y nimeros, con énfasis en aspectos relacionados
con la demostraciéon matemaética.

El trabajo se desarrollé con estudiantes de la licenciatura en educaciéon secundaria con
especialidad en matematicas (profesores en formacién inicial), de la Escuela Normal Su-
perior Oficial de Guanajuato. Se llevaron a cabo tres etapas:

= Revision de los programas y planes de estudio de educacion secundaria en México
y de los programas de estudio de la Normal Superior, referente a la pertinencia de
la prueba (demostracion).

= Aplicacién y andlisis de resultados de un Cuestionario.

= Aplicacién y andlisis de resultados de actividades de geometria y ntimeros.

Inicialmente se trabajo con dos grupos, uno de tercer grado y otro de cuarto (el plan de
estudios consta de cuatro anos), en el cuestionario participaron los dos grupos pero para
las actividades solo pudieron participar los integrantes del grupo de tercer grado.

3.1. Planes y programas

Un componente que se considerd necesario fue revisar y analizar los planes y programas
de estudio de secundaria y de la Normal Superior, con el fin de conocer que aspectos
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relacionados con la prueba (demostracién) estan presentes, identificar si existe relacion de
los planes de secundaria con los de la normal y cudles son, asi como las diferencias.

Para el andlisis de los planes y programas, tanto de secundaria como de la normal, se
consideraron: para la educacién secundaria los de 2006 y para la normal los de 1999.

En el caso de los programas de estudio de la secundaria, se hizo una revisiéon por cada
grado y bloque de las actividades propuestas, ademas se analizaron materiales comple-
mentarios como: Libro para el maestro de secundaria (SEP, 2004), Fichero de actividades
diddcticas de secundaria (SEP, 2004), algunos libros de la proyecto EMAT (Ensenanza de
las matematicas con tecnologia, SEP-ILCE, 2000) en el tema de geometria, toda vez que
en las actividades de geometria se utilizo software.

Para el programa de la Normal Superior se realizé6 por asignatura de la especialidad
en matemaéticas, respecto a materiales complementarios se proponen practicamente los
mismos materiales que en secundaria, salvo algunas referencias bibliograficas. Por lo cual
se analizaron dichos materiales con un doble propdsito.

3.2. Cuestionario

Se diseno un cuestionario (Anexo 1) con el objetivo de tener una primera idea de la
situacion actual de los estudiantes con los cuales se trabajo, ademas de ver si la clasificacion
de los esquemas de prueba de Harel y Sowder (1998) se adecuaba a las respuestas de los
estudiante, y poder utilizarlo en las actividades posteriores. Se menciond que inicialmente
se pensaba trabajar con dos grupos, el cuestionario se aplicé a los dos grupos, en total 18
cuestionarios.

El cuestionario contiene 10 preguntas, que puede dividirse en tres secciones; la primera
con tres preguntas abiertas (1,2,3), con las que se buscaba indagar la idea que tienen los
futuros docentes respecto a la demostracion matematica y su relacion con las matematicas
escolares. Ademas se queria establecer una relacién con respuestas a preguntas posteriores
(6, 7,9 y 10), las preguntas son las siguientes:

1. {Qué es una demostraciéon matematica?

2. ;T crees que tenga alguna funcion la demostracion en la ensefianza de las matematicas
en Secundaria? ;Cual?

3. (Para qué crees que se usa, en Matematicas, la demostracién?

La segunda seccion del cuestionario consta de las preguntas 4, 5 y 8, cuya finalidad fue
explorar si los estudiantes identificaban las diferencias entre teorema, definicion, y postu-
lado; el uso del lenguaje y el manejo de simbolismo algebraico para cuestiones numéricas
y asi, poder identificar si ello no era un impedimento en preguntas posteriores (6 y 9).
Enseguida se muestra la pregunta b:

Relaciona los enunciados de la izquierda con las expresiones de derecha. Puede
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ser mas de una expresion para un enunciado y que una expresiéon no se relacione
con ningun enunciado.

p-q-r
2w —1
i un nimero par ((2a+1)— (2m +1))?
ii Un ndmero impar (t—1)-t-(t+1)
iii Dos nimeros consecutivos 2(3q)
iv El cuadrado de la diferencia de dos ntimeros impares | p — 1, p
v El producto de tres ntimeros consecutivos a,b
((n+1) = (r+ 1))
2w

La tercera seccién se compone de cuatro cuestionamientos (6, 7, 9 y 10) para obtener
informacion respecto a lo que podian entender los estudiante como demostracion a partir
de una situaciéon supuesta, resuelta por una tercera persona y su habilidad para hacer
demostraciones. Estas ultimas cuatro interrogantes debian arrojar informacién respecto a
los esquemas de prueba de los estudiantes. A continuacién se muestra la pregunta 9 y 10.

9.- Demuestra que la diferencia entre los cuadrados de dos ntimeros naturales
consecutivos cualesquiera es siempre un numero impar, igual a la suma de
dichos ntimeros.

10.- A un alumno se le planteo el siguiente enunciado:
“Demuestre que en cualquier paralelogramo las diagonales se bisecan”

El alumno dibujo el siguiente paralelogramo con las respectivas medidas:

PQ=T714
QR =416
PR=10.18
Q=574
PW=15.09
SW=287

Luego escribio:
En la figura el cuadrilatero PQRS es un paralelogramo,con W como pun-
to de interseccién de las diagonales PR y S(@Q. La diagonal PR mide 10.18
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y PW 5.09,entonces PW es la mitad de PR. La diagonal S@ mide 5.74 y
SW 2.87.entonces SW es la mitad de S@Q. Por lo tanto PR biseca a S(Q e
inversamente.

. Consideras que la persona dio una demostracién?

Justifica tu respuesta:

En el anexo 1 se puede revisar el cuestionario completo.

3.3. Actividades

Las actividades que se implementaron fueron en dos rubros, geometria y niimeros, para el
diseno de las hojas de trabajo se consideraron los resultados de la revisién de los planes y
programas de estudio, asi como del cuestionario. Ademéas de algunas propuestas tedricas.

Durante el desarrollo de las actividades se tomaron grabaciones de audio y video, que
sirvieron para el analisis.

3.3.1. Geometria

Se disenaron hojas de trabajo con 5 actividades de geometria para llevarse a cabo uti-
lizando el software (Anexo 2). Se aplicaron en parejas, siguiendo las recomendaciones
de algunas de las investigaciones mencionadas en el marco teérico (p. ej. Mariotti 2000,
Rodriguez y Gutiérrez 2006).

Antes de implementar las actividades de geometria se destinaron dos sesiones de 2 horas
cada una para introducir a los estudiantes en el manejo del software. Estas sesiones se
trabajaron al estilo de un mini taller; se contemplé que los estudiantes interactuaran
s6lo con las herramientas del software que se requerian. Ademas, se introdujeron algunas
ideas que debian saber para abordar las actividades, como la congruencia y semejanza de
triangulos, propiedades de paralelogramos y algo referente al circulo.

Las 5 actividades se implementaron en dos sesiones, una de 3 horas y otra de 2 horas. La
razén por la que se implementaron de esa manera, atiende a la disponibilidad de tiempo
de los estudiantes. Para cada actividad se destiné aproximadamente una hora.

La primera actividad se llevé a cabo el 16 de Diciembre de 2008, los estudiantes estuvieron
organizados en tres parejas, como se indica a continuacion:

Pareja 1: Blanca Estela Torres Barajas (B) y Maria Isabel Villafana Garcia (M)
Pareja 3: Irma Isabel Millan Lépez (I) y Nancy Quijas Martinez (N)
Pareja 4: Javier Vazquez Contreras (J) y Adan Pérez Tovar (A)

Aparecen solo tres parejas debido a que dos alumnos llegaron tarde y se incorporaron
hasta la siguiente actividad. La actividad consistié en lo siguiente:
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Se les proporcioné una hoja de trabajo (Anexo 2), por pareja con la siguiente figura 3.1,
que debian construir con el software.

Figura 3.1: Actividad 1

El propdsito era que, mediante manipulaciones con el software, identificaran una conjetura:
la relacién entre el angulo inscrito (XACB y <ADB) y el dngulo central (<AOB). Se les
pidi6 que midieran los dngulos involucrados, luego que variaran los arcos e identificaran
la relaciéon como invariante. Por 1ltimo que dieran una prueba de la conjetura.

La segunda actividad se implemento el mismo dia, con duracién de una hora, los estu-
diantes estuvieron organizados en cuatro parejas, como se indica a continuacion:

Pareja 1: Blanca Estela Torres Barajas (B) y Maria Isabel Villafana Garcia (M)
Pareja 2: Saray Yokebed Medel Mares (S) y Gisela Rojas De anda (G)

Pareja 3: Irma Isabel Millan Lépez (I) y Nancy Quijas Martinez (N)

Pareja 4: Javier Vazquez Contreras (J) y Adén Pérez Tovar (A)

En esta actividad, al igual que en la primera, se les proporcioné una hoja de trabajo
(Anexo 3) por pareja, con indicaciones para construir la figura 3.2.

Figura 3.2: Actividad 2
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El propdsito de la actividad era que identificaran las medidas de los angulos <DFEF' y
<DOF como invariantes, manipulando la figura con el software, e intentaran dar una
demostracion.

La tercera actividad también se llevo a cabo el 16 de Diciembre de 2008, se desarrollé en
una hora, los estudiantes estuvieron organizados en cuatro parejas, como se indica a
continuacion:

Pareja 1: Blanca Estela Torres Barajas (B) y Maria Isabel Villafana Garcia (M)
Pareja 2: Saray Yokebed Medel Mares (S) y Gisela Rojas De anda (G)

Pareja 3: Irma Isabel Millan Lépez (I) y Nancy Quijas Martinez (N)

Pareja 4: Javier Vazquez Contreras (J) y Adan Pérez Tovar (A)

En esta actividad también se les proporcioné una hoja de trabajo, en la cual aparece la
figura 3.3. El propdsito era que los estudiantes identificaran que el angulo formado por las
rectas AB y BD es de 90° cuando AB es tangente a la circunferencia y pudieran justificar
ese hecho.

Figura 3.3: Actividad 3

La actividad nimero cuatro se implemento6 el 8 de Enero de 2009, con duraciéon de una
hora. Participaron 6 estudiantes, organizados en tres parejas, como se muestra a conti-
nuacion:

Pareja 1: Blanca Estela Torres Barajas (B) y Maria Isabel Villafana Garcia (M)

Pareja 2: Saray Yokebed Medel Mares (S) y Gisela Rojas De anda (G)
Pareja 3: Irma Isabel Millan Lépez (I) y Javier Vézquez Contreras (J)

En la hoja de trabajo se les pidio que realizaran la siguiente construccion: Dibuja tres pun-
tos A, B y C, fijalos con la herramienta fijar, luego dibuja el punto D, une los segmentos;
se ha formado el cuadrilatero ABCD. Traza las mediatrices de los lados del cuadrilatero
(ver figura 3.4). El propésito era que movieran el punto D e identificaran para qué posicién
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(s) del punto se cumple que las mediatrices concurren y dieran una demostracién para
€so0.

Figura 3.4: Actividad 4

La actividad cinco también se llevo a cabo el 8 de Enero de 2009, con duracién de una
hora, participaron los mismos estudiantes organizados en las tres parejas mencionadas.

La hoja de trabajo contiene las siguientes instrucciones:

Construir un cuadrilatero cualquiera.

Marcar los puntos medios de los lados del mismo.

Construir el cuadrildtero que tenga como vértices estos puntos (ver figura 3.5).
.De qué tipo de cuadrilatero se trata?

Figura 3.5: Actividad 5

El propdsito era que identificaran que siempre es un paralelogramo y lo demostraran.
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3.3.2. Numeros

Las actividades de numeros (Anexo 3) se llevaron a cabo en ambiente de lapiz y papel.
Fueron 11 actividades, estructuradas como sigue: las primeras cuatro se engloban en una
sola, la pregunta cinco se maneja de manera independiente, la 6 y 7 se engloban en una
sola; y de la 8 a la 11 en otra. De la misma manera que en geometria, antes de que los
estudiantes abordaran las actividades se destind una sesion de dos horas para introducir
y/o recordar algunos conceptos matematicos; como la suma de los “n primeros naturales”,
el teorema fundamental de la aritmética y algunos elementos de divisibilidad.

Las actividades se desarrollaron individualmente y en cada una participaron 6 estudiantes:

Blanca Estela Torres Barajas (B)
Maria Isabel Villafana Garcia (M)
Saray Yokebed Medel Mares (S)
Gisela Rojas De anda (G)

Irma Isabel Millan Lépez (1)
Javier Vazquez Contreras (J)

Las primeras 4 actividades son problemas, de los cuales, algunos fueron tomados del Libro
para el Maestro (SEP 2004), como los siguientes:

Un nimero impar es de la forma 2t +1 o 2t — 1, demuestra que todo nimero
mmpar es la suma de dos enteros consecutivos.

El cuadrado de todo niumero impar es impar vy, reciprocamente, si el cuadrado
de un numero es impar, entonces el numero es impar

La finalidad de tomar problemas de este libro es que fueran familiares para los estudiantes.
Las actividades se aplicaron el dia 15 de Enero de 2009, con duracién de hora y media.

La Actividad 5 tenia como propdsito que, a partir de algunos casos particulares, los estu-
diantes pudieran plantear una conjetura y después probarla; la idea central era identificar
cuando la suma de K enteros consecutivos es divisible por k, este problema también se
encuentra en el Libro para el Maestro de secundaria (Ibid).

Las actividades 6 y 7 se engloban en una, ya que la 6 tenia como propdsito que los
estudiantes identificaran los residuos que se obtienen al dividir un entero por otro y
asi poder abordar la 7, cuyo propédsito er determinar cuando el producto de K nimeros
consecutivos es divisible por k y probarlo. Estas actividades se implementaron el 20 de
Enero de 2009, en hora y media.

Las actividades 8 a 11 también se aplicaron el 20 de Enero de 2009, con duracién de una
hora. Estan constituidas por cuatro problemas; el objetivo de implementarlos fue observar
alguna diferencia en los esquemas de prueba de los estudiantes. Son cuestionamientos
relativamente mas sencillos que los primeros, como los siguientes:
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Un ntimero primo es aquel que sélo es divisible por si mismo y por la unidad.
Se sabe que 3, 5 y 7 son nimeros primos, ademas son impares, jse puede con-
jeturar que todos los niimeros impares son primos?, justifica tu respuesta.

., Con excepcion del 2 todos los nimeros primos son impares?

En el siguiente capitulo se muestran los resultados de las distintas etapas del trabajo.
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Capitulo 4

Resultados

Una vez que se hizo la revision de los documentos curriculares, se aplicé el cuestiona-
rio e implementaron las actividades con los estudiantes, en este capitulo se exponen los
resultados de cada una de estas acciones.

4.1. Planes y programas

4.1.1. Secundaria

De acuerdo con los planes y programas de estudio para la educacién secundaria (2007),
la SEP plantea la incorporacién de las demostraciones en tercer grado de secundaria. Se
menciona que el profesor sélo debe mostrarlas; es decir, no se espera que el alumno haga
“demostraciones”, la actividad del alumno esté centrada en las justificaciones (pruebas).
Como este trabajo se realizé con futuros profesores, era importante identificar cudles eran
las demostraciones que el profesor debe mostrar.

En el Plan de estudios, la SEP (2007) expone los propésitos de las asignaturas en la escuela
secundaria; respecto a las matematicas, se identifica un propésito central donde se mencio-
na la justificacion como un componente central en el aprendizaje de las matematicas: “que
los alumnos aprendan a justificar la validez de los procedimientos y resultados...” (SEP
2007, P.34). En consecuencia, la SEP establece que la escuela debe garantizar, entre otras
cosas, que los estudiantes “utilicen el lenguaje algebraico para generalizar propiedades
aritméticas y geométricas” (1bid, p.34).

En el Programa de matematicas la SEP (2006) formula qué se busca con el estudio de las
matematicas en la escuela secundaria, lo cual identifica como

una forma de pensamiento, como mediador para expresar matematicamente
situaciones de diversos entornos socioculturales, ademés de utilizar técnicas
adecuadas para plantear, identificar y resolver problemas (Ibid, p.7)
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Para lograrlo la SEP menciona que la escuela “debera propiciar un ambiente en el que los
alumnos formulen y validen conjeturas” (p.7).

El planteamiento central en cuanto a la metodologia diddctica que sustentan los programas
para la educacién secundaria consiste en llevar a las aulas actividades de estudio que
”despierten el interés de los alumnos y los inviten a reflexionar, a encontrar diferentes
formas de resolver los problemas y a formular argumentos que validen los resultados” (SEP
2006, pag.11).

Respecto a la evaluacion, se propone que sea mediante “competencias matematicas”,
una de las cuales es la argumentacion. En esa misma vertiente la SEP incluye lineas de
progreso mediante las cuales el profesor puede identificar avances en el logro de las com-
petencias, una de las lineas de progreso es “de la justificacion pragmatica a la justificacién
axiomédtica” (SEP 2006, p. 144) es decir, de acuerdo con la SEP un alumno deberia pasar
de argumentos del tipo “porque asi me salié a argumentos apoyados en propiedades o
axiomas conocidos” (1bid, p. 144).

De acuerdo con lo anterior se identifica la prueba como un componente central del cu-
rruculum, por supuesto las pruebas como un tipo de explicaciones (Balacheff, 2000), o
justificaciones (Flores, 2005), ademas de la formulacién de conjeturas. A continuacién se
hace una revision de los contenidos matematicos, cuyo objetivo es identificar en cudles
aparecen estas ideas.

La SEP organiza los contenidos matematicos que se estudian en la educacion secundaria en
tres ejes: Sentido numérico y pensamiento algebraico; Forma espacio y medida y Manejo de
la informacién. En cada grado se distribuyen dichos ejes en cinco bloques. En cada bloque
aparecen los propésitos respecto a los aprendizajes que los alumnos deberian evidenciar
al concluir el bloque.

Para tener una idea mas clara de cémo se plantea lo respectivo a la argumentacion y justi-
ficacién, se revisan los propdésitos de cada bloque en los tres grados y algunas actividades.

En primer grado, los bloques 2 y 4 hacen explicita la justificacién como uno de los apren-
dizajes esperados, por ejemplo: “que los alumnos justifiquen el significado de férmulas
geométricas que se utilizan al calcular el perimetro y el area de tridngulos, cuadrilateros
y poligonos regulares” (SEP 2006, p. 33). El tipo de justificaciones (pruebas) que se dan
son empiricas.

En los bloques 1, 3 y 5 no se explicita como un aprendizaje esperado; sin embargo, en
estos bloques se encuentran actividades relacionadas con la generalizacion, en las que pide
dar una prueba de tipo empirico-inductiva.

Al igual que en primer ano, en segundo grado, hay bloques donde se hace explicita la
justificacién como un aprendizaje esperado, muestra de ello son los bloques 1 y 3: que los
alumnos “justifiquen la suma de los angulos internos de cualquier tridngulo o cuadrilatero”
(SEP 2006, p. 65), “Establezcan y justifiquen la suma de los déngulos internos de cualquier
poligono.” (p. 83)
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En los otros tres bloques, 2, 4 y 5, no es explicita la incorporacion, sin embargo se les
pide que justifiquen las férmulas para calcular el volumen de cubos, prismas y piramides,
o que determinen si algunas afirmaciones son verdaderas o falsas y que argumenten para
justificar su respuesta,

Por ejemplo: cualquiera de las alturas del triangulo siempre es menor que uno
de sus lados; la altura de un tridngulo es menor que la mediana que corresponde
al mismo lado; cuando la mediana correspondiente a un lado de un triangulo
es también mediatriz de éste, el tridngulo es isésceles. (Ibid, p.94)

En tercer grado aparece una situacién similar a la de primero y segundo, es decir hay blo-
ques donde se hace explicito el justificar algun resultado, un procedimiento, una férmula;
sin embargo, en los contenidos de este grado se buscaba cudles eran las demostraciones
que el profesor deberia mostrar, lo cual no sucede. Es decir, en el programa de estudios
de matematicas no se mencionan.

En consecuencia, se procedié a revisar los materiales complementarios comenzando por
el Libro para el maestro (SEP, 2004), especificamente en lo que respecta a la prueba, y
se encontr6 una contradiccién respecto al programa de estudios de matematicas (SEP,
2006), ya que el libro para el maestro propone que los alumnos hagan demostraciones. En
el tema de Aritmética plantea:

Probar que la suma de tres enteros consecutivos es multiplo de 3. Investigar lo
que ocurre en el caso de 4, 5, 6,...enteros consecutivos. ;En qué casos la suma
de k enteros consecutivos es multiplo de k7 (SEP 2004, p.247)

En el tema de Geometria aparece el problema de demostrar qué tipo de cuadrilatero
se forma al unir los puntos medios de un cuadrilatero, y se menciona que “el profesor
podra orientarlos a que proporcionen un argumento deductivo para demostrar que se
trata efectivamente de un paralelogramo” (Ibid, p. 244)

Esta contradiccion muestra que no hay una revision cuidadosa de los materiales, por parte
de quienes los realizan. Sin embargo, la propuesta en el Libro para el maestro parece mas
adecuada para facilitar el transito de los estudiantes de las “justificaciones pragmaticas a
justificaciones axiomaéticas” que es el planteamiento que se hace en SEP (2006, p.144).

Otros materiales, como el Fichero de actividades didacticas (SEP, 2004) contiene tareas
similares a las que se proponen en el Programa de estudios (SEP, 2006), en consecuencia
no se incluye nada al respecto de este material. En Geometria Dindmica (2000) aparecen
actividades que llevan a los alumnos a formular conjeturas y ofrecer explicaciones respecto
a porqué es cierta tal conjetura, ahi las pruebas son sobre todo de tipo empirico (Balacheff,
2000, Harel y Sowder, 1998) aunque las actividades se prestan para que los alumnos
puedan pruebas deductivas (Harel y Sowder 1998), pero no es explicito, en todo caso
corresponderia al profesor extender las pruebas.
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Una vez revisados el Plan de estudios (SEP, 2007), los Programas de estudio de ma-
tematicas (SEP, 2006) y los principales materiales complementarios que la SEP propone,
se concluye que no es claro cudles son las demostraciones que el profesor debe mostrar, ya
que no aparecen en ningun lado. Los tipos de pruebas son, en su mayoria, de tipo empirico.
Se hacen evidentes algunas incongruencias entre los materiales de apoyo y los planes de
estudios. De cualquier manera la formulacién de conjeturas es un elemento importante,
las pruebas aparecen pero no como un elemento central, una pregunta que surge es jen
qué medida es importante formular conjeturas si las pruebas no son claras?

Ahora habra que observar si hay relacién con los programas de estudio de la normal
superior.

4.1.2. Normal Superior

A continuacion se hace una revision de los programas de estudio de la Normal Superior,
las asignaturas correspondientes a los temas tratados en este trabajo, es decir: geometria,
aritmética y tecnologia y didactica de las matematicas. Estos se revisaron con mas pro-

fundidad.

El Plan de estudios para la Licenciatura en educacion secundaria con especialidad en ma-
tematicas esta dividido en tres lineas de formacién: disciplinaria, didactica y acercamiento
a la practica escolar. Para este trabajo interesa sobre todo la formacién disciplinaria, la
cual se divide en tres ejes tematicos: aritmética, dlgebra y geometria.

A continuacion se listan las materias de la especialidad en mateméticas que se analizaron.
El mapa curricular completo se puede ver en el anexo 4.

m Tercer semestre

e Pensamiento algebraico

e Los ntmeros y sus relaciones
s Cuarto Semestre o

e Figuras y cuerpos geométricos
e Plano cartesiano y funciones

e Procesos de cambio o variacién
= QQuinto semestre

e Medicion y calculo geométrico
e Procesos cognitivos y cambio conceptual en matematicas y ciencia

e [iscalas y semejanzas

s Sexto semestre
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Seminario de investigacién en educacion matematica

Seminario de temas selectos de historia de las matematicas

Tecnologia y didactica de las matematicas

La prediccién y el azar

Presentacién y tratamiento de la informacion

La estructura de los programas de estudio es la siguiente:

Propdsitos generales

» Organizacién de contenidos

Bibliografia

Orientaciones didacticas y de evaluacién

Actividades sugeridas

Cabe senalar que al inicio se propuso que las escuelas normales oficiales de cada estado
de la reptblica diseniaran sus propios programas de estudio, en lo referente a las especia-
lidades, sin embargo no se obtuvieron los resultados esperados y al final la SEP hizo un
diseno para todas las normales.

Aun cuando se mencionan las caracteristicas de la estructura de los Programas de estu-
dio, realmente no todos las tienen, hay asignaturas para las que sélo hay un temario y
la bibliografia, como en el caso de Figuras y Cuerpos Geométricos, Plano Cartesiano y
Funciones, Procesos de Cambio y Variacién, que corresponde a cuarto semestre. A con-
tinuacion se hace una revision por cada asignatura que si tiene la estructura senalada,
considerando sobre todo la organizacion de contenidos y actividades sugeridas.

La asignatura de Los Numeros y sus Relaciones esté organizada en cuatro bloques, como
se muestra a continuacion:

Bloque I. Aspectos historicos de los sistemas numéricos
Bloque II. Los ntimeros enteros

Bloque III. Nimeros racionales

Bloque IV. Proporcionalidad

Los propésitos generales de la asignatura son que los estudiantes:

1. Adquieran bases solidas en relacion con el estudio de los nimeros y sus relaciones,
tanto para abordar los siguientes cursos de la especialidad como para realizar un
trabajo docente de calidad.
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2. Adquieran elementos para analizar situaciones de estudio relacionadas con el signi-
ficado de los nimeros, sus relaciones y operaciones, que resulten adecuadas para los
estudiantes de secundaria.

3. Desarrollen habilidades para resolver problemas en diferentes contextos, con base
en el conocimiento de los nimeros y sus relaciones. (SEP 2001, p.11)

Estos propositos como su nombre lo dice, son muy generales y no es posible determinar
si la prueba es un elemento importante.

En el desarrollo de la propuesta se identifican algunos aspectos relevantes respecto a la
prueba “los estudiantes deben compartir los resultados de sus exploraciones y presentar
justificaciones y explicaciones de los procedimientos que empleen” (Ibid, p. 11).

En las actividades se plantean algunas interrogantes que pueden llevar a algin tipo de
prueba (Harel y Sowder, 1998), por ejemplo:

;Serd un ntmero par la suma de dos niimeros consecutivos?, jes un nimero
impar la suma de tres consecutivos?, ; Qué condicion se requiere para que un
nimero entero sea la suma de 4, 5, 6, etcétera, nimeros consecutivos? ; Puede
un nimero dado ser la suma de 2, 3, 4, 5 nimeros consecutivos?, ; Habra un
nimero primo que sea mayor que todos los otros nimeros primos? Si el niimero
2n +1 es primo, jtendrd n factores impares diferentes de uno?” (/bid, p. 13).

Realmente no aparece la prueba de manera explicita, es decir, en ningin momento se
pide a los estudiantes que prueben o demuestren algo; sin embargo, es posible que en el
intento por contestar interrogantes como las que se plantean arriba se lleguen a identificar
distintos esquemas de prueba (Harel y Sowder, 1998). Se observa que el poder llegar a un
tipo de prueba dependera en gran medida de la conduccion del docente a cargo.

La asignatura Pensamiento Algebraico, esta distribuida en cuatro bloques:

Bloque I. La observacion, generalizacién y formalizacién de patrones

Bloque II. El estudio de las funciones y relaciones

Bloque III. Estructuras y transformacién de expresiones algebraicas

Bloque IV. El uso de modelos para representar y entender relaciones cuantitativas

Los propoésitos son muy similares a los de Los Nuimeros y sus Relaciones: demasiado gene-
rales y no es posible obtener informacién importante, en consecuencia ya no se tomaron
en cuenta.

Se observa que en el Bloque I la generalizacién y la formalizacion de patrones es un ele-
mento importante, ain asi, no se trabajan mas alla de encontrar una expresiéon algebraica
que caracterice algunos elementos, por ejemplo:

Es importante que el estudiante identifique y exprese diversos tipos de patro-
nes. Por ejemplo, en la secuencia 4, 6, 8, 10, 12,..., se observa un patrén de
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crecimiento que puede ser expresado como p,.1 = p, + 2 y donde p; = 4 que
se identifica con una idea central de crecimiento aritmético. Esta idea es base
para el analisis de fenémenos que se comportan en forma lineal. (SEP A, 2001,

p.15)

En otras se propone una prueba empirica con componentes perceptuales e inductivos
(Harel y Sowder, 1998), como se muestra a continuacién:

Argumentos geométricos también desempenan un papel importante en la bisque-
da de expresiones generales. jPuede encontrar la relacién entre la suma 1 +
3+ ...+ (2n — 1) (nimeros impares) y la siguiente figura? (/bid, p. 15)

1+3+5+7+%a ¥’

Como se observa, no se propone justificar formalmente las expresiones algebraicas, sino
solo llegar a ellas.

En el Bloque II, no hay actividades donde se explicite la prueba como un elemento im-
portante.

En el Bloque III aparece el algoritmo de la division como un elemento importante, en
principio se da un tratamiento de tipo perceptual (Harel y Sowder, 1998); es decir, se
representa geométricamente haciendo alusion a Euclides y se formula la expresion del
algoritmo, luego se plantea un tratamiento inductivo y se plantea lo siguiente:

Los estudiantes verificaran el significado de este algoritmo para algunos casos
particulares de a y b. Con b = 10, y a = 5297, ;jcuédles son los valores de r y
q? Con b = 1.5y a = 145.65, jcudles son los valores de r y ¢7 Con b =4/5y
a = 103/7, jcudles son los valores de r y ¢7 (SEP A, 2001, p. 24).

Se vuelve a hacer evidente la relevancia de las pruebas empiricas. En el Bloque IV, no
hay actividades donde se incluya la prueba.

Como ya se senald, en las asignaturas correspondientes al cuarto semestre sélo se da un
temario, en consecuencia no hay elementos a analizar.

En quinto semestre tampoco hay un programa detallado, se dan sélo temarios, sin embargo
se desarrollan un poco y dejan ver algunas relaciones con la prueba. En la asignatura de
Medicién y Calculo Geométrico se encuentran temas como:
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Justificacion de diferentes férmulas para calcular el perimetro y el area de
paralelogramos, triangulos y poligonos regulares y Justificaciéon de las férmulas
para calcular el volumen de prismas, piramides, conos, poliedros regulares y
la esfera” (SEP, ILCE, 2000)

Para esta asignatura no hay actividades sugeridas, en consecuencia no es posible deter-
minar el tipo de justificaciones que se pudieran desarrollar.

En la materia de Escalas y Semejanzas aparece el tema: “Demostraciones del teorema de
Pitdgoras. Por descomposicién y equivalencia de areas” (Ibid). Para esta materia tampoco
hay actividades sugeridas, sin embargo es la unica asignatura donde se hace explicita una
“demostracion”.

En sexto semestre aparece la asignatura Tecnologia y didactica de las matematicas, los
contenidos estan divididos en cinco bloques:

Bloque I. Las tecnologias... jjjal aula!!!

Bloque II. El uso del video en el aula

Bloque III. El uso de la calculadora en el aula
Bloque IV. El uso de software en el aula
Bloque V. El uso de internet

Sélo en el bloque III se explicita un elemento relacionado con la generaciéon de conjeturas
aunque la elaboracién de la prueba no es clara:

El profesor organiza al grupo en binas y les propone las siguientes operaciones:

82 o 32 —
782 — 23% =
7782 — 2232 =
7782 — 22232 =

Puede orientar la reflexion con preguntas como:

. Qué esperas que pase con los resultados?

Ya que los estudiantes operaron usando la calculadora:

. Cual seria la siguiente operacion, que mantenga el patron?

., Como explicas que pase esto?

. Podria encontrar otro caso semejante?” (SEP, Tecnologia, 2002)

Se observa que no es claro el tipo de prueba que se pretende generar; se deja a criterio
del profesor.

El bloque IV donde se hace referencia al uso de software aparece la revision del proyecto
EMAT vy el apartado de Geometria dindmica con CABRI, sin embargo la revision es a
nivel de observar la relacién de ese material con el programa de estudios de secundaria.
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El resto de las asignaturas no incorporan ningun elemento relacionado con la prueba.
Respecto a los materiales que se proponen, en gran medida son los mismos que la SEP
(2006) contempla para la secundaria; Libro para el maestro y Fichero de actividades; el
resto es solo una bibliografia.

Tratando de establecer similitudes y diferencias entre los Planes y programas de estudios
de la Normal Superior y la secundaria, respecto a la prueba, se pueden identificar las
siguientes:

= En principio se observa que el tipo de pruebas que se promueven, al menos oficial-
mente, son empiricas.

= Sélo aparece una demostracion explicita (Teorema de Pitagoras) en la formacién de
profesores.

= El tnico material en comin donde aparece la demostracion es el Libro para el
maestro (SEP, 2004).

= Los planes y programas de la Normal Superior estan menos desarrollados en compa-
raciéon con los de la Secundaria, en consecuencia resulta mas complicado identificar
qué tipo de pruebas se promueven en algunas asignaturas donde solo aparece el
temario.

4.2. Cuestionario

A continuacién se presentan los resultados del Cuestionario, cuyos propdésitos se fueron
senialados en el capitulo anterior.

En la primera seccién del Cuestionario con relacién a la primera pregunta (Qué es una
demostraciéon matematica), se identificé que los estudiantes ven la demostraciéon como:

= Comprobacién (6)

Justificacién (8)

Ejemplificar (trazos) (1)
= Dar a conocer la naturaleza (1)

» Fundamentar (1)

En cada caso el nimero entre paréntesis significa la cantidad de respuestas dadas con esas
caracteristicas. Un ejemplo del primer tipo es el siguiente:

J: Es un método donde podemos comprobar una situacion o matemdticamente
un resultado el cual nos hace saber de donde sale este o dar el porqué
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Ejemplo del segundo tipo:
S: Es el procedimiento o drea que justifica la formula que se esta empleando...

Respecto a la segunda pregunta (; T1 crees que tenga alguna funcién la demostracion en la
ensenanza de las mateméaticas en Secundaria? ;Cudl?) todos afirman que la demostracion
tiene una funcion en la ensenanza de las matematicas, pero hay diferencias en cudl es la
funcion:

Desarrollar el Pensamiento 16gico - matematico (3)

Aplicacién (4)

Comprension, Aprendizajes significativos (6)

Convencimiento (2)

Otra (2)

A continuacion se muestran ejemplos donde consideran que una de sus funciones es la de
ayudar a comprender:

M: 57, creo que es muy importante la demostracion ya que de esta forma el
alumno comprende mds facil X problema. En secundaria es especial vy, por la
edad de los Alumnos, en ocasiones son muy escépticos, no aceptan algo si no
es demostrado

S: St, porque por medio de la demostracion se pueden despejar dudas de los
alumnos; explicar el tema de forma detallada lo que permite que el alumno
obtenga una mayor comprension del tema

Atun cuando son posturas intuitivas, no son fortuitas, si consideramos la clasificacion
de DeVillers (1990) ya que aparecen las de Verificacién (convencimiento) y Explicacién
(comprension).

Para la tercera pregunta ;Para qué crees que se usa, en Matematicas, la demostracion?,
se dieron las siguientes respuestas:

Fundamentar (4)

Corroborar (4)

Justificar (4)

Clarificar (4)

Ejemplificar (1)
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Hay una relacién directa con las respuestas a la pregunta anterior, como la justificacion
y una mas directa con la demostracion en si que es la de fundamentar:

Para comprobar y ver de donde salio ese resultado, como en cualquier tipo de
asignatura...

Para clarificar o despejar dudas, asi como para tomar o desechar hipotesis
Para reafirmar y comprobar x teorema...

Cerrando la primera seccién del cuestionario es claro que, en general, los estudiantes
identifican la demostracién como algo importante tanto en las matematicas como en las
matematicas escolares.

La segunda seccién consté de tres preguntas (4, 5 y 8), aunque la pregunta ocho no se
consideré relevante para este trabajo, asi que sélo se da cuenta de las preguntas 4 y 5.
Las respuestas a la pregunta cuatro se distribuyeron en cuatro rubros:

Identifican sélo un teorema (1)

Identifican dos teoremas (3)

Identifican uno pero marcan otro que no lo es (6)

Ninguno (7)

Sélo tres estudiantes identificaron los dos Teoremas, hay siete que identifican uno, sin
embargo de éstos, seis marcan otro que no lo es y hay siete que no pudieron identifi-
car ningun teorema. Recordando que eran dos Teoremas, una definicion y un postulado,
concernientes a geometria.

Las respuestas a la Pregunta 5 se organizaron en cuatro tipos, de la siguiente manera:

Relacionan todas (2)

Relacionan mas de tres (5)

Relacionan tres (6)

Relacionan menos de tres (4)

En esta pregunta habia que relacionar cinco enunciados con su(s) respectiva(s) expre-
sién(es) algebraica(s). Evidentemente hubo heterogeneidad en las respuestas, aunque la
mayoria relaciona correctamente mas de la mitad de los enunciados, hubo un error comtn
respecto a dos enunciados: Dos nimeros consecutivos y Tres nimeros consecutivos

13 estudiantes relacionaron estos enunciados con a, b y p, g, r respectivamente.
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Las respuestas a la segunda seccién nos dice que los estudiantes tienen dificultades para
diferenciar Teoremas de enunciados que no lo son, asi como para expresar algebraicamente
los enunciados.

En la tercera seccion, la mas importante para este trabajo, se pudieron identificar es-
quemas de prueba; particularmente se consideran las respuestas de siete estudiantes que
fueron quienes participaron en las actividades posteriores.

Para analizar las respuestas se sigue un formato distinto al empleado en las preguntas
anteriores ya que se organizaron de acuerdo a los esquemas de prueba y no por pregunta.
Se identificé a los alumnos por la letra inicial de su nombre.

En el cuadro 4.1 se resumen las respuestas a las preguntas de acuerdo a los esquemas de
prueba de Harel y Sowder (1998, 2007). Los numeros en cada celda indican el nimero de
problema, la tabla se puede leer por columnas o por filas, por ejemplo: si se lee la fila
correspondiente a la alumna I se puede observar que utilizé esquemas distintos para un
mismo problema, el 6; utilizo los tres tipos de esquemas con 4 subtipos. Cada estudiante
utiliza al menos dos tipos de esquemas distintos. Hubo alumnos que no contestaron alguna
pregunta, en cuyo caso no es posible ver el niimero de problema en la fila correspondiente,
como en el caso de J, no aparece el nimero 9.

’ Esquemas de Prueba ‘

Alumno Externos Empiricos Deductivos
Rituales | Simbdlicos | Inductivos | Perceptuales | Transform. | Axiométicos

G 6,10 7,9 10

I 6 6, 10 9,7 10

M 9 6,7,10

J 6,10 7,10 7

B 6,7,9 10 6,7

S 9 6,7,10

A 6 7,10 9
Otros 6(5) 9(3),7(6) 9(4), 6 10(6), 6(3) 6,7,9

Cuadro 4.1: Respuestas a las preguntas 6-10 del cuestionario

La ultima fila se refiere a los alumnos que contestaron el cuestionario pero que ya no
continuaron en las actividades, de acuerdo a las finalidades del trabajo no es prioritario
considerar a dichos alumnos particularmente. Sin embargo dan una idea global de los
tipos de esquemas utilizados, el nimero afuera del paréntesis se corresponde con el de la
pregunta, el niimero entre paréntesis es la cantidad de alumnos que utilizaron el esquema
correspondiente en dicha pregunta.

Si se observa la columna correspondiente a los esquemas empiricos, se identifica que las
cuatro preguntas fueron justificadas utilizando este esquema, lo mismo se ve para los
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otros dos tipos de esquemas. Sin embargo en los subtipos hay diferencias; por ejem-
plo, sélo dos preguntas entran en el deductivo-axiomatico, al igual que en los externos-
rituales y los externos-simbélicos; a diferencia de los empiricos-inductivos y los deductivos-
transformacionales, en los cuales aparecen las cuatro preguntas. El subtipo autoritario no

aparece en ninguna respuesta. Enseguida se muestran algunos ejemplos de los esquemas
mostrados.

6. Se propuso la siguiente tarea a un estudiante:

“Verifique gue la suma de dos niimeros pares sicmpre es wn mimero par”.

Luego, el estudiante escribio lo siguiente:

2(2) +205) A i) 201) ¥ 2(8)=2(1+2)

iif)

Resolvié un problema
Dio un ejemplo

Hizo una demostracion

iv) Otra

= Sen 2n un maimero par y 2r otro,entonces In+ 2r = 2(n + 1), - 3
1(0 F10 = 2W(13) como todo nimerao par es de la forma 2x queda verificado At 9 = 2{ }
2% =294 \F -6,
s

ubraya una de ias siguientes opciones, dependiendo de lo que consideres que hizo la persona.

Justifica tu respuesta: 4 . ke pase i
Fal'd <L & Flcus Cdoa nfn —

M_Pmlh_mw&mm_itn@m o

Figura 4.1: Respuesta dada por I a la pregunta 6

A un alumno se le planteo el siguiente enunciado:
“Demuesire que en cuglguier parglelegromo Igs diggongles se bisecon”.

El alumno dibujé el sigulente paraleiogramo con las respectivas medidas:
(-3

PQ=703em
QR=415cm
PR=10,18B cm
8Q =546 cm
PW=509cm
SW=273em

Luego escribié:
En la figura el cuadrilatero PQRS es un paralelogramo,
con W como punta de interseccidn de las diugenales PR v 5Q.
lLa dingonal FR mide 10.1R y PW 509, entonces FW es o mitad de PR.
La diagonal 5Q mide S.46 y SW 2.73, entonces SW es la mitad de 5Q.
Paor lo tanto PR biseca a SQ ¢ inversamente.

Consideras que la persona dig
Justifica tu rpspuesta:

Figura 4.2: Respuesta de I a la pregunta 10
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En la figura 4.1 se identifica un esquema de tipo empirico-inductivo, utilizado por I cuando
responde la pregunta 6. Se observa como realiza dos casos particulares para los que se
cumple la proposicién y entonces reconoce que es una “demostracién”.

La figura 4.2 muestra como I utiliza también un esquema de tipo empirico-inductivo para
responder a la pregunta 10. Primero identifica que es un caso particular por lo que no
puede ser una demostracion, enseguida argumenta que le falté mostrar mas casos, es decir,
este alumno relaciona la “demostracién” con mostrar varios casos.

Las respuestas de I son consistentes: necesita de varios casos para convencerse y convencer
a otros de la certeza de una proposicion, ademas en la primera pregunta del cuestionario
relacioné la demostracion con la ejemplificacion.

Hubo casos donde un alumno utiliza dos esquemas distintos para contestar una misma
pregunta, como en la siguiente:

Sea ABC'D un rectangulo, por R un punto en la diagonal AC', traza paralelas
a los lados AB y BC respectivamente, generando los puntos de interseccion

W en AB, X en BC, Y en CD y Z en DA. Demuestra que las areas de los
cuadrilateros W BXR y ZRY D son iguales.

El estudiante J utiliza primero un esquema empirico-perceptual, ya que utiliza un ejemplo
para determinar la veracidad de la proposiciéon como se aprecia en la figura 4.3.

I' ?; A

Z.("S Aes (““"‘v" —-—

scs—ﬁmo’::.s o I::u:./e‘.'" ATy

Figura 4.3: Respuesta de J a la pregunta 7

Luego utiliza un esquema, que pareciera deductivo-transformacional, escribe lo siguiente:

El tridngulo ZRA es igual al tridngulo ARW también el triangulo YCR es
igual y el triangulo RX C entonces lo restante es igual o tiene la misma &rea.

Sin embargo no argumenta porqué son iguales. Una pregunta que surge es si sélo se
esta basando en el ejemplo que realiz6 o lo utiliz6 como un medio para recordar. En la
seccion correspondiente a las actividades de geometria se tendran mas elementos para
poder contestar.

En respuesta al mismo cuestionamiento el estudiante S mostré un esquema deductivo
transformacional, escribio lo siguiente:
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En el rectangulo ABC D, por medio de la diagonal AC' que lo atraviesa se
obtienen 2 triangulos iguales. Al realizarse el trazo de paralelas a los lados BC'
y AB por el punto R se obtienen medidas iguales entre BX en comparacion
a AZ al igual que AW y DY, a partir de esto se forman 2 pares de triangulos
iguales AW R con respecto a AZRy RXC con respecto a RY C', por lo tanto el
area que sobra de un triangulo ABC serd igual a la parte restante del segundo
triangulo.

Se observa que hay elementos para determinar qué tipo de esquema es: su argumentacion se
basa en propiedades geométricas, ademads de la transformacion sobre objetos (rectangulo,
paralelas) para anticipar el resultado (Harel y Sowder 1998).

8. Demuestra que la diferencia entre 1os cuadrados de dos numeros naturales consecutivos cualesquiera
es slempre un ndmero impar, igual a 1a Suma de dichos ndmeros.

(A ~(a-1)*9 &~ (a*ezar) = Aol 2 =E

?Dgf /a /9-5 Heagigve, COnse cor Fiv s ‘_Sc:.,, (a,..{) (q)

enterces el resulHedo 3 i a }c, Ut 2y @ o é:a_:
(ﬁ "D+ (‘!_) = d-l+4 _‘(Zq =4 €l rtﬂdflq e 2y
T U dw. \r

10., A un alumno se le planteo el siguiente anunciado:

o Mo e v Tev deble, eu e

Figura 4.4: Respuesta de A a la pregunta 9

En la figura 4.4 se muestra un ejemplo de un esquema deductivo-axiomatico para res-
ponder a la pregunta nueve. Da muestra de un manejo eficiente del lenguaje algebraico.
Ademés ese alumno (A) relacioné correctamente los enunciados de la pregunta cinco, es
decir pareciera que no hay duda que entiende el lenguaje, sin embargo cuando responde
a la pregunta 6 aparece algo muy distinto, como se muestra en la figura 4.5.

T
6.  Se propuso la siguiente tarea a un estudiante:

“Verifigre gue la suma de dos wimeros pares sieaiore s un mimere por”.
Luego, el estudiante escribid lo sigulente:

Sea 2n un nimere par y 2r otro, entonces 2n+ 2r = Z(n +r),
conto tods namera par es de o forma 2x queda verificado

Subraya una de las siguientes opclones, dependiendo de lo que consideres que hizo 1a persona.

nivjz=
i} Resalvig un problema iil Hizo una demostracién => Siem g ?“‘ ( ) X
i} Dioun ejernplo iv] Ctro nie

LR

‘ Justifica tu respuesta; ;z?q v ¢y &m;‘( A gé‘mc&(, geﬂg ‘,jgiﬂ
dﬁe_ntpme_a_és_,&.ma.dc,*/m;mwﬁ_u 7 26 me/o

iehe Sedieevie e

Figura 4.5: Respuesta de A a la pregunta 6
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El estudiante A identifica que la persona hace una demostracion, pero tiene dificultades
con la parte simbélica, toda vez que la veracidad de la demostraciéon depende de que n—+r
sea par. Aun cuando identificé en la pregunta cinco que 2(3¢) y 2w eran nimeros pares.
Una explicacién podria ser que en la pregunta seis aparece una suma (n + r) y entonces
no identifica esa suma como un solo nimero.

Asi, se ha observado que los estudiantes muestran una variedad de esquemas, no solo para
responder a preguntas distintas, incluso en la misma pregunta aparecen los tres tipos de
esquemas.

Evidentemente el marco tedrico se ajusta a las respuestas de los estudiantes, que era uno
de los objetivos del cuestionario; tener elementos para identificar si la propuesta de Harel
y Sowder (1998, 2007) era adecuada para esos estudiantes en particular.

En general no hay un manejo eficiente del lenguaje matematico, hay ambigiiedades en las
representaciones algebraicas y en los términos geométricos como semejanza y congruencia.
Esto fue ttil para seleccionar algunos conceptos matematicos que se trataron antes de
implementar las actividades. Ademas se disenaron las actividades de geometria y niimeros,
que permitieran observar los esquemas de prueba.

4.3. Actividades

Para la recogida de datos se consideraron las hojas de trabajo de los estudiantes, gra-
baciones de audio y video de las sesiones, en algunos casos se transcriben comentarios
o discusiones de los estudiantes que proporcionan evidencia de los esquemas de prueba
mostrados por los estudiantes.

4.3.1. Geometria

Andlisis de la actividad 1

Como ya se menciond, se proporcioné a los estudiantes una hoja de trabajo (Anexo 2)
por pareja, con la figura 4.6, que debian reconstruir con el software.

El propdsito era que mediante la manipulaciéon de la figura identificaran una conjetura;
la relacion entre el angulo inscrito y el angulo central y dieran una prueba de la misma.

Aligual que para las ultimas preguntas del cuestionario, en los comentarios de los alumnos
se les identifica por la inicial de su nombre.
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Figura 4.6: Actividad 1

La pareja 1 identifico la relacion sin mucha dificultad:

B: a partir de eso son iguales y siempre se pueden hacer ast.

M: y como se puede escribir, ya se...es un angulo central y los otros dos son
angulos inscritos por lo que en todos los circulos el angulo inscrito es la mitad
del central

Sin embargo, no era claro para ellas cudl era la conjetura:

M: pero la conjetura es otra, ;no?

B: parecida

M: ;como?

B: Los angulos inscritos son iguales con el mismo arco

M: que los dngulos inscritos que comparten el mismo arco miden lo mismo
B: asi

Esta pareja identificé una conjetura distinta a la que se esperaba. Observan la relacion
entre el angulo central y el inscrito, pero para ellas esa no es la conjetura, lo cual genera
confusion respecto a lo que deben probar, como se muestra a continuacion.

La forma en que esta pareja decide probar es basandose en la superposicion de figuras,
es decir, suponen una figura en una hoja de papel cortan los angulos correspondientes y
luego verifican sobre poniendo uno encima del otro. La idea la expresaron como sigue:

M: la iltima puede salir con los dngulos arriba (se refiere a la iltima pregunta
de la hoja de trabajo, donde se les pide que den una prueba)

B: sarriba?

M: si los ponemos uno arriba del otro

B: slos de los lados? slos inscritos encima del central?, ha ;como con papel?
M: si asi se puede, ;no?
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B: entonces sobreponemos, antes cortamos y ya queda
M: st

Esta prueba no es para la conjetura que ellas proponen, entonces reaccionan y comentan

M: sy la conjetura?
B: de veras...pues igual cortamos el angulo y lo sobreponemos, ;no?

Es decir, para ellas no fue claro cudl era la conjetura y qué cosa debian probar, sin embargo
realizan una prueba empirica-perceptiva, toda vez que utilizan la experiencia fisica para
justificar.

La pareja 3, al igual que la pareja 1, identifica con facilidad la relacién entre el angulo
inscrito y el angulo central:

I: El dngulo central es el doble que el inscrito, sverdad?
N: S7, pues eso escribimos

Sin embargo les sucede algo similar que a la pareja 1, identifican la relacion, pero no les
queda claro cudl es la conjetura:

N: bueno, y como seria la conjetura
I: lo mismo...bueno que solo se modifica si cambia el arco

En la hoja de trabajo aparece la siguiente conjetura:

Que la medida de los dngulos solo se modifica si la medida del arco se cambia,
siendo la medida del dngulo central la doble del inscrito

Sin embargo esta pareja no da una prueba, se limitan a decir que es posible demostrarlo
por medio de trazos, pero no argumentan.

N: entonces solo ponemos que por medio de trazos?
I: mmm...no se...st

Este tipo de comentarios esta ligado con la idea de prueba externa, es posible identifi-
carla dentro del subtipo autoritario, atin cuando no hacen referencia a ningiin autoridad
(profesor, libro), de alguna manera es algo que ellas han visto hacer a los profesores o en
libros de texto.

La pareja 4 también identifico con facilidad la conjetura, pero a diferencia de las otras dos
parejas ésta la identifica e intenta demostrarla, es decir, se saltan el resto de las preguntas
en la hoja de trabajo y se concentran en la tltima:
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A: 87, es como... ha ya, es el del angulo inscrito y el angulo central

J: Como

A: El dngulo central es la suma de dos dngulos inscritos

J: No me acuerdo

A: es lo que acabamos de hacer

J: 87, pero bueno si da con las medidas

A: Pero no me acuerdo de la demostracion, bueno se puede sacar por tridngu-
los, mira (escribe en las hojas)...;pero no son semejantes o si?

En la hoja de trabajo etiquetaron los angulos involucrados, pero no pudieron concretar
nada.

Los comentarios dan evidencia de un trabajo casi individual por parte de A, el papel
de J se vuelve muy pasivo. Cuando estaba por terminarse el tiempo destinado para la
actividad se dan cuenta que practicamente no habian escrito nada en la hoja de trabajo,
hasta ese momento escriben:

J: entonces que queda

A: eso mismo

J: spero en donde la conjetura?

A: ah ahorita, quedaria asi (escribe)

J: lo voy a pasar...y la ultima de la demostracion
A: no encuentro una...

Escribieron la siguiente conjetura:

Dados 2 puntos (A, B) sobre una circunferencia, el dngulo central formado
<TAOB, a partir de ellos, es igual a la suma de los 2 dngulos inscritos <ACB
y <ADB trazados sobre dos puntos cualesquiera de la misma circunferencia

No pudieron construir la demostracién, en la hoja de trabajo, responden a la pregunta
. Puedes demostrar formalmente esa conjetura? con un “Si”, pero sélo eso. Al final no dan
ningun tipo de prueba.

En el cuestionario inicial, el alumno A dio una prueba deductiva-axiomatica en uno de
los problemas, (ver pag. 15) de acuerdo con esto y los comentarios emitidos, el alumno
intento hacer una prueba del mismo tipo para la actividad 1, sin embargo no le fue posible
realizarla.

Cada pareja encontré una conjetura distinta: la primera expresa la relaciéon entre los
angulos que comparten un mismo arco; la pareja 3 expresa dos ideas en su conjetura:
una idéntica a la pareja 1 y la otra respecto al angulo inscrito con el central. La pareja
4 expone la conjetura en términos de que el dngulo central es la suma de dos inscritos.
Esta variedad en la elaboracién de conjeturas puede tener una relacién con el tipo de
figura con la que interactuaron, es decir, en la figura aparecen dos angulos inscritos, la
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idea de incorporar esos dos angulos era como indicio de la variacion del dngulo inscrito,
sin embargo los alumnos trataron de incorporar toda la informacion en la construccion de
la conjetura, lo cual, en algunos casos originé confusion.

La pareja 1 ofrece una prueba evidente en el marco de Harel y Sowder (1998), de tipo
empirico-perceptual, la pareja 3 puede incorporarse en el tipo externo-autoritario y en la
pareja 4 no hay prueba.

Actividad 2

En esta actividad, al igual que en la primera se proporcioné a los estudiantes una hoja de
trabajo (Anexo 3) por pareja, con indicaciones para construir la figura 4.7.

Figura 4.7: Actividad 2

El propdsito de la actividad era que identificaran las medidas de los angulos <DFEF' y
<<DOF como invariantes, manipulando la figura con el software, e intentaran dar una
demostracion.

La pareja 1 tuvo muchos problemas para construir la figura, lograron la construccién casi al
final del tiempo dado para realizar manipulaciones, esto ocasioné que no pudieran realizar
la actividad completa. No alcanzaron a identificar alguna conjetura, y en consecuencia no
hay prueba.

Al igual que la pareja 1 la pareja 2 también tuvo dificultades para realizar la construccién
con el software, sin embargo lograron tener la figura con tiempo suficiente para realizar la
actividad. Esta pareja identificé rdpidamente que el angulo DEF era recto y ademas un
angulo inscrito, lo que les permite dar una prueba:

S: Es otro diferente al primero, pero casi igual
G: sporque?

S: mira, hay un dngulo inscrito el DEF

G: si, no me habia fijado

S: Esa es la conjetura
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G: que no cambia
S: porque el dngulo central es 180 vy el inscrito la mitad 90

Relacionan la actividad con la anterior, por eso es que S comenta que es casi igual,
refiriéndose a la actividad 1; la comparacion con la actividad 1. Les hace identificar rapi-
damente el <DFEF como un angulo inscrito y <DC'F' como central, en ese momento dan
una prueba de tipo Deductiva-Transformacional.

Sin embargo, G y S identifican esta actividad como una extension de la primera, y les
crea confusion identificar una conjetura, ademds el circulo inscrito en el tridngulo DEF
les ocasiona conflicto:

G: pero si cambia

S: no

G: porque el del circulo mds pequeno no es igual

S: ah pero es diferente porque es otro circulo

G: pero es el mismo arco

S: st verdad

G: por eso te digo

S: pues hay que agregar eso

G: si, que no cambia pero si parten de otro circulo si
S: tu escribelo

Siguen con la idea de los angulos que comparten el mismo arco, G identifica el <DFEF y
<DOF como angulos que comparten el mismo arco, atin cuando S le explica que es otro
circulo, en consecuencia cuando escriben la conjetura aparece lo siguiente:

Que la relacion entre el dngulo inscrito con el angulo central nunca va variar,
que el primero sea la mitad del sequndo, al menos que los dngulos partan de
otro circulo teniendo como referencia el mismo arco.

Claramente ellas no identificaron la medida constante del <DOF' como una conjetura,
incluso, se percataron que dicha medida era invariante, pero no le dieron importancia.
La prueba que ellas exponen es respecto a la mediad de 7DOF:

El angulo central, que tiene un arco de 180° es el doble del dngulo inscrito
que se forma en el semicirculo

Aqui se vuelve a observar la interpretacion que dan a la actividad como una extension
de la primera, la toman como un caso particular de la actividad 1, claramente lo es, sin
embargo la prueba no tiene claridad.

A la pareja 3 le sucedié lo mismo que a las anteriores, la construccién de la figura les
costé mucho trabajo, pero pudieron realizarla.

Una vez que tuvieron la figura, identificaron una conjetura rapidamente:
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N: o sea que siempre es un triangulo rectangulo

I: si el dngulo no cambia, siempre es recto

N: de veras

I: esa es la conjetura

N: quedaria que en la mitad de un circulo siempre hay triangulos rectangulos
I: si pero mejor que en media circunferencia siempre se forma un tridngulo
rectangulo

Esta pareja no da una prueba, se limitan a escribir la conjetura, ni en las grabaciones ni
en las hojas de trabajo aparecen intentos de dar una prueba.

A diferencia de las tres primeras parejas, ésta proporciona dos conjeturas, una respecto a
la medida de <DFEF' y otra concerniente a la medida de <DOF"

J: Entonces la conjetura quedaria que siempre es un dngulo recto

A: si, pero ademds el tridngulo es rectdngulo

J: aja

A: Todo tridngulo inscrito en una semicircunferencia teniendo como un lado
el didmetro, es rectangulo

J: si, y para la demostracion

A: si se puede

En los comentarios se evidencia confusion respecto a la idea de semicircunferencia, al igual
que en la actividad 1, J adopta una postura muy pasiva, se limita a escuchar y cuestionar
acerca de las preguntas que falta por responder, sin embargo en esta ocasién una pregunta
resulta clave:

J:z y lo del dngulo de 135 no importa?, ese tampoco cambia

> hay que poner eso también

: st, pero abajo (se refiere al lugar de la hoja donde van a escribir)
: no importa

- pero seria el dngulo central de la circunferencia de adentro

:es inscrita al triangulo rectdngulo

como quedaria

: pero no todos (hace referencia a que no cualquier dngulo central)
- solo el que tiene vértices abajo

:en la hipotenusa

aja

S N N

Se vuelve a evidenciar confusién respecto al uso del lenguaje, en este caso, cuando hacen
referencia al angulo central de la circunferencia inscrita, no consideran el proceso de
construccién; que dicho angulo central estd delimitado por las bisectrices.

Intentan dar una prueba pero no logran hacerla, aunque esta vez dejan unas figuras como
parte de ese intento (ver figura 4.8).
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Figura 4.8: Acercamiento de la pareja 4

Un aspecto relevante es la dificultad para construir la figura, en algunos casos fue com-
prometedor para no abordar la actividad completa, ademds sélo una pareja encontré la
conjetura respecto al angulo central de la circunferencia inscrita.

Se vuelve a evidenciar un manejo limitado en algunos conceptos mateméaticos y la com-
plejidad para producir pruebas.

En esta actividad sélo hubo una prueba de tipo deductivo-transformacional.
Actividad 3

En ésta actividad también se proporcioné a los estudiantes una hoja de trabajo, en la
cual aparece la figura 4.9:

Figura 4.9: Actividad 3

El propdsito era que los estudiantes identificaran que el dngulo formado por las rectas
AB y BD es de 90° cuando AB es tangente a la circunferencia y pudieran justificar ese
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hecho.

La pareja 1 escribié la prueba que aparece en la figura 4.10.

Trozer oo Circnberencio @0 cantro en ol pute Am, hacer un
Codrmde waalo, “lrozando < didmeho dek la creunferencio,

9no pependicdor ol dibmebo, Momor Y unie o> Pk de 1aterseccita,
ee  aor GSegumiin CLe e wn cuodrodo, el cval (ado wne de
So>  dnges g3 dc Q0 ({ dos cectos perpendicores, Gue 3O
Cox von bt rmon  Cooios Gngios 19\)@ ooy 0 Twont son pey()cndlf.:

Figura 4.10: Prueba de la pareja 1 en la Actividad 3

Relacionando lo que escribieron con la videograbacién se pudo dilucidar lo que intentaron
decir. En la grabacién aparece:

B: El circulo con centro en B y radio BO...entonces ya ahi comprobariamos
que de AO tiene la misma distancia que los otros puntos de interseccion que
seria de A a... y entonces serian mmm... si formamos ya el cuadrado ahi y un
cuadrado tiene como caracteristica que forman... que tienen angulos de 9P y
entonces dice que dos rectas cuando se cortan y son perpendiculares deben de
formar cuatro dngulos iguales entonces ahi serian cuatro dngulos de 90° por
lo tanto seria perpendiculares

La construccion que intentaba describir B se muestra en la figura 4.11.

Figura 4.11: Construccion descrita por la pareja 1

Lo que da evidencia de una prueba deductiva-transformacional, ain cuando los argumen-
tos no estan bien concatenados y hay errores al expresarse. Una caracteristica importante
de este tipo de esquema es la de anticipar el resultado (Harel y Sowder, 1998).
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Las otras parejas identificaron la conjetura, pero no dieron ninguna prueba.
Actividad 4

Como ya se mencion¢ las ultimas dos actividades se llevaron a cabo en una fecha posterior,
el 8 de Enero de 2009.

En la hoja de trabajo se daban las instrucciones para construir la figura 4.12, en la que A,
By C son puntos fijos y D es mévil, el propdsito era que identificaran qué condiciones debe
cumplir D para que las mediatrices del cuadrilatero ABDC' concurran y lo demostraran.

Figura 4.12: Actividad 4

La pareja 1 empez6 buscando algunas relaciones

B: en ninguna linea en ninguna linea del poligono, porque mira la ponemos
aqui, no, la ponemos aqui, tampoco... el punto D no debe estar sobre la linea
del poligono... sobre ninguna... sobre ningiun segmento del poligono y la otra
era que qué, no debe estar sobre las mediatrices

B: a ver otra cosa, que tenga que tener el punto D para estar...

M: mmm

B: st crees que sea la misma distancia de aqui a aqui que de aqui a aqui?,
no verdad

M: no

B: a lo mejor también puede ser que no debe estar a la misma distancia AD
que de D a C... ahi ya

M: si

Esta pareja intenté encontrar para qué lugares no se cumplia la concurrencia, realmente
no pudieron establecer la conjetura buscada, sin embargo lograron encontrar otras y casi
pueden establecer una relacién equivalente: la condicién para que un cuadrilatero sea
ciclico.

Como se observa en la figura 4.13 la pareja 1 da una prueba empirica-inductiva.
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iv. (;Qué condiciones cumple D para que la concumrencia subsista?
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Figura 4.13: Respuestas de la pareja 1 en la Actividad 4

La pareja 2 identifica que el punto D debe estar a la misma distancia del punto de
concurrencia que A, By C:

S: es que yo digo que es dependiendo de la distancia ;no?...trazamos el circulo
que toque a D

G: y yo digo que a A, B y C

S: a ver... pero va a ocurrir lo mismo

G: bueno mds o menos

S: que el punto de interseccion sea el centro de una circunferencia y ;que pase
por los puntos A, B, C'?¢

G: st

Sin embargo al tratar de contestar la pregunta para probar la conjetura aparece un co-
mentario interesante:

G: ;como puedes probar que es cierta tu conjetura? Porque ya lo hicimos por
eso (risas)

Es decir, para G no tiene importancia la prueba, toda vez que ya lo hizo en con el software,
con eso le basta para cerciorarse de la veracidad. Dan una prueba de empirico-perceptual.
Realmente lo que hacen es describir la construccién (ver figura 4.14).

iv. Qué condiciones cumple D para que la ¢oncurrencia subsista?
A - s i YT £ ntro
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V. ¢Cémo puedes probar que es cierta tu conjetura?” les puhfo_s Serdia (Oniur

& ) ) —
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Figura 4.14: Respuestas de la pareja 2 en la Actividad 4
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Lo anterior pone de manifiesto una de las dificultades de trabajar con software: los estu-
diantes pueden basar sus justificaciones en el software (Rojano, 2007), lo cual no necesa-
riamente es perjudicial, pero se esperaria que pudieran transitar hacia justificaciones con
base en las propiedades de las ideas matematicas involucradas.

La pareja 3 identifica la conjetura y da una prueba empirico-inductiva:

I: El punto D queda dentro de una circunferencia... Si sno?

J: aja

I: entonces ast, que el punto de interseccion sea el centro de una circunferencia
y el punto D sea un punto de la misma... si ;jno?

J: aja... y que podemos comprobar moviendo el punto D en cualquier lado

I: de la circunferencia

En esta actividad las tres parejas identificaron conjeturas y dieron pruebas empiricas.

Actividad 5

Al igual que en las actividades anteriores se les proporcioné a los estudiantes una hoja de
trabajo donde se les pedia hacer la figura 4.15 en el software.

Figura 4.15: Actividad 5

El propésito era que identificaran que el cuadrilatero PQRS con vértices en los puntos
medios de los lados de otro cuadrilatero ABC D siempre es un paralelogramo, y dieran
una prueba de ello.

La pareja 1 identifico rapidamente que se trataba de un paralelogramo.

B: si es un paralelogramo, no? Porque el paralelogramo tiene que sus lados
son paralelos y esos son paralelos, no?

B: le ponemos que st
M: si
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B: a ver muévelo mds

M: pues st, porque aunque cambia de tamano o de forma sigue siendo el mismo
paralelogramo

B: ;y nada mds?

M: si

Cuando intentan dar una prueba toman distintos caminos, en principio relacionan la
actividad con la anterior y tratan de establecer la prueba a través de las mediatrices del
cuadrilatero:

B: los lados opuestos son paralelos, entonces debemos demostrar que son
paralelos... o como?... es un cuadrildtero no?
M: si
B: como demostrar, a ver traza ahora si, el circulo
M: con centro en?
B: eso va a ser lo malo podemos trazar...
M: que pase por el...
B: jlas medianas!
M: porque?
B: porque estamos utilizando el punto medio y el punto medio es para sacar
las medianas... la mediatriz?
M: si, de éste poligono (ABCD)
B: si... no, pero no se va a ver... porque no hay punto fijo jverdad que no?

Lo ultimo ocasioné dudas y no veian claro cual camino seguir. En un momento posterior,
tratan de establecer una prueba para un caso particular:

B: que tenemos que demostrar, que es un cuadrildtero o que es un paralelo-
gramo?... porque... si hacemos un cuadrildtero cuadrado ya no tendriamos que
demostrar que es un paralelogramo... seria un cuadrado
M: si (se refiere a que sigue siendo paralelogramo)

B: ah si... déjame wver...

Después de un rato logran establecer una meta més clara: identifican la relacion de los
lados opuestos:

B: si podemos... se supone que SP debe medir lo mismo que RQ)

M: no va a ser igual... (después de medir) ah si

B: si porque si no no serian, luego SR debe ser igual a P(Q)

M: si

B: ahora tendriamos esta medida y como es la mediana DR es igual a RS,
DS a SA... AP

M: igual a PB
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B: ;AP igual a PB?

M: aja

B: y nos falta una

M: BQ

B: BQ es igual a que

M: a QC

B: entonces necesitariamos... para demostrar que es la misma distancia que
esto, tendriamos que sacar el... que seria?... lo que tendriamos que demostrar
es que SP es igual a RQ) como SR es igual a PQ... mmm... y para demostrarlo

tendriamos que sacar... podemos utilizar el teorema de Pitdgoras
M: si

Tenian la idea del cuadrado, dejaron de pensar en ese caso particular, pero no toman
en cuenta que ya no tienen triangulos rectangulos y comienzan a establecer una serie de
identidades que no les llevan a nada:

B: si lo hacemos sin nimeros tendriamos que, primero ¢ = a® + b* y en ese

lado tenemos que tendriamos que encontrar la hipotenusa porque es el lado
mds grande
M: si

B: entonces ¢
M: AP?

B: pero tendriamos que darle un nimero, ;pongamosle X no?

M: st

B: X2 +Y? no?, supongamos asi ahora ¢ = X% 4+ Y? ahi quedaria ¢ =
VX24+Y? sino?

M: si

B: y entonces el otro...

M: este seria X no?

B: es que no se va a poder, porque esta no se va a buscar la hipotenusa si no
los catetos... o igual y si lo ponemos mejor asi no? (regresan a la notacion
SAZ%)... es que si tendriamos que hacer a fuerza las medidas (X?)

% es igual a a® que seria SA® mas PB

En las hojas de trabajo aparecen unas anotaciones, como se muestra en la figura 4.16.

Al final no dieron una prueba clara, sin embargo todo el proceso corresponde a un esquema
deductivo-transformacional, al mismo tiempo se ilustra un esquema externo-simbdlico ya
que hay manipulacion de simbolos sin sentido.
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Figura 4.16: Anotaciones de la pareja 1

La pareja 2 identificd que se formaban distintos cuadrildateros, pero sélo se quedaron con

la idea de cuadrilatero.

G: Pero si te fijas solamente se forma un rectdngulo o un...

S: pues se puede formar un rectdngulo, un cuadrado, un romboide
G: pero fijate que este poligono que también es un cuadrildtero, el de afuera
Puede ser... un trapecio... puede ser diferentes figuras

S: st

G: en cambio el de adentro no
S: éste es un rombo, y lo puedes hacer rectangulo... puede ser un cuadrado, un

romboide. ..

G: checate a las de alado, tienen otras cosas (Se refieren a sus companeras)

Esta pareja no dio ninguna prueba.

La pareja 3 identific6 que siempre se trataba de un rombo, al momento de argumentar
porqué, justificaron solo por medio de los angulos opuestos y los lados opuestos.

J: Porque los dngulos S y () siempre permanecen de la misma medida igual

que P y R... igual

que los segmentos SP y RQ, y SR y PQ

Es decir, no les queda claro qué es un rombo, realmente argumentan para un paralelogra-
mo, aun cuando no es un rombo dan una prueba de tipo empirico-inductivo, ya que solo
miden y verifican para varios casos particulares.
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El cuadro 4.2 sintetiza los resultados de las 5 actividades de geometria.

’ Esquemas de Prueba

Alumno Externos Empiricos Deductivos
Simbdlicos | Autorit. | Inductivos | Perceptuales | Transform. | Axiom.
G G4, G5 G2
1 G1 G4, G5
M GbH G4 G1 G3, G5
J G4, G5
B GbH G4 G1 G3, G5
S G4, G5 G2
A
N G1

Cuadro 4.2: Resumen de los Esquemas en las Actividades de Geometria

Como puede observarse los esquemas de conviccién externa disminuyen, respecto al cues-
tionario, mientras que los esquemas deductivos-transformacionales y los empiricos persis-
ten, y en el caso de los deductivos-axioméaticos desaparecen.

Sobresale el caso de A, que no muestra ningin tipo de esquema. Es interesante porque en
las actividades que particip6 (las tres primeras), estuvo intentado hacer demostraciones;
realmente estaba consciente del tipo de prueba que se necesitaba, sin embargo no tuvo
los elementos suficientes para poder construirla. No asi el caso de N que no intent6 dar
pruebas mas alld de la primera actividad y fue de tipo externo.

Siguen apareciendo dos elementos en comin a los observados en el cuestionario: se mues-
tran distintos esquemas por los mismos estudiantes y aparecen distintos esquemas en la
misma actividad.

4.3.2. Numeros

Como se senald en el capitulo anterior, estas actividades se estructuraron en cuatro par-
tes. A continuacion se desarrolla lo respectivo a la primera parte, que corresponde a las
actividades 1 a 4.

Estas actividades resultaron muy dificiles para los estudiantes; después de 30 minutos
ningun estudiante habia hecho algo, en consecuencia se procedio a cuestionar el porqué de
esa actitud, a lo cual los estudiantes respondieron que no tenian idea de cémo abordar
las preguntas. Comentaron que salvo las dos horas anteriores que se les habian explicado
algunos problemas de ntimeros, no se habian enfrentado a ese tipo de cuestionamientos.
Esto ocasioné serias dificultades para seguir, por lo tanto el asesor debié explicar esas
cuatro actividades, esperando que los estudiantes pudieran abordar las posteriores.
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Por supuesto no se planed que pasara algo similar, al menos no en los cuatro problemas, ya
que como se menciond en la metodologia, algunos fueron tomados del libro para el maestro
(SEP 2004), sin embargo sucedié. En las actividades posteriores aparecié una reaccion
similar. A continuacién aparecen los resultados, un poco limitados en comparaciéon con
los de geometria, pero se rescatan lo mas sobresaliente.

En la actividad 4 aparecen respuestas que son de caracter empirico-inductivo como se
muestra en la figura 4.17. La imagen evidencia sélo unos casos particulares, no aparece
ninguna conclusion respecto a esa indagacién. Lo escrito en la parte inferior derecha fue
después de que el asesor explico la actividad.

4.- i p, qy reon fres entercs chalesquiers, entonces el producto (p —g)(g—1)(r—p) e8

civisible por 2 _
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Figura 4.17: Respuesta de M a la actividad 4
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Figura 4.18: Respuesta de S a la actividad 4
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La figura 4.18 muestra que S si tiene una idea clara: concluye que la afirmacién es cierta
solo si alguno es par. Llega a esa conclusion a partir de los casos particulares que corroboro,
lo cual es una prueba de tipo empirica-inductiva. El parrafo en la esquina inferior derecha
lo escribié después de la explicacion del asesor.

La actividad cinco tenia como propésito que los alumnos identificaran cuando la suma de

k enteros consecutivos es divisible por k.

En la actividad se les pide que realicen las sumas de algunos casos particulares y luego
obtengan el promedio, enseguida se hacen algunos cuestionamientos, I responde a cada
uno de ellos como se muestra en la figura 4.19.

6.~ En los siguientes casos realiza las sumas corréspondientes ¥ luego encuentra el
promedio.
. ?%ngma .
@ 21222 4 s
b} 7+849= 1 6‘
5.
c) 14+15eten7= 1 !
d) 344+546+7m 1§ 5
- 12-5
e) 10+11412+13+14+16= F5
s
f) 203+44546474+8= 5, 5
¢{En qué casos ¢ promedio no deja residuc?
Eo Aodo> asmqee ew a2qs 800 teivlliols finctimant

Figura 4.19: Respuestas de I en la actividad 5

Claramente I tiene una idea de residuo relacionada con la de fraccién decimal exacta, es
decir, para I una divisién tiene residuo si es una fraccién decimal periddica.

En la misma actividad B escribe una conjetura, sin embargo es respecto al resultado de
efectuar la suma, no identifica las divisiones como la idea central, centra la atenciéon en
las sumas (ver figura 4.20).
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Figura 4.20: Respuesta de B

S si encuentra la conjetura que se esperaba, respecto a los residuos (ver figura 4.21).
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Figura 4.21: Respuesta de S

Aunque B y S pueden plantear conjeturas, ninguna de las dos da una prueba. Al igual
que en las primeras cuatro actividades fue necesario que el asesor interviniera. Lo hizo
mostrando la veracidad de la conjetura para el caso K = 3, con la intencién de que los
estudiantes pudieran probar los casos generales.

Después de la intervencién del profesor, GG ofrece una prueba interesante, que se muestra
en la figura 4.22.

Pruébala de manera general para cualquier K tal que

b) K seaimpar
a) Kseapar ., . (n44)4 (g+2 )+ (01 3)

a+(o11)1(012)1(013) 1@ rd)

‘,‘i{tl;'k*o*l*o"’a at+rgiitarita+3+aty
~on ’ =

i oa+10

7 (204 . -

4‘%9._-_-1”‘ S(o+2)

Figura 4.22: Pruebas de G

Se observa que G identifica rdpidamente la idea de factorizar y da una prueba de tipo
externo-simbolico. En principio, G relaciona cualquier K par con la representacion general
para K = 4 y cualquier K impar con la representacion general para K = 5. Hace la
manipulacién simbdlica, sin embargo lo hace sin significado (Harel y Sowder, 2007), toda
vez que no diferencia en ninguno de los dos casos, aun cuando no esta probando lo que se
pide tampoco se da cuenta de lo que prueba para el caso K = 5.

Como se mencioné antes, las actividades 6 y 7 se agrupan en una sola. El propédsito de
éstas era que los estudiantes observaran que siempre es posible dividir el producto de K
enteros consecutivos por K, a través de casos particulares y después dieran una prueba.

Todos los estudiantes identificaron rapido la conjetura, S escribe la prueba que aparece
en la figura 4.23.

Primero, cuando se le pide probar el caso K = 2 utiliza una sustitucion, proporcionando
una prueba empirico-perceptiva. Luego, cuando se pide la prueba para cualquier K, rela-
ciona la palabra cualquier con tomar algin K, en su caso K = 4, sin embargo de éste ya
no da una prueba.
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Figura 4.23: Respuestas de S en la Actividad 7

G intenta dar una prueba: realiza las multiplicaciones, sin embargo no puede utilizar sus

resultados (ver figura 4.24).

Prueba la conjetura de manera general para ol caso K igual a 2

(ata+)@+> a’+d0t+2a
(a?+a)(o+2) alo*+ dcf+2)
od+ 20+ 0%+ 2a

Pruébala de para cualquier K @Z-r a
a(a ti)(a 1)[0*53 a+ 2
(a’+a)(a+2)(0t3). o3ro*

20" +2a
G(O3+qoﬁ Hg+6).
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Figura 4.24: Respuestas de G en la Actividad 7

Ningun estudiante intenté probar por medio de los residuos, aun cuando lo correspon-
diente a la actividad 6 era para que identificaran residuos. Ademds, algunos tienen serias
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dificultades para trabajar algebraicamente como en el caso de I, hace manipulaciones
incorrectas de ideas muy basicas como se muestra en la figura 4.25.

Pmbahcm]mmdemnmgqneralpauolmoKipudaz

(@) (at4)
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Figura 4.25: Respuesta de I en la Actividad 7

La tultima parte de las actividades de ntimeros tenia como idea central la actividad 11.
Se pedia generar nimeros primos utilizando el polinomio n? — n 4 41, se dieron diversas
respuestas. Antes de abordar la pregunta aparecian las siguientes:

Un numero primo es aquel que solo es divisible por si mismo y por la unidad.
Se sabe que 3, 5 y 7 son numeros primos, ademds son impares, ;se puede
conjeturar que todos los nimeros impares son primos?, justifica tu respuesta.
¢ Con excepcion del 2 todos los nimeros primos son impares?

Todos respondieron correctamente las dos preguntas, pero al momento de abordar la pre-
gunta respecto al polinomio, algunos no lo tomaron en cuenta, por ejemplo B comprueba
algunos casos particulares y concluye que siempre se generan nimeros primos (ver figura
4.26).

11.- La expresion n2 —n + 41 “genera numeros primos”, es decir si sustituimos numeros

naturales en la vaxiable n el resultado sera un nimero primo, por ejemplo para

n=1, 1 — 1 + 41 = 41 es primo. Realiza |a sustitucian con tres nUmeros mas ¥

comprueba si son primos. ;Podrias asegurar gue la expresidn siempre dara como o
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Figura 4.26: Respuesta de B en la Actividad 11

No se alcanza a apreciar el texto a la derecha de la imagen, pero dice lo siguiente:

St porque quitdndole al cuadrado el nimero n, estas asequrando que tener un
numero par y al sumarle un numero impar el resultado serd entonces primo

Esta dando una prueba empirico-inductiva. Es relevante que atin cuando contesté correc-
tamente las preguntas de arriba, en este caso decide que un impar es siempre un nimero
primo.
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M da una prueba empirico-inductiva y concluye que si a un nimero primo se le suma
algo el resultado serd un ntimero primo (ver figura 4.27).

11.- La expresion n? — n + 41 "genera ndmeros primos”, es decir si sustituimos ndmeros
naturales en la variable n el resultado sera un nimero primo, por gjemplo para

n =1 1" — 1+ 41 = 41 es primo. Realiza |a sustitucion con tres nimeros mas y
comprueba si son primos. g':;’fdriaa asegurar gue la expresion siempre dara como
resultado un ndmero primo? @Podrfas dar un contraejemplo?

n= o - N2, 25-2 by nz%, st 5 hays
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Figura 4.27: Respuesta de M en la Actividad 11

S concluye que la expresion siempre genera nimeros primos al sustituir el valor de n, a
partir de algunos casos particulares, pero su argumento es distinto (ver figura 4.28).

11.- La expresion n2 —~n + 41 "geneFa nimeros primos”, s decir si sustifuimoas nUmeros
naturales en la variahle n &l resultado serd un nuimero prime, por ejemple para
n=1 12 =1+ 41 = 41 &s primo. Realiza la sustitucion con tres nimeros mas y
comprueba si son primos. ;Podrias asegurar que la expresion siempre dara como
resultado un ndmero primo? o ;,podrias dar un contragjemplo? -
. o | ar
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Figura 4.28: Respuesta de S en la Actividad 11

El texto completo es el siguiente:

©

St, son primos, porque sean pares o impares los nimeros que sustituyan a “n
al ser restados por si mismos y sumarse el 41, los resultados que se obtengan
van a ser con 1, 3 0o 7 en la cifra final de la cantidad con lo que se verd que
no va a poder ser dividida.

Basa su conclusion en la divisibilidad de los primeros ntimeros enteros, ademas considera
casos particulares, distinguiendo entre pares e impares.

Todos los estudiantes que participaron en la actividad dieron una prueba errénea en cada
caso, basandose en casos particulares pero observando distintas caracteristicas y dando
argumentos diferentes.

De manera similar al cuestionario y las actividades de geometria, a continuacion se resu-
men los resultados de las actividades de ntiimeros en la tabla 4.3.



Esquemas de Prueba

Alumno Externos Empiricos Deductivos
Simbdlicos | Autorit. Inductivos | Perceptuales | Transform. | Axiom.
G N5 N11
I N11
M N11
J N11
B N11
S N4, N7, N11

Cuadro 4.3: Resumen de los Esquemas en las actividades de Nimeros

La tabla refleja la dificultad que tuvieron los estudiantes en las actividades de nimeros.
No hay pruebas para la mayoria de las actividades y donde las hay son, sobre todo de tipo
empirico. Esto es consistente con lo encontrado en los planes de estudios, las pruebas que
se promueven son de tipo empirico, en consecuencia los estudiantes se inclinan por esas
pruebas, ademés de no tener contacto con ideas numéricas, mas alla de lo algoritmico, y

en algunos casos esa parte también se les complico.
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Capitulo 5

Conclusiones

Desde la Educacion Matematica, el estudio, interpretacion y anélisis de los fenémenos de
ensenanza y aprendizaje parte necesariamente de una visién sobre la naturaleza de las
matematicas y su trasposicion a las matematicas escolares. Sin duda, para las matematicas
y los matematicos, los procesos de descubrimiento de propiedades y relaciones de los
objetos matemadticos (nimeros, formas geométricas, variacion, etc.) asi como los métodos
de prueba de tales propiedades que, una vez probados, se convierten en teoremas, es de
gran importancia. No sélo porque da “certeza” a tales propiedades y permite utilizarlas
para resolver problemas de diversa indole, sino porque hace posible la generacién de
nuevos descubrimientos asi como el desarrollo de herramientas que facilitan el trabajo en
las matematicas.

En este trabajo se vio que varias investigaciones y propuestas curriculares (NCTM, 2000;
SEP, 2006) coinciden en que la formacién matematica, en los niveles basico y medio, deben
incluir contenidos y experiencias escolares orientados a adquirir conocimientos, actitudes
y habilidades en torno a los procesos de generacién y prueba de conjeturas. Sin embargo,
no es muy claro como se pueden lograr aprendizajes significativos en estos aspectos.

Una primera dificultad es caracterizar las diversas actividades que, a diferentes niveles de
complejidad, puedan considerarse como parte de los procesos de prueba. En este trabajo
se revisaron aportaciones recientes en cuanto a este aspecto. De particular interés son los
trabajos de Harel y Sowder (1998, 2007) quienes establecen una clasificacién interesante,
no sélo para caracterizar las actuaciones de los estudiantes, también pueden ayudar a
formular propuestas curriculares y de ensenanza-aprendizaje. En este sentido, el presen-
te trabajo aporta informacion relevante que puede ser 1til para la realizaciéon de otros
estudios relacionados con este tema.

De acuerdo a la revision de los Planes y programas de educacion secundaria que se realizo,
respecto al tema en cuestion, se espera cubrir tanto pruebas empiricas como pruebas de
tipo deductivo-transformacional (de acuerdo con la clasificacién de Harel y Sowder); sin
embargo, no se aclara cémo debe hacerse el transito entre esos dos tipos de pruebas, dejan-
do al profesor la responsabilidad de estudiar o no los contenidos con esas caracteristicas.
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Por otro lado, se plantea que el profesor debe mostrar algunas pruebas formales (de-
mostraciones) sin aclarar el sentido de esto (;qué se espera de los alumnos?) ademés, en
ningin apartado aparecen cudles son esas pruebas. Si el profesor debe elegir qué pruebas
debe mostrar, entonces deberia tener, en principio, una formacion matematica adecuada
asi como un conocimiento profundo de los procesos cognitivos de los estudiantes. ; Qué pa-
sa si eso no sucede? Suponiendo que el profesor posee la formacion matematica adecuada
y carece del otro elemento, podria verse tentado a querer mostrar pruebas demasiado
abstractas y que los alumnos no entiendan ni les encuentren sentido, en el segundo caso
si el profesor tiene formacién matematica deficiente, en el mejor de los casos no mos-
trara pruebas, pues si intenta hacerlo lo mas probable es que sélo repita mecanicamente
alguna demostracién que esté en algiin libro sin imprimirle un interés didactico. En cual-
quiera de estos casos, la trascendencia en el aprendizaje del estudiante sobre las pruebas
formales serd insignificante.

El inico material de apoyo con el que cuenta el profesor para auxiliarse, en lo respectivo a
la prueba, es el Libro para el maestro (SEP, 2004), en el que se propone una presentacién
distinta a lo que aparece en los programas de estudio (SEP, 2006). En ese libro, se espera
que los alumnos puedan hacer demostraciones, no solo que las muestre el profesor. En
consecuencia, esto es contradictorio con el planteamiento de la SEP. Por supuesto, ello no
quiere decir que el Libro para el maestro esté equivocado, el propésito de esta observacion
es mostrar la inconsistencia entre el planteamiento del principal documento curricular de
la SEP y el material de apoyo con el que cuenta el profesor de secundaria.

En relacion a la formacién de los profesores de matematicas, el Programa de estudios de
la Normal Superior estd menos desarrollado que el correspondiente para la educacion se-
cundaria, lo cual no proporciona mucha informacién respecto a las intenciones de mostrar
la prueba. En las asignaturas, donde hay actividades propuestas, no es posible identificar
evidencia de que un propédsito sea que los futuros profesores trabajen pruebas formales;
solo el Teorema de Pitagoras aparece como una proposicion por demostrar. Nuevamente,
las actividades propuestas se quedan en pruebas empiricas y, en algunos casos, como se
mostro en el capitulo 4, podrian extenderse a pruebas de tipo deductivo-transformacional.

En efecto, estas caracteristicas quedaron de manifiesto durante la implementacién de las
actividades con los futuros profesores. Por su parte Harel y Sowder (1998) encontraron re-
sultados similares y concluyeron que ello es consecuencia de la formacion de los estudiantes
en todo el proceso educativo de los niveles anteriores.

Otro elemento recurrente, fue el manejo inadecuado de la simbologia por parte de los
estudiantes, ocasionando, en algunos casos pruebas simbdlicas sin referencia (Harel y
Sowder, 1998) y, en otros, pruebas fallidas, sin los elementos matematicos o la estructura
necesarios para construir una prueba deductiva.

Un aspecto importante fue el uso del software de geometria dinamica. Se evidencié que
facilita la formulacion de conjeturas por el estudiante, en algunos casos, distintas a las que
se esperaria. Este aspecto fortalece las actividades, de acuerdo con el sistema conjeturas-
pruebas-refutaciones desarrollado por Lakatos (1978); al mismo tiempo demanda una
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planeacién por parte del docente donde prevea todas o la mayoria de las posibles conje-
turas, en caso de no preverlas todas debe estar preparado para abordar las que puedan
surgir.

El uso del software puede llevar a una obstruccion con la justificacion; en algunas activida-
des, en parte por el diseno propio del software y por otro lado los estudiantes consideraron
innecesario dar argumentos matematicos, toda vez que el software les daba “suficiente”
evidencia al constatar gran variedad de casos. Esto es consecuencia no sélo del uso del
software, también del marcado trabajo con pruebas empiricas; de cualquier manera debe
considerarse ese aspecto.

Como consecuencia de la experimentacion de este trabajo, aparecieron resultados intere-
santes: por una parte fue posible observar los distintos esquemas de prueba propuestos por
Harel y Sowder(1998). En principio, un estudiante puede utilizar esquemas distintos para
responder a una misma pregunta y, en consecuencia, para responder preguntas distintas.
Un esquema puede aparecer en respuestas a distintas interrogantes.

Por otra parte no fue posible identificar algin cambio sustancial en los esquemas de prueba
de cada estudiante en el desarrollo de las actividades, influy6 en esto la inexperiencia de
los estudiantes con actividades de demostracién, la poca familiaridad con los conceptos
matematicos involucrados y las actividades mismas.

Los resultados obtenidos sirven como base para desarrollar un trabajo posterior, de acuer-
do con Ibafies (2001) una vez que se han identificado los esquemas de prueba, es posible
inducir en los estudiantes cambios hacia otros esquemas.

.Cémo se espera que los profesores puedan mostrar pruebas formales? Nuevamente, de-
pende de los profesores, en este caso, de aquellos que laboran en las escuelas normales,
Jtienen la formacion matematica necesaria?; si la tienen ;promueven pruebas distintas a
las empiricas? A juzgar por los resultados de las actividades, se puede suponer que no;
pero una respuesta mas objetiva podria obtenerse a partir de investigaciones posteriores.

En cualquier sentido, si se espera que un profesor sea promotor de un ambiente en el que
los alumnos formulen y validen conjeturas (SEP, 2006) el profesor mismo debe iniciarse por
ese camino, lo cual implica incluir, explicitamente, en la formacion de profesores pruebas
deductivas en el sentido de Harel y Sowder (1998), conceptuales de acuerdo con Balacheff
(2000) y paulatinamente propuestas como la de Solow (1987); como un componente comiin
a las asignaturas de estudio.

79



Bibliografia

10.

11.

. Arsac, G. (1987). El origen de la demostracién: ensayo de epistemologia didéctica.

Recherches en didactique des mathematiques, Vol 8, no 3, pp. 267-312. Traducido
por Martin Acosta.

. Arzarello, F. Et Al (1998). A model for analysing the transition to formal proofs

in geometry. Proceedings of the 22nd PME International Conference, 2, 24-31.

Balacheff, N. (2000). Procesos de Prueba en los Alumnos de Matematicas. Una
empresa docente.

Bell, AW. (1976). A study of pupils’ proof-explanations in mathematical situations.
Educational Studies in Mathematics, 7, 23-40.

Cohen, L., Lawrence M. (1990). Métodos de investigacién educativa. La Muralla,
S.A.

De Villers M. (1993). El papel y la funcién de la demostraciéon en mateméticas. En
Epsilon No. 26 péags. 15-30.

Flores, A. (2005). ;Cémo saben los alumnos que lo que aprenden en mateméticas
es cierto? Un estudio exploratorio. En: Educaciéon Matematica Vol 17 nim. 3 (pp.
5 - 24). Santillana.

Garuti, R.; Boero,P. y Lemut, E. (1998). “Cognitive Unity of Theorems and Diffi-
culties of Proof”, Proceedings of PME-XXII, vol. 2, pp. 345-352.

Godino, J. y Recio, A. (2001). “Significado de la demostracién en educacién ma-
tematica”. En Ensenanza de las ciencias. p.p 405 - 414.

Hadas, N., Hershkowitz, R. y Schwarz, B. (2000). The role of contradiction and
uncertainty in promoting the need to prove in dynamic geometry environments.
Educational Studies in Mathematics, 44, 127-150.

Hanna, G. (2000). Proof, explanation and exploration: an overview. Educational
Studies in Mathematics, 44, 5-23.

80



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Hana, G. (1996). 1l valore permanente della dimostrazione. Revista La matemadtica
e la sua didattica, 1997(3), pp. 236-252. Originalmente es la conferencia plenaria
presentada en el congreso PME 20 (Valencia, Espana, 9-11 julio), y se piblico ti-
tulado como: “The ongoing value of proof”, contenido en Gutierrez, A. y L. Puig
(editores). Proceedings of PME 20. Espana (Valencia). Vol. 1, pp. 21-34. 1996. (Tra-
duccién al espanol por Victor Larios Osorio (Depto. De Matemadticas del CICFM,
Fac. de Ingenieria, UAQ, 1999)).

Harel, G., Sowder, L. (1998). Student "s Proof Schemes: Results from Exploratory
Studies. En: A. Shoenfel, J. Kaput, y E. Dubinsky (Eds), Research in Collegiate
Mathematics Education III (pp. 234-283). Providence, RI: American Mathematical
Society.

Harel, G., Sowder, L. (2007). Toward Comprehensive Perspectives on the Learning
and Teaching of Proof. En F. Lester (Ed.), Second Handbook of Research on Mat-
hematics Teaching and Learning, National Council of Teachers of Mathematics.

Hofman, P. (2000). El hombre que sélo amaba los ntimeros. Granica.

Ibafiez, J. Marcelino (2002). “Cuatro cuestiones en torno al aprendizaje de la de-
mostracion”. En Investigacion en Educacién Matematica, Quinto Simposio de la
Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion Matematica p.p. 11 - 26.

Jones, K. (2000). Providing a foundation for deductive reasoning: students’ inter-
pretations when using dynamic geometry software and their evolving mathematical
explanations. Educational Studies in Mathematics, 44, 55-85.

Lakatos, I (1978). Pruebas y refutaciones La légica del descubrimiento matemético.
Alianza.

Larios, O. Victor (2003). ;Si no demuestro Enseno matematica?. En Educacién
Matematica, Vol. 15 ntimero 002 p.p. 163 - 178.

Mariotti, M.A. (2000). Introduction to proof: the mediation of a dynamic software
environment. Educational Studies in Mathematics, 44, 25-53.

Marrades, R. y Gutiérrez, A. (2000). Proofs produced by secondary school stu-
dents learning geometry in a dynamic computer environment. Educational Studies
in Mathematics, 44, 87-125.

NCTM (2000). Principles and Standards for School Mathematics. National Council
of Teachers of Mathematics. Reston, VA.

Olivero, F. (1999). Cabri-géometre as a mediator in the process of transition to
proofs in open geometric situations. Proceedings of ICTMT4.

81



24.

25.
26.
27.
28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Pedemonte, B. (2001). “Some cognitive aspects of the relationship between argu-
mentation and proof in mathematics”. En van den Heuvel-Panhuizen M (Ed.) Pro-
ceedings of the 25th conference of the international group for the Psychology of
Mathematics Education Utrecht.

Pluvinage F. (2007). Demostracién. CINVESTAV.

Polya G. (2002). Cémo plantear y resolver problemas. Trillas.
Polya G. (1966). Matematicas y razonamiento plausible. Tecnos.
Poincare H. (2000). Filosoffa de la ciencia. CONACY'T.

Rota G. (1997). The Phenomenology of Mathematical Proof. Synthese 111, 183-196.
Kluwer Academic Publishers.

Rodriguez, F.y Gutiérrez, A. (2006). Analisis de demostraciones en entornos de lapiz
y papel y de cabri por estudiantes de licenciatura. Departamento de Didactica de
la Matemaética, Universidad de Valencia.

Séenz C. César (2002). “Sobre conjeturas y demostraciones en la ensenanza de las
matematicas”. En Investigacién en Educacion Matemética, Quinto Simposio de la
Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion Matematica p.p. 47 - 62.

SEP (2004). Libro para el maestro. Matematicas. Educacién secundaria, México.

SEP (2006). Educacién bésica. Secundaria. Matematicas. Programas de estudio
2006.

SEP (2007). Educacion Bésica. Secundaria. Plan de Estudios 2006.

SEP-ILCE en Red Normalista en Internet.
http://normalista.ilce.edu.mx /normalista/quees/indexquees.htm. Fecha de consul-
ta: 9 de Noviembre de 2008.

Solow D. (1987). Como hacer y entender demostraciones en mateméticas. Limusa.

82



Anexo 1

83



Escuela: Fecha:

Nombre:

El propdsito de la presente encuesta es averiguar sobre las concepciones vy
conocimientos que tienen los estudiantes acerca de la demostracion matematica.
Esta no tiene fines de evaluacién, los datos recopilados seran confidenciales y servirdn
para llevar a cabo una investigacion con respecto a este tema.

MUCHAS GRACIAS POR TU APOYO

INSTRUCCIONES: Por favor escribe con boligrafo azul o negro.

1. ¢éQué es una demostracion matematica?

2. ¢éTucrees que tenga alguna funcion la demostracidn en la ensefianza de las matematicas en
Secundaria? ¢Cual?

3. ¢Para qué crees que se usa, en Matematicas, la demostracion?

4. De los siguientes enunciados subraya aquellos que consideres son teoremas.
a. Por un punto exterior a una recta pasa sélo una paralela a dicha recta.
b. Siuna recta trazada sobre otra forma con ella dos dngulos contiguos iguales, cada uno de ellos es
recto, y la recta se llama perpendicular a aquella sobre la cual se trazo.
c. Todo segmento tiene exactamente un punto medio.
d. Los dngulos opuestos por el vértice son congruentes.

5. Relaciona los enunciados de la izquierda con las expresiones de derecha. Puede ser mas de una
expresion para un enunciado y que una expresion no se relacione con ningun enunciado.

p-q-r
. U , 2w —1

| n nLIJmero !oar. (2a +1) — @m + 1))

ii. Un nimero impar. t—1-t-(t+1)

iii. Dos numeros consecutivos. 2(3q)

iv. El cuadrado de la diferencia de dos numeros impares. p—1p

V. El producto de tres nimeros consecutivos. a,b

P (n+1) = (r + 1))?

2w
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6.

Se propuso la siguiente tarea a un estudiante:

“Verifique que la suma de dos nimeros pares siempre es un nimero par”.

Luego, el estudiante escribié lo siguiente:
Sea 2n un nimero par y 2r otro, entonces 2n + 2r = 2(n + 1),
como todo nimero par es de la forma 2x queda verificado

Subraya una de las siguientes opciones, dependiendo de lo que consideres que hizo la persona.

ii) Hizo una demostracion

i) Resolvid un problema
iii) Dio un ejemplo iv) Otro

Justifica tu respuesta:

Sea ABCD un rectangulo, por R un punto en la diagonal AC, traza paralelas a los lados ABy BC
respectivamente, generando los puntos de interseccién Wen AB, X en BC, Yen CDy Zen DA.

Demuestra que las areas de los cuadrildteros WBXR y ZRYD son iguales.

C

D

X

z

ANEXO 1
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8. Lee los siguientes enunciados.
a) Lasumade los angulos interiores de un triangulo es 180°
b) Lasuma de los angulos interiores de cualesquier triangulo es 180°

¢) Lasuma de los angulos interiores de todo tridngulo es 180°

éCrees que significan lo mismo?

Justifica tu respuesta:

9. Demuestra que la diferencia entre los cuadrados de dos nimeros naturales consecutivos cualesquiera
es siempre un numero impar, igual a la suma de dichos niumeros.

10. Aunalumno se le planteo el siguiente enunciado:

“Demuestre que en cualquier paralelogramo las diagonales se bisecan”.

El alumno dibujo el siguiente paralelogramo con las respectivas medidas:
P

PQ=7,03cm
QR=4,15cm
PR=10,18 cm
SQ=546cm
Q PW =5,09 cm
( SW=2,73cm

Luego escribid:
Enla figura el cuadrildtero PQRS es un paralelogramo,
con W como punto de interseccion de las diagonales PR y SQ.
La diagonal PR mide 10.18 y PW 5.09, entonces PW es la mitad de PR.
La diagonal SQ mide 5.46 y SW 2.73,entonces SW es la mitad de SQ.
Por lo tanto PR biseca a SQ e inversamente.

Consideras que la persona dio una demostracion:
Justifica tu respuesta:
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Nombres:

Actividad 1

Proposito de la actividad: Generar una conjetura y una demostracion de la relacion entre las
medidas del angulo inscrito y el angulo central.

Instrucciones: Escribe con lapicero negro o azul.

VI.

VII.

VIII.

Traza una figura como la que se muestra a continuacion
A

D

Mide los angulos «AOB, <ACB y <ADB
Qué relaciones encuentras entre los angulos

Mueve los puntos A y B, ¢ se conserva la relacién?

¢,Como son las medidas de los angulos, <ACBy <ADB cuando mueves el punto
D?

¢,Como son las medidas de los angulos, <ACB y <ADB cuando mueves el punto
c?

Qué conjetura puedes generar

¢ Puedes demostrar formalmente esa conjetura?
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Nombres:

Actividad 2

Proposito: Identificar la medida del angulo inscrito en una semicircunferencia, asi como la del
angulo central en la circunferencia inscrita al tridngulo y probar ese resultado de manera general.

Instrucciones: Escribe con lapicero negro o azul.

A) Realizar la construccion descrita enseguida, que se muestra en la figura:
i Trazar una circunferencia con centro en el punto C.

ii. Trazar un diametro de dicha circunferencia, construyendo primero una recta
que pasa por C, marcando los puntos de interseccion de dicha recta con la
circunferencia (puntos D y F en la figura), construyendo un segmentode D a F
y luego un arco utilizando como putos de referencia primero al punto D, luego
otro punto de la circunferencia y al final el F.

iii.  Trazar el punto E sobre el arco de circunferencia.
iv.  Trazar el triangulo DEF

v. Trazar las bisectrices de los veértices del triangulo, cuya interseccion es el
punto O.

vi.  Trazar una perpendicular a cualquiera de los lados del triangulo que pase por
O.

vii.  Trazar la circunferencia inscrita al triangulo DEF que tiene su centro en O.

B) ¢ Con cuales objetos podemos interactuar dinamicamente y con cuales no? Es decir,
¢cuales objetos podemos mover y cuales no?

C) ¢Qué medidas tienen los elementos que caracterizan a los objetos?
Especificamente obtener:

i. la medida de los diametros de ambas circunferencias
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D)

E)

ii. lalongitud de los segmentos DE, EF, DO y OF.
iii. lamedida de los angulos <EDF,<EFD,<DEF, <ODF,<0FD y «<DOF.

¢ Qué cantidades cambian y cudles permanecen constantes cuando se mueve el
punto E?

¢ Qué conjetura se puede extraer de esta exploracion?

¢, Como puede demostrarse formalmente dicho resultado?
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Nombres:

Actividad 3

Propdsito: Observar y demostrar la relacion entre la tangente a un circulo y el radio

Instrucciones: Escribe con lapicero negro o azul.

En una circunferencia de centro O localiza los puntos A y B, traza la secante AB,
luego traza la recta BO y localiza D, el otro punto de interseccion de BO con el
circulo.

Mide el angulo <ABD.
Mueve el punto B alrededor de la circunferencia, ¢,cual es el valor aproximado de
<ABD cuando B esta muy cerca de A?

Cuando B este sobre A, la linea AB toca en un sélo punto a la circunferencia, por
lo tanto es tangente a la circunferencia. ;Como son AB y OA cuando esto
sucede?

Demuéstralo formalmente
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Nombres:

Actividad 4

Proposito: Descubrir la posicion de un punto D respecto a otros tres puntos fijos no alineados para
generar la concurrencia de mediatrices, asi como demostrar que se cumple para cualesquiera tres
puntos no alineados.

Instrucciones: Escribe con lapicero negro o azul.

Dados tres puntos fijos A, B y C no alineados, ¢Qué condiciones debe cumplir un cuarto
punto D para que las mediatrices de los lados del cuadrilatero ABCD sean concurrentes?

i. Dibujatres puntos A, B y C, fijalos con la herramienta fijar, luego dibuja el punto D,
une los segmentos; se ha formado el cuadrilatero ABCD. Traza las mediatrices de
los lados del cuadrilatero.

i.  Mueve el punto D hasta lograr que las 4 mediatrices concurran en algun punto
iii.  Genera posiciones diferentes para D donde se siga cumpliendo la concurrencia.
iv.  ¢Qué condiciones cumple D para que la concurrencia subsista?

v. ¢ Como puedes probar que es cierta tu conjetura?

vi. ¢ Qué pasaria si fueran mas puntos?, es decir, si tuvieras cuatro puntos fijos no
alineados y te pidieran hacer lo mismo para un quinto punto.

ANEXO 2 Pagina 5 de 6



Nombres:

Actividad 5

Proposito: Identificar qué tipo de cuadrilatero se obtiene al unir los puntos medios de los lados de
un cuadrilatero y demostrarlo.

Instrucciones: Escribe con lapicero negro o azul.

Construir un cuadrilatero cualquiera.
Marcar los puntos medios de los lados del mismo.
Construir un poligono que tenga como vértices estos puntos.

¢, De qué tipo de cuadrilatero se trata?
' A

C

e Mueve los puntos A, B, Cy D; ¢ permanece el mismo tipo de cuadrilatero?

e Demuestra que siempre se trata del mismo cuadrilatero.
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Actividades 1 -4

Nombre:

Propdsito: Conjeturar y demostrar ideas numéricas en torno a la divisibilidad,
demostrando las relaciones encontradas.

Instrucciones: Escribe con lapicero azul o negro

1.- Un numero impar es de la forma 2t + 1 o0 2t — 1, demuestra que todo numero impar es
la suma de dos enteros consecutivos.

2.- Un nimero par es de la forma 2v, si n es nimero par, demuestra que n’es un nimero
par

3.- El cuadrado de todo numero impar es impar y, reciprocamente, si el cuadrado de un
nuamero es impar, entonces el numero es impar

4.- Sip, qy rson tres enteros cualesquiera, entonces el producto (p —q)(q—7)(r —p) es
divisible por 2
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Actividad 5

Nombre:

Propésito: Generar conjeturas y demostrarlas, respecto a las relaciones numéricas
encontradas.

5.- En los siguientes casos realiza las sumas correspondientes y luego encuentra el
promedio.

a) 21+22=

b) 7+8+9 =

c) 14+15+16+17=

d) 3+4+5+6+7=

e) 10+11+12+13+14+15=
f) 2+3+4+5+6+7+8=

¢En qué casos el promedio no deja residuo?

¢ Qué caracteristica tienen los sumandos en cada inciso?

Podrias escribir una conjetura sobre lo observado en los incisos

¢ Como puedes representar K sumandos de manera general, con la caracteristica
observada, a partir de un entero a?

Prueba la conjetura de manera general para el caso en que K sea igual a 3

Pruébala de manera general para cualquier K tal que
a) Ksea par

b) K sea impar
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6.- ¢ Qué residuos se obtiene al dividir cualquier entero por un nimero K?

a) ParaKigual a2

b) Para Kiguala 3

c) ParaKiguala5

d) ParaKigual a8

e) Para cualquier K

7.- Realiza los siguientes productos y divide el resultado entre el nUmero de
factores correspondiente.

a) 16*17=
b) 4*5%6=

c) 7*8*9*10=

d) 3*4*5%6*7=

e) 20%21*22*23*24*25=
f) 4*5%6*7*8*9*10=

¢En qué casos la division no deja residuo?

¢ Por qué crees que ocurre esto?

¢ Qué caracteristica tienen los factores?
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Escribe una conjetura

¢ Como puedes representar K factores (consecutivos) de manera general, iniciando
en cualquier numero a?

Prueba la conjetura de manera general para el caso K igual a 2

Pruébala de para cualquier K
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Actividades 9 — 11

Nombre:

Proposito: Conjeturar y demostrar ideas numeéricas en torno a numeros primos,
demostrando las relaciones encontradas.

9.- Un numero primo es aquel que solo es divisible por si mismo y por la unidad. Se sabe
que 3, 5y 7 son numeros primos, ademas son impares, ¢,se puede conjeturar que todos
los numeros impares son primos?, justifica tu respuesta.

10.- ¢, Con excepciodn del 2 todos los numeros primos son impares?

11.- La expresion n? —n + 41 "genera nimeros primos”, es decir si sustituimos nimeros
naturales en la variable n el resultado sera un numero primo, por ejemplo para

n =1, 12 — 1 + 41 = 41 es primo. Realiza la sustitucion con tres nimeros mas y
comprueba si son primos. ¢ Podrias asegurar que la expresion siempre dara como
resultado un numero primo? o ¢ podrias dar un contraejemplo?
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