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Prefacio

En el presente trabajo se tiene interés por hacer un analisis sobre las dificultades que surgen
al estudiar algunos de los conceptos del Célculo, principalmente, en estudiantes de ingenieria
aunque algunas situaciones similares también estan presentes en estudiantes de las escuelas
de ciencias, debido a que dicha materia aparece como parte importante del curriculum en
ambas carreras. Particularmente interesan las dificultades relacionadas con el uso de
cantidades infinitamente pequenas. Esta situacion provoca que los profesores interesados en
los resultados de los cursos que imparten, busquen distintas formas de ensenar los contenidos
curriculares, que propicien en los estudiantes el aprendizaje de los conceptos del Calculo.
Necesariamente, este andlisis nos conduce a revisar algunos aspectos de los inicios del Calculo

y su evolucién hasta nuestros dias.

El Célculo es la rama de las matematicas que ha sido relacionada con el estudio de los
procesos vy fenémenos de cambio, identificadas como matemdticas del cambio. De finales del
siglo XVI y a lo largo del siglo XVII su aplicaciéon se ha dejado sentir en las mas diversas areas
del conocimiento, convirtiéndose en una herramienta fundamental para resolver distintos
tipos de problemas, pues posee un poder unificador de acercamientos geométricos,
aritméticos y algebraicos. Esto no significa, de ninguna manera, que el Calculo deba ser visto
s6lo como un “instrumento de cardcter técnico”, pues involucra una serie de ideas y
conceptos que han mantenido ocupada la mente de distinguidos matematicos durante siglos.
Estas ideas estdn relacionadas con velocidad, razén de cambio, variacién, acumulacion, area,

volumen, tangente a una curva, entre otros.

Sin embargo, a pesar de la potencia de los métodos y procedimientos para resolver
problemas, existen diferentes concepciones que se derivan de las posturas iniciales de sus
precursores; uno estético de Leibniz (1647-1716) y otro dindmico de Newton (1642-1727). Por
un lado, tenemos la posicién inicial de Leibniz quien estudia los procesos de cambio mediante
el andlisis de las funciones, cuya notacién ha permanecido a lo largo del tiempo y cuyos
métodos, con perspectivas geométricas, se caracterizan por la sencillez para arribar a las
soluciones; a este acercamiento se le conoce como el enfoque infinitesimalista. Por otro lado,
tenemos la posicién de Newton que estudia los procesos de cambio a partir, precisamente, del
analisis en movimiento de las cosas; a este acercamiento se le llama el enfoque de las
fluxiones. En consecuencia, de las concepciones de los inventores del Calculo se obtienen dos
interpretaciones distintas, pero compatibles, de la misma rama de las mateméticas.
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Prefacio

Cabe senalar que en el recuento histérico del surgimiento del Calculo, es inevitable
encontrarse con la disputa generada en aquella época respecto a la autoria de esta nueva
rama de las matematicas, no llevada a cabo precisamente por los involucrados en la disputa,
Leibniz y Newton, sino por los compafieros cercanos a ellos, la cual ha continuado por mas

de trescientos anos.

Como consecuencia de estas concepciones, en matematicas se tienen, y en general en
filosoffa de las ciencias, dos interpretaciones de lo que es “el infinito actual” y “el infinito
potencial”, posturas que seran analizadas en el desarrollo de este trabajo tomando como base
argumentos que fueron esgrimidos por los antiguos griegos; en particular por Arquimedes de
Siracusa, matematico, fisico, ingeniero y astrénomo griego que vivié de 287 a 212 antes de

Cristo (a. C.).

Este es un paso obligado para analizar el origen de los infinitésimos, pues fue
Arquimedes uno de los primeros en utilizar ideas infinitesimalistas para calcular areas de
poligonos y secciones curvas, asi como para calcular volimenes de cuerpos con superficies
curvas. Es posible que Arquimedes haya recurrido a las nociones de infinito actual e infinito
potencial en sus trabajos, por ejemplo en la cuadratura y la cubatura (volumen) de figuras.
Ademas, el postulado que lleva su nombre, Postulado de Arquimedes, abre el camino para las
investigaciones geométricas desarrolladas a partir del Siglo XVl (d. C.) sobre el Postulado de
las paralelas, planteado por Euclides alrededor del afio 300 a C. en su obra maestra, Los
Elementos.

El analisis de las consecuencias de la aplicacién de estos enfoques en la ensenanza del
Célculo y de sus efectos en el aprendizaje de los estudiantes, es una tarea pendiente en el
campo de la educaciéon matematica; lo cierto es que la forma en la que actualmente se ensena
estd parcialmente permeada con tintes de formalismo, cuyo enfoque se deriva de los trabajos
desarrollados por Abel, Cauchy y Weiestrass en el siglo XIX, y generalmente presenta serias
dificultades de aprendizaje para la mayoria de los estudiantes de ingenieria y de
matematicas, las cuales, al parecer, también estan presentes en algunos profesores y personas
que hacen uso del Célculo en su trabajo profesional. A este acercamiento le llamaremos
enfoque formal.

Una hipotesis que estd presente en el desarrollo de este trabajo, es que la falta de
comprension de las nociones béasicas del Calculo, por una buena cantidad de estudiantes y
profesores, convierte a las clases en agotadoras sesiones escolares donde el esfuerzo de los
estudiantes se concentra en aprender, inicamente, las recetas que le permitiran dar respuesta
a cierta clase de cuestiones, con la esperanza de que éstas sean la base de las evaluaciones del
curso. Para ello, quizd, también contribuye el complicado lenguaje utilizado para abordar el
estudio formal del Calculo, mismo que ha sido clasificado por la corriente dominante
impuesta a partir de los trabajos de Cauchy como “el lenguaje verdadero” y, sin embargo,
este acercamiento puede representar obstdaculos insuperables para la mayoria de los
estudiantes que se inician en el estudio de esta area. Entonces, es posible que un enfoque
rigorista resulte poco didactico en las aulas.
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Asi, el analisis documental que desarrollamos en el presente trabajo permite observar
cémo, algunos de los libros de texto mas utilizados en el estudio del Célculo en las escuelas
de ingenieria, presentan algunos de los conflictos que hemos expuesto; por un lado,
desarrollan el tema en el lenguaje formal y “verdadero” y, por el otro, simplifican la
explicacion en forma adecuada mediante aspectos intuitivos e “informales”, bajo la
expectativa de que los estudiantes ya cuentan con las bases para entender ese acercamiento;

aproximandose, éste tltimo, a lo descrito por Leibniz.
Contenido de los capitulos
La estructura que se ha seguido en este trabajo es la siguiente:

En el Capitulo 1, se plantean el problema de investigacién que se desea abordar, los
objetivos de la investigacion y las preguntas que permitiran el andlisis del problema. En el
Capitulo 2, se describe una revision historica de los elementos que dieron pie al surgimiento
del Calculo. En el Capitulo 3, se muestra el nacimiento del Calculo como una rama de las
matematicas con sus respectivos creadores y su presencia en la ensenanza, desde siglo XVII
hasta el siglo XIX. En el Capitulo 4, se muestra el andlisis de algunos de los textos de
Célculo mas usados en las escuelas de ingenieria como Cdlculo con geometria analitica de
Leithold, Cdlculo trascendentes tempranas de Stewart; asi como uno de los textos formales
usado en las escuelas de ciencias como lo es Cdlculo de Spivak. Finalmente, en el Capitulo
5, se presentan de manera detallada las conclusiones obtenidas en este trabajo, asi como
recomendaciones para trabajos futuros.






Capitulo 1

Planteamiento del Problema

Regularmente, los cursos de Calculo que se ofrecen en una facultad de ciencias, son de
caracter completamente distinto a los cursos que se ofrecen en las escuelas de ingenieria,
donde se privilegian los acercamientos intuitivos e infinitesimalistas para favorecer la
resolucion de problemas de aplicacion; en tanto que, en las escuelas de ciencias se combinan
los acercamientos intuitivos y formales de las propiedades de los niimeros (“el anélisis”) para
desarrollar el discurso de las matemdticas del cambio. KEsto representa un salto
cualitativamente diferente en cuanto a los resultados de los procesos de formacién entre
estudiantes de una u otra carrera.

Esto conduce a que haya diferencias en los acercamientos de los cursos de Calculo que se
ofrecen, quizas esto motive la presencia de concepciones que afirman la existencia de més de
un Célculo, lo cual corresponde més bien al enfoque con el cual se ensena y no a las raices
del Calculo; por ejemplo, en los cursos de Calculo de la ingenieria resulta necesario el uso de
las cantidades infinitamente pequenas o infinitamente grandes, que son consecuentes con los
acercamientos intuitivos para obtener, rapidamente, resultados que son aceptados como
verdaderos.

1.1 Problema de investigacion

En el estudio y desarrollo de los temas del Célculo en cuanto a la aplicaciéon de sus técnicas
tipicas, necesariamente se estd ligado a alguna de las dos concepciones, antes mencionadas,
sobre lo que es el Célculo escolar; sin embargo, puede ser que los estudiantes e incluso
algunos profesores no sean conscientes de ello debido, quizds, al desconocimiento de la
existencia de éstas. En esto puede influir, por un lado, que los libros de texto no manifiestan
explicitamente la concepcién en la que se estan basando para desarrollar cierto tema y, por el
otro, que suele ser un tema del que regularmente se evade su discusién. Cabe senalar que los

infinitesimales fueron intencionalmente desechados de la ensefianza (Arcos, 2009). Asi, una
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tarea pendiente en la educacion matematica es poner en claro cual de las dos concepciones se
esta utilizando en determinado tema, en los libros de texto que son utilizados en las escuelas

de ingenieria.

Esto es, el andlisis de los libros de texto usados en las escuelas de ingenieria nos
permitird observar la (o las) tendencia(s) de determinado autor al utilizar alguna de las
concepciones, incluso puede ser que encontremos una mezcla de ellas; aqui lo interesante
seria advertir las consecuencias que ello tiene en cuanto al uso de recursos para resolver
problemas y en el aprendizaje de los conceptos matematicos. La importancia de esto radica
en la forma en que los estudiantes realizan sus acercamientos para resolver problemas de
Célculo y la manera en que utilizan los conceptos y procedimientos, sin duda, generan las
concepciones que los estudiantes tienen acerca de lo que es el Calculo y mas tarde esto se
pondré de manifiesto en el desarrollo del ejercicio profesional.

Asi, el problema de investigaciéon que se abordaréd en este trabajo es:

. Cémo se manifiestan los enfoques sobre el Calculo en algunos de
los libros de texto de ingenieria mas usuales y cémo influyen éstos
en la manera de utilizar los conceptos y procedimientos en la

resohicién de nrohlemas?

Es necesario basar la ensenanza del Célculo en las escuelas de ingenieria en la resolucion de
problemas, puesto que ésta es una de las competencias matematicas que el ingeniero debe
tener en su actividad profesional.

1.2 Objetivos de la investigacion

El objetivo principal de esta investigacién es:

Analizar ventajas y desventajas en el aprendizaje del Calculo a partir de la manera en que se
presenta el concepto de diferencial en contraste con la presentacién infinitesimalista,
considerando que en el contexto usado en los textos para ingenierias aparece mas el de

Cauchy.

1.3 Preguntas de investigacion

Es pertinente definir y utilizar las cantidades infinitamente pequenas en los cursos de
Célculo?

La historia de diferentes ramas de las matematicas muestra ejemplos en los que las
cantidades infinitamente pequenas se utilizaron para resolver problemas; una revisiéon de los

libros de texto utilizados en los cursos de Célculo nos permitird ver cémo se incorporan y
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céHmo se hace uso de estas cantidades. En los hechos, en los cursos de Calculo de nivel medio
superior y de escuelas de ingenieria, a la hora de calcular limites para obtener derivadas se
hace uso de estas ideas al despreciar cantidades infinitamente pequenas e infinitamente
grandes; lo cual, muestra la pertinencia del uso de infinitésimos.

.Si el concepto central de un primer curso de Calculo se desplaza del limite a la diferencial,

qué se gana y qué se pierde, desde el punto de vista de la ensefianza?

Esta pregunta nos permite ubicarnos en la situacion hipotética de lo que ocurriria si los
conceptos centrales y asociados con el Calculo, se basan en la nociéon de diferencial y no en la
de limite. Habria que ver en qué sentido y qué tan riguroso se manejan ambas nociones en

los libros de texto comtinmente utilizados en las escuelas de ingenieria, principalmente.
1 Qué tan riguroso debe ser el Célculo en las escuelas de ingenierfa?

La experiencia indica que el estudio riguroso no sélo del Célculo sino de la mayoria de las
ramas de las matematicas, implica altos indices de desercién y reprobacion en las escuelas de
ingenierfa (también en bachillerato y en escuelas de ciencias). Aqui lo importante es
averiguar si el acercamiento intuitivo, no riguroso, permite un buen nivel en el
entendimiento de los conceptos de Calculo y su posterior uso en la resoluciéon de problemas.
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Distintos Calculos: los origenes

A continuacién se hace una revision de la literatura relacionada con algunas ideas del
Célculo, sobre todo los asociados a los numeros infinitamente pequenos o cantidades
infinitesimales. Se inicia con un apartado sobre el desarrollo de los conceptos en el Calculo,
para lo cual se hace necesario repasar aspectos histéricos de los griegos, en particular de
Arquimedes de Siracusa (287-212 a. C.), quien mostré haber comprendido a fondo Los
elementos de Euclides de Alejandria (325-265 a. C.) y de haber hecho nuevas aportaciones en

el contexto del Célculo, algunas de ellas se adelantaron, claramente, 20 siglos a su época.

Ademads, en este contexto, se abordan algunos de los trabajos incipientes sobre las
cantidades infinitesimales que parecen mas importantes para el desarrollo de esta
investigacion. Finalmente, se concluye esta revision de literatura con una mirada a algunos

de los problemas que dieron origen al Calculo.

Desde sus inicios, el hombre ha buscado la manera de comprender los fenémenos
presentes en la naturaleza. Uno de los primeros problemas que se plantearon los antiguos
egipcios y babilonios fue el de la medicién; efectivamente, sus necesidades mas inmediatas
estaban relacionadas con este problema y requeria procedimientos y técnicas que le
permitieran diferenciar las figuras y cuerpos con base en sus medidas, gestandose asi, poco a
poco, el establecimiento de la nocién de medicién y el concepto de medida. Conviene
recordar que el conocimiento geométrico del hombre fue evolucionando de un nivel inicial
bésico, cuyo propodsito principal era resolver los problemas mas inmediatos, algunos de ellos
asociados a su propia subsistencia, a un nivel formal en el que se incorporan métodos y
procedimientos para la justificacién de las afirmaciones (Eves, 1969). En efecto, se han
encontrado evidencias de aproximaciones a diferentes niimeros importantes y férmulas para
calcular areas de figuras y volimenes de ciertos objetos, algunas de ellas incorrectas con
distinto grado de correcciéon o aproximacion.
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Un concepto fundamental que siempre ha estado presente en torno a la medicion, es el
concepto de infinito. Los griegos fueron los primeros en abordarlo; en los diferentes discursos
que elaboraron alrededor del calculo de areas de ciertas regiones y volimenes de algunos
cuerpos aparece este concepto; en la cuadratura por un lado, y cubatura por el otro.

Es aqui donde tiene sus origenes el Célculo, pues una parte central de su estudio es
medir areas de regiones, regulares o irregulares, como el circulo, sector parabdlico, poligonos
regulares, asi como el cdlculo de volimenes de la esfera, del cono cilindrico, del elipsoide de
revolucion, entre otros. De hecho, el Calculo es la rama de las matematicas que viene a
salvar gran parte de las dificultades enfrentadas por los griegos. Cabe senalar que los griegos
se hicieron especialistas en aritmética y geometria, obteniendo resultados sorprendentes, pero
es la sistematizacion del conocimiento matematico desarrollado hasta su época una de sus
mas grandes contribuciones; a partir de entonces, el modelo ideado por Euclides ha sido la

base para organizar y comunicar el discurso matematico.

Con el tiempo, ya en la llamada época moderna, aparecen los “dos tipos de Calculo”, el
llamado Calculo infinitesimal cuyo sustento son las cantidades infinitamente pequenas e
infinitamente grandes, formuladas inicialmente por Leibniz (1647-1716); y el Célculo que se
fundamenta a partir de la formalizacién del concepto de limite, planteada por Cauchy (1789-
1857). De hecho, los infinitésimos son la fuente de casi todas las criticas que se hacen al
“primer tipo de Calculo”. Sin embargo, cabe mencionar que estas ideas han sido
controversiales desde los griegos hasta nuestros dias.

2.1 Las cantidades infinitamente pequenas.
Aceptarlas o no

En la historia de las matematicas, a partir de los griegos, existen evidencias sobre el uso de
los infinitésimos (cantidades infinitamente pequefias e infinitamente grandes) los cuales
contribuyeron al desarrollo de diferentes areas de las matematicas y no es de extranarse que
también estuvieran presentes en la ensefianza. Asi lo refieren, por ejemplo, Los Elementos de
Euclides, fuente principal sobre el conocimiento matemético en su época, en el que se hace
uso de la nociéon de estas cantidades; también aparecen en el trabajo desarrollado por
Arquimedes para el calculo de areas y volumenes; ademés, los inventores del calculo, Leibniz
y Newton (1642-1727), estaban relacionados, en mayor o menor medida, con la ensenanza de
las ciencias, en particular, con esta nueva rama de las matematicas identificada como las

matematicas del cambio.

Actualmente, en las escuelas de nivel bachillerato la ensenanza del Calculo esta cargada
de procedimientos algoritmicos y, en los hechos, quiza de una manera no consciente por parte
del profesor, al uso de los infinitésimos, tanto en las cuestiones operativas como en las
explicaciones sobre los significados. En las escuelas de ingenierfa, aunque se muestran tintes
de formalismos, la ensenanza se basa en concepciones que se apegan al acercamiento

infinitesimalista, otra vez, quizd no consciente por parte del profesor: cuantas veces no hemos
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escuchado decir a los estudiantes de este nivel de estudios “si el incremento es .1, a la cuarta
potencia ya no es nada”; o bien, “si esa cantidad ya es grande, a la potencia enésima es
infinito”.

Si esta es una practica habitual en la ensefianza de las matemaéticas, valdria la pena
reflexionar, por parte de profesores y educadores mateméticos, sobre la conveniencia o no de
aceptar los infinitésimos tal y como fueron utilizados por Leibniz. La experiencia indica que,
en los hechos, los infinitésimos estan presentes en la préactica escolar y en el cimulo de

conocimientos que deben tener los profesionistas que hacen uso del Calculo.

2.2 El problema de las cuadraturas

Es nuestro interés mostrar los diferentes enfoques que se han dado alrededor del problema de
las cuadraturas buscando evidenciar las facilidades o dificultades que se pueden presentar al
aceptar o no las cantidades infinitesimales, advirtiendo claramente que ésta es una de las
cuestiones que ha motivado este trabajo de tesis.

2.2.1 Cuadratura con infinitésimos

Supongamos que se admite como sabido el valor del drea de un cuadrado, de un rectangulo,
y, por lo tanto, de un tridngulo. A partir de ello podemos decir, como lo hacian los griegos,
que cuadrar una figura dada es encontrar el lado de un cuadro cuya area sea la misma que la
de la figura. Surgen asi dos cuestiones: la primera es como se llega a establecer la cuadratura;
y la segunda, cémo se prueba (rigurosamente) que la relacién de cuadratura es correcta.

La aceptacién o negaciéon de las cantidades infinitamente pequenas resulté ser un asunto
crucial de las cuadraturas en la Grecia antigua hasta el surgimiento del Célculo infinitesimal,
a fines del siglo Xvil. Asi, de acuerdo con Gonzdlez (1992), Aristételes (384-322 a. C.)
indicaba que, para obtener la cuadratura del circulo, Antifén de Atenas (480-411 a. C.)
partia de un poligono regular, por ejemplo, un tridngulo o un cuadrado, inscrito en él. Sobre
cada lado del poligono construia un triangulo isésceles, obteniendo un poligono regular del
doble de lados, y repetia la operacién continuamente.

Al respecto, Aristételes exponia criticamente que: “Antifén piensa que de esta manera el
area [del circulo] podria ser cuadrada, ya que después de un ntmero de veces [de realizar la
operacién de duplicar los lados del poligono] tendremos un poligono inscrito en el circulo,
cuyos lados debido a su pequefiez coincidirdn con la circunferencia del circulo. Y puesto que
para cada poligono podemos encontrar un cuadrado equivalente, [..], estamos en disposicién
de conseguir un cuadrado igual al circulo” (Gonzalez, 1992, citado en Arcos 2007, p. 2).

Por otra parte Eudemo de Rodas (alrededor del 350 a. C.), discipulo de Aristételes,
aducia que Antiféon infringia el principio de que «las magnitudes son divisibles sin limitey.

Siendo el area del circulo «divisible sin limite», el proceso descrito por Antifén nunca
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alcanzard a toda el area, por tanto, los lados del poligono inscrito se acercan «en potencia» a

la circunferencia, pero nunca ocuparan «en acto» la posiciéon de la misma (Ibid., p. 2).

Asi pues, podemos afirmar que, en buena medida, la discusion sobre lo infinitesimal se
centraba (y se sigue centrando) en torno a aceptar, o no, que llegaba un momento en el que
se podia afirmar que se tenfa una situacién distinta a la que se tiene en condiciones
normales. En el caso del circulo y los poligonos inscritos en un circulo, por ejemplo, el asunto
es aceptar, o no, que dada su infinita pequeniez, el arco de cada sector circular puede ser
considerado, eractamente (o bien, con un error infinitamente pequefio) como un segmento

rectilineo.

Siguiendo la argumentaciéon de Antiféon, tendriamos que, si se acepta que llega el
momento en el que los segmentos circulares son tridngulos (Figura 2.1), cada uno de estos
tendria una altura igual al radio del circulo y una base infinitamente pequena, de longitud
ds.

Si todos estos tridngulos se dibujan con cada base a continuacién de la del anterior
(como desenrollando el circulo) y con el tercer vértice en el mismo punto (que podria ser el
centro del circulo), se obtendria un tridngulo con base igual al perimetro del circulo y altura
igual al radio del mismo, lo que resultaria ser, mas tarde, una de las proposiciones de
Arquimedes en La cuadratura del circulo.

ds

ds

Figura. 2.1. Tlustracién utilizada para calcular el area del circulo.

De lo anterior, aceptar o no las cantidades infinitamente pequenas lleva necesariamente a dos
visiones del calculo; la decisién de considerar una, otra, o ambas visiones, deberia depender
del propédsito de su uso. Es claro que para un estudiante con un nivel de entendimiento

inicial, este tipo de acercamiento contribuye a la comprension de la cuadratura del circulo.

Los infinitésimos y el Calculo de areas

El mdximo exponente de la matematica de la Epoca de oro de los griegos es, sin duda,
Arquimedes de Siracusa quien demostré haber estudiado y comprendido a fondo Los
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Elementos de Euclides y en no pocos temas de interés, contenidos de esta obra, hizo nuevas
aportaciones.

Efectivamente, por ejemplo, con base en el Método de exhaucién de Eudoxo de Cnido
(390-337 a. C.) contenido en el Libro V de Los Elementos, mediante la utilizacién de
aproximaciones sucesivas, por dentro y por fuera, pudo calcular &areas de: sectores
parabdlicos, circunferencias, elipses; y volimenes de: esferas, elipsoides de revolucién, entre
otros. En casi todos estos calculos esta involucrado el nimero m que, a su vez, se obtiene de
aplicar el método para calcular el drea (o el perimetro) de la circunferencia. La aproximacion
utilizada por Arquimedes fue:

El Método de Eudoxo se utiliza para calcular areas y volimenes de figuras o soélidos
desconocidos, y consiste en irse aproximando al valor de interés mediante el Calculo de
figuras o cuerpos que “van encerrando”, por dentro y por fuera, a la figura o cuerpo de la que
se desea conocer su area o volumen. Por ejemplo, para calcular el area de la circunferencia
podriamos tener una secuencia de poligonos regulares inscritos y excritos a ella; y si se puede
calcular el drea de cada uno de esos poligonos, entonces el area de la circunferencia estd entre
el area de esos poligonos. La Figura 2.3 muestra un hexdgono regular como poligono inicial y
luego un dodecdgono; si en cada paso se aumenta al doble el nimero de lados, de los
poligonos inscrito y excrito, tanto las longitudes de sus lados como la diferencia entre ellos se
van haciendo cada vez mas y mds pequena y, a su vez, el nimero de lados aumenta. Esto
significa que cuando el nimero de lados sea “grande”; la diferencia entre el perimetro o el
area de los poligonos, inscrito y excrito, serd un numero “pequeno”. Un proceso que
consideraba sélo los poligonos inscritos, ya habia sido utilizado por Antiféon, quien fue
contemporaneo de Sécrates (470-399 a. C.).

Como el area de los tridngulos que originan los lados de los poligonos inscrito y excrito
con el centro de la circunferencia, puede calcularse; entonces es posible obtener una

aproximacion cada vez mayor al area de la circunferencia.

Hexdgono inscrito y excrito Dodecégono inscrito y excrito

Figura 2.2. Tlustracién del Método de exhausion de Eudoxo para aproximar .
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En los poligonos regulares, al trazar los radios a cada vértice se obtienen n tridngulos
isosceles, en cada uno de los cuales si se dibuja la bisectriz del angulo central, ésta coincidira
con la altura, forméndose triangulos rectangulos cuyos lados miden r (la hipotenusa),g
(donde b es el lado del poligono) y la altura a (apotema); si llamamos P, al perimetro del
mismo, entonces el area del poligono regular inscrito de n lados sera:

P, Xa
2

bxa
A":"( 2 )

que corresponde a la tradicional férmula para calcular el drea de un poligono regular.

1
=E(n><b)a=

Si o es el dngulo cuyo vértice es el centro de la circunferencia circunscrita al poligono,

T
a = — ; entonces
n
1 1 b T 1 s
Ai==(mxb)a==(MnXb)=cot—=-n X b?cot—
L2 ( ) 2 ( ) 2 n 4 n
Si ahora suponemos que el lado del poligono siempre mide b = 2, tendremos
T
A; =n X cot—
n
En el caso del poligono excrito, prolongamos los radios hasta intersecar la tangente trazada
en el punto medio de cada arco determinado por el lado del poligono inscrito, formandose n

triangulos isésceles cuya altura ahora es r. Si llamamos ¢ al lado del poligono excrito,
entonces su area puede calcularse asi:

cCXr

c T ,, T
A, =n =(nxr)z=nmXr)rtan—=n X r4tan—
2 n n
La Tabla 2.1 contiene aproximaciones al nimero m mediante calculos de &areas de
poligonos regulares inscritos y excritos, de n lados, utilizando las féormulas anteriores. Como
puede observarse, la secuencia de ntimeros tiende a m, “por abajo y por arriba”; quedando el
area de los inscritos en funcién del lado b y la de los excritos en funcién de r.

n 6 12 18 36
Poligono inscrito 2.598076 3 3.078181 3.125667
Poligono excrito 3.464101 3.215390 3.173885 3.149591

Tabla 2.1. Aproximacién al nimero m mediante el Método de Eudoxo.

2.2.2 Cuadratura con exhaucion

Enfrentamos ahora el problema de las cuadraturas pero con base al rigor en la demostracion,
razén por la cual es necesario pasar por Eudoxo de Cnido y Arquimedes de Siracusa quienes

10
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incursionaron en esta cuestion dando origen a una matemética formal para analizar y
resolver problemas.

En particular el trabajo de Arquimedes es, en extremo, importante para el desarrollo de la
matematica, no sélo porque implica un conocimiento profundo de lo contenido en Los
Elementos de Euclides, ya que en varios temas hace nuevas aportaciones, sino porque
inaugura el estudio de temas y procedimientos inexplorados hasta entonces, como la
cuadratura y la cubatura de figuras curvas, que implican conceptos completamente nuevos
para su época y que, ain hoy en dia, son bien valorados en el estudio de temas de Célculo y
de Analisis matematico, como el Postulado que lleva su nombre. No es de extranarse que se

comente que Arquimedes se adelanté casi 20 siglos a su época.

El rigor en la matematica griega y el método de Eudoxo

Ademas del descubrimiento de los inconmensurables, otro elemento que causé gran inquietud
entre los matematicos griegos lo fueron las paradojas de Zenén de Elea (s. V a. C.).
Situaciones como la senalada por la paradoja de Aquiles y la tortuga, cuyo planteamiento
conduce a la conclusiéon de que Aquiles nunca alcanza a una tortuga en una carrera, a
condicién de que se le diera una ventaja inicial a la tortuga; es decir, sin importar qué tanto
mas rapido corriera Aquiles o qué tan pequena fuese la ventaja inicial, la conjetura sobre que
Aquiles no alcanzarfa a la tortuga, resultaba préacticamente inexplicable, y cuando se daba
alguna explicacion, ésta no resultaba suficientemente satisfactoria para todos. Asi pues, los
mateméaticos griegos se vieron obligados a buscar caminos a través de los cuales no se

confrontaran con ideas infinitesimalistas o niimeros irracionales:

La tempestad provocada por el descubrimiento pitagorico de los irracionales y la
inquietud que introdujeron en el mundo griego las paradojas de Zenon precipito una
profunda crisis en la Matemdtica provocando el «horror al infinitoy, que caracteriza
cast toda la Matemdtica griega, y que paraliza parcialmente su imaginacion
creadora, que pasa a sequndo plano, a la sombra del supremo rigor logico impuesto
por la escuela platonica, cuyo exponente mds representativo es Fuclides con su
enciclopédica obra Los FElementos. La crisis trajo consigo wun refinamiento
geométrico. Como reaccion al lenguaje ingenuo de los pitagoricos, mezcla de
brillantes ideas matemdticas, actitudes misticas y aforismos religiosos, se impone el
severo rigor de Los Elementos, que establece un férreo paradigma de exposicion y
demostracion en Matematicas, una especie de norma académica de obligado respeto

para todo matemdtico.

Para conjurar la crisis habia que soslayar el concepto infinitesimalista de nimero
irracional. Eudozo de Cnido (390-337 a C.), de la escuela platonica, resolvié de
forma brillante la antinomia radical entre finito e infinito. Introduciendo el concepto
de «tan pequeno como se quieray, equivalente a nuestro proceso de «paso al limitey,
encuentra, con su teoria de magnitudes, una escapatoria mediante un recurso genial:
una definicion, un axioma y un método. Como lo inexpresable era la razon de dos

11
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cantidades inconmensurables, Fudoxo elimina la dificultad definiendo no la razon

misma, sino la igualdad de razones.. (Gonzilez, pp. 25-26)

El método de exhaucién surge, entonces, como una manera de afrontar los problemas que dos
milenios después serian resueltos mediante técnicas infinitesimalistas y, posteriormente,
mediante el concepto de limite. Sin embargo, el precio a pagar por eludir al infinito no les
resulté nada despreciable; el nuevo método resultaba sumamente engorroso, ya que, para
probar la igualdad, se recurria a una doble reduccién al absurdo, debiendo establecer un
conjunto de desigualdades para cada uno de los casos (mayor que o menor que), y eso
ocurria sin el recurso de la maquinaria simbdlica con la que contamos actualmente. Por si eso
fuera poco, el método no servia para nada si no se conocia el resultado de antemano, es decir,
no propiciaba la obtencién de nuevos resultados. En este sentido, Gonzalez (1992) nos dice:

Habiéndose convertido el infinito en tabid, por el misterio que lo envolvia, es
reprimido o se le camufla a través del «azioma de continuidady, el «principio de
Eudozoy y el «método de exhauciony |[..J. El método de erhaucion confiere el
argumento matemdtico un rigor logico impecable, transformando en rigurosos los
arqgumentos infinitesimales simplemente plausibles de sus antecesores, pero tiene
algunas serias servidumbres. En primer lugar, suele resultar bastante engorroso el
establecimiento de las desigualdades bdsicas que se necesitan para iniciar la doble
reduccion al absurdo, lo que hace bastante oneroso el sequimiento de wuna
demostracion realizada por exhaucion, pero quizd lo mds grave sea que este método
obliga a conocer previamente el resultado a demostrar, es decir, carece de wvalor
heuristico... (Ibid. p. 28)

Las observaciones realizadas por Gonzalez deberian resultar preocupantes para quienes nos
dedicamos a la educacién matematica, refiriéndonos a las implicaciones que un método como
éste, de rigor, pueda tener en la ensenanza de los conceptos del Célculo en las escuelas de
ingenieria. Mas aun, si lo que se pretende es formar personas con habilidades para resolver
problemas “con ingenio”. jHasta dénde se consigue el desarrollo de ese ingenio si se limita el
valor heuristico?

Mas adelante podremos observar ambas cuestiones en el trabajo de Arquimedes, el uso
del método de exhaucién y el cémo obtenia nuevos resultados. Ahora vamos a comentar
algunas cosas sobre los trabajos de Arquimedes de Siracusa (287-212 a. C.).

El Método de exhauciéon antes de Arquimedes

Los resultados relativos a la cuadratura y la cubatura de figuras curvas a los que llegd
Arquimedes en Sobre la esfera y el cilindro, asi como en los otros libros antes mencionados,
actualmente son obtenidos mediante el célculo integral siguiendo un procedimiento en el que,
al tiempo que se llega al resultado, se prueba su veracidad. Arquimedes, en cambio, utilizaba
el Método de exhaucion de Eudoxo para probar la proposicién, pero ésta tenia que conocerse

12
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de antemano. A continuaciéon vamos a estudiar la manera en la que el método de exhauciéon

era utilizado, primeramente, en Los elementos de Euclides y después por Arquimedes.

Recordemos que en el primer libro de Sobre la esfera y el cilindro, Arquimedes enuncia

cinco suposiciones o postulados, el quinto de los cuales dice:

Dadas dos magnitudes desiguales, la mayor excede a la menor en una cantidad tal
que cuando se anade a si misma (repetidas veces) puede exceder cualquier magnitud
previamente asignada de la misma clase.

Ahora bien, podemos observar que este axioma estd relacionado con la definicién 4 del libro
V de Los Elementos:

Dicese que dos magnitudes tienen razon entre si, cuando cada una de ellas puede ser
multiplicada en modo de superar a la otra. (Euclides, 1992, vol. 2, 160)

En la version de Los Elementos de Fuclides publicados por Heiberg se incluye una nota al
respecto de esta definicion, en la que se indica:

Esta definicion enuncia veladamente, bajo wuna forma diversa, el conocido
Postulado de Arquimedes: Dadas dos magnitudes desiguales, existe siempre un
maltiplo de la menor que supera a la mayor. (Euclides, 1992, vol. 2, p. 238)

Asi pues, utilizando simbologia actual, el Postulado de Arquimedes nos dice lo siguiente:

Sean a y b dos magnitudes (nimeros reales) cualesquiera, tales que a < b, entonces,
existe un numero natural n, tal que an > b.

Por otra parte, la proposicion X.1 de Los Elementos, debida muy probablemente a Eudoxo,
senala que:

Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se resta una magnitud mayor que
su mitad y de lo que queda otra magnitud mayor que su mitad y se repite
continuamente este proceso, quedard una magnitud menor que la menor de las
magnitudes dadas. (Euclides, 1925, vol. 3, p. 14)

Esta proposicion suele llaméarsele Principio de Fudozo y es fundamental en el Método de
exhausion. Utilizando simbologia moderna, puede enunciarse como sigue:

Sean M, y € dos magnitudes dadas, y My, M, M5, ..., una sucesion tal que M; < %MO,

1 1 ,
M, < EMl’ M; < EMZ’ etc., entonces M,, < € para algin n.
Vamos a considerar ahora dos proposiciones en las que se aplica el método de exhausion para

su demostracién. La primera de estas proposiciones afirma que la diferencia entre las areas de
un circulo y de un poligono inscrito en el mismo, puede hacerse tan pequefia como se quiera

13
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al considerar el numero suficientemente grande de lados, lo que, en términos
infinitesimalistas, o, de acuerdo con Antifén de Atenas, equivale a decir que la circunferencia

es un poligono con un numero infinito de lados. Asi pues, tenemos la siguiente proposicion:

Dados un circulo € y una cantidad &, existe un poligono g, inscrito en C, tal que
a(C)—a(p) <e¢

Prueba: llamemos as(EF) al area de la region interior al circulo encerrada por la cuerda y el
arco definidos por los puntos E y F (véase la Figura 2.2), y sea Py el cuadrado inscrito en el
circulo (EHGF en la figura). Ahora se definen los poligonos Py, P,, Ps, ..., By, ... como aquellos
que tienen, respectivamente, 8,16,32, ...,2"*2 lados, y M,, como la diferencia entre las areas
del circulo y del poligono B,; es decir, M,, = a(C) —a(B,). La figura muestra el sector

correspondiente a un poligono de 22 lados.

H E E Q w
c* K Cc =]
G FF RV

Figura 2.3. Ilustracién inicial. Circunferencia: poligono con nimero infinito de lados.

Ahora, siendo E' y F dos puntos de la circunferencia, denotemos por as(EF) el area del sector
EF, es decir, de la regiéon comprendida entre el arco EF y la cuerda EF. Tendremos entonces:

M, = a(C) —a(P,) = 4 as(EF)
y M; = a(C) — a(P;) = 8 as(EK)
De manera que,
My — M, = a(P;) —a(Py) = 4 AEFK

pero
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1
4 AEFK = 2 a(EFF'E') > 2 as(EF) = EMO
Asi que,

1
MO_M1 >§MO

O bien: My <> Mq

Vamos ahora a generalizar este resultado, a cualquier etapa del procedimiento. Para ello
supongamos que Q y R son dos vértices consecutivos del poligono P, (Figura 2.2), y P el
vértice de P44, situado entre Q y R, entonces:

M, = a(C) —a(P,) = nas(QR),
Mys1 = a(C) — a(Pnyq) = 2n as(QP),

My — My = A(Pn+1) — A(P,) = n AQRP,

n n 1
=5 a(QRWV) > = as(QR) =5 My,

Es decir,
1 1
My — Mpyq > Ean Mg < EMn

de esta manera,

1 1 1 1
a(C) —a(Ppy1) = Mpyq < EM" < 2—2Mn_1 < < z_an < WMO’

esto es,

1
a(C) — a(Ppyq) < vt Mo

Podemos decir, entonces, que la diferencia entre las dreas del circulo y el poligono P44
puede hacerse menor que cualquier cantidad & dada, haciendo n suficientemente grande.

Con base en este resultado, y recurriendo a la reduccion al absurdo, vamos a probar

ahora la proposicion XII.2 de Los Elementos, que dice:
Los circulos son, entre si, como los cuadrados de sus didmetros.

Es decir, siendo C, y C, circulos con radios I, y I,, respectivamente, debe probarse que:
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a(Cy) _ (2r1)? _ i’

a(Cy) B (21,)2 B ,?

Prueba: Sean A; = a(Cy) y A, = a(C;), entonces una y s6lo una de las tres siguientes
proposiciones es verdadera:

A T
o
Ay _ri?

A_z < Tz_z’ o) (1b)
A 712

A—: > r:—z (1c)

Supéngase primeramente que (1b) es verdadera, asi que A, >71,24,/r%. Sea S tal que
S =1,%4,/r,?% entonces A, — S es una cantidad positiva; llamemos ¢ a tal cantidad, por lo
tanto, tendremos que A, — S =& > 0.

Por la proposicién anterior, sabemos que existe un poligono P, inscrito en C, tal que
A, —a(P,) <e=A,—S5, por lo tanto a(P,) > S.

Ahora, si Pyes el poligono semejante a P,, inscrito en C; tendremos que:

a(Py) i’ A
a(Pz) B 1,2 S

Asi pues:

S A a(G)
a(Pz) B a(Py) B a(P,)

>1

De donde a(P,) < S con lo que se obtiene una contradiccion.

Procediendo de la misma manera, pero partiendo de la proposicién (1c), también se
llegara a una contradiccion, de manera que la opcién vélida es la restante, es decir:

El Método de Arquimedes

Las ideas infinitesimalistas se gestaron muchos siglos antes de que las publicaran Leibniz y
Newton en el siglo XVII. Efectivamente, la carta descubierta en 1906 por Heiberg, en los
archivos de una iglesia de Constantinopla, revela que Arquimedes se anticipé a su época en
por lo menos 19 siglos, en el sentido de obtener resultados que pudieron ser justificados por
el Calculo diferencial e integral. Esta carta, denominada Kl Método, estaba dirigida a
Erastétenes, Bibliotecario de la Universidad de Alejandria y consultor de la mayoria de los
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cientificos de esa época, en la que le comunicaba un método que permitia anticipar algunos
resultados geométricos bajo la conviccién de que una vez que se ha anticipado algun
conocimiento sobre las cuestiones, es mas facil suministrar una demostracién que hacerlo sin
conocimiento previo; de esta manera, pudo obtener algunos de sus resultados favoritos: el
volumen de una esfera y la cuadratura de la pardbola. En la carta (Babini, 1978, afio, p. 34)
se lee:

Yo mismo, algunas de las que descubri primero por una via mecdnica, las demostré
geométricamente, ya que la investigacion hecha por este método mno implica
verdadera demostracion. Pero es mas facil, una vez adquirido por este método un
conocimiento de los problemas, dar luego la demostracion, que buscarla sin ningin

conocimiento previo.

El Método de Arquimedes consiste en extender la Ley de la palanca, una de las cinco
maquinas simples de la mecdnica, al equilibrio de figuras geométricas. Implicitamente,
Arquimedes asociaba la propiedad fisica de “peso” al area o volumen de ciertas figuras
geométricas, considerandolas como de “densidad uniforme”. Asi, si ya conocia ciertos
resultados sobre otras figuras geométricas, la Ley de la palanca le permitiria establecer una
relacién entre ellas y, en consecuencia, conocer nuevos resultados. Con este método pudo
obtener: la cuadratura de la pardbola; el volumen (o cubatura) de una esfera; el volumen del
paraboloide de revolucion; el volumen de un elipsoide de revolucién; el centro de gravedad de
un casquete esférico; entro otros.

Los resultados que utilizaba Arquimedes se derivan de la Geometria euclideana, como
congruencia y semejanza de triangulos, &dreas del rectangulo, del paralelogramo y del
trapecio, Teorema de Pitagoras, centros de gravedad del triangulo, etc., y de resultados que
él acababa de obtener como la cuadratura del circulo, en la que utiliz6 la aproximaciéon de
con el Método de Eudoxo, el volumen de un cilindro y de un cono. Esto demuestra que
Arquimedes no sélo dominaba el conocimiento matematico sistematizado por Euclides, sino

que realizé nuevas aportaciones.

En esta seccion, en todos y cada uno de los problemas anteriores estan presentes
nociones equivalentes a las ideas infinitesimelistas planteadas por Leibniz. Destaca, sobre
todo, la asombrosa sencillez de los planteamientos de Arquimedes para resolver los problemas
que se ha trazado, los cuales a su vez contienen dificultades relacionadas con la abstraccion y
el trabajo operativo de las relaciones que se van obteniendo. Quizas, este sea uno de los
elementos que contribuyen a las dificultades sefialadas por los estudiantes en el estudio del
Calculo, tanto en el acercamiento infinitesimalista como formal.
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El Calculo original

La derivada y la integral de una funcién son los conceptos fundamentales de los cuales el
Célculo toma su aroma particular; todos los temas previos que se estudian antes (funciones,
ntmeros reales, geometria analitica, continuidad) son en realidad una preparacién para las
brillantes ideas y procedimientos poderosos que habran de venir con el Céalculo infinitesimal.
Muchos aquilatan su valor no sélo por las ideas matematicas involucradas sino por su

conexién con los fenémenos fisicos.

Por su importancia y aplicabilidad que se pronosticaba, habria que dotar de una
af(x)

o bara
denotar una expresion en las que la d no pueden simplificarse y no representa un cociente

entre df (x) y dx. Al respecto, Spivak (1992) comenta:

notacién adecuada a esta nueva rama del conocimiento; Lebniz llegd al simbolo

Leibniz llego a este simbolo a través de su nocion intuitiva de la derivada, que €l
fx+h)—f(x)
h
este cociente cuando h es un nidmero “infinitamente pequenio”. Esta cantidad

consideraba no como el limite de los cocientes , sino como el “valor” de

infinitamente pequena fue designada por dx y la correspondiente diferencia
infinitamente pequena f(x + h) — f(x) por df (x).

Pero la derivada no despliega toda su fuerza hasta que se alia con la integral, la cual se
refiere al concepto intuitivo de &rea, pero su presentacién requiere de una preparacion
cuidadosa. En la definiciéon de la integral también aparece el concepto de diferencial, al
considerar la suma de “elementos diferenciales de area”. Ambos conceptos se relacionan
intimamente en el Teorema fundamental del Calculo.

En este capitulo desarrollaremos un breve analisis sobre los trabajos de los creadores
del Célculo, Newton y Leibniz, asi como de sus seguidores; sus distintos, aunque similares,
enfoques, y la potencia para la resolucién de problemas que trajo consigo ésta teoria.
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3.1 El Calculo infinitesimal en sus origenes: Leibniz
y Newton

Leibniz y Newton fueron los inventores del Calculo, cada uno desarroll6 sus ideas por
separado, las cuales confluyeron en la conformacién de esta nueva rama de las matemaéticas.
Su trabajo fue extraordinario por la creaciéon de la nueva teoria con sus conceptos
involucrados y por la poderosa herramienta que resultd ser para resolver una gran cantidad
de problemas de diversa indole, tanto de su época (siglo XVII) como de tiempos pasados de la
época los griegos, hasta problemas actuales vigentes en nuestros dias; a su vez, dio pie al
surgimiento del Anélisis matematico, entre otras teorias. Asi, el surgimiento del Célculo tuvo
un impacto tan grande en el desarrollo de la matematica, la educacién matematica y la
ciencia en general, equiparable a la trascendencia de la Teoria general de la relatividad de
Albert Einstein (1879-1955).

Leibniz estudiaba las funciones y curvas asociadas a los fenémenos de cambio de manera
estatica y buscaba establecer un lenguaje universal para este nuevo cuerpo de conocimientos;
en tanto que Newton concebia a las curvas desde un punto de vista cinematico, como la
trayectoria de un punto material mévil. Sin embargo, es necesario comentar que la invencion
del Célculo no es creacién tinicamente de estos dos cientificos, sino la culminaciéon de muchas
ideas que desde la época de oro de los griegos (S. VII-S. IT a. C.) circulaban en la comunidad

cientifica.

En el siglo XVII se conocian y manipulaban los procedimientos y herramientas utilizados
por los griegos, pero ciertos problemas no podian resolverse con ellas; algunos de estos
problemas tuvieron solucién, 2000 anos después, con la aparicion de la geometria con
coordenadas, conocida como la geometria analitica, establecida por René Descartes (1596-
1650).

Debido a lo novedoso de las ideas y al tenso ambiente académico que se vivia en esa
época, Newton no publicd sus trabajos por miedo a las criticas, solo los divulgaba entre sus
alumnos y conocidos. Dentro de los trabajos que desarrolld se encuentra el concepto de
fluziones, las cuales hoy en dia se conocen como derivadas.

Dada una curva f(x,y) = 0 con x e y funciones que dependen del tiempo t, las fluxiones
son las componentes de la velocidad segtin las direcciones de los ejes, x e y. Para Newton
todas las funciones eran continuas, ya que se trataba de las trayectorias de movimientos
continuos.

Cuando Leibniz intent6 dar a conocer sus trabajos, fue acusado de plagio y tampoco los
publico.
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3.1.1 Introduccién: ;Por qué 2000 anos?

Los trabajos desarrollados por Arquimedes y sus grandes contribuciones a las matematicas
merecen toda nuestra admiraciéon, sin embrago, es innegable la complejidad que representa
entender sus trabajos y, méds atn, tratar de imitarlo para resolver problemas. Al respecto,
I’Hopital en su Prefacio de Andlisis de los infinitamente pequerios para el estudio de las
lineas curvas expresa:

Lo que tenemos de los antiguos sobre estas materias, principalmente de Arquimedes,
es indudablemente digno de admiracion. Pero ademds de que sélo trataron unas
pocas curvas y de que las trataron ligeramente, casi en todos lados se refieren a
proposiciones particulares y sin orden, que mo permiten percibir ningin método
reqular y coherente.

[..] no es sorprendente que los antiguos no hayan avanzado mdas lejos; pero si es muy
sorprendente que grandes hombres —y sin duda hombres tan grandes como los
antiguos— hayan permanecido tanto tiempo sin avanzar mds Y que, pPor una
admiracion casi supersticiosa por sus obras, se hayan contentado con leerlas y
comentarlas, sin permitirse otra utilizacion de su genio que la que se necesitaba para
comprenderlos. (I’'Hospital, 1696, pp. 16, 17)

Al preguntarnos ;qué es lo que se pretende en una escuela de ingenieria al incluir en la
curricula el estudio del Célculo? Mas de alguna respuesta nos conducira a que el estudiante
conozca y aprenda a manipular las ideas del Célculo para resolver problemas de su drea. Esto
nos impulsa a buscar la manera en que se debe ensenar para que haya un aprendizaje
efectivo de los conceptos y los pueda poner en practica. Esto, por mi experiencia en la
docencia, dificilmente se logra con acercamientos formales que lejos de llevar al estudiante a
la comprension, lo dejan con una total admiracién hacia el profesor y una frustracion por su
incapacidad de compresion de lo que su profesor hace. Hecho que no se diferencia de lo que
I’Hopital cita en su prefacio sobre el tiempo en que la mente de grandes matematicos
dedicaron a la comprension, a veces no lograda, de los trabajos de Arquimedes, sin siquiera
poder utilizarla para resolver otros problemas por lo complicado de sus métodos.

Si bien es cierto, no podemos dejar de lado las justificaciones formales de las bases de
la matematica; pero si lo que se busca es generar un aprendizaje en los estudiantes, serd
necesario acercarnos con un lenguaje con el que se sienta cémodo, tal vez con ideas intuitivas
sobre el concepto a tratar y, posteriormente, llegar a lo formal cuando sea posible. Incluso,
podria ganarse mucho con los acercamientos intuitivos que muestran una misma idea pero

mas facil de aceptar. Sobre esto 'Hopital dice:

Las poligonales inscritas o circunscritas a las curvas, que por la multiplicacion
infinita de sus lados se confunden finalmente con ellas, han sido siempre tomadas
como las curvas mismas. Pero hasta ahi se avanzo: fue a partir del descubrimiento

de este andlisis que aqui se trata que se advirtio el alcance y la fecundidad de esta
idea. (Ibid. p. 16)
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Desde luego, no se trata de simplificar las formas de tratamiento de algiin concepto para su
ensefianza, sin que lo enseniado deje de estar en el compendio de lo que son las matematicas,
sino de acercar al estudiante con ideas intuitivas, con un cierto grado de precision, para la
comprension de un concepto mateméatico. Muestra de las enormes ganancias que se tuvieron
al trabajar y aceptar ideas intuitivas como las propuestas por Leibniz para su Célculo, son la
soluciéon de una gran cantidad de problemas que hasta antes de él no fue posible resolver y
los muchos otros que se fueron planteando con base a las deducciones que se iban generando.

Desde este momento es posible comenzar a dar respuestas sobre una de las preguntas
de investigacién, ;qué se gana y que se pierde, desde el punto de vista de la ensefianza, al
usar acercamientos intuitivos o bien, formales? 1"Hopital hace mencién de ello exhibiendo
los més de 20 siglos en los que el avance de las matematicas se habia estancado “Tal era el
estado de las matematicas hasta que llegé Descartes, quien se atrevio a no solo imitar a los
antiguos sino a pensar por si mismo”. Cabe mencionar que esto fue posible gracias al trabajo
de otros afamados matemédticos como Fibonacci, Vieta, Cardano, por ejemplo. No hay duda
que este tipo de inquietudes son las que debemos generar en nuestros estudiantes, jque

lleguen a pensar por si mismos!

3.1.2 Los conceptos del Calculo en Newton

El cientifico D.' Isaac Newton, reconocido por sus innumerables aportaciones a la fisica,
también dejo su huella en el area de las matematicas al proponer una nueva teoria para el
estudio de las curvas que hoy es llamada Caélculo; es autor del libro Principia en el cual
expone sus trabajos sobre el estudio del movimiento de los cuerpos con su mecanica y sus
estudios sobre las lineas curvas. Precisamente el Tratado de la cuadratura de las curvas es la
tercera de las cinco partes de las que consta el Apéndice de los Principia, titulado Andlisis
por las series, las fluxiones y las diferencias de las cantidades con la enumeracion de las
lineas del tercer orden, el cual, segin Megale, estd escrito en forma clara y elegante y
arreglado para instruir aun a aquellos que no dominasen perfectamente ese método. Es en
este analisis donde Newton aclara cuestiones sobre la resolucién de ecuaciones por series

infinitas.

Dicho tratado se conocié a través de la mensajeria que mantenian Newton, Barrow
(1630-1677), profesor de Newton, Collins (1626-1683), David Gregorio (16 -), Jacobo
Gregorio (1638-1675), entre otros. Comunicados que revelan el ingenio del joven Newton y
sus innovaciones. Justamente una carta de Collins a David Gregorio refiere lo anticipado que
estaba Newton a otros cientificos de su época como Nicolas Mercator quien publicé una obra
sobre la llamada Logaritmotecnia en 1668:

!'La letra D es usada en los textos latinos anteponiéndolo a los nombres propios cuya

significacién es Dominus, término que podemos traducir como Senor.
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La susodicha doctrina de las series infinitas fue hallada por Newton 2 anos antes que
fuera editada la Logaritmotecnia de Mercator, y que fue aplicada de manera general
a todas las figuras. (Megale, 1723, p. 12)

En ella, Mercator dio a conocer la divisién reiterada indefinida de o con la que deduce el

desarrollo de log(1 + x) utilizando una técnica basada en los inidivisibles de Cavalieri.

Existe evidencia de que Newton desde 1665, dedujo la Cuadratura del Circulo, de la
Hipérbola, y de algunas curvas por series infinitas basandose en la Aritmética de los infinitos
de Wallis (1616-1703), mediante la interpolacién de las series. Més adelante, en 1666,
Newton describe un método general por divisiones y extracciones de raices. Posteriormente se
publica un pequeno tratado titulado Método Diferencial el cual se apoya en el problema de
trazar una curva del género parabdlico por algunos puntos dados. Contiene la doctrina para
describir las curvas dadas por diferencias de diferencias ordenadas:

La Geometria de Newton estd argumentada por las Razones Primeras y Ultimas y
fortalecida por las demostraciones apodicticas de los Antiguos, por lo cual fue
elogiada esta obra pues no se apoyaba en la hipotesis algo dura de las cantidades
infinitamente pequenas o indivisibles, cuya tendencia a desvanecerse impide que las
consideremos como cantidades. (Megale, 1723, p.14)

Newton, al mismo tiempo que Leibniz aunque por un camino distinto, descubrié el Calculo
infinitesimal exponiéndolo con dos enfoques diferentes: el “Célculo de las fluxiones” y “el
Calculo de las primeras y ultimas razones”. Se dice que privilegié al segundo enfoque en sus
escritos por temor a ser criticado por los matematicos de su época al presentar una teoria tan
revolucionaria como el Calculo de las fluxiones. Fue asi como Newton (1723, p. 16), en su
segundo enfoque, exponia:

..por razones ultimas de las cantidades evanescentes, ha de entenderse la relacion de las
cantidades, no antes ni después de hacerse nulas, sino la relacion con la cual se anulan.
Igqualmente, la primera razon debe entenderse la relacion con la cual nacen...

Como evidencia de la cautela en el uso de estas ideas, Newton basa su teoria de la mecanica
en el Calculo de las primeras y tltimas razones. Estos hechos muestran las dificultades a las
que se han enfrentado y, seguramente, se seguiran enfrentando quienes expongan ideas
nuevas en cualquier a&mbito, ya que el hombre, por naturaleza, es un ser de costumbres que
dificilmente acepta un cambio inmediato en sus concepciones. Seguramente Leibniz sintio el
mismo temor que Newton al dar a conocer su teoria, aunque Leibniz se llevé las criticas pues

no tuvo la misma moderacién y precaucion que Newton al exponerla.

Ahora, resulta natural preguntarnos cudl es la diferencia entre la concepcion de Newton
v la concepcién de Leibniz sobre su Célculo. Ante tal cuestionamiento podemos decir que la
principal diferencia radica en el propio tratamiento de las lineas curvas; para Newton “la
lineas son descritas, no mediante la adicién de partes, sino por movimiento continuo de
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puntos; las superficies por movimiento de lineas; los sélidos por movimiento de superficies;
etc.” Para Leibniz es, la adicion de partes, el argumento geométrico.

Asi para Newton, “las cantidades engendradas en tiempos iguales varian mas o menos,
seguin la mayor o menor velocidad con la cual cada una de ellas crece”; siendo la “velocidad
de crecimiento” lo que llamé “fluxiéon” y “fluyentes” a las cantidades descritas por
movimiento continuo. Por otro lado, no estd de m&as mencionar que Newton realizé sus
investigaciones basandose en el método inductivo de Galileo, no en el deductivo descrito por
Descartes. Su mayor contribucién a la metodologia cientifica fue restringir el terreno de la
investigacion a lo observable y a lo verificable, rechazando lo hipotético (sinénimo de
metafisico) que no es derivable de los fen6menos. Veamos pues un extracto de su tratado,
que por ser uno de los creadores del Célculo, expongo su teoria detalladamente (Newton,
edicién facsimilar de 1723, pp. 19-54):

Introduccion al tratado de la cuadratura de las curvas.

[..] Considero aqui las cantidades matemdticas no como consistentes de partes muy
pequenas, sino como descritas con movimiento continuo. Las lineas son descritas vy
se generan describiendo, no por adicion de partes, sino por el movimiento de las
lineas, los sdélidos por el movimiento de las superficies, los angulos por la rotacion de

los lados, los tiempos por el flujo continuo, y asi en las demds cosas.

Considerando, por tanto, que las cantidades que crecen en tiempos iguales y que
creciendo son engendradas, segun la mayor o menor velocidad con la cual crecen y
son engendradas, llegan a ser mayores o menores; buscaba yo un método para
determinar las cantidades por las welocidades de los movimientos o de los
incrementos con los cuales son generadas; y llamando “fluxiones” a estas velocidades
de los movimientos o de los incrementos y llamando “fluyentes” a las cantidades
engendradas, acerté a encontrar, en los anos 1665 y 1666, un método del cual me he
servido en la Cuadratura de las Curvas.

Las  fluxiones son, lo mds H
cercano posible, como aumentos
producidos en iguales particulas

muy pequenas de tiempo, v,

para hablar con exactitud, estdn
en la primera razon de los
arqumentos nacientes; por otra
parte, pueden ser colocadas por
cualquiera  linea  a  ellas
proporcional.

Como si las dreas ABC, ABDG

fuesen descritas mediante la
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progresion de las ordenadas BC, BD sobre la base AB con movimiento uniforme, las
fluziones de estas dreas estardn entre si como las ordenadas que describen BC y BD,
y por las ordenadas aquéllas pueden ser descritas, por el hecho de que aquellas
ordenadas son como aumentos nacientes de dreas. Corrase la ordenada BC de su
lugar BC a un nuevo lugar bc. Complétese el paralelogramo BCED y trdcese la recta
VTH, que toque la curva en C y, habiéndose producido los mismos bc y BA, (la)
encuentre en T y V: y los aumentos engendrados en la abscisa AB de la ordenada BC
y de la linea curva ACc, serdn Bb, y Ec, y Cc; y en la razén primera de estos
aumentos nacientes son los lados del triangulo CET, y por esto las fluriones de las
mismas AB, BC y AC son como los lados CE, ET y CT del triangulo CET y pueden
ser descritas por medio de aquellos lados, o, lo que es lo mismo, por los lados del

triangulo semejante VBC.

Al mismo lugar tiende si se suman las fluziones en la ultima razén de las partes
evanescentes... (Megale, p. 20)

Newton comienza a describir su método con las ideas basicas de fluxién y fluyente. Asi, en el
siguiente ejemplo muestra la argumentaciéon para hallar la fluxién de x2:

Fluye una cantidad x uniformemente y hay que encontrar la fluxion de la cantidad

2

x%. En el tiempo en que la cantidad x fluyendo llega a ser x + o, la cantidad x?

llegard a ser x + o|n, esto es, por el método de las series infinitas, x™ + nox™ 1 +
nn—n nn—n

00x™ 2+ etc. Y los aumentos o y nox™ !+ 00x™ %2 + etc. son

nn—-n

reciprocamente como 1 y nx™ 1+ ox™ 1+ etc. Desvanézcase en sequida

aquellos aumentos, y la razén dltima de ellos serd 1 a nx™ 1: y por ello la fluxién de
la cantidad x es la fluzién de la cantidad x™ como 1 a nx™ 1. (Ibid., p. 22)

Con este tipo de argumentos, dice, es posible encontrar las fluxiones de las lineas, rectas o
curvas, de las superficies, de los d4ngulos y de otras cantidades. Pero actuando con forme al
rigor de una matematica exacta, advierte los hechos ante cantidades infinitamente pequefos:

Establecer el andlisis en cantidades finitas nacientes o evanescentes, es conforme a
la geometria de los Antiguos: y he querido mostrar que en el método de las fluriones
no es preciso introducir en geometria figuras infinitamente pequenas. Sin embargo,
puede ser llevado a cabo el andlisis en cualesquiera figuras sean finitas o
infinitamente pequenas, que son representadas semejantes a las figuras evanescentes,
como también en las figuras que por los métodos de los indivisibles suelen ser tenidas

por infinitamente pequenas; solo que hay que proceder con cautela.(Ibid., p. 22)

Cabe senalar que previo a abordar algunos problemas sobre la cuadratura de las curvas,
expresa cierto simbolismo para llamar a las variables involucradas en los problemas. Para las
cantidades fluyentes o defluyentes designa las letras z,y, x, v, tal cual lo hacemos hoy en dia;
para las fluxiones o velocidades de crecimiento designa z,y, x, v. Para las fluxiones segundas
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de las propias designa Z,y, X, U, y asi sucesivamente”. En seguida, se describen dos problemas
sobre la cuadratura de las curvas y algunos teoremas.

Sobre la cuadratura de las curvas.

Proposicion I — Problema. I. Dada una ecuacion que envuelve cualquier nimero
de cantidades fluyentes, encontrar las fluriones.

Solucion

Multipliquese cada término de la ecuacion por el indice de la dignidad de la cantidad
y del fluyente de ésta que envuelve, y en cada una de las multiplicaciones midese el
lado de la dignidad en su flurion, y el agregado de todos los factores bajo los propios

signos serd la nueva ecuacion.

FExplicacion

Sean a,b,c,d, etc., cantidades determinadas e inmutables, y propéngase cualquiera
ecuacion que envuelva las cantidades fluyentes z,y,x, etc., como x> —xy? + a’z —
b3 = 0. Multipliquense en primer lugar los términos por los indices de las dignidades
x, y en cada una de las multiplicaciones escribase x en lugar del lado de la dignidad,
0 sea x de una sola dimensién y la suma de los factores serd 3xx? — xy?. Hdgase lo
mismo en 'y y se obtendrda —2xyy. Hdgase lo mismo en z y se obtendrd aaz. Igudlese
la suma de los factores a nada y se tendrd la ecuacion 3%x* — xy? — 2xyy + a%z =
0. Digo que con esta ecuacién se define la razon de las fluxiones.

Demostracion

En efecto, considérese ouna cantidad muy pequenia y sean 0Z,0Y,0X movimientos
(momentos) de las cantidades z,y,x , es decir, incrementos momentdneos
sincronicos. Y si las cantidades fluyentes son y, z, y x, éstas, aumentadas después del
movimiento del tiempo con sus incrementos 0Z,0Yy,0x, llegan a ser z+ o0z, y + oy,
X + ox, que, escritas en la primera ecuacion en lugar de z,y, y x, dan la ecuacion
x3 4+ 3x%0x + 3x0%xx + 03%3 — xy? — 0xy? — 2x0yy — 2%0%yy — x0%yy — x03yy +
a’z +a%o0z— b3 =0.

Quitese la ecuacion de antes, y el residuo de dividir por o serd 3xx? 4 3%x0x +
x30% — xy? — 2xyy — 2x0yy — x0yy — x0%yy + a?z = 0. Disminiyase la cantidad o
al infinito y, omitiéndose los términos evanescentes, quedard 3xx? —xy? = 2xyy +
a’?z =0 Q.E.D. (Ibid., pp. 23,24)

Posteriormente, Newton hace una explicacién més completa donde exhibe otros ejemplos
para la busqueda de sus fluxiones de cantidades.

2 También utilizé primas en lugar de puntos para las primeras, segundas, etc. fluxiones
de z,y,x,v, esto es, Z,¥,X,V ; etc.

25



Capitulo 3

Proposicion II — Problema II.

Encontrar las curvas que pueden C
cuadrarse.

Sea por encontrar la figura ABC,
BC la (linea) rectingula aplicada
ordenadamente y AB la abscisa.
Prolénguese CB hasta E como se
produce BE =1, y complétese el AF B
paralelogramo ABED, vy las fluriones

de las dreas ABC , ABED serdn

como BC y BE. Tomese, por lo tanto, cualquiera ecuacion con la cual pueda ser

D E

definida la relacion de las dreas, y de alli serd dada la relacion de las ordenadas BC
y BE por Prop. I. Q.E.1L

Los ejemplos de esta cosa se tendran en las dos proposiciones siguientes.

Proposicion IIlI — Teorema I. Si se escribe z en lugar de la abscisa AB y del drea

AE o sea AB X 1 indistintamente, y si se escribe R en lugar de e + fz"™ + gz*" +

hz3" + etc.: el drea de la curva z8R*, serd BC aplicada ordenadamente igual

0, +6 X fz"+ 6 X gz2" + 0 X hz3" + etc.x zP71R*1 4+ An + 2An + 3An

Proposicion IV — Teorema II. Si la abscisa AB de la curva se hace z, y si en
lugar de e + fz™ + gz®™ + etc., se escribe R, y si en lugar de k + 1z™ + mz?™ + etc.
se escribe S ; entonces, el drea de la curva se hace zPRAS* : la aplicada

ordenadamente BC serd igual.

3.1.3 El Calculo Infinitesimal en Leibniz y sus seguidores.

Analisis de los infinitamente pequenos para el estudio de las lineas

curvas

A continuacién se presenta un extracto y analisis del libro Andlisis de los infinitamente
pequenos para el estudio de las lineas curvas, cuyo autor es Guillaume Francois Antoine de
I'Hopital (1661-1704), conocido como el Marqués de 1’'Hopital, toma como base la teoria
planteada y desarrollada por el aleman Gottfried Wilhelm Leibniz sobre el Célculo, cuyos
trabajos fueron estudiados y ampliados por los hermanos Jacques Bernoulli (1654-1705) y
Jean Bernoulli (1667-1748).

En un esfuerzo conjunto de Leibniz y los Bernoulli, para el ano 1700 tenian construido
casi por completo lo que conocemos como Célculo diferencial e integral elemental. Fue
precisamente Jean Bernoulli, el intermediario entre este Calculo diferencial y el Marqués de
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I’Hopital, quien se lo dio a conocer y lo instruyd sobre el uso de las reglas de este método
para resolver una gran diversidad de problemas, tales como el radio de curvatura de una
curva dada, problema que "Hopital podia resolver con maestria pero tras un extenso trabajo.
Bernoulli le mostré la eficiencia del nuevo método resolviendo el mismo problema, no sélo
para una sino, generalizado para todo tipo de curvas. L’Hopital quedd sumamente interesado
vy se dedicé a aprender tal teorfa. De hecho, I'Hopital contribuyé en gran medida a la
evolucién de la misma publicando esta obra cientifica, que es una introduccién a la geometria
de los infinitamente pequenios, con un extraordinario sentido didactico. Esta es una de las
mas grandes acciones realizadas por I’Hopital hacia la difusiéon del conocimiento, a pesar de
la existencia de comentarios por usar el poder y el dinero para manipular y apropiarse de

trabajos.

Al mencionar que la obra de I'Hopital tiene un caracter pedagdgico, se debe a la
aparente claridad del texto, acompanando definiciones, teoremas y problemas, de un sentido
geométrico que guia al lector para situarlo en el punto que 'Hopital deseaba explicar. Cabe
sefialar que él, aunque no es autor de la teoria y publicé a su nombre gran parte de las ideas
desarrolladas por Jean Bernoulli, hizo algunas contribuciones a la misma dentro de las cuales
esta el resultado mas importante que lleva su nombre y por el cual es reconocido, la llamada
regla de I’Hopital. Dicha regla, en términos del lenguaje matematico que utilizamos en la
actualidad, dice:

Supdngase que f y g estdn definidas y son diferenciables en (a,b), y que g'(x) es
diferente de cero para toda x que estd en (a,b) donde —o <a<b< 4o,

Supdngase que lim,_, ;83 =A. Silime_,f(x)=0 y lim,9(x) =0 entonces
lim,_, L& = 4. (1" Hospital, 1998, pp. 7y 8)

g

Pese a todas las acusaciones de plagio que también recibié I'Hopital, su posicion social y
econdmica que tenia como Marqués y la situacién ya conocida entre los Bernoulli y él, le
permitieron reconocer en su texto el trabajo realizado por Leibniz y los Bernoulli, creadores
de la teoria, diciendo:

Por lo demds, reconozco estar en deuda con los trabajos luminarios de los seriores
Bernoulli, sobre todo con los del joven quien actualmente es profesor en Groningen.
Me he servido sin cumplidos de sus descubrimientos y de los del senor Leibniz. Es
por ello que consiento que ellos reivindiquen todo lo que gusten; yo me conformo con
lo que tengan a bien dejarme. (Ibid., p. 21)

Este texto, junto con la teoria planteada por Leibniz desde 1684, fue fuertemente criticada en
ese tiempo en la Académie des Sciencies de Parfs, discusién que ha prevalecido incluso hasta
nuestros dias, en torno a la validez de los métodos infinitesimalistas y las bases sobre las

cuales se erige este nuevo Calculo.

En el presente trabajo no pretendemos inclinarnos a favor o en contra de la validez de
dichos métodos, pero si mostrar la sencillez que emerge al usar este enfoque en la ensenanza
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de los conceptos del Célculo; desde luego, sin eliminar el rigor de las afirmaciones para el
estudio del Célculo, puesto que un concepto en matematicas debe estar bien fundamentado.

Para efectos de examinar el texto Andlisis de los infinitamente pequenos para el estudio
de las lineas curvas, citaremos las bases de dicho andlisis asi como teoremas y problemas
donde son aplicados los conceptos infinitesimales. Parte de la notaciéon sera actual.

Seccion I: Donde se dan las reglas de este Calculo.

Se llamardan variables a las cantidades que aumentan o disminuyen continuamente.
Por su parte, aquellas cantidades que siguen siendo las mismas mientras las otras

cambian se llamardn constantes.

Definicion. La parte pequena en la que una cantidad variable aumenta o disminuye

. . .3
continuamente es llamada la diferencia.

Sean AMB una linea curva, AC su diametro (eje), PM una ordenada, pm otra
ordenada infinitamente cercana a PM (Figura 3.1); es decir, pm — PM < & usando

la notacion del lenguaje matemdtico actual.

Figura 3.1. Ubicacién de las diferencias de una curva dada.

Tracemos MR || AC, las cuerdas AM y Am, el arco MS del circulo con centro en A y
radio AM. Entonces, Pp serd la diferencia de AP que etiquetaremos como dx, Rm la
diferencia de PM como dy, Sm la diferencia de AM como dz, Mm la diferencia de
AM como du, tridngulo MAm la diferencia del segmento de curva AM como dt, y
MPpm la diferencia de la region comprendida por AMP como ds 4. De donde AP =
x, PM =y, AM =z, AM = u ,espacio miztilineco AMm =t, vy espacio miztilineo
AMP =s.

3 Leibniz llama diferencias a las restas finitas, concepto que Struik llama diferencial.

4 La letra d denotard diferencia.
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Corolario. ..las cantidades constantes no tienen diferencia. Su diferencia es cero

(nula); es decir, no varian®. (I’Hospital, pp. 28, 29)

Dado que nos interesa conocer y aprender a manipular el analisis de 'Hopital, es necesario
tener presentes los siguientes requerimientos:

L. Una cantidad permanece siendo la misma si no incrementa o disminuye méas que por
otra cantidad infinitamente menor que ella. Es decir, d(v +¢) =dv con v = f(x) y c
una constante.

II. Considerar una linea curva como una poligonal, es decir, el ensamblaje de una
infinidad de lineas rectas. Tal es el caso de la regiéon mSM considerado como un
triangulo rectilineo.

Es importante senalar que en lo sucesivo, I’'Hopital usard las primeras letras del alfabeto
a,b,c,..como cantidades constantes, y a las tltimas ...,x,y,z como cantidades variables.
Esto es, tendremos expresiones como x + dx, y+dy, z+dz, a+da=a,b+db=b, ...

Problema (Proposicion I): Tomar la diferencia de varias cantidades sumadas
juntas o sustraidas unas de otras. (Ibid., p. 50)

Sea a + x +y — z, su variacion a + x + dx + y + dy — z — dz. Entonces, la diferencia sera la
variacién menos las cantidades iniciales.

da+x+y—z)=a+x+dx+y+dy—z—dz—a—-x—y+z=dx+dy—dz
tal cual se expresa en la actualidad.

Orientando este resultado, citado en el texto de I’'Hopital, hacia el punto que nos
interesa abordar sobre la ensefanza del Calculo, podemos mencionar que en el enfoque
infinitesimalista la forma en que se deducen las reglas con que se manejan las diferenciales’
es muy sencilla, si aceptamos las dos definiciones y requerimientos para manipular el método.
Incluso podemos aventurarnos a decir que estos puntos que debemos aceptar para el analisis
de los infinitamente pequefios, resultan logicos al hablar de las diferencias, pues nuestro
sentido comun junto con la descripcién geométrica de la situacién nos conducen a ellas.

En el sentido pedagodgico; es decir, lo que ocurre con nuestros estudiantes en el salon de
clases al ensenar estos conceptos, es donde debemos cuestionarnos qué es mas importante,
una claridad en la explicacién de los mismos o un rigor que fundamente los conceptos,
aunque se corra el riesgo de perder lo intuitivo. Al respecto, consideramos que en
mateméticas no es bien visto tener que aceptar una afirmacién sin que sea demostrada
previamente, lo que la caracteriza como una ciencia exacta; sin embargo, el mismo Euclides

lo hizo y para trabajar con su geometria era necesario aceptar los cinco postulados, de los

> Una diferencia es un cambio en la direccién de la curva.

¢ Término que utilizamos comunmente en los textos actuales.
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cuales los primeros cuatro eran evidentes, pero no el quinto, el Postulado de las paralelas,
causando grandes debates entre los cientificos desde aquella época hasta siglo XIX.
Continuemos nuestro anélisis del texto de I’'Hopital, con el siguiente problema.

Problema (Proposicion II): Tomar la diferencia de un producto de wvarias

cantidades multiplicadas entre si. (Ibid. p. 31)

Consideremos el producto xy, su variacién x + dx e y + dy. Asi, el producto de la variaciéon
(x +dx)(y + dy) es xy + xdy + ydx + dxdy.

Entonces, la diferencia serd
d(xy) = xy + xdy + ydx + dxdy — xy = xdy + ydx
Se ha anulado el término dxdy puesto que, en palabras de I'Hopital: (Ibid. p. 31).

Es facil ver que este problema se puede generalizar para un producto de n cantidades; para
tres:

d(xyz) = yzdx + xzdy + xydz
d(xyzv) = yzvdx + xzvdy + xyvdz + xyzdv

Obsérvese, la deduccion que resulta bastante légica.

Problema (Proposicion IIT): Tomar la diferencia de una fraccion cualquiera.
(Ibid. p. 32)

Consideremos la fraccion % =z = x =yz. Como las dos cantidades x y el producto yz son

iguales, sus incrementos también seran iguales entre si. Entonces, dx = ydz + zdy = dz =

dx—zd x . . x dx—xd
y; pero z = 5 por lo que la diferencia de 5 dz = yy—zy

Asf, d(g) - _‘L“"yd(L) _ (atx)dx—xd(a+x)

x2 a+x (a+x)?
Problema (Proposicion IV): Tomar la diferencia de una potencia cualquiera
perfecta o imperfecta, de una cantidad variable.(Ibid. p. 33)

n es considerada como una cantidad perfecta si n € Z; mientras que si n € Q — Z, entonces se
llama cantidad imperfecta.

Para n perfecta x™, obtengamos su diferencia:

puesto que x? = xx, su diferencia d(x?) = d(xx) = 2xdx;
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luego, x3 = xx?, su diferencia d(x?) = d(xx?) = xdx? + x?dx = 3x2dx.
De aqui que:
d(x™) = nx™ dx.

Ademiés,
1

si n=-m,dx™™)=d (—) =

xm
Para n imperfecta, tendremos

P _ p-q
n =§: d(x /q) = sx”/q 1 =§x ladx =§n xP~4dx.

Observacién: Si ocurre que x crece pero y y z decrecen, entonces serd necesario tomar x +

dx,y —dy, z— dz, de tal forma que d(xyz) = yzdx — xydz — xzdy.

Seccion Il. Uso del Calculo de las diferencias para encontrar las tangentes
de todos los tipos de curvas.

Definicion. Si se prolonga uno de los pequenos lados Mm de la poligonal que
compone a la linea curva (Figura 3.2), este pequeno lado, asi prolongado, serd

llamado la tangente de la curva en el punto M o m.

Figura 3.2. Tangente en el punto M o m.

Problema (Proposicion 1I): Sea AM una curva tal que AP = x (abscisa), PM =y
(ordenada), Pp = dx = MR, y Rm = dy. (Ibid. p. 41, 42)

De los tridngulos semejantes (Figura 3.3) mRM y MRT se tiene que

mR  MP dy y

ydx
—_— e = = -
RM  PT dx PT

PT =
= &’

Donde PT es la subtangente a través de la cual podemos encontrar la tangente MT.
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m
M :
(]

'R

Figura 3.3. Obtencion de la subtangente en un punto de una curva.

Seccion IIl. Uso del Cadlculo de las diferencias para encontrar las
ordenadas mayores y las menores, a lo que se reducen los problemas De

Maximos y Minimos.

En esta seccién el Marqués de I’'Hopital muestra lo que en su prefacio cita, la facilidad para
enfrentar y resolver problemas complejos al aceptar las cantidades infinitesimales. Describe
13 problemas con detalle y acompana sus explicaciones con su situacién geométrica, lo que
permite que una mejor comprensiéon de la solucién de tales problemas. Como ejemplo,

citaremos la siguiente cuestion:

Entre todos los conos que pueden ser inscritos en una esfera, determinar aquél que tiene la
mayor superficie convexa. La solucion para el problema descrita por I’Hopital es:

El problema se reduce a determinar
sobre el didmetro AB , del N F
semicirculo AFB el punto E (figura
2.16), de modo que habiendo trazado
la perpendicular EF y el segmento /
AF | el rectingulo AF X FE sea el

mayor de todos los AN X NP o

andlogos. Pues si se concibe que el R B

semicirculo AFB hace una revolucion

completa en torno del didmetro AB,

es claro que describird una esfera, y M
.. . M D
que todos los tridngulos rectdngulos
AEF y APN describiran unos conos inscritos en estas esferas cuyas superficies
convezas, descritas por las cuerdas AF y AN, serdan entre si como los rectingulos

AF X FE y AN X NP.

Sea entonces la inciognita AE =x y AB =a, que estd dado. Se tendrd, por la

propiedad del circulo
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AF =+ ax, EF =+ ax — x?,
y por lo tanto,
AF X FE = +/a?x? — ax3

que debe ser un mdzrimo. Es por eso que se concebird una linea curva MDM tal que
la relacion de la ordenada PM =y a la abscisa AP = x esté expresada por la

ecuacion

a’x? — ax3
— y'

a
y se buscard el punto E de modo que la ordenada ED sea mayor que todas las PM

andlogas. Se tendrd entonces, al tomar la diferencia,

2axd — 3x?dx o
2vVa2x? —ax3 '

de donde se obtiene AE = x = %a.([bid., pp. 100, 101)

Otro de los seguidores de las ideas de Leibniz es Etienne Bezout quien, asi como el Marqués
de 1"Hopital, se maravillé con este Célculo y edité un libro para ensenar el Célculo
infintesimal con la finalidad de que el lector aprendiera resolver problemas. Este hecho es
comparable con lo que se pretende en una escuela de ingenieria. Veamos entonces su trabajo.

El CAlculo infinitesimal de Bezout

Etienne Bezout (1730-1783), fue un matematico francés autor de la Teorfa General de las
Ecuaciones Algebraicas, quien escribié su Curso de Matemdticas para la comprensién y
aplicacion de la mecénica racional, también llamada analitica, en la Escuela Politécnica de
Paris. Dicho curso fue precedido por una corta exposicion sobre los Principios del Cadlculo
Infinitesimal, la cual era una introduccién necesaria para quienes se adentraban a las ciencias
fisico-matematicas, siendo éste, una continuacién de su Tratado de Algebra. Es de nuestro
interés, analizar el enfoque que Bezout expresa en sus escritos respecto a los infinitésimos en

el Calculo, por lo que, esbozaremos su texto Cdlculo Infinitesimal.

Cdlculo Infinitesimal

Primera parte. Principios del Calculo Infinitesimal

Las nociones preliminares del texto muestran al estudiante cémo descender desde las
cantidades hasta sus elementos, asi como regresar desde los elementos de las cantidades

hasta estas mismas, siendo lo primero el Célculo diferencial y lo segundo el Célculo integral.
Para ello, el autor previene al lector definiendo lo que se entiende por cantidades
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infinitamente pequenas o infinitas, puesto que al hablar sobre las cantidades respecto a sus
elementos, se estd hablando de sus crecimientos infinitamente pequenos.

Citaremos textualmente los puntos §4 y §5 de los Principios del Calculo Diferencial,

pues expresan las bases del Calculo infinitesimal.

§4.Decimos que una cantidad es infinita o infinitamente pequena frente a otra,
cuando no es posible asignar cantidad alguna tan grande o tan pequena para
expresar la razon entre ellas; es decir, el nimero de veces que contiene una a la
otra. [..]. Por ejemplo, six es infinita frente a a, aunque por ello sea imposible
determinar su razon, esto no impide que ya no pueda imaginarse una tercera
cantidad que sea frente a x lo que ésta es respecto a a; es decir, que sea el cuarto
término de una proporcion, cuyos tres primeros términos serian a:x iz X:y. Este

2
, . X ;. .. , .
cuarto término, que es - sera infinitamente mds grande que x, puesto que contiene

a x tantas veces como se supone que X contiene a a. [..]. Se denominan a estas

cantidades infinitas, o infinitamente pequenas de drdenes diferentes. (Bezout, p. 10)

En general, el producto de dos cantidades infinitas, o infinitamente pequenas, del primer
orden es infinitamente mas grande o infinitamente mas pequefio que cada uno de sus
factores. En efecto, xy:y 2 x:1 [..]. Un razonamiento semejante permite ver un producto o

una potencia.

Observemos bien esta diferencia en la comparacion de los infinitos o de los
infinitamente pequenios, entre ellos o frente a cantidades respecto a las cuales son
infinitos o infinitamente pequenos, relativamente. Si x es infinito frente a a, nada
puede medir su razon; empero, bajo la misma hipdtesis, la razon de x a x,
multiplicada o dividida por o entre cualquier nimero finito que se quiera, serd una
razom finita; asi, x infinito o infinitamente pequeno es incompatible frente a a,
supuesto éste numero finito; sin embargo, no lo es frente a ax, ya que x €s a
ax :: 1:a. (Bezout, 1999, pp.11)

En este punto se aclara la idea de un concepto base del enfoque infinitesimalista del Célculo.

§5. Para expresar mediante el Cdlculo que wuna cantidad x es infinita en
comparacion de otra a o, .., para expresar que a es infinitamente pequena frente a
X, es menester, en la expresion algebraica que relacione a estas cantidades, eliminara
todas las potencias de x inferiores a la mds elevada y, por lo tanto, también a los

términos sin x. Por ejemplo, si en

3x+a
5x+b
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. e .., ,3x .3
se supone que X es infinito frente a a y b se suprimirdn a y b y se tendrd el

3x+a . 34/
equivale a .| que
sx+b 4 54D/ [-] 4

3x+a
5x+b’

deberd reducirse a %.(]bz'd., p. 11, 12)

como valor de cuando x es infinito. En efecto,

Mientras mas se avanza en la lectura de este texto, nos encontramos con un lenguaje
confuso, muy probablemente por la redaccién, en espanol al menos, justificando situaciones
como x% + ax + b = x? si x es infinita (infinitamente grande), as{ como x? 4+ ax = ax si x es
infinitamente pequefia; buscando que el lector no tenga temor en realizar estas
comparaciones al omitir cantidades infinitesimales. Bezout lo dice asi:

[..] por el contrario, no es sino por estas omisiones que se expresa lo que se desea
expresar. Ahora bien, si al suponer que x es infinito no se eliminaran los términos

que acabamos de senalar, no se responderia a lo que se demanda. (Ibid., p.12)

Para justificar las afirmaciones anteriores, Bezout hace demostraciones, por asi llamarlas,

como la siguiente:

w N

. ., 123 . ., X . .
Imagina la sucesion S130g0 €5 decir la sucesion T3 que se aprozima sin cesar a la

unidad...

En términos actuales refeririamos la cuestion al limite de la sucesion, esto es,

X
lim —=1
X290 x41

[..] para obtener el dltimo término de la sucesion hay que suponer x infinito, es

. X X . .y - . .
decir, x + 1 = x entonces T la omision del término +1, lejos de alterar la

conclusion es, al contrario, la que la da como debe ser. (Ibid., p.13)

Ademss, describe en textos largos acciones matematicas que bien podrian compactarse para
hacer menos cansada la lectura. Lo curioso es que se trata de un texto para alumnos de la
Escuela Politécnica de Paris para el curso de mecanica, y hasta el momento, no ha sido
sencillo de leer, lo cual repercute en el objetivo de ser un texto diddctico. Sin embargo, busca
a toda costa, aunque no con suma precision, aclarar la idea de cantidades infinitas o

infinitamente pequenas.
Flementos del Calculo Diferencial

Una vez que se ha aclarado la manipulacién de las cantidades infinitamente grandes, o bien,
infinitamente pequenas, Bezout enuncia los elementos del calculo diferencial. Asi,
considerando una cantidad variable que crece por grados infinitamente pequerios, define la
diferencial:

§6. La diferencia del valor de una cantidad en un instante cualquiera y el valor de
esta misma cantidad en el instante inmediatamente siguiente, es el incremento
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(decremento) que recibe esta cantidad: a esto es a lo que se le llama diferencial de
esta cantidad. (Ibid., p.14)

Respecto a la notacién, dx o dy representan las diferenciales de x o y, cantidades simples;
mientras que d(x?) o d(Vx2 — a?) representan las diferenciales de x2 o Vx2 — a2, cantidades
compuestas. Ademds, usa las tultimas letras del alfabeto t,u,v,x,y,z para representar

cantidades variables y las primeras letras a, b, ¢, e para representar constantes.

Los siguientes ejemplos muestran el uso de las reglas para el cdlculo de diferenciales de
cantidades variables que en palabras de Bezout seria: “no hay otra cosa que hacer sino

afectar cada variable con la caracteristica d”.

$§8. dx+y—2z)=dx+dy—dz. [.] En efecto, como x se hizo x +dx, y se hizo
yv+dy yz se hizo z+ dz, entonces, la cantidad propuesta x +y — z se convirtic en
x+dx+y+dy—z—dz, y al formar la diferencia de esos dos estados se tendrd
x+dx+y+dy—z—dz—x—y+2z; es decir, d(x+y—2z)=dx+dy—dz. (Ibid.,
p. 14)

Cuando nos preguntamos ;cudl es la diferencial de una constante, por ejemplo b?, Bezout
responde de una manera indiscutible: d(b) = 0 pues siendo b una constante, no tiene

incrementos, y por lo tanto no tiene diferencial.

§9. Para diferenciar un producto como d(xy) habrd que seguir la reglasiguiente:
Diferencie sucesivamente respecto a cada variable, como si todo el resto fuera
multiplicador constante. Asi d(xy) = xdy + ydx.

Justificacion: [..] como x se hizo x +dx ey se hizo y + dy entonces (x + dx)(y +
dy) = xy + xdy + ydx + dxdy; la diferencia de los dos estados es xy + xdy + ydx +
dxdy — xy = xdy + ydx + dxdy, pero dxdy se habrd de omitir porque dx y dy son
cantidades infinitamente pequenas. Entonces, finalmented(xy) = xdy + ydx. (Ibid.,
pp. 15, 16)

Es notable, como lo fue en los trabajos de Leibniz plasmados en el libro de 1" Hopital, la
facilidad con la que se puede obtener la diferencial de un producto, asi como la comprensién
de su justificacién, que me atrevo a considerar que resultaria evidente también para un
estudiante en su iniciacién al Calculo. De la misma manera se veran las reglas de
diferenciacién restantes. Observemos la diferencial de la potencia de una cantidad variable:

§10. Si la cantidad propuesta es una potencia de una cantidad variable siga esta
regla: maltiple por el exponente, disminuya a este exponente en una unidad y
multiplique por la diferencial de la variable. Asi, d(x™) = mx™ Ydx. (Ibid., p.16)

Justificacién: como x se transforma en x + dx entonces x™ se hace (x + dx)™, esto es

-1
x™m+mx™ ldx +m- x™2dx? + etc.
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Dado que m - mT_lxm_zdxz es infinitamente pequenio de segundo orden y los que le suceden

son atin de érdenes inferiores, la serie se reduce x™ + mx™ 1dx; por lo tanto, la diferencia de
los dos estados x™ + mx™ tdx — x™ es d(x™) = mx™ 1dx para cualquier exponente m.

Se puede observar en estos tres ejemplos que las reglas son relativamente sencillos para
diferenciar cantidades y, en la practica, el procedimiento es muy similar al que realizamos
hoy en dia obteniendo los mismos resultados. La problematica radica en la justificacion de
esas omisiones, en si, en la manipulacién de las cantidades infinitesimales que Bezout intenta
aclarar al lector desde un inicio; tales explicaciones pueden parecer carentes de precision, sin
embargo, resuelve con exactitud éstos y muchos méas problemas.

De la misma manera, expresa la diferencial de un cociente mostrando varios ejemplos,

asi como la diferencial de funciones trascendentes; tal es el caso de la diferencial de sen z.

§21. [..] para calcular d(senz) hay que imaginarse que el dngulo z se hace z + dz y
sen(z +dz) —senz =d(senz). Como sen(z+ dz) =senzcosdz+ sendzcosz y
suponiendo el radio = 1, el seno de un arco infinitamente pequeno dz es ese mismo
arco y su coseno no difiere del radio, se tendrd pues sendz = dz y cosdz =1, y por

lo tanto, sen(z + dz) = senz + dz cos z. Entonces,
sen(z + dz) —senz = d(senz) = dzcos z.(Ibid., p.22)

Nuevamente se considera, como lo hacia Leibniz, que para un angulo infinitamente pequetio,

el arco se convierte en recto, obteniendo un resultado veraz.

Respecto a las aplicaciones de esta serie de reglas que conforman la herramienta llamada
calculo diferencial, a la manera de Bezout, podemos mencionar la siguiente.

§28. Para trazar una tangente a una linea curva cualquiera T
AM (figura 1) se concibe esta linea curva como un poligono de

una infinidad de lados infinitamente pequenos: la prolongacion A
MT de uno de esos lados (Mn) es la tangente, que se
determina, para cada punto M, calculando el valor de la b1
subtangente PT; o de la parte de la linea sobre la cual se p
cuentan las abscisas, comprendida entre la ordenada PM y el Q
punto de encuentro T de esta tangente. (Ibid., p.29)

De la figura, Bezout destaca que AMrm~ATPMde donde rm:rM :: PM: PTy, si llamamos
AP =x y PM = yse tiene que Pp =rM =dx y que rm = dy. Entonces dy:dx :: y: PT, es

. d .
decir, PT = %7 la subtangente de cualquier curva.
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Similarmente, AMrm~AMPQ de donde dx:dy :: y: PQ, asi PQ = %, la subnormal de

. . ., . .z b?
cualquier curva.Vemos la aplicacién en la elipse cuya ecuacién sea y? = s (ax — x?) como lo

describe Bezout.
. . . _ bb _ . odx — 2aay
[..] Diferencio esta ecuacion, 2ydy = o (adx — 2xdx), extraigo 3 — apb—2bbx’ l

.. ydx , ydx 2aay?
sustituiren —, tendré — = ————;
dy’ dy abb-2bbx’ y

y reduciendo obtendré

finalmente introduciendo yy = % (ax — xx)

ydx _ _ 2(ax-xx) _ ax—xx .
W = PT =——== T (Ibid., p. 30)

Con esto, Bezout confirma cémo la omision de las cantidades infinitamente pequenas de
segundo orden, frente a las de primer orden, permite obtener el mismo resultado que en la
aplicacion del Algebra a la Geometria, métodos por los cuales se conocia ya este resultado.
Pero es esta cuestion la que da lugar nuevamente a la polémica sobre la aceptacion de éste
calculo como un método matemético riguroso para los cientificos de aquella época y de la
actual.

Con estas mismas reglas del Célculo Diferencial se da solucién a una gran cantidad de
problemas como el anterior, asi como problemas de méximos y minimos dentro de los cuéles
podemos mencionar el siguiente: Entre todos los paralelepipedos con la misma superficie y
misma altura, jcudl es el que tiene la mayor capacidad?

§53. Denotemos h la altura y S la superficie del paralelepipedo, x y y los dos lados
del rectangulo que le sirve de base.. Asi, la superficie total S tiene por expresion
2hx + 2hy + 2xy = c¢. La capacidad es simplemente hxy. Para que ésta sea la mayor
de todas las que tengan la misma superficie, es necesario que se tenga hxdy +
hydx = 0, que es xdy + ydx = 0.

Pero la ecuacion 2hx + 2hy + 2xy = cc, que expresa que la superficie de todos estos
paralelepipedos es constante, da 2hdx + 2hdy + 2xdy + 2ydx = 0...(Ibid., p. 55)

. xd .y .
Bezout sustituye dx = _Ty en la ecuaciéon anterior concluyendo que y =x, ya que

_ 2hxdy 2hxdy
y

superficie total se expresa como 2hx + 2hx + 2x? = ¢? reduciéndose a 2x% + 4hx — c¢? = 0.

Resolviendo esta dultima ecuaciéon obtiene que la solucién es x = —h + h2+562 sin

2xydy

+2hdy+2xdy—T—O = 2hdy = = y=x. Con lo cual, la S la

considerar la raiz negativa por no resolver el problema.

Este es un ejemplo de la sencillez del método para la resolucion de problemas de
aplicacion, problemas que estan presentes en el quehacer del Ingeniero y, por ende, son
problemas que se estudian a profundidad en las escuelas de Ingenieria.
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De todo lo citado en este capitulo, es indiscutible la efectividad del uso de los
infinitésimos en el Céalculo que emplearon Leibniz, Bezout y I'Hopital. Incluso Newton, con
cautela en la definicion de las cantidades evanescentes, resuelve muy similarmente
problemas.

3.2 La busqueda del rigor y el Analisis de Cauchy

A lo largo de este capitulo, se han mencionado las cuestiones que generaron la problemética
sobre si el Céalculo que presentaba Leibniz y sus seguidores, I'Hopital o Bezout, entre otros,
conforman una herramienta que tenga las “virtudes” necesarias para que sea merecedora de
estar incorporada en el compendio de las Matematicas, en donde se sustentan el rigor y la
justificacion de tales herramientas.

Lo anterior no puede negarse, pero, jacaso un estudiante de ingenieria que afirma que
24+ 0.000001 = 2 no estd haciendo matemaéticas? Si ésta es una préactica comin que permite
resolver problemas de su area y que, ademas, no entra en conflicto con el estudiante sobre su
veracidad, por qué tratar de desechar esta idea y reemplazarla por otra que goza del
“privilegio” del rigor, lo cual puede llevarlo a la confusién y, por qué no, a limitar su ingenio

para abordar y resolver problemas.

Es indudable que la necesidad de justificar los resultados matematicos y el rigor logico,
motivaron el desarrollo de la matemaéatica; particularmente, la matematica pura. Una
matematica abstracta que es 1til para el robustecimiento del conocimiento y la evolucion de
esta ciencia, obteniéndose cada vez mas nuevos resultados, pero alejada de aplicaciones

practicas para resolver problemas en la matematica misma y en otras ciencias.

Es decir, si bien es cierto que el rigor y la légica permitieron el desarrollo de la
matematica, también es cierto que esto motivd un menosprecio de las ideas intuitivas y
geométricas que originaron el Calculo, como lo impusieron Cauchy y Weiestrass.

No olvidemos que el Anéalisis Matematico es la continuacién del estudio de los conceptos
del Calculo, centrandose fundamentalmente en las propiedades de los ntumeros. Dos
conceptos son primordiales en el estudio de estas dos ramas de las matematicas, el de funcion
y el de niimero; sobre éstos descansa el rigor establecido por Cauchy.
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Capitulo 4

E1 Calculo en la escuela

4.1 La diferencial en los textos de Calculo en el siglo
XIX

4.1.1 Eliminacion de los infinitesimales del Calculo

Como hemos visto en los capitulos anteriores, con la propuesta de Lagrange (1736-1813) y
bajo el supuesto de que las versiones existentes carecian del rigor necesario para la época,
comenzaron a explorarse propuestas del calculo en las que no se recurriera, entre otras ideas,
a las cantidades infinitamente pequenas, las fluxiones, las cantidades evanescentes. Y fue
precisamente la propuesta de Lagrange la que marcé el camino hacia la presentacion del
Célculo que se conserva hasta nuestros dias, aunque con algunas precisiones:

El camino trazado por Lagrange ejercio una gran influencia en el desarrollo de la
teoria de funciones en una variable y propicié la fundamentacion definitiva del
calculo, lograda por los analistas del XIX, con Gauss, Cauchy y Weiestrass a la
cabeza. (Pardo, 2003)

Podemos decir entonces que, a partir del siglo XIX, los infinitesimales fueron desechados del
quehacer de los matematicos. Sin embargo, en los libros de texto, y por lo tanto en las aulas,

la situacion no se presenté de la misma manera.

En efecto, en los textos de cédlculo el proceso para la eliminacién de los infinitesimales
ocurrié muy lentamente, tomandose alrededor de un siglo, hasta iniciado el siglo XX. Por
otra parte, en los textos a las ciencias basicas y de la ingenieria, los infinitesimales han
seguido utilizandose, incluso hasta nuestros dias. Ahora bien, si fue Lagrange el precursor,
fue Cauchy quien consiguié construir una propuesta que cumpliera las necesidades de rigor
que se esperaban:
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Cauchy dio la primera fundamentacion rigurosa razonablemente exitosa para el
calculo. Comenzando con una precisa definicion de limite, él propuso la teoria
correspondiente a la convergencia, la continuidad, la derivada y la integral del siglo
XIX. (Grabiner, 1981)

En la primera parte de este ultimo capitulo, vamos a estudiar un poco la propuesta de
Cauchy, y en la segunda veremos los efectos que, sobre la ensefianza del calculo, ha tenido la
decisién de adoptar la propuesta de Cauchy como la “tnica correcta”.

4.1.2 El Analisis de Cauchy y los nuevos conceptos basicos

En la tercera década del siglo X1X, Cauchy escribié su Curso de Andlisis, en el que, como
podremos observar, el cdlculo adquiere un aspecto sumamente distinto al de sus origenes y

muy proximo al que se presenta actualmente en los libros de texto.

Vamos a analizar algunos de los principales conceptos que encontramos en el Andlisis de
Cauchy, para lo cual nos hemos basado en la version en castellano del Curso de Andlisis,
editada por la UNAM, que contiene los capitulos I, II, IV, V, VI, X y XI del Andalisis
algebraico (1821), asi como las lecciones 3, 4, 6, 7, 12, 15, 19, 21, 22, 23, 26, 27, 32, 36, 37,
38, v 40, de las Lecciones sobre cdlculo infinitesimal (1823). La traduccién del francés y notas
de esta edicién son de Carlos Alvarez y la introduccién de Jean D’hombres. En la versién
consultada no se cuenta expresamente con la definicién de limite, sin embargo, Sanchez y
Valdés (2004) opinan que:

Cauchy defini6 el limite de una variable: ..cuando los walores atribuidos
sucesivamente a una misma variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo,
de manera que terminan por diferir de €l tan poco como se quiera, este ultimo se
llama limite de los otros.

Podemos afirmar, entonces, que a esta definicién sélo le falta el simbolismo propio de la
matemaética actual. Con este concepto Cauchy pudo hacer una propuesta en la que no se
recurriera a los infinitamente pequefios, al menos como cantidades fijas. Sin embargo, y
debido probablemente a que el término estaba muy arraigado entre los matematicos de la
época, Cauchy propone la siguiente definiciéon:

Decimos que una cantidad variable deviene infinitamente pequena cuando su valor

numérico decrece indefinidamente de manera a converger al limite cero.
Con respecto a esto, Carlos Alvarez hace el siguiente comentario al pie de pédgina:

Se puede wver a partir de esta definicion, cuando Cauchy habla de una cantidad
infinitamente pequena se refiere esencialmente a una cantidad variable cuyo limite es
cero. No creemos que a partir de esta definicién, ni de la caracterizacion que dard a

las cantidades infinitamente pequenas de diversos drdenes, ni tampoco de los
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teoremas que demostrard en este primer apartado, sea posible asequrar que Cauchy
sustenta su Analisis Algebraico sobre un continuo no standard, en el cual hay
infinitésimos al estilo de Leibniz y menos de A. Robinson.

No podemos estar en desacuerdo con Alvarez, sobre todo si tomamos en cuenta que la
eliminacion de los infinitamente pequenos (como cantidades fijas) era uno de los principales
propésitos de Cauchy.

Anadiendo esta definicién a la de limite, Cauchy se encuentra, ahora si, en posicién de
establecer los conceptos del célculo diferencial e integral. Asi, para la continuidad de una
funcién en un intervalo, nos dice:

Sea f(x) una funcion de la wvariable x, y supongamos que, para cada valor de x
intermedio entre dos limites dados, esta funcion admite constantemente un wvalor
unico y finito. Si a partir de un wvalor de x comprendido entre esos limites, se
atribuye a la variable x un incremento infinitamente pequeno a, la funcién misma
recibird como incremento la diferencia

fx+a)—f(x)

que dependerd al mismo tiempo de la nueva variable a y del valor de x. Dado esto, la
funcion f(x) serd, entre los dos limites asignados a la wvariable x, una funcion
continua de esta variable si, para cada valor de x intermedio entre estos limites, el

valor numérico de la diferencia
flx+a)—f(x)

decrece indefinidamente con el de a. En otras palabras, la funcion f(x) permanecerd
continua respecto de x entre los limites dados si, entre esos limites, un incremento
infinitamente pequeno de la variable produce siempre un incremento infinitamente
pequeno de la funcion.

Cabe senalar que aunque los infinitamente pequenos no nos sirven para un estudio adecuado
de las funciones del tipo de la de Dirichlet, dada su discontinuidad en todas partes, este tipo
de funciones poco comunes en problemas fisicos no son de interés en la ingenieria.
Recordemos que el escenario en el que se planteé el uso de los infinitesimales fue
precisamente en busqueda de soluciones para los problemas a los que se enfrentaban en esa
época, tal es el caso de problemas de mecéanica.

Para la derivada, y partiendo de la suposicién de que la funcién es continua en un intervalo,

encontramos lo siguiente:

Cuando la funcion y = f(x) permanece continua, entre dos limites dados de la
variable x y si se asigna a esta variable un valor comprendido entre esos dos limites,
un incremento infinitamente pequeno atribuido a la variable produce un incremento
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infinitamente pequeno de la funcion. En consecuencia, si se hace Ax =i, los dos
términos de la razén de las diferencias

By _fG+D =)

Ax i 1

seran cantidades infinitamente pequenas. Pero mientras que estos dos términos se
aproziman indefinidamente y de manera simultdnea al limite cero, la razéon misma
podrd converger a un limite, ya sea positivo o negativo. Este limite, cuando existe,
tiene un wvalor determinado para cada valor particular de x. (..) Para indicar esta
dependencia se da a la nueva funcion el nombre de funcion derivada, y se redesigna,
con ayuda de un apdstrofe, mediante la notacion

y' oo fl(0)

Para la diferencial, y suponiendo, como es de esperar, que el incremento de la variable es una
cantidad finita, encontramos lo siguiente:

Sean como siempre y = f(x) una funcion de la wvariable independiente x, i una
cantidad infinitamente pequena, y h una cantidad finita. Si se hace i = ah, a serd

también una cantidad infinitamente pequena y se tendrd la identidad

fx+D)—f(x) flx+ah)—f(x)
i B ah ’

de donde se concluird

f(x+ah)—f(x):f(xH)—f(x)h

a 4

(2)

Cuando la variable a se aproxima indefinidamente a cero y la cantidad h permanece
constante, el primer miembro de la ecuacion (2) converge hacia un limite que es

llamado la diferencial de la funcion y = f(x). Se indicard esta diferencial por la
caracteristica d, (..) asi que df (x) = hf'(x).

Asi pues, a partir de entonces tenemos que la diferencial se define después de la derivada, lo
que equivaldria, en Mecanica, a definir primero la velocidad (o rapidez) de una particula y
luego el desplazamiento como el producto de la velocidad por el tiempo empleado por la
particula en conseguir dicho desplazamiento.

En un texto posterior titulado FEjercicios de Andlisis y de Fisico Matemdtica (1844),
Cauchy comienza como lo hicieran antes L’Hopital, Euler o Lagrange, con una resena
historica, exponiendo los logros obtenidos con las versiones anteriores del calculo, asi como
las dificultades o deficiencias de las mismas.

En dicha obra, y después de senalar las deficiencias de las versiones de Leibniz, Newton
o Lagrange, Cauchy indica cémo concebir correctamente la diferencial:
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Se pueden eliminar las dificultades que acabamos de senalar, cuando se considera
una funcion derivada como el limite de la razén entre los crecimientos infinitamente
pequenos y simultineos de la funcion dada y de la variable de la que depende.
Adoptando esa definicion se podrd, como algunos autores, denominar diferencial de
la variable independiente al crecimiento de esa variable, y diferencial de la funcion
dada al producto de la funcion derivada por la diferencial de la variable.

Enseguida, en los Ejercicios, Cauchy recurre a la definicién anterior, y a un simbolismo mas
cercano al actual, para decirnos que:

Dicho lo anterior, sea s una variable distinta de la variable primitiva t. En virtud de

las definiciones adoptadas, la razén entre las diferenciales
ds, dt,

serd el limite de la razon entre los incrementos infinitamente pequenos

As, At
Se tendrd entonces,
ds i As 3
dt ~ A ®

Regresando al Curso de Andlisis, tenemos que, para definir la integral definida, Cauchy

comienza por definir una particiéon de un intervalo [x, X]:

Supongamos que la funcion y = f(x)es continua respecto a la variable x entre dos
limites  finitos x =x9 , x =X . Supongamos también que se designan por
X1, X5, ey Xn_q nuevos walores de x interpuestos entre esos limites y que vayan
creciendo o decreciendo desde el primer limite hasta el sequndo. Serd posible servirse

de esos valores para dividir a la diferencia X — xo en los elementos
xl_xo,xZ_xl,X3_xZ, ...,X_xn_l (4’)
que seran todos del mismo signo.

Enseguida define la suma “izquierda”, es decir, la suma de los productos f(x;)Ax, =

fOa) (e — x1):

..Consideremos ahora que cada elemento se multiplica por el wvalor f(x) que
corresponde al origen de ese mismo elemento; a saber, el elemento x; —xy por
f(xo), el elemento x; — x1 por f(x1).., en fin, el elemento X — xp_1 por f(xXp—1); y
sea

S =0 —x0)f (xo) + (xp —x1)f (1) + -+ (X — xpp_ 1) f (1) (5)
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la suma de los productos asi obtenidos. La cantidad S claramente dependerd: tanto
del nimero n de elementos en los que se haya dividido la diferencia X — xy; como de

los valores de los elementos y, en consecuencia, del modo de division adoptado.

Después observa que, si el nimero de subintervalos es muy grande, y la longitud de cada uno
de ellos es pequena, el valor de S tendera a ser el mismo.

..Es importante observar que si los valores numéricos de los elementos devienen muy
pequenos y el nimero n muy grande, el modo de division sélo tendrd una influencia

insensible sobre el valor de S.

Finalmente, una vez que prueba que la suma tiene un limite, da la definicion de integral

definida:

..Luego, cuando los elementos de la diferencia X —x, devienen infinitamente
pequenos, el modo de division tiene sobre el wvalor de S tan sélo una influencia
insensible; y si se hacen decrecer indefinidamente los valores numéricos de esos
elementos, al aumentar su numero, el valor de S terminard por ser sensiblemente
constante o, en otras palabras, terminard por alcanzar wun cierto limite que
dependerd unicamente de la forma de la funcion f(x) y de los valores extremos xq y

X de la variable x.
Este limite es lo que llamamos una integral definida.

Resulta importante indicar que la biisqueda del rigor trajo aparejada la descontextualizacion
del célculo, debido a que los conceptos utilizados en las versiones anteriores a Cauchy,
particularmente las de Leibniz y Newton, surgieron asociados con una determinada
problematica. En el caso de los infinitesimales, estos fueron utilizados, originalmente, para el
estudio de la geometria de las curvas; mientras que las fluxiones sirvieron a Newton para
explicar el movimiento y el cambio.

Tal situacion es claramente expuesta por Jean D'Hombres en el prologo de la edicién en
espafiol del Curso de Analisis:

En el Andlisis Algebraico Cauchy no hace ninguna referencia a la fisica matemdtica,
a pesar de que él mismo la cultive con mucho talento, y no parece interesarse en el
conocimiento del mundo sensible ni en las aplicaciones de la ciencia matemdtica; a
pesar de que el texto aparece en una época de mucha actividad, en la que Francia
intento recuperarse de su retraso frente a la Inglaterra de la revolucion industrial v,
sobre todo, a pesar de que el texto se dirige a los alumnos de una escuela encargada
de formar a los cuadros técnicos del Estado y, en menor medida, a los de la
industria. Si bien no es el primer terto de matemdticas puras, la obra de Cauchy es
tal vez la primera, en andlisis, que por sus objetivos, no intenta ninguna justificacion
ajena a las relaciones intrinsecamente matemdticas. Muy sintomatica es también la

diferencia con manuales como los de Bezout, sus cursos de matemdticas para el uso
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de la artilleria o para el uso de los gquardias de la marina, redactados cincuenta anos
antes, pero editados en la época de Cauchy y en los cuales muchas pdginas evocan
las aplicaciones, libros en los cuales el cdlculo diferencial mismo no se presenta sino

como preliminar a la mecdnica y solo para su utilizacion prdctica.

Asi pues, como lo indica D’hombres, el acercamiento de Cauchy no presupone el interés por
resolver determinados problemas, ya sea de cardcter geométrico o fisico, no aborda ningin
problema de este tipo; sus objetivos son totalmente distintos a los de L’Hopital. Y a
diferencia de Lagrange, quien a pesar de haber hecho una presentacion de los conceptos de su
teoria de manera descontextualizada, dedicaba, sin embargo, el resto de su obra a las
aplicaciones a la geometria y a la mecanica, Cauchy no mostraba ningin interés en

aplicacion alguna.

4.1.3 La diferencial en los textos de Calculo del siglo X1x

Una vez que las cantidades infinitamente pequenas fueron desechadas, lo mismo tuvo que
ocurrir con todos los conceptos que se definfan con base en las mismas. Asi pues, la
diferencial, que en el célculo leibniziano era un incremento infinitesimal de una variable, dejo

de usarse como tal y tuvo que adquirir un nuevo significado.

Resulta interesante, entonces, observar como es que la diferencial se presentaba en los
textos de Célculo, durante el primer siglo posterior a la publicacion del Andlisis de Cauchy.
Para ello tomaremos textos con diferentes preferencias en cuanto a la versién del calculo a la

que recurrian.

Comenzaremos con dos textos de los que podriamos senalar como cercanos a la version
de Lagrange, el texto francés de Lacroix, de mediados del siglo XIX, y el mexicano de Diaz
Covarrubias, de fines del siglo XIX.

Luego veremos un texto estadounidense, de Johnson, publicado a finales del siglo XIX,
cuyo autor manifiesta su preferencia por el célculo newtoniano, y terminaremos con otro
texto estadounidense de Bowser, de finales del siglo XIX, en el que se utiliza la versién
leibniziana del célculo.

Tenemos pues que Lacroix indicaba:

.tomaré como ejemplo la funcién u = ax®. Poniendo x + h en el lugar de x y

restando la cantidad ax3del resultado, se ha obtenido, en la expresion
u' —u = 3a’x + 3ax? + ah3,

el primer término 3a’xh de esta diferencia, que no es sino una porcion de la

misma, se llama diferencial, y se le designa por du.. (Lacroiz, 1937, p. 5)
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Vemos, pues, que en el desarrollo en serie de potencias (o serie de Taylor) para expresar el
incremento de la funcién (al que llama diferencia), Lacroix reconoce al primer término del
desarrollo como la diferencial, es decir, ve a la diferencial (de la variable dependiente) como
la aproximacién lineal del incremento, que es como se presenta en los textos actuales de
calculo. Por supuesto, tanto h como du, los incrementos de las variables, son cantidades

finitas.

En el caso del texto de Diaz Covarrubias, encontramos que para definir la diferencial se

recurre a una figura muy similar a aquellas que encontramos en los textos actuales:
.y hallaremos ast para el dngulo de direccion de la tangente:
cotT = nax™ !

Bl valor de su primer miembro se expresa (habitualmente) por una relacion tal

como las que suministran las lineas

OR _FG DE
MR MG ME’

equivalentes todas a cotT;

Y si recordamos que primitivamente esta relacion es la de los incrementos y' —y y
h de las coordenadas, podremos representar en general el wvalor de cotT por la

relacion % que se lee: diferencial de y dividida por diferencial de x . (Diaz

Covarrubias, 1890, p. 29)

; ; . . .. . ., dy ,
Asi pues, vemos que Diaz Covarrubias relaciona el coeficiente diferencial -, o con el angulo

que forma la tangente con el eje de abscisas, sino con el formado con el eje de ordenadas, de
manera que el valor de tal coeficiente diferencial es la cotangente del dngulo de referencia (el
de inclinacién de la recta tangente), y no la tangente, como ocurre en la versién usada

actualmente.
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Por otra parte, la lectura del simbolo % como “diferencial de y dividida por la

diferencial de x” es claramente leibniziana pero sélo en cuanto a la notacién, ya que mas
adelante Diaz Covarrubias nos indica que:

La palabra diferencial, tomada como diminutivo de la voz diferencia, representaba en
el sistema de cdlculo infinitesimal establecido por Leibnitz, un incremento muy
pequeno de la variable correspondiente, o infinitamente pequeno, segun la expresion
de aquel ilustre geometra. Aunque por conveniencia y por sujetarme a la costumbre
he conservado las mismas notaciones, su significado no envuelve en mi sistema idea
alguna de determinada magnitud, pues dy y dx pueden ser tan grandes o tan

. . . ) .
pequenas como se quiera, con tal que guarden entre si la relacion é = cotT. (Diaz

Covarrubias, 1890, p. 29)

En cuanto al texto de Johnson, éste se dice partidario de la concepcién newtoniana de las
(altimas) razones y del método funcional de la derivada, pero mds, del de los limites.
Respecto del concepto de diferencial, al igual que Diaz Covarrubias, elude las cantidades
infinitesimales, pero, en lugar de la recta tangente, recurre al movimiento rectilineo:

La medida de la razon de cambio en un instante dado es tomada como la misma que
aquella que la variable velocidad representa; es el incremento que habria recibido en
la unidad de tiempo, si la razon hubiese permanecido constante durante el intervalo
completo.

El incremento que habria recibido x en un intervalo determinado de tiempo, bajo la
hipdtesis mencionada, es llamado diferencial. Tal incremento hipotético es denotado
por dz; mientras que el intervalo de tiempo al que corresponde, denotado por dt, es

llamado diferencial de tiempo...

. . d . . . . . .
De aqui se sigue que é serd la medida de la razon de cambio de x, no importa cudl

sea el valor de dt. (Johnson, 1904, pp. 17-18)

Por otra parte, a partir de lo mencionado en los péarrafos antes reproducidos, y suponiendo
que el estudiante tiene una concepcién de la recta tangente, a través del movimiento, el
autor explica la relacion entre las diferenciales (dx y dy), en términos de la direccién de la

curva:

Considérese la curva de la figura, que es la grdfica de la funciony = f(x). Ya que
hemos asumido que la razon de cambio de x es constante, la razon de y es variable.
Cuando el punto llega a una posicion particular P, supongamos que y adquiere, a

partir de ahi, un valor constante.
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El punto en movimiento tendria que describir, entonces, la linea recta PPy la
direccion constante que de esta linea exhibe la direccion del punto movil en la curva,

en el instante en el que pasa por P.

Esta linea que pasa por un punto dado de la recta y que tiene la direccion de la
curva en tal punto es llamada recta tangente a la curva en ese punto, que es llamado
punto de contacto. (Johnson, 1904, p. 27)

En el caso de Bowser, quien se manifiesta partidario de la version leibniziana del calculo, en
el capitulo III, que dedica al “método de los limites”, se hace una presentacion de los
conceptos de limite y derivada de una manera parecida a la de los textos actuales, pero de
ninguna manera define el limite con “épsilon y delta”.

Podemos decir, entonces, que este autor opina que aun el “método de los limites”, con
todo su rigor, puede coexistir con otros en el mismo libro. Ahora bien, en cuanto a las
cantidades infinitesimales y la diferencial, nos dice que:

Una cantidad infinita, o un infinito, es una cantidad que es mayor que cualquier
cantidad asignable. Un infinitesimal es una cantidad que es menor que cualquier cantidad

asignable...

Si suponemos que una variable, como x, experimenta un cambio, tal cambio es llamado
un incremento; el incremento de x es usualmente denotado por Ax, que se lee “diferencia x”,
o “delta x”, donde A es tomada como una abreviaciéon de la palabra diferencia...

Cuando el incremento o diferencia se supone infinitamente pequena, o infinitesimal, es
llamada una diferencial, y es representada por dx, que se lee “diferencial x”, donde d es una
abreviacion de la palabra diferencial.. (Bowser, 1928, p. 7, 15)

Observamos entonces dos cosas, la primera, que la definicién para la diferencial coincide
con la dada en la época de Leibniz (con més de dos siglos de diferencia) y la segunda, que el
autor define un infinitesimal como una cantidad que, siendo positiva, es decir, mayor que

cero, es menor que cualquier ntimero real.

Al parecer, este es uno de los ultimos autores que se atrevieron a utilizar los
infinitesimales (como cantidades fijas) en un texto de cdlculo. Podemos afirmar entonces que,
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a pesar de que el Andlisis de Cauchy fue publicado en los afios 20 del siglo XIX, tardé més de
un siglo para que fuese utilizado en las aulas.

En el prefacio de los libros del siglo XIX podemos observar un poco las razones de ello.
Por ejemplo Browser, en el prefacio de su texto de calculo dice lo siguiente:

El presente trabajo sobre Cadlculo Diferencial e Integral estd diseniado como un libro
de texto para bachillerato y escuelas cientificas. El propdsito ha sido el de exhibir la
materia de una manera concisa y simple aunque consistente con el rigor de la
demostracion, para hacerlo tan atractivo al principiante como la naturaleza del
Cidlculo lo permita...

He adoptado el método de los infinitesimales, habiendo aprendido de la experiencia
que los principios fundamentales de la materia resultan ser mds inteligibles a los
principiantes con el método de los infinitesimales que con el de los limites, ademds
de que, en las aplicaciones prdcticas del Cdlculo, las investigaciones son realizadas
totalmente por el método de los infinitesimales. Sin embargo, un conocimiento mds
profundo de la materia requiere que el estudiante esté familiarizado con ambos
métodos, razon por la cual el capitulo Il estd dedicado exclusivamente al método de
los limites...

Asi pues, este autor considera que los distintos métodos son complementarios entre si, y que

la versién leibniziana es la mas apropiada para la modelacién y la ensenanza.

Por otra parte, aproximadamente medio siglo antes, un autor francés, Boucharlat, habia
manifestado la misma inquietud de tomar elementos de cada una de las tres propuestas; la
de los infinitesimales de Leibniz, la de los limites de Newton, y la algebraica de Lagrange,
con la finalidad de conformar un contenido més accesible a los estudiantes:

El método de los infinitamente pequenos, no es sino un medio expedito de encontrar
los diferenciales de diversas funciones, €l grava sus diferenciales en nuestra memoria
mediante figuras geométricas reducidas al dltimo grado de simplicidad, y que hablan
mas a la imaginacion que las ideas abstractas; en fin, este método deviene
indispensable en las partes altas de la mecdnica y la astronomia, en donde, sin €l, la

resolucion de los problemas tendrian una extrema dificultad...

St el método de los limites complementa al de los infinitamente pequenos,
rectificando aquello poco que este ltimo podia tener defectuoso, el método de
Lagrange complementa a su vez al de los limites, haciendo depender los coeficientes
diferenciales de la pura Algebra. Se puede entonces considerar entonces a estos tres
métodos como formando uno solo.. (Boucharlat, 1858, pp. vi-vii del prefacio)

Podemos reconocer, entonces, que para algunos de los autores de libros para la ensefianza del
calculo, en el siglo XIX, resultaba sumamente importante el aspecto didéctico. Se pretendia
tomar los elementos positivos de cada versiéon para conseguir un texto que resultara mas
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accesible para quienes se iniciaban en el estudio de esta ciencia, y, al mismo tiempo, tratar
de corregir las deficiencias que, desde el punto de vista del rigor, pudiera tener alguna de
ellas.

4.2 Los textos del siglo XX

Ahora vamos a examinar las consecuencias que, en relacién con la ensefianza y el aprendizaje
del célculo, han ocurrido a partir de la instalacién en las aulas de la presentacién del célculo
con base en el moderno concepto de limite.

Sin duda, las concepciones en las que se basa una teoria y sus efectos en la formacién
académica de los estudiantes dependen, en buena medida, de los libros de texto utilizados
para desarrollar el curso en el que se trata esta teoria; los cuales, a su vez, fueron elaborados
por personas que se basaron en las fuentes originales o, si es el caso, en las fuentes que
creyeron lo més cercanos a las originales. Es decir, en nuestro caso los libros de texto
utilizados en los cursos de Célculo en las escuelas de ingenieria y las publicaciones originales,
conforman la fuente principal para abordar y desarrollar nuestro problema de investigacion.

Asi, lo que haremos enseguida serd recurrir a los libros de texto utilizados en las escuelas
de ingenieria para ver cudl de los acercamientos se estan utilizando. Ademas, para estudiar el
nivel en que los profesores manejan estas concepciones, se aplicard un cuestionario a

profesores que imparten la materia de Calculo en la facultad de ingenieria eléctrica.

Considerando que en la mayorfa de las ingenierias de la UMSNH se tienen como textos
base, en la bibliografia de sus programas, libros cuya estructura y tratamiento no difieren
mucho entre ellos; se optd por analizar solo algunos de ellos, los cuales se enlistan a
continuacion:

EL CALCULO con geometria analitica, de Louis Leithold. Editorial Harla, 1984, 42

edicién.

Calculo. Trascendentes Tempranas, de James Steward. Thomson Editores, 1997, 3%
edicion.

Cdlculo de varias variables de William McCallum (et al.).
Cadlculo con Geometria Analitica, de Dennis Zill. Iberoamericana, México, 1987.

Cdlculo y Geometria Analitica, de Larson, Ronald E. y Hostetler, Robert P. Mcgraw
Hill, 3a. Edicion. México, 1989.

Cdlculo con Geometria Analitica, de Earl W. Swokowski. Iberoamérica. México, 1989

A continuacién realizamos una revision y andlisis de algunos de estos. El primero es el
Leithold, que, por su lenguaje y presentacién, lo identificamos en un extremo como arido y,
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sin embargo, se usa para impartir los cursos. El segundo que analizamos es el Stewart que,
sin duda, es uno de los més socorridos en estas escuelas, por tener cualidades en su escritura
y desarrollo que lo hacen més amigable a los estudiantes; su estructura y tratamiento de los

temas es muy similar a varios otros que existen en el mercado.

Concluimos esta revisiéon con dos libros: el tercero que corresponde a un texto menos
conocido, de Célculo en varias variables de McCallum (et al.) y lo identificamos como el
texto mas pensado y teorizado para la ensenanza y el aprendizaje del Calculo, por la
incorporacién de reflexiones que pretenden establecer un didlogo con los estudiantes, asi
como de elementos de resolucién de problemas, mediante el planteamiento de problemas
planteados en contexto. Finalmente, analizamos el Spivak, libro utilizado en las escuelas de
ciencias de aspectos formales y rigurosos, que se caracteriza por abordar los temas de Célculo
con mayor profundidad conceptual y busca las explicaciones en la estructura de los ntimeros;
es decir, en el analisis.

4.2.1 Observaciones sobre la estructura general de los textos.

En cuanto al texto de Leithold, podemos observar, a primera vista, que en cualquier secciéon
o tema, el lenguaje es un tanto rigido desde el principio. Su apariencia es poco amigable
para un joven que se inicia en el mundo del Céalculo y por lo tanto poco motivante; a pesar
de ello, suele ser un texto socorrido por parte de los profesores de Calculo de algunas escuelas
de nivel superior, como Ingenieria Eléctrica e Ingenieria Mecanica de la Universidad
Michoacana de San Nicolds de Hidalgo.

La estructura general del texto en el desarrollo de un tema es:
Definicién

Teorema y demostracion del mismo

Algunos ejemplos

Listas de ejercicios, en su mayoria rutinarios.

Los problemas resueltos, parte del texto en el que la mayoria de los estudiantes se enfocan,
pretenden ser ejemplos ilustrativos para resolver las listas de ejercicios propuestos, pero
ninguno de ellos se sale de la abstraccién y del planteamiento artificial; no se muestra, por
ejemplo, la utilidad directa con problemas reales de la ingenierfa y/o de la vida cotidiana.

Incluso, algunos de los ejemplos llamados “ilustrativos” son presentados sin ilustraciones
a través de una grafica, esperando, tal vez, que el lector imagine lo que esta sucediendo en el
planteamiento y en la resolucion del problema. Por supuesto, eso no ayuda a que el
estudiante entienda y aprenda los conceptos; al final, el resultado del estudio de esta seccién,
y también quizas de la instruccion, es que el estudiante vea que el sentido de esto no sea més
que tener que aprender un conjunto de reglas que hay que aplicar para obtener un resultado.
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Esto forma parte de una de las caracteristicas del sistema de creencias, identificados por
Schoenfeld (1992), de los estudiantes en cuanto al papel que habran de jugar en el proceso de
ensenanza aprendizaje.

Ejemplos de definiciones

El tratamiento de las definiciones asi como teoremas citados en el texto, se hace a través de
un lenguaje formal.

Integral de linea: Se define rigurosamente con sumas de Riemann (1826-1866)
introduciendo funciones de dos variables. Se conecta con el trabajo realizado por una fuerza
F(f(t), g(t)), alo largo de una curva C.

Integrales maltiples: En todos los casos, se emplean particiones en las regiones para
determinar sumas que definen por ejemplo, el drea o el volumen de dicha regién. En las
graficas se marca el elemento i-ésimo de una particiones y no aparecen d’s para indicar las
diferenciales. Una vez que se ha trabajado formalmente, los ejercicios dejan de resolverse a
través de tales particiones y, sin decirlo, se hace uso implicito de las cantidades infinitamente
pequenas.

Notacién y significado

La notacién es tipica de los textos formales, aparecen € (epsilon’s), A (deltas), X (sigmas),
bolas o discos, etc.

A significa una particion donde los elementos consecutivos estan a una distancia que

tiende cero, es decir, tan proximos como uno quiera.
¥ significa la suma de los pedacitos de la particién.
. Qué problematica se puede abordar?

L Es necesario dedicar mucho tiempo a la rigurosidad de los conceptos si, cuando los
estudiantes de ingenieria aplican el Célculo, lo hacen sin dicha rigurosidad?

[ Qué tan conveniente es ilustrar muchos ejemplos rutinarios y pocos, o tal vez

ninguno, que se conecte con un problema real?

Para ensenar Calculo, es necesario un lenguaje impersonal, demasiado estructurado
y sistematizado?

Por otro lado, el libro evita en lo posible, usar una notacién leibniziana para la derivada y

. . dy . ..
cuando es necesario cambiar de D’s a o hace todo un discurso definiendo y demostrando

por qué podemos hacer Ax =dx y Ay =dy.
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Ahora bien, en cuanto al texto de Stewart observamos, desde sus primeras paginas, que
el autor del texto intenta comunicarse con el estudiante a través de ejemplos e ilustraciones
que van apareciendo en el desarrollo del discurso. Esto hace que el texto sea menos frio e
impersonal que el anterior. Ademads, también hace uso de un espacio en una columna a la
izquierda de la pagina para enfatizar las ideas centrales sobre el tema que se esta
desarrollando, y procura un lenguaje méas familiar al estudiante, claro, en la medida de lo
posible.

La estructura general del libro es al estilo de la de Leithold, con definiciones, teoremas y
demostraciones formales; sin embargo, emplea una mayor cantidad de ejemplos acompanados

de graficas que sirvan al estudiante para comprender lo que se esta haciendo.

Ahora bien, aunque inicialmente plantea que tratard ejemplos con comportamientos del
mundo real, durante el recorrido del libro nos damos cuenta que pocos son los de este tipo;
en su mayoria son abstractos, pero los ilustra bien con graficas.

Definiciones

Aunque reconoce el trabajar con ideas del Calculo infinitesimal, no se desprende de la
formalidad de las sumas de Riemann para definir la integral, asi como de tomar particiones
en regiones con elementos consecutivos tan préoximos como uno quiera.

Notacién y significado

Cuando denota la derivada de una funcién, escribe de una manera graciosa la notacion
introducida por Leibniz. Dice:

d . ., . dy .
- se llama operador de diferenciacién. El simbolo - - Do se debe considerar como una

razén (por lo pronto), sélo como sinénimo de f '(x). No obstante, es muy 1til y sugerente...
(p. 118)

Notacién tipica de textos formales: P (particién), e(epsilon’s), A (deltas), X (sigmas).
(. Qué problematica se puede abordar?

En este libro como en el anterior, ;jpor qué decirle al estudiante que después de todo lo
estudiado con formalidad, existen modos més simples que resuelven los problemas de esta
area, evitando lo que conllevan las sumas de Riemann?

En cuanto al texto de McCallum, resulta interesante su lectura, debido a que la
presentacion y el tratamiento de los conceptos difieren del esquema tipico que envuelve a la
mayoria de los textos de Calculo. En su presentacién se menciona que el libro se hizo con

“con un enfoque moderno”; se basa en resoluciéon de problemas.

A lo largo de sus paginas, el lenguaje utilizado busca acercarse con sencillez al estudiante

a través de ideas intuitivas y, como adelantandose a la pregunta comin “y qué sentido tiene
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el que aprenda esta teoria”, introduce los temas proponiendo un problema en un contexto
real, cuyos elementos constitutivos se pueden visualizar en la naturaleza, en la industria, en
la mecanica, en la vida cotidiana, etc. Esto, resulta atractivo e invita a meterse en el
problema para darle solucion; la intensién es que implicitamente se aprendan los conceptos y
se utilicen las reglas sin el tedio acostumbrado. Ademaés, varias de las subsecciones de cada
tema, responde a cuestiones como: qué significa; como identifico una situaciéon en la que lo

pueda usar; cémo funciona; qué es lo que hace exactamente; entre otras.

En las listas de ejercicios y problemas propuestos, pocos son del tipo rutinario en los que
se deben aprender y ejercitar reglas y procedimientos; otros son problemas interesantes en un

contexto real donde se aplicard las reglas ejercitadas anteriormente.
Notacién y significado
En el tema de coordenadas polares dice:

,Qué es dA? AA = rABAr cuando al hacer la particion o subdivisién de la regién, AG y
Ar son pequenas (tienden a cero), el rectangulo curvo se parece al rectangulo poligonal.
Entonces, puedes considerar que dA = rd@dr.

De igual manera procede con las integrales de linea y las multiples. Con ello, se estd
adoptando una posicion infinitesimalista, aunque esto no se hace explicito.

Definiciones

Una vez que comienza un tema abordando un problema que podemos ubicar como “no
rutinario”, se conduce a las definiciones formales de los conceptos con ejemplos intermedios

que dan pie al entendimiento y construccién de los mismos.

Ya que se ha llegado al acuerdo de que los AA (incrementos de drea) se pueden ver como
dA (diferenciales de drea), se define la integral de linea y de flujo en forma leibniziana, como
algo practico, simple y ttil.

. Qué problematica se puede abordar?

;Cuéles son las ventajas de involucrar a los estudiantes en un problema del mundo

real, que hasta se pudiera experimentar, para comprender los conceptos del Calculo?

Finalmente, en cuanto al texto de Spivak, podemos decir que se trata de un libro que
cominmente se utiliza, como referencia o como texto, en los cursos de Calculo de una
variable en las escuelas de ciencias. Aunque es un libro formal y riguroso, la mayoria de los
capitulos inician con acercamientos intuitivos para arribar a los conceptos, definiciones y
teoremas, lo cual va acompafiado de dibujos y graficas. Frecuentemente, en la seccién de
problemas de un determinado capitulo, plantea problemas que requeriran de la aplicaciéon de
conceptos, definiciones o procedimientos que se veran en uno posterior. Su estudio requiere

de cierta formacién matematica y no es extrano que profesores de matematicas y estudiantes
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de ciencias tengan serias dificultades para entender su contenido y resolver los problemas
planteados.

No es un libro en el que se planteen problemas “de contexto real”, sino que su intencién
es, principalmente, buscar las explicaciones en la matematica misma, mediante las
propiedades estrictas de los ntumeros; es decir, con base en el Anédlisis matematico.
Regularmente, en el desarrollo de un tema, recurre a problemas no triviales en los que va
haciendo notar la necesidad de usar las ideas intuitivas y de contar con herramientas
poderosas para resolver los problemas de Céalculo; posteriormente, en la seccion de problemas
propuestos aparecen problemas de diferente grado de dificultad, identificando los muy
elaborados con uno o dos asteriscos.

A partir del Capitulo 3 el autor intenta mantener un didlogo con el lector mediante
algunas reflexiones, anotaciones, notas historicas; y a pesar de ser suficientemente formal
tanto en su lenguaje, estructura y tratamiento de los temas, no duda en utilizar la intuicién

para guiar al estudiante y en hacer notar cuando se han utilizado ideas infinitesimalistas.

Asi, este libro establece formalmente: i) el concepto de limite con épsilon y deltas,
trabaja con ellos otros teoremas y problemas, algunos de los cuales no son triviales; ii) la
integral a través de los conceptos de supremo e infimo y su equivalente en teoremas donde
aparecen épsilon y deltas, trabaja los teoremas y problemas con estos elementos, pero hace
notar la equivalencia de los rectangulos inferiores y superiores generados por una particién P
con los elementos diferenciales de area. Es decir, para Spivak el tratamiento que le da al
Célculo es la formalizaciéon de las ideas intuitivas que aporta el acercamiento

infinitesimalista.

4.2.2. Derivada y diferencial

Comencemos con el texto de Leithold, en el que, respecto a la derivada se indica lo siguiente:

La derivada de la funcién f, denotada por f', es tal que su walor en cualquier
numero x en el dominio de f, estd dado por

Qe+ Ax) = f(xq)
Ax

"(x) = lim
f'Ge) = fim

si el limite existe.
Respecto de la derivada como pendiente de la recta tangente se dice:

(..) la pendiente de la recta tangente a la grafica de y = f(x) en el punto (xq, f(x1))
es la derivada de f'(xy). f'(x) = Dyf (x). (p. 180)

Y, finalmente, respecto de la diferencial, el autor indica:
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Si la funcion f estd definida por y = f(x), entonces la diferencial de y que se
representa por dy, estd dada por

dy = f'(x)Ax

donde x estd en el dominio de f' y Ax constituye un incremento arbitrario de x. (pp.
342-343)

Aclarando enseguida que:

Para llegar a una definicion adecuada para dx, que sea compatible con la definicion
de dy, consideraremos la funcién identidad f(x) = x. Entonces, f'(x) =1 yy =x;
ast, dy =1-Ax =Ax. Como y =x, queremos que dx sea igual a dy para esta
funcion particular, es decir, que para esta funcion dx = Ax.

Y obtenemos que
dy = f'(x)dx (6)
Al dividir entre dx ambos miembros de esta expresion, tenemos que

%=f’(x) si dx #0 (7)
La ecuacion (7) expresa la derivada como el cociente de dos diferenciales. La

. d . ) . .
notaczonﬁ suele designar la derivada de y con respecto a x, simbolismo que hasta

ahora hemos evitado. (pp. 343-344)

[..] siy=f(x), entonces f'(x) es el cociente de las dos diferenciales dy y dx,
aunque x pueda no ser una variable independiente. (p. 349)

Entonces hace algunas precisiones sobre la notacion leibniziana:

Leibniz fue quien primero empled la notacio’n(;—z para la derivada de y respecto de

X.. Probablemente consideré a dx y dy como pequenos cambios en las variables x y
vy, y que la derivada de y con respecto a x era el cociente de dy y dx cuando dy y
dx se hacen muy pequenos. Leibniz no conocié el concepto de limite tal como lo
conocemos ahora.

dZ

Tenemos el simbolo — para la sequnda derivada de y con respecto a x, la cual
dx?

.. a g . .
corresponde a la notacion ﬁ de Leibniz para la primera derivada de y con respecto

2

. asy .
a x. Sin embargo, no debemos ver == Como un cociente, porque en esta obra no

consideraremos la diferencial de una diferencial. (p. 350)

Una vez que se ha definido la derivada de una funcién, como el limite de un cociente, se
busca definir el concepto de diferencial. Evidentemente resulta problematica la notacién, por
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ello, antes de la diferencial, Leithold expresa la derivada en términos de los incrementos en
las variables x e y; pero se ve forzado a comparar tales incrementos Ax y Ay con las
diferenciales dx y dy, al punto de construir una demostraciéon para poder decir que son
iguales, es decir, el incremento y la diferencial resultan ser lo mismo. Observemos

nuevamente la demostraciéon:

f(x)=x. FEntonces, f'(x)=1 y y=x; asi, dy=1-Ax=Ax. Como y=x,
queremos que dx sea igual a dy para esta funcién particular, es decir, que para esta

funcion dx = Ax.

Evidentemente, en ningin momento justifica por qué dx = Ax. Ahora, si la justificacion
intenta darse al expresar “queremos que dx sea igual a dy”, entonces no son necesarias las
premisas iniciales ya que no influyen ni convencen sobre la veracidad de la argumentacion.
De alguna manera, parece no ser tan clara esta accién; tal vez por ello Leithold cita mas

adelante que ha evitado el uso de la simbologia Z—z para denotar a la derivada de una funcion.

Posteriormente se trabaja en el texto con ecuaciones diferenciales, las cuales se definen

. . . . . . day
como ecuaciones que contienen derivadas o bien diferenciales, esto es, e f(x), que a la

hora de expresarla con diferenciales, simplemente se habla de reescribirla en esos términos.

. . . . . da
Es decir, basta cambiar la forma de escribirlo, dy = f(x)dx, evitando mencionar que d—z se

puede ver como un cociente donde dx puede pasar al otro lado de la ecuacion.

Continuando con la secuencia de contenidos analizados por este texto de Célculo, un
tema a tratar es el de la integral, para lo cual previamente define este concepto con la idea
de operacién inversa de la derivada o diferencial, es decir, la antidiferenciacion; indicando
que el sfmbolo para esta operacién es [ . Dedica algunas paginas para realizar algunas
integrales pensando en la antiderivacién y asi, determinar las férmulas de integracion
conocidas. Este enfoque se interrumpe para conducir al estudiante al conocimiento y manejo
de las sumas, con la finalidad de tratar a la integral como el area de una region, dejando un
espacio en el texto para dicho objetivo. Asi, sin méas predmbulo, comienza a hablar de la
medida del area de una regién poligonal conocidas ya por un estudiante de ingenieria, para
plantearle la problematica de calcular el drea de una regién no poligonal como se ve en la
siguiente gréfica:

¥ Dice:

Queremos asignar un numero A a la medida del
darea R y empleamos wun proceso similar al que
usamos en la definicion del drea de un circulo: El
drea de un circulo se define como el limite de las

areas de los poligonos regulares inscritos, cuando el

X ’ . .
numero de lados aumenta de manera ilimitada...
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En estas ideas estd implicito lo expresado por Arquimedes, que el area de un circulo se puede
aproximar acotandolo por medio de regiones poligonales aumentando el nimero de lados
hasta que la diferencia entre las areas, del circulo y el poligono, sea infinitamente pequena.

Volviendo al texto y al problema planteado de calcular el area de la regiéon mostrada en
la grafica, procede de manera analoga al circulo, basdndose en rectangulos que delimitaran la
regiéon, haciendo una particion en el intervalo [a, b] tan pequefia como se quiera, de tal
manera que la suma de las areas de los rectangulos sea igual al drea de la regiéon R, es decir,

n

A=lim ) f(c;)Ax
n—-oo
i=1

Ecuacion cuyo significado es:

..para cualquier € > 0 existe un ndmero N > 0 tal que |X, f(c;)Ax — A| < € siempre
que n > N, y n es un entero positivo. (p. 399)

Cabe senalar que el usar un lenguaje y notacién como el citado en las lineas anteriores,
involucra una matematica formal con ideas sumamente abstractas y que de manera natural,
un estudiante podria rechazar dada la gran cantidad de conceptos que deben conocerse para
comprender esta definicion de integraciéon, sabiendo de antemano que éste serd con
seguridad, su primer contacto con un lenguaje de este tipo puesto que recientemente ha
salido del bachillerato.

En este punto, si interpretamos el enunciado en términos del lenguaje de un estudiante
recién egresado del bachillerato, tal interpretacién no distaria de la forma en que trataba
Leibniz estos conceptos. En otras palabras, parece no ser adecuado un primer acercamiento a
la integracion a través de ese lenguaje tan formal. Causa confusion, no es comprensible y sera

por muchos ignorado.

De esto estd consciente Leithold y aunque pasa algunas péaginas utilizando sumas de
Riemann para resolver unos cuantos problemas, especificando ademaés la integral definida,
finalmente comenta que resulta engorroso continuar de esta forma en el area de la
integracion, asi que busca establecer un método mas simple para abordar muchos mas
problemas. En sus propias palabras dice:

Evaluar una integral definida a partir de la definicion, calculando el limite de una
suma, como lo hicimos en la seccion .., es bastante tedioso y frecuentemente casi
imposible. Para establecer un método mucho mds simple, primero necesitamos
desarrollar algunas propiedades de la integral indefinida. (p. 414)

Continda demostrando teoremas relacionados con las sumas de Riemann hasta que llega al
Teorema Fundamental del Célculo:
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Sea la funcion f continua en el intervalo cerrado [a,b], y sea g una funcidn tal que
g' (x) = f(x) para toda x en [a,b]. Entonces, f; f®)dt = gb) — g(a).

Es aqui donde muestra, en la solucién varios ejercicios, la simplicidad del uso de este teorema

sin lo “tedioso” del uso del limite de una suma.

Si reflexionamos un poco, no dudariamos en suponer que muchos estudiantes dejardn de
lado todo lo dicho en las secciones dedicadas a llegar a este método simple a través de las
sumas de Riemann, con el lenguaje formal de €’s y A’s; podriamos suponer incluso que
algunos ni siquiera lo leeran al observar un lenguaje ajeno a ellos y por lo tanto inentendible;
resultando esto en mera practica y comprension delas formas “simples” para resolver

problemas que involucren calcular una integral.

Mas adelante empieza a tratar aplicaciones de la integral dentro de las cuales se
encuentran: area de una regién en un plano; volumen de un sélido de revolucién; volumen de
un s6lido que tiene secciones planas paralelas conocidas; trabajo (mecénico); longitud de arco
de una curva plana.

Respecto a la Aplicacién de la integral
Area de una region en un plano
En secciones previas se ha definido que:

[..] f continua en [a,b] y f(x) =0 para toda x en [a,b]. Sea R la region acotada
por la curva 'y = f(x), el eje x y las rectas x =a y x = b. Entonces la medida del
area de la region R estd dada por

n

b
A= fim Y FEmx = | foodx

l1A[10 .

i=1

Esta definicién se ilustra con algunos ejemplos (pp. 410-411) usando las sumas de Riemann,
pero como se ha convenido en que tal proceso es “tedioso”, tanto en el Célculo del drea de
una regién plana como en todas las demas aplicaciones de la integral definida, se evita el
trabajo con las sumas y se aplican directamente las reglas de integracion, aunque al inicio de
cada ejemplo se aborda el problema con el enfoque de la sumas, dejandolo a medio camino y

resolviéndolo finalmente de manera practica.
Ejemplo:

Determinar el area de la regién limitada por la curva y = x% — 4x, el eje x vy las rectas
x=1yx=3.
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y=x"2-4x

Tomamos una particién del intervalo [1,3]; la anchura el i-ésimo rectdngulo es A;x.
Como x% —4x < 0 en [1,3], la altura del i-ésimo rectangulo es—(fl-z — 45) =4 — 2. Por lo

tanto, la suma de las medidas de las areas de n rectangulos esta dada por

n

4 - 5x

i=1

La medida del area estd dada por el limite de esta suma cuando ||A|| se aproxima a 0;
asi, si A es el drea de la region, tenemos que (p. 459)

. 3 1 22
A = Timy oo D7, (48 — §5)Ax = [ (4x — x*)dx = 2x7 — S ==

Podemos darnos cuenta con este ejemplo que si bien se busca resolverlo de manera

practica, el lenguaje formal sigue presente.

De forma semejante, los ejemplos mostrados para los contenidos de la aplicacion de la
integral, comienzan a resolverse aparentemente de manera formal pero no se aplican los
conceptos exactamente de esa manera sino con lo que Leithold ha llamado “el método

simple”

Posteriormente el texto introduce al estudiante a los contenidos de Diferenciacion de
Funciones Inversas, Logaritmicas y Exponenciales; asi como de Funciones Trigonométricas e
Hiperbdlicas. Dando lugar después a las Técnicas de Integracion.

Stewart

De la misma forma que Leithold, Stewart define primeramente la derivada como el limite de
un cociente, haciendo referencia a las diferentes notaciones que éste concepto tiene segtn el

. d . . T
autor del texto, por ejemplo D y —w due son denominan operadores de diferenciacién, siendo

la ultima de estas notaciones introducida por Leibniz. Explicitamente Stewart dice:

La derivada de una funcion f en un nimero a, representada por f'(a), es
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fla+h)—f(a)
Ax

, .
a) =lim

f'(@) = lim

en caso de existir ese limite. h = x — a.

Si existe f'(a), entonces una ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el
punto (a, f(a)) es la siguiente (p. 113):

y—fla) =f'(a)(x—a)

[..] Considerando y = f(x), hay otras notaciones alternativas comunes de la
derivada:
dy

d
) =y =22 = —f(0) = Df() = Duf ()

. d . . Yy
Los simbolos D y - € denominan operadores de diferenciacion...

, d . . . . .
El simbolo . fue introducido por Leibniz y no se puede considerar como una razon

(por lo pronto); sdlo es un sinénimo de f'(x). No obstante, es una notacion muy til

y sugerente... (p. 118)

.. L o.d .
Hemos empleado la notacion de Leibniz, é, para representar la derivada dey con

respecto a x, pero hemos considerado que es una sola entidad y no una razon. En
esta seccion asignaremos significados distintos a las cantidades dy y dx, de tal
suerte que su razon sea igual a la derivada.

Definicion. Sea'y = f(x) ...
dy = f'(x)dx

. sidx # 0, podemos dividir ambos lados de la ecuacion, en la definicion, entre dx
para obtener
dy
!
—_— X
==
Ya hemos wisto ecuaciones semejantes, pero ahora podemos interpretar,

genuinamente, el lado izquierdo como una razén entre diferenciales. (p. 174)

Es aqui, donde previene al lector en tener cuidado con la notaciéon de Leibniz pues no se
puede considerar como una razén (por lo pronto), es decir, al menos no en esta parte del
texto, sino como un sinénimo de f'(x). Se nota entonces, al igual que con Leithold, la
problemética que surge al tratar los conceptos de derivada y de diferencial; razén por la que

. . e ’ . ; . ., ay ,
intentan justificar por qué posteriormente si se podra ver la expresién ix cOmo una razon.

63



Capitulo 4

Recuerdo cuando era estudiante y mis profesores hacian hincapié en la situacion descrita
anteriormente que, de la misma forma que los dos textos citados, no justifican con exactitud
la razon; probablemente uno se queda confundido ante ello pero lo asimilamos pues es algo
dicho por el profesor.

Continuando la lectura del Célculo Multivariable de Stewart, es claro que la

., d . d

representacion é se usa como otra forma de denotar a f'(x), siendo y = f(x), donde o
. d . ,

toma el papel del caracter " (prima); esto es, €8 simplemente otro simbolo para representar

a la derivada. En los siguientes parrafos se muestran partes del texto donde se desarrollan
algunos conceptos a través de incrementos en las variables y posteriormente se reescriben con

la notacién de Leibniz:

A X2)—f(x . .. g .
i=% [..] Si se usa la notacion de Leibniz, escribimos el proceso en la
2741
Ay

dy . ..
forma = llmAx—»OE . (p. zvii)

[..] Si situamos x = f(t) y y = f(t) en la ecuacion y = F(x), llegamos a g(t) =
F(f(t)), lo cual, si g, F, y f son diferenciables, la regla de la cadena establece que
g =F(fO)'®=Ff®

Si f'(t) # 0, podemos despejar F'(x):

/ (t
P =4 )

Con la notacion de Leibniz podemos reformular la ecuacion (1) en una expresion que

se recuerda con facilidad:

4 si % £0. (p. 649)

dx e

Longitud de arco y area de una superficie.

L= (&) +(2) ar 2

L= limp o S JIF DR + [0 GO AE  (3)

[..] La suma de la ecuacion (3) no es exactamente una suma de Riemann, porque en
k%

%, sin embargo, cuando f' y g' son continuas, es posible demostrar que

general t; # t

en la ecuacion (3) se puede considerar que t; y t; son iguales; es decir, que
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B
L= [ JFOFF T OF a

a

Asi, con la notacion de Leibniz llegamos a un resultado que tiene la misma forma
que la ecuacion (2).

B dx\2 dy 2
L= (%) +(2) at. (v 657)
Sobre areas y longitudes en coordenadas polares, Stewart cita:

Sea R la region limitada por la curva cuya ecuacion polar esr = f(0) y los rayos
O0=a y 0 =>b, donde f es una funcion positiva y continua, y 0 < b —a < 2m.
Dividimos el intervalo [a,b] en subintervalos con extremos 6y, 604,0,,...,0, y la
misma longitud AB. Los rayos 8 = 0; dividen entonces R en regiones mas pequenas
con dngulo central A8 = 60; —0;_, . Si elegimos 6; en el i-ésimo subintervalo
[6;1,6;], entonces el drea AA; de la region i-ésima se aprozima por el sector

circular con dangulo central A8 y radio f(6;).
Ast,
1 12
AA; = E[f(ei)] A6
una aproxrimacion al drea total, A, de R es
1 *
A=Y PN (2)

La aprozimacion de la ecuacion (2) mejora cuando n = . Ya que las sumas de esta

ecuacion son sumas de Riemann de la funcion g(0) = %[f(@)]z, resulta

n
1 b1
tim ' S1F@)180 = [ S 1F@)1d0
n-oo L2 a 2

i=1
Entonces se puede esperar, y de hecho demostrar, que la formula para calcular el

area de la region R expresada en ecuaciones polares, es
_ (b1 2
A= fa 2[}‘(9)] de. (p. 671)

Cuando se trabaja en el Calculo de areas de regiones en coordenadas polares, el texto explica
por qué el 4rea estd determinada por A = lim,_ e Z’Ll%[f(ei*)]zAH = fab%[f(e)]zde ,
considerando sectores circulares muy pequenos, tanto, que los A8 se parecen a los d@ (p.
671). Esto, tiene similitud con lo que pensaba Leibniz, incluso desde los griegos, “al final el
arco deja de ser curvo y el sector circular se confunde con un tridngulo, es decir con sus lados
rectos” Condicion que evidentemente simplifica la resolucién del problema.
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Precisamente en la situacién descrita en el parrafo anterior, es donde se discute la
idoneidad de la ensenanza de dichos conceptos de acuerdo al enfoque y lenguaje empleados
para tal efecto. Puntualmente, es posible afirmar que lo sencillo no deja de ser elegante y a
veces, mucho mds comprensible. Asi, el trabajo con infinitesimales permite inquirir y

desmenuzar con claridad areas de regiones en coordenadas polares.

Es claro que las ideas del Célculo que tenia Leibniz y el Calculo que surgié después de
él, eran las mismas pero con diferentes formas de tratar los conceptos. El primero catalogado
de poco riguroso, y el segundo de formal y riguroso. En el caso de la derivada, Leibniz
concibe un cociente de diferencias mientras que el Célculo actual lo acepta como un limite de

diferencias cada vez mas pequenas.

Reflexionando sobre lo anterior, podemos deducir que ambos Caélculos hablan sobre
aproximaciones, y el Célculo actual termina aceptando, aunque no expresamente, que el arco
en el limite, es decir con extremos infinitamente préximos, se confunde con una recta,

Ax = dx por Ax = dx.

La cuestion que nos interesa es: jcual de los dos enfoques del Calculo es méas conveniente
para ensenarlo? Més atn, ;jcual de todos los enfoques que han surgido sobre el Célculo es
ideal para que un estudiante de ingenieria aprenda Calculo y lo use eficazmente en su area?

Similarmente al texto de Leithold, Stewart dedica un espacio en su libro para instruir al
estudiante en el manejo de las sumas a fin de llegar a definir el concepto de integral a través
de ellas.

4.2.3 Cuadratura e integral en los textos actuales

A continuacién desarrollamos el Célculo visto formalmente, basdéndonos principalmente en el
orden establecido por Spivak (1992), en el tema de la integral; ya que en el desarrollo formal
de la derivada, este texto se basa exclusivamente en el acercamiento con épsilon (&) — delta

(6).

La integral definida formalmente

La necesidad de contar con una herramienta que permitiera calcular areas y volumenes de
cualesquier figura o cuerpo geométrico fue un anhelo largamente acariciado, el cual pudo
concretarse cuando aparecio la integral, convirtiéndose en una herramienta poderosa cuando
se alia con la derivada a través del Teorema fundamental del Célculo infinitesimal;
efectivamente, aunque los griegos habian resuelto practicamente el Calculo de areas y
volimenes de poligonos, prismas, conos, secciones cénicas, esferas y algunos otros solidos de
revolucién, estaba lejos de entenderse, por ejemplo, como obtener el lado de un cuadrado
cuya area sea igual a la de un circulo de radio 1, cémo rellenar un cuadrado de lado 1

. , L1 )
mediante cortes de un circulo de radio 7= 0 como hacerlo para una arcada de seno.
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Las dificultades implicadas en esta empresa, requirieron del ingenio de los mas grandes
matematicos del siglo XVII y XVIII, quienes desarrollaron una teoria poderosa cargada de
nociones, conceptos y algoritmos, que hoy en dia aparecen en buena parte del curriculum
universitario. Asi, el propdsito era establecer una teoria que permitiera, de igual manera,
cuadrar el circulo o una arcada de seno; o bien, calcular el volumen de un elipsoide o del
solido que genera una pardabola semictibica cuando gira alrededor de su eje, etc.

Por estas razones y para hacer ver las conexiones existentes entre los dos acercamientos
al Calculo, es necesario recorrer un camino por los senderos tedricos intuitivos y formales. La
incorporacién de un sistema de coordenadas cartesianas fue un elemento que con contribuyé
enormemente a la unificacién de criterios para atacar problemas variados. Para ello conviene
aclarar que, inicialmente, se consideran regiones limitadas por la grafica de una funcién
f(x) >0, el eje z, y las rectas verticales correspondientes a x = a; x = b. La distincién de la
region limitada por una graficas de funciones que estan por debajo del eje x se harda con un
signo menos. Siempre se considerard que a < b, conay b en R, y los intervalos [a,b] o

(a,b).

Definicién. Una particién de [a, b] se define como una coleccién finita de puntos t;, de

los cuales uno es a y otro es b (conviene que t, = ay t, = b).

Si P representa dicha particién, P = {t,, t;, ...t} v, sin pérdida de generalidad, se puede
suponer que los puntos t; estdan igualmente espaciados a lo largo de [a, b], de manera que
b-a
ti - ti—l = T
Asi, si queremos calcular el drea bajo la gréifica de la funcién f(x) > 0, el eje de la z, y
las rectas verticales x =a y x = b (Figura 4.3.1), podemos obtener aproximaciones “por
abajo” y “por arriba” mediante la suma de las dreas de rectangulos inferiores y superiores,
cada uno de los cuales tendrda como base, precisamente, t; —t;_; y altura el valor minimo y

valor maximo que alcance f(x) en cada no de los subintervalos.

Figura 4.4.1. Grafica de y = f(x) y una particién B,.
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La suma de las dreas de los rectangulos por abajo recibe el nombre de “suma inferior” y suele
denotarse por L(f,P), por la inicial de Lower (inferior) en inglés, que indica la suma de las
areas de los rectdngulos inferiores correspondiente a la grafica de la funcion f(x), dada la
particién P. Entonces, si m; indica el valor minimo de la funcién f en cada sub intervalo
[t;_1, t;], tenemos:

LA P) = ) milt = tiy)
i=1

Mientras que la suma de las areas de los rectdngulos por arriba recibe el nombre de “suma
superior” y suele denotarse por U(f,P), por la inicial de Upper (superior) en inglés, que
indica la suma de las areas de los rectdngulos superiores correspondiente a la gréfica de la
funcion f(x), dada la particion P. Entonces, si M; indica el valor maximo de la funcién f en
cada sub intervalo [t;_q, t;], tenemos:

U(f,P) = ZMi(ti —ti—1)
i=1

La existencia de los valores minimo y maximo, m; y M;, se asegura si f(x) es continua, lo
cual implica que f(x) estd acotada en [a, b]. En el caso de que la funcién tenga algin tipo de
discontinuidad como por ejemplo funcién con discontinuidad removible en algunos puntos,
funcién escalonada, funcién definida por tramos o discontinua en un infinidad de puntos, es
necesario sustituir los valores de m; y M; por el infimo (Inf) y supremo (Sup) de un conjunto;
de esta manera se asegura la posibilidad de calcular el area de los rectangulos inferiores y

superiores. La Figura 4.3.2 muestra las marcas para el caso de las sumas inferiores.

Figura 4.4.2. Obtencién de las sumas inferiores para la funcién f(x).

68



El Calculo en la escuela

Por lo pronto, si denotamos por R(f,a,b) el drea de la regién limitada por la grafica de
f(x), el eje =y las rectas verticales correspondientes a x = a; x = b, parece natural establecer

que:
L(f,P) = ) my(t;—t;_y) <R(f,a,b) < ) M;(t; —t;_y) = U(f,P)
2 2

También parece claro que si la particion P es més fina; es decir, si P contiene un mayor
nimero de puntos, la suma de las areas de los rectangulos inferiores y superiores sera cada
vez mds proximas al area de la regién R(f,a,b). Esto es, si P, es una particién que contiene
n puntos mas que P, podemos suponer que existe una sucesion de particiones tales que P;
contiene un punto mas que P, P, contiene un punto mas que Py, P; contiene un punto mas
que P,, v que P, contiene un punto mas que P,_;; y se puede demostrar facilmente que

L(f,P) s L(f,P) < < L(f,R) <R(f,a,b) <U(f,P) < < U(f,P)) <U(f, P)

Asi, de la coleccién de particiones tomamos el Sup de las sumas inferiores (Sup{L(f,P)}) v el
Inf de las sumas superiores (Inf{U(f,P}) y si n crece, muy bien puede suceder que estos
nimeros sean iguales a R(f, a, b); es decir:

Sup{L(f,P)} = R(f,a,b,) = Inf{U(f, P)},

de esta manera, surge la definicién de integral:

Definicién. Una funcién acotada f(x) es integrable sobre [a, b] si:
Sup{L(f, P)|P es una particién de [a, b]} = Inf{U(f, P)|P es una particién de [a, b]}

Este nimero recibe el nombre de integral de f(x) sobre [a, b] v se denota por

fbf(x)dx

y también recibe el nombre de area de la regién R(f,a, b), cuando f(x) = 0 para todo x de
[a, b].

Obsérvese como en la notaciéon utilizada para designar a la integral, ya se reflejan las
ideas iniciales del acercamiento infinitesimalista; el simbolo f es una abreviaciéon de la suma
de elementos rectangulares de drea infinitamente pequena, cuyos lados son f(x) y dx, desde
x = a hasta x = b (a y b se llaman limites inferior y superior de integracién). Histéricamente
se dice que, precisamente, esa fue la intencién Leibniz al elegir dicha notacién para designar

a la integral.
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Sin embargo en esta definicién, aunque formal y precisa, el hecho de que se utilicen
infimos y supremos de conjuntos acarrea sus dificultades, por lo que es necesario establecer
un teorema que haga mas manejable la integrabilidad de una funciéon y es por ello que se
recurre a la nociéon de limite, que se basa en la posibilidad de hacer tan pequena como se

quiera la diferencia entre las sumas superiores e inferiores; es decir:

Teorema. Si f(x) es una funciéon acotada en [a, b], entonces f(x) es integrable sobre
[a, b] si y solo si para todo € > 0 existe una particién P de [a, b] tal que

U(f,P)—L(f,P)<£

Demostraciéon. Supongamos primero que f(x) es integrable, entonces por la definiciéon de

integral tenemos que
Sup{L(f,P)} = Inf{U(f, P)}
lo cual significa que para todo € > 0 existen particiones P; y P, tales que
U(f,P) — L(f,P) <e¢
Pero si P es la particion conformada por los puntos de P; y P,, entonces se debe cumplir:
U(f,P) <U(f,P)y L(f,P) = L(f,P1)
haciendo la resta obtenemos
U(f,P) = L(f,P) = U(f,P;) — L(f,P;) <e.
Ahora supongamos que para cualquier € > 0 existe una particién P tal que
U(f,P)—L(f,P)<e
Por las definiciones de infimo y supremo, siempre se cumple que:
InfLUCF,PY S UEP) y Sup(L(f,P)} = L(f, P),
entonces
Inf{U(f,P"} = Sup{L(f,P)} = U(f,P) - L(f,P) <¢
como esto es para todo € > 0, se sigue que:
Sup{L(f, P)} = Inf{U(f, P)},
lo cual implica que f(x) es integrable.

Asi, si podemos obtener la diferencia de las sumas superiores e inferiores en términos de

n, el numero de puntos de la particién P, y es posible obtener € > 0 en funcién de n,
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estaremos probando la integrabilidad de f(x) e, implicitamente, se estarda utilizando la

nociéon de limite.

Lo que nos dice este teorema es que f(x) es integrable si
lim L(f,P) = lim U(f, P)
n-oo n-oo

y ademas:

b
lim L(f,P) = lim U(f,P) = j f(x)dx
n—oo n—oo a
Sin embargo, la obtencién de integrales de la mayoria de las funciones, por la definiciéon o
usando el teorema, acarrea dificultades que evidencian la falta de la poderosa herramienta
que proporciona el Teorema Fundamental del Célculo (TFC). Para apreciar estas
dificultades, a continuaciéon mostramos el desarrollo completo de la obtenciéon de una integral

para dos funciones.

Obtencién de la integral usando el teorema

b bp+1 ,
1. Demostrar que fo xPdx =i donde p es un ntimero natural y b un real mayor

que 0.

Aunque este problema puede iniciarse a partir del caso general mostrando, por induccién

L 1
completa sobre p, que la sumatoria siguiente, converge a —,
p+1

kP 1
an’“ - p+1

n
k=1

Eligiendo n suficientemente grande; conviene ver el desarrollo de la integral para los
primeros valores naturales de p, lo cual nos proporciona la pauta para, después, realizar la
induccion. Es decir, conviene primero hallar las integrales:

b b b b
f xdx; f x%dx; f x3dx; f x*dx; etc.
0 0 0 0

Aqui desarrollamos la primera y la tercera integral y se presentan los resultados de la
segunda y cuarta.

Para la primera: como f(x) = x, si P = {tg, ty, ..., tj, ..., tp} €s una particién de [0, b] con
) ) b ib .
puntos igualmente espaciados, entonces P = {0,;, ...,%, . b}; ademas,

i —1)b ib
mizf(ti—l):ti—1:¥; y Mi=f(ti):ti=%
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entonces
N S ((—Db\b [~ b? _ 1D 2
=St =3 (S (S - (5
i=1 i=1 i=1
de donde

L P = (1 —l)bz—z.

n

Ahora calculemos las sumas superiores:

n n

u(f,p) = Zti(ti —ti1) = Z (%)% - (Zn:(i)>fl_i - (@)g

=1 =1 =1

de donde
2

U(f,P) = (1 +%) b?

Por lo tanto, si queremos que la diferencia de las sumas superiores e inferiores sea menor que

cualquier € > 0, obtenemos una expresién que permite obtener la n en funcién de &:

vir.p - e = (G)e =L

n/ 2 n

2
Asi, basta con elegir n > b? para asegurar que la diferencia U(f,P) — L(f,P) puede hacerse

tan pequena como se quiera, a partir de cualquier € previamente establecido. Obsérvese que

si se calcula el limite de cada una de las sumas cuando n crece, obtenemos

b2
lim L(f,P) = lim U(f,P) = —
n—-oo n—oo 2

de ahi que:

b bZ
xdx = —.
J, xax=3

Gréficamente, esto representa el drea del tridngulo rectdngulo isésceles formado por la recta
y = x, de altura y base b. Si en lugar de haber tomado b consideramos un a > 0, hubiésemos

2
obtenido foa xdx = %; por lo que la integral de a a b, con a < b, que representa el area del

trapecio limitado por el eje x y las rectas y = x;x = a; x = b:

b b?2 a2
xdx = ———.
fa 2 2

De manera similar se puede probar que
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b I
x2dx = ———.
fa 33

Ahora obtengamos la integral de la funcién g(x) = x3, desde x = 0ax = b.

Si P = {ty, ty, ..., tj, ..., ty} €s una particion de [0, b] entonces P = {0,%, ...,%, ...,b}, como

g(x) es una funcién continua y creciente,

(i— 1) b (L)3b3

=g(ti—1) = =g(t) =

asi que

—1)3p3 —Dn\> b* 2 1\ b*
w)—Zm@ 11)—2(1 ) “(Q) w=(nre) T

U(f'P):Zn:Mi(ti—ti—l): > (i)3b3'2=(M>Z.b_4=(1+%+%).ﬁ
i=1

/ n® n 2
=1

Notese que si calculamos los limites de estas sumas
b4
lim L(f,P) = lim U(f,P) = —.
n-oco n—oo 4
Finalmente, queremos que para todo € > 0 se cumpla:

4

4 b
UOZP)—-LU:P)::Z'35<:E

4
por lo tanto, basta con elegir n > b? para que se cumpla la desigualdad, por lo que podemos
concluir que para a y b mayores que 0, con a < b,

b b4 a4
x3dx = ———,
fa 4 4

De esta manera pueden obtenerse integrales de este tipo; sin embargo, para la generalizacion

requeriremos probar que la sumatoria

. 1 . —
puede acercarse tanto como se quiera a vl siempre que n sea suficientemente grande.

Probemos esto por inducciéon completa sobre p.

i) Veamos que la afirmacién se cumple para p = 1:
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n2  2n? _E+E_)_

Zn: k nm+1) 1 1 1
ii) Supongamos ahora que la afirmacion se cumple para toda j < p; es decir,

n .
kJ
Z nitl p+1

k=1

iii) Verifiquemos si se cumple para p. El desarrollo de las siguientes diferencias nos

proporcionan la manera de obtener la sumatoria:

kP*1 — (k — 1)P*! = (p + 1)kP + (términos de k con potencias menores que p)

(k —1)P*t — (k — 2)P*1 = (p + 1)(k — 1)P + (términos de k con pot. menores que p)
3P+l — 2P+l = (p + 1)3P*1 + (términos de k con pot. menores que p)

2P+t — 1P+ = (p + 1)2P*! + (términos de k con pot. menores que p)

1P*1 = (p + 1)1P*1 + (términos de k con pot. menores que p)

Sumando esta cadena de igualdades, obtenemos:

n

nP*l = (p+1) Z kP + (términos de n con potencias menores que p)
k=1

Por lo tanto:

n
Z (términos de n con potencias menores que p)
_ P+ p+1 (p + 1)npt?

Aqui, implicitamente se aplica la hip6tesis de induccién y es claro que cuando n crece, la
(términos de n con potencias menores que p)

(p+1)nP*1

expresion — 0; asi que:

o kP 1
Z i p+1
k=1

Ahora si, estamos en posibilidades de hacer la generalizacién para las sumas inferiores y
superiores de [0,b]. Recordemos que en el desarrollo de éstas en los casos de las funciones

- b? b3 p* . .
que eran iguales a x, x?, x3, aparecian los factores — g respectivamente, debido a las
b
expresiones de las que se obtienen m; = f(t;_) y M; = f(t;); puesto que t;j_; = =4 nl)

ib ., . bP
ti=—y al evaluar la funcién f(x) = xP se obtiene, en cada caso, el factor =
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b e .
De esta manera, podemos obtener fo xPdx; calculemos las sumas inferiores y superiores,

utilizando la generalizacion obtenida:

LU PY = ) it = i)
i=1

(l 1)(t l 1)

n-1

f
(l _ 1)b bp+1 bp+1 np+1 bp+1
i 1) = E kP — =
fi = b np+t i nP*tlp+1 p+1

M=':'M=

I
_

UGFPY = ) Myt = tioa)

f) = ti-q)

Il
:FM:
-

n P+l &

ib b bp+1 np+1 bp+1
— . p =
(n) (& = ti) = p+1zk Tty 1 p+1l

De ahi que:

en consecuencia:

Pasemos a otro ejemplo.

2. Dada la siguiente funcién, determinar si es integrable y, en su caso, calcular la
integral:

si x esirracional,con0 < x <1

0,
=11
fC) 5, six = gfracci()n irreducible,con0 < x < 1

Para la grafica de esta funcién, no tenemos otra opcién més que ilustrar algunos casos de

puntos e imaginarnos que esa apariencia se mantendra. Por ejemplo:

1 1

el valor maximo de la funcién es f (E) =%

FG)=r()=370)=rQ=3r@=rQ=rG=rG=5
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F=r @)= =1 @) =rQ)=r@)=r©) =1 =

asi, las imagenes de las fracciones irreducibles van disminuyendo de valor y si el

. , . , . 1 .
denominador es un nimero primo q, habrd g — 1 puntos cuya imagen es pa decir:

Q=)= =r ()= () =3

esto significa que cuando el denominador crece, la imagen de la funcién estard cada vez mas
cerca de 0.

172 L]

13 ] L)
174 ] *
115 - ] » *

146 L] L
147 L] L ] L] L L] »

1D [ ] ] ] ]

Figura 4.4.3. Grafica de f(x).

Puede demostrarse que, efectivamente, si a es cualquier niimero entre 0 y 1, el limite de la
funcién, cuando x tiende a a, es 0; o sea

lim f(x) = 0.

x—a
Tenemos que ver que para todo & > 0, existe § > 0 tal que si 0 < |x —a| < §, para toda

x # a, entonces |f(x) — 0] < &. (aqui x = g y f(x) = %)

1 - o,
Propongamos € 2;, para n suficientemente grande; entonces dada la definicion de f, los

nimeros para los que puede no ser cierta la desigualdad [f(x) — 0] < &, son los numeros que
se enlistan a continuacién:
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112131234 12
nn

2;3;3}4;4;525;5;52---; o .

Si a es irracional, entonces alguno de los ntimeros de la lista serd el mas proximo a a'y

entonces, ciertamente, se cumplird para éste que |§—a| < §; donde § serd la distancia

minima.

En cambio, si a es racional, a serd uno de los numeros de la lista, entonces pueden

considerarse solo los valores de |§— a| para los cuales g # a; y tomar la § como distancia

minima.

Asi, con esta descripcion de § se cumplird que siendo x distinto de los nimeros de la
lista, si 0 < |§ - a| < §, entonces se cumple que |f (g) - 0| < g, para el € > 0 previamente

dado. De ahi que, efectivamente,
lim,_,, f(x) = 0.

Sin embargo, a pesar de que el limite existe en cualquier punto a, la funcién no es continua

en todos los puntos de la lista, pues

limyq f () # f(@).

Ahora bien, para cualquier particion P = {t, =0, t, .., ti—1, t;, ... t, =1} en cada sub

intervalo [t;_q,t;] habrd tanto ntimeros racionales como irracionales; asi que
— 1 — .
M=y m=0;

por lo tanto,

=1 1
U(f,P) :Za(ti_ti—l) :5; y

L(f,P) = z 0(t; — t;_y) = 0,

es decir:

U(f,P) —L(f,P) = % < g; por lo que basta con que q > é

De ahi que la funcién f es integrable. Aqui se ha usado implicitamente la propiedad de
densidad de los conjuntos de niimeros Q e I.
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4.3 Entrevista a profesores de Calculo de una
Facultad de Ingenieria

Con el propédsito de indagar sobre el tipo de concepciones que tienen los profesores en cuanto
al concepto de limite que, sin duda, estan presentes a la hora de impartir sus clases de
Célculo, entrevistamos a cuatro profesores de matematicas de una Facultad de Ingenieria, los
cuales se dedican a la docencia en matematicas como su actividad principal. Los profesores
elegidos para la entrevista tienen distinta formacién y antecedentes académicos, como se

detalla a continuacién:

Profesor A: tiene estudios de ingenieria, dedicado a la docencia desde hace 5 anos;

actualmente estudié una maestria en ciencias administrativas.

Profesor P: tiene licenciatura en fisico mateméticas y maestria en fisica; su actividad

principal ha sido la docencia por més de 25 afios.

Profesor B: tiene estudios de ingenieria, dedicado a la docencia desde hace 10 anos;

actualmente estudia doctorado en pedagogia.

Profesor J: estudié ingenieria y se ha dedicado a la docencia en diferentes facultades de

ingenieria desde hace més de 25 afios.

En el campo de la educacion matematica, la entrevista ha sido una herramienta
importante para desarrollar investigaciones de corte cualitativo, sobre todo cuando se trata
de entender la estructura y funcionamiento del pensamiento en cuanto a concepciones que
tienen los sujetos. Cannell y Kahn (Citados por Cohen y Manion, 1990) definen la entrevista
de investigacion como: un didlogo iniciado por el investigador con el propésito especifico de
obtener informacién relevante para la investigacion y enfocado por él sobre el contenido
especificado por los objetivos de la investigacién de descripcion, de prediccion o de
explicacion sisteméaticos

Una de las ventajas de la entrevista, como medio para llevar a cabo una investigacion, es
que permite una mayor profundidad que otros métodos de recoleccién de datos, cuando se
trata de entender como funciona el pensamiento de las personas con relacion a situaciones
especificas. Las concepciones son estructuras internas del pensamiento del sujeto, por lo
tanto la entrevista es una herramienta primordial para indagar como afloran dichas
concepciones a la hora de ensefiar los temas de Calculo.

En la literatura pueden distinguirse diferentes tipos de entrevistas. Cohen y Manion
(1990) identifican cuatro tipos basicos de entrevistas: estructuradas y no estructuradas,
dirigidas y no dirigidas; sin embargo, pueden establecerse casos intermedios entre estas dos
caracterizaciones y, por ejemplo, se puede también hablar de la entrevista semi estructurada.
En esta categorfa se ubican las entrevistas estructuradas basadas en tareas de Goldin (2000),
las cuales empleamos para entrevistar a los profesores, ya que
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..postbilitan enfocar la atencion de la investigacion mds directamente en los procesos
del sujeto en las tareas matemdticas dirigidas, mds que en las respuestas correctas o
incorrectas que producen. De manera que, es mads posible ahondar en aspectos de
mayor profundidad que por otros medios especificos —aspectos tales como cogniciones
complejas asociadas con aprender matemdticas, mecanismos de exploracion

matemdtica y resolucion de problemas... (p. 520)

En nuestro caso, la entrevista es breve semi estructurada, con preguntas base sobre lo
que piensan los profesores acerca de lo que es el Célculo y el papel que juega la nocién de
limite en el desarrollo del curso para, posteriormente, iniciar un didlogo libre sobre el
contexto de la misma. El propodsito de la entrevista es ahondar en la identificacién y
caracterizacion de rasgos relevantes de las concepciones relacionadas con el concepto de
limite y la manera en que se utiliza, infinitesimalista o formalista, en el estudio de los temas
de derivada e integral. Especificamente, nos interesa:

o Identificar concepciones de los profesores sobre el concepto de limite y nociones

relacionadas con el mismo.

o Indagar sobre la manera en que ensenan el tema de limites los subsecuentes temas de

calculo, y sobre las dificultades que manifiestan para su ensenianza.

o Ubicar a los profesores de acuerdo a la distincién infinitesimalista/formalista y
estimar la influencia de su formacién y los libros de texto utilizados.

4.3.1 Entrevista general

La entrevista se aplico durante el mes de Septiembre de 2010 a los cuatro profesores
invitados, quienes participaron voluntariamente, y gir6 en torno al guién que se presenta
enseguida.

1. Para usted, ;qué es el Calculo?

2. (Qué nivel de relevancia le asigna usted al concepto de limite en los cursos de
Célculo que imparte y cémo lo aborda?

3. ;Conoce lo que son los infinitésimos y la ideas infinitesimalistas?
4. ;En qué conceptos se basa usted para ensefiar la derivada y la integral?

5. (En qué textos o materiales se basa para impartir su curso de Calculo y qué tipo de

problemas aborda en clase y cuales deja de tarea?

Una vez concluidas las entrevistas, podemos clasificar las respuestas a cada una de las
preguntas, de la siguiente manera:
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Pregunta 1. Para usted, ;qué es el Céalculo?

La mayoria de los profesores coinciden en que el Célculo es una herramienta matematica
poderosa, que permite resolver problemas de diversa indole, asociados a los fendémenos de
cambio; en particular en problemas de aplicacién en la ingenieria. Se nota que los profesores
P y J han interiorizado ideas acerca del calculo que les permiten afirmar que el Calculo es
una rama muy importante de las matematicas, util no sélo para resolver problemas de la
ingenieria sino para avanzar en la matematica misma.

Pregunta 2. ;Qué nivel de relevancia le asigna usted al concepto de limite en los cursos de
Célculo que imparte y como lo aborda?

Para los profesores A y B, el nivel de relevancia y tiempo que le dedican al concepto de
limite, va de acuerdo a lo marcado en el programa, buscando que el estudiante domine
solamente las cuestiones operativas de los limites. Los profesores P y J, dan especial
importancia a la comprension del concepto de limite, recurriendo a las ideas geométricas e
intuitivas que motivaron el establecimiento de este concepto, de manera m&s marcada el
Profesor P, para enseguida introducir la nociéon de derivada. Posteriormente; se centran en

las cuestiones operativas.
Pregunta 3. ;Conoce lo que son los infinitésimos y la ideas infinitesimalistas?

El Profesor A no tiene claro lo que es una idea infinitesimalista. El Profesor B, identifica qué
es un infinitésimo pero no su relacién con el desarrollo del Célculo, con el concepto de limite,
ni el de derivada, pero si lo ha aplicado a problemas de fisica. Los profesores P y J si conocen
lo que es un infinitésimo y su relacion con la derivada. Para ellos es indistinto el mezclar
verbalmente las ideas de infinitésimo y de limite; no abordan de manera profunda el manejo
de los infinitésimos. Cabe mencionar que el concepto de limite lo abordan a través de ideas
intuitivas y geométricas sin que se llegue a la formalidad del uso de los epsilons y deltas.
Para ellos este es el acercamiento al limite que debe darse en las escuelas de ingenieria.

Pregunta 4. ;En qué conceptos se basa usted para ensefiar la derivada y la integral?

El Profesor P se enfoca en la idea de limite para ensenar el concepto de derivada y la
integral como “operacion” inversa de la derivada. Menciona un poco las sumas de Riemman
en la integral. El Profesor J, también se basa en la idea de limite, busca introducir la
derivada y la integral a través de problemas. Los profesores A y B se basan, principalmente,
en las reglas de derivacion e integracion. Es decir, su acercamiento al cdlculo es puramente
operativo.

Pregunta 5. jEn qué textos o materiales se basa para impartir su curso de Célculo y qué
tipo de problemas aborda en clase y cudles deja de tarea?

Todos los profesores coinciden en que los textos propuestos por el programa de la materia de
Célculo, el Stewart y el Larson, son adecuados para desarrollar el curso en esta escuela de
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Ingenieria. El profesor P ademas utiliza notas que producto de su experiencia ha ido

desarrollando en los cursos.

4.3.2 Entrevista semi estructurada basada en problemas

relacionados con el concepto de limite.

Con base en las respuestas de los profesores a la entrevista anterior, se aplicé otra entrevista

como la siguiente:

Problemas tipo de interés para la investigacion.

1.

2—/x-3

lim
27 x2_49

Se estd inflando un globo esférico. Calcula la rapidez de aumento del area superficial
en funcién del radio r cuando r es 2ft.

En una oficina de correos solo se admiten paquetes con forma de paralelepipedo
rectangular, tales que la anchura sea igual a la altura; ademads, la suma de ancho,
alto y largo debe ser de 72 cm. Hallar las dimensiones del paralelepipedo para que el

volumen sea maximo.

Calcular aproximadamente: a) sen 41°, b) v/26.

Preguntas de la entrevista.

1.

 Como justifica ante sus estudiantes el uso de la regla de la derivada de un

producto?

JEn un curso de calculo diferencial, discute problemas como los enlistados?

., Cémo ensena usted el calculo de la diferencial de sen x, o de vVx?

Exprese lo que es un infinitésimo o una cantidad infinitesimal.

Exprese distintos problemas en los que este involucrada la derivada.

L Qué es la derivada? ;Como introduce este tema en su clase de calculo diferencial?
;,Como introduce el concepto de limite en su clase?

;Durante su curso, en algin momento introduce aspectos formales del concepto de
limite o de la derivada? Es decir, jexpone ideas relacionadas con épsilon (€) — delta

(6)?
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9. ;En caso de ver aspectos formales del limite en su curso, le es 1util para otras partes
del curso?

Respuestas de los profesores.
Las respuestas de los profesores siguieron siendo consistentes con las anteriores.

Pregunta 1. Los profesores A y B responden que la exhiben como una regla de derivaciéon
sin mayor justificacién mostrando varios ejemplos a sus estudiantes. Los profesores P y J
manifiestan que se esfuerzan por justificar dicha regla, a través de la nocién de limite.

Pregunta 2. Los cuatro profesores concuerdan en mostrar en sus clases problemas como los
citados en la entrevista, comentando incluso que son del tipo de problemas elegidos para la
evaluacién del tema de la derivada y la diferencial en su curso.

Pregunta 3. Los profesores P y J destacan la cuestién intuitiva de la diferencial desde que
la definen, para enfatizar su uso en problemas de aplicacién como el calculo aproximado de
funciones, dentro de las cuales estan senx y vx. Los profesores A v B se centran tnicamente
en las reglas de diferenciacion como andlogas a las de derivacion sin abordar este tipo de
problemas.

Pregunta 4. Profesor A no sabe qué es. B manifiesta que lo ha sabido de ellos y lo describe
como algo pequeno. P y J los justifican como una idea intuitiva del concepto de limite.

Pregunta 5. Profesor A menciona problemas sobre tangente, velocidad y grafica de una
funcién. Profesor B cita los mismos problemas que A expresando de manera general
problemas de méaximos y minimos. Profesores P y J describieron problemas de tangentes,
velocidad, variacién, razén de cambio, optimizacion, uso de la regla de L’Hopital.

Pregunta 6. Profesores A y B dicen que es una férmula que hay que seguir y tiene la
representacion geométrica de la recta tangente a una curva. Los profesores P y J describen la
derivada como el limite del cociente de Newton, aunque lo hace con mayor profundidad el
profesor P; intentan que sus estudiantes aprendan la derivada tanto en sus reglas operativas

como en la interpretacién geométrica.

Pregunta 7. P y J lo introducen con la idea de acercamiento potencialmente alcanzable; es
decir qué le sucede a f(x) cuando x se acerca a un punto particular, y lo explican
graficamente involucrando limites laterales e intentan conectar con la continuidad de una
funcién. Tanto A y B se enfocan directamente en la operatividad de los limites, aunque B se
esfuerza por explicar la cuestién geométrica.

Pregunta 8. Ninguno de los profesores define los conceptos de esta materia con ese tipo de

lenguaje. Los profesores A y B indicaron que desconocen el significado de épsilon (€) — delta
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(6), aunque el profesor B menciona haberlo visto alguna vez. El profesor P es el tnico que,

en ciertas ocasiones, da explicaciones con argumentos relacionado con € — §.

Pregunta 9. Ninguno de los profesores da aspectos formales en su curso por lo que

respondieron que en ningin otro tema les era 1util.

Como puede apreciarse, estrictamente hablando, el panorama respecto al uso tanto de ideas
infinitesimalistas como de ideas formales del concepto de limite, no es alentador; existe una
especie de vaguedad en la ensefanza respecto a estos acercamiento, no hay claridad respecto

al significado de ellos.
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Conclusiones y reflexiones finales

Las virtudes en la estructura y el tratamiento de algunos textos que hemos resaltado en la
seccién 4.2, tienen la intencion de sus autores el facilitar el aprendizaje de los conceptos del
Caélculo por parte de los estudiantes; sin embargo, la experiencia indica que este proposito se
cumple en forma muy escasa. Sin duda, una de las principales razones de esto, es que el
Célculo es el area de las matematicas que se encarga del estudio de los procesos de cambio,
cuyo estudio implica cierto conocimiento y dominio de una cantidad importante de
prerrequisitos, cuyos contenidos corresponden a diferentes areas de las matematicas:
aritmética, algebra, geometria euclideana y geometria analitica; ademas de una serie de
procesos mentales y habilidades que se van a fomentar durante los cursos de Célculo pero
que, se supone, los estudiantes han ido adquiriendo a lo largo de su educacion bésica, como
medicion, comparacion, estimacion.

Regularmente esta carga de prerrequisitos resulta excesiva, y a la vez infranqueable,
para una buena cantidad de los estudiantes de ingenieria, originando los altos indices de
desercion y reprobacién; pero es justo reconocer que esta situacion puede no deberse
precisamente a falta de dominio del Calculo en si, sino a falta de dominio de todo lo que el
Calculo implica: jquién no ha aprendido o fortalecido su conocimiento sobre las fracciones
algebraicas cuando estudia uno de los métodos de integracién?, ;quién no ha incrementado
su entendimiento de las funciones cuando aplica las técnicas del Calculo en problemas de
optimizacion?, jquién no ha aprendido a conjeturar respecto a la tendencia de una sucesién
numérica con un acercamiento grafico, sin necesidad de un tratamiento formal y riguroso?

Asi, en relacion a nuestra primera pregunta de investigacién, relacionada con la
pertinencia de definir y utilizar las cantidades infinitamente pequenas en los
cursos de Calculo de las escuelas de ingenieria; nos parece, a la luz de los aspectos
histéricos desarrollados y de la revision documental hecha en este trabajo, que es factible el
uso de las cantidades infinitamente pequenas, para el logro de los objetivos planteados en las
escuelas de ingenieria; sin embargo, no se conoce mucho este acercamiento y hacen falta
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investigaciones al respecto. Puede ser que esto sea una consecuencia de la implantacion del
concepto formal del limite hecho por Cauchy en el siglo XVIII. El papel del profesor es muy
importante para evitar confusiones de los estudiantes debido a “errores didacticos” en su
presentacion que, a nuestro juicio, se cometen en algunos textos como el Leithold, al
denominar “métodos simples” a los asociados con el enfoque infinitesimal y “métodos

formales” a los asociados con el concepto de limite.

De hecho, todos los textos incluyen como parte principal de los contenidos el tema de
limites, pero ninguno lo aborda con suficiente formalidad excepto, claro estd, el Spivak. En
los demas textos con el nombre de limite se resuelven los problemas usando la intuicién y las
ideas infinitesimalistas, pues cuando, por ejemplo, estamos calculando un limite decimos,
“después de cierto valor de n esta cantidad es demasiado pequefia como para tomarla en
cuenta, asi que..” Entonces, jqué es lo que pasa? Al respecto Arcos et al. (1997) argumenta
la necesidad de aceptar las cantidades infinitamente pequenas como tales, y abordar los
cursos de Célculo, desde el bachillerato, con toda la fuerza que proporcionan los infinitésimos
a la resoluciéon de los problemas, en el que el respaldo desarrollado en el curso sea
precisamente el aspecto problematico y no el logico; a fin de cuentas asi fue como empezd
todo, con Arquimedes, Leibniz y Newton.

Respecto a nuestra segunda pregunta de investigacion, lo que se gana o se pierde,
desde el punto de vista de la ensenanza, con desplazar el concepto de limite al de
diferencial, nos parece que ello depende de los propdsitos que se tengan, derivados de un
acercamiento intuitivo o formal. Para las escuelas de ingenieria y el nivel de profundidad con
que se estudia el Calculo, el acercamiento intuitivo, no riguroso, aporta beneficios en el
entendimiento de los estudiantes y, a su vez, capacita a aquellos que quieran profundizar en
aspectos formales. En el sentido opuesto, dificilmente ocurre algo asi, pues el tratamiento
formal y riguroso representa una barrera infranqueable para muchos estudiantes, no sélo

para estudiar Calculo, sino para continuar y terminar una carrera profesional.

En cuanto a la tercera pregunta, relacionada con qué tan riguroso debe ser un
curso de Calculo en las escuelas de ingenieria, comentamos que, no nada mas en
Célculo, sino en cualquier otra rama de las matematicas o de alguna de las ciencias exactas,
la rigurosidad de su estudio, y por tanto de su ensenanza, depende de los propdsitos que se
persigan. En las escuelas de ingenieria, en las que se tiene como propésito principal que los
estudiantes apliquen el Calculo para resolver problemas relacionados con su area,
a los cuales se enfrentara en el ejercicio de su profesién, creemos que el acercamiento
no riguroso, basado en la intuicién geométrica proporciona los elementos necesarios para
lograr dicho objetivo; sin embargo, como ya vimos, la mayoria de los textos toman al
concepto de limite como aspecto dominante, pero lo manejan de manera informal e intuitiva,

incluyendo argumentos de caréacter infinitesimalista.

Resulta curioso que casi en todos estos textos que hemos enlistado, en el indice aparece
un apartado para ver el tema de limites, que es abordado de la manera que hemos descrito,
pero ciertamente sélo destinan unas pocas paginas al tratamiento riguroso con &€ —§; los
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teoremas que dan fundamento a esta vision del Célculo no se tocan, salvo en el Spivak que,

como ya mencionamos, es un libro para escuelas de ciencias.

De esta manera, advertimos la coexistencia de los dos tipos de Célculo que hemos
descrito en el Capitulo I, la conveniencia de utilizar uno u otro, depende de los propédsitos
que se persigan: si se trata de entender y resolver problemas propios de la ingenieria y de
visualizar la potencia que proporciona el acercamiento intuitivo, a través de las cantidades
infinitamente pequenas, identificadas con la diferencias, el acercamiento de los infinitésimos
es efectivo y suficiente. Si lo que se trata, ademas de resolver problemas, es de entender los
fundamentos del Célculo con base en las propiedades estrictas de los niimeros, no queda otra
que utilizar el acercamiento formal y riguroso.

Finalmente comentamos que, por un lado, se ofrece un curso con un acercamiento formal
y riguroso, sustentado en el concepto de limite, no se toma en cuenta si los estudiantes estan
0 no preparados para entenderlo, porque su propdsito no es ese, su propésito principal es la
formalidad rigurosa que caracteriza a la matematicas y buscar las explicaciones de sus
afirmaciones dentro de la matematica misma; desde el punto de vista didactico este no es un
acercamiento recomendable. Claro que quien haya logrado estudiar y entender los conceptos
con esta visién, tiene cierta sensibilidad y no es arrogante, estd preparado para entender y
desarrollar las ideas del Calculo derivadas de la aceptaciéon de la diferencial como la
designacién de un niimero infinitamente pequetio.

Por otro lado, como hicimos ver en el desarrollo de los problemas de caracter histérico,
las cantidades infinitamente pequenas surgieron por la necesidad de resolver problemas de
diversa indole y de buscar explicaciones a cierto tipo de fenémenos; es decir, desde el punto
de vista didactico, este es un acercamiento mas que recomendable. De hecho, este es el
acercamiento con el que se inicié la invenciéon de esta nueva rama de las matematicas
denominada Calculo, encargada de estudiar y dar explicaciones a los fenémenos de variacién,
correspondiéndole a Leibniz y Newton su establecimiento y sistematizacion; y remarcamos,
como decia el gran matematico Carlos Imaz, “ahi empezd todo”. Noétese, por ejemplo, que
incluso los textos formales y rigurosos de Calculo, como el Spivak, llevan en su nombre el
“apellido” de infinitesimal.

En el campo de la Educacién matematica, ya existen propuestas didacticas y
metodolégicas que se sustenten en la vision y acercamiento de los infinitésimos, como las
cantidades infinitamente pequenas que son representadas por la diferencial. En este sentido,
Arcos (2010) propone ensenar el curso de Céalculo diferencial en el bachillerato, con base en el
esquema de la Figura 5.1; en lugar del enfoque que se ha seguido desde hace bastantes afos
que se ilustra en la Figura 5.2.
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Derivada k1 Razénde cambio

/

Curvasypoligonales
Infinitamente
pequefios Diferencial
Continuidad / \
Cuadratura
Rectatangente
(trazo, no definicion)
Integral

/

Procesode integraciéon

Figura 5.1. Ensenanza del Calculo basado en el enfoque problematico.

Numerosreales | |

Desigualdades

/

Limite |——> Continuidad

Derivada Integral
Areabajo la
curva
Razénde
Rectatangente cambio
(definicion)
Integralde
Riemann

Figura 5.2. Ensenanza del Calculo basada en el concepto de limite.
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A.1 Los infinitésimos y el postulado de Arquimedes
en el estudio de las paralelas

Las ideas infinitesimalistas también estuvieron presentes en el estudio de las paralelas; una
de las discusiones que mayor productividad matemética trajo consigo, desde la antigiiedad
hasta la época moderna, fue la relacionada con el V Postulado de Euclides, el cual fue
cuestionado por su “no evidencia” para aceptarlo sin demostraciéon. Uno de los intentos por
demostrarlo como teorema, consiste en hacer ver que el Teorema de la suma de angulos
interiores de un triangulo implica dicho postulado, para ello se requiere del siguiente lema, en
cuya prueba se utiliza el Postulado de Arquimedes.

Dicho postulado expresa la sencilla idea geométrica de que dado un segmento de
determinada longitud, digamos @, siempre existe un nimero natural k tal que multiplicado
por una unidad preestablecida f, el segmento de longitud k - f es mayor que el segmento de
longitud a (Figura A.1.1); escribdmoslo nuevamente:

Postulado de Arquimedes: Dados dos numeros @ y B, arbitrarios, siempre existe un

entero positivo k tal que k- > «a.

k-B
Figura A.1.1 Postulado de Arquimedes.

Lema. Dada la recta I y un punto P que no pertenece a ella, es posible trazar una recta que
pase por P y que forme con [ un angulo menor que cualquier angulo € >0, dado de
antemano (Figura A.1.2).
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-
-

Q Ay A, Aq

Figura A.1.2. El 4ngulo agudo PA,Q del enésimo tridngulo es menor que &€ > 0.
Demostracion. Sea € > 0 el dngulo dado y consideremos el angulo 7.

Desde P trazamos la perpendicular a I en Q y sobre [ localizamos A; tal que PQ = QA;;
enseguida, dibujamos PA;. Entonces el APQA; es isésceles con £QPA; = £PA,Q; y como
estos dangulos son complementarios,

paQ ==L
10=22=2

Ahora localizamos A, en [ tal que PA; = A;A,; nuevamente el APA;A, es isdsceles con
2APA; = £LPA,A; v como el £PA;Q es exterior de este tridngulo, entonces £ZPA;Q =
2£PA4A,; por lo tanto,

4PAQ m

4}%42A1 = 2 23

De igual manera, procedemos para construir el, APA3A, del que obtendremos,

JPAA, = 4PAA;
Asi, después de n tridngulos construidos, llegamos al tridngulo isésceles APA,An_1 v

obtenemos,

LPA,_1A,_, T
2 = 271+1

L[H4nAn_1:=

Como € y m son numeros dados, por el Postulado de Arquimedes existe un nimero natural k

tal que k - &€ > m. Si hacemos k = 2"*1, = 27"*1.¢ > 1 por lo tanto —— < . De ahi que,
n+1

2LPAA,_q = <e (%)

2n+1

es decir, fue posible obtener un angulo menor que cualquier otro dngulo dado por pequeno
que este fuera, lo cual queriamos probar.
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Con este resultado y la incorporacién de un nuevo postulado, conocido como Azioma de
Pash, que establece lo siguiente: “si una recta pasa por el vértice de un triangulo en su plano,
corta al lado opuesto”, se prueba el Teorema: Si la suma de los angulos interiores de un
triangulo cualquiera AABC es 180°, entonces se cumple el Postulado de las paralelas. Aunque
en esa época ya se habia demostrado este Teorema y su reciproco, Legendre (1752-1833)
prosigui6 con las investigaciones e intenté demostrar que la suma de dngulos interiores de un
tridngulo, podia deducirse de los primeros cuatro postulados (lo que origina la llamada
Geometria neutra); sin embargo, en su argumentacién cometié un error légico conocido como

“peticion de principio”, pues implicitamente utilizé el Postulado V.

Desde luego, los diversos intentos fallidos por demostrar el Postulado de las paralelas
como un teorema de la Geometria absoluta, desde la época de Proclo (siglo V d.C.) hasta la
época moderna (més de 22 siglos), no significa que las personas que lo intentaron no tuvieran
una formacién matematica suficiente o que les faltara signos de inteligencia; reflejan
simplemente que dicho postulado es en realidad independiente de los otros cuatro postulados
de Euclides. A dicha conclusién llegé en 1835 el matemadtico ruso Nikolai Ivanovich
Lobachevski (1792-1856) en su obra “Nuevos principios de la geometria”:

Es bien conocido que hasta la fecha la teoria de las paralelas ha permanecido
incompleta. Los esfuerzos infructuosos realizados desde tiempos de Euclides y a lo
largo de un periodo de mds de dos mil anos, me han llevado a la conviccion de que
los conceptos involucrados en esta investigacion no contienen la verdad de lo que se
desea probar ... convencido de la verdad de mi conjetura .. escribi mis argumentos en
1826. (Citado por Kagdn, 1986, p. )

Es claro que con la frase “los conceptos involucrados en esta investigacién no contienen la
verdad de lo que se desea probar”, Lobachevski se refiere a que el Postulado de las paralelas
no puede deducirse a partir de la Geometria neutra, que es la geometria que se desarrolla sin
recurrir a este postulado; neutra porque no se afirma nada acerca de la existencia de una,

mas de una o ninguna paralela a una recta dada en un punto externo.

Para construir una nueva geometria, Lovachevski recurre a una de las formas de negar el
V' Postulado, y establece el:

Postulado de Lovachevski: Por un punto que no pertenece a una recta dada,
pueden trazarse al menos dos rectas paralelas a ella.

La relacion (x) derivada de la aplicacion del Postulado de Arquimedes, proporciona una
métrica para trazar por un punto en una paralela euclideana a una recta dada, otra recta que
forme un angulo menor que cualquier angulo dado de antemano, por pequefio que este sea.
En suma, esta es una aplicaciéon de las ideas infinitesimalistas a este trascendente tema de

geometria.
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A.2 Cuadratura de la parabola

La pardbola se conoce desde tiempos de Menecmo (375-325 a C.), quien la trabajé como una
de las figuras planas que se obtienen del cono. Posteriormente, Apolonio (262-290 a C.)
complementé y sistematizé el estudio de las coénicas; lo que hoy sabemos de ellas,
practicamente se conocia desde entonces, salvo por la incorporaciéon de los sistemas de

coordenadas.

Para cuadrar la parabola; es decir, para encontrar el lado de un cuadrado cuya area sea
igual a la de un sector parabélico, Arquimedes utiliza la “propiedad de la parabola”: la razén
entre las distancias de dos puntos de la parabola al eje de la misma, es proporcional al
cuadrado de la razén de los segmentos determinados por los pies de las perpendiculares de los
puntos de la parabola al vértice de la misma.

Aqui aplicaremos el Método de Arquimedes a la pardbola cuya ecuacién es y = x? en un
sistema coordenado cartesiano; posteriormente, se presenta la demostracion con argumentos
euclideanos. Es importante comentar que, en este caso, el equilibrio se hara con rectangulos
delgadisimos que tienden a segmentos de un sector parabdlico y de un triangulo; estos
rectangulos corresponden a lo posteriormente llamé cantidades infinitesimales, cuya area es
ydx. La Figura A.2.1 muestra el segmento parabdlico AOB que contiene al AAOB.

\ [/
)

B (1,1)

A(-1,1

L

Figura A.2.1. Segmento parabdlico por “cuadrar”.

Por B se traza una paralela al eje y (eje de la pardbola) que determina los puntos K con la
semirrecta A0 y C con la tangente a la pardbola en A (ver Figura A.2.2); de esta manera, se
ha formado el AABC. La idea es equilibrar el sector parabdlico AOB con el AACB. Para ello,
realicemos cortes paralelos al eje y para formar rectdngulos delgadisimos del mismo ancho,
unos correspondientes al sector parabdlico y otros al triangulo. Es claro que si aumentamos
el nimero de cortes, los rectangulos tienden a ser segmentos que corresponden a lo que
Leibniz llamé elementos diferenciales de area. Nuestra palanca serd la semirrecta que
contiene la mediana AK y K el punto de apoyo; llamemos G al centro de gravedad del AACB.

Asi, consideremos el corte vertical a la distancia s del punto O, sefialado en la Figura
A.2.2, y equilibremos el segmento “parabdlico” DE con el segmento “triangular” DH ,
aplicando el razonamiento de Arquimedes: si dejamos el segmento DH donde estd, ja qué
distancia, del otro lado de K, debemos colocar el segmento DE sobre AK para que haya
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equilibrio? Calculemos los segmentos considerando que, como ya se dijo, la pardbola estd en
un sistema coordenado cartesiano:

DE =1-s? FK=0K—O0F =v2(1—5); DH =2(1+5)
Entonces, si llamamos d a la distancia a la que se debe colocar DE, tenemos,
DH-FK =DE -d

- 2(1+s)V2(1—5)

1—s2

De ahi que,
d=2v2.

Como esta cantidad es independiente de s (un corte arbitrario), d va a tener el mismo valor
para cualquier corte; por lo tanto, si sumamos todos los cortes tendremos la suma de los
delgadisimos rectangulos, la relacion se cumplird para las figuras completas en su conjunto
(acercamiento infinitesimalista que corresponde a sumar elementos diferenciales de 4rea).

\ 0

Af-1.1) B(1Y

) F(s.0)

F(s,-s)

K(1,-1
©-1) (1.-1)

C(1.-3)

Figura A.2.2. Equilibrio de segmentos usando la Ley de la palanca.

Aplicando el Método de Arquimedes al sector parabdlico AOB y al AACB, con AK como
palanca y K punto de apoyo; ya sabemos que si dejamos el AACB donde esta, el eje del
sector parabolico AOB debe colocarse del otro lado de K a la distancia d = 2v/2 para que
exista equilibrio. El brazo de palanca correspondiente al tridngulo es GK, mismo que puede

obtenerse a partir de AK = 2v/2; pues GK = %; entonces,
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Area(AACB) - GK = Area(sector parabélico) - d

) Area(0ACB)- 22 1)) 4
Area(sector parabdlico) = 3 =2 =_

22 3 3

Expresando este resultado en términos del AAOB, cuya area vale 1, obtenemos:

Area(sector parabélico) = gArea(AAOB)
Posteriormente a la aplicaciéon de su método, Arquimedes procedia a realizar la demostracion
geométrica con base en su conviccién: “una vez que hemos anticipado algtin conocimiento
sobre las cuestiones, es mas facil suministrar una demostracién que hacerlo sin conocimiento
previo”. Para esta demostracion se ocupa la definicién de didmetro de un sector parabdlico:
“es una recta paralela al eje de la pardbola que para por el punto medio del segmento que
determina el sector”; y el siguiente teorema:

si se tiene un sistema de cuerdas paralelas en un sector parabélico, el lugar
geométrico de los puntos medios de esas cuerdas forman una recta paralela al eje de
la pardbola, llamado didmetro; y una recta paralela al eje de la pardbola que pase por
el punto medio de una cuerda constituye un didmetro.

Igual que antes, consideremos el sector parabdlico AOB de la Figura A.2.1, con las cuerdas
AO y OB; sean | y J' los puntos medios de estas cuerdas y JN, 'N’ los diametros
correspondientes, que determinan los puntos I e I’ en la pardbola (Figura A.2.3). Ahora se
trazan las cuerdas Al, 10, OI' e I'B; enseguida se consideran triangulos AIO y BI'O y se hara
ver que la suma de las areas de estos tridngulos es una cuarta parte del area del AAOB. Por
la simetria basta con que se analice el 4AI0 .Por ser JN paralelo a OP, tenemos que
AAJN~AAOP con razén de semejanza '4; en términos de areas es (obsérvese que AAJN =
AJOM),

. 1.
Area(AAJN) = ZArea(AAOP)

Por los puntos I y J tracemos perpendiculares al eje OP, formando el rectangulo IJML; si en
el punto H (interseccién de AO con IL) trazamos una paralela a IJ, determinamos el punto K
v luego trazamos el segmento KL, tendremos un conjunto de tridngulos congruentes de los
que concluimos que AIJH = ALOH; es decir, I = OL = LM, por lo tanto IJ = %]N. De ahi que
los tridngulos AIO (constituido por AAIJ y AOIJ de igual érea) y AJN tengan la misma &rea; o

sea,
Area(AAIO) = Area(AJN).

Como lo mismo ocurre con ABI'O y ABJ'N’, una primera aproximacion al drea del sector
parabdlico es considerar el area del AAOB y agregarle las dreas de los triangulos AIO y BI'O;
es decir,

94



Anexos

Area(sector parabélica AOB) = Area(AAOB) + Area(AAIO) + Area(BI'0)
. 1.
= Area(AAOB) + ZArea(AAOB)

\ N P N /
A : B
J K M __J
| L I

o}

Figura A.2.3. Trazos que permiten argumentar geométricamente la cuadratura de la parabola.

Ahora consideremos el didmetro asociado a la cuerda Al (10, OI', I'B) y realizamos los trazos
correspondientes como en la primera aproximacion. La Figura A.2.4 muestra el didmetro RU
que determina Q en la pardbola, obteniéndose el AAQI que serd agregado al AAIJ. Como

AARU~AAI] con razén de semejanza %7 por una cadena de congruencias similar a la anterior,
obtenemos que Area(AAQI) = Area(AARU); es decir,

. 1.
Area(AAQI) = ZArea(AAI])

Resultados similares se obtendran con los didmetros correspondientes a las otras tres cuerdas;

por lo tanto,

p P 1. 1/1\ .
Area(sector parabdlico AOB) = Area(AAOB) + ZArea(AAOB) + 2 (Z) Area(AAOB).
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\ N P
A
U
R
a
J K M.
T
2
| H L
o)

Figura A.2.4. Continuacién de los trazos para “cuadrar” la parabola.
De esta manera, aplicando el Método de exhaucion de Eudoxo se llega a,

Area(sector parabélico AOB)
P 1. 1 . 1 .
= Area(AAOB) + ZArea(AAOB) + 4—2Area(AAOB) + -+ FArea(AAOB)

p 1 1 1
= Area(AAOB) [1 +Z + = 4o 4_n]

s . s L1
el altimo factor corresponde a una serie geométrica con razoén " la cual converge a,

LU I O ] 1 4
—_ —_— “ee —_— “ee - —_— —
4" 42 4n 1-173
4

|1+
Entonces,

. 4
Area(sector parabdlico AOB) = §Area(AAOB)

De hecho, la Figura A.2.4 corresponde a un caso general; pero si quisiéramos iniciar con un
sector parabdlico general como el que se muestra en la Figura A.2.5, se deben realizar los

trazos indicados y la argumentacion es exactamente la misma.
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Figura A.2.5. Trazos del caso general para “cuadrar” la parabola.

Concluimos esta secciéon con la exhibicion de dicha figura en la que puede advertirse un
hecho importante, derivado de la definicion de pardabola y de didmetro: para el sector
parabdlico APB, la tangente en el punto P es paralela a AB. Asi, con los trazos indicados

concluimos que:

. 4
Area(sector parabdlico APB) = §Area(AAPB)
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