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Resumen

Las ecuaciones de aguas someras nos permiten modelar problemas en la naturaleza
relacionados con lagos y estanques, sin embargo, a la fecha existen pocos esquemas para
la solucién o aproximacion de la solucién que sean facilmente aplicables a regiones no rec-

tangulares, y esto es una seria limitacién para la mayoria de los métodos.

En los dltimos anos se han disenado esquemas basados en diferencias finitas para la
aproximacion de diferentes Ecuaciones Diferenciales Parciales en regiones planas que cum-
plan con ser no rectangulares y asimétricas. Un ejemplo de estos trabajos es el trabajo
desarrollado en [8], donde se trata la solucién de la ecuacién de adveccién en regiones pla-
nas irregulares. Para trabajar con este tipo de regiones es necesario contar con mallas que
cumplan con ciertas caracteristicas geométricas deseables: que la distribucién de las areas
de las celdas que las forman sea lo méas uniforme posible y que los lados de cada celda sean
lo méas ortogonales posibles o que la variacion de las pendientes en las lineas coordenadas

no sea grande.

En este trabajo se hace una breve revisién de los métodos de generacion numeérica de
mallas y, ademads, se hace un repaso de los esquemas disenados para aproximar la ecuacién
de adveccién en regiones planas irregulares; también se muestran algunos estudios de es-

tabilidad y convergencia de los métodos previamente disenados.

Tras hacer esta revisién, se presenta la deduccién de las ecuaciones de aguas someras
mostrando todos los pasos necesarios para obtenerlas; posteriormente se muestran esque-
mas para aproximar la soluciéon de dichas ecuaciones primeramente en regiones rectangu-
lares y, posteriormente, en regiones mas irregulares, llegando incluso a un dominio que es
aproximacion de una regién geografica real.

Palabras Clave: diferencias finitas, regiones irregulares, ecuaciones de aguas someras,

métodos numéricos, Saint Venant.
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Abstract

The Shallow-water equations permit to model different problems in nature related with
lakes and ponds, however, to this day there are very few schemes for the solution or ap-
proximation that can be easily applied in non-rectangular regions, and this is a serious

limitation for the method.

In recent years many finite difference schemes have been designed for the numerical ap-
proximation of different Partial Differential Equations in plane regions that accomplish to
be non-rectangular and non-symmetrical. An example of these works is the one developed
in [8], where the solution of the advection equation in plane irregular regions is obtained.
In order to work in this kind of regions it is necessary to have grids with certain desired
geometrical characteristics: the distribution of the cell areas, which form the grid, should
be as uniform as possible, the sides of every cell must also be as ortogonal as possible, and

the variation of the coordinate lines doesn’t have abrupt changes.

In this work a brief revision of the numerical grid generation methods is done, and
also a review of the schemes designed to approximate advection and diffusion equations in
plane irregular regions is done. Moreover, some stability and convergence studies for the

previously shown schemes is made.

After this revision, it is presented the deduction of the Shallow-water equations showing
all the necessary steps to obtain them, afterwards, the designed schemes to approximate
the solution to Shallow-water equations is shown, first in rectangular regions, and after
in some irregular regions, even in domains that are approximations to real geographical
locations.

Key Words: finite differences, irregular regions, shallow-water equations, numerical

methods, Saint Venant.
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Prefacio

En la literatura podemos encontrar gran variedad de trabajos que hablan y tratan so-
bre la solucién de ecuaciones diferenciales parciales, ya sea de manera exacta por métodos
analiticos, o de manera aproximada por medio de métodos numeéricos. Sin embargo, no exis-
ten soluciones analiticas para todas las ecuaciones diferenciales parciales, y es ahi donde

radica la importancia de los métodos numéricos para calcular aproximaciones a la solucién.

También existen muchos fenémenos en la naturaleza que se pueden describir y apro-
ximar por medio de ecuaciones diferenciales, tanto parciales como ordinarias. Desafortu-
nadamente, la mayor parte de estos métodos comunes de aproximacion estdn basados en
geometrias regulares o muy sencillas, por lo que su aplicacion es limitada cuando se trata
de regiones mas complicadas como las que existen en la naturaleza. Buscando contar con
esquemas que modelen los fendmenos para los cuales no se cuenta con una solucién analiti-
ca de sus ecuaciones diferenciales, se utilizan aproximaciones que sean lo suficientemente

cercanas a la realidad; asi es como surgen los métodos numéricos.

Se han diseniado muchos métodos diferentes para aproximar la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales, los més usados son los de diferencias finitas, elementos finitos, méto-
dos espectrales, volumenes finitos y elementos de frontera. En este trabajo nos centramos
Unicamente en el primer método mencionado, el de diferencias finitas. Dicho método con-
siste en discretizar el dominio dado en donde se requiere aproximar la solucién de cierta
ecuacién diferencial ordinaria o parcial, reemplazando las derivadas de las ecuaciones por
una combinacién lineal de los valores de la funcién en cada uno de los nodos de la malla.
Como resultado obtenemos un sistema de ecuaciones algebraicas, que se puede resolver, en
lugar de las ecuaciones diferenciales. La solucién de este sistema es una aproximacién a la

solucion de la ecuacién diferencial original en cada nodo de la malla.

Una de las mayores motivaciones para hacer uso de los métodos de aproximacién es

15
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el hecho de que, gracias a los mismos, el problema original se puede convertir en uno que

resulta mas sencillo de resolver.

En la presente tesis se habla sobre los esquemas de diferencias finitas y se explica el
trasfondo detras de las Diferencias Finitas Generalizadas, utilizadas para aproximar la so-
lucién de una ecuacion diferencial en regiones que no sean rectangulares. Los esquemas
de diferencias finitas son relativamente faciles de formular debido a que no se necesitan
grandes conocimientos de términos matemadticos. El esquema disenado en este trabajo se
utiliza para obtener una aproximacién a la solucion de las ecuaciones de Aguas Someras en

regiones que no cuentan con una frontera con forma regular, sino que ésta es més compleja.

En el primer capitulo se explican de manera bésica los conceptos a tratar durante el
trabajo, se muestra informacion sobre las ecuaciones diferenciales, su clasificacion y las
condiciones iniciales y de frontera de las mismas. Ademads, se explican brevemente los es-
quemas clasicos de Diferencias Finitas, mostrando desde su obtencion por series de Taylor

hasta su uso.

En el capitulo dos se realiza una descripcién panoramica de la generacién numérica
de mallas y se muestran algunos de los métodos de mallado usados en el presente traba-
jo. También se explican los esquemas de Diferencias Finitas Generalizadas aplicados a las
ecuaciones de Adveccién y Difusién, mostrando algunos de los resultados obtenidos més

importantes para el presente trabajo.

En el tercer capitulo se hace un estudio de la consistencia, estabilidad y convergen-
cia de los métodos descritos en el capitulo dos. Se muestran diferentes cotas para contar
con esquemas condicional e incondicionalmente estables para las ecuaciones de Adveccion
y Adveccién-Difusién, pasando por las diferentes versiones explicadas en el capitulo dos,

para esquemas tanto explicitos como implicitos.

En el cuarto capitulo se explica el origen de las ecuaciones de Saint-Venant o ecuaciones
de aguas someras. Se explica brevemente su deduccién y se presentan los términos més
importantes para el trabajo, como son la conservaciéon de masa y momento, las escalas que
se deben de tomar en cuenta para los problemas y algunas consideraciones a tratar para

obtener estas ecuaciones.

Por 1ltimo en el capitulo cinco se muestran los esquemas obtenidos para la aproxima-
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cién de las ecuaciones de aguas someras, dando un repaso de los esquemas de diferencias
finitas clasicos, mostrando un esquema funcional para estas ecuaciones y explicando la
manera como se obtiene el esquema de Diferencias Finitas Generalizadas propuesto para

la aproximacién de las ecuaciones de aguas someras.
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Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo se dedicard a una breve introduccion a los esquemas de diferencias finitas,
aplicados a regiénes regulares en uno y dos dimensiones; esto servira para que el lector
empiece a familiarizarse con los conceptos y la notaciéon que se utilizara a lo largo de todo

este trabajo.

1.1. ecuaciones Diferenciales Parciales

Una Ecuacién en Derivadas Parciales (EDP) es aquella cuyas incégnitas son funcio-
nes de diversas variables, con la peculiaridad de que en dicha ecuacion figuran no sélo las
propias funciones sino también sus derivadas. La ecuacién debe depender de por lo menos
dos variables, o bien, debe de involucrar una funcién u de varias variables independientes
X,y,z,t,..., y las derivadas parciales de u con respecto a estas variables. El orden de la

EDP se define como el mayor orden de las derivadas que estdn presentes en la ecuacion.

Uno de los principales usos de las ecuaciones diferenciales es el modelado o la simulacion
de fenémenos fisicos. Para este trabajo, hablaremos de ecuaciénes Diferenciales Parciales
lineales de segundo orden, las cuales cumplen con que el mayor exponente de la funcién u
es 1, mientras que la derivada de mayor orden es de orden 2. Una EDP lineal de segundo

orden tiene la forma:
Aty + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + F =0 (1.1)

en donde A, B, C, D, E'y F son coeficientes que pueden depender tanto de x como de y,

pero jamas de wu.
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1.1.1. Clasificacion de ecuaciones Diferenciales Parciales

En general, podemos clasificar las ecuaciénes dependiendo del tipo de relacién que exis-
ten entre las derivadas que se involucran. Una de las maneras mas faciles para saber a que
clasificacién pertenece una EDP consiste en obtener el determinante de una matriz que

formaremos con los coeficientes A, By C [12].

Diremos que una ecuacion es hiperbdlica, cuando se cumpla que

A

Z = det < 0.
B

Estas ecuaciénes modelan el transporte y movimiento de alguna cantidad fisica, asi como
son las perturbaciones o el flujo de fluidos. Como un ejemplo que es utilizado ampliamente
en la literatura, tenemos la ecuaciéon de onda en una dimensién espacial

Pu  50%u

oz Com ="

la cual modela el comportamiento de una perturbacién en un medio continuo. Podemos
observar facilmente que esta ecuacién es hiperbdlica ya que, en este caso, tenemos que

A=1 B=0y C = —c?% utilizando estos valores podemos formar la matrix

1 0
Z = det ,| = (W)(=c*) = (0)(0) = —¢?
0 —c
Entonces, viendo que Z = —c? < 0, efectivamente es una ecuacién hiperbdlica.

Ahora, una ecuacién es parabdlica si

A B

Z = det =0,
B C

este tipo de ecuaciones describen fenémenos que dependen del tiempo y que llevan a un
estado de equilibrio. Un buen ejemplo de este tipo de ecuaciones es la que modela el

calentamiento de una barra de acero a lo largo de alguno de sus ejes, es decir la ecuacién
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de difusién en una dimensién espacial

ou 0%u

— —v——>=0
ot Ox? ’
En este caso, los coeficientes son A =0, B =0y C = v, entonces, calculamos el determi-

nante
0 0

v

Z = det = (0)(») = (0)(0) = 0,

lo que nos dice que efectivamente tenemos una ecuacién parabdlica.

Por dltimo, diremos que es eliptica cuando

A B

Z = det > 0.

Este tipo de ecuaciénes estdn asociadas con un estado especial del sistema, el cual corres-

ponde a un estado de minima energia. Por ejemplo la ecuacién de Poisson

82cp (92g0

o Ty =

que puede ser usada para calcular campos, magnéticos especialmente, es una de las ecua-
ciénes elipticas mas utilizadas en la literatura. En esta caso tenemos que A =1, B=0y

C = 1, nuevamente, calculamos el determinante de la matriz asociada para obtener

10
Z=det| . |=(1)(1)=(0)0)>0,

lo que nos comprueba que hablamos de una ecuacion eliptica.

1.1.2. Condiciones Iniciales y de Frontera

Cuando trabajamos en la solucién de ecuaciénes Diferenciales Ordinarias (EDO’s) po-
demos recurrir al teorema fundamental de existencia y unicidad, el cual nos garantiza que
existe una solucién a nuestro problema y que, ademads, esta solucién es Unica cuando se
cumple un conjunto de condiciones dadas; debido a que la solucién general de estas ecua-
ciones viene dada por una familia de funciones parametrizadas constantes, utilizaremos las

condiciones de frontera para obtener dicha solucién tnica.

A diferencia de cuando trabajamos con EDQ’s, al momento de trabajar con EDP’s no
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contamos con un teorema fundamental con el que podamos garantizar la existencia y uni-
cidad de las soluciones; en su lugar, se han generado diversas teorias que son usadas para
cada uno de los tipos de EDP’s de manera independiente. Las condiciones que tendremos
(o necesitaremos) dependeran del tipo de ecuacién con el que estemos trabajando. En el
caso de las EDP’s parabdlicas, donde los problemas que se modelan dependen del tiempo,
suelen darse condiciones iniciales y de frontera; esto es, el valor de la funcién en un primer
nivel de tiempo y las condiciones en las fronteras en todos los niveles de tiempo posteriores.
Por ejemplo, en el problema en que queremos modelar el calentamiento de una barra de
acero, la condicién inicial serd la distribucién inicial de temperaturas a lo largo de la barra,
y las condiciones de frontera nos dirdn los valores de las temperaturas en cada uno de
los extremos de la barra. Por su parte, para las ecuaciénes elipticas, donde el tiempo no

influye, es acostumbrado dar condiciones de frontera.

Existen, fundamentalmente, tres tipos de condiciones de frontera:

= Condiciones de Dirichlet. Son aquellas donde tenemos el valor de la funcién en la

frontera.

s Condiciones de Neumann. Estas nos dan el valor de la derivada de la funcion en

cada punto de la frontera.

s Condiciones de Robin. Dichas condiciones son una combinacién de las condiciones

de frontera de Dirichlet y de Neumann.

1.2. Diferencias Finitas

El método de Diferencias Finitas es uno de los métodos que existen para aproximar
la solucién de una EDP. La idea principal de este método es reemplazar las derivadas de
las ecuaciones diferenciales por combinaciones lineales de los valores de la funcién. Para
explicar el método, primero explicaremos como obtener un esquema en diferencias finitas
para una funcién en una dimensién espacial. Consideremos una funcién u(x) definida en el
intervalo abierto (a, b), entonces, la derivada de u respecto a x en algin punto del intervalo

puede escribirse como

du u(z + h)
dx h—0 h ’

(1.2)
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Teniendo esto en cuenta, podemos obtener «facilmente» un esquema de diferencias finitas;
primero, dividimos el intervalo [a, b], en el cual estd definida la funcién, en n subintervalos
del mismo tamano, creando asi una malla con n + 1 nodos a = xg, x1,x3,...,Tn = b. Si
n es lo suficientemente grande, podemos aplicar esta malla del dominio a la ecuacion (1.2)

y obtendremos, para cada nodo interior

du(x;) w(wit1) — u(z;)
dx Tiyl — T4

Ahora, cambiando un poco la notacién, diciendo que w; 1 = u(x;y1) y u; = u(z;), podemos

escribir la expresiéon anterior como

dui o Ui+1 — Uy - Ui+1 — Ug

dr Tyl — T Az;
donde Ax; = x;11 — x;. Esta tltima es una expresién, basada en diferencias finitas, para
aproximar la derivada de la funcién u en el punto x;. A esta expresién se le conoce como
un método de diferencias hacia adelante, debido a que utiliza los valores de u en los puntos

actuales y futuros, x; y x;4+1, para calcular la aproximacién a la derivada.

1.2.1. Diferencias Finitas de Series de Taylor

Una de las maneras de obtener diferentes esquemas en diferencias finitas es haciendo
uso de la expansion en Serie de Taylor, la cual nos permite aproximar el valor de una

funcién en un punto dado, utilizando valores de la funcién y sus derivadas en un punto.

Teorema 1. (Taylor) Sea u(z) una funcion continua en el intervalo [a,b], la cual tiene
derivadas continuas hasta de orden N sobre (a,b); dado un punto xo en (a,b), entonces,

para cualquier otro punto x en (a,b) tenemos que

du(zg)
dx

d*u(zwo) (z — z0)? delu(xo) (x — QI:O)N*1 N
w2 T Ty vy TR

u(z) = u(zo) + (v — o) +

en donde
v _ V() (w— o)
daN (N) 7

€ € (a,b),

es el residuo [27].

Para los fines que queremos, imaginemos que tenemos una funcién u(x) que cumple con

las hipdtesis del teorema de Taylor, entonces podemos expresar su expansion alrededor del
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punto x;4+1 como

du;
Uiyl = Ui + %Aﬂ?i + O(Ax}),

donde O(Az?) es el residuo de orden 2. De aqui, haciendo algunos pasos algebraicos,

obtenemos
du;  Uiy1 — U

de Az

que, podemos observar, es la expresién en diferencias hacia adelante para la aproximacion

+O(Az?), (1.3)

de la derivada de u en el punto x;.

Notemos que en el proceso anterior decidimos hacer la expansién de u(z) alrededor del
punto x;11, lo que nos hace preguntarnos ;qué pasaria si decidimos hacer la expansiéon
alrededor de otro punto? Entonces, si nuevamente suponemos que u(z) cumple con las
hipotesis del teorema de Taylor, hagamos su expansion en serie de Taylor de alrededor del

punto x;_1:

du;

dx($i—1—56i)+-~zui+7

Uj—1 = Ui +

en este caso Ax; = x;—1 — x;. Siguiendo un proceso similar al anterior, podemos llegar a
tener
dui o Uj—1 — U

7 2.
= A + O(Az?); (1.4)

la cual es una expresion en diferencias hacia atrds para la aproximacién de la derivada

de u en el punto z;.

Ya hemos hablado de las diferencias hacia adelante y las diferencias hacia atras, ahora
debemos mencionar que existe un tercer método comun de diferencias. Para obtenerlo, va-

mos a tomar las expansiones en Taylor, alrededor de los puntos x;1+1 v x;—1, que obtuvimos

anteriormente,
dui 2
Ui+l = Ui+ %(xi—i-l - xz) + O(Axi)v
du;
Ui—1 = Ui+ 71(1'2'—1 - xz) + O(AZ’%),

dx

y vamos a restar la segunda de la primera para obtener

dui
Uil — Uj—1 = %(%H —z;_1) + O(Ax}),
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de donde podemos seguir un proceso parecido a los anteriores y llegar a

du; Uiy — w1 3
— = 1+ O(Azx?). 1.5
e —— + O(Azy) (1.5)

que es la expresion en diferencias finitas centradas.
Como nos encontramos en el caso de una malla uniforme, donde
Litl — T4 = Tj — Ti—1

las ecuaciénes (1.3), (1.4) y (1.5) se reducen a:

du ' . Ui+1 — Ug 2
] (16)
By = YELTY L oag?) (1.7)
de Y Azx ’ '
By = WL oA (18)
dz ) = 2AT Th '

y en el ultimo caso se obtiene un grado de aproximaciéon mayor.

1.2.2. Esquemas de Diferencias Finitas en regiénes Rectangulares

Asi como podemos encontrar esquemas de diferencias finitas en problemas unidimen-
sionales, podemos obtener, por analogia de estos, esquemas para problemas en dos o mas
dimensiones. En el caso en que nos encontramos en regiénes rectangulares necesitamos uti-

lizar derivadas parciales, habida cuenta que éstas implican una derivada en una direccion.

Primero definamos la regién en la que trabajaremos. Sea ) una region rectangular

definida en [0, a] x [0, b], sobre la cual construimos una malla con nodos interiores

r; = a+iAx,
yj = c+jAy,

como se muestra en (Fig. 1.1), donde Az y Ay son el tamano de paso horizontal y vertical

respectivamente.
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{Ay

L:: ]
(0,0) Ax (a,0)

Figura 1.1: Mallado uniforme en el intervalo [0,a] x [0, D].

Ahora, podemos utilizar un procedimiento muy parecido al que seguimos para llegar a
las ecuacidnes (1.6 - 1.8) para escribir una expresién en diferencias finitas para cada una

de las derivadas parciales

ag;y _ U(ﬂﬁ‘iﬂayiil‘ u(zi, yi) +O(Ax),
8;;4‘ _ o u(@ig, yi)zg;j(xi—h Yi) +O(A?),
6;;] _ u(ﬂci,ym)A; ul®i yi) | O(Ay).
ag;j _ u($i7yi+1)2;:(xi,yi_1) N (’)(Ayz),

en este caso u; j = u(x;,y;) es la evaluacion de u en el punto (z;,y;).

Estas expresiones son esquemas de diferencias finitas clasicos para aproximar la solucién

de alguna ecuacion diferencial, por medio del uso de Series de Taylor.



Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo se tratardan un poco mas a fondo los conceptos de generacion numérica
de mallas, y se dard una introduccién a los Esquemas de Diferencias Finitas Generaliza-
das. Se pretende asi mostrar al lector el trabajo realizado, hasta el momento, respecto a la

generalizacion de los conceptos clasicos de Diferencias Finitas.

2.1. Generacion Numérica de Mallas

Una de las principales limitaciones de los métodos cléasicos de diferencias finitas es que
no se pueden aplicar directamente a regiones que no sean rectangulares, y no cuenten con
una malla regular. Entonces, si queremos aplicar esquemas de diferencias finitas en regiones

mas generales, necesitamos dos cosas:

s Una discretizacion apropiada del operador diferencial.

s Nuevas formas de discretizar las regiénes, con el fin de contar con mallas que puedan

adecuarse a nuestras formas de discretizar el operador.

Desde hace algin tiempo se ha propuesto hacer uso de cambios de variables para trans-
formar un problema sobre una region irregular a un problema sobre el cuadrado unitario.
Para poder aplicar este método es necesario construir una funcién biyectiva que, ademas,
sea suave y que vaya de la region original de trabajo al cuadrado unitario; esto es, esen-
cialmente, lo que se le conoce como generacién numérica de mallas sobre regiénes planas

irregulares.

37
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2.1.1. ;Qué es Una Malla?

Cuando se resuelve numéricamente un problema continuo de modelado, se requiere ha-
cer una discretizacién sobre el domino en el que se trabaja, en otras palabras, requerimos
hacer una malla que represente el dominio donde se desea modelar el problema. Esto se

hace seleccionando un conjunto finito de puntos que reflejen la geometria de la regién.

Si nos interesa resolver problemas en una dimensién espacial, entonces podemos generar
mallas, para el intervalo [a, b] de interés, de dos tipos: Mallas Regulares o uniformesy
Mallas Irregulares o no uniformes. Las primeras consisten en dividir el intervalo [a, b]
en una cantidad n de subintervalos de igual longitud (Fig. 2.1); por otra parte, las mallas
irregulares se generaran dividiendo el mismo intervalo en n subintervalos que no tendran
necesariamente la misma longitud (Fig. 2.2). En ambos casos, diremos que el tamano de

la malla es de n + 1 puntos por lado.

Figura 2.1: Malla uniforme en 1 dimension.

Figura 2.2: Malla no uniforme en 1 dimensién.

Por otro lado, si lo que buscamos es resolver problemas en dos dimensiones espaciales,
podemos considerar entonces dos tipos de regiones. Las primeras seran dominios simples
y rectangulares, [0,a] x [0, b], en donde se puede hacer facilmente una malla dividiendo la
region en rectangulos regulares més pequenos; esta discretizacién se puede hacer, al igual
que en el caso en 1 dimensién, de una manera uniforme (Fig. 2.3) y de una manera no

uniforme (Fig. 2.4).
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0,56} {a.b}
(0.0} a,0}
Figura 2.3: Malla uniforme en 2 dimensiones.
(0,b} {a,b}
£0,01 a.0}

Figura 2.4: Malla no uniforme en 2 dimensiones.
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El segundo tipo de dominios son dominios que no cuentan con una geometria regular o
sencilla de discretizar como en el caso de mallas sobre dominios rectangulares. A lo largo

de este capitulo se hablara de la generacién de mallas para dicho tipo de regiones.

2.1.2. Generacion Numérica de Mallas Estructuradas

Una malla x(&,7) = (z(&,7),y(&,m))? sobre una regién 2 € R? es una funcién continua
x : Uy — Q (Fig. 2.5), donde Uy es el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1]. Si tomamos una linea
coordenada £ o n constante en Uy su imagen en {2 serd una curva, las cuales son llamadas

curvas coordenadas.

Si en Us tomamos una cuadricula, o en otras palabras, un conjunto de lineas coorde-
nadas en £ y 7, la funcién x(&,n) proporcionard un conjunto de curvas coordenadas que

formara un cuadricula distorcionada en €2, de ahi viene el nombre de malla o red.

b {E:“}
_—

U, 0

Figura 2.5: Transformacién Uy — €.

Una cualidad fundamental para resolver ecuaciones diferenciales de la funcién x es
que cumpla con x(0Uz) = 0N, donde con OUs nos referimos a la frontera de Us, si es
asi diremos que se ajusta a la frontera o que conforma la misma. Con esto, podemos decir
que el problema de generacién de mallas se puede expresar como: “Dada una funcion
biyectiva y continua de la frontera de Us en la frontera de (), extenderla a una funcion
biyectiva y continua de Us a 7

De entre todas las posibles mallas que pueden ser generadas para una region 2, nos

interesaran las mallas que cumplan con las siguientes caracteristicas:

1. Todos los diferentes puntos de Us deben de tener como imagen puntos diferentes en
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); esto quiere decir que se requiere que x sea 1 a 1.
2. Que x llene a €2, es decir, que = sea un mapeo sobre.

3. Es deseable que la imagen de una curva suave en Us sea una curva suave en {2, esto
es, que las funciones x(&,7n) y y(§,n) tengan derivadas continuas al ser consideradas

como funciones de £ y 1 separadamente.

Las mallas que cumplen con las primeras 2 caracteristicas son llamadas «mallas conve-
xas»; éstas son el tipo de mallas que se utilizan en gran cantidad de trabajos sobre solucién
numérica de ecuaciones diferenciales parciales, debido a que las mallas que no cumplen
estas caracteristicas, llamadas «no convexas» o «dobladas», no representan una transfor-

macién de coordenadas.

La malla que cumple con las 3 caracteristicas es llamada un difeomorfismo entre Us y

). Entonces podemos plantear el problema de la generacién de mallas como:
Dado un difeomorfismo

z: 0(Us) — 00

extenderlo a un difeomorfismo

.%':Ug—)Q

Hasta hace no mucho tiempo, los métodos para generar este tipo de mallas eran basi-

camente de 2 tipos:
1. Construccién por interpolacién algebraica.

2. Solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales.

El primer tipo de procedimientos van desde ser muy sencillos, con una simple normali-
zacién de las curvas frontera, hasta la interpolacién transfinita de las curvas frontera. Por su
parte, en los métodos por solucién numérica de ecuaciones diferenciales, las ecuaciones pue-
den ser elipticas, parabdlicas o hiperbdlicas. Ain cuando cada uno de estos procedimientos

tiene sus ventajas, estos se pueden resumir diciendo que la generacion algebraica es més
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rapida, pero las mallas obtenidas por ecuaciones diferenciales son mas suaves.

El Método de Interpolacion Transfinita

Como ya se menciond, los métodos més simples para generar mallas estructuradas son
aquellos que son basados en interpolacién algebraica. Estos métodos tienen la ventaja de
contar con una facil implementacién y su desempeno es bastante rapido cuando se com-
para con los métodos variacionales para la generacién de mallas. Sin embargo, cuentan
con la desventaja de que transmiten la falta de suavidad de la frontera hacia el interior y,
para regiones no convexas, frecuentemente no generan mallas convexas; esto es, que forma
mapeos que no son 1 a 1. No obstante, debido a su simplicidad, estos métodos pueden ser
usados para generar mallas que son tomadas como punto de partida por los métodos varia-
cionales. De la gran cantidad de métodos que se utilizan, el método de la interpolacion
transfinita (o TFI, por sus siglas en inglés) es uno de los mds populares y sera el tinico
que revisaremos en el presente trabajo. Un estudio més detallado de los diferentes métodos
algebraicos puede encontrarse en [6], [9], [10], [11], [24], [25], [26].

Para generar una malla sobre una regién €2; se requiere la parametrizacion de las cuatro
partes en las cuales la frontera de () estd dividida y que son imégenes correspondientes a
los cuatro segmentos de la frontera de Us. Si suponemos que la descripcién de la frontera

de Q estd dada por cuatro ecuaciones paramétricas

rp(§), w(§) 0< &<,
(), xr(n) 0<n<l1,

donde los subindices b, r, t, [ representan los lados de abajo, derecha, arriba, izquierda (por
sus nombres en inglés bottom, right, top, left)(Fig. 2.6). La orientacién debe de conservarse
y, para que z sea continua, se debe cumplir que en las esquinas correspondientes los mapeos

coincidan; eso quiere decir que

2p(0) = 21(0) (1) = 2, (0)  @r(1) = 24(1)  24(0) = (1)

La féormula béasica de la interpolacién transfinita usa estos cuatro mapeos para generar

una malla sobre Q:

z(&n) = (1=n)zp(&) +nze(§) + (1 = §ze(n) + Exyn — [Enze(1) +
E(1 = mn)ap(1) +n(1 = &)z (0) + (1 = &)(1 — n)zp(0)]
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x,(©)

X,(©)

Figura 2.6: Region dada por cuatro ecuaciones paramétricas.

A continuacién, se muestran algunas mallas generadas por interpolacién transfinita,
con 41 puntos por lado, para dos regiénes polinomiales llamadas m19 y CAB (Fig. 2.7);
y para dos regidénes que son aproximaciones a regiénes geograficas reales, las cuales de-
notaremos ENG, por England, y HAB, por Habana (Fig. 2.8). Las primeras dos regiénes
han sido ampliamente usadas en trabajos anteriores, las otras dos son regiénes «difici-
les», en el sentido de que no se logra convexidad de las mallas correspondientes cuando

se usan métodos clasicos, y debido a esto su uso se limita a la aplicacién de nuevos métodos.

P ——
NSNS
s
,é‘ﬂ"\‘\\‘“-‘\
Sy
O

Figura 2.7: Mallas generadas con TFI para m19 (Izquierda) y CAB (Derecha).

Se puede observar facilmente que la tinica malla convexa es la de la region CAB, la cual
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it
= .
/7 N
ONL79
RO
\0,,}!..‘.\\

Figura 2.8: Mallas generadas con TFI para las regiénes ENG y HAB.

es una regién convexa por si misma.

Generacion Variacional Discreta

Los métodos variacionales continuos se realizan resolviendo las ecuaciones de Euler-
Lagrange correspondientes al funcional a minimizar. Esta solucién se realiza de manera

numérica eligiendo una malla sobre el cuadrado unitario; es decir,
(&,mj) i1=1,2,...,m, j=12,...,n,

y aplicando un esquema de diferencias finitas para obtener aproximaciones P; ; a los valores

de X(@Z}iv 773)

Varios autores (entre ellos Barrera [21], [22], Ivanenko [2], [4] y Castillo [13], [14], [15],
[16], [17]) proponen realizar primeramente una discretizacién del funcional a minimizar,

y después resolver el correspondiente problema de optimizacion multivariada. En otras

palabras, el funcional continuo

1 1
<I>(x):/0 /0 L(ze, xn, e, yn)dnd§
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es reemplazado por una funcién de m x n variables

{Py} i=12....m j=12...n,

de donde
m—1n—1
F(Pi1,Pio,....,Pn, Po1,Pag,....,Pop,.... Pp1, Pro... . Pyp) = g E fij
i=1 j—1

donde f; ; es una aproximacion al valor de L en la celda de [0,1] x [0,1] definida por los

puntos

(Cim1,mj—1), (Gim1m5)5 (Sinmz)s (Siymj—1).

Los puntos

{PLj}v{Pm,j} j:1727"‘7n7 {R;,l}v{-PLTL} 1::1,2,...,7’”,

son los valores correspondientes del mapeo x en los puntos de la frontera del cuadrado

unitario

{61777j}7 {fmvnj}; j=12...,n,
{57;7771}7 {glann}a 1= 1727"‘7m7
que estan fijos; y los puntos interiores
(P} i=2..m-1 j=2..n—-1,

que son las imagenes bajo el mapeo buscado, x, de los puntos del cuadrado unitario

{&,nj)} i=2,....m—1 j=2,....,n—1,

los cuales se calculan de tal forma que hagan minimo a F'.

Esta minimizacion de F', se realiza partiendo de una malla inicial generalmente generada
por TFI. Se usa un método de optimizacién multivariada de gran escala, por ejemplo L-
BFGS o Newton Truncado. Cabe mencionar que, aunque los métodos discretos clasicos
se obtienen a partir de la discretizacién del funcional continuo correspondiente, se puede
pensar en generar directamente funcionales discretos; en otras palabras, proponer una

cantidad geométrica que se quiera minimizar sobre cada celda de la malla.
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Funcional de Longitud. La forma mas simple del funcional discreto de longitud es

- -
Flzﬁzl(Aq):ﬁzlq

g=1 q=1

donde N = 4(m — 1)(n — 1) es el nimero de tridngulos relevantes en la malla (Fig. 2.9),
m y n representan el tamafio de la malla y & es el doble del area promedio de todos los
tridangulos. Este funcional es usado debido a los buenos resultados que otorga al ser com-
binado con otros funcionales que comentaremos mas adelante. Una versién méas general es

propuesta en [21] y [22].

(i-1,j-1) (i-1,j-1)

Figura 2.9: Formacion de los triangulos relevantes.

F} es un funcional cuadratico, lo que conlleva a que su optimizacién sea muy eficiente.
También tiene la propiedad de que su hessiana es definida positiva en todas partes [21], lo

cual garantiza la existencia de un Unico minimo.

Funcional Clasico de Area. De acuerdo a la formulacién anterior, el funcional cldsico

de area, en su versién discreta, es

1 2
FA2 = N@Q ZQQ'

Sean 2, m,n fijos, este funcional tiene las siguientes propiedades:

1. Si existe una malla G tal que los tridngulos de todas las celdas tienen la misma area,

entonces G es un punto critico para el funcional de area.
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2. La Matriz Hessiana del funcional de area valuada en G es semipositiva definida.

La demostracién de estas propiedades se puede consultar en [21]. Una forma més general
de estos resultados se expone en [18]. Las propiedades anteriores garantizan que, en caso de
existir una malla ideal para el funcional de area, su minimizacién conduce a ella; en caso de
no existir dicha malla ideal, el minimo estara en una malla que sea lo mas cercana posible a
tener triangulos de igual area. La existencia de una malla ideal para este funcional de area
depende fuertemente de la frontera de la regién y de la distribucién de los puntos sobre
dicha frontera. Una malla ideal G para el funcional de area es aquella en la cual las areas
de todos los tridngulos son iguales. El proceso de minimizacién del funcional F42 siempre

converge.
Funcional de Ortogonalidad. Aunque el uso de la version discreta del funcional de

ortogonalidad no conduce a buenas mallas, cuando se usa de manera aislada, para casi

ninguna regién, su combinacién con otros funcionales si lo hace. La forma que tiene es

1 & 1 &
_ 2 _ 2
Fo = 72 200" = 5 20
q=1
donde og es la discretizacion del integrando en el funcional continuo de ortogonalidad

0? = |lc — al]?||b — al|? cos? 6.

L)

b

Figura 2.10: Tridngulo con vértices ¢, a,b y dangulo ©.
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Una malla ideal para el funcional de ortogonalidad es aquella en la que las celdas
son rectangulos. Utilizando este funcional, no se obtuvo ninguna malla convexa para las

regiénes de prueba y, ademds, el nimero de iteraciones realizado fue alto.

Funcionales Combinados. También en el enfoque discreto, es conveniente usar combi-
naciones convexas de diferentes funcionales para producir mallas mas adecuadas. La forma

general de esta combinacién es
F = T1FA2 =+ TQF[ + (1 -7 — TQ)FO,

donde 0 < 7,72 <1y 7 4+ 7 < 1. Los funcionales se usan en su forma normalizada.

Funcional de Area—Longitud. Cuando se hace m; = 7, 79 = 1 —7 obtenemos la familia
de funcionales
F=1Fp+(1-1)F 0<7<1,

que, con elecciones adecuadas de 7 (usualmente con 7 cercano a 1), dan lugar a mallas
aceptables para la mayoria de las regiénes sencillas. Es cuestién de experiencia, el elegir el
valor de 7 y lograr buenas mallas en los casos en los que la regién es complicada; el uso de
los funcionales A—rea—Longitud en regiones irregulares es complicado, ain para los expertos

en generacién de mallas.

Funcional Discreto de Area-Ortogonalidad. Al hacer 79 = 0, se obtiene la familia

conocida como funcionales de Area—Ortogonalidad. La forma de estos funcionales es
FD =11Fp+ (1 —1)F,.

Cuando se habla del Funcional de Area- Ortogonalidad, sin especificar el valor del
parametro 7, se hace referencia al miembro de esta familia correspondiente al valor 7 = 0.5.

La forma que toma para un tridngulo Acab es

1
Fao = 5( Z"—Og)

1
= §NC—MWW—MPw§9+HU—Wﬂw—awﬁﬁﬁ)

1
= 5(lle—al[lb—al®).
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A pesar de ser una combinacién de funcionales que no producen mallas suaves, los
funcionales de Area-Ortogonalidad dan lugar a mallas relativamente suaves, las dreas de
los triangulos tienen poca variacién y la cantidad de iteraciones es menor que las del

funcional de Area.

Funcionales de Suavidad y Area adaptivos de Tinoco.

El objetivo principal a conseguir en la generacion de mallas sobre regiénes planas irre-
gulares, es el que la malla sea convexa; una malla que no cumpla con este requisito es
completamente inttil para los propdsitos que se persiguen. Los métodos revisados hasta
ahora no garantizan que el objetivo se logre, en muchos casos, la malla éptima es no conve-
xa. Seria deseable contar con un funcional tal que, el proceso de su minimizacién conduzca
siempre a una malla convexa y contar con resultados que garanticen que eso siempre se

logra.

Para precisar la idea de optimizacién de una malla, considérese {2 una regién plana,

m,n € IN y los correspondientes puntos frontera

{Prjti=1,..m APmjti=t..n {Pirti=1,..m {Pinti=1,.m>

también fijos.

En [18] se define, para una malla G sobre (2, la cantidad

o (G) = min{a(A)},

la cual es el doble del minimo de las dreas de los tridngulos en la malla. Ahora definimos,

para k real, el conjunto

Dy ={G:Ge M yal(G) > -k},
donde M es el conjunto de mallas definidas sobre Q. Obviamente si k < k/, se da la
contenciéon Dy C Dy y, ademads, si

Area(S)

S L T D= 1)
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entonces Dy, = (). As{ pues, el conjunto de las k tales que
Dy, # 0,
es un conjunto de nimeros reales no vacio y acotado inferiormente. Sea
k_= inf{k : Dy # 0},

si k_ < 0, entonces el conjunto de las mallas convexas sobre 2, Dy, es no vacio.

El proceso de optimizacién de un funcional comienza con una malla Gy tal que a_(Gp) >
ko, esto es, Gy € Dy,. Si las mallas producidas en cada paso de esta optimizacién son
consideradas como los puntos de una trayectoria en el conjunto de mallas sobre 2, se
puede parafrasear nuestro objetivo de generacién de mallas convexas como el de calcular
una trayectoria

I:[—ko,0] = M,

tal que
['(—ko) = Go,

F(O) =G € Dy,

si es que Dy # 0 (Fig. 2.11).

En caso de que no exista una malla convexa sobre €2, seria deseable, de cualquier manera,
que el punto final de dicha trayectoria fuese lo mas cercano posible a la convexidad, esto

es, se desea ser capaz de obtener una malla de Dy con k lo més pequeiio posible.

El Funcional de Suavidad Adaptiva. Anteriormente, fue definido el funcional discreto

de suavidad como
iy
Z ‘q
=1 %

Una de las metas deseables, es la de obtener funcionales en cuyo proceso de optimizacién
no se requiera de condiciones de arranque muy estrictas y que puedan producir mallas

suaves. Supdngase que se tiene una malla no convexa tal que el area de cada triangulo que
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Figura 2.11: Trayectoria hacia una malla convexa.

contribuye al funcional es mayor que —k/2. Entonces la funcién

1
Ck+ta

Jr

toma valores positivos para cada tridangulo en la malla. Esta funcién da lugar al funcional

1L
F,=— )
s 2N;k+a

Minimizando este funcional, se obtiene una malla que estd més cerca de ser convexa
que la original. Una adecuada actualizacién de k produce, en un nimero finito de pasos,

una malla convexa, si existe una [18].

El Funcional de Area Adaptiva. Al hacer una versién discreta del funcional de area

continuo explicado en [18], se obtiene el funcional discreto de drea para una malla discreta

c.
@)= X fala) = X s

AeG AeG

que, usando una numeracién adecuada de tridngulos, puede ser escrito como

N

Faa(@) =3~

a
=11

Debemos notar que para que el proceso de optimizaciéon de F4-1 genere una malla

convexa, se necesita que la malla inicial ya lo sea; ésta es una seria limitacion para el uso
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de este funcional la cual se podra superar mas adelante.

Modificacién del Funcional. Motivados por el buen resultado obtenido en [18] al mo-
dificar el funcional de suavidad para ampliar su dominio de definicién, se considerara el

funcional discreto dado por

N

k+a 1
Fa_ =
A17k‘ N qZ:;Oéq+k’

el cual se puede optimizar si se parte de una malla G, tal que a_(G) > —k, y producird una
malla 6ptima con la misma propiedad sobre «_; de hecho, si G es la malla optima y k se

elige adecuadamente, a_(G) > a_(Q).

Combinaciéon de Funcionales. Los dltimos dos funcionales explicados nos conducen a
mallas 6ptimas con caracteristicas muy diferentes. Por un lado, el funcional de suavidad nos
proporciona una manera de obtener mallas muy suaves, pero el control de las areas no es
muy eficiente. Por otro lado el funcional de drea produce un mejor control del tamano de las
celdas, pero distan mucho de proporcionar mallas 6ptimas suaves y el namero de iteraciones
necesarias para llegar al minimo es muy grande. Al igual que con los funcionales clésicos,
se ha visto la conveniencia de combinar diferentes funcionales para tratar de conservar las
ventajas de cada uno por separado, y disminuir sus inconvenientes. En este sentido, se
presentan las combinaciones que han dado mejores resultados. En cada caso se usaran las

formas normalizadas de los diferentes funcionales.

Combinaciones de Area con Longitud. Una manera de suavizar las mallas produci-
das con los funcionales de Area, es seguir la idea de usarlos en combinacién con el funcional
de Longitud. Esto conduce también a disminuir los tiempos necesarios para obtener con-
vergencia. El uso del funcional de Area reciproca, ademas de los inconvenientes comunes
a todos los funcionales de Area ya mencionados, tiene la desventaja de que requiere, en
muchos casos, que las mallas iniciales reciban un tratamiento con otros funcionales a fin
de obtener convergencia. Sin embargo, al combinarlo con el funcional de longitud, este
inconveniente se ve superado en los casos estudiados. Esta combinacién tiene la forma

FO  =1Fya+(1-nF, 0<r<l1.
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Combinaciones de Suavidad con Area. Una manera de obtener mallas convexas y
suaves que tengan una buena distribucién del tamano de las celdas, es combinar el esquema
adaptivo de los funcionales de suavidad con algun funcional de area. Esta idea da buenos

resultados para las combinaciones con el funcional cldsico de drea; y se expresa como:
FO = 7R+ (1—7)Fy 0<7<1.

Funcional Quasi-Armoénico de Dominguez

Siguiendo las ideas mostradas hasta el momento, Dominguez-Mota y Barrera-Sanchez
posponen en [23] un nuevo funcional quasi-arménico que depende de un pardmetro w > 0,

basado en el funcional arménico de Ivanenko [3]

m n 4 A(Af ) N A
HE) =YY Sk =y e,
i=1 j=1 k=1 .7 q=1 q

donde m y n son el nimero horizontal y vertical de puntos de la malla, y k£ se usa para
denotar los 4 triangulos formados por cada celda de la misma. En este caso, N se utiliza
para denotar el namero total de tridngulos de la malla, i.e. N = 4mn.

! en el funcional H(G) de Ivanenko por una funcién

La idea principal es reemplazar o~
capaz de actuar como una barrera continua. Definiendo f(Aq) = A(Aq)uy, (). Una opcién
para u,(a) es una funcién continua, convexa y estrictamente decreciente que tienda a 1/«
para « > w. Entonces, se considera para un niimero real positivo w

2w—a

2 s1 a<w

uy () =
L si a>w
> 2
y, gracias a esta funcion, se define el funcional H,, como

N
Hy(G) =) MAquy(A,).

q=1

Un estudio mas a fondo de este funcional, asi como la implementacién del mismo, pueden

encontrare en [23].

Una vez que contamos con una manera adecuada de discretizar las regiénes donde nos
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interesa trabajar, debemos de encontrar una nueva manera de discretizar los operadores

de las diferentes ecuaciones diferenciales que nos interesan.

2.2. Esquemas de Diferencias Finitas (zeneralizadas

En este trabajo nos interesa resolver problemas planteados en dos o mas dimensiones
espaciales, desgraciadamente, como ya hemos dicho, no se cuentan con esquemas clasicos de
diferencias finitas para resolver estos problemas en regiénes que no sean rectangulares, atin
cuando los problemas de interés general ocurren en regiénes que no tienen una geometria
regular; es por esto que surge la necesidad de obtener un esquema que pueda adaptarse a

este tipo de regiones.

Para plantear el problema, primero recordemos que la forma general que tienen las

ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden es
Lu = Augy + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu.

Queremos aproximar este operador, en algin punto pg, utilizando aproximaciones a los

valores de u en algunos puntos vecinos, p1, p2, . .., pr de po (Fig. 2.12), utilizando diferencias
finitas.
1 °
o °
.Pz Y o
o ()
.Po PY
]
(]
]
o o
[ J

Figura 2.12: Distribucién arbitraria de pg y sus vecinos.

Podemos escribir entonces un esquema de diferencias finitas como la combinacién lineal

Lo =Tou(po) + Tiu(pr) + ... + Tqu(pg), (2.1)
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donde T'y,T'1,...,I'x son constantes.

Para poder decir que tenemos un esquema que cumple con que la aproximacion se
acerque a la solucién a medida que los nodos vecinos se aproximan al nodo central pyg,

necesitamos que la condicién
Z I's u(pi) — [Auge + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fulp, — 0, (2.2)

se cumpla. Si utilizamos la aproximacion de serie de Taylor de u hasta segundo orden y
reagrupando algunos términos, la expresién anterior puede escribirse como
q

[Atgy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu]p0 - ZD u(p;) =
i=0

(F<po>—z ) po) + (Dpo Zm@)uz(w T

1=0 =1

(E(po) - ZEA%) uy(po) + (A (po) Z FZ(A;Z ) Uzz(Po) +

i=1

g . 2
( ZF A-TzA?Jz) Uzy(Po) + (C(po) - Z FZ(AQyZ)> uyy(po) +

O (méx{Az;, Ay;})* (2.3)

donde A, y Ay son las distancias horizontal y vertical respectivamente del nodo central

po a cada uno de los nodos vecinos p;.

Nos interesa entonces, para cumplir con la condicién (2.2), que cada uno de los coefi-

cientes entre paréntesis en la expresién (2.3) se anule; en otras palabras queremos que
q

F(po) =Y Ty = 0,

1=0

q

—ZFZAQZZ == 0,
z:ql

> Ty, = 0,
i=1
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Si logramos esto, entonces la diferencia entre nuestro esquema y el operador que-
dard acotada por una funcién O(Ax;, Ay;), que involucra a las derivadas de orden mayor,

y disminuird conforme los nodos vecinos se acerquen a pg [19].

Las condiciones de consistencia anteriores pueden ser escrita, por cuestiones de sim-
plicidad, de manera vectorial, esto nos servird para identificar los valores que debemos
determinar. Entonces, agrupando los términos pertinentes, las condiciones planteadas en

(2.5) pueden reescribirse como

1o i i, F(po)
0 Ax Az, I D(po)
0 Ay Ay, _ | E®o) (2.5)
0 (Az1)? (Azg)? 2A(po)
0 Az1Ayr ... Az Ay, ‘ B(pop)
0 (Ay)* o (Ayy)? F 2C(po)
q

Debemos entonces encontrar los coeficientes I'; que cumplan con esto. Desafortunada-
mente este sistema cuenta con 6 ecuaciones y q + 1 incégnitas; esto quiere decir que, en
general, no serda un sistema bien determinado. Una de las primeras cosas que podemos

hacer pare resolver el problema, es notar que la primera ecuacién nos da la condicién

Io=-Ty...— T, (2.6)
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Usando esta condicién por separado, podemos tomar las dltimas 5 ecuaciones
I'
Al‘l A.I‘q r D(pO)
2
Ay . Ay, E(po)
(Az1)? .. (Axg)? = | 2A(po) |, (2.7)
AxiAyr ... AzgAy, B(po)
(Ay1)? ... (Ay,)? r 2C (po)
q

para asi calcular los valores de I'; que nos interesan.

Existen muchas formas de solventar o sobrellevar esta indeterminacién, para este tra-

bajo se desarrollaron diferentes métodos:

» Considerar el problema como un problema de dlgebra lineal.

Si consideramos el problema de obtener los valores I'; como un problema de algebra

lineal numérica, entonces el problema se convierte en resolver el sistema MI' = (3,

donde
A:L’l
Ay
M = (Al’l)Q
Az1Ay;
(Ay1)?
I'
Iy
I —
Iy
y
D(po)
E(po)
B=1 2A(po)
B(po)

2C(po)

Ax,

Ayq

(qu)z )
AxqaAy,
(qu)Q
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Trabajamos en con dos diferentes formas de resolver este sistema:

1. La primera opcion es resolver el sistema en un sentido algebraico, por lo que

tenemos que resolver el problema

M~'MD = Mg,
I = Mg,

siendo M~ calculado como

donde A* es la matriz adjunta de A.

. La segunda opcidén es resolver el sistema haciendo uso de la pseudoinversa. Esto

es, resolvemos el problema

Pinv(M)MT = Pinv(M)p,
' ~ Pinv(M)g,

Este método nos permite evitar los problemas que obtenemos si la matriz M es

singular, o esta cerca de serlo.

= También podemos resolver el problema si lo consideramos como un problema de

optimizacion. En este caso tenemos el problema de

q
min g T;
i=0

sujeto a

I
Az o Az r D(po)
Ay Ay, E(po)
(Az1)? .. (Axy)? ' = | 2A(po)
AxiAyr ... AzgAy, . B(po)
(Ay1)? ... (Ay,)? ' 2C (po)
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Con esto conseguimos los valores de todos los coeficientes I' que necesitamos para de-

finir el esquema (2.1) [7].

A continuacién, se describe la manera de aplicar el esquema definido anteriormente
a dos ecuaciones diferenciales parciales, las cuales se han utilizado en gran variedad de

trabajos.

2.2.1. Ecuacién de Adveccion

La primera ecuacién que vamos a tratar es la ecuaciéon de adveccién. Esta ecuacion mo-
dela el comportamiento de un material que es transportado, o advectado, en un fluido, tal
como puede ser la contaminacion en un rio o lago. Entonces, nuestro problema consistird en

encontrar una forma de aplicar el esquema definido en (2.1) a la ecuacién de adveccién

ou ou Ou

E'FCL%—F@:O,

la cual, por conveniencia, escribimos como

ou ou ou

Podemos aplicar la regla de la cadena en la ecuacién (2.8), para asi obtener

Pu 282 0%u 5 0%u
-7 = a2+2baa +5

(2.9)

Tomando en cuenta el desarrollo en serie de Taylor de u alrededor de (x,y,t + At)

2
au(xayat)At_’_la u(xayvt) (At)Q—l—..

U(x,y,t‘f‘At) = u(:n,y,t) + ot 2 o2

y sustituyendo (2.8) y (2.9) en ella [1], obtenemos

u(z,y, t +At) = wu(z,y,t)+

2 2 2 2
(Az) <a a7—1—2@1) iu —i—an u> +.
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El esquema definido por (2.7) y (2.6) se puede aplicar al operador

2 2 2 2
~At <a6u +b8“> Cy (aza“ +2ap 28 +b28u> ,

ox 0Oy 2 Ox? Oxdy 0y?
y los coeficientes I'g,I'1,...,I'; que se obtienen definen el esquema modificado de Lax-
Wendroff .
up ™ = uf + Z Tuf, (2.10)
i=0
siendo po, . . ., pq los nodos involucrados en el esténcil.

Esténcil de 4 puntos

Una de las principales ventajas que tiene el esquema (2.16) es que puede ser usado
tanto en mallas estructuradas, como en mallas no estructuradas. En nuestro caso, el uso
de mallas estructuradas y légicamente rectangulares, nos permite aprovechar la estructura

dada por los indices de lamalla G = {p; ; | 1 <i <m,1 <j <n}.

Una primera idea, que es ampliamente utilizada en la literatura, para elegir un esténcil
serda uno donde utilizamos cada nodo de la malla y 3 de sus nodos vecinos (légicos), en un
nivel de tiempo k para calcular el valor en un tiempo k + 1. Este tipo de esténciles son

cominmente llamados «tipo Upwind», y son como se muestra en (Fig. 2.13).

Ut

3
u\—l,i—l

Figura 2.13: Esténcil «tipo upwind».

Haciendo uso de este esténcil, el esquema (2.16)

k+1 _ Kk k
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toma la forma

k+1 _  k k k k k
u’i7j = ui,j + FOU,L*J' + Flui_Lj + FQU’i,j—l + F3ui—1,j—1? (211)

donde uf’ ; es la aproximacion a u en el punto z;,y; de la malla al nivel de tiempo k.

El esquema definido en (2.11) es un esquema modificado de Lax-Wendroff explicito.
Siguiendo la misma idea, se puede definir un esquema implicito del mismo tipo. Para hacer
esto, tomamos la ecuacién (2.16) y le agregamos un parametro 6 para utilizar 2 niveles de

tiempo del lado derecho. Con esta eleccién obtenemos

+(1-9) [Zq: I‘iuf"'l] .
=0

q

=0

uéﬂ =uf+0

Si utilizamos el mismo tipo de esténcil que en el caso explicito, el esquema anterior

tendra la forma

k+1 k k k k k
’U,,L-;»_ = u’i,j + 0 |:F0ui,j + Fl’uiij + FguLj,l + F3Ui717j,1i| +

(1 - 6) [Foufjl + Fluf_ﬂl’j + FQUﬁj_ll + FSUfjllJ_l] )

que, tras algunos pasos algebraicos, y en aras de la simplicidad, puede escribirse como

k+1 k+1 k+1
pr MBS oy Sui
Z'vj - (87 ’
donde
n= )\[Fluffl,j + P2“2214—1 + P3“ﬁjfl] + uﬁj(l +Al'o),
y, ademas,

Este esquema es un esquema implicito para aproximar la solucién de la ecuacién de

adveccién. Este tipo de esquemas suelen llegar a ser incondicionalmente estables.
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Esténcil de 6 puntos

Otro esquema disenado para aproximar la solucion de la ecuacién de adveccién se logra
si, al utilizar nuevamente el esquema (2.16), utilizamos cada nodo de la malla y 5 de sus
vecinos en un nivel de tiempo k, para asi calcular el valor de u en cada nodo de la malla en
un tiempo k4 1. En este esquema, el esténcil utilizado varia dependiendo de la localizacién

légica del nodo correspondiente a lo largo de la malla (véase la Fig. 2.14).

En cada caso obtenemos

k+1 k k k k k k k
Ui’;"_ = ui,j + FO'LLZ'J + Plul + PQUQ + P3U3 + P4U4 + P5U5, (212)
donde los valores de uf son las aproximaciones a u en el tiempo k en los nodos correspon-

dientes a cada esténcil.

Método de Lineas (MOL)

A grandes rasgos, el método de lineas es un método para la aproximacién de la solu-
cién de ecuaciones diferenciales parciales. Se trata basicamente de convertir el problema
de aproximar una ecuacion diferencial parcial, por un problema donde se resuelve un sis-
tema acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para hacer esto, primero se hace una
discretizacién de las componentes espaciales de la ecuacién, dejando de lado el tiempo.
En nuestro caso, en el cual consideramos el problema de obtener una aproximacién a la

solucién de la ecuaciéon de adveccion

ou ou b ou

— =—a— —b—.
ot Ox oy
después de hacier la discretizacién espacial utilizando diferencias finitas generalizadas, te-

nemos

4
dt

Podemos ver esto como un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias para las

ul(t) = FQUO(t) + Flul(t) + 4 Fquq(t).

variables w;(t), las cuales varfan continuamente en el tiempo a lo largo de las lineas que se
muestran en la figura (2.15). Este sistema es comtinmente llamado un método semidiscreto,

ya que Unicamente se discretiza el espacio, pero no el tiempo.



2.2. FEsquemas de Diferencias Finitas Generalizadas 63

(1)

PAEIR))

(1j-1) (2j-1)

Nodos segunda fila vertical

k+1
(2,n)

Ps k

(i-2,j)

(i-1,j-1)

P1
(i-1,3)

(i-1,2)

e li+1,1)

(i-1,1) (i,1)

Nodos segunda fila horizontal

(i,j-2)

Nodos restantes

Figura 2.14: Diferentes esténciles del esquema de 6 puntos.
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(s, Yj11)
A
(s o) A

Figura 2.15: Método de Lineas.

El sistema puede ser escrito como
U'(t) = AU(t) + g(2),

donde la matrix A guarda el valor de las constantes I' para cada nodo, y ¢(t) es el vector

que incluye las condiciones de frontera.

Una vez que plantemos el sistema de ecuaciones, quedan dos cosas por hacer: elegir
el esténcil que se va a usar y elegir un método para resolver el sistema de ecuaciones. En
tanto a la primera parte, decidimos conservar la idea de los esquemas de tipo Euler, por
lo que contamos con un esquema que usa cada nodo central y tres nodos vecinos, al igual
que un esquema que utiliza cada nodo central con cinco de sus vecinos. Para la segunda

parte, se decidi6 utilizar un método de Runge-Kutta de 6rden 2, 3 y 4.

Esquema tipo Crank-Nicolson de 9 puntos

En la literatura, podemos encontrar diversos métodos o esquemas de diferencias para
aproximar la solucién de las ecuaciones diferenciales parciales. Cuando se habla de es-
quemas cldsicos, en regiones rectangulares, los métodos implicitos de tipo Crank-Nicolson
tienen la caracteristica de ser incondicionalmente estables. Buscando contar con estas carac-
teristicas en nuestros esquemas, decidimos implementar un esquema de diferencias finitas

generalizadas de tipo Crank-Nicolson de 9 puntos.

Si en lugar de tomar cada nodo 7,7 de la malla, tomamos la soluciéon u en cada nivel

de tiempo, podemos escribir la solucién como
uP Tt = P 4+ KuP 4, (2.13)

donde K es la matriz que contiene todos los términos I' y r contiene la informacién de la
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frontera. Como tenemos condiciones de tipo Dirichlet en la frontera, entonces

k. k+1 k
i = Wy T Uy

La idea de los métodos de tipo Crank-Nicolson es considerar el promedio de dos niveles
de tiempo (k y k+1) para calcular la aproximacién de la solucién en algtin punto especifico
de la malla (en el tiempo k+1). Esto es, para la expresién en diferencias finitas generalizadas

(2.13), tendremos
1

de donde u**! podemos despejar para obtener

k+1 1 - 1 k 1 - k

que es un sistema que se puede resolver por medio de Algebra lineal para obtener la nueva

aproximacion de u en cada tiempo k + 1.

Pruebas numéricas de los esquemas para la ecuacion de adveccién

Con el tnico propdsito de mostrar el desempeno de los métodos descritos, se presentan
algunos resultados obtenidos al resolver el mismo problema con cada uno de ellos. Para
ello se seleccioné una regién irregular, denotada como CAB (Fig. 2.16), que cumple con
ser no rectangular, no simétrica y no periddica. Para esta region se gener6é una malla con

21 x 21 puntos, y se refiné para tener 41 x 41 y 81 x 81 puntos (Fig. 2.17).

La funcién

v u(z,y,t) = 0.2¢((=(@=05-0.2t)*~(y—0.3-0.21)*)/.01)

fue seleccionada para las pruebas como las condiciones inicial y de frontera en Ss, y el
intervalo de tiempo [0,1] se dividié6 uniformemente en 1000 subintervalos. En un tiempo
dado, k, los valores de las normas de los errores cuadraticos son calculados como la funcién

de la malla

k
e®]l2 = Z(uﬁ] - Ufj)zAiJ’
,J

donde Ufj y uf ; son el valor aproximado y el valor exacto, respectivamente, de la solucién
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Figura 2.16: Regién de prueba CAB.

calculado en el elemento 7, j, y A; ; es el area del poligono definido por { Piy1,5, P; j+1, Pi—15, Pij—1}-

En la tabla 2.1 se muestra el error maximo obtenido con cada uno de los esquemas,

usando cada una de las mallas obtenidas para la regién CAB.

Esquema 21 x 21 41 x 41 81 x 81
4 puntos explicito 9.71965E-03 | 6.43265E-03 | 3.86305E-03
4 puntos implicito 9.75681E-03 | 6.49653E-03 | 3.95678E-03
6 puntos 6.69724E-03 | 2.59374E-03 | 7.30314E-04
MOL 4 puntos RK2 9.73680E-03 | 6.46287E-03 | 3.90806E-03
MOL 4 puntos RK3 6.73036E-03 | 2.63781E-03 | 7.64533E-04
MOL 4 puntos RK4 9.75535E-03 | 6.49474E-03 | 3.95477E-03
MOL 6 puntos RK2 6.72789E-03 | 2.63601E-03 | 7.61009E-04
MOL 6 puntos RK3 9.75535E-03 | 6.49474E-03 | 3.95477E-03
MOL 6 puntos RK4 6.72789E-03 | 2.63601E-03 | 7.61009E-04
9 puntos Crank-Nicolson | 5.59924E-03 | 1.50977E-03 | 4.08816E-04

Tabla 2.1: Errores obtenidos con cada esquema.

Se puede observar claramente que los esquemas con mejor aproximacién son los de 6
puntos y el de 9 puntos tipo Crank-Nicolson. Pero, a pesar de esto, todos los esquemas

generan buenas aproximaciones a la solucién exacta.
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Figura 2.17: Mallas de 21 x 21, 41 x 41 y 81 x 81 para la regién CAB.
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2.2.2. Ecuacién de Difusiéon

La segunda ecuacién en la que vamos a aplicar el esquema de diferencias finitas ge-
neralizadas es la ecuacién de difusién, la cual se utiliza para modelar las fluctuaciones
de densidad de un material que se encuentra difundiéndose. Puede ser escrita, de manera
general, como

@ = vV,

ot

Esta ultima expresién puede ser escrita como

ou 0%u n 0%u
—=v|=—=+=]-
ot ox? = 0y?
Ahora, haciendo la expansién en serie de Taylor de u alrededor del punto (x,y,t + At)

obtenemos
ou

At+ ...,

donde podemos sustituir para obtener

Pu  0%u

El esquema definido por (2.7) y (2.6) se puede aplicar ahora al operador

0%u 0u
At | v=— At | v=—
( 3932) i ( 892>’
y los coeficientes I'g,I'1,...,I'; que se obtienen definen un esquema para aproximar la

solucién de la ecuaciéon de difusién
up ™ = uf + Z Tiul. (2.16)

Debemos notar que esta ecuacién involucra derivadas de segundo orden, lo que nos lleva
a tomar esquemas de diferencias fintas centrados en el espacio. Para que este problema este
bien determinado, entonces, requeriremos conocer una condicién inicial y la condicién en

toda la frontera de la regién.

Para esta ecuacion se han disefiado algunos esquemas de diferencias finitas generalizadas
que logran buenas aproximaciones a la soluciéon. Debido a que las ideas son las mismas que

en el caso de la ecuaciéon de adveccién, por lo que no hay necesidad de volver a explicar
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cada uno de ellos. Los esquemas implementados para la ecuacion de difusién son:
1. Método de Lineas.

a) Runge-Kutta 2
b) Runge-Kutta 3
¢) Runge-Kutta 4

2. Crank-Nicolson de 9 puntos.

Pruebas numéricas de los esquemas para la ecuaciéon de difusién

Nuevamente, con el fin de mostrar la precision de nuestros métodos se presentan algunos
resultados obtenidos al resolver el mismo problema con cada uno de ellos. Para ello se
seleccioné otra regién irregular, denotada como MIC (Fig. 2.18), que cumple nuevamente
con ser no rectangular, no simétrica y no periédica. Para esta regién se generé una malla

con 21 x 21 puntos, y se refin6 para tener 41 x 41 y 81 x 81 puntos (Fig. 2.19).

Figura 2.18: Regién de prueba MIC.

La funcién

s u(z,y,t) = e 2 Vicos(mx)cos(my),

fue seleccionada para las pruebas como las condiciones inicial y de frontera. En la tabla 2.2
se muestra el error maximo obtenido con cada uno de los esquemas, usando cada una de

las mallas obtenidas para la regién MIC. El intervalo temporal esta vez fue [0, 1] dividido
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Figura 2.19: Mallas de 21 x 21, 41 x 41 y 81 x 81 para la region MIC.
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en 1000 subintervalos para las mallas de 21 x 21 puntos, 4000 para las mallas de 41 x 41

puntos y 15000 para las mallas de 81 x 81 puntos. Esto para cumplir las condiciones de

estabilidad que se explicaran méas adelante en este trabajo.

Esquema 21 x 21 41 x 41 81 x 81

MOL Runge-Kutta 2 | 2.33370E-04 | 5.90411E-04 | 1.47989E-04
MOL Runge-Kutta 3 | 2.62180E-04 | 6.65041E-04 | 1.68114E-04
MOL Runge-Kutta 4 | 2.62183E-04 | 6.65041E-04 | 1.68114E-04
Crank-Nicolson 5.70353E-04 | 1.51176E-03 | 4.06183E-04

Tabla 2.2: Errores obtenidos con cada esquema con diferentes particiones de tiempo.

Podemos observar que los mejores resultados se obtienen con el esquema basado en
el Método de Lineas, usando Runge-Kutta 2 para resolver el sistema de ecuaciones plan-
teado. Una de las mayores limitaciones de este método es que necesita una gran cantidad
de pasos en el tiempo, para hacer un At suficientemente pequeno, para lograr convergen-
cia cuando se trata de problemas con una discretizacién fina del espacio. Esta limitante
es resuelta con el esquema de Crank-Nicolson. En la tabla 2.3 se muestra el error maxi-
mo obtenido al resolver el problema anterior en las mallas de 21 x 21, 41 x 41 y 81 x 81

puntos, pero ahora dividiendo el intervalo de tiempo [0, 1] inicamente en 400 subintervalos.

Esquema 21 x 21 41 x 41 81 x 81

MOL Runge-Kutta 2 | 1.92071E-04 | INESTABLE | INESTABLE
MOL Runge-Kutta 3 | 2.62140E-04 | INESTABLE | INESTABLE
MOL Runge-Kutta 4 | 2.62179E-04 | 2.57686E-01 | INESTABLE
Crank-Nicolson 1.11522E-03 | 1.09373E-03 | 1.12665E-03

Tabla 2.3: Errores obtenidos con cada esquema con la misma particién de tiempo.

Los resultados muestran que el esquema de tipo Crank-Nicolson logra ser estable en
todos los casos y, ademads, la aproximacién lograda con 400 pasos temporales es muy pa-
recida a la lograda con 15000. Este esquema consigue entonces buenos resultados con un
bajo costo computacional, el cual es una de los principales intereses de para nuestros es-
geumas. En el capitulo siguiente, hacemos un estudio més a fondo de la consistencia,

convergencia y estabilidad de los esquemas de diferencias finitas.
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Capitulo 3

Consistencia, Convergencia y
Estabilidad de Esquemas en

Diferencias Finitas

3.1. Diferencias Finitas Clasicas

Una parte necesaria de tratar cuando se habla de esquemas para aproximar la solucién
de diferentes ecuaciones diferenciales parciales, es el estudio de la estabilidad, la consis-
tencia y la convergencia de éstos. Para ello primeramente analizaremos el ejemplo de la

ecuacion de difusiéon en 1+ 1D

ve(x,t) = vuge(x,t), x € (0,1), (3.1)
v(z,0) = f(x), x € [0,1], (3.2)
v(0,t) = a(t), wv(l,t)=">5(t), t > 0. (3.3)

la cual es ampliamente utilizada en la literatura. En este caso a v se le conoce como la
constante de difusividad, y nuestro objetivo sera escribir un esquema en diferencias finitas
clasicas asociado a dicha ecuacién. Un estudio sobre la solucién analitica de este problema
puede encontrarse en [5].

Debido a que hablamos de diferencias finitas clasicas, necesitamos una discretizacion
uniforme tanto del espacio como del tiempo; para esto haremos una malla rectangular
uniforme con pasos espaciales Ax = 1/M y pasos de tiempo At = 1/T, donde M y T

seran el nimero de nodos de la discretizacién (figura 3.1).

73
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tA
t 4=4A t
t3=3A t
t2=2A t
t 1 =At
1=O A X ‘ 5
X,=0 X | AM-1 5
0 X 2 -1 X,=

Figura 3.1: Malla uniforme en z y ¢.
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Ahora debemos aproximar la solucién de la ecuacién (3.1) utilizando alguno de los
esquemas de diferencias finitas clasicos con los que contamos. Para hacer la discretiza-
cién espacial, tomaremos el esquema clasico centrado para la aproximacién de la segunda
derivada: ) N N .

@(mAx, EAL) = vy & U +1 = 2t um_17
Ox? Az?

mientras que para hacer la discretizacion temporal haremos uso del esquema clasico de

(3.4)

diferencias hacia adelante

Bk

At

@(mAaz, kAt) = vy =~ Ym

= (3.5)

Sustituyendo las aproximaciones obtenidas en (3.5), en la ecuacién (3.1), obtenemos

k+1 k k k k
um+ - um o 'LLm+1 - 2um + um—l
At Az? ’
que, tras despejar u%!, puede ser escrita como
At
k+1 _  k k k k
up =y, + V@(um+1 —2u,, + Upy_1)- (3.6)

La ecuacién (3.6) es el esquema en diferencias finitas para la aproximacién de la ecuacién

diferencial parcial original. Ahora, las condiciones iniciales y de frontera estan dadas por

u) = f(kAz) k=0,...,M, (3.7)
up™ = a((k+1)At) n=0,...,T, (3.8)
Wi = b((k+1)At)  n=0,...,T. (3.9)

Ahora, nuestro objetivo es obtener una buena aproximacién a la solucién de la ecuacién
diferencial parcial en [0, 1] x [0, 1] resolviendo el problema discreto dado por (3.6-3.9).
Debemos notar que la calidad de la aproximacion dependerd de la eleccién de los tamanos de
pasos espaciales Ax y temporales At. A continuacion, se hard un breve estudio del cuidado
de dicha eleccién y haremos una revisién de los conceptos de consistencia, estabilidad y

convergencia.

3.1.1. Consistencia

Si queremos aproximar una ecuacion diferencial parcial por medio de un esquema de

diferencias finitas, podemos utilizar la expansiéon en serie de Taylor alrededor de ciertos
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puntos para llegar a expresiones que logren dicha aproximacién. En particular, podemos

hacer la expansién alrededor de (mAx, kAt), para obtener la expresién

At 0% At?

v(mAz, (k+ 1)At) = v(mAz, kAt) + gt (mAz k:At) 8 S5 (mAz k‘At)— +.
la cual puede ser reescrita como
v(mAz, (k+ 1)At) — v(mAx, kAt) 81) At 82

que a su vez, utilizando una manera mas general en términos de O y suponiendo que v es
lo suficientemente suave, puede escribirse como
Jv v(mAz, (k+ 1)At) — v(mAzx, kAt)

5t (mAz, kAt) = AL

+O(AD).

Si queremos averiguar el orden del esquema de diferencias que aproxima la segunda

derivada, utilizamos la expansién en serie de Taylor

Az 9% Ax?

ov
v((m+ 1)Ax, kAt) = v(mAx,kAt) + %(mA:E, kAt)T +— 922 (mAx, kAt)T +
3 3
g = (mAu, kAt)ATx +O(AzY,
ov Az 0% Az?
v((m—1)Az, kAt) = v(mAz, kAt) — %(mAl‘ kAt)T + @(mAa: kAt)T -
3
g ~(mAx, kAt)A;f +O(AY).

Sumando estas dos expansiones podemos llegar al esquema que aproxima a la segunda

parcial de v respecto de x, denotada como v,

v ok L — 208 ok

o = A L+ o(Aa2?). (3.10)
Entonces, el problema (3.1) puede escribirse como
@( Az, kEAt) — 82 (mAx,kAt) =
57 MAT, voa(mAz =
,Uk-‘rl _ Uk v . . . )
o o (Vg1 — 205, + v, 1) + O(AL) + O(Az?). (3.11)

At Ax?
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Podemos ver que la ecuacién (3.11) muestra qué tan bueno es el esquema en diferencias
para aproximar a la ecuacién original. Debemos resaltar que esto no nos dice directamente
como la solucién del esquema en diferencias se aproxima a la solucion de la ecuacién

diferencial parcial.

Definicién. Se dice que el esquema en diferencias LEuk, = an es consistente punto a
punto con la ecuacion diferencial LU = F si existe alguna ¢(x,t), suave y continua, tal
que

(Lo — F) |F, —[LE p(mAz, kAL) — GF] — 0 (3.12)

cuando Az, At y (mAx, (k+ 1)At) — 0

Una vez definida la consistencia punto a punto, podemos ver que el esquema descrito
en (3.11) es consistente punto a punto con la ecuacién diferencial parcial original.

Podemos elegir ¢ como la solucién v de la ecuacién diferencial parcial, entonces la
expresién en (3.12) la escribimos como

LFuk —GE 50 cuando Az, At — 0.

m='m m

Si denotamos el esquema en diferencias como

u" ! = Quf + AtGF (3.13)

de donde u¥ = (...,u* ub,ub .07, GF = (. uF | uf, vk, ..)T vy Q es un operador que

actua en el espacio apropiado, entonces podemos escribir una definicién de consistencia

mas fuerte.

Definicién. El esquema (3.13) es consistente con la ecuacion diferencial parcial con la

norma || - ||, si la solucion de la ecuacion diferencial parcial v satisface que

vl — QuF + AtGF + Atr*

I7"] — o,
cuando Az, At — 0, donde u¥ denota el vector cuya k-ésima componente es v(mAx, kAt).

Hay que notar que la diferencia entre la consistencia punto a punto y la consistencia

con la norma, es que la consistencia con la norma obliga a todos los componentes del vector

Tk a converger a cero de una manera uniforme.
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3.1.2. Estabilidad

Una interpretacién intuitiva de la estabilidad es que, si el esquema en diferencias de un
problema con condiciones iniciales tiene errores pequenos de entrada, entonces tendremos
errores pequenos en la aproximacion final.

La estabilidad de un esquema con dos niveles de tiempo se explica en términos de una

ecuacion de la forma
bt = QuF n >0 (3.14)

Definicién. Se dice que un esquema de diferencias con la forma (3.14) es estable con

respecto a la norma || - ||, si existen constantes positivas Ax, At, o y 3 tales que
[ < K, (3.15)
para 0 <t < (k+1)At, 0 < Az < zp y 0 < At < Aty.

Hay que notar que, al igual que para la consistencia, la definicién de estabilidad esté da-
da en términos de una norma la cual puede variar dependiente del problema. Pero, inde-
pendientemente de la norma, la solucién puede crecer con el tiempo pero no con el niimero
de pasos de tiempo. Es importante hacer ver que existe una gran variedad de definiciones
de estabilidad, por ejemplo, una definicién comin es aquella que no permite un crecimiento

exponencial, entonces la desigualdad (3.15) es remplazada por
| < K[,

aqui el valor de K es quien dir4 si el esquema es consistente o no. Si 0 < K < 1, entonces
el esquema sera incondicionalmente estable. Si K = 1 entonces el esquema es condicional-

mente estable y, por dltimo, si K > 1 el esquema resulta ser incondicionalmente inestable.

3.1.3. Convergencia

Los esquemas con los que hemos estado tratando son muy usados, ya que presentan re-
sultados satisfactorios a la hora de aproximar la solucién de ciertas ecuaciones diferenciales
en diferentes dominios. Esto se debe a que estamos obteniendo la solucién del sistema de
diferencias que surge de hacer una aproximaciéon a la solucién de la ecuacion diferencial.
Ahora nos interesa garantizar la convergencia de estos esquemas, para poder describir bue-
nos resultados de las aproximaciones generadas. En general, esto no es ficil de conseguir

y, en muchas ocasiones, el proceso para conseguirlo llega a ser muy largo y laborioso.
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Consideremos la siguiente EDP
Lv =F, (3.16)

con v y F funciones que estdn definidas en IR y con condicién inicial v(z,0) = f(x).
Supongamos que tenemos una aproximacién a la solucién, obtenida por medio de algin
esquema de diferencias finitas, que llamaremos Lfn. Para este problema, u define una
malla uniforme con Az y At distancias entre nodos, y satisface la condicién inicial u2, =

f(mAzx) € [a,b]. Denotemos a v como la solucién exacta de nuestro problema inicial.

Definicién. Un esquema de diferencias LEuk, = G¥ que aprozima a la ecuacion diferen-
cial parcial Lv = F' es un esquema que converge punto a punto para algin x y t, mientras
(mAz, (k + 1)At) converge a U(z,t) y uF, converge a v(x,t) cuando Az, Ay tienden a

cero.

Para ejemplificar mejor esto, retomaremos el problema del ejemplo 1 junto como su

esquema en diferencias, el cual reescribiremos como
k+1 _ k k k
Upy = (1 - 2r)um + T(um—i—l + um—l)v

en donde r = vAt/Az?.
k

Definamos z;,

como

2k =k —v(mAz kAL,

Si ahora regresamos a la ecuacion diferencial parcial original y la escribimos como

vi(mAz, kAt) — vug,(mAz, EAt) =
,Uk—i—l _ Uk

At Ax?

o 1= 208 4ok ) + O(AL) + O(A?), (3.17)

y al poner la solucién exacta v del lado izquierdo de la ecuacién anterior obtenemos que

k+1 k
Um = — Um

v k
At N (U1 =

0= 208 40k )+ O(AL) + O(Az?),

k+1

~T* para obtener

de donde podemos despejar v
oF L = (1 — 2r)0f + r(vfjﬁl + ok )+ O(A?) + O(AtAZ?),

y finalmente, restando la ecuacién anterior de la ecuacién (3.17), tendremos que

2iH = (1= 2r)2F +r(E 4+ 25 ) + O(AR) + O(AtAZ?). (3.18)
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Si0 < r <1/2, los coeficientes del lado derecho de la ecuacién (3.18) son positivos y,

ademas,

| 2|

IN

(1 =2r) | 25 [ 47( 2hpr |+ | 2oy |) + A(AE + AtAz?)
ZF + A(AF? 4 AtAz?),

IN

donde A es una constante asociada con el término O v Z* = su 2k 11, Luego, si tomamos
y Pk m 2o,

el sup sobre k del lado izquierdo, tenemos

ZM < ZF 4 A(A + AtAL?).

Notemos que el supremo del lado derecho de la ecuacién anterior incluye los términos

At y Ax. Aplicando esta condicién un ntimero finito de veces llegamos a que

ZF < ZF 4 A(AF + AtA2?)
ZF1 4 2A(AE? + AtAz?)

IN

< Z° 4 (k4 1)A(A? 4+ AtAz?).

De ahi que, si Z° =0, | ufF! —v(mAz, (k +1)At) |< ZF 1y (k4 1)At — T;

| uFtt —w(mAz, (k+ 1AL | < (k+1)AtA(At + Ax?)
— 0 cuando At,Ax — 0.

Asi que para algin x y t, cuando At y Ax se aproximan a cero y

(mAz, (k+ 1)At) — (x, 1),

k

~ se aproxima a v(x,t). Hay que senalar que el término k£ + 1 en la expresién

entonces u
anterior podria ser un problema para nuestra convergencia, por lo que es importante que

(k+1)At — T. Con esto hemos logrado probar que Z* — 0, con 2, = uk, —v(mAz, kAt).

En general, es muy dificil probar la convergencia punto a punto, y no suele ser tan
util como un tipo de convergencia uniforme; en vez de eso, utilizamos una definicién de
convergencia en términos de una norma de la diferencia entre la solucién exacta y la apro-

ximacién obtenida.
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Si queremos probar la convergencia en términos de la rapidez con la que la aproxima-
cién converge a la solucién exacta, debemos definir la convergencia de orden (p,q) de la

siguiente manera:

k

s que aproxima a la ecuacion diferencial

Definicién. Un esquema de diferencias LE,u

parcial Lu = F, es un esquema convergente de orden (p, q) si parat, cuando (k+1)At — T,
||ukJrl — kaH = O(AzP) + O(At?)

cuando Ax, Ay — 0, y en este caso, O dependerd de t.

Con esto, hemos aclarado las definiciones de consistencia, estabilidad y convergencia
de los métodos de aproximacién numérica. Existe un teorema que relaciona estas tres defi-

niciones, el cual nos ayudard a explicar la converfencia de nuestros métodos mas adelante.

3.1.4. Teorema de Equivalencia de Lax

Teorema 2. Teorema de equivalencia de Lax. Un método de aprorimacion en diferencias
finitas para la aprorimacion de un problema de valor inicial es convergente si y sdlo si

es estable y consistente.

Este teorema nos brindara las pautas para saber si los esquemas que planteamos son
convergentes. Tomando en cuenta que nuestros esquemas son consistentes por definicién,
lo inico que necesitamos probar es su estabilidad. Entonces, dicho de otra manera, lo tinico
que requerimos es probar la estabilidad de nuestros esquemas para que quede demostrada
su convergencia. A continuacién, haremos un breve estudio de los aspectos de estabilidad
de los esquemas obtenidos para la ecuaciones de adveccion y difusinién mostrados en el

capitulo anterior.

3.2. Estabilidad de los Esquemas Para la Ecuacién de Ad-

veccion

En la literatura existen muchos resultados sobre la estabilidad de los esquemas de la
ecuacion de adveccién, pero casi todos se refieren y restringen a regiones rectangulares con
mallas uniformes. Entonces, nos dedicaremos a hacer un estudio de tipo Von Neumann para

la estabilidad de nuestros esquemas sobre regiones que no sean regulares, debido al tipo de



Capitulo 3. Consistencia, Convergencia y FEstabilidad de Esquemas en Diferencias
82 Finitas

analisis que se presenta, no tomaremos en cuenta el nimero de nodos con los que cuenta

el esquema, inicamente necesitaremos diferencias entre esquemas explicitos e implicitos.

3.2.1. Esquemas Tipo Lax-Wendroff Explicitos

Para nuestros esquemas tipo Lax-Wendroff explicitos de la ecuacionp de adveccién,

B ou  Ou (At)? [ ,0%u 0%u 5 0%u
u(z,y,t + At) = u(z,y,t) + At < a5 b(?y) + 5 <a 92 +2abﬁx8y +5b a7 )

los cuales tienen la forma
k+1 _  k k

podemos expresar el error que se comete en un nodo (zg,yo), en un paso de tiempo k,

como la suma de armonicos individuales de la forma
k k j
" (o, yo) = RFeIrrotswo),

donde r y s nuevamente son ntimeros de onda y j representa la unidad imaginaria. Debido

a la linealidad de la ecuacion, podemos escribir el término del error como

q
RFt1gi(rzotsyo) — Rk oi(reotsyo) 4 Z FZRkej(r(xO'f‘Al‘l)+5(yO+Ayl))'
1=0
En este caso, el factor de amplificaciéon R se puede escribir como
q
R = 1+ ) Lellrantsivl

=0

q q
= 1+ Z [y cos(rAz; + sAy;) + 1 Z [y sin(r(Ag); + sAy;).
=0 =0

Ahora, tomando en cuenta que
cos(rAxg + sAyg) = 1,

sin(rAzo + sAyp) = 0,

y recordando que nuestra primera condicién de consistencia es

Fo=-TI1—Ty—--- =Ty,
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podemos escribir el factor de amplificacién como

q q
R=1+ Z [y[cos(rAx; + sAy;) — 1] + ¢ Z [ysin(rAz; + sAy;).
=1 =1

Si expandimos en series de Taylor, hasta segundo orden, todos los términos de la suma

anterior, obtenemos que

cos(rAx; + sAy) —1 = —[rAx; + SAyl]z/Q!
= —[T2ASCZ2 + 2rsAx; Ay + 82Ayl2]/2!

sin(rAz 4+ sAy) = Az + sAy + O(Az3, Ay®)

Ahora, tomando cada suma por separado y haciendo la suma sobre todos los nodos

vecinos obtenemos

ilecos(rAx; + sAy) — 1] = A:cl + rsZFZAa@ZAyl

I MQ

L
2
S
— A
2 Z/z

donde, usando la segunda y tercer condiciones de consistencia, tenemos que

Z [y[cos(rAz; + sAy;) — 1] = —[T;(At)Qa2 +rs(At)%ab + — (At)2b2]
=1
= — (A;)2 (ar + bs)?.

Ahora, andlogamente tenemos que

q q q
Z [ysin(rAz; 4+ sAy;) = r Z Az + s Z Ay
=1 =
= —arAt — bsAt

= —(ar + bs)At.
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Sabiendo esyo, podemos decir que el médulo del factor de amplificacién esta dado por

(At)®

| R |2 = [1- (ar + bs)2]2 + (ar + b5)2(At)2

= 1+ i(At)‘*(ar + bs)?

(an?

5 (ar 4 bs)?)? — (ar + bs)?(At)?

= 1+

y entonces
» | R|>1; el esquema no es estable de manera estricta pero,

» | R|< 1+ C(At)?, como ar + sb esta acotado, existe una estabilidad débil (En el

sentido de Von Neumann).

3.2.2. Esquemas Tipo Lax-Wendroff Implicitos

Ahora, para la versién de Lax-Wendroff de la ecuacién de adveccién, vamos a considerar

un esquema implicito de tipo € para la ecuacion

ou  OJu (At)? [ ,0%u 0?u 26 u
u(:p,y,t—l—At):u(x,y,t)—{—At <_a$_b> + < or 9,2 a dy 0y 90,2

que puede ser escrito como
q
uF =) 4 g Z D™ + (1 -0)S T, (3.19)
=0

Una vez mas, podemos medir el error en el nodo (z,y) de la malla en un nivel de tiempo

k como
&™) (o, yo) = RFeIrmotswo),

y también
q
RFH1i(rzotsyo) — Rk i(rzo+syo) + [0+ (1-6)R] ZFZRkej[r(xo+sz)+s(yo+Ayl)]'
=0

En aras de la simplicidad, denotemos por H a la suma en la tltima expresién. Si aplica-

mos las condiciones de consistencia como en el caso de los esquemas explicitos, entonces
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tendremos que

A
I
MQ

[y[cos(rAx; + sAy;) + isin(rAx; + sAy;)]

=0
1
= —i(At)2(ar + sb) — i(At)(ar + sb)
hasta segundo orden. Ahora
1+60H
R = ——
1+(6-1)H
y, entonces,
R P= 1 — 0(At)%(ar + sb)? + 202 (At)* (ar + sb)* + 62(At)%(ar + sb)?

1— (0 —1)(At)%(ar + sb)? + %(0 — 1)2(At)4(ar + sb)* + (0 — 1)2At)2(ar + sb)2’
Para obtener estabilidad estricta, necesitamos que | A |< 1, debemos elegir entonces

8+ (At)%(ar + sb)?
0 < :
— 8+ 2(At)%(ar + sb)?

y, como el lado derecho de esta expresién puede tomar valores en el intervalo (%, 1), la
condicién se cumplira si elegimos

0 <

DN |

Con esta eleccién nuestro esquema resulta ser incondicionalmente estable. Particular-

mente, en el caso § = % es analogo a un esquema de tipo Crank-Nicolson.

3.2.3. Esquemas Explicitos de Adveccién Pura

Cuando se habla de esquemas de tipo Lax-Wendroff, al hacer la aproximacién en se-
gundo orden de las derivadas se agregan términos difusivos al esquema, esto hace que las
aproximaciones necesiten de una discretizaciéon maés fina del intervalo temporal, pero agrega
un poco de “estabilidad?? al método. Si queremos evitar estos términos difusivos, debemos
de trabajar con la ecuacién de adveccién pura

ou ou ou

ot~ "o oy

la cual puede ser escrita, tomando un enfoque de diferencias finitas, como

ou ou
u(z, y,t + At) ~u(z, y,t) — At |:a8:c + bay} :
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En este caso, para realizar un analisis de estabilidad, podemos expresar nuevamente el

error en un nodo central (xo,yo) en algin paso de tiempo k como
(I)(k) (l'(), yO) = Rk‘ej(r:vo—‘rsyo)’
y, aprovechando la linearidad de la ecuacion de adveccién, podemos escribir
q
RFtLei(rzotsyo) — Rpkilrzotsyo) 4 Z [ RFeI(r(@otAz)+s(yo+Ay))
1=0
El factor de amplificacién R se puede escribir como
q
R = 1+ Z Flej[TAIHSAyl]
1=0

q q
= 1+ Z [y cos(rAx; + sAy;) + i Z [y sin(rAz; + sAy).
=0 =0

Si consideramos que
cos(rAzg + sAyp) =1,

sin(rAzg + sAyp) = 0,

y también la primera condicién de consistencia
Fo=-TI1—=Ty—--- =Ty,

se obtiene que

q q
R=1+ Z [y[cos(rAx; + sAy;) — 1] + 4 Z I'ysin(rAz; + sAy;).
=1 =1

Ahora, cada término en la suma del lado derecho puede ser expandido en serie de Taylor

hasta segundo orden, obteniendo asi

q
ilcos(rAx; + sAy) — 1] = % Z FlAa:l +rs Z Az Ay,
=1

T MQ

M\C’J

q:
Z A7
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q q q
Z [ysin(rAz; + sAy) = r Z I'Ax; + s Z I Ay,
=1 =1 =1

= —arAt — bsAt,
= —(ar + bs)At,

finalmente, hasta segundo orden, el modulo del factor de amplificacién esta dado por

|R|? = 1+ At*(ar +bs)?,
= (1+ At(ar + sb))? — 2At(ar + sb);

esto quiere decir
| R| < 1+ At(ar + bs).
Como en el caso de los esquemas explicitos tipo Lax-Wendroff, tenemos que

» | R |> 1; y entonces el esquema no es estable de manera estricta pero,

» | R|< 14 CAt, como ar + sb esta acotado, existe una estabilidad débil.

3.2.4. Esquemas Implicitos de Adveccién Pura

Ahora, consideremos un esquema implicito de tipo # para la ecuacién de adveccién pura

Ou_ _ Ou_,ou
ot~ “or oy’

el cual escribiremos como
E+1 k ! k ! k+1
u(() +1) :ué)—i—HZFlul( )+(1—9)ZFlul( ),
=0 =0
En este caso, el error de amplificacion del error puede ser obtenido de la expresion

q
REH1eirzotsyo) — Rei(reotsyo) 4 19 4 (1 — O)R] Z T REIlr (@it Aa) syt Ay
=0
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Entonces, en este caso, el factor de amplificacién esta dado por

q
R = 1+[0+(1-06)R] Z I, ellrAzitsiyl]
1=0
q
= 1+[0+(1-6)R] Z [y[cos(rAx; + sAy;) + jsin(rAz; + sAy;)].
1=0

Si aplicamos las condiciones de consistencia como en el caso del esquema explicito y

denotamos por L a la suma en la expresion anterior, tendremos que

q
L = Z Iy[cos(rAx; + sAy;) + jsin(rAz; + sAy;)]
=0
= —jAt(ar + sb)

hasta segundo orden.

Ahora, el factor de amplificacién puede ser escrito como

1+60L

B=1re-0t

y, entonces,
1+ 02At?(ar + bs)?
+ (0 — 1)2A¢2(ar + bs)?’

2__
|RP*= -

Para obtener | R |2< 1, necesitamos que se cumpla

14+ 02At?(ar + bs)? < 1+ (0 —1)2At(ar + bs)?,
1+ 0?At?(ar + bs)? — 20At*(ar + bs)? + At?(ar + bs)?,

de aqui se puede ver que

0 < —20At*(ar + bs)* + At*(ar + bs)?,
= 2 +1,

esto quiere decir que debemos elegir

N | =

para obtener estabilidad estricta.
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3.3. Estabilidad de los Esquemas Para la Ecuacién de Ad-
veccion-Difusién

En las ecuaciones de Saint-Venant, o ecuaciones de aguas someras, aparecen algunos

términos de Adveccién-Difusién, siendo estos una parte esencial de las mismas ecuaciones.

También para este tipo de ecuaciones se tiene un esquema para aproximar la solucién de

las ecuaciones. Siguiendo con la idea planteada en la secciéon anterior sobre los esquemas

de adveccion, es aconsejable contar con estudios de la estabilidad sobre estos esquemas.

3.3.1. Esquemas Para la Ecuaciéon de Adveccién-Difusion

Para los esquemas de la ecuacién de Adveccién-Difusién

ou ou 0?u  0%u
u(z,y,t + At) = u(z,y,t) + At [aﬁx + b@y] + VAL [81‘2 + 892] ,

los cuales tienen la forma

al igual que en el caso de la ecuacién de adveccién, podemos expresar el error que se comete
en un nodo (x,y), en un paso de tiempo k, como la suma de arménicos individuales de la

forma
ok (.%, y) _ Rkej(rcc+sy)’

donde r y s nuevamente son numeros de onda. Esta vez podemos escribir el término del
error como
q
RkJrlej(r:Jchsy) — Rkej(r:rJrsy) + Z Fleej(r(x+A:pl)+s(y+Ayl)).
=0
En este caso, el factor de amplificacién R se puede escribir como
q
R = 143 ryelrdatssul
1=0

q q
= 1+ Z Iy cos(rAx; + sAy;) +1i Z [ysin(r(Ag); + sAy;).
1=0 1=0

Si aplicamos las condiciones de consistencia como en el caso del esquema explicito y
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denotamos por L a la suma en la expresion anterior, tendremos

q
L = Z [y[cos(rAx; + sAy;) + jsin(rAx; + sAy;)]
1=0
= [—jAt(ar + bs) — v(r?s?)At],

hasta segundo orden.

Ahora tenemos que
1+ 0L =1—0Lv(r* + %)t — if(ar + bs)At,
y, entonces
|1+ 0L =1 —200(r* + s*) At + 20 (r* + s2)2At* 4 0% (ar + bs)2At?,
mientras que

|14+ (0—1)L = 1—-20(0—1)(r* + s*) At +12(0 — 1)%(r* + 52)2At? + (0 — 1) (ar + bs) * At>.

Si queremos que
| RPP<1,

entonces necesitamos que
1 —200(r* + s?) At + V20%(r? + s*)2At* + (ar + bs)?At?0* <
< 1-200(r* 483 At 1202 (r2 452 2 At - (ar+bs) > At20° +20 (r? +5%) At —2002 (12 +52) 2 A2+ 12 (r? +5%) At —20 (ar+b
esto quiere decir que
20 [1?(r? + s*)2At% + (ar + bs)?At?] < 20(r? + s2) + 12 (r® + s°)?At + (ar + bs)*At,

lo cual se cumple para

v(r? + s%) +v2(r? + s2)2At + (ar + bs)? At

1
0 < =

-2 v2(r? + s2)2At + (ar + bs)?At
1
2

v(r? + s?)

+ r2(r2 + s2)2At + (ar + bs)2At’
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Ahora, si por simplicidad tomamos a = (r? + s?)At, podemos obtener

1— 20+ 6%a* <14+ 2(1 — 0)a+ (1 —0)%a’.

De aqui podemos facilmente llegar a la condicién
24a 1 1
0 < — 4+ =
- 2« o) + 2’

con lo que nuevamente tendremos una condicion de estabilidad estricta.
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Capitulo 4

Ecuaciones de Saint- Venant

En este capitulo estudiaremos la deduccién de las ecuaciones de Saint-Venant (también
llamadas ecuaciones de aguas someras), iniciando desde la hipdtesis del continuo utilizada
en la mecanica del medio continuo. Se hard una revisién de las leyes de conservacion, ya
que, como derivan en las ecuaciones de Navier-Stokes, son la antesala para las ecuaciones
de Saint-Venant. Después de esto, se explicard como se obtiene el esquema propuesto para

la aproximacién numérica en diferencias finitas generalizadas estas ecuaciones.

4.1. Mecanica de Medio Continuo

Una suposicion que se hace cominmente cuando se habla de problemas de transporte
de calor, masa o momento es la del continuo, la cual trata todos los fluidos como si fueran
continuos, o dicho de otra manera, ignora la granularidad de la materia. Esto con el fin de
hacer los problemas més sencillos en algtin aspecto.

Supongamos que no queremos utilizar la hipdtesis del continuo, entonces debemos de
tratar a todos los fluidos como el conjunto de moléculas que los conforman. En principio,
conociendo la posicion inicial de cada molécula del fluido asi como su velocidad inicial,
podriamos ser capaces de calcular la posicion de todas éstas en un tiempo determinado
utilizando las leyes del movimiento de Newton. El problema con este enfoque, es que el
nimero de moléculas en cualquier volumen de fluido que puede ser de interés hace que este
calculo sea muy dificil.

Por ejemplo, en un centimetro ciibico de agua, deberemos de considerar 3.3 x 10%?
moléculas, lo que puede hacer que el tiempo de computo para calcular una interaccién de
cada molécula con todas las demads sea de hasta 10 millones de anos, en una computadora

corriendo a 100 millones de operaciones de punto flotante por segundo (MFOPS). Las

93
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moléculas en un liquido tienen colisiones con otras cada 10~!? segundos, entonces, para
describir un segundo del comportamiento de éste liquido, necesitariamos 102 x 10 millones

de afios, que claramente es un tiempo absurdo de espera.

4.1.1. Hipdtesis del Continuo

Un descripcién detallada, a nivel molecular, no es necesaria para poder predecir el
comportamiento macroscépico de cualquier material. Esto es, no es necesario conocer la
ubicacién precisa de todas las moléculas en un fluido; para la mayoria de las aplicaciones
basta con conocer la distribucién de masas dadas por el perfil de densidad p(7) de las

moléculas en alguna regién:

donde m; es la masa de la molécula 7, la suma se hace sobre todas las moléculas dentro de
una superficie A, y V es el volumen. A partir de este punto utilizaremos una suposicién
conocida como ”la hipétesis del continuo?? la cua,l basicamente, dice que el limite mostrado
convergird mucho antes de que las dimensiones del volumen V' llegue a un nivel molecular.

De una manera mas precisa podemos enunciar la hipétesis del continuo como:

Definicion. Hipétesis del continuo. La region que se va a describir puede ser subdi-
vidida en un conjunto de elementos (infinitesimales) de volumen, cada uno de los cuales

cumplen simultdneamente que:
1. es suficientemente pequerio como para ser considerado uniforme; y
2. es suficientemente grande como para contener un numero grande de moléculas.

El problema basico en la mecanica de medio continuo es describir la respuesta de
un material a un esfuerzo. Una forma de representar cuantitativamente esta respuesta es

conocido como:

Definicion. Ecuaciéon Constitutiva. Modelo que describe como un material respon-

derd ante un esfuerzo.

4.1.2. Equilibrio Hidrostatico

Si el material con que queremos modelar es un fluido en reposo, i.e no tiene velocidad

ni aceleracién, entonces la gravedad y la presion hidrostatica seran las unicas fuerzas que
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estaran actuando sobre el sistema. Debido a que estamos trabajando con un sistema en

equilibrio, las fuerzas deben de estar balanceadas, esto es
> Fy=Mi=o.
i
En este caso, esto quiere decir que

F,+F,=0, (4.1)
F, Z/pﬁdV,
;

ﬁp:/ﬁpda:/ VpdV,
A \4

aqui p se usa para representar la densidad del fluido, § es la fuerza de gravedad y p
representa la presién. Una vez que tenemos esta iltima expresién, podemos sustituir en la

ecuacién (4.1) y, combinando las dos integrales de volumen, obtenemos

F,+F :/[pﬁ—vp]dvzo.
v
Dado que esta iltima integral debe de ser siempre cero, sin importar el elemento de volumen

que estemos tomando, entonces el integrando debe de ser cero, lo cual puede escribirse como
Vp = pg.

Esta 1ltima expresion se puede interpretar diciendo que la presiéon aumenta en la di-
reccion de la velocidad de la gravedad, lo que describe correctamente cémo se incrementa

la presién con la profundidad del agua.

4.1.3. Flujo en Fluidos Ideales

Hasta este momento, hemos considerado tnicamente fluidos que se encuentran en re-
poso, pero el problema que nos interesa cuenta con movimiento, diversas aceleraciones y
fuerzas externas; es por esto que es importante comenzar a hablar sobre fluidos en movi-

miento. Como un primer intento, hablaremos del flujo en fluidos ideales.
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Definicion. Fluido ideal. Decimos que un fluido es ideal cuando las deformacion de cada

elemento del mismo es un proceso adiabdtico y reversible, esto quiere decir que:

donde 1 es la viscosidad y k es la conductividad térmica.

Generalmente, esto quiere decir que todas las fuerzas viscosas son despreciadas debido a
que las fuerzas viscosas representan la existencia de friccién entre los elementos del fluido,
y un proceso con friccién es irreversible. También, debido a que el proceso debe de ser

adiabatico, el coeficiente de conductividad de calor debe de ser igual a cero.

Ecuacién de Euler

Si contamos con un fluido que cumple con estas definiciones, y queremos considerar
la deformacién isentrépica de un fluido para un sistema microscépico arbitrario, entonces
debemos de tomar en cuenta la presién, la gravedad y la inercia del sistema cuando se

acelera. De la segunda ley de Newton tenemos que
Mi=) F,.
i

Si 7(t) denota la trayectoria de una elemento particular del fluido dentro del sistema,

la velocidad de éste ser puede expresar como

., Dr
v=—
Dt’
mientras que su aceleracion sera
. Dy
a=—.
Dt

Debido a que estamos siguiendo a un punto particular en el sistema, utilizaremos la
derivada material. Si multiplicamos la aceleracién por la masa del elemento del fluido
podemos obtener la inercia

Dv
dm)d = p(dV)—.
(dm)i = p(dV) 7
Si queremos calcular la inercia total del sistema, debemos repetir este calculo para cada

uno de los elementos del fluido y sumarlos, esto es,

Dv
Md = —dV.
“ /Vth
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La segunda ley de Newton nos dice que esto debe de ser igual a la fuerza neta actuando

sobre el sistema, de modo que,

dvzﬁp+ﬁg:/p§dv/ﬁpda:/pgdv/vpdv.
14 A \%4 \%4

En la dltima igualdad hemos utilizad el teorema de la divergencia para convertir de

Dv

P
v Dt

una integral de superficie a una integral de volumen, esto para contar con tres integrales

de volumen sobre el mismo domino. Si combinamos estas tres integrales obtenemos

D7
g v = 0.
N

Ya que esto se debe de cumplir para cualquier volumen V', entonces, el integrando debe
de ser siempre cero, lo que nos lleva a obtener
Dv

7:g’_

4.2
D Vp, (4.2)

1
p
que es conocida como la ecuacion de Fuler. Esta ecuacion es muy importante ya que, si
trabajamos bajo la hipdtesis del continuo, nos brinda el mismo numero de ecuaciones que

de incégnitas.

Otra relacién que conocemos entre las incognitas es la ecuaciéon de continuidad, la cual
viene del balance de la masa

op o
5 TV () =o. (4.3)

Para un fluido incompresible, p serd siempre constante con respecto tanto del tiempo

como de la posicién, entonces la ecuacién (4.3) se reduce a

V.5 =0. (4.4)

Ahora, para revisar que efectivamente tentemos tantas ecuaciones como incégnitas hay
que hacer notar que las incégnitas en (4.2) y (4.3) son ¢ y p, lo cual representa tres
componentes escalares de U y p, para un total de cuatro incégnitas escalares. Ahora, para
la parte de las ecuaciones, revisamos que las ecuaciones de Euler y de Continuidad nos dan
4 ecuaciones diferentes, ya que la ecuacién de Euler puede descomponerse en tres ecuaciones
escalares. Entonces, efectivamente contamos con el mismo nimero de ecuaciones que de
incégnitas. En general, al conjunto de ecuaciones (4.2) y (4.3) lo llamaremos Ecuaciones

de FEuler para el movimiento de fluidos incompresibles.
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Teorema de Kelvin

Un precursor de la teoria del flujo potencial es el principio de conservacion de la cir-
culacion. Para entrar en detalles de este principio, primero necesitamos definir lo que es la

velocidad de circulacién, la cual se puede exprear como

para cualquier contorno cerrado. Esta integral de contorno estd asociada con el momento
angular promedio de los elementos del fluido en la superficie. Kelvin demostré que la

velocidad de circulacién se conserva, esto quiere decir que

dr
— =0,
dt

para cualquier conjunto de puntos materiales que formen un contorno cerrado en un fluido

ideal. Este resultado es llamado el teorema de Kelvin.

Flujo irrotacional de un fluido incompresible

Si consideramos un objeto sumergido en un fluido ideal, el cual de otra forma se en-

contraria estacionario, tendremos que

Considerando también, en el fluido, un contorno cerrado que se encuentre lejos de la
perturbacién causada por el movimiento de sumergir el objeto, la integral de contorno se

haré cero dado cuando ¥ sea cero, esto es
j{ﬁddf’:() en t=0,
C
dado que
v =0,

para cualquier contorno C. Después de un cierto tiempo, el objeto sumergido se mueve
dentro de la vecindad de C y provoca que la velocidad v sea diferente de cero. A pesar de

eso, el teorema de Kelvin nos dice que
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para todo tiempo ¢, sin importar que @' # 0.
Esto debe de cumplirse también para cualquier contorno cerrado en la region, ya que

el contorno inicialmente tiene un valor de cero para esta integral. Ahora, usando que
V x7=0,
para todo ¥ en cualquier tiempo, podemos obtener que
v = Vo, (4.5)

donde ¢ es la velocidad potencial.
Si sustituimos (4.5) en (4.4), obtendremos una ecuacién de Laplace para la velocidad

potencial:
V24 = 0.

Con esto, en lugar de tener cuatro ecuaciones y cuatro incognitas, tendremos una tnica
ecuacion que puede resolverse para ¢ y v = V¢, sin necesidad de acoplar la ecuacion de
Euler.

Una vez que conocemos el perfil de velocidad ¢, podemos determinar el perfil de presion

p de la ecuacion de Euler

o, ., 1
E—H}'VU—g pr.

Ahora, integraremos esta ecuaciéon vectorial para obtener una sola ecuacién escalar para
el perfil de presién, cada término de ella se podra expresar como el gradiente de algo. Por

ejemplo, sabemos que
g = _v¢g7
y de manera similar, si p es constante, tenemos que
1
vp=<7<p>. (4.6)
P P

Para el flujo potencial, el término transciente se convierte en

R I
5= 9= (5) D

y, finalmente, para el término de convecién, podemos aplicar

1
iYV5:§Vﬁ—6x(Vx6%
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- - 2 —|
donde ¥ ¥ =v*, y v = |1].
En nuestro caso, el segundo término desaparece, ya que V x4 = 0 para el flujo potencial,

99 AN

y entonces obtendremos

que es llamada la Ecuacién de Bernoulli. Dicha ecuacién implica que

99

8t+—+¢g+;

es constante con respecto de 7, esto quiere decir que, es espacialmente uniforme pero puede
depender del tiempo. Una vez que logramos obtener el perfil de velocidad, ya conocemos

tanto ¢ como v, llegamos a que p la Unica incognita.

4.2. FEcuaciones de Saint-Venant

Los flujos de aguas someras son una da las tantas formas en las cuales la hidrodindmica
se presenta. De hecho, contrario a lo que su nombre sugiere, el fluido que vamos a tratar no
necesita ser agua, muchos aspectos del flujo en la atmosfera son descritos de igual manera
por las ecuaciones de aguas someras. Lo tnico que si necesitamos es que la profundidad (o
el espesor) a sea pequena comparada con la escala horizontal L, desde aqui pueden surgir
muchas aplicaciones para estas ecuaciones. Dependiendo de los pardmetros que nos interese
obtener de estas ecuaciones, podemos llegar a diferentes variaciones de las ecuaciones de

aguas someras.

Para poder darnos cuenta de cuando y dénde es importante un efecto en particular, es

necesario una obtencién cuidadosa de las ecuaciones.

4.2.1. Ecuaciones de Navier-Stokes y de Reynolds

Las ecuaciones de Navier-Stokes describen los efectos de conservacion de masa y de
momento. Como ya explicamos antes, nos basaremos en que tratamos con fluidos incom-
presibles, esto no quiere decir que la densidad sea constante, pero por si que sera indepen-
diente de la presion p. Sin embargo, la densidad podré variar debido a otras razones como

la salinidad o la temperatura.
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Podemos expresar la conservacion del momento como

Q 0 0 0 Op  OTez B OTpy  OTy

—_— 2 E— — _— —_—— —_— pr—
57 (P8) + 5 (pu”) + 3y (puv) + o= (puw) — pfo+ o — —~ 9 0 0,

0 0 0, o 0 Op  Omay O1yy O1yz
51 (0) + g () + 5 (%) g (puw) 4 pfut 5o = Ton = S - S =0,

0 0 0 9 op 01y, O1yy 0T
ot (pw) + ox (puw) + oy (pow) + Z(pw )+ rg+ 0z  Ox oy oz 04+8)

En este caso el sistema de coordenadas (z,y, z) cuenta con un z positivo hacia arriba,
un campo de velocidades (u,v,w), donde ¢ es el tiempo, p es la presién, p es la densidad,
g es la aceleracién de la gravedad y f = 2Qsin¢ es el pardmetro de Coriolis, el cual
indica el efecto de la rotacién de la tierra (€2 es la frecuencia angular de giro y ¢ la latitud

geografica). Esto lo podemos observar en la figura (4.1).

superficie

L,

fondo

Figura 4.1: Definicién del sistema de coordenadas y fronteras.

Los esfuerzos debidos a la viscosidad 7;; se expresan en términos del ritmo de deforma-

Tij 8uz Guj
LY 4.
p ! ((%Uj + 8xi> ’ (49)

donde v es la viscosidad cinética medida en m?/s. En este caso, x; sirve para denotar las

cién como

coordenadas (x,y, 2) y u; denota (u,v,w) con j =1,2,3.
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Aplicando el principio de conservacién de masa a un elemento del fluido, podemos
generalizar para llegar a la ecuacion se la conservaciéon de la masa
dp 0 0 0
— 4+ — — — =0.
5 T g W+ 3y (pv) + 5~ (pw)
Aqui, la densidad del agua p depende en general de la presién p, la temperatura 7'y la
salinidad S.

Otras ecuaciones muestran la conservacién de calor y salinidad (definida como la masa
de sal disuelta por unidad de masa de agua). La conservaciéon de masa de sal disuelta nos
dice que

0 0 0 0 0 opS

a(ﬁs) + %(PUS) + a*y(PUS) + 5([’105) - @(D oz

donde D es el coeficiente de difusion de la sal en el agua. Si combinamos esto con la ecuacion

) =0,

total de masa y asumimos que los términos de difusién son pequeiios, podemos encontrar

la ecuacion para la salinidad

oS oS oS oS

la cual dice que la salinidad, en cierto volumen de agua, se mantendra constante si nos
movemos junto con ella. Un enfoque similar se puede aplicar para la temperatura. Se dice
que un fluido es incompresible si su densidad no depende de la presiéon p, nuevamente, esto
no dice que la densidad sea constante, sino que tinicamente depende de T' y S por medio

de la ecuaciéon de estado

p=f(T,S).

Entonces, la taza de cambio en la densidad para un elemento del fluido puede expresarse

como
dp Op dp dp dp  OrhodT'  OpdS
e R e R g -

it ot "or Tyt e: T or @t Tasdr

donde nuevamente estamos ignorando los efectos de la difusion.

0,

Si combinamos esto con la ecuacion de conservacién para la masa total, llegaremos a

la ecuacién de balance de masa (o ecuacién de continuidad) para fluidos incompresibles:

ou Ov OJw
5t ayt s =" (4.10)

Hasta ahora hemos trabajado de manera independiente a la forma exacta de la ecuacién

de estado, la cual es complicada para agua. Lo importante es que, para una variaciones
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reales de temperatura y salinidad, s6lo habra pequenas variaciones en la densidad. Estas
variaciones tan pequenas no tienen consecuencias importantes en los términos de inercia
de las primeras ecuaciones de (4.8) ni en los términos de viscosidad, por lo que podemos
tomar la densidad como una constante. La tinica parte donde las variaciones de densidad
son importantes es en el término de gravedad de la ultima ecuacién de (4.8) y, en ese caso,
tendremos que utilizar la densidad real. Este enfoque, de tomar en cuenta las variaciones
de densidad tnicamente en los términos de gravedad, se llama Aproximacion de Boussinesq
y es una suposiciéon hecha en casi todo tipo de flujos geofisicos.

Esencialmente, en todas las aplicaciones encontramos flujo turbulento, el cual se com-
pone de movimientos estocasticos o fuerzas eddie con grandes escalas de variacién. Aunque
generalmente se dice que las ecuaciones de Navier-Stokes describen turbulencias, en nues-
tra aplicaciéon no son ttiles ya que nos interesa inicamente problemas de gran escala. Para
aislar estos términos, cominmente se hace un promedio de las ecuaciones en algtin sentido
(puede ser en un intervalo de tiempo, en un dominio del espacio o sobre un conjunto de
posibles realizaciones estocésticas). Para esto, supondremos que cada variable puede des-
componerse en un ”promedio?? que varia mas lentamente y una variacién aleatoria cerca
de él:

U=u+1u.

Es importante hacer notar que el promedio de un producto no es el producto de los
promedios

v = uv + u'v,

si sustituimos esta separacion en todas las variables de las ecuaciones de Navier-Stokes y
tomamos el promedio, podemos obtener las ecuaciones que son conocidas como las ecua-
ciones de Reynolds para el promedio estadistico de un flujo turbulento. Estas ecuaciones
tienen la misma forma que las ecuaciones originales de Navier-Stokes, con la diferencia de
que aparece un esfuerzo adicional, llamado esfuerzo de Reynolds, que representa el inter-
cambio de momento entre los elementos de fluido en movimiento turbulento. Esto ocurre

en la misma manera que los esfuerzos viscosos, entonces, podemos combinar los esfuerzos

Ty (9%, 0%
) v(@xj+8:ri w; U

como

§ (4.11)

oL~

Debido a que los esfuerzos de Reynolds son desconocidos, estos tienen que ser expresados
en términos del promedio de movimiento para obtener un sistema cerrado de ecuaciones.
Este problema de “cerradura?? es uno de los temas mas trabajados en el estudio de turbu-

lencias. Sin embargo, para nuestro propédsito es suficiente formular los esfuerzos en (4.11)
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de una manera similar a la de (4.9), pero con una viscosidad turbulenta efectiva v;.

Un tema similar al de promediar surge cuando se tienen campos de flujo de olas cor-
tas (inducidas por el viento). Si se esta interesado en las caracteristicas de flujo a gran
escala es conveniente hacer un promedio sobre muchos periodos pequeiios de tiempo pero,

nuevamente, resulta que las olas no tienen efecto en el promedio del flujo.

4.2.2. Condiciones de Frontera en la Superficie y en el Fondo

Para conseguir soluciones fijas de las ecuaciones diferenciales hace falta establecer las
condiciones de frontera. Para la obtencién de las ecuaciones de aguas someras primero
usaremos condiciones en la superficie libre del agua y en el fondo sélido.

Las condiciones en la superficie y en el fondo estan dadas de dos maneras diferentes.
Primeramente, la condicién cinemética dice que las particulas de agua no deben de cruzar
ninguna de estas dos fronteras. La condicién de fondo sélido quiere decir que la componente

normal de la velocidad debe desaparecer:

v— t+v——w =20 en z = zp,

Oz dy b
donde zp es el nivel de fondo, medido desde algin punto de referencia horizontal. En la
superficie libre las cosas son un poco mas complicadas, esto debido a que la superficie puede

estar en constante movimiento. En este caso la velocidad normal relativa debe desaparecer,

oh n oh . oh 0 o L
- u— vV— — W = n Z =
ot Ox Oy ’
donde h es el nivel de la superficie medida desde algtin nivel horizontal de referencia.
En un segundo paso, tenemos condiciones de frontera dindmicas lo cual nos da infor-

macién sobre las fuerzas que actian en las fronteras. En el fondo, podemos asumir que el

fluido viscoso se pega al fondo, esto es, tenemos condiciones de no deslizamiento
u=v=0.

Por su parte, en la superficie libre, la continuidad de los esfuerzos se debe asumir,
entonces asumiremos que los esfuerzos en el fluido, en un punto justo debajo de la superficie
libre, son los mismos que en el aire justo arriba. Esto quiere decir que la tensién superficial

no se toma en cuenta. Entonces, para la presién tendremos que

p:Pa,
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donde P, es la presion atmosférica. El nivel de presién absoluta no es importante en este
caso, asi que se puede tomar como cero. Por su parte, las diferencias pueden llegar a ser
importantes si nos interesa estudiar el efecto de las variaciones de presién atmosférica en el
movimiento del agua. En la superficie del agua en el mar puede actuar un esfuerzo cortante

debido a la accién del viento, esto se puede expresar como

oh oh
Tsg = —Txxafx_Txyaiy"i‘sz; en z =h, (412)
y, de manera similar, se puede obtener para la direccién y. El vector de esfuerzo del viento
del lado izquierdo es conocido debido a que es una fuerza externa. Entonces, si juntamos
(4.12) y (4.9) obtenemos una condicién de frontera para el campo de velocidades. En el
fondo, una relacion parecida es lo que define el esfuerzo del fondo, el cual no es conocido

y debe de ser uno de los resultados del modelo.

4.2.3. Escalas

Para explicar a qué nos referimos con aguas someras debemos de considerar las escalas
tipicas para estos problemas. Esto no siempre es ficil debido a que en esto intervienen
factores externos (como la topografia de la regién o las variaciones en los esfuerzos del
aire) e internos (como la longitud de las ondas generadas por el sistema). Las escalas

verticales que nos interesan, en la direccion vertical, son:

1. La profundidad del agua a (h es usado para el nivel de la superficie del agua).

2. El espesor d de las capas de la frontera en el fondo y en la superficie, las cuales son
generadas por la viscosidad y por la influencia de la rotacién de la tierra. Debido a
que estas son determinadas por el flujo, el espesor de las capas frontera es una escala
internal. En rios, lagos y costas, las capas de frontera son cominmente més gruesas
que la profundidad del agua y, debido a esto, toda la capa de agua se encuentra
dentro de la capa de frontera. Por otra parte, en aguas profundas como el océano, las
capas de la frontera son muy delgadas en comparacién con la profundidad del agua
y, en estos casos, la profundidad del agua seguird siendo una escala vertical relevante

para el movimiento.

3. Las variaciones del nivel del fondo: profundidad de los cantales y altura de los bancos

de arena.

4. La variacién del nivel del agua, la cual nuevamente es una escala interna, ya que no

esta impuesta directamente por factores externos.
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En la direccién horizontal, las escalas que nos interesan son:

1. Las dimensiones fisicas de la cuenca a considerad: el ancho del rio o la longitud de

un lago.
2. Escalas horizontales de la topografia del fondo.

3. La distancia sobre la cual las fuerzas externas varian: variaciones del esfuerzo del

viento o de la presiéon atmosférica.

4. La longitud de onda, la cual es una escala interna determinada por otros factores

como la frecuencia de la marea y las dimensiones de la cuenca.

La suposicion bésica en la teoria de aguas someras es que la escala vertical H es mucho
m&s pequenia que la escala horizontal L. Esto hace que el flujo se encuentre en el caso
en que todos los flujos estdn dentro de la capa de frontera. La parte complicada es decir
que tan pequena debe de ser la proporciéon H/L, para la teoria de ondas lineales, la cual
no involucra las suposiciones comunes de las aguas someras desde el inicio, dice que una
onda larga de aguas someras se obtiene cuando la proporcién es menor a 0.05. Entonces,

consideraremos este como el limite superior para dicha razon.

4.2.4. Capa frontera

Utilizando las escalas explicadas en la seccién anterior se pueden, hasta cierto punto,
simplificar las ecuaciones. Primero que nada, tomando en cuenta la ecuacién de continuidad
(4.10), si z,y tienen escalas tipicas L, y los componentes horizontales de la velocidad u y
v son del orden de U, los dos primeros términos de la ecuacién son del orden U/L. Sin
embargo no se cancelaran entre ellos, lo cual dice que el tercer término debe de ser del
mismo orden, de otra manera no se puede lograr un equilibrio entre los tres términos.
Asumiendo que la escala de longitud vertical es la profundidad del agua a, entonces, la
componente vertical de la velocidad es del orden de W = Ua/L y, entonces, es menor que
la componente horizontal en un factor igual a la escala de longitud.

En una segunda instancia, considerando la ecuacién de momento vertical y tomando en
cuenta las escalas de longitud y velocidad, se pueden estimar todos los términos con excep-
cién del gradiente de la presién. Debido al escalamiento de w, todos los términos advectivos
resultan ser de magnitud comparable. No podemos omitir el término de adveccién vertical
como se suele hacer, pero, como podremos ver mas adelante, no serd necesario hacerlo.
El gradiente de los términos de esfuerzos junto con la formulacién hecha de la viscosidad

involucra términos de con segundas derivadas, pero tampoco nos debe de preocupar ya
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que unicamente las derivadas verticales son importantes en la capa de frontera, debido a
que las segundas derivadas en la direccién horizontal son menores por un factor (a/L)%.

Comparando todo con el término de la gravedad gp, tendremos las proporciones:

Grandientes de

Aceleracién local Términos advectivos
esfuerzos
Ua U2a U
gTL gL? ga?
o bien
Fa? F2q2 F?
L? L2 Re

donde suponemos que T'= L/ (ga)'/2. Si tomamos en cuenta los valores dimensionales
que tenemos, podemos concluir que todos los términos son pequenos en comparacion con
la aceleracién de la gravedad, dnicamente el gradiente de la presién permanece para lograr
un balance y, entonces, podemos decir que la distribucién de la presiéon hidrostatica tiene
la forma
gz = —pg, (4.13)
la cual puede ser considerada la propiedad central en la teoria de aguas someras. Si integra-

mos sobre la superficie del agua, utilizando las condiciones de frontera descritas, obtenemos

h
ng/ pdz + pq.
z

Entonces, si la densidad no es constante dependiendo de la profundidad, los gradientes de
presién también dependeran de z. Para este trabajo nos enfocaremos en las ecuaciones con
promedio en la profundidad, para las cuales las variaciones en la profundidad no pueden
ser acomodadas. En este caso, la densidad debe ser considerada como una constante en la

profundidad, por lo cual tendremos el caso de
p=pg(h —2) + pa. (4.14)

De aqui, podemos determinar los gradientes de la presién, como

op  on op  Opa
or Moz +g(h_z)8x + oz’

(4.15)

y analogamente para los casos en y y z.
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Con todo lo que tenemos hasta ahora, las ecuaciones de momento tienen la forma

DU, D D DOk g 00 1 0n 1 [Ore | O | Or]
8t+3x(u )+5‘y(uv)+é)z(uw) fv+gc3‘x+p0(h Z)ax po O po [ Oz * Oy * 0z =9

(4.16)
ov 0 oh g

@ i apa B i 87—ym aTyy aTyz .
+ { et o o | =0
(4.17)

0
+ - (V) + o= (vw)+ fut g+ (h—
() y(v) St fu Tay Po( oy 00 0y o

Si juntamos estas ecuaciones, junto con la ecuacién de continuidad (4.10), obtenemos
las llamadas “Ecuaciones de aguas someras en tres dimensiones”, las cuales no son muy
diferentes a las ecuaciones estandar de la capa frontera. Los esfuerzos en las direcciones
x y y pueden ser ignorados, pero para el caso que nos interesa esto no serd necesario.
Dado que los problemas que nos interesan cuentan, para todos los fines practicos, con dos
dimensiones (debido a la diferencia en escalas), nos interesa trabajar con ecuaciones més

sencillas, las ecuaciones en dos dimensiones.

4.3. Ecuaciones de Aguas Someras en dos Dimensiones

Para obtener las ecuaciones de aguas someras en dos dimensiones tenemos que realizar
un paso de integracién sobre las ecuaciones de momento horizontal, (4.16) y (4.17), y en
la ecuacién de continuidad (4.10) sobre la profundidad a = h — z,. Empezando por esta

ultima ecuacién tenemos que

hfou  ov h o, . 0, _ L Oh Oh 0z 0z
/Zb (aﬂv+3y> dz+[w];, = %(au)+%(av)+[w]zb—%us—a—yvs—i—%ub—a—yvb—0,

en este caso la barra indica el promedio sobre el valor de la profundidad, s y b son los térmi-
nos de correccion de la superficie y el fondo obtenidos por la integracion y diferenciacion
con la frontera dependiendo de = y de y. Utilizando las condiciones de frontera descritas
en la seccién anterior, los términos del fondo se cancelan y los términos de la superficie nos

llevan a la taza de cambio en el nivel de la superficie

_ 0, _
e + %(au) + Ky(av) =0. (4.18)

Esto también se podria obtener directamente considerando el balance de masa en la

columna vertical de agua.
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Una operacién similar debe de aplicarse a (4.16) y a (4.17). El proceso para los términos
advectivos es exactamente el mismo que el que se acaba de mostrar, y los términos de la
superficie y del fondo se cancelan debido a las condiciones de frontera. Sin embargo, se

obtienen términos no lineales como

/Zhuvdz = auv + /h(u —u)(v—"1)dz.

b Zb

A pesar de que la segunda integral es bastante similiar a los esfuerzos turbulentos de
Reynolds, no se originan por fluctuaciones turbulentas estocésticas, sino debido al desvio
del campo de velocidades por el valor del promedio de la profundidad. Ya que esto provie-
ne del término advectivo, es comunmente llamado “Término de adveccién diferencial” y
describe el intercambio de momento lateral debido a la diferencia de velocidades sobre la
profundidad del fluido.

La integraciéon de los términos de presion de y Coriolis es directa. Por otra parte, para

los términos de esfuerzo se tiene que, en la direccién x

h 0Ty OTwy  OTy o [h o [
dz = — - — o
/Zb<8x+8y+8z)z (91:/sz Z+8y/szyz+

e 0h+7_ oh . . 8zb+ 0z . ‘
:ca:a :cya Tz o xxa Txy 8 Tz Z:Zba

y, andlogamente, en la direccion y

h OTyr . OTyy Oy o [ o [h
/Zb ( or "oy oz )dz - aa:/zb Tyedz 8y/zb Tzt

oh oh azb 82’{,
— | Tyz 7~ oz + Tyy 7 oy — Tyz \ + | Tye 57— o + Tyy 8 — Tyz .
z= zZ=2zp

Ahora, haciendo la integracién sobre la profundidad obtendremos

0 0 o2 0 oh ga dp 1 0 0
9 9 T — (T e Toy) = Fr,
8t(au) + 8:c< )+ ay(auv) fcw—i—gaa o0 dr o Br (aTa) — oy o-(aTy) =
(4.19)
0 0 0 oh  ga’dp 1 0 0
a(a v) + 8x(auv)+87y( )—i—fau—i—gaa——i-%ay ;Tby—%(aTxy) oy —(aTyy) = Fy.
(4.20)

En estas expresiones T;; representan el esfuerzo lateral, el cual incluye los términos de

friccién viscosa, friccion turbulenta y adveccién diferencial, y se expresa de la siguiente
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manera:

a

Tij = — /Zb [v <8xj + 8%') — wgu + (w — W) (uj — ;)| dz. (4.21)

Las ecuaciones (4.19) y (4.20) junto con (4.18) forman las ecuaciones de aguas someras

que son de interés para este trabajo.

Las ecuaciones ”"estandar?? de aguas someras se obtienen omitiendo algunas de las
complicaciones y adoptando algunas parametrizaciones en su lugar. Si en las ecuaciones
(4.19), (4.20) y (4.18) omitimos los esfuerzos laterales y las fuerzas motrices, y asumimos

la expresion mas sencilla para el esfuerzo del fondo, entonces podemos obtener

oh 0 0

o + %(au) + 8—y(av) =0, (4.22)
0 0 d oh
a(au) + %(mﬂ) + a—y(auv) — fav + ga%c]cu\/ u? +0v2 =0, (4.23)
0 0 0 oh
a(av) + %(auv) + a—y(aUQ) + fau+ gaa—ycjcu u?2 +v2 =0, (4.24)

las cuales son llamadas ecuaciones conservativas para aguas someras, las cuales estan
escritas lo més parecido posible en forma de un balance de flujos de masa y momento. Este

sistema se puede expresar como una sola ecuacion vectorial

ov  0fi Ofs
ot oz T oy

donde los flujos y las fuentes estan definidos como

au au’® + %ga2 auv
T=1 av |, fi= auv , fo=1| av?+ sga® |,
a au av
— fav + cpulv] + ga%
§= fau—i—cjvv]ﬁ\—i-ga%—?
0

Para el caso que nos interesa estudiar, debemos de hacer unas algunas diferenciaciones
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y cancelaciones en estas expresiones, para obtener

Oh 0 0
—_— —_— p— 4.
5 + 8g[;(au) + ay(cw) 0, (4.25)
ou ou ou oh u 5
E‘FU%‘FUafy—fU—Fgafx—i‘Cfa\/u + v = 0, (426)
ov ov ov oh v 3 5
- - — = 4.2
8t+u8x+v8y+fu+gay+cfavu + v 0, (4.27)

las cuales son llamadas las ecuaciones diferenciales o no conservativas de aguas some-
ras. Ambas expresiones son equivalentes, pero no lo son cuando se hace la discretizacién
numérica. Al hacer la discretizacién numérica de las ecuaciones no conservativas, podemos

lograr mayor precision y estabilidad haciendo uso de técnicas explicadas en el siguiente

capitulo.
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Capitulo 5

Resultados y Conclusiones

5.1. Regiones Rectangulares

Una vez obtenidas y explicadas las ecuaciones de aguas someras, procedemos a desarro-
llar una implementacién para aproximar la soluciéon de las mismas por medio de esquemas
de diferencias finitas. En esta seccién nos enfocaremos en los esquemas para regiones rec-

tangulares, pasando en una seccion mas adelante a regiones no rectangulares.

Partimos de las ecuaciones de aguas someras no conservativas explicadas en el capitulo

anterior
% + aﬁ( u) + ;y(av) = 0, (5.1)
g?+u?+v;—fv+g?+6fzm = 0, (5.2)
%-{— gl+v%+fu+g%+0f2\/m = 0, (5.3)
las cuales podemos escribir en forma vectorial como
gv +A§U+Bg +CT+5=0
en donde
U u 0 g¢g v 0 0
7= , A= , B=|10v9v g |,
a a 0 u 0 a v

118
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efldlfa —f 0 952
C= f crlvl/a 0 y s = g%—?
0 0 0 0

5.1.1. Discretizacién Espacial

Aprovechando que conocemos las condiciones de frontera en todo el dominio de la
misma, podemos utilizar un esquema de diferencias finitas centradas en el espacio, el cual

tiene la forma

0A _ Aiyrj— Aioa

oz 2Azx ’
0A _ Aijyi —Aija
dy 2Ay ’

donde los subindices 4, j representan el nodo légico de la malla. Aplicando estos esquemas

a las ecuaciones antes descritas podemos obtener

Oh | Wit1j0it1 = Uin1,jGi-1 | Vigj1Gigl — Vij-10ij-1
ot 2Azx 2Ay

=0,

ou | Uiyl — Ui-1

o Uj 41 — Ui j—1 i+l — Ni—1,5
ot 2Azx

h h "y
TVij Ay _fvtj""gT-l-cff\/m =0,
i,J

)

Vij+1 — Vij—1 hijor —hij—1  vij [ 2
dv tfuy gt Il T 2 2=,
1,7 Ay f 1, g 2Ay faZ] 1,] 1,7

’

Ov - Vitlj Vi1
ot 2Ax

recordando que en estas expansiones ain no se ha trabajado con la discretizacién en el

tiempo.

Buscando lograr una mejor aproximacion, se puede introducir un promedio en diferentes

puntos espaciales en las expresiones anteriores, si denotamos por

MoA = ALt A
2
Aijri+ Aij
2 )

El error local de truncamiento puede entonces expresarse como

M,A =

o3 2 y 0x0y? +

04i; 1 <8Ai7j+1 n 8Ai,j_1> 04 1 2837A N 1A , 03A

Y or 2 ox ox _$+6Ax
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donde el iltimo término se debe a promediar. Podemos ver entonces que el error local de
truncamiento no cambia mucho, pero este promedio puede tener un efecto muy importante

en la precision. Entonces, nuestras ecuaciones ahora tendran la forma

Ohij | WirryMy@ivry = i1 gMydiong | Vg Metijn = vig1iMetijo1 g
ot 2Az 2Ay ’ '
Ouij Wit1,j — Ui—1,j Ui, j4+1 — Ujj—1 hivij —hi-1;

5] + U M ) ) + ’U’LJMx 5J 5] _ f/UZJ _|_ g 5] 5] +

ot Wiy 2Azx Ay 2Azx

Ui,j 2 2
+cy Mhag, Jui;j+vi; =0, (5.5)

Vij+1 = Vij—1 hiji1 — hij
Ay 2Ay

Vijg [ 2 2 _
T Mhagy VT T ) >0

en este caso se introduce el operador

Vit1,j — Vi-1,j

2Ax +

s
Yy M, +vi j My + fuij+g

1
MA= 7 (Aipry + Aicrg + Aijr + Aig-1)

para lograr una mejor aproximacién.

5.1.2. Discretizacién Temporal

Una vez que contamos con una efectiva discretizacién espacial, es importante contar
también con una discretizaciéon temporal adecuada. Debido a que nos interesa predecir el
comportamiento de un cuerpo de agua en un momento futuro, es conveniente utilizar un

esquema de diferencias finitas hacia adelante en el tiempo, el cual tiene la forma
HA Ak+1 _ Ak
ot At

donde el superindice k representa el nivel de tiempo.

Utilizando este tipo de esquemas para la discretizacién en el tiempo, nuestro esquema

tendra ahora la forma

k+1 k k . . k . . k .. )k ..
75— hi,j N ui+17jMyal+1J - U¢_1,jMyaz—1,J N Ui,j+1anm+1 Ui,j—lanl,J—l

1,7 — 0
At 2Ax 2Ay ’

(5.7)
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wF Tl k. u’?H. ’f k‘+1_uk'1 h+1 h’?l.
:.7 1,] k 1 5] 7.7 27] 1,]— k‘ 1 :J 1—1,7
Y — Y/ Y B 1Y } My —I I —
VR Ty e i Ay Joij+ S
uk
i,
e gpa—y/h)? + whp)? =0, 58)
Z7]
k+1 k k k k k k k
AR v . — U . A — V- hh — hE.
Yig 1,J k i+1,j =17 k t,J+1 1,J—1 k 1,J+1 3,j—1
vk-
+cf Ml;:,] (u’“J)2 + (vfij)Q =0. (5.9)

Si en cada una de las ecuaciones anteriores despejamos el término que tiene superindice
k41, podemos obtener un esquema para aproximar cada una de las variables por separado,

el cual podemos escribir como

ok
WETh = by — At Ul Myaivig — iy jMyaio + 0F i Maai g — vl Myai g
(5.10)
k k k k
ur C— U s ur . —ub.
uf Tt = ufy = Al M, v&%% okt
hE =Rl uk
»J i—1,7 1, k \2 k \2 511
9 2Ax * f Mlai,j (u%]) + (Uz,j) ) ( . )
k41 k k Uk+1’ vy k'+1—vk‘ 1 k
? ), s, 1, 0,j—
v, = v, — At “m‘My# +vf M, # + fui i+
hEo =k ok
SRR SRS & F 2 1 (k)2 5.12
9 2Ay T Mia; j (um) + (v J) : (5.12)

Las ecuaciones anteriores describen un esquema para aproximar la solucién de las ecua-

ciones de aguas someras en regiones rectangulares.

5.1.3. Pruebas Numéricas

Para mostrar el funcionamiento del método, se realizaron algunas pruebas numéricas
de las cuales tinicamente se mostrard un pequeno condensado de los resultados. Debido
a que el esquema descrito en esta seccién funciona unicamente en regiones rectangulares
con espaciados uniformes, se decidié tomar como regién de prueba el cuadrado unitario

[0, 1] x [0, 1], que denotaremos como QUAD, el cual se mallé de manera regular con mallas
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con 21, 41 y 81 puntos por lado. Las mallas generadas para esta regién se pueden ver en
las figuras (5.1 - 5.4).

Figura 5.1: Malla de QUAD con 21 pun- Figura 5.2: Malla de QUAD con 41 pun-

tos por lado. tos por lado.

Figura 5.3: Malla de QUAD con 81 pun- Figura 5.4: Malla de QUAD con 121 pun-

tos por lado. tos por lado.

Como condicién inicial de todos los problemas, se utilizé la funcién

(—2—.6)2—(y—.4?)
.01

£ =.002¢

la cual es un pulso gaussiano con centro en (.6, .4) y altura maxima de .002. Las condiciones

de frontera, al suponerse orillas del lago, son cero en todos los casos.
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En cuanto a los perfiles de profundidad, primeramente se tomé un perfil de fondo plano,
donde la profundidad era constante y era igual a 1/100, para cumplir con las condiciones
de las escalas. En pruebas posteriores se utiliza un perfil de profundidades como se muestra

en la figura (5.5).

2 ’Il/’(I[ 7
i
A

= = ey
i g
M ""%@%@WWW””%W"”

Figura 5.5: Profundidades para la regién QUAD.

Para cada una de las pruebas se calcularon los gastos de masa y momento, para asi tener
una idea de qué tan bien funciona el método. La cantidad de masa se calculé utilizando la

integral sobre todo el dominio de h, esto es, calcular

ial:vdy
o mn

en diferentes niveles de tiempo.

Por su parte, los gastos de momento fueron calculados utilizando las funciones
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En las tablas (5.1), (5.2) y (5.3) se muestran los resultados obtenidos en diferentes niveles
de tiempo al calcular cada uno de los gastos en la prueba con fondo plano. Mientras que

en las tablas (5.4), (5.5) y (5.6) se muestran los resultados para los mismos gastos en la

prueba con fondo variable.

Puntos espaciales | Puntos temporales k=2 k =300 k = last
21 x 21 600 5.69903F — 05 | 4.80712E — 05 | 2.56620F — 05
41 x 41 800 5.98042F — 05 | 5.87343E — 05 | 2.70563E — 05
81 x 81 1000 6.12900F — 05 | 6.11803F — 05 | 3.75940F — 05

Tabla 5.1: Resultados del gasto de masa h en QUAD en diferentes niveles de tiempo.

Prueba 1.
Puntos espaciales | Puntos temporales k=2 k =300 k = last
21 x 21 600 2.62699F — 08 | 9.98170F — 08 | 1.61687FE — 08
41 x 41 800 4.02578F — 08 | 4.37472F — 07 | 6.09672F — 08
81 x 81 1000 6.55037F — 08 | 5.89200F — 08 | 6.59457E — 07

Tabla 5.2: Resultados del gasto de momento hu en QUAD en diferentes niveles de tiempo.

Prueba 1.
Puntos espaciales | Puntos temporales k=2 k =300 k = last
21 x 21 600 1.74980F — 14 | 2.99244F — 07 | 3.91476 FE — 08
41 x 41 800 5.02370F — 15 | 9.42350E — 07 | 2.63599EF — 07
81 x 81 1000 3.81230F — 15 | 3.53478FE — 06 | 1.01535E — 06

Tabla 5.3: Resultados del gasto de momento hv en QUAD en diferentes niveles de tiempo.
Prueba 1.

Las tablas con resultados nos muestran que en todos los casos tenemos una buena
aproximacion de las ecuaciones, ya que el modelo logra cuidar bien tanto la conservacién
de la materia como la de momento. Una de las cuestiones importantes a observar es que
cuando tenemos problemas con muchos nodos tanto espaciales como temporales, los errores
de redondeo y truncamiento comienzan a ser més notorio. Esto se puede corregir utilizan-
do computadoras con una longitud de palabra mayor. Todos los ejemplos en este trabajo
fueron ejecutados en una computadora MacBook Pro bajo el sistema operativo OS X Yo-
semite, con un Procesador Intel Core i3 a 2.5 GHz y 4 GB de memoria RAM.
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Puntos espaciales | Puntos temporales k=2 k =300 k = last
21 x 21 600 5.69903EF — 05 | 5.60504E — 05 | 3.29988E — 05
41 x 41 800 5.98042F — 05 | 5.94872F — 05 | 3.79748E — 06
81 x 81 1000 6.12900F — 05 | 6.12892F — 05 | 5.97061F — 05

Tabla 5.4: Resultados del gasto de masa h en QUAD en diferentes niveles de tiempo.

Prueba 2.

Puntos espaciales | Puntos temporales k=2 k=300 k = last
21 x 21 600 2.62699F — 08 | 2.60329F — 06 | 7.72674FE — 07
41 x 41 800 4.02578FE — 08 | 3.23817FE — 07 | 8.78805F — 07
81 x 81 1000 6.55037F — 08 | 1.46061F — 05 | 1.20971F — 05

Tabla 5.5: Resultados del gasto de momento hu en QUAD en diferentes niveles de tiempo.

Prueba 2.

Puntos espaciales | Puntos temporales k=2 k = 300 k = last
21 x 21 600 1.74980F — 14 | 4.66716E — 08 | 2.60129F — 07
41 x 41 800 5.0237TE — 15 | 1.52277E — 06 | 8.12348F — 07
81 x 81 1000 3.8123E — 15 | 4.25810F — 07 | 4.45697F — 07

Tabla 5.6: Resultados del gasto de momento hv en QUAD en diferentes niveles de tiempo.

Prueba 2.
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5.2. Regiones no Rectangulares

Una vez que hemos obtenido esquemas que funcionan para aproximar las ecuaciones
que modelan fenémenos de aguas someras en regiones rectangulares, debemos pensar en
como disenar un esquema para hacer lo mismo pero en regiones irregulares, tomando la
idea presentada en [8], pensemos en que las ecuaciones lineales de segundo orden tienen la
forma

Lo = Apzy + Bpay + Coyy + Doz + Epy + Fo,

Para nuestro caso, debemos ampliar esta definicién para adaptarla al tipo de ecuaciones

con el que contamos, en nuestro caso tendremos

Lhuv = Ahgy + Bhyy + Chyy + Dhy + Ehy + Fh + (5.13)
+ Guge + Hugy + Tuyy + Juy + Kuy + Lu +
+  Lvggy + Mgy + Nvyy + Ovg + Poy + Qu.

Afortunadamente, para nuestro problema no deberemos de tomar en cuanta los térmi-

nos de segundo orden, por lo que nuestra ecuacién se reduce a la siguiente expresion
Lhuv = Ahy + Bhy + Ch + Duy + Euy + Fu+ Gug + Hvy, + Tv. (5.14)

Siguiendo el enfoque de diferencias finitas, para aproximar este operador en el punto pg
utilizamos aproximaciones de las funciones h, u y v en algunos nodos vecinos p1, p2, ... ,pq

de pg (ver figura 2.12), lo cual puede escribirse como la combinacién lineal

Lo = Tioh(po) +T1ih(p1) + ... + Tigh(pg) + (5.15)
Taou(po) + Ta1u(pr) + ... + Tagu(py) + (5.16)
sov(po) + Ta1v(p1) + ... + Taqv(pg), (5.17)

que se puede reescribir como
q
Z [T1ih(pi) + Dogu(pi) + Taiv(pi)] - (5.18)
i=0

Diremos que un esquema es consistente cuando la aproximacién que calculamos se
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acerca a la solucién a medida que los nodos vecinos se aproximan al nodo central, esto es,

necesitamos que se cumpla que
Lhuv(pg) — Lo — 0 (5.19)

cuando p1,pa,...,pq — po- Que equivale a que se cumple

q
Ahg+Bhy+Ch+Dug+Euy+ Fu+Guy+Hoy+Tv—> _ [C1ih(p;) + Tagu(pi) + Tav(p)] — 0.
=0
(5.20)

Usando expansion en serie de Taylor, hasta segundo orden, y reagrupando términos,

podemos escribir la ecuacién anterior como

q
Lhuv(po) = Lo~ |C(po) = Y T
i=0

h(po) + h(po) +

q
A(po) = > TliAz
=1

B(po) — Y T1ilAy;| hy(po) + | F(po) — Zmi] u(po) +

L =1 =0

D(po) — > T2iAx;| ua(po) + |E(po) — Y F2iAy¢] Uy (po) +
L =1 =1

q

I(po) — Zr3i] v(po) +
i=0

G(po) =) F3iA$z’] vz (po) +

=1

i q
H(po) — Z FQiAyz‘] vy(Po) (5.21)

donde Axz y Ay corresponden a la distancia horizontal y vertical respectivamente del

nodo central pg a cada uno de los nodos vecinos p;.

Ahora, para que se cumpla la condicién de consistencia (5.19) necesitamos que cada
uno de los coeficientes entre paréntesis en (5.21) sea cero, logrando esto, la diferencia entre
nuestros esquema y el operador real quedard acotada por una funciéon O, que involucra a

las derivadas de mayor orden y disminuird conforme los nodos vecinos se acerquen a pg
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[19]. Tomando esto en cuenta, entonces necesitamos que
q
C(po) — Zrli = 0,
i=0
q
A(po) = > Tlidz; = 0,
i=1
q
B(po) — Y TliAy; = 0,
i=1
q
F(po) — Y T2 = 0,
=0
q
D(po) — Y T2iAz; = 0,
i=1
q
E(po) — Y T2iAy; = 0,
i=1
q
I(po) — > T3i = 0,
i=0
q
G(po) — Y T3iAz; = 0,
i=1

q
H(po) — Y T2iAy; = 0.
=1

Encontrar los valores de I'y;,I'9; v I's; que cumplan con esto es analogo a encontrar las

que satisfagan el sistema

I'o T'yp TI'so

Iy Ty T
11 .1 oo Clpo) F(po) I(po)
0 Az .. Az, S =| A(po) D(po) G(po) |. (5.22)
0 Ay ... Ay, B(po) E(po) H(po)

qu 1_w2q 1—\i‘lq

Resolver este problema es equivalente a resolver por separado los tres problemas si-
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guiente:
INTH
ST
1 1 1 ISP C(po)
0 Az Az, = | A(po) |- (5.23)
0 Ay Ay, B(po)
Ty,
[a0
[o
1 1 [ F(po)
0 Az Az, = | D(po) |, (5.24)
0 Ay Ay, E(po)
Iy
y
[30
I3
1 1 1 3o I(po)
0 Axm Az, =1 G(po) |- (5.25)
0 Ay Ay, H (po)
I'3q

los cuales, podemos notar que cuentan cada uno, con 3 ecuaciones y ¢ + 1 incégnitas; esto

quiere decir que en la mayoria de los casos no estaran bien determinados. Una manera de

sobrellevar esta indeterminacién es resolviendo cada sistema en un sentido de cuadrados

minimos. Para hacer esto de una manera no iterativa, consideramos primeramente las

ultimas 2 ecuaciones de cada una de ellas obtenemos

'
I’

(5.26)
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( Azy ... Axg, ) : _ < D(po) ) ’ (5.27)
Ay ... Ay, . E(po)

( Azy ... Az, ) . _ ( G(po) ) (5.28)
Ayl qu . H(PO) ’

I'3q

cuyas ecuaciones normales pueden ser resueltas utilizando cualquier algoritmo de so-
lucién de sistemas de ecuaciones lineales, por ejemplo el algoritmo de factorizaciéon de

Cholesky, para obtener los valores de I'11,...,I'14,'21,..., T2, I'31, ..., I'34.

Después de hacer esto, atin nos falta calcular el valor de I'1g, I'og v I'3g, pero esto puede
hacerse de una manera sencilla tomando en cuenta la primera ecuacién de (5.23), (5.24) y

(5.25), con lo cual obtenemos que

FIO = C(p(]) — Fn... — qu, (529)
FQO = F(po) — Fgl... - ng, (530)
Fgo = C(p(]) - F31... - F3q, (531)

y con esto obtenemos el conjunto de coeficientes I" necesarios para definir el esquema (5.18)
[7].

Ahora que ya contamos con un esquema para aproximar el tipo de ecuaciones dife-
renciales parciales que nos interesa, buscamos la forma de aplicarlo a las ecuaciones que

modelan problemas de aguas someras
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ou ou ou 5 _
a“r 87+7)87y—f?}+987+0f VY +U 0
ov ov ov oh v

v 9 V2.2
a5t tigs T Vg, Tt g, +ep VY vt =0,

las cuales, por conveniencia, escribiremos como

Si aplicamos un esquema de diferencias finitas hacia adelante, en el tiempo, a cada una
de las expresiones anteriores, obtendremos
h(z,y,t +At) — h(z,y,t) 0 0

Al —%(au) - 8—y(av),

u(z,y,t + At —u(w,y,t) _ Ou U%ﬂcv_g e,
At "o oy

v(z,y, t + At —v(@,y,t) @_ @_ _oh V2 + 02,

de donde podemos facilmente obtener

3} 0
h(z,y,t + At) = h(z,y,t) — At%(au) — Ata—(av),

Yy
u(z,y,t + At) = u(z,y,t) — Atu@ - Atv% + Atfv — Atg@ - AthE\/ y? + 02,
Ox y Oz a
v(x,y,t + At) = v(z,y,t) — Atug - Atvg — Atfv — Atggh Atcfgv Y2+ v2.
Y a

Ahora, el esquema definido por (5.18) puede aplicarse a los operadores

0 0
fAt% (au) — Ata—y (av),

—Atugu - Atvgu + At fv — Atggh - Ath y2 + 02,
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—Atu@ — Atv@ — Atfo — Atg@ — AthB\/yQ + v2.
Oz oy oy a

los coeficientes I' que se obtienen definen el esquema

hlg+1 Fh(hjf + uf + ’Uf) y

|
=
_|_
.MQ

s
Il
o

Fgl(hf—l—uf—i-vf) s

I
o
Il
<
S
+
-

@
Il
o

Tyi(hy +uf +0])|,

S
o
I
<
St
+
(]

i
o

Falta elegir entonces el niimero de nodos vecinos que se tomaran en cuenta; debido a la
geometria del problema, podemos tomar en cuenta un esquema centrado de nueve puntos,

esto es, tomar un stencil como el mostrado en la figura (5.6).

ps P2

P4

P

Ps p7
Ps

Figura 5.6: Stencil seleccionado de 9 puntos.
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Utilizando esta elecciéon de puntos, nuestro esquema tendrd la forma

8
A al e [ ok + o).

1=0
8

B = 3 [ralok ok o]
1=0
8

Ufjﬂ = vfj + Z [Fgl(h;g + uf + vlk)} ,
1=0

Aqui tomamos hfj, ufj y vfj como la aproximacién a h, u y v en el punto %, j de la malla
en el nivel de tiempo k. Este esquema es un esquema explicito, el cual utilizaremos para

aproximar la solucién a nuestro problema.

A continuacién se muestran algunos de los resultados obtenidos con este esquema. Des-
graciadamente, al no contar con una solucién analitica para el problema, no existe manera
de calcular el error que se comete en cada caso, sin embargo, tomando en cuenta que estas
son ecuaciones conservativas, se deben conservar la masa y el momento, entonces, pode-
mos calcular los gastos que se generan en cada nivel de tiempo para darnos una idea de la

efectividad del método.

5.3. Pruebas Numéricas y Resultados

Para las pruebas numéricas se seleccionaron diferentes regiones, que van desde una
regién rectangular y con mallado uniforme, hasta aproximaciones a regiones geograficas
reales. Estas regiones son denotadas por QUAD, TRAP, ANI, TAT y CAB, y pueden
observarse en las figuras (5.7 - 5.72). Las condiciones iniciales seleccionadas son nulas para
las velocidades u y v, mientras que para la condicién inicial de h se utiliza un pulso generado

por la funcién
((—z—r)Q—(y—s>2>>
f = (0.002)e 00t ,

donde r y s son nimeros aleatorios entre 0 y 1, con el fin de obtener evitar simetrias en la

condicién inicial.

De la misma manera, las condiciones de frontera para todas las variables son cero. Para
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cada una de las regiones se generaron mallas con 21, 41, 81 y 121 puntos por lado. Las

mallas generadas se pueden ver en las figuras (5.12 - 5.31).

El intervalo temporal [0, 10] se dividi6 uniformemente en diferente cantidad de pasos en
el tiempo dependiendo de la cantidad de puntos espaciales de las mallas, en la tabla (5.7)
se muestra la concordancia de pasos en el tiempo dependiendo de la cantidad de puntos

espaciales.

Puntos espaciales | Pasos en el tiempo
21 x 21 500
41 x 41 700
81 x 81 2000
121 x 121 4000

Tabla 5.7: Concordancia en puntos espaciales y temporales.

-

Figura 5.7: Regién QUAD. Figura 5.8: Regién TRAP.
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Figura 5.9: Regién ANI. Figura 5.10: Regién TAT.

Figura 5.11: Regién CAB.

Figura 5.12: Malla de QUAD con 21 pun- Figura 5.13: Malla de QUAD con 41 pun-

tos por lado. tos por lado.
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Figura 5.14: Malla de QUAD con 81 pun-

tos por lado.
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Figura 5.16: Malla de TRAP con 21 pun-

tos por lado.

Figura 5.15: Malla de QUAD con 121

puntos por lado.

Figura 5.17: Malla de TRAP con 41 pun-

tos por lado.
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Figura 5.18: Malla de TRAP con 81 pun- Figura 5.19: Malla de TRAP con 121
tos por lado. puntos por lado.
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Figura 5.20: Malla de ANI con 21 puntos
por lado.

Figura 5.21: Malla de ANI con 41 puntos
por lado.



5.8. Pruebas Numéricas y Resultados 138

Figura 5.22: Malla de ANI con 81 puntos Figura 5.23: Malla de ANI con 121 pun-

por lado. tos por lado.

Figura 5.24: Malla de TAT con 21 puntos Figura 5.25: Malla de TAT con 41 puntos
por lado. por lado.

TN

~1
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Figura 5.26: Malla de TAT con 81 puntos Figura 5.27: Malla de TAT con 121 pun-

por lado. tos por lado.

Figura 5.28: Malla de CAB con 21 puntos Figura 5.29: Malla de CAB con 41 puntos
por lado. por lado.
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Figura 5.30: Malla de CAB con 81 puntos Figura 5.31: Malla de CAB con 121 pun-

por lado. tos por lado.

Para cada una de las pruebas realizadas, se calcularon los gastos de masa y momento,
para asi tener una idea de la eficacia del método. La cantidad de masa se calculé utilizando

la integral sobre todo el dominio de h, esto es, se calculd

dedy
o mn

en diferentes niveles de tiempo, donde mn es el nimero total de nodos de la malla.

Por su parte, los gastos de momento fueron calculados como

Mdacdy
o mn

En las tablas (5.8 - 5.22) se muestran los resultados obtenidos en diferentes niveles
de tiempo al calcular cada uno de los gastos. Igualmente, en las figuras (5.32 - 5.51) se
muestran las graficas del comportamiento de los gastos en cada caso. Estos resultados se
hicieron con un primer esquema, en el cual, los coeficientes I' deben de ser calculados en

cada nivel de tiempo, produciendo un tiempo de computo muy alto.



156

Capitulo 5. Resultados y Conclusiones

Puntos espaciales k=2 k=300 k =last
21 x 21 5.69903F — 05 | 1.62663F — 05 | 1.58107E — 05
41 x 41 5.98042E — 05 | 2.53572F — 05 | 1.70243E — 05
81 x 81 6.12900F — 05 | 5.87932F — 05 | 1.96496F — 05
121 x 121 6.17976 E — 05 | 6.16266E — 05 | 2.58432F — 05

Tabla 5.8: Resultados del gasto de masa en QUAD. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k =300 k = last
21 x 21 1.30351E — 13 | 2.98435FE — 09 | 1.71666 E — 09
41 x 41 3.04909F — 14 | 5.96550F — 08 | 1.88469F — 10
81 x 81 9.67460F — 15 | 1.69844F — 07 | 1.37377E — 09
121 x 121 5.78840F — 15 | 2.76841E — 08 | 6.25957E — 08

Tabla 5.9: Resultados del gasto de momento hu en QUAD. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k=300 k = last
21 x 21 1.57672F — 07 | 2.84360F — 09 | 4.13642F — 11
41 x 41 2.30086F — 07 | 5.84161F — 08 | 1.04798FE — 09
81 x 81 1.63677E — 07 | 1.55602E — 06 | 5.36714F — 09
121 x 121 1.23566F — 07 | 2.10221F — 06 | 5.92573F — 08

Tabla 5.10: Resultados del gasto de momento hv en QUAD. Esquema 1.
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Figura 5.32: Regién QUAD con 21 x 21 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.33: Region QUAD con 41 x 41 puntos. Esquema 1.
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h
hu
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figura 5.34: Region QUAD con 81 x 81 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.35: Regién QUAD con 121 x 121 puntos. Esquema 1.
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Puntos espaciales k=2 k =300 k =last
21 x 21 6.47994F — 05 | 2.07241F — 05 | 2.07927E — 05
41 x 41 6.79989E — 05 | 2.80151F — 05 | 2.22665E — 05
81 x 81 6.96882F — 05 | 6.65399F — 05 | 2.39000F — 05
121 x 121 7.026564E — 05 | 7.01162FE — 05 | 2.91622E — 05

Tabla 5.11: Resultados del gasto de masa en TRAP. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k = 300 k = last
21 x 21 2.57479F — 08 | 8.03280F — 08 | 9.10285E — 08
41 x 41 4.43346F — 08 | 1.47344F — 07 | 1.17225F — 07
81 x 81 3.28530F — 08 | 2.34133FE — 07 | 1.88210F — 07
121 x 121 2.49900F — 08 | 5.46566F — 08 | 2.05402F — 07

Tabla 5.12: Resultados del gasto de momento hu en TRAP. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k = 300 k = last
21 x 21 2.82638E — 07 | 1.23960F — 09 | 3.80831E — 10
41 x 41 4.56071F — 07 | 3.87631F — 10 | 5.33184F — 10
81 x 81 3.32996EF — 07 | 6.97880F — 07 | 3.08740E — 10
121 x 121 2.52618E — 07 | 1.53948F — 06 | 4.48636F — 09

Tabla 5.13: Resultados del gasto de momento hv en TRAP. Esquema 1.
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Figura 5.36: Regién TRAP con 21 x 21 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.37: Region TRAP con 41 x 41 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.38: Region TRAP con 81 x 81 puntos. Esquema 1.
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: Regién TRAP con 121 x 121 puntos. Esquema 1.
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Puntos espaciales k=2 k=300 k =last
21 x 21 1.00929F — 04 | 2.12766F — 04 | 4.15764F — 04
41 x 41 1.05957F — 04 | 1.11364F — 04 | 3.21423F — 04
81 x 81 1.08609F — 04 | 9.49507F — 05 | 1.74122F — 04
121 x 121 1.09515F — 04 | 1.06553F — 04 | 1.20047F — 04

Tabla 5.14: Resultados del gasto de masa en ANI. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k =300 k = last
21 x 21 5.25731F — 08 | 3.68661F — 07 | 1.14244F — 06
41 x 41 8.35222F — 08 | 1.85907F — 07 | 1.29024F — 06
81 x 81 6.07461F — 08 | 1.88836F — 07 | 5.56575FE — 07
121 x 121 4.60511F — 08 | 3.01774E — 07 | 2.63384F — 07

Tabla 5.15: Resultados del gasto de momento hu en ANI. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k=300 k = last
21 x 21 3.50485F — 08 | 4.19630F — 07 | 1.15538F — 06
41 x 41 5.56814F — 08 | 1.91573F — 07 | 1.27300F — 06
81 x 81 4.04974F — 08 | 8.76354F — 08 | 5.41823F — 07
121 x 121 3.07007F — 08 | 1.91222F — 07 | 2.73021F — 06

Tabla 5.16: Resultados del gasto de momento hv en ANI. Esquema 1.
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Figura 5.40: Regién ANI con 21 x 21 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.41: Regiéon ANI con 41 x 41 puntos. Esquema 1.



144 Capitulo 5. Resultados y Conclusiones

x107°

1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figura 5.42: Regién ANI con 81 x 81 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.43: Regién ANI con 121 x 121 puntos. Esquema 1.
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Puntos espaciales k=2 k =300 k =last

21 x 21 5.87415F — 05 | 2.63603F — 05 | 3.13258F — 05

41 x 41 6.16419EF — 05 | 3.14174F — 05 | 3.19234F — 05

81 x 81 6.31733E — 05 | 6.24144F — 05 | 3.05392F — 05

121 x 121 6.36965E — 05 | 6.42132F — 05 | 3.37984E — 05
Tabla 5.17: Resultados del gasto de masa en TAT. Esquema 1.
Puntos espaciales k=2 k = 300 k = last

21 x 21 7.14902F — 10 | 1.33770FE — 09 | 9.47646F — 10

41 x 41 2.12440F — 09 | 3.93129F — 08 | 5.50351E — 09

81 x 81 1.71431FE — 09 | 1.36726E — 07 | 1.85298F — 09

121 x 121 1.32298E — 09 | 2.78188E — 08 | 3.19080F — 08

Tabla 5.18: Resultados del gasto de momento hu en TAT. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k = 300 k = last
21 x 21 1.62843F — 07 | 3.10108E — 09 | 2.37514F — 09
41 x 41 2.38161F — 07 | 6.23880F — 08 | 2.54281F — 09
81 x 81 1.69523FE — 07 | 1.67748E — 06 | 8.35495E — 09
121 x 121 1.27994F — 07 | 2.21639F — 06 | 5.44744F — 08

Tabla 5.19: Resultados del gasto de momento hv en TAT. Esquema 1.
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Figura 5.44: Regién TAT con 21 x 21 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.45: Region TAT con 41 x 41 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.46: Region TAT con 81 x 81 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.47: Regién TAT con 121 x 121 puntos. Esquema 1.
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Puntos espaciales k=2 k=300 k =last

21 x 21 1.41452F — 04 | 6.03259F — 05 | 7.02938F — 05

41 x 41 1.48447F — 04 | 6.54964EF — 05 | 6.89412F — 05

81 x 81 1.52139F — 04 | 1.48681F — 04 | 8.75443F — 05

121 x 121 1.53400F — 04 | 1.53079F — 04 | 1.01457F — 04
Tabla 5.20: Resultados del gasto de masa en CAB. Esquema 1.
Puntos espaciales k=2 k =300 k = last

21 x 21 2.48392F — 07 | 1.31956F — 07 | 2.00416F — 07

41 x 41 3.82652F — 07 | 2.15950E — 07 | 3.89433F — 07

81 x 81 1.38045FE — 07 | 8.68662F — 07 | 3.29272F — 07

121 x 121 8.36078E — 08 | 1.13786E — 06 | 4.47713F — 07

Tabla 5.21: Resultados del gasto de momento hu en CAB. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k=300 k = last
21 x 21 5.98431F — 08 | 1.13992F — 07 | 1.28929F — 07
41 x 41 9.71311F — 08 | 1.09037F — 08 | 7.90697F — 07
81 x 81 3.54842F — 08 | 4.93307E — 08 | 7.84106F — 07
121 x 121 2.15390F — 08 | 2.28791F — 07 | 1.02962F — 06

Tabla 5.22: Resultados del gasto de momento hv en CAB. Esquema 1.
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Figura 5.48: Region CAB con 21 x 21 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.49: Region CAB con 41 x 41 puntos. Esquema 1.



150 Capitulo 5. Resultados y Conclusiones

1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figura 5.50: Regién CAB con 81 x 81 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.51: Region CAB con 121 x 121 puntos. Esquema 1.
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Para las pruebas restantes se utilizé un esquema programado de manera que los coefi-
cientes I se calculan una sola vez, y se actualiza su valor después de cada nivel de tiempo,
lo cual produce buenas aproximaciones con un tiempo menor al logrado con el esquema de

la primera prueba. Dichos resultados se pueden encontrar en las tablas (5.23 - 5.37).

Puntos espaciales k=2 k = 300 k = last
21 x 21 5.69903E — 05 | 1.62652F — 05 | 1.58125E — 05
41 x 41 5.98042F — 05 | 2.53690F — 05 | 1.70250F — 05
81 x 81 6.12900F — 05 | 5.87954E — 05 | 1.96504F — 05
121 x 121 6.17976 £ — 05 | 6.16267F — 05 | 2.58452F — 05

Tabla 5.23: Resultados del gasto de masa en QUAD. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k=300 k = last
21 x 21 1.30351F — 13 | 2.99087F — 09 | 1.72136F — 09
41 x 41 3.04909F — 14 | 5.96914F — 08 | 1.63581F — 10
81 x 81 9.67460F — 15 | 1.69758FE — 07 | 1.37296EF — 09
121 x 121 5.78840F — 15 | 2.76695F — 08 | 6.26006F — 08

Tabla 5.24: Resultados del gasto de momento hu en QUAD. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k =300 k = last
21 x 21 1.57672F — 07 | 2.82746F — 09 | 4.14349F — 11
41 x 41 2.30086E — 07 | 5.84681F — 08 | 1.06405E — 09
81 x 81 1.63677FE — 07 | 1.55596F — 06 | 5.36741F — 09
121 x 121 1.23566F — 07 | 2.10181F — 06 | 5.92642F — 08

Tabla 5.25: Resultados del gasto de momento hv en QUAD. Esquema 2.
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Figura 5.52: Regién QUAD con 21 x 21 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.53: Regiéon QUAD con 41 x 41 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.54: Region QUAD con 81 x 81 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.55: Regién QUAD con 121 x 121 puntos. Esquema 2.
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Puntos espaciales k=2 k=300 k =last
21 x 21 6.47994F — 05 | 2.07215F — 05 | 2.07929F — 05
41 x 41 6.79989F — 05 | 2.80271E — 05 | 2.22727E — 05
81 x 81 6.96882F — 05 | 6.65427F — 05 | 2.39004F — 05
121 x 121 7.02654E — 05 | 7.01163F — 05 | 2.91642E — 05

Tabla 5.26: Resultados del gasto de masa en TRAP. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k =300 k = last
21 x 21 2.57479F — 08 | 8.03158E — 08 | 9.09979E — 08
41 x 41 4.43346F — 08 | 1.47353F — 07 | 1.17337E — 07
81 x 81 3.28530F — 08 | 2.34006FE — 07 | 1.88339F — 07
121 x 121 2.49900F — 08 | 5.46873E — 08 | 2.05391F — 07

Tabla 5.27: Resultados del gasto de momento hu en TRAP. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k=300 k = last
21 x 21 2.82638E — 07 | 1.24813F — 09 | 3.83395E — 10
41 x 41 4.56071F — 07 | 3.93914F — 09 | 5.24496F — 09
81 x 81 3.32996F — 07 | 6.97944F — 07 | 2.92721FE — 09
121 x 121 2.52618E — 07 | 1.53935F — 06 | 4.49892F — 09

Tabla 5.28: Resultados del gasto de momento hv en TRAP. Esquema 2.
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Figura 5.56: Regién TRAP con 21 x 21 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.57: Region TRAP con 41 x 41 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.58: Region TRAP con 81 x 81 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.59: Regién TRAP con 121 x 121 puntos. Esquema 2.
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Puntos espaciales k=2 k =300 k =last
21 x 21 1.00929F — 04 | 2.12444F — 04 | 4.14922F — 04
41 x 41 1.05957F — 04 | 1.11255F — 04 | 3.21420F — 04
81 x 81 1.08609F — 04 | 9.49590F — 05 | 1.74125F — 04
121 x 121 1.09515E — 04 | 1.06555E — 04 | 1.20058F — 04

Tabla 5.29: Resultados del gasto de masa en ANI. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k = 300 k = last
21 x 21 5.25731F — 07 | 3.67787E — 06 | 1.13780F — 05
41 x 41 8.35222F — 07 | 1.85390F — 06 | 1.28990E — 05
81 x 81 6.07461F — 07 | 1.88841F — 06 | 5.56248E — 06
121 x 121 4.60511F — 07 | 3.01749F — 06 | 2.63280F — 06

Tabla 5.30: Resultados del gasto de momento hu en ANI. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k =300 k =last
21 x 21 3.50485F — 07 | 4.18629F — 06 | 1.15119F — 05
41 x 41 5.56814F — 07 | 1.91603F — 06 | 1.27350E — 05
81 x 81 4.04974F — 07 | 8.76586F — 07 | 5.42076F — 06
121 x 121 3.07007E — 07 | 1.91211F — 06 | 2.73177E — 06

Tabla 5.31: Resultados del gasto de momento hv en ANI. Esquema 2.
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Figura 5.60: Regién ANI con 21 x 21 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.61: Region ANI con 41 x 41 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.62: Regién ANI con 81 x 81 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.63: Regién ANI con 121 x 121 puntos. Esquema 2.
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Puntos espaciales k=2 k=300 k =last

21 x 21 5.87415F — 05 | 2.63583F — 05 | 3.13206FE — 05

41 x 41 6.16419F — 05 | 3.14275E — 05 | 3.19225F — 05

81 x 81 6.31733FE — 05 | 6.24163F — 05 | 3.05393F — 05

121 x 121 6.36965F — 05 | 6.42131E — 05 | 3.37990F — 05
Tabla 5.32: Resultados del gasto de masa en TAT. Esquema 2.
Puntos espaciales k=2 k =300 k = last

21 x 21 7.14902F — 10 | 1.32142F — 09 | 9.21829F — 10

41 x 41 2.12440E — 09 | 3.93809F — 08 | 5.47592E — 09

81 x 81 1.71431F — 09 | 1.36643F — 07 | 1.87703FE — 09

121 x 121 1.32298E — 09 | 2.78182EF — 08 | 3.19647FE — 08

Tabla 5.33: Resultados del gasto de momento hu en TAT. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k=300 k = last
21 x 21 1.62843F — 07 | 3.09408E — 09 | 2.36492F — 09
41 x 41 2.38161F — 07 | 6.24536F — 08 | 2.18054F — 09
81 x 81 1.69523F — 07 | 1.67739E — 06 | 8.39853F — 09
121 x 121 1.27994F — 07 | 2.21596F — 06 | 5.45620F — 08

Tabla 5.34: Resultados del gasto de momento hv en TAT. Esquema 2.
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Figura 5.64: Regién TAT con 21 x 21 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.65: Region TAT con 41 x 41 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.66: Region TAT con 81 x 81 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.67: Regién TAT con 121 x 121 puntos. Esquema 2.
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Puntos espaciales k=2 k =300 k =last

21 x 21 1.41452F — 04 | 6.03132F — 05 | 7.02719F — 05

41 x 41 1.48447F — 04 | 6.55039E — 05 | 6.90705E — 05

81 x 81 1.52139F — 04 | 1.48683F — 04 | 8.75310F — 05

121 x 121 1.53400F — 04 | 1.53080F — 04 | 1.01453F — 04
Tabla 5.35: Resultados del gasto de masa en CAB. Esquema 2.
Puntos espaciales k=2 k = 300 k = last

21 x 21 2.48392F — 07 | 1.32100F — 07 | 2.00420F — 07

41 x 41 3.82652EF — 07 | 2.16466F — 07 | 3.89471EF — 07

81 x 81 1.38045FE — 07 | 8.68555F — 07 | 3.28843F — 07

121 x 121 8.36078E — 08 | 1.13777E — 06 | 4.47370E — 07

Tabla 5.36: Resultados del gasto de momento hu en CAB. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k = 300 k = last
21 x 21 5.98431EF — 08 | 1.13890F — 07 | 1.28872EF — 07
41 x 41 9.71311F — 08 | 1.23052F — 08 | 7.79997F — 07
81 x 81 3.54842F — 08 | 4.93085F — 08 | 7.83941F — 07
121 x 121 2.15390F — 08 | 2.28778F — 07 | 1.02960F — 06

Tabla 5.37: Resultados del gasto de momento hv en CAB. Esquema 2.
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Figura 5.68: Region CAB con 21 x 21 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.69: Regién CAB con 41 x 41 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.70: Regién CAB con 81 x 81 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.71: Region CAB con 121 x 121 puntos. Esquema 2.
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Para el caso que més nos interesa, donde tenemos dominos que son aproximaciones
regiones geograficas reales, estudiaremos el caso del lago de Patzcuaro, como ya se co-
menté anteriormente. Debido a las caracteristicas fisicas de la regién, se decidié dividir la

region en tres partes diferentes.

La regién original tiene la forma mostrada en la figura (5.72). Esta regién se dividi6 en
diferentes subregiones con el propésito de conservar la geometria del lugar, y generar si-
mulaciones donde se puedan reflejar los cambios en el tiempo. Si tomamos la regién en una
sola pieza, debido a las dimensiones de la regién (casi quince kilémetros de largo por 14
metros de profundidad), asi como de las caracteristicas del fenémeno que se quiere modelar
(donde una ola o perturbacién no llega a ser de més de 30 centimetros), una simulacién
con la geometria completa no servird para notar los cambios en los diferentes pasos en el
tiempo. La idea es generar varias subregiones donde se pueda modelar el fenémeno, para
asi obtener una mejor aproximacién a la realidad. Las subregiones generadas pueden ob-
servarse en las figuras (5.73 - 5.75), y son denotadas por UP, MID, DOWN, refiriéndose a

las partes Norte, centro y Sur de la regién completa respectivamente.

En este caso se generaron mallas con 21, 41 y 81 puntos por lado para cada una de

estas regiones, las cuales podemos observar en las figuras (5.76 - 77).

Figura 5.72: Regién PATZ.
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Figura 5.73: Regién UP.

Figura 5.74: Regién MID.

Figura 5.76: Malla de UP con 21 puntos

por lado.

Figura 5.75: Region DOWN.
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Figura 5.77: Malla de UP con 41 puntos

por lado.
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Figura 5.78: Malla de UP con 81 puntos
por lado.
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Figura 5.79: Malla de MID con 21 puntos

Figura 5.80: Malla de MID con 41 puntos
por lado.

por lado.
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Figura 5.81: Malla de MID con 81 puntos

por lado.
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Figura 5.84: Malla de DOWN con 81

puntos por lado.

Para estas pruebas, debido al tamano de la celda minima producida en cada una de
las regiones, se utilizaron mas pasos en el tiempo que en los problemas anteriores. La
concordancia de pasos en el tiempo, dependiendo de la cantidad de puntos por lado, se
puede ver en la tabla (5.38).

Puntos espaciales | Pasos en el tiempo
21 x 21 4000
41 x 41 5000
81 x 81 10000

Tabla 5.38: Concordancia en puntos espaciales y temporales.

Nuevamente se realizaron pruebas utilizando los dos esquemas descritos anteriormente.
Para el primer esquema los resultados de calcular los gastos de masa y momento, lo cual se
hizo de la misma forma que en los casos anteriores, se resumen en las tablas (5.39 - 5.47);

en las figuras (5.85 - 5.93) se muestra la comparacién de los gastos.
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Puntos espaciales k=2 k = 2000 k =last
21 x 21 4.71355F — 04 | 3.42953F — 04 | 4.50097F — 04
41 x 41 4.73659F — 04 | 3.98003E — 04 | 4.16953F — 04
81 x 81 4.79150F — 03 | 4.44498F — 04 | 4.26174F — 04

Tabla 5.39: Resultados del gasto de masa en UP. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k = 2000 k = last
21 x 21 1.48897F — 08 | 1.61195E — 07 | 1.10164F — 06
41 x 41 3.28173E — 08 | 5.37026 ' — 07 | 8.48528F — 07
81 x 81 2.06065E — 08 | 5.72923F — 07 | 1.94686EF — 06

Tabla 5.40: Resultados del gasto de momento hu en UP. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k = 2000 k = last
21 x 21 8.7T1461F — 08 | 4.43251F — 07 | 1.19203F — 06
41 x 41 3.90493F — 08 | 7.88144F — 07 | 2.94355F — 06
81 x 81 1.91577E — 08 | 8.53578E — 08 | 1.52131F — 06

Tabla 5.41: Resultados del gasto de momento hv en UP. Esquema 1.
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Figura 5.85: Region UP con 21 x 21 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.86: Regién UP con 41 x 41 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.87: Regién UP con 81 x 81 puntos. Esquema 1.
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Puntos espaciales k=2 k = 2000 k =last

21 x 21 1.98551F — 05 | 1.98025F — 05 | 1.96796 F — 05

41 x 41 2.12914F — 05 | 2.12718E — 05 | 2.13336E — 05

81 x 81 1.93573F — 05 | 1.93890F — 05 | 1.92356F — 05
Tabla 5.42: Resultados del gasto de masa en MID. Esquema 1.
Puntos espaciales k=2 k = 2000 k =last

21 x 21 2.15960F — 09 | 9.46397E — 09 | 5.48423F — 09

41 x 41 4.27357E — 09 | 1.83963F — 08 | 1.53576F — 08

81 x 81 1.03765F — 09 | 5.14752F — 09 | 8.42483F — 09

Tabla 5.43: Resultados del gasto de momento hu en MID. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k = 2000 k = last
21 x 21 2.75139E — 09 | 1.00960F — 08 | 6.79697E — 09
41 x 41 7.08471FE — 09 | 2.61921F — 08 | 2.41777E — 08
81 x 81 1.08297E — 09 | 4.54647E — 09 | 6.92056F — 09

Tabla 5.44: Resultados del gasto de momento hv en MID. Esquema 1.
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Figura 5.88: Regién MID con 21 x 21 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.89: Regién MID con 41 x 41 puntos. Esquema 1.
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Figura 5.90: Regién MID con 81 x 81 puntos. Esquema 1.
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Puntos espaciales k=2 k = 2000 k =last
21 x 21 1.44048F — 05 | 1.07616F — 05 | 1.92879F — 05
41 x 41 1.56766FE — 05 | 1.45860F — 05 | 2.81673FE — 05
81 x 81 1.61834F — 05 | 1.53507F — 05 | 1.39201F — 05

Tabla 5.45: Resultados del gasto de masa en DOWN. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k = 2000 k = last
21 x 21 4.95329F — 09 | 7.03206F — 10 | 3.07582F — 08
41 x 41 1.08465F — 08 | 2.69366F — 09 | 1.64612F — 08
81 x 81 1.49839F — 08 | 9.00259F — 08 | 9.18646F — 09

Tabla 5.46: Resultados del gasto de momento hAu en DOWN. Esquema 1.

Puntos espaciales k=2 k = 2000 k = last
21 x 21 1.18021F — 09 | 3.72264F — 09 | 2.58421F — 08
41 x 41 2.45788E — 09 | 9.05765E — 09 | 1.67985E — 08
81 x 81 3.26298E — 09 | 2.77266F — 08 | 4.24079E — 09

Tabla 5.47: Resultados del gasto de momento hv en DOWN. Esquema 1.
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Figura 5.92: Regién UP con 41 x 41 puntos. Esquema 1.
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Para las pruebas donde se calculan los coeficientes I' una primera vez y después se ac-
tualiza su valor, podemos encontrar los resultados en las tablas (5.48 - 5.56); nuevamente,

en las figuras (5.94 - 5.102) se muestran los gastos comparados para cada caso.

Puntos espaciales k=2 k = 2000 k =last
21 x 21 4.71355F — 04 | 3.42965F — 04 | 4.50032F — 04
41 x 41 4.73659F — 04 | 3.98016F — 04 | 4.16941F — 04
81 x 81 4.79150F — 04 | 4.44500F — 04 | 4.26156F — 04

Tabla 5.48: Resultados del gasto de masa en UP. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k = 2000 k =last
21 x 21 1.48897F — 08 | 1.61163F — 07 | 1.10089F — 06
41 x 41 3.28173E — 08 | 5.37947TE — 07 | 8.50537E — 07
81 x 81 2.06065E — 08 | 5.72798E — 07 | 1.94582F — 06

Tabla 5.49: Resultados del gasto de momento hu en UP. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k = 2000 k = last
21 x 21 8.71461F — 08 | 4.43122F — 07 | 1.19029F — 06
41 x 41 3.90493F — 08 | 7.877T76FE — 07 | 2.93995F — 06
81 x 81 1.91577FE — 08 | 8.44707TE — 08 | 1.51725F — 06

Tabla 5.50: Resultados del gasto de momento hv en UP. Esquema 2.
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Figura 5.95: Regién UP con 41 x 41 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.96: Region UP con 81 x 81 puntos. Esquema 2.
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Puntos espaciales k=2 k = 2000 k =last

21 x 21 198551 F — 05 | 198025F — 05 | 196797F — 05

41 x 41 212914F — 05 | 212718E — 05 | 213336F — 05

81 x 81 193573F — 05 | 193890F — 05 | 192356F — 05
Tabla 5.51: Resultados del gasto de masa en MID. Esquema 2.
Puntos espaciales k=2 k = 2000 k =last

21 x 21 215960F — 09 | 946378FE — 09 | 548404F — 09

41 x 41 427357F — 09 | 183959F — 08 | 153580F — 08

81 x 81 103765 F — 09 | 514752F — 09 | 842483 F — 09

Tabla 5.52: Resultados del gasto de momento hu en MID. Esquema 2.

Puntos espaciales =2 k = 2000 k = last
21 x 21 275139E — 09 | 100956F — 08 | 679661 E — 09
41 x 41 708471E — 09 | 261911F — 08 | 241757F — 08
81 x 81 108297FE — 09 | 454647E — 09 | 692056E — 09

Tabla 5.53: Resultados del gasto de momento hv en MID. Esquema 2.
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Figura 5.97: Regién MID con 21 x 21 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.98: Regién MID con 41 x 41 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.99: Regién MID con 81 x 81 puntos. Esquema 2.
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Puntos espaciales k=2 k = 2000 k =last
21 x 21 1.44048F — 05 | 1.07616F — 05 | 1.92858F — 05
41 x 41 1.56766F — 05 | 1.45864F — 05 | 2.81624F — 05
81 x 81 1.61834F — 05 | 1.53507F — 05 | 1.39201F — 05

Tabla 5.54: Resultados del gasto de masa en DOWN. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k = 2000 k =last
21 x 21 4.95329F — 09 | 7.07374F — 10 | 3.07500F — 08
41 x 41 1.08465F — 08 | 2.69285F — 09 | 1.64754F — 08
81 x 81 1.49839F — 08 | 9.00259F — 08 | 9.18646F — 08

Tabla 5.55: Resultados del gasto de momento hu en DOWN. Esquema 2.

Puntos espaciales k=2 k = 2000 k = last
21 x 21 1.18021F — 09 | 3.72158FE — 09 | 2.58231F — 08
41 x 41 2.45788E — 09 | 9.05687E — 09 | 1.67920E — 08
81 x 81 3.26298F — 09 | 2.77266FE — 08 | 4.24079F — 09

Tabla 5.56: Resultados del gasto de momento hv en DOWN. Esquema 2.
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Figura 5.101: Regién UP con 41 x 41 puntos. Esquema 2.
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Figura 5.102: Regién UP con 81 x 81 puntos. Esquema 2.

Al igual que en el caso rectangular, podemos darnos cuenta, gracias a los resultados,
que el esquema propuesto logra suficiente estabilidad y buenas aproximaciones a las so-
luciones de las ecuaciones de aguas someras; también es importante recalcar que cuando
tenemos problemas muy grandes, ademds de enfrentarnos a la limitante en memoria de
las computadoras estandar, los errores de redondeo y truncamiento comienzan a aparecer

y a ser notorios en los resultados, sin embargo, esto no provoca problemas en la estabilidad.

Podemos facilmente concluir entonces que el esquema propuesto en este trabajo nos
brindard buenas aproximaciones a las ecuaciones deseadas, pudiendo asi utilizarlo para
hacer simulaciones de diferentes problemas en regiones irregulares, lo cual era el propdsito
principal del presente. Algo que se debe de tener en cuenta, sin embargo, es la capacidad de
computo necesaria para ejecutar estos problemas. Afortunadamente, para la mayor parte
de las aplicaciones que puede tener este esquema en la vida real, las personas interesadas
cuentan con la infraestructura suficiente para ejecutar los cédigos de manera rapida y sin

problemas.

Todos los esquemas descritos en este trabajo, los cuales se pueden consultar en los

apéndices del presente trabajo, fueron programados en MATLAB [20], para lo cual se cuen-
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ta con una licencia estdandar de estudiante. Otra manera de mejorar el tiempo de computo,
asi como reducir los errores de truncamiento y redondeo, serd programar el c6digo en otros
lenguajes de programacion de un poco més bajo nivel, Fortran 97 o C por ejemplo. Este
es un trabajo que queda para futuro, y para una posible publicacién en alguna revista

arbitrada.
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Apéndice A

Descripcion de los programas

Shallow_watal.m

El primero cdigo que se muestra es el cdigo utilizado para aproximar la solucin de las
ecuaciones de aguas someras, explicadas en el captulo (4), en regiones rectangulares, mismo
que se encuentra explicado en el captulo (5) de este trabajo. Se encuentra programado en
el leguaje de programacién MATLAB® [20].

function [h,u,v] = Shallow_watal(x,y,z,t,fun,c)
% Esta rutina aproxima el valor de la soluci\’{o}n de las ecuaciones de aguas

% someras en regiones rectangulares utilizando un esquema de diferencias

% finitas adaptado por Gerardo Tinoco Guerrero.

b

% E1 esquema debe de recibir los par\’{a}metros

b

yA X,y : Matrices con las coordenadas de los puntos de la malla.
% z Matriz con las profundidades en cada punto de la malla.
yA t Cantidad de pasos en el tiempo para el intervalo (0,10).
% fun :  Funci\’{o}n para la condici\’{o}n inicial para h.

% c : Se utiliza para elegir el punto inicial del pulso.

b

% Los par\’{a}metros que obtiene de salida son

b

% h : Matriz con el valor de las alturas en cada punto (x,y).
% u : Matriz con las velocidades horizontales en cada punto.

191
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% v : Matriz con las velocidades verticales en cada punto.

% Las llamadas a la funci\’{o}n se realizan de la forma

% [h,u,v] = Shallow_watal(x21,y21,z21,1000,@fSHALL,1);

% Inicializamos las variables y cerramos ventanas abiertas
close all
[m,n] = size(x);

T = linspace(0,2,t);

dt = T(2) - T(1);
dx = x(1,2)-x(1,1);
dy = y(2,1)-y(1,1);
u = zeros(m,n,t);

= zeros(m,n,t);
h = zeros(m,n,t);

% Agregamos una condici\’{o}n inicial para h
for i = 1I:m
for j = 1:n
h(i,j,1) = fun([x(i,j),y(1,3)],c);
end

end

g = 9.81; % Fuerza de gravedad.
f = 4.879%10°(-5); % Aceleraci\’{o}n de Coriolis.
cf = 0.05; % No deslizamiento en el fondo.

a = z; % Profundidades

for k = 2:t
temp = mod(k,100);
if temp ==
fprintf (°Paso: %i \n’,k)

end
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for i = 2:m-1
for j = 2:n-1

% Primero calculamos el nuevo nivel de tiempo para h

h(i,j,k) = h(i,j,k-1) - dtx( ...
((a(i+1,j+1) + a(i+1l,j-1))*u(i+l,j,k-1))/(4*dx) - ...
((a(i-1,j+1) + a(i-1,j-1))*u(i-1,j,k-1))/(4*dx) + ...
((a(i+1,j+1) + a(i-1,j+D))*v(i,j+1,k-1))/(4xdy) - ...
((a(i+1,j-1) + a(i-1,j-1))*v(i,j-1,k-1))/(4*xdy));

% Ahora calculamos el nuevo nivel de tiempo para u
u(i,j,k) = u(i,j,k-1) - dtx( ...
u(d,j,k-1)*(C ...
(u(i+1,j+1,k-1) + u(i+l,j-1,k-1))/(4xdx) - ...
(u(i-1,j+1,k-1) - u(i-1,j-1,k-1))/(4*dx)) + ...
v(i,j,k=1)*( ...
(u(i+1,j+1,k-1) + u(i-1,j+1,k-1))/(4*dy) - ...
(u(i+1,j-1,k-1) - u(i-1,j-1,k-1))/(4xdy)) - ...
fxv(i,j,k-1) + gx( ...
h(i+1,j,k-1)/(2*dx) - ...
h(i-1,j,k-1)/(2xdx)) + ...
((cf*u(i,j,k-1))/((a(i+1,j) + a(i-1,j) + a(i,j+1) + a(i,j-1))/4))*sqrt(

% Por \’{u}ltimo calculamos el nuevo nivel de tiempo para v
v(i,j,k) = v(i,j,k-1) - dtx( ...
u(i,j,k-1)*( ...
(v(i+1,j+1,k-1) + v(i+1,j-1,k-1))/(4*dx) - ...
(v(i-1,j+1,k-1) - v(i-1,j-1,k-1))/(4*dx)) + ...
v(i,j,k-1)*( ...
(v(i+1,j+1,k-1) + v(i-1,j+1,k-1))/(4*xdy) - ...
(v(i+1,3-1,k-1) - v(i-1,j-1,k-1))/(4*dy)) + ...
fxu(i,j,k-1) + gx( ...
h(i,j+1,k-1)/(2*%dy) - ...
h(i,j-1,k-1)/(2xdy)) + ...
(Ccf*v(i,j,k-1))/((a(i+1,j) + a(i-1,j) + a(i,j+1) + a(i,j-1))/4))*sqrt(

+

end
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end
end

end

Shallow_wata5.m

Fl siguiente cédigo aproxima la solucién de las ecuaciones de aguas someras explicadas
en el capitulo (4). Es el primer cédigo explicado en el capitulo (5), y es el que logra las
mejores aproximaciones, pero tarda mucho tiempo mas. Se encuentra programado en el

leguaje de programacién MATLAB® [20].

function [h,u,v] = Shallow_watab(x,y,z,t,fun,c)

% Esta rutina aproxima el valor de la soluci\’{o}n de las ecuaciones de aguas
% someras en regiones irregulares utilizando un esquema de diferencias

% finitas generalizadas adapatodo por Gerardo Tinoco Guerrero.

b

% El esquema debe de recibir los par\’{a}metros

% X,V : Matrices con las coordenadas de los puntos de la malla.
% z : Matriz con las profundidades en cada punto de la malla.
% t : Cantidad de pasos en el tiempo para el intervalo (0,10).
% fun :  Funci\’{o}n para la condici\’{o}n inicial para h.

yA C : Se utiliza para elegir el punto inicial del pulso.

b

% Los par\’{a}metros que obtiene de salida son

YA h : Matriz con el valor de las alturas en cada punto (x,y).
A u : Matriz con las velocidades horizontales en cada punto.
YA v : Matriz con las velocidades verticales en cada punto.

% Las llamadas a la funci\’{o}n se realizan de la forma

% [h,u,v] = Shallow_watab(x21,y21,z21,1000,@fSHALL,1);
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% Inicializamos las variables y cerramos ventanas abiertas

close all
tic
[m,n] = size(x);

T = linspace(0,10,t);
dt = T(2) - T(1);

u = zeros(m,n,t);
v = zeros(m,n,t);
h = zeros(m,n,t);

Gammah1

Gammah2 = zeros(m,n,9);

zeros(m,n,9);

Gammah3 = zeros(m,n,9);
Gammaul = zeros(m,n,9);
Gammau2 = zeros(m,n,9);
Gammau3 = zeros(m,n,9);
Gammavl = zeros(m,n,9);
Gammav2 = zeros(m,n,9);

Gammav3 = zeros(m,n,9);

% Agregamos condici\’{o}n inicial para h

for i = 1:m

for j = 1:n

h(i,j,1) = fun([x(i,j),y(i,j)]1,c);
end
end

g = 9.81; ¥ Fuerza de gravedad.
f = 4.879%10°(-5); % Aceleraci\’{o}n de Coriolis.
cf = 0.5; % No deslizamiento en el fondo.

a = z; % Profundidades

for i = 2:m-1
temp = mod(i,100);
if temp ==

fprintf(’Paso en Gammas: %i \n’,i) % Se imprime cada 100 pasos
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end

for j = 2:n-1
dx = [x(i+1,7)-x(i,3), x@G+1,j+)-x(1,j), x(1,j+1)-x(1,5),
x(i-1,j+1)-x(1,3), x(i-1,j)-x(1,3), x@G-1,j-1)-x(,]),
x(1,j-1)-x(i,3),x({A+1,j-1)-x(i,j)];
dy = [y(i+1,j)-y(E,1), y(i+1,j+D) -y, 5), y@E,j+D)-yE,5),
y@(-1,j+D-yE, ), yE-1,1-yE,3), y@GE-1,j-D-yE, ),
y(i,j-1)-y(E,j),y@E+1,j-1)-y(E,j)];
M= [dx ; dy ; dx.*dx ; dx.*dy ; dy.*dy];

% Hacemos el c\’{a}lculo de los Gammal
YY = pinv(M)*[0 0 0 0 0]’;
Gammah1(i,j,:) = [-sum(YY);YY];
YY = pinv(M)*[-dt*(a(i+1,j)+a(i-1,3))/2 0 0 0 0]1’;
Gammaul(i,j,:) = [-sum(YY);YY];
YY = pinv(M)*[0 -dt*(a(i,j+1)+a(i,j-1))/2 0 0 01’;
Gammav1(i,j,:) = [-sum(YY);YY];
end

end

for k = 2:¢t
temp = mod(k,100) ;
if temp ==
fprintf (’Paso: %i \n’,k) % Se imprime cada 100 pasos.
end
for i = 2:m-1

for j = 2:n-1

% Se calculan los valores de las Gammas restantes

dx = [x(i+1,j)-x(i,j), x(i+1,j+1)-x(1,j), x(1,j+1)-x(i,]),
x(i-1,j+1)-x(i,j), x(i-1,j)-x(1,7), x(i-1,j-1-x(i,5),
x(1i,j-1)-x(1,7),x(1+1,j-1)-x(1,j)];

dy = [y@G+1,)-y(E, 7)), yGE+1,j+D)-y({,5), yGE,j+D)-y(E,5),
y(i-1,j+1)-y(i,j), y(@i-1,1)-y(1,)), y@-1,j-D-y(i,5),
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y(i,j-1)-y(E,),y@E+1,j-1)-y(E,)];
M= [dx ; dy ; dx.*dx ; dx.*dy ; dy.*dyl;

% Se hace el c\’{a}lculo de Gamma2

YY = pinv(M)*[-dtxg 0 0 0 0]’;

Gammah2(i,j,:) = [-sum(YY);YY];

YY = pinv(M)*[-dt*u(i,j,k-1) -dt*v(i,j,k-1) 0 0 0]’;
Gammau2(i,j,:) = [-sum(YY);YY];

YY = pinv(M)*[0 0 0 0 0];

Gammav2(i,j,:) = [-sum(YY);YY];

% Se hace el c\’{a}lculo de Gamma3

YY = pinv(M)*[0 -dt*xg 0 0 0]’;

Gammah3(i,j,:) = [-sum(YY);YY];

YY = pinv(M)*[0 0 0 0 0]’;

Gammau3(i,j,:) = [-sum(YY);YY];

YY = pinv(M)*[-dt*u(i,j,k-1) -dt*v(i,j,k-1) 0 0 0]’;
Gammav3(i,j,:) = [-sum(YY);YY];

% Primero calculamos el nuevo nivel de tiempo para h

h(i,j,k) = h(i,j,k-1) + ...
Gammah1(i,j,1)*h(i,j,k-1) + ...
Gammah1(i,j,2)*h(i+1,j,k-1) + ...
Gammah1(i,j,3)*h(i+1,j+1,k-1)
Gammah1(i,j,4)*h(i,j+1,k-1) + ...
Gammahi1(i,j,5)*h(i-1,j+1,k-1)
Gammah1(i,j,6)*h(i-1,j,k-1) + ...
Gammah1(i,j,7)*h(i-1,j-1,k-1)
Gammah1(i,j,8)*h(i,j-1,k-1) + ...
Gammah1(i,j,9)*h(i+1,j-1,k-1)
Gammaul (i, j,1)*u(i,j,k-1) + ...

+

+

+

<+

Gammaul (i, j,2)*u(i+l,j,k-1) + ...
Gammaul (i, j,3)*u(i+1,j+1,k-1)
Gammaul (i, j,4)*u(i,j+1,k-1) + ...
Gammaul (i, j,5)*u(i-1,j+1,k-1)

+

+
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Gammaul (i, j,6)*u(i-1,j,k-1) + ...
Gammaul(i,j,7)*u(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammaul (i, j,8)*u(i,j-1,k-1) + ...
Gammaul(i,j,9)*u(i+1,j-1,k-1) + ...
Gammav1(i,j,*v(i,j,k-1) + ...
Gammavi(i,j,2)*v(i+l,j,k-1) + ...
Gammavl(i,j,3)*v(i+l,j+1,k-1) + ...
Gammavl(i,j,4)*v(i,j+1,k-1) + ...
Gammav1(i,j,5)*v(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammavl(i,j,6)*v(i-1,j,k-1) + ...
Gammav1(i,j,7)*v(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammavl(i,j,8)*v(i,j-1,k-1) + ...
Gammavl(i,j,9)*v(i+l,j-1,k-1);

% Ahora calculamos el nuevo nivel de tiempo para u
u(i,j,k) = u(i,j,k-1) + ...

Gammah2(i,j,1)*h(i,j,k-1) + ...
Gammah2(i,j,2)*h(i+1,j,k-1) + ...
Gammah2(i,j,3)*h(i+1,j+1,k-1) + ...
Gammah2(i,j,4)*h(i,j+1,k-1) + ...
Gammah2(i,j,5)*h(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammah2(i,j,6)*h(i-1,j,k-1) + ...
Gammah2(i,j,7)*h(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammah2(i,j,8)*h(i,j-1,k-1) + ...
Gammah2(i,j,9)*h(i+1,j-1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,1)*u(i,j,k-1) + ...
Gammau2(i,j,2)*u(i+l,j,k-1) + ...
Gammau2(i,j,3)*u(i+1,j+1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,4)*u(i,j+1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,5)*u(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,6)*u(i-1,j,k-1) + ...
Gammau2(i,j,7)*u(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,8)*u(i,j-1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,9*u(i+l,j-1,k-1) + ...
Gammav2(i,j,1)*v(i,j,k-1) + ...
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Gammav2(i,j,2)*v(i+l,j,k-1) + ...
Gammav2(i,j,3)*v(i+1,j+1,k—1)

+

Gammav2(i,j,4)*v(i,j+1,k-1) + ...
Gammav2(i,j,5)*v(i-1,j+1,k-1)
Gammav2(i,j,8)*v(i-1,j,k-1) + ...
Gammav2(i,j,7)*v(i-1,j-1,k-1)
Gammav2(i,j,8)*v(i,j-1,k-1) + ...
Gammav2(i,j,9)*v(i+l,j-1,k-1) - ...
fxv(i,j,k-1) - ...
(cfxu(i,j,k-1)/...

+

+

((a(i+1,j) + a(i-1,j) + a(i,j+1) + a(i,j-1))/4))*sqrt(ui,j,k-1)"2 ...

+ V(i:j :k_i)h2);

% Por \’{u}ltimo calculamos el nuevo nivel de tiempo para v
v(i,j,k) = v(i,j,k-1) + ...

Gammah3(i,j,1)*h(i,j,k-1) + ...
Gammah3(i,j,2)*h(i+1l,j,k-1) + ...
Gammah3(i,j,3)*h(i+1,j+1,k-1) + ...
Gammah3(i,j,4)*h(i,j+1,k-1) + ...
Gammah3(i,j,5)*h(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammah3(i,j,6)*h(i-1,j,k-1) + ...
Gammah3(i,j,7)*h(i-1,j-1,k-1) + ..
Gammah3(i,j,8)*h(i,j-1,k-1) + ...
Gammah3(i,j,9)*h(i+1,j-1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,1)*u(i,j,k-1) + ...
Gammau3(i,j,2)*u(i+l,j,k-1) + ...
Gammau3(i,j,3)*u(i+l,j+1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,4)*u(i,j+1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,5)*u(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,6)*u(i-1,j,k-1) + ...
Gammau3(i,j,7)*u(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,8)*u(i,j-1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,9)*u(i+1,j-1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,)*v(i,j,k-1) + ...
Gammav3(i,j,2)*v(i+l,j,k-1) + ...
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Gammav3(i,j,3)*v(i+1l,j+1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,4)*v(i,j+1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,5)*v(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,6)*v(i-1,j,k-1) + ...
Gammav3(i,j,7)*v(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,8)*v(i,j-1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,9*v(i+l,j-1,k-1) - ...
fru(i,j,k-1) - ...
(cf*v(i,j,k-1)/...
((a(i+1,j) + a(i-1,j) + a(i,j+1) + a(i,j-1))/4))*...
sqrt(u(i,j,k-1)"2 + v(i,j,k-1)"2);
end
end

end

time = toc;

fprintf (’Tiempo transcurrido en el problema: %f Segundos\n’,time)

end

El resultado de este programa son tres matrices que representan la aproximacién a la

solucion en cada uno de los puntos del dominio.

Shallow_wata5_2.m

El siguiente cédigo aproxima la solucién de las ecuaciones de aguas someras explicadas
en el capitulo (4). Es el segundo cddigo explicado en el capitulo (5), y es el que logra
buenas aproximaciones en un tiempo considerablemente menor al primero. Se encuentra

programado en el leguaje de programacién MATLAB® [20].

function [h,u,v] = Shallow_wata5_2(x,y,z,t,fun,c)

% Esta rutina aproxima el valor de la soluci\’{o}n de las ecuaciones de aguas

% someras en regiones irregulares utilizando un esquema de diferencias

% finitas generalizadas adaptado por Gerardo Tinoco Guerrero.

% En esta rutina el clculo de los coeficientes Gamma se hace desde un
% principio, para as evitar calcularlos en cada paso de tiempo, y con esto

% se ahorra tiempo de cmputo.
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% El esquema debe de recibir los par\’{a}metros

% X, ¥ : Matrices con las coordenadas de los puntos de la malla.
yA z : Matriz con las profundidades en cada punto de la malla.
% t : Cantidad de pasos en el tiempo para el intervalo (0,10).
yA fun :  Funci\’{o}n para la condici\’{o}n inicial para h.
% c : Se utiliza para elegir el punto inicial del pulso.

% Los par\’{a}metros que obtiene de salida son

% h :  Matriz con el valor de las alturas en cada punto (x,y).
YA u : Matriz con las velocidades horizontales en cada punto.
% v : Matriz con las velocidades verticales en cada punto.

% Las llamadas a la funci\’{o}n se realizan de la forma

% [h,u,v] = Shallow_watab_2(x21,y21,z21,1000,@fSHALL,1);

% Inicializamos las variables y cerramos ventanas abiertas

close all
tic
[m,n] = size(x);

T = linspace(0,10,t);
dt = T(2) - T(1);

u = zeros(m,n,t);
v = zeros(m,n,t);
h = zeros(m,n,t);
Gammahl = zeros(m,n,9);
Gammah2 = zeros(m,n,9);
Gammah3 = zeros(m,n,9);
Gammaul = zeros(m,n,9);

Gammau2t = zeros(m,n,9);

Gammau3 = zeros(m,n,9);
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Gammavl = zeros(m,n,9);

Gammav2 = zeros(m,n,9);

Gammav3t = zeros(m,n,9);
a=1;
b=1;

% Agregamos una condicin inicial para h
if ¢ ==
while a >= .8 || a <= .2
a = rand;
end
while b >= .8 || b <= .2
b = rand;
end
end

for i = 1:m

for j 1:n
h(i,j,1) = fun([x(i,j),y(i,j)],c,a,b);
end

end

g = 9.81; % Fuerza de gravedad.
f = 4.879%10°(-5); % Aceleraci\’{o}n de Coriolis.
cf = 0.5; % No deslizamiento en el fondo.

a = z; % Profundidades

for i = 2:m-1
temp = mod(i,100);
if temp ==
fprintf(’Paso en Gammas: %i \n’,i)
end
for j = 2:n-1
dx = [x(i+1,j)-x(i,j), x(i+1,j+1)-x(1,j), x(1,j+1)-x(i,]),
x(i-1,j+1)-x(i,j), x(i-1,j1)-x(1,]), x(i-1,j-1D-x(1,7),
x(i,j-1)-x(1i,j),x(1+1,j-1D-x(i,j)];
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end

for

end

k:

dy = [y(A+1,1)-y(E, 7)), yGE+1, 3+ -y, ), y@E,j+D)-y(E, ),
y(i-1,j+1)-y(1,7), y@E-1,1)-y(,5), y@E-1,j-1)-y(,j),

y(A,j-D-y(E,§),y@E+1,j-1)-y(E,j)];
M= [dx ; dy ; dx.*dx ; dx.*dy ; dy.*dyl;
% Hacemos el c\’{a}lculo de los Gammal
YY = pinv(M)*[0 0 0 0 0]7;
Gammah1(i,j,:) = [-sum(YY);YY];
YY = pinv(M)*[-dt*(a(i+l,j)+a(i-1,j))/2 0 0 0 0]’;
Gammaul (i, j,:) = [-sum(YY);YY];
YY = pinv(M)*[0 -dt*(a(i,j+1)+a(i,j-1))/2 0 0 017;
Gammav1(i,j,:) = [-sum(YY);YY];
% Hacemos el c\’{a}lculo de los Gamma2
YY = pinv(M)*[-dt*xg 0 0 0 0]’;
Gammah2(i,j,:) = [-sum(YY);YY];
YY = pinv(M)*[-dt -dt 0 0 0]’;
Gammau2t (i, j,:) = [-sum(YY);YY];
YY = pinv(M)*[0 0 0 0 0]
Gammav2(i,j,:) = [-sum(YY);YY];
% Hacemos el c\’{a}lculo de lo s Gamma3
YY = pinv(M)*[0 -dt*g 0 0 0]’;
Gammah3(i,j,:) = [-sum(YY);YY];
YY = pinv(QD*[0 0 0 0 0]7;
Gammau3(i,j,:) = [-sum(YY);YY];
YY = pinv(M)*[-dt -dt 0 0 0]’;
Gammav3t(i,j,:) = [-sum(YY);YY];

2:t

temp = mod(k,100);
if temp ==

end

for

fprintf(’Paso: %i \n’,k)

i=2m-1
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for j = 2:n-1

% Actualizamos las Gammas para el nuevo nivel de tiempo
Gammau2(i,j,:) = Gammau2t(i,j,:)*u(i,j,k-1)*v(i,j,k-1);
Gammav3(i,j,:) = Gammav3t(i,j,:)*u(i,j,k-1)*v(i,j,k-1);

% Primero calculamos el nuevo nivel de tiempo para h
h(i,j,k) = h(i,j,k-1) + ...

Gammah1(i,j,1)*h(i,j,k-1) + ...
Gammah1(i,j,2)*h(i+1,j,k-1) + ...
Gammah1(i,j,3)*h(i+1,j+1,k-1) + ...
Gammah1(i,j,4)*h(i,j+1,k-1) + ...
Gammah1 (i, j,5)*h(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammah1(i,j,6)*h(i-1,j,k-1) + ...
Gammah1(i,j,7)*h(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammah1(i,j,8)*h(i,j-1,k-1) + ...
Gammah1(i,j,9)*h(i+1,j-1,k-1) + ...
Gammaul (i, j,1)*u(i,j,k-1) + ...
Gammaul (i, j,2)*u(i+1l,j,k-1) + ...
Gammaul (i, j,3)*u(i+1,j+1,k-1) + ...
Gammaul (i, j,4)*u(i,j+1,k-1) + ...
Gammaul (i, j,5)*u(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammaul (i, j,6)*u(i-1,j,k-1) + ...
Gammaul (i, j,7)*u(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammaul (i, j,8)*u(i,j-1,k-1) + ...
Gammaul (i, j,9)*u(i+1,j-1,k-1) + ...
Gammavl(i,j,1)*v(i,j,k-1) + ...
Gammavl(i,j,2)*v(i+l,j,k-1) + ...
Gammavil(i,j,3)*v(i+1,j+1,k-1) + ...
Gammavl(i,j,4)*v(i,j+1,k-1) + ...
Gammav1(i,j,5)*v(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammavl(i,j,6)*v(i-1,j,k-1) + ...
Gammav1(i,j,7)*v(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammav1(i,j,8)*v(i,j-1,k-1) + ...
Gammav1 (i, j,9)*v(i+1,j-1,k-1);
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% Ahora calculamos el nuevo nivel de tiempo para u

u(i,j,k) = u(i,j,k-1) + ...
Gammah2(i,j,1)*h(i,j,k-1) + ...
Gammah2(i,j,2)*h(i+1,j,k-1) + ...
Gammah2(i,j,3)*h(i+1,j+1,k-1) + ...
Gammah2(i,j,4)*h(i,j+1,k-1) + ...
Gammah2(i,j,5)*h(i-1,j+1,k-1) + ..
Gammah2(i,j,6)*h(i-1,j,k-1) + ...
Gammah2(i,j,7)*h(i-1,j-1,k-1) + ..
Gammah2(i,j,8)*h(i,j-1,k-1) + ...
Gammah2(i,j,9)*h(i+1,j-1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,1)*u(i,j,k-1) + ...
Gammau2(i,j,2)*u(i+1l,j,k-1) + ...
Gammau2(i,j,3)*u(i+l,j+1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,4)*u(i,j+1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,5)*u(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,6)*u(i-1,j,k-1) + ...
Gammau2(i,j,7)*u(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,8)*u(i,j-1,k-1) + ...
Gammau2(i,j,9)*u(i+1l,j-1,k-1) + ...
Gammav2(i,j,1)*v(i,j,k-1) + ...
Gammav2(i,j,2)*v(i+l,j,k-1) + ...
Gammav2(i,j,3)*v(i+l,j+1,k-1) + ...
Gammav2(i,j,4)*v(i,j+1,k-1) + ...
Gammav2(i,j,5)*v(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammav2(i,j,6)*v(i-1,j,k-1) + ...
Gammav2(i,j,7)*v(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammav2(i,j,8)*v(i,j-1,k-1) + ...
Gammav2(i,j,9*v(i+l,j-1,k-1) - ...
fxv(i,j,k-1) - ...
(cf*u(i,j,k-1)/...
((a(i+1,j) + a(i-1,j) + a(i,j+1) + a(i,j-1))/4))*sqrt(u(i,j,k-1)"2 + v(

% Por \’{u}ltimo calculamos el nuevo nivel de tiempo para v
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v(i,j,k) = v(i,j,k-1) + ...
Gammah3(i,j,1)*h(i,j,k-1) + ...
Gammah3(i,j,2)*h(i+1,j,k-1) + ...
Gammah3(i,j,3)*h(i+1,j+1,k-1) + ...
Gammah3(i,j,4)*h(i,j+1,k-1) + ...
Gammah3(i,j,5)*h(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammah3(i,j,6)*h(i-1,j,k-1) + ...
Gammah3(i,j,7)*h(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammah3(i,j,8)*h(i,j-1,k-1) + ...
Gammah3(i,j,9)*h(i+1,j-1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,1)*u(i,j,k-1) + ...
Gammau3(i,j,2)*u(i+l,j,k-1) + ...
Gammau3(i,j,3)*u(i+1,j+1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,4)*u(i,j+1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,5)*u(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,6)*u(i-1,j,k-1) + ...
Gammau3(i,j,7)*u(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,8)*u(i,j-1,k-1) + ...
Gammau3(i,j,9)*u(i+1,j-1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,1)*v(i,j,k-1) + ...
Gammav3(i,j,2)*v(i+l,j,k-1) + ...
Gammav3(i,j,3)*v(i+l,j+1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,4)*v(i,j+1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,5)*v(i-1,j+1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,6)*v(i-1,j,k-1) + ...
Gammav3(i,j,7)*v(i-1,j-1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,8)*v(i,j-1,k-1) + ...
Gammav3(i,j,9*v(i+l,j-1,k-1) - ...
fru(i,j,k-1) - ...
(cf*v(i,j,k-1)/...
((a(i+1,3i) + a(i-1,3) + a(i,j+1) + a(i,j-1))/4))*sqrt(uli,j,k-1)"2 + v(i,j,k-1)
end
end
end

time = toc;
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fprintf (’Tiempo transcurrido en el problema: %f Segundos\n’,time)

end

El resultado de este programa son tres matrices que representan la aproximacién a la

solucién en cada uno de los puntos del dominio.
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