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Resumen

En este trabajo presentamos un modelo de objetos compactos estaticos y esférica-
mente simétricos en equilibrio hidrostatico, se estudié el caso de objetos electricamente
neutros. Este es aplicable para estrellas con razén de compacidad % < % suponemos
que el fluido es descrito por materia que presenta presiones anisotropicas, con una
presion radial descrita por una ecuacién de estado tipo Chaplyging. La densidad y las
presiones son funciones regulares monoétonas decrecientes, mientras que las velocidades
del sonido son funciones monotonas crecientes positivas y menores que la velocidad de
la luz, es decir, satisface todas las condiciones requeridas para que este represente una
solucion fisicamente aceptable. La solucién presenta una region de estabilidad cerca
del centro y es inestable en la frontera para valores de uno de los parametros, por
completitud de nuestro trabajo aplicamos la solucién al caso de la estrella SMCX — 1
que tiene masa (1.29 + 0.05)M, y radio (1.9027 + 0.073) Km.
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Abstract

In this work we present a model of objects compact statics and spherically symme-
tric in hydrostatic equilibrium, we studied the case of object ellectrically neutral. This
is applicable for stars with reason of compactness % < g. We suppose that he fluid is
described by subject that presents pressures anisotropic, with a pressures radial descri-
bed by a equation of state of the kind Chaplyging. The density and the pressures are
functions monotones decreasing while that velocity of sound are functions monotones
creasing possitive and minors what that velocity of that light, that is to say, satisfies
all that terms required for to represent a solution physically acceptable. The solution
presents a region of stability near from the center and is unstable at the border for
speeds of one of the settings for completeness of our work we apply the solution to the
case of the stars SMCX-1 that has mass SMCX — 1 (1.29 £+ 0.05)M,, y radio (1.9027
+ 0.073) Km.

Palabras Claves: Objetos compactos, estrellas, soluciones exactas, ecuaciones de
Einstein, fluido anisotrépico
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los interéses historicos de la humanidad han sido las estrellas en la antigiiedad
de acuerdo a las culturas estas fueron clasificadas en constelaciones como la osa menor
y mayor, casiopea por mencionar algunas, su uso era principalmente empleado para
la orientacién durante algunos viajes, principalmente porque su posicién en el cielo es
aparentemente invariante.

El conjunto de estrellas que forman una constelacién regularmente no se encuentran
ubicadas a la misma distancia, incluso se encuentran a cientos de anos luz unas de
otras.

A medida que se desarrollando tecnologia para observar a las estrellas se logré deter-
minar la ubicacion aproximada de algunas de ellas y se pudo determinar la composicién
de algunas de ellas, a través de las bandas espectrales de los elementos quimicos como
pueden ser las lineas de balmer de Hidrogeno, las lineas de helio neutro, las de hierro,
el doblete H y K del calcio ionizado con A=39683933 A.

Para poder analizar la estructura de las estrellas es de relevancia determinar la
distancia a la que se encuentran, por ejemplo para conocer la luminosidad de una
estrella se necesita conocer su distancia.

Para astros cercanos resulta sencillo medir su distancia y para la medicién de la
distancia de astros mas distantes se deben utilizar métodos de medicion, los cuales no
siempre resultan lo suficientemente precisos.

Algunas de las propiedades de sistemas gravitacionales muy compactos se vierén
estimuladas en los anos 30 después de los trabajos de Chandraseckar en enanas blancas
(1931). Landau (1932) y Oppenheimer y Volkoff [1I], que demostrarén que es posible la
existencia de estrellas de neutrones con un radio de tan sélo unos kilometros.

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Previo a estos anos la concepcion tedrica sobre estrellas era basada en la teoria
Newtoniana, la descripcién con esta teoria tenia algunos problemas como el que la
masa y radio de estas podia ser cualquiera.

Con el surgimiento de la teoria de la relatividad general y el desarrollo de la fisica
moderna asi como de la fisica de particulas en particular de la electrodinamica cuantica
se ha ido resolviendo algunos de los problemas como el del radio y la masa, actualmente

se sabe que la relacién masa radio SQ—J‘I/%[ es acotada.

Aunque la relacién masa radio este acotado no significa que para estos valores posi-
bles se tengan estrellas con la infinidad de valores permitidos de masa y radio, se ha
mostrado que existen valores criticos de la masa.

Para una mezcla de electrones y ntcleos en la cual en promedio hay dos masas
proténicas por electrén Landau [I] encontrd que la masa critica es de 1.5 M a grandes
rasgos y en general la masa critica es inversamente propocional al cuadrado de la
masa por particula obtenida al extender la masa total sobre aquellas particulas que
escencialmente determinan la presion del gas de Fermi.

La notacién la masa solar M es una unidad de medida utilizada en astronomia y
astrofisica para medir comparativamente la masa de las estrellas y otros objetos as-
trondmicos muy masivos, como galaxias.

Es igual a la masa del Sol y equivale a unas 332950 veces la masa de la tierra.
Su simbolo convencional y su valor son: Mgkg.

Se ha sugerido la posibilidad que en estrellas suficientemente masivas se pueda formar
un ntcleo de neutrones condensado después de que todas las fuentes nucleares de
energia al menos para el material de la estrella se han terminado.

La masa minima para la cual dicho nticleo seria estable ha sido estimada por Op-
penhimer y Server [1] quienes al tomar en cuenta algunos efectos de fuerzas nucleares
obtienen una masa de 0.1M y radio de 5800km aproximadamente.

Modelos de enanas blancas que se explican a través de efectos gravitacionales con-
siderando la relatividad general fueron desarrollados por Chandrasekar [2], mientras
que el concepto de estrella de neutrones y su identificacién con objetos conocidos como
supernovas, los cuales representan la transicion de una estrella ordinaria a una estrella
de neutrones fue propuesto por Baade y Zwicky [3].
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Modelos adecuados que permitan explicar la naturaleza de las estrellas de neutrones
y de los cudsares es un problema abierto que se ha abordado por varias décadas,
algunos avances tedricos como los realizados por Ruderman y Canuto sobre modelos
estelares mas realistas, sugieren que la materia nuclear en rangos de densidad muy altos,
p > 101 —%;, donde las interacciones nucleares deben ser tratadas relativisticamente,

puede presentar anisotropia [4], B], esto significa que la presién radial puede diferir de
la presion tangencial.

Aunque mucho tiempo atras en 1933 ya habia sido propuesto una distribucion esféri-
ca de materia anisétropo y mostrado que localmente para este caso el tensor de energia
mas general corresponde al caso isotrépico [6].

Esta generalizacion, mas alla de la aproximacién del fluido isotrépico, ha sido utili-
zada en el estudio del equilibrio y colapso de esferas compactas.

La presencia de anisotropia influye en el equilibrio de los modelos y puede modificar
los valores del corrimiento al rojo gravitacional asi como la razén de compacidad [7, §].

Se pueden tener soluciones anisétropas con un corrimientos al rojo gravitacionales
mayores que 2, que es el valor limite en el caso isétropo [9].

Aunque el valor del corrimiento al rojo gravitacional no es arbitrario, existe un limite
si se imponen condiciones sobre la presiéon y la densidad, especificamente las condiciones
de energia fuerte y dominante [10].

La anisotropia en las presiones ha conducido a la posibilidad de tener modelos de
objetos compactos con simetria esférica que pueden ser inestables, ya sea en todo
el interior o Unicamente en una regiéon, este estudio a sido planteado partiendo del
concepto de fractura, el cual implicaba la aparicion de distintas fuerzas radiales dentro
del sistema [111, [12].

La aparicion de las fracturas es causada por la anisotropia local de una distribucién
de fluido [I1] y depende de la forma funcional de la presién con la coordenada radial
[12).

Como resultado de los trabajos realizados sobre fracturas se ha probado que la
estabilidad hidrostatica depende de la diferencia de velocidades radial y tangencial del
sonido [12], esto es de suma importancia ya que facilita el andlisis y determinacién de
las regiones de equilibrio hidrostatico, consecuencia que sera utilizada en el andlisis de
los modelos que proponemos.
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Nuestro interés es la descripcion de modelos para objetos compactos, por lo que a
continuacion describimos estos.

1.1. Masa y Radio de la Estrella

La razon de compacidad de un objeto compacto describe la relacion entre la masa
y el radio sin considerar la interaccion microscépica de la materia. Una estimacion de
la masa y radio de una estrella compacta a partir de la relatividad general requiere
R > R, donde R es el radio de la estrella y R, = 2MG/c? es el radio de Schwarzchild,
en el que M es la masa de la estrella G = 6.6722103%m3kg 1572 es la constante
gravitacional y ¢ la velocidad de la luz.

Si consideramos un objeto con una cantidad n de nucleones, su volumen seria pro-
. ) . , 1
porcional a ~ r3n por lo que el radio del objeto resultarfa R ~ ryn3 y la masa

M~ mmn, teniendo en cuenta el limite del radio de Schwarzchild R = %LQG se obtiene

n ~ (;n—rg)% ~ 2.6x10°". Este es el nimero de nucleones hasta el cual podemos llenar
nuestra estrella antes de que llegue a ser inestable.

En otras palabras, el radio de Schwarzschild es proporcional a la masa de la estrella
y por lo tanto, se incrementa linealmente con el nimero de nucleones n mientras que
el radio se incrementa con né, entonces, para un n menor que el limite n ~ 2.6x10°7
la estrella es estable, pero colapsa en un agujero negro para un numero de nucleones
mas grandes que este limite.

Podemos poner el valor del limite para n en el radio y masa de la estrella para
obtener: R ~ Tkm, M ~ 2.3M¢ [13]

A continuacion en la tabla se muestra un esquema donde se describe la masa,
radio y razén de compacidad de las estrellas blancas y estrella de neutrones.

’ Estrellas \ Masa \ Radio \ Razoén de compacidad ‘

Enanas blancas 1.4 Mg 5800 km | u €(0.09 a 0.15)
Estrella de neutrones | 1.35Mc y 2.1M¢ | 12 km u €(0.15 y 0.256)

Tabla 1.1: Clasificacién de la masa, radio y razén de compacidad tanto de estrellas
blancas como estrella de neutrones. 2]
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1.2. Estrellas compactas

Las estrellas compactas son los segundos objetos mas densos en la naturaleza, solo
superadas por los agujeros negros. Estos tienen las mismas masas que la masa del
sol M aprox 1.4Mc, pero de radio aproximadamente 10 km. En otras palabras, la
masa del Sol de 1.98x10%3g, estd concentrada en una esfera de radio de 10° veces mas
pequeno que el del Sol, R®:6.96x105km lo que da una densidad de masa promedio
p = 7 x 10"g/cm?. Esta es algunas veces més grande que la densidad presente en
un nicleo pesado que es de py=2.5x10g/cm?. La masa y el radio de la estrella estdn
determinados por las ecuaciones de estado de la fase de la materia dentro de la estrella.

En la imagen tradicional de una estrella compacta, la estrella esta hecha de materia
nuclear rica en neutrones por lo que se le conoce como estrella de neutrones. Este
es algunas veces el término utilizado, incluso si uno habla acerca de una estrella que
contiene un nicleo de materia de quarks (la cual podra ser llamada estrella de neutrones
exdtica).

El término estrella compacta es usado para un objeto con masa y radio caracteri-
zados por una densidad superior a la densidad nuclear, y estas podrian estar hechas
de materia nuclear o sus variantes (estrella de neutrones), nicleo de materia quark
con un manto envolvente de materia nuclear (estrella hibrida); o exclusivamente de
materia quark (estrella quark o estrella extrana). La estrellas compactas nacen de una
supernova. Una explosion espectacular de una estrella gigante o supergigante es debida
al colapso gravitacional de su ntcleo.

Su descripcién interna a nivel local es dada por la interaccién local de las particulas
como podemos apreciar en el diagrama de fase de QCD (Quantum Chromodynamics)
que se muestra en la figura que describe las fases de equilibrio en el plano de la
temperatura y el potencial quimico de quartz o bariones. Observamos que las estrellas
compactas en las escalas de este diagrama habitan en la region de densidades interme-
dias y de pequenas temperaturas.

= Estas podrian existir en la region donde los quarks estan confinados, es decir, en
la fase hadronica. Esto implicaria que son estrellas de neutrones. Por esta razon
habitaran en la region descofinada que las convierte en estrellas quark.

= Estas podrian contener materia con quartz confinadas y no confinadas porque
la estrella actualmente tiene un perfil de densidad en lugar de una densidad
homogénea.

En el interior esperamos que la densidad sea mayor que en la superficie. Por lo tanto,
es una estrella hibrida con un nicleo de quartz y un manto nuclear.
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Figura 1.1: se muestra la apreciacién del diagrama de fases de materia QCD [13]

Lo que implica que es necesario comprender la teoria que describe la materia fuer-
temente interactuante llamada QCD o bien de la propuesta de ecuaciones de estado
que modelen de una buena forma la interaccién, al haber poca informacién sobre es-
to resulta util determinar al menos tedricamente el tipo de ecuaciones de estado que
implica la coincidencia de datos observacionales con resultados teéricos que son parte
de la propuesta de este trabajo, suponemos una ecuacién de estado que describe el
interior.



Capitulo 2

Sistemas Estelares Newtonianos

2.1. Estrellas y sus propiedades

Para poder analizar las estrellas los astronomos requieren de determinar la distancia
a la que nos encontramos de ellas, por ejemplo, para conocer la luminosidad de una
estrella se necesita conocer su distancia. En principio, el sol es la estrella mas cercana,
razén por la cudl es la mejor investigada. A los astros mas cercanos como los planetas
se le puede medir sus distancias en forma directa, a través de calculos relativamente
sencillos.

A medida que las distancias se hacen cada vez mas grandes se deben utilizar métodos
de medicion, los cuales no siempre resultan lo suficientemente precisos. La determina-
cion de paralajes y distancias estelares permitio estimar los brillos intrinsecos de las
estrellas. Con el transcurso del tiempo la observacién y el estudio cuidadoso de la po-
sicion de algunas estrellas, los astronomos han detectado cierto desplazamiento en las
mismas, reflejo de traslacion de la tierra alrededor del sol e independiente del movi-
miento conjunto de la esfera celeste.

Al comparar la ubicaciéon de las estrellas con respecto a sus vecinas mediante un par
de fotografias astronémicas tomadas en ese intervalo, digamos como en seis meses se
nota cierto cambio en la posicion de algunas de ellas, los astronomos han definido el
paralaje de una estrella como un angulo bajo el cual se ve de la estrella, el radio de la
orbita terrestre. Cuando se conoce la distancia de las estrellas se puede determinar su
luminosidad intrinseca y calcularla teéricamente.

La espectroscopia se puede usar para averiguar muchas propiedades de las estrellas
y galaxias distantes. La determinacién de paralajes y distancias estelares permitio
estimar los brillos intrinsecos de las estrellas. La clasificacion de las estrellas se remonta
a finales del siglo XIX cuando se generaliza el estudio de espectros obtenidos con placas
fotograficas.

17



18 CAPITULO 2. SISTEMAS ESTELARES NEWTONIANOS

La clasificacion que se utiliza actualmente fue elaborada en el observatorio de har-
vard hacia 1920. Para esta clasificacién se utilizan letras que van en orden secuencial
de mayor a menor temperatura superficial en el siguiente orden. O-B-A-F-G-K-I-T los
ultimos dos son recientes y corresponden a enanas y marrones. Para clasificar los es-
pectros se utilizan algunas lineas conspicuas que son fundamentalmente sensibles a la
temperatura. Ejemplos de lineas de balmer de Hidrégeno, las lineas de helio neutro, las
de hierro, el doblete H y K del calcio ionizado a A\ =3968,3933 A. La banda G debida
al radical CH, las lineas de TIO.

Las clases espectrales que van de 0 a 9. En la figura [2.1] se bosquejan la clasificacién
de los espectros estelares que se utiliza para la clasificacién se utilizan letras que van
de orden secuencial que van de mayor a menor temperatura superficial en el siguien-
te orden: O-B-A-F-G-K-M-L-T los dos tltimos tipos son recientes y corresponden a
enanas marrones.

Espectros estelares caracteristicos de cada tipo espectral
STELLAR SPECTRA DIAGRAM

Hydrage:
Hetium

Magnesium Hydride

500 WAVELENGTH (nanometers)

Figura 2.1: se muestra el espectro con letras que van en orden secuencial de mayor a
menor temperatura superficial. para clasificar los espectros se utilizan algunas lineas
conspiscuas que son fundamentalmente sencibles a la temperatura [2]

De acuerdo a la ley de la gravitacion universal podemos describir algunas de las
propiedades que observamos en el cielo con el telescopio ya que la forma en que se
percibe a las estrellas es como puntos de luz, algunas de las propiedades fisicas o
termodindmicas estelares que se observan de ellas son su tamano (radio), color, brillo,
presiéon, temperatura, luminosidad. Estas diferencias que hay entre las estrellas se deben
al tamanio y a la distancia a la que nos encontramos de ellas o bien a la cantidad de
energia que liberan.
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Las propiedades que mas facil se pueden medir para un astronomo son el brillo y
la temperatura estelar. Los astronomos usan como caracteristicas de las estrellas la
longitud de onda a la que emiten, su tamano y su radio generando de esta forma el
diagrama de Hertzprung-Russel(H-R).

Por medio del diagrama de H-R, permite separar a las estrellas en cuanto a su brillo,
temperatura superficial y tamano. Las estrellas no estan distribuidas en el diagrama
al azar sino que se encuentran agrupadas en algunas regiones.

La figura representa un diagrama H-R en el que se muestran las regiones més
importantes. Los distintos grupos en el diagrama H-R no estan igualmente poblados de
estrellas. La mayoria estan a lo largo de la serie principal. Las gigantes rojas forman otro
grupo bastante destacado. Hay unas cuantas estrellas brillantes en la parte de arriba
del diagrama en la region de las supergigantes y un grupo de enanas blancas muy
débiles en la parte inferior. A parte de estos grupos principales hay algunas estrellas
dispersas, por otras partes, del diagrama que se distinguen por su tamano.

Las estrellas de la parte principal se llaman enanas (aunque las de la parte superior
de la misma son mayores que las de la parte inferior). Todo lo que este a la derecha
y por encima de la serie principal cae dentro de la categoria general de las estrellas
gigantes. Una estrella cien veces mayor que la del sol es simplemente una gigante; si
es solo diez veces mayor es subgigante. De forma analoga, una estrella que quede por
debajo de la serie principal, pero por encima de las enanas blancas se llama subenana.

En el diagrama H-R frecuentemente no es representativo del nimero real de estrellas
de los distintos tipos que hay en el espacio; por ejemplo, las supergigantes son tan
brillantes que pueden detectarse muy facilmente, han sido observadas en un volumen
muy grande alrededor de la tierra. Las enanas blancas por el contrario al ser muy
débiles son extremadamente dificiles de detectar. Solo han sido detectadas en una region
del espacio relativamente cercana a la tierra. La diferencia puede verse facilmente si
comparamos el diagrama H-R para las estrellas que parecen mas brillantes en la tierra
con el diagrama H-R de las estrellas cercanas.

En la figura se muestran incluidas todas las estrellas, gran parte de estas se en-
cuentran situadas en la parte recta del diagrama que es denominada secuencia principal
(son aquellas estrellas que presentan pequenos cambios en su equilibrio).

Las estrellas mas grandes y masivas son extremadamente brillantes y generan mas
energia, la cual agotan rapidamente, por lo que las estrellas gigantescas viven poco
tiempo, entre estas se encuentran las supergigantes rojas se muestra la secuencia prin-
cipal en la que se encuentran todas las estrellas.
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Supergigantes
Gigantes

T

10000

Subgigantes

100 = Serie principal

Luminosidad

. Subenanas

0.01

Enanas blancas

0.0001 - ] | 1 | ]

O B A F G K M
Tipoespectral

Figura 2.2: en esta figura se muestra la transiciéon de fase donde se observa la secuencia
principal de todas las estrellas[2].

Estas estrellas tienen un didmetro cercano a 40 didmetros del sol. Se sabe que
las estrellas conocidas como enanas blancas tienen un didmetro de una centésima del
didmetro del sol. La razon de compactificacién estelar que caracteriza a las estrellas
es: u = % la cantidad anterior es adimensional. En el caso Newtoniano no hay limite
para este valor. Pero en el caso relativista con fuente de materia de fluido perfecto
u < % y también particularmente para estrellas compactas:

= Enanas blancas son estrellas calientes y pequenas por lo que su luminosidad es
muy baja, tienen una masa alrededor de Mg y un radio de 5000 km con una

densidad de 106(571—’"3

» Estrellas de neutrones: objeto extremadamente pequeno (1.35Mg)y 2.1M con

radio de 12 km denso estas tienen una densidad aproximada de 10" -5 [17]

= Estrellas de quarks estrella hipétetica con una densidad intermedia entre una es-
trella de neutrones y la de un agujero negro. Estas estrellas son conocidas como
estrellas extranas, el andlisis de estas estrellas ha considerado en algunas investi-
gaciones. Cheng et al sugirierén que estrellas extranas pueden formarse durante
colapso del nicleo de estrellas masivas después de una explosion supernova. Este

tipo de estrellas extranas tienen una densidad altisima de 10'° o

En la ﬁgura se describen las estrellas en el diagrama H-R en la que las estrellas
se encuentran dispersas y que nos muestra la relacién entre las luminosidades y la
comparacion de sus estrellas efectivas.
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Srus B

Figura 2.3: que muestra el Diagrama H-R en el que las estrellas se encuentran dispersas
y que indica la relacién entre las luminosidades de las estrellas en comparacion de sus
temperaturas efectivas.[2]

Para que se pueda describir un cuerpo es necesario conocer tanto de sus propiedades
geométricas como también sus propiedades fisicas. Chandrasekar demostré que las
estrellas poseen simetria esférica, la cual esta relacionada con un radio finito y volumen
bien definido. [2]

Inclusive como funcién del radio les asociamos las propiedades fisicas o termodindami-
cas, tales como, masa, densidad, presién, temperatura, entropia, coeficiente de visco-
cidad, potencial gravitacional y funciones relacionadas con el movimiento del fluido.

Para resolver el sistema generado para estas funciones se requiere introducir una
ecuacion de estado p = p(p) y decidir el tipo de fluido a trabajar.

En esta tesis se trabaja con un fluido ideal lo cual implica que las expresiones ma-
tematicas se reducen. Se deben satisfacer las siguientes propiedades para funciones de
interés en el caso de estrellas Newtonianas.

» El potencial gravitacional ¢ se elimina (desaparece) cuando el radio tiende a
infinito.

= La presion p es una funcién mondtona decreciente.

s Las variables termodinamicas son acotadas
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2.2. Teoria de la Gravitacion de Newton

La ley formulada por Newton y que recibe el nombre de ley de la gravitacién uni-
versal, afirma que la fuerza de atraccion que experimentan dos cuerpos dotados de
masa es directamente proporcional al producto de sus masas e inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia que los separa (ley de la inversa del cuadrado de la
distancia). La ley incluye una constante de proporcionalidad (G) que recibe el nombre
de constante de la gravitacion universal y cuyo valor, determinado mediante experi-
mentos precisos, es de: G = 6, 67384 % 101“27"52. La fuerza gravitacional asociada a este
potencial la obtenemos mediante el gradiente del potencial F' = —V¢.

La ley de la gravitacion universal se escribe:

G
o(r) = M~ 21)
que denota el potencial gravitacional generada por una configuracién de masa M en
la regién ubicada a una distancia r con respecto a la masa M y donde G es la constante
de gravitacién universal y r es el radio.

F=-Vo(r) (2.2)
continuacion 7
m
F=-G - (2.3)

la ecuacién [2.2] puede escribirse en forma integral como:

R
M:/O 4 p(r)ridr (2.4)

Esta ley contempla una constante de acoplamiento G conocida como constante de
Gravitacion, decae con el inverso de la distancia y esta relacionada con la masa m de
la fuente.

2.3. Caso esférico

Para fluidos perfectos en el caso Newtoniano estatico y esféricamente simétrico con
el cual se inicia la evolucion estelar. Para el caso de los modelos mas simples con-
templan ecuaciones de estado barotrépicas p = p(p). Esta ecuacién constituye buenas
aproximaciones para ciertas regiones de varios tipos de estrellas.

Ecuaciones politrépicas del estilo p = Kp'*» donde K y n son constantes positivas.
La ecuacién anterior tiene cabida para las simetrias, esto significa que las ecuaciones
son mas sencillas de manipularse.
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En las siguientes lineas se realiza una descripcion de estos sistemas estelares.

2.3.1. Sistema Isétropico

Este caso es cuando las presiones tanto tangenciales como radiales son iguales es
decir p, = p; se supone que la simetria es esférica.

Las ecuaciones que se tienen para describir un fluido perfecto con ecuacién de estado
politrépica son las siguientes:

dp

W Vo) (2.5
donde p = p(r) es la presién generada por la masa m(r) con densidad p = p(r)
dm(r) 2
o= Amp(r)r (2.6)
V2o(r) = —4np(r)G (2.7)

La ecuacién ([2.6)) puede escribirse en forma integral como:

M:/o 4 p(r)rdr (2.8)

La ecuacion ([2.7) se llama ecuacién de Poisson para el campo gravitacional ¢ (2.8) y
representa la masa total de la estrella con radio es R. Para construir la solucion de las
ecuaciones ([2.5)) y (2.6 utilizamos coordenadas esféricas obtenemos

1d r?dP
7,_2%(;%)+4p20 (29)
y de la ecuacién de estado .
p=Kp'tn (2.10)

reemplazando en ([2.9) llegamos a la ecuacién

Kl4n.d o1 dp
7,—2( - )%(TQP" 1%)+4p (2.11)

se hace un cambio de variable p = p.0™ p = p. con el cual la ecuacién (2.11)) se convierte
en:

2d—e) +4pH" =0 (2.12)

K 1 d
1 .
7‘2( +n)p dr(r dr

se realiza un cambio de variable r = ¢;£ con

(n—i—lkp (n+1

4p (2.13)

Cc1 =
c
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de manera que los limites

0(¢ =0) =1 (2.14)
do
d_5’5:° -0 (2.15)
reemplazando la ecuacién (2.12] tenemos
2% = 2.1

La ecuacién anterior es conocida como la ecuacion de Emdem, la cual solo tiene tres
soluciones analiticas, que corresponden a n = 0 densidad constante, n = 1y n = 5.
Para n = 5 la solucién encontrada es:

1
0§ = —— (2.17)
1+ 5¢7):
Esta funcion tiende a 0 solo cuando & — oo la cual no representa una condicion
fisica aceptable, ya que si hacemos los cambios de variable es equivalente a decir que
la presiéon y la densidad se eliminan con un radio infinito. Realizando los cambios de
variable encontramos la solucion:

1
P = pPe e (2.18)
1+ (%))
! (2.19)
P = pe :
1+ (3502
1
(4 1
p= kﬂc"’f (2.20)
1+ (352
2
_ 3 © 2

Existen soluciones numéricas con esta ecuacion de estado que nos permite encontrar
solucién con condiciones fisicamente aceptables, es decir, con P(R) = 0 para un valor
finito de R (R < ¢) y la condicién de que la presién se anule en la superficie de la
estrella es restrictiva para la construcciéon de soluciones, en la siguiente seccién damos
un modelo que fue propuesto para la densidad y presiones se anulan en la frontera. La
solucién es analitica.

2.3.2. Modelos sencillos de estrellas

Consideremos un modelo donde la p varia linealmente al interior de la estrella

p = pe(1 — %) donde p. es la densidad central, r es el radio, R es el radio total. La
ecuacion de equilibrio hidroestatico implica

dp  —m(r)G

&= s

Te

=) (2.22)
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La determinacién de la presion se realiza luego de la integracién de la ecuacién (2.6))
al reemplazar la forma de la densidad, esto es:

d 43
T = dnrp(1 - ) = At = T, (2.23)
integrando resulta
4 4
m(r) = gr?’pc - %pc (2.24)
asi que la masa total de la estrella es:
47 R3
M =m(r)= 7T3 0. — TR?p, = gR3pc (2.25)
usando este ultimo resultado para eliminar la densidad central, encontramos
3M
. = —— 2.26
pe=—p3 (2.26)
expresando la funcién de la masa en términos del radio y masa total
43 3rd
m(r) = M( 5z ~ 27) (2.27)
reemplazando en (2.6 y (2.27))
dp G 4, rt r r
— = —p(=r’—=)1—-—=)1—-= 2.28
T I - - - ) (225)
4 7r?2  r?
— G (= — S 2.29
"GRG — 3=+ ) (229)
integrando desde 0 a r
5 2 st
P=P — —aGp2(=r® — — + — 2.30
5670737~ oR T i) (2:30)

donde P, es la presion central. En la superficie de la estrella r = R la presién debe
anularse: p, = P(0) P(R) = P. — 2wGp2R* = 0 por lo tanto, la presién central es de

5
P.= —7Gp’R? 2.31
257 GPe (2.31)

5 9M? 5 M2G
P.= —nG 2= —
36" 2R Ar RA

(2.32)

La cual nos permite encontrar

P(r) = 2Goi(l = &+ = = =) (2.33)

para la presion como funcion del radio.
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Este modelo cumple con caracteristicas deseables de que las funciones densidad y
presion sean regulares, ademéas de ser funciones monétonas decrecientes, por otro lado
— b g

dr
Newtonianos que resultan tener un comportamiento fisicamente aceptables, aunque un
inconveniente presente en estos es que no tenemos un valor acotado ni para el radio
R estelar ni para la masa total M de la estrella. Esto no ocurre en algunos modelos
propuestos en el marco de la relatividad general.

la velocidad del sonido vg(r) al igual que este modelo existen otros modelos

En el siguiente capitulo realizamos el planteamiento de las ecuaciones para un modelo
estelar con un fluido sin carga anisotropico considerando la teoria de la relatividad
general.



Capitulo 3

Modelo compacto relativista sin
carga

Como ya se platicé en la introducciéon los objetos compactos estelares tales como
las estrellas de neutrones estan caracterizados por tener una densidad promedio de
p=Trl01*-2

cm3”

En el capitulo anterior presentamos algunos modelos conocidos utilizando la teoria
de gravitacién de Newton y mostramos que estos no fuerén adecuados para descri-
bir modelos de objetos estelares fisicamente aceptables, aunque en el caso politropico
existen modelos no analiticos que si son fisicamente aceptables y describen de manera
adecuada estrellas como las enanas blancas que corresponden a n = 3, la integra-
cién numérica del modelo se puede realizar por diferentes métodos numéricos y sus
resultados coinciden con las observaciones.

Sin embargo, la necesidad de utilizar la teoria de la relatividad general es debido al
efecto geométrico cuando se consideran objetos compactos con densidad del orden de
la densidad nuclear.

Ademas las observaciones realizadas con respecto a las predicciones planteadas a
partir de la suposicién de la teoria de la relatividad general como son la precesién del
perihelio de mercurio, la desviacién de la luz, la radiaciéon césmica de fondo justifica el
empleo de la expansion del universo entre otras la teoria de la relatividad general para
describir estrellas densas.

En este capitulo dada la densidad del orden 1014;’”—7“3 proponemos describirlos por la
teorfa de la relatividad general de Einstein [52] aunque existen otras teorfas de gravi-
tacién como la F(R) [55, 56l 57, 58] las teorias de Einstein-Dilaton-Gauss-Bonnet [14],
en las que dado los efectos de la densidad son reflejados en la necesidad de introducir

los efectos de la curvura.

27
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Sin embargo, la construcciéon de modelos andliticos que represente objetos compactos
estaticos y esféricamente simétricos en teorias de gravitacion distintas a la relatividad
general de Einstein es complicado de lograr, principalmente por el orden de diferencia-
bilidad de las funciones involucradas generando la necesidad de un anélisis a partir de
métodos numéricos.

El enfoque en este trabajo es la construccién de soluciones analiticas en el marco
de la teoria de gravitacion de Einstein considerando como fuente de materia un fluido
anisotropico que como se sabe objetos con densidades del orden de la densidad nuclear
pueden generar anisoropias en la presion [4, [5].

Lo que tiene sus consecuencias y marca una diferencia entre modelos anisotrépicos
e isotrépicos, por ejemplo, la razéon de compacidad v = % < g en el caso de un fluido
perfecto [43], mientras que para el caso de un fluido con presiones anistrépicas puede

ser mayor a 3 y su valor depende de una relacién entre las presiones [59].

Atn considerando modelos con materia incompresible, las diferencias entre modelos
isotropicos y anisotropicos es notoria, en el modelo propuesto por Schwarzschild la
condicién de regularidad de la presion en el origen implica u < ‘51 [15] y en la investiga-
cién de Bowers y Liang [§] la razén de compacidad puede ser mayor a %. El origen de
la anisotropia en los modelos de objetos compactos se puede deber a la presencia de
transiciones de fase [5] cuando se tienen densidades superiores a la densidad nuclear, en
cuyo caso la materia puede estar formada por quarks u, d y s siendo esta mas estable
que la materia nuclear ordinaria [60], asi que los quarks son candidatos para formar
estrellas compactas o estrellas extranas [52].

Algunos de los modelos propuestos tienen como caracteristica su construccién a
partir de una ecuacion de estado para la presion radial y una forma de la funcién de
masa o densidad. Un modelo para estrellas raras suponiendo un modelo de bolsa MIT
con una funcién de densidad dada [16] es propuesto por Debabrata et al [61] y aplicado
para datos observacionales correspondientes a estrellas compactas. La consideracion de
un modelo con una ecuacién de estado de Chaplyging de la forma: P(r) = up — v/p
ha sido propuesto por Piyaliry para describir estrellas de quarks.

La ecuacion anterior tiene la propiedad de que cerca del centro de la estrella el
término que prevalece es el lineal y a medida que nos acercamos a la frontera la contri-
bucién del término lineal e inverso de la densidad son del mismo orden de magnitud.

En este trabajo nos planteamos la cuestion del comportamiento de modelos con
una ecuacion de estado que difiere de la anterior en el término inverso, siendo este
reemplazado por un término inverso cuadratico, es decir, una ecuacién de estado de la
forma P,(¢) = pup —v/p?, en este caso cerca de la frontera, el segundo término decrece
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mas rapido que en el caso lineal permitiendo una regién con una densidad mayor cerca
del origen que pudiera permitir objetos mas compactos.

3.1. Condiciones fisicamente aceptables

El tipo de modelo que nos ocupara en esta tesis es el de un fluido con presiones
anisétropicas lo que significa que un observador que se mueve a lo largo de las lineas
de movimiento del fluido(observador comovi) con cuadrivelocidad u* observa que el
valor de la presion en la direccion radial y en la direccion espacial perpendicular a la
direccion espacial perpendicular a la direccién son distintas.

Para que un modelo anisétropico sea fisicamente aceptable independiente de la teoria
que empleamos se deben satisfacer condiciones minimas y estas son:

(i) La solucién debe estar libre de singularidades fisicas y geométricas, es decir,
valores finitos y positivos de presién central, densidad central y los valores no
cero positivos de f y g.

(ii) Debe existir un valor » = R identificado como el radio de la estrella en donde la
presién radial debe anularse (P,(R) = 0) en este valor la presién tangencial y la
densidad no necesariamente se anulan, sin embargo, la presién radial y tangencial
en el centro de la estrella deben ser iguales.

(iii) La presién radial debe ser una funcién monétona decrece como una funcién de

la distancia al radio lo que significa que (22),_g =0y (%)T:O < 0 de manera
dpr

7 es negativo para 0 <r < R.

que el gradiente de la presion

(iv) La densidad en el centro es maxima y decrece hacia la frontera (%),_o = 0
dr

’ (327‘2’)77%0 < 0 de manera que el gradiente de densidad % es negativo para
<r<aR.

(v) Dentro de la configuracién estética la condicién de causalidad debe satisfacerse
la velocidad del sonido no puede ser mayor a la velocidad de la luz; es decir,

0< vy =/Fe <ly0<uvg= /%<1

c2dp

3.2. La solucion sin carga

Para un espacio tiempo estatico y esféricamente simétrico podemos expresar el
elemento de linea en coordenadas adaptadas (t, r, 6, ¢) como:

ds* = —f(r)dt* + g(r)dr® + r*(d6* + sen®0d¢?) (3.1)
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donde f(r) esta relacionada con la llamada funcién al corrimiento al rojo gravitacional

i 1
y g(r) se relaciona con la funcién de masa mediante
1 C2r
=(1-- 3.3
mr) = (1= )55 (33)

Considerando un fluido con presiones anisotrdpicas, las ecuaciones que describen
su comportamiento son obtenidos a partir de las ecuaciones de Einstein y resultan ser
descritas por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas:

11
Kp(r) = 5+ 5l =] (3.4)
ro1
Aﬁﬂ@psé+ﬁb—u (3.5)
R R A ) ;g
BPo= 2 = 4 (o - o (3.6)
dp, 20+ P df 2
dt:_“ﬁf)£+#ﬂ—ﬂ) (3.7)

donde p es la densidad del fluido, P, es la presién radial, P, es la presion tangencial.

En el caso que la presion radial y la presion tangencial sean iguales el fluido es
conocido como fluido perfecto. Para resolver este sistema notemos que de las cuatro
ecuaciones —, solo tres de ellas son independientes, la otra puede ser obtenida
de las tres anteriores.Por ejemplo, reemplazando en la densidad p, presion radial
P, y P, tendrémos que esta se satisface automaticamente.

La estrategia para resolver el problema es imponer dos ecuaciones adicionales, nues-
tro interés es construir soluciones con una ecuacion de estado modificada de Chaplygin
que pueda ser comparada con otros modelos y que ademés sea fisicamente aceptable,
es decir, la ecuacién de estado que aqui suponemos es de la forma

v
2
Pp) = pcp — 5 (3.8)
cop
y ademas suponemos una forma de la funciéon de masa

ar?

m = m (3.9)

lo que implica

g(r) =1+ar’ (3.10)
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Algunas preguntas que abordarémos en este trabajo es como ;Cudl es el valor de
compacidad para nuevos modelos? Las soluciones son estables o inestables. ;Qué tipo
de estrellas observadas puede describir el modelo tedrico? Para construir la solucién

reemplazamos p dada por (3.4) y P. dado por (3.5) en la ecuacién de estado
considerando B.10] reduciendo tenemos la ecuacién

frar(ar? +3)u rk}(ar? 4+ 1)°v

o 3.11
f ar? + 1 a?(ar? + 3) + ar ( )

f(?“) C(ow" n 3) 7401§ v (Oﬂ’ . 1)“6 Igi 3a®r19%4 50 +30a322:21ig()1 rd—828ar?4384)y 1 (ut1)ar?
(3.12)

3.3. Variables hidrostaticas

Substituyendo las soluciones encontradas para las funciones metricas en las ecua-
ciones (3.4)-(3.7) obtenemos la densidad para la presion radial y presién tangencial

(3 + ar?)
k(14 ar?)?
pa(3 +ar?) vk (1 + ar?)?t
Fr(r) = E(1+ar?)? 23+ ar?)? (3:14)
(6 + a4+ ar®)(1+ar?)r)ap o? (3 + ar?)?u’r?
2k(1 4 ar?)3 4k(1 + ar?)?

(14 ar®)3vk?ur? (3+ ar®)a?r? (1 + ar?)?v2k5r?

203+ wr?)  4k(1+ ar?)? 4ot (3 4 ar?)t

p(r) = (3.13)

Pir) =

(3.15)

Otro elemento importante en el analisis de la solucion son las velocidades del sonido
radial y tangencial definidas como:

02 = = dr (3.16)

V2 = _ (3.17)
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el calculo de esto nos da:

20k (1 + ar?)®
a? (34 ar?)l
) 31 —ar))(3+ar®)p?  3K°(1 + 9ar? + 2a%rt) (1 4+ ar?)Mc*?
T 4B+ a1+ ar?) 405(5 4+ ar?)(3 + ar?)?
3v(1 + 4dar? + o?rt) (1 + ar?)5cPk3u
2a3(5 + ar?)(3 4+ ar?)?
(14 ar?)5c2k3(138 + 406ar? + 197a%r* + 40037 + 3atr8)v
203(3 + ar?)4(5 4+ ar?)
(7T—ar’+a?rY)Pu A3 — ar?)
G+ar?)(1+ar?)  4(5 + ar?)

Vor = ch +

(3.18)

(3.19)
X

3.4. Condiciones en la frontera

Una vez que hemos obtenido las variables hidrodindmicas en la siguiente seccion
nos centrarémos a la aplicaciéon de las condiciones para encontrar los rangos de las
constantes u, v, C'y «.

La solucién debe tener una region conocida como la superficie de la estrella carac-
terizada porque la presién se anula en ella P(R) = 0 esto nos implica el valor de
v

pa(B3+aRr?)?
B (1+aR2)S

(3.20)

este valor nos permite fijar el valor de v.

Para obtener las relaciones que se obtienen de imponer las condiciones enunciadas
en la seccién 4.1 es conveniente redifinir los pardmetros como r = xR, a = #; donde
(x, y) son adimensionales y a € [0, 1] con z = 0 relacionado con el centro y x = 1
con la superficie, por lo que lo llamarémos densidad y presiones adimensionales. Y
redefiniendo las funciones de densidad y presién como p = kc?R?p, P, = kR*P, P, =
kR?P,, con estas definiciones las variables y funciones son adimensionales por lo que
le llamarémos densidad y presiones adimensionales.

Al realizar cambio de variable la densidad adimensional es:

y(2’y +3)

p(z,y) = @iy 112 (3.21)

La presion radial depende de un parametro mas que p que la densidad proviene de
la ecuacién de estado.
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_ 1
P, = 2(r—1 1)(2y? + 322

+ 3y + 5) (2% + 625y° + 92%y* + 25¢° 4 925¢° + 3125y* 4 2?95 + 392543
+ 92ty® + 37xty* 4 750y + 622y 4 T0x%y?) + 312yt + Ty 4 97a%y?
+ 9y* + 632y + 39> + 70y% + 63y + 27)

(3.22)

Con esta redefinicion la frontera de la estrella se encuentra en x = 1 como puede
notarse de la relacién anterior en este valor P(1,y u) =0
La presion tangencial adimensional es dada por:

— 1 1
PT(.QZ, v, Iu) = 1 (;,;-2y n 3)4(1 - y)12(x2y — 1)3 (y4(x — 1)2(.73 + 1)2(x2y2 + 33:2y + 3y + 5)2

(2895 + 625y + 928y* 4+ 2% + 925y 4 3125 + 2%y5 + 3925y% + 921y
+ 37x4y4 + 75:1:4y3 + 6x2y5 + 701’43/2 + 31x2y4 + 75.7:23/3 + 97:U2y2 + 9y4
1 1

2 3 2 97V2,2,2 _ = 1 6(.2 3
+ 63x%y + 39y° 4+ 70y~ + 63y + 27)“x 2—(x2y—|—1)3< +9)°(z°y + 3)

X (yQ(:plng + 9x18y10 + 27$18y9 + 27x18y8 + 27:1718y8 + 17x16y10 + 153x16y9
+ 459210y8 + 45921%97 4 11517 — 212y + 10352M9® — 621290 + 31052y”
— 1522y 4 31052y5 + 3752128 — 1420y1° + 354021%y" — 8421%9°10659212y°
— 2102'%® 4 106642"2y° + 50120 — 7623y 4 68192105 — 4562°y°
+210032%° — 114025y " + 2107321%* — 57925 — 20425y® + 73292%°

(3.23)

De manera similar tenemos que la velocidad radial adimensional es:

1
2 12,9 12,8 12,7 12,6 10, 8
= 2 + 18 + 54 + 54 + 12
Usr(xaz%ﬂ) ( 2y 3)3(1 y)6( Ty Ty Ty Ty Ty

+ 1082 " + 32421%° + 32420y + 302°%y" + 2%)° + 270235 + 625y°
+ 8102%y° + 152%y" + 81028y* + 602545 + 921y® + 3752545 + 54aty”
+ 108625y* + 1352y + 10812%° + 2102%y° 4 272%y" + 4052%y*

+ 16222y + 864y + 40522y + 819xy* + 5522y + 27y5 + 51322y
+ 162y° + 486292 + 405y* + 3512%y + 542y> + 423y + 216y + 81)u)
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y la velocidad tangencial adimensional es:

3
% 5@y T DT ey T ap ¢ @ Ve Dy
+ 322y + 3y + 5)(2®y° + 62%y° + 928y* + 285 + 9255 + 3125y
+ 2y + 39253 + 9245 + 372yt + THaty? + 622%y° + T0zy>
+ 31a?y* + 7527y + 972 y* + 9yt + 6322y + 39y° + 70y* + 63y + 27)
(22101 + 18259 + 542"y 4 5420y " 4 212My” 4 1892'®
+ 567zMy" + 567ml4y6 + 8521%y® + 765x12y7 + 2295x12y6 + 22962'2y°
+ 181207 + 2%y® + 16292105 + 628y® + 625¢® + 488720y* + 24528y°
+ 825¢® + 20402%y° + 4825y" + 6081x8y4 + 1209:6346 + 607625y
+ 3272%)° + 182%y" + 16232%* + 1082%y° + 455725 + 2702%°
+ 451725 + 4312%y* + 90921y + 20252%y? + 193521y + 1527y
— 27y° 4+ 13522y? — 162y* + 4052%y — 405> + 40522 — 539y* — 396y

Eit(xay7u) = -

1
2(x%y + 5)(22y + 3)*(2?y + 1)(1 4 y)°
+ 81229y + 812291958218y + 522218y + 15662890 + 15662'8y°

+ 482215y 1 433820910 4 130142'0y® + 22482y 4 2212912 4 202323;14 9
+ 122"2y™ + 606962 y® + 70229 + 9478825y + 42122%y" + 27360025y

+ 105302y + 2722202°% + 187432y + 13502%y" + 52857x1y* + 81002%y°
+ 13193z*y® + 2025022y° + 127683zy* + 28234x%y* + 113445 + 313562%y>
+ 6804y° + 414182%y* + 17010y* + 34668z2y + 22818y> + 18252y + 10530y

_135>M2>+ ((31,20 13+27x20 12 12

12%y —3
4860 -
A0 + 15,5

(3.24)

Una vez obtenidas estas funciones realizarémos el andlisis en la frontera, que en la
variable x esta ubicada en x = 1.

La densidad en la frontera es:

_ _yB+y)

y esta no impone restricciones puesto que y > 0.

>0 (3.25)

La velocidad del sonido tangencial en la frontera parte de la condicion

P(1,y, 1) > 0 (3.26)
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obtenemos: 1 (3 1 )
Tyl +y
< - = 3.27
=154y (3:27)
_ 3(y* + 1493 + 67y? + 138y +60)u -3 +y
v (1,y, 1) = ( | (3.28)
20 +y)B+y)(y+5) Ay +5)
Y el resultado de imponer esta sea menor o igual que la de la luz implica.
-3 1 3
3 (=3+y)(1+y)B+y) <y (3.29)
6 (y* 4+ 14y + 67y% + 138y + 60)
imponiendo que
e <0 (3.30)
si ahora consideramos
va(Ly, )R >0 (3.31)
obtenemos esto: L (934 30)(1 5
p< L (2343146 +y) (3.32)
6 y* + 14y3 + 67y + 138y + 60
La velocidad del sonido radial en la superficie es:
Uo(Ly, ) =34 (3.33)

Y puesto que la velocidad del sonido radial es una funcién monoétona creciente, su
maximo valor ocurre en la superficie tenemos que

(3.34)

Ul
=3

3.5. Condiciones en el origen

De las condiciones impuestas no determinan un intervalo para los parametros, es
necesario imponer condiciones en el origen.

La presion radial en el origen es:

2 4 3 2
— py? (5 + 3y) (27 + 9y* 4 39y° + 70y* + 63y)

con p > 0, y > 0 esta es positiva.

La velocidad del sonido radial en el origen es:

(81 + 216y + 423y% + 542y> + 405y* + 162y° + 27y%)u

AT T >0  (3.36)

22,(0,y, ) =

con i > 0, y > 0 esta es positiva.
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La velocidad del sonido tangencial en el origen es:

22 (0,9, 1) 3 Y35+ 3y)%(27 + 9y* + 39y3 + T0y* + 63y)*u?)
v =———

ar S K 20 1620(1 + y)2
(810 4 1755y + 3042y° + 3803y” + 2885y" + 1134y° 1 189"

135(1 + y)¢
81 + 216y + 423y> + 542y° + 405y + 162y° + 27y°)

(3.37)

W

AT ys

La presion tangencial en el origen es positiva para © > 0 y > 0 y no impone
restricciéon adicional.

La velocidad del sonido tangencial en el origen podemos expresarla como una ecua-
cién de
050, y, 1) = aly)u® + b(y)p + ¢ (3.38)

de segundo orden de p donde (a, b, ¢) son dadas por

3
c=——
20
1 810 + 1755y + 304242 + 3803y° + 2835y* + 1134y° + 1890
bly) = — 5 (3.39)
135 1+y)
afy) = — 1 (5+ 3y)%(27 + 63y + 70y* + 39y> + 9y*)?y?
Y= 71620 1+y)?

Esta funcién no es positiva para todo u, y > 0.

La restriccion de imponer la velocidad del sonido radial positiva en el origen es:

A= — (3(—378y° — 2268y° — 5670y* — 7606y° + 6084y> + (123201y"* + 147812y™
+ 8131266y 4 27140454y” + 61528005y° + 1010533656y" + 126304309y° + 125223102y°
+ 100616634y* + 64466280y° + 31540185y + 11372400y + 2624400)2)
— 31510y — 1620)(y + 1) /(y*(729y"° + 8748y” + 48114y® + 160326y" + 360045y°

+ 572184y° 4 655021y* + 53623y° + 302346y + 106920y + 18225)) < i
(3.40)

En la figura [3.1] se impone que la velocidad tangencial del sonido sea menor que la
velocidad de la luz, obteniendo las raices como se muestra en la grafica, lo que limita
el intervalo para y.
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(y)

0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2
xvr

Figura 3.1: comportamiento de u para estas dos posibles raices la que impone restriccion
es la que corresponde a la de menor altura linea verde y acota a p dada por:

p < (621(y + 1)%)/(378y° + 2268y° + 5670y* + 7606y” + 6084y* + 3510y + 1620
+ v/ (—=378y5 — 2268y> — 5670y* — 7606y3 + 6084y + 3510y + 1620)2
v/ —207y2(3y + 5)2(9y* + 393 + T0y2 + 63y + 27)2

(3.41)

En conclusion las desigualdades que tenemos son:

— (3(—378y°% — 2268y° — 5670y* — 7606y® — 6084y* + (123201y'% + (123201y'* + 1478412y"

+ 8131266y 4 27404541 + 61528005%° + 101053656y" + 126304309y° + 125223102y°

+ 100616634y* + 64466280y + 31540183y? + 11372400y + 264400)2 — 3510y — 1620)(1 + y)°
J(y*(729y"° + 8748y” + 48114y® + 160326y" + 360045y° + 572184y° + 65021y* + 536238y

+ 302346y + 106920y + 18225)) < 1
(3.42)

p < (621(1 + y)®)/(378y° + 2268y° + 5670y* 4 7606y° 4 6084y*(—8019y*? — 96228y

— 52925490 — 1718226y° — 3280095y® — 1939464y " + 8400529y° + 28700262y° + 46194354y"

+ 45220680y + 28259685y2) + 11372400y + 2624400)2 + 3510y + 1620)
(3.43)
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El que la velocidad del sonido radial/seg es menor que la velocidad de la luz deja
la posibilidad de que esta sea negativa, por lo que debemos imponer v (0, y, p) > 0

p > —(3(—378y°% — 2268y° — 5670y* — 7606y> — 6084y>

+/(378y8 — 2268y° — 5670y* — 76063 — 6084y — 3510y — 1620)2

— /—20792(5 + 3y)2(27 + 63y + 70y2 + 393 + 9y*)* — 3510y — 1620)
(14+1)%)/(y*(7299"° + 874y° 4 481145® + 160326y" + 360045y° 4 572184y + 635021y
+ 536238y> + 3023463 + 106920y + 18225))

(3.44)

En la figura |3.2] existen tres desiguales para p la que surge de imponer velocidad del
sonido positivo en el origen la presién tangencial positiva en la frontera(linea verde)
y la desigualdad de imponer la velocidad del sonido tangencial en la frontera menor
que la de la luz (de color rojo) la velocidad tangencial del sonido positiva en el origen
(linea negra).

0.16 Lineaa

0.14 ]
" Lineab
0.12 Segundo Intervalo

Primer Intervalo
0.10
0.08

0.06

0.04

Figura 3.2: La linea azul corresponde a y = 1.13084072; p = 0.11964322453, la linea
negra corresponde a y = 1.13084072

En la figura [3.3]la linea negra determina una cota inferior general, para la cota supe-
rior existen dos intervalos. El primero desde el origen hasta el valor de la interseccién
de las lineas roja y verde. El segundo intervalo desde la interseccion de la linea roja
con verde hasta la interseccién de la linea rojo con negro. Las lineas corresponden a
la condicion de presion tangencial positivo en la frontera: linea verde, la condicién de
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la velocidad del sonido tangencial en la frontera menor que la de la luz: linea roja y
presion tangencial positivo en el origen: linea color negra.

Primera Region

0.11
1(y)

0.10

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0 02 0.4 0.6 0.8 1

}Y

Figura 3.3: Primer intervalo para (u, y).El valor de p se encuentra entre las dos gréficas
de las condiciones antes mencionadas, y su valor maximo de y = 1.13084072. con valores
para ©=0.11037240115424 maximo y p=0.1011015785548 minimo para y = ¥,

La segunda Regién esta dada por la figura donde se muestra que la velocidad
del sonido tangencial es una funcién que tiene un valor minimo fuera del centro, por lo
que es necesario analizar su valor en el interior. Comencemos con el valor mas grande
de y.

Algebraicamente la segunda regién es dada por:

(3(378y° + 2268y° + 5670y + 7606y + 6084y + 3510y + 1620 — (123201y"* 4 1478412y"!
+ 813266y'" + 27140454y + 6158005y® + 101053656y + 126304309y° 4 12523102y°

+ 100616634y* + 64466280y + 31540185y + 11372400y + 2624400)2)(1 + y)°)
/(42 (72950 + 8748y° + 4814y® 4 160326y" + 360045y° + 572184y° + 655021%*

+ 536238y° + 302346y + 106920y + 18225)) <
(3.45)
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\

0.118 .
1(Y) o116

0.114

0.112

0.110

0.108 It

0.106

0.104

0.102

Figura 3.4: Segunda regién para (u, y).El valor de g nuevamente se encuentra entre
las dos gréficas y el rango para y es 1.13084072 < y < 1.167084072

Un punto importante es que la velocidad del sonido tangencial es una funcién que
tiene un valor minimo fuera del centro, por lo que es necesario analizar su valor en el
interior, empezarémos con el intervalo para y € (1.13084072, 1.6244138).

En la figura[3.5/se muestra un intervalo donde la velocidad del sonido es negativa en
el intgerior por lo que en este intervalo la velocidad del sonido es negativa en el interior
por lo que en el intervalo queda descartado. Su comportamiento es como se muestra
en la figura [3.5]

En este intervalo la velocidad del sonido es negativa por lo que el intervalo queda
descartado. Ahora analizarémos el otro intervalo (primer intervalo).

Consideramos la velocidad del sonido tangencial cerca del origen es decir, v%(0, y, 1)
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Figura 3.5: velocidad del sonido tangencial en vecindad del origen

En ese intervalo de p en el que la velocidad tangencial en el origen es positivo para
y = 1.13084072 es p € (0.1009563828,0.119642378), aunque en este intervalo existen
valores de p donde la velocidad del sonido tangencial es negativo.

El valor a partir del cual la velocidad deja de tener valores negativos en este intervalo
es para 0.1011015785554 > y sigue permaneciendo positiva cuando p >0.119642378.

En la figura se muestra el comportamiento de la velocidad del sonido para el
valor de p a partir del cual esta es positiva.

La conclusiéon del analisis realizado para las dos regiones mencionadas, es que la
primera regién es la que permite soluciones que son fisicamente aceptables con 0 >
y > 1.13084072
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12x10°%
1(y) |
1.x 1078
8. x 1077
6.x 1077

4.%x 1077

2.x 1077

0
0.1336 0.1338 0.1340 0.1342 0.1344

}."

Figura 3.6: Comportamiento de la velocidad del sonido tangencial en la vecindad del
origen con y = 1.13084072, y p = 0.1011015785554.

3.5.1. Estrella compacta
Una vez que hemos determinado los intervalos analizarémos el tipo de estrella que

puede ser representada con este modelo.

Para esto tenemos que la razén de compacidad la podemos determinar de la condicién
en la frontera.

1 = . 3.46
Ty =T (3.46)
donde u es la razén de compacidad definda por
GM
= — 3.47
u= SR (3.47)
que nos determina a que tipo de estrella nos referimos.
Despejando u
1
u=--2 (3.48)

T 214y

y reemplazando el maximo valor admisible de y = 1.13084072.

Obtenemos u = 0.2653508, este valor indica que tenemos estrellas compactas como
estrellas de neutrones.
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En lo siguiente representamos las gréaficas de las funciones de densidad, presiéon radial,
presion tangencial y velocidades para el méximo de y,, con p en el intervalo antes

determinado.

En la figura3.7]iniciamos con el comportamiento de la velocidad del sonido tangencial
para valores maximos que hemos determinado en la seccién anterior.

Funcién de Velocidad Tangencial

1.0
y— 1. 13084072 /
Vi(x,y, 1) /
08 —  1=0.10110157855 /
’ —  §2=0.1196432378 /7
(3=0.110372408175
0.6
3
" 04
02}
0.0
0.0 0.2

Figura 3.7: Comportamiento de la velocidad del sonido tangencial.

La velocidad tangencial tiene un minimo en el interior del estrella cerca del origen y
a partir de ese valor es monéntona creciente y es menor que la velocidad de la luz, v?,

62.

La linea azul corresponde a y = 1.13084072; p = 0.1196432378, la linea negra
corresponde a y = 1.13084072, p = 0.1103724015424, la linea verde corresponde a

y = 1.13084072, 1 = 0.10110157855.

En la figura |3.8| se bosqueja la velocidad del sonido radial
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Funcién de Velocidad Radial

0.40
V:(z,y 1)
y=1.13084072
0.35f — = 0.11964322453
— = 0.1103724015424
— 4= 0.1011015785548

V(z,y.1)

X

Figura 3.8: Comportamiento de la velocidad del sonido radial.

Como ya se mencioné la velocidad radial del sonido es una funcién mondtona cre-
ciente.

Para el maximo valor admisible de y = 1.13084072 - 0.11964322453, 1 = 0.1009863828
- 0.1011015785548.

La velocidad radial del sonido es ¢?, mientras que en la frontera es 0.3.

La linea azul corresponde a y = 1.13084072; p = 0.1196432378, la linea negra
corresponde a y = 1.13084072, p = 0.1103724015424,

La linea verde corresponde a y = 1.13084072, p» = 0.10110157855.

En la figura |3.9| se observa la presion tangencial para describir el comportamiento
interior en la estrella tenemos: La presion tangencial para y fijo y para diferentes
valores de u. El comportamiento de la presion tangencial se ve modificado. La linea
azul corresponde a y = 1.13084072; p = 0.1196432378, la linea negra corresponde a
y = 1.13084072, p = 0.1103724015424, la linea verde corresponde a y = 1.13084072,
@ =0.10110157855.

Observamos que a medida de que el valor de p aumenta el valor de la presion
tangencial aumenta y en el centro disminuye.
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0.40 Funcién de Presion Tangencial

035}
0.30}
0.25}
= 020}
[
0.15}
Pz,y. p)
0.10} y=1.13084072
— u =0.10110157855
005} — nx =0.1196432378
— p =0.110372408175
0.00 '

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
X

Figura 3.9: Comportamiento de la presién tangencial adimensional.

En la figura|3.10| observa la presion radial para describir el comportamiento interior
en la estrella tenemos:

Funcion de Presion Radial

0.40 T T T
Pr(z,y, i)
0.35 1 y=1.13084072
— = 0.11964322453
0.30 — = 10.1103724015424 ||
— ¢t =10.1011015785548
0.25
; 0.20 b
&
0.15+
0.10 +
0.05 |
0.00 - - - -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.10: Comportamiento de la presién radial.

En la figura de la presién radial con y=1.13084072 y p = 0.11964322453,
o= 0.1103724015424, p = 0.1011015785548 la presion radial es una funcién regular
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mondtona decreciente y conforme el valor de p va disminuyendo.

La presion radial central es mayor conforme la g aumenta y la presion radial es
menor conforme la p va disminuyendo. La linea azul corresponde a y = 1.13084072;
= 0.1196432378, la linea negra corresponde a y = 1.13084072, u = 0.1103724015424,
la linea verde corresponde a y = 1.13084072, = 0.10110157855.

En la figura se grafica la densidad radial para describir el comportamiento
interior en la estrella tenemos:

35 Funcion de Densidad p

y=1.13084072

— plx,y)

3.0

25}

o)

2.0

15}

0.0
X

Figura 3.11: La densidad radial para el maximo valor de y=1.13084072 y diferentes
valores de p € [0.10110157855, 0.1196432378, 0.110372408175 | esta gréafica muestra

que la densidad es una funcion monétona decreciente y que el valor de p no modifica
su comportamiento.

En la figura [3.12] se gréafica el comportamiento de la densidad, la presion radial y
la presion tangencial, para describir el comportamiento interior en la estrella tenemos:
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Funcion de p(z), Pr(z), P (x)

3.5 .
y=1.13084072
30| 1= 0.11964322453 1
o= 0.1103724015424
o= 0.1011015785548
25} -~ Pr(z,yp) —
= © o Blzyp)
)
T 20f 1
=
%
= 15} J
=
Lot 1
05F 1
0.0 . . \ el R X,
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Figura 3.12: Grafica que muestra la variacion de la densidad de la presion radial y la

presién tangencial de materia contra x dentro del interior de la estrella.

En la figura [3.13] se grafica la velocidad radial y la velocidad tangencial para des-
cribir el comportamiento interior de la estrella tenemos:

0.8 Fur?cién de V2 y V2 .
0.7} i
!
!
0.6 y=1.13084072 7
05| p = 0.110372408175 S
— Vix,yp) /
_— 2
= pa4fb - Vilwyp) )/ i
By /
= ’
= 03} |
=
02} |
0.1F i
00F——-—---—- - |
-0.1 ‘ ‘ . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3.13: Comportamiento de las velocidades del sonido radial y tangencial.

1.0

Esta figura [3.13] nos muestra el comportamiento de las velocidades ambas son
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mondtonas crecientes para r > 0, sin embargo, cerca del origen la velocidad del soni-

do tangencial decrece y admite un minimo. Este comportamiento esta presente para
y = 1.13084072

3.5.2. Estabilidad

La estabilidad de acuerdo a Herrera [7] es determinada a partir de la diferencia de
velocidades, y es caracterizado por el signo de la diferencia.

En la figura se grafica la presion radial para describir el comportamiento interior
de la estrella tenemos:

Funcién qe VE(x,y, 1) - V3 (z,y, 1)

0.7
y=1.13084072
0.6 | VE(x,y, 1) — VA(z,y, 1)
— = 0.11964322453
05/ — = 0.1103724015424
— 4 =0.1011015785548
= 0.4+ )
= —o v=0
= o3l
X
|
< o2f
=
H
e . 1
Y X ___________
—0.1F
702 I I i i
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 3.14: Determinacién de estabilidad de la diferencia de velocidades radial y
tangencial.

La grafica muestra que existe una regién para la que se tiene la estabilidad, en
donde r es un valor minimo en la figura, la herramienta que se utiliza es la de fracturas
desarrollada por Herrera [7] en la que se prueba la regién donde es estable hidrostati-
camente es determinada por los valores negativos de v? — v?

re



Capitulo 4

Conclusiones

Se relizé un modelo de un objeto compacto estatico esféricamente simétrico en equi-
librio hidrostatico.

Nuestra soluciéon mostré una region de estabilidad cerca del centro y es inestable en
la frontera para valores de uno de los parametros.

Se hicierén construcciones andliticas que se fundamentarén en la teoria de la gravi-
tacion de Einstein tomando como materia un fluido anisétropico.

Tomemos en cuenta que los objetos con densidades del orden de la densidad nuclear
pueden generar anisotropias en la presion.

Se tomo en consideracién que para el caso de un fluido perfecto, la razén de compa-

cidad es de:
GM 4

JEE— < —_
R 9

para el caso de un fluido con presiones anisotropicas puede ser mayor a % y este valor
depende de una relacion entre las presiones.

Se tomo la presion p(r) = up — s de acuerdo a la consideracion de un modelo.

Se tomo la consideracion de un modelo con un estado del tipo Chaplyging de la

forma:
v

P(r) =pp =

que fue propuesto Piyaliry para describir estrellas de quarks.De dicha ecuacion anterior
se tiene que cerca del centro de la estrella el término que prevalece es lineal y a medida
de que nos acercamos a la frontera, la contribucion del término e inverso de la densidad
son del mismo orden de magnitud.

49
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Por lo que se propuso una ecuacion de estado de la forma:

v
L) = pp — —
p
que difiere del caso anterior por un término del inverso cuadratico. Este segundo
término decrece mas rapido que el caso lineal permitiendo una regién con una den-
sidad mayor cerca del origen que pudiera permitir objetos mas compactos.
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