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Notación.

Rn = {(x1, . . . , xn)}.

Cn = {(z1, . . . , zn)}.

CPn =
Cn+1\{0}

C∗
= {[z0 : . . . : zn]} donde [ : . . . : ] es la clase.

φi : Cn −→ CPn
(z0, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn) 7−→ [z0 : . . . : zi−1 : 1 : zi+1 : . . . : zn]

es carta afín.

C[z1, . . . , zn] es el anillo de polinomios en las variables z1, . . . , zn.

p(z1, . . . , zn) es un polinomio en n variables.

Z(p(z1, . . . , zn)) denota al conjunto de ceros en Cn del polinomio p(z1, . . . , zn).

Cn F−→ Cm con F = (F1, . . . , Fm) es una aplicación polinomial.

X, Y, Z denotan espacios topológicos, super�cies de Riemann, variedades algebraicas o
variedad diferenciables.

f, g, h, p denotan aplicaciones continuas, mor�smos algebraicos, aplicaciones diferencia-
bles o aplicaciones holomorfas.

X̃
p−→ X es cubriente topológico de X.

∼=Gr denota isomor�smo de grupos.

∼=Top denota homeomor�smo de espacios topológicos.

∼=SR denota biholomor�smo de super�cies de Riemann.

∼=Alg denota isomor�smo de variedades algebraicas.

SX es el grupo de permutaciones del conjunto X.

X(X) denota al conjunto de campos vectoriales diferenciables de una variedad diferen-
ciable X.∏

j∈I Xj
πi−→ Xi es la proyección en la i-ésima entrada.

I denota al intervalo [0, 1] con la topología Euclidiana.
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Resumen 

En el presente trabajo se estudia las fibraciones inducidas por polinomios con coeficientes 
complejos.  Se da la demostración de que todo polinomio induce una fibración en un 
abierto de Zariski. Para lograr lo anterior se empieza con la definición de fibración, se dan 
algunas propiedades de éstas, y se estudia la monodromía como invariante asociado a 
éstas. Para poder determinar cuándo una aplicación es fibración se estudia el teorema de 
la fibración de Ehresmann, el cual da condiciones suficientes para determinar cuándo 
aplicaciones diferenciables, son fibraciones. Por último se da una modificación del 
resultado anterior para poder restringir fibraciones en el dominio de las aplicaciones, lo 
cual demostrará el resultado deseado. 

 

Abstract 

In the present work we study the fibrations induced by polynomials with complex 
coefficients. We give the proof that every polynomial induces a fibration in a Zariski open. 
To get the above, we begin with the definition of fibration, some properties of these are 
given, and we study the monodromy as invariant associated with them. In order to 
determine when a map is fibration, the Ehresmann’s fibration theorem is studied, which 
gives conditions to determine when differential maps are fibrations. Finally, a modification 
of the previous result is given to be able to restrict fibrations in the domain of the maps, 
which will proof the desired result. 

 

 

Palabras clave: Polinomios, fibraciones, monodromía, variedades, isotopía. 



1. Introducción

Según F. Klein [9], estudiar la geometría de un espacio es equivalente a estudiar su gru-
po de transformaciones. Para el espacio afín Cn (con la topología de Zariski), su grupo de
transformaciones es el de automor�smos polinomiales

Aut(Cn) = {Cn F−→ Cn | polinomial, invertible}.

Por lo que estudiar la geometría de este espacio es equivalente a comprender todas las aplica-
ciones polinomiales invertibles y sus propiedades.
Hoy día, sigue siendo un problema abierto dar una caracterización de los automor�smos poli-
nomiales

Cn F−→ Cn, con n > 1.

Un intento de tal caracterización lo da la conjetura Jacobiana [16], la cual a�rma que una
aplicación polinomial F es invertible si es locamente invertible, es decir, si tiene Jacobiano
distinto de cero en cada punto, y por lo tanto Jacobiano constante. La conjetura sigue siendo
un problema abierto incluso para el caso n = 2.

Existen distintas técnicas que buscan demostrar o dar contraejemplos de esta conjetura.
Una de ellas se basa en buscar la existencia de pares Jacobianos, que son pares de polinomios
F = (F1, F2) los cuales de�nen una aplicación localmente invertible pero no invertible.
S. Friedland en [2] trata el estudio de pares Jacobianos. Uno de los puntos claves de ese artículo
es el estudio de la monodromía de las �bras regulares de la aplicación F1.

Vale la pena hacer notar que un automor�smo polinomial Cn F−→ Cn, con F = (F1, . . . , Fn),

de�ne n �braciones triviales Cn Fi−→ C con �bras isomorfas a Cn−1, como mostramos en 2.4, y
por lo tanto tienen monodromía trivial como se verá en 2.18.

Una pregunta natural que surge es ¾cuándo una aplicación polinomial Cn F−→ C de�ne una
�bración?
Esto no siempre ocurre como vemos en los ejemplos como 2.9 y 2.10.

¾Cuál es la obstrucción a que F sea una �bración?

¾Es posible remover un conjunto B ⊂ C tal que Cn \ F−1(B)
F−→ C \B sea �bración?

La respuesta a estas preguntas fue hallada por R. Thom [19] y J. Mather ??, los cuales
a�rmaron lo siguiente.

Teorema 1.1. Dada una aplicación polinomial Cn F−→ C no constante, existe un conjunto
�nito B ⊂ C, tal que

Cn \ F−1(B)
F−→ C \B

es �bración, considerando a los espacios con la topología Eucludiana.

En este trabajo se esboza la demostración de 1.1, siguiendo las ideas de [1] y [13]. Para
ello se empieza de�niendo lo que es una �bración topológica, se dan algunas propiedades y
ejemplos de éstas.

Un problema que surge inmediatamente es hallar métodos que nos permitan decidir cuán-
do una aplicación es �bración. El teorema 3.7 proporciona condiciones su�cientes para que

una aplicación diferenciable X
F−→ Y sea �bración: para ello basta que F sea suprayectiva,

submersión y propia.
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Se sigue de 3.7 que los mor�smos entre variedades proyectivas lisas son �braciones fuera de
su conjunto de valores críticos.

El caso afín (1.1) es más complicado, pues las aplicaciones polinomiales Cn F−→ C nunca son
propias, para n > 1 como demostramos en 3.10, así por lo que no es posible utilizar 3.7.
Además, estas aplicaciones guardan información en el in�nito, como se puede ver en el ejemplo
2.10. Una posibilidad para estudiarlo es la que se propone en [1] y [13], la cual se divide en 3
partes:

Completación. Esta parte consiste en extender una aplicación polinomial Cn F−→ C a un

mor�smo X
F̃−→ CP entre variedades proyectivas.

Desingularización. Esta parte menciona el problema de desingularización de variedades, el
cual fue resuelto por Hironaka1 en [7] y [8] para campos de característica 0. Este resultado
a�rma que para cualquier variedad proyectiva X y cualquier subvariedad V de X, existen una

variedad lisa X̃ y un mor�smo propio X̃
φ−→ X, los cuales inducen un isomor�smo (equivalencia

birracional) X̃ \ φ−1(V )
φ−→ X \ V . Más aún, el resultado nos garantiza que φ−1(V ) es una

subvariedad de X de codimensión 1, la cual tiene a lo más cruzamientos normales.

Así, obtenemos el mor�smo X̃
φ◦F̃−−→ CP entre variedades proyectivas lisas que extiende a F ,

por lo que se tiene una �bración fuera del conjunto de valores críticos.
Estrati�cación. Un problema con las �braciones es que no se portan bien respecto a las

restricciones en el dominio, así que lo anterior no basta para demostrar que F induce una
�bración sobre C, salvo puntos críticos de la extensión.
En esta parte se esboza la demostración del primer teorema de isotopía de Thom, el cual es
una generalización de 3.7. Con esto se demuestra que la �bración que se obtiene de la parte
anterior se puede restringir a Cn como se buscaba. Para ello nos basaremos en [12].

El teorema 1.1 nos garantiza �braciones fuera de un conjunto �nito de C (valores singu-
lares). Una pregunta natural es ¾qué pasa con las �bras asociadas a los valores singulares?
Observemos igualmente que se remueven las �bras de valores críticos de la extensión y no sólo
de F , por lo que podemos preguntarnos ¾existen valores críticos de la extensión que no lo sean
de F?
En la cuarta sección se estudian algunos ejemplos de �bras asociadas a valores singurales, en
particular las que provienen de singularidades de tipo Morse (para el caso plano), donde se
demuestra que la topología de la �bra cambia, por lo que no se puede extender a una �bración
en ese punto. También se da un ejemplo de aplicaciones polinomiales con un único valor crítico
que proviene de un punto crítico en el in�nito, en el cual cambia la topología de la �bra, lo
cual demuestra que no es su�ciente con remover los puntos críticos de la aplicación original
para obtener una �bración.

1Por este resultado, Hironaka obtuvo la medalla Fields en 1970.
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2. Preliminares de topología.

Esta sección se trabajará en la categoría topológica, por lo que todas las aplicaciones son
continuas.

2.1. Fibraciones.

Los conceptos a tratar en esta sección pueden encontrarse en [3] y [6].

De�nición 2.1. Una �bración o haz �brado es una cuarteta (X, Y, p, F ) donde:
1) X, Y, F son espacios topológicos,

2) X
p−→ Y es una aplicación continua y suprayectiva,

3) para cada punto y ∈ Y existe una vecindad Uy y un homeomor�smo Uy×F
φy−→ p−1(Uy) tal

que el siguiente diagrama conmuta

Uy × F
φy //

π1 ''

p−1(Uy) ⊆ X

p

��
Uy ⊆ Y

en donde π1(x, y) = x.

X es el espacio total, Y es la base y F es la �bra de la �bración.
Observemos que para una �bración (X, Y, p, F ), la �bra2 de p sobre y ∈ Y es homeomorfa a
F bajo φy.

Abusando de notación, a la aplicación X
p−→ Y se le llamará �bración.

Ejemplo 2.2. Dado un par de espacios topológicos Y, F , la proyección Y × F π1−→ Y es una
�bración, la cual se le conoce como la �bración trivial.

Ejemplo 2.3. Todo cubriente X̃
p−→ X, en donde las �bras tienen la misma cardinalidad,

digamos κ, tiene estructura de �bración con �bra discreta F = {xi}i∈κ.

Las �braciones se comportan bien con homeomor�smos y restricciones.

Observación 2.4. Consideremos una �bración X
p−→ Y con �bra F . Si tenemos un homeo-

mor�smo X ′
h−→ X entonces X ′

p◦h−−→ Y es �bración.
Esto se tiene ya que, para cada y ∈ Y existe vecindad Uy tal que el siguiente diagrama conmuta

Uy × F
φy //

π1
''

p−1(Uy) ⊆ X

p

��

h−1
// (p ◦ h)−1(Uy) ⊆ X ′

p◦h
uu

Uy

donde h−1 ◦ φy es homeomor�smo, así que p ◦ h es �bración con �bra F .

2Dada una aplicación continua X
f−→ Y , la �bra de f sobre y ∈ Y es el subespacio de X dado por f−1(y).
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Observación 2.5. Consideremos X
p−→ Y es una �bración con �bra F . Si U un abierto de Y ,

entonces p−1(U)
p−→ U es �bración.

Para ver esto, �jamos y ∈ U , como X
p−→ Y es �bración, consideremos una vecindad Uy en Y

de y y homeomor�smo Uy × F
φy−→ p−1(Uy) que satisface la de�nición 2.1.

Denotemos por Vy = Uy ∩ U , así Vy es vecindad de y y tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo

Uy × F
π1

��

Vy × F
φy //? _oo

π1

%%

p−1(Vy)

p

��

� � // p−1(Uy)

p

��
Uy Vy?

_oo � � // Uy

lo cual demuestra que p−1(U)
p−→ U es �bración con �bra F .

La composición de una �bración y un cubriente �nito es �bración.

Proposición 2.6. Si X
p−→ Y es una �bración con �bra F y Y

q−→ Z es cubriente �nito de n
hojas entonces la composición X

q◦p−−→ Z es �bración.

Demostración. Consideremos z ∈ Z. Como q es cubriente existe Vz vecindad de z tal que
q−1(Vz) =

∐n
1 Vi y Vi

∼=Top Vz bajo q. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada

Vi cumplen la propiedad 3) de 2.1, por lo que existen homeomor�smos Vi×F
φi−→ p−1(Vi), para

cada i, que hacen conmutar el diagrama siguiente

Vy × F
hi //

π1

��

Vi × F
φi //

π1

%%

p−1(Vi)

p

��
Vz Viq
oo

donde hi = q−1 × 1F . Así se tiene el diagrama

∐n
i (Vz × F )

ψi //

π1

((

∐n
i p
−1(Vi)

q◦p
��
Vz

Sabemos que (q ◦ p)−1(Vz) = p−1(q−1(Vz)) = p−1(
∐n

i Vi) =
∐n

i p
−1(Vi), además

∐n
i (Vz × F ) =

Vz × (
∐n

i F ) por lo que se obtiene el diagrama

Vz × (
∐n

i F )
ψi //

π1

((

(q ◦ p)−1(Vz)
q◦p
��
Vz

Ello demuestra que q ◦ p es �bración con �bra
∐n

i F .

Gracias a lo anterior podemos construir familias de ejemplos.
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Ejemplo 2.7. Consideremos F (z) ∈ C[z] un polinomio con coe�cientes complejos de grado n.

La función C F−→ C es localmente invertible fuera de los valores críticos B. Así que

C \ F−1(B)
F−→ C \B

es homeomor�smo local. Es fácil veri�car que F es propia; por lo que dicho homeomor�smo
local en realidad es un cubriente. Vale la pena observar que F es una �bración con �bra discreta
F−1(b) = {z1, . . . , zn}, para b ∈ C\B.
Adicionalmente, para cualquier �bración X

q−→ C, por las observaciónes 2.5 y 2.6 tenemos que;

q−1(C \ F−1(B))
q−→ C \ F−1(B) y q−1(C \ F−1(B))

F◦q−−→ C \B son �braciones.

Ejemplo 2.8. Consideremos un movimiento de cartas

Cn φ−→ Cn, φ(z1, . . . , zn) = (z1 + ψ(z2, . . . , zn), z2, . . . , zn),

en donde Cn−1 ψ−→ C es continua, ver [14]. Notemos que φ es homeomor�smo con inverso

φ−1(z1, . . . , zn) = (z1 − ψ(z2, . . . , zn), z2, . . . , zn), así por el lema 2.4 sabemos que Cn φ1−→ C
dada por φ1(z1, . . . , zn) = z1 + ψ(z2, . . . , zn), es �bración.
Claramente esta �bración es trivial pues se obtiene de jalar la �bración trivial (C × Cn−1 →
C, π1(z1, . . . , zn) = z1), bajo el homeomor�smo φ.

Un caso particular de los ejemplos anteriores es el siguiente.

Ejemplo 2.9. Consideremos el polinomio F ∈ C[z1, . . . , zn] dado por F (z1, . . . , zn) = zn1 . La

aplicación F−1(C∗) F−→ C∗ es una �bración.

Notemos que Cn F−→ C no es �bración, ya que F−1(0) tiene una componente conexa (repetida

n veces), mientras que la �bra general de F−1(C∗) F−→ C∗ tiene n componentes conexas.

Decimos que una aplicación polinomial, digamos Cn F−→ C, es �bración global si lo es en
todo su codominio. En general, no es fácil decir cuándo una aplicación polinomial induce una
�bración global.
Como se mencionó en la introducción, el teorema 1.1 nos a�rma que toda aplicación polinomial
F de�ne una �bración fuera de un conjunto �nito de puntos. Este es el resultado principal de
la sección 4.

Un ejemplo importante de una aplicación polinomial que no es �bración global es el si-
guiente, el cual se encuentra en [1].

Ejemplo 2.10. La aplicación polinomial C2 F−→ C dada por F (z1, z2) = z21z2 + z1 induce la

�bración F−1(C∗) F−→ C∗, pues se tiene el siguiente diagrama

C∗ × C∗
π1

&&

φ // F−1(C∗)
F
��

C∗

donde φ(z, w) = (w, z−w
w2 ), el cual es homeomor�smo con inverso φ−1(z1, z2) = (F (z1, z2), z1).

Notemos que la �bración anterior es trivial en C∗ con �bra C∗.
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Este es otro ejemplo que no es �bración global ya que F−1(0) = Z(z1) ∪ Z(z1z2 + 1) tiene dos
componentes conexas mientras que F−1(c) tiene una componente conexa para c 6= 0.
La importancia de este ejemplo se explica en la sección 4, en donde se estudian las �bras
asociadas a los valores críticos.

La conjetura Jacobiana es uno de los problemas abiertos más conocidos en geometría alge-
braica3, el cual a�rma que los automor�smos polinomiales de Cn consisten de aplicaciones con
Jacobiano constante y distinto de 0. Así, las funciones polinomiales que son componentes de
automor�smos polinomiales inducen �braciones globales triviales, por tanto, es necesario que

una función polinomial Cn F−→ C induzca dichos tipo de �bración para ser componente de un
automor�smo polinomial.

2.2. Fibraciones de Hurewicz.

Existe otra noción de �braciones relacionadas con levantamientos de homotopías, conocidas
como �braciones de Hurewicz, cuya de�nición y propiedades se pueden encontrar en [15].

De�nición 2.11. Una aplicación continua X
f−→ Y tiene la propiedad del levantamiento de

homotopías respecto al espacio Z, si cualquier diagrama conmutativo que es de la forma

Z
g //

h0
��

X

f
��

Z × I H // Y

con h0(z) = (z, 0), se extiende al siguiente diagrama conmutativo

Z
g //

h0
��

X

f
��

Z × I H //

H̃

;;

Y.

De�nición 2.12. Una función continua X
f−→ Y es una �bración de Hurewicz si tiene la

propiedad de levantamiento de homotopías respecto a cualquier espacio Z.

Ejemplo 2.13. Si Y y F son espacios topológicos, la �bración trivial Y × F
π1−→ Y es de

Hurewicz.

Demostración. Consideremos un espacio topológico Z y un diagrama conmutativo

Z
g //

h0
��

Y × F
π1
��

Z × I H // Y

Podemos considerar las aplicaciones continuas Z × I
H−→ Y y Z × I

π2◦g◦π1−−−−→ F , donde
Z × I

π1−→ Z y Y × F
π2−→ F son las proyecciones. La propiedad universal del producto nos

3La conjetura Jacobiana aparece en los problemas propuestos por Smale en 1998, el cual se puede encontrar
en [16].
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garantiza la existencia de una única función Z × I H̃−→ Y ×F que hace conmutar los siguientes
triángulos

Z × I

H ##

H̃ // Y × F

π1
{{

Z × I

π2◦g◦π1
""

H̃ // Y × F

π2
{{

Y F

De donde se sigue que el siguiente diagrama conmuta

Z
g //

h0
��

Y × F
π1
��

Z × I

H̃
99

H // Y

Proposición 2.14. Consideremos una �bración de Hurewicz X
f−→ Y suprayectiva. Si Y es

contráctil entonces f admite una sección.

Demostración. Como Y es contráctil, existe contracción Y × I
H−→ Y tal que H( , 0) = y0,

con y0 ∈ Y , y H( , 1) = 1Y . Consideramos x0 ∈ X tal que f(x0) = y0, por lo que se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

Y

h0
��

x̃0 // X

f
��

Y × I H // Y

donde h0(y) = (y, 0), x̃0(y) = x0.

Como f es �bración de Hurewicz, existe levantamiento de Y × I H̃−→ X que hace conmutar el
siguiente diagrama

Y

h0
��

x̃0 // X

f
��

Y × I H //

H̃

;;

Y

Consideremos la aplicación Y
g−→ X dada por g(y) = H̃(y, 1). Notamos que g es sección de

f , pues (f ◦ g)(y) = f(H̃(y, 1)) = H(y, 1) = y.

En general estas dos nociones de �bración no coinciden, como lo muestra el siguiente ejem-
plo.

Ejemplo 2.15 (Fibración que no es de Hurewicz). Consideremos el espacio

Y =
(R× {0}) ∪ (R× {1})

∼
, donde (y, 0) ∼ (y, 1) si y ∈ R+.

Observemos que este espacio es contráctil, cuya contracción es

Y × I H−→ Y, dada por H([y, i], t) = [ty + (1− t), i].
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La idea es construir una �bración con base Y , que no tenga secciones, por lo que dicha
�bración no será de Hurewicz por la proposición anterior. Para ello, consideremos los abiertos
U = q(R × {0}) y V = q(R × {1}), donde (R × {0}) ∪ (R × {1}) q−→ Y denota a la función
cociente.
Claramente se cumple que U ∩ V = {[y, 0] = [y, 1] | y > 0}, en donde tenemos la aplicación
continua

U ∩ V f−→ R+ dada por f([y, i]) = y, para i = 0, 1.

Observemos que f no puede extenderse a todo Y , es decir, no existe Y
f̃−→ R+ tal que f̃ |U∩V = f ,

pues si este fuera el caso, podríamos encontrar un par de funciones continuas f0, f1 : R→ R+

que extienden a la identidad R+
1R+−−→ R+, las cuales estarían dadas por fi(y) = f̃(q(y, i)).

Para construir la �bración deseada, consideremos las �braciones triviales U × R+ π1−→ U

y V × R+ π1−→ V . Notemos que la aplicación (U × R+)|U∩V
φf−→ (V × R+)|U∩V , dada por

φf (x, t) = (x, f(x)t), es un homeomor�smo cuyo inverso está dado por φ−1f (x, t) = (x, t
(f(x)

),
por lo que podemos considerar el espacio

X =
(U × R+)

∐
(V × R+)

∼
, donde (x, t) ∼ φf (x, t),

en el cual se tiene la aplicación X
h−→ Y dada por h([x, t]) = x.

La aplicación X
h−→ Y es �bración, pues en los abiertos U y V es trivial. A�rmamos que la

�bración anterior no es de Hurewicz. Para ver esto basta demostrar que h no admite secciones.
Una sección de h, digamos Y

g−→ X, determina un par de secciones para las �braciones triviales
U ×R+ π1−→ U y V ×R+ π1−→ V , las cuales a su vez determinan aplicaciones continuas U

sU−→ R+

y V
sV−→ R+. Estas aplicaciones cumplen que sV (y) = f(y)sU(y) para cada y ∈ U ∩ V , así que

f(y) = sV (y)
sU (y)

, con y ∈ U ∩ V .

Con lo anterior podemos construir una aplicación continua R f̃−→ R+, dada por f̃(y) = sV (q(y,0))
sU (q(y,1))

,

la cual extiende a la identidad en R+, lo cual es una contradicción, por lo que se demuestra
que f no es de Hurewicz.

Observemos que el ejemplo anterior no es un espacio T2. En [17] teorema (7.14) del capítulo
2, se puede encontrar el resultado siguiente.

Teorema 2.16. Toda �bración X
f−→ Y , donde Y es un espacio T2 y paracompacto, es de

Hurewicz.

Ya que en este trabajo estaremos interesados en �braciones con base variedades diferencia-
bles, todas las �braciones que consideremos serán de Hurewicz.

2.3. Monodromía de �braciones de Hurewicz.

Para cada �bración de Hurewicz, con la propiedad de levantamiento único de homotopías,
tenemos asociado un invariante: la monodromía, que nos ayuda a medir la no trivialidad de la
�bración.

Consideremos una �bración de Hurewicz con la propiedad de levantamiento único de ho-

motopías X
f−→ Y , y un lazo basado en b0 ∈ f(X) ⊆ Y , I

γ−→ Y . Denotamos la �bra de f sobre
b0 como F = f−1(b0). Con lo anterior obtenemos el siguiente diagrama

12



F �
� i //

h0
��

X

f
��

F × I H // Y

donde h0(x) = (x, 0) y H(x, t) = γ(t). Por la propiedad de levantamiento único de homotopías,
el diagrama anterior se completa a uno de la forma

F �
� i //

h0
��

X

f
��

F × I H //

H̃

;;

Y

donde H̃ es única con tal propiedad.
Observemos que γ induce una función continua

mγ : F → F , dada por mγ(x) = H̃(x, 1)

la cual está bien de�nida pues f(H̃(x, 1)) = H(x, 1) = γ(1) = b0.
Cualesquiera dos lazos homotópicos inducen funciones homotópicas, pues dada una homo-

topía de lazos I × I H−→ Y entre γ1 y γ2, se tiene el diagrama

F �
� i //

h0
��

X

f
��

F × I × IH
′

// Y

donde H ′(x, s, t) = H(s, t), el cual se completa al diagrama

F �
� i //

h0
��

X

f
��

F × I × IH
′

//

H̃

99

Y

Observemos que la aplicación H̃ se puede restringir a F , pues para cada t ∈ I se tiene que

f(H̃(x, 1, t)) = H(1, t) = γ1(1) = γ2(1) = b0, y así F × I H̃(x,1,t)−−−−→ F es homotopía entre mγ1 y
mγ2 .
Es fácil ver que las funciones anteriores se comportan bien con las concatenación de lazos, es
decir, si γ1 y γ2 son lazos basados en b0, entonces mγ1∗γ2 = mγ2 ◦mγ1 .
Notemos que meb0

= 1F , donde eb0 denota al lazo constante en b0. Esto es porque el siguiente
diagrama conmuta

F �
� i //

h0
��

X

f
��

F × I
eb0 //

H̃

;;

Y

donde H̃(x, t) = x.
De lo anterior se tiene que mγ es equivalencia homotópica, pues el inverso está dado por mγ−1 ,
así que H∗(mγ) ∈ Aut(H∗(F,Z)) está bien de�nido en clases de homotopía de lazos.
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Por todo lo anterior tenemos una acción del grupo fundamental π1(Y, b0) en la homología
de la �bra F

Mf : π1(Y, b0) −→ Aut(H∗(F,Z))
[γ(t)] 7−→ H∗(mγ) : H∗(F,Z) −→ H∗(F,Z).

A tal acción se le conoce como la monodromía de la �bración de Hurewicz f .

Ejemplo 2.17. Dados un par de espacios topológicos F, Y . Consideremos la �bración trivial
Y × F

π1−→ Y . Para cada lazo basado en b0 ∈ Y , I
γ−→ Y , tenemos el siguiente diagrama

conmutativo

F × {b0} �
� i //

h0
��

Y × F
π1
��

F × I

H̃

88

H // Y

donde h0(x, b0) = (x, 0), H(x, t) = γ(t) y H̃(x, t) = (x, γ(t)).
Así que mγ(x) = H̃(x, 1) = (x, b0), por lo que mγ = 1F×{b0} y la monodromía corresponde a la
acción trivial.

Observación 2.18. La monodromía es invariante bajo homeomor�smos.

Corolario 2.19. Si una �bración es isomorfa a la trivial4 entonces tiene monodromía trivial.

Por lo anterior tenemos que la monodromía nos ayuda a medir la no trivialidad de las �bra-
ciones.

Ejemplo 2.20. Consideremos el cubriente R p−→ S1 con �bra Z, dado por p(t) = e2πit. Para
calcular la monodromía bastará con calcular la imagen del generador del grupo fundamental
de S1 con base en 1, el cual está dado por γ(t) = e2πit. Observemos que para cada i ∈ Z el
levantamiento de γ que empieza en i es γ̃i(t) = i+ t, así que obtenemos el siguiente diagrama

Z j //

h0
��

R
p
��

Z× I

H̃

<<

H // S1

en donde j(i) = i, h0(i) = (i, 0), H(i, t) = γ(t) y H̃(i, t) = γi(t) = i+ t. Por lo que

mγ(i) = H̃(i, 1) = i+ 1

y así
H(mγ)∗(xi)i∈Z = (xi+1)i∈I , en H0(Z) = Z(Z),

y es trivial para Hn para 1 ≤ n.

El recíproco del corolario anterior es falso, pues la monodroía puede ser trivial sin tener
una �bración trivial como lo muestra el siguiente ejemplo.

4Decimos que una �bración X
f−→ Y con �bra F es isomorfa a la �bración trivial si existe un homeomor�smo

X
h−→ Y × F tal que f = π1 ◦ h.
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Ejemplo 2.21 (Fibración de Hopf). La �bración de Hopf

S2n+1 h−→ CPn, está dada por h(z1, . . . , zn) = [z1 : . . . : zn],

considerando a S2n+1 ⊆ Cn. Para demostrar que h es �bración, consideremos los conjuntos
Ui = {[z1 : . . . : zn] | zi 6= 0}, i = 0, . . . , n .
Es fácil notar que la familia {Ui}ni=0 forma una cubierta abierta de CPn, para los cuales se
tienen las aplicaciones

Ui × S1 φi−→ h−1(Ui), dadas por φi([z0 : . . . : zn], c) =
c|zi|

zi|(z0, . . . , zn)|
(z0, . . . , zn)

las cuales están bien de�nidas en clases de equivalencias y resultan continuas. Gracias a estas
aplicaciones se tienen los diagramas

Ui × S1 φi //

π1

%%

h−1(Ui)

h
��
Ui

los cuales demuestran que h es �bración.
Para mostrar que tiene monodromía trivial basta con observar que π1(CPn, x0) = 05, pero

no es la �bración trivial pues h tiene �bra S1 y CPn × S1 no es homeomorfo a S2n+1 (el grupo
fundamental del primero es Z mientras que el del segundo es trivial).

5Una manera de mostrar que π1(CPn, x0) = 0, es utilizando la sucesión exacta larga en grupos de homotopía
inducida por la �bración S1 → S2n+1 → CPn, con la cual obtenemos la suceción exacta · · · → 0 = π1(S2n+1)→
π1(CPn)→ π0(S1) = 0→ . . . , de donde se sigue que π1(CPn, x0) = 0.
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3. Campos vectoriales, �ujos locales y el teorema de la
�bración de Ehresmann.

Esta sección se trabajará en la categoría diferenciable. Las aplicaciones serán diferenciables
entre variedades diferenciables, de clase C∞.

En general no es fácil determinar cuando una aplicación es �bración. El resultado principal
de la sección es el teorema 3.7 que nos da condiciones su�cientes para determinar cuándo una
aplicación es �bración. Para demostrarlo necesitaremos dar algunas de�niciones y resultados
previos los cuales se pueden encontrar en [11] y [10].

Teorema 3.1 (del Rango). Consideremos dos variedades diferenciablesX y Y , de dimensiónm

y n respectivamente. Si X
f−→ Y es una aplicación diferenciable de rango constante r, entonces

para cada punto p ∈ X existen cartas (U, {U φ−→ Rm}) de X centrada en p, y (V, {V ψ−→ Rn})
de Y centrada en f(p), con f(U) ⊆ V , tales que hacen conmutar el siguiente diagrama

U
f //

φ
��

V

ψ
��

Rm π // Rn

donde π(x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xm) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

Consideremos una variedad X. El haz tangente de X es la unión ajena de los espacios
tangentes, el cual denotamos por TX, junto con la proyección π : TX → X de�nida por
π(vp) = p.

Recordemos que el haz tangente de una variedad posee una estructura natural de variedad
diferenciable6 (su dimensión es el doble de la dimensión de X), esta estructura hace de la
proyección π una función diferenciable.

Un campo vectorial diferenciable en una variedad X es una sección diferenciable de la

proyeción TX
π−→ X, es decir es una función diferenciable X

S−→ TX que cumple π ◦ S = 1X .

De�nición 3.2. Un �ujo o �ujo local en una variedad diferenciable X es un par (D , θ) donde

D ⊆ R ×X es un abierto y D
θ−→ X es una función diferenciable, que cumplen las siguientes

propiedades
1) para cada p ∈ X se tiene que Dp = {t ∈ R | (t, p) ∈ D} ⊆ R es un intervalo abierto que

contiene a 0,
2) θ(0, p) = p para cada p ∈ X,
3) θ(s, θ(t, p)) = θ(s+ t, p) para cada p ∈ X, t ∈ Dp y s ∈ Dθ(t,p), tales que s+ t ∈ Dp.

Decimos que es un �ujo global si D = R ×X. En este caso θ de�ne una acción diferenciable
del grupo aditivo R+ sobre X.

De�nición 3.3. Consideremos una variedad diferenciable X, un campo vectorial S en X y
J = (a, b)

γ−→ X una trayectoria diferenciable. Decimos que γ es una trayectoria integral de S

6El haz tangente es un haz vectorial, es decir, una �bración cuya �bra tiene estructura de espacio vectorial
y el homeomor�smo de la de�nición 2.1 induce transformaciones lineales en las �bras.
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si γ′(t0)
7 = Sγ(t0) para cada t ∈ J . Decimos que es máxima si γ no puede extenderse a algún

intervalo abierto más grande que cumpla esta propiedad.

Observemos que las trayectorias integrales máximas son únicas por el teorema de existencia
y unicidad para ecuaciones diferenciables ordinarias (EDO).

Notemos que dado un �ujo D
θ−→ X, cada p ∈ X determina una trayectoria Dp

θp−→ X la
cual está de�nida como θp(t) = θ(t, p).

Observación 3.4. Cada �ujo D
θ−→ X determina un campo vectorial S, dado por Sp = θ

′
p(0).

Además, para cada p ∈ X, θp determina una trayectoria integral de S.

Inversamente, cada campo vectorial determina un único �ujo máximo. Esta correspondencia
está descrita por el siguiente teorema, cuya demostración se puede encontrar en [11] (9.12).

Teorema 3.5 (Fundamental en �ujos). Dada una variedad diferenciable X, existe una corres-
pondencia biyectivas entre: campos vectoriales S sobre X y �ujos (D , θ) en X, que cumple las
siguientes propiedades

1) Dp
θp−→ X es la única trayectoria integral máxima de S que inicia en p,

2) si s ∈ Dp entonces Dθ(s,p) = {t− s | t ∈ Dp},
3) para cada t ∈ R, Xt = {p ∈ X | (t, p) ∈ D} es un abierto de X y Xt

θt−→ X−t es
difeomor�smo,

4) si D ′
θ′−→ X es otro �ujo con D ⊆ D ′, θ′|D = θ y (D ′, θ′) cumplen lo anterior, entonces

D = D ′ y θ = θ′, es decir, (D , θ) es un �ujo máximo.

Al �ujo θ se le llama el �ujo asociado a S ∈ X(X) y se dice que S es el campo vectorial inducido
por θ. Si el �ujo es global se dice que S es un campo vectorial completo.

Lema 3.6 (del escape). Para una variedad diferenciable X, un campo vectorial S en X y

(a, b)
γ−→ X trayectoria integral máxima de X. Si b 6=∞ (respectivamente a 6= −∞), entonces

para cada t0 ∈ (a, b), γ((t0, b)) (respectivamente γ((a, t0)) no está contenido en algún compacto.

Demostración. Supongamos que b 6= ∞ (el caso a 6= −∞ es análogo) y que el resultado es
falso, así que existe t0 ∈ (a, b) y un compacto K ⊆ X tal que γ((t0, b)) ⊆ K.

Consideremos una sucesión de reales {ti}∞i=0, con ti ∈ (t0, b), tal que ti → b. Como {γ(ti)}∞i=0

es una sucesión en K, que es compacto, existe una subsucesión convergente, sin perdida de
generalidad suponemos que es la original, tal que γ(ti)→ q ∈ K.

Por el teorema fundamental de los �ujos, existe un único �ujo D
θ−→ X que induce el campo

vectorial S, y como (0, q) ∈ D tenemos que existe ε > 0 y U abierto de X tal que q ∈ U y
(−ε, ε) × U ⊆ D . Además tenemos que γ(t) = θp(t), donde p = γ(0), por la unicidad de las
trayectorias integrales máximas.

Como ti → b, existe tj′ tal que b − ε < tj′ < b, y como γ(ti) → q, existe tj′′ tal que
γ(tj′′) ∈ U , si j = máx{j′, j′′} tenemos que b− ε < tj < b y γ(tj) ∈ U . Podemos suponer que
a < tj − ε < b y (−ε, ε) ⊆ (a, b).

Con lo anterior construimos una nueva trayectoria (a, tj + ε)
σ−→ X de�nida como

7Recordemos que γ′(t0) = Tγ(t0)(
d
dt ), donde Tt0R

Tγ(t0)−−−−→ Tγ(t0)X es la derivada de γ en t0 y d
dt ∈ Tt0R es

la derivación usual en R.
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σ(t) =

{
γ(t) si t ∈ (a, b)

θtj ◦ θp(t− tj) si −ε < t− tj < ε

σ está bien de�nida ya que t− tj ∈ (−ε, ε) ⊆ (a, b), por lo que θp(t− tj) cobra sentido, además
θtj ◦ θp(t− tj) = θ(tj, θ(t− tj, p)) = θ(t, p) = γ(t). Notemos que σ es curva integral y extiende
a γ, lo cual contradice la maximalidad de γ de donde se sigue el resultado.

Teorema 3.7 (de la �bración de Ehresmann). Toda submersión propia y suprayectiva X
f−→ Y

es una �bración.

Demostración. Notemos que la propiedad de ser �bración es local sobre el contradominio, por
lo que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Y = Rn (para n = dim(Y )). Por 3.1

existe un atlas {Uj
φj−→ Rm}j∈J de X tal que el siguiente diagrama conmuta

Uj
f //

φj
��

Rn

1Rn
��

Rm π // Rn

(1)

donde π(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn), viendo a Rm = Rn × Rn−k (dim(X) = m).

Para cada i ∈ {1, . . . , n} y j ∈ J se de�ne el campo vectorial Ui
Dij−−→ TX dado por φ∗j(

∂
∂xi

),

el cual tiene sentido pues φj es difeomor�smo entre Uj y Rm, así que φ∗j(
∂
∂xi

) está dado como

la composición Uj
φj−→ Rm

∂
∂xi−−→ TRm (Tφj)

−1

−−−−→ TUj. Considerando una partición de la unidad
{ψj}j∈J subordinada a la cubierta {Ui}j∈J , se pegan los campos anteriores para obtener el
campo Di =

∑
j∈J ψjDij ∈ X(X).

Observemos que el siguiente diagrama conmuta

TRm Tπ // TRn

Rm π //

∂
∂xi

OO

Rn

∂
∂xi

OO (2)

donde π es como antes y ∂
∂xi

tiene sentido en ambos casos pues i ∈ {1, . . . , n} y n ≤ m.
De 2 obtenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

TX
Tf // TRn

X

Di

OO

f // Rn

∂
∂xi

OO (3)

ya que
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Tf(Di(p)) = Tf(
∑
ψj(p)φ

∗
j(

∂
∂xi

)(p))

=
∑
ψj(p)Tf(φ∗j(

∂
∂xi

)(p)) por linealidad de la derivada

=
∑
ψj(p)(Tπ ◦ Tφj ◦ φ∗j( ∂

∂xi
)(p)) por el diagrama 1

=
∑
ψj(p)(Tπ ◦ Tφj ◦ (Tφj)

−1 ◦ ∂
∂xi
◦ φj(p)) por la defenición de φ∗( ∂

∂xi
)

=
∑
ψj(p)(Tπ ◦ ∂

∂xi
(x, y)) si φj(p) = (x, y)

=
∑
ψj(p)(

∂
∂xi
◦ π(x, y)) por el diagrama 2

=
∑
ψj(p)(

∂
∂xi

(x)) por la de�nición de π

= ∂
∂xi

(x) ya que
∑
ψj(p) = 1

y es claro que lo anterior es lo mismo que ∂
∂xi
◦f(p), pues si p ∈ Uj tenemos que ∂

∂xi
◦π◦φj(p) =

∂
∂xi
◦ π(x, y) = ∂

∂xi
(x).

Además, para cada p ∈ X, la trayectoria (a, b)
γ−→ M de�nida como φ−1j (φj(p) + tei)

(donde p ∈ Uj) es curva integral de Di, y como el diagrama 3 conmuta, tenemos que f ◦ γ es
trayectoria integral de ∂

∂xi
, así que por la unicidad de las trayectorias integrales, tenemos que

f(φ−1j (φj(p) + tei)) = f(p) + tei.

Por el teorema fundamental de los �ujos, existe D ⊆ R × X dominio de �ujo y D
θi−→ X

�ujo máximo asociado a Di.
Se a�rma que Di es completo. Si no fuera el caso, existiría p ∈ X tal que D (p) = (a, b) 6= R,

supongamos que b 6= ∞. Se tiene que σ = f ◦ θ(p)i es curva integral de ∂
∂xi

y claramente para
cualquier t0 ∈ (a, b) tenemos que σ(t0, b) = {f(p) + tei | t ∈ (t0, b)} está acotado, por lo que
existe un compacto K ⊆ Rm tal que σ(t0, b) ⊆ K, así que γ(t0, b) ⊆ f−1(K), pero f es propia
así que f−1(K) es compacto, lo cual contradice el lema del escape.

Por lo anterior tenemos que los �ujos θi son globales, así que se puede de�nir la siguiente
aplicación

Rn × f−1(0)
φ−→ X

(t1, . . . , tn, y) 7→ θ1(t1, θ2(t2, . . . (θn(tn, y)) . . . ))

la cual resulta ser difeomor�smo, cuyo inverso está dado por

X
ψ−→ Rn × f−1(0)

x 7→ (f(x), θn(−f(x)n, . . . θ1(−f(x)1, x) . . . ))

donde f(y) = (f(y)1, . . . , f(y)n). Así, se tiene el diagrama

X

f
��

ψ// Rn × f−1(0)

π
xx

Rn

donde π(t1, . . . , tn, y) = (t1, . . . , tn), lo cual demuestra que f es �bración.

Corolario 3.8. Toda submersión suprayectiva X
f−→ Y , con X compacto, es �bración C∞ y

por lo tanto es �bración topológica.
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Demostración. Es claro pues todo compacto K de Y es cerrado (Y es T2) y X es compacto,
por lo que f−1(K) es cerrado en un compacto y por lo tanto compacto, así f es propia y se
sigue de 3.7.

Ejemplo 3.9. Consideremos la aplicación R2 \ {0} F−→ R+ dada por F (x, y) = x2 + y2. Es fácil
ver que es submersión, es propia y suprayectiva, por lo que cumple las condiciones del teorema
de Ehressman y F es �bración con �bra S1.

Las aplicaciones polinomiales con coe�cientes complejos son más complicadas pues nunca
son propias, salvo el caso de una variable, como lo demuestra la siguiente proposición.

Proposición 3.10. Dado un polinomio no constante P ∈ C[z1, . . . , zn], con n ≥ 2, la aplicación

polinomial inducida por P , denotada por Cn F−→ C, no es propia.

Demostración. Consideremos c ∈ C y R > 0, queremos ver que F−1(c) = Z(P − c) * B(0, R).
Como P no es constante se tiene que P − c tampoco lo es, por lo que podemos suponer que
el grado de P − c respecto a la variable zn es m ≥ 1, así que P − c =

∑m
i=0 ai(z1, . . . , zn−1)z

i
n,

donde cada ai(z1, . . . , zn−1) ∈ C[z1, . . . , zn−1] y am(z1, . . . , zn−1) es distinto de cero.
Recordemos que para cada polinomio distinto de ceroQ ∈ C[z1, . . . , zk] se tiene que Z(Q) 6= Ck,
el cual es un resultado inmediato del teorema de los ceros de Hilbert, pues si Z(Q) = Ck

entonces 〈0〉 = I(Ck) = I(Z(Q)) =
√
〈Q〉 y ésto sólo es posible si Q = 0.

Por lo anterior existe z = (p1, . . . , pn−1) ∈ Cn−1 \ Z(am(z1, . . . , zn−1) tal que ||z|| > R, así
que podemos considerar el polinomio P (z, zn)− c en la variable zn, el cual es distinto de cero
pues tiene grado m, y como C es algebraicamente cerrado existe pn raíz de P (z, zn) − c, por
lo que p = (p1, . . . , pn) ∈ Z(P − c) y ||p|| ≥ ||z|| > R, lo cual demuestra que F−1(c) no es
compacto y así F no es propia.
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4. Mor�smos entre variedades algebraicas

En esta sección trabajaremos en la categoría algebraica, por lo que las aplicaciones serán
mor�smos entre variedades algebraicas.

Empezaremos repasando algunos conceptos y resultados de geometría algebraica, los cuales
pueden hallarse en [5].

De�nición 4.1. Un conjunto algebraico afín (proyectivo) es un subconjunto cerrado X ⊆ An
C

(CPn), con la topología de Zariski8, para algún entero n > 0. Decimos que es una variedad afín
(proyectiva) si es un conjunto algebraico irreducible9.

De�nición 4.2. Consideremos una variedad algebraica X (afín o proyectiva). La dimensión
de X es el supremo de los enteros n tales que existe una cadena Y0 ( Y1 · · · ( Yn = X, donde
cada Yi es cerrado e irreducible en X.

Recordemos que espacio proyectivo posee una cubierta abierta {Ui}ni=0, donde cada Ui =
{[z0 : . . . : zn] | zi 6= 0} es homeomorfo a An

C, cuyo homeomor�smo es

An
C

φi−→ Ui, dado por φi((z0, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn)) = [z0 : . . . : zi−1 : 1 : zi+1 : . . . : zn].

Por lo anterior, toda variedad proyectiva X ⊆ CPn está cubierta por variedades a�nes, las
cuales están dadas por X ∩ Ui.

De�nición 4.3. Consideremos una variedad algebraica afín X = Z(f1, . . . , fk) ⊆ An
C. Un

punto p ∈ X es liso si el rango de la matriz Jacobiana ( ∂fi
∂xj

(p))i,j es igual a n − dim(X), en

caso contrario p es un punto singular. La variedad es lisa o no singular si lo es en cada punto.
Denotaremos por Sing(X) al conjunto de puntos singulares.

Ejemplo 4.4. Consideremos la cúbica X = Z(y − x3) ⊂ A2
C. Un punto p = (x, y) ∈ X es liso

si y sólo si la matriz (−3x2 1) tiene rango 1, lo cual siempre ocurre, así que X es lisa.

Ejemplo 4.5. Consideremos la cúbica cuspidalX = Z(y2−x3) ⊆ A2
C. Un punto p = (x, y) ∈ X

es singular si y sólo si la matriz (−3x 2y)(y2 2xy) tiene rango 0, lo cual únicamente ocurre
si p = (0, 0), así que el único punto singular de X es el origen.

Ejemplo 4.6. Consideremos el conjunto X = Z(xy2) = Z(xy) ⊆ A2
C. Observemos que este

conjunto no es variedad algebraica, pues tiene dos componentes irreducibles (una de multipli-
cidad 2). Aún así podemos preguntarnos si este conjuto es liso o no. Un punto p = (x, y) ∈ X
es singular si y sólo si la matriz (y 2y) tiene rango 0, lo cual únicamente ocurre si p = (0, 0),
así que el único punto singular de X es el origen.

El siguiente resultado es el teorema (5.3) de [5].

Teorema 4.7. Consideremos X variedad algebraica afín. El conjunto Sing(X) es un subcon-
junto cerrado y propio de X.

8La topología de Zariski tiene por cerrados a los ceros de familia de polinomios. Para el caso proyectivo los
polinomios tienen que considerarse homogeneos.

9El conjunto vacío no es considerado irreducible.
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4.1. Mor�smos entre variedades proyectivas.

De�nición 4.8. Consideremos una variedad proyectiva X ⊆ CPn. Decimos que p ∈ X es un
punto liso si φ−1i (p) es punto liso de φ−1i (X ∩ Ui) ⊆ An

C, donde p ∈ Ui. Decimos que X es lisa
o no singular si lo es en cada punto.

Ejemplo 4.9. Consideremos la variedad proyectiva X = Z(zy2 − x3) ⊂ CP2. Es claro que
φ−10 (X ∩U0), φ

−1
1 (X ∩U1) y φ

−1
2 (X ∩U2) corresponden a los ejemplos 4.4, 4.5 y 4.6. Por lo que

X únicamente tiene 2 puntos singulares, a saber [0 : 0 : 1] y [1 : 0 : 0].

Observación 4.10. Toda variedad proyectiva lisa X tiene una estructura de variedad diferen-
ciable compleja dada por el teorema de la función implícita, con la cual resulta ser compacta
(ya que es cerrada y CPn es compacto).

De�nición 4.11. Un mor�smo entre variedades proyectivas X
f−→ Y es liso si el rango de la

matriz Jacobiana de f es constante e igual a la dimensión de Y .

Observación 4.12. Un mor�smo entre variedades proyectivas induce una aplicación holomorfa
entre las variedades complejas correspondientes. Si el mor�smo es liso la aplicación holomorfa
asociada resulta ser submersión.

Corolario 4.13. Si X
f−→ Y es un mor�smo liso entre variedades proyectivas lisas, entonces f

es una �bración entre las variedades complejas asociadas.

Demostración. Como f es lisa entre variedades proyectivas, induce una submersión sobreyec-
tiva y propia (X es compacto), por lo que se puede aplicar el teorema de la �bración de
Ehresmann.

En realidad podemos eliminar la hipótesis de que el mor�smo sea liso, para ello necesita-
remos lo siguiente.10

Proposición 4.14. ConsideremosX variedad algebraica proyectiva. Si Y es cualquier variedad
algebraica entonces X × Y π2−→ Y es una aplicación cerrada.

De lo anterior tenemos que la imagen de cualquier conjunto cerrado bajo algún mor�smo

siempre es cerrado, pues si X
f−→ Y es un mor�smo entre variedades proyectivas tenemos

que la grá�ca de f , denotada por Γf , es un cerrado de X × Y , y como la proyección π2 es
cerrada entonces π2(Γf ) = f(X) es cerrado en Y . Así, podemos pedir que los mor�smos sean
suprayectivos.

Recordemos además que el conjunto de puntos críticos de un mor�smo X
f−→ Y es un

cerrado de X, el cual denotaremos por C, así por la completez de X tenemos que f(C) ⊆ Y
es un cerrado de Y .

Corolario 4.15. Consideremos un mor�smo suprayectivo X
f−→ Y entre variedades proyectivas

lisas. Se tiene que f induce una �bración en X \ f−1(B)
f−→ Y \ B, donde B es el conjunto de

valores críticos de f 11.

Demostración. Basta con observar que X \B f−→ Y \f(K) es propia, suprayectiva y submersión
con la topología Euclideana por lo que el resultado se sigue de 3.7.

10Una variedad algebraica se dice completa si se cumple 4.14.
11El teorema de Sard nos garantiza que f(C) ( Y .
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4.2. Mor�smos entre variedades a�nes.

Recordemos que una aplicación X
f−→ Y entre variedades a�nes es mor�smo si las funciones

componentes son aplicaciones polinomiales, por lo que nos centraremos en estudiar aplicaciones

polinomiales Cn F−→ C.
El resultado principal es 4.29. Para demostrarlo proponemos hacerlo en 3 pasos.

4.2.1. Completación.

Dada una aplicación polinomial Cn F−→ C, nos gustaría utilizar el teorema 3.7 para estas
aplicaciones, al igual que en el caso proyectivo. La primera obstrucción que encontramos es la
dada por 3.10, el cual nos a�rma que las aplicaciones nunca son propias (para n > 1) ya que
las �bras no son compactas, por lo que será necesario extender la aplicación F a una que sea
propia, lo cual haremos de la siguiente manera:

Dada una aplicación polinomial Cn F−→ C, consideramos la grá�ca de F , Γ = {(x, F (x) |
X ∈ Cn}. Tenemos que Γ ⊆ Cn ×C, y bajo los mor�smos Cn φ0−→ CPn y Cn φ0−→ CPn podemos
ver a Γ como subconjunto de CPn × CP. Denotemos por X a la cerradura de Zariski de Γ en
CPn × CP.

Para CPn × CP tenemos la proyección en la segunda entrada CPn × CP π2−→ CP, la cual
podemos restringir a X de donde tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X π // CP

Cn

i

OO

F // C

φ0

OO

donde Cn i−→ X está dada como la composición de los mor�smos Cn ψ−→ Γ y Γ
j−→ X, donde

ψ(x) = (x, F (x)) es un isomor�smo y j es la inclusión de Γ en su cerradura. Notemos que π
es un mor�smo propio y extiende a F .

4.2.2. Desingularización.

El problema con la construcción anterior es que la variedad X no necesariamente es lisa,
por lo que tenemos que sustituir a X por una variedad que lo sea. Para ello tenemos el siguiente
resultado, nada trivial, debido a Hironaka y cuya demostración se encuentra en los artículos
[7] y [8].

Teorema 4.16. Dadas una variedad algebraica X y V subvariedad algebraica de X, existe un
par (X̃, f) que cumplen las siguientes propiedades:

1) X̃ es una variedad lisa y X̃
f−→ X es un mor�smo propio,

2) f induce un isomor�smo entre X̃ \ f−1(V ) y X \ V ,
3) f−1(V ) tiene codimención 1 en cada punto y únicamente tiene cruzamiento normal.

La condición 3) nos dice que las singularidades de f−1(V ) se ven localmente (en cartas) como
la intersección de hiperplanos coordenados Z(zi1zi2 . . . zik).

Gracias al teorema anterior, si consideramos X\Cn = V , tenemos un mor�smo X̃
f−→ X que

es propio entre variedades lisas y X̃ \ g−1(V ) ∼=Alg Cn, por lo podemos considerar el siguiente
diagrama:

23



X̃
f // X

π // CP

X̃ \ f−1(V )

i

OO

f // Cn F //

i

OO

C
?�

i

OO

así que g = f ◦ π extiende a F y al ser composición de aplicaciones propias tambien es propia.
Por lo anterior tenemos un mor�smo entre variedades proyectivas lisas X̃

g−→ CP, el cual es
suprayectivo pues F lo es.

Gracias a ésto y al teorema 3.7 tenemos que X̃ \ B g−→ C \ g(K) es una �bración, donde
K es el conjunto de puntos críticos de g y B = g−1(K). Pero nosotros estamos interesados en

Cn F−→ C, por lo que nos gustaría restringir el mor�smo g a Cn.
En general la restricción de �braciones no es �bración, por ejemplo, para la �bración trivial

C2 π1−→ C, la restricción a C2 \ {0} π2−→ C no es �bración pues la �bra de 0 es C \ {0} mientras
que la �bra de c 6= 0 es C.

4.2.3. Estrati�cación.

Una generalización de 3.7 es el primer teorema de isotopía de Thom. Para poder enunciarlo
son necesarias algunas de�niciones previas.

De�nición 4.17. Consideremos un conjunto parcialmente ordenado (P,≤). Una P -descomposición
de un espacio topológico X es una colección localmente �nita de subespacios {Xi}i∈P que cum-
ple:
1) Xi ⊆ Xj si y sólo si i ≤ j,
2) Xi ∩Xj = ∅ si i 6= j,
3) Xi es localmente cerrado para cada i ∈ P ,
4) X =

⋃
i∈P Xi

5) si Xi ∩Xj 6= ∅ entonces Xi ⊆ Xj.

De�nición 4.18. Dada una variedad diferenciable X. Una estrati�cación de X es una P -
descomposición {Xi}i∈P , donde cada Xi es subvariedad diferenciable.

Además decimos que es una estrati�cación de Whitney si se satisfacen las siguientes dos
propiedades para cada par Xi ≤ Xj: siempre que tengamos sucesiones {xi} en Xj y {yi} en Xi

tales que convergen al mismo punto y ∈ Xi, y además supongamos que para alguna carta las
rectas secantes xiyi (vistas como puntos en el proyectivo) converge a una recta l y los espacios
tangentes TxiXj convergen a un espacio T (vistos como puntos en la Grassmaniana), entoces:
a) TyXi ⊆ T ,
b) l ⊆ T .

Cada elemento Xi es un estrato de la estrati�cación.

Observación 4.19. En [12](2.4) se demuestra que basta con veri�car la condición b) para que
se cumpla la condición a).

Observación 4.20. Toda variedad diferenciableX tiene una estrati�cación deWhitney trivial,
cuyo único estrato es todo el espacio.

Ejemplo 4.21. Consideremos Cn con la siguiente partición: X0 = {0}, X1 = (
⋃
eje zi) \X0,

X2 =
⋃
plano zizj \ (X1 ∪X0), . . . , Xn−1 = (

⋃
Z(zi) \ (

⋃
i<n−1Xi), Xn = Cn \ (

⋃
i<nXi).
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Es fácil notar que la anterior es una estrati�cación de Whitney pues los estratos son varie-
dades diferenciables y la condición b) se satisface ya que los espacios tangentes son hiperplanos
coordenados que contienen a los estratos menores.

No toda estrati�cación es de Whitney como lo muestra el siguiente ejemplo, el cual se
encuentra en [12]

Ejemplo 4.22. Consideremos R2 y X la espiral en R2 de�nida por la condición de que la recta
tangente en cada punto p de X tiene un ángulo constante con el vector radial de dicho punto.
Consideremos la partición de R2 dada por los siguientes subcojuntos: {0}, X y R2 \ (X ∪{0}).
Es fácil de ver que son una descomposición de R2.
Veamos que la anterior no es una estrati�cación de Whitney, para ello consideremos cualquier
suceción de puntos en X, digamos {xi}∞i=0 tal que xi → 0. Tenemos que el ángulo entre TxiX
y la secante 0xi es el mismo para cada i, e igual a α. Supongamos que {TxiX}∞i=0 converge a
τ y que las secantes {0xi}∞i=0 convergen a l, por la construcción de X se tiene que en ángulo
entre l y τ es α, por lo que l * τ y así no se cumple la condición b) para ser estrati�cación de
Whitney.

De�nición 4.23. Consideremos una aplicación diferenciable X
f−→ Y y una estrati�cación de

Whitney {Si} de X. Decimos que f es una submersión estrati�cada propia si se cumple lo
siguiente:
1) f es propia,

2) para cada estrato Si, la restricción Si
f−→ Y es submersión.

De�nición 4.24. Consideremos una variedad diferenciable X y {Xi} estrati�cación de Whit-
ney de X. Un campo vectorial estrati�cado en X es un campo vectorial S ∈ X(X) tal que para
cada estrato Xi, S se restringe a un campo vectorial en Xi.

El primer teorema de isotopía es una generalización de la demostración dada para el teorema
3.7, el cual reside en el siguiente lema, que es consecuencia directa de (7,1) y (9, 1) en [12].

Lema 4.25. Consideremos un par de variedades diferenciables X y Y , y {Xi} una estrati�ca-
ción de Whitney de X. Si X

f−→ Y es una submersión estrati�cada, entonces para cada campo
vectorial S ∈ X(Y ) existe un campo vectorial estrati�cado S ′ ∈ X(X) tal que Tf(S ′x0) = Sf(x0)
para cada x0 ∈ X.

Observación 4.26. En 3.7 se demostró un hecho similar al anterior, es decir, para submersión

X
f−→ Rn todo campo vectorial ∂

∂xi
se levantaba a un campo Di en X. La única diferencia es

que el campo que construimos no pedia restricciones sobre ninguna subvariedad de X.

Observación 4.27. Consideremos X variedad diferenciable, {Xi} estrati�cación de X y S

es un campo vectorial estrati�cado en X. Si D
θ−→ X es el �ujo asociado a S, entonces cada

estrato Xi es invariante bajo θ, es decir, se tiene que θ(D ∩ Xi × R) ⊆ Xi para cada estrato
Xi.

Teorema 4.28 (Primer teorema de isotopía). Toda submersión estrati�cada propia X
f−→ Y

es una �bración en cada estrato.
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Demostración. La demostración es análoga a la dada en 3.7. Podemos suponer Y = Rm.
Consideremos los campos vectoriales ∂

∂xi
en Rm. Por el lema anterior, cada uno de estos campos

se levanta a un campo vectorial estrati�cado Di, los cuales resultan ser completos ya que f es
submersión y (Tf)(Di(x0)) = ∂

∂xi
(f(x0)) (de forma análoga a 3.7).

Ya que cada campo Di es estrati�cado, tenemos para cada estrato Xi el homeomor�smo Xi
φ−→

f |−1Xi
(0) × Rm, el cual es la restricción del homeomor�smo dado en 3.7, de donde sigue que f

es �bración en cada estrato.

Para poder aplicar el teorema anterior a nuestro mor�smo X̃
g−→ CP tenemos que dar una

estrati�cación adecuada de X̃ en donde Cn sea uno de los estratos.
La estrati�cación que consideraremos es la siguiente: X̃\f−1(V ) = Cn, f−1(V )reg = X0, (f

−1(V )\
X0)reg = X1, . . . , (f−1(V ) \ Xn−1 = Xn. No es difícil notar que la partición anterior es una
estrati�cación. Tampoco es difícil notar que forman una estrati�cación de Whitney ya que
f−1(V ) tiene únicamente cruzamientos normales, así que localmente se ve como 4.21, por lo
que es estrati�cación de Whitney.

Observemos que podemos pedir que la aplicación no tenga puntos singulares restringiendo
la aplicación al conjunto de valores regulares, como se hizo después del teorema 4.16.

Con la estri�cación anterior tenemos que X̃
g−→ CP es una �bración en cada estrato de X̃,

en particular Cn F−→ C es �bración (salvo valores críticos de g).
Lo anterior se puede resumir en el siguiente corolario:

Corolario 4.29. Dada una aplicación polinomial no constante Cn F−→ C y X̃
g−→ CP extensión

propia entre variedades lisas, si S ⊆ C es conjunto (�nito) de valores críticos de g entonces

Cn \ g−1(S)
F−→ C \ S es una �bración topológica.
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5. Fibras singulares

Como ya vimos en las secciones anteriores, cualquier aplicación polinomial Cn F−→ C induce
una �bración fuera de un conjunto �nito de elementos de C (el cual contiene a los valores
regulares de la aplicación F ). Una pregunta natural es ¾qué pasa con la �bra de los valores
críticos?

Notemos que 2.9 es un claro ejemplo de que no es posible extender F a una �bración global.
Una familia de aplicaciones polinomiales que tampoco pueden extenderse a una �bración global
son las que tienen puntos tipo Morse. Los resultados que se enunciarán, así como las de�niciones
que se darán, pueden encontrarse en [4].

De�nición 5.1. Dada una función holomorfa Cn F−→ C. Un punto crítico en p ∈ Cn de F es
de tipo Morse o no degenerado si la matriz Hessinana ( ∂2F

∂zi∂zj
)i,j(p) es invertible

Teorema 5.2 (Lema de Morse). Si Cn F−→ C es una función holomorfa con punto crítico de
Morse z, existe un cambio local de coordenadas al rededor de z en donde F se ve de la forma∑
z2i .

Proposición 5.3. Consideremos C2 F−→ C es aplicación polinomial. Si F tiene un punto crítico
de tipo Morse en 0 entonces no es �bración en un abierto que contenga a 0.

Demostración. Por el lema de Morse sabemos que existen cartas holomorfas de F tal que
localmente se ve como z21 + z22 = (z1 + iz2)(z1 − iz2). Notemos que la �bra de 0 localmente
es la unión de dos planos los cuales se intersectan en un punto. Por el teorema de la función
implícita, las �bras de valores regulares son variedades, así que localmente se ven como planos.
Por último observemos que si a los dos planos se les quita el punto de intersección no es conexo,
mientras que un plano sin un punto siempre es conexo. Por lo anterior las �bras no pueden ser
homeomorfas y no puede haber �bración en 0.

Observación 5.4. En la demostración de 4.29 fue necesario quitar los puntos críticos de la
extensión g y no sólo los puntos críticos de F . A estos puntos se les conoce como bifurcaciones
de segundo tipo los cuales son imágenes de puntos críticos en el in�nito. Un ejemplo de que es
necesario quitar tales puntos es el siguiente.

Ejemplo 5.5. Consideremos F (z1, z2) = z21z2 + z1. F no es �bración global y no tiene puntos
críticos.

Demostración. Ya vimos en 2.10 que F−1(C∗) F−→ C∗ es una �bración que no es global. No
tiene puntos críticos, pues ∇F = (2z1z2 + 1, z21), el cual nunca se puede anular, pues se tiene
que cumplir que z1 = 0 y 2z1z2 + 1 = 0, así z1 = 0 y 1 = 0, lo cual es contradicción.

Lo anterior demuestra la existencia de bifurcaciones de segundo tipo y es un ejemplo de
una aplicación polinomial sin puntos críticos y que no es �bración global.
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