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Notacion.

w R = {(21,...,2,)}
w C"={(z1,...,20)}

(Cn-H 0
. C]P’":%:{[zo ...12p)} donde [ :...:] es la clase.
(bi . Cn — C]P)n <

] es carta afin.

(20) -y Zic1y Zitly -y 2n) —> [2o:.o.izimr Lz oot 2y
» C[z1,...,2,] es el anillo de polinomios en las variables z1, ..., z,.
= p(z1,...,2,) s un polinomio en n variables.
» Z(p(z1,...,2,)) denota al conjunto de ceros en C" del polinomio p(z1, ..., 2,).
=« C" 5 Cmcon F = (Fy, ..., Fy) es una aplicacion polinomial.

= XY, Z denotan espacios topologicos, superficies de Riemann, variedades algebraicas o
variedad diferenciables.

= f g, h,p denotan aplicaciones continuas, morfismos algebraicos, aplicaciones diferencia-
bles o aplicaciones holomorfas.

» X 5 X es cubriente topologico de X.
s .. denota isomorfismo de grupos.
grup
» =7, denota homeomorfismo de espacios topologicos.
= ~¢p denota biholomorfismo de superficies de Riemann.
» =, denota isomorfismo de variedades algebraicas.
= Sx es el grupo de permutaciones del conjunto X.

» X(X) denota al conjunto de campos vectoriales diferenciables de una variedad diferen-
ciable X.

L9 ., ., .
Hje[ X; — X es la proyeccion en la i-ésima entrada.

I denota al intervalo [0, 1] con la topologia Euclidiana.



Resumen

En el presente trabajo se estudia las fibraciones inducidas por polinomios con coeficientes
complejos. Se da la demostracion de que todo polinomio induce una fibracién en un
abierto de Zariski. Para lograr lo anterior se empieza con la definicidn de fibracion, se dan
algunas propiedades de éstas, y se estudia la monodromia como invariante asociado a
éstas. Para poder determinar cudndo una aplicacién es fibracién se estudia el teorema de
la fibracion de Ehresmann, el cual da condiciones suficientes para determinar cudndo
aplicaciones diferenciables, son fibraciones. Por ultimo se da una modificacién del
resultado anterior para poder restringir fibraciones en el dominio de las aplicaciones, lo
cual demostrara el resultado deseado.

Abstract

In the present work we study the fibrations induced by polynomials with complex
coefficients. We give the proof that every polynomial induces a fibration in a Zariski open.
To get the above, we begin with the definition of fibration, some properties of these are
given, and we study the monodromy as invariant associated with them. In order to
determine when a map is fibration, the Ehresmann’s fibration theorem is studied, which
gives conditions to determine when differential maps are fibrations. Finally, a modification
of the previous result is given to be able to restrict fibrations in the domain of the maps,
which will proof the desired result.

Palabras clave: Polinomios, fibraciones, monodromia, variedades, isotopia.



1. Introducciéon

Segtn F. Klein [9], estudiar la geometria de un espacio es equivalente a estudiar su gru-
po de transformaciones. Para el espacio afin C" (con la topologia de Zariski), su grupo de
transformaciones es el de automorfismos polinomiales

Aut(C") = {C" L cn | polinomial, invertible}.

Por lo que estudiar la geometria de este espacio es equivalente a comprender todas las aplica-
ciones polinomiales invertibles y sus propiedades.
Hoy dia, sigue siendo un problema abierto dar una caracterizacion de los automorfismos poli-
nomiales

c L C", conn >1.

Un intento de tal caracterizacion lo da la conjetura Jacobiana [16], la cual afirma que una
aplicacion polinomial F' es invertible si es locamente invertible, es decir, si tiene Jacobiano
distinto de cero en cada punto, y por lo tanto Jacobiano constante. La conjetura sigue siendo
un problema abierto incluso para el caso n = 2.

Existen distintas técnicas que buscan demostrar o dar contraejemplos de esta conjetura.
Una de ellas se basa en buscar la existencia de pares Jacobianos, que son pares de polinomios
F = (Fy, F3) los cuales definen una aplicacion localmente invertible pero no invertible.

S. Friedland en [2] trata el estudio de pares Jacobianos. Uno de los puntos claves de ese articulo
es el estudio de la monodromia de las fibras regulares de la aplicacion F}.

Vale la pena hacer notar que un automorfismo polinomial C” L C" con F = (F,..., F,),
define n fibraciones triviales C* 2 C con fibras isomorfas a C" !, como mostramos en 2.4, y
por lo tanto tienen monodromia trivial como se vera en 2.18.

Una pregunta natural que surge es jcuando una aplicaciéon polinomial C” L, C define una
fibracion?

Esto no siempre ocurre como vemos en los ejemplos como 2.9 y 2.10.
., Cudl es la obstruccion a que F' sea una fibracion?
.Es posible remover un conjunto B C C tal que C" \ F'~(B) 4 \ B sea fibracion?

La respuesta a estas preguntas fue hallada por R. Thom [19| y J. Mather ??, los cuales
afirmaron lo siguiente.

Teorema 1.1. Dada una aplicacion polinomial C" 5 C no constante, existe un conjunto
finito B C C, tal que

c'\F'B) 5L C\B
es fibracion, considerando a los espacios con la topologia Fucludiana.

En este trabajo se esboza la demostracion de 1.1, siguiendo las ideas de [1] y [13]. Para
ello se empieza definiendo lo que es una fibracién topologica, se dan algunas propiedades y
ejemplos de éstas.

Un problema que surge inmediatamente es hallar métodos que nos permitan decidir cuan-
do una aplicacion es fibracion. El teorema 3.7 proporciona condiciones suficientes para que

una aplicacion diferenciable X s ¥ sea fibracion: para ello basta que F' sea suprayectiva,
submersion y propia.



Se sigue de 3.7 que los morfismos entre variedades proyectivas lisas son fibraciones fuera de
su conjunto de valores criticos.

El caso afin (1.1) es mas complicado, pues las aplicaciones polinomiales C" L, C nunca son
propias, para n > 1 como demostramos en 3.10, asi por lo que no es posible utilizar 3.7.
Ademas, estas aplicaciones guardan informacion en el infinito, como se puede ver en el ejemplo
2.10. Una posibilidad para estudiarlo es la que se propone en [1| y [13], la cual se divide en 3
partes:

Completacion. Esta parte consiste en extender una aplicacion polinomial C* — C a un

morfismo X - CP entre variedades proyectivas.

Desingularizacion. Esta parte menciona el problema de desingularizacion de variedades, el
cual fue resuelto por Hironaka' en [7] y [8] para campos de caracteristica 0. Este resultado
afirma que para cualquier variedad proyectiva X y cualquier subvariedad V' de X, existen una

variedad lisa X y un morfismo propio X 2 x , los cuales inducen un isomorfismo (equivalencia

birracional) X \ ¢~*(V) %X \ V. Més atin, el resultado nos garantiza que ¢ (V') es una
subvariedad de X de codimensién 1, la cual tiene a lo mas cruzamientos normales.

Asi, obtenemos el morfismo X 2T, CP entre variedades proyectivas lisas que extiende a F,
por lo que se tiene una fibracion fuera del conjunto de valores criticos.

Estratificacion. Un problema con las fibraciones es que no se portan bien respecto a las
restricciones en el dominio, asi que lo anterior no basta para demostrar que F' induce una
fibracion sobre C, salvo puntos criticos de la extension.

En esta parte se esboza la demostracion del primer teorema de isotopia de Thom, el cual es
una generalizacion de 3.7. Con esto se demuestra que la fibraciéon que se obtiene de la parte
anterior se puede restringir a C" como se buscaba. Para ello nos basaremos en [12].

El teorema 1.1 nos garantiza fibraciones fuera de un conjunto finito de C (valores singu-

lares). Una pregunta natural es jqué pasa con las fibras asociadas a los valores singulares?
Observemos igualmente que se remueven las fibras de valores criticos de la extension y no sélo
de F', por lo que podemos preguntarnos jexisten valores criticos de la extension que no lo sean
de F7?
En la cuarta seccion se estudian algunos ejemplos de fibras asociadas a valores singurales, en
particular las que provienen de singularidades de tipo Morse (para el caso plano), donde se
demuestra que la topologia de la fibra cambia, por lo que no se puede extender a una fibracién
en ese punto. También se da un ejemplo de aplicaciones polinomiales con un tnico valor critico
que proviene de un punto critico en el infinito, en el cual cambia la topologia de la fibra, lo
cual demuestra que no es suficiente con remover los puntos criticos de la aplicacién original
para obtener una fibracion.

! Por este resultado, Hironaka obtuvo la medalla Fields en 1970.



2. Preliminares de topologia.

Esta seccion se trabajara en la categoria topoldgica, por lo que todas las aplicaciones son
continuas.

2.1. Fibraciones.

Los conceptos a tratar en esta seccién pueden encontrarse en [3] y [6].

Definiciéon 2.1. Una fibracion o haz fibrado es una cuarteta (X, Y, p, F') donde:
1) X, Y, F son espacios topologicos,
2) X 2 Y es una aplicacion continua y suprayectiva,

3) para cada punto y € Y existe una vecindad U, y un homeomorfismo U, x F' LN p1(U,) tal
que el siguiente diagrama conmuta

U, x F—%p~\(U,) € X

en donde m(z,y) = .

X es el espacio total, Y es la base y F' es la fibra de la fibracion.
Observemos que para una fibracion (X, Y, p, F), la fibra? de p sobre y € Y es homeomorfa a
F bajo ¢,.
Abusando de notacion, a la aplicacion X = Y se le llamara fibracion.

Ejemplo 2.2. Dado un par de espacios topologicos Y, F, la proyeccion Y x F =5 Y es una
fibracion, la cual se le conoce como la fibracion trivial.

Ejemplo 2.3. Todo cubriente X 2 X, en donde las fibras tienen la misma cardinalidad,
digamos &, tiene estructura de fibracion con fibra discreta F' = {x;};cy.

Las fibraciones se comportan bien con homeomorfismos y restricciones.

Observacion 2.4. Consideremoshuna fibracién X 2 Y con fibra F. Si tenemos un homeo-
morfismo X’ % X entonces X’ 2% YV es fibracion.
Esto se tiene ya que, para cada y € Y existe vecindad U, tal que el siguiente diagrama conmuta

U, x F—%p=Y(U,) € X " (po h)"1(U,) C X'

p
\ l pOh

Uy

donde h™! o ¢, es homeomorfismo, asi que p o h es fibracion con fibra F.

?Dada una aplicacién continua X ER Y, la fibra de f sobre y € Y es el subespacio de X dado por f~1(y).



Observacion 2.5. Consideremos X 2 Y es una fibracion con fibra F. Si U un abierto de Y,
entonces p~ (U) & U es fibracion.
Para ver esto, fijamos y € U, como X 2 Y es fibracion, consideremos una vecindad UyenY

de y y homeomorfismo U, x F' KN p~1(U,) que satisface la definicion 2.1.
Denotemos por V, = U, N U, asi V,, es vecindad de y y tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo

Uy x F <V, x F =2 p=1(V,)—>p~(U,)
N
U, V,C U,

lo cual demuestra que p~'(U) 2 U es fibracion con fibra F.

La composicion de una fibracién y un cubriente finito es fibracion.

Proposicién 2.6. Si X % Y es una fibracion con fibra F'y Y % Z es cubriente finito de n
hojas entonces la composicion X 2 Z es fibracion.

Demostracion. Consideremos z € Z. Como ¢ es cubriente existe V, vecindad de z tal que
¢ (V) =11} Viy Vi =10 V2 bajo ¢. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada

V; cumplen la propiedad 3) de 2.1, por lo que existen homeomorfismos V; x F KN p~Y(V;), para
cada ¢, que hacen conmutar el diagrama siguiente

V, x FLe Vi x F—25 p=L(V))

N

v, - %

donde h; = q7! x 1. Asi se tiene el diagrama

I (V. x F) 211 p (V)

\\\\\31\\\\\\ lqOP

Va

Sabemos que (gop)~'(Vz) = p~ (¢~ (V2)) = p~ (1T} Vi) = [ p~" (Vi), ademas [[7 (V. x F) =
V, x (]I} F) por lo que se obtiene el diagrama

V. x (LI F) =~ (gop) (V)

\\\\\13\\\\\\& lqop

V.,
Ello demuestra que g o p es fibraciéon con fibra [[} F.

Gracias a lo anterior podemos construir familias de ejemplos.



Ejemplo 2.7. Consideremos F(z) € Cl[z] un polinomio con coeficientes complejos de grado n.

La funcion C 25 C es localmente invertible fuera de los valores criticos B. Asi que
c\F B L C\B

es homeomorfismo local. Es facil verificar que F' es propia; por lo que dicho homeomorfismo
local en realidad es un cubriente. Vale la pena observar que F' es una fibracion con fibra discreta
F7Y(b) ={2,...,2,}, para b € C\B.

Adicionalmente, para cualquier fibracion X % C, por las observaciones 2.5 y 2.6 tenemos que;
¢ YC\FYB)LC\FYB) y ¢ C\FYB)%C\B son fibraciones.

Ejemplo 2.8. Consideremos un movimiento de cartas

cr o C" d(z1,. . 2n) = (21 + (22, -, 20), 22, -+ Zn),

en donde C*1 % C es continua, ver [14|. Notemos que ¢ es homeomorfismo con inverso
o Nzt oy zm) = (21 — W(22,- .., 2n), 22, - - -, Zn), asi por el lema 2.4 sabemos que C" KZNNo)
dada por ¢1(21,...,2,) = 21 + ¥(22,..., 2,), es fibracion.

Claramente esta fibracion es trivial pues se obtiene de jalar la fibracion trivial (C x C*~! —
C, m(z1,...,2,) = 1), bajo el homeomorfismo ¢.

Un caso particular de los ejemplos anteriores es el siguiente.

Ejemplo 2.9. Consideremos el polinomio F' € C|zy,..., z,] dado por F(zy,...,2,) = 27. La
aplicacion F~1(C*) £ C* es una fibracion.
Notemos que C" L Cno es fibracion, ya que F~'(0) tiene una componente conexa (repetida

: F ,
n veces), mientras que la fibra general de F~!(C*) — C* tiene n componentes conexas.

Decimos que una aplicaciéon polinomial, digamos C” Ei C, es fibracion global si lo es en
todo su codominio. En general, no es facil decir cudndo una aplicacion polinomial induce una
fibracion global.

Como se mencion6 en la introduccion, el teorema 1.1 nos afirma que toda aplicaciéon polinomial
F" define una fibraciéon fuera de un conjunto finito de puntos. Este es el resultado principal de
la seccion 4.

Un ejemplo importante de una aplicaciéon polinomial que no es fibraciéon global es el si-

guiente, el cual se encuentra en [1].

Ejemplo 2.10. La aplicacion polinomial C? L € dada por F(z1,2) = 2225 + 2 induce la

fibracion F'~1(C*) Ly C*, pues se tiene el siguiente diagrama

C* x C* —2= F-1(C)
\ l
F
C*
donde ¢(z,w) = (w, Z4), el cual es homeomorfismo con inverso ¢~ (21, 22) = (F(z1, 22), 21)-

Y U]2
Notemos que la fibraciéon anterior es trivial en C* con fibra C*.




Este es otro ejemplo que no es fibracion global ya que F~1(0) = Z(21) U Z(2122 + 1) tiene dos
componentes conexas mientras que F~1(c) tiene una componente conexa para ¢ # 0.

La importancia de este ejemplo se explica en la seccién 4, en donde se estudian las fibras
asociadas a los valores criticos.

La conjetura Jacobiana es uno de los problemas abiertos més conocidos en geometria alge-
braica®, el cual afirma que los automorfismos polinomiales de C" consisten de aplicaciones con
Jacobiano constante y distinto de 0. Asi, las funciones polinomiales que son componentes de
automorfismos polinomiales inducen fibraciones globales triviales, por tanto, es necesario que
una funciéon polinomial C" L, C induzca dichos tipo de fibracidén para ser componente de un
automorfismo polinomial.

2.2. Fibraciones de Hurewicz.

Existe otra nocion de fibraciones relacionadas con levantamientos de homotopias, conocidas
como fibraciones de Hurewicz, cuya definicion y propiedades se pueden encontrar en [15].

Definicién 2.11. Una aplicacion continua X I v tiene la propiedad del levantamiento de
homotopias respecto al espacio Z, si cualquier diagrama conmutativo que es de la forma

79 . X
hol Lf
ZxIT 2 oy

con ho(z) = (z,0), se extiende al siguiente diagrama conmutativo
- X

J 27

ZxIT2 oy

Definicién 2.12. Una funcion continua X 2 Y es una fibracion de Hurewicz si tiene la
propiedad de levantamiento de homotopias respecto a cualquier espacio Z.

Ejemplo 2.13. Si Y y F son espacios topoldgicos, la fibracion trivial ¥ x F =5 Y es de
Hurewicz.

Demostracion. Consideremos un espacio topolégico Z y un diagrama conmutativo

Z— 2.V xF
4k
IxI-H .y

T20goT]

Podemos considerar las aplicaciones continuas Z x [ Oy y 4 x 1 F. donde
Zx1Is ZyY xF 2 F son las proyecciones. La propiedad universal del producto nos

3La conjetura Jacobiana aparece en los problemas propuestos por Smale en 1998, el cual se puede encontrar
en [16].
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garantiza la existencia de una tinica funcién Z x I — Y x I’ que hace conmutar los siguientes
triangulos

Zx1 H Y x F Zx1 H Y x F

x % T ogm\ %

Y F

De donde se sigue que el siguiente diagrama conmuta

Z7— 2V xF
hot %lﬂl
IxI-1 .y

]

Proposicion 2.14. Consideremos una fibracion de Hurewicz X Iy suprayectiva. Si Y es
contractil entonces f admite una seccion.

Demostracion. Como Y es contréctil, existe contraccion Y x [ Iy tal que H( ,0) = yo,
conyp €Y,y H( ,1) = 1y. Consideramos xy € X tal que f(zg) = yo, por lo que se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

T

y % . x
ho f

Y x 1 Y

|

L:n

donde hy(y) = (v,0), Zo(y) = zo.

. . . . H
Como f es fibraciéon de Hurewicz, existe levantamiento de Y x I — X que hace conmutar el
siguiente diagrama

YLX
o2 b

Yy xI 2oy

Consideremos la aplicacion Y 2 X dada por g(y) = H(y, 1). Notamos que g es seccion de

f,pues (fog)(y) = f(H(y,1)) = H(y,1) = y.
0

En general estas dos nociones de fibraciéon no coinciden, como lo muestra el siguiente ejem-
plo.

Ejemplo 2.15 (Fibracion que no es de Hurewicz). Consideremos el espacio

(B {ONURX (1)) 4o

~

Y =

y,0) ~ (y,1) siy € RT.
Observemos que este espacio es contractil, cuya contraccion es

Y x I &y, dada por H([y,i],t) = [ty + (1 — 1), 4].
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La idea es construir una fibracion con base Y, que no tenga secciones, por lo que dicha
fibracion no serd de Hurewicz por la proposicion anterior. Para ello, consideremos los abiertos
U=qRx{0})yV =qR x {1}), donde (R x {0})U (R x {1}) & Y denota a la funcion
cociente.

Claramente se cumple que U NV = {[y,0] = [y,1] | y > 0}, en donde tenemos la aplicacion
continua
Unv L RT dada por f([y,i]) =y, parai=0,1.

Observemos que f no puede extenderse a todo Y, es decir, no existe Y Iy R tal que flony = f,
pues si este fuera el caso, podriamos encontrar un par de funciones continuas fo, f; : R — R*

1
que extienden a la identidad R* <5 R*, las cuales estarian dadas por fi(y) = f(q(y,1)).
Para construir la fibracion deseada, consideremos las fibraciones triviales U x Rt =% U

y V x RY ™5 V. Notemos que la aplicacion (U x RY)|pny N (V x RT)|ynv, dada por

dr(z,t) = (z, f(2)t), es un homeomorfismo cuyo inverso esta dado por ¢;'(z,t) = (z, =),
f f (f(=)
por lo que podemos considerar el espacio

(U xR (V x RT)

~

X = . donde (z,1) ~ ¢(x,1).

en el cual se tiene la aplicacion X % Y dada por h([z,t]) = .

La aplicacion X LY es fibraciéon, pues en los abiertos U y V es trivial. Afirmamos que la
fibracion anterior no es de Hurewicz. Para ver esto basta demostrar que h no admite secciones.
Una seccion de h, digamos Y % X, determina un par de secciones para las fibraciones triviales
UxRt 5 Uy VxRt V), las cuales a su vez determinan aplicaciones continuas U ~% R*
y V 2% R*. Estas aplicaciones cumplen que sy (y) = f(y)sy(y) para caday € UNV, asi que
f(y):s‘/—(y) conyeUNV.

su(y)’

sv(q(y,0))
su(a(y;1))’
la cual extiende a la identidad en R™, lo cual es una contradiccion, por lo que se demuestra

que f no es de Hurewicz.

Con lo anterior podemos construir una aplicaciéon continua R ER R*, dada por f(y) =

Observemos que el ejemplo anterior no es un espacio 7. En [17] teorema (7.14) del capitulo
2, se puede encontrar el resultado siguiente.

Teorema 2.16. Toda fibracion X % Y, donde Y es un espacio T, y paracompacto, es de
Hurewicz.

Ya que en este trabajo estaremos interesados en fibraciones con base variedades diferencia-
bles, todas las fibraciones que consideremos serdn de Hurewicz.

2.3. Monodromia de fibraciones de Hurewicz.

Para cada fibracion de Hurewicz, con la propiedad de levantamiento tinico de homotopias,
tenemos asociado un invariante: la monodromia, que nos ayuda a medir la no trivialidad de la
fibracion.

Consideremos una fibracion de Hurewicz con la propiedad de levantamiento tinico de ho-

motopias X ER Y, y un lazo basado en by € f(X) C Y, I 5 Y. Denotamos la fibra de f sobre
by como F' = f~1(by). Con lo anterior obtenemos el siguiente diagrama

12



Pt o x

J

FxIH .y

donde ho(z) = (x,0) y H(x,t) = y(t). Por la propiedad de levantamiento tinico de homotopias,
el diagrama anterior se completa a uno de la forma

et o x

o 2

FxIH .y

donde H es tnica con tal propiedad.
Observemos que « induce una funcién continua

my : F'— F, dada por m.,(z) = H(x,1)
la cual esta bien definida pues f(H(z,1)) = H(z,1) = (1) = by.

Cualesquiera dos lazos homotopicos inducen funciones homotopicas, pues dada una homo-
topia de lazos [ x I — Y entre v, y 7, se tiene el diagrama

) A N ‘e

J

FxIxIT oy

donde H'(x,s,t) = H(s,t), el cual se completa al diagrama

) N ‘e

o) 2

FxIxIT .y

Observemos que la aplicacion H se puede restringir a F', pues para cada t € I se tiene que

f(H(z,1,t)) = H(1,t) = 3 (1) = (1) = by, y asi F x I RUCEING A homotopia entre m., y

m.,.
72
Es facil ver que las funciones anteriores se comportan bien con las concatenacion de lazos, es
decir, si vy y 72 son lazos basados en by, entonces 1My, .y, = M, © M., .
Notemos que m,, = 1g, donde e, denota al lazo constante en by. Esto es porque el siguiente
bo ) 0
diagrama conmuta

donde H(z,t) = .
De lo anterior se tiene que m, es equivalencia homotopica, pues el inverso esta dado por m.-1,
asi que H,(m.,) € Aut(H.(F,Z)) esta bien definido en clases de homotopia de lazos.
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Por todo lo anterior tenemos una accion del grupo fundamental (Y, by) en la homologia
de la fibra F'

M m(Y,bg) — Aut(H.(F,Z))
[v(t)] — H.(m,):H(F,Z) — H.J(F,Z).

A tal accién se le conoce como la monodromia de la fibracion de Hurewicz f.

Ejemplo 2.17. Dados un par de espacios topologicos F Y. Consideremos la fibracion trivial
Y x F 2% Y. Para cada lazo basado en by € Y, I 5 Y, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

F x {b}~—=Y x F
o 2 |
FxI Y
)1 H(z,t) =~(t) y H(z,t) = (z,7(t)).

) = (1’ bo), por lo que m, = 1py. ) y la monodromia corresponde a la

donde ho(x,by) = (z,
Asi que m.(z) = H(x,
accién trivial.

Observaciéon 2.18. La monodromia es invariante bajo homeomorfismos.
Corolario 2.19. Si una fibracion es isomorfa a la trivial* entonces tiene monodromia trivial.

Por lo anterior tenemos que la monodromia nos ayuda a medir la no trivialidad de las fibra-
ciones.

Ejemplo 2.20. Consideremos el cubriente R & S' con fibra Z, dado por p(t) = ™. Para
calcular la monodromia bastara con calcular la imagen del generador del grupo fundamental
de S! con base en 1, el cual esta dado por y(t) = e?™. Observemos que para cada i € Z el
levantamiento de 7y que empieza en i es 7;(t) = i + t, asi que obtenemos el siguiente diagrama

[

Zx I8!
en donde j(i) =14, ho(i) = (i,0), H(i,t) = v(t) y H(i,t) = v(t) = i + t. Por lo que

my(i) = H(i,1) =i+ 1

y asi
H(my)+(74)icz = (Tiy1)ier, en Ho(Z) = AL

y es trivial para H, para 1 < n.

El reciproco del corolario anterior es falso, pues la monodroia puede ser trivial sin tener
una fibracion trivial como lo muestra el siguiente ejemplo.

4Decimos que una fibracién X 5 ¥ con fibra F es isomorfa a la fibracion trivial si existe un homeomorfismo
XMy xFtalque f=moh.
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Ejemplo 2.21 (Fibracion de Hopf). La fibracion de Hopf
St M CP" | esta dada por Wz, i2n) =21t 000 20,

considerando a S?"*! C C". Para demostrar que h es fibracion, consideremos los conjuntos
U={lz1:... 2] | z2#£0},i=0,...,n.

Es facil notar que la familia {U;}? , forma una cubierta abierta de CP", para los cuales se
tienen las aplicaciones

c|z|

zil(zo0y - -+ Zn

Us x St 2 h=H(U;), dadas por ¢i([z0: ... : za),¢) =

>|(20,...,zn)

las cuales estan bien definidas en clases de equivalencias y resultan continuas. Gracias a estas
aplicaciones se tienen los diagramas

Ui x St =2 h=1(U;)

NS

los cuales demuestran que h es fibracion.

Para mostrar que tiene monodromia trivial basta con observar que m(CP" xy) = 0°, pero
no es la fibracion trivial pues h tiene fibra S' y CP" x S! no es homeomorfo a S***! (el grupo
fundamental del primero es Z mientras que el del segundo es trivial).

®Una manera de mostrar que 7 (CP", zg) = 0, es utilizando la sucesién exacta larga en grupos de homotopia
inducida por la fibracion S' — §?"*+1 — CP", con la cual obtenemos la sucecién exacta - -- — 0 = 71 (S?"+1) —
71 (CP") — mo(S') = 0 — ..., de donde se sigue que 71 (CP", z¢) = 0.
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3. Campos vectoriales, flujos locales y el teorema de la
fibracion de Ehresmann.

Esta seccion se trabajara en la categoria diferenciable. Las aplicaciones seran diferenciables
entre variedades diferenciables, de clase C'*°.

En general no es facil determinar cuando una aplicacion es fibracion. El resultado principal
de la seccién es el teorema 3.7 que nos da condiciones suficientes para determinar cudndo una
aplicacion es fibracion. Para demostrarlo necesitaremos dar algunas definiciones y resultados
previos los cuales se pueden encontrar en [11] y [10].

Teorema 3.1 (del Rango). Consideremos dos variedades diferenciables X y Y, de dimension m
y n respectivamente. Si X Iy ¥ es una aplicacion diferenciable de rango constante r, entonces

para cada punto p € X existen cartas (U, {U LN R™}) de X centrada en p, y (V,{V LN R"})
de Y centrada en f(p), con f(U) C V, tales que hacen conmutar el siguiente diagrama

A v

bl

R™ T, R"
donde 7(z1, ..., %0, Trs1, .y Tm) = (21,...,2,,0,...,0).

Consideremos una variedad X. El haz tangente de X es la union ajena de los espacios
tangentes, el cual denotamos por T°X, junto con la proyeccion m : T X — X definida por
m(vp) = p-

Recordemos que el haz tangente de una variedad posee una estructura natural de variedad
diferenciable® (su dimension es el doble de la dimension de X), esta estructura hace de la
proyeccion w una funciéon diferenciable.

Un campo vectorial diferenciable en una variedad X es una seccion diferenciable de la

proyecion TX 5 X, es decir es una funcion diferenciable X Sorx que cumple mo S = 1x.

Definicién 3.2. Un flujo o flujo local en una variedad diferenciable X es un par (Z,60) donde

2 C R x X es un abiertoy ¥ Y X es una funcion diferenciable, que cumplen las siguientes
propiedades

1) para cada p € X se tiene que &, = {t € R| (t,p) € Z} C R es un intervalo abierto que
contiene a 0,

2) 6(0,p) = p para cada p € X,

3) 0(s,0(t,p)) =0(s+t,p) paracadap e X, t € D,y s € Dy p), tales que s+t € Z,.
Decimos que es un flujo global si 2 = R x X. En este caso 6 define una accion diferenciable
del grupo aditivo R* sobre X.

Definicién 3.3. Consideremos una variedad diferenciable X, un campo vectorial S en X y
J = (a,b) 2y X una trayectoria diferenciable. Decimos que v es una trayectoria integral de S

6E] haz tangente es un haz vectorial, es decir, una fibracién cuya fibra tiene estructura de espacio vectorial
y el homeomorfismo de la definicién 2.1 induce transformaciones lineales en las fibras.
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si v/(to)" = S,,) para cada ¢ € J. Decimos que es mdzima si y no puede extenderse a algin
intervalo abierto mas grande que cumpla esta propiedad.

Observemos que las trayectorias integrales maximas son unicas por el teorema de existencia
y unicidad para ecuaciones diferenciables ordinarias (EDO).

0
Notemos que dado un flujo 2 LN X, cada p € X determina una trayectoria 4, — X la
cual estd definida como 6,(t) = 6(¢,p).

Observacién 3.4. Cada flujo 2 2 X determina un campo vectorial S, dado por Sp = 9;(0).
Ademas, para cada p € X, 0, determina una trayectoria integral de S.

Inversamente, cada campo vectorial determina un tnico flujo maximo. Esta correspondencia
esta descrita por el siguiente teorema, cuya demostracion se puede encontrar en [11] (9.12).

Teorema 3.5 (Fundamental en flujos). Dada una variedad diferenciable X, existe una corres-
pondencia biyectivas entre: campos vectoriales S sobre X y flujos (Z,0) en X, que cumple las
siguientes propiedades

1) 2, = X es la tnica trayectoria integral méaxima de S que inicia en p,
2) si s € 9, entonces Dy(spy) = {t —s|t € Z,},

3) para cada t € R, X; = {p € X | (t,p) € Z} es un abierto de X y X, Sy X4 es
difeomorfismo,

4) si 7' %, X es otro flujo con 2 C 7', 0|9 =60y (2',0") cumplen lo anterior, entonces
P2=9"y0=40,es decir, (2,0) es un flujo mdzimo.

Al flujo 6 se le llama el flujo asociado a S € X(X) y se dice que S es el campo vectorial inducido
por 6. Si el flujo es global se dice que S es un campo vectorial completo.

Lema 3.6 (del escape). Para una variedad diferenciable X, un campo vectorial S en X y
(a,b) 5 X trayectoria integral maxima de X. Si b # oo (respectivamente a # —o0), entonces
para cada ty € (a,b), v((to, b)) (respectivamente y((a, t)) no esta contenido en algin compacto.

Demostracion. Supongamos que b # oo (el caso a # —oo es anédlogo) y que el resultado es
falso, asi que existe tg € (a,b) y un compacto K C X tal que v((t9,b)) C K.

Consideremos una sucesion de reales {t;}22,, con t; € (to,b), tal que t; — b. Como {7(t;)}52,
es una sucesion en K, que es compacto, existe una subsucesion convergente, sin perdida de
generalidad suponemos que es la original, tal que v(¢;) — ¢ € K.

Por el teorema fundamental de los flujos, existe un tinico flujo ¥ % x que induce el campo
vectorial S, y como (0,q) € Z tenemos que existe € > 0 y U abierto de X tal que ¢ € U y
(—e, ) x U C 2. Ademés tenemos que y(t) = 0,(t), donde p = v(0), por la unicidad de las
trayectorias integrales maximas.

Como t; — b, existe t; tal que b — e < tjy < b, y como 7(t;) — ¢, existe ¢;» tal que
v(t;7) € U, si j = max{y’, j”} tenemos que b —e < t; < by 7(t;) € U. Podemos suponer que
a<ti—e<by(—e€¢€) C(a,b).

Con lo anterior construimos una nueva trayectoria (a,t; + €) — X definida como

"Recordemos que 7' (to) = T(to) (&), donde Tj, R T(to)

la derivacion usual en R.

T (1) X es la derivada de vy en tg y & € T, R es
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o(t) = { (%) si t € (a,b)

Oy, 00,(t —t;) si —e<t—t;<e

o esta bien definida ya que t —t; € (—¢,€) C (a,b), por lo que 6,(t —t;) cobra sentido, ademas
Oy, 0 0p(t —t;) = 0(t;,0(t —t;,p)) = 0(t,p) = v(t). Notemos que o es curva integral y extiende
a 7, lo cual contradice la maximalidad de v de donde se sigue el resultado.

O

Teorema 3.7 (de la fibracion de Ehresmann). Toda submersion propia y suprayectiva X Iy
es una fibracion.

Demostracion. Notemos que la propiedad de ser fibracion es local sobre el contradominio, por
lo que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Y = R" (para n = dim(Y")). Por 3.1

existe un atlas {U; 2, R™};es de X tal que el siguiente diagrama conmuta

U, R 1)
lﬁﬁj lln@n
R™ L1~ R"
donde 7(x1,...,Tp, Tog1,- -, Tm) = (T1,...,2,), viendo a R™ = R" x R"* (dim(X) = m).
Para cadai € {1,...,n}y j € J se define el campo vectorial U; &> TX dado por ¢j(a%i),
el cual tiene sentido pues ¢; es difeomorfismo entre U; y R™, asi que ¢;f(a%i) estd dado como

o]
; = T¢;)~t . . . .
la composicion Uj gb—J) R™ 2% TR™ % TU;. Considerando una particion de la unidad
{¢;};es subordinada a la cubierta {U;};cs, se pegan los campos anteriores para obtener el
campo D, = ZjEJ ’(/)jDij S :{(X)

Observemos que el siguiente diagrama conmuta

TR™ 17, TR (2)

9 0
ox; oz,

R™ — "> R"

donde 7 es como antes y % tiene sentido en ambos casos pues i € {1,...,n} y n < m.
De 2 obtenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

Tx L TRe (3)

S
!

X——R"

ya que
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THD(D) = THE bi(0)65(2) )

> i(p )Tf(¢*<8x )(p)) por linealidad de la derivada

Y i(p)(TmoT¢, 0 ¢*(8x )( )) por el diagrama 1

S (p) (T 0 To; o (Th;) L o 22 © ¢;(p)) por la defenicion de ¢*(5%)

ijgp) TWO_( y)) si ¢;(p) = (z,9)
(
)

(
= > U p)(d o 7r($ y)) por el diagrama 2
Z Y, p)( ( )) por la definiciéon de 7

o (@) yaq que 45 (p) = 1

y es claro que lo anterior es lo mismo que % o f(p), pues si p € U; tenemos que 3 - e O7Togz5]( ) =
0
e o T(T,y) = g ().
Ademas, para cada p € X, la trayectoria (a,b) = M definida como gbj_l(gbj(p) + te;)
(donde p € Uj) es curva integral de D;, y como el diagrama 3 conmuta, tenemos que f o~y es
trayectoria integral de %, asi que por la unicidad de las trayectorias integrales, tenemos que

f(o; (05 (p) + te:)) = f(p) + tes.
Por el teorema fundamental de los flujos, existe ¥ C R x X dominio de flujo y 2 LN e

flujo méximo asociado a D;.
Se afirma que D; es completo. Si no fuera el caso, existiria p € X tal que 9®) = (a,b) # R,

supongamos que b # oo. Se tiene que 0 = f o 95 es curva integral de 5- y claramente para
cualquier ty € (a,b) tenemos que o(tg,b) = {f(p) + te; | t € (to,0)} esta acotado por lo que
existe un compacto K C R™ tal que o(ty,b) C K, asi que v(to,b) C f~*(K), pero f es propia
asf que f~}(K) es compacto, lo cual contradice el lema del escape.

Por lo anterior tenemos que los flujos #; son globales, asi que se puede definir la siguiente
aplicacion

R™ x f710) & X
(t1, o tany) = Ou(tr, Oa(ta, . (Bn(tn,y))...))

la cual resulta ser difeomorfismo, cuyo inverso esta dado por

X 4 R x fY(0)
x = (f(2),0.,(=f(@)n,...00(—f(x)1,2)...))
donde f(y) = (f(y)1,..., f(y)n). Asi, se tiene el diagrama

X —YR x f71(0)
=

donde 7(t1,...,tn,y) = (t1,...,tn), lo cual demuestra que f es fibracion.
O

Corolario 3.8. Toda submersion suprayectiva X EN Y, con X compacto, es fibracion C' y
por lo tanto es fibracion topologica.
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Demostracion. Es claro pues todo compacto K de Y es cerrado (Y es Ty) y X es compacto,
por lo que f~}(K) es cerrado en un compacto y por lo tanto compacto, asi f es propia y se
sigue de 3.7. O

Ejemplo 3.9. Consideremos la aplicacion R2\ {0} 5 R+ dada por F(z,y) = 22 +y2. Es facil
ver que es submersion, es propia y suprayectiva, por lo que cumple las condiciones del teorema
de Ehressman y F es fibracion con fibra S!.

Las aplicaciones polinomiales con coeficientes complejos son més complicadas pues nunca
son propias, salvo el caso de una variable, como lo demuestra la siguiente proposicion.

Proposicién 3.10. Dado un polinomio no constante P € C[zy,. .., z,], con n > 2, la aplicacion

polinomial inducida por P, denotada por C" KN C, no es propia.

Demostracion. Consideremos ¢ € Cy R > 0, queremos ver que F(¢) = Z(P —c¢) ¢ B(0, R).
Como P no es constante se tiene que P — ¢ tampoco lo es, por lo que podemos suponer que

el grado de P — ¢ respecto a la variable z, es m > 1, asi que P —c=Y_"" ai(21, ..., 2n—1)20,
donde cada a;(z1,...,2n-1) € Clz1, ..., 2n-1] ¥ am(21,...,2,—1) es distinto de cero.
Recordemos que para cada polinomio distinto de cero Q € Clzy, .. ., 2] se tiene que Z(Q) # C*,

el cual es un resultado inmediato del teorema de los ceros de Hilbert, pues si Z(Q) = C*
entonces (0) = I(C*) = I(Z(Q)) = v/(Q) vy ésto solo es posible si Q = 0.

Por lo anterior existe z = (p1,...,pp_1) € C" '\ Z(am(21,-..,2,-1) tal que ||z]| > R, asi
que podemos considerar el polinomio P(z, z,) — ¢ en la variable z,, el cual es distinto de cero
pues tiene grado m, y como C es algebraicamente cerrado existe p, raiz de P(z,z,) — ¢, por
loque p = (p1,...,pn) € Z(P —¢) y |Ipll = ||2]] > R, lo cual demuestra que F'~'(c) no es
compacto y asi F' no es propia.

m
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4. Morfismos entre variedades algebraicas

En esta seccion trabajaremos en la categoria algebraica, por lo que las aplicaciones seran
morfismos entre variedades algebraicas.

Empezaremos repasando algunos conceptos y resultados de geometria algebraica, los cuales
pueden hallarse en [5].

Definicion 4.1. Un conjunto algebraico afin (proyectivo) es un subconjunto cerrado X C AZ
(CP™), con la topologia de Zariski®, para algin entero n > 0. Decimos que es una variedad afin
(proyectiva) si es un conjunto algebraico irreducible’.

Definicion 4.2. Consideremos una variedad algebraica X (afin o proyectiva). La dimension
de X es el supremo de los enteros n tales que existe una cadena Yy C Yy --- C Y, = X, donde
cada Y; es cerrado e irreducible en X.

Recordemos que espacio proyectivo posee una cubierta abierta {U;}?,, donde cada U; =
{lz0: ... zn) | z: # 0} es homeomorfo a AZ, cuyo homeomorfismo es

bi
Ag — UZ', dado por ¢i<<207 cee s Zie1y Rl - ,Zn)) = [Zo oo zimr 1 AR B Zn]

Por lo anterior, toda variedad proyectiva X C CP" esta cubierta por variedades afines, las
cuales estan dadas por X N U;.

Definicién 4.3. Consideremos una variedad algebraica afin X = Z(f1,..., fr) € Ag. Un
punto p € X es liso si el rango de la matriz Jacobiana (gf_ (p))i; es igual a n — dim(X), en
J

caso contrario p es un punto singular. La variedad es lisa o no singular si lo es en cada punto.
Denotaremos por Sing(X) al conjunto de puntos singulares.

Ejemplo 4.4. Consideremos la ctbica X = Z(y — 2*) C AZ. Un punto p = (z,y) € X es liso
siy solo si la matriz (—3z% 1) tiene rango 1, lo cual siempre ocurre, asi que X es lisa.

Ejemplo 4.5. Consideremos la ctibica cuspidal X = Z(y*—z?*) C AZ. Un punto p = (z,y) € X
es singular si y solo si la matriz (—3z 2y)(y* 2xy) tiene rango 0, lo cual inicamente ocurre
si p=(0,0), asi que el nico punto singular de X es el origen.

Ejemplo 4.6. Consideremos el conjunto X = Z(zy?) = Z(xy) C AZ. Observemos que este
conjunto no es variedad algebraica, pues tiene dos componentes irreducibles (una de multipli-
cidad 2). Aun asi podemos preguntarnos si este conjuto es liso o no. Un punto p = (z,y) € X
es singular si y solo si la matriz (y 2y) tiene rango 0, lo cual tnicamente ocurre si p = (0, 0),
asi que el tnico punto singular de X es el origen.

El siguiente resultado es el teorema (5.3) de [5].

Teorema 4.7. Consideremos X variedad algebraica afin. El conjunto Sing(X) es un subcon-
junto cerrado y propio de X.

8La topologia de Zariski tiene por cerrados a los ceros de familia de polinomios. Para, el caso proyectivo los
polinomios tienen que considerarse homogeneos.
9El conjunto vacio no es considerado irreducible.
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4.1. Morfismos entre variedades proyectivas.

Definicién 4.8. Consideremos una variedad proyectiva X C CP". Decimos que p € X es un
punto liso si ¢; *(p) es punto liso de ¢; (X NU;) C A%, donde p € U;. Decimos que X es lisa
o no singular si lo es en cada punto.

Ejemplo 4.9. Consideremos la variedad proyectiva X = Z(zy?> — 2%) C CP?. Es claro que
o (X NUp), o7 (X NUL) vy 65 (X NUs,) corresponden a los ejemplos 4.4, 4.5 y 4.6. Por lo que
X tnicamente tiene 2 puntos singulares, a saber [0:0: 1] y [1:0:0].

Observaciéon 4.10. Toda variedad proyectiva lisa X tiene una estructura de variedad diferen-
ciable compleja dada por el teorema de la funcién implicita, con la cual resulta ser compacta
(va que es cerrada y CP" es compacto).

Definicién 4.11. Un morfismo entre variedades proyectivas X Iy Y es liso si el rango de la
matriz Jacobiana de f es constante e igual a la dimension de Y.

Observacion 4.12. Un morfismo entre variedades proyectivas induce una aplicaciéon holomorfa
entre las variedades complejas correspondientes. Si el morfismo es liso la aplicacién holomorfa
asociada resulta ser submersion.

. .o f . . . .
Corolario 4.13. Si X = Y es un morfismo liso entre variedades proyectivas lisas, entonces f
es una fibraciéon entre las variedades complejas asociadas.

Demostracion. Como f es lisa entre variedades proyectivas, induce una submersion sobreyec-
tiva y propia (X es compacto), por lo que se puede aplicar el teorema de la fibracion de
Ehresmann. O

En realidad podemos eliminar la hipotesis de que el morfismo sea liso, para ello necesita-
remos lo siguiente.!”

Proposicion 4.14. Consideremos X variedad algebraica proyectiva. Si Y es cualquier variedad
algebraica entonces X x Y =5 Y es una aplicacion cerrada.

De lo anterior tenemos que la imagen de cualquier conjunto cerrado bajo algin morfismo
siempre es cerrado, pues si X Iy ¥ es un morfismo entre variedades proyectivas tenemos
que la gréfica de f, denotada por I'y, es un cerrado de X x Y, y como la proyeccion m, es
cerrada entonces my(I'y) = f(X) es cerrado en Y. Asi, podemos pedir que los morfismos sean
suprayectivos.

Recordemos ademas que el conjunto de puntos criticos de un morfismo X v es un
cerrado de X el cual denotaremos por C, asi por la completez de X tenemos que f(C) C Y
es un cerrado de Y.

Corolario 4.15. Consideremos un morfismo suprayectivo X J5 ¥ entre variedades proyectivas

lisas. Se tiene que f induce una fibracion en X \ f~!(B) Ly \ B, donde B es el conjunto de
valores criticos de fi.

Demostracion. Basta con observar que X \ B ER Y\ f(K) es propia, suprayectiva y submersion
con la topologia Euclideana por lo que el resultado se sigue de 3.7. O

10Una variedad algebraica se dice completa si se cumple 4.14.
HE] teorema de Sard nos garantiza que f(C) C Y.
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4.2. Morfismos entre variedades afines.

Recordemos que una aplicacion X I ¥ entre variedades afines es morfismo si las funciones
componentes son aplicaciones polinomiales, por lo que nos centraremos en estudiar aplicaciones
polinomiales C" I e

El resultado principal es 4.29. Para demostrarlo proponemos hacerlo en 3 pasos.

4.2.1. Completacion.

Dada una aplicacién polinomial C" K C, nos gustaria utilizar el teorema 3.7 para estas
aplicaciones, al igual que en el caso proyectivo. La primera obstrucciéon que encontramos es la
dada por 3.10, el cual nos afirma que las aplicaciones nunca son propias (para n > 1) ya que
las fibras no son compactas, por lo que serd necesario extender la aplicacién F' a una que sea
propia, lo cual haremos de la siguiente manera:

Dada una aplicacién polinomial C* & C, consideramos la grafica de F, T' = {(z, F(x) |
X € C"}. Tenemos que I' C C" x C, y bajo los morfismos C" %, cp" y C? %o, cp" podemos
ver a [' como subconjunto de CP" x CP. Denotemos por X a la cerradura de Zariski de ' en
CP" x CP.

Para CP" x CP tenemos la proyeccion en la segunda entrada CP" x CP = CP, la cual
podemos restringir a X de donde tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X —"-~CP

R

(O

donde C" % X esta dada como la composicion de los morfismos C” “r y I ER X, donde
¥(x) = (x, F(x)) es un isomorfismo y j es la inclusion de I' en su cerradura. Notemos que 7
es un morfismo propio y extiende a F'.

4.2.2. Desingularizacion.

El problema con la construcciéon anterior es que la variedad X no necesariamente es lisa,
por lo que tenemos que sustituir a X por una variedad que lo sea. Para ello tenemos el siguiente
resultado, nada trivial, debido a Hironaka y cuya demostracion se encuentra en los articulos

7]y [8].
Teorema 4.16. Dadas una variedad algebraica X y V' subvariedad algebraica de X, existe un
par (X, f) que cumplen las siguientes propiedades:

1) X es una variedad lisa y x4 X es un morfismo propio,
2) f induce un isomorfismo entre X \ f~1(V)y X \ V,
3) f~1(V) tiene codimencion 1 en cada punto y tnicamente tiene cruzamiento normal.

La condicion 3) nos dice que las singularidades de f~'(V) se ven localmente (en cartas) como

la interseccion de hiperplanos coordenados Z(z;,2;, . - . 2i,)-

Gracias al teorema anterior, si consideramos X \C" =V, tenemos un morfismo x4 x que
es propio entre variedades lisas y X \ ¢g7*(V)) 224, C", por lo podemos considerar el siguiente
diagrama:
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asi que g = fom extiende a F'y al ser composiciéon de aplicaciones propias tamblen es propia.
Por lo anterior tenemos un morfismo entre variedades proyectivas lisas X4 CP, el cual es
suprayectivo pues F' lo es.
Gracias a ésto y al teorema 3.7 tenemos que X \ B % C\ g(K) es una fibracion, donde
K es el conjunto de puntos criticos de g y B = g~ '(K). Pero nosotros estamos interesados en

cr 5 C, por lo que nos gustaria restringir el morfismo g a C".

En general la restriccion de fibraciones no es fibracion, por ejemplo, para la fibracion trivial
C? ™5 C, la restriccion a C2\ {0} =% C no es fibracion pues la fibra de 0 es C \ {0} mientras
que la fibra de ¢ # 0 es C.

4.2.3. Estratificacion.

Una generalizacion de 3.7 es el primer teorema de isotopia de Thom. Para poder enunciarlo
son necesarias algunas definiciones previas.

Definicién 4.17. Consideremos un conjunto parcialmente ordenado (P, <). Una P-descomposicion
de un espacio topologico X es una coleccion localmente finita de subespacios { X, };,cp que cum-

ple:

1) Xigyjsiysélo sii<j,

2) XiNnX; =0sii# 7,

3) X; es localmente cerrado para cada i € P,

4) X = Uii X o

5) si X; N X; # () entonces X; C Xj.

Definicién 4.18. Dada una variedad diferenciable X. Una estratificacion de X es una P-
descomposicion { X, }iep, donde cada X; es subvariedad diferenciable.

Ademés decimos que es una estratificacion de Whitney si se satisfacen las siguientes dos
propiedades para cada par X; < X;: siempre que tengamos sucesiones {z;} en X; y {y;} en X
tales que convergen al mismo punto y € X;, y ademas supongamos que para alguna carta las
rectas secantes Z;7; (vistas como puntos en el proyectivo) converge a una recta [ y los espacios
tangentes 7., X, convergen a un espacio 7' (vistos como puntos en la Grassmaniana), entoces:
a) T,X; CT,
byl CT.

Cada elemento X; es un estrato de la estratificacion.

Observacion 4.19. En [12](2.4) se demuestra que basta con verificar la condicion b) para que
se cumpla la condiciéon a).

Observacion 4.20. Toda variedad diferenciable X tiene una estratificacion de Whitney trivial,
cuyo Unico estrato es todo el espacio.

Ejemplo 4.21. Consideremos C" con la siguiente particion: X, = {0}, X; = (Ueje 2;) \ Xo,
X2 = Uplano ZZ‘ZJ‘ \ (Xl U X()), Ceey Xn—l = (U Z(ZZ) \ (Ui<n—1 Xz), Xn = Cn \ (Ui<n Xz)
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Es facil notar que la anterior es una estratificacion de Whitney pues los estratos son varie-
dades diferenciables y la condicion b) se satisface ya que los espacios tangentes son hiperplanos
coordenados que contienen a los estratos menores.

No toda estratificacion es de Whitney como lo muestra el siguiente ejemplo, el cual se
encuentra en [12]

Ejemplo 4.22. Consideremos R? y X la espiral en R? definida por la condicién de que la recta
tangente en cada punto p de X tiene un angulo constante con el vector radial de dicho punto.
Consideremos la particion de R? dada por los siguientes subcojuntos: {0}, X y R?\ (X U{0}).
Es facil de ver que son una descomposicién de R2.

Veamos que la anterior no es una estratificacion de Whitney, para ello consideremos cualquier
sucecion de puntos en X, digamos {x;}:2, tal que z; — 0. Tenemos que el dngulo entre T, X
y la secante 0z; es el mismo para cada i, e igual a a. Supongamos que {7}, X}, converge a
7y que las secantes {0z;}2°, convergen a [, por la construccion de X se tiene que en angulo
entre [y 7 es «, por lo que [ ¢ 7y asi no se cumple la condicion b) para ser estratificacion de
Whitney.

Definicién 4.23. Consideremos una aplicaciéon diferenciable X Ly y una estratificacion de
Whitney {S;} de X. Decimos que f es una submersion estratificada propia si se cumple lo
siguiente:

1) f es propia,

2) para cada estrato S;, la restriccion S; I, ¥ es submersion.

Definicién 4.24. Consideremos una variedad diferenciable X y {X;} estratificacion de Whit-
ney de X. Un campo vectorial estratificado en X es un campo vectorial S € X(X) tal que para
cada estrato X;, S se restringe a un campo vectorial en Xj.

El primer teorema de isotopia es una generalizacion de la demostracion dada para el teorema
3.7, el cual reside en el siguiente lema, que es consecuencia directa de (7,1) y (9,1) en [12].

Lema 4.25. Consideremos un par de variedades diferenciables X y Y, y {X;} una estratifica-

cion de Whitney de X. Si X I ¥ es una submersion estratificada, entonces para cada campo
vectorial S € X(Y') existe un campo vectorial estratificado S” € X(X) tal que T'f(S}, ) = Sf(a)
para cada xy € X.

Observacion 4.26. En 3.7 se demostr6 un hecho similar al anterior, es decir, para submersion

f . _ . .
X = R"™ todo campo vectorial % se levantaba a un campo D; en X. La tnica diferencia es
1
que el campo que construimos no pedia restricciones sobre ninguna subvariedad de X.

Observacion 4.27. Consideremos X variedad diferenciable, {X;} estratificacion de X y S

es un campo vectorial estratificado en X. Si ¥ % X esel flujo asociado a S, entonces cada
estrato X; es invariante bajo 6, es decir, se tiene que (2 N X; x R) C X; para cada estrato
X;.

Teorema 4.28 (Primer teorema de isotopia). Toda submersion estratificada propia X Iy
es una fibraciéon en cada estrato.
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Demostracion. La demostracion es anéloga a la dada en 3.7. Podemos suponer Y = R™.
Consideremos los campos vectoriales 37~ en R™. Por el lema anterior, cada uno de estos campos

se levanta a un campo vectorial estratlﬁcado D;, los cuales resultan ser completos ya que f es

submersion y (T'f)(D;(zo)) = 0(3;1 (f(x0)) (de forma analoga a 3.7).

Ya que cada campo D; es estratificado, tenemos para cada estrato X; el homeomorfismo X; 2,
f\)}}(()) x R™, el cual es la restricciéon del homeomorfismo dado en 3.7, de donde sigue que f
es fibracion en cada estrato. O]

Para poder aplicar el teorema anterior a nuestro morfismo X <% CP tenemos que dar una
estratificacion adecuada de X en donde C™ sea uno de los estratos.
La estratificacion que consideraremos es la siguiente: X\ f~ (V) = C”, £~ (V),eq = Xo, (f 7 (V)\
X0)reg = X1,y (f7HV)\ Xp—1 = X,,. No es dificil notar que la particion anterior es una
estratificacion. Tampoco es dificil notar que forman una estratificacion de Whitney ya que
f~YV) tiene tnicamente cruzamientos normales, asi que localmente se ve como 4.21, por lo
que es estratificacion de Whitney.

Observemos que podemos pedir que la aplicacién no tenga puntos singulares restringiendo
la aplicacion al conjunto de valores regulares, Como se hizo después del teorema 4.16.

Con la estrlﬁcacmn anterior tenemos que X % CP es una fibracion en cada estrato de X,

en particular C* 2 C es fibracion (salvo valores criticos de g).
Lo anterior se puede resumir en el siguiente corolario:

Corolario 4.29. Dada una aplicaciéon polinomial no constante C” 5c y X % CP extension
propia entre variedades lisas, si S C C es conjunto (finito) de valores criticos de g entonces

Cm\ g71(S) 5 €\ S es una fibracién topologica.
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5. Fibras singulares

Como ya vimos en las secciones anteriores, cualquier aplicacién polinomial C” L, C induce
una fibracion fuera de un conjunto finito de elementos de C (el cual contiene a los valores
regulares de la aplicacion F'). Una pregunta natural es jqué pasa con la fibra de los valores
criticos?

Notemos que 2.9 es un claro ejemplo de que no es posible extender F' a una fibracion global.
Una familia de aplicaciones polinomiales que tampoco pueden extenderse a una fibracion global
son las que tienen puntos tipo Morse. Los resultados que se enunciaran, asi como las definiciones
que se daran, pueden encontrarse en [4].

Definicién 5.1. Dada una funcion holomorfa C* & C. Un punto critico en p € C" de F es
de tipo Morse o no degenerado si la matriz Hessinana (%)i’j(p) es invertible

Teorema 5.2 (Lema de Morse). Si C” %y C es una funcién holomorfa con punto critico de
Morse z, existe un cambio local de coordenadas al rededor de z en donde F' se ve de la forma
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Proposicién 5.3. Consideremos C? — C es aplicacién polinomial. Si F tiene un punto critico
de tipo Morse en 0 entonces no es fibracion en un abierto que contenga a 0.

Demostracion. Por el lema de Morse sabemos que existen cartas holomorfas de F' tal que
localmente se ve como 27 + 22 = (21 + 122)(21 — i22). Notemos que la fibra de 0 localmente
es la union de dos planos los cuales se intersectan en un punto. Por el teorema de la funcion
implicita, las fibras de valores regulares son variedades, asi que localmente se ven como planos.
Por 1ltimo observemos que si a los dos planos se les quita el punto de intersecciéon no es conexo,
mientras que un plano sin un punto siempre es conexo. Por lo anterior las fibras no pueden ser
homeomorfas y no puede haber fibracién en 0.

]

Observacion 5.4. En la demostracion de 4.29 fue necesario quitar los puntos criticos de la
extension ¢ v no soélo los puntos criticos de F'. A estos puntos se les conoce como bifurcaciones
de segundo tipo los cuales son imagenes de puntos criticos en el infinito. Un ejemplo de que es
necesario quitar tales puntos es el siguiente.

Ejemplo 5.5. Consideremos F(21, z3) = 2%29 + 21. F no es fibracion global y no tiene puntos
criticos.

Demostracidn. Ya vimos en 2.10 que F~!(C*) Ly C* es una fibracién que no es global. No
tiene puntos criticos, pues VE = (22120 + 1,2%), el cual nunca se puede anular, pues se tiene
que cumplir que zy =0y 22129 +1 =0, asi z2; =0y 1 =0, lo cual es contradiccion.

m

Lo anterior demuestra la existencia de bifurcaciones de segundo tipo y es un ejemplo de
una aplicacion polinomial sin puntos criticos y que no es fibracion global.
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