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Resumen

En los ultimos anos, gracias a los avances de la ciencia y la tecnologia, se han
disenado dispositivos eléctricos y electronicos pequenos cada dia mas eficientes. Esto
ha permitido la realizacion de investigacion en otros rubros de la ciencia, la robdtica
no ha sido la excepcion. Y tal vez, ésta area sea una de las méas favorecidas gracias
a la bondad que guarda con la electronica. Los robots se definen como dispositivos
mecanicos cuyo objetivo es facilitar el trabajo del hombre desde cualquier punto de

vista.

Un &rea de la robdtica conocida como robética movil tiene como objetivo la cons-
truccién de robots que sean capaces de navegar en entornos desconocidos sin necesidad
de supervisién. Los robots moviles son un elemento primordial y esencial en la toma
de decisiones donde la practicidad humana corre riesgos, son un respaldo importante

para personas incapacitadas y son ademéas de gran ayuda como guias de turismo.

Para navegar en su entorno, los robots moéviles constan de sensores, procesadores
y actuadores. El telémetro ldser es un sensor muy popular en robética moévil debido
a que es preciso, rapido y direccional. Para actividades de alto nivel el robot requiere
una descripcién del ambiente (un mapa). El conjunto de mediciones de un telémetro
laser se puede usar para generar mapas geométricos bidimensionales. En ambientes
interiores, donde existe una gran cantidad de objetos con contornos lineales, es muy

comtn el uso de mapas geométricos de lineas (MGL).

Existen varios métodos para encontrar un MGL a partir de las mediciones de un
telémetro laser. Esta tesis analiza los métodos reportados en la literatura para extraer
multiples lineas a partir de un conjunto de puntos. Un MGL debe de ser muy preciso
pues de él depende el buen desempeno del robot. En muchas ocasiones, obtener un
MGL de un ambiente no controlado en un tiempo reducido constituye un reto. Por
ejemplo, en muchos ambientes interiores ademas de los objetos con contornos lineales,

existen objetos pequenos (patas de silla, mesas, etc.) que dificultan la extraccién de
MGL.

Esta tesis propone dos métodos para la obtenciéon de MGL locales a partir de un
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conjunto de mediciones del telémetro laser tomadas desde una posicién estdtica: el
algoritmo de consenso de muestra en una ventana (WSAC) y el algoritmo de con-
senso de muestra en una ventana con evaluacion global (WSAC-GE). La idea basica
de estos algoritmos es buscar lineas dentro de un subconjunto de mediciones conse-
cutivas usando un método de seleccion aleatoria. Como lo demuestran las pruebas
experimentales presentadas, los MGL extraidos por estos algoritmos son mas precisos
y son mas asertivos que los obtenidos con otros métodos comunmente usados.

Por tltimo, se aborda un algoritmo simple de empate entre dos conjuntos de
lecturas tomadas de posiciones adyacentes apoyado en los MGL. El objetivo de este
algoritmo es generar un mapa global y conocer la posicién del robot en cualquier

momento.



Abstract

In the last years, due to the advances in science and technology, electronic devices
have been designed more efficiently on a day to day basis. It has allowed the realization
of research in other science fields, Robotics has not been an exception. Perhaps,
Robotics is one of the most favored fields due to its relationship with electronics.
Robots are defined as mechanic devices in order to facilitate man’s work at any
point.

To navigate in its environment, the mobile robots have sensors, processors and
actuators. The laser is a very used sensor due to its precision, fastness and directiona-
lity. To perform high level activities a robot requires a description of the environment
(a map). The set of laser measurements can be used to generate bidimensional geo-
metric maps. In indoor environments, where there are many planar objects, the use
of Geometric Line Maps (GLMs) is very common.

There are many methods to find GLMs using laser scans. This thesis analyzes
methods reported in science literature to extract multiple lines from a set of points.
The GLMs must be exact since robot’s performance depends on it. Sometimes, to
find GLMs in an uncontrolled environment in a brief period of time is a challenging
task. For instance, many indoor environments have small objects (chairs, tables, etc.)
besides the planar objects.

This thesis proposes two methods to find local GLMs using laser scans obtained
from a static position: the Window Sample Consensus algorithm (WSAC) and the
Window Sample Consensus — Global Evaluation algorithm (WSAC-GE). The basic
idea behind these methods is to search a line within a subset of consecutive measu-
rements using a Random Sample Algorithm. GLMs extracted by these methods are
more assertive and more precise than GLMs obtained by other algorithms commonly
used, as is shown in the experimental results.

Finally, this thesis also deals with a simple algorithm which applies GLM to match
two consecutive laser scans. The goal is to get a global map and to know the robot’s

position in every moment.
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Capitulo 1

Introduccion

La robotica mévil tiene como objetivo principal la construccion de robots que sean
capaces de navegar en entornos desconocidos y tal vez cambiantes sin necesidad de
supervision. El éxito en la navegacién del robot esté ligado al buen desempeno de
los siguientes sistemas: percepcién, localizacién, cogniciéon y control de movimiento
[Siegwart04]. En el bloque de percepcidn el robot interpreta los datos sensoriales
obtenidos del ambiente para recuperar informacién 1til; en el de localizacion, deduce
su posicion en el ambiente; en el de cognicion, toma decisiones sobre como actuar;
y finalmente en el de control de movimiento, modula sus actuaciones motoras para
lograr la trayectoria deseada.

En la actualidad existe una amplia gama de sensores: sonares, radares, telémetros
laser y camaras entre otros que pueden ser usados en el sistema de percepcion. El
sistema de percepcién puede usar uno o varios sensores. Un tipo especifico de sensores,
denominado sensores de rango, mide la distancia del sensor al objeto més préximo
en una determinada direccion. A una serie ordenada de mediciones tomadas por un
sensor de rango se le conoce comunmente como imagen de rango.

Esta tesis se enfoca al estudio de un sistema de percepcion basado en un telémetro
laser. El telémetro laser o simplemente ldser es un sensor de rango que ha ganado

popularidad gracias a su alta resolucion, precision y velocidad de adquisicion de datos.
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Cualquier tipo de sensor muestra esencialmente dos tipos de limitaciones: el ruido
y la no singularidad de las lecturas[Siegwart04]. El ruido es una diferencia entre el
valor real y el valor reportado por el sensor, la naturaleza del ruido depende del tipo
de sensor. La no singularidad implica dificultades para diferenciar entre dos lecturas
(v.g. en el caso del laser se desconoce en primera instancia si el objeto medido es una
pared o una persona). Para reducir las limitaciones de los sensores es comiin combinar
varias lecturas, ya sea del mismo sensor o de varios sensores. El procesamiento de
las mediciones de los sensores para encontrar las caracteristicas del entorno es una
forma de combinacién. [Siegwart04] define una caracteristica como una estructura de

elementos reconocibles en el entorno.

Las lineas son caracteristicas muy simples y es comun obtener varias lineas a
partir de una imagen de rango. Al conjunto de lineas que representan un entorno le
llamaremos Mapa Geométrico de lineas (MGL) o simplemente mapa de lineas. Los
mapas de lineas son una forma natural de representar un ambiente interior donde
abundan los objetos con contornos lineales. Por tultimo, los MGLs tienen la ventaja

de representar el ambiente de forma compacta.

El presente capitulo incluye los temas siguientes: en la seccién 1.1 se explica la
naturaleza de las mediciones realizadas con un telémetro laser. En la seccion 1.2 se
describen los problemas de la generaciéon de mapas, mientras que en la seccion 1.3 se
describe la relacién de los mapas con el importante problema de conocer la posicion
del robot. En la seccién 1.4 se muestran los trabajos previos realizados en el Posgrado
de Ingenierfa Eléctrica de la Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo que

contribuyen de manera directa en el presente trabajo.

Los objetivos generales y especificos de la tesis se presentan en la seccién 1.5. Los
alcances, retos y contribuciones se muestran en la seccién 1.6 y finalmente en la 1.7

se describe la organizacion del resto de esta tesis.
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1.1. Percepcion del entorno mediante un laser

El sistema de medicién basado en laser (LMS, del inglés Ldser Measurement Sys-
tem) también llamado telémetro laser o simplemente ldser es un sensor comtinmente
usado en las dreas de robdtica mévil y vision. Su uso se ha difundido gracias a que es
preciso, rapido y direccional; sus aplicaciones van desde la generacion de mapas bidi-
mensionales (2D) y tridimensionales (3D), localizacién y reconstrucciéon 3D. En este
trabajo se procesa la informacion obtenida mediante un laser, por lo que dedicamos

el resto de la seccion al estudio de este sensor.

(a)Laser (b)Principio de operacién (c)Barrido semicircular del laser

Figura 1.1: El laser usa el principio de tiempo de vuelo para medir la distancia de los
objetos mas préximos.

El laser usado en este trabajo [SIC], véase la figura 1.1(a), opera sobre el principio
del tiempo de reflexién de la luz (en inglés Time Of Flight). El laser emite pulsos de
luz muy cortos, cuando los pulsos encuentran un objeto, la senal se refleja y regresa
al sensor. Dentro del sensor utilizado en ésta investigacion existe un espejo que rota
uniformemente (figura 1.1(b)). El espejo desvia los pulsos de luz, formando un barrido
de un drea semicircular, como el que se muestra en la figura 1.1(c). La i-ésima lectura
del laser esta dada por (r;, ;). Donde r; es la distancia y «; es la direccién en la que

se detectd el objeto. Para calcular r; el laser mide el tiempo que la senal tard6 en
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regresar mientras que para calcular «; se usa el angulo del espejo. El laser utilizado

se configurd para realizar 361 mediciones desde oy = —90° hasta agg; = 90°

Ao

0

robo O[g@l."",."" —*

Figura 1.2: El laser mide la distancia haciendo un barrido semicircular, partiendo de
un angulo inicial de a; = —90° hasta un angulo de asg; = 90°.

En la figura 1.2 se muestra una imagen de rango tomada por un laser en un
ambiente interior. En cada imagen de rango de laser se toman n lecturas, desde un
angulo inicial a; hasta un angulo final a,. Cada lectura difiere de la anterior en
un angulo de Ac«, es decir, a;11 = a; + Aa. A la secuencia de n mediciones del
laser ((r1, 1), (ro, aa), ..., (rn, ay)), se le llamard imagen de rango bidimensional o
simplemente imagen de rango. Las lecturas tomadas por el laser se realizan en el
mismo plano, llamado plano de medicion. En muchas aplicaciones de robdtica mévil
se suele montar un solo ldser en una plataforma mévil de giro-inclinacién (pan—
tilt) logrando la posibilidad de modificar el plano de medicion. Si en una posicién
determinada el robot toma un conjunto de imégenes de rango con diferentes planos
de medicién entonces se obtiene una imagen de rango tridimensional.

Ningin sensor esta libre de errores, por el contrario, los errores son parte de la
naturaleza en cualquier proceso de medicién. Atin mas, cada tipo de sensor tiene sus

propias limitantes. Cuando se utiliza un laser, existen factores internos y externos
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que influyen en la precisién de las mediciones [Boehler03]: los factores internos tienen
que ver con las caracteristicas especificas del laser como angulo minimo, resolucién
angular y el error promedio de las mediciones; entre los factores externos estan la
reflectividad de las superficies sensadas, las condiciones ambientales de temperatura,
niebla e interferencia por alguna fuente de radiacién. Casos criticos de problemas de
reflectividad de las superficies ocurren cuando se trata de detectar superficies trans-
parentes (como vidrios), superficies brillantes (que actiian como espejos) o superficies

negras (que absorben la luz).

1.2. El problema de la generacion de mapas bidi-
mensionales

Para actividades de alto nivel como planificacién de trayectorias, el robot requiere
un mapa. Un mapa es una descripciéon que representa la estructura del ambiente
[Matsumoto99]. En los primeros robots méviles era comun tratar de generar un mapa
a mano del ambiente para que el robot pudiera navegar. Sin embargo, la generacién
manual del mapa como paso preliminar no siempre es posible y normalmente el mapa
se construye mientras el robot recorre su entorno. .

Existen esencialmente dos tipos de mapas: los mapas métricos y los mapas to-
pologicos. Los mapas métricos usan la geometria del ambiente para representarlo,
mientras que los mapas topoldgicos representan el entorno con grafos no dirigidos
donde cada nodo corresponde a distintos lugares del ambiente. Los mapas métri-
cos son mas exitosos cuando se requiere mas precision y los mapas topologicos han
demostrado su eficiencia en la navegacién en entornos donde la informacién métri-
ca existente puede ser ambigua, por ejemplo en pasillos largos. Otros métodos usan
ambos tipos de mapas para aprovechar lo mejor de cada enfoque [Filliat03].

Entre los mapas métricos se distinguen los mapas de celdas y los mapas geométri-

cos. Los mapas de celdas, también llamados mapas basados en pixel, representan el
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entorno con una matriz de celdas. Cada celda o pixel representa una cierta area o
volumen en el ambiente y tiene asociada una probabilidad de que esté ocupado por
un objeto. Los mapas de celdas son valiosos cuando se trata de planificar rutas para la
exploracion del ambiente. El principal inconveniente de los mapas métricos de celdas
es la cantidad de espacio que requieren. Otra dificultad, si se requiere un mapa muy

preciso, es la discretizacion del espacio.

Los mapas geométricos son aquellos construidos con primitivas geométricas: pun-
tos, lineas, arcos de circulo, etc. y cada primitiva representa la totalidad o parte de un
objeto del ambiente. Aunque los mapas geométricos son mas finos y ocupan menos
espacio en memoria que los mapas de celdas, tienen la desventaja de que se pueden
obtener primitivas poco confiables; por lo que el mayor reto al usar mapas geométricos

es usar algoritmos eficientes para extraer las caracteristicas adecuadas del entorno.

Otra caracteristica importante de un mapa es su dimensionalidad. Este trabajo se
enfoca al estudio de los mapas en dos dimensiones (2D), aunque también se puede usar
mapas en tres dimensiones (3D) [Thrun00, Liu01, H&hnel02, Miles04]. A lo largo de
este documento se emplea el término Mapa Geométrico de Puntos y Lineas (MGPL),
para referirse a aquellos mapas geométricos bidimensionales que usan un conjunto de
lineas y puntos para representar una parte del ambiente. De forma andloga se usa
el término Mapa Geométrico de Lineas MGL a aquel que usa un conjunto de lineas
para representarlo. E1 MGPL puede ser visto como un MGL enriquecido con aquellos
puntos dentro de la imagen de rango que no pertenecen a ninguna de las lineas del
MGL.

Muchos algoritmos para navegacién en ambientes interiores han preferido los
MGPL, debido a que tanto los puntos como las lineas son primitivas simples y en
conjunto pueden representar casi cualquier contorno. Muchos objetos tales como:
muros, puertas, ventanas, sillas, cajas, etc. que abundan en los ambientes interiores

se pueden representar con segmentos de lineas.

Para extraer un mapa bidimensional de una imagen de rango tomada en un plano
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y desde una posicién estatica del robot se han propuesto varios métodos, para un
panorama general consulte [Borges04, Sack03, Nguyen05]. El ruido y las oclusiones
son dos factores que dificultan la extraccién de las lineas. En [Forsyth03] se consideran
tres los grandes problemas del proceso de extraccion de lineas: calcular la cantidad de
lineas, agrupar los puntos que pertenecen a cada linea, y estimar los parametros de
cada linea. Las fallas frecuentes de los algoritmos son: obtencién de lineas inexistentes,
falta de deteccion de lineas, deteccién de lineas imprecisas y generacién de multiples

segmentos de la misma linea.

1.3. El problema de la localizacién

Para generar un mapa es necesario que el robot conozca su localizacién y para
conocer la localizacion se requiere un mapa, éste es un problema similar al de averiguar
quién fue primero, el huevo o la gallina. En la practica, el problema se soluciona
simultaneamente, se construye el mapa mientras que se realiza la localizacion. En la
literatura a éste proceso se le conoce como SLAM (del inglés Simultaneous Localization
And Mapping) [Leonard90]. El problema de SLAM tiene gran importancia en el campo
de la robdtica movil y en la actualidad se considera como el problema de percepcion
mas dificil en la robética mévil [Thrun02].

Existen diferentes enfoques para solucionar el problema del SLAM los cuales se

diferencian principalmente [Siegwart04] en:
1. la forma en que representan el ambiente, y
2. la forma en que representan la posicién del robot dentro del ambiente.

En la seccién anterior se ha discutido la manera de representar el ambiente, ahora
describiremos brevemente cémo se representa la posicion del robot. La posicion del
robot se puede hacer de dos maneras: aquellas donde se usa una tunica hipdtesis

de la posicion del robot y aquellas que usan multiples hipotesis de la posicién del
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robot [Thrun98, Arras02]. El primer enfoque calcula lo mejor posible la posicién del
robot en el entorno, mientras que el segundo enfoque calcula las probabilidades de
varias posiciones posibles del robot dentro de su entorno. La principal ventaja de la
representacion de hipdtesis tnica es que no existe ambigiiedad de la posicién por lo
que se facilita la toma de decisiones. Sin embargo, esto constituye también su principal
reto pues se requiere manejar de manera adecuada la incertidumbre ocasionada por
los errores de sensores y actuadores [Siegwart04]. En esta seccién se estudia un método
sencillo que estima la posicién tnica del robot al resolver el problema de registro entre
dos imagenes de rango consecutivas.

Si se tuviera un mapa establecido entonces la localizacion se pudiera obtener al
alinear un conjunto de observaciones con el mapa. En [Borenstein96] se describen
diferentes aproximaciones para alinear observaciones. Dudek y Jenkin [Dudek00] cla-

sifican los métodos de alineacion en las siguientes categorias:

Alineacion datos—datos. Este tipo de métodos alinean la tltima imagen de rango

con los datos de iméagenes de rango previas.

Alineacion datos—modelo. Asocia los puntos de una imagen de rango con un mapa

que almacena modelos (v.g. lineas, poligonos, curvas).

Alineacion modelo—modelo. Alinea los modelos abstractos obtenidos de la imagen

de rango actual con un mapa que almacena modelos.

En robdtica mdévil, la alineacion datos—datos ha sido empleada con éxito gracias a
que entre dos imagenes consecutivas se supone un movimiento muy pequeno, o en su
defecto, existe una buena aproximacién (v.g. lectura odométrica) de la nueva posicién
[Zhang94].

En [Arellano05] se expone una primera aproximacién para resolver el problema del
SLAM. La forma en que representa el ambiente es usando mapas de puntos (MP) y

para representar la posicion del robot se calcula una posicion tnica. El método general
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usado en [Arellano05] se muestra en el algoritmo 1. La posicién del robot g; esta defi-
nida por sus coordenadas cartesianas del ambiente y por la orientacién del mismo. El
robot efectiia un recorrido [g1, ¢z - . . ¢,], donde cada posicién ¢; se desconoce. Desde
cada posicion ¢; se toma una imagen de rango P;, es decir después de efectuar el
recorrido completo se tiene una secuencia de imagenes de rango, [Py, Py ... P,].

Se puede considerar la posicién inicial ¢g; como punto de referencia global y para
estimar la posicién ¢;,1 se usa la informacién de las imagenes P; y P,y 1. Si se usa una
alineacion datos—datos entre P; y P;,; para encontrar la transformacién rigida ® que

minimice el error entre ellos, entonces se puede calcular la nueva posicion del robot

qi+1-

Para alinear dos imagenes de rango de ldser y obtener la transformacién @, se
pueden usar varias técnicas. Un procedimiento comuin usando el enfoque datos—datos
es conocido como Alineado Iterativo de Puntos mds Cercanos ICP (del inglés Iterative
Closest Point ) [Besl92]. La idea de ICP es la siguiente: Dado que existe un movi-
miento muy pequeno entre dos imégenes entonces una curva en la primera imagen
se encuentra muy cerca de la curva correspondiente en la otra imagen. Por lo tanto,
si se alinean los puntos que pertenecen a una curva con los puntos mas cercanos de
la curva correspondiente en el segundo mapa, se puede encontrar una transformacion
donde las curvas estén mas cercanas. El algoritmo se aplica iterativamente, en cada

paso se encuentra una mejor estimacién de la transformacién rigida ® [Zhang94].

Para la minimizacion del error es comiin usar un estimador de minimos cuadrados
[Gutmann96, Latecki04, Lu97], pero se puede lograr mejores resultados si se emplean
estimadores robustos, por ejemplo en [Arellano05] se usa el estimador Lorenztiano.

Una de las dificultades que el algoritmo ICP tiene al aplicarse al problema de
registro en imagenes de rango se ilustra en la figura 1.3. Los puntos correspondientes
pi v pi tomados desde las posiciones q; y ¢o respectivamente en realidad representan

dos posiciones distintas separadas una distancia d. En otras palabras, es poco probable
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Algoritmo 1 Solucién al SLAM por medio de imagenes de rango consecuti-

VOS

entradas. Una secuencia de n mapas locales tomados de posiciones adyacentes

[P, Ps... Py
salidas. Un MP global, la posicién final da del robot ¢

1. Haceri=1

2. La primera imagen de rango,P;, se integra al MP global. Se considera la

referencia de P; como como sistema de referencia global.
3. Incrementar i.
4. Sii > n, termina.

5. Se calcula la transformacion rigida ®;11 que alinee el rastreo P; 1 con el

rastreo P;.

6. Usando la transformacién @, se transforma P; 1 en P/, ; y se calcula la nueva

posicién del robot ¢.

7. Agregar P/ | al mapa global, hacer P; — P/ | y regresar al paso 3.

que los puntos asociados representen el mismo punto del espacio.

Para solucionar el problema causado por los errores de correspondencia se han
propuesto algoritmos similares a ICP. Una buena opcién consiste en minimizar las
distancias entre los puntos de una imagen respecto de la linea tangente o secante del
punto correspondiente en la otra imagen, como lo muestra la figura 1.3. La bondad de
minimizar la distancia del punto a una tangente es que se puede aplicar a cualquier
tipo de curva suave. Ejemplos algoritmos que usan este enfoque se pueden encontrar en
[Chen91] y en [Arellano05]. En [Chen91], se calcula la linea tangente usando niimero

reducido de puntos préximos al punto asociado mientras que en [Arellano05] se usa
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Algoritmo 2 Algoritmo general de alineacién usando ICP

entradas. Las iméagenes P; y Py

salidas. La transformacién rigida estimada &

Iterar hasta que converja:
1. Asociar cada punto de P; al punto mas cercano de Pjyq

2. Calcular la transformacion rigida ® que minimice el error entre los puntos

apareados.

3. Aplicar la transformacién a .

Figura 1.3: Error de correspondencia entre puntos de imagenes de rango consecutivas

el método de componentes principales PC lo que obtiene una linea aproximada a la
tangente. Aunque tiene buenos resultados, la técnica usada en [Arellano05] consume
mas tiempo que el método que calcula la tangente. Por ultimo, cabe mencionar que
la alineaciéon modelo-modelo se ha realizado con éxito en ambientes interiores al usar
MGLs [Pfister02, Zezhong03|. La representacion compacta de los MGLs reduce el
tiempo de procesamiento y el espacio de memoria requerido. Este factor se vuelve

muy importante cuando el tamano del ambiente es demasiado grande.
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(a)Aproximacion inicial, el detalle muestra la mini- (b)Posicién final

mizacién del punto a la linea tangente

Figura 1.4: Minimizacién de la distancia a la linea tangente

1.4. Antecedentes

En la actualidad la Division de Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingenieria
Eléctrica de la UMSNH cuenta con un robot moévil. Este robot fue construido local-
mente con la idea de reducir costos por un lado e impulsar la investigacién en el area
de robética por el otro [Romero01]. El robot del posgrado al igual que el robot huma-
noide PINO [Williams02] es de plataforma abierta. El concepto de plataforma abierta
estd regido por la Licencia General Publica GPL (en inglés General Public License)
[GPLI1] lo cual permite compartir y hacer modificaciones al cédigo sin ningtn costo.
Nuestro robot, que se muestra en la figura 1.5, tiene una configuracién de locomocion
diferencial [L. Jones98], con dos ruedas de traccién y dos ruedas de apoyo, un anillo
de 16 sonares, 3 cAmaras y un laser montado sobre un sistema pan-tilt.

El robot esta fabricado de aluminio con una estructura de acero inoxidable. Para
el procesamiento de alto nivel el robot tiene una computadora con un procesador
Pentium IIT @ 1 GHz, 256 MB de RAM, y 1 slot de PCMCIA. La computadora de
abordo es la encargada de procesar la informacion tomada de los sensores. La figura
1.6 muestra el microcontrolador 9512DP256C de Motorola [Arts04] que es usado para

el procesamiento de bajo nivel del robot. El microcontrolador cuenta con dos médulos



1.4. Antecedentes 13

camaras
-
| aser
-
computadora
sonares

Figura 1.5: El robot

Adapt9S12DP256, un médulo controla los motores de las ruedas y el anillo de sonares,

y el otro controla los motores de giro e inclinaciéon del pan-tilt.

Utilizando este robot se han realizado dos tesis de maestria en la Facultad de
Ingenieria Eléctrica. Una aborda la integracién del telémetro laser y el sistema de
visién estéreo para la deteccion de obstaculos [Ninez04]. En otra se propone un
método para la solucién al SLAM y ademas se trata el problema de la construccion de

un mapa 3D a partir del telémetro laser montado sobre el sistema de giro — inclinacion

[Arellano05].
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Figura 1.6: Imagen del moédulo Adapt9S12DP256 del microcontrolador 68hcs12
[Arts04].

1.5. Objetivo de la tesis

El objetivo general de esta tesis es la construcciéon de un mapa geométrico de
puntos y lineas (MGPL) a partir de una imagen de rango tomada con el ldser. La
figura 1.7 ilustra el problema que se desea resolver a través de un ejemplo: a partir
de las mediciones mostradas en 1.7(a) obtener las siete lineas mostradas en 1.7(b).
Estas lineas mas los puntos que se muestran representan el ambiente.

Los objetivos particulares son:

1. Analizar el estado del arte de los métodos de generacién de un MGPL a partir
de una imagen de rango. El estudio bibliografico permitira conocer las diferentes
propuestas surgidas en los ultimos anos. Se identifican ideas comunes, aportes

originales y se agrupan en paradigmas.

2. Proponer algoritmos robustos que generen un MGPL de una imagen de rango.
El MGPL resultante debera ser lo suficientemente preciso para que pueda servir

como instrumento en la solucién de otros problemas del area de robdtica movil.

3. Evaluar el desempeno de los algoritmos propuestos, senialar sus virtudes y sus

debilidades. Comparar el desempeno de los algoritmos propuestos con otros que
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(a)lmagen de rango (b)MGPL

Figura 1.7: Se desea obtener un MGPL a partir de una imagen de rango

comunmente se usan en el area de robdtica mévil.

4. Desarrollar bibliotecas de software que integren los trabajos previos realizados

en el area de Robotica del Posgrado de Ingenieria Eléctrica de la UMSNH.

1.6. Motivacion

Los MGL tienen aplicaciéon directa a la solucién de problemas de localizacion
[Arras97, Castellanos96, Roumeliotis00, Alempijevic04, Einsele01, Zezhong03]. Se de-
sea encontrar un nuevo algoritmo para obtener un MGL de buena calidad y lo sufi-
cientemente rapido. Nuestra motivacién se basa en la relaciéon que existe entre MGL
y la solucién al problema de localizacion. Por otro lado el mapa es en si, un objetivo

en algunas aplicaciones.

Aunque, por una parte, proponer nuevos métodos para generar MGL pudiera pa-
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recer trivial ya que se han propuesto varios métodos para su solucién en la literatura,

el problema del ruido en las mediciones y datos atipicos no esta resuelto del todo.

Por otra, nos entusiasma la idea de encontrar un método robusto y flexible que pueda

ser extendido al espacio tridimensional para la generaciéon de mapas 3D o para la

reconstruccion tridimensional [Gétcher05].

1.6.1. Alcance

Para la generacion de MGL se tienen las siguientes limitantes:

El Ambiente. El ambiente en donde el robot se desenvuelve es interior, estructura-

do, estatico y sin ninguna marca artificial.

Los ambientes para los que esta pensado el robot son de tipo oficina, con objetos
de uso comtun como muros, ventanas, sillas, mesas, libros, computadoras, etc. El
unico requerimiento es que el piso sea plano para que el robot pueda navegar. Es
importante hacer notar que no se agrega ninguna marca artificial para facilitar

la navegaciéon del robot.

Robot mévil cilindrico con capacidad de giro en su lugar. La forma cilindri-

ca del robot permite simplificar la representacion del robot e incrementar la
movilidad del mismo. Por ejemplo, si el robot llega al final de un pasillo an-
gosto en forma de 'L’ y desea continuar, simplemente puede dar un giro de 90
grados y avanzar. La navegacién para un robot con otra forma resulta com-
pleja o inclusive puede no ser factible para el caso del pasillo en forma de 'L’

[Romero01].

Telémetro Laser 2D. El ldser usado es un LMS209-S02 de SICK [SIC] que puede

tomar lecturas en un rango de [0, 180°]. La resolucién angular esté configurada
a 0.5°, por lo que se tienen 361 lecturas en cada imagen de rango del laser. Su

precision es de £2c¢m con un alcance de hasta 32 m. El rango de transmisién es
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de un maximo de 500 Kbaudios, sin embargo la velocidad usada es hasta 38400

bps por usar un dispositivo estandar de comunicacién serial.

1.6.2. Retos

El algoritmo de generacion de MGPL a partir de una imagen de rango deberd cum-

plir las siguientes caracteristicas:

Rapido. El tiempo de ejecucién del algoritmo debe ser el menor posible ya que el

robot moévil debe de ser capaz de responder en tiempo real.
Robusto. Debe ser tolerante al ruido en las mediciones.

Preciso. Debe ser capaz de obtener un MGPL con la precision suficiente para que

sirva para diversas tareas dentro del area de robdtica movil.

Extensible. Se desea que el algoritmo pueda extenderse facilmente a mapas 3D.

1.6.3. Contribuciones

Para encontrar un mapa de lineas a partir de imagenes de rango se han propuesto
varios algoritmos, pero aun no es un problema completamente resuelto ya que cada
algoritmo muestra algunas dificultades. A lo largo de esta tesis se estudian los algo-
ritmos propuestos en la literatura para obtener un MGL a partir de una imagen de
rango.

La principal contribucién de este trabajo es la propuesta de dos algoritmos para
la generaciéon de un MPL a partir de una imagen de rango: el algoritmo de Consenso
aleatorio en una ventana (WSAC, del inglés Window SAmple Consensus) y el algo-
ritmo de Consenso aleatorio en una ventana con evaluacion global( WSAC-GE, del
inglés Window SAmple Consensus—General Evaluation). Estos algoritmos tratan de

aprovechar la secuencialidad de las imagenes de rango obtenidas por un laser al hacer
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una busqueda de seleccién aleatoria dentro de una ”ventana” (un conjunto de puntos
consecutivos) y posteriormente revisan el resto de la imagen de rango. Los algorit-
mos son suficientemente rapidos para ser usados en aplicaciones de robética mévil y

ademés son robustos.

1.7. Organizacién del documento

En este primer capitulo se ha mostrado el contexto en el que se desarrolla la tesis,
se parte de un panorama general sobre los mecanismos que usualmente el robot usa
para percibir el entorno con un laser y se ha delimitado el problema. En el resto del
documento se explicarda con detalle los distintos aspectos de la solucién propuesta.
El capitulo 2 analiza las distintas aproximaciones reportadas en la literatura para la
estimacion robusta de una linea. El desarrollo matematico de uno de estos métodos,
conocido como Minimo de cuadrados totales ponderados, se muestra en el apéndice A.
El capitulo 3 analiza los métodos para generacién de un MGL partiendo de una imagen
de rango. Para algunos de los algoritmos descritos en el capitulo 3 es indispensable
conocer si dos lineas son iguales, es por ello que el apéndice B incluye un método de
evaluaciéon de la similitud entre dos lineas basado en sus pardmetros geométricos.

El capitulo 4 introduce los algoritmos WSAC y WSAC-GE que generan un MGL
a partir de una imagen de rango. Para probar estos algoritmos, el capitulo 5 compara
sus resultados con los obtenidos por el popular algoritmo SMSM. Ademas de las
pruebas que usan mediciones tomadas por telémetro laser montado en el robot se
realizaron pruebas que usan imagenes sintéticas. Al usar imagenes de rango sintéticas
entonces se conoce el MGL ideal equivalente y pueden calcular los errores de los
MGLs obtenidos por diferentes métodos. El simulador implementado para generar
las imégenes de rango sintéticas se describe en el apéndice C.

Como se ha descrito anteriormente, los MGL se pueden usar como herramienta

para la solucion al problema del SLAM. El capitulo 5 también describe un método
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de solucién de este problema y muestra los resultados experimentales obtenidos.
El ultimo capitulo, el de conclusiones, resume las aportaciones de este trabajo, las
soluciones que plantea, las limitaciones que exhibe y las lineas de trabajo propuestas

para su exploracién en el futuro inmediato.






Capitulo 2

Métodos de estimacion de

parametros de una linea

Un problema comun en diversas areas de ingenieria, conocido como regresion,
consiste en encontrar un modelo matematico a partir de datos experimentales. Este
capitulo se enfoca en encontrar una linea que mejor ajusta a un conjunto de puntos

en R2.

2.1. Introducciéon

Existen muchos métodos de ajuste de modelos matematicos a un conjunto de
puntos. Un enfoque cldsico es el método de Minimos Cuadrados (LS, del inglés Least
Squares) que se abordara en la seccién 2.3. La solucién por el método LS es, en muchos
casos, suficiente. Sin embargo existe un tipo de datos, llamados puntos atipicos, que
ocasionan dificultades en los problemas de estimacién. En [Beckman83] se define un
punto atipico (u outlier) como un dato que se desvia marcadamente de los otros
datos de la muestra donde éste ocurre. Los puntos atipicos son en realidad errores de
medicion introducidos por el sensor al medir el ambiente. En algunos casos un solo

punto atipico es suficiente para que LS encuentre una recta completamente diferente

21
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a la esperada [Rousseeuw87].

Debido a la dificultad de detectar los puntos atipicos y el efecto indeseado que
tienen sobre la estimacién se han buscado diversas técnicas de estimacion robusta. En
principio podemos asumir que una estimacion robusta encontraria una linea que pase
por la mayoria de los datos. De manera formal, un estimador robusto se refiere a un
estimador que se comporta de forma estable frente a puntos atipicos. Los estimadores
robustos que se abordan en este capitulo, por ser ampliamente usados en la literatura,
son: Least Median of Squares (LMS), los estimadores de mdzima verosimilitud (M-

estimators), la Transformada de Hough (HT) y los estimadores de seleccion aleatoria.

2.2. Definicion formal del problema

Sea P = {1& li=1.. n} el conjunto de n puntos p; € R? que cumplen exactamente
la ecuacién de una linea recta con parametros ©; si P es afectado por errores que
siguen alguna distribucién de probabilidad f, el conjunto de puntos medidos P =
{pili =1...n} se puede modelar como p; = p; + ¢;, donde e; denota el error de
medicion. El problema consiste en recuperar los parametros @ de la linea a partir de

P.

2.3. Métodos de Minimos Cuadrados

En esta seccién se usa el enfoque de minimos cuadrados asi como las variantes
minimos cuadrados totales y minimos cuadrados totales ponderados para estimar una
linea. Para simplificar la discusién se limita el andlisis al espacio bidimensional R2.

Sin embargo, las ideas se pueden extender a mas dimensiones.
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2.3.1. LS

El método de Minimos Cuadrados (LS, del inglés Least Squares), desarrollado por
Legendre y Gauss [Stigler86], representa el enfoque clasico de resolver el problema.
En esta seccién se usa la ecuacion y = max + b para representar la linea, por lo que se
tienen que encontrar los pardmetros ©@ = [m,b] de la ecuacién. De aqui en adelante
se denotara una linea simplemente por 6.

Si se denota el error vertical de un punto p; a la linea @ por e; como se muestra
en la figura 2.1(a), el criterio de minimos cuadrados nos indica que la mejor linea
serd aquella resultante de minimizar la suma de los cuadrados de los errores e; = y;—;,
con y; = mx; + b para los puntos p; definidos por (x;,y;). Es decir, si calculamos el

error total E (m,b):

n n

Emb) =3¢ =3[y — (ma, + b)) (2.1)

i=1 i=1
entonces LS estima la linea al buscar aquellos coeficientes m y b para los que E sea

minima, o sea:

@m@>:a@nﬁqumb) (2.2)

m,b
La mejor recta se encuentra al derivar E (m,b) con respecto de m y b e igualar

a cero ambas derivadas. La solucién del sistema de ecuaciones se muestra en muchos

libros de texto (ver por ejemplo [Miller99]) y esta dada por:

~  Suy
= 2.
b= (2.3)

m=7—bx (2.4)

donde m y b son los valores estimados de m y b respectivamente, y los parametros

Sze Y Say estan dados por:
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X X X

(a)Errores verticales a la linea (b)Error ortogonal a la linea

Figura 2.1: Diferentes formas de medir el error

Sex = Y (1, —T)° ;= L i

i=1 i=1
2
n 1 n -1 -
= ixf—n(”fﬁ
i=1

n

Sey = Y (2 —7) (4 —9)

i=1

= i Ty — NIy
i=1

Conviene hacer notar que este método falla cuando se requiere estimar una recta cer-
cana a la vertical, es decir cuando m crece indefinidamente; el método TLS, que se
expone a continuacién, no sufre de esta desventaja y proporciona una mejor estima-

cién de una linea recta.
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linea ©

linea ©

(a)Linea 6 = [r, q] (b)Caélculo del error ortogonal

Figura 2.2: Célculo del error ortogonal de un punto p; : (z;,y;) a la linea © = [r, o]

2.3.2. TLS

Una variante de LS, conocida como minimos cuadrados totales (TLS, del inglés
Total Least Squares), minimiza la suma de los cuadrados del error ortogonal e; de
cada punto p; a la linea @ como se muestra la figura 2.1(b). En forma matematica

los parametros estimados O se obtienen al resolver
=y R : 2
= 2.
O =arg min E_l le) (i, )] (2.5)

donde, e, (i, ©) es la distancia ortogonal del punto p; a la linea ©. Como se puede
ver en la figura 2.2(a) la linea @ se puede definir en su forma polar © = [a, 7], donde
a es el angulo de la normal a la linea con respecto al eje positivo, y r es su distancia
al origen. Para cualquier punto dado en su forma cartesiana p : (z,y) que pertenezca

a linea @ se cumple

r=wxcosa+ ysina (2.6)
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si se hace pasar por el punto p; : (z;,y;) una recta paralela a [r,a], la definida por

[ri, a, como se puede ver en la figura 2.2(b), se tiene
r; = 2; COS o + Y Sin < (2.7)
de tal manera que e; se puede expresar como
ei(pi,[ra)) =r;—r=mxjcosa+y;sina —r (2.8)

al sustituir esta expresion en la ecuacion 2.5 resulta

n
—

, . 2
© = argmin E [z;cosa + y; sina — 7] (2.9)
r,Q
i=1
En la siguiente seccién se encuentra la solucién de la ecuacion 2.9 al resolver un

esquema mas general llamado Minimos Cuadrados Totales Ponderados (WTLS, del

inglés Weighted Total Least Squares).

2.3.3. WTLS

Si el error cuadrado de cada punto p; tiene un peso especifico k;, es decir e, =

kiey (pi,[r,a]), la ec. 2.5 se transforma en la siguiente

n

O = argmin Z a; [r — x; cos(a) — y; sin()]? (2.10)
S
donde a; = k?. Si se resuelven las derivadas parciales respecto de o y r y se igualan

a cero como se muestra en el apéndice A, la solucion de 2.10 es

1 —25

a = = arctan A (2.11)
2 Syy — Saa

r = zcos(a)+ ysin(a) (2.12)

donde
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n
i=1

n D i
~ ) _ =
Syy = Zai(?/z‘—@ y S a;
=1

ga:y = Zai($i_%)(yi_@

i=1
asi, el cdlculo de WTLS se puede resolver de forma directa. Si a; = 1i¢ =1...n,

entonces 2.11 y 2.12 son la solucién del método TLS visto en la secciéon anterior.

2.3.4. Problemas de los estimadores de minimos cuadrados

El método LS es aplicado en muchas situaciones pero no siempre es posible obtener
buenos resultados, sobre todo cuando se trata de extraer una linea a partir de datos
con puntos atipicos. Dado el i—ésimo punto p; = p;+e;, donde ¢; es el error, los métodos
de minimos cuadrados se basan en el hecho de que los errores e; son independientes
entre si y siguen una distribucién normal con media cero [Yohai79]. El fundamento
tedrico de ésta suposicién es el teorema de limite central [Miller99].

En los siguientes ejemplos de estimacién, tomados de [Rousseeuw87], se usara el
método LS para ajustar una linea con el objetivo de mostrar el efecto que produce un
punto atipico. En el primer ejemplo sin datos atipicos mostrado en la figura 2.3(a), se
ajusta una linea a los datos experimentales y el modelo resultante describe de manera
satisfactoria a los puntos.

En el siguiente caso, como lo muestra la figura 2.3(b), se introduce un punto
atipico p,. La linea que se obtiene de este conjunto de datos es muy diferente a la
anterior y no pasa por la mayoria de los puntos. Si el punto p, no existiera, el ajuste
serfa similar a la linea obtenida en el caso de la figura 2.3(a). Cuando se realiza un
ajuste en presencia de puntos atipicos se desea que la estimacion resultante pase o se

ajuste a la mayoria de los datos.
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LS

X X

(a)Ajuste LS sin puntos atipicos (b)Ajuste LS con un punto atipico

Figura 2.3: Efecto de un outlier en el ajuste con LS.

2.4. Medidas de robustez y estimadores robustos

Los puntos atipicos son inherentes a muchos problemas reales, y en muchas ocasio-
nes no se puede garantizar la ausencia de ellos. A través del tiempo se han introducido
diversas técnicas, conocidas como estimadores robustos, que permiten el manejo ade-

cuado de situaciones en las que existen puntos atipicos.

Para evaluar la robustez de los diferentes estimadores se han buscado diferentes
formas de medirla. Un indicador comin para el grado de robustez es el punto de
ruptura definido como la maxima proporcién de puntos atipicos que un método puede
soportar sin que el error de la estimacion resultante diverja arbitrariamente de la
estimacién real [Rousseeuw87]. El punto de ruptura de LS es de cero, porque un solo

outlier puede ocasionar una estimacion inadecuada.

Los paradigmas de estimaciéon robusta que se describen en las siguientes secciones

son LMS, HT, los estimadores—M, y los métodos de seleccién aleatoria.
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2.5. LMS

El método de Minima Mediana de los Cuadrados (LMS, del inglés Least Median
of Squares) es un estimador que se propone en [Rousseeuw87] y consiste en minimizar

la mediana (med) de las distancias absolutas de los puntos a la linea. Es decir

arg m@in(med (e1,€3,....¢€2)) (2.13)

e n

El resultado de la funcién med, se obtiene al ordenar el conjunto de datos y tomar
el valor que se encuentre a la mitad, o en su defecto, el promedio de los dos valores
centrales. Usando el método LMS se puede tener hasta la mitad de puntos atipicos en
el conjunto de datos sin que el valor de la funcién objetivo se modifique. Este rechazo

se debe a que la funcién med rechaza la mitad de los errores e; mas grandes.

Debido a que la funcién med no es diferenciable se han utilizado técnicas alterna-
tivas para resolver 2.13. Para el caso de la regresién lineal en R? se conocen algoritmos

para resolver 2.13 de forma eficiente [Bernholt05].

Una técnica para resolver LMS muy usada es tomar una muestra aleatoria §
de ||S|| puntos de P, a la muestra S se ajusta una linea ©. Usando la linea © se
encuentran los errores e; y la media de los errores cuadrados. Para resolver la ecuaciéon
2.13 el proceso se repite y la linea © con menor error residual medio se escoge como

mejor ajuste.

Una variante comin a LMS consiste en usar los cuantiles en lugar de la mediana
y a este método se le conoce como Minimo Cuantil Cuadrado (LQS, del inglés Least
Quantile of Squares). Si se disminuye la proporcién a menos del 50 % puede ser que
se encuentren resultados imprecisos y ademas exista mas de una solucion, por lo que

en la practica se prefiere LMS.
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2.6. La transformada de Hough (HT)

La transformada de Hough (HT) [Hough59] es un método estandar comtinmente
usado en el area de visién artificial, es muy 1til cuando la informacién es ruidosa y
su simplicidad la hace adaptable a muchas situaciones. La esencia de HT es trasladar
la informacién a un espacio paramétrico adecuado de tal manera que en el nuevo
espacio paramétrico se facilite la localizacién de curvas tales como rectas, polinomios,

circulos, etc. A continuacién se describe la HT aplicada a la extraccién de una linea.
Yy y

I?i

(a)Un punto p; en R? (b)p; genera lineas L;

I T TP I L
-3 :
s 3
0 1 T m
(c)La linea extraida con 2 puntos (d)Ly y L2 en el espacio paramétrico

Figura 2.4: La transformada de Hough

El punto p; ilustrado en la figura 2.4(a) se puede ver como un generador de
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lineas. La familia de lineas L; mostrada en 2.4(b) obtenida a partir de p; inclu-
ye a todas las lineas que pasen sobre el punto p;. Dado el conjunto de puntos
P = {p;li=1...n}, el problema consiste en seleccionar aquella linea que mas se
repite en L = {L;|[i = 1...n}. Para el caso de los puntos p; y ps de la figura 2.4(c)
la linea @, es la Unica que se repite tanto en L; como en Lg, y por tanto, O, es la

linea buscada. Matematicamente, la familia de lineas generadas por un punto p; es
L; ={[rj, ;]| rj = z;cosa; + y;sinay} (2.14)

por lo que cada punto en R? corresponde a una curva senoide en el espacio paramétrico
[r, @] como lo muestra la figura 2.4(d). El problema se soluciona al encontrar el punto
donde se interceptan las curvas. El mismo principio se aplica para extraer una linea
de un conjunto de n puntos. Para hacer el problema manejable, la HT hace una
discretizacion de r y o y el modelo final se obtiene al encontrar la celda con mayor
votaciéon [Goldenshluger04].

La HT tiene una gran aplicacién en el espacio bidimensional aunque también se
ha usado en dimensiones mayores. Su principal ventaja es la de ser muy tolerante
a errores, sin embargo, tiene dificultades por su complejidad temporal y espacial, y
también la pérdida de precision inherente a la discretizacion. Debido a su flexibilidad
y su simplicidad para abordar una amplia gama de aplicaciones, se han realizado
una gran cantidad de estudios para disminuir la complejidad temporal y espacial

[Weiman94, Giesler98].

2.7. Estimadores—M

La secciéon 2.3.4 ha tratado sobre los efectos indeseados que los datos atipicos
ocasionan en los métodos de minimos cuadrados. Esto se debe a que los estimadores
de minimos cuadrados suponen que los errores siguen una distribuciéon normal y los

puntos atipicos violan esta suposicién. En [Huber64]| se propone sustituir la funcién
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e? que usa LS por otra que sea menos sensible a puntos atipicos. La nueva funcién
disminuye el efecto de los errores mayores al ponderarlos con pesos pequenos. El
analisis que se presenta en esta seccién se basa en [Yohai79).

Si se conoce la distribuciéon de probabilidad que siguen los errores entonces se puede
utilizar la técnica de maxima verosimilitud para resolver el problema de regresion.
La funcién de verosimilitud de los errores L(ey, .., e,; ©), asumiendo independencia

estadistica, estda dada por

n

L(e,...en; 0) = H f(eie) (2.15)

i=1
donde e; g es el error del punto ¢ a la linea con pardmetros © y f es la probabilidad

de errores. Si se toman logaritmos naturales se tendra

InL(ey,..,en; O) = Zln fleio) (2.16)
i=1

al llamar ps(-) =In f(-)

InL(er,...en; 0) = > pyleso) (2.17)
=1

para encontrar la linea de maxima verosimilitud se requiere minimizar 2.17

6 = arg ménz;pf(ei,@) (2.18)

En el caso particular de una distribucién normal con media cero y varianza o2,
f =mn(0,0%); entonces py(e) = e y al resolver (2.17) se obtienen las expresiones 2.11
y 2.12.

La ecuaciéon 2.18 en realidad no es muy ttil ya que se desconoce la distribucién
f v por ende tampoco se conoce py. No obstante, el problema puede ser resuelto al
encontrar una funcién p(-) independiente de f(-) de tal manera que p sea robusta ante

la distribucion f. Es decir se tiene que resolver
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O = arg min Z pleio) (2.19)

i=1

la funcién p(e) serd aceptable si cumple las siguientes condiciones [Ivan99:

ple) > 0

p(0) = 0

ple) = p(—e) (2.20)
pler) = plea)  paralel] = |es

A los estimadores que siguen la ec. 2.19 con una p(:) que satisface las condicio-
nes anteriores se les conoce como estimadores-M [Huber64]. En la literatura se han
propuesto una gran variedad de funciones p.

En la tabla 2.1 se muestran cuatro estimadores—M: LS, Huber, Beaton—Tukey
(BT) y Cauchy [Stewart99]. Las gréficas correspondientes se muestran en la figura
2.5. Obsérvese que en las funciones Huber, BT y Cauchy los errores grandes tienen
un efecto poco significativo, mientras que en LS, los errores grandes tienen un gran

efecto en la funcion.

Nombre funcién objetivo
LS prs(e) = e?
1,2
€ parale| < k
Huber pule) = { k/| | — 2k? parale| >k

3
Beaton— Tukey | ppr(e) = 5 {1 - [1 — (e/k)?] } parale| < k
parale| >k

2 5
Cauchy pcle) = % log (1 + (%) )

Tabla 2.1: Funciones objetivo
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Figura 2.5: Grafica de las funciones objetivo de la tabla 2.1

Después de seleccionar una funcién p se tiene que resolver la ecuacion 2.19. Para
ello se deriva con respecto de cada uno de los parametros de @ y se iguala a cero cada

derivada.

- de; o
; — = 2.21

donde ¥(-) = p/(+) es la derivada de p respecto de e; y se le conoce como funcion de
influencia [Hampel86].
Un paso comin es normalizar la funcién v (e) al hacer

U(e)

e

— wle) (2.22)

donde a w(e) se le conoce como funcién de peso o funcién de ponderacién del error.

Al despejar ¢(e) de la ec. 2.22:
P(e) =e-w(e) (2.23)

Sustituyendo esta ultima ecuacién en 2.21 tenemos:

u del-
Zw(ei,Q) (ei,@ dé@) =0 (2.24)

=1

La tabla 2.2 y la grafica 2.6 comparan diferentes funciones de peso. De la grafica

resulta claro que Huber y BT son funciones que rechazan los errores grandes (que
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se pueden considerar como puntos atipicos) debido a que mientras el error e tiende
a infinito la funcién se hace cero. Cabe mencionar que la funcién Cauchy (también

conocida como Lorentzian) puede tener més de una solucién [Zhang95].

Nombre funcién de ponderacion
LS st(e) =1

Huber | wy(e) = {

1 parale] <k
k/|e| parale| >k
[1 = (e/k)?)" parale| <k

Beaton-Tukey | wpr(e) = 0 parale| > k
1

Cauchy we(e) = ez

Tabla 2.2: Funciones de ponderacién

Figura 2.6: Grafica de las funciones de ponderacién de la tabla 2.2

La constante de sintonizacién k& depende del nivel de eficiencia deseado. El nivel
de eficiencia normalmente se selecciona para cubrir el 95 % de los datos. La tabla 2.3
resume las constantes de sintonizacion.

La ecuacién 2.24 se puede resolver de varias formas. Un mecanismo simple y popu-
lar, llamado Ponderacion Iterativa de Minimos Cuadrados (IRLS, del inglés Iteratively
Reweigthed Least Squares) [Zhang95] consiste en repetir dos pasos. En el primer paso

se considera cierta recta @ inicial de tal forma que w; = w(e; g) tiene un valor fijo,
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Funcién k
Huber 1.345
Beaton—Tukey 4.685
Cauchy 2.385

Tabla 2.3: Constantes de sintonizacién de las funciones de ponderacion (eficiencia del

95 %) [Zhang95]

y el problema se reduce a obtener la mejor recta al resolver el sistema de ecuaciones

dado por:

3w, (ei,gagié@) — 0. (2.25)

En el segundo paso se recalcula w; usando el nuevo modelo © recién obtenido. La
secuencia de los dos pasos se repite hasta que converjan los parametros ©. El método

IRLS se muestra en el algoritmo 3 [Zhang95].

Algoritmo 3 Algoritmo IRLS

Entradas: Dados los datos P = {p;|i = 1..n}

Salidas: Los parametros de la linea o que mejor se ajusta a P

1. t=0

2. Hacer una estimacién inicial de los pardmetros ©®) (v.g. con LS)

®) ®)

[ i

) )

3. Calcular los errores e;’ y los pesos asociados w w(e;

4. Resolver el sistema de ecuaciones dado por 2.25 para calcular © (t+1)

5. Repetir los pasos 3 y 4 hasta que ) ~ O+ incrementando t.

Es importante destacar que el primer paso del método IRLS consiste en resolver
2.25 y esta expresion tiene la misma soluciéon que los métodos de minimos cuadrados
ponderados. Esto se demuestra a continuacién para WTLS que minimiza errores or-
togonales e; o = e, 9. Como se ha visto anteriormente WTLS minimiza la expresion

(2.10), que es
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arg mé'n Zl a; (e1:0)° = arg rglgl Zl a; [r — ; cos(a) — y;sin(a)]? (2.26)

Para encontrar la solucion de 2.26, se debe derivar respecto de los pardmetros ©

e igualar a cero, es decir

0 = = Oe i
90 Zaz (em,@)Q =2 a; <6J_i,9 alée) =0 (2.27)
i=1 1

esta expresion es similar a 2.25 y su solucion se muestra en el apéndice A.

Los estimadores—M robustos tienen un buen desempeno ya que reducen sustan-
cialmente la influencia de los puntos atipicos, sin embargo, al igual que LS tienen un
punto de ruptura de cero. Esto se debe a que el método depende de la estimaciéon
inicial por una parte y por otra se considera que no existe error en la variable inde-
pendiente. Para mejorar el punto de ruptura se han desarrollado los estimadores—M
generalizados (estimadores—GM) [Yohai79] los cuales logran puntos de ruptura eleva-
dos al considerar los posibles errores en la variable independiente. Sin embargo, este
tipo de métodos consumen mayor tiempo de calculo. Otra forma de resolver esta si-
tuacion de manera favorable es mejorar la estimacion inicial, esto se hace cominmente
al amalgamar los estimadores—M con otras técnicas de estimacion robusta, por ejem-
plo los estimadores de seleccién aleatoria cuya idea general se muestra en la siguiente

seccion.

2.8. Métodos de Seleccion Aleatoria

Las técnicas que se han revisado hasta el momento estiman un modelo al usar
la totalidad de datos del conjunto P. En los métodos de Seleccion Aleatoria, por el
contrario, en cada iteracion usan la minima cantidad de datos para obtener un mo-

delo. Solamente después de un cierto nimero de iteraciones se selecciona el mejor
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modelo que se ha presentado. Con el fin de hacer la explicacién més sencilla se des-
cribira el primer método de seleccion aleatoria conocido llamado RANSAC. Esto nos

servira como base para describir los métodos de seleccién aleatoria de forma genérica.

2.8.1. RANSAC

El método Consenso de Seleccion Aleatoria (RANSAC, del inglés RAndom SAm-
ple Consensus) [Fischler81] es un algoritmo iterativo simple que se ha utilizado en
muchas dreas. En el algoritmo 4 [Hartley03] se muestra la versién para extraer una
linea a partir de un conjunto de puntos. En cada iteracion el algoritmo: selecciona dos
puntos de forma aleatoria y con ellos define una linea, evalia el consenso o soporte
de la nueva linea, después de probar varias veces, el algoritmo selecciona la linea que

mayor consenso obtuvo.

Como se puede ver en las figuras 2.7(a) y 2.7(b), dada la linea @ algunos puntos

p; cumplen con

a estos puntos se le conoce como puntos tipicos. El consenso de la linea @ se define

entonces como la cantidad de puntos tipicos que ésta obtiene.

Intuitivamente, si en la seleccion inicial existe un outlier entonces la linea no
tendrd mucho soporte. En la figura 2.7(a) se muestra un ejemplo de este caso y el
consenso es de 5. En cambio, si en la seleccién de puntos solo existen inliers, entonces
el consenso es mucho mayor. En la figura. 2.7(b) se muestra un ejemplo de esta

situacién y el consenso es de 10.

A continuacién se describe la manera en que se calculan el umbral ¢ y el niimero

de intentos m.
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Algoritmo 4 Algoritmo RANSAC para extraer una linea

Entradas: La imagen de rango P = {p;|i = 1..n} y un ndmero de intentos n

Salidas: La linea @ que representa a la mayor cantidad de puntos posibles de P

1. Hacer j = 1.
2. Seleccionar de forma aleatoria dos puntos de P. Estos dos puntos definen la
j—ésima linea QU),
3. Elconsenso de ©U) se mide por el niimero de puntos cuya distancia ortogonal
a la linea es menor que el umbral previamente fijado.
4. Incrementar j.
5. Sij < nir al punto 2.
6. Volver a estimar el modelo de la linea con todos los inliers.
1 t :
A
2 :
. 6 I‘I.
> .
P2
|\ &
(a)linea con poco soporte (b)linea con mucho soporte

Figura 2.7: Consenso de RANSAC

Calculo del umbral

El umbral ¢ es un factor importante en el algoritmo RANSAC. Una buena seleccién

de ¢ nos

dara un resultado preciso. En la practica se obtienen buenos resultados si se

selecciona un umbral ¢ de forma empirica. Esto puede representar un problema por
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ejemplo si se toma un ¢ demasiado grande se puede dar el caso que, sin importar el
modelo de la linea todos los puntos de la muestra ajusten con la linea. El otro escenario
es tomar un ¢t muy pequeno, con lo que la mayoria de los puntos no ajustaran con la
linea. En cualquiera de los dos casos no hay forma de tomar una decisiéon con base al
Consenso.

Si se conoce la distribucién de probabilidad que siguen los errores en las mediciones

se puede estimar un umbral apropiado como se muestra en [Fischler81].

Calculo del niimero de intentos

Es muy importante poder calcular el niimero de intentos m para que por una
parte no se consuma tiempo en operaciones innecesarias y por otra parte se garantice
que se ha obtenido la mejor linea a partir de los puntos. Para el calculo del nimero
de intentos m se debe considerar que el niimero de muestras sea lo suficientemente
alto para garantizar con una probabilidad p (v.g. p = 0.99), que al menos uno de los
conjuntos aleatorios seleccionado no tiene puntos atipicos.

Si se conoce la proporcién de puntos atipicos € del conjunto P, entonces la pro-
porcién de puntos tipicos (puntos que no son atipicos) es w = 1 —e€. Sea ng el niimero
minimo de puntos necesarios para evaluar un modelo, para el caso de una linea ng = 2.
La probabilidad de seleccionar ng inliers estd dada por w™s y la probabilidad de que
exista al menos un outlier en ng es 1 — w"s. Para alcanzar la probabilidad deseada p

seran necesarios m intentos, por lo que se cumple
(1—w)"=1-p (2.28)

asi que al despejar m, obtenemos el nimero de intentos buscado

log(1 —p)
log (1 — wns)

log (1 — (1 - ¢)")
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Aunque es buena opcién calcular el niimero de intentos m con la ecuacién 2.29 en
muchas ocasiones se desconoce la proporcién w, y en tal caso se puede calcular m de
forma adaptiva como lo muestra el algoritmo 5 [Hartley03].

Una forma de reducir el nimero de intentos es terminar una vez que el n—ésimo

modelo O represente a la proporcién de inliers w.

Algoritmo 5 Algoritmo que usa el calculo adaptivo de m

Entradas: La imagen de rango P = {p;|i = 1..n}

Salidas: La mejor linea o

1. Hacer m=o00,j=0

2. Seleccionar de forma aleatoria dos puntos de P. Estos dos puntos definen la
j—ésima linea ©U)

3. El consenso ¢ para esta recta se mide por el nimero de puntos cuya distancia
ortogonal a la linea es menor que el umbral previamente fijado.

4. Incrementar j

5. Calcular e =1 — (¢/n)

6. Calcular m con la ecuacién 2.29
7. Sim > jir al paso 2

8. Reestimar el modelo de la linea usando los inliers

2.8.2. Meétodo de Seleccion Aleatoria Genérico

El método RANSAC forma parte de los llamados métodos de Seleccion Aleatoria.
El algoritmo 6 [Myatt02b] describe de forma genérica el funcionamiento de estos
métodos. Las diferentes versiones del algoritmo modifican esencialmente cuatro puntos

clave:
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1. El mecanismo de seleccion de la muestra S C P, decide la manera de elegir

los elementos de S necesarios para generar un modelo. Con la muestra S se

obtiene un modelo. Aunque normalmente la seleccion de S es aleatoria, se han

propuesto mejorar el mecanismo de seleccion;

2. La funcion de costo C(-) que sirve para evaluar la bondad del modelo;

3. La cantidad de intentos m que se repite la seleccién de la muestra S y la obten-

cién del modelo (Punto I), m debe ser lo suficientemente grande para garantizar

que el modelo final resultante sea éptimo; y

4. El refinamiento, cuyo objetivo es mejorar la estimacion final alcanzada por el

modelo de menor costo y usa todos los datos inliers.

Algoritmo 6 Algoritmo Genérico de los estimadores de seleccién aleatoria

Entradas: Un conjunto de datos P = {p;|i = 1.n}

Salidas: Un modelo 6 que represente los datos P

1.

Tomar una muestra de datos S C P, donde [|S]| es el nimero minimo de
datos para generar un modelo. Sea ) el modelo obtenido de S,

Evaluar el desempenio de O en P con una funcién de costo C (Q(i)),
Repetir m veces los pasos 1 y 2,
Seleccionar el modelo © que mejor fue evaluado por la funcién de costo C,

Refinar © para obtener la estimacién final )

El algoritmo RANSAC trata de maximizar el nimero de inliers, esto puede ser

expresado de forma equivalente mediante el algoritmo genérico 6 que minimiza la

siguiente funcion de costo:
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N
C=> ple) (2.30)
i=1
donde
0 lel <t
ples) = (2.31)
1 le| >t

y la mejor recta serd la que tenga un costo minimo. Es importante hacer notar que
minimizar la funcién de costo expresada por 2.30 es equivalente a maximizar el nimero
de inliers.

Algunas variantes del algoritmo de seleccion aleatoria se muestran en las siguientes

secciones. Se hace énfasis en la funcién de costo que usa cada variante.

2.8.3. MSAC

Como se ha expuesto anteriormente una de las dificultades de RANSAC es encon-
trar un umbral ¢ adecuado. Para mejorar la situacion y favorecer ajustes con puntos
cercanos al modelo se propone en [Torr00] el uso de la siguiente funcién de pondera-

cién

€= paled) (2.32)

donde

) e e? < t?
pal€?) = - (2.33)

constante e* >t
Este es un simple estimador—M robusto llamado M-Estimator SAmple Consensus
(MSAC) [Torr98] que penaliza los puntos inliers de acuerdo con el error involucrado,
es decir, inliers con un error grande tienen mayor penalizacion que aquellos con un
error pequeno. Los estimadores expuestos en las siguientes secciones hacen énfasis

en las distribuciones que siguen los inliers pero sobre todo en las distribuciones que

siguen los puntos atipicos.
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2.8.4. MLESAC

El método Mazimum Likelihood SAmple Consensus (MLESAC) es una adaptacion
de RANSAC desarrollado en [Torr00]. Se sustituye la hipétesis de que los errores
provienen de una sola distribucién por otra en que los errores provienen de una mezcla.
Los datos pueden ser tipicos o atipicos, los puntos tipicos siguen una distribuciéon
normal y los puntos atipicos siguen una distribucién uniforme (en una ventana de

tamano v). La distribucién resultante se puede expresar como

2

e 1
Xp(—@)+(1+7>;

f=1 (2.34)

e
o\ 2T

donde v es la proporcién de inliers. La técnica maximiza la probabilidad de que los
puntos sean inliers. MLESAC ha mostrado ser superior a RANSAC en ciertas tareas

de estimacién [Torr00].

2.8.5. MINIPRAN

El método MINIPRAN, propuesto en [Stewart93] y [Stewart95], usa un enfoque
contrario a MLESAC. En lugar de maximizar la probabilidad de que un conjunto de
puntos sean inliers como MLESAC, MINIPRAN intenta minimizar la probabilidad
de que los puntos sean puntos atipicos. En el nivel basico se usa el mismo mecanismo
de RANSAC para agrupar los puntos en tipicos—atipicos, el conjunto de inliers son
aquellos que estén a menos de un umbral ¢ del modelo hipotético. Se usa la distri-
bucién binomial para los puntos atipicos en lugar de una distribucién uniforme como
en MLSAC. La ventaja de usar este esquema es que se pueden tener muy buenos

resultados a pesar que la distribucién de inliers se desconozca.
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Método | Ventajas | Desventajas
LS, TLS, WTLS : Rz?pldos ' - Sensibles a puntos atipicos
- Célculo Directo
LMS, LQS - Tolerantes a puntos atipicos | - Complejidad en tiempo

- Fallan si la proporcion de
puntos atipicos excede la pro-
porcion preestablecida

Estimadores— M

- Tolerantes a puntos atipicos

- Dependen de la estimacion
inicial
- Pueden ser imprecisos

- Tolerante a puntos atipicos

- Complejidad en tiempo

HT . . S

- No se requiere conocer la pro- | - Discretizacion
porcién de puntos atipicos
- Tolerante a puntos atipicos - Complejidad en tiempo

RANSAC . . .
- No se requiere conocer la pro- | - Se debe intentar lo suficiente
porcion de puntos atipicos - ob- | para garantizar que no se se-
tencién de curvas més precisas | leccionaron puntos atipicos

Tabla 2.4: Resumen de los métodos de ajuste de lineas
2.9. Discusion

En este capitulo se revisaron los métodos robustos para la extraccién de una linea

mas usados en la literatura. En la tabla 2.4 se resumen las ventajas y desventajas

mas relevantes de los métodos de ajuste discutidos. Como se puede observar, se puede

aprovechar el cédlculo directo de los estimadores de minimos cuadrados siempre y

cuando se garantice que en el conjunto de puntos no existen puntos atipicos. Si no se

puede garantizar que en la muestra no existen puntos atipicos entonces se debe usar

un método robusto.

Los métodos robustos como RANSAC, HT y LQS permiten obtener buenos resul-

tados con muy pocos inliers (incluso menor al 50 %). Esto representa en general una

ventaja aunque es obligada una fase de postprocesamiento para seleccionar la mejor

linea en el caso de que se hayan encontrado mas de una.

Los estimadores—M robustos pueden ser vistos como generalizaciones de LS
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[Stewart99] y tienen la caracteristica de ser mds resistentes a puntos atipicos que
LS; a pesar de esto, en ciertas situaciones aun es posible que el método falle con un
solo outlier, por lo que se mantiene el punto de ruptura de cero.

Son destacables los beneficios de los métodos de seleccion aleatoria: son tolerantes
a puntos atipicos, no requieren conocer la proporciéon de puntos atipicos, arrojan re-
sultados precisos, y ademas se pueden adaptar a diferentes problemas mas facilmente
que otros métodos (v.g. LMS) [Meer00]. Al elegir adecuadamente tanto la funcién de
costo como la hipétesis de selecciéon [Myatt02b] se puede mejorar el desempeno de los

métodos de seleccidén aleatoria.



Capitulo 3

Extracciéon de un conjunto de

lineas

Para los robots moviles que se desempenan en ambientes interiores es 1til extraer
lineas del ambiente ya que muchos objetos tienen contornos lineales (muros, puertas,
ventanas, cajas, mesas, etc). Esta es la razén principal por la que este capitulo se
dedica a la extraccion de un conjunto de lineas a partir de una imagen de rango
tomada por un laser.

La organizacién del capitulo es la siguiente: en la seccién 3.2 se define el problema
formalmente, en la seccién 3.3 introducen los algoritmos de agrupamiento y su relacion
con la solucién del problema, en la seccién 3.4 se discute una forma de simplificar el
problema a través del uso de detectores de puntos de ruptura, en la secciéon 3.5
se describen varios algoritmos de extraccion que se reportan frecuentemente en la

literatura y por ultimo en se hace una comparacion entre los métodos descritos.

3.1. Introduccion

Dada la naturaleza de los sensores, las lecturas directas que se obtienen de ellos tie-

nen cierto grado de confiabilidad. Para aumentar el grado de confiabilidad se pueden

47
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combinar diferentes lecturas del mismo sensor o posiblemente de un grupo de sen-
sores. Eso es precisamente lo que ocurre cuando se extraen caracteristicas o marcas
del ambiente. El uso de marcas en robdtica mévil es una parte medular para muchos
algoritmos que resuelven problemas como el de resolver simultdineamente Localizacion
y generacion de mapas (SLAM, del inglés Simultaneous Localization And Mapping)
o el de Deteccion y sequimiento de objetos en movimiento (DATMO, del inglés De-
tection And Tracking of Moving Objects). En este capitulo estamos interesado en las

lineas ya que son marcas que abundan en los ambientes interiores del tipo oficina.

El proceso de extraer un conjunto de lineas del entorno a partir de las imégenes
de rango que se obtienen del ldser puede parecer muy facil a simple vista. Esto puede
resultar enganoso, especialmente si se considera que para definir cada linea sélo se
requieren dos puntos. En la realidad existen algunas dificultades para encontrar el
mejor conjunto de lineas debido a que las mediciones del laser tienen una cierta
cantidad de ruido, se desconoce la cantidad de lineas de un entorno y qué mediciones

pertenecen a qué linea.

Algunos enfoques consideran la forma secuencial de operacion el léser: en la i-
ésima lectura el sensor mide la distancia a la que se encuentra el objeto mas cercano
con un angulo determinado «;, lo que produce una medicién en formato (7;, ;). Cada
imagen de rango es una secuencia de n lecturas, se parte de un dngulo inicial a1 hasta
un angulo final «,,. Cada medicion se realiza al incrementar el &ngulo en A« respecto
de la medicién anterior, es decir, ;11 = «; + Aa. Esta forma de obtener las imdgenes
por el laser facilita la extraccién de las caracteristicas del entorno al considerar que
dos lecturas adyacentes p;, p;11 tienen un alta probabilidad de pertenecer a la misma

caracteristica.

El problema se puede abordar con algoritmos de agrupamiento basados en la ve-
cindad entre puntos [Duda76]. Una vez agrupados los puntos se puede aplicar algin
método de regresion, como los estudiados en el capitulo anterior. En la practica este

enfoque consume una gran cantidad de tiempo ya que se usan esquemas de agrupa-
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miento muy genéricos que desaprovechan la secuencialidad de las lecturas que las

imagenes de rango ofrecen [Siegwart04].

3.2. Definicion del Problema

El problema que se estudia en este capitulo se define de la siguiente manera: Dada
una imagen de rango S se debe recuperar el Mapa Geométrico de Lineas (MGL).

Recordando que una Imagen de Rango en 2D es un conjunto de puntos en formato
polar S = {(r;, ;)|i = 1...n}, donde a;11 = a; + Aa; o su equivalente en formato
cartesiano P = {(x;,y;)|i = 1...n}, donde (x;,¥;) es un punto en R? y ademds se

cumple que:

yi = misin () (3.1)

x; = 1;c08(qy) (3.2)

El mapa geométrico de lineas (MGL) es el conjunto de lineas que mejor ajustan

a S. El MGL se representara matematicamente por

donde O; son los parametros de la i—ésima linea y n( es nimero de lineas extraido.

3.3. Algoritmos de agrupamiento

Como se anticipo en la introduccién del capitulo, una primera aproximacioén para
resolver el problema planteado en 3.2 es usar algiin método de agrupamiento. Los
algoritmos de Agrupamiento (Clustering) pueden ser definidos como aquellos algorit-

mos que organizan un conjunto de objetos en grupos o clases que tengan propiedades
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similares. Los métodos de clustering han sido propuestos en tres diferentes areas:
estadistica, mineria de datos y reconocimiento de patrones. Aqui se hace una breve

introduccion de algunas técnicas de agrupamiento.

Los algoritmos de agrupamiento, al igual que los estimadores robustos, intentan
minimizar una funcién de costo dada. Sin embargo las hipétesis que usan son mas

sofisticadas ya que se basan en la estructura de los datos [Myatt02b).

3.3.1. Algoritmos de k grupos

Los algoritmos de k grupos (k—clustering) tratan de organizar el conjunto inicial
de datos S en k grupos, donde el valor de k se conoce. El objetivo de estos algoritmos
es lograr una particién de S = UF_|S; que minimice alguna funcién de costo de
Zle C(5)). El costo de un grupo S; se puede evaluar con la funcién muy conocida

que usa la distancia euclidiana d

1Sil 1511
2
C(S) =Y (dpip))) (3.4)
i=1 j=1
Es decir, el cuadrado de las distancias entre cada punto dentro del agrupamiento.
El algoritmo més conocido para k—clustering es el algoritmo k-means [MacQueen67]

la cual optimiza la funcién

S|

C(S1) =D _d(B.p) (3.5)

donde p representa la media del grupo. Los algoritmos de k—clustering producen
agrupamientos esféricos los cuales son inapropiados para la extraccion de la mayoria

de caracteristicas (v.g. lineas) de una imagen de rango.
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3.3.2. Algoritmos de agrupamiento jerarquico

Los algoritmos de agrupamiento jerarquico son usados cuando la entrada no puede
ser particionada en grupos discretos y en lugar de producir una particiéon se busca
un drbol de grupos [Myatt02b]. En la raiz del arbol se encuentra el conjunto S y
los hijos de cualquier nodo representan diferentes formas de dividir el conjunto en
subconjuntos. A diferencia de k—clustering, se puede decidir al final el ntimero de
grupos y a que grupo pertenece cada punto.

Existen dos grandes clases de técnicas de agrupamiento jerarquico, acumulativo y
divisivo, que son diametralmente opuestas. En las técnicas acumulativas se comienza
con grupos lo mas pequenos posibles, se mezclan grupos similares entre si y se forman
grupos mas grandes cada vez. Por el contrario las técnicas divisivas comienzan con el
conjunto S y lo separan segin sus diferencias hasta llegar a conjuntos minimos.

Al igual que los algoritmos de k—clustering, la principal desventaja de los algorit-
mos de agrupamiento jerarquico es que no se aprovecha el orden en el que se obtiene
la imagenes de rango. Para extraer marcas, los algoritmos de clustering se usan en

conjunto con otras técnicas como en [Baltzakis02, Myatt02a].

3.4. Puntos de ruptura

En esta seccion, a diferencia de las técnicas de agrupamiento de la seccion anterior,
se aprovecha la secuencialidad de las lecturas del laser. Una técnica para simplificar
el problema de generacion de MGL es usar un algoritmo de agrupamiento cuyo ob-
jetivo es que puntos adyacentes de la imagen de Rango S que estan muy cercanos
entre si queden agrupados. A esta técnica se le llama deteccion de puntos de ruptura
0 algoritmos de segmentacion. Un punto de ruptura p, € S, es aquel punto donde se
pierde sustancialmente la continuidad de S, como ejemplo en la figura 3.1 los puntos
de ruptura de esta secuencia son representados por las cruces.

Para encontrar los puntos de ruptura es comun el uso de distancias euclidianas
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entre dos puntos sucesivos. Sin embargo, se puede utilizar cualquier distancia D, ; del

punto ¢ al punto j siempre que cumpla:

Dy1s = Day (3.6)
Dis+ D3, > Dy (3.7)
D, = 0 (3.8)

Los puntos de ruptura son de gran importancia para diferentes métodos de gene-
racién de MGL. [Premebida05] los divide en métodos basados en la distancia entre
puntos (PDB, del inglés Point Distance — based methods) y métodos basados en el
filtro de Kalman (KFB, del inglés Kalman Filter — based methods).

X.

Figura 3.1: Detector de Puntos de Ruptura

3.4.1. Detector de Puntos de Ruptura basado en distancias

Existen varios métodos basados en la distancia entre puntos, en esta seccion se
describe el Detector Simple de Puntos de Ruptura (SBD) y el Detector Adaptivo de
Puntos de Ruptura (ABD).
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SBD

El Detector Simple de Puntos de Ruptura (Simple Breakpoint Detector), calcula
de forma secuencial la distancia euclidiana entre los puntos adyacentes p; v pii1,
comenzando desde ¢ = 0 hasta ¢ = n — 1. Si la distancia es mayor a determinado

umbral ¢, es decir:
d(pi, piv1) >t (3.9)

entonces p; se considera un punto de ruptura. Para calcular la distancia entre dos
puntos se puede usar coordenadas cartesianas o polares. En el primer caso la distancia

se calcula de la siguiente forma:

d(pz'7pz‘+1) = sz‘ﬂ - pz” = \/(SCHI - xi)z + (yz‘+1 - yi)2 (3-10)

mientras que con coordenadas polares se puede usar:

d(pi, piv1) = lIpiv1 — il| = \/Ti2+1 + 72 — 21 11; cos Aa (3.11)

En este método el valor de t, se mantiene constante aunque, como se vera en la
siguiente seccion también se puede usar un valor de t;, que cambie para lograr mejores

resultados.

ABD

El detector Adaptivo de Puntos de Ruptura (ABD, del inglés Adaptive BreakPoint
Detector) ajusta el umbral ¢, en la ecuacién 3.9. Esto es necesario ya que, por un
lado la densidad de los puntos leidos no es uniforme ya que depende del dngulo de
incidencia del rayo respecto del segmento; y por otro, el error de la i—ésima lectura
de algunos sensores esta en funcion de r;.

En [Castro04] se usa la siguiente férmula para calcular ¢,

tb = k?o + k?l min{ri, Ti—l—l} (312)
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donde
k1 = +/2(1 — cos Aav) (3.13)

y la constante kg permite un ajuste del algoritmo segin el ruido existente.

Y
Aa — )\
Pn
Pn—1
A
. ® Dn—2
n—1 ®
\ obstéaculo x
T—A

Figura 3.2: Detector de puntos de Ruptura Adaptivo. Los puntos p,, y p,_1 se supo-
nen que pertenecen al mismo obstaculo. El radio del circulo indica la maxima distancia

permitida entre los puntos

En [Borges04] se propone un método que considera el dngulo de incidencia del
rayo sobre el objeto. Si se usa la ley de senos con la informacién que se muestra en la

figura 3.2, tenemos

sin A«

— Dp_1ll =rpo——————— .14
||pn Pn 1|| Tn 1Sin (AO[—/\) (3 )

donde A« es la resolucion angular del laser y A es el angulo de incidencia del rayo r,_1

sobre el obstaculo; sin embargo, el angulo de incidencia A en éste caso se desconoce.
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Figura 3.3: Diferentes dngulos de incidencia A

En la figura 3.3 se muestran diferentes casos del angulo de incidencia A < m, donde
se observa que la posible distancia entre puntos se incrementa mientras disminuye el
angulo \. Por este motivo nos interesa el angulo mas pequeno que sea posible leer,
para el caso de la figura 3.3 se esquematiza con \.. Para A\ > 7 ocurre una situacion
semejante; de tal manera que A en la ecuacion 3.14 debe tomar el valor del peor dngulo
de incidencia que pueda leer el laser, el cual se puede determinar empiricamente. Para

considerar el ruido en las lecturas se toma la distancia minima ¢, permitida como

f}b = Hpn — pn,lﬂ —+ 30’,« (315)

donde o, es la desviacion estandar del error de la distancia reportada por el sensor.

3.4.2. Detector de Puntos de Ruptura basado en el Filtro

Kalman

Un detector de punto de ruptura basado en el Filtro Kalman (KF) se discute en
[Castellanos96] donde el problema de extraccién de lineas se aborda como un problema
de seguimiento. Es decir, se trata de predecir la posicién siguiente al considerar los
puntos leidos con anterioridad. Si tal prediccion falla, entonces se considera que se ha

encontrado un nuevo punto de ruptura.
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En este detector se usa un modelo discretizado del sistema para describir el com-
portamiento dinamico de las mediciones de rango r,. Si consideramos el estado del
dr,

. t
sistema como x,, = (Tn E) entonces el modelo es:

x, = Az, |+ w, (3.16)

zn = Cz,+v, (3.17)

donde z, es la variable de medicién, y w,, y v,, es ruido Gaussiano con media 0 y

covarianza Q,, y R, respectivamente. Las matrices A y C corresponden a

A= C =(10) (3.18)

Como se discute en [Borges04] el modelo 3.16 es el modelo més simple que puede

ser usado sin conocimiento previo respecto de la trayectoria.

3.5. Meétodos de busqueda de lineas

En esta seccion se analiza la parte esencial de los métodos de extraccién de lineas
a partir de una imagen de rango. Dichos métodos son independientes del uso previo
de un detector de puntos de ruptura. En la siguiente exposiciéon se considera que se
cuenta con la totalidad de la imagen de rango y que dicha imagen se obtuvo desde
un punto estatico. Existen, sin embargo, algunos mecanismos (p. ej. los basados en
el filtro de Kalman) donde se puede realizar la deteccién de lineas en tiempo real, es
decir, al mismo tiempo que se obtienen los datos de la imagen. La premisa de tener
toda la imagen tomada desde un punto estatico no constituye un problema dada la

velocidad con la que se leen los datos.
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3.5.1. Line Tracking

El algoritmo de Seguimiento de Lineas (LT, del inglés Line Tracking) [Duda76]
también es conocido como Algoritmo Incremental [Nguyen05]. El algoritmo es muy
sencillo y rapido, se describe en el algoritmo 7 y en la figura 3.4 se ilustra el procedi-

miento.

Algoritmo 7 Algoritmo Line Tracking

Entradas: Una imagen de rango S = {p;|¢ = 1...n}, un umbral ¢, un conjunto
delineas M =0y j=1
Salidas: Un mapa de lineas M

1. Sij+ 1> n terminar; si no, crear un conjunto de puntos ) y agregar los
puntos p; y pj+1 € incrementar j.

2. Calcular los pardametros @ de la linea usando el conjunto de puntos Q.

3. Sila distancia del siguiente punto a la linea es menor al umbral, d(p;41, © <
t, agregar p; a (), incrementar j y regresar al paso 1

4. De otra manera, agregar la linea © al conjunto M y regresar al paso 2.

Dj

°
°
Pn

Figura 3.4: Line Tracking
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3.5.2. Iterative End Point Fit

El algoritmo de Ajuste Iterativo de Puntos Finales (IEPF, del inglés Iterative End
Point Fit) [Duda76] se ilustra en la figura 3.5. El algoritmo divide recursivamente
el conjunto de puntos S en grupos més pequenos como lo describe el algoritmo 8.
El punto de divisién del conjunto S; es aquel que estd més alejado a una linea de
referencia ©;. Como se puede observar, este algoritmo obtiene la linea ©; al unir el
punto inicial con el punto final. Si en lugar de hacer ésto, la linea ©; se obtiene al
ajustar una linea al conjunto de puntos S; entonces al método se le conoce como

Ajuste de Linea Recursivo (RLF, del inglés Recursive Line Fitting) [Gétcher05].

Algoritmo 8 Algoritmo IEPF

Entradas: Una imagen de rango S = {p;|i =1...n} y un umbral ¢

Salidas: Un mapa de lineas M

1. Crear una lista £ e introducir S;1 =S

2. Repetir mientras exista un conjunto S; = {p;|j =1...n;} en la lista £ que
no haya sido revisado:

a) Encontrar la linea ©; que pasa por el punto inicial y el punto final del
conjunto Sj.

b) Encontrar el punto p; que tenga el mayor error ortogonal € ,,q, 2 la
linea 6.

¢) Sielmar > t el conjunto de puntos S; se divide en dos conjuntos:
Sjo = {pjli=1...k—=1} y Sj1 = {pjlj =k...n;}. En la lista L se
reemplaza S; por los conjuntos no revisados Sjo y Sj1.

d) Sino, marcar S; como revisado
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Figura 3.5: Iterative End Point Fit(IEPF)

3.5.3. Split—Merge Split—Merge

El método Split-Merge Split-Merge (SMSM) [Zezhong03] es una adaptacién del
método TEPF, y esta esta dividido en cuatro pasos como su nombre lo indica. En la
primera fase de divisién (Split) se usa un detector de puntos de ruptura. En la primera
fase de mezcla (Merge) se calcula la distancia entre el ultimo punto de un grupo al
primer punto del grupo siguiente, si la distancia es menor que un determinado umbral
entonces se combinan los grupos. En la figura 3.6 se muestra un ejemplo de la primer
fase de mezcla, los grupos ¢g; v g2 se mezclaran porque dis < t donde t es un umbral
preestablecido. En cambio el grupo g3 no se mezcla ya que daz > t.

En la segunda fase de division se usa el método IEPF estudiado en la seccién
anterior. Por 1ltimo, en la segunda fase de mezcla, se combinan aquellos segmentos

de linea que son similares entre si como se describe el apéndice B.

3.5.4. Busqueda de lineas con HT

El uso de la transformada de Hough descrita en la seccién 2.6 es muy popular
para la extracciéon de MGL [Giesler98, Alempijevic04, Nguyen05, Sack03] a partir de

una imagen de rango S. La HT es una técnica que usa la informacién global que
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Figura 3.6: Primer fase de mezcla de SMSM

encuentra en una imagen de rango S. Esto obliga a la realizacién de una fase de
post—procesamiento para determinar las lineas con mayor votacién y los segmentos
de linea involucrados.

Ademas de las variantes genéricas de la HT que mejoran la velocidad y uso de
memoria, se han reportado en la literatura técnicas aplicables especificamente a las
imagenes de rango. Por ejemplo en [Alempijevic04] se aprovecha un procesamiento
directo de los puntos de la imagen de rango S para detectar los parametros de las
lineas mas probables y dichos parametros sirven para focalizar la busqueda de lineas
en la HT con lo que se encuentra el MGL final. El esquema de votacién de la HT
se puede adaptar segun la aplicacién, por ejemplo, en [Gillies92] se incorpora una
fase de post—procesamiento donde se incluyen criterios de votacién de acuerdo a cri-
terios perceptuales. Los criterios perceptuales derivan de los trabajos de la corriente
psicolégica del Gestalt que caracteriza el sistema de vision humana. Estos criterios

incluyen similaridad de color e intensidad, continuidad, etc.

3.5.5. Bisqueda de lineas con EM

El algoritmo FEzpectation—Mazimization (EM) [Dempster77] es una técnica itera-
tiva de uso general que se usa para encontrar la maxima verosimilitud en problemas

con datos incompletos. La idea fundamental es asociar al problema de datos incom-
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pletos uno de datos completos para el cual la estimacion de maxima verosimilitud es
mas facil de realizar [McLachlan97]. En cada iteracién el algoritmo EM consiste de
dos pasos, el paso—E y el paso-M. En el paso—E los datos faltantes son estimados a
partir de los datos observados y la estimacion actual de los parametros del modelo

faltantes. En el paso—M, la funcién de verosimilitud se maximiza.

El algoritmo EM aplicado al ajuste de lineas es conocido en estadistica como el
procedimiento Healy—Westmacott, y surge 7 anos antes que el algoritmo EM genérico
[LateckiO6]. Los siguientes dos pasos se ejecutan hasta convergencia, el algoritmo
garantiza que converge a algin minimo local. La entrada es un conjunto de puntos

en el plano y un conjunto de lineas inicial [Latecki06]:

paso—E (Expectacién) Dado el conjunto de lineas actual, estimar las probabilida-
des de pertenencia de cada punto a las lineas. Las probabilidades se calculan en

base a la distancia de cada punto a las lineas.

paso—M (Maximizacién) Dadas las probabilidades calculadas en el paso—E, se cal-
culan los nuevos parametros de las lineas usando una regresion ponderada por

las probabilidades.

Una variante conocida como fuzzy—K means clustering [Duda76] [Sack03] asume
que el error de las mediciones sigue una distribucién gaussiana. Mientras que en
[Liu01] se usa una mezcla de distribuciones: una distribucién constante para outliers

y otra normal para inliers.

Un problema crucial del método EM es el ntiimero de lineas m del MGL. Algunas
técnicas varian el nimero de lineas, comienzan con una cantidad grande y desechan

aquellas lineas que se queden sin puntos.
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3.6. Resumen

En este capitulo se han descrito varios métodos comtunmente reportados en la
literatura para encontrar un MGL a partir de una imagen de rango. Se inici6 con
una breve descripcién de los métodos de agrupamiento de puntos; de los cuales se
estudiaron mas a fondo los llamados detectores de puntos de ruptura que son algo-
ritmos que realizan la agrupacién en funciéon tanto del orden en que los puntos se
encuentran dentro de la imagen de rango como la distancia que existe entre puntos
adyacentes. Los detectores de puntos de ruptura son usados en muchos métodos como
un mecanismo para simplificar la extraccién de lineas.

Los métodos para la extraccion de lineas que se estudiaron aqui son LT, IEPF, HT
y EM. De ellos, LT e IEPF se usan frecuentemente debido a su simplicidad y rapidez,
su principal inconveniente es que solo usan informacion local, con lo que obtienen
resultados poco precisos. Por otra parte los métodos basados en HT o EM obtienen
sus resultados usando toda la informacion dentro de la imagen de rango, con lo que
se obtienen mapas de lineas mas precisos. Su principal inconveniente es la cantidad
de tiempo que invierten para realizar la extraccién. Esto dificulta su aplicaciéon en el

area de robdtica movil.

Algoritmo velocidad | numero precision Asertividad
[ms] de lineas | oa, [em] | oa, [] | %
SMSM 0.7 641 1.95 0.74 86.0
LT 3.0 561 2.04 0.72 77.8
LT + Clus. 1.6 567 2.04 0.72 79.2
RANSAC 34.5 749 1.68 0.77 75.6
RANSAC + Clus. 10.8 547 1.37 0.70 70.7
HT 125 825 1.63 0.76 82.0
HT + Clus. 111.1 600 1.51 0.67 79.5
EM 1666.7 1153 2.09 0.97 78.6
EM + Clus. 1428.6 709 1.58 0.73 80.3

Tabla 3.1: Comparacion de los algoritmos estudiados para la extraccién de MGL
(adaptado de [Nguyen05])
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Como se puede observar en la tabla 3.1 [Nguyen05] el algoritmo SMSM es el més
rapido, mientras que HT y EM son los que mas tiempo invierten para la extrac-
cién. Por otra parte, el algoritmo SMSM es el que tiene mayor indice de asertividad
(proporcién de lineas correctamente obtenidas).

En el siguiente capitulo se propone un esquema para la extraccion de un MGL

que busca mejorar el desempeno al combinar los enfoques local y global.






Capitulo 4

Métodos Propuestos

En el capitulo 2 se abordaron algunos métodos para resolver el problema de extraer
una linea a partir de un conjunto de puntos, en especifico los métodos de seleccion
aleatoria formulan hipétesis de lineas usando la minima cantidad de puntos y después
eligen el modelo que mejor fue evaluado por una funciéon determinada. Los algoritmos
que se proponen en este capitulo estan inspirados en los algoritmos de Seleccién
Aleatoria y ademas tratan de aprovechar la secuencialidad de los datos obtenidos con
el telémetro laser.

De forma resumida, el problema que tratamos de resolver es el de obtener el
modelo M = {6;]j=1...nm} de ny lineas que mejor represente la imagen de
rango P = {(x;,y;) |t = 1...n}. El objetivo de este capitulo es exponer dos nuevos
algoritmos que resuelven el problema de manera satisfactoria a pesar de la existencia
de una gran cantidad de ruido en la imagen de rango.

En la seccion 4.1 se propone el algoritmo de Consenso aleatorio en una ventana
(WSAC, del inglés Window SAmple Consensus). Este algoritmo busca iterativamente
lineas de forma local, si la bisqueda local tuvo éxito entonces la linea encontrada se
integra al ML incorporando todos aquellos puntos de la imagen que cumplan las
condiciones para pertenecer a esa linea.

El algoritmo de Consenso aleatorio en una ventana con evaluacion global( WSAC—

65
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GE, del inglés Window SAmple Consensus—General Evaluation) se presenta en la
seccion 4.2. Este algoritmo también extrae lineas de forma local pero a diferencia del
método anterior se realiza un procedimiento més elaborado para decidir qué lineas
deben incluirse en el ML resultante y cudles puntos estan asociados a cada linea.
Un mecanismo importante que usan los métodos WSAC y WSAC-GE es el de
obtener un conjunto de segmentos a partir de un conjunto de puntos asociado a una

linea. En la siguiente seccién se describe este mecanismo en la siguiente seccion.

Detector de segmentos de una linea SLD

En ocasiones tenemos una linea © que tiene asociado un conjunto de puntos Sg,
y se desea determinar los segmentos de la linea. El problema de encontrar el conjunto
de segmentos es equivalente a encontrar los puntos de ruptura del conjunto de puntos

Se C S asociados a una linea ©, de tal manera que:

So = {pald(pa, ©) <t}

como lo muestra la figura 4.1. El objetivo es encontrar aquellos puntos elementos de
Se en donde se pierde la continuidad. En la figura 4.1 los puntos de ruptura estan
indicados por las cruces.

Para resolver este problema se pueden aplicar técnicas similares a las usadas en
los detectores descritos en la seccion 3.4 de la pagina 51. El método aqui propuesto
considera que si dos puntos estan muy cercanos entre si segiin el orden del rastreo
entonces no se puede asegurar la discontinuidad. Es decir, si p;,p; € Seo vy j > ¢

entonces habra s = j — 4 — 1 lecturas entre los puntos p; y p;. Por lo que si
s <k,

donde kg es el maximo de lecturas permitido entre los puntos, se puede considerar
que no existe un punto de ruptura. Por tltimo, si entre los puntos p; y p; existen més

de k4 lecturas entonces se considera a p; como un punto de ruptura si

d(pi,pj) >ty
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Figura 4.1: Detector de segmentos de la linea

donde ¢, es un umbral predefinido y d(p;, p;) es la distancia entre los puntos.

4.1. Método WSAC

Para encontrar el mejor mapa de lineas M, el método WSAC busca iterativamente
nuevas lineas aprovechando la secuencialidad de la imagen de rango. El algoritmo de
busqueda de una linea se describe a continuacion, en las secciones 4.1.2 y 4.1.3 se
describen aspectos especificos de la bisqueda y en qué momento el mapa M se ha
completado, por ultimo en la seccion 4.1.4 se muestra el algoritmo completo y se

muestra un ejemplo.

4.1.1. Busqueda de una linea

La figura 4.2 ilustra el mecanismo que el algoritmo usa para encontrar una linea.
En el primer paso se busca la mejor linea ©; dentro de una ventana local S; de
tamafio ¢; como lo muestra la figura 4.2(a). Para encontrar la mejor linea ©; dentro

de la ventana S; se puede usar cualquier método de seleccion aleatoria. Si la linea
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extraida O, tiene suficiente consenso entonces se puede realizar e segundo paso, de
lo contrario buscaremos en otra ventana. En el segundo paso, el de refinacion global,
consiste de varias acciones. Primero se encuentran el conjunto de puntos S como lo
muestra la figura 4.2(b). Los elementos del conjunto Sy son todos aquellos puntos
p; de la imagen de rango que aun no estén asociados a otras lineas y que cumplan
d(p;, ©;) < t. En seguida, quitamos de S, aquellos puntos que pertenecen a segmentos
pequenos. Por ejemplo, el grupo gz de la figura 4.2(b) se descartaria. Para detectar
los segmentos de la linea se puede usar el algoritmo SLD descrito en la seccién 4 de
la pagina 66. Por tltimo, como se ilustra la figura 4.2(d), se ajusta la linea @ al

conjunto de puntos Sp.

4.1.2. Seleccion de la ventana S; y condicion de terminacion

En la seccion anterior se introdujo el mecanismo de busqueda de una linea. En
esta seccion se introduce cémo se determina la ventana S; en cada busqueda y cémo
se determina cuando ya no es necesaria otra busqueda.

La busqueda de nuevas lineas en WSAC se hace de manera ordenada. La primer
ventana S se define simplemente seleccionando los primeros ¢; puntos de la imagen,
esto es, el punto de inicio de la ventana es [ = 1. Con esta ventana S; se realiza
la bisqueda de una linea como se describié en la secciéon anterior. Para las nuevas

busquedas, la definicién de la ventana S; dependera de el éxito de la bisqueda anterior:

» Si la busqueda anterior con ventana .S} y con punto inicial [* se encontré una
linea, entonces la nueva ventana SIZH comienza en el siguiente punto de la

imagen que atin no esté asociado a una linea. Por lo que cumple que [*t! > [%,

= Si la bisqueda anterior no se encontré una linea, entonces la siguiente ventana
S;*! comienza en el (¢4 + 2)-ésimo punto de la ventana anterior. Donde ¢4 < t

es el desplazamiento definido de la ventana.
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(a)Linea extraida de la ventana .S, (b)El conjunto Sy,
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(c)Se eliminan de Sy, los puntos de grupos (d)Se obtiene la linea 6]

pequeiios (g3)

Figura 4.2: El método WSAC

Usando el procedimiento anterior se garantiza que se busca a lo largo de toda la
imagen de rango y que no se repite dos veces la misma bisqueda. La busqueda de
lineas concluye en el momento que no se puede seleccionar una ventana cuyo punto

inicial cumpla [ < n, donde n es el nimero de puntos de la imagen de rango.

4.1.3. La ventana deslizante

En las secciones anteriores se describié como se encuentra una linea y cuando

concluye la busqueda de nuevas lineas. En esta seccion se estudia la naturaleza de la
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,,,,,,,,,,,,

| ° '
,,,,,,,,,,,,,,

(a)Dificultad de S; fija (b)S; deslizante

Figura 4.3: Ventanas fija y deslizante

ventana local .9;.

La primer aproximacion consiste en seleccionar una ventana fija durante la buisque-
da local en la existan #; puntos que atin no hayan sido asociados a una linea. La
principal dificultad de esta aproximacién se ilustra en la figura 4.3(a). La linea 6, se
obtiene si se elige la ventana ;. A partir de esa ventana no es posible obtener las
lineas reales, que en la figura estan marcadas por ©; y 6. Este problema se debe a
una eleccién inadecuada de S;. La idea inmediata que surge para solucionar el pro-
blema es aumentar el ancho de la ventana local ¢; = ||.Sj||, pero esto no representa
una buena solucion. Ya que, por un lado se requerird mayor cantidad de iteraciones
para encontrar la linea local y por otro se pierde la ventaja de la btisqueda en un area
local reducida: encontrar una primera aproximacion de la linea a partir de puntos
muy cercanos entre si.

La solucién que se propone consiste en tener una ventana deslizante en lugar
de mantener la ventana fija durante el proceso de extraccion local. El algoritmo 9
muestra el comportamiento de la ventana deslizante usada en la busqueda local. Al

usar la ventana deslizante, se pueden extraer las lineas ©; y 65, como lo muestra la
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figura 4.3(b).

El requerimiento de que la cardinalidad del conjunto S; sea menor o igual que t,
es necesario para poder comparar el consenso obtenido durante la fase de extraccion
local.

En la siguiente seccion, se describe mas a fondo el comportamiento de la ventana

deslizante cuando se ejemplifica el comportamiento del algoritmo WSAC.

Algoritmo 9 WSAC: Bisqueda local

Entradas: La imagen de rango P = {(z;,y;)|[i = 1...n}, el punto de referencia [,
el nimero de puntos de deslizamiento kg, un tamafo de ventana t;, y un ntimero
de intentos m

Salidas: Una linea ©° con consenso C*
1. j<0,C*0.
2. Calcular kg, 0 < kg < kg usando una distribucién de probabilidad uniforme
3. Calcular el punto inicial [; de la ventana al saltar ks puntos desde [
4. Calcular la ventana S, seleccionando ¢; puntos a partir de [;

5. Seleccionar aleatoriamente dos puntos de S; y con ellos calcular los parame-
tros de la linea O;

6. Calcular el costo de la linea C'g,; usando una funcién de peso
7. SiCg > C* entonces C* « Cg, O — O;
8. Incrementar j

9. Sij < mir al paso 2

4.1.4. Algoritmo

WSAC se muestra en el algoritmo 10, donde se incluyen los mecanismos de se-

leccién de ventana deslizante (seccién 4.1.3) y avance de ventana (seccion 4.1.2). El
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Figura 4.4: Ejemplo del método WSAC

comportamiento del algoritmo se ejemplifica en la figura 4.4, los puntos que ain no se
ha realizado una busqueda y que no estan asociados a una linea estdn marcados por
los ntimeros. Si definimos el ancho de la ventana local por ¢; = 5, el desplazamiento
de ventana k; = 2 y el consenso minimo c¢,,;, = 4. La primera busqueda usara una
ventana con punto de referencia [ = 1. En las figuras 4.4(a), 4.4(b), 4.4(c) y 4.4(d) no
es posible encontrar una linea con suficiente consenso. El nuevo punto de referencia

es el cuarto (kg + 2 = 4) de la ventana anterior, o sea el nimero 4. En las figuras
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4.4(e), 4.4(f), 4.4(g) y 4.4(h) se realiza la nueva busqueda local, la mejor linea de esta
busqueda se muestra en la figura 4.4(i). Después del refinamiento global, los puntos
6...10, 12 y 13 son asociados a la linea. La siguiente bisqueda nuevamente comienza
desde | = 4, pero ahora abarca todos los puntos restantes. De esta nueva bisqueda
no se podra obtener una nueva linea y el algoritmo termina con un mapa global con
una tnica linea.

Una caracteristica importante del algoritmo es que la pertenencia de un punto a
una linea es irrevocable. Aunque esta caracteristica hace que el algoritmo sea simple
y rapido, pueden ocurrir ciertos errores en la asociaciéon punto-linea. El algoritmo de

la siguiente seccién hace un procesamiento mas elaborado para mejorar el resultado

final.

Algoritmo 10 Algoritmo WSAC

Entradas: La imagen de rango P = {(z;,y;)[i =1...n}
Salidas: Un mapa de lineas M

1. [+1
2. Realizar la bisqueda local (algoritmo 9) para obtener 6, Sg y Cg
3. SiCg < Chypn entonces

a) Agregar a Sg los puntos de P que estan representados por ©

b) Eliminar de Sg aquellos puntos que pertenecen a segmentos de longitud
pequena

¢) Si Sg tiene més de un elemento, reestimar los parametros de la linea
usando Sg, y eliminar los elementos de Sg de P y agregar © a M

4. sino
a) Incrementar [ en un valor constante [ «— [+ k

5. Sino se ha alcanzado el final de P, ir al paso 2
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4.2. WSAC-GE

Dado que se desconoce el ntimero total de lineas n y, del mejor mapa de lineas M

= s

), este nuevo algoritmo parte de un mapa sin lineas M = ) y de acuerdo
a la situacién, se trata de aumentar o disminuir el nimero de lineas. Asi, en cada
iteracion el método propuesto realiza dos tareas: la prueba de agregacion de lineas y
prueba de remocion de lineas. La intencion es mejorar en todo momento el modelo
maximizando una funcién H (M, P) que evalda la bondad del modelo M respecto de

la imagen de rango P.

4.2.1. Prueba de Agregacion de lineas

En esta fase se genera una nueva linea © como se describe méas adelante, la nueva
linea puede enriquecer al modelo anterior M. Para saberlo, se evaltia H con el nuevo
modelo propuesto que incorpora la nueva linea M’ = M U {©} y se acepta en caso

de que la evaluacién de H mejore respecto de la evaluacién anterior.

La figura 4.5 muestra el proceso de agregacién de una nueva linea. En la figura
4.5(a) se representa la cercania de los puntos p; a una linea en forma grafica. En el
extremo izquierdo se presenta la cercania de pq, seguida de po, y asi sucesivamente
hasta llegar a psg1. Es decir una imagen de 1fila x 361 pixeles. Un tono de gris claro
denota que el punto en cuestion esta cercano a la linea, mientras que tonos oscuros
denotan puntos mas alejados. El nivel de gris es funciéon de la proximidad del punto
a la linea. En 4.5(b) se presenta una imagen de 2filas x 361 pixeles que representa
un mapa M. Al unir las figuras 4.5(a) y 4.5(b) se obtiene el nuevo mapa propuesto
M = M U{6s} lo que se muestra en la figura 4.5(c). Se puede observar en el mapa
M’ se acepté debido a que las lineas tienen diferentes puntos de la imagen que las

soportan y entonces M «— M.
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(a)Nueva linea a probar O3

T el T
(b)Mapa anterior M, H (M, P) = 3689

(c)Nuevo mapa M', H(M', P) = 9857

Figura 4.5: Agregacion de una linea

(a)Mapa anterior M, H(M, P) = 3442
= I

(b)Nuevo mapa M’, H(M, P) = 3609

Figura 4.6: Remocién de una linea

4.2.2. Prueba de Remocion de Lineas

Existe la posibilidad de que un mapa parcial M, tenga una linea con poco consenso
y que los puntos que la soporten ademas realmente pertenezcan a otra linea. Para
quitar ese tipo de lineas en la prueba de remocion se selecciona aleatoriamente una
linea del mapa actual. La linea se desecha si se mejora la evaluacién de H al suprimirla
del mapa actual. En la figura 4.6 se muestra un ejemplo de una linea removida. En
la figura 4.6(a) se muestra un modelo M cuya primer linea tiene poco consenso. En
4.6(b) se muestra el modelo M" = M — {6} resultante de desechar la primera linea.

El modelo M’ se acepta ya que H(M', P) > H(M, P) y entonces M «— M’.
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4.3. Algoritmo

Las fases de prueba de agregacion y prueba de remocién se realizan en cada

iteracion y al final se obtiene el ML cuando ya no se pueda mejorar H.

El método se describe en el algoritmo 11, la funciéon de evaluacion H y los detalles

del algoritmo se describen més adelante.

Algoritmo 11 Algoritmo WSAC-GE

Entradas: Una imagen de rango P = {(z;,y;)|i = 1...n} y un nimero dado de
intentos ng;.
Salidas: un mapa de lineas M
1. Se inicializa M «— 0, i=1,1=0
2. Tterar mientras que ¢ < ny
a) Agregacién de lineas
Se genera una nueva linea @ a partir de dos puntos (4.5),
Se propone un nuevo mapa M’ = MU {6},
Si H(M',P) > H (M, P) entonces M «— M’ e i =0.
b) Eliminacién de lineas
Se selecciona aleatoriamente la linea ©; € M,
Se propone el nuevo modelo M’ — M — {6;},
Si HM',P)> H(M,P)ei=0.

¢) se incrementa i
3. Asociar puntos con lineas (seccién 4.5.3)

4. Refinacién de las lineas (seccién 4.5.4)
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4.4. Funcién de evaluacién del mapa

Dada una imagen de rango P = {(z;,y;)|[i =1...n} y el mapa de lineas M =
{6;]j =1...1} donde | es el nimero de lineas. Se calculan los errores e, ;; de cada
punto p; € P a cada linea ©; € M. Aplicando la funcién de ponderacién Beaton-

Tukey w(e ;) (seccién. 2.7) dada por:

[1 - (e/k)?)* parale] <k
wBT(e) =
0 parale| >k
En la tabla 4.1 se muestra el resultado en forma de matriz obtenido de realizar

este paso. Los renglones denotan las lineas y las columnas los puntos.

D1 D2 ce Dn
01| w (eJ_ll) w (€L21) el w (€¢n1)
Oy | w (€¢12) w (6L22) | W (einQ)
O | w (enz) w (Buz) | W (eLnl)

S1 So . e Sn

Tabla 4.1: Errores del punto p; a la linea 6,

El ultimo renglén es el acumulado de la columna correspondiente. Esto es

S; = Z w(eyij)
j=1

Asi se puede definir la matriz de correspondencias normalizada C' de los puntos

p; € P alas lineas 6; € M:
C=leyli=1...nj=1...1 (4.1)

donde ¢;; se calcula de la siguiente manera

w<e:”) sis; <t
Cij = ¢ (42)
sis; =0

o
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donde ¢ es un umbral predefinido que sirve para evitar que ponderaciones por
debajo de t sean consideradas como 1 después de la normalizacién. Con la matriz de
correspondencias normalizadas C' se puede calcular entonces el consenso normalizado

h; de la linea ©; usando
hj = Z Cij (43)
i=1

como se ilustra la tabla 4.2.

Pr | P2 | ---| Pn hj
O1|ci1|co |- Cnl hy
Oy | cra | Coa | -+ Cn2 ho
O cul|cul|-|cul hn

Tabla 4.2: Célculo del consenso normalizado h; de la linea ©;

Finalmente el mapa M se puede evaluar respecto de la imagen P usando la funcién
HM,P) = Y I (4.4)

La tabla 4.2 muestra graficamente en las figuras 4.5 y 4.6.

Si el entorno de donde se obtuvo la imagen de rango P consistiera de un unico
objeto lineal, todos los puntos p; € P fueran lecturas de ese objeto y ademds no
existiera error en las mediciones del ldser, entonces la funcién H (M, P) tendria un
méximo cuando se obtiene el mejor modelo M con una sola linea @ que pase por
todos los puntos y H (M, P) = n? siendo n = |P|. En el caso de varias lineas, la
funcién tendrd un méximo cuando el modelo M tenga la mayor cantidad de lineas
cada una de ellas con la mayor cantidad de puntos que solo pertenezcan a una sola

linea a la vez.
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4.5. Generacién de hipdtesis

Como se describié anteriormente, en cada fase de prueba de agregacion se busca
integrar una nueva linea © al mapa. Al mecanismo de generar una nueva linea le lla-
maremos generacion de hipdtesis. Si en lugar de generar hipétesis al encontrar la linea
que pasa por dos puntos seleccionandos aleatoriamente, se aprovecha la secuenciali-
dad de P entonces se puede mejorar el desempeno del algoritmo 11. A continuacién

se describen dos métodos sugeridos para la generacién de hipotesis.

4.5.1. Generacion de hipdétesis a partir de puntos

Para aprovechar la organizacién secuencial de P, se puede generar la nueva linea
© al unir dos puntos estén préoximos entre si. Con este objetivo se selecciona un punto
Pk, dentro del rastreo de forma aleatoria, pero el siguiente punto py, se obtendra usan-
do una distribuciéon gaussiana centrada en pg, y con una desviacién estandar oy,. Este
mecanismo se describe en el algoritmo 12. Un factor importante es el valor que se
seleccione para op. Un valor pequeno de oy indica una fuerte tendencia a seleccionar
puntos muy préximos entre si, mientras que valores grandes de o tenderan a una
distribucion uniforme. La eleccion de o, puede hacerse de manera empirica conside-
rando la longitud promedio de las lineas del entorno, la resolucién angular del laser,

ete.

4.5.2. Generacion de hipdtesis usando una ventana estatica

Otra manera de lograr buenas hipdtesis iniciales es usar el mecanismo de ventana
estatica 9;. Para ello, seleccionamos de forma aleatoria un punto inicial k; y a partir
de ahi definimos la ventana estatica S; tomando ¢; puntos consecutivos de la imagen
de rango. La nueva hipdtesis se encuentra usando algin método de seleccion aleatoria

(v.g. MSAC) para encontrar la mejor linea en esa ventana.
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Algoritmo 12 WSAC-GE: Generacién de una linea local @,

Entradas: Una imagen de rango P = {(z;,y;)|[i = 1...n} y la desviacién
estandar oy,

Salidas: La linea 64

1. Seleccionar aleatoriamente un primer punto py, € P, para 1 < k; < |P|

2. Seleccionar un segundo punto py, € P usando una distribucién gaussiana
con media ki y desviacién estdndar oy, verificando que 1 < ko <n

3. Obtener la nueva linea @ al unir los puntos pg, y pk,

4.5.3. Asociacion final de puntos y lineas

Si el mapa M no se puede mejorar después de n; intentos entonces se ha encontra-
do el mapa M v sélo resta encontrar la asociacién entre puntos y lineas. La asociacién
entre puntos y lineas estara dada al asociar a cada punto p; a su linea més proxima.
Esto se hace usando la tabla 4.2, para cada punto (columna) se selecciona el maximo

valor de la linea (fila).

4.5.4. Refinacion de las lineas

Aunque una linea se obtenga al unir dos puntos tipicos (respecto de un grupo),
es comun que dicha linea no represente de forma adecuada al conjunto de puntos de
donde se extrajo. Como ejemplo de este hecho, en la figura 4.7 se observa que la linea
6, que une a los puntos p; y ps no es la mas representativa. Después de un ajuste,
la linea O mejora sustancialmente la representaciéon de los puntos. Una vez que se
ha encontrado M se propone una fase de post—procesamiento que refine las lineas
usando para ello un ajuste con IRLS aprovechando que tal método converge a un

minimo local.
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- /p/

1

Figura 4.7: Refinacion de la linea

. Oy

puntos mal
asociados

X * X

(a)Problema de alcance (b)Problema en una interseccién

Figura 4.8: Problemas de agrupacion

4.6. Variantes del método

El método expuesto localiza lineas generadas a partir de puntos cercanos, favorece
a la seleccion de lineas con soporte alto y busca que cada punto se asocie a una sola
linea. Pero se pueden lograr mejoras tanto en el tiempo que consume el algoritmo como

en la calidad del ML al emplear algunas técnicas que en esta seccion se abordan.

4.6.1. Penalizacion por segmentos

En el método WSAC-GE no se usan detectores de puntos de ruptura que simpli-
fiquen el procesamiento de la imagen de rango P. Al procesar todos los puntos de P

a la vez se encuentran dos tipos de dificultades para asociar correctamente los puntos
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pi € P alas lineas 6; € M:
1. Agrupacién por alcance,

2. Agrupacién en una interseccion

Algoritmo 13 Penalizacién de puntos asociados a segmentos pequenos

Entradas: El vector de asociacién ¢;j, i = 1,...,|P| de la linea @; € M
Salidas: El vector de asociacién ¢;j, i = 1,...,|P| con penalizacién de puntos

asociados a segmentos pequenos

1. Encontrar el conjunto de segmentos poblados de la linea @;4; usando un
SLD (secc. 4 pag. 66), {s;|i =1...ngg}.

2. Para cada segmento s; hacer:

a) Si la cantidad de puntos asociados a cada segmento es menor a un
cierto umbral nyin (v.g. nmin = 1 para puntos aislados) entonces los
puntos que pertenecen a ese segmento se les asocia un ¢;; = 0.

b) Sila distancia euclidiana entre el primer y tltimo punto del segmento
es menor a un cierto umbral Ny, (V.g. Nimin = Hcm) entonces el valor
de ¢;; se multiplica por una constante de penalizacién, k, < 1.

El problema de agrupacion por alcance se ilustra en la figura 4.8(a). En éste caso
no existe informacion suficiente para decidir si el punto p;, que es el mas alejado
del grupo, pertenece a la linea o no. Aunque este tipo de problema pudiera parecer
irrelevante ocasiona errores de precision pues puntos como el p; suelen funcionar como
“puntos palanca” ya que afectan considerablemente el ajuste final.

El problema de agrupacion en una interseccion ilustrado en la figura 4.8(b) con-
siste en encontrar la asociaciéon correcta cuando los puntos parecen pertenecer a dos

lineas a la vez (v.g. en esquinas o intersecciones de segmentos). En este caso, es posi-
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s

penalizados

No penalizados puntos penalizados

para O
penalizados / \ 6,
X . X
(a)Correccién de alcance (b)Correccién de agrupacién

Figura 4.9: Correccién con penalizacién

ble que la linea ©; no se encuentre debido a que algunos puntos estdn mal agrupados
y estan considerados como parte del grupo que soporta a 6.

Para resolver ambas situaciones se puede realizar una penalizacion por segmentos
como se describe a continuacion. En el paso de agregacion de una nueva linea, después
de haber generado la nueva linea @ y antes de introducir la nueva fila en la matriz
de correspondencias C' se sugiere el uso de la penalizaciéon por segmentos como lo
describe el algoritmo 13. En la figura 4.9(a) se muestra que, con la penalizacién
realizada al grupo de puntos se logra que los puntos dentro de los dos segmentos
pequenos reduzcan su influencia tanto para el calculo del consenso A de la linea como
en el momento del ajuste final de la linea descrita mas adelante. Con ello se consigue
que se le de mas importancia a aquellos puntos que se encuentran en segmentos méas
grandes. En la figura 4.9(b) se ilustra que con la penalizacién realizada al segmento

de longitud pequena se facilita la extraccion tanto de ©; como de 6.

4.6.2. Lineas Similares

Si en el paso de agregacién del algoritmo 11 se intenta introducir al mapa M una

linea O, y existe una linea ©; € M tal que ©; ~ O°, entonces después de evaluar M
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se rechazard. Para evitar un procesamiento innecesario se puede evaluar la similitud
entre la nueva linea @ con cada elemento del modelo M, si existe una linea similar
entonces se omite la evaluacién de M’ y se rechaza directamente el nuevo modelo
M'’. En el apéndice B se muestra la forma de evaluar la similitud entre lineas.

La figura 4.10 muestra dos lineas similares ©; y ©,, como se puede observar las dos
lineas tienen los mismos puntos de soporte, y son similares entre si. Por tal motivo, si
ya se ha encontrado ©; no es necesario evaluar el modelo agregando @y, en cualquier

caso, después de la refinacion de la linea se obtendra la linea buscada 6.

y e,

Figura 4.10: Lineas similares.

4.7. Resumen

Los algoritmos propuestos en este capitulo muestran que por un lado consideran
toda la informacion dentro la imagen del rastreo P, y por otro, aprovechan la secuen-
cialidad de los puntos. Dichos algoritmos usan un mecanismo de seleccion aleatoria,
y una funcién redescendente para orientar la busqueda a aquellas lineas que estén
soportadas por puntos que se encuentren lo mas cercano posible a la linea.

Los métodos propuestos parten de una busqueda local y luego hacen considera-
ciones globales. Sin embargo, mientras que para el algoritmo WSAC, es suficiente

que una linea cumpla ciertas condiciones locales (nimero de puntos representados
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‘ Algoritmo ‘ WSAC ‘ WSAC-GE ‘
Aprovecha secuencialidad SI ST
Uso de un estimador — M ST ST
Evaluacién Global NO SI
Penalizacion por segmentos SI Opcional
Correccién en asociacién NO SI
Uso de detectores de Punto de Ruptura | NO NO
Generacion de nuevas lineas con una | NO Opcional
ventana estatica
Generacion de nuevas lineas con una SI NO
ventana deslizante
Generacion de nuevas lineas a partir de |  NO SI
dos puntos (sin uso de ventana)

Comprobacién de lineas similares NO Opcional
Refinacién final de las lineas SI SI

Tabla 4.3: Resumen de caracteristicas de los algoritmos propuestos

por la linea, longitud del segmento, etc.) para integrarla al mapa; para el algoritmo
WSAC-GE, es necesaria ademas una evaluacion global del sistema con el objetivo de
mejorar la asociacion entre puntos y lineas y por ende la calidad del ML. La tabla
4.3 muestra un resumen de los métodos empleados por los algoritmos El algoritmo
WSAC, se puede emplear en situaciones donde el tiempo es un factor importante.
Para aplicaciones fuera de linea, donde la precision y exactitud son factores valiosos
se puede usar el algoritmo WSAC-GE. Por tltimo, ambos métodos son capaces de en-
contrar MGPL de buena calidad en un ambientes demasiado ruidosos. En el siguiente
capitulo se muestran algunas ideas del uso de MGL para la solucién del problema del

SLAM, y en capitulo 5 se presentan los resultados experimentales.






Capitulo 5

Pruebas y resultados

Este capitulo presenta en primer lugar, los resultados de las pruebas realizadas a
los métodos propuestos para la generacion de MGL a partir de imédgenes de rango; y

en segundo lugar, los resultados de integrar los MGLs en el algoritmo ICP.

Como se abordé en la seccién 1.3 (pégina 7), el objetivo del algoritmo ICP es
empatar dos imagenes de rango consecutivas usando puntos y representa una primera
aproximacién a la solucién del problema de localizacién del robot. El algoritmo ICP
trata de disminuir la distancia entre los puntos de una imagen con sus correspondien-
tes en la otra imagen. Sin embargo, es poco probable que un mismo punto se haya
leido en las dos imagenes consecutivas, y esto representa un problema para el algo-
ritmo ICP. Una solucién consiste en proyectar cada punto de una imagen en la linea
tangente del punto mas cercano en la otra imagen. La propuesta que se probara en
este capitulo consiste en proyectar cada punto de una imagen en la linea a la que

pertenezca el punto mas cercano de la otra imagen.

En general, los programas usados en las pruebas se codificaron con lenguaje C
(en particular usando el compilador libre GCC) sobre una plataforma Linux. Para las

pruebas se us6 una computadora portatil HP Pavilion con un procesador Celeron a

1.1 GHz y con 256 Mb de memoria.

87
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5.1. Pruebas a los algoritmos de generacion de MGL

Debido a las ventajas que presenta el algoritmo SMSM (tabla 3.1, pagina 62):
facil de implementar, rapido y muy asertivo; se decidié tomar sus resultados como
referencia para evaluar los resultados de los algoritmos WSAC y WSAC-GE.

Para la evaluacion de los algoritmos de generaciéon de MGL se realizaron dos tipos
de pruebas: en la primera se usaron datos sintéticos, mientras que en la segunda, se
usaron datos reales generados en un robot movil equipado con un laser.

Para los métodos WSAC y WSAC-GE se usé la funcién Beaton—Tukey, ademas

de los mecanismos de penalizacion de segmentos y refinacién de lineas usando IRLS.

5.1.1. Evaluacion con datos sintéticos

La primera prueba se realizé usando datos sintéticos obtenidos por el simulador de
robot movil. El simulador se disené especificamente para esta prueba, el uso de este
programa se describe en el apéndice C. El propdsito de la prueba es observar tanto el
grado de robustez como el tiempo consumido por cada algoritmo. La principal ventaja
de usar datos sintéticos es la de tener mayor control sobre las variables del problema
(v.g. posicién y orientacién del robot en el ambiente). De tal manera que se pueden
contrastar los parametros estimados por los algoritmos contra los pardmetros de las
mismas lineas que fueron fijados en el programa de simulaciéon. El entorno sintético
usado para esta prueba se muestra en la figura 5.1. Para mayor simplicidad de la
comparacion se etiquetan las lineas con un numero al lado.

La proporcién de errores del laser (apéndice C.2) usada, se muestra en la tabla 5.2.
En cada imagen se toman 361 lecturas cubriendo una area semicircular. El recorrido
que el robot siguié en la prueba se muestra en la figura 5.2, obteniendo un total de
350 imagenes de rango.

Cada imagen de rango R;|i = 1,...,350 es procesada por el algoritmo que se

esté probando, con lo que se obtiene el mapa M;. Con el mapa obtenido M;, se evalia
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12

11 .. L Lo L L L oo } 22

100 T

Figura 5.1: Entorno sintético

A 0.1
B 025
C 0.65

Tabla 5.1: Proporcion de errores generados por el simulador

o, 0.02m
Aa  0.5°
Q; 0°
o 180°

Tabla 5.2: Configuracién de los pardmetros del laser en el simulador

18

la similitud de las lineas | € M, con las lineas del mapa original [ € M,,;, usando

el mismo sistema de referencia. Una vez encontrada la linea original equivalente de
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12

1T 2 3 4 5 6 7 8 5 1o 11 12 13 14 15 16 17 18

Figura 5.2: Recorrido del robot en el entorno sintético

cada linea [ € M; se obtiene la diferencia entre sus pardmetros, es decir Ar y Aa.

La tabla 5.3 muestra las estadisticas de los algoritmos SMSM, WSAC y WSAC-
GE. Esta tabla muestra el error de distancia y el error angular promedio de cada linea.
La numeracion de las lineas sigue las etiquetas de la figura 5.1. Los valores marcados
en negritas indican el algoritmo que obtuvo mejor resultado en cada caso. Como se
puede apreciar, la tabla 5.3 no reporta las lineas con etiquetas: 14, 18 y 23, ya que

en el recorrido (fig. 5.2) no se tomé nunca mediciones referentes a dichas lineas.

La tabla 5.3 muestra un resultado interesante, el algoritmo WSAC—-GE no encuen-
tra las lineas 2, 6, 13 y 17 (todas ellas de 20cm). Esto se puede explicar de la siguiente
manera: si en el proceso de busqueda de lineas WSAC-GE encuentra un segmento
pequeno (como es el caso), sus puntos asociados serdn penalizados. El segmento con
puntos penalizados se removera del mapa en un paso de remocion. Si ese no fuera el

caso, en la asociacion final de puntos a lineas, el segmento se quedara sin soporte y
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SMSM WSAC WSAC-GE
linea | [A,| [mm] [Aa| ] | [Ar[[mm] |Aa|[] | [Ar|[mm] |Aq|[%]
0 0.88 0.03 2.27 0.10 1.05 0.03
1 2.06 0.29 1.33 0.14 0.35 0.04
2 23.04 1.28 1.12 0.14 — —
3 5.36 0.16 3.10 0.07 2.38 0.06
4 9.28 1.04 1.51 0.06 1.16 0.06
) 38.31 1.83 32.04 0.11 0.51 0.03
6 16.24 1.80 2.25 0.69 — —
7 2.12 0.08 2.15 0.06 1.27 0.03
8 7.67 0.81 2.16 0.06 1.09 0.03
9 7.35 0.16 2.04 0.09 2.98 0.05
10 3.30 0.40 1.39 0.10 0.63 0.03
11 0.92 0.06 1.28 0.06 0.60 0.02
12 15.05 0.43 12.96 0.09 1.35 0.03
13 6.53 1.31 6.12 0.63 — —
15 0.48 0.01 1.57 0.04 0.43 0.01
16 42.02 0.67 16.46 0.27 23.09 0.36
17 46.34 0.81 — — — —
19 1.05 0.02 1.46 0.05 1.73 0.02
20 5.63 0.54 1.36 0.04 0.67 0.02
21 4.91 0.06 2.48 0.03 2.50 0.03
22 6.85 0.12 18.31 0.18 1.55 0.04
24 1.66 0.10 24.41 0.24 0.59 0.05
25 3.88 0.22 1.63 0.14 1.15 0.05
26 3.12 0.13 1.91 0.11 0.96 0.03
27 4.08 0.17 1.53 0.13 0.54 0.04
28 1.96 0.08 1.49 0.06 0.94 0.04

Tabla 5.3: Comparacién de los algoritmos SMSM, WSAC y WSAC-GE

por ese motivo no se reportara como encontrado.

Ese efecto no ocurre con el algoritmo WSAC, que encuentra las lineas 2, 6 y 13, la
linea 17 no se reporta pero eso es ocasionado porque WSAC nunca pudo garantizar

la existencia del segmento en la biisqueda local.

En la tabla 5.4 se muestra el desempeno general obtenido. La tltima columna

muestra la asertividad a, este indicador se encuentra calculando:
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Ns
a = —
Ny

donde ng es el nimero de lineas que se extrajeron por el algoritmo y que tienen
correspondiente en el entorno simulado, y n, es el nimero total de lineas extraidas.

La tabla 5.3 muestra que el algoritmo SMSM es muy rapido, la primera columna
muestra el maximo tiempo consumido. Por otra parte es menos asertivo y menos pre-
ciso que los algoritmos propuestos. El algoritmo WSAC-GE encontré més lineas, pese
a estar rechazando a los segmentos muy pequenos. La alta asertividad del algoritmo
WSAC representa una ventaja cuando se trata de resolver problemas de mas alto
nivel, como la localizacion. Un patréon que ocurre frecuentemente, es el siguiente: el
MGL ideal de la figura 5.3(a) cuya aproximacién por el método SMSM se ve en la
figura 5.3(b). Como se puede ver SMSM encuentra segmentos mas cortos en compa-
racién con los encontrados por los algoritmos WSAC y WSAC-GE (figuras 5.3(c) y
5.3(d)).

Tiempo  lineas  |Ao,| |A«a| Asertividad
Algoritmo ms]  asociadas [mm)] [°] %
SMSM 29.5 1557 6.37  0.2670 87.4
WSAC 50.1 1319 5.37  0.1000 99.2
WSAC-GE 94.5 1620 412 0.1323 94.8

Tabla 5.4: Resumen de los resultados para el ambiente simulado

5.1.2. Evaluacion con datos reales

Para esta prueba se tomaron iméagenes de rango del laboratorio de sistemas del
Posgrado de Ingenieria de la Facultad Eléctrica de la UMSNH. El laser usado es un
LMS209-S02 de SICK [SIC] que puede tomar lecturas en un rango de [0, 180°].

La figura 5.4(a) muestra un mapa ideal hecho a mano a partir de una imagen de

rango original tomada en el laboratorio, las figuras 5.4(b), 5.4(c) y 5.4(d) muestran
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' . puntos
//no asociados
D

segmentos

mas cortos

(a)Mapa Ideal (b)SMSM

segmentos

segmentos
mas largos

mas largos

(c)WSAC (1)WSAC-GE

Figura 5.3: Mapa parcial de una imagen de rango sintética

una porciéon de el mapa obtenido por los algoritmos SMSM, WSAC, y WSAC-GE,
respectivamente. De la misma manera, las figuras 5.5(a), 5.5(b), 5.5(c) y 5.5(d) son
acercamientos de las figuras 5.4(a), 5.4(b), 5.4(c) y 5.4(d), respectivamente. Como
se puede apreciar, los algoritmos WSAC y WSAC-GE se aproximan mas al ideal,
también se puede concluir que es muy dificil lograr al MGL ideal en situaciones como
ésta. En el ejemplo mostrado, las lecturas del laser corresponden al umbral de una
puerta. La superficie de la puerta es obscura y ademads tiene relieve como se puede

ver en la fotografia 5.6.

5.2. Prueba de generacion de mapas globales

Usando los mismos datos que en la seccion anterior se integraron 100 mapas par-

ciales obtenidos de las imagenes de rango reales. En la figura 5.7 se muestra el mapa
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obtenido usando el algoritmo ICP por el método propuesto en [Arellano05]. En la
figura 5.8 se puede observar un mapa muy semejante obtenido al minimizar la dis-
tancia de los puntos proyectados a la linea correspondiente en el MGL. Como se
puede observar los mapas de las figuras 5.7 y 5.8 no tienen una diferencia sustancial.
Sin embargo, mientras que el método usado en [Arellano05] consume un promedio
de 4 segundos para encontrar la mejor estimacion de la nueva posicién del robot, al
usar MGL se consume un promedio de 0.3. Esto supone una mejora sustancial muy

importante, sobre todo cuando se trata de aplicaciones en tiempo real.

5.3. Resumen

Los resultados mostrados en este capitulo reflejan que los algoritmos WSAC y
WSAC-GE logran buenos resultados en ambientes ruidosos.

La pruebas realizadas usando el ambiente sintético mostradas en la seccién 5.1.1 se
muestra que los algoritmos WSAC y WSAC-GE encuentran lineas mas precisas y con
una mejor asociacion entre puntos y lineas en un tiempo razonable en comparacion
con el método SMSM.

En la secciéon 5.1.2 se hizo un andlisis cualitativo de los mapas obtenidos en el
ambiente interior real usando el robot movil. Se mostré que las lineas de los mapas
obtenidos por los algoritmos WSAC y WSAC-GE representan de mejor forma el
ambiente interior que los logrados con el método SMSM.

Por 1ltimo, en la seccion 5.2 se mostro que al usar MGL para resolver el problema

de generacién de mapas globales con ICP se disminuye el tiempo empleado.
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N

puerta

(a)Mapa a mano

(b)SMSM
S,
puntos de ruptura
(c)WSAC
e

puntos de ruptura

(d)WSAC-GE

Figura 5.4: Prueba en el entorno real
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(a)Mapa a mano

(b)SMSM

(C)WSAC

(1)WSAC-GE

Figura 5.5: Prueba en el entorno real
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(a)La puerta y la pared forman dos lineas (b)Detalle de la puerta

paralelas muy proximas

Figura 5.6: Entorno con lineas paralelas muy proximas
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Figura 5.7: Mapa parcial generado en el entorno Real usando ICP [Arellano05]
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Figura 5.8: Mapa parcial generado en el entorno Real usando MGL






Capitulo 6

Conclusiones y trabajos futuros

Esta tesis propone dos nuevos métodos para la extraccion de lineas a partir de
imagenes de rango obtenidas con un laser. Ambos métodos en esencia adaptan el
método de seleccién aleatoria en los siguientes aspectos: (1) mejoran la hipdtesis de
seleccién inicial para aprovechar la secuencialidad de las iméagenes de rango; (2) usan
una funcion de ponderacion del consenso para rechazar puntos atipicos y lograr lineas
soportadas por puntos muy cercanos y (3) utilizan umbrales suaves en lugar de rigidos

para evaluar el soporte de una linea.

6.1. Discusion de los métodos propuestos

El método WSAC parte de una linea obtenida localmente y después considera
todos los puntos dentro de la imagen de rango para mejorar la estimacién. El método
WSAC-GE usa ademéds una funcién de evaluacién general del modelo de lineas.

Aunque existen otros métodos para la extraccion de lineas tales como LT e IEPF,
o algunos que usan un enfoque global tal como EM 6 HT, los métodos propuestos
estan pensados para funcionar en entornos reales donde existe una gran cantidad de
objetos y se dificulta la extraccién de las lineas. Dada la gran cantidad de ruido en un

ambiente, pueden existir casos donde no es posible obtener el 100 % de las lineas sin

101
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errores. Los resultados experimentales han mostrado también las debilidades y forta-
lezas de los métodos y, en contraste con los métodos convencionales, los propuestos
logran mayor cantidad de éxitos. En cuanto al tiempo que los algoritmos consumen,
podemos decir que el método WSAC es un poco mas rapido que WSAC-GE, pero
ambos son aceptables para aplicaciones de tiempo real en robdtica movil. Por 1ltimo,
usando el método WSAC-GE se incrementa la deteccion de lineas reales.

Los mapas geométricos de lineas (MGLs) son mucho méas compactos que los mapas
de puntos. Sin embargo, los MGLs méas que una manera de representar entornos, son

una herramienta 1til cuando se trata de encontrar la localizacién del robot.

6.2. Trabajos futuros

Del trabajo desarrollado en esta tesis surge la idea de encontrar un algoritmo que
modele la incertidumbre de cada linea del MGL. La medida de incertidumbre de cada
linea puede permitir el uso de algoritmos probabilisticos, como el filtro de Kalman,
para mejorar la calidad del mapa gobal de 2D y éste a su vez la localizacion del robot.

Se pueden usar los MGLs para facilitar la localizacién del robot a pesar de que el
ambiente sufra constantes cambios como el de personas que interactiien con el robot.
Se sugiere estudiar algoritmos para la alineacion entre mapas geométricos de lineas
como alternativa al algoritmo de alineaciéon entre mapas locales de puntos. Otra idea
que se puede estudiar es la combinacién de mapas geométricos con mapas topologi-
cos para obtener mejores resultados. Para generar mapas topoldgicos se requiere un
procesamiento de alto nivel para obtener marcas como puertas, ventanas, libreros,
etc.

Los algoritmos desarrollados para la extraccion de lineas en una imagen de rango
en 2D pueden adaptarse para proponer un algoritmo que extraiga planos y otras
superficies a partir de una imagen de rango tridimensional (imagen de rango 3D).

Para obtener una imagen de rango 3D es necesario que el laser tome lecturas en



6.2. Trabajos futuros 103

diferentes planos de medicion, esto se logra al modificar la inclinacién del pant—tilt.
Si se reconocen las superficies de un entorno entonces se pueden generar mapas en
tercera dimension y se puede realizar la reconstrucciéon 3D. La reconstruccién 3D se
puede enriquecer con la informacion de imagenes de las cdmaras para agregar textura

a las superficies.






Apéndice A

Ajuste de una linea a puntos

usando WTLS

Después de calcular los errores ortogonales del punto a la linea (como se abordé en

el 2). El ajuste por WTLS se formula como sigue:

E((x1,91), -y (Tn,yn)) = Zai (z;cosa+ y;sina)” —r (A.1)

i=1

Por lo que se debe minimizar

min (21,91 (50, ) (A.2)

Donde r, « son los parametros de la linea, x;,%; son las coordenadas del i—ésimo
punto; y a; representa la ponderacion del i—ésimo punto. En este apéndice se aborda

la solucion de ecuacién. Derivando la ecuacién A.1 respecto de «

OF =

E:Q;ai(xicosa—i-yisina—n) = 0

cosaZaixiJrsinaZaiyi—rZai =0
i=1 i=1 i=1

105



106 12Am§mn(:m - A. CALCULO DE LOS PARAMETROS DE UNA LINEA

2 aiyi

despejando r y haciendo T = Zzam yy= S Y tenemos.

n n n
TZ(IZ' = COSO[Z(IZ'Z'Z‘ + SlnaZa,yZ
=1 =1
Do GiTi | D 4y

+ sin«

Z:‘L:l a; Z:‘L:l a;

r = ZTcosa+ysina (A.3)

r = COSK

sustituyendo A.3 en A.2

n

E = g a; (x;cosa + y;sina — T cosa — ysin )

=0
= Zaz z; — ¥) cosa + (y; — §) sina]’ (A.4)

Por otro lado, %= e igualando a 0, tenemos

QZGZ i —T)cosa+ (y; —y)sina] [—(z; — T)sina + (y; — y)cosa] = 0

—smozcosozg a;(x; — @) —smozg a;(z; — — )+

+ cos® Z ai(x; — o) (y; — y) + (A.5)

haciendo S,, = S a (T - xy)’, §yy =37 i (@-u)y
Sey = Y iy @i (T — 23) (Y — vi)

— sin a cos @Sy, — sin? Sy + cos® aSyy +sinacosasS,, = 0

—sin a cos &Sy, + (cos® a — sin® @) S,y + sinacosaS,, = 0
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1 . -1 .
—3 sin 2auS;, + cos 20uS,, + 5 sin 2a.Sy,

1
——sin2a(S,, —
5 Sin af

§yy) + cos 20z§$y

Por 1ultimo agrupando términos obtenemos la solucion para «

de esta manera, la solucion es

donde

1 ~
—sin20(Sy, — Syy) = €0s2S,,

25,
tan2ar = ——4
Sez — Syy
1 —25,,
o = —arctan | =——
2 Syy - S:m:
r = zcos(a)+ ysin(a)

n

Z a; (.TZ — ZE)Z

i=1

Z a; (yi — @2
i=1

Zai(%—@(yi—@

i=1

n

~ i W

2.

~ E?:laz’yi

i=1 %

i=1 i

(A7)

(A.8)






Apéndice B

Evaluacion de similitud entre
lineas basados en sus parametros

geométricos

En éste apéndice explica la forma de medir la similaridad entre dos lineas usando
sus pardmetros en coordenadas polares @ = [a,r]. Supongamos que tenemos dos
lineas [ : ©1 y ls : O en el mismo sistema coordenado. Para comenzar, si @1 = 6,
entonces dichas lineas son iguales. Sin embargo, como lo muestra la figura, si @, #
Oy no necesariamente implica que [y # ly. Las lineas l; y [y son iguales, pero sus
parametros no lo son. Por lo que, en el sistema de representacién polar, se vuelve
necesaria la normalizacién de los parametros antes de poder comparar su similitud.

Una forma practica de evaluar la similitud entre lineas es obtener las diferencias

de los parametros entre las lineas.

Ar=ry—1y (B.1)

Aa =a; — ay (B.2)
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Las ecuaciones B.1 y B.2 son respectivamente la diferencia de las distancias y
la diferencia angular entre las lineas [y y l;. Una forma mas robusta de evaluar la

similitud introducida en [Einsele01] esta dada por la ecuacién

alh, 1) = 1+ (c,,A'r’)Ql—l— (caAr)? (B.3)

Donde ¢,,c, € R? son dos constantes que deciden cudl es la diferencia angular y

en distancia, respectivamente.



Apéndice C

Simulador 2D de un Robot

equipado con un laser

En el presente apéndice muestra detalles acerca del diseno, caracteristicas y uso

del simulador empleado en las pruebas de ambiente sintético.

C.1. Diseno

El simulador estda implementado en Java y esencialmente estda basado en las si-

guientes cuatro clases.

RobotD. Esta clase implementa la funcionalidad del robot. El robot es una compo-

sicion de uno o varios laser y un anillo de sonares.

Entorno. Esta clase almacena los objetos que existen en el entorno. En esta version

la clase entorno es simplemente un conjunto de objetos de la clase Linea.

Recorrido. Esta clase sirve para guardar una secuencia de acciones que deben de

ser ejecutadas por el robot en una simulacion.

Simulador. Este es el programa principal, usa la tecnologia swing. En realidad es

una subclase de la clase JFrame y sirve de interfaz al usuario.

111
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SIMULADOR 2D DE UN ROBOT

Las figuras C.1 y la C.2 muestran las clases RobotD y Ambiente respectivamente.

El recorrido es simplemente una lista de acciones.

RobotD

-ratio: double

-x: double
-y: double
-ang: double

-unidAvance: double

-unidGiro: double
+sigmaDes: double

+sigmaAng: double

+RobotD()

+avanza(): void
+retrocede(): void
+getX(): double

+getY(): double
+getAng(): double
+setX(x: double): void
+setY (y: double): void
+setAng(ang: double): void

Y

Laser

angMin: double

angMax: double

desvEst: double
resAngular: double
pRayosSinRetorno: double
pRuidoUniforme: double

Anillo de Sonares

A

Sonar

disparoLaser(Ambiente: a): Punto

Figura C.1: La clase RobotD
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Ambiente
4..
Linea
-x0: double
-y0: double
-x1: double
-y1: double

-label: String
-color: Color

+Linea(x0:double, y0:double, x1:double, y1l:double, color:int, ed:boolean)
+Linea(x0:double, y0:double, x1:double, yl:double, editable:boolean)
+Linea(alfa:double)

-isPointOnLine(p:Punto):boolean

-lineaEntrePuntos(x0:double, y0:double, x1:double, y1:double):void
+interseccion(11:Linea):Punto

Figura C.2: La clase Ambiente

C.2. Tipos de errores de medicién reportados

En cada lectura, el laser simulado de nuestro programa reporta una medicién

segun una de las tres situaciones siguientes:

Caso A. Lectura errénea con valor maximo. En este caso el rayo emitido por
el laser no regresa en el tiempo méaximo esperado. Este fenémeno ocurre en
superficies traslicidas u opacas y depende del angulo de incidencia del rayo y

la medicién reportada por el ldser es el valor méximo (v.g. 32 m).

Caso B. Lectura corta real. Este caso ocurre cuando el rayo laser es interceptado

por algin obstéculo pequeno (v.g. patas de mesas o sillas) antes de que llegue a
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cualquiera de los obstaculos lineales del entorno. Este tipo de lecturas se simulan
usando una distribucién uniforme evaluada entre cero y la distancia a la que se

encuentre el obstaculo, y

Caso C. Lectura normal. Cuando la medicién del obstaculo es exitosa, en este caso
el simulador simplemente agrega un error gaussiano con media cero y varianza

o2 a la lectura real.

En la realidad, los casos A, B, y C ocurren de acuerdo a factores como: el angulo
de incidencia del rayo sobre la superficie del objeto, la distancia a la que se realizo la

medicion, la opacidad y la rugosidad de la superficie, entre otros.

C.3. Uso del programa

El requisito principal para ejecutar el programa es tener instalada la Maquina Vir-
tual de Java. El primer paso consiste en descomprimir el archivo simulador.zip que
se incluye en el CD. El simulador se ejecuta introduciendo lo siguiente en la linea de
comandos desde el directorio donde se descomprimeron los archivos: java Simulador.

En las siguientes secciones se describe brevemente el uso del programa.

C.3.1. El entorno grafico

El entorno grafico se muestra en la figura C.3 y consta de las siguientes partes:

Barra de mentus

Barra de acciones

Lista de lineas

Area del entorno simulado



C.3. Uso del programa 115

Barrade Menus

- =

Barra de Herramientas /

Listade lineas

Areade dibujo

Figura C.3: La pantalla del Simulador

C.3.2. Generacion de simulaciones

Generar una simulacién consiste de tres pasos: configurar el entorno, guardar las

acciones del robot y ejecutar la simulacion. Estos pasos se describen a continuacion.

Configurar el entorno Esta fase consiste en crear los objetos que forman parte del
entorno. Para configurar el tamafio del entorno use el mena Options > Environ-

ment y para modificar la resolucién del mismo use el ment Options > Grid.

En esta version solo se pueden crear objetos con contornos lineales. Las lineas

se pueden crear en dos modos: lineas o poligonos. Para activar cualquiera de



116 12Am§mn(:m - C. SIMULADOR 2D DE UN ROBOT

V modo de lineas

@\ modo de poligonos

estos modos pulse el boton de la barra de acciones de acuerdo a la acciéon que

desee como lo muestra la tabla C.3.2

En el modo lineas Este modo crea una linea a la vez. Para introducir una
linea se pulsa el botén primario en la posicion inicial y se arrastra hasta la po-

sicién final.

En el modo poligonos Este modo crea un poligono. Para introducir un nuevo
poligono pulse el botén primario en los vértices del poligono. Para introducir
el 1dltimo punto pulse el botén secundario del ratén. Después de introducir el
ultimo punto del poligono se agregaran las lineas que lo forman a lista de lineas.

Para cancelar la captura de un poligono se pulsa el boton central del raton.

Para eliminar una linea seleccione la linea que desea eliminar de la lista de lineas

y pulse la tecla backspace.

Acciones del robot Una vez creado el entorno se debe indicar las acciones que

ejecutard el robot en la simulacién. Existen dos modos de guardar las acciones:

Por accion. Este modo guarda una serie de acciones ordenadas que el robot de-
be ejecutar en el momento de la simulacién, el usuario debe indicar cada accién
que el robot debe realizar. Para iniciar este modo use el menta Macroz Record
Macro. Las acciones del robot para esta version incluyen: avance, retroceso, dis-
paro de laser, giro en sentido a las manecillas del reloj, giro en contra de las
manecillas del reloj. Para indicar la posicién inicial del robot use el menu Op-
tions > Robot y para grabar una accién del robot se debe pulsar el botén de la

accion correspondiente segin lo indica la tabla C.1.
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Boton  Accién

% Avance

@ Retroceso

@ Disparo de laser
@ Giro en sentido a las manecillas del reloj

Cgl Giro en contra de las manecillas del reloj

Tabla C.1: Botones de la barra de herramientas

Por trayectoria. Este modo sirve para introducir una trayectoria que el robot
seguird el robot. Cuando se simule una trayectoria, el robot calcula automati-
camente su orientacion e incremento de avance después de cada paso de avance
el robot disparara el laser. Para iniciar este modo use el meni Macro > Record
Macro using Path. Para capturar los vértices del poligono que indica el recorri-
do se pulsa el botén primario del botén y para introducir el iltimo punto del

recorrido se pulsa el botén secundario del ratén.

Ejecucion de las acciones Una vez cargados el entorno y las acciones que se desean
realizar se puede proceder a la simulaciéon. Para ejecutar las acciones se usa
el meni Menu > Run Macro, con lo que el programa pedirda el nombre del
archivo de salida (.dat). Después de haber introducido el nombre se iniciaré la

simulacion.

El archivo de salida almacena en formato texto la simulaciéon. Cuando se rea-
liza un disparo del laser se almacena: los parametros de posiciéon del robot
(dngulo, posicién en X, posicién en Y), seguido por la imagen de rango S
en formato polar. La figura C.4 muestra un fragmento del archivo de sali-

da, el vector de posicion del robot desde donde se tomd la primera imagen
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de rango es [ x y 0 ]T = [ 1000 5000 71.6 ]T y la imagen de rango es
R={(as,p;)|li =1...361} ={(—90.0,3161.5), (—89.5,4288.7) ...}, donde «; es
el dngulo de la i—ésima lectura en grados y p; es la distancia de la lectura en
mm. De la misma manera, la siguiente imagen de rango se tomé en la posicién
del robot [ x y 0 ]T = [ 1031.3 5093.8 71.6 ! y la imagen de rango es
R={(as,ps)lt =1...361} ={(—90.0,3935.6), (—89.5,3553.0) .. .}.

1000.0 5000.0 71.6

-90.0 3161.5 -89.5 4288.7 -89.0 3336.7 -88.5 6348.1 -88.0 3315.7
-87.5 1214.7 -87.0 3768.5 -86.5 32000.0 -86.0 5667.9 -85.5 32000.0
-85.0 4304.4 -84.5 4466.2 -84.0 32000.0 -83.5 32000.0 -83.0 341.6
-82.5 3792.6 -82.0 5525.0 -81.5 5792.5 -81.0 11659.0 -80.5 32000.0
-80.0 11629.5 -79.5 11608.7 -79.0 11596.5 -78.5 11585.6

1031.3 5093.8 71.6

-90.0 3935.6 -89.5 3553.0 -89.0 3649.5 -88.5 3752.9 -88.0 3864.9
-87.5 3983.4 -87.0 4108.6 -86.5 4245.6 -86.0 5645.3 -85.5 6504.2
-85.0 4705.5 -84.5 4884.1 -84.0 7057.9 -83.5 5289.3 -83.0 32000.0
-82.5 32000.0 -82.0 6037.5 -81.5 11645.0 -81.0 11628.8 -80.5 11612.4
-80.0 11595.0 -79.5 2837.3 -79.0 11564.4 -78.5 11759.4

Figura C.4: El archivo de salida del simulador
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