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x(θ, i, j) = θ0i+θ1j+θ2

w(θ,i,j)

y(θ, i, j) = θ3i+θ4j+θ5

w(θ,i,j)

w(θ, i, j) = θ6x + θ7y + 1

-�	�.
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E(I1(Θ), Ir) =
∑

∀<i,j>∈Ir ρ(eij)
2

eij = I1(x(θ, i, j), y(θ, i, j))− Ir(i, j)
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It(i, j) = I(x(θ, i, j), y(θ, i, j)) ���*�
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ELS(θ) =
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h(t) =
Γ[(v + 1)/2]
Γ(v/2)

√
πv
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)−(v+1)/2

����6�

����
 Γ 
� 	� �����
� #��� � v ��� 	�� #����� �
 	��
����! 	� ����������
� 34����
�� ���

��� #����� �
 	��
���� � 
	 	�#������ �
 
���! 
� ���� ��� 	�� 
�������
� ��
#-�����
���� �

��
#-�����
��	�#��

h(t) =
1

2
√

2

(
1 +

t2

2

)−1.5

������

log(h(t)) = log(
1

2
√

2
)− 1.5 log

(
1 +

t2

2

)
����7�



�� �������� 	
 ��
����� �� ���
���� ������ �� ���� �� ����

����� �	 
�������
 ��������� t = ei/σ �	 �� ����	�� �����	� �� �� �������	 �������

�����	�	�� �� ������ �� ���������	 �� �����	� �������	�� �������� �	 �� �������	 ������ ��

��	����� ���� ��������� !���	"��	� �!�� �� ���� ���	� �	� ��	���	 �� �	#��	��� ���� $��

�� �������	 �������

ρLE(e) = log
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1 +
e2

2σ2
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ψLE(e) =
2e
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ESSD−ARC(Θ, l) =
N∑

i=1

(ei(Θ)− lihi)2 + μ

N∑
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l2i ����2�

+�	�� hi �� �	 ����� �����(�� ��$�	���	�� ��� $��� ��� ����� �� �� ��	���	 liε[0, 1]
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ESSD−ARC(θ, l) =
N∑

i=1

e2
i (θ)(1 + li)2 + μ

N∑
i=1

l2i ������
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i (θ)

μ + e2
i (θ)
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(μ + e2
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ϕSSD−ARC(ei) =
2μ2(μ− 3e2

i )
(μ + e2

i )3
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 ����	
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 � 0� ∂E/∂θk
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 ����
� ���	����� Gk ���	� ��� ��
��
�	
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 �� 
� �������� ���**��

Gk(Θ) = ∂E
∂θk

=
∑

∀<i,j>∈Ir
∂ρ(eij)

∂eij

∂eij

∂θk

Gk(Θ) =
∑

∀<i,j>∈Ir ϕij(Θ)Jij(Θ)

k = 0, 1, ...,K

���**�

#� 
� 
���������� 
� 	�����	�
∂ρ(eij)

∂eij
�� 

���	� ������� 	� ��+������ �
�
 �������

����� ��  �����!�" ( �� ����������	� �
� ϕ(eij)� #� �
 ���
 	� ��� ������� 	� ���
� ���	�����

�
 ϕ(eij) = 2eij � $� �
���
� �
 ����
� ���	����� �
�
 G(Θ) = [G0(Θ), G1(Θ), ..., Gk(Θ)]T

( �
 ����
� ,��
����
 �
�
 Jij(Θ) �
�
 
� �������� ���*���

Jij(Θ) =
[

∂eij

∂θ0

∂eij

∂θ1
, ...,

∂eij

∂θK

]T
���*��

#
 �
�����
 k − th 	�
 ���	����� �� 
� �������� ����-���	������ ���	� ��� ������


�
�
-

G(Θ) =
∑

∀<i,j>∈Ir
ϕij(Θ)Jij(Θ) ���*��

.��
� � 	�����
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 	�
 ����
� Jij(Θ) = [Jij0(Θ), Gij1(Θ), ..., G
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� �������� ����� 	� �
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,��
����� J(Θ) ( 
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���� ������ �� ���� �� ����

Jij(Θ) =
∂eij

∂θk
=

∂I1(x(θ, i, j), y(θ, i, j))
∂θk

������
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� �� ����� 
� �� ��
��� 
�� ������� 
����������� ��� ������� 
�� ���������

���
� 
�� �������
� �����

Jij(Θ) =
∂I1(x(θ, i, j), y(θ, i, j))

∂x(θ, i, j)
∂x(θ, i, j)

∂θk
+

∂I1(x(θ, i, j), y(θ, i, j))
∂y(θ, i, j)

∂y(θ, i, j)
∂θk

������

	
��
� �� �������� ���������� �� ������� ij − th 
�� ��������� �
�� 
�
� ���

Jij(Θ) = M(Θ, i, j)∇I1(x, y) ���

M(Θ, i, j) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

∂x(θ,i,j)
∂θ0

∂y(θ,i,j)
∂θ0

���
���

∂x(θ,i,j)
∂θk

∂y(θ,i,j)
∂θk

⎤
⎥⎥⎥⎦

∇I1(x, y) =

⎡
⎣ ∂I1(x(θ,i,j),y(θ,i,j))

∂x(θ,i,j)

∂I1(x(θ,i,j),y(θ,i,j))
∂y(θ,i,j)

⎤
⎦
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���� �� ��
��� 
� �� �����" 
� ����
���
�


���
�
���
� ���� �� ����
��������� ���%����&� % �� �� 
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���� �� �(��
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���&�
�
 ∇I1(x, y)�
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 ���&��
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� �� �������� ����� ��
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�
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 ��������
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 ��
���
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��� 
� �� �����" 
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�
�
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M(Θ, i, j) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂x
∂θ0

∂y
∂θ0

∂x
∂θ1

∂y
∂θ1

∂x
∂θ2

∂y
∂θ2

∂x
∂θ3

∂y
∂θ3

∂x
∂θ4

∂y
∂θ4

∂x
∂θ5

∂y
∂θ5

∂x
∂θ6

∂y
∂θ6

∂x
∂θ7

∂y
∂θ7

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
1
w

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

i 0

j 0

1 0

0 i

0 j

0 1

−ix −iy

jx −jy

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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�
 ��� ������
 �� �� %��

�
������� ��� �&����� �� �� ���������
 	����$� ������	��
 �� ������
��� �
� �� ��������

 ! '(

∂I(i,j)
∂i = I(i+1,j)−I(i−1,j)

2

∂I(i,j)
∂j = I(i,j+1)−I(i,j−1)

2

� !"�#

∂I(i,j)
∂i = −I(i+2,j)+8I(i+1,j)−8I(i−1,j)+I(i−2,j)

12

∂I(i,j)
∂j = −I(i,j+2)+8I(i,j+1)−8I(i,j−1)+I(i,j−2)

12

� ! '#

)� �$	
�
 ���
� ���� �� ������
 �� ��	�� ��������� �� �� ������
 ��������� ��

���������� �
�
 ����	�� *
�		
 + ,
���+ �� �*
�		
�-���,
���+�.� ��	� �$	
�
 ����
���

���/
 ���
� %�� �
� ��	���
��� �� ��
����� �
� ����
� �� ������� 0�������� �� ������	�

�
�	�������� ��& �
�
 ��� ��������� �� ��	� �������!

g(t) = 1√
2πσ

e
−t2

2σ2

g′(t) = dg(t)
dt = −t

σ2
√

2πσ
e

−t2

2σ2

� ! 1#

2� ������
 �� ��� ��������� �� �� ������ �� ��������
 �
�
 �� ��� �� �
��
����
���

�� 1−D �
� 3�	�
� 
�	����
� �
� ����	��� �� �� ������� ��������� + ��� ��������� �� ��	��
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����� �� ���
���� ������ �� ���� �� ����

∂I(i,j)
∂i = I(i, j) ∗ g′(i) ∗ g(j) =

w/2∑
k=−w/2

w/2∑
l=−w/2

[I(i, j)g′(i− k)g(j − l)]

∂I(i,j)
∂j = I(i, j) ∗ g(i) ∗ g′(j) =

w/2∑
k=−w/2

w/2∑
l=−w/2

[I(i, j)g(i− k)g′(j − l)]
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	 ��� < i, j >∈ N2 � < i, j >∈ R2� �� ∂I(i, j)/∂i � ∂I(i, j)/∂j �	
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�� �� �������� ∂I(x, y)/∂x ���

	 �
����	�����
 ����
��� ���� 	���
�� �
 ���	� ���	 ���!


	 
� ∂I(i, j)/∂i� "� #	��� �������� �	
��	� ������� ∂I(i, j)/∂j �	
 �� ���	 ������
 
�

∂I(x, y)/∂y�
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��
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	 �� ���$�
 ���
�#	���
� It � �� �������
 ������ 	��� ���	 ������
 ��


�
� �	� �� �������
 �������

∂I1(x(Θ,i,j),y(Θ,i,j))
∂x(Θ,i,j) = ∂It(i,j)

∂i

∂I1(x(Θ,i,j),y(Θ,i,j))
∂y(Θ,i,j) = ∂It(i,j)

∂j

������

�	
��
���

	 ��� It(i, j) = I1(x(Θ, i, j), y(Θ, i, j))� � �	�	 �	
��
���

	 ��� 
�����
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	 �� ����	 ��$���
�	 ���� y � j�� %� ���
� ��� ��� 
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��

�	������� 
�� ���	
	 �� ���
�
 �������� ������

	 �� ��$�� 
� �� ��
�
�� �	�	 ��$��'

∂I1(x,y)
∂x = ∂It(i,j)

∂i
∂i
∂x + ∂It(i,j)

∂j
∂j
∂x

∂I1(x,y)
∂y = ∂It(i,j)

∂i
∂i
∂y + ∂It(i,j)

∂j
∂j
∂y

������

(��

	 �� 
	�����
 ��������� �� �������
 ���� ���
� ��� ������� �	�	'

⎡
⎣ ∂I1(x,y)

∂x

∂I1(x,y)
∂y

⎤
⎦ =

⎡
⎣ ∂i

∂x
∂j
∂x

∂i
∂y

∂j
∂y

⎤
⎦

⎡
⎣ ∂It(i,j)

∂i

∂It(i,j)
∂j

⎤
⎦

∇I1(x, y) = N(Θ, x, y)∇I(i, j)
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��	���� �� �� 	����� �
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���� It � ����� ��
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	�� � ! " � ∇I1(i, j) �� �� ��
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�� #�
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 �� ���� �� �� 
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�
�����
��
	�� �
���
�	��� �� ������ ���� ��
 � � �� ������� 
���

	�	
 
��� �� �	�����

�� �
��
	���� �� �$� � �� �
�
��	�	���� ��
� �����
 � ���� �	����� �� �� �	��	����� �
	��
�

�����%���� �� �&
�	��� w �� � � '������� �� �
��
	�� � �( 

(θ6i + θ7j + 1)x = θ0i + θ1j + θ2 �� �(�

) 
���	���
	�� ����

������� �� �
���
�� �� �� 	�'�	�
�� �� �� �
��
	�� � �( �

��
 ���	�� ��
������ ��� �&
�	��� �� i � j '������� �� �
��
	�� � �*� �� ���	
� �� �	���

�
�
��	�	���� ��
� �� y 

(xθ6 − θ0)i + (xθ7 − θ1)j = θ2 − x �� �*�

+� ����
	�� � ���� �	����� �� �
��
	����� 
����
�� � i � j� ���� ���� ��
 �� �
��
	��

�� �,�� ��
 ����	
	�� �� �� �
��
	�� �� ���� �� ��� ���� ���� ��
 �� �
��
	�� � �- 

(xθ6 − θ0)i + (xθ7 − θ1)j = (θ2 − x)

(yθ6 − θ3)i + (yθ7 − θ4)j = (θ5 − y)
�� �$�

.� �	����� �� �
��
	���� ���� ��
 � �$� ����� ��
 
������� ������ �� 
���� ��

�
���
/� ��� 0����
� �	����� ����

������� �� 
���� �� �
���
/� �������1

i =

∣∣∣∣∣∣∣∣
θ2 − x xθ7 − θ1

θ5 − y yθ7 − θ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xθ6 − θ0 xθ7 − θ1

yθ6 − θ3 yθ7 − θ4

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (θ2−x)(yθ7−θ4)−(θ5−y)(xθ7−θ1)
(xθ6−θ0)(yθ7−θ4)−(yθ6−θ3)(xθ7−θ1)

j =

∣∣∣∣∣∣∣∣
xθ6 − θ0 θ2 − x

yθ6 − θ3 θ5 − y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xθ6 − θ0 xθ7 − θ1

yθ6 − θ3 yθ7 − θ4

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (xθ6−θ0)(θ5−y)−(yθ6−θ3)(θ2−x)
(xθ6−θ0)(yθ7−θ4)−(yθ6−θ3)(xθ7−θ1)

�� ���
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����� �� ���
���� ������ �� ���� �� ����

�������		�
�� �	��
�������
�� 	� �������
 ���� ��
���� ��� 	� ��	����
 ���� i � j

������ ���� ����

i = (θ4−θ5θ7)x+(θ2θ7−θ1)y+(θ1θ5−θ2θ4)
(θ3θ7−θ4θ6)x+(θ1θ6−θ0θ7)y+(θ0θ4−θ1θ3)

j = (θ5θ6−θ3)x+(θ0−θ2θ6)y+(θ2θ3−θ0θ5)
(θ3θ7−θ4θ6)x+(θ1θ6−θ0θ7)y+(θ0θ4−θ1θ3)

������

���� �
��
�� 	�� �	���
��� �� 	� ����� N ����!���� 	� �������
 ���� ���� ����

�	���
�� �� 	� ����� �
 ���� � �����"� �� �	��
�� ���� ��
��		�� �� �	��
�� �
��
���� 	�

����� #$� �����

N(Θ, x, y) = F

⎡
⎣ −(θ7y − θ4) (θ6y − θ3)

(θ7x− θ1) −(θ6x− θ0)

⎤
⎦

F = θ0(θ4−θ5θ7)−θ1(θ3−θ5θ6)+θ2(θ3θ7−θ4θ6)
[(θ3θ7−θ4θ6)x+(θ1θ6−θ0θ7)y+(θ0θ4−θ1θ3)]2

����%�

&
� '���� �� ������
�� 
������ ����������
�� �� ��� �(���	�) ���
�� �
� ���
�*

'�������
 ��������!� ���� ���� ��	� ��� �
� ���
�'�������
 �'+
) �
��
��� �	 !����� ��

���������� ������ ���� ��� Θ = [θ0, θ1, θ2, θ3, θ4, θ5, 0, 0] � 	� #$� ������ ��,
��� �����

N(Θ, x, y) =
1

θ0θ4 − θ1θ3

⎡
⎣ θ4 −θ3

−θ1 θ0

⎤
⎦ ����-�

.
 �	 ���� �� ��� 	� ���
�'�������
 ��	� ��� �
� ����	����
) �	 !����� �� ����������

�� ������� ���� Θ = [1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0] � ���� ���� ���� 	� #$� ��

N(Θ, x, y) =

⎡
⎣ 1 0

0 1

⎤
⎦ ������

���� ������ �	 
���
������� ���� �� ������� �	 	����

.
 ���� ������
 ����
	�������� ���������
�� �	 �"���� ��� ������ ��� 
������

������� ����/������
 �� 	� ����� H) �� ������
��� �	 #"���� �� 0����*1�2��
*	�!�

���*

#�������� ���� ����	!�� �	 ���
	��� �� ��
��� �� 	� '�
���
 �� ������ #�
��� �� 	� '�
���


�� ����� 
�� ��������� ����/����
�� � ��	����
�� �	 ���
	��� �� �������� �� �����
���



���� ������ �	 
���
������� ���� �� ������� �	 	���� ��

������ ����	
���	
�� 
	 ��
��������


����� �	
�� 
�
� �� �������� Θ� E �
�� ���	�� ����
� �� 

�	��
� �
� 	���� �

0� �� ����

	�	
��� 

 �	�	�	���	�� 

 �� ����	�� ��� 
� ��
 �
 ������� 
� 
��� �
�	� 
�

�	���
�
��
 

�	� ��
 �
�
��� Gk(Θn) = ∂E/∂Θk
�  k = 0, ..., k!� ��� Θn ��
 
� 
� ��������

	�	�	�� 

 �����
� ���� ��� �����
����� Θn + 1 �� �������� 

 �����
���� �
����
�� 
��



Θn+1
k = Θn

k + ΔΘn
k � ����� 
� �����
�� �
 ����	
��
 
� ������ �� �������� 

 	���
�
����

ΔΘn
k ��� ��
 Gk(Θn) = 0� �� ������� 

 ��� 	���
�
���� ��


 �
� ����"	��
� ����
� ��

�
�	
 

 #�$��� �������
� � �� ��	�
� 

�	��
�%

Gk(Θn+1) = Gk(Θn) +
∂Gk(Θn)
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∂G0(Θn)
∂θ0
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∂θ1

· · · ∂G0(Θn)
∂θk

∂G1(Θn)
∂θ0
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∂θ0

· · · ∂G1(Θn)
∂θk
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⎥⎥⎥⎦

ΔΘ = [Δθn
0 ,Δθn

1 , ...,Δθn
k ]T
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!� "��� �� Θn� �������
�� �� �
���� 	�������
��� In
t ������ ��������� ��	����#

���� � �������� ������ �� ������ � ����� ���� 
�$���� �� ������� �� �� �
�����

�� %������
�� �� ����� 	�	��� E(Θ) ������ �� ������ � ���&��
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x1 = H1X

x2 = H2X
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X = H−1
1 x1
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���� � �� 
�	��� �� 	�������
��

�� � H (H ×H × ...×H)!

"! 
������
�� ��� ��
�������� �� ��� �
#����� [nl1, nc1] =

dimension(imagen1) � [nl2, nc2] = dimension(imagenultima)!

$! ��������
�
�� ��� ����������� ���	������� � ����������� %�
��&���� �� ��

��	�
� �
���� ��� ������ � '(!()!

(! *���+��
�� ��� ����������� �,	������� �� �� �
���� -xmin�xmax� ymin� ymax.!

/! 
���
�� �� 0��	�� delta = [(1− xmin), (1− ymin)]!

1! 
���	���
�� �� �
���� +��� ��� Ifinal(ymax−ymin+1, xmax−xmin+1) = −1

2! 
����
�� �� �
���� 1 � �� �
���� � �������� ��� Ifinal(1 + delta(2) : nl1 +

delta(2), 1 + delta(1) : nc1 + delta(1)) = I1(x, y)!

������ /!�3 ��+���� � ��� #��� ��� 
������� �� ������ � � �� �
���� ���������� '����) � ��
�
���� 	�������
��� '��4�)
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paux = H × pcoor

pcx = paux(1)
paux(3)

pcy = paux(2)
paux(3)
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��������� 	 ������	
� ���� 
������ ��� ��
�������� ��� ������� ����� � 
������

�� �
���� ������ �� ����

�������� ��
� ��	����� �� �
���� 1 ������� �� ��� ��������� ��� �� ������	
� ��

�� �
���� 2 � �� 
�	��� �� 	���� ��
���!� H (H ×H × ...×H)"

#" 
������
�� ��� ��
�������� �� ��� �
$����� [nl1, nc1] =

dimension(imagen1) � [nl2, nc2] = dimension(imagenultima)"

%" 
���
�� ��� 
�	��� imsal �� ��� 
��
�� ��
�������� &�� �� �
���� 1 � ��

������
�� �� '���� �� −1 ��( imsal = −1"

)" 
���
�� ��� 
�	��� im2sal �� ��� 
��
�� ��
�������� &�� �� �
���� 1 �

������
�� �� �
���� 2 ��*������ im2sal(1 : nl2, 1 : nc2) = imagen2(i, j)"

+" 
�����
�� �� �� '��	�� Pcoor ��� ����������� ,�
�������"

-" 
��'��	�
�� ��� ����������� ,�
������� � ����������� ���	������� � 	��'��

�� �� 
�	��� �� ,�
���� (� ��� �� ������!� .+"+/"

0" �������� �� �
���� 2 ��� ��� ����������� ���	������� ����������� ��� ��

 ����!� �� ��	��������!� �� �� �����!� )"%"#"

�" 1���
�� �� −1 	���� ��� ���	�� &�� �� ���	������� � �� �
���� 2"

�" 2�3������
�� �� �
���� % � 	��'�� �� ��� 
$������ ���������� ���

imsal(i, j) = imsal(i, j).∗(imsal(i, j) = −1)+im2sal(i, j).∗(imsal(i, j) ==

−1)
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&� #���� �'���(�� ���� �� ��� ��)����� ��� ������ �������� �� ��'�� ��)�����

������� *�� #����� ��� ������#���������+ #��� ���� ���� ��� ������ ��� #����� *�� �� �������

#��� �� �'���(���� ������������� ��� ��)����� �� ���������� ������� ����� #����� *��

��� ������#��������� �� ��� ��� ��)����� �� ����� *�� #������ �'���(�� ���� �� �� �������
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