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���� &����� )��������� 	� 5	����� 	� )�����	� 	� � 4&5 ������	� ��� �12310
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�� ��� ������� �� ��� ��� �� ��������� �� ������� �� ���� ������ �� ��������

�� �������������� ����� ������ ��� ����� ��������� �������� �� �������� �� ��� ���� ��

�������� �������������� ��� ������� ���������� ������������ � ����������� �� �� �������

���������������� �������� �� ������	 �� ��� ��� � ���������� ����� �� �� ������

��� ����������� ���������� � �������� �������� �� �� ����� ���� �� ������ 
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������!"#	 $� �%���� �� �������� �� ����� ������������� ���������� � �� ��������

�� &���'�� ���� �� ������ &���'�� ��  &���'��(!#	 �� �%���� ��������� �� �������� ��

����� �� �����% ��� �������� ��� '������� ����� ���������'�	 �� ������������� � ���

�� �� ��������� �� ��� ������ �� �����% m(f, x, y, p) ��� �'��)� �� �����% �� �� �����

(x, y) ���� ��� ������ f ���������� ��� ������ �� �� '������� ����������� �� ��� �����*�

'������ �������� �� ����*� p×p �������� �� �� ������� (x, y)	 +��� ������� �� ������ ��

�����% ��� ����� (x, y) � �������� ���������� �� ��� �� �� �������� �� �� ����������

����� ��,��� ���������� �� ������ ���������� -����������� '������� � �� �� ���������.	

/��� ���� ������������� �� ��������� �� �)���� ���� �� ����� ����������� �� �����

�� ������� �� ��������� ��� ��� ������� �� �� ������������� �� �� ������ � �� �)����

�� ��,��� ������ �������� ��� �� ���������� �� �� ������ �� �����%	

0��� �������� ������� ����������� ������������� ���� �� ��������� �� ������

� �������� ��� ����� ���� �� �������� �� ����� �� �����% � ������� ��� 1������ �

2������� ��  1������(3#	 ��� �������� ��� ����� �� ����'��� �������� �� �� �������

�� ������ � ������ �����	 4� ������ � ��������� ������� ���� �� ��,��� ������ ��

��� ��������	

+��� �� �������� �� ����� �� ������� ��� ������� �� ��� � ��� �� �� �������

�� 5���� � /��� ��  5����6(#�  /���66#� �� �� ����� �������� �� ������������� ��

��������� �� ������ �� ����� ������������� ��������� ����������� �� ����� �� ������

�� �������� ��� ����������	 �� �������� ���� ���� � ���� �� �� ������� �� 4��� �

1����� ���� �� ������� ��  4���(7# ���� ��'������� ������������ � �� ������� �� 8��

� 5���� ���� �� ������� ��  8��6"# ���� ��'������� ����	 �� ��� ������� � �������

�� �%���� �� �������� �� ����� ������������� ���������� 145 -1����� 4��� 5����.
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���� ��
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�����

�	���&���� 	���� ��� ���	�� �� Si � 	��
�����

'� � �� 	�
�(� �� Si �� 
���� ��� T $ ����������� �� ���%� ���������	� � ����	��

�� ���� ��	������
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&� �������� ������ �	 "#$�#% ���� �� ������� �� �����	�� ����
�� 
	� '�(

�����)�� ���� ��� ��� *����� �
��� �
	�� ��������	���	�� xi ←→ x∗
i ��� �
���� ��	

�������	���� ��� x∗
i = Hxi ���� �
���� �� ������ �� �� ��
����	 +��,�� #�
� xi � x∗

i ���	

����� �	 ������	���� -����.	��� � Hi �� 
	� ����/ �� 3 × 3� &�� ��
����	 �
��� ���

�0������� �	 .���	�� �� ����
�� ��
/ �� ������� ���� x∗
i×Hxi = 01 �� 
	� ��	��� ����

AiH = 01 ��	 Ai ����/ �� 2×9� �� ��� ���� 	� ��	 �0���� � �	���� ��� ��������	��	����

�� ��� �
� 	���������1 �� �
��� 
	� ���
���	 ��� ��	���� �
�������� �� �� ��	�	 2 � ���

�
	�� +	� ����	������ ��������	���	��1 �� ����� �� ���
���	 AH = 01 ��	 2n ���� ���� n

�
	�� ��������	���	��� �� �� ��	�	 �0�����	� 2 �
	��1 �	 ��� ���� �� ���
���	 �� ���

������ �� ������ H = A−1b� 3��	���� �� !4� +!������������	 �	 ������� ��	�
������

�� #� 5� ���
���	 ���� H �� �� ����� ��	�
��� �
� �� ��������	�� ��	 �� ����� ��	�
��� �� A

��� ���
�6�1 ��� ��1 �� *���� ���
�	� �� V 1 ���	�� A = UDV T � D �� ����/ �����	��

�� ������� �������� �����	���	��1 ���� ������� ������� ��� 7'�����829�

5�� ����� ���� &����� 
	� '������)�� #
��������	� ���� ������� �� ���(

��	�� 
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 ��
$�
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������ k � �� ��	�	�
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 0��,1 ���� �
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⎡
⎣ i j 1 0 0 0 −xi −xj

0 0 0 i j 1 −yi −yj

⎤
⎦

⎡
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⎡
⎣ x

y

⎤
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 ��� �� ����
 �� ��������� ��� ������� �� � ������ ��������

�� ������ ��� ������ �� ��� ������� (x, y) ����� �� � ������ �������  ����� �� ���

������ ��������� �� ��� ������� (i′, j′)�

�� ������ ��� ������� �� � ������������  ������
 �� �����
 �� � ������� ��

������������ ��� �� ������ �� �� �������
 ������� ��� �� �� ���� �� �����������

��� �� �������� �� ������������� !�� � ������������  ���"����
 �� ������� �#�����

��� ������ �� ��������� ������� ��� ���$ ������������ �� ���� ��� � �� �� ��� ���

����� ���������  ���"��������� ���� ��� ��� ������ �� ��������� �#������� �� �

�� �� ��� ��� %&����'�(�
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)� ������������ #������
 �����  �� �� ��
 �������� �� �� ���� �� ����

�� ���� ��  ���  �� ����� �� #�� � ���� ��  ��� �� ��� ����� �������� &� ������� ���

$����� �� �� ��* ���� ����� ���
 �� ���� ��#�� ��������� �� �"���� �� ������������

#������ �� �����
 �� �� � �� ������� � ���������� �� ��� ������� �� � �� �� ����� ��


��������� ���������� �� ��� ������� �� � �� �� ��� ���� �� ���#��� �� ������ ������� �

������������ #������ �� #��  � �� �� ��� ���
 ���������* �� ���� � �� �� �������

 � �� �� ������������ ���� ��  ����� ��� ������� �� � �� �� ����� �� �� ������ ��

�������������� ��� ��� ������� �� � �� �� ��� ��� �����������
 ���* �������� �#������

 ����� ��#����� �� � �� �� ����������� 	  ����� �� ��� �������  ��� ����� �������

�� �#����� �� ���� ��  ��� ��� �� ������ � ����� �� � �� �� ����� ���

+� xe 	 xf � ���� ����� 	 � ���� �������� �������������� �� x� +� ye 	 yf �

���� ����� 	 � ���� �������� �� y� �� � � �� ����� ������ �� �"���� �� � ������������

#������ �� �������� �� ���� �� ��������� ��� ����� I(xe + xf , ye + yf )
 #�*����� �� �

��������� �� ��� , ������� �	������ %-�����.�(�

�� � � �� ��� ������� �� �������� I(xe, ye+yf ) �� #��  I(xe, ye) 	 I(xe, ye+1)


�������� �� ������� ����� ����� �����
 ���#����� ��� � ���� ���� ��� ������ �� �����

���������� �� �� #��� ��������� /������������ �� ����� ��  ���0 �� ��� ������� ������������

&������������� �� ��������� I(xe + 1, ye + yf ) �� #��  ��� ������ �� ��������� �� ���
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������ �	
� ����������� �������� �� ����������� �� ���� ������� � �� ������ �� x �����

���� T1 � T2 � ������� �� ���� � �� ������ �� y ���� ������ �� ����� ��� T 	

�� ���� I(xe+1, ye) � I(xe+1, ye+1)	 !�� ������� �� ��� ��� "������ ���������� ���"������ ��

������ ������� �� "���� �������� � ���� ���� I(xe +xf , ye +yf )	 #� ������ �����$����

�� �� ����������� ������� %������ ������ �� �� �������� ������

I(xe, ye + yf ) = (1− yf )I(xe, ye) + yfI(xe, ye + 1)

I(xe + 1, ye + yf ) = (1− yf )I(xe + 1, ye) + yfI(xe + 1, ye + 1)

I(xe + xf , ye + yf ) = (1− xf )I(xe, ye + yf ) + xfI(xe + 1, ye + yf )
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)��� �� �������� ����������� �� ������� �� ���������� ��������� %�� ����

���� �� �����*���� �� ����+��������� �� ��$���� ������� �� ��� �� ��� �������� ������

���������	 !��� ���������� � ���� � ���������� ���������� �� �������� �� ����

���� � "����� �� �� +���� [Fex, Fey, Fe]T � ���� Fe �� � +����� �� ������	 !�� �,����

��� �� ���� [12, 6]T � � ������� �� ���������� ���������� ������ ������������ ����

[24, 12, 2]T � � ���� ���� [6, 3, 0.5]T 	 - ����� ������ ��� ��� "������� ��������� �� �����

����� �� ��� � �� ������ ���� �� "���� �� Fe �� 
 � � �� ������ ���� �� .	/	

0��������� � ��� ��"������� ��� ��������� �� � "����� �� ������*�
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�� ������� � ��������� �� ����� �����������	 ��� ���� �� ���������� ���� ������� � ��

������� �� ����� �� ��� ��� � �� ������ �� ��� ������ � � � �� ����� �� ��� ������

������ �� ������� ���� ������ !����� �� "!�����#$%	

&���������� ��� �� �' ����� ��������� � ������� �� �������� �� ����� ��� ��

���� � ��� ���������� �� �� ����� ��� �������� ��������� �� ��� ���� �� ��������� ���

�� ������� ��������� �� ���� �� �������������� ��������	

(��� �� ��� �� �� ������������� ���������� � �����)���� 9 ���������	 *� ��������

�� �� ������������� ���������� �+������ �� ���������� �����,��� � ������� �� ��

�������� -�	�.	

�� ������ ��� ��������� ����������� ����� �����) � �������)��� ���������� ����

����� θ8� ��� �� ��� θ8 = 1	 /����� �� �������� �� θ6 � θ7 �� �'����� � ������� ���� ��

����� ����� �� ���� ������ w(θ, i, j) = θ6x + θ7y + 1 ���� ��� w ��� ����� �� ������ �

(x, y) ����������� � �� ���������� ���������	

x(θ, i, j) = θ0i+θ1j+θ2

w(θ,i,j)

y(θ, i, j) = θ3i+θ4j+θ5

w(θ,i,j)

w(θ, i, j) = θ6x + θ7y + 1

-�	�.
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 I1 � I2 �� ��
 �����
 I(i, j) ������

�� ����� �� ��	
 ���	������� �� ����� ����� 0 � 255�� ��� ����������
 ������
 < i, j >�

I(i, j) ��
 ��	��� �� ����� �� 	����
	��� ��� ���� �
��	��� �� �� �
	�	�� (i, j) � Ir(i, j) 
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��� �� ���!���� �� ��������
 �� ���� ����
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 ���� Θ� �� �������
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 ��
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��� �� ��
 �	������	�
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E(I1(Θ), Ir) =
∑

∀<i,j>∈Ir ρ(eij)
2

eij = I1(x(θ, i, j), y(θ, i, j))− Ir(i, j)
���$�

%�� �!����� ���� ��� �
	�	�� x = i + 1 � y = j� �� ���� Ir(i, j) �
�� 
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������� ����� �� ����� ���	��� ����� It �
 ��������� ����)

It(i, j) = I(x(θ, i, j), y(θ, i, j)) ���*�
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� ���������� �� � �� ��������� ��
���� �� ���	��  � ����! ����	�

	����"�������� �����"� ����������� 	 �� ��� 	 ��#��� $ ��� 
���	� � �� ������"����

	 ��� ������� 	 ���%�& ���	��� ������ � '���	����() ������� ����������� ���� �

������� 	 ��#��� ��� ������� $ ����������� ���� �� ����
������ 	 �#����� � �������

� '���	�����)&

*��� � ������� �������� �������� ��� 	�� ��#���� I1  Ir� � ��� ����� ���������

����� �����  ����� ������� ������!����� ���� ��#��� �������� �� �����

���� ��� ��� ������� 	�������� ����������  � ��	���� �� �������	��� ��� +�����

��� ��� �������������� ���$���!� ���������� ����������� �����	�� ���&

*�	��� ������� �� ���� 	 ��� 	�� ��#��� � 
�� � ��� ������� 	 �����

����	� ρ− funcin� 	,��	� ��� -���� � '-����./)� � ��	 	,��� �� ������� 	 ����

��� �%����� ���	��	�� ���� ρLS(ei) = e2
i �� ���� � �������# 	 �	�� ��� 	���������

�%0� � �%0�� ��� ��
�� ��#���&

ELS(θ) =
N∑

i=1

ρLS(ei(θ)) �(&/�

	��	 N � � ����� 	 �%0��� $ ρ � �� ������� 	 ���� 	�	� ���1

ρLS(ei) = e2
i �(&2�

������ ����	
� ������
�

������	�  � ei(θ) ��� ��� 	�����
����� ��� �	�� ��� $ !�����"� ���������

�� ����	� ���� �������� Θ∗ � �%����� ���	��	�� �3�� '4�3��5���..)& 6� �� ����� ��

���
�
���	�	 	 p(θ) ��� 	�	� ��� �� ������� �(&.� $ Θ∗ � �����	� �����	�� 	 �#0���

!����������	&

p(Θ) =
N∏

i=1

1
2π

exp−[ei(θ)]
2

�(&.�

6� �
+��!� 	 �� ������� �(&.� � 
����� �� ���+���� Θ  � ��0���� �� ���
�
���

�	�	 p(θ)& �����	� � ��������� 	 �� ������� �(&.�� ��� ��	 !�  � ��� �  ��!���� �
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 � ! 	� ������ 
��� ���� ��� 	� 
������ ���"��

ΨLS(ei) =
∂ρLS(ei)

∂(ei)
=

∂e2
i

∂ei
= 2ei ���"�

���� ��#����� $�
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� #����
� ��
�
� ��� #��� ����������� � 
	 �
���� #����
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������ ����6��

h(t) =
Γ[(v + 1)/2]
Γ(v/2)

√
πv

(
1 +

t2

v

)−(v+1)/2

����6�

����
 Γ 
� 	� ������ #��� � v ��� 	�� #����� �
 	��
����! 	� ����������� 34����
�� ���

��� #����� �
 	��
���� � 
	 	�#������ �
 
���! 
� ���� ��� 	�� 
�������
� ��
#-�����
���� �

��
#-�����
��	�#��

h(t) =
1

2
√

2

(
1 +

t2

2

)−1.5

������

log(h(t)) = log(
1

2
√

2
)− 1.5 log

(
1 +

t2

2

)
����7�
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����� �	 
������� ��������� t = ei/σ �	 �� ����	�� �����	� �� �� �������	 �������

�����	�	�� �� ������ �� ���������	 �� �����	� �������	�� �������� �	 �� �������	 ������ ��

��	����� ���� ��������� !���	"��	� �!�� �� ���� ���	� �	� ��	���	 �� �	#��	��� ���� $��

�� �������	 �������

ρLE(e) = log
(

1 +
e2

2σ2

)
������

ψLE(e) =
2e

2σ2 + e2
������

!� $��	��$�� %�	��&� �� ���� !� �	 ����� �� !' �� �� ��	���	 �� �	#��	��� �	 ��

���� � ������ 1/(2σ2 + e2) ������ �� ��	���(����	 �� ��� ����� ��)$���� $�������	�� �	 ��

���� �� ������� ���	��� ����%���� �����	�� � ����� �� $��*����� σ ��	����� �� ���	���� �	���

��� ����� �)$���� � ��� ����� ��)$���� $��� !��

������ ���� �	 
��		����� �� ������� ��� ��������� �	 �	���� ������

���	

!� '��� �� ��� +�����	���� �� ,������� ��	 ,�	�����	 �� ��$��� ���$��(�� �''+-

./,� $��� �� �������� 	� $����0����� �� ��*��	�� ��� $����	���� $�� ,������	 �	 
,������	1� 

���� �� ��	���"����	 �� �	� ��	���	 �����*���� �� �	���)�
�

ESSD−ARC ��	 �� �����	� lihi

�� ������ �	������	�� �� ��	���(����	 ��� ����� ���� $�� ����2��

�

ESSD−ARC(Θ, l) =
N∑

i=1

(ei(Θ)− lihi)2 + μ

N∑
i=1

l2i ����2�

+�	�� hi �� �	 ����� �����(�� ��$�	���	�� ��� $��� ��� ����� �� �� ��	���	 liε[0, 1]

�� �	 �	������� �� �� ��	���	 (�&� �� ��	���� �� $��*����� μ Θ �� �� %����� �� ���$��"����	��

$�� ���� $)3�� �� �� �����	� .� ������ �� ������ $�������%� ��	 hi = ei(θ) � �	���	�� ��

������ $��*����� �� ����2� 4	����	�� �	� ��	���	 $����0����� $��� ''+-./, �� �(��	���

����5

�

ESSD−ARC(θ, l) =
N∑

i=1

e2
i (θ)(1 + li)2 + μ

N∑
i=1

l2i ������



���� �����	�
� �� �� ���	����� �� ����� ��

���� �� ��	��
�� ������ �� ����
�� (1 − li)2 ��� ����
�� ��������� ����� ����
����

	�� ��������� ������� ����� ���� � 	�� ���� �� ���
���� li� ���� ���� ����� ���
���� � 	�� ����

����� ����
���� �� ���	��� ����
�� �� ����� �����
��� �� �	���� �� ����� ����
��� ��� ���
�

�� μ� ���� μ = 0 �
��
 �� !	� ����� ��� ����� �� �� 
����� ��� ����� ����
��� �� ���������

��� μ = ∞� �
��
 ����� !	� ��� ��"���� �� �� 
����� ��� �	���� � ��� ����� ���
��� � ��

���	�
�� �� ������� � #$� #� �
�
�
%��
�� �� l∗i ���� ����� �� �	��� ����	��� ������
����

∂
�
ESSD−ARC(θ,l)

∂li
= 0� � ���� ���� ��� �� ��	��
�� ���&��

l∗i =
e2
i (θ)

μ + e2
i (θ)

���&�

#� ���
���� li �� �
�
���� ��� ��� 
��������� [0, 1] 	�� ����
�
�� 
��
��������� ����

���
��� ��� ����� ����
���� '������%���� �� ����� �� l∗i �� ����� ������� 	�� �	��� (	��
��

�����)��
�� $$*+,'- !	� �����
������� ESSD−ARC(θ)

ESSD−ARC(θ) =
N∑

i=1

μe2
i (θ)

μ + e2
i (θ)

���.�

#� ρ+(	��
�� �� �� ���� ����/

ρSSD−ARC(ei) =
μe2

i

μ + e2
i

���0�

�� �	�� �� 	�
����� �������� � e� #� (	��
�� �� 
�1	���
� ��
���� ���
����� � ���	���

���
���� ���2� ����� ��� ψSSD−ARC(ei) � ϕSSD−ARC(ei) �������
��������

ψSSD−ARC(ei) =
2μ2ei

(μ + e2
i )2

��34�

ϕSSD−ARC(ei) =
2μ2(μ− 3e2

i )
(μ + e2

i )3
��3��

#�� (	��
���� �� ����� ���� ρLS , ρLE � ρSSD−ARC � ��� 	�
������� ��� ��������

� �� ����
�� �� ������ ���� �� �	����� �� ���  �	��� ����������� � ������ #$ �� �
���

�� ���
�
�
��� �� ���5�%�� ����� ����
��� ��� !	� �	 ���
���� �� �������
���� �� ����
��

�� ����� ���  �	�� ������� 6��� !	� �� (	��
�� �� 
�1	���
� �� $$*+,'-� �"5
�� 	�

���������
���� �
�
��� � �� ���
����� #����%
���� �� ����� (	��
����� 	� ����� ������



�� �������� 	
 ������� �� ������� ������ �� ���� �� ����

����������� 	�
���� �� �� ����	���� �������� � ����� ���� �� ���� �����	�� �� 
�� �����

������ � ������� ���� �������� �� �� ��� ����
��� ��� ������� ������� �������������� ���

����� ���������

����� ��� �!���
� �� 
�� �������� �� �����



���� �����	
� � ��	��	�� 
� ���������� ���� � �������� ��

���� �����	
� � ��	��	�� 
� ���������� ���� � ��������

������	
 ���������� � � �������� ����� �� � ���� � ������� ρ(eij) ���	� ���

������	� �
� ��� ������� ���	������ 
 ���� ��������	
� ����  �����!�"�� #� � ���
 	� �

������� ���	������ � �
����� �� �
�
��	� �
�
 $��� 	� �� 	���������� � ���	��	
� %�	


�� �
�&���
 Θ = {θ0, ..., θk, ..., θk} 	� K ��������
�� '
�
 (� �� �����
�
 �� � ������� 	�

��
���� 	� �������
� �� ����� �� �
�&���
 	� ��������
� Θ� 	
�	� E ���� �)���
 ����	


�� 	�����	� ��� ���� � 0� ∂E/∂θk
���� �
	� k� # ����
� ���	����� Gk ���	� ��� �����	


�
�
 �� � �������� ���**��

Gk(Θ) = ∂E
∂θk

=
∑

∀<i,j>∈Ir
∂ρ(eij)

∂eij

∂eij

∂θk

Gk(Θ) =
∑

∀<i,j>∈Ir ϕij(Θ)Jij(Θ)

k = 0, 1, ...,K

���**�

#� � ���������� � 	�����	�
∂ρ(eij)

∂eij
�� ���	� ������� 	� ��+������ �
�
 �������

����� ��  �����!�" ( �� ����������	� �
� ϕ(eij)� #� � ���
 	� ��� ������� 	� ���
� ���	�����

�
 ϕ(eij) = 2eij � $� �
���
� � ����
� ���	����� �
�
 G(Θ) = [G0(Θ), G1(Θ), ..., Gk(Θ)]T

( � ����
� ,��
����
 �
�
 Jij(Θ) �
�
 � �������� ���*���

Jij(Θ) =
[

∂eij

∂θ0

∂eij

∂θ1
, ...,

∂eij

∂θK

]T
���*��

# ������
 k − th 	� ���	����� �� � �������� ����-���	������ ���	� ��� ������


�
�
-

G(Θ) =
∑

∀<i,j>∈Ir
ϕij(Θ)Jij(Θ) ���*��

.��
� � 	�����
�� ��� �/������� ���� ��	� ������
 	� ����
� Jij(Θ) = [Jij0(Θ), Gij1(Θ), ..., G

���� � �������� ����� 	� �
	
 0�� � �/������� ���� Jijk(Θ) ���	� ��� 	�����	� �
�
 �

�������� ��*� ��) 0�� �
���	
 �
�
 ���������� � �������� ����� ( � �������� ���**� ( ����

��1���	
 � �
������� �
	���
� �/������ � ����
� ���	����� �
�
 � ��
	���
 	� � �����2

,��
����� J(Θ) ( � 	�����	� 	� � ������� 	� ���
� ϕij(Θ)� #� ���� ������� 	�����
� �

	�����

 	� ,��
����
�



�� �������� 	
 ������� �� ������� ������ �� ���� �� ����

Jij(Θ) =
∂eij

∂θk
=

∂I1(x(θ, i, j), y(θ, i, j))
∂θk

������

	
��� �� ����� � �� ����� �� ������� ����������� ��� ������� �� ���������

���� 
�� �������� �����

Jij(Θ) =
∂I1(x(θ, i, j), y(θ, i, j))

∂x(θ, i, j)
∂x(θ, i, j)

∂θk
+

∂I1(x(θ, i, j), y(θ, i, j))
∂y(θ, i, j)

∂y(θ, i, j)
∂θk

������

	
��� �� �������� ���������� �� ������� ij − th �� ��������� �
�� �� ���

Jij(Θ) = M(Θ, i, j)∇I1(x, y) ���

M(Θ, i, j) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

∂x(θ,i,j)
∂θ0

∂y(θ,i,j)
∂θ0

���
���

∂x(θ,i,j)
∂θk

∂y(θ,i,j)
∂θk

⎤
⎥⎥⎥⎦

∇I1(x, y) =

⎡
⎣ ∂I1(x(θ,i,j),y(θ,i,j))

∂x(θ,i,j)

∂I1(x(θ,i,j),y(θ,i,j))
∂y(θ,i,j)

⎤
⎦

������

 ��� � �
 �� !���� � �� !����" � #������� �!!#� �� ���� ����� �

��
 ��������$
����
 �� ����� % ∇I1(x, y) �
 �� &����� �������� � �� ������ ��
����� � ��


��������
 x % y �� �� 
��
������ ���' 
� ���
���� �� ����� � �� �����" � ��������


���
����� ���� �� ����
��������� ���%����&� % �� �� 
��
������ ����� 
� ���
���� �� �(���

���� �� ������� �� &����� � ���&��
 ∇I1(x, y)�
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��� �� �������
�
�

 ���&��� �� �������� ������ ���� ��� �������� � �� �������� ����� ��
����� �

< x, y > ��������
 ��
 ��������
 � �� �����" � ��������
 ��
���� �� �� �������� ������

�������� ��� �������� �� �� �����" ���������
 �� ����� � �� �����" � ��������
�

#��
������ ���
��� ����� � ����
��������� ���%����&� �� ��� �� �������� ����� %

�� �)������ ���� !!# � �� �������� ������� �� ����� � ��������
 *����� ���� ��

����'��
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M(Θ, i, j) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂x
∂θ0

∂y
∂θ0

∂x
∂θ1

∂y
∂θ1

∂x
∂θ2

∂y
∂θ2

∂x
∂θ3

∂y
∂θ3

∂x
∂θ4

∂y
∂θ4

∂x
∂θ5

∂y
∂θ5

∂x
∂θ6

∂y
∂θ6

∂x
∂θ7

∂y
∂θ7

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
1
w

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

i 0

j 0

1 0

0 i

0 j

0 1

−ix −iy

jx −jy

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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 �������� ���
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����� �
� ��� ���������� ���	��� �
�


����	�� �����
 �� ������
���� �
� �� �������� � !"�#� 
 �� �$	
�
 ��� ������
 �� �� %��

�
������� ��� �&����� �� �� ���������
 	����$� ������	��
 �� ������
��� �
� �� ��������

 ! '(

∂I(i,j)
∂i = I(i+1,j)−I(i−1,j)

2

∂I(i,j)
∂j = I(i,j+1)−I(i,j−1)

2

� !"�#

∂I(i,j)
∂i = −I(i+2,j)+8I(i+1,j)−8I(i−1,j)+I(i−2,j)

12

∂I(i,j)
∂j = −I(i,j+2)+8I(i,j+1)−8I(i,j−1)+I(i,j−2)

12
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�
 ����	�� *
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���/
 ���
� %�� �
� ��	���
��� �� ������� �
� ����
� �� ������� 0�������� �� ������	�

�
�	�������� ��& �
�
 ��� ��������� �� ��	� �������!

g(t) = 1√
2πσ

e
−t2

2σ2

g′(t) = dg(t)
dt = −t

σ2
√

2πσ
e

−t2

2σ2

� ! 1#

2� ������
 �� ��� ��������� �� �� ������ �� ��������
 �
�
 �� ��� �� �
��
����
���

�� 1−D �
� 3�	�
� 
�	����
� �
� ����	��� �� �� ������� ��������� + ��� ��������� �� ��	��
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 ������� �� ������� ������ �� ���� �� ����

∂I(i,j)
∂i = I(i, j) ∗ g′(i) ∗ g(j) =

w/2∑
k=−w/2

w/2∑
l=−w/2

[I(i, j)g′(i− k)g(j − l)]

∂I(i,j)
∂j = I(i, j) ∗ g(i) ∗ g′(j) =

w/2∑
k=−w/2

w/2∑
l=−w/2

[I(i, j)g(i− k)g′(j − l)]
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�����
	 ��� < i, j >∈ N2 � < i, j >∈ R2� �� ∂I(i, j)/∂i � ∂I(i, j)/∂j �	


��������� ���
	 �
	 � �	� ���		� � �� ���������
 ������ �
 ���		 ������ � ����	

�� �� �������� ∂I(x, y)/∂x ���
	 �
����	�����
 ����
��� ���� 	���
�� �
 ���	� ���	 ���!

	 � ∂I(i, j)/∂i� "� #	��� �������� �	��	� ������� ∂I(i, j)/∂j �	
 �� ���	 ������
 �

∂I(x, y)/∂y�

�	
�����
	 �� ���$�
 ���
�#	���� It � �� �������
 ������ 	��� ���	 ������
 ��

�� �	� �� �������
 �������

∂I1(x(Θ,i,j),y(Θ,i,j))
∂x(Θ,i,j) = ∂It(i,j)

∂i

∂I1(x(Θ,i,j),y(Θ,i,j))
∂y(Θ,i,j) = ∂It(i,j)

∂j

������

�	
�����
	 ��� It(i, j) = I1(x(Θ, i, j), y(Θ, i, j))� � �	�	 �	
�����
	 ��� �������

��� �	� �� �������
 ������� %� �	
����� ��� �� ������� �	
��������
 �� �	������� ���	 
	

�� ��$�
�� �	� ��� �	� �
�����
�	� �
 x 
	 
����������
�� �	�����	
�
 � �	� ����	�

�
�����
�	� �
 i ���
�&�
	 �� ����	 ��$���
�	 ���� y � j�� %� ���
� ��� ��� �������

�	������� �� ���		 �� ����
 �������� ������
	 �� ��$�� � �� ���
�� �	�	 ��$��'

∂I1(x,y)
∂x = ∂It(i,j)

∂i
∂i
∂x + ∂It(i,j)

∂j
∂j
∂x

∂I1(x,y)
∂y = ∂It(i,j)

∂i
∂i
∂y + ∂It(i,j)

∂j
∂j
∂y

������

(��
	 �� 
	�����
 ��������� �� �������
 ���� ���� ��� ������� �	�	'

⎡
⎣ ∂I1(x,y)

∂x

∂I1(x,y)
∂y

⎤
⎦ =

⎡
⎣ ∂i

∂x
∂j
∂x

∂i
∂y

∂j
∂y

⎤
⎦

⎡
⎣ ∂It(i,j)

∂i

∂It(i,j)
∂j

⎤
⎦

∇I1(x, y) = N(Θ, x, y)∇I(i, j)

������
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� � ��	��	�� 
� ���������� ���� � �������� ��

����� ����	
���� N(Θ, x, y) ��� �� ���
	� �� ��

�	�� �� ��
	����� ������

∇It(i, j) �� �� ����
 �
��	���� �� �� 	����� �
�����
���� It � ����� ��
 ������� �������

��� ��
	����� ��� ���
� �����	���� ���	����� �� �� �����	�� � ! " � ∇I1(i, j) �� �� ����


�
��	���� �� �� 	����� �� ��
������� ����
�� #�
� �����
 �� ���� �� �� ��� �� ��

�
�����
��	�� �
����	��� �� ������ ���� ��
 � � �� ������� 
���
	�	
 ��� �� �	�����

�� ���	���� �� �$� � �� �
���	�	���� ��
� �����
 � ���� �	����� �� �� �	��	����� �
	��
�

�����%���� �� �&
�	��� w �� � � '������� �� ���	�� � �( 

(θ6i + θ7j + 1)x = θ0i + θ1j + θ2 �� �(�

) ���	���	�� ����

������� �� �
����� �� �� 	�'�	�
�� �� �� ���	�� � �( �

��
 ���	�� ��
������ ��� �&
�	��� �� i � j '������� �� ���	�� � �*� �� ���	� �� �	���

�
���	�	���� ��
� �� y 

(xθ6 − θ0)i + (xθ7 − θ1)j = θ2 − x �� �*�

+� ����	�� � ���� �	����� �� ���	����� 
������ � i � j� ���� ���� ��
 �� ���	��

�� �,�� ��
 ����		�� �� �� ���	�� �� ���� �� ��� ���� ���� ��
 �� ���	�� � �- 

(xθ6 − θ0)i + (xθ7 − θ1)j = (θ2 − x)

(yθ6 − θ3)i + (yθ7 − θ4)j = (θ5 − y)
�� �$�

.� �	����� �� ���	���� ���� ��
 � �$� ����� ��
 
������� ������ �� 
���� ��

�
���
/� ��� 0����
� �	����� ����

������� �� 
���� �� �
���
/� �������1

i =

∣∣∣∣∣∣∣∣
θ2 − x xθ7 − θ1

θ5 − y yθ7 − θ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xθ6 − θ0 xθ7 − θ1

yθ6 − θ3 yθ7 − θ4

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (θ2−x)(yθ7−θ4)−(θ5−y)(xθ7−θ1)
(xθ6−θ0)(yθ7−θ4)−(yθ6−θ3)(xθ7−θ1)

j =

∣∣∣∣∣∣∣∣
xθ6 − θ0 θ2 − x

yθ6 − θ3 θ5 − y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xθ6 − θ0 xθ7 − θ1

yθ6 − θ3 yθ7 − θ4

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (xθ6−θ0)(θ5−y)−(yθ6−θ3)(θ2−x)
(xθ6−θ0)(yθ7−θ4)−(yθ6−θ3)(xθ7−θ1)

�� ���



�� �������� 	
 ������� �� ������� ������ �� ���� �� ����

�������		�
�� �	���������
�� 	� �������
 ���� ��
���� ��� 	� ��	����
 ���� i � j

������ ���� ����

i = (θ4−θ5θ7)x+(θ2θ7−θ1)y+(θ1θ5−θ2θ4)
(θ3θ7−θ4θ6)x+(θ1θ6−θ0θ7)y+(θ0θ4−θ1θ3)

j = (θ5θ6−θ3)x+(θ0−θ2θ6)y+(θ2θ3−θ0θ5)
(θ3θ7−θ4θ6)x+(θ1θ6−θ0θ7)y+(θ0θ4−θ1θ3)

������

���� ���
�� 	�� �	���
��� �� 	� ����� N ����!���� 	� �������
 ���� ���� ����

�	���
�� �� 	� ����� �
 ���� � �����"� �� �	��
�� ���� ��
��		�� �� �	���� ���
���� 	�

����� #$� �����

N(Θ, x, y) = F

⎡
⎣ −(θ7y − θ4) (θ6y − θ3)

(θ7x− θ1) −(θ6x− θ0)

⎤
⎦

F = θ0(θ4−θ5θ7)−θ1(θ3−θ5θ6)+θ2(θ3θ7−θ4θ6)
[(θ3θ7−θ4θ6)x+(θ1θ6−θ0θ7)y+(θ0θ4−θ1θ3)]2

����%�

&
� '���� �� �������� 
������ ����������
�� �� ��� �(���	�) ���
�� �
� ���
�*

'�������
 ��������!� ���� ���� ��	� ��� �
� ���
�'�������
 �'+
) �
��
��� �	 !����� ��

���������� ������ ���� ��� Θ = [θ0, θ1, θ2, θ3, θ4, θ5, 0, 0] � 	� #$� ������ ��,
��� �����

N(Θ, x, y) =
1

θ0θ4 − θ1θ3

⎡
⎣ θ4 −θ3

−θ1 θ0

⎤
⎦ ����-�

.
 �	 ���� �� ��� 	� ���
�'�������
 ��	� ��� �
� ����	����
) �	 !����� �� ����������

�� ������� ���� Θ = [1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0] � ���� ���� ���� 	� #$� ��

N(Θ, x, y) =

⎡
⎣ 1 0

0 1

⎤
⎦ ������

���� ������ �	 
���������� ���� �� ������� �	 	����

.
 ���� ������
 ����	�������� ���������
�� �	 �"���� ��� ������ ��� 
������

������� ����/������
 �� 	� ����� H) �� ��������� �	 #"���� �� 0����*1�2��
*	�!�
���*

#�������� ���� ����	!�� �	 ���	��� �� ��
��� �� 	� '�
���
 �� ������ #�
��� �� 	� '�
���
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�� ��������� ����/����
�� � ��	����
�� �	 ���	��� �� �������� �� �����
���
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	 ����������

����� �	
�� �� �� �������� Θ� E �
�� ���	�� ����� �� 
�	��� �
� 	���� �

0� �� ����
	�	
��� 
 �	�	�	���	�� 
 �� ����	�� ��� 
� ��
 �
 ������� 
� 
��� �
�	� 
�

�	���
�
��
 
�	� ��
 �
�
��� Gk(Θn) = ∂E/∂Θk
�  k = 0, ..., k!� ��� Θn ��
 
� 
� ��������

	�	�	�� 
 �����
� ���� ��� �����
����� Θn + 1 �� �������� 
 �����
���� �
������ ��


Θn+1
k = Θn

k + ΔΘn
k � ����� 
� �����
�� �
 ����	
��
 
� ������ �� �������� 
 	���
�
����

ΔΘn
k ��� ��
 Gk(Θn) = 0� �� ������� 
 ��� 	���
�
���� ��

 �
� ����"	��� ����� ��

�
�	
 
 #�$��� �������� � �� ��	�
� 
�	���%

Gk(Θn+1) = Gk(Θn) +
∂Gk(Θn)

∂θ0
Δθn

0 +
∂Gk(Θn)

∂θ1
Δθn

1 + ... +
∂Gk(Θn)

∂θk
Δθn

k  &�''!

(������� � �
�� 
� �
��	�� Gk(Θn+1) = 0� $ �
����	
�� 
� �	��
�� �
�
���%

∂Gk(Θn)
∂θ0

Δθn
0 +

∂Gk(Θn)
∂θ1

Δθn
1 + ... +

∂Gk(Θn)
∂θk

Δθn
k = −Gk(Θn)  &�'�!

���� 
�����
�	� ���� �	�	�	��� �� ����	�� ���
�	�� 
� 
��
 ����� �� 	�
��	�� 


�)���
� �
 
�
��	�� ��	�	���� �� �
���� 
�	��� 
 �� ����	�� ���
�	��� �� �*���

����"	�� �� ����	�� ���
�	�� E(Θ) 
� �� �
�	�� 
 �� ���	�� ��� ��� �
�	
 
 #�$���

������� ����� 
� �
��	�� 
 �
���� ��
��

�� ���	�� 
 �� ����	�� Gk(Θn+1) �
 
�
��	�� ���	
�� Gk(Θn+1) = 0 $ �����+

���� 
� ����� 
 xi ��
 ���	����
 �� 
����	��� ,
 ���	
�
 
�����
� 
� �	��
��%

HΔΘ = G  &�'-!

.��
 
��
���� �
�
���%

H =

⎡
⎢⎢⎢⎣

∂G0(Θn)
∂θ0

∂G0(Θn)
∂θ1

· · · ∂G0(Θn)
∂θk

∂G1(Θn)
∂θ0

∂G1(Θn)
∂θ0

· · · ∂G1(Θn)
∂θk

∂Gk(Θn)
∂θ0

∂Gk(Θn)
∂θ1

· · · ∂Gk(Θn)
∂θk

⎤
⎥⎥⎥⎦

ΔΘ = [Δθn
0 ,Δθn

1 , ...,Δθn
k ]T

G = [−G0(Θn),−G1(Θn), ...,−Gk(Θn)]T

 &�'/!



�� �������� 	
 ������� �� ������� ������ �� ���� �� ����

��� ��� 	
� ���� ������ �� ���
����� 
� �
��� ����
��� �� ���������� Θn+1 �
���

��� ����
����� � 
����� �� ���� ����������� ���� ����
��� �� ���������� Θn+2 �� ����

����� �� ������� ������� ������ �
���� ����� ��� ���������� ��� �
� ��	
�����

� ����� ��� �������� �� ∂Gr(Θn)/∂θc
��� ����
����� ���� ����� � ��� ���� ����
��

�� ���� �� �!���� �� "�#��� ���� �
����� "������ �� $"������%%&� '��� � �����������

�� ��(
��� �������� �� �!���� �� ����� )�
���"�#��� ���� �� ���*������ 
���� ��+�� �

	
� �� ����� � ��� 	
� (������� ����� 
�� ����� ,������ ��-��� ���������.

H(Θn) = ∂2E(Θn)
∂θr∂θc

=
∑

∀<i,j>∈Ir

ψ(eij)
∂eij

∂θr

∂eij

∂θc

H(Θn) =
∑

∀<i,j>∈Ir

ψ(eij) [Jij(Θn)]T [Jij(Θn)]
���/0 

����� ψ(eij) = ∂2ρ(eij)
∂2eij

� ���� �!���� �������� �� �� ����1� �� ������ ���
������ �� �����

�2��� �� �� 3
��1� �� 	
� �� �
���� 	
���� �� �2���� �������� ��� 	
� ���� 
�����

�� ����� ������� �� �� ���� �� 4������ �� �!���� ��� ��+
��� ���� �� ����
�� �� ��

��������� 5����+��(�6��	
���� 	
� �� �������� �� �� �(
���� ����1��

���� ������ �	 
	�	�	�� ���������

���� �� 
�� �!���� ������� ���� ���+����� �� ������� ������������ ���(����

���� ������ 3
������ ��� �
���� ���� ��� 3���� �� �
�� �� �3������� ���� �
�����

7������� �� $,������8/&� ���� �!���� � ���� �����1� ����
�� E(Θ)� �� ��������� �� ���

���������� Δ(Θ)� � �� ���
���� �� �(
���� ������ ����� �� ��
������.

(H + Λ)ΔΘ = G ���/% 

9���� �� ����� H � G ��� ��-���� ��� ��� ��
������ ���/: � Λ �� 
�� �����

��(���� Λ = diag(λ, λ, ..., λ)� � λ �� 
� ��������� �� �
�� ���+� � ���� �����1��

�� ������� ��� ��� �� ��(�� �� �������� I� � �� ��(�� ��3������� Ir� � �������

������ ���� ��� ���������� �� �Θ0 �

"��� 	
� �
���� λ = 0� �� �!���� �� (
�� �� �!���� �� "�#���� � �
���� λ

����� � �-���� ΔΘ �� ���� �� ��������� �������� �� (������� � �� ��������� �� ΔΘ

����� � �����
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	�	�	�� ��������� ��

��������� 	 ������	
� �������� ��������	

�� ������
�� ��� �� ���� ������� ���� λ �����
�� λ = 0.001�� �� ���� �������

���� Θ0� �� ����� � �� ����� � ρSSD−ARC(ei) = μe2
i

μ+e2
i
� � ������
�� n = 0

!� "��� �� Θn� �������
�� �� �
���� 	�������
��� In
t ������ ��������� ��	����#

���� � �������� ������ �� ������ � ����� ���� 
�$���� �� ������� �� �� �
�����

�� %������
�� �� ����� 	�	��� E(Θ) ������ �� ������ � ���&��

&� %������
�� �� ���� ���$��	� �� ���'
�	��� ������ ��� �������	�� ������

"��� �� 
����� ����� �������
�� M(Θ, i, j) ( N(Θ, x, y) ������ ���

���������� ���!)� ( ���&�� ������	��
��	��

%������
�� �� ��	�� *������	� �� �� �
���� ∇I(i, j) ��������� �� +�	��

��������� �� �������� ����!�

%������ �� 
�	��, -�������� ��
� Jij(Θn) =

M(Θ, i, j)N(Θ, x, y)∇Ir(i, j)

%������
�� �� ��	�� *������	� G(Θn) ( �� 
�	��, .������� H(Θn) ���

��� ���������� ���!!� ( ���&)� ������	��
��	��

/�����
�� �� ���	�
� ������ �� ���������� ���� ��� ���&0� ���� ΔΘn�

( ��	����� �������
�� E(Θn + ΔΘn)

�� 1� E(Θn+ΔΘn) > E(Θn)� �����
��	�
�� λ ��� �� ���	�� �� 10� ( �������
��

�� ���� ������ 1� λ ����� 
�( ������� ��	� �����+�� ��� �� 2�( ���
� ��


�$���� �� ������ � Θn ( �� ������	
� 	��
��� ��� ��	� ������ � ��
� ��

 �	�
� Θ∗ = Θn�

3� 1� E(Θn+ΔΘn) <= E(Θn)� �����
��	�� λ ��� �� ���	�� �� 10� ��	����,�
��

Θn + 1 = Θn + ΔΘn� � �����
��	�
�� n = n + 1 ( �������
�� �� ���� !�
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 ������� �� ������� ������ �� ���� �� ����

���� �����	
��� �	������ ��� �����	�� �� ��������

�� �� ���	
 ��� ���	��
� �
� �
�������� �� ���� ������� ������
 ��� ��	
�
 ��


�	��������� �
� � ����
 �� �� �� �� !"#$ %"�&	
��#����'����$�(���	) �
�
 �� �
����

!"#$* �� �� �	���� ���� +������ �� ���
� �� �	��
���� � ��	
�
 �� 
�	�������� ����

����!"#$,

�� ��	 �������� �
�
	�
� �
������
� �
� �����	�
� ��� �����	�
 �� ��������

����
 �� +����
��� �� ���
� ���	� �� � ������� -,� . �� ��	
�
 ��"���,

�� �
� �/�������	
� �
� �������� ���	�	��� �
�
	�
� �
�
�����
� �
� �����	�

�
� �
����	
� �� Θ̂ �� � ����� 	���+
��� 	
�� �
�
 ��+������, �
�
�����
 ��	
�

�����	�
� �� ��
�
�� ��� � ���	��� ������� |ΔΘ| ��	�� �� ���	
� �� �����	�
� Θ̂ �
�
�

���
 . �� ���	
� �� �����	�
� Θ ��	���
 �
�
 �� ����� �� ��
/�����, #
� ��
��	�
�

�
� �� 
� �
��
�	����	
 	������ �� ��� �������
 � ���	
� �� �����	�
� ���,

0� �� �������� ���	�	��� �� #��� �� ��� �
�
 ��
/������ ������ �� ���	
�

Θ(0) = [1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0]T � . �� ���	���
 �� ��� E(k+1)−E(k)

E(k+1) < 1e− 5 
 1000 �	����
���,

#
� ��
��� �� μ �� ������� . σ �� #� �� '����
� �� �� +������ ���

�����
 �� �� 
� �����	�
 . ��	
� ��
��� ��	�� ��	�� 20 . 25 ������	�����	�,

0� �� �������� ���	�	��� �� � 1����� �� ��� �
�
 ��
/������ ������ �� ����

	
� ��	���
 �
� ��"��� . �����
� �����
� Θ = [0.8,−0.3, 20.0, 0.3, 0.8,−20.0, 0.0, 0.0]T �

�
� 500 �	����
��� �� �� ��	
�
 �� �����	�
,

������ ����	
 �	
�

�� ��������
 ��
'� �� ��	� �/�������	
 �� �� �� � ����
 �� �
�
 � +������ ��

���
� ������� �� �������2� �� ������ �/�������	
 +�� 3��3
 ����
 !"#$ �� +������

�� ���
� #�� #�� . �������, �� ��	� ��
 �� �/�������	
 	���� �� �
	���� �� 18◦� ��


�
� Θ̂ = [0.9511,−0.3090, 0.0000, 0.3090, 0.95110.0000, 0.0000, 0.0000] � ��� �� ����� 

� ����� #��,

#
� �����	�
� �� �� ��+����	�� +����
��� �� ���
� #�� #�� ������� ���������

�
� �� ��	
�
 �� 
�	�������� !"#$� �
� ������	�
� �� � 	'� -,4* � ���� 	'�

������	 �� �����	�
 ��� ��	
�
 ��"��� ����
 �� ����� �������� ������
 � Θ(0)



���� �����	
��� �	������ ��� �����	�� �� �������� ��

������ �	�
 ���������� ��� �� ������ ���� ������ ����������� 

!�"�� �	#
 ���������� ��� ������ ����$ ������ ��$ ��$ ������� % ������

���������� ��&������ Θ |ΔΘ|
������ '	(�#'( �'	�')(( '	'''' '	''''

'	�')(( '	(�#'( '	''''

'	'''' '	''''

����������� μ = 20 '	(�#'( �'	�')(( '	'''' '	''#�*

'	�')(( '	(�#'( '	''''

'	'''' '	''''

����������� μ = 5000 '	(�#'( �'	�')(( '	'''' '	''''

'	�')(( '	(�#'( '	''''

'	'''' '	''''

������ σ = 25 #	#+, �'	'�* �##	'#� ##	*+*,+

'	'-* '	(-( �,	''�

'	'''' '	''''

������ '	(,,($�'	�'*)$'	*')- #	�((,

'	�'�)$'	(,*�$#	+'-)

'	''''$'	''''
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 ������� �� ������� ������ �� ���� �� ����

�������	
�� ���
�� �� �	����� 	�� ��� ���������� ���������� �� �� ����� ��� �� �
��� �����

��������� ��� ������� ���� �� ���� � ��� ��� 
� !���� �� ��������� ����� ��"�
	��� �#

�������� ��� ������ ����������

#� �� ����� �� �� ��������� 	��� ����������	
 �������� ��� ������� �����$

����� ����
%� �������� �
&������� ���������� ������ �
&������� '������ �� μ� 	�� μ = 5000�

����������	
 �������� ������� ���������� ��� 	�� μ = 20 #��� ������� ��� ����

���� �(���
������ ���$���$)��* 	�� '������ ����� �� μ �������� �
�
��� 	��������
����

��� ��$)��* #��� 	���
	
+� ����� ��� ����� �� ���� 	��� ��� ��� ��� 
� !���� �� ���$

������ ����� ��"�
	�� �������� ��!��
��� ���� '������ �������� ���� μ ���� ����
�
� �� ���

�� ����� ��"�
	�� ���� �� &��	
+� ���$���

������ ����	
 �	
� �
 ���� �������

#� ���� �(���
������ �� 	�������� 	�� �� �����
������������ �� ��!�� ,'���� 	���-

�� 10 % �� ��� �"(���� �� �� 
��!��� ���� �
����� ����� ��"�
	�� .����� �� �
��� �����&��$

��	
+� ��� �(���
����� ���'
�� �� 
��!�� ��&����	
� �� ������� �� �� /!��� �� �� ������

�
�
��� �� �(���
����� �����
��� �� ����� �� ��!
���� &�� ����
0��� ������ ��� �#� ���$���

1 ������ �� 	���
��	
+� 	�� �� ��!��
��� �� �
�
�
0�	
+� �� �� &��	
+� �� ����� )��*

�� &��	
+� ���$��� �������� �� 	��������
���� �
�
��� � ��2 ���� ��� �� '�	��� ��

��� ������ ���
���� ��� ���$���$)��* �� �� ��� 	��	��� � �� '�	��� ���� ��� �� ��� ��

	��	��1� ��� ���� �� �� ����� �%���� �� ���
��� �� �����&����	
+� /���

������ ����	
 ��
������ �	 �� ��	���

�� 
!��� ��� �� �� ��		
+� �����
�� ���� �(���
����� �� ��������� ���� �� �� �
$

�
� �� ��� &��	
���� �� ����� ��� �#� ���$��� �� 	������� ��� �%���� �� ���
�
0�	
+�

)��*� �� ��
��� �(���
����� &�� 3�	3� ������ )��* ���� &��	
+� �� ����� ��� �#�

1 ���$��� #� ���� 	��� �� �(���
����� �
��� �� �
!�
���� '�	��� �� ��� ������ Θ̂ =

[0.8,−0.3, 20.0, 0.3, 0.8,−20.0, 0.0, 0.0] �� 	��� �� ���
	��� � �� 
��!�� ��
!��� �� ���� 	�$

�� ��
�
0������ �� ���
��	
+� 3�	3� ��� ������ 1 �"�
��� 	�������� 	��� ��
����

����(
��	
+� �� �� 3���!��&"�� �� '�	��� �� ��� ������ �� ���� ��
���� ����(
��	
+� ��

Θ(0) = [0.8057,−0.3069, 20.2699, 0.3079, 0.7963,−20.2699, 0.0, 0.0, 1.0]� �� 	��� �� ���
	� � ��



���� �����	
��� �	������ ��� �����	�� �� �������� ��

������ 	
�� ���������� ��� �� ������ ���� ������ ��������� !" ��� ����� ��#�����

������ 	
�� ���������� ��� �� ������ ������ ������ ��������� !"
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 ������� �� ������� ������ �� ���� �� ����

����� ��	
 �������� ���� ������ ����� ����� ��� ��� �������  ��!��� "�� ����

��#��"� �� �� ������

��������� ���$����� Θ |ΔΘ|
��������� ���$����� Θ |ΔΘ|
���%!�& '�(�) �'��') �'�*)� +*�	����

'�''�' '�**� +*�	+�

'�'''' '�''''

��������%!�& μ = 20 '�((� '�'',' �'�,)( '�(+�	+

�'�''�' +�'') �'�	*)

'�'''' '�''''

��������%!�& μ = 1.5 '�(�+'� �'��'�(( '�''		 '�''���

'��'�(� '�(�+'� '�''	,

'�'''' '�''''

���%!�& σ = 25 '�(�) �'��') �'�'*)� +'�)���

'�''�' '�'*� +'�	+�

'�'''' '�''''

��!��� '�(�'* �'��'(� '�	�** '��+	,)

'��'(	 '�()(* '�	')�

'�'''' '�''''

������ � ����-������ �� .���� ��, ������ �� �� ����� �/0������ �� ������ ������  � �

����"1� �� ������ ��-����"�� � �� "��� � ����"� �� 2�"��� Θ̂�

�� ����� ��� ������� �� �������� ��� �3���� ��!��� ����� �� ���� ��$�

����� "��� �����3� �� �������� ���� �� -��"���� ��� ��� �������� �� �"����� "�� ��

�������� ��������� �� �� ����� ���� ��������%!�& ����� ��4�� ������5� 0�� ����

�� ��������� ��������� �� ��� ������ �� 2����4� �� ��� �3���� � �� -��"�6� �������

�� "��� ����� �� ���� "������������� ���� �� �����"�� �� ���� ��#��"�  ��� �� �����

�����3� � ����2� 0�� �� 1�"� ��� ����� �����"�6�  � 0�� �� ������ �� ����� ����

��#��"�� �� ����� �� ��4� ������5� �� ����� 0�� ��!����

������ ����	
 ��
���� �	 �� ��	��� ��
 ���� �������

�� ��� �7���������� �� "������� "�� �� ��������� �������� �� ����� 82���� "���9

�� 60 % �� �� �#7��� �� �� ������� ���� ������ ���� ��#��"�� :���� �� ���� ����-���

��"�6� ��� �7��������� ������ �� ������ ��-����"�� � ������ �� �� .���� ���� �� ������

������ �� �7��������� ��������� �� ����� �� ������� -�� �����/��� ����� ��� ��� �������  

��!��� �� "������"�6� "�� �� �3���� �� ������/�"�6� %!�& ���� ������/�� �� -��"����



���� �����	
��� �	������ ��� �����	�� �� �������� ��

����� ���	 
�������� ���� ������ ������� ����� ��� ��� �����
�� 
�����  �� ��

�!���� �� ������"� ��� #��$

���������� %���� ����� ���&������ Θ |ΔΘ|
���#��$ '( (�) �(�� *(�( *�*��')��+

(�� (���,(� �*(�(

(�(((( (�((((

�����
��#��$ �(( μ = 20 (�) �(�� *(�( )���+,���

(�*�� (�-�� �,�����

(�(((( (�((((

�����
��#��$ '- μ = 5000 (�) �(�� *(�( ,���,(-��+

(�*�� (�-�� �,�����

(�(((( (�((((

���#��$ ,,) σ = 25 (�) �(�� *(�((* (�(()+�

(�� (�) �*(�(()

(�(((( (�((((


����� (��++� �(��(-) (�-()' ,����+

(��(�) (��+-� ,�*(')

(�(((( (�((((

.���� ��)	 �/���������  �� �� ������ ������ ����� �����
��#��$  �� ����� ��0�� ��
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 ������� �� ������� ������ �� ���� �� ����

����� ��	
 �������� ���� ������ ������� ����� �� �������� ��� ��� ���� �!� � "� !

��� �� �#���� �� ������$���%� &"�'� ��� ���� ��(����

��������� )��������� ���*����� Θ |ΔΘ|
���&"�' +�� ���,- ���,�- .�+,� /-�,0�+

������ ��+-. ���./0

�����0� ������

���� �!�&"�' ,, μ = 20 ��+. ���,	0 -�	/+ ���0	��,

���+�� ����/- -��-	

������ ����,+

���� �!�&"�' ,./ μ = 1.5 ��- ���+00 ,0�000 ,��0�0+��	

��+00 ��- �,0�000

������ ������

���&"�' ,, σ = 25 ��-�/ ������ +��+�0 ���-,0

����. ��.0� �+��+�0

������ ������

� "� ! ��0/�� �����0� ��+��� ���,+.	

����0+ ��0	0� ��+�	/

������ ������

�� ������

�� �� ����� ��	 � ������� ���� �� �#���� �� ������$���%� &"�' ��� �� �����%�

�� ����� ���� �! ����� �� ���� ������1�� �� 2����� ���������� ��� ��� ��������� � ��3

�������� �� 2����� ����� � ����2� 4�� ����5����� �� 2���� �� μ ���� ���� �! � �����

��6���� �� �����%�� �( ���� �� ��� �� �� ���������� �� �������� ����� �� ��*�����

� ����2� ���� ��� � �� ��6�� �#���� �� ��������� ���� ��(����� � ���� �� �#����

� "� ! ����� � �� ��6�� �����%� ����# ��� �#���� &"�' ��� �� �����%� ���� �!

��� �� � ��� ����� ���� ����� �� ������ �� ��*�����

���� �����	
����


7��� ��������� �� �#����� ���� �� ������� �����#����� �� ��*���� �����

�� ��� ��� ��� �������%� �� ����� ���������� �� �� ������ ���#���� �����$��� ���

��*���� ���#���� � ��*���� ����� � ����� 2�� �� ������ ��� �#���� 3� 4�� � �����$����

�� ���� ���*����� σ �� ����2��� 3 μ �� �������� �� ������ ���� �! ��� �����

���������� �� �� ������$���%� �� ��� �����%� �� �����(�� �� ���� ������� �� ����������

�����$�� ��������� �� ������$���%� �* �5������ �������������������
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������	��� � ������ �� �
�����	���� ������������� ��

	 ������ 
	�	 � �� ����� 
	�	������� �� ��! ����� "	�	�� �� � 	 ������ �� �� ����� ��


	�	������� �������# � �"$���%� �� ���	 &������ �� �������	� 	 &������ �� ����� ����

��� ��'�	��� 	 ������� �	�	 
�� � ������ ������ ( �)����� ��	��	��� ��� � ������

�� �
�����	���� ����# � 	 ������ '�	 �� ������	 ��"���� 	�� ��	��� *	( �	��� 	�)
����

�� 	� ��! ����# �	 ���
	�	���� ��	��	�	 ��� ����� ������� �� �� ����� ���� � �� ������

( ��� &�� 
������	�	 �������	��� � ��"����� �� ������ ������������# +��"	���

������������ ��	��� ��&������� �����	� �� �	��� 	�)
���� ( �� ����� �� �	���� ����

�������� ��$��	 � �����	�� �� �� ������� ������ ( ��#

� ������ ������������ 
���"	 ��	 ���%	 &���	 �� �� ����	� ��! ���� ���

�	��� 	�)
���� ( �� �������	� �� 
������ �,��	 
	�	 
�����	� �� �	��� 	�)
���� �� 	 ��	 ��#

�� � �	�� �� 	� ��! ���� 
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	�	���� ��	�	

&�� � %����� �� 
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	�	 �� ������� ������������ ( ������# �

������ ������������ ����� 	 %���	$	 �� �	��	� �� �	��� 	�)
���� ������ �� 	 &������
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�� �������� 	
 �������� ��� �������� ���������
 ������� �� �������� �� ���

���� ���	
����	��� �����������

������� �� ����	 �� �	���	 ����	�	 ����� �� ����	
�� ������� �� 	�������� ��

�	���	� ������	�� ������������� �� ������� �� ��������� �	��� �� ��� �� ������� ���

�������� �� �� ������� �	 �������� ��� �� ����� ��������� ��� �� � 	�	 ����	

�� ��������� ��������������� �� ������	 �� �	� ����	� �� �� ��������! "����������

�� �	���	 ���� �	����	  �������� �	� ���� ����	 �� ���������! ������� �� #�

����������	 ��� ��	 ��� ����	 �� ����	� ������	 � �� ������ �	���	 	�������

����� ��� �	����	 $ �� �%��� � ��� ����� 	������� �� �	���	 &���� ��� ������� ��

�	������� �� �	� ����	� �� �� �������!

������� ����	 � ����	 ����	�	 ����� �� ������� '��� ���	�	 	������ �� �����(�� ��

�������	 ����� ��� ����	 �� �� ������� $ �� ����	 �������������� ������	�! )	�

��������	� �� ��������� ������ ��� ���	��� 	������	� ���� 	������ �� ���������

�� �	� ����	� ������	 � �������� ����	 �� �� ������� ��� �� � 	�	 ����	 ��

���������! '��� ���	�	 ����� �� #����*� �� ��� �� �����(�� �� �������	 �	��� ��������

����	�������� ��$������� �� ������(������	 ��	����	 ������������� ���� �����%	 $

�	� ����	 ���� �� �������! '� ��	�#������� �� ���� ���	�	 �� ��� �	� ���	��� 	�����	�

������� �� �������	 �� �������� ��� �� ����	� ��$������ ������ �� ��������	��

�� 	��	��� �	� ��������	� �� ���������! +�� �	����� � ���� ��	����� 	������ ��

�����(�� ���	� ��������	� 	�	 ��������� ������ �� ��������� ������	 �� �	���	�

���� ����	 ��� ��&���� �������� �������	 �����	 ��� ����	 	� �� �	���	!

������� �� �	���	 �� ����	 ����	�	 ����	
 �� ������� '��� �	����� �� �������

���� �� 	�������� �� �	���	� ������	�� �	��� �������� ��� �� �	���	 �� ��������

��������������� �������	 ������	 �� ����	 ����� �� �� �������!

���� �����	
���� �� ��������

,����������� �� �
�����	 ���� ������� �� �� ��	 �� �������� �� �	���	� ���� ���-

�������� �� ���	������ 	������� �� �� #.��	 	�	 ������� /��� $ 0	���� �� 1/���234�

10	����234 �������#������! )	� �	���	� �� 	�����$�� ��������	 � ���������	 �	�	� �	�
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���	�� �� ���������� �� � ����������
	�� �������	
� ��� �	��� ����� 	������� �� ����

�� ���	��� �	�	����� �� ����� ����	
�� 
�� � ������ ������� ���� ������ � ���� ��

������ 
���������	����� �	� ����� ����	
�� � ������ �� ���	��� 
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	����

� �	����� ��� ��� ���� � ��	���� �����	��
	�� �� �  ���������! "� �� ������� �� ����

	���� ������� �� ���� �� ��	� �� #�
� ��� �� �� ���
	���� �� � 	����� �� ����� 
������

���� ������� �� ���	���� ��� ��		$� � 	������
	�� 
������ �� 	������ ���� �� ���	$�

��	
���� � ��
�	
� �� ���	���� ��������	
� �� 	�������� �	�	�	$���� ��� ���
	�� �� �����

�����	���� ��%���� ��� �� ������� � ����� ����	
��! "��� ���
	�� ���� �	�	�	$��� 
�� �

�&��� �� ������ �� ���	�	$�
	�� �� '�(������ )��������! �#�� & �$�	�*	 �������� ��

+�$�	��*	,-. & +�#��,/. �0����� �	��	1
��	(�� �� �����0�� ��� #�
�� ��� �� ����� ��
�	
��

���� � 
������

	�� �� ����	
��!

������ �����	�
�� � ���	���� �� �����
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'�� ������� ��		$���� #��	�������� �� ��	
�
	���� �� 
������

	�� �� ����	
��

������ 
��	1
���� �� ��� ������� ������2 ������� ������� �� ������
	�	���� �� 
�����

�������
	�� & ������� �� ���	���� ������� �� ���� �� ��	�!

"� � ��	��� 
���� � 
�
�� �� � #��������� �� ���	$� � ����	� �� �� 
��0���� ��


�����������
	�� ����� ������ �������
	����� � �� ��� 	������� � ���	�����! " ������ ��

���	���� ������ �� ���� �� ��	� #�
� ��� �	��
�� �� �� ���
	���� �� � 	����� ���� ������� ��

���������� �� � #���������� ��������� � �	�	�	$�
	�� �� �� ���	
� �� ������ ���
������

����� �� ����� 
������	
� �� 	�����	����� �� � 	�����! "� � ��	
�
	�� �� ������
	�� ��

����	
�� ���
�	�� �� ���� 
������ �� 	�������� ��� (���	�� �� ���	���� �� 	������� ��

���� �� ��	�� 
�� ��� ���(� ���
	�� �� ����� ������� � ����� ����	
��� �����	���� ��%����

&� ���
�	�� �� � 
������ 3! �� ����� �� �	�	�	$�� ���� ���
	�� �� ����� ��� ���	� �� ��

������ �� ���	�	$�
	�� 
��� � �� � �����	���� 4�������5����'�(�������)��������!

" ����	��� ���	��� � 
��� 	����
	�� � (�
��� 	�
������� �� ���������� ��

��(	�	���� Θ ������� ��� �� �������� �� � #���������! " ���	
� � �	�	�	$�� ����

� ����� �� � �
��
	�� 63!-78 �� ���� �
��
	�� �� ����� (�� ��� I(x(θ, i, j), y(θ, i, j)) �� �

����������
	�� �� � 	����� Ir(i, j)! � 
��� ���� �� 
�
�� � 	����� ������������� �� ����	�
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���� ∇I(i, j)� �� 	
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� eij = I(x(θ, i, j), y(θ, i, j))−Ir(i, j)

� �
 ���������� �� �� ������
 �� �
�
�� 8× 8 �
�
 �
��
� ��� �
�������� ��� ������ Θ�

��� ������� �� �������� 
�
��� �� ��������������
�� 
����� ������� ������
���

����� ��������� ������
� ����� ����� �������� ������
����
������ �
 ��� �� �������
�

������
� �
 ��
��� �������
� ��� ������� �� �������� ��� ������ 
� �� !����� �� ������


����� ������� ��
 �����
���� ��� ����
 � ������
� ������ �� �
��� ����� ������
����
�

� ��� ��������� 
 �������� ������
��� �� ������� 
� ��������� 
 �!����� ���
���� �� ����

��

	� �� ����� �
�
 ����
� ���� ������
 �� ����� 
 �
 ������
 �����
���� �� �
 ������
�!


��
�� 
�
 ��� �� �������� 
�
�� �� ��������������
 �� ������� "������ �
�
 
����
������ ��

������������ �� ���
����� ��� ������� 
�
��� �� ��������������
� �������� �
 ��������#

���� �� ������� ��������� �� ���������� � ���
����� ��
���
������� �� ����������� ��

�������� ���� ������
 $��
�� � %���� �� &$��
��'()� &%����'') ���������
������ �� �� ����


�� ��� 
����
������ ����� ����� ��� ������� �� �����
 ��� ��
 ����
�����
 �������
 �
�


�
 ������������ �� ���
���� �� ���������

������ ����	 
� ��	���	

��� ���
���� �����
������ �� ��
��*�
� �� + ����� ����
����
���,

�������� ���	�����
 ��� ���
���� ��������� �
���
������ �� ���������� 
����
���


 ��������� ����� ��� ��
���� �� ��
 �����
 �������� 
 �� ������
 �� �������
�
� ��

���������
� ��� ����� ��� ��*���� ��� �� ���
��� � 
��������
������ ������
��� ���
�

�
� �������� �� ��
 ��������
 �� ��
 -���
 ��
��� ���
���� $�
� ���
 ������
����� ���

�	���� �� ���������� � ��� ���
�
����� � 
�
����� ���� ��
 �� ���� ��*����� ��

�
 ��
��� �
�������
 ��� ���
����

�������� ���	����
 �
 �����
���� ����
����
� �� ��� ���
���� ��������� �� ���

���� ��� ����������� 
 ���������� �� ������ ��
��� �� ������� �� ����� ��� ��
����

�� �
 ��������
� .�� ���
 �
 �� �� ������ ������ �������
����� �� 
������ ��������

�� �
 ��������
� .�� �� �����
���� �� ��������� �� ��� ���
���� ��������� �� �
��
��

� ���� ������ �����
�������� 
���
�� 
�� ��� �
 ������
���� ��� ��
��� ��� ���������

/� ���
��� �������� ����� ���������� �������� ���� ��
 ��������
 �� �������� ��



�� �������� 	
 �������� ��� �������� ���������
 ������� �� �������� �� ���

������� 	
� ���
������ ����� � ��������� �� ���� �
��� ������� �� ���
������ ���

� ����������� �� ����� �
���� ����������

������ ����	
	���� � ��� ���
�	��

�� ��� ���
����� �
� �������� ����������� �� �� ��������� ����� �� ��� ����� 

!������� ���� �������� �� ���
������"

������� � �����
����� �� �#���� $���� �
����� �� %$����&'( 
� �)���� �� ���
����

�� 
� ������� ����*���� +
� ���
� �� 
�� ���������, �� 
�� ���
����� �� �#��� ���

�
���� ���������� �� � ������� � ������� �� ���
��� ��������� �������� � ������

������� �������� ���� � ���
������

-������ ����
�� .�� ��������� �#���� �� � ���������� �� ���������� ����
��� �� ���� 

������ / 0 � ������ �� ���
������ �� �#���� ���� � �������� �� )
���� � �����������

��
������� � ���������� +���������� �� �
����� ���!���� ����������� ���!���� �� �����

� �	
���� 
����� �
�#������� ����, ���� �
����� �����1� �� %������1�2'(�

$�������� �� �������� �� ��� ����
���� �������� ������� �� ����
���� ���������

3����� �
����� �� %3�����22( 
�� ��������� �� ���� ���� ���������� � � �4�� 

������ �� ���
�������

5��������� �� �������� �� ������ �������� 5���#� �
����� �� %5���#�&6( � ��������

�� ������ ������� � �
� �� 
�� �*����� ���������� 
������� �� ����������#� �

����������� �������� �
��������� 7�� �������� 	
� �� �������� �� 
� ����� ������

����
��� �������� 
�� ������ �������� �� 
� ���#�
� �
������� �� �
���� ��� ��

�
���!���� �
� �4������� �� �� ������ � �� ����������� �� �������� �� � �
����

�� 
� �� ���� ���� �� ���#�
�� �����
��������� � � � ������ ��������� �� ����� 8��

��� �
���!���� �� ������ ������ �� ����9� �� �
���� ��� ����������� ��� 
�� �����

������� � 	
� ��������� � �*����� �� ���������� �� �������� �� 
�� �����������

������������� %:�����2�(�



���� ������	

	 �� 
� �
������� ��� 
� �	���������� �� �	����	� ��

���� ������	

	 �� 
� �
������� ��� 
� �	���������� �� �	�

����	�

�� ���� ��	
	�� ��	�	�� �� ���	�����	� ��	 	����	���� 	�����	 ���� ������	 �	�

������	� 	�	���	�	� �� ��� �	������� � � �� �� ��� ��	��� �� ��	�	� ��� ���
��	� �� ����������


	�	�� �� ������ �	�	������������ �	 ����	���� �� �	 ��	�����	����� ��������������	� �����

������� � �	 ������	���� �� ��� ������	��� �
������� ��� �	� ������	� 	�	���	�	� �� ��

�	������ � 

!��	��� �� ������� �� ������������	
��� �� ��
� ���������	� �� �������� �� ���"

��� �	�	����������� � ������ �� �������� ��� ��	��� ����� ������������� �������� �� ��	���

	 ��	��� �� ������� �� ��������� �� ������ �	�	������������ �� ���������� ����� ���������	�

��	������ ����� �� �	 �	��� ��� �������� 
���	� �������	��� ��� 	������� �� �������	

���	���	���� 	 �� �	��� �� �	 ��������	 �� ������� #�� �
	���� �� ������������ �� ����

������� �� ��������� 	����	� ��������	������ ������$�	�� �� ���	 ��� �� �	%�����	 �	 ���"

������ ��� ��������� ������� �� �������� 
	�	�� �� �	� ���������� �� ��� ������ �	�	�����������

���������	��� &	 ���	 ��� �� ���%	 	 �	
� ���	 ��	�	 �� ��������� �� ������
� ��� ���	���

�� �� �	������ �� ��� ��	�	 �� ��� 	������� �����	��� ��� 	������� �� ���������� 

'�	 %�� ������	�	 �	 ��	�	 �� ��������������	�� �� ������ �� �	
���	�
�

���� �� �
 ��
��� ��������	 �	�	 �	�	 ���%� ��	��� �� �	 ��������	 ��	 ����	���� ��

�	 �������� �� �	 �	��� �� �	�	 ��� �� ��� ������ �	�	������������ 	�� ��� ��	 %	���	����

�� �	 �	���	� �� ���	 ����	���� �� 	������� �� ���������� ������	�� �� 	����	� �� ������	�

	� �������	����� �������� �� �� (	������ � 

) �	���� �� �	 �����	���� ��������	�	 ��� �� ����� �� ��������������	� �� ���"

���� �� ����� �� �����	���� ��� ��	��� ����� ��� �	��	 �	 ������������ ��������%	 �� ��	

�	��� �� ��	��� ��� ������� �	� ���������� %���	� �� �	 �����	 �������	� ��� ��� ��	���� ��

�	 ��������	� ��� �� 	����	�� 	����	����� �� ����	� �����	���� �� ������������ �� 	���"

�	����� ���������	�� �	�	 �	 ������������ ��� ��	��� ����������� 	� ����� ������	��

������ �� ��	�
�� *	����	� �� ��	��� 	� ��	���+ 

�� 	������� �� ��������������	� ������ ����	������ ��� �����	�	����� �� ���

������ �������� �������� 	� ��	��� ��� ��� ������ �,��	���� �� ��� ���� ��� ������	 ���%�"



�� �������� 	
 �������� ��� �������� ���������
 ������� �� �������� �� ���

������ ���� 	�
������ 	� ��	�� 	� ����������� 	� ���� ����� �� ���������� 	� ��� ����������

	� ������������ 	� � ��	�� 	�	� ��	�� ������� �	���	������ � ������ 	� ��� ����������

������	�� 	� ��� ����� �� �� � ��� ���������� ��������� �� �� ��	�� 	��	� ����� ������	���

���� �� �� �� �������	�� �� 	� ��� �������������� 	� ��� ����	�� 	� ��������

 ���	�� �� ���������	������ ���� �� !� �� ������� �!� �� � ��	��	� ��������� ���� ��

	� � � !� ����� ���������� �� �����"�� ��	�� ��� ����� ���� ��� 	� �������� ���� ��	��	�

��������� ��	� 	�� ���� � 	�
�������� 	� �������� !� ������ � ������� ������� ��� �� ��

������� �������	�� #��� ��������� ���� ��� ����� �� ������� !� �� �� ���� ����	� ��������

�� �������� �� ����	� 	� ��������  ���	� �� ���������	������ ��� � ����	� ����	� 	�

�������� !� ������"� � ��	��� 	� ������ $��� ����	� ����� 	� �������� ���� �� 	� �� ��%

�������� ������� ������	� ��� �� ������ ����	� � 	� �� ������ 	� ������ ���������	����� ��

��	�� ����� � �� ������� �������	� ����� �� �������� ������ ���� � ����� �� ����������

	� �������� 	� ����� ���������� &� ������	� 	� ���� ����� �������� ��� �����'�� 	� �� ��

����	�� 	� ��������� ���������	� ������	�� ��� ���� ��������� �� ������ !� �� �������� �

����� ������������ ������	�� (�� ��" !� ��� ��	� 	��������	�� ��� ��������� ��� �������%

��� 	� ������������ 	�� )����� ��	�� �������	�� ���� �� �*�	�	� �� ������� ��	����� �

������� 	� ������������

+ ��	��	� �� �� ��*���	� �� �� ������� �������� � ������� 	� �������� ��������

�� �� ����������� 	� ������ �������� ���������	�� ��� � ����� ��� ��� ���� ������

�� ������ ����������� #����� ������ �� ,#������-. ������ �'������ 	� /������� 	�

0������� ��������	�� �� �� ��������� ��� ���� �� �� ��	�

������ �����	
���� ������ ������ ���� �� �������		
�� �� ����
	��

1 �������������� ��� 	���������� 	� ��� �������� 	� �����	� 	� ���� 	� ��� �������

	� ���� ��� �� ���)� ������� 	� ������ ���� ��� ��������� ������ ����� ���� � ����� ����

$���� �������� �� ���	���� �� �� 	��������� \�	
��\�	�	
\ 	����� 	� �� ����������� (�

������� �������	� ���� �����	� �� �� 	��������� \�	
��\��
����	
\� �� ������� ���� � �����

2�� �������� ���� ��	� ������� 	� ���� ����� �� ��	�� 	����� 	� �� �������� �� !� 	� ��

��������� �� ���������� �� �� ���� 	���	� 	� �� ������� ���� ���	� �� �� ���������

������ ���������	������ ��� ��� 	� �� 	� ��� �	����
��	�� ��� � ���'��� 	� �����������



���� ������	

	 �� 
� �
������� ��� 
� �	���������� �� �	����	� ��

������ 	
�� ������ �������� �� �� ����� �������� � ������ �� �������� �� ������ �������� ��
� !"

������ 	
#� ������ �� �� �����$��� �� ����� �������� � ������ �� ��������%�� �� ���
&��'$����� �� ������� �� �  !

������ 	
	� (����� ���������� �� �� ���$��� )��������� ������ �� *&��+��"#,- ������������
��� ������� ��������.�



�� �������� 	
 �������� ��� �������� ���������
 ������� �� �������� �� ���

������	 �� �
 
����	 ����
��� � �� ����
���
 �� �� �����
� �	� ������	 fuente1.jpg�

fuente2.jpg� ��� ��� �����
�� �	���
 ��� �	����� � 	�	�� �� �������
 ��� ��	����� �


�	
	 �� ����� ���� ���� ������
 �� 
������ �������
 ��
 
	 �� �	�� � ���� ���� �� ��
��	

�� ��� �����
�� �
 	�	�� ��� ��
�	
�� ��� �� �� ����� 	��	
�� �
 �	���	 �
 	�	�� ��

����
 ������ �	� ����	 ��	������
�	� ���� ��� ��
�� �� 	�	� �����
�	 �� �� � �	�

�	���	� �	���
 ��� 	
������	� �� ������ � �!������� 	 �� �!������� � �������

��������� 	 "��	����	 ��
���� ���� �� #	
������
 �� $	���	�

%� &�	��� ��
��� 	 ���	�������
��� ��
�	� 	��
�� �
��� �	� �����
��� ���

������
 ��� �
 �'
��	 �� 4� �������
�	 	������	�����
�� �� 	���
 �� �����	

�� ���	� ��
�	��

�� &������ �
� ������� ���	������
 �� �� �	�	���('� H1 	
 �� �)�	�	 ��

	�����	
��
��� �� ��
�	��

*� +����!�
�	 �� ������� ��������
 �� �� �	�	���('� H1 	�	 ��������
 �
����

���� �� �)�	�	 �� �������	 �
 �	
	 �� ����� ���	 �� ��� ���� 	�����!�� ��

�	�	���('� � ������ �
� �	�	���('� ,
���

-� #������ �� �����
 ,
���

.� &������ ��� �	� �����
�� �
 �
� /
���

&��� �������
 ��������� �� 	
������
 �� �	���	� ��
	����	� � ������ ����
	�

�	�	� �� 	������
 �	� ������	 �	��� ���	���� �����
�� �	����� �	� ������ ��������� 	

(	�	���,�� ��� �����
��
 �
� ���
� �� ��� ��
�� �����
�	� �
 	�/
� �����)
� �	���

�����!�� ����
��� �� �����
�� �� ���
 �� �'��	 	 �� ����� (	�	���,�� �� �� �
 �'��	 ��

��������
 �	� (����� �� ��� �����
�� ���� ��� ���	� ���
 ��	����	� 	�	 �
� ����
�� ��

�����
���

�� 	
������
 �� �	���	� �� �����
�� 	����� � ������ �� ��	 ��������
�	



���� �����	
� ���� ��� �������� ��

������� �� ��	
���� �����

�� ��	������ ����� �� �	���� � �� ������ ���� �� 	�� �
� 	
����� � ��	 �����	���	

�� �	�� ����

�� �	�� ��	������ � �	 	���������������� ������� ������	 	� �
��� ���	��� �� ��������

� �� ������� ����� �� ����� ����� �� �� ������� � � �
��� ����� �������� ��

���	�������

 � ���� ��!
�� �� �	 �������	 ��	 �������	 ����� �����������	� �� 
�� ����� ��

�� �������

 	�� ���������� ������� "
� 	��� ����������	 ���
�	 �
��	 ��
��	 �� ��	 �	

�������	 #����	��������	$� �	�	 �
��	 	������� �� ��	� ���� �� ����
� �� �� �����%&�

� ����'	 ��� �
�� 
�� 	��
��� ������ 	��� ����	���� (��� ���� ��!
�� �� �	 �������	

�	 ����	��� 	��
�� �	 ��		 ���
�	�	 �� �� ������� )� *	& 	��� ��	 �� �	 �������	�

�� ���� 	� ������ ��������� ��	 �	 �
��	 ��� ������� ) ���� "
� ��	 �������	 	���

����	���	�

���� �����	
� ���� ��� ��������

*� �	�������� 
�� �������� ����� 
� ���� ��� �
�� ���� � 
�� ������� �����'�

	��� �	���� �	�������� 
�� �������� ����� �	 �������	 ��%������	 ��� ��	� ���� �����  	�

	� ���� �� �����%&�� �� �	"
��� �� �� ��������� �� 
�� �����%&� 	� ���	���� �� ��

��
�� +�)�

,� �� ��
�� +�) 	� ������� "
� �� �
�� X �	 �� ��	�� *	& ��	�� 	� �	������� ��

�����%&� ����� �	��	 �	 �������	�

⎧⎨
⎩

x1 = H1X
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X = H−1
1 x1
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��� ���������� ��� ����������	

 ���� H1 � H2 ���� ��� �������� ��� �������� �� ����������� �� ����� ��� ��

������� �� ��� �� ��� �������� ������� �� ����	 !�� ������ ��� �����" H12 �� �����#� ���

�����" �� ���������� � ��������� � ��� ��� ��������	

$� �� �������� �� �������� ��� ��������� ���� �� �� ������ 1 ���� ��� ������

� �� ������ 2 � ����#� �� ��� ������������%� �� ����� �� �� �����" �� ���������� �����&

���������� � ���������	 '��� ��������%� �� ��� ���������� �� ������� ��� ������� ������

��� �� ����������%� �� ��������� �������� �� ������ �������� � ���������� ��� ����� ��

�������������� ����� �����	

(� )���� �	* ������� �� ����� ����������� ��� ��������� �� �������� ������������

�� ��� �������� �� ����������	 +�� �,���� �� �� -����� 1 � �� ������ 2 ��� ��������� ��

�����" �� ���������� H12 � �� �� ������ 2 � �� 3 ��� ��������� �� �����" �� ���������� H23

� ����� ��� �������� ������� ������������ �� �� �����" H15

x1 = H12x2 x2 = H23x3 x3 = H34x4 x4 = H45x5 .�	/0

�� �� ������%� �	/ �� ���� �� ����� �� x1� x2� X3� � x4 � �� ����������� �������� �� ������%�
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�� ����� H15 ��������� ����� ��� �������� �� ���������� ���� �� ��������� �� ��������


x1 = H12H23H34H45x5 , despues H15 = H12H23H34H45 → x1 = H15x5 �	
� 

���� �������		� 
������ ��	 �������

!� ���������� ��� �"������ ���������������� � ���� ��� �� ��� ���#����� ����������

�� ������ �� ������� ���#�$�� ��� ���� ���#�"� �����%��� �� ��������� �� ���� ����� ���������


&� ���� �������� �����%������ �� ���������� �������� '�� �� ���(� � ��#� ���� �� ������������

�� ��� �������� �� ��������� )� �� ��*��� �� 	
+
, ��� ��������������� '�� ��#�� ���������

��� �������� ���� �������� � �� ������� ��� ���� ������� �� ��� ������������� '�� �� ����$��

�� �� ����������


-��� �� ������(� ������$���� ��� ���)���� ���� ��������� ��(������ �� (����� �������

�� ������� � �� ��������� ����������
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�

���� ��	�� �� 	������ �� 
� ������	 ��� ������ ��		�����
������ "�� ��	� �� ���� 
�� ��
���

�	�#����$� 
�%�� 
� ��	 4 ������ ��		�����
������� ����� ��	��� ���� 
���	���� �� �� ��������

&�

������ ������ �� ����� �

'�	� ���$�	 � ��%� �� ��	�� 
� ������	 �� ���	�� ( �� ������	�� �����	 ��� �����

����	�
�� �� �� ����	���� )�

!������ 
� ���	 ��� 
�� ������� �� ������� ��� ����
�� 	�������� ��	� ������	 ��

���	�� (� ��� ������ �� 
���	�%�� �� ��� ��������� & # * 
� ���� �	�%�+��

������ ���
������� � ��	���� ��� �����
��

!������ 
� �� ���������� 
� �� ���	�� H� �� 	������
� ���� �� �� ,����	�-�� ���	�

��� �������� ��� 
���������� 
� �� ������ ���� �� �������� � �	�$�� 
�� �	�
���� 
� ��
��

��� ���	���� 
� ,����	�-�� # ��� ���	
���
�� ���	� ��� �	���	� # �� ������ ������ ���� ��

�������	� �� �� ����	���� .�

�� �� ���	� /�. �� �����	� �� �����	������ 
� �� ������ ���� # ��� 
���������� 
�

���� ����� 
� ������	 ��� 
��� ������� "�� ������
	� �� ������� �����
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��������� 	 �������	� 
����� �� ����	� � ����� H

�� ���� �� ��� �	������ I1 � Ir � ������ ��� ������ �� ������� ������	�����

��� �� ������� �� �� �	��� ����� �� ������	� ��� 	������ ��� ����

�� ����� �!�

"� #����� �� ���$���� �� ������ �� ������� %�� �	��� �� ����������� ���

&�������� ������ ��������'�� ��� � �����'� �"����

(� ���	��� ���� �)����� ��� *�+,�# � ������ � 	���� - ������ ��� 	)�.

�	�� ������� ������� �� "�(�

/� *�0�� � 	���� H ��� �� �������� �� ���� �� ���� ������ �� (���

1� *������  � �� 2� 	� �	������ ���� ���	����

3� *������ H

4���� /��5 6�	����'� ��� 	����� 0�� 605 × 799 ����� �	������ �� 640 × 4167 ��� �
�	��� ������ �� ���
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�������� ��
� ��	����� �� �
���� 1� �� ��	�
� �
���� � �� 
�	��� �� 	�������
��

�� � H (H ×H × ...×H)!

"! ������
�� ��� ��
�������� �� ��� �
#����� [nl1, nc1] =

dimension(imagen1) � [nl2, nc2] = dimension(imagenultima)!

$! ��������
�
�� ��� ����������� ���	������� � ����������� %�
��&���� �� ��

��	�
� �
���� ��� ������ � '(!()!

(! *���+��
�� ��� ����������� �,	������� �� �� �
���� -xmin�xmax� ymin� ymax.!

/! ���
�� �� 0��	�� delta = [(1− xmin), (1− ymin)]!

1! ���	���
�� �� �
���� +��� ��� Ifinal(ymax−ymin+1, xmax−xmin+1) = −1

2! ����
�� �� �
���� 1 � �� �
���� � �������� ��� Ifinal(1 + delta(2) : nl1 +

delta(2), 1 + delta(1) : nc1 + delta(1)) = I1(x, y)!

������ /!�3 ��+���� � ��� #��� ��� 
������� �� ������ � � �� �
���� ���������� '����) � ��
�
���� 	�������
��� '��4�)
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������
	�� � � � �� �	���	�� � �� 	����  ���� 
��� � ��� !���	 
�� � ��

 �����

"��� ��� #����� ��������� � �� �
���� � ��� 	���� ��� �	��� ���	�	#��� �

	�	
	��� �� 	����  ��� 
�� #����� � $−1% ��� 
���� ���
	������ 
��� ��� ���
���� �

���� �� ��� ����� �� � �&���� � ��� ��#�� 	����� ����� �� 	���	 
���� ��
	�����

'�� ����� ���� ��	� ��� � ��� 	����� ��� ��� ��
�	��� � � �����	��� (� ) ��


��
	�� *�* � � � H 
��� �� ����	� � ����������� pcoor 
��� �� ����	� � 
���������

�����+���� pcx ��� ��� 
��������� 
����	���� � x � pcy ��� ��� 
��������� 
����	����

� y�

paux = H × pcoor

pcx = paux(1)
paux(3)

pcy = paux(2)
paux(3)

$*�*%

�� ���
�	�	��� � ���	�� ��
�	#���� 
���
���� ��� 	����� ���� 
������	�

�� ����	
�  ����

�� ��  ���� *�� � ������ �� 	���� $�%� �� � �� � �	
	�� � ��� �	���	���

�� ����	
�  ��� 
�� �� 	���� 	�
	�� � �� �� � � ���� �������� � � �����	��� ��

��  ���� $�% 
���	� �� 	���� 	�	
	�� � ��� ������ 	���� �� ��������� $
% ������ �

����	
�  ���� �� �� ����� ��� ����� ��������� � � �����	��� (�



�� �������� 	
 �������� ��� �������� ���������
 ������� �� �������� �� ���

��������� 	 ������	
� ���� ������ ��� ��
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�������� ��
� ��	����� �� �
���� 1 ������� �� ��� ��������� ��� �� ������	
� ��

�� �
���� 2 � �� 
�	��� �� 	���� ��
���!� H (H ×H × ...×H)"

#" ������
�� ��� ��
�������� �� ��� �
$����� [nl1, nc1] =

dimension(imagen1) � [nl2, nc2] = dimension(imagenultima)"

%" ���
�� ��� 
�	��� imsal �� ��� 
��
�� ��
�������� &�� �� �
���� 1 � ��

������
�� �� '���� �� −1 ��( imsal = −1"

)" ���
�� ��� 
�	��� im2sal �� ��� 
��
�� ��
�������� &�� �� �
���� 1 �

������
�� �� �
���� 2 ��*������ im2sal(1 : nl2, 1 : nc2) = imagen2(i, j)"

+" �����
�� �� �� '��	�� Pcoor ��� ����������� ,�
�������"

-" ��'��	�
�� ��� ����������� ,�
������� � ����������� ���	������� � 	��'��

�� �� 
�	��� �� ,�
���� (� ��� �� ������!� .+"+/"

0" �������� �� �
���� 2 ��� ��� ����������� ���	������� ����������� ��� ��

 ����!� �� ��	��������!� �� �� �����!� )"%"#"

�" 1���
�� �� −1 	���� ��� ���	�� &�� �� ���	������� � �� �
���� 2"

�" 2�3������
�� �� �
���� % � 	��'�� �� ��� 
$������ ���������� ���

imsal(i, j) = imsal(i, j).∗(imsal(i, j) = −1)+im2sal(i, j).∗(imsal(i, j) ==

−1)

4" ���
���
��"
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"� ����� ������#��������� ������������� #�� �� ���$������ �� ���������%�

&� #���� �'���(�� ���� �� ��� ��)����� ��� ������ �������� �� ��'�� ��)�����

������� *�� #����� ��� ������#���������+ #��� ���� ���� ��� ������ ��� #����� *�� �� �������

#��� �� �'���(���� ������������� ��� ��)����� �� ���������� ������� ����� #����� *��

��� ������#��������� �� ��� ��� ��)����� �� ����� *�� #������ �'���(�� ���� �� �� �������

#������� �� �� ������ �,*������ -�. ��� #����� *�� �� ������ ������#�������� ������ ���
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