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Resumen

Un diagrama de bifurcacién es una representacion de las posibles soluciones de un
sistema dindmico en funcién de sus pardametros. Contiene informacion 1til para describir la
dindmica del sistema, informacién que puede ser utilizada para predecir el comportamiento
del sistema.

La simulacién cualitativa de un sistema dindmico permite conocer el comporta-
miento de un sistema con un minimo de informacién acerca del mismo. Mediante este anélisis
se obtiene informacién que puede ayudar a mantener la estabilidad de un sistema. Un anéli-
sis cualitativo puede llevarse a cabo sin necesidad de grandes cantidades de informacién a
diferencia de un andlisis cuantitativo de los sistemas dinamicos.

En el presente trabajo se cre6 una representacion cualitativa para los diagramas de
bifurcacién generados con la variacién de uno y dos parametros. Esta representacion incluye
eventos dinamicos que pueden modificar el comportamiento del sistema. Como resultado
de este trabajo, se presenta una nueva representacién de diagramas de bifurcacién para la
simulacién cualitativa e inferencia del comportamiento de un sistema bajo la presencia de
eventos dinamicos.

Adicionalmente, se desarrollaron algoritmos para realizar simulacién cualitativa
sobre los BD. Los algoritmos estan basados en reglas de prediccion que usan las definiciones

de estabilidad para sistemas dindmicos.



Abstract

A bifurcation diagram represents all the solutions for a dynamical system for a set
of varying parameters. It contains useful information to describe the dynamics of a system.
This same information may be used to predict the system’s behavior.

A qualitative simulation of a dynamical system provides knowledge about the sys-
tem’s behavior while needing a minimum of information from the system itself. Information
leading to a system’s stability can be acquired from the same simulation. A qualitative
analisys of a dynamical system can be done with fewer information than a quantitative
analisys.

A qualitative representation for bifurcation diagrams with one or two varying
parameters. This representation contains dynamic events which may alter the dynamical
system’s behavior. As a result of this paper, a new representation for bifurcation diagrams
of a qualitative simulation. This new representation also contains behavioral inferences for
a system going through dynamic events.

A set of algorithms for qualitative simulation of bifurcation diagrams where crea-
ted. This algorithms are based on prediction rules which use stability definitions for dynamic

systems.
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Capitulo 1

Introduccion

En la naturaleza existen algunos fenémenos que pueden ser modelados como siste-
mas dinamicos. Un sistema dinamico es aquel que evoluciona en el tiempo. Esta evolucion
estd gobernada por un conjunto de reglas, las cuales especifican el estado del sistema en
cada valor de tiempo (Ver [Nayfthe95, Scheinerman96]). El comportamiento del sistema se
modela mediante ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales y las soluciones de éstas

representan una solucién del sistema.

Es de gran interés conocer aproximaciones numeéricas que modelen los sistemas
dindmicos. Las soluciones numéricas son de gran utilidad para predecir el comportamiento
de un sistema y tomar medidas de control que permitan prevenir dafios al sistema y mejorar

su desempeno, entre otras aplicaciones.

Desgraciadamente no siempre es posible tener una soluciéon exacta y en muchos
casos no es Existen. necesario situaciones en las que se necesita mantener el sistema con
ciertas caracteristicas cualitativas; por ejemplo mantener las ganancias de una empresa a la

alza o hacer que el consumo energético se mantenga a la par de la generacién.

El problema anterior se puede resolver mediante la aplicaciéon de teorias difusas
[Bonarini94, Bellazzi99] o utilizando Razonamiento Cualitativo [Kuipers84]. Este tipo de
modelos se aproximan mas a la forma en que el ser humano realiza inferencias. Por lo cual
podemos utilizar las teorias mencionadas para generar algoritmos que emulen el razona-

miento humano.
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En un sistema dindmico las variables que varian lentamente en relacién con el resto
de las variables del sistema se les denomina pardmetros (e.j. la carga en un sistema eléctrico,
el incremento en los costos, etc). Los sistemas dindmicos son sensibles a la variacién de sus
parametros. Cambios en los parametros pueden originar modificaciones en la topologia de las
soluciones del sistema; es decir, pueden llevar el sistema a operar en condiciones indeseables
[Chin-Wo095], las cuales pueden ser causas de eventos catastréficos como colapsos de voltaje
[Wang94].

Las modificaciones en los pardmetros de un sistema pueden ocasionar que apa-
rezcan y desaparezcan soluciones o que las mismas cambien de estabilidad [Strogatz94,
Nayfthe95]. A los valores en los cuales ocurren esos cambios en la topologia se les denomi-
na puntos de bifurcacién. El conocimiento de los puntos de bifurcacion puede ayudar al
desarrollo de medidas de control.

La relacion resultante entre uno o varios parametros de un sistema y la topologia
de las soluciones que genera se conoce como Diagrama de Bifurcacion (Bifurcation Diagram,

BD) [Strogatz94].

1.1. Antecedentes

Muchos trabajos definen representaciones cualitativas y algoritmos que resuelven
sistemas dindmicos y proporcionas soluciones en términos cualitativos.

En [Kuipers84] se presenta una metodologia para predecir el comportamiento de
sistemas caracterizados por parametros variantes en el tiempo. La estructura del sistema es
representada mediante un conjunto de parametros y restricciones que abstraen el sistema
a una representacion cualitativa. Se representa mediante Fcuaciones Diferenciales Cualita-
tivas (Qualitative Differential Equation, QDE). El comportamiento del sistema se modela
utilizando un conjunto de puntos discretizados representativos de la dinamica del sistema
y la direccién de cambio.

Kuipers explica la simulacién cualitativa como la clave de la inferencia del razona-
miento casual [Kuipers86]. Presenta definiciones cualitativas para la estructura y compor-

tamiento como abstracciéon de los modelos basados en ecuaciones diferenciales. Propone un
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algoritmo, QSIM (Qualitative Simulation algorithm), el cual es capaz de proporcionar una
version cualitativa de cualquier solucién de las ecuaciones diferenciales que representan el
sistema dindmico.

Un enfoque diferente es usar razonamiento cualitativo para construir automatica-
mente un simulador numérico con facilidades de explicacion integradas. Estos simuladores
auto-explicables [Forbus90] usan técnicas tradicionales de simulacién numérica para gene-
rar las soluciones de un sistema, las cuales son rastreadas cualitativamente. La informacion
concurrente que envuelve la descripcion cualitativa de la solucién es usada para generar las
explicaciones y para asegurar que los modelos matematicos apropiados son usados cuando
se crucen los umbrales de aplicacion.

Una solucién cualitativa de sistemas complejos puede ser muy dificil de interpretar
y a su vez, es comun que describa un comportamiento ambiguo. Debido a estos problemas
puede dudarse de la escalabilidad y la aplicacién de QSIM a sistemas reales. En [Clancy97] se
proponen dos modelos que intentan resolver los problemas de complejidad y ambigiiedad que
presenta QSIM: DecSIM modelo de descomposicién y simulacién para resolver el problema
de complejidad; y TeQSIM para prevenir descripciones de comportamiento ambiguas.

En DecSIM las variables del modelo son particionadas en componentes y una des-
cripcién de comportamiento es generada para cada componente. Manteniendo las relaciones
entre componentes para garantizar que todas restricciones del modelo sean satisfechas. Dec-
SIM es capaz de generar una descripcién del comportamiento equivalente a la generada por
QSIM.

TeQSIM es QSIM integrando un modelo logico temporal que verifica el proceso de
simulacién, con lo anterior es posible especificar informacién de comportamiento por medio
de restricciones de trayectoria.

Flores [Flores05] toma los esquemas cualitativos desarrollados por Kuipers [Kuipers84,
Kuipers94, Kuipers86| y propone una representacion cualitativa para los Diagramas de Bi-
furcacién; caracteriza cualitativamente los eventos dinamicos que pueden ocurrir sobre un
diagrama de bifurcacién; en dicho articulo también se presenta un algoritmo para determi-
nar el comportamiento del sistema basado en la variacién de un pardmetro y en la ocurrencia

de perturbaciones.
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Los trabajos recientes en el drea de QR principalmente son enfocados al area de
robética y visién. Se han desarrollado algoritmos que permiten a un robot aprender como
debe moverse en un entorno real, asi como generar reglas de inferencia, las cuales son
desarrolladas en base a una descripcién cualitativa del medio en que se mueve [Provost07,
Mugan07, Mugan08]. En el drea de visién; basados en imagenes adquiridas por cdmaras es
posible generar descripciones cualitativas de éstas y por medio del uso de QR automatizar
la deteccién de objetos en movimiento [FahimiO7]. No encontramos aportes recientes de
QR al analisis de sistemas dinamicos relacionado con estudios basados en sus diagramas de

Bifurcacién.

1.2. Descripcion del problema

Los Diagramas de Bifurcacién (BD del inglés Bifurcation Diagram) representan
el conjunto de soluciones de equilibrio del sistema dinamico a partir de cual se generd.
Cada punto en el BD es una solucion para valores fijos de sus pardmetros, por tanto los
BD representan la dinamica del sistema al modelar como las soluciones del sistema son
modificadas por la variacién de sus parametros.

El objetivo del presente trabajo es proporcionar una representacién cualitativa
para BDs de dos y tres dimensiones. La representacion debe proveer una abstraccion de las
caracteristicas cualitativas de los BD y proporcionar un algoritmo de simulacién cualitativa
que al aplicarlo sobre un BD (BD@QSim) sea capaz de inferir sucesos que modifiquen el
comportamiento del sistema. La simulacion consiste en tratar de predecir la trayectoria de
soluciones sobre la cual se mueve el sistema ante la presencia de eventos dindmicos.

Por medio de una representacion cualitativa se puede automatizar la interpretacion
del comportamiento de un sistema bajo la presencia de cambios en los pardmetros de un
sistema o perturbaciones. En este trabajo se generan representaciones cualitativas sobre las
cuales se puede emular el proceso de interpretacion que realiza un experto al momento de
analizar un diagrama de bifurcacion. Todos los posibles comportamientos de un sistema que
deduce el experto, los obtiene basado en los conceptos de estabilidad de sistemas. Asi pues

por medio de la cualitativizacion de los BD es posible generar algoritmos de inferencia que
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obtengan los comportamientos de un sistema de forma semejante a como lo harfa el experto.
Con lo anterior es posible conocer de forma automatizada los posibles comportamientos de
un sistema para diferentes procesos de variacion. Es decir, si para un sistema dado se
conoce su BD y como varian sus parametros, es posible determinar como evolucionard y
con esta informacién preparar acciones de control. Con ésto se puede dar un paso mas en la
automatizacion del proceso de andlisis de sistemas dindmicos. La etapa de automatizacién

en la que contribuye el presente trabajo esta dada por la ultima etapa de la Figura 1.1.

Ecuaciones Metodos | Diagrama de Cualitativizaci(’)z; Diagrama de Simulaciényana’lisis} Comportamiento

Diferenciales [~ Numericos 2 | Bifurcacion Blfur'cac'lon Cualitativo Culitativo
Cualitativo

Figura 1.1: Diagrama de automatizacion del analisis de sistemas dinamicos

1.3. Objetivo

En esta tesis se plantean los siguientes objetivos:

» Ampliar la representacién cualitativa de [Flores05] a BD con dos pardmetros de bi-
furcacién. Esto da origen a diagramas de bifurcacién en tres dimensiones, por lo que
se debe desarrollar un algoritmo para realizar simulaciones cualitativas sobre BD con

estas caracteristicas.

= Implementar la representacién cualitativa de BD y el algoritmo de simulacién propues-

tos. Generar las bibliotecas de Mathematica necesarias para realizar simulaciones.

= Aplicar las representaciones y algoritmos desarrollados a sistemas dinamicos.

1.4. Distribucion del contenido de la Tesis

En este Capitulo se describieron los trabajos previos en el area de razonamiento
cualitativo aplicado a la solucién de sistemas dindmicos, se describié el problema a resolver
y se plantearon los objetivos. El Capitulo 2 define conceptos béasicos de sistemas dindmicos

necesarios para la representacién cualitativa de los BD. En el Capitulo 3 se exponen las
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bases del la simulacion cualitativa. El Capitulo 4 describe las representaciones cualitativas
de los BD y de los eventos dindmicos. El Capitulo 5 presenta ejemplos cualitativos de
diagramas de bifurcacién y simulaciones sobre ellos. Finalmente se exponen las conclusiones

y se proponen los trabajos futuros en el Capitulo 6.



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos

La Dinamica es el estudio de la variacién temporal de variables tales como tempe-
ratura, crecimiento poblacional, voltaje, precios, etc. El estudio es generalmente posible aso-
ciando los valores de la variables a puntos de tiempo diferentes, uniformemente espaciados,
i.e. ecuaciones de diferencias, o por sistemas que relacionan los valores de las variables a
su derivadas en el tiempo i.e. ecuaciones diferenciales. Los fenémenos dinamicos pueden
ser modelados por otras representaciones matematicas, tal como ecuaciones diferenciales

parciales y automatas celulares, entre otras metodologias.

2.1. Modelado de sistemas dinamicos utilizando ODEs

Una de las principales herramientas para modelar sistemas dindmicos es el cdlculo
diferencial. Las ecuaciones diferenciales se dividen en dos tipos: ordinarias y parciales. En el
presente trabajo se trata con sistemas dinamicos que son representados mediante ecuaciones
diferenciales ordinarias (Ordinal Differential Equations ODEs).

Una ODE es una ecuacién de la forma

dx d"z

F(t.p 22 ... 22
(b g

) =0 (2.1)

La funcién f(t) es una solucién de (2.1) si

F, s, L0, Iy 22)
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De forma general la solucion de un sistema de n variables puede ser modelada por

un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (ver Ecuacién 2.3).

.’fl - fl(x17 ,.’En)

(2.3)
Ty = fn(djla T 7$n)

donde x7 - - - x;, son una de las variables del sistema y se dice que el sistema es n-dimensional.
Como ejemplo se muestra la ecuacién para el oscilador arménico amortiguado

d?x

dzx
——+b—+kx=0 2.4
mdt2 + 7 + kx (2.4)

La Ecuacién 2.4 es una ecuacion diferencial ordinaria, debido a que solo contiene
derivadas ordinarias y solo tiene una variable independiente, el tiempo. Esta ecuacion puede

reescribirse como la Ecuacion 2.5, introduciendo nuevas variable x1 = x y xo = @.

i‘l = T2

. b k
T = _Ean — Eazl

2.1.1. Sistemas no lineales

Cuando un problema es no lineal en general es muy dificil encontrar una soluciéon
analitica e incluso puede no existir una. La forma mas usual de resolver problemas no
lineales es tomando consideraciones que conviertan el problema original en un problema
lineal que por lo general es facil de resolver. Pero al hacer lo anterior se obtienen soluciones
que modelan parcial o inadecuadamente el sistema original.

Tipicamente una funciéon no lineal en sus términos contiene productos, potencias y
funciones de z; tales como x1x3, (;)3, 0 cos x9. Por ejemplo, el movimiento de un péndulo
estd gobernado por la ecuaciéon # = ¥ sinz = 0, donde z es el angulo con respecto de la
vertical, g es la aceleracion de la gravedad y L la longitud del péndulo. El sistema equivalente
lineal estd dado por la Ecuacién 2.6.

T = T

(2.6)
i‘g = _fxl
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El movimiento de un péndulo es simple: los cambios en la energia son bajos, se
mueve en una dimension y el nivel mas alto de energia se presenta cuando éste gira sobre
su eje. Por lo que debe existir una forma sencilla de extraer esa informacién directamente
del sistema. Lo anterior es la base para plantear una solucién grafica utilizando métodos

geométricos.

La idea general consiste en suponer que se conoce la soluciéon para un condicién
inicial particular. La solucién debe ser un par de funciones x1(t) y z2(t), que representan
la posicion y la velocidad del péndulo. Construyendo un espacio abstracto con coordenadas
(21, x2), entonces la solucion (x1(t), z2(t)) corresponde a un punto moviéndose en una curva

en ese espacio. Ver Figura 2.1.

(@1(t), z2(t))

(21(0), 22(0))

Figura 2.1: Curva de trayectoria

La curva mostrada en la Figura 2.1 es llamada trayectoria, y el espacio es llamado
espacio de fase del sistema. El espacio de fase esta completamente lleno de trayectorias,

desde cada punto que sirve como condicién inicial.

La finalidad es hacer el proceso inverso: dado el sistema, dibujar las trayectorias y a
partir de ellas extraer informacién acerca del sistema, un razonamiento geométrico permite

dibujar las trayectorias sin tener que resolver el sistema.

El espacio de fase para la representacion general dado por la Ecuacion 2.3 es el
espacio de coordenadas z7 - - - x,,. Como el espacio consta de n variables, el sistema es referido

como sistema n-dimensional o de orden n.
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2.1.2. Sistemas no auténomos

Podria pensarse que la representacién definida por la FEcuacién 2.3 no es lo sufi-
cientemente general, ya que no incluye una dependencia explicita del tiempo. Es decir no
modela sistemas no auténomos. Los sistemas de ecuaciones dependientes del tiempo o no
autonomos, como la ecuacién del oscilador armoénico max + bt + kx = F cost, se pueden rees-
cribir como en la ecuacién 2.7. En la Ecuacion 2.7 hacemos x1 = x y xo = & e introducimos

x3 = t. Entonces 13 = 1.

T = T2
T9 = %(—kxl — bxy + Fcos x3) (2.7)
r3 =1

La Ecuacién 2.7 es un ejemplo de un sistema tridimensional. Asi, un sistema de
orden n dependiente del tiempo es un caso especial de (n+ 1) dimensiones. Usando cambios

de variable podemos siempre remover la dependencia del tiempo.

2.2. Flujos sobre la linea

En esta seccion se define el concepto de flujo desde el punto de vista geométrico.

Para ilustrar se elige la Ecuacién no lineal 2.8
& =sinx (2.8)

La Ecuacién 2.8 puede se resuelta de manera analitica utilizando separacion de
variables. La solucién estd dada por ¢ = In|cscx + cot z|+C. Evaluando C' para z =
obtenemos la Ecuacion 2.9.

csc xg + cot xg

t = Inf | (2.9)

cscx + cot x
Resulta dificil describir las caracteristicas cualitativas de la soluciéon. Aun cuando
la Ecuaciéon 2.9 es la solucion exacta del sistema representado por la Ecuacién 2.8
En contraste, un andlisis grafico de la Ecuacién 2.8 es claro y simple, como se
muestra en la Figura 2.2. Si ¢ representa tiempo, x seria la posicion de una particula ima-

ginaria moviéndose a lo largo del eje, y @ la velocidad de la particula. Entonces la Ecuacion



2.2. Flujos sobre la linea 11

2.8 representa el vector de campo sobre la linea y define el vector de velocidad & para
cada . Para construir el vector de campo es necesario graficar & versus x, y después dibujar
flechas sobre el eje x para indicar el vector de velocidad correspondiente a cada valor de .

Las flechas se dirigen hacia la derecha cuando # > 0 y hacia la izquierda cuando < 0.

s

21

Figura 2.2: Campo direccional

La Figura 2.2 proporciona una forma fisica de pensar acerca de un campo direc-
cional: podemos imaginar que un fluido se mueve a lo largo del eje & con una velocidad que
varia de acuerdo a la regla & = sinx. Como se muestra en la Figura 2.2, el flujo es hacia
la derecha cuando © > 0 y hacia la izquierda cuando & < 0. En los puntos donde & = 0,
no hay flujo; dichos puntos son denominados puntos fijos. De la Figura 2.2 se observa que
hay dos clases de puntos fijos: Los puntos fijos estables (atractores) que se representan por
circulos rellenos y los puntos fijos inestables (repulsores) representados por circulos vacios.

Con ayuda de la Figura 2.2 se pueden entender facilmente las soluciones de la
ecuacion diferencial & = sinz. Solo es necesario imaginar una particula que se mueve con el
flujo.

La aproximacion anterior permite inferir el comportamiento cualitativo para una
determinada condicién inicial. Por ejemplo, una particula que inicia en xg = 7/4 se mo-
verd hacia la derecha hasta cruzar x = 7/2 (donde el flujo descrito alcanza un maximo).
Después la particula comienza a frenarse y eventualmente alcanzara el punto fijo que se
encuentra en x = w. La Figura 2.3 muestra la solucién de forma cualitativa.

La forma cualitativa de la solucién para cualquier condicién inicial es bosquejada

en la Figura 2.4.
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1
t
Figura 2.3: Solucién cualitativa para r =

P A el

[ i e T

Figura 2.4: Solucién cualitativa para cualquier valor de x
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Atun cuando la Figura 2.4 nos proporciona informacién cualitativa del comporta-
miento del sistema, a partir de ella no podemos saber en que momento la velocidad z es

mayor. Pero esa forma de razonar es suficiente para el propésito de este trabajo.

2.3. Puntos fijos y estabilidad

Las ideas expuestas en la Secciéon 2.2 puede ser extendidas a cualquier sistema
unidimensional & = f(x). Solo es necesario graficar & versus z y después obtener el campo
direccional sobre la linea como se muestra en la Figura 2.5. Al imaginarse el fluido que se
desplaza a lo largo de la linea con velocidad f(z). El fluido imaginario es llamado fluido de
fase, y la linea real es el espacio de fase. El flujo es hacia la derecha donde f(z) > 0 y hacia
la izquierda donde f(z) < 0. Para encontrar la solucién de & = f(x), comenzando en una
condicién inicial xg, se coloca una particula imaginaria en zy y se observa como se mueve a
través del flujo. La particula se mueve en a lo largo del eje 2 de acuerdo a z(t). Esta funcién
es llamada trayectoria basada en x = xg, y representa la solucién para la condicién inicial
x = x9. Una Figura como 2.3 que muestre todas la diferentes trayectorias cualitativas de
un sistema, es llamado retrato de fase. La forma del retrato de fase esta controlada por los
puntos fijos x*, definidos por f(z*) = 0, los cuales corresponden a los puntos estacionarios
del flujo. En la Figura 2.2, los circulos rellenos son estables (el flujo es atraido hacia ellos)

y los vacios inestables (el flujo se aleja de ellos).

&

Figura 2.5: Solucion cualitativa para cualquier valor de x

En términos de la ecuacién diferencial original, los puntos fijos representan so-
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luciones de equilibrio. El equilibrio se define como estable si las perturbaciones pequenas
son amortiguadas después de un periodo de tiempo. El equilibrio estable es representado
geométricamente por los puntos fijos estables. Contrario al equilibrio inestable, en el cual las
perturbaciones pequenas crecen en el tiempo. En el estudio anterior no es necesario evaluar

la derivada (velocidad) para determinar cuando el sistema alcanza un punto de equilibrio.

El andlisis de estabilidad para sistemas n-dimensionales se realiza analizando los
valores caracteristicos del sistema; dicho andlisis no se expone en este trabajo pero puede

consultarse en [Nayfhe95].

También existen soluciones de equilibrio que no son un solo punto fijo sino que la
solucién oscila entre un conjunto de puntos de forma periédica a este tipo de soluciones se
les denomina periddicas. El andlisis de estabilidad para esos casos se realiza mediante el uso

de mapas de Poincaré [Naythe95].

En el presente trabajo los sistemas expuestos a lo mas exhiben soluciones periédicas

con periodo 2 (la solucién se queda oscilando entre dos puntos fijos).

2.4. Diagramas de bifurcacién

En sistemas unidimensionales se puede observar que los sistemas dindmicos de-
penden de los parametros de la ODE que los describe. La estructura cualitativa del flujo
del sistema puede cambiar conforme se varian los parametros del sistema. En particular
pueden aparecer o desparecer puntos fijos, o cambiar la estabilidad de éstos. Estos cambios
cualitativos en la dindmica del sistema son llamados bifurcaciones, y a los valores del

parametro para los cuales ocurren los cambios se les denomina puntos de bifurcacién.

Las bifurcaciones son importantes cientificamente ya que proveen modelos de tran-
siciones e inestabilidades conforme un parametro de control varia. Por ejemplo, la deforma-
cién de un soporte, si un peso pequeno se coloca en la parte superior del soporte como en la
Figura 2.6, el soporte permanece vertical, pero si el peso se incrementa la posicién vertical

se vuelve inestable y el soporte puede deformarse.
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Figura 2.6: Cambio de estabilidad

2.4.1. Clasificacion de bifurcaciones

Las bifurcaciones se clasifican en varios tipos [Nayfhe95, Wang94]; estd clasificacién
esta dada en relacion a como cada bifurcacién modifica la topologia de las soluciones del

sistema dindmico.

Bifurcacion de punto silla

Es el tipo més simple de bifurcacién. Con ella se crean y destruyen puntos fijos.
Una bifurcacién de punto silla puede ocurrir en sistemas que no tienen puntos fijos. A
medida que un parametro del sistema varia, dos puntos fijos aparecen en la bifurcacién, uno

estable y otro inestable [Strogatz94].

Bifurcacién transcritica

Una bifurcacién transcritica no crea ni destruye puntos fijos. Por el contrario, a
medida que varia el pardmetro r, dos puntos fijos se encuentran e intercambian su estabili-
dad. Es decir, el punto fijo estable se hace inestable en el punto de bifurcacion, y el punto

inestable se hace estable [Strogatz94].

Bifurcacion tenedor

La bifurcacién tenedor es una bifurcacién simétrica, y por ello se observa en mu-

chos sistemas que tienen simetria entre una parte positiva y otra negativa [Nayfhe95]. Las
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bifurcaciones tenedor consisten en que un unico punto fijo se bifurca en tres, uno de los
cuales tiene la misma estabilidad que el original y los otros dos la contraria. Las bifurcacio-
nes tenedor pueden clasificarse en dos grupos importantes: subcriticas y supercriticas. La
supercritica ocurre cuando un punto fijo estable se bifurca en dos puntos fijos estables y
uno inestable. Una bifurcaciéon subcritica es andloga a la anterior pero con las estabilidades
v el sentido cambiados: dos puntos fijos inestables y uno estable colapsan en un punto fijo

inestable.

Bifurcacion de Hopf

en este tipo de bifurcaciéon, un punto fijo se bifurca en un ciclo, o bien un ciclo
colapsa en un punto fijo [Strogatz94].
Con el proposito de mostrar como una bifurcacion modifica la topologia del sistema

solo se analiza mediante un ejemplo la bifurcacién punto de silla.

2.4.2. Bifurcacién punto de silla

La bifurcacién punto de silla (saddle node bifurcation) es el mecanismo bésico
mediante el cual se crean y destruyen puntos fijos. Conforme el parametro varia, dos pun-
tos fijos pueden aparecer o colapsarse. El ejemplo prototipo de una bifurcacién tipo silla

estd dado por el sistema de primer orden

&=r+a? (2.10)

donde r es el parametro, el cual puede ser positivo, negativo o cero. Cuando r es negativo,
hay 2 puntos fijos, uno estable y otro inestable (ver Figura 2.7(a)).

Conforme r se aproxima a 0, la pardbola se mueve hacia arriba y los dos puntos
se mueven el uno hacia el otro. Cuando r = 0, los puntos fijos se colapsan en un solo
punto semi-estable en © = 0 (ver Figura 2.7(b)). Este tipo de puntos desaparecen muy
rapidamente, en este caso tan pronto como r > 0 (ver Figura 2.7(c)).

Existen muchas formas de representar una bifurcaciéon. Se puede mostrar como

una pila de vectores de campo para valores discretos de r (Figura 2.8). Esta representacion
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(a) r<o0 (b) r=0 (c)r>0

Figura 2.7: Puntos fijos para & = r + 22

enfatiza que los puntos fijos dependen de r.

Y
4

r:o
> -
- & - r=0
- & -t — £
r{Q
——{} -t S

Figura 2.8: Representaciéon como pila de vectores de campo

En el limite de la pila de vectores de campo se tiene una Figura como 2.9. La
curva mostrada es r = —x2, la cual da los puntos fijos para los diferentes valores de r. Para
distinguir los puntos estables de los inestables se utiliza una linea sélida para los puntos
estables y una linea punteada para los puntos inestables.

Sin embargo, la forma mas comiin de representar una bifurcacion es invirtiendo
los ejes como en la Figura 2.10. En la grafica r actia como la variable independiente, y
es dibujada horizontalmente. La Figura 2.10 es conocida como diagrama de bifurcacion
(BD).

En este capitulo se definieron de forma cualitativa, los conceptos bésicos de siste-
mas dindamicos importantes para el desarrollo de esta tesis. Conceptos tales como estabi-

lidad, espacios de fase, flujos, puntos de equilibrio y bifurcaciones. Estas ideas basicas de
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Figura 2.9: r = —22

Figura 2.10: Diagrama de Bifurcacién para & = r + 22
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dindmica de sistemas son usadas para el desarrollo de las representaciones cualitativas del

BD, asi como las reglas de inferencia de comportamiento de un sistema dinamico.



Capitulo 3

Razonamiento Cualitativo

El razonamiento cualitativo (Qualitative Reasoning QR) es el drea de la inteli-
gencia artificial (IA) relacionada con la obtencién automatizada del comportamiento de
modelos fisicos. Se emplea en medicina, ciencias econdmicas, matemaéticas e ingenieria. El
razonamiento cualitativo busca desarrollar software similar a los programas inteligentes, por
ejemplo, los del juego de ajedrez, pero que manipulen leyes fisicas. Las leyes que gobiernan
el comportamiento de un sistema fisico pueden ser resueltas por un proceso de tipo cualita-
tivo. Un procedimiento numérico o cuantitativo requiere el conocimiento preciso de diversos
parametros tales como la temperatura inicial y los coeficientes térmicos, en el caso de un
problema de difusion de calor. En términos simples, el razonamiento cualitativo representa
los pardametros de un modelo por intervalos (positivo, cero, negativo) y por relaciones en
magnitud (menor que, igual a, mayor que). El comportamiento de un modelo se obtiene por
procedimientos de busqueda de soluciones y no por los procedimientos numéricos secuencia-
les convencionales. Utilizando QR pueden realizarse inferencias con informacion incompleta.
QR se ha enfocado principalmente en los dominios cientificos y de ingenieria, de ahi su otro

nombre, Fisica Cualitativa .

La fisica cualitativa comienza con la investigacién de deKleer [deKleer84]. Estudia
como el conocimiento cualitativo interactiia en solucién de problemas simples de mecénica.
Después de una década de exploracién, el potencial para aplicaciones industriales surge a

mediados de los 80 y el area presenta un rapido desarrollo.

21
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3.1. Representaciones cualitativas

Como en casi todas las representaciones, no existe una representacién unica, uni-
versal o mejor. Existen un espectro de posibles elecciones, cada una con sus propias ventajas
y desventajas. Lo que tienen en comin todas ellas es que proveen notaciones para describir
y razonar sobre propiedades continuas del mundo fisico. Las dos decisiones importantes de

la representacién cualitativa son la resolucién y la composicion.

La resolucion se refiere al nivel de detalle de la informacién en la representacién.
La resolucién necesaria es un problema debido a que una de las metas del razonamiento
cualitativo es obtener conclusiones proporcionado la menor cantidad de informacion posible.
La informacion de baja resolucién esta disponible mas frecuentemente que la informacién
precisa (ej. “El auto se mueve lentamente” vs. “La derivada de la velocidad del auto en linea
a nosotros es de 12 km/h”), pero las conclusiones obtenidas con resolucién baja frecuen-
temente son ambiguas. El papel de la ambigiiedad es importante: la prediccion de futuros
alternos (ej., “el auto nos atropella” vs. “el auto no nos atropella”) sugiere que se debe
tener mas informacién para analizar el problema mas precisamente, o tomar una accion,
dependiendo del modelo de razonamiento cualitativo. La informacion de alta resolucién es
frecuentemente necesaria para obtener conclusiones particulares (v.g. un anélisis de elemen-
to finito), pero el razonamiento cualitativo con representaciones de baja resolucién revela
cuan importantes son las preguntas que motivan una conclusién. Las representaciones cua-
litativas tratan de modelar el conocimiento de la personas, desde una persona corriendo en

la calle hasta el que los cientificos utilizan para modelar un fenémeno fisico.

La composicion es la capacidad de combinar representaciones para diferentes as-
pectos de un fenémeno o sistema para crear una representacién del fenémeno/sistema como
un todo. La composicién es un problema porque la meta de la fisica cualitativa es formalizar
el modelo de un proceso en si mismo. La mayoria de los sistema actuales de IA son basados
en conocimiento adquirido mediante la experiencia basada en la informacién que aportan
el sistema y las tareas que lo conforman. En contraste, el componente principal del conoci-
miento cientifico consiste de principios y leyes que son ampliamente aplicables, ambos con

respecto al nimero de sistemas que modelan y la clase de tareas relevantes para ésto. La
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fisica cualitativa desarrolla las ideas y las técnicas de organizacién para generar bases de

conocimiento con expresion similar y capacidad de inferencia, llamadas teorias de dominio.

3.1.1. Representacion de cantidades

En QR la mayoria de la investigacion se ha enfocado en entender las propiedades
de las representaciones de baja resolucién, dado que las propiedades de las representaciones
de alta resolucién tienden a ser explicadas por los modelos matematicos [Forbus96].

La representacién de baja resolucién para parametros continuos es el estado de
abstraccién que representa una cantidad por el hecho de si es 0 no normal [Abbott98].
Esta es una representacién util para ciertas tareas de diagndstico o monitoreo y solo puede
expresar la diferencia entre si algo opera o no correctamente. El siguiente paso en resolucién
es el dlgebra de signos [], la cual representa pardametros continuos como —, 0 o +, de acuerdo
con el signo del parametro, si éste es negativo, cero o positivo. El algebra de signos es
sorprendentemente poderosa: dado que las derivadas pueden ser representadas por signos,
algunos de los principales resultados del calculo diferencial (v.g. teorema del valor central)
pueden ser aplicados para razonar sobre signos [deKleer84]. Esto permite al algebra de
signos ser utilizada para aplicar razonamiento cualitativo sobre la dindmica; ademas permite
expresar propiedades como oscilacién y estabilidad. El algebra de signos es la representacién
mas simple que soporta ese tipo de razonamiento [Forbus96].

La representacién de valores continuos por medio de conjunto de relaciones or-
denadas (también conocidas como representacién de espacio cuantitativo) es el siguiente
paso en resolucién [Forbus84, Forbus96]. Por ejemplo, la temperatura de un fluido puede
ser representada en términos de la relacién entre el punto de congelamiento y el punto de
ebullicién. Al igual que el algebra de signos, los espacios cuantitativos son suficientes para
realizar andlisis de dinamica. A diferencia del dlgebra de signos, la cual tiene un numero
fijo de valores, los espacios cuantitativos proporcionan una resolucién variable debido a que
pueden utilizarse tantos puntos de comparacion como se desee. La temperatura del agua en
una olla sobre la estufa puede ser definida en términos de la temperatura de la estufa y de
los puntos de ebullicién y congelamiento. Existen dos tipos de puntos de comparacién den-

tro de los espacios cuantitativos. Los puntos limite son derivados de las propiedades del
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dominio y se aplican a una situacién especifica. Continuando con el ejemplo del agua en una
olla sobre la estufa, los elementos de la relacién ordenada determinan cuando los procesos
fisicos de ebullicién, congelamiento y el flujo de calor ocurren. El valor preciso de los punto
limite pueden cambiar en el tiempo, v.g. el punto de ebullicién es funcién de la presién. Los
puntos llamados landmark son puntos de comparacién adicionales introducidos para dar
mayor resolucién al proceso de razonamiento [Kuipers86]. Para deducir cuando un oscilador
estd sobreamortiguado, subamortiguado, o criticamente amortiguado, se requiere comparar
los valores pico sucesivos. La observacién del valor pico de un ciclo particular (un punto
landmark), y la comparacién con los landmarks generados por ciclos sucesivos, proveen una

forma de realizar esa inferencia.

Los intervalos son conocidos como representacién de resolucién variable para valo-
res numéricos, y han sido muy utilizados en el razonamiento cualitativo. Un espacio cuan-
titativo puede ser visto como informacién parcial acerca de un conjunto de intervalos. Si se
tiene la informacién completa de la relacion entre los puntos limite y los landmarks, estos
puntos de comparacién definen un conjunto de intervalos que particionan los valores del
parametro. Este mapeo natural entre espacios cuantitativos e intervalos ha sido explotada
por una variedad de sistemas que usan intervalos en los cuales sus puntos limite son valores
numéricos conocidos para refinar las predicciones producidas solo con razonamiento cua-
litativo [Kuipers94|. Los intervalos difusos también han sido utilizados de esa forma, v.g.

para razonar sobre sistemas de control [Shen98|.

Las representaciones de orden y magnitud satisfacen valores de acuerdo con una
nocion de escala. Estas representaciones pueden ser importantes para resolver ambigiieda-
des y simplificar modelos debido a que permiten razonar acerca de qué fenémenos y efectos
pueden ser ignorados en una situacion determinada. Por ejemplo, las pérdidas por calor de
las turbinas pueden ser ignoradas en los inicios del diseno de una planta de energia, debi-
do a que la energia perdida por esa causa es muy pequena en comparacién con la energia
generada. Muchas técnicas de estratificacién han sido usadas en la literatura, incluyendo
los nimeros hyperreales [Raiman91], umbrales numéricos [Mavrovouniotis88], y escalas lo-
garitmicas [Nayak93]. Los tres aspectos tratados por todos estos formalismos son: (1) las

condiciones bajo las cuales muchos efectos pequetios pueden combinarse y producir un efecto
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significativo, (2) la solidez del razonamiento soportado por el formalismo y (3) la eficiencia
de su uso.

Aunque muchas representaciones cualitativas tienen los nimeros reales como su
base, otras dos bases han sido utilizadas con resultados interesantes. Una estas es utilizando
la base hyperreal, también conocida como célculo infinitesimal. Ademas de las representa-
ciones de orden y magnitud, los hyperreales han sido utilizados en el modelado de anélisis
comparativo [Weld90], dindmico [Davis89], y de tiempo [Iwasaki95]. La otra representacién
cualitativa bésica para nimeros son las dlgebras multivaluadas. Una motivacién para el uso
de édlgebras multivaluadas es que las observaciones son naturalmente categorizadas utili-
zando un numero finito de etiquetas, v.g., muy pequeno, pequeno, normal, grande, muy
grande. El desarrollo de ese tipo de algebras esta llamado a resolver problemas tales como
el incremento de la composicién de tales representaciones, v.g. como propagar informacién

entre diferentes escalas de resolucién.

3.2. Representacion de relaciones matematicas

Como en el caso de los niimeros, se han desarrollado una variedad de representacio-
nes cualitativas de relaciones matematicas, frecuentemente adoptando y adaptando sistemas
desarrollados en las matematicas. Para proporcionar la mas baja resolucion y composicién
deseadas se usan abstracciones de funciones analiticas. Por ejemplo, las confluencias son
ecuaciones diferenciales sobre dlgebra de signos [deKleer84|. Las representaciones cuali-
tativas de relaciones matemaéticas no son expuestas en el presente trabajo pero pueden

consultarse en los trabajos de DeKleer y Forbus [deKleer84, Forbus96].

3.3. Estados, tiempo y comportamiento

Un estado cualitativo es un conjunto de proposiciones que caracterizan un com-
portamiento cualitativo de un sistema. Un estado cualitativo que describe un objeto en
caida libre, por ejemplo, podria incluir informacién acerca de los procesos fisicos que estan

ocurriendo (v.g., movimiento hacia abajo, la aceleracién debida a la gravedad, etc.) y como
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las variables del objeto cambian (v.g. su posicién y su velocidad). Un estado cualitativo
puede representar de manera abstracta un nimero infinito de estados cuantitativos: Aun
cuando la posicién y la velocidad del objeto son diferentes en cada momento de la caida
(hasta que el objeto choca con el piso), el estado cualitativo de su movimiento permanece

sin cambio.

Las representaciones cualitativas pueden ser usadas para particionar el compor-
tamiento en unidades naturales. Por ejemplo, el tiempo en el cual el objeto estd cayendo
mantiene su naturaleza a lo largo de un intervalo, terminando cuando el objeto colisiona
con el piso. La colisién en si puede ser descrita como otro estado cualitativo, y el hecho de
que la caida lleve a la colision puede ser representado como transiciéon entre estados. Si el
objeto tiene una velocidad horizontal diferente de 0 y existe algin obstaculo en la direccién
de la caida, otro posible comportamiento del objeto es que el objeto puede colisionar con
el obstaculo en lugar de con el piso. En general, un estado cualitativo puede tener muchas
transiciones a muchos estados siguientes, reflejando la ambigiiedad en las representacio-
nes cualitativas. Siguiendo con el ejemplo del objeto en caida y asumiendo que no ocurren
colisiones con obstaculos, el estado cualitativo de la caida se repite una vez que el objeto
alcanza la altura maxima debida a la colision. Si los valores continuos son representados por
espacios cuantitativos y las fuentes de comparacién son puntos limite, entonces un conjunto
finito de estados cualitativos es suficiente para describir todos los posibles estados de un
sistema. Una coleccion de tales estados cualitativos y las transiciones entre ellos se llama

envisionment (previsor) [deKleer77].

Podemos inferir muchas conclusiones interesantes a partir de un envisionment. Por
ejemplo, las oscilaciones correspondientes a ciclos de estados. Desafortunadamente, la reso-
lucion fija, proporcionada por los puntos limite, no es suficiente para otras conclusiones de la
dindmica, tales como determinar cuando la oscilacién del objeto es o no amortiguada. Si las
comparaciones pueden incluir landmarks, tales conclusiones pueden algunas veces ser inferi-
das, v.g., mediante la comparacién de la altura méxima de un rebote con la altura maxima
del siguiente. El costo de introducir landmarks es que el envisionment no necesariamente
continua siendo finito; todo ciclo en su correspondiente envisionment de resolucién fija puede

originar un envisionment con un nimero infinito de estados cualitativos con landmarks.



3.4. Representaciones espaciales 27

Una secuencia de estados cualitativos que ocurre sobre un periodo de tiempo par-
ticular es llamado comportamiento. Los comportamientos puede describirse usando solo
informacién cualitativa, solo informacién cuantitativa, o una mezcla de ambos. Si todos
los parametros continuos son cuantitativos, los aspectos numéricos de los comportamientos
coinciden con la nocién de trayectoria en el modelo de espacio de estados. Si se utiliza
una representacion cualitativa, un solo comportamiento puede representar una familia de
trayectorias en el espacio de estados.

En un envisionment correcto, todos los posibles comportamientos de un sistema
fisico corresponden a una ruta en el envisionment. Dado que los envisionments reflejan solo
restricciones locales, la afirmacién inversa no es cierta, ésto es, una ruta arbitraria en el
envisionment no necesariamente representa un comportamiento fisico posible. Tales rutas
deben ser probadas contra restricciones globales, tales como conservacion de la energia, para
asegurar su validez fisica. Debido a que los usos tipicos de un envisionment es probar si un
comportamiento observado es posible o proponer posibles comportamientos, esta limitacién

no representa un problema serio.

3.4. Representaciones espaciales

Las representaciones cualitativas de espacio y forma involucran cuantitativizacion,
al igual que las representaciones continuas de un pardmetro (representaciones unidimensio-
nales). Para representaciones en que se cualitativiza mas de un pardmetro (representaciones
espaciales) es mas complicado obtener una representacién puramente cualitativa que sea
independiente del problema, debido a que la ambigiiedad se incrementa en mayores dimen-
siones [?].

Consideremos, por ejemplo, decidir si un objeto puede pasar por una puerta. Si
se tiene informacién detallada de su forma se puede dar una respuesta. Si se considera un
conjunto particular de objetos y puertas, se puede construir una representacién cualitativa
para esos conjuntos particulares que permita inferir si son compatibles (pueden o no pasar)
basados en sus dimensiones relativas. Si se determina la representacion cualitativa para los

objetos y las puertas por separado, en general las reglas de inferencia que son derivadas
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para este problema son débiles. El trabajo en representaciones cualitativas espaciales tiende
a tomar dos aproximaciones. El primer enfoque es explorar que aspectos del problema se
prestan para hacer representaciones cualitativas. El segundo enfoque es usar representa-
ciones cuantitativas como punto de inicio y determinar las cualitativas especificas para el

problema.

3.5. Simulacién cualitativa

La comprensién del andlisis limitrofe (el proceso de encontrar estados de transi-
cién), es la clave para entender la simulacién cualitativa. Un estado cualitativo consiste de
un conjunto de proposiciones, algunas de ellas describen los valores de propiedades conti-
nuas del sistema (por simplicidad se asume que esos valores estan descritos por relaciones
ordinales, aunque el mismo método funciona para representaciones de signo y representacio-
nes mas ricas que las ordenadas). Dos observaciones son criticas: (1) el fenémeno que causa
cambio en una situacién frecuentemente depende de relaciones ordinales entre los parame-
tros de la situacion y (2) es suficiente conocer solo el signo de las derivadas de los pardmetros
involucrados en estas relaciones ordinales para predecir como pueden cambiar en el tiempo.
Los efectos de estos cambios cuando son calculados consistentemente, describen la posible
transicion a otros estados.

Como ejemplo se considera nuevamente la olla de agua sobre la estufa. Una vez
que la estufa esta encendida, el calor comienza a fluir hacia el agua en la estufa debido a que
la temperatura de la estufa es mayor que la temperatura del agua. La relacién casual entre
la desigualdad de temperaturas y el flujo de calor significa que para predecir cambios en la
situacion se tienen que encontrar sus derivadas y cualquier otra relacién ordinal relevante
que pueda cambiar como resultado. En este estado cualitativo, la derivada de la temperatura
del agua es positiva, y la derivada del la temperatura de la estufa es cero (su temperatura es
constante). Entonces un posible cambio de estado es que el agua alcance el equilibrio térmico
con la estufa y el flujo de calor se detenga, aunque esa no es la tinica posibilidad. Sabemos
que la ebullicién ocurre si la temperatura del agua crece por encima de la temperatura de

ebullicién. Esta también es una transicién posible para el siguiente estado. Cual de estas
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transiciones ocurre depende de la relacién entre la temperatura de la estufa y la temperatura
de ebullicién del agua.

Este ejemplo ilustra muchas caracteristicas importantes del analisis limitrofe. Pri-
mero, lo débil de la informacién (i.e. relaciéon ordinal) suficiente para inferir conclusiones
importantes acerca del comportamiento fisico. Segundo, el andlisis limitrofe con solamente
informacién cualitativa es fundamentalmente ambiguo. Puede identificar qué transiciones
pueden ocurrir, pero no puede determinar por si mismo en todos los casos cual ocurrira.
Tercero, como otras ambigiiedades cualitativas, podemos usar informacion de mayor resolu-
cién para resolver ambigliedades cuando sea necesario. Regresando al ejemplo de la estufa,
cualquier informacion suficiente para determinar la relacion ordinal entre la temperatura
de la estufa y la ebullicién es suficiente para resolver la ambigiiedad. Si se diseniard una
olla eléctrica, por ejemplo, se podria usar esta ambigiiedad como una senal de que debe
asegurarse que la temperatura del elemento de calentamiento estd por encima del punto
de ebullicién, y si se disenara un bebedero tibio, el calor del elemento deberia operar por
debajo del punto de ebullicién.

Los algoritmos de simulacién cualitativa varian en cuatro dimensiones: (1) en sus
estados iniciales, (2) qué condiciones utilizan para filtrar transiciones, (3) el hecho de si
generan o no landmarks y (4) qué tanto espacio de los comportamiento posibles exploran.
Envisioning es el proceso de generar un envisionment, v.g. generar todos los comporta-
mientos posibles. Dos clases de algoritmos de envisioning han sido usado en la préctica:
Envisioners alcanzables, que producen todo los estados posibles a partir de un conjunto
de condiciones iniciales, y envisioners totales que producen un envisioment completo. Los
algoritmos de generacién de comportamiento (v.g., QSIM [Kuipers86]) comienzan con un
solo estado inicial, generan landmarks y utilizan una variedad de restricciones como filtros
y criterios de terminacién (v.g., limitaciones del sistema y restricciones de energia, entre
otros).

Se puede integrar informacién de mayor resoluciéon con la simulacion cualitativa
en muchas maneras. Un método para resolver ambigiiedades en la generaciéon de comporta-
mientos es proveer datos numéricos para acotar la relacién matematica. Estos datos pueden

ser dindmicamente refinados para proveer un mejor ajuste a las cotas de la situacion espe-
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cificada. Esos sistemas son llamados Simuladores Semi-Cualitativos [Kuipers94].

3.5.1. Interpretacion de los datos

Existen dos formas en que las representaciones cualitativas pueden ser interpreta-
das. La primera es explicar una secuencia de mediciones en términos de una secuencia de
estados cualitativos, la segunda es crear un modelo cualitativo del espacio de fase mediante
la interpretacion de los resultados de experimentos sucesivos de simulacién numérica. Los
aspectos comunes en estos problemas es el uso de las descripciones cualitativas de restriccio-
nes fisicas para formular restricciones de compatibilidad que acortan el conjunto de posibles
interpretaciones.

En este capitulo se expuso que la motivacién del razonamiento cualitativo es inferir
posibles comportamientos de procesos (para nuestro caso sistemas dindmicos) basado en
informacién limitada. Se definieron herramientas de QR que son utilizadas como base para
el desarrollo de la representacién cualitativa de diagramas de bifurcacién, como son los
espacios cuantitativos y algebra de signos. El proceso de simulacion cualitativa trata de

encontrar posibles estados de transicién para una condicion inicial dada.



Capitulo 4

Modelos Cualitativos de

Diagramas de Bifurcacion

Como se mencion6 en el Capitulo 3, es posible hacer inferencia acerca de la dindmi-
ca de sistemas usando informacién cualitativa . En el presente capitulo se describe el mo-
delo cualitativo utilizado para representar Diagramas de bifurcacion cualitativamente. La
representaciéon utilizada esta basada en espacios cuantitativos y algebra de signos y se mos-
trara como esa representaciéon puede ser utilizada para hacer inferencia sobre la dindmica

del sistema.

Para razonar acerca de como los sistemas dindmicos exhiben bifurcaciones, el pri-
mer paso es computar el diagrama de bifurcacién para el sistema. Una vez que se tiene
una representacién numérica del diagrama de bifurcacién, se procede a generar una versién

cualitativa del mismo.

Keller [Keller87] presenta muchos métodos para generar diagramas de bifurcacién.
En el presente estudio los diagramas utilizados son generado con zppaut [Ermentrout] para
el caso de una dimension y un software basado en enjambres de particulas [Barrera08] para
el caso bidimensional. Ya que el objetivo de este trabajo no es la cualitativizacion, las

versiones cualitativas de los diagramas son hechas a mano.

31
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4.1. Representaciéon cualitativa con un parametro

Para generar una representacién cualitativa comenzamos con los componentes
principales para la descripcion cualitativa del diagrama de bifurcacion: las variables, los
pardametros y las restricciones. Los esquemas cualitativos (espacios cuantitativos y algebra

de signos) para la representacion son tomados de [Kuipers94].

4.1.1. Diagrama de bifurcacion cualitativo

Como partimos del diagrama de bifurcacién cuantitativo, no es necesario repre-
sentar la estructura del sistema (las restricciones en la representacion de QSIM).

La representacion cualitativa del BD estd definida en base a los valores de las
variables de estado (i.e. x), los pardmetros del sistema (7 para el caso unidimensional) y el
tipo de estabilidad. Los eventos para las transiciones entre estados cualitativos estan dados
por las perturbaciones y los eventos dinamicos

En cualquier punto en el tiempo, el estado del sistema puede ser especificado en
términos de la relacién en los espacios cuantitativos por valores de puntos limite y landmarks.
Los puntos limite son definidos en funcién de la direccién de la derivada y de los cambios de
estabilidad i.e., se define un punto limite en cada punto donde la derivada o la estabilidad
cambia. Los landmarks adicionalmente a como son definidos en QSIM se utilizan como
puntos donde ocurren perturbaciones.

El valor cuantitativo de una variable puede estar en un punto limite o entre un
intervalo abierto de puntos limite. En el dltimo caso no se sabe en que parte del intervalo se
encuentra el valor de la variable; solo se sabe que estd dentro de ese intervalo. La direccion
cualitativa de la variable es el signo de su derivada, en este caso el signo de la velocidad de
cambio de x con respecto de r.

Como ejemplo se considera el sistema quinto orden # = rz + 23 —2°. La Figura 4.1
muestra su diagrama de bifurcacion.

Como se menciond en la Seccién 2.4 en un diagrama de bifurcacién se grafica x
versus 7, donde ni r es una funcién de x ni viceversa. El diagrama de bifurcacién se presenta

como una relacién (en el sentido matemético una relacién es un subconjunto del producto
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05 e B

Figura 4.1: Diagrama de Bifurcacién para & = ro 4+ 2% — 2°

cartesiano). En la representacién de un BD, es necesario incluir los estados de la variable y
el pardmetro, la direccién de cambio y el tipo de estabilidad entre cada segmento.

Un segmento de diagrama de bifurcacién (BDS del inglés Bifurcation Diagram
Segment) se representa de la forma
(qu(r), gstate(x),naturaleza), donde qu(r) puede ser un intervalo o un punto, naturaleza
puede ser {st,us,ls,rs} (st=estable, us=inestable, [s=estable-por-la-izquierda, rs=estable-
por-la-derecha) y gstate(z) esta definido por (qu(z), qdir,), donde quv(x) igual que qu(r) y
qdir, puede ser cualquiera de {—,+,0,7} serd 7" cuando qu(z) sea un punto, debido a
que la derivada en un punto es indefinida (las rectas tangentes a un punto son infinitas).
En esta representacién, un BDS es un subconjunto de un diagrama de bifurcaciéon donde
los valores cualitativos de x y 7, la direccién y la estabilidad permanecen sin cambio en ese
subconjunto.

Las variables involucradas en el diagrama de bifurcacién de la Figura 4.1, sus
espacios cuantitativos, y su representacion cualitativa son mostrados en la Tabla 4.1.

Note que un BDS es una regiéon donde la direccién en que se mueve z no cambia
(la direccién de la derivada), pero la forma en que se mueve no es especificada. En otras
palabras, la representacion cualitativa de un BD no proporciona suficiente informacién para
dibujar curvas como las de la Figura 4.1; por lo tanto para representar graficamente la

versién cualitativa de un diagrama de bifurcacién (Qualitative Bifurcation Diagram QBD)
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Variables:

{r,z}
Espacios Cuantitativos:

QS(x) = (—o0, x4, 23,0, 22,21, 00)

QS(r) = (—o0,70,71,0,72,00)
Representacion de un BD :

xR

R = {{(=00,0),(0,0),s),
((0,00),(0,0), us) ,
((r1,00), ((x2,21), +), 5) ,
(r1, (x2,7),78),
((r1,0), ((0, z2), =), us) ,
(0,(0,00), us) ,
((r1,0), ((z3,0),4),us),
(r1,(x3,7),1s),
(

(r1,00), ((24,23), =), 8)}

Tabla 4.1: Representacién cualitativa del diagrama de bifurcacién de la figura 4.1

podemos dibujar lineas rectas, sin que esto quiera decir que la relacion entre = y r sea
lineal. Otra caracteristica importante de un QBD, es que el espacio cuantitativo no incluye
informacién cuantitativa de sus elementos, lo que implica que las distancias entre puntos
limite sean relativas. Lo anterior puede llevar a que en la version cualitativa de un BD se
vea diferente a la cuantitativa. Podria parecer que dos BDS se vean de la misma magni-
tud en la versién cualitativa, aunque sus correspondientes segmentos cuantitativos sean de

magnitudes muy diferentes.

La versién Cualitativa del Diagrama de Bifurcacién expresa el conocimiento que
tenemos de los puntos limites y landmark de = y r al inicio y final de cada BDS. La Figura

4.2 muestra la representacién cualitativa del diagrama de bifurcacion de la Figura 4.1. En
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las Figuras 4.1 y 4.2 los segmentos representados por lineas solidas representan los puntos

fijos estables y las lineas punteadas los puntos fijos inestables.
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Figura 4.2: Diagrama de bifurcaciéon Cualitativo para la Figura 4.1

4.1.2. Eventos dinamicos

Es necesario definir una representacién cualitativa que nos permita razonar acerca
de la dindmica que se puede inferir de un sistema dindmico a partir de un BD. Como estamos
tratando con dos escalas de tiempo, la respuesta transitoria del sistema es considerada
instantanea cuando es comparada con el tiempo de cambio de un parametro. Dicho de otra
manera, cuando observamos la respuesta transitoria de un sistema, un parametro puede ser

considerado como constante.

Con estas consideraciones en mente, cuando se habla de la dindmica del sistema
nos referimos al conjunto de cambios en los parametros y las perturbaciones presentes a lo
largo del anélisis del sistema. Los cambios de estado en las variables del sistema también se

consideran como parte de la dinamica del sistema.
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Cambios en los parametros

Los cambios en los pardmetros son representados como una secuencia de estados
cualitativos. Estos cambios son una lista de estado cualitativos del parametro r. Esta lista
de cambios puede representar cualquier funcién continua de 7 con respecto del tiempo. Tal
funcién no tiene por que ser monoténica. Los puntos de cambio de 7 en el tiempo (los valores
de r donde dr/dt es cero) establecen puntos limite de r.

La simulacién serd realizada en una escala de tiempo lenta (i.e. la escala de tiempo
en que el pardmetro r cambia). En esa escala de tiempo, es necesario especificar los cambios
que ocurren en 7. Esta descripcién no incluye de forma explicita el tiempo, ya que en la
simulacién no es de interés el valor del tiempo en el que ocurren los eventos, pero si el orden
en que ocurren.

El comportamiento de r, B(r), es una descripcion cualitativa de como r cambia en
el tiempo; ésto es, una secuencia de estados cualitativos de r. Un estado cualitativo contiene
una magnitud y direccién cualitativas. La magnitud cualitativa puede ser un punto limite
o un landmark, o un intervalo, de dos puntos, no necesariamente consecutivos en el espacio

cuantitativo. La direccién cualitativa de r puede ser cualquiera de {—,0,+}.

4.1.3. Perturbaciones

Las perturbaciones son pequenas alteraciones en x i.e., el estado del sistema
dindmico. Una perturbacion cualitativa es un par formado por el valor cualitativo de r
donde la perturbacién ocurre y la direccion cualitativa de la propia perturbacién. El domi-
nio de la direccién cualitativa de una perturbacién estd limitado a {—, +}.

Debido a que las perturbaciones ocurren en instantes especificos de tiempo, y en la
representaciéon cualitativa de los eventos dindmicos no se incluye de forma directa el tiempo,
es necesario incluir las perturbaciones en la descripcion del comportamiento de r, el cual
implicitamente contiene el tiempo.

Al Combinar el comportamiento de r con las perturbaciones en x, se obtiene una
sola descripcién D. D es una lista de B(r)s, donde cada B(r) es una tupla (gstate,,dir,),

indicando que en gstate, existe una perturbacion con direccién dir,.
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4.1.4. Definicion del problema

Ya han sido definidas las bifurcaciones, los puntos de bifurcacién, y los diagramas
de bifurcacién. El problema a resolver en la presente tesis se puede enunciar de la manera
siguiente:

Dada una descripciéon cualitativa de un diagrama de bifurcacién y el comporta-
miento del sistema con estado inicial xg, determinar el comportamiento como resultado de

evolucionar el sistema de acuerdo con una dinamica D dada.

En la solucion problema del se asumen las siguientes consideraciones:

Continuidad. Todas las variables y funciones involucradas en el proceso son continuas y

continuamente diferenciables.

Dos Escalas de tiempo. En el proceso de simulacion se consideran dos escalas de tiempo.
La variacién de los parametros del sistema es mucho mas lenta que el tiempo del
transitorio del sistema después de una perturbacién.

Esto es, t(variacién de r) > t(transitorio de z).

Las perturbaciones ocurren en landmarks. Las perturbaciones siempre ocurren en land-
marks de r. Si es necesario que una perturbacién ocurra entre dos landmarks otro

landmark debe agregarse en esa posicion.

Las Perturbaciones son pequenias. Las perturbaciones son lo suficientemente pequenas como
para no cruzar otro BDS. Si no se toma esta consideracién el comportamiento del
sistema dependera de la magnitud relativa de la perturbacién, con respecto de la
distancia del siguiente BDS estable en direccién de la perturbacion. Esta consideracion
puede no ser valida si la perturbacién ocurre infinitesimalmente cercana a un punto de
bifurcacién. La implementacién del sistema sin esta consideracién, podria generar una
rama en la prediccién del comportamiento (i.e. en cualquier perturbacién puede ser
necesario considerar casos donde su magnitud podria no alcanzar, tocar exactamente

o pasar cada landmark en direccién de la perturbacién).
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4.1.5. Dinamica y Simulacién

FEn esta seccién se definen algunos conceptos de la dindmica de sistemas que seran
bésicos para la simulacién. El funcionamiento del algoritmo de simulacion estda fundamen-

tado en estos conceptos.

Dinamica

En términos de sistemas dindamicos, un sistema de primer orden puede exhibir
caracteristicas limitadas. Si el sistema comienza en un punto fijo estable y una perturbacion
es inducida, el sistema regresara al punto fijo estable. De otra forma, si el sistema comienza
en un punto fijo inestable y se presenta una perturbacién, el sistema se alejara del punto
fijo a otro punto fijo estable o al cc.

Para establecer un conjunto limitado de reglas precisas para predecir el compor-
tamiento del sistema bajo perturbaciones, se necesita el siguiente teorema definido previa-

mente en [Flores05].

Teorema 1 (Alternancia en los puntos fijos) Considere el sistema @ = f(x,r), donde
f es una funcion continuamente diferenciable y v es un pardmetro. Para un valor dado de

r, el sistema dindmico modelado por f presenta puntos fijos alternantes.

Demostracion: La prueba estd basada en la continuidad de f y en la naturaleza de
las raices de f, las cuales son los puntos fijos de x.

Caso 1. La naturaleza de dos raices consecutivas de f puede solo ser (st, us), o
(us, st). Ver Figura 4.3(a).

Caso 2. Si f toca 0 en z*, y f no tiene mas raices, la naturaleza del punto fijo
puede ser determinada por la magnitud de f(z* —€) y f(z* + €). En este caso puede ser ls
o rs. Ver Figura 4.3(b).

Caso 3. Si f(z) toca 0 en z*, puede tener una raiz a la izquierda y/o una a la
derecha. Considerando el caso donde existe un punto fijo estable x;* a la izquierda de x*. El
andlisis de estabilidad lineal indica que f'(x;*) < 0 para puntos fijos estables [Strogatz94].

Este hecho implica que f(x* —€) < 0 y f(x* +€) < 0 para cualquier € infinitesimal. Por
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lo tanto el punto fijo serd estable. Ver Figura 4.3(c). En éste caso donde existe un punto
fijo inestable a la derecha de x*, f'(x,*) >0, f(x* —€) >0y f(x* 4+ ¢€) > 0. Por lo tanto,
el punto fijo que toca serd estable por la derecha. Un argumento similar aplica si existe un
punto fijo estable a la derecha de x*.

Caso 4. Si f toca consecutivamente el eje, todos los puntos fijos consecutivos serdn
de la misma naturaleza: rs si existe un punto fijo us a la derecha donde toca, ls de otra
manera. Ver Figura 4.3(d).

En todos los casos se observa alternancia en la naturaleza de los puntos fijos. B

N 7N

(a (©) (d)

Figura 4.3: Casos para el Teorema 1.

Basados en el Teorema 1, se pueden definir los siguientes casos para la prediccién
de comportamiento en presencia de una perturbacién. Si el sistema se encuentra en un
punto fijo inestable y ocurre una perturbacién positiva, y existe un punto fijo estable en la
direccién positiva, el sistema se estabilizard en ese punto fijo; como se muestra en la Figura
4.4(a). Si el sistema estd en un punto fijo inestable y una perturbacién positiva ocurre y
no existe ningin punto fijo estable en esa direccién, el sistema sufrird una explosién (“blow
up”) (i.e. el sistema tenderd a infinito); ver Figura 4.4(b). Si el sistema estd en un punto
fijo estable, y una perturbacion ocurre, el sistema regresara al mismo punto de atraccién
ver Figuras 4.4(c) y 4.4(d). Casos similares ocurren para perturbaciones negativas.

Otro tipo de eventos que pueden ocurrir son las caidas (fall-off) de un diagrama
de bifurcacién. Cuando el sistema estd en un punto fijo estable, y el pardmetro r varia, el
sistema se mueve a lo largo del BDS que contiene ese punto. Si el BDS termina y no hay
otro BDS que contenga el nuevo punto el sistema serd atraido al punto fijo estable mas

cercano.
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X -

Xi+1 -

Xi
(c)
(d)

Figura 4.4: Prediccién del comportamiento causado por una perturbaciéon

El Teorema 2 ([Flores05]) permite restringir el nimero de casos presentes en la

simulacién, y provee bases mas fuertes para el desarrollo del algoritmo.

Teorema 2 (No ambigiiedad en las caidas) Si el sistema dindmico se encuentra en las

condiciones descritas como caida, entonces el sistema solo tiene un punto fijo a donde ir.

Demostracion. El Teorema 2 es una consecuencia de la propiedad determinista de
la dindmica de sistemas ( [Strogatz94], capitulo 4). Si existiera mas de un punto fijo a donde
pudiera ir el sistema al presentarse una caida, habria dos posibles estados siguientes para

el sistema lo cual lo haria un sistema no determinista. M

Dado el Teorema 2, La figure 4.5 muestra los posibles casos para cuando r se decrementa.
La linea delgada representa el comportamiento de x en el tiempo, moviéndose con r. En la
Figura 4.5(a) se observa el caso en el que el sistema presenta una caida y el uinico estado

estable en la cual puede continuar el sistema es uno en el que la magnitud de x cambia
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en direccién negativa de forma catastroéfica y la Figura 4.5(b) muestra el caso en el que se

incrementa x. Otros dos casos simétricos son posibles para cuando r se incrementa.

(a) (b)

Figura 4.5: Prediccién del comportamiento causado por caidas

Adicionalmente definiremos un evento (no definido en [Flores05]). Considere un
sistema dinamico que se encuentra en un punto fijo inestable; si la derivada del BDS es cero
y no existen perturbaciones, el sistema puede permanecer en ese punto (ver Figura 4.6(a)).
En el momento que se presenta un cambio en el pardametro r y el BDS tiene una derivada
diferente de cero ocurre el evento mostrado en la Figura 4.6. Al evento dindmico que ocurre
en este caso, le denominamos descarrilamiento (derailment). En cuanto r es modificado
infinitesimalmente, el estado del sistema se sale del punto fijo inestable. Como el punto en
que se encontraba el estado del sistema es un repulsor, el sistema se alejara del punto fijo.
Como consecuencia del Teorema 2, sélo puede tener un posible estado siguiente por encima
o debajo del punto fijo donde estaba el sistema. El sistema solo puede ir a infinito o a un
punto estable. La direccién en la cual evoluciona el sistema depende de si el estado queda
por encima o por debajo del BDS actual. Por lo tanto, en un descarrilamiento la direccién
de cambio del pardmetro y la direccién de la derivada determinan la evolucién del estado.
Las Figuras 4.6(b) y 4.6(c) muestran el caso en que la derivada es positiva y el pardmetro
r se decrementa. Se puede observar que el estado queda flotando por encima del BDS y el
estado del sistema va a la solucién adyacente superior. Las Figuras 4.6(d) y 4.6(e) muestran
los casos en que el estado queda flotando por debajo del BDS debido a que el cambio de

r es en direccién positiva. Casos similares ocurren cuando la direccién de la derivada es
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negativa.

(c)
Xi -
R R

Xi

Xi+1

(e)

Figura 4.6: Prediccion del comportamiento causado por un descarrilamiento

Si el sistema es perturbado mientras se encuentra en un estado inestable, o alcanza
una situacién de caida, los cambios resultantes en la magnitud pueden ser draméticos. A
estos cambios se les llama catastroficos, dado que tales cambios de magnitud pueden poner
un dispositivo fuera de su regién de operacién. Una catastrofe puede hacer que un dispo-
sitivo explote, o si tiene protecciones, se detenga. Un ejemplo de esta situacién puede ser
encontrado en sistemas eléctricos, donde los cambios en la carga pueden provocar colapsos
de voltaje [Chin-Wo095].

Existe otra caracteristica exhibida por los sistemas dindmicos cerca de los puntos
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de bifurcacién (especialmente en sistemas no lineales), conocida como histéresis. Cuando un
cambio catastréfico ocurre, el sistema se mueve a otro estado estable, y es llevado a un BDS
diferente. Este cambio es producido tipicamente por variaciones en un parametro. Después
de la catastrofe, revertir los cambios en el pardametro no lleva el sistema a su estado original.
Este fallo en la reversibilidad como resultado de la variacién de un parametro es llamado

histéresis.

4.1.6. Algoritmo de Simulacién

Ahora que toda la representacion necesaria ha sido definida y que todos los posibles
eventos y casos han sido presentados, se estd en la posibilidad de explicar el algoritmo de
simulacién propuesto.

El Algoritmo 1 BDQSim (Bifuracation Diagram Qualitative Simulation) recibe
BDSg que es el estado inicial, BD es la descripcion cualitativa del diagrama de bifurcacién
y D que es la descripcion de como se varian los parametros del sistema para la simulacion.
BDSim comienza en el estado inicial BDSy. Se visitan todos lo landmarks y puntos limite
de una trayectoria de r, especificada en D. En cada elemento de D, se verifica si existe una
perturbacién. Si existe una se infiere el siguiente estado. De igual forma se verifica si se
encuentra en un BDS inestable y un cambio en el parametro ocurre, es decir, si se presenta
un evento del tipo descarrilamiento; de ser asi se determina el siguiente estado. También,
en cada paso, se verifica si el BDS termina, teniendo lugar una caida o si se tiene un cambio
de BDS; en cualquier caso se calcula el siguiente estado.

El algoritmo recibe BDSy que es el BDS que contiene el estado inicial del sistema,
la descripcion cualitativa del BD y la lista de comportamientos para r. En la linea 4 valc,
obtiene el valor del estado en BDSy. La funcién pert debe tomar el BDSg y el estado s, € D
y regresar la direccién de la perturbacion o 0 si no existe perturbacion en ese estado. En
la linea 7, el algoritmo calcula el siguiente segmento del QBD (BDS;) después de que una
perturbacién tuvo lugar. Esta es la parte donde los casos de la Figura 4.4 entran en juego.
Si el BDS actual es estable el sistema continua en el mismo BDS. Cuando el BDS actual
es inestable, primero es necesario encontrar el subconjunto de BDS estables que contiene

el valor cualitativo s, que se encuentran en direccién de la perturbacién (ya que es en
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Algoritmo 1 BDQSim(BDSy, BD, D)

1: Eculitativos — {}

2: for all estados s, en D do

3: xg <« valcy(BDSp)

4.  BDS; +— BDSy

5. if pert(BDSy, s,) then

6: BDS,; « siguienteEstado(xg, pert(s,), s;)

7. else if descarrilamiento(BD.Sy, s,) then

8: BDS,; « siguienteEstado(BDSy, s,)
9: else if caida(BDSy, s,) then

10: BDS,; « siguienteEstado(B DSy, s,)
11:  end if

12: Ecyalitativos < add(BDS(), 87‘)
13: end for
14: Ecyalitativos < add(BDSu 5r)

15: return Eeyalitativos
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direccién de la perturbacién a donde evoluciona el comportamiento del sistema) y después,
basados en el espacio cuantitativo se determina cual es el mas cercano. El intervalo del BDS
mas cercano sera el nuevo BD.JS; que contiene el nuevo estado del sistema. En la linea 8
la funcién descarrilamiento determina si la variacion del parametro r se encuentra dentro
de un BDS inestable con derivada diferente de 0 y hay un cambio en el pardmetro r. En
la linea 9 se determina el BDS siguiente, de manera similar al caso de una perturbacién,
pero en este caso la direccion en que se busca el BDS adyacente estd dada por la Figura
4.6. En la linea 10 es necesario determinar si el BDS actual, en la direccién de cambio de r,
termina en el landmark actual. Si es el caso, es necesario determinar si otro BDS comienza
donde el BDS actual termina. Si no es el caso, entonces es necesario encontrar los BDSs
que contienen puntos de atraccién en ambas direcciones de x. En la linea 11, se determina
donde continua el sistema después de una caida. La funcién siguienteEstado es sobrecargada
para determinar el siguiente punto fijo en la simulacién, producido por una perturbacion,
descarrilamiento o caida.

Para cada evento en la simulacién, (BDJSy, s,) se almacena en Eiyqiitativos (€S la
lista de estados cualitativos visitados en la simulacién), donde s, contiene el valor cualitativo
de r para el sistema y la direccién de la perturbacién en ese landmark (en las lineas 13 y

15). Al terminar la simulacién el algoritmo regresa Eeyqiitativos-

4.2. Representacion cualitativa con dos parametros

En la Seccién 4.1 ya definimos la representacion cualitativa de BD generados en
relaciéon con un parametro de bifurcacién, asi como un algoritmo para realizar simulacion
cualitativa sobre los mismos. Ahora el objetivo es extender las representaciones y el algo-
ritmo para realizar inferencias en el comportamiento en un diagrama con dos parametros
de bifurcacion, i.e. los parametros r y h. Los diagramas generados variando dos parametros
son BD tridimensionales.

La forma mas directa de extender la representacion es mediante un mapeo de la
representacion expuesta para un parametro y anadiendo las caracteristicas adicionales de

cualquier caso nuevo que se presente.
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4.2.1. Diagrama de bifurcacion cualitativo con dos parametros

Si en el caso de un parametro ya se estaba lidiando con una representacién cuali-
tativas de 2 parametros (espacial), en el caso de un diagrama con dos parametros estamos

hablando de una representacién espacial en tres dimensiones (i.e., z,r y h).

En el caso de la Seccién 4.1, los BDSs eran puntos o lineas (intervalos) con una
una direccion de crecimiento. En el caso que se analiza ahora, como tenemos un parametro
adicional ya no es posible representar un BDS solo con intervalos, ahora se anaden a la
representacion regiones (i.e., intervalos definidos por 4 landmarks; ver Figura 4.7). Con la
inclusién de regiones ya es posible generar una representacién cualitativa de diagramas de
bifurcacién tridimensionales, sobre los cuales se pueden inferir hechos relacionadas con la

dindmica del sistema. Adicionalmente es necesario definir un espacio cuantitativo para h.

Cada BDS se representard de la forma (qu(r,h),qgstate(x), naturaleza), donde
qu(r,h) puede contener las combinaciones de intervalo puntal para r y h, naturaleza es
igual que en el caso de un pardmetro, gstate(x) esté definido por (qu(x), gdir,) donde qu(x)
puede ser un punto, un intervalo o una regién. Los casos en que qu(z) es un punto o un
intervalo son igual que para el caso de un parametro. Con gdir, representamos la tupla de
direcciones de crecimiento de x en direccién de r y h y puede ser cualquiera del producto
cruz de {—,+,0, 7} con si mismo. Debido a la definicién qv(r, h) los BDSs tridimensionales
solo pueden ser rectangulos en el plano (r, h). En esta representacién cada BDS es acotado
por una regién rectangular en el plano (r, k) en el que la caracteristicas de esta regién seran
que su direccién de x en r y h no cambian y su tipo de estabilidad es constante para esa
region.

Las regiones rectangulares en el plano (r, h) para los BDS estan definidas para el
intervalo del rectangulo en el plano. Por ejemplo, si se define qu(r,h) = ((r1,72), (h1, h2)),
esta definicién es interpretada como el drea rectangular que se muestra en la Figura 4.7,

donde rq <T‘2yh1 < ho.

Para representar una superficie rectangular qu(z) = (x4, p, T, 4) donde: los ele-
mentos en gu(x) representan la altura en cada esquina de la superficie. La relacién (r, h, z)

es determina por gdir,. Como ejemplo, consideremos que la relacién es como se muestra
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(71, ha) (ra, ha)

(r1,h) (72, ho)

Figura 4.7: Representacién rectangular

en la Figura 4.8 y qdir, = (0,0) ésto implica que z, = x, = . = x4. Para el caso en que
qdir, = (+,—), en la direccién de r debe cumplirse que z, < .y op < T4 0 T4 < X Y
xp < xg. En direccion de h las condiciones serdn xp < .y g < Te 0 Tp < Tg ¥ Tg < T
Con las restricciones anteriores tenemos que x, < z, < x. < x4. Usando ese tipo de de-
duccidn es siempre posible encontrar la correspondencia entre qu(r) y qu(x), esto mediante
el ordenamiento de ¢(x), una ves ordenado es posible asociar los elementos en qv(x) a las

correspondientes esquinas para satisfacer gdir,,.

(T17h27$b) (TQ,hQ,Id)

(Tla hla xa) (T27 h’la xc)

Figura 4.8: Relacién (r, h, )

Como ejemplo se genera el siguiente diagrama de bifurcacién del sistema biolégico
i = h +rx — 23. El diagrama generado [Barrera08] es el mostrado en la Figura 4.9. Las
variables involucradas en el diagrama de bifurcacién, sus espacios cuantitativos, y su repre-
sentacion cualitativa son mostrados en la Tabla 4.2. La versién cualitativa del diagrama de

bifurcacion de la Figura 4.9 como grafica se muestra en la Figura 4.10.
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Variables:
{r,h,z}
Espacios Cuantitativos:
QS(x) = (zo, z1, T2, X3, T4, T5, Te, T7,T7)
QS(r) = (ro,r1,72,73,0,74,75,76,77,78)
QS(r) = (0,h1, ho, hs, ha, hs)
Representacién de un BD de dos parametros :

Tt Rr H

R = {(((ro,r4), (h2, hs)), ((z0, x0, x2, %3,), (+,0)), 5) ,
(((r1,74), (hay hs)), (22, 23, 73, 73), (=, —)), us)
(((ro,74), (h2, hs)), (3, ¥3, 23, T4), (+,0)), 5) ,
(((ra,78), (h2, hs)), (23, 24, 76, 77), (+,+)), 5)
(((ro,74), (0, h2)), (w0, T, ¥3, T3, ), (+, 1)), 8) »
(((ra,78), (0, h2)), ((z3, x5, 5, T65 ), (+,+)), 8) }

Tabla 4.2: Representacién cualitativa del diagrama de bifurcacién del sistema & = h+rz—2°

Region Inestable  +
Region Estable

Figura 4.9: Diagrama de Bifurcacién para el sistema biolégico
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Figura 4.10: Diagrama de bifurcacién Cualitativo para la figura 4.9

FEn este trabajo los BDS se definen a mano. La forma en que se eligieron los BDSs
en el plano (r, h) se muestra el la Figura 4.11, donde se muestra una vista superior del BD
de un sistema biolégico. Las areas A, C'y D solo definen un BDS cada una. El drea B en
cambio es la zona del doblez de la Figura 4.9, por tanto se define un BDS por cada capa
y en esa area hay tres capas del BD y de ahi los seis BDS definidos en R (ver Figura 4.2).
En B se observa claramente la incertidumbre introducida por el modelo (i.e. no se pueden

modelar dreas que no sean rectangulares).

I

i

Figura 4.11: Seleccién de regiones
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Como resultado del modelo se tienen efectos como el que se muestran en la figura
4.12; como consecuencia de la representaciéon cualitativa los BDSs en el drea B de la Figura

4.11, que se unian en un punto, son forzados a unirse en una linea recta.

Figura 4.12: Efectos de la representacién cualitativa

4.2.2. Cambios en dos parametros

Al igual que en el caso con un solo parametro los cambios en los pardmetros son
representados como una secuencia de estados cualitativos. La lista de cambios representa
cualquier funcién continua de (r,h) con respecto del tiempo. Los puntos de cambio (r,h)
en el tiempo establecen puntos limite sobre el plano (7, h).

El comportamiento de (r, h), B(r, h), es una descripcion cualitativa de cémo (r, h)
varia en el tiempo. Para el caso de dos pardmetros un estado cualitativo contiene los pares
de magnitud y direccién cualitativas para cada pardmetro. B(r, h) estd dado por gstate,.
Donde gstate,,, es ((qu(r), qdir,), (qu(h), qdir,)), donde qu(r) = (r1,72), qu(h) = (h1,h2) ¥

representan los intervalos de cambio en r y h, dir, y diry pueden tomar cualquier valor del
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conjunto {—, 0,4} (dir,=0 cuando r;=rg).

4.2.3. Perturbaciones en dos parametros

La definicién de perturbaciones (gstate,, dir,,), sigue siendo valida, donde gstate,,
y es un caso particular de la representacién de cambios en los pardmetros de la forma
qu(r) =rl,qu(h) = rl, dir, = 0y dirp, = 0. La direccién de la perturbacién dir, conserva
su misma definicién ya que las perturbaciones solo ocurren en direccién de las variables de

estado.

4.2.4. Simulacion dinamica

En el caso de dos parametros, al igual que para el caso de un solo parametro se
determinan los estados siguientes a una perturbacion. Esto se debe a que las perturbaciones
ocurren en landmarks (r, k). Para la funcién & = f(x,r, h) donde = representa el estado del
sistema y (r.h) son sus parametros, el diagrama de bifurcacién variando los dos pardametros
representa todas las posibles soluciones para todos los pares (r,h). En una perturbacién
tanto r como h son puntuales, por lo que en el instante de la perturbacién pueden consi-
derarse como constantes. Asi pues, si ocurre una perturbacion en el punto r =ay h =b
podemos ver la funcién original como & = f(z,7,b) o bien como & = f(x,a, h) donde tanto
a como b son constantes. Y dado que a y b son constantes podemos ver ese punto como si
el sistema estuviera parado sobre un diagrama de bifurcacion de un parametro ya sea en
&= f(x,r) o & = f(x,h). Por lo anterior es que los estados siguientes de una perturbacién
pueden determinarse igual que el caso del BD de dos dimensiones.

Las caidas se simulan también de la misma forma, solo que ahora hay una dimen-
sién mas en la que pueden ocurrir (ver Figura 4.13). En la Figura 4.13(a) la caida ocurre
cuando el BDS se termina en direccion del eje del parametro r. En el caso de la Figura
4.13(b) en el eje h y en el ultimo caso (ver Figura 4.13(c)) la caida ocurre en una esquina, es
decir se termina el BDS en ambas direcciones. Como las caidas también ocurren en valores
landmark (7, h) es facil deducir que el estado siguiente puede determinarse como en el caso
de un parametro. Lo anterior se infiere utilizando el mismo razonamiento que en el caso de

las perturbaciones.
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h —=h I h
r T r
(a) (b) (©)

Figura 4.13: Caida en dos dimensiones

El evento que presenta una mayor complejidad bajo esta representacion es el des-
carrilamiento, ya que para determinar hacia donde se mueve el estado del sistema en el
caso de dos parametros con la representacién propuesta. El resultado puede ser ambiguo.
Cuando solo se varfa un parametro a la vez, el sistema se estd moviendo sobre un diagrama
de bifurcacién de un parametro y pueden aplicarse los criterios del caso bidimensional. La
ambigiliedad solo se presenta cuando se varian los dos pardametros simultaneamente.

Debido a que es complejo mostrar de manera grafica el porqué de la ambigiiedad,
nos ayudaremos de un analisis basado en la Tabla 4.3. La tabla contiene la informacién
de como se decide hacia donde evoluciona el estado en relacién con la direccion de cambio
en un parametro de bifurcacién y la direccion de la derivada. Es decir, en que direccién
se encuentra el punto fijo al que se movera el sistema después de un descarrilamiento. Por
ejemplo, la fila 2 de la tabla contiene la misma informacién que la Figura 4.6(b), es decir si
el pardametro r se decrementa y al pendiente del BDS es positiva la direccién del cambio es

positiva.

dir, | dirg(direccién de la derivada) | Direccién de cambio

- -

- - —

_|_
_|_

=W N =
+

Tabla 4.3: Tabla de decisién para un evento descarrilamiento

En la Tabla 4.3 se puede observar que cuando la direccién de cambio del pardmetro

y el signo de la derivada son iguales, el estado siguiente para el sistema se encuentra por
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debajo del actual; es decir, en direccién negativa. Cuando no son iguales el estado siguiente
se encuentra en la direcciéon positiva.

Para encontrar ambigiiedades, en el caso de dos parametros solo es necesario encon-
trar los casos en los cuales la direccién de la evolucién que dicta un parametro es contraria a
la del otro. Por ejemplo suponiendo un cambio en los parametros donde dir, = + y dirp, = +
sobre un BDS de dir, = (4, —), utilizando la Tabla 4.3 la direccién de cambio dictada por
el cambio en el parametro r es hacia arriba y por h hacia abajo. Es facil ver que no para
todo los 16 casos posibles de combinaciones de los parametros la solucién es ambigua; no
serd ambigua solo para los casos en que todas las direcciones son iguales o cuando alguna
es 0.

Aun con esta ambigiiedad la representacién sigue siendo til, ya que el evento
que origina el problema ambiguo solo se presenta cuando el sistema estd en un punto fijo
inestable. Lo anterior solo puede ocurrir si se da un punto inestable como condicién inicial ya
que por definicion los puntos fijos inestables son repulsores. Esto genera una ramificaciéon de
un maximo de dos estados posibles al inicio de la simulacién, lo cual es facilmente resuelto
ejecutando dos simulaciones. Una vez iniciada la simulacién no existe la posibilidad de
ambigliedades, ni de sus consecuentes ramificaciones en las mismas.

También se presenta ambigiiedad en los puntos en los que hay bifurcaciones. Puntos
donde coinciden las esquinas de varios BDS. La ambigiliedad en los puntos de bifurcacién
no solo se tiene en el caso cualitativo, ya que por definicién en los puntos de bifurcacién no
es posible determinar la estabilidad del sistema, lo cual tiene como consecuencia no poder
responder que tipo de estabilidad presenta el sistema [Nayfhe95]. Para ilustrar como se
presenta ambigiiedad en los puntos de bifurcacion y exponer las consideraciones tomadas
para la representacién propuesta, se analizan los eventos que ocurre en el punto P de la
Figura 4.14. Suponemos que el sistema esta parado en P pero ain sobre la region B. Los

posibles siguiente estados son:

Continua en B. Si se decrementa h mientras r permanece constante, se incrementa r y h

se mantiene constante o se incrementa r y se decrementa h simultaneamente.

Cambia a A. Incrementado h y r a la vez.
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o4

Figura 4.14: Ambigiiedad en BDs tridimensionales

Cambia a F'. Decrementado r y con h constante o decrementando r y h simultdneamente.

Ambigiiedad. Si se incrementa h y r decrece no es posible determinar en que regién continua

el estado del sistema; es decir, se presenta ambigiiedad. El sistema puede estar en

cualquiera de las dos regiones C' o D. Se presenta un ejemplo de una simulaciéon que

presenta ambigiiedad en la Seccién 5.3.

4.3. Algoritmo de Simulacién en 3D

En este punto ya es posible definir un algoritmo de simulacién sobre diagramas

de bifurcacién en tres dimensiones. Al igual que en el caso de un parametro, se define un
conjunto de cambios D en los que en cada paso s,;, se trata de inferir el siguiente estado,

dado la ocurrencia de algiin evento dindamico. En cada paso en D se determina si ocurre

uno de los eventos descritos y se obtienen el o los posibles estados siguientes.
Como se vio en los eventos de descarrilamiento y cuando el sistema alcanza un

punto de bifurcacién, mas de un estado de cambio es posible. Como se pueden tener varios

estados siguientes en esas situaciones, el algoritmo debe continuar la simulacién para cada
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posible estado siguiente. El algoritmo debe generar ramificaciones.

El algoritmo estd dado por el Algoritmo 2 BDQSim2P (BDQSim usando dos
pardametros). En el algoritmo para la simulacién cualitativa con dos parametros es nece-
sario utilizar una pila (ramas) para soportar ambigiiedades. Utilizando la pila se guardan
todas las listas de estados posibles cuando se genera una ramificacién. Por ejemplo, si en
el momento en que se presenta la ambigiiedad la lista de estados visitados fuera {A, B} y
los posibles estados siguientes fueran C, D y F' la pila quedaria {{A, B, D}, {A, B, F'}}. Se
continuarfa la simulacién con {A, B,C} y después de forma recursiva se continuaria con
cada elemento de la pila. Ecenm, (al inicio de la simulacién debe ser una lista vacia) se uti-
liza para guardar resultados parciales y k para recordar en que paso ocurrié la ambigiiedad
(al inicio de la simulacién k = 0 y ramas es una lista vacia). En las lineas 6 a 9 se puede
observar como las perturbaciones y las caidas son tratadas de igual forma que para el caso
de un parametro, solo que ahora la funcién siguienteEstado debe buscar un estado siguiente
que contenga el punto (r, h) donde ocurre el evento. En la linea 10 se verifica si hay un des-
carrilamiento o si el sistema cambié de BDS (terminaBDS). En este cambio, a diferencia
de una caida, pueden comenzar varios BDSs donde el actual termina. Si se encuentra un
evento en las lineas 11 a 16 se calculan los posibles estados siguientes; uno de ellos se hace
el siguiente BDS (BDS;) y si existe mas de uno, el resto se ponen en ramas, donde también
se guarda la lista de estados cualitativos por los que ha pasado el sistema al momento de la
ambigliedad, asi como el paso en el que ocurrié el evento. En las lineas 19 y 20 se actualizan
los valores de BDS y k. En la linea 21 se guarda (BDJS)y, s,1), el resultado de cada iteracién
sobre D. En la linea 23 se guarda el resultado de la iteracion sobre D en E.,uitativos- En las
lineas 24 a 29 se verifica si se generaron ramificaciones; si no hubo, se regresa Feyqiitativoss
la lista de posibles comportamientos. En caso de que existan ramificaciones, se saca una
de ellas y se actualizan los valores de Eciemp, BDSg y k y se completa la simulaciéon para
los nuevos datos. La simulacién termina cuando ya no existen mas ramificaciones y se ha
iterado sobre todos los elementos en D. Un ejemplo en el que se presentan ramificaciones

se muestra en la Seccion 5.3.
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Algoritmo 2 BDQSim2P(BDSy, BD, D, k,ramas, Ecyqiitativos £ Ctemp)
1. Ectemp < add(zo, Dy)

2: xg < valey (BDSp)
3: for ¢ = k hasta k = Longitud(D) do

4: Sy — D;

5. if pert(BDSp, s;,) then

6: BDS,; « siguienteEstado(BDSy, pert(s,), srr)
7. else if caida(BDSy, s,,) then

8: BDS,; « siguienteEstado(BDSy, s.p,)

9:  else if descarrilamiento(xg, $,1,) 0 terminaBDS(z, s,.,) then
10: BDSj; < siguienteEstado(BDSy, s,1)

11: BDS; « pop(BDSj;st)

12: if != vacio(X) then

13: for all BDS,, en BDS};s; do

14: ramas < push({Eciemp, BDSy, k})

15: end for

16: end if

17:  end if

18:  BDSy <« BDS;

190 k+—k+1

200 Eciemp — add(BDS;, spp)

21: end for

22: Eeyatitativos < add(Eciemp)

23: if vacio(ramas) then

24:  return Ecyglitativos

25: else

26:  Ectemp, BDSy, k < pop(ramas)

27:  BDQSim2P(BDSy, BD, D, k,ramas, Ecyalitativos, £ Ctemp)

28: end if
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En el presente capitulo se desarrollaron las representaciones cualitativas para los
BDs con uno y dos parametros de bifurcacion, asi como para las perturbaciones. Se es-
tablecieron las reglas para inferir como evoluciona el sistema bajo la presencia de eventos
dindmicos y se definieron los algoritmos de simulacion cualitativa. En el capitulo siguiente se
presentan los resultados de aplicar estos algoritmos al analisis cualitativo de varios sistemas

dinamicos.



Capitulo 5

Experimentos y Resultados

En este capitulo se analizan algunos sistemas usando los algoritmos propuestos
en el Capitulo anterior. En todos los casos se comienza de un diagrama de bifurcaciéon
producido con un software que genera diagramas de bifurcaciéon [Ermentrout, Barrera08]; la
representacion cualitativa es generada a mano. En cada caso, para realizar una simulacion

primero definimos una ruta para el/los pardmetro(s) de bifurcacion.

5.1. Diagrama de bifurcacién imperfecto

El sistema bajo andlisis en esta seccién es descrito por la Ecuacion cibica 5.1. Se
comienza con este ejemplo por ser un caso muy sencillo que exhibe varios de los eventos

derivados en la Seccion 4.1.5.es

i=cH+re—a (5.1)

La Figura 5.1 muestra como la topologia del sistema se modifica conforme el
parametro r es incrementado. Para ilustrar el comportamiento del sistema, se utiliza un
ejemplo cuantitativo, suponemos ¢ = 16. Usando ese valor tenemos & = 16 + rz — x°
donde 7 es el parametro de bifurcaciéon. De la Figura 5.1(a) con r = 1, el sistema tiene
solo un punto fijo estable. Cuando r llega a » = 12 un nuevo punto fijo aparece, el cual

es un punto fijo estable por la izquierda; en este valor de r aparece una bifurcacion Hopf

99
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[Strogatz94, Nayfhe95]. Si se continua incrementado 7, el punto fijo estable por la izquier-
da se convierte en dos puntos fijos uno estable y otro inestable. La Figura 5.2(a) describe

cuantitativamente los diferentes casos para las soluciones del sistema y su estabilidad.

80 80 150
60 60 100
40
40 50
20
- s “10 - 10
15 “10 -5 5 10
10 5 5 10 -20 -50
-20 40 -100
(a) r=1 (b) r=12 (c) r=20

Figura 5.1: Puntos fijos para & = 16 + rz — 23

La Figura 5.2(a) muestra el BD cuantitativo para la Ecuacién 5.1. Tres ramas de
soluciones son encontradas para el sistema cibico: dos estables y una inestable. La version
cualitativa del diagrama estd en la Figura 5.2(b); esta versién considera solo la naturaleza
y la direccién de cada rama por lo que es posible representar el diagrama utilizando solo
lineas rectas. La lineas son suficientes para representar como varian cualitativamente las
soluciones del sistema en relaciéon con sus pardmetros de bifurcacion. La Tabla 5.1 es la

codificacién de la versién cualitativa del BD para la ecuacién cubica.

Variables:
{r,z}
Espacios Cuantitativos:
QS(x) = (—00,21,0,00)
QS(r) = (—00,0,70,71,72,73,00)
BD: R = {{(—00,0), ((0,00),4),5) ,
((r1,00), ((x1,0),4), us) ,
((r1,00), (=00, @1), =), 8)}

Tabla 5.1: Representaciéon cualitativa del diagrama de bifurcacién de la Figura 5.2(b)
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-10 -5 0 5 10 15 20 25 30
(a) BD Cuantitativo

O

x1 -

—o0 | | | | |

-0 0 10 rl 2 r3

84

(b) BD Cualitativo

Figura 5.2: Diagrama de bifurcacién para ¢ = ¢ + raz — 2°
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Para poder realizar una simulacién sobre un BD, es necesario primero definir como
evolucionara el pardmetro 7 y el estado inicial del sistema (i.e., en que BDS esté el sistema
cuando la simulacién comienza). También se requieren los espacios cuantitativos y la version
cualitativa del diagrama de bifurcacién (ver Figura 5.1). La ruta propuesta se muestra en
la Tabla 5.2. D indica como se varia el parametro de bifurcacién durante el proceso de
simulacién cualitativa. Cada elemento en D incluye el valor del pardmetro, el sentido en
que se varia el parametro (se incrementa o decrementa) y la direccién en que se perturba
el sistema ({+}, {-} o {} cuando no existe una perturbacién en ese punto). El algoritmo
produce la lista de estados cualitativos de la evolucién del sistema como resultado de la

secuencia dindmica D.

D = {(?”3,7”2), ) {})7
(r2,0,{=}),
((r2,0), = {+})}

Tabla 5.2: Ruta cualitativa para el Sistema de cubico

De la simulacion se obtiene la Figura 5.3. La linea negra describe el comportamien-
to cualitativo que presenta el sistema cuando r varia de acuerdo a la ruta propuesta D. El
sistema evoluciona de la siguiente forma: al inicio de la simulacién el sistema se encuentra
en r3 en el estado entre —oco y 1, en este punto el sistema estd en el segmento estable de
la parte inferior (sobre la linea verde). Conforme el parametro se decrementa de 73 a ro
(ésta variacion es mostrada por la flecha negra) el sistema continua sobre el mismo BDS.
Una perturbacién ocurre en ry (las pertubaciones se representan graficamente como flechas
azules en direccién de la perturbacién) pero como el BDS es estable, el sistema permanece
en el mismo BDS. El pardmetro se decrementa de o a 0 y cuando el BDS actual termina
en 11, ocurre un caida. Después de la caida el sistema pasa al siguiente estado entre (0, c0)
(la linea verde de la parte superior en la Figura 5.2(b)) y continua sobre ese BDS hasta

terminar la simulacion en r = 0.

En la Tabla 5.3 se muestra el conjunto de estados cualitativos generados por el
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Figura 5.3: Resultados de la simulacion sobre el BD de la figura 5.2

Algoritmo. Este conjunto describe la evoluciéon que tendra el sistema bajo la variacién del

parametro de bifurcacién descrita en D. Cada elemento del conjunto estda formado por

BDS, s,,evento donde BDS y s, tienen la misma interpretacion que se describié en la

representaciéon cualitativa y evento es la descripcion del evento que se presentd en ese punto.

“Pert” si el evento es una perturbacion, “ FallOff” en el caso de una caida, “Derailment” para

un descarrilamiento. Se incluye “Next” solo para indicar cuando cambia el valor cualitativo

de r o se termina un BDS y “Start” para indicar que es el estado en el que se encontraba el

sistema al inicio de la simulacién. La versién codificada contiene la misma informacién que

la grafica pero en forma de lista estados cualitativos.

RP = {({(r1,00), (=00, 21),+), 8) , 73, —, Start),
(((r1,00), ((=infty,z1), +), ) , 72, —, Pert),
(((r1,00), ((—00,21), =), 8) , 72, —, Next),
(((r1,00), (=00, 21), =), 8) , 71,0, FallOf f),
(((=00,00), ((0,00),+), s) , 71,0, Next),
(((=00,00),((0,00),+),5) ,0,0, Next)}

Tabla 5.3: Lista de estados para la simulacién cualitativa
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FEn el ejemplo se observa como evoluciona el estado del sistema ante la variacién de
un parametro de bifurcacién. Esta evolucién esta dada por las listas de estados cualitativos
generadas mediante el Algoritmo propuesto. El ejemplo es sencillo pero tutil para definir

como son interpretados los resultados de una simulacion.

5.2. Sistema eléctrico con carga dinamica

En este segundo caso de estudio se realiza una simulacién sobre un diagrama de
bifurcaciéon de un sistema eléctrico de potencia. Este es un ejemplo de la vida real. En
este ejemplo los resultados son limitados por el hecho de que se estd utilizando solo un
subconjunto del BD. Es un solo un subconjunto ya que como se observa en la Figura 5.5(a)
el BD para este caso no presenta una alternancia de soluciones. La simulacién ain resulta
atil por que el subconjunto del diagrama de bifurcacién es un conjunto representativo de
las ramas de soluciones en el rango de operacion del sistema eléctrico, es decir el BD es un
conjunto de puntos de equilibrio en los cuales el sistema puede operar en una situacion real.

El sistema estd compuesto por dos generadores (ver Figura 5.4), una es la refe-
rencia, y la otra es una fuente de voltaje fija de las cuales su dinamica esta descrita por la
ecuacién de oscilacién [Grainger96]. El sistema puede ser modelado como un drea pequena
conectada a la red, la red es considerada como un bus infinito. Las lineas de transmision
son modeladas por admitancias. La carga es modelada como un circuito de tres elementos,
una carga fija, un capacitor y una maquina de induccién.

La dinamica del sistema esta descrita por la Ecuacién 5.2. bm representa el angulo
entre los campos magnéticos del rotor y el estator; dicho angulo es llamado angulo de
carga. Si 0, es positivo el generador inyecta energia a la red y si el dngulo es negativo
entonces actiia como una carga. El subconjunto del BD fue producido utilizando xppaut
[Ermentrout]. Primero se obtiene una solucién estable, a partir de esa solucién auto genera
el diagrama de bifurcacion. En este caso, se encuentra un punto de bifurcacién de donde
emana una rama de soluciones de periodo dos (i.e. bifurcacién hopf). En [Garcia-Kasusky03]
el diagrama de bifurcacién generado para el sistema de carga dinamica, el estado del sistema

estd dado por el voltaje, pero en nuestro caso utilizamos 6m como la variable de estado,
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Eqo £0° Epnlom

)

YR P+ 50y

Figura 5.4: Circuito de carga Dindmica

obteniendo el BD de la Figura 5.5(a). En ambos casos se utiliza () como pardametro de

bifurcacion.

W= 37(Pn— Dnw+ VERYpsin(d — 6, — 0n) + Ep Yy, sinbp,
0=  Kg '(—Kqu2V? - K,V +Q—Qoy— Q1) (5.2)
V = M(—qu(Po + P - P) + (prva - quva)V

+Kpw(Qo + Q1 — Q) + KpwKgu2V?)

La Figura 5.5(a) muestra el diagrama de bifurcacién cuantitativo generado me-
diante el programa auto [Ermentrout]. Los segmentos dibujados con lineas sélidas y lineas
punteadas representan las soluciones estables e inestables respectivamente. Los circulos re-
llenos representan las soluciones estables de doble periodo del sistema y los circulos vacios
las soluciones inestables de periodo dos. La Figura 5.5(b) muestra la versién cualitativa del
BD. El BD cualitativo se obtiene solo analizando de forma visual el diagrama generado
por auto y cada segmento es elegido solo considerando su estabilidad y la direccién de la
derivada.

La codificacion de la representacién cualitativa para el diagrama de bifurcacién

se muestra en la Tabla 5.4. Cada renglén de la tabla representa con un BDS de la forma
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Figura 5.5: Diagramas de bifurcacién para el sistema de carga dindmica
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descrita en el Capitulo 4.1.

Variables:
{r,z}

Espacios Cuantitativos:
QS(x) = (xo,x1,x2, X3, T4, T5, TG, T7,T8)
QS(r) = (ro,r1,72,73,74,77,75,76)

BD: R = {((ro,74), ((x2,23),+),s),

Tabla 5.4: Representacién cualitativa del BD del Sistema de Carga Dindmica

La descripcién de variacion del parametro definida para la simulacion es la mos-

trada en la Tabla 5.5

En este ejemplo el estado inicial del sistema es en r; sobre el BDS
((ro,r4), ((zo,x3), —),us). Como el segmento del diagrama donde se encuentra el estado
inicial es inestable, tan pronto como r tiene un incremento infinitesimal el sistema exhibe
un descarrilamiento y como resultado del mismo el sistema tiende hacia el atractor mas
cercano por debajo del BDS actual. El segmento que contiene la siguiente solucién estable es
((r2,7r3), ((z0,71), —),s) y es sobre ese BDS que el sistema alcanza 3. Después se decrementa

el pardametro r hasta r9, donde el BDS termina y al continuar decrementando el parametro



68 Capitulo 5: Experimentos y Resultados

D = {(ri,r3),+.{}),
((rs,;m1), = {}),
(r1,0,{+}),
((r1,r0), = {}),

Tabla 5.5: Ruta cualitativa para el Sistema de Carga Dinamica

en 19 se presenta una caida. Como resultado de la caida, el sistema termina en el segmento
((ro,r4), ((z2,23),+),s), donde continta hasta ry a pesar de la perturbacién en r;. Esta
perturbacién no provoca un cambio de segmento; ya que el sistema se encuentra en una
regién estable. Los resultados de la simulacion codificados se muestran en Tabla 5.6 y de

manera grafica en la Figura 5.6.

),+),s),r1,0, Pert),
X2)$3)7 +)7 8> 7T1)07 Ne:ct),
) +)7 8> 7T0>07 Ne:vt)}

RP = {({(r2,74), ((x0,23),+),us) , 74,0, Start),
(((ro,73), (z0,21),+), ) ,7i,0, Derailment)
(((ro,73), (o, 1), —),s), 73,0, Next)
(((ro,73), (o, x1),+),s) , 74,0, Next)
(((r2,73), ((xo, 1), +),8) ,72,0, FallOf f),
(« ((z2,23),+),8) , 72,0, Neat),

(« ((
(« ((
(« ((

Tabla 5.6: Resultados de la Simulacién para el BD del Sistema de Carga Dindmica

Los resultados para el sistema de carga dinamica son limitados debido a que existen
segmentos del BD en que el algoritmo no puede determinar el estado siguiente del sistema.
Un ejemplo de lo anterior es si el sistema se encuentra en una zona donde uno de los BDS
adyacentes tiene el mismo tipo de estabilidad que el actual, ya que se violaria el Teorema 1

(i.e., no se cumple la alternancia de soluciones).
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Figura 5.6: Gréfica de resultados de la Simulacién para el BD del
Sistema de Carga Dindmica
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5.3. Sistema Bioldgico

Para el sistema bioldgico ya se presentaron su descripcion cualitativa y las gréaficas
cuantitativa y cualitativa del diagrama de bifurcacién (ver Figuras 4.2, 4.9 y 4.10).

Para realizar una simulacién ya solo falta definir la ruta cualitativa D que pro-
porcione una descripcién de como deben variarse los parametros para la simulacién. En
este ejemplo se utiliza la descripcién de la Tabla 5.7. En esta tabla, a diferencia del los
casos unidimensionales, cada elemento en D indica como son variados los dos parametros
de bifurcacién. Cada elemento contiene el valor inicial y final de r y h asi como la direccién

en que son variados (i.e. si se decrementan o incrementan sus valores).

D = {(((r6,74), (P1,h2)), (=, +),{}),
(((ra; 1), (h2, ha)), (= +), {}}),
(((r1,70), ha), (=,0),{}}),
((ro, (h2, h4)), (0, =), {}}),
(((ros2), (h1, h2)), (+, =), {}})}}

9

(=
0)
-)
(

Tabla 5.7: Ruta cualitativa para el Sistema Biolégico

Para realizar la simulacién suponemos que los pardmetros estan en los landmarks
(rg, h1) sobre la region A de la Figura 4.9. Como primera variacién, el pardmetro r se
decrementa de rg a r4 y simultaneamente es incrementado h de ho a hy. El sistema se
mueve sobre la regién en que inicié. El punto (r4, he) es donde se unen las esquinas de todas
las regiones para este BD (el sistema podria estar en cualquiera de las regiones estables,
por convencién en este caso el sistema continuard en la regién actual). Como resultado del
decremento de r y el incremento en el parametro h el sistema tiene dos posibles estados
siguientes (en los puntos de bifurcacién no es posible determinar la estabilidad del sistema
[Nayfhe95] y por tanto tampoco se puede determinar sobre que regién continuard) por lo que
en la simulacién se genera una ramificacion para cada uno de los posibles estados siguientes.
Una simulacién tomara como siguiente estado la regién D y otra rama maés la regién C' (ver

la Figura 4.14).
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Para la rama de la simulaciéon que continua por la region D, el parametro r varia
hasta 71 y h se incrementar a hy. El comportamiento continua sobre la region D cuando se
decrementa 7 hasta ry mientras h se mantiene constante y de igual forma cuando se mueve
h a he manteniendo r constante. En el punto (rg, hs) termina la regién D por lo que al
variar los pardmetros hasta el punto (ry, h1) el comportamiento del sistema se mueve a la
region F'y en ese punto finaliza esta simulacién.

En el caso en el cual se continué por la regién C' hasta el punto (r1, hy) el estado
del sistema continua en la regién C, pero al variar r hasta la posicion (rg, hg) el sistema
presenta una caida. En este momento el sistema evoluciona para alcanzar el punto (rg, h4)
sobre la region D. Para los puntos siguientes en la ruta descrita para la variacién de los
parametros, el comportamiento del sistema es el mismo que para la primera rama.

En los resultados se pueden observar los dos posibles comportamientos para el
sistema bioldgico dado la descipcion de cambio en sus parametros. En el caso de la Figura
5.7(a) tenemos un cambio suave en el estado del sistema. En este caso el sistema al alcanzar
el punto (ry4, he) presenta un cambio gradual en la evolucién del estado conforme se visitan
todos los puntos de variacién para los parametros (r, h). Para el segundo caso (ver Figura
5.7(b)) cuando el sistema alcanza el punto (r1,hy) y conforme se incrementa r, el sistema
exhibe una caida, lo cual lleva el sistema a un cambio catastréfico en su comportamiento.
Los resultados para los dos posibles comportamientos se muestran de forma grafica en la
Figura 5.7. Los resultados codificados de la simulacién son los mostrados en las Tablas 5.8

y 9.9.

RP = {({((ra,78), (0, h2)), ((x3, 23,25, 6, ), (+,+)),5) , (16, h1), 0, Start),
(rq,78),(0,h2)), ((z3, 23, T5, 6, ), (+,+)), S) , (T4, h2),0, Next),

(( (

((((ro,74), (h2, hs)), ((xo, w0, T2, 23,), (+,0)), 5) , (r1, ha), 0, Next),
((((ro,74), (h2, hs5)), (w0, w0, T2, 23,), (+,0)),5) , (r0, ha), 0, Next),
((((ro,74), (h2; hs)), ((x0, w0, T2, 23,), (+,0)), 5) , (r0, h2), 0, Next),
((((ro,74), (0, h2)), (w0, w0, 3, 23, ), (+,0)), 8) , (r2, h1), 0, Newt) }

Tabla 5.8: Resultado 1 para el Sistema Biolégico
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(a) Rama A

(b) Rama B

Figura 5.7: Gréficas para la Simulacién sobre el Sistema Bioldgico
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RP = {({((r4,78), (0, h2)), (w3, 73, 25, 6, ), (+,+)), 5) , (16, h1), 0, Start),
, (23,73, 25,76, ), (+,+)), 8) , (14, h2),0, Next),
((z3, 23, 3,24, ), (+,+)), 8) » (11, ha), 0, Newt),

, (o, w0, @2, 23, ), (+,0)), 8) , (r1, ha), 0, FallOf f),
, (o, o, T2, 23, ), (+,0)),8) , (10, h2),0, Next),
0, o, 3,23, ), (+,0)), ) , (r2,h1),0, Neat)}

<
o
<
W
=
>
)
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Tabla 5.9: Resultado 2 para el Sistema Bioldgico

De la simulacién sobre el sistema biolégico se observa que debido a no poder pre-
decir el comportamiento exacto de un sistema en puntos de bifurcacién, el sistema dinamico
puede presentar comportamientos distintos para condiciones de operacién similares, si en la
evolucién del sistema se pasa por un estado que coincide con un punto de bifurcacién. En
el presente capitulo se mostraron los resultados de forma codificada y grafica. Estos resul-
tados son obtenidos al aplicar una simulacién cualitativa sobre diagramas de bifurcacién.
Como resultado se obtiene una lista de estados que indica como evoluciona el sistema ante
variaciones en sus parametros. Se mostré también que con el algoritmo se pueden inferir
hechos atin sobre BDs incompletos. Se expuso cémo un sistema puede exhibir mas de un
posible comportamiento para una secuencia de variacion parametros. A la situacién anterior
se le conoce como ambigiiedad de soluciones. Ademas se observé que la ambigiiedad que se

presenta ain en casos simples como el sistema biolégico.
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Conclusiones

En muchos libros de texto como [Strogatz94, Scheinerman96], se menciona que es
posible inferir el comportamiento de un sistema basandose solo en la informacién cualitativa
proporcionada por sus derivadas (i.e. la razén de cambio en el estado del sistema). Esos
libros presentan una metodologia basada en razonamiento geométrico y definen el concepto
de flujos. Utilizando flujos es posible deducir como evolucionard un sistema y como se ven
modificadas las soluciones de un sistema al variar sus parametros. En este trabajo se toman
las ideas de los razonamientos expuestos principalmente en [Strogatz94] y se amplia la
representacion y algoritmos de [Flores05] para proporcionar un proceso automatizado de

inferencia de comportamientos utilizando dichos conceptos.

Basados en los conceptos de flujos y estabilidad de sistemas se desarrollaron un
grupo de reglas de decisién. Las reglas propuestas son capaces de inferir como evoluciona
un sistema ante la presencia de eventos dindmicos. Estos eventos son caidas, perturbaciones
y descarrilamientos. Las perturbaciones modelan eventos en los que el estado del sistema es
modificado infinitesimalmente; como resultado de estas modificacones el sistema dinamico
puede presentar cambios significativos en en su comportamiento. Los eventos descritos como
caidas y descarrilamientos se presentan como consecuencia de la variacion en los parametros
del sistema. Las reglas deducidas permiten conocer como un sistema respondera a los eventos
dindamicos caracterizados. Este conocimiento es importante para prevenir comportamientos

no deseados en los sistemas dinamicos. Ademas también puede utilizarse para modificar el

6}
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comportamiento de un sistema y llevarlo a un estado de operacién de interés. Todo esto es
posible hacerlo utilizando las reglas deducidas ya que con ellas podemos saber como variar
los parametros o aplicar una perturbacién para que el sistema evolucione a cualquier region

de estabilidad sobre el BD.

Se presentd el desarrollo de las representaciones cualitativas para diagramas de
bifuraciéon generados a partir de la variacién de uno y dos parametros. La representacién
abstrae las caracteristicas esenciales para hacer posible la inferencia comportamientos uti-
lizando las reglas deducidas. Se muestra que es suficiente considerar la direcciéon de cambio
y la estabilidad de las soluciones para obtener una representaciéon cualitativa del BD so-
bre el cual se pueden aplicar el conjunto de reglas desarrolladas. Los BD son divididos en
intervalos de soluciones las cuales tienen el mismo tipo de estabilidad y la direccién de
cambio permanece invariable en éstos. Los limites de los intervalos estan definidos por los
puntos de bifurcacion y los puntos donde hay cambios en la derivada del estado del sistema.
Los intervalos son llamados BDS. Los BDS para el caso de un parametro se representan
con puntos y lineas rectas. Con la inclusién de otro parametro de bifurcacién es necesario
anadir regiones a la representacion cualitativa. Las regiones son representadas por areas
rectangulares. Las versiones cualitativas para los diagramas de bifurcacién introducen in-
certidumbre; en el caso de un pardmetro las lineas rectas no pueden representar curvas y
en el caso de dos pardmetros los rectangulos no pueden representar otro tipo de areas (e.g.
areas triangulares). Aun en presencia de incertidumbre introducida puede proporcionarse
informacién 1til ya que los puntos limite de cada region representan limites cuantitativos

del sistema, lo cual es suficiente para definir rangos de operacion y umbrales de estabilidad.

Se presentaron algoritmos para simulacién cualitativa sobre BD con uno y dos
parametros de bifurcacion. La simulacion es capaz de obtener los comportamientos posibles
para un sistema basado solo en su BD cualitativo y una secuencia de cambios (propuesta
por el usuario) en sus pardmetros o perturbaciones en el estado del sistema. Los algorit-
mos evalian la secuencia de cambios y para cada cambio determinan los posibles estados
siguientes. Al terminar la simulacién el algoritmo (para uno y dos pardmetros) regresa una
lista de estados cualitativos que contiene todos los estados en los que opera el sistema como

resultado de la secuencia de cambios aplicada.
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Como parte del trabajo se expusieron varios sistemas dindmicos de los cuales se
obtuvo su diagrama de bifurcacién cuantitativo, se genero a mano la version cualitativa y
se realizo simulacién cualitativa sobre sus BD. En cada uno de los ejemplos se analiza como
funciona el algoritmo para las secuencias de cambios propuestas. En el ejemplo de carga
dindmica se observa como es posible aplicar el algoritmos con un BD incompleto. En éste
caso los resultados también son parciales ya que no se conocen todas las posibles regiones
de estabilidad el sistema podria caer en una de las regiones desconocidas y el resultado del
algoritmo indicar que se encuentra en otra. Lo anterior muestra la importancia de conocer
el BD completo. En el caso del sistema biolégico, se puede observar la ambigiiedad de
comportamientos. La ambigiiedad no puede ser resuelta con la representacién cualitativa
propuesta ya que por definicion en los puntos de bifurcacién no se puede determinar el
tipo de estabilidad del sistema por lo que el estado siguiente puede ser cualquiera de los
estados cercanos. El estado hacia el cual evolucionara es sistemas reales generalmente es
decido por circunstancias particulares para cada caso (v.g. el medio ambiente, el estado
de los dispositivos que intervienen en el sistema ...). Pero para nuestro caso optamos por

generar ramificaciones y generar soluciones para cada uno de los comportamientos posibles.

Como resultado de esta tesis se desarrolld sistema de simulaciéon basado en con-
junto de notebooks de Mathematica. El sistema desarrollado es capaz de generar graficas
cualitativas de BDs a partir de su representacion cualitativa. También se producen represen-
taciones cualitativas graficas de los resultados de la simulacion cualitativa sobre diagramas
de bifurcacién.

Con las herramientas desarrolladas en esta tesis se pueden inferir comportamientos
de un sistema dindmico, ver como responde el sistema a variaciones en sus parametros. Su
uso facilita la obtencién de conclusiones acerca de la dinamica de un sistema basandose
en su diagrama de bifurcacién. Con los resultados obtenidos se puede determinar el rango
de operacion de un sistema en el que éste funciona de forma estable, lo anterior se basa el
mapeo natural entre los espacios cuantitativos y los rangos de operacion. También es posible
deducir como debe modificarse un pardametro de control para mantener el sistema estable y

evitar eventos catastroficos.

El trabajo desarrollado en esta tesis es una herramienta que contribuye al proceso
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de automatizacion del analisis de sistemas dindmicos. No es el objetivo generar diagramas de
bifurcacién ni proporcionar un reemplazo para el software de generacion de estos. La simu-
lacién cualitativa propuesta es utilizada para inferir posibles comportamientos del sistema

dindmico a partir de su diagrama de bifurcacién.

6.1. Trabajos Futuros

Los trabajos futuros pueden ir en muchas direcciones. Producir a mano la versién
cualitativo de un diagrama de bifurcacién en tres dimensiones es dificil ya que no pueden
apreciarse del todo las caracteristicas de las regiones, por lo que es necesario implementar
algoritmos de cualitativizacion. Estos algoritmos pueden ser de dos tipos: en uno la versién
cualitativa es generada a partir de la version cuantitativa o bien desarrollar una metodologia
que utilice las ecuaciones diferenciales cualitativas del sistema.

Interactuar con otras areas para mejorar el ambiente de trabajo desarrollado, mejo-
rar en el sentido de que con simulacion cualitativa puedan responderse preguntas de interés
para los expertos de esas areas.

Las representaciones propuestas en el presente trabajo solo utilizan dos parametros
de bifurcacién, por lo que otro posible desarrollo es buscar o extender las representaciones
cualitativas que proporcionen descripciones para diagramas de bifurcacién en mayores di-
mensiones.

Caracterizar los efectos que influyen la evolucion de estado del sistema en los puntos
donde hay ambigiliedad. Lo anterior podria lograrse ampliando la representacion cualitativa
e incluyendo representaciones de orden y magnitud para los efectos mencionados.

Formalizar un proceso de diseno para dispositivos de control que utilicen la infor-
macion generada por la simulacién cualitativa sobre BD. Asi como desarrollar algoritmos
basados en las representaciones propuestas que dado el diagrama de bifurcacién cualitati-
vo y un conjunto de restricciones de operaciéon de un sistema sea capaz de decidir como
modificar los parametros de control para mantener el sistema dentro de las restricciones

dadas.
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Las simulaciones presentadas en este trabajo fueron realizadas en Mathematica.
Para realizar las simulaciones fue necesario implementar los algoritmos propuestos y usar
una representacién simbodlica de los modelos para las representaciones cualitativas, como
resultado de esto se desarrollaron un conjunto de notebooks (ver [Wolfram03]). Para mostrar
el uso de las librerias se asume que el usuario tiene conocimientos basicos de como utilizar
Matehmatica, por lo que se harda maés énfasis en describir como equivalen las representaciones
en Mathematica a los modelos cualitativos desarrollados y en como se utilizan conjunto de

funciones que en los detalles referentes a el uso de Mathematica.

A.1. Ejemplo con un parametro

En esta seccion se desarrolla paso a paso un ejemplo que involucra un parametro
de bifurcacién.

Para poder hacer uso de las funciones implementadas es necesario primero in-
cluirlas como parte del repositorio de Mathematica, esto puede hacerse con las siguientes
instrucciones:

<< "/Users/job/qrb/math/qrbd.m"
<< "/Users/job/qrb/math/gplots.m"

Loading qrbd.m

Loading qgplots.m

Donde /Users/job/qrb/math/qrbd.m.® la ruta completa de donde se localiza el

archivo grbod.m. En grbod.m se definen el conjunto de funciones necesarias para realizar el pro-

79
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ceso de razonamiento sobre diagramas de bifurcacién cualitativos y en gplots.m los métodos
necesarios para generar las graficas cualitativas.

El ejemplo para mostrar el uso de las librerias es el sistema de quinto orden de la
Figura 4.1.

Una ves que se tienen incluidas las funciones, deben definirse los espacios cuan-
titativos para el estado del sistema z y el pardmetro de bifurcacién r (recordando que los
espacios cuantitativos deben estar ordenados). Lo anterior se hace mediante la siguiente

instruccién:

QuantSP [x]
QuantSP[r]

{-Infinity, x4, x3, 0, x2, x1, Infinity};
{-Infinity, r0, rl, ri, O, r2, Infinity};

Adicionalmente para poder obtener las representaciones graficas deben generarse

equivalencias numéricas para cada espacio cuantitativo, ésto se hace como sigue:
RegisterQQEquiv[x];
RegisterQQEquiv[r];

Después debe proporcionarse la representacién cualitativa del Diagrama de bifur-
cacion. La representacion es una lista de BDSs que se definen de forma simbdlica. En la
implementacién en Mathematica la expresién bds[qu[r], ¢s[x], n[estabilidad]] es equivalente
la representacién de un BDS que se describe en la Seccién 4.1. Donde qu[r] equivale a qu(r),
nlestabilidad] es la naturaleza de segmento y estabilidad es cualquiera de los valores ya
mencionados para la estabilidad. En tanto gs[x] es el estado cualitativo y = esta dado por
qu[z], qd[z], con lo que ¢s[z] es qu(x) y qd[z] la derivada del segmento. Para expresar cuando
r 0 x son intervalos se representan simbdlicamente como int[ry,ra] o int[zy, z2).

Como ejemplo, si se quiere representar el punto (rq, (x3,7),ls) se tendria la expre-
sién:

bds[qvlr_1], gslqv[x_3], qd["?"]1], n[ls]]

si se quisiera el segmento dado por ((r1,0), ((z3,0),+),us) , se tendra:

bds[qv[int[r_1,0]], gslqvlint[x_3,0]11, qd["+"]1], n[usl]

La descripciéon completa para representacién cualitativa de la tabla 4.1 seria la

siguiente:
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R = {bds[qv[int [-Infinity, 0]], qs[qv[0], qd[0]], n[sl],
bds[qv[int [0, Infinityll, qsl[qv[0], qd[0]], n[usl],
bds[qv[int[rl, Infinityl], gs[qv[int[x2, x1]], qd["+"1], n[sl],
bds[qv[ri]l, gslqv[x2], qd["?"]1], nlrsl],
bds[qv[int[r1, 0]1, gslqv[int[0, x2]], qd["-"11, n[usl],
bds[qv[0], gslqv[0], qd["?"1], n[usl],
bds[qvlint[r1, 0]], gs[qvlint[x3, 011, qd["+"]], n[usl],
bds[qv[ri]l, gslqv[x3], qd["?"1], n[1sl],
bds[qvlint[rl, Infinityl]l, gslqvlint[x4, x31], qd["-"11, n[sll};

Una ves definida la Representacién cualitativa se puede obtener la grafica para

esta con la siguiente instruccién:

PlotBD[R]
x1 -
x2 -
§~~
~
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x4 -
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—co 0 rl 1i 0 2 oo

En la Figura obtenida las lineas solidas de color verde son los segmentos estables
v las punteadas de color rojo inestables.

Como se menciono para poder realizar la simulacién cualitativa sobre el diagrama
de bifurcacién es necesario definir una descripcion D para nuestro caso en mathematica es
necesario definir gstep// que agrupa los elementos de cada s, que son: el valor cualitativo de
r la direccion de cambio de r y la direccién de la perturbacién, si existe una en ese punto.
Por ejemplo gstep|qur;, 0], gd[” 4+ ”]] nos dice que r cambia de r; a 0 en direccién positiva y
que no existe una perturbacién y gstep[qu(rs], pd[” +"]] representa una perturbacién positiva

en 1 = ro. Puede definirse una descripcién como sigue:
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D = {gsteplqvlint[ri, 011, qd["+"11,
gsteplqvlint [0, r2]], qd["+"]1],
gsteplqv[r2], pd["+"]],
gsteplqvlint[r2, r0]], qd["-"11};

Ahora es posible realizar una simulacién.
BDQSim[R, R[[1]], DI

{{bds[qv[int [-Infinity,0]],qs[qv[0],qd[0]],n[s]],ri,0,Start},
{bds[qv[int [0,Infinity]],qs[qv[0],qd[0]],n[us]],0,0,Next},
{bds[qv[int [0,Infinity]l],qs[qv[0],qd[0]],n[us]],r2,+,Pert},
{bds[qv[int[r1,Infinityl],qs[qvlint[x2,x1]],qd[+]],n[s]],r2,+,Next},
{bds[qv[int[r1,Infinity]l],qs[qv[int [x2,x1]],qd[+]],n[s]],r1,0,Fall0ff},
{bds[qv[int [-Infinity,0]],qs[qv[0],qd[0]],n[s]],r1,0,Next},
{bds[qv[int [-Infinity,0]],qs[qv[0],qd[0]],n[s]],r0,0,Next}}

x1 -

x2 -

x3 -

x4 -

—oo I I I I I ]
—0co r0 rl i 0 12 oo

Con RJ[[1]] indicamos que el estado inicial del sistema se encuentra en el BDS de la
posicion 1 de la lista R. Se obtiene la impresion de la lista de estados cualitativos visitados
por el sistema y la grafica resultantes de variar el pardmetro r de acuerdo con D.

Cada elemento en la lista generada esta formado por el estado cualitativo, el valor
cualitativo del parametro, la direccién de la perturbaciéon y un descriptor para el tipo de

evento que se presento en es ese punto.
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A.2. Ejemplo con dos parametros

En esta caso se usard el ejemplo del sistema bioldgico para mostrar el uso del
conjunto de funciones para el caso de dos parametros de bifurcacion.

De igual forma que en el caso anterior se comienza incluyendo los notebooks en la
sesién de Mathematica.

<< "/Users/job/3kong/qrb/math/qplots.m"
<< "/Users/job/3kong/qrb/math/qrbd2p.m"

Loading qgplots.m
Loading qrbd.m
Loading qrbd2p.m
En este caso ¢qrbd2p.m contiene las funciones necesarias para tratar con BD de dos
parametros y es una extension de gqrbd.m y es por eso qrbd2p.m carga a qrbd.m.
Los espacios cuantitativos y la generacion de sus correspondientes valores numéri-

cos para la graficacién se definen de la misma forma que en el caso de un pardametro. Pero

ahora se hace para tres variables.

QuantSP[x] = {x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7};

QuantSP[r] = {r0, r1, r2, r3, 0, r4, r5, r6, r7, r8};
QuantSP[h] = {0, h1l, h2, h3, h4, h5, h6};
RegisterQQEquiv[x];

RegisterQQEquiv[r];

RegisterQQEquiv[h];

Se proporciona la representacién R para el BD
R = {bds[qv[int[r0, r4l, int[h2, h5]], gsl[qvlregion[x0, x0, x2, x311, qd["+", 011, n[sll,
bds[qv[int[rl, r4], int[h2, h5]], gslqvlregion[x2, x3, %3, x3]1]1, qd["-", "-"1], nlusl],
bds[qvlint[r1, r4], int[h2, h5]], gslqvlregion[x3, x3, x3, x41], qd["+", "+"1]1, n[s]l],
bds[qv[int[r4, r8], int[h2, h5]], gsl[qvlregion[x3, x4, x6, x7]1]1, qd["+", "+"1], n[sl],
bds[qv[int[r0, r4], int[0, h2]], gsl[qv[region[x0, x0, x3, %311, qd["+", 0], n[s]l],
bds[qvlint[r4, r8], int[0, h2]], gslqvlregion[x3, x3, x5, x6]11, qdl["+", "+"1], n[sll};
Ahora qu|] esta dado por los puntos limite para r y h que acotan cada region.
En este caso se incluye region[] que define los puntos limite para el estado de los BDS

rectangulares y ¢d[] ahora es la direccién de cambio de x en relacién con cada uno de sus

pardametros (debido a eso ahora es una tupla).
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Al igual que en el caso de un parametro puede obtenerse la grafica para R

P1otBD3D[R]

Para el caso de la descripcién del cambio D, cada gstep[] puede variar un solo
parametro a la ves o los dos simultaneamente. Por lo que debe incluir los valores inicial y
final de cada uno de los parametros asi como sus direcciones de cambio. La direccion de la

perturbaciones se define de igual forma que para el caso de un pardmetro.

D = {gsteplqv[int[r6, r4], int[hl, h2]], qd["-", "+"I1],
gsteplqvlint[r4, ri1], int[h2, h4]], qd["-", "+"11,
gsteplqvlint[rl, r0], h4], qd["-", 011,
gsteplqvlint[r0, r2], int[hl, h4]], qgd["+", "-"11,

gsteplqvlint[r2, r3], hil, qd["+", 011};

Para esta descripcién el primer elemento de la lista representa que r se decrementa
de rg a r4 a la vez que h se incrementa de hy a hg. Mientras que el ultimo elemento es un
incremento en r de r9 a r3 manteniendo h constante.

Para realizar una simulacién con la descripcién anterior se utiliza la siguiente

instruccién:
BDQSim2P[BD1, BD1[[6]], gpathl]

{{{bds[qv[int[r4,r8],int[0,h2]],qs[qv[region[x3,x3,x5,x6]],qd[+,+]],n[s]],{r6,h1},Start},
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{bds[qv[int[r4,r8],int[0,h2]],qs[qv[region[x3,x3,x5,x61],qd[+,+]1]1,n[s]],{r4,h2},Next},
{bds[qv[int [r0,r4],int [h2,h5]],qs [qv[region[x0,x0,x2,x3]1]1,qd[+,0]1],n[s]],{r1,hd},Next},
{bds[qv[int [r0,r4],int [h2,h5]],qs [qv[region[x0,x0,x2,x3]1],qd[+,0]],n[s]],{r0,h4},Next},
{bds[qv[int [r0,r4],int [h2,h5]],qs [qv[region[x0,x0,x2,x3]1],qd[+,0]],n[s]],{r0,h2},Next},
{bds[qv[int [r0,r4],int [0,h2]],qs[qv[region[x0,x0,x3,x3]1]1,qd[+,0]1],n[s]],{r2,h1},Next}},

{{bds[qv[int[r4,r8],int[0,h2]],qs[qv[region[x3,%x3,x5,x6]1],qd[+,+]]1,n[s]],{r6,h1},Start},
{bds [qv[int[r4,r8],int[0,h2]],qs[qv[region[x3,x3,x5,x6]1],qd[+,+]1]1,n[s]],{r4,h2},Next},
{bds[qv[int [r1,r4],int [h2,h5]],qs[qv[region[x3,x3,x3,x4]1],qd[+,+]],n[s]],{r1,hd},Next},
{bds[qv[int [r0,r4],int [h2,h5]],qs [qv[region[x0,x0,x2,x3]1],qd[+,0]],n[s]],{r1,h4},Fall0fs},
{bds[qv[int [r0,r4],int [h2,h5]],qs [qv[region[x0,x0,x2,x3]1],qd[+,0]],n[s]],{r0,h4},Next},
{bds[qv[int [r0,r4],int [h2,h5]],qs [qv[region[x0,x0,x2,x3]1],qd[+,0]],n[s]],{r0,h2},Next},
{bds[qv[int [r0,r4],int [0,h2]],qs[qv[region[x0,x0,x3,x3]],qd[+,0]],n[s]],{r2,h1},Next}}

}

En los resultados al igual que en el caso de un pardmetro se imprimen la lista
de secuencias de estados cualitativos por los que pasa el sistema como consecuencia de la
descripcién D. A diferencia del simulacién con un pardmetro los resultados pueden ser como
en este caso una lista de secuencias para una sola descripcién D. Lo anterior es debido a la

ambigiliedad que se presenta. De igual forma los gréaficos resultantes son la lista que contiene
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las graficas para cada posible comportamiento. Cada elemento en la secuencia de estados
es una tripleta que contiene el estado cualitativo, el valor cualitativo para los parametros r

v h y el descriptor del evento que ocurre en ese estado.
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