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Resumen

En este trabajo de investigacién se propone un procedimiento para determinar la respuesta
de estado estacionario de un robot manipulador planar, el cual pertence a un tipo de sis-
temas no lineales caracterizado por el producto de estados, mediante el modelado en Bond
Graph con una causalidad derivativa (BGD) en los elementos almacenadores. Esta repre-
sentacién del sistema no tiene sentido fisico, pero dentro del marco tedrico del Bond Graph
puede proporcionar informacion valiosa del sistema a modelar, como son las propiedades de
controlabilidad y observabilidad. El Bond Graph es una técnica de modelado que va ganando
adeptos por su versatilidad en el manejo de distintos dominios de energia y llevando el sistema
modelado a otro dominio en variables generalizadas. Se realiza, ademads, una comparacién de
resultados con una técnica de modelado de robots tradicional como es Euler-Lagrange, donde
se puede ver que para las técnicas tradicionales cuando se incrementa el nimero de eslabones
las ecuaciones resultantes se vuelven relativamente grandes y dificiles de simular, en cambio
con la técnica de Bond Graph su metodologia es menos engorrosa de llevar a cabo, aunque el
procedimiento maneja matrices relativamente grandes, lo cual es compensado por la facilidad
en la simulacién del modelo mediante programas de simulacién como el 20—sim®.

El procedimiento propuesto estd basado principalmente en el procedimiento de Gawtrhop
haciendo uso de los transformadores modulados multipuerto propuestos por Karnopp, ademas

de agregar las pérdidas por rozamiento debido a las fricciones.



i

Abstract

In this research work is proposing a procedure to determine the response steady state of
a planar robot manipulator, which belongs to a type of non-linear systems characterized
by the product of states, through the modeling in Bond Graph with a derivative causality
(BGD) assignment in the storage elements. This representation of the system does not have
a physical sense, but within the theoretical framework of Bond Graph can provide valuable
information of the system to model, as are controllability and observability properties. The
Bond Graph is a technique of modeling that is gaining followers by its versatility in the
handling of different energy domains and carrying the modelled system to another domain
in generalized variables. In addition, a comparison of results with a technique of modeling
robots traditional as is Euler-Lagrange is performed, where you can see that for the traditional
techniques when increases the number of links the equations resulting become relatively large
and difficult to simulate, in contrast with the technique of Bond Graph its methodology is less
cumbersome to carry out, although the procedure manages matrices relatively large, which
is offset by the facility in the simulation of the model through simulation programs such as
the 20—sim®.

The proposed procedure is mainly based on the procedure of Gawtrhop making use of mod-
ulated multiport transformers proposed by Karnopp, in addition to add the lost by friction

due to friction.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 La robética y su modelado

La robética es una ciencia que ha evolucionado de manera constante, inicialmente, su uso con
fines industriales para el mejoramiento no sélo de la calidad si no de la cantidad de productos
realizados en una jornada, hoy en dia, la robdtica ya no sélo son brazos mecénicos amorfos
anclados a un lugar determinado y que no podian realizar ninguna tarea mds que para la
que fueron creados, ahora son maquinas complejas capaces de realizar un sin fin de tareas
que van desde emular seres humanos hasta mascotas virtuales, por lo que se han vuelto més
complejos tanto de realizar como de predecir su comportamiento.

El modelado dentro de la robética como en cualquier rama de la ciencia es un factor impor-
tante, ya que teniendo un modelo cercano o muy cercano al sistema fisico al cual se le pueden
crear condiciones extremas, se puede predecir su comportamiento en presencia de dichas
condiciones sin necesidad de llevar a cabo el experimento en la realidad, con el propdsito de
tomar desiciones respecto a la evolucién del sistema real en presencia de condiciones reales, es
decir, los modelos son simplificaciones de la realidad. Un modelo excesivamente complejo y
detallado puede contener pardametros que sean imposibles o muy dificiles de estimar o medir,
pero un modelo excesivamente simplificado no es capaz de mostrar las caracteristicas im-

portantes del sistema, por lo que se debe buscar un punto intermedio de acuerdo con las
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necesidades y las caracteristicas del sistema a modelar.

El modelado con la técnica Bond Graph ofrece entre sus principales ventajas la unificacién
de diferentes dominos fisicos en uno generalizado donde se exhibe el intercambio de potencia
(y conservacién de la misma) dentro del sistema. Ademds de la posibilidad de encapsular
modelos en Bond Graph y conectarlos a otros por medio de puertos externos lo cual convierte
a esta técnica en una herramienta valiosa para la representacién y manipulacién de sistemas

complejos (Cellier, 1992).

1.2 Objetivo General

El objetivo general del presente trabajo de investigacién es modelar y analizar un robot
manipulador en el dominio fisico (Bond Graph). A partir de este modelo en Bond Graph

determinar el estado estacionario del sistema.

1.2.1 Objetivos particulares

e Dado un robot manipulador construir su modelo en el dominio fisico (Bond Graph).
i) Proponer una metodologia para obtener el modelo en Bond Graph.

i7) Determinar la estructura unién del modelo en Bond Graph del sistema.

i7) Obtener el modelo matematico del sistema.
e Comparar metodologia clasica (Euler-Lagrange) con la metodologia en Bond Graph.

e Obtencién del estado estacionario de un robot manipulador en Bond Graph. *Resultado
nuevo.
1.3 Justificacién

El modelado de sistemas con Bond Graph estd siendo utilizado en muchas dreas de la in-

genierfa. En robdtica, se pretende aprovechar la caracteristica principal del bond Graph, la
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cual es englobar en un marco de referencia distintos tipos de energia, ya que en los robots se
tiene partes mecdnicas y eléctricas.

las técnicas de modelado cldsicas como Fuler-Lagrange conforme se incrementan los grados de
libertad en el robot manipulador de igual manera crece la dificultad para obtener su modelo
matemaético, en bond Graph, se puede hacer uso del modelado por bloques,asi, al incrementar
los grados de libertad sélo se tendran que ir agregando bloques los cuales representaran los
eslabones del manipulador.

Cuando Paynter inventé el Bond Graph intentaba crear una metodologia en la cual se
pudieran modelar todos los sistemas fisicos, aunque el objetivo era muy ambicioso, ésta
técnica puede aportar mucho al modelado de distintos fenomenos fisicos, principalmente los
que manejan interaccién de distintos tipos de energia, que son una mayoria en la realidad,

por esto se decide usar la metodologia del Bond graph para modelar los robot manipuladores.

1.4 Publicaciones y trabajos relacionados

En esta seccién se enuncian importantes trabajos relacionados con este trabajo de tesis.

Un Bond Graph es una representaciéon abstracta de un sistema, donde varios componentes
interactian entre ellos por medio de puertos de energia y son colocados en un sistema donde
existe intercambio de energfa [Karnopp, 2000].

En [Karnopp, 2000] se establecen los elementos bdsicos para modelar sistemas fisicos con
Bond Graph. Por otro lado la interpretacién del estado estacionario es una caracteristica
muy importante de un sistema cuando el periodo dindmico ha terminado [Gonzélez, 2003].
En [Gonzélez, 2003] es propuesto un procedimiento para determinar el estado estacionario
de un sistema lineal e invariante en el tiempo representado en un modelo en Bond Graph en
causalidad derivativa.

En el caso de sistemas lineales la condicién del estado estacionario puede ser formulada en
términos del sistema de ecuaciones, esto es: @ = A,z + Byu para @ = 0. El concepto de estado
estacionario para sistemas no lineales fue introducido por Isidori y Byrnes para formular el

problema de regulacién de la salida de un sistema [Xia, 2007]. En [Breedveld, 1984] se propone
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un algoritmo para determinar por inspeccién directa del Bond Graph el estado de equilibrio
de un sistema con entrada constante.

En [Filippini, 2000] es implantada una teoria general para sistema multicuerpo dentro del
marco de modelado Bond Graph. En mecédnica cldsica existen varios procedimientos por
los cuales se pueden deducir las ecuaciones diferenciales un sistema de cuerpos rigidos. El
protocolo Bond Graphs permite un modelado unificado de sistemas fisicos multidisciplinarios
y esta bien adaptado para un enfoque modular, modelando basédndose en los principios fisicos
[Filippini, 2000].

En [Karnopp, 2000] se establecen las bases de los transformadores multipuerto modulados y
su aplicacién en los sistemas mecanicos. En [Karnopp, 1997] se demuestra que Bond Graphs
pueden ser utilizados para describir sistemas mécanicos y frecuentemente proporcionan un
significado intuitivo y fisico para mostrar las diferentes relaciones que actian en un sistema.
En [Brown, 1991] se presentan procedimentos para determinar Bond Graphs hamiltonianos
que representan directamente ecuaciones de hamilton. En esto se emplea un campo I multi-
puerto para el cual la velocidad generalizada o el vector de velocidad es una funcién algebraica
del vector de momento generalizado, y un campo C multipuerto para la fuerza generalizada
o el vector de esfuerzo es una funcién algebraica del vector de desplazamiento generalizado,
consistentes con la notacién de Bond Graph convencional. Asi mismo, en [Brown, 1991] se
describe el Bond Graph Lagrangiano que emplea elementos de Bond Graph convencionales.
En [Allen, 1997] se presenta una técnica la cual produce ecuaciones de lagrange o de Hamilton
explicitas para dindmicas de mecanismos adecuados para solucién computacional.

En [Zeid, 1992] se modelan mecanismos de espacio y sistemas multicuerpo utilizando el
método de Karnopp-Margolis. ademds, se presenta una librerfa de Bond Graph para seis tipos
de uniones que son comunes en construcciones de mecanismos de espacio. En [Tiernego, 1985]
se describe un método para modelar sistemas mecédnicos con Multibond Gaphs. El método
estd basado en la descripcion de la relaciéon de un punto en movimiento del vector de velocidad
en un sistema rotatorio. Esta relacién es incorporada en un Bond Graph. En [Karnopp, 1982]
se muestra que una representacién de transformadores multipuerto de un sistema inercial

produce las mismas fuerzas generalizadas a partir de las fuerzas dindmicas inerciales que
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representan la operacién de la formula de Lagrange.
En [Gawthrop, 1995] se presentan los modelos de sistemas mecdnicos en dos planos usando

bond Graph, como son los péndulos.

1.5 Dominio fisico

El dominio fisico es el conjunto de elementos que pueden ser representados en la teoria de
Bond Graph. Asi, un sistema fisico que contenga elementos eléctricos, mecanicos, hidrdulicos,
magnéticos y térmicos pueden ser modelados como un inico Bond Graph.

A partir de un modelo en Bond Graph que representa un sistema fisico, se puede obtener un
modelos en variables de estado que determina el dominio del tiempo o un modelo en funcién

de transferenccia que implica el dominio de la frecuencia.

1.6 Estructura de la tesis

La presente tesis se encuentra organizada de la siguiente manera:

El capitulo 2 contiene los antecedentes y los elementos necesarios para modelar sistemas
en Bond Graph y una descripcién detallada de los transformadores multipuerto modulados.
Cuenta también con los procedimientos para construir modelos de sistemas mécanicos, eléc-
tricos e hidraulicos asf como un ejemplo de cada uno de ellos. Se incluye un ejemplo completo
(mecénico) de la obtencién de su modelo matematico.

En el capitulo 3 se da una breve introduccién a los robots manipuladores, ademéds del
movimiento y las transformaciones homogéneas que en ellos se producen, y finalmente se
plantean las bases para la representacién Denavit-Hartenberg.

El capitulo 4 contiene el modelado de los sistemas mecanicos dindmicos (como los péndulos)
y el procedimiento propuesto para los robots manipuladores planares, contiene ademds el
modelo matemédtico de un manipulador y su simulacién, asf como la comparacién de resultados
con la técnica de Euler-Lagrange.

En el capitulo 5 se presenta la obtencién del estado estacionario de un robot manipulador
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planar usando el Bond Graph en causalidad Integral y comparando con la obtencién del
estado final con el Bond Graph en causalidad Derivativa.

El capitulo 6 contiene las conclusiones y los trabajos propuestos a futuro.

El apéndice A entrega una descripcién del movimientos en tres dimensiones para los robots
manipuladores. En el apéndice B presenta el articulo desarrollado de los resultados obtenidos
en la presente tesis, titulado Steady State for a Class of Nolinear Systems: A Bond Graph
Approach y que fue aceptado en la 14" IEEE International Conference on Methods and Au-
tomation and Robotics que se llevara a cabo del 19 al 21 de agosto del 2009 en Miedzyzdroje,

Polonia.
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Antecedentes

2.1 Introduccién

El Bond Graph es una técnica que ha venido tomando fuerza y renombre debido a algunas
caracteristicas como son la flexibilidad y la robustez. Este método fue desarrollado por Henry
Paynter en 1961 para modelar la interaccién entre los subsistemas hidrdulico, mecénico y
eléctrico en el proceso de generacion hidroeléctrica.

Esta metodologia de modelado de sistemas en el dominio fisico, en ingles Bond Graph, se es-
tablece como un enfoque unificado para representar de manera conjunta sistemas hidraulicos,
mecdnicos, eléctrico, neumadticos y térmicos a través del flujo de potencia entre los compo-
nentes del sistema por medio de puertos de energfa.

Los Bond Graphs consistenten en senales, lineas y simbolos propios que permiten repre-
sentar graficamente el modelo fisico, de igual forma, proporciona una visualizacién de las
interacciones de causa y efecto entre sus distintos componentes y suministra implicita y sis-
temdticamente el modelo matematico en forma de variables de estado. Y asi, facilitando
el uso de recursos computacionales para la simulacién que se realiza directamente de ésta
representacion grafica.

Es importante mencionar que esta técnica utiliza analogfas de los sistemas eléctricos, lo

que permite la construcciéon de modelos complejos con elementos bdsicos. Esta técnica de
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modelado permite conocer propiedades del sistema como son observabilidad, controlabilidad
y la dependencia lineal de los elementos que lo componen, basado en una representacién

grafica y generalizada de los conceptos de la variable de flujo y esfuerzo.

2.2 Comprendiendo el Bond Graph

Los sistemas bondgraphs son sistemas interdisciplinarios y consisten de elementos con lineas
entre ellos llamadas bonds. Del mismo modo que encontramos en circuitos electrénicos.
Cuando los invent6, Paynter quedo impresionado por su parecido (superficial) con los enlaces
quimicos, de ahf su nombre (bonds).

Las lfneas llevan signos especiales y los elementos son letras cédigo para ingenierfa eléctrica.
Basicamente los Bond Graphs relaciona la nocién de voltaje y corriente a todas las definiciones
cientificas. Llamadas esfuerzo y flujo en dentro de la metodologia de Bond Graph.

La ecuacién de potencia siempre es como se muestran en (2.1):

Et)=c(t)- £ (1 (2.1)

donde la potencia es igual al producto entre el esfuerzo (e (t)) y el flujo (f (¢)). La ecuacién
(2.1) es valida para Bond Graphs verdaderos (los bondgraphs son verdaderos cuando el pro-
ducto de esfuerzo y flujo es potencia).

Dado que existen interacciones de potencia cuando en un sistema se conectan dos o mds
elementos, es ttil clasificar la variedad de variables de potencia en un esquema universal y
describir todos los tipos de multipuerto en un lenguaje comtin. Las variables de potencia
son llamadas esfuerzo e (t) y flujo f (t). Estas son llamadas variables generalizadas debido a
que pueden ser utilizadas en todos los dominios de energia. En la Figura 2.1 se muestra la
representaciéon de un bond con las variables de potencia asociadas.

Ejemplos de estos pares de variables son voltaje y corriente para un sistema eléctrico, fuerza

y velocidad para un sistema mecdnico. La relacién de ambas variables estd dada en (2.2):

Pt)2e(t)f(t) (2.2)
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e(t)
—

(t)

Figura 2.1: Bond con las variables generalizadas de potencia.

Variables Eléctrico Hidr&ulico M. Traslacional M.Rotacional
(t) (t) (t) (t) (t)
Esfuerzo e Voltaje v Presién P Fuerza F' Par 7
Momento p Enlace de flujo A | M. de flujo I' | M. rotacional pg | M. angular hpr
Flujo f corriente ¢ Caudal @ Velocidad V Vel. angular w
Desplazamiento ¢ | Carga ¢ Volumen V Distancia x Desp. angular 0

Tabla 2.1: Variables generalizadas en algunos dominios de energfa.

En sistemas que almacenan energia es necesario definir variables que representen el estado
del sistema llamadas variables de energia, denominadas momento p (t) 6 esfuerzo acumulado

eq (t) y desplazamiento q (t) 6 flujo acumulado f, (t), y son descritas por (2.3) y (2.4):

ea (t) 2 / e (r)dr (2.3)

0
fa(t) 2 Ot f(r)dr (2.4)

La Tabla 2.1 muestra las variables generalizadas para sistemas fisicos utilizadas en el modelado
mediante Bond Graph, donde se describe la correspondencia entre las variables generalizadas
y las variables fisicas en diferentes dominios de energia. Por ejemplo, el esfuerzo e(t) en
sistemas eléctricos es el voltaje v(t), el momento p(t) representa el enlace de flujo A(t), el

flujo f(t) representa la corriente i(¢) y el desplazamiento ¢(t) es la carga ¢(t) en un sistema

eléctrico.

2.2.1 Elementos

En el modelado en Bond Graph se utilizan varios elementos propios de dicha metodologia para

representar los componentes de un sistema fisico. Existen elementos disipativos (elementos-
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R) los cuales representan componentes que disipan energia en forma de calor. Los elementos
capacitivos e inductivos (Elementos-C' y -1, respectivamente) son necesarios para represen-
tar los componentes de un sistema fisico que son almacenadores de energia. Dentro de la
metodologia existen otros elementos los cuales se detallardn mas adelante.

Escencialmente el niimero de conexiones o puertos en cada elemento es lo que permite clasi-
ficarlos en elementos de puerto-1, puerto-2, etc. Los puertos son utilizados para conectar
elementos a otros elementos y al entorno.

La convencion del flujo de potencia es que entra a los elementos -C, -1, y elementos-R y sale
de las fuentes hacia los elementos del sistema. Siempre se dibuja la semiflecha en la parte de

abajo de los bonds horizontales, ya que este hdbito se ha propagado.

2.2.2 Bonds y conexiones

Los diferentes bonds que se utilizan para modelar en Bond Graph son presentados en la Tabla
2.2. Los bonds son utilizados para conectar elementos y transmitir potencia, el trazo causal
(linea vertical) indica la direcciéon del esfuerzo e (t) (el esfuerza va hacia el trazo causal y
en consecuencia el flujo en sentido contrario), a continuacién se detalla la importancia de la

causalidad en la metodologia de Bond Graph.

Para organizar las leyes constitutivas de un conjunto de ecuaciones diferenciales, es necesario
definir las relaciones causa y efecto. Estas relaciones para el esfuerzo y el flujo se presentan
en direcciones opuestas. Una marca en un bond, la cual es llamada trazo causal, indica la
direccion del esfuerzo y del flujo simultdnemante.

Aplicamos a todos los simbolos, preferentemente, la causalidad integral. Se prefiere la causali-
dad integral en un Bond Graph para buscar la independencia lineal del modelo, es decir, evitar
que en el modelo matemético se tengan ecuaciones diferenciales linealmente dependientes, y

con esto facilitar la solucién numeérica del modelo matemaético.

10
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Simbolo Bond Graph Descripcion Ecuacién
e(t
% Bond simple: Transmisién de potencia
() como un producto de dos factores, E(t)=ce(t) f(t)
esfuerzo e (t) y flujo f (¢).
e(t)
f(t) / Flujo de potencia positivo: La semiflecha
. . . . E(t)=-e(t)- f(t)
indica la conveccién del signo positivo.
e(t
otV g
S — Causalidad directa: El esfuerzo a la
f(t) derecha, el flujo a la izquierda. E(t)=-e(t) f(t)
e(t
»50..
-
.............. ( . .
f(t) Causalidad inversa: Fl esfuerzo a la _ .
izquierda, el flujo a la derecha. E(t)=e()-f()
S Senal o bond activo: Conexién en la cual .
— . ) . E(t)=0
una del par de variables es despreciada.

Tabla 2.2: Bonds y conexiones.

2.2.3 Elementos de un puerto o puerto-1

Los elementos de puerto-1 con la causalidad aplicada se muestran en la Tabla 2.3. Para las

fuentes la causalidad es obligatoria, los elementos-1 activos (también llamados fuentes) son

los que suministran potencia al sistema (existen las fuentes de esfuerzo Se y las fuentes de

flujo Sf,). De una Se sale un esfuerzo, y de una Sf sale un flujo.

2.2.4 Puertos uno y medio

En Bond Graph se utilizan las fuentes moduladas, es decir, son fuentes de esfuerzo o flujo las

cuales tiene un puerto extra de control por el cual se introduce una ganancia para modificar

el valor de la fuente, este valor puede ser una constante o una variable generalizada (normal-

mente se usan detectores ya sea de flujo o esfuerzo dentro de un Bond Graph para obtener

las seniales modulantes). Estos elementos se muestran en la Tabla 2.4.

11
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Simbolo Bond Graph Descripcion Ecuacién
ILU C
f(t) Elemento-C o Capacitor: Integra flujo. | e(t) = % J f@)dt
e(t) "
f(t) Elemento-I o Inercia: Integra esfuerzo. | f(t) =7 [ e(t) dt
e(t)
f(t) Elemento-R o Resistor: Disipador o e(t)=Rf (t)
e(t) desfogue de potencia con causalidad libre. f@t) = %e(t)
o 7R
50
¢ f(t) Fuente de esfuerzo:
: e (t) = Constante.
Provee o sustrae potencia.
50
f f(t) Fuente de flujo:
: f (t) = Constante.
Provee o sustrae potencia.

Tabla 2.3: Elementos de un puerto o puerto-1.

2.2.5 Elementos de dos puertos o puertos-2

Los elementos de dos puertos son conocidos como transformadores (T'F') y giradores (GY).

Los TF's son elementos que relacionan los esfuerzos de entrada con los esfuerzos de salida y
los flujos de entrada con los flujos de salida por medio de una ganancia, un ejemplo de estos
elementos son los trenes de engranes en sistemas mecénicos en los que la velocidad del primer
engrane esta relacionada con la velocidad del 1ltimo, de igual forma, el par de salida de la
caja de engranes dependerd del par en el primer engrane dependiendo de la relacién de las
muescas en el engranaje (ganancia).

Los GY's son elementos que relacionan los esfuerzos de entrada con los flujos de salida y los
flujos de entrada con los esfuerzos de salida utilizando una ganancia, un ejemplo de estos
se puede encontrar en los motores de CD, en los cuales el esfuerzo de entrada (voltaje de

armadura) esta relacionado con la velocidad de salida, y el flujo de entrada (corriente de

12
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Stmbolo Bond Graph Descripcion Ecuacién
e(t
MSe f((t))
IS Fuente modulada de esfuerzo: La fuente
es modulada por una senal de control s. e(t) =K (s)
e(t
S Fuente modulada de flujo: La fuente
es modulada por una senial de control s. ft)=K(s)
e(t)
o
s(t) Detector de esfuerzo: Produce una senal
de control s (). s(t)y=K e(t)
e(t)
o 7
s(t) Detector de esfuerzo: Produce una senal
de control s () . s(t)y=K f(t)

Tabla 2.4: Puertos uno y medio.

armadura) determina el par en la salida del motor mediante una ganancia.

Con frecuencia ocurre que las propiedades de un material o algin componente son dependi-
entes de una entrada o variable externa, estos son los llamados puertos-2 modulados, ambos
elementos se muestran en la Tabla 2.5.

K es un modulo constante de transformacién para los transformadores y giradores. K(s) es

una funcién de la senal s.

2.2.6 Elementos de tres puertos o puertos-3

Los elementos tipo unién son necesarios para representar las conexiones serie (uniones-1 o de
flujo comuin) y paralelo (uniones-0 o de esfuerzo comin) en los sistemas fisicos, estas uniones
son conservadoras de energia.

Las uniones pueden tener mas de tres puertos, pero la clasificacién de tres puertos es mds

conveniente para explicar su funcionamiento. Estos elementos se muestran en la Tabla 2.6.

13
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fi(H) (1)
Is

Simbolo Bond Graph Descripcion Ecuacién
e,(t) TE ey(t)
/1 /1 : i
f,(t) o £,(t) Transformador. Transmite er (t) = K e1 (1)
K potencia en el mismo o en otro A =K fo(b)
dominio de energia. ! 2
e,(t) ex(t)
AGYI 7/ Girador: Transmite potencia
i) = RO . - fa(t) = K e1 (1)
K en el mismo o en otro dominio A = K e (D)
de energia. ! 2
et ext)
I FI

Transformador modulado:

Transformador modulado por

medio de una senal s desde un
controlador.

et
— o AMGY

| et
1(t) T fz(t)
S

Girador modulado:
Girador modulado usando una
senal s desde un controlador.

Tabla 2.5: Elementos de dos puertos o puertos-2.

Simbolo Bond Graph

Descripcién

Ecuacion

o
(t
e,(t) 0 f.(t)

Unién de esfuerzo: Los esfuerzos

O f te3(t) en todos los bonds son iguales y la £ = es (t) = €5 (1)

(0 suma algebraica de los flujos es cero. cart)=ealb)=¢
fs () =f1(t) + fa (1)

ex(t)

&M (D) y : .

W 1 Unién de flujo: Los flujos en todos

! es(t) los bonds son iguales y la suma

(1) e3 () =e1 (t) +e2(t)

algebraica de los esfuerzos es cero

Tabla 2.6: Elementos de tres puertos o puertos-3.

14
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Hay dos reglas de causalidad en las uniones:

e En una unién de esfuerzo (paralelo o unién-0) un esfuerzo estd entrando (indicado por

el trazo causal, ej (t)) y los demds esfuerzos estan saliendo (ez (t) y es (¢)).
e En una unién de flujo (serie o unién-1) un flujo estd entrando (contrario a el trazo

causal, f1 (t)) y los demds flujos estan saliendo (f2 (t) y f3(t)).

2.2.7 Elementos multipuerto o multipuertos

En ciertos casos no es posible representar los fenémenos que se desean mediante elementos-1,

como en el caso de las inductancias mutuas que se muestra en la Figura 2.2 a).

"
_v2 i'lz
Vol
11 N T e13 L
—= ’ * % v
Vv, N Ny V3 ﬁil I:L ﬁf
— — 1 3
a) b)

Figura 2.2: Ejemplo de elemento multipuerto: a) Transformador; b) Representacién en bond
Graph.

En la Figura 2.2 a) cada devanado poseé una inductacia propia L; pero interactia con los
otros dos devanados por inductancia mutua.

La representacion de estos fenémenos acoplados se realiza mediante un elemento I multipuerto
(también conocido como campo-I ) al cual se asocia una relacién matricial que vincula el
vector de flujos magneticos (2.5) con el vector de corrientes (2.6) bajo la forma representada

por (2.7).

15
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T
¢ = [ o1 ¢y P3 ] (2:5)
. T
ro= [ i1 2 13 } (2.6)
Ly Mis M3
¢ = Li= M21 L2 Mgg 1 (2.7)
M3z Mss L3

La energia almacenada en este sistema se expresa mediante la ecuacion:

B(¢)= 3"17 (2.8)

La representacion grafica se muestra en la Figura 2.2 b)
Las variables de esfuerzo y flujo se agrupan en los vectores (2.9) y (2.10) respectivamente, y

la potencia es expresada por (2.11)

vo= [Ul 5] Us}T (2.9)
) T

i = i i i (2.10)
P = o7 (2.11)

Los elementos multipuerto no necesariamente tienen que ser inductivos, y este es un caso par-
ticular. Es decir, también existen los elementos multipuerto o campos resistivos y capacitivos
[Karnopp, 2000].

Los elementos multipuerto se describen en la Tabla 2.7.

2.2.8 Simbolos de potencia

La orientacién normal de los simbolos de potencia o medias flechas deben ser como se muestra

en la Figura 2.3, es decir hacia los puertos uno, hacia afuera de las fuentes y a través de los

16
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Stmbolo Bondgraph Descripcion Ecuacién
Capacitancia multipuerto:
e,(t) ey(t) Alfne.tcenamlento de.energla
0 o | | multiple con dos flujos como e (t) ¢ (1)
! 2 trada. ! =f@) | &
entrada |:€2(t):| f()[qQ(t)}
Inductancia multipuerto:
e,(t) - e,(t) Alflliz?cTnamiecrllto def energia
ALK muiltiple con dos esfuerzos
fi(t) EQ) como entrada [ fu(t) } =J( [ pi () }
| 208 AP0
Multipuerto combinado
e,(t) ey(t) Ce I’: Alr/na.cenamlento de.
; 0 N o energia multiple con un flujo e (t) p1 (1)
1 2 un esfuerzo como entrada. ! } = f(t [ ! }
! 50 =70 i)

Tabla 2.7: Elementos multipuerto o multipuertos.

transformadores y giradores,esto da valores positivos para los pardmetros en casi todos los

Casos.
Se | R 2 TF I
St I C AGYI
— 1
f C I
ALK

Figura 2.3: Sfmbolos de potencia usuales para elementos BG.

Note que la semiflecha para potencia sélo da la direccién del flujo de potencia, que es una

direccion positiva. Asi, el esfuerzo y el flujo pueden ser ambos positivos o ambos negativos.

17
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2.3 La Causalidad en un Bond Graph

La causalidad es una de las caracteristicas mas importantes de Bond Graph, ya que permite
analizar en forma visual las interrelaciones que ocurren en un sistema. Un modelo en Bond
Graph representa la forma en que la potencia es intercambiada entre los elementos que lo
conforman [Dauphin-Tanguy, 2000]. La causalidad define las relaciones causa y efecto, la
representacién de la causalidad se hace mediante una linea perpendicular al bond (semiflecha)
llamado trazo causal, dicha linea indica el sentido del esfuerzo e (t), y de forma implicita
también indica el sentido del flujo f (t), ya que este dltimo siempre va en sentido contrario

al esfuerzo.

e(t) e(t)
A %| B A I% B
f(t) f(t)

Figura 2.4: Causalidades en un bond.

La Figura 2.4 muestra dos elementos A y B los cuales estdn conectados mediante un bond
que indica el sentido del esfuerzo y del flujo mediante el trazo causal. El esfuerzo entra a un
elemento en el sentido del trazo causal. Para la asignacién de la causalidad se deben cumplir

las reglas que se muestran en la Tabla 2.8.

2.3.1 Procedimiento para la asignacién de causalidad

La asignacién de la causalidad en un sistema en Bond Graph aporta una importante infor-
macion, ya que determina la interrelaciéon de conexién de las variables generalizadas, esfuerzo
y flujo. El siguiente procedimiento permite realizar una asignacién en la cual no existan
conflictos de causalidad.

1. Asignar la causalidad requerida a MS. o M Sy e inmediatamente extender las impli-

caciones causales, usando las restricciones de la Tabla 2.8.

18



Capitulo 2. Antecedentes

Causalidad Necesaria
Mse_l MS¢ |_
Causalidad Restrictiva
—0— o —0—
—1— = =1
— TF — F—TF—
K K

—GYH— —GY—
K K

Causalidad Integral
F—c  —I
Causalidad Derivativa
—c —1
Causalidad Arbitraria
R R

Tabla 2.8: Consideraciones de causalidad para elementos en Bond Graph.

19
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2. Asignar causalidad integral a los elementos C' e I respetando las restricciones de la
Tabla 2.8.
3. Escoger cualquier R que no tenga asignada causalidad y darle una arbitraria. Extender

la asignacién de causalidad respetando las reglas de la Tabla 2.8.
Un Bond Graph es causalmente correcto, cuando no existe conflicto de causalidades entre
elementos y las uniones. Se debe observar que la causalidad derivativa de un elemento alma-

cenador de energia proporciona propiedades importantes que se explican a continuacién.

2.3.2 La causalidad derivativa en un Bond Graph

La causalidad derivativa se presenta cuando un sistema contiene elementos de almacenamiento
de energfa que son dindmicamente dependientes a otros elementos en el sistema. Esto se
presenta por ejemplo, cuando en un sistema eléctrico se encuentran dos capacitores en paralelo

como se muestra en la Figura 2.5.

Figura 2.5: Ejemplo de un circuito eléctrico donde existe dependencia lineal entre los
capacitores.

Del circuito de la Figura 2.5, podemos obtener dos posibles bond graphs dependiendo si a
(1 se le asigna una causalidad integral entonces Cs tendrd causalidad derivativa o viceversa,
es decir, los elementos almacenadadores Cy y Co son linealmente dependientes (ya que la
carga del capacitor C1 depende de la carga almacenada en Cy y viceversa.) y por lo tanto
no es posible asignar causalidad integral a ambos. El nimero de elementos almacenadores de
energia en un sistema en causalidad integral es el nimero de ecuaciones linealmente indepen-
dientes en el mismo. La Figura 2.6 muestra los dos bond graphs posibles para el circuito de

la figura 2.5.
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—

7
—
© —

Se |

o
Q
0
W
&

C:C,
a) b)

Figura 2.6: Bond graphs con causalidad derivativa para el circuito eléctrico de la figura 2.5.

2.4 Transformadores modulados multipuerto

Un punto de vista interesante sobre las estructuras de unién (las estructuras de unién son
el conjunto de uniones-0 y -1, transformadores y giradores, mds adelante se detallard este
concepto) involucra las transformaciones de variables que ocurren dentro de las estructuras
de unién. Consideraremos, por ejemplo, la estructura de unién que se muestra en la Figura

2.7 [Karnopp, 2000].

1k TF 0—*

Figura 2.7: Estructura unién de una transformacién bilateral de variables (2x2).

Se transforman las variables ez (t) y es () en ey (t) y ez (%):

eq (t —1 —1 es (t
10 ] _ 3 () (2.12)
es (t) —mp  —ma eq (t)
Pero esta transformacién de esfuerzo es acompanada por una transformacién de flujo:
t 1 m t
f3(t) _ 1 fi(t) (2.13)
fa (1) 1L my fa (1)
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A partir de que la estructura unién indica que las transformaciones deben ser conservadoras
de potencia (todos los elementos dentro de una estructura unién no son disipadores ni ala-
macenadores de energia, es decir,sus relaciones constitutivas son conservadores de energia).

Reordenando las ecuaciones, aparece la forma asimétrica caracteristica de conservaciéon de

potencia: i i ) o i
1 (t) 00 -1 -1 |[ao
ez (t) _ [0 0 —mi —my f2(1) (2.14)
f3(t) I m 0 0 es (t)
| fa(t) | 1 mg 0 0 | [ ealt)

Esta estructura se considera una generalizacién de un transformador puerto-2.

Considerando el Bond Graph de la Figura 2.8.en el que se cambio el flujo de potencia en
los bonds 1 y 2, esto para representar que existe una interaccién con el exterior (elementos
disipadores y/o almacenadores de energia). La Figura 2.8 se puede simplificar usando un sélo
TF, esto es importante cuando los Bond Graphs son grandes, el TF incluye las relaciones

constitutivas de transformacién (Figura 2.9).

1 11

Figura 2.8: Estructura unién de la figura 2.7 con modificacién en el signo de las semiflechas
de los puertos 1 y 2.

I 1 I 3

Figura 2.9: Simplificacién de la estructura unién de la figura 2.8 de dos TF’s a uno.

Las relaciones de transformacion de esfuerzo y flujo son las que se muestran en (2.15) y (2.15),
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respectivamente.
el (t) _ 1 1 ] €3 (t) . M= 1
es (t) mi my | | €4 (t) mi Mo
tm | [ae | _[re] [0
Loms | [ 20| [ f® I

(2.15)

(2.16)

Se puede probar que las transformaciones involucrando una matriz y su transpuesta implican

que la potencia que fluye en un lado de un transformador multipuerto debe ser igual a la

potencia que fluye por el otro extremo.

Sean [e1], [f1] vectores columna de esfuerzos y flujos en un lado de un transformador multi-

puerto y [ea], [f2] son vectores de esfuerzo y flujo en el otro lado del mismo y que dependen del

tiempo, entonces, sea una [M] matriz de transformacién de dimensiones apropiadas, entonces,

[e1] = [M] [e2]

Considerando la relacion entre los flujos de entrada y de salida se obtiene:

(M) [f1] = [fe]

Realizando la operacién transpuesta en ambos lados de la ecuacién (2.18):

)" [M] = [f2)"

Multiplicando ambos lados de (2.19) por el vector de esfuerzos [es]:

L] [M] [e2] = [f2]" [e2]

Sustituyendo (2.17) en (2.20) se obtiene:

L] Tea] = [f2]” [e2]

Como la potencia es flujo por esfuerzo.

PEntT‘ada = PSalida
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Lo cual establece que la suma de las potencias de los puertos en el lado nimero 1 es igual a
la suma de las potencias de los puertos en el lado niimero 2.

Es interesante que en la prueba anterior, no solamente puedan ser en cualquier nimero de
puertos en los dos lados del transformador o que los elementos de la matriz tengan que
ser constantes. Por lo tanto, las consideraciones aplican no solamente a transformadores
de multipuerto con matrices constantes sino también para transformadores de multipuerto
modulados en los cuales los elementos de la matriz cambian con el tiempo.

Una aplicacién importante de transformadores multipuerto modulados es en mecénica donde
se tienen no linealidades. Considerando, por ejemplo, la transformacién entre coordenadas

rectangulares y coordenadas polares que se muestra en la Figura 2.10.

»
»

Figura 2.10: Coordenadas rectangulares y polares.

Las relaciones entre r y 6,y = y y son funciones no lineales las cuales se pueden expresar en
diferentes formas, por ejemplo, para convertir a partirde ry  a z y y.

Se puede escribir como se muestra en (2.22).

x = rcosb (2.22)

y = rsinf

La relacion inversa es la que se muestra en (2.23).

ro= (2 + y2)é (2.23)
_ -1(Y
# = tan (a:)
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Estas relaciones de desplazamiento pueden ser complicadas, pero las relaciones de velocidad

correspondientes tienen una estructura particular, como se muestra en (2.24) y (2.25).

dv Oz Or  0Ox 00

y
dy Oyor 0Oyadl
de esta forma, las relaciones de velocidad se denotan como:
x cost) —rsind T cosf —rsinf
U sinf  rcosf 0 sinf rcos6

Si esta transformacion es representada por un transformador multipuerto modulado, entonces
sabemos que la transformacién correspondiente de los esfuerzos (fuerzas o pares) debe involu-

crar la transpuesta de la matriz dada:

cos 0 sin 6 F, F, . cos 0 sin 6
—rsinf 7rcos6 F, T —rsinf 7rcosf

Una representaciéon en bond graph utilizando un transformador multipuerto se muestra en la

Fr
/ r.
T
0

Figura 2.11.

MTF

Fx

T\
Fy /" [M(1,0)]
y

Figura 2.11: Una representacién de la transformacién de coordenadas polares a rectangulares
usando un MTF.

No siempre es necesario obtener relaciones de velocidades por diferenciacién de relaciones de

desplazamientos. En este ejemplo, se podria encontrar 7 y 0 por consideracién directa de las
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componentes de velocidades, lo cual es:

T cosf sinf
/ a sinf  cosf
0 — 5
lo cual implica qué:
cosf —sind F,

T

cos 0
r

sin 0 T

(2.28)

(2.29)

Un ejemplo final consiste en una varilla rigida en la cual actian tres fuerzas. La fuerza F3

es perpendicular a la varilla y F} y Fb son horizontales y verticales, respectivamente. Las

velocidades correspondientes son vy, vy y v3. Geométricamente, hay solamente un grado de

libertad, asf, si una velocidad es conocida, las restantes pueden ser determinadas.

Vo

V3 I/2

Fuerzas Velocidades

Figura 2.12: Ejemplo de varilla rigida, donde se representan las fuerzas y las velocidades.

N

MTF «————
2 /

Figura 2.13: Bond graph con MTF para el ejemplo de varilla rigida.

El MTF muestra que v; y v2 son determinadas por vs y que F3 es determinada por F} y

F5. Por consideracién de la cinemaética del sistema, se pueden deducir, de forma directa, las
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siguientes relaciones de velocidad:

v —2sin6
= [v] (2.30)
V9 2cos b
La transpuesta de la matriz que relaciona las fuerzas:
Fy
[ —2sinf 2cosf } = [F3] (2.31)
Fy

El hecho de que el dngulo # aparece en las matrices de transformacion mientrds 6 no es
uno de los flujos involucrados en los puntos, es un aspecto interesante de sistemas mecanicos
que involucran transformadores modulados. En principio, los coeficientes en las matrices
del transformador son funciones de desplazamientos asociados con flujos en los puertos del
transformador. En el presente caso, 6 siempre es utilizado pensando que 6 no fuera un flujo
de interés, en este caso, 6 debe ser considerado solamente como una variable de estado tal
como p’s 'y ¢’s asociado con los I's y (s en el sistema. Esto significa que las fuerzas de MTF
escriben una ecuacién para 6 atin cuando no pueda existir un elemento-C para el cual 6 seria
una variable de estado. Ya que w3 determina todas las velocidades de la varilla, también
determina 0 entonces, debemos escribir una ecuacién de estado separada para completar la
formulacién del sistema:

(2.32)

SS
I
vis| &

2.5 El modelado en Bond Graph

Al modelar en Bond Graph pasamos de un dominio fisico que puede ser eléctrico, mecanico,
etc. a otro dominio en el cual se usan variables generalizadas, sin importar si el sistema viene
de uno o méds dominios de energfa. El siguiente procedimiento explica los pasos a seguir para

obtener un modelo en Bond Graph.

2.5.1 Procedimiento para la construccién de modelos en Bond Graph

1. Dibujar una unién-0 6 unién-1 de acuerdo al sistema correspondiente para los puntos

donde las trayectorias paralelas coincidan.
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2. Dibujar una unién-0 é unién-1 para cada componente en una trayectoria serie y conectar
el componente apropiado de Bond Graph usando un bond en esa unién. La direccién
asumida del flujo de potencia es a partir de las fuentes hacia los elementos amacenadores

y/o disipadores de energia, la direccién se indica por el sentido de la semiflecha.
3. Dibujar bonds entre las uniones adyacentes indicando la direccién del flujo de potencia.

4. Remover la unién-0 6 unién-1 que representa el punto de referencia, asi como también

todos los bonds conetados a dicha unién.

5. Simplificar el modelo obtenido usando las reglas que se muestran en la figura 2.14.
0 = 1 =
a) b)

Figura 2.14: Regla para la reduccién de unién en un Bond Graph.

Asignar la causalidad a los elementos comenzando con las fuentes (causalidad necesaria),
después los elementos almacenadores (causalidad integral) y finalmente los elementos

disipadores (causalidad arbitraria).

El procedimiento anterior es general, a continuacién se muestra dicho procedimiento

aplicado a sistemas especificos.

2.5.2 Sistemas eléctricos

Para obtener el Bond Graph de sistemas eléctricos se usa el procedimiento general con las

siguientes modificaciones:

e En el inciso 1 se asignan uniones-0 en los puntos que tienen voltaje distinto.

e En el inciso 4 se asigna como punto de referencia el nodo de voltaje cero, que es la

tierra del circuito.
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2
p o
o
0
-
—_

OE c, § g C. ==

Figura 2.15: Sistema Eléctrico.

Como ejemplo del procedimiento para sistemas eléctricos considérese el circuito mostrando

en la figura 2.15.

Aplicando el inciso 1 se identifican los nodos donde existen diferentes voltajes (marcados
como a, b, ¢, d, e y f )y se colocan uniones-0 por cada uno de ellos, en el paso 2 se
colocan uniones-1 para unir los diferentes elementos al Bond Graph, en el paso 3 se
agregan los bonds faltantes para terminar de unir todos los componentes y en el paso
4 se identifican los nodos de referencia (¢ y ¢) los cuales se eliminaran junto con los

bonds que estan conectados a ellos, esto se muestra en la figura 2.16.

R:R, R:R, I:L
a F b d F e F f
0 1 0 0 \ 1 0 1 0
Set/———1 1 0 TF 1 1 40@
0 C:G, F 07
c R

Figura 2.16: Procedimiento para obtener el bond Graph de un sistema eléctrico.

Simplificando como se indica en el paso 5 y colocando los trazos causales de acuerdo al

paso 6 se obtiene el Bond Graph que se muestra en la figura 2.17.
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Se:V |

[ 0 1TF 11t C:C,

Figura 2.17: Bond Graph para el sistema eléctrico de la figura 2.15.

2.5.3 Sistemas Mecdnicos

En la obtencién del Bond Graph para los sistemas mecanicos se usa el procedimiento general

con la siguientes obobservaciones:

e En el inciso 1 se asignan uniones-1 en los puntos donde se tienen velocidades distintas.

e En el inciso 2 se insertan los elementos de generaciéon de fuerza entre el par corre-
spondiente de uniones-1 usando uniones-0. También se deben incluir inercias en sus

respectivas uniones-1.

e En el inciso 4 el nodo de referencia es cualquier velocidad cero.

Como ejemplo del procedimiento para sistemas mecdnicos considérese el sistema de la

suspensiéon de un auto, como se muestra en la figura 2.18.

De forma similar que en el sistema eléctrico, Aplicando el paso 1 se identifican los puntos
donde existen velocidades distintas (marcados como a, by ¢) y se colocan uniones-1 por
cada una de ellas, en el paso 2 se colocan uniones-0 para unir los diferentes elementos
al Bond Graph, en el paso 3 se agregan los bonds faltantes para terminar de unir todos
los componentes y en el paso 4 se identifica el nodo de referencia (denotado como a) el
cual se eliminard junto con los bonds que estdn conectados a él, esto se muestra en la

figura 2.19.
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dz .
i (Velocidad)

Figura 2.18: Sistema mecénico.

R:b 1<—
|
1 0 Se:Fy,
Se:F,, C‘,\% 1b 0 ——1
| |
1<—0 C:%ﬁoﬁSfV I:M
fm 1 —%
Looa s

Figura 2.19: Procedimiento para obtener el bond Graph de un sistema mecénico.
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Simplificando y colocando la causalidad a los bonds de acuerdo al pasos 5 y 6 respecti-

vamente, se obtiene el Bond Graph que se muestra en la figura 2.20.

.1
C. kl Se:Fm SQ:FM

0 11 I:M

|

Lm R:bﬁﬂﬁc:ki
2

£
o
N 2k

Figura 2.20: Bond Graph para el sistema mecédnico de la figura 2.18.

2.5.4 Sistemas Hidraulicos

Para obtener el Bond Graph de sistemas hidrdulicos se realizan las siguientes observaciones

al procedimiento general:

e En el inciso 1 se asignan uniones-0 en los puntos que tienen presién distinta.

e En el inciso 2 se insertan los elementos utlilizando uniones-1 entre los pares de uniones-0

correspondientes, incluir también las fuentes de flujo y/o de presion.

e En el inciso 4 escoger una presién de referencia (por lo general se usa la presién atmos-
férica) y eliminar la unién-0 de referencia del modelo asi como los bonds asociados a

ella.

Como ejemplo del procedimiento para sistemas hidraulicos considérese el sistema mostrando

en la figura 2.21.

Aplicando el paso 1 se identifican los nodos donde existen diferentes presiones (marcados
como a, b, ¢, etc.) y se colocan uniones-0 por cada uno de ellos, en el paso 2 se colocamos
uniones-1 para unir los diferentes elementos al Bond Graph, en el paso 3 se agregan los

bonds faltantes para terminar de unir todos los componentes y en el paso 4 se identifica
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a T b | | c T d e Cf
> jzzzzg =1
Rf, | ' Rf, Lt

tQw I:n

Figura 2.21: Sistema hidraulico.

R:Rf, L:Lf
b c F d F e
Se:0 0 TF 0 1 0 1 0
l:n
R:Rfi <—— 1 \ / 1——C:«Cf

Figura 2.22: Procedimiento para obtener el bond Graph de un sistema hidraulico.

la presién de referencia (atmosférica, denotada como a) la cual se eliminaran junto con

los bonds que estdn conectados a ella, esto se muestra en la figura 2.22.

Ahora se realiza la simplificacién y se agrega la causalidad de acuerdo a los incisos 5 y

6 respectivamente, se obtiene el Bond Graph que se muestra en la figura 2.23.

2.6 Estructura de unién en sistemas multipuerto

Si se consideran sistemas de grandes dimensiones como los campos interconectados, se obtiene
una estructura dindmica y por lo que la generacién, manipulacién, y reduccién de un gran

nimero de ecuaciones se realiza de una forma sistemédtica para obtener una implementacién
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R:Rf, R:Rf,
SO} 0 ITF 10 11
1:n 'L
C:Cf

1 I:Lf

Figura 2.23: Bond Graph para el sistema hidrdulico de la figura 2.21.

exitosa del modelo.

2.6.1 Vectores clave

En un Bond Graph (BG) en forma convencional es posible clasificar como bonds externos a

los elementos o puertos que conectan R, C, I, Se y Sty a los que conectan con los elementos

0, 1, TF y GY se les llaman bonds internos. Los bonds externos pueden ser clasificados

de acuerdo a su forma de manifestacion de energia. La figura 2.24 muestra un diagrama a

bloques que describe la estructura unién de un modelo en Bond Graph.

Fuentes

Se y ST

u

A 4

A

Almacenadores Xd

lyC

Zd

A

Uniones

0,1,TF, GY

y

A 4

Detectores

D

Disipadores

R

Figura 2.24: Diagrama a bloques de la estructura de unién de un Bond Graph.
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En la Figura 2.24, los vectores clave son formados por las fuentes (S y Sf), elementos
almacenadores (I y C), disipadores (R), detectores (D) y por ultimo se tiene en la estructura
unién donde intervienen los transformadores, giradores y uniones-0 y uniones-1 (1,0, TF, GY').
Los vectores clave son los que representan el sistema, estos se muestran en la figura 2.24,
donde u (t) € RP contiene las variables de potencia (esfuerzos y flujos) debidas a las fuentes
en la Estructura de Unién. Los estados z (t) € R™ y z4(t) € R™ estdn compuestos de
variables de energia, momento generalizado p (¢) en elementos almacenadores I y desplaza-
miento generalizado ¢ (t) en elementos almacenadores C' en causalidad integral y derivativa
respectivamente; z (t) € R™ y z4 (t) € R™ son variables de co-energia en causalidad integral y
derivativa, respectivamente D;, (t) € R" y Dyt (t) € R” son una mezcla de esfuerzos y flujos
que contienen los intercambios energéticos entre el campo de disipacién y la Estructura de
Unién, n y m son el nimero de elementos almacenadores en causalidad integral y derivativa,
respectivamente; p es el nimero de fuentes y r es el nimero de elementos disipadores de

energia.

2.6.2 Relaciones de campo y ecuaciones de estado

Las relaciones de campo no lineales de la figura 2.24 de los elementos de almacenamiento y

de disipacién son:

z(t) = Pp(z) (2.33)
za(t) = Ppq(za) (2.34)
Dout (t) - (I)L (Dzn) (235)

donde:

®r es una funcién que relaciona cada z; con x; para : =1, ..,n.

® 4 representa una funcién que relaciona cada zg con xg4; para i = 1,...,m.
®; denota una funcién que relaciona cada Dy, con Dyy; para ¢ =1,...,7.

El comportamiento de un elemento especifico estd descrito por una ley fisica la cual ese conoce
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como relacidn constitutiva. Si las relaciones constitutivas son tipo lineal tenemos:

z2(t) = Fx(t) (2.36)
zg(t) = Fazq(t) (2.37)
Dot (t) = LD, (t) (238)

donde:
L, F'y F; son matrices reales de dimensién r X r, n X n y m X m, respectivamente.

Las relaciones de la estructura de unién estdn dadas por:

. [ z (t) ]
@ (t) S11 S12 S13 S1a
Dout (t)
Din(t) | = | Sa S22 S23 0 " (2.39)
u
y (1) S31 Sz S33 0
g (1)
Matriz de estructura unién S -
zq(t) = —=Shz(t) (2.40)

Los elementos dentro de la matriz de estructura unién S toman valores dentro del conjunto
{0, £1, £kt, £kg} donde kt y kg representan el médulo o relacién del transformador y
del girador. La matriz S estd particionada de acuerdo a la dimensién de sus vectores clave.

Las submatrices S;; tienen las siguientes propiedades:
e Propiedad 1.- S11 y S22 son matrices cuadradas antisimétricas.
e Propiedad 2.- Si2 es la matriz transpuesta negativa de Ss; y viceversa.

Las propiedades 1 y 2 estdn basadas en el principio de conservacién de energfa.
Un sistema LTI (Lineal con pardmetros invariantes en el tiempo) MIMO (multiple entrada

multiple salida) se representa en variables de estado por:

z(t) = Apz(t)+ Bpu(t) (2.41)

y(t) = Cox(t)+ Dyul(t) (2.42)

Relacionando las ecuaciones (2.36) a la (2.38) con (2.41) y (2.42) obtenemos las matrices que

representan este tipo de sistemas y que permiten conocer el modelo matematico en variables
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de estado utilizando la representacién en Bond Graph:

A, = EN(Si+ S12MSo) F (2.43)
B, = E'(Si3+ S12MSa3) (2.44)
Cp = (Ss1+S32MSs)F (2.45)
D, = Ss3+ SsaMSas (2.46)

Las matrices £ y M se encuentran mediante las siguientes expresiones:

E = I+SuF;'S,,F (2.47)

= (I-LSy») 'L (2.48)

2.6.3 Obtencién de un modelo en espacio de estado en Bond Graph

Usando el sistema de la suspensién de un auto de la figura 2.18 tomando como salida la
velocidad de la masa m, al modelo en Bond Graph que se obtuvo se le agrega una numeracién

a los bonds tal como se muestra en la figura 2.25.

.1
& k, Se:F, Se:Fy,
) 5
1 9 10 12 6
Se: V' 0 111 0 11 I:M

—_

1
4L |

Lm Ry LEq1——c: L

Figura 2.25: Bond Graph para el sistema mecédnico de la figura 2.18 con los bonds numerados.

Los vectores clave son:

q2 €2
; bil
€r = b , &= ! s Din:f& Dout:€8a U = €3 s y:f4 (249)
D6 f6
€5
| 47 | | €7 |

37



Capitulo 2. Antecedentes

Las relaciones constitutivas para los elementos son:

[k 0 0 0 ]
o L 0 o0
F= 1 5 Dout:LDin - e8:L,]68 o L=b (2.50)
0 0 4 0
0 0 0 k|

Como no hay elementos almacenadores en causalidad derivativa:
Fy=0 (2.51)

De acuerdo con la ecuacién (2.39) para la matriz de estructura de unién tenemos que:

€2

[ fo ] fa

€4 fG
S11 Sz Sis

€g €7

= 521 522 523 (2.52)

f7 es
S31 S32 533

I8 f1

| fa e3

es

Un analisis del modelo en Bond Graph de la figura 2.25 permite determinar las ecuaciones
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que definen a & (t), Dy, (t) y y (1):

Para fs tenemos que

f2

Para e4 tenemos que

€4

Para eg tenemos que
€6
Para f; tenemos que

fr

Para fg tenemos que

IE

Para f4 tenemos que

Ja

(2.53)

Ji—foycomo: fo=fy . fo=fi—fa

€9+ e3 —e1p y Como: eg = €2 ; €10 = €11 ; €11 = €g + €7

eq4 =ey+e3 —eg—eg

€12 +e5y como: ejpg =€1] =eg+ey . eg=¢€12+ €5

Ji1 y como: fi1 = fi0 — fi2; fi2 = fe ; J10 = fa
Jr=Ffa—Je

fr=1fi—fe

Ja

Por lo que la matriz de estructura unién queda:

f2
€4
€6
fz
s
fa

o
0 -1 0 0 0 100]]|f
1 0 0 -1 -1 010]]|f
000 0 1 1 00 1]]e 250
001 -1 0 0 00 0]] es
01 -1 0 0 000|]|#
001 0 0 0 000]]es
€5

De la estructura unién, ecuacién (2.54) decimos que:
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0 -1 0 0
1 0 0 -1
S =
0 O 0 1
_0 1 -1 O_
o
—1
S =
1
—0—
(10 0|
010
S13 =
0 0 1
(0 0 0|

Sor=10 1 -1 0]
Soo =0
Soz =0
S31={0 1 0 0
S32 =10

S3 =0

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)
(2.59)
(2.60)
(2.61)
(2.62)

(2.63)

Usando las ecuaciones (2.43) y (2.46) para obtener la representacién en espacio de estado.

Como no hay elementos almacenadores en causalidad derivativa se tiene que:

—1
E=1+SuF;'SyF=1 y M=|I-LS» | L
~—~ ~~

0 0

L
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Entonces E = E~' = I. Por lo que para A, se tiene que:

—_

o O

o

o o 3=

0 -1 0 0 0
1 0 0 -1 —1
Ap = + «[blx 0 1 —1 0] *
0 0 0 1 1
01 -1 0 | | 0]
(k-1 0 0
bk ks
Ay =
o &k
K
Para B, se obtiene mediante:
1
B,=E"' [ S5+ S12M Sa3 | = !
p = 13 12 23 | = 0
I 0
| 0
Ahora para encontrar C), se tiene que:
Cp = | S31+ S32 MS F:[o 1 0 0 |*
—~~
0
G, = 0 Lo 0]

Para D, se obtiene que:

D, = 533 + S33 MS23 =0
— =~

0 0

Por lo que la representacion de espacio de estados queda:

f2 T
es | k1 —%
€6 - 0 %
R I T

0 0
_% ko
_% 0
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q2
yz:
fai=10o L 00 (2.71)
Pe

qr

Donde las variables de estado son:

g2 es el desplazamiento del resorte k1 y fo es la velocidad en dicho resorte.

p4 es el momento inercial en la masa m y e4 es la fuerza en dicha masa.

pg es el momento inercial en la masa M y eg es la fuerza en dicha masa.

g7 es el desplazamiento del resorte ko y f7 es la velocidad en dicho resorte.

Ademsds es y es son los esfuerzos debidos a la fuerza de gravedad en las masas m y M
respectivamente; f; es una fuente de velocidad externa la cual inicial el movimiento del

sistema;. fy es la velocidad en la masa m la cual es la salidad seleccionada del sistema.

2.7 Sistemas multicuerpo

La descripcién y andlisis de sistemas multicuerpo ha sido objeto de investigacién por mucho
tiempo. Cuando un nimero de cuerpos rigidos son forzados por diferentes tipos de uniones
y se mueven a través de grandes dngulos en tres dimensiones, las relaciones cineméticas
pueden llegar a ser muy complejas. Especialistas en sistemas multicuerpo han desarrollado
un nudmero de técnicas para la manipulacién de este tipo de sistemas mecdnicos dindmicos
y serfa presuntuoso sugerir que los bond graphs siempre serian una mejor seleccién como un
mecanismo descriptivo que las técnicas establecidas alternativas. A pesar de que, ciertamente,
los bond graphs pueden ser usados para estudiar los sistemas mecdnicos multicuerpo puros, es
probablemente més l6gico utilizar un enfoque de bond graph cuando el sistema a ser estudiado
contiene otros componentes, los cuales, son particularmente bien trabajados utilizando bond
graphs.

Como un ejemplo elemental, considerar el sistema de la figura 2.26, el cual consiste de un
motor eléctrico que mueve un carretén a través de una polea y una banda, y en el carretén

se monta un péndulo invertido. El objetivo es disenar un sistema de control el cual varie
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el voltaje en el motor de tal manera que el péndulo esté estabilizado en la posicién derecha

hacia arriba en cualquier posicién x deseada del carretén.

—
1— I:m
1 5 I:m
A X, !
1— I:m,
A Y1
1 1:J
_ A
| R | R
\ s \ ya
e R F Carretén
i GY 20 X y barra

Figura 2.26: Ejemplo elemental de un carretén con péndulo invertido que se mueve usando
un motor eléctrico.

Como se muestra en la figura 2.26, la representaciéon del bond graph del sistema se obtiene
directamente, pero la limitacién rigida entre el carretén y la barra ciertamente causard prob-
lemas de causalidad derivativa los cuales son complicados si el dngulo ¢; no es pequeno.
Continuando con el desarrollo, se muestra que un enfoque de bond graph a sistemas multi-
cuerpo estd estrechamente relacionado a un enfoque de sistema multicuerpo obteniendo las
ecuaciones en la forma descriptiva.

El primer paso es considerar elementos de bond graph representando la dindmica del cuerpo
rigido sin considerar restricciones entre los cuerpos. Las coordenadas x para el carretén y xy,
Y1 ¥ ¢ para la barra se definen con respecto a un marco de referencia inercial. Por lo tanto,
los cuatro elementos-I del lado derecho de la figura 2.26 representan correctamente las leyes

bajos las cuales se afirma que la suma de todas las fuerzas aplicadas es igual a la relacién de
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cambio del momento lineal y que las componentes de velocidad del centro de masa son los
momentos divididos entre las masas.

También, la suma del momento sobre el centro de masa de la barra es igual a la relacién
de cambio del momento angular. Para este caso del movimiento plano, la velocidad angular
dividida por el momento centroide de la inercia da la velocidad angular de la barra.

A fin de limitar los cuatro elementos-I y por lo tanto crear un bond graph para la barra y el
subsistema del carretén que serd conectado al bond graph de la transmisiéon. Primero defin-
imos las aberturas d; y d2 en la figura 2.27, estas aberturas horizontales y verticales entre
el pivote de la barra y el pivote del carretén se desvanecerdn. Ademds, serdn necesarias las
fuerzas A1 y A2 a través de las aberturas para asegurar que 91 y d2 desaparezcan. El uso de
A para representar fuerzas asociadas con restricciones se propone para recordar que en el for-
malismo multicuerpo [Dauphin-Tanguy, 2000], estas fuerzas de abertura son multiplicadores

de Lagrange.

|<—— X—>|<—81—>

Figura 2.27: Barra y carretéon de la figura 2.26 donde se muestran las aberturas d1 y 02 y las
fuerzas \1 y Ao asociadas con ellas.

Estas aberturas se relacionan con las coordenadas de posicién de los cuerpos rigidos en la
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w
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] 1 | I:m

/ ] 1 < | I:m,
X1
/ Sg:myg

A
Tl\
MTF
4
5,

Figura 2.28: Bond graph que relaciona las velocidades de abertura con las velocidades del
cuerpo.
figura 2.27.

01 = x —x—Vl1sing, (2.72)

02 = y1 —{1cos¢y

Por diferenciaciéon de las expresiones de las aberturas, se pueden relacionar las velocidades

de las aberturas con las velocidades del cuerpo:

5 -1 1 0 —/;cos @
.1 = ! 1 ! (2.73)
52 0 0 1 Elsincbl .7)1

| 1 |

La relacién (2.73) puede ser representada en términos de bond graph por un transformador
multipuerto modulado de desplazamiento. La figura 2.28 muestra el transformador conectado
a los cuatro elementos-I representando los dos cuerpos.

La transpuesta de la matriz en la ecuacién (2.73) relaciona autométicamente las fuerzas de
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abertura A1 y A9 a las fuerzas efectivas en los cuatro elementos-I:

B2 N 0o |
F, 1 0 A
Lz ! (2.74)
Fyl 0 1 )\2
e i —l1cospy {l1sing, |

En el bond graph también es aplicada la fuerza debido a la gravedad mg, siguiendo los trazos

causales, pueden escribirse algunas ecuaciones dindmicas:

Pe=F —F,=F+\ :b:%l‘
Pr1 = —Fp1 = -\ iy = bt (2.75)
Py1 = —mig — Fjyp = —mig — A2 U1 = fn%
]5¢1 = —T1 = (51 COS ¢1> )\1 — (ﬁl Sin¢1) )\2 (bl = 1%
Rescribiendo se obtiene:
mx =F + A\
miL; = —\
e (2.76)
miji = —mig — A2

Joy = (€1 cosdy) A — (£1singy) Ao

En las ecuaciones anteriores las fuerzas de abertura A\ y A2 se desconocen. En la formulacién
convencional de multicuerpos, la informacién extra es suministrada requiriendo que d1 y do
tiendan a desaparecer.

A pesar de que esta informacién es matemdticamente correcta, representa un conjunto de
ecuaciones algebraico-diferenciales y tales sistemas no son particularmente féciles de resolver
numéricamente. El bond graph de la figura 2.28 sugiere un enfoque alternativo.

Suponiendo que en lugar de requerir que d1 y do desaparezcan completamente, modelamos
la interaccién del pivote entre los dos cuerpos como si existieran resortes rigidos, los cuales
generarian las fuerzas cada vez que las aberturas no fueran cero. En un sentido, esto parece
ser mds real, a partir de que los cuerpos rigidos realmente no existen. Sin embargo, si no

se usardn barras rigidamente reales, se podria crear un modelo con frecuencias naturales
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muy altas de vibracién, lo cual necesitaria pasos de tiempo cortos en cualquier simulacién
numérica.

Es mejor considerar resortes y amortiguadores insertados a lo largo de las aberturas como
dispositivos artificiales para forzar las limitaciones y hacer esto con ecuaciones diferenciales
explicitas en lugar de ecuaciones algebraicodiferenciales.

La idea es experimentar con resortes rigidos para encontrar la rigidez menor la cual producira
valores lo suficientemente pequenos de d1 y d2 en la operacion del sistema real. Esto producira
pasos de tiempo mads grandes en simulacién y tiempos de simulacién cortos.

El bond graph completo del sistema se muestra en la figura 2.29.

I R I R ¢
MSe———1] GY 11} TF | 0
1 LF
R
[ 1—1
X
M
C<——1
0, E\( 11—l
X1
/ Se
MTF
S \wﬁ,
CTH 2 V1
1—F1
R ¢

Figura 2.29: Bond graph para el sistema de la figura 2.26.

Los elementos R y C generan las fuerzas de restricciéon y como una funcién de d1, do, 5y
§9. Incrementando la rigidez de los elementos-C tendra el efecto de producir fuerzas mas
grandes cuando las aberturas no son cero y por lo tanto reducird dichas separaciones. Ya que
la introduccién de los resortes implica que es posible el movimiento de vibracion, también es
util introducir elementos- R artificiales para proveer amortiguamiento. Asimismo, es necesario

algo de experimentacién con los valores de los pardmetros de amortiguamiento para alcanzar
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un resultado favorable.
El elemento- C extra insertado, es porque si los dos fragmentos de bond graph son simplemente
conectados, la inercia rotatoria del motor y la inercia del carretén estdn acopladas por un
transformador relacionando variables de movimiento rotatorio a lineal.

Esta es otra alternativa de acoplamiento rigido entre elementos de inercia que siempre induce
causalidades derivativas. En este caso, seria simple eliminar este inconveniente definiendo una
equivalencia sencilla rotatoria o elementos de inercia lineal, 6 definir un campo-/ usando los
métodos establecidos. En lugar de esto, esta restriccién rigida ha sido reemplazada con una
aproximacion definiendo un elemento-C' equivalente. Este elemento podria ser considerado
para representar la flexibilidad de conduccién de la polea o simplemente un dispositivo para
hacer que el modelo completo pueda tener causalidad integral.

Finalmente, podemos notar que seria relativamente fécil escribir las ecuaciones de estado para
todos los elementos [ y C' en la figura 2.29. Se debe recordar, sin embargo, que en esta técnica
de multipuerto, el transformador modulado de desplazamiento utiliza los desplazamientos
de los elementos de inercia para expresar las restricciones o ecuaciones de abertura. En
bond graphs, las variables de desplazamiento para elementos de inercia normalmente no son
necesarias como variables de estado, entonces serdn necesarias algunas ecuaciones de estado
extras.

Las matrices del transformador de este ejemplo, en realidad necesitan el desplazamiento ¢,
DPy1

L necesitarfa

entonces, estrictamente hablando, solamente la dltima ecuacién en (2.75), qiﬁl =7

ser incluida. Para este tipo de sistemas serfa, probablemente, més ttil incluir ecuaciones de
estado para todos los desplazamientos z, x1, y1 ¥ ¢; en cualquier caso, como se indica en
las ecuaciones (2.75). Estas ecuaciones hacen que se incremente el orden del sistema, pero
su inclusion solamente tiene un efecto menor en el tiempo de simulacién para un estudio por
computadora.

Para ilustrar como este método de introducir restricciones entre cuerpos interconectados
puede ser de gran extensién, consideremos una segunda barra conectada al sistema anterior-
mente estudiado, como se muestra en la figura 2.30.

Definiendo d3, d4 y las fuerzas correspondientes A3 y Ay que pertenecen al segundo conjunto
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m,X —F

Figura 2.30: Sistema de doble péndulo invertido.

de restricciones relacionando la posicién de arriba de la barra 1 a la parte de debajo de la

barra 2, podemos deducir dos relaciones méas para obtener:

03 = xg—lasingy —x1 — {1sin¢y (2.77)

04 = Yo —{2c08py —y1 — {108 Py

Diferenciando las ecuaciones anteriores, resultan ecuaciones que relacionan ds3, d4 a 1, U1,

¢17 jj?) 292 y ¢2:

T
(1
(:53 _ -1 0 —flicos¢p; 1 0 —lacosgy b, (2.75)
94 0 —1 fysing; 0 1 flosing, T
Y2
2
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La transpuesta de la matriz (2.78) relaciona las seis componentes de fuerza para A3 y A4:

Fi1 -1 0
F 0 -1
T —l1cos¢y  fqsin¢,y A3 (2.79)
Foo 1 0 A
Fy 0 1
BN | —lacospy Lasingy |

En este caso, ambas barras tienen tres grados de libertad, asf como seis velocidades general-
izadas que son involucradas cuando dos cuerpos son forzados. Asimismo, hay la posibilidad
de relacionar A3 y A4 a las fuerzas que estdn actuando en los elementos-I y requiriendo que
03 y d4 tiendan a desaparecer en las ecuaciones (2.77).

En la figura 2.31 se muestra el bond graph usando resortes y amortiguadores para forzar la
restriccién de una manera aproximada.

Hasta ahora se ha visto el modelado y la obtencién de su modelo en espacio de estado en Bond
Graph de manera general, en el siguiente capitulo se abordardn los robots manipuladores y

en el capitulo 4 la obtencién de su modelo en Bond Graph.

50



Capitulo 2. Antecedentes
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Figura 2.31: Bond graph para el sistema de doble péndulo invertido.
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Robots Manipuladores

3.1 Introduccién

La necesidad de aumentar la productividad y conseguir productos acabados de una calidad
uniforme, estd haciendo que la industria gire cada vez més hacia una automatizacién basada
en computadoras. En el momento actual, la mayoria de las tareas de fabricacién autom-
atizadas se realizan mediante médquinas de uso especial disenadas para realizar funciones
predeterminadas en un proceso de manufacturacién. La inflexibilidad y generalmente el alto
costo de estas maquinas, a menudo llamadas sistemas de automatizacién duros, han llevado
a un interés creciente en el uso de robots capaces de efectuar una variedad de funciones de
fabricacién en un entorno de trabajo més flexible y a un menor costo de produccién.

La palabra robot proviene de la palabra checa robota, que significa trabajo. El diccionario
Webster define a un robot como “un dispositivo automético que efectiia funciones ordinar-
iamente asignadas a los seres humanos”. Con esta definicién, se pueden considerar que las
lavadoras son robots. Una definicién utilizada por el Robot Institute of America da una de-
scripciéon mas precisa de los robots industriales: “un robot es un manipulador reprogramable
multifuncional disefiado para mover materiales, piezas o dispositivos especializados, a traveés
de movimientos programados variables para la realizacién de una diversidad de tareas”. En

suma, un robot es un manipulador reprogramable de uso general con sensores externos que
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pueden efectuar diferentes tareas de montaje. Con esta definicién, un robot debe poseer in-
teligencia que se debe normalmente a los algoritmos de computador asociados con su sistema
de control y sensorial.

Un robot industrial es un manipulador de uso general controlado por computador que consiste
en algunos elementos rigidos conectados en serie mediante articulaciones prismaéticas o de
revolucién. El final de la cadena estd fijo a una base soporte, mientras el otro extremo estéd
libre y equipado con una herramienta para manipular objetos o realizar tareas de montaje.
El movimiento de las articulaciones resulta en, o produce, un movimiento relativo de los
distintos elementos. Mecdnicamente, un robot se compone de un brazo y una mufieca mas una
herramienta. Se disena para alcanzar una pieza de trabajo localizada dentro de su volumen de
trabajo. El vélumen de trabajo es la esfera de influencia de un robot cuyo brazo puede colocar
el submontaje de la muneca en cualquier punto dentro de la esfera. El brazo generalmente se
puede mover con tres grados de libertad. La combinacién de estos movimientos orienta a la
pieza de acuerdo a la configuracién del objeto para facilitar su recogida. Estos tres tultimos
movimientos se denominan con frecuencia elevacién (pitch), desviaciéon (yaw) y giro (roll).
Por tanto, para un robot con seis articulaciones, el brazo es el mecanismo de posicionamiento,
mientras que la muneca es el mecanismo de orientacién. Estos conceptos se ilustran para el
robot Cincinnati Milacron T3 y el robot PUMA de Unimation que se muestran en la figura
3.1.

Muchos robots industriales que estdn disponibles comercialmente, se utilizan ampliamente
en tareas de fabricaciéon y ensamblaje, tales como manejo de material, soldadura por arco y
de punto, montaje de piezas, pinturas al spray, carga y descarga de méaquinas controladas
numéricamente, exploraciones espaciales y submarinas, investigaciéon de brazos protésicos y
en el manejo de materiales peligrosos. Estos robots caen en una de las cuatro categorfas que

definen movimientos bdsicos (figura 3.2):

e Coordenadas cartesianas (tres ejes lineales) ejemplo: robot RS-1 de IBM y el robot

Sigma de Olivetti.
e Coordenadas cilindricas (dos ejes lineales y un eje rotacional) ejemplo: robot Versatran
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Extension

Retacion de cintura 320°

fﬁ Rotacion del hombro 300°

Giro [-[-

Rotacion del code 270°

Desviacion
Barrido

del hrazo Mufieca

a) b)

Figura 3.1: Robots manipuladores : a) Robot Cincinnati Milacron T3; b) Robot de la serie
PUMA 560.

600 de Prat.

e Coordenadas esféricas (un eje lineal y dos ejes rotacionales) ejemplo: Unimate 2000B

de Unimation Inc.

e Coordenadas de revolucién o articuladas (tres ejes rotacionales) ejemplo: robot T3 de

Cincinnati Milacron y el PUMA de Unimation Inc.

a) b) c) d)

Figura 3.2: Diversas categorias de robots: a) Cartesiana, b) cilindrica, ¢) esférica y d) de
revolucién o angular.
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3.2 Cinemaédtica y dindmica del brazo del robot

La cinemadtica del brazo del robot trata con el estudio analitico de la geometria del movimiento
de un brazo de robot con respecto a un sistema de coordenadas de referencia fijo sin considerar
las fuerzas o momentos que originan el movimiento. Asi, la cinemdtica se interesa por la
descripcién analitica del desplazamiento espacial del robot como una funcién del tiempo, en
particular de las relaciones entre la posicién de las variables de articulacién, la posicién y
orientacion del efector final del brazo de robot.

Hay dos problemas fundamentales en la cinemética del robot. El primero se suele conocer
como el problema cinemdtico directo, mientras que el segundo es el problema cinemdtico
inverso. Como las variables independientes en un robot son las variables de articulacién, y
una tarea se suele dar en términos del sistema de coordenas de referencia, se utiliza de manera
més frecuente el problema cinemética inverso. Denavit y Hartenberg [1955] propusieron un
enfoque sistematico y generalizado de utilizar dlgebra matricial para describir y representar la
geometria espacial de los elementos del brazo de robot con respecto a un sistema de referencia
fijo. Este método utiliza una matriz de transformacién homogénea 4x4 para describir la
relaciéon espacial entre dos elementos mecdnicos rigidos adyacentes y reduce el problema
cinemadtico directo a encontrar una matriz de transformacién homogénea 4x4 que relaciona
el desplazamiento espacial del sistema de coordenadas de la mano al sistema de coordenadas
de referencia. Estas matrices de transformaciéon homogéneas son también ttiles en derivar
ecuaciones dindmicas de movimiento del brazo del robot. En general, el problema cinemético
inverso se puede resolver mediante algunas técnicas. Los métodos utilizados mas cominmente
son el algebraico matricial, iterativo, o geométrico.

La dindmica del robot, por otra parte, trata con la formulacién matemadtica de las ecuaciones
del movimiento del brazo. Las ecuaciones dindmicas del movimiento de un manipulador son
un conjunto de ecuaciones matemaéticas que describen la conducta dindmica del manipulador.
Tales ecuaciones de movimiento son ttiles para simulacién en computadora del movimiento
del brazo, el diseno de ecuaciones de control apropiadas para el robot y la evaluacién del dis-

eno y estructura cinemética del robot. El modelo dindmico real de un brazo se puede obtener
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de las leyes fisicas conocidas tales como las leyes de Newton y la mecdnica lagrangiana. Esto
conduce al desarrollo de las ecuaciones dindmicas de movimiento para las distintas articula-
ciones del manipulador en términos de los pardmetros geométricos e inerciales especificados
para los distintos elementos. Se puede aplicar sistemdaticamente enfoques convencionales
como la formulacién de Lagrange-Euler y de Newton-Euler para desarrollar las ecuaciones de

movimiento del robot.

3.3 Cinemadtica directa. La representacion de Denavit-Hartenberg

El problema de la cinemadtica directa puede ser establecido como sigue: dadas las variables
de las uniones del robot, determinar la posicién y orientacién del efector-final. Las variables
de las uniones son los dngulos entre los eslabones en el caso de uniones de revolucién o

rotacionales, y la prolongacién en el caso de uniones prismaticas o de deslizamiento.

3.3.1 Cadenas cinématicas

Para los propésitos de anédlisis de cinématica, se puede pensar en un robot como un conjunto
de enlaces rigidos conectados por medio de uniones.

El objetivo del andlisis de la cinemdtica directa es determinar el efecto acumulativo del
conjunto de las variables de unién. Para hacer esto de una manera sistemadtica, realmente
se deberfan introducir algunas convenciones. Sin embargo, el anilisis de la cinemédtica de un
manipulador de n-eslabones es extremadamente complejo y las convenciones introducidas a
continuacién simplifican considerablemente las ecuaciones. M4ds aun, ellas dan un lenguaje

universal con el cual los ingenieros de robética se pueden comunicar.

e Suponer un robot que tiene n + 1 enlaces numerados de 0 a n iniciando a partir de la
base del robot, el cual es tomado como enlace 0. Las uniones son numeradas de 1 a
n, y la unién i — ésima es el punto en el espacio donde los eslabones ¢ — 1 e ¢ son

conectados.

e La variable de unién ¢ —ésima estd denotada por ¢;. En caso de una unién de revolucion,
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q; es el dngulo de rotacién, y en el caso de una unién prismadtica, ¢; es la unién de
desplazamiento. A continuacién, un marco de coordenadas es fijado rigidamente a cada
eslabon. Para ser especifico, se conecta un marco de referencia inercial a la base y se
denomina 0. Entonces, se escogen marcos de referencia de 1 a n tal que el marco de

referencia i estd rigidamente conectado al eslabon .

e Suponer que A; es la matriz homogénea que transforma las coordenadas de un punto a
partir del marco de referencia i al ¢ — 1. La matriz A; no es constante, puesto que varia

cuando la configuracién del robot cambia.

Sin embargo, la hipotesis de que todas las uniones son de revolucién o prismaticas significa

que A; es una funcién de una sola variable de unién, llamada ¢;. En otras palabras,
Ai = Ai (qz) (3.1)

Ahora, la matriz homogénea que transforma las coordenadas de un punto a partir del marco
de referencia j al marco de referencia i, es llamada, por convencién, matriz de transformacién

y es usualmente denotada por Tz-j . Sabemos que:

T/ = AinAia--AjaA; st i< (3.2)
TV = T si i=j (3.3)
T = (T s > (3.4)

Por la manera en la cual se tienen colocados los diferentes marcos de referencia a los eslabones
correspondientes, se desprende que la posicién de cualquier punto en el efector-final, cuando es
expresado en el marco de referencia n, es una constante independiente de la configuracion del
robot. Denotar la posicién y orientacién del efector-final con respecto a marco base o inercial
por medio un vector tridimensional d! y una matriz de rotacién de 3 x 3 R, respectivamente,

y se define la matriz homogénea como:

Ry dg
H = (2.66)
0 1
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Entonces, la posicién y orientacién del efector-final en el marco de referencia inercial estan
dadas por:
H = T(? = A (QI) e Ap (QR) (3.5)

Cada transformacion homogénea A; es de la forma,

i di
= | T (3.6)
0 1
Por lo tanto:
. R}
T/ = A A= | (3.7)
0 1

La matriz R’} expresa la orientacién del marco de referencia j relativa al marco de referencia
(A

1, estd dada por las partes rotacionales de las matrices A como:

. - .
Rl = R§+ "'qu (3.8)

Los vectores d{ son entregados recursivamente por la férmula:
& =d "+ R (3.9)

3.3.2 Representacion Denavit-Hartenberg

La convencién utilizada comunmente para seleccionar los marcos de referencia en aplicaciones
de robdtica es la convencién de Denavit-Hartenberg. En esta convencion, cada transformacion

homogénea A; es representada como un producto de cuatro transformaciones bésicas,

A; = Rot, g, Trans, g, Transy q, Roty q, (3.10)
Es decir:
¢y, =S, 00|t o0o00]l[to00a@][1 0 o o]
So. Cp 00|01 00|]010 0|0 Cy —Sa 0
A = (3.11)
0 0O 1 0 0 01 d 0 01 0 0 So; Co O
o 0 o1]looot1|looo 1|[[o 0 0 1]
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Realizando la multiplicacién matricial se obtiene:

[ Cy. —89.Ca, S9.5a, aiCo, ]
Sy CyCo CySo aiSy,
A, — | %o CoCa CoSa 0; (3.12)
0 Sa, Cu; d;
0 0 0 1

donde las cuatro cantidades 0;, a;, d;, a;; son parametros del eslabén ¢ y unioén .

Los pardmetros en (3.12) son: a; es la longitud; «; es la torsion; d; es el desplazamiento y 0;
es el dngulo.

A partir de que la matriz A; es una funcién de una sola variable, entonces tres de la cuatro
variables son constantes para un eslabén dado, mientrds que de los cuatro pardmetros, 6; es
para la unién de revolucién y d; para la unién prismética.

Una matriz homogénea arbitraria puede ser descrita por 6 cantidades, tal como, por ejemplo,
las tres componentes de desplazamiento del vector d y tres dngulos de Euler correspondiente
a la matriz de rotacién R.

En la representacion D — H, en contraste, hay solamente cuatro pardmetros, Como es esto
posible? La respuesta es que mientras el marco de referencia ¢ es requerido para colocarse
rigidamente al eslabén ¢, se tiene libertad considerable en escoger el origen y los ejes de las
coordenadas del marco de referencia. Asi, con una seleccién habil del origen y de los ejes de
coordenadas, es posible reducir el nimero de pardmetros necesitados de 6 a 4 (en algunos
casos Mmenor).

Para comprobar lo anterior, se inicia determinando pequenas transformaciones homogéneas
que pueden ser expresadas en la forma de (3.10). Suponer que se tienen dos marcos de
referencia denotados por 0 y 1. Entonces existe una matriz de transformacién tnica A que
toma las coordenadas a partir de 1 hacia 0. Ahora, suponer que los marcos de referencia

tienen las siguientes caracteristicas adicionales:

e (DH1) el eje z1 es perpendicular al eje zg.

e (DH2) el eje 1 intersecta al eje zg.
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Figura 3.3: Marcos de referencia satisfaciendo las hipétesis (DH1) y (DH?2).

Estas caracteristicas se muestran gréficamente en la figura 3.3.

Bajo estas condiciones, se asegura que existe cantidades unicas a, d, 0, « tal qué:

A;

Rot, gTrans, g, Trans; ., Rot; o

0
0

Co,
Sp,

3

k3

_SGZCCYZ Sezsaz aiC@i ]

Cﬁi Cozi
S,
0

0977 Sai
Co,
0

(3.13)
a; Sy,
(3.14)
d;
1 -

Para mostrar que la matriz A puede ser escrita en esta forma, se puede escribir A como:

R d

0

(3.15)

Entonces r; denota la columna i-ésima de la matriz de rotacién R. De acuerdo a la figura 3.3,

la hipotesis (DH 1) significa que el vector r1 (el cual es la representacién del vector unitario

i1 en el marco de referencia 0) es ortogonal a k, = (0,0, l)T, esto es r3g;1 = 0. A partir de esto

se asegura que existen dngulos 6 y « tal qué:

R= Rz,HRat,a =

Co —5Co SpSa
So  CeCo —CySa
0 Sa Cao
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La tnica informaciéon que tenemos es que r3; = 0, pero es suficiente. Primero, a partir de

que cada renglén y columna de R debe tener longitud unitaria, r3; = 0 implica qué:
AT =1 r s =1 (3.17)
Por lo tanto, existen #,« tinicos tal qué:

(r11,721) = (Cp, Sp) 5 (733,732) = (Ca, Sar) (3.18)

Una vez que 0 y « fueron encontrados, es de rutina mostrar que los elementos restantes de
R deben tener la la forma mostrada en (3.16), utilizando la matriz de rotacién R.

A continuacién, la hipétesis (DH2) indica que el vector d = dj (el cual es el vector de
coordenadas del origen del marco de referencia 1 en términos del marco de referencia 0) es

una combinacién lineal de k, y Ri;. por lo tanto, a partir de que r3; = 0 se puede expresar

dé €omo:
dy = dko+ aRiy (3.19)
aCly
= dko+ary = aSp (320)
d

Una vez que se ha establecido que cada matriz homogénea que satisface las condiciones (DH1)
y (DH2) ésta puede ser representada en la forma (3.13), se puede dar una interpretacion fisica
a las cuatro cantidades en (3.13).

El pardmetro a es la distancia entre los ejes zg y z1 y es medida sobre el eje x1. El dngulo «
es el dngulo entre los ejes zg y z; medido en un plano normal a x;. El sentido positivo de «
es determinado de zg a z1 por la regla de la mano derecha, tal como se muestra en la figura
3.4.

El pardmetro d es la distancia entre el origen oy y la interseccién del eje x1 con z, medido
a lo largo del eje z,. Finalmente, 6 es el dngulo entre los ejes xg y x1 medido en un plano
normal al eje zg.

Para iniciar, es 1til identificar todas las uniones de los ejes y etiquetarlas zg, -, 2,—1. 2; €s

el eje de revolucién de la unién ¢+ 1, si la unién ¢+ 1 es de revolucién, y es el eje de traslacion
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Figura 3.4: Sentido positivo para «; y 0;

de la unién ¢ 4+ 1 si la unién ¢ 4+ 1 es prismdtica. A continuacién se escoge el origen op del
marco de referencia base. Este punto puede ser seleccionado en cualquier parte a lo largo del
eje zp. Finalmente, se selecciona xg, yo de manera conveniente.

Ahora, suponer que los marcos de referencia 0, - - - ,i—1 han sido colocados. Para comprender

esto es 1til considerar la figura 3.5.

Union i

Figura 3.5: Asignacién de marco de referencia de Denavit-Hartenberg.

Para colocar de manera correcta el marco de referencia ¢ es necesario considerar dos casos:
a) Los ejes z;_1, z; no son coplanares.
b) Ellos son coplanares.

Si los ejes z;_1, z; no son coplanares entonces existe una unica linea perpendicular a ambos
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tal qué, la linea que conecta a ambos tiene longitud minima. La linea es normal comin a
zi—1y zi, entonces la linea es definida como x;, y el punto de interseccién con z; es el origen
0;.

Entonces por construccién, se satisfacen ambas condiciones (DH1) y (DH2) y el vector de
0i—1 a 0; es una combinacién lineal de z;_1 y x;.

La especificacién del marco de referencia ¢ esta completa seleccionando el eje y; para formar
el marco de referencia de la mano derecha. Dado que las hipétesis (DH1) y (DH2) son
satisfechas, la matriz homogénea A; estd en la forma (3.13).

Ahora considerando el caso b), esto es, los ejes z;_1 y z; son complanares. Esto significa que
son paralelos, o que se intersectan.

Si los ejes z;—1 y z; son paralelos, hay una infinidad de lineas normales entre ellos y la condicién
(DH1) no especifica completamente a x;. En este caso se escoge el origen o; en la unién 4 asi
que x; es normal a partir de z;_1 la cual pasa a través de o;. Notar que la seleccién de o; es
arbitrario en este caso. Se podria también escoger la normal que pasa a través de 0;—1 como
el eje x; en el cual el caso d; serfa cero.

A partir de que los ejes z;_1 y z; son paralelos, a; serd cero en este caso. Una vez que x; esta
fijo, y; se puede determinar. Finalmente, considerar el caso donde z; intersecta el eje z;_1.
En este caso x; se escoge normal al plano formado por z; y z;—1. La direccién positiva de x;
es arbitraria. Notar que en este caso el pardmetro a; es cero.

Este procedimiento constructivo para los marcos de referencia 0,--- ,n — 1 en un robot de n
eslabones. Para completar la construccién, es necesario especificar el marco de referencia n.
El sistema de coordenadas final o,z,yn2, es cominmente llamado marco de referencia del
efector-final o de la herramienta. El origen o, se coloca simetricamente entre los dedos de la
agarradera. Los vectores unitarios a lo largo de los ejes x,,, ¥, v 2, son etiquetados como n, s
vy a, respectivamente.

Finalmente, notar el siguiente hecho importante. En todos los casos, independientemente
de la unién en cuestién sea de revolucién o prismadtica, las cantidades a; y «; son siempre
constantes para todo ¢ y son caracteristicas del manipulador. Si la unién i es prismética,

entonces 0; es también una constante, mientrds d; es la variable de unién i-ésima. De forma
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Eslabén | a; | oy | d; | 0;
1 al 0 0 1
2 as | 0 0 | 02

o

Tabla 3.1: Parametros de unién para un manipulador planar de 2 eslabones.

similar, si la unién i es de revolucién, entonces d; es constante y 6; es la variable de unién

i-ésima.

3.3.3 Ejemplo: Manipulador Elbow planar

Este robot manipulador se muestra en la figura 3.6.

Figura 3.6: Manipulador planar de dos eslabones.

Los pardmetros de los eslabones se muestran en la tabla 3.1:
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Se determina las matrices A partir de (3.14):

[ Cl —Sl 0 a101 |
S1 Ci 0 a1
Al _ 1 1 121
0 0 1 0
i 0 0 0 1 ]
[ Gy 8 0 asCh |
Sy Cy 0 as
A2 _ 2 2 2092
0 0 1 0
0 0 0 1 |
Las matrices T estdn dadas por
T = A
T2 = AA,
[ Cl —Sl 0 a101 11 02 —Sz 0 (1202 |
T2 Sl Cl 0 a151 SQ 02 0 GQSQ
0 prm—
0 0 1 0 0 0 1 0
0o 0o 0o 1 |0 0 0 1 |
[ 0102 - 5152 *0182 — 8102 0 agchg — CL25’152 + alC’l ]
T2 S1C9 +C1Sy —51Sy+C1Cy 0 a251Cy + a2C159 + a1S1
0 p—
0 0 1 0
i 0 0 0 1 1
Ci2 —S12 0 a1C1 + a2Ch2
9 S12 Ciz 0 a151 + a2512
TO -
0 0 1 0
i 0 0 0 1 ]

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Notar que las primeras dos entradas de la tltima columna de T5 son las componentes = y y
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del origen 09 en el marco de referencia base, esto es:

z = a1C1 + asCis (3.28)

y = a151+ a2 (3.29)

son las coordenadas del efector-final en el marco de referencia base. La parte de rotacién
de T02 entrega la orientacién del marco de referencia osxsaysze relativa al marco de referencia

base.
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Modelado de Robots
Manipuladores en Bond Graph

4.1 Sistemas Mecédnicos y Robéticas en Bond Graph

Existen diferentes caminos para determinar las ecuaciones de movimiento de sistemas mecani-
cos. El propésito de esta seccién es mostrar como el bond graph proporciona un camino sis-
temadtico para describir los sistemas mecénicos y su dindmica correspondiente. el documento
fundamental en esta drea es el que redacté Karnopp en 1969 y las extensiones de esta teoria
aparecen en un libro de texto escrito por Karnopp y otros autores en 1990.

Un concepto clave introducido por Karnopp es la representacion de transformaciones ge-
omeétrica (conservadoras de energfa) usando transformadores en Bond Graph. Esto permite
que el Bond Graph sea escrito bajo consideraciones geométricas; la conservacién de potencia

implica automdticamente las fuerzas correspondientes a las velocidades.
4.2 Movimiento en dos dimensiones en Bond Graph

La barra rigida de la figura 4.1 que se mueve en el plano, es un componente estdndar de los

sistemas mecdnicos, los tres puntos importantes en la barra son los dos extremos y el centro
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Figura 4.1: Una barra rigida.

de masa. Los extremos son importantes porque ellos definen las conexiones en la barra; el
centro de masa es importante debido a que ahi es mas conveniente escribir las ecuaciones de
movimiento. La barra rigida por lo tanto, actia como una restriccion entre estos tres puntos
del espacio.

La figura 4.2 muestra el bond graph de un cuerpo rigido.

El movimiento se considera con respecto a un sistema de coordenadas absoluto: v, y v, son
las componentes de velocidad de un estremo con respecto a dicho sistema de coordenadas;
Vi y Vy son las componentes de velocidad del otro extremo; # y g son las componentes
de velocidad del centro de masa. Estos tres puntos muestran la misma velocidad angular
& = v, = V,. La distancia a partir del primer extremo al centro de masa es [; y la distancia
a partir del segundo extremo al centro de masa es [s.

La cinemadtica de la barra es expresada por las ecuaciones:

T = Uy — Uga (4.1)
Yy = Uyt Ua (4.2)
Ve = &— Vo (4.3)
y = U+ Vi (4.4)
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fx Vx fa Vo fy Vy
"""""""" 1% e 1y
0 fx
e R
Fx 0
1 Vi 1V, 1Vy
FX Vx Fa Va Fy Vy

Figura 4.2: Bond Graph de una barra rigida.
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donde vz, Vya, Via ¥ Vya son las componentes de velocidad debido a la velocidad dangular ¢

dada por las ecuaciones de transformacion:

Vpa = l1COSQc (4.5)
Uya = lisinad (4.6)
Vea = lgcosad (4.7)
Vya = lasinaa (4.8)
La dindmica de la barra estd dada por las tres ecuaciones (Newton-Euler):
i:Af‘”; ":%;@:5 (4.9)
m m J

donde m y J son la masa e inercia de la barra respectivamente, y Af, y Af, son las fuerzas
netas que estdn actuando en el centro de masa en las direcciones x y y, vy A7 es el par neto
que estd actuado en el centro de la masa.
El drea dentro del cuadro punteado en la figura 4.2 representa la barra, los seis bonds externos
indican como se hacen las conexiones a la barra.

e Hay tres componentes etiquetados como m,, m, y J, estos implementan las tres ecua-

ciones de la dindmica de la barra (ecuacién 4.9).

e Hay un elemento-C' llamado "C' " que tiene rigidez cero y por lo tanto no afecta en el

comportamiento del sistema, pero su correspondiente variable de flujo integrada ¢ es:
t
q= / a(t)dt' =a+q (4.10)
0

Si inicializamos en qg = 0, ¢ = « y asi proporcionar una sefial modulante para los

transformadores.

e Hay tres uniones-1 etiquetadas dz, dy y do.
o Estas uniones-1 transportan las tres velocidades asociadas con el centro de masa
T, Yy .
o Estas uniones-1 calculan los esfuerzos netos que estdn actuando en el elemento-/

correspondiente (Afz, Afy v AT).
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e Hay cuatro uniones-0 llamadas fg, fy, Fz, Fy.

o Estas uniones-0 transportan las componentes x y y de la fuerza asociada con las

partes superiores e inferiores de la barra.

o Estas uniones-0 implican las ecuaciones de la cinematica de la barra (ecuaciones

4.1 ala 4.4).
e Hay cuatro transformadores modulados etiquetados como ¢y, s1, co2 y So.

o Estos transformadores modulados implican las ecuaciones de transformacion (ecua-

ciones 4.5 a la 4.8).

o Estos transformadores modulados, por conservacién de potencia, también implican

las transformaciones de fuerza correspondientes.

o Estos transformadores son modulados por « (generada por el elelmento-C).

4.3 Un péndulo simple en Bond Graph

La figura 4.3 muestra un péndulo simple construido por una varilla conectada a la parte su-
perior de una estructura. Un par es aplicado a la parte superior del péndulo. Por simplicidad
l1 = lz = [, una fuerza de gravedad u; = f; actia en el centro de la masa.

Debido a que el péndulo es un caso especial de la barra, el bond graph es el mismo que el de

la barra pero con componentes adicionales, en particular:

e [uentes de velocidad cero son conectadas a las uniones v, y v, que indican que la parte

superior esta fija.

e Fuentes de fuerza cero son conectadas a las uniones V, y V, para indicar que no hay

fuerzas actuado en el extremo inferior.

e Una fuente de fuerza es conectada a la unién d, para indicar que la gravedad estd

actuando en la direccién negativa del eje y en el centro de masa.
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Figura 4.3: Un péndulo simple.

e Otra fuente de fuerza es conectada a la unién v, para indicar el par aplicado en la

articulacion.

Solamente uno de los tres elementos-I puede tener causalidad integral, el uinico que la tiene

es el elemento correspondiente de rotacién como se muestra en la figura 4.4.

4.4 Un péndulo simple con peso en Bond Graph

Una variacién de este tipo de sistemas es agregando a la parte inferior de la varilla un peso
de masa my de pequena dimension, el bond graph de la figura 4.5 es semejante al de la figura
4.4 excepto que las dos fuentes de fuerza de la parte baja de la barra han sido reemplazadas
por elementos-I correspondientes a las velocidades = y y de la masa agregada y una tercera
entrada Fj ha sido anadida en la forma de una fuente adicional para considerar el efecto de

la gravedad debido a la masa agregada.

4.5 Un péndulo doble en Bond Graph

La figura 4.6 muestra un péndulo doble construido con dos péndulos simples sujetando un

extremo de la segunda barra a la parte baja de la primera usando una unién de revolucién
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Se:Fy

Seifg

1Va

0Fy

1Vy

SeiFy

Figura 4.4: Bond graph de un péndulo simple.
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Sf:vy

| Hy PS—

1:My

Seifg

1 Va

1 Ve

SE:F(L

Sgvy

Figura 4.5: Bond Graph de un péndulo simple con masa.
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sin friccién. Esta unién obliga que las velocidades sean iguales en la parte baja de la barra
superior y la parte superior de la segunda barra. Por simplicidad, las barras se consideran

uniformes y de longitud 2[. La inercia J sobre el centro es:
J=— (4.11)

El dngulo relativo 05 de la segunda barra con respecto a la primera es la diferencia de los

angulos absolutos a1 y as:

92 = Q9 — Q1 (4.12)

Figura 4.6: Un péndulo doble.

La figura 4.7 muestra el bond graph correspondiente a un péndulo doble. Una copia del bond
graph de una barra simple ha sido agregada a otro del péndulo simple y conectada por dos
bonds, lo cual asegura que las velocidades sean iguales en la parte baja de la barra superior

y la parte superior de la barra inferior.

4.6 Un robot manipulador en dos dimensiones en Bond Graph

Los manipuladores compuestos de eslabones rigidos conectados por uniones de revolucién
son analizados generalmente por medios de técnicas recursivas como son Newton-Euler o
Lagrange. Sin embargo, Bond Graph proporciona una técnica alternativa la cual es particu-

larmente atractiva cuando son modeladas las caracteristicas de actuador.
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Sgvy Seifyl Sgvy
| |
1 Vx1 1Val 1 VWy1
| |
P_fxl 0 fy;

- C1
/ Se:Fl
R"TF!CZI U I »MTF:S),
/ / \ /
Fxi 0 0 Fyl
| , }
1V 1Vai 1V
Seifor ——i0 F, l
1Vx2 1Va2 1Vy2
of /0 fy2
MTF:Cio .~ >MTF:S12
4;:"/ Nz
y oo 1% y
kmyy ———1de  #Ce—1—11;  dyp1——kmy)
MTF:Cco2 | ... >MTF:S22
// y
Fx2 0 0 Fyp
| , }
1V 1Va2 Vi2 1
Se:FX Se:Fa Se:Fy

Figura 4.7: Bond Graph de un péndulo doble.
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Esta seccién considera el manipulador de dos eslabones que se muestra en la figura 4.8 com-

puesta de dos eslabones rigidos uniformes de longitud 2/ moviéndose en un plano horizontal.

Figura 4.8: Un manipulador de dos eslabones.

Los dngulos de unién 6 y 65 son:
0L = o (4.13)
Oy = as—w (4.14)
El bond graph que se muestra en la figura 4.9 es similar al del péndulo doble excepto porque:
e No hay términos de gravedad (el manipulador se mueve en un plano horizontal)

e Los pares son aplicados en cada unién y son medidas las correspondientes velocidades

de unién.

4.7 No linealidades cinematicas en mecanica dinamica

Esta seccion estd dirigida a resolver el siguiente problema, dada una representacién es-
quemdtica de un sistema mecdnico acompanado de descripciones matemadticas de las partes
que lo componen, encontrar una forma conveniente para modelar el sistema asi como predecir
su comportamiento dindmico.

La importancia del problema no necesita remarcarse, se ha trabajado en forma constante, al

menos desde el tiempo de Newton y ha atraido la atencién de muchos cientificos notables,
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sfi\/x Se:fql sfiVy
1 Vx1 1Val 1 Wyl
0 fxi / 0 fyi
MTF:C1 [ *MTF:S11
. e da]
l:my; <——11dx1 n ----- CFH —i |2, dy1 1 —— I:my1
_ P .. Cy . _
MTF:Cor ™| »MTF:S);
Fxi 0 0 Fyl
1Va 1V0t1 1 Vyl
Setu—ntr, [
1Vx2 1Va2 1Vy2
ofx / 0 fy2
MTF:C12 i SRR *MTF:S12
o /
M ——1dxy we CFH — 1), dp1——Lmy
Ve \ |
MTF:Coo | ~MTF:52,
Fx 0 0 Fy
1V 1Vo2 V21
se:FX Se:Fa Se:Fy

Figura 4.9: Bond Graph de un manipulador de dos eslabones.
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incluyendo a Hamilton y Lagrange.

El propdésito de esta seccién es presentar y desarrollar el uso de ciertas formas de Bond Graph
como modelos estdndares en mecanismos. Se estudiardn los sistemas mecdnicos implicando
el movimiento a gran escala de particulas y cuerpos rigidos. Se utilizan una gran variedad
de técnicas, incluyendo la seleccién por el modelador de variables clave para la formulacion,
la determinacién de ciertas transformaciones requeridas por medios analiticos simples, y la

combinacién de todas las partes en una representaciéon unificada por un Bond Graph.

4.8 El procedimiento de modelado basico

Se inicia considerando el resultado que nos gustarfa alcanzar. Para un problema dado en
mecdnica involucrando particulas, cuerpos rigidos y elementos eldsticos, deseamos obtener un
conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden en términos de variables que producen
significado fisico dentro del comportamiento del sistema. Se anticipa que las ecuaciones seran
acopladas y si es posible explicitas (esto es, una derivada en cada ecuacién) teniendo la

siguiente forma:

campo-C o = 6 (ac) (4.15)
Campo-1 v = ¢;(pr) (4.16)

Estructura union 4o =[Ter(ao)vr (4.17)

pr = [Tk (a0)] fo
donde fo es el conjunto de fuerzas definiendo la coenergia potencial, q¢ es el conjunto de
desplazamientos definiendo la energia potencial, v; es el conjunto (inercial) de velocidades
definiendo la coenergia cinética; py es el conjunto de momentos definiendo la energia cinética,

v dc v pr son las derivadas de q¢ v pr, respectivamente.

Abordando un ejemplo para reducir las ecuaciones de (4.15) a (4.17) se tiene:

dc = [Ter(ao)] é; (pr) (4.18)

pr = [-T¢;(ac)] ¢c (ac)
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Estas son las ecuaciones de un sistema conservativo no lineal expresado en términos de vari-
ables de estado q¢c v p;-

La figura 4.10 muestra un modelo de bond graph representando el tipo de sistema antes

mencionado.
Oc
q;l Vlll bll
C " MTF ' &
dcm Vie
(a)
G VP,
Cl 1 lqc 1 | 1
MTF
f)IP
CM : \}IP IP
Jewm (b)

Figura 4.10: Modelo de un bond graph simbdlico para un sistema conservativo bdsico no
lineal (a) Campos -C y -I acoplados; (b) Campos -C y -I uniones-1.

4.9 Ejemplo de modelado

Considerando el oscilador no lineal de la figura 4.11a, en el cual la masa es libre para girar
en una cuerda y es limitada por un resorte. Un segundo resorte limita la cuerda a girar en el
plano X-Y.
Las variables geométricas claves son identificadas en la figura 4.11b como r, 0, x, y, v, ¥ vy.
Las relaciones constitutivas para resortes e inercias lineales, en forma de las ecuaciones (4.15)
y (4.16), son entregadas por las ecuaciones (4.19) y (4.20) para resortes y las ecuaciones (4.21)
y (4.22) para inercias:

F=Fk (r—R) (4.19)

80



Capitulo 4. Modelado de Robots Manipuladores en Bond Graph

I3\
A
x
X

k1 9

Y (a) Y (b) y

Figura 4.11: Un oscilador mecdnico no lineal (a) Diagrama esquemdtico; (b) Cantidades
geométricas claves definidas.

r v,
C:C,—L1—1 I 41—
MSe:k,R—LL ;¢ MTE MSe:mg

N
9
C.C, < 2 1< & 11 R an
; (r.0) voop

Figura 4.12: Bond graph correspondiente al oscilador no lineal de la figura 4.11.

T = kofl (4.20)
1

.= — Dy 4.21

Vo = —p (4.21)
1

vy =, (4.22)

donde R es la longitud libre de la barra flexible (resorte), F' es la fuerza de la barra flexible,
7 es el par de la torsién del resorte en la barra respecto a un eje a través del origen normal
al plano X-Y, y k1 y ks son constantes del resorte. Tanto el campo-C' como el campo-1 son
lineales y desacoplados.

El bond graph correspondiente es el que se muestra en la figura 4.12.
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Los vectores claves son:

qQ r f1 7 el
0 0 e
D3 Pz e3 F, f3
_p4_ _py_ _64_ _Fy_ _f4_
€1 ]{31 0 0 0 q1
e 0 k 0 0
2 = Fa 2 _ 2 q2
I3 o o L o P3
| fa ] | 0 0 0 1 | | pa ]

Si se identifican 7 y ¢ como elementos de el vector q¢, y ademds v, y v, como elementos del

vector vy, el arreglo Ter (qe) se puede encontrar al considerar las componentes de velocidad

que son:
7 = (sinf) v, + (cos0) vy (4.24)
. cos 0 sin 6
0= = — 4.2
(20 (29),
por lo tanto:
sinf cosf 5 f3
Tcr(ac) = N =Tcr (ac) (4.26)
sl _snd fo fi

Sélo resta calcular py en términos de las fuerzas en el resorte. Para una definicién apropiada

de la fuerza F'y el efecto del par 7 en las direcciones X y Y (esto es p, y py ), obtenemos:

Pe = (—sinf) F + <—C°:9> T (4.27)
. sin 6
py = (—cosf) F + < ) T+ mg (4.28)

La inspeccién cuidadosa de las ecuaciones (4.27) y (4.28) muestran que ciertamente la trans-

formacion del arreglo Ty (qe) es integrada como el transpuesto negativo, particularmente:

. —sin@ 7#
—Ter(ac) = A (4.29)
—cosfh snl
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La influencia de la gravedad simplemente se suma en forma apropiada (es decir, afecta direc-
tamente en p,) y se muestra en la figura 4.12 como una fuente de esfuerzo, MSe.
Primero se muestran las ecuaciones (4.24) y (4.25) combinadas con las (4.27) y (4.28), elim-

inando F, 7, v, y v, usando las ecuaciones de la (4.19) y (4.22). El sistema de ecuaciones de

estado es:
1 1

- = (sinf) —p, - 4.
7 = (sin0) D + (cosf) Dy (4.30)
b— (cosH) ipz N (_s1n0> ipy (4.31)

ro)m r Jm
Po = (—sind) ki (r — R) + <—C0f’9> o0 (4.32)
. sin 0

Py = (—cos) ki (r— R) + < ) k26 + mg (4.33)

Una representacién bond graph del sistema completo se muestra en la figura 4.12. Los signos
menos en las ecuaciones (4.27), (4.28) y (4.29) surgen debido a la convencién de signos en las

uniones-1 en el lado derecho de la figura 4.12.

4.10 Procedimiento propuesto de modelado

El modelado propuesto estd basado principalmente en el desarrollo que realizé Peter Gawthrop,
como se muestra en la figura 4.13, esto porque su forma de modelar los sistemas es explicita,
y de Karnoop se retoma la idea de simplificar los modelos, es decir, eliminar el uso de 4
transformadores modulados por uno sélo, el cual, tiene la relacién constitutiva de los cuatro
usados en la primer técnica mencionada.

Las relaciones constitutivas para ¢y y ¢ es cos A y para s1 y s es sin A, donde A\ = 01, 0-,..., 0,
de acuerdo con el nimero de eslabones en el robot manipulador, con los efectos moduladores
01, 0s,..., 0, que se obtienen de los elementos capacitivos.

Ahora, estos 4 MTF’s pueden ser sustituidos por uno sélo (como se muestra en la figura 4.14)

el cual tendrd dos entradas, y tres salidas con la siguiente relacién constitutiva (6 es la senal
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Figura 4.13: Los cuatro transfomadores modulados necesarios en la técnica de Gawthrop.

de modulacién):

fo=cos0- fa (4.34)
fi=cosO- f4 (4.35)
fs=sin0-fy (4.36)
f3=sinb- fy (4.37)
eq4 = cosl-eg+cosf-eg —sinf-e5 —sinf - ez (4.38)

Ademads, se le agregan al modelo los efectos de la friccién, tanto en las barras como en las

masa de las uniones (donde se considera el peso del motor de control).

4.11 Modelado matematico a partir de su Bond Graph

Una caracteristica importante del modelado de un sistema en Bond Graph, es que a partir

de éste, su modelo matematico puede ser derivado en forma directa y relativamente simple.
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<
; | %
e : f
5 16 >
<e— v
——MTF

4
13 13
s fz
- —>

Figura 4.14: Transformador modulado que sustituye los cuatro MTF del modelo de Gawthrop.

4.11.1 Manipulador de un eslabén en BGI (Bond Graph en causalidad
Integral)

La figura 4.15 muestra el Bond Graph de un robot manipular de un sélo eslabén.

En este Bond Graph se ha agregado:

e Una fuente M Se: fay es la fuente de esfuerzo (generalmente un motor de CD).

e Los 4 elementos-R los cuales representan la fricciéon de la barra (b, y by) y la friccién

debida al efector final (M, y M,).

e Las inercias se representan con los 4 elmentos-I debido a la barra (I : mgy y I :my)y

debido a la masa del efector final (I : M, y I : M,).

e Hay un elemento-C' que tiene rigidez cero y por lo tanto no afecta en el comportamiento
del sistema, pero su correspondiente variable de flujo integrada nos proporciona la senal

modulante para el transformador multipuerto (dngulo 0).

El transformador modulado MTF contiene las relaciones constitutivas que implican las trans-
formaciones de fuerza correspondientes.

El efecto de la gravedad se agrega con la fuente de esfuerzo (mg) la cual sélo afecta en el eje

Y.
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I:MX

1

R:Friccion de My % 1
8

Fx1 0

R:Friccion de by
9

M <31

22|

fxi 0

24

Vx1 1

Vxi

10

dx1

29

Sgvy

11

21

Escalon

25|

1 Val

28

0 Fg1

30

=

—MSe¢.fq1

1:My
Vy1 4 'ﬁll R:Friccion de My

5

—————>~ 0 Fy1

R:Friccion de by

1 Vy1

27

Sevy

Figura 4.15: Bond Graph de un manipulador de un eslabén.

86



Capitulo 4. Modelado de Robots Manipuladores en Bond Graph

Los vectores clave son:

p1
q18 . fi8 e1s P3
r = Dox = 3 oz = = : (4.39)
P19 e1g fi9 D15
| P23 |
— — —_ — — — 62
el Ja eq
I €30
. €3 9 €9
Tg = i Dy = i Dowt = ;U= f27 (440)
eis f1a el
f29
| €23 | | a1 | es1 |

Las relaciones constitutivas para los elementos son:

11
F = Diag {C; J} i Fy = Diag {My; My;my;my}; L= Diag{FM,y; Fby; Fby; FM,}
(4.41)

Las relaciones entrada-salida del transformador modulado (MTF') en forma de ecuaciones:

fa1 =cos0 - fa (4.42)
Ji1 =cost - fa (4.43)
J20 =sin0 - fap (4.44)
f6 =sinf - f32 (445)
e39 = cosf - eg1 +cosl e —sinf - ey —sinb - eg (4.46)
Para la matriz de estructura de unién se tiene que:
L]
T
D
D, | = s| ™ (4.47)
u
Y .
. xd -
zg = —Shz
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La matriz de estructura unién queda:

f1s
e1g
fa
fo
f1a
f31

0
-1

0

0

0
0

1
0
2sin 6@
—cos 0
sin 0

—2cos 6

0

0

—2sinf  cos@

0

0
0
0

0

0
0
0

0
—sin 6

0

0
0
0

0

2 cos 6

0

0
0
0

o = O O O o

0
0
0
1
0
1

o O O O = O
o O O O = O

0
sin 0

0

0
0
0

0
2cos 0
0

0
0
0

0
—2sin 6
0

0
0
0

0
—sin 0

0

0
0
0

e1s
f19
eq
eg
o e1q
cos 0 31
e2

0
o e30
o fa7
o fa9
€16
el
es3
e1s

(4.48)

En la estructura se puede observar que S11 y S22 son matrices cuadradas antisimétricas y que

S12 es la matriz transpuesta negativa de So;. Las propiedades anteriores estdn basadas en el

principio de conservacién de energfa.

De la estructura unién anterior (ecuacién 4.48) se observa que:

0
S =
S13 =
0
S1a =
2cos0
So1 =

S =

—2sinf cosf

0 1

-1 0

0

00 0 0 O
1 1 0 0 sin@

0

—sinf 2cosf

0
—2sinfl —sinf cosd
[0 2sing |
0 —cosf
0 sin#
| 0 —2cosf |
S22 =0

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

€23 |
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0 0 0
0 0 O
Sa3 =
0 0 1
i 0 0 O
Soq =0

o o o O

(4.55)

(4.56)

Para obtener la representacién de estados de esta clase de sistemas nolineales a partir del

Bond Graph en causalidad Integral se tiene que:

t = f(z)x(t)+g(x)ul(t) (4.57)
y = h(x)z(t)+i(x)u(t) (4.58)
donde:
f(z) = E1(Su+512MSn)F (4.59)
g(x) = E7'(Si3+ S12MSa3) (4.60)
h(z) = (S31+ S32MSo) F (4.61)
i(z) = S33+ S532MSa3 (4.62)
E = I+SuF;'SLF (4.63)
M = (I-LSy») 'L (4.64)
Por lo que usando las ecuaciones (4.63) y (4.64), se obtiene E y M respectivamente:
pe |l ’ . (4.65)
Se encuentra la inversa de la matriz E:
o (4.66)
0 J
donde
I' = M,Mym;m, (4.67)
A = M,Mym, cos? 0 + 4Mymgzmy cos? 0 + M, Mymy, sin? 0 + 4Mmzmy sin? 0 + J My Mymgm,
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La matriz M se obtiene de:
-1

M= (I-LSy| L=Diag{FM,;Fb,;Fb,;FM,} (4.68)
0

De acuerdo a las ecuaciones (4.59) a la (4.62), se sustituyen valores y se obtiene f (x):

1

0 =
_ J
f <$) - JT My Mymgzmy (4FMI cos? 6+ Fb,, cos? 0+4F M, sin? 0+Fby sin? 9) (469)
A A

Por lo que para g () :

0 0 0 0 0
g(z)= R - . - (4.70)
Jx Jx —JxFbysin® Jx (2FM,cosf + Fbycosf) Jxsinf

Es decir, la representacion en espacio de estados es:

_ . }
s €30
18 718
= f(x) +9(@) | for (4.71)
€19 D19
f29

donde, los estados son gi18 que es la posiciéon angular del brazo 6 dngulo 0, y p1g es el momento
angular en el mismo, es es la entrada para llevar el brazo a la posicién deseada y por ultimo

e16 es el efecto debido a la fuerza de gravedad (mg), ademads los valores de ea = fay = fog = 0.

4.12 Modelado matemadtico a partir de su representaciéon Euler-

Lagrange

El andlisis tradicional de sistemas dindmicos tipicamente emplean métodos de modelado
directo cuando los sistemas son simples o sencillos, y métodos de energia indirectos sofisticados
cuando no los son. Los métodos directos de modelado incluyen aplicacién directa de principios
conocidos de conservacién de masa, momento, y relaciones constitutivas variadas; los métodos

de energfa incluyen el uso de ecuaciones de Lagrange y hamilton.

90



Capitulo 4. Modelado de Robots Manipuladores en Bond Graph

La dindmica del robot trata con las formulaciones mateméticas de las ecuaciones de movimiento
del brazo. Tales ecuaciones son titiles para la simulacién en computadora del movimiento del
robot, el diseno de ecuaciones de control apropiadas para el robot y la evaluacién del diseno
y estructura del brazo.

El modelo dindmico de un robot se puede obtener a partir de leyes fisicas conocidas tales
como las leyes de la mecénica newtoniana y lagrangiana. Esto conduce al desarrollo de
las ecuaciones de movimiento dindmico para las diversas articulaciones del manipulador en
términos de los pardmetros geométricos e inerciales de los elementos. Métodos convencionales
como las formulaciones de Lagrange-Euler y Newton-Euler se pueden aplicar de manera
sistemadtica para desarrollar las ecuaciones de movimiento del brazo.

Las ecuaciones de movimiento general de un manipulador se pueden expresar mediante la

aplicacion directa de la formulacién Euler-Lagrange a sistemas no conservativos[Fu, 1989].

4.12.1 Principio de D’Alembert

La idea de D’Alembert (1717-1783) fue utilizar la metodologia del principio de trabajos
virtuales para aplicar a los problemas no estaticos sino dindmicos. Tan sélo es necesario
modificar el comienzo, y en lugar de decir "para que un sistema se encuentre en equilibrio
estdtico la fuerza neta aplicada a cada cuerpo es cero, F; = 0 para todo ¢". Cambia por:
"para que un sistema se encuentre en equilibrio dindmico la fuerza neta aplicada a cada cuerpo
menos la masa por aceleraciéon del cuerpo es cero, F; — mja; = 0 [http://materias.fi.ub.ar].
Es decir, considere el sistema de particulas que se muestra en la figura 4.16 [Goldstein, 1980].
La segunda ley de Newton aplicada a la particula .

S (F) + B = my (4.72)

J
donde: Fi(e) es la fuerza externa que estd actuando sobre la particula ¢ debido a fuentes
externas al sistema, FJj; es la fuerza interna sobre la particula i debido a la particula j.
Haciendo las sumas sobre todas las particulas ::

Z ( JZ +F Zmzrz (473)

i, i#]
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Figura 4.16: Interaccién de fuerzas que actian sobre una particula.

Claramente Fj; = 0, también debido a la tercera ley de Newton Fj; = F)j; por lo tanto:

ST =S (4.74)

1
La ecuaciéon anterior no describe totalmente el movimiento de la particula ¢, es necesario
tomar en cuenta las restricciones de movimiento (restricciones holonémicas) r;; =constante,

)

descomponiendo la fuerza externa Fi(e en la fuerza externa aplicada Fi(a) y la fuerza externa

debido a la fuerza de restriccién f;,

Z (Fz’(a) + fi) = me (4.75)

(2
Ahora, considere un desplazamiento infinitesimal dr;, entonces el trabajo virtual estd dado

por:

w = ZFi(e) 0Ty (4.76)
Si el sistema estd en equilibrio, l
Z Fl-(e) -dr; = 0 = principio de trabajo virtual. (4.77)
Sustituyendo Fi(e),

3 (Fi(“) + fz-) o =0 (4.78)

7
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Considerando aquellos sistemas para los cuales las fuerzas de restriccién no realizan trabajo,

entonces:
ZFi(a) -0r; = 0 = para sistemas con restricciones holénomicas. (4.79)
FO—F9—f % (Ffe) 7 fi) o =0 (4.81)

i

Pero ) F,L-(e) -0r; = 0, entonces:

Z (Fi(a) — pi) -0r; =0 = Principio de D’Alembert. (4.82)

i

4.12.2 Ecuacién Euler-Lagrange

Como el principio de D’Alembert (ecuacién (4.82)) es funcién de las coordenadas r; que
pueden ser linealmente independientes. Se desea expresarlo en funcién de las variables gen-
eralizadas ¢;; j = 1,2,...,n

Z (F(a ) Zg; 04 = Z (Qj - Zﬁz’g:;) ~0g; (4.83)

7

donde se define la fuerza generalizada (); como:

a 8Ti
Qj = ZFi( )8 - (4.84)

dj

Considere el término:

d . 87"1' . d 8’!”2‘
Zmlrl - = ; <dt <m2-7“10qj> —mati o (8(]]-)) (4.85)

donde se resté y sumoé el término m;r; % (a“> dado que:

dt
ri =1 (q1,q2, -y G, t) (4.86)
Entonces:
iy = dd? = Za” j a” (4.87)
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—

donde 88; generalmente es cero. expandiendo la ecuacion (4.87),

—_— — — —
87“1' . 87‘1' . a’l“i . 8’/‘1'

= et —" 4.88
' aq1q1+aq2q2+ +aan+ ot (4.88)
De la ecuacién (4.88) se puede deducir que:
8721' 87“1' 87’*1- 8’!”2‘ 87.“1' 8m-
i Ori On_Ori . O 4.89
91 Oqi’ O¢2  Ogo dn  Ogn (4.89)
es decir,
L= 4.90
9q;  qj 90
Sustituyendo en la ecuacion (4.85),
ifig— = — | mitig— | —mati5— 4.91
Yy = X (a (mnay) sy (4
81"i d 0 mﬂ'"ih- 0 mihm
it = L2 . 4.92
zi:mrﬁqy' ;(dt&b < 2 > dg; 2 ) (4.92)
or; dor or
mitio— = o — o 4.93
zi: 9, didq,  oq (4.93)
donde la energia cinética es:
1 1 or; ari\?
T=- 72 = = i+ 4.94
2;mrZ 2Zm <8qjqj+at> (4.94)
Sustituyendo (4.85) en (4.83) se obtiene:
1 dor or
T==> e I P 4.
22 <Q7 &g aqj> % =0 (4.95)

J
Si las restricciones son holonémicas, entonces todos los dg; son linealmente independientes.

Ast:

doT oT
e 4.96
QJ dt 6qj + (9(]3' ( )
dor or
el , 4.97
dt &jj 8qj Q] ( )
Si las Fi(a) son derivables de una funcién de potencial, Fl-(a) = %;:2”"), entonces, la fuerza
generalizada (); toma la forma:
oV 8?“1' oV 87”1 oV 8’!"2
R _ ) S I TS T 4.98
@i ; ( 87%;) dq; (87"1 Iq1 * dry  Oq * ) (4.98)
oV .
0, - - (ri,m2,- ) (4.99)

0q;
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Como V (g;), entonces % = 0, entonces la ecuacién (4.97) se puede escribir como:

doL  OL

—_— = 4.1
dt 8qj 8%‘ ( 00)

donde se define la funcién de Lagrange:
L=T-V (4.101)

En el caso que se tengan fuerzas 7; no derivables de una funcién potencial, @); puede dividirse
en las que si lo son y en 7; (como es el caso de fuerza de friccién), la ecuacién (4.100) se

rescribe como:
d 0L 0L

%a—q] - 8—% =7j = Modelo Euler-Lagrange (4.102)

Supéngase que el sistema a modelar satisface:
i) El marco de referencia (x,y, z) es inercial, asi, son validadas las leyes de Newton.

i7) El trabajo virtual neto realizado por las fuerzas de restriccién es despreciable. Entonces

es valido el principio de D’Alembert.

iii) Restricciones holonémicas.

4.13 Comparacién de resultados de los modelos Euler-Lagrange

y Bond Graph

Para compar los dos métodos de modelado, se propone modelar el robot manipulador mas
simple: el de un sélo eslabén, como se muestra en la figura 4.17.

Se aplica el modelo matemdtico Euler-Lagrage:La variable generalizada es:
q=10 (4.103)
Para la masa m tenemos:

cost%.‘.m:lcosﬁ y sin@z%.'.yzlsin@ (4.104)
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N
\
3
i
T »
/
!
S

Figura 4.17: Robot manipulador mas simple: de un eslabén.

—_—
Por lo que el vector r es:

—
T =

(lcos®@)i+ (Isinf)yj (4.105)

Como se vio anteriormente, la energia cinética es:
1 0 ’
i .
T = 4 . 4.106
5 Ej m; <8qj %) (4.106)

Sustituyendo 71 se obtiene:

N2
T = %m (%29) (4.107)
Se resuelve la derivada parcial, y recordando que i-i=j-j=1yi-j=7-1=0,
T = %m {[(—zsin 0)i + (i cos0) j] 9}2 (4.108)
T = %m (12 sin2 0i2 — 212 sin 0 cos 0ij + I cos? 05) 6 (4.109)
T = %ml2 (sin® 0 + cos® 0) s (4.110)
T = %mlzf (4.111)

La energfa potencial debida a la masa m es:

Vin = mlgsiné (4.112)
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Sustituyendo en la ecuacién de Lagrange (ecuacién (4.101)) se obtiene:

1 .
L= §ml202 —mlgsin6 (4.113)

Se resuelve la derivada para el modelo Euler-Lagrange (ecuacién (4.100)):

oL . . oL ‘ d (OL\
ﬁ—mZH ; 50 mlg cos 6 ; dt<aé>_ml€ (4.114)

Entonces, para obtener la ecuacién del modelo matemadtico Fuler-Lagrange, de acuerdo a la

ecuacién (4.102) se tiene que:

d oL 0L
e 4.11
dtop 00 (4.115)
Sustituyendo las derivadas obtenidas queda:
mi?0 +mlgcos = 1 (4.116)

Escrito en la forma de ecuaciones diferenciales de primer orden, donde x1 =0 y xo = 0:

.%"1 = X2 (4.117)

. 7 g
— J 4.11
To 2 COS T ( 8)

Simulando en el software Simnon?™

el sistema de las ecuaciones (4.117) y (4.118), y con-
siderando valores unitarios (excepto la gravedad g = —9.785%) se obtienen las graficas de la
figura 4.18.

Ahora, el Bond Graph de un manipulador de un eslabén es el que se muestra en la figura
4.15, el modelado matematico es el de la ecuacién (4.71).

El resultado de la simulacién del Bond Graph de la figura 4.15 graficando posicién (dngulo

®

0 = q1g) v la velocidad angular (0 = f1g) usando el programa 20-sim =~ es la que se muestra
en la figura 4.19.

Notar que en esta simulacién (figura 4.19) se eliminé el efecto del rozamiento para compararla
con la obtenida con el metodo Euler-Lagrange ya que en este no se concideraron pérdidas de

energia por friccion.
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Fi\e Edit Search Simulate Window Help _ ﬂﬂ
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Figura 4.18: Simulacién de un manipulador de un eslabén en Simnon”.
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L I N N T U T N N

model

Velocidad Angular

NN

N

time {s}

Figura 4.19: Simulacién de un manipulador de un eslabén en 20-sim.

99



Capitulo 4. Modelado de Robots Manipuladores en Bond Graph

4.13.1 Modelo Euler-Lagrange del robot manipulador planar de dos es-

labones

Considere el robot manipulador planar de la figura 4.20, ademéds se consideran masas con-

centradas en los puntos extremos.

Figura 4.20: Esquemadtico de un robot manipulador planar.

Las variables generalizadas son:
=01y q =0,
Para la masa m se tiene:
cosfy = %1 c.x1=1[1cosf; y sinfy = % coyp = Iy sinfy
Por lo que el vector 1 es:
T = (l1 cosy1)i+ (I1sinby) j
Para masa ms se tiene:
cos By = %2 c.xg =locosly+x1 y sinfy = %2 coyo = losinfy + 1y

Por lo que el vector Ty es:

Ty = (I1 cos 01 + lacosb2) i+ (I3 sin @y + lasinfy) j
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Como se vio anteriormente, la energfa cinética es:
1 o\
T
T=2-N"m, . 4.124

Desarrollando la sumatoria y sustituyendo Iy y o se obtiene:

— — 2 — — 2
1 ar . ori . 1 ors . dry .
1 Loy [(O72 o 072 4.12
T'=gm (801 o1+ S, 92) Tome (am o+ 50, 92) (4.125)
T T,

Se resuelven las derivadas parciales,

%21 = (=lysin6y)i+ (lycosfy)j %g; =0 (4.126)
dry o . dry AN .
—— = (—lysinf1)i+ (licosb1)j ; —— = (—lasinba)i+ (lacosbz)j (4.127)
00, 004
Sustituyendo se encuentran los valores de 717,y recordando quei-i =j-j=1yi-j=7j-1i =0,
1 . . a2
T, = 5™ {[(—ll sin 1) i + (I3 cos 61) j] 01}
1 :
T, = §m1 l% sin? 04> — 2sin 0 cos 0115 + l% cos? 91j2 9?
N —
0
1 )
T, = Emlzfef (4.128)
Para T3,
1 . o ‘ aa 12
T = 3me {[(—ll sinfy)i + (I3 cos01) j] 61 + [(—lasinbz) i + (l2 cosO2) 7] 92}
1 . . . . 2
T2 = §m2 |:<—11¢91 sin 91 — l292 sin 02)2i2 + (1191 COS 91 + 1202 COS 92) ]2:|
1 . .. . .
o= gmo (1207 in2 0y + 20115010 sin 0y sin s + 1205 sin? 0y + 1207 cos? 0,
+214150105 cos 01 cos O + lg@; cos? 0s]
1 . . ..
T = 5m2 [l%@? + l%@; + 211260104 (sin 61 sin O + cos O cos 92)} (4.129)

Entonces realizando la suma 7' = T} 4+ 15 y usando la identidad trigonométrica cos(A+ B) =

cos A cos B F sin A sin B queda:

1, 1 .
T= izfef (m1 +mg) + §m2l§93 + U1 lymab s cos (61 — 02) (4.130)
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La energfa potencial debida a las masas es V = V,,,, + Vi, es,

Viny, = maligsin 6y : Ving = mag (I1sin 6y + lasin 62) (4.131)

Sustituyendo en la ecuacién de Lagrange (ecuacién (4.101)) se obtiene:

L= %l%éf (ma +ma) + %mzlgég + l1lam26105 cos (01 — 02) — miligsin 61 —mag (I sin 61 + l2sin02) (4.132)

Se resuelven las derivadas parciales para el modelo Euler-Lagrange (ecuacién (4.100)):

oL

879 = l%él (m1 + mQ) + lllgmgég Ccos (91 —69) (4.133)

1

oL y .

—_— = 77’L212(92 + l1l9ms01 cos ((91 — (92) (4.134)

004

oL .

87 = —l1lame0105sin (91 — (92) — l1g cos 01 (m1 + mg) (4.135)
1

oL L.

37 = lll2m20192 S1n (91 — 92) — l27fl2g COS 92 (4.136)
2

Ahora se resuelven las derivadas ordinarias de las ecuaciones (4.133) y (4.134):

d [ 8L ; . L 9
= (aT) = 126; (my 4+ m2) + Llamo [92 cos (01 — 02) — 0102 sin (01 — 02) + 03 sin (61 — 92)] (4.137)
1

% (8871/) = mal30s + lilama [él cos (01 — 02) 4 0102 sin (0, — 02) — 4'9? sin (01 — 92)] (4.138)
2

Entonces, para obtener las ecuaciones del modelo matemadtico Fuler-Lagrange, de acuerdo a

la ecuacién (4.102) para la primera ecuacién se tiene que:

d oL  OL
—— - — = 4.139
dtop, 00, (4.139)
Sustituyendo las derivadas obtenidas y factorizando queda:

011% (m1 + mz) + églllgmg Ccos (01 — 02) + 9311127712 sin (91 — 92) + llg (m1 + ’ITLQ) cosf; =711 (4140)
Para la segunda ecuacion:

d oL OL

—— - — = 4.141
dtop, 00,  ° (4.141)

Sustituyendo las derivadas obtenidas y factorizando la segunda ecuacién queda:

énglg + éllllgmg COS (91 — 92) — 9?l1l2m2 sin (91 — (92) + lgmgg COS 02 = T2 (4142)
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Escrito en la forma 7 = Mg+ Cq + G,

el B 12 (my + mo) l1loma cos (01 — 62) 0,
T2 lllgTTLQ COS (91 — 02) mgl% ég
" 0 églllzmg sin (91 — 92) 91
—éllllgmg sin (91 — 92) 0 92

l1g (m1 + mo) cosf
L | by (m1tmz)costy (4.143)

lomag cos 0y

Para comprobar que el modelo matematico obtenido sea correcto se realizan las siguientes

pruebas:
Primera prueba M = M7T:

T
l% (m1 + mg) l1lama cos (91 — 92) _ l% (m1 —+ TTLQ) l1lama cos (91 — 92) (4 144)
l1l2m2 COSs (91 — 92) mglg lllgmz COS (91 — 92) mgl§ .
. T .
Segunda prueba (M — 20) =— <M — 2C’>:
M _ 0 | . —lllgmg Sin (91 — 92) (01 — 02) (4‘145)
—l1l2m2 sin (91 - 92) (91 - 92) 0
Entonces:
M 90— ' . 0 — (01 + 92) l1lomo sin (91 — 92) (4‘146)
(91 + 92) l1l2m2 sin (91 - 92) 0
Por lo que se cumple la segunda condicién,
. T 0 — 91 + 92 lllgmg sin 91 — 92
(M - 20) =, ( ) ( ) (4.147)
<01 + 92) lll2m2 sin (91 - 02) 0
. T .
(M - 20) S (M - 20) (4.148)

En el capitulo 5 se obtiene el estado estacionario de este tipo de manipulador.
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Capitulo 5

El Estado Estacionario de un Robot

Manipulador en Bond Graph

5.1 Introduccién

Una caracteristica muy importante del funcionamiento de un sistema es su estabilidad, Un
sistema estable se define como aquel que tiene una respuesta limitada. Esto es, el sistema es
estable si estando sujeto a una entrada o perturbacién limitada, su respuesta es de magnitud
limitada [Dorf, 1989]. En el caso de la presente tesis se consideran sistemas con estabilidad
y se enfoca sélo a la respuesta en estado estacionario.

La respuesta en el tiempo de un sistema consta de dos componentes fundamentales: la re-
spuesta transitoria y la respuesta en estado estable (6 estado estacionario). La respuesta
transitoria es la que va del estado inicial al estado final y la respuesta en estado estacionario
es la manera en que se comporta el sistema cuando el tiempo tiende a infinito [Ogata, 1998].
El estado estacionario de un sistema es importante ya que conociendolo se puede tomar como

referencia para realizar un control en un sistema determinado.
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5.1.1 Estado estacionario a partir de la dindmica obtenida de su Bond

Graph

Una forma de obtener el estado estacionario de sistema, es obtener la representaciéon en

variables de estado del sistema no lineal de la forma:

&= fr)x(t)+g(x)u(t) (5.1)

y = h(x)z(t)+i(x)u(t) (5.2)

después igualar a cero &, con lo cual desaparece el efecto de la dindmica y se puede obtener

el estado estacionario de las variables de estado.

5.1.2 Manipulador de un eslabén en BGI (Bond Graph en causalidad In-
tegral)

La figura 5.1 muestra un manipulador de un eslabén en causalidad integral, es decir, los
elementos de almacenamiento del sistema estdn en causalidad integral.

Su modelo matemético se obtuvo en el capitulo 4 resultando el sistema:

€2
f €30
18 q18
= f(z) +9(®) | for (5.3)
€19 P19
f29
- 616 -
donde:
0 7
flz)= T M Mymzm, (4F My, cos® 0+ Fb,, cos® 0+4F M, sin® 0+ Fb,, sin” 0) (5.4)
A T A
0 0 0 0 0
9(@) = r r r . r r . (5.5)
Jx Jx —JxFbysing Jx (2FM,cosd+ Fbycosf) Jxsind
I' = M, M,m,m, (5.6)

A = M, M,m, cos® 0 +4M,m,m, cos® 0 + M, M,ym, sin® 0 + 4Mm,m, sin® 0 + J M, M,ym,m, (5.7)
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1:My Se:Fal 1:My
1 2 BJT
R:Friccion de My v33]-—| 1Vy 1 Va1 Vyl ¢ |TR:Fricci6n de My
8 5{
- 7 6
Fx10 > 0 Fyl
11
R:Friccion de by 12 o R:Friccio
10 B :Friccion de by
‘X % 3 %
l:my T 1 dyg MTF J27|1 Aot dy1 1 IﬁlS I:my
X MTF B g /N;
123 Se:mg
22 17|
b o 7 25 20 -
X1 0 —— 0 fy
24 26
Vxi 1 1 Val 1yl
)
0 Fg1
29 27
Escal6n 3(;F
Stx | [—>MSeifar Sevy

Figura 5.1: Manipulador de un eslabén en BGI (Bond Graph en causalidad Integral).

106



Capitulo 5. El Estado Estacionario de un Robot Manipulador en Bond Graph

Los estados son g8 que es la posicién angular del brazo 6 dngulo 6, y p19 es el momento angular
en el mismo, ey es la entrada para llevar el brazo a la posicion deseada y eig es el efecto

debido a la fuerza de gravedad (mg =-9. 788%), ademads los valores de eg = fo7 = fog = 0.

Para simplificar, consideramos valores unitarios en todos los elementos, se obtiene el siguiente

sistema:
0
€30
fi8 0 1 q18 0 0 0 0 0
€19 —% —% P19 é é —%sin@ %COSH %sin@ 0
—-9.78
para el estado estable, es decir cuando 7 (t) = 0, se tiene:
0 0
_ D19 1 . -, 2119 (5.9)
0 —%plg — 5018 5€30 — 1. 63 sin 6 5630 — %pw —5q1s—1.63 sin @

se observa que como p1g = 0y q18 = 6, podemos expresar la ecuacién de la siguiente forma :

1 1
0= ceso— o0~ 1.63sin0 (5.10)

entonces la relacién entre la entrada y la posicién final del brazo es:
e30 =0+9.78sind (5.11)

usando la ecuacién (5.11), si se desea que la posicién final del brazo sea por ejemplo 45° =
Grad = 0.78539rad, sustituimos el valor de 6 para determinar el esfuerzo necesario para

alcanzar dicha posicién en estado estacionario:
e30 = % +9.78sin (%) = 7.7008 (5.12)

simulando el sistema en 20—sim® con la entrada calculada se obtiene la grafica de la figura
5.2 donde se puede observar que el resultado en simulacién para el estado estacionario es

practicamente el mismo que el que se desea tener.
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model

Teta
——————— Velocidad angular

27.41,0.78539968803205

05 i

20 25 30 35

time {s}

Figura 5.2: Simulacién en 20-sim para llevar al manipulador de un brazo a 45°en estado

estable.
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Fuentes
MSe y MST
u
< ):(d * 1 Din
Almacenadores LN Uniones »  Disipadores
z Dou
lyC 7 |0.LMTF, MGY |«—= R
N A
X y
\ 4
Detectores
D

Figura 5.3: Vectores clave de un bond Graph.

5.1.3 Un Bond Graph para la determinacién directa del estado estacionario

El resultado més importante del presente trabajo de investigacion es la determinacién directa
del estado estacionario para una clase de sistemas no lineales representado en un Bond Graph.
En esta clase de sistemas no lineales califican los robots manipuladores que se han analizado
en esta tesis. Donde el diagrama a bloques de los vectores clave dentro de un bond Graph es
como se muestra en la figura 5.3.

En la figura 5.3 se denotan las fuentes moduladas, los elementos almacenadores y los elemen-
tos disipadores de energfa como (MSe, MSy) , (I, C) y (R) respectivamente. ademds, se
muestran los detectores (D) y la estructura unién con transformadores y giradores modulados
(0,1, MTF , MGY,).

El estado estacionario se determina a partir de 1 Bond Graph en causalidad derivativa, es decir,
asignando de manera predefinida una causalidad derivativa a los elementos almacenadores
del sistema.

Por lo tanto, en la figura 5.4 se muestra un diagrama a partir del cual se obtiene el estado

estacionario en un enfoque de Bond Graph.
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Bond Graph en Bond Graph en -Vectores clave
Robot causalidad integral causalidad derivativa FMatriz de estructura Estado
Manipulador del robot del robot de unién Estacionario
manipulador manipulador -Calculo de g*

Figura 5.4: Diagrama de flujo para el cdlculo de la respuesta en estado estacionario en un
enfoque de Bond Graph.

Finalmente, este resultado propuesto es una generalizacién de un resultado publicado en el
articulo [Gonzdlez, 2003] y a partir del cual se llegé a desarrollar un articulo de esta tesis,
el cusl ya fue aceptado para su publicacién en la 14 IEEE International Conference on
Methods and Models in Automation and Robotics que se llevard a cabo del 19 al 21 de agosto
del presente anio en la ciudad de Miedzyzdroje, polonia. El articulo se anexa en el apéndice

B.

5.1.4 Manipulador de un eslabén en BGD (Bond Graph en causalidad

Derivativa)

Una forma mds directa de obtener el estado estable es usando el BGD (Bond Graph en
causalidad Derivativa), que es simplemente intercambiando la causalidades integrales por
derivativas, en este caso, la causalidad de los elementos J y C, el Bond Graph obtenido es el

de la figura 5.5.

Los vectores clave son:

P1 €1 fi r 7
€2
P3 €3 f3 fa eq
/ j o
e e
v = P1s - 15 - 15 . Dy, = 9 . Dyt = 9 Cu=|
q18 fis €18 f14 €14 f
29
P19 €19 J19 I31 €31
€16
| P23 | | €23 | _f23_ N N
(5.13)
las relaciones constitutivas para los elementos son:
Din = LqDoyt; Lg = Diag{FM,; Fb,; Fb,; FM,}; Fq = Dia I I (5.14)
in — douty L4d — g Y T Y xzfy L'd — g Mw,Myamyachamw .
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Figura 5.5: Manipulador de un eslabén en BGD (Bond Graph en causalidad Derivativa).
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las relaciones entrada-salida del transformador modulado (MTF') en forma de ecuaciones

son:

fo1 = cos - f32
fi1 = cos 0 - f32
f20 =sin@ - fao
fo =sinb - f3o

es2 = cosl - e21 +cos-e11 —sinf - exn —sinb - eg

la matriz de estructura de unién del BGD es la siguiente,

2 Ju Jiz Jis T
Dy, Jo1 Jag  Jo3 Dot
Yd J31 J32 J33 u

v la matriz de estructura unién queda de la siguiente manera,

de la estructura unién anterior (ecuacién (5.21)) decimos que:

[ o 0 0  —2cos0 0 0
0 0 0 2sin 0 0 0
0 0 0 sin 6 0 0
Jll =
2cosf —2sinf —sinf 0 -1
0 0 0 1 0 0
| 0 0 0 —cos b 0 0

112

2cos 0

f1 ] [ o 0 0 —2cos 6 0 0 0 0 0 0
f3 0 0 0 2sin @ 0 0 0 0 0 0
fis 0 0 0 sin 6 0 0 0 0 0 0
e1s 2cosf —2sin@ —sin 0 0 —1 cosfO —2sin®  cos0 —sin @
fio | 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
fas | 0 0 0 —cosf 0 0 0 0 0 0
fa 0 0 0 2sin @ 0 0 0 0 0 0
fo 0 0 0 —cos @ 0 0 0 0 0 0
f1a 0 0 0 sin 0 0 0 0 0 0 0
L f31 0 0 0 —2cosf 0 0 0 0 0 0

o O O O O O+ O O o

O O O O O O = O O O

o = O = O O O +H = O

H O B O H O O © O =~

5.15

Ut
[

6

Ut
[

Ut
[u—

(5.15)
(5.16)
(5.17)
(5.18)
(5.19)

5.19

(5.20)

sin 0

o O © © o

p1
p3
P15

P19

(5.21)

(5.22)

€16 J
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Ji2 =

Jo1 =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
—2sinf cosf —sinf 2cosf
0 0 0 0
L 0 0 0 0
(000 1 o0
0 0 1 O 0
Jis — 0 01 0 O
1 1 0 0 siné
0 0 00 O
_O 0 0 1 0
0 0 0 2sinf 0 O
0 0 0 —cos@ 0 O
0 0 0 sin @ 0 0
0 0 0 —2cosf 0 O
Joo2 =0
0 01 0 O
Ty — 00 0 1 0
0 01 0 0
00 0 1 0

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

para obtener la representacion de estados de esta clase de sistemas nolineales a partir del

Bond Graph en causalidad Derivativa tenemos que:

Ya

donde:

= [T@)i(t)+g° (2)u

h* ()@ (t) + " (x)u

[ (z) = Ji1 + JiaNJo

*

x Jiz + J1aN Jos3

Q

()
h* (z)

J31 + J32 N Joq
i* (x) = J33 + J3aNJa3

N = (I —LgJy) " Ly
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de la representacion en espacio de estado anterior (ecuaciones (5.28) y (5.29)), si se considera

el estado estable, es decir & (t) = 0, tenemos que:

z=[f@it)+g9" (@)ult) = z=g"(@)u?) (5.35)
0
r=Fpa = x=F;'z (5.36)

por lo que para el estado estacionario se tiene que:
Tgs = Jlg* () uss (5.37)

como F L'y ug se conocen, sélo falta encontrar g* (z) para encontrar el estado estable.
Entonces N es:
-1
N=|I—-LgJy Ly = Diag {FMy; Fb,; Fb,; FM,} (5.38)
0
entonces como:

1 1 1 1 1 1
. } Fdfl:Diag{Mx;My;my;C;J;mm} (5.39)

Fy= Diagd ——; s~ 2.
d Zag{MwaMyamyaan)mm

usando las ecuaciones (5.30) a la (5.34) se encuentra ¢g* (z) :

0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
. 0 0 1 0 0
g (2) = (5.40)
1 1 —2FM,sinf — Fb,sin 2FM,cost) + F'b,cosf sin0
0 0 0 0 0
| 00 0 1 0 |
por lo que sustituyendo ¢g* (z) en la ecuacién (5.37) se obtienen los estados estacionario:
[ p1 ] [ Jao M, ]
D3 far M,
Pis _ farmy
q18 C'(e2 + es0 + e16sin 6 + fag (2F M cos 0 + Fb, cos @) — far (2F M, sin 6 + Fb, sin 0))
P19 0
D23 faomz

(5.41)
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considerando valores unitarios en todos los elementos como en el caso del BGI, y ademés los

valores de ep = for = fa9 = 0. se obtiene lo siguiente:

b1 0

D3 0

- = ’ (5.42)
718 C (e30ss + €16ss Sin0)

P19 0

P23 0

L - ss L _

de la ecuacién (5.42) se observa que el tnico estado diferente de cero en estado estacionario

€es:

q18 = C (€30 + €16 sin ) (5.43)

como q¢ig es la posicién angular del brazo 6 dngulo 6, esp es la entrada para llevar el brazo a

la posicién deseada y ejg es el efecto debido a la fuerza de gravedad (mg =-9. 788%):

0 = (e30 —9.78sin6) (5.44)

ez0 =0+9.78sind

esta relacién entre el esfuerzo de entrada y el dangulo en estado estacionario es la misma

obtenida para el Bond graph en causalidad integral (ecuacién (5.11)).

5.1.5 Manipulador de dos eslabones en BGD (Bond Graph en causalidad

Derivativa)

El modelo de un robot manipulador de dos eslabones en Bond Graph se muestra en la figura

5.6.

Notar que el modelo se constituye practicamente de dos manipuladores de un eslabén unidos,
es decir, no importa de cuantos eslabones sea el manipulador a simular, sélo se se necesita
colocar mds bloques hasta completa el manipulador del cual se desea obtener su estado

estacionario.
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I:My Se:Fo2 I:My
1 LZ 3
R:Friccion My <21 1, 1V Vy2 1 —4— R:Friccion My
8 5
L . L
0Fx 7 0 Fy
11 /
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R:Friccion boy : i R:Friccion byy
14
25 L ¥ - -
Emy — 3 1dy, MTF —Zi1dx dy2 1 [ HUPY
2 N w2 IRNE 16
:m
I:3, . Semag
23 / 21
- 22 20 -
fXZ 0 D 0 fy2
26 27
1 Vx2 1Va2 1Vy2
29-F
MSe:fo0—3L,10 Fyo 20
28
T 2]
1Vx1 ll: 1Vai 17
35 Escalon2 33
0 Fxi = 0Fy
37 34| /
36
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38 48 44,
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Figura 5.6: Bond Graph de u{lllénanipulador de dos eslabones.
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Los vectores clave son:

D1 e1 fi
D3 es f3 _ i
_ - _ _ e
P15 e1s fis fa e4
€16
q18 fis e1s fo €9
7 7 €31
19 el 19 14 €14
T = P i L= ;2= ; Din = 5 Dout = ;U= | euq (5.45)
D24 €24 foa fos €25
fs5
P39 €39 f30 f3s e3s
€56
D45 €45 fas faa €44
B N B N fs7
Q48 fas €48 B -
| Pao | | €49 | | fao |

Las relaciones constitutivas para los elementos son:

Din = LgDow;  Lg= Diag {FM,; FM,; Fb2,; Fb2,; Fbl,: Fbl,} (5.46)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
F, = Diag{ S } (5.47)
Yy

las relaciones entrada-salida de los transformadores modulados (MTF1y MTF2), son las
siguientes ecuaciones para el MTF1.
fs2 = cosf1 - fss (5.48)
far = cos 01 - fss (5.49)
fs1 = sinfy - fss (5.50)
fa2 =sin 01 - f5s (5.51)
ess = cos 01 - €55 + cos b - 37 — sin by - €51 — sin 0y - ean (5.52)

para el MTF?2:

fa2 = cos Oz - f59

fi11 =cos s - f59

(5.53)

(5.54)

fo1 =sinbs - frg (5.55)
Jo =sin0z - fs9 (5.56)
(5.57)

e59 = cosfs - eaa + cosfs - e11 —sinbsy - ea1 — sinfs - eg
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para la matriz de estructura de unién del BGD se tiene la siguiente estructura:

donde:

0
0
0
2 cos bs

0
0
0
0
2cos b4

0

z Jin Jiz
Dip | = | Ju Jo2
Yd VLSS
0 0 —2cosfz2 O
0 0 2 sin 09 0
0 0 sin 02 0
—2sinfly  —sin0Os 0 —1
0 0 1 0
0 — cos 02 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
—2sinf; —2sin6; 0 0
0 0 0 0
[ o 0 0
0 0 0
0 0 0
—2sinfly 2cosfly —sin0s
Jip = 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
—2sinfl; 2cosf; —2sinf;
i 0 0 0
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0
2 cos b,

0

0
2 cos 01

0

D out

o O O O o o o o

cos 01

0

o O O o o o o ©

cos 01

0

o ©O O o o o o o

—sin 6,

0

o o O o o o o o

— sin 01

0

—2cos 0,
2 sin 01
2sin 0,

0
0

—2cos 01

—cos 01

sin 0

(5.58)

(5.59)
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[0 0 o0
0 0 0
0 0 0
1 sinfs 1
Tia — 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 2sin6; -1
00 0
00 o 25in 0
0 0 0 —2cosb>
Ty — 0 0 0 sin 02
0 0 —cosf: 0
0 0 0 0
_() 0 0 0
Jaz =0
[0 0 0 0
0 0 0 O
oy — 0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
_0 0 0 O

o O O o o o o o

sin 01

o O O o o o

0
1
0
1
1

0

o o o o o o

0
0
0
0
0

0

o O O =B = O O O O =

o o o o o ©

= O © = O =

o = O O O O o o o ©

o O O o o o

o O = O O O O©O = = O

2 sin 01
—2cos b1
2sin 01
—2cos b
— cos 01

sin 01

o O O o o o

(5.61)

(5.62)

(5.63)

se obtiene la representacién en espacio de estados de la misma manera que se hace para el

caso de un eslab6n. Considerando valores unitarios para todos los elementos (para simplificar

los célculos).
-1

N = |I-LgJw
0
Fp =1 = F/'=1I
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Lq = Diag {FM,; FM,; Fb2,; Fb2,; Fbl,; Fbl,} = I (5.65)
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se encuentra ¢g* (z) usando el paquete de computadora Scientific WorkPlace V5.50:

0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1
1 sinfs 1 0 3sinfs 0 —3sinbs
0 0 0 0 0 0 0
9 (z) = (5.67)
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 2sinfy —1 sinf; 5sinf; 1 —3sinb,
o 0o 0 o0 o o o0 |
entonces, de acuerdo con la ecuacion x5 = F; *g* () uss, sustituyendo g* (x) se obtienen los
estados en estado estacionario:
o] _ . }
P3 0
P15 0
q1s e31 —9.78sin 6,
L - 0 (5.68)
P24 0
P39 0
Pas 0
qa8 e48 —e31 — 29.34sin 6,
P49 0 ]

L 4 gs L

de la ecuacién (5.68) se observa que los unicos estados diferentes de cero en estado estable

son:

qis = e31—9.78sinb (5.69)

gi8 = €56 — €31 — 29 .34 sin (91 (570)

como qig = 02 y q56 = 01 y las fuentes de esfuerzo de control para los brazos son e3q y esq,

sustituyendo y despejando se obtienen las siguientes expresiones:

e31 = 02 +9.78sin6y (5.71)

es¢ = e31+01+29.34sin6, (5.72)
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usando las ecuaciones (5.71) y (5.72), si se desea que la posicién final del brazo sea por
ejemplo 1 = 30° = & = 0.52359rad y 03 = 45° = Jrad = 0.78539rad, se sustituyen los
valores de los dngulos para determinar los esfuerzos necesarios para alcanzar dicha posicién

en estado estacionario:

™ . i
es = +9.T8sin (Z) — 7.7008 (5.73)
™ . T
e = T.TO08+ % +29. 34sin (6) = 22,8041 (5.74)

simulando el robot manipulador en 20-sim con las entradas calculadas se obtiene la grafica de
la figura 5.7 donde se puede observar que las velocidades angulares en estado estacionario se
van a cero y el resultado en estado estacionario para los d&ngulos es practicamente el mismo
que se deseaba obtener.

model

------- — Teta 1

----------- Velocidad angular 1
Velocidad angular 2

34.73,0.78530018457063]

34.73,0.52360335097492]

-0.5

time {s}

Figura 5.7: Simulacién del robot manipulador de dos eslabones en 20-sim para 6; = 30° y
0y = 45°.

Analizando otro caso, por ejemplo si se desea que la posicién final del brazo sea ahora 61 =
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50° = 0.87266rad y 02 = 20° = 0.34906rad, se sustituyen los valores de los dngulos para

determinar los esfuerzos necesarios para alcanzar dicha posicién en estado estacionario en las

ecuaciones (5.71) y

€31

€56

(5.72), se obtiene:

= 0.34906 + 9. 78sin (0. 34906) = 3. 69396 (5.75)

= 3.69396 + 0.87266 + 29.34sin (0.87266) = 27. 0422 (5.76)

simulando el robot manipulador en 20-sim con las entradas calculadas se obtiene la gréfica de

la figura 5.8 donde se puede observar que las velocidades angulares en estado estacionario se

van a cero y el resultados en estado estacionario para los dngulos es practicamente el mismo

que se encontré de manera analitica.

model

05

''''''' — Teta 1

----------- Velocidad angular 1
Velocidad angular 2

30.00,0.87262510483738|

30.00,0.34909710388679

g iy

-0.5

10 15 20 25
time {s}

30

Figura 5.8: Simulacién del robot manipulador de dos eslabones en 20-sim para #; = 50° y

0y = 20°.

122



Capitulo 5. El Estado Estacionario de un Robot Manipulador en Bond Graph

5.1.6 Manipulador de tres eslabones en BGD (Bond Graph en causalidad

Derivativa)

El modelo de un robot manipulador de tres eslabones en Bond Graph se muestra en la figura
5.9.

Observar que el modelo se constituye de tres manipuladores de un eslabén unidos, es decir,
no importa de cuantos eslabones sea el manipulador a simular, solo se se necesita colocar mas

bloques hasta completa el manipulador del cual se desea obtener su estado estacionario.

Los vectores clave son:

T = { P1 P3 P14 @18 P19 P22 P40 P45 448 P49 Pe6 P12 48 P79 ]T(5'77)
To= { er ez en fis €19 €2 eq ess fis €19 €e6 €12 frs €9 }T (5.78)
z = { Ji fs fua oews fio fao fio fis eas fao fes fr2 ers  fro }T(5'79)
Din = { o fo fis Ja fae faa fes Jn }T (5.80)
Dour = [ €4 €9 €13 €21 €39 €44 €65 €71 }T (5.81)
u = { ez €15 €31 €46 €58 €73 [fs1 es2 [sa }T (5.82)
Las relaciones constitutivas para los elementos son:
Din = LaDyus;  Lq= Diag {FM,; FM,; Fb3,; Fb3,; Fb2,; Fb2,; Fbl,; Fbl,;}  (5.83)
Fqo = Diag{]éw; ]\}y; mlgy; Cig; Jig; %%; mi%; m12y; Ciz; Jiz; milm; mlly; é,i} (5.84)

Las relaciones entrada-salida de los transformadores modulados son las siguientes ecuaciones:
para el MTF1:

fes = cos 01 - fso (5.85)
fes = cos by - fso (5.86)
frs =sinfy - fso (5.87)
feo = sinfy - fso (5.88)
eso = cos B - egg + cos B - egz — sin b1 - ers — sin b1 - ego (5.89)
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R:Friccion My ——11y,4 Va3 1 Vy3 1 —2>R:Friccion My
) ;
Fx30 7 ——0 Fy3

11
10

R:Friccion by

-

P of oL N
( / » l‘l./FI"ICCIOI‘l b3y
13

21 " ¥ L 18 1
Emsx<——1da MTF 2211 de3 dy31 —>Tmgy
22
5

MTF3 N 19
17
1:3; Sermsg
23 16
L 2 e

fx3 0 25% 0 fy3

ZGI F7
V3 1 Va3 1 1Vvy3

]

MSe:fo3—2L10 Fos

28 30
32[
Vx21 1 Vo2 1 V2
33I Escalon3 35

Fx20 2 ——= 0Fp

3
38

R:Friccion byy

a4

7

A C2Cy N
( s|ReFriccion boy

39 d » L 48 4
EMyx<o—1de MTF —Zi1d,, Oy 12-Tmy

MTF2 N 49 46
52|
I:J, Se:m 20
41 47
B 42 By
51
fxo 0 ——0 fyz
SSI 54I
Vx21 Va2 1 1Vy2
56
MSe:for—210F,,

55 r 57
59
Vyi1 1 Vi 1V

Escalon2
60 62

Fxio 61 s 0 Fy1

G
64

R:Friccion by -C:Cy  |R:Friccion by

7

4

65\, I's 1 78 1
Emix<o—1da MTF i1dy; Oy 1 —2=Lmyy

MFT1 N\ 79 &
76
I:J, Se:Mmig
74

67

N

fx1 0 75% 0 fyl
S |
1Vx1 Val 1 1Vy1
81[ SZ-F o
Siv, w@:fal Sty

Escalonl

Figura 5.9: Manipulador de tres eslabones en bond Graph.



Capitulo 5.

El Estado Estacionario de

un Robot Manipulador en Bond Graph

para el MTF?2 :

para el MTF3 :

fa2 =
far =
fs1 =
f36 =

€50 =

cos 0>
cos 0>
sin 02
sin 02

cos 05

.
.
o
o

f24 = cos Oz - fao
Ji1 =cosBz - fao
f25 =sinfz - fao
fo =sin0z - f2o

€42 + cos Oy - ezr —sinfy - e51 — sinfs - esg

es9 = cosfs - eaq + cosOz - e11 —sinbs - eas — sin O - eg

para la matriz de estructura de unién del BGD se tiene la siguiente estructura:

donde:

Ji1 =

2cos 6y
0

0

0

0
—2sinf3

0

0

0

0
—2sinfy

—2sin 6y
0

0

0

0
—sin 03

0

0

0

0
—2sin 0y

—2sin 6
0

© © © © O O © ©o o o

Juu Ji2 Ji3
Jo1 Joz  Jog
J31 J32 J33

0 0

0 0

0 0

cos 03 0

0 0

0 0

0 0

0 0
2cos 2 cos o

0 0

0 0

0 0
2cos 6y 2cos 6y

0 0
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D out

o ©O O O O O © ©o

— sin g
0
0
0
—2sin 6y
0

—2cos 0y
2sin 0o
2sin fg

0
0

—2cos 0y

— cos fa

sin 0o

o O O o = o

o ©O ©O O O © © o

-

o O © © O

o O ©O O O O O © o o o

0
cos 01

0

(5.100)

O O 0O O O 0O o0 o0 o o o

0
—sin 0

0

—2cos
2sin 0
2sin 6y

0

0
—2cos 6
—2cos 01

2sin 6y

—cos 01
sin 01
0

1
(5.101)

o O O O O O O o o o o o

o |
-
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[0 0 0 0 0 0 0 0o |
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
—2sinfl3  2cosfl3 —sin03 cos 03 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
_ 0 0 0 0 0 0 0 0 (5.102)
0 0 0 0 0 0 0 0
—2sinfl; 2cosfs —2sinfs 2cosfs  cosOs —sin 6o 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
—2sinfl; 2cosf@; —2sinf; 2sinf; 2cosfi —2sinf; cosfi —sinb;
0 0 0 0 0 0 0 0o |
[0 0 0 0 0 0 10 0]
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
1  sinfs 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 1 0 0
Jia = 0 0 0 0 0 0 1 0 O (5.103)
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 2sinf —1 sin0s 1 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 2sin6, 0 2sinfy -1 sinfy 0 1 O
| O 0 0 0 0 0 0 0 0 |

126



Capitulo 5. El Estado Estacionario de un Robot Manipulador en Bond Graph

[0 0 0 2sinfs 0 0 0 0 2sind,
0 0 0 —2cosfl3 0 0O 0O 0O —2cos0,
0 0 O sin 63 0 0 0 0 2sinf,

Ty — 0 0 0 —cosfl3 0O O O O —2cos0,
0 0 O 0 0 0 0 0 —cosb
0 0 O 0 0 0 0 O sin 0
0 0 O 0 0 0 0 O 0
_0 0 O 0 0 0 0 O 0

Jag =
0000 0 0
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
oy — 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
100000 0

0
1
0
1
1
0
1

0

o O O O o o o o

o O O o o o o o

o o O o o o o o

= O = O O = O =

2sin 61
—2cos 01
2sin 61
—2cos 01
—2cos 01
2sin 61
— cos 01

sin 01

o O o o o o o o

(5.104)

(5.105)

(5.106)

se obtiene la representacién en espacio de estados de la misma manera que se hace para el

caso de un eslabén. Considerando valores unitarios para todos los elementos (para simplificar

los cdlculos).
-1

N = |I-LgJw
0
Fp =1 = F/'=1I
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se encuentra ¢g* (z) usando el paquete de computadora Scientific WorkPlace V5.50:

0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 sinf3 1 0 0 0 3cos b3 0 —3sinfs
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
o (@) = 0 0 0 0 0 0 1 0 0 (5.109)
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 2sinfy -1 sin f2 1 0 5 cos 02 0 —5sinfs
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 2sin6; 0 2sinf; —1 sinf; b5cosfy +2sinfy 1 —7sinfq
L O 0 0 0 0 0 0 0 0 i

Entonces, de acuerdo con ecuacion zss = F7lg* () ugss, sustituyendo ¢* (z) se obtienen los
) ss d EER)
estados en estado estacionario:

P1 0
p3 0
P14 0
q18 e31 — 9. 78sinfs3
P19 0
p22 0
ro = ° (5.110)
P45 0
q48 e58 — e31 — 29.34sin 0y
P49 0
P66 0
p72 0
q7s ego — esg — 48.9sin 0,
L P79 | L 0 i

de la ecuacion 5.110 se observa que los tinicos estados diferentes de cero en estado estacionario

son:

g8 = e31—9.78sinf3 (5.111)
qas = e53 —e31 —29.34sin6, (5.112)
q7s = egy —e58 —48.9sinb; (5.113)
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como qig = 03, qus = 02 y qrs = 01 y las fuentes de esfuerzo de control para los brazos son

es1, €58 v eg2, sustituyendo y despejando se obtienen las siguientes expresiones:

€31 = 03 -+ 9.78sin 03 (5114)
ess = e31+ 02+ 29.34sin0s (5.115)
esa = ess+ 01+ 48.9sin6; (5.116)

usando las ecuaciones (5.114), (5.115) y (5.116), si se desea que la posicién final del brazo
sea por ejemplo 01 = 15° = 0.2617rad , 02 = 20° = 0.349rad y 03 = 30° = 0. 5236rad, se
sustituyen los valores de los dngulos para determinar los esfuerzos necesarios para alcanzar

dicha posicién en estado estacionario:

e31 = 0.5236+9.78sin(0.5236) = 5.4136 (5.117)
ess = 5.4136+0.349 +29.345in (0. 349) = 15.795 (5.118)
es2 = 15.79540.2617 + 48.9sin (0.2617) = 28. 708 (5.119)

simulando el robot manipulador en 20-sim con las entradas calculadas se obtiene la grifica de
la figura 5.10 donde se puede observar que las velocidades angulares en estado estacionario se
van a cero y el resultados en estado estacionario para los dngulos es practicamente el mismo
que se obtuvo de manera analitica.

Analizando otro caso, por ejemplo si se desea que la posicién final del brazo sea ahora °0; =
35° = 0.6108rad, 02 = 50° = 0.8726rad y 03 = 45° = 0.7853rad, se sustituyen los valores de
los dngulos para determinar los esfuerzos necesarios para alcanzar dicha posicién en estado

estacionario en las ecuaciones (5.114), (5.115) y (5.116), se obtiene:

e31 = 0.7853+9.78sin(0.7853) = 7.7008 (5.120)
ess = 7T.7008+0.8726+29.34sin (0.8726) = 31.047 (5.121)
esa = 31.047+0.6108 +48.9sin (0.6108) = 59.70 (5.122)

simulando el robot manipulador en 20-sim con las entradas calculadas se obtiene la gréfica de

la figura 5.11 donde se puede observar que las velocidades angulares en estado estacionario se
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model

0.8

0.6

0.4

0.2

Tetal

—————— Velocidad Angular 1
- = Teta2

Velocidad Angular 2

Teta3

=+ = = Velocidad Angular 3

24.90,0.52364711640479)

24.90,0.34882727133158)

24.90,0.26179355219251]

time {s}

20 25

Figura 5.10: Simulacién del robot manipulador de tres eslabones en 20-sim para #; = 15°,

92 = 20° y 93 = 30°.
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van a cero y el resultados en estado estacionario para los dngulos es practicamente el mismo

que se obtuvo de manera analitica.

model

0.5

— Tetal
Velocidad Angular 1
- Teta2
Velocidad Angular 2
Teta3
Velocidad Angular 3

[34.99,0.87259044119329)

[34.99,0.78537666 704601

34.99,0.61070219528785

-0.5

time {s}

20

25

30 35

Figura 5.11: Simulacién del robot manipulador de tres eslabones en 20-sim para #; = 35°,

92 = 50° y 03 = 45°.
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Capitulo 6

Conclusiones y Trabajos Futuros

6.1 Conclusiones

El Bond Graph en causalidad derivativa no tiene un sentido fisico, pero de él se pueden
obtener carcaterfsticas intrinsecas importantes del sistema. En los robots manipuladores,
regularmente, lo m&ds importante es poder conocer su estado estacionario o final, ya que en
algunos procesos su finalidad principal es llegar a un punto determinado (como por ejemplo
en las maquiladoras, taladros de precision, etc), dejando a un lado la manera en la que se
llega a dicho estado, El Bond Graph en causalidad derivativa es de gran ayuda, ya que de él
se puede obtener el estado estacionario de una forma relativamente directa.

La principal aportaciéon de la presente tesis es el proporcionar un procedimiento para poder
determinar el estado final de un robot manipulador planar que pertenece a un tipo de sis-
tema no lineales caracterizado por el producto de estado, usando la asignacion de causalidad
derivativa en el Bond Graph, la comparaciéon del modelado en Bond Graph con las técni-
cas tradicionales, en éste caso con Euler-Lagrange, ponen en evidencia que para la segunda
cuando se incrementa el nimero de eslabones las ecuaciones resultantes crecen de manera
exponencial y resultan ser muy dificiles de simular, en cambio con la técnica de Bond Graph
su metodologia es menos engorrosa de llevar a cabo, aunque, si bien es cierto, el proced-

imiento maneja matrices relativamente grandes, esto puede ser compensado por la facilidad
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en la simulacién del modelo mediante programas de simulacién como el 20—sim® El proced-
imiento propuesto estd basado principalmente en el procedimiento de Gawtrhop haciendo uso
de los transformadores modulados multipuerto propuestos por Karnopp, ademds de agregar

las perdidas por rozamiento debido a las fricciones.

6.2 Trabajos futuros

El trabajo a futuro principal a considerar es extender el procedimiento planteado dentro del
presente trabajo que fué en dos dimensiones al movimiento tridimensional, ver el apendice
A, donde se da una breve introduccién a dicho movimiento en Bond Graph.

En el presente trabajo se encuentra el modelado matematico de un tipo de sistemas no lineales,
ver figura 5.3, como trabajo futuro también se podria extender el modelado matemdtico a
otros tipos de sistemas no lineales.

Otro punto importante a desarrollar serfa modelar en Bond Graph los diferentes tipos de
robots manipuladores que existe, como son los PUMA, SCARA, etc. Ademads de definir el
area de trabajo de los robots manipuladores, es decir, los dngulos en los cuales el robot puede

ser estabilizado.
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Apéndice A

Movimiento en Tres Dimensiones

en Bond Graph

Un bond graph entrega una representacién de un sistema de libre causalidad en el que, a pesar
de que esto implica restricciones en las posibles causalidades de los componentes del sistema;
no especifica cual de las posibles causalidades puede ser utilizada. Esta flexibilidad puede ser
usada para dar representaciones causales alternativas del mismo sistema; la seleccién entre
estas alternativas depende del uso de la representacién que se realizard. En este contexto

(robética) hay tres consideraciones fundamentales para esta seleccion:
e La necesidad de obtener un significado fisico en la dindmica del manipulador.
e La necesidad de generar un cédigo de simulacién efectivo.
e La necesidad de comparar las ecuaciones obtenidas con la ecuacién de robot estdndar.

M(9)9+V<9,9>—|—G(0):T (A1)

En particular, en el contexto de los manipuladores con manejadores de corriente directa (CD),
podemos creer que una perspectiva intuitiva correcta para tales manipuladores es resumida
como: un manipulador es un conjunto de motores de CD acoplados a un mecanismo. Existen

algunas razones para este punto de vista:
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1. Si los motores estdn acoplados al mecanismo a través de una caja de transmisién de
una alta relacién, el mecanismo parecerd tener una inercia relativamente pequena para

el motor, por lo que la dindmica es dominada por los motores.

2. Es natural pensar en las variables de estado del sistema en términos de velocidades del
motor y posiciones; en el caso rigido, este estado determina la posicién y velocidad de

cada eslabon del mecanismo.

3. Desde el punto de vista del control, es agradable ver el sistema como un conjunto

ordenado de sensores y actuadores: las velocidades éngulares y pares del motor.

4. El control, simulacién y compresién de un conjunto de motores desacoplados es rel-
ativamente sencillo: la dindmica es expresada por ecuaciones diferenciales ordinarias

lineales que corresponden a un conjunto de integradores dobles.

A.1 Motores desacoplados en Bond Graph

Considerar un conjunto de motores lineales vistos como fuentes de torque ideales manejando
una inercia. Dada la discusién anterior, cada motor tiene dos estados asociados con él: el
motor ¢-ésimo tiene un estado que comprende el dngulo 6; y la velocidad dngular 0,. Sin
embargo, Desde el punto de vista de modelado sistemaético del sistema, los estados deberian
ser variables de esfuerzo integrado o el flujo integrado. Por lo tanto, un estado alternativo
consiste de un angulo 6; (flujo integrado) y un momento angular h; = 4;0; (esfuerzo integrado).
La figura A.1 proporciona un bond graph de tres motores desacoplados ideales conectados a
las fuentes de par que estdn manejando una inercia. Los elementos C' sunimistran los dngulos

de cada motor como un estado, como ellos tienen cero rigidez no afectan a la dindmica.

donde:
e dit1, dty y dts son las velocidades angulares 6’1, 92 y 93 (uniones de velocidad).
e idy, ids e ids son las inercias del motor: estados hy, ha y hs (componentes de inercia).
e (1, Cy y C3 proporciona los dngulos de unién 64, 62 y 63 (componentes de restriccion).
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C:C, C:C, C:C,
Se:S—A 1 dt, Se:S;———A 1 dt, Se:S5——A 1 dt;
I:id, I:id, I:id,

Figura A.1: Bond Graph de motores desacoplados.

e S1, So y S3 son los pares aplicados 17, T y T3 (fuentes).

Las ecuaciones correspondientes son:

h =T (A.2)
6 = I.'h (A.3)

donde I,,, es una matriz diagonal e I,,; = ;.

A.2 Ejemplo de robots en Bond Graph

Considerar el manipulador de la figura A.2 con una unién prismaética simple (con pardmetro
f3) asi como un éngulo fijo O3 en la horizontal.
En términos de bond graph, esto puede ser representado como se muestra en la figura A.3,

donde:

vy ¥ vy son las velocidades (uniones de velocidad comtn).

e m, y my son el momento del centro de masa p,, p, (Componentes de inercia).

S3 es la fuerza aplicada (fuente).

Sy € ig son la fuente de esfuerzo e inercia debidas a la gravedad (fuente e inercia)
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Figura A.2: Ejemplo de un robot manipulador.

La fuente S; maneja a una masa i, con una aceleracién de g. Esta aceleracién es transfor-
mada a las coordenadas x y y por los dos transformadores tg, (con ganancia sinfs) y tg,
(con ganancia cosf). El acoplamiento es por medio de senales o bonds activos, asi que la

aceleracién de la masa no es afectada por el resto del sistema.

A.3 Movimiento en tres dimensiones y ecuaciones de Euler en

Bond Graph

Karnoop (1969) fué quien marcé el camino para la representacién de cuerpos mecanicos
rigidos en tres dimensiones en Bond Graph, la idea principal es que las ecuaciones de Euler

pueden ser representadas por medio de un Bond Graph de estructura triangular.

A.4 Sistemas mecdnicos con geometria no lineal

En esta seccién se trata de la mecédnica de cuerpos rigidos multidimensionales y la inclusién
de tal mecénica compleja en los modelos de sistema.
Los primeros ejemplos del uso de ingenierfa de mecdnica no lineal son sistemas de vehiculos,

a pesar de que hay muchos otros.
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Vy 1 ——Lmy l:mxﬁm Vx

L:i3
- - -de
0 fy f)( ﬁ' 1 Iﬁ Se:s3
C:C3
1 Vgy 1 Vox
TF TF
tgy tox
Se:Sg 11

| T:i
g
Vg

Figura A.3: Bond graph del robot manipulador de la figura A.2
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A.5 Dinamica multidimensional

La figura A.4 muestra un cuerpo rigido general girando y trasladdndose en el espacio. Se
muestran los ejes inerciales XYZ y los ejes x,y,z los cuales son unidos al cuerpo en su centro

de masa y alineados con los principales ejes del cuerpo.

Figura A.4: Cuerpo en movimiento 3-D general.

En el instante mostrado, el cuerpo tiene una velocidad absoluta v y una velocidad angu-

lar absoluta w. Newton establecié que la fuerza neta F actuando en el cuerpo cambia su

momento:
dp
F=— A4
In (A4)
donde:
p =mv (A.5)
Si v es expresado con respecto a un marco de referencia rotatorio, entonces:
op
F = +wxp (A.6)
ot rel

donde %—5’ , indica la relaciéon de cambio del momento relativo al marco de referencia en
rel
movimiento. Una ley de momento angular puede ser deducida si el par neto que acttia en el

cuerpo 7 y el momento angular h son evaluados con respecto a punto fijo, si existe uno para
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el cuerpo o el centro de masa:
dh

T d

T

(A7)

Si se asume que los ejes del sistema z — y — 2z estdn alineados con los ejes principales del

cuerpo, entonces el momento angular estd relacionado a la velocidad angular por:
h=Jw (A.8)

En la cual J es una matriz diagonal de los momentos principales de inercia, J,, Jy, J.. Para

h expresado con respecto al marco de referencia en rotacién.

oh

T=—
ot rel

+wxh (A.9)

Utilizando la regla de la mano derecha las ecuaciones de las componentes son:

Fy = mig + mwyv, — mw,v,
Fy = miy + mwyvy — mwyv, (A.10)

F, = mv, + mwzvy — mwyv,

Te = Jpwy + wyJw, —w, Jyw,

Ty = Jyy + wrJpws — weJw, (A.11)

T, = Jow, +wpJywy — wyJpwy
Estas ecuaciones diferenciales son conocidas como FEcuaciones de Euler. Estas ecuaciones no
tienen solucién general y solamente pueden ser resueltas analiticamente para algunos casos
especiales.
Si estas ecuaciones fueran resueltas, entonces se conocerfa v, vy, V., Wz, Wy, W-, con respecto
a un marco de referencia que estaria apuntando en una direccién diferente en todo instante,
lo cual hace la interpretaciéon del movimiento del cuerpo un poco més dificil. Ademads, las
componentes de fuerza y par deben estar alineadas con las coordenadas fijas al cuerpo para
poder utilizar de manera correcta estas ecuaciones. Esto nunca ocurrirfa naturalmente, asi,
la utilidad de estas ecuaciones es cuestionable en esta etapa de desarrollo. Un Bond Graph

de las ecuaciones de Euler se muestran en la figura A.5.
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I:m 1:J,
pr : T
LS |X 1'% B S I}])(1 Ox
"% 4 < R e
MGY MGY MGY MGY
F / \vz F O/ \(Dz
VA S MGY 71— Y MGY i1 2
/A A A R A
I'm ma, I -3, 3,0, 1:J,

Figura A.5: Bond Graph para movimiento de cuerpo rigido en 3-D.

A.6 Transformacién de coordenadas

A partir de que es improbable que las fuerzas externas y pares estén alineados de forma
conveniente con las direcciones principales que estdn cambiando constantemente, y a partir
de que es dificil interpretar el movimiento del cuerpo con respecto a las coordenadas del
cuerpo fijo, es necesario transferir a otros marcos de referencia méds convenientes a partir de
las coordenadas del cuerpo fijo, esto, a través de una serie de transformaciones de coordenadas
a las coordenadas inerciales, la figura A.6 muestra un marco de referencia inercial (X, Y, Z)

una orientacién del cuerpo fijo (x, y, z), y dos marcos de referencia intermedios (z’, y’, 2’ y

” 2

z” ", 27).

El marco de referencia del cuerpo se obtiene primero girando sobre el eje Z a través de
un éngulo ¢ (desviacién) produciendo el marco de referencia z’, y’, z’. A continuacién,
se gira sobre el eje ¥y’ a través de un dngulo 6 (elevacion) produciendo los ejes z”7, y”, 27.
Finalmente, se gira sobre el eje 2”7 a través de un dngulo ¢ (giro) produciendo el marco de
referencia instantaneo del cuerpo fijo (el marco de referencia estd fijo al cuerpo instantdneo)
T, Y, 2

Ahora, se asume que las velocidades angulares del cuerpo fijo w,, wy, w. son conocidas y se

escriben las componentes de velocidad angular en los marcos de referencia intermediarios y
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I

~

/i

I 1

/ |

X v \’1
N\

X X

Figura A.6: Transformacién de coordenadas de dngulo Cardan.

142



Apéndice A. Movimiento en Tres Dimensiones en Bond Graph

finalmente en el marco de referencia inercial.

wmv = Wx
Wy» = Wy COS P — W, Sin @
W, = Wy Sin ¢ + w; cos ¢

Wy = Wy cos O + w,» sin @

Wy = Wy (A.12)
W,y = —wy» Sinf + w,» cosf
WX = Wy COSTY — W, sin
Wy = Wy siny + w, cos
Wz = Wy
Se pueden escribir estas relaciones en forma matricial como:
e 1 0 0 Wy |
wy | =] 0 cosg —sing Wy
| W 0 sing coso¢ Wz |
[ Wy ] cos 0 siné Wy ]
Wy | = 0 1 0 Wy (A.13)
| Wy | —sinf 0 cosb wz |
wx ] cos® —siny 0 Wy
wy | = | siny cosyy 0 Wy
wz | 0 0 1 W,

Por lo tanto, si conocemos w;, wy, w, entonces podemos determinar las componentes de
velocidad angular en todos los marcos de referencia, incluyendo el marco de referencia inercial.

Si denotamos las matrices de transformacién como:

1 0 0 cosf 0 sind cosy —siny 0
=10 cosg¢ —sing | ; O= 0 1 0 ; = | siny cosy 0
0 sin¢g cos¢ —sinf 0 cosf 0 0 1

(A.14)
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entonces:
wx Wy (e Uz
wy | =¥602® | w, ; vy | =¥OP | o, (A.15)
wyz Wy vz Uz
la relacién entre fuerzas y pares es:
Fy Fx Ta TX
F, | =(¥0®) | Ry D, | = (T0R) | 1y (A.16)
F, Fy T, VT z

Esta transformacién a partir de las componentes de un cuerpo fijo a las componentes inerciales

es una transformacién conservadora de potencia, y se muestra en la figura A.7.

~ N N N N marco de referencia
Fw  Rlw Rl T O Ty|Oy T2 @ fiig del cuerpo
MIF+e—— ®— »MTF
X ) x x - X
Fy Vo Fyn Vyn F,» V,» Tyr | @ Ty [ @y Ty| @0
MIF«— ®—» MTF
IN N I N N IN
Felvie Fylvy Folv e |0 Ty oy T |op
MTF«——%¥Y— > MTF
N R R N I N marco de referencia
Fx|vx Fylwy Fz|v, Tx |ox Ty |0y Tz|0z inercial

Figura A.7: Bond Graph de transformacién de coordenadas.

Se debe notar que los dngulos ¢, 0, 1 son requeridos para representar las transformaciones
de coordenadas. Es relativamente simple relacionar éS, 6’, w a las componentes del cuerpo fijo

Wy, Wy ¥ wz. A partir de la figura A.6.

Wy = ¢ —1hsind
Wy = 0 cos ¢ + 1 cos 0 sin ¢ (A.17)
w, = —0sin ¢ + 1 cos O cos ¢
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Resolviendo para qb y w

szycosqb—wzsingb

¢ — W sin ¢ +w cos ¢ (A18)
— “Ycosb Z cos b
entonces:
. in 0 in 6
O =wg +wy sinqb& +w, Cosgbsm (A.19)
cos cos

Estas tres ecuaciones de estado adicionales deben ser integradas junto con las otras, de tal

manera que ¢, 6 y ¥ esten siempre disponibles como variables modulantes.

A.6.1 Ecuaciones de Euler

La versién mds simple de las ecuaciones de Fuler ocurre cuando el movimiento del cuerpo
rigido se realiza sobre un punto fijo, este caso simple puede ser representado por el Bond

Graph de la figura A.8.

Figura A.8: Bond Graph del anillo de Euler.

donde:
e w,, wy y w, son las velocidades angulares w,, w, y w, (uniones de velocidad comun).
® i,, iy, € i, son los momentos angulares h;, hy y h, (componentes de inercia).
® g, 9y ¥ g- son los acoplamientos debidos a la rotacién (giradores modulados).

145



Apéndice A. Movimiento en Tres Dimensiones en Bond Graph

e S;, S,y S, son los pares 7, T, y T, (fuentes).

En la practica, un cuerpo rigido normalmente se conecta a otros objetos como parte de
un sistema, por lo que los tres movimientos dngulares son tipicamente limitados y estas
ecuaciones no tendrian esta causalidad. Por ejemplo, la figura A.9 muestra otra posibilidad
causal, las velocidades dngulares w,,w, estdn fijas (por fuentes) mientrds que el eje z es

manejado como en la figura A.8.

Sgs,
Figura A.9: Bond Graph del anillo de Euler, alternativa causal.

T
Las entradas ahora son: v = | w, Wy Ty y se tiene una sola ecuacion diferencial lineal-

mente independiente (los elementos I marcados como i, e i, tienen causalidad derivativa).
El caso mds complejo ocurre cuando el movimiento se considera con respecto al centro de

masa. El bond graph resultante es el que se muestra en la figura A.10.

A.7 Modelado de un Robot PUMA de dos Grados de Libertad

Un manipulador simple de dos grados de libertad en tres dimensiones aparece en la figura
A11.
Este manipulador puede ser observado como un PUMA simplificado. El segundo eslabén a

pesar de estar moviéndose en tres dimensiones, gira sobre un punto fijo: unién 2. Por lo que
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SpW, SgVy
1 Wy 1V
/I;iy\ /:Ey\
MGY:Q, L MGY:(, GY:(Q, GY:g,
Lii "L, \ I'm I:m, \
W, / X ; W, v X v,
X oy Y X I
| ’ T ” T
SeW, Se:W, SV, S.:V,

Figura A.10: Bond Graph del anillo de Euler, movimiento rotacional y traslacional.

Figura A.11: Diagrama esquemético de un robot PUMA de dos grados de libertad.
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su dindmica es determinada por el anillo de Euler.
El primer eslabén es una simple inercia giratoria acoplada al segundo eslabén mediante una
unién. Las velocidades dngulares del segundo eslabén sobre los ejes x y y, w; y wy son

completamente determinadas por medio del primer eslabén wi.

Wy = w;isinfs (A.20)

wy = wicosth (A.21)

El Bond Graph correspondiente se muestra en la figura A.12.

-thz
Se:Sy 111 1w2

z
MGY:gy‘ : —'_'MGYZQX

\// o '"'”y\\l

E v :
in1 I%MGY —i1wy

MTF: t MTF:t
ml \h /
T\dtl J‘\
Se:S| 111 1w
C:Cy

Figura A.12: Bond Graph del robot PUMA de dos grados de libertad.

148



Apéndice A. Movimiento en Tres Dimensiones en Bond Graph

donde:
11 y 12 son las inercias de los eslabones 1 y 2 respectivamente, y w; y ws son las velocidades

angulares.

A.8 Modelado de un Robot PUMA de Tres Grados de Liber-
tad

Una aproximacion a un robot PUMA de tres grados de libertad aparece en la figura A.13,
y el Bond Graph correspondiente se muestra en la figura A.14. La parte baja del diagrama
es similar al de la figura A.12 (pero sin la unién prismética), la parte superior contiene la

estructura doble de anillo de Euler.

Figura A.13: Diagrama esquemético de un robot PUMA de tres grados de libertad.
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C:Cs Tty TR ) TF: tyx, TF:tyex
TF: tyxx TF:tWXy 1Y v \1[\/
y23 723 X23

| [

0fy23 TF——0fp;

Vyz I\/[tzz G

. . v 2
L:idy 9\ *
r [N | v
MSe: i1t
SeiS2 —i1 " Ty Gy:0u0 GY:9yy !
I/ 2 I\ \ / MSf wst2
MS¢f MS:f
C:Cy MGY: 9y, T y 1Wp T X
//}:ixz , /L 1Vgy
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Figura A.14: Bond Graph del robot PUMA de tres grados de libertad.
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Apéndice B

Articulo Publicado

En el presente apéndice se presenta el articulo derivado del presente trabajo, aceptado para su
publicacién en la 14" IEEFE International Conference on Methods and Models in Automation
and Robotics que se llevard a cabo del 19 al 21 de agosto del presente ano. en la ciudad de

Miedzyzdroje, polonia.
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