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Resumen

En 1975, el ingeniero Victor Scheinman desarrolld, en la Universidad de Stanford, un manipulador
polivalente realmente flexible conocido como Brazo Manipulador Universal Programable (PUMA,
por sus siglas en inglés). El desarrollo del PUMA sirvié como la base para la creacién del robot
Stanford, el cual es uno de los robots industriales mas utilizados. El concepto bédsico multiarticu-
lado del PUMA y Stanford son la base de la mayoria de los robots manipuladores actuales. En este
trabajo de investigacién se proponen modelos mateméticos de los robots manipuladores PUMA y
Stanford, estos modelos fueron obtenidos a partir de la representacién en Bond Graph (dominio
fisico) de estos sistemas. Se muestra ademds una comparacién de los modelos obtenidos con los
modelos ya conocidos de Euler-Lagrange para estos sistemas. Una de las propiedades mds impor-
tantes que se pueden apreciar en un bond graph, son las relaciones causales de los elementos que
componen al sistema fisico. En esta tesis se propone también un procedimiento para la obtencién
del estado estacionario de estos sistemas, procedimiento que implica la solucién implicita de la
cinemadtica inversa de los manipuladores, mediante el uso del bond graph en causalidad derivativa
(BGD). Usando trayectorias causales, se obtienen los bond graphs linealizados correspondientes a
estos robots y de esta manera se propone el diseno de observadores de estados lineales para los

sistemas en cuestion.
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Abstract

In 1975, Victor Scheinman, an engineer from the Stanford University, developed a flexible polivalent
manipulator known as Programmable Universal manipulator Arm (PUMA). This research was the
base for the creation of the Stanford robot, which is one of the most used industrial manipulators
up to this day. The basic multi joint concept of the PUMA and Stanford are the base of nearly all
the manipulator robots. In this research work, mathematical models for the PUMA and Stanford
manipulator robots are proposed. This models were derived from the Bond Graph representations
of this systems. Also, the obtained models were compared with the Euler-Lagrange known models.
One of the most important characteristics that can be appreciated by analyzing a bond graph are
the causal relationship between the elements of the physical systems. This thesis also proposes
a procedure for obtaining the steady state of these systems, this procedure involves the implicit
solution of the inverse kinematics of manipulators by using the derivative causality bond graph
(BGD). Using causal trayectories, a linearized bond graph of the robots are obtained and by that,

the linear state observer design for this systems is finally proposed.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 La importancia de la robética

Un robot puede ser definido como un sistema capéz de realizar labores de manipulacién de objetos,
herramientas, e incluso su extremidad (actuador final) con la capacidad de ser reprogramado para
llevar a cabo diversos tipos de operaciones. A menudo, estos sistemas automédticos estdn confor-
mados por partes mecdnicas y de control, e incluso de elementos que proporcionan capacidades
sensoriales e inteligencia artificial a estos. Asi, la operacién simultdnea y el disefio de integracién
de los sistemas antes mencionados es el trabajo de la robética.

La robdética, como técnica y disciplina cientifica, puede ser considerada entonces como
la evolucién de la automatizacion, la cual se vale de una integracién interdisciplinaria de varios
campos tecnolégicos, [Cecarelli, 2008].

Debido a su versatilidad mecénica (fuerza y movimiento), asi como de su capacidad sen-
sorial (similar a la de un ser humano) e intelectual (control, decisién y memoria), los robots han
sido implementados en practicamente todas las areas de la industria, en especial, los robots manip-
uladores, los cuales a menudo son disenados para realizar operaciones muy particulares dentro de
procesos industriales.

El proceso de globalizacién y el cambio tecnolégico han modificado constantemente las
estrategias de produccién desarrolladas por la industria en general, por lo que esta se orienta
hoy hacia una actitud de constante innovacién, en donde la robdtica juega un papel primordial

[Cecarelli, 2008].
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1.2 Objetivo General

El objetivo del presente trabajo de investigacién es modelar y analizar los robots manipuladores
PUMA y Stanford en tres dimensiones en el dominio fisico (Bond Graph), asi como obtener el
estado estacionario de estos sistemas partiendo de los modelos generados. Se propone ademds una
linealizacién para estos modelos y partiendo de esta linealizacién se obtiene el observador lineal de

estados de los sistemas.

1.2.1 Objetivos particulares

A continuacién se presentan los objetivos particulares de esta tesis:

e Usando la representacion de las ecuaciones de Euler en Bond Graph, generar modelos matemaéti-

cos en 3D para los robots manipuladores PUMA y Standford.

e Analizar el comportamiento de estos manipuladores usando el modelo antes obtenido calcu-

lando el estado estacionario, y de esa manera, resolver la cinemadtica inversa de estos robots.

e Posteriormente, buscar una linealizacién de los sistemas, cercanas a los puntos de equilibrio

de estos.

e Por iltimo, aplicar la metodologia propuesta para el disefio de observadores a estos sistemas

supuestamente lineales, con el propdsito de obtener los observadores de estados.

1.3 Justificacion

Un robot estd conformado por diferentes sistemas fisicos (mecdnicos y electrénicos). Debido a
esto, el modelo matematico de este tipo de sistemas representa la interaccién de distintos tipos de
energia. En Bond Graph, los diversos tipos de energia son generalizados en dos variables tinicas,
por lo que el proceso de desarrollo de modelos integrales se simplifica en gran medida. Una gran
mayoria de los robots manipuladores actualmente operando en la industria basan su configuracién
en los robots PUMA y Stanford, debido a la relativa simplicidad de su disefio y a la eficacia de su
configuracién cinematica.

En particular, al tratar de modelar manipuladores con técnicas convencionales como Euler-

Lagrange, es normal observar que, mientras se aumenten los grados de libertad en el manipulador,
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el modelo se complica, mientras que en Bond Graph, sélo basta con agregar bloques que representan
a los eslabones para completar el modelo.

Uno de los problemas que se presentan cuando se habla de modelado de manipuladores es la
cinemédtica inversa, pero usando la metodologia de bond graph es posible, mediante procedimientos
sencillos, encontrar el estado estacionario de éstos, asi como su linealizacién y el diseno de sus
observadores lineales.

El uso de Bond Graph como metodologia de modelado nos permite analizar dindmicamente
cadenas cinemdticas abiertas con relativa sencillez, ademads de proveer un método sistemédtico para

el modelado de plataformas similares.

1.4 Metodologia

Las no-linealidades son muy comunes cuando se intentan modelar matemdticamente sistemas
electromecdnicos, como son los robots manipuladores. Una alternativa a esta tarea de modelado es
el uso de la técnica de Bond Graph. Esta técnica simplifica el modelado usando grafos, los cuales
representan la direccién y la manera en la que la potencia es intercambiada entre los elementos del
sistema fisico.

Para la realizacién de este trabajo de investigacién es necesario el entendimiento de esta
técnica de modelado, ademads del uso de algunas técnicas aplicadas propias de esta metodologia.
Algunas de estas técnicas son, la obtencién del estado estacionario del sistema mediante el uso
del bond graph en causalidad derivativa, asi como el proceso para la obtencién del bond graph
linealizado y el disefio del observador de estados.

De manera paralela, es necesaria la comprensién del modelado clédsico de robots manip-
uladores, el cual se consigue, por lo general, mediante el uso de las ecuaciones de movimiento de
Euler. Esto con la intencién de comparar los modelos obtenidos mediante bond graphs y lo modelos
ya ampliamente conocidos de Euler-Lagrange para los robots PUMA y Stanford.

La Figura 1.1 muestra un diagrama que indica los pasos requeridos para obtener los
conocimientos necesarios con el objetivo de llevar a cabo esta investigacion.

En la Figura 1.1 se muestran dos lineas de investigacién, la primera representa los pasos
realizados para comprender la metodologia de Bond Graph; es necesario comprender el modelado

de sistemas multicuerpo para después abordar el problema del modelado de sistemas dindmicos
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en tres dimensiones. La segunda linea representa los pasos requeridos para llegar al modelo de
de los manipuladores de Euler-Lagrange. Ambas lineas convergen en la comparacién de mode-
los matemdticos. De manera paralela al modelado de sistemas multicuerpo, dos definiciones son
analizadas a fondo, los bond graphs linealizados y el BGD, este iltimo siendo muy importante,
puesto que es necesario para la determinacién del estado estacionario del sistema, observabilidad y

controlabilidad.

1.5 Estado del arte

En esta seccién se enuncian importantes trabajos relacionados con este trabajo de tesis, los cuales
han servido como base para la realizaciéon de esta investigacion.

El profesor Henry M. Paynter formulé en los anos cincuentas los conceptos que formaron la
metodologia de Bond Graph. Actualmente, se han publicado una cantidad importante de articulos
y libros relacionados con ésta metodologia de modelado, entre los que destacan [Breedveld, 2003],
[Karnopp, 1996] y [Dauphin, 1991].

Los sistemas electromecdnicos representan un reto desde el punto de vista matemético,
cuando se pretende generar un modelo que describa su comportamiento. Es habitual ver modelos
matemadticos de sistemas mecdnicos en donde las ecuaciones de Lagrange son aplicadas con el objeto
de generar ecuaciones diferenciales que describan la respuesta de estos sistemas. En [Karnopp, 1977]
se presenta una manera alternativa y muy conveniente de escribir estos modelos usando Bond Graph.
En [Brown, 1991] se explica la forma en la cual, las porciones mds dificiles de modelar de los sistemas
fisicos pueden ser integrados en un bond graph convencional con la ayuda de un macro simbolo.

En [Allen, 1979] se presenta una técnica que produce ecuaciones de Lagrange explicitas
para mecanismos dindmicos, las cuales son aptas para ser resueltas mediante el uso de herramientas
computacionales.

Un método para modelar sistemas mecdnicos usando bond graphs multicuerpo es descrito
en [Tiernego, 1985]. Este método estd basado en la descripcién de la relacién existente en el vector
de velocidad de un punto movil en un sistema rotacional. Esta relacién es incorporada en un bond
graph. Siendo que los bond graphs estdn basados en el concepto de conservacién de energia, las
relaciones de fuerza o momento pueden ser utilizadas también.

La notacién de multibond graphs resulta ser una manera natural y concisa de describir el
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comportamiento de la energia, potencia entropia y otras propiedades fisicas de sistemas multipuerto.
En [Breedveld, 1985], la descripcién de caracteristicas naturales especificas es discutida desde un
punto de vista especifico: los sistemas macroscépicos son considerados desde el punto de vista de
la llamada teoria de sistemas fisicos.

La necesidad de generar modelos de sistemas mecédnicos cada vez mds precisos, en partic-
ular de robots manipuladores, obligan al investigador a considerar la dindmica de estos sistemas en
tres dimensiones. Es natural pensar en las ecuaciones de Euler cuando hablamos de la dindmica
de un cuerpo relativo a un sistema de coordenadas o ejes. En [Dauphin, 1991] se presenta una
manera sencilla de representar estas ecuaciones mediante una estructura simple de bonds, el anillo
de Euler.

Una problemética recurrente en el modelado de manipuladores es la resolucién de la cin-
emdtica inversa. Es posible, mediante la construcciéon del BGD determinar el estado estacionario
de los estados de un sistema fisico. En [Gonzdlez, 2003] se muestra esta propiedad de los bond
graphs en un método directo para determinar el valor del estado estacionario.

Un procedimiento grifico para obtener la linealizacién de una clase de sistemas no-lineales,
llamados Sistemas No-Lineales de Producto de Estados, usando Bond Graph, es propuesta en
[Gonzdlez, 2003], y en [Gonzdlez, 2002], se propone un método para obtener un observador de

estados de manera directa en Bond Graph.

1.6 Estructura de la tesis

Este trabajo de investigaciéon puede ser dividido en tres partes principales, la primera parte es el
estudio de los fundamentos de la metodologia de Bond Graph, la segunda parte es el estudio del
analisis cldsico de robots manipuladores y por tltimo la tercera parte es el anédlisis de los modelos
generados en Bond Graph con la intencién, primero, de generar modelos linealizados de éstos, y
después, disenar los observadores de estados de estos sistemas.

En el Capitulo 2 de esta tesis se encuentran los fundamentos de la técnica de modelado en
Bond Graph, la cuél comprende su particular notacién, la creacién de representaciones de sistemas
multicuerpo en el dominio fisico (modelo gréfico), asi como la obtencién del modelo en espacio de
estados a partir de la representacién grafica.

El Capitulo 3 comprende el modelado cldsico de robots manipuladores, considerdndolos
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desde el punto de vista de la cinemdtica. En este capitulo se pueden observar las diferentes config-
uraciones o disposiciones cinematicas que pueden tener los manipuladores. Este capitulo aborda,
ademds, las diferentes herramientas mateméticas necesarias para el modelado de las llamadas ca-
denas cinemdticas abiertas, como lo son la transformaciéon de coordenadas, las transformaciones
homogeneas y la notacién de Denavit-Hartenberg.

El Capitulo 4 de este trabajo puede ser considerado medular, ya que en este se realiza
el modelado de robots manipuladores usando la técnica de Bond Graph. En la primer parte de
este capitulo se analizan, primero, sistemas planares simples, como la barra rigida y el péndulo
simple. En la segunda parte se explica la manera en la que, mediante una estructura simple de
bonds, podemos incluir el movimiento en tres dimensiones y sus implicaciones en nuestros modelos.
Este capitulo comprende los modelos en tres dimensiones de los manipuladores PUMA y Stanford,
ademés del cdlculo de sus estados estacionarios.

El Capitulo 5 estd comprendido, principalmente, por los procedimientos necesarios para
realizar la linealizacién de los modelos resultantes del capitulo anterior, ademds del disenio de los
estimadores de estados de estos modelos supuestamente lineales. Se incluye ademads el concepto
de trayectoria causal, concepto necesario para la comprobacién de la observabilidad estructural de
nuestros modelos.

Por tltimo, en el Capitulo 6 de esta tesis se dan a conocer las conclusiones resultantes de

este trabajo de investigacion.
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Modelado en Bond Graph

2.1 Introduccién

Los Bond Graphs fueron introducidos por Henry M. Paynter (1923-2002), profesor en MIT y UT
Austin, quien, con la introduccién del concepto de "unién" en abril de 1959, concluyé un periodo de
cerca de una década, periodo en el cudl la mayoria de los conceptos de Bond Graph fueron confor-
mados en un marco conceptual y su notacién correspondiente. En los anos sesentas, esta notacién
fue elaborada por sus estudiantes, en particular Dean C. Karnopp profesor en UC Davis (Ca.) y
Ronald C Rosenberg, profesor en la Universidad del Estado de Michigan (Mich.), quien ademss
disené la primer herramienta computacional (ENPORT) que soportaba la simulacién de modelos
de bond graph. A principios de los setentas, Jan J. van Dixhoorn, profesor de la Universidad de
Twente, NL y Jean U. Thoma, profesor de la Universidad de Waterloo, Ont. fueron los primeros
en introducir los bond graphs en Europa.

Estos pioneros en el campo del modelado de sistemas y sus estudiantes han compartido
estas ideas alrededor del mundo. Jan J. van Dixhoorn descubrié que un prototipo previo del
software basado en diagramas de bloques TUTSIM podia ser usado para introducir bond graphs
causales simples, el cudl, una década después se convirtié en una herramienta computacional. Esta
herramienta fundé las bases de desarrollo de la verdadera herramienta computacional basada en
puertos 20-sim en la Universidad de Twente.

En las dltimas dos décadas, bond graphs han sido un tépico de investigacién, o bien, han

sido utilizados en investigaciones alrededor del mundo y forman parte ya de las herramientas de
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ingenieria en un nimero creciente de universidades. En la tdltima década, el uso industrial de esta

técnica se ha vuelto cada vez mds y mds importante [Breedveld, 2003].

2.2 Conceptos fundamentales

La metodologia de Bond Graph considera de manera intuitiva que la energfa fluye entre los puertos
de los componentes de un sistema dindmico. Los efectos fisicos y sus interacciones son tomados
en cuenta, primero, de manera cualitativa, y en etapas posteriores del proceso de modelado, los
detalles de estas interacciones son contemplados para que un modelo matematico pueda ser obtenido
y evaluado. Si es aplicada de manera correcta, la metodologia de Bond Graph facilita el desarrollo
de un modelo grifico, que resulta consistente con el primer principio de conservacién de la energia
sin la necesidad de plantear y reformular ecuaciones [Borutzky, 2006]. La parte medular de esta
metodologia de modelado es formada por las nociones de potencia y unién. La potencia, por su
parte, fluye entre dos puertos de potencia dentro del modelo y su sentido es sugerido anadiendo
una semiflecha entre estos. Las uniones son representaciones de conexiones, ya sea en paralelo o en
serie, de los elementos fisicos de nuestro sistema. Ambos conceptos serdn analizados a profundidad

en las siguientes secciones.

2.2.1 Las variables de potencia y sus analogias

Una de las virtudes del método de modelado de Bond Graph es que éste generaliza el concepto de
potencia, separdndolo en dos variables, el esfuerzo y el flujo, las cuales estdn presentes en todos los
sistemas fisicos. Esto nos permite tratar todos los sistemas de la misma manera (en el dominio de
la potencia) y asi obtener un procedimiento de modelado generalizado, que funciona, sin importar
si el sistema es mecédnico, hidrdulico o eléctrico.

Como la energia puede fluir hacia adelante y hacia atrds entre dos puertos de potencia de
diferentes nodos, una semiflecha es anadida en la unién de estos puertos indicando una direccion
de referencia del flujo de energia.

Se observa de manera general que la cantidad de potencia en cada instante de tiempo, t,
puede ser determinada como el producto de dos variables conjugadas, que son llamadas esfuerzo,

e, y flujo, f, respectivamente.
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Potencia = Esfuerzo x Flujo (2.1)

En sistemas mecdnicos translacionales, esfuerzo y flujo pueden ser identificados como
fuerza y velocidad lineal. En sistemas eléctricos, el producto de la caida de voltaje a través de dos
terminales de un puerto y la corriente en ambas terminales es la cantidad de potencia eléctrica
instantdnea en este puerto. A su vez, en el dominio térmico, estas variables son la temperatura
absoluta y la razén de cambio de la entropia. Adicionalmente, para sistemas en donde cierta
energia es almacenada, es necesario definir las variables que representan el estado del sistema.
Estas variables son denominadas momento p (t) 6 esfuerzo acumulado e (t) y desplazamiento q (t)

6 flujo acumulado f, (t). Las ecuaciones que describen estas variables se muestran a continuacién:

pwz%@élaﬂm (2.2)

q@ZE@éAfWW (2.3)

En la Tabla 2.1 se muestran las variables de esfuerzo y flujo en algunos dominios de energia.

Tabla 2.1: Variables generalizadas en algunos dominios de energia.

Dominio Esfuerzo e Flujo f Momento p Desplazamiento q
M. translacional | Fuerza F' Velocidad v | M. rotacional ppr Distancia x
M. rotacional Par M V. angular w M. angular hg Desp. angular 6
Eléctrico Voltaje u Corriente ? Enlace de flujo A Carga q
Hidrailico Presién p | .V. de flujo Q M. de flujo I Volumen V'

Otro de los conceptos mencionados anteriormente es el de union, el cual es de suma impor-
tancia en el modelado de cualquier sistema. Este se refiere a la forma en la que estdn interconectados
los elementos de un sistema y como es que la energfa se distribuye debido a estas uniones, siendo
las dos posibles uniones, la conexién en paralelo y la conexién en serie. En la siguiente seccién ob-
servaremos la notacién utilizada en esta metodologia de modelado y analizaremos ambas uniones,

asi como las ecuaciones que los rigen.

10
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2.3 La notacién de Bond Graph

2.3.1 Introduccion

Bond Graphs son comunmente etiquetados como bi-grafos: los extremos son llamados bonds y
representan el flujo bilateral de las variables conjugadas de potencia, flujo y esfuerzo. La convencién
comun para la posicién de los simbolos de las variables de esfuerzo y flujo en un bond graph indica
que los esfuerzos son escritos arriba o a la izquierda de un bond y los flujos abajo o a la derecha.
Para indicar el sentido del flujo de potencia en un bond, se anade a éste una linea en el extremo
hacia donde el flujo de potencia fluye, formando asf una semiflecha [Breedveld, 2003].

En la Figura 2.1 se muestra la conexién de los puertos de energia de los elementos A y B

mediante un bond.

A — " B

Figura 2.1: Conexién de dos puertos de energia mediante un bond

2.3.2 Los elementos de Bond Graph

El modelado en Bond Graph utiliza un pequefio conjunto béasico de siete elementos conceptuales

representando procesos energéticos fundamentales. Estos pueden ser agrupados en cinco categorias.

Suministro y absorcién de energia

La introduccién de energia a un sistema es modelada por fuentes. Debido a que un puerto de
potencia tiene dos variables, dos fuentes de energia existen. Las fuentes pueden suministrar esfuerzo
o flujo a un sistema. Una baterfa sirviendo como una fuente constante de voltaje puede ser modelada
como una fuente de esfuerzo, mientras que una bomba hidréulica suministrando un flujo volumétrico
constante puede ser modelada como una fuente de flujo. En bond graph, las fuentes son denotadas
por la letra S (Source) y el tipo de fuente es indicado anadiendo la letra e, para fuentes de esfuerzo,
o la letra f, para fuentes de flujo (Se 6 Sf respectivamente),[Borutzky, 2006]. Estos elementos son

conocidos como Puertos-1 Activos. En la Figura 2.2 se muestra la representacion de la fuente

11
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de esfuerzo y la fuente de flujo. En estos elementos la semiflecha apunta hacia afuera de ellos,

denotando que estos elementos entregan potencia.

Se——~ St——

Figura 2.2: Fuentes de esfuerzo y flujo.

Existen también fuentes moduladas de esfuerzo y flujo, las cuales son controladas por una senal de
retroalimentacion. Estas fuentes tienen un puerto de energia adicional y son identificadas por la

letra M representando una fuente modulada (MSe y MSf).

Almacenamiento de energia

Similar al modelado de redes eléctricas y sistemas mecdnicos simples, en el modelado de bond
graph dos tipos de almacenamiento de energia son considerados: almacenamiento capacitivo C
y almacenamiento inercial I. Estos dos elementos forman parte de los Puertos-1 Pasivos. En la

ecuacion (2.4) se muestra la relacién que existe entre el esfuerzo y el flujo en el Elemento-C.
1
e(t) = = / ) dt (2.4)
C
A su vez, la ecuacién (2.5) muestra la relacion entre el esfuerzo y el flujo en el Elemento-I.
=1 / e (1) dt (2.5)

En la Figura 2.3 se muestra la representacién del Elemento-C y del Elemento-I. En la no-
tacién de estos elementos la semiflecha apunta hacia ellos, indicando que estos elementos consumen

potencia dentro del sistema.

C<— | <

Figura 2.3: Elemento-C y Elemento-I

Transformacién Irreversible de Energia en Calor

La disipacién de energia en resistores eléctricos o debido a la friccién en sistemas mecdnicos e

hidrédulicos, es a menudo modelada como una pérdida de energfa. En bond graph, esta disipacién

12
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es representada por un elemento R o elemento resistivo. Este elemento también forma parte de los

Puertos-1 Pasivos. La ecuacién (2.6) describe el valor de e(t) en el Elemento-R.

e (t) = Rf (¢) (2.6)

y mediante un pequeno despeje de la ecuacién (2.6) obtenemos la ecuacién (2.7) que representa el

valor de f(t) en el Elemento-R.

1

f )=z 27)

A continuacién, se muestra la representacién del elemento resistivo. Al igual que los demés
Puertos-1 pasivos, la semiflecha apunta hacia el elemento resistivo indicando que éste consume

potencia.

R<—

Figura 2.4: Elemento resistivo.

Transformacién Reversible de Energia

En este proceso, idealmente, no existe disipacién de energia, por lo cual es conservativo de potencia.
Existen dos elementos en bond graph que representan este proceso. Estos son denotados por los
acrénimos TF y GY. En el caso méds simple, estos elementos forman parte de los Puertos-2. El
hecho de que este proceso sea conservativo de potencia significa que la potencia instantdnea en uno
de los puertos es igual a la potencia instantdnea en el otro puerto. Un elemento T'F' relaciona los
esfuerzos en sus puertos y de manera separada relaciona los flujos, mientras que un elemento GY
relaciona el esfuerzo de un puerto con el flujo del otro puerto y viceversa. En la relacién constitutiva
de ambos elementos, una variable es multiplicada por una constante o por una funcién del tiempo.
Fisicamente, transformadores eléctricos o cajas de engranes mecanicos pueden ser modelados por un
elemento TF, mientras que motores eléctricos y bombas centrifugas pueden ser modelados por un
elemento GY. Ambos elementos conceptuales pueden ser elementos multipuerto,[Borutzky, 2006].
En la Figura 2.5 se muestra el bond graph que representa a un transformador y un girador, en

donde K representa el mddulo de estos elementos.

13
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ei(t) S, TF ex(t) e1(t)/ Gy ez(t)
W) Kk f(Y) B K R

Figura 2.5: Bond Graph de un transformador y un girador

La relacién entre las variables generalizadas en el transformador, T'F), estdn dadas por:

es () = Key (1) (2.8)
F2(6) = 21 0 (29)
v para el girador, GY', estas relaciones son:
er(t) = K folt) (2.10)
Flt) = zes(t) (2.11)

Estos elementos tienen un papel muy importante en el modelado de conversién de potencia

de un dominio de energfa a otro.

Distribucién de energia

El modelado del flujo de energfa en un sistema representa la distribucién de esta entre los elemen-
tos conceptuales del modelo. Puesto que el almacenamiento y la transformacién irreversible de la
energia han sido considerados mediante elementos de almacenamiento y resistores, podemos con-
siderar el proceso de distribucién como conservativo de potencia. Existen dos tipos de elementos
de unién llamados Unidn-0 y Unidn-1. Estos dos elementos forman los llamados Puertos-3, ellos
distribuyen la potencia dentro del sistema y tienen relaciones constitutivas lineales. Para la Unién-
0, los esfuerzos en todos sus puertos son iguales, mientras que la suma de todos los flujos en sus
puertos es igual a cero, tomando en cuenta su signo. El signo es determinado por la orientacién de
las semiflechas adyacentes a la unién. Si la semiflecha apunta hacia la unién, entonces se considera
que el signo del flujo es positivo, si apunta hacia afuera de la unién, entonces el signo es negativo.
Se puede observar entonces que la Unidn-0 representa la conexién en pararalelo dentro de un sis-
tema. Para la Unidn-1, los flujos de todos los bonds incidentes en la unién son iguales y la suma

de los esfuerzos es igual a cero tomando en consideracién su signo. Es facil entonces deducir que

14
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la Unidn-1 representa las conexiones en serie dentro de un sistema. En la Figura 2.6 se muestra la

representaciéon de la Unién-0.

es(t) fa (t)

e1(t) 0 ez(t)
B )

Figura 2.6: Unién-0

Las relaciones de interconexién que describen una Unién-0 estdn dadas por:
e1(t) = ex(t) = es(t) (2.12)

fit) + fot) + f3(t) = 0 (2.13)

En la Figura 2.7 se muestra la representacién de la Unién-1.

es(t) | fa(t)

es(t) 1 ez(t)

f1(0) (1)

Figura 2.7: Unién-1

Las relaciones de interconexién para este elemento estdn dadas por:

fi(t) = fa(t) = f5(t) (2.14)

61(t) + 62(t) + 63(t) =0 (2.15)

15
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2.4 La causalidad en Bond Graph

Un modelo en bond graph representa el intercambio de potencia entre los elementos de un sistema.
La causalidad es una de las caracterfsticas mas importantes de esta metodologia de modelado, ya
que permite determinar de manera gréfica la relacién de causa y efecto que existe entre los elementos
de un sistema, [Borutzky, 2006]. Las relaciones de causa y efecto para los esfuerzos y flujos dentro
de nuestro modelo son representadas en direcciones opuestas. La direccién del esfuerzo y del flujo
en un bond que conecta dos elementos es determinada mediante el trazo causal, el cudl es una linea
perpendicular al bond que se sitia en uno de sus extremos. Se considera que el esfuerzo entra en
un bond en el mismo sentido del trazo causal, y a su vez, el flujo sale de éste en direccién opuesta.

Dos ejemplos de causalidad en un bond conectando dos elementos se presentan en la Figura 2.8.

e(t) e(t)
As——B A~__—1B
f(®) f(®)

Figura 2.8: Causalidad en un bond

Existen ciertas reglas definidas para la asignacion de causalidad en los multipuertos bési-
cos, estas reglas se presentan en la Tabla 2.2.

Miés adeldnte se analizardn estas reglas mediante un procedimiento de asignacién de causal-
idad y veremos que significan.

Para observar la importancia de la causalidad dentro de un bond, consideremos los sigu-

ientes ejemplos. Un modelo para la unién-0 sin causalidad se muestra en la Figura 2.9.

e,(t)| f(t)

eq(t) ey(t)
- - 0 =<
f,(t) f(t)

Figura 2.9: Ejemplo de una unién-0 sin causalidad
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Tabla 2.2: Consideraciones de causalidad para elementos en Bond Graph.

Causalidad Necesaria
Se— Sf—

Causalidad Restrictiva

ITF : = TF
iGY! : GY :

Causalidad Integral
—| l

C

Causalidad Derivativa
| —iC

Causalidad Arbitraria
—R |

R

De la Figura 2.9, obtenemos:
61(75) = eg(t) = eg(t) (2.16)

fi(t) = f2(t) — f3(t) =0 (2.17)

Ahora, con el trazo causal, como se muestra en la Figura 2.10, significa que e;(t), entra en
la unién y ex(t) y es(t) son salidas de la unidn, efectos de e;(t), asi fi(t) estd en el sentido opuesto

y va fuera de la unién, es una salida, y fao(t) y f3(t) son entradas a la unién.

e, (t)| fAt)
eq(t) eyt)

0
fi(t) f(t)

Figura 2.10: Ejemplo de una unién-0 con causalidad.
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Esto se representa con las ecuaciones de interconexion:
€3(t) = eg(t) = el(t) (2.18)

f1(t) = f2(t) + f3(t) (2.19)

la cual es una forma bien adaptada para el cdlculo numérico.

Consideremos ahora el elemento-C. La relacién constitutiva es de f(t) a e(t) y almacena
flujo, es decir, relaciona e(t) a una variable de flujo acumulada q(t) = [ f(t)dt. Esto es, si f(¢) es la
entrada a un elemento- C' como se muestra en la Figura 2.11, se integra primero para encontrar ¢(t) y
entonces e(t) es una salida relacionada a ¢(t). A esta cuasalidad en un elemento de almacenamiento
se le llama causalidad integral, debido a que la integral de la entrada f(t) se relaciona con la salida

e(t), esto es,

e(t) = C/f(t)dt (2.20)

f(t) = a()

Figura 2.11: Elemento -C en causalidad integral.

Invirtiendo la causalidad mostrada en la Figura 2.11, se obtiene la misma relacién pero

escrita con derivada:

f6) 2 C%e(t) (2.21)

A esta causalidad se le llama causalidad derivativa de un elemento de almacenamiento. En
la tabla se muestran los Puertos-1 con la causalidad correspondiente a cada elemento considerado.
Ahora bien, para poder obtener las ecuaciones diferenciales cumpliendo con las reglas de

causalidad de la Tabla 2.2, el siguiente procedimiento debe ser seguido en orden estricto.
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e(t)
—AC
f(t)

Figura 2.12: Elemento-C en causalidad derivativa

Tabla 2.3: Formas Causales para Puertos-1.

Elemento Forma Causal Relacién Causal
Fuente de esfuerzo | MSe > e(t) = E(t)
A f(t) = F(t)
Resistencia R eft) = ®r[f

—R f(t) =25 [e
Capacitancia ¢ e(t) = (I)El Ut f(T)dT}

——{C f(t) = & [®ce(t)]
ﬁl I f(t)=o;* Ut 6(7’)de|
F——=1 | e®=g@/o)

Fuente de flujo

Inductancia

2.4.1 Procedimiento para la asignacién de causalidad en un multipuerto

1. Considerar cualquier Se o Sf y asignar su causalidad requerida e inmediatamente extender

sus implicaciones causales, usando las restricciones de la tabla 2.2.

2. Asignar causalidad integral a los elementos C e [ respetando nuevamente las restricciones de

la Tabla 2.2.
3. Escoger cualquier R que no tenga causalidad y asignarle una arbitraria respetando las restric-
ciones que los demds elementos impongan sobre R. Ver la tabla 2.2.

Un Bond Graph es considerado causalmente correcto si no existen conflictos de causalidad en

el.

Es importante hacer notar que la causalidad derivativa en un elemento almacenador de energia

aporta caracterfsticas importantes que se mencionardn en la siguiente seccién.
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2.4.2 Causalidad derivativa en un Bond Graph

La causalidad derivativa se presenta, en una asignacién de causalidad integral predefinida, cuando
un sistema contiene elementos almacenadores de energia que no son dindmicamente independi-
entes. Este tipo de esquemas se originan cuando, por ejemplo, en sistemas eléctricos, se encuentran

capacitores conectados en paralelo como se muestra en la Figura 2.13.

R
WA

Figura 2.13: Ejemplo de un circuito eléctrico en causalidad derivativa

A continuacién se muestran dos esquemas de Bond Graph en los cuales existe la causalidad

derivativa en uno de sus elementos debido a restricciones causales dentro del esquema. Ver Tabla

2.2.
R C a R Cca
Se 11 0 AC c2 Se A1} Ot C c
Figura 2.14: Bond Graph en causalidad derivativa.
Se observa que, forzosamente, uno de los elementos capacitivos tendra causalidad deriva-
tiva.

En general, el nimero de elementos que almacenan energia en causalidad integral es el
nimero de ecuaciones diferenciales linealmente independientes y el nimero de elementos almace-

nadores en causalidad derivativa es el niimero de ecuaciones linealmente dependientes.
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2.5 Bond activo

Un bond normal conlleva dos senales, esfuerzo e(t) y flujo f(¢). Un bond activo, a diferencia de un
bond normal, comunica una de las dos senales en una sola direccién.
Un bond activo se representa por una flecha completa, como se muestra en la Figura 2.15,

indicando un flujo de senal de potencia cero.

Figura 2.15: Bond activo

Un bond activo se utiliza como una senal en un diagrama de bloques, la cual conecta un

bloque a otro sin consumir energfa como se ilustra en la Figura 2.16.

E(t)
eqt) G i(t)

Figura 2.16: Bond Graph con bond activo

El bond activo que entra a Se indica que E(t) es modulada por ey(t), asi, E(t) = Geg(t),
donde G es la ganancia de voltaje.

El bond Activo viene de una unién-0, el voltaje eg(t) es el mismo que eg, ez y e3. Ademsds,
el bond activo tiene potencia cero debido a que se considera que la corriente correspondiente a eg(t)

es despreciable. La suma de las corrientes en la unién-0, se debe tnicamente a i1, i3 € 3.

2.6 Puertos-2 modulados

Como se explicé antes, en el modelado en Bond Graph, la transformacién reversible de energia
dentro de los sistemas se lleva a cabo en los elementos Puerto-2 (transformadores y giradores),

en donde las variables de potencia, flujo y esfuerzo, son multiplicadas por una constante llamada
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mddulo, siendo m el médulo de un transformador y r el médulo de un girador. Estos elementos son
considerados lineales y conservadores de potencia. Esto implica que, la potencia que entra en uno
de los puertos de un transformador o girador debe ser igual a la potencia presente en el puerto de
salida de éste, sin importar el valor del médulo.

Estos pardmetros m y r pueden ser modulados mediante una senal usando un bond activo
que no conduce potencia. El transformador modulado (MTF) y el girador modulado (MGY')
son elementos no lineales y son generalizaciones de conservadores de potencia. Bédsicamente, los
parametros de los elementos TF y GY son una funcién de algin pardmetro, por ejemplo, &, en los

Puertos-2 modulados.

2.6.1 Transformadores multipuertos

Considerar la estructura unién que se muestra en la Figura 2.17.

Figura 2.17: Estructura unién que involucra transformadores

Las variables e3 y e4 se transforman en e; y eo, respectivamente.

e -1 —1 e
= ’ (2.22)

€2 —mip —m2 €4

Esta transformacion de esfuerzo es acompanada por la siguiente transformacion de flujo.

f3 _ I m fi (2.23)

Ja 1 mg fa

Estas transformaciones, como se indicé anteriormente, son conservadoras de potencia.

Rearreglando las ecuaciones de transformacién anteriores, la forma asimétrica caracteristica de

22



Capitulo 2. Modelado en Bond Graph

conservacién de potencia aparece.

€1 0 0 —1 -1 fl
e 0 0 —-mp —m
2| _ 1 2 f2 (2.24)
f3 1 mq 0 0 €3
| fa ] i 1 mo 0 0 ][ e4 |
Considerando el bond graph de la Figura 2.18.
ST '\ s
Figura 2.18: Estructura unién de un transformador multipuerto.
e1 _ 1 1 es ; 1 my f1 _ f3 (2.25)
€ mi Mo e4 1 mo f2 fa

Se observa que la relacién constitutiva de estas transformaciones involucran una matriz
de transformaciones y su transpuesta. Es sencillo probar que la potencia que fluye en uno de los
lados del transformador multipuerto debe ser igual a la potencia que fluye en el otro lado.

Sean [e1] v [f1] vectores columna de esfuerzos y flujos en un lado de un transformador
multipuerto, y sean [es] v [f2] los vectores de esfuerzos y flujos en el otro lado del transformador.

Entonces, sea [M] una matriz de transformaciones de dimensiones apropiadas, entonces,

[e1] = [M] [e2] (2.26)
[MT][f1] = [£2] (2.27)
L) (M) = [f2)" (2.28)
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multiplicando [e2] en ambos lados de la igualdad tenemos,

L] [M] [e2] = [f2]" [e2] (2.29)

sustituyendo (2.26) en (2.29), finalmente nos resulta,

)" [ea] = [f2]" [e2] (2.30)

lo cual establece quela suma de las potencias de los puertos del lado ntimero 1 es igual a la suma
de las potencias de los puertos en el lado nimero 2.

Es interesante que la prueba anterior es aplicable para cualquier nimero de puertos en el
transformador y no es necesario que los elementos de la matriz de transformacién sean constantes.
Esto implica que la conservacién de la potencia se mantiene, incluso, en transformadores multipuerto

modulados, en los cuales los elementos de la matriz de transformacién cambian con el tiempo.

2.7 El modelado de sistemas fisicos usando Bond Graph

Una vez que hemos analizado algunos de los conceptos fundamentales de la metodologia de Bond
Graph, podemos comenzar a construir modelos basados en sistemas de diversos dominios de energia.
En esta seccién conoceremos, a grandes rasgos, el procedimiento general para la formacién de
modelos graficos de sistemas, asi como la formulacién de modelos mateméticos partiendo solo de

lo que conocemos acerca del sistema gracias a Bond Graph.

2.7.1 Construccion sistematica de bond graphs

Una de las ventajas de esta metodologia es que la topologfa usada en la conexién de los componentes
de un sistema puede guiar la construccién sistemédtica de bond graphs [Borutzky, 2006]. En general,
dos procedimientos pueden ser formulados, uno para la construccién de bond graphs de subsistemas
mecdnicos, y otro para sistemas de dominios de energia diferente al mecdnico (subsistema no-

mecénico).

Subsistemas mecanicos.

1. Identificar distintas velocidades y velocidades angulares. Representarlas por una unién-1.
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2. Insertar elementos -C, -R,-TF- y -GY- mediante uniones-0, entre dos uniones-1 segin corre-

sponda.
3. Anadir elementos de inercia -I a su respectiva unién-1.
4. Anadir fuentes -Se 6 -Sf a sus respectivas uniones-1.

5. Asignar una direccién de referencia a la potencia uniendo las uniones mediante bonds (semi-

flechas).

6. Eliminar las uniones-1 que representen una velocidad o velocidad angular = 0, eliminar tam-
bién los bonds incidentes a estas uniones.
Ejemplo de subsistema mecanico

La Figura 2.19 muestra un ejemplo de un sistema mecdnico, al cual se le aplicard el procedimiento

anterior para encontrar el Bond Graph correspondiente.

Ka
F(t) m N\ b
a
f A
—
1 -
v, d
c 4
IV VN7
K Vv
n b

Figura 2.19: Ejemplo de un sistema mecdnico.

Aplicando los pasos 1,2,3,4 y 5 del procedimiento anterior obtenemos la Figura 2.20.
Reduciendo el Bond Graph como se indica en el paso 6, obtenemos el Bond Graph

mostrado en la Figura 2.21, el cual tiene ya una causalidad aplicada.

Subsistemas no-mecanicos.

1. Identificar esfuerzos distintos y representarlos por uniones-0.
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C:1/Ka R:f
a ’\ b ’\
a b 1——=0——1 1——C:1/KKb
S | | |
':> c d
c d 0 ~— TF > 1 Ot 1

o r |

Se ——1——1Im

Figura 2.20: Procedimiento para encontrar el Bond Graph de un sistema mecdnico

Se 11t 0 ATF Al ~ R:f

L n
m C:1/Ka C:1/Kb

Figura 2.21: Bond Graph del ejemplo de un sistema mecénico

2. Insertar fuentes, capacitores, disipadores, transformadores y giradores mediante una unién-1
entre dos uniones-0 como corresponda. Observar la topologia mediante la cual estan conec-

tados los elementos del sistema.
3. Anadir bonds (semiflechas) a las uniones.

4. Elegir un potencial de referencia, eliminar su respectiva unién-0 asi como todos los bonds
incidentes. Si dos subsistemas estan unidos por un solo transformador, un potencial de

referencia debe ser elegido para cada subsistema [Borutzky, 2006].

Ejemplo de subsistema no-mecdnico (sistema eléctrico)

A continuacién se ilustra el procedimiento anterior con el ejemplo de un circuito eléctrico, mostrado
en la Figura 2.22.

Los pasos 1, 2, 3 y 4 del procedimiento se ilustran en la Figura 2.23.

Finalmente, reduciendo el Bond Graph resultante y aplicando la asignacién de causalidad

descrita anteriormente se obtiene el Bond Graph de la Figura 2.24.
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Figura 2.22: Ejemplo de un circuito eléctrico

R h—0—>C,
e e 0—>1—>0——>1—>0
o 0 o0 r L L
> se—s>1 1——¢ 1——>R,
d
O L L
e
0 0 1<—0

|

Co—0—>1,

Figura 2.23: Procedimiento para encontrar el Bond Graph de un circuito eléctrico

e
o
o

e

Se

o
h
[EEY
’3.6

C, Cy<—0——HlI,

Figura 2.24: Bond Graph del ejemplo de un sistema eléctrico
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2.8 Estructuras de unién en sistemas multipuerto

La metodologia de Bond Graph tiene la virtud de convertir estructuras dindmicas provenientes de
sistemas complejos en un modelos gréficos, los cuales pueden ser manipulados y vertidos en matrices
que son féciles de manipular. En esta seccién se presenta un método sistemdtico que permite
obtener un modelo en variables de estado de un sistema fisico, partiendo de su representacién en

Bond Graph.

2.8.1 Vectores clave

FEn general, todos los bonds se pueden clasificar en bonds externos, los cuales conectan los elementos
R, C, I, Se, Sf, y en bonds internos que conectan las uniones, transformadores y giradores. Asi
mismo, los bonds externos pueden ser clasificados de acuerdo a los elementos que estos conectan al

sistema. La Figura 2.25 muestra el diagrama a bloques de la Estructura Unién de un Bond Graph.

Se, Si
< X u
Xd | - Din
CL 0, 1, MTF, MGY R
Z i
) 24 | Dout
D

Figura 2.25: Diagrama a bloques de la estructura unién.

En la Figura (2.25), las variables (Se, Sf), (L, C) y (R) denotan los campos de fuente,
almacenamiento y disipacion respectivamente, (D) el detector y (0, 1, TF, GY) la estructura unién.
Los vectores que representan al sistema, llamados vectores clave, estdn representados en la

Figura (2.25), donde u(t) contiene las variables de potencia o los esfuerzos y flujos impuestos por los
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elementos de las fuentes en la Estructura de Unién, los estados z(¢)eR™ y z4(t)eR™ estdn compuestos
por variables de energia, momento generalizado p(¢) en elementos I y desplazamiento generalizado
q(t) en elementos C en causalidad integral y derivativa respectivamente; z(t)eR"™ y z4(t)eR™ son
variables de co-energia en causalidad integral y derivativa, respectivamente y Dy, (£)€R" y Dyt (t)eR"
son una mezcla de esfuerzos y flujos que muestran los intercambios energéticos entre el campo de

disipacién y la Estructura de Unién.

2.8.2 Relaciones de campo y ecuaciones de estado

Las relaciones de campo no lineales de la Figura 2.25 de almacenamiento y de disipacién

2(t) = Dp(t), (2.31)
za(t) = Pra(t), (2.32)
Dout(t) = @1(Din), (2.33)
donde:

®r denota una funcién que relaciona cada z; con x; para i =1,..,n.
®r, denota una funcién que relaciona cada z4; con x4; para i =1,..,m
®; denota una funcién que relaciona cada Dgyy; con Dy, para i =1,..,7
El comportamiento de un elemento especifico estd descrito por una ley fisica la cual es

llamada su relacion constitutiva. Si las relaciones constitutivas son lineales tenemos:

z(t) = Fx(t), (2.34)
z4(t) = Faza(t), (2.35)
Dout(t) = LDzn(t)a (236)

donde L, F' y F; son matrices reales de dimensién r X r, n X n 'y m X m, respectivamente.

Las relaciones de la estructura de unién estdan dadas por:

z(t
z(t) ()
Dout(t)
Din(t) | =5 0 (2.37)
t
v | Za(t)
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za(t) = =St 2(t) (2.38)
donde la estructura de unién estd formada por:

St Sz S13 Siz
S=| Sy Sa S 0 (2.39)
S31 S32 S33 0

Los elementos de S toman valores dentro del conjunto {0, +1, +n, +r} donde n y r son
los médulos del transformador y girador. La matriz S estd particionada de acuerdo a la dimensién

de sus vectores clave. Las submatrices S;; tienen las siguientes propiedades:

e S11 ¥ S29 son matrices cuadradas antisimétricas.

e Sio es la matriz transpuesta negativa de Sa; y viceversa.

Estas propiedades estdn basadas en el principio de concervasién de energia y sirven como
comprobacién al proceso de cdlculo de la matriz de estructura de unién.

Un sistema LTT MIMO es entonces representado en variables de estado por:
&(t) = Apx(t) + Bpu(t) (2.40)

y(t) = Cya(t) + Dyu(t) (2.41)

Relacionando (2.37) y (2.38) con (2.40) y (2.41) obtenemos:

Ap = E’I(SH + 512M521)F, (2.42)
Bp = E_l(Slg + 512M523), (243)
Cp = (S31 + S39M Sa1) F (2.44)
D, = S33 + S39M So3. (2.45)
siendo,
E =1+ SuuF;'SLF, (2.46)
M = (I — LSy) L. (2.47)
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Las Ecuaciones (2.40) a (2.47) permiten la obtencién directa del modelo de un sistema
fisico en variables de estado, utilizando la representacién de Bond Graph.

En este Capitulo se analizé a grandes rasgos la metodologia de Bond Graph. Se di6 a
conocer un método sistemédtico para la creacién de bond graphs, asi como los pasos a seguir para
obtener el modelo de nuestros sistemas en espacio de estados, a partir de su representacién en Bond
Graph. En el siguiente Capitulo se mostrardan algunas de las herramientas utilizadas en el modelado

clésico de cadenas cinemdticas abiertas.
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La roboética y su modelado

3.1 Introduccién

En este Capitulo se dard una breve explicacién acerca de los problemas que describen los robots
manipuladores cuando son modelados matematicamente. Se dardn a conocer algunas de las config-
uraciones en las que pueden estar basados los robots y se tratardn los problemas de la cinemética
directa e inversa. Se da ademds un pequeno bosquejo matemdtico necesario para comprender el

modelado cldsico de los robots manipuladores como cadenas cineméticas abiertas [Asada, 1986].

3.2 Componentes y estructuras de robots manipuladores

3.2.1 Las uniones y eslabones dentro de la cadena

Los robots manipuladores estdn compuestos de eslabones conectados por uniones dentro de una
cadena cinemadtica abierta. Estas uniones son, tipicamente, rotatorias (revolucién) o lineales (pris-
méticas) [Spong, 1989].

Una unién de tipo revolucién es parecida a una bisagra, la cual permite la rotacién entre
dos eslabones. Por otra parte, una unién prismética permite un movimiento relativo de un eslabon
a otro.

Utilizaremos la convencién (R) para representar una unién de revolucién y (P) para
uniones prismdticas como se muestra en las Figuras 3.1 y 3.2.Cada unién representa la conex-

i6n entre dos eslabones l; y ;1. Se denota el eje de rotacién de una unién de revolucién o el eje
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Figura 3.1: Unién de revolucién (R).

AL /, %

Figura 3.2: Unién prismética (P).

a lo largo del deslizamiento de una unién primédtica, por z; si la unién es la interconexién de los
eslabones i y 7 + 1.

Las variables de unién, denotadas por 6; para una unién de revolucién y d; para una unién
prismdtica que representa el desplazamiento relativo entre uniones adyacentes.

Las uniones de un manipulador pueden ser actuadas eléctricamente, hidraulicamente o
neumdaticamente.

El nimero de uniones determina el nimero de grados de libertad (DOF') del manipulador.

Tipicamente un manipulador deberia poseer al menos seis grados de libertad indepen-
dientes: tres para la posicién y tres para la orientacién. Si el manipulador tiene menos de seis
grados de libertad, el brazo no puede alcanzar cualquier punto en su medio ambiente de trabajo
con orientacién arbitraria. Por otro lado, un manipulador con mds de seis grados de libertad, es
considerado cinemdticamente redundante.

El espacio de trabajo de un manipulador es el volumen alcanzable por el efector final
cuando todos los movimientos posibles son ejecutados. Este espacio de trabajo es delimitado por la

geometria del manipulador, asi como por las limitantes mecédnicas de las uniones que lo componen.
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3.2.2 Disposiciones cinemadticas

A pesar de que un manipulador es en principio un dispositivo de propdésito general, en la préctica,
los manipuladores son disenados con una funcién en particular en mente, como pueden ser soldar,
sujetar piezas grandes o ensamblar. Estas aplicaciones indican la seleccién de varios pardmetros de
diseno del manipulador, incluyendo su estructura cinemética.

Es por eso que los robots manipuladores pueden ser clasificados por algunos criterios
tales como su geometria, o la manera en la que son controlados. A continuacién se presenta una
clasificacién de acuerdo a su geometria.

Los manipuladores industriales en su mayoria tienen seis grados de libertad, donde tres
de estos seis grados de libertad se encuentran en la muneca o actuador final y su propdésito es el de
orientar este actuador, [Murray, 1994]. La mayoria de estos manipuladores caen en los cinco tipos

geométricos que a continuacién se describen.

Articulado (RRR)

e Esférico (RRP)

SCARA (RRP)

Cilindrico (RPP)

Cartesiano (PPP)

Configuracién articulada (RRR)

Este manipulador también es conocido como de revolucién o antropomérfico, como se muestra en
la Figura 3.3. Dos disenios de revolucién comunes son del tipo Elbow como el PUMA o el eslabén
paralelogramo como el Milacron Cincinati.

En este arreglo, eje de la unién 2o es paralelo a z; y ambos son perpendiculares a zg.

Configuracién esférica (RRP)

Reemplazando el tercer eslabén en la configuraciéon de revolucién por una unién prismatica, se

obtiene la configuracion esférica que se muestra en la Figura 3.4.
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Figura 3.3: Estructura del manipulador ELBOW

Figura 3.4: Configuracién del manipulador esférico
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El término de configuracién esférica deriva del hecho de que las coordenadas esféricas
definen la posicién del efector final con respecto a una representacién cuyo origen se fija en la
interseccion de los ejes z1 v zo. Un manipulador que comparte esta configuracion es el manipulador

Stanford.

Configuracion SCARA (RRP)

El robot manipulador llamado Robot Articulado de Limitacién Selectiva para Ensamblado 6 SCARA
(por sus siglas en inglés) es una configuracién relativamente reciente. A pesar de que el SCARA
tiene una configuracién RRP es seguramente diferente de la configuracién esférica en apariencia y
en su rango de aplicaciones. En la configuracién SCARA, los ejes zp, z1 y 22 son paralelos, como

se muestra en la Figura 3.5.

BN

Figura 3.5: Configuracién del manipulador SCARA

Configuracién Cilindrica (RPP)

En la configuracén cilindrica la primera unién es de revolucién y produce una rotacién sobre la
base, mientras que la segunda y tercera unién son prisméticas. Como su nombre lo indica, las
variables de las uniones estdn en coordenadas cilindricas con respecto a la base. En la Figura 3.6

se muestra esta clase de configuracion.
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Figura 3.6: Configuracién del manipulador cilindrico

Configuracién cartesiana (PPP)

Un manipulador cuyas primeras tres uniones son prisméticas se conoce como manipulador carte-
siano. Para el manipulador cartesiano, las variables de unién son las coordenadas cartesianas del
efector final con respecto a la base. Como es de esperarse, la descripcién cinemética de este manip-
ulador es la més simple de todas las configuraciones [Murray, 1994]. En la Figura 3.7 se muestra

la configuracién de este robot manipulador.

/ 2

Figura 3.7: Configuracién del manipulador cartesiano
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3.3 Movimientos rigidos y transformaciones homogeneas

En esta seccién se describen brevemente algunas herramientas matemédticas necesarias para el andli-
sis y modelado de los manipuladores. En particular, se analizardn las transformaciones homogéneas

de coordenadas aplicadas directamente a los eslabones de los manipuladores [Spong, 1989].

3.3.1 Posicién y orientacién de un cuerpo rigido

Los eslabones de un brazo manipulador pueden ser modelados como un sistema de cuerpos rigidos.
La ubicacién de cada cuerpo rigido es representada entonces por su posicidn y su orientacion.

La posicién puede ser representada por las coordenadas de un punto arbitrario fijo, con
respecto del cuerpo. Sea O — zyz el marco de coordenadas fijo al suelo y sea el punto O un punto
arbitrario fijo al cuerpo rigido, como se muestra en la Figura 3.8. Entonces, la posicién del cuerpo

rigido es representada con referencia al marco de coordenadas O — xyz por

zo
20
5 b

_,t

Cuerpo Rigido

n

Figura 3.8: Posicién y orientaciéon de un cuerpo rigido.

Para representar la orientacién del cuerpo rigido, tres ejes coordenados xp, yp v 2p se fijan
al cuerpo rigido como se muestra en la Figura 3.8. Estos ejes forman otro marco de coordenadas
O — xpyp2p, €l cual se mueve con el cuerpo rigido. La orientacién del cuerpo rigido es entonces

representada por las direcciones de los ejes coordenados. Sea n, t y b vectores unitarios apuntando
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en la direccién de los ejes coordenados, Ty, ¥p v 25 respectivamente. Las componentes de cada vector
unitario son cosenos direccionales de cada eje coordenado proyectado en el marco de coordenadas
fijo O — xzyz. Por conveniencia, se combinan los tres vectores juntos y se escriben usando la matriz
R de 3 x 3:

R =n,t,b] (3.2)

La matriz R describe por completo la orientacién del cuerpo rigido con referencia al marco
de coordenadas fijo O — xyz. Se observa que los vectores columna de la matriz R son ortogonales
entre si

nft=0 t'b=0 b'n=0 (3.3)
ademds, tienen longitud unitaria
In| =1 It =1 bl =1 (3.4)

(donde |a| es la norma Euclidiana del vector a). A la matriz en la cual todos sus vectores columna

tienen longitud unitaria y son ortogonales entre si, se le llama matriz ortogonal.

3.3.2 Transformacion de coordenadas

Imaginemos un punto P situado arbitrariamente en el espacio como se muestra en la Figura 3.9.

Figura 3.9: Transformacién de coordenadas.

Representamos entonces las coordenadas del punto P en referencia al marco de coorde-
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nadas O — xyz por
T
z

La posicién del punto P puede ser representada también en referencia al marco de coor-

denadas fijo al cuerpo rigido, O — xpypzp , por
X =1 v (3.6)

El superindice ® indica que el vector es definido en referencia al marco de coordenadas del
cuerpo. Encontremos ahora la relacién entre los dos sistemas de coordenadas. Esta relacién define
la transformacion de coordenadas entre el marco fijo y el marco de coordenadas del cuerpo. La
posicién y orientacién del cuerpo rigido, que son representadas por el vector xg de dimensiones 3
x 1y la matriz R de dimensiones 3 x 3. Como se muestra en la Figura 3.9, el punto P puede ser

alcanzado mediante los puntos O, A y B. Esto se representa de manera matemética como

_ —

— » p —_— =
OP=00 + OA + AB + BP (3.7)

— —, 7 —— —
donde OP =xy OO = xq. Se puede apreciar que los vectores OA, AB, BP son paralelos a los

vectores unitarios n, t, y b, respectivamente, y que sus longitudes estdn dadas por u, vy w. De

esta forma podemos reescribir la expresién anterior como:
X = X0 +un + vt +wb (3.8)
de (3.2) y (3.4) podemos escribir lo anterior como
x = %9 + Rx’ (3.9)

la ecuacién (3.9) provee de la transformacion de coordenadas deseada de las coordenadas del cuerpo
x? al marco de coordenadas fijo x. Se puede ver que esta transformacién de coordenadas estd dada
en términos de xg y R, la cual representa la posicién y orientacién del cuerpo rigido, o visto de
otra manera, la posicién y orientacién del marco de coordenadas del cuerpo relativo a el marco fijo.

Si premultiplicamos ambos lados de la ecuacién por la transpuesta RT de la matriz R,
resulta la expresion

R7x = RTxy + RTRx’ (3.10)
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el producto matricial RT R en el lado derecho de la ecuacién resulta

nIn nTt nTh 1 0 0
RTR=| tTn Tt T |=1]0 1 0 (3.11)
'n vTt bTp 0 0 1

de esta manera la ecuacién se reduce a
x’ = —RTxo + RTx (3.12)

La ecuacién representa la transformacion de coordenadas del marco fijo a las coordenadas
del cuerpo, eso es, la inversa de la transformada original. Asi, la transformacién inversa es obtenida
simplemente usando la matriz transpuesta de la matriz R. Ademds, como la ecuacién (3.10) lo

muestra, la inversa de una matriz ortonormal es simplemente dada por la transpuesta de la matriz:
R ! =RT (3.13)

En conclusién, la matriz de rotacién R tiene tres distintos significados fisicos. Esta puede

representar

1. La orientacién del marco de coordenadas O — Tpypzp relativo a O — xyz, donde el vector
columna representa los cosenos direccionales de cada eje de O — xpyp2, proyectados en el

marco O — xyz,
2. La transformacién de coordenadas de O — zpypz, a O — xyz,

3. La rotacién de un vector en el marco de coordenadas O — xyz.

Las tres proposiciones anteriores son equivalentes en el sentido de que, usando cualquiera

de las tres, podemos derivar las otras dos [Asada, 1986].

3.3.3 Angulos de euler

En la seccién previa, usamos la matriz R de 3 x 3, para representar la orientacién de un cuerpo
rigido o del marco de cooordenadas fijo al cuerpo. Sin embargo, los elementos de la matriz no son
independientes. La matriz tiene nueve elementos en total, los cuales estdn sujetos a las condiciones

de ortogonalidad y las condiciones de longitud unitaria. Existen seis de esas condiciones, por lo que
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sélo tres de los nueve elementos son independientes. En otras palabras, la representacion matricial
de la orientacién es redundante. En esta seccién, una representacion de la orientacién del cuerpo
rigido que sélo utiliza tres variables independientes es discutida.

Consideremos las tres rotaciones del marco O — xyz que se muestra en la Figura 3.10.
Primero, el marco de coordenadas es rotado un éngulo ¢ en torno al eje z (Figura 3.10 (a)). Ahora,
el nuevo marco O — zyz es rotado un dngulo # en torno al eje z(Figura 3.10 (b)). Finalmente, el
marco resultante O — zyz es ahora rotado un angulo v en torno al eje z. El marco de coordenadas
resultante O — zpyp2p, es mostrado en la Figura 3.10 (c). Los tres dngulos, ¢, 6 y 1, determinan la
orientacién del marco de coordenadas y son llamados dngulos de Euler. Los éngulos de Euler son
independientes puesto que cada uno de ellos puede variar arbitrariamente.

Para una orientacién arbitraria del marco de coordenadas O — xpyp2p, los dngulos de Euler
pueden ser determinados de la siguiente manera. Sea la linea Oz’ en la figura (c) la interseccién
entre el plano z, — y; v el plano z — y. Esta interseccién es llamada linea de nodos. El déngulo 1 es
definido como el dngulo entre la linea de nodos y el eje x3 en la figura (c), mientras que el dngulo
¢ es el dngulo entre el eje z y la linea de nodos. El dngulo 6, por otro lado, es definido como el
angulo entre el eje z y el eje 2, = 2. Todos los dngulos son medidos en sentido de la mano derecha.
Por lo tanto, los tres dngulos pueden ser definidos para una orientacién arbitraria del marco de
coordenadas O — xpypzp relativo al marco fijo O — zyz.

Los dngulos de Euler son variables independientes que determinan la orientacién de un
marco de coordenadas de manera tinica. Encontremos ahora la matriz de rotacién R que representa
las tres rotaciones consecutivas asociadas a los dngulos de Euler. Considerar la transformacién de
coordenadas asociada con la rotacién ¢. Las coordenadas x' = [/, v/, Z]T son transformadas en las

coordenadas x = [z,y, z]” mediante la matriz de rotacién de 3 x 3 R, (¢), la cual se define como:

x =R, (9) x’
donde
cos¢p —sing 0
R.(¢)= | sing cos¢p O (3.14)
0 0 1

. - T :
Similarmente, la transformacién de coordenadas de x” = [2/,y", 2"]" a x’ asociada con la
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(c)

Figura 3.10: Las tres rotaciones consecutivas usadas para definir los dngulos de Euler.
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rotacion 6 estd dada por:

donde
1 0 0
R.y(0)=10 cos —sinf (3.15)
0 sinf cosfd
Finalmente, para la rotacién ¢, tenemos:
X" = R (1) "
donde
cosy —siny 0
R ()= | sinyy cosyp 0 (3.16)
0 0 1

Combinando las tres transformaciones de coordenadas anteriores tenemos
X =R, (¢) Ry (0) Ron (1) X° (3.17)
Podemos reemplazar el producto matricial anterior por:

R (¢7 0, W =R, (¢) R (9) R.» (1/}) (318)

La matriz R (¢,6,) provee la transformacién de coordenadas de x® a x. Como resultado
de la equivalencia entre la matriz de transformacién de coordenadas y la matriz de rotacién discutida
en la Seccién 3.3.1, la matriz R (¢, 0,1) representa la rotacién a partir del marco de coordenadas
O — xyz hacia el marco de coordenadas O — xpypzp. Ademads, los vectores columna de la matriz
R (¢,0,1) representan los cosenos direccionales de los ejes coordenados p, yp y 2 con referencia
al marco O — zyz.

Otro conjunto de dngulos independientes son los dngulos de giro, desviacion y elevacidn,
los cuales son ampliamente utilizados en robdtica para describir la orientacién de cuerpos rigi-
dos. El dngulo de giro 0, representa una rotacién en torno al eje z, mientras que los dngulos de
desviacién y elevacién representan rotaciones consecutivas en torno a los ejes x y y respectivamente.

Usando la notacién de la Figura 3.10, la matriz de rotacién asociada a giro-desviacién-elevacion es

R.(0.)Ry (0, )Ry (0,1).
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3.3.4 Transformaciones homogéneas

En esta seccién se muestra un método 1til para representar transformaciones de coordenadas de
manera compacta.

Recordemos la ecuacién (3.9):
x = xg + Rx®

El primér término del lado derecho de la ecuacién representa la transformacién transla-
cional, mientras que el segundo término representa la transformacion rotacional. El objetivo de
esta seccién es derivar una representacién simple de la transformacién de coordenadas, en la cual,
ambas transformaciones (rotacional y translacional) son dadas por una sola matriz. Para este fin,

definamos entonces los vectores de 4 x 1:

_ i ; _ . ;
v
x=|" Xt =
z w
L 1 - . 1 -
y la matriz de 4 x 4:
R
A= X0 (3.19)
0 1

b son aumentados afiadiendo un "1" como cuarto elemento

Los vectores originales x y x
y la matriz R es extendida combinandola con el vector de posicién xg, con tres 0’s y un 1 en la
cuarta fila.

La ecuacién (3.9) puede reescribirse entonces como:

X = AX® (3.20)
esto es: - _ }
T U
R x v
- ’ (3.21)
z 0 1 w
- 1 - - 1 -
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Figura 3.11: Transformaciones homogéneas consecutivas.

La matriz A representa la posicién y orientacién del marco O — xpypzp. Los dos térmi-
nos del lado derecho de la ecuacién (3.9) son reducidos a un sélo término en la ecuacién (3.20).
La transformaciéon de coordenadas dada por la ecuacién (3.20) es conocida como transformacion
homogénea.

Lo compacto de la transformacién homogénea es particularmente ventajoso cuando repre-
sentamos transformaciones consecutivas. Sea O™ —x.y.z. otro marco de coordenadas, como muestra

la Figura 3.11, y x¢ las coordenadas del punto P con referencia al marco O™ — z.y.z.. Entonces:
x” = x) + R'x° (3.22)

donde x(; y R’ son el vector de 3 x 1 y la matriz de 3 x 3 asociados con la transformacién de

coordenadas de x¢ a x°. Sustituyendo (3.22) en (3.9) obtenemos:
x = xg + Rx}; + RR'x¢ (3.23)

Ahora hay tres términos del lado derecho de la ecuacién (3.23). Mientras la transforma-
cién se repita, el nimero de términos del lado derecho aumenta. En general, n transformaciones
de coordenadas consecutivas generan un polinomio de n-ésimo orden, el cual consiste de n+1 tér-
minos no-homogeneos. Las transformaciones homogéneas, por otra parte, proveen de una forma
compacta de representar cualquier transformacién consecutiva con un sélo término. Consideremos
n transformaciones consecutivas desde el marco n hacia atrds al marco 0. Sea Aﬁfl la matriz de 4

x 4 asociada con la transformacion homogénea del marco ¢ al marco i — 1; entonces, un vector de
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posicién X" en el marco n es transformado a X° en el marco 0 por
X0 = A%AL . AnIxX" (3.24)

Por lo tanto, las transformaciones consecutivas son completamente descritas por un solo
término.

Una matriz de 4 X 4 representa la posicién y orientacién de un marco coordenado. Esta
también representa la translacién y rotacién del marco de coordenadas. Por lo tanto, la propiedad
de equivalencia para matrices de rotacién también es aplicable a matrices de 4 x 4, en las cuales,

ambas, la traslacién y rotacién estdn involucradas [Asada, 1986].

3.4 Modelo cinematico de brazos manipuladores

3.4.1 Cadenas cinematicas abiertas

Un brazo manipulador es, bdsicamente, una serie de cuerpos rigidos en una estructura cinemética.
En la Figura 3.12, se muestra un brazo manipulador modelado como una serie de cuerpos rigidos

unidos.

z o
Eslabén 2 a Unién i

Eslabon i

o Unién i+1
Eslabon 1 '/Uni(')n 1 0)

Yn

Actuador Final
Eslabon n

Eslabén 0
Cadena cinematica abierta
Base

Zn

Xo

Figura 3.12: Cadena cinemética abierta
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Esa estructura es conocida como cadena cinemética abierta. La mayoria de robots manip-
uladores industriales y de investigacién son cadenas cinemadticas abiertas o estructuras equivalentes.
Se asume que todos los brazos manipuladores analizados en esta seccién son cadenas cineméticas
abiertas.

Cada eslabdn de la cadena cinemética puede ser numerado desde 0 hasta n. El eslabén
base, el cual estd posado sobre el suelo, es numerado 0 por conveniencia. El eslabén més distante
es entonces numerado n. Siendo que el manipulador realiza tareas mediante el movimiento de un
efector final adjunto al ultimo eslabdn, nuestro mayor interés es analizar el movimiento de este
ultimo eslabén [Shilling, 1990].

Para representar la posicién y orientacién del efector final, fijaremos un marco de coor-
denadas O, — T,¥Ynz, al tdltimo eslabén. La ubicacién del marco de coordenadas es descrito en
referencia a otro marco de coordenadas Oy — zoyozo, fijo al suelo (es decir, al eslabon base), como
se muestra en la figura. El movimiento del efector final es causado por el movimiento de los es-
labones entre la base y el tltimo eslabén. Asi, la ubicacién del efector final puede ser determinada
investigando la posicién y orientacién de cada eslabén en serie, desde la base hasta la punta del
brazo. Para este fin, adjuntamos un marco de coordenadas a cada uno de los eslabones nombrando
a los marcos O; — x;y;2; para el eslabon i. Describimos entonces la posicién y orientacién del marco
O; — x;y;2; en relacién al marco anterior O;_1 — x;_1y;—1%;—1 mediante el uso de una matriz de
dimensiones 4 x 4 que describe la transformaciéon homogénea entre estos marcos. La posicién y
orientacién del efector final es entonces obtenida mediante las transformaciones homogéneas con-
secutivas desde el ultimo marco hacia el marco de la base. Siendo que el brazo es una cadena
cinemadtica abierta, podemos aplicar estas transformaciones en serie para encontrar la ubicacién del
efector final en referencia al marco de la base.

El movimiento relativo de un par de eslabones adyacentes es causado por el movimiento
de la unién que conecta estos eslabones. Existe un total de n uniones involucradas en el movimineto
de un brazo que consiste de (n + 1) eslabones. Nos referimos a la unién entre el eslabén ¢ — 1 y
el eslabén i como la unién ¢. Cada unién es operada por un actuador individual, el cual causa
el desplazamiento de la unién. De esta manera, la posicién y orientacién del efector final son
determinadas por el desplazamiento de las n uniones. El modelo cinemético de un brazo pretende

encontrar la relacion directa entre la posicién del efector final y los desplazamientos de las uniones.
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3.4.2 La notacién Denavit-Hartenberg

La notacién de Denavit-Hartenberg es introducida como un método sistemético para encontrar la
relacién cinemadtica entre un par de eslabones adyacentes dentro de una cadena cinemética abierta.
El método se basa en la representacién matricial de la orientacién y posicién de un cuerpo rigido.
Este utiliza un nimero minimo de pardmetros para describir por completo las relaciones cineméticas

del cuerpo en cuestién [Asada, 1986].

\

\ unioni i
union i-1y ‘ /
\ 1

union i+1;

eslabén i-1

Figura 3.13: La notacién de Denavit-Hartenberg.

La Figura 3.13 muestra un par de eslabones adyacentes, el eslabén ¢ + 1 y el eslabén 4, y
sus uniones asociadas ¢ — 1, ¢ e i + 1. La linea H;0O; en la Figura 3.13 es la linea normal comin
a los ejes de las uniones i e ¢ + 1. La relacién entre los dos eslabones es descrita por la posicién
relativa y la orientaciéon de los dos marcos de coordenadas adjuntos a los dos eslabones. En la
notacion de Denavit-Hartenberg, el origen del ¢ — ésimo marco de coordenadas O; se encuentra en
la interseccién de los ejes de la unién ¢ + 1 y la linea normal comun entre los ejes de las uniones 4
e ¢+ 1, como se muestra en la Figura 3.13. Es importante notar que el marco de coordeadas del
eslabén 7 estd en la unién ¢ 4+ 1 y no en la unién i. El eje x; es una extensién de la linea normal

comun, mientras que el eje z; pasa a través del eje de la unién ¢+ 1. Finalmente, el eje y; es elegido
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tal que el marco de coordenadas resultante O; — x;y;2; forma un sistema coordenado que sigue el
principio de la mano derecha.
La ubicacion relativa de los dos marcos de coodenadas puede ser determinado mediante

los siguientes cuatro pardmetros:

a; es la longitud de la linea normal
d; es la distancia entre el origen O;_1 y el punto H;
Q; es el dngulo entre los ejes de la unién i y el eje z; en el sentido de la regla de la

mano derecha

0; es el dngulo entre el eje z;_1 y la linea normal comin H;O; medido en relacién al
eje z;_1 siguiendo la regla de la mano derecha.

Los pardmetros a; y «; son pardmetros constantes y pueden ser determinados por la
geometria del eslabén: a; representa la longitud del eslabén y «; es el dngulo de torsién entre los
dos ejes de la union.

Existen dos tipos de mecanismos en las uniones utilizadas en brazos manipuladores: unién
de revolucién, en la cudl el eslabén adyacente rota con respecto al eje de la unién, y la unién
prismadtica, en la cudl el eslabén adyacente se traslada linealmente a lo largo del eje de la unién.
Para una unién de revolucién, el pardmetro 0; es la variable que representa el desplazamiento de
la unién mientras que el pardmetro d; es constante. Para una unién prismaética, por otro lado, el
pardmetro d; representa el desplazamiento de la unién, mientras que 6; es constante.

Ahora formulemos la relacién cinemdtica entre un par de eslabones adyacentes usando
matrices de 4 x 4. Usando la propiedad de equivalencia, las matrices de 4 x 4 que representan la
ubicacion del marco de coordenadas ¢ relativa a el marco ¢—1 pueden ser determinadas considerando
la transformacién de coordenadas asociada. La Figura 3.14 muestra los dos marcos de coordenadas
O; — zyizi y Oi—1 — %i—1Yi—1%2i—1, y €l marco de coordenadas intermedio, H; — z}y.z| sujeto al
punto H;. Sean X’, X' y X! los vectores de posicién de 4 x 1 en O; — z;y;2;, Hi — 2'y'2, v
O;_1— x;_1Yi_12i_1, respectivamente.

De la Figura 3.14, la transformacién de coordenadas de X’ a X’ estd dada por

X' = AitxX? (3.25)
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Figura 3.14: La relacién entre dos marcos de coordenadas adyacentes en la notacién de Denavit-
Hartenberg.

donde ) )
1 0 0 a;
- 0 cosa; —sing; O
A = (3.26)
0 sina; cosa; O
0 0 0 1]
De manera similar, la transformacién de X’ a X*~! est4 dada por
Xt = AIX (3.27)
donde

cos; —sinf; 0 O ]

- sinf; cosf; 0 O
AL = (3.28)
0 0 1 d;

0 0 0 1

Combinando las ecuaciones (3.25) y (3.27) resulta
Xt = AFIXE (3.29)
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donde

Al —

cos 0;
sin 6;
0
0

—sin 6; cos «;
cos 0; cos o
sin o

0

sin 0; sin «;
—cosb; sin o
CoSs oy

0

a;cosb;
a; sin 0;
d;
1

(3.30)

La matriz A;fl representa la posicién y orientaciéon del marco ¢ relativa a el marco i — 1.

Como se puede observar, los primeros tres vectores columna de 3 x 1 de Aﬁ_l contienen los cosenos

direccionales de los ejes coordenados del marco ¢, mientras que los tltimos vectores columna de 3

x 1 representan la posicién del origen O;.

3.4.3 Ejemplo: manipulador Elbow planar

El robot manipulador de codo plano (Elbow Planar) se muestra en la Figura 3.15. Los pardmetros

de los eslabones se muestran en la Tabla 3.1.

Figura 3.15: Manipulador planar de dos eslabones.

Tabla 3.1: Pardmetros de unién para un manipulador planar de 2 eslabones.

Eslabon | a; | o; | d; | 0;
1 ar | 0| 0|6
2 as | 0 | 0| 6
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Determinando las matrices A a partir de la ecuacién (3.26):

cosf; —sinfy 0 aqcosby
Al — sinfy cosf; 0 apsinb,
0 0 1 0
|0 0 0 1 |
[ cosfly —sinfls 0 ascosfs ]
Ay — sinfs cosfy 0 assinfy
0 0 1 0
0 0 0 1 |
Las matrices de transformacién estdn dadas por:
Ty = Ay
T2 = A1A,
Sustituyendo (3.31) y (3.32) en (3.34) resulta
[ cosfly —sinf; 0 ajcosf; 11 cosfly —sinfy
T2 sinf; cosf; 0 ajsinf; sinfs  cosfs
0 =
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1L 0 0
[ cos (01 +602) —sin(01+62) 0
- sin (01 +62) cos(01+602) 0 agsin(0y +603)+ agsinby
0 pr—
0 0 1 0

0 0

ja)

1

0
0

as cos 09

a9 sin 0o

0
1

ag cos (01 + 02) + ay cos 01

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Notar que las primeras dos entradas de la iltima columna de Ts son las componentes de

x y y del origen Os en el marco de coordenadas relativo a la base, esto es:

x = aj cosfy + azcos (01 + 02)

y = a1 8infy + agsin (01 + 02)
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Las ecuaciones (3.37) y (3.38) son las coordenadas del efector final en el marco de co-
ordenadas de la base. La submatriz de rotacién de T(Q) proporciona la orientacién del marco de
coordenadas Oy — xay222 relativa al marco de coordenadas de la base [Spong, 1989).

En el Capitulo siguiente se muestra el procedimiento mediante el cual se modelan los
manipuladores en Bond Graph. Se muestra la diferencia entre el movimiento en dos y tres dimen-
siones, asi como la teoria detras de los motores desacoplados, parte fundamental en el modelado de

manipuladores en tres dimensiones.
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Modelado en Bond Graph de robots

manipuladores

4.1 Introduccién

En general, las partes mecdnicas de varios sistemas (en particular, robots manipuladores) involucran
cuerpos conectados que interactuan dindmicamente entre si. En el estudio de estos cuerpos, se deben
incorporar complejas relaciones cineméticas no-lineales complejas a las ecuaciones de movimiento.

Un sin ndmero de procedimientos para tratar las dindmicas de sistemas multicuerpo se
han desarrollado. La metodologia de Bond Graphs, no sélo trata con sistemas mecdnicos, sino
con cualquier forma de sistemas de potencia y ha sido usada también para el andlisis de sistemas
multicuerpo [Karnopp, 1996].

El propésito de este capitulo es el de mostrar la manera en la cual los sistemas multicuerpo
son analizados usando Bond Graphs asi como de introducir el modelado en tres dimensiones de

dichos sistemas.

4.2 Modelado de robots manipuladores en dos dimensiones en

Bond Graph

El modelado de manipuladores en dos dimensiones usando Bond Graphs se apreciard en esta seccién

en forma de una serie de ejemplos, en los cuales se analizardn, primero, cuerpos simples. Dicho
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andlisis proporcionard el camino sistemédtico para el andlisis de cuerpos més complejos.

4.2.1 La barra rigida

La barra rigida de la Figura 4.1, moviéndose en el plano, es un componente estdndar de sistemas
mecédnicos multicuerpo. Las tres localidades significativas en la barra son los dos extremos y su
centro de masa. La importancia de los extremos se desprende del hecho de que estos definen las
conexiones en la barra; el centro de masa es significativo debido a que es mds conveniente escribir
las ecuaciones de movimiento en ese punto especifico [Cecarelli, 2008]. La barra rigida actua como

una restriccién entre estas tres localidades espaciales.

Figura 4.1: Barra rigida.

El movimiento es considerado respecto a un sistema de coordenadas absoluto: v, y v, son
las componentes de velocidad de un extremo con respecto a este sistema de coordenadas, mientras
que V; y V, son las componentes de la velocidad en el otro extremo; # y y son las componentes
de la velocidad en el centro de masa. FEstos tres puntos muestran la misma velocidad angular
& = vy = V. La distancia a partir del primer extremo al centro de masa es l; y la distancia del

segundo extremo al centro de la masa es [s.
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La cinemdtica de la barra es expresada por las siguientes ecuaciones:

T = Vp — Vg (4.1)
§ = vy + Vya (4.2)
Ve =12 — Vza (4.3)
Vy =9+ Vya (4.4)

donde vz, Vya, Vea, Vya son las componentes de la velocidad debido a la velocidad angular & dada

por las ecuaciones de transformacién:

Vo = l1 COS (4.5)
Uy = I sin ok (4.6)
Via = lacos ac (4.7)
Vya = lasin ad (4.8)

Las dindmicas de la barra estdn dadas por las tres ecuaciones,

A, . Af, . Ar
T = = —";0 = —

m’ m J

(4.9)

donde m y J son la masa y la inercia de la barra, respectivamente y Af, y Af, son las fuerzas
netas actuando en las direcciones x y y en el centro de masa y A7 es el par neto actuando en el
centro de masa de la barra [Gawthrop, 1996].

El drea dentro del cuadro punteado en la Figura 4.2 representa a la barra rigida, los seis

bonds externos indican las conexiones en los extremos de la barra (4.9).

e Hay tres componentes etiquetados m,, m, y J, estos implementan las tres ecuaciones dindmi-

cas.

e Hay una componente C' etiquetada c, esta tiene rigidez cero y por lo tanto no afecta al

comportamiento del sistema, pero su variable de flujo integrada correspondiente g es,
to
q= / a(t)dt' = a+ qo (4.10)
0

Si inicializamos en gg = 0, ¢ = « y por lo tanto proporciona una senal modulante para los

transformadores.
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Vy Va Vy
””””””””” 1w 1w 1w
Y Y

0 fx\l /0 fy
TF TF
cl 7' sl /
I— 1 « C<—]1 =—Hl i oy 1 ——AI
mx T C “\ T my
TF = TF
/CZ s2 /\
0 mx 0w
1 wx 1 va 1w
Vy Va Vy

Figura 4.2: Bond graph de la barra rigida.
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e Hay

e Hay

e Hay

tres uniones-1 etiquetadas dz, dy y da.

. Estas tres uniones-1 transportan las tres velocidades asociadas con el centro de masa z,

Uy &, ademds.

. Estas tres uniones calculan cada una el esfuerzo neto actuando en el elemento-I corre-

spondiente (Afz, Afy v AT ).

cuatro uniones-0 etiquetadas f, fy, Fr, F).

. Estas cuatro uniones-0 transportan las componentes x y y de la fuerza asociada con las

partes superior e inferior de la barra.

. Estas cuatro uniones implican las cuatro ecuaciones cinematicas (ecuaciones (4.1) a (4.4))

cuatro transformadores etiquetados c¢1, s1, C2 ¥ Sa.

. Estos cuatro transformadores implican las cuatro ecuaciones de transformacién (ecua-

ciones (4.5) a (4.8)).

. Debido al principio de conservacién de potencia, estos transformadores también implican

las transformaciones de fuerza correspondientes. Los transformadores son modulados

cada uno por « (generada por el elemento-C).

4.2.2 El péndulo simple

La Figura 4.3 muestra un péndulo simple construido por una varilla conectada a la parte superior de
una estructura. Un par es aplicado a la parte superior del péndulo. Por simplicidad consideraremos

que l1 = Iy =, la fuerza de gravedad u; = f; actia en el centro de masa [Gawthrop, 1996].

Debido a que el péndulo es un caso especial de la barra rigida, el bond graph es el mismo

que el de la barra pero con algunos componentes adicionales, en particular,

e [uentes de velocidad cero son conectadas a las uniones v, y vy que indican que la parte

superior de la barra es fija.

e Fuentes de fuerza cero son conectadas a las uniones V, y V, para indicar que en el extremo

inferior no existen fuerzas actuando.
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-_---_-_\._._---_.’

Figura 4.3: Un péndulo simple.

e Una fuerza es conectada a la unién dy para indicar que la gravedad estd actuando en direccién

negativa en el centro de masa.

e Una fuente de fuerza es conectada a la unién v, para indicar el par aplicado.

Para este modelo en bond graph, sélo uno de los tres elementos-I puede tener causalidad
integral, el tinico que tiene esa causalidad es el elemento correspondiente a la rotacién que se muestra
en la Figura 4.4.

Un peso de masa my y de pequenia dimensién podria ser anadido a la parte inferior de la
varilla, el bond graph de la Figura 4.4 es idéntico al anterior, excepto que las dos fuentes de fuerza
en la parte inferior han sido reemplazadas por componentes-I correspondientes a las velocidades x

y y del contrapeso y una tercer entrada Fj ha sido afiadida en la forma de una fuente adicional.

4.2.3 El péndulo doble

La figura 4.5 muestra un péndulo doble construido con péndulos simples. Por simplicidad, las
barras son consideradas uniformes y de longitud 2/. La inercia .J sobre el centro es J = mli?/3.
El dangulo relativo 02 de la segunda barra con respecto a la primera es la diferencia de los dngulos

absolutos a1 v ai, 2 = g — ag.
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MSF v Se fa MSF vy

/ T | my
)< , / /
T yl\ﬂ“ -
mx T C T T gravedad

x Q —AMTF MTF ———0 &
T TF_C2 TF_S2 T
1 wx 1 va 1w
N N N
MSe Fx MSe Fra MSe Fry

Figura 4.4: Bond graph del péndulo simple.
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Figura 4.5: Un péndulo doble.

La Figura 4.6 muestra el bond graph correspondiente al péndulo doble. Una copia del
bond graph de una simple barra ha sido anadida a otro del péndulo simple y conectada por dos
bonds, lo cudl asegura que las velocidades de la parte inferior de la barra superior y la parte superior

de la barra inferior sean las mismas.

4.2.4 Un robot manipulador en dos dimensiones en Bond Graph

Los manipuladores compuestos de eslabones rigidos conectados por uniones de revolucién son usual-
mente analizados por medios recursivos Newton-Euler 6 técnicas de Lagrange. Sin embargo, bond
graphs proveen una técnica alternativa la cual es particularmente atractiva cuando las caracteris-
ticas geométricas del manipulador serdn modeladas.

Se considera que el manipulador de dos eslabones de la Figura 4.7 estd compuesto de dos
eslabones rigidos uniformes de longitud 2/ moviéndose en un plano horizontal.

El bond graph que se muestra en la Figura 4.8 es similar al del péndulo doble, excepto

por lo siguiente:

e No hay términos de gravedad

Esto es porque el manipulador se mueve en un plano horizontal, por lo que no existen fuerzas

de gravedad afectando el movimiento de este.

62



Capitulo 4. Modelado en Bond Graph de Robots
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MSf vx MSf a MSf vy
1 w 1 va 1w
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x 0 —AMTF MTF ——>0
T / T | my
[>T L
|l <—1 « C<—ll & & 1kk—— Se
mx / T c ")%R ba “\avedad
. \ R
x 0 —AMTF MTF ———0 &
bx T TF_C2 TF_S2 T by
1 w Va 1w
MSf ———0
a2
1 w 1 vai 1w
TF_C3 TF_S3
. 0 ——AMTF /MTF 70 m
T T | ma
/)<'A' n /
| <1 C<~—1l@ @1 1 — Se
mxt /" ct “% R bai --’\gravedadl
R R
1 ) ——AMTF MTF ——10 m
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Figura 4.6: Bond graph del péndulo doble.
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Figura 4.7: Manipulador planar de dos eslabones.

1

1 w
Trct s -L

'x OﬁMTF

/ /
|%|1 dx q
Y R be 'L\
. OﬁlMTF \‘
1 v

TF_C2

1VX

1 w 1 var wi
. 0 ——AMTF MTF ———0 wn

RS2
N I\

R . 0 ——AMTF MTF ———>0 m
ot 'L TFCa TF_s4 'L o
1 wa 1 va 1w
MSe fx MSe Fa MSe fy

Figura 4.8: Bond graph de un robot planar de dos eslabones.
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e Los pares son aplicados en cada unién y las correspondientes velocidades angulares en las

uniones medidas.

4.3 Modelado de robots manipuladores en tres dimensiones en

Bond Graph

Esta seccién describe el modelado de robots moviendose en tres dimensiones. Dentro de este
contexto, dos configuraciones son modeladas: El robot Puma de dos grados de libertad y el robot
Stanford de tres grados de libertad con dos uniones de revolucién y una prismética.

Este capitulo esta basado principalmente en el trabajo realizado por Gawthrop [Gawthrop, 1996]
donde se explica claramente como representar las ecuaciones de Euler de manera sencilla en bond
graph.

Un bond graph da la representacién de un sistema de libre causalidad en el cual, apesar de
contener restricciones de causalidad debido a sus componentes; no especifica cudl de estas causal-
idades debe ser utilizada. Esta flexibilidad puede ser utilizada para dar representaciones causales
alternativas del mismo sistema; la seleccién de causalidad dependerd entonces de la utilidad que
se dard a la representaciéon. Para el contexto que nos interesa (robdtica), hay tres consideraciones

fundamentales en esta seleccion:

e La necesidad de obtener significado fisico en la dindmica del manipulador.
e La necesidad de generar cédigo de simulacién efectivo.

e La necesidad de comparar las ecuaciones que describen el modelo con la ecuacién del robot

estandar.

M)0+V(0,0)+GO)=T (4.11)

De esta manera, un manipulador es un conjunto de motores acoplados a un mecanismo.

Existen algunas razones para este punto de vista:

1. Si los motores estdn acoplados al mecanismo a través de una caja de transmisién con
una alta relacién, el mecanismo parece tener una inercia relativamente pequena a partir

del motor, por lo que la dindmica es dominada por los motores.
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2. Es natural pensar en el estado del sistema en términos de la velocidad del motor y
posiciones; en el caso rigido, este estado determina la posicién y velocidad de cada

eslabén del mecanismo.

3. A partir del punto de vista del control, es agradable la visiéon del sistema como un
conjuto de sensores y actuadores colocados: velocidades angulares del motor y sus pares
aplicados.

4. El control, la simulacién y la comprensién de un conjunto de motores desacoplados es
sencillo: las dindmicas son ecuaciones diferenciales ordinarias lineales [Karnopp, 1996,

que corresponden a un conjunto de integradores dobles.

Por lo tanto, las caracteristicas restantes del sistema no son sino perturbaciones sobre el

caso simple.

4.3.1 Motores desacoplados en Bond Graph

Como una base para el resto del capitulo, considere un conjunto de motores lineales vistos como
fuentes par ideales manejando inercia. Como se discutié antes, cada motor tiene asociados dos
estados: el ¢ — ésimo motor tiene un estado que comprende el dngulo 6; y la velocidad angular
0,. Sin embargo, a partir del punto de vista del modelado del sistema, los estados deberfan ser las
variables de esfuerzo integrado o el flujo integrado. Por lo tanto, un estado alternativo consiste de
un dngulo 0; (flujo integrado) y un momento angular h; = 1,6, (esfuerzo integrado).

La Figura 4.9 muestra un bond graph de tres motores desacoplados ideales conectados
a las fuentes de par, los cuales estdn manejando una inercia. Los elementos-C proporcionan los
dngulos de cada motor como un estado, debido a que ellos tienen cero rigidez no afectan a la
dindmica.

En la tabla 4.1 se indica la descripcién de las variables del bond graph de la figura 4.9.

Las ecuaciones correspondientes son:
h=T (4.12)

0=1I-'h (4.13)

donde I,,, es una matriz diagonal y I,,,;; = %;.
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Figura 4.9: Motores desacoplados en Bond Graph.
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Tabla 4.1: Descripcién de las variables de la figura 4.9.

Etiqueta del compo- | Tipo de componente Variable fisica asociada
nente
dt1, dto, dts Uniones de velocidad | Velocidades angulares
comun de los motores 91, 92,
03
idy, ida, ids Componente de inercia | Inercias de los motores:
Estados hy, ho, h3
Cy, Cy, C5 Componentes de re- | Proporciona los dngu-
striccién los de unién 01, 02, O3
S1, S2, S3 Fuentes Pares 11, Ty, T3

4.3.2 Ecuaciones en forma de robot

Tomando en cuenta la idea que se planteé anteriormente (un manipulador es una serie de motores de
CD acoplados a un mecanismo), el siguiente paso en la derivacién de una forma general de ecuaciones
en forma de robot, es considerar el efecto de fijar un mecanismo a estos motores desacoplados.
Si asumimos que el mecanismo es rigido, el movimiento del mecanismo es condicionado por el
movimiento de los motores: la posicién y la velocidad de cada parte del mecanismo, dada su
geometria, es determinado completamente por la posicién y velocidad de cada motor. En otras
palabras, la dindmica del robot puede ser descrita por las misma variables (dngulos de los motores

0;, y momento angular h; = i;0;) del sistema de motores desacoplados. Por lo que el vector de

estados = puede ser escrito como

x= (4.14)

donde h y 0 son, a su vez, vectores que contienen los momentos angulares de los n motores y los

angulos de las n uniones, respectivamente

hi 01
hn O,

Definiendo un vector z que contiene los momentos asociados con todos los otros elementos

I (los no- estados), resulta entonces

z=g(x) (4.16)
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donde g(x) es una funcién no lineal que parte del estado al no-estado. Derivando en ambos lados

de la ecuacion resulta

i =G)i (4.17)
donde
G(z) = 398(;) (4.18)

Como se discutié en secciones anteriores de esta tesis, el bond graph del resto del mecan-
ismo comprende elementos I acoplados por transformadores modulados por los dngulos de las
uniones y giradores modulados por momentos angulares y velocidades. Por lo tanto, las ecuaciones

dindmicas que describen el momento del motor, dado por la ecuacién (4.12), tienen la forma:

h=7+ fo(2) + fol2) (4.19)
La ecuacién para el angulo de unién permanece igual (4.13). Ahora bien, resulta que las
ecuaciones dindmicas derivadas en esta seccién pueden considerarse un caso especial de la forma

de estados compactados [Craig, 1989

E(z)i = f(z)+u (4.20)
donde
Iz
E = Ignxgn - G(.’L’) (421)
0

De esta manera, la matriz E de 2n x 2n tiene la forma

En E
p=| 1" 7" (4.22)

0 Inxn

Esto puede ser reescrito en forma de la ecuacién standar del robot (4.11) como
M(0) = Enlp, (4.23)

V(6,0) = Exg — fu (4.24)

La matriz V puede ser reescrita como

V(8,0) = B(9) [99} +C(6) [92} (4.25)
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donde la matriz de Coriolis B(0)(n x n(n — 1)/2) y la matriz centrifuga C(0)(n x n) depénden
solo de los dngulos de unién 6. [90} es un vector de productos cruz de velocidades de dimensiones
n(n—1)/2

80 = [0102 160,10, (4.26)
y [92} es un vector de n x 1 de velocidades angulares cuadradas

[92] - {9?...[92} ! (4.27)

En el caso simple considerado en la seccién anterior, los tinicos valores que no son cero

dentro de la matriz M son

Mir =141
Moo = io
Msz = i3 (4.28)

El resto de los modelos contemplados en este capitulo pueden ser considerados como

perturbaciones de este caso simple.

4.3.3 Efectos de la gravedad

Los efectos de la gravedad pueden ser incluidos dentro de nuestro modelo en bond graph, haciendo
la simple suposicién de que el manipulador libre de gravedad es montado en una plataforma, la
cual se mueve hacia arriba con una aceleracién de g [Gawthrop, 1996].

Consideremos el manipulador de la Figura 4.10 con una unién prismética simple, con el
pardmetro correspondiente A3, asi como un dngulo arreglado a la horizontal 6,.

En términos de bond graph, esto puede ser representado como se muestra en la Figura

4.11 con la notacion de la Tabla 4.2.

Tabla 4.2: Descripcién de las variables de la figura 4.11.

Etiqueta del componente Tipo de componente Variable fisica asociada
Ve, Vy Uniones de velocidad comin Velocidades vz, vy
My, My Componente de inercia Momento del centro de masa p;, py
Ss Fuente Fuerza aplicada
Sy, ig Fuente, inercia Fuente e inercia de la gravedad
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Figura 4.10: Anadiendo los efectos de la gravedad: diagrama.
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Figura 4.11: Anadiendo los efectos de la gravedad: bond graph.
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La fuente S, direcciona una masa i, con una aceleracién de g. Esta aceleracién es trans-
formada a las coordenadas = y y por medio de los dos transformadores tg, (con médulo sinfy) y
tgy (con ganancia cosfy). El acoplamiento se realiza mediante sefiales, por lo que la aceleracién de

la masa no se ve afectada por el resto del sistema.

:icl = U1 — 21 (4.29)
g =% (4.30)
3
.’i?3 = U9 (4.31)
o= (Sin(gg)’ig..xg + xl)m) (4‘32)
i3
z9 = cos(fa)mas (4.33)
yp = L (4.34)
i3
En la forma de estados comprimidos se convierten en
X1 = U1 (4.35)
: 1
X2 = - (4.36)
3
X3 = U2 (4.37)
= s (4.38)
i3
%;3 0 sin(f2)m
E = 0 1 0 (4.39)
0 0 1
donde
hs3
s
r=1 03 |[;2= b y=sgpu=[ (4.40)
P S
hy y g
Notar que x3 = hy = vy, el momento de la masa unitaria.
Recordando la ecuacién (4.20)
E(z)i = f(z)+u (4.41)
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La primera ecuacién contiene los términos Ei3i3 = E130, = E13g. Por lo que Ej3g es, en
este caso, la matriz de gravedad.

En general, siguiendo la notacién previamente desarrollada, el vector de estados es

T = 0 (4.42)

y por lo tanto

i=] ¢ (4.43)

g

Por lo tanto, E gana una columna y una fila adicional y puede ser reescrita como

Ein Eip2 Eig

E = 0 I,xn O (4.44)
0 0 1
Asi

Regresando al ejemplo del robot prismatico, las matrices del robot son
M1 =m+13 (446)

G1 = sin(02)m (4.47)

4.3.4 Movimiento en tres dimensiones y ecuaciones de Euler en Bond Graph

La idea de una representacién en bond graph del movimiento en tres dimensiones de un cuerpo
rigido fue publicada por Karnopp, en el ano de 1969. La idea principal es que las ecuaciones de
Euler pueden ser representadas por una estructura triangular en bond graph [Gawthrop, 1996].
Como se discutié en el segundo capitulo de esta tesis, la versién méds simple de las ecua-
ciones de movimiento de un cuerpo rigido ocurren cuando este movimiento es relativo a un punto
fijo. Este caso simple puede ser representado por el bond graph de la Figura 4.12 Las caracteristicas

principales de este bond graph se encuentran en la Tabla 4.3.
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Figura 4.12: Anillo de Euler: Bond Graph.

Tabla 4.3: Etiquetas de elementos del anillo de Euler.

Etiqueta del componente Tipo de componente Variable fisica asociada
WL, WY, W2 Uniones de velocidad comiin | Velocidades angulares wy;, wy, W,
1x, 1y, 12 Componentes de inercia Momentos angulares hg, hy, h,
qz, gy, gz Giradores Acoplamiento debido a la rotacién
sx, 8y, Sz Fuentes Torques Ty, Ty, T2

Wg, Wy ¥ w; son las tres componentes de la velocidad angular absoluta referida a los ejes
instantdneos del cuerpo. El hecho de que este es un sistema de coordenadas que se mueve, resulta
en el acoplamiento de las tres ecuaciones dindmicas. Los tres bonds activos indican que el médulo
de los giradores laterales es el momento angular de cada punta del arreglo.

El anillo de Euler ha sido aumentado con tres fuentes-sensores con la causalidad mostrada
en la figura 4.12, las fuentes de esfuerzo (torque) son entradas, llamadas uy — ug, y las correspon-
dientes velocidades son consideradas como salidas, llamadas y; — y3.

Las ecuaciones dindmicas correspondientes son

. (_((]z - jy)CUQxS - jz]yul))
T = (]ij) (4.48)
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((.72 — jx)xlflfii - ]z]wu2)
(JzJa)
(—(Uy — Ju)z122 — JyJous))
(JyJa)
x1

Y1 = —
Jx

Z2
Jy
T3
Jz

En la préctica, un cuerpo rigido es conectado a otros objetos como parte de un sistema,

i = (4.49)

T3 =

(4.50)

Y2 =

Yz = (4.51)

por lo que estos tres movimientos angulares son por lo general restringidos y estas ecuaciones
no tendrfan esta causalidad. Por ejemplo, la Figura 4.13 muestra otra posible causalidad: las
velocidades angulares w, y w, son fijas (por fuentes de velocidad) mientras que w, se maneja como

antes. Las entradas y salidas son ahora

Wy T
u= | wy |3Y=1 Ty (4.52)
T, Wy
Las ecuaciones resultantes son
&1 = (]x - jy)ulu2 + us (4.53)
21 = JgU1 (4.54)
22 = Jyuz (4.55)
Y1 = (_(<]y - jz)xlu2 - .7221))
Jz
~ ((Jz — J2)T1un — j222)
Y2 = :
Jz
X1
Y3 = — (4.56)
Jz

El caso mds complejo ocurre cuando el movimiento es considerado respecto al centro
de masa no estacionario. El bond graph resultante es mostrado en la figura 4.14. El anillo de

Euler es aumentado, agregando tres fuentes de esfuerzo (fuerza), estas son las entradas u; — us y
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Se s

WX

SX sy

Figura 4.13: Anillo de Euler: causalidad alternativa.

las correspondientes velocidades son consideradas como salidas, llamadas y; — y3. Las ecuaciones

dindmicas correspondientes son

(_((jz - jy)$2m3 - jzjyul))
(Jzdy)

T1 =

((Jz - jx)xlxi’) - JzJa:U2>
(—((Jy = Jz)z172 — JyJaus))
(JyJ)

((ij4 - x2x6)jz - jyx3375)
(42Jy)
((Jzus — 2176)J2 — Jo325)
((]xu6 - xle)jy - jxx2$4)
(JyJ)
T

1= —
Jx

x2
Jy

Tg =

T3 =

Ty =

T5 =

(4.57)

Te =

Y2 =
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T3

Yys = —

Jz

T4

Ys = —

m

s

Ys = —

m

T6
=2 4.58
v = (4.58)

Una vez més, cuando esta estructura es introducida en el bond graph de un manipulador,
el fragmento del bond graph de la Figura 4.14 normalmente tiene una causalidad diferente impuesta

a ¢él, debido a la restriccién de estar unido a otros componentes.

Se swz Se sw s Se

Y J( J(
1w w 11 GY J1 w
'\’ o \/
| |

my m:
cY e+ Y GY 'y
% gx
gvx gvy
|>]<.
/‘ix iy
WX ll GY /ll wy 1 vz
T “ T |
Se Se Se
SWX swy svz

Figura 4.14: Anillo de Euler: movimiento translacional.
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4.3.5 Modelado en Bond Graph de un robot manipulador PUMA de dos grados
de libertad

Figura 4.15: Robot PUMA: diagrama.

Un manipulador simple de dos grados de libertad (pero tridimensional) se muestra en la Figura
4.15. Este manipulador puede ser considerado como un PUMA con las articulaciones de codo y
muieca. FEl segundo eslabén, aunque se mueve en tres dimensiones, rota en torno a un punto
fijo: la segunda unién. Su dindmica es entonces determinada por el anillo de Euler mostrado en
las figuras 4.12 y 4.13. El primer eslabén es una inercia rotatoria acoplada al segundo eslabén
mediante una unién. Las velocidades angulares del segundo eslabén respecto a los ejes z y y, w, y

wy, son enteramente determinadas por la velocidad angular de la primera unién wy.
Wy = sin fawq (4.59)

wy = cos fawq (4.60)

La causalidad apropiada se muestra en la Figura 4.16. Note que la gravedad no puede ser

incluida en este caso usando el método discutido antes puesto que la unién se asume estacionaria.
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Se v _: -1
Se
]
C c2 1
: JAAN
A

C < 11 — |
cl T i1
Se

Figura 4.16: Robot PUMA: Bond Graph.
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Tabla 4.4: PUMA de dos grados de libertad: etiquetas del bond graph.

Etiqueta del componente | Tipo de componente Variable fisica asociada
dtl, dt2 Uniones de velocidad | Velocidades angulares de
comun las uniones 91, 92
WL, WY, W2 Uniones de velocidad | Velocidades angulares wy;,
comuin Wy, Wy
11 Componente de inercia Inercia del eslabén 1
1, 1Y, 12 Componentes de inercia Momentos angulares prin-
cipales hy, hy, h.
gz, gy, gz Giradores Acoplamiento debido al
istema coordenado de
rotacién
sl, s2 Fuentes-sensores Torques T1, To; Veloci-
dades angulares 91, 92
tx, ty Transformadores Transformaciones 4.59 y
4.60
c Componente de | Provee el déngulo de unién
acoplamiento )

El bond graph correspondiente aparece en la figura 4.16 con la notacién de la Tabla 4.4.

Las ecuaciones resultantes de este bond graph pueden ser presentada de varias maneras.
Primero, las ecuaciones pueden ser derivadas en forma algebraico-diferencial: un conjunto de ecua-
ciones diferenciales en el estado x (4.14) y un conjunto de ecuaciones algebraicas dando el no-estado
z en términos del estado x (4.16). Estas ecuaciones son,

(—(((Jo — Jy) cos(xa)x123 + 1901 22) sin(za) — (w1 — £1)i2%1 + cos(x4)izi1%3))
(i2i1)

T1 =

. x1

xro — —

11
((jz — Jy) sin(xa) cos(x;;):z:% + (ug — 24)1'%)
it
x3

T3 =

Gy = (4.61)

19

(J1z1)

(51
(sin(x4)jz21)
(51
(cos(z4)jyr1)
11

Z1 =

zZ9 =

z3 =
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(jsz?,)
12

21 = (4.62)

Estas ecuaciones algebraico-diferenciales pueden ser reescritas en la forma de estados com-

primidos (4.41) como

(—((Jz — Jy) sin(z4) cos(za)z123 — i2i1u1))

e — 4.64
X1 (i971) ( )
. x1
Xo = — (4.65)
11
C N 2, 2
iy = Us Jy)sm(m)gos(mm +i1u2)) (4.66)
(3]
= ﬁ (4.67)
12
Y1 = ﬂ (4.68)
11
3
Yo = = (4.69)
12
(sin(z4)2j$+co$(:r4)2jy+i1+j1) 0 0 ((jz—jy)sin(fz:4)cos(x4)m1)
i1 (3
0 1 0 0
E= - (4.70)
0 0 Zzzgjz 0
0 0 0 1

Reordenando las ecuaciones y usando las ecuaciones (4.23), (4.24) y (4.25) obtenemos las

matrices del robot como

sin(02)%j, + cos(62)?5, + i1 + j 0
o (02)%5 (02)%3y +i1 + j1 (4.71)

0 Z>2 +jz

0
C = (4.72)

—(Jz — Jy) sin(f2) cos(f2) 0

@)

2(Jx —jy)sm (02) cos(02)

W
I

(4.73)
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La matriz de masa M tiene dos términos que no son ceros. M1 es la inercia del motor
1 (i1)4+ la inercia del eslabén 1 respecto a sus ejes (j1)+ dos términos representando el efecto del
eslabon 2 que depende de 6. La interpretacién es clara cuando 62 = 0 6 02 = 5. Mas es la inercia
del motor 2 (i3)+ la inercia del eslabén 2 respecto a los ejes de la uniém 2 ().

La matriz centrifuga C tiene un elemento que no es cero Cs; que representa el torque
adicional actuando en la unién 2 debido a la velocidad angular de la unién 1, 0,. Este es cero
cuando 0 = 0 6 03 = 5. La matriz de coriolis B tiene un elemento que no es cero By que
representa el torque adicional actuando sobre la unién 1 debido a las dos velocidades angulares.

Esto, otra vez, es cero cuando 2 =0 6 62 = 3.

4.3.6 Modelo matemadtico del robot manipulador PUMA a partir de su repre-

sentacién en Bond Graph

Una de las caracteristicas méds sobresalientes de la representacién en bond graph es que, a partir
de esta, es relativamente sencillo obtener el modelo matemadtico del sistema.

Consideremos el bond graph de la Figura 4.17, el cual es el bond graph del manipulador
PUMA. Notar que se han anadido dos elementos-R, uno en cada eslabén, las cuales representan las
fricciones de estos.

Los vectores clave son

) ) fo Ds
P24 €24 24 P12
T = ;= ;Zz= f D Xg = (4.74)
q3 f3 e3 q12
| 923 | _f23_ | €23 | | d19 |
e8 f8
) e12 fi2 fe €6
Td = y ”d = ; Din = ;i Dout = (475)
e12 f12 fa1 fo1
| e19 | Wity

Las relaciones constitutivas de los elementos son

1 1 1 1 1 1 1 1
F:dlag{v Ty T }7 Fd:diag{-a Ty } (476)
2 11 C2 C {2 (3
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c2

MTF | TF
tx ty
18 119 20

1 2L __R
R1
=22
C 11 2
cl 23 T il
25
Se

Figura 4.17: Robot PUMA: bond graph con fricciones en las uniones.
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Recordando que las relaciones de transformacién para los elementos MTF (tfx y tfy) tienen

la forma
f16 = Sin(@g) [ f18
fi7 = cos(02) e fao (4.77)
donde
92 = (q3 (4.78)

Para la matriz de estructura unién se tiene

~ ) -
(t)
Dout(t)
u(t)
y(t) _
| Za(t) |
zq(t) = —S12(t) (4.79)
La matriz de estructura unién S queda
f2
€2 0 —hy -1 0|-1 0|1 0f-1 0 0 0 foa
e hq 0 0 0/ 0 —-1{0 1| 0 —sin(gs) —cos(gy) -1 es
f3 1 0 0O 0|0 O01]0O0]0O 0 0 0 €23
Ja3 0 1 0 0|0 010 O0]O 0 0 0 €6
fe 1 0 0O 0|0 O01]0O0]O 0 0 0 €21
Ja1 0 1 0 0|0 010 0] O 0 0 0 el
fs 1 0 0 0|0 O01]0O0]O0 0 0 0 €25
fi2 0 sin(gg) O O[O 0|0 O[O 0 0 0 es
fis3 0 cos(qg3) 0 O[O 0|0 O[O 0 0 0 €12
f19 0 1 0O 00 O0]0 0] O 0 0 0 €13
_619_
(4.80)
donde
hl = P13 COS(Q3) + p12 Sin(Q3) (4.81)
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De la matriz de estructura unién (4.80), se observa que

0 —h; -1 0
hy O 0 0
S11 = (4.82)
1 0 0 0
| 0 1 0 0]
~ o -
0 -1
512 = (4.83)
0 O
- 0 0 -
_ Lo -
0 1
S13 = (4.84)
00
- 0 O -
1 0 0 0
0 —sin — cos —1
Sps = (g3) (a3) (4.85)
0 0 0 0
| 0 0 0 0
1 0 00
521 = (4.86)
01 00
(1 0 0 0]
0 sin 0 0
Sy — () (4.87)
0 cos(gs) 0 O
| 0 1 0 0
SQQ = 523 = 532 = 533 =0 (4.88)
Se observa que la matriz S11 es una matriz antisimétrica y que,
So1 = -5,
Sa1 = —S%, (4.89)
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Las propiedades anteriores estdn basadas en el principio de conservacién de la energia.
Para la obtencidon de la representacién del sistema en espacio de estados a partir del bond

graph en causalidad integral se tiene que

&= f(x)z(t) + g(z)ul(t) (4.90)
Para lo cual se tiene,
f(z) = E~"|S11 + S12M S5 + 514(Fd)_1531] F (4.91)
g(z) = E~1[S13 + S12M Sas] (4.92)
donde,
E=1-Su(F) 'S F (4.93)
M = (I — LSy») 'L (4.94)

Para este andlisis se supone que L = 0, por lo que el términos de f(z) y g(x) que rep-
resentan a las resistencias (S12M S91 y S19M Sa3 respectivamente) son iguales a cero, esto con la
intencién de realizar la comparacién de las ecuaciones resultantes.

Calculando F usando la ecuacién (4.93)

1+ 0 0 0]
» 0 1—hy 0 0
E=1-Su(F) 'S5 F = (4.95)
0 0 1 0
0 0 o0 1]
donde hs es,
hy = :— [i sin® g3 + iy cos® g3 + i] (4.96)
1
De las ecuaciones (4.90), (4.91) y (4.92) tenemos,
Ei = f'(z)z(t) + ¢'(z)u(t) (4.97)
donde,
J'(@) = |+ S12M S + Sua(Fa) " S| F (4.98)
g'(x) = [S13 + S12M Sa3] (4.99)
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calculando el tercer término de la ecuacién (4.98)

S31

S14(Fy) 1S3

0 0
0 cos(qs)ds
0 —sin(g3)ds
i 0 0
donde

o o o o

0 0
0 cos(gs)ds
0 —sin(g3)qs
0 0
0 0
—cos(gz) -1
0 0
0 0

1 0 0 0
0 sin(gs) 0 0 :
;531 =
0 cos(gz) 0 0O
0 1 0 0 | i
[ 1 0
0 —sin(gy)
0 0
0 0
0] [0 0 0 0]
0 0 h3 0 O
0 0O 0 0 0
0 | i 0O 0 0 0 |
hs = —(ig — iy) sin(g3) cos(g3)ds

Calculando la ecuacién (4.97)

0

1+ %

o o o O

0

0 0
1—hy O
0 1
0 0
[0
Fx+ 0
0

_O

= o o O

h3
0
0

€2

€24
[3
| fos ]

Fx+

o o O
o o o O

0
0
0
0

o o O

o o o O

iz

o O

0
0

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

La ecuacién (4.103) es el modelo matemdtico del robot manipulador PUMA derivado de

su representacién en bond graph.
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Reduciendo la expresién anterior a sélo los dos primeros renglones, los cuales representan
los pares en los dos eslabones, y sustituyendo F'y x resulta
iz
1 + io 0 €9
0 1— ho €24

1 1
_ 0 —hl 7Y 0 P2 n 0 0 7 0 D2 n
hy 0 0 7 | | P 0 hs 0 + P24

10 T1

+ (4.104)
0 1 To5

considerando que

t=F"1z (4.105)

y sustituyendo las ecuaciones (4.81), (4.96) y (4.102) en (4.104)

ig + 1, 0 fa B
0 i1 + i, sin? q3 + iy cos? qs + 1 f24
B 0 (i — iy)sin(gs) cos(g3) foa fo N
—(ig — iy) sin(g3) cos(q3) foa 0 foa
0 0 10 T
+ Py ' (4.106)
0 —(ix — iy) sin(qg) COS(q?,)fQ f24 0 1 T925
Pasando el segundo y tercer término del lado derecho de la igualdad hacia el lado izquierdo
nos queda
i +
0 i1 + iy sin? q3 + iy cos? q3 + 1 foua
N 0 —(iz — iy) sin(gs) cos(gs) faa fo |
(iz —1y)sin(qs) cos(q3) faa  (iz — iy) sin(q3) cos(qs) f2 foa
10 T1
_ (4.107)
01 Tos
La cual es una ecuacién en la forma del modelo de Euler-Lagrange
Mij+Ci+G=r1 (4.108)
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donde la matriz M tiene la caracteristica de que M = M7Ty es mayor que cero. De la ecuacién

(4.107) podemos deducir que

12 1 0
M= """ (4.109)
0 i1 + iy sin? g3 + iy cos? g3 + i

C = 0 — (i — iy) sin(g) cos(gs) foa (4.110)

(i3 — iy)sin(gs) cos(g3) foa  (iz — 1y) sin(gs) cos(gs) fo
derivando (4.109)

. 0 0 0 0
M= = (4.111)
0 2i, sin g3 cos g3gs—2i, cos g3 sin g3¢3 0 2(i,—1iy)sings cos gz fo

Para comprobar la caracteristica de la matriz M mencionada antes se tiene

. . T 0 2(i,—i,) si
M —20 = (M - 20) - (£, ~dy) sings cos g3 foa (4.112)

—2(i,,—1y) sin g3 cos ¢3 faa 0
La ecuacién (4.112) comprueba que el modelo obtenido de Euler-Lagrange es correcto.

De acuerdo con [Craig, 1989], las ecuaciones en forma de robot estandar es
M@)0+V(6,0)+GO) =T (4.113)
donde, como se mencioné antes, la matriz V puede ser escrita como
. .. .9
V(0,0) = B(9) [99} +C(6) [a } (4.114)

Las ecuaciones en forma de robot estdndar para el PUMA son

10+ 1, 0 f2
. +
0 i1+ ipsin® g3 + Ty cos? gz + i foa
0 —(ix — iy) sin(gs) cos(gs) (f2)?
0 0 (faa)?
0 T1
+ [f2 = foa] = (4.115)
2(1,—1,) sin g3 cos g3 To
donde
19 + 1 0
M@ =| " (4.116)

0 i1 + iy sin? g3 + iy cos? q3 +1
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o(6) 0 —(igz — iy)sin(gs) cos(gs) (4.117)

0 0

0
B(6) = (4.118)
2(i,,—1,) sin g3 cos g3

Lo cudl valida el modelo matemético obtenido usando bond graph.

4.3.7 Modelado en Bond Graph de un robot manipulador Stanford

El robot manipulador Stanford se muestra en la Figura 4.18. Este tiene un grado de libertad
m&s en comparacién con el PUMA; hay una unién traslacional anadida. Desde el punto de vista
dindmico, esto quiere decir que el anillo de Euler simple no puede ser usado, puesto que el segundo
eslabén ya no tiene un punto fijo. En la Figura 4.19 se muestra el bond graph correspondiente a
este manipulador. Ademds de las dos uniones rotacionales con dngulos 01 y 02, existe una unién

prismaética con desplazamiento 03.

Figura 4.18: Robot Stanford: diagrama
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T . ov .
= SA
¢ oot

MGY 1 *
g I\
[ [ / \MTF/ N l
| MTE MTE

Figura 4.19: Robot Stanford: Bond Graph.

Adicionalmente a los transformadores tx y ty, los transformadores txy y tyx, también son
modulados, pero esta vez por el desplazamiento f3 de la unién prismatica.
Los efectos de la gravedad han sido incluidos como se discutié antes.

Las matrices del robot son

mo3 + jy cos(02)? + sin(02)%j, + i1 + ji 0 0
M = 0 mé2+iy+j. 0 (4.119)
0 0 m + 13
0 0 0
C=| —(mb}+j, +jy)sin(f2)cos(f2) 0 0 (4.120)
cos(62)*mb3 —mfz 0

2(j,—7,) sin(f2) cos(02) cos(f2)*mbs 0

B = 0 0 mos (4.121)
0 0 0
0
G = | cos(f2)mb3 (4.122)
sin(f2)m
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Los dos primeros elementos de la matriz M, My; y Mo son similares a los del PUMA.
La inercia es, sin embargo, con respecto al centro de masa, por lo que el término mﬁg aparece
para aumentar a j,. El tercer elemento M33 es solo la suma de la masa y la unidad prismdtica del
eslabdn 3.

La gravedad no afecta a la unién 1, asi que G; = 0. El segundo término G5 nos da el

momento respecto a la unién 2 debido a la gravedad.

4.3.8 Modelo matematico del robot manipulador Stanford a partir de su rep-

resentacién en Bond Graph

La Figura 4.20 muestra el bond graph del manipulador Stanford. Se puede notar que se han anadido
tres resistencias representando las diferentes fricciones existentes de manera fisica en cada una de

las uniones del manipulador.

| e

40 4

1 GY 1

#“ y me
6y .8
B r 47 2] o
% 1 48

39
r i 53L 52 1523

- MTF 50 0 «—1c—MSe

MIFt \ r

136 137
Msf msf Ca
“ ]
4 1
0
2 \ A "
\ M,
MTF 3
MTF

Figura 4.20: Manipulador Stanford: bond graph con fricciones en las uniones.

La Figura 4.20 muestra el BGI del manipulador, por lo que la matriz de estructura unién
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en este caso queda representada por,

A
T
Dous
Din | =S| ™ (4.123)
u
Zq
Tq
Los vectores clave de este BGI son,
D2 €2 f2
D24 €24 f2a
D50 €50 f50
T=|p3 | T=| e |;2=| fau (4.124)
q3 f3 es
q23 f23 €23
[ 953 | | f53 | es3 |
P8 es I8
P12 e12 fi2
D13 e13 f13
Ta= | pio | Ta= | e | 2= | fio (4.125)
P42 €42 fa2
D43 e43 fa3
| Pas | | eas | | fas |
€1
f6 €6
€25
Dy = fa1 s Dout = €21 | U= (4.126)
€52
f54 es4

Las relaciones de los campos de almacenamiento y disipacién son,

1111 1 1 1}
1111 1 1 1
Fd:diag{, }
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1
L= diag {Rz, Rl, } (4.127)
R3

La matriz de estructura unién S del BGI del manipulador Stanford puede ser escrita de

la siguiente manera,
Su1 S12 S13 Sua
S=1 S Sa S Su (4.128)
S31 Sz S33 S3a

donde,
[0 h —ngss —he -1 0 0 |
—h1 0 ha hs 0 —-1 0
ngs3 —hy 0 he 0 0 -1
Su=| 0 0 0 0 0 0 0 (4.129)
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
00 1 o 0 0 0 |
[ -1 0 o0 |
0 -1 0
0 0 0
Se=| 0 0 -1 (4.130)
0 0 0
0 0 0
L0 0 0 |
(100 0]
0100
0010
Sis=10 0 0 1 (4.131)
0000
0000
000 0]
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-1 0 0 0 —gs3 0 0 |
0 —singg —cosqs —1 0 0 —hs
0 0 0 0 0 -1 0
Su=1] 0 0 0 0 0 0 0 (4.132)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 |

1000000
Soi=101 00000 (4.133)
0001000

1 0 0 0 0 00
0 sings O 0 0 0 0
0 cosgs O 0 0 00
S31 = 0 1 0 0 0 00 (4.134)
q53 0 0 cosqgs3 0 0 O
0 0 1 singgs 0 0 O
| 0 hs O 0 00 0
SQQ = 523 = 524 = 532 = 533 = 534 =0 (4.135)
donde,
hi1 = p1acos gy — pi3sings + rq§3 COS g3 (4.136)
ho = ngs3 sin g3 (4.137)
hs = $qs3 Sin g3 cos g3 — 153 cos> g3 (4.138)
h4 = sq53 cOS g3 (4.139)
hs = gs3 cos g3 (4.140)
he = n cos g3 (4.141)

Para determinar el modelo en espacio de estados del manipulador Stanford, tenemos,

i = f(2)2(t) + g(@)u(t) (4.142)
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donde f(z) y g(x) son funciones matriciales no lineales, estas tienen la forma,

fl@) = E~"|S11 + S19M S + 514(Fd)_1531] F (4.143)
g(x) = E~1[S13 + S12M Sas] (4.144)

donde la matriz E es,
E=1-Su(Fy) 'SaF (4.145)

Calculando la matriz E a partir de las ecuaciones (4.127), (4.132) y (4.134), resulta,

(1000000 [-1 o0 0 0 —g3 0 0 ]
01 0 0O0O0O0 0 —singg —cosqs —1 0 0 —hs
0010000 0 0 0 0 0 -1 0
E={0001000]|+]| 0 0 0 0O 0 0 0 |*
0000100 0 0 0 0O 0 0 0
00000T10 0 0 0 O 0 0 0
lo0oo00001] | o0 0 0 0 0 0 0 |
(i 000 0 o o][1 o o o ooo|l[L o0 o0 00
0ipg 00 0 0 0 0 singg 0 0 00O0|[0 L 0 0 0 0
0034 0 0 0 0 0 cosgs 0 0 00O0|[0 0 L 0 0 0
«0 0 0i 0 0 0 0 1 0 0 000[[0 00 £ 0 0
00 00 m 0 0 gss 0 0 cosgs 00 0|l0 0 0 0 L 0
00 00 0 m 0 0 0 1 singg 000[[0 00 0 0 2
(000 00 0 0 m || O h 0O 0 000]L0 OO0 O0 0 0
(4.146)
r 12+izj2q§3my 0 0 q53mggcosq3 00 0]
0 l—a; 0 0 00 0
0 0  dme  meShe g 0
E = 0 0 0 1 00 0 (4.147)
0 0 0 0 100
0 0 0 0 01 0
0 0 0 0 00 1|

96




Capitulo 4. Modelado en Bond Graph de Robots Manipuladores

donde
a1 = _—Z“T sin? gg — z—y cos? g3 — i — %hg (4.148)
1 11 i1 i1
En la seccién anterior se mostré el bond graph del manipulador Stanford, asi como su
modelo calculado usando el método de Euler-Larange. Se puede observar que no existen fricciones
en sus uniones, por lo que para efecto de comprobacién de nuestro modelo, tampoco se considerardn

estas fricciones. De lo anterior, la matriz M = 0, por lo que el término S13M S9; de la ecuacion

(4.143) se elimina. Reescribiendo esta ecuacion,
f@)=E""|S11 + S1u(Fy) " Sa1 | F (4.149)

calculando el segundo término

[ 1 0 0 0 —gs3 O 0 |
0 —sings —cosqs —1 0 0 —hs
0 0 0 0 0 -1 0
S1a(Fa)'Ss1=| 0 0 0 0 0 0 0 |=*
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 o 0 0 0 |
(i, 000 0 0 o0 ][o 0 0 0 00 0]
0 iz 00 0 0 0 0 gscosgs O 0 000
00 i 0O 0 0 0 0 —ggsings 0 0 000
00 0O i 0 0 0 0 0 0 0 000 (4.150)
00 00 m 0 O gs3 0 0 —qggsings 0 0 O
00 00 0 m O 0 0 0 ¢gscosgs 0 0 0
00 00 0 0 m || O s 0 0 00 0|
donde,
Q3 = —(53G3 Sin g3 + (53 COS G3 (4.151)
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i —My (53453 My 3453 Sin g3 0 0]
0 0 0 00
0 0 —mgzqg3cosqs 0 0 O
S1a(Fy) 'S5 = 0 0 0 00 0 (4.152)
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00
0 0 0 00 0|
donde,
a3 = —iz¢3sin g3 cos g3 + 7,3 sin g3 cos g3 — ¢53 cos g3m.;(—¢s53¢3 sin g3 + ¢53 cos g3) (4.153)
Usando las ecuaciones (4.129), (4.147), (4.152) y (4.127),
[0 hi —ngss —hy -1 0 |
—h1 0 hg 0 -1
ngss —hy 0 he 0 0
f@=E' 0 0o 0o 0 0 0 0 |F+
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 |
[ —mygs3qss 0 0 mygsgsssings 0 0 O ]
0 asz 0 0 0 0O
0 0 0 —mgg3cosqgs 0 0 O
+E 0 0 0 0 000|F (4.154)
0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00 0|

De la misma forma, usando las ecuaciones (4.144) y (4.131), g

—~

x) se puede calcular de la
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siguiente manera,

(100 0]
0100
0010
gl@)=E' 00 0 1 (4.155)
0000
0000
(000 0

Las ecuaciones (4.154) y (4.155) son entonces el modelo del manipulador Stanford derivado
de su representacién en bond graph. Ahora bien, considerando las ecuaciones del robot estandar

[Craig, 1989], mostradas en secciones anteriores, tenemos,
M(0)0+V(6,0) +G(0) =T

V(8,0) = B(9) [99} +C(6) [92} (4.156)

Estas matrices pueden ser derivadas directamente de la matriz de estructura unién S
y de la matriz £ de manera directa. Para ello, particionaremos nuestras matrices previamente
calculadas, asi como nuestros vectores clave; esto con la intencién de determinar estas ecuaciones
del robot estandar sélo para las variables que nos interesan, en este caso, la matriz Fy; queda de

la siguiente manera,

i2+iz:‘Q52,3my 0 0

2

Ey = 0 l—a1 0 (4.157)
0 0 3+mg

3

podemos también particionar nuestra matriz F', la matriz F); resulta entonces como,

£ 0 0
2
Fuy=1 0 % 0 (4.158)
0 0 &
La matriz M (6) puede ser calculada entonces como,
ig + iz + g5y 0 0
M(0) = ExFy' = 0 (1-a1)in 0O (4.159)
0 0 i3 + My
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donde,

.. . .
a1 = —(—igsin® g3 — iy cos® g3 — i — q2gm,, cos® g3) (4.160)
11

sustituyendo (4.160) en (4.159), la matriz M (0) resulta,

ig + iz + gZzmy 0 0
M(0) = 0 cos? g3 (iy + q2gm.) + igsin® g3 + i + iy 0 (4.161)
0 0 13+ my

La matriz V (6, 0) puede ser derivada directamente de la matriz S del sistema,
V(0,0) = [S11 + Su(F) S| 2 (4.162)

De las ecuaciones (4.129) y (4.152), la matriz V (6, ) se calcula como sigue,

[ 0 M —ngys —he -1 0 0 |
—hy 0 hy hy 0 -1 0
ngs3 —ha 0 he 0 0 -1
vVeH)= o o o 0 0 0 0 |Z+
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
00 1 0O 0 0 0 |
[ —mygs3qss 0 0 mygsgszsings 0 0 0 ]
0 az 0 0 000
0 0 0 —mgg3cosqgs 0 0 O
+ 0 0 0 0 000|Z (4.163)
0 0 0 0 000
0 0 0 0 000
I 0 0 0 0 00 0
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[ —MmyGs3qs3  h1 —ngss —ha +mygsgszsings —1 0 0 ]
—h Qs hy hs 0O -1 0
NnQs3 —hy 0 he—mq3 cos g3 0 0 -1
V(6,0) = 0 0 0 0 0 0 0 |Z @ (4.164)
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 |

De igual manera, para propdsitos practicos, sélo tomaremos la parte que nos interesa de

esta matriz,

—MmyGs3gss  h1  —ngss
V(6,0) = —Iy as  ha | Zm (4.165)
ngs3 —hsy 0
sustituyendo Z,y,
—My(s3gs3  h1  —ngss f2
V(6,) = ~hi az M fou (4.166)
ngs3 —hsy 0 f50

—1My53G53 f2 + hi faa — ngs fso
V(0,0) = —h1f2 + azfoa + hafso (4.167)
ngs3fo — hafoa

Recordando la ecuacién (4.136),
h1 = p12 o8 g3 — 13 sin g3 + 7q33 cos g3
donde, del BGI del sistema observamos que,
P12 = iz foasings; p13 = iy foa cosqs (4.168)

Ahora bien, los giradores del segundo anillo de Euler del BGI del sistema, aunque son

lineales (sus médulos son constantes), tienen los siguientes valores, derivados también del BGI,
n=m,fs=m,fo (4.169)

T =mgf12 = My foasings (4.170)
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5 = my fos cOs g3 (4.171)

Sustituyendo la ecuacion (4.168) en la ecuacién (4.136), y a su vez, sustituyendo la ecuacién
resultante ademds de las ecuaciones (4.169), (4.170) y (4.171) en la ecuacién (4.167), podemos

reescribir cada uno de sus términos. Para el primer término tenemos,

My 53953 f2+ix f2a SN g3 COS G5 foa—iy f24 SIN g3 COS g3 faa—M» f23 50+ G35 foa SiN g3 €OS g3 f24

(4.172)
Los estados g3 y ¢o3 representan los dngulos de nuestras uniones 1 y 2, el estado gs3
representa, a su vez, el desplazamiento lineal del eslabén 2, por lo que, para propésitos de comparar

este modelo con el modelo presentado en la seccién 4.3.7, se hara la siguiente sustitucion,
q23 = bh; q3 = 02; qs53 =03 (4.173)

Recordando que los flujos en nuestras uniones (asi como en cualquier sistema mecénico

rotacional) representan las velocidades angulares, podemos entonces definir estos flujos como sigue,
fo =03 fas =015 fs0 =05 (4.174)

Considerando las ecuaciones (4.173) y (4.174), podemos reescribir el primer término de la

ecuacién (4.167) como sigue,
sin 05 cos 0 iy — iy + mmﬁg)éf — 030203(my, +m.) (4.175)
para el sugundo término tenemos,
sin 03 cos 62 [2 (iy — iz)] 01605+ [(my — my) 03 cos? 92] 0103+ sin 05 cos Oy (mz—mx)élégﬂg (4.176)
finalmente, el tercer término resulta,
— [myﬁg cos? 92] 01 + m, 0505 (4.177)

De las ecuaciones (4.175), (4.176) y (4.177) podemos derivar las matrices C(6) y B(6) de
la seccién anterior (ecuaciones (4.120) y (4.121)), considerando la ecuacién (4.156).

La matriz G(6) se deriva diréctamente de la matriz E de nuestro sistema,

G(9) = Egi, (4.178)
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donde,
G531y COS g3 03my cos 02
ig ig
Eq = 0 = 0 (4.179)
My sin g3 Mg sin Oy
ig ig

sustituyendo la ecuacion (4.179) en (4.178), resulta,

my 03 cos O
G(0) = 0 (4.180)

My sin Oy

Este modelo de Euler-Lagrange para el Stanford derivado directamente del modelo con-
seguido mediante bond graphs resulta ser igual al presentado en la seccién anterior, se puede ob-
servar que las Ecuaciones (4.119) y (4.161) son iguales, asi como las Ecuaciones (4.122) y (4.180),

por lo que nuestro modelo matemaético queda asi comprobado y validado.

4.4 Obtencién del estado estacionario de un robot manipulador a

partir de su Bond Graph

La respuesta en el tiempo de un sistema dindmico tiene dos componentes, la respuesta transitoria,
v la respuesta en estado estacionario. La respuesta en estado estacionario, a su vez, determina
la estabilidad del sistema. Un sistema es considerado estable, si al introducir a éste una entrada
acotada (comprendida entre dos limites finitos), la salida de éste también estd acotada, es decir, no
presenta comportamientos asintéticos en ningun instante en el tiempo [Ogata, 1998]. Mads atin, si
la salida del sistema tiende a un valor finito, podemos asumir que es posible determinar el valor a
la entrada que produce esta salida en particular.

Particularmente, cuando hablamos de robots manipuladores, esta problemdtica comprende
la solucién al problema de la cinemética inversa. En otras palabras, se pretenden determinar los
torques aplicados a las uniones de nuestro manipulador, para conseguir los dngulos o desplazamien-
tos en nuestros eslabones, que posicionen al actuador final en un punto especifico dentro de nuestra
area de trabajo.

En esta tesis se presenta un procedimiento mediante el cual podemos determinar el estado

estacionario del sistema partiendo de su representacién en bond graph. La teoria contenida en esta
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seccién estd basada, en gran parte, en el articulo publicado derivado de la investigacién de esta

tesis.

4.4.1 El estado estacionario

Una de las maneras de determinar el estado estacionario de la clase de sistemas no-lineales anal-
izados en esta tesis, consiste en obtener su representacién en variables de estado, la cual tiene la

forma:

& = f(z)x(t) + g(x)u(t) (4.181)

donde 7 es el vector de estados derivados. Al igualar este vector de estados a cero, se elimina la

dindmica del sistema y el estado estacionario puede ser determinado.

4.4.2 Determinacion directa del estado estacionario en Bond Graph

En esta seccidén se presenta un procedimiento para la obtencién del estado estacionario de una clase
particular de sistemas no-lineales representado en un bond graph. Dentro de esta clase de sistemas
no-lineales se encuentran los robots manipuladores analizados en esta tesis [Ogata, 1998].

Una forma més directa de obtener el estado estable es usando el bond graph en causalidad
derivativa, el cual se obtiene cambiando las causalidades de los elementos almacenadores de energia
de manera predefinida. El diagrama de la Figura 4.21 muestra la configuracién de los vectores clave

dentro de la estructura de unién para un bond graph en causalidad derivativa (BGD).

Se, S
u
Xg 4 D?n
C | . | 0,1, MTEMGY | R
Z4 Dout
A
X

Figura 4.21: Configuracién de la estructura unién para el BGD.

104



Capitulo 4. Modelado en Bond Graph de Robots Manipuladores

En la Figura 4.21, el vector de estados :cg estd compuesto por las variables almacenadoras
de energfa en causalidad derivativa; zg son las variables de co-energia con causalidad derivativa
asignada, Dfln y D2, son los campos de disipacién de energfa con causalidad derivativa asignada y
u es la entrada del sistema. Las relaciones entre los campos de almacenamiento y disipacion en el

BGD son,

24(t) = Fdad(t) (4.182)
Dy, (t) = LYDg, () (4.183)

La matriz de estructura unién para la configuracién propuesta del BGD se define en el

lema siguiente

Lema 4.1 Sea un modelo de un sistema representado en bond graph con causalidad derivativa

astgnada, entonces, la matriz de estructura unidon J para dicho sistema es

a(4) T Ji J #al)

zg 1 Jiz Jis

N De (1) (4.184)
D4 () Jor Joa Jos

d

out

esta matriz estd particionada de acuerdo a las dimensiones de i%(t), D%,,(t) y u(t), y sus entradas
toman valores dentro dl rango {0,£1,+r, £l} donde r y I son los mddulos de los transformadores

y giradores, respectivamente. Entonces, la ecuacion (4.185) es obtenida directamente de (4.184),

2d(t) = A*(x)2d(t) + B*(x)u(t) (4.185)

donde
A*(x) = Ji1 + JiaMgJo (4.186)
B*(x) = Jiz + J12MgJ23 (4.187)

stendo
My = (I, — L%Jp) LY (4.188)

En el BGD, de la seqgunda linea de (4.184) y usando la ecuacion (4.183), tenemos
D& (#) = (I, — L Jy) ! [Jmﬁcg(t) + Jogu(t) (4.189)
sustituyendo (4.189) en la primera linea de (4.184) y usando (4.183) obtenemos
24(t) = [Ju1 + Ji2MaJo) £4(t) + [J1s + J12MaJas) u(t) (4.190)
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y de esta manera, la ecuacion (4.185) del lema anterior es obtenida [Gonzdlez, 2010)].

En este caso, cuando la submatriz Si4 # 0 del bond graph en causalidad integral (BGI),
entonces la matriz de estados A(x) es no singular, pero A*(x) es singular. Por lo tanto, la matriz

de estados permite obtener,

B*(z)! = —F/A™Y(2)B(x) (4.191)
B*(z)} = —SL,B*(x): (4.192)
donde
v | Br@
(z) = , (4.193)
B*(z)g

Como el sistema tiene una matriz de estados no singular, A(z), de (4.185), #4(t) = 0y
usando el Teorema del Valor Final, el estado estable de las variables de estado puede ser obtenido

como

(xg)ss = (Fg)_lB*(x)uss (4.194)

donde

(2)os = im [ 2i(5)] v wss = lim [5 - u(s) (4.195)

En la siguiente seccién se presenta la metodologia propuesta para obtener el estado esta-

cionario del robot PUMA.

4.4.3 Estado estacionario de un robot manipulador PUMA

Un manipulador de dos grados de libertad en tres dimensiones se presenta en la Figura 4.22, este
manipulador puede ser considerado como un robot PUMA con las uniones de codo y mufieca.

El segundo eslabén, aunque se mueve en tres dimensiones, rota en torno a un punto fijo:
la segunda unién.

Como se mencioné antes, el estado estacionario del robot, puede ser determinado mediante
el andlisis de su BGD, el bond graph en causalidad derivativa del manipulador PUMA se muestra

en la Figura 4.23.
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Figura 4.22: Robot PUMA: diagrama.

Los vectores clave del BGD son,

P2 €2 f2
P8 es I3
P12 €12 J12
I N PR N I (4.196)
P19 €19 J19
P24 €24 Joa
q3 f3 €3
| 923 | _f23_ | €23 |
Df, = Jo Dh= | |u=| " (4.197)
| S| €21 €25

las relaciones constitutivas de los campos de almacenamiento y disipacién son,
111 11111
F¢ = diag {,, T T T Ty Ty } (4.198)

R R R EEE) )
19 1y lp Ty 1 11 C2 C1
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=I\)
S D

N

Se —1

1
3 | iz
vy MGY MGY o

Lo .%L<

\\ s gz \L?

MTF | MTF
tx ty
18 |19 20

1 2l R
R1
=22
Ck 1—2 |
cl 23 T il
25
Se

Figura 4.23: BGD del robot PUMA.

108



Capitulo 4. Modelado en Bond Graph de Robots Manipuladores

Lg = diag{R2, R1} (4.199)
Para la matriz de estructura unién del BGD se tiene

Ju Ji2 J z
z _ 11 Ji2 Jig (4.200)

Dy, Jo1 Jao  Jo3 Dot

La matriz de estructura unién para el PUMA en causalidad derivativa queda de la siguiente

manera:
T
_f2_ (000 000 -1 0 0 0o o] es
fs 00 0 0 00 -1 0 0 00 0 €12
fi2 00 0 0 00 0 —q3 0 00 0 e13
f13 00 0 0 00 0 —q3 0 0100 e19
J19 00 0 0 00O 0 -1 0 0100 e
7f24_000000 0 —-1 0 01]00 f3
€3 1 1.0 0 00 0 P12gs—p13q3 | —1 0 |1 0 fo3
€23 0 0 g3 g3 1 1 —piag3+p13qs 0 0 —-1]0 1 €6
fe 00 0 0 00 1 0 0 0100 ea1
fo1 00 0 0 00 0 1 0 010 0]| e
L €25 .
(4.201)
de donde, ) i
00 0 0 00 -1 0
00 0 0 00 -1 0
00 0 0 00 0 —qs
PR ’ o (4.202)
00 0 0 00 0 -1
00 0 0 00 0 -1
110 0 00 0 P1243—P13G3
| 00 g3 g3 1 1 —piogs+pisgs 0 |
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0 0
0 0
0 0
0 0
Jig = (4.203)
0 0
0 0
-1 0
0 -1
00
00
00
00
Jig = (4.204)
00
00
10
0 1
Joy = —Ji (4.205)
Jog = Jaz3 =0 (4.206)

Para obtener la representacion de los estados de esta clase de sistemas no lineales a partir
de su bond graph se tiene

23(t) = A*(2)2d(t) + B* (z)u(t) (4.207)

si se considera sélo el estado estable del sistema, es decir © = 0, se tiene que

23(t) = A*(2)2d(t) + B* (z)u(t) (4.208)
0
de lo anterior se obtiene
zss = B*(x)u(t) (4.209)
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para el manipulador PUMA se obtiene el estado estacionario,

e
00
00

. (€1)es (4.210)
0 0 (€25)ss
00
0 1
10

De lo anterior se puede observar que los estados estdn completamente controlados por el
valor de las entradas, en otras palabras, el estado estacionario de las variables de estado tenderdn
al valor de la entrada.

Finalmente, se presenta una simulacién del sistema en BGI realizada con la ayuda del
simulador 20-sim. Los pardmetros del sistema son: ¢; = 0.1rad/N — m, co = 0.2rad/N — m,
i1 = 01N —m—s% i =02N —m—s% i=i, =i, =i, = IN—m—s* R =4N —s/m y
Ry = 3N —s/m. Dos fuentes fueron utilizadas. Primero, dos escalones 71 = 1IN —my 79 = 2N —m.
Después de ocho segundos, un segundo escalén de 2N — m es aplicado a ambas entradas.

Se observa que la simulacién corresponde a la ecuacién (4.210), porque después de seis
segundos el estado estacionario es alcanzado y sus valores son (e3)ss = 2N —m, (e23)ss = LN —m.
El segundo periodo dindmico se termina en quince segundos, la respuesta en estado estacionario
es entonces (e3)ss = 4N — m, (e23)ss = 3N — m, esto es debido a las entradas aplicadas antes.
Ademss, la velocidad angular de ambos eslabones es igual a cero cuando los estados estacionarios

son alcanzados.

4.4.4 Estado estacionario de un robot manipulador Standford

Para encontrar la respuesta en estado estable del robot manipulador Stanford, la representacién en

bond graph con causalidad derivativa de este es presentada en la Figura 4.25.
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04
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03 / \\,
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N ———— 13
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angulo
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04 //\

02

0
0 5 10 15 20 25 30
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Figura 4.24: Simulacién del estado estacionario del robot PUMA.
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g

Figura 4.25: BDG del robot Stanford.
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Los vectores clave son,

b2
Pb24

P44

(l’ﬁll)lz D53 ?<xfil)2:

q3
q25

q43

D} =

in

I5

fo2

€54

b8
Pb12
P13

P20 ?('

P32

P35

P4o

fo
fo4
faa

= | fs3

€3

€25

€43

.Dd

out —

L
€24
€44

1

= | €53
/3
Jos
| fa3 ]
[ fs
Ji2
J13
2= fao
f32
I35
| fa0
es
€22 | ;U=
54

donde 24 = [(z9)! (1‘3)2]T. Las relaciones constitutivas son,

(rd)

donde

Ly = diag {

1
Ro, Ry, —
2 17R3}

€1

€26

€45

€52

€g

€12

€13

€20

€32

€35

€40

(4.211)

(4.212)

(4.213)

(4.214)

(4.215)

(4.216)

(4.217)

(4.218)
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La matriz de estructura unién para el BGD puede ser escrita como,
11 712 711 g1l
Jir Jii Jiz Jis
T=| oo (1.219)
i Jat Jaz Jas
La matriz de estructura unién para el BGD del Stanford queda entonces distribuida de la

siguiente manera,

[0 0 0 0 1 0 0o |
0O 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
Ji=]0 0 0 0 0 0 0 (4.220)
-1 0 0 O 0 ho —hi +hs —naqe
0 -1 0 0 hy—hy—hs 0 hs
| 0 0 -1 0 nq46 —hsg 0 |
[0 o0 0 |
0 0 0
0 0 0
J3=10 0 1 (4.221)
1 0  —hg
0 -1 hy—hg
L0 0 hg |
(000 0]
0000
0000
Ja=100 0 0 (4.222)
1000
0100
0010
Ji = ()" (4.223)
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00 o0 |
0 0 0
0 0 0
Ja=100 o0 (4.224)
0 O cosgqgs
0 0 sing
00 0 |

0000 O 10

Jsi=10000 0 01 (4.225)
0O 000 -1 00
0 0 0O
Jis=100 0 0 (4.226)
0 0 0 1
Ja =J3 =0t =Jp=0 (4.227)
siendo
hi = p13sings
ho = p12 cos g3
ha = 2
3 = Q467 COSq3
ha = 2
4 = (465 COSG3
hs = qaes cos g3
he = qagn sin g3
h7 = ques cos g3 sin g3
hg = M COS Q46
hg = qugr cos® g3 (4.228)

Como Jog = 0, entonces My = Lgy.
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De acuerdo a la particién de la matriz J, podemos escribir la matriz By de la siguiente

manera,
B*(z) = (5;)! (4.229)
(B;)?
donde,
(B*(x))" = Ji3 + Jis MaJos (4.230)
(B*(2))? = Ji3 + Jis MaJos (4.231)
De las ecuaciones (4.216), (4.221), (4.222), (4.226) y (4.230), tenemos,
fooo0o0] [o o 0 |
0000 0 0 0
0000 0 0 0 Ry, 0 0 0000
B*@)'={0000|+]| 0 o0 1 0 R 0 000 0] (4232
1 000 -1 0  —hg 0 0 z 0001
0100 0 —1 h;—hg
lo0o10] [0 o0 hs |
[0 0 0 0 ]
000 0
000 0
(B*x))'=|0 0 0 ~ (4.233)
100 —fhs
0 1 0 g (hr—ho)
| 0 0 1 whs
también, de las ecuaciones (4.216), (4.227), (4.224), (4.226) y (4.231), tenemos,
(00 o0 |
00 0
00 0 Ry, 0 0 0000
(B*@)*=|0 0 o0 0O R 0 |]0000 (4.234)
0 0 cosgs 0 0 0001
0 0 sings
00 0 |
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(o000 0 ]
0 00 0
0 00 0
B*@)?=1000 0 (4.235)
0 00 R%cosqg
0 0 0 g sing
000 0 |
De las ecuaciones (4.194), (4.214), (4.215), (4.233) y (4.235), el estado estacionario de las

variables de estado es,

(fQ)ss = (f24)ss = (f44)ss = (f8)ss = (f12)ss = (f13)ss = (f20)ss = (f40)ss =0 (4236)

(f53)ss = (eg“ (4.237)

(€3)ss = (€1)ss — ;63(630)55 (4.238)
(€25)00 = (e26)ss — "2 e (4.239)
(e3)ss = (€52)ss — E(eso)ss (4.240)
(f32)ss = C(;jg(€30)ss (4.241)
(f35)ss = Sigj?’ (€30)ss (4.242)

Para conocer el comportamiento del manipulador Stanford, los siguientes pardmetros son
sustituidos en el BGI del sistema: ¢; = 0.1rad/N — m, ca = 0.2rad/N — m, c3 = 0.3rad/N — m,
i1 =0.15N —m—s% iy = 0.2N —m—s%,i3 = 0.25N —m—s%,i; = 015N —m—s?, n=1r=s = 2,
i =0.1,i, =iy =iy, = 03N —m — 5%, my = my = m, = 04N —m — s>, By = 3N — s/m,
Ry =5N — s/my Rs = 2N — s/m. Las fuentes utilizadas son egg(t) = 10 después de 1s, e1(t) = 2
después de 1s, ez2(t) = 5 después de 1s y e3p(t) = —0.5 después de 1s. La Figura 4.26 muestra el
comportamiento de las variables ¢25, 3 v qus-

De acuerdo con las ecuaciones (4.238), (4.239), (4.240) y (4.214), con las variables (g25),,,

(g3)4s ¥ (G46) 4, la respuesta en estado estacionario de las entradas es:

(e52),5 = 4.9980N —m; (e1),, = 1.995TN —m; (ez),, = 10.0089N —m (4.243)
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Figura 4.26: Simulacién del estado estacionario del robot Standford con entradas seleccionadas.
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Otro caso interesante mencionado antes (cinemdtica inversa), es el obtener las entradas
necesarias para conseguir una posicién del brazo en particular. Las ecuaciones (4.238), (4.239),

(4.240) pueden ser descritas por,

_ <Q46)ss . 1 Ccos (q3)ss

(e52)55 = - R (€30) s (4.244)
(el)ss _ <Q3)ss + (Q46)ss nRSin (Q3)ss (630)53 (4.245)
C2 3
(eas)yy = s 3 (@0 O B)us ) o (), — rin ), (o)) (4246)
C1 3

De las ecuaciones (4.244), (4.245) y (4.246), y dada una posicién particular del manipu-
lador: (qu6),s = 0.5rad. (q3),, = 0.3rad. y (g25),, = 0.6rad, las entradas necesarias para alcanzar

esa posicién en el Stanford son:
(e52),, = 2.1443N —m, (e1),, = 1.4261N —m, (es),, = 5.8432N —m (4.247)

Aplicando las entradas determinadas en la ecuacién (4.247) y usando los mismos pardmet-
ros que en el BGI del sistema, la simulacién resulta como se muestra en la figura 4.27.

El calculo del estado estacionario de sistemas como los mostrados en este Capitulo, usando
métodos tradicionales de modelado, resulta una tarea dificil, puesto que involucra la inversién de
una matriz. Mientras que, con el uso de Bond Graph, ese cdlculo resulta sencillo, y mejor ain, la
solucién del problema de la cinemadtica inversa no tiene que ser resuelto, puesto que las ecuaciones
que resuelven este problema son derivadas directamente del primér resultado.

En el siguiente capitulo se dardn a conocer los procedimientos necesarios, primero, para
conseguir el bond graph linealizado para una clase de sistemas no-lineales, y segundo, para el diseno

del observador de estados lineal, el cual nos permite estimar los estados de cualquier sistema lineal.
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Figura 4.27: Simulacién del estado estacionario del robot Stanford con posiciones seleccionadas.
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Capitulo 5

Linealizacién y los observadores de

estados lineales en Bond Graph

5.1 Introduccién

En éste capitulo se introducira el concepto de trayectoria causal. Las trayectorias causales permiten
conocer, entre otras cosas, si un sistema representado en bond graph es controlable y/o observable.
Se presentan, ademds, dos procedimientos, uno que permite llegar al modelo linealizado de un
sistema a partir de su modelo en bond graph, es decir, observar el comportamiento del sistema bajo
condiciones de estado estable (punto de equilibrio del sistema) y otro que permite la construccién
de un observador asintético de estados para un sistema lineal invariante en el tiempo, modelado
en bond graph, asf como la obtencién del modelo en espacio de estados del mismo, partiendo del
modelo del sistema original. Se intentard entonces linealizar el modelo de los robots PUMA y

Stanford, para luego construir sus observadores lineales.

5.2 Trayectoria causal

Un bond graph no solamente muestra una estructura topolégica de un sistema sino también su
organizacion causal, la cual indica las relaciones de causa-efecto. Esta estructura causal da la

nocién de Trayectoria Causal que a continuacion se explica.

e Una trayectoria causal de una estructura de unién es una secuencia alternante de bonds y
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nodos, tal que:

1. Para una gréfica acausal (una gréafica que no tiene causalidad aplicada a sus elementos

o bonds), la secuencia forma una cadena sencilla.
2. Todos los nodos en una secuencia tienen una causalidad completa y correcta.

3. Dos bonds en una trayectoria causal tienen el mismo nodo y orientaciones causales

opuestas.

e Una trayectoria causal es simple, si a través de la misma sigue solamente una misma variable,

tal como se muestra en la Figura 5.1.

Figura 5.1: Ejemplo de una trayectoria causal simple.

e Una trayectoria causal es mezclada si un cambio de variable es requerido a través de la
secuencia causal. Siel cambio se debe a un girador a) la trayectoria causal es llamada mezclada
directa y cuando la trayectoria pasa a través de un elemento R, C o I b) la trayectoria causal
es llamada mezclada indirecta. Los bond graphs mostrados en la Figura 5.2 ilustran estas

trayetorias.

e Dos elementos P;y P> que pertenecen al conjunto de {R, C, LS, S f} son causalmente conec-
tados si la variable de entrada de una es influenciada por la variable de salida de la otra.

e Una trayectoria directa es una trayectoria causal entre una entrada y un detector.

e Un Lazo Causal es una trayectoria causal sencilla cerrada.

e Un Lazo de Mason es un lazo causal de la salida de un puerto a la entrada del mismo puerto

sin trazar el mismo bond en la misma direccién méas de una vez.
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R_
[ SR [6, __________ :TL___? _____ r _______ >
> 1 - GY A1 | — 1 — 0 ke 1
f
a) b)

Figura 5.2: Trayectoria causal mezclada: a) girador b) elemento R, 10 C

5.2.1 Controlabilidad y observabilidad desde una perspectiva cldsica
Controlabilidad

Se dice que el sistema descrito por las ecuaciones (2.40) y (2.41) es de estado controlable en t = £, si
es posible construir una sefial de control sin restricciones que transfiera un estado inicial a cualquier
estado final en un intervalo de tiempo ¢ty < t < t1. Si todos los estados son controlables, se dice

que el sistema es de estado completamente controlable.
C=|B, AB, A2B, .. A7'B, (5.1)

La matriz (5.1) recibe el nombre de matriz de controlabilidad. El sistema serd de estado
completamente controlable, si y sélo si la matriz de controlabilidad de dimensién n x n es de rango

pleno, es decir, igual a n.

Observabilidad

Se dice que un sistema es completamente observable si el estado x(ty) puede ser determinado a
partir de la observacién de la salida y(¢) durante un intervalo de tiempo finito ty < ¢ < ¢;. Por lo
tanto, el sistema serd completamente observable si todas las transiciones del estado afectan a todos
los elementos del vector de salida. El concepto de observabilidad es importante debido a que en la
préctica, es comtin encontrar sistemas en los cuales la medicién de todos sus estados no es posible.
Por lo tanto, si se requiere un control por retroalimentacién de estados, es necesaria la estimacién
de las variables de estado no medibles para construir las sefiales de control.

La solucién para determinar la observabilidad del sistema completo en tiempo continuo,

tomando en cuenta el sistema sin excitacién, es,
- T ATAT T\l AT
Rango(O,) = | ¢l ATcl .. (AD)" Cf } (5.2)
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asi, el sistema serd completamente observable si y sélo si la matriz de observabilidad O de dimensién
n x m es de rango n. Es decir, tiene n vectores columna linealmente independientes [Ogata, 1998].

A continuacién se muestran algunas definiciones que ayudardn a entender la dindmica
utilizada para la comprobacién de la observabilidad y controlabilidad desde un punto de vista de

Bond Graph.

5.2.2 Controlabilidad y observabilidad desde un enfoque de Bond Graph

La estructura unién del modelo de Bond Graph contiene informacién del tipo de elementos de los
que estd compuesto el sistema y su configuracién topolégica sin importar sus valores numéricos. Las
definiciones que se muestran a continuacién permiten conocer y establecer los conceptos de orden
minimo y rango estructural, los cuales forman parte importante en el andlisis de controlabilidad y

observabilidad en Bond Graph.

Definicién 5.1 El orden minimo de un modelo en Bond Graph es igual en dimensién a la matriz
de estados, y es igual al nmimero de elementos C' e I con caudalidad integral en el modelo de Bond

Graph en causalidad integral o BGI(n;); [Dauphin, 1991].

Definicién 5.2 El rango estructural de una matriz A,, es el rango méximo que esa matriz al-
canza en funcién de sus pardmetros libres, tomando en cuenta las interrelaciones de los elementos

[Dauphin, 1991].

Definicién 5.3 El rango estructural ¢ de una matriz de estados A, asociada a un modelo en Bond
Graph es igual al nimero de elementos dindmicos C e I en causalidad integral en el BGI, que
aceptan causalidad derivativa en el BGD. Si (n;); representa el nimero de elementos C e I en
causalidad integral y (n;)q para el caso de los elementos dindmicos C e I que aceptan causalidad
derivativa, se tiene que,

q=(ni)i — (ni)a (5.3)
donde el rango estructural permite determinar la estabilidad asintética de un sistema dindmico.

Esto es posible determinarlo por el teorema siguiente:

Teorema 5.1 [Dauphin, 1991] Una condicién necesaria y suficiente para que no exista una esta-
bilidad asintética de un sistema, es que el rango estructural ¢ de la matriz A, sea menor que (n;);.

Para el cual existen (n;); — ¢ valore caracteristicos cero de la matriz A,,.
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Para calcular el rango estructural, el cual permite determinar la controlabilidad estructural
y la observabilidad estructural de un sistema dindmico representado en Bond Graph, se requiere
conocer el concepto de dualizacién de fuentes. La dualizacién de fuentes o detectores consiste

en convertir una fuente o un detector de esfuerzo en uno de flujo, respectivamente y viceversa

[Dauphin, 1991].

Definicién 5.4 El rango estructural para ¢. (controlabilidad) de la matriz concatenada [A, Bp)
asociada a un modelo en Bond Graph es igual al nimero de elementos dindmicos C' e I en causalidad
integral en el BGI que acepten causalidad derivativa cuando se construye el BGD y cuando se realiza
una dualizacién maxima de fuentes. El nimero de elementos en causalidad integral en el BGI que

permanecen en causalidad integral en el BGD se denotan como ¢, [Dauphin, 1991].

Definicién 5.5 El rango estructural para g, (observabilidad) de la matriz concatenada [A, Cp)"
asociada a un modelo en Bond Graph es igual al nimero de elementos C e I en causalidad integral
en el BGI que acepten causalidad derivativa cuando se contruye el BGD y cuando se realiza una
dualizaciéon maxima de detectores. El nimero de elementos en causalidad integral en el BGI que

permanecen en causalidad integral en el BGD se denotan como t; [Dauphin, 1991].

Las siguientes observaciones hacen referencia a las ecuaciones de estado dadas por las

ecuaciones (2.40) y (2.41), y a la matriz de estructura unién S (2.39).

Observacién 5.2 El rango estructural de [A4), B, es igual a:
e El rango de la matriz S, = [S11 Si2 Si3)
o (n;); —ts

Observacién 5.3 El rango estructural de [A,, C’p]T es igual a:
e El rango de la matriz concatenada S, = [S11 S21 5’31]T
o ()i —tg

Las observaciones 5.2 y 5.3 permiten asegurar que el rango estructural es igual al rango de
las matrices concatenadas S. y Sy, si y s6lo si el sistema es conservativo de energia [Dauphin, 1991].
El anélisis de controlabilidad y observabilidad en Bond Graph se resumen en los siguientes

dos teoremas:
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Teorema 5.4 [Dauphin, 1991] El sistema de [A, B)] es estructuralmente controlable si y sélo si:

e Todos los elementos almacenadores C e I en causalidad integral en el BGI estdn causalmente

conectados con una fuente.

e El rango estructural de [A4,, By es igual al orden minimo n.
Teorema 5.5 [Dauphin, 1991] El sistema de [4, C,]” es estructuralmente observable si y s6lo si:

e Todos los elementos almacenadores C e I en causalidad integral en el BGI estdn causalmente

conectados con un detector.

e El rango estructural de [4, C’p]T es igual al orden minimo n.

Otra forma de determinar el rango estructural de A, es mediante la construccién del BGD,

en el cual todos los elementos almacenadores deben aceptar causalidad derivativa.

5.3 Linealizacién

Un sistema linealizado es 1itil cuando se pretende conocer el comportamiento del sistema no-lineal,
cuando este es perturbado de tal forma que ambos sistemas, linealizado y no-lineal, tengan un
punto de equilibrio casi idéntico. Las ecuaciones del sistema son linealizadas alrededor de un punto
de operacién en particular. Las ecuaciones linealizadas derivadas, son consideradas védlidas en una
pequena region cerca del punto de equilibrio.

Existen varias aplicaciones para los sistemas linealizados, por ejemplo, la determinacién
de estabilidad de pequena senal, que es la habilidad del sistema de mantener sincronia cuando se
somete a perturbaciones pequenas. En este contexto, una perturbacién es considerada pequena,
si las ecuaciones que describen la respuesta del sistema pueden ser linealizadas para propdsitos de
andlisis.

A continuacién se propone un procedimiento para obtener una linealizacién mediante
bond graph para un sistema no- lineal. Este procedimiento se basa en un nuevo bond graph que
representa la linealizacién del sistema. Ademds, se presenta una estructura unién para el bond
graph linealizado, por lo que un modelo en espacio de estados puede ser determinado usando esta

estructura union.
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5.3.1 Linealizacion tradicional

Una ecuacién de estados lineal es titil como aproximaciéon de una ecuacién de estados no-lineal,

z(t) = f(z(t),ut))  x(to) = o (5-4)

con la ecuacion de salida no-lineal,
y(t) = h(z(t), u(t)) (5.5)
donde el estado z(t) € R", y(t) € R? y la entrada u(t) € RP.
Sean las ecuaciones (5.4) y (5.5) resueltas para una senal de etrada particular llamada

entrada nominal @(¢) y un estado inicial particular llamado estado inicial nominal Zy para obtener

una tnica solucién nominal, generalmente llamada trayectoria nominal Z(¢). Considerar,
u(t) = a(t) + us(t) (5.6)

xo = To + Tos (5.7)

donde z5(t) v ugs(t) denotan las variables de estado y las entradas que se encuentran cerca de los
valores nominales. Ademds, ||zos]/5 ¥ ||us]l son apropiadamente pequenias para t > tg.
Asumimos que la solucién correspondiente permanece cercana a Z(t) y que la variacién de

la salida g(t) para cada t estd dada por,
x(t) = z(t) + xs(t) (5.8)

y(t) = g(t) + ys(t) (5.9)

sustituyendo las ecuaciones (5.6) y (5.8) en la ecuacién (5.4), ademds, las ecuaciones (5.6) y (5.9)
en la ecuacién (5.5), y asumiendo que las ecuaciones (5.4) y (5.5) son continuas y diferenciables,
podemos entonces expandir el lado derecho de las igualdades usando la serie de Taylor alrededor

de Z(t) y a(t), y conservando sélo los términos de primer orden obtenemos,
x5(t) = Aszs(t) + Bsus(t) (5.10)

ys(t) = Csxs(t) + Dsus(t) (5.11)
donde Aj, Bs, Cs v Dj son las derivadas parciales evaluadas en la trayectoria nominal, esto es,

_of _of

i _9f
O | 3(1) (1)) O (3(s) a(r))

; Bs (5.12)
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oh . oh

Cs Ds (5.13)

= — ; -
0% | a(1)a() 0w a(0)a)
siendo % y % los Jacobianos.
En este desarrollo, se asume que una solucién nominal existe para todo t > tg, asi, la
linealizacion tiene sentido como una aproximacién [Gonzalez, 2003].

Un procedimiento grafico para obtener el bond graph linealizado es propuesto en la sigu-

iente seccién.

5.3.2 Procedimiento para obtener el bond graph linealizado

Bond graph presenta una estructura grafica que denota intercambio de potencia en el sistema fisico.
Por lo que es posible codificar en los grafos la estructura matematica del sistema, es decir, es posible
obtener una estructura grifica que muestre las relaciones causales entre las senales del sistema.
La informacién gréfica del bond graph puede ser utilizada para identificar las secciones
no-lineales de un sistema fisico. De esta manera, una técnica gréfica directa para obtener el bond
graph linealizado de una clase de sistemas no-lineales es presentada.
Consideramos posible la linealizacién por bond graph de un sistema no-lineal de productos

de estados, si la parte no-lineal puede ser descrita por,
Tixj, Tiug; 1 £ Jy 4, =1,.,nyk=1,...p (5.14)

A continuacién se muestra el procedimiento para encontrar el bond graph linealizado del

sistema descrito por (5.14).
Procedimiento 5.1

1. Considerar un bond graph no-lineal de un sistema fisico, del cual es necesario identificar las
secciones no-lineales. Siguiendo trayectorias causales, las cuales comienzan en elementos I 6
C, y que pasan, ya sea através de transformadores MTF, o giradores MGY, con variables de

estado como médulos y terminan en otro elemento I o C.

2. La linealizacién funciona alrededor de la trayectoria nominal, asi que los mdédulos de los
transformadores y giradores del paso a serdn la trayectoria nominal para la variable de estado

correspondiente.
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3. Se incluyen bonds de acuerdo con las trayectorias causales del paso 1. Cada elemento I se
sustituye por una fuente nominal de flujo, y si el elemento es C, se sustituye por una fuente
nominal de esfuerzo. Se anaden bonds para considerar el trazo causal que termina ya sea
en un elemento I o C como se muestra en la Figura 5.3. El valor de estas fuentes son la
trayectoria nominal de las variables de estado de co-energia. Los mdédulos de los elementos
MTF y MGY de la trayectoria causal adicional son los médulos originales del bond graph del

paso 1.

4. Si existe una variable de estado con dos o mas trayectorias causales en el paso 1, el inicio de
estas trayectorias debe ser unido a la fuente del paso 3. Se unen usando una unién-1 si es

una fuente de flujo, en caso contrario se utiliza una unién-0.

FEn la siguiente seccién se presenta una estructura unién para el bond graph linealizado.

5.3.3 Estructura union linealizada

La estructura general de la linealizacién grafica de la ecuacién (5.4) usando el procedimiento 5.1 se

muestra en la Figura 5.3.

Se, S¢ Se, S¢
Ug u
26 4
' s | | 01 MTR MaY 0,1, MTF, MGY
)7( X6
Dout Din Yy
R D

Figura 5.3: Estructura unién linealizada.

Se observa que en la Figura 5.3 la estructura unién es obtenida a partir de un bond

graph linealizado que representa al sistema no-lineal. Asi, los modulos de los elementos MTF y
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MGY son la trayectoria nominal, Z(¢). Ademds, es necesario incluir bonds adicionales, de acuerdo
con los trazos causales que representan las secciones no-lineales del bond graph original, con las
correspondientes fuentes de flujo y esfuerzo las cuales forman el vector @(t).

El objetivo de representar la linealizacién del sistema fisico no-lineal de acuerdo con la
Figura 5.3 es obtener relaciones lineales en la matriz de estructura unién, S, la cual es propuesta

en el siguiente lema. Este lema muestra los cambios que sufre la matriz S debido a la linealizacién.

Lema 5.6 Considerar la estructura linealizada que se muestra en la Figura 5.3, la cual representa
un bond graph linealizado con causalidad integral predefinida de un sistema no-lineal de productos

de estados. La estructura union linealizada del sistema es,

, z5(t)
5(t)
| Dout(t)
Din(t) | =5 @ (5.15)
Uus
¢
ys(t) | a |

donde,
S +SP S Sfy Sis
S= Sa1 Saa Sz 0 (5.16)
S5+ S5 S:2 S§y Sy
Las entradas de ST, ST, S5, y S35 son las interconexiones de los elementos que no
participan en la trayectoria nominal del sistema. Las entradas de los elementos SY;, 5?3, Sgl Y Sgg

estdn en la trayectoria nominal, us es la entrada del sistema y u es la entrada nominal, tal que,
S13t(t) = Si35(t) (5.17)

S331(t) = Szzws(t) (5.18)

donde las entradas de las matrices 5113 Y S§3 son seleccionadas para satisfacer las ecuaciones (5.17)

y (5.18) respectivamente.

Demostracién. La representacion del sistema en variables de estado estd dada por,
5(t) = Asws(t) + Bsus(t) (5.19)
ys(t) = Csz5(t) + Dsus(t) (5.20)
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donde,
As = (ST + SY; + S12MSa1) F + Si3 (5.21)
Bs = S¥; + S12M Sa3 (5.22)
Cs = (S35 + S, + S39M So1)F + Sis (5.23)
Ds = S%; 4 S35 M So3 (5.24)

para el sistema linealizado mostrado en la Figura 5.3, considerando la relacién antes mencionada

z = Fx, y sustituyendola en la primer linea de la Ecuacién (5.15), obtenemos,
&5(t) = (Sf1 + ST1) Fas(t) + S12Dow(t) + Staus(t) + Sisu(t) (5.25)

considerando la relacién entre los campos de disipacion, Dy (t) = LDy (t), la segunda linea de la

ecuacion (5.15) resulta,
Dm(t) = (I — SQQL)_1(521F$5(t) + Sg3ug(t)) (5.26)

recordando que,

M = L(I — Sy L)™? (5.27)
y tomando las ecuaciones (5.17) y (5.26) y sustituyendolas en la ecuacién (5.25), obtenemos,
zs(t) = [(S:ﬁ + 5[1)1 + 512M521) F+ 5%3] z5(t) + (ST + S12M Saz)us(t) (5.28)

De esa manera obtenemos la ecuacién (5.19) del bond graph no-lineal y usando el pro-
cedimiento de linealizacién descrito en la seccién anterior y comparandolo con la ecuacién (5.28)
comprobamos las ecuaciones (5.21) y (5.22).

De manera similar, si sustituimos las ecuaciones (5.18) y (5.26) en la tercera linea de la

ecuacién (5.15), resulta,
yg(t) = [(S%ﬂl + 52(3)1 + SgQMSQl) F+ 53{3] .%'5(t) + (S§3 + SggMSQg)u(;(t) (5.29)

aplicando la linealizacién al bond graph no-lineal, la Ecuacién (5.20) es obtenida, y compardndola
con la ecuacién (5.29), comprobamos las ecuaciones (5.23) y (5.24) [Gonzélez, 2003]. =

Se debe observar que las ecuaciones (5.17) y (3.17) simpre se satisfacen, puesto que sélo
las entradas del lado izquierdo de las igualdades de estas ecuaciones son arregladas para obtener
Sty v Sis.

A continuacién se realiza la linealizacién de los bond graphs de los robots PUMA y Stan-

ford siguiendo el procedimiento 5.1.
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5.3.4 Linealizaciéon del bond graph del robot manipulador PUMA

En la Figura 4.17 se muestra el bond graph no-lineal del robot manipulador PUMA. Siguiendo los
pasos del procedimiento 5.1, identificamos las secciones del bond graph que son no-lineales. Esto
se realiza siguiendo las trayectorias causales que comienzan en alguna variable almacenadora de
energia (C 6 I) y que pasan a través de transformadores o giradores los cuales sean modulados por
alguno de los estados del sistema, y que a su vez, terminen en alguna otra variable almacenadora

C 6 1, en este caso, estas trayectorias, de acuerdo con la numeracién de los bonds de la figura ,son:
T ={2,4,5,9,11,17,20,22,24}

Ty = {24,22,20,17,11,9,5,4, 2}
Ts = {2,4,5,7,10,16, 18,22, 24}
T, = {24,22,18,16,10,7,5,4,2} (5.30)

Ahora, siguiendo el paso 3 del procedimiento 5.1, se agregan las trayectorias causales
al bond graph, sustituyendo los elementos I por fuentes de flujo, recordando que el valor de estas
fuentes serd el valor en estado estacionario del flujo asociado a la variable I en cuestiéon. En este caso,
hay dos trayectorias causales no-lineales por cada elemento I, por lo que ambas trayectorias iniciardn
en la misma fuente de flujo y se bifurcardn mediante una unién-1 (paso 4 del procedimiento 5.1).
A continuacién se muestra en la Figura 5.4, el bond graph linealizado para el robot manipulador

PUMA, donde,

fso | f34 (5.31)

=g
Il

f36 fa

siendo fg y f24 las llamadas trayectorias nominales y representa el valor de esos flujos en el estado
estacionario del sistema.

Debido a que la linealizacién funciona sélo alrededor del punto de equilibrio del sistema,
es necesario sustituir los médulos de los transformadores y giradores del bond graph no-lineal por
los valores de estado estable del sistema de esas variables de estado en particular. Esto da como
resultado que la respuesta de esta linealizacién sélo sea una pequena parte de la respuesta del

sistema no-lineal.
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Figura 5.4: Bond graph linealizado del robot PUMA.
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Observando la Ecuacién (5.16), la matriz de estructura unién linealizada de este sistema

es,
fo
- 7 foa
€2
€3
€24
€23
f3
€6
f23
x 0 T 0 21
fe Sti+ 511 S12 ST3 ST
el
fa1 = So1 S22 S23 0 (5.32)
€25
y(t) = f3 S5 +59 Sz S§ S3
/30
IE
f36
fi2
€8
f13
€12
f19
- - €13
donde,
0 kk -1 0 -1 0
B B (N (. 0 -1
ST+ 511 = ; S12 = (5.33)
1 0 O 0 0 0
0 1 0 0 | 0 0 |
(1 0] [k 0] 1 o 0 0
0 1 0 —ko 0 —sings —cosgs —1
Stz = ; ST3 = ;514 = (5.34)
0 0 0 0 0 0 0 0
_0 0_ i 0 0 | i 0 0 0 0 |
(1 0 0 0]
1 0 0 O 0 sings 0 0
So1 = ;531 = [ 100 0];5412 (5.35)
01 00 0 cosgs 0 O
i 0 1 0 0 |
Sog = So3 = So4 = S32 = S33 = S34 = Sa2 = Sa3 = Saa =0 (5.36)
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a su vez,
k1 = —pi3sings + pi2 cos g3
kg = —p13 cos g3q3 — P12 8in gsq3 (5.37)
Se considera en este caso que la salida del sistema y(¢) sera la velocidad de la segunda

unién, ya que mediante esta velocidad podemos determinar la posicién del segundo eslabén.

Ahora, calculando la matriz As a partir de la ecuacion (5.21),

0 k -1 0 -1 0
-k 0 0 -1 0 -1 Ry O 1000 1
10 0 0 0 0 0 R 0100
| 01 0 0 | | 0 0 |
Calculando Si; a partir de (5.17),
e (00 ks 0]
0 —ko f30= fi24 _ |00 Kk O P24 (5.30)
0 0 f36= 12 00 00 a3
| 0 0 | 00 0 0] | g3 |
donde,
ks = — faa(P13 cos 4 + P12 sin ds)
ks = f2(p13 cos g3 + P12 sin ds) (5.40)
Sustituyendo la matriz Si; calculada en (5.39) en la ecuacién (5.38) tenemos,
—f L(pyycosds—pizsings) L fou(prosings+pizcosds) 0
Ay — (P15 cOS Gs—Py3 sin g3) —& fo(Pyysinds+przcosds) —L
+ 0 0 0
2
0 4 0 0
L 1 .
(5.41)
Se denota que la matriz As del sistema linealizado tiene elementos constantes.
Calculando la matriz Bs a partir de la ecuacién (5.22),
o
0 1
B;s = (5.42)
00
L 0 0 -
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puesto que, de la ecuacion (5.36) se puede observar que la matriz Sag es cero.
Observando la ecuacién (5.19), el sistema linealizado queda representado entonces por,

-2 H(brpcosds—Prgsinds) 5 foa(Prasindstprgcosds) 0
b5 (1) = *%(ﬁu Cosis*i)w sin g3) *;%1 fa(B1osin fisOJrfna cos 43 ) *0%1 o)+
Z(? % 0 0
1 0
01
+ u(t) (5.43)
0 0
- 0 0 -
Calculando la matriz C), a partir de la ecuacién (5.23),
Ca=[1000]F=[%ooo] (5.44)
De la ecuacién (5.24), podemos observar que,
Ds=0 (5.45)

Considerando la ecuacién (5.20), la salida del sistema linealizado queda determinada por,
v =L 00 0|0 (5.46)

Por otra parte, las entradas del bond graph linealizado serdn apenas una pequena parte
de las entradas nominales del sistema, estas entradas son llamadas Awu y representan la porcién de
la entrada para la cual es vélida la linealizacién. A continuacién se muestra en la Figura 5.5 la
respuesta del PUMA linealizado, para la cual fue necesario sumar de manera algebréica el valor de
la respuesta en estado estacionario del sistema no-lineal.

En las gréficas se observa el comportamiento lineal del sistema en comparativa con el

comportamiento no-lineal.
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Figura 5.5: Comparacién de los estados linealizados y no-lineales del robot PUMA.
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5.3.5 Linealizaciéon del bond graph del robot manipulador Stanford

En la Figura 4.20 se muestra la representaciéon en Bond Graph del robot manipulador Stanford, el
cudl tiene secciones no-lineales, que pueden ser identificadas siguiendo las siguientes trayectorias,

de acuerdo con la numeracién de la figura antes mencionada,
T, ={2,4,5,7,10,16,18,22,24}

T, = {24,22,18,16,10,7,5,4, 2}

Ts = {2,4,5,9,11,17,20, 22, 24}

T, = {24,22,20,17,11,9,5,4,2}
Ts = {2,4,5, 26,27, 38,40, 41,39, 51,50}
Ts = {50, 51,39, 41, 40, 38, 27,26, 5,4, 2}

Ty = {2,4,5,26,27,38, 44, 46,49, 29, 28,17, 20, 22, 24}
Ty = {24,22,20,17, 28,29, 49, 46, 44, 38, 27,26, 5, 4, 2}
Ty = {31, 33,35, 37, 39,41, 40, 38,27, 26, 5, 4, 2}
Tyo = {24,22,20,17,28,29,49, 47, 45,39, 51,50}
Ty; = {50,51,39, 45,47, 49, 29,28, 17, 20, 22, 24}
Ty = {31,32,34, 36,38, 44, 46,49, 29, 28,17, 22, 24}
Ty = {31,33,35,37,39,45,47,49, 29, 28,17, 20, 22, 24}

Tia = {31,32, 34, 36,38, 40, 41,39, 51,50} (5.47)

Siguiendo el paso 3 del procedimiento 5.1, se agregan las trayectorias causales al bond graph,
sustituyendo los elementos I por fuentes de flujo. En este caso, algunas trayectorias se repiten
debido a que existe mds de un transformador o girador que tiene un estado como mddulo en esta
trayectoria. En estos casos, la trayectoria se repite tantas veces como productos de estados haya
en la trayectoria. Esto se realiza para que la matriz As contenga los elementos algebraicamente
correctos y correspondientes a su Jacobiano. En la Figura 5.6 se muestra el bond graph linealizado

para el manupilador Stanford, resultado de seguir los pasos 3 y 4 del procedimiento 5.1.
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Submodelol

MSe !

Mse2

Submodelo3

L w ™ y TF TF
toy g%
" 18 19 20
MSe —25i1 16—l R % i
> re MSe 1 |
MSel R1
23[ beta MSg 54[ Ig
Ca R

Figura 5.6: Bond graph linealizado del robot Stanford.

Debido a la complejidad de la linealizacién de este sistema fue necesario el uso de sub-
modelos en nuestra representaciéon en Bond Graph, en la Figura 5.6 se pueden apreciar los bonds
alfa, beta y gamma, estos bonds sirven de enlace con los submodelos 1,2 y 3. Estos submodelos
contienen las trayectorias adicionales del bond graph linealizado, de acuerdo con la Ecuacién (5.47),
el submodelo 1 corresponde a las trayectorias adicionales que llegan al estado i2, el submodelo 2
corresponde a las trayectorias adicionales que llegan al estado i1 y asu vez, el submodelo 3 corre-
sponde a las trayectorias causales adicionales que llegan al estado i3. Se observa que mientras los
transformadores tienen su respectivo médulo conectado, los giradores por su parte tienen médulo

constante,

quz =m. fa
gur = macfo24 sin g3
gy = my fas cos g3 (5.48)

En las Figuras 5.7, 5.8 y 5.9 se muestran los submodelos a detalle.
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q3 |_|_ i J_E “_ q53_estable

q53
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Figura 5.7: Diagrama interno del submodelo 1.
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Figura 5.8: Diagrama interno del submodelo 2.
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Figura 5.9: Diagrama interno del submodelo 3.
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donde, ) ) ) )
f55 faa
56 f50
[f57 fa1
J58 f2

W= fso | = | fs0 (5.49)

Jfe0 fa
fe1 f2
fe2 fa

| Jes || fa |

el superindice o indica que se trata de los valores en estado estacionario. Observando las
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Ecuaciones (5.15) y (5.16), la matriz de estructura unién linealizada de este sistema es

P
foa
f50
/31
r 7 ed
€2
€23
€24
es3
es0
€1
€31
w0 o €25
/3 STi+511 Sz St Sis
€52
f23 = Sop Sy Sz 0 (5.50)
€30
f53 S51+5% Sz S5 S%
r f55
6
f56
f21 ;
57
f54 ;
58
yt) = f3
) - f59
feo
fe1
fe2
| fe3 |
donde,

[ 0 b —hy —hy -1 0 0 ] [ 1 0 0 ]
—h 0 hs —hg 0 -1 0 0O -1 0
ha —hg 0 his 0 0o -1 0 0 0

SH+Sh= 0 0o 0 0 0 0 0 [:Se2=|0 0 -1 (5.51)
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
i 0 0 1 0 0 0 0 ] | 0 0 0 ]
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1 0 0
01 0
00 1
=100 0
00 0
00 0
000
So1 =
a su vez,

= o o O

o o O

.qQ0
a513_

1 0 00
0100
00 01

hs —ha —h¢ O 0 0 0 0 0]

0 0 0 hy —hiyg —hig 0O 0 0

O 0 0 0 0 0 hie —hia his

o 0 0 0 0 o 0 0 0 (5.52)
O 0 0 0 0 O 0 0 0

O 0 0 0 0 o 0 0 0

O 0 0 0 0 o 0 0 0 |
000

000 ;S§1+S§1:[1 000000 (5.53)
00 0

Syg = Sa3 = S3p = S33 =0 (5.54)

o o o .« o 2 ] . o o
hi = p12 cosq3 — p13sings + q53m:cf24 SIn g3 COS g3

ha = ¢szam. fo
h3 = gs3m. f2sin g3

ha = g53gs3m. fo

o 2 o . o 02 2 . 9. -2 2 . 2.
hs = q3qs53m f2 — q3P12 8in G3 — 2q53G53Mz f24 SIN” 3 — q3G53M f24 SIN” 3

he = q53G453m. f2 cos G3 + q3q53m f2 cOS 3

h7 = 53 cos g3
he = 6 2 2 .
8 = (53My f24 COS” 3

o S .. 2 .
hg = g53m f24 sin g3 cos® g3

o S .. 2 . . S . . 2.
hio = 2q3G53my f24 Sin g3 cos” g3 + q53G53My f24 sin g3 cos” g3 + ...

coe  2q3G53M f24 510% G5 + @5353MM f24 5I03 3

hi1 = g3p13 cos 43 + qaP12 Sin g + q3desme foa sin 43 + 2¢53G25m foa sin? g3

h12 = q3q53my f24 8in G3 cos G3 + q53G537My f24 Sin g3 COS g3

his = m. f2 cos g3
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hi4 = q53q53m f2
h15 = Q3m2f02 sin (jg (555)

De nueva cuenta, se considera que la salida del sistema y(t) serd la velocidad de la segunda unién,
ya que mediante esta velocidad podemos determinar la posicién del segundo eslabdn.

Ahora, calculando la matriz As a partir de la ecuacién (5.21),

[0 by —hy —h3 -1 0 0] [-R, 0 0 0 00 0]
—hy 0 hs —hg 0 -1 0 0 -R, 0 0 0 0O
ho —hg 0 his O 0 -1 0 0 0 0 0 00
A5 = o 0 0 0 0 0 O |+ 0 0 0 —-Rs 00 0]|]|F+5i;
1 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 O 000
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00
0o 0o 1 0 o0 0 O] [ 0 0 0 0 00 O]
(5.56)
Calculando la matriz Si; a partir de la ecuacién (5.17),
fs5
[ hs —hy —h¢ 0 0 0 0 0 0 || fs BN
0 0 0 hin —hi2 —hio O 0 0 Js7 P24
0 0 0 0 0 0  hiy —hi2 his 58 P50
O 0 0 0 0 O 0 0 0 fs0 | =513 | pa1 (5.57)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 fe0 qs3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 fe1 q23
| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | fe2 | 53 |
REH

Podemos observar que la matriz Si; serd en realidad un vector de dimensién 7 x 1, a
diferencia del vector resultante del lado izquierdo de la igualdad, el cual es de dimensién 9 x 1, esto
se debe a que algunas de las fuentes de flujo adicionales dentro del vector % se repiten.

De acuerdo con las ecuaciones (5.49) y (5.55) e igualdndo renglén con renglén, la matriz
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5113 necesaria para que la igualdad se cumpla es,

(0000 Gy 0 Gy |
0 00 0 G 0 Gy
0 00 0 G5 0 Gg
Sis=10000 0 0 0 (5.58)
0000 0O 0 O
0000 0 0 O
(0000 0 0 0 |
donde,
G1 = dsam fofaa — Gs3ma f2y sin? G3 + dsame fofa1 cos s
Gy = —2G2smy f2,5in% 43 — Gsam. fafs0 — Gs3me fofa1 cos ds
G3 = 132 cos g3 + prafasin s + G2ymy foa fosin® gz — ...
o — G531y faa f50 Sin G COS G3 — 2537y fo4 f31 510 3 COS G3 — 2G53M fou f31 5I0° G
Gy = 2623 foa sin® 43 — Gsamy faa f50 sin Gz cos gz — ...
- (j53myf24f31 sin g3 cos Gz — 453 f24 f31 sin° G
G5 = m. faf31 sin g3 — dsamy f2, sin ds cos G
G = Gs3m. f2 — Gsamy f2,sin G cos g3 (5.59)
Sustituyendo la ecuacién (5.58) en (5.56) tenemos,
—%RQ %hl —%hg —% % (G162 — 1) 0 G2
1 1 1 h 1
—nh gt hs =32 G - G4
ha  —fhs 0 M Gs 0 £ (Geez—1)
As = 0 0 0o ik 0 0 0 (5.60)
L 0 0 0 0 0 0
2
0 1 0 0 0 0 0
0 = 0 0 0 0 |
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Puesto que la matriz Sa3 es cero, la matriz By calculada a partir de la ecuacion (5.22) es,

10 00
01 00
0 010
Bs=5S3=10 0 0 1 (5.61)
0 00O
0 00O
|0 0 0 0 |
Usando la ecuacién (5.23) y debido a que la matriz Sg3 es cero, la matriz Cy es,
Cs=|£ 000000 (5.62)
Como las matrices S35 y S32 son cero, de la ecuacién (5.24) se observa que,
Ds=0 (5.63)

Usando las ecuaciones (5.60), (5.61), (5.62) y (5.63) se obtiene la siguiente expresién que

representa al manipulador Stanford linealizado,

—+Ry A —ihy —’;—; L (Giz—1) 0 Gy
—nh —LR Lhs e G3 —+ G4
he  —ihs 0 A2 Gs 0 =(Geez—1)
ds(t) = 0 0 0o - 0 0 0 z5(t)+
= 0 0 0 0 0 0
0 = 0 0 0 0 0
0 = 0 0 0 0 |
(100 0]
0100
0010
+10 0 0 1 |ul® (5.64)
0000
0000
0 0 0 0|
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con su respectiva ecuacién de salida,

yt)=|L 0000 0 0|zst) (5.65)

12

En las siguientes gréficas de la Figura 5.10 se muestra la respuesta del bond graph

linealizado del manipulador Stanford en comparativa con la respuesta del sistema no-lineal.
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Figura 5.10: Comparaciéon de los estados linealizados y no-lineales del robot Stanford.

De esta manera hemos conseguido un sistema linealizado que se comporta de manera

similar que su contraparte no-lineal para un punto de operacién en particular.
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5.4 Observadores de estados lineales

En la teorfa de control moderna, algunos disenos estdn basados en la hipétesis de que el vector de
estados del sistema a ser controlado estd disponible para su medicién, en el caso de retroalimentacién
de estados. En muchas situaciones préacticas sélamente algunas variables de estados son medibles,
en estos casos, el vector de estados de un sistema LTI MIMO puede ser reconstruido a partir de
las mediciones de las entradas y salidas del sistema, por medio de un observador de estados, si el
sistema es observable.

En esta seccién se presenta un procedimiento mediante el cual podemos crear el observador

de estados de un sistema lineal, a partir de su representacién en bond graph.

5.4.1 Antecedentes de la ley de control

Frecuentemente, en el diseno de sistemas de control es necesario construir observadores de las
variables de estado. Si un sistema es lineal, su vector de estados puede ser reconstruido por
las entradas y salidas disponibles del sistema original, mediante un observador. Si el sistema es
observable, un observador produce una estimacion del vector de estados o de una combinacion lineal
del ector de estados.

Una vez que un observador ha sido construido para un sistema lineal, es importante
considerar el efecto inducido de usar este observador de estados en lugar del llamado valor verdadero
del estado para una ley de control.

A continuacion se explica la teoria general del observador de Luenberger, indicando las

propiedades del observador de estados en lazo abierto y del asintético de estados.

5.4.2 Observador asintético de Luenberger

El dispositivo que construye una aproximacion del vector de esados a partir de la salida del sistema
original es llamado observador de estados.

Considere el sistema LTI MIMO dado por,
&(t) = Apx(t) + Bpu(t)

y(t) = Cpa(t) + Dpu(t) (5.66)
suponemos que las variables de estado no son medibles y que las matrices A,, By, C, y D, son
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completamente conocidas. Entonces, el problema consiste en estimar z(t) a partir del conocimiento
de la entrada u(t) y la salida y(t) del sistema.
Si el sistema es observable y conocemos las matrices A, y B), podemos entonces duplicar

el sistema original y obtener el llamado observador de lazo abierto mostrado en la Figura 5.11.

W :Q . > X=Ax+Bu d >
\‘.J y=Cx+Du
N o
X

Figura 5.11: Estimador de lazo cerrado.

Ahora bien, si el sistema original de la ecuacién (5.66) y el observador tienen el mismo
estado inicial y la misma entrada, la salida z(t) del estimador serd igual a z(t) para todo t.

Asi, la pregunta restante es como encontrar el estado inicial zy del sistema y usarlo en el
observador. Este problema es resuelto, si el sistema dado por la ecuacién (5.66) es observable en .
Un sistema es observable en tg, si existe un tiempo finito t; > tg, tal que para cualquier estado xg
en el tiempo ?o, el conocimiento de la entrada wup, ;) y la salida yy, 4,1 sobre el ntervalo de tiempo
[to, t1] es suficiente para determinar el estado xg.

Consecuentemente, si el sistema dado por la ecuacién (5.66) es observable, un observador
en lazo abierto puede ser utilizado para generar el vector de estados x(t).

Si se utiliza un observador en lazo abierto el estado inicial debe ser calculado cada vez que
se utilice el observador. Asi, un observador en lazo abierto es, en general, no satisfactorio.

Es importante notar que a pesar de que u(t) y y(t) del sistema dado por (5.66) estdn
disponibles, utilizamos sélamente u(t) en el observador en lazo abierto, de tal manera que si ambas
u(t) y y(t) son aplicadas, el comportamiento del observador puede ser mejorado, tal como se muestra

en el llamado observador asintético de estados, mostrado en la Figura 5.11.
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Se observa en el diagrama mostrado en la Figura 5.11 que la salida del sistema y(t) =
Cpx(t) + Dpu(t) es comparada con la salida del observador v(t) = Cp&(t) + Dpu(t) y su diferencia
es multiplicada por la ganancia del observador, H € R"*?, lo cual es un término de correccién.

El observador de estados asintético estd dado por:
B(t) = (A — HC)a(t) + Hy(t) + Byu(t) (5.67)
De las ecuaciones (5.66) y (5.67) obtenemos,
#(t) = (A, — HC)F(t) (5.68)

donde
T(t) = x(t) — 2(t) (5.69)

dado que los eigenvalores de (A, — HC)) pueden ser seleccionados para obtener la convergencia del
estado estimado al estado real, entonces se controla la dindmica de Z(t).
A continuacién se presenta un procedimiento para encontrar en un enfoque grafico el

observador de estados, a partir del modelo en bond graph del sistema fisico en lazo abierto.

Procedimiento 5.2

A través de este procedimiento se encuentra el observador de estados, considerando que

se tiene el bond graph del sistema en lazo abierto.

1. Se obtiene el observador de estados en bond graph, el cual es una copia del sistema en lazo

abierto.

2. Identificar la(s) salida(s) del sistema y del observador:

e Si la salida es de esfuerzo, agregar un bond activo de la salida a un detector de esfuerzo,

que se conecta a una fuente modulada de esfuerzo mediante otro bond actico.

e Si la salida es de flujo, agregar un bond activo de esta salida a un detector de flujo, el

cual se conecta a una fuente modulada de flujo mediante otro bond activo.

3. La salida del observador debe ser negativa, asi, la salida de la fuente del paso 2, llega a una
unién-1 para una fuente de flujo y 0 para el caso contrario y después se conecta un bond que

entra también a esa union.

153



Capitulo 5. Linealizacién y los Observadores de Estados Lineales en Bond Graph

. La fuente modulada de la salida del sistema del paso 2 y el bond adicional de la salida del
observador del paso 3 se unen a través de bonds en una unién-0 para fuentes de flujo y una

unién-1 para fuentes de esfuerzo.

. El nimero de bonds de salida de la unién del paso 4 es igual al niimero de variables de estado,

las cuales son elementos que almacenan energia en causalidad integral.

. Conectar un transformador y/o girador entre el bond de salida del paso 5 y la variable de

estado respectiva del observador.

. Se utiliza un transformador para el paso 6 si la salida del sistema y observador es del mismo

tipo (esfuerzo o flujo) a la de la variable de estado, y en caso contrario se utiliza un girador.

. Asignar la causalidad a cada uno de los bonds, de acuerdo con el procedimiento discutido
en el capitulo 2, debiéndose lograr una causalidad correcta en las uniones y no cambiando la

causalidad del resto de los elementos que ya tienen asignada una causalidad.

. La ganancia grifica directa del observador estd dada por el o los médulos del transformador

y/o girador y son calculadas usando el determinante de (4, — HC,).

A continuacion se presentan los observadores de estados para los esquemas linealizados de

los robots PUMA y Stanford.

5.4.3 Diseno del observador de estados del robot manipulador PUMA

Recordando la Figura 5.4 en la cual se muestra el bond graph linealizado para el robot manipulador

PUMA, para el cual nos interesa diseniar el observador de estados. Tomaremos la velocidad angular

de la segunda unién como salida de nuestro sistema,

y(t) = f3 = 02 (5.70)

Para que todos los estados linealmente independentes de este sistema sean observables, es

necesario determinar si estos estdn causalmente conectados con la salida y(t), esta determinacién

se lleva a cabo mediante las siguientes trayectorias causales, de acuerdo con la numeracién del bond

graph de la Figura 5.4,

Ty = {3,3,2}
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T, = {3,3,4,5,7,10, 16, 18, 22, 24}

T3 = {3}

Ty = {3,4,4,5,7,10,16, 18,22, 24, 24, 23} (5.71)

Siguiendo los pasos descritos en el procedimiento 5.2, se construye el observador de estados

lineal para el PUMA partiendo de su representaciéon en Bond Graph, el cual es una copia del sistema

original, en este caso, del bond graph linealizado presentado en la seccién anterior. En la Figura

5.12 se muestra el observador de estados para este sistema.

Msf 0 =1 i MSf

st

A

Se —i1 -1

N [’ GY2 1\GY
/([), | 1/ ) GY _ \1 |
GY GY x [ @ [ iy

st [ R r3

st

Figura 5.12: Disefio del observador de estados lineales para el manipulador PUMA.

De acuerdo con el paso nimero 9 del procedimiento 5.2, es necesario calcular la ganancia

grifica del observador, que para este caso, son los médulos de los giradores Hy, Ho, H3 y Hy. Esto

se consigue eligiendo los eigenvalores de la matriz A, — HC), que para este caso seria As — HCj,

de tal manera que los eigenvalores de esta matriz resulten estables. Es importante recordar que H

es el vector de ganancias de n x 1, donde n es el nimero de variables almacenadoras de energia que

pueden ser alcanzadas por la salida del sistema.
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Recordando la ecuacién (5.41),

_ Ry
2
1 /0 o o .o
i (P15 €OS §3—Py35in G3)
1

2

0

debido a que las velocidades angulares son cero cuando desaparece la dindmica tenemos,

0

_R
11

0

11

_1
19 RQ

0

1

0

11

LR

o o o O

+(Ppcos G3—pPr3sings) = faa(Pyg Sin Gz+Py3 cos G3)

f2 (ﬁu sin é3+1313 COs CB)
0
0

0

C1

0
0

(5.72)

sustituyendo los siguientes valores paramétricos: ¢; = 0.1, co = 0.2, i3 = 0.1, 70 = 0.2, Ry = 4,

Ry = 3 la nueva matriz Ag resulta,

0
5.0
0

As

Recordando la ecuacién (5.44),

Cs=[1000]F=]

tenemos entonces,

12

HCs = 000}:

—-15.0

0

—40.0

10.0

Hy
12
Ho>
2
Hs
2
Hy
2

o o o O

o o o O

&=

o o o O

[ 5.0H,
5.0H,
5.0H;
| 5.0,

o o o O
o o o O
o o o O

Para el cdlculo de las ganancias gréficas del observador tenemos,

~50H;—150 0 0 0
~5.0H,  —40.0 0 —10.0
As — HCj =
~50H;+50 0 0 0
| 50H; 100 0 0 |
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Podemos entonces elegir el determinante de la ecuacién (5.75) como un polinomio Hurwitz
para que las ganancias aseguren la convergencia de los estados reales y los estimados. Para este
caso, elegimos los polos del sistema como,—1.5146 x 10728, —2.6795, —5.0, —37.32. Esto da como

resultado los siguientes valores de las ganancias:
Hy =-2; Hy=—-2; Hy=—-2; H = -2 (5.76)

En la Figura 5.13 se muestra la respuesta del observador de estados en comparativa con

los estados reales del sistema,

———— 73 real

----------- 23 estimado

04

0.35

angulo A

(rad) -

03

tiempo (s)

04

28 no-lineal
----- == 2} linealizado

03 T
angulo 1Y

(rad)

02
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tiempo (s)

Figura 5.13: Respuesta del observador de estados del robot PUMA.

Se aprecia en las grificas que, aunque los estados observados tengan un estado inicial

diferente, después de aproximadamente diez segundos convergen con los estados reales del sistema.
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Ahora bien, la ecuacién (5.67) describe al observador de estados,
(1) = (Ap — HC)i(t) + Hy(t) + Byu(t)

sustituyendo en esta las ecuaciones (5.75), (5.46) y (5.42), tenemos,

—5.0H1—15.0 0 0 0 [ 50H;y 0 0 O 1 0

- —5.0H —40.0 0 -10.0 | | 50H, 0 0 O 0 1
2(t) = z(t) + z(t) + u(t)

—5.0H3+5.0 0 0 0 50H3 0 0 O 0 0

i —5.0H4 10.0 O 0 | i 50H4 0 0 O | i 0 0

(5.77)
La ecuacién (5.77) es la representacién en variables de estado del observador de estados

del robot manipulador PUMA, para esa configuracién paramétrica en particular.

5.4.4 Diseno del observador de estados del robot manipulador Stanford

Diseniaremos ahora el observador de estados lineal para el robot manipulador Stanford. Segun la
teoria antes discutida, para que el sistema sea estructuralmente observable, es necesario que el
BGD del sistema exista (lo cudl fue comprobado en el capitulo anterior) y que, ademds, existan
trayectorias causales desde la salida hacia cada uno de los elementos almacenadores asociados con

los estados del sistema. De acuerdo con la Figura 5.6 y considerando

y(t) = f3 = 02 (5.78)
estas trayectorias son,
Ty = {3}
T> = {3,3,2}
T3 ={3,4,5,7,10,16,18,22,24}
Ty ={3,4,5,7,10,16, 18,22, 24,24, 23}
Ts = {3,3,4,5,26,27,38,40,41,39,51,50}
Ts = {3,3,4,5,26,27,38,40,41, 39,51, 50, 50, 53} (5.79)

Siguiendo los pasos del procedimiento 5.2, se construye entonces el observador de estados

lineal del sistema. En la Figura 5.14 se muestra el diagrama de diseno para este observador,
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Stanford [k 0 A1 ]| observador
1—— GY
HL
GY
H2
GY
H3
GY
H4
GY
H5
GY

/

/

H7

Figura 5.14: Diagrama de disefio del observador de estados del robot Stanford.
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El submodelo llamado Stanford en la Figura 5.14 es el sistema original (Figura 5.6) con
su salida conectada a una unién-0 como lo indica el procedimiento 5.2, mientras que el submodelo
llamado Observador es una copia del sistema original con la diferencia de las salidas retroalimentada
a sus estados. A continuacién se muestra en la Figura 5.15 el diagrama interno de este submodelo,

s i M S

w -
Submodelo3 |

Figura 5.15: Diseno del observador de estados para el robot Stanford.

De acuerdo con el paso nimero 9 del procedimiento 5.2, es necesario calcular la ganancia
gréifica del observador, en este caso las ganancias graficas del observador son los médulos Hi, Ha,

Hs, Hy, Hs, Hg y H;. Esto se consigue eligiendo estas ganancias de tal forma que los eigenvalores
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de la matriz As — HCs sean estables. Recordando la ecuacién (5.60),

—+Ry  th —ihy —%3 = (Giea—1) 0 G
_%hl —%31 %hs —% G3 —é G4
she  —fhs 0 M Gs 0 X (Gecs—1)
As = 0 0 0 o 0 0 0
= 0 0 0 0 0 0
0 = 0 0 0 0 0
0 0 = 0 0 0 0 |

sustituyendo los siguientes valores paramétricos usados en el modelo linealizado: pi3 = 0, ]912 =0,
gz = 0.5086, ¢53 = 0.1689, f2 = 3.8589 x 107° f24 = —3.7287 x 1079 f31 = —0.25, f50 =
—6.9441 x 10*4, m—04 my—04 m, = 0.4, 22—02 i1 = 0.15, 13—025 ig = 0.15, 02:0.2,
c1=01,¢c3=03, Ri =3, Ro =5y R3 =2 tenemos,

—25.0 —1.2064 x 106  —1.0428 x 107°  —8.4633 x 10~ ° —5.0 0 5.7107 x 107
9.048 x 107 —20.0 —7.6872 x 1076 6.2387 x 10~° —6.819 x 107  —10.0 —5.431 x 10~7
1.3036 x 10~ % 1.2812 x 10~° 0 8.988 x 10~° —1.8792 x 1076 0 —3.3333
A5 = 0 0 0 —13.333 0 0 0 (5.80)
5.0 0 0 0 0 0 0
0 6.6667 0 0 0 0 0
0 0 4.0 0 0 0 0

y usando la Ecuacién (5.62) para formar la matriz HCj, tenemos,

Wil [ 50H, 00 00 0 0]
Hoy 50H, 0 0 0 0 0 O
Hj 50H3 0 0 0 0 0 O
HCs= | Hy |2 00000 0]=|50H 000000 (5.81)
Hy 50Hs 0 0 0 0 0 O
Hg 50H¢ 0 0 0 0 0 O
| Hy | | 50H;, 00 0 0 0 0 |
Para el cdlculo de las ganancias gréficas del observador tenemos,
—5.0H; — 25.0 —1.2064 x 107% —1.0428 x 107° —8.4633 x 10~° —5.0 0 5.7107 x 107
9.048 X 10~ 7 — 5.0Ho —20.0 —7.6872 x 1076 6.2387 x 1076 —6.819 x 107  —10.0 —5.431 x 1077
1.3036 x 10~° — 5.0H3 1.2812 x 10~° 0 8.988 x 105 —1.8792 x 106 0 —3.3333
As—HCgs= —5.0Hy 0 0 —13.333 0 0 0
5.0 — 5.0H5 0 0 0 0 0 0
—5.0Hg 6.6667 0 0 0 0 0
—5.0H7 0 4.0 0 0 0 0
(5.82)
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Podemos entonces elegir las ganancias gréficas del observador para que el determinante
de la Ecuacién (5.82) resulte un polinomio Hurwitz. Para posicionar los polos del sistema en
—8.2132 x 1078 — 3.651 59, —8.2132 x 1078 + 3.65154, —1.1792, —4.2265, 13.33, —15.773 y —23.32,

las ganancias graficas del observador son:
Hy=Hy=Hs=Hy=Hs; = H¢g = H; = —0.1 (5.83)

En la Figura 5.16 se muestra la respuesta del observador de estados en comparativa con

los estados reales del sistema,

e e )

qalreal

angulo (rad)

50
tiempo (s)

.............

tiempo (s)

= = = 53 egfimado

tiempo (s)

Figura 5.16: Comparacién de los estados reales y estimados del robot Stanford.
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Se observa en las graficas anteriores que se logra la convergencia de los estados estimados
v los estados reales del sistema. Los disenios de los observadores disenados en este capitulo pueden
ser implementados usando un sustituto del sistema, como puede ser un circuito eléctrico y proveer
de esta manera los estados para su retroalimentacion.

Recordando que la Ecuacién (5.67) describe al observador de estados,

#(t) = (A, — HC,)a(t) + Hy(t) + Byul(t)

tenemos entonces que el observador de estados para el robot Stanford estd dado por,

—5.0H1 — 25.0 —1.2064 x 109 —1.0428 x 10°°  —8.4633 x 10~ ° —5.0 0 5.7107 x 10~ 7
9.048 x 1077 — 5.0Ho —20.0 —7.6872 x 10~6 6.2387 x 10~ 6 —-6.819 x 1077  —10.0 —5.431 x 107
1.3036 x 10~° — 5.0H3 1.2812 x 10~° 0 8.988 x 10~° —1.8792 x 1076 0 —3.3333
#(t) = —5.0Hy 0 0 —13.333 0 0 0 (t)+
5.0 — 5.0H35 0 0 0 0 0 0
—5.0Hg 6.6667 0 0 0 0 0
—5.0H7 0 4.0 0 0 0 0
H, 1 0 0 O
H, 01 0O
Hj 0 010
+ | Hy [y + [0 0 0 1 |ud (5.84)
Hy 00 0 O
Hg 00 0 O
H 00 0O

La Ecuacién (5.84) es la representacién en espacio de estados del observador del robot
manipulador Stanford, para esa configuracién paramétrica en particular.

En este Capitulo se realizaron los disefios para los observadores de estados de los robots
PUMA y Stanford. En estos disefios se implementaron los bond graphs linealizados de estos sis-
temas. El diseno resultante puede ser implementado no solo usando una copia del sistema, sino
que también puede ser utilizado usando un circuito eléctrico o mecanismo que se ajuste al compor-
tamiento de la representacién matemadtica del observador. Notar que el observador puede entrar
en operacién en cualquier momento puesto que no es necesario el calculo de los valores iniciales de

los estados para su funcionamiento.
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Conclusiones y trabajos futuros

6.1 Conclusiones

En este trabajo de investigacién se propuso un modelo en el dominio fisico de los robots PUMA y
Stanford, dichos modelos fueron formulados usando la metodologia de Bond Graph, contemplando
el movimiento en tres dimensiones de los eslabones de estos robots. Para la obtencién de estos
modelos, fue necesaria la implementacién de las ecuaciones de movimiento de Euler dentro de los
bond graphs. También se incluyeron los efectos de la gravedad sobre los cuerpos en movimiento.
Estos modelos fueron validados mediante la comparaciéon con los modelos formulados usando las
ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange. Ademds, fue posible la determinacién del estado
estacionario de las variables de estado de estos sistemas dindmicos, usando la representacién en
Bond Graph de los sistemas en causalidad derivativa o BGD. Este resultado en particular implica
la solucién al problema de la cinemdtica inversa de los manipuladores, es decir, mediante el pro-
cedimiento propuesto, es posible determinar las entradas del sistema necesarias para alcanzar una
posicién particular del actuador final del manipulador, dentro de su espacio de trabajo. Usando
técnicas convencionales, la solucién a este problema no es tarea facil, pero en este trabajo de tesis
se demostré que Bond Graph provee un acercamiento sencillo a este problema.

Otro resultado notable obtenido en esta investigacién fue la linealizacién de los bond
graphs de los manipuladores, ya que, como se mostré en el desarrollo de la tesis, los modelos
matematicos resultantes son no-lineales. Aunque esta linealizacién sélo funciona en las vecindades

de un punto de operacién muy particular, es una buena aproximacién al comportamiento lineal de



estos sistemas.

En algunas estrategias de control, en particular la retroalimentacién de estados, es nece-
saria la medicién de las variables de estado del sistema. Desafortunadamente, en la préctica es
raro encontrar sistemas en los cuales estén disponibles todos los estados para su medicién. En esta
tesis se presenta un procedimiento para el diseno de los observadores de estados lineales de los
manipuladores PUMA y Stanford. Dichos observadores proveen una estimacién bastante buena de

los estados del sistema.

6.2 Trabajos futuros

Cuando observamos los modelos no-lineales de los manipuladores obtenidos en esta tesis, es natural
pensar en aplicar técnicas de control para modificar el comportamiento de estos sistemas, ya sea
para mejorar sus tiempos de respuesta o la estabilidad en las trayectorias que ejecutan para alcanzar
su posicién final. Esta tarea implica, ya sea la linealizacién de los sistemas para poder observar
sus estados y de esa manera retroalimentarlos, o bien, la implementaciéon de técnicas de control
no-lineal. Esta meta podria ser alcanzada usando la metodologia de Bond Graph, la cual ha
probado ser eficaz, tanto en el modelado, como en la determinacién de caracteristicas esenciales
de los sistemas como la controlabilidad y observabilidad. Los modelos conseguidos de los robots
manipuladores consideran la geometria de estos, por lo que la optimizacién de trayectorias puede

ser posible.
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Apéndice A

Modelo de Euler-Lagrange para

sistemas electromecanicos

A.1 Introduccién

Sistemas dindmicos complejos pueden ser modelados de una manera elegante y relativamente simple
usando una aproximacién llamada la formulacién de Lagrange. La formulaciéon de Lagrange se
basa en la nocién de coordenadas generalizadas, energia y fuerzas generalizadas. Para un robot
manipulador, un conjunto apropiado de coordenadas generalizadas es el vector de n variables de
unién, a las cuales llamaremos q. Las componentes de ¢ para uniones de revolucién son los dngulos
en las uniones y distancias lineales para las uniones prisméticas. Sea T'y U las representaciones de
la energia cinética y energia potencial del brazo, respectivamente. Definimos la funciéon de Lagrange

como la diferencia entre la energia cinética y potencial como sigue,d

donde ¢ = dq/dt es el vector de velocidades angulares. Se observa que la energia cinética T' depende
tanto de la posicién del brazo como de su velocidad, mientras que la energia potencial solo depende
de la posicién del brazo. Las ecuaciones generales de movimiento de un brazo robot pueden ser
formuladas en términos de la funcién de Lagrange como se muestra a continuacién [Shilling, 1990],

d o

0
dt 94 (¢,4) (¢,4) St=m (A.2)

0q;

En la ecuacién (A.2), F; es la fuerza generalizada actuando sobre la ¢ — ésima unién. Es
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la fuerza residual que resulta después de que los efectos de las fuerzas inerciales y de gravedad han
sido removidos. La formulaciéon de Lagrange para la dindmica de un brazo robot en la ecuacién
(A.2) consiste de un sistema de n ecuaciones diferenciales no-lineales de segundo orden en el vector
de variables de unién ¢q. Para especificar estas ecuaciones de manera mds detallada, es necesario

formular expresiones para la energia cinética 7', la energia potencial U, y la fuerza generalizada F.

A.2 Modelo dindmico de Euler-Lagrange

Esa necesario detallar las expresiones de la energia cinética y la energia potencial para poder aplicar
la ecuacién de Lagrange (A.2) y de esa manera desarrollar un modelo generalizado del brazo robot.
Para la energfa cinética tenemos la siguiente expresion [Shilling, 1990],

¢"D(q)q (A3)

T(a,4) = —

donde D(q) es el tensor de inercia del manipulador, el cual es una matriz simétrica definida positiva,

de la forma,

o) 2 > { [440)] mat) + [B4@)] DB} (A

k=1

Para la energia potencial tenemos [Shilling, 1990],

Ulq) = —g"¢(q) (A.5)

Para facilitar las derivadas requeridas, expandemos las ecuaciones (A.3) y (A.5) en sumas

de escalares, como sigue,

> Drj(a)drd;

T(q,4) = == 5 (A.6)
DN I EAC) (A7)
k=1 j—1

Recordando la ecuacién del Lagrangiano (A.1). Puesto que D(q) es simétrica, la derivada

del Lagrangiano con respecto a ¢; puede ser formulada como,

—L (4,4 ZD” (A.8)
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Resulta entonces, que el primer término en la ecuacién de Lagrange para un brazo robot
es,
d o R e [9D5(9)]
——L(¢,q) = Y _Dij(@)ij + > _> oDij(a) drq; (A.9)
dt 0¢; ° ; Iqx
j=1 k=1j=1
Ahora, examinando el segundo término de la ecuacion (A.2), el cual es la derivada del

Lagrangiano respecto a ¢;, tenemos,

0 . 0 . 0
87qiL(q’ q) = %T(q’ q) — a*qu(Q)
. oD (q)] - -
P ZZ [ 3qu } Tkd; 3 n
N k=lj=1 »
%L(q, q) = — 5 + Zzgkmg‘Aii(Q) (A.10)
’ k=1j=1

Para simplificar las ecuaciones finales de movimiento, introducimos dos nuevas cantidades:

; d 10 o
Cij(@) = o0 i(q) — iafqkaj(Q) 1<i,j,k<n (A.11)
3 n 4
hi(g) £ =) “gem; A (q) 1<i<n (A.12)
k=1 j=1

Nos referimos a la matriz de n x n C* como la matriz de velocidades de acoplamiento para
la unién ¢, y al vector de n x 1 h como el vector de cargas de gravedad. Con la ayuda de C* y h

podemos entonces desarrollar una formulacién concisa del modelo dindmico para el brazo robot.

Proposicién A.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange. Sean ¢ las variables de unién y 7 los torques en
los actuadores para un brazo robot de n ejes. Si el manipulador se mueve libremente dentro de su
espacio de trabajo, entonces sus ecuaciones de movimiento son:
n n n
S D@+ 3. Chi(@)inds + hia) +bi(q) = 7 1<i<n (A.13)
j=1 k=1j=1
Demostracién. Sea 1 < i < n. Entonces, para la fuerza generalizada aplicada al brazo

robot tenemos,

F =7 b(d) (A14)

donde b es la friccién en las uniones, la cual es considerada también como una fuerza
generalizada. Sustituyendo las ecuaciones (A.9), (A.13) y (A.10) en la ecuacién (A.2) y usando las
ecuaciones (A.11) y (A.12), tenemos,
Ti = F; + bi(q)
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7= Dig(@)ij + 3% Cii(@)dnd; + hia) + bi(d) (A.15)
Jj=1 k=1j=1

El primer término de la proposicién A.1 es un término de aceleracién que representa las
fuerzas inerciales y torques generados por el movimiento de los eslabones del brazo. El segundo
término es un término de producto de velocidades, asociado con las fuerzas de Coriolis y centrifu-
gas. El tercer término es un término de posicién que representa las cargas debido a la gravedad.
Finalmente, el cuarto término es un término de velocidad, el cual representa a la friccién que se
opone al movimiento del brazo.

Las n ecuaciones escalares separadas en la proposicién A.1 pueden ser combinadas en un
solo vector de ecuaciones que representa el modelo dindmico del brazo. Para facilitar lo anterior,

considerar la siguiente funcién cuadritica de la velocidad de unién:
ci(a,d) = ¢ C'(9)q 1<i<n (A.16)

Notar que ¢;(q, q) es el término de productos de velocidad en la proposicién A.1. Por lo
tanto, las n ecuaciones escalares separadas en la proposicién A.l pueden ser reescritas como un

vector de ecuaciones, como sigue,
D(q)g + c(g,q) + h(q) +b(¢) =7 (A.17)

El vector ¢(q, ¢) es llamado vector de velocidad de acoplamiento. Es claro observar en la
ecuacion (A.16) que ¢(q,0) = 0. Existen dos tipos de velocidades de acoplamiento en los ejes de
las uniones que resaltan. Para ver esto, expandemos el vector de velocidad de acoplamiento como
sigue,

n n

ci(g,d) = Chp(@a2+ Y. Chi(a)ird; (A.18)
k=1 k=1j+#k

Las dos sumatorias en la ecuacién (A.18) son generadas por los componentes de la diagonal

y los componentes fuera de la diagonal de las matrices de velocidad de acoplamiento, respectiva-
mente. La primer sumatoria corresponde a los términos de velocidades cuadradas asociadas a las
fuerzas centrifugas. Por ejemplo, el término C,ik(q)qu representa la fuerza centrifuga actuando
sobre la unién ¢ debido al movimiento de la unién k.

La segunda sumatoria corresponde a los términos de producto de velocidades asociados
con las fuerzas de Coriolis. En este caso, el término C’,ij(q)qkqj representa la fuerza de Coriolis

actuando sobre la unién ¢ debido a los movimientos combinados de las uniénes k y j donde k # j.
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A.3 Manipulador de un sélo eslabén

Figura A.1: Manipulador de un sélo eslabén.

Considerar el brazo de un sélo eslabén de la Figura A.1, el cual consiste de un eslabén rigido
acoplado mediante un tren de engranes a un motor de CD. Sea 6; y 0, los dngulos de la unién y

del eje del motor, respectivamente. Entonces,

1
= — m A-l
b= —0 (A.19)

donde n es la relacién de los engranes respecto a su radio. La energia cinética del sistema estd dada
por,

1 .
T= 50+ J/n2)0>, (A.20)

donde J,, y J; son las inercias rotacionales del motor y de la unién, respectivamente. La energfa

potencial estd dada por,
U= Mgl(1l—cosb;) = Mgl(1l — cos(0,/n)) (A.21)

donde M es la masa total del eslabdn y [ es la distancia del eje de la unién al centro de masa del

eslabén.
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El Lagrangiano L estd dado entonces por,
1 ;
L=3(Jm+ /n?)0> — Mgl(1 — cos(m/n) (A.22)

Sustituyendo esta expresion en las ecuaciones de Euler-Lagrange nos resulta la siguiente

ecuacién de movimiento,
Mgl
n

(Jm + Ji/0)0m + sin(@,,/n) =T (A.23)

La fuerza generalizada 7 consiste en el torque de entrada del motor u y de los torques
de amortiguamiento B0 y By, Reflejando el amortiguamiento del eslabdn al eje del motor

tenemos,

7 =u— (Bp + By/n?)0, (A.24)
De esta manera, la expresiéon completa para la dindmica de este sistema es,
J0,, 4 BO,, + Csin(0,,/n) = u (A.25)
donde
J = Jp + Jy/n?
B =B, + B;/n
C = Mgl/n (A.26)

En general, para cualquier sistema del tipo considerado, la aplicacién de las ecuaciones de
Euler-Lagrange resulta en un sistema de ecuaciones diferenciales no-lineales de segundo orden en

las coordenadas generalizadas.
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