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Resumen

En la presente tesis se hace uso del Marco de Referencia Complementario (MRC) para

representar convertidores de Electrónica de Potencia (EP) de CA/CD y de CD/CD.

En este esquema los modelos para los convertidores de potencia son representados por

un conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales sujetas a restricciones complementa-

rias. Dos variables cualesquiera mayores de cero son complementarias si el producto de

ellas es siempre cero. Este hecho se aprovecha en el MRC para modelar el diodo y el

interruptor electrónico idealmente.

En el desarrollo de la tesis se presentan varios modelos para sistemas con diodos

haciendo hincapié en las particularidades y di�cultades del modelado. Asimismo se

muestra como utilizando el formalismo complementario pueden ser representados cir-

cuitos eléctricos con una gran cantidad de diodos en una forma sencilla y sistemática.

Una de las ventajas que ofrece esta técnica consiste en que es posible representar mo-

delos completos que son válidos para los modos de operación que experimentan los

convertidores de potencia, desde una representación matemática única. Para compro-

bar el juicio anterior los modelos complementarios correspondientes al Recti�cador de

Onda Completa (ROC) y al Recti�cador Trifásico (RT) son simulados en diferentes es-

cenarios de operación. En particular para el RT son investigadas las causas de los modos

de operación en función de: la inyección de armónicos en las fuentes de alimentación, la

variación del �ltro capacitivo y en diferentes condiciones de carga. En el caso del ROC

los modos de operación se analizan en función de la variación del �ltro capacitivo y en

diferentes condiciones de carga.

Los convertidores de EP de CD/CD como el Convertidor Reductor y el Converti-

dor Resonante de CD/CD que se analizan son sistemas que constan de diodos e inte-

rruptores. En el MRC los interruptores son manipulados y transformados en funciones

conocidas o representados como restricciones complementarias. El modelado del Con-

vertidor Reductor en el formalismo complementario sugiere que es posible representar

modelos complementarios sujetos a leyes de control al nivel de complejidad deseado, si

el comportamiento de los interruptores controlados es representado como un conjunto
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de restricciones complementarias.

Para el cálculo de la respuesta transitoria y el cálculo del estado estable periódico

con base en el MRC las condiciones de conmutación son manejadas por restricciones

complementarias y el usuario no requiere de una lógica para calcular los tiempos de

conmutación, lo cual es complicado determinar si el número de interruptores se incre-

menta.
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Abstract

In this thesis the Complementary Framework (CF) is used to represent Power Elec-

tronics Converters (PEC) AC/DC and DC/DC. In this scheme the models for power

converters are represented by a set of di�erential algebraic equations subject to com-

plementarity constraints. Two variables greater than zero are complementary if the

product of them is always zero. This fact is exploited in the CF to modelling the diode

and switch ideally.

In the developing of the thesis several models for systems with diodes are presented

with emphasis in the characteristics and di�culties of modelling. It also shows how

inside of the complementary formalism the circuits with a large number of diodes can

be represented in a simple and systematic way. One of the advantages of this technique is

the possibility to represent complete models that are valid for the operating modes that

present the power converters under an uni�ed mathematical representation. To verify

the previous premise the complementary models for the Full Wave Recti�er (FWR) and

the Three-Phase Recti�er (TFR) are simulated with di�erent scenarios of operation. In

particular for the TFR are investigated the causes of the operating modes considering:

the injection of harmonics in power sources, the variation of capacitive �lter to di�erent

load conditions. In the case of FWR several operating modes are analyzed as a function

of the capacitive �lter variation and di�erent load conditions.

The PEC CD/CD as the buck converter and resonant converter DC/DC which

are analyzed are systems consisting of diodes and switches. In the CF the switches are

manipulated and processed in known functions or represented as complementarity cons-

traints. The buck converter modeling within the complementarity formalism suggests

that it is possible to represent complementarity models subject to control laws to the

level of complexity desired, if the behavior of the controlled switches is represented as

a set of complementary constraints.

For computation of the transient response and the calculation of periodic steady

state within the CF the switching conditions are processed by complementary cons-

traints and the user does not require a logic to calculate the switching times, which is
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complicated to determine if the number of switches increases.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Revisión del Estado del Arte

Desde la aplicación de los primeros esquemas de control y conversión de energía ba-

sados en Electrónica de Potencia (EP), esta disciplina ha probado ser un medio via-

ble para controlar procesos en sistemas de diversa naturaleza tales como en aplicacio-

nes para sistemas eléctricos de potencia, en la industria y en aplicaciones del hogar

[Mohan et al, 1995] y [M.Rashid, 1993]. Asimismo la EP ha tenido un alto impacto

en esquemas de control orientados a robótica, en comunicaciones y en el desarrollo de

veloces procesadores de cómputo.

Las aplicaciones de EP aun y cuando han permito mejores esquemas de control y

conversión de la energía han agregado efectos negativos en los sistemas eléctricos de

potencia, tales como la distorsión en las formas de onda del voltaje y la corriente que

tienen consecuencias en disparos no planeados de relevadores y operaciones inadecuadas

de sistemas que son sensibles a los armónicos. Con base en este contexto el proceso

de modelado y simulación de convertidores de EP representa una parte clave en el

desarrollo de nuevas aplicaciones que demandan que los modelos y esquemas de solución

re�ejen de manera real su comportamiento.

Los circuitos que contienen elementos de EP son sistemas no lineales. La no linea-

lidad se asocia principalmente a los procesos de conmutación de los interruptores de

potencia. Esta particularidad de los sistemas de EP hace que su tratamiento requiera

de ciertas simpli�caciones en el proceso de modelado. Los esquemas de modelado basa-

dos en Modelos Conmutados (MCs) [Burdio, Martinez, 1995], [ Kassakian et al, 2001],

[Maksimovic et al, 2001] y en Modelos Promediados (MPs) [Middlebrook, Cuk, 1976]

evitan de alguna forma la característica no lineal de los elementos de conmutación. En

las referencias [Burdio, Martinez, 1995], [ Kassakian et al, 2001], [Vasca et al, 2009] los

1
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procesadores de potencia son considerados como circuitos eléctricos compuestos de ele-

mentos lineales pasivos (resistencia, inductancia y capacitancia) y elementos no lineales

(diodos, tiristores e interruptores controlados por corriente y voltaje) energizados por

fuentes de voltaje y corriente independientes. De esta manera la parte no lineal se centra

principalmente en los elementos de conmutación.

En los esquemas de solución basados en MPs la característica de los elementos de

conmutación es descartada y se hace un promedio de los estados antes y después del

proceso de conmutación de tal forma que los modelos a resolver son sistemas lineales

invariantes en el tiempo, promediados [Middlebrook, Cuk, 1976]. En los esquemas de

solución para resolver MCs se requiere de un conocimiento profundo en primer lugar de

las principales con�guraciones (válidas) que describen el comportamiento de los con-

vertidores así como el cálculo de los instantes de conmutación para pasar a la siguiente

con�guración. Esta situación en sistemas eléctricos conformados por una gran cantidad

de interruptores electrónicos representa una tarea que se di�culta en el sentido de que

no es trivial determinar sus estados de operación (encendido o apagado). Una inadecua-

da selección de la condición de operación de los elementos de conmutación conduce a

problemas de convergencia en la solución. Por lo que esta condición representa un pun-

to crítico en metodologías basadas en MCs. Es posible resumir que las metodologías

basadas en MCs y MPs no incorporan en el análisis de la dinámica de los convertidores

de potencia, los eventos discretos asociados a los interruptores.

En [W.P.M.H. Heemels, 1999] y [Brogliato, 2003] se acuña el concepto de sistemas

híbridos para describir sistemas que contienen dinámicas caracterizadas por eventos

continuos y eventos discretos los cuales surgen de problemas de optimización y de apli-

caciones para sistemas mecánicos. Este resultado muestra que los sistemas híbridos son

adecuados para representar la dinámica de sistemas de estructura variable, sistemas

de robótica, así como en la solución de problemas económicos cuyo estado de equili-

brio depende del cumplimiento de ciertas restricciones. Así también se ha mostrado

que los sistemas híbridos son útiles para representar circuitos eléctricos con diodos e

interruptores.

En los sistemas híbridos hay una clase particular de sistemas a los cuales se les ha de-

nominado Sistemas Lineales Complementarios (SLCs) [Camlibel et al, 2003]. Los SLCs

han sido utilizados para estudiar sistemas mecánicos con resortes, sistemas hidráuli-

cos con válvulas, dinámicas económicas Walrasian [Brogliato, 2003], y se ha mostrado

que los circuitos que constan únicamente de diodos pueden ser representados adecua-

damente como un conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales sujetas a restricciones

complementarias [W.P.M.H. Heemels, 1999]. Donde las restricciones complementarias
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se adecuan en forma natural para representar el comportamiento de los diodos. De es-

ta forma los SLCs permiten construir modelos que incorporan de manera conjunta la

dinámica de sistemas de EP con diodos descrita por eventos continuos y por eventos

discretos. Una clase de representación más general de los SLCs son los Sistemas Lineales

Complementarios Conmutados (SLCCs) los cuales también pertenecen a los sistemas

híbridos. En [Vasca et al, 2009], los SLCCs han sido fuertemente estudiados y aplicados

para representar y simular circuitos con diodos e interruptores electrónicos. Probando

que el concepto de sistemas híbridos es una herramienta con gran potencial en el área

de modelado y simulación de convertidores de EP. También se ha mostrado que en el

Marco de Referencia Complementario (MRC) de los SLCs la lógica de operación para

ciertos interruptores controlados puede ser representada y simulada como un conjunto

de restricciones complementarias.

El fundamento matemático para la solución de sistemas de EP en el MRC se ha

construido en base a la teoría de los Problemas Lineales Complementarios (PLCs)

mostrando que es adecuada para su solución [Cottle et al, 1997]. Una forma de aplicar

los PLCs en el MRC requiere de una discretización de los SLCs utilizando el método de

Euler para el cálculo de la respuesta transitoria. De esta forma el proceso de solución

implica resolver un PLC en cada instante de tiempo [W.P.M.H. Heemels, 1999]. La

ventaja de este esquema de modelado en el proceso de solución consiste en que no es

requerida una lógica donde el usuario utilice un algoritmo adicional para detectar en

cada instante de tiempo los estados de conmutación de los interruptores electrónicos

es decir la detección de los instantes de conmutación se incorpora implícitamente en

el algoritmo de solución mediante restricciones complementarias. Los PLCs pueden ser

resueltos utilizando el algoritmo de Lemke [Lloyd, 2005], o también se puede utilizar

Programación Cuadrática (PQ) [Murty, Tien, 1997]. En esta tesis se utiliza el algoritmo

de Lemke que está disponible gratuitamente en la red el cual puede ser descargado de

[Fackler, Mirand] y la función FindMinimum del programa comercial Mathematica que

pertenece al paquete de funciones de optimización. Otro algoritmo que se encuentra en

la red es PATH [Dirske et al, 2008], el cual es adecuado cuando se desea resolver PLCs

de grandes dimensiones.

Otro aspecto importante dentro del MRC consiste en que la formulación del cálculo

de estado estable para los sistemas de EP se fundamenta de igual forma en la utili-

zación del concepto de los PLCs pero utilizando un retenedor de orden cero, lo cual

ofrece las mismas características desde un punto de vista algorítmico (no se requiere la

determinación de los instantes de conmutación). Un aspecto nodal de esta metodología

consiste en que el cálculo de estado estable está desarrollado para modelos completos
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y no requiere en su solución la determinación de una condición inicial de�nida por el

usuario (para esta situación ya se han comentado las di�cultades que se tienen cuando

se tiene un gran número de interruptores).

Un sistema de estudio adecuado para aplicar esta formulación es el Recti�cador

Trifásico (RT) con diodos, el cual sigue siendo un dispositivo de interés en la literatura

[Lian et al, 2008], [Carpinelli et al, 2004], [Sakui, Fujita, 1994], y [Bleijs, 2005] debido

a que su aplicación es común en la industria como un interfaz en sistemas de control

de EP para proveer una fuente de CD. En [Lian et al, 2008], [Carpinelli et al, 2004],

y [Sakui, Fujita, 1994], el RT ha sido modelado y simulado utilizando metodologías

basadas en MCs en el dominio del tiempo y en el dominio armónico. Estos trabajos

son novedosos en el sentido de que presentan un análisis que describe de manera com-

pleta el Modo de Operación Continuo (MOC) y el Modo de Operación Discontinuo

(MOD); trabajos anteriores sólo muestran un análisis para el MOC [Bleijs, 2005]. En

[Carpinelli et al, 2004] se presenta un análisis para el cálculo de estado estable en el

dominio armónico, sin embargo la desventaja que puede presentar este método consiste

en que un alto grado de exactitud en la solución requiere de una transformada inversa

de Laplace computacionalmente costosa. En [Sakui, Fujita, 1994] se presenta un análisis

del RT en el dominio armónico y utilizando funciones descriptivas, así mismo, esta me-

todología obtiene resultados matemáticos para calcular la condición frontera utilizando

un promedio del armónico 6° de la corriente de directa id basado en una aproximación.

En [Lian et al, 2008] se presenta un método iterativo utilizando un método de solu-

ción tipo-Newton para el cálculo de los armónicos con la ventaja de que son omitidas

transformas inversas de Laplace, las cuales pueden ser costosas computacionalmente

cuando se analiza el MOC en el dominio armónico. La exactitud de las armónicas de

interés bajo este esquema de simulación no son afectadas por errores de truncamiento

y efectos aliasing [Lian et al, 2008]. En la utilización de estos enfoques no se consi-

deran relaciones matemáticas para un modo de operación en la condición frontera ya

que la construcción de estas metodologías se basa en establecer una con�guración para

el MOC y otra para el MOD, y no es claro matemáticamente como representar una

con�guración compuesta por el MOC y el MOD.

A grosso modo se puede resumir que las metodologías revisadas siguen un esquema

de modelado donde el modelo del RT es construido como un MC y el usuario requiere

de una con�guración eléctrica para el MOC y otra para el MOD con el objetivo de

tener un descripción completa del RT, sin embargo la identi�cación de estos modos de

operación no es una tarea trivial ya que requieren de un conocimiento profundo del

comportamiento del convertidor y una gran capacidad de ingenio. Con la aplicación del
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MRC es posible representar el MOC y el MOD del RT en un esquema de modelado y

simulación uni�cado donde el cálculo de la respuesta transitoria así como el cálculo de

estado estable es realizado con la utilización de los PLCs sin requerir de la determinación

de una con�guración válida para el MOC y otra para el MOD del convertidor. El modelo

del RT en el MRC es un modelo completo y es posible obtener resultados para encontrar

un modo de operación en la región frontera en función de los parámetros tales como la

capacitancia, la carga, y la distorsión armónica de las fuentes de alimentación.

Otro sistema de aplicación es el Recti�cador de Onda Completa (ROC) cuando se

tiene una fuente de alimentación monofásica y se desea tener un voltaje de CD en el lado

de carga. Este sistema aun cuando es de fácil operación no tiene un modelo completo

en la literatura, y su análisis es realizado utilizando un MC [Mohan et al, 1995]. Con el

MRC el ROC puede ser estudiado ante diferentes escenarios de operación e investigar

las causas de los modos de operación en función de los parámetros de la carga y el �ltro

capacitivo.

Sistemas con interruptores como el Convertidor Reductor controlado por voltaje

[Mohan et al, 1995] y el Convertidor Resonante de CD/CD [Foster et al, 2008],

[Yang et al, 2002] son sistemas con interruptores los cuales al ser manipulados pue-

den ser representados efectivamente en el MRC como un SLC, mostrando que esta

herramienta de modelado y simulación tiene un gran potencial también para sistemas

con interruptores controlados y no controlados.

1.2. Objetivo

El principal objetivo de este trabajo se centra en la utilización del MRC para construir

modelos completos que describan de manera adecuada la dinámica de los dispositivos

comúnmente estudiados en EP, tales como el RT, el ROC, así como el Recti�cador

de Media Onda (RMO). Mostrando la potencialidad de este esquema de modelado en

relación con los MCs. Asimismo se busca explorar la generalidad que tiene el formato

de los SLCs en la representación de los modelos de diferentes convertidores de potencia.

Otro aspecto fundamental de este trabajo se centra en resolver los modelos comple-

mentarios de los convertidores estudiados y mostrar las potencialidades que representa

el MRC en torno a la características del proceso de solución de los modelos estudiados

ante diferentes escenarios de operación. En lo referente a la solución de los SLCs se pre-

tende aplicar PQ a la solución de los SLCs y comparar los resultados con los obtenidos

a través del algoritmo de Lemke. Asimismo se pretende aplicar la teoría del cálculo de

estado estable del MRC al ROC y al RT para comparar los resultados obtenidos con la
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respuesta transitoria. Un aspecto secundario consiste en medir el tiempo de cómputo

en el MRC con relación a los paquetes comerciales de simulación de convertidores de

EP tales como Simulink y PSpice.

Para mostrar que en el MRC se pueden también modelar circuitos con interruptores

y diodos se resuelven los modelos complementarios para el Convertidor Reductor sujeto

a leyes de control y el Convertidor Resonante de CD/CD donde los interruptores son

representados como un conjunto de restricciones complementarias o como funciones

conocidas.

1.3. Justi�cación

En esta tesis se hace uso del MRC para modelar y simular convertidores de CA/CD

y convertidores de CD/CD. Este enfoque representa una alternativa con gran poten-

cial para el análisis de sistemas de EP en varios aspectos: en primer lugar, es posible

construir modelos únicos los cuales son válidos para los modos de operación que expe-

rimentan los convertidores estudiados; en segundo lugar, en el proceso de modelado y

simulación no se requiere una lógica que le demande al usuario determinar los tiempos

de conmutación para cambiar a la siguiente con�guración; en tercer lugar, bajo esta

metodología es posible realizar el cálculo de estado estable periódico de los converti-

dores con independencia de los estados de operación (encendido o apagado) causados

por los elementos de conmutación. Este hecho representa una ventaja con respecto a

las metodologías basadas en MCs donde se requiere la asignación del estado de opera-

ción del convertidor en cada instante de tiempo para su simulación. Esta tarea puede

resultar fácil de realizarse si el sistema consta de pocos diodos e interruptores electró-

nicos, sin embargo a medida que el número de elementos de conmutación del sistema se

incrementa, la de�nición del estado de operación de los interruptores puede resultar en

un rutina que demande gran capacidad de imaginación y experiencia. Una inadecuada

selección de la condición inicial puede resultar en problemas de convergencia al efectuar

la solución, esta problemática es resuelta con la utilización del MRC.

1.4. Aportaciones

Las aportaciones de esta tesis en conjunto con los artículos de la Lista de Publicaciones

se centran en construir el modelo complementario del RT y el ROC y aplicar el concepto

de PQ y el algoritmo de Lemke para el cálculo de la respuesta transitoria y el cálculo

de estado estable de cada uno de los modelos en el MRC ante diferentes escenarios de
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operación.

En particular sobre la generación de los modelos complementarios se describe la

problemática para la generación automatizada de las ecuaciones algebro-diferenciales

de los convertidores de potencia en el formato de los SLCs mostrando que no siempre

es posible representar el modelo de los convertidores en el formato de los modelos

complementarios.

1.5. Descripción de la Tesis

En el Capítulo 2 se describen los elementos matemáticos para representar los modelos

de los convertidores de EP y plantear su solución en el MRC. Se parte de la de�nición

de un PLC el cual es utilizado para manejar la característica ideal de los diodos de

potencia. Siguiente en orden, se presenta la de�nición de un SLC, donde su represen-

tación matemática es aprovechada para describir los modelos de los convertidores de

potencia estudiados en el MRC. Finalmente se presenta la solución para el cálculo de

la respuesta transitoria y el cálculo de estado estable de los SLCs.

En el Capítulo 3 se presenta la metodología para generar modelos de convertidores

de EP con diodos en el MRC. En este sentido se presentan varios circuitos electrónicos

con diodos para ejempli�car el uso de la metodología en la generación de SLCs. Así

también para tener un ejemplo que describa el proceso de modelado y simulación en el

MRC se presenta de manera simbólica el cálculo de la respuesta transitoria y el cálculo

de estado estable para un circuito con diodos.

En el Capítulo 4 se presentan los modelos del RMO, el ROC, y el RT. La respuesta

transitoria y el cálculo de estado estable son obtenidas para el ROC y el RT. Particu-

larmente, en el análisis del RT se investiga el efecto de los armónicos de las fuentes de

voltaje, la variación de la carga, y la variación del �ltro capacitivo en el MOC y el MOD.

En el Capítulo 5 se presenta el proceso de modelado y simulación de los convertidores

siguientes: el Convertidor Reductor �Buck� en Lazo cerrado utilizando un control de

voltaje y el Convertidor Resonante de CD/CD. En el Capítulo 6 se presentan algunas

conclusiones y trabajos futuros sobre la utilización del MRC para modelar procesadores

de potencia.

1.6. Lista de Publicaciones

1. Suárez, P., Rico, Melgoza J., �An Alternative Approach for Modelling Power Elec-

tronics Converters �. 43rd North American Power Symposium Boston, Massachu-
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setts August 4-6, 2011.

2. Rico, Melgoza J., Suárez, P., Barrera, Cardiel E., Madrigal, M., �A Complementa-

rity Framework for Modeling and Analysis of Power Electronic Converters: Appli-

cation to the Harmonic Current Analysis of Three Phase Diode Bridge Recti�ers

�. Electric Power Components and Systems. (En la segunda etapa del proceso de

revisión). El proceso de revisión inicio en Septiembre de 2011.

3. Suárez, P., Rico, Melgoza J., �Modelado de Convertidores de Electrónica de Po-

tencia I: Análisis Transitorio �. XIII, ROPEC'2011, Morelia Michoacán, México,

del 9 al 11 de Noviembre del 2011.(Aceptado)

4. J. Pilar Suárez y Jesús Rico Melgoza. �Modelado de Convertidores de Electró-

nica de Potencia II: Cálculo de Estado Estable �. XIII, ROPEC'2011, Morelia

Michoacán, México, del 9 al 11 de Noviembre del 2011.(Aceptado)
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Capítulo 2

Marco Teórico

2.1. Introducción

En este capítulo se presenta la teoría que será utilizada para modelar y resolver sistemas

de EP en el MRC. Primeramente se presenta una breve contextualización de los SLCs,

dentro de una clase más general de sistemas, llamados sistemas híbridos. Siguiente en

orden, se presenta el formato general de un SLC y la de�nición de un PLC el cual será

utilizado para resolver los modelos de los convertidores de potencia que se analizan en

este trabajo. Finalmente se presenta el desarrollo matemático para la solución de la

respuesta transitoria y el cálculo de estado estable en el MRC.

2.2. Sistemas Lineales Complementarios

2.2.1. Antecedentes

Los sistemas que exhiben una dinámica descrita por eventos continuos y discretos en

general se les denomina sistemas híbridos [W.P.M.H. Heemels, 1999]. Estos modelos

han sido aplicados a sistemas mecánicos, biológicos, económicos así como en circuitos

eléctricos con elementos de conmutación y en teoría de control, entre otros.

Matemáticamente los sistemas híbridos pueden ser representados como un conjunto

de ecuaciones algebro-diferenciales que se restringen a igualdades y desigualdades. Los

SCCs y los SLCs son grupos de sistemas que pertenecen a una subclase de los sistemas

híbridos. La diferencia que existe entre los SCCs y los SLCs está de�nida por las ca-

racterísticas de las restricciones que contienen. En este sentido los SLCs pueden verse

como una subclase de los SCCs porque estos últimos manejan dos tipos de restricciones.

Para un estudio más detallado de los sistemas híbridos pueden revisarse las siguientes

9



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

referencias [W.P.M.H. Heemels, 1999, Brogliato, 2003, Camlibel et al, 2003].

2.2.2. Formato de un Sistema Lineal Complementario

De�nición 1. Un sistema continuo lineal complementario (SCLC) es un sistema dado

por las Ecuaciones (2.1) y (2.2) y las variables z y w se sujetan a restricciones

complementarias

ẋ = Acx+Bcz + Ecu (2.1)

w = Ccx+Dcz + Fcu (2.2)

0 ≤ (w⊥z) ≥ 0 (2.3)

donde x ∈ RNX es el vector de estado, u ∈ RNu es el vector de entradas, z ∈ RNz y

w ∈ RNz son vectores complementarios. Si los vectores z y w contienen un solo elemento,

la variable z es conocida como variable complementaria de entrada y w es conocida como

variable complementaria de salida. El símbolo de ortogonalidad ⊥ signi�ca que dados

dos vectores reales z y w la notación w⊥z es equivalente a zTw = 0 (el producto escalar

es cero). Las matrices Ac,Bc, Cc, Dc, Ec yFc son matrices de dimensiones adecuadas en

el sentido de que al efectuar la discretización del SLC están implicadas multiplicaciones

matriciales y para que las operaciones puedan ser realizadas en ciertos casos se requiere

modi�car las dimensiones de algunas de ellas agregando vectores de ceros en columnas

o renglones.

El término SCLC es utilizado indistintamente como SLC o modelo complementario.

De las Ecuaciones (2.1-2.3) se observa que en este tipo de sistemas es posible agrupar

dinámicas de sistemas que se componen de eventos continuos (2.1) y de eventos discretos

(2.2,2.3).

2.2.3. Problema Lineal Complementario

De�nición 2. Sea q un vector real y M una matriz real, un Problema Lineal Comple-

mentario (PLC) consiste en encontrar un vector z tal que

zi ≥ 0 ∀i (2.4)

qi + (Mz)i ≥ 0 ∀i (2.5)

(zT )i(qi + (Mz)i) = 0 ∀i. (2.6)
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2.3. ALGORITMOS DE SOLUCIÓN PARA UN PROBLEMA LINEAL
COMPLEMENTARIO

z

w

z

w

Figura 2.1: Característica complementaria

Las restricciones expresadas en las Ecuaciones (2.4-2.6), que se establecen en el

PLC(q,M) pueden ser expresadas en forma compacta como

wi = qi + (Mz)i ≥ 0 ∀i (2.7)

0 ≤ (wi⊥zi) ≥ 0 ∀i (2.8)

La relación (2.8) es llamada �condición complementaria� e implica que para cada par

de variables complementarias por lo menos una de ellas debe ser cero. Por ejemplo para

la relación (2.8), el comportamiento general para un par de variables complementarias

(z, w) es que si z = 0 implica que w > 0, por el contrario si w = 0 implica que z > 0.

La representación de la condición complementaria se muestra en la Figura 2.1.

El comportamiento de la condición complementaria puede ser utilizado como análo-

go para representar la característica de un diodo ideal cuando opera como un interruptor

de potencia mostrado en la Figura 3.1.

El concepto de un PLC ha sido utilizado para el análisis de sistemas económicos,

problemas de programación matemática con restricciones de equilibrio y en teoría de

juegos así como en el área de EP [Murty, Tien, 1997], [Heemels et al, 2003], entre otras

aplicaciones [ Ferris, Pang, 1997].

2.3. Algoritmos de Solución para un Problema Lineal

Complementario

Existen diferentes alternativas para resolver un PLC. Algunos de los algoritmos común-

mente utilizados para resolver PLCs es el algoritmo de Lemke y PQ. Los problemas de

PQ y Programación Lineal pueden ser expresados de manera compacta en el formato de

los PLCs. En [Murty, Tien, 1997] se a�rma que la representación de problemas de PQ

y Programación Lineal en el formato de los PLCs asegura la utilización de algoritmos

más e�cientes para su solución cuando se trata de sistemas de grandes dimensiones
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y el Método Simplex no puede abordarlos. Una importante clase de aplicaciones que

surge de los PLCs es el hecho de que las condiciones necesarias de optimalidad para un

problema de PQ convexo se relaciona directamente a un PLC [Murty, Tien, 1997]. De

acuerdo a la teoría de los PLCs si la matriz M es positiva semide�nida puede contener

más de una solución o ninguna, de otra manera si M es una matriz positiva de�nida

existe una única solución.

Sea el PLC(q,M) donde la matriz M es una matriz semide�nida positiva y considé-

rese el siguiente problema de PQ

Minimizar zT (q +Mz)

sujeto a: q +Mz ≥ 0

zi ≥ 0 ∀i
(2.9)

Este es un problema de PQ convexo si M es una matriz positiva semide�nida. Si al

resolver el problema de PQ el valor objetivo es mayor de cero, el PLC no tiene solución.

Por el contrario si el valor objetivo es igual a cero, los valores de z representan una

solución del PLC. De esta forma para un PLC con una matriz M semide�nida positiva

puede ser planteado como un problema de PQ convexo pero su solución puede ser no

única o no tener solución, asegurar una solución única solo es posible si la matriz M es

una matriz positiva de�nida [Murty, Tien, 1997]. Las condiciones para formular un PLC

como un problema de PQ se presentan en [Murty, Tien, 1997]. De este resultado, las

soluciones para los PLCs pueden ser planteadas como problemas de PQ si las matrices

M son positivas de�nidas, positivas semide�nidas o bien pueden ser resueltas a través

del algoritmo de Lemke. En los siguientes PLCs que se analizan son resueltos varios

problemas con el objetivo de mostrar como en un PLC la positividad de las matrices

pueden ser explotada para plantear su solución como un problema de PQ

Ejemplo 1. Resolver el PLC donde

M =

(
1 1

1 1

)
y q =

(
−1

−1

)

La matriz M =

(
1 1

1 1

)
es positiva semide�nida. Por lo tanto la solución para este

ejemplo puede plantearse como un problema de PQ convexo asegurando que existe una

solución. Sustituyendo valores se tiene que
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Minimizar z1(−1 + z1 + z2) + z2(−1 + z1 + z2)

sujeto a: −1 + z1 + z2 ≥ 0

−1 + z1 + z20 ≥ 0

z1 ≥ 0

z2 ≥ 0

el vector z =

(
z1

z2

)

La solución no es única y puede ser

(
z1

z2

)
=

(
0,5

0,5

)
,

(
0

1

)
,

(
1

0

)
. Estos

resultados son correctos y los tres son válidos debido a la semi-positividad de la matriz

M .

Ejemplo 2. Resolver el PLC donde

M =

(
2 1

1 2

)
y q =

(
−5

−6

)

La matriz M =

(
2 1

1 2

)
es una matriz positiva de�nida. Entonces este PLC puede

ser formulado como un problema de PQ representado como

Minimizar z1(−5 + 2z1 + z2) + z2(−6 + z1 + 2z2)

sujeto a: −5 + 2z1 + z2 ≥ 0

−6 + z1 + 2z2 ≥ 0

z1 ≥ 0

z2 ≥ 0

el vector z =

(
z1

z2

)

La solución es

(
z1

z2

)
=

(
1,33333

2,33333

)
. Este resultado es único debido a que la

matriz M es positiva de�nida.

Para la solución de los PLCs en esta tesis se empleará el algoritmo de Lemke y PQ,

los cuales pueden ser revisados a detalle en las referencias [Lloyd, 2005],

[Murty, Tien, 1997]. El algoritmo de Lemke se encuentra disponible gratuitamente en

la dirección electrónica [Fackler, Mirand] y la función FindMinimum [Mehrotra, 1992,

Ingber, 1993, Nelder, Mead, 1965, Price, Storn, 1997] deMathematica se empleará para

resolver los problemas de PQ.
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2.4. Solución de los Sistemas Lineales Complementa-

rios

El método para discretizar el SLC que se utilizará es el método de Euler Implícito

en razón a que de la discretización el problema de integración del sistema se reduce

a resolver un PLC en cada instante de tiempo y esto es precisamente lo que se busca

debido a que un PLC puede manejar adecuadamente las características de los diodos

sin requerir de un algoritmo adicional que determine en cada paso de integración los

instantes de conmutación así como el conocimiento teórico de los PLCs para tratar su

solución. En la Subsección 2.2.3 y la Subsección 2.2.2 se ha presentado la de�nición

de un PLC y de un SLC respectivamente. Con estas de�niciones ahora se procede a

obtener una solución para la dinámica de los SLCs utilizando el método de integración

de Euler Implícito como se describe a continuación:

para el SLC mostrado en las Ecuaciones (2.1, 2.2, 2.3) dado por :

ẋ = Acx+Bcz + Ecu

w = Ccx+Dcz + Fcu

0 ≤ (w⊥z) ≥ 0

(2.10)

y aplicando el método de integración de Euler Implícito [Mastascusa, 1989], se tiene

que el sistema (2.10) discretizado está dado por:

xk+1 − xk
h

= (Axk+1 +Bzk+1 + Euk+1) (2.11)

wk+1 = Cxk+1 +Dzk+1 + Fuk+1 (2.12)

donde h = tk+1 − tk, es el paso de integración y

A = Ac

B = Bc

E = Ec

C = Cc

D = Dc

F = Fc.

(2.13)

Resolviendo para xk+1 de (2.11)

xk+1 = (I − hA)−1xk + (I − hA)−1hBzk+1 + (I − hA)−1hEuk+1, (2.14)
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y sustituyendo en (2.12) resulta

wk+1 = C
(
(I − hA)−1xk + (I − hA)−1hBzk+1 + (I − hA)−1hEuk+1

)
+Dzk+1 +Fuk+1,

(2.15)

agrupando los elementos del vector zk+1 del lado derecho de la Ecuación (2.15)

wk+1 =
(
C(I − hA)−1hB +D

)
zk+1 + C(I − hA)−1hEuk+1 + Fuk+1 + C(I − hA)−1xk,

(2.16)

el resultado de la Ecuación (2.16) tiene la siguiente forma

wk+1 = M(f(A,B,C,D, h))zk+1 + qk (f (A,C, F,E, h, uk+1, xk)) (2.17)

M(f(A,B,C,D, h)) = (C(I − hA)−1hB +D) (2.18)

qk (f (A,C, F,E, h, uk+1, xk)) = (C(I − hA)−1hE + F )uk+1 (2.19)

+C(I − hA)−1xk

y está sujeto a 0 ≤ (wk+1⊥zk+1) ≥ 0 para cada valor de k. Así se muestra como

un SLC puede ser resuelto en cada paso de integración como un PLC. Un diagrama

de �ujo para la solución dinámica de los SLCs se presenta en la Figura 2.2, donde la

condición inicial es de�nida arbitrariamente y en la solución del SLC no se requiere

de un algoritmo adicional para detectar los instantes de conmutación. En los datos de

entrada los parámetros eléctricos se conforman por el vector de resistencias, inductan-

cias, capacitancias, el tiempo de simulación y el número de puntos (paso de integración)

y en el siguiente bloque se inicia un ciclo donde se resuelve un PLC en cada paso de

integración hasta un determinado número de puntos. En el cálculo del PLC se puede

utilizar el algoritmo de Lemke o PQ si la matriz M es positiva semide�na o positiva

de�nida. Si la solución obtenida cumple las condiciones de complementariedad la diná-

mica del sistema es resuelta satisfactoriamente, de lo contrario un mensaje de solución

no encontrada se presenta.
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Inicio

PE

M
q
k

Calcular

Datos de entrada

PE={R,L,C,v,i,tsim,np}

M
q
k

Calcular

PLC(    ,   )= M q
k

Si

Sin 

solución

Calcular

No

Si se cumple que ?

kz

0≥ ∀ik iz

( ) 0+ ≥ ∀
iik k iq Mz

( ) ( ( ) ) 0+ ≥ ∀
T

ii ik k k iz q Mz

kz

1

1 1( )−
+ +
= − +k kx I hA hBz

1 1

1( ) ( )− −

+
− + −k kI hA x I hA hEu

1+=k kx x

1= +k k

Definir 1=k

Es 1< +k npc ? Fin

Si 

No 

kx

Figura 2.2: Diagrama de �ujo para la solución de un SLC en el MRC
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COMPLEMENTARIOS

2.5. Cálculo de Estado Estable para Sistemas Lineales

Complementarios

El SLC expresado por la Ecuaciónes (2.1), (2.2) y (2.3) puede ser discretizado utilizando

técnicas clásicas de integración como el método de Euler Implícito o métodos usados

en control digital como la discretización con el retenedor de orden cero. Si se aplica al

conjunto de Ecuaciones (2.1, 2.2, 2.3), un método de diferenciación numérica implícito y

un retenedor de orden cero con un paso de integración h. Es posible obtener el siguiente

sistema discretizado:

xk = Axk−1 +Bzk + Euk (2.20)

wk = Cxk−1 +Dzk + Fuk (2.21)

0 ≤ wk⊥zk ≥ 0,

donde

A = eAc h

B = A−1
c

(
eAc h − I

)
Bc

C = CcA

D = Dc + CcB

E = A−1
c

(
eAc h − I

)
Ec

F = Fc + CcE

(2.22)

y h es el paso de integración.

Sea el sistema de Ecuaciones (2.20,2.21) alimentado por una entrada periódica {uk} de
periodo N y se asume que el sistema es un sistema periódico esto es, si xk+N = xk∀k.
La evolución del estado es descrita como:

x1 = Ax0 + (Bz1 + Eu1)

x2 = A (Ax0 +Bz1 + Eu1) + (Bz2 + Eu2)
...

xN = ANx0 +
∑N

i=1 A
N−i (Bzi + Eui) = x0.

(2.23)

resolviendo con respecto a x0;

x0 = Π
N∑
i=1

AN−i (Bzi + Eui) (2.24)
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donde Π es una matriz bien de�nida debido a que la matriz Ac es no singular. Además

la matriz Π satisface las siguientes propiedades:

AΠ = ΠA

ΠAN = Π− I
Π =

(
I − AN

)−1

(2.25)

Sustituyendo las propiedades de la Ecuación (2.25) y la Ecuación (2.24) en la Ecua-

ción (2.20), resulta el siguiente PLC(qN ,MN);


w1

w2

...

wN

 = qN +MN


z1

z2

...

zN


0 ≤ wk⊥zk ≥ 0, k = 1, . . . , N

(2.26)

donde

MN =


D 0 · · · 0

0 D · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · D

+


CΠAN−1B CΠAN−2B · · · CΠB

CΠB CΠAN−1B · · · CΠAB
...

...
. . .

...

CΠAN−2B CΠAN−3B · · · CΠAN−1B



y qN = P u con

P u =




F 0 · · · 0

0 F · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · F

+


CΠAN−1E CΠAN−2E · · · CΠE

CΠE CΠAN−1E · · · CΠAE
...

...
. . .

...

CΠAN−2E CΠAN−3E · · · CΠAN−1E





u1

u2

...

uN



Las matrices MN y P son bloques de matrices circulantes. En consecuencia el PLC

(2.26) no puede ser desacoplado en N diferentes PLCs debido a que para cada k todos

los componentes de la secuencia zi desde i = 1...N aparecen en wk.
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Inicio

PE

M

q
N

N

Calcular

Datos de entrada

PE={R,L,C,v,i,T,np}

M

q
N

N

Calcular

PLC(      ,    )= MN
q
N

Si

Sin 

solución

Calcular

A
N

Bz Eu +i i( )Σ
i=1

N

Π=

A
N-i

Bz Eu +i i( )Σi=1

N

Πx =N +

A
N-i

No

0x

0x

Si se cumple que ?

0 {1,.., }≥ ∀
i

z i N

1( { ,.., }) 0 {1,.., }+ ≥ ∀
i N N i

q M z z i N

1( ) ( ( { ,.., }) ) 0 {1,.., }+ ≥ ∀
T

i i N N i
z q M z z i N

1{ ,.., }
N

z z

1{ ,.., }
N

z z

Fin

Figura 2.3: Diagrama de �ujo para el cálculo de estado estable en el MRC

Si el vector z = {z1, z2, · · · , zN} es calculado de la Ecuación (2.26), la respuesta

periódica discretizada puede ser obtenida de la Ecuación (2.23). En la Figura 2.3 la

implementación del cálculo de estado estable requiere de un algoritmo que calcule las

matrices MN y qN para un número de pasos determinados N , una selección que se con-

sidera en esta tesis es que el número de puntos sea una potencia de 2np con la �nalidad
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de realizar el análisis armónico de las señales. El paso de integración h que se considera

está dado por la relación T/N donde T es el periodo de la señal de alimentación. Con

esta información el PLC(qN ,MN) se formula y se resuelve mediante el algoritmo de

Lemke o mediante PQ si se satisfacen las restricciones de complementariedad estipula-

das en las Ecuaciones (2.4,2.5,2.6), de este cálculo se obtiene un vector de soluciones

z = {z1, z2, · · · , zN} y el estado estable periódico es calculado mediante la Ecuación

(2.23) donde la condición inicial está implícitamente considerada. Si las restricciones de

complementariedad no se satisfacen el algoritmo debe mandar un mensaje señalando

que no puede resolver el PLC(qN ,MN). Otra alternativa de solución consiste en resolver

el PLC utilizando PQ lo cual requiere revisar la positividad de la matrizMN y determi-

nar si es posible formular el PLC como un problema de PQ convexo donde si la matriz

MN es positiva de�nida existe una única solución o bien si es positiva semide�nida

existen múltiples soluciones o ninguna solución. El cálculo de estado estable desde el

concepto de un PLC es de gran interés en el sentido de que no son empleados métodos

numéricos tipo Newton para resolver el SLC, evitando de esta forma la posibilidad de

problemas de convergencia. Otra peculiaridad del cálculo de estado estable utilizando

el concepto de PLC consiste en que no es requerido un punto de inicio para la solución

del sistema, lo cual es atractivo cuando no se tiene certeza segura de cual debe ser la

condición inicial a tomar para su solución. Una demostración detallada del cálculo de

estado estable periódico puede ser revisada en el Apéndice A.

2.6. Conclusiones

En este capítulo se ha presentado la teoría para resolver SLCs. Uno de los aspectos

con gran potencial que exhiben los SLCs consiste en que se pueden representar en un

formato único dinámicas de sistemas que son altamente no lineales causadas por even-

tos discretos. Esta formulación es adecuada para representar la evolución de una gran

variedad de sistemas físicos tales como sistemas mecánicos sujetos a restricciones com-

plementarias, problemas de optimización y sistemas mecánicos con resortes acoplados

a una masa, incluidos los sistemas de EP con diodos.

El cálculo de la respuesta transitoria como el cálculo del estado estable periódico

para los SLCs es resuelto sin requerir de un algoritmo adicional que detecte los instantes

de conmutación. Una característica sobresaliente del cálculo de estado estable periódico

para los SLCs consiste en que las condiciones iniciales no son requeridas para iniciar el

proceso de solución. Este hecho representa un aspecto crítico en la solución de sistemas

con dinámicas que expresan comportamientos altamente no lineales y son analizadas
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con métodos tipo Newton como sucede en las metodologías basadas en MCs aplicadas

a la solución de sistemas de EP.

Las restricciones de complementariedad pueden ser aprovechadas para representar

el comportamiento de los diodos ideales como se describe en el siguiente capítulo.
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Capítulo 3

Modelado de Circuitos con Diodos

3.1. Introducción

En esta sección se presenta la metodología para modelar sistemas de EP dentro del

MRC. Para ejempli�car la construcción de los modelos complementarios, se analiza un

circuito eléctrico con dos diodos, un recti�cador de media onda con un diodo que genera

una trayectoria de conducción alterna llamado diodo de libre circulación así como un

circuito electrónico para cargar baterías.

Se describe la característica del diodo ideal expresada como una restricción comple-

mentaria. Mostrando que el MRC ofrece una alternativa con potencial para expresar

de manera adecuada la dinámica de los circuitos que contienen diodos respetando las

restricciones que imponen estos durante el proceso de conmutación.

Los sistemas de EP de estudio seleccionados son un buen ejemplo para mostrar que

su topología es clave para poder expresar su dinámica como un conjunto de ecuaciones

algebro-diferenciales sujetas a restricciones complementarias.

3.1.1. Elementos Generales para el Modelado de Convertidores

de Potencia.

En la generación de ecuaciones para los convertidores de potencia se parte de que el

sistema de EP está conformado por elementos lineales pasivos RLC, con fuentes de

voltaje y corriente independientes y dispositivos electrónicos como diodos e interrup-

tores ideales. Los circuitos eléctricos considerados constan únicamente de diodos. Con

el objetivo de facilitar el análisis se hace uso de la teoría de grafos [Chua et al, 1987]

para obtener un SLC que represente el modelo de cada uno de los convertidores que se

estudian.
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En la generación de ecuaciones se siguen los siguientes pasos:

1. Se asocia a cada elemento del circuito una corriente y un voltaje.

2. Se de�ne el número de nodos del circuito, y el número de elementos que conforman

el árbol expresado por la relación NElementosArbol
= NNodos − 1.

3. Con la información del paso anterior se establece el árbol del circuito, el cual en

general debe contener principalmente capacitores, fuentes de voltaje independien-

tes, resistencias y diodos. Si este es el caso se denomina árbol normal. Nótese

que esto no siempre sucede porque la lógica exacta que se sigue para la genera-

ción del árbol en un circuito eléctrico se basa en establecer una trayectoria que

no contenga Lazos cerrados sin importar si contiene elementos tales como resis-

tencias, inductores, capacitores, fuentes de corriente, fuentes de voltaje, diodos e

interruptores electrónicos. En resumen, la determinación del árbol se forma en el

siguiente orden de prioridad: en primer lugar deben evitarse trayectorias cerradas

y en segundo lugar debe buscarse que el árbol solo contenga capacitores y fuentes

de voltaje así como todos los elementos resistivos y de EP que sean necesarios.

Esto no siempre es posible como se verá en el modelado del RT porque su árbol

contiene elementos inductivos. Esto signi�ca físicamente que el modelo matemá-

tico obtenido para un sistema de EP que contiene inductores en el árbol es un

modelo equivalente.

4. El co-árbol obtenido del resto de los elementos no contenidos en el árbol se com-

pone de elementos inductivos, fuentes de corriente, resistencias y diodos. Pero en

general puede contener capacitores. Cuando el co-árbol solo contiene inductores,

fuentes de corriente, resistencias y elementos de EP se dice que es un co-árbol

normal. En consecuencia si un sistema de EP contiene elementos capacitivos en el

co-árbol, el modelo matemático resultante es un modelo equivalente si su repre-

sentación es posible. Si un circuito con diodos e interruptores electrónicos contiene

un árbol y un co-árbol normal, el modelo matemático obtenido se conforma por

todas las variables que describen su comportamiento. Por el contrario, si en un

sistema de EP su árbol o co-árbol son no normales las variables que determinan la

evolución del sistema son expresadas como relaciones dependientes entre variables

(es decir no es posible representarlas como relaciones explícitas), esto sólo si el

modelo puede ser representado como un sistema equivalente en el formato de los

SLCs (no siempre es posible).
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5. Una vez mencionando algunas particularidades clave sobre la determinación del

árbol y el co-árbol. Se establecen los Conjuntos Cortados (CCs) para cada ele-

mento del árbol y se establecen los Lazos para cerrar las trayectorias abiertas

generadas por el árbol. A cada CC se aplican Leyes de Corriente de Kirchho�

(LCK) y para cada Lazo se establecen Leyes de Voltaje de Kirchho� (LVK ).

6. Las variables complementarias asociadas a los diodos que aparecen en la parte

dinámica, representadas por las ecuaciones diferenciales como resultado de las

LCK y las LVK, son agrupadas en el vector de entrada complementario denomi-

nado z . Para cada una de las variables complementarias que componen el vector

de entrada z, deben ser calculadas expresiones algebraicas que relacionen el vec-

tor complementario de salida w, con: el vector de variables complementarias de

entrada z, las variables de estado x y las entradas tales como fuentes de voltaje y

fuentes de corriente independientes. En la Sección 3.2 se presentan varios circuitos

para ejempli�car la construcción de modelos complementarios con base en esta

metodología de generación de ecuaciones.

3.1.2. Representación del Modelo del Diodo como un Elemento

Complementario

El comportamiento del diodo ideal cuando está conduciendo puede ser expresado ma-

temáticamente como

id > 0 y vd = 0, (3.1)

lo que signi�ca que cuando la corriente es mayor de cero, el diodo conduce y el voltaje

en el diodo es cero. La otra condición para tener de manera completa el comportamiento

del diodo ideal cuando está bloqueado es

vd > 0 y id = 0, (3.2)

de forma compacta el estado de encendido y apagado del diodo se representa como

0 ≤ vd⊥id ≥ 0 (3.3)

En la Figura 3.1 se presenta la característica del diodo. La polaridad del voltaje en

el diodo es establecida para representar su comportamiento acorde con las restricciones

de complementariedad establecidas en la teoría de los SLCs de la Ecuación (2.8).
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di

d
v

di

d
v

Figura 3.1: Característica del diodo ideal

El modelo del diodo ideal es escogido debido a que un modelo más detallado es

utilizado cuando el interés se centra en analizar los procesos de conmutación internos

de los diodos. El modelo del diodo ideal para el propósito de obtener un comportamiento

cualitativo de los sistemas de EP con diodos es factible. No obstante se puede representar

la característica del diodo real al grado de exactitud deseada si se utiliza el concepto

de curvas lineales por segmentos [Vasca et al, 2009].

3.2. Modelado Complementario para Circuitos con Dio-

dos

3.2.1. Ejemplo 1

En la Figura 3.2, se muestra un circuito eléctrico formado por dos diodos con un capa-

citor y un inductor. Este circuito es útil para describir la metodología que se sigue en

la obtención de su modelo complementario como se describe a continuación.

v
C

d2
d1

(t)

v
L

(t)iL

L

C

Figura 3.2: Circuito eléctrico del Ejemplo 1

El árbol y el co-árbol en el circuito del Ejemplo 1 se muestran en la Figura 3.3.

Como se observa el árbol del circuito se conforma por un elemento capacitivo C y un

diodo d2. El co-árbol se conforma por un elemento inductivo L y un diodo d1. Esto

signi�ca que la representación matemática para este circuito contiene 2 variables de

estado (el número de nodos es 3). En este circuito su árbol y su co-árbol son normales,
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por lo que es posible representar su modelo como un SLC, donde las variables de estado

son expresadas explícitamente.

V
d1 Vd2

id1

id2

v
C

d2
d1

(t)

v
L

(t)iL

L

C

Figura 3.3: Árbol y co-árbol para el circuito eléctrico del Ejemplo 1

En la Figura 3.4, se muestran los Lazos y los CCs en el circuito del Ejemplo 1.

V
d1 Vd2

id1

id2

v
C

d2
d1

(t)

v
L

(t)iL

L

CC1

C

Lazo1 Lazo2

CC2

Figura 3.4: CCs y Lazos para el circuito eléctrico del Ejemplo 1

Para determinar las ecuaciones diferenciales del circuito del Ejemplo 1 se analizarán

las relaciones de los Lazos 1 y 2 y los CC 1 y 2 como se describe a continuación:

para el CC 1

id1 − iL(t) = iC , (3.4)

y la corriente en el capacitor es

iC = C
dvC(t)

dt
. (3.5)

De la Ecuación (3.4) y la Ecuación (3.5) resulta

dvC(t)

dt
= −iL(t)

C
+
id1

C
, (3.6)

para el Lazo 2
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diL(t)

dt
=
vC(t)

L
− Vd2

L
, (3.7)

del tal forma que el vector de variables complementarias de entrada z se conforma como

z =
(
Vd2 id1

)T
, (3.8)

en consecuencia el vector de variables complementarias de salida w resultante es

w =
(
id2 Vd1

)T
. (3.9)

Del CC 2 y el Lazo 1, para cada elemento del vector complementario de salida w se

satisfacen las siguientes relaciones:

para el Lazo 1

Vd1 = vC(t)− Vd2, (3.10)

para el CC 2

id2 = −iL(t) + id1. (3.11)

Agrupando las ecuaciones del modelo complementario para el circuito del Ejemplo

1 
diL(t)
dt

= vC(t)
L
− Vd2

L
dvC(t)
dt

= − iL(t)
C

+ id1

C

Vd1 = vC(t)− Vd2

id2 = −iL(t) + id1


en forma matricial se tiene

(
˙iL(t)

v̇C(t)

)
=

(
0 1

L

− 1
C

0

)(
iL(t)

vC(t)

)
+

(
− 1
L

0

0 1
C

)(
Vd2

id1

)
+

(
0

0

)
(0)(

id2

Vd1

)
=

(
−1 0

0 1

)(
iL

vC

)
+

(
0 1

−1 0

)(
Vd2

id1

)(
0

0

)
(0)

(
0

0

)
≤

(
id2

Vd1

)
⊥

(
Vd2

id1

)
≥

(
0

0

)
las matrices Ac, Bc, Ec, Cc, Dc yFc se conforman como se muestra a continuación
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Ac =

(
0 1

L

− 1
C

0

)
Bc =

(
− 1
L

0

0 1
C

)

Ec =

(
0

0

)
Cc =

(
−1 0

0 1

)

Dc =

(
0 1

−1 0

)
F =

(
0

0

)
.

Este sistema de EP no tiene entradas externas o forzantes.

3.2.2. Ejemplo 2

El circuito del Ejemplo 2 es un Recti�cador monofásico de media onda con un diodo de

libre circulación mostrado en la Figura 3.5 que alimenta una carga RL la cual puede

representar un actuador electromecánico o un motor eléctrico.

2

R
L

L
L

(t)iLd

1d

Ls (t)is

v
s(t)

1
id

2
id

V
1d

V
2d

Figura 3.5: Circuito eléctrico del Ejemplo 2

El voltaje vs(t) está en serie con una impedancia equivalente que es predominante-

mente inductiva la cual es considerada para representar en forma más real un generador

de voltaje. El diodo d2 es llamado diodo de libre circulación, debido a que en el estado

de corte el diodo d1 no aporta energía a la carga y el diodo d2 establece una trayectoria

de continuidad para la corriente en la carga RL.

Para la determinación del modelo complementario se establece el grá�co orientado

el cual consiste en asociar a cada elemento del circuito de EP un voltaje y una corriente.

El grá�co orientado para el circuito del Ejemplo 2 se muestra en la Figura 3.6, obsérvese

que la polaridad del voltaje en los diodos es asignada para adecuarse a las restricciones

de complementariedad establecidas en un SLC.

El siguiente paso en el proceso de modelado consiste en determinar el árbol y el co-

árbol, donde el número de elementos que componen el árbol está dado por la relación

Nelementosárbol = Nnodos− 1 = 4 y el resto de elementos resultantes que conforman el co-

árbol es 2 como se muestra en la Figura 3.6. En la generación del árbol se busca que todos

UMSNH-FIE-DEP 29



CAPÍTULO 3. MODELADO DE CIRCUITOS CON DIODOS

los elementos que lo conformen sean capacitores, fuentes de voltaje independientes,

resistencias y diodos. Para la topología del Ejemplo 2, este circuito contiene un árbol y

un co-árbol normal lo cual es una garantía para representar su modelo como un SLC.

2

R
L

L
L

(t)iL
d

1d

Ls

(t)is

v
s(t)

1
id

2
id

V
1d

V
2d

5

Figura 3.6: Árbol y co-árbol para el circuito del Ejemplo 2

Los CCs y Lazos obtenidos del árbol y el co-árbol se muestran en la Figura 3.7.

2

R
L

L
L

(t)iLd

1d

Ls
(t)is

v
s(t)

1
id

2
id

V
1d

V
2d
Lazo1Lazo2

CC2

CC1

CC3

CC4

5

Figura 3.7: CCs y Lazos para el circuito del Ejemplo 2

Para el Lazo 2

dis(t)

dt
=
Vd1

Ls
− Vd2

Ls
+
vs(t)

Ls
, (3.12)

para el Lazo 1

diL(t)

dt
= −RL

LL
iL(t) +

Vd2

LL
(3.13)

En las Ecuaciones diferenciales (3.12,3.13) aparecen las variables complementarias

de entrada Vd1 y Vd2 . Por consiguiente el vector complementario de salida w se compone

de las variables (id1 , id2) para las cuales deber ser obtenidas expresiones algebraicas como

se muestra a continuación:

para el CC 1
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ivs(t) = is(t), (3.14)

para el CC 2

is(t) = id1 , (3.15)

para el CC 3

iRL
= iL(t), (3.16)

para el CC 4

is(t) + id2 = iL(t). (3.17)

De las expresiones algebraicas obtenidas de los CCs (2-4) es tomada la información

de las Ecuaciones (3.15,3.17) para ser expresadas en términos de las variables comple-

mentarias de salida como

id1 = is(t), (3.18)

id2 = iL(t)− is(t). (3.19)

El modelo complementario del Ejemplo 2 expresado en forma matricial es

(
dis(t)
dt

diL(t)
dt

)
=

(
0 0

0 −RL

LL

)(
is(t)

iL(t)

)
+

(
1
Ls
− 1
Ls

0 1
LL

)(
Vd1

Vd2

)
+

(
1
Ls

0

)
(vs(t))

(
id1

id2

)
=

(
1 0

−1 1

)(
is(t)

iL(t)

)
+

(
0 0

0 0

)(
Vd1

Vd2

)
+

(
0

0

)
(vs(t))

0 ≤
(
id1 id2

)T
⊥
(
Vd1 Vd2

)T
≥ 0

Discretizando el SLC para tener una representación del sistema como un PLC:
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(
isk+1

− isk
iLk+1

− iLk

)
/h =

(
0 0

0 −RL

LL

)(
isk+1

iLk+1

)
+

(
1
Ls
− 1
Ls

0 1
LL

)(
Vd1k+1

Vd2k+1

)

+

(
1
Ls

0

)(
vsk+1

) (3.20)

(
id1k+1

id2k+1

)
=

(
1 0

−1 1

)(
isk+1

iLk+1

)
+

(
0 0

0 0

)(
Vd1k+1

Vd2k+1

)
+

(
0

0

)(
vsk+1

)
(3.21)

0 ≤
(
id1k+1

id2k+1

)T
⊥
(
Vd1k+1

Vd2k+1

)T
≥ 0 (3.22)

donde h = tk+1 − tk .

Resolver
(
id1k+1

id2k+1

)T
de la Ecuación (3.21) en términos de

(
isk+1

iLk+1

)T
de

la Ecuación (3.20)

(
isk+1

− isk
iLk+1

− iLk

)
= h

(
0 0

0 −RL

LL

)(
isk+1

iLk+1

)
+ h

(
1
Ls
− 1
Ls

0 1
LL

)(
Vd1k+1

Vd2k+1

)

+h

(
1
Ls

0

)(
vsk+1

) (3.23)

(
isk+1

iLk+1

)
=

(
isk
iLk

)
+ h

(
0 0

0 −RL

LL

)(
isk+1

iLk+1

)
+

h

(
1
Ls
− 1
Ls

0 1
LL

)(
Vd1k+1

Vd2k+1

)
+ h

(
1
Ls

0

)(
vsk+1

) (3.24)

(
isk+1

iLk+1

)
=

(
I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1(
isk
iLk

)
+(

I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1

h

(
1
Ls
− 1
Ls

0 1
LL

)(
Vd1k+1

Vd2k+1

)

+

(
I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1

h

(
1
Ls

0

)(
vsk+1

)
(3.25)

donde I2×2 =

(
1 0

0 1

)
(3.26)
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(
id1k+1

id2k+1

)
=

(
1 0

−1 1

) (
I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1(
isk
iLk

)

+

(
1 0

−1 1

)(
I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1

h

(
1
Ls
− 1
Ls

0 1
LL

)(
Vd1k+1

Vd2k+1

)

+

(
1 0

−1 1

)(I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1

h

(
1
Ls

0

)(
vsk+1

)
+

(
0 0

0 0

)(
Vd1k+1

Vd2k+1

)
+

(
0

0

)(
vsk+1

)
(3.27)

ordenando términos para darle la forma de un PLC

(
id1k+1

id2k+1

)
=

(
1 0

−1 1

)(
I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1

h

(
1
Ls
− 1
Ls

0 1
LL

)(
Vd1k+1

Vd2k+1

)

+

(
1 0

−1 1

)(I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1

h

(
1
Ls

0

)(
vsk+1

)+

(
1 0

−1 1

)( (
I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1(
isk
iLk

) )
(3.28)

donde

wk+1 =

(
id1k+1

id2k+1

)
(3.29)

Mzk+1 =

(
1 0

−1 1

)(
I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1

h

(
1
Ls
− 1
Ls

0 1
LL

)(
Vd1k+1

Vd2k+1

)
(3.30)

qk =

(
1 0

−1 1

)( (
I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1(
isk
iLk

) )
+(

1 0

−1 1

)(I2×2 − h

(
0 0

0 −RL

LL

))−1

h

(
1
Ls

0

)(
vsk+1

) (3.31)

sujetas a las restricciones de complementariedad
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0 ≤
(
id1k+1

id2k+1

)T
⊥
(
Vd1k+1

Vd2k+1

)T
≥ 0 (3.32)

y al resolver zk+1 = PLC (M, qk) con el algoritmo de Lemke o PQ si se cumple la

positividad de la matriz M y si se satisfacen las restricciones de complementariedad el

valor del voltaje en los diodos (Vd1k+1
Vd2k+1

)T se sustituye en la Ecuación (3.20) para

una condición inicial (isk iLk
)T la cual se va actualizando con el valor de (isk+1

iLk+1
)T

para la siguiente iteración y este proceso se realiza sucesivamente hasta un paso k

de�nido.

El modelo discretizado y reordenado del Ejemplo 2 es reestructurado como un PLC

el cual debe ser resuelto en cada instante de tiempo para calcular la dinámica del

circuito electrónico. Este resultado muestra como el problema de simulación del circuito

electrónico se reduce a resolver un PLC del cual existe una teoría sólida para obtener

su solución.

Aplicando el cálculo de estado estable para un periodo T = 0.016 donde N=4 y un

paso de integración de h = T/N = 0.004 se tiene que Ac es singular y este es uno de los

requisitos que se deben cumplir (Ac debe ser no singular) para poder aplicar el cálculo

de la estado estable en el MRC. La singularidad de la matriz Ac puede ser resuelta si

se agrega una resistencia en serie Rs mayor de cero con el inductor Ls y la matriz Ac
ahora se de�ne como

Ac =

(
−Rs

Ls
0

0 −RL

LL

)
(3.33)

donde la Matriz MN se conforma como

MN =


D 0 0 0

0 D 0 0

0 0 D 0

0 0 0 D

+


CΠA3B CΠA2B CΠA1B CΠA0B

CΠA0B CΠA3B CΠA2B CΠA1B

CΠA1B CΠA2B CΠA3B CΠA2B

CΠA2B CΠA1B CΠA0B CΠA3B


(3.34)
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qN =




F 0 0 0

0 F 0 0

0 0 F 0

0 0 0 F

+


CΠA3E CΠA2E CΠA1E CΠA0E

CΠA0E CΠA3E CΠA2E CΠA1E

CΠA1E CΠA2E CΠA3E CΠA2E

CΠA2E CΠA1E CΠA0E CΠA3E




vs(0,004× T )

vs(0,008× T )

vs(0,012× T )

vs(0,016× T )


(3.35)

D =

 −−1+e
− hRs

Ls

Rs

−1+e
− hRs

Ls

Rs

−1+e
− hRs

Ls

Rs
−−1+e

− hRL
LL

RL
− −1+e

− hRs
Ls

Rs

 F =

 −−1+e
− hRs

Ls

Rs

−1+e
− hRs

Ls

Rs

 (3.36)

CΠA3B =


−
e
− 4hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− 4hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− 4hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

−
e
− 4hRL

LL

(
−1+e

− hRL
LL

)
(

1−e
− 2hRL

LL

)
RL

−
e
− 4hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

 (3.37)

CΠA2B =


−
e
− 3hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− 3hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− 3hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

−
e
− 3hRL

LL

(
−1+e

− hRL
LL

)
(

1−e
− 2hRL

LL

)
RL

−
e
− 3hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

 (3.38)

CΠAB =


−
e
− 2hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− 2hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− 2hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

−
e
− 2hRL

LL

(
−1+e

− hRL
LL

)
(

1−e
− 2hRL

LL

)
RL

−
e
− 2hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

 (3.39)
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CΠB =


−
e
− hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

−
e
− hRL

LL

(
−1+e

− hRL
LL

)
(

1−e
− 2hRL

LL

)
RL

−
e
− hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

 (3.40)

CΠA3E =


−
e
− 4hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− 4hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

 CΠA2E =


−
e
− 3hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− 3hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

 (3.41)

CΠAE =


−
e
− 2hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− 2hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

 CΠE =


−
e
− hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

e
− hRs

Ls

(
−1+e

− hRs
Ls

)
(

1−e−
2hRs
Ls

)
Rs

 (3.42)

Al resolverse el PLC(MN ,qN) y considerando que existe una solución el resultado

que se obtiene es un vector de variables complementarias de entrada {z1, · · · , zN} en el

dominio del tiempo dado por



z1 =
(
Vd1t=0,004

, Vd2t=0,004

)T
z2 =

(
Vd1t=0,008

, Vd2t=0,008

)T
z3 =

(
Vd1t=0,012

, Vd2t=0,012

)T
z4 =

(
Vd1t=0,016

, Vd2t=0,016

)T


(3.43)

y utilizando (2.24) y (2.23) se tiene el siguiente resultado

x0 = Π
(
A3 (Bz1 + Eu1) + A2 (Bz2 + Eu2) + A (Bz3 + Eu3) + (Bz4 + Eu4)

)
(3.44)
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x1 = Ax0 + A (Bz1 + Eu1) (3.45)

x2 = A2x0 + A2Bz1 + A2Eu1 + A (Bz2 + Eu2) (3.46)

x3 = A3x0 + A3Bz1 + A3Eu1 + A2Bz2 + A2Eu2 + A (Bz3 + Eu3) (3.47)

x4 = A4x0 +A4Bz1 +A4Eu1 +A3Bz2 +A3Eu2 +A2Bz3 +Eu3 +A (Bz4 + Eu4) (3.48)

En el cálculo de estado estable para el circuito del Ejemplo 2 se puede apreciar dos

aspectos con ventajas potenciales que ofrece el MRC en relación con las metodologías

basadas en MCs: no son requeridos los modos de operación y no se requiere un punto

de inicio para efectuar el cálculo de estado estable, es decir no se requiere conocer el

estado de operación de los diodos (apagado o encendido). Así también el cálculo de

estado estable periódico es un método de cálculo directo (no iterativo).

3.2.3. Ejemplo 3

El circuito del Ejemplo 3 mostrado en la Figura 3.8a, es un circuito práctico para

cargar baterías. Los diodos d1 y d2 recti�can el voltaje de CA y la energía se alimenta

a la batería representada por la fuente de voltaje de CD E. Las inductancias L1 y L2

representan el alternador.

Para obtener el modelo complementario del circuito del Ejemplo 3 se de�ne el árbol

y el co-árbol como se muestra en la Figura 3.8b. Este circuito consta de 5 nodos,

en consecuencia el árbol debe conformarse por 4 elementos. Se observa que para este

circuito de EP su árbol y su co-árbol son normales.

Para cada elemento del árbol se traza un CC que contenga a todos los elementos

del co-árbol conectados a este. En esta topología hacen falta dos CCs, uno que corta a

la fuente de voltaje y otro que corta a la batería los cuales han sido omitidos porque

no son necesarios para obtener el modelo complementario del circuito (esto no siempre

sucede así, en general todos los CCs y Lazos se emplean para obtener el modelo com-

plementario). Las trayectorias abiertas generadas por el árbol son cerradas por el Lazo

1 y el Lazo 2, y los CCs 1 y 2 son obtenidos para establecer LCK como se muestra en

UMSNH-FIE-DEP 37



CAPÍTULO 3. MODELADO DE CIRCUITOS CON DIODOS

la Figura 3.9.

vs(t)

L1

L

E

2

2d

1d

L1i

L2i
d2
i

d1
i

d2
V

d1
V

(t)

(t)

(a)

5

vs(t)

L1

L

E

2

2d

1d

L1i

L2i
d2
i

d1
i

d2
V

d1
V

(t)

(t)

(b)

Figura 3.8: (a)Circuito eléctrico para el Ejemplo 3; (b) Árbol y co-árbol para el circuito
del Ejemplo 3

A continuación con la información de los Lazos y CCs se procede a representar un

SLC a partir del conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales que describan la dinámica

del circuito del Ejemplo 3.

Del Lazo 1

diL1(t)

dt
= −Vd1

L1

− vs(t)

L1

+
E

L1

, (3.49)

del Lazo 2

diL2(t)

dt
= −Vd2

L2

− vs(t)

L2

+
E

L2

. (3.50)

La parte dinámica del sistema se expresa por la Ecuación (3.49) y la Ecuación (3.50).

Asimismo se observa que las voltajes de los diodos que aparecen, representan el vector

de variables complementarias de entrada z de�nido como

z =
(
Vd1 Vd2

)T
, (3.51)

y su vector complementario de salida w resultante es expresado como
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w =
(
id1 id2

)T
. (3.52)

Lazo2

Lazo1

CC1

CC2

5

vs(t)

L1

L

E

2

2d

1d

L1i

L2i
d2
i

d1
i

d2
V

d1
V

(t)

(t)

Figura 3.9: Lazos y CCs para el circuito del Ejemplo 3

Las relaciones algebraicas para cada uno de los elementos del vector complementario

de salida deben ser expresadas en términos (si es posible) de: las variables complemen-

tarias de entrada (Vd1 ,Vd2), las variables de estado (iL1 ,iL2) y las entradas (vs(t) , E),

como se describe a continuación:

para el CC 1 resulta

id1 = iL1(t), (3.53)

para el CC 2 resulta

id1 = iL2(t). (3.54)

El SLC en forma matricial para el circuito del Ejemplo 3 está expresado por:

(
diL1

(t)

dt
diL2

(t)

dt

)
=

(
0 0

0 0

)(
iL1(t)

iL2(t)

)
+

(
− 1
L1

0

0 − 1
L2

)(
Vd1

Vd2

)
+

(
− 1
L1

1
L1

− 1
L2

1
L2

)(
vs(t)

E

)
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(
id1

id2

)
=

(
1 0

0 1

)(
iL1

iL2

)
+

(
0 0

0 0

)(
Vd1

Vd2

)
+

(
0 0

0 0

)(
vs(t)

E

)
(

0

0

)
≤
(
id1 id2

)T
⊥
(
Vd1 Vd2

)T
≥

(
0

0

)

3.3. Descripción General del Proceso de Modelado y

Simulación en el MRC

La descripción general del proceso de modelado se presenta en la Figura 3.10. Para la

obtención de las ecuaciones algebro-diferenciales del circuito se determina el árbol y el

co-árbol y se procede a la de�nición de los Lazos y CCs del circuito aplicando LVK y

LCK respectivamente.

Se generan

Lazos y CCs

Ecuaciones  Algebro-

Diferenciales del SLC

Calcular

Estado EstableRespuesta Transitoria

Método de Euler Implícito

Se resuelve el sistema en

cada instante de tiempo como

un PLC 

Discretización

Método de Euler Implícito

 y un 

Retenedor de Orden Cero

Resolver con Lemke

o PQ (si M cumple con la positividad)

Discretización

Árbol y Co-árbol

Figura 3.10: Diagrama de �ujo de proceso de modelado y simulación en el MRC
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Una vez que el SLC se conforma con las ecuaciones algebro-diferenciales se procede

a su discretización utilizando el método de Euler Implícito o un retenedor de orden cero

utilizado en control digital. Para el cálculo de la respuesta transitoria y el cálculo de

estado estable se utilizará el método de Euler y el retenedor de orden cero respectiva-

mente. El algoritmo de Lemke y PQ será utilizado para resolver el SLC discretizado

como un PLC en cada instante de tiempo.

3.4. Conclusiones

La generación de ecuaciones utilizando la teoría de grafos es un medio e�caz para

formular el comportamiento de los circuitos de EP en el formato de un SLC. Se ha

presentado una metodología que describe de manera general el proceso de modelado de

y simulación en el MRC. En particular, se han mencionado las di�cultades que se tienen

en la representación de los sistemas de EP cuando su árbol y co-árbol es no normal

en el formato de los SLCs. Este hecho sugiere que no siempre es posible representar la

dinámica de los convertidores de EP en el MRC.

De los resultados de modelado se observa que los diodos pueden ser contenidos en el

árbol o en el co-árbol, lo cual dependerá de la topología de la red. Esto no afecta en la

representación del SLC porque lo único que sucedería es que las variables complemen-

tarias (id, vd) de los diodos se intercambian, donde id puede aparecer como una variable

complementaria de entrada y vd puede aparecer como una variable complementaria de

salida o viceversa. Lo que si no debe suceder es que las variables complementarias que

representan a un elemento de conmutación aparezcan ambas en la parte dinámica o en

la parte algebraica, en esta situación no es posible formular un sistema de EP como un

SLC.

Se ha mostrado que el formato de los SLCs es adecuado para representar el com-

portamiento de circuitos de EP con diodos de manera más exacta en un formato único.

Esto signi�ca que los estados de conmutación de los diodos son representados como una

restricción complementaria y no requieren ser conocidos para efectuar la simulación.
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Capítulo 4

Modelado y Simulación de

Convertidores de Potencia

No-Controlados

4.1. Introducción

En este capítulo se analiza el RMO, el ROC y el RT. Cada uno de los modelos com-

plementarios para los convertidores de potencia se construyen utilizando la teoría de

grafos.

Para el ROC y el RT se estudian diferentes condiciones de operación, mostrando

como sus modelos complementarios permiten representar el MOC y el MOD en un

esquema práctico para �nes de simulación. En el análisis del RT se realiza una inves-

tigación detallada sobre las causas del MOC y el MOD variando los armónicos en las

fuentes del voltaje, y variando el valor del �ltro capacitivo. En este capítulo también se

aplica el cálculo de estado estable periódico para el ROC y el RT utilizando el MRC. Las

formas de onda para el ROC y el RT obtenidas con el concepto de estado estable son

congruentes con los resultados obtenidos utilizando simuladores comerciales como PSpi-

ce y Simulink. En el análisis de la respuesta transitoria para el modelo complementario

del RT se utilizan dos esquemas de solución: el algoritmo de Lemke y PQ.
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CAPÍTULO 4. MODELADO Y SIMULACIÓN DE CONVERTIDORES DE
POTENCIA NO-CONTROLADOS

4.2. Modelado del Recti�cador de Media Onda

4.2.1. Obtención del Modelo del Recti�cador de Media Onda

El RMO mostrado en la Figura 4.1, contiene una carga puramente inductiva la cual

está en serie con un diodo y es alimentada por un voltaje de CA. Por la acción del diodo

la carga recibe un voltaje recti�cado no controlado. En el semiciclo positivo el diodo

conduce y se inicia el �ujo de corriente hacia la carga, en esta condición de operación

el diodo se representa eléctricamente como un cortocircuito. En el semiciclo negativo el

diodo se polariza inversamente y no existe �ujo de corriente en la carga, en consecuencia

el comportamiento del diodo bajo esta condición de operación se representa como un

circuito abierto. Este dispositivo cuyo funcionamiento es de fácil descripción es adecuado

para explicar el proceso de modelado y simulación dentro del MRC.

L

V
d i

L

id

R

d

v
s
(t)

(t)

Figura 4.1: Circuito eléctrico del RMO

Para la topología del RMO su árbol y su co-árbol se muestran en la Figura 4.2. El

número de nodos del circuito es 4, entonces el árbol debe componerse por tres elementos

y el co-árbol por un elemento. Los elementos que componen el árbol son: la fuente de

voltaje vs(t), la resistencia R, y el diodo d. El co-árbol se conforma por el inductor L.

R

v
s
(t) L

V
d i

L
(t)

id

d

Figura 4.2: Arbol y co-árbol del RMO

El siguiente paso para la obtención del modelo complementario consiste en deter-

minar los CCs y Lazos del circuito. En la Figura 4.3 se traza un CC entre el diodo y el

inductor y un Lazo para cerrar la trayectoria abierta generada por el árbol.
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CC1

R

v
s
(t)

d
i
L

V

d

id
L

(t)

Lazo1

Figura 4.3: Lazos y CCs para el RMO

Para el CC 1 se aplica la LCK y para el Lazo 1 se aplica la LVK como se describe

a continuación:

en el Lazo 1

diL(t)

dt
= −R

L
iL(t) +

Vd
L

+
vs(t)

L
, (4.1)

en el CC 1

id = iL(t). (4.2)

Siguiendo la de�nición de un SLC expresado en las Ecuaciones (2.1,2.2,2.3) se tiene

que id representa una variable de salida denotada por w y Vd representa una

variable de entrada denotada por z . Las matrices Ac, Bc, Cc, Dc, Ec, y Fc (para este

caso particular son escalares) se componen de los siguientes parámetros eléctricos

Ac =
(
−R
L

)
Bc =

(
1
L

)
Ec =

(
1
L

)
Cc = (1)Dc = 0Fc = 0

0 ≤ (id)
T⊥ (Vd)

T ≥ 0

El modelo del RMO como un SLC incorpora el comportamiento del diodo sin realizar

ninguna consideración sobre su operación, es decir, no es necesario conocer si el diodo

está conduciendo o bloqueado. En otras palabras, el modelo complementario del RMO

expresa que la evolución de la corriente iL(t) debe respetar la característica de conmu-

tación del diodo contenida en la restricción de complementariedad: 0 ≤ (id)⊥ (Vd) ≥ 0.

4.2.2. Simulaciones del Recti�cador de Media Onda

Utilizando el MRC, el RMO es simulado considerando los datos de la Tabla 4.1.
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Tabla 4.1: Datos para la simulación del RMO

vs(t) 120 sen(377t) V

R 1.0 Ω

L 1.0 mH

En la Figura 4.4 se muestra el comportamiento del RMO. En el semiciclo positivo

el diodo es polarizado directamente por la fuente de voltaje y permite el �ujo de co-

rriente hacia el inductor. En esta condición de operación el voltaje en el diodo es cero

(considerando que el comportamiento del diodo es ideal). Durante el periodo de con-

ducción del diodo, el inductor recibe energía la cual es almacenada en forma de campo

magnético. En la parte �nal en el intervalo del semiciclo positivo e inicio del semiciclo

negativo el diodo se mantiene polarizado directamente debido a la energía almacenada

en el inductor expresada como un voltaje inductivo.
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Figura 4.4: Corriente en el inductor del RMO

Una vez que el voltaje de la fuente es menor que el voltaje inductivo, el diodo se

polariza inversamente soportando la tensión de la fuente como se muestra en la Figura

4.5.

El comportamiento del RMO representado en las Figuras (4.4,4.5) se analiza en

[Mohan et al, 1995] utilizando la metodología de los MCs. Para modelar el RMO utili-

zando un MC se requiere calcular el tiempo de extinción de la corriente en el inductor

para describir las topologías que le corresponden antes y después del proceso de conmu-

tación. Para un MC del RMO es relativamente sencillo calcular el cruce de la corriente

del inductor utilizando un método para el cálculo de raíces y determinar el cruce por

cero de la corriente.
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Figura 4.5: Voltaje en el diodo del RMO

Los resultados de simulación mostrados en las Figuras (4.4,4.5) utilizando el MRC

y los programas comerciales como PSpice y Simulink muestran concordancia entre si,

donde son identi�cadas claramente dos con�guraciones dictadas por el comportamiento

del diodo: una con�guración durante el periodo de conducción y otra con�guración

durante el periodo de no conducción. Cuando el diodo está apagado existe una caída de

tensión debido a que el modelo utilizado para el diodo en PSpice no es ideal. Los modelos

ideales para elementos de EP en PSpice pueden causar problemas de convergencia y no

es posible efectuar la simulación.

4.3. Modelado del Recti�cador de Onda Completa

En esta sección se presenta la generación del modelo del ROC como un SLC. Asimis-

mo el modelo complementario es estudiado en diferentes escenarios de operación. Para

mostrar que es posible validar el modelo complementario del ROC se realiza un barrido

del capacitor incrementando su valor para mostrar que el convertidor de potencia ex-

perimenta un MOC y un MOD. De este proceso de simulación se obtiene que el modelo

complementario experimenta un punto de operación en la condición frontera el cual es

un estado de operación difícil de describir matemáticamente cuando se utilizan MCs

porque no es claro establecer las ecuaciones que modelan esta condición de operación.
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4.3.1. Obtención del Modelo del Recti�cador de Onda Comple-

ta

En la Figura 4.6 se muestra un ROC. El cual está conformado por un puente recti�ca-

dor de cuatro diodos los cuales recti�can la corriente suministrando siempre corriente

positiva en el lado de CD. La carga es representada por medio de una resistencia R2. El

voltaje en el lado de CD contiene rizado y es �ltrado por medio de un capacitor C en

paralelo con la carga.

De acuerdo a la Subsección 3.1.1, la primera parte en la obtención del modelo

consiste en determinar el árbol y el co-árbol en base a la topología del circuito como se

muestra en la Figura 4.7. El número de nodos del circuito es 6 en consecuencia el árbol

debe contener 5 elementos y el co-árbol 4 elementos. Para esta topología del ROC el

árbol y el co-árbol son normales lo cual es una garantía para representar el modelo del

convertidor como un SLC.
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Figura 4.6: Circuito eléctrico del ROC
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Figura 4.7: Árbol y co-árbol del ROC
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Determinando el árbol y el co-árbol del circuito se procede a obtener los Lazos y los

CCs como se muestra en la Figura 4.8.
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Figura 4.8: Lazos y CCs en el ROC

Con la información de los Lazos y los CCs se aplican LVK y LCK y se procede a

obtener el modelo complementario del ROC.

Del Lazo 1

diL(t)

dt
= −R1

L
iL(t)− Vd1

L
+
Vd4

L
+
vs(t)

L
, (4.3)

del CC 6

dvC(t)

dt
= −vC(t)

R2C
+
id2

C
+
id3

C
, (4.4)

de las Ecuaciones (4.3,4.4) se de�ne el vector de variables de entrada complementario

z de�nido como

z =
(
Vd1 Vd4 id2 id3

)
T

y el vector de salida complementario w se de�ne como

w =
(
id1 id4 Vd2 Vd3

)
T .

Para obtener el modelo complementario del ROC en forma completa se establecen

relaciones para cada variable del vector complementario de salida w con la información

de los Lazos y CCs como sigue:

del CC 4
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id1 = −iL(t) + id2 , (4.5)

del CC 5

id4 = iL(t) + id3 , (4.6)

del Lazo 2

Vd2 = vC(t)− Vd1 , (4.7)

del Lazo 3

Vd3 = vC(t)− Vd4 , (4.8)

sujetas a las restricciones de complementariedad

0 ≤
(
id1 id4 Vd2 Vd3

)
T⊥
(
Vd1 Vd4 id2 id3

)
T ≥ 0. (4.9)

El conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales que describen al ROC en el MRC

son: 

diL(t)
dt

= −R1

L
iL(t)− Vd1

L
+

Vd4

L
+ vs(t)

L
dvC(t)
dt

= −vC(t)
R2C

+
id2

C
+

id3

C

id1 = −iL(t) + id2

id4 = iL(t) + id3

Vd2 = vC(t)− Vd1

Vd3 = vC(t)− Vd4


De acuerdo a la de�nición de los SLCs expresado en las Ecuaciones (2.1,2.2,2.3), las

matrices Ac, Bc, Cc, yDc se conforman de la siguiente forma como:

Ac =

(
−R1

L
0

0 − 1
R2C

)
Bc =

(
− 1
L

1
L

0 0

0 0 1
C

1
C

)
Ec =

(
1
L

0

)
,

Dc =


0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

 Cc =


−1 0

1 0

0 1

0 1

 Fc =


0 0

0 0

0 0

0 0


0 ≤

(
id1 id4 Vd2 Vd3

)
T⊥
(
Vd1 Vd4 id2 id3

)
T ≥ 0
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4.3.2. Modo de Operación Continuo del Recti�cador de Onda

Completa en Estado Estable

Los datos mostrados en la Tabla 4.2, son utilizados para simular el ROC en el MOC.

Tabla 4.2: Datos para el MOC del ROC

vs(t) 120 sen(377t) V

R1 1.0 Ω

L 1.0 mH

C 40.0 µF

R2 1.0 Ω

x y

B

A

v
s
(t)

R1i LL
(t)

i
d
(t)

C v
C
(t) R2

d2 d3

d4d1
iu

iu

(a)

R1
i

L L
(t) i

d
(t)

d2

C v
C
(t) R2

d4

v
s
(t)

(b)

Figura 4.9: (a)Circuito eléctrico en el subintervalo de conmutación; (b) Circuito eléctrico
en el subintervalo de conducción para el ROC

El MOC puede ser representado por dos subintervalos para su análisis: el subinterva-

lo de conmutación y el subintervalo de conducción. El circuito eléctrico que corresponde

al subintervalo de conmutación se muestra en la Figura 4.9a. Antes de ωt = 0 los dio-

dos d3 y d1 conducen en el intervalo 0 ≤ ωt ≤ µ , inmediatamente después los diodos
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d2 y d4 empiezan a conducir pero los diodos d3 y d1 siguen conduciendo debido a

la inductancia de la fuente. Un análisis más general sobre las causas del MOC requie-

re analizar los valores de resistencia, capacitancia, inductancia e incluso los armónicos

inyectados a la fuente de alimentación.

El subintervalo de conducción en el MOC corresponde al circuito eléctrico mostrado

en la Figura 4.9b. La con�guración del recti�cador para esta condición de operación es

válida para el intervalo µ < ωt < η y los diodos d2 y d4 conducen y los diodos d3 y

d1 están bloqueados.
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Figura 4.10: Formas de Onda del ROC en el MOC

En los resultados de simulación mostrados en la Figura 4.10 se aprecia que la forma

de onda para la corriente iL(t) conserva una forma sinusoidal, sin embargo el costo de

un bajo nivel armónico en la corriente resulta en un voltaje de salida con un rizado apre-

ciable. En esta condición de operación son apreciados los subintervalos de conducción

en el MOC. El subintervalo de conducción es representado por la porción de periodo

η y el subintervalo de conmutación es representado por la porción del periodo µ. Las

formas de onda en el estado estable para la corriente iL(t) en el lado de CA y el voltaje

en el capacitor, vC(t) se calcularon utilizando el concepto de cálculo de estado estable

presentado en la Sección 2.5. Donde se resuelve un PLC cuya dimensión es de 512×512

con un paso de integración de 1/(60×128) utilizando el algoritmo de Lemke. El tiempo de

cómputo para el cálculo de estado estable en el MRC es de 6.9683 segundos.

Utilizando el modelo complementario del ROC se tiene un modelo completo y no es

necesario conocer la secuencia de los modos de operación, así también no es necesario

conocer las con�guraciones eléctricas de los modos.
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4.3.3. Modo de Operación Discontinuo del Recti�cador de Onda

Completa en Estado Estable

Para representar un MOD en el ROC se consideran los datos de simulación de la Tabla

4.3.

Tabla 4.3: Parámetros eléctricos del ROC en el MOD

vs(t) 120 sen(377t) V
R1 1.0 Ω
L 1.0 mH
C 1400.0 µF
R2 100.0 Ω

El MOD puede ser representado por dos subintervalos para su análisis. El subinter-

valo de conducción es representado por el segmento η y el intervalo de no-conducción

es representado por el segmento ξ . El circuito eléctrico válido en el subintervalo de

conducción se muestra en la Figura 4.11a, para esta condición de operación los dio-

dos d2 y d4 inician a conducir en el tiempo tb y la evolución del sistema es descrito

por las siguientes ecuaciones diferenciales hasta el tiempo tf .

|vs(t)| = R1id(t) + Ldid(t)
dt

+ vC(t) (4.10)

id(t) = C dvC(t)
dt

+ vC(t)
R2

(4.11)

El circuito eléctrico válido para el subintervalo de no-conducción ξ se muestra en

la Figura 4.11b. En esta condición de operación el puente recti�cador de diodos no

inyecta corriente a la carga debido a la magnitud del capacitor que impide que los

diodos se polaricen directamente y como resultado el valor de la corriente id(t) es cero.

Las ecuaciones diferenciales válidas para este subintervalo son:

id(t) = 0 (4.12)
dvC(t)
dt

= −vC(t)
R2C

(4.13)

La solución analítica de la Ecuación (4.13) es

vC(t) = vC(tf )e
−(t−tf )/(R2C) (4.14)
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Figura 4.11: (a)Circuito eléctrico durante el subintervalo de conducción; (b) Circuito
eléctrico en el subintervalo de no-conducción para el ROC

Físicamente la carga se desconecta de la fuente de alimentación por efecto del capa-

citor, el cual impide la polarización directa de los diodos en el semiciclo positivo de la

fuente de voltaje representado en la Figura 4.12 como el periodo ξ. La forma de onda de

la corriente es ampli�cada por un factor de 15 para que pueda ser visualizada. En este

modo de operación el rizado en el voltaje es mucho menor si se compara con el obtenido

en el MOC, sin embargo el costo que se tiene para este bajo rizado se traduce en una

distorsión de la forma de onda de la corriente iL(t). Las formas de onda para el voltaje

y la corriente son obtenidas utilizando el cálculo de estado estable con el MRC. El

esfuerzo computacional para la obtención de las formas de onda es de 4.4854 segundos

con un paso de integración de 1/(60×128) y un tiempo de simulación de 1/60 segundos.

Se ha presentado que el SLC para el ROC es válido en ambos escenarios de operación:

el MOC y el MOD. En el cálculo de estado estable utilizando el MRC no es requerido

delimitar los estados de operación del convertidor de potencia. Una característica del

MRC en el proceso del cálculo de estado estable consiste en que no es requerido en

la solución de un PLC un método iterativo. Solo es necesario seleccionar un paso de

integración adecuado de tal forma que el error sea reducido. De esta forma si se desea

tener un resultado grueso sobre las formas de onda en el estado estable es posible para

un paso de integración de T/128 muestras en un periodo de la fuente de alimentación y la

solución puede ser reducida en error si se escoge un paso de integración más pequeño.
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Figura 4.12: Formas de Onda del ROC en el MOD

Uno de los problemas interesantes que se presentan cuando se desea realizar el cálculo

de estado estable utilizando MCs consiste en que los resultados pueden no ser reales

si el sistema consta de un considerable número de diodos, de hecho ya para 4 diodos

implican 16 modos de operación. Entonces, no es claro establecer una condición inicial

de conducción o bloqueo si el sistema consta de un número considerable de diodos. De

la situación anterior un esquema de simulación basado en un MC la selección de la

condición inicial puede representar una desventaja.

4.3.4. Respuesta Transitoria en el Modo de Operación Continuo

del Recti�cador de Onda Completa

En esta sección se presenta la respuesta transitoria del ROC utilizando el MRC. Los

resultados obtenidos con el formalismo complementario son comparados con los resul-

tados obtenidos mediante PSpice y Simulink en el MOC. La formas de onda de la

corriente iL(t) en la Figura 4.13, muestran concordancia con los tres esquemas de simu-

lación. Se puede apreciar que en el MOC después del transitorio las corrientes tienen la

misma forma que las obtenidas en el estado estable.
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Figura 4.13: Formas de onda de la corriente iL(t) con PSpice, Simulink y el MRC

Para los resultados obtenidos con Simulink se utilizó el método de integración Ode45

con un paso de integración variable y una tolerancia relativa de 1.0× 10−3. En el MRC

el paso de integración utilizado es de 1.8229× 10−4.
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Figura 4.14: Formas de onda del ROC en el MOC durante el transitorio

En la Figura 4.14 se muestran las formas de onda del ROC que describen el com-

portamiento en el MOC. En este modo de operación el voltaje en el capacitor tiene
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un valor de rizado grande asociado al valor pequeño del capacitor y la corriente de la

fuente de voltaje presenta una forma sinusoidal.

4.3.5. Respuesta Transitoria en el Modo de Operación Discon-

tinuo del Recti�cador de Onda Completa

En la Figura 4.15 se muestra la respuesta transitoria del ROC en el MOD utilizando

el MRC y los paquetes comerciales de simulación de EP como Simulink y PSpice. El

método de integración utilizado en Simulink es el Ode45 con un paso de integración

variable y una tolerancia relativa de 1.0× 10−3.

Las señales que describen de manera completa el comportamiento del ROC en el

transitorio utilizando el MRC se muestran en la Figura 4.16. El voltaje en el capacitor

vC(t) contiene un nivel de rizado menor en el MOD si se compara con el MOC y la

corriente en el inductor iL(t) presenta una distorsión apreciable en su forma de onda

causada por la polarización del voltaje del �ltro capacitivo. Las corrientes (id(t), iL(t))

son multiplicados por un factor para ser apreciadas en forma conjunta con los volta-

jes del ROC. En el inicio del transitorio se presenta un valor elevado de la corriente

experimentado por los diodos al momento de ser energizado el puente recti�cador.

El diseño de un �ltro capacitivo que represente el mínimo entre el nivel de rizado

y la distorsión armónica requiere de un gran número de simulaciones para determinar

los diferentes modos de operación en función de la capacitancia en el lado de CD y

evaluar sus armónicos. Esta tarea puede ser realizada con el MRC como se describe en

las Secciones 4.3.8 y 4.3.7.
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Figura 4.15: Formas de onda de la corriente iL(t) en el ROC
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Figura 4.16: Formas de onda del ROC en el MOD durante el transitorio

4.3.6. Comparación del Algoritmo de Lemke y Programación

Cuadrática en el Cálculo de la Respuesta Transitoria

El objetivo de esta sección consiste en evaluar el algoritmo de Lemke y la herramien-

ta de PQ, FindMinimum desarrollada por Mathematica. La función FindMinimum es

una función empleada para resolver problemas de optimización local restringida. La

función utiliza algoritmos basados en el gradiente como son: PQ secuencial, el método

lagrangiano aumentado y el método del punto interior, o bien métodos directos como el

método de Nedler-Mear, algoritmos genéticos y evolución diferencial. Para un estudio

detallado de los algoritmos que conforman la función FindMinimum de Mathematica

pueden ser revisadas las referencias [Mehrotra, 1992, Nelder, Mead, 1965, Ingber, 1993,

Price, Storn, 1997].

En la Figura 4.17 se muestra la respuesta transitoria del ROC en el MOC y el

MOD. Las forma de onda de la corriente iL(t) utilizando el algoritmo de Lemke y PQ

muestran que ambos esquemas de solución son equivalentes en cuanto a la exactitud de

los resultados.
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Figura 4.17: Formas de Onda de la corriente iL(t) obtenidas con PQ y el Algoritmo de
Lemke; (a) En el MOC y; (b) En el MOD

El paso de integración utilizado en el algoritmo de Lemke y PQ es de (5×0.7)/(60×64) con

un tiempo de simulación de 5/60 segundos en el MOD y con un esfuerzo computacional de

1.0318 (Lemke) y 23.7907 (PQ) segundos. Para el mismo paso de integración y tiempo

de simulación, el tiempo de cómputo requerido en el MOC es de 1.0147 segundos con

el esquema de solución de Lemke y con PQ es de 4.67533 segundos.
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4.3.7. Análisis Armónico de los Modos de Operación del Recti-

�cador de Onda Completa

El análisis armónico en el MOD para el ROC presenta un nivel de distorsión de la co-

rriente mayor comparado con el MOC. En la Figura 4.18 se muestra el tipo de armónicas

presentes en el MOC y el MOD. En el MOD se presenta un alto contenido armónico

por lo que el diseñador requiere de valores para el �ltro capacitivo que sean acordes

con los niveles aceptables de distorsión armónica estipulados en la norma eléctrica de

calidad de energía.
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Figura 4.18: Armónicos del ROC en el MOC y el MOD utilizando Simulink y el MRC

El valor rms de la corriente iL(t) en el MOC y el MOD utilizando el MRC y Simulink
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se muestran en la Tabla 4.4. Para la obtención de la distorsión armónica de la corriente

en el lado de CA, se utilizó el analizador de armónicos de Simulink con los resultados

mostrados en la Figura 4.18, donde se realiza una comparación de los armónicos en el

MOC y el MOD con Simulink y el MRC para su validación.

Tabla 4.4: Valores RMS de la corriente iL(t) en el MOC y el MOD utilizando el MRC
y Simulink

MRC Simulink
ILMOC 41.57 41.69
ILMOD 1.531 1.52

4.3.8. Determinación de la Operación del Recti�cador de On-

da Completa en el Modo de Operación en la Condición

Frontera

Utilizando el modelo complementario del ROC se presenta un barrido del capacitor

con el objetivo de determinar la condición para la cual el convertidor cambia del MOC

al MOD conocida como condición frontera. La condición para saber si el modelo del

recti�cador está operando en el MOD o en el MOC consiste en determinar si la corrien-

te id(t) cruza por cero. La Figura 4.19b muestra como la corriente id(t) está cercana al

cruce por cero. En esta condición de operación la corriente id(t) que está cercana al valor

de cero se le denomina operación en la región frontera y es difícil de ser obtenida con un

MC dado que en este esquema se trabaja con un MOC y un MOD y no es claro como

representar una con�guración compuesta de un MOC y un MOD simultáneamente.

Para la determinación del cruce de la corriente por cero se presenta un barrido del

capacitor para determinar la condición frontera como se muestra en la Figura 4.19a

la cual fue obtenida siguiendo las valores de la Tabla 4.5. Utilizando incrementos de

capacitancia de ∆C=1.0µF , un valor de capacitancia mayor a 14.0µF hace que el sistema

electrónico entre en el MOD. Para este valor de capacitancia el ROC opera en la región frontera

como se muestra en la Figura 4.19b. La corriente id(t) toca ligeramente el valor de cero

para el valor de capacitancia de 14.0µF, lo cual se interpreta como un condición de

operación en la frontera entre el MOC y el MOD.
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Tabla 4.5: Valores para determinar el MOC y el MOD variando la magnitud del capa-
citor

vs(t) 120 sen(377t) V
R1 1.0 Ω
L 1.0 mH
C {1− 100} µF
R2 10.0 Ω
∆C 1.0 µF
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Figura 4.19: (a)Modo de operación del ROC como función del capacitor; (b) Forma de
onda de la corriente id(t) en la región frontera
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4.4. Modelado del Recti�cador Trifásico

En esta sección se desarrolla el modelo complementario para el RT donde son analizados

diferentes escenarios de operación como el MOC y el MOD, asimismo se determina la

condición de operación en la región frontera. Se realiza un barrido del capacitor donde

se investiga como al variar la magnitud de la capacitancia se tiene una fotografía de los

modos de operación en función del �ltro capacitivo. También se investigan los efectos

que tienen ciertos armónicos en el cambio de un MOC a un MOD variando su magnitud

y sus ángulos de fase. De esta forma se muestra que el modelo complementario es válido

también para condiciones de desbalance en el voltaje de alimentación.

Así también en esta sección son investigados los tiempos de cómputo requeridos

para realizar el proceso de integración en Simulink y el MRC. Para el cálculo de estado

estable utilizando el algoritmo de Lemke se muestra que el tiempo de cómputo es mayor

que el requerido para el cálculo de la respuesta transitoria en el MRC y en Simulink.

4.4.1. Obtención del Modelo del Recti�cador Trifásico

A continuación se procede a obtener el modelo del RT representado por el circuito que

se muestra en la Figura 4.20.

ia

ib

ic

ea

eb

ec

id

Rt Lt

Rt Lt

Rt Lt
d1

d4 d6 d2

d3 d5

ReqVC C

N

n

Figura 4.20: Circuito eléctrico del RT

Para determinar el modelo complementario del RT se obtiene el árbol y el co-árbol

en base a la topología del circuito como se muestra en la Figura 4.21.
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Figura 4.21: Árbol y co-árbol del RT

CC3
CC1

CC2

CC4

CC5

CC6

CC7

Lazo1

Lazo2

Lazo5 Lazo6
Lazo3Lazo4

N

n

2

Rt

Rt

Rt

ia
Lt

Lt

Lt

ib

ic

ea

eb

ec

id3

id4

id1

id2id6

id5

Vd2

Vd1 Vd3

Vd4

Vd5

Vd6d6

d3

d4

d5

d2

d1

ReqVC C

id

Figura 4.22: CCs y Lazos del RT

La línea gruesa representa el árbol y la línea delgada punteada representa los ele-

mentos que conforman el co-árbol del RT. Con la de�nición del árbol y el co-árbol se

procede a obtener los CCs y los Lazos que conforman el circuito como se muestran

en la Figura 4.22. Obsérvese también que el árbol del circuito contiene un elemento

inductor, en consecuencia no es un árbol normal. Una representación de orden cuarto

correspondería a un árbol y un co-árbol normal donde las variables de estado serían las

corrientes de las fases (ia,ib,ic) y el voltaje en el capacitor VC . Debido al árbol no normal

la representación matemática para el convertidor corresponde a un modelo de orden 3

donde alguna corriente de las fases debe ser expresada en términos de las corrientes
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restantes. Para este caso de estudio es posible obtener un modelo equivalente para el

RT en el formato de los SLCs pero no se puede asegurar en general que circuitos con

un árbol o un co-árbol no normales puedan ser siempre representados en el MRC.

Utilizando LVK para los Lazos y LCK para los CCs se obtiene el siguiente conjunto

de ecuaciones diferenciales:

para el Lazo 1

− ea +Rtia + Lt
dia
dt

+ Vd4 − Vd6 − Lt
dib
dt
−Rtib + eb = 0, (4.15)

para el Lazo 2

− ec +Rtic + Lt
dic
dt

+ Vd2 − Vd6 − Lt
dib
dt
−Rtib + eb = 0, (4.16)

para el CC 3

ia + ib + ic = 0, (4.17)

derivando la Ecuación (4.17) del CC 3 y resolviendo para ia resulta que

dia
dt

= −dib
dt
− dic
dt
, (4.18)

para el CC 4

id1 + id3 + id5 = iC + iReq, (4.19)

para el Lazo 3

VC = VReq = ReqiReq, (4.20)

si se sustituye la Ecuación (4.18) en la Ecuación (4.15) se tiene que

− ea +Rtia + Lt

(
−dib
dt
− dic
dt

)
+ Vd4 − Vd6 − Lt

dib
dt
−Rtib + eb = 0, (4.21)

sumando la Ecuación (4.21) y la Ecuación (4.16) se resuelve para ib

−ea +Rtia + Lt
(
−dib

dt
− dic

dt

)
+ Vd4 − Vd6 − Lt dibdt −Rtib + eb = 0

−ec +Rtic + Lt
dic
dt

+ Vd2 − Vd6 − Lt dibdt −Rtib + eb = 0

−ea + eb − ec + eb +Rtia −Rtib +Rt (−ia − ib)−Rtib+

Vd4 − Vd6 + Vd2 − Vd6 +
(
−Lt dibdt − Lt

dic
dt

)
− Lt dibdt + Lt

dic
dt
− Lt dibdt = 0
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dib
dt

= − ea
3Lt

+
2eb
3Lt
− ec

3Lt
− Rt

Lt
ib +

Vd4

3Lt
− 2Vd6

3Lt
+
Vd2

3Lt
(4.22)

sustituyendo la dib
dt

de la Ecuación (4.22) en la Ecuación (4.15) y resolviendo para

la dia
dt

se tiene que

−ea +Rtia + Lt
dia
dt

+ Vd4 − Vd6 − Lt dibdt −Rtib + eb = 0
dib
dt

= − ea
3Lt

+ 2eb
3Lt
− ec

3Lt
− Rt

Lt
ib + Vd4

3Lt
− 2Vd6

3Lt
+ Vd2

3Lt

,

dia
dt

= ea
Lt
− eb

Lt
− Rt

Lt
ia + Rt

Lt
ib − Vd4

Lt
+ Vd6

Lt
− ea

3Lt

+ 2eb
3Lt
− ec

3Lt
− Rt

Lt
ib + Vd4

3Lt
− 2Vd6

3Lt
+ Vd2

3Lt

,

dia
dt

=
2

3

ea
Lt
− eb

3Lt
− ec

3Lt
− Rt

Lt
ia −

2Vd4

3Lt
+
Vd6

3Lt
+
Vd2

3Lt
. (4.23)

A continuación se desarrolla la Ecuación (4.19) en función de la dvC
dt

y se sustituye

iReq de la Ecuación (4.20) cuyo resultado es:

id1 + id3 + id5 = iC +
VC
Req

, (4.24)

y

iC = C
dVC
dt

. (4.25)

La variación del voltaje en el capacitor C está dada en términos de

C
dVC
dt

= id1 + id3 + id5 −
VC
Req

. (4.26)

Del conjunto de ecuaciones obtenidas para dia
dt
, dib

dt
, y dVC

dt
el vector de variables

complementarias de entrada z se conforma por

z =
(

Vd4 Vd6 Vd2 id1 id3 id5

)T
, (4.27)

y el vector complementario de salida w se conforma por las variables de salida

w =
(
id4 id6 id2 Vd1 Vd3 Vd5

)T
. (4.28)

Para formular de manera completa el modelo complementario se establecen LKV

y LKC para cada una de las variables complementarias de salida como se muestra a

continuación:

para el CC 5
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id4 + ia = id1 −→ id4 = −ia + id1, (4.29)

para el CC 6

id6 + ib = id3 −→ id6 = −ib + id3, (4.30)

para el CC 7

id2 + ic = id5 −→ id2 = id5 − ic = id5 − (−ia − ib) = id5 + (ia + ib) , (4.31)

para el Lazo 4

− Vd1 + VC − Vd4 = 0 −→ Vd1 = VC − Vd4, (4.32)

para el Lazo 5

− Vd3 + VC − Vd6 = 0 −→ Vd3 = VC − Vd6, (4.33)

para el Lazo 6

− Vd5 + VC − Vd2 = 0 −→ Vd5 = VC − Vd2. (4.34)

El conjunto de ecuaciones que describen la dinámica del RT en el MRC están ex-

presadas por:


dia
dt

= −Rt

Lt
ia − 2Vd4

3Lt
+ Vd6

3Lt
+ Vd2

3Lt
+ 2

3
ea
Lt
− eb

3Lt
− ec

3Lt

d ib
dt

= −Rt

Lt
ib + Vd4

3Lt
− 2Vd6

3Lt
+ Vd2

3Lt
− ea

3Lt
+ 2eb

3Lt
− ec

3Lt

dVC
dt

= − VC
ReqC

+ id1

C
+ id3

C
+ id5

C




id4 = −ia + id1

id6 = −ib + id3

id2 = ia + ib + id5

Vd1 = Vc − Vd4

Vd3 = Vc − Vd6

Vd5 = Vc − Vd2


en forma matricial se expresan como:
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 i̇a

i̇b

V̇C

 =

 −
Rt

Lt
0 0

0 −Rt

Lt
0

0 0 − 1
CReq


 ia

ib

VC

+

 −
2

3Lt

1
3Lt

1
3Lt

0 0 0
1

3Lt
− 2

3Lt

1
3Lt

0 0 0

0 0 0 1
C

1
C

1
C





Vd4

Vd6

Vd2

id1

id3

id5


+


2

3Lt
− 1

3Lt
− 1

3Lt

− 1
3Lt

2
3Lt

− 1
3Lt

0 0 0


 ea

eb

ec




id4

id6

id2

Vd1

Vd3

Vd5


=



−1 0 0

0 −1 0

1 1 0

0 0 1

0 0 1

0 0 1



 ia

ib

Vc

+



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0





Vd4

Vd6

Vd2

id1

id3

id5


+



0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0



 ea

eb

ec





0

0

0

0

0

0


≤



id4

id6

id2

Vd1

Vd3

Vd5


⊥



Vd4

Vd6

Vd2

id1

id3

id5


≥



0

0

0

0

0

0


y las matrices Ac, Bc, Ec, Cc, Dc y Fc que representan el SLC del RT se conforman

como se muestra a continuación:
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Ac =

 −
Rt

Lt
0 0

0 −Rt

Lt
0

0 0 − 1
CReq

 Bc =

 −
2

3Lt

1
3Lt

1
3Lt

0 0 0
1

3Lt
− 2

3Lt

1
3Lt

0 0 0

0 0 0 1
C

1
C

1
C



Ec =


2

3Lt
− 1

3Lt
− 1

3Lt

− 1
3Lt

2
3Lt

− 1
3Lt

0 0 0

 Cc =



−1 0 0

0 −1 0

1 1 0

0 0 1

0 0 1

0 0 1



Dc =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0


F =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0



z =



Vd4

Vd6

Vd2

id1

id3

id5


w =



id4

id6

id2

Vd1

Vd3

Vd5


4.4.2. Modo de Operación Continuo del Recti�cador Trifásico

en Estado Estable

En la Subsección 4.4.1 se obtuvo el modelo complementario del RT el cual es un mo-

delo completo y es válido para los modos de operación que se puedan presentar para

diferentes parámetros eléctricos seleccionados. El modelo del RT en el MRC es capaz

de reproducir el MOC y el MOD incluyendo una condición frontera. El recti�cador

como un dispositivo con 6 elementos de potencia que conmutan, implica 26 modos de

operación si se desea describir de manera completa su comportamiento.

El MOC se compone principalmente de dos subintervalos: el subintervalo durante

el proceso de conmutación y el subintervalo durante el proceso de conducción. Las

topologías válidas para estos subintervalos se muestran en la Figura 4.23.
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Los datos de simulación utilizados para reproducir el MOC se muestran en la Tabla

4.6.

Tabla 4.6: Datos del RT para el MOC

ea 120 sen(377t) V
eb 120 sen(377t− 2π

3
) V

ec 120 sen(377t+ 2π
3
) V

Rt 0.001Ω Ω
Lt 1.0 mH
C 1000.0 µF
Req 25.0 Ω

N

ea

eb id

Rt Lt

d6

ReqVC C
Rt Lt

d1

(a)

NRt Lt

ReqCVC

ie

id
Rt Lt

Rt Lt
d1

d6

d2

ea

eb

ec

n

(b)

Figura 4.23: (a)Topología válida en el subintervalo de conducción; (b) Topología válida
en el subintervalo de conmutación del RT en el MOC.

La operación del RT en estado estable en el MOC puede ser descrita cada 6° del valor

del periodo de la señal de la fuente de alimentación [Lian et al, 2008]. En la Figura

4.24, el subintervalo de conducción se representa por la fracción de periodo η y el

subintervalo de conmutación se representa por el segmento µ cuyo valor está dado por
T
6
− η. Asimismo se observa como el encendido y el apagado de lo diodos se traslapa

debido al subintervalo de conmutación µ y γ se re�ere al tiempo cuando el grupo de

diodos d1, d6 inician a conducir y la corriente ia es mayor de cero.
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Figura 4.24: Formas de onda de las corrientes trifásicas en el MOC

Las formas de onda en el estado estable para el MOC se muestran en la Figura 4.25,

las magnitudes del voltaje y la corriente son multiplicadas por un factor de 1.8 y 10

respectivamente, para tener una apreciación visual clara.
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Figura 4.25: Formas de onda en el MOC

Para la obtención de las señales periódicas del convertidor utilizando el cálculo de
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estado estable se requiere resolver un PLC de dimensión 768 × 768, para un periodo

de 1/60 segundos que corresponde al voltaje de entrada con un paso de integración de
1/(60×128). Las dimensiones de la matriz MN de 768× 768 corresponden al producto de

N = 128 por las dimensiones del producto matricial CΠAB que es de 6 × 6. El costo

computacional requerido para el cálculo del MOC es de 18.2018 segundos.

4.4.3. Modo de Operación Discontinuo del Recti�cador Trifási-

co en Estado Estable

En la literatura para el análisis del MOD [Lian et al, 2008] y [Carpinelli et al, 2004],

proponen que este modo de operación se compone de un subintervalo de conducción y

un subintervalo de no-conducción. Las topologías válidas para el MOD se muestran en

la Figura 4.26.

N

ea

eb id

Rt Lt

d6

ReqVC C
Rt Lt

d1

(a)

N

ReqVC C

id

(b)

Figura 4.26: Topologías válidas en el MOD: (a) Modelo para el subintervalo de conduc-
ción; (b) Modelo para el subintervalo de no-conducción

En cada 6° del periodo de la señal de la fuente de alimentación se presentan los subin-

tervalos que describen en forma completa el MOD. En la Figura 4.27b, el subintervalo

de conducción es representado por η y el subintervalo de no-conducción se representa

por ξ = T
6
− η segundos.
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Figura 4.27: Formas de onda en el MOD: (a)Voltajes de CA y de CD; (b) Corrientes
trifásicas

En la Figura 4.27a se muestra la forma de onda del voltaje en el capacitor VC . En

esta condición de operación el instante γ representa el punto de intersección entre los

voltajes eab y ecb el cual es utilizado como un punto de referencia para realizar el análisis

del MOD [Lian et al, 2008]. Cuando los diodos d1 y d6 no conducen, el capacitor se

UMSNH-FIE-DEP 73



CAPÍTULO 4. MODELADO Y SIMULACIÓN DE CONVERTIDORES DE
POTENCIA NO-CONTROLADOS

descarga a través de la carga resistiva, este comportamiento se repite en cada segmento ξ.

En la Figura 4.28, el voltaje en el capacitor es más plano que el voltaje obtenido en

el MOC de la Figura 4.25, causado por la magnitud del �ltro capacitivo. La magnitud

de la corriente y el voltaje es multiplicada por un factor de 30 y 1.8 respectivamente,

para tener una mejor apreciación visual en conjunto con el voltaje del capacitor VC . El

desfasamiento de la corriente ia en el MOC y el MOD es pequeño debido a la magnitud

de la inductancia de las fuentes de voltaje ea, eb, ec.

Los datos para la simulación del MOD se muestran en la Tabla 4.7.

Tabla 4.7: Datos del RT para el MOD

ea 120 sen(377t) V
eb 120 sen(377t− 2π3 ) V
ec 120 sen(377t+ 2π3 ) V
Rt 0.001Ω Ω
Lt 1.0 mH
C 1400.0 µF
Req 100.0 Ω

El tiempo de cómputo requerido para realizar la simulación es de 14.2806 segundos

con el algoritmo de Lemke. El paso de integración seleccionado es de 1/(60×128) y el

proceso del cálculo requiere resolver un PLC con una dimensión de 768×768. Soluciones

más exactas pueden ser obtenidas utilizando un paso de integración más pequeño con

un costo computacional mayor.

0.000 0.005 0.010 0.015

-200

-100

0

100

200

Tiempo @sD

i
a

@3
0*

A
D,

e
a
n

@1
.8

*
V

D,
V

C
@V

D

iaHtL
eanHtL

VCHtL

T�2 T

Figura 4.28: Formas de onda en el MOC
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4.4.4. Respuesta Transitoria en el Modo de Operación Continuo

del Recti�cador Trifásico

El cálculo de la respuesta transitoria para la corriente ia se muestra en la Figura 4.29.

Los resultados de la simulación transitoria concuerdan con los resultados obtenidos en

la Subsección 4.4.2 aplicando el desarrollo para el cálculo de estado estable presentado

en la Sección 2.5. Se observa como utilizando el modelo complementario y los paquetes

de simulación comercial como PSpice y Simulink aseguran que las corrientes sean cero

en el intervalo de no-conducción.
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Figura 4.29: Formas de onda de la corriente en el MOC obtenidas utilizando PSpice,
Simulink y el MRC

En Simulink para resolver el modelo del RT se utilizó el método de integración

Ode3 con un paso de integración �jo de 6.5104 × 10−5 segundos. Resultados similares

son obtenidos utilizando el método de integración numérica Ode45 con un paso de

integración variable y una tolerancia relativa de 1.0×10−6. Los parámetros considerados

en Simulink y PSpice para el modelo de los diodos (d1, d2, d3, d4, d5, d6) constan de una

resistencia de encendido (Renc = 0.001 Ω), una resistencia de protección (Rprotecc =

1000.0 Ω), y una capacitancia de protección (Cproteccion = 0.1µF ).

Con el objetivo de comparar el desempeño computacional entre Simulink y el MRC

se utilizó un mismo paso de integración (6.5104× 10−5) para un tiempo de simulación

de 7/60 segundos. El tiempo de integración en Simulink es de 1.4116 segundos con el

método de integración Ode3 con un paso de integración �jo y en el MRC es de 2.2827
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segundos.

4.4.5. Respuesta Transitoria en el Modo de Operación Discon-

tinuo del Recti�cador Trifásico

El cálculo de la respuesta transitoria para la corriente ia se muestra en la Figura 4.30.

La forma de onda de la corriente ia obtenida con el MRC y los simuladores comerciales:

Simulink y PSpice validan las formas de onda obtenidas en el cálculo de estado estable

para el MOD obtenidos en la Subsección 4.4.3.

Los resultados en Simulink fueron calculados utilizando el método de integración

Ode3 con un paso de integración �jo de 3.2552×10−5 y el método de integración Ode45

con un paso de integración variable y una tolerancia relativa de 1.0× 10−6. Con ambos

métodos de integración las formas de onda son aproximadamente iguales. Los valores

para la resistencia de encendido del diodo y los valores de capacitancia y resistencia de

los circuitos de protección son los mismos que los utilizados en el MOC tanto en PSpice

como en Simulink. En el MRC se utilizó un paso de integración de 3.2552 × 10−5. En

el MRC el tiempo de cómputo es de 3.3713 segundos para un paso de integración de

3.2552 × 10−5 y en Simulink para el mismo paso de integración (3.2552 × 10−5 con el

Ode3) es de 2.1580 segundos para un tiempo de simulación de 7/60 segundos.
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Figura 4.30: Formas de onda de la corriente en el MOD obtenidas utilizando PSpice,
Simulink y el MRC
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4.4.6. Comparación del Algoritmo de Lemke y Programación

Cuadrática en el Cálculo de la Respuesta Transitoria

El propósito de esta subsección consiste en comparar los resultados que se obtienen

con el algoritmo de Lemke y el algoritmo de PQ aplicado a la solución del modelo

complementario del RT en el modo MOC y el MOD.
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Figura 4.31: Formas de Onda de la corriente ia obtenidas con PQ y el Algoritmo de
Lemke: (a) En el MOC y; (b) En el MOD
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En la Figura 4.31 se muestran las formas de onda para la corriente de la fase ia , uti-

lizando el algoritmo de Lemke y la función de FindMinimum en el MOC y el MOD. Los

dos algoritmos pueden reproducir el mismo comportamiento de las formas de onda con

lo cual se valida que son equivalentes bajo las consideraciones matemáticas establecidas

en la Sección 2.3.

Asimismo con la �nalidad de medir el tiempo requerido para realizar el proceso de

integración en el MOD, se seleccionó un paso de integración de 1/(60×512) con un tiempo

de simulación de 7/60 segundos y el tiempo de cómputo requerido con el algoritmo de

Lemke es de 3.3047 segundos y con PQ es de 229.992 segundos. En el MOC el tiempo

de cómputo requerido con el algoritmo de Lemke es de 2.6505 segundos y con PQ es

de 111.421 segundos para un paso de integración de 1/(60×256) con un tiempo de simu-

lación de 7/60 segundos. En el MOC y el MOD las formas de onda son equivalentes

para los pasos de integración seleccionados. Las diferencias en el tiempo de cómputo

son apreciables en ambos esquemas de solución del modelo complementario del RT

pero la solución basada en un problema de PQ permite la disposición de funciones

empaquetadas con una diversidad de métodos que las hacen más robustas y su dispo-

sición comercial permite la utilización de software como Mathematica y Matlab, entre

otros algoritmos desarrollados especialmente para resolver problemas de PQ de grandes

dimensiones en un menor tiempo de cómputo como el KNITRO [Byrd et al, 2006].

4.4.7. Determinación de la Operación del Recti�cador Trifásico

en el Modo de Operación en la Condición Frontera

En esta sección se utilizará el modelo complementario para estudiar como afecta la

variación de la capacitancia en el modo de operación. Para este propósito se realizaron

múltiples simulaciones donde el valor del capacitor fue incrementado de 1.0µF has-

ta 100.0µF para evaluar el modo de operación del RT y los resultados obtenidos son

mostrados en la Figura 4.32a. El valor crítico del capacitor es el valor donde la corrien-

te id se aproxima a cero como se muestra en la Figura 4.32b. Para un valor mayor

a 52.0µF se presenta el MOD. La determinación de una expresión matemática que de-

termine el modo de operación en la región frontera es complicada de obtener utilizando

un MC sin embargo con el modelo complementario es posible realizar las simulaciones

necesarias para determinar como afectan los parámetros del RT en el modo de opera-

ción, sin importar si para ciertos parámetros eléctricos el RT opera en una condición de

operación en la región frontera. Un valor de capacitancia crítica más exacta requiere de

un incremento más pequeño en el valor del �ltro capacitivo a un costo computacional
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mayor por el número de simulaciones a realizar.

Para determinar el valor de capacitancia crítica correspondiente al modo de opera-

ción en la región frontera se consideraron los datos de la Tabla 4.8.

Tabla 4.8: Valores para determinar el MOC y el MOD variando la capacitancia

ea 120 sen(377t) V
eb 120 sen(377t− 2π3 ) V
ec 120 sen(377t+ 2π3 ) V
Rt 0.001 Ω
Lt 1.0 mH
C {1− 100} µF

∆C 1.0 µF
Req 100.0 Ω
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Figura 4.32: (a)Modo de operación del RT como función del capacitor; (b) Forma de
onda de la corriente id en la región frontera

En la Figura 4.32b se muestra el comportamiento de la corriente id en el RT para
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el valor de capacitancia crítica ( 52.0µF ). Obsérvese como la corriente id se acerca al

valor de cero pero no lo toca lo cual signi�ca que el RT opera en la región frontera.

4.4.8. Análisis Armónico de los Modos de Operación del Recti-

�cador Trifásico
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Figura 4.33: Comparación de la corriente ia en estado estable con Simulink y el MRC:
(a)En el MOC y; (b) En el MOD

En las Subsecciones 4.4.2 y 4.4.3 se mostró el comportamiento de las formas de onda

para las corrientes en las fases (ia ib ic) en el MOC y el MOD. Claramente se observó

que las formas de onda de las corrientes (ia ib ic) en el MOD están distorsionadas y se

alejan de la forma senoidal del voltaje debido a: la característica no lineal de los diodos
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durante el proceso de conmutación y a los valores de los parámetros del RT. El objetivo

de esta sección consiste en mostrar el contenido armónico en el MOC y el MOD para

la corriente de la fase a . Las señales de las corrientes (ia ib ic) son simétricas por lo

que el contenido armónico en cualquiera de las fases es el mismo.
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Figura 4.34: Magnitudes de las corrientes armónicas de la fase ia en porciento de la
fundamental en el MOC y el MOD utilizando el MRC y Simulink

Las formas de onda para la corriente ia en el MOC y el MOD se muestran en la

Figura 4.33. Para la apreciación de las formas de onda en el estado estable se superpuso

la corriente obtenida con el MRC en un tiempo para el cual la corriente obtenida con

Simulink es periódica. Las corrientes en el estado estable (obtenidas con el concepto de
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estado estable periódico en el MRC) muestran diferencias en magnitud con las obte-

nidas en Simulink. Esto explica las diferencias en las magnitudes de las armónicas de

la corriente ia calculadas con el MRC y Simulink mostradas en la Figura 4.34. Esta

diferencia puede ser reducida si se incrementa el número de puntos logrando un paso

de integración más pequeño.

El valor rms de la corriente ia en el MOC y el MOD utilizando el MRC y Simulink se

muestran en la Tabla 4.9. Para validar las simulaciones en el dominio armónico se utilizó

el analizador de armónicos de Simulink y los resultados obtenidos se muestran en la

Figura 4.34. Finalmente en la Figura 4.35, se hace una comparación de los armónicos en

el MOC y el MOD utilizando el MRC. En general el MOD se caracteriza por una nivel

de distorsión mayor en la corriente ia en relación con el nivel de distorsión obtenido en

el MOC.

Tabla 4.9: Valores RMS de la corriente ia en el MOC y el MOD utilizando el MRC y
Simulink

MRC Simulink
IaMOC 6.15041 6.16314
IaMOD 1.60938 1.60513
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Figura 4.35: Comparación de las magnitudes de las corrientes armónicas de la fase ia en
porciento de la fundamental en el MOC y el MOD
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4.4.9. In�uencia de los Armónicos de las Fuentes de Voltaje en

el Modo de Operación

En la Subsección 4.4.7 se presentó la in�uencia del capacitor en el modo de operación

del RT. Concluyendo que valores altos de capacitancia pueden dar lugar a un MOD en

el RT. Otro tipo de factores que pueden ser estudiados para observar la in�uencia en el

modo de operación es la variación de la potencia de corriente directa absorbida por la

carga, la relación de impedancia Xt/Rt o bien, la adición de armónicos en las fuentes de

voltaje. El objetivo de esta subsección se centra en investigar como los armónicos de las

fuentes de voltaje afectan el modo de operación del RT. En la Subsección 4.4.2 el RT

opera en el MOC, para estos mismos parámetros eléctricos se analiza la in�uencia que

tienen los armónicos de las fuentes de voltaje en el modo de operación. Para los casos

de estudio (b) y (c), las fuentes de voltaje contienen las armónicas 5a, 7a, 11a, 13a, con

una amplitud del 3 % de la magnitud de la fundamental del voltaje de fase. Para

el caso de estudio (b), las armónicas 5a, 13a, tienen el mismo ángulo de fase de la

fundamental y las armónicas 7a, 11a, tiene un ángulo de fase opuesto al ángulo de fase

de la fundamental. Para el caso de estudio (c), las armónicas 7a, 13a, tienen el mismo

ángulo de fase de la fundamental y las armónicas 5a, 11a tiene un ángulo de fase opuesto

al ángulo de fase de la fundamental. En el caso de estudio (d) se pretende mostrar el

desempeño del algoritmo de Lemke para detectar el cruce por cero de las corrientes de

fase en el lado de CA para una armónica séptima con una amplitud de 100 V en serie

con el voltaje de la fase b. Los parámetros eléctricos para los casos de estudio (a), (b),

(c) y (d) se muestran en la Tabla 4.10.

Tabla 4.10: Parámetros eléctricos comunes para los casos de estudio (a), (b), (c) y (d)

Rt 0.001Ω Ω

Lt 1.0 mH

C 1000.0 µF

Req 25.0 Ω

Los valores de los voltajes en cada uno de los casos de estudio se anotan a conti-

nuación:

voltajes en el caso de estudio (a)

ea = 120 sen(377t)V

eb = 120 sen(377t− 2π
3
)V

ec = 120 sen(377t+ 2π
3
)V
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voltajes en el caso de estudio (b)

ea = 120 sen(377t) + 3.6 sen(5× 377t) +

3.6 sen(7× 377t− π) + 3.6 sen(11× 377t− π)

+3.6 sen(13× 377t)V

eb = 120 sen(377t− 2π
3
) + 3.6 sen(5× 377t− 2π

3
)

+3.6 sen(7× 377t− π − 2π
3
) + 3.6 sen(11× 377t− π − 2π

3
)

+3.6 sen(13× 377t− 2π
3
)V

ec = 120 sen(377t+ 2π
3
) + 3.6 sen(5× 377t+ 2π

3
)

3.6 sen(7× 377t+ 2π
3
− π) + 3.6 sen(11× 377t+ 2π

3
− π)

3.6 sen(13× 377t+ 2π
3
)V

voltajes en el caso de estudio (c)

ea = 120 sen(377t) + 3.6 sen(5× 377t− π) +

3.6 sen(7× 377t) + 3.6 sen(11× 377t− π)

+3.6 sen(13× 377t)V

eb = 120 sen(377t− 2π
3
) + 3.6 sen(5× 377t− π − 2π

3
)

3.6 sen(7× 377t− 2π
3
) + 3.6 sen(11× 377t− π − 2π

3
)

+3.6 sen(13× 377t− 2π
3
)V

ec = 120 sen(377t+ 2π
3
) + 3.6 sen(5× 377t− π + 2π

3
) +

3.6 sen(7× 377t+ 2π
3
) + 3.6 sen(11× 377t− π + 2π

3
)

+3.6 sen(13× 377t+ 2π
3
)V

voltajes en el caso de estudio (d)

ea = 120 sen(377t)V

eb = 120 sen(377t− 2π
3
) + 100 sen(7× 377t)V

ec = 120 sen(377t+ 2π
3
)V

Los resultados de estado estable de las corrientes de la fase a para diferentes niveles
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de distorsión del voltaje de alimentación se muestran en la Figura 4.37; en el caso de

estudio (a), las fuentes de voltaje no contienen armónicos y el RT opera en el MOC;

para el caso de estudio (b), las fuentes de voltaje contienen armónicos y el RT opera en

el MOC; para el caso de estudio (c), las armónicas de las fuentes de voltaje dan como

resultado un MOD en el convertidor de potencia. Los formas de onda de los voltajes

trifásicos para el caso de estudio (c), mostrados en la Figura 4.36, tienen diferentes

magnitudes pico por lo que se tiene un sistema de excitación desbalanceado el cual no

representa ninguna di�cultad respecto a su representación y simulación en el MRC.
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Figura 4.36: Formas de onda de los voltajes trifásicos para el caso de estudio (c)
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Figura 4.37: Formas de onda de la corriente ia en los casos de estudio (a), (b) y (c) en
el estado estable

UMSNH-FIE-DEP 85



CAPÍTULO 4. MODELADO Y SIMULACIÓN DE CONVERTIDORES DE
POTENCIA NO-CONTROLADOS

Los casos de estudio (a), (b) y (c) muestran que los modos de operación del con-

vertidor trifásico dependen de la magnitud de los armónicos, del tipo de armónicos y

de sus ángulos de fase. Mostrando como el modelo complementario del RT es válido

para representar diferentes escenarios de operación como: el MOC y el MOD. Asimismo

se muestra que es posible reproducir la dinámica del convertidor aun para condiciones

de desbalanceo del voltaje de alimentación con el modelo complementario. Con la he-

rramienta para el cálculo de estado estable y la respuesta transitoria en el MRC, el

RT puede ser estudiado con diferentes propósitos; con el análisis transitorio es posible

diseñar adecuadamente los valores de las capacidades de los diodos así como los circui-

tos de protección para la carga; con el desarrollo para el cálculo de estable en el MRC

se provee de un adecuado instrumento para analizar los armónicos presentes en el RT

sin necesidad del cálculo de la respuesta transitoria, lo cual es útil cuando se tiene un

transitorio de larga duración y se desea conocer las formas de onda en el estado estable

periódico.
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Figura 4.38: Formas de onda de los voltajes trifásicos para el caso de estudio (d)

Para el caso de estudio (d) se tiene una alimentación trifásica desbalanceada donde la

armónica séptima da lugar a cruces por cero rápidos de los voltajes como se muestra en

la Figura 4.38. De esta forma este caso de estudio es útil si desea mostrar el desempeño

del algoritmo de Lemke en la detección de los cruces de la corriente utilizando el cálculo

de la respuesta transitoria y el cálculo del estado estable. Las formas de onda para cada

una de las corrientes de las fases del RT se muestran en la Figuras (4.39a, 4.39b,

4.39c). Los resultados de simulación obtenidos con el MRC son comparados con PSpice

mostrando que ambos esquemas de simulación son equivalentes y el algoritmo de Lemke
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tiene un desempeño equivalente a los esquemas de integración de PSpice. El paso de

integración utilizado en el MRC es de 1/(60×4096) segundos.
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Figura 4.39: Formas de onda de las corrientes del RT durante el transitorio en el caso
de estudio (d)
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Resultados similares son obtenidos con PSpice y la utilización del concepto de estado

estable del MRC. Donde las formas de onda de las corrientes de fase son superpuestas

mostrando concordancia con los resultados presentados en la Figura 4.40. En el MRC

se utilizó un paso de integración de 1/(60×128) donde se resuelve un PLC con una matriz

MN de 768 × 768 con un tiempo de cómputo de 15.2871 segundos para un tiempo de

simulación de 1/60 segundos.
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Figura 4.40: Formas de onda de las corrientes de las fases con el cálculo de estado
estable utilizando el MRC para el caso de estudio (d)

4.5. Análisis de la Existencia de una Solución en Base

a la Matriz M

Las matrices M y MN para el ROC y el RT son matrices no simétricas y los Valores

Propios que se obtienen son valores reales e imaginarios por lo que para obtener un

análisis correcto sobre la positividad de las matrices se utiliza la siguiente relación

(M +MT )/2 que es una matriz simétrica [Murty, Tien, 1997]. El análisis de los Valores
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Propios de la matriz (M + MT )/2 en el modelo complementario del ROC y el RT

que se muestran en las Tablas 4.11 y 4.12 aseguran múltiples soluciones o ninguna

solución independientemente si se utiliza el algoritmo de Lemke o PQ. Así también la

matriz (MN + MT
N)/2 que resulta para el cálculo de estado estable del ROC y el RT

es semipositiva de�nida como se describe en las Figuras 4.41 y 4.42 donde su Valores

Propios son mayores o iguales a cero y una solución de múltiples es obtenida en el

MOC y el MOD con el algoritmo de Lemke. Asimismo su solución puede ser planteada

y obtenida como un problema de PQ presentada en las Subsecciones 4.3.6 y 4.4.6.

Tabla 4.11: Valores Propios del ROC en el MOC y el MOD en el análisis transitorio

Valores Propios en el MOC Valores Propios en el MOD
0.578436 0.0320307
0.0320307 0.0232488

0 0
0 0

Tabla 4.12: Valores Propios del RT en el MOC y el MOD en el análisis transitorio

Valores Propios en el MOC Valores Propios en el MOD
0.194805 0.139444
0.0650999 0.0650999
0.0650999 0.0650999

−3.92977× 10−17 −9.6931× 10−18

6.53449× 10−18 6.1808× 10−18

6.1808× 10−18 −1.11165× 10−18
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Figura 4.41: Valores Propios en el MOC y el MOD del ROC de la matriz (MN +MT
N)/2
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Figura 4.42: Valores Propios en el MOC y el MOD del RT de la matriz (MN +MT
N)/2

4.6. Comparación del Recti�cador de Onda Completa

y el Recti�cador Trifásico

En los resultados de simulación del ROC y el RT se observa que a medida que el valor

del capacitor se incrementa, el rizado en el voltaje de CD es menor. La utilización de un

�ltro capacitivo de gran magnitud se traduce en un incremento en el nivel de distorsión

de la corriente en el lado de CA, asimismo se observa que la corriente en el lado de

CD se extingue para una porción del periodo. En el MOD, la corrient e de la fase a en

el RT se caracteriza por las armónicas 5a, 7a, 11a, 15a, 17a ; en el ROC aparecen las

armónicas impares lo cual es congruente de acuerdo a [Mohan et al, 1995]. Debido a la

magnitud y el tipo de armónicas así como sus fases el ROC presenta un mayor nivel

de distorsión que el RT. Si se tiene a disposición un sistema de alimentación trifásico

y se requiere un voltaje de CD, el RT es una mejor opción hablando en términos de

calidad de energía y capacidad de conversión de potencia. Si los requerimientos de

diseño son más estrictos y el diseñador debe atender al nivel de distorsión armónica

producida por el convertidor de potencia, el rizado en el voltaje de CD y los armónicas

inyectados por el voltaje de alimentación, entre otras consideraciones, con los modelos

complementarios del ROC y el RT es posible realizar simulaciones para encontrar el

valor del �ltro capacitivo que satisfaga los requerimientos del valor del capacitor y el

nivel de distorsión armónica. Asimismo si se está interesado en tener una fotografía

de los convertidores de CA/CD, en el MOC o en el MOD como una función del valor

capacitivo; el MRC ofrece la posibilidad de tener una vista macroscópica rápida de

la capacitancia en función del modo de operación, la cual es de gran utilidad cuando
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el diseñador no tiene experiencia en la selección del �ltro capacitivo. Estudios más

detallados y completos sobre la in�uencia de los armónicos del voltaje en función del

modo de operación pueden ser realizados bajo el formalismo complementario de manera

satisfactoria.

4.7. Conclusiones

Se ha mostrado que el modelo complementario representa de manera adecuada diferen-

tes escenarios de operación (el MOC, el MOD, y un modo de operación en la región

frontera). Con este esquema de solución el cálculo de estado estable periódico como la

respuesta transitoria no requiere de algoritmos adicionales basados en la detección de las

con�guraciones eléctricas que sean válidas para los instantes de conmutación del MOC

y el MOD. En la formulación del ROC y el RT se ha mostrado que la representación

de los eventos continuos y los eventos discretos se incorpora en un formato uni�cado.

Asimismo se ha mostrado que los algoritmos para resolver los modelos complementa-

rios del ROC y el RT están diseñados adecuadamente para resolver en forma conjunta

dinámicas de naturaleza continua sujeta a eventos discretos mediante la utilización de

la teoría de los PLCs.

La utilización del algoritmo de Lemke y PQ son equivalentes en cuanto a resul-

tados sin embargo la solución con PQ es más lenta. La ventaja de utilizar PQ es la

disponibilidad de este algoritmo en paquetes comerciales como Mathematica y Matlab

donde las funciones de PQ internamente están empaquetadas con una gran cantidad de

rutinas que las hacen más robustas comparadas con el algoritmo de Lemke. En el caso

de los métodos de integración para simular en Simulink requieren de un conocimiento

adecuado sobre los métodos que deben emplearse así como de las tolerancias. En los

métodos de integración que se utilizaron en varias simulaciones aparecen problemas de

convergencia, o las respuestas no son adecuadas por lo que el usuario requiere estar

jugando con el paso de integración y tener un conocimiento que le permita escoger los

métodos de integración adecuados.

Indudablemente los algoritmos de solución de Simulink son más rápidos que el algo-

ritmo de Lemke basado en una discretización de Euler, no obstante el MRC representa

un herramienta de gran potencial para simular sistemas de EP con diodos donde el

cálculo de estado estable es de gran valor computacionalmente porque no son requeri-

dos métodos de solución tipo Newton y aun cuando los procesos de conmutación son

altamente no lineales, son manejados sin ninguna di�cultad algorítmicamente, evitando

los problemas de convergencia.
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En el análisis de la topología del RT para generar el modelo complementario se

muestra que su representación (generación de sus ecuaciones algebro-diferenciales) no

es directa debido a que su árbol es no normal sin embargo su representación en el forma-

to de los SLCs es posible. En [Frasca et al] se propone que para árboles y co-árboles no

normales es posible transformarlos en árboles y co-árboles normales insertando interrup-

tores ideales abiertos cuando se tienen inductores en el árbol (para generar trayectorias

alternas evitando los inductores) e insertando interruptores ideales cerrados cuando se

tienen capacitores en el co-árbol (para romper trayectorias cerradas y se pueda incluir

los capacitores en el árbol). Sin embargo para el RT con un �ltro en el lado de CA

[Alexa et al, 2006], se han utilizado estos mismos principios: resistencias de un valor

muy grande para los inductores en el árbol y resistencias muy pequeñas para los capa-

citores en el co-árbol sin poder probar que el convertidor pueda ser representado como

un SLC.

Un proceso automatizado de generación de ecuaciones requiere del desarrollo de

un algoritmo computacional que sea capaz de manejar adecuadamente circuitos de EP

que contengan un árbol y un co-árbol no normales. Una cuestión interesante sobre la

generación automatizada de ecuaciones para representar SLCs consiste en preguntarse

si existe siempre una representación de estado (en el formato de los SLCs) para sistemas

que contienen un árbol y un co-árbol no normales. Para resolver este problema algunos

simuladores se valen de resistencias arti�ciales (en algunos casos de valor muy grande o

muy pequeño, dependiendo si se desea romper una trayectoria o bien si se desea generar

una trayectoria cerrada alterna) para resolver el problema de árboles y co-árboles no

normales y obtener a través de estas resistencias árboles y co-árboles normales. Una

cuestión interesante que surge de esta forma de solucionar el problema de los árboles

y co-árboles no normales consiste en la di�cultad de establecer algorítmicamente la

magnitud de la resistencia (que tan pequeña o que tan grande debe ser) de tal forma

que se mantenga un modelo que represente de manera �el el sistema. Una complejidad

que se puede agregar a esta problemática se presenta cuando se requiere analizar un

sistema de potencia compuesto de sistemas de EP con un gran número de nodos y

se desea analizar cada una de las variables que determinan la evolución del sistema

(esto es deseado en sistemas de potencia de gran dimensión los cuales pueden contener

sistemas de EP donde no se desea realizar reducciones del circuito, sino más bien se

desea una representación matemática completa del circuito eléctrico original), es decir

un sistema de orden completo o bien compuesto de un árbol y un co-árbol normal,

donde las derivadas de las variables de estado son expresadas independientemente en

términos de las variables de estado. Esto sugiere que se requiere investigar un formato
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más general que describa circuitos de EP con árboles y co-árboles no normales.
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Capítulo 5

Modelado de Sistemas Controlados

5.1. Introducción

La solución de los sistemas electrónicos dentro del MRC que han sido estudiados en

el Capítulo 4 constan de diodos únicamente. Se ha probado que tales sistemas pueden

ser representados adecuadamente como SLCs. En este capítulo son estudiados siste-

mas electrónicos que constan de diodos e interruptores electrónicos controlados. Los

interruptores electrónicos son manipulados para representar el comportamiento de los

interruptores mediante funciones conocidas, de tal forma que puedan ser representados

como modelos complementarios. Se presenta la generación de los modelos complemen-

tarios para el Convertidor Reductor el cual contiene un esquema de control para seguir

un voltaje de referencia y el Convertidor Resonante de CD/CD, respectivamente. En

particular el Convertidor Resonante es analizado ante diferentes condiciones de carga y

frecuencia para mostrar que el modelo complementario es válido en el MOC y el MOD.

5.2. Obtención del Modelo del Convertidor Reductor

La representación del modelo del Convertidor Reductor en Lazo cerrado puede ser

obtenida como un SLC. El Convertidor Reductor presentado en la Figura 5.1 contiene

un esquema de control para proporcionar un voltaje constante a la salida mediante un

control de Modulación por Ancho de Pulso (MAP).

95



CAPÍTULO 5. MODELADO DE SISTEMAS CONTROLADOS

δ

Vcd

R L

C

k

Vref

p

1S 1 iL1

vC

vc

R2
(t)

(t)

Figura 5.1: Convertidor Reductor controlado por MAP

El comportamiento del Convertidor Reductor puede ser representado por medio del

circuito que se muestra en la Figura 5.2. El voltaje de entrada vin es impuesto por el

control en Lazo cerrado y es expresado por la relación matemática dada por la Ecuación

(5.1) y la Ecuación (5.1).

vin

id

V
d

R1 L1 iL

vC C R2

1

(t)

(t)

Figura 5.2: Circuito equivalente para el Convertidor Reductor

vin =


Vcd para vc > δ

0 para vc < δ

[0, Vcd] para vc = δ

(5.1)

δ =
∆

Ts
mod(t, Ts) (5.2)

donde δ es una señal diente de sierra con amplitud ∆ y periodo Ts, y vc es el voltaje

de control en la entrada del comparador mostrado en la Figura 5.1. Este voltaje es la

diferencia del voltaje en el capacitor C y el voltaje de referencia Vref .

La función mod(t, Ts) es el residuo de dividir t entre Ts. El comportamiento del

proceso de MAP puede ser expresado en términos de variables complementarias como
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Lazo1

CC1CC2

vin

id

V
d

R1 L1

iL

vC C R2

1

(t)

(t)

Figura 5.3: CCs y Lazos para el Convertidor Reductor

vin = −Vcdz2 + Vcd (5.3)

w2 = z3 + vc − δ (5.4)

w3 = −Vcdz2 + Vcd (5.5)

0 ≤ w2 ⊥ z2 ≥ 0 (5.6)

0 ≤ w3 ⊥ z3 ≥ 0 (5.7)

Las variables complementarias z2, z3 y w2, w3 no han sido marcadas en las Figuras

(5.1,5.2) ya que no son variables físicas, pero son utilizadas con el objetivo de represen-

tar el esquema de control basado en MAP dentro del MRC. Las Ecuaciones (5.3-5.7)

representan el comportamiento del controlador. La operación del controlador se suje-

ta a las siguientes condiciones de operación: si vc > δ, de la Ecuación (5.4) se sigue

que w2 es estrictamente positivo independientemente de z3 (cero o positivo). Entonces

el producto entre w2 y z2 debe ser cero, por consiguiente z2 = 0 y de la Ecuación (5.3)

se tiene que vin = Vcd. Si vc < δ de la Ecuación (5.4) se sigue que z3>0 y entonces de la

Ecuación (5.7) se debe cumplir que w3 = 0, así también de la Ecuación (5.5) z2 = 1 y

de la Ecuación (5.3) vin = 0. Finalmente si vc = δ, de las Ecuaciones (5.5,5.6), z2 puede

tomar cualquier valor entre 0 y 1 y vin puede tomar cualquier valor entre 0 y Vcd.

De la Figura 5.1 es posible escribir

vc = kp(Vref − vC)

Aplicando LVK y LCK a los Lazos y CCs al circuito equivalente del Convertidor

Reductor mostrado en la Figura 5.3 se obtiene el modelo complementario descrito a

continuación:

del Lazo 1
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L1
d iL1(t)

d t
= −R1iL1(t)− vC(t) + Vd + vin, (5.8)

del CC1

C
d vC(t)

d t
= iL1(t)− vC(t)

R2

, (5.9)

del CC 2

id = iL1(t). (5.10)

El modelo complementario del Convertidor Reductor en Lazo cerrado queda expre-

sado como sigue

L1
d iL1(t)

d t
= −R1iL1(t)− vC(t) + Vd + (−Vcdz2 + Vcd) (5.11)

C
d vC(t)

d t
= iL1(t)− vC(t)

R2

(5.12)

id = iL1(t) (5.13)

w2 = z3 + vc − δ (5.14)

w3 = −Vcdz2 + Vcd (5.15)

0 ≤ id ⊥ Vd ≥ 0 (5.16)

0 ≤ w2 ⊥ z2 ≥ 0 (5.17)

0 ≤ w3 ⊥ z3 ≥ 0 (5.18)

de�niendo como entrada u =
(

1 δ
)T

en forma matricial se tiene

Ac =

(
−R1

L1
− 1
L1

1
C

− 1
R2C

)
Bc =

(
1
L1
−Vcd

L1
0

0 0 0

)

Ec =

(
Vcd
L1

0

0 0

)
Cc =

 1 0

0 −kp
0 0


Dc =

 0 0 0

0 0 1

0 −Vcd 0

 Fc =

 0 0

kpVref −1

Vcd 0
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CERRADO

w =

 id

w2

w3

 z =

 Vd

z2

z3


5.3. Respuesta Transitoria del Convertidor Reductor

en Lazo Cerrado

El objetivo de esta sección consiste en obtener la respuesta en Lazo cerrado para el

Convertidor Reductor utilizando un control de voltaje mediante MAP. Los datos con-

siderados para la simulación se muestran en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1: Datos de simulación para el Convertidor Reductor

R1 0.01 Ω
L1 20 mH
C 47 µF
R2 22 Ω
Vcd 33 V
Vref 5 V
δ(t) ∆

Ts
mod(t, Ts) −

∆ 1 −
kp 8.4 −
Ts 100 µs

(a) (b)

Figura 5.4: Formas de onda del voltaje y la corriente para el Convertidor Reductor en
Lazo cerrado

Las formas de onda obtenidas en Lazo cerrado para el Convertidor Reductor se
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muestran en la Figura 5.4. El comportamiento del voltaje y la corriente obtenidas con

el MRC y las señales obtenidas con Simulink son muy similares y efectivamente el

esquema de control de voltaje llega al valor de referencia.

(a)

(b)

Figura 5.5: Vista detallada del voltaje y la corriente en el Convertidor Reductor en Lazo
cerrado

En los resultados de simulación obtenidos con el MRC se utilizó un paso de integra-

ción de 1.0 × 10−8 y en Simulink se empleó el método numérico de integración ode23tb

de paso variable con un paso de integración mínimo de 1.0 × 10−6 y una tolerancia

relativa de 1.0 × 10−8. Para efectuar la simulación el tiempo de cómputo requerido

en el MRC es de 131.727889 segundos y en Simulink es de 8.3638 segundos para un

tiempo de simulación de 0.03 segundos. Una vista detallada del voltaje y la corriente se

presenta en la Figura (5.5) mostrando como en el estado estable las formas obtenidas
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en Simulink son muy similares a las obtenidas con el MRC. Las pequeñas diferencias

de los voltajes apreciadas en la Figura 5.5a, pueden ser reducidas utilizando un paso de

integración de 1.0 × 10−9 en ambos esquemas de simulación. Las pequeñas diferencias

pueden estar asociadas a los circuitos de protección que tiene por defecto Simulink para

los dispositivos de conmutación como es el diodo y el interruptor que forman parte de

la topología del Convertidor.

Los resultados de simulación de la Figura 5.4, muestran que es posible modelar sis-

temas controlados donde su dinámica depende del proceso de conmutación de variables

controladas internamente (diodos) y variables controladas externamente (interruptores

electrónicos), cuando es posible representar su control como un conjunto de relaciones

complementarias. Siendo el MRC útil para modelar y simular sistemas controlados don-

de el cálculo de la respuesta transitoria del Convertidor Reductor se realiza sin requerir

un conocimiento de las con�guraciones que experimenta.

5.4. Obtención del Modelo del Convertidor Resonante

de CD/CD

:

s
1

s
2

n

Vcd vent

sR C Ls s

Lp

1

C LRvC

Vd1

id1

id2 Vd2 (t)

Figura 5.6: Circuito del Convertidor Resonante de CD/CD

El Convertidor Resonante de CD/CD mostrado en la Figura 5.6, está conformado por

dos interruptores ideales s1 y s2 los cuales son controlados en antifase a una frecuencia de

conmutación fs. El Convertidor es excitado por una fuente de CD independiente Vcd. La

modulación determina una onda cuadrada de voltaje vent con una amplitud |Vcd|. De esta
forma el voltaje de entrada Vcd y los interruptores s1 y s2 se representan como el voltaje

vent para representar el modelo del Convertidor como un circuito equivalente mostrado

en la Figura 5.7 y facilitar la construcción de su modelo complementario. El capacitor
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Cs y los inductores Ls y Lp representan un circuito resonante. Un transformador con

un tap central en el secundario se utiliza para conectar el circuito resonante con el

puente recti�cador de diodos. Si |Lp diLp(t)

dt
| < nvC(t) el Convertidor debe operar en el

MOD. Para una descripción más detallada sobre la operación del Convertidor Resonante

pueden consultarse las siguientes referencias [Foster et al, 2008] y [Yang et al, 2002].

LRC

sR sC sL

pL

:n 1

vent

Vd1

i
vC

i

Vd2

d1

d2
(t)

Figura 5.7: Circuito equivalente del Convertidor Resonante de CD/CD

El conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales que describen el Convertidor Reduc-

tor de CD/CD son tomadas de la referencia [Vasca et al, 2009].



diLs(t)
dt

= −Rs

Ls
iLs(t)− vCs(t)

Ls
− nvC(t)

Ls
+ nVd1

Ls
+ vent

Ls
dvCs(t)
dt

= iLs(t)
Cs

diLp(t)

dt
= nvC(t)

Lp
− nVd1

Lp

dvC(t)
dt

= n iLs(t)
C
− n iLp(t)

C
− vC(t)

RLC
+ 2 id2

C

id1 = niLs(t)− niLp(t) + id2

Vd2 = 2vC(t)− Vd1


En forma matricial el modelo complementario para el Convertidor Resonante de

CD/CD es representado por las siguientes matrices

Ac =


−Rs

Ls
− 1
Ls

0 − n
Ls

1
Cs

0 0 0

0 0 0 n
Lp

n
C

0 − n
C
− 1
RLC

 Bc =


n
Ls

0

0 0

− n
Lp

0

0 2
C

 Ec =


1
Ls

0

0

0


Cc =

(
n 0 −n 0

0 0 0 2

)
Dc =

(
0 1

−1 0

)
Fc =

(
0

0

)
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RESONANTE CD/CD EN EL MOC Y EL MOD.

5.5. Cálculo de la Respuesta Transitoria para el Con-

vertidor Resonante CD/CD en el MOC y el MOD.

En esta sección se presentan dos casos de estudio donde el modelo complementario es

analizado para diferentes condiciones de frecuencia y carga con el objetivo de mostrar

como en el MRC el comportamiento del Convertidor Resonante de CD/CD puede ser

estudiado como un SLC el cual es válido en el MOC y en el MOD. En [Foster et al, 2008]

se reporta que el MOC para el Convertidor Resonante de CD/CD es descrito por las

siguiente relación

λ ≥ 2

Π
(5.19)

y en el MOD se cumple que

λ <
2

Π
(5.20)

donde

λ =
Lpωs
n2RL

(5.21)

ωs = 2Πfs

Lp, RL , n
2 son parámetros eléctricos del Convertidor Resonante de CD/CD.

Para los datos de la Tabla 5.2,

Tabla 5.2: Parámetros eléctricos del Convertidor Resonante de CD/CD en el MOC

Ls 7.6 µH
Rs 0 Ω
Cs 138 ηF
Lp 9.6 µH
C 100 µF
RL 1.5 Ω
n 1.64 −
fs 16000 Hz

el valor del coe�ciente λ es de 2.39217 y de acuerdo a la Ecuación (5.19) el convertidor

debe operar en el MOC. En la Figura 5.8, se muestran las formas de onda del Converti-

dor Resonante de CD/CD el cual es alimentado por una onda cuadrada de voltaje con

una magnitud de 42V a la frecuencia fs. Las formas de onda en el MRC y en Simulink

son similares entre si en el transitorio como se muestra en las Figuras (5.8a-5.8c). El

paso de integración que se utilizó en el MRC es de 5.0 × 10−9 y en Simulink es de
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1.0 × 10−8 con el método de integración Ode4 (Runge-Kutta). El tiempo de compu-

tación en el MRC es de 18.872 segundos mientras que en Simulink es de 1.168 segundos

para un tiempo integración de 50/16000 segundos. Se pueden obtener resultados con un

error prácticamente de cero utilizando un paso de integración 5.0 × 10−10 en el MRC y

1.0 × 10−9 en Simulink.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.8: Formas de onda del Convertidor Resonante de CD/CD utilizando Simulink
y el MRC en el MOC

En la Figura 5.8d, se captura el comportamiento del Convertidor Resonante de

CD/CD en el estado estable. El voltaje vLp(t) está acotado a ±n promedio(vC(t)) para

todo el periodo 1/fs, y iLs(t) está atrasado por un ángulo α. En esta condición de

operación el voltaje excita el tanque resonante Ls, Lp,Cs y se genera el �ujo de corriente

iLs(t) donde la corriente �uye al capacitor C cargándolo y dictando el comportamiento

del voltaje de salida vC(t).

Al inicio del semiciclo negativo del voltaje vLp(t) y �nales del semiciclo negativo del

mismo, el Convertidor Reductor de CD/CD experimenta un instante de conmutación

donde el Convertidor no es excitado por la fuente de entrada vent. Si después del periodo
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de conmutación de apagado |vLp(t)| es mayor que ±n promedio(vC(t)) el recti�cador

vuelve a conducir. Durante esta condición de operación se dice que el Convertidor opera

en el MOC y vLp(t) puede ser considerada como una onda cuadrada. Sin embargo para

ciertas condiciones de carga o excitación, se puede presentar que el voltaje |vLp(t)|
sea menor que ±n promedio(vC(t)) y el Convertidor Resonante de CD/CD no aporta

energía a la carga RL durante una porción del semiciclo negativo (α) como se muestra

en la Figura 5.9d.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.9: Formas de onda del Convertidor Resonante de CD/CD utilizando Simulink
y el MRC en el MOD

Durante el �periodo de no conducción (α + β)� la corriente iLs(t) �uye a través

de Lp, y vLp(t) toma una característica senoidal. En esta condición de operación el

Convertidor Resonante de CD/CD se dice que presenta un MOD [Foster et al, 2008].

Para la generación de las formas de onda en el MOD se utilizaron los parámetros eléc-

tricos presentados en la Tabla 5.2 a una frecuencia de fs = 130000Hz y una carga

RL = 6.0 Ω. El paso de integración para el cálculo de la respuesta transitoria del Con-

vertidor Resonante de CD/CD utilizado el MRC es de 5.0×10−9 y el paso de integración
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utilizado en Simulink es de 1.0 × 10−8. El costo computacional es diferente en ambos

esquemas de simulación, en el caso del MRC es de 23.678911 segundos y en Simulink

es de 4.2281 segundos para un tiempo de 50/130000 segundos. Los formas de onda para

el Convertidor Resonante de CD/CD obtenidas con el algoritmo de Lemke y el Ode4

(Runge-Kuta) en Simulink se presentan en las Figuras (5.9a-5.9c). Se pueden obtener

formas de onda con un error menor utilizando un paso de integración en Simulink de

1.0 × 10−9 y un paso de integración en el MRC de 5.0 × 10−10.

Las formas de onda mostradas en la Figura 5.8d y la Figura 5.9d, pueden ser obteni-

das utilizando funciones descriptivas [Foster et al, 2008]. Donde en el MOC el ángulo α

es calculado analíticamente utilizando parámetros eléctricos y la frecuencia de resonan-

cia fs del Convertidor, sin embargo en el MOD se requiere resolver un sistema de dos

ecuaciones no lineales para calcular los ángulos (α y β). En esta técnica se hace énfasis

en diferenciar el MOC y el MOD, y en particular para el Convertidor Resonante de

CD/CD las funciones descriptivas son generadas utilizando un modelo equivalente de

CA justi�cado en la interacción no lineal del inductor Lp, la carga y el arreglo de diodos

en el lado de CD como una impedancia compleja que actúa como un �ltro pasa banda

atenuando los armónicos alrededor de la frecuencia de resonancia. En cada modo de

operación se de�nen un conjunto de ecuaciones algebraicas por segmentos que describen

el comportamiento del Convertidor. Esta metodología es sencilla de utilizar si los mo-

dos de operación son claramente de�nidos y las funciones descriptivas son válidas, sin

embargo en la condición frontera resulta complejo de�nir la función que describe esta

condición de operación así como condiciones de operación anómalas no consideradas en

las funciones descriptivas. La ventaja del modelo complementario para el Convertidor

Resonante de CD/CD consiste en que pueden ser estudiados diferentes escenarios de

operación en un formato uni�cado.

5.6. Análisis de la Existencia de una Solución en Base

a la Matriz M

Los Valores Propios de las matrices M resultantes de la discretización de los modelos

complementarios para el Convertidor Resonante y el Convertidor Resonante de CD/CD

contienen valores reales e imaginarios. En razón a lo anterior para un análisis correcto

de la positividad se utiliza la relación (M +MT )/2. En la tabla 5.3 los Valores Propios

para el Convertidor Reductor aseguran que su matriz es inde�nda sin embargo el algo-

ritmo de Lemke encuentra una solución para una condición inicial de cero y esto es un
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caso particular porque en sentido estricto no existe un resultado téórico que asegure la

existencia de una solución cuando se trata de una matriz inde�nida lo cual es un in-

dicativo para seguir investigando las propiedades de las matrices y las condiciones que

aseguran una solución. En el caso del Convertidor Resonante de CD/CD sus Valores

Propios mostrados en la Tabla 5.4 caracterizan una matriz semipositiva de�nida y una

solución de múltiples es obtenida con el algoritmo de Lemke en el MOC y el MOD.

Tabla 5.3: Valores Propios del Convertidor Reductor en el análisis transitorio

Valores Propios
16
-16
0

Tabla 5.4: Valores Propios del Convertidor Reductor de CD/CD en el MOC y el MOD
en el análisis transitorio

Valores Propios
0,00315582
0,000199993

5.7. Conclusiones

Se ha mostrado que es posible representar sistemas con interruptores controlados me-

diante la utilización de restricciones complementarias. Lo cual convierte al MRC en una

herramienta con gran potencial para analizar sistemas de EP.

Se ha mostrado que el modelo complementario para el Convertidor Reductor de

CD/CD es válido para el MOC y el MOD.

La simulación de los modelos complementarios para los convertidores de EP son

muy sensibles a errores cuando se emplean frecuencias de conmutación del orden de los

KHz lo cual requiere de un paso de integración muy pequeño para que los resultados

sean congruentes con Simulink. Esto no signi�ca que los resultados sean divergentes

(contienen un error constante). Se observó que para prácticamente el mismo paso de

integración en el MRC y Simulink el esfuerzo computacional es menor en Matlab. Sin

embargo en el MRC no se han explotado otros métodos de discretización que garanticen

menores errores y el propósito en este trabajo no está centrado en tener una metodología

de integración que sea más rápida que los métodos de integración de Matlab. Una de las

incógnitas interesantes que surgen al utilizar el MRC consiste en determinar un paso de
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integración que garantice resultados de simulación adecuados sin llevar a cabo varias

simulaciones. Es decir con base a que lógica matemática se puede establecer un paso de

integración adecuado que represente el mínimo de esfuerzo computacional y el menor

error.
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Capítulo 6

Conclusiones y Trabajos Futuros

6.1. Conclusiones Generales

La utilización de los SLCs para modelar procesadores de potencia no controlados

en el MRC es una metodología de gran potencial dentro de las técnicas de mo-

delado de convertidores de EP, en el sentido de que la característica no lineal de

los diodos puede ser representada en forma natural como una restricción comple-

mentaria evitando determinar las topologías válidas dictadas por los procesos de

conmutación.

Aun cuando el MRC está dirigido a representar sistemas de EP con diodos, tam-

bién se ha mostrado que es posible representar sistemas de EP con interruptores

guiados por esquemas de control como el Convertidor Reductor controlado por

voltaje. Así también se ha mostrado que si los interruptores pueden ser represen-

tados como una función conocida es posible modelar convertidores que constan

de diodos e interruptores como SLCs.

Una vez que es posible representar el conjunto de ecuaciones diferenciales y alge-

braicas de un sistema de EP como un SLC, el modelo complementario es válido

para todos los modos de operación que se puedan presentar en el convertidor de

potencia. Para mostrar la validez de los modelos complementarios como sistemas

completos se analizaron diferentes sistemas de EP que son válidos en el MOC,

el MOD y en la región frontera. Esto signi�ca que los modelos en el MRC son

modelos completos y no se requiere una con�guración para cada modo de opera-

ción lo cual tiene ventajas en términos de simulación. Asimismo se muestra que

en el formato de los SLCs se representa la dinámica completa de los convertidores

de EP (para los sistemas estudiados) compuesta por eventos continuos y eventos
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discretos. De esta forma se muestra que el MRC en relación con metodologías

basadas en MCs tiene ventajas en lo que se re�ere a modelado y simulación.

Una ventaja del MRC en relación a los MCs se centra en la selección de la con-

dición inicial para el cálculo del estado estable periódico. En sistemas de EP con

un gran número de interruptores y diodos se tiene que establecer una condición

inicial factible (lo cual requiere de un conocimiento profundo del comportamiento

del sistema de EP para de�nir los estados de los interruptores ) para obtener una

solución convergente debido a que en los MCs se requiere resolver un sistema de

ecuaciones diferenciales sti� y su solución implica la utilización de métodos de

integración tipo Newton, los cuales pueden no converger si tienen como punto de

partida un condición inicial inadecuada. Por el contrario en el MRC no se requiere

una condición inicial como punto de partida para el cálculo del estable periódico y

este método es no iterativo. Con la formulación del estado estable se ha mostrado

que es posible resolver sistemas de EP que contienen una gran cantidad de diodos.

En la generación de ecuaciones de estado para representar los recti�cadores tri-

fásicos como SLCs se comentan algunas particularidades sobre la problemática

que debe atender un algoritmo automatizado. Asimismo se sugiere que el SLC no

es un descriptor general para todos los sistemas de EP con diodos, solamente es

válido para los casos (al menos los estudiados) que tienen un árbol y un co-árbol

normal y algunos casos con árboles y co-árboles no normales que al ser manipula-

dos pueden ser representados en este formato como es el caso del RT. Sin embargo

cuando se tiene un RT con un �ltro en el lado de CA (hasta el momento no se ha

encontrado un representación en el formato de los SLCs) la representación en el

formato de los SLCs no es trivial.

6.2. Trabajos Futuros

Un trabajo a futuro puede ser dirigido a obtener de manera automatizada las ecua-

ciones algebro-diferenciales de los procesadores de potencia en el formato de los

SLCs (lo cual implicar desarrollar un descriptor para sistemas de EP con árboles

y co-árboles no normales). Un primer trabajo para generar ecuaciones de esta-

do se presenta en [Mastascusa, 1989] donde el desarrollo matemático es útil para

generar en forma automatizada ecuaciones de estado de un circuito que contiene

elementos pasivos lineales tales como: resistencias, inductancias, capacitancias, y

fuentes de voltaje y corriente independientes. Recientemente en [Frasca et al] se
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presenta un desarrollo matemático automatizado para representar ecuaciones de

estado para un circuito que contiene elementos pasivos e interruptores ideales.

Donde se propone que para árboles y co-árboles no normales es posible transfor-

marlos en árboles y co-árboles normales insertando interruptores ideales abiertos

cuando se tienen inductores en el árbol (para generar trayectorias alternas evi-

tando los inductores) e insertando interruptores ideales cerrados cuando se tienen

capacitores en el co-árbol (para romper trayectorias cerradas y se pueda incluir

los capacitores en el árbol). Sin embargo en términos de un algoritmo esto no

resulta trivial sobre todo cuando se tienen sistemas de EP conectados a sistemas

de potencia de gran dimensión, en el sentido de que es posible una modi�cación de

la topología de la red causada por una inserción inadecuada de los interruptores

electrónicos así como la selección incorrecta de sus estados de operación (encendi-

do o apagado). Esto signi�ca que la generación automatizada de ecuaciones para

representar convertidores de potencia es un tópico de investigación.

El MRC ofrece una alternativa para el análisis y simulación de convertidores de

EP controlados. Una área importante de investigación que salta a la vista es la

viabilidad del MRC en el diseño óptimo de controladores para los procesadores

de potencia lo cual consiste en modelar controladores que efectúen el mínimo

de conmutaciones para satisfacer los requerimientos de la carga y un mínimo

en pérdidas de energía causadas por las conmutaciones. Asimismo otro aspecto

relacionado a optimización es la incorporación en el modelado de otro tipo de

restricciones como el valor óptimo de los �ltros que garanticen el mínimo de

rizado en el lado de CD con una distorsión de corriente en el lado de CA dentro

de los requerimientos de distorsión armónica.

Se ha mostrado que el algoritmo de Lemke es adecuado para resolver sistemas

de EP cuando son discretizados utilizando el método de Euler Implícito, sin em-

bargo se pueden explorar otro tipo de algoritmos de discretización de tal forma

que se tengan soluciones cada vez más con�ables buscando explotar esquemas de

solución más e�cientes. En este sentido también se puede investigar la posibilidad

de incorporar técnicas de procesamiento en paralelo para obtener simulaciones en

un menor tiempo de cómputo.
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Apéndice A

Desarrollo Matemático del Cálculo de

Estado Estable en el MRC

Si el conjunto de Ecuaciones (2.1,2.2,2.3) son discretizadas por el método de Euler

Implícito y un retenedor de orden cero con un paso de integración h se tiene que:

xk = Axk−1 +Bzk + Euk (A.1)

wk = Cxk−1 +Dzk + Fuk (A.2)

0 ≤ wk⊥zk ≥ 0

donde

A = eAch

B = A−1
c

(
eAch − I

)
Bc

C = CcA

D = Dc + CcB

E = A−1
c

(
eAch − I

)
Ec

F = Fc + CcE

(A.3)

Sea el sistema de Ecuaciones (A.1,A.2) alimentado por una entrada periódica {uk} de
periodo N . Y asumiendo que el sistema es un sistema periódico si xk+N = xk∀k. La
evolución del estado es descrita como
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x1 = Ax0 + (Bz1 + Eu1)

x2 = A (Ax0 +Bz1 + Eu1) + (Bz2 + Eu2)
...

xN = ANx0 +
∑N

i=1A
N−i (Bzi + Eui) = x0.

(A.4)

y resolviendo con respecto a x0 de la Ecuación (A.4)

x0 = Π
N∑
i=1

AN−i (Bzi + Eui) (A.5)

donde Π es una matriz bien de�nida debido a que la matriz Ac es no singular. La

matriz Π satisface las siguientes propiedades

AΠ = ΠA

ΠAN = Π− I
Π =

(
I − AN

)−1

(A.6)

Desarrollando la Ecuación (A.2) para k = 1, ..., N se tiene

w1 = Cx0 +Dz1 + Fu1 (A.7)

w2 = CAx0 + CBz1 +Dz2 + CEu1 + Fu2 (A.8)

w3 = CA2x0 + CABz1 + CBz2 +Dz3 + CAEu1 + CEu2 + Fu3 (A.9)
...

wk = C
(
Ak−1x0 +

∑k−1
i=1

(
Ak−1−i (Bzi + Eui)

))
+Dzk + Fuk (A.10)

wN = CAN−1x0 +
∑N−1

i=1 CAN−1−iBzi +DzN +
∑N−1

i=1 CAN−1−iEui (A.11)

+FuN

y sustituyendo la Ecuación (A.5), en la Ecuación (A.11) resulta

wk = CAk−1Π(
∑N

i=1 A
N−i (Bzi + Eui))

+
∑k−1

i=1 CA
k−1−iBzi +Dzi +Dzk +

∑k−1
i=1 CA

k−1−iEui + Fuk
(A.12)

para k = 1, ..., N.

Desarrollando los términos para zi y ui y utilizando las propiedades (A.6) .

Para k = 1

w1 = CΠ
N∑
i=1

AN−i (Bzi) + ΠC
N∑
i=1

AN−i (Eui) +Dz1 + Fu1;
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evaluando las sumatorias para i = 1 resulta

CΠAN−1Bz1 + CAN−1Eu1;

evaluando las sumatorias para i = 2 resulta

CΠAN−2Bz2 + CAN−2Eu2

y agrupando los resultados de las sumatorias para i = 1 e i = 2 en wk=1 se obtiene

w1 = CΠAN−1Bz1 +Dz1 + CΠAN−2Bz2 + ...+

CΠAN−1Eu1 + Fu1 + CΠAN−2Eu2 + ...
(A.13)

Para k = 2

w2 = CAΠ
N∑
i=1

AN−i (Bzi) + CAΠ
N∑
i=1

AN−i (Eui) + CBz1 +Dz2 + CEu1 + Fu2;

evaluando las sumatorias para i = 1 e incluyendo los términos CBz1 +CEu1 para ser

agrupados resulta

CAΠAN−1Bz1 + CAΠAN−1Eu1 + CBz1 + CEu1;

aplicando la propiedad AΠ = ΠA

C(ΠA)AN−1 (Bz1) + C(ΠA)AN−1Eu1 + CBz1 + CEu1;

aplicando la propiedad ΠAN=Π-I

C(Π− I) (Bz1) + C(Π− I)Eu1 + CBz1 + CEu1;

agrupando términos resulta

(C (Π− I)B + CB)z1 + (C(Π− I)Eu1 + CE))u1;

evaluando las sumatorias para i = 2 e incluyendo los términos

CA ΠAN−2 (Bz2) + CA ΠAN−2 (Eu2) ;

aplicando la propiedad AΠ=ΠA
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CA ΠAN−2 (Bz2) + CAΠAN−2 (Eu2)

CΠA AN−2 (Bz2) + CΠA AN−2 (Eu2)

CΠ AN−1 (Bz2) + CΠ AN−1 (Eu2)

(
CΠ AN−1B

)
z2 +

(
CΠ AN−1E

)
u2

y agrupando los resultados de las sumatorias para i = 1 e i = 2 en wk=2 más los

términos Dz2, Fu2 se obtiene

w2 = (C(Π− I)B + CB)z1

+(CΠAN−1B)z2 +Dz2 + ...+

+(C(Π− I)E + CE)u1

+(CΠAN−1E)u2 + Fu2 + ...

(A.14)

y así sucesivamente. Las Ecuaciones (A.13,A.14) junto con las condiciones complemen-

tarias 0 ≤ wk⊥zk ≥ 0 pueden ser escritas como un PLC(qN ,MN)


w1

w2

...

wN

 = qN +MN


z1

z2

...

zN


0 ≤ wk⊥zk ≥ 0, k = 1, . . . , N

(A.15)

donde

MN =


D 0 · · · 0

0 D · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · D

+


CΠAN−1B CΠAN−2B · · · CΠB

CΠB CΠAN−1B · · · CΠAB
...

...
. . .

...

CΠAN−2B CΠAN−3B · · · CΠAN−1B


y qN = P u con
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P u =




F 0 · · · 0

0 F · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · F

+


CΠAN−1E CΠAN−2E · · · CΠE

CΠE CΠAN−1E · · · CΠAE
...

...
. . .

...

CΠAN−2E CΠAN−3E · · · CΠAN−1E





u1

u2

...

uN


Las matrices MN y P son bloques de matrices circulantes. En consecuencia el

PLC(A.15) no puede ser desacoplado en N diferentes problemas complementarios PLC

debido a que para cada k todos los componentes de la secuencia zi desde i = 1...N

aparecen en wk.
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