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Resumen

Este trabajo de tesis, propone la construccién del modelo de un sistema singularmente
perturbado con retroalimentacién de estado en Bond Graph.

Aprovechando la propiedad que tienen los sistemas singularmente perturbados de poderse
separar en dos subsistemas de bajo orden: lento y rédpido, se ha propuesto dos procedimien-
tos en Bond Graph para el diseno de la retroalimentacién de estado en el sistema cuasi-
estacionario. Un procedimiento es a través del BGI ¢, el cual es el Bond Graph Integral en
Lazo Cerrado, por el cual se obtiene el modelo cuasi-estacionario con retroalimentacién de
estado en Bond Graph con causalidad integral asignada. FEl segundo y el méds directo es a
través del SPBG¢, el cual es el Bond Graph Singularmente Perturbado en Lazo Cerrado,
que permite obtener el modelo cuasi-estacionario con retroalimentacién de estado en Bond
Graph asignando a los elementos de la dindmica rédpida causalidad derivativa con el objetivo
de obtener directamente las ecuaciones de estado que rigen a este subsistema. Se presenta
también el cdlculo de la ganancia Gy necesaria para que el sistema cuasi-estacionario sea
estable.

Asimismo, el modelo reducido rapido con retroalimentacion de estado en Bond Graph se
obtiene en base a un procedimiento sencillo basado en Bond Graph, y calcular asf la ganancia
G2 que permita que este subsistema sea estable.

De tal manera que, usando las ganancias Gy y G2 obtenidas en los subsistemas cuasi-
estacionario y rapido, se emplean para calcular G;. Asi, aplicar las ganancias G1 y G2 en el
sistema singularmente perturbado original para que el sistema en lazo cerrado sea estable.

Lo anterior se aplica a casos de estudio para comprobar su efectividad y consiguiéndose

resultados satisfactorios.

Palabras claves: Bond Graph, retroalimentacién de estado, sistemas singularmente pertur-

bado.



Abstract

This thesis proposes the construction of modeling singularly perturbed systems with
state feedback on Bond Graph.

Taking advantage of the property that have singularly perturbed systems be separable
into two subsystems in order: slow and fast, we have proposed two methods in Bond Graph
for the design of feedback to the quasi-stationary system. One method is through BGIy ¢,
which is the Bond Graph Integral Closed Loopby, which the quasi-steady-state model with
feedback on Bond Graph Integral causality assigned. The second and most direct is through
SPBG ¢, which is the Bond Graph Singularly Perturbed Closed Loop, giving the quasi-
steady-state model with feedback on Bond Graph assigning elements with derivative causality
fast dynamics the objective of obtaining directly the state equations governing this subsystem.
Therefore, the necessary condition for the quasi-stationary state is stable gain Gy is calculated.

Likewise, the reduced fast with feedback to Bond Graph model is obtained based on a
simple procedure based on Bond Graph and to calculate the gain G5 allow this subsystem is
stable.

So that, using Gy and G5 gains in quasi-steady and fast subsystems are used to calculate
G1. So, apply Gy and Go gains in the original singularly perturbed system so that the
closed-loop system is stable.

This applies to case studies to prove their effectiveness and achieving satisfactory results.

Key words: Bond Graph, feedback, singularly perturbed systems.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Introduccién

Desde la década de los 60’s, se han realizado investigaciones sobre el andlisis de los
sistemas singularmente perturbados con el fin de resolver el diseno de retroalimentacién de
estado (diseno de controladores) de dichos sistemas, ya sea por métodos para reducir el orden
del sistema o dejando de lado los modos réapidos.

Los métodos de modelos reducidos han sido investigados en andlisis de sistemas de control
por muchas décadas y varios métodos han sido sugeridos para determinar aproximaciones de
orden inferior. Las técnicas de modelado reducido tienen dos tareas importantes en la solucién
de problemas de ingenierfa de control. Primeramente, un modelo de orden reducido puede
convertir los problemas de diseno de control de sistemas grandes a un tamano manejable. En
segundo lugar, se puede lograr la reduccién del orden del controlador lo cual permite a los
controladores de hardware/software una mayor sencillez [Orbak, 2003].

Los métodos de reduccién basado en modelos fisicos hacen uso de Bond Graph e informa-
cién de potencia y nivel de energfa, eliminan los elementos que se consideran innecesarios. Los
métodos de perturbacién singular se utilizan para proporcionar una base para el andlisis de
la capacidad de control asintético de sistemas que contienen pequenos elementos “pardsitos”.

Una de las ventajas de los sistemas singularmente perturbados es la simplifcacién de
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los calculos matemséticos debido a que se manipulan los modelos de orden inferior, pero mas
importarte, el nimero de canales de comunicacién necesarios para la implementaciéon del
diseno los cuales se reducen considerablemente [Mahmoud and Singh, 1982].

Cuando un sistema tiene la propiedad de multiples escalas de tiempo, a menudo es
justificado y necesario separar dindmicas, para hacer una reduccién de orden o para eliminar
errores de cédlculo debido a la diferencia de los términos de magnitud.

Diversos ejemplos de aplicacién pueden ser presentados como: sistemas robdticos con
una parte mecdnica lenta y una parte electrénica rdpida, procesos quimicos con diferentes
velocidades de reaccién, sistemas con sensores y actuadores, sistemas controladores con alta
ganancia, disefio de retroalimentacién de los amplificadores electrénicos, las plantas de gene-
racién de energfa hidroeléctrica, modelado de los trenes de laminacién en caliente, etc.

[Dauphin-Tanguy and Borne, 1985].

1.2 Objetivo

Disefiar un control por retroalimentacién estédtica de estado a partir de Bond Graph
para sistemas lineales singularmente perturbados, aprovechando la propiedad que tienen estos
sistemas en general de poderse separar en dos sistemas: en un modelo del sistema lento con

n valores propios pequenos y un modelo del sistema rdpido con m valores propios grandes.

1.3 Metodologia

El método de investigacién utilizado para el desarrollo de este trabajo es el método
inductivo, el cudl permite hablar de una forma particular de un tema, que en este caso
son los sistemas singularmente perturbados, hasta llegar a una forma generalizada de la
aplicacion de las técnicas de Bond Graph a cualquier sistema lineal singularmente perturbado
con retroalimentacion de estado.

La elaboracién de fichas bibliogrificas ha sido utilizada como una técnica de investi-

gacién, permitiendo recolectar informacién cronolégica de los articulos que dan aportaciones
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sobre este tema, asi como para realizar anotaciones sobre lemas obtenidos de los libros y tam-
bién para escribir los procedimientos implementados para el disefio de la retroalimentacién
de estado en sistemas lineales singularmente perturbados en Bond Graph.

Se aborda la resolucién de los ejemplos ilustrativos que son utilizados para el andlisis de
la retroalimentacién de estado para cada uno de los sistemas rdapido y lento.

Finalmente, se aprovecharon las herramientas computacionales como Matlab (utilizado
para resolver operaciones matriciales), 20-SIM (empleado para observar el comportamiento
de las dindmicas: rdpida y lenta, de los ejemplos ilustrativos en el enfoque de Bond Graph),

y SIMNON (usado para simular los ejemplos ilustrativos en el enfoque tradicional).

1.4 Justificacion

A través de la historia se han propuesto enfoques basados en la reduccion de los sistema
singularmente perturbados, tales como retencién de los polos dominantes [Davison, 1966] o
dejar de lado los polos répidos [Rao and Lamda, 1974] para el diseno de controladores para
los sistemas singularmente perturbados [0'Reilly, 1979a]. En ambos casos, lo que se logra es
una aproximacién no muy exacta del sistema ya que al eliminar elementos que intervienen en
el comportamiento de éste, lo hacen cercano al sistema original, pero no lo suficiente. Si no
se ha tenido suficiente cuidado en el disenio de las ganancias establecidas, se puede tener un
sistema singularmente perturbado con retroalimentaciéon de estado de alto orden o en dado
caso se puede encontrar que el sistema original ya no es un sistema singularmente perturbado.

De esta forma, surge la necesidad de explorar y aprovechar més a profundidad las herra-
mientas que brinda Bond Graph, pero sobre todo son las pocas aportaciones que existe de
investigacién en Bond Graph en los sistemas singularmente perturbados; tratando asi, con
mayor facilidad y exactitud los sistemas singularmente perturbados con retroalimentacién de

estado con referente a la metodologia tradicional conocida.
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1.5 Estado del Arte

Algunos de los investigadores han tenido contribuciones importantes con referente a sis-
temas singularmente perturbados con el inico objetivo reducir el sistema, ya sea por métodos
como retencién de los modos dominantes del sistema o dejando de lado los modos répidos
[0'Reilly, 1979a).

El dejar de lado los modos rédpidos ha sido utilizado para obtener un andlisis de los
sistemas singularmente perturbados que consiste en realizar la eliminacién del pardmetro e
porque es probable que complique el diseno de retroalimentacién de estado para los sistemas
singularmente perturbados, por lo tanto, hace del sistema de un orden altamente prohibido
y la integracién numérica de las ecuaciones que los rigen se hacen bastante dificiles.

En esta metodologfa se encuentra Porter que escribié un articulo en 1974 donde demues-
tra como los métodos de perturbaciones singulares se utilizan para reducir el disefio de la
estabilidad por retroalimentacién de estado para una clase de sistemas lineales de (n + m)-
ésimo orden mediante un disenio de retroalimentaciéon de estado para una clase asociada al
sistema de n-ésimo orden obtenido ignorando elementos “pardsitos” que corresponden a la
presencia de un pequeno pardmetro (€) en las ecuaciones de estado de sistemas de (n + m)-
ésimo orden [B. Porter, 1974].

Mientras tanto en el afio de 1975, Porter junto con Shenton demostraron que los métodos
de perturbaciones singulares son usados para demostrar que las matrices de funciones de
transferencia de sistemas lineales contienen pequenos elementos “pardsitos” que tienen una
estructura distintiva, la cual puede ser explotada en el disefios de controladores para sistemas
de esta clase por la aplicacion de métodos en el dominio de la frecuencia [B. Porter and A.T.
Shenton, 1975b].

En ese mismo ano, Porter y Shenton continuaron aprovechando los métodos de pertur-
baciones singulares utilizdndolos para proporcionar una base para el andlisis de las carac-
teristicas de control asintético de sistemas lineales multivariables que contienen pequenos
elementos “pardsitos” y para el disefio de controladores que afectan la asignacién de valo-

res propios asintéticos en tales sistemas. La importancia practica principal del método de
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asignacién de valor propio asintético presentado en dicho trabajo radica en el hecho de que
el diseno de controladores de retroalimentacién para tales sistemas de (n 4 m)-ésimo orden
se reduce efectivamente a la consideraciéon por separado de subsistemas de n-ésimo orden
y m-ésimo orden y solamente los ultimos subsistemas implican los elementos “pardsitos”
[B. Porter and A.T Shenton,1975a].

Después en 1977, Porter siguié usando los métodos de perturbaciones singulares para
establecer condiciones en que los observadores de orden completo pueden ser disenados con el
fin de reconstruir los vectores de estado de los sistemas lineales multivariables que contienen
elementos “parasitos”, y el procedimiento de diseno resultante se ilustré mediante el disenio
de un observador de orden completo para un sistema de tercer orden [B. Porter, 1977].

En 1978 S. H. Javid desarrollé el disefio de un control en tiempo éptimo de un sistema
no lineal singularmente perturbado en base a la separacién del sistema en dos partes: la
primera parte depende principalmente de la dindmica de la planta no lineal y la segunda
parte depende principalmente de la dindmica rapida del actuador [S. H. Javid, 1978a].

La inquietud de seguir investigando el comportamiento de los sistemas singularmente
perturbados llevé a Javid en 1978, a proporcionar un limites superior para la estabilidad del
subsistema “rapido” y el sistema de orden completo. Estos limites se encuentran a través de
la consideracién de los sistemas de orden m y n. Asi la estabilidad asintética de un sistema de
orden (n + m)-ésimo orden pueden demostrarse teniendo en cuenta sélo el sistema de orden
reducido y el subsistema répido [S. H. Javid, 1978b].

En el ano de 1979, las investigaciones realizadas por O’Reilly lo llevan a proponer las
condiciones que se formulan para que un observador compuesto se aproxime a la reconstruc-
cién del estado del sistema singularmente perturbado original, por un observador de orden
completo. El observador compuesto se sintetiza a partir de los observadores de orden com-
pleto para los dos subsistemas separados en diferentes escalas de tiempo y forma la base de
un diseno de observador de orden completo [0'Reilly, 1979a).

Posteriormente en 1982, Mahmoud con otros investigadores desarrollaron un procedi-
miento de diseno de retroalimentacién aproximada para una clase de sistemas dindmicos li-

neales singularmente perturbados, en esta parte se introducen dos pardmetros de perturbacion
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para tener en cuenta el grado de pequenez y el grado de amplitud de dos modos de contorno
con respecto al modo normal de funcionamiento. El control de retroalimentacién aproximado
se determina de este modo combinando apropiadamente los controles individuales de los tres
modos de escalas de tiempo: lento, medio y rdpido. La reduccién del orden en el diseno
del control se consigue mediante la descomposicién de la matriz de Riccati completa en tres
matrices candidatas de Riccati [Mahmoud and Singh, 1982].

Por otro lado Silva Madriz y Sastry en 1984 estudiaron la estructura de la escala de
tiempo multiple de los sistemas singularmente perturbados para obtener funciones de trans-
ferencia de bajo orden “aproximadas” vélidas en diferentes escalas de tiempo. A partir de
los resultados anteriores, concluyeron que una funcién de transferencia es estrictamente po-
sitiva si la funcién de transferencia lenta de orden reducido y la funcién de transferencia
rapida son reales estrictamente positivos. Ademads, demostraron que una funcién de trans-
ferencia de orden reducido es de cardcter real positivo en un plazo de tiempo, y que se
conserva solo si todas las dindmicas de escala de tiempo méds rdpidas son también reales posi-
tivas. Durante esta investigacién contribuyeron también a establecer bajo qué condiciones,
la parte real positiva de una funcién de transferencia, sigue siendo una perturbacién singular
[Silva Madriz and S. S. Sastry, 1984].

Las primeras aportaciones de sistemas singularmente perturbados en Bond Graph fueron
realizadas por Dauphin-Tanguy en 1985, donde comprueba que la dindmica rédpida y lenta de
los modelos en Bond Graph se pueden estimar mediante la determinacién de las ganancias de
los lazos causales y la nocién de un sistema reciproco que, con las técnicas de perturbaciones
singulares, pueden obtener una mayor precisién en el comportamiento de una escala de tiempo
rapido del sistema [Dauphin-Tanguy and Borne, 1985].

En 1986, S. H. Javid escribe un articulo en el cual toma en cuenta los observadores de
los estados lentos de los sistemas singularmente perturbados y propone una expresién para el
error del observador en el caso de un control con un nimero finito de discontinuidades de salto.
Si las dindmicas parasitas son mucho “mads rdpidas” que la dindmica del sistema restante, el
error de observacién serd pequenio en relacién con la estimacion de estado [S. H. Javid, 1986].

En este mismo ano las investigaciones realizadas por Silva Madriz en conjunto con Sas-
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try los llevé a proponer bajo qué condiciones un sistema no lineal tiene el mismo compor-
tamiento de escala de tiempo multiple como el sistema linealizado localmente alrededor de
algin punto de equilibrio [Silva Madriz and S.S Sastry, 1986]. Por otro lado S.J. Fu junto
con M.E. Sawan proponen la separacién de un sistema a escala de dos tiempos en el modo
dominante y en el modo pardsito para el andlisis de errores asintético de los identificadores
y observadores de adaptaciéon. En base a este modelo proponen técnicas disenadas para
un problema de localizacién de polos y para el diseno de un observador de orden reducido
[S. J, Fu and M. E. Sawan, 1986].

En 1991, Sueur y Dauphin-Tanguy decidieron colaborar juntos para dar continuidad al
desarrollo de los sistemas singularmente perturbados en Bond Graph, donde proponen dos
métodos: analitico y geométrico para la aplicacién de un modelo con ecuacién de estado,
demostrando las ventajas de un modelo en Bond Graph para la simplificacién del modelado.
Asi mismo, estos métodos son implementados en el estudio de las propiedades dindmicas de
las redes RC lineales donde se realiza una particién del vector de estado en una parte lenta
y una rapida [C. Sueur and Dauphin-Tanguy, 1991].

El detallar el desarrollo de un formalismo basado en el modelado de sistemas de multi-
puerto en Bond Graph con una formulacién singular perturbada corresponde a los trabajos
realizados por Zeid y Overholt en el ano de 1995. En dicha investigacién llegaron a la con-
clusién que los sistemas multipuerto con deformacion, las uniones pueden ser modeladas por
una escala a dos tiempos explicita de ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, la forma
singularmente perturbada, permitiendo la construccién de un Bond Graph de uniones sin
causalidad derivativa [Zeid and Overholt, 1995].

Trabajos mas recientes sobre los sistemas singularmente perturbados datan a partir del
2001 con las investigaciones realizadas por Ahmed y Rosenberg donde demuestran como el
método de perturbaciones singulares puede ser utilizado para obtener una perspectiva sobre
el comportamiento del sistema modificado a escala de dos tiempos, reduciendo el campo de
almacenamiento asociado con la causalidad derivativa a una forma equivalente que tenga la
causalidad integral, mediante la insercién de elementos parésitos a través de una transforma-

cién matricial [Ahmed and Rosenberg, 2001].
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Finalmente en el 2003, las investigaciones realizadas por Orbak, le llevaron a proponer un
método de reduccién del modelo que se basa en la identificacion los subsistemas dominantes
a través de explotar el concepto de la descomposicién de los subsistemas fisico utilizando el
método de Bond Graph. Estos subsistemas son trasladados o retenidos en base a la informa-
cién de los procedimientos de descomposicion del sistema fisico y residuos de expansiones en

fracciones parciales para obtener un modelo de orden reducido [Orbak, 2003].

1.6 Aportaciones

En esta tesis se presenta un avance en el desarrollo de la teorfa de perturbaciones singu-
lares en conjunto con la metodologia en Bond Graph. Al trabajar con la teorfa de sistemas
singularmente perturbados y la técnica de Bond Graph, se desarrollan procedimientos que son
el resultado de aprovechar la propiedad que tienen los sistemas singularmente perturbados de
poderse separar en subsistemas de bajo orden: en un subsistema rdpido y en un subsistema
cuasi-estacionario.

De esta manera, se realiza el disefio de retroalimentacién de estado en Bond Graph
en cada subsistema lento y rdpido en base a procedimientos propuestos en Bond Graph.
Consiguiendo de esta manera, la certeza en la obtencién de las ecuaciones de estado y de los
limites que tendrédn que tener los valores de las ganancias Gg, G1 y G2 para garantizar la

estabilidad del sistema original.

1.7 Estructura de la Tesis

El presente trabajo titulado “Retroalimentacién de Estado de Sistemas Singularmente
Perturbados en un enfoque de Bond Graph” se compone de cinco capitulos, estructurados de
la siguiente manera.

En el capitulo 1 titulado “Introduccién” se presentan los motivos, la metodologfa uti-
lizada para esta investigacion, el objetivo al que se desea llegar y sobre todo, se hace una

pequena resena histérica sobre las contribuciones referentes a los sistemas singularmente per-
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turbados con retroalimentacién de estado, tanto en el enfoque tradicional como en el enfoque
en Bond Graph. También, se hace mencion sobre las aportaciones y la estructuracién de esta
tesis.

En el siguiente capitulo 2 titulado “Modelado de Sistemas Fisicos en Bond Graph”, hace
referencia a los antecedentes y conceptos bésicos que se requieren en Bond Graph. Asi mismo,
se explica el modelado de sistemas fisicos en el método de Bond Graph como son los sistemas
eléctricos, mecdnicos e hidrdulicos obtenidos por Matriz de Estructura de Unidn.

En el capitulo 3 titulado “Sistemas Singularmente Perturbados”, trata brevemente sobre
el modelado de los sistemas fisicos singularmente perturbados en un enfoque tradicional,
obteniendo las ecuaciones que caracterizan a dichos sistemas. Ademds, se trata de igual
manera el enfoque de Bond Graph donde se explica concisamente en que consiste el modelado
de sistemas singularmente perturbados por causalidad integral pero también se explica el
método por causalidad derivativa asignada llamado también modelo “SPBG”.

El capitulo 4 titulado “Retroalimentacién de Estado de Sistemas Singularmente Pertur-
bados”, abarca con detalle el objetivo que se pretende lograr en este trabajo. Primero se
describe brevemente el enfoque tradicional para el diseno de controladores posteriormente se
describe con detalle el enfoque en Bond Graph para sistemas singularmente perturbados con
retroalimentacién de estado, y sobre todo describir los pasos para el disenio de la retroali-
mentacién de estado. Esto se realiza para mostrar algunos ejemplos ilustrativos y hacer una
comparativa entre el enfoque tradicional y el enfoque de Bond Graph.

Finalmente, en el capitulo 5 “Conclusiones y Recomendaciones” se abordan las deduc-
ciones obtenidas durante el desarrollo de esta tesis. Asi mismo se proponen recomendaciones
para trabajos futuros sobre este tema de Sistemas Singularmente Perturbados con Retroali-

mentacion de Estado.
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Modelado de Sistemas Fisicos en

Bond Graph

2.1 Antecedentes

A través del tiempo, teniendo la necesidad de encontrar una mejor manera de dar expli-
cacion a los diferentes fenémenos fisicos, en el siglo XIX, Lord Kelvin y James Clerk Maxwell
observaron que una amplia gama de fenémenos fisicos dan lugar a formas similares de las
ecuaciones, llevando a la busqueda de analogfas entre el flujo de calor y fuerza eléctrica y
entre las lineas de la fuerza y agilidad de fluidos.

Entre los anos 1949 y 1950, H.M (Hank) Paynter del MIT (Massachusetts Institute of
Technology) trabajé en proyectos de ingenieria interdisciplinario que incluye plantas hidroeléc-
tricas, la computacién analégica y digital, la dindmica no lineal y control. En base a esta
experiencia obtenida senalé que formas similares a las ecuaciones son generadas por los sis-
temas dindmicos en una amplia variedad de dominios (por ejemplo eléctrica, hidraulica y
mecdnica), es decir, estos sistemas son andlogos. Paynter incorporé la nocién de un puerto
de energfa en su metodologia, y por lo tanto el Bond Graph fue desarrollado [Gawthtop, 2007].

Posteriormente, se convirtié en una metodologfa, junto con Karnopp y Rosenberg en sus

libros de texto (1968, 1975, 1983 y 1990), asi mismo disefian la primera herramienta com-
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putacional (ENPORT) que soporta simulaciones bajo modelos obtenidos mediante diagramas
de Bond Graph.

Los primeros promotores destacados de las técnicas del modelado de bond graph que
proponian en ser llevados a la prictica fueron J. Thoma (1975), van Dixhoorn (1982), y
Dransfield P. Ellos contribuyeron sustancialmente a la difusién del modelado de Bond Graph
en Europa, Australia, Japon, China y la India. Van Dixhoorn fundé una IMACS (Interna-
tional Association for Mathematics and Computer in Simulation) el cual tiene un Comité
Técnico en el Modelado de Bond Graph presidido por el Sr. J. Thoma por muchos afios.
Jan van Dixhoorn realiza un répido prototipo de diagrama de bloques basado en el software
TUTSIM, el cual se puedo utilizar para ingresar diagramas causales simples de Bond Graph,
v ha sido la base para crear mds tarde nuevas herramientas para computadoras personales.
Esto ultimo senté las bases para el desarrollo de la tan famosa herramienta computacional,
basada en puertos de Bond Graph, 20-Sim de la Universidad de Twente.

Mediante la formulacién de Breedveld (1984-1985), de un marco basado en la termo-
dindmica, él desarrolla un Bond Graph donde hace una descripcién del modelado para una
teorfa de sistemas.

Hoy en dia, el éxito en el modelado de sistemas dindmicos utilizando Bond Graph se
refleja en una serie de conferencias como es la conferencia de IMACS, primer conferencia
internacional SCS explicitamente dedicada a los modelos de Bond Graph en 1993 en San
Diego, CA., en esta conferencia se invité a una sesién plenarfa para el modelado grafico de
bonds dada por Cellier, en la edicién de 1990 segunda parte del libro de texto bien conocido
de Karnopp y Rosenberg y el nuevo libro de texto de Jean Thoma que fue publicado también
en 1990, se han dado seminarios en la industria, y un nimero creciente de empresas que
ultizan gréficos de bonds, especialmente en Francia.

Por 1ltimo, pero no menos importante, los modeladores de Bond Graph se organizan en
asociaciones nacionales, como el Club de Bond Graph en los Paises Bajos, o el Club de Bond

Graph en Francia [Borutzky, 1995].
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eft) —
—x) ~

Figura 2.1: Bond con la direccién del esfuerzo e(t) y flujo f(t)

2.2 Conceptos Basicos

Bond Graph es una representacién de un sistema dindmico donde una coleccién de com-
ponentes interactian unos con otros a través de puertos de energia. KEstos componentes
colocados en el sistema describen céomo fluye la potencia a través del sistema.

El componente fundamental de un Bond Graph es el bond de energia utilizado para
acoplar los puertos de energfa de los componentes del sistema.

Un bond es dibujado como un borde con una media flecha como se puede apreciar en la
figura 2.1, en la que se puede observar hacia dénde va el esfuerzo e(t) y f(t).

La direccién de esta flecha indica la media direccién positiva del flujo de energia. En
principio, la fuente de tensién proporciona una potencia y los demds elementos absorben
energfa. Las partes principales de un sistema son llamadas subsistemas y las partes no
reducibles son llamadas componentes y basicamente, un subsistema es una parte de un sistema
que es modelado como un sistema en s{ mismo, donde un componente es modelado como una
entidad.

Los lugares en los cuales los subsistemas pueden ser interconectados son llamados puertos.

Los sistemas multipuertos son denotados por puertos-n, donde n es el nimero de puertos.
Las variables que describen la unién de dos multipuertos que son conectados son llamadas
variables de potencia, las cuales son esfuerzo e(t) y flujo f(t). Estas variables también son
llamadas variables de bond generalizadas debido a que pueden ser utilizadas en todos los
dominios de energfa.

En los sistemas que se almacena energia es necesario definir variables que representen

el estado del sistema llamados variables de energia denominadas momento p(t) o esfuerzo

12
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Tabla 2.1: Variables generalizadas de Sistemas Eléctricos e Hidrdulicos

Variable General Eléctrico Hidraulico
v(t) Pe(t)
Esfuerzo e(t) Voltaje Presion
: i(t) Q)
Flujo 1) Corriente Caudal
A(t) Py (1)
Momento p(t)= [e(t)dt Enlace de Integral de
Flujo presion
. _ q(t) V(t)
Desplazamiento | ¢ (t) = [ f(¢)dt Carga Volumen
Potencia P(t)=e(t)f(t) v (t)i(t) P.(t)V (1)
Energfa E(p)=[f(p)dp | [i(NdA | [Q(Pp)dPp
E(q) = Je(g)dp [ edq [ Pe(V)dV

acumulado e, (t) y desplazamiento ¢(t) o flujo acumulado f,(t), estdn dadas por:

p(t) = ea (t) 2 /e (7) dr (2.1)

t
A

1= 1,02 [1()dr (22)

En la tabla 2.1 se muestran las variables generalizadas para sistemas eléctricos e hidrauli-

cos y en la tabla 2.2 se muestran las variables generalizadas para sistemas mecdnicos de

traslacién y de rotacion.

Una forma sencilla de relacionar las variables generalizadas siendo parte importante en
Bond Graph es empleando el tetraedro de estados que se muestra en la figura 2.2, donde se
tiene la representacion de los elementos tanto R como C' e I que corresponden a los pasivos
y almacenamiento respectivamente [Dauphin-Tanguy, 2000].

Como anteriormente se mencioné los sistemas se interconectan por puertos, los cuales se

clasifican en:
e Puerto 1 -Pasivos, Activos o Fuentes
e Puerto 2 -Elementos Ideales

e Puerto 3 -Elementos de Unién

13
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Tabla 2.2: Variables generalizadas de Sistemas Mecdnicos de Translaciéon y Mecénicos de

Rotacion

. Mecénico de Mecdnico
Variable General Traslacién de Rotacién
F(t T(t
Esfuerzo e(t) Fue(r;a P(alz
w(t)
Flujo ft) Vel‘g gc)la d Velocidad
angular
Pr (1) H (t)
Momento p(t)= [e(t)dt Momento Momento
rotacional angular
. _ x (t) 6 (t)
Desplazamiento q(t)=[f(t)dt Distancia Angulo
Potencia Pt)y=e(t)f(t) F@)V(t) T(t)w (t)
Energfa E(p)=[f(pdp | [V (Pr)dPr Jw(H)dH
E(g) = [e(q)dp [ F(x)dz [7(0)do

e(t)
Jeydt ! \c
p(t) ﬁ }t)
I Jiwydt
f(t) /

Figura 2.2: Tetraedro de estado
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Tabla 2.3: Elementos pasivos de almacenamiento R, C e I

Elemento | Relacién Eléctrico Mecdnico Hidr&ulico
R Lineal v (t)= Ri(t) F(t)=bV (t) AP, (t)= RQ (t)
No-Lineal v(t)= ¢ (1) F(t)=¢(V) AP = (Q)
a Lineal v (t)=% [idt Ft)=k [Vdt P (t)=C [ AQdt
No-Lineal v(t)=¢.(q) F(t)= ¢, (x) P (t)=¢. (V)
I Lineal i(t)=1 [vdt V(t)=5; [ Fdt QMt)=1 f AP,dt
No-Lineal iM=wv, [(N) V()= (P) Q)= (5)

2.2.1 Puertos 1: Pasivos, Activos o Fuentes

Los elementos pasivos son aquellos que representan disipacién de potencia y dos formas de
almacenamiento de energia. Se les conoce como Puertos-1 Pasivos a todos aquellos elementos
que intercambian potencia en un puerto o elemento sencillo pasivo.

Los elementos gréficos de bonds son los siguientes:

e C : Elemento de almacenamiento para una variable de tipo ¢, por ejemplo, condensador,

resorte, etc.

e [ : Elemento de almacenamiento para una variable de tipo p, ejemplo inductor, resorte

mecéanico, etc.

e R : Resistencia de discipacién de energia libre, por ejemplo, resistencia eléctrica, la friccién

mecéanica, etc.

SE, SF: Fuentes, por ejemplo, red eléctrica (fuente de tension), la gravedad (fuente de

vigor), la bomba (fuente de flujo).

En la tabla 2.3 se muestran los elementos de disipacién R, de almacenamiento de flujo C
y de almacenamiento de esfuerzo I, para sistemas eléctricos, sistemas mecdnicos y sistemas
hidraulicos [Dauphin-Tanguy, 2000].

Los elementos que introducen energia al sistema son llamados fuentes. Existen dos tipos

de fuentes:

e Fuentes de esfuerzo moduladas (voltaje, fuerza o presién), la cual se denota como M S,.
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a) b)

MSe ———— Msf F———

Figura 2.3: Puertol- Activo: a) Fuentes de esfuerzo y b) Fuentes de flujo

e Fuentes de flujo moduladas (corriente, velocidad o caudal), la cual se denota como M Sy.

En la figura 2.3 se muestra la representacion de las fuentes.

2.2.2 Puertos 2: Elementos Ideales

Existen dos elementos ideales del Puerto-2 llamados: transformador (T'F) y girador

(GY), que son sistemas lineales que cambian la relacién entre las variables de flujo y esfuerzo.

e TF: Transformador, por ejemplo, un transformador eléctrico, ruedas dentadas, la palanca,

etc.

e GY: Girador, por ejemplo, motor eléctrico, bomba centrifuga. Caracterizéndose por tener

dos puertos y una relacién lineal entre esfuerzo y flujos.

Los Bonds que representan a un transformador TF y a un girador GY se muestra en figura
2.4. Estos elementos juegan un papel muy importante para el modelado de la conversién de

potencia de un dominio fisico a otro [Dauphin-Tanguy, 2000].

Figura 2.4: Representacion en Bond Graph de a) un Transformador (TF) y b) un Girador (GY)

2.2.3 Puertos 3: Elementos de Unién

Este tipo de puertos se llaman uniones ya que sirven para interconectar tres o méis

puertos de energia dentro de un subsistema, los cuales representan en forma de multipuerto
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et) | £
e (t) e,(t)
w7 0N

Figura 2.5: Unién 0 para la conexién en paralelo

los dos tipos de conexiones en serie y en paralelo.
La unién de flujo, unién-0 o unién de esfuerzo comin es utilizada para la conexién en
paralelo (ver figura 2.5). Las relaciones de interconexién que describen una unién de flujo

estdn dadas por:

e1(t) = e (t) = ez () (2.3)
L)+ fa®)+fs()=0 (24)

De esta manera se observa que los esfuerzos en todos los bonds son siempre iguales y la
suma algebraica de los flujos es cero.
El otro elemento del Puerto-3, es la unién de esfuerzo, unién-1 o de flujo comiin para la

conexion en serie (ver figura 2.6). Las relaciones de interconexién para este elemento son:

et) | £()
e(t) e,(t)
w7 N

Figura 2.6: Unién 1 para la conexién en serie

fr(t) = f2(t) = f3(2) (2.5)

e1 (t) + e9 (t) + e3 (t) =0 (26)
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Los puertos de conexién de esfuerzo y flujo pueden extenderse a puertos de 3 o més
puertos [Dauphin-Tanguy, 2000].
2.2.4 Bond Activo

Un bond normal tiene dos senales: esfuerzo e(t) y f(t). A diferencia de un bond activo
que comunica una de las dos senales posibles en una sola direccién.
Un bond activo se representa por una flecha completa como se muestra en la figura 2.7,

indicando un flujo de potencia cero.

A—>»B

Figura 2.7: Simbolo de un bond activo

Un bond activo se utiliza como una senal en un diagrama a bloques, la cuél conecta a

otros sin consumir energfa como se ilustra en la Figura 2.8.

a) N N\ b) N N
5 5
E(t) 4 E(t) 4
0 > 1 » MSf—
at) o 7 o g 07
7 7
/ y y/ /

Figura 2.8: Bond Graph con un bond activo para a) voltaje y b) corriente

El bond activo que entra a M Se en la parte a) de la figura 2.8 indica que E(t) es modulada
por eg(t), asi, E(t) = Gey(t), donde G es la ganancia de voltaje. El bond activo viene de la
unién-0, el voltaje ep(t) es el mismo que eg, ea y es. Ademds, el bond activo tiene potencia
cero debido a que se considera que la corriente correspondiente a ey(t) es despreciable. La

suma de corrientes en la unién-0, debe ser inicamente 1, io € is.
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N\ N\
2 2
ﬁ‘l 0—* D ——71 1 D:f
e —_— D
et) ft)
3 3
/ /

Figura 2.9: Detectores en Bond Graph para obtener esfuerzo o flujo

Lo mismo sucede con la parte b) de la figura 2.8 donde entra al bond activo M S f que
indica que i(t) es modulada por ig(t), donde, i(t) = Jip(t) donde J es la ganancia de la
corriente. En este caso el bond activo estd dado por la unién-1, donde la corriente 1, io € 3.
es el mismo que i1, 72 e 73. También en esta parte el bond activo tiene potencia cero debido
a que se considera que el voltaje corresponde a io(t) es despreciable. Asi que la suma de los
voltajes en la unién-1, debe ser tnicamente e1, es y es3.

Ademsds un bond activo se utiliza para mandar una senial de salida llamado detector (D)
(figura 2.9), que dependiendo si se coloca en una unién-0 se obtiene esfuerzo o bien si se

coloca en una unién-1 se obtiene flujo [Dauphin-Tanguy, 2000].

2.2.5 Causalidad

Una propiedad muy importante en esta técnica es la causalidad o relacién causa-efecto.
Las relaciones de causa-efecto para esfuerzos y flujos son representadas en direcciones opues-
tas. Una marca en un bond, llamada trazo causal (|) indica cémo e(t) y f(¢) simultdneamente
son determinados causalmente en un bond. Las diferentes maneras de expresar la causalidad
en un bond se pueden representar como se observa en la figura 2.10.

El trazo causal indica un sentido de entrada-salida para e(t) y f(¢) en cada puerto de los
dos componentes juntos. El esfuerzo entra en un bond en el mismo sentido del trazo causal
y por consecuencia el flujo va en direccién contraria.

Ademads, se deben complir las reglas, las cuales son mostradas en la tabla 2.4
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e(f)

A k—fm B

Figura 2.10: Diferentes maneras de expresar la causalidad en un bond

Tabla 2.4: Causalidad para los multipuertos bésicos

—1TF — —]TF —
—GY }— — ey —]
Causalidad Restrictiva T l
o—f  —o—f F—ob—
{1} 1] |1—
Causalidad Derivativa —1 —cC
Causalidad Integral — | F—¢
Causalidad Arbitraria —l R |_ R
Causalidad Necesaria MSe —| MSf ——
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Tabla 2.5: Formas Causales para Puertos 1

Elemento Forma Causal Relacién Causal

Fuente de Esfuerzo MSe 7| e(t)=E(t)
Fuente de Flujo Mst | 7 f)=F()

Resistencia ———ir f(t) =05t [e(t)]
Capacitancia

— A jw-4
Inductancia

F——>1 e(t) =3 [®rf (1))

En la tabla 2.5 se muestran los Puertos 1 con causalidad correspondiente a cada elemento

considerado.

Procedimiento 2.1: Para obtener la asignacion de causalidad es necesario aplicar las rela-
ctones de causalidad para los multipuertos basicos establecidas en la tabla 2.4 vy sequir

el stguiente procedimiento en orden estricto:

1. Considerar cualquier M S, o M Sy y asignar su causalidad requerida e inmediatamente

extender las implicaciones causales, usando las restricciones de 0, 1, TF y GY.

2. Asignar causalidad integral a los elementos C' e I respetando las restricciones de la

tabla 2.4.

3. Escoger cualquier R que no esté asignado y dar una causalidad arbitraria a R. Extender

las implicaciones usando 0, 1, TF, y GY.

Se dice que un Bond Graph es causalmente correcto cuando no existe conflicto de causali-
dad entre los elementos y las uniones. Por otro lado, es necesario mencionar que la causalidad
derivativa se presenta cuando un sistema contiene elementos de almacenamiento de energia
que no son dindmicamente independientes, en una asignacién de causalidad integral pre-

definida.
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El niimero de elementos que almacenan energfa en causalidad integral es el nimero de
ecuaciones diferenciales linealmente independientes y el nimero de elementos almacenadores
en causalidad derivativa es el nmimero de ecuaciones diferenciales linealmente dependientes

[Dauphin-Tanguy, 2000].

2.3 Modelado de Algunos Sistemas Fisicos

El modelado en Bond Graph es una herramienta grafica para el modelado de sistemas
de ingenieria, especialmente cuando existen diferentes dominios fisicos involucrados. Bond
Graph permite construir modelos de sistemas fisicos como eléctricos, mecédnicos, hidrauli-
cos, etc., utilizando solamente un pequeno conjunto de elementos ideales los cuales fueron
mencionados en la seccién 2.2.

Mediante la creacién de un bond graph, el diseno y andlisis de la estructura de un sistema
a menudo pueden llevarse a cabo usando sélo ldpiz y papel y para esto es necesario seguir un

procedimiento estricto para cada uno de los sistemas fisicos.

2.3.1 Sistema Eléctrico

Al realizar la representacion de sistemas eléctricos en Bond Graph se utiliza el siguiente

procedimiento.
Procedimiento 2.2:

1. Dibujar una unién-0 (unién paralelo) para cada corriente distinta en el circuito, es decir,

donde las trayectorias paralelas coincidan.

2. Dibujar una unién-1 (unién serie) para los voltajes diferentes en el circuito y conectar
el componente apropiado de Bond Graph por un bond en esa unién. La direccién de la
semiflecha en cada bond, indica la direccién asumida del flujo de potencia, es decir, a

partir de fuentes y hacia elementos almacenadores y elementos disipadores.

3. Dibujar bonds entre uniones adyacentes, nuevamente indicando la direccién de flujo de

potencia.
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71 7 = 7 7 0 7 = 7

Figura 2.11: Regla para simplificar los bonds

4. Remover el punto de referencia donde el nodo sea tierra, el cual tiene un voltaje de

cero.
5. Simplificar la grafica de acuerdo a las reglas de la figura 2.11.
6. Finalmente se le aplica el Procedimiento 2.1.

Ejemplo 2.1 De la figura 2.12 obtener el modelado por medio de Bond Graph.

R, R,
A —
e d L —

+
./
]
1t
O
AN
—

v(t) C

Figura 2.12: Circuito Eléctrico

Solucion:

Utilizando el procedimiento 2.2 se realiza lo siguiente:

1. Se dibujan las uniones 0, las cuales representan las uniones en paralelo o los nodos del

sistema (fig. 2.13).

Figura 2.13: Representacién de las uniones 0

2. Se dibujan las uniones 1 que representan las uniones en serie, asi como también se

anaden las conexiones de los componentes que conforman el circuito (figura 2.14).
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R:R, R:R,
0 9 0 1 0
1
p 1 EE— c:c
/] 1T —n
Sa:V(t)
0

Figura 2.14: Representacion de las uniones con los componentes que conforman el circuito
3. Se realizan las conexiones adyacentes indicando la direccién de flujo de potencia e
identificando el punto de referencia que es la tierra (figura 2.15).

4. Se remueve el punto de referencia, eliminando los bonds que quedan sueltos apreciados

en la figura 2.16.

5. Haciendo uso del paso 5 planteado en el procedimiento 2.2 se obtiene la figura 2.17.

6. Ya tendiendo el Bond Graph reducido se le aplica la asignacién de causalidad estableci-
das en el procedimiento 2.1 apoyadas en tabla 2.4. La figura 2.18 muestra el resultado

de la aplicacién de estas reglas.

2.3.2 Sistema Mecéanico

El procedimiento utilizado para el modelado de sistemas mecdnicos es similar al método

de construccién para redes eléctricas.
Procedimiento 2.3:

1. Para cada velocidad distinta establecer una unién-1.
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t—— L
o L

—gp  Punto de
referencia

---------

Figura 2.15: Diagrama con las conexiones adyacentes indicando el punto de referencia

Se:V(t)

Figura 2.16: Diagrama sin el punto de referencia y los bonds adyacentes a él.
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R:R, R:R,
N\
Se:Vit) v 1 ~ 1] — 1
L [/
c:c kL

Figura 2.17: Reduccién del Bond Graph

RIR, R:R,

AN

Se:Vif) ,{1 | — 0 /}T
v

c:.C L

Figura 2.18: Bond Graph del circuito eléctrico
. Insertar los elementos de generacién de fuerzas de puerto-1 entre el par apropiado de
uniones-1 usando uniones -0. También, anadir inercias a sus respectivas uniones-1.

. Dibujar bonds entre uniones adyacentes, nuevamente indicando la direccién de flujo de

potencia.

. Remover la unién-0 que presente el punto de referencia recordando que para este sis-
tema el nodo particular de tierra es cualquier velocidad cero; remover todos los bonds

conectados a esta unién.
. Simplicar el bond de acuerdo a la regla establecida en la figura 2.11.
. Aplicar la asignacién de causalidad descritas en el procedimiento 2.1.
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Ejemplo 2.2 De la figura 2.19 obtener el modelado en Bond Graph.

T (1)
K
AW
Ma — f(1)
1]
B

Figura 2.19: Sistema Mécanico de Traslacién
Solucién:

1. Siguiendo el procedimiento 2.3 se modela el sistema de la figura 2.19 donde se identifican
los elementos donde hay velocidades distintas con una unién-1 y ademéds se usan las

uniones -0 entre las uniones-1. De esta manera se obtiene la figura 2.20.

Figura 2.20: Uniones-1 y unionones-0

2. Dibujando los bonds adyacentes e identificando las direcciones de flujo de potencia se
obtiene la figura 2.21.

3. Finalmente aplicando el paso 4, 5 y 6 se obtiene la figura 2.22.
2.3.3 Sistema Hidraulico

El modelado del sistema hidrdulico puede ser tratado como un circuito siempre y cuando

el flujo de volumen sea conservativo y el fluido sea cercanamente incompresible. Para ellos
se plantea el procedimiento 2.4.
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C:K L:Ma
N\
Punto de A 1< 0 < 1< Se:ft)
referencia ...
s
R:B

Figura 2.21: Modelado del sistema mécanico

C:K
N,

Se:f(t) ] 1 —{L:Ma

Figura 2.22: Bond Graph del sistema mécanico de traslacion

Procedimiento 2.4:

—_

. Dibujar para cada presién distinta una unién-0, esto indica que la conexién es paralela.

2. Insertar cada elemento entre el par de uniones-0 apropiadas, usando uniones-1 y ana-

diendo fuentes de presién y de flujo.
3. Dibujar bonds entre uniones adyacentes, indicando la direccién de flujo de potencia.

4. Definir todas las presiones relativas a una presién de referencia (la mayoria de las veces

es la atmosférica) y eliminar la unién 0 de referencia y sus bonds adyacentes a éste.

5. Simplificar el bond con la ayuda de la figura 2.11.
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6. Aplicar el procedimiento 2.1 el cual trata de la causalidad de los sistemas.

Ejemplo 2.3 Obtener el Bond Graph de la figura 2.23.

R,
—mp
i

C h

R,
T,

Figura 2.23: Sistema Hidrdulico

Solucion:

1. Se dibujan las uniones 0-1 donde las conexiones estdn en serie o bien en paralelo (ver

figura 2.24).

Figura 2.24: Uni6én-0 y unién-1

2. Se completa el paso 2 colocando los elementos fuentes que conforman el sistema y se

aplica el paso 3 y 4 (figura 2.25).

3. Se completa el paso 4 eliminando el punto de referencia. Se aplica inmediatamente el
paso 6 al no existir el paso 5, quedando el Bond Graph como se aprecia en la figura

2.26.
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Sf.q/t) — 1 —0 —1 v d I — L
Figura 2.25: Bond Graph con los elementos que conforman al Sistema Hidrdulico
RiR, RiR,

sf:qqt) } 1 | — 0 —11

c:.c
Figura 2.26: Bond Graph del Sistema Hidraulico
2.4 Obtencion de las variables de estado en Bond Graph

Bond Graph es una técnica gréafica con dos maneras diferentes de obtener las variables
de estado. Estos métodos son a través de la Matriz de Estructura de Unién y por medio de

las Trayectoria Causal y Lazo Causal.

2.4.1 Matriz de Estructura de Unién [Karnopp, 1975]

El conjunto de todos los componentes vistos en la seccién 2.2 que conforman un bond
graph (R, C, I, TF, GY, Se,Sf,0y 1)y detectores (D), pueden clasificarse en cinco grupos

o campos de acuerdo a su poder o las propiedades de la energfa:

a) El campo de la disipacién de R, en el que se pierde la energia del sistema.

30



Capitulo 2. Modelado de Sistemas Fisicos en Bond Graph

b) El campo de almacenamiento de C' e I, que son la energia conservativa.
c¢) El grupo general de conexiones de estructura 0, 1, TF' y GY, que conserva la energia.
d) Los campos de origen Sey Sf.

e) El campo D que es el detector.

Dicha clasificacién recibe el nombre de Estructura de Unidn; su representacién grafica

se ilustra en la figura 2.27.

Fuentes de
flujo v esfuerzo
( MSe, Msf )
u
¥
Lz,
E} t X .
emdzn o8 % Estructura Union D, 5i|;mat?\:g:
aimacanamiento Z _» (0.0,TFGY) < — (p; )
(1C) o D..
* y
Detectores
{D)

Figura 2.27: Diagrama de la Estructura de Unién de un Bond Graph

Los puntos representan el conjunto de todos los vinculos que unen la estructura de la
salida al campo dado. Al vinculo que conecta los campos a la estructura de cruce se llaman
bonds externos (R, C, I, MSey MSf), ylos bonds que se unen a un elemento de la estructura
de unién son llamados bonds internos (I'F, GY, 0, 1).

Los vectores asociados en la figura 2.27 se definen como:

x es el vector de estado en causalidad integral (p en I, g en C).

Z es el vector de las derivadas de z en funcién del tiempo con causalidad integral.
z es el vector de estado coenergfa con causalidad integral (f en I, e en C).

x4 es el vector de estado con causalidad derivativa (p en I, ¢ en C).

44 es el vector de las derivadas de x en funcién del tiempo con causalidad derivativa.
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zq es el vector de estado de coenergia con causalidad derivativa (f en I, e en C).
u es el vector de la fuente de salida (e en Se, f en Sf).
D, es el vector de entrada al campo R.
Dyt es el vector de salida del campo R.
Para sistemas lineales con coeficientes constantes, tanto de almacenamiento como de
disipacion, las limitaciones de campo pueden expresarse en forma matricial.

Para el campo de disipacién se expresa de la siguiente manera,
D, = LDy, (2.7)

donde L es una matriz diagonal cuadrada de dimensién igual al nimero de elementos que
conforman el puerto del campo R. Los valores de la diagonal son los pardmetros de las R.

Para el campo de almacenamiento con causalidad integral se escribe:
z=Fux (2.8)

donde F' es una matriz cuadrada en forma de diagonal, con dimensiones igual al nimero
de elementos que conforman el puerto del campo C' e I. Los valores de la diagonal son los
parametros de C e I.

La relacién que tienen los vectores dentro de la estructura de unién, llamada Matriz de

FEstructura de Union es:

T z ]
Din | =5 | Dout (2.9)
Yy wo
donde S es )
Si1 Sz Si3
S=| Su Sy S (2.10)
S31 Ssz 533 |

Los elementos que conforman la matriz S toman valores dentro del conjunto {0, £1, £n,
+r} donde n y r son los médulos del transformador y girador.
Las submatrices S;; tienen dos propiedades principales: Si1 y S22 (que es la dimension

de z y la dimensién de D,,;) son matrices cuadradas antisimétricas y Sio (dimensiones x) es
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la traspuesta negativa de So1 0 viceversa. Estas dos propiedades estdn basadas en el principio
de conservacién de energfa.

La expansién de la ec.(2.9) es:

T = S112 + S12Doyt + S13u (2.11)
Dip = So12 + S22 Doyt + So3u (2.12)
Yy = S312 + S39 Doyt + S33u (2.13)

Tomando la ec. (2.12) y sustituyendo en ella las ecs. (2.7) y (2.8) quedando:
Dip, = S21Fx + S22Djy, + So3u (2.14)
Despejando D, queda:
Dip = (I — Sa9L) ' So1 Fa + (I — Sa L) Sasu (2.15)
Ahora tomamos la ec. (2.11) y se sustituye en ella las ecs. (2.7) y (2.8):
T = S11Fx+ SioLD;, + Sizu (2.16)

Sustituyendo la ec. (2.14) en ec. (2.16) queda:

T = S11Fz+ S19oMSo1 Fz + S19M Sozu + S13u (2.17)
donde
M =L(I—SypL)™* (2.18)
Asi que:
T = [511 + SlQMSQl] Fx+ [513 + SuMSQg] U (2.19)
por lo tanto
A =[Sy + S1aMSy] F (2.20)
Yy
B = Si3 + S12M So3 (2.21)
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Tomando la ec. (2.13) y sustituimos las ecs. (2.7) y (2.8) quedando:
y = S31Fx + S32LDip, + Sz3u (2.22)
Sustituyendo la ec. (2.14) en la ec. (2.22):
y = S31Fx + S39mSa Fx + SzamSazu + Sszu (2.23)

donde M es la ec. (2.18). La ec. (2.22) al agrupar los términos queda:

Yy = [531 + SgQMSQl] Fx+ [533 + S32M523] U (2.24)

entonces
C =[St + S5 MS] F (2.25)
D = S33 4+ S30 M So3 (2.26)

2.4.2 Trayectoria Causal y Lazo Causal [Dauphin-Tanguy, 2000]

Un bond graph muestra no sélo estructuras topoldgicas de un sistema sino también la
organizacion causal, la cual indica las relaciones de causa y efecto, esta estructura causal da
la nocién de Trayectoria Causal.

Una trayectoria causal de una estructura de unién es una secuencia alternante de bonds

y nodos tal que:

e Para una grafica que no tiene la causalidad aplicada a sus elementos o bonds, la secuencia

forma una cadena sencilla.

e Todos los nodos en la secuencia tienen una completa y correcta causalidad establecida por

medio del procedimiento 2.1.

e Dos bonds de una trayectoria causal tienen en el mismo nodo orientaciones causales o-

puestas.

Existen 5 tipos de trayectorias causales:
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a)
F-(t) —r _ et Ji elt) -|< elt) Jj e(t)

|
..o /ID\ | /|1\ » b oa

| |

» L L | 'l I
" Z10 T < 11 < «— —
f(t) f(t) f(t) fit) f(t)

Figura 2.28: Trayectoria Causal Simple a) Esfuerzo y b) Flujo

. Trayectoria causal simple: es aquella que a través de la misma, sigue solamente una

misma variable, ya sea por esfuerzo (figura 2.28-a) o por flujo (figura 2.28-b).

. Trayectoria causal mezclada directa: es aquella trayectoria donde existe un cambio de

variable debido a la presencia de un GY (ver figura 2.29).

. Trayectoria causal mezclada indirecta: es aquella trayectoria que se da cuando existe

un cambio de la trayectoria al pasar a través de algin elemento R, C, o I (ver figura

e(t) e(t)
> — |

L | |
71— ¢ 711 71 e
#t) ()

Figura 2.29: Trayectoria Causal Mezclada Directa
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R
e(t) f(t)
t
ﬂ’l.ll L
V4 '—P/O'\—b

fit} f(t)

Figura 2.30: Trayectoria Causal Mezclada Indirecta

2.30).

4. Trayectoria causal directa: es una trayectoria causal entre una entrada y un detector

(salida).

5. Trayectoria causal indirecta: es una trayectoria que pasa a través de elementos R, C' o

1, las relaciones constitutivas de estos elementos deben ser tomadas en cuenta.

La funcién caracteristica de una trayectoria causal estd definida como la funcién la cual
enlaza la variable de salida del elemento correspondiente al origen de la trayectoria, a la
variable de entrada del elemento formando el fin de la trayectoria.

La funcién caracteristica, indexada 4, para una trayectoria causal directa mezclada o

simple es:

1 1
T; = (—1)™+mo Hﬂ <mJ 6 —) <1“k 6 —) (2.27)

myj Tk

tal que ng y n1 representa el nimero total de cambios de orientacién de los bonds, respectiva-
mente en las uniones—0, mientras se siga la variable de flujo y mientras que en las uniones—1
se siga la variable de esfuerzo. Lo antes mencionado se puede apreciar mejor en la figura 2.31.

my, mLJ V Tk, r—lk son los médulos de los elementos T'F y GY los cuales intervienen en la
trayectoria causal, dependiendo de sus causalidades. También es necesario tomar en cuenta
las conexiones causales y sus correspondientes transmitancias las cuales se pueden observar
en la tabla 2.6.

Un lazo causal es una trayectoria causal sencilla cerrada como se puede observar en la
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| i | [ n=0
.I ol - 0 & & m ‘=u
7 7 AN AN n
f f f f
| ol o] 0l co. et
| 4 I\ I, | 4 n,=0
—_— —_— > >
f f f i
e e e e
. D P 2, T2 ... =0
i1 71 < 11 < | n.=0
. < :| = | 2 | = | I"Iu=ﬂ
711 < 1" AN |1 717" n=1

Figura 2.31: Principales cambios de orientacién de bonds

figura 2.32, ya que la trayectoria comienza en un elemento almacenamiento pasando por un

elemento disipativo y regresa al elemento de almacenamiento de inicio.

Figura 2.32: Lazo Causal

Un lazo Mason es un lazo causal de la salida de un puerto a la entrada del mismo sin
trazar el mismo bond en la misma direccién més de una vez.

El polinomio caracteristico estd dado por:
D(S)=1- 2Ly (S) + SLox (S) - SLa (S)+ ... (2.28)

donde L, (S) es el producto de las ganancias de lazo del K — ésimo conjunto del r — ésimo

lazo de Mason, los cuales no se tocan unos con otros.
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Tabla 2.6: Conexiones causales y sus transmitancias

Conexion Causal Transmitancia
c I o I . ] R _RICVS
N | 1 /1
I 1} e} R oF
N | V4 [ i
I 1} - c o
Y [ 7 | 7
R | 1l o R, -
1IN | V4 | I4
c| 1] L TE - | R ‘Rcl 2
AN 7t T 71 71 s
c | 0 | &y | oo R "o
AN 7 5 4 | 7 ser

La L;; (S) ganancia del J** lazo de Mason esta definida por:

2 2
Lij = (—1)"0tm s <mJ 6 i) <1“k. 6 i) nGh (2.29)

myj Tk

)

ng y n1 representan el nimero total de cambios de orientacién de los bonds, respectivamente
en las uniones—0, al seguir a la variable de flujo; y en las uniones—1 al seguir a la variable de

esfuerzo; in denota el producto de my o % yre 6 i son los médulos de los elementos de

TFy GY,7los cuales son incluidos en la trayectoria causal, dependiendo de sus causalidades
y EI designa el producto de ganancias de los elementos que componen el lazo.

Un lazo individual es aquel lazo causal que existe en un Bond Graph formado por un
elemento disipativo y un elemento de almacenamiento o dos elementos de almacenamiento
(figura 2.33). Los lazos disjuntos se forman entre dos o mds lazos individuales, los cuales no
se tocan entre si, como se puede observar en la figura 2.34.

Existe un método alternativo para la obtencién de las ecuaciones de estado en Bond

Graph. Este método es por trayectorias causales y lazos causales, el cual, se presenta en el

Apéndice A.
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Figura 2.34: Bond Graph con dos lazos individuales y disjuntos
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Capitulo 3

Sistemas Singularmente

Perturbados

3.1 Introduccién

Los problemas de perturbaciones singulares surgen de forma natural en muchos campos
de las matemaéticas aplicadas, la ingenieria, la dindmica de fluidos, sistemas y circuitos eléctri-
cos y electrénicos, sistemas de energia eléctrica, sistemas aeroespaciales, reactores nucleares,
la biologfa y la ecologfa. Sin embargo, un ingeniero de control utiliza métodos de perturba-
ciones singulares para resolver problemas en su campo, el primer problema es el modelado,
esto es, como describir matemadticamente el sistema a ser controlado.

El modelado para control es parsimonioso e implicito. Es parsimonioso, debido a que el
modelo no deberia ser més detallado que lo requerido para el propdsito de control especifico.
Es implicito porque la medida de los detalles necesarios no es conocida antes de que la tarea
de control se lleve a cabo.

Los objetivos de control tipicos son la regulacién y el seguimiento. Estos objetivos son
acompanados por la presencia inevitable de perturbaciones desconocidas, variaciones de los
pardmetros y otras incertidumbres, el sistema de control debe poseer un grado suficiente de

robustez o insensibilidad a los efectos externos.
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La contribucién clave de las técnicas de perturbaciones singulares, a partir del cual otros
beneficios siguen, es en el nivel de modelado. Ingenieros de control han estado simplificando
sus modelos, antes de que les hubieran dicho que lo que estaban haciendo era una perturbacién
singular.

Para el ingeniero de control, las perturbaciones singulares legitimizan simplificaciones
de modelos dindamicos. Uno de ellos es despreciar pequenas constantes de tiempo, masas,
capacitancias y pardmetros pardsitos similares, los cuales incrementan el orden dindmico del
modelo. Sin embargo, un diseno basado en el modelo simplificado puede resultar en un
sistema alejado del desempeno deseado, o incluso en un sistema inestable.

A causa de que la mayoria de los sistemas de control son dindmicos, la descomposicién
en etapas es requerida por una separacién de escalas de tiempo. Tipicamente, el modelado
reducido representa el fenémeno mads lento, el cual en la mayoria de las aplicaciones es do-
minante. Modelos de capas limite evolucionan en escalas de tiempo rdpidas y representan
desviaciones del comportamiento lento predefinido. La separacién de escalas de tiempo tam-
bién elimina las dificultades de rigidez y se prepara para una implementacién de hardware y

de software més eficiente del controlador [Kokotovic, 1986].

3.2 Definicién y caracteristicas

Un sistema en el que la supresién de los pardmetros pequenos es responsable de la
degeneracién de dimensién se denomina un sistema "singularmente perturbado".

Alternativamente, un problema descrito por una ecuacién diferencial que implica un
pequeno pardmetro € se llama un problema de perturbacién singular si el orden de la ecuacién
diferencial es menor para € = 0 que para ¢ # 0 (Wasow, 1965). Obviamente, el pequeno
pardmetro € multiplica las més altas derivadas de la ecuacién diferencial. Por el contrario,
en un problema normal o regular de perturbacién, el pardmetro pequenio no es responsable
de la reduccién en el orden del problema.

Las caracterfsticas importantes de una perturbacién singular son:
i) La perturbacién tiene lugar cuando ocurre el cambio de e = 0 a ¢ # 0 y por lo tanto, se
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describe por una ecuacién diferencial con el pequeno pardmetro ¢ multiplicando a la

derivada de mayor orden.
ii) La solucién de los sistemas singularmente perturbados tiene convergencia no-uniforme
iii) Existe una capa limite o capa frontera donde la solucién cambia répidamente.

iv) El proceso de perturbacién (en el cambio de € = 0 a € # 0) y el proceso de degeneracién

(en el cambio de € # 0 a € = 0) son opuestas en la accién y efecto.

v) El problema degenerado, también llamado el problema ’imperturbable’; es de orden re-
ducido y no puede satisfacer todas las condiciones limite dadas para el problema original,

completo, o perturbado.

vi) El problema singularmente perturbado posee una propiedad a dos escalas de tiempo
debido a la presencia simultdnea de fenémenos lentos y rdpidos, de esta manera se dice

que el problema es ‘rigido’ [Naidu, 1988].

3.3 Modelado Estandar de Sistemas Singularmente Perturba-

dos

El modelado de perturbaciones singulares de sistemas dindmicos de dimensién finita,
extensivamente estudiados en la literatura matemética por [Tikhonov, 1948], [Levinson, 1950,
Levinson, 1950], [Vasil’eva, 1963], [Wasow, 1965], [Malley, 1971], etc., fue también el primer
modelo a ser utilizado en teoria de control y sistemas. Este modelo estd en la forma explicita
de variables de estado en el cual las derivadas de alguno de los estados son multiplicados por

un pequeno escalar positivo €, esto es
T = f(x,z,¢€,1), x(tg) = 2°, xeR", (3.1)

€z =g(x, z,€,t), 2(tg) = 2°, z € R™, (3.2)

donde f y g se suponen funciones continuamente diferenciables de sus argumentos z, z, €, t.

El escalar € representa todos los pequenos pardmetros a ser despreciados.
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En control y teoria de sistemas, el modelo (3.1), (3.2) es un paso hacia el modelado de
orden reducido, un objeto comin de ingenierfa. La reduccién de orden es convertida dentro
de una perturbacién de pardametros, llamado “singular”. Cuando ¢ = 0, la dimensién del
espacio de estado de (3.1), (3.2) reduce n + m a n debido a que la ecuacién diferencial (3.2)

degenera en la ecuacién algebraica o trascendental,
Ozg(S_L‘,E,O,t) (33)

donde el superindice barra es utilizado para indicar que las variables pertenecen a un sistema
con € = 0. Se dirfa que el modelo (3.1), (3.2) estd en la forma estandar si y solamente si la

siguiente hipdétesis es satisfecha.

Hipétesis 3.1: [Kokotovic, 1986] En un dominio de interés (3.3) tiene k > 1 raices reales
distintas,

z= ¢,(Z, ), i=1,2,..k (3.4)

Esta hipdétesis asegura que un buen modelo reducido de dimensién n corresponderd a

cada raiz (3.4). Para obtener el modelo i — th reducido, sustituimos (3.4) en (3.1),

7 = f(, 6,(3,1),0, 1), Z(to) = 2°, (3.5)

y se mantiene la misma condicién inicial para la variable de estado Z(t) como para z(t). En

la secuencia, eliminamos el subindice i y re-escribimos (3.5) de manera compacta,

= f(z,1), Z(to) = V. (3.6)

Este modelo algunas veces es llamado un modelo de estado cuasi-estacionario, a causa

de z, cuya velocidad Z = g/e puede ser mayor cuando € es pequena, puede rapidamente
converger a las raices de (3.3), la cual estd en la forma de estado cuasi-estacionario (3.2).

Un modelo comin para la mayoria de los motores de CD, mostrado en la figura 3.1,

consiste de una ecuacién de par mecdnico y una ecuacién para el transitorio eléctrico en el

circuito de armadura,

Jo = ki, (3.7)
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.f_’ R L
LI v

Figura 3.1: Diagrama del modelo de un motor de corriente directa controlado por armadura.

Li = —kw — Ri + u, (3.8)

donde %, u, Ry L son la corriente de armadura, voltaje, resistencia e inductancia, respectiva-
mente, J es el momento de inercia, w es la velocidad dngular y, k¢ y kw son respectivamente
el par y la fuerza contraelectromotriz desarrollada con un flujo de excitacién constante ¢.

En muchos motores de CD la inductancia. L es pequeno y puede jugar el rol del
pardmetro €. FEsto significa que w = =z, i = z, y el modelo (3.7), (3.8) estd en la forma
estdandar, (3.1), (3.2), cuando R # 0. Asi que despreciando L, por lo tanto el sistema queda
expresado como,

0= —kio— Ri +u,

para obtener

- u—kw
= 3.9
P=t (39)
la cual es la tinica raiz de la forma (3.4) y sustituyendo en (3.7) el modelo resuelto es,
: k2 k
ok k 1
Jw 7Y + e (3.10)

es el modelo de primer orden cominmente utilizado del motor de CD en la forma de (3.6)

[Kokotovic, 1986].

3.3.1 Propiedades de Escala de Tiempo del Modelo Estandar

Las Perturbaciones Singulares provocan un comportamiento de escala multitiempo de

sistemas dindmicos caracterizados por la presencia de ambos transitorios lento y rdpido en la
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respuesta del sistema a entradas externas.

La respuesta lenta o estado cuasi-estacionario, es aproximado por el modelo reducido
(3.6), mientras que la discrepancia entre la respuesta del modelo reducido (3.6) y la del
modelo completo (3.1), (3.2) es el transitorio répido.

Regresando a (3.1)-(3.6) y examinando la variable z, la cual ha sido excluida a partir
del modelo reducido (3.6) y sustituido por su estado cuasi-estacionario z. Por contraste con
la variable original z, iniciando en tq a partir de 2°, el estado cuasi-estacionario z no es libre

de iniciar a partir de 2°, y puede haber una gran discrepancia entre su valor inicial,

i(to) = ¢ (% (to) , to) (3.11)

y la condicién inicial pre-escrita z°. Por lo tanto, Z no puede ser una aproximacién uniforme

de z. Lo mejor que podemos esperar es que se cumpla la aproximacion
z=72(t)+ O(e) (3.12)

excluyendo to en el intervalo, esto es, para t € [t1,T] donde ¢ > ty. El estado cuasi-
estacionario Z, inicia en la condicién inicial pre-escrita x°, por lo que la aproximacién de x

por T puede ser uniforme, es decir,
x=z(t)+ 0 (e), (3.13)

en el intervalo [to, T] para todo t en el cual Z(t) existe.

La aproximacién (3.12) establece que durante el inicio en el intervalo [ty,¢;] la variable
original z se acerca a z y entonces, durante [t;, 7] permanece proxima a z.

Recordando que la velocidad de z puede ser grande 2 = g/e. De hecho, teniendo el
conjunto € igual a cero en (3.2), se puede tener un transitorio instantdneo para cualquier g # 0.
iz escapard al infinito durante este transitorio o convergera a su estado cuasi-estacionario?.

Para responder esta pregunta, analizaremos €z, el cual puede permanecer finito, siempre

cuando € tiende a cero y % tiende a infinito. Asi,

dz dz dr 1
U dr por lo que, prial (3.14)
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y utilizar 7 = 0 como valor inicial correspondiente a ¢ = ¢y, para la nueva variable del tiempo

T, es decir,

t—t
r=-—2. T=0 en t=1 (3.15)

€
si € tiende a cero, T tiende a infinito para un t dado y mayor a ty3. Por otra parte, mientras
2z y T casi cambian instantdneamente, x se mantiene muy cerca de su valor inicial z°. Para
describir el comportamiento de z como una funcién de 7, utilizamos la llamada correccién de
capa frontera Z = z — z satisfaciendo el sistema de capa frontera,
d?z 0 » _
i g(z", 2(1) + Z (t0) , 0, o) (3.16)
Con la condicién inicial 2 — z (%), y 2°, to pardmetros definidos. La solucién de 2(7) de
este problema de valor inicial es utilizado como una correccién de capa de frontera de (3.12)

para una aproximacién uniforme posible de z,
z=2z({t)+2(t)+ O (e, (3.17)

Claramente, z(t) es el transitorio lento de z y 2(7) es transitorio répido de z. Para que la
aproximacion corregida (3.17) para converja, después de un periodo corto a la aproximacién
lenta (3.12), el término de correccién 2(t) debe decaer cuando 7 — oo a una cantidad O(e).

Notar que la escala de tiempo lento ¢, este decaimiento es rdpido a partir de,

di(r) di(r)dr 1d2(r)
dt  dr dt € dr

(3.18)

Las propiedades de estabilidad del sistema de capa frontera (3.16) son establecidas en

dos hipétesis separadas.

Hipétesis 3.2: [Kokotovic, 1986] El equilibrio 2(7) = 0 de (5.16) es asintdticamente uni-
formemente estable en x° y t,, y 2° — z(to) pertenece a su dominio de atraccion, de

manera que Z(T) existe para T > 0.

Hipétesis 3.3: [Kokotovic, 1986] Los valores propios de 0g/0z evaluadas, para € =0, a lo

largo de x(t), z(t), tienen partes reales menores a un nimero negativo predefinido, es
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decir,

Re)\{ag}gc<0 (3.19)
0z

Ambas hipétesis describen una propiedad de estabilidad fuerte del sistema de capa fron-

tera (3.16). De esta manera se propone el siguiente teorema.
Teorema 3.1 [Kokotovic, 1986]

Si las hipdtesis 3.2 y 8.3 son satisfechas, entonces la aprozimacion (8.13), (3.17) es
vdlida para todo t € [to, T| y existe t1 > to tal que (3.2) es vadlida para todo t € [t1,T).

3.3.2 Variedades Lenta y Rapida

El principal objetivo de esta seccién es dar un punto de vista geométrico del compor-
tamiento de las dos escalas de tiempo (¢, €), z(t, €) como trayectorias en R+,

Consideramos una forma més simple del sistemas (3.1), (3.2) dado por,
&= f(z,2), x €R" (3.20)

ez =g(z, 2), x € R™ (3.21)

donde la dependencia de f y g en € y t es eliminada, con esto se considerdn variedades
invariantes en el tiempo.
En el espacio de estado de dimensién (n + m) de x y z una variedad de dimensién —n,

M., dependiente del pardmetro escalar €, puede ser definido por la expresion,
M, : z = ¢(z,€); x € R", z € R™ (3.22)

donde ¢ es asumida a ser una funcién suficientemente continuamente diferenciable respecto
de x y €. Esta expresién reduce la dimensién del espacio de estado de n+m a n, restringiendo
el estado a permanecer en M.

Para que M, sea una variedad invariante de (3.20), (3.21) la expresioén (3.22) debe cumplir

para todo t > t*, si se cumple para t = t*, esto es,
Z(t*, 6) = QS(:C(t*v 6)7 6)
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implica que

z(t,€) = ¢(z(t,€),€) Vit > t* (3.23)

Diferenciado esta expresién con respecto a t, obtenemos,

d 0
zZ = %gb(sc(t, €),€) = £m (3.24)

Multiplicando (3.24) por €, y sustituyendo & y Z de (3.20), (3.21) y z a partir de (3.22),

obtenemos una condicién de variedad,

e fla,0la, ) = gl (. ) (3.25)

la cual @(z,€) debe satisfacer para todo x de interés y todo e € [0,€*], donde €* es una
constante positiva.

Analizando M, para € = 0, esto es, My definida por (3.25) en € = 0,
My: 2= d)(xa O)a 0= g(:c, d)(xa 0)) (326)

En (3.26) se reconocen las expresiones (3.3), (3.4) obtenidas formalmente despreciando
e en (3.1), (3.2). Pueden existir varias funciones ¢(zx,0) satisfaciendo (3.26) y por lo tanto
existirdn varias variedades Mj.

Por la hipétesis 3.1, estas variedades no tienen puntos en comin, esto es, no se inter-
sectan y no son tangenciales en el dominio de interés. Para una mejor interpretacién de My
reescribimos (3.20), (3.21) en la escala de tiempo répido 7, definida por (3.14), (3.15),

dx dz

T~ eflw2), =

=g(z,z2) (3.27)
concluimos que en € = 0 ambos dx/dr y dz/dr son cero para z = ¢(z,0). Por lo tanto, My
es una variedad de equilibrio de (3.27) en € = 0. Si la hipé6tesis 3.3 es satisfecha para todo x,
z, € My entonces My es una variable estable.

Una consecuencia del Teorema 3.1 es que la existencia de una variedad de equilibrio
condicionalmente estable My de (3.27) para ¢ = 0 implica la existencia de una variedad

invariante M, de (3.20), (3.21) satisfaciendo la condicién de variedad (3.25) para todo € €

[0, €*] y convergiendo a My cuando € — 0,

o(x,€) — ¢(x,0), M., — My cuando €—0 (3.28)

48



Capitulo 3. Sistemas Singularmente Perturbados

La desviacién de z a partir de M, estd dado por una nueva variable,
n=z—¢(z,e€) (3:29)

En términos de x y 7 el sistema (3.20), (3.21) llega a ser,

61 = 9,0, €) 1) — €0 f(, 8(z, ) 1), (3.31)

La variedad invariante M. es ahora caracterizada por el hecho de que n = 0 implica = 0

para todo x para el cual (3.21) se cumple. Por lo tanto, si n(tg) = 0, se requiere resolver,

T = f(l'a d)(l‘a 6))a l'(tO) = (332)

el cual es el modelo lento exacto de (3.20), (3.21) vélido para z, z € M,. El modelo reducido
(3.24) es su aproximacién en el cudl ¢(z,€) es reemplazada por ¢(z,0). Llamamos M, una
variedad lenta de (3.20), (3.21) tal que la variedad lenta corresponde a un modelo lento (3.32).
Para introducir la nocién de una variedad rdpida examinamos el comportamiento de n en la
escala de tiempo répido 7. Sustituyendo (3.29) en (3.27) y haciendo € — 0, se observa que 7

en € = 0 estd definida por el sistema de capa frontera,

dn _

dr g(l‘oa d)(l‘()a 0) + n)a 770 = zO - d)(l‘Oa O)a (333)

la cual, ya ha sido encontrada en (3.16). Este sistema describe las trayectorias de x, 7, para un
20 lo cual da una variedad rapida F} definida por x = 20 = constante y répidamente desciende
a una variedad de equilibrio My, para un € dado positivo y pequeno, las variedades rdpidas son

laminaciones de soluciones répidamente acercdndose a la variedad lenta M. [Kokotovic, 1986].

3.3.3 Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo [Gonzalez, 2011]

Los Modelos lineales invariantes en el tiempo son de interés en las aproximaciones de
pequena sefial o modelos locales para sistemas dindmicos. Considere un sistema LTI para

estudiar dos propiedades de escala de tiempo de la siguiente forma,
T = Apx + Aoz + Bhu, zeR" (3.34)
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€z = Ag1x + Aoz + Bou, zeR™ (3.35)

con una salida,

y = Ciz + Cyz (3.36)

El modelo lento reducido se obtiene mediante el establecimiento de ¢ = 0, ecuacién la

ecuacién (3.35), donde, si Ags es no singular, se obtiene
Z = — Ay AT — Ay Bou (3.37)
y sustituyendo la ec. (3.37) en la ec. (3.34) obtenemos,

i = (All - A12A2_21A21) T+ (B1 — A12A2_2132) U (3.38)

3.4 Modelado de Sistemas Singularmente Perturbados en Bond

Graph

Un problema fundamental en la teoria de sistemas y control es el modelo matemaético
de un sistema fisico. La representacion de los sistemas puedes ser hecho de diversas maneras
como matemdticamente, por diagramas de bloques, por modelado mediante Bond Graph,
entre otras, y su exactitud depende de la cantidad de pardametros contenidos en el modelo
a analizar. Cuando se tiene un sistema con un gran nimero de pardmetros en el modelo
es posible separarlo para simplificar su andlisis y su control [Kokotovic, 1986]. Asi que,
cuando un sistema tiene la propiedad de tener miiltiples escalas de tiempo, es ttil separar las
dindmicas para hacer una reduccién de orden del sistema, asi tambien para reducir los errores
de célculo debido a los diferentes érdenes de magnitud de los elementos. Esto es importante
especialmente en problemas de tiempo real .

El Bond Graph es una herramienta 1til para el anslisis de sistemas en el caso especial
de simplificar el modelado de dos escalas de tiempo en el sistema. Esto se basa en la re-
presentacién de potencia, que permite la descripcién del sistema a través de almacenamiento

de energia y elementos disipativos. Bond Graph puede representar una variedad de tipos de
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energia, cuya estructura de unién puede dar una valiosa informacién de las propiedades del
sistema fisico [Dauphin-Tanguy and Borne, 1985].

La dindmica rédpida y lenta de los modelos en Bond Graph se pueden conocer mediante la
determinacién de las ganancias de lazo causal y contantes de tiempo que dan como resultado
un sistema de reciprocidad en Bond Graph del sistema original, logrando asf, una estimacién
de los modelos dindmicos y las variables asociadas al sistema [Dauphin-Tanguy and Borne,
1985], [C. Sueur and Dauphin-Tanguy, 1991].

Asi que, conociendo la dindmica lenta y réapida, en Bond Graph se proponen dos método
para el desacoplamiento de los sistemas singularmente pertubados, uno es mediante el mo-
delado del sistema en Bond Graph con causalidad Integral asignada (BGI) y el segundo es
por el Sistema Singularmente Perturbado en Bond Graph (SPBG) en el cual los elementos
de almacenamiento de estado rdpido tienen causalidad derivativa asignada y para el estado

lento mantienen causalidad integral asignada [Gonzalez, 2011].

3.4.1 Modelo Estdandar de un Sistema Singularmente Perturbado en Bond

Graph

Partiendo de que se tiene un modelo en Bond Graph, el sistema de dos escalas de tiempo
estd definido por,

i1 = Anz1 + Aewa + Biu r1 € R" (3.39)
€ty = A21w1 + Agox2 + Bau xg € R™ (3.40)

donde € es una matriz diagonal de la siguiente forma,

[ €1 0 . 0 1
0 e -+ 0
e=| (3.41)
L En -

y €; = 0 para i=1,...,n que corresponden a los elementos que conforman a la dindmica répida.

Asi que, haciendo € = 0, se puede obtener el modelo cuasi-estacionario.
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Figura 3.2: Diagrama de bloques de la estructura de unién con las dindmicas separada.

A21Z1 + A22%2 + Bou =0 = Aoy = —Ao1T1 — Bau

por lo que, si Ay, existe,
T2 = *Az_zl(Amfl + Bau) = — A2_21A21f1 - A2—2IB2U

El esquema de un modelo de Bond Graph con causalidad Integral asignada (BGI) para
un sistema que incluye los principales vectores para dos escalas de tiempo se muestra en la
figura 3.2, donde (M S,., MSy), (C,I)y (R) denotan la fuente, el almacenamiento de energfa
y los campos de disipacién de energia, (D) el detector y (0,1, MTF, MGY') la estructura de
unioén con transformadores T'F, y giradores, GY.

Los estados x1(t) € R™ y x2(t) € R™ se componen de las variables de energia p(t) y q(t)
asociada con elementos I y C' en la causalidad integral para las variables lentas y répidas,
respectivamente, u(t) € RP denota la entrada a la planta, z; y 29 son los vectores de co-
energia para variables lentas y répidas, respectivamente, y D;,(t) € R" y Dyyu(t) € R" son
una mezcla de e(t) y f(¢) muestran los intercambios de energia entre el campo y la disipacién
de la estructura de unién [Gonzalez, 2011].

Las relaciones de los campos de almacenamiento y disipacién son lineales. Estas rela-
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ciones se describen por,

Las relaciones de la estructura unién son[Gonzalez, 2011]:

21 = Fixq
29 = Foxg
Dout — LDm

Las propiedades para la ec. (3.45) son las mismas que se establecen para la ec.

vistas en la seccién 2.4.1.

La expansién de la ec. (3.45) es:

B A
o SH Sit || Sts | St 22
Dy Sat oS3 || Saa || Sas Doyt
Yy S?H S?}% 532 533 1L u

. 11 12 11 11
r1 = Sll Z1 + Sll z9 + 512D0ut + Sl3u

. 21 22 21 21
To = Sll Z1 + Sll z9 + 512D0ut + Slg’u/

Din = Saiz1 + S22 25 + Spa Doyt + Sozus

y = S3tz1 + S3722 + S32Dout + Sazu

De la ec. (3.44) sustituimos en la ec. (3.48) donde se obtiene:

Din = (I — SpoL)™* (S3121 + S3i22 + Sasu)

(3.42)
(3.43)

(3.44)

(3.45)

(2.10)

(3.46)

(3.47)
(3.48)

(3.49)

(3.50)

Las ecs. (3.44) y(3.50) se sustituyen en el modelo de la dindmica lenta en variables de

flujo y esfuerzo que correspondiente a la ec. (3.46). De esta manera obtenemos,
i1 = (S11 + S1aMS31) 21 + (S17 + S1aMS57) zo + (S13 + S13MSas) u

y el valor de M ya fue definida en la ec. (2.18).
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En términos de las variables de estado se tiene:
&1 = Anx + Apze + Biu (352)

donde
Aiy = (S + S13MS31) Fy (3.53)

Aig = (511% + 51121M52112) Fy
By = Sis 4+ 513 M Sos

Asf mismo, las ecs. (3.44) y (3.50) se sustituyen en el modelo de la dindmica rapida en
variables de esfuerzo y flujo que corresponde a la ec. (3.47), la cual queda de la siguiente

manera,

eiy = Fy ' (S3 + SHMSY) s+ Fy t (ST + STMS3T) 2o+ Fy ' (ST5 + ST M Sa3) u. (3.54)
En términos de las variables de estado:

€xg = As1x1 + Asnxo + Bou (3.55)

donde
Ay = Fy 1 (ST + SHMSy) By (3.56)

A9y = F2_1 (512% + S%QIMSQI%) Fy
By = FQ_I (512?} + S%QIMSQ?,)

Asi que, € es,

e=Fyt (3.57)
De la ec. (3.55) considerando que € — 0,
To = *A2_21A21{E1 — A2_21BQ’LL (358)

que es la representacion de las raices de la ecuacion diferencial.

Ahora sustituyendo la ec. (3.58) en la ec. (3.52) se obtiene la dindmica lenta aproximada,
fl = Aoz + Bou (359)
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donde
Ag = A1y — A Ay An (3.60)

By = By — A2 Ay By

Para la ecuacién de salida representada en la ec. (3.49), sustituyendo en ella la ec. (3.50)

se tiene:
y = (931 + S32MS31) 21 + (S37 + S32MS37) 22 + (Ss3 + S32M Saz)u (3.61)
En términos de las variables de estado:
y = Cnz1 + Crew2 + Du (3.62)

donde
Cn = (53111 + SggMSllé) I (3.63)
Cip = (53112 + S32M521%) Fy

D = S33+ S30M So3

3.4.2 Separacion de la dindmica Lenta y Rapida en Bond Graph

En esta seccién se obtienen directamente las ecuaciones de estado tanto de la dindmica
lenta, a través del modelo de Bond Graph Singularmente Perturbado (SPBG), como de la
dindmica répida por medio del sistema reducido rédpido en Bond Graph (BGIR).

Modelo del Estado Cuasi-estacionario en un Bond Graph

El esquema para analizar las propiedades de un sistema singularmente perturbado re-
presentado en Bond Graph es llamado Bond Graph Singularmente Perturbado por sus siglas
en inglés SPBG (Singularly Perturbated Bond Graph). Este esquema se muestra en la figura
3.3.

De esta manera, el diagrama mostrado en la figura 3.3 indica que los elementos de

almacenamiento de la dindmica lenta, tienen una asignacién en causalidad integral (&1, z1) y
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Elementos
disipativos
(R)

Fuentes de
flujo v esfuerzo
( Mse. Msf }
Elementos % u
(1.C) .
de la . h 4
dinarnica X | )
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Estructura Unidn »
Elementos L (0.1, TRGY) .
o . D.,
de la
dinamica I
Rapida -

Figura 3.3: Diagrama de bloques de la estructura de unién propuesta para el Bond Graph Singular-

mente Perturbado (SPBG)

los elementos de almacenamiento de la dindmica rédpida, tienen una asignacién en causalidad

derivativa (&2, 22). La estructura de unién y los principales resultados se presentan en el

siguiente Lema [Gonzalez, 2011].

Lema 4.1: [Gonzalez, 2011] Considerando el esquema de la figura 3.3 . La estructura de

unidn del sistema estd dada por,

21
. 11 12 11 11
1 Hi; Hii | Hyj3 || His i
2
_ 21 22 21 21
z2 = | Hiy Hii | Hiz | His N
h 11 12 Dout
Dy, Hyy  Hyj || Hao || Has
U

Esto conduce a las siguiente ecuaciones:
. 11 12 11 Hh 11
@1 = Hyjjz1 + Hifae + Hi3 Dy, + Hizu
21 22 . 21 1h 21
zo = Hijz1 + Hijxe + Hi5 Dy + Hizu

D!

m

= Hy{z + Hyids + Hoa D)y, + Hozu

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

Las relaciones de los campos de almacenamiento y disipacién son lineales. Estas rela-

ciones se describen por,

21 = Fixy
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z9 = FQQL‘Q (369)
Dh ., = L"DI (3.70)

U

De la ec. (3.70) sustituimos en la ec. (3.67) donde se obtiene:
-1
Dh = (I - H22Lh> (Haiz + Hyfds + Hazu) (3.71)

Las ecs. (3.70) y (3.71) se sustituyen en el modelo cuasi-estacionario correspondiente a

la ec. (3.65). De esta manera se obtiene,
by = (B + HYQHY) o+ (HE + HYQHE) i + (HY + HYQHz)u  (372)

donde
-1
Q=1L" (I - H22Lh> (3.73)

Asi que cuando € — 0, se tiene que et2 — 0. Por lo tanto, la ec. (3.72) queda:
1= (Hii + H3QHyi) z1 + (Hiz + Hi;QHaz) u (3.74)
Expresando la ec. (3.74) en variables de estado:
i1 = Apz1 4+ Bou (3.75)

donde
Ay = (HI + H3QH) ) Fy (3.76)

By = Hi3 + Hi3QHas
De la ec. (3.66) se despeja zo, para esto en necesario sustituir las ecuaciones (3.69),

(3.70) y (3.71) en ella, por lo tanto, obtenemos lo siguiente:
By = Byt (12 4 HEQEHY) 21+ Fy ™ (HE + HAQIHE) o+ Fy (13 + HAQH:s) (3.77)
Se sabe que cuando € — 0 se tiene que exs — 0, entonces la ec. (3.77) queda:

Ty =Fy ' (Hil + HQHy ) =1 + Fy ' (Hi3 + HY QHas) (3.78)
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Expresando la ec. (3.79) en variables de estado:
iy = Ap121 + Bou

donde
Ay = Fy ' (HY + HY QHy) Fy

By = Fy' (HY + Hi3 QHos)

(3.79)

(3.80)

Finalmente se concluye que la ec. (3.75) representa la ecuacién del estado cuasi-estaciona-

rio, y la ec. (3.79) representa la ecuacién algebraica de las raices reales de la ecuacién

diferencial de la variable rapida cuando € — 0.

Modelo del Sistema Reducido Rdpido en Bond Graph (BGIR)

La matriz de estructura de unién que define al modelo reducido de la dindmica rapida

en bond graph esta dada por [Gonzalez, 2014],

. Zf
Ty S Sz Sis r
Fl - D

D! Sa1 Saz Sos
ur

Las relaciones de los campos de almacenamiento y disipacién son:

zg = Fy xy
Dgut = Lszfn
Las ecuaciones que conforman la matriz (3.81) son:

i‘f = 511 Zf + Sl?Dgut + 513Uf

szn = 521 Zf + SQQDgut + SQgUf

Entonces, sustituyendo la ec. (3.83) en la ec. (3.85) tenemos

-1
D] (t) = (I - S22Lf> (521 zf + Sazuy )
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Si se sustituyen las ecs. (3.83) y (3.86) en la ec. (3.84), se obtiene la ecuacién del modelo

reducido de la dindmica rapida,

Ty = Ff_l(Sn + SquSgl)Zf + Ff_l (SlQMfSQg) ug (3.87)

La representacién de la ec. (3.87) en variables de estado es
e:'cf = Aggl‘f + BQ’LLf (3.88)
asi que
Agy = F; 1 (S11 + S1oMy S ) Fy (3.89)
By = Ff_l (S12MfSa3)
My =L (I - SyLy)™"
Para poder aplicar todas las ecuacién anteriores, es necesario obtener el modelo reducido
de la dindmica rédpida en Bond Graph. Para esto se utiliza el siguiente procedimiento.

Procedimiento 3.1: [Gonzalez, 2014].

1. Obtener el modelo en Bond Graph del Sistema Fisico de un Sistema Singularmente

Perturbado.

2. Asignar causalidad integral a todos los elementos C, I; y a los elementos R, asignarles

causalidad segin las reglas de causalidad vistas en la seccién 2.2.5.

3. Eliminar todos (as):

- Los elementos C, I que correspondan a la dindmica lenta.

- Los elementos R conectados causalmente con los elementos C, I que involucren a

la dindmica lenta, de manera directa o indirecta a través de otro elemento R.

- Las fuentes que no tengan ninguna conexién causal con los elementos C, I corres-

pondientes a la dindmica rdpida y con los elementos restantes R.
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- Los elementos que no tengan ninguna conexién a ningtin elemento.

4. Obtener el modelo matemaético reducido de la dindmica rdpida mediante la matriz de

estructura unién (3.81) y las ecuaciones (3.88) y (3.89).

Finalmente, haciendo uso del procedimiento anterior, podemos llegar al modelo reducido
de la dindmica rdpida en lazo abierto en Bond Graph, el cual es parte de la simplicacién de
un Sistema Singularmente Perturbado. Asi que, obteniendo el subsistema cuasi-estacionario
y el subsistema rdpido reducido en lazo abierto, conseguimos una aproximacién muy cercana
al sistema original de un Sistema Singularmente Perturbado en lazo abierto, evitando el

problema que se presenta de la gran dimensionalidad en dichos sistemas.
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Capitulo 4

Retroalimentacion de Estado de
Sistemas Singularmente

Perturbados

4.1 Introducciéon

Este capitulo describe el disefio de la realimentacién lineal de estados para sistemas
lineales invariantes en el tiempo deterministas que contienen fenémenos dindmicos tanto
lentos y répidos. Normalmente, cualquier diseno de retroalimentacién, sufrird de mayor
dimensionalidad y mal acondicionamiento numérico que resulta de la interaccién de los modos
dindmicos lentos y rdpidos.

En la perturbacién singular, o més en general, en el sistema a dos escalas para diseno de
retroalimentacion, las propiedades de rigidez son aprovechadas para descomponer el sistema
original mal condicionado en dos subsistemas en escalas de tiempo separadas. El disefio de
la retroalimentacién de estados puede entonces proceder para cada subsistema de orden infe-
rior, y los resultados se combinan para producir un control de retroalimentacién por estados
compuesto para el sistema original. Al mismo tiempo, el control compuesto es requerido para

conseguir una aproximacién asintética en el sistema de lazo cerrado que se habria obtenido
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si hubiera un controlador de retroalimentacién de estado que hubiera sido diseniado sin el uso
de los métodos de perturbacién singulares.

Una caracteristica de los controladores de retroalimentacién de estado compuestos es que
no requieren el conocimiento de los pardmetros de perturbacién singular €. Por lo tanto, son
aplicables a los sistemas en los que € representa pequenos parametros inciertos.

2" g6 obtienen

En caso de ser conocido ¢, las aproximaciones mas cercanas del "orden de €
usando disenos de control de retroalimentaciéon de estado compuestos basadas en modelos
lentos y répidos corregidos.

Los controladores de retroalimentacién de estado son robustos en el sentido de mantener
la estabilidad general del sistema, siempre y cuando los modos rdpidos desatendidos sean
asintéticamente estables. A diferencia de la realimentacién de estado, es de fundamental

importancia tener en cuenta que, en general, no hay una propiedad de robustez que sea

védlida para los controladores de realimentacién de salida.

4.2 Controlabilidad

El sistema (3.34)-(3.35) expresado matricialmente

T _ Ayl Ap T N By “ z(to) _ 2V (4.1)
€% As1 Ao z B z(to) 20
es controlable si existe un control u(t) que transfiere x(t), z(t) de cualquier estado inicial
acotada x(tp), z(tg) a cualquier estado terminal acotado x(T"), z(7) en un tiempo finito
T—to. La presencia de la estructura a dos escalas de tiempo ofrece la posibilidad de deducir las

propiedades de controlabilidad de los sistemas completos (4.1) en términos de las propiedades

de controlabilidad de los modelos de orden inferior en la separcién de escala de tiempo.
Lema 4.1 [Kokotovic, 1986]

Una condicion necesaria y suficiente para el i-ésimo eigenvalor X\; del sistema sea con-
trolable es que

rank | Nilyem — A © Bl =n+m (4.2)
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Ademas, el sistema (4.1) es completamente controlable si y sélo si (4.2) se satisface para
todos sus valores propios A;, i = 1,....,n + m. El sistema (4.1) es estabilizable si y sélo si
todos sus valores propios con partes reales no negativa son controlables.

En vista del hecho de que esta propiedad no se perderd para las pequenas perturbaciones

de €, se menciona el Teorema 4.1 seguido de dos corolarios: 4.1 y 4.2.

Teorema 4.1 [Kokotovic, 1986]

Sea A? el eigenvalor de Ag = A1 — A12A2_21A21 aproximado al eigenvalor lento \; de
Aen (4.1). Si
rank [A?In —Ap : BO] =n (4.3)

donde By = By — A12A1_11B2, entonces existe un €* > 0 tal que \; es controlable para
todo € € (0, €*]. Del mismo modo, sea 779» el eigenvalor de Ass aproximado al eigenvalor

rapido \; de A segin \; = Tj/€, i =n+j.

Si
rank W?Im—Agg i Byl=m (4.4)

entonces existe un € > 0 tal que \; es controlable para todo € € (0,€*].
Corolario 4.1 [Kokotovic, 1986]

Si el par (Ao, Bo) y el par (A2, B2) son cada uno completamente controlables, entonces
existe un €*> 0 de manera que el sistema original (4.1) es completamente controlable

para todo € € (0, €*].
Corolario 4.2 [Kokotovic, 1986]

Si el par (Ao, Bo) y el par (Azz, B2) son cada uno estabilizable, entonces existe un

€ > 0 de tal manera que el sistema original (4.1) es estabilizable para € € (0,€*].

Una conclusién de importante practica es que en lugar de poner a prueba la controla-

bilidad del par (A, B) dependiente de € del sistema de orden completo (4.1), no hay mé&s
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que comprobar controlabilidad de los pares ( Ag, By) y (Ase, B2) independientes de € de los

subsistemas de orden inferior [Kokotovic, 1986].

4.3 Retroalimentacién de estado estandar para Sistemas Sin-

gularmente Perturbados

Se desea construir un control por retroalimentacion de estado para el modelo del sistema

singularmente perturbado LTI analizado en la seccién 3.3.3:
&= Az + Aoz + Biu, aT(to) = 270, (45)

€2 = Ag1x + Agsz + Bou, Z(to) = ZO, (46)

Preliminarmente a cualquier separacién de diseno lento y rédpido, el sistema representado
por las ecuaciones (4.5) y (4.6), es aproximadamente descompuesto a un modelo de sistema
lento con n eigenvalores pequenos y un modelo de sistema rapido con m eigenvalores grandes,

como en la seccién 3.3.3. El sistema lento de orden n es,

Ts(t) = Agzs(t) + Bous(t), z4(to) = 2, (4.7)
2s(t) = — Ay (Ag1z4(t) + Baus(t)) (4.8)
donde,
A -1 A -1
AO = A11 — A12A22 A21, By =B — A12A22 By (49)

v los vectores x4, z5 v us son las partes lentas de las variables correspondientes x, z y u en el

sistema original (4.5) y (4.6). También, el sistema de orden-m es,
€25 (t) = Agazy(t) + Bauy(t), zf(to) = 2° — 25(to), (4.10)

donde zy = z — zs y uy = u — us denotan las partes rdpidas de las variables correspondientes
en las ecuaciones (4.5) y (4.6).
Es apropiado considerar la siguiente descomposicién de controles por retroalimentacion
donde,
us = Goxs + vs, up = Gazy + vy (4.11)
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son disenados separadamente para los sistemas lento y rdapido (4.7) y (4.10). Un sistema
de control compuesto para el sistema completo (4.5), (4.6) puede ser posiblemente tomado
como,

us +up = Goxs + Gozy +vs + vy (4.12)

Sin embargo, un control compuesto realizable requiere que los estados del sistema z, y 2
sean expresados en términos de los estados del sistema actual x y z. Esto puede ser logrado
remplazando x por Ty zy por z — 2, asi que el control compuesto (4.12), en vista de (4.8)

toma la forma de retroalimentacién realizable,
u = Goz + Ga [z + 142_21 (Ag1x + BQGO:E)] + vs + vy (4.13)

= Gll‘ + GQZ + vg +Uf,
donde
G = (Ir + G2A2_21B2)G0 + G2A2_21A21 (4.14)

El procedimiento de diseno de arriba es uno descompuesto en el cual las matrices de
ganancia G, y G son disenadas separadamente de acuerdo a las especificaciones del de-
sempeno de los modos lentos y rapidos, resultan en la ley de control compuesto fisicamente
realizable en la ec. (4.13) como es mostrado en la figura 4.1. Se debe a establecer la validez
asintética de este control compuesto de la ec. (4.13), cuando € — 0, que es aplicada al sistema

(4.5) y (4.6), esto ahora se hace en el teorema siguiente [Kokotovic, 1986].
Teorema 4.2 [Kokotovic, 1986]

Sea Gy disenado tal que ReA(Ayy+B2Ge) < 0. Entonces, existe un €*>0 tal que si el

control compuesto
u = [(Ir + G2A2_21Bg) Go + G2A2_21A21] z+ Gaz (4.15)

es aplicado al sistema (4.5), (4.6), el estado y control del sistema en lazo cerrado resul-
tante empezando a partir de cualquier condicion inicial acotada x° y 2° son aproximadas

de acuerdo a,
x(t) = zs(t) + O(e), (4.16)
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Control
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Figura 4.1: Retroalimentacién de estado compuesto

2(t) = — Ay (Agy + BaGo) w4(t) + z2f(t) + O (e), (4.17)
u(t) = us(t) +up(t) + O (e), (4.18)
para todo finito t > tg y todo € € [0,€*]. Si ademds Gy es disenado tal que

ReA(A,+ByGy) < 0, existe un €*0 tal que el sistema de lazo cerrado es asintdticamente

estable y (4.16)-(4.18) se cumplen para todo € € (0,€*] y t € [t,,00).

Estabilidad

Lema 4.2: (Klimushev and Krasovskii 1961, Shensa 1971)

En el caso de un sistema gobernado por las ecuaciones de estado
1 =11 214+ 19 2o (4.19)

EiTQ = Fg T +F4 i)
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sea I'y una matriz Hurwitz. Entonces, st

R=T; —TyT'T; (4.20)

es una matriz Hurwitz, existe un ey > 0 tal que cada € € (0, €] el estado de equilibrio

x1 =0, z3 = 0 de este sistema es asintéticamente estable [B. Porter, 197}).
En efecto, esto es posible para demostrar el siguiente resultado principal como,

Teorema 4.3 [B. Porter, 1974]

Si Agg es una matriz Hurwitz, entonces existe una €g > 0 tal que para cada € € (0, €]
el estado en equilibrio x1 =0 y 2o = 0 de un sistema en lazo cerrado gobernado por las
ecuaciones de estado

= (An + B1G1) x + A2z
€z = (A21 + BQGQ) T+ Agz

es asintdticamente estable.

4.4 Retroalimentacién de estado en Bond Graph

En esta seccién se desarrolla el diseno de la retroalimentacién de estado para sistemas
invariantes en el tiempo lineales deterministicos, utilizando el método convencional en Bond
Graph y el método SPBG. Cualquier disefio de retroalimentacién, en especial los sistemas
singularmente perturbados, sufren de una mayor dimensionalidad y mal condicionamientos
numérico que resultan de la interaccién de los modos de la dindmica lenta y dindmica répida.

Para evitar este tipo de problemas mencionados anteriormente, la técnica de Bond Graph
permite solucionarlos de una manera més facil, empleando los procedimientos y reglas nece-
sarias para el diseno de la retroalimentacion de estado en Sistemas Singularmente Perturbados
en Bond Graph.

La implementacion de la retroalimentacién de estado para la dindmica lenta o rdpida

correspondiente en Bond Graph es dibujada de acuerdo a la figura 4.2 [Gonzalez, 2014]. En
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esta figura, [ toma los indicativos 0, 1 6 2 dependiendo de la ganancia a la que se este refiriendo
en la retroalimentacion de estado, es decir, 0 para representar a la ganancia de la dindmica
lenta, 1 para representar la ganancia del sistema original implicada en la dindmica lenta, y
2 para representar la ganancia de la dindmica rdpida tanto para el sistema reducido rédpido
como en el sistema original.

Asi que, si la retroalimentacién de estado se implementa en un elemento de:

Almacenamiento I, y la entrada al sistema es una fuente M Se, entonces la retroali-
mentacién en Bond Graph es como se muestra en la figura 4.2-a y su ecuacién esta
definida por:

u=>MSe+G; 4 f5 (4.21)

Almacenamiento I, y la entrada al sistema es una fuente MSf, entonces la retroali-
mentacién en Bond Graph es como se muestra en la figura 4.2-b y su ecuacién esta
definida por:

u=MSf+Gq fs (4.22)

Almacenamiento C, y la entrada al sistema es una fuente M Sf, entonces la retroali-
mentacién en Bond Graph es como se muestra en la figura 4.2-¢ y su ecuacién esta

definida por:

u=MSf+ es (4.23)

1
Gy

Almacenamiento C, y la entrada al sistema es una fuente M Se, entonces la retroali-
mentacién en Bond Graph es como se muestra en la figura 4.2-d y su ecuacién esta
definida por:

u= MSe+

1
4.24
G (4.24)

De esta manera, se hacen las siguienes consideraciones [Gonzalez, 2014]:
1. Para un BGIy 4 0 SPBGp 4 con retroalimentacién de estado, la ganancia Gy es disenada

tal que Re A (Ag + BoGo) < 0, donde Go = GogF1.
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Sistema IiL
a) Bond Graph
5
MSe:v ' u: ..
71 711 ﬁh
14
2
G_'-Y < |M5f
Gr‘g
. L
Siste ——
b) Bor:;GT:ph [~
5
cv 11 Y . ..
worse |10l the
4
2 I 3 I L 2
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c) Sistema c:.c
Bond Graph
5
v |1 [
WSV —— 0] /°"'|ﬁ‘l’
14
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5
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Figura 4.2: Retroalimentacién de estado en Bond Graph
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2. Para un BGIRp 4, la ganancia G es disenada tal que Re A (Ag2 + B2G3) < 0, donde
Gy = GogF>.

3. Para el BGI original, la ganancia G1 = G14F1

4. A partir de la ec. (4.13) con ec. (4.14) las ganancias del Bond Graph original son

obtenidas.

4.4.1 Retroalimentaciéon de estado estandar en Bond Graph

Existen dos maneras de obtener el modelo matemdtico del sistema cuasi-estacionario
aplicando retroalimentacién de estado por medio de la causalidad integral asignada (BGI).
Lo anterior se puede observar en la figura 4.3, donde se puede observar que en la opcién A) se
emplea el BGI en lazo cerrado (BGIy¢) el cual permite obtener el modelado en Bond Graph
del sistema cuasi-estacionario y las ecuaciones de estado en lazo cerrado, mientras que, por la
opcién B) se emplea el BGI en lazo abierto (BGIL 4) en el cual, primero se obtiene el modelado
en Bond Graph del sistema cuasi-estacionario y sus ecuaciones de estado en lazo abierto para
después aplicar matematicamente la retroalimentacién de estados. A continuacion se explica

cada una de ellas.
A) BGI ;¢

Las relaciones de los campos de almacenamiento y disipacién son lineales. Estas rela-
ciones se describen de la misma manera que en las ecuaciones (3.42), (3.43) y (3.44).

La matriz de estructura de unién de un sistema estdndar con retroalimentacién de es-
tado en Bond Graph para un Sistema Singularmente Perturbado se define a continuacién

[Gonzalez, 2014]:

c
. 1C 1171C 12 11 11 [z1]
[5'31] [511] Sit | Siz | Si3 2
i | =] St S| Sh| Sk (4.25)
111C 12 Dout
D, [S51]" S37 || Saa || Sas
U
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Sistema Cuasi-estacionario

A) BGH B) BGi
¥ ¥
Modelo matematico en Modelo matematico en
Lazo Cerrado Lazo Abierto

¥

Retroalimentacion de estado

L 2

Modelo matematico en
Lazo Cerrado

Figura 4.3: Retroalimentacién de estado mediante la asignacién causal integral (BGI)

La expansion de la ec. (4.25) es:

. C
[#1)9 = [SH]" [21] + Si322 + S13 Dowt + Stiu (4.26)
iy = S [21]% 4 5P 29 + S Doy + SHu (4.27)

C
Dy = [SH]" (219 + 83222 + S22 Dot + Sazu (4.28)

Las relaciones de los campos de almacenamiento y disipacién son lineales. Estas rela-
ciones se describen por,

[Zl]c = F1£E1 (4.29)
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z9 = FQQL‘Q (430)
Dot = LDy, (4.31)

De la ec. (4.31) sustituimos en la ec. (4.28) donde se obtiene:
Din = (I = Sa2L) ™" ([S3] [21)° + S$2 + Saou) (4.32)

Las ecs. (4.31) y (4.32) se sustituyen en el modelo de la dindmica lenta en variables de
esfuerzo y flujo que corresponden a la ec. (4.26). De esta manera la ecuacién de estado es la

siguientes,

(1] = [An]” 21 + Araws + Bru (4.33)

donde
[An]® = ([SH] + stia [s1]7) (4.34)

Ap = (511% + 51121MS2112) Fy
By = Sis + S13 M So3

y el valor de M ya fue definida en la ec. (2.18).
Asi mismo, las ecs. (4.31) y (4.32) se sustituyen en el modelo de la dindmica rapida
en variables de esfuerzo y flujo que corresponde a la ec. (4.27), la cual queda expresada en

variables de estado de la siguiente manera,
€y = [A21]C x1 + Axzo + Bau. (4.35)

donde
[An]€ = B (3 + s [s3]7) A (4.36)

Agy = Fy 1 (ST + S1aMS33) By
By = F2_1 (512?} + S%QIMSQZ;)

y € es una matriz diagonal de valor,

e=Fyt (4.37)
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De la ec. (4.35) considerando que € — 0 y despejando Z obtenemos,
3}2 = *A2_21 [Agl]c r1 — A2_21B2'LL (438)

que es la representacién de las raices de la ecuacion diferencial con retroalimentaciéon de
estado.
Ahora sustituyendo la ec. (4.38) en la ec. (4.33) obtenemos la dindmica lenta aproxi-

mada,

[i1] = [A,]“ 21 + Bou (4.39)
donde
[40] = [A11]” — [A12] 455 [An]© (4.40)
By = By — AjpA5) By

Con el fin de obtener el modelado de un Sistema Singularmente Perturbadola con retroa-

limentacién de estado y el sistema cuasi-estacionario, se propone el siguiente procedimiento.

Procedimiento 4.1: Obtencién de un Sistema Singularmente Pertubado con retroalimen-

tacién de estado por el BGI.

1. Obtener el modelo en bond graph del sistema fisico de un sistema singularmente per-
turbado y asignar causalidad integral a todos los elementos C, I, que conforman a la
dindmica lenta como a la rdpida. A las fuentes y elementos R asignarles causalidad

segun las reglas de causalidad vistas en la seccién 2.2.5.

2. Realizar el andlisis de controlabilidad por trayectorias causales y si el sistema es con-

trolable continuar con este procedimiento.

3. Aplicar retroalimentacién de estado, haciendo uso de la figura 4.2:

3.1 Si se desea obtener el sistema original con retroalimentacién de estado, aplicar
la retroalimentacién de estado a los elementos C, I, que conforman tanto a la

dindmica lenta como a la dindmica rdpida.
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3.2 Si se desea obtener el sistema cuasi-estacionario, aplicar retroalimentacién unica-

mente a los elementos C, I, que conforman la dindmica lenta.

4. Realizar si es necesario el ajuste de causalidad solamente a los elementos R.

5. Obtener el modelo matemdtico mediante la matriz de estructura unién (4.25) y las

ecuaciones (4.34), (4.36), (4.38), y (4.39).
B) BGI 14

Partiendo de la ec. (3.59) en lazo abierto y aplicdndole retroalimentacién de estado

u=Goxy +v (4.41)
entonces,
[£1]9 = (A1 — Arp Ay A1) 21 + (Bi — A12A5) B) (Gowy + v) (4.42)
se obtiene
[#1]7 = [Ao]” &1 + Bov (4.43)
donde
[40]° = ((A11 — A1y Ay + (Br — A1n Ay, By) Go) (4.44)

By = By — Aj3A5) By

De esta manera se puede realizar una comparacioén entre la ec. (4.40) con la ec. (4.44),

y obtenemos lo siguiente:
[A11] — [A12]” Ay [A21] = ((A11 — A12A) Ast) + (B — A1243) Bs) Go) (4.45)

Se puede observar que el método A) es mds facil y directo obtener la retroalimentacién
de estado en comparacién con el método B) debido a que primero hay que obtener el modelo

matématico en lazo abierto y después aplicar retroalimentacién de estados algebraica.
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4.4.2 Separaciéon de la dindmica lenta y rapida con retroalimentacién de

estado

En esta seccion se obtienen directamente las ecuaciones de estado tanto de la dindmica
lenta con retroalimentacién de estado, a través del modelado SPBG, como de la dindmica

rapida con retroalimentacién de estado por medio del BGIR.

Retroalimentacién del estado SPBG

Existen dos maneras diferentes a través del SPBG para obtener la ecuacion de la dindmica
lenta que presenta un sistema singularmente perturbado con retroalimentacién de estado.
Esto se puede observar en la figura 4.4, la cual muestra la metodologia empleando A) el SPBG
en lazo cerrado (SPBGp (), es decir, se obtiene el modelado del sistema cuasi-estacionario en
Bond Graph y las ecuaciones de estado en lazo cerrado, mientras que, b) en el SPBG en lazo
abierto (SPBGr4), se obtiene el modelado del sistema cuasi-estacionario en Bond Graph y
las ecuaciones de estado en lazo abierto, para después agregar la retroalimentacién de estado

matemd&ticamente. A continuacién se muestra lo anterior.

A) SPBG ¢

La estructura unién del sistema con retroalimentacién de estado cuasi-estacionario esté

definida por [Gonzalez, 2014],

. 1C 111C 12 11 11 [zl]c
[41] [Hn] Hii || His || His i
2
» | =| mp mp|mg|my | |— (4.46)
h 111C 12 Dout
Dy, [Hm] Hy{ || Hao || Has
U
Esto conduce a las siguientes ecuaciones:
. 1C 1171¢ c 12, 11 1k 11
[#1]” = [Hi1| [21]” + Hitg2 + Hi3 D), + Hizu (4.47)
2(t) = Hi 2] + Hifdy + Hi3 Db, + Hiju (4.48)
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Sistema Cuasi-estacionario

[

h 4 ¥

A)SPBG, | B) SPBG ,,
¥ L A
Modelo matematico en Modelo matematico en
Lazo Cerrado Lazo Abierto

¥

Retroalimentaciéon de estado

b4

Modelo matematico en
Lazo Cerrado

Figura 4.4: Retroalimentacién de estado mediante el SPBG

C .
DI (t) = [H3t]" [s]€ + HjPio + Hoo Dy + Hosu (4.49)

m

Las relaciones de los campos de almacenamiento y disipacién son lineales, las cuales se

describen por,

[#1]¢ = Fiz (4.50)
29 = FQQTQ (4.51)
Dy, = LD, (4.52)

Sustituyendo la ec. (4.52) en la ec. (4.49) se obtiene:

—1 C .
Dly = (1= HoL") " ([HH] (2] + Hifin + Hasu) (4.53)

m
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Las ecs. (4.52) y (4.53) se sustituye en el modelo cuasi-estacionario que correspondiente

a la ec. (4.47). De esta manera se obtiene,

@1 = ([HH]" + HEQ [H3)7) () + (H1} + HEQH) dz + (HI} + HJQHa) u

(4.54)
donde
-1
Q=1" (1 - H22Lh> (4.55)
Ast que cuando € — 0, se tiene que & — 0. Por lo tanto, la ec. (4.54) queda:
.0 117C 11 117¢ c 11 11
[#1]7 = ([Hit] + Hi2Q [Hyt] ) [21]” + (Hiz + H{3QHaz) u (4.56)
Expresando la ec. (4.56) en variables de estado tenemos:
- -C N
[l"l]c = |:A0] 1 + Bou (4.57)
donde o
. c c
[AO] = ([m)° + mQ [#3)°) B (4.58)

~

By = His + H|;QH,3

De la ec. (4.48) se despeja o, y para esto es necesario sustituir las ecuaciones (4.51),

(4.52) y (4.53) en ella, por lo tanto, se obtiene lo siguiente:

£ = By (H -+ HEQ (M) ()0 + Byt (HE + HEQHL) o+ Fy (HE + HEQH:)

(4.59)
Se sabe que cuando € — 0 se tiene que #9 — 0, entonces la ec. (4.59) queda:
~ _ c _
7o = By (HY + HBQ [HY]) (1) + Fy ! (HY + HQHx) (4.60)
Expresando la ec. (4.60) en variables de estado tenemos:
~ 1¢ ~
To = |:A21] z1 + Bou (4.61)
donde
~ 1¢ c
[Am] =F;t (H1211 + H)Q [Hj | ) Fy (4.62)
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~

El modelo del estado cuasi-estacionario puede ser obtenido en un paso, asignando la
causalidad derivativa a los elementos que involucran a la dindmica rdpida y aplicando el

procedimiento 4.2.

Procedimiento 4.2: Obtencién del sistema cuasi-estacionario con retroalimentacién de es-

tado por SPBG.

1. Obtener el modelo en Bond Graph del Sistema Fisico de un Sistema Singularmente

Perturbado.

2. Asignar causalidad a los elementos que conforman el Bond Graph de la siguiente manera:

- A los elementos C, I que conforman la dindmica répida, asignarles causalidad

derivativa.

- A los elementos C, I que conforman la dindmica lenta, asignarles causalidad inte-

gral.

- A los elementos restantes como: fuentes y elementos R, asignarles causalidad segin

las reglas de causalidad vistas en la seccién 2.2.5.

3. Aplicar retroalimentaciéon de estado a cada uno de los elementos C,I que integran la

dindmica lenta, utilizando las reglas establecidas en la figura 4.2.
4. Realizar si es necesario el ajuste de causalidad, solo en los elementos R.

5. Obtener el modelo matemédtico mediante la matriz de estructura de unién (4.46) y las

ecuaciones (4.57), (4.58), (4.61) y (4.62).
B) SPBG .,
Utilizando la ec. (3.75) que representa la dindmica lenta en lazo abierto
T = /ioscl + B%u
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y sustituyendole la ec. (4.41) que representa la retroalimentacién de estado tenemos,
[i?l]c = A(ﬂ?l + By (Gol?l + U) (463)

Reduciendo la ec. (4.63), se obtiene
- -C N
1) = [Ao] z1 + Bov (4.64)

donde o
|:A0:| = Ay + §0G0 (465)

Haciendo una comparativa, la ec. (4.58) y la ec. (4.65) se observa que,
N c c
Ao+ BoGo = ([HN] + HBQ [H}]7) (4.66)

Finalmente se concluye que tanto las ecs.(4.39)-(4.43) y (4.57)-(4.64) son las mismas
ecuaciones que presenta la ecuacién del estado cuasi-estacionario con retroalimentaciéon de
estado, pero con la diferencia que son obtenidas por procedimientos diferentes, observando

que el mejor método sin tantos pasos es el SPBG 4.

Retroalimentacién de Estado del Sistema Reducido Rédpido en Bond Graph

La implementacién de la retroalimentacién de estado para el sistema reducido réapido en
Bond Graph (BGIR), se puede realizar de dos manera: una por medio del modelo en Bond
Graph con retroalimentacién (BGIRL¢) o bien, matemdticamente a través del Bond Graph

del estado reducido répido en lazo abierto (BGIR4), esto se puede observar en la figura 4.5.
A) BGIR ¢

La matriz de estructura unién que define al modelo reducido de la dindmica rédpida en

Bond Graph esta dada por [Gonzalez, 2014],

2
:C? B Slcl S12 Si3 f 46T
f - c Dout ( : )
D, Sy S S
ur
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Sistema Reducido Rapido

A) BGIR, B) BGIR,,
¥ r ,
Modelo matematico en Modelo matematico en
Lazo Cerrado Lazo Abierto

¥

Retroalimentacion de estado

v

Modelo matematico en
Lazo Cerrado

Figura 4.5: Retroalimentacién de estado mediante el BGIR

Las relaciones de los campos de almacenamiento y disipacién son:

2§ = Fy a§ (4.68)
D!, =L'D! (4.69)

Las ecuacién de que conforman la matriz (4.67) son:
iy =S 2§ + S12D1, + Sizuy (4.70)

D}, = 8% 2§ + S2aD,, + Sazuy (4.71)

m
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Sustituyendo la ec. (4.69) en la ec. (4.71) se obtiene,
D}, = (I —SxnLf) ™ (S5 2§ + Sosuy) (4.72)
Y sustituyendo las ecs. (4.69) y (4.72) en la ec. (4.70) tenemos,
iy = (S + S12MyS5) 2§ + (S5MySas) ug (4.73)
Expresando la ec. (4.73) en variables de estado se tiene,
€ty = A%x? + Bauy (4.74)

donde
AS, = Fy (5101 + 512Mf5201) Fy (4.75)
By = Fy (S$5M}Sa3)

y My fue definida en la ec. (3.89).
Es necesario desarrollar el siguiente procedimiento para la implementacién de la retroa-
limentacién de estado del sistema reducido rdpido, para que posteriormente se puedan aplicar

todas las ecuaciones anteriores.

Procedimiento 4.3: Obtencién del sistema reducido rapido con retroalimentaciéon en Bond

Graph.

1. Obtener el modelo del sistema reducido rdapido en Bond Graph descrito en el Proce-

dimiento 3.1.

2. Aplicar retroalimentacion de estado a cada uno de los elementos C, I, haciendo uso de

las reglas de retroalimentacién presentadas en la figura 4.2.
3. Realizar si es necesario el ajuste de causalidad solamente en los elementos R.

4. Obtener el modelo matematico de la retroalimentacién de estado del sistema reducido

rapido mediante la matriz de estructura unién (4.67) y las ecuaciones (4.74) y (4.75).
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B) BGIR ;4

Tomando la ec. (3.88) y aplicandole,

u=Gaxy+v (4.76)
entonces tenemos,
iy = AShxs + Bov (4.77)
donde
Ay = Ay + ByGo (4.78)

y B2 ya fue definida en la ec. (3.89).

Haciendo una comparacién entre la ec. (4.75) y la ec. (4.78), se puede observar que,

Asy + BeGy = (S, + S12M;SS)) Fy (4.79)

4.4.3 Caso de estudio

En esta seccién se muestan dos casos de estudio: el Motor de CD y el Circuito RC. En
ambos casos, se obtiene el modelo cuasi-estacionario tanto por la metodologia del BIG¢ v el
SPBGr . Asi mismo, se obtiene el modelo reducido rapido en cada caso. Ademads, se obtienen
las ganancias Gy, y G2 mediante los sistemas: cuasi-estacionario y reducido rapido, para ser
utilizadas en el cdlculo de GGy y asi implementar el sistema original con retroalimentancién

de estado tanto del Motor de CD y el Circuito RC en Bond Graph.

Caso de estudio A: Motor de CD

En la figura 4.6 se presenta el Sistema Fisico del Motor de CD, el cual es un Sistema
Singularmente Perturbado, con la dindmica lenta y rédpida ya conocidas. Donde la dindmica
lenta corresponde al elemento J y la dindmica répida al elemento La [Gonzalez, 2014].

Para que el sistema del Motor de CD siga siendo un sistema singularmente perturbado

se eligen los valores de que se muestran en la tabla 4.1,
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R, L,
+ — o w M
vty O 3¢ O
L

Figura 4.6: Motor de CD

Tabla 4.1: Valores de los Elementos que conforman el Motor de CD

Elementos Valores
b 1.2 N—-m-—s
J 4 N—m—s?
La 0.01 H
n 0.1
Ra 0.1 Q
€ 0.01

El modelo cuasi-estacionario del Motor se obtiene de dos manera: BGI o y SPBGc.

Y para obtener el modelo reducido rapido con retrolimentacién estado se utiliza el BGIR 1.

Obtencién de sistema cuasi-estacionario por el BIG ¢

Haciendo uso del Procedimiento 4.1, por el cual, se obtiene el modelo del motor en Bond
Graph correspondiente al paso 1; el cual se presenta en la figura 4.7, donde se muestra el bond
con la causalidad integral asignada a cada uno de los elementos disipativos, y la causalidad
correspondiente a los elementos restantes.

Comprobando el paso 2 del Procedimiento 4.1, se realiza el andlisis de controlabilidad
mediante Bond Graph. Para esto es necesario que se cumplan dos reglas. La primera es que
exista una trayectoria causal entre la fuente Se : Va y cada uno de los elementos I en el BGI
(figura 4.8). Y la segunda regla es que exista el BGD (Bond Graph Derivativo), tal como se
muestra en la figura 4.9 [Dauphin-Tanguy, 2000].

Satisfaciendo lo anterior, se observa que el sistema del Motor de CD es controlable ya
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R:Ra R:b
N N

1 P 4 5
Se:Va /= 1 I 7 GY —/r|1

/
I:J

Figura 4.7: Bond Graph del Motor de CD con causalidad integral asignada

que cumple la primera y la segunda regla de controlabilidad en Bond Graph. De esta manera,
se comienza con el diseno de la retroalimentacion de estado.

Para realizar la separacién de la dindmica lenta usando el BGI, se continia desarrollando
los pasos 3.2 y 4 del Procedimiento 4.1, en la figura 4.10 se presenta el modelado en Bond
Graph del motor con retroalimentacién de estado en la dindmica lenta con causalidad integral
asignada.

A continuacioén se desarrolla el paso 5 correspondiente al Procedimiento 4.1. Las rela-
ciones de los campos de almacenamiento y disipacién son:

Djp = fo . Dou=| " |: w=es; L= b0 (4.80)
f2 €2 0 Ra

Los vectores clave para la dindmica lenta,
- 1C C 1
v1=pr;  [#1] =en [al"=f F= 7 (4.81)

v los vectores clave para la dindmica rapida,

. 1
Ty =p3; do=e3; zo=[f3; Ih= T (4.82)
a
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R:Ra R:b
AN AN
2 6
1 o a4 i 5
Se:Va —| 1} —1GY 1
------------- .‘! i"--'-------
i3 7
YV e
{ La!i I-J
Fuente Se:Va
La: 1-3
J: 1-3-3-4-5-7

Figura 4.8: Bond Graph Integral con trayectorias causales entre la fuente y cada elemento de alma-
cenamiento del Motor de CD

R:Ra )
N N
2 6
Se: Vi 1 |,| | 4 L
3 7
% /
IlLa iJ

Figura 4.9: Bond Graph Derivativo del Motor de CD
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R:Ra

R:b
N\ N
2 6
. 1 8 1 41 4 5 1. g N
Se:Va /I 1- —| 11 —~ GiiY |1 »MSf |
3 7
Y /
l:iLa T]
11 GY < 10
G{lg

Figura 4.10: Modelado en Bond Graph del Motor CD con causalidad integral asignada con retroali-
mentacién de estado

La matriz de estructrura de unién correspondiente a la matriz (4.25), se obtiene,

o 2 [ e
[e7] 0 ni—-1 0|0
G 0 0 11 s
€3 0g — 1N -
- |= e (4.83)
fo 1 0/0 0o
€2
fo 0o 10 oo
L _ L _ e

Sustituyendo el valor de L de la ec. (4.80) y los valores necesarios de la matriz (4.83) en

la ec. (2.18), L = M debido a que Sy3 = 0. Asi que,

b 0
= (4.84)
0 Ra
Calculando [AH]C, Ajo, y By utilizando la ec. (4.34),
(4] = -2 (4.85)
nl"=-3 )
n
App = Ta
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B1=0

Ahora, calculando [A21]C, Aga, y Bs utilizando la ec. (4.36)

Gog —n
(A = —4— (4.86)
Ra
A22 - 7L_CL
By =1

Obteniendo el valor de [:Eg] “ mediante la ec. (4.38) se le sustituyen los valores obtenidos

en la ec. (4.86),

_71C La/ (GOg - TZ) LCL
_ La 4.
2 TRa Y1 + 722t (4.87)

Sustituyendo las ecs. (4.85) y (4.86) en las ecs. (4.43) y (4.44) para dejarla en términos
de x1 y obtener la ecuacién de la dindmica lenta separada,

s, b n? nGog n
- (2 - S 4.
(1] <J * JRa JRa> F Ra® (4.88)

donde
Gog = JGo (4.89)

Para calcular la estabilidad de este sistema es necesario tomar encuenta los valores de
las ecs. (4.85) y (4.86) y sustituirlos en la ec. (4.19) que corresponde al lema 4.2. De esta

manera se obtiene que,
b nGogy n?

_ b _ 4,
R J + RaJ  RaJ (4.90)
y como R debe ser Hurwitz (R < 0)
b n?  nGo
_Z —9 4.91
7 JRa " TRa <" (4.91)
despejando Gy,
bR
Goy < TCL +n (4.92)
Despejando Gy de la ec. (4.89) y sustituyendo en la ec. (4.92) se obtiene,
bRa n
G, == 4.93
0< 7 + 7 (4.93)
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7
/7

1 4 L
sove —"—|1}—*— oy —*—j;
3 7
/ 4
i:La I:J

Figura 4.11: SPBG del Motor de CD

Obtencién de sistema cuasi-estacionario por el SPBG¢

Para obtener el SPBGrc del Motor de CD visto en la figura 4.6, se hace uso del Proce-
dimiento 4.2. Los pasos 1, 2 y 3 se pueden visualizar en el figura 4.11, que muestra el bond
del Motor de CD con causalidad derivativa asignada.

En la figura 4.12 se presenta el modelado en Bond Graph del motor de CD con retroali-
mentacién de estado en el estado de la dindmica lenta, el cual se obtuvo mediante el paso 4
y 5 del procedimiento 4.2.

A continuacioén se desarrolla el paso 6 correspondiente al Procedimiento 4.2. Las rela-

ciones de los campos de almacenamiento y disipacién son:

h €3 h 13 h T
Din = ; Dout = ; U = €1; L" = (494)
I er 0 b
Los vectores clave asignados para la dindmica lenta son:
. 1C C 1
vy =ps; [41] =es; [a]"=fs; Fi= 7 (4.95)
y los vectores clave asignados para la dindmica réapida son:
T P (4.96)
T2 = P45 T2 =€4; 22 = J4; 2 = La .
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R:Ra R:b

N, N

3 7

. 1 2 _Jq1—F5 6 g, % merl

F] 3

/ 1%

I:La I:J

11 GY\ 10

Gog

Figura 4.12: SPBG del Motor de CD con retroalimentacién de estado

La matriz de estructrura unién correspondiente a la matriz (4.46) de la figura 4.12 es,

r 1T 1| )
[es] 0 0 |ln =110
€4
fa 0 01 0o
= f3 (4.97)
€3 Gog —n -1 0 0 1
€7
fr 1 0o oo
I 1L N

Para calcular @ es necesario sustituir el valor de L" dela ec. (4.94) y los valores necesarios

de la matriz (4.97) en la ec. (4.55), obteniendo

Q=1 " 0 (4.98)
0

~ 1¢ <~
Calculando |:A21:| y By mediante la ec. (4.62), se tiene que

c

~ La(G,, — n

ERRCa s
~ La
B2=%,
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Para obtener la ecuacién [Z,] “ se sustituye la ec. (4.99) en la ec. (4.61)

]C _ La (Gog — n)sc1 + L_Zu (4.100)

[ Ra R

~1¢ ~
Calculando [Ao] y Bo mediante la ec. (4.58) se tiene:

c 2
~ ~ nGoy n b
[Ao] = pr <—JRa + J> (4.101)
~ n
BO — E

y sustituyendo los valores de las ecs. (4.95) y (4.101) en la ec. (4.57) se tiene que:

¢ _ | nkog b n? n
- (2 + 2 n 4102
(1] [JRa <J T TRa) | T RS (4.102)
donde
Gog = GoJ (4.103)

Usando el Teorema 4.3, la matriz [Ag]¢ debe ser Hurwitz, entonces

b n? nGog
- = — 4.104
7 JRa " JRa <" (4.104)
despejando kg, de la ec. (4.104)
bR
Goy < TCL +n (4.105)

y sustituyendo Gy de la ec. (4.103) en la ec. (4.105) y suponiendo que (J, Ra) > 0, se obtiene
que
bRa n

G, /=4 = 4.106
0 < Tn + 7 ( )

Obtencién del modelo reducido rapido por el BGIR ¢

De la figura 4.6 y empleando el Procedimiento 4.3, se respeta el paso 1 donde se obtiene
el modelo del sistema reducido rdapido del Motor de CD en Bond Graph, el cudl se muestra
en la figura 4.13.

Aplicando los pasos 2 y 3, se le coloca retroalimentacién de estado a cada uno de los

elementos C, I, que en este caso s6lo hay un elemento [ (ver figura 4.14).
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R:Ra

Figura 4.13: Modelado de la dindmica réapida del Motor de CD

R:Ra
A
3
setva — L —|1—2 _J1 5 st
4
v
liLa
7 G:(\ 6
Gpg

Figura 4.14: Modelado de la dindmica rapida del Motor de CD con retroalimentacién de estado
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Para obtener el modelo matemdtico de la retroalimentaciéon de estado del sistema re-
ducido répido, los datos necesarios son obtenidos de la figura 4.14 y para esto es necesario
seguir el paso 4 del Procedimiento 4.3.

Las relaciones de los campos de almacenamiento y disipacién son:
I r. oo . — o f—
Din _f37 Dout = €3; Uf = €13 L’ = Ra (4107)

Los vectores clave son:

1

= (4.108)

C
xp=ps;  Ff =ey; 2 =fu Fy

La matriz de estructura de unién que define al modelo reducido de la dindmica rapida

en bond graph es,

[f4]
lea)S Gy —1 1 !
— leal; (4.109)
[f3] L0 0
[e1] f
Usando la ec. (3.89), se calcula Mf
M; = Ra (4.110)
Calculando AS, y By mediante la ec. (4.75), se tiene,
GQ — Ra
AS, = gLia (4.111)
By =1

Para obtener la ecuacién de estado del sistema rdpido con retroalimentacién de estado

se sustituye la ec. (4.111) en la ec. (4.74)
Lax = (Gag — Ra) v+ Lau (4.112)

donde
Ggg = LCLGQ (4.113)

Si la matriz AS, es Hurwitz entonces,

Ggg — Ra

4.114
e <0 (4.114)
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Y 13 R:b
29 6
14 12\ 2
. 1 8 .4 5 1.8 sl
3 7
4 “
I:La -I;j
11 10
GY ~

Figura 4.15: Modelado del Sistema original del Motor de CD con Retroalimentacién de estado en
Bond Graph

Sustituyendo kog de la ec. (4.113) en la ec. (4.114) y suponiendo que La > 0 entonces

Go < —2 4.115

2 < La ( )
Finalmente se obtiene la retroalimentacién de estado del sistema original en Bond Graph

del Motor de CD, el cual se presenta en la figura 4.15. El sistema original se obtiene aplicando

el paso 3.2 del procedimiento 4.1, donde se aplica retroalimentacién de estado a la dindmica

lenta y dindmica répida.

Para calcular la k14 se hace uso de la ec. (4.14) y recordar que G = k14/J, entonces

La GoLan
= — Gog— 4.11
G1 <1 Go Ra) Go + RaJ ( 6)

La ganancia Gy, se obtienen sustituyendo los valores de la tabla 4.1 en las ec (4.106),

Go < 0.325 (4.117)

La ganancia Go se obtiene sustituyendo los valores de la tabla 4.1 en la ec. (4.115)

Gy < 10 (4.118)
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Figura 4.16: Dindmica lenta (x1) y dindmica rapida (x2) del Motor de CD

La ganacia (G se obtiene utilizando la ec. (4.115) y sustituyendo los valores de la tabla

4.1 y proponiendo Gy = —0.1 y Go = —9.5, asf que:
Gy = —0.21875 (4.119)

Utilizando los datos anteriores, en la figura 4.16, se muestra la simulacién de la dindmica
lenta (z1) y la dindmica rapida (z2) del sistema original del Motor de CD en la cual se puede

observar que con las ganancias establecidas el sistema original es estable.

Caso de estudio B: Circuito RC

En la figura 4.17 se presenta el Sistema Fisico de un Circuito RC, el cual, es un sistema
singularmente perturbado con su dindmica rapida y dindmica lenta ya conocidos. La dinamica
lenta es el elemento C4 y la dindmica rapida la conforman Cy y Cs

Para que el sistema del Circuito RC siga siendo un sistema singularmente perturbado se
eligen los valores que se muestran en la tabla 4.2.

El modelo cuasi-estacionario del Circuito RC se obtiene de dos manera: BGlpc y
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R, R,
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] | S
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©
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I
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Figura 4.17: Circuito RC

Tabla 4.2: Valores de los Elementos que conforman el Circuito RC

Elementos | Valores
Cy 1F
Cy 0.001 F
Cs 0.001 F
Ry 50
Ry 10
R3 0.5
€1 0.001
€9 0.001

SPBGrc. Y para obtener el modelo reducido rdapido con retrolimentacién estado se utiliza el

BGIR¢.
Obtencién de sistema cuasi-estacionario por el BIG ¢

En la figura 4.18 se presenta el modelado en Bond Graph del circuito RC, el cual se
obtuvo mediante el paso 1 del Procedimiento 4.1.

Siguiendo el paso 2 del procedimiento 4.1, se hace el andlisis de controlabilidad del
Circuito RC en Bond Graph, tal como se muestra en la figura 4.19, donde se puede observar
que existen trayectorias causales entre cada una de la fuentes y cada uno de los elementos de
almacenamiento C. En la figura 4.20, se muestra que existe el BGD del Circuito RC. De esta
manera, al cumplirse las reglas anteriores, se comienza con el disefio de la retroalimentacién
de estado.

Continuando con los pasos 3.1 y 4 del Procedimiento 4.1 para obtener la dindmica lenta
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c:.C, R:R, c:C, R:R, c:C,
N N
2 4 7 10 12
( 1 3 [ 5 —t 9 Fal kL) — 14 |
Sf:f| [ 7 0 vl 1 | 4 0\ /11 I yd o\l 71 R:R,
8 13
st:f, S6f,

Figura 4.18: Modelado en Bond Graph del Circuito RC

por medio del BGI , se presenta el modelado en Bond Graph del circuito RC con retroali-
mentacién de estado en la figura 4.21, la cual muestra la retroalimentacién de estado en la

dindmica lenta con causalidad integral asignada.

A continuacioén se desarrolla el paso 5 correspondiente al Procedimiento 4.1. Las rela-

ciones de los campos de almacenamiento y disipacién son:

eq Ja N1 R% 0 0
Din=1eo |3 Dow=|fio|; w=]|fs |5 L=]0 5z 0 (4.120)
€14 f1a fis 0 0 R%

Los vectores clave correspondientes para la dindmica lenta son:

1

e,
w1 =g [#1]" =fo; (a1 =ey Fi= o (4.121)
v los vectores clave correspondientes para la dindmica rdpida son:
1
q7 . I e7 o 0
To = i Tp = = o Iy = = (4.122)
q12 Ji2 e12 0 &

96



Capitulo 4. Retroalimentacién de Estado de Sistemas Singularmente Perturbados

Figura 4.19: Bond Graph Integral con trayectorias causales entre cada una de las fuentes y cada
elemento de almacenamiento del Circuito de RC

Usando la matriz de estructrura de unién (4.25) se obtiene,

[e2]®
— — — — 67
[f2]¢ Gog| 0 0| -1 0 0100
€12
fz olo o1 -1 oo 10
12 olo ofo 1 —1llo o0 1 fa
— 1o (4.123)
e 11-1 olo o ofoo o
fia
€10 ol1 —1l0o o oo oo
14 olo 1]0 o ofooo h
- B - - 13
| fiz

Sustituyendo el valor de L de la ec. (4.120) y los valores necesarios de la matriz (4.123)
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c:C, R:R, C.C, R:R, c:C,
N N
2 4 7 10 12
" 3 ] 5 ( 9 1 11 1 14
Sf:f1l /Ol /1| /D| /1| /ol /R:Rg
N N
8 13
Sf.f, Sf:f,
Figura 4.20: Bond Graph Derivativo del Circuito RC
c:c, RIR, c:C, RR, c:c,
N N
2 4 7 10 12
| I 6 3 bal 5 — 9 141 11 — 14 |
st | 7 0 70 rall 70 7111 79 7| RiR,
/ \ N N
A 0
18 8 13
|GY | MSe 1 1
0g Sf:, SEf,

Figura 4.21: Modelado en Bond Graph del circuito RC con causalidad integral asignada y retroali-

mentacion de estado

en la ec. (2.18), L = M debido a que S22 = 0. Asi que,

7 0 0
M=10 z 0
0 0

Calculando [AH]C, Ajo, y By utilizando la ec. (4.34), se obtiene

1 1

Apl© = - =)=

[An] <G°9 R1> Cy
Ajp = [ —Rllcz 0 }

(4.124)

(4.125)
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Bi=[10 0]

Ahora, calculando [Agl]c, Ago, vy By utilizando la ec. (4.36),

[ 1
[Ag]¢ = | B (4.126)
0
[ 1 (1 1 1
A — *c—z(R—ﬁR—z) e
* 1 1 (;+;>
R2Co C3 \ R R3
010
2:
0 01

Obteniendo el valor de [s‘cg] “ mediante la ec. (4.38), se le sustituyen los valores obtenidos

en la ec. (4.126),

(R2+R3)Co 0 R, C2(R2+R3) Ry R3Co
[S_L‘Q]C _ (R1+R2+R3)Cq 1+ Ri+R2+R3 Ri+Ro+R3 u (4‘127)
R3C3 R1R3C> R3C3(R1+R2)
R1+R2+R3 Ri1+R2+R3 Ri1+Ra+R3

Sustituyendo las ecs. (4.125) y (4.126) en las ecs. (4.43) y (4.44) para dejarla en términos

de x1 y obtener la ecuacién de la dindmica lenta separada,

g0 _ (Gog 1 (Ra+R3) R
[xl] a < C, Ci(Ri+Ry+ R3)> Tt [ 1 leRz+BR3 FtRa s | (4.128)

donde
Gog = C1Gy (4.129)

Para calcular la estabilidad de este sistema es necesario tomar las valores de las ecs.
(4.125) y (4.126) y sustituirlos en la ec. (4.19) que corresponde al lema 4.2. De esta manera

se obtiene que,
_ Gog(R1 +Re+ R3) — 1

R = 4.130
C(Ri + Ry + R3) ( )
Asi que R debe ser Hurwitz (R < 0)
—1
Gog (Fat Fo + 1) =1 _ (4.131)

Ci (R1 + Rz + R3)
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C:C, RiR, c:C, R:R, c:C,
N N
2 4 7 10 12
1 3 [l 5 I 9 1 1" I 14
g 13
Sf:f, Sf.f,

Figura 4.22: SPBG del Circuito RC

Despejando Gy, siempre y cuando se considere que (C1, Ry, Ra, R3) > 0 entonces,

1
(R1 + Ro + Rg)

Finalmente se despeja Gy de la ec. (4.129) y se sustituye en la ec. (4.132), se obtiene

Gog < (4.132)

que
1

(R1+ Ry + R3) Cy

Gy < (4.133)

Obtencién de sistema cuasi-estacionario por el SPBG¢

Para conseguir el SPBG del Circuito RC visto en la figura 4.17, se hace uso del Proce-
dimiento 4.2. Los pasos 1, 2 y 3 se pueden visualizar en el figura 4.22 , que muestra el bond
del Circuito RC con causalidad derivativa asignada.

En la figura 4.23 se presenta el modelado en Bond Graph del Circuito RC con retroali-
mentacién de estado.

Siguiendo los pasos del Procedimiento 4.2, se desarrolla el paso 6, el cual, los datos
siguientes son obtenidos del bond graph visto en la figura 4.23.

Las relaciones de los campos de almacenamiento y disipacién son:

€4 Ja fi R% 0 0
D=1\ fols Dhu=leol;: uw=|fo|; L'=] 0 R o0 (4.134)
f1a €14 fi3 0 0 Rs
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c:C, R:R, c:C, RR, C:C,
S N
2 4 7 10 12
.l 1 | 6 3 (b | 9 y 1" ( 14
A <3
LY
1 8 13
| l
IGY I MSe 1 1
Gog Sk:f, Sf:f,

Figura 4.23: SPBG del Circuito de RC con retroalimentacién de estado

Los vectores clave para la dindmica lenta son:

. 1C
n=a; ] =fi a=e; F=g (4.135)
1
v los vectores clave para la dindmica rapida,
qr . fr er & 0
To = 7 To = 7 Z9 = 7 F2 — 2 (4136)
q12 f12 €12 0 c%

Usando la estructura presentada en la matriz (4.46), la matriz de estructrura unién para

este sistema es,

[ea]”
SR 1|
[fo] kog| O 0 -1 0 010 0
f12
er olo ofo 1 1]00 0
€1 olo ofo o 1]00 0 fa
- €10 (4.137)
eq 110 oo -1 <100 0
€14
1o 0|-1 o1 0o ofo1o0
fia 0/l-1 -1 1 o oo 11 f
- - B I8
| 13

Para calcular @ es necesario sustituir el valor de L" de la ec. (4.134) y los valores
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necesarios de la matriz (4.137) en la ec. (4.55), obteniendo

1 —Ro —R3
Q= % Ry (Ri+ R3)Ry —RyRs (4.138)
Rs —RyRs (R1 + R2) R3
donde
A =R, +Ro+ Ry (4.139)

~ 1¢ <
Calculando [Agl] y By mediante la ec. (4.62), se tiene que

~ 1C (R2+R3)Ch
[Am] = | Unthaths)C (4.140)

R3C3
(R1+R2+R3)C1

0 C3Ri(R2+R3) CoRi R
B2 _ Ri1+R2+R3 R1+R2+R3
CaR1R3 C3R3(R1+R2)
Ri1+R2+R3 R1+R2+R3

Para obtener la ecuacién [Zs] “ se sustituye la ec. (4.140) en la ec. (4.61),

(R2+R3)Co 0 C2R1(R2+R3) CaR1R3

]C = | Wi |y | 0 TRRR iR (4.141)
_ RiC3z C3R1R3 C3R3(R1+R2)
(R1+R2+R3)C1 Ri+R2+R3 Ri+Ro+R3

~

_C
Calculando [Ao] y Bp mediante la ec. (4.58) se tiene:

c
~ 1 1
il - _ 4142
[ 0] C1Goy (R1+ R2+ R3)Cy ( )

By = [ Ro+R3 R3 }
0 1 Ri+R2+Rs Rit+RotRs

Sustituyendo las ecs. (4.135) y (4.142) en la ec. (4.57) se tiene que:

. qc _ (Gog 1 Ro+R R
S < Ci  (Ri+ Ry + Ry) C’1> Tt [ 1 il RFharTs } Y (4.143)
donde
1
= — 4.144
GOQ GOCI ( )
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cc, RR, c:c,
N N

7 10 12

L s o L
0 71 1 I 7 0 yd R:R,
N\ N

8 13

Figura 4.24: Modelado de la dindmica répica del circuito RC

asi que la matriz Ay debe ser Hurwitz

G 1
B <0 4145
Ci  (Ri+Re+R3)Cy ( )

despejando ko, de la ec. (4.145)

1

Gog <
% >Ry + Ry + R3)

(4.146)

y sustituyendo Gy de la ec. (4.144) en la ec. (4.146) y suponiendo que (C1, Ry, Ro, R3) > 0,

se obtiene

1
Gy < 4.147
0 (R1+ R2+ R3) Ch ( )

Obtencién de sistema reducido rapido por el BGIR ¢

De la figura 4.21 y empleando el Procedimiento 4.3, se considera el paso 1 donde se
obtiene el modelo del sistema reducido rédpido del Circuito RC en Bond Graph, el cudl se
muestra en la figura 4.24.

Aplicando los pasos 2 y 3, se le coloca retroalimentacién de estado a cada uno de los
elementos C, I que conforman el bond graph de este sistema (ver figura 4.25).

Para obtener el modelo matemdtico de la retroalimentacién de estado del sistema re-
ducido répido del Circuito RC, los datos necesarios son obtenidos de la figura 4.25 y para

esto es necesario seguir el paso 4 del Procedimiento 4.3.
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c:C, R:R, c:C,
N N
7 9 i
&=,
< g . w0 L 2
14 0 /|1 I V4 0 71 R:R:
NI N
GY 20
116y, 13 MSe
0\3\ SEf,
o 18 17
‘ oY |<
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Figura 4.25: Modelado de la dindmica répida del Circuito RC con retroalimentacién de estado

Las relaciones de los campos de almacenamiento y disipacién son:

€9 f9 f6 Ri
Dz']; = ; Dgut = ;U= ; L = 2 . (4.148)
€12 fi2 fi3 0 %
Los vectores clave son:
1
e == 0
= T 9= . G=| T | F=|© ) (4.149)
q11 fi1 e 0 &

La matriz de estructura unién que define al modelo reducido de la dindmica rapida es,

le7]§

_ L7 1 [ez ez2|-1 o1 0] en)§
[falf |0 o1 -1fot [fol (150

leo] s 1 -1/ 0 01/0 0 [fr2]

ey | | 0 10 00 0] [

| i8]y

104



Capitulo 4. Retroalimentacién de Estado de Sistemas Singularmente Perturbados

Usando la ec. (3.89), se calcula Mf
My=| ™ (4.151)

Calculando AS, y By mediante la ec. (4.75), se tiene que

Gm,;); (G22,;>L
A5y = (63 -%)e (o8 #)e (4.152)
1 _ (Rz+R3)
RzCz R2R3C3
1 0
By =
0 1

Para obtener la ecuacién de estado del sistema rdapido con retroalimentacién de estado

se sustituye la ec. (4.152) en la ec. (4.74)

Cy 0 G — % G -4 Cy 0
? e NN FRS uy (4.153)
0 G Fals ek 0 Cs

Si la matriz AS, es Hurwitz entonces,
det(IX — AS) <0 (4.154)
Sustituyendo el valor de AS, en la ec. (4.154), se obtiene,

A-G3+ 5 —GP+ 4

det <0 (4.155)
__Cs A+ Rot+ Ry
RzCz R2R3

Resolviendo la ec. (4.155), se tiene que

RyRy\? — (G3'CaRyRs — Ry — 2Rp) A — (G3' (CaRy + R3Cs) + G3R3C3 — 1) <0 (4.156)

donde
Gy = Gy Fy (4.157)
entonces
G21
G%l 29
=| % (4.158)
G
G22 2g
2 Cs
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C:C, R:R, C:C, R:R, C:C,
[ ™
2 4 7 b 12
l 1 1 6 3 [l 5 - g 144 1 —t 14 |
17 & 1 s
1 MSe 20 13 16
GY uSe 22 MSe
19 Iy 0 f
Gy \\ St
23
2tq
8 % .. 25
1GY =g
1 22g
Stf,

Figura 4.26: Retroalimentacion de estado del sistema original del Circuito RC en Bond Graph

Finalmente se obtiene la retroalimentacién de estado del sistema original en Bond Graph,
el cual, se presenta en la figura 4.26. FEl sistema original se obtiene aplicando el paso 3.1
del procedimiento 4.1, a la dindmica lenta y la dindmica rédpida, que en este caso, son dos
elementos que conforman la dindmica rdapida. Asi mismo, la retroalimentacién de estado para
esta dindmica rédpida, solamente se realiza tomando en cuenta una de las fuentes que influyen
directamente con dichos elementos que conforman esta dindmica.

Para calcular la G se hace uso de la ec. (4.14) y recordar que G1 = k14/C1, entonces,

G%ICQ (RQ + Rg) B G%2R303
Ci(R1+Ry+ Rs) Ci(R1+ Re+ R3)

Gy = Go — (4.159)

Para calcular la ganancia G del Circuito RC, se sustituyen los valores de la tabla 4.2 en

las ec (4.147),
Gy < 0.1538 (4.160)

La ganancia GG se obtiene por ubicacién de polos, que para este caso, los ubicamos en
(0.5X 4+ 0.29177) y (2X + 6.8409) en el sistema reducido rapido con retroalimentacién. Para

esto se realiza la comparativa con la ec. (4.156), tomando en cuenta los valores de la tabla
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Figura 4.27: Dindmica lenta (z1) y dindmica répida (221, Z22) del Circuito RC

4.2. Por lo tanto,

G3! —4
= (4.161)
G2 —16
La ganacia G se obtiene utilizando la ec. (4.159) y sustituyendo los valores de la tabla

4.2 y proponiendo Gy = —2, se obtiene:
G = —0.768308 (4.162)

Utilizando los datos anteriores, en la figura 4.27, se muestra la simulacién de la dindmica
lenta (1) y la dindmica rapida (z21, z92) del sistema original del Circuito RC, en la cual, se

puede observar que con las ganancias establecidas el sistema original es estable.
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Conclusiones y Recomendaciones

5.1 Conclusiones

En el desarrollo de esta tesis, se aprovechd la propiedad que tienen los sistemas sin-
gularmente perturbados de poderse dividir en dos subsistemas de bajo orden: el sistema
cuasi-estacionario y el sistema rapido.

De esta manera, se desarrollaron dos metodologias en Bond Graph para la obtencién del
sistema cuasi-estacionario y una para la obtencién del sistema reducido con retroalimentacién
de estado, partiendo de la suposicién que la dindmica lenta y rdapida son conocidas.

La primera metodologfa para la obtencién del sistema cuasi-estacionario fue mediante
el BGI.¢, que consiste en obtener el modelo en Bond Graph del sistema cuasi-estacionario
con retroalimentaciéon de estado mediante la causalidad integral asignada a cada uno de los
elementos que conforman al sistema original y procedimientos en Bond Graph. De esta
manera, se obtuvo la ecuacién cuasi-estacionaria en lazo cerrado.

La segunda metodologia fue el SPBGc, que consiste en obtener el modelo cuasis-
estacionario con retroalimentacién de estado en Bond Graph mediante la causalidad derivativa
asignada a los elementos de almacenamiento que pertenecen a la dindmica rédpida y causali-
dad integral asignada a los elementos de almacenamiento que conforman a la dindmica lenta

del sistema original. De esta manera se obtuvo la ecuacién cuasi-estacionara en lazo cerrado.
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La diferencia que existe entre las metodologia, ademéds de la asignacién de la causalidad
a cada uno de los elementos que conforman al sistema original, es el procedimiento y los pasos
algebraicos que existen entre una y otra. En la metodologia SPBGc el procedimiento es
mds corto en cuanto a pasos algebraicos, por lo cual, la ecuacién cuasi-estacionaria se obtiene
de manera mads directa.

Por otro lado, para la obtencién del sistema reducido rédpido con retroalimentacién de
estado, se hace uso de la metodologia BGI ¢, que consiste en la metodologia tradicional en
Bond Graph conocida.

Lo anterior fue aplicado a dos casos de estudios, donde en ambos casos se obtuvo el
sistema cuasi-estacionario y el modelo reducido réapido en lazo cerrado. En la obtencién de
la ecuacién de estado del sistema cuasi-estacionario se obtuvo la ganancia Gg y al obtener
la ecuacién de estado del sistema reducido se obtuvo G2, donde ambas ganancias fueron
empleadas para calcular G;. De esta manera, se implementé el modelo en Bond Graph del
sistema original, el cual, requiere de la ganancia G; y Go para que sea estable. Logrando de

esta manera, la estabilidad de los dos casos de estudio.

5.2 Recomendaciones

Esta tesis abre la posibilidad a nuevos trabajos entre Bond Graph y los sistemas singu-

larmente perturbados.

° Una de las posibilidades es diseniar un observador completo para un sistema singu-
larmente perturbado en Bond Graph, usando la propiedad que tienen los sistemas sin-
gularmente perturbados de separarse en un subsistema cuasi-estacionario y un sistema
reducido répido. Pudiendo asi, implementar el diseno de un observador a cada sub-
sistema lento y rdpido para que de esta manera el sistema singularmente perturbado

original sea observable.

) Otra posibilidad serfa, trabajar en la implementacién de una herramienta exclusiva en

20-Sim para sistemas singularmente perturbados, en la cual se pueda obtener directa-
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mente el modelo reducido lento y rdpido tanto en lazo abierto como en lazo cerrado en

Bond Graph, y obtener también las ecuaciones de estado de cada subsistema.

La implementaciéon de un seguidor en un sistema singularmente perturbado original

con retroalimentacion de estado y para cada uno de los subsistemas: rapido y lento.

Finalmente, serfa también posible el diseno de la retroalimentacién de estado y retroa-
limentacién para los estados estimados de los sistemas singularmente perturbados no

lineales en Bond Graph.
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Apéndice A

Obtencion del modelo en
ecuaciones de estado por

Trayectoria Causal y Lazo Causal

Para obtener el modelo en ecuaciones de estado de la forma ¢ = Ax + Buy y =
Cz + Du por trayectorias causales y lazos causales, se aplica el siguiente procedimiento

[Dauphin-Tanguy, 2000].

Procedimiento A:
1. Identificar el nimero de elementos de almacenamiento (n) y enumerar cada uno de ellos.
2. Identificar el nimero de elementos disipativos (m) y enumerar cada uno de ellos.

3. Para obtener los valores correspondientes a la matriz A, se establece relacién entre

elementos disipativos y elementos de almacenamiento, tomando en cuenta que:

3a. La matriz A serd una matriz cuadrada que dependers del nimero de elementos de

almacenamiento: A,z,.

3b. Los valores de la diagonal (figura A.1-a) de la matriz A serdn la suma de los lazos

causales individuales que forman un elemento de almacenamiento con cada uno de



Obtencién del modelo en ecuaciones de estado por Trayectoria Causal y Lazo Causall

los elementos disipativos, recordando que la trayectoria causal establecida sélo se
pasa una vez por el elemento disipativo.

a) b)

17 Diagonal _

a1z ana Axn

#Elementos de almacenamiento n
a2xn

Snxn
#Elementos de almacenamienta n

Figura A.1: Matriz A a) Elementos de la Diagonal y b) con los terminos de a,, indicando el sub-
indice que corresponde a cada elemento

3c. Los valores externos a la diagonal , estas se obtienen a base de trayectorias
causales formadas entre un elemento de almacenamiento y otro elemento de al-
macenamiento. El sub-indice de cada término de la matriz A indica los elementos
que conforman la trayectoria causal (figura A.1-b).

3d. El signo en cada caso depende de la ec. (2.29).

3e. En caso de no existir un lazo causal o una trayectoria causal entre sus elementos,

automdticamente el valor correspondiente es 0.

4. La obtencién de los valores para la variable B, se tiene a partir de las trayectorias
causales establecidas entre las fuentes (¢) y elementos de almacenamiento (;,), tomando

en cuenta:

4a. Al realizar la trayectoria causal pasar solamente por elementos disipativos

4b. El sub-indice de cada término de la matriz B nos indica los elementos que confor-

man la trayectoria causal (figura A.2).

5. La obtencién de los elementos que conforman la matriz C, se obtiene con la relacién de
los elementos de almacenamiento (,,) y detectores (4) por lo cual se toma en cuenta lo

siguiente:
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bt b2 can baxt
b21 bz2 .aa baxt
B= [] [] - [
L] | ] L] -
. . . - L #Fuente
+]
bnx‘l bnxz ruw bmd’

t._ #Elemontos da almacenamionta

Figura A.2: Matriz B indicando los sub-indices que corresponden a cada elemento

C'H c“z aEm c"lll
c24 o222 s . C2xn
c= [] [] - ]
. [l . - L #Elomentos de almacenamionta
Cdx1 Cdx2z w s Cdxn
4=  #petecter

Figura A.3: Matriz C' indicando los sub-indices que corresponden a cada elemento

5a. La trayectoria causal debe pasar solamente por elementos disipativos.

5b. El sub-indice de cada término de la matriz C indica los elementos que conforman

la trayectoria causal (ver figura A.3).
5c. El signo correspondiente a cada elemento se obtiene de utilizar la ec. (2.29).

5d. En caso de no existir trayectoria causal, colocar un 0.

. Finalmente, para la obtencién de los términos de la variable D se establece la relacién

de las trayectorias entre fuentes (y) y detectores (4) tomando en cuenta los siguientes

criterios:

6a. Pasar tnicamente por elementos disipativos.

6b. El sub-indice de cada término de la matriz D indica los elementos los cuales se

hace la relacién de la trayectoria causal (ver figura A.4).

6c¢. El signo correspondiente a cada término se obtiene de la ec. (2.29).

118



Obtencién del modelo en ecuaciones de estado por Trayectoria Causal y Lazo Causall

dut di2 . Aixr

dzr  d=z .. dzx

D= [] ] [] -
. . " . r | #Fuente
ddx“ dm [ ] ddxf
— t = svotector

Figura A.4: Matriz D indicando los sub-indices que corresponden a cada elemento

6d. En caso de no existir trayectorias causales, automdticamente corresponde un 0.

7. En cualquiera de los casos recordar que se encuentra en el dominio de Laplace, asi que
cada vez que se pase por un elemento de almacenamiento agregar el grado correspon-

diente a la variable S.

Para la obtencién de la Funcién de Transferencia se aplica la siguiente ecuacién:

P(I —XL;,
G(9) = P = 3Liny) (A.1)
A
donde
A=1T-— (ELm — X Loina + ELgmd) (A2)
siendo

P es la trayectoria causal de la fuente (¢) al detector (4) permitiendo pasar sélo una vez
por el elemento disipativo y elementos de almacenamiento.

L, son todos aquellos lazos individuales que NO tocan la trayectoria P.

L;, todos los lazos individuales que forman el Bond Graph.

Loy, aquellos lazos disjuntos formados entre dos lazos indivuales.

Ls;y, lazos disjuntos formados entre lazos individuales, etc.

119



Apéndice B

Publicaciones

En el presente Apéndice se presenta el articulo derivado del presente trabajo, aceptado para
su publicacién en la Proceedings of the 38rd IASTED International Conference on Modelling,
Identification and Control que se llevé a cabo del 17 al 19 de febrero del presente ano. en la

ciudad de Innsbruck, Austria.
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ABSTRACT

A procedure to build a bond graph of a singularly per-
turbed system with a state feedback is presented. The
gains of the fast and slow dynamics of the system in
the physical domain by using reduced bond graphs are
determined. Also, the junction structures matrices of
the slow and fast bond graphs with the corresponding
feedback are proposed. Finally, the proposed proce-
dure is applied to a DC motor.

KEY WORDS
Bond graph, Singular perturbations, State feed-
back, DC motor.

1 Introduction

A fundamental problem in the theory of systems and
control is the mathematical modelling of a physical
system. The realistic representation of many systems
calls for high-order dynamic equations. The pres-
ence of some parasitic parameters, such as small time
constants, resistances, inductances, capacitances, mo-
ments of inertia, and Reynolds number, is often the
source for the increased order and stiffness of these
systems. The stiffness, attributed to the simulations
occurrence of slow and fast phenomena, gives rise to
time scales. The systems in which the suppression of a
small parameter is responsible for the degeneration (or
reduction) of dimension (or order) of the system are
labeled as singularly perturbed systems, which a spe-
cial representation of the general class of time scale
systems [1]. There are several references of singular
perturbations methods, some of them are [1], [2] and
3],

A model order reduction is effective to render con-
trol design problems to a manageable size when us-
ing modern control synthesis methods. Also, the con-
troller order reduction is an interesting research area
the enables simpler hardware/software controllers to
be obtained [2]. Recent progress in the use of singular
perturbation and two-time-scale-methads of modeling
and design for control system is reviewed in (4].

DOI: 10.2316/P.2014.809-045
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In [5] singular perturbation methods are used to
provide a basis for the analysis of the asymptotic’ con-
trollability of multivariable linear systems containing
small parasitic elements .

Singular perturbation methods used to reduce the
design of stabilising feedback controllers with inacces-
sible states are found in [6]. A two-stage-sliding-mode
controller design for a singular perturbation system is
investigated in [7]. The problem of output feedback
stabilization of linear systems with a singular pertur-
bation model is addressed in [8]. The singular pertur-
bation system with inaccessible states is considered in
[9]-

We can find some papers applying bond graph to
singular perturbations methods. In [10] describes how
the bond graph model is a helpful tool for system
analysis in the special case of simplifying the mod-
elling of two time scale systems. The fast and slow
dynamics of bond graph models can be estimated by
determination of causal loop gains. In [11] the notion
of a reciprocal system which, with singular perturba-
tions techniques can obtain more accuracy on the fast
time scale behavior of the system. In [12] proposes
a bond graph methodology to determine the quasi-
steady state model for LTI system with singular per-
turbations by assigning derivative causality to the fast
storage elements and the slow storage elements have
an integral causality assignment. The analysis of a
class of nonlinear systems with sin gular perturbations
in the physical domain is proposed in [13].

In this paper the modelling in bond graph of a
singularly perturbed system with the state feedback
is proposed. The feedback gains are determined of
each reduced bond graph. Hence, a fast reduced bond
graph with the feedback is proposed and the quasi
steady state model for the slow dynamic with the cor-
responding feedback is presented. The junction struce-

tures of the reduced bound graphs with the feedback
are defined.

Thus, the main contribution of this paper is to ob-

tain the feedback gains by using reduced bond graphs
for each dynamic.



Section 2 describes the singular perturbation model,
The modelling of singularly perturbed system in the
physical domain is described in Section 3. In Section
4. a closed loop system with singular perturbations in
a bond graph approach is presented. The proposed
methodology is applied to a DC motor in Section 3,
Finally, Section 6 gives the conclusions,

2 The Standard Singular Perturbation
Model

The singular perturbation model of finite dimensional
dynamic systems, extensively studied in the math-
ematical literarure by Tikhonov {1948,1952), Levin-
son (1930), Vasil'eva (1963), Wasow (1963), O Malley
{1971), etc. was also the first model to used in control
and systems.

Linear time invariant models are of interest in local
or small signal approximations of more realistic non-
linear models of dynamic systems [1, 2]. Consider a
LTI system to study two time scale properties of the
following form,

All-rl + A]QIQ + Blu‘ T € ERn (1)
Ag1z3 + Aggzs + Bou, 25 € ™ (2)

1 =

£Ty =

with output
y=Ciz + Coxy (3)

The slow reduced model is obtained by setting ¢ = 0
in {2) then

Eo = —Ajy A% — Ay} Bou (4)

substituting {4) into (1) we have,

»
T = (A — AuAEglAzl) I+ (B~ AlgAf}_,lBg) u
(3)

2.1 Composite State-Feedback Control

In the singular perturbation or, more generally, the
two-time-scale approach to feedback design, these
stiffness properties are taken advantage of by decom-
posing the original ill-conditionated system into two
subsystems in separate time scales, State feedback de-
sign may then proceed for each lower-order subsystem,
and the results combined to yield a composite state
feedback control is required to achieve an asymptotic
approximation to the closed loop system performance
that would have been obtained had a state feedback
controller been designed without the use of singular
perturbation methods [2].
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It is desired to construct a state-feedback control
for the singularly perturbed linear time-invariant sys-
tem model analyzed in the previous subsection. Pre-
liminary to any separation of slow and fast designs,
the system (1), (2) is approximately decomposed into
a slow system model with n small eigenvalues and a
fast system model m: large eigenvalues. The nth-order

slow system is [2]

zs = Az, + Bous, . (tg) = z° (6)
Ty = —Agy (Anzs + Bou,) (7}
where
Ap = Ay — ApAstAn (8)
By = By — A124y B (9)

and the vectors z, and u, are the slow parts of the
corresponding variables z; and u in the control systein
(1}, {2). Also, the mth-order fast system is

E‘.’:’-‘f = Azz.'rf + Bg'u_f‘ Ty (t[)) =20~ Ty (to) (10)

where x; = x — 2, and uy = u — u, denote the fast
parts of the corresponding variables in (1}, (2).

It is appropriate to consider the following decom-
position of feedback controls where

GUIS + vs
Gazy + vy

(11)
(12)

s =
u; =

are separately desigued for the slow and fast systems
{6) and (10). A composite control for the full system
{1}, (2) might then plausibly be taken as

us +up = Gozs + Gaxy + vs + vy (13)

However, a realizable composite control requires
that the system states r; and f be expressed in terms
of the actual system states z; and xo. This can be
achieved by replacing ¢, by z, and zf by x5 — z,, s0
that the composite control (13), in view of (7), takes
the realizable feedback form [2]

u{t) = Galea+ Az (Agyzy + B3Gozy)] + Gz,
= Gz + Gozg +vs + v (14)
where
Gr=(I+ G4 B) Go+ GoAZ} Any (15)

In the next section a system with two time scales
using a bond graph model is described [12).

3 Modelling in Bond Graph of a Singularly
Perturbed System

Consider the following scheme of 2 Bond Graph model
with an Integral causality assignment (BGI) for a sys-
tem which includes the key vectors of Fig. 1 (12].
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1
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©.n 1,
Detector
(D}
Fig. 1. Junction structure and key vectors of a bond
graph.

In Fig. 1, (MS.,MSy), (C,I) and (R) denote the
source, the energy storage and the energy dissipation
fields, {D) the detector and (0,1, TF,GY) the junc-
tion structure with transformers, TF, and gyrators,
GY.

In this junction structure the storage field is di-
vided in two parts: the slow states z; {t) € R® and
fast states za (t) € R™ both state are associated with
the energy variables p(t) for I elements and ¢ (t)
for C elements, »(t) € RP denotes the plant input,
21 (£} € R™ and 23 (£) € ®™ co-energy vector for slow
and fast variables, respectively, and I;, (¢) € R and
Doy (1) € ™ are the relationships between the dissi-
pation field and the junction structure. The constitu-
tive relation for the slow dynamics is

21 = Fiz (16)
for the fast dynamics Is
2o = Fhxy (17
and for the dissipations elements is
Doy = LDy (18)

The junction structure bond graph in an integral
causality assignment is [12]:

z1 s SEISEISHE][ =
z, | _ | S0 SH|SH|SH || =
D,;n S%ll S%lg 522 923 Dot
Yy S3i 83t | Sa2 | Sas u

(19)
The entries of S take values inside the set
{0, £1, &k, £k,} where k; and &, are transformer and
gyrator modules for the class of nonlinear systems of
this paper; these modules are p(t) and/or g(t) asso-
ciated with J and/or C elements in integral causality,
respectively, Also, the properties 511, $72 and Sy, are
square skew-symmetric matrices, and Si}, $%}, S12
and S31, S;f, S? are matrices each other negative
transpose, respectively [12].
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The matrices for the slow part of the system defined
b}' 5.‘1 = Ay1z1 + Aoz + Byu are

An = (3%11 + SEMS%%) 31 (20)
A = (Sif+SiiM S P (21)
B = S1}+55MSm (22)

and the matrices for the fast part defined by £x2 =
Az ze + Agaxs + Bau are

An = FFH{Sh+shMsi)R  (2)
Ap = FPY(SB+SHMSH R (24)
B, = F;' (8% +SHMSxs) (25)
where
M=L({I- SzzL)_l (26)

Finally, the matrices for the output y = C1z1 + Ca23
are,

C, = (Sé% + SagMS%é) Y& (27)
C: = (Sif+SnMS3)F (28)
D = S33+ 532MSa3 (29)

3.1 The Quasi-Steady State Model

A scheme to obtain the quasi-steady state model of a
system with singular perturbations in the physical do-
main is shown in Fig. 2. This junction structure pro-
poses to assign derivative causality for the fast stor-
age elements and the slow storage elements have to
maintain the integral causality assignment [12]. This
new bond graph is called Singularly Perturbed Bond
Graph (SPBG) [12].

Source field

Sleny I (Mse' MS £
Storage

ﬁﬂld u F73

€ ™4 D

Fust Junction Structure #| Dissipation
Storage | 5 100, 1, MTF, MGY) et
freld / - (£)
€D X, |

Fig. 2. A junction structure tc get the quasi-steady state
model.

Note that this SPBG assigns derivative causality
for the fast storage elements and the dissipation ele-
ments can change their causality too. Hence, the new
constitutive relations for the dissipation field is

D}, = LD (30)



The junction structure of SPBG of Fig. 2 is given
by [12]

21
12 11 11
ol B i b R
3 = (_Hi Hi{ | Hy | Hi o
D Hyl  Hyf | Hos | Hos u"“’
&

(31)
The real roots of the form (2) with (31) and (30)
are defined by [12)

Tg = :—‘I;:cl -+ f_?;u, (32)
where
An = Fy'[HI +HAQHJF (33
B, = Fj'[HE + HEQH:] (34)
being
Q=[I-LyHay(z)) " Ly (35)
The quasi-steady state model is given by [12]
Ts = AgT, + Byus (36)
where
Ao = [H{{ +HLQH] R (37)
By = Hiz+HjQHn (38)

3.2 The Fast Reduced Model

For decoupling the fast behaviour, we can apply the
following procedure [10)

Procedure 1.

The fast reduced bond graph is deduced from the
global one hy suppressing:

1. All the C or I elements with large modulus.

2. Allthe R elements causality connected with these
C or I elements directly or indirectly through
other R elements,

3. All the input sources having no causal connection
with the remaining €, T and R elements.

In the next section a closed loop singularly per-
turbed system in the physical domain is presented.

4 The Feedback of a Bond Graph with
Singular Perturbations

This section is focused on linear feedback design for
deterministic linear time invariant systems containing
both slow and fast dynamic phenomena ia the phys-

ical domain. Normally, any feedback design, like the
system it seeks to control, will suffer from the higher
dimensionality and ill-conditioning resulting from the
interaction of slow and fast dynamic modes.

In order to get the feedback of a singularly per-
turbed system of the form (14), the following proce-
dure is proposed.

Procedure 2.

1. A bond graph of the system of the fast dynamic
is obtained.

2. A fast reduced bond graph with the feedback
is determined. Let G7 be designed such that
Re)\(Agg + BQGQJ < 0.

3. The SPBG applying the corresponding feedback
is obtained. In addition G is designed such that
Re A (Ag =+ BQGU) < 0.

4. From (14) with (15} the gains of the original bond
graph is obtained.

The feedback of the fast and slow dynamics are
drawn in the corresponding bond graphs according te
Fig. 3.

Lk 1 MSTt GY—l1e——MSa:v
Gy Lu
(@)
I:L K 1- MSTe “TF———0~——1M&%v
G2
(b) v [“
£:C -~ 1IJ—-—~MSG—7|G‘_rI—,rD\—-1MSf:v
G2 -
(©) 9 W
c:Cc = 10 *M3e——=ATF ATk——- MSa:y
(d) Gzg Lu

Fig. 3 State feedback in bond graph.

4.1 Junction Structure of the Fast Reduced Bond
Graph with the Feedback

Considering the fast reduced system modelled by a
bond graph and applying the state feedback, the junc-
tion structure is given by

2 S¢S, S 2
Ty — 11 12 13 ¥ :
o [551 San 323] Dow | (39)
in Uf
with the constitutive relations
2f = Fya§ (40)

ot = LpDi, (41)



and the state equation with the feedback is

5:? = A5x§ + Bovy (42)

where
AG = (S0 +SuMSh) Fy (43)
By, = S5+ S512M;8xs (44)

being
M; =Ly (I-SpLs)™ (45)

Note the A:_% = Age + BolGy where (57 is the feed-
back gain of the fast reduced system.

4.2  Junction Structure of the Quasi-Steady State
Model in Bond Graph with the
Feedback

The quasi-steady state model of a system modelled by
bond graphs can be obtained in a step by assigning
the derivative causality to the fast storage elements,
then the state feedback of the slow storage elements
by using Fig. 3 can be applied. Hence, the junction
structure of this new bond graph of the slow dynamic
with the feedback is defined by

c c 2$

i ) mp omy o[ @

2 = HEj lez Hf2] Hf?i xDZh

Dy, (1) HE Hn Hx U:m
(46)

and the state equation for the slow dynamic with rhe
feedback is
L]

c
z, = ASz% + Bow, (47)
where

4§ = (S + HEQ(HE) R (4y)

Note that AS = Ag+ByGy where (3 is the feedback
gain of the slow reduced systeni.

Finally, the feedback gain of the original singularly
perturbed system defined by (14) is given hy

el :[I CagF Ba| GogFT' G Fy . (49)

where GGy, and G, are the gains into the correspond-
ing bond graphs.

The proposed methodology is applied to DC motor
in the next section.

5 Example

A DC motor scheme is shown in Fig. 4. This example
is well known that it is an electromechanical system.
The electrical part is formed by the resistance R,, and
inductance I,: the inertia J, and friction coefficient b,
are the elements of the mechanical part of the system
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—_— - il
Iz 5
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Fig. 4. Scheme of a DC motor.

A bond graph model in an integral causality assign-
ment of the D mator is shown in Fig. 5.

R:Ra R:b

p i

) JI_E

MSe:Va —1T1—+—GY—>— A1
3 n 7

Z F4

l:iLa 1:J

Fig. 5. Bond graph of the DC motor.

The key vectors of the bond graph are
oo [ 2]
L = diag{R.,b} {50}
for slow state
Z =ppd, =enz = friFL=1/J (51)
and for fast state
Zo = paigs = ey — [P =1/L,  (52)

By applying the Procedure 2, the fast reduced bond
graph is shown in Fig. 6.

R:Ra

|2
MSe:Va—1—7|1

13

I:La
Fig. 8. Fast reduced bond graph.

Now, the fast reduced bond graph with the state
feedback is shown in Fig. 7.

R:Ra

k
MSe:va— 4q -i-,u—g_.r.wﬂ—‘
11T f’
GY:Gzg I:La .
L 1
Fig. 7. Fast reduced bond graph with the feedback.
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The junction structure is

By

3
Gz 2 (53)

[2]-1% ]

fz 1 0 0 e
and from (43), (44), (45},
equation is

3

{52) and (53) the state

Lﬂ-e.?(n: = (GQQ - Ra)pg + Loey {54)

Then G, be designed such that Re (22 — ) <
0.

If we assign derivative causality to the fast stor-
age element [ : L, and the bond graph (SPBG) has
correct causality on each elements then Ags is nonsin-
gular, which is shown in Fig. 8.

R:Ra R:b
2 |
MSe:Va— i —24 gy—3—]
La n L?
I:La I:d

Fig. 8. Quasi-steady state model.

The key vecturs and the constitutive relation of the
dissipation field for the SPBG are

T
D'?n = [82 fﬁ ] ;Djut:

. 1
diag {E:’b}

Fig. 9 shows the quasi-steady statc model with the
feedback state.

Ly =

R:Ra R:b

7 ;

|
MSe:Va“ﬁﬁ -L,-HI—‘—,*G_Y—S——/HE’MSf

n
3 |7
14 1- |
IiLa 1:d 13
GY:Gay

b
Fig. 9. Quasi-steady state model with the feedback.

The junction structure is

er 0 0ln —1(07]|
S5 1 0 0|1 U’ &
€2 | | Go—n “1]0 01 f2
Je i O'U 0 ’O Ef

(56)
From (35), (38), (48), (51), (33) and (36), the state

equation in a closed loop system is

—b n2
[ n -
e? — (___ .J__a..‘_____ ael (37)
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Then Gog be designed such that
Rex (- 2 - 28%) <o,
From (15) the gain Gy is determined by
n2
G, = (1 — LQGQQ) JGDQ + J—Rang (568)

Note that the proposed methodology permits to ob-
tain the gain (3 based on the gains Gy, G and the
properties of the SPBG without determining the in-
verse of Asg matrix.

The state feedback of the original hond graph of the
system is shown in Fig. 10.

R:Ra R:b
2| 6
MSe:va— 4415 5 4 GY 5 a7
n
3 LT
e
H 12 I:d
14 I:La
G:(x—iﬂ:i MSf
ng
GY 1M S1
(.;1.9 13

Fig. 10. State feedback of the DC motor.

The gain G14 of the bond graph is G, = G| - .J.
Thus, the gains of the complete system are obtained

by the reduced fast bond graph and the singularly
perturbed bond graph.

6 Conclusion

In this paper the feedback gains of a singularly per-
turbed system represented in a bond graph are deter-
mined. In order to get these gains, the reduced bond
graphs of fast and slow dynamics with their corre-
sponding feedback are proposed. The Junction strue-
tures of each bond graph of the closed loop singularly
perturbed system are presented.
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