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Resumen

La presente tesis expone una alternativa para determinar ademas de los puntos
fijos reales, los puntos fijos complejos de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO’s), esto permite visualizar diagramas de bifurcacién complejos. Estos diagramas re-
flejan los comportamientos oscilatorios que sufre el sistema dindmico asociado a un sistema
de EDOQO’s. Para generar los diagramas de bifurcacion complejos el problema de bisqueda
de raices de un sistema de ecuaciones se transforma a un problema de optimizacién. Este
problema es abordado mediante el algoritmo de optimizacién por enjambre de particulas
(PSO), que permite optimizar un problema a partir de una poblacién de soluciones candi-
datas. PSO estd adaptado con el propédsito de crear una poblacion inicial que sea capaz de
explorar un espacio de soluciones en el plano complejo. Un problema aunado al calculo de
las raices complejas incide en el aumento del nimero de dimesiones para proyectar en los
diagramas de bifurcacién. Esto debido a que el nimero de las variables de estado se duplica
a causa del aumento de la parte imaginaria de éstas. Se propone la implementacién de méto-
dos de visualizacién de alta dimensionalidad para visualizar las soluciones o puntos fijos de
un sistema de ecuaciones. Esto proporciona una alternativa a los habituales diagramas de
bifurcaciéon. Ademads, se presentan los diagramas de bifurcacién con puntos fijos complejos
de diversos casos de estudio, en los cuales se muestran soluciones para ciertos valores de los
parametros de bifurcacién que no se mostraban en los diagramas de bifurcaciéon con puntos

fijos reales.

Palabras clave: Sistemas dindmicos, puntos fijos, bifurcaciones, diagrama de bifurcacion,
PSO.






Abstract

The present work exposes an alternative to determine fixed points and complex
fixed points of a system of ordinary differential equations (ODEs), this allows complex
bifurcation diagrams display. These diagrams reflect an oscillatory behavior of the dynamical
system associated with the system of ordinary differential equations. To generate complex
bifurcation diagrams, the problem of search of roots of a system of equations is transformed
to an optimization problem. This problem is solved by the algorithm of particle swarm
optimization (PSO), which optimizes a problem as from a population of candidate solutions.
PSO is adapted for the purpose of creating an initial population that is able to explore a
solution space in the complex plane. A problem because the calculation of complex roots,
is the increasing number of dimesiones to project in bifurcation diagrams. This because
the number of state variables is doubled because of the increase of the imaginary part of
these. The implementation of methods of displaying high dimensionality is proposed to
visualize the solutions or fixed points of a system of equations. This provides an alternative
to the usual diagrams bifurcation. In addition, are presented the bifurcation diagrams with
complex fixed points several case studies, in which are shown solutions for certain values
of the bifurcation parameters that were not displayed in the bifurcation diagrams with real

fixed points.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas dindamicos describen ciertos fenémenos o comportamientos del mundo
real; v.g. los sistemas climaticos, el crecimiento poblacional de una especie animal, modelos
econdémicos, entre otros. Las leyes fisicas que gobiernan los principios de operacién de estos
sistemas pueden resultar bastantes complejas para su estudio, por lo que es necesario una
caracterizacion que aproxime el comportamiento de los sistemas dindmicos. Esta caracteri-
zacién generalmente se lleva a cabo por medio de un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias de orden n. Este conjunto describe de forma aproximada el comportamiento que
presentan los sistema dindmicos, donde la evoluciéon de su estado depende generalmente
del tiempo. En ocasiones no es factible experimentar con el sistema fisico, por lo cual se
debe recurrir a medios alternativos o herramientas que ayuden al estudio y analisis de los
sistemas dindmicos. Por ejemplo, la teoria de bifurcaciones es muy importante dentro de
esta area, debido a que puede predecir cualitativamente comportamientos dindmicos muy
complejos en la estructura del sistema dindamico, gracias a la variacion de los parametros

del mismo [Strogatz94].

En diversas ocasiones se desea llegar a conocer los elementos o factores que condicionan el
comportamiento de un sistema dinamico, dado el efecto de las perturbaciones, el efecto de
la variacién de parametros, etc. Por tal motivo dentro de la teoria de bifurcaciones existe

una herramienta importante que auxilia al andlisis de estos sistemas: los diagramas de bi-
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furcacion; los cuales son el conjunto de todos los puntos fijos de un sistema dindmico. Estos
diagramas agrupan los comportamientos cualitativos posibles de un sistema (i.e. agrupan
los cambios en las propiedades y caracteristicas del sistema) y las transiciones entre ellos
ante la variacién de los pardametros de los que depende el sistema dindmico. Asi mismo, estos
diagramas reflejan las diversas bifurcaciones que se pueden dar en el sistema, las cuales son
un cambio del tipo topoldgico del sistema cuando sus parametros pasan a través de un valor

critico [Kuznetsov98|.

En la actualidad se cuentan con herramientas que ayudan en la generacién de diagramas
de bifurcacion, por ejemplo XPPAUT [Ermentrout06] es un software que cuenta con di-
ferentes herramientas para andlisis de sistemas dindmicos. Una de esas herramientas son
los diagramas de bifurcacién, para generarlos utiliza una técnica de continuacién, donde es
necesario un punto inicial cerca de la solucién para calcular las soluciones restantes. Otra
forma de generar los diagramas de bifurcacién consiste en utilizar algoritmos inteligentes,
por ejemplo Julio Barrera [Barrera07] propuso la creacién de diagramas de bifurcacién por
medio de métodos heuristicos, que determinan los puntos fijos del sistema sin la necesidad
de proporcionar una solucién inicial. Sin embargo, hasta el dia de hoy no se conoce un
medio para la produccion de diagramas de bifurcacién con puntos fijos complejos. Ademas
cabe destacar, que en la literatura sobre sistemas dindmicos y teoria de bifurcaciones es
inmimente la ausencia de las soluciones complejas en los diagramas de bifurcacién. Por tal
motivo en el presente trabajo se propone la determinacion de diagramas de bifurcacién que
muestren ademas de sus raices reales, las raices complejas. Esto implica una parte impor-
tante en el andlisis dado que algunos sistemas bajo ciertos pardmetros o condiciones no
presentan raices reales, no obstante, esto no es incentivo para afirmar que el sistema en

cuestién no cuenta con soluciones, debido a que pueden presentarse en el plano complejo.



1.1. Planteamiento del problema 3

1.1. Planteamiento del problema

El presente trabajo aporta informacién a la comunidad educativa y cientifica en
relacién al andlisis de los sistemas dindmicos. Uno de los medios mas utilizados para este fin
son los diagramas de bifurcacion; existen herramientas que ayudan en la determinacién de
estos, no obstante el problema es que no muestran los diagramas de bifurcacién con puntos
fijos complejos. Estos diagramas solo se limitan a mostrar las raices reales del sistema de
ecuaciones diferenciales, dando por sentado que cuando no se encuentran raices reales el

sistema no cuenta con soluciones.

Lo antes mencionado da sustento a la presente investigacion, tratando con la busqueda de
raices complejas. Por lo tanto, dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de la

forma (1.1):

1= fi(x1, 22, s Tny A1, A2y ooy Ay)

:tn — fn(l'l,l'g, vy Ty )\17 >\23 ceey )\m)

donde x1, o, ..., z, € C" son las variables de estado y A1, A2, ..., A\;, € R™ son los parametros
de control del sistema (parametros de bifurcacién), se busca generar de forma automatizada
diagramas de bifurcacién con puntos fijos complejos. Esto es posible mediante la adicién
de componentes imaginarios a las posibles soluciones generadas por el algoritmo de optimi-

zacién por enjambres de particulas (PSO), cuyas soluciones deben de satisfacer f(x, A) = 0.

El aumento de los componentes imaginarios tiene como consecuencia el incremento de las
dimensiones para proyectar en los diagramas, debido a que las variables de estado del sistema
duplican su dimensién al pasar al plano complejo. Es decir, dado un sistema de ecuaciones
de la forma (1.1), donde x € C" y A € R™, el diagrama tendrd 2n + m dimensiones. Por

ejemplo, considerando un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma (1.2):
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1 = fi(x1,z2, A1)

(1.2)

Zo = fo(x1, 22, A1)

donde si x1, x2 € R se tiene un diagrama de bifurcacién en tres dimensiones, pero si x1,x2 €
C no es posible visualizar el diagrama de bifurcacién en una sola grafica, debido a que se
tienen cinco dimensiones que no pueden ser visualizadas de forma conjunta. A razén de
esto surge la necesidad de implementar métodos de visualizacién multidimensionales que

permitan observar la interaccion entre las variables del sistema en un mismo gréfico.

1.2. Antecedentes

El estudio de los sistemas dinamicos ha tomado una importancia relevante en los
altimos anos, ya que es una disciplina matematica que intenta, por medio de técnicas cuan-
titativas y cualitativas, entender cualquier proceso en movimiento. Una de las herramientas
mas importantes utilizadas para este fin son los diagramas de bifurcacién que aportan infor-
macién sobre el comportamiento cualitativo del sistema. En la actualidad existen trabajos
de investigacién y herramientas de trabajo que auxilian a la producciéon de diagramas de
bifurcacién de sistemas de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo Julio Barrera en su tesis
doctoral [Barrera07] propuso el uso de herramientas de inteligencia artificial como optimi-
zacién por enjambre de particulas (PSO) para determinar los puntos fijos de un sistema
de ecuaciones, trazando diagramas de bifurcaciéon de forma no supervisada. Este método
se probd por primera vez para obtener diagramas de bifurcacion de las formas normales
relacionados con bifurcaciones genéricas. Similar a este trabajo Aijia Ouyang [Ouyang09]
propuso el uso de enjambre de particulas hibridas (HPSO), que combina las ventajas del
método de Nelder-Mead simplex (SM) y la optimizacién de enjambre de particulas (PSO)
para resolver sistemas de ecuaciones no lineales. En el trabajo de investigacion de Oscar
Torres [Torres13] se desarrollé un software en Java basado también en una metaheuristica,
optimizacién por enjambre de particulas con nichos (PSO nichos) para localizar de manera
eficaz multiples soluciones 6ptimas. Rodrigo Lépez [Lépez10] generd de la misma manera
diagramas de bifurcacion, pero atacando los problemas relacionados con la busqueda de

raices en sistemas de ecuaciones diferenciales trascendentales y ecuaciones que contienen
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discontinuidades en sistemas. También se han resuelto ecuaciones trascendentales usando

algoritmos genéticos [Aggarwal00].

La herramienta XPPAUT [Ermentrout06] proporciona una interfaz para el paquete de con-
tinuacién llamado AUTO [Doedel94]. Entre sus caracteristicas principales se encuentra el
calculo de puntos fijos, érbitas periddicas, problemas de contorno, entre otras. Para la crea-
cién de los diagramas de bifurcacién utiliza una técnica de continuaciéon donde una solucién
o punto fijo conocido es seguido para calcular las soluciones restantes, lo que implica el

conocimiento previo del sistema dindmico en cuestion.

Sin embargo, ninguno de los trabajos de investigacién o herramientas mencionadas ante-
riormente deriva en la produccién de diagramas de bifurcacion con raices complejas, no
obstante existen diversos métodos o herramientas que tratan el calculo de las raices com-
plejas. Por ejemplo en el trabajo de investigacién de Hernan Estrada [Estrada92] se cal-
culan las raices complejas de funciones analiticas por medio de un algoritmo basado en
el método de Miiler, el cual trabaja con la formula cuadratica haciendo posible localizar
tanto raices reales como raices complejas. Los entornos MATLAB [Gilat06] y Mathemati-
ca [Wolfram03] también poseen la capacidad de calcular raices reales y complejas de un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Aunque el cédlculo de estas raices requie-
ren una aproximacion inicial cerca de las soluciones para poder resolver nimericamente
las ecuaciones, dichas aproximaciones pueden ser obtenidas mediante forma grafica o for-
ma analitica. Esto se puede volver complicado en ciertos casos, debido a que en diversas
ocasiones es dificil obtener una soluciéon analitica del sistema de ecuaciones diferenciales.
También existen trabajos donde se han interpretado graficamente las raices complejas de
una ecuacién cuadratica [Melliger07], [Weeks03], [Gleasonl0], las cuales se han calculado
con alguno de los métodos mencionados anteriormente. A pesar de que existen métodos o
herramientas para el calculo de raices complejas, en la actualidad no se presentan diagramas
de bifurcacién que muestren las raices complejas de sistemas dindmicos gobernados por un

conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias.
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1.3. Objetivos de la tesis

Se presenta a continuacion el objetivo principal de esta tesis, incluyendo los obje-

tivos particulares que hacen posible el objetivo central de este trabajo de investigacién.

1.3.1. Objetivo general

Generar diagramas de bifurcaciéon que exhiban ademés de las raices reales, las
raices complejas, esto mediante la adicién de componentes imaginarios a las posibles so-
luciones generadas por el algoritmo de optimizacién por enjambres de particulas (PSO).
Con esta aportacién se proporciona una herramienta que tiene como finalidad coadyuvar
al andlisis y comprensién del comportamiento que presentan los sistemas dindmicos bajo

ciertas condiciones.

1.3.2. Objetivos particulares

e Adaptar la representacion de las particulas de manera que el algoritmo de PSO sea

capaz de encontrar puntos fijos complejos del sistema en cuestién.

e Tratar los puntos fijos generados por PSO para graficar las raices complejas en los

diagramas de bifurcacién.

e Implementar diferentes métodos de visualizaciéon multidimensionales para los diagra-
mas de bifurcacién complejos. El nimero de dimensiones en los diagramas aumenta a
causa del incremento del componente imaginario en las variables de estado del sistema,
dindamico, causando que los diagramas no se puedan visualizar en 2 o 3 dimensiones. El
objetivo de estos métodos es visualizar el conjunto total de las variables y parametros

que forman el sistema dinamico.

e Analizar las ventajas y desventajas de los métodos de visualizacion implementados,
para asi dar una referencia de la utilidad que pueden llegar a tener cada uno de estos

para distintos sistemas dindmicos.
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1.4. Descripcién de capitulos

El presente trabajo de tesis se encuentra organizado en 6 capitulos.

e En el Capitulo 1 se presenta la introduccion al trabajo de tesis, el cual presenta el
problema a tratar y los objetivos del mismo. Ademaés se hace una breve revisiéon de

trabajos previos sobre el tema de estudio.

e En el Capitulo 2 se introducen formalmente los conceptos de sistemas dindamicos y la
teoria de bifurcaciones, donde se explican los puntos de equilibrio asi como su estabi-

lidad. Ademsds, se incluye una breve descripcion de los diversos tipos de bifurcaciones.

e En el Capitulo 3 se detalla el desarrollo para generar los diagramas de bifurcacién
con puntos fijos complejos. Se describe el algoritmo de optimizacién con enjambre
de particulas (PSO) y las adaptaciones que fueron necesarias para determinar los
puntos fijos complejos. Por ejemplo, la representacion que se realizé de las soluciones

complejas en el algoritmo de PSO.

e En el Capitulo 4 se describen los métodos de visualizacion alta dimensionalidad imple-
mentados. Estos métodos incluyen los diagramas de burbujas, coordenadas paralelas
y el grafico RadViz. Se explica el mapeo que se realiza a los datos para cada una de
estas visualizaciones y se resaltan sus principales ventajas y desvantajas. Ademas se

presentan algunos ejemplos ilustrativos.

e En el Capitulo 5 se ilustra la aplicabilidad de los diagramas de bifurcaciéon con puntos
fijos complejos. Se presentan diferentes casos de estudio donde se mostraran los dia-
gramas de bifurcacién convencionales y los diagramas de bifurcaciéon producidos en

esta tesis.

e El Capitulo 6 presenta las conclusiones generales del trabajo, las aportaciones realiza-
das y las recomendaciones para futuras investigaciones en la misma linea de trabajo

propuesta por la tesis.
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1.5. Conclusiones

Se present6 el alcance y la idea general desarrollada de esta tesis, con el propésito
principal de contextualizar e introducir lo que se expone en los capitulos siguientes. Se
detall6 el planteamiento del problema, los trabajos previos y los objetivos del trabajo de
investigacién. Se describio el contenido de la tesis para la comprensién y familiarizacion del
tema de investigacién. A continuacién se presenta el apartado que describe los conceptos
indispensables para el discernimiento de los mismos con el fin de adquirir los conocimientos

necesarios para la comprension de la lectura.



Capitulo 2

Teoria de bifurcaciones

2.1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales son modelos particularmente ttiles para describir el
comportamiento dindmico de sistemas en diversos campos (biolégicos, mecanicos, econémi-
cos, circuitos eléctronicos, etc.), los cuales presentan un cambio o evolucién de su estado
en un lapso de tiempo. El comportamiento en dicho estado se puede caracterizar determi-
nando los limites de operacion del sistema. Dentro de la teoria de bifurcaciones se estudia
el comportamiento de familias de soluciones matematicas, por ejemplo las curvas integrales

de un campo vectorial, y las soluciones de una familia de ecuaciones diferenciales.

La teoria de bifurcaciones es una amplia area de estudio, por lo cual sélo nos limitaremos
a los conceptos basicos de sistemas dindmicos y la teoria de bifurcaciones como los puntos
de equilibrio, su estabilidad y los diferentes tipos de bifurcaciones. Ademds se describe
el método tradicional para el trazado de los diagramas de bifurcacion. Estos conceptos
proporcionan las bases necesarias para el entendimiento de la construccion de los diagramas

de bifurcacién.
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2.2. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico es un conjunto de elementos que interactiian entre si, cuyo
estado evoluciona o cambia con el tiempo. Los sistemas dindmicos son descritos por un con-
junto de ecuaciones que modelan el proceso o sistema. Esta formulaciéon permite predecir
cualquier estado futuro del sistema, siempre y cuando se conozca la ley que rige su evolucién
y su estado inicial. La nocién de un sistema dindmico incluye un conjunto de estados posi-
bles (el espacio de estados) y una ley de la evolucién del estado en el tiempo. La evolucién
es gobernada por un conjunto de reglas que especifican el estado del sistema para valores
discretos o continuos de t [Nayfeh95]. La ley de evolucién de un sistema dindmico genera
un cambio de estado en un tiempo ¢; esta ley determina el estado x; del sistema dindmico a
partir de un estado inicial xg. La ley de evolucion se define en un espacio de estado X, el cual

es el espacio donde se representan todos los posibles estados que puede presentar un sistema.

Los sistemas dinamicos se pueden clasificar en dos grupos: sistemas de tiempo discreto y
de tiempo continuo, segin la naturaleza de su variable independiente, el tiempo. Cuando
dicha variable evoluciona en forma discontinua, el sistema dindmico se modela mediante un
conjunto de ecuaciones en diferencias (recurrencias). Por el contrario, cuando evoluciona en
forma continua, los sistemas dindmicos se representan mediante un conjunto de ecuaciones

diferenciales. A su vez estos sistemas pueden ser sistemas no auténomos o auténomos.

2.2.1. Sistemas no auténomos

Se considera un sistema no auténomo cuando éste presenta un estimulo externo
al sistema, el cual fuerza el comportamiento natural de la dindmica del mismo. Un sistema
dindmico no auténomo se modela mediante la ecuacion diferencial ordinaria no auténoma

o forzada (2.1), en donde la funcién f depende explicitamente del tiempo ¢:
x =f(x,t), te R (2.1)

donde x = [z1,...,7,]7 € R™ representa un vector de dimensién n que contiene las varia-

bles de estado (éste describe el estado del sistema dindmico), x = d[x1, ..., z,|T /dt € R" y
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f = [f1(x),..., fu(x)]T : R® — R™. El espacio R" en que x evoluciona es llamado el espacio

de estado.

En general, la proyeccién de la solucién de la Ecuacién (2.1) en el espacio de estado de
dimension n es referida como una trayectoria o una érbita del sistema. En otras palabras,
la solucién podria ser interpretada como un punto que se mueve a lo largo de la trayectoria,
ocupando diferentes posiciones en diferentes tiempos similar a la forma del movimiento de

un planeta a través del espacio [Nayfeh95].

2.2.2. Sistemas autonomos

Un sistema autonomo, a diferencia del no auténomo, no tiene ningtin estimulo
externo al sistema que fuerza el comportamiento natural del sistema. Estos sistemas se
definen por una ecuacién diferencial ordinaria auténoma o no forzada, en donde la funcién
f no depende explicitamente de la variable independiente t. Se considera entonces como

sistema auténomo:

x = f(x), x € R" (2.2)

donde su espacio de estados es X = R™ y la funcion f es suficientemente regular para ga-
rantizar la existencia y unicidad de las soluciones en, al menos, un subconjunto de R™. La

ley de evolucion del sistema estd dado implicitamente en términos de x.

Si los componentes escalares de f tienen primeras derivadas parciales continuas y acotadas
con respecto a los componentes escalares de x, entonces el Sistema (2.2) tiene una udnica
solucién para una condicién inicial xy dada. Como consecuencia de ello, no hay dos trayec-
torias u Orbitas de un sistema auténomo que puedan intersectarse entre si en el espacio de

estados n-dimensional del sistema [Nayfeh95].

Un ejemplo de un sistema auténomo estéd dado por el conjunto de Ecuaciones (2.3):
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:'El = T2
(2.3)

Fo = —w3x — 2uxo

En la Figura 2.1 se muestran las érbitas del conjunto de Ecuaciones (2.3) con cuatro dife-
rentes condiciones iniciales [x1,x3]. Cuando w? = 8 y u = 2, se observa que las érbitas no
se intersectan entre si en ninguna parte del plano de fase conforme éstas se aproximan al
origen, donde se unen [Nayfeh95]. Dado que los sitemas dindmicos gobernados por ecua-
ciones diferenciales ordinarias son deterministas, dos trayectorias que se intersectan en el
diagrama de fase violarian este determinismo.

x2(t)

15-

— a1
012

o5 - X101,
0,12

Figura 2.1: Orbitas del sistema auténomo (2.3), con condiciones iniciales [x1, z2] dadas por
[1,1],[0,-1.2],[~1,—1] y [0,1.2] para w? =8 y u = 2.

2.3. Puntos fijos y estabilidad

Una solucion estacionaria de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es

una solucién constante, es decir, una soluciéon x tal que:
x(t) = x(to) (2.4)

para todo t. La trayectoria de una solucién estacionaria es un punto de R" que se denomina
punto fijo, punto critico, punto de equilibrio o punto estacionario del sistema de ecuaciones

diferenciales [Molero07].

Para el sistema de la forma (2.2), los puntos x donde:
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f(x) =0 (2.5)

se denominan puntos fijos del sistema. Un punto fijo es un estado de equilibrio del sistema
dindmico (todas sus derivadas, o razones de cambio son cero). Sin embargo, que el sistema
esté en equilibrio no significa que el sistema esté en un estado estable. Un punto fijo se
define como estable si las soluciones que estan cerca de él ante cualquier perturbacion se
mantienen cerca del punto de equilibrio a lo largo del tiempo. Por el contrario, los puntos
fijos son inestables, cuando las soluciones en sus cercanias no se mantienen cerca del pun-
to, si no que estas son alejadas ante cualquier perturbacion aunque sea lo suficientemente

pequena [Strogatz94].

Los puntos fijos pueden ser entonces: estables, llamados generalmente atractores, e ines-
tables, llamados generalmente repulsores. Un punto fijo se dice atractor si para cualquier
trayectoria que se encuentra cerca de éste permanece préxima al punto para todo tiempo
to > 0, de otro modo el punto fijo es un repulsor, debido a que las trayectorias que empiezan
cerca del punto de equilibrio se alejan de este punto a lo largo del tiempo. Una tercera cla-
sificacién aparece cuando se tiene un punto fijo que ademads de ser estable, las trayectorias
son atraidas al él cuando el tiempo tiende a infinito. Entonces se dice que el punto fijo es

asintoticamente estable.

De manera mds formal, un punto fijo xg del Sistema (2.2) es estable si, dado cualquier radio

€ > 0, existe una distacia § > 0 tal que cada solucién x = y(t) satisface [Boyce01]:

[y (to) — %ol <& (2.6)
entonces, existe para todo t positivo y satisface:

[y () — %ol <€ (2.7)

Un punto fijo xg es asintoticamente estable si es estable y si existe una distacia dp, con

0 < do < 9, tal que para cada solucién x = y(t) satisface [Boyce01]:

Iy (to) — %ol < do (2.8)
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entonces:

lim y(t) = xg (2.9)

t—o00

Se ha explicado la estabilidad de los puntos fijos en base al comportamiento de las tra-
yectorias a su alrededor, sin embargo para determinar numéricamente la estabilidad de los
puntos fijos se utiliza el criterio de estabilidad de Lyapunov [Lyapunov92], el cual provee
condiciones suficientes para establecer la estabilidad de los puntos de equilibrio. Este crite-
rio toma en cuenta los eigenvalores del jacobiano del sistema de ecuaciones evaluado en la

solucién del sistema (ver Teorema 2.1).

Teorema 2.1 (Teorema de Lyapunov)
Sea x = f(x) un sistema dindmico, donde x € R™ y £ : R” — R" es continua y existe su
derivada, xo un punto critico del sistema dindmico y Df(xg) la matriz jacobiana del campo

f(x) evaluado en el punto (xg).

(a) Si todos los valores propios de Df(x¢) tienen parte real negativa, entonces Xg es un

punto critico asintéticamente estable (y por lo tanto, estable).

(b) Si al menos un valor propio de Df(xq) tiene parte real positiva, entonces xXo e€s un

punto critico inestable.

Los puntos criticos pueden ser hiperbdlicos (ver Definicién 2.1) y no hiperbdlicos (i.e. cuando

hay valores propios de la matriz jacobiana con parte real nula).

Definicién 2.1 Un punto critico xg de un sistema dindmico x = f(x) es hiperbdlico si la
matriz jacobiana Df(xo) en ese punto es hiperbdlica, es decir, todos los valores propios de

Df(x¢) tienen parte real no nula.

Los puntos criticos hiperbdlicos se pueden clasificar en funcién del comportamiento de las
trayectorias a su alrededor. Estos pueden clasificarse como un punto nodo, un punto de silla

o un punto foco.

e El punto critico es un punto de silla cuando los eigenvalores son reales y de distinto

signo. Cuando t — oo existen dos trayectorias rectas que se acercan al origen y otras
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dos que se separan del origen. Esto nos permite concluir, que todo punto silla es

inestable (Ver Figura 2.4).

e El punto critico es un nodo cuando los eigenvalores son reales y del mismo signo. Si los
eigenvalores son negativos todas las trayectorias se acercan al origen (asintéticamente
estable), si los eigenvalores son positivos todas las trayectorias se alejan del origen

(inestable). Ver Figura 2.5.

e El punto critico se denomina espiral o foco cuando los eigenvalores son complejos
conjugados y tienen parte real no nula. Las trayectorias alrededor de un foco son
curvas en forma de espiral que, conforme ¢ — oo pueden presentar dos situaciones: si
la parte real de los eigenvalores es negativa todas las trayectorias se acercan al origen
(asintéticamente estable) o si la parte real de los eigenvalores es positiva todas las

trayectorias se alejan del origen (inestable). Ver Figura 2.6.

Un ejemplo de un sistema dindmico que presenta los tres tipos de puntos criticos hiperbdlicos
(punto nodo, punto de silla y punto foco), es el sistema ecolégico presa-depredador [Tanner75].
Este sistema modela el crecimiento de dos poblaciones (presa y depredador) que interactian
entre si. La tasa de cambio de la poblacién de presas estd dado por h y la tasa de cam-
bio de la poblaciéon de depredadores estd dado por p. La Figura 2.2 muestra el modelo
dindmico presa-depredador basado en el libro Modeling Biological Systems: Principles and

Applications. [Haefner05].

Figura 2.2: Modelo presa-depredador.
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Este sistema ecoldgico es modelado por el conjunto de Ecuaciones (2.10):

(2.10)

donde la velocidad natural de crecimiento de la presa es r = 0.5, la velocidad natural de
crecimiento del depredador es s = 0.1, la capacidad de carga del medio ambiente es k = 400,
la cantidad de presas necesarias para apoyar a un depredador en equilibrio es j = 1.5, la
velocidad de depredaciéon méxima es w = 0.5 y el tiempo de busqueda de depredadores es
d = 5. En la Figura 2.3 se muestran las trayectorias del plano de fase del modelo presa-
depredador, en el cual podemos notar que presenta tres puntos de equilibrio hiperbdlicos:
punto de silla, nodo y foco. Se puede observar que, por el comportamiento de las trayectorias

alrededor de cada uno de los puntos criticos, los puntos de equilibrio son inestables.

| \ / /b \\\Q\\

Figura 2.3: Retrato de fase del modelo presa-depredador definido por el conjunto de Ecua-
ciones (2.10). Se observan tres puntos criticos inestables.

La ampliacién de los puntos criticos de la Figura 2.3; punto de silla, nodo y foco se observan

en las Figuras 2.4, 2.5 y 2.6 respectivamente.
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Figura 2.4: Retrato de fase del Sistema (2.10). Se observa que el punto critico
(—14.04,—9.36) es un punto silla inestable, debido a que cuando ¢t — oo dos trayectorias se
acercan al mismo y otras dos salen.
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Figura 2.5: Retrato de fase del Sistema (2.10). Se observa que el punto critico (0,0) es un
nodo inestable, debido a que todas las trayectorias se alejan del origen.
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Figura 2.6: Retrato de fase del Sistema (2.10). Se observa que el punto critico (142.38,94.92)
es un foco o espiral inestable, debido a que todas las trayectorias son espirales que se alejan
del punto critico.

Las propiedades de la estabilidad de puntos criticos hiperbdlicos de un sistema no lineal son
esencialmente las mismas de su aproximacién lineal. El Teorema 2.2 [Nayfeh95] garantiza
que para puntos criticos hiperbdlicos el comportamiento del sistema no lineal cerca del

punto es idéntico al del sistema lineal correspondiente.

Teorema 2.2 (Teorema de Hartman-Grobman) Sea xo un punto critico hiperbdlico
del sistema dindmico X = f(x). Entonces hay una vecindad de x¢ en la cual X = f(x) es

topoldgicamente equivalente a su linealizacion x = Df(x¢)x.

Cuando los puntos criticos no hiperbdlicos corresponden a un sistema lineal, se dice que
el punto critico es un centro. Las trayectorias alrededor de un centro son curvas cerradas
que rodean al origen, de modo que ninguna trayectoria tiende a él cuando ¢ — oo, por
ello, el punto critico es estable, pero no asintéticamente estable. No obstante cuando se
trata de un punto critico no hiperbodlico de un sistema no lineal, es necesario utilizar otras
técnicas para determinar el comportamiento de las trayectorias en relaciéon con el punto

critico no hiperbdlico. Dentro de estas técnicas se encuentra el Método Directo de Lya-
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punov (MDL) [Lyapunov92], el cual es un método alternativo para verificar la estabilidad
asintética de los puntos criticos. En su forma general permite estudiar la estabilidad de
sistemas no estacionarios o no lineales. Este método ataca el problema de la estabilidad

directamente sobre el sistema de ecuaciones, en lugar de su linealizacién.

Un ejemplo de un sistema con puntos fijos no hiperbdlicos es el descrito por el conjunto de
Ecuaciones (2.11), donde w es un parametro que puede variar. El punto (0,0) es el tGnico

punto de equilibrio para el sistema, mostrado en la Figura 2.7.

(2.11)
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Figura 2.7: Retrato de fase del Sistema (2.11) con w = 0. Se observa que el punto critico
(0,0) es un centro estable debido a que las trayectorias a su alrededor son cerradas.
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El resumen de la clasificacién de los puntos de equilibrio se presenta en la Tabla 2.1, sean

11y e los eigenvalores de la matriz jacobiana del campo f(x) y sea asintéticamente estable

(A.E.) e inestable (I.).

Tabla 2.1: Clasificacion de los puntos fijos en sistemas no lineales.

Eigenvalores D f ‘ Tipo de punto fijo Estabilidad
Puntos fijos hiperbdlicos

w1 > p2 >0 nodo L

w1 < p2 <0 nodo AE.

po <0 < g punto de silla L.
pi2=axbi,a>0 foco 1.
m2=axbia<0 foco AE.

Puntos fijos no hiperbdlicos
p12 = +bi centro/foco Calcular mediante MDL

2.4. Bifurcaciones y diagramas de bifurcacion

Una bifurcacién se da cuando una pequena variacion en los valores de los pardme-
tros de un sistema (pardmetros de bifurcacién) causa un cambio cualitativo o topoldgico
brusco en su comportamiento [Blanchard06]. En otras palabras, el momento en que el pun-
to fijo cambia su estabilidad recibe el nombre de punto de bifurcacién. Las bifurcaciones
pueden producirse tanto en sistemas continuos como en sistemas discretos. En esta tesis se

estudian las bifurcaciones para sistemas continuos.

Para el andlisis de las bifurcaciones se considera el espacio formado por las variables de
estado y los pardmetros de bifurcacién. Las variables de estado son aquellas variables que

definen totalmente la condicién del sistema y los parametros de bifurcacién son cantidades



2.4. Bifurcaciones y diagramas de bifurcacion 21

que fijan ciertas caracteristicas del proceso, estableciendo un marco al cual estard condicio-

nado su comportamiento; estos se consideran fijos o varian paulatinamente.

Suponiendo ahora que el Sistema (2.2) depende de un cierto conjunto de parametros esca-

lares A = [A1, Mg, ..., Ap] T, entonces:
x=f(x,A), xeR", AeR™ (2.12)

donde x representa el estado del sistema (variables de estado) y A representan caracteristi-
cas del sistema que asumimos constantes, o que varfan cuasiestdticamente (pardmetros de
bifurcacién). Con la Ecuacién (2.12) se busca analizar el comportamiento de las soluciones
cuando se varfa el pardmetro A. Las soluciones x del Sistema (2.12) deben de satisfacer lo

mostrado en la Ecuacién (2.13).
f(x,A\)=0 (2.13)

Los puntos que satisfacen la Ecuacién (2.13) son los puntos de equilibrio del sistema. Es
muy comun que para la Ecuacién (2.12) exista un conjunto inicial de soluciones (llamados
generalmente como soluciones triviales), sin embargo para ciertos valores de A es posible
que aparezcan nuevas soluciones. El conjunto de todas estas soluciones, convergen en los

diagramas de bifurcacién.

Los diagramas de bifurcacién representan una herramienta importante para el analisis de
los sistemas dindmicos y proporcionan informacién sobre los limites de operacion estable
de un sistema dinamico. En ellos se puede observar cualitativamente los distintos com-
portamientos del sistema para diferentes valores de los parametros A. Es decir, observar
como el comportamiento del sistema pasa de ser ordenado a ser cadtico, en los diagramas
de bifuracién se observa que hay una bifurcacién si el comportamiento del sistema cambia

cualitativamente al alcanzar A un valor critico.

El diagrama de bifuracién de un sistema dinamico es el conjunto de todas las soluciones

x de su espacio de pardmetros A. Esto es, en cada capa o seccién del diagrama se reflejan
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las soluciones del sistema para una cierta combinacién de parametros A, obteniendo una

estratificaciéon del comportamiento cualitativo del sistema.

La forma tradicional para trazar un diagrama de bifurcacién se basa en métodos de con-
tinuacién [Richter83]. Estos métodos calculan una curva unidimensional en R™™! definida
por la Ecuacién (2.13). La mayoria de estos métodos de continuacién implementan métodos

de prediccién-correccion, que incluyen tres fases fundamentales [Kuznetsov9s|:
1. Prediccién del siguiente punto
2. Correccion
3. Control del paso

El método de continuaciéon implica calcular una secuencia de puntos yi,y2,93, ..., Yyn que
aproximan la curva unidimensional con precisién, en base a un punto yy que sea suficien-
temente cercano a la curva o pertenezca a ella. Es decir, para calcular los puntos fijos del
Sistema (2.12), se conoce un punto de equilibrio (xg, Ag) a partir del cual se pueden generar
las soluciones restantes y asi graficar todo el conjunto de los puntos fijos que formen el
diagrama de bifurcacién del Sistema (2.12). Tal punto (xg, Ag) se puede calcular mediante
algun método nuimerico. Sin embargo, existen trabajos [Barrera08] que trazan diagramas
de bifurcacion de manera no supervisada utilizando técnicas metaheuristicas, donde no es

necesario proporcionar el punto inicial para el trazado de los diagramas de bifuracién.

2.5. Tipos de bifurcaciones

Las bifurcaciones pueden clasificarse como globales o locales. Una bifurcacién glo-
bal ocurre normalmente dentro de conjuntos invariantes mas grandes del sistema. Por ejem-
plo, ciclos limite o trayectorias que se extienden a una distancia grande, por este motivo, no
pueden ser detectados mediante un andlisis de estabilidad local. Las bifurcaciones globales
mas tipicas son la bifurcacién homoclinica, la bifurcacién heteroclinica y la bifurcacion de

periodo infinito.
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Una bifurcacién local ocurre cuando el cambio en los pardametros de bifurcaciéon causa un
cambio en las propiedades de la estabilidad local, como puntos de equilibrio, érbitas locales,
entre otros. Las bifurcaciones locales més tipicas son la bifurcacion silla-nodo, la bifurcacion
pitchfork, la bifurcacién transcritica y la bifurcacién hopf. A continuacién se definen las

bifurcaciones silla-nodo, pitchfork y transcritica.

2.5.1. Bifurcacién silla-nodo

Este tipo de bifuracién ocurre cuando dos puntos criticos colisionan a medida
que el pardmetro A\ cambia y se anulan el uno con el otro. El ejemplo prototipico de una

bifurcacién silla-nodo se muestra en la Ecuacién (2.14):

&= \+ (2.14)

cuando A es negativo existe un punto fijo estable y un punto fijo inestable, cuando A es igual
a cero existe el punto de bifurcacién silla-nodo, y cuando A es positivo el sistema no tiene
puntos fijos o raices reales, como se aprecia en la Figura 2.8. En esta tesis se mostraran de

color azul los puntos fijos estables y de color rojo los puntos fijos inestables.

Figura 2.8: Diagrama de bifurcacién de la Ecuacién (2.14). Se observa una bifuracién silla-
nodo.
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2.5.2. Bifurcacién transcritica

A diferencia de la bifurcacién silla-nodo, en una bifurcacién transcritica un punto
critico existe para todo valor del pardametro A pero intercambian su estabilidad con otro
punto critico luego de la colision entre ellos. La forma general de una bifurcacién transcritica
se muestra en la Ecuacién (2.15):

&= \x — z? (2.15)

si A > 0 existe un punto de silla en z* = 0 y un nodo asintéticamente estable en x* = A,
cuando A = 0 los nodos colisionan en uno solo siendo este punto fijo inestable no hiperbdli-
co. Cuando A < 0 la estabilidad se intercambia, £* = 0 es un nodo asintéticamente estable

y ¥ = X es un punto de silla [Hale91]. El diagrama de bifurcacién se aprecia en la Figura 2.9.

Figura 2.9: Diagrama de bifurcacién de la Ecuacién (2.15). Se observa una bifurcacién
transcritica.

2.5.3. Bifurcacion pitchfork

Este tipo de bifurcaciones ocurre en sistemas dinamicos con simetria, el nimero
de puntos de equilibrio pasa de 1 a 3 cuando el valor de bifurcacién A cambia de signo
y la estabilidad del punto de equilibrio original cambia. Cuando los otros dos puntos de
equilibrio que aparecen son estables la bifurcacién se dice pitchfork supercritica y se llama

bifurcacién pitchfork subcrita cuando son inestables.
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La forma general de una bifurcacién pitchfork supercritica se muestra en la Ecuacién (2.16):

i=\x —2° (2.16)

cuando A es negativo existe un punto fijo estable en el origen y cuando X es igual a cero el
origen sigue siendo estable. Por ultimo cuando A es positivo el punto fijo pierde su estabi-
lidad y aparecen dos nuevos puntos fijos estables ubicados simétricamente a cada lado del

origen, como se muestra en la Figura 2.10.

>

Figura 2.10: Diagrama de bifurcacién de la Ecuacién (2.16). Se observa una bifurcacién
pitchfork supercritica.

La forma general de una bifurcacién pitchfork subcritica se muestra en la Ecuacién (2.17):

i =z + 23 (2.17)

cuando A es negativo hay tres puntos fijos: un punto fijo estable en el origen y dos puntos
fijos inestables adyacentes al origen. A medida que A\ — 0 los tres puntos fijos se acercan
hasta que colisionan en A = 0 y el origen sigue siendo estable. Por dltimo cuando A es

positivo el tinico punto fijo es el origen y es inestable, como se muestra en la Figura 2.11.
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P

Figura 2.11: Diagrama de bifurcacién de la Ecuacién (2.17). Se observa una bifurcacién
pitchfork subcritica.

2.6. Conclusiones

En este capitulo se han presentado algunos de los conceptos imprescindibles reque-
ridos para el estudio de sistemas dindmicos y la teoria de bifurcaciones. Especificamente,
la estabilidad de los puntos fijos y las formas normales de las bifurcaciones, as{ mismo se
presentan sus respectivos diagramas de bifurcacién; ademas se describié la forma tradicio-
nal para el trazado de los diagramas. El capitulo siguiente explica la forma no supervisada
para generar los diagramas de bifurcacién y la bisqueda de raices complejas de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias a partir de adaptaciones al algoritmo de inteligencia
artificial. Por ejemplo para el diagrama de bifurcacién silla-nodo cuando A > 0 no presenta
raices reales, no obstante en el siguiente capitulo se muestra que si aparecen soluciones para

valores de A mayores que cero.



Capitulo 3

Produccion de diagramas de
bifurcaciéon con puntos fijos

complejos

3.1. Introduccion

En este capitulo se expone el desarrollo y procedimiento para la determinacién de
los diagramas de bifurcacién con puntos fijos complejos. El problema inicial de busqueda
de raices para los diagramas de bifurcacién se adapté a un problema de bisqueda de raices
complejas. Para determinar las raices complejas de los sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias se utilizé el algoritmo de optimizacién por enjambre de particulas (PSO), en
el cual se extiende el espacio de bisqueda donde se exploraran las posibles soluciones del
sistema de ecuaciones. Esto es, se incluyen componentes imaginarios a los individuos de
PSO que representaran los puntos fijos del sistema de ecuaciones. Para un mejor entendi-
miento del proceso se describe el funcionamiento del algoritmo y la representacion que se
realizé dentro del mismo para las posibles soluciones complejas. El capitulo finaliza con la
revision de algunas de las bifurcaciones méds comunes, comparando sus diagramas de bifur-
cacién convencionales contra los diagramas producidos en esta tesis, haciendo énfasis en las

diferencias que exhiben cada uno de ellos.

27
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3.2. Algoritmo de optimizacién PSO

La optimizacién por enjambre de particulas (PSO) [Kennedy95] es un algoritmo
de optimizacién que estd inspirado en la conducta del vuelo de una parvada de aves. PSO ha
sido aplicado en diversas areas, como el diseno y la optimizacién de redes de comunicacion,
problemas de optimizacién combinatoria, aplicaciones de control, diseno y reestructuracion
de las redes eléctricas, entre otras [Poli08]. Esta metaheuristica es 1til para encontrar solu-
ciones éptimas en un espacio de bisqueda muy complejo; donde cada individuo que simula
el vuelo de una ave, vuela en el espacio de bisqueda con una velocidad que es ajustada de

acuerdo a su propia experiencia de vuelo y la experiencia de vuelo de sus companeros.

PSO permite optimizar un problema a partir de una poblacién inicial de soluciones can-
didatas, dicha poblacion se inicializa con una distribucién aleatoria uniforme. Es decir, se
asignan valores aleatorios a cada individuo de acuerdo a los rangos de bisqueda propuestos
para cada uno de ellos. En la biisqueda de raices para un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, se inicializan las variables de estado del sistema con soluciones candidatas que
son generadas con valores aleatorios. Para evaluar la evolucién de cada individuo, esto es,
saber que tan buena es una solucién en particular se le asigna un indicador de desempeno,

llamado cominmente como aptitud que generalmente es un escalar.

3.2.1. Funcidén objetivo

Para determinar la aptitud se considera la funcién objetivo, que es la ecuacién que
se desea optimizar. En este caso, se desea obtener los valores de x que satisfagan el sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir, lo mostrado en la Ecuacién (3.1):
f(x,A) =0 (3.1)

donde f : D — RR™ es el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias asociado a un sistema
dindmico, x € R" son las variables de estado del sistema de ecuaciones que son representadas

como la posicién de la particulas y A € R™ son los pardmetros de control del sistema.
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La funcién objetivo entonces, regresa un vector del tamano del nimero de ecuaciones y
ésta requiere ser un escalar. Para transformar la solucién de la funcién objetivo se utiliza

la funcién de mapeo g que transforma las soluciones de la forma (3.2)
g:R"— R (3.2)

donde la funciéon de mapeo recibe un vector de dimensiéon n y retorna un nimero real que

indica el valor de la funcién objetivo.

3.2.2. Funciéon de mapeo o funcion de aptitud

Para encontrar todos los puntos x se transforma el problema de busqueda de
raices a un problema de maximizacion, utilizando la funcién de mapeo mostrada en la
Ecuacion (3.3), propuesta por Aggarwal [Aggarwal00]. Ademéds de transformar el problema,

la Ecuacién (3.3) devuelve s6lo un escalar.

1

= TR (33)

9(x)

donde ||f(x,A)|| es la norma del vector (Ecuacién (3.4)) arrojado por el sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias.

IEG N = | D filx, A)? (3.4)

=1

La transformacién convierte todos los puntos x tal que cuando ||f(x,A)|| =0, g(x) =1y
cuando ||f(x,A)|| > 0, g(x) < 1, mapeando el dominio de la funcién f(x,A) a [0, 1]. Esto
hace que la funcion de aptitud regrese un escalar que determina la calificacién de cada uno

de los individuos (i.e. la aptitud de las soluciones x encontradas por PSO).



30 Capitulo 3: Produccion de diagramas de bifurcacién con puntos fijos complejos

3.2.3. Descripcion del algoritmo

El algoritmo de PSO comienza creando un niimero determinado de particulas (po-
blacién inicial), las cuales contienen caracteristicas o atributos que las definen. Es decir,
una particula p; posee caracteristicas que ayudan a desempenar la simulacién de un ave en
el espacio de busqueda, como la posicién actual x; y un vector velocidad v; que dirige su
movimiento, el cual estd guiado por las mejores particulas en el momento actual. Ademads
de otras caracteristicas que determinan la evolucién de la particula, como la aptitud. Por
lo tanto, una particula p; se compone de los siguientes elementos: el vector x; almacena la
posicién actual de la particula, el vector Ppes, almacena la mejor posicién de la particula
encontrada hasta el momento, el vector v; almacena la velocidad a la cual se movera la
particula, el vector fitness_x; almacena la aptitud de la posicién de la particula actual y el
vector fitness_Ppest, almacena la aptitud de la mejor posiciéon de la particula encontrada
hasta el momento. De acuerdo a lo anterior, Ppes, y fitness_Ppes, conforman la memoria
de la particula p;. Las posiciones iniciales se generan aleatoriamente de acuerdo a un rango
especificado segiin la variable representada. Durante el proceso iterativo las posiciones se
actualizan de acuerdo a la velocidad calculada para cada una de ellas, con el fin de que las

particulas exploren y exploten el espacio de busqueda.

La posicién actual de una particula p; se actualiza como se muestra en la Ecuacién (3.5):

Tnew = Ti + Unew (35)

donde v,¢, €s la nueva velocidad calculada para una particula p;:

Unew = WV; + €171 (PBesti - mz) + CQrQ(PnBest - xz) (36)

donde c; es el pardmetro cognitivo y co el pardmetro social, r; y r2 son niimeros aleatorios
entre 0y 1, Pp,pest €8 la mejor posicion recordada del enjambre y w es el peso de inercia de

la particula, calculado con la Ecuacién (3.7):

(3.7)

W = Wmazx — (wmax - wmin)

Qe
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donde g es el indice de la generacién y G indica el nimero méaximo de generaciones a los

Pesos MAXIMOS Winay ¥ MINIMOS Winin -

Se desea evitar la exploracién fuera del espacio de busqueda controlando las velocidades
de las particulas durante el proceso. En otras palabras, evitar que las particulas se salgan
de los rangos permitidos para éstas. Para este fin se introduce a la ecuacién de velocidad

(Ecuacién (3.6)) el parametro x, quedando la ecuacién de velocidad de la siguiente forma:
Unew = X[Vi + 171 (Ppesti — ) + c2r2(Papest — 1)) (3.8)

donde x es el factor de constriccién [Clerc02], [Li06] que controla la velocidad de las particu-

las. Este es calculado por la Ecuacién (3.9):

2k
X 2= e— Vo)

donde k € [0,1] y ¢ = ¢1 + 2 > 4, ya que para valores de ¢ < 4 el enjambre se acerca lenta-

(3.9)

mente en espiral a la mejor posicion encontrada pero sin garantia de convergencia mientras

que para valores de ¢ > 4 la convergencia es rapida y segura [Clerc99].

El algoritmo basico de PSO es mostrado en el Algoritmo 1, el cual recibe como pardametros
los rangos del espacio de biisqueda donde se moverédn las particulas (rangos), el nimero de
particulas (nPart) y el nimero méximo de iteraciones (m/ter). La funcién generarEnjam-
bre inicializa el enjambre con nPart particulas generadas dentro de los rangos especificados.
La funcion evaluaciénlnicial obtiene la aptitud de las particulas del enjambre inicial, ini-
cializa la velocidad en cero, y registra la posicién y aptitud iniciales como las mejores hasta
el momento. Se realizan mlter iteraciones para explorar el espacio bisqueda mediante las
lineas 4, 5, 6 y 7. La funcién calcularMaximoGlobal obtiene la posicion P,pes: con la
mejor aptitud del enjambre. La funciéon calcularVelocidades calcula la velocidad de cada
una de las particulas de acuerdo a la Ecuacién (3.8) en base a los pardmetros recibidos. La
funcién actualizarParticulas actualiza la posicion actual de las particulas del enjambre
de acuerdo a la Ecuacién (3.5) y ademds verifica que la nueva posicién de las particulas

posean una aptitud mejor que la registrada en la memoria de la particula. De ser asi, se
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actualiza la mejor posicién de la particula Ppeg, por la nueva posicién y se actualiza la ap-
titud fitness_Ppest, por la aptitud fitness_z;. Por ultimo el Algoritmo 1 retorna el enjambre

resultante de las mlter iteraciones.

Algoritmo 1 PSO (rangos, nPart, mlter)

1: enjambre < generarEnjambre(rangos, nPart)

2: evaluaciénlInicial(enjambre)

3: for ¢ < 0 to mlter do

4:  maximoGlobal < calcularMaximoGlobal(enjambre)
5. calcularVelocidades(enjambre, méximoGlobal)

6: actualizarParticulas(enjambre)

7: end for

8: return enjambre

3.2.4. Algoritmo de optimizacién PSO con nichos

Los problemas multimodales cuentan con mas de una solucién éptima, como es el
caso de busqueda de multiples raices en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.
PSO provee un conjunto de variantes y enfoques que posibilitan entre otros objetivos, evitar
que las particulas se concentren en 6ptimos locales, asegurando asi una amplia exploracién
del espacio de busqueda. Uno de ellos, PSO con nichos, es un algoritmo para localizar de
manera eficiente multiples soluciones 6ptimas en problemas multimodales. Este algoritmo
crea multiples subenjambres a partir de un enjambre inicial de particulas, mediante el con-
trol de la aptitud de las particulas individuales [Brits02]. El algoritmo comienza creando
una poblacion inicial y evalua cada una de la particulas para obtener su aptitud. Después
selecciona la particula con la mejor aptitud del enjambre y elige todas las particulas a su
alrededor que tengan una distancia menor que un radio r para formar parte de un suben-
jambre o nicho. Después, las particulas que ya forman parte de un nicho son marcadas y se
selecciona del enjambre restante la siguiente particula con la mejor aptitud para repetir el

proceso, esto se repite con todas las particulas del enjambre inicial. De esta manera se crean
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los nichos a partir del enjambre inicial, que exploraran diferentes subregiones del espacio de
busqueda para encontrar multiples soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordi-

narias.

El algoritmo de PSO con nichos mostrado en el Algoritmo 2 recibe ademas de los pardmetros
de PSO basico (rangos, nPart, mlter), el radio r que determina el tamano de los nichos o
subenjambres y el niimero méximo de particulas que puede tener un nicho (partNicho). Las
funciones generarEnjambre, evaluacionlnicial, actualizarParticulas son las mismas
funciones descritas anteriormente en el Algoritmo 1. La funcién calcularNichos crea los
nichos de la forma mencionada anteriormente, para esto requiere el enjambre de particulas
a partir del cual creara los nichos, el nimero de particulas por nicho partNicho y el radio r.
Verifica que cada una de las particulas ya pertenezcan a un nicho, en caso contrario se agre-
gan a un nicho siempre y cuando éste no haya alcanzado el nimero méximo de particulas
partNicho. De lo contrario, las siguientes particulas son marcadas para ser reinicializadas
aleatoriamente. La funcién calcularVelocidadesNichos calcula las nuevas velocidades de
las particulas de los nichos. La funcion reiniciarParticulasRechazadas reinicializa alea-
toriamente las posiciones de las particulas marcadas en la linea 4, ademés se les asignan
una velocidad de cero y son evaluadas para obtener su aptitud. Por dltimo el Algoritmo 2

regresa el enjambre resultante de las mIter iteraciones.

Algoritmo 2 PSONichos (rangos, nPart, mlter, r, partNicho)

1: enjambre « generarEnjambre(rangos, nPart)
2: evaluaciénlInicial(enjambre)

3: for ¢ < 0 to mlter do

4:  calcularNichos(enjambre, r, partNicho)

5. calcularVelocidadesNichos(enjambre)

6: actualizarParticulas(enjambre)

7. reiniciarParticulasRechazadas(enjambre)
8: end for

9: return enjambre
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3.3. Puntos fijos complejos

Para un A dado los puntos x donde:
f(x,A\) =0 (3.10)

se denominan puntos fijos del sistema y estos representan un estado de equilibrio de un
sistema dindmico. El dominio de las variables de estado x que satisface la Ecuacién (3.10)
puede ser C™. Un punto fijo x que cumple con esta propiedad se dice que es un punto fijo

complejo, es decir, x1, T9, ..., T, se definen por nimeros complejos de la forma bindmica:
z=a+bi (3.11)

donde a es llamada la parte real y b es llamada la parte imaginaria. Los puntos fijos complejos

tienen la propiedad de ser conjugados entre si, es decir:
z=azxbi (3.12)

Con los puntos fijos complejos es posible analizar el comportamiento estable, inestable u
oscilatorio de los puntos de equilibrio un sistema dindmico. Por ejemplo, las soluciones
reales denotan que el sistema presenta una tendencia al crecimiento exponencial y las so-
luciones complejas denotan los comportamientos o los fenémenos oscilatorios del sistema.
Para generar los puntos fijos complejos del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, se
adapto el algoritmo PSO nichos para ser capaz de generar soluciones en el plano complejo.

A continuacién se detallan estas adaptaciones.

3.3.1. Representacion de puntos fijos complejos en PSO nichos

Cada particula tiene asociado un vector de posicidon x, una velocidad v y una ap-
titud, en el problema de busqueda de soluciones complejas para un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, el vector de posicién x debe de representar una posible solucién

compleja.

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (2.12), este se puede reescribir de la

forma (3.13):
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x=f(x,\), x€C", AeR" (3.13)

donde cada variable de estado del sistema es una variable compleja, con el fin de obtener

soluciones complejas para el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Sin embargo, en PSO al momento de generar el enjambre, x no se define como un ntime-
ro complejo, sino de la forma (3.14), definiendo por separado la parte real a y la parte
imaginaria b. Se asignan rangos de busqueda para cada uno de ellos, esto implica que la
dimensionalidad del problema aumente, debido a que cada variable de estado del sistema

duplica su dimension.
x = (a,b), a € [ming,, max,], b € [miny, max] (3.14)

Para un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con n variables de estado, una particu-
la p; del enjambre inicial queda definida de la siguiente manera (usando la notacién de

Mathematica):

il zil{Ta1, To1, Ta2, To2, o Tans Ton }];
Vi [{Va1; Vb1, Va2, V625 -+, Van, Von },
fitness_z;[{ f-z;}],

PBest; [{Ya1; Yb1, Ya2, Y2 > Yan, Yon }];
fitness_Ppest; [{ f0-x:i}] ]

De esta forma, el algoritmo crea las posiciones iniciales del doble del tamano del nimero de
variables de estado del sistema y comprende particulas que se pueden desplazar tanto en el
eje real como en el imaginario. Estas son las posibles soluciones complejas del sistema de
ecuaciones. Para ser evaluadas estas soluciones complejas en la funcién objetivo es necesario
realizar una conversién de las posiciones a numeros complejos, puesto que si se cuenta
con n variables de estado es indispensable contar con n posiciones, es decir, el sistema de
ecuaciones evaluado en las probables soluciones complejas, tal que se cumpla lo mostrado

en la Ecuacién (3.15).

f(x,A) =040 (3.15)
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La funcién objetivo entonces regresard un vector del tamanio del nimero de ecuaciones, al
cual se le aplica la funcién de mapeo (3.3) para transformar el vector en un escalar que
define la aptitud de la particula. Las posiciones sélo se convierten en complejos para ser
evaluadas en la funcién de aptitud, por lo que en el proceso en PSO éstas mantienen la

estructura definida por la Ecuacién (3.14).

Para que las particulas se desplazen a través del espacio de buiisqueda es imprescindible cal-
cular la velocidad para cada una de ellas mediante la Ecuacion (3.8), y después actualizar
la posicién de las particulas en el enjambre mediante la Ecuacién (3.5), donde para cada

valor de a y b de cada una de las variables de estado se calcula una velocidad.

Un diagrama de bifurcacién es generado variando cuasiestaticamente los parametros de bi-
furcacion , A, encontrando todas las soluciones para cada combinacion de los parametros .
Cuando se termina de calcular las raices para las distintas combinaciones de los parametros
de bifurcacién se tiene por cada una de ellas un enjambre que fue iterado mliter veces,
los cuales pasan por un filtro para obtener los puntos fijos y eliminar soluciones espurias.
Ademas, todas las soluciones de la tdltima iteracion se refinan con algiin método de optimi-
zacién basado en gradiente. Para esto la parte real a y la parte imaginaria b de las variables
de estado son unidas en su forma binémica (Ecuacién (3.11)), debido a que se requiere que
el punto inicial para el refinamiento sea un sélo nimero, por lo tanto, las soluciones que

devuelve el algoritmo de PSO son complejas.

Es posible que el algoritmo no encuentre el conjugado para cada una de las raices complejas,
por lo tanto, después de haber filtrado los puntos se calculan los conjugados restantes de las
raices complejas. Para determinar las estabilidad de los puntos fijos se aplica el Teorema 2.1

mencionado en la Seccién 2.3.

Resumiendo lo antes descrito, los pasos para generar los diagramas de bifurcaciéon con raices

complejas se muestran a continuacién:
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1: sistema <— definirSistema(EDQO’s, variablesEstado, parametrosBifurcacién)
2: experimento < definirExperimento(sistema, parametrosPSO)

3: diagramaBifurcacién < crearDiagramaBifurcacién(experimento)

En el paso 1, se define el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDQO’s) y se de-
claran los rangos de busqueda para las variables de estado y los rangos de los parametros
de bifurcacién. En el paso 2 se define el experimento de PSO que requiere el niimero de
particulas, el nimero maximo de iteraciones y el radio del nicho. Por ltimo se procede a

generar los diagramas de bifurcacién mediante la funcién crearDiagramaBifurcacién.

Algoritmo 3 crearDiagramaBifurcacién(experimento)

1: for j < 1 to combinacionPardametrosBifurcacién do

2:  enjambre +— PSONichos(experimento)

3:  enjambres < add(enjambre)

4: end for

5: puntosFijos « filtrarPuntosFijos(enjambres, experimento)

6: puntosFijos < determinarConjugados(puntosFijos)

7. diagrama < determinarEstabilidad(puntosFijos, experimento)

8: return diagramaBifurcacion

3.3.2. Diagramas de bifurcacion con puntos fijos complejos

A los diagramas de bifurcacién que exhiben (ademds de las soluciones reales) so-
luciones complejas conjugadas y soluciones imaginarias puras del sistema de ecuaciones
diferenciales se les llama diagramas de bifurcacién con puntos fijos complejos. Para un sis-
tema que cumpla con la Ecuacién (3.16) el diagrama es tridimensional, debido a que se

grafica la variable de estado x de valor complejo contra el parametro de bifurcacién A.
= f(z,\), zeC NeR! (3.16)

Por ejemplo, las formas normales de bifurcaciones cumplen con la Ecuacién (3.16), mencio-

nadas en la Seccién 2.5 en donde se muestran sus respectivos diagramas de bifurcacién con
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puntos fijos reales. En esta seccién se expone una comparacion respecto a los diagramas de

bifurcaciéon con puntos fijos complejos para las formas normales de bifurcaciones.

Bifurcacion silla-nodo

En la Figura 3.1 se observa la comparacion de los diagramas de bifurcacion de
la Ecuacién (3.17) con puntos fijos reales y puntos fijos complejos. Se observa en la Fi-
gura 3.1(b) que después del punto de bifurcacién surgen soluciones complejas, credndose
una parabola que gira 90 grados con respecto al punto de bifurcacién. Estos puntos fijos

complejos no se mostraban en la Figura 3.1(a).

&= A+ 22 (3.17)

(a) Diagrama de bifurcacién con puntos fijos (b) Diagrama de bifurcacién con puntos fijos

reales. complejos.

Figura 3.1: Diagramas de bifurcacién silla-nodo de la Ecuacién (3.17). En 3.1(a) y en 3.1(b)
se observa que para cada valor de A < 0 existe un punto fijo estable e inestable, cuando
A = 0 existe un sélo punto fijo semiestable, pero en 3.1(b) cuando A > 0 comienzan a surgir
puntos fijos imaginarios puros, los cuales no se observan en la Figura 3.1(a).

Bifurcacién pitchfork supercritica

La Figura 3.2 muestra los dos digramas de bifurcacién con puntos fijos reales y

complejos respectivamente de la Ecuacién (3.18). Se observa en la Figura 3.2(b) que para
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A < 0 aparece otra bifurcacién pitchfork, cuando originalmente solo se visualizaba una linea

en el origen en la Figura 3.2(a).

&= A\r— a3 (3.18)

x

(a) Diagrama de bifurcacién con puntos fijos (b) Diagrama de bifurcacién con puntos fijos

reales. complejos.

Figura 3.2: Diagramas de bifurcacién pitchfork supercritica de la Ecuacién (3.18). En 3.2(a)
para cada valor de A < 0 existe un punto fijo estable en el origen mientras que en 3.2(b)
ademas de los puntos fijos en el origen, existen dos puntos fijos imaginarios puros inestables
adyacentes al origen y cuando A\ = 0 existe un punto fijo estable y ocurre la doble bifurcacién

pitchfork.

Bifurcacién pitchfork subcritica

La Figura 3.3 muestra los diagramas de bifurcacién de la Ecuacién (3.19); se
observa en la Figura 3.3(b) que cuando A es positivo se crea una pardbola formada por
pares conjugados de puntos fijos imaginarios puros. A diferencia del diagrama de bifurcacién
pitchfork supercritica (Figura 3.2(b)), donde la pardbola estd formada por puntos fijos
reales. Cuando A es negativo (Figura 3.3) se aprecia que los dos diagramas de bifurcacién

exhiben el mismo conjunto de puntos fijos.

&=z +a° (3.19)
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(a) Diagrama de bifurcacién con puntos fijos (b) Diagrama de bifurcacién con puntos fijos

reales complejos

Figura 3.3: Diagramas de bifurcacién pitchfork subcritica de la Ecuacién (3.19). En 3.3(a)
para cada valor de A > 0 existe un punto fijo inestable en el origen mientras que en 3.3(b)
ademas de los puntos fijos en el origen, existen dos puntos fijos imaginarios puros estables
adyacentes al origen.

3.4. Conclusiones

Se explicé la generacién de diagramas de bifurcaciéon con puntos fijos complejos,
describiendo el funcionamiento del algoritmo de optimizacién por enjambre de particulas
con nichos y las adaptaciones que sufrié el mismo para la bisqueda de las raices complejas.
Asi mismo, se presentaron los diagramas con puntos fijos complejos de las formas normales
de las bifurcaciones, mostrando que efectivamente poseen soluciones para ciertos valores
donde no se observanban antes, pero estas soluciones son de naturaleza compleja. En el

Capitulo 5 se presenta una serie de resultados con mas detalle.

El capitulo siguiente expone diferentes métodos de visualizacién de alta dimensionalidad,
con el fin de visualizar todas las variables un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
en un mismo grafico. Esto es necesario debido al incremento del componente imaginario de

las variables de estado. Se ilustrard también la aplicabilidad de los mismos.



Capitulo 4

Métodos de visualizacion de alta

dimensionalidad

4.1. Introduccion

Debido al ntimero de variables en un sistema dindmico, representar en los dia-
gramas de bifurcacién la relaciéon que existe entre todas las variables no es posible con los
métodos de visualizacién tradicionales, ya que sélo producen una visiéon parcial de la infor-
macion. Por esta razén se decidié explorar la representacién de los diagramas de bifurcacion
con diferentes métodos de visualizacién multidimensionales, con el fin de obtener informa-
ciéon que los métodos tradicionales no aportan. La representacion de los puntos fijos de un
sistema de EDO’s de la forma x = f(x,A), donde x € C", y A € R™, tiene 2n + m dimen-
siones. Esto es, cada variable de estado x representard dos dimensiones correspondientes a la
parte real e imaginaria del mismo y cada parametro de bifurcaciéon A representara una sola
dimensién. A continuacién se describen los diferenres métodos de visualizacién multidimen-
sionales implementados, con el fin de encontrar patrones o alguna informacién importante
para el andlisis de los sistemas dinamicos. Es conveniente mencionar que no todos obtuvie-
ron buenos resultados para este fin, pero siguen siendo excelentes métodos de visualizacion

para grandes conjuntos de datos en diferetes dreas.

41
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4.2. Grafico RadViz

RadViz por sus siglas en inglés (Radial Visualization) [Novakova09], es un método
para mapear un conjunto de puntos n-dimensionales a un espacio bidimensional. Este méto-
do utiliza la ley de Hooke, la cual establece que el alargamiento de un resorte es directamente
proporcional al médulo de la fuerza que se le aplique, siempre y cuando dicho resorte no
se deforme permanentemente. Los puntos mapeados se visualizan en una circunferencia de
radio unitario, la cual se divide en las n dimensiones o variables de las observaciones. Alre-
dedor de la circunferencia se trazan n puntos equidistantes que representan las dimensiones

conocidas como anclas St, ..., S,, como se observa en la Figura 4.1.
S
® ﬁ \
S
N K//
S

Figura 4.1: Representacion de las n dimensiones en una circunferencia RadViz.

Considerando un punto y; = [y1,...,yn] de espacio n-dimensional, este es mapeado a un
Unico punto u; en la circunferencia de la Figura 4.1. De acuerdo a ley de Hooke por cada
ancla S; se supone que existe un resorte que ejerce cierta fuerza de atraccién sobre el punto
u;, como se observa en la Figura 4.2. La fuerza del j-ésimo resorte estard determinada por
el valor que toma el punto y; en esa dimension, es decir, la constante de alargamiento del
Jj-ésimo resorte es y;;. Donde y;; es el valor de la dimensién j para el dato ¢, siendo y la

matriz que contiene todos los puntos a mapear.
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S

S3

S1

S4

Sn

Figura 4.2: Mapeo de un punto n-dimensional a un punto bidimensional u;.

El algoritmo bésico de RadViz se presenta en el Algoritmo 4; recibe como pardmetro la
matriz y que almacena los datos a mapearse, d es el numero de datos y n representa el
numero de dimensiones. Como resultado el algoritmo regresa una matriz u que contiene

todos los datos transformados.

Algoritmo 4 RadViz(y)
1: fori<1tod do

2: for j<1tondo

3: ¥;; < normalizar(y;;, min(y), max(y))
4:  end for

5: end for

6: S < calcularPosiciénAnclas(n)

7. fori<1tod do

8:  u; < mapearPunto(y;, S)

9: end for

10: return u




44 Capitulo 4: Métodos de visualizacion de alta dimensionalidad

La funcién normalizar normaliza cada uno de los datos y;; de la matriz de datos y de
acuerdo a la Ecuacién (4.1), devolviendo Y;; que es el valor de la dimension j para el dato

7 normalizado.

(yij — miny)
maxy — miny

Yij = (4.1)

La funcién calcularPosiciénAnclas crea el vector S que almacena la posicién angular de
las anclas en la circunferencia de RadViz, desde 27 /n hasta 27, donde n es el nimero de
dimensiones. La funcién mapearPunto mapea un cierto punto ; a un punto bidimensional
u; = (u1,u2), donde el valor de las posiciones u; y us estd dado por las Ecuaciones (4.2)
y (4.3), respectivamente. S; representa la posicién angular de la ancla j correspondiente a

la dimensién j en la circunferencia de RadViz.

E?:l Ty cos(Sj)
> =1 Ui

uyp =

(4.2)

Z?:1 ¥, sin(S;)
2?21 Yij

U2 = (4.3)

RadViz es especialmente eficaz en la visualizacién de conjuntos de datos multidimensionales,
debido a que varias dimensiones se pueden asignar a puntos de anclaje en la circunferencia
del circulo. Esto lo hace particularmente til en mineria de datos como la identificacion de
clusters y la identificacién y seleccién de palabras claves en un motor de biisqueda [Carey03].
Ademsds ha sido 1til en el andlisis de datos bioldgicos, por ejemplo, en la deteccién del

cancer [McCarthy04].
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4.2.1. Interpretacion grafica del mapeo de RadViz

La interpretacién grafica de la proyeccién de un espacio tridimensional (cuboide)
a una circunferencia RadViz se presenta a continuacién. Se mapean los vértices y aristas del
cuboide con el fin de dividirlo en una regién y proyectarla en el grafico RadViz, obteniendo
una idea general de como se proyectaran los puntos 3D de dicha regién en la circunferencia

de RadViz.

{1,0,0}

{1,0,1}

(a) (b)

Figura 4.3: Proyeccién de los vértices del cubo 4.3(a) en RadViz 4.3(b).

En la Figura 4.3 se observan los vértices de un cubo unitario (Figura 4.3(a)) mapeados
a RadViz los cuales son representados por puntos de color negro. Cuanto mas alto sea el
valor para una dimensién en particular el punto proyectado estard més cerca del anclaje
correspondiente. Por ejemplo, el punto {z,y, 2z} = {0,1,0} de la Figura 4.3(b) se encuentra
situado exactamente en el ancla y. El punto {1,0, 1} de la misma figura estd situado entre
las anclas x y z, debido a que los valores de dichas dimensiones son mayores al valor de la
dimensién y. En general, para que un punto 3D sea mapeado al punto antes mencionado
se debe de cumplir que x y z > y donde x = z y y = 0. Los vértices {1,1,1},{0,0,0} se

mapean al centro del circulo debido a que ninguna dimensién ejerce “mas fuerza” que las
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otras, dejando el punto en equilibrio. En general cuando se cumple que x,y y z son iguales
los puntos son proyectados en la misma posicién en el grafico RadViz, dando lugar a una

proyeccién con pérdidas.

En la Figura 4.4 se presenta la proyeccién de las aristas del cubo unitario 4.4(a) a la
circunferencia RadViz las cuales son marcadas por etiquetas que contienen el caracter “x”,
que indica la variacién de una de las variables o dimensiones. Las aristas forman lineas
rectas que se unen con los puntos que representan los vértices formando asi una regiéon

triangular dividida en tres regiones. Esto significa que cualquier punto dentro del cubo se

mapeard dentro de la regién de color lila.

{*.0,0

(a) (b)

Figura 4.4: Proyeccién de las aristas o bordes del cubo 4.4(a) en RadViz 4.4(b).

En la Figura 4.5 se muestra donde se mapea la regién de color azul de la Figura 4.5(a) al
grafico RadViz, dado que los vértices y aristas de la region piramidal del cubo se mapean
a los puntos y lineas marcadas en la Figura 4.5(b). Esto delimita una subregién en el area
triangular del RadViz, por lo tanto la regién de color azul del cubo esta comprendida en

dicha subregién. Para comprobar lo antes mencionado, se genera una nube de puntos en
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dicha region y se mapea a la circunferencia RadViz (ver Figura 4.6). Cualquier punto que se
encuentre dentro de la regién azul del cubo serd mapeado a la regiéon azul del area triangular
de RadViz, cualquier otro punto que no esté dentro de la regién piramidal serd mapeado a

la regién restante del tridngulo.

Este analisis ayuda a entender la forma en que se mapean los datos. Cabe destacar que
en los trabajos de investigacion donde hacen uso de este método de visualizaciéon no pro-
porcionan el andlisis detallado anteriormente. En esta tesis se contribuyé a esta parte del

entendimiento de la proyeccion de los datos mapeados a RadViz.

(a) (b)

Figura 4.5: Proyeccién de una regién (marcada de color azul) del cubo 4.5(a) a una regién
de la circunferencia RadViz 4.5(b).



48 Capitulo 4: Métodos de visualizacion de alta dimensionalidad

(a) (b)

Figura 4.6: Mapeo a RadViz del conjunto de puntos generados aleatoriamente dentro de la
regién azul.

4.2.2. Ejemplos

En la presente tesis se implento y aplico el algoritmo RadViz al conjunto de datos
multidimensionales formado por el espacio de variables de estado y los pardmetros de bi-
furcacion de un sistema de EDQO’s. Estas variables y estos pardmetros seran las anclas que
estaran alrededor de la circunferencia, con el fin de poder visualizar todas las variables en un

mismo grafico o tener una perspectiva diferente de un diagrama de bifurcacién convencional.

El préposito principal de esta implementacion, es visualizar diversas dimensiones en un
mismo diagrama. Sin embargo, el ejemplo que se presenta a continuacién ayuda a observar
la relacion que existe entre el diagrama de bifurcacién de un sistema y el RadViz del mismo.
Por ejemplo para la Ecuacién (4.4), se observa en la Figura 4.7 la comparacién entre el

diagrama de bifurcacién convencional y el diagrama mapeado a la circunferencia de RadViz.

t=A+22 z€C (4.4)
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Re( x)

Im(x)

(a) Diagrama de bifurcacién con puntos fijos (b) RadViz.

complejos.

Figura 4.7: Se muestran los puntos fijos complejos de la Ecuacién (4.4) en un espacio R?
mapeados a un plano bidimensional con el algoritmo RadViz.

En el ejemplo anterior se observé la relacion que existe entre un diagrama de bifurcacion
y su mapeo a una circunferencia RadViz. Para el caso siguiente se muestra el resultado de
mapear datos 4D (correspondientes a puntos fijos de una ecuacién) a una circunferencia
RadViz. Las soluciones que presenta la Ecuacién (4.5) estan representadas por vectores de
dimensién cuatro, por lo tanto no se puede mostrar una comparacién entre los diagramas
generados para la Ecuacién (4.5). La Figura 4.8(a) muestra el diagrama de bifurcacién con
puntos fijos reales de dimensién tres y la Figura 4.8(b) el RadViz con puntos fijos complejos,

esto es, se agregé la parte imaginaria de las soluciones.

t=h+re—2a2° zeC, hyreR (4.5)
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Im( x)

(b) RadViz con puntos fijos complejos.

Figura 4.8: Diagramas de bifurcacién de la Ecuacién (4.5).

Se observa en la Figura 4.8(b) el resultado de la transformacién de los puntos fijos de la
Ecuacién (4.5), se muestra que generalmente los puntos fijos estables se encuentran mas cer-
canos al centro de la circunferencia, por el contrario, los puntos fijos inestables se encuentran
mas lejanos del centro. Ademads es posible visualizar que existe una semejanza entre la po-
sicién de los puntos fijos del lado izquierdo y del lado derecho del circulo. Sin embargo, una
de las desventajas que posee este método de visualizacion es que la interpretacion de los

resultados se vuelve complicada.
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4.3. Diagrama de burbujas

Se ha llamado diagrama de burbujas al grafico 3D que presenta puntos tridimensio-
nales que poseen una estructura de esferas o burbujas. El tamano o el radio de las burbujas
estd determinado por el valor que toma una dimensiéon de las soluciones de un sistema
de EDQ’s. El radio de la esferas ayudard a visualizar una dimensién m&s en un espacio
tridimensional, dando una informacién complementaria a la original. Para este diagrama
se seleccionan cuatro variables de las n dimensiones (variables de estados o pardmetros de
bifurcacién), de las cuales tres de ellas representan el espacio tridimensional y la cuarta es
representada por el radio de las esferas. Para el caso de un sistema que cuente con cuatro
dimensiones (ver Ecuacién (4.5)) el diagrama es suficiente para mostrar todas las relaciones
entre ellas o la informacion global del sistema. En el caso de un sistema con mas de cuatro

variables es posible seleccionar cuatro del total de dimensiones e ir variando las dimensiones.

Para producir este tipo de diagrama se selecciona por cada punto fijo el valor correspon-
diente a la variable que se definié como el radio de las esferas, las cuales sus coordenadas
estaran determinadas por las demés variables seleccionadas; por lo tanto, se cuenta con un
vector r que almacena los valores de los radios. A los valores de r se les aplica la funcién de
mapeo de la Ecuacién (4.6), la cual retorna el vector de los radios normalizado 7 en funcién

del tamano maximo RadiusMax y minimo RadiusMin que puede tomar una esfera.

_— (r; — minr)(RadiusMax — RadiusMin) + RadiusMin (4.6)

maxr —minr

En las Figuras 4.9 y 4.10 se presentan los diagramas de bifurcacién de la Ecuacién (4.5),

donde se aumenté la cuarta dimension como el radio de las esferas.
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Figura 4.9: La posicién de las esferas estan definidas por h,r, Re[z], mientras que el radio
estd definido por I'm|x].

Figura 4.10: Las coordenadas de la esferas estdn definidas por h,r, Im[z], mientras que el
radio estd definido por Relz].

En la Figura 4.9 el radio estd determinado por la parte imaginaria de la variable de estado
x, evidenciando que los puntos fijos estables no cuentan con parte imaginaria, es decir, son
reales. Ademds, los puntos fijos que son complejos son los puntos fijos inestables, denotando
como decrece el sistema mientras » aumenta. En la Figura 4.10 el radio estd determinado
por la parte real de x; aqui se observa que la parte real de x de los puntos fijos inestables
dismuye conforme h dismuye, al contrario para los puntos fijos estables, donde la parte real

aumenta conforme h dismuye.



4.4. Coordenadas paralelas 53

4.4. Coordenadas paralelas

Un gréafico de coordenadas paralelas es capaz de representar una considerable can-
tidad de variables o dimensiones. Cada una de estas dimensiones se representa como una
linea o recta paralela al eje y que estd equiespaciada en el eje x. En esta implementacion,
cada variable de estado y pardametro de bifurcacion de un sistema de EDQ’s se represen-
ta en cada una de las rectas paralelas, con el objetivo de representar el conjunto total de
las dimensiones o variables que forman las soluciones del sistema, como se muestra en la

Figura 4.11.

Re(Xq), Im(X1),..., Re(xy), Im(x,), Al ey Anm

Figura 4.11: Representacién de las dimensiones de un punto fijo de un sistema de la forma
f(x,A), xeC", AeR™.

En cada una de las rectas paralelas se asigna el valor correspondiente de la dimensién repre-
sentada, en este caso, se asigna el valor que toma cada variable o componente de un punto
fijo. Estos valores son unidos para formar una linea que representara una solucién o punto
fijo del sistema, esto es, el nimero de soluciones del sistema se reflejard en el nimero de
lineas del grafico. La desventaja de esta forma de visualizacién es que entre mayor sea el
nimero de puntos fijos que se quieren representar mayor es la oclusién, dando como resul-

tado un grafico dificil de interpretar.

Los puntos fijos de la Ecuacién (4.5) se mapean al grafico de coordenadas paralelas, el
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resultado se muestra en la Figura 4.12.

h r Re( x) Im(x)

(a) Puntos fijos estables.

h r Re( x) Im( x)

(b) Puntos fijos inestables.

Figura 4.12: Coordenadas paralelas de las soluciones de la Ecuacién (4.5).

En la Figura 4.12 se puede apreciar que los puntos fijos estables no cuentan con parte
imaginaria debido a que las lineas en I'm(x) tienden a cero, mientras que los puntos fijos

inestables son complejos, debido a que las lines tiendan a valores no nulos de Re(z) y Im(x).
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4.5. Conclusiones

Los métodos de visualizacion son una herramienta poderosa para representar gran-
des conjunto de datos de dimensionalidad alta. Algunas funciones pueden ser analizadas de
una manera mas representativa a través de una grafica que con las herramientas que pro-

porciona el calculo, con lo que se facilita la comprension de conceptos mas complicados.

RadViz es un método ttil para mostrar grandes conjuntos de datos de miltiples dimensio-
nes de una manera flexible. Sin embargo este tipo de visualizacién representa pérdida de
informacién, esto debido a que varios puntos n-dimensionales son mapeados a mismo pun-

to en la circunferencia de RadViz. Atn asi ha tenido gran aplicabilidad en mineria de datos.

El diagrama de burbujas, aunque no es precisamente un método de alta dimensionalidad
(debido a que sélo se pueden visualizar cuatro dimensiones), es de gran ayuda cuando una

cuarta dimensién juega un papel importante para el andlisis de un sistema.

En el método gréafico de coordenadas paralelas se puede representar una gran cantidad de
dimensiones, no obstante presenta una desventaja respecto a los demés métodos: no es 1til
cuando se cuenta con una gran cantidad de datos. Esto debido a que los datos (soluciones
de un sistema de EDQ’s) se traslapan obstruyendo la visién clara de estos, es decir, provoca

una oclusiéon de los datos.

El capitulo siguiente presenta una serie de casos de estudio, donde se ilustra la aplicabilidad

de los diagramas de bifurcacién con puntos fijos complejos.






Capitulo 5

Resultados

5.1. Introduccion

En este capitulo se presentan diferentes diagramas de bifurcaciéon con puntos fijos
complejos de diferentes sistemas; el capitulo se divide en dos secciones: sistemas dindmicos
simples y aplicaciones. En la seccién sistemas dinamicos simples se presentan los diagramas
de bifurcacién con puntos fijos complejos de diferentes tipos de bifurcaciones (silla-nodo,
pitchfork, etc.). Les llamamos asi a estos sistemas debido a que son sistemas de una sola
ecuacién, sin embargo tales ecuaciones poseen raices reales y complejas. El comportamiento
de estos sistemas se reflejan en los diagramas de bifurcacién obtenidos para cada uno de
ellos. Se realiza una comparacién entre el diagrama con raices reales y el diagrama con
raices complejas, resaltando las diferencias que exhiben cada uno de ellos. En la seccion
aplicaciones se presentan dos casos de estudio de sistemas eléctricos que involucran una
serie de ecuaciones diferenciales, ecuaciones algebraicas y constantes que los definen. En el
caso 1 se presenta un sistema multiparamétrico de tres nodos y en el caso 2 un sistema
eléctrico con carga dindmica tipo II. Se analizan los resultados obtenidos y se comparan
los diagramas de bifurcacién con puntos fijos complejos con los diagramas de bifurcacién
con puntos fijos reales. La finalidad es mostrar los fendmenos oscilatorios no lineales en las

variables de estado del sistema ante pequenas variaciones en sus parametros de bifurcacion.

57
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5.2. Sistemas dinamicos simples

En esta tesis, llamaremos sistemas dinamicos simples a aquellos sistemas descri-
tos por una sola ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. Esa ecuacién define toda
la dindmica del sistema. Se presentan los diagramas de bifurcaciéon de diferentes tipos de
bifurcaciones, tales como silla-nodo, pitchfork y bifurcaciones imperfectas. Cabe destacar
que, los sistemas dindamicos simples que a continuacién se presentan, son ejemplos de la
literatura estrictamente teoricos, es decir, no se asocian a fenémenos o sistemas del mundo
real. Estos sistemas coadyuvan a ilustrar los diferentes comportamientos que pueden pre-
sentar distintos sistemas dinamicos de diversas areas. En esta tesis, los puntos fijos estables
estaran denotados por el color azul y los puntos fijos inestables estardn denotados por el

color rojo.

5.2.1. Caso 1

El ejemplo candénico de un sistema con una bifurcaciéon pitchfork subcritica se
define por la Ecuacién (5.1). El diagrama de bifurcacién con puntos fijos reales se muestra
en la Figura 5.1 y el diagrama producido en esta tesis que muestra sus raices complejas se

observa en la Figura 5.2.
i=rz+a®—2° (5.1)

La Figura 5.1 muestra que el origen es localmente estable cuando r < 0, en r = 0 dos
ramas simétricas de soluciones parten del origen hasta aproximadamente r = —0.24, donde
el término x° hace que las ramas de soluciones de naturaleza inestable den la vuelta y cam-
bien de estabilidad. Este cambio de estabilidad denota bifurcaciones silla-nodo, donde los
puntos fijos estables se extienden al ir incrementando el valor de r. Ademas, la existencia de
diferentes estados estables en el sistema permite la posibilidad de saltos e histéresis cuando
r es variado. La histéresis se refiere a la falta de reversibilidad a un estado anterioir del

sistema cuando un pardmetro es variado [Strogatz94].

En la Figura 5.2 se observa el diagrama de bifurcacién con puntos fijos complejos, se muestra

que los puntos fijos reales son un subconjunto de los puntos fijos complejos, debido a que se
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observa claramente la bifurcacién pitchfork de la Figura 5.1 en el diagrama de bifurcacién
con puntos fijos complejos. Se observan nuevas soluciones que antes no se mostraban en
el diagrama de bifurcacién convencional, por ejemplo cuando aproximadamente r = —0.24
(donde se localizan las bifurcaciones silla-nodo) comienzan a surgir pares de raices comple-
jas conjugadas inestables, esto nos dice que el sistema presentard oscilaciones inestables.
En r = 0 y conforme r aumenta comienzan a surgir raices imaginarias puras, lo que signi-
fica que el sistema presentara oscilaciones de amplitud constante. Cabe destacar que estos
comportamientos oscilatorios del Sistema (5.1), antes no se podian observar en el diagrama
con puntos fijos reales, lo que ilustra la utilidad de los diagramas de bifurcacién con puntos

fijos complejos.

10 15

Figura 5.1: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos reales de la Ecuacién (5.1).
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Im(x)

Figura 5.2: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos complejos de la Ecuacién (5.1).

5.2.2. Caso 2

La Ecuacién (5.2) presenta una bifurcacién pitchfork subcritica en r = 1, como
se aprecia en la Figura 5.3. Cuando aproximadamente r = —0.21 se empieza a formar una
onda senoidal a causa de la funcién trigonométrica sin(z), donde en cada pico de la onda

senoidal la estabilidad de los puntos fijos cambia.
T =rx — sin(z) (5.2)

La Figura 5.4 presenta el diagrama con puntos fijos complejos, donde se observa que este
diagrama de bifurcacién proporciona informacion nueva que no se mostraba en el diagrama
con puntos fijos reales, por ejemplo, las pardbolas que se forman por las raices complejas
conjugadas. En r = 1 nacen puntos fijos imaginarios puros estables conforme incrementa el
valor de r, formando una pardbola invertida respecto a la bifurcacién pitchfork subcritica,
estas soluciones denotan que el sistema oscilard de forma estable. También se observa que
en cada bifurcacion silla-nodo de la onda senoidal, existe una parabola formada por puntos

fijos complejos conjugados. Para r < 0 las soluciones de las pardbolas se comportan de
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manera oscilatoria inestable y para r > 0 se comportan de forma oscilatoria estable. Sin
embargo, cuando el pardmetro de bifurcaciéon r = 2 y la variable de estado x = 0 el sistema

se comportard de forma exponencial, debido a que esa solucion es real.

Figura 5.4: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos complejos de la Ecuacién (5.2).
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5.2.3. Caso 3

El sistema definido por la Ecuacién (5.3), presenta bifurcaciones imperfectas, es

decir, no existe una simetria como en una bifurcacion pitchfork.
i =rx+ar? — 23 (5.3)

Donde A = [r,a]l’ € R? es el vector de pardmetros bifurcacién y = € C es la variable de
estado. Este sistema exhibe perturbaciones a la bifurcacion pitchfork supercritica. Cuando
a = 0 existe la forma normal de una pitchfork supercritica, sin embargo para valores de
a > 0 las bifurcaciones pitchfork se empiezan a deformar conforme a incrementa, rompien-
do la simetria existente. Para valores de a < 0 pasa exactamente lo mismo conforme a va
decrementando, sin embargo la parabola que se va separando del origen se desplaza para

valores negativos de z (ver Figura 5.5).

Figura 5.5: Rebanadas del diagrama de bifurcacién con puntos fijos reales de la Figura 5.6,
para valores de a = —1,0 y 1. Cuando a = 0 existe una bifurcaciéon pitchfork supercritica y
cuando a # 0 existen bifurcaciones imperfectas.
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El Sistema (5.3) es de la forma (5.4):

&= f(z,\), z€C", \eR™ (5.4)

lo que significa que las soluciones que presenta el sistema tiene 2n + m dimensiones, esto
quiere decir que no es posible visualizar todas las dimensiones del sistema en un mismo
grafico. Por lo tanto se pueden visualizar proyecciones del diagrama de bifurcacién con sub-
conjuntos de variables de estado y parametros de bifurcacion. Las diferentes proyecciones
del diagrama de bifurcacion se aprecian en las Figuras 5.6, 5.7 y 5.8, en donde se pueden
observar estructuras definidas. Al agregar el componente imaginario a la variable de estado
x se tienen dos dimensiones (parte real e imaginaria), y se tienen otras dos dimensiones
correspondientes a los parametros de bifurcaciéon r y a. Por lo tanto, las proyecciones que
se presentan para este sistema son dos: se proyecta la variacién de la variable de estado =
en funcién de r (Figura 5.7) y la proyeccién de la variacién de la variable de estado = en

funcién de a (Figura 5.8).
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Figura 5.6: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos reales de la Ecuaciéon (5.3). Variando
la variable de estado x en funcién de los pardmetros r y a.
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Figura 5.7: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos complejos de la Ecuacién (5.3). Va-
riando la variable de estado x en funcién del parametro r.
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Figura 5.8: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos complejos de la Ecuacién (5.3). Va-
riando la variable de estado x en funcion del pardmetro a.
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Los puntos fijos complejos son una extension de los puntos fijos reales, por lo tanto,
(i, Mi)r C (i, \i)c, es decir, el conjunto de todos los puntos fijos reales es un subconjunto
del conjunto total de los puntos fijos complejos. Esto se observa claramente en los diagra-
mas de bifurcaciéon con puntos fijos complejos de los casos anteriores de sistemas dindmicos
simples. En este caso, debido a las proyecciones que se dan del diagrama de bifurcacién
es mas complejo visualizar en ellos esta afirmacion. Para mostrar dicha afirmacién en este
caso, se selecciona el conjunto de puntos fijos reales para valores de a = 2, estas soluciones
son marcadas de color negro en la Figura 5.6. Dicho conjunto de soluciones se proyecta en
los diagramas de bifurcacién con puntos fijos complejos (Figuras 5.7 y 5.8) con puntos de
color negro. Se observa que efectivamente las soluciones reales existen en los diagramas de

bifurcaciéon con puntos fijos complejos.

Para ilustrar lo anterior las Figuras 5.9 y 5.10 muestran el diagrama de la Figura 5.6 visto en
diferentes perspectivas (Figuras 5.9(a) y 5.10(a)). Estas figuras muestran que la estructura
de las raices reales es igual a la estructura vista en los diagramas con raices complejas, con
la diferencia del componente imaginario que crea estructuras definidas en los diagramas de

bifurcacién con puntos fijos complejos.
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(a) Diagrama de bifurcacién en funcién de los (b) Diagrama de bifurcacién en funcion de r con

parametros r y a con puntos fijos reales. puntos fijos complejos conjugados.

Figura 5.9: Comparacion de los diagramas de bifurcacién con puntos fijos reales y complejos
respecto al parametro de bifurcacién r.
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(a) Diagrama de bifurcacién en funcién de los (b) Diagrama de bifurcacién en funcién de a con

parametros r y a con puntos fijos reales. puntos fijos complejos conjugados.

Figura 5.10: Comparacién de los diagramas de bifurcaciéon con puntos fijos reales y complejos
respecto al parametro de bifurcacién a.

5.2.4. Caso 4

Otro ejemplo de un sistema que presenta bifurcaciones imperfectas, esta dado por la Ecua-

cién (5.5):
i=h+re—a’ (5.5)

donde X = [h,7]T € R? es el vector de parametros bifurcaciéon y € C es la variable de
estado. Cuando h = 0 aparace la forma normal de una bifurcacién pitchfork, sin embargo
esta simetria desaparece cuando h # 0, por esta razén h es llamado el parametro imperfecto.
En la Figuras 5.11, 5.12 y 5.13 se observan los digramas de bifurcacién con soluciones reales
y complejas. En la Figura 5.11 se muestra el diagrama de bifurcaciéon con puntos fijos reales,
proyectando A contra z. En la Figura 5.12 se muestra la variacién de la variable de estado
x en funcion del pardmetro de bifurcaciéon h. La Figura 5.13 muestra la variacién de la

variable de estado z en funcién del parametro de bifurcacién r.
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Figura 5.11: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos reales de la Ecuacién (5.5). Variando
la variable de estado x en funcién de los pardametros h y r.

Figura 5.12: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos complejos de la Ecuacién (5.5). Va-
riando la variable de estado x en funcién del parametro h.
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Im(x)

Figura 5.13: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos complejos de la Ecuacién (5.5). Va-
riando la variable de estado x en funcién del parametro r.

Como en el caso anterior, se muestra que las soluciones reales son un subconjunto de las
soluciones complejas. Se seleccionan los puntos fijos reales para valores de r = 2, estds
se proyectan de color negro en los diagramas de bifurcaciéon con puntos fijos complejos
(Figuras 5.12 y 5.13). Ademds se presentan las diferentes perspectivas del diagrama con
puntos fijos reales respecto a los diagramas con puntos fijos complejos, de manera que se

observe el subconjunto de los reales en los complejos.
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(a) Diagrama de bifurcacién en funcién de los (b) Diagrama de bifurcacion en funcién de h con

parametros h y r con puntos fijos reales. puntos fijos complejos conjugados.

Figura 5.14: Comparacién de los diagramas de bifurcacién con puntos fijos reales y complejos
respecto al pardmetro de bifurcacién h.
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Im(x) 34

(a) Diagrama de bifurcacién en funcién de los (b) Diagrama de bifurcacién en funcién de r con

pardametros h y r con puntos fijos reales. puntos fijos complejos conjugados.

Figura 5.15: Comparacién de los diagramas de bifurcaciéon con puntos fijos reales y complejos
respecto al parametro de bifurcacién r.

5.3. Aplicaciones

A continuacién se presentan dos casos de estudio, el primer caso es un sistema
eléctrico de potencia de tres nodos y el segundo es un sistema eléctrico con carga dindmica
tipo II. El equipo utilizado para generar los diagramas de bifurcacién con puntos fijos
complejos cuenta con las siguientes propiedades: Equipo iMac OS X Yosemite (Versién

10.10.3), con Procesador 2.7 GHz Intel Core i5, memoria 8GB 1600 MHz DDR3 y 1 TB de

memoria.

5.3.1. Caso 1: Sistema eléctrico de potencia de tres nodos

El sistema eléctrico mostrado en la Figura 5.16, es una red eléctrica de tres nodos
que presenta una region de inestabilidad. Este sistema eléctrico ha sido estudiado en diver-
sos trabajos de investigacién [Kasusky02], [Pérez07], [Lopez10], los cuales no presentan el

diagrama de bifurcacién con puntos fijos complejos del mismo.
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Figura 5.16: Sistema eléctrico de potencia de tres nodos.

El comportamiento del sistema eléctrico mostrado en la Figura 5.16 es descrito por el con-

junto de Ecuaciones (5.6)-(5.9):

(Q—Q1a—Qu—Q2VL—(Q3—Bc)V?)

. Q1—P3V,
Vi=P—Py— P —P (5.6)
Py
Om = Wwp (5.7)
. [=D w+ P — (Epglq + Epala + (Xpa — Xpq) Lalg)]
W= (5.8)
2H
. — — _ Vi — _Bc V2
Q1
—Etqi+ Kg (Ve —V2)

Erg = 1

fd T (5.10)
. -F X X, 41 E
Epg = pq T (Xa + Xpala) + Eya (5.11)

Tde

Donde V7, es la magnitud de voltaje en el nodo de carga, &, es el dngulo de voltaje en el
nodo interno del generador en radianes, w es el frecuencia angular del rotor en rad/seg, Ep,

es la magnitud del voltaje interno transitorio del eje q, E¢q es la magnitud del voltaje de
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campo y 0y, es el angulo de voltaje en el nodo de carga en radianes. Estas variables son las
variables de estado del sistema eléctrico de tres nodos. Los parametros de bifurcacién estan
dados por: T4, K4 y Pp,. Donde T4 es la constante de tiempo del sistema de excitacion,
K4 es la ganancia del sistema de excitacién y P,, es la potencia mecédnica de entrada al

generador.

Las ecuaciones algebraicas (5.12) y (5.13), describen las potencias P y @, que representan

las cargas dinamicas que demanda el sistema.

P =V,VpY1 cos(6) — 0 — ¢1) — VEY1 cos(¢1) + EpViYacos(Dp — ¢2) — ViYacos(dz) (5.12)

Q= (V,VpYisin(d, — 0 — ¢1) + VEYisin(¢1) + Ep Vi Yosin(Dyp — ¢2) + V2 Yasin(¢z)) (5.13)

Las ecuaciones algebraicas (5.14)-(5.25) también definen parte del sistema eléctrico.

a =YV cos(dr, — Om — &+ ¢1) (5.14)

b=Y1Vysin(dy, — 6, — ¢+ ¢1) (5.15)

wy = Xpg = Xg (5.16)
" cos(9)? — (sin(¢) — Y Xpa) (Y Xpg — sin(¢)) '

by = sin(¢1) — yXpa (5.17)

Byt = (1 oY cos(6)Ey) + (BB, = acos() (518)

cos(¢)Y Epq — acos(¢) — Y Epgsin(¢) + bsin(¢) + Y2X,qEpg — bY Xpq

I = 5.19
¢ 1 —sin(¢)Y Xpq — sin(¢)Y Xpg + Y2X,0X g (5.19)

I — sin(¢)Y Epy — asin(¢) + Y Eyqcos(¢) — beos(¢) — Y2 XpqEpg + aY Xpq (5.20)
¢ 1 — sin()Y Xpq — sin()Y Xpg + Y2 X0 X pg ‘

Vy = Epq + Xpala (5.21)

Vd = Epd - quIq (522)
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Vi=/V2+ V] (5.23)
Va

V, = -2 .24
7, (5.24)

0 = 6,, + arctan(V;) (5.25)

En la Tabla 5.1 se muestran las constantes utilizadas en el sistema eléctrico.

Tabla 5.1: Constantes del sistema eléctrico de tres nodos.

Y =4.9752pu Xpq = 0.169pu @1 = —0.02pu
Y1 =4.9752pu Xpg = 0.23pu P, =1.7Tpu

Yy = 1.6584pu Tpao = 4.3seg Q2 = —1.866pu
¢ =—14711rad H = 2.894seg P; =0.2pu
¢1 = —1.4711rad wp = 377rad/seg Qs = 1.6pu
¢ = —1.4711rad D = 0.05pu Q14 = Opu
Ey, =1.0pu Py=04 Py = 0pu
Xg=1.79u Qo = 0.8Pu B. = 0.2pu

Xy = 1.T1pu P, = 0.24pu Vieer = 1.1223pu

Para el andlisis de las bifurcaciones del sistema dindmico descrito anteriormente se conside-
ra el espacio formado por las variables de estado y los pardametros de bifurcacion, el vector
de variables de estado es x = [VL,ém,w,qu,Efd,dL]T € CS y el vector de pardmetros
de bifurcacién es X = [P, T4, K A]T € R3. Para obterner el diagrama de bifurcacién, los
parametros de PSO utilizados fueron 500 particulas y 500 iteraciones, con un radio de nicho
r = 0.1, las Tablas 5.2 y 5.3 contienen los rangos de los parametros de bifurcacion y los
rangos de busqueda utilizados para las variables de estado respectivamente. El tiempo de
ejecucion de PSO para determinar los puntos fijos reales y complejos del sistema eléctrico

de potencia de tres nodos fue aproximadamente de un mes.
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Tabla 5.2: Rangos de los parametros de bifurcacién para generar el diagrama de bifurcacién

del conjunto de Ecuaciones (5.6)-(5.9).

Parametro de bifurcacion Rango de los parametros Incremento
P, [0.4,2.4] 0.025
T [0.05, 0.26] 0.01
Ky [200, 200] 1

Tabla 5.3: Rangos de busqueda de las variables de estado del sistema eléctrico de tres nodos

para PSO Nichos.

Variable estado

Rango de bisqueda parte real

Rango de bisqueda parte imaginaria

Vi

[0, 5]
[0.1,10]
[—0.6,0.6]
[0.5,2.2]
[1,16]

[—0.7,10]

[=5, 5]
[—0.6, 10]
[—0.6,0.6]
—1,2.2]

[—6,16]

[—0.7,10]

En la Figuras 5.17 y 5.18 se observan los diferentes diagramas de bifurcacién producidos

para este sistema eléctrico.
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Figura 5.17: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos reales del sistema eléctrico de tres

nodos.

Figura 5.18:
tres nodos.

Diagrama de bifurcacién con puntos fijos complejos del sistema eléctrico de
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En la Figura 5.18 se observa que a partir de P,,, = 0.4 pu las soluciones son estables hasta
aproximadamente P,, = 0.6 pu, donde las soluciones empiezan a convertirse en inestables.
Cuando aproximadamente P, = 1.15 pu el sistema esta en estado estable hasta aproxima-
damente el valor de P, = 1.19 donde el sistema se vuelve inestable una vez mas. Ademas
cuando aproximadamente V7, = 0.15, comienzan a surgir puntos fijos complejos conjugados
inestables a partir de P,,, = 0.4 pu hasta P,, = 0.6 pu, esto denota que el sistema para
esos valores oscilard de forma inestable. Después, conforme V; aumenta, aparecen puntos
fijos reales, cuando V;, = 0.225 nuevamente aparecen puntos fijos complejos conjugados en
aproximadamente P,, = 1.25 pu, conforme P,, aumenta siguen surgiendo pares de puntos
fijos complejos conjugados. Cuando aproximadamente P, = 1.9 y Vp = 0.75 existe una
bifurcacion silla-nodo, en donde también comienzan a surgir puntos fijos complejos conju-

gados.

A continuacién se presentan los diagramas de bifurcaciéon generados con los métodos de
visualizacion de coordenadas paralelas y el grafico RadViz. En la Figura 5.19 se observan
los diagramas de bifurcacién con el método de coordenadas paralelas del sistema eléctrico de
tres nodos. En la Figura 5.19(a) se muestran los puntos fijos estables del sistema, se observa
que para la variables de estado 6, y &1, las magnitudes son mayores que las demads variables
de estado. Ademads se percibe que las variables de estado no poseen parte imaginaria como se
observa en las variables de estado de la Figura 5.19(b). En la Figura 5.19(b) se muestran los
puntos fijos inestables del sistema, se observa que los rangos de los puntos fijos son mayores
que el rango de los puntos estables. En la Figura 5.20 se observa el RadViz del sistema,
en el cual se aprecia que los puntos fijos se encuentran en una subregién del grafico. Esto
debido a que las magnitudes de las variables 6,, y d;, mayores que el resto de las variables,

lo que ocasiona que los puntos fijos se concentren en esa subregién del grafico.
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Re(VL) Im(V.) Re(6y) IM(6m) Re(w) Im(w) Re(6.) Im(6.) Re(er) Im(er) Re(epg) IM(epq) Ppy Ta

(a) Puntos fijos estables.

Re(

(b) Puntos fijos inestables.

Figura 5.19: Diagrama de bifurcaciéon con coordenadas paralelas del sistema eléctrico de
tres nodos.

Re(w) Im(6y)

Re(epq) Im(epq)

Figura 5.20: RadViz del sistema eléctrico de tres nodos.
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5.3.2. Caso 2: Sistema eléctrico de potencia con carga dinamica

La red eléctrica mostrada en la Figura 5.21, es un sistema eléctrico compuesto por
dos generadores, los cuales se consideran uno como nodo de referencia y el otro como una

fuente de voltaje, la dindmica del sistema esta decrita por el conjunto de Ecuaciones (5.26)-

(5.29).

E L0° E /S

m m

O &

o
\|
I

= | A+/Q

Figura 5.21: Sistema eléctrico con carga dindmica.

o = w (5.26)
W= %(Pm — Dpw 4 Ep VY sin (8 — 6,y — On) + B2 Y, sin (6,,)) (5.27)
0= Ky (—kgu2V? — kgoV + Q — Qo — Q1) (5.28)
v ! (— K guw (Po+P1—P)+(Kpw K go— K g K o)V + Ko (Qo+Q1— Q) + K puy K g2 V?)

T TKgWKyv
(5.29)

Donde §,, es el angulo de carga, w es la variacién de velocidad del rotor con respecto a
la velocidad de sincronismo, § representa el dngulo del voltaje en el nodo de carga y V'
representa la magnitud del voltaje en el nodo de carga. Estas variables son las variables

de estado del sistema. El pardmetro de bifurcacion del sistema es @1, el cual representa
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la potencia reactiva en el nodo de carga. Las ecuaciones algebraicas (5.30)-(5.31) también

definen al sistema eléctrico con carga dindmica.
P = —VEyY;sin (6 +0y)—VEp Y sin (8 — 6 + 0)+ V(Y sin (6y) + Yy sin (6,,)) (5.30)
Q = VEY, cos (8 + 0p) +V Ep Yy, €08 (8 — 8, + Om) — V(Y cos (0y) + Yo cos (6,,)) (5.31)

En la Tabla 5.4 se muetran todas las constantes que forman parte del sistema dinamico.

Tabla 5.4: Constantes del sistema eléctrico con carga dindmica.

kpw = 0.4pu kpy = 0.3pu kquw = —0.3pu
kqy =0 —2.8pu kqu2 = 2.1pu T =8.1pu
Py = 0.6pu P, = 0pu P, =1pu
Qo = 1.3pu E(l] = 2.5pu By, = 1pu
Y,, = 5pu YOI = 8pu M = 0.3seg?/rad
0(/) = —0.2094rad/seg 0, = —0.087261ad/seg D,,, = 0.05pu

El espacio formado por las variables de estado es X = [6,,,w,d, V]T € C* y el pardmetro de
bifurcacion es A = [Ql]T € R, el cual representa la potencia reactiva en el nodo de carga.
()1 es variado de 10 hasta 14 con un incremento de 0.02. Para obterner el diagrama de
bifurcacién para el sistema descrito anteriormente, los parametros de PSO utilizados fueron
100 particulas y 100 iteraciones; a diferencia del caso anterior en donde se utilizaron mas
particulas e iteraciones. Esto debido a que las iteraciones y el nimero de particulas fueron
lo suficientemente buenas para explorar el espacio de busqueda en donde se encontraban
las soluciones del sistema eléctrico. El radio de nicho utilizado fue » = 0.1. El tiempo de
ejecucion de PSO para el sistema eléctrico con carga dindmica fue aproximadamente de 3
dias. La Tabla 5.5 contiene los rangos de busqueda utilizados en PSO para las variables de

estado del sistema.
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Tabla 5.5: Rangos de busqueda de las variables de estado del sistema eléctrico con carga
dindmica tipo II.

Variable estado Rango de busqueda parte real Rango de biisqueda parte imaginaria
Om [—2,2] [—2,2]
w [~1.2] [~1.2]
5 [~2,2] [~2.2]
v [0, 5] [—5, 5]

En la Figuras 5.22 y 5.23 se muestran los diagramas de bifurcacion del sistema eléctrico con

carga dindmica.

09+
08t

071

02 04 106 108 10 iz e Q1

Figura 5.22: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos reales del sistema eléctrico con carga
dindmica.
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I ]
\. 02

Q1

Figura 5.23: Diagrama de bifurcacién con puntos fijos complejos del sistema eléctrico con
carga dindmica.

Se observa en la Figura 5.22 que después del punto de bifurcacién silla-nodo (cuando el
parametro de bifurcacién Q1 = 11.4) el sistema no tiene soluciones o puntos de equilibrio.
Sin embargo, en la Figura 5.23 se observa que el sistema si cuenta con soluciones después
del punto de bifurcacién, pero éstas son soluciones complejas conjugadas. Esto crea una
parabola invertida que gira 90 grados respecto a la otra. Conforme ()1 aumenta siguen sur-
giendo pares de raices complejas conjugadas, lo que significa que el sistema se comportara de

manera oscilatoria inestable.

A continuacién se presentan los diagramas de bifurcaciéon generados con los métodos de
visualizacién de coordenadas paralelas y el grafico RadViz. En la Figura 5.24 se observan
los diagramas de bifurcacién con el método de coordenadas paralelas del sistema eléctrico
con carga dindmica. Se observa en los diagramas que el conjunto de los puntos fijos estables
es menor que el conjunto de los puntos fijos inestables, también se observa que las variables

de estado de los puntos fijos estables no cuentan con parte imaginaria.
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12 -

10 -

Re(ém) Im(dm) Re(w) Im(w) Re(¢) Im( o) Re(V) Im(V) Q1

(a) Puntos fijos estables.

10 -

I —

Re(6m) Im(ém) Re(w) Im(w) Re(6) Im(9) Re(V) Im(V) Q1

(b) Puntos fijos inestables.

Figura 5.24: Diagrama de bifurcaciéon con coordenadas paralelas del sistema eléctrico con
carga dinamica.

En la Figura 5.25 se puede observar en que region del espacio 8 dimensional reside el
diagrama de bifurcacion. Se observa que todos los puntos fijos se encuentran entre los vértices
correspondientes a las dimensiones Im(d), Re(V) y Im(V) las cuales corresponden a los
vértices de un hipercubo unitario {0, 0,0, 0,0, 1,0, 0}, {0,0,0,0,0,0, 1,0}, {0,0,0,0,0,0,0,1}
y {0,0,0,0,0,0,0,0}.
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Re(w)

Im(w)

{0,0,0,0,0,0,0,0}

Re(6)

{0,0,0,0,0,1,0,0}

000 00
(00 {0,0,0,0,0,0,1,0} %2y

Re(V)

Figura 5.25: RadViz del sistema eléctrico con carga dindmica.

Realizando un diagrama RadViz que involucre sélo las dimensiones Im(d), Re(V) y Im(V),
se obtiene lo mostrado en la Figura 5.26. Se observa que la regién en donde se encuentra el
diagrama de bifurcaciéon corresponde a una pirdmide de la Figura 4.5 con vértices corres-

pondientes a {1,1,1},{0,1,1},{0,1,0},{1,1,0} y {0,0,0}.

Re(V) (01,0

{o,1,1} Im( )

Im(V)

Figura 5.26: RadViz del sistema eléctrico con carga dindmica con las dimensiones
Im(9), Re(V) y Im(V).
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La informacién obtenida de este andlisis no podria haber sido deducida del andlisis de los

diagramas de bifurcacién generados con cada variable de estado de manera independiente.

5.4. Conclusiones

En este capitulo se han presentado seis casos de estudio, de los cuales cuatro fue-
ron sistemas dindmicos simples y dos fueron sistemas dindmicos més complejos. Cada uno
de ellos exhibe las soluciones complejas del sistema de ecuaciones, gracias a esto se apre-
cian estructuras simétricas definidas por las raices complejas conjugadas. Se observan en los
diagramas de bifurcacién con puntos fijos complejos informaciéon que antes no se apreciaba
en los diagramas de bifurcacion convencionales, se observan los fenémenos oscilatorios que
suceden dado ciertos parametros de control de los sistemas. Los tiempos de ejecucién de
PSO van desde 30 minutos para las bifurcaciones normales (v.g. silla-nodo), hasta aproxi-
madamente 30 dias. Cabe destacar que dentro de este tiempo se incluye las interrupciones

ocasionadas al proceso.






Capitulo 6

Conclusiones y trabajos futuros

En este capitulo se presentan las observaciones y conclusiones generales del pre-
sente trabajo, ademas se sugieren lineas de investigacion en la misma direccién que esta

tesis que complementen el trabajo de investigacion.

6.1. Conclusiones Generales

El algoritmo de optimizacién por enjambre de particulas (PSO), es un algoritmo
de inteligencia artificial eficaz para encontrar soluciones de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias con raices reales y complejas. Mediante PSO podemos trazar diagramas
de bifurcacién con puntos fijos complejos que cominmente no se presentan al momento de

realizar analisis de sistemas dindmicos.

Los puntos fijos complejos mostrados en estos diagramas aportan informacién complemen-
taria del comportamiento cualitativo de un sistema dindmico. Estos juegan un papel im-
portante en sistemas eléctricos de potencia, debido a que ayudan a establecer a partir de
que valores de los parametros de control el sistema empieza a comportarse de manera osci-
latoria estable o inestable. Estos comportamientos oscilatorios denotan la fluctuacién en el
tiempo de un sistema dindmico. Por ejemplo, cuando existe un punto fijo complejo indica
oscilaciones que algin momento pueden llegar a una regién de inestabilidad que conduzca

a un colapso de voltaje.

85
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Respecto a los tres métodos de visualizacion de alta dimensionalidad implementados en este
trabajo de investigacion, se lograron obtener diferentes perspectivas de un mismo diagrama
de bifurcacién, consiguiendo evidenciar alguna informacién implicita en los diagramas de

bifurcacion convencionales.

6.2. Trabajos Futuros

PSO demanda un costo computacional que depende de la funcién objetivo, entre
mas compleja sea esta funcién su costo computacional es mayor, esto debido a que es ne-
cesario incrementar el nimero de iteraciones para obtener un valor 6ptimo aceptable. Una
forma de reducir ese costo computacional, es obtener el valor éptimo de la funcién fitness
de forma temprana y asi lograr una rapida convergencia. Por ejemplo, existen distintos
métodos que se pueden implementar para calcular las velocidades de las particulas de PSO
que mejoren la convergencia al 6ptimo. Uno de ellos, es la regresién exponencial de las
posiciones de las particulas, que consiste en encontrar aquellos coeficientes pertenecientes
a una funcién exponencial que satisfagan con la maxima aproximacién posible a los puntos

de interés [Azarl5].

Otro problema de PSO, es la delimitacién del espacio de biisqueda en donde las particulas
de PSO exploraran, dado que es dificil determinar en donde se encontraran soluciones. Un
método que se ha probado obtener buenos resultados para este fin, es el método de paredes
invisibles como condiciones de contorno [Robinson04]. Este tipo de condicién permite a la
particula moverse sin restricciones fisicas. Sin embargo, aquellas particulas que se salen del
espacio de soluciones especificado no se evalian. De esta manera se produce una considera-
ble reduccion del coste computacional mientras que no se interfiere en el movimiento natural

del enjambre.

Es de gran interés para la comunidad cientifica y educativa visualizar la interaccién entre

todas las variables de un sistema dindmico en un mismo grafico, debido a que se puede
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descubrir informacién implicita que antes no se visualizaba. Por esta razon se plantea im-
plementar y estudiar nuevos métodos de visualizacion de alta dimensionalidad diferentes a
los presentados en esta tesis, con el fin de encontrar un método que proporcione informacion

valiosa para el estudio de cualquier sistema dindmico.

En la préctica, se pueden encontrar retrasos puros en varios tipos de sistemas (v.g. sistemas
con transmisiones hidraulicas, neumaticas o mecanicas). En estos sistemas la salida no co-
mienza a responder a la entrada sino hasta después de un intervalo de tiempo dado. Por lo
tanto, es de gran utilidad generar diagramas de bifurcacién para sistemas de ecuaciones con
retardo para su estudio. Por ejemplo, XPPAUT resuelve las ecuaciones con retardo por me-

dio de una interpolacién polinémica cibica para obtener el valor retardado [Ermentrout06].
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