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Resumen

En este documento se presenta el desarrollo de soluciones parametrizadas de sistemas
lineales de pardmetro variante (LPV, por sus siglas en inglés) de gran escala, que
permiten llevar a cabo procesos de optimizacion paramétrica. Estas soluciones se ba-
san en una técnica eficiente de andlisis simbdlico, llamada diagramas de decision para
determinantes (DDDs, por sus siglas en inglés), la cual tradicionalmente representa
la expansién de Laplace de un determinante, mediante diagramas de decisiéon bina-
rias para las operaciones de intercambio de datos comunes en el que el orden de los
simbolos juega un papel importante. En este trabajo, los DDDs se logran mediante
el método de expansién por capas del determinante (LED, por sus siglas en inglés),
el cual resulta en una implementacién directa y con mayor eficiencia.

Mediante la metodologia del dominio armoénico extendido se logra una representa-
cién de sistemas LPV de dimensién expandida, la cual abre la posibilidad de aplicar
teoria de control, asi como realizar analisis de sistemas lineales invariantes con el
tiempo. Por lo que es posible transformar los modelos LPV al dominio de la frecuen-
cia (FD, por sus siglas en inglés) y obtener una solucién exacta mediante los DDDs.
Sin embargo, para regresar al TD es imposible mediante las tablas de transformadas
de Laplace. Por lo tanto, las expresiones del FD se transforman al TD utilizando la
transformada numérica inversa de Laplace. Logrando de esta manera una solucion
parametrizada deslizante en el dominio del tiempo discreto.

Para demostrar las capacidades de este enfoque, se realizan ejemplos para va-
lidar su aplicacién y rapida evaluacion, en procesos de optimizacién paramétrica.
Finalmente, como caso particular se presentan funciones de transferencia del modelo
conmutado del convertidor elevador, dando lugar a una solucién parametrizada suave
y facil de evaluar. Esta solucién compacta se utiliza en el proceso de optimizacién
de control predictivo basado en modelo, mitigando de manera considerable el costo

computacional en linea que este requiere.

Palabras Clave: EHD, DDD, NILT, MPC, Soluciones parametrizadas.






Abstract

This document presents the development of parameterized solutions of large-scale
linear parameter varying (LPV) systems, which allow to carry out parametric optimi-
zation processes. These solutions are based on an efficient symbolic analysis technique,
called determinant decision diagrams (DDDs). Which traditionally represents the La-
place expansion of a determinant, using binary decision diagrams for common data
exchange operations in which the order of symbols plays an important role. In this
work, DDDs are achieved through the layered expansion of determinant (LED), which
results in a more efficient and direct implementation.

Through the extended harmonic domain methodology, a representation of LPV
systems of expanded dimension is achieved, which opens the possibility of applying
control theory, as well as performing analyzes of linear time invariant systems. The-
refore, it is possible to transform LPV models to the frequency domain (FD) and
obtain an exact solution using the DDDs. However, to return to the TD it is im-
possible through the Laplace transform tables. Therefore, expressions in the FD are
transformed to the TD using the numerical inverse Laplace transform. Achieving a
sliding parameterized solution in the discrete time domain.

In order to demonstrate the capabilities of this approach, examples are made to
validate its application and fast evaluation, in parametric optimization processes. Fi-
nally, as a particular case, the transfer functions of the switched model of the boost
converter are presented, giving rise to a soft and easy to evaluate parameterized solu-
tion. This compact solution is used in the model-based predictive control optimization

process, considerably mitigating the online computational cost that it requires.
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Capitulo 1

Introduccion

En sus origenes la red eléctrica fue disenada como un medio de suministro de
energia para hacer funcionar dispositivos analégicos de manera correcta sin importar
los diferentes tipos de cargas; no obstante, los equipos digitales actuales, basados en
operar a través de microprocesadores, son muy sensibles a cambios en la calidad de la
energia: caidas de voltaje, sobrevoltajes y arménicos en el flujo de la corriente alterna;
asi como la mas minima interrupcién de potencia debido principalmente a cargas no
lineales tales como: hornos eléctricos, sistemas de traccion eléctrica, soldadoras de
arco, etc. Cuando estas interrupciones suceden en menos de un ciclo pueden llegar a
afectar las condiciones eléctricas del suministro y ocasionar un mal funcionamiento
o dano en los equipos y procesos. Lo anterior, sumado al requerimiento preciso de
energia, tiene como consecuencia un sistema ineficiente, el cual consume energia du-
rante la creaciéon, entrega y uso de la electricidad. Por ello, si el sistema no se actualiza
y se reconfigura lo antes posible, en un futuro se volvera incompatible.

Adicionalmente, con los cambios rapidos observados en las redes de energia, en
su intenciéon de ser mas inteligentes, asi como la insercion de energias renovables
y dispositivos de electrénica de potencia, se requieren nuevos métodos, los cuales
mantengan las caracteristicas de las redes eléctricas inteligentes (SG, por sus siglas

en inglés). Asi pues, casi todas las posibilidades de hacer que una red eléctrica sea
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mas inteligente o automatizada se reducen al uso de la teoria de control de alguna u
otra manera.

El principal objetivo de las SG es la btisqueda de la méaxima eficiencia energética,
mientras cumpla con la demanda bajo restricciones operativas. Sin embargo, ésta es
una consideracion clasica de la teoria de control tradicional y, aunque tiene mucho
que ofrecer en tales areas de aplicacién, hay aspectos de estas aplicaciones contem-
poraneas donde el control clasico no puede aplicarse adecuadamente; en consecuencia,
ofrecen la oportunidad de explorar nuevos limites en el diseno de control. De hecho,
debido a que el control convencional generalmente se relaciona con la regulacién de un
solo sistema, de manera que el comportamiento del sistema logre de manera éptima el
comportamiento deseado, no puede tratar con multiples sistemas y objetivos de con-
trol; como se requiere en aplicaciones de SG donde el efecto agregado de las acciones
de un conjunto de agentes es una variable de considerable interés. Ademas, el control
clasico tiene que ver con el control de los sistemas cuya estructura no varia con el
tiempo y, por lo tanto, la variable manipulada debe pasar por una serie de puntos de
ajuste, un comportamiento que no puede lograrse mediante los controladores clasicos.
En general, en las SG se desea controlar e influir en procesos que pueden ser inciertos
y que varian con el tiempo. Empero, muchas acciones en redes inteligentes se vuel-
ven anticipatorias en lugar de reactivas. En este contexto, son necesarias técnicas de
control avanzadas que deberan abordar desafios complejos de manera que sea posible
extraer el maximo rendimiento y reducir de manera integral el consumo de energia;
de tal manera, es necesario optimizar la operacién de la planta para realizar mejoras

de rendimiento mientras se mantiene la seguridad de la misma.

1.1. Planteamiento del Problema

En el analisis de sistemas y circuitos complejos, es de interés obtener una solucion

que describa cada instante de tiempo la dindamica del mismo, la cual esté en funcién
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de sus parametros simbdlicos, y pueda expresarse en forma compacta. Resolver este
problema utilizando métodos tradicionales puede resultar muy complicado, o incluso
imposible, debido a la gran cantidad de calculos que se requieren para evaluar los
determinantes de las matrices que describen los sistemas, y cuya complejidad puede
crecer exponencialmente en funcion de sus dimensiones. No obstante, de obtenerse
dicha solucién, puede ser de gran utilidad para fines de analisis, diseno y desarrollo
de sistemas control, ya que permiten establecer relaciones claras entre la dindmica del

sistema y su modificacién mediante el ajuste de los parametros.

1.2. Estado del Arte

La electrénica de potencia, durante los ultimos anos, ha tenido un crecimiento
considerable debido a diferentes factores: la creciente demanda de energia eléctrica,
la insercién de energias renovables, estudios de mercados de energias y algunos re-
quisitos como la mejora de la calidad de la energia, reduccién de costos y eficiencia
de procesos industriales. En consecuencia, se requieren técnicas de vanguardia, cu-
yo modelado y control, garanticen la compatibilidad de los recursos renovables con
el sistema de energia eléctrica existente. Por ello, el MPC ha demostrado ser una
técnica efectiva para la regulacién de convertidores de potencia en muchos campos
de aplicacién [Kouro09]; asi como para el seguimiento del punto de méxima poten-
cia [Rodriguez13, Geyerl4] (MPPT, por sus siglas en inglés). Las técnicas de MPC
para convertidores de potencia se pueden dividir en dos clases principales: MPC de
conjunto de control continuo (CCS-MPC, por sus siglas en inglés) y MPC de con-
junto de control finito (FCS-MPC, por sus siglas en inglés). En CCS-MPC; la salida
del controlador predictivo proporciona las senales de modulacién continua que se
transforman en los comandos del interruptor empleando moduladores adecuados; por
ejemplo la modulacién de ancho de pulso (PWM, por sus siglas en inglés). La frecuen-

cia de muestreo del CCS-MPC generalmente se elige como el periodo de modulacion,
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y la prediccién sobre uno o mas periodos se obtiene explotando modelos promedia-
dos de los convertidores involucrados en el sistema fotovoltaico (PV, por sus siglas
en inglés) [Errouissil6a, Dehghanzadehl8]. El CCS-MPC se ha aplicado a diferen-
tes topologias de convertidores para aplicaciones PV, como el inversor de fuente Z
[Sajadian16, Sajadianl9], y el convertidor elevador de DC/DC con inversor trifési-
co [Errouissil6b]. Los escenarios operativos practicos de los convertidores de potencia
conectados a la red generalmente determinan que el convertidor funcione en modos de
conduccién continua y discontinua; lo cual contribuye a las dificultades para determi-
nar un modelo promedio adecuado valido para todas las condiciones de operacion. De
facto, MPC requiere la prediccion del estado del sistema, donde su evoluciéon depende
de la secuencia de configuraciones del circuito, lo cual no es directamente controlable

en muchas ocasiones; tal es el caso de los estados de conduccién y bloqueo de los

diodos [Chengl8].

En FCS-MPC, para sistemas de electrénica de potencia PV, el controlador pre-
dictivo selecciona en cada momento de muestreo la configuraciéon 6ptima a imple-
mentarse en el préximo periodo eligiendo entre el conjunto finito de posibilidades
correspondientes a las combinaciones de los estados de los interruptores en el hori-
zonte de prediccién [Lashabl8]. FCS-MPC también sufre el problema de la posible
apariciéon de modos de conduccién discontinua dentro del o los periodo(s) de muestreo

caracteristicos del intervalo de tiempo elegido para la prediccién.

Se ha aplicado FCS-MPC para sistemas PV con convertidores flyback de CD/CD
[Shadmand14, Metry17] los cuales también se han adoptado para arquitecturas de re-
coleccién de energia [Sajadianl7], convertidores elevadores de CD/CD [Kakosimos13|
y convertidores multinivel [Mosal7|. Para detectar los diferentes modos de los conver-
tidores dentro de un periodo de control fijo, para la integraciéon del modelo dindmico
dentro del horizonte de prediccién, se podria usar un periodo de muestreo mas pe-

queno que el periodo de control [Fischer11].

En [Morfin-Maganal9], se presenté un enfoque de modelado para el diseno FSC-
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MPC de un generador monoféasico PV conectado a la red, el cual incluye los converti-
dores de potencia junto con la celda PV, donde todo el sistema se modela en el marco
de complementariedad lineal (LC, por sus siglas en inglés). El modelo LC es capaz
de capturar todas las condiciones operativas caracterizadas por modos de conduccién
continua y discontinua. En [Errouissil6b, Kakosimosl1] el MPC se aplicé a configu-
raciones de sistemas PV similares. Utilizando el marco de LC, en [Morfin-Maganal9]
se disend un controlador predictivo basado en modelo. El procedimiento de diseno de
control da como resultado un programa cuadratico de enteros mixtos y puede resol-
verse utilizando herramientas comerciales. Los resultados numéricos han demostrado
que el FCS-MPC garantiza un seguimiento efectivo de la potencia activa méxima dis-
ponible desde el arreglo PV [Morfin-Maganal9]. Al ser un método de control basado
en el modelo, ya que se basa en la optimizacion en linea, MPC es un método popular
para el control de sistemas con multiples variables restringidas, donde las restricciones
se manejan explicitamente en el problema de optimizacién. A pesar de ello, las limi-
taciones criticas de MPC son su esfuerzo computacional en linea debido a la solucion
repetitiva de la optimizacion subyacente. Los valores 6ptimos de la acciéon de control
se determinan numéricamente a partir de la optimizacion de MPC sin ningin conoci-
miento de las leyes de control vigentes. Estas deficiencias pueden superarse mediante
el uso de los métodos llamados MPC explicito/multiparamétrico (también conocido
como MPC explicito, MPC multiparamétrico o simplemente mp-MPC) [Almer13]. En
mp-MPC, el problema de optimizaciéon en linea involucrado en MPC tradicional se
resuelve con métodos de programacion multiparamétricos para derivar los controles
optimos como funciones explicitas de los estados del sistema y las regiones criticas
en el espacio de estado donde estas funciones son validas; asi, se deriva una politi-
ca de control de retroalimentacion, la cual describe las leyes de control de gobierno
del problema MPC subyacente. La optimizacién en linea involucrada en MPC puede
ser reemplazada por una secuencia de evaluaciones de funciones, reduciendo de esa

manera, el esfuerzo computacional en linea. Desde que este método es adecuado para
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sistemas de baja dimensién [Sakizlis05], la existencia de tal solucién no esta garanti-
zada para sistemas de mayor dimension [Lefebvrel7]. Por consiguiente, para sistemas

de gran escala, resulta inadecuado.

Para sobrellevar el problema de la dimensién del sistema, en el andlisis de sistemas
integrados de gran escala, se han desarrollado técnicas elegantes de analisis simbdlico
avanzado; estas permiten obtener soluciones simbdlicas exactas y manejan de manera
eficiente el crecimiento exponencial de los sistemas de gran escala. Tales herramientas
reciben el nombre de DDDs, las cuales representan, de manera grafica, la expansion de
Laplace del determinante, basado en diagramas de decisién binarios (BDDs, por sus
siglas en inglés). Caracteristicas sobresalientes de estas herramientas se han detallado
en diversos trabajos. Explotada la dispersidad y el tipo de matrices en [Shi00] se
presenta un orden de expansion heuristico para ordenar vértices DDD de modo que
el DDD resultante tenga el nimero de vértices (llamado su tamano) igual al niimero
de parametros simbodlicos, logrando asi un diagrama con el menor numero de vértices

posible, para un grupo especial de matrices llamadas matrices banda.

En [Shi98, Shi01la] se presentan métodos eficientes para derivar expresiones simbéli-
cas en un formato expandido en funcién de la variable de frecuencia compleja s (lla-
mado s-expanded), con la cual se representan funciones de transferencia exactas

para el modelado conductual de circuitos analégicos.

En [Tan99], se muestra como la cancelacién de términos semejantes y la generacion
de términos dominantes se pueden realizar de manera elegante basados en diagramas
de decisién para determinantes. Las implementaciones tradicionales DDD requieren
una experiencia sofisticada en el arte de los BDD, con los cuales se representan las
operaciones de intercambio de datos comunes en las que el orden de los simbolos
para realizar la expansién es de suma importancia. En [ShilOb], se presenta una
implementacién simple para obtener un DDD basado en la expansion natural por
capas del determinante, en la cual no se necesita una paqueteria BDD ni un orden

de expansion predefinido, y el compartir menores se realiza usando una tabla hash.
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Este método recibe el nombre de LED, y no solo simplifica la construccién de un
DDD, sino ademés resulta en una mayor eficiencia. El anélisis con DDDs permite el
analisis simbdlico exacto de grandes sistemas; lo que da lugar al analisis de aplicaciones
simbdlicas en sistemas de electronica de potencia. Hasta ahora, los DDDs son la
herramienta mas eficiente de andlisis simbdlico, superando el desempeno de software
comercial de andlisis simbdlico [Shil4].

En el presente trabajo se lleva acabo el desarrollo de soluciones parametrizadas
que se basan en modelos LPV de gran escala, junto con otras herramientas numéricas
y simbdlicas de tltima generacién, tales son el EHD [Rodriguez-Flores19], la linea-
lizacién de Carleman [Weberl8], las matrices operativas [Parand17], transformada
numérica de Laplace [Moreno08b] y DDDs [Verhaegen02]; los cuales permiten abor-
dar sistemas de electrénica de potencia de complejidad practica. Estas soluciones pa-
rametrizadas son utilizadas como modelos en procesos de optimizacién paramétrica.
De tal manera que el proceso de optimizacion de MPC se acelere considerablemente,

al reducir el tiempo de computo del horizonte de prediccion.

1.3. Objetivos de la Tesis

1.3.1. Objetivo General

Lograr soluciones parametrizadas de sistemas LPV de gran escala, mediante técni-
cas avanzadas de analisis simbdlico, con lo cual sea posible utilizarlas en procesos de
optimizacién paramétrica, como es el control predictivo, logrando reducir el esfuerzo

computacional que éste requiere.

1.3.2. Objetivos Particulares

e Analizar, comprender y emplear la formulacion del dominio arménico extendido

(EHD, por sus siglas en inglés) para transformar sistemas periédicos a una
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representacién LPV.

e Desarrollar herramientas avanzadas de analisis simbdlico, que permitan obtener

soluciones simbolicas exactas.

e Realizar andlisis de estabilidad asi como de controlabilidad y observabilidad en

sistemas LPV, basados en DDDs.

e Analizar y comprender el control predictivo basado en modelo empleado en

sistemas de electrénica de potencia.

e Utilizar las soluciones parametrizadas como modelo de prediccion en el MPC,
de manera que permita encontrar la entrada optima que lleve al sistema a una

referencia deseada, disminuyendo el costo computacional.

1.4. Justificacion

Una revisién al estado del arte ha demostrado que el MPC es una técnica efec-
tiva para el control de convertidores de potencia, sin embargo, una limitante es el
gran esfuerzo computacional en linea que éste requiere debido a la soluciéon numérica
repetitiva de la optimizacion. Tal esfuerzo se puede disminuir al utilizar como mo-
delo de prediccion soluciones parametrizadas, en las cuales se conservan de manera
simbdlica parametros del sistema. Debido a esto, en este trabajo se desarrollan solu-
ciones parametrizadas de modelos LPV de gran escala en el dominio del tiempo (TD,
por sus siglas en inglés), derivadas del andlisis simbdlico, el cual utiliza un enfoque
estructural compacto basado en grafos para representar de manera eficiente los térmi-
nos simbélicos generados. Tales soluciones parametrizadas compactas permiten una
rapida evaluacién del horizonte de prediccion en el MPC, asi como otros procesos de

optimizacién paramétrica.
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1.5. Hipodtesis

Es posible desarrollar soluciones parametrizadas de sistemas LPV de gran esca-
la derivadas del analisis simbdlico. Este tipo de soluciones permitiran llevar a cabo
procesos de optimizacién paramétrica, dando lugar a procesos de diseno, asi como

desarrollo de control predictivo.

1.6. Metodologia

Primero se revisa el estado del arte de las metodologias a implementar. Se inves-
tigaran las técnicas avanzadas de analisis simbdlico mas eficientes; y, posteriormen-
te se desarrollan herramientas simbdlicas, las cuales seran validadas con el software
Mathematica®, asi como con los trabajos reportados en el estado del arte.

Se analizara e implementara la transformada numérica inversa de Laplace, asi
como las caracteristicas adecuadas, para permitir una gran aproximacion de la in-
tegracion numérica. Se obtendran soluciones parametrizadas de modelos LPV y se
utilizaran para realizar procesos de optimizacion de filtros pasivos, ademas de solu-
ciones en estado estable simbolicas, las cuales permitan realizar andlisis de calidad de
la energia, sin la necesidad de recalcular las soluciones de estado estable, basadas en
los DDDs.

Se estudiard la formulacién del EHD presentada en [Rodriguez-Flores19], para
obtener modelos aproximados de la ecuacién de Mathieu y del convertidor elevador,
en una representacién LPV, validando las respuestas obtenidas. Adicionalmente, se
realizaran analisis de estabilidad comparandolos con resultados ya presentados, me-
diante los diagramas de decision determinantes. Asi mismo, se llevaran a cabo analisis
de controlabilidad y observabilidad.

Se pondra en préctica el analisis simbdlico de los sistemas LPV obtenidos mediante
el EHD; con este se presentaran funciones de transferencia de la ecuacion de Mathieu,

asi como del convertidor elevador. En consecuencia, sera posible lograr soluciones
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parametrizadas de los mismos. La solucién parametrizada del convertidor elevador
sera utilizada para efectuar MPC, con ello se lograra disminuir la carga computacional

que este requiere.

1.7. Descripcion de Capitulos

El presente trabajo estd organizado en 6 capitulos. En el Capitulo 2 se presen-
ta el analisis simbdlico basado en diagramas de decisién determinante, asi como los
métodos para obtenerlos. Ademads se presenta una comparacién del desempeno con
funciones predefinidas de Mathematica ®. En el Capitulo 3 se describe la metodo-
logia del dominio armonico extendido, para transformar sistemas lineales de tiempo
periddico (LTP; por sus siglas en inglés) a una representacion LPV. Adicionalmente se
presenta el enfoque basado en DDDs para realizar andlisis delimitados de estabilidad,

observabilidad y controlabilidad.

En el Capitulo 4 se analizan las dificultades que implican las soluciones parame-
trizadas de sistemas lineales, y como estas son sobre llevadas mediante técnicas de
analisis simbodlico e integracién numérica. Adicionalmente, se presentan ejemplos ilus-
trativos destinados a destacar las principales dificultades. En el Capitulo 5 se presenta
los casos de estudio. Primero, para demostrar las capacidades del método propuesto,
este enfoque se aplica para la optimizacién de los parametros del filtro pasivo de una
aplicacion tipica industrial. Después se presenta el andlisis simbodlico de la ecuacién
de Mathiue y del convertidor elevador. Por ultimo, se presenta la aplicacién de la

soluciéon parametrizada del convertidor elevador en el proceso de MPC.

En el Capitulo 6 se presentan las conclusiones generales de este trabajo, asi como

posibles trabajos futuros.
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Capitulo 2

Analisis Simbdlico

En este capitulo se presenta el analisis simbolico mediante los DDD, los cuales re-
presentan de manera grafica la expansién de Laplace del determinante. Estos utilizan
como base la paqueteria BDD (se encuentra disponible en el lenguaje de programa-
cién C++), con la cual se comparten los menores, y un preordenamiento simbdlico es
de suma importancia, resultando en una representacién candnica. La relevancia de los
DDD radica en la mitigacién eficiente del crecimiento exponencial de las subexpresio-
nes generadas, en el andlisis simbdlico, la cual ha sido por mucho tiempo el principal
problema de este analisis. Por lo tanto, para crear un DDD, en este capitulo se pre-
senta la implementacion de LED, en la cual no es necesaria una paqueteria BDD.
Debido a que el intercambio de menores se implementa mediante una tabla hash, y
prefijar un orden de expansién no es necesario. El mecanismo utilizado es una formu-
lacién natural de expansion en capas, la cual es analoga a la expansion manual de un
determinante. Este método no solo simplifica la construccién del DDD, sino ademas
resulta en una eficiencia mayor [ShilOb]. Por tltimo, se presenta la comparacion del
tiempo de CPU de los DDDS en comparacién con la funcién Det de Mathematica ®

para la evaluacion del determinante simbdlico de matrices llenas.

12
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2.1. El Problema del Analisis Simbodlico

El objetivo principal del andlisis simbdlico es encontrar soluciones analiticas de
las incégnitas de interés, en funcion de los parametros del sistema. Esto es, partiendo
de un sistema lineal, el cual puede representar un sistema dindmico en el dominio de

la frecuencia (FD, por sus siglas en inglés), resolver
Az =1 (2.1)

donde z es un vector de incégnitas, A es una matriz de n x n (la cual para el caso
dindmico, A puede ser de la forma (s/ — A)) y b es un vector de forzamiento o fuentes
externas. Usando la regla de Cramer [Strang06], las incégnitas z, se pueden resolver
como,

det(Ag)

donde Ay, es la matriz A, sustituyendo en la k— ésima columna el vector de forzamiento

b. De esta manera es posible obtener una funciéon de transferencia de la forma,

_ > fi(p1ap2, ooy D) S

H{(s) (2.3)

donde s representa la variable de frecuencia compleja, las funciones f;(p1, pa, ..., Pm) ¥
9i(p1, D2, ---, Pm) son polinomios simbdlicos y se pueden obtener en una forma expandi-
da o agrupada. Analizando (2.3), el andlisis simbdlico se puede dividir de la siguiente

forma,

e Andlisis simbdlico exacto (todos los parametros permanecen de manera simb6li-

ca).

e Andlisis numérico-simbdlico (donde solo algunos de los pardmetros permanecen

simbdlicos).

e Analisis algebraico (donde solo existe como pardmetro la variable compleja ”s”).
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Es importante mencionar que el principal problema del analisis simbdlico es el
nimero de términos simbdlicos generados, el cual puede crecer exponencialmente con
la estructura y tamano del sistema. Para minimizar este problema, en [Shi00] se

propuso un enfoque basado en grafos, llamado DDD.

2.2. Diagramas de Decision para Determinantes

(DDDs)

Para minimizar el problema del crecimiento exponencial del nimero de términos
simbolicos, el enfoque basado en grafos presentado en [Shi00] se basa en las siguientes

suposiciones:

1) El sistema es disperso.

2) Se comparten una gran cantidad de expresiones simbdlicas.

Basado en estas suposiciones es posible aplicar una estructura particular de datos
llamada diagramas de decision binaria con cero suprimido (ZBDDs, por sus siglas en
inglés) [Yoon04], el cual es una variante de un BDD, lo que lleva a la implementacién
de un DDD, que trata eficazmente el crecimiento exponencial del problema a un nivel
mucho mas simple basado en légica binaria. Lo anterior se logra por la propiedad mas
importante de un BDD, la canonicidad, es decir, que no existen cofactores iguales,
ya que estos se suprimen al re-apuntar la respectiva flecha de decisién al sub-BDD
(cofactor) existente. Propiedades, caracteristicas y ventajas de usar un BDD se repor-
tan en [Shi00]. Por lo tanto, el tamafio de un DDD es extremadamente més pequenio
que el nimero de términos del producto. Por otra parte, cada determinante tiene
una representacion unica, es decir, dado un orden de expansion, la representacion es
canodnica y es susceptible a manipulaciones simbdlicas.

En otras palabras, los DDDs son una representacién candnica de la expansion de

Laplace del determinante, y estan representados por un grafo de una sola raiz, acicli-
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co, dirigido, con signo, y con dos vértices terminales, llamados vértice terminal-1
y vértice terminal-0. En el grafo, cada vértice no terminal a; tiene dos bordes
salientes, llamados borde-1 y borde-0. Estos vértices no terminales representan el

determinante de la matriz D, definida como:
D = a;s(a;) Dy, + Dq; (2.4)

donde a; representa el vértice actual de la expansion, la expresiéon a;s(a;)D,, repre-
senta el cofactor de D, D,, representa el menor reducido de D, y Dg es el residuo
de D. Por otra parte, si a; es el vértice terminal-1, D = 1, de otra forma a; es el
vértice terminal-0, por lo tanto D = 0. El signo del cofactor se denota por s(a;),
el cual se calcula en una fase separada. La regla para determinar el signo se presenta
en [Shi00]. Para ejemplificar lo anterior, sea la siguiente matriz A y su determinante

representado como

a b 0 0
c d e L . .
det(A) = = —afhj+aeij+afgk—+bcik—adik—aegl—bchl+adhl. (2.5)
0 g h 1
0 j k I

En la Figura 2.1 se muestra el ZBDD que representa todos los subconjuntos del
det(A), bajo el siguiente ordenamiento de simbolos: a >b>c¢>d>e > f > g >
h >1i>j >k > 1[. Cada vértice se etiqueta con la entrada de la matriz con el cual
el determinante se expande, y corresponde a los subconjuntos de cada submatriz.
Se observa que los subtérminos ik y hl se repiten varias veces, y cada término del
producto contiene cuatro de los doce simbolos de la matriz. Cada término del producto
corresponde a un camino-1 en el ZBDD, y el niimero de bordes-1 en cada camino-
1 es n. El niimero total de caminos-1 es igual al nimero de términos del producto del
determinante simbélico. Los borde-1 apuntan a cada vértice que representa todos los

subconjuntos contenidos en el cofactor de la expansiéon actual, y los borde-0 apuntan
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a cada vértice que representa todos los subconjuntos contenidos en el residuo. En este

ejemplo existen ocho camino-1: afhj, aeij, af gk, bcik, adik, aegl, behl, adhl.

Figura 2.1: Representacion de afhj, aeij, af gk, bcik, adik, aegl, bchl, adhl mediante un
ZBDD.

Ahora teniendo como base un ZBDD, y la regla del signo [Shi00], en la Figura
2.2 se muestra el DDD de la matriz A. Se observa cémo cada vértice representa un
subconjunto de términos simbdlicos, de forma anidada, con sus respectivos signos, y
cémo se comparten algunos de éstos, para asi formar los términos del producto que
forman el det(A) representados en el vértice raiz del grafo denotado por el vértice a. El

nimero de vértices definen el tamano del DDD representado por | DD D). El problema
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principal de un DDD es el orden de expansion, debido a que el tamano del diagrama y
la canonicidad dependen de él. En la mayoria de los casos, para matrices arbitrarias,
se desconoce un orden de expansiéon éptimo. En [Shi00, Quin05], se desarrolla un
ordenamiento heuristico eficiente de vértices DDD, para una clase de matrices en
especial, llamadas matrices banda, el cual puede llevar al ordenamiento 6ptimo de
vértices, y por ende obtener un DDD con el tamano minimo. La implementacion de
operaciones bésicas para el andlisis simb6lico mediante DDD se reportan en [Shi00,
Shil4]. De forma compacta los pasos de construccién de un DDD de la versién inicial

[Shi00] se pueden enumerar como:

1. Realizar el andlisis del sistema en cuestion.

2. Mediante el algoritmo Greedy-Labeling, expandir una vez el determinante, para

asignar a cada elemento de la matriz un indice.

3. Mediante el orden indexado, expandir de nuevo el determinante para crear un

DDD.

4. Determinar el signo de los vértices escaneando en una fase separa el DDD.

5. Evaluar el DDD para realizar el anélisis simbdlico.

De lo anterior, se observa que la expansion se realiza dos veces, y ademads para calcular
el signo de cada vértice se realiza en un paso extra, lo cual se puede mejorar al utilizar
un esquema hash diferente. Por consiguiente, a continuacién, se presenta la expansion
en capas del determinante, donde no es necesario una paqueteria BDD y un orden
explicitamente predefinido de expansion. Ademas, el signo del cofactor se calcula

durante la expansion.
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bc(hl — ik) + a(f(gk — hj) — e(gl — ij) + d(hl — ik))

Figura 2.2: Diagrama de decision para el determinante de la matriz A de 4 x 4.

2.3. Expansién por Capas del Determinante

En este trabajo la representacion de un DDD se obtiene mediante la expansion
por capas del determinante presentada en [ShilOb|, donde se demuestra que la efi-
ciencia de una implementacion basada en BDD no es necesariamente la mejor, y que
una implementacion basada en hashing de objetos donde cualquier menor se puede
representar unicamente por sus indices de renglén y columna, sin la necesidad de
revisar sus entradas, puede superar una implementacion basada en logica BDD, bajo
un mismo orden de expansion. Debido a que el principal propdsito de un DDD es

el analisis simbdlico, y la canonicidad no es un factor dominante, la primera version
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DDD se puede mejorar utilizando solo una Tabla Hash para Menores, en lugar de una
paqueteria BDD, asi como un orden de expansion mas simple, donde la expansion
del determinante se realiza seleccionando el renglén o columna con el minimo nimero
de elementos no cero en el menor actual, este orden de expansién recibe el nombre
de grado minimo, donde lo mas importante es que no se necesita una fase de pre-
ordenamiento, debido a que es inmaterial el orden de los elementos de un segmento,
ya que cualquier orden de expansion de estos no cambia el tamano de un LED. Por lo
tanto, los elementos de un segmento se expanden en su orden natural. Para ilustrar
lo anterior, a continuacion se presenta la expansion por capas del determinante de A,
para obtener un DDD, con un orden de expansion por renglones. Sea A la matriz de

4 x4

a b ¢ d
e h
A= / (2.6)
T g l
m n o p

tomando el primer renglén {a, b, ¢, d}, se crea una cola para guardar todos los elemen-
tos del renglon, esta cola se muestra en la Figura 2.3 como la primera capa. Después
seleccionando el primer elemento a, y borrando su renglén y columna (cofactor), da

lugar a un menor reducido denotado por,

f g h
My= 1|35 k 1 |- (2.7)
n o p

Después el menor reducido seré expandido por su primer renglén, pero primero los
elementos del primer renglén se guardan en la segunda cola y se crea un enlace entre
los elementos a y f, como se muestra en la Figura 2.3. Continuando con los elementos

b, c y d, los siguientes menores reducidos son
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e g h e f h e f g
My=1i k 1 Me=14i j 1 Mg=1|i j k
m o p m n o p m n o

De la misma forma, los elementos del primer renglén de cada menor reducido son

guardados en la segunda cola y se crean los enlaces apropiados. Y asi sucesivamente

hasta crear menores de 1 X 1, como se observa en la tultima capa de la Figura 2.3.

Figura 2.3: Expansion en capas del determinante de una matriz de 4 x 4

Los elementos en un segmento reciben el nombre de "hermanos”, y el primer
elemento de un segmento se llama ”cabeza del segmento”. Los segmentos de cada
capa representan los menores reducidos, los cuales son del mismo tamano. Por lo
tanto, en la capa superior, existe un menor de 4 X 4, mientras que en la segunda capa
hay cuatro segmentos representando cuatro menores de 3 x 3. En la tercer capa hay
seis menores de 2 x 2, de doce que se generarian. Lo mismo pasa con los elementos
de la cuarta capa, que al expandir los elementos de la tercer capa, resultarian en seis
menores de 1x 1, pero se reducen a cuatro menores denotados por "p”,”0”,"n” y "m”.
Lo anterior se debe a la propiedad de compartir menores [ShilOb| como se observa
en la Figura 2.3, los segmentos de la tercer capa se comparten por dos segmentos de

la capa anterior, y de esta forma los elementos de la cuarta capa se comparten por

tres segmentos de la capa anterior. La clave para compartir menores, es mediante el
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uso de una Tabla Hash para Menores [ShilOb], la cual permite no expandir menores
idénticos.

Por ejemplo, los cuatro elementos en la capa superior comparten el mismo menor,
el cual es el determinante original, denotado por sus indices de renglén y columna
como M {{1,2,3,4},{1,2,3,4}} respectivamente. Estos se guardan en la tabla hash.
Sus grados de renglén y columna son (4,4,4,4) y (4,4, 4, 4) respectivamente, los cuales
representan el nimero de elementos no cero. Cuando un menor se tiene que expandir,
primero se busca en la tabla hash por sus indices de renglén y columna. Si el menor
se encuentra en la tabla hash, no se tiene que volver a expandir. De otra forma, se
expande y se guarda en la tabla hash. Por ejemplo, los elementos de la tercer capa al
expandir M, por su primer elemento, resulta en un menor denotado por sus indices
de renglén y columna como M {{3,4},{3,4}}, y sus grados de renglén y columna son
(2,2) y (2,2). Debido a que este menor no se ha expandido, se guarda en la tabla hash.
Después al expandir M, por su primer elemento, se tiene el menor M {{3,4},{3,4}},
el cudl resulta en un menor previamente expandido, por lo tanto al buscarlo en la

tabla hash, se evita la re-expansion.

Mantener los indices de renglén y columna simplifica el calculo del signo de cada
vértice, el cual se determina durante la construccién de LED. Por lo tanto, hace
innecesario una fase extra para calcularlo mediante la regla presentada en [Shi00]
(paso 4 de la construccién de un DDD). Para ilustrar lo anterior, los signos de los
elementos de la primer capa (a,b, ¢, d) se determinan como (—1)'*1 (—1)2 (—1)1+3
y (—=1)'** respectivamente. Ademés guardar los grados de renglén y columna permite
la identificacion de un menor singular. Un menor es singular cuando el grado de un
renglén o columna es cero. Esta identificacion permite detener la expansion del menor

actual, y continuar con la expansion de los elementos restantes.

Hasta aqui se presenta la creacion de un LED, pero este atin no es un DDD. Para
convertirlo todas las flechas intercapas se convierten en borde-1. En cada segmento

se agregan flechas punteadas entre los elementos, las cuales representan los borde-0,
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y en el ultimo elemento de cada segmento se agrega una flecha punteada al vértice
terminal-0. Por iltimo, en cada elemento de la ltima capa se agrega una flecha
representando un borde-1 apuntando al vértice terminal-1, como se muestra en
la Figura 2.4. Ahora se tiene un DDD completo, con dos vértices terminales, y un
vértice raiz, el cual es la cabeza del segmento de la primer capa. En [ShilOb, Shil4]

se presentan las propiedades, y teoremas de un LED.

Figura 2.4: Conversiéon a DDD de una matriz de 4 x 4

2.3.1. Orden de Expansion en LED

El orden de expansién de un LED es una idea diferente a la presentada en [Shi00],
en el cual todos los elementos de la matriz tienen un orden predefinido, para obtener
un BDD canonico y asegurar el minimo numero de vértices en el DDD. Pero en el
método LED, la expansion se realiza tomando un renglén o una columna durante la

expansion. Por lo tanto, los camino-1 en el DDD podrian tener algunos elementos
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que no siguen un orden fijo, es decir, los elementos no estan ordenados, lo que conlleva
a violar la canonicidad de un BDD. Que no es de suma importancia, ya que para fines
de andlisis simbdlico, la canonicidad no afecta la correcta generacion de la expresion
simbdlica [ShilOb]. En consecuencia el ordenamiento secuencial de los vértices es
una idea mucho mas fuerte que un orden de expansion. El ordenamiento éptimo
de vértices predefinido [Shi00, Quin05], de manera que se obtenga un DDD con el
menor numero de vértices, para la mayoria de las matrices es ain desconocido [Shil4].
Por consiguiente, en este trabajo dependiendo de la estructura del sistema se utiliza
el orden de expansion heuristico grado minimo, asi como la expansiéon natural por
renglén/columna. En el orden de expansién grado minimo se realiza una expansién
virtual para seleccionar el rengléon o columna con el menor niimero de elementos no
cero, y de esta forma reducir el tamano del DDD. En el siguiente ejemplo se ilustra
la forma de realizar la expansién por capas del determinante mediante el orden de

expansion grado minimo. Sea A la matriz,

a 00 0
b ¢ d 0
A= . (2.8)
0 0 e f
000 g

Los grados de renglén y columna son (1,3,2,1) y (2,1,2,2) respectivamente. El
primer renglén presenta el minimo nimero de elementos no cero, por lo tanto, se
selecciona para la expansion, y el elemento ”a” se guarda en la primera capa. Borrando

el rengléon y columna, resulta el menor reducido denotado por,

c d O
Ma = 0 e f (29)
0 0 g

Ahora los grados de renglén y columna que representa el menor M, estan definidos

por (2,2,1) vy (1,2,2) respectivamente. Por lo tanto, la primer columna se selecciona
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para la expansion, y el elemento ”¢” se guarda en la segunda capa. Y asi sucesivamente
hasta terminar. El DDD creado se muestra en la Figura 2.5, el cual solo cuenta con
un solo camino-1 y cuatro vértices no terminales, los cuales generan la expresion,

det(A) = aceg. Ademds de tratar de reducir el nimero de vértices en un DDD, el

Figura 2.5: Orden de expansién grado minimo de una matriz dispersa de 4 x 4

orden de expansion de grado minimo permite identificar un menor singular. Cuando
un renglén o columna posee un grado cero, significa que el menor es singular, por lo
tanto la expansion no se realiza y el elemento seleccionado para expansion se apunta
a Null. Después cuando el LED se convierte a un DDD, se eliminan los elementos
que apuntan a Null [Shil4]. En cambio, si el elemento seleccionado apunta a un
menor singular, este simplemente no se guarda, y se evita suprimir estos elementos
que apuntan a Null en la conversién a un DDD.

En la Figura 2.6 se muestra el diagrama de flujo del procedimiento de construccion
de un LED. Si el menor reducido es singular, no es necesario seguir con la expansién,
debido a que el elemento del segmento estaria apuntando a Null, como se indica en
[Shil0Ob], por lo tanto, no es necesario guardarlo, y de esta forma, se evita crear un

nuevo vértice. Si el menor reducido es no singular este es hash, y se crea un enlace
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entre el elemento seleccionado y el menor reducido. Después, dependiendo el orden
de expansion, se ponen en cola los elementos del renglén o columna para la siguiente
expansion. La expansion termina cuando no existen elementos en la cola para la

siguiente expansion.

2.3.2. Complejidad Computacional

La complejidad computacional ha sido por mucho tiempo el principal problema del
analisis simbdlico. Sin embargo, este problema se mitiga eficientemente mediante el
enfoque de los DDD. En los cuales compartir menores y un ordenamiento de vértices
son la clave para la atenuacion de la complejidad. Debido a que los DDDs estan
relacionados de manera directa con el crecimiento exponencial en el grafo, una forma
natural de medir la complejidad es mediante el tamano del DDD denotado por |[DDD)|
(el cual indica el numero de vértices del grafo, sin contar los vértices terminales.) Por
lo tanto, una técnica de andlisis simbdlico con menor complejidad significa una mayor
capacidad para analizar circuitos de gran escala [ShilOa].

Debido a que las matrices llenas de n x n son los casos mas regulares, es posible
realizar un analisis de complejidad, dado que una matriz dispersa es un caso especial
de una matriz llena de n X n, por lo tanto, es posible disenar un orden de expansién
general para matrices llenas, con el cual lograr una impresionante reduccién de la
complejidad de un DDD, mientras que para matrices dispersas en general se desconoce
un orden de expansion éptimo.

La optimizacién de un DDD no solo se basa en la canonicidad, sino en una orga-
nizacion regular del DDD, como una construccion basada en LED. Recordando del
método LED, la operacion implicita ”Residuo” genera un menor del mismo tamano,
y los vértices creados por esta operacion se guardan en la misma capa. Por otra parte,
la operacién "Menor” genera un menor con tamano n — 1, y los vértices creados se
guardan en la capa procedente. Por lo tanto, para un determinante en general, la

primer capa contiene menores de tamano n x n, la segunda capa contiene menores de
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Seleccionar Crear una

renglon o cola Q(k)

columna con k=0
|\

i

Seleccionar

elemento

en Q(k)
!

Expandir

el Menor

Hash el menor

reducido

Crear enlace

{ Encolar los

elementos

{ en Q(k+1)

Figura 2.6: Diagrama de flujo de la construccién de un LED.
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(n—1) x (n—1), y asi sucesivamente hasta tener menores de 1 x 1 en la ultima capa.
Para ilustrar la idea de la optimizacion de un DDD, se utiliza el siguiente ejemplo.

Sea el det(A) denotado por

a b c
det(A)=1|d e f (2.10)
g h 1

Con un orden de expansion por renglones, de izquierda a derecha, comenzando
por "a”, como se muestra en la Figura 2.7. Para que un simbolo forme parte de un
término del producto, el vértice que denota el simbolo debe de estar apuntado por
flechas solidas, esto implica que se ignoran las flechas punteadas para identificar un
término del producto. Por lo tanto, un DDD se puede convertir a otro grafo, llamado
digrafo, donde los términos del producto se identifican de forma més clara. Se observa
que, los elementos conectados por flechas punteadas son multiplicados por el mismo
vértice de la capa anterior, por ejemplo los elementos "e” y 7 f” de la segunda capa
se multiplican por el vértice "a”de la capa anterior. Por lo tanto, es posible agregar
de manera explicita una flecha sélida del vértice "a” al vértice ” f”, y de esta manera

eliminar las flechas punteadas. En la Figura 2.8 se ilustra el digrafo correspondiente de

la Figura 2.7, donde se agregaron flechas solidas, y se eliminaron las flechas punteadas.

Figura 2.7: DDD de la matriz de 3 x 3.
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Figura 2.8: DDD convertido a un digrafo.

Note que los elementos de la primer capa se convierten en nuevas raices del digrafo.
Ademas, se observa claramente que los seis caminos-1 desde las raices hasta los
vértices de la ultima capa, forman los seis términos del determinante expandido final
(aei,afh,bdibfg,cdh,ceq). Es importante mencionar, que al convertir un DDD a un
digrafo como se ilustra en la Figura 2.8, el tamano del DDD permanece sin cambios,
es decir, no se agregan ni se eliminan vértices del DDD original, y sin importar el
orden de los simbolos, el nimero de caminos es invariante. Asi que, un digrafo es
una pieza importante para el desarrollo de un argumento para la optimizacion de un
DDD. Por consiguiente, mediante un orden de expansién por renglones (o columnas),

el tamano del DDD para una matriz llena de n x n [ShilOa] es
|DDD(n)| =n-2""! (2.11)

el cual es el minimo nimero de vértices creados, para el ejemplo presentado se tienen
32371 =3.22 = 12 vértices. En consecuencia, un orden de expansién por renglén o
columna es el 6ptimo para cualquier matriz llena de n x n [ShilOa]. Adicionalmente el
nimero total de caminos-1 pasando por todos los vértices es (n)!, para el ejemplo,
(3)!= 6 caminos, como ya se habfa mencionado.

Para concluir con el argumento de la optimizacion de un DDD, en la Tabla 2.1 pre-
sentada en [ShilOa], se muestra para matrices llenas, la comparacién entre un orden de
expansién por renglones y el heuristico Greedy-Labeling presentado en [Shi00], el cual

es un orden de expansién éptimo solo para matrices banda. Se observa que el tamano
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de los DDD mediante un orden de expansion por renglones es exactamente igual al
obtenido al usar (2.11), el cual es el minimo nimero de vértices y por consecuencia,
el 6ptimo. Por otra parte, el crecimiento exponencial en el método Greedy-Labeling
[Shil0a] es notorio, por consiguiente no es éptimo para matrices llenas y matrices

dispersas en general.

Tamaio de la matriz | [DDD|Renglon | |DDD|Greedy

2 4 4

3 12 13

4 32 40

5 80 118

6 192 340

7 448 965

8 1,024 2,708

9 2,304 7,535
10 5,120 20,828
11 11,264 57,266
12 24,576 156,764
13 53,248 427,571
14 114,688 1,162,580
15 245,760 3,152,681
16 524,288 8,529,668
17 1,114,112 23,030,492
18 2,359,296 62,072,002

Tabla 2.1: Comparacién de los tamanos de los DDDs creados mediante un orden de

expansion por renglones y el método Greedy-Labeling para matrices llenas de n x n.

2.4. Evaluacion de un DDD

Una vez que se obtiene el DDD) la siguiente fase es la evaluacion del mismo. En la

Tabla 2.2 se muestra la forma en que se realiza la evaluacién del DDD obtenido de la
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expansion por capas del determinante, con un orden de expansion por renglones; de
la matriz llena (2.10). La columna Indice representa el orden en el que se expandieron
los vértices. N6te como el orden de expansién por renglones asigna los indices (1,2, 3)
a los vértices (a,b,c), asi como los vértices terminales 1 y 0. La columna Vértice
denota el vértice con su respectivo signo, de acuerdo al orden de expansién; cada
vértice representa la expresion D(a;) = a;s(a;)D(a;)+ D(a;). La columna Hi contiene
los borde-1, y la columna Low los borde-0. Por tultimo la columna Valor contiene
las expresiones simbdlicas que representa cada vértice en una forma anidada. La
evaluacion se realiza de abajo hacia arriba comenzando en el indice catorce. Como se
observa en la Tabla 2.2, el vértice catorce es el vértice terminal-0, y el vértice trece
es el vértice terminal-1, con valor 0 y 1 respectivamente. El vértice doce representa
la operacién ¢g(1) + 0, de manera similar los vértices once y diez. Después el vértice
nueve con el valor —e(g) +0, y asi sucesivamente hasta llegar al vértice raiz denotado
por a. Aqui se puede apreciar otra perspectiva de como se comparten los menores
de acuerdo a la Figura 2.7. Note como el vértice uno contiene de forma anidada las

expresiones que denotan de forma exacta el determinante de A.

‘ Indice ‘ Vértice ‘ Hi ‘ Low Valor ‘

1 a 4 2 | c(—eg+dh) —b(—fg+ di) + a(—fh + ei)
2 —b 6| 3 c(—eg + dh) — b(—fg + di)
3 c 8 | 14 c(—eg + dh)

4 e 0] 5 —fh+ei

5 —f 11| 14 —th

6 d 10| 7 —fg+di

7 —f 12| 14 —fg

8 d 11| 9 —eg +dh

9 —e 12 | 14 —eg

10 i 13| 14 i

11 h 13| 14 h

12 g 13| 14 g

13 1 - - 1

14 0 - - 0

Tabla 2.2: Evaluacién del DDD de una matriz llena de 3 x 3.
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2.5. Matrices de Prueba

A continuacion, se presenta en la Tabla 2.3 una comparacién de la funcion Det de
Mathematica ® contra un DDD creado mediante una implementacién LED [Shil0b],
para obtener el determinante simbdlico de matrices llenas de n xn, con el fin de validar
el gran impacto y desempeno notable sobre la funcion Det, dentro del mismo ambiente
de Mathematica ®. Se observa que la funcién Det atin para matrices pequeias es
deficiente, siendo el tiempo de evaluacion mayor del que presenta la evaluacion del
DDD. Note que para matrices llenas de 12 x 12 en adelante a la funcién Det le es

imposible la evaluacion del determinante simbélico.

Tamano de la matriz ‘ DDD ‘ Det de Mathematica ®

2 0.000052s 0.000072s
3 0.000124s 0.000144s
4 0.000498s 0.000757s
5 0.001371s 0.004119s
6 0.003276s 0.016388s
7 0.009443s 0.047284s
8 0.013862s 0.07165s
9 0.040294s 0.355566s
10 0.169715s 1.36096s
11 0.196358s 8.11009s
12 0.398791s -

13 0.957991s -

14 3.71152s

15 5.34437s -

16 11.8295s -

17 41.0757s -

18 61.9378s -

Tabla 2.3: Comparacion del tiempo de CPU para la evalucién del determinante

simbdlico.

Adicionalmente en la Tabla 2.4 se muestra la comparacién del tiempo de CPU de
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la construcciéon LED reportada en [ShilOb] y la implementada en este trabajo, en la
cual se contempla el tiempo de hashing; con el fin de validar un correcto desempeno del
algoritmo. Es importante mencionar que el tiempo de CPU reportado en los trabajos

previos de DDD no contemplan el tiempo de hashing [Shi01b]

Tiempo de CPU (s)
Tamaio de la matriz | LED [Shil0b] ‘ LED Mathematica ©®

12 0.4 0.4
13 0.6 0.9
14 1.3 1.8
15 3.0 4.1
16 6.9 8.5
17 21.0 18.7
18 88 42.3

Tabla 2.4: Comparacion del tiempo de CPU para la construccion LED.

2.6. Conclusiones del Capitulo

En este capitulo se describié brevemente la teoria de los DDDs para el analisis
simbdlico, asi como la forma de obtener un DDD, mediante la implementacion LED,
la cual presenta varias ventajas sobre una implementacion de la forma tradicional, por
ejemplo, que no son necesarios un orden predefinido de expansion, y una paqueteria
BDD. El signo de los cofactores se calcula durante la expansion, y no en una fase
extra. Por otra parte, se presenta la idea general de evaluar un DDD, presentando el
caso particular de una matriz llena de 3 x 3. Por ultimo, se presenta el desempeno
sobresaliente de la evaluacion del DDD contra la funcién predefinida Det de Mat-
hematica ® para obtener el determinante simbdélico, asi como una comparacién del
tiempo de CPU de creacién de un LED con el presentado inicialmente en [ShilOb],

con el fin de validar la implementacion.



Capitulo 3

Dominio Armodnico Extendido: Una

Formulacion LPV

En este capitulo se presenta la formulacion del EHD. Este es un enfoque que puede
incluir naturalmente caracteristicas importantes en el TD, como las discretas. Esta
metodologia se presenta en [Rodriguez-Flores19], la cual se deriva simbdlicamente,
donde los pardmetros importantes de los sistemas de electrénica de potencia (PE; por
sus siglas en inglés) pueden conservarse de manera simbdlica. Esta formulacién permi-
te expandir sistemas no lineales o conmutados a una representacién de sistemas LPV,
asi como sistemas LTI, cuando los parametros simbodlicos del sistema se mantienen
constantes. De esta forma, se mantiene la posibilidad de aplicar la teoria predominan-
te desarrollada para sistemas LTI, como el andlisis simbdlico de estabilidad basado en
los polos del sistema, asi como andlisis de controlabilidad y observabilidad, a través de
la teoria descrita en el capitulo 2. La formulacién del EHD se basa en la linealizacién
de Carleman [Weberl8|, que conserva las variables de espacio de estado originales en
el modelo expandido, dejando el estado original intacto. Ademas, la formulaciéon no

requiere un cambio de coordenadas.

33
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3.1. Matematicas Preliminares: Teoria de Matri-
ces Operacionales para la Serie Trigonométri-

ca de Fourier

Una funcién periddica f(t) se puede aproximar por una serie de Fourier como

Nh o 5
f(t) =ao+ ]Zl [aj cos(‘%t) +b; sin(‘%t) : (3.1)

donde P es el periodo, Nh son los arménicos a considerar, y ag, a;, b; son los coefi-

cientes de Fourier denotados por

.
do = %/0 F(t) dt

2 [ 2
aj:F/O f(t)cos(]?ﬂt)dt, j=1,..., Nh (3.2)

2 [P 2
b= [ ssin () de j=1 v

para Nh términos. La funcién (3.1) se puede representar como

f(t) =Ar(t) (3.3)

donde
A= (a a b). (3.4)
a = <a1 ay - aNh> (3.5)

b= (b by o by, ) (3.6)



3.2. Matriz Operacional de Diferenciacion

con (t) € R™! para m = 2N}, + 1.

3.2. Matriz Operacional de Diferenciacién

35
1
cos(%5t)
() cos(Ny 25t) |, (3.7)

sin(%t)

sin(Ny, 2t)

La matriz operacional de diferenciacion resulta de la diferencial del vector funcion

7(t), la cual es una propiedad de las series de Fourier, de modo que para una variable

se tiene

donde D es denotado por

0 0 | 0 0

0 0 |-%& 0

0 0 0 — 20

Z 0 | 0 0
27N,

0 2z 0

(3.8)

(3.9)
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De forma general para n variables

7(1) D o0 0 7(?)
d | () 0 D ... 0 v(t)
7 I D R z 310
1(t) 0 0 .. D)\
(1)
-D 7@ (3.11)
(1)

donde D es la matriz bloque de diferenciacién del sistema general, y 0 es una matriz

nula de dimensién apropiada.

3.3. Matriz Operacional de Producto

Debido a que 7y(t) es un vector ortogonal definido por la serie de Fourier, el produc-

to de las matrices v(¢) v7(¢), mantiene la identidad [Razzaghi90] cuando se truncan

todos los términos con frecuencias mayores que 2”},\”‘, de modo que [Strang06],

()T () AT = [A]y(2) (3.12)

donde [A] es la matriz operacional de producto, la cual se deduce mediante el uso de

identidades trigonométricas. La matriz [A] tiene la forma
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o (431 an, by bNh
ai ap—a2 aNhfl b_2 bNhfl
2 2 2 2 2
a an, — by, —
A = | | oy W |- 0 (3.13)
by, | an,—1 0 an, -1
2 T ao—5— o
Por simplicidad, la matriz [A], se puede representar como
1
Al =5 (A + As) (3.14)
donde A; es una matriz simétrica obtenida como
Qo a b
Av= | a7 | M, | M, (3.15)
bT | —M, | M,
con
2a9 a an, -1
Ma _ aq 2&0 an, —2
aN,—1 AaN,—2 2aq
(3.16)
0 b1 bNh—l
M, — —by 0 bN}.L,g
—bn,—1 —bn,—2 0
y As se define como
0] a b
.A2 - 0 —Ga Gb (317>
0| Gy | —G,
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con
az as -+ 0 by by - 0
Go=| = |va=" " | (3.18)

De forma general, para n variables la matriz de coeficientes [A] se denota por

Ay My - ML,
po | M M o AL, 51
Ay e o L,

donde [A],

;; se refiere a la matriz producto del elemento de la posicion (1,7) de la

matriz caracteristica del sistema original.

3.4. Representaciéon LPV

Existen varias formas de representar los sistemas conmutados y no lineales en
formatos de LPV. En este trabajo, tal representacion se logra mediante el EHD, el
cual se basa en la linealizacion de Carleman [Rugh02], donde los productos de los
estados y las funciones trigonométricas, se definen en nuevas variables de estado.
Para obtener la representacién en el EHD, se considera un sistema conmutado de la
forma

X(t) = Alc(t))X(t) + F(t) (3.20)
donde A(o(t)) es una matriz tnica en funcién de o(t), el cual bajo la condicién de

periodicidad, puede ser escrito como un sistema LTP en su forma general como
X(t) = A)X(t) + F(t) (3.21)

donde A(t) € R™ ™ es una matriz periédica que cumple la condicién de periodicidad
definida como

A(t+ P) = A(t) (3.22)
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donde P es el periodo fundamental del sistema.
Las nuevas variables de estado, se obtienen mediante el uso del producto Kronec-

ker, bajo la idea de las linealizaciones de Carleman como
[X ()] = X(t) @~(t) (3.23)

Para cada variable de estado z(t), se obtiene un nuevo vector de variables [X (¢)],. €

R™*! con m = 2N}, + 1. Por lo tanto,

[X ()] = zi(t) (1) (3.24)
A (t) 2k (t)
X (t) x(t) cos (wt)
[XO]e = | Xnyaa(t) | = | zrt) cos (Nywt) | - (3.25)
X, +2(t) xp(t) sin (wt)
Xon, +1(%) i x(t) sin (Npwt)

Aplicando la aproximacion por series de Fourier a la funcién periddica de (3.21), para

una variable se tiene
() = Ay (t) zi(t) + fi(t) (3.26)

donde fi(t) es una funcién escalar correspondiente a la k-ésima posiciéon del vector
de forzamiento F'(t). De acuerdo a la Seccién 3.3, se aprecia que (3.24) mantiene la

propiedad de ser ortogonal,
[X(@)]p = k()77 (2). (3.27)
Diferenciando las nuevas variables de estado (3.27) con respecto al tiempo se tiene,

(XN = &) 77 (1) + 2 (t) A7 (). (3.28)
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Observe que la ecuacién transpuesta (3.28) se puede sustituir por (3.26),

(XD = A(8) ()77 (8) + fult) 77(8) + () 77 (D) (3.29)

Regresando el sistema a su base ortogonal original,

[X (O] = () AT (1) Ai(t) + fu(6) 1(t) + 3 (t) 24 (D) (3.30)

Sustituyendo para k las ec. (3.12) y(t)77(t) A = [A]y(t) v (3.8) ¥(t) = D~(t), en
(3.30) se tiene,

(X (O] = [Alr (1) 2 (t) + Dy (1) (1) + fit) 2(2). (3.31)

Sustituyendo [X(¢)]x, y factorizando,

[X(O)]k = (Al + Di) [X )]k + fr(t) 1 (8). (3.32)

De forma general para n variables de estado, se tiene

X(t) = (A+D)X(t)+ F(t) @ (t) (3.33)

donde A y D estén definidas en (3.19) y (3.10), respectivamente. De manera compacta

(3.33) se puede escribir como,

X(t) = AX(t) + F(1). (3.34)

donde A = (A+D) y F(t) = F(t) ® y(t). Las nuevas variables de estado se definen
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X, (1) x1(t)

X () x1(t) cos (wt)

X, +1(t) x1(t) cos (Npwt)
X, +2(t) x1(t) sin (wt)
YO= a7 awsnme (8.53)

Xon,+1)+1(1) To(t)

Ko 1)1 2 (t) cos ()
Xk-1)@Ny 141 (1) 7k (t)

Note que las variables originales del sistema multiplicadas por coeficientes trigo-
nométricos estan inmersas en nuevas variables de estado, llamados co-estados. Por lo
tanto, las variables de estado del sistema x1(t), z2(t), ..., x,(f) se encuentran a dispo-
sicién directa en las variables de co-estados X (), Xan, 11)+1(%), - - -, Xe—1)2n,+1)+1 (%)
para k = 1,...,n. La referencia intacta y directa a las variables de estado del sistema
permite abordar una gran variedad de problemas de analisis y disefio, en particular

el diseno de controladores 6ptimos.

3.5. Modulacion de Ancho de Pulso en EHD

En este trabajo el andlisis espectral parametrizado se lleva a cabo para la modu-
lacién del seguimiento de borde de una frecuencia constante, donde los coeficientes de
Fourier se obtienen en términos de parametros de modulaciéon. Los convertidores de
DC-DC se conmutan mediante la comparacién de una senal portadora de frecuencia

constante () y una referencia que probablemente sea mévil (d(t)) [Mohan09], como
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se muestra en la Figura 3.1.
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Figura 3.1: Senales auxiliares d(t) y [ para generar la entrada PWM.

El contenido espectral de una senal PWM es de suma importancia cuando se
definen modelos LPV a través de la metodologia EHD. Por lo tanto la senal PWM

o(t) se puede parametrizar mediante una serie de coeficientes de Fourier, como

all i2m i2m
O'(t) =ag+ Z |:ai COS(?t) + bl SIH(?t

i=1

), (3.36)

donde un analisis de Fourier de la onda cuadrada en la Figura 3.2 resulta en

ag = d(t)
o; = Si2m d(t)) (3.37)
by — 2[sin(z'.7r d(t))]?

En la Figura 3.2 se muestra la aproximacion de la senal PWM, para obtener una

precision aceptable, se consideran diez arménicos.

3.6. Analisis de Estabilidad en Sistemas LPV

Los modelos LPV obtenidos mediante el EHD, permiten realizar analisis de esta-

bilidad para sistemas LTI, cuando los parametros permanecen de manera constante.
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Figura 3.2: Parametrizaciéon de la senal PWM mediante la serie de Fourier.

Por lo tanto, en este trabajo el andlisis de estabilidad se realiza a través del calculo

de los polos del polinomio caracteristico simbolico denotado por

det(sI —A)=0 (3.38)

donde A es la matriz caracteristica del sistema (3.34), y det(s] — A) se obtiene
mediante los DDDs, con lo cual para un valor dado de los parametros bajo analisis

se puede obtener un polinomio expandido en funcion de s, de la forma
&n(gNh+1)Sn(2Nh+1) + an(2Nh+1)_18n(2Nh+l)fl+’ ey +CL0 =0 (339)

donde ag, ..., an@n,+1) son los coeficientes simbdlicos del polinomio caracteristico,
s es la variable de frecuencia compleja, Nh es el orden arménico y n es el orden del

sistema original.
Ante una variacién de los parametros simbdlicos, el sistema es estable cuando

la parte real de los n(2Nh + 1) polos se encuentran en el lado izquierdo del plano

complejo, es decir, son menores que cero, de lo contrario se considera el sistema

inestable.
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3.7. Conclusiones del Capitulo

Se present6 la formulacién del EHD [Rodriguez-Flores19] para la representacién
de sistemas conmutados y no lineales en sistemas LVP en el TD, mediante la lineali-
zacione de Carleman y las series de Fourier, conservando las variables de estado del
sistema original, y sin la necesidad de un cambio de coordenadas. Con lo cual se ob-
tiene, tedricamente, un sistema expandido infinito, que para fines practicos se trunca
en un orden arménico suficiente Nh. Ademads, se presentd la parametrizacion de una
senal PWM de frecuencia constante, donde los coeficientes de Fourier se obtienen en
términos del ciclo de trabajo. De esta forma, se da la posibilidad de la aplicacion del
analisis simbdlico de sistemas LPV. Por 1ltimo, se presenté un anélisis de estabilidad

para sistemas LPV, usando los DDDs para obtener el polinomio caracteristico.



Capitulo 4

Analisis Paramétrico de Sistemas

Lineales

Analizar circuitos simbdlicamente sigue siendo un problema de investigacion desafian-
te, y con el aumento de la complejidad y la dimensionalidad de los problemas, una
solucion general parametrizada de sistemas de gran escala no es del todo posible, debi-
do al gran esfuerzo computacional que requiere el cémputo de la matriz de transicién
de estados e, cuando los pardmetros de interés se mantienen simbélicos. Por lo tan-
to, los analistas han cambiado gradualmente hacia la resolucion de dichos problemas
utilizando las técnicas numéricas versatiles disponibles, en las cuales, por lo general, se
requiere un paso de integracién muy pequeno, para la precision de la integracién. Por
lo tanto, se necesita una gran cantidad de iteraciones y operaciones en cada paso de
integracion, sumado a la inestabilidad numérica, que puede convertirse en otra preo-
cupacién con los métodos de integracién que se aplican ampliamente en el software
de simulacién actual.

En este capitulo se presenta la conjuncién de diferentes metodologias utilizadas
para lograr soluciones parametrizadas de sistemas LPV de gran escala en el TD, basa-
das en los DDDs presentados en la Seccién 2.2. Estas soluciones parametrizadas tienen

como caracteristica principal conservar de manera simbdlica solo aquellos parametros

45
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de interés. Por otra parte, la idea de una solucién simbdlica exacta presentada en la
Seccién 2.1 se reduce a una solucion simbélica, debido a que los modelos LPV son

una aproximacion del sistema bajo estudio.

4.1. Soluciones Generales de Sistemas LTI

La principal ventaja de transformar los modelos de espacio de estado (3.20) en
(3.21), es que se logran modelos LPV suficientemente méas simples que admiten di-
versas técnicas de analisis del sistema, como lo son las técnicas para el andlisis de

sistemas LTT.

4.1.1. Solucién General en el Dominio del Tiempo

Para el caso de sistemas LTI, la representacion de espacio de estado es de la forma
i(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.1)

donde A y B son matrices de n X n y n X p respectivamente. La solucién general
del sistema excitado por las condiciones iniciales x(0), y la fuente de entrada w(t)
[Chen12], se expresan en términos de la matriz de transicién de estado e!. Pre-
multiplicando e~ en ambos lados de (4.1), y usando la propiedad de las matrices

exponenciales (Led’ = Aet = eA'A) se tiene

e Mi(t) = e M Ax(t) + e M Bu(t) (4.2)

e Mi(t) — e M Ax(t) = e M Bu(t). (4.3)

Note que el término de la izquierda se puede factorizar como una derivada, por lo

tanto

d _ At
a(e x(t)) = e " Bu(t) (4.4)

d(e M x(t)) = e Bu(t)dt. (4.5)
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Integrando ambas partes desde 0 hasta ¢, se tiene

¢
e ()L, :/ e~ Bu(t)dr (4.6)
0
t
e Ma(t) — lx(0) = / e~ Bu(T)dr. (4.7)
0
Despejando z(t), donde €® = I, y la inversa de e~ = e
¢
e Ma(t) = 2(0) +/ e~ " Bu(T)dr (4.8)
0
¢
z(t) = e*x(0) + eAt/ e~ Bu(t)dr. (4.9)
0

Por 1ltimo, de las propiedades de los exponentes la solucién general de sistemas LTI
es

z(t) = ez (0) + /Ot A7) Bu(r)dr (4.10)

La solucién general (4.10), se puede lograr siempre y cuando los pardmetros del siste-
ma se mantengan constantes, donde la expresiéon obtenida z(t) esté solo en funcién del
tiempo. Pero para fines de interés, una solucién parametrizada es el principal objeti-
vo, la cual es posible para sistemas pequenos, pero a medida que crece el sistema, se
torna complicado si no que imposible lograr una solucion de este tipo. Donde la com-
plejidad recae en la matriz de transicion de estado, debido al crecimiento exponencial

derivado del computo de esta.

4.1.2. Solucién en el Dominio de Tiempo Discreto
El sistema en variables de estado (4.1) se puede aproximar como [Chenl2]
z(t+ o) = x(t) + Az(t)a + Bu(t)a (4.11)
donde t se se convierte en t = ka, con k=0, 1,...,, entonces se tiene

z((k+ 1)a) = (I + Aa)z(ka) + Bu(ka)a (4.12)
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donde [ es una matriz identidad de dimensiones apropiadas, y « corresponde al paso
de integracién. Si u(t) es constante por partes, por lo tanto cambia solo para valores

de tiempo discreto, de modo que
u(t) = u(ka) =: ulk] (4.13)

para ka <t < (k + 1)a, con esta entrada la solucién sigue siendo (4.10). Calculado

parat =ka y t = (k+ 1), se tiene

z[k] := z(ka) = e*z(0) + /’m eAke=") Bu(7)dr (4.14)

(k+1)«
zlk + 1] == z((k + 1)) = A&z (0) + / A+ Da=T) Boy (1) dr (4.15)
0

factorizando (4.15) se tiene

ka (k+1)a
x[k+ 1] — A |:€Akax(0) +/ eA(ka—T)Bu(T)dT} +/ eA(ka+a—T)Bu(T)dT
0 ko
(4.16)
sustituyendo = ka + o — 7, (4.13) y (4.14) en (4.16),
o[k + 1] = ez [k] + (/ 6A6d5> Bulk]. (4.17)
0

Por lo tanto, el modelo en el dominio de tiempo discreto (DTD, por sus siglas en inglés)

equivalente a (4.1) para una entrada u[k] constante entre instantes de muestreo es
xlk + 1] = Agz[k] + Bqulk] (4.18)

donde
Ag = et (4.19)

By = ( /0 ’ GATdT) B (4.20)



4.1. Soluciones Generales de Sistemas LTI 49

4.1.3. Dominio de la Frecuencia

La solucién general del sistema (4.1) se puede obtener mediante la transformada
de Laplace (LT; por sus siglas en inglés), con la cual el sistema de ecuaciones dife-
renciales se convierte en ecuaciones algebraicas en el FD, que facilmente pueden ser

manipuladas para obtener la solucién. Por lo tanto, aplicando la LT al sistema (4.1),

se tiene
sX(s) — X(0) = AX(s) + BU(s) (4.21)
factorizando términos
(sI — A)X(s) = X(0)+ BU(s), (4.22)
despejando X (s)
X(s) = (s — A)7'X(0) + (sI — A)"'BU(s) (4.23)

La solucién en TD, se lleva acabo mediante la transformada inversa de Laplace (ILT;

por sus siglas en inglés) como

2(t) = 2~ (sI — A)U[X(0) + BU(s)]} (4.24)

Note que, para sistemas grandes el problema sigue siendo el calculo de la matriz
exponencial parametrizada, obtenida mediante la inversa de (sl — A). Para sistemas
de gran escala con el software Mathematica®, mediante sus funciones predefinidas,
aun es posible realizar dicho calculo parametrizado. Las expresiones obtenidas son tan
complejas, que realizar la ILT, no es posible. Por lo tanto, se debe recurrir a técnicas
de integraciéon numérica que permitan mantener de manera simbélica parametros de

interés
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4.2. Soluciones Aproximadas de Sistemas LTI

Para sistemas LPV de gran escala, la matriz de transicion es dificil, si no imposible
de obtener en términos de funciones estandar parametrizadas, de modo que hay que
recurrir a técnicas avanzadas de analisis simbdlico, asi como de integracién numérica

que permitan mantener parametros de manera simbolica.

4.2.1. Aproximacion de la Matriz de Transicion de Estados

La matriz de transicién de estado es el instrumento principal para obtener la solu-
cién de sistemas LTI. Esta matriz define la transicién de los estados desde un instante
to hasta un instante ¢, por lo cual contiene toda la informacién sobre el movimiento
libre del sistema. Existen varios métodos para calcular la matriz exponencial, nin-
guno de ellos es computacionalmente eficiente [Moler03]. De forma breve, las formas

de calcular la matriz de transicién de estado se describen como [Chenl2]:

e Usando la metodologia de los valores y vectores caracteristicos.
e A través de la forma de Jordan de A. Sea A = QAQ*; entonces

et = QeAtQ_l, (4.25)

donde A esta en la forma de Jordan.

e Mediante la serie infinita de potencias,

et = —_ (4.26)
e Utilizando la ILT,

et = L7 (sI — A7, (4.27)

Adicionalmente, las propiedades de la matriz de transicién de estado se mencionan

en [Chenl2, Ogatal0].
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Cuando los pardmetros del sistema se mantienen constantes, el calculo de et
siempre es posible, pero se introducen errores por truncamiento. Desde que el interés
es obtener soluciones parametrizadas, la forma de obtener e? se lleva a cabo usando
la ILT (4.27), donde la inversa de (sI — A) se obtiene mediante los DDDs. Pero el
verdadero problema es regresar al dominio del tiempo, es decir, a medida que aumenta
el tamano del sistema, asi como el nimero de parametros simbdlicos, obtener la ILT
parametrizada, se torna complicado sino imposible, y en el mejor de los casos da lugar
al crecimiento exponencial en las expresiones obtenidas. Por otro lado, las expresiones
logradas en la inversa de (sI — A), son tan complejas que no es posible regresar al
dominio del tiempo usando las tablas predefinidas en la teoria. Estas expresiones tan
complejas son de interés en este trabajo, en donde una aproximacién de la matriz de
transicion se considera mediante la transformada numeérica inversa de Laplace (NILT,
por sus siglas en inglés), la cual resuelve de manera favorable el problema tan complejo

que implica la ILT.

4.2.2. Transformada Numérica Inversa de Laplace

La LT es una herramienta poderosa en el analisis de sistemas de potencia lineales,
pero su uso se ha limitado a problemas donde la soluciéon se obtiene haciendo uso
de las tablas de transformadas de Laplace. En este trabajo se comprueba que para
sistemas de complejidad practica, es imposible obtener una expresién en el TD de
(sI — A) directamente de las tablas de transformacién de Laplace, debido a la com-
plejidad de las expresiones obtenidas [Wilcox78]. Esta complejidad se puede superar
mediante tratamiento numérico, al crear una relacién discreta entre el FD complejo y
el TD. Este enfoque discreto introducira cierto grado de aproximacién, pero el error
se puede minimizar tanto como se desee. Esta relacion discreta recibe el nombre de
NILT, introducida en [Wilcox78]|, y posteriormente aplicada al andlisis de transitorios
electromagnéticos [Uribe02, Ramirez04]. La transformada numérica de Laplace es la

version mejorada de la transformada de Fourier modificada (MFT; por sus siglas en
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inglés), la cual utiliza técnicas de ventana para reducir los errores causados por la
discretizacion y el truncamiento de la senal derivados del uso de la transformada de
Fourier (FT; por sus siglas en inglés).

A continuacién, se describe de manera breve el procedimiento matematico de la
NILT, presentada en [MorenoO8al. La LT se define por las dos integrales reciprocas,

definidas como
F(s):/ f(t)e_Stdt (4.28)
0

ctjoo
() 1/ F(s)eds (4.29)

N % —joo

donde la frecuencia compleja esta definida por
5=c+ jw. (4.30)

Adicionalmente, las ecuaciones (4.28) y (4.29) se pueden representar como

F(s) = /Ooo[f(t)e_‘:t]e_jmdt (4.31)

ft) = 26]; / F(s)e’ dw. (4.32)

Note que la ecuacién (4.31) es equivalente a la MFT [Day65]. Entonces la ILT de f(t)

se puede escribir como [Moreno08a]

ct

£(t) = Re {e— /0 h F(s)ej“tdw} (4.33)

(e

4.2.3. Formulacién Numérica

La formulacion numérica de la NILT permite mantener de manera simbodlica
parametros de interés. Esta formulacion puede utilizar una discretizacién par, asi
como una impar. Utilizar un muestreo impar permite lograr un error menor que al

utilizar un muestreo par. En este trabajo se utiliza una discretizacion impar en el
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FD con espaciamiento de 2Aw, y pasos de tiempo At. Por lo tanto, se definen las

siguientes funciones

fn = f(nAt), paran=0,1,...,.N —1 (4.34)
Fopir = Fle+j(2k+ D)Aw), k=0,1,..., N—1 (4.35)

donde N es el nimero par de muestras, tanto para el TD como para el FD. El periodo
de observacion T, el paso de tiempo At, y el paso de frecuencia Aw estan definidos

CcOo1mo:

27 s
T—Po—m—m (4.36)
T
T
Aw = T (4.38)

Para escoger los valores adecuados de N, T, y Aw se tienen diferentes opciones
[Wilcox78]. El valor de N estd dado en relacién con el ancho de banda de f(t), y se
calcula usando (4.38). El valor de T es simplemente el tiempo de observacién deseado,
pero probablemente sera necesario descartar los resultados obtenidos para t > 0.97'.
Por lo que T debe ser ligeramente mayor al tiempo de observacion requerido. Por
ultimo, Aw se define directamente por (4.38). Por lo tanto, la ecuacién (4.33) se

puede aproximar numéricamente por

cnAt N-1
fn = ¢ - Re {2 Z F2k+102k+1€j(2k+1)nAwAtAw} (439)
k=0

sustituyendo los valores para N, T, y Aw se tiene

N-1
j2mkn
ZF2k+102k+le N ]} (440)

k=0

fn= Re {C’n
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donde

A
C,, = 2NeenAteim/N 28 (4.41)
T

Es importante mencionar que existen dos errores incurridos en la NILT, los cuales

Son:

1. Oscilaciones de Gibbs, debido al truncamiento del rango de integracién. Este
error se atenua al introducir una funcién ventana o(w). Se pueden escoger tres
funciones ventana, de modo que se logre una precisién sobresaliente a las reque-
ridas por las aplicaciones de ingenierfa (en el orden de 107¢) [Moreno08a]. Por

lo tanto, en este trabajo se utiliza la ventana de Hanning denotada por

o(w) =

™m
1 (-)) — 1.3, ... 2N 4.42
( + cos 5N m 3 (4.42)

N | —

2. Errores de aliasing debido a la discretizacion de la variable continua w, los cuales
se reducen mediante el factor de amortiguamiento ” ¢’ [Wilcox78]. Existen varias

formas de calcular este coeficiente, pero en este trabajo se utiliza la propuesta

por Wedepohl [Wedepohl83],

(4.43)

con la cual, el error numérico se puede llevar por debajo de 1076.

Note que la expresién en corchetes cuadrados de la ecuacién (4.40) permite emplear
la transformada discreta de Fourier (DFT; por sus siglas en inglés), con la cual se
pueden mantener de manera simbdlica parametros del sistema para un tiempo de
observacion T, dando lugar a las soluciones parametrizadas. Con un tiempo de ob-
servacion razonable una buena definicion de la respuesta en el TD se tiene a partir

de N = 512 muestras.
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4.2.4. Ejemplo

Este ejemplo se utiliza para ilustrar la complejidad que representa obtener la ma-
triz de transicién en una representacién parametrizada, donde la inversa de (sI — A)
se lleva a cabo usando los DDDs. Asi mismo se muestra la complejidad de las expre-
siones obtenidas de forma que no es posible derivar una expresion en el DT mediante
las tablas de transformadas de Laplace, de modo que se denota la importancia del uso
de la NILT. Considere el circuito equivalente monofasico [Williams91], que consiste
en la conexion de una carga industrial a la red eléctrica, acoplada a través de un filtro
pasivo y un compensador de linea de alimentacion representada por (i,.) como se ve

en la Figura 4.1. El sistema en variables de estado es,

Ll iplc
DLoad [ ]
Ry
Vg
Figura 4.1: Equivalente monofasico del sistema en estudio.

i —% —L% 0 0 i ‘L/—f

gel C% _ﬁ ﬁ C% v _ilé‘_(id_’_lg‘_llc (4.44)
’002 0 C21R2 o 02132 CAQ Ve 0

ia| |0 = 5 0| |2 | 0O ]

con Ry = 0.05Tm$2, Ly = 0.5"mH, C; = 20uF. Se desea obtener una solucién
parametrizada, donde permanezcan de manera simbdlica los parametros Ry, Lo v Cs,
de forma que sea posible plantear un problema de optimizacién para minimizar la

distorsién arménica de la corriente de linea (caso de estudio 5.1). Para obtener tal
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solucién, el primer paso es calcular la matriz de transicién de estado, usando (4.27).
Para demostrar la complejidad de las expresiones, el elemento (sI — A)7![1, 1] tiene

la forma,

500005 s 5000052 52 3
Lo + CoLo + Ro + CaRo + S

175439 <_%020£;) _ 50000s _ 5000052> (0.1 + 5) (500003 L s 500008 | ijb 463

C2Ro CoLo Ro

(4.45)
Aunque la dimensién del sistema es apenas de 4 x 4, note como ya no es posible derivar
una expresion mediante las tablas de transformadas de Laplace, debido al grado de la
expresion, asi como la cantidad de parametros simbdlicos involucrados, los cuales no
permiten obtener una expansién por fracciones parciales. Sin embargo, esta dificultad
se supera mediante la NILT, manteniendo simbdlicos los pardmetros de interés (en
este caso Ry, Lo, (), para un tiempo de observacién T'. Para validar la exactitud
de la aproximacién mediante la NILT, en la Figura 4.2 se muestra la respuesta en el
tiempo del elemento e[1, 1] a través de la NILT y la LT, manteniendo los pardmetros
de interés constantes (R2 = 582, L2 = 0.5mH, C2 = 20uF’). Note el alto grado de

exactitud con N = 512 muestras para un tiempo de observacién T' = 1/60seg.

1.5 : T T
[
014 ~- LT
a0 — NILT
1.0t am f

Q050 B 05T B 0053 1 O0SE D O0SE

/\l\f\\n/ﬂn

RAAREEE

Magnitud

-0.5}

0.000 0.005 0.010 0.015
Tiempao (t)

Figura 4.2: Respuesta en el tiempo de e![1, 1] mediante la NILT y LT.

;
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4.2.5. Soluciones Parametrizadas de Sistemas Lineales

Una solucion parametrizada es aquella donde se mantienen de manera simbélica
algunos parametros de interés. Esta se puede obtener utilizando la ecuacién (4.24),
donde la inversa de (sI — A) se calcula mediante el método de los determinantes

[Strang06] usando los DDDs, de modo que,

. adj(sI — A)T
(sT=A)" = det(sl — A)

donde adj(sI — A) es la matriz de cofactores de (sI — A). Asi como usando la regla

(4.46)

de Cramer (2.2), donde la ecuacién (4.21) tiene la forma

Az =b (4.47)

con A = (s — A).

Después se obtiene la solucion en el FD, en forma de funciones de transferencia,
como se muestra en la ecuacién (2.3). Ahora, el siguiente paso es regresar al TD,
a través de la NILT, con lo cual se logra obtener una solucién para un tiempo de
observacion T'. En consecuencia, algunos puntos de la forma de onda se desprecian
debido a las oscilaciones de Gibbs, entonces solo se considera como horizonte de
prediccién el punto (N/2). De esta forma, se obtiene una solucién parametrizada
deslizante para un periodo corto de tiempo. Dicha solucion es de naturaleza discreta

y presenta la siguiente forma,

T (A0, Tp-1, D) (4.48)

donde z,_; son las condiciones iniciales, importantes para el siguiente punto de ope-
racién, p son los parametros de interés que se mantienen de forma simbdlica, y Ad es
el tiempo de prediccion definido por

N TN T
Ay =At— = —— = —. 4.4
0 t2 N 2 2 (4.49)

Una caracteristica importante es que el tiempo de predicciéon se debe elegir de

tal forma que no se pierda informacién con respecto al periodo del sistema. Para
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ilustrar esta idea, suponga que la respuesta de un sistema escalar hipotético tiene
la forma de onda como se muestra en la Figura 4.3. El tiempo de observacién se
considera de T' = 2A4, pero solo nos interesa el punto N/2, con lo cual se asegura
una buena presicion. El primer punto z; se calcula con las condiciones iniciales, el
tiempo correspondiente, y los parametros deseados. De igual forma se calcula el punto
To, y asl sucesivamente hasta el tiempo de simulacién que se desee. En la préactica, este
tipo de soluciones parametrizadas, reduce considerablemente el tiempo de computo

en comparacion con los métodos numéricos tradicionalmente utilizados.

xg(748,%7,p}

xu(8AS,x3.p)

Magnitud

0.2
x1{0,%0,p)

xz{&d.x1,p)

Ad 2A6 3AS 4Ab6 5A56 BAS TAS BAS 9Ad 10AH
Tiempo (1)
Figura 4.3: Respuesta de la solucién parametrizada hipotética para un horizonte de

tiempo AJ.

4.2.6. Ejemplo

En este ejemplo se ilustra la idea de las soluciones parametrizadas, asi como su
desempeno ante una variacion de parametros. En este caso la solucion parametrizada
se lleva a cabo usando la regla de Cramer (2.2), donde los determinantes involu-

crados se representan mediante los DDDs. Después usando la NILT, se logra una
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solucién parametrizada discreta en el TD de la forma (4.48). Retomando el ejem-
plo 4.2.4. Suponga un punto de operacién donde la corriente 7, suministra la carga
i10aa [Williams91] (excepto la componente fundamental de la corriente de carga), don-
de la corriente i;,,4 se aproxima por una fuente de corriente monofasica controlada

representada por una serie de Fourier como [Mohan(9]

1
iload = alsin[2W6Ot + ¢] + 5&182%[3(271’6(% + (b)]
1 1
+ galsin[5(27760t + o) + ?alsm[7(27r60t + ¢)] (4.50)

1
+ Tyarsin[L1(2760t + ¢)]

donde ¢ = 15°. Usando la regla de Cramer, la solucién simbdlica en el F'D para el

estado vy tiene la forma

Vea(s, Ri, L1, C1, Ry, Lo, Ca, a1 joad; Q1 pic) (4.51)

después, usando la NILT se obtiene una solucion parametrizada discreta en el TD,
manteniendo como parametros simbolicos los coeficientes de la serie de Fourier, tanto
de la carga (ai0aa) como la del plc (ayp.), para un horizonte de tiempo AJ. Esta

expresion tiene la forma

UC’Z(A(Sa X0, A1,load, al,plc) (452)

donde zy son las condiciones iniciales de las variables de estado. Para validar la
precision de esta solucion, los coeficientes de la serie de Fourier se varian con el tiempo
como se muestra en la Figura 4.4. Adicionalmente se utilizan parametros inadecuados,
como se muestra en la Tabla 4.1, de manera que se introduzca distorsiéon arménica
en la forma de onda.

En la Figura 4.5, se muestra la comparacion entre la solucién parametrizada y la
solucién numérica del estado v, con Vi = 208sin(2760t). Como se menciond en la

Seccién 4.2.5, se utiliza un horizonte de tiempo de Ad = (1/60)/1000, con un nimero
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Tabla 4.1: Parametros hipotéticos.

de muestras Nm = 2048. Para el primer punto, cuando Ad = 0 la solucién del estado

Voo €s

Veaa = 0.000143561 + 0.42389801 joaq — 0.306961ay pie

(4.53)
+ 0.456648i 11  + 0.8223460¢1 0 + 0.17724Tv0s,0 + 0.295681i 15,0

donde 710, V1,0, Vo2,0 Y tr2,0 denotan las condiciones iniciales de cada variable de

estado.
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Figura 4.4: Variacién de la amplitud de la corriente de carga.

Note como obtener una expresion en funcion de los coeficientes de Fourier de la co-
rriente de carga, asi como los del ple, permite aplicar técnicas de control 6ptimo. Adi-
cionalmente, una solucién como (4.53), permite procesos de optimizacién paramétrica,

donde la distorsién en el voltaje, asi como la corriente de linea se minimicen.
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Figura 4.5: Comparacion de la evoluciéon en el tiempo del estado veo a través de la

solucion parametrizada y la solucion numeérica.

4.3. DDDs para la Solucion de Sistemas LPV de

Gran Tamano

Para el andlisis simbdlico de sistemas de gran escala, resulta impractico el uso de
funciones predefinidas por el software Mathematica ®, asf como Matlab ®. Debido a
que es inviable obtener las soluciones simbdélicas mediante (4.46) y (2.2). Sin embargo,
cuando atn es posible, las funciones simbdlicas obtenidas son inadecuadas, presen-
tando divisiones entre niimeros muy pequenos, asi como divisiones entre potencias
de la variable de frecuencia compleja ”s”. En consecuencia, cuando se evalian por
la NILT resulta en divisiones entre cero. Para superar estos problemas, se realiza el
analisis simbodlico basado en DDDs, los cuales explotan la dispersidad y el intercam-
bio de expresiones de manera candnica, entre otras caracteristicas sobresalientes. La

evaluacion de un DDD manipula un niimero menor de valores derivados, las operacio-
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nes efectuadas son multiplicacion, resta, y suma de valores con magnitudes menores
generalmente, y lo mas importante es que no se tienen divisiones. Por lo tanto usar
los DDDs permite realizar el anélisis simbolico de sistemas LPV.

La solucién simbdlica en el FD mediante los DDDs, se puede obtener utilizando
la regla de Cramer (2.2), donde la solucién de cada estado, estd dado en forma de
funcién de transferencia, la cual es la relacion de dos DDD, que se representan de
manera compacta usando un unico DDD compartido con dos raices; esto se conoce
como la representacién DDD de la funcién de transferencia [Shi00]. De igual forma,
usando la ecuacién (4.46), cada posicién de (sI — A)~! se puede considerar como una
funcion de transferencia, que resulta en la relacion de dos DDD, los cuales, de nuevo,
se pueden compactar en un DDD compartido. Por tltimo para regresar al dominio
del tiempo, como se mostro en la seccién 4.2.2; se logra utilizando la NILT.

Desde que los DDDs permiten obtener expresiones simbdlicas en una forma expan-
dida en términos de s como Y, f;(p1,pa, ..., Pm)S", €s posible realizar andlisis de esta-
bilidad, mediante los polos del polinomio caracteristico, reduciendo el costo compu-
tacional de manera considerable.

Adicionalmente, el anélisis simbdlico permite obtener soluciones en estado estable,
mediante la bien conocida metodologia del balance arménico, siempre y cuando se
obtenga un conjunto de ecuaciones lineales, donde los DDDs representan la solucion

del sistema denotado por la ecuacién (2.1).

4.3.1. Ejemplo: Soluciéon Simbdlica de Estado Estable de Sis-
temas LPV

Este ejemplo se utiliza para denotar el impacto que tiene el analisis simbdlico
basado en DDDs en sistemas LPV de gran escala para obtener su solucion de estado
estable, el cual es un problema de interés en el analisis de sistemas de potencia.

El modelo LPV se obtiene a través del balance arménico, y su solucién se determina
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resolviendo el sistema de ecuaciones algebraicas (2.1) mediante los DDDs. La solucién
obtenida se dice ser simbdlica debido a que conserva todos los parametros del sistema
de manera simbolica. Adicionalmente, se denota la comparacion en el tiempo de CPU
para la evaluacion simbdlica de la inversa de la matriz caracteristica.

Se usa un sistema teorico simple de segundo orden, para ilustrar la aplicacion de
los DDDs, de modo que permita obtener una solucién simbdlica de estado estable. El

modelo LTP en variables de estado es

R I O u(t) (4.54)
210 Alt) =% (1) 1
fi(t) = —a + 2bcos <2F7rt> (4.55)

donde P es el periodo y u(t) es una entrada externa (o una perturbacién) con com-

portamiento periédico,
27

u(t) = sm(Ft>. (4.56)

Se asume que en estado estable periddico, las variables de estado, asi como las
entradas se pueden representar mediante series trigonométricas. Por lo tanto, la solu-
cién periddica de (4.54) se puede representar mediante la aproximacién de grado Nh,

de la forma
Nh

o (t) = ag + Z [a,, cos(nwt) + by, sin(nwt)] (4.57)

n=1

donde ag, a, y b, son los coeficientes a determinar. El proceso para obtener los
coeficientes de (4.57) es mediante la técnica del balance arménico [Miraftab01]. Para
este caso se obtienen un conjunto de ecuaciones algebraicas lineales de la forma Az =
b, donde A es una matriz expandida de tamano n(2Nh + 1), donde Nh define la
aproximacién armoénica, n es el orden del sistema, y z es el vector de incognitas
denotado por los coeficientes [anp, . . ., a1, ap, by, . . ., byy] para cada variable de estado,
y b es un vector solucién obtenido del balance armoénico. El nuevo sistema expandido

usando Nh = 3 es,
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[0 0 0 0 0 0 3w -1 0 0 0 0 0 0

0 o 0 0 0 22 0 0 -1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 w 0 0 0 0O -1 0 0 0 0

0 o 0 0 0 0 0 0 0O 0 -1 0 0 0

0 0 —w 0 0 0 0 0 0O 0 0 -1 0 0

0 —2w 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 -1 0

A 3w 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 -1

a o 0 0 0 % 0 2 0 0 0 0 0 3w

0O a« 0 0 2 0 -2 0 22 0 0 0 2w 0

0 0 a 0 0 -2 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 a -2 0 0 0 0o 0 2 0 0

o 2 0 b a 0 0O 0 0 —-w 0 2 0 0

b0 -2 0 0 a 0 0 20 0 0 0 2 0
0 - 0 0 0 a =30 0 0 0 0 0 2 |
(4.58)

T = [ a3l ag1 G111 Aol 51,1 b2,1 53,1 a3z 22 Gi12 Aap2 51,2 52,2 53,2 ]T
b=[0 000000000010 0] (4.59)

La solucién del sistema se lleva acabo resolviendo

r=A"b (4.60)

donde A~ se calcula de manera similar a la ecuacién (4.46), a través de los DDDs.
Note como la arquitectura de la matriz A no sigue un patrén de dispersidad uniforme,
por lo que obtener el DDD del det(A) mediante el orden de expansién grado minimo

resultaria en un DDD de mayor tamano. Por lo tanto, usando un orden de expansion
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por renglones se tiene un DDD de tamano |[DDD| = 1011. Aunque es posible obtener
una expresién simbélica exacta de (4.60) mediante la funcién predefinida Inverse de
Mathematica ®, la expresién resultante es inadecuada, asi como més compleja que la
obtenida con los DDDs. Adicionalmente, en la Tabla 4.2 se muestra una comparacion

del tiempo de CPU para la evaluacion simbdlica de la inversa de A.

DDD | Inverse de Mathematica ®

1.48s 7.56s

Tabla 4.2: Comparacién del tiempo de CPU para la evaluacién simbdlica de A1,

Note como el tiempo de evaluaciéon mediante los DDDs supera en 5 veces el tiempo
requerido por la funcién inverse de Mathematica ®.

Para ilustrar la complejidad de los coeficientes simbdlicos, el coeficiente as; es
a3, 1 = (4ab’*¢w(3a* — 2b* — 24aw® — 126%wW* + 33w?))/
(a” — 28a%w? + a®(—6b* + 56£%w? + 294w*) + 2a* (650*w? — 3923w — T22w0%)+
a®(10b6* 4 784&*w?* 4 404062W° + 3409w® — 10b%(1262w* + 101w™*) )+
40*w? (56" — 6b*(86%w* + 33w?) + T2(4€%w* + 136%w° + 9w®))—
2a°w? (70b" — b*(668%w? + 1739w?) + 36(48¢%w" + 112€%wW° + 49w®))+
a(—4b°% + b (4062w* + 602w?) + 144w (16£° + 56¢%w? + 49¢%w* + 9w®)—
96b% (4&*w* 4 4362w° + 54w®)))
(4.61)
El siguiente paso es construir las soluciones simbdlicas de estado estable mediante
(4.57) para los estados del sistema original. En la Figura 4.6 se ilustra la evolucién en el
tiempo de x1(t) y x5(t) obtenido por la solucién numérica de (4.54), con condiciones

iniciales igual a cero, asi como la solucién simbdlica (4.57) de estado estable. La

respuesta en el tiempo se lleva a cabo usando los valores w = 2% con P=m,§&=04,

a =2y b= —1. Se observa que en estado estable, la exactitud de la aproximaciéon es

indistinguible a la solucién numérica, usando solo N, = 3.
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Figura 4.6: Respuesta en el dominio del tiempo de los estados del sistema original.

4.4. Conclusiones del Capitulo

Se demostro que una solucion general parametrizada para sistemas LTI de pequena
dimensién es alcanzable. Por otra parte, para sistemas de dimensién pequena, se
demostré que obtener una soluciéon general parametrizada no es posible, debido al

gran costo computacional que requiere la matriz de transicién de estados e, cuando
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se mantienen de manera simbodlica parametros de interés. El problema anterior se
soluciona mediante una aproximacién a través de la NILT. En consecuencia se logra
una solucién prametrizada discreta deslizante para un horizonte de tiempo AJ.

Por 1ltimo, se mostré como los DDDs atin estando desarrollados en el mismo am-
biente de Mathematica, supera el desempeno de sus funciones predefinidas. Logrando
la solucion simbdlica de estado estable de un sistema LPV. Debido a su representacién
simbdlica, permite realizar diferentes estudios sin la necesidad de volver a calcular la

solucidn.



Capitulo 5

Casos de Estudio y Control

Predictivo Basado en Modelo

En este capitulo se presentan las soluciones parametrizadas de sistemas LPV, lo-
gradas mediante el analisis simbdlico basado en los DDDs. Primero se realiza el caso
de una aplicacién industrial, dando lugar a la optimizacién paramétrica de un filtro
pasivo con el fin de disminuir la distorsién arménica total (THD; por sus siglas en
inglés) del voltaje de linea [Rodriguez-Lopez19]. Posteriormente, se presenta la solu-
cién parametrizada de la ecuacién de Mathieu, asi como la aproximacion de la matriz
de transicion de estados parametrizada del modelo conmutado del convertidor eleva-
dor. Adicionalmente, explotando las caracteristicas de las representaciones LPV, se
presentan analisis de estabilidad de sistemas LTI, a través de los DDDs. Por 1ltimo, se
introduce la idea béasica de MPC, y la aplicacion en el convertidor elevador utilizando

la solucién parametrizada como modelo de prediccién en el proceso de optimizacion

de MPC.

68
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5.1. Optimizacion Paramétrica de Filtro Pasivo Ba-

sado en los DDDs

En este caso de estudio se logra la solucién parametrizada del sistema trifasico
bajo estudio. Debido a la dispersidad que presenta el sistema, mediante los DDDs
se logra obtener una solucién simbdlica en el FD, debido a que todos los parametros
del sistema se conservan de manera simbolica. Después utilizando la NILT se obtie-
ne la solucién parametrizada en el TD, la cual conserva de manera simbodlica sélo
aquellos parametros de interés. Esta solucién se utiliza en el proceso de optimizacién
paramétrica de filtro pasivo. Este enfoque permite forzar la respuesta del voltaje de
linea a la respuesta deseda, disminuyendo de manera indirecta el THD.

Considere el circuito equivalente monofasico, que consiste en la conexién de una
carga industrial a la red eléctrica, acoplada a través de un filtro pasivo y un compen-
sador de linea de alimentacién como se ve en la Figura 4.1, donde el objetivo principal
del circuito es proporcionar una ruta de baja impedancia para la corriente armoénica
a través de un filtro pasivo (como se muestra en el cuadro de trazos en la Figura 4.1),
la carga estd representada por un rectificador trifdsico de diodos no controlado (esto
se asemeja a una aplicacion industrial tipica de una carga conectada a la red, que
debe cumplir con los requisitos de calidad de energia impuestos por el operador de
red), donde la corriente de carga i;,,4 Se considera balanceada y se aproxima por una
fuente de corriente trifasica controlada representada por la siguiente serie de Fourier

presentada en [Williams91].
1 1
l1oad = a18in[2m60t + @] — galsin[5(27r60t + ¢)] — ?alsin[7(27r60t + @)+

1 1 1
ﬁalsin[11(2W60t + )] + Ealsin[13(27r60t + ¢)] — 1—7a13m[17(27r60t + ¢)]

1 1 1
— 1—9a18in[19(27r60t + ¢)] + %alsin[23(27r60t +¢)] + 2—5a18in[25(27r60t + ¢)]

(5.1)

donde a; es la amplitud de la corriente armoénica, ¢ representa el angulo de despla-
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zamiento entre la componente fundamental de la corriente y el voltaje de la fuente
vs (para este caso ¢ = 15°). La componente fundamental en fase de la corriente de
carga €s ijoqd,p, €sta se define en fase con la fuente de voltaje v,, y estd dada por
toad,1 = a15in(2760t + ¢) A
(5.2)
toad,p = a1€08(P)sin(2m60t) A.
Considerando un punto de operacién donde 4, suministra la corriente de carga ;o4
(excepto el armonico de corriente fundamental) [Williams91], el modelo dindmico del
sistema propuesto en estudio como se muestra en la Figura 4.1, se calcula en el marco

abc aplicando las leyes de Kirchhoff por fase como

dZstla - Lil(vsa — Vo1, — RliLla)
dZstlb = Lil(vsb —ver, — Riir,)
% - Lil(vsc — Vo1, — RliLlc)
dvcr, _ . 22, VCl, — V02, loads n Uple,
dt - Cl 01 Cle Cl Cl
dven, _ i1, n L2, Vo1, —Vc2,  ‘load, n Uplc,
dt 4 4 C1 Ry (& 4
dvcr. _ tri. iz, Vo1 —Vc2.  oad. n Uple,
dt Cl Cl ClRQ Cl Cl (5 3)
dvca, B 112, i Vo1, — Vo2, '
dat O, CyR,
dvce,  ira, | Yo, ~ Vo,
dvca, _lpa, i Vo1, — Ve2,
dt Gy CyRy

diga, _ vc1,  Ve2,
dt Lo Lo
dia, _ Ve,  Vca,
dt Lo Lo
diga. _ vc1.  Vea.
dt Lo Lo
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donde Ly y Ry son la inductancia y resistencia de linea equivalentes, respectivamente,
v, es la fuente de voltaje, C es el capacitor de entrada, Cs, Ly y Ry son el capacitor,
la inductancia y la resistencia del filtro, respectivamente. El compensador de linea de
alimentacién (PLC; por sus siglas en inglés) se representa por una fuente de corriente
trifasica controlada. Los parametros de impedancia de linea del sistema se describen
en [Williams91]. Se utiliza un capacitor C; para minimizar las ondas de alta frecuencia
en el voltaje de linea causadas por la conmutacién del convertidor PWM. La limitacion
para elegir el valor de (', es la frecuencia de resonancia de la inductancia L; con la
capacitancia del filtro. Por lo tanto, C; se calcula de modo que se establezca una
frecuencia resonante de 1480 Hz (aproximadamente el 25° arménico). Entonces, es

posible escribir (5.3) en la representacién de espacio de estado como

#(t) = Ax(t) + f(1)

(5.4)
y(t) = Cx(t).

donde

L9 0 L 0 0 0 0 0O 0 0 0
0 —& 0 0 - 0 0 0 0 0 0 0
0 0o - 0 0 -7 0 0 0 0 0 0
& 0 0 —&z% O 0 o 0 0 -2 0 0
0 & 0 0 —zgm O 0 o 0 0 —& O
0 0 & 0 0 - O 0 em 0 0 —&
0 0 0 = 0 0 —g% O 0 & 0 0
0 0 0 0 o 0 0 -z O 0 & 0
0 0 0 0 0 e 0 0 —&& O 0 &
0 0 0 I 0 0 — 0 0 0 0 0
0 0 0 0 I 0 0 -+ 0 0o 0 0

|0 0 0 0 0 = 0 -= 0 0 0

(5.5)
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. . . . . . T
f(t): |: YUsa Usb  Vsc _ loadq 4 lpleq _Zloadb_i_zplcb _1loadc+lzgic 000000 0}

L1 L1 L1 Cq Cq Ch Ch Ch
(5.6)
T
x(t) = [ tri, i, 'ri. Yci, Vo1, Vcoi. Vo2, Vo2, Vo2, tr2. L2, L2, ]
(5.7)
Después, transformando (5.4) al FD a través de la LT, se tiene

sX(s) — X(0) = AX(s) + F(s) (5.8)

con X (0) = 0, se obtiene la ecuacién de interés en el andlisis simbélico Ax = b
(sI — A)X(s) = F(s). (5.9)

donde (sI — A) = A, y F(s) = b. La ecuacién (5.9) se resuelve mediante la regla
de Cramer, donde el det(A) se logra mediante el método LED para obtener una
representacion DDD. Note que la matriz A es de alguna forma dispersa, por ende,
el orden de expansién heuristico grado minimo, permite obtener un DDD reducido,
logrando un tamano |[DDD| = 443. El DDD resultante se puede convertir a una
representacion de digrafo (vea Seccién 2.3.2) como se muestra en la Figura 5.1, donde
los circulos de color naranja representan los vértices raiz, y los circulos pequenos de
color verde representan los vértices no terminales del digrafo. Con este nuevo grafo,
funciones predefinidas por Mathematica ® para el andlisis de la teoria de grafos,
permiten obtener expresiones simbdlicas en una forma expandida en funcién de la
variable compleja s, asi como obtener los caminos cortos.

La solucion en el FD del estado Vg de la fase a tiene la forma
VC%(S, Ry, L1, Chy, Ry, Ly, 02) (5~10)

una caracteristica importante de (5.10) es que tanto el denominador como el numera-

dor no contienen divisiones que ocasionen divisiones entre cero al evaluar la variable
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<o

-

Figura 5.1: DDD convertido a un grafo dirigido del det(A).

compleja ”s”. Después usando la NILT se logra la solucién parametrizada en fun-
cién de los pardmetros de interés (Rs, Lo, Cs), para cada paso de tiempo AJ. Esta

expresion tiene la forma

UCQQ(A(S, RQ,LQ,CQ). (511)

Para validar esta solucién, en la Figura 5.2 a) se muestra la comparacién de la solucién
parametrizada (con un nimero de muestras Nm = 512) y la solucién numérica del
estado veo,, sin pardmetros 6ptimos.

Es importante mencionar que al usar parametros inadecuados en el filtro, se pue-
den amplificar los arménicos en la respuesta, debido a la frecuencia de resonancia no
adecuada, como se aprecia en la Figura 5.2 b). No se desean arménicos de alto orden
en el voltaje de linea, lo que hace necesaria la optimizacion de los parametros del
filtro de segundo orden.

Una vez que se establece la solucion parametrizada del voltaje de linea, se usa
una de las caracteristicas sobresalientes de esta, en la que es posible definir el siguien-

te problema de optimizacién cuadratico, de forma que se obtengan los parametros
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Figura 5.2: Respuesta del sistema. a) Espectro arménico del voltaje de linea v, sin

optimizacién. b) Comparacién de la solucién del estado ves, sin optimizacion.

optimos del filtro, y al mismo tiempo cumplir con las restricciones de optimizacion

dadas

, Nm . A
min ijl [y(]) - y(])]2
sujeto a : sue > 1500
1< Ry <15 (5.12)

0.1 x102 < Ly <15 x 1073
1x107% < Cy <100 x 1076
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donde y(7) es el voltaje de la fuente vs, muestreado con un paso de tiempo Ad, y 4(7)
es la solucién parametrizada (5.11), los limites de los parametros se establecen en base
a los utilizados en [Williams91]. Este enfoque permite forzar la respuesta del voltaje
de linea al voltaje deseado, minimizando de manera indirecta el TH D. Es importante
mencionar que el procedimiento de optimizacion solo se lleva a cabo una vez, y se
pueden utilizar muchos algoritmos de optimizacion no lineales disponibles, asi como
también software. Una de las caracteristicas mas destacadas de este enfoque es que, es
posible definir un método de optimizacién para los parametros del filtro en términos
del contenido armonico de las senales y, al mismo tiempo, cumplir las restricciones
fisicas para los elementos del filtro mediante la definicién de los limites inferiores y
superiores. El proceso de optimizacion se lleva a cabo utilizando el algoritmo Nelder-
Mead [Nelder65], el cual es un método de bisqueda directa para encontrar el valor
minimo de una funcién no lineal de n variables, sin ninguna informacion derivada. El
algoritmo de optimizacién se implementa mediante el uso de Mathematica ®. La Tabla
5.1 muestra los parametros de filtro éptimos obtenidos del proceso de optimizacién.

Después, para validar el resultado de la optimizacién, la Figura 5.3 a) presenta la

Tabla 5.1: Pardmetros 6ptimos del filtro de segundo orden.

Parametro | Valor
Ry 5Q
Lo 0.5mH
Cy 20uF

solucién del estado vee, usando los pardmetros optimizados que se muestran en la
Tabla 5.1. Observe que el efecto transitorio se ha mitigado y la solucién éptima en
estado estacionario es la respuesta deseada. Adicionalmente, la distorsion en el voltaje
de linea se minimiza, como se muestra en la Figura 5.3 b). Otra forma de evaluar el
desempeno del filtro optimizado es mediante el THD del voltaje de linea, definido

como [Mohan09],
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Figura 5.3: Respuesta del sistema. a) Espectro armonico del voltaje de linea veo, con

optimizacion. b) Solucién éptima del estado v, .

L o1

Para los resultados que se muestran en la Figura 5.2, el THD,_, sin optimizacion
del filtro es 2.03552 %. Luego, utilizando los pardmetros optimizados, el THD, , se
reduce a 0.72645 %, como se aprecia en la Figura 5.3. Ademas, el THD en la corrien-
te de linea (T'HD;, ) con/sin pardmetros optimizados es 0.721516 % y 2.47212%,

respectivamente.
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5.2. Analisis Simbodlico de la Ecuacion de Mathieu

En este caso de estudio se presenta la conjuncién de las metodologias presentadas
en este trabajo para lograr la soluciéon parametrizada del sistema LPV bajo estudio,
usando (4.24). La representacién LPV se logra utilizando la metodologia del EHD
presentada en la Seccion 3. Mediante los DDDs se obtiene la solucion simbélica en el
FD, en la cual se mantienen de forma simbdlica todos los pardmetros del sistema. La
solucién parametrizada se logra manteniendo de forma simbdlica sélo los coeficientes
de Fourier, a través de la NILT presentada en la Seccién 4.2.2, para un periodo corto de
tiempo. La ecuacién de Mathieu es un sistema practico de segundo orden, que puede
representar varios sistemas fisicos. Su representacién LTP tiene la forma (4.54), para
obtener su solucién parametrizada es necesario llevar el sistema a una representacion
LPV. Lo anterior se logra utilizando la metodologia del EHD. Entonces, el modelo

resultante es de la forma (3.34), para Nh = 3 se tiene el sistema expandido de orden

2(2(3) + 1) = 14,

o 0o 0 0 o0 O O 1 0 0O 0 0 0 0
o 0 0 0 -2 o 0 0O 1 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 -2 0o o0 0 1 0 0O 0 ©
o 0o 0o 0o 0 0 %2 0o o o0 1 0 0 ©
o Z o 0o 0o 0O O O O 0O 0O 1 0 0
0o 0 & 0o o o0 O O O 0 O O 1 0
o 0 0 % o o o0 o0 0O 0 O 0 0 1

-2 2 0 0 0 0 0 -2 0 0 0 0 0 0
b —a b 0 0 0 0 0 —26 0 0 -2 0 0
0 b —a b 0 0 0 0 0 —2¢ 0 0 -% 0
0 0 b —-a O 0 0 0 0 0 -2 0 0 e
0 0 O —a b 0 0 2 0 0 -2 0 0
0O b 0 0 b —a b 0 0 & 0 0 -2 0
0 0 0 0 0 b a 0 0 0o % 0 0 —2¢
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donde 6 representa los parametros variantes definidos por los coeficientes de la serie

de Fourier, y

0
u(t)
cos (2 t)u(t)
riy = | < FDu0) (5.15)
cos (55 t)u(t)
sin (25¢)u(t)
sin (45¢)u(t)
sin (2¢) u(t)

con0=(0 00000 0)"

Para validar el modelo resultante del EHD, en la Figura 5.4 se muestra la evolucion
en el tiempo de los estados, obtenido por solucién numérica del modelo LTP (4.54) y
su representacion LPV (3.34). Para realizar la simulacién se usaron los valores P = ,
£ =04, a=23yb=1.3. Note como la aproximacién es tal que no hay diferencia
en comparacion con la soluciéon numérica del sistema original.

Una vez validado el modelo, éste se transforma al dominio de la frecuencia para
asi realizar el andlisis simbélico. De la ecuacién (5.14), note como la dispersidad del
sistema es favorable para reducir el tamano del DDD obtenido mediante el orden de
expansion de grado minimo. Por lo tanto, el DDD resultante del Det(sI — A(6)) es
de tamano |DDD| = 3181.

Basado en los DDDs, la solucion simbdlica en el FD se logra utilizando la ecuacion
(4.24), donde los DDDs representan las funciones de transferencia simbdlicas, definidas

como
H(s, (0)) = (sI — A(9))". (5.16)
donde H(s, (0)) es de tamano 2(2(3) + 1) = 14, cada posicién es de la forma (2.3), y

(sI — A)~! se calcula usando (4.46). Para ilustrar esta idea, usando los valores de los

parametros de la simulacion de la Figura 5.4, la funcién de transferencia del elemento
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Figura 5.4: Respuesta en el dominio del tiempo de los estados originales del sistema.
[1,1] de (5.16) es

H(s)[1,1] = (939404, +3.33005 x 10°s + 5.89653 x 10°s* + 5.31526 x 10°s°+
2.60578 x 10%s* + 1.42782 x 10%s® + 383884.5% + 147470.57 4 23636.5°+
6807.25s + 621.765'0 + 139.24s'" + 5.65'% + 5'%)/(3.91961 x 10°+
6.78861 x 10°s 4 1.19892 x 107s* + 9.38946 x 10%s® 4+ 7.89031 x 10°s*+
3.21171 x 10%s® + 1.71808 x 10%s® 4 425254.57 4 161784.5° 4 24803.45°+

7115.295" + 632.8s™ + 141.545™ + 5.65" + s')

(5.17)
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Desde que el interés es una solucién en funcién de los coeficientes de Fourier en el
TD, esta se logra utilizando la NILT. Para un periodo de observacion T' = 175 con
un numero de muestras Nm = 1024, la solucién parametrizada para un horizonte de

tiempo Ad = T'/2 (vea Seccién 4.2.5) es de la forma

(A, 1, a,D). (5.18)

Para validar la precisién de (5.18), en la Figura 5.6 se muestra la evolucién en el
tiempo de los estados del sistema original para una variacién de los parametros (a, b)

como se muestra en la Figura 5.5, con P =7y { = 0.4.

-a
2_ L 4
5 —b
- 20
=]
€
jo2}
=
1.5¢
1.0
0 5 10 15 20 25 30
Tiempo (t)

Figura 5.5: Variacion en el tiempo de los parametros a y b.

Es importante resaltar la precision lograda en la solucién parametrizada ante cam-
bios abruptos en los coeficientes de Fourier, manteniendo durante el tiempo de simula-
cién una aproximacion practicamente indistinguible. Una caracteristica sobresaliente
del EHD, es que los nuevos estados son encapsulados en funcion de los estados origi-
nales del sistema, por lo tanto la solucién parametrizada mantiene de forma simbdlica
los estados del sistema original multiplicados por coeficientes trigonométricos. Para

fines ilustrativos de (5.18), cuando a = 2.3 y b = 1.3 la solucién parametrizada de los
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Figura 5.6: Respuesta en el TD de los estados de la ecuacién de Mathieu.

estados son de la forma

Ty = —4.1218 x 1071 + 0.999721 5,1 + 0.0156122 5,1 + 0.000321 ,,-1c05(26)+
1.6686 x 10 %25, _1c0s(20) + 1.2878 x 10 %c0s(28) + 8.5273 x 10~z ,,_1cos(46)+
2.6750 x 10~ "y, _1cos(40) + 8.2471 x 10 cos(45) 4+ 9.1082 x 10w, ,,_1c0s(60)+
2.0408 x 10~ 2y, 1c0s(60) + 1.41551 x 10~ Pcos(6) + 1.1159 x 10"*’cos(85)—
6.6958 x 107 %z, ,,_1cos(8)sin(d) — 5.2426 x 10™%29,,_1cos(d)sin(5) + 0.0001sin(28)+
7.0086 x 10~ cos(40)sin(26) — 2.1442 x 10~z ,,_15in(46)
— 841 x 107 x5, 15in(45) + 3.2798 x 10~ ?sin(49) — 3.6803 x 10~z ,,_15in(65)—
9.6141 x 10~ B2y, 15in(66) — 1.1111 x 10~ 7sin(66) + 2.002 x 10~ sin(86).

(5.19)
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To, = —1.31064 x 107° — 0.035971 ,,_1 + 0.987279,, 1 + 3.4753 x 10~z ,,_1c0s(66)+

0.000245678c0s(26) + 2.16832 x 10 5y, 1cos(40) + 8.50257 x 10~ %z, ,,_1cos(45)+
2.62256 x 10~%cos(44) + (0.040570921 ,,_1 + 0.00031797925 ,,_1)cos(25)+

9.08614 x 10 25, 1c0s(68) + 6.30477 x 10" cos(65) + 6.40862 x 10~ cos(85)—
0.00127734x1 ,,—1c0s(0)sin(d) — 0.0000133x2 ,—1cos(d)sin(d)+

0.0156057sin(28) + 2.67447 x 10~ cos(4.6)sin(28) — 6.8184 x 10 %x,,_1sin(46)—

3.20747 x 107129, 15in(45) + 8.34 x 10~ "sin(46) — 1.63921 x 10?2y ,,_1sin(65)—

4.89704 x 1025, 15in(65) — 5.661 x 10" '°sin(65) + 1.0195 x 10~ sin(84).
(5.20)

Adicionalmente, se usa una de las caracteristicas sobresalientes de los DDDs en la
que no se tiene divisiones entre potencias de s, lo que permite obtener el polinomio
caracteristico simbdlico, y dar lugar al estudio de estabilidad acotada del sistema
expandido, mediante el calculo de los polos del polinomio. Para ilustrar la potencia
de este enfoque, se realiza el mismo estudio de estabilidad realizado en [Collado18],
analizando 1000 x 1000 puntos, para una variacién en los pardmetros a y b en [—1, 25]
y [—15, 15], respectivamente. En la Figura 5.7 se muestran las regiones de estabilidad,
donde la regién blanca representa la parte estable, y la regién negra la parte inestable,
con P=7my{=0.2

El tiempo de cémputo reportado en [Collado18] para obtener este mapa de estabi-
lidad mediante la técnica de Arnold Tonges, es de mas de 20 horas, usando una PC de
escritorio Dell core 2 duo 2.8 GHz 4 Gb RAM. Recientemente en [Rodriguez-Flores19]
se reportan 2 horas para calcular el mismo mapa de estabilidad, en una MacBook Pro
2009 con Intel core 2 duo 2.66 GHz 4GB de RAM. En este trabajo, el analisis de los
polos del polinomio caracteristico basado en DDDs ha sido de escasos 3.38 minutos,
realizado en una MacBook Pro 2.5 GHz Intel Core i5 16 GB RAM con macOS High

Sierra version 10.13.6.
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Figura 5.7: Mapa de estabilidad para la ecuacién de Mathieu.

5.3. Analisis Simbodlico del Convertidor Elevador

En este caso de estudio se presenta de igual forma la conjunciéon de las metodo-
logias presentadas en este trabajo para obtener funciones de transferencia de la forma
(2.3) del modelo conmutado de un convertidor elevador simple, que se muestra en la
Figura 5.8; logrado mediante el analisis simbdlico. La representaciéon LPV del modelo
conmutado del sistema en estudio se obtiene mediante el EHD descrita en la Seccion
3. La arquitectura del sistema expandido asi como los coeficientes obtenidos dificultan
obtener una solucién parametrizada en el FD, conservando como parametro simbdlico
el ciclo de trabajo (d(t)), debido al tamano de los DDDs obtenidos. Por lo tanto, se
realiza el andlisis algebraico, resultando en funciones de transferencia, donde sélo se
conserva como parametro simbdlico la variable de frecuencia compleja ”s”, las cuales
tienen la forma (2.3). Estas funciones sélo son posibles a través de los DDDs, las
cuales permiten realizar una interpolacién parametrizada de la matriz de transicién
de estados en el TD, dando lugar a la solucién parametrizada del modelo conmutado

del convertidor elevador, en la cual se conserva la dindmica de los armoénicos.
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El modelo conmutado de la forma (3.21), donde se considera la resistencia del

interruptor, asi como la resistencia de la fuente, y la caida de voltaje en el diodo, es

Ris()=Rs—(1=s(t)Rq _ 1—s(t)
_ L L
Alt) = 1—s(t) 1
¢ ¢ (5.21)
—(1—s(t))Vg+E
f(t) = -
0

T
donde las variables de estado son X (t) = [Z L(t) yc(t)} .

R, L ir
AVAVAY, LI N

E= s(t) x Ve == C § Ry,

Figura 5.8: Diagrama simple del convertidor elevador.

Coeficientes coseno | Coeficientes seno

ag — d(t)

a — sin(27 d(¢)) by — 1—cos(2m d(t))
ay — sin(427;d(t)) b2 N 1—cosg71r7rd(t))
as — sin(ﬁ?:Td(t)) b3 N 1fcos§(73r7rd(t))

Tabla 5.2: Coeficientes de Fourier de la funcion s(t).

Para llevar a cabo el andlisis simbdlico se necesita linealizar el sistema (5.21).
Para lograr lo anterior, se utiliza la metodologia del EHD, mediante la formulacién
presentada en la Seccién 3.5, donde la funcién de conmutacion s(t) se aproxima con

Nh = 3, como se muestra en la Tabla 5.2. Resultando en un sistema LPV de la forma
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Pardmetro ‘ Valor ‘
Inductancia, L 0.2mH
Capacitancia, C' 0.2mF
Resistencia de carga, Ry, 12.50
Voltaje de entrada, E 16V
Caida de voltaje en el diodo, V; 0.8V
Periodo de conmutacion, P 100pS
Resistencia del interruptor, R; 0.00012
Resistencia del diodo, Ry 0.000192
Resistencia interna de la fuente, R, 0.1Q

Tabla 5.3: Parametros de un convertidor elevador simple.

(3.34), donde la matriz caracteristica del sistema expandido asi como la funcién de

forzamiento se definen por (5.22) y (5.23), respectivamente.

Primero, es necesario validar el modelo obtenido, para esto, el ciclo de trabajo se
varfa como se muestra en la Figura 5.9, iniciando en 30 %, después de 0.005s cambia a
un valor de 40 %, y al llegar a 0.01s aumenta a 70 % para mantenerse constante hasta
0.2s. Los parametros constantes utilizados para la validacion del modelo se muestran
en la Tabla 5.3. En la Figura 5.10 se muestran las aproximaciones de los estados
logradas del sistema original. Las simulaciones muestran la respuesta en el tiempo del

convertidor, logrando una aproximacién aceptable.

1.0
—d(t)
0.8+ 1

0.67

Magnitud

0.4r

0.2r

%%00 0.005 0.010 0.015 0.020
Tiempo (t)

Figura 5.9: Variacién del ciclo de trabajo d(t).
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== Aproximacién EHD

— Sistema Conmutado |

-20 . ... ]
%.000 0.005 0.010 0.015 0.020
Tiempo (t)
(a)
70¢
L == Aproximacion EHD
60 ; — Sistema Conmutado E
501
= 400
> 30
20}
10}
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ! ‘ ‘ ‘ ‘ ! ‘ ‘ ‘ ‘ ! ‘ ‘ ‘ e
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
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(b)

Figura 5.10: Respuesta en el dominio del tiempo de un simple convertidor elevador.

a) Corriente del convertidor. b) Voltaje del convertidor.

Adicionalmente se selecciona una ventana de tiempo de la simulaciéon completa
para mostrar la precision de la aproximacion, como se muestra en la Figura 5.11, la
aproximacién obtenida mediante el EHD es tal que no se aprecia una diferencia en

comparacion con el sistema conmutado.
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== Aproximacién EHD

— Sistema Conmutado |

\

of RaRE

03050 00055 00060 00065  0.0070
Tiempo (t)
(a)

34 [ ~ = Aproximacién EHD

— Sistema Conmutado 7

ve(t)

6%0s0 00055 00060 00065  0.0070
Tiempo (t)

(b)

Figura 5.11: Zoom de la respuesta en el dominio del tiempo de los estados de un

simple convertidor elevador. a) Corriente del convertidor. b) Voltaje del convertidor.

A continuacion se realiza el andlisis simbdlico del sistema expandido en el marco
EHD en el FD. Para esto, se debe tomar en cuenta la estructura de la nueva matriz
A(#) (5.22) de dimensién 2(2(3) + 1) = 14 (3.34), la cual se muestra en la Figura

5.12, donde los cuadros de color negro denotan los elementos no cero, y los elementos
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blancos denotan los elementos cero de la matriz. Note que para realizar el analisis
simbdlico se presentan problemas como la cantidad de elementos no cero, por lo que
se considera practicamente una matriz llena; la dimension del sistema, asi como las
funciones no lineales que contienen los elementos de la matriz (vea la Tabla 5.2).
De lo anterior, el crecimiento exponencial resulta inminente. En consecuencia, solo
es posible llevar a cabo el analisis simbdlico algebraico, donde solo se conserva como

parametro la variable compleja ”s”.

Figura 5.12: Matriz expandida A(d(t)) a través del EHD.

Es importante mencionar que en este paso, la funcién predefinida det de Mathematica®
le resulta imposible realizar el célculo del determinante de la matriz (sI — A(d(t))),
de manera que derive una expresion en funcién de potencias de ”s”. Este problema
se resuelve mediante los DDDs. Por ende, desde que la estructura de la matriz no
presenta una dispersidad uniforme, la mejor opcién es realizar el orden de expansion
por renglones, lo que resulta en un menor nimero de vértices en comparaciéon con
el método de expansiéon heuristico grado minimo, como se muestra en la Tabla 5.4.
Note como realizar la expansién del determinante mediante el orden de expansion
heuristico grado minimo resulta en un DDD de tamano de més de cuatro veces el

DDD obtenido por un simple orden de expansion por renglones. Una vez obtenido
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‘ Expansion por renglones |DDD)| ‘ Grado minimo |[DDD)| ‘

‘ 87,748 ‘ 361,203 ‘

Tabla 5.4: Tamano del DDD del det(sl — A(d(t)) obtenido mediante dos ordenes de

expansion.

el DDD que representa el det(sl — A(d(t))), es posible realizar un anélisis de esta-
bilidad del convertidor elevador, como el presentado en [Rodriguez-Flores19]; en este
caso, mediante el cdlculo de los 2(2(3) + 1) = 14 polos del polinomio caracteristico,
para una variacién del ciclo de trabajo de [0%, 100 %], como se muestra en la Fi-
gura 5.13. Concluyendo que el sistema es globalmente estable para una variacion de
d(t) =0%,...,100 %, puesto que la parte real de los polos del polinomio caracteristi-
co se mantienen en el lado izquierdo del plano complejo. Es importante mencionar
como la parte real de los polos del polinomio caracteristico se mantienen muy cerca

uno de otro.

S 0 $ A VWO olgO®oAAV v® o g ¢ALVvO0O DD ® A V
S0 $4 V3B QSAVY S ESAVODOATV
S 1 $ 4 V8 HS8 AV s HE &4 ¥ 06006 AV

—+ 4+ 438884V 4B eaVvoooav 0

Imaginario

S0 $ 2 VY8 HS8 AV s 0 ¢4 V¥ o000 O AV

S B e AV EE S ATV SN & 4V eoeme AV

S 0 & A VvV oOnloOaAyVe omlgéayvoomm e & V
-450.50 -450.45 -450.40 -450.35 -450.30 -450.25
Real

Figura 5.13: Mapa de estabilidad del convertidor elevador basado en DDDs.

Ahora continuando con el andlisis simbdlico, obtener una expresién en funcién del
ciclo de trabajo d(t) resulta inadecuado, debido a que estd inmerso como argumento

en funciones trigonométricas (Tabla 5.2), resultando en (2(3) + 1) = 7 parametros
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diferentes. Adicionalmente la evaluacién de la NILT para obtener la solucién en el
TD, aumenta la complejidad de la expresiéon, haciendo inmanejable la simplificacion
de esta. Sin embargo, a través de los DDDs se logra obtener funciones de transferencia

manteniendo como tnico parametro la variable s, las cuales se definen como

H(s) = (s — A(d(t)))™" (5.24)

donde H(s) es de tamano 2(2(3) + 1) = 14, cada posicién es de la forma (2.3),
v (sI — A(d(t)))"! se calcula usando (4.46). Es importante mencionar que (5.24)
conserva la dinamica de los armoénicos del sistema conmutado Por ejemplo, para un

ciclo de trabajo del 50 % la funcién de transferencia del elemento [1, 1] de H(s) es
H(s)[1,1] = (1.95451 x 10% + 4.8859 x 10%s + 4.39963 x 10°*s* 4 3.38335 x 10°'s*+
1.82425 x 10%s* + 8.2888 x 10*'s” + 2.75911 x 10%s° + 8.89608 x 10°'s"+
1.83597 x 10%s® + 4.5873 x 10*'s” + 5.424 x 10'4s™ + 1.1062 x 10"'s"'+
5804.55" + 5'3) /(3.15486 x 10°7 + 4.42525 x 10%s 4 4.91561 x 10957+
6.10808 x 10°*s® + 3.39224 x 10°'s" + 2.24183 x 10"°s” 4 8.29953 x 10*'s°+
3.20641 x 10%s" + 8.90208 x 10°'s® + 2.06626 x 10°s” 4 4.58884 x 10*'s'"+
5.97857 x 10Ms' 4 1.10634 x 10''s'? 4 6305.255™ + s'*).
(5.25)
De (5.25) observe como el denominador es de orden catorce, mientras que el nu-
merador es de orden trece, debido al procedimiento de la adj(A). Continuando, la
solucién en el FD para las variables de estado con un ciclo de trabajo del 50 %, se
logra usando la ecuacién (4.23) donde BU (s) es la funcién de forzamiento f(t) de la
ecuacién (5.21). Para validar las expresiones obtenidas en el TD mediante la NILT, la
Figura 5.14 exhibe la evolucién en el tiempo de las variables de estado () y v.(t) en
comparacion con la respuesta del modelo conmutado. Se observa que las expresiones

en el FD, basada en los DDDs, preserva todas las caracteristicas del sistema original

(5.21), con lo cual se valida el desempenio de las herramientas empleadas.
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Figura 5.14: Validaciéon en el TD de las soluciones obtenidas en el FD, para las

variables de estado, basadas en los DDDs.

Desde que las soluciones parametrizadas son el principal interés, el siguiente paso

es obtener la matriz de transicién de estados ®, definida como
® =2 'H(s) (5.26)

para lo anterior, se explota una caracteristica importante del modelo EHD, donde una
variacién en el parametro d(t) presenta una respuesta suave de la matriz de transicién
de estados en el TD. Por ejemplo, variando el ciclo de trabajo de d(t) = 0%, ..., 100 %
se obtiene una familia de funciones de transferencia [Vanassche02], para cada elemento
en la matriz H(s). Para ilustrar esta idea, la Figura 5.15 exhibe lo que sucede con la
respuesta libre del elemento @, ;, variando el ciclo de trabajo. Se ve que las funciones
difieren cardinalmente en los rangos subamortiguado y sobreamortiguado, donde los
rangos para las respuestas estan separadas por un valor de 5% en el ciclo de trabajo,
para un tiempo de observacién de 0.015s que corresponden a 150 ciclos del periodo
fundamental, usando N = 8192 muestras. Observe que para el caso donde d(t) = 0%
la respuesta del sistema es subamortiguada, presentando oscilaciones, mientras que el
valor de d(t) se acerca al 100 % las oscilaciones disminuyen gradualmente, presentando

una respuesta sobreamortiguada.
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Note que para un tiempo corto de observacion la respuesta para diferentes valores
del ciclo de trabajo es bastante similar. Para ilustrar lo anterior, en la Figura 5.16 se

muestra un acercamiento de la Figura 5.15 para un tiempo de 0 — 0.000012s.

Figura 5.15: Respuesta libre en el TD del elemento ®;; con diferentes ciclos de tra-

bajo.

Esta familia de funciones de transferencia se unifican mediante una interpolacién
en el TD a través de la NILT, dando lugar a una aproximacién de la matriz de
transiciéon de estados ® para un tiempo de observacién T'= P/10 = 0.00001s, donde
P corresponde al periodo de conmutacién del sistema (vea Tabla 5.3), con N = 2048
muestras. La interpolacion se realiza usando seis puntos espaciados de tal manera
que se eviten las oscilaciones de Gibbs [Wedepohl83], para valores del ciclo de trabajo
de d(t) = 0%,...,100% con incrementos de 5%, lo que resulta en 21 evaluaciones
para el ciclo de trabajo. Con lo cual se obtiene, para cada elemento de la matriz ®
una interpolacién respecto al tiempo, para cada variacién del d(t). Una vez obtenidas
las interpolaciones con respecto al tiempo se realiza la interpolacién con respecto a

d(t), logrando asi obtener el elemento ®;; de la matriz de transicién en una forma
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parametrizada. Lo mismo se realiza para los elementos restantes de ®, calculando en
total 2(2(3) + 1) x 2(2(3) + 1) = 196 interpolaciones en el TD. Una caracteristica
de las funciones obtenidas es que solo presentan operaciones como sumas, restas y
multiplicaciones, evitando funciones racionales. Para ilustrar el resultado obtenido,
para un d(t) = 50 % el elemento @, 1(d(t)) tiene la forma

®,1(0.5) = 3.17192 x 10%#° — 6.93842 x 10"+ + 5.74047 x 10"3**— (527
5.27

2.27693 x 10%? — 106.102¢ + 0.999751.

Tiempo (t} 0.00001

Figura 5.16: Respuesta libre en el TD del elemento ®, ; con diferentes ciclos de trabajo

para un tiempo de to = 0 a un ¢y = 0.000012s .

Desde que la aproximacién obtenida es solo para un tiempo de observacion T, la
solucién parametrizada se lleva acabo en el DTD como se describe en la Secciéon 4.1.2,

de manera que el modelo resultante de la aproximacién sea de la forma
X = Ag(d(t)) X1 + By(d(t))F(d(t)). (5.28)

donde

Aydt) = cont=nh
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By(d(t)) = / Y
0
con h =T/2 = P/10/2 = P/20, logrando una aproximacién de veinte puntos para
cada ciclo de conmutacién.

Para validar las soluciones parametrizadas obtenidas (5.28), en la Figura 5.17
presenta la evolucion en el tiempo del estado 4;(t) en comparacién con el modelo EHD,
donde el ciclo de trabajo toma los valores de 31 %, 67 %, 83 % y 89 % de manera que
se destaque el desempeno de la interpolacién obtenida, debido a que fue realizada

para incrementos en el ciclo de trabajo del 5 %.

1007

— Aproximaciéon EHD :

89% —— Aproximacion et

80/

60 : i
- 3% 4

rd

40}
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F N
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Figura 5.17: Respuesta en el TD del estado i;(t) para diferente valores del ciclo de

trabajo.

5.4. Control Predictivo Basado en Modelo

El control predictivo es un algoritmo de control éptimo, que utiliza un modelo del
sistema para predecir las entradas mas apropiadas de control, y las futuras respuestas
de la planta durante un periodo de tiempo, basadas en un proceso de optimizacién

dindmica. Las entradas de control se predicen para cada paso de integracion haciendo
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uso del modelo del sistema para un determinado horizonte de prediccién, asi como los
valores conocidos hasta el instante k de los estados. La entrada de control 6ptima se
establece a partir de un proceso iterativo con respecto a la minimizacion de una fun-
cién objetivo sujeto a algunas restricciones para mantener el proceso lo mas proximo
posible a la referencia deseada. En consecuencia, solo se aplica el primer valor de la
secuencia de entrada de control 6ptima.

Para la implementacion de MPC, se necesita el modelo del sistema de tiempo
discreto, que describe la evolucién del estado x(k) [Borrellil7], por lo tanto considere

el siguiente sistema LTI de tiempo discreto como

z(k +1) = Az(k) + Bu(k). (5.29)

Entonces el objetivo de optimizacién es encontrar el vector de entradas,

Ux, = [u(0), ..., u(N, — 1)]

P

de forma que la funcién objetivo se optimice durante un horizonte de prediccion V.

Entonces, de forma general

min > a(a(k). u(k) + pla(X,) (530

donde ¢g(x,u) es el costo de etapa y p(z) es el costo terminal, sujeto a algunas restric-
ciones, por ejemplo, restricciones en las variaciones de los estados, asi como restriccio-
nes en la entrada. Para determinar la solucién éptima de Uy, existe una variedad de
software y algoritmos que explotan la estructura del problema de modo que pueden
resolverse de forma confiable y eficiente. Por lo tanto, el problema de MPC en conver-
tidores de potencia se puede definir como la determinacién de una acciéon de control
apropiada s(t) (senales de conmutacién del convertidor) que llevard a las variables

del sistema lo més cerca posible al valor de referencia deseado.
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5.5. MPC para sistemas LPV: Convertidor Eleva-
dor

En esta seccion se presenta la aplicacion de la solucién parametrizada del conver-
tidor elevador (5.28) obtenida en la Seccién 5.3, utilizada como modelo de prediccién
en el proceso de optimizacion de MPC, descrito en la Seccion 5.4. La formulacion del
problema se presenta en [Morfin-Maganal8], la cual se describe a continuacién. Se
desea controlar las variables de estado de manera que alcancen la referencia desea-
da en el menor tiempo posible. Por lo tanto, la entrada de control d(¢) se obtiene
resolviendo el siguiente problema de optimizacién cuadratico

mfn S [Xk - Xk] i
d(t) k=1
sujeto a: Ay = Ag(d()Xe1 + Ba(d(t))F(d(t)) para k =1,...,H,  (5:31)
0.05 < d(t) < 0.95

donde H, es el horizonte de prediccién, y X, representa la referencia deseada. Este
problema de optimizacion cuadratico se puede resolver por métodos directos como
Nelder-Mead, como se presentd en la Seccién 5.1. Explotando las caracteristicas de la
solucién parametrizada, el horizonte de prediccion se considera de H, = 60, de modo
que se realice una prediccién de tres ciclos de conmutacion. El control del voltaje en
el convertidor se realiza de manera indirecta, regulando la corriente del inductor, por
lo tanto la referencia deseada X, se obtiene mediante el balance de potencia, de modo

que
2
UC’re f

L., = 5
ref RLXE

donde R; y E se consideran valores constantes, los cuales se muestran en la Tabla

(5.32)

5.3, 1r,,, es la corriente del inductor de referencia, y v, , es el voltaje deseado en el

capacitor. Por lo tanto, la funcién objetivo se fija como

Hp

3 [m - z'mekr. (5.33)

k=1
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La ejecucién del MPC se presenta en la Figura 5.18 a), con un tiempo de simulacién
de 0.04s, presentando un comportamiento robusto para una variacién abrupta en el
voltaje de referencia de 30V — 80V'; representado por la linea continua roja en la
Figura 5.18 a). Note el corto tiempo que requiere la corriente del inductor para llegar
a la referencia deseada. Adicionalmente en la Figura 5.18 b), se muestra los cam-
bios realizados en el ciclo de trabajo al variar el voltaje de referencia, exhibiendo un
comportamiento acorde al voltaje deseado. Se logra la reduccion del esfuerzo compu-
tacional que requiere el computo del horizonte de prediccién desde que la solucién
parametrizada obtenida en la Seccién 5.3 presenta una estructura relativamente sim-
ple y rédpida de evaluar, con la cual predecir un periodo de conmutacién solo requiere
veinte puntos. Comparando los tiempos de computacion para un periodo de conmu-
taciéon del horizonte de prediccién, en la implementacién [Morfin-Maganal8| donde
Hp = 100, se tiene un tiempo de 0.048s aproximadamente, mientras que el tiempo que
requiere la solucién parametrizada es de 0.011s aproximadamente, logrando reducir

el tiempo de cémputo del horizonte de prediccién en mds del 400 %.

5.6. Conclusiones del Capitulo

Se logré obtener soluciones parametrizadas de sistemas LPV, derivadas del anéli-
sis simbolico. Para la aplicacion industrial del acondicionador de potencia de linea, se
logré minimizar el contenido armoénico del voltaje de linea, mediante la optimizacién
paramétrica de filtro pasivo, basado en los DDDs. Por otra parte, se logré obtener
la soluciéon parametrizada de la ecuacién de Mathieu, en el marco de referencia del
EHD, la cual presenta una aproximacién indistinguible al variar los parametros, asi
como el estudio de estabilidad, el cudl se mejord a través de los DDDs, logrando re-
ducir drasticamente el tiempo de computo. Para el convertidor elevador en el EHD,
se realizé un estudio similar de estabilidad. Se logré obtener una familia de funcio-

nes de transferencia al variar el parametro d(t) dando lugar a la interpolacién de la



5.6. Conclusiones del Capitulo 99

100
e
2
c
(o]
o)
=
o n n n n L n n n n L n n n n L n n n n
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
Tiempo (t)
(a)
1.0
0.8
:S 0.6i
'c L
()]
g L
= 047
0.2}
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040
Tiempo (t)
(b)

Figura 5.18: Respuesta en el TD de un simple convertidor elevador. a) Desempeno de

MPC para una referencia variante. b) Variacién del ciclo de trabajo contra cambios

de referencia.

matriz de transicién de estados en el TD, basado en los DDDs, con la cudl se logra-
ron las soluciones parametrizadas del convertidor elevador. Por tultimo, la solucion
parametrizada del convertidor elevador se uso en el proceso de optimizacion de MPC

logrando reducir en un tiempo considerable el esfuerzo computacional del horizonte

de prediccion.



Capitulo 6

Conclusiones y Trabajos Futuros

Para concluir este trabajo, se presentan a continuacion las conclusiones generales

y los trabajos futuros propuestos.

6.1. Conclusiones Generales

En este trabajo se lograron obtener soluciones parametrizadas de sistemas LPV de
gran escala. Se analizd la formulacién del EHD para sistemas conmutados, los cuales
se transforman en sistemas LPV. Estas representaciones tienen caracteristicas sobre-
salientes importantes, como es la posibilidad de aplicar la teoria de sistemas lineales,
lo que da lugar a andlisis de estabilidad, asi como obtener la evolucién dindmica de las
variables de estado. Otras caracteristicas sobresalientes explotadas son la disponibili-
dad de las variables de estado originales, y la posibilidad de mantener parametros de
interés de manera simbélica. Estas ventajas se utilizaron en el analisis simbdlico avan-
zado basado en los DDDs en el FD. La implementacion de ésta herramienta simbodlica
se llevé a cabo en el software Mathematica®. Aunque éste es un software poderoso,
con un lenguaje de programacién de alto nivel y con gran potencia computacional, su
funcion predefina Det para el cdlculo de determinantes se superd en varios aspectos

por la implementacion de los DDDs. Por otra parte, se logré obtener un desempeno

100
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similar al presentado en [ShilOb], en el cual la implementacién se realiza en el lenguaje
de programacién C++. Si bien, los DDDs son la herramienta simbdlica més eficiente
hasta ahora, sin embargo depende fuertemente de la aplicacion a desarrollar. Se ha
demostrado en este trabajo el gran impacto del desempeno que tiene esta herramienta
simbodlica, permitiendo realizar andlisis de estabilidad, asi como soluciones parametri-
zadas de sistemas LPV. Los andlisis de estabilidad realizados se basan en el analisis
de los polos del polinomio caracteristico, el cual se obtiene a través de los DDDs.
Este enfoque demostré un gran desempeno para determinar la estabilidad del caso
de estudio presentado de la Ecuacion de Mathieu, logrando reducir drasticamente el
tiempo de computo.

Las soluciones parametrizadas de sistemas LPV se obtienen de diversos modos pre-
sentados en los casos de estudio. De las soluciones parametrizadas logradas se aprecia:
(7) son adecuadas y precisas para realizar procesos de optimizacién paramétrica, (ii)
la aproximacion lograda de la evolucién en el tiempo de las variables de estado ori-
ginales es tal que resulta indistinguible ante presencia de variacién de parametros,
y (ii1) se logra reducir drasticamente el tiempo de evaluacién. Sin embargo, para el
caso del convertidor elevador resulta inadecuado obtener de manera directa la solu-
cion parametrizada requerida, por lo tanto se logra una interpolacion de la matriz de
transicién de estados en el TD, con lo cual resulta en una expresion simplificada y
compacta, basado en funciones de transferencia que solo los DDDs permiten obtener.
Esta solucién parametrizada, se emplea en el proceso de MPC, para la evaluacion del
horizonte de prediccién, logrando disminuir drasticamente el tiempo de evaluacién

del horizonte de prediccion requerido en el proceso de optimizacién de MPC.

6.2. Trabajos Futuros

1. Linealizacién de los coeficientes del PWM de frecuencia constante, con la inten-

cion de reducir el nimero de parametros simbodlicos.
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Capitulo 6: Conclusiones y Trabajos Futuros

Reduccion de circuitos para el analisis simbdlico de sistemas electrénica de po-

tencia.

Analizar la estimacién de expresiones simboélicas de polos y ceros de funciones

de transferencia.
Desarrollar ordenes de expansion para el tipo de matrices obtenidas del EHD.

Desarrollar andlisis de pequena senal en sistemas de potencia, basado en los

DDDs.

Desarrollar anélisis de controlabilidad asi como de observabilidad, basado en los

DDDs.

Continuar con la aplicacion del andlisis simbdlico en sistemas de potencia, ba-

sado en DDDs.
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