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Resumen

En este trabajo se presenta el uso de métodos numéricos para el estudio de la dindmica
de un fluido perfecto acoplado con un campo escalar fantasma acumulado en un hoyo ne-
gro cuya geometria esta descrita por las ecuaciones de Einstein; el proceso de acreacion del
fluido perfecto produce un aumento del tamafio del hoyo negro caso contrario a el efecto
del campo escalar el cual hace que reduzca, por lo que la combinacién de ambos procesos
puede mantener a un hoyo negro con el mismo tamano que al tiempo inicial después del
proceso de acreacion. Con la finalidad de ilustrar cada uno de los procesos por separado se
presentan cuatro escenarios: 1) Se evoluciona a las funciones métricas en el vacio con la
finalidad de observar cual es el efecto de las condiciones de norma sobre la solucién. 2) El
proceso de acumulacion de materia por un gas ideal en un hoyo negro, por lo que es necesa-
rio tener un acoplamiento no-lineal entre la geometria y las ecuaciones de Euler relativistas
que describen la dinamica del fluido. 3) Acreacién de un campo escalar fantasma en un
hoyo negro, al igual que con el gas ideal, en esta parte se tiene un acoplamiento no-lineal
entre la geometria y la ecuacion de Klein-Gordon que es usada como modelo para describir
la energia obscura. 4) El altimo escenario muestra un nuevo estudio sobre el acoplamiento
minimo de un fluido perfecto con el modelo de energia obscura. Las soluciones encontra-
das corresponden a sistemas esféricamente simétricos. Para el desarrollo comenzamos en
el segundo capitulo introduciendo las ecuaciones necesarias que modelan cada uno de los
escenarios mencionados, ya que es un estudio altamente no-lineal se encontraron solucio-
nes aproximadas mediante el uso de método numéricos descritos en el tercer capitulo y
asi en el cuarto capitulo se presentan los resultados junto a pruebas de convergencia que
garantizan la fiabilidad de las soluciones.

Palabras clave: tensor, métrica, hoyo negro, acreacion, gas ideal, campo escalar fantasma.
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Abstract

In this work the use of numerical methods is presented for the study of the dynamics
of a perfect fluid coupled with a phantom scalar field accumulated in a black hole whose
geometry is described by Einstein’s equations; the process of accretion of the perfect fluid
produces an increase in the size of the black hole, contrary to the effect of the scalar field
that causes it to reduce, so the combination of both processes can maintain a black hole with
the same size as the initial time after the accretion process. In order to illustrate each of the
processes separately, four scenarios are presented: 1) The metric functions are evolved in

a vacuum in order to observe what is the effect of the standard conditions on the solution.
2) The process of accumulation of matter by an ideal gas in a black hole, so it is necessary

to have a non-linear coupling between the geometry and the relativistic Euler equations
that describe the fluid dynamics. 3) Creation of a phantom scalar field in a black hole, as
with the ideal gas, in this part there is a non-linear coupling between the geometry and
the Klein-Gordon equation that is used as a model to describe the energy dark. 4) The last
scenario shows a new study on the minimal coupling of a perfect fluid with the dark energy
model. For the development we begin in the second chapter by introducing the necessary
equations that model each of the mentioned scenarios, since it is a highly non-linear study,
approximate solutions were found through the use of numerical methods described in the
third chapter and thus in the fourth chapter present the results together with convergence
tests that guarantee the reliability of the solutions.
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Capitulo 1

Introduccion

Los hoyos negros son un tema bastante estudiado en la relatividad general desde hace
mads de 100 afios, los cuales son caracterizados por ser objetos tan compactos que ni si-
quiera la luz puede escapar de ellos. No fue hasta marzo del 2019 cuando se tuvo la primer
observacion directa de un hoyo negro supermasivo en el centro de la galaxia eliptica gigan-
te M87 [1] lo cual motiva ain mas el estudio de dichos objetos de nuestro universo. Uno
de los procesos principales de estudio es el de acumulacion de materia y energia en los
agujeros negros, asi que suponiendo que se satisfaga la condicion de energia nula, el drea
del horizonte solo puede aumentar [7]. Un fluido perfecto de materia ordinaria o también

llamada barionica modelado mediante las ecuaciones de Euler relativistas satisface dicha
condicion por lo que el proceso de acreacion de un fluido perfecto en un agujero negro tie-

ne el efecto de hacer que este aumente su tamafio como se puede ver un estudio detallado
para sistemas no-lineales con simetria esférica en [10]. Si dicha condicion se viola cosas
extrafias suceden; por ejemplo el proceso de acreacion de la energia obscura modelada me-
diante un campo escalar fantasma que satisface la ecuacion de Klein-Gordon (KG) en [2, 3]
muestra que el horizonte de eventos de un agujero negro reduce su tamaiio.

Se estima que cerca del 73 % de la masa del universo esta formada por energia obscura,
un 23 % por materia obscura y el 4 % por la materia baridnica, por lo que no deberia de sor-
prender que en todo proceso de acreacion contribuyan estas tres fuentes. Asi que motivados
por [2, 3, 10] y estas estimaciones, en este documento se presenta el estudio no-lineal de
acreacion de un fluido perfecto acoplado minimamente con el modelo de energia obscura
KG en un hoyo negro para sistemas con simetria esférica.






Capitulo 2

La descomposicion 3+1 de las
ecuaciones de Einstein

Las ecuaciones de Einstein en unidades geometrizadas (G = ¢ = 1) son
Gy = 8nTy,, 2.1

donde G,, := R,, — %gﬂvR es el tensor de Einstein el cual esta relacionado con el tensor
de curvatura de Ricci R,,, la métrica del espacio-tiempo g,,, T}, es el tensor de energia-
momento y los indices griegos son etiquetas para las coordenadas locales del espacio-
tiempo, es decir, x* = x%, x!, x2, x* con u = 0, 1, 2, 3. Estas ecuaciones son un conjunto de
10 ecuaciones en derivadas parciales (EDP) de segundo orden en el tiempo para la métrica
8uv» describen la dindmica de la geometria del espacio-tiempo para cualquier sistema fisico
y como esta se acopla con la materia y energia del sistema.

Existen algunas soluciones exactas para las ecuaciones de Einstein (2.1) solo para casos
con altos grados de simetrias, por lo tanto para explorar escenarios mds realistas la mane-
ra en que se resuelven estas ecuaciones es mediante métodos numéricos (cap. 3) entonces
para poder aplicarlos es necesario plantear estas ecuaciones como un problema de Cauchy,
o también conocido como un problema de valores iniciales (PVI) de este modo se tendria
que dar un perfil inicial de g,, y 9,8, a un tiempo inicial, el problema de intentar hacer
esto resulta en que las ecuaciones se encuentran escritas en forma covariante la cual no
hace ninguna distincion entre el tiempo y el espacio asi que para resolver este problema se
han propuesto varios formalismos entre ellos esta la descomposicion 3+1 el cual hace una
foliacion del espacio-tiempo permitiendo tener tensores relacionados con 8w Y 0,8, sobre
hipersuperficies tridimensionales totalmente espaciales, descritas por una métrica espacial
conocida como curvatura intrinseca y la dimension restante describe como estas evolucio-
nan en el tiempo, es decir, que tanto se deforma la hipersuperfice espacial, esta informacion
se obtiene mediante la curvatura extrinseca. De esta manera se puede plantear el problema
de Cauchy y asi permitir la integracion numeérica.
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6 Capitulo 2. La descomposicion 3+1 de las ecuaciones de Einstein

2.1. Formalismo 3+1

Consideremos una variedad M que describe el espacio-tiempo con métrica g,,. Ahora
se supone que la variedad puede ser foliada por una familia de hipersuperficies X, que no
se cruzan fig. (2.1), las cuales surgen localmente de una funcién escalar ¢ que se puede
interpretar como una funcion de tiempo global. A partir de ¢ se define el campo vectorial
QF = V¥t que es normal en todas partes a X;, por lo que es cerrado es decir dQ2 = 0. La
norma de este campo vectorial se define como ||Q|| = —a~2, donde @ > 0 se conoce como
la funcién de lapso, asi se puede definir el campo vectorial normalizado temporalmente
n* como n* = Q. Por lo que n* se interpreta como la cuadrivelocidad de un observador
normal a las hipersuperficies %,.

Figura 2.1: Foliacion del espacio-tiempo (M, g,,) en hipersuperficies X, a un tiempo cons-
tante 7.

El campo vectorial #* o bien la 1-forma asociado a este n, = g,,,n” nos permite distinguir
sobre tensores que residen por completo sobre X,. Asi decimos que un campo vectorial W
es completamente espacial, o que reside por completo sobre %, si la proyeccioén con rn* es
nula. Ademads este campo vectorial nos permite definir el siguiente tensor de segundo rango

Yy = v T MMy, 2.2)
De la definicién anterior podemos notar las siguientes propiedades del tensor y,,:
(i) Es simétrico es decir y,, = ,,.

(i1) Es no degenerado, es decir, si x* y y” son dos campos vectoriales totalmente espacia-
les se cumple que 7y, x*y” = 0 si x* = 0 para todo y".
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Estas dos propiedades definen a y,, como una métrica (puede mostrarse que ademas
es positiva definida) sobre X,, para que sea consistente se verifica que v, sea un tensor
totalmente espacial

Wy, =gy +n'nyn, =n, —n, =0.

Ahora que tenemos la métrica asociada a las hipersuperficies tridimensionales X, se de-
fine la métrica inversa como

Y= g"”gvﬁynﬁ =g +nf'n. (2.3)
Con estos tensores se obtiene el proyector
Y, =y, =, +nt'n,, 2.4)

el cual proyecta cada indice de un tensor sobre X, y el proyector que es normal a ella se
define como

N¥, = —n*n,, (2.5

Como v,, define una métrica sobre X, existe una unica conexion de Levi-Civita que es
compatible con ella, es decir existe la derivada covariante D, tal que D,y,, = 0. Otra ma-
nera de poder definir la derivada covariante D, consiste en proyectar todos los indices de
la derivada covariante V,, actuando sobre un tensor.

La métrica y,, nos da informacion sobre la curvatura intrinseca de X, sin embargo al
estar esta sumergida sobre una variedad de dimensién cuatro, nos falta informacién sobre
la velocidad a la que se deforma. Dicha informacién nos la da la curvatura extrinseca.

Se define la curvatura extrinseca como
Ky = =y, Vi, (2.6)

La cual se puede reescribir en términos de la métrica y,, como

1
Kyv == ELn’y;u/ (27)

donde £, denota la derivada de Lie a lo largo del campo vectorial n* y de aqui podemos
ver porque decimos que la curvatura extrinseca es la velocidad con la que se deforma la
métrica y,,. Sin embargo la derivada de Lie a lo largo de n* no es una derivada de tiempo
natural ya que no es dual a la 1-forma €,, es decir su producto escalar no se encuentra
normalizado pero si el del campo vectorial

*=an' + 6", (2.8)

para algiin vector espacial g* llamado el vector de corrimiento, por lo que podemos rees-
cribir la ec. (2.7) como

Ltypv = _zaKuv +ﬂ7,uv- (29)
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Con y,, y K,, se tiene la informacion necesaria para poder expresar las ecuaciones de
Einstein en el formalismo 3+1, basta con tomar las siguientes proyecciones:

(i) Proyeccion sobre X;:

Yo" Vs (Guw = 87T,y) = 0, (2.10)
(i1) Proyeccion normal a X;:
W'n (Gyy — 87T,) = 0, (2.11)
(iii) Proyeccion mixta:
Yo'n" (Gpuy — 82T,) = 0. (2.12)

De la proyeccion sobre las hipersuperficies espaciales (2.10) da como resultado
R+ K* - K, K" = 161p (2.13)

donde R es el escalar de Ricci asociado a la métrica y,,, K := y*'K,, es la traza de la

curvatura extrinseca 'y p = n"nPT,;z es la densidad de energia de la materia medida por
observadores eulerianos, dicha ecuacién no involucra derivadas temporales por lo que en
realidad es una constriccion de la energia, conocida como constriccion hamiltoniana que
suele reescribirse como

H:=R+K*-K,K" - 161p = 0. (2.14)
De la proyeccion normal a Z; (2.11) se obtiene

D,K“, - D,K = 8xnS, (2.15)
con S, := —y,"mPT,s definida como la densidad de momento medida por observadores
a lo largo del vector n”, al igual que la constriccién hamiltoniana esta ecuacién tampoco
involucra derivadas temporales, por lo que recibe el nombre de constriccion de momento'y

se escribe como
M, := D,K*, — D,K —8xnS, =0. (2.16)

Por ultimo la proyeccién mixta (2.12) de las ecuaciones de Einstein da como resultado
la ecuacion de evolucidn para la curvatura extrinseca,

1
LK, =-D,D,a+«a (RW - 2K, K", + KK”,,) —8r (SW - Eym,(S —p)) + LK, (2.17)

donde S, := ¥,"y,*T,, se conoce como el tensor de esfuerzos.

De este modo las ecuaciones de constriccion (2.14, 2.16) deben satisfacerse desde el
tiempo inicial, por lo que son usadas para la construccion de datos iniciales y las ecuacio-
nes de evolucion son tnicamente (2.17, 2.9), ademas estas ecuaciones propagan las cons-
tricciones, por lo que en cada paso de tiempo se puede verificar que se satisfagan.



2.2. Formulacion ADM y GBSSN 9

2.2. Formulacion ADM y GBSSN

Hasta ahora tanto las ecuaciones de constriccién (2.14,2.16) como las ecuaciones de
evolucion (2.17,2.9), conocidas como las ecuaciones Arnnowitt-Deser-Misner (ADM) se
encuentran escritas de manera covariante, por lo que se simplifican con una base adecuada,

asi que tomando como base a #* = e’(‘o) = (1,0,0,0) la derivada de Lie .£; se reduce a una
derivada parcial 0, y los siguientes vectores e’(‘i) (i =1,2,3) se eligen de tal manera que se

satisfaga que sean totalmente espaciales y no dependan del tiempo ¢ de esta forma se puede
encontrar que el vector normal a la hipersuperficie X, se escribe como

n = (a_l ’ _a_]ﬁi)a (218)
y la 1-forma asociado a el es
ng, = (-,0,0,0). (2.19)

Por lo tanto de la definicion de la métrica espacial puede reescribirse a g, como

_ (- +BB B
guv—( “ 57 %j) (2.20)

con f3; = y;;3. De forma equivalente el elemento de linea en la descomposicién 3+1 puede
ser escrito como

ds® = —a’dr’ + v, (dx' + B'dr) (dx’ + pdr) (2.21)

Entonces las ecuaciones ADM escritas en esta base se reducen a

dyyij = —2aK;j, (2.22)

d,K;j = -D,D;a + a(Rij —-2KyK'; + KK;j = S;j — %7,-]- (o - S)), (2.23)
H=R+K*-K;K" - 167p = 0, (2.24)

M’ =D;(K" - y/K) - 878" = 0, (2.25)

donde d, := §,— L. Para un desarrollo mas completo de estas ecuaciones puede verse en [4].

Ahora estas ecuaciones pueden plantearse como un PVI ya que dando la distribucion
de materia y energia a un tiempo inicial es posible encontrar la geometria adecuada resol-
viendo las ecuaciones de constriccidn y asi tener tanto la distribucién de materia como la
geometria a un tiempo inicial, y poder utilizar las ecuaciones de evolucién para encontrar
la geometria a un tiempo posterior. Sin embargo estas ecuaciones resultan ser inestables, ya
que forman un sistema débilmente hiperbdlico, es decir, no se puede formular un problema
bien planteado y es muy probable que la implementacion numérica se vuelva inestable en
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un periodo de tiempo muy corto.

La formulacién de Baumgarte-Stuart-Shapiro-Nakamura BSSN [4] corrige este proble-
ma transformando el sistema débilmente hiperbdlico a uno fuertemente hiperbolico eligien-
do un nuevo conjunto de variables. Primeramente se define la métrica conforme como

yii =¥ty (2.26)

donde a ¢ se le conoce como el factor conforme y dicha transformacion se conoce como
transformacion conforme, ademas el determinante de la métrica conforme es ¥ = 1. Una
vez reescalada la métrica, se procede a dividir la curvatura extrinseca en una curvatura sin
traza y se transforma conformemente

_ _ 1

Con la finalidad de evitar segundas derivadas en las ecuaciones de evolucion se define la
funcion de conexién conforme o bien el simbolo de Christoffel contraido como

' =9*T"; = -0,%", (2.28)

donde I i son los simbolos de Christoffel asociados con la métrica conforme ¥;;. Por lo
tanto el nuevo conjunto de ecuaciones de evolucidn se transforma en

dt?ij = —2&Aij,
1
dt¢ = —EQ’K,
_ L TF _ S
d[Al'j = ¢ [—D,-Dja + Q’R,‘j + 4ra (’)/,/(S - p) -2 U)] +a (KA’] - 2A,'kA j) ,
. - .. 1
dK = -DDa-+ Q’(Al'jAU + §K2 + 47ra(p + S),
0, = —0;(Ls7")-2(ed;AY + Alid ;)

(2.29)
donde ¢ esté definido por ¢ = ¢? y TF denota la traza libre.

Tanto en la formulacién ADM como en la BSSN no se ha dicho nada sobre la funcién de
lapso a y el vector de corrimiento 3 ya que estos pueden ser elegidos de manera arbitraria

pero de tal forma que garanticen un buen comportamiento en la implementacion numérica,
en este documento se usard la condicion 1 + log para el lapso y la condicion I' — Driver
para el corrimiento,

Oa = ﬁ;é,a - 2ok,
8tﬁi = ZBZ +,8j8jﬁi, (230)
0B = . +ﬁj5jBi —ﬁfajl“i -nB.
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Sistema con simetria esférica

El interés en este documento es poder resolver las ecuaciones de Einstein para sistemas
esféricamente simétricos, pero las ecuaciones BSSN son vélidas unicamente para coor-
denadas cartesianas por lo que es necesario escribir las ecuaciones generalizadas BSSN
(GBSSN) para poder elegir cualquier sistema de coordenadas. La forma general para una
métrica en coordenadas esféricas (z, r, 6, ¢) se puede escribir como

rr rr 1
ds? = — (a2 - g—ﬁ’,b”) d* + 257 dtdr + = (g,,dr* + guud ) 2.31)
X X X
donde dQ? := d6* + sin® Hdg?, y actia como un factor conforme, 8 es la componente

distinta de cero del vector de corrimiento y « es la funcion de lapso como en [5] y las
ecuaciones de evolucion se escriben como

2
ox = gKaX+ﬁr ’

atgrr = _2Arra' +ﬁrg;r + 2grrﬁr,’
Arrg a v o/
080 = id + '8y
20A?
a[Arr = ——= + KC}“,AVV + Zﬁr/Arr
grr
2ax (g, @ (gée)z a()  2gmax 2
+ - B - o +BAL, + Zgraxl”
37, 384 6x 38us 3
X88u . X&Y'  X8w® agx  aguX 20y axg
— + - - - -
2gr7§g(7’6 ) 38 3800 68rr 6800 3 38
axgp 2xa’  ay” TF
+ - + - Srr )
3800 3 3 xS
2042, K’ n X8 X xa” 1
0K = N _a+/3r1('+)(g”2 _ X8 | OX _X@ +=a(S +p),
2¢2. 3 282 88w 28+ &r 2
Arr(y , ) Arra' ’ 4 K/ 2Arr ’ ’ Qrr
0trr _ gé)é) + ﬁ gb’H +ﬁrl—w + 8rr _ @ — @ — Err

8860  8rr8op g, 38 g% 2g%
3Aay LB 208,

gX & 8

b

(2.32)

donde s denota la derivada parcial respecto a r. Y en este caso las ecuaciones de constriccion
son
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L S L N SN ¢

H =
2g%r 3 2/\/ 8rr 8rr g992 8rr8o0
2y o’ ’ ’ X g’
+ ngg +Xg2rrg99 _Xfrr + ( 992 _2p’
8rr800 grrgHH grr Zgrrggg (2 33)
AL 2K 3Any 348, Ang '
Mr — o _ X + g6’9 _ frr _ Sr,
8rr 3 2Xgrr 2grrg60 grr
G" = —g—’;+F’+—g99 ,
2grr grrgGG

donde aparece la tercera restriccion ya que [ se promueve a variable dindmica.

Con esto queda definido el PVI para la geometria del espacio-tiempo lo que sigue es uti-
lizar la divergencia libre del tensor de Einstein para encontrar las ecuaciones de evolucion
de la materia y energia del sistema en cuestion. En las siguientes secciones se presentaran
las ecuaciones necesarias para modelar la dindmica de un fluido relativista y un modelo
de energia obscura el cual consiste en un campo escalar fantasma que obedece la ecua-
cion de Klein-Gordon. Estos sistemas se utilizardn para estudiar la acreacion de un hoyo
negro, por lo que estas ecuaciones deben de acoplarse a la dindmica de la geometria del
espacio-tiempo por lo que se usard la métrica correspondiente a la descomposicion ADM
para simplificar los célculos ya que solo basta con hacer la transformacién conforme de la
métrica para obtener las expresiones en la formulacion GBSSN.

2.3. Hidrodinamica Relativista

El tensor de energia momento para un fluido perfecto en un espacio-tiempo con métrica
8uv €5

" = pohu''u” + pgh” (2.34)

donde p es la densidad de masa en reposo, i = 1 +e + p/pg la entalpia, e la energia interna
especifica, p la presion y u* es la cuadrivelocidad de un elemento de fluido.

Para observadores eulerianos u* = (1°, u') con

o_dt W _ 1 '_1:£+ﬂ

U =—=—= , V=
dr  a g \1-viy, ug W

donde ¢ es la coordenada temporal asociada a un elemento de fluido de un sistema de re-

ferencia euleriano, 7 el tiempo propio, V' son las componentes de la 3-velocidad de un
elemento de fluido y W es el factor de Lorentz.

(2.35)

Las ecuaciones de la hidrodindmica relativista consisten en la conservacion de la masa 'y
la divergencia libre del tensor de energia-momento
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V. (pou") = 0, (2.36)

v, =0, (2.37)
donde V,, es la derivada covariante consistente con la métrica g,,, del espacio-tiempo.

Para expresar este sistema de ecuaciones (2.36,2.37) en el formalismo 3+1, se utiliza
primeramente la siguiente expresion de la derivada covariante

1
V" = =0 (Vae) (238)

De este modo solo resta expresar las ecuaciones en términos de la métrica 3+1. La ecua-
cién de conservacion de la masa (2.36) al ser una ecuacion escalar esta puede expresarse
directamente en términos de la métrica, mientras que las ecuaciones de conservacién co-
rrespondientes a la divergencia libre del tensor de energia-momento, al igual que se hizo
con las ecuaciones de Einstein, al ser cantidades vectoriales es necesario proyectar sobre
la hipersuperfice Z;, la proyeccion normal y la mixta, dando como resultado el siguiente
sistema de ecuaciones

o + 9;F (u) = S(u) (2.39)
donde
D (a/vi - ,Bi) D 0
u= (.4]) , Fi(u) = (Q’Vi —ﬁi) J, + Wpélj y S(u) = a/\/?)Tﬂ gva'r g .
. ; . u _ J13%
(a/v’ —,8’) T+ a+ypV @ W(T O = aT"T “V)
(2.40)
donde j = 1, 2,3 y las cantidades en el vector de estado son definidas como
D = \ypoW,
Jj = YpohW?v;, (2.41)
T = VY (pohW? = p—poW).

El sistema (2.39,2.40,2.41) se conoce también como las ecuaciones de Euler relativistas
y forman un sistema de cinco ecuaciones en derivadas parciales y contiene seis variables
primitivas, por lo que estd indeterminado. La manera de cerrar el sistema es mediante la
eleccion de una ecuacion de estado, el fluido que consideramos es un gas ideal que obedece
la ecuacion

p=poe—1) (2.42)
donde I es el indice adiabatico. Ahora el interés es modelar escenarios con simetria esféri-

ca, asi que en estas coordenadas asumimos que la 3-velocidad solo tiene componente ra-
dial es decir, v' = (v, 0,0), es conveniente hacer la siguiente definicion para sistemas con
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simetria esférica, primero se reemplaza \/y = [y, Yoo SIn 0 pOr [y = /¥, Yo, asi las defi-
niciones en (2.41) siguen siendo las mismas pero los vectores de estado, flujos y fuente se
transforman en

D 0
| . S
u=sinf| 0|, S(u) =sinf|a+fycotlp
0 0
T Ss
(" -p")D 0 0
(" =B J,+aqfyp 0 0
F'(u) = sinf 0 , Fl(w) =sinf|a+yp|, F’=sing| 0 |
0 0 a~fyp
(@" =BT +a+ypv 0 0

(2.43)

Entonces lo siguiente que se debe notar es que d,F? = 0 y que la tercer componente del
sistema se reduce a una identidad dyF§ = cos 6a \fyp = S por tltimo el sin 6 que aparece

en los vectores restantes puede ser cancelado dejando como resultado final el siguiente
sistema

0D +9d,[(av -p)D] = 0,

O, + 0, |(@ =) ], +avyp| = Sa. (2.44)
o,T + 0, [(ozv’ -B)T+a\ypv| = Ss,

donde las fuentes S, y S5 son

1 f @y,
Sy = Ay (pa’ — hW2pga + v Wpyy, "7 + = v W poay,, + P&Yrr | w) ,
2 27rr Yoo
1
Ss = Ay ' Wpoa + pB” + hv'v'W2pgy,B" + Ehv’v’szo,B’y;r
"y, "Yoor 1 .rr )
PBY, DBy 1 W Wpyg,, — Pl PYee)
2'}’rr Yoo 2 2yrr Yoo
(2.45)
El cual se puede escribir nuevamente en forma vectorial como
ou dF ou
—_— + —_— = S . 2.46
or T duar O™ (2.40)
donde se ha usado la regla de la cadena y los vectores de estado, flujo y fuente son
D (v —pB")D 0
u= (J,), F=| (@ =B)J,+ayp |, S = (Sz). (2.47)
T (@" =BT +a+ypv 5

La manera en resolver el sistema (2.46,2.47) para la parte espacial se hace mediante
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el método de volumenes finitos (3.2) en particular se usa la formula HLLE por lo que es

necesario conocer los eigenvalores de la matriz Jacobiana Tu los cuales son [6]
u

A = o - B,
A = — [v’(l — D+, =v) [y —vped) —vivi(l + c?)]] -B,
I —vves
o

As = m [vr(l —cH—c \/(1 —v) [yl —vvie?) —vivi(l + c%)]] -p,

(2.48)
con ¢, la velocidad del sonido local definida como
0 0
het = x + (%)K, x =<2, k=L (2.49)
o dpo Oe
Para la ecuacion de estado de un gas ideal la expresion anterior se reduce a

,  p@-=-1r (2.50)

GG=———.
po = 1)+ pr'

Con esto quedan definidas las ecuaciones de evolucion de un fluido relativista, pero cuan-
do este se acopla con la dindmica del espacio-tiempo es necesario resolver simultineamente
estas ecuaciones junto a las ecuaciones de Einstein por lo que es necesario conocer las pro-
yecciones del tensor de energia-momento sobre la hipersuperficie %,, la proyeccion normal
a ella y la mixta. En general estas proyecciones son

P = nﬂnj"/T‘uv = pohW2 - D,

Si = =yIn'Ty; = pohW?v,, 2.51)
S = Yy = pohW?viv; +y;p,

S = sy,

En el caso particular de sistemas con simétrica esférica estos términos se escriben explici-
tamente como

p = pohW?>—p,
S, = pOhW;)/rrvrz’ 5
Srr = pOhW ('Yrr) (Vr) + VD
See = Yeop> (2:52)
S¢¢ = Sil’l QS 00

S = pohW?y,(v')* +3p.

donde al asumir flujo radial se tiene que Sy =S4 = 0.

2.4. Campo escalar Fantasma

El modelo de campo escalar fantasma se basa en la siguiente densidad lagrangiana,
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L=R+ % 800" — V(). (2.53)

donde R, g, son los tensores de Ricci y la métrica del espacio-tiempo, ¢ es un campo
escalary V(¢) es el potencial. A partir del principio de minima accién se puede construir el
tensor de energia-momento correspondiente a las ecuaciones de Einstein al variar la accion
con respecto a la métrica,

u = - u¢av¢ g/tv[ (9“(]58(,(15 + 2V] > (254)

Este tensor viola la condicion de energia nula, 7,,k“k” < 0, donde k* es un vector nulo. La
implicacion inmediata de esta violacion es la violacion también de la condicion de energia
débil, lo que a su vez implica que los observadores que siguen trayectorias temporales pue-
den medir densidades de energia negativas. El hecho de que un campo escalar fantasma
viole la condicién de energia nula motiva el estudio de posibles implicaciones inusuales en
escenarios astrofisicos, debido a que el teorema del aumento de area no aplica en este caso

[7].

Las divergencia libre del tensor de Einstein implica que el tensor de energia-momento
debe conservarse V,T*" = 0, esto da como resultado la ecuacion dindmica que debe satis-

facer el campo escalar ¢ la cual se puede expresar mediante la ecuacién de Klein-Gordon
(KG),

¢ = —=0,| V=8¢" 9,0 = ~0,V. (255)

\/_

donde g es el determinante de la métrica g,, del espacio-tiempo. Para poder resolver la

ecuacion anterior, numéricamente, es necesario primeramente expresarla en el lenguaje
3+1,

‘ B

——3, [ v=g8" 9.9 (0, [ v78"0,0] + 8: [ yrg"0,0]}
= ——{o]ovi(c"as + g"00)| + ol v (g0 + g0 0)|}
= {0, |a vy (-a20,6 + a*B0ig)| +

V7 (@ 2ﬁ’<9¢+( i - a2B67)0,0)}
= { [ —0ip + f0,0)| + g(ﬁ

;\~;\~;

o5
’—‘1—1
R

i

i3,¢ + (QZ),ij _ﬂiﬂj) @]¢)]}

De esta manera la ecuaciéon de KG (2.55) se reescribe como
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W

9y [ﬂ (-0i¢ + Borg)| + 0
a a

(B0 + (v - pB) 0 ,-¢)] = —ayd,V  (2.56)

Por ultimo para poder integrar la ecuacion anterior mediante el método de lineas, el cual
se encuentra en el siguiente capitulo, es necesario escribir esta ecuacion como un sistema
de primer orden en el tiempo, para ello se definen las siguientes variables auxiliares:

VY
@
Yi = 0.

De estas definiciones se obtiene inmediatamente la ecuacion de evolucion para el campo
escalar ¢

((9[(]5 _IBiai¢) ’ (257)

R

Y suponiendo que ¢ es al menos de clase C?, se obtiene la ecuacién que debe satisfacer

Z

00 = —n + By (2.58)

a .
0 Y = 0; (—7T +ﬁjlﬂ ) . (2.59)
t \/7 Jj
Por dltimo la ecuacién para 7 se obtiene directamente de la ecuacion de KG (2.56)

ot = 0 (a VU + ,Bin) + a\fyd,V. (2.60)

donde ' := y"y;. De esta forma queda definido el problema de evolucién para el campo
escalar ¢ como un sistema de primer orden en el tiempo.

Ahora suponiendo que tenemos un sistema con simetria esférica, lo primero que debe-
mos notar es que en la ec. (2.56) se debe reemplazar el termino +/y = +/y, yge sin6 por
VY = \YrYeo ya que es posible cancelar el termino sin # de ambos lados de la ecuacion,
de esta forma todas las definiciones anteriores siguen siendo vélidas y las ecuaciones de
evoluciodn se reducen a

0 = %ﬂ' + By,
o, = ér(%ﬂ +ﬁ’t//r), (2.61)
o = 8,(a7—\/7w,+,8’7r)+a\/76¢v.
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Para poder evolucionar el campo escalar acoplado con la geometria del espacio-tiempo,
al igual que en la hidrodindmica relativista es necesario encontrar las proyecciones del
tensor de energia-momento 7, en la direccion normal a la hipersuperficie X, 1a proyeccion
mixta y la proyeccion sobre X, dichas proyecciones para el sistema con simetria esférica

son
1 2 2

2\ 7w
i,
S, = .,
\%
Sg = S4=0,
2.62
S, = Lo L (E +2V o
rr - Zly[/r Z’Yrr 7 ’
1 2 2
Sep = ——Vee(ﬂ— +2V - ﬁ),
277 \y Yrr
S¢¢ = Sgg SiI'l2 6.
2.5. Acoplamiento minimo EKG
Considere el tensor de energia-momento
_ TE KG
Ty=T,+T, (2.63)

donde Tfy, TfVG son los tensores de energia-momento de los sistemas para la hidrodindmica

relativista y el campo escalar fantasma descritos en las secciones (2.3) y (2.4) respecti-
vamente. Se supondrd un acoplamiento minimo, de esta manera cada tensor de energia-
momento es libre de divergencia y se recuperan las ecuaciones de Euler (2.44) y Klein-
Gordon (2.61) las cuales solo interaccionan a través de la geometria del espacio-tiempo
descritas por las ecuaciones de Einstein en la descomposicion 3+1 (2.32), por lo que deno-
minamos a este sistema como Euler-Klein-Gordon o mas simple EKG.

Nuevamente para poder evolucionar este sistema junto a la geometria es necesario obte-
ner las proyecciones del tensor de energia-momento total,

p = pE +pKG = n”n"Tfy + n“n"TfVG,
Si = S{+SFC =yt Ty +yin'T,Y, (2.64)
Sij = Sfj + S{§G = vy T + vy, TS

y cada uno de estos términos se encuentran en las secciones anteriores.

En general el acoplamiento de la geometria del espacio-tiempo con cualquier fuente de
materia y energia vuelve al sistema de ecuaciones altamente no lineal por lo que no es



2.5. Acoplamiento minimo EKG 19

posible resolver de manera analitica por lo que es necesario utilizar métodos numéricos
para encontrar aproximaciones de dichas soluciones, en el siguiente capitulo se discuten
los métodos necesarios para poder evolucionar cada uno de los sistemas presentados en
este capitulo.






Capitulo 3

Métodos Numéricos

Como se menciono anteriormente, solo para casos muy particulares las ecuaciones de
Einstein tienen algunas soluciones exactas, entonces para poder explorar escenarios mas
realistas y de interés fisico la manera de resolver dichas ecuaciones se hace de forma apro-
ximada, por lo que es necesario usar métodos numéricos. En concreto los métodos numéri-
cos que se presentan en la seccion (3.1) se conocen como métodos en diferencias finitas y
permiten encontrar aproximaciones a ecuaciones diferenciales, dicha formulacién necesita
que las funciones sean suaves para admitir series de Taylor esta formulacion se aplica para
resolver tanto la geometria del espacio-tiempo como la ecuaciéon de Klein-Gordon, estos
métodos fallan para las ecuaciones de Euler relativistas ya que la no linealidad de dichas
ecuaciones generan ondas de choque, que los métodos en diferencias finitas no pueden ma-
nejar, entonces para resolver esto en la seccion (3.2) se presenta el esquema de volimenes
finitos el cual es usado para encontrar soluciones débiles, es decir, soluciones de un siste-
ma de ecuaciones diferenciales en su formulacién integral. Ambas formulaciones solo se
aplican en la parte espacial, ya que el sistema completo que consta del acoplamiento de la
geometria con la materia se escribié como un sistema de primer orden en el tiempo con la
finalidad de aplicar el método de lineas presentado en la seccion (3.3) para poder evolucio-
nar el sistema. Por dltimo siempre se necesita un criterio para saber cuando una solucién
numérica es aceptable, para ello en la seccion (3.4) se discute sobre la convergencia de las
soluciones aproximadas.

3.1. Diferencias Finitas

La aproximacion en diferencias finitas (DF) de una ecuacion diferencial ya sea ordina-
ria o parcial consiste en dos pasos. Primeramente en definir a las funciones y variables
en un dominio discreto de puntos del dominio continuo donde se busca una solucién de
la ecuacién y como segundo ingrediente se definen versiones discretas de los operadores
diferenciales involucrados en la ecuacion diferencial. Los operadores diferenciales que se
usan en la relatividad numérica y en la mayoria de las ramas de la fisica suelen ser deriva-
das de primer y segundo grado, por lo tanto se construirdn versiones discretas inicamente
para estos operadores.

Para simplificar el anélisis considere inicialmente el caso en una dimensién ya que es
andlogo en mds dimensiones.

21
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Sea f: Q Cc R — R, donde Q = [Xx,n, Xmax] €5 €l dominio de f, entonces se define a
Q? ¢ Q como el dominio discreto que consta de un namero finito de elementos, es decir,
d _ o —
Q% = {xg, x1,...xy} donde X := Xpin ¥ XN 1= Xpnax-

La manera mas sencilla de particionar a Q¢ es hacerlo uniformemente:
X; = Xpin + 1AX, i=0,1,...,N, (3.1

donde Ax = (Xax — Xmin)/N es la longitud del intervalo [x;, x;.1], o también llamado el
tamaifio de malla.

Ahora que esta definido un dominio finito de la funcién como se muestra en la fig. (3.1),
lo siguiente es hacer una aproximacion de la funcién f la cual consiste en hacer una expan-
sion en serie de Taylor.

Y
A
fi
A
,/" N fN
fo S/ ‘\\‘ . f(X)
,-" \\_ f" le "_,/
_,ff L S
Ax
- X
X min X4 X; Xin X max
X, X

Figura 3.1: Funcién discreta f(x) en el dominio discreto uniformemente espaciado con
tamafio de malla Ax = (Xpax — Xmin)/N.

El desarrollo en serie de Taylor para una funcién f definida en Q que tiene hasta la
k-ésima derivada centrada en x; es

(x —x) ﬂ +(X—Xz‘)2 dz_f

+ (x - xi)k dkf
1! dxly, 2! dx?

o x| FOx-x) (3.2)
! X<

J(x) = flx)+

Xi

donde O(x — x;)**! es el error de truncamiento local de orden k + 1 que se comete al aproxi-
mar la funcion con el polinomio de grado k. Esta definicion es valida para cualquier funcion
f que sea k veces diferenciable y es valido para todo punto interior a €2, en particular para
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los puntos de Q“, asf se pueden obtener aproximaciones a la primera derivada como sigue.

Considere las expansiones en serie de Taylor alrededor de los puntos x = x; — Ax =
Xi1, X = X; y x = x; + Ax = x;;1 entonces de acuerdo a (3.2) se tienen las siguientes
aproximaciones

d 1 d&
fior = fi- d—i Ax + 3 ﬁ; Ax* — O(Ax)?, (3.3)
fi = fi (3.4)
d 1 &
fo1 = fi+ d—i Ax + 5 #; Ax* + O(Ax)?, (3.5)

donde f; := f(x;). Entonces despejando la primer derivada de (3.3) se tiene a primer orden

af| _ fi=Ji
a = A T O(Ax), (3.6)

esta aproximacion necesita saber el valor de la funcién en los puntos x;_; y x; por lo cual
recibe el nombre de diferencias regresivas. Pero esta aproximacion no es la unica. Por
ejemplo ahora si se despeja nuevamente la primer derivada de (3.5) se tiene nuevamente
una nueva aproximacion a primer orden,

df
dx

_Jm =i O(Ax), (3.7)
x; Ax

pero con la diferencia de que ahora se necesita el valor de la funcién en los puntos x; y x;;;
y por esta razon estd aproximacion se le conoce como diferencias progresivas. De acuerdo
a las expansiones (3.3,3.4,3.5) atun se puede obtener otra aproximacion la cual consiste
en tomar la combinacién lineal (fi,1 — fi-1)/(2Ax) de estas expresiones para obtener una
aproximacién a segundo orden,

d_f _ ﬁ+1 - fi—l 2
7 Ml va + O(Ax)?, (3.8)

la cual es una mejor aproximacion a la derivada, ya que conforme Ax — 0, Ax? lo hace
mas rapido. Esta aproximacion requiere de los puntos x;_; y x;;; por lo que se le conoce
como diferencia centrada.

Estas son las tres aproximaciones posibles mediante las expresiones (3.3,3.4,3.5) para
la primer derivada. Para la segunda derivada es posible obtenerla mediante la combinacién
lineal (i, — 2f; + fi-1)/Ax* de este modo se tiene

d’f _Jm = 2fi+ fia

d*x| B Ax?

i

+ O(Ax)?, (3.9)
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En la practica no se suelen utilizar aproximaciones en DF a primer orden, pero es muy
util para su explicacion. En los resultados que se presentardn se utilizan aproximaciones a
segundo orden tanto para las primeras derivadas como para las segundas, para ello solo bas-
ta considerar aproximaciones en los puntos {x;_3X;_», Xi_1, Xi, Xi+1, Xi+2, Xi+3} de este modo se
puede verificar que dichas aproximaciones dan como resultado las siguientes expresiones.

Para la primera derivada:

df fi=4fii + fio

— 2
dxl, = Ax + O(Ax)~, (3.10)
df _ fi+1 - ﬁ—l 2
Ir L TAr + O(Ax)~, (3.11)
df _ _ﬁ' - 4ﬁ+1 + ﬁ'+2 2
Ir L TAx + O(Ax)”. (3.12)

Para la segunda derivada:

dEf|  2fi=5fii+4Afia— fis 2

e . = A + O(Ax)~, (3.13)
d f o Jiwm = 2fi+ i 2

E . = A + O(AX) , (314)
de _ zfi - 5fi+1 + 4fi+2 - fi+3 2

72 . = A + O(Ax)”. (3.15)

Dependiendo del tipo de ecuacién que se desea resolver serd més util emplear una apro-
ximacion regresiva, central o progresiva.

Para ilustrar el método en DF considere como ejemplo la ecuacién de adveccion lineal
como un problema de valores iniciales:

%L; + g_z = O’ enQ = [0’ tmax] X [xmin» xmax]
u(0, x) = up(x) (3.16)

Lt(t, xmin) = umin(t)’ I/t([, xmax) = umax(t)-

Entonces lo primero que debemos hacer es considerar el dominio discreto Q7 el cual
se ilustra en la fig.(3.2) que consta de las coordenadas (¢, x;) con " = nAty x; = Xpin +
iAx y la version discreta de la ecuacion de adveccion a primer orden en el tiempo con la
aproximacion en diferencias progresivas ya que queremos ir en el sentido creciente del
tiempo, y la aproximacion para la derivada espacial central a segundo orden, de este modo
la aproximacion toma la siguiente forma
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Xo X4 Xi-1 Xi Xit1 XN-1 XN

X

Figura 3.2: Dominio discreto Q¢ para un problema de valores iniciales en una dimension.

ur_z+1 —u" " n

i W B T e oA AR = 0 (3.17)
Af 2Ax ’ '

n+l1
i

donde u = u(t", x;). Despejando u!*" se tiene la siguiente ecuacion

n n At n n
Wt =l - Ty Wi = uil) + OCAL, Ax®). (3.18)

1 1

Esta ecuacion nos dice que para conocer una aproximacion del valor de la funcién u al
tiempo "*! en el punto x; es necesario saber el valor de la funcién al tiempo #* en los puntos
Xi—1, X; ¥ Xi+1. Aqui es necesario mencionar que el tamafio de paso de tiempo At¢ no puede
ser elegido arbitrariamente, ya que se debe satisfacer siempre que

At
— <1 3.19
Ax (3.19)
la cudl se conoce como la condicién de Courant—Friedrich—Lewy. En la fig.(3.3) se mues-
tran dos esquemas el de la derecha resulta en un esquema estable y el de la izquierda en
uno inestable.

La aproximacion en DF suele ser muy utilizada por tres razones principalmente, la pri-
mera es que es un método muy facil de programar, la segunda es que las matematicas
requeridas para su derivacion solo requieren series de Taylor lo cual es una herramienta
matematica muy bdsica y la tercera es que se pueden construir métodos con la presicion
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Figura 3.3: A la derecha se muestra un esquema estable en el que se cumple la condicién
de Courant—Friedrich—Lewy y a la izquierda uno inestable donde no se cumple.

que uno desee, es decir se pueden encontrar aproximaciones de las derivadas a cualquier
orden y el unico precio a pagar es que entre mayor sea el orden en la aproximacién mayor
serd el niimero de operaciones de punto flotante. Ahora las desventajas aparecen cuando se
tratan de resolver algunos sistemas de ecuaciones no lineales, como lo son las ecuaciones de
Euler, ya que estas ecuaciones pueden desarrollar discontinuidades. Y dada la formulacién
de DF siempre se requiere que las funciones sean suaves por lo tanto estan destinados a fa-
llar en este tipo de escenarios, una solucion a este problema se resuelve mediante el método
de voliimenes finitos ya que estos encuentran una aproximacion del sistema de EDPs en su
formulacion débil.

3.2. Volumenes Finitos

Como se menciond en la seccidn anterior, los métodos en DF no son capaces de poder
manejar discontinuidades debido a su formulacién. Por lo tanto los métodos en volimenes
finitos (VF) se construyen para resolver este problema. Igual que con DF se tomara el caso
unidimensional ya que es andlogo en mas dimensiones para mallas uniformes.

Considere el siguiente sistema de leyes conservativas,

@ N OF(U)
ot ox

= SU), (3.20)

donde U, F, S son vectores columna de dimension m conocidos como los vectores de es-
tado, flujos y fuentes respectivamente. La formulacion integral la podemos encontrar inte-
grando el sistema en el intervalo Q; = [x;_y2, X;+1/2] también llamado volumen de control

donde x;;1 = x; + %Ax, asi la ec.(3.20) se transforma en
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de  Fi-F o
_Ui + = Si 3.21
dt Ax 3-21)
donde
R [0, x)dx (3.22)
LT Ax Y ’ ’ )
C e 1 Xit+1/2
Si = [ St 0dx, (3.23)

(3.24)

son los valores promedio del vector de estado U y la fuente S en el volumen de control
Q; respectivamente y F; := F(U(x;_12)) es el flujo en el punto x;_;/,. Esta formulacion
equivale a un problema de Riemann local y la solucién es encontrar una aproximacion de
F; adecuada [8, 9].

Aqui se usa la aproximacion HLLE,

AFiy = IF+ 270 (U - 0))

R = : (3.25)
A — -
donde
= max(0, 0, A, A i
A~ = min(0,A},... A, ¢ A (3.26)

con /l’ /l’“ los eigenvalores de la matriz jacobiana A = dU en los puntos xi_12 Y Xi1,2

respectlvamente para calcular los eigenvalores como los flujos F; se supone que cada com-
ponente del vector de estados es constante en cada volumen de control €;. Con esto la
ec.(3.21) se puede reescribir como

d - FH LLE FH LLE

EU,’ = Sl’ —Hl Ax d . (327)

Ahora hay dos comentarios importantes que se deben sefialar el primero es que en ausen-
cia de discontinuidades el método descrito anteriormente coincide con una aproximacion
en DF a segundo orden con tamafio de malla Ax/2, mientras que en zonas donde se pre-
senten choques el método es de primer orden. La segunda cosa que debemos notar es que
la expresion anterior paso de ser un sistema de ecuaciones en derivadas parciales a un sis-
tema de ecuaciones en derivadas ordinarias que en la siguiente seccion se explicard como
resolver.

3.3. Método de Lineas

Los métodos descritos tanto DF y VF se utilizan para discretizar la parte espacial de las
ecuaciones. El método de lineas (MoL) permite encontrar una version discreta de mayor
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orden en el tiempo, para ver esto considere la siguiente ecuacion diferencial

ou
i L(u), (3.28)

donde L es un operador diferencial que solo incluye derivadas espaciales. Entonces pode-
mos reemplazar la ecuacion anterior por su version semi-discreta entonces si denotamos a
u como el vector columna donde cada entrada u; consta de la funcion u evaluada en cada
punto x; del dominio discreto, y L la version discreta del operador £, 1o primero que debe-
mos notar es que el vector u ya no depende del tiempo por lo que la ecuacion diferencial
parcial se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

du
— =Lu, 3.29
7 u (3.29)

el cual puede ser resuelto con cualquier integrador para EDOs. Por ejemplo para el método
de Euler se tiene

ot = u" + ALy, (3.30)

pero las soluciones que se presentardn en el siguiente capitulo son calculadas mediante el
método de Runge-Kutta 4

K, + 2k, + 2ks + k
wtl — g 2; 3T XN (3.31)

donde

kl = L(ul’l)’

k, = L(u"+ %klAt),
ky = Lgu” + 1koAt),
k4 = L u”+k3At).

(3.32)

Entonces con los métodos descritos se utilizan para poder encontrar aproximaciones de
las soluciones en el continuo, pero se necesita un criterio para saber cuando estas aproxi-
maciones son aceptables. Una solucién aproximada es aceptable cuando esta converge a la
solucion en el continuo.

3.4. Convergencia, consistencia y estabilidad

Definimos el error global e¢; como la diferencia entre la solucion exacta y la solucién
aproximada en el punto x;, entonces diremos que una solucion aproximada tiende a una
solucién exacta si el error max;(e¢;) — 0 cuando Ax — 0.

Un criterio que nos dice si la aproximacion calculada es una solucion de nuestra ecuacion
en el limite de resolucién infinita (es decir en el limite cuando Ax tienda a cero) es el
siguiente.
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Sean f| y f, aproximaciones con orden Ax" y (Ax/2)" respectivamente, de la solucion
exacta f, por lo tanto f, puede escribirse como

Jfo=fi+e(Ax)", (3.33)
fo=fo +e(Ax/2)". (3.34)

A partir de estas expresiones podemos obtener la siguiente ecuacion

Jo—h
Jo—1a

Si un método numérico y su implementacién en una solucién numérica satisface la ecua-
cion anterior se dice que dicha solucidn converge con orden n 'y a 2" se conoce como factor
de convergencia. Esto es de cierta utilidad porque damos un primer criterio para soluciones
numéricas sin embargo, este factor que acabamos de definir necesita la solucion exacta con
la cual en la mayoria de los casos no se cuenta, asi que una manera de ampliar este resulta-
do es utilizar una aproximacién maés, es decir, definiendo a f; con orden (Ax/4)" entonces
podemos reescribir nuevamente la solucién exacta f; en términos de f; como

=2" + O(AX") (3.35)

fo=fi+e(Ax/4)", (3.36)

Entonces a partir de las expresiones para f, en términos de fi, f> y f5 (3.34,3.34,3.36) se
obtiene

Lol oy O(AX"™) (3.37)

VLRl

Aqui se tiene de nuevo el factor de convergencia pero sin la necesidad de conocer la so-
lucién analitica, asi que si se cumple esta condicion diremos que la solucién autoconverge,
y autoconverge al sistema del cual es solucidn.

Una vez que se sepa que la solucién converge (o bien autoconverge) podemos escribir a
fo a partir de (3.34,3.34) como

fo = % +O(AX") (3.38)

esta ultima expresién permite conocer con una mejor aproximacion la solucién con solu-
ciones numéricas ya calculadas, y se le conoce como la extrapolacion de Richardson. Cabe
mencionar que la definiciéon de convergencia esta definida punto a punto sobre el dominio
discreto, asi que si se quiere ver una convergencia en el tiempo para esto se puede ver que
la norma del error entre las soluciones converja, asi que se define la p-norma como

A1l = \/ f "o (3.39)

Ademads un concepto importante es el de estabilidad, diremos que un método numérico
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es estable si una pequena perturbacion en los datos iniciales solo implica una pequefia per-
turbacion en la solucién.

Un método numérico se dice que es consistente si al refinar la malla los operadores dis-
cretos son equivalentes a los operadores de la ecuacion original.

Para problemas en tres dimensiones estas dos ultimas propiedades son indispensables
ya que gracias al teorema de equivalencia de Lax se sabe que si un esquema numérico es
consistente y estable entonces es convergente, ya que hacer pruebas de convergencias en
tres dimensiones implica usar demasiada memoria y tiempo computacional que la mayoria
de veces es insuficiente, por lo pronto en este documento al ser un problema con simetria
esférica es equivalente a un problema en una dimension y por lo tanto se pueden hacer las
pruebas de convergencia directamente.



Capitulo 4

Resultados

Los resultados que se presentan en este capitulo fueron construidos bajo las siguientes
condiciones:

Dominio numérico. Se define el dominio espacial escalonado, es decir se toma r; =
0.1 +iArconi = 0,1,2,...y Ar = M/25, M/50, M/100. Para el dominio temporal se
eligié un numero de courant CFL = 0.25.

Condiciones de frontera. El dominio numérico es un subconjunto del dominio fisico por
lo que no es necesario implementar condiciones de frontera. Sin embargo dado que algu-
nos factores geométricos divergen en el origen se aplica una técnica llamada excision sin

excision la cual consiste en multiplicar por un factor de (r/(1 + r))* a el lado derecho de las
ecuaciones de evolucién.

Antes de comenzar con las soluciones obtenidas, es necesario obtener algunas propieda-
des elementales de un hoyo negro para diagnosticar durante su evolucion.

Diagnostico.

Horizonte aparente. Se define como una superficie bidimensional incrustada en la hiper-
superficies X, en la que la expansion © de las geodésicas nulas salientes es cero [4]. Para
un espacio tiempo esféricamente simétrico en la formulacion GBSSN se escribe como

1 A 1
O=——"—(xgw—g.xX)+2|— - =K]|. 4.1)
sy 20) +2 325 3K

Para seguir la evolucién del horizonte aparente se calcula en cada paso de tiempo y ubi-
camos el cero mds externo en el radio de coordenadas sy y lo expresamos en la coordenada

radial R = +/gge/x evaluado en ruy.

Horizonte de eventos. Seguimos un paquete de rayos nulos radiales salientes para ubicar
aproximadamente el horizonte de sucesos como la superficie que separa los rayos nulos
salientes que alcanzan el infinito espacial de los que no lo hacen cuando se lanzan hacia el
futuro.

31
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4.1. Evolucion de un hoyo negro en el vacio

Considere el PVI para las ecuaciones de Einstein en el vacio en la formulacion GBSSN
(2.32). Con la finalidad de explorar el efecto de las condiciones de norma sobre la evolu-
cién de le geometria consideremos dos casos. El primero consiste en tomar un lapso que
satisfaga la condicion 1 + log y un corrimiento nulo durante toda la evolucién, para el se-
gundo escenario cambiamos la condicién del corrimiento por la ec. I' — Driver (2.30).

Datos iniciales. Se tomo una métrica de un hoyo negro de Schwarzschild en coordenadas
isotropicas (ver A),

-4

M
X:(1+;) L en=1 gw=r 4.2)

donde la masa M es la misma que la masa ADM del hoyo negro. Para las condiciones de

norma se eligen un corrimiento nulo 8 = B” = 0 y un lapso @ = (1 + M/ (2r))"%. Ademads
se supone que el espacio descrito en las coordenadas isotropicas no tiene curvatura por lo
que A,, = K = 0. Por ultimo de la definicién para [ se obtiene que I = —2/r. Asi con
estos datos es posible verificar que las constricciones (2.33) se satisfacen al tiempo inicial.

En la fig.(4.1) se muestran instantdneas de la funcién métrica g,, cada 10M unidades
de tiempo. A la izquierda se tiene el perfil de la funcién métrica g,, cuando se tiene un
corrimiento nulo durante toda la evolucion y a la derecha cuando el vector de corrimiento
satisface la condicion de norma I' — Driver. Se observa en el primer escenario en el que
hay un corrimiento trivial que la funcion g,, crece muy rapido; a este efecto se le conoce
como estiramiento del corte, lo que hace que se generen grandes gradientes en las variables
de evolucién y finalmente, lleva a una solucién no convergente y una posible explosion
del codigo. La condicion de norma I' — Driver para el vector de corrimiento hace que el
crecimiento de la funcién métrica sea mas lento, con lo que se muestra que el uso de una
condicion de norma adecuada ayuda a garantizar una evolucion exitosa durante un interva-
lo de tiempo mas prolongado. En la fig. (4.2) puede verse la localizacion del horizonte de
eventos del hoyo negro, en el cual todas las geodésicas divergen de él, también se muestra
la localizacion del horizonte aparente, el cual podemos ver que en este caso coincide con
el horizonte de eventos.

Finalmente para poder asegurar que las soluciones mostradas son aceptables, en la fig.

(4.3) se muestra una prueba de convergencia de la 2-norma de las constricciones del siste-
ma.

4.2. Acreacion de un gas ideal

En esta seccion se considera el PVI de la evolucion de un fluido ideal relativista (2.44,
2.45) en un espacio-tiempo descrito por las ecuaciones de Einstein en la formulacion
GBSSN (2.32) con las condiciones de norma 1 + log para la funcién de lapso y la con-
dicién I' — Driver (2.30) para el corrimiento.

Condiciones iniciales. Primeramente se eligen las condiciones iniciales para las variables
primitivas de las ecuaciones de Euler de la siguiente manera
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Sin desplazamiento Con desplazamiento
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Figura 4.1: Instantdneas de la evolucion de la funciéon métrica g, durante el intervalo de
tiempo [0, 100M]. A la izquierda con un desplazamiento nulo y a la derecha con un corri-
miento que satisface la condicién de norma I'-Driver.



34 Capitulo 4. Resultados

100 g

50

t/M

Horizonte aparente —+—
40
30 |-
20

10

R/M

Figura 4.2: Localizacion del horizonte de eventos del hoyo negro mediante la trayectoria
de geodésicas y el horizonte aparente en cada instante del tiempo.
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Figura 4.3: Convergencia de la 2-norma del error de las constricciones hamiltoniana, de
momento y la constante G.
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N2
po = méx{Aexp(—w),ﬂoor},

o
e = e (4.3)

vo= sip > floor,
- 10 otro caso.

donde floor = 107! es una artefacto numérico que actda como una atmésfera y se man-

tiene durante toda la evolucion con la finalidad de evitar tanto divisiones entre cero como
densidades negativas que provocarian que explote el c6digo durante un periodo de tiempo

muy corto. Para la ecuacién de estado se elige un valor del indice adiabatico I' = 4/3.
Una vez fijada la materia se procede a encontrar las condiciones iniciales para la geometria
resolviendo las constricciones del sistema (2.33). Suponiendo que tendremos un espacio-
tiempo similar al de Schwarzschild en coordenadas isotrépicas se toma como ansatz

-4

M
X:(1+Z+u) s grrzl, g99:r2, K:O. (44)

la ecuacion que debe satisfacer la funcidon u se obtiene de la constriccion hamiltoniana
y la componente A,, se obtiene de la constriccion de momento dando como resultado el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden,

’

u = w,

1 2w
W= ——(4p+3A2 ) -,

Tg\Ap + 340 p @5)
N 3A,,(M = 2r — 2rQCu + 2rw))

AL =S,
" 2r2

1/4
x4,

con las condiciones iniciales u(0, ry) = w(0,ry) = A,(0,r9) =0y donde p y S, estdn dados
por (2.52). Este sistema de ecuaciones se resuelve con cualquier integrador numérico, en
particular aqui se resuelve con el método de Runge-Kutta 4.

Para explorar un poco los pardmetros consideramos los siguientes casos:

(i) vo = 0.1, e = 0.01
(i) vo = —0.1, ¢ = 0.1
(iii) vo = —0.2, ey = 0.01

(iv) vo = —0.2,e9 = 0.1
conA =25x1073, 0 = 0.5y ry = 20 para los cuatro casos anteriores.

En la fig.(4.4) se muestran instantdneas de la densidad de masa en reposo cada 10M
unidades de tiempo para los cuatro escenario mencionados anteriormente, en los cuales po-
demos notar primeramente como es de esperar que un fluido con mayor velocidad inicial
cae mds rapido hacia el hoyo negro, pero también podemos ver que un fluido con mayor
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energia interna especifica tiende a diluirse mds que uno con energia menor. Tanto el ho-
rizonte aparente como el de eventos para los dos primeros casos se pueden ver en la fig.
(4.5) mientras que en la fig.(4.6) se muestra el crecimiento del horizonte aparente en los
cuatro casos mencionados, donde puede verse que para un fluido con mayor velocidad el
horizonte aparente crece mds rapido y para mayor energia crece mas lento. En la fig. (4.7)
puede verse que la solucién para los cuatro casos converge.

1-0X1O:§ i 3 i caso (ii)
1.0x10

1.0x107*
1.0x10‘2 .
1.0x10° B
1.0x107 |
1.0x108 |
1.0x10°
1.0x10710 &
1.0x102 E
1.0x107° {
1.0x107*
1.0x10° §
1.0x10° |
1.0x10” \
1.0x108 |f | 3 | |
1.0x10° | | \ 1 | \
1.0X10_10 i | | | L | | |

0

Log1g(Pg)

Log1o(Po)

Figura 4.4: Instantdneas cada 10M unidades de tiempo de la densidad de masa en reposo
para valores de A = 2.5 x 1073, ry = 20 y o = 0.5 para los cuatro escenarios planteados.

4.3. Acreacion por un campo escalar fantasma

En esta secciéon vamos a considerar el PVI para la ecuacion de KG escrita como un sis-
tema de primer orden en el tiempo (2.61) en un espacio-tiempo descrito por las ecuaciones
de Einstein en la formulacion GBSSN (2.32) con condiciones de norma 1+/log y I'—Driver
para la funcion de lapso y el corrimiento (2.30).

Condiciones iniciales. Al igual que en la seccion anterior se elige primero las funciones
para la ecuacion de KG de la siguiente manera

r—r0]2

Por simplicidad suponemos que los datos son simétricos en el tiempo de tal manera que
0,¢ = 0, por lo que la ecuacion de constricciéon de momento se satisface de manera idénti-

ca. Para las funciones de norma elegimos nuevamente un lapso @ = (1 + M/(2r))2 y un
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Figura 4.5: Localizacion del horizonte aparente (linea punteada) y el horizonte de eventos
para los primeros dos casos.
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Figura 4.6: Horizonte aparente del hoyo negro para los cuatro casos mencionados.
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Figura 4.7: Convergencia de la 2-norma para las constricciones del sistema utilizando tres

resoluciones distintas para los cuatro escenarios.
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corrimiento 8 = B = 0. De esta manera las funciones auxiliares (i, 7) son ¢ = d,¢ y m = 0.

Para la geometria se toma nuevamente como ansatz el espacio-tiempo de Schwarzchild
en coordenadas isotropicas como en la ec. (4.4) pero esta vez la constriccion hamiltoniana
toma la siguiente forma

’

u = v
1 2wV 4.7)
W= (@) - — -
8 r 4
Por tltimo el potencial utilizado es
V = A¢%. (4.8)

Para valores de A = 0.25, 7o = 5y o = 1 en la fig.(4.8) se muestra el perfil del campo
escalar ¢ en los instantes del tiempo ¢ = 0, 50M, 100M, 150M para valores de 4 = 0y —0.1.

Las trayectorias de las geodésicas para localizar el horizonte de eventos del hoyo negro,
asi como el horizonte aparente se muestra en la fig.(4.9) a la izquierda se encuentra el caso
con A = —0.1 y aladerecha A = 0.

En la fig.(4.10) puede verse la convergencia de la 2-norma para las tres constricciones
del sistema.

0.25 — 0.15
- t=0 ;
i =01 — || :
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Figura 4.8: Evolucién del campo escalar fantasma para un potencial V = A¢? para valores
de 4 =0y —0.1 en los instantes de tiempo ¢ = 0,50M, 100M y 150M.
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Figura 4.9: Localizacion del horizonte aparente y el horizonte de eventos para el problema
no lineal del campo escalar fantasma con potencial V = A¢? para valores de A = 0y -0.1.

4.4. Acreacion por EKG

Hasta este punto se tienen todos los ingredientes necesarios para poder resolver numéri-
camente el problema de acoplamiento minimo de la dindmica de un fluido relativista con
la del campo escalar fantasma descritos en un espacio-tiempo que obedece las ecuaciones
de Einstein.

Espacio-tiempo similar a Schwarzschild

Consideremos el caso en el que se tiene un espacio-tiempo similar al de Schwarzschild
en coordenadas isotrépicas.

Condiciones iniciales. Damos las condiciones tanto para las ecuaciones de Euler como
para la ecuacion de KG como en las secciones (4.2,4.3) por lo que las constricciones se
escriben como en ec.(4.5) para el espacio-tiempo dado por (4.4).

En la fig.(4.11) puede verse la densidad de masa en reposo para los PVIs de Euler y
EKG, en los cuales se puede observar que el efecto que tiene el campo escalar fantasma
sobre la densidad es frenarla, mientras que en la fig.(4.12) el perfil del campo escalar para
los casos de KG y EKG.

En la fig.(4.13) se muestra inicialmente como el horizonte aparente disminuye hasta un
radio R ~ 1.4 para después aumentar hasta R = 2.6 entonces comparando con la fig.(4.6)
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Figura 4.10: Convergencia de la 2-norma de las tres constricciones para los dos escenarios
cond=0y-0.1.

donde el radio aumento hasta R = 3, podemos ver que en la presencia de energia oscura el
horizonte aparente crecer un 20 % menos que en la ausencia de ella.

Espacio-tiempo de Schwarzschild

Existen una gran variedad de escenarios que se pueden explorar pero consideraremos
ahora uno en el que la geometria del espacio-tiempo es exactamente el de Schwarzschild
en coordenadas isotropicas, asi que nuestro PVI para las ecuaciones de Einstein y EKG se
define de la siguiente forma.

Condiciones iniciales. Asumimos para las ecuaciones KG un campo escalar como el de
la seccién anterior

(r— ”0)2
—

= Ae O0° | 4.9)
0,9,
0.

¢

v,

Vi =

Ahora para las ecuaciones de Euler tomamos un fluido en reposo, de este modo la cons-

triccién de momento se satisface de manera idéntica. También queremos que la constriccion

hamiltoniana se satisfaga de manera idéntica por lo que imponemos que p = n*n’T,, = 0
esto implica que la distribucién de materia es
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Figura 4.11: Perfiles de la densidad de masa en reposo para el PVI EKG comparado con el
PVI de Euler.
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Figura 4.13: Horizonte aparente del hoyo negro para la acreacion EKG.
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Figura 4.14: Convergencia de la 2-norma para las constriccion en la acreacion EKG.
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_Zgrr/lgb2 +X¢3
Po =
2(1 +e)gr

(4.10)

con ¢ la condicidn inicial para la energia interna especifica y donde se uso el potencial
V = A¢°.

Tomando A = 0.25,ry = 5,0 =2,¢0 = 0.01, 4 = -0.1 yI' = 4/3 para la ecuacion de
estado, para la densidad de masa en reposo se obtienen los resultados de la fig. (4.15) don-
de se muestran instantdneas cada 10M unidades de tiempo, mientras que en el fig. (4.16)
se puede ver la comparacion del perfil del campo escalar fantasma para la solucion KG y
EKG y puede verse que al afadir un fluido ideal al espacio-tiempo este hace que el campo
escalar oscile con mayor frecuencia.

Como ya hemos visto en el caso de acreacion de un gas ideal el horizonte de eventos del
hoyo negro aumenta caso contrario a la acreacion por un campo escalar fantasma en el cual
disminuye por lo tanto en la fig.(4.17) donde se tiene el acoplamiento minimo EKG puede
verse que el efecto del campo escalar hace que inicialmente el hoyo negro disminuya pero
la adicién de materia a un tiempo posterior recompensa la perdida de tamafio haciendo que
crezca cerca de un 25 % mds de su tamafio inicial.

Por ultimo en la fig. (4.17) puede verse que las soluciones mostradas convergen por lo
que se garantiza que sean soluciones aceptables.
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Figura 4.15: Instantdneas de la densidad de masa en reposo para el acomplamineto minimo
EKG cada 10 M unidades de tiempo.
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Figura 4.16: Perfil del campo escalar fantasma para el caso KG y EKG.
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Figura 4.17: Localizacién del horizonte de eventos y el horizonte aparente del hoyo negro
en el PVI de EKG.
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Conclusiones

Para ilustrar un poco los escenarios planteados en este documento consideremos una

masa inicial del hoyo negro cerca de M ~ 4.1 X 10°M,, como el que se encuentra en el
centro de nuestra galaxia.

= Solucion en el vacio. El primer escenario a explorar fue el mas simple de todos pero
no por eso menos importante, ya que con este se pudo observar cual es el efecto que
tienen las condiciones de norma sobre las soluciones aproximadas y como una buena
eleccion ayuda a garantizar una evolucién prolongada y garantiza la convergencia.

» Acreacion de un gas ideal. Si consideramos el primer caso estudiado, podemos ver

que el material que cae al hoyo negro comienza a provocar un aumento de su tamafio
en aproximadamente 20 minutos, pasados 40 minutos el hoyo negro a consumido
todo el material posible y aumentado su tamafio cerca de un 50 %. Si se aumenta su
velocidad al doble el proceso de crecimiento del horizonte de eventos del hoyo negro
disminuye aproximadamente a la mitad.

» Acreacion de un campo escalar fantasma. Para este escenario el horizonte de eventos

disminuye cerca del 25 % para ambos casos en un tiempo aproximado de 2.7 minutos,
la diferencia radica en que si se tiene un potencial no trivial el campo escalar oscila
mds que un potencial idénticamente cero.

» Acreacion por EKG. Para este tltimo PVI todos los escenarios anteriores sirvieron

para dos cosas: la primera es ir calibrando el codigo parte por parte para garanti-
zar una buena implementacion, la segunda es poder distinguir los efectos que tienen
las soluciones cuando se tiene ya sea solo el fluido o la energia obscura con el aco-
plamiento minimo de ambos. Asi en el primer ejemplo considerado para un campo
escalar y fluido con soportes compactos el horizonte aparente del hoyo negro aumen-
to cerca de un 35 % su tamaiio original en un tiempo aproximado de 80 minutos, el
doble de tiempo que le tomo al fluido sin campo escalar y redujo un 15 % su tamafio
comparado con este. En el segundo caso, al exigir que las constricciones del sistema
se satisficieran de manera idéntica se pudo recuperar el espacio-tiempo de Schwarzs-
child de manera exacta al tiempo inicial, sin embargo al tener las componentes del
tensor de esfuerzos distintas de cero la geometria evoluciona sin mantener al hoyo
negro fijo por lo que en un tiempo aproximado de 1 minuto comienza a disminuir su
horizonte de eventos hasta un tiempo de 3 minutos donde la materia ordinaria alcanza
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al hoyo negro haciendo que aumente dejando un horizonte de eventos un 20 % mas
grande después de 14 minutos transcurridos. Si queremos exigir tener un horizonte
de eventos fijo deberiamos de tener que todo el tensor de energia-momento se anu-
le, o bien que cada una de las proyecciones lo haga, cosa que no es posible ya que
implicaria tener una energia especifica del fluido negativa.



Apéndice A

Métrica de Schwarzschild en
coordenadas isotropicas

Consideremos la constriccion hamiltoniana
R+ K* - K;;K" = 167p, (A1)
tomando la transformacion conforme para la métrica,
Vi = 'y (A.2)
la ecuacion de constriccién hamiltoniana se reescribe como
8D'Diy — YR — K> + W’ K; ;K" = —16mp°p, (A.3)

donde R es el escalar de Ricci y D; es la derivada covariante asociados a la métrica confor-
me 7’]

Ahora consideremos soluciones en el vacio de modo que p = 0 y tomemos un siste-
ma con simetria temporal, por lo que todas las derivadas temporales de 7y;; son cero y el
intervalo lineal de cuatro dimensiones tiene que ser invariante bajo la inversion temporal,

ds* (—a +ﬁ,,8")aft2 + 2B,dx'dt + y;;dx'dx’
(—a + BBHd(—1)* + 2B,dx'd(—1) + y;;dx'dx’
(—a + B;B)dt* — 2B:dxdt + vijdx' 'dx/

lo cual implica que 8 = 0 y por la ecuacién de evolucién para la curvatura intrinseca,
8,)/,-j = —2CZKij + Dlﬁj + D]ﬁl (A4)

se obtiene que K;; = 0 entonces K = 0y la constriccion hamiltoniana se reduce a
_ . 1 =
D'Dy = gt//R, (A.5)
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ademads elegimos la métrica conforme como

Yij = Nij (A.6)
de esta forma de nuevo se reduce la ecuacion de constriccidn a

DYy =0, (A.7)
donde D? es el operador laplaciano.

Estamos interesados en soluciones asintéticamente planas de modo que la condicién de

frontera es ¥ — 1 cuando r — oo, asi, si tomamos las coordenadas cartesianas tenemos
que

w=1 (A.8)

y tomando @ = 1 recuperamos el espacio de Minkowki. Pero si tomamos coordenadas
esféricas, la solucion con simetria esférica se vuelve

=1+ % (A.9)
2r

Tomando el cambio de variable

r= %(R — M)+ VRR - 2M), (A.10)

se recupera la métrica de Schwarzchild,

-1
di* = (1 - 2%4) dR® + R* (d6” + sin” 0d?) (A.11)

Por lo que el horizonte de eventos localizado en R = 2M en coordenadas de Schwarz-
child se traslada al punto r = M/2 de acuerdo a (A.10) en las llamadas coordenadas
isotropicas donde el elemento de linea de la hipersuperficie se escribe como

2 _ M ! 2 2 2 : 2 2
dl _(1+;) (@ + 72 (d6” + sin® 0d”)| (A.12)

Entonces de acuerdo a la descomposicion 3+1 en la formulacion GBBSN para sistemas
con simetria esférica se tiene que
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( 2r
r,
0,

(A.13)
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