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RESUMEN 

Por: M.C. Eusiel Rubio Castro 

En la presente tesis se presentan modelos de optimización basados en la técnica de 

programación matemática para el uso eficiente de agua de proceso y de enfriamiento en procesos 

industriales, con el objetivo de minimizar los costos de capital y de operación así como el 

impacto ambiental de los mismos. Se resolvieron problemas de interés práctico y considerando la 

problemática actual de la industria, tomando en cuenta tanto la integración energética como 

másica de los procesos. En particular, se presenta el desarrollo y la aplicación de modelos de 

optimización para la integración másica del agua en parques eco-industriales y el diseño óptimo 

de sistemas de enfriamiento de agua y de efluentes acuosos.  

Respecto a la integración de agua en parques eco-industriales, se proponen nuevas 

superestructuras que incluyen configuraciones previamente despreciadas y se consideran 

corrientes con múltiples contaminantes a través de balances de propiedades. Además, se 

proponen diversos esquemas de optimización para encontrar el óptimo global de los problemas 

considerados. 

Para el caso de sistemas de enfriamiento de agua, se formula un modelo riguroso para la 

optimización de torres de enfriamiento a contracorriente y se proponen modelos de optimización

para la síntesis de sistemas de tratamiento térmico de efluentes acuosos y de sistemas de agua de 

enfriamiento con múltiples torres de enfriamiento a contracorriente. 

La eficacia de cada uno de los métodos propuestos se demuestra a través de la solución de 

varios ejemplos de aplicación industrial. 

 

Dirigido por: Dr. Medardo Serna González y Dr. José María Ponce Ortega 
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ABSTRACT 

By: M.C. Eusiel Rubio Castro 

This thesis presents optimization models based on mathematical programming techniques 

for the efficient use of water as raw material as well as cooling medium in the industrial 

processes. The objectives are to reduce the capital and operational costs as well as the 

environmental impact of the studied processes. Practical problems were solved taking into 

account the mass and energy integration. Particularly, this work presents the development and 

application of optimization models to the mass water integration into eco-industrial parks and to 

the optimal design of cooling water systems and cooling systems for aqueous effluents. 

Respect to the mass water integration into eco-industrial parks, this thesis proposes new 

superstructures that include several configurations not considered previously and the proposed 

models are able to considered streams with several pollutants through property balances. In 

addition, several optimization schemes are proposed to find out the global optimum in the 

addressed problems. 

Regarding to the cooling water systems, this thesis presents a new model for the optimal 

design of counter flow cooling towers. Moreover, models for the optimal synthesis of thermal 

treatment of aqueous effluents and cooling water systems with multiple cooling towers are

presented. 

The applicability of the proposed models is shown through several practical examples. 

 

Supervised by: Dr. Medardo Serna González and Dr. José María Ponce Ortega 
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CAPITULO 1. INTRODUCCIÓN. 

La industria química y de procesos proporciona enormes beneficios económicos a nivel 

mundial. Sin embargo, recientemente el impacto ambiental de la actividad industrial ha tomado 

gran interés debido al efecto adverso que tiene en aspectos como: salud humana, clima, identidad 

regional, alimentos, seguridad, economía y biodiversidad, entre otros. Según el reporte del año 

2010 de la Organización de Naciones Unidas, aproximadamente el 70% de la superficie terrestre 

podría ser afectada por la construcción de carreteras, explotación de minas, crecimiento y 

surgimiento de ciudades y otros desarrollos en los próximos 30 años. Cerca del 50% de los ríos 

del mundo están seriamente contaminados y degradados, dos mil millones de hectáreas de tierra 

están clasificadas como degradadas debido a la actividad humana, la contaminación de los mares 

por las corrientes de desecho han generado una grave crisis mundial de salud, la reducción de la 

capa de ozono ha alcanzado niveles muy altos (en el año 2000 el agujero en la capa de ozono en 

la Antártida era mayor a 28 000 km2). La Organización de Alimentación y Agricultura estima que 

los bosques que cubren una tercera parte de la superficie terrestre se han degradado en un 2.4% 

desde 1994.  

En este sentido, la actividad industrial es una de los principales responsables de la 

contaminación del agua a nivel mundial, ya que consume enormes cantidades de agua limpia y 

desecha corrientes severamente contaminadas al ambiente. Recientemente se han impuesto 

regulaciones ambientales para los desechos descargados por las industrias, lo que implica 

restricciones para la temperatura de los efluentes acuosos así como para la composición y otras 

propiedades de las corrientes de desecho. Esto ha representado un costo adicional a los procesos 

químicos, ya que ahora se tienen que tratar los desechos antes de ser descargados al ambiente. 

Debido a las regulaciones ambientales cada vez más estrictas (aumentando los costos de 

tratamiento de los efluentes) y a la disponibilidad decreciente de los recursos (aumentando los 

costos de las materias primas), en los años recientes se han propuesto estrategias para reducir el 

consumo de recursos frescos (en este caso agua) a través de la integración másica de procesos y 

el consumo de energía a través de la integración energética de procesos. Estas técnicas han 

permitido reducir el impacto ambiental de los procesos (ya que al usar menor cantidad de 

recursos, se generan menos desechos que se vierten al ambiente) y, al mismo tiempo, los costos 

de los procesos (al usar menor cantidad de recursos externos se tiene una reducción en los costos 
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de materias primas).  

En este contexto es en el que se inserta la presente tesis, donde se proponen diferentes 

técnicas basadas en programación matemática para desarrollar redes de agua y sistemas de 

enfriamiento de agua óptimos. La descripción de estas aportaciones se muestra en las siguientes 

secciones. 

1.1 ANTECEDENTES. 

 Dos áreas de gran interés en la integración de procesos químicos, como lo son la 

integración másica e integración energética, son abordadas en la presente tesis. En particular, se 

proponen contribuciones a la integración másica de agua en parques eco-industriales y a la 

síntesis de sistemas de enfriamiento con agua. Los antecedentes se presentan a continuación. 

1.1.1 Antecedentes de integración de agua en parques eco-industriales. 

La integración másica de agua, con el objetivo de minimizar tanto el uso como el desecho 

de ésta en las industrias así como los costos asociados a los procesos, ha sido abordada a través 

de metodologías algorítmicas, gráficas, algebraicas y de programación matemática. Estas 

metodologías han sido aplicadas a la integración en una sola planta así como a la integración 

entre plantas. Las revisiones bibliográficas reportadas por Bagajewicz (2000), Dunn y El-

Halwagi (2000) y Foo (2009) resumen los trabajos reportados para la integración de una sola 

planta. Debido a que se han observado significativos beneficios tanto económicos como 

ambientales con la implementación de integración másica en una sola planta, esta estrategia ha 

sido extendida al estudio de integración de agua entre múltiples plantas en parques eco-

industriales (EIP) o integración entre plantas.  

El concepto de parque eco-industrial fue propuesto por Cote y Hall (1995). Según Lowe 

(1997), un parque eco-industrial es una agrupación de industrias en busca del óptimo 

funcionamiento económico y ambiental a través de una colaboración eficiente. Por ejemplo, la 

Figura 1.1 muestra cómo tres compañías son integradas en la misma zona industrial con procesos 

que comparten algún tipo de materia prima, servicio, producto, información y/o desecho. El 

objetivo de esta integración global es el beneficio de las compañías participantes considerando 

tanto aspectos económicos como ambientales. Por lo tanto, un parque eco-industrial se deriva de 
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los intentos por aplicar los principios ecológicos en la actividad industrial tomando en cuenta su 

interacción con las comunidades, de tal forma que la prevención de la contaminación y el 

desarrollo de procesos sustentables pueden ser alcanzados por medio de la cooperación entre las 

organizaciones. 

TRATAMIENTO 
DE AGUA

PLANTA DE 
ASFALTO

RECILADORA DE 
LLANTAS

REFINERÍA

DESCARGA AL 
AMBIENTE

COMUNIDAD

 

Figura 1.1. Representación general de un Parque Eco-Industrial 

En cuanto a la integración entre plantas, el cálculo de objetivos mínimos (uso de agua 

fresca, flujo de descarga al ambiente y costo de tratamiento) ha sido considerado por medio de 

métodos gráficos (Olesen y Polley, 1996) y algebraicos (Chew y col., 2007; Foo, 2008; 

Bandyopadhyay y col., 2010; Chew y col., 2010a, 2010b). Las principales ventajas de los 

métodos gráficos y algebraicos es que proporcionan los objetivos mínimos de la integración de 

agua previo a la etapa de síntesis; sin embargo, estas metodologías están restringidas a un sólo 

contaminante y no pueden manejar restricciones topológicas. Además, estos métodos basados en 

estrategias secuenciales no garantizan la solución óptima global en la etapa de diseño. 

Las técnicas de programación matemáticas pueden ser utilizadas para resolver problemas 

de gran tamaño (por ejemplo, varias plantas involucradas, varios efluentes y unidades de proceso) 
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incluyendo múltiples contaminantes. En este contexto, varios trabajos han abordado el problema 

de síntesis de integración de agua entre plantas basados en la composición de las corrientes (ver 

por ejemplo, Lovelady y col., 2007; Liao y col., 2007; Chew y col., 2008; Chew y Foo, 2009; 

Lovelady y El-Halwagi, 2009; Lim y Park, 2010; Chen y col., 2010; Aviso y col., 2010a, 2010b; 

Tan y col., 2011; Taskhiri y col., 2011). Las limitaciones en los trabajos anteriores, tales como el 

no considerar el intercambio de agua directo entre plantas, ni la optimización simultánea de las 

unidades de tratamiento, así como no considerar restricciones ambientales, fueron superadas por 

los trabajos reportados por Rubio-Castro y col. (2010, 2011) desarrollados en la presente tesis y 

que se presentan en los Apéndices A y B. No obstante, estos trabajos se basan en la composición 

de las corrientes y no consideran el reciclo de agua en las unidades de tratamiento. Por otra parte, 

Lovelady y col. (2009) consideraron el diseño óptimo para la integración entre plantas 

considerando múltiples contaminantes, donde las corrientes de agua son caracterizadas en 

términos de las propiedades que afectan las unidades de proceso y que son restringidas por 

regulaciones ambientales considerando los balances de propiedades previamente utilizados por 

Ng y col. (2008), Ponce-Ortega y col. (2009, 2010) y Nápoles-Rivera y col. (2010). En resumen, 

todos los trabajos previamente citados para la integración entre plantas presentan las siguientes 

tres desventajas: 

 Superestructuras simplificadas. Para evitar complicaciones numéricas, potencialmente 

buenas soluciones tales como la selección óptima del tipo de unidades de tratamiento y 

diferentes opciones para la integración de agua (por ejemplo, integración directa entre 

plantas, descarga directa al ambiente, etc.) y restricciones ambientales no han sido 

consideradas en los trabajos reportados anteriormente. Por lo tanto, debe notarse que en 

los trabajos anteriores no han sido consideradas todas las posibles opciones para la 

integración de agua entre plantas tales como los flujos directos entre plantas, restricciones 

ambientales, el costo fijo de las unidades de tratamiento, la selección óptima de las 

unidades de tratamiento, múltiples contaminantes, el costo de tuberías y de tratamiento así 

como el reciclo entre las unidades de tratamiento. Como resultado, las superestructuras 

simplificadas y las formulaciones asociadas pueden arrojar soluciones sub-óptimas. 

 Integración basada en composición. Es muy difícil caracterizar las corrientes que están 

constituidas por numerosos contaminantes utilizando solamente la composición. 

Adicionalmente, las restricciones de proceso y ambientales usualmente son fijadas en 
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términos de propiedades específicas (por ejemplo, densidad, viscosidad, toxicidad, color, 

demanda química de oxígeno, etc.). Por lo tanto, la integración de agua entre plantas 

basada en composición no es útil para sistemas con un gran número de contaminantes que 

requieren la consideración de propiedades además de las concentraciones (Shelley y El-

Halwagi, 2000). Para estos casos, el esquema de integración de propiedades que fue 

desarrollado por redes individuales de agua puede ser extendido para el problema de 

integración entre plantas.  

 No garantizan la solución óptima global. La mayoría de los trabajos previamente 

reportados para la integración de agua entre plantas no garantizan la solución óptima 

global, ya que han usado procedimientos de optimización locales tales como el algoritmo 

de la aproximación exterior y la función de penalización aumentada-DICOPT 

(Viswanathan y Grossmann, 1990). Sin embargo, las formulaciones del modelo para la 

integración de agua entre plantas son altamente no convexas debido al gran número de 

términos bilineales en las ecuaciones de balances y los términos de costo cóncavos en las 

funciones objetivos. Por lo tanto, utilizando las metodologías previamente reportadas es 

muy difícil obtener la solución óptima global; además, es muy difícil obtener, al menos, 

una solución factible.  

1.1.2 Antecedentes para la síntesis de sistemas de enfriamiento con agua. 

Debido a su composición química no perjudicial, fácil manejo bajo condiciones de 

proceso y adecuadas propiedades térmicas, el agua es ampliamente empleada como medio de 

enfriamiento para remover el exceso de calor en la industria petroquímica, compañías químicas, 

estaciones de potencia para la generación de electricidad, refrigeración, industrias del papel y del 

acero. En la industria, el uso de agua como medio de enfriamiento es comúnmente requerido en 

sistemas de enfriamiento con reutilización de agua, debido a la escasez del agua y a 

consideraciones ambientales. Como se muestra en la Figura 1.2, un sistema de enfriamiento con 

agua tradicional puede ser definido como un sistema integrado que contiene tres principales 

componentes: la red de enfriadores, la red de torres de enfriamiento y las bombas requeridas para 

hacer circular el agua a través del sistema. El agua fría es enviada desde la torre de enfriamiento 

hacia las unidades de intercambio de energía en la red de enfriadores; el agua caliente es enviada 

desde la red de enfriadores hacia el domo de la torre de enfriamiento donde fluye hacia abajo a 
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través del empaque o relleno, mientras que aire fluye hacia arriba (contra flujo) u horizontalmente 

(flujo cruzado). Como resultado del contacto directo entre el agua y el aire en la región del 

empaque, parte del agua es vaporizada y la temperatura de agua es reducida en tanto que la 

humedad del aire presenta un incremento. El aire húmedo abandona la torre por el domo de ésta. 

La purga de agua y las pérdidas de agua por evaporación y arrastre son reemplazadas con agua 

fresca de reposición. Ya que el agua de enfriamiento es reusada después de disiparle el calor en la 

torre de enfriamiento, este tipo de sistemas reducen considerablemente la cantidad de agua de 

reposición necesaria, obteniendo significativos ahorros de agua fresca. Además, la cantidad de 

agua descargada al ambiente es considerablemente pequeña, lo que reduce los efectos 

ambientales adversos. 

 En los últimos diez años, varios estudios de sistemas de enfriamiento con agua han sido 

reportados en la literatura. Estos se han basado en la tecnología del punto de pliegue o en técnicas 

de programación matemática como estrategia de optimización. El trabajo insignia en esta área fue 

reportado por Kim y Smith (2001), quienes desarrollaron y aplicaron una estrategia secuencial 

(dos etapas) basada en el punto de pliegue para el diseño óptimo de sistemas de enfriamiento con 

agua. En la primera etapa, el flujo mínimo de agua de enfriamiento en el sistema es calculado 

usando una técnica gráfica, mientras que en la segunda etapa la red de enfriadores con un arreglo 

en serie es desarrollada para alcanzar el objetivo mediante reglas heurísticas de diseño. En 

trabajos posteriores, los sistemas de enfriamiento fueron abordados a través del análisis del punto 

de pliegue para diferentes objetivos: superar cuellos de botella (Kim y col., 2002), reducción del 

agua de reposición (Kim y Smith, 2004a) y la minimización del impacto ambiental utilizando 

tratamiento de ozono en la torre de enfriamiento (Panjeshahi y col., 2009). Además, una 

metodología conceptual fue reportada por Picón-Núñez y col. (2007) para estudiar el efecto de la 

configuración de la red de enfriadores sobre el área total de los intercambiadores. A partir de una 

perspectiva similar, Picón-Núñez y col. (2011) desarrollaron un procedimiento basado en la 

tecnología del punto de pliegue para examinar los diversos factores económicos en el diseño de 

sistemas de enfriamiento. 

 Respecto a las técnicas basadas en programación matemática, Castro y col. (2000) 

presentaron un modelo no lineal para minimizar el costo de operación de un sistema de 

enfriamiento con una configuración dada utilizando un modelo de regresión para la torre de 
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enfriamiento. Kim y Smith (2003) formularon un modelo de optimización para el reajuste de 

sistemas de enfriamiento con agua, donde incluyeron varios aspectos tales como la redistribución 

de calor, la remoción de agua caliente, el uso de enfriadores de aire y el incremento del flujo de 

aire en la torre. Feng y col. (2005) propusieron una estrategia basada en un modelo mixto entero 

no lineal para obtener una configuración de la red de enfriadores con el menor consumo de agua 

de enfriamiento. Ponce-Ortega y col. (2007) desarrollaron una nueva superestructura para la 

optimización de redes de enfriadores incluyendo tanto el costo de capital de los enfriadores como 

el costo de operación referido al agua de enfriamiento. En un trabajo posterior, Ponce-Ortega y 

col. (2009) propusieron una formulación basada en un modelo disyuntivo para la síntesis 

simultánea y el diseño detallado de la red de enfriadores. Recientemente, otros estudios han 

presentado alternativas  para mejorar la operación de sistemas de enfriamiento existentes 

utilizando un modelo de optimización que fue validado a través de datos experimentales en una 

planta piloto (Cortinovis y col., 2009a; 2009b). Más recientemente, en contraste con las 

estrategias secuenciales de diseño de otros autores, Ponce-Ortega y col. (2010) propusieron un 

modelo de optimización simultáneo para el diseño detallado de todos los componentes del 

sistema de enfriamiento, además de incluir la interacción entre la red de enfriadores y la torre de 

enfriamiento. 

 Debe notarse que todos los trabajos previamente citados fueron desarrollados para 

sistemas de enfriamiento con sólo una torre de enfriamiento. Sin embargo, la mayoría de los 

sistemas industriales (por ejemplo, refinerías, complejos petroquímicos) están constituidos por 

múltiples procesos, corrientes y sistemas secundarios (por ejemplo, servicios externos) y cuentan 

con múltiples torres de enfriamiento para remover los excesos de calor de corrientes calientes de 

proceso. En ese sentido, una técnica de optimización matemática para sistemas de enfriamiento 

que incluye múltiples torres de enfriamiento para suministrar el agua fría a diferentes 

temperaturas fue primeramente propuesta por Majozi y Moodley (2008). Este trabajo fue 

extendido por Gololo y Majozi (2011) en un reciente reporte para incorporar el comportamiento 

detallado de las torres de enfriamiento involucradas. Tales autores propusieron la minimización 

del agua de enfriamiento demandada por el sistema como función objetivo. El problema de 

optimización es resuelto por un procedimiento de descomposición en dos etapas, en el cual la red 

de enfriadores primero fue diseñada en un lazo interno suponiendo valores para la temperaturas y 

los flujos del agua de enfriamiento de entrada; las torres de enfriamiento son después diseñadas 



Desarrollo de estrategias para el uso eficiente del agua en la industria 
 

Doctorado en Ciencias en Ingeniería Química 9 
 

detalladamente en un lazo exterior utilizando como datos de entrada la temperatura y los flujos 

del agua que salen de la red de enfriadores. Esto permite recalcular la temperatura y los flujos del 

agua en la entrada de la red de enfriadores. El procedimiento continúa hasta que en dos 

iteraciones consecutivas los valores calculados de temperatura y flujo de agua de enfriamiento 

son los mismos que supuestos. Gololo y Majozi (2011) demostraron que los sistemas de 

enfriamiento con agua que emplean múltiples torres de enfriamiento pueden alcanzar el máximo 

reuso del agua de enfriamiento, permitiendo hasta un 22% de ahorro en los requerimientos de 

agua de enfriamiento comparado con los casos base. Sin embargo, esta metodología presenta las 

siguientes dos limitaciones: a) no considera el costo de capital de los enfriadores y de las torres 

de enfriamiento (produciendo resultados incompletos), b) que la red de enfriadores y la red de 

torres de enfriamiento no son diseñadas simultáneamente (produciendo resultados sub-óptimos). 
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Figura 1.2. Componentes de un sistema típico de enfriamiento con agua 

1.2 JUSTIFICACIÓN. 

Los trabajos reportados para la integración másica de agua entre plantas han dejado de 

lado configuraciones de interés en las redes de agua con el objetivo de evitar complicaciones 

durante el problema de optimización, aunado a que las corrientes están caracterizadas por la 
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composición de los componentes aún cuando las restricciones operacionales y ambientales son 

fijadas en términos de propiedades ya que en la mayoría de los casos son éstas las que causan 

efectos adversos en los equipos industriales y en los reservorios naturales que captan las 

descargas industriales. Además, los problemas abordados son optimizados con procedimientos de 

optimización local, lo cual impide obtener la solución óptima global del problema.  

Por otra parte, los modelos reportados para síntesis de sistemas de enfriamiento con agua 

no han considerado simultáneamente durante el problema de optimización la selección de 

múltiples torres de enfriamiento instaladas en arreglos en serie, paralelo o serie-paralelo, la 

distribución de las corrientes de agua caliente provenientes de la red de enfriadores en múltiples 

torres de enfriamiento, la distribución de las corrientes de agua fría provenientes de múltiples 

torres de enfriamiento en diferentes etapas de la red de enfriadores y la interacción entre la red de 

enfriadores, múltiples torres de enfriamiento y los dispositivos de bombeo.  

Además, la degradación del ambiente ha incrementado la vulnerabilidad humana con 

respecto a amenazas naturales; también ha aumentado los problemas de salud y la degradación de 

la biodiversidad. Y es bien sabido que la actividad industrial es en parte culpable de tal situación. 

Pero hoy en día, para tener una economía buena y fuerte, las comunidades deben incluir el sector 

industrial a su fórmula económica. Sin embargo, para poder involucrar a la industria en 

estrategias sustentables, se demandará mejoras fundamentales en el funcionamiento ambiental de 

ésta, eficiencia en el uso de recursos naturales, así como una mejor integración de las compañías 

en sus comunidades locales.  

1.3 OBJETIVOS. 

1.3.1 Objetivo general. 

Desarrollar modelos basados en programación matemática para optimizar el uso de agua 

en los procesos industriales a fin de reducir los costos de éstos y el impacto ambiental.  

1.3.2 Objetivos particulares. 

1.3.2.1 Formulación y resolución de un modelo para la integración óptima global de 

agua de diferentes plantas en un parque eco-industrial. El modelo se basará en una nueva 

superestructura que tomará en cuenta todas las configuraciones de reuso y reciclo de interés en la 
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síntesis de redes de agua, las corrientes estarán caracterizadas por propiedades y un nuevo 

algoritmo de optimización global tipo spatial branch and bound será empleado para la solución 

de los problemas considerados. Dos nuevas reformulaciones para el límite superior e inferior 

requeridos en el algoritmo tipo spatial branch and bound serán propuestos con la finalidad de 

alcanzar la convergencia en pocas iteraciones. Los resultados demostrarán que importantes 

incentivos económicos y ambientales son obtenidos con la integración de agua en parques eco-

industriales y que el algoritmo de optimización global propuesto es útil para manejar términos 

bilineales. 

1.3.2.2 Formulación e implementación de un modelo para el diseño de sistemas de 

enfriamiento considerando múltiples torres de enfriamiento. El modelo se basará en una 

nueva superestructura que incluya la posibilidad de instalar múltiples torres de enfriamiento 

conectadas en serie, paralelo o serie-paralelo, de la misma forma los enfriadores podrán estar 

arreglados en serie, paralelo o en serie-paralelo y múltiples corrientes de agua a diferentes 

temperaturas podrán ser enviadas desde la red de enfriadores hacia la red de torres de 

enfriamiento y viceversa. Estas corrientes de agua serán segregadas bajo un sistema distribuido 

tanto en la red de enfriadores como en la red de torres de enfriamiento. En la aplicación del 

modelo varios casos de estudio se resolverán tanto con la nueva superestructura propuesta como 

con el arreglo tradicional de sistemas de enfriamiento (enfriadores en paralelo y una sola torre de 

enfriamiento) para demostrar las ventajas económicas de la superestructura propuesta respecto al 

arreglo tradicional de sistemas de enfriamiento. 

1.3.2.3 Formulación e implementación de un modelo para el diseño óptimo de 

sistemas de enfriamiento de efluentes acuosos por contacto directo con aire. El modelo estará 

basado en una nueva superestructura que represente todas las configuraciones de división y 

mezclado de interés para los efluentes calientes antes de ser enviados a la torre de enfriamiento 

previo a su descarga al ambiente una vez satisfecha el límite máximo permisible de temperatura. 

El diseño de la torre de enfriamiento se llevará a cabo de forma detallada, el comportamiento de 

la torre será evaluado con el método de Merkel y la implementación del modelo hará posible 

determinar de manera simultánea y óptima la distribución de los efluentes, la geometría y las 

condiciones de operación de la torre de enfriamiento con menores costos respecto de los sistemas 

de enfriamiento centralizados para efluentes acuosos. 



Desarrollo de estrategias para el uso eficiente del agua en la industria 
 

Doctorado en Ciencias en Ingeniería Química 12 
 

1.3.2.4 Formulación de un modelo para el diseño riguroso de torres de enfriamiento 

a contracorriente. El modelo considerará la representación rigurosa de los fenómenos de 

transporte en el empaque de torres de enfriamiento a contracorriente de agua a través del método 

de Poppe en conjunto con el diseño geométrico detallado. Además, se incluirán restricciones 

prácticas de diseño y operación, así como diferentes tipos de empaque y la interrelación entre las 

principales variables de diseño. La aplicación del modelo a casos de estudios previamente 

reportados usando el método de Merkel para representar los fenómenos de transporte en la zona 

de empaque, permitirá evidenciar la inexactitud en el diseño de torres de enfriamiento debidos a 

la errónea representación de los procesos de transferencia de masa y energía con el método de 

Merkel durante el proceso de enfriamiento del agua.  

1.4. DESCRIPCIÓN DEL TRABAJO. 

 Esta tesis es organizada de la siguiente forma: a) en el Capítulo 2 se presenta un modelo 

para la optimización global de la integración de agua en parques eco-industriales basado en las 

propiedades de las corrientes, b) en el Capítulo 3 se muestra un modelo para la síntesis óptima de 

sistemas de enfriamiento con agua considerando múltiples torres de enfriamiento, c) el Capítulo 

4 presenta las conclusiones generales y las recomendaciones para un trabajo futuro, d) en los 

Apéndices A y B se presentan dos modelos para la integración de agua en parques eco-

industriales basados en concentraciones de contaminantes y considerando dos nuevas 

superestructuras, en cada uno se muestra una nueva técnica de optimización global a partir de 

estrategias de discretización de los términos bilineales (Apéndice A) y de la trasformación de la 

superestructura original no convexa en una superestructura discretizada convexa (Apéndice B), 

e) en el Apéndice C se muestra un nuevo modelo para el diseño óptimo de sistemas de 

enfriamiento de efluentes acuosos, f) en el Apéndice D se presenta un modelo para el diseño 

óptimo y riguroso de torres de enfriamiento a contracorriente, y finalmente g) en los Apéndices 

E, F y G se muestran las correlaciones usadas para el cálculo de las propiedades físicas 

requeridas en el Capítulo 3 y en el Apéndice C; así como una explicación gráfica del método 

Runge-Kutta de cuarto orden empleado en el Capítulo 3 para la solución de las ecuaciones que 

rigen los fenómenos de transporte en la zona de empaque de torres de enfriamiento a 

contracorriente. 
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CAPÍTULO 2. OPTIMIZACIÓN GLOBAL DE REDES AGUA EN PARQUES ECO-

INDUSTRIALES BASADA EN PROPIEDADES. 

2. 1 RESUMEN. 

En este Capítulo se presenta un nuevo método determinístico de optimización global para 

la integración de agua entre plantas basado en propiedades para caracterizar las corrientes con 

múltiples componentes. El problema es formulado como un modelo MINLP basado en una 

superestructura que involucra todas las configuraciones de interés. Esta formulación exhibe 

múltiple mínimos locales. Para superar tal problema se proponen efectivas reglas de ramificación 

de variables en adición a dos nuevas reformulaciones para el límite superior (solución entera 

factible) y para el límite inferior (solución relajada), las cuales son incorporadas a un 

procedimiento spatial branch and bound para manejar los términos bilineales en el modelo. El 

problema consiste en encontrar la configuración con el costo total anual mínimo (que incluye el 

costo de tratamiento, de agua fresca y de las tuberías). Los resultados computacionales muestran 

que la solución óptima global (con reducciones significativas en el consumo de agua fresca y la 

descarga ambiental) es obtenida en pocas iteraciones y en corto tiempo computacional.  

El Capítulo es organizado de la siguiente forma, en la sección 2.2 se presenta la 

definición del problema abordado, en la sección 2.3 se presenta la formulación del modelo, en la 

sección 2.4 se presenta la reformulación del modelo para obtener el problema entero y el 

problema relajado, en la sección 2.5 se presenta el algoritmo de optimización global, en la 

sección 2.6 se presentan los resultados obtenidos con la aplicación del modelo propuesto para 

varios casos de estudio y finalmente en la sección 2.7 se presentan las conclusiones. 

2.2 DEFINICIÓN DEL PROBLEMA. 

 El problema abordado se define de la siguiente manera: 

Dado: 

a) El flujo másico y las propiedades de un conjunto de efluentes de proceso. 

b) El flujo másico requerido y el límite máximo y mínimo permisible de las propiedades de 

un conjunto de unidades de proceso. 

c) El límite máximo y mínimo permisible de las propiedades en la corriente de descarga. 
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d) Las propiedades en los tipos de agua fresca disponibles. 

e) La capacidad de remoción de propiedades de un conjunto de unidades de tratamiento. 

f) Parámetros económicos, como el costo unitario del agua fresca, el costo fijo y de 

operación de las unidades de tratamiento, la longitud y el costo fijo de los segmentos de 

tuberías considerados. 

El problema consiste en encontrar la configuración óptima del parque eco-industrial que 

cumpla con las restricciones operacionales y ambientales, y que a su vez represente el costo total 

anual mínimo. 

2.3 FORMULACIÓN DEL MODELO. 

 El modelo propuesto está basado en la superestructura mostrada en la Figura 2.1, la cual 

considera el reuso y reciclo de los efluentes de proceso hacia las unidades de proceso de la misma 

planta así como hacia las unidades de proceso de diferentes plantas, además hacia las unidades de 

tratamiento empleadas para tratar las propiedades de las corrientes con el objetivo de cumplir con 

las restricciones en las unidades de proceso y en la descarga ambiental. Note que cada efluente de 

proceso puede ser enviado hacia cada unidad de proceso en la misma planta y/o otras plantas, 

hacia cada unidad de tratamiento y hacia la corriente de descarga al ambiente. Además, el flujo 

de cada unidad de tratamiento puede ser segregado y enviado hacia las unidades de proceso, 

hacia otras unidades de tratamiento y/o hacia la descarga ambiental. Una unidad de tratamiento 

ficticia es utilizada cuando no es requerido tratamiento. El objetivo del modelo propuesto 

consiste en encontrar la configuración de la red de integración de agua entre plantas que 

represente el costo total anual mínimo y cumpla las restricciones operacionales y ambientales. En 

las siguientes ecuaciones, los subíndices i, j, k, r, w, t, p, q1, q2 y z son usados para designar los 

efluentes de proceso, unidades de proceso, cualquier flujo, unidad de tratamiento, tipos de agua 

fresca, iteraciones, propiedades, particiones para el límite superior, particiones para el límite 

inferior y segmentos lineales para linealizar la función objetivo, respectivamente; el subíndice 

min representa un límite inferior y el subíndice max representa un límite superior. Además, las 

variables en el modelo son escritas en letra cursiva y los parámetros como letra regular. Las 

ecuaciones del modelo propuesto son presentadas como sigue. 
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Figura 2.1. Superestructura propuesta para la integración de agua en parques eco-industriales 

2.3.1 Función objetivo.  

La función objetivo consiste en la minimización del costo total anual (TAC ) que incluye 

el costo de agua fresca (WC ), el costo de tratamiento ( RC ) y el costo de tuberías ( PC ):

TAC WC RC PC                     (1) 

El costo de agua fresca es calculado con la siguiente relación,  
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Y , w
1 1

H CU
J W

w j
j w

WC fw
 

                  (2) 

Por otra parte, el costo de tuberías es una función de la longitud de la tubería, flujo en la 

tubería, densidad del fluido, velocidad, tipo de material, etc. Note que en esta ecuación el costo 

de capital de las tuberías es correlacionado con el área de sección transversal e incluye el costo 

fijo y variable. 
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                 (3) 

Para el costo de tratamiento, los costos de capital y de operación de las unidades de 

tratamiento son calculados como sigue, 

α
F r Y rK CU H CUMr r

r R r R
RC FR FR

 
                   (4) 

En las ecuaciones anteriores, YH  representa las horas de operación al año, wCU es el 

costo unitario del agua fresca, ,w jfws  es el flujo del agua fresca en cada unidad de proceso, FK  

es el factor usado para anualizar los costos de capital, rCU  es el costo de inversión de las 

unidades de tratamiento, α  es un exponente para la función de costos que atiende las economías 

de escala, rCUM  es el costo por unidad de masa removida en cada unidad de tratamiento, 1
i,jD  es 

la distancia entre el efluente de proceso i y la unidad de proceso j, 2
i,rD  es la distancia entre el 

efluente de proceso i y la unidad de tratamiento r, 3
r,jD  es la distancia entre la unidad de 

tratamiento r y la unidad de proceso j, 4
rD  es la distancia entre la unidad de tratamiento r y la 

descarga al ambiente, 5
iD  es la distancia entre el efluente de proceso i y la descarga al ambiente, 

ρ es la densidad del agua, v es la velocidad, p es un parámetro para el costo de capital de las 
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tuberías y pCU  es el costo unitario de las tuberías. Además, α para considerar las economías de 

escala usualmente toma valores entre 0.6 y 0.8; por lo tanto, la ecuación (4) es no lineal y no 

convexa.  

2.3.2 Balance de masa para cada efluente de proceso.  

El flujo de cada efluente de proceso ( iFS ) puede ser dividido y dirigido hacia cada unidad 

de proceso ( ,i jfss ), hacia cada unidad de tratamiento ( ,i rfsi ) y hacia la descarga ambiental ( ifse

), 

i , ,FS ,i j i r i
j J r R

fss fsi fse i I
 

                                                                                

(5) 

2.3.3 Balance de masa y reglas de mezclado para propiedades en cada unidad de proceso.  

El flujo requerido por las unidades de proceso ( jFU ) es generado por las porciones de los 

efluentes de proceso enviados a éstas ( ,i jfss ), los flujos desde las unidades de tratamiento ( ,r jfis

) y el flujo de agua fresca ( ,w jfws ) necesaria para cumplir con los límites inferiores y superiores 

(  max
p p,jψ Pu ,  min

p p,jψ Pu ) dados en términos de propiedades (nótese que para evitar 

complicaciones matemáticas debido a las no linealidades en las relaciones de mezclados, el 

operador de propiedad es la variable de optimización en lugar de las propiedades). Para superar la 

dificultad de cuantificar las propiedades como función de la composición de un gran número de 

componentes usualmente presentes en las corrientes de desecho, Shelley y El-Halwagi (2000) 

introdujeron un nuevo paradigma de diseño llamado component-less design. Ellos propusieron 

reglas de mezclado para las propiedades similares a los balances por componente utilizando 

operadores de propiedad como los mostrados en la Tabla 2.1. Por lo tanto, los balances de masa 

y propiedad en los mezcladores previos a las unidades de tratamiento en cada planta son escritos 

como sigue: 

j , , ,FU ,r j i j w j
r R i I w W

fis fss fws j J
  

                                                                     (6) 



Desarrollo de estrategias para el uso eficiente del agua en la industria 
 

Doctorado en Ciencias en Ingeniería Química 19 
 

   

   
, , p p,i ,

max
p p,w , p p,j j

ψ Ps

ψ Pw ψ Pu FU , ;

out
p p r r j i j

r R i I

w j
w W

Pi fis fss

fws j J p P


 



      

     

 

                                       
(7) 

   

   
, , p p,i ,

min
p p,w , p p,j j

ψ Ps

ψ Pw ψ Pu FU , ;

out
p p r r j i j

r R i I

w j
w W

Pi fis fss

fws j J p P


 



      

     

 

                                       
(8) 

Tabla 2.1. Reglas para operadores de propiedad 

Propiedad Operador 
Composición ψz(z)=z 

Toxicidad ψtox(tox)=tox 
Demanda química de 

oxígeno  ψCOD(COD)=COD 

pH ψpH(pH)=10pH 

Densidad ψρ(ρ)=1/ρ 
Viscosidad ψμ(μ)=log(μ) 

Presión de vapor ψRVP(RVP)=RVP1.44 

Resistividad eléctrica ψR(R)=1/R 

Reflectividad ψR∞(R∞)=R∞5.92 
Color ψcolor(color)=color 
Olor ψodor(olor)=olor 

Aquí  p p,iψ Ps  y  p p,wψ Pw  son los operadores de propiedad para cada efluente de 

proceso i y cada agua fresca w, respectivamente. Nótese que el operador de propiedad de salida 

en cada unidad de tratamiento (  ,
out

p p rPi ) y los flujos enviados hacia cada unidad de proceso 

son variables de optimización; por lo tanto, el término  , ,
out

p p r r jPi fis  es bilineal y 

consecuentemente las ecuaciones (7) y (8) son relaciones no lineales y no convexas. 

2.3.4 Balance de masa y reglas de mezclado de propiedades para las unidades de 

tratamiento. 

Las condiciones en términos del flujo y operadores de propiedad a la entrada de cada 
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unidad de tratamiento ( rFR ,  ,
in

p p rPi ) son determinados por los flujos que son enviados 

desde los efluentes de proceso ( ,i rfsi ) y desde otras unidades de tratamiento (
1 ,r rfii ), 

1

1

1

, , ,r i r r r
i I r R

r r

FR fsi fii r R
 



                                                                                        (9) 

     
1 1

1

1

, p p,i , , ,ψ Ps , ;in out
p p r r i r p p r r r

i I r R
r r

Pi FR fsi Pi fii r R p P 
 



                         

(10) 

Debido a que las condiciones de entrada en las unidades de tratamiento y el flujo de 

reciclo entre éstas son variables desconocidas antes del proceso de optimización, la ecuación (10) 

es una expresión no lineal y no convexa. Finalmente, el flujo de cada unidad de tratamiento 

puede ser segregado y enviado a las unidades de proceso ( ,r jfis ), a la descarga ambiental ( rfie ) 

y a las otras unidades de tratamiento (
1,r rfii ). Además, los operadores de propiedad son 

determinados por el factor de eficiencia en cada interceptor (  p pr,ψ PRR ),  

1

1

1

, , ,r r j r r r
j J r R

r r

FR fis fii fie r R
 



                                                                            (11) 

     p p
, , r,ψ PRRout in

p p r p p rPi Pi                                                                                    (12) 

Este factor de eficiencia depende del tipo, la configuración y las variables de diseño de las 

unidades de tratamiento. Dicho factor es determinado previo al proceso de optimización a través 

de simulaciones para evitar complejidades numéricas adicionales. Además, el factor de eficiencia 

puede ser positivo o negativo dependiendo del tipo de la unidad de tratamiento y la propiedad 

tratada. 

2.3.5 Balance de masa y reglas de mezclado en los mezcladores previos a la corriente de 

descarga ambiental.  

El flujo descargado al ambiente ( FE ) y el valor de los operadores de propiedad (



Desarrollo de estrategias para el uso eficiente del agua en la industria 
 

Doctorado en Ciencias en Ingeniería Química 21 
 

 max
p pψ Pe ,  min

p pψ Pe ) en la corriente descargada al ambiente es formada por las porciones de 

los flujos de los efluentes de proceso ( ifse ) y de las unidades de tratamiento ( rfie ) enviadas a 

ésta. El último término es una variable y multiplica al operador de propiedad de salida en las 

unidades de tratamiento, lo cual genera un término bilineal en las ecuaciones (14) y (15).  

i r
i I r R

FE fse fie
 

                                                                                                       (13) 

     max
p p,i , p pψ Ps ψ Pe ,out

i p p r r
i I r R

fse Pi fie FE p P
 

                                    (14) 

     min
p p,i , p pψ Ps ψ Pe ,out

i p p r r
i I r R

fse Pi fie FE p P
 

                                     (15) 

2.3.6 Determinación de los segmentos de tubería.  

Para considerar el costo unitario de los segmentos de tubería requeridos en la 

configuración, las siguientes relaciones lógicas son incluidas para activar las variables binarias x 

asociadas a la existencia de los segmentos de tubería,  

i,j

max 1
, fss ,M 0, ;i j i jfss x i I j J                   (16) 

i,j

min 1
, fss ,M 0, ;i j i jfss x i I j J                   (17) 

i,r

max 2
, fsi ,M 0, ;i r i rfsi x i I r R                              (18) 

i,r

min 2
, fsi ,M 0, ;i r i rfsi x i I r R                   (19) 

r,j

max 3
, fis ,M 0, ;r j r jfis x r R j J                   (20) 

r,j

min 3
, fis ,M 0 ;r j r jfis x r R j J                   (21) 

r

max 4
fieM 0,r rfie x r R                    (22) 

r

min 4
fieM 0,r rfie x r R                   (23) 
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i

max 5
fseM 0,i ifse x i I                    (24) 

i

min 5
fseM 0,i ifse x i I                   (25) 

Aquí minM , maxM maxM y 1,2,3,4,5x son límites inferiores, límites superiores y variables 

binarias usadas para determinar la existencia de los segmentos de tubería. 

2.4 REFORMULACION DEL MODELO PARA OBTENER EL MODELO ENTERO 

LINEAL (LÍMITE SUPERIOR) Y EL MODELO ENTERO RELAJADO (LÍMITE 

INFERIOR). 

Note que el modelo previamente presentado es un modelo mixto entero no lineal y no 

convexo, ya que tiene términos bilineales en las ecuaciones (7), (8), (10), (14) y (15), así como un 

término exponencial en la ecuación (4). En este sentido, para cualquier término bilineal entre las 

variables continuas x y y existen combinaciones infinitas para límites inferiores y superiores de 

éstos, como puede verse en la Figura 2.2a. Entonces, si x o y es transformado en un parámetro 

discreto conocido, el término bilineal puede ser reformulado como un término convexo lineal, 

pero existen infinitas combinaciones entre cada valor discreto y cada valor de la variable continua 

como puede verse en la Figura 2.2b, la cual muestra las líneas factibles para un término bilineal 

cuando es discretizada la variable x. Note en la Figura 2.2b que para cubrir todas las soluciones 

posibles usando valores discretos y garantizar la solución óptima global, se requiere discretizar la 

variable continua x en un número infinito de puntos, lo cual es una tarea imposible de resolver. 

Por lo tanto, para obtener la solución óptima global se requiere la construcción de un problema 

convexo para comparar iterativamente un problema entero (límite superior) y un problema 

relajado (límite inferior) hasta alcanzar la diferencia mínima entre éstos como se muestra en la 

Figura 2.3. La búsqueda espacial general mostrada en la Figura 2.3 ha sido el tema central en 

muchas metodologías previamente reportadas. Por ejemplo, el algoritmo GOP (ver Visweswaran 

y Floudas, 1995) y el algoritmo branch and bound (ver A1-Khayyal y Falk, 1983), donde un 

buen límite inferior es el principal factor para obtener la solución óptima global debido a que 

existe una gran región factible para encontrar un límite inferior válido como puede verse en la 

Figura 2.4a, la cual muestra una función no convexa respecto a cualquier variable x o y y su 

correspondiente región donde debe ser encontrado un límite valido para comparar con el límite 
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superior. Por lo tanto, algunos trabajos se han enfocado en mejorar los límites inferiores, por 

ejemplo, Maranas y Floudas (1994a, 1994b), Androulakis y col. (1995), Liu y Floudas (1993), 

Adjiman y col. (1996) y Karuppiah y Grossmann (2006). En el artículo de Karuppiah y 

Grossmann (2006) se propone el cálculo de límites inferiores a través de segmentos lineales 

(piecewise under- and over-estimators) para aproximar los términos bilineales no convexos y 

obtener una relajación convexa, cuya solución proporciona un límite inferior del óptimo global; 

además, ciertas heurísticas son utilizadas como reglas de ramificación de variables (branching 

variables). Esta estrategia (Karuppiah y Grossmann, 2006) es la base del procedimiento 

propuesto en este Capítulo; no obstante, en este trabajo las particiones son hechas sobre los 

operadores de propiedad (no sobre los flujos). Aunque ésto incrementa el tamaño del problema, 

la ventaja es que cada término bilineal depende de las condiciones (flujos y operadores de 

propiedad) en las unidades de tratamiento. Entonces, si los operadores de propiedad en la entrada 

de las unidades de tratamiento son transformados en parámetros, el efecto en todo el proceso 

puede ser determinado solamente variando el valor de los operadores de propiedad en la zona de 

regeneración, lo que es más fácil que analizar el efecto de variar todos los posibles flujos en la 

superestructura. De esta forma, este trabajo propone una nueva estrategia para la ramificación de 

variables, la cual está basada en los operadores de propiedad y el objetivo de este algoritmo es 

reducir la región factible original para el límite inferior y aproximar éste al límite superior. En 

este sentido, si la variable x o la variable y es discretizada en un intervalo para transformar la 

región factible original en múltiples regiones factibles representadas en cada intervalo de la 

variable discretizada, por ejemplo, como en la Figura 2.4b que muestra la contracción de la 

región factible original, se pueden generar mejores límites inferiores (por ejemplo, note que en la 

Figura 2.4b la diferencia original β es mayor que β1, β2 y β3). Además, con esta técnica toda la 

región de las soluciones factibles de cualquier término bilineal es cubierta sin considerar un 

número infinito de valores discretos para las variables. Sin embargo, ésto solamente proporciona 

un límite que puede ser infactible y la evolución del procedimiento spatial branch and bound 

depende fuertemente de la ramificación de variables. Por ejemplo, si la ramificación de variables 

es hecha solamente sobre la variable x, el área para obtener un límite inferior es toda el área bajo 

la curva correspondiente del límite inferior en cada intervalo de x (ver Figura 2.5a). Ahora, si la 

ramificación de variables es hecha tanto para x como para y, discretizando primero una y usando 

la segunda como un límite inferior y superior en cada intervalo de x, cada región factible de la 
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Figura 2.5a es transformada en dos regiones factibles, como se presenta en la Figura 2.5b, y su 

contracción mejora los límites inferiores respecto al límite inferior original y al obtenido cuando 

solamente una variable es empleada para la ramificación de variables debido a que la región 

factible fue reducida. En otras palabras, ahora hay dos valores para el límite inferior en cada 

intervalo de x para seleccionar el que represente el mejor límite inferior válido. Estos dos valores 

son estimados a partir del árbol mostrado en la Figura 2.5c. Finalmente, y1, y2, y3 representan los 

valores optimizados de y para cada intervalo de x; al respecto, note que solamente la variable x 

fue discretizada en parámetros y que la variable y es una variable continua, lo que genera 

relaciones lineales convexas. 

y
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Región global para un término 
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Figura 2.2. Término bilineal y su transformación en un término convexo 
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Figura 2.3. Evolución del procedimiento spatial branch and bound 
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Figura 2.4. Límite inferior de una función no convexa  

En el modelo para la integración de agua entre plantas presentado en este Capítulo, cada 

término bilineal depende de las condiciones de entrada y de salida en las unidades de tratamiento 

en términos del flujo y de los operadores de propiedad. Entonces hay dos opciones para 

seleccionar la variable a discretizar, ya sean los flujos o los operadores de propiedad para 

reformular la relajación convexa y obtener el límite inferior más estrecho. En este trabajo, la 

variable discretizada x es el operador de propiedades y la variable y representa el flujo en las 

unidades de tratamiento (note que el tamaño del problema es mayor que en el caso cuando los 

flujos son discretizados). La ventaja de discretizar los operadores de propiedad es que el número 

de iteraciones requerido en la búsqueda global es menor. 
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La reformulación y linealización del límite superior e inferior, así como la de la función 

objetivo que son usadas durante el procedimiento branch and bound propuesto son presentadas a 

continuación.  
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Figura 2.5. Efecto de la ramificación de variables sobre el límite inferior 

2.4.1 Reformulación y linealización (límite superior).  

Para obtener un buen límite superior, el modelo mixto entero no lineal es reformulado 

como un modelo mixto entero lineal (MILP) con la discretización de los operadores de propiedad 

en un número finito de intervalos ( 1n ) por medio de la reformulación convex hull (Raman y 
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Grossmann, 1994). Esta sección presenta una explicación de la discretización de cualquier 

término bilineal yx (donde y es cualquier flujo y x es cualquier operador de propiedad). 

Primero, cada término bilineal es reemplazado por una nueva variable ( 1
,k pB ), 

1 1 1
, , , ,k p k k pB F k K p P                                                                                            (26) 

Aquí 1
kF  es cualquier flujo que aparece en un término bilineal como rFR , 

1 ,r rfii , ,r jfis  y rfie ; y 

1
,k p  es cualquier operador de propiedad que aparece en un término bilineal, el cual es 

reformulado en un valor discreto 1
k,p,qγ  para transformar el término bilineal en un término 

convexo utilizando la siguiente ecuación (ver Pham y col., 2009). 

       
1

1 1
, ,1 1 1 1 1

, 1, ,

max min
min 1 , , ,

n
k p k p

k pk p q
q k K p P q Q

 
 


                   (27) 

donde 1n  representa el número de intervalos usados para dividir 1
,k p . Entonces, el procedimiento 

de optimización consiste en encontrar el valor discreto de 1
k,p,qγ . Esta situación es modelada a 

través de la siguiente disyunción: 

1

1

1
, ,1 1

1 1 1
, k,p,q

1...n 1 , ;
γ

k p q

k p k

Y
q k K p P

B F

  
    
    

Esta disyunción implica que solamente un 1q  (selección discreta) debe ser seleccionado 

para los términos bilineales. Por consecuencia, cuando la variable Booleana 1
1
, ,k p q

Y  es verdadera 

su término bilineal 1
,k pB  debe ser igual a 1

1 1
k,p,q
γkF (note que 1

1
k,p,q
γ  es parámetro), y las restantes 

variables Booleanas son falsas y sus correspondientes 1
,k pB  son iguales a cero. Esta disyunción es 

modelada usando la reformulación convex hull (Vecchietti y col., 2003). Primero las variables de 

optimización son desagregadas a continuación,  

1

1 1

1 1
, , , , ,k p k p q

q Q
B k K p P


                                                                                   (28) 
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1

1 1

1 1
, , ,k k p q

p P q Q
F k K

 
                                                             

(29) 

Después, la ecuación es formulada en términos de las variables desagregadas ( 1
1
, ,k p q , 

1
, ,k p q ), 

1 1
1 1 1 1 1

, ,, , k,p,q
γ , ; ;k p qk p q

k K p P q Q                                                                             (30) 

Los límites ( 1
k,p

max
BM , 

k

max
FM ) son establecidos para las variables desagregadas,  

1 1 1
k,p

1 max 1 1 1
, , B , ,M , ; ;k p q k p qy k K p P q Q                                                                     (31) 

1 1
k

1 max 1 1 1
F, , , ,M , ; ;k p q k p qy k K p P q Q                                                                       (32) 

La ecuación siguiente es usada para seleccionar la región activa a través de una variable 

binaria y seleccionar solamente un valor discreto para cada operador de propiedad, 

1

1 1

1
, , 1,k p q

k K q Q
y p P

 
                                                                                                 (33) 

y la siguiente ecuación permite conocer el valor del operador de propiedad, 

1 1

1 1

1 1 1
, k,p,q , ,

γ , ;k p k p q
q Q

y k K p P


                                                                                (34) 

2.4.2 Reformulación y linealización (límite inferior). 

Límites inferiores a través de segmentos lineales basados en propiedades son calculados 

para obtener límites inferiores válidos. Primeramente, cada término bilineal es reemplazado por 

una nueva variable ( 2
,k pB ) 

2 2 2
, , , ;k p k k pB F k K p P                                                                                              (35) 

tanto el flujo ( 2
kF ) como el operador propiedad ( 2

,k p ) están restringidos por un límite superior e 
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inferior ( 2,min
kF , 2,max

kF , 
2,min
k,pψ , 

2,max
k,pψ ), 

2,min 2 2,max
k kF F ,kF k K                                    (36) 

2,min 2 2,max
k,p , k,pψ ψ , ;k p k K p P                                                              (37) 

Usando estos límites, las siguientes restricciones son obtenidas, mismas que son las 

representaciones cóncavas y convexas de los términos bilineales sobre los límites dados (Sherali 

y Alameddine, 1992), 

2 2,min 2 2,min 2 2,min 2,min
, k , k,p , k k,pF ψ F ψ , ;k p k p k pB F k K p P                                                      (38) 

2 2,max 2 2,max 2 2,max 2,max
, k , k,p k k,pF ψ F ψ , ;k p k p kB F k K p P                                                      (39) 

2 2,min 2 2,max 2 2,min 2,max
, k , k,p k k,pF ψ F ψ , ;k p k p kB F k K p P                                                       (40) 

2 2,max 2 2,min 2 2,max 2,min
, k , k,p k k,pF ψ F ψ , ;k p k p kB F k K p P                                                       (41) 

Para reducir la diferencia entre el límite superior e inferior y reducir el número de 

iteraciones requerido en el procedimiento spatial branch and bound, una partición sobre el 

dominio original para el operador de propiedad 2,min 2,max
k,p k,p k,pD ψ ,ψ     es hecho usando los puntos 

min 2 2 2 2,max
k,p k,p,1 k,p,2 k,p,N+1 k,pψ γ ,γ ,....,γ =ψ  como límites inferiores a través de segmentos lineales para los 

términos bilineales en cada partición (ver, por ejemplo, Karuppiah y Grossmann, 2006). 

Entonces, la construcción de los límites inferiores a través de segmentos lineales puede ser fijada 

usando la siguiente disyunción,  

2

2 2

2 2
2 2

2 2

2

2
, ,

2 2,min 2 2 2 2,min 2
, k , kk,p,q k,p,q

2 2,max 2 2 2 2,max 2
, k , kk,p,q +1 k,p,q +11...

2 2,min 2 2 2 2,min 2
, k , kk,p,q +1 k,p,q +1

2 2,max 2 2 2 2,
, k , kk,p,q

F γ F γ

F γ F γ

F γ F γ

F γ F

k p q

k p k p k

k p k p k
q NQ

k p k p k

k p k p k

Y

B F

B F

B F

B F











  

   

  

   2
max 2

k,p,q

, ;

γ

k K p P

 
 
 
 
   
 
 
 
 
   

donde 2
2
, ,k p q

Y  es una variable Booleana usada para seleccionar el valor óptimo de las particiones y 
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2
2
k,p,q
γ  es un parámetro conocido que representa las particiones del dominio original del operador 

de propiedad, el cual es calculado como: 

       
2

2 2
k,p k,p2 2 2 2 2

k,p 2k,p,q

max ψ -min ψ
γ min ψ 1 , ; ;q

n
q k K p P Q                           (42) 

aquí 2n es el número de particiones del dominio original del operador de propiedad ( 2
,k p ). Para 

reformular la última disyunción, la técnica convex hull (Vecchietti y col., 2003) es usada, la cual 

incluye una restricción binaria para activar sólo una región entre las particiones, 

2

2 2

2
, ,

1, ;
k p q

q Q

y k K p P


                                                                                              (43) 

El flujo, el operador de propiedad y el término bilineal deben ser expresados en términos 

de sus variables desagregadas ( 2
2
, ,k p q , 2

2
, ,k p q , 2

2
, ,k p q ), 

2

2 2

2 2
, ,

,k k p q
p Pq Q

F k K


                                                                                               (44) 

2

2 2

2 2
, , ,

, ;k p k p q
q Q

k K p P 


                                                                                       (45) 

2

2 2

2 2
, , ,

, ;k p k p q
q Q

B k K p P


                  (46) 

y las variables desagregadas son restringidas por los siguientes límites, 

2 2 2 2 2 2
2 2,min 2 2 2 2,min 2 2 2 2

k k, , , , k,p,q , , k,p,q , ,
F γ F γ , ; ;

k p q k p q k p q k p q
y k K p P q Q                          (47) 

2 2 2 2 2 2
2 2,max 2 2 2 2,max 2 2 2 2

k k, , , , k,p,q +1 , , k,p,q +1 , ,
F γ F γ , ; ;

k p q k p q k p q k p q
y k K p P q Q                    (48) 

2 2 2 2 2 2
2 2,min 2 2 2 2,min 2 2 2 2

k k, , , , k,p,q +1 , , k,p,q +1 , ,
F γ F γ , ; ;

k p q k p q k p q k p q
y k K p P q Q                     (49) 

2 2 2 2 2 2
2 2,max 2 2 2 2,max 2 2 2 2

k k, , , , k,p,q , , k,p,q , ,
F γ F γ , ; ;

k p q k p q k p q k p q
y k K p P q Q                         (50) 

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2
k,p,q +1 , , , , k,p,q , ,
γ γ , ; ;

k p q k p q k p q
y y k K p P q Q                                                  (51) 
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2 2 2
2,max 2 2 2,min 2 2 2
k k, , , , , ,

F F , ; ;
k p q k p q k p q

y y k K p P q Q                                                      (52) 

2.4.3 Linealización de la función objetivo.  

Finalmente, el término no lineal en la ecuación (4) fue linealizado a través de la estrategia 

usada por  Rubio-Castro y col. (2010). En este trabajo, un valor de 0.7 para α es usado, y el 

procedimiento de linealización a través de segmentos para un intervalo del flujo desde 0 hasta 

300,000 es mostrado en la Figura 2.6. En esta figura la expresión de la regresión lineal fue hecha 

en los siguientes segmentos de flujo: 0-5,000, 5,000-50,000, 50,000-100,000 y 100,000-300,000. 

Nótese que sólo un segmento debe ser seleccionado; por lo tanto, una disyunción y su 

correspondiente reformulación convex hull (Vecchietti y col., 2003) son usadas para modelar esta 

situación, donde el término α
rFR  que aparece en la ecuación (4) es reemplazada por 3

rB , 

3
,

3
, ,

,r z

r r z r r z

Y
z Z r R

B A FR C

  
  

   
 

3 3
, ,r r z

z Z

B r R


                   (53) 

3
, ,r r z

z Z

FR r R


                              (54) 

3 3 3
, , , , , , ;r z r z r z r z r zA C y r R z Z                              (55) 

3
r

3 max 3
, ,B

M , ;r z r zy r R z Z                   (56) 

r,z

3 max 3
, FR ,M , ;r z r zy r R z Z                              (57) 

r,z

3 min 3
, FR ,M , ;r z r zy r R z Z                   (58) 

3
, 1,r z

z Z

y r R


                   (59) 

En las ecuaciones subsecuentes el subíndice z  es usado para denotar el segmento lineal de 

la curva original, 3
,r z  es el término bilineal desagregado para 3

rB , 3
,r z  es el flujo desagregado 
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para rFR , 3
r

max
B

M es el límite superior para el término bilineal 3
,r z , 

r,z

max
FRM  y 

r,z

min
FRM son el límite 

superior e inferior para 3
,r z , y 3

,r zy  es una variable binaria usada para seleccionar el valor óptimo 

de la pendiente ,r zA  y la intersección ,r zC  para cada segmento lineal. La Figura 2.6 muestra los 

datos para zA  y zC  para el valor de 0.7 para α . En esta figura, los valores de 
r,z

min
FRM y 

r,z

max
FRM  en 

cada segmento son: 0-5,000, 5,000-50,000, 50,000-100,000 y 100,000-300,000.  

 

Figura 2.6. Linealización del término exponencial αFR  para el costo de capital de las unidades 

de tratamiento 

2.5 ALGORITMO DE OPTIMIZACIÓN GLOBAL. 

 Para explicar el algoritmo spatial branch and bound propuesto, la Figura 2.7a es el punto 

de partida. Esta figura es una simple representación de una función objetivo no convexa respecto 

a un operador de propiedad discretizado. Note que cada punto sobre la función objetivo 

corresponde a un valor específico del operador de propiedad discretizado. Por consiguiente, para 

FRα = 0.0337 FI + 320.57 
R² = 0.9943 
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obtener la solución óptima global se requiere un número infinito de valores discretos, lo cual es 

irrazonable. Entonces, un número grande de puntos discretos es una buena aproximación; sin 

embargo, esto incrementa el tamaño del problema y demanda un gran esfuerzo computacional. 

Por lo tanto, una descomposición del intervalo original en sub-intervalos, como se muestra en la 

Figura 2.7b reduce el problema del tamaño. Entonces, los nuevos problemas son resueltos y sus 

soluciones son comparadas para seleccionar la mejor solución (la cual representa un límite 

superior válido para la función objetivo). Obviamente, cuando el problema tiene múltiples 

propiedades deben tomarse en cuenta todas las posibles combinaciones entre los nuevos 

intervalos, para cubrir todo el espacio de búsqueda. 

Para asegurar que la mejor solución del límite superior obtenida con la estrategia anterior 

corresponde a la solución óptima global, se requiere determinar el correspondiente límite inferior 

con segmentos lineales e implementar un procedimiento spatial branch and bound como se 

muestra en la Figura 2.8a. Esta figura muestra una función objetivo y su relajación convexa 

correspondiente. Los puntos 1A y '
1A son las soluciones óptimas para el problema entero (límite 

superior) y el problema relajado (límite inferior), respectivamente. Aquí existe una diferencia (  ) 

que debe ser reducida hasta un valor mínimo permitido para asegurar que la solución óptima 

global ha sido obtenida. En ese sentido, hay tres rutas (izquierda, centro y derecha) para llevar el 

punto '
1A  hasta la mínima diferencia de la línea objetivo (línea punteada azul), como se puede ver 

en la Figura 2.8a. Entonces, cuando el intervalo original es divido en sub-intervalos, como fue 

explicado anteriormente, existen dos sub-problemas para el límite superior e inferior en cada sub-

sección, como es mostrado en la Figura 2.8b. Finalmente el procedimiento spatial branch and 

bound consiste en resolver tanto el problema entero como el relajado iterativamente para cada 

sub-intervalo y con los resultados respecto al operador de propiedad y al flujo en la unidad de 

tratamiento del problema entero (límite superior) en la iteración t determinar dos nuevos sub-

intervalos para la iteración t+1, uno al lado derecho y otro al lado izquierdo del operador de 

propiedad; los cuales son resueltos usando el flujo en la entrada de las unidades de tratamiento 

como límite superior e inferior (ver Figura 2.5c); y seleccionar la mejor solución de todos los 

intervalos, la menor para el problema entero y la mayor para el problema relajado y comparar 

ambos resultados hasta que la diferencia mínima es igual o menor a una tolerancia dada y 

entonces la búsqueda es detenida. Por ejemplo, considerando que los puntos amarillos en la 
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Figura 2.8b son las soluciones óptimas en la primera iteración para cada intervalo, entonces la 

mejor solución para el problema entero y el problema relajado son los puntos amarillos en los 

intervalos 2 y 1, respectivamente. Por lo tanto, para la segunda iteración se hace una partición 

(líneas punteadas rojas) en cada punto amarillo de la solución entera para generar dos nuevos 

intervalos (uno al lado derecho y otro al lado izquierdo), y de nuevo resolver el problema entero y 

el relajado; nótese que en esta iteración la mejor solución para el problema entero es representado 

por el punto verde localizado en el intervalo 2 derecho, mientras que para el problema relajado la 

mejor solución se encuentra en el intervalo 1 izquierdo. Además, los puntos verdes en los 

intervalos 1 derecho, 3 derecho y 3 izquierdo representan valores relajados mayores que la mejor 

solución entera; por lo tanto, estos puntos se encuentran en secciones infactibles para el problema 

relajado y deben ser eliminadas y no ser consideradas en las siguientes iteraciones. Además, es 

posible que la solución para el problema entero caiga en el extremo de su intervalo 

correspondiente, y si ésta representa la solución óptima global en este intervalo en la siguiente 

iteración la solución entera será la misma y la solución relajada para este intervalo debe ser 

empleada en las siguiente iteraciones para compararla con la solución entera de los intervalos 

restantes. Los pasos para el algoritmo spatial branch and bound propuesto son los siguientes: 

Paso 1. Determinar el dominio global de los operadores de propiedad ( min
pψ , max

pψ ) a partir 

de los datos del problema, 

min max
p pψ ψp   

Paso 2. Determinar el número de particiones para cada operador de propiedad en el límite 

superior e inferior de cada nuevo sub-dominio, como puede verse en la Figura 2.9, la cual 

representa 2 sub-dominios y 5 particiones para éstos. 

Paso 3. Resolver los límites superiores e inferiores para cada nuevo dominio y seleccionar 

la mejor solución para el límite superior e inferior, la menor para el límite superior y la mayor 

para el límite inferior. Si la diferencia es menor que la diferencia mínima permitida, el límite 

superior representa la solución óptima global y la búsqueda es detenida. 

Paso 4. Si la diferencia es mayor que la diferencia mínima permitida, entonces seleccionar 
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los valores de los operadores de propiedad y los flujos en la entrada de las unidades de 

tratamiento del límite superior en cada dominio y usar estos para fijar dos nuevos dominios 

usando el flujo de las unidades de tratamiento como límite inferior y superior para cada uno (ver 

Figura 2.5c). Eliminar la sección donde el problema relajado tiene una solución más grande que 

la mejor solución del problema entero. 

min max
p,t , , , , , p,tψp t left p t p t right        

Por lo tanto, los nuevos dominios son: 

min
p,t-1 , p,t-1,leftp t     

max
p,t-1,right , p,t-1ψ ψp t 

 

 
Note que el subíndice para p  es cambiado (t por t-1) solamente para indicar que es otra 

iteración, pero el operador de propiedad es el mismo sólo que con diferentes límites.  

 Paso  5. Con los nuevos dominios, resolver el modelo para el límite superior e inferior, y 

seleccionar la mejor solución del límite superior e inferior para comparar estos. Si la diferencia 

mínima es alcanzada, la búsqueda es finalizada; si no, entonces seleccionar los valores para los 

operadores de propiedad y los flujos en las unidades de tratamiento del límite superior y regresar 

al paso 3. Pero ahora los dos nuevos dominios deben ser fijados sobre el dominio que muestre la 

mejor solución para el límite superior como es mostrado en la Figura 2.8b. Por ejemplo, si la 

mejor solución fue obtenida en el dominio izquierdo, los dos nuevos dominios para la siguiente 

iteración son,
 

min
p,t-1 , , , , , p,t-1,leftψ ψp t left p t p t right     

 

min
p,t-2 , p,t-1,leftψ ψp t   

ψ ψp,t-1,right , p,t-2,leftp t   

De nuevo, el subíndice t para   indica una nueva iteración.  
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Paso 6. Este esquema de partición es repetido hasta que la diferencia mínima permitida 

entre el límite superior e inferior es alcanzada. 
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Figura 2.8. Procedimiento de ramificación de variables  
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Figure 2.9. Descomposición del dominio original de un operador de propiedad en sub-dominios 

2.6 RESULTADOS. 

 Dos ejemplos son presentados para mostrar la aplicación del algoritmo propuesto. Los 

valores para los parámetros YH , FK ,α , ρ , y v  son 8000 hr/año, 0.231 año-1, 0.70, 1000 kg/m3, 

1 m/s, respectivamente. El material de las tuberías es acero al carbón con los parámetros de costo 

p  y pCU  iguales a 7200 y 250. La distancia para los segmentos de tubería entre los efluentes de 

proceso y las unidades de proceso en la misma planta es 50 m y para el resto de los segmentos de 

tubería es 200 m; por otro lado, 5 y 21 particiones fueron usadas para resolver el problema 

relajado y el problema entero, respectivamente. Además, como las unidades de los flujos para 

calcular el costo de capital de las tuberías con la ecuación (3) deben ser en ton/hr, un factor de 

conversión para transformar kg/hr (unidades empleadas en este trabajo para los flujos) a ton/hr 

fue usado. Tanto el problema entero como el relajado fueron implementados en el lenguaje de 

modelación GAMS (Brooke y col., 2011) y los problemas resultantes fueron resueltos usando el 

resolver CPLEX para los problemas MILP en una computadora con un procesador Intel® CoreTM 
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i7 de 2.67 GHz y 9.00 GB RAM. 

 Ejemplo 1. Este ejemplo consiste en tres plantas con tres efluentes de proceso y tres 

unidades de proceso cada una, cuyos datos son mostrados en la Tabla 2.2. Además, dos 

propiedades son consideradas (composición y toxicidad) y un tipo de agua fresca está disponible 

con un costo unitario de 0.009 US$/kg. Para este ejemplo, los límites inferiores para los 

operadores de propiedad son 0.01 ppm para la composición y 0.5% para la toxicidad, mientras 

que los límites superiores en el mismo orden son 0.22 y 2.3%. Por lo tanto, los dominios para 

cada operador de propiedad son 0.01 0.22c   y 0.50 2.30tox  , y una partición en el valor 

de 0.115 para la composición y 1.400 para la toxicidad fueron hechas. Entonces, el dominio 

original de la composición es cubierto por dos nuevos sub-dominio: 0.01 0.115c   y 

0.115 0.22c  , mientras que el dominio original de la toxicidad es cubierto por los siguientes 

dos nuevos sub-dominios: 0.50 1.40tox   y 1.40 2.30tox  ; y sus posibles combinaciones 

incluyendo el dominio original son presentados en la Figura 2.10. Respecto al número de 

particiones sobre el dominio original, esta tarea debe ser analizada con la evolución del algoritmo 

de optimización global; en ese sentido, si el algoritmo de optimización global no evoluciona 

entonces es necesario incrementar el número de particiones para contraer más el espacio de la 

solución factible del problema relajado e incrementar el valor de éste. Sin embargo, una partición 

en el dominio original de los operadores de propiedad es un buen número por la experiencia en 

este trabajo. 

 Note que hay cinco nuevos dominios, y los límites inferiores y superiores para los 

operadores de propiedad (composición y toxicidad) son mostrados en la Tabla 2.3. Además, los 

resultados obtenidos a través de las iteraciones son presentados en la Tabla 2.4 junto con el 

dominio original, el cual es llamado dominio 5. Para la primera iteración, la mejor solución del 

problema entero factible (límite superior) fue encontrada en el domino 5 mientras que, para el 

problema relajado (límite inferior), ésta fue encontrada en el dominio 1. La diferencia entre el 

límite superior e inferior es 29.54%. Pero, en el dominio 3 la solución relajada es mayor que la 

mejor solución entera; por lo tanto, esta sección es eliminada. Además, en el dominio 4 no se 

encontró ninguna solución físicamente factible para el problema entero y su solución relajada es 

mayor que la mejor solución del problema entero; por lo tanto, esta sección es eliminada también. 
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En la segunda iteración, solamente hay tres dominios para la búsqueda y en esta iteración las 

mejores soluciones para el problema entero y el problema relajado fueron obtenidos en el 

dominio 5 con una diferencia de 1.15%. Además, tanto el límite inferior a la izquierda y a la 

derecha del dominio 1 son mayores que el mejor límite superior; por lo que esta zona es 

eliminada para las siguientes iteraciones. En la tercer iteración solamente dos dominios están 

disponibles, y los límites superiores fueron ligeramente mejorados; y, de nuevo, el mejor límite 

inferior y superior fueron encontrados en el dominio 5 con una diferencia de 1.03%. Para la 

cuarta iteración, el límite superior no fue mejorado, pero el límite inferior tuvo un considerable 

incremento para alcanzar una diferencia de 0.70%; y la búsqueda fue detenida. Finalmente, la 

convergencia global es mostrada en la Figura 2.11, donde la solución óptima es obtenida en la 

iteración número 4, ya que representa una diferencia entre el límite superior e inferior de 0.70%. 

Aunado a lo anterior y para determinar el efecto del número de particiones en el problema 

relajado sobre el procedimiento propuesto, éste fue resuelto con 10, 5 y 3 particiones cuyos 

resultados son mostrados en la Tabla 2.5 y su correspondiente representación gráfica es 

presentada en la Figura 2.12. Note que con 10, 5 y 4 particiones la convergencia global fue 

alcanzada en la cuarta iteración con una diferencia entre el límite inferior y superior de 0.46%, 

0.70% y 0.59, respectivamente.  
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Figura 2.10. Combinaciones para los nuevos sub-dominios en el Ejemplo 1 
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Tabla 2.2. Datos para el Ejemplo 1  

Plantas Unidades  Flujo 
(kg/hr) 

Composición 
(ppm) 

Toxicidad 
(%) Plantas Efluentes Flujo 

(kg/hr) 
Composición 

(ppm) 
Toxicidad 

(%) 
min max min max 

1
1 2,900 0 0.013 0 1.500 

1 
1 2,900 0.033 1.800 

2 2,450 0 0.011 0 0.750 2 2,450 0.022 0.500 
3 8,083 0 0.013 0 1.250 3 8,083 0.016 2.300 

2
4 3,900 0 0.011 0 1.750 

2 
4 3,900 0.024 1.500 

5 3,279 0 0.100 0 1.150 5 3,279 0.220 1.500 
6 3,100 0 0.100 0 0.800 6 3,100 0.010 0.750 

3
7 1,800 0 0.010 0 0.950 

3 
7 1,800 0.160 1.400 

8 1,750 0 0.040 0 0.750 8 1,750 0.100 1.750 
9 2,000 0 0.020 0 1.250 9 2,000 0.110 1.300 

Descarga ambiental - 0 0.075 0 0.000 Agua fresca - 0.000 0.000 

Propiedad Unidades de 
tratamiento CUr (US$) CUMr 

(US$/kg) RR 

Composición 
1 7,500 0.0065 0.02 

2 5,000 0.0033 0.15 

Toxicidad 3 9,200 0.0098 0.00 
 

Tabla 2.3. Límite superior e inferior de los dominios para el Ejemplo 1 

Dominio 
Composición Toxicidad 

Límite inferior Límite superior Límite inferior Límite superior 
1 0.010 0.115 0.500 1.400 
2 0.010 0.115 1.400 2.300 
3 0.115 0.220 0.500 1.400 
4 0.115 0.220 1.400 2.300 
5 0.010 0.220 0.500 2.300 
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Figura 2.11. Evolución de la estrategia de optimización global para el Ejemplo 1 

 

 

Figura 2.12. Análisis de sensibilidad para el procedimiento propuesto respecto al número de 
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Tabla 2.4. Resultados para cada dominio en las iteraciones para el Ejemplo 1 

Iteraciones Dominios 

Límites Mejor solución de 
los límites en cada 

solución 

% 
Diferencia 

en cada 
dominio 

Mejores soluciones globales % 
Diferencia 

global 
Superior Inferior 

Izquierdo Derecho Izquierdo Derecho Izquierdo Derecho Izquierdo Derecho 

1 

1 2,977,549 2,977,549 1,799,947 1,799,947 2,977,549 1,799,947 39.55 

2,554,648 1,799,947 29.54 
2 2,685,041 2,685,041 1,582,036 1,582,036 2,648,738 1,582,036 40.27 
3 3,305,369 3,305,369 2,705,021 2,705,021 3,305,369 2,705,021 18.16 
4 Infactible Infactible 3,035,180 3,035,180 Infactible Infactible Infactible 
5 2,554,648 2,554,648 789,503 789,503 2,554,648 789,503 69.10 

2 
1 2,976,860 2,975,398 2,818,512 2,820,541 2,975,398 2,820,541 5.20 

2,486,352 2,457,661 1.15 2 2,606,893 2,685,076 2,286,383 2,354,349 2,606,893 2,354,349 9.69 
5 2,582,269 2,486,352 2,457,661 2,509,239 2,486,348 2,457,661 1.15 

3 
2 2,605,620 2,608,553 2,409,178 2,597,085 2,605,620 2,597,085 0.33 

2,486,348 2,460,681 1.03 
5 2,486,352 2,486,348 2,427,971 2,460,681 2,486,348 2,460,681 1.03 

4 
2 2,605,620 2,608,553 2,540,567 2,597,085 2,605,620 2,597,085 0.33 

2,486,348 2,469,001 0.70 
5 2,486,352 2,486,348 2,469,001 2,495,015 2,486,348 2,469,001 0.70 
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Figura 2.13. Configuración óptima para el Ejemplo 1 
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Tabla 2.5. Análisis de sensibilidad variando el número de particiones en el problema 

relajado del Ejemplo 1  

Número 
de 

particiones 
Iteraciones 

Mejor solución % 
Diferencia Límite superior Límite inferior 

10 

1 2,554,648 2,123,470 16.88 
2 2,486,352 2,457,661 1.15 
3 2,486,348 2,474,798 0.46 
4 2,486,348 2,474,798 0.46 

5 

1 2,554,648 1,799,947 29.54 
2 2,486,352 2,457,661 1.15 
3 2,486,348 2,460,681 1.03 
4 2,486,348 2,469,001 0.70 

3 

1 2,554,648 930,496 63.58 
2 2,486,352 2,194,078 11.76 
3 2,486,348 2,427,462 2.37 
4 2,486,348 2,471,643 0.59 

 

La Figura 2.13 muestra la configuración óptima para este ejemplo. Obsérvese que fue 

necesario tratar ambas propiedades en las unidades de tratamiento del parque eco-industrial, la 

composición en la unidad de tratamiento 1 y la toxicidad en la unidad de tratamiento 3. Además, 

note que no existe reciclo entre las unidades de tratamiento y que hay intercambio de masa en las 

plantas por separado así como entre plantas, ya que desde la planta 1 son enviadas porciones de 

los efluentes de proceso 1, 2 y 3 hacia las plantas 2 y 3, y desde las planta 3 los efluentes de 

proceso 4 y 6 son divididos y enviados hacia las plantas 1 y 3, y desde la planta 3 porciones de 

los efluentes de proceso son enviados hacia la planta 2.  Esto demuestra que el modelo propuesto 

para la integración de agua entre plantas reduce significativamente el uso de agua fresca y de la 

descarga al ambiente, a causa del reuso de los efluentes de proceso en diferentes plantas y en la 

propia planta evitando con ésto que grandes cantidades de efluentes de proceso sean enviados al 

ambiente. Finalmente, la Tabla 2.8 resume los resultados para este ejemplo; aquí es importante 

remarcar que ahorros del 15.15% y 6.08% son obtenidos con el procedimiento propuesto en este 

trabajo respecto a la solución obtenida usando los resolvedores DICOPT (optimización local 

basado en el método de la aproximación exterior y la función de penalización aumentada) y 

BARON (optimización global basado en una búsqueda espacial y la relajación de términos no 
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convexos) para el problema original no convexo, respectivamente. 

 Ejemplo 2. El segundo ejemplo considera tres plantas con tres efluentes de proceso y tres 

unidades de proceso cada una. Las propiedades a ser tratadas con toxicidad, pH y demanda 

química de oxigeno (THOD). Hay dos tipos de agua disponibles con un costo unitario de 0.009 

US$/kg para el tipo 1 y 0.0075 US$/kg para el tipo 2. Los datos de los efluentes de proceso, las 

unidades de proceso, el agua fresca y las unidades de tratamiento son mostrados en la Tabla 2.6. 

Tabla 2.6. Datos para el Ejemplo 2 

Plantas Unidades Flujo (kg/hr) Toxicidad 
(%) pH  THOD (mg 

O2/l) 
Plantas Efluentes Flujo 

(kg/hr) 
Toxicidad 

(%) pH  
THOD 

(mg 
O2/l) 

   min max min max min max 

1 

1 35,500.0 0.95 6.00 60.00 

1 

1 35,500 0.00 2.00 5.10 8.50 0.00 75.00 2 10,000.0 1.75 5.40 88.00 

2 10,000 0.00 0.75 5.20 8.50 0.00 75.00 3 50,000.0 0.50 5.50 60.00 

3 50,000 0.00 1.30 5.10 8.50 0.00 100.00 

2 

4 45,800.0 1.50 5.40 65.00 

2 

4 45,800 0.00 1.00 5.20 8.00 0.00 75.00 5 50,000.0 0.85 6.00 100.00 

5 50,000 0.00 0.95 5.30 8.00 0.00 75.00 6 40,000.0 1.70 5.80 80.00 

6 40,000 0.00 1.25 5.25 8.50 0.00 65.00 

3 

7 55,000.0 1.30 6.00 85.00 

3 

7 55,000 0.00 0.50 5.30 8.00 0.00 100.00 8 11,000.0 0.50 5.90 60.00 

8 11,000 0.00 2.00 5.20 8.50 0.00 65.00 9 85,000.0 1.00 5.50 100.00 

9 85,000 0.00 1.20 5.20 70.00 0.00 65.00 Agua fresca 1 - 0.00 7.00 0.00 

Descarga 
ambiental - 0.00 0.00 5.80 9.00 0.00 60.00 Agua fresca 2 - 0.10 6.80 0.01 

  

Unidades de 
tratamiento CUr (US$) CUMr 

(US$/kg) 
RR     

Toxicidad pH THOD 

1 9200 0.0098 0.00 0.00 0.00 

2 8500 0.0075 0.10 0.00 0.00 

3 9000 0.0063 0.00 0.01 0.00 

4 8000 0.0032 0.00 0.10 0.00 

5 8700 0.0065 0.00 0.00 0.20 

6 5500 0.0032 0.00 0.00 0.45 

 

 El límite inferior y superior para el operador de propiedad de toxicidad, pH y THOD 

pueden ser determinados a partir de los datos como 0.50, 251,188.6 y 60 para el límite inferior, 

en tanto que 1.75, 1,000,000 y 100 para el límite superior, respectivamente. Cada dominio fue 
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dividido en dos sub-dominios y existen 8 combinaciones entre éstos; por lo tanto, hay 8 dominios 

nuevos aunados al dominio original, el cual es llamado dominio 9, cuyas soluciones son 

mostradas en la Tabla 2.7. En la primera iteración, el mejor límite superior fue encontrado en el 

dominio 9 mientras que el mejor límite inferior fue encontrado en el dominio 5 y la diferencia 

correspondiente entre éstos es 5.68%; además, el límite inferior del dominio 3 es mayor que el 

mejor límite superior y, por lo tanto, este dominio fue eliminado para la siguiente iteración. En la 

segunda iteración, el mejor límite superior e inferior fueron obtenidos en los dominios 4 derecho 

y 5 derecho con una diferencia de 0.13%, la cual se encuentra dentro de la mínima permitida. 

Además, note que en esta iteración la diferencia mínima para los dominios 1, 5-9 fue obtenida; 

asimismo, el límite inferior para los dominios 1, 6, 7 y 8 en el lado derecho e izquierdo son 

mayores que el mejor límite superior, por lo que para la siguiente iteración estos dominios fueron 

eliminados. Aunque la diferencia mínima es alcanzada, una tercera iteración fue realizada para 

considerar la posibilidad de mejorar el límite superior, pero eso no ocurre. Sin embargo, el límite 

inferior para los dominios 2 y 4 fueron mejorados, los valores obtenidos representan un límite 

inferior válido porque el del dominio 2 izquierdo permite una diferencia de 0.003% comparado 

con el mejor límite superior (4 derecho) y el límite inferior en el dominio 4 izquierdo representa 

una diferencia casi igual a cero. Finalmente, en este ejemplo se encontró que la diferencia mínima 

en cada nuevo dominio, excepto para el dominio 3 porque éste fue eliminado en la primera 

iteración, y el mejor límite inferior global puede ser representado por tres dominios (5 derecho, 2 

izquierdo y 4 derecho). El comportamiento del límite inferior y superior es mostrado en la Figura 

2.14. 

La configuración óptima para este ejemplo es presentada en la Figura 2.15, la cual 

muestra integración de masa en las plantas por separado y entre plantas, esto último porque son 

enviadas corrientes de agua desde la planta 1 hacia las plantas 2 y 3, desde la planta 2 hacia las 

plantas 1 y 3, y desde la planta 3 hacia las plantas 1 y 2. Solamente una unidad de tratamiento fue 

seleccionada para tratar la propiedad THOD y hay reciclo de corrientes en la zona de tratamiento 

desde la unidad de tratamiento ficticia hacia la unidad de tratamiento 6. No existe descarga al 

ambiente. Note que, sin la integración entre plantas, las porciones reusadas en diferentes plantas a 

la planta donde se están localizando los efluentes de proceso serían enviadas al ambiente y 

debería ser requerida agua fresca para cumplir con las restricciones en las unidades de proceso. 

Los costos, el tamaño del problema y el tiempo computacional para el problema entero y 
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relajado, y para el problema original con los resolvedores DICOPT y BARON son mostrados en 

la Tabla 2.8. El costo de la configuración óptima obtenida con DICOPT es 34.57% más costosa 

que la configuración óptima global. Por otra parte, una solución factible no fue encontrada con 

BARON a causa del gran número de los términos bilineales y la dificultad para encontrar buenos 

estimados iniciales y límites para las principales variables del modelo propuesto. Además, la 

diferencia en la última iteración con 10 y 3 particiones para el problema relajado en este ejemplo 

son 0.003% y 0.118%, respectivamente. 

 

 

 

Figura 2.14. Evolucíon de la estrategia de optimización global para el Ejemplo 2 
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Tabla 2.7. Resultados para cada dominio en las iteraciones para el Ejemplo 2 

Iteraciones Dominios 

Límites Mejor solución de los límites 
en cada solución 

% Diferencia 
en cada 
dominio 

Mejores soluciones globales % 
Diferencia 

global 
Superior Inferior 

Izquierdo Derecho Izquierdo Izquierdo Izquierdo Inferior Superior Inferior 

1 

1 5,868,905 5,868,905 3,838,974 3,838,974 5,868,905 3,838,974 34.59 

5,003,684 4,719,422 5.681 

2 5,033,684 5,033,684 3,849,783 3,849,783 5,033,684 3,849,783 23.52 

3 5,909,783 5,909,783 5,113,788 5,113,788 5,909,783 5,113,788 13.47 

4 5,030,477 5,030,477 3,719,836 3,719,836 5,030,477 3,719,836 26.05 

5 5,964,789 5,964,789 4,719,422 4,719,422 5,964,789 4,719,422 20.88 

6 6,770,321 6,770,321 4,325,408 4,325,408 6,770,321 4,325,408 36.11 

7 5,956,786 5,956,786 4,710,761 4,710,761 5,956,786 4,710,761 20.92 

8 5,265,105 5,265,105 4,229,555 4,229,555 5,265,105 4,229,555 19.67 

9 5,003,684 5,003,684 2,181,809 2,181,809 5,003,684 2,181,809 56.40 

2 

1 5,853,277 5,823,408 5,814,040 5,831,368 5,823,408 5,814,040 0.16 

4,903,594 4,897,328 0.128 

2 4,942,573 4,959,345 4,000,881 4,051,797 4,942,573 4,051,797 18.02 

4 5,030,616 4,903,594 3,729,895 3,899,218 4,903,594 3,899,218 20.48 

5 6,153,780 5,964,789 5,941,692 4,897,328 5,964,789 5,941,692 0.39 

6 5,210,869 6,709,677 5,152,412 5,144,055 5,210,869 5,152,412 1.12 

7 8,405,846 5,947,795 5,936,765 5,916,969 5,947,795 5,936,765 0.19 

8 5,265,105 5,266,294 5,236,229 5,247,784 5,265,105 5,247,784 0.33 

9 4,922,037 4,922,037 4,919,150 4,884,500 4,922,037 4,919,150 0.06 

3 

2 4,942,573 4,959,345 4,903,446 4,939,688 4,942,573 4,939,688 0.06 

4,903,594 

4,903,446 0.003 
4 5,030,616 4,903,594 4,871,833 4,903,594 4,903,594 4,903,594 0.00 

4,903,594 0.000 
5 6,153,780 5,964,789 5,941,692 4,897,328 5,964,789 5,941,692 0.39 

9 4,922,037 4,922,037 4,919,150 4,884,500 4,922,037 4,919,150 0.06 4,884,500 0.389 
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Figure 2.15. Configuración optima para el Ejemplo 2  
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Tabla 2.8. Resultados para los Ejemplos 

Ejemplo 1 Problema 
entero 

Problema 
relajado DICOPT BARON 

Costo total anual (US$/año) 2,486,348 2,469,001 2,930,415 2,647,517 
Costo del agua fresca (US$/año) 341,221 318,214 203,394 473,690 
Costo de tratamiento (US$/año) 1,899,687 1,905,347 2,455,593 1,931,274 

Costo de tubería (US$/año) 245,441 245,441 271,428 242,553 
Restricciones 8,424 4,416 408 408 

Variables binarias 514 242 166 166 
Variables continuas 6,031 1,727 391 391 

CPU (s) 9,900 1,920 275 90,000 

Ejemplo 2 Problema 
entero 

Problema 
relajado DICOPT BARON 

Costo total anual (US$/año) 4,903,594 4,903,594 7,494,930 

N
o 

se
 e

nc
on

tr
ar

on
 

so
lu

ci
on

es
 fa

ct
ib

le
s Costo del agua fresca (US$/año) 0 0 0 

Costo de tratamiento (US$/año) 4,637,908 4,637,908 7,243,686 
Costo de tubería (US$/año) 265,686 265,686 251,245 

Restricciones 25,782 13,278 610 
Variables binarias 1,126 412 223 

Variables continuas 18,148 4,708 592 
CPU (s) 18,900 755 540 

 

2.7 CONCLUSIONES.  

 Se propuso un modelo basado en propiedades para la integración de agua entre plantas a 

través de una nueva superestructura que permite simultáneamente la integración en una misma 

planta y entre plantas, además de un conjunto de unidades de tratamiento para mejorar las 

propiedades de las corrientes considerando integraciones previamente evitadas por las 

complicaciones matemáticas que éstas involucran. La función objetivo consiste en minimizar el 

costo total anual constituido por el costo de agua fresca, el costo de tratamiento y el costo de 

tuberías. 

 A diferencia de la mayoría de los métodos reportados previamente para la síntesis de 

redes de agua entre plantas, el modelo propuesto está basado en las propiedades de las corrientes, 

situación que es muy útil para los casos constituidos por múltiples contaminantes. 
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 Debido a que el modelo para la integración de agua entre plantas incluye gran cantidad de 

términos bilineales, este trabajo propone un nuevo procedimiento tipo spatial branch and bound 

basado en dos nuevas reformulaciones para el límite superior e inferior. Este algoritmo consiste 

en resolver iterativamente el límite superior (solución entera factible) y un límite inferior 

(solución relajada) hasta que la diferencia entre éstos es menor que una tolerancia dada a partir de 

la partición del dominio original de los operadores de propiedad en múltiples sub-intervalos. 

Además, para alcanzar la convergencia en pocas iteraciones se propone un nuevo esquema de 

ramificación de variables. 

 La aplicación del algoritmo propuesto a dos ejemplos muestra que la superestructura 

propuesta para la integración de agua entre plantas permite obtener ahorros significativos en el 

consumo de agua fresca y, al mismo tiempo, reducir el flujo de la descarga ambiental, generando 

así soluciones económica y ambientalmente atractivas. El modelo basado en propiedades evita 

manejar un gran número de contaminantes en las corrientes de descarga al ambiente. Finalmente, 

la estrategia de optimización global permite encontrar la solución óptima global en pocas 

iteraciones y en un corto tiempo computacional, lo cual es muy útil para los problemas de 

integración de agua entre plantas, en los cuales un gran número de términos bilineales están 

presentes. 

NOMENCLATURA 

Parámetros 

zA   pendiente de los segmentos lineales 

zC   intersección de los segmentos lineales 

rCUM   costo unitario por unidad de masa removida en la unidad de tratamiento r, US$/kg 

pCU   costo unitario de las tuberías, US$ 

rCU   coeficiente de costo de inversión de la unidad de tratamiento r, US$ 

wCU   costo unitario del agua fresca w, US$/kg  
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k,pD dominio de los operadores de propiedad

1
i,jD     distancia entre el efluente de proceso i y la unidad de proceso j,  m 

2
i,rD    distancia entre el efluente de proceso i y la unidad de tratamiento r, m 

3
r,jD    distancia entre la unidad de tratamiento r y la unidad de proceso j, m 

4
rD   distancia entre la unidad de tratamiento r y la descarga ambiental, m 

5
iD   distancia entre el efluente de proceso i y la descarga ambiental, m 

2,max
kF   limite superior para 2

kF , kg/hr  

2,min
kF   límite inferior para 2

kF , kg/hr  

iFS    flujo del efluente de proceso i, kg/hr 

jFU   flujo en la unidad de proceso  j, kg/hr 

YH    horas de operación al año, hr/año 

FK   factor usado para anualizar el costo de capital, 1/año 

3
r

max
B

M     límite superior para 3
,r zB , kg/hr 

1
k,p

max
B

M   límite inferior para 1
,k pB  

 
k

max
FM  límite inferior para 1

kF , kg/hr  

r

max
fieM  límite superior para el segmento de tubería desde la unidad de tratamiento r hacia 

la descarga ambiental, kg/hr 

r,j

max
fisM  límite superior para el segmento de tubería desde la unidad de tratamiento r hacia 
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la unidad de proceso j, kg/hr 

i

max
fseM  límite superior para el segmento de tubería desde el efluente de proceso i  hacia la 

descarga ambiental, kg/hr 

i,r

max
fsiM  límite superior para el segmento de tubería desde el efluente de proceso i hacia la 

unidad de tratamiento r, kg/hr 

i,j

max
fssM  límite superior para el segmento de tubería desde el efluente de proceso i hacia la 

unidad de proceso j, kg/hr 

r

min
fieM  límite inferior para el segmento de tubería desde la unidad de tratamiento r hacia la 

descarga ambiental, kg/hr 

r,j

min
fisM  límite inferior para el segmento de tubería desde la unidad de tratamiento r hacia la 

unidad de proceso j, kg/hr 

i

min
fseM  límite inferior para el segmento de tubería desde el efluente de proceso i  hacia la 

descarga ambiental, kg/hr 

i,r

min
fsiM   límite inferior para el segmento de tubería desde el efluente de proceso i hacia la 

unidad de tratamiento r, kg/hr  

i,j

min
fssM  límite inferior para el segmento de tubería desde el efluente de proceso i hacia la 

unidad de proceso j, kg/hr 

r,z

max
FRM   límite superior para 3

,r z , kg/hr  

r,z

min
FRM   límite inferior para 3

,r z , kg/hr  

p   parámetro para el costo de capital de las tuberías 

 p pr,ψ PRR  factor de eficiencia de la unidad de tratamiento para tratar el operador de 
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propiedad p, adimensional  

v   velocidad, m/s 

α   exponente de la función del costo de capital, adimensional  

ρ   densidad del agua, kg/m3 

max
pψ   límite superior del operador de propiedad p 

min
pψ   límite inferior del operador de propiedad p 

2,max
k,pψ    límite superior para 2

,k p   

2,min
k,pψ   límite inferior para 2

,k p   

 max
p pψ Pe  límite superior para el operador de propiedad p en la corriente de descarga al 

ambiente 

 min
p pψ Pe  límite inferior para el operador de propiedad p en la corriente de descarga al 

ambiente 

 p p,iψ Ps  operador de propiedad p en el efluente de proceso i 

 max
p p,jψ Pu  límite superior para el operador de propiedad p en la unidad de proceso j 

 min
p p,jψ Pu  límite inferior para el operador de propiedad p en la unidad de proceso j

  

 p p,wψ Pw  operador de propiedad p en el agua fresca w 

1
1
k,p,q
γ    valor discreto de 1

,k p   

2
2
k,p,q
γ    valor discreto de 2

,k p   
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Variables 

,r zA   variables desagregadas para rA  

1
,k pB   variable binaria que sustituye cualquier termino bilineal en el límite superior 

2
,k pB   variable binaria que sustituye cualquier termino bilineal en el límite inferior  

3
rB   variable que sustituye al término exponencial α

rFR , kg/hr 

,r zC   variable desagregada para rC  

1
kF    cualquier flujo en el límite superior, kg/hr 

2
kF    cualquier flujo en el límite superior, kg/hr 

FE   flujo en la corriente de descarga ambiental, kg/hr 

rfie   flujo desde el unidad de tratamiento r hacia la descarga ambiental, kg/hr 

1,r rfii   flujo desde el unidad de tratamiento r1 hacia la unidad de tratamiento r, kg/hr 

,r jfis   flujo desde el unidad de tratamiento r hacia la unidad de proceso j, kg/hr 

rFR   flujo en la unidad de tratamiento r, kg/hr 

ifse   flujo desde el efluente de proceso i hacia la descarga ambiental, kg/hr 

,i rfsi   flujo desde el efluente de proceso i hacia la unidad de tratamiento r, kg/hr 

,i jfss   flujo desde el efluente de proceso i hacia la unidad de proceso j, kg/hr 

,w jfws   flujo del agua fresca w en la unidad de proceso j, kg/hr  

PC   costo de capital de las tuberías, US$/año 
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RC   costo de tratamiento, US$/año 

TAC   costo total anual, US$/año 

WC   costo del agua fresca, US$/año  

1
1
, ,k p q

    término bilineal desagregado para 1
,k pB  

2
2
, ,k p q

    término bilineal desagregado para 2
,k pB  

3
,r z    término bilineal desagregado para 3

rB  

p   operador de propiedad p 

1
,k p   operador de propiedad en el límite superior 

2
,k p   operador de propiedad en el límite inferior 

 ,
in

p p rPi  operador de propiedad p en la entrada de la unidad de tratamiento r 

 ,
out

p p rPi  operador de propiedad p en la salida de la unidad de tratamiento r 

1
1
, ,k p q

    variable desagregada para 1
kF , kg/hr  

2
2
, ,k p q

    variable desagregada para 2
kF , kg/hr 

3
,r z     variable desagregada para rFR , kg/hr  

2
2
, ,k p q

    variable desagregada para 2
,k p   

Variables binarias 

1
,i jx   variable binaria para seleccionar el segmento de tubería desde el efluente de 

proceso i hacia la unidad de proceso j, 0 o 1 
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2
,i rx   variable binaria para seleccionar el segmento de tubería desde el efluente de 

proceso i hacia la unidad de tratamiento r, 0 o 1 

3
,r jx  variable binaria para seleccionar el segmento de tubería desde la unidad de 

tratamiento r hacia la unidad de proceso j, 0 o 1 

4
rx   variable binaria para seleccionar el segmento de tubería desde la unidad de 

tratamiento r hacia la descarga ambiental, 0 o 1 

5
ix   variable binaria para seleccionar el segmento de tubería desde el efluente de 

proceso i hacia la descarga ambiental, 0 o 1 

1
1

, ,k p qy   variable binaria para seleccionar el óptimo valor del término 1
,k pB , 0 o 1 

2
2
, ,k p qy  variable binaria para seleccionar el valor óptimo del término 2

,k pB , 0 o 1 

3
,r zy    variable binaria para seleccionar el valor óptimo del término 3

,r zB ,  0 o 1 

Subíndices 

i efluente de proceso 

 j unidad de proceso 

k cualquier flujo 

p  operador de propiedad 

1q  particiones en el límite superior 

2q  particiones en el límite inferior  

r unidad de tratamiento 

t iteración 

w tipo de agua fresca 
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z segmento lineal 

Superíndices 

max límite superior 

min  límite inferior 

Conjuntos 

I  {i=1,2,…,Nefluents| I es un conjunto de efluentes de proceso} 

J  {j=1,2,…,Nunidades de proceso| J es un conjunto de unidades de proceso} 

P  {p=1,2,…,Noperador de propiedad| P es un conjunto de operadores de propiedad} 

Q1 {q1=1,2,…,Nparticiones| Q1 es un conjunto de particiones de los operadores de 

propiedad en el límite superior} 

Q2 {q2=1,2,…,Nparticiones| Q2 es un conjunto de particiones de los operadores de 

propiedad en el límite inferior} 

R  {r=1,2,…,Nunidades de tratamiento| R es un conjunto de unidades de tratamiento} 

W  {w=1,2,…,Ntipo de agua fresca| W es un conjunto de tipos de agua fresca disponibles} 

Z {z=1,2,3| Z es un conjunto de segmentos lineales para calcular el costo de capital 

variable de las unidades de tratamiento} 

Escalares 

1n   número de particiones de los operadores de propiedad para el límite superior 

2n   número de particiones de los operadores de propiedad para el límite inferior 
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CAPÍTULO 3. SÍNTESIS ÓPTIMA DE SISTEMAS DE ENFRIAMIENTO CON 

MÚLTIPLES TORRES DE ENFRIAMIENTO. 

3.1 RESUMEN. 

En este Capítulo se presenta un procedimiento sistemático para la síntesis óptima de 

sistemas de enfriamiento con agua conformado por una red de enfriadores y una red de torres de 

enfriamiento. Una nueva superestructura es desarrollada, la cual contiene todas las alternativas de 

integración para las redes de enfriadores y de torres de enfriamiento, así como sus posibles 

interconexiones. El problema de síntesis es formulado como un problema mixto entero no lineal 

(MINLP). Las variables continuas incluyen los flujos y las temperaturas del agua que circula en 

el sistema, en tanto que las variables enteras describen la existencia de los enfriadores y de las 

torres de enfriamiento. La función objetivo consiste en minimizar el costo total anual, el cual 

incluye el costo de inversión de los enfriadores y de las torres de enfriamiento, así como el costo 

de operación demandado por el agua de reposición y el consumo de potencia en las bombas 

requeridas para circular el agua y los ventiladores en las torres de enfriamiento. La solución de la 

formulación MINLP propuesta proporciona simultáneamente tanto la configuración óptima como 

las condiciones de operación de la red de enfriadores y de la red de torres de enfriamiento para 

cumplir con los requerimientos de enfriamiento de corrientes de proceso con un costo total anual 

mínimo. 

El Capítulo es organizado como sigue: En la sección 3.2 se presenta la definición del 

problema abordado, en la sección 3.3 se presenta la representación de la superestructura y su 

explicación, la sección 3.4 se presenta la formulación del modelo, en la sección 3.5 se presentan 

los resultados obtenidos con la aplicación del modelo propuesto para varios casos de estudio y, 

finalmente, en la sección 3.6 se presentan las conclusiones. 

3.2 DEFINICIÓN DEL PROBLEMA. 

 El problema de optimización abordado en este trabajo es descrito como sigue: 

 Dado un conjunto de corrientes de proceso para ser enfriadas usando solamente agua 

como medio de enfriamiento, con temperaturas de entrada y de salida conocidas, así como sus 

capacidades caloríficas. Además son dadas las temperaturas de bulbo seco y de bulbo húmedo del 
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aire que entra a la torre de enfriamiento (los cuales son determinados por la localización de la 

planta), las propiedades físicas del agua y de la mezcla aire-agua y datos de costo. El objetivo de 

este problema consiste en determinar el sistema de enfriamiento con agua con la probable 

participación de múltiples torres de enfriamiento que opere con el costo mínimo total anual. La 

solución de este problema debe proporcionar la siguiente información: 

a) La red de enfriadores (el tamaño óptimo de los enfriadores y la interconexión entre 

ellos, así como las temperaturas y flujos del medio de enfriamiento en cada 

enfriador). 

b) La red de torres de enfriamiento (la configuración óptima de la red de torres de 

enfriamiento y el diseño detallado de cada torre de enfriamiento tal como el flujo 

de agua, el agua de reposición, las temperaturas de entrada y de salida en cada 

torre, la altura y el área del empaque, el tipo de empaque, el consumo de potencia 

del ventilador). 

c) La interconexión entre las dos redes por medio de la localización de las corrientes 

de agua caliente enviadas desde la red de enfriadores hasta la red de torres de 

enfriamiento; y la localización de las corrientes de agua fría enviadas desde la red 

de torres de enfriamiento hasta la red de enfriadores. 

d) El consumo de potencia de las bombas requeridas para hacer circular el agua a 

través del sistema de enfriamiento. 

 Por otra parte, la estrategia de diseño propuesta está basada en las siguientes suposiciones: 

1. Capacidades caloríficas constantes para las corrientes calientes de proceso y el 

agua de enfriamiento. 

2. Coeficientes constantes de transferencia de calor para los enfriadores. 

3. Enfriadores a contra corriente de coraza y tubo. 

4. Aire saturado a la salida de las torres de enfriamiento. 

5. Torres de enfriamiento de tiro forzado. 
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3.3 REPRESENTACIÓN DE LA SUPERESTRUCTURA. 

 En la formulación del problema de síntesis del sistema de enfriamiento con múltiples 

torres, muchas configuraciones pueden ser consideradas, y éstas pueden ser incluidas en una 

superestructura integral como la que se muestra en la Figura 3.1 para tres corrientes calientes de 

proceso y tres torres de enfriamiento. En esta representación, la superestructura para la red de 

enfriadores desarrollada por Ponce-Ortega y col. (2007) es adaptada en un sistema de 

enfriamiento integral que también presenta una red de torres de enfriamiento, el cual incluye 

todas las posibilidades para combinar las corrientes de agua caliente que dejan la red de 

enfriadores y la interconexión con múltiples de torres de enfriamiento. Los elementos básicos de 

la superestructura global del sistema de enfriamiento son enfriadores, mezcladores, divisores, 

torres de enfriamiento y equipos de bombeo.  

3.3.1 Red de enfriadores. 

La tarea de la red de enfriadores es procesar térmicamente un conjunto de corrientes 

calientes de proceso con temperaturas de entrada y de salida especificadas. En este trabajo, la 

superestructura de la red de enfriadores es construida para intercambiadores a contra corriente de 

coraza y tubos en una sola fase. Dentro de la red de enfriadores, diferentes etapas pueden existir, 

cada una de las cuales se extiende sobre un intervalo de temperatura limitado que incorpora 

restricciones termodinámicas para los procesos de transferencia de calor. Para incluir 

configuraciones en serie, el número de etapas requerido para el modelo de la red de enfriadores es 

igual al número de corrientes calientes de proceso. Dependiendo de la solución óptima, cada 

etapa puede existir o no. Cada etapa considera un arreglo en paralelo de los intercambiadores de 

calor a través de la cual cualquier corriente caliente de proceso puede intercambiar calor con el 

agua de enfriamiento. En ese sentido, un arreglo en paralelo es obtenido por la división del agua 

de entrada en cada etapa para las corrientes calientes de proceso. A diferencia de la 

superestructura original propuesta por Ponce-Ortega y col. (2007), en cada etapa el agua total a la 

salida de los enfriadores arreglados en paralelo es segregada y enviada hacia la red de torres de 

enfriamiento y hacia la siguiente etapa de la red de enfriadores. Además, el flujo total de agua de 

enfriamiento a la entrada de cada etapa se conforma por el agua fría proveniente de la red de 

torres de enfriamiento, el agua proveniente de la etapa anterior y el agua fresca de reposición. 

Nótese que la corriente de agua fresca que entra al sistema de enfriamiento es dividida en 
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corrientes más pequeñas antes de ser enviada a los mezcladores ubicados en la entrada de cada 

etapa de la red de enfriadores para reponer la pérdida de agua en la red de torres de enfriamiento;

la cual consiste, en la evaporación, arrastre y purga de agua (Serna-González y col., 2010). Sólo 

un tipo de agua de reposición es considerada a una temperatura constante. 

La superestructura de la red de enfriadores, consecuentemente, permite la segregación de 

agua de enfriamiento desde la red de torres de enfriamiento, así como la segregación, mezclado y 

división del agua previamente utilizada. Por lo tanto, la superestructura propuesta permite el 

reuso de agua antes de retornar a la red de torres de enfriamiento y, por consecuencia, 

proporciona una mejor estrategia para la integración del sistema de enfriamiento. 

Finalmente, es interesante notar que en la superestructura propuesta por Ponce-Ortega y 

col. (2007) todas las corrientes de agua caliente que salen de la red de enfriadores son mezcladas 

y se supone que sólo una corriente de salida es generada y enviada a una sola torre de 

enfriamiento. En tanto que en la superestructura propuesta en este trabajo, todas las posibles 

corrientes de agua caliente con diferentes flujos y temperaturas aparecen como corrientes 

individuales en el lado caliente de la red de enfriadores. Estas corrientes regresan a la red de 

torres de enfriamiento y no son mezcladas para considerar todas las posibles configuraciones en 

un esquema de múltiples torres de enfriamiento. 
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Figura 3.1. Superestructura para el diseño de sistemas de enfriamiento. 

3.3.2 Red de torres de enfriamiento. 

 Para encontrar el sistema de enfriamiento óptimo, este trabajo considera todas las 
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posibilidades para combinar las corrientes de agua caliente provenientes de la red de enfriadores 

y su interconexión con múltiples torres de enfriamiento. Estas son incluidas en la superestructura 

de la red de torres de enfriamiento, la cual es mostrada en la Figura 3.1 para el caso de cinco 

corrientes de agua caliente y tres torres de enfriamiento. Las cinco corrientes de agua caliente son 

segregadas por los divisores iniciales ( ctn
1S , ctn

2S , ctn
3S , ctn

4S  y ctn
5S ) en corrientes más pequeñas 

que son dirigidas hacia los mezcladores a la entrada de cada torre de enfriamiento ( ctn
1M , ctn

2M  y 

ctn
3M ) y hacia los mezcladores en la salida de cada torre de enfriamiento ( ctn

4M , ctn
5M  y ctn

6M ). 

Las corrientes de agua caliente enviadas a cada torre de enfriamiento entran por el domo de éstas 

y fluyen hacia abajo a través de la región del empaque en pequeñas partículas. En cada torre de 

enfriamiento, aire ambiental es forzado o inducido hacia ésta por acción de un ventilador 

eléctrico y fluye a contracorriente con respecto a la corriente de agua. El proceso de enfriamiento 

es generado por una combinación de transferencia de calor sensible y evaporación de una 

pequeña porción del agua. El aire húmedo abandona la torre por el domo. Esta corriente contiene 

las pérdidas de agua por evaporación y arrastre, las cuales son reemplazadas con agua fresca. 

Después de las torres de enfriamiento, divisores ( ctn
6S , ctn

7S  y ctn
8S ) son ubicados para dirigir el 

agua fría hacia los mezcladores de la entrada de otra torre de enfriamiento, hacia los mezcladores 

en la entrada de cada etapa de la red de enfriadores ( cn
1M , cn

2M  y cn
3M ) y hacia el mezclador 

final (MBD) previo a la descarga total de agua purgada del sistema de enfriamiento. Además, 

después de cada torre de enfriamiento se instala una bomba ( ctn
2P , ctn

2P  y ctn
3P ); estas bombas 

envían el agua fría hacia la red de enfriadores y hacia las demás torres de enfriamiento. Es 

importante mencionar que el reciclo a una misma torre de enfriamiento no está permitido. 

 Esta representación incorpora arreglos en serie, paralelo, serie-paralelo y paralelo-serie 

para las torres de enfriamiento y opciones de división, mezclado y segregación de las corrientes 

de agua caliente. De esta manera, cada corriente de agua caliente a la salida de la red de 

enfriadores puede, en principio, fluir hacia cualquier torre de enfriamiento con la posibilidad de 

una división parcial para reducir la carga másica en las torres de enfriamiento. Además, las 

corrientes de agua caliente pueden ser térmicamente procesadas en un sistema distribuido de 

múltiples torres de enfriamiento en lugar de combinar éstas en una sola corriente seguida por sólo 

una torre de enfriamiento. 
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 Nótese que la superestructura es generalizada para cualquier número de corrientes de 

proceso y torres de enfriamiento. A continuación, el modelo matemático basado en la 

superestructura previamente explicada es presentado en detalle. 

3.4 FORMULACIÓN DEL MODELO. 

 Los principales conjuntos de índices en la formulación matemática son: el conjunto de 

corrientes de agua caliente que abandonan la red de enfriadores NEF, el conjunto de todas las 

etapas de la red de enfriadores ST, el conjunto de todas las corrientes calientes de proceso HP, y 

el conjunto de todas las torres de enfriamiento NCT. Los subíndices av, cu, d, dis, f, fi, fr, i, j, k, e, 

l, m, in, n, ct, out, p, t y WB son usados para designar promedio, medio de enfriamiento, arrastre, 

final de las torres de enfriamiento, ventilador, empaque, sección transversal, corriente caliente de 

proceso, corriente caliente, etapa en la red de enfriadores, tipo de empaque, constante para el tipo 

de empaque para calcular el número de Merkel, constantes para el tipo de empaque para calcular 

el coeficiente de perdidas, entrada, índice para el incremento de temperatura, torre de 

enfriamiento, salida, bomba, reposición, total y bulbo húmedo, respectivamente. El subíndice 

max es un límite superior y min es un límite inferior. Además, el escalar NOK es el número total 

de etapas en la red de enfriadores. Dos tipos de variables aparecen en la formulación: variables 

continuas y enteras. Las variables continuas designan los flujos y temperaturas de las corrientes, 

así como las variables de diseño y de operación de los enfriadores y de las torres de enfriamiento. 

Las variables enteras representan la existencia o no de los enfriadores y de las torres de 

enfriadores, así como la selección del tipo de empaque en las torres. Sí un enfriador o una torre 

de enfriamiento existen en el sistema de enfriamiento óptimo, la variable binaria correspondiente 

toma el valor de uno y de cero en el caso opuesto. 

3.4.1 Balance global de energía para cada corriente caliente de proceso en la red de 

enfriadores. 

 Las corrientes calientes de proceso necesitan enfriamiento de sus temperaturas de entrada 

THINi hasta las respectivas temperaturas de salida THOUTi. El producto de la capacidad 

calorífica por el flujo másico es definido como FCPi. El calor a ser removido QHPi de cada 

corriente caliente de proceso es expresado como: 

 i i i iTHIN THOUT FCP QHP                                                                                         (1) 
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La carga de calor de la corriente i es igual a la suma del calor qi,k que es intercambiado 

con el agua de enfriamiento en cada etapa k, 

 , ,i i k
k ST

QHP q i HP


                                                                                                    (2) 

 La carga de calor total Q en la red de enfriadores puede ser expresado como la suma de 

las cargas de calor de las corrientes calientes de proceso: 

i
i HP

Q QHP


                                                                                                                    (3) 

3.4.2 Balance de energía para cada encuentro en la red de enfriadores. 

 Las ecuaciones (4) y (5) describen los balances de energía para cada encuentro entre la 

corriente caliente i y el agua de enfriamiento en la etapa k, 

 , 1 , , , ,i k i k i i kTh Th FCP q k ST i HP                                                                           (4) 

 , , , , ,i k k i k cu i kTcout Tcin fwx CP q k ST i HP                                                           (5) 

donde fwxi,k  es el flujo de agua de enfriamiento para cada encuentro entre la corriente de proceso 

i y el agua de enfriamiento k, Thi,k+1 y Thi,k son las temperaturas de la corriente caliente i en el 

lado caliente (k+1) y en el lado frío (k) de la etapa k, respectivamente, Tcink es la temperatura del 

agua de entrada en la etapa k, Tcouti,k es la temperatura de salida del agua de enfriamiento para 

cada encuentro entre la corriente caliente de proceso i y el agua de enfriamiento en la etapa k, y 

CPcu es la capacidad calorífica a presión constante del agua de enfriamiento. Los flujos del agua 

de enfriamiento y las temperaturas en los enfriadores son variables de optimización, mientras que 

CPcu es fijado previo al proceso de optimización. 

3.4.3 Balance de masa y energías del agua de enfriamiento en cada etapa de la red de 

enfriadores. 

 Basado en la representación de la red de enfriadores, el balance de masa del agua de 

enfriamiento alrededor de cada etapa puede ser descrito como: 
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 , , 1 1 , 1, 1i k ct k k k i k
i HP ct NCT i HP

fwx fwc fwm FO fwx k ST  
  

                                     (6) 

y el balance de energía correspondiente es: 

 

, , 1 , 1

, 1 1 , 1

i k k ct k dis ct k k k
i HP ct NCT

i k k
i HP

fwx TO fwc Tw fwm Twm FO TO

fwx Tcin k ST

 
 

 


      
 

 

 


 (7) 

donde fwcct,k y Twdis,ct son los flujos y temperatura del agua enfriamiento suministrada por la torre 

de enfriamiento ct en la etapa k de la red de enfriadores, fwmk+1 y Twm son los flujos y la 

temperatura del agua de reposición para la etapa caliente adyacente k+1, FOk y TOk son los flujos 

y la temperatura de la corriente enviada hacia la red de torres de enfriamiento desde la etapa k, 

fwxi,k+1 es el flujo de agua de enfriamiento en el encuentro de la corriente caliente i y el agua de 

enfriamiento en la etapa k+1. 

 El balance de energía para los divisores en cada etapa es escrito como: 

 , , , , 1i k k i k i k
i HP i HP

fwx TO fwx Tcout k ST
 

     
 
                                                        (8) 

3.4.4 Balances de masa y energía en el mezclador de la primera etapa. 

 Debe notarse que solamente agua de reposición y agua proveniente de las torres de 

enfriamiento son permitidas en el mezclador previo a la primera etapa de la red de enfriadores. 

Por lo tanto, el balance de masa y de energía para la primera etapa se describe como sigue: 

, , , 1k ct k i k
ct NCT i HP

fwm fwc fwx k
 

                                                                              (9) 

 , , , , 1ct k dis ct k i k k
ct NCT i HP

fwc Tw fwm Twm fwx Tcin k
 

                                                      (10) 

3.4.5 Especificación para las temperaturas de entrada y de salida. 

 Las temperaturas de entrada y de salida de las corrientes calientes de proceso definen la 

localización más alta (k=NOK+1) y la localización más baja (k=1) de temperatura en la 

superestructura para la red de enfriadores, respectivamente. Estas restricciones están dadas por, 
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, 1,i i NOKTHIN Th i HP                                                                                                (11) 

,1,i iTHOUT Th i HP                                                                                                  (12) 

Además, la temperatura del agua a la salida de cada encuentro debe ser menor que un 

límite superior para evitar el ensuciamiento y la corrosión. Esta restricción es expresada como: 

i,k

max
, TcoutΩ , ,i kTcout i HP k ST                                                                                     (13) 

donde 
i,k

max
TcoutΩ  es el límite superior que comúnmente toma el valor de 50°C (Serna-González y 

col., 2010). 

3.4.6 Restricciones de temperaturas. 

 En la red de enfriadores debe haber un incremento monótono de temperatura en cada 

etapa sucesiva. Tales restricciones son escritas como:  

, , 1, ,i k i kTh Th k ST i HP                                                                     (14) 

, , ,k i kTcin Tcout k ST i HP                                                                                       (15) 

1, , 1k kTcin Tcin k ST k                                                                                          (16) 

, , 1, ,i k i kTcout Tcout k ST i HP                                                               (17) 

 

3.4.7 Existencia de los enfriadores en la red de enfriamiento. 

 Restricciones lógicas y variables binarias son definidas para representar la existencia o no 

existencia de un encuentro entre la corriente caliente i y el agua de enfriamiento en la etapa k. 

Estas restricciones son como sigue: 

,

max 1
, , 0, ,

i ki k q i kq z i HP k ST                                                                    (18) 

donde 
i,k

max
qΩ  es un límite superior igual al contenido de calor de la corriente caliente de proceso i 
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y 1
,i kz es una variable binaria empleada para determinar la existencia de los enfriadores.  

3.4.8 Restricciones para la diferencia de temperaturas. 

 Para asegurar la factibilidad termodinámica en la transferencia de calor, se requieren 

diferencias de temperaturas positivas entre las corrientes calientes y la fría en los enfriadores 

seleccionados. Por lo tanto, las siguientes restricciones son incluidas: 

 1
, , 1 , ,1 , ,i k i k i k i i kdtcal Th Tcout z k ST i HP                                                      (19) 

 1
, , ,1 , ,i k i k k i i kdtfri Th Tcin z k ST i HP                                                             (20) 

, , ,i k MINdtcal T k ST i HP                                                         (21) 

, , ,i k MINdtfri T k ST i HP                                                          (22) 

donde dtfrii,k y dtcali,k son las diferencias de temperatura en el lado caliente y frío para el 

encuentro entre la corriente caliente i y el agua de enfriamiento en la etapa k, MINT es la 

diferencia mínima de temperatura permitida entre las corrientes calientes de proceso y el agua de 

enfriamiento, y i  es un límite superior para la diferencia de temperatura de la corriente caliente 

de proceso i. Por lo que el valor de i es calculado con la siguiente expresión: 

max max

0, , ,
max

,
i i in

i
i i

THIN TCUIN THOUT TCU

THIN Tcout THOUT Tcout

   
                           (23) 

Las ecuaciones (19) y (20) son escritas como desigualdades porque el costo de los 

intercambiadores de calor decrece con el incremento de la diferencia de temperaturas. Note que si 

el enfriador entre la corriente de proceso i y el agua de enfriamiento en la etapa k es seleccionado, 

la variable binaria 1
,i kz tomará el valor de 1 y las restricciones (19) y (20) son aplicadas para 

calcular diferencias de temperaturas positivas. De otra forma, si un enfriador no es seleccionado, 

la variable binaria correspondiente tomará el valor de 0 y las restricciones (19) y (20) son 

relajadas para ese encuentro y permiten que las temperaturas tomen cualquier valor (determinado 

por el resto del modelo). Por lo tanto, variables binarias son requeridas para evitar 
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infactibilidades. 

3.4.9 Asignación de las temperaturas y de los flujos en la red de torres de enfriamiento. 

 El modelo matemático para la red de torres de enfriamiento involucra un conjunto de 

corrientes NEF que serán designadas por el índice j. Dicho conjunto define todas las corrientes de 

agua caliente enviadas desde la red de enfriadores hacia la red de torres de enfriadores. Para un 

problema dado con NH corrientes calientes, NEF = 2NH - 1. Cada una de estas corrientes j 

tendrán como variables asociadas al flujo Fwhj y a la temperatura Twhj definidos como, 

, , ; ;ij i kFwh fwx k NOK j SJ j i                                        (24)
  

, ;b
j kFw FO j SJ k j NOK                                                         (25) 

, , ; ;ij i kTwh Tcout k NOK j SJ j i                                                                         (26) 

, ;b
j kTwh TO j SJ k j NOK                                                             (27) 

donde SJi es un subconjunto de NEF y representa el número de corrientes de agua caliente 

dirigidas a la red de torres de enfriamiento desde los enfriadores de la última etapa de la red de 

enfriadores, y SJb es un subconjunto de NEF que representa el número de corrientes de agua 

caliente dirigidas hacia la red de torres de enfriamiento desde los divisores en la etapas de la red 

de enfriadores. Por ejemplo, a partir de la superestructura para el sistema de enfriamiento 

mostrado en la Figura 3.1, el subconjunto SJi está definido por 1, 2 y 3 y el subconjunto SJb está 

definido por 4 y 5. 

3.4.10 Balances de masa en los divisores de las corrientes en la entrada de la red de torres 

de enfriamiento. 

 La superestructura para la red de torres de enfriamiento consiste de NCT torres de 

enfriamiento. Cada corriente que entra a la red de torres de enfriamiento es dividida en 2NCT 

corrientes, que son enviadas a la entrada de cada torre de enfriamiento ( 1
,j ctfwt ) y salida de cada 

torre de enfriamiento ( 2
,j ctfwt ), 
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1 2
, , ,j j ct j ct

ct NCT ct NCT

Fwh fwt fwt j NEF
 

                                                               (28) 

3.4.11 Balance de masa y energía en los mezcladores localizados en la entrada de cada torre 

de enfriamiento. 

 La corriente de agua en la entrada de las torres de enfriamiento es generada por los flujos 

de agua enviados desde la red de enfriadores y desde la salida de otras torres de enfriamiento (

1 ,ct ctftt ). Por lo tanto, en cada mezclador se produce el flujo Fwin,ct y la temperatura Twin,ct a la 

entrada de cada torre de enfriamiento que puede ser obtenidas por, 

1

1
1

1
, , , ,in ct j ct ct ct

j NEF ct NCT
ct ct

Fw fwt ftt ct NCT
 



   
                                                               

(29) 

1 1

1
1

1
, , , , , ,in ct in ct j ct j ct ct out ct

j NEF ct NCT
ct ct

Fw Tw fwt Twh ftt Tw ct NCT
 



   
                                    

(30)
 

donde Twout,ct es la temperatura del agua de salida de cada torre de enfriamiento y ct1 es un alias 

para el índice ct utilizado para modelar la recirculación entre torres de enfriamiento.  

3.4.12 Balance de masa y energía en los mezcladores localizados a la salida de cada torre de 

enfriamiento. 

 En cada torre de enfriamiento, la pérdida de agua se debe a la evaporación (fwect) y al 

arrastre (fwdct). La conservación de masa proporciona la siguiente relación para el flujo de agua 

evaporada, 

 , , ,ct ct out ct in ctfwe Fa w w ct NCT                                                                              (31) 

donde win,ct y wout,ct son las fracciones de humedad en el aire de entrada y de salida de la torre de 

enfriamiento ct, respectivamente. El flujo de agua arrastrada puede ser expresado como 

(Kemmer, 1988), 

,0.002 ,ct in ctfwd Fw ct NCT                                                                                        (32) 

 Por consecuencia, el flujo de agua a la salida (Fwout,ct) de la torre de enfriamiento ct es 
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dado por, 

, , ,out ct in ct ct ctFw Fw fwe fwd ct NCT                                                                     (33) 

Los balances de masa y de energía para los mezcladores en la salida de cada torre de 

enfriamiento son expresados como, 

2
, , , ,dis ct j ct out ct

j NEF

Fw fwt Fw ct NCT


  
                                                              

(34) 

2
, , , , , ,dis ct dis ct j ct j out ct out ct

j NEF

Fw Tw fwt Twh Fw Tw ct NCT


                         (35) 

donde Fwdis,ct y Twdis,ct son el flujo y la temperatura a la salida de las corrientes de salida de los 

mezcladores. 

3.4.13 Flujos de agua purgada y de reposición. 

 Una porción del agua que circula a través del sistema de enfriamiento es removida de cada 

torre de enfriamiento para evitar el exceso de sólidos e impurezas en el agua, de tal forma que no 

se formen depósitos en las superficies dentro de los equipos de transferencia de calor. El flujo de 

agua purgada (fwbct) en cada torre de enfriamiento puede ser expresada como (Serna-González y 

col., 2010), 

ct
ct ct

CYCLES

fwm
fwb fwd

N
 

                                                                      
(36) 

donde fwmct es el flujo de agua de reposición suministrado por cada torre de enfriamiento y 

NCYCLES es el número de ciclos de concentración requerido para limitar la formación de 

incrustaciones en el equipo de enfriamiento. 

 El flujo total de agua purgada (Fwb) para los sistemas de enfriamiento es la suma de los 

flujos de agua purgada en cada torre de enfriamiento, 

ct
ct NCT

Fwb fwb


                                                                                                              (37) 

Debe notarse que las corrientes que salen de los mezcladores localizados en la salida de 

cada torre de enfriamiento son divididas y enviadas hacia los puntos de mezclado en la entrada de 
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la etapa k de la red de enfriadores (fwcct,k), hacia el mezclador de agua purgada y/o hacia otra 

torre de enfriamiento (
1,ct ctftt ).  

1

1
1

, , , ,dis ct ct ct ct k ct
ct NCT k ST
ct ct

Fw ftt fwc fwb ct NCT
 


                                                 (38) 

Para mantener el flujo total de agua de enfriamiento constante en el sistema de 

enfriamiento, es necesario agregar agua fresca para reemplazar la pérdida global de agua debido a 

la evaporación, arrastre y purga, 

ct nct ct
ct NCT ct NCT ct NCT

Fwm fwe fwd fwb
  

                                                  (39) 

donde Fwm es el consumo de agua fresca o agua de reposición en el sistema de enfriamiento. 

 La corriente del agua de reposición es segregada hacia los mezcladores localizados en la 

entrada de cada etapa de red de enfriadores, 

k
k ST

Fwm fwm


 
                                                          

                                                   (40) 

3.4.14 Restricciones de flujo en la red de torres de enfriamiento. 

 Para evitar problemas matemáticos, el reciclo en la misma torre de enfriamiento no es 

considerado. En ese sentido, la siguiente restricción es empleada, 

1, 1 10, , ;ct ctftt ct ct NCT ct ct                                                          (41) 

3.4.15 Diseño de las torres de enfriamiento. 

 Las siguientes ecuaciones representan las restricciones termodinámicas y geométricas de 

las torres de enfriamiento necesarias para cumplir con los requerimientos en la red de enfriadores. 

Por lo tanto, la siguiente disyunción es usada para determinar la existencia de una torre de 

enfriamiento y aplicar las ecuaciones de diseño correspondientes, 
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2

2
max

min

,
0

ct

ct
ct ct

ct
ct ct

Z
Z

ct NCT

 
   

               

donde 2
ctZ  es una variable Booleana usada para determinar la existencia de las torres de 

enfriamiento, max
ctΨ  es un límite superior para las variables, min

ctΨ  es un límite inferior para las 

variables, ct es cualquier variable de diseño de la torre de enfriamiento como el flujo de entrada, 

el flujo de aire seco, el número de Merkel, entre otros. Por ejemplo, cuando el flujo de entrada en 

la torre de enfriamiento es usado como una variable de diseño, la disyunción previa para cada 

torre de enfriamiento ct es reformulada como sigue: 

in,ct

max 2
, FwΩ 0,in ct ctFw z ct NCT                                              (42) 

in,nct

min 2
, FwΩ 0,in ct ctFw z ct NCT                                              (43) 

donde 
in,ct

max
FwΩ y 

in,ct

min
FwΩ son el límite superior y el límite inferior para el flujo de entrada en cada 

torre de enfriamiento, respectivamente. Note que esta reformulación es aplicada a cada variable 

de diseño de cada torre de enfriamiento. 

 El diseño termo-hidráulico detallado de las torres de enfriamiento se basa en el método de 

Merkel (Merkel, 1926). El número de Merkel requerido en cada torre de enfriamiento, Mect, es 

calculado usando la técnica de integración de cuatro puntos de Chebyshev (Mohiudding y Kant, 

1996), 

 
4

, , ,
1

0.25 1 ;ct cu in ct out ct n ct
n

Me CP Tw Tw h ct NCT


                                                    (44) 

donde n es el índice para el incremento de temperatura. Para cada incremento de temperatura, la 

diferencia de entalpía local ( ,n cth ) es calculada como,  

, , , ,       1,...,4;n ct n ct n cth hsa ha n ct NCT                                                       (45) 

y las ecuaciones algebraicas para calcular la entalpía de la mezcla aire-vapor de agua (han,ct) y la 

temperatura del agua (Twn,ct) correspondientes a cada punto de Chebyshev son dadas por las 
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siguientes relaciones: 

 ,
, , , , ,       n 1,...,4;cu av ct

n ct in ct n ct out ct
ct

CP Fw
ha ha Tw Tw ct NCT

Fa
                                 (46) 

 , , , , ,       n 1,...,4;n ct out ct n in ct out ctTw Tw TCH Tw Tw nct NCT                               (47) 

donde TCHn es una constante que representa los puntos de Chebyshev (TCH1=0.1, TCH2=0.4, 

TCH3=0.6 y TCH4=0.9), hain,ct y Fact son la entalpía y el flujo del aire de entrada en cada torre de 

enfriamiento, y Fwav,ct es el valor promedio del flujo de agua en la zona del empaque. Por lo 

tanto, 

, ,
, 2

in ct out ct
av ct

Fw Fw
Fw


                                                                                                 (47) 

La transferencia de masa y energía característica para un tipo particular de empaque están 

dadas por la correlación desarrollada por Kloppers y Kröger (2005a) según el número de Merkel 

requerido: 

   
2, 3,

4, 5,1,
1, , ,

, ,

,
ct ct

ct ct

c c
c cav ct ct

ct ct fi ct in ct
fr ct fr ct

Fw Fa
Me c L Tw ct NCT

A A

   
       

   
                              (49) 

donde Afr,ct es el área del empaque, Lfi,ct  es la altura del empaque, y c1, c2, c3, c4 y c5 son las 

constantes que dependen del tipo de empaque usado. 

 Para calcular el número de Merkel disponible, se usa la siguiente disyunción a través de la 

variable Booleana e
ctY : 

     

1 2 3

1 2 3
, , , , , ,

splash fill tricklefill filmfill ,

, 1,...,5 , 1,...,5 , 1,...,5

ct ct ct

l ct l ct l ct l ct l ct l ct

Y Y Y

ct NCT

c c l c c l c c l

     
     

       
               

 

Note que solamente si la torre de enfriamiento ct existe, sus variables de diseños son 

calculadas y solamente un tipo de empaque puede ser seleccionado. Por lo tanto, la suma de las 

variables binarias referidas a los diferentes tipos de empaque debe ser igual a la variable binaria 
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que determina la existencia de las torres de enfriamiento. Entonces, esta disyunción puede ser 

descrita con la reformulación convex-hull (Vecchietti y col., 2003) por las siguientes ecuaciones 

algebraicas: 

1 2 3 2 ,ct ct ct cty y y z ct NCT                                                             (50) 

1 2 3
, , , , , 1,...,5;l ct l ct l ct l ctc c c c l ct NCT                                                  (51) 

, , 1,...,3.; 1,...,5;e e e
l ct l ctc b y e l ct NCT                                                           (52) 

Valores de los coeficientes e
lb  según los tipos empaques (splash, trickle y film) son dados 

en la Tabla 3.1 (Kloppers y Kröger, 2005a). Para cada uno de estos tipos de empaque, la 

correlación del coeficiente de pérdidas puede ser expresada en la siguiente forma (Kloppers y 

Kröger, 2003): 

2, 3, 5, 6,

, ,
, 1, 4, ,

, , , ,

,
ct ct ct ctd d d d

av ct av ctct ct
fi ct ct ct fi ct

fr ct fr ct fr ct fr ct

Fw FwFa Fa
K d d L ct NCT

A A A A

        
                          

     (53) 

donde d1, d2, d3, d4, d5 y d6 son las contantes para calcular el coeficiente de pérdidas en las torres 

de enfriamiento (Kfi,ct). La disyunción correspondiente para seleccionar las constantes anteriores 

dependiendo del tipo de empaque es expresada como: 

     

1 2 3

1 2 3
, , , , , ,

splash fill tricklefill filmfill ,

, 1,...,6 , 1,...,6 , 1,...,6

ct ct ct

m ct m ct m ct m ct m ct m ct

Y Y Y

ct NCT

d d m d d m d d m

     
     

       
               

 

Por medio de la reformulación convex-hull (Vecchietti y col., 2003), la disyunción previa 

es modelada a continuación: 

1 2 3
, , , , , 1,...,6;m ct m ct m ct m ctd d d d m ct NCT                                                 (54) 

, , 1,...,3; 1,...,6;e e e
m ct m ctd c y e m ct NCT                                                  (55) 

 Valores de los coeficientes e
mc  para los tres tipos de empaque son presentados en la Tabla 
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3.2 (Kloppers y Kröger, 2003). 

Tabla 3.1. Constantes para coeficientes de transferencia 

l 

e
lb  

e=1 
(splash fill) 

e=2 
(trickle fill) 

e=3 
(film fill) 

 0.249013 1.930306 1.019766 
2 -0.464089 -0.568230 -0.432896 
3 0.653578 0.641400 0.782744 
4 0 -0.352377 -0.292870 
5 0 -0.178670 0 

 

Tabla 3.2. Constantes para el coeficiente de pérdidas 

m 

e
mc  

e=1 
(splash fill) 

e=2 
(trickle fill) 

e=3 
(film fill) 

1 3.179688 7.047319 3.897830 
2 1.083916 0.812454 0.777271 
3 -1.965418 -1.143846 -2.114727 
4 0.639088 2.677231 15.327472 
5 0.684936 0.294827 0.215975 
6 0.642767 1.018498 0.079696 

 

La presión total de la corriente de aire para cada torre de enfriamiento (∆Pt,ct) es dada por 

(Serna-González y col., 2010), 

 
2

,
, , ,2

, ,

0.8335 6.5 ,av ct
t ct fi ct fi ct

av ct fr ct

Fav
P K L ct NCT

A
                                                        (56) 

donde Favav,ct es el flujo aritmético promedio de la mezcla aire-vapor a través del empaque en 

cada torre de enfriamiento, 

, ,
, ;

2
in ct out ct

av ct

Fav Fav
Fav ct NCT


                                                   (57) 

y ,av ct es la densidad media aritmética del aire húmedo a través del empaque, la cual se calcula 

con la siguiente expresión: 
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 , , ,1 1 1 ,av ct in ct out ct ct NCT                                                               (58) 

donde ,in ct  y ,out ct  son las densidades de entrada y de salida del aire, las cuales son estimadas 

con la ecuación E.7 del Apéndice E. El flujo de la mezcla aire-vapor a la entrada (Favin,ct) y 

salida (Favout,ct ) del empaque son calculados como: 

, , ,in ct ct in ct ctFav Fa w Fa ct NCT                                                       (59) 

, , ,out ct ct out ct ctFav Fa w Fa nct NCT                                                       (60) 

 La potencia requerida en el ventilador de cada torre de enfriamiento (PCf,ct) es dada por: 

, ,
,

, ,

;in ct t ct
f ct

in ct f ct

Fav P
PC ct NCT

 


                                                                      (61) 

donde ,f ct  es la eficiencia del ventilador. 

 El consumo de potencia por la bomba de agua en cada torre de enfriamiento (PCp,ct) puede 

ser expresada como (Leeper, 1981): 

 , ,
,

3.048dis ct fi ct
p ct

p

Fw Lg
PC

gc 

  
   

    
                                     (62) 

donde p  es la eficiencia de la bomba. 

3.4.16 Restricciones de factibilidad. 

 La temperatura del agua de entrada de cada torre de enfriamiento debe ser menor que la 

mayor temperatura inicial de las corrientes de proceso en la red de enfriadores.  

, , 2.8,out ct in ctTw TWB ct NCT                                                            (63) 

Adicionalmente, para evitar el ensuciamiento, la corrosión y el incrustamiento, la 

temperatura del agua de entrada en cada torre de enfriamiento no debe ser mayor que 50°C 

(Serna-González y col., 2010). Esta restricción puede ser expresada como, 



Desarrollo de estrategias para el uso eficiente del agua en la industria	

 

Doctorado en Ciencias en Ingeniería Química 81 
 

, 50º ,in ctTw C ct NTC                                      (64) 

El conjunto final de las restricciones de factibilidad para las temperaturas surgen del 

hecho de que la corriente de agua debe ser enfriada y la corriente de aire calentado en las torres 

de enfriamiento, 

, , ,in ct out ctTw Tw ct NTC                                                                 (65) 

, , ,out ct in ctTA TA ct NTC                                                                 (66) 

 La fuerza motriz local (hsact-hact) debe satisfacer la siguiente condición en cualquier 

punto en las torre de enfriamiento ct (Serna-González y col., 2010), 

, , 0    1,...,4;n ct n cthsa ha n ct NTC                                               (67) 

Las cargas de agua y aire máxima y mínima en las torres de enfriamiento son 

determinadas por el intervalo de aplicación de las correlaciones usadas para el cálculo de los 

coeficientes de perdida y de transferencia de masa según el tipo de empaque. Las restricciones 

son (Kloppers y Kröger, 2003, 2005a): 

,

,

2.90 5.96,av ct

fr ct

Fw
ct NTC

A
                                                                                       (68) 

,

1.20 4.25,ct

fr ct

Fa
ct NTC

A
                                                                                       (69) 

 Aunque una torre de enfriamiento puede ser diseñada para operar a cualquier relación 

Fwav,ct/Fact factible, Singham (1983) sugiere los siguientes límites: 

,0.5 2.5,av ct

ct

Fw
nct NTC

Fa
                                                        (70) 

Los flujos de las corrientes de agua caliente que salen de los divisores previos a las torres 

de enfriamiento tienen los siguientes límites: 

1
,0 , ;j ct jfwt Fwh j NEF ct NCT                                                 (71) 
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2
,0 j ct jfwt Fwh j NEF                                                         (72) 

3.4.17 Función objetivo. 

 La función objetivo es minimizar el costo total anual del sistema de enfriamiento (TACS) 

que consiste en el costo total anual de la red de enfriadores (TACNC), el costo total anual de la 

red de torres de enfriamiento (TACTC) y el costo de bombeo (PWC): 

TACS TACNC TACTC PWC                                            (73) 

3.4.17.1 Costo de potencia de las bombas que hacen circular el agua. 

 El costo de electricidad demandado por las bombas de agua en el sistema de enfriamiento 

es generado por el consumo de potencia en las bombas localizadas a la salida de cada torre de 

enfriamiento, 

 ,Y p ct
ct NCT

PWC H ce PC


                                                          (74) 

donde HY son las horas anuales de operación y ce es el costo unitario de electricidad. 

3.4.17.2 Costo total anual de la red enfriadores. 

 El costo total anual de la red de enfriadores está formado por el costo de capital 

anualizado de los enfriadores (CAPCNC) y el costo del agua de reposición (OPCNC), 

TACNC CAPCNC OPCNC                                                                   (75) 

donde el costo de capital de la red de enfriadores es obtenido con la siguiente expresión,  

, ,F i i k i i k
i HP k ST i HP k ST

CAPCNC K CFHE z CAHE A

   

    
                                                  (76) 

aquí CFHEi es el costo fijo del enfriador i, CAHEi es el coeficiente de costo para el área del 

enfriador i, KF es el factor de carga fija que anualiza la inversión,   es un exponente para la 

función del costo de capital y que atiende las economías de escalas. El área de cada encuentro es 

calculada como,  
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 , , ,i k i k i i kA q U TML                                                                                        (77) 

 1 1 1i i cuU h h                                     (78) 

donde Ui es coeficiente global de transferencia de calor, hi y hcu son los coeficientes de 

transferencia de película para las corrientes de proceso y el agua de enfriamiento, 

respectivamente, ,i kTML  es la diferencia media logarítmica de cada encuentro y   es un 

parámetro pequeño (i.e., 61 10x  ) utilizado para evitar divisiones por cero. La aproximación de 

Chen (1987) es utilizada para estimar la diferencia de temperatura media logarítmica de cada 

encuentro es: 

      1/3

, , , , , 2i k i k i k i k i kTML dtcal dtfri dtcal dtfri                                       (79) 

El costo operacional de la red de enfriadores es generado por el agua de reposición 

utilizado para reemplazar las pérdidas globales de agua en la red de torres de enfriamiento, 

YOPCNC cwH Fwm                                                                 (80) 

donde cw es el costo unitario del agua de enfriamiento. 

3.4.17.3 Costo total anual de la red de torres de enfriamiento. 

 El costo total anual para la red de torres de enfriamiento involucra el costo de inversión de 

las torres de enfriamiento (CAPTNC) así como el costo de operación de los ventiladores 

(OPTNC). El costo de inversión de las torres de enfriamiento es representado por la siguiente 

expresión no lineal (Kintner-Meyer y Emery, 1995): 

2
, ,F CTF ct ct fr ct fi ct CTMA ct

ct NCT

CAPTNC K C z CCTV A L C Fa


                                            (81) 

donde CCTF es el costo fijo asociado a las torres de enfriamiento, CCTVct es el incremento del 

costo de inversión debido al volumen del empaque, y CCTMA es el incremento del costo de capital 

debido al flujo másico de aire. Los coeficientes de costo CCTVct dependen del tipo de empaque. 

Para implementar la selección discreta de los coeficientes de costo dependiendo del tipo de 

empaque, la variable Booleana e
ctY  es usada como parte de la siguiente disyunción; 
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     

1 2 3

1 2 3

splash fill tricklefill filmfill ,
ct ct ct

ct ct ct ct ct ct

Y Y Y

ct NCT

CCTV CCTV CCTV CCTV CCTV CCTV

     
     

       
              

Está disyunción es algebraicamente reformulada como (Vecchietti y col., 2003): 

1 2 3,ct ct ct ctCCTV CCTV CCTV CCTV ct NCT                                                             (82) 

, 1,...,3,e e e
ct ctCCTV a y e ct NCT                                                        (83) 

donde los parámetros ae
 son mostrados en la Tabla 3.3 (Kloppers y Kröger, 2005a) para 

empaques tipo splash, trickle y film. 

Tabla 3.3. Coeficientes de costo e
CTVC  para cada tipo de empaque 

ea  
e=1 

(splash fill) 
e=2 

(trickle fill) 
e=3 

(film fill) 
2,006.6 1,812.25 1,606.15 

 

 Note que el costo de inversión propiamente refleja la influencia del tipo de empaque, el 

flujo de aire y aspectos geométricos básicos tales como el área y la altura del empaque de cada 

torre de enfriamiento. El costo de electricidad necesaria para operar los ventiladores es calculado 

utilizando la siguiente expresión:  

,Y f ct
ct NCT

OPTNC H ce PC


                                                                  (84) 

3.4.18 Propiedades físicas. 

 Las propiedades físicas que aparecen en el modelo propuesto son mostradas en esta 

sección. Las correlaciones son presentadas en el Apéndice E, las cuales deben de ser aplicadas si 

la torre de enfriamiento existe en la solución: 

 , , ,in ct in ctha f TWB ct NCT                                                             (85) 

 , ,       1,...4;i ct i cthsa f Tw i ct NCT                                                       (86) 
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 , , , , , ,, , , ,in ct in ct in ct t ct WB in ctw f TWB TA P PV ct NCT                                            (87) 

 , , ,, ,out ct t ct out ctw f P PV ct NCT                                                       (88) 

 , , , ,WB in ct in ctPV f TWB ct NCT                                                          (89) 

 , , ,out ct out ctTA f hsa ct NCT                                                            (90) 

 , , ,out ct out ctPV f TA ct NCT                                                                       (91) 

 , , , ,, , ,in ct t ct in ct in ctf P TA w ct NCT                                                              

(92) 

 , , , ,, , ,out ct t ct out ct out ctf P TA w ct NCT                                                               (93) 

Es importante rescatar que este modelo explícitamente toma en cuenta las interacciones de 

la red de enfriadores y la red de torres de enfriamiento (los dos principales componentes del 

sistema). Además, el modelo puede proporcionar el arreglo tradicional de sistemas de 

enfriamiento que solamente requiere de una torre de enfriamiento siempre y cuando esta 

represente la configuración óptima. El modelo MINLP propuesto fue codificado en el programa 

de modelación GAMS (Brooke y col., 2011), y el algoritmo de la aproximación exterior y la 

función de penalización aumentada (implementado en el resolvedor DICOPT) (Viswanathan y 

Grossmann, 1990) fue usado para resolver los casos de estudio. 

3.5 RESULTADOS. 

 Tres ejemplos son empleados para mostrar la aplicación del modelo propuesto. Los 

ejemplos 1 y 2 incluyen cinco corrientes calientes de proceso y el tercero consiste en 6 corrientes 

calientes de proceso y los datos son presentados en la Tabla 3.4. Además, los valores para los 

parámetros ce, HY, KF, NCYCLES, ηf, ηp ,Pt, CCTF, CCTMA, CUw, CPcu, β, CFHE, CAHE, TAin,ct, y 

TWBin,ct son 0.076 US$/kWh, 8000 hr/año, 0.2983 año -1, 4, 0.75, 0.6, 101325 Pa, 31185 US$, 

1097.5 US$/(kg aire/s), 5.75x10-5 US$/kg-agua, 4.193 kJ/kg°C, 0.80, 100 US$, 700 US$/m2, 22 

°C y 12 °C, respectivamente. Para todos los ejemplos, el agua fresca disponible esta a 20°C y 

cuatro torres de enfriamiento fueron empleadas en la superestructura del sistema de enfriamiento. 
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Además, cada ejemplo fue resuelto con la superestructura propuesta y fijando el arreglo 

tradicional en el modelo propuesto para establecer una comparación entre estas estrategias. Para 

obtener la última configuración, el modelo fue restringido a usar sólo una torre de enfriamiento y 

una sola etapa en la red de enfriadores, lo cual necesariamente genera un arreglo en paralelo de 

los intercambiadores de calor en la red de enfriadores. En ese sentido, en este caso el flujo del 

agua de enfriamiento desde la red de torres de enfriamiento solamente puede ser enviado hacia la 

primera etapa de la red de enfriadores. 

Tabla 3.4. Datos para los Ejemplos 

Ejemplo 1 
Corrientes THIN (°C) THOUT (°C) FCP (kW/°C) Q (kW) h (kW/m2°C) 

1 80 45 100 3500 1.1 
2 70 38 40 1280 1.125 
3 60 32 60 1680 0.95 
4 50 27 80 1840 0.875 
5 40 23 30 510 0.95 

Ejemplo 2 
Corrientes THIN (°C) THOUT (°C) FCP (kW/°C) Q (kW) h (kW/m2°C) 

1 80 60 500 10000 1.089 
2 75 28 100 4700 0.845 
3 120 40 450 36000 0.903 
4 90 45 300 13500 1.025 
5 110 40 250 17500 0.75 

Ejemplo 3 
Corrientes THIN (°C) THOUT (°C) FCP (kW/°C) Q (kW) h (kW/m2°C) 

1 45 22 152 3500 1.1 
2 66 20 543 25000 1.125 
3 45 33 4167 50000 0.95 
4 50 38 4750 57000 0.875 
5 98 55 1395 60000 0.95 
6 65 45 850 17000 1.25 

  

Ejemplo 1. La configuración óptima para este ejemplo es mostrado en la Figura 3.2, la 

cual consiste en el arreglo tradicional debido a que los enfriadores están distribuidos en un 

arreglo en paralelo, solamente una torre de enfriamiento es usada, las corrientes calientes de agua 
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enviadas a la torre de enfriamiento son tratadas y el agua fría a la salida de ésta es enviada a la 

primera etapa de la red de enfriadores donde es mezclada con agua fresca. Además, el costo total 

anual de esta configuración es dada en la Tabla 3.5, en la cual los costos de la red de enfriadores 

de la red de torres de enfriamiento y de bombeo representan el 35%, 63% y 2% del costo total 

anual, respectivamente. Este ejemplo permite identificar que el modelo de la superestructura 

propuesta es capaz de producir el arreglo tradicional cuando éste representa la configuración 

óptima. 

 Ejemplo 2. Cuando este ejemplo es resuelto con el arreglo tradicional para sistemas de 

enfriamiento con agua, la configuración óptima obtenida es presentada en la Figura 3.3. Por otra 

parte, la configuración óptima obtenida a través de la superestructura propuesta para este ejemplo 

es dada en la Figura 3.4. Nótese que en la Figura 3.4 hay cinco intercambiadores en la red de 

enfriamiento, los cuales están distribuidos en serie y paralelo porque los enfriadores 1 y 2 están 

instalados en paralelo mientras que el enfriador 3 está conectado en serie con los enfriadores 4 y 

5; y las unidades 5 y 4 están distribuidos en paralelo entre ellos. Además, intercambiadores en 

tres etapas fueron seleccionados de donde surgen tres corrientes de agua caliente que son 

enviadas a la red de torres de enfriamiento; una desde los enfriadores 1 y 2 (donde son procesadas 

térmicamente las corrientes de procesos 2 y 5), otra desde el enfriador 4 (donde es procesada 

térmicamente la corriente de proceso 1) y otra desde el enfriador 5 (donde es procesada 

térmicamente la corriente de proceso 3). Estas corrientes de agua caliente son distribuidas en dos 

torres de enfriamiento; por ejemplo, la corriente de agua caliente proveniente del enfriador 5 es 

enviada directamente a la torre de enfriamiento 2 y las corrientes de salida de los enfriadores 1, 2 

y 4 son divididas y segregadas hacia ambas torres de enfriamiento. Por lo tanto, ambas torres de 

enfriamiento están arregladas en paralelo y las temperaturas del agua de entrada son las mismas 

(50°C) y corresponde al máximo valor permitido, lo que genera la máxima fuerza motriz para el 

intercambio entre el agua caliente y el aire seco ayudando a reducir el costo de la torre de 

enfriamiento. Debe notarse que las variables restantes como el flujo de aire, área y altura del 

empaque, agua evaporada, agua purgada, agua arrastrada, temperatura del agua de salida, entre 

otras, son diferentes en cada torre de enfriamiento (cada una de estas variables es más grande en 

la torre de enfriamiento 2 que en la torre de enfriamiento 1). Por ejemplo, la temperatura del agua 

de salida en la torre de enfriamiento 1 es igual a 23.723°C mientras que en la torre de 

enfriamiento 2 esta temperatura es 30.598°C; por lo tanto, esto significa que hay diferentes tipos 
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de agua fría que pueden ser distribuidas en la red de enfriadores para tratar térmicamente las 

corrientes calientes de proceso más eficiente (económica y térmicamente) respecto al caso 

cuando sólo hay un tipo de agua de enfriamiento. En torno al caso de múltiples torres de 

enfriamiento, note que en la Figura 3.4 el agua enfriada es enviada a múltiples etapas de la red 

de enfriadores desde las torres de enfriamiento 1 y 2; ya que el agua de salida de la torre de 

enfriamiento 1 mezclada con agua fresca en la primera etapa de la red de enfriadores es usada 

para enfriar las corrientes calientes de proceso 2 y 5 en los enfriadores 1 y 2, respectivamente. 

Mientras que el agua de salida de la torre de enfriamiento 2 es enviada directamente a la segunda 

etapa de la red de enfriadores (compuesta por el enfriador 3) para enfriar la corriente calientes de 

proceso 4, y luego esta corriente es enviada a la tercera etapa (compuesta por los enfriadores 4 y 

5) para enfriar las corrientes de proceso 1 y 3. Por lo tanto, el agua enfriada en la torre de 

enfriamiento solamente es usada para tratar térmicamente las corrientes calientes de proceso 2 y 5 

y el agua enfriada en la torre de enfriamiento 2 es usada para enfriar las corrientes calientes de 

proceso 1, 3 y 4; sin embargo, la corriente de agua caliente de los enfriadores 1 y 2 es dividida y 

segregada hacia ambas torres de enfriamiento al igual que la corriente de agua caliente del 

enfriador 4; y esto genera una relación óptima entre la red de enfriadores y la red de torres de 

enfriamiento para obtener un sistema de enfriamiento integrado.  Finalmente, tomando en cuenta 

las opciones de múltiples torres de enfriamiento, dividir las corrientes de agua caliente en la red 

de torres de enfriamiento y distribuir las corrientes del agua de salida de las torres de 

enfriamiento en todas las etapas de la red de enfriadores permite un ahorro de US$ 360,627 

respecto al arreglo tradicional simplificado debido a una reducción del 48.4% en el costo de la 

red de torres de enfriamiento y 0.7% en el consumo de potencia de los dispositivos de bombeo. 

Sin embargo, la red de enfriadores es 11.2% más costoso que ésta en la configuración del arreglo

tradicional. Note que el aspecto más importante en los ahorros anteriores está relacionado con el 

costo de operación en la red de torres de enfriamiento, ya que con el arreglo tradicional el 

consumo de potencia del ventilador es 359.058 kW, el cual es 56% mayor que éste en la Figura 

3.4. Aquí debe de notarse que el consumo de potencia del ventilador depende de la relación entre 

la caída de presión en la región del empaque, misma que es generada por el flujo de aire, área del 

empaque, altura del empaque y la humedad del aire de salida; cuyos valores son más grandes en 

la Figura 3.3 que en la Figura 3.4. Los resultados comentados anteriormente son presentados en 

la Tabla 3.5. 
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 Ejemplo 3. Para este ejemplo, las configuraciones óptimas para el arreglo tradicional y la 

superestructura propuesta son mostradas en las Figuras 3.5 and 3.6, respectivamente. Nótese que 

en la Figura 3.6 el flujo total de agua de enfriamiento usada en la red de enfriadores es enviada 

directamente hacia la torre de enfriamiento 2 para su tratamiento térmico, donde el agua caliente 

es enfriada desde 42.956°C hasta 28.274°C; el flujo de salida es segregado hacia la torre de 

enfriamiento 1 y hacia los enfriadores 3, 4, 5 y 6 (de la red de enfriadores) para enfriar a las 

corrientes calientes de proceso 3, 4, 5 y 6. Debido a que las temperaturas de salida de las 

corrientes calientes de proceso 1 y 2 son muy bajas, entonces una pequeña porción del agua de 

salida de la torre de enfriamiento 2 es enviada a la torre de enfriamiento 1 para un mayor 

enfriamiento desde 28.274°C hasta 15°C y poder usarse en los enfriadores 1 y 2. Obsérvese que 

las opciones de tener múltiples torres de enfriamiento y enviar agua fría hacia múltiples etapas de 

la red de enfriadores permiten tener diferentes tipos de agua de enfriamiento provenientes desde 

diferentes torres de enfriamiento, y estas corrientes pueden usarse para enfriar corrientes calientes 

de proceso específicas así como optimizar el rendimiento de la red de torres de enfriamiento, 

porque en el caso del arreglo tradicional (ver Figura 3.5) la única torre de enfriamiento debe 

suministrar agua de enfriamiento a la máxima temperatura requerida por la corriente de proceso 

más fría (por Ejemplo 14.8°C en la Figura 3.5), proporcionando al mismo tiempo esta agua de 

enfriamiento a otras corrientes calientes de proceso que pueden usar agua de enfriamiento a 

mayor temperatura. Lo anterior representa un ahorro del 79% en la red de torres de enfriamiento 

a partir de la superestructura propuesta (Figura 3.6) respecto al esquema de una sola torre 

(Figura 3.5). Además, el costo de bombeo para el arreglo tradicional es 37% más costoso que el 

correspondiente en la configuración obtenida con la superestructura propuesta, y aún cuando la 

red de enfriadores de la Figura 3.6 es 38% más costosa que ésta en la Figura 3.5, el costo total 

anual de la solución con la superestructura propuesta es representa un ahorro del 66%. 

 Finalmente, en los casos analizados, el arreglo tradicional siempre proporciona redes de 

enfriadores más económicas que con la superestructura propuesta, debido a que en el primer caso 

el flujo total del agua de enfriamiento esta a la temperatura de salida más baja de las corrientes 

calientes de proceso, lo cual permite mayores fuerzas motrices en los enfriadores y por lo tanto 

una menor área de intercambio de calor. Sin embargo, el costo mínimo de los sistemas de 

enfriamiento depende de la relación óptima entre los principales componentes (red de 

enfriadores, red de torres de enfriamiento y dispositivos de bombeo), y sus interacciones permiten 
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que la superestructura propuesta proporcione mejores resultados económicos que con el arreglo 

tradicional.  

Tabla 3.5. Resultados para los Ejemplos 

 

Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 

Superestructura 
propuesta 

Arreglo 
tradicional 

Superestructura 
propuesta 

Arreglo 
tradicional 

Superestructura 
propuesta 

TACS (US$/año) 208,389.4 1,134,586.0 773,959.3 9,268,981.1 2,940,433.4 

TACNC (US$/ año) 72,746.5 279,020.3 314,365.8 759,956.4 1,225,943.7 

TACTC (US$/ año) 131,506.2 817,919.4 422,225.0 8,284,791.2 1,611,867.7 

CAPCNC (US$/ año) 65,886.4 215,830.6 251,306.7 588,101.8 1,060,943.3 

CAPTNC (US$/ año) 76,195.2 598,248.9 326,093.1 3,734,926.7 1,098,645.1 

OPCNC (US$/ año) 6,860.1 63,189.7 63,059.1 171,854.6 165,000.4 

OPTNC (US$/ año) 55,311.0 219,670.5 96,131.9 4,549,864.5 513,222.6 

PWC (US$/ año) 4,136.7 37,646.4 37,368.6 224,233.5 102,622.0 

Flujo de agua fresca (kg/s) 4.1 38.2 37.7 103.8 99.7 

Variables binarias 9 9 33 10 44 

Variables continuas 384 384 543 477 641 

Restricciones 483 483 722 620 835 

Tiempo computacional (s) 8 9 21 10 23 
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Figure 3.2. Configuración óptima para el Ejemplo 1 con la superestructura propuesta 
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Figura 3.3. Configuración óptima para el Ejemplo 2 con el arreglo tradicional 
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Figura 3.4. Configuración óptima para el Ejemplo 2 con la superestructura propuesta 
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Figura 3.5. Configuración óptima para el Ejemplo 3 con el arreglo tradicional 
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Figura 3.6. Configuración óptima para el Ejemplo 3 con la superestructura propuesta 
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3.6 CONCLUSIONES. 

 Una nueva formulación MINLP para el diseño óptimo de sistemas de enfriamiento es 

propuesta. EL modelo propuesto está basado en una superestructura que toma en cuenta las 

interacciones entre los componentes del sistema de enfriamiento. En esta superestructura, 

múltiples etapas en la red de enfriadores son consideradas para seleccionar la configuración 

óptima de los enfriadores con arreglos en paralelo o en serie o combinación entre estos. Además, 

las corrientes de agua caliente provenientes de la última etapa de la red de enfriadores al igual 

que los flujos de agua segregada en cada etapa de la red de enfriadores son divididas y enviadas 

hacia la red de torres de enfriamiento, donde múltiples torres de enfriamiento puede ser usadas 

para tratar térmicamente las corrientes calientes de agua a través de un sistema de enfriamiento 

distribuido, ya que tales corrientes de agua son divididas y enviadas hacia la entrada y hacia la 

salida de las torres de enfriamiento consideradas, en tanto que, las corrientes de salida de cada

torre de enfriamiento es segregada hacia las demás torres de enfriamiento y/o hacia todas las 

etapas de la red de enfriadores. Además, agua de reposición puede ser alimentada a todas las 

etapas de la red de enfriadores. La función objetivo consiste en la minimización del costo total 

anual del sistema de enfriamiento, el cual se compone por el costo de capital y de operación tanto 

de la red de enfriadores como de la red de torres de enfriamiento y los dispositivos de bombeo. 

Estas características no consideradas en formulaciones previas permiten obtener soluciones más 

económicas respecto a los esquemas tradicionales, y también esta nueva reformulación permite la 

reducción en el agua de reposición, situación muy importante debido a la escasez de agua en 

muchas regiones del mundo. 

NOMENCLATURA. 

A  área de transferencia de energía, m2 

e
lb   coeficientes de la correlación para calcular el Me 

CAHE  coeficiente de costo de área, US$/m2 

ce   costo unitario de electricidad, US$/kgWatts, US$/Joules  

CFHE  costo fijo de los enfriadores, US$/año 
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CAPCNC  costo de capital de la red de enfriadores, US$/año 

CAPTNC costo de capital de la red de torres de enfriadores, US$/año 

CCTF   costo inicial de las torres de enfriamiento, US$ 

CCTMA  costo de la torre de enfriamiento relacionado al flujo de aire, US$ s/kg 

CCTV   costo de la torre de enfriamiento relacionado al volumen del empaque, US$/m3 

CCTVe  variables desagregadas para CCTV 

CP  capacidad calorífica, J/kg °C 

cl  constantes de la correlación para el cálculo de Me, l=1,2,…,5. 

e
lc   variables desagregadas para cl 

e
mc   coeficientes de la correlación para el cálculo de Kfi  

cw   costo unitario del agua de reposición, US$/kg 

dm  constantes de la correlación para el cálculo de Kfi, m=1,2,…,6 

e
md   variables desagregadas para dm 

dtcal  diferencia de temperatura en el lado caliente de los encuentros, C 

dtfri  diferencia de temperatura en el lado frío de los encuentros, C 

Fa  flujo de aire seco, kg/s 

Fav  flujo aritmético de aire-vapor a través del empaque, kg/s 

FCP  capacidad calorífica de las corrientes de proceso, kW/C 

FO flujo segregado del agua de enfriamiento en las etapas de la red de enfriadores, 

kg/s 

ftt  flujo entre las torres de enfriamiento, kg/s 
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Fw   flujo de agua en las torres de enfriamiento, kg/s 

fwb  flujo de agua purgada en las torres de enfriamiento, kg/s 

Fwb  flujo de agua purgada en el sistema de enfriamiento, kg/s 

fwc  flujo de agua fría en la torre de enfriamiento en la red de enfriadores, kg/s 

Fwdis   flujo de agua al final de la red de torres de enfriamiento, kg/s 

fwd  agua arrastrada en la torre de enfriamiento, kg/s 

fwe  agua evaporada en la torre de enfriamiento, kg/s 

Fwh   flujo agua caliente, kg/s 

fwm   flujo de agua de reposición en la etapa de la red de enfriadores, kg/s 

Fwm   flujo de agua de reposición en el sistema de enfriamiento, kg/s 

fwt1  flujo de agua caliente en la entrada de la torre de enfriamiento, kg/s 

fwt2  flujo de agua caliente en la salida de la torre de enfriamiento, kg/s 

fwx  flujo de agua de enfriamiento en cada encuentro de la red de enfriadores, kg/s 

g  aceleración debido a la gravedad, m/s2 

gc  factor de conversión debido a la gravedad 

h  coeficiente de transferencia de película, kW/m2 C 

ha  entalpía del volumen de la mezcla aire-vapor de agua, J/kg-aire-seco 

hsa   entalpía del volumen de la mezcal saturada de aire-vapor de agua, J/kg-aire-seco 

HY  horas anuales de operación, hr/año 

K  coeficiente de pérdidas, m-1 

KF   factor de anualización, 1/año 
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L  altura, m 

Me  número de Merkel, adimensional 

NCYCLES  ciclo de concentración, adimensional 

OPCNC  costo de operación del sistema de enfriamiento, US$/año 

OPTNC  costo de operación de la red de torres de enfriamiento, US$/año 

PC  consumo de potencia, W 

PV  presión de vapor, Pa 

PWC  costo de bombeo, US$/año 

q calor intercambiado entre la corriente caliente de proceso y al gua de enfriamiento, 

kW 

QHP  calor total del corriente caliente de proceso, kW 

TA  temperatura de bulbo seco del aire, ºC 

TACNC costo total anual de la red de enfriadores, US$/año 

TACS  costo total anual del sistema de enfriamiento, US$/año 

TACTC costo total anual de la red de torres de enfriamiento, US$/año 

TCH  constantes de la técnica de Chebyshev, adimensional 

Tcin  temperatura del agua de enfriamiento en la entrada de la etapa en la red de 

enfriadores, C 

Tcout  temperatura del agua de enfriamiento a la salida de los encuentros, C 

Th  temperatura de la corriente caliente en los encuentros, C 

THIN   temperatura de entrada de la corriente de proceso, C 

THOUT  temperatura de salida de la corriente de proceso, C 
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TMPI  temperatura de entrada de la corriente de proceso más caliente, C  

TMPO  temperatura de salida de la corriente de proceso más caliente, C  

TO   temperatura de salida del flujo de aguas segregada en la red de enfriadores, C 

Twh   temperatura de la corriente del agua caliente, C 

TWB  temperatura de bulbo húmedo del aire, C 

Tw  temperatura en la torre de enfriamiento, C 

Twdis   temperatura al final de la torre de enfriamiento, C 

U  coeficiente global de transferencia de calor para la corriente de transferencia de 

calor, kW/m2 C 

w  humedad del aire, kg-agua/kg-aire-seco 

Variables binarias 

1
,i kz   variable binaria para determinar la existencia de enfriadores 

2
ctz    variable binaria para determinar la existencia de torre de enfriamiento 

ye  variable binaria para la selección del tipo de empaque 

Símbolos griegos 

δ  parámetro (por ejemplo 1 x 10-6) para evitar singularidades en la función objetivo 

   parámetro para fijar límites 

   límite superior para la diferencia de temperatura en los extremos de los enfriadores  

ct    cualquier variable de diseño en las torres de enfriamiento 

Δh  diferencia local de entalpía, J/kg-aire-seco 

ΔTMIN  diferencia de temperatura mínima, C 



Desarrollo de estrategias para el uso eficiente del agua en la industria 

 

Doctorado en Ciencias en Ingeniería Química 101 
 

TML   diferencia media logarítmica 

ΔP  caída de presión, Pa 

η  eficiencia 

ρ  densidad de la mezcal aire-vapor de agua, kg/m3 

Sets 

NEF  {j| j es una corriente de agua caliente, j=1,…, NEF} 

ST  {k | k es una etapa de la superestructura, k = 1, …, NOK} 

HP  {i | i es una corriente caliente de proceso} 

NCT  {ct | ct es una torre de enfriamiento, ct = 1, …, NCT} 

Escalares 

NOK  número total de etapas en la red de enfriadores 

Subíndices 

av  promedio 

cu  agua de enfriamiento 

dis  final de la red de torres de enfriamiento 

f  ventilador 

fi  empaque 

fr  sección transversa 

i  corriente caliente de proceso 

j   corriente de agua caliente 

k  índice para cada etapa (1, …, NOK) y localización de temperatura (1, …, NOK + 
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1) 

e  tipo de empaque, e=1,2,3 

l  constantes para el tipo de empaque, l=1, …, 5 

m  constantes para el tipo de empaque, m=1, …, 6 

in  entrada 

n  índice del incremento de temperatura, n=1, …, 4 

ct  torre de enfriamiento 

out  salida 

p  bomba 

t  total 

WB  bulbo húmedo 

Superíndices 

max  límite superior 

min  límite inferior 
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CAPÍTULO 4. CONCLUSIONES GENERALES Y TRABAJO FUTURO. 

En esta sección se presentan las conclusiones generales de la presente tesis así como las 

indicaciones para trabajos futuros. 

4.1 CONCLUSIONES. 

A continuación se enlistan las conclusiones generales de cada objetivo planteado en la 

presente tesis: 

Objetivo 5.2.1. El modelo propuesto para la integración de agua de diferentes industrias 

en un parque eco-industrial permite disminuir el consumo global de agua fresca y la descarga de 

agua de desecho, así como los costos asociados al tratamiento de las corrientes, en comparación a 

la integración de agua en las industrias por separado. Además, el modelo propuesto proporciona 

una mejor caracterización de las corrientes debido a la consideración de restricciones en términos 

de propiedades en las unidades de proceso y en la descarga al ambiente, ya que propiedades como 

el pH, viscosidad, toxicidad y demanda química de oxigeno, entre otras, son las que más afectan 

tanto el rendimiento de las unidades de proceso como el comportamiento de los reservorios 

naturales donde se vierten las descargas ambientales. Además, caracterizar estas corrientes en 

términos de la composición es una tarea prácticamente imposible dentro de un esquema de 

optimización. Por otra parte, el algoritmo spatial branch and bound propuesto permite encontrar

la solución óptima global en pocas iteraciones superando a los procedimientos previamente 

reportados, debido a la estrategia propuesta para la ramificación de variables, así como los 

métodos propuestos para el cálculo de límites inferiores a través de segmentos lineales para 

aproximar los términos bilineales no convexos, y el mejoramiento del límite superior a través de 

la discretización de términos bilineales. Estas relajaciones implementadas en el nuevo algoritmo 

de optimización global permiten obtener la solución óptima global de problemas no convexos que 

involucran un gran número de términos bilineales en un tiempo de cómputo pequeño.  

Objetivo 5.2.2. La síntesis de sistemas de enfriamiento con agua a través de la 

superestructura propuesta y con el modelo de optimización planteado, demuestra que la 

distribución de las corrientes calientes de agua provenientes de la red de enfriadores en múltiples 

torres de enfriamiento y la alimentación de agua enfriada en las torres de enfriamiento en 

múltiples etapas de la red de enfriadores, ayudan a mejorar la interrelación de los componentes de 
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estos sistemas debido a la obtención de las fuerzas motrices óptimas en los equipos de 

transferencia de calor así como la optimización simultanea de todos los componentes del sistema 

de enfriamiento. Esto genera que las configuraciones obtenidas con la superestructura propuesta 

sean sustancialmente más económicas que las arrojadas con el arreglo tradicional donde sólo se 

permite una sola torre de enfriamiento y los enfriadores se encuentran instalados en paralelo. 

Objetivo 5.2.3. El tratamiento térmico de efluentes acuosos por medio de sistemas de 

enfriamiento distribuidos usando torres de enfriamiento disminuye el costo de estas últimas por la 

reducción de la carga térmica y, por ende, se requieren torres de enfriamiento más pequeñas (con 

costos de capital menores) respecto a los sistemas de enfriamiento centralizados. Además, la 

optimización simultánea y detallada de la superestructura propuesta (distribución de los efluentes 

y el diseño de la torre de enfriamiento) supera los trabajos secuenciales reportados anteriormente, 

los cuales estiman el cálculo del flujo mínimo de agua a la entrada de la torre de enfriamiento 

previo a la etapa de diseño donde emplean métodos simples de diseño. 

Objetivo 5.2.4. La representación rigurosa de los fenómenos de transporte en torres de 

enfriamiento a contracorriente con el método Poppe durante su diseño, permite identificar las 

deficiencias de los diseños obtenidos con el método Merkel en el que se simplifican la 

transferencia de masa y calor en la región del empaque de torres de enfriamiento. En ese sentido, 

los diseños encontrados con el método de Merkel presentan una sobrestimación de la capacidad 

de enfriamiento del aire de entrada. Esto genera diseños pocos seguros y eficientes para su 

posterior instalación. En base a esto, y debido a la importancia del correcto funcionamiento de las 

torres de enfriamiento en las industrias, el modelo riguroso propuesto puede ser de gran utilidad 

para diseñar torres de enfriamiento con el costo mínimo en base a su correcto comportamiento 

fenomenológico. 
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4.2 LOGROS OBTENIDOS. 

Los resultados obtenidos durante el desarrollo de la presente tesis han sido sometidos a 

evaluación en revistas con arbitraje estricto, en capítulos de libros de editoriales de prestigio 

internacional y en congresos nacionales e internacionales. Además se publicó un libro con la 

Editorial Académica Española; tales logros son enlistados a continuación: 

a) Artículos en revistas internacionales con arbitraje estricto 

1. Eusiel Rubio-Castro, Medardo Serna-González, José María Ponce-Ortega. 

(2010). Optimal Design of Effluent-Cooling Systems Using a Mathematical Programming 

Model. Applied Thermal Engineering. 30 (14-15): 2116-2126. 

2. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Fabricio Nápoles-Rivera, 

Mahmoud M. El-Halwagi, Medardo Serna -González, Arturo Jiménez-Gutiérrez. (2010). 

Water Integration of Eco-Industrial Parks Using a Global Optimization Approach. 

Industrial and Engineering Chemistry Research. 49 (20): 9945-9960. 

3. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González, Arturo 

Jiménez- Gutiérrez  and Mahmoud M. El-Halwagi. (2011). A Global Optimal 

Formulation for Water Integration in Eco-Industrial Parks Considering Multiple 

Pollutants. Computers and Chemical Engineering. 35 (8): 1558-1574. 

4. Eusiel Rubio-Castro, Medardo Serna-González, José María Ponce-Ortega, 

Miguel Ángel Morales-Cabrera. (2011). Optimization of mechanical draft counter flow 

wet-cooling towers using a rigorous model. Applied Thermal Engineering. 31 (16): 3615-

3628. 

b) Artículos en revisión 

1. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Mahmoud M. El-Halwagi and 

Medardo Serna-González. (2011). A new algorithm for the global optimization of 

property-based inter-plant water integration. Enviado a AIChE Journal. 

 

2. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Mahmoud M. El-Halwagi and 
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Medardo Serna-González. (2011). Optimal reconfiguration of single-plant water networks 

into an eco-industrial park. Enviado a Computers and Chemical Engineering. 

 
3. Eusiel Rubio-Castro, Medardo Serna-González, José María Ponce-Ortega and 

Mahmoud M. El-Halwagi. (2011). Optimal Synthesis of Cooling Water Systems with 

Multiple Cooling Towers. Enviado a Energy. 

c) Libros 

1. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González. 

(2012). Diseño de Estrategias para el Uso Óptimo del Agua en las Industrias. eae - 

Editorial Académica Española marca comercial de: LAP LAMBERT Academic 

Publishing GmbH & Co. KG Heinrich-Böcking-Str. 6-8 D - 66121 Saarbrücken.  

Teléfono: +49 681 3720-310.  

Telefax: +49 681 3720-3109.  

e-Mail: info@eae-publishing.com, www.eae-publishing.com  

ISBN 978-3-8484-5258-3.  

Editor: Natalia Daniela Acosta.  

d) Capítulos de libro 

1. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González. 

(2011). Optimal design of water cooling systems. Book: Energy Management. INTECH 

Publisher. ISBN 978-953-307-579-2. Editor: Aleksandar Lazinica. 

 

2. Eusiel Rubio-Castro, Medardo Serna-González, José María Ponce-Ortega, Arturo 

Jiménez-Gutiérrez. (2011). Optimal Design of Cooling Towers. Book: Mass Transfer / 

Book 2. INTECH Publisher. ISBN 978-953-308-79-0. Editor: Aleksandar Lazinica. 

 
3. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González, Arturo 

Jiménez-Gutiérrez and Mahmoud M. El-Halwagi. (2011). A Global Optimal Formulation 

for the Water Integration in Eco-Industrial Parks Considering Multiple Pollutants. 21st 

European Symposium on Computer Aided Process Engineering-ESCAPE21. Elsevier B. 
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V. ISBN: 978-0-444-54298-4. Editores: E.N. Pistikopoulos, M.C. Georgiadis and A. 

Kokossis (Editors). 

e) Artículos en proceedings con arbitraje estricto 

1. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González, Arturo 

Jiménez-Gutiérrez, Mahmoud M. El-Halwagi. (2011). A new algorithm for the global 

optimization of property-based water integration in eco-industrial parks. AIChE annual 

meeting 2011, 16-21 October 2011. Minneapolis, Minnesota, USA. 

 

2. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González, Arturo 

Jiménez-Gutiérrez, Mahmoud M. El-Halwagi. (2010). A Discretization Approach for the 

Optimal Design of Mass Integration Networks of Eco-Industrial Parks. AIChE annual 

meeting 2010, 7-12 November 2010. Salt Lake City, USA. 

3. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González. 

(2009). An MINLP Formulation for the Optimal Design of Distributed Effluent-Cooling 

System. AIChE Annual Meeting, 2009, 8-13 November 2009.Nashville, Tennesse, USA. 

f) Memorias en congreso con extenso 

1. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González. 

(2010). Optimización global para la integración de agua basada en propiedades en parques 

eco-industriales. XXXII Encuentro Nacional y 1er Congreso Internacional de la AMIDIQ, 

Riviera Maya, Quintana Roo, México, 3-6 de Mayo de 2011. 

2. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González. 

(2010). Diseño Óptimo de Parques Eco-Industriales para el Uso Eficiente del Agua. 6to. 

Congreso Estatal de Ciencia y Tecnología del COECyT, Morelia, Michoacán, México, 1-

3 de Septiembre de 2010. 

3. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González. 

(2010). Síntesis de Redes de Intercambio de Masa en Parques Eco-Industriales. XXXI 

Encuentro de la AMIDIQ, Huatulco, Oaxaca, México, 4-7 de Mayo de 2010. 
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4. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González, 

Miguel Ángel Morales-Cabrera. (2010). Optimización Rigurosa de Torres de 

Enfriamiento a Contracorriente. XXXI Encuentro de la AMIDIQ, Huatulco, Oaxaca, 

México, 4-7 de Mayo de 2010. 

5. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González. 

(2009). Diseño Óptimo de Sistemas de Enfriamiento de Efluentes Acuosos. XXX 

Encuentro de la AMIDIQ, Mazatlán, Sinaloa, México, 19-22 de Mayo de 2009.  

6. Eusiel Rubio-Castro, José María Ponce-Ortega, Medardo Serna-González. 

(2008). Diseño Óptimo de Sistemas de Enfriamiento. Congreso Nacional de Ingeniería 

y Arquitectura 08 (IA08), Morelia, Michoacán, México, 26-28 de Noviembre de 2008.  

7. Eusiel Rubio-Castro, A.J. Castro Montoya, L.I. Salcedo Estrada, José María 

Ponce-Ortega, Medardo Serna-González. (2007). Diseño Óptimo de Enfriadores. XXVIII 

Encuentro de la AMIDIQ, Manzanillo, Colima, México, 13-16 de Mayo de 2007.  

 

4.3 TRABAJO FUTURO. 

 Actualmente la humanidad enfrenta retos ambientales y económicos tales como el cambio 

climático generado principalmente por el calentamiento global, la degradación de ríos, lagos y 

mares producidas por la sobrexplotación de recursos naturales, el incremento de la vulnerabilidad 

a enfermedades por especies animales y vegetales debido al deterioro en la calidad de recursos 

indispensables para la vida como lo son el agua y el aire, la necesidad de incluir la actividad 

industrial en las comunidades a fin de competir en los mercados internacionales y tener 

economías fuertes y estables (aún sabiendo que los procesos químicos son los principales 

causantes de los problemas previamente enlistados), entre otras causas. Estos retos demandan el 

desarrollo de estrategias que proporcionen el uso eficiente de recursos naturales a fin de tener 

procesos químicos sostenibles. En base a esto, es imprescindible seguir buscando metodologías 

que proporcionen procesos económica y ambientalmente eficientes, por lo que a continuación se 

enumeran algunas oportunidades identificadas para mejorar los métodos de diseño para el uso 

eficiente del agua en las industrias propuestos en la presente tesis: 
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Reajuste de redes de agua en plantas individuales en un parque eco-industrial en 

base a la superestructura propuesta en el Capítulo 1. Nótese que los modelos propuestos en el 

Capítulo 1 y en los Apéndices A y B son para la síntesis de parques eco-industriales. Pero 

actualmente existen muchas redes de agua operando a condiciones sub-óptimas o las restricciones 

ambientales y operacionales con las que fueron diseñadas han cambiado. Por lo tanto, debido a 

que la síntesis de redes de agua en parques eco-industriales es mejor que la integración en plantas 

por separado, es de esperarse que el reajuste en parques eco-industriales muestre mejores 

resultados que el reajuste de las plantas por separado. Obviamente, en este caso durante la 

optimización del problema de reajuste deben de considerarse el uso directo de los equipos 

instalados, el incremento de la capacidad y/o la eficiencia de los equipos instalados, el uso de 

nuevos equipos y las nuevas restricciones operacionales y ambientales, así como la 

reconfiguración de las tuberías.  

Reajuste de sistemas de enfriamiento con agua con base en la superestructura 

propuesta en el Capítulo 2. La operación óptima de los sistemas de enfriamiento con agua 

depende de la relación óptima entre sus componentes. Esta última es mejor sí se consideran 

múltiples torres de enfriamiento y sistemas distribuidos para las corrientes de agua caliente 

(provenientes de la red de enfriadores) y de agua fría (provenientes de la red de torres de 

enfriamiento). Al respecto, muchos sistemas de enfriamiento con agua instalados actualmente 

operan a condiciones sub-óptimas o las condiciones del proceso han cambiado o la disposición de 

agua de enfriamiento ha sido reducida. Por lo tanto, es importante desarrollar un modelo de 

reajuste de sistemas de enfriamiento con agua que considere añadir torres de enfriamiento a las 

existentes y una reconfiguración de la distribución del agua tanto en la red de enfriadores como 

en la red de torres de enfriamiento. Esto con el objetivo de cumplir con las nuevas condiciones 

operacionales y de explotar al máximo los recursos energéticos. Al igual que en el punto anterior, 

durante la optimización del problema de reajuste deben de considerarse el uso directo de los 

equipos instalados, el incremento de la capacidad y/o la eficiencia de los equipos instalados, el 

uso de nuevos equipos y las nuevas condiciones operacionales.  

Tratamiento térmico y másico de efluentes acuosos considerando múltiples torres de 

enfriamiento y múltiples unidades de tratamiento. Una extensión del trabajo abordado en el 

Apéndice C es desarrollar un modelo que considere de forma simultánea el cumplimiento de 
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restricciones ambientales térmicas y másicas. Además, incluir múltiples torres de enfriamiento y 

múltiples unidades de tratamiento a fin de cumplir con las restricciones ambientales impuestas en 

términos de temperatura y de propiedades (pH, toxicidad, densidad, etc.). Con esto se abordará 

integralmente el tratamiento de efluentes acuosos aunado a obtener mejores diseños que los que 

consideran sólo una torre de enfriamiento o no optimizan la selección de las unidades de 

tratamiento. Ya que, como se demostró en el Capítulo 2, las redes de torres de enfriamiento son 

más eficientes que una sola torre de enfriamiento y la optimización simultánea de las unidades de 

tratamiento es mejor que la asignación arbitraria de éstas previo al problema de optimización 

(situación demostrada en el Capítulo 1, Apéndices A y B). 

Desarrollo de parques eco-industriales para las emisiones gaseosas. Dada las ventajas 

obtenidas en la integración entre múltiples plantas para los desechos acuosos, es atractivo 

considerar este tipo de metodologías para las emisiones gaseosos. Principalmente para capturar 

las emisiones de CO2 de múltiples plantas a través de algas para la producción de biomasa y a 

partir de éstas el desarrollo de biorefinerías. 
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APÉNDICE A. SÍNTESIS DE REDES DE INTERCAMBIO DE MASA EN PARQUES 

ECO-INDUSTRIALES. 

A.1 RESUMEN. 

En este Apéndice se propone un modelo para la integración másica de agua en parques 

eco-industriales basado en la concentración de las corrientes, considerando el reúso de agua de 

efluentes de proceso entre diferentes plantas, restricciones de concentración de contaminante en 

las unidades de proceso y en la corriente de desecho que se descarga al ambiente, y restricciones 

operacionales para la existencia de tuberías. El modelo permite la selección óptima de las 

unidades de tratamiento necesarias para cumplir con las restricciones anteriores. La función 

objetivo consiste en la minimización del costo total anual que incluye el costo de agua fresca, el 

costo de tuberías entre plantas y costo de tratamiento. Además, se propone una nueva técnica de 

aproximación global para el manejo de los términos bilineales del modelo como parte de una 

estrategia de optimización global. Los resultados muestran que significativos ahorros pueden 

obtenerse con el diseño de parques eco-industriales respecto a la integración de las industrias por 

separado. 

El Apéndice es organizado como sigue, en la sección A.2 se presenta la definición del 

problema abordado, en la sección A.3 se presenta la formulación del modelo, la sección A.4 se 

presenta la reformulación de los términos bilineales, la sección A.5 se presentan los resultados 

obtenidos con la aplicación del modelo propuesto para varios casos de estudio y finalmente en la 

sección A.6 se presentan las conclusiones. 

A.2 DEFINICIÓN DEL PROBLEMA. 

 Una vez dado: 

g) El flujo másico y la concentración de contaminante de un conjunto de efluentes de 

proceso. 

h) El flujo másico requerido y el límite máximo permisible de contaminante de un conjunto 

de unidades de proceso. 

i) El límite máximo permisible de contaminante en la corriente de descarga. 

j) La concentración de contaminante en los tipos de agua fresco disponibles. 
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k) La capacidad de remoción de contaminante de un conjunto de unidades de tratamiento. 

l) Parámetros económicos, como el costo unitario del agua fresca, el costo fijo y el de 

operación de las unidades de tratamiento, la longitud y el costo fijo de los segmentos de 

tuberías considerados. 

El problema consiste en encontrar la configuración óptima del parque eco-industrial que 

cumpla con las restricciones operacionales y ambientales pero a su vez que represente el costo 

total anual mínimo. 
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Figura A.1. Superestructura propuesta para la integración de agua entre plantas 
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A.3 FORMULACIÓN DEL MODELO. 

El modelo propuesto se basa en la en la Figura A.1; la cual representa una superestructura 

para dos plantas con dos efluentes, dos unidades y un contaminante. En esta representación, cada 

efluente puede ir hacia las unidades de tratamiento, a las unidades de proceso y/o a la descarga 

ambiental; en tanto que los flujos de las unidades de tratamiento pueden ir hacia las unidades y/o 

a la descarga ambiental. Además, varios tipos de agua fresca pueden ser alimentados a las 

unidades de proceso. En las siguientes ecuaciones los subíndices i, j, l, r y w y los superíndices in, 

out, m, max y min; son utilizados para denotar efluente de proceso, unidad de proceso, 

contaminante, unidad de tratamiento, tipo de agua fresca, entrada, salida, masa removida, límite 

superior y límite inferior, respectivamente. Además, para clarificar la representación del modelo, 

las variables están escritas en letra cursiva y los parámetros están escritos en letra regular. 

Balance de masa para cada efluente. 

El flujo de cada efluente de proceso ( iFS ) puede ser dividido hacia la unidad de proceso (

,i jfss ), la unidad de tratamiento ( ,i rfsi ) y a la descarga ambiental ( ifse ), 

i , ,
1 1

FS ,        
J R

i j i r i
j r

fss fsi fse i I
 

                                                                             (1) 

Balance de masa en cada unidad. 

El flujo de entrada en la unidad de proceso ( jFU ) es igual al flujo desde cualquier 

efluente de proceso, más el flujo desde cualquier unidad de tratamiento ( ,r jfis ) y el flujo de agua 

fresca ( ,w jfws ) en dicha unidad de proceso; 

j , , ,
1 1 1

FU ,    
I R W

i j r j w j
i r w

fss fis fws j J
  

                                           (2) 

Además dado un máximo valor de concentración de contaminante ( j,lcu ) a la entrada de 

cualquier unidad de proceso en cualquier planta la siguiente restricción debe satisfacerse, 
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j,l i,l , , , w,l ,
1 1 1

cu cs cw ,   ;
I R W

out
j i j r l r j w j

i r w

FU fss ci fis fws j J l L
  

                                        (3) 

donde i,lcs , ,
out
r lci  y w,lcw  son las concentraciones de contaminante en los efluentes de proceso, a 

la salida de las unidades de tratamiento y en los tipos de agua fresca disponibles, 

respectivamente.  

Balance de masa en cada unidad de tratamiento. 

Una fracción de cada efluente de proceso puede ir hacia cada unidad de tratamiento y 

determinar el flujo en este último ( rFI ).  

,
1

,   
I

r i r
i

FI fsi r R


                                                                                     (4) 

Para determinar la concentración de contaminante a la entrada de cada unidad de 

tratamiento ( ,
in
r lci ), el siguiente balance por componente es empleado, 

, i,l ,
1

cs , ;
I

in
r l r i r

i

ci FI fsi r R l L


                    (5) 

En tanto que el flujo de salida de las unidades de tratamiento es enviado a las unidades de 

proceso y/o a la descarga al ambiente ( fie ), 

,
1

+ ,   
J

r r j r
j

FI fis fie r R


                     (6) 

Para determinar la concentración a la salida de las unidades de tratamiento es necesario 

seleccionar una unidad de tratamiento en específico. Al respecto, cada unidad de tratamiento es 

caracterizada por un factor de conversión ( r,lRR ) y la concentración de salida en cada unidad de 

tratamiento es calculada con la siguiente expresión,  

 , , r,l1 RR , ;out in
r l r lci ci r R l L                    (7) 

Por otra parte, la concentración de contaminante removido en cada unidad de tratamiento 
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( ,
m
r lci ) es igual a la diferencia entre la concentración de entrada y de salida en ésta, 

, , , ;m in out
r l r l r lci ci ci r R l L                                (8) 

Balance de masa en la descarga al ambiente. 

El flujo de descarga al ambiente ( FE ) es igual a la suma del flujo de efluentes de proceso 

y del flujo de las unidades de tratamiento ( rfie ) segregadas y enviadas al ambiente, 

1 1

I R

i r
i r

FE fse fie
 

                     (9) 

Mientras que un balance por componente con respecto a los flujos anteriores hace posible 

calcular la concentración del contaminante en la corriente de descarga al ambiente ( lce ), 

, ,
1 1

I R
out

l i l i r l r
i r

ce FE cs fse ci fie l L
 

                 (10) 

Para minimizar el impacto ambiental se fija una concentración máxima permisible en la 

corriente de descarga al ambiente ( max
lce ),  

max
lcelce                    (11)  

Determinación de tuberías. 

Un conjunto de variables binarias es empleado para determinar la existencia de los 

segmentos de tuberías en la configuración de la red; por lo tanto, cuando un segmento de tubería 

existe, entonces la variable binaria debe ser igual a uno para incorporar su costo a la función 

objetivo.  

Cuando el flujo desde el efluente de proceso i hacia la unidad de proceso j es mayor que 

cero, entonces el segmento de tubería es requerido y la variable binaria asociada ( 1
,i jx ) debe ser 

igual a uno. Esta situación es modelada por medio de las siguientes relaciones, 

i,j

max 1
, fss ,M 0, ;i j i jfss x i I j J                   (12) 
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i,j

min 1
, fss ,M 0, ;i j i jfss x i I j J                   (13) 

Para activar la variable binaria del segmento de tubería entre la unidad de proceso i y la 

unidad de tratamiento r ( 2
,i rx ), las siguientes relaciones son usadas,  

i,r

max 2
, fsi ,M 0, ;i r i rfsi x i I r R                              (14) 

i,r

min 2
, fsi ,M 0, ;i r i rfsi x i I r R                   (15) 

La variable binaria 3
,r jx  es usada para modelar la existencia del segmento de tubería entre 

cualquier interceptor r y cualquier unidad de proceso j, 

r,j

max 3
, fis ,M 0, ;r j r jfis x r R j J                   (16) 

r,j

min 3
, fis ,M 0 ;r j r jfis x r R j J                   (17) 

 Finalmente, el segmento de tubería requerido para la descarga al ambiente desde la unidad 

de tratamiento r, la variable binaria 4
rx  es usada en las siguientes expresiones, 

r

max 4
fieM 0,r rfie x r R                   (18) 

r

min 4
fieM 0,r rfie x r R                   (19) 

 En las Ecuaciones (12-19) maxM  y minM  son los límites superiores para el flujo en los 

segmentos de tubería previamente mencionados. Aunque es posible tener cualquier flujo positivo 

en los segmentos de tubería, Lim y Park (2006, 2007) proponen un límite superior igual a 3 ton/hr 

para el flujo en las tuberías, debido a que esta aproximación es más práctica para la 

implementación de redes de agua en situaciones reales, no obstante tal consideración incrementa 

el consumo de agua fresca y el flujo de desecho. Por lo tanto, 
i,j

min
fssM , 

i,r

min
fsiM , 

r,j

min
fisM y 

r

min
fieM son

iguales a 3 ton/hr. 

Función objetivo. 

La función objetivo es la minimización del costo total anual, TAC, formado por el costo 

del agua fresca, WC, el costo de capital de las tuberías, PC, y el costo de tratamiento, RC,  
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TAC WC RC PC                   (20) 

El costo de agua fresca es estimado con la siguiente ecuación, 

Y w ,
1 1

H CUM
W J

w j
w j

WC fw
 

                 (21) 

donde YH  son las horas anuales de operación, wCUM  es el costo unitario del agua fresca. 

 En tanto que, el costo de regeneración incluye los costos fijos y de operación de las 

unidades de tratamiento, 

α
F r Y r ,

1 1 1

K CU H CUM
R R L

m
r r l r

r r l

RC FI ci FI
  

                (22) 

donde FK  es el factor que anualiza la inversión, CUr  es el costo unitario de las unidades de 

tratamiento, rCUM  es el costo por unidad de masa removida en las unidades de tratamiento y 

es un exponente de la función de costo que corresponde a las economías de escala. 

 El costo de capital de las tuberías incluye tanto una parte variable como una parte fija de 

todos los segmentos de tubería requeridos en la configuración de la red, 

1 2
i,j , i,r ,1 1 2 2

, i,j p , i,r p
1 1 1 1

F 3 4
r,j , 3 3 4 4r

, r,j p r p
1 1 1

D D
p D CU p D CU

3600ρv 3600
K

D D
p D CU p D CU

3600ρv 3600ρv

I J I R
i j i r

i j i r
i j i r

R J R
r j r

r j r
r j r

fss fsi
x x

v
PC

fis fie
x x

   

  

 
    

   
    
 

 

 
                    (23) 

aquí 1,2,3,4D  es la longitud de los segmentos de tuberías considerados, ρ  es la densidad del agua, 

v  es la velocidad del fluido en las tuberías, pCU
 
es el costo fijo de las tuberías.  

A.4 REFORMULACIÓN DE LOS TÉRMINOS BILINEALES. 

El modelo es reformulado como un modelo mixto entero lineal (MILP) mediante la 

discretización de la concentración de contaminantes de las corrientes en un número finito de 

intervalos (t) a través de la reformulación convex hull (Raman y Grossmann, 1994). 

Primeramente, una explicación para la discretización de cualquier termino bilineal Fx  es dada.  
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Para discretizar la variable x , la siguiente ecuación es usada (Pham y col., 2009), 

       
q

max min
ψ min 1

x x
x q

t


                 (24) 

donde t  representa el número de intervalos utilizados para dividir x , y qψ  es una constante 

discretizada empleada para modelar la variable continua x .  

 Los términos bilineales en los balances por componente son sustituidos por una nueva 

variable ( B ), 

qψB F                                                                                                                           (25) 

donde F  es el flujo másico y qψ  es el valor de la concentración del contaminante. El modelo de 

optimización consiste entonces en encontrar el valor óptimo discreto de qψ . La selección es 

modelada usando la siguiente disyunción: 

 q

1... 1
ψ

qY
q t

B F

  
   

     

Esta disyunción implica que solamente un q  (selección discreta) debe ser seleccionado 

para los términos bilineales. Por consecuencia, solamente una variable Booleana qY
 

es 

verdadera y por lo tanto el término bilineal B  debe ser igual qψF  (note que qψ  es constante), y 

las demás variables Booleanas son falsas para las que el termino bilineal B  es igual a cero. Esta 

disyunción es modelada usando la reformulación convex hull (Vecchietti y col., 2003). Primero 

las variables son desagregadas, 

1

Q
dis
q

q
B B


                                                (26) 

1

Q
dis

q
q

F F


                                                                                                          (27) 
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Por lo tanto, la Ecuación (25) es reformulada en términos de las variables desagregadas (

dis
qB , dis

qF ), 

qψ
dis dis
q qB F                   (28) 

 Límites superiores son establecidos para las variables desagregadas ( dis
q

max
B

M , dis
q

max
F

M ), 

dis
q

max
qB

M ydis
qB                    (29) 

dis
q

max
qF

M ydis
qF                    (30) 

donde qy  es una variable binaria utilizada para activar el valor óptimo de los términos bilineales. 

En este sentido, la siguiente ecuación es usada para activar sólo un valor de los posibles valores 

asignados a los términos bilineales, 

1
1

Q

q
q

y


                                                                                                                         (31) 

A.4.1 Modelo discretizado. 

 Las ecuaciones (3). (6), (10) y (18) son reescritas en términos de las nuevas variables para 

obtener un modelo MILP. Primero, los términos bilineales son sustituidos en dichas ecuaciones 

obteniendo un conjunto de variables como sigue, 

1
j,l j i,l , , , w,l ,

1 1 1

cu FU cs cw    ;
I R W

i j r j l w j
i r w

fss B fws j J l L
  

                                              (3´) 

2
, i,l ,

1

cs ;
I

r l i r
i

B fsi r R l L


                                                                                           (6´) 

3 4
i,l ,

1 1

cs
I R

l i r l
i r

B fse B l L
 

                                                                                 (10´) 
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6 5
F r Y r ,

1 1 1

K CU H CUM
R R L

r r l
r r l

RC B B
  

                (22´) 

donde 1
, ,r j lB  es el término bilineal para el balance por componente en la salida de la unidad de 

tratamiento r y dirigido hacia la unidad de proceso j, 2
,r lB  es el término bilineal para el balance 

por componente en la entrada de la unidad de tratamiento r, 3
lB es el término bilineal para el 

balance por componente en la descarga al ambiente, 4
,r lB  es el término bilineal para el balance 

por componente en la salida de la unidad de tratamiento r y dirigido hacia la descarga al 

ambiente, 5
,r lB  es el término bilineal para la masa removida en la unidad de tratamiento r y 6

rB  es 

término bilineal para el costo fijo de las unidad de tratamiento r. 

Para el producto bilineal 1
, ,r j lB , la siguiente disyunción es usada, 

1
, ,

1 out
, , r,l,q ,

1... 1 , ; ;
ci

r l q

r j l r j

Y
q t r R l L j J

B fis

  
     

  
 

La reformulación convex hull (Vecchietti y col., 2003) para esta disyunción es,  

1 1,
, , , , ,

1

; ;
Q

dis
r j l r j l q

q

B B r R j J l L


                    (32) 

, , , ,
1

; ;
Q

dis
r j r j l q

q

fis fis r R j J l L


                                         (33) 

1, out
, , , , , , r,l,qci ; ; ; 1dis dis

r j l q r j l qB fis r R j J l L q t                    (34) 

1
r,j,l

1, max 1
, , , , ,B

M ; ; ; 1dis
r j l q r l qB y r R j J l L q t                   (35) 

r,j

max 1
, , , fis , ,M ; ; ; 1dis

r j l q r l qfis y r R j J l L q t                   (36) 

1
, ,

1

1 ;
Q

r l q
q

y r R l L


                              (37) 
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aquí 1,
, , ,
dis

r j l qB  es el término bilineal desagregado para 1
, ,r j lB , , , ,

dis
r j l qfis  es el flujo desagregado para

,r jfis , 1
, ,r l qy  es una variable binaria usada para seleccionar el valor de out

r,l,qci  y , , ,
dis
r j l qfis  y 1

r,j,l

max
B

M  

es el límite superior para el término bilineal 1
, ,r j lB . 

Similarmente, para el término bilineal 2
,r lB , la disyunción y su reformulación convex hull 

(Vecchietti y col., 2003) son expresadas como sigue, 

2
, ,

2 in
, r,l,q

1... 1 , ;
ci

r l q

r l r

Y
q t r R l L

B FI

  
    

  
 

2 2,
, , ,

1

, ;
Q

dis
r l r l q

q

B B r R l L


                   (39) 

, ,
1

, ;
Q

dis
r r q l

q

FI FI r R l L


                                         (40) 

2, in
, , , , r,l,qci , ; ; 1... 1dis dis

r l q r l qB FI r R l L q t                                         (41) 

2
r,l

2, max 2
, , , ,B

M , ; ; 1... 1dis
r l q r l qB y r R l L q t                   

(42) 

r

max 2
, , FI , ,M , ; ; 1... 1dis

r l q r l qFI y r R l L q t                                                                       (43) 

1
, ,

1

1, ;
Q

r q l
q

y r R l L


                                                                                                   (44) 

donde 2,
, ,
dis

r l qB  es el término bilineal desagregado para 2
,r lB , , ,

dis
r l qFI  es el flujo 1 desagregado para rFI

; 2
r,l

max
B

M  y 
r

max
FIM  son los límites superiores para el término bilineal 2

,r lB  y el flujo rFI , 

respectivamente. Además, 2
, ,r l qy  es una variable binaria usada para seleccionar el valor óptimo de 

in
r,l,qci  y , ,

dis
r l qFI . 
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Para el producto bilineal 3
lB , 

3
,

3
l,q

1... 1 ,
ce

l q

l

Y
q t l L

B iFE

  
   

  
 

3 3,
,

1

,
Q

dis
l l q

q

B B l L


  (45)

,
1

Q
dis
l q

q

FE FE l L


                   (46) 

3,
, , l,qce ; 1 1dis dis

q l l qB FE l L q                               (47) 

3
l

3, max 3
, ,B

M ; 1 1dis
l q l qB y l L q                              (48) 

max 3
, FE ,M ; 1 1dis

l q l qFE y l L q                                (49) 

3
,

1

1
Q

l q
q

y l L


                                                                                                               (50) 

donde 3,
,

dis
l qB  es el término bilineal desagregado para 3

lB , ,
dis
l qFE  es el flujo desagregado para FE , 

max
FEM  es el límite superior para el flujo en la corriente de descarga al ambiente, 

3
l

max
B

M  es un límite 

superior para el término bilineal 3
lB  y 3

,l qy  es una variable binaria para seleccionar el valor 

óptimo ,
dis
l qFE  y l,qce . 

  Para el producto bilineal 4
,r lB , 

4
, ,

4 out
, r,l,q

1... 1 , ;
ci

r l q

r l r

Y
q t r R l L

B fie

  
    

  
 

4 4,
, , ,

1

, ;
Q

dis
r l r l q

q

B B r R l L


                   (51)  
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, ,
1

;
Q

dis
r r l q

q

fie fie r R l L


                   (52) 

4, out
, , , , r,l,qci ; ; 1dis dis

r l q r l qB fie r R l L q t                                 (53)  

4
r,l

4, max 4
, , , ,B

M ; ; 1dis
r l q r l qB y r R l L q t                    (54)  

r

max 4
, , fie , ,M ; ; 1dis

r l q r l qfie y r R l L q t                               (55)  

4
, ,

1

1 ;
Q

r l q
q

y r R l L


                   (56) 

en las ecuaciones anteriores 4,
, ,
dis

r q lB  es el término bilineal desagregado para 4
,r lB , ,

dis
r qfie  es el flujo 

desagregado para rfie , 4
r,l

max
B

M es un límite superior para el término bilineal 4
,r lB , 

r

max
fieM  es un límite 

superior para el flujo rfie  y 4
, ,r q ly  es una variable bilineal para seleccionar el valor de ,

dis
r qfie  y 

q,lce . 

Para el producto bilineal B5
r, 

 

6
, ,

6 m
, r,l,q

1... 1 , ;
ci

r l q

r l r

Y
q t r R l L

B fie

  
    

    

5 5,
, , ,

1

, ;
Q

dis
r l r l q

q

B B r R l L


                   (57) 

,2
, ,

1

;
Q

dis
r r l q

q

FI FI r R l L


                   (58) 

5, ,2 m
, , , , r,l,qci ; ; 1dis dis

r l q r l qB FI r R l L q t                   (59) 

5
r,l

5, max 5
, , , ,B

M ; ; 1dis
r l q r l qB y r R l L q t                   (60) 
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r

,2 max 5
, , FI , ,M ; ; 1dis

r l q r l qFI y r R l L q t                        (61) 

5
, ,

1

1 ;
Q

r l q
q

y r R l L


                   (62) 

donde 5,
, ,
dis

r l qB  es el término bilineal desagregado para 5
,r lB , ,2

, ,
dis
r l qFI  es el flujo 2 desagregado para 

rFI , 5
r,l

max
B

M  es un límite superior para el término bilineal 5
,r lB  y 5

, ,r l qy  es una variable binaria usada 

para seleccionar el óptimo valor de m
r,l,qci  y ,2

, ,
dis
r l qFI . 

 Finalmente, la linealización del término exponencial αFI  que aparece la Ecuación (22) y 

que es reemplazado por 6
rB  en la Ecuación (22’) es hecha a partir de la división en segmentos 

lineales de la curva obtenida incrementando FI  para un valor fijo de α , para después por medio 

de una regresión lineal obtener la ecuación de la línea para cada segmento lineal de la curva 

original. La explicación anterior es mostrada en la Figura A.2. Note que solamente puede ser 

seleccionado un segmento, por lo tanto, la disyunción y su reformulación convex hull (Vecchietti 

y col., 2003) para modelar esto son, 

6
,

6
r,z r

,
A C

r z

r r

Y
z Z r R

B FI

  
  

   
 

6 6,
,

1

,
Z

dis
r r z

z

B B r R


                  (63) 

,3
,

1

,
Z

dis
r r z

z

FI FI r R


                  (64) 

6, ,3
, , r,zA , ;dis dis

r z r zB FI r R z Z                  (65) 

6
r

6, max 6
, ,B

M , ;dis
r z r zB y r R z Z                  (66) 

dis,3
r,z

,3 max 6
, ,FI

M , ;dis
r z r zFI y r R z Z                             (67) 
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dis,3
r,z

,3 min 6
, ,FI

M , ;dis
r z r zFI y r R z Z                  (68) 

6
r,z ,

1

C
Z

r r z
z

C y r R


                  (69) 

6
,

1

1,
Z

r z
z

y r R


                   (70)
 

en las ecuaciones anteriores el subíndice z es usado para denotar el número del segmento lineal 

de la curva original, 6,
,
dis

r zB  es el término bilineal desagregado para 6
rB , ,3

,
dis
r zFI  es el flujo 3 

desagregado para rFI , 6
r

max
B

M  es un límite superior para el término bilineal 6
rB , dis,3

r,z

max
FI

M  y dis,3
r,z

min
FI

M  

son los límites superior e inferior para ,3
,

dis
r zFI  y 6

,r zy  es una variable binaria usada para seleccionar 

el valor óptimo de la pendiente, r,zA , y la intersección, r,zC , de la línea y de ,3
,

dis
r zFI . En la Tabla 

A.1 se muestra zA  y zC  para diferente valores de α . El incremento usado fue 0.005 sobre un 

intervalo de 0-1000. Tanto dis,3
r,z

max
FI

M  como dis,3
r,z

min
FI

M  son dados en la tercer columna de la Tabla A.1. 

 Note que en esta formulación la concentración de los contaminantes en las diferentes 

corrientes son parámetros calculados con la Ecuación (21). También cabe señalar que la variable 

rFI  aparece en los productos bilineales 2
,r lB  , 5

,r lB  y 6
rB ; sin embargo, la variable desagregada en 

la reformulación convex hull para cada producto bilineal es diferente. Además la concentración 

de contaminante en los términos bilineales 1
, ,r j lB  y 4

,r lB  son las mismas, en este caso una 

restricción adicional debe ser incluida para asegurar que la región activa en ambas disyunciones 

es la misma. 

1 4
, , , , ; ; 1r l q r l qy y r R l L q t                    (71) 

Aspectos importantes del modelo. 

1. El modelo original es un MINLP no convexo formado por las Ecuaciones (1)-(23). Por lo 

tanto, la solución del MINLP no garantiza la solución óptima global. 

2. El MILP discretizado es convexo, conformado por las Ecuaciones (1), (2), (3’), (4), (5), 

(6’), (7)-(9), (10’), (11)-(21), (22’), (23)-(71). La solución de la reformulación MILP, por 
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lo tanto, garantiza una solución cercana a la óptima global.  

3. El modelo propuesto fácilmente puede considerar el caso cuando unidades de tratamiento 

son exclusivas de alguna planta. Está situación es modelada con restricciones sobre los 

flujos desde los efluentes de proceso hacia las unidades de tratamiento y desde las 

unidades de tratamiento hacia las unidades de proceso. Además, la función objetivo puede 

considerar solamente la minimización de agua fresca o el costo de regeneración o el costo 

de tuberías sin problemas matemáticos. 

4. Algunas limitaciones del modelo propuesto son: no considerar la caída de presión en los 

segmentos de tuberías, la recirculación en la zona de regeneración no es una opción, sólo 

es posible tener arreglo en paralelo de las unidades de tratamiento y el diseño de las 

unidades de tratamiento no es detallado. 

FIα

FIFI0 FI1 FI2 FI3 FI4 FI5 FI6 FI7 FI8 FI9

Curva original

Segementos 
lineales

Fi
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2F
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Figura A.2. Linealización del término exponencial FI  para el costo de capital de las unidades 

de tratamiento 
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A.5 RESULTADOS. 

Para mostrar la aplicación del modelo propuesto, tres casos de estudio son presentados. 

Cada caso fue resuelto como un problema MINLP con el resolvedor DICOPT, y el problema 

MILP con el resolvedor CPLEX incluidos en la plataforma GAMS (Brooke y col., 2010). Los 

valores usados para los parámetros KF, HY, CUp, v y ρ son 0.231/año, 8000 hr/año, 250 US$, 1 

m/s y 1000 kg/m3, respectivamente. El valor del exponente α para el costo fijo de las unidades de 

tratamiento es 0.7. Además, la integración de las plantas por separado fue realizada con la idea de 

evaluar algunos incentivos para la integración entre plantas. 

Ejemplo 1. Este caso consiste en tres plantas con tres efluentes cada una cuyos datos son 

presentados en la Tabla A.2. Los valores para los parámetros son D, KF, HY, CUMw, CUr, CUp, v 

y ρ son 100 m, 0.231/año, 8000 hr/año, 0.13US$kg, 12600 US$, 250 US$, 1 m/s y 1000 kg/m3, 

respectivamente. Se cuenta con dos tipos de agua una limpia y otra con 10 ppm de contaminante. 

El costo para el agua limpia es el ya mencionado y el de la contaminada es 0.11 US$kg. Además, 

la concentración máxima permisible en la corriente de descarga al ambiente es 100 ppm. 

Los resultados y las configuraciones obtenidas son presentados en la Tabla A.3, Figura 

A.3 y Figura A.4; para el MIP y MINLP, respectivamente. Note que con el resolvedor BARON 

no se encontró solución debido a la dificultada de fijar buenos límites para las variables más 

importantes. En la Tabla 3, Figura A.3 y A.4 es posible ver que la solución óptima en términos 

de costo es la misma a partir del modelo MINLP y del modelo MILP pero no en configuración; 

ya que la distribución de flujos de los efluentes y del agua fresca es diferente. Esto muestra las 

múltiples soluciones óptimas para unas mismas condiciones. En esos casos, la selección se realiza 

en función de la factibilidad operacional y de los espacios disponibles.  

Como se observa en las Figuras A.3 y A.4, no fue necesario incluir ninguna unidad de 

tratamiento para satisfacer la concentración máxima de contaminante en las unidades de proceso 

y en la descarga ambiental. Esto porque las condiciones en los efluentes y en las unidades de 

proceso en términos de concentración de contaminantes no son muy diferentes entre ellos, y se 

tienen valores relativamente pequeños de concentración de contaminante respecto a la 

concentración máxima de contaminante permitida. Tal situación permite facilita la solución del 

problema y permite que con el modelo MINLP se obtenga la misma configuración óptima como 
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la obtenida con la técnica de optimización global propuesta. 

Para ver los beneficios de las estrategias de integración, la solución sin integración es 

presentada en la última columna de la Tabla A.4, donde puede notarse que la solución óptima 

para el problema MILP presenta ahorros de 89%, 100%, y 90%, en el costo de agua fresca, costo 

de regeneración y costo de tuberías, respectivamente, por consecuencia esto proporciona un 

ahorro del 92% en el costo total anual. 

Ejemplo 2. Este ejemplo, considera tres plantas con cinco efluentes de proceso y cinco 

unidades de proceso cada una, con los datos mostrados en la Tabla A.3. El costo del agua fresca 

disponible es 0.13 US$/ton y la concentración máxima permisible de contaminante en la corriente 

de descarga ambiental es 100 ppm, la longitud para todos los segmentos de tuberías ( 1
i,jD , 2

i,rD , 

3
r,jD , 4

rD ) fue fijada como 100 m. Las unidades de tratamiento consideradas son las mismas que 

las del ejemplo 1, cuyos datos son mostrados en la Tabla A.2 (El-Halwagi, 2006). 

En este caso, 41 intervalos para q  fueron usados para el modelo MILP discretizado. Cuyo 

problema consiste en 15,939 variables continuas, 1,707 variables binarias y 21,735 restricciones, 

mientras el problema MINLP contiene 1,088 variables continuas, 504 variables binarias y 1,112 

restricciones. 

La Figura A.5 muestra la configuración obtenida usando el modelo MILP para la 

solución con la integración entre plantas, mientras que la Tabla A.4 presenta los resultados 

económicos principales para las soluciones del MILP y el MINLP. Note que en la Tabla A.4 la 

configuración obtenida con la reformulación lineal es 1.11% más económica que la obtenida con 

el problema original MINLP; este resultado indica que la técnica de linealización propuesta 

puede ser particularmente útil para problemas grandes y difíciles de resolver, por ejemplo, 

problemas con efluentes de proceso con diferencias significativas en las concentraciones de 

contaminantes, incluyendo con algunos con valores altos. Los ahorros obtenidos para el modelo 

MILP con respecto a la solución del modelo MINLP se deben a menores costos de tratamiento y 

de tuberías a expensas de un mayor costo de agua fresca. Además, ambas configuraciones tienen 

diferentes distribuciones y flujos. 

Adicionalmente, la Tabla A.4 muestra los resultados de la solución para el caso en el cual 
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la integración entre plantas no es permitida. La configuración obtenida para el caso de la 

integración entre plantas es 12% más económica que la configuración sin la integración entre 

plantas, como consecuencia de un menor costo de regeneración y costo de tuberías. Note en la 

Figura A.5 que la solución de la integración entre plantas demanda dos interceptores, mientras 

que la configuración sin la integración entre plantas usa cinco interceptores para cumplir con las 

restricciones de concentración de contaminantes en las unidades de proceso y en la descarga al 

ambiente. 

 Además la Figura A.5 muestra varias unidades de tratamiento con diferentes capacidades 

de remoción para cumplir con las restricciones del problema y para incrementar la pureza del 

agua de desecho; evidenciando un arreglo en paralelo de las unidades de tratamiento. En ese 

sentido, existen incentivos económicos cuando se realiza la selección simultánea de las unidades 

de tratamiento con respecto al caso cuando las unidades de tratamiento son fijadas. 

 Finalmente, la última columna de la Tabla A.4 muestra los resultados para el caso previo 

a la integración, los resultados muestran que la solución óptima ofrece ahorros del 16%, 81%, 

13% y 69% para el costo de agua fresca, el costo de regeneración, el costo de tuberías y el costo 

total anual. 

 Ejemplo 3. Este ejemplo incluye seis efluentes de proceso y seis unidades de proceso 

distribuidos en dos plantas. Dos contaminantes son considerados en las unidades de proceso, y 

los valores de flujo y concentración de contaminantes en los efluentes de proceso y en las 

unidades de proceso son mostrados en la Tabla A.3. Dos tipos de agua fresca están disponibles, 

uno es agua limpia con un costo unitario de 0.15 US$/ton, en tanto que, la otra agua no contiene

contaminante 1 y presenta 10 ppm de contaminante 2, y su costo unitario es 0.13 US$/ton. Los 

límites para los contaminantes 1 y 2 en la descarga al ambiente son 10 ppm y 100 ppm, 

respectivamente. Además, las longitudes de los segmentos de tubería 1
i,jD , 2

i,rD  y 3
r,jD , son dadas 

en la Tabla A.5 en tanto que 4
rD  es fijado como 200 m. Tres tipos de unidades de tratamiento 

son considerados, con los factores de conversión, costos de inversión y costos por unidad de masa 

removida presentados en la Tabla A.2 (El-Halwagi, 2006). Las unidades de tratamiento son 

distribuidas como sigue: un conjunto formado por los interceptores 1, 2 y 3 pueden ser 

compartidos por ambas plantas; un conjunto formado por los interceptores 1 y 2 pueden 
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solamente ser instalados en la planta 1, y un conjunto formado por los interceptores 1 y 2 solo 

pueden ser usados en la planta 2. Esto da un total de 7 unidades de tratamiento, de los cuales  las 

unidades de tratamiento 1, 2 y 3 son unidades de tratamiento comunes, las unidades de 

tratamiento 4 y 5 son unidades de tratamiento para la planta 1, en tanto que, las unidades de 

tratamiento 6 y 7 son unidades de tratamiento para la planta 2. 

 Un total de 21 intervalos fueron usados para el modelo MILP discretizado, lo que genera 

1,184 variables binarias, 7,686 variables continuas y 9,978 restricciones; mientras que el modelo 

MINLP incluye 140 variables binarias, 368 variables continuas y 382 restricciones. Los 

resultados obtenidos son mostrados en la Tabla A.4. Note que el costo total anual de la solución 

del problema MILP para la integración entre plantas (Figure A.6) es 1.6% más económica que la 

solución del problema MINLP para la integración entre plantas, y 10% más económica respecto a 

la solución de la integración de las plantas por separado. Además, la solución del modelo MILP 

demanda 6.5% y 8% menos agua fresca con respecto a la integración entre plantas con el modelo 

MINLP y a la integración de las plantas por separado, respectivamente. Uno puede notar que la 

estructura óptima incluye la unidad de tratamiento 6, la cual es exclusiva para la planta 2, y los 

interceptores 2 y 3, los cuales son parte de la zona de regeneración del parque eco-industrial. Este 

ejemplo demuestra la aplicabilidad del modelo propuesto para el caso donde existen unidades de 

tratamiento que son exclusivas para plantas específicas en la integración másica de parques eco-

industriales. Como última comparación, puede notarse que la configuración óptima de la 

integración entre plantas es 80% más económica que la solución cuando no se realiza la 

integración másica (ver la última columna de la Tabla A.4). 
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Tabla A.1. Constantes para calcular el costo de inversión de las unidades de tratamiento 

α z Intervalo 
de flujo Az Cz Error 

0.6 

1 0-5 0.5253 0.0000 0.0000 
2 0-15 0.2451 1.4440 0.0093 
3 15-25 0.1821 2.3613 0.0012 
4 25-75 0.1278 3.9356 0.1067 
5 75-175 0.0879 7.0035 0.2326 
6 175-350 0.0651 11.0610 0.4639 
7 350-525 0.0528 15.2480 0.1128 
8 525-875 0.0438 20.1310 0.9602 
9 875-1000 0.0389 24.2580 0.0396 

0.7 

1 0-10 0.5012 0.1931 0.2237 
2 0-35 0.2801 2.3957 0.0624 
3 35-55 0.2240 4.2434 0.0064 
4 55-105 0.1889 6.2860 0.0491 
5 105-275 0.1463 11.2660 2.0358 
6 275-380 0.1233 17.1870 0.0399 
7 380-550 0.1110 21.9340 0.2464 
8 550-690 0.1018 26.9500 0.0449 
9 690-835 0.0956 31.1760 0.0421 
10 835-1000 0.0905 35.4950 0.0676 

0.8 

1 0-20 0.5415 0.5144 0.7076 
2 20-95 0.3605 4.4896 1.2183 
3 95-240 0.2887 11.4550 2.2472 
4 240-420 0.2513 20.3160 1.2503 
5 420-550 0.2324 28.0340 0.1058 
6 550-825 0.2168 36.5850 1.7616 
7 825-1000 0.2047 46.5850 0.0998 

0.9 

1 0-35 0.6930 0.6797 0.9932 
2 35-80 0.6014 3.6511 0.0668 
2 80-220 0.5468 8.5389 2.1169 
3 220-360 0.5109 16.1920 0.3939 
3 360-620 0.4848 25.8880 3.6433 
4 620-880 0.4644 38.3840 1.1617 
4 880-1000. 0.4539 47.3520 0.0218 
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Tabla A.2. Datos para los ejemplos 

Planta 

Unidades de proceso Efluentes de proceso 

Numero Flujo 
(ton/hr) 

Concentración de 
contaminante (ppm) Número Flujo 

(ton/hr) 
Concentración de 

contaminante (ppm) 

Ejemplo 1 
  Contaminante 1  Contaminante 1 

1 
1 80 70 1 120 80 
2 120 80 2 80 110 
3 100 100 3 100 90 

2 
4 130 90 4 130 125 
5 90 110 5 60 95 
6 150 120 6 110 140 

3 
7 110 115 7 95 120 
8 160 85 8 115 115 
9 80 125 9 140 100 

Ejemplo 2 
  Contaminante 1   Contaminante 1 

1 

1 20.00 0 1 20.00 100 
2 66.67 50 2 66.67 80 
3 100.00 50 3 100.00 100 
4 41.67 80 4 41.67 800 
5 10.00 400 5 10.00 800 

2 

6 20.00 0 6 20.00 100 
7 66.67 50 7 66.67 80 
8 15.63 80 8 15.63 400 
9 42.86 100 9 72.86 800 

10 6.67 400 10 6.67 1000 

3 

11 20.00 0 11 20.00 100 
12 80.00 25 12 80.00 50 
13 50.00 25 13 50.00 125 
14 40.00 50 14 40.00 800 
15 300.00 100 15 300.00 150 

Ejemplo 3 

   Contaminante 
1 

Contaminante 
2   Contaminante 

1 
Contaminante 

2 

1 
1 100 3 20 1 100 35 600 
2 130 1 80 2 130 30 500 
3 25 3 0 3 25 3 400 

2 
4 300 2 15 4 300 30 0 
5 200 8 70 5 200 35 400 
6 125 2 30 6 125 5 550 
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Tabla A.3. Costo de capital y operación de las unidades de tratamiento consideradas en los 

Ejemplos dependiendo del RR  

 Ejemplos 1 y 2 

 RR 
CU (US$) 

CUM 
(US$-kg 

removido) 
Unidad de 

tratamiento Contaminante 1 

1 0.1 500 0.540 
2 0.2 7,500 0.695 
3 0.3 9,200 0.850 
4 0.4 10,500 1.005 
5 0.5 11,300 1.160 
6 0.6 12,000 1.460 
7 0.7 12,400 1.760 
8 0.8 12,600 2.060 
9 0.9 15,000 4.300 
 Ejemplo 3 
 RR 

CU (US$) 
CUM 

(US$-kg 
removido) 

Unidad de 
tratamiento 

Contaminante 
1 

Contaminante 
2 

1 0.95 0 16800 1 
2 0 0.95 12600 0.0067 
3 0.8 0.9 24000 0.033 
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Figura A.3. Configuración óptima para el Ejemplo 1 usando la reformulación MILP para la 

integración entre plantas 
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Figura A.4. Configuración óptima para el Ejemplo 1 usando la reformulación MINLP para la 

integración entre plantas 
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Figura A.5. Configuración óptima para el Ejemplo 2 usando la reformulación MILP para la 

integración entre plantas 
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Figura A.6. Configuración óptima para el Ejemplo 3 usando la reformulación MILP para la 

integración entre plantas. 
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Tabla A.4. Resultados para los Ejemplos 

  Integración entre plantas 

Integración 
en cada 

planta por 
separado  

Sin 
integración 

 MILP MINLP MILP  
Ejemplo 1 

Costo total anualizado 
(US$/año) 106,637.635 106,637.635 110,244.443 1,317,980.49

3 

Costo de agua fresca (US$/año) 95,088.889 95,088.889 110,244.44
3 897,600.00 

Costo de tratamiento (US$/ 
año) 0 0 0 304,795.161 

Costo de tuberías (US$/año) 11,548.746 11,548.746 0 115,585.332 
Flujo total de agua fresca 

(ton/hr) 108.056 108.056 125.277 1,020.000 

Flujo total de agua de desecho 
(ton/hr) 38.056 38.056 55.277 950.000 

Tiempo computacional (s) 1.196 0.66 5.33 - 
Ejemplo 2 

Costo total anualizado 
(US$/año) 1,628,805.385 1,647,108.70

4 
1,849,175.86

1 
5,175,915.19

1 
Costo de agua fresca (US$/año) 768,805.160 702,511.030 751,018.385 915,376.800 

Costo de tratamiento (US$/ 
año) 779,120.556 857,941.164 988,403.992 4,168,101.14

5
Costo de tuberías (US$/año) 80,879.668 86,656.510 109,753.483 92,436.745 

Flujo total de agua fresca 
(ton/hr) 739.236 675.491 722.133 880.170 

Flujo total de agua de desecho 
(ton/hr) 739.236 675.491 722.133 880.170 

Tiempo computacional (s) 16,380.12 7.71 1,128 - 
Ejemplo 3 

Costo total anualizado 
(US$/año) 1,123,398.024 1,141,694.25

9 
1,248,522.45

6 2,020,996.890 

Costo de agua fresca (US$/año) 244,933.333 261,333.333 274,343.027 919,200.000 
Costo de tratamiento (US$/ 

año) 771,520.032 761.835.000 852,799.346 980,392.840 

Costo de tuberías (US$/año) 106,944.658 118,525.415 121´380.083 121,404.049 
Flujo total de agua fresca 

(ton/hr) 231.667 246.667 250.183 880.000 

Flujo total de agua de desecho 
(ton/hr) 231.667 246.667 250.183 880.000 

Tiempo computacional (s) 5,472.13 8.13 3,420.12 - 



Desarrollo de estrategias para el uso eficiente del agua en la industria 

 

Doctorado en Ciencias en Ingeniería Química 141 
 

Tabla A.5. Matriz de distribución para la longitud de las tuberías en el Ejemplo 3 (m) 

 

A.6 CONCLUSIONES. 

 Una técnica de optimización global para el diseño óptimo de parques eco-industriales ha 

sido presentada. La formulación está basada en una nueva superestructura que permite la 

integración másica entre plantas para un conjunto de efluentes de proceso y unidades de proceso 

con flujos másico y concentración de contaminantes. La formulación considera simultáneamente 

  1
,i jD  

i 
j 

1 2 3 4 5 6 
1 50 50 50 250 250 250 
2 50 50 50 250 250 250 
3 50 50 50 250 250 250 
4 200 250 250 50 50 50 
5 200 250 250 50 50 50 
6 200 250 250 50 50 50 

3
,r jD  

r 
j 

1 2 3 4 5 6 
1 200 200 200 200 200 200 
2 200 200 200 200 200 200 
3 200 200 200 200 200 200 
4 50 50 50       
5 50 50 50       
6       50 50 50 
7       50 50 50 

 2
,i rD  

i 
r 

1 2 3 4 5 6 7 
1 200 200 200 100 100     
2 200 200 200 100 100   
3 200 200 200 100 100     
4 200 200 200     100 100 
5 200 200 200   100 100 
6 200 200 200     100 100 
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la selección de las unidades de tratamiento para satisfacer las restricciones operacionales y 

ambientales. Una estrategia de discretización es usada para manejar los términos bilineales que 

aparecen en los balances por componente del modelo. Tal estrategia puede ser particularmente 

útil para problemas difíciles, por ejemplo, casos con fuertes restricciones para la concentración de 

contaminantes en las unidades de proceso y en la corriente de descarga al ambiente. Aunque la 

formulación para la optimización global propuesto demanda más tiempo de cómputo, esta puede 

obtener soluciones cercanas a la global en casos donde el modelo MINLP puede quedar atrapado 

en soluciones óptimas locales. 

 Los resultados muestran algunos beneficios para la integración entre plantas respecto a la 

integración de las plantas por separado, tales como menores costos y menores flujos de las 

corrientes de descarga y que los parques eco-industriales podrían ser una importante alternativa 

para proporcionar configuraciones que sean económica y ambientalmente eficientes. 

NOMENCLATURA. 

B  variable que sustituye a los términos bilineales  

3
lB   termino bilineal para el balance por componente en la corriente de descarga al 

ambiente, ppm*ton/hr 

  variable desagregada para el término bilineal B  

3,
,

dis
l qB   variable desagregada para el término bilineal 3

lB , ppm*ton/hr 

6
rB   término bilineal para el costo fijo de las unidades de tratamiento, US$/año 

2
,r lB  término bilineal para el balance por componente en los efluentes de proceso y 

dirigido hacia la unidad de tratamiento r, ppm*ton/hr 

4
,r lB  término bilineal para el balance por componente a la salida de la unidad de 

tratamiento r y dirigida hacia la descarga del ambiente, ppm*ton/hr 

5
,r lB   término bilineal para la masa removida en las unidades de tratamiento r, kg/s 

dis
qB
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1
, ,r j lB  término bilineal para el balance por componente en la salida de la unidad de 

tratamiento r y dirigido hacia las unidad de proceso j, ppm*ton/hr 

2,
, ,

dis
r l qB   término bilineal desagregado para 2

,r lB , ppm*ton/hr 

4,
, ,

dis
r l qB   término bilineal desagregado para 4

,r lB , ppm*ton/hr 

5,
, ,
dis

r l qB   término bilineal desagregado para 5
,r lB , kg/s 

1,
, , ,
dis

r j l qB   término bilineal desagregado para 1
, ,r j lB , ppm*ton/hr 

6,
,
dis

r zB    término bilineal desagregado para 6
rB , US$/year 

lce   concentración del contaminante l en la descarga al ambiente, ppm 

l,qce   concentración de contaminante desagregada para lce , ppm 

,
in
r lci   concentración del contaminante l a la entrada de la unidad de tratamiento r, ppm 

,
m
r lci   concentración removida de contaminante del contaminante l en la unidad de 

tratamiento r, ppm 

,
out
r lci   concentración del contaminante l a la salida de la unidad de tratamiento r, ppm 

in
r,l,qci   concentración de contaminante desagregada para ,

in
r lci , ppm 

m
r,l,qci   concentración de contaminante desagregada para ,

m
r lci , ppm 

out
r,l,qci   concentración de contaminante desagregada para ,

out
r lci , ppm 

i,lcs    concentración de contaminante l en el efluente de proceso  i, ppm 

j,lcu    concentración de contaminante l en el efluente de proceso  j, ppm 

rCUM   costo por unidad de masa removida en la unidad de tratamiento r, US$/kg
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CUp  costo unitario de las tuberías, US$ 

CUr  costo unitario de las unidades de tratamiento r, US$ 

CUw  costo unitario del agua fresca w, US$/ton 

w,lcw    concentración del contaminante l en el agua fresco w, ppm 

D  longitud de los segmentos de tuberías, m 

F   flujo másico, ton/hr 

FE  flujo en la corriente de descarga al ambiente, ton/hr 

,
dis
l qFE    flujo desagregado para FE , ton/hr 

  flujo del efluente de proceso i, ton/hr 

fier  flujo de la unidad de tratamiento r en la corriente de descarga al ambiente, ton/hr  

, ,
dis
r l qfie    flujo desagregado para , ton/hr 

FIr  flujo en la unidad de tratamiento r, ton/hr 

, ,
dis
r q lFI   flujo desagregado 1 para , ton/hr 

,2
, ,

dis
r q lFI   flujo desagregado 2 para , ton/hr 

,3
,

dis
r zFI    flujo desagregado 3 para rFI , ton/hr 

fisr,j  flujo de la unidad de tratamiento r en la unidad de proceso j, ton/hr  

, , ,
dis
r j l qfis  flujo desagregado para ,r jfis , ton/hr 

  flujo desagregado para F , ton/hr 

FSi  flujo del efluente de proceso i, ton/hr 

FUj  flujo de la unidad de proceso j, ton/hr 

iF

rfie

rFI

rFI

dis
qF



Desarrollo de estrategias para el uso eficiente del agua en la industria 

 

Doctorado en Ciencias en Ingeniería Química 145 
 

fsei  flujo del efluente de proceso i  en la corriente de descarga al ambiente , ton/hr  

fsii,r  flujo del efluente de proceso i  en la unidad de tratamiento r, ton/hr  

fssi,j  flujo del efluente de proceso i  en la unidad de proceso j, ton/hr  

fwsw,j  flujo del agua fresca w en la unidad de proceso j, ton/hr  

HY  horas de operación al año, hr/year 

I  {i=1,2,…,Nefluentes| i es un conjunto de efluentes de proceso} 

J  {j=1,2,…,Nprocesos| j es un conjunto de unidades de proceso} 

KF  factor de anualización 

max
BM    límite superior para B 

max
FM   límite superior para F 

1
r,j,l

max
B

M    límite superior para 1
, ,r j lB . 

2
r,l

max
B

M     límite superior para 2
,r lB   

3
l

max
B

M    límite superior para 3
lB  

4
r,l

max
B

M
  

límite superior para 4
,r lB  

5
r,l

max
B

M    límite superior para 5
,r lB  

6
r

max
B

M    límite superior para 6
rB  

r

max
FIM    límite superior para rFI  

max
FEM    límite superior para FE  
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i,j

max
fssM    límite superior para ,i jfss  

i,j

min
fssM    límite superior para ,i jfss  

i,r

max
fsiM    límite superior para ,i rfsi  

i,r

min
fsiM    límite superior para ,i rfsi   

r,j

max
fisM    límite superior para ,r jfis  

r,j

min
fisM    límite superior para ,r jfis  

r

max
fieM    límite superior para rfie   

r

min
fieM    límite superior para rfie  

dis,3
r,z

max
FI

M
 
  límite superior para ,3

,
dis
r zFI  

dis,3
r,z

min
FI

M    límite superior para ,3
,

dis
r zFI  

p  parámetro del costo de capital de las tuberías 

PC  costo de capital de las tuberías, US$/año 

Q  {q=1,2,…,Nintervalos para la discretización| q es un conjunto de intervalos para desagregar 

las variables}  

R  {r=1,2,…,Nunidad de tratamiento | r es un conjunto de unidades de tratamiento} 

RC  costo de tratamiento, US$/año 

RRr  factor de conversión de la unidad de tratamiento r, adimensional 

t    número de intervalos para dividir x 

TAC   costo total anual, US$/año 
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v  velocidad, m/s 

W  {w=1,2,…,Ntipo de agua fresca| w es un conjunto de tipos de agua fresca} 

WC  costo de agua fresca, US$/año 

x   variables continuas 

Y  variable Booleana usada para determinar el valor de B 

1
, ,r l qY   variable Booleana usada para determinar el valor de 1

, ,r j lB   

2
, ,r l qY   variable Booleana usada para determinar el valor de 2

,r lB   

3
,l qY   variable Booleana usada para determinar el valor de 3

lB   

4
, ,r l qY   variable Booleana usada para determinar el valor de 4

,r lB   

5
, ,r l qY   variable Booleana usada para determinar el valor de 5

,r lB   

6
,r zY   variable Booleana usada para determinar el valor de 6

rB   

Símbolos griegos 

ρ  densidad, kg/m3 

qψ   valor discreto de x en el intervalo q 

Variables Binarias 

  usada para determinar la existencia de la tubería desde el efluente de proceso i 

hacia la unidad de proceso j, 0 o 1 

  usada para determinar la existencia de la tubería desde el efluente de proceso i 

hacia la unidad de proceso r, 0 o 1 

  usada para determinar la existencia de la tubería dese la unida de tratamiento r 

hacia la unidad de proceso j 

1
,i jx

2
,i rx

3
,r jx
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 usada para determinar la existencia de la tubería desde  la unidad de tratamiento r 

hacia la descarga al ambiente  

  usada para seleccionar el optimo valor de q  and  

1
, ,r l qy    usada para seleccionar el optimo valor de out

r,l,qci  y , , ,
dis
r j l qfis   

2
, ,r l qy    usada para seleccionar el optimo valor de in

r,l,qci  y , ,
dis
r l qFI  

3
,l qy    usada para seleccionar el optimo valor de ,

dis
l qFE  y l,qce  

4
, ,r q ly    usada para seleccionar el optimo valor de ,

dis
r qfie  y out

r,l,qci  

5
, ,r l qy    usada para seleccionar el optimo valor de m

r,l,qci  y ,2
, ,

dis
r l qFI  

6
,r zy    usada para seleccionar el optimo valor de r,zA , r,zC , y ,3

,
dis
r zFI  

Subíndices 

i  efluente de proceso 

j   unidad de proceso 

dis  desagregado  

l  contaminante 

q  intervalos para la desagregación 

r  unidad de tratamiento 

w  tipo de agua fresca 

Superíndices 

in  entrada 

m  masa removida 

4
rx

qy
dis

qF
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max  límite superior 

min  límite inferior 

out  salida 
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CONSIDERANDO MÚLTIPLES CONTAMINANTES CON UN MODELO 

DE OPTIMIZACIÓN GLOBAL. 

B.1 RESUMEN. 

En este Apéndice se presenta una formulación matemática para la integración másica de 

agua en parques eco-industriales con múltiples contaminantes basada en la concentración de las 

corrientes. La formulación matemática considera una nueva superestructura que permite el reúso 

de agua de desecho en una misma planta, el intercambio de agua con plantas diferentes además 

de compartir un grupo de unidades de tratamiento que deben ser seleccionadas para determinar la 

configuración de la red que satisfaga las restricciones en los equipos de proceso y restricciones de 

contaminantes en la corriente de descarga al ambiente. El modelo es capaz de manejar efluentes 

de proceso con varios contaminantes y tendrá como objetivo determinar la red con el mínimo 

costo total anual, el cual incluye los costos de agua fresca, de tuberías y del tratamiento 

requerido. Además, se imponen restricciones operacionales para la existencia de los diferentes 

segmentos de tubería y se propone un nuevo método de discretización para manejar 

adecuadamente los términos bilineales que se encuentren en el modelo y encontrar una solución 

cercana a la óptima global. Los resultados obtenidos en varios ejemplos muestran considerables 

ahorros respecto a la solución de cada planta por separado. 

El Apéndice es organizado como sigue, en la sección B.2 se presenta la definición del 

problema abordado, en la sección B.3 se presenta la formulación del modelo, la sección B.4 

presenta la reformulación de los términos bilineales, la sección B.5 muestra los resultados 

obtenidos con la aplicación del modelo propuesto para varios casos de estudio y finalmente en la 

sección B.6 se presentan las conclusiones de este apéndice. 

B.2 DEFINICIÓN DEL PROBLEMA. 

 Una vez dado: 

a) El flujo másico y la concentración de los contaminantes de un conjunto de efluentes 

de proceso. 

b) El flujo másico requerido y el límite máximo permisible de los contaminantes de un 

conjunto de unidades de proceso. 
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c) El límite máximo permisible de los contaminantes en la corriente de descarga. 

d) La concentración de los contaminantes en los tipos de agua fresca disponibles. 

e) La capacidad de remoción de contaminantes de un conjunto de unidades de 

tratamiento. 

f) Parámetros económicos, como el costo unitario del agua fresca, el costo fijo y de 

operación de las unidades de tratamiento, la longitud y el costo fijo de los segmentos 

de tuberías considerados. 

El problema consiste en encontrar la configuración óptima del parque eco-industrial que 

cumpla con las restricciones operacionales y ambientales pero a su vez que represente el mínimo 

costo total anual. 

B.3 FORMULACIÓN DEL MODELO. 

El modelo propuesto está basado en la superestructura mostrada en la Figura B.1, la cual 

muestra dos plantas con dos efluentes y dos unidades de proceso, dos contaminantes y un tipo de 

agua fresca. Se dispone de un sistema de tratamiento para el parque eco-industrial, este sistema 

está dividido en etapas con un grupo de unidades de tratamiento disponibles con eficiencia 

específica para remover un contaminante dado. En esta representación, cada efluente puede ser 

segregado y dirigidos hacia los interceptores de la primera etapa de tratamiento, hacia las 

unidades de proceso y/o descargado hacia el ambiente; el flujo de salida de cada interceptor en 

cada etapa de tratamiento puede ser dividido y dirigido hacia cada interceptor de la etapa 

siguiente; y finalmente el flujo de los interceptores de la última etapa de tratamiento puede ser 

dividido y enviado hacia cualquier unidad de proceso y/o descargado hacia al ambiente. Notese 

que una unidad de tratamiento ficticia es considerada para cuando no se requiera tratamiento. En 

la formulación del modelo, el subindice i es usado para denotar los efluentes de proceso, j es 

usado para denotar las unidades de proceso, t es usado para denotar las etapas de tratamiento, rt 

es usado para designar el tipo de interceptor en la etapa t, w es usado para indicar el tipo de agua 

fresca, y l denota a los contaminantes. Los superíndices in, out, m y max son usados para designar 

entrada, salida, masa removida y limite superior, respectivamente. NT es un escalar que 

representa la última etapa de las unidades de tratamiento. El conjunto Rt es usado para designar 

los interceptores considerados en la etapa de tratamiento t, J es el número de unidades de 

proceso, I es usado para los efluentes de proceso y T es el número de etapas de tratamiento 
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consideradas. Note que en cada etapa de tratamiento solamente es posible tratar un sólo 

contaminante; por lo tanto, el número de etapas de tratamiento es igual al número de 

contaminantes que deben ser removidos. Además, no se utiliza un índice especial para cada 

planta; ya que los efluentes y las unidades de proceso son enumerados consecutivamente para 

obtener una formulación más simple. Por último, la selección del tipo de tratamiento es una 

decisión de optimización.  

Las ecuaciones del modelo son presentadas a continuación. 

Balance de masa para cada efluente de proceso. 

El flujo de cada efluente de proceso iFS  puede ser dividido y enviado hacia los 

interceptores de la primera etapa de tratamiento (
1, ti rfsi


), a las unidades de proceso en la misma 

planta o en otra planta ( ,i jfss ) y/o descargado al ambiente ( ifse ).  

1

1

1

, ,
1 1

t

t

t

RJ

i i j i r i
j r

FS fss fsi fse i I




 

                     (1) 

Balance de masa en cada unidad de proceso. 

Las condiciones en la entrada de cualquier unidad de proceso respecto a flujo ( jFU ) y 

concentración de contaminantes ( ,j lcu ) son determinadas a partir de las fracciones de flujo de los 

efluentes de proceso ( ,i jfss ), agua fresca ( ,w jfws ) y los interceptores de la última etapa de 

tratamiento ( ,t NTr jfis


) que son enviadas a cada unidad de proceso. Las variables que aparecen en 

el balance por componente en la entrada de cualquier unidad de proceso son ,t NT

out
r lci


 y ,t NTr jfis


, y su 

producto conforman una producto bilineal. Por lo tanto, la ecuación (3) para el balance por 
componente en el mezclador previo a cada unidad de proceso es no lineal y no convexa. 

, , ,
1 1 1

t NT

t NT

t NT

RI W

j i j r j w j
i r w

FU fss fis fws j J




  

      (2)

, , , , , , ,
1 1 1

;
t NT

t NT t NT

t NT

RI W
out

i l i j r l r j w l w j j l j
i r w

cs fss ci fis cw fws cu FU j J l L


 

  

      
                

(3) 

donde ,i lcs  es la concentración de contaminantes en los efluentes de proceso, ,t NT

out
r lci


 es la 

concentración de contaminantes a la salida de los interceptores de la última etapa de tratamiento 
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,w lcw  es la concentración de contaminantes en el agua fresca w. 
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Figura B.1. Superestructura para la integración de agua en parques eco-industriales
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Balance de masa en los interceptores de la primera etapa de tratamiento. 

El flujo de entrada a los interceptores considerados en la primer etapa de tratamiento para 

remover el contaminante uno es igual a las fracciones de flujo de los efluentes de proceso (
1, ti rfsi


) 

dirigida hacia las unidades de tratamiento. 

, 1 1
1

t t

I

r i r t t
i

FI fsi r R 


                                           (4) 

donde 
tr

FI  es el flujo de entrada en el interceptor tr . 

Un balance por componente en la entrada de cada interceptor es necesario para estimar la 

concentración de los contaminantes (
1,t

in
r lci


). La ecuación (5) es no lineal porque el flujo de 

entrada y la concentración de contaminantes son variables de optimización. 

, , , 1 1
1

;
t t t

I
in
r l r i l i r t t

i

ci FI cs fsi l L r R 


                                                   (5) 

aquí ,t

in
r lci  es la concentración de contaminantes en los interceptores. 

Balance de masa en la entrada de los interceptores después de la primera etapa de 

tratamiento. 

El flujo de entrada en los interceptores de la etapa 1t   (
1tr

FI


) es la suma de los flujos 

desde los interceptores de la etapa de tratamiento 1t  dirigidos hacia cada interceptor de la etapa 

de tratamiento t , 

1

1

1

, 1 1
1

t

t t t

t

R

r r r t t
r

FI fii r R






 


                                                                    (6) 

donde 
1,t tr rfii


 es el flujo desde el interceptor rt-1 dirigido hacia el interceptor rt en las etapas de 

tratamiento posteriores a la primera. 

Para calcular la concentración de los contaminantes en las etapas de tratamiento 

proteriores a la 1, 
1,t

in
r lci


, el siguiente balance por componente es usado. 
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1

1 1

1

, , , 1 1
1

;
t

t t t t t

t

R
in out
r l r r l r r t t

r

ci FI ci fii r R l L


 



 


                                                       (7) 

donde 
1,t

out
r lci


 es la concentración de los contaminantes en el interceptor tr  en la etapa 1t  . 

Note que ,t

in
r lci , 

tr
FI , 

1 ,t

out
r lci


, 
1,t tr rfii


son variables desconocidas; por lo tanto, la ecuación (7) es 

no lineal. 

Distribución de flujos de los interceptores. 

Para cumplir con el balance de masa en la zona de regeneración se requiere especificar 

que el flujo de los interceptores (
tr

FI ) en la etapa t es igual a la distribución de flujos en los 

interceptores (
1,t tr rfii


) de la etapa t+1. 

1

1

1

,
1

t

t t t

t

R

r r r t NT t NT
r

FI fii r R






 


                                                (8) 

Nótese que el balance de masa anterior es utilizado solamente desde la etapa 1 hasta la 

etapa 1NT  , porque el flujo de los interceptores de la última etapa t NT  es dividido y dirigido 

hacia cualquier unidad de proceso ( ,t NTr jfis


) y/o descargado al ambiente (
t NTrfie


) como sigue. 

,
1

t t t

J

r r j r t NT t NT
j

FI fis fie r R 


                                                   (9) 

Balances en los interceptores. 

Cada interceptor considerado tiene un factor de conversión específico ( ,tr lRR ) para un 

contaminante dado, el cual es usado para calcular la concentración de contaminante en la salida (

,t

out
r lci ) de cada interceptor en cualquier etapa de tratamiento. 

 , , ,1 , ,
t t t

out in
r l r l r l t tci ci RR r R t T l L                       (10) 

La diferencia entre la concentración de contaminante en la entrada y en la salida en los 

interceptores es la concentración de contaminante removido en cada interceptor seleccionado (
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,tr lcim ). 

, , , ; ;
t t t

in out
r l r l r l t tcim ci ci r R t T l L                    (11) 

Balance de masa en el mezclador previo a la corriente descargada al ambiente. 

Los flujos de los efluentes de proceso y de los interceptores de la última etapa de 

tratamiento pueden ser segregados y enviados hacia la corriente de desecho que es descargada al 

ambiente ( ifse ,
t NTrfie


). Esto determina la concentración de contaminante en la corriente de 

desecho ( lce ) y el flujo ( FE ) descargado al ambiente. 

1 1

t NT

t NT

t NT

RI

i r
i r

FE fse fie




 

                                                                                    (12) 

, ,
1 1

t NT

t NT t NT

t NT

RI
out

l i l i r l r
i r

ce FE cs fse ci fie l L


 

 

                                                             (13) 

El balance por componente (ecuación 13) es una expresión no lineal, porque la 

concentración de contaminantes y el flujo en la corriente de descarga al ambiente proporcionan 

un conjunto de términos bilineales. 

Determinación de tuberías. 

 En las siguientes ecuaciones, 1
,i jx , 2

, ti rx , 3
,tr jx  y 4

tr
x  son variables binarias usadas para 

determinar la existencia de tuberías entre efluentes y unidades de proceso, efluentes de proceso e 

interceptores, interceptores y unidades de proceso e interceptores y la corriente de descarga al 

ambiente, respectivamente. La existencia de las tuberías anteriores es determinada usando las 

siguientes formulaciones: 

,

max 1
, , 0    ;

i ji j fss i jfss M x i I j J                                                                (14) 

,

max 2
, , 1 10    ;

t i r tt
i r fsi i r t tfsi M x i I r R                                                   (15) 

,

max 3
, , 0    ;

t r j tt
r j fis r j t NT t NTfis M x j J r R                                                      (16) 
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max 4 0    
t r tt

r fie r t NT t NTfie M x r R                                                  (17) 

 En las ecuaciones (14-17) 
,

max
i jfssM , 

,

max
i rt

fsiM , 
,

max
r jt

fisM  y max
rt

fieM  son límites superiores para los 

flujos en los segmentos de tuberías efluentes de proceso-unidades de proceso, efluentes de 

proceso-interceptores, interceptores-unidades de proceso e interceptores-descarga ambiental, 

respectivamente.  

Factibilidad de flujos. 

Note que en la superestructura no existen flujos entre interceptores de la misma etapa de 

tratamiento, los efluentes sólo pueden ser enviados a la primer etapa de tratamiento, además no es 

posible enviar flujos desde los interceptores previos a la última etapa de tratamiento hacia las 

unidades de proceso o al ambiente, y la recirculación en la zona de regeneración no es una 

opción. Por lo tanto, es necesario especificar la eliminación de estos flujos.  

, 0 ;
t tr r t tfii r R t T                                              (18) 

, 1 10 ;
ti r t tfsi i I r R                              (19) 

, 0 ;
tr j t NT t NTfis j J r R                   (20) 

0
tr t NT t NTfie r R                                             (21) 

 Los flujos anteriores son eliminados para evitar formulaciones complicadas y permitir que 

el problema sea resuelto con relativa facilidad. Es importante notar que las corrientes de 

desviación son modeladas por medio de interceptores ficticios en cada etapa. 

Función objetivo. 

La función objetivo consiste en la minimización del costo total anual, TAC, el cual incluye 

el costo del agua fresca, WC, costo de regeneración, RC, y el costo de tuberías entre plantas, PC. 

TAC WC RC PC                              (22) 

El costo de agua fresca es calculado usando la siguiente relación. 
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,
1 1

W J

Y w w j
w j

WC H CUW fws
 

                 (23) 

donde YH  representa las horas que opera la planta al año, wCUW  es el costo unitario del agua 

fresca w. 

El costo de regeneración incluye el costo fijo y el costo de operación de los interceptores. 

5
,

1 1
;

t t

t t t t t

t t

R R

r r Y r r l r
r r

RC x CUI H CUM cim FI t T l L
 

                            (24)  

donde 
tr

CUI es el costo unitario y 
tr

CUM  es el costo por unidad de masa removida en cada 

interceptor. La variable binaria 5
tr

x  es usada para considerar el costo fijo de los interceptores. Para 

activar esta variable binaria, la siguiente relación es usada. 

max 5 0
t r tt

r FI rFI M x                   (25) 

donde, max
rt

FIM  es un límite superior para el flujo en cualquier interceptor. 

El costo de tuberías incluye el costo fijo y de operación para todos los segmentos de

tuberías requeridos en la red de integración másica.  

1
1 1

1 1

1

, , 1
, ,

1 1

, , 2
, ,

1 1

, , 3
, ,

1 1

3600

3600

3600

3600

t
t t

t t

t

t NT
t NT t NT

t NT t NT

t NT

t NT t NT

t NT

I J
i j i j

i j i j p
i j

RI
i r i r

i r i r p
i r

F R J
r j r j

r j r j p
r j

r r

r

D fss
p x D CUP

v

D fsi
p x D CUP
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v

D fie
p

v










 

 




 

 



 



 

 

 



 

 



 



 

 

4

1

t NT

t NT t NT

R

r r px D CUP


 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

                             

(26)  

donde FK  es un factor de anualización, D es la longitud de los segmentos de tuberías 

considerados,   es la densidad del agua, v  es la velocidad, p  es un parámetro para calcular el 
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costo de capital de tuberías, y pCUP  es el costo unitario de las tuberías. 

B.4 REFORMULACIÓN DE LOS TÉRMINOS BILINEALES. 

El modelo propuesto es un problema MINLP por los términos bilineales que aparecen en 

las ecuaciones (3), (5), (7) y (24). Para reformular el modelo en un problema convexo (MILP), es 

necesario eliminar los términos bilineales por medio de una discretización. Observe que los 

términos bilineales son generados por los balances de componente en los mezcladores a la 

entrada de las unidades de proceso, los interceptores y la corriente de descarga al ambiente; sin 

embargo, los balances por componente en las unidades de proceso y en la corriente de descarga al 

ambiente dependen de las condiciones de salida de la zona de regeneración. Además, los límites 

para la concentración de contaminantes son dados por los datos de los efluentes de proceso. 

Entonces, a partir de los datos de los efluentes es posible determinar los límites inferiores y 

superiores para la concentración de los contaminantes considerados ( min max;l lC C ). Cuando este 

rango es discretizado en valores conocidos, los términos bilineales se transforman en términos 

lineales convexos, lo cual permite encontrar una solución próxima a la global. El intervalo de 

concentración de contaminante es dividido en qn  intervalos iguales. En tal caso, los valores para 

la concentración discretizada del contaminante l son calculadas por medio de la siguiente 

ecuación: 

 
min max

min
, 1 ; 1,..., 1l l

q l l q
q

C C
C C q q Q q n

n


                                               (27) 

donde qn  es el número de intervalos en el que se divide ,q lC y q  es usado para denotar los valores 

discretizados. 

Por lo tanto, este trabajo propone la transformación de la estructura original (Figura B.1) 

en una superestructura discretizada, donde la concentración en las unidades de tratamiento y 

corriente de descarga son transformadas en unidades discretizadas con concentraciones de 

contaminantes discretizadas. La Figura B.2 muestra la superestructura discretizada, con dos 

plantas que incluyen dos efluentes de proceso y dos unidades de proceso cada una, dos 

contaminantes, un tipo de agua fresca, dos interceptores discretizados para cada conversión 

específica en cada etapa de tratamiento, y dos concentraciones discretizadas en la corriente de 
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descarga al ambiente son considerados. Las posibilidades de división y mezclado de la 

superestructura original son las mismas que las de la superestructura discretizada, sólo que en el 

último caso el número de posibilidades discretas se incrementan. 

En la siguiente sección se presentan las ecuaciones discretizadas. 



Desarrollo de estrategias para el uso eficiente del agua en la industria 

 

Doctorado en Ciencias en Ingeniería Química 163 
 

Planta 2

In
te

rc
ep

to
re

s d
el 

pa
rq

ue
 ec

o-
in

du
str

ia
l

Planta 1

fis 1,1,1

fse
3,2

fie1,2,2

fiinone,2,2,2

fii2,1,none,2

fii2,1,1,2

fii1,2,2,2

fii1,2,2,1

fii1,2,1,2

fsi2,1,1

fsi1,1,2

I1 J1fss1,1
FS1 FU1

cu1,1; cu1,2

agua fresca

I2 J2fss2,2
FS2 FU2

fss1,2

fss2,1

I3 J3

I4 J4fss4,4

fss3,4

fss4,3

FU3

FU4

agua fresca

fw
s 1,

4

fws1.3

fw
s 1.

1

fws1.2

fss3,3

cw1

cw1

fws1

fws1

cs1,1;cs1,2

cs2,1;cs2,2

cs3,1;cs3,2

FS3

cs4,1;cs4,2

FS4

etapa de tratamiento 1 
para el contaminante 1

etapa de tratamiento 2 
para el contaminante 2

cu2,1; cu2,2

cu3,1; cu3,2

cu4,1; cu4,2

R1,1

R1,2

R2,1

R2,2

none1

none2

R1,1

R1,2

R2,1

R2,2

none1

none2

fsi1,1,1

fsi1,2,1

fsi1,2,2

fsi1,none,1

fsi1,none,2

fsi4,none,2

fsi4,none,1

fsi 4,2,2

fsi 4,2
,1

fsi
4,1

,2

fsi
4,1

,1

fsi3,none,2

fsi 3,none,2

fsi
3,2

,2

fsi
3,2

,1
fsi

3,1
,2

fsi
3,

1,
1

fsi2,1,2

fsi2,2,1

fsi2,2,2

fsi2,none,2

fii1,1,2,1

fii1,1,1,2

fii1,1,2,1
fii1,1,2,2

fii1,2,1,1

fii1,2,none,2

fii2,1,1,1

fii2,1,2,1

fii2,1,2,2

fii2,2,2,2

fii 2,2,1,1

fii2,2,2,1

fii2,2,none,2

fii none,1
,1,1

fiinone,2,none,2

fiinone,2,none,1

fie1,1,1

fie1,2,1
fie2,1,1

fse1,1

fss2,3

fss1,4

fse
4,1

fse
4,2

fse
3,1

fss
4,2

fss
4,

1

fis1,1,4

fis 1,2
,1

fis1,2,3
fis2,1,4

fis
2,2

,1
fis

2,2
,2

fis2,2,3

fis2,2,4

fis
no

ne
,1,

2

fisnone,1,3

fisnone,1,4

fisnone,2,3

fisnone,2,4

fis
no

ne
,2,

2

fsi2,none,1

fii1,1,none,1

fii1,2,none,1

fii2,2,1,2

fii1,1,none,2

fii2,2,none,1

fii none,1,1,2

fiinone,1,2,1

fiinone,1,2,2

fiinone,1,none,1

fii no
ne

,2,
1,1

fii none,2
,1,2 fii none,2,2,1

fiinone,1,none,2

fis1,1,3

fis 2,1
,2

fis1,2,4

fis
2,1

,1

fis
no

ne
,2,

1

fis
no

ne
,1,

1

fis 1,2,2fis1,1,2

fie1,1,2

fie2,1,2
fie2,2,2

fienone,1,1

fienone,1,2

fie none,2
,1

fienone,2,2

fse
2,2

fse2,1

fse1,2

fie2,2,1

fss2,4

fis2,1,3

fss
3,

1

fss
3,

2

fss1,3

ci1,1,1
in

ci1,1,2
in

FI1,1
in

ci1,2,1
in

ci1,2,2
in

FI1,2
in

ci2,1,1
in

ci2,1,2
in

FI2,1
in

ci2,2,1
in

ci2,2,2
in

FI2,2
in

cinone,1,1
in

cinone,1,2
in

FInone,1
in

cinone,2,1
in

cinone,2,2
in

FInone,2
in

ci1,1,1
in

ci1,1,2
in

FI1,1
in

ci1,2,1
in

ci1,2,2
in

FI1,2
in

ci2,1,1
in

ci2,1,2
in

FI2,1
in

ci2,2,1
in

ci2,2,2
in

FI2,2
in

cinone,1,1
in

cinone,1,2
in

FInone,1
in

cinone,2,1
in

cinone,2,2
in

FInone,2
in

ci1,1,1
out

ci1,1,2
out

FI1,1
out

ci1,2,1
out

ci1,2,2
out

FI1,2
out

ci2,1,1
out

ci2,1,2
out

FI2,1
out

ci2,2,1
out

ci2,2,2
out

FI2,2
out

cinone,1,1
out

cinone,1,2
out

FInone,1
out

cinone,2,1
out

cinone,2,2
out

FInone,2
out

ci1,1,1
out

ci1,1,2
out

FI1,1
out

ci1,2,1
out

ci1,2,2
out

FI1,2
out

ci2,1,1
out

ci2,1,2
out

FI2,1
out

ci2,2,1
out

ci2,2,2
out

FI2,2
out

cinone,1,1
out

cinone,1,2
out

FInone,1
out

cinone,2,1
out

cinone,2,2
out

FInone,2
out

FE1
ce1,1

ce1,2

FE1
ce2,1

ce2,2

In
te

rc
ep

to
re

s d
isc

re
tiz

ad
os

 
tip

o 1
In

te
rc

ep
to

re
s d

isc
re

tiz
ad

os
 

tip
os

 2
In

te
rc

ep
to

re
s d

isc
re

tiz
ad

os
 

fic
tic

io
s

In
te

rc
ep

to
re

s 
di

sc
re

tiz
ad

os
 ti

po
 1

In
te

rc
ep

to
re

s 
di

sc
re

tiz
ad

os
 ti

po
 2

fii2,1,none,1

In
te

rc
ep

to
re

s d
isc

re
tiz

ad
os

 
fic

tic
io

s

Figura B.2. Superestructura discretizada para la integración de agua en parques eco-industriales 
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B.4.1 Modelo discretizado. 

Las ecuaciones del modelo discretizado tiene la misma explicación física que el modelo 

original. En las ecuaciones discretizadas, el subíndice tq  es usado para denotar la concentración 

discretizada en cada interceptor en cada etapa eq  es usado para denotar la concentración 

discretizada en la corriente de descargar al ambiente. Los superíndices min  y max son empleados 

para denotar límites inferiores y superiores, respectivamente. Los conjuntos tQ  y eQ  son usados 

para denotar el número de términos discretizados para las unidades de tratamiento y en la 

corriente de descarga al ambiente, respectivamente.  

El modelo discretizado se presenta a continuación. 

Balance de masa para cada efluente de proceso. 

1 1

1 1

1 1

, , ,
1 1 1

t t

t t

t t

R QJ

i i j i r q i
j r q

FS fss fsi fse i I
 

 

   

                           (28) 

Balance de masa para cada unidad de proceso. 

, , , ,
1 1 1

t NT t NT

t NT t NT

t NT t NT

R QI W

j i j r q j w j
i r q w

FU fss fis fws j J
 

 

   

                                         (29) 

, , , , , , , ,
1 1 1

;
t NT t NT

t NT t NT t NT t NT

t NT t NT

R QI W
out

i l i j r q l r q j l w j j l j
i r q w

cs fss ci fis cw fws cu FU j J l L
 

   

   

                 (30) 

Balance de masa en los interceptores discretizados de la primera etapa de 

tratamiento. 

, , , 1 1 1 1
1

;
t t t t

I

r q i r q t t t t
i

FI fsi r R q Q   


                     (31) 

, , , , , , 1 1 1 1
1

; ;
t t t t t t

I
in
r q l r q i l i r q t t t t

i

ci FI cs fsi r R q Q l L   


                           (32) 
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Balance de masa para los interceptores discretizados en la etapa t+1. 

1 1

1 1

1 1

, , , , 1 1 1 1
1

;
t t

t t t t t t

t t

R Q

r q r q r q t t t t
r q

FI fii r R q Q
 

 

 

   


                                                (33) 

1 1

1 1 1 1

1 1

, , , , , , , , 1 1 1 1
1

; ;
t t

t t t t t t t t t t

t t

R Q
in out
r q l r q r q l r q r q t t t t

r q

ci FI ci fii r R q Q l L
 

   

 

   


                                     (34) 

Distribución de flujos en los interceptores discretizados. 

1 1

1 1

1 1

, , , ,
1 1

;
t t

t t t t t t

t t

R Q

r q r q r q t NT t NT t NT t NT
r q

FI fii r R q Q
 

 

 

   
 

                           (35) 

, , , , ,
1 1

;
e

t t t t t t e

e

QJ

r q r q j r q q t NT t NT t NT t NT
j q

FI fis fie r R q Q   
 

                           (36) 

Balances en los interceptores discretizados. 

 , , , , , ,1 ; ; ;
t t t t t t

out in
r q l r q l r q l t t t tci ci RR r R q Q t T l L                                        (37) 

, , , , , , ; ; ;
t t t t t t

in out
r q l r q l r q l t t t tcim ci ci r R q Q t T l L                             (38) 

Obsérvese que cuando la concentración de contaminante en la entrada de cada interceptor 

discretizado ( , ,t t

in
r q lci ) es especificada, entonces la concentración a la salida ( , ,t t

out
r q lci ) y la 

concentración removida ( , ,t tr q lcim ) de contaminantes son transformadas en valores conocidos; y 

por lo tanto, todos los balances por componente se transforman en balances lineales. La expresión 

para calcular los valores discretizados para la concentración de contaminante en la entrada de 

cada interceptor es la siguiente: 

 
,max ,min
, , , ,,min

, , 1 ; 1,..., 1t t t t

t t t t t

t

in in
r q l r q lin in

r q l r q l t t t t q
q

c c
c c q q Q q n

n


                                       (39) 
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Balance de masa en los mezcladores previos a la corriente de descarga al ambiente. 

, , ,
1 1 1

t NT t NT

e e t NT t NT e

t NT t NT

R QI

q i q r q q e e
i r q

FE fse fie q Q
 

 

   

                                       (40) 

, , , , , , ,
1 1 1

;
t NT t NT

e e e t NT t NT t NT t NT e

t NT t NT

R QI
out

q l q i l i q r q l r q q e e
i r q

ce FE cs fse ci fie q Q l L
 

   

   

                (41) 

Para transformar la ecuación anterior en una expresión lineal, se requiere especificar los 

valores de la concentración de contaminante en la corriente de descarga discretizada de la 

siguiente manera:  

 
max min

, ,min
, , 1 ; 1,..., 1e e

e e e e e

e

q l q l
q l q l q e e q q

q

c c
ce c z q Q z n

n


                             (42) 

A lo más una descarga discretizada al ambiente puede ser seleccionada, para activar la 

existencia de este término discretizado la siguiente relación es utilizada: 

max 6 0
e qe

q FE e e eFE M x q Q                                                   (43) 

6

1

1
e

e

Q

e
q

x t T


                                         (44) 

donde 
eqFE  es el flujo de la descarga al ambiente discretizada, max

qe
FEM es un límite superior para el 

flujo de la corriente de desecho, y 6
ex  es una variable binaria usada para activar cualquier 

descarga al ambiente discretizada.

Determinación de tuberías. 

La relación usada para determinar las tuberías de los segmentos efluentes de proceso-

unidades de proceso es la misma que se propuso en la ecuación (14), porque las unidades de 

proceso no son discretizadas. Sin embargo, ya que los interceptores y la corriente de descarga al 

ambiente son discretizados, las relaciones para los segmentos de tubería afluentes de proceso-

interceptores, interceptores-unidades de proceso e interceptores-corriente de desecho deben ser 

reformuladas de la siguiente forma:  
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, ,

max 2
, , 1 1 1 1, , 0    ; ;

t t i r q t tt t
i r q t t t tfsi i r qfsi M x i I r R q Q                              (45) 

, ,

max 3
, , , , 0    ; ;

t t r q j t tt t
r q j t NT t NT t NT t NTfis r q jfis M x j J r R q Q                    (46) 

, ,

max 4
, , , , 0    ; ;

t t e r q q t t et t e
r q q t NT t NT t NT t NT e efie r q qfie M x r R q Q q Q                   (47) 

Factibilidad de flujos. 

, , , 0 ; ;
t t t tr q r q t t t tfii r R q Q t T                                                   (48) 

, , 1 1 1 10 ; ;
t ti r q t t t tfsi i I r R q Q                                           (49) 

, , 0 ; ;
t tr q j t NT t NT t NT t NTfis j J r R q Q                    (50) 

, , 0 ; ;
t t er q q t NT t NT t NT t NT e efie r R q Q q Q                                                   (51) 

Costo de regeneración. 

5
, , , , , ,

1 1 1 1
;

t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t

R Q R Q

r q r q Y r q r q l r q
r q r q

RC x CUI H CUM cim FI t T l L
   

               (52)  

La variable binaria 5
,t tr qx es usada para considerar el costo fijo de los interceptores 

discretizados. Para activar esta variable binaria, la siguiente relación es empleada, 

,

max 5
, , 0 ; ;

t t r q t tt t
r q FI r q t t t tFI M x r R q Q t T                  (53) 

donde, max
,r tt

FI qM  es un flujo máximo permisible en cualquier interceptor discretizado. Debido a que 

a lo más un interceptor discretizado con un factor específico de conversión puede ser 

seleccionado, la siguiente restricción es necesaria: 

5
,

1

1
t

t t

t

Q

r q
q

x t T


                              (54) 
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Aspectos importantes del modelo. 

 Las ecuaciones (1)-(26) constituyen el modelo original no convexo MINLP, por lo que la 

solución óptima global no puede ser garantizada con las técnicas convencionales, por 

ejemplo la aproximación exterior propuesto por Viswanathan y Grossmann (1990). 

Además, la posibilidad de encontrar una solución local factible depende de la habilidad de 

encontrar buenos estimados iniciales y buenos límites para las variables más importantes. 

 El modelo lineal MILP conformado por las ecuaciones (14), (22), (23), (26) y (28)-(54) es 

un problema convexo, por lo que las soluciones se encuentran cerca de la global. En el 

problema MILP, no es necesario especificar límites o valores iniciales para las variables 

de optimización. 

 En la ecuación (27), cuando qn  , las soluciones de las formulaciones original y la 

discretizada son equivalentes. Sin embargo, cuando qn   no es posible resolver el 

problema combinatorial (ver Figura B.3) en un tiempo de computo razonable.  

1,1 1
LOC C

2,1C

3,1C

21,1 1
UPC C

1,2 2
LOC C

2,2C

3,2C

21,2 2
UPC C

Contaminante 
1

Contaminante 
2

 
Figura B.3. Valores discretizados y posibles combinaciones para dos contaminante 

B.5 RESULTADOS. 

Para demostrar la aplicación del modelo propuesto se resolvieron tres ejemplos. Cada uno 

fue resuelto considerando la integración entre plantas y la integración en cada planta

independientemente por medio del resolvedor CPLEX implementado en la plataforma de GAMS 

(Brooke y col., 2006). Para todos los ejemplos, los parámetros D , FK , YH , 
tr

CUI , pCUP , v  y   

son 100 m, 0.231/año, 8000 hr/año, 12600 US$, 250 US$, 1 m/s y 1000 kg/m3, respectivamente. 

El factor de remoción ( ,tr lRR ) y el costo por unidad de masa removida (
tr

CUM ) de los 

interceptores considerados son dados en la Tabla B.1; los cuales fueron propuestos por El-
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Halwagi (2006).  

Tabla B.1. Costo por unidad de masa removida para diferentes RR 

RR CUM ($/kg-
removido) 

0.6 1.460 
0.8 2.060 

Ejemplo 1. Este ejemplo consiste en tres plantas con dos efluentes y dos unidades de

proceso cada uno. Los datos para el Ejemplo 1 son presentados en la Tabla B.2. Dos 

contaminantes son considerados para la integración, y agua fresca limpia con un costo unitario de 

0.13 US$/ton esta disponible. El límite de concentración en la corriente que se descarga al 

ambiente para ambos contaminantes es de 85 ppm. El límite máximo y mínimo para la 

concentración del contaminante 1 en la entrada de la zona de regeneración son 85 y 125 ppm 

obtenidos por inspección de los datos del problema; en tanto que, para el contaminante 2 estos 

valores son 70 y 120 ppm. El modelo MILP consiste de 1072 variables binarias, 4487 variables 

continuas y 1520 restricciones. La solución de este problema proporciona la configuración 

mostrada en la Figura B.4. Note que además de la integración en la misma planta, diferentes 

industrias intercambian corrientes en la solución óptima. El interceptor 1 es usado para tratar el 

contaminante 2 en la segunda etapa de tratamiento; mientras que no se requiere tratamiento para 

el contaminante 2. Un aspecto importante es que la planta 2 y la planta 3 están interconectadas 

por medio del efluente 3 (planta 2) hacia la unidad 6 (planta 3); en tanto que los efluentes 3 y 4 

(planta 2) y los efluentes 5 y 6 (planta 3) son dividos y enviados directamente al ambiente. 

Por otra parte, la Figura B.5 representa la solución obtenida para el caso cuando las 

plantas son integradas en forma independiente. Para la solución de este caso también fue utilizada 

la discretización propuesta. La diferencia principal entre las soluciones de las Figuras B.4 y B.5 

es que en la integración de las plantas por separado se requieren dos interceptores, uno en la 

planta 1 y otro en la planta 2. En la Tabla B.5 se presenta la comparación de resultados; los 

cuales indican que la configuración obtenida considerando la integración entre plantas es 33.9% 

más barata que la obtenida con la integración de las plantas por separado; debido a que, en el 

primer caso el costo de agua fresca, el costo de regeneración y costo de tuberías entre plantas es 

menor. Además, la solución con la integración entre plantas demanda 23.35% menos agua fresca 

y por lo tanto la descarga al ambiente también es 23.35% menor.  
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Tabla B.2. Datos para el Ejemplo 1 

Unidades Efluentes 

Planta Número Flujo 
(ton/hr) 

Concentración de 
contaminantes (ppm) Número Flujo 

(ton/hr) 

Concentración de 
contaminantes (ppm) 

1 2 1   2 

1 
1 50 80 90 1 50 100 110 
2 70 70 60 2 70 120 90 

2 
3 80 100 75 3 80 85 115 
4 60 85 95 4 60 95 120 

3 
5 40 110 90 5 40 125 110 
6 55 55 70 6 55 80 70 

 

I1

I2

fw

J1

100 ppm; 110 ppm

J2

I3

I4

J3

85 ppm; 115 ppm

J4

120 ppm; 90 ppm

50 ton/hr

70 ton/hr

37.50 ton/hr
0 ppm

120 ppm; 90 ppm
37.50 ton/hr

27
.5

32
.5

1040

10

I5

I6

J5

125 ppm; 110 ppm

J6

14.565 ton/hr
0 ppm

95 ppm; 120 ppm

80 ton/hr

60 ton/hr

2.
06

5

12
.5

0

40
.4

35

47
.5

0 9.
67

4
29

.8
92

12.50

28.523 ton/hr
0 ppm

80 ppm; 70 ppm

40 ton/hr

55 ton/hr

7.
16

4

21
.3

59

32
.5

38

3.
75

0

0.
29

8

3.713

54.702

80.588 ton/hr
85 ppm; 85 ppm

Planta 1

Planta 2 Planta 3

none R1

etapa de 
tratamiento 1

etapa de 
tratamiento 2

120 ppm; 90 ppm
37.50 ton/hr

Unidades de tratamiento del parque eco-industrial
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Figura B.4. Configuración óptima para el Ejemplo 1 a partir de la integración entre plantas 
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Figura B.5. Configuración óptima para el Ejemplo 1 sin la integración entre plantas 

Ejemplo 2. Este ejemplo incluye tres plantas con cinco efluentes de proceso y cinco 

unidades de proceso, los flujos y la concentración de contaminantes son mostrados en la Tabla 

B.3. Dos contaminantes son considerados para la integración. Dos tipos de agua fresca están 

disponibles, agua fresca sin contaminantes con un costo unitario de 0.13 US$/ton y agua fresca 

con un costo de 0.10 US$/ton con 5 ppm y 0.075 ppm de los contaminantes 1 y 2, 

respectivamente. La concentración máxima permisible en la corriente de descarga al ambiente es 
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60 ppm para el contaminante 1 y 3 ppm para el contaminante 2. El modelo MILP consiste en 

2470 variables binarias, 7665 variables continuas y 2970 restricciones, y la solución de este 

problema arroja la configuración mostrada en la Figura B.6. En la integración entre plantas 

solamente fue necesario tratamiento para el contaminante 2 por medio del interceptor 2 en la 

segunda etapa de tratamiento; mientras que en la primera etapa de tratamiento fue seleccionado el 

interceptor ficticio que solamente permite la mezcla de los efluentes de proceso. El flujo de 

entrada en la zona de regeneración está constituido por efluentes de las tres plantas, y el flujo de 

salida de la zona de regeneración es dividido y enviado a las plantas 1 y 2 para cumplir con las 

restricciones en las unidades de proceso. Respecto a la demanda de agua fresca, el uso de agua 

con contaminantes (417.728 ton/hr) es mayor que el uso de agua fresca limpia (75 ton/hr); y 

efluentes de las tres plantas son enviados directamente hacia el ambiente. En cuanto a la solución 

sin considerar la integración entre plantas, la configuración óptima obtenida se presenta en la 

Figura B.7, la cual muestra el uso de dos interceptores en la planta 1 y uno para la planta 3; y 

descargas al ambiente desde las tres plantas. Los costos de las configuraciones mostradas en las 

Figuras B.6 y B.7 son presentados en la Tabla B.5. Nótese que la integración entre plantas 

permite considerables ahorros en el costo de regeneración y en el costo de tuberías; por lo que el 

costo total anual obtenido por esta metodología es 5.8% más barato que el correspondiente a la 

integración de plantas por separado. 
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Tabla B.3. Datos para el Ejemplo 2 

Unidades Efluentes 

Planta Número Flujo 
(ton/hr) 

Concentración de 
contaminantes (ppm) Número Flujo 

(ton/hr) 

Concentración de 
contaminantes (ppm) 

1 2 1 2 

1 

1 30 40 1 1 40 60 2 
2 50 70 0.5 2 30 65 2 
3 20 50 2 3 25 100 5 
4 100 100 2.5 4 100 120 3 
5 90 60 5 5 80 85 3 

2 

6 85 85 0.75 6 120 90 1 
7 40 20 3 7 30 50 5 
8 75 0 0 8 25 40 2.5 
9 120 55 4 9 60 90 3.5 
10 35 30 8 10 75 50 1.5 

3 

11 60 25 10 11 55 40 2.5 
12 80 80 7 12 120 130 4 
13 95 95 4.5 13 90 150 3 
14 160 75 9.5 14 100 75 2 
15 45 60 9 15 35 85 4.5 
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Planta 1
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.0

02

82
.6

09

5.
06

7

3.
36

7

8.
95

6

47
.6

23

3.
96

3

30
.3

75

17
.3

91

10
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5 ppm; 0.075 ppm
96.933 ton/hr

fw1

I11

I12

I13

I14

fw2

J11 J12 J13 J14 J15

45
40 ppm; 2.5 ppm

55 ton/hr
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Figura B.6. Configuración óptima para el Ejemplo 2 con la integración entre plantas 
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Figura B.7. Configuración óptima para el Ejemplo 2 sin la integración entre plantas 

 

Ejemplo 3. La Tabla B.4 muestra los datos para este ejemplo que se conforma por tres 

plantas con cinco efluentes de proceso y cinco unidades de proceso cada una. Tres contaminantes 

son considerados, y tres tipos de agua fresca. Los costos unitarios de cada tipo de agua fresca son 

0.13 US$/ton, 0.11 US$/ton y 0.10 US$/ton; porque el tipo 1 es agua limpia, el tipo 2 contiene 10 
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ppm, 15 ppm, y 20 ppm de los contaminantes 1, 2 y 3, respectivamente; y el tipo 3 contiene 5 

ppm del contaminante 1, 10 ppm del contaminante 2 y sin contaminante 3. Los límites máximos 

en la corriente de descarga al ambiente para los contaminantes 1, 2 y 3 son 80 ppm, 100 ppm y 70 

ppm, respectivamente. El modelo MILP consiste de 14771 restricciones, 97723 variables 

continuas y 11697 variables binarias. La configuración obtenida es mostrada en la Figura B.8, 

donde los interceptores tipo 1 son seleccionados para tratar el contaminante 2 y 3. Existen varias 

conexiones entre plantas en la solución de la integración entre plantas, la cual es 29.31% más 

barata que la solución sin considerar la relación entre plantas cuya configuración es mostrada en 

la Figura B.9. En la Tabla B.5 se muestra la comparación para las soluciones con y sin 

integración entre plantas. 

Finalmente, el tiempo computacional requerido para la solución de los ejemplos anteriores 

es relativamente pequeño como se puede ver en las Tabla B.5. 

Tabla B.4. Datos para el Ejemplo 3 

  Unidades Efluentes 

Planta Número  Flujo 
(ton/hr) 

Concentración de 
contaminantes (ppm) Número  Flujo 

(ton/hr) 

Concentración de 
contaminantes (ppm) 

1 2 3 1 2 3 

1 

1 70 90 80 90 1 100 100 160 200 
2 100 80 60 70 2 70 120 185 125 
3 90 70 50 50 3 80 130 200 100 
4 100 85 90 60 4 120 90 150 60 
5 50 60 70 40 5 130 80 115 50 

2 

6 85 75 50 80 6 70 50 90 185 
7 110 95 70 35 7 40 60 250 30 
8 112 60 75 0 8 50 40 75 20 
9 95 85 95 40 9 15 150 75 20 

10 95 50 80 95 10 25 125 300 105 

3 

11 60 45 85 90 11 115 250 60 110 
12 80 95 35 60 12 55 115 115 95 
13 110 70 65 35 13 25 200 120 110 
14 75 105 70 75 14 40 115 90 120 
15 110 60 75 85 15 100 85 175 220 
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Tabla B.5. Resultados para los Ejemplos 1, 2 y 3 

Ejemplo 1 

 

Integración 
entre 

plantas 

Integración 
de cada 
planta 

Costo total anual (US$/año) 137,401.283 207,867.055 
Costo de agua fresca (US$/ año) 83,811.765 109,339.642 

Costo de regeneración (US$/ año) 36,252.000 69,640.696 
Costo de tuberías (US$/ año) 173,337.519 28,886.718 

Flujo total de agua fresca (ton/hr) 80.588 105.135 
Flujo total de descarga (ton/hr) 80.588 105.135 

Tiempo de cómputo (s) 75.000 6.300 
Ejemplo 2 

 

Integración 
entre 

plantas 

Integración 
de cada 
planta 

Costo total anual (US$/año) 455,332.961 483,406.521 
Costo de agua fresca (US$/ año) 412,181.818 270,373.988 

Costo de regeneración (US$/ año) 14,249.456 172,564.973 
Costo de tuberías (US$/ año) 28,901.687 40,467.561 

Flujo total de agua fresca (ton/hr) 492.217 315.468 
Flujo total de descarga (ton/hr) 392.727 215.468 

Tiempo de cómputo (s) 75.000 27.590 
Ejemplo 3 

 
Integración 

entre plantas 
Integración de 

cada planta 

Costo total anual (US$/año) 1,055,748.878 1,493,390.639 
Costo de agua fresca (US$/ año) 733,606.641 548,140.565 

Costo de regeneración (US$/ año) 241,256.788 710,565.134 
Costo de tuberías (US$/ año) 80,885.449 34,692.412 

Flujo total de agua fresca (ton/hr) 814.875 823.638 
Flujo total de descarga (ton/hr) 507.877 536.639 

Tiempo de cómputo (s) 3,070.800 123.400 
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Figura B.8. Configuración óptima para el Ejemplo 3 con la integración entre plantas
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Unidades de tratamiento en la planta 3
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80 ton/hr

120 ton/hr
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Figura B.9. Configuración óptima para el Ejemplo 3 sin la integración entre plantas
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B.6 CONCLUSIONES. 

Una nueva estrategia para la integración de agua en parques eco-industriales considerando 

múltiples contaminantes es propuesta. La estrategia está basada en una nueva superestructura que 

contiene múltiples configuraciones posibles para encontrar la óptima; en la superestructura, los 

efluentes de proceso pueden ser segregados y dirigidos hacia la zona de regeneración, las 

unidades de proceso y descargados al ambiente. El flujo de entrada a la zona de regeneración, 

después de ser tratado, puede ser segregado y enviado hacia las unidades de proceso y/o 

descargado al ambiente. En la zona de regeneración se considera una etapa de tratamiento para 

cada contaminante. La selección de los interceptores requeridos es optimizada simultáneamente. 

El modelo considera restricciones ambientales en cuanto a la concentración de contaminantes 

descargados al ambiente. El problema no convexo es reformulado en un problema convexo para 

garantizar que las soluciones encontradas corresponden a configuraciones cercanas a la global. El 

modelo reformulado MILP no requiere de límites y estimados iniciales en las variables de 

optimización para encontrar soluciones óptimas.  

 Ahorros significativos son obtenidos a partir del modelo propuesto para la integración de 

agua entre plantas y no se presentaron complicaciones numéricas para encontrar soluciones en los 

ejemplos abordados. 

NOMENCLATURA. 

lce   concentración del contaminante l en la corriente de descarga al ambiente, ppm 

,eq lce   concentración del contaminante l en la corriente discretizada descargada al 

ambiente qe, ppm 

,tr lcim   concentración removida del contaminante l en el interceptor rt en la etapa de 

tratamiento t, ppm  

, ,t tr q lcim  concentración removida del contaminante l en el interceptor discretizado rt,qt en la 

etapa de tratamiento t, ppm  

,t

in
r lci   concentración de entrada del contaminante l en el interceptor rt en la etapa de 

tratamiento t, ppm  
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, ,t t

in
r q lci   concentración de entrada del contaminante l en el interceptor discretizado rt,qt en 

la etapa de tratamiento t, ppm 

,t

out
r lci   concentración de salida del contaminante l en el interceptor rt en la etapa de 

tratamiento t, ppm 

, ,t t

out
r q lci   concentración de salida del contaminante l en el interceptor discretizado rt,qt en la 

etapa de tratamiento t, ppm 

min
,eq lc   límite inferior para la concentración del contaminante l en la corriente de descarga 

al ambiente discretizada qe, ppm 

max
,eq lc   límite superior para la concentración del contaminante l en la corriente de descarga 

al ambiente discretizada qe, ppm  

min
lC    límite inferior del contaminante l, ppm 

,min
,t t

in
r q lc    límite inferior para la concentración de entrada del contaminante l para el 

interceptor discretizado rt,qt, ppm  

max
lC    límite superior del contaminante l, ppm  

,max
,t t

in
r q lc    límite superior para la concentración de entrada del contaminante l para el 

interceptor discretizado rt,qt, ppm  

,q lC   valor discretizado q de la concentración del contaminante l, ppm 

,i lcs    concentración del contaminante l en el efluente i, ppm 

,j lcu   concentración del contaminante l en la unidad de proceso j, ppm 

tr
CUI   costo unitario fijo para el interceptor rt, US$ 

,t tr qCUI  costo unitario fijo para el interceptor discretizado rt,qt, US$ 
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tr
CUM  costo por unidad de masa removida en el interceptor rt, US$/kg 

,t tr qCUM  costo por unidad de masa removida en el interceptor discretizado rt,qt, US$/kg 

pCUP   costo unitario de las tuberías, US$ 

wCUW  costo unitario del agua fresca w, US$/ton 

,w lcw   concentración del contaminante l en el agua fresca w, ppm 

D    distancia de los segmentos de tuberías, m 

FE   flujo de la corriente de descarga al ambiente, ton/hr 

eqFE   flujo de la corriente de descarga al ambiente discretizada qe, ton/hr 

1 ,t tr rfii
   flujo del interceptor rt de la etapa de tratamiento t-1 hacia el interceptor rt de la 

etapa de tratamiento t, ton/hr 

1 1, , ,t t t tr q r qfii
 

 flujo del interceptor discretizado rt,qt de la etapa de tratamiento t-1 hacia el 

interceptor discretizado rt,qt de la etapa de tratamiento t, ton/hr 

1,t tr rfii


  flujo del interceptor rt de la etapa de tratamiento t hacia el interceptor rt de la etapa 

de tratamiento t+1, ton/hr 

1 1, , ,t t t tr q r qfii
 

 flujo del interceptor discretizado rt,qt de la etapa de tratamiento t hacia el 

interceptor discretizado rt,qt de la etapa de tratamiento t+1, ton/hr 

tr
fie   flujo del interceptor rt en la etapa de tratamiento t=NT hacia la corriente de 

descarga al ambiente, ton/hr 

, ,t t er q qfie  flujo del interceptor discretizado rt,qt en la etapa de tratamiento t=NT hacia la 

corriente de descarga la ambiente discretizada qe, ton/hr 

tr
FI    flujo del interceptor rt en la etapa de tratamiento t, ton/hr 
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,t tr qFI   flujo del interceptor discretizado rt,qt en la etapa de tratamiento t, ton/hr 

,tr jfis   flujo desde interceptor rt en la etapa de tratamiento t=NT hacia la unidad de 

proceso j, ton/hr 

, ,t tr q jfis  flujo desde el interceptor discretizado rt,qt en la etapa de tratamiento t=NT hacia la 

unidad de proceso j, ton/hr 

iFS   flujo del efluente de proceso i, ton/hr 

ifse   flujo desde el efluente de procso i hacia la corriente de descarga al ambiente, 

ton/hr 

, ei qfse   flujo desde el efluente de proceso i hacia la corriente de descarga al ambiente 

discretizada qe, ton/hr 

, ti rfsi   flujo desde el efluente i hacia el interceptor rt en la etap de tratamiento t=1, ton/hr 

, ,t ti r qfsi   flujo desde efluente i hacia el interceptor discretizado rt,qt en la etapa de 

tratamiento t=1, ton/hr 

,i jfss   flujo desde el efluente i hacia la unidad de proceso j, ton/hr 

jFU   flujo en la unidad de proceso j, ton/hr 

,w jfws  flujo del agua fresca tipo w en la unidad de proceso j, ton/hr 

YH   horas que opera la planta al año, hr/año 

FK    factor de anualización, año-1 

max
FEM  límite superior para el flujo de la corriente de descarga al ambiente 

max
qe

FEM   límite superior para el flujo de la corriente de descarga al ambiente discretizada qe 
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max
rt

FIM
 

límite superior para el flujo del interceptor rt en la etapa de tratamiento t=NT 

,

max
r qt t

FIM   límite superior para el flujo del interceptor discretizado rt,qt en la etapa de 

tratamiento t 

max
rt

fieM   límite superior para el flujo desde el interceptor rt en la etapa de tratamiento t=NT 

hacia la corriente de descarga al ambiente 

, ,

max
r q qt t e

fieM  límite superior para el flujo desde el interceptor rt,qt en la etapa de tratamiento 

t=NT hacia la corriente de descarga al ambiente discretizada qe 

,

max
r jt

fisM  límite superior para el flujo desde el interceptor  rt, en la etapa de tratamiento t=NT 

hacia la unidad j  

, ,

max
r q jt t

fisM  límite superior para el flujo desde el interceptor discretizado rt,qt en la etapa de 

tratamiento t=NT hacia la unidad j 

,

max
i rt

fsiM   límite superior para el flujo desde el efluente i  hacia el interceptor rt en la etapa de 

tratamiento t=1  

, ,

max
i r qt t

fsiM   límite superior para el flujo desde el efluente i  hacia el interceptor discretizado 

rt,qt en la etapa de tratamiento t=1 
 

,

max
i jfssM  límite superior para el flujo desde el efluente i hacia la unidad j 

qn   número de intervalos para dividir el intervalo de concentración 

tqn   número de intervalos para dividir el intervalo de concentración en la etapa de 

tratamiento t 

PC   costo de tuberias entre plantas, US$/año 
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p   parámetro para el costo de capital tuberías  

RC   costo de regeneración, US$/año 

,tr lRR   factor de conversión para el contaminante l del interceptor rt, adimensional 

TAC   costo total anual, US$/año 

v    velocidad, m/s 

WC   costo del agua fresca, US$/año 

variables binarias 

6
ex   variable binaria para determinar la existencia de la corriente de descarga al 

ambiente discretizada qe 

1
,i jx   variable binaria para determinar el segmento de tubería desde el efluente i hacia la 

unidad de proceso j 

2
, ti rx  variable binaria para determinar el segmento de tubería desde el efluente i hacia el 

interceptor rt en la etapa de tratamiento t=1 

2
, ,t ti r qx   variable binaria para determinar el segmento de tubería desde el efluente i hacia el 

interceptor discretizado rt,qt  en la etapa de tratamiento t=1 

5
tr

x  variable binaria usada para asignar el costo fijo al interceptor  rt en la etapa de 

tratamiento t 

5
,t tr qx   variable binaria usada para asignar el costo fijo al interceptor discretizado rt,qt en 

la etapa de tratamiento t 

3
,tr jx   variable binaria usada para determinar el segmento de tubería desde el interceptor 

rt en la etapa de tratamiento t=NT hacia la unidad de proceso j 
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3
, ,t tr q jx   variable binaria usada para determinar el segmento de tubería desde el interceptor 

discretizado rt,qt in en la etapa de tratamiento t=NT hacia la unidad de proceso j 

4
tr

x  variable binaria usada para determinar el segmento de tuberia desde el interceptor 

rt en la etapa de tratamiento t=NT hacia la corriente de descarga al amabiente 

4
, ,t t er q qx  variable binaria usada para determinar la existencia del segmento de tubería desde 

el interceptor discretizado rt,qt en la etapa de tratamiento t=NT hacia la corriente 

de descarga al ambiente discretizada qe  

simbolos griegos 

     densidad del agua, kg/m3 

subindices 

i  efluente 

 j  unidad 

l  contaminante 

tq    interceptor discretizado en la etapa de tratamiento t 

eq     corriente de descarga al ambiente discretizada 

rt   tipo de interceptor en la etapa de tratamiento t 

t  etapa de tratamiento 

w   tipo de agua fresca 

superindices 

in  entrada 

m  masa removida 
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max  límite superior 

out  salida  

escalares 

NT   última etapa de tratamiento 

conjuntos 

I {i=1,2,…,Nefluente| I es un conjunto de efluentes de proceso} 

J {j=1,2,…,Nunidades| J es un conjunto de unidades de proceso} 

Qt {qt=1,2,…,Ninterceptoresdiscretizados| Qt es un conjunto de interceptores discretizados en la etapa 

de tratamiento t} 

Qe {qe=1,2,…,Ndescargadiscretizada| Qe es un conjunto de descargas ambientales discretizadas} 

Rt {rt=1,2,…,Ninterceptores| Rt es un conjunto de interceptores en la etapa de tratamiento t} 

T {t=1,2,…,Netapasdetratamiento| T es un conjunto de etapas de tratamiento} 
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APÉNDICE C. DISEÑO ÓPTIMO DE SISTEMAS DE ENFRIAMIENTO PARA 

EFLUENTES ACUOSOS UTILIZANDO UN MODELO DE 

PROGRAMACIÓN MATEMÁTICA. 

C.1 RESUMEN. 

En este Apéndice se aborda el diseño óptimo de sistemas de enfriamiento para reducir la 

temperatura de efluentes acuosos calientes y satisfacer las regulaciones impuestas respecto a 

temperatura en la corriente de descarga al ambiente. El modelo se basa en una superestructura 

que involucra todas las opciones de desviación, división y mezclado para los efluentes que son 

dirigidos hacia la torre de enfriamiento. La optimización de la superestructura es formulada como 

un modelo mixto entero no lineal (MINLP) y la función objetivo consiste en minimizar el costo 

total anual; el cual se conforma por el costo de capital y el costo de operación de la torre. Este 

último generado por el consumo de potencia del ventilador y de la bomba. Un modelo de diseño 

detallado basado en el método de Merkel es usado para simular la torre de enfriamiento. La 

solución del problema proporciona simultáneamente las condiciones de operación y diseño de la 

torre de enfriamiento así como la configuración óptima del sistema de enfriamiento. Los 

resultados muestran ahorros significativos con la estrategia propuesto respecto al sistema de 

enfriamiento de efluentes acuosos tradicional. 

El Apéndice es organizado de la siguiente manera, en la sección C.2 se presenta la 

introducción al tema, en la sección C.3 se presenta la definición del problema abordado, la 

sección C.4 se presenta la formulación del modelo, en la sección C.5 se presentan los resultados 

obtenidos con la aplicación del modelo propuesto para varios casos de estudio y finalmente en la 

sección C.6 se presentan las conclusiones. 

C.2 INTRODUCCIÓN. 

Los efluentes calientes provenientes de las industrias deben ser enfriados antes de ser 

descargados al ambiente para cumplir con la temperatura impuesta para la protección ambiental. 

Al respecto, muchas alternativas están disponibles para la reducción de temperatura de efluentes, 

los sistemas de enfriamiento que involucran torres de enfriamiento como el principal componente 

son ampliamente utilizados en los procesos industriales (Kim y col., 2001). Torres de 

enfriamiento acopladas con redes de enfriamiento son utilizadas para disipar el calor de los 
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procesos industriales utilizando agua como medio de enfriamiento en circuitos cerrados (Kim and 

Smith, 2001; Castro y col., 2000; Cortinovis y col., 2009; Ponce-Ortega y col., 2009, 2010; 

Panjeshahi y col., 2009; Chen y col., 2007; Ataei y col., 2010; Picón-Nuñez y col., 2007). 

Existen dos tipos de sistemas de enfriamiento de efluentes acuosos (Kim y col., 2001): (1) 

configuración centralizada y (2) configuración distribuida. En un sistema de enfriamiento 

centralizado todos los efluentes son mezclados y enviados a una torre de enfriamiento para 

reducir su temperatura hasta el límite permisible (ver Figura C.1). Por otra parte, como se 

muestra en la Figura C.2, en un sistema de enfriamiento distribuido los efluentes pueden ser 

segregados y enviarse a la torre de enfriamiento al mezclador previo a la descarga al ambiente. 

De esta forma, esta configuración reduce el flujo de efluentes a la torre de enfriamiento y por lo 

tanto el costo total anual puede ser menor que el correspondiente al sistema de enfriamiento 

centralizado.  

Kim y col. (2001) propusieron un método de síntesis de dos etapas basado en el punto de 

pliegue para la reducción de temperatura de efluentes mediante un sistema de enfriamiento 

distribuido. En la primera etapa, un modelo no lineal es resuelto para obtener el flujo óptimo de 

efluentes en la entrada de la torre, mientras que en la segunda etapa la estructura del sistema de 

enfriamiento distribuido es desarrollada para alcanzar los objetivos de enfriamiento y de 

optimización utilizando reglas heurísticas. Este procedimiento ha sido el mayor avance en el 

diseño de sistemas de enfriamiento distribuidos para efluentes. Sin embargo, éste utiliza un 

método simple para el diseño de la torre de enfriamiento, el cual no toma en cuenta el modelado 

detallado y la evaluación de las propiedades termodinámicas de la mezcla aire-vapor de agua y 

los parámetros importantes de diseño de torres de enfriamiento, tales como, área y altura del 

empaque, tipo del empaque y la caída de presión a través del empaque. Por lo que, este método es 

insatisfactorio para los casos donde es necesario considerar el impacto de las variables anteriores 

en el sistema de enfriamiento de efluentes. Para evitar esta limitación, una formulación de un 

problema general de síntesis de sistemas de enfriamiento de efluentes puede ser utilizado 

considerando modelos detallados para torres de enfriamiento (Qureshi y Zubair, 2006; Serna-

González y col., 2010; Söylemez, 2001, 2004; Kröger, 2003; Cortinovis y col., 2009; 

Milosavlejvic y Heikklilä, 2001; Facão y Oliveira, 2004; Goshayshi y Messinder, 2000; 

Lemouari y col., 2007). Recientemente, Ataei y col. (2009) reportaron un método basa en el 
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punto de pliegue para diseñar sistemas de enfriamiento distribuidos para efluentes; sin embargo, 

este método no considera de forma simultánea la relación entre el costo de capital y el costo de 

operación. 

E1

Agua evaporada

Descarga 
ambiental

Flujo de 
entradamixE2

E3 Torre de enfriamiento
 

Figura C.1. Sistema de enfriamiento centralizado para tres efluentes acuosos 

Agua evaporada

Flujo de salida

Flujo de 
entradamix

mix

Descarga 
ambiental

E1

E2

E3 Torre de enfriamiento

 

Figura C.2. Sistema de enfriamiento distribuido para tres efluentes acuosos 

En base a lo anterior, en este Apéndice se presenta un procedimiento basado en 

programación matemática para la síntesis de sistemas de enfriamiento que reducen la temperatura 

de efluentes acuosos calientes al límite permisible en la descarga al ambiente. Una 

superestructura que contiene todas las opciones posibles de división y mezclado de los efluentes 

es usada. La superestructura es modelada como un modelo mixto entero no lineal (MINLP) cuya 

función objetivo es minimizar el costo total anual. El método de Merkel (Merkel, 1926) es 

empleado para predecir el comportamiento de la torre de enfriamiento. La selección discreta 

consiste en decidir el tipo de empaque que se usará en la torre de enfriamiento. La transferencia 



Desarrollo de estrategias para el uso eficiente del agua en la industria 

 

Doctorado en Ciencias en Ingeniería Química 192 
 

de masa y la caída de presión son modeladas con correlaciones empíricas reportadas por 

Kloppers y Kröger (2003, 2005a). La entalpía de la mezcla aire-vapor de agua saturada es 

calculada como una función exponencial de la temperatura del volumen de agua. 

C.3 DEFINICIÓN DEL PROBLEMA. 

Dado un conjunto de efluentes acuosos, el límite de temperatura en la corriente de 

descarga, Twenv, el flujo másico de cada efluente, Fwj, y su temperatura, Twj, así como las 

temperaturas de bulo seco y húmedo del aire de entrada, TAin y TWBin, los cuales dependen del 

lugar donde se encuentra la planta. 

El problema involucra la síntesis óptima del sistema de enfriamiento para reducir las 

temperaturas de los efluentes tal que satisfagan el límite en la corriente de descarga al ambiente al 

menor costo total anual, el cual es la suma del costo de capital de la torre de enfriamiento y el 

costo de operación de la bomba y del ventilador. 

C.4 FORMULACIÓN DEL MODELO. 

 Para resolver este problema se desarrollo una superestructura general, similar a la 

propuesta por Kim y col. (2001) para el diseño de sistemas de enfriamiento distribuidos, la cual 

incluye mezcladores de efluentes (M), divisores de efluentes (S), una torre de enfriamiento 

mecánica a contracorriente (CT), y sus interconexiones. Como ejemplo, la superestructura para la 

determinación del sistema de enfriamiento distribuido correspondiente para tres efluentes es 

presentada en la Figura C.3. Cada efluente acuoso a la entrada del sistema tiene un punto de 

división seguido por dos puntos de mezclado. Por consecuencia, como se muestra en la Figura 

C.3, cada efluente acuoso puede ser divido en dos corrientes; una es dirigida hacia el mezclador 

previo a la torre de enfriamiento, en tanto que el otro es enviado hacia el mezclador de la 

corriente que se descarga al ambiente. 
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Figura C.3. Superestructura propuesta para sistemas de enfriamiento de efluentes acuosos 
calientes 

 Esta superestructura contiene corrientes de conexión desconocidas que determinan las 

corrientes de división, corrientes de mezclado y corrientes segregadas. Es interesante observar 

que las corrientes segregadas pueden reducir tanto el costo de capital como él de operación por la 

disminución del flujo de entrada a la torre de enfriamiento. 

 Está combinación de divisores, mezcladores y corrientes contiene todas las alternativas de 

flujos de interés para la reducción de la temperatura de efluentes: (i) un efluente que entra al 

sistema puede ser enviado directamente al punto final de mezclado sin tratamiento térmico en la 

torre de enfriamiento, (ii) un efluente o parte de este puede ser procesado térmicamente en la 

torre de enfriamiento. Por lo tanto, al optimizarse la superestructura se puede determinar el 

sistema de enfriamiento distribuido o centralizado como el óptimo para reducir la temperatura de 

los efluentes. Por ejemplo, sí todos los flujos de segregación son iguales a cero, el resultado es el 

sistema de enfriamiento centralizado. En contraste, un sistema distribuido se presenta cuando en 

cada divisor los flujos de salida en ambas direcciones son diferentes de cero. Todas las 

configuraciones del sistema de enfriamiento entre estos dos extremos tienen también una 

estructura distribuida y pueden ser derivadas a partir de la superestructura propuesta. Por lo tanto, 

la selección de los flujos en los divisores determina la configuración óptima del sistema de 

enfriamiento. 

La superestructura descrita anteriormente es formulada matemáticamente como un 
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problema MINLP. Para realizar la formulación matemática, todos los efluentes a la entrada de la 

superestructura son designados por el conjunto indizado NEF = j¦ j = 1, NNEF. Cada una de 

estas corrientes j tiene asociada como variables el flujo total, Fwj, y la temperatura Twj. El flujo 

total y la temperatura en la corriente de descarga tienen el subíndice dis. Además, Fw1,j y Fw2,j 

representan el flujo total del efluente j hacia el mezclador que precede a la torre de enfriamiento y 

al mezclador que precede a la descarga al ambiente, respectivamente. La definición de las 

variables continuas usadas en el modelo de la torre de enfriamiento es presentada en la sección de 

Nomenclatura de este apéndice. 

 En este estudio, tres tipos de empaque (film, splash y strickle) con diferentes costos y 

rendimiento están disponibles para el tratamiento térmico de los efluentes, y uno de los tipos de 

empaque debe ser seleccionado. Ya que la torre de enfriamiento es fijada en la superestructura, la 

naturaleza discreta del problema se encuentra en la asignación del tipo de empaque por medio de 

una variable entera yk para permitir la selección de un tipo de empaque sobre otro. Sí un tipo de 

empaque k es seleccionado en el sistema de enfriamiento óptimo, la yk  correspondiente debe ser 

igual a 1; de otra manera, esta debe ser igual a cero. 

 Una vez que las principales variables que describen la superestructura están definidas, el 

modelo MINLP propuesto es presentado a continuación. 

 Función objetivo.  

La función objetivo del problema es minimizar el costo total anual (TAC), el cual 

involucra el costo de inversión para la torre de enfriamiento así como los costos de operación de 

la bomba de agua y del ventilador de aire de la torre de enfriamiento. 

 El costo de inversión para la torre de enfriamiento es representado como una expresión no 

lineal de la forma (Kintner-Meyer y Emery, 1995): 

 f CTF CTV fr fi CTMACTC k C C A L C Fa                                                                              (1) 

donde CCTF es el costo fijo asociado con la torre de enfriamiento, CCTV es el incremento en el 

costo de la torre de enfriamiento debido al volumen del empaque, y CCTMA es el incremento en el 

costo de la torre de enfriamiento debido al flujo de aire. 
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Tabla C.1. Coeficientes de costo ka para empaques tipo splash, trickle y film 

ka  
k=1 

(splash fill) 

k=2 

(trickle fill) 

k=3 

(film fill) 
2,006.6 1812.25 1,606.15 

 

 El coeficiente de costo CCTV depende del tipo de empaque. Para implementar la selección 

óptima del tipo de empaque, la variable Booleana Yk es usada como parte de la siguiente 

disyunción: 

     

1 2 3

1 2 3

splash fill trickle fill filmfill

CTV CTV CTV CTV CTV CTV

Y Y Y

C C C C C C

     
     

      
            

 

 Esta disyunción es transforma con la reformulación convex hull (Vecchietti y col., 2003) 

como sigue: 

1 2 3
CTV CTV CTV CTVC C C C                                                                                                    (2) 

1,...,3k k k
CTVC a y k                                                                                                   (3) 

donde los parámetros ka  son mostrados en la Tabla C.1 (Kloppers y Kröger, 2005a) para 

empaques tipo film, splash y strickle. 

 Note que el costo de inversión expresa propiamente la influencia del tipo de empaque, el 

flujo de aire (Fa) y de los parámetros geométricos básicos, como la altura (Lfi) y el área (Afr) del 

empaque de la torre. 

El costo de la electricidad necesaria para operar el ventilador de aire y la bomba de agua 

de la torre de enfriamiento es calculado por medio de la siguiente expresión: 

 Y f pOPC H ce PC PC                                                                                                  (4) 

donde ce es el costo unitario de la electricidad, y HY son las horas que opera la planta anualmente. 
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 Combinando las ecuaciones (1) y (4), la función objetivo para el problema puede ser 

expresada como: 

   min f CTF CTV fr fi CTMA Y f pTAC k C C A L C Fa H ce PC PC                                        (5) 

donde kf es el factor que anualiza la inversión en la torre de enfriamiento. 

 Los balances de masa y energía en la superestructura se presentan a continuación. 

 Balance de masa en los divisores.  

1, 2,j j jFw Fw Fw j NEF                                                                                       (6) 

Balance de masa en los mezcladores 

1,in j
j NEF

Fw Fw


                                                                                                                 (7) 

2,dis out j
j NEF

Fw Fw Fw


                                                                                                    (8) 

 Balance energía en los mezcladores. 

1,in in j j
j NEF

Tw Fw Tw Fw


                                                                                     (9) 

2,dis dis out out j j
j NEF

Tw Fw Tw Fw Tw Fw


                                                 (10) 

 Diseño de la torre de enfriamiento.  

El diseño termo-hidráulico de la torre de enfriamiento es realizado representando el 

funcionamiento de ésta con el método de Merkel (Merkel, 1926). El modelo se conforma por las 

ecuaciones de diseño y termodinámica, límites operacionales y restricciones lógicas. 

El número de Merkel requerido, Me, es calculado utilizando la técnica de integración de 

cuatro puntos de Chebyshev, a cual es recomendada por Mohiudding y Kant (1996), 

 
4

1

0.25 1w in out i
i

Me cp Tw Tw h


                                                                                  (11) 
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donde i es el índice que representa el incremento de temperatura. Para cada incremento de 

temperatura, la diferencia de entalpía (∆hi) es calculada a partir de la siguiente expresión: 

4,...,1i,hahsah iii                                                                                                     (12) 

y las ecuaciones algebraicas para calcular la entalpía de la mezcla aire-vapor de agua y la 

temperatura del agua correspondiente a cada punto discreto de Chebyshev son: 

  ,       1,..., 4w in
i in i out

cp Fw
ha ha Tw Tw i

Fa
                                                                 (13) 

  ,       1,...,4i out i in outTw Tw TCH Tw Tw i                                                                   (14) 

donde TCHi es una constante que representa los puntos de Chebyshev (TCH1 = 0.1, TCH2 = 0.4, 

TCH3 = 0.6, TCH4 = 0.9). 

 La transferencia de masa y energía característica para cada tipo de empaque están dadas 

por el número de Merkel, correlación desarrolladla por Kloppers and Kröger (2005a): 

   
2 3

4 5
1

1

c c
c cin

fi in
fr fr

Fw Fa
Me c L Tw

A A

   
       

   
                                                                        (15) 

 Para calcular el número de Merkel, la disyunción siguiente es utilizada: 

     

1 2 3

1 2 3

splash fill trickle fill filmfill

, 1,...,5 , 1,...,5 , 1,...,5l l l l l l

Y Y Y

c c l c c l c c l

     
     

      
               

 

 Esta disyunción puede ser descrita por el siguiente conjunto de ecuaciones: 

1 2 3 1y y y                                                                                                                    (16) 

1 2 3, 1,...,5l l l lc c c c l                                                                                                 (17) 

, 1,...,3. 1,...,5k k k
l lc b y k j                                                                                   (18) 
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 Los valores para los coeficientes k
lb  para empaques tipo splash, film y strickle son 

mostrados en la Tabla C.2 (Kloppers y Kröger, 2005a). 

Tabla C.2. Coeficientes en la correlación para el cálculo del número de Merkel (Ecuación 15) 

l 

k
lb  

k=1 
(splash fill) 

k=2 
(trickle fill) 

k=3 
(film fill) 

1 0.249013 1.930306 1.019766 
2 -0.464089 -0.568230 -0.432896 
3 0.653578 0.641400 0.782744 
4 0 -0.352377 -0.292870 
5 0 -0.178670 0 

 Para cada tipo de empaque, el coeficiente de de pérdidas puede ser expresado de la 

siguiente forma (Kloppers y Kröger, 2003):  

fi

d

fr

d

fr

in
4

d

fr

d

fr

in
1fi L

A
Fa

A
Fw

d
A
Fa

A
Fw

dK
6532
























































                                                     (19) 

 La disyunción correspondiente para asociar la ecuación (19) a cada tipo de empaque es, 

     

1 2 3

1 2 3

splash fill trickle fill filmfill

, 1,...,6 , 1,...,6 , 1,...,6m m m m m m

Y Y Y

d d m d d m d d m

     
     

      
               

 

 Utilizando la reformulación del convex hull, la disyunción anterior es modelada como: 

1 2 3 , 1,...,6m m m md d d d m                                                                                          (20) 

, 1,...,3. 1,...,6k k k
m md c y k m                                                                                  (21) 

 Los valores para los coeficientes k
mc  para los tipos de empaque considerados son 

mostrados en la Tabla C.3 (Kloppers y Kröger, 2003). 
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Tabla C.3. Coeficientes en la correlación para el cálculo de Kfi (Ecuación 19) 

m 

k
mc  

k=1 
(splash fill) 

k=2 
(trickle fill) 

k=3 
(film fill) 

1 3.179688 7.047319 3.897830 
2 1.083916 0.812454 0.777271 
3 -1.965418 -1.143846 -2.114727 
4 0.639088 2.677231 15.327472 
5 0.684936 0.294827 0.215975 
6 0.642767 1.018498 0.079696 

 La caída de presión de la corriente de aire está dada por (Serna-González y col., 2010): 

 
2

20.8335 6.5m
t fi fi

m fr

Fav
P K L

A
                                                                                        (22) 

donde Favm es el flujo promedio del aire a través del empaque, 

2
FavFav

Fav outin
m


                                                                                                    (23) 

y ρm es la densidad promedio del aire a través del empaque, 

 outinm 111                                                                                                       (24) 

 El flujo de la mezcla aire-vapor en la entrada y en la salida del empaque Favin y Favout son 

calculados por medio de: 

FawFaFav inin                                                                                                           (25) 

FawFaFav outout                                                                                                         (26) 

donde win es la humedad del aire de entrad, y wout es la humedad del aire de salida. 

 La potencia requerida por el ventilador de la torre de enfriamiento esta dado por: 

fin

tin
f

PFav
PC




                                                                                                               (27) 
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donde ηf es la eficiencia del ventilador. 

 El consumo de potencia por la bomba de agua puede ser expresad como (Leeper, 1981): 

 3.048in fi
p

p

Fw Lg
PC

gc 

  
   

    
                                                                                     (28) 

donde ηp es la eficiencia de la bomba. 

 El flujo de agua evaporada (Fwev) hacia la corriente de aire es calculado a partir del flujo 

del aire seco y el contenido de vapor de agua en el aire de entrada y de salida, 

 ev out inFw Fa w w                                                                                                      (29) 

 La pérdida de agua por arrastre es 0.2% del flujo del agua de entrada en la torre de 

enfriamiento (Kemmer, 1988): 

0.002d inFw Fw                                                                       (30) 

 Por lo tanto, en la torre de enfriamiento, el flujo del agua de salida en la torre de 

enfriamiento es calculado con la siguiente expresión: 

out in ev dFw Fw Fw Fw                                                                                                  (31) 

 El método de Merkel supone que el aire que abandona la torre de enfriamiento está 

saturado con vapor de agua. La entalpía del aire saturado a la salida es calculada a partir de un 

balance global de energía: 

 w
out in in in out out

cp
hsa ha Fw Tw Fw Tw

Fa
                                                                         (32) 

 Asignación de la temperatura de salida de la superestructura.  

La temperatura de salida de la superestructura es especificada a partir de datos del problema 

como sigue: 

dis envTw Tw                                                                        (33) 
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 Restricciones de factibilidad. 

 El primer par de restricciones de temperatura imponen un límite mínimo (Li y Priddy, 

1995) y un límite máximo para la temperatura del agua de salida en la torre de enfriamiento: 

2.8out inTw TWB                                                                                  (34) 

out envTw Tw                                                                          (35) 

 El límite máximo en la temperatura del agua de entrada en la torre de enfriamiento, 

Twin,max, es determinado por la temperatura del efluente más caliente sí ésta es menor que 50ºC; 

en otras palabras, Twin,max = 50ºC, evita depositación de sales y corrosión en los componentes de 

la torre (Serna-González y col., 2010). Esta restricción puede expresarse como: 

,maxin inTw Tw                                                                          (36) 

 El conjunto final de factibilidad de temperaturas surge del hecho que la corriente de agua 

debe ser enfriada y la corriente de aire calentada en la torre de enfriamiento,  

in outTw Tw                                                                            (37) 

inout TATA                                                                              (38) 

 La fuerza motriz (hsa – ha) debe satisfacer la siguiente condición en cualquier punto de la 

torre de enfriamiento (Serna-González y col., 2010), 

4,...,1ihahsa ii      0                                                                                                  (39) 

 La carga máxima y la mínima de agua y aire son determinadas por el intervalo de validez 

de las correlaciones empleadas para estimar el coeficiente de perdidas y el de transferencia para 

cada tipo de empaque. Las restricciones son (Kloppers y Kröger, 2003, 2005a): 

2.90 5.96in

fr

Fw
A

                                                                      (40) 

1.20 4.25
fr

Fa
A

                                                                       (41) 
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Aunque una torre de enfriamiento puede ser diseñada para operar a cualquier relación 

Fwin/Fa, Singham (Singham, 1983) sugiere el siguiente límite: 

0.5 2.5inFw
Fa

                                                                          (42) 

 Los flujos de las corrientes que abandonan los divisores y el flujo de agua en la torre de 

enfriamiento tienen los siguientes límites: 

1,0 j jFw Fw j NEF                                                            (43) 

2,0 j jFw Fw j NEF                                                            (44) 

0 in j
j NEF

Fw Fw


                                                                      (45) 

 Propiedades físicas. 

 inin TWBfha                                                                          (46) 

        1,...4i ihsa f Tw i                                                              (47) 

 , , ,in in in t WBinw f TWB TA P PV                                                                                         (48) 

 ,out t outw f P PV                                                                    (49) 

 WBin inPV f TWB                                                                    (50) 

 outout hsafTA                                                                      (51) 

 outout TAfPV                                                                      (52) 

 , ,in t in inf P TA w                                                                  (53) 

 , ,out t out outf P TA w                                                                (54) 
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 Las correlaciones usadas en las ecuaciones anteriores son enlistadas en el Apéndice E. 

C.5 RESULTADOS. 

Tres ejemplos son usados para mostrar la aplicación del procedimiento propuesto en este 

capítulo. Todos los ejemplos fueron implementados en el lenguaje de modelación de GAMS 

(Brooke y col., 2006). El problema MINLP fue resuelto con el resolver DICOPT. El algoritmo 

empleado en el resolvedor DICOPT es la aproximación exterior con la función de penalización 

aumentada propuesto por Viswanathan y Grossmann (1990). 

Para todos los ejemplos, los valores de ce, CCTF, CCTMA, ηf y ηp son 0.076 $US/kWh, US$ 

31.185x103, 1.0975x103 US$/(kg aire seco/s), 0.75 y 0.60, respectivamente. Además, se supuso 

que (1) el factor de anualización es 0.334 año-1, (2) la planta opera 8000 h/año, (3) el límite de 

temperatura en la corriente de descarga es 30ºC, (4) la temperatura de bulbo seco del aire de 

entrada es 25ºC, (5) la temperatura de bulbo húmedo del aire de entra es 20ºC, y (6) la capacidad 

calorífica del agua es 4.193 kJ/kgºC.  

Tabla C.4. Datos de los efluentes calientes para los Ejemplos 

Ejemplo 1 
Efluente Flujo (kg/s) Temperatura (ºC) 

1 69.444 40 
2 83.333 35 
3 125.00 32 

Ejemplo 2 
Efluente Flujo (kg/s) Temperatura (ºC) 

1 55.556 40 
2 196.667 35.3 
3 486.111 35 
4 69.444 27 
5 111.111 25 

Ejemplo 1. Este ejemplo fue tomado del trabajo reportado por Kim y col. (2001), es un 

problema pequeño que consiste en tres efluentes acuosos. Los datos del problema son mostrados 

en la Tabla C.4. La altura por la que la bomba debe hacer circular el agua es la misma que 

reportó Kim y col. (2001), es decir, 10.67 m. 

El problema MINLP resultante involucra tres variables binarias, 95 variables continuas y 
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121 restricciones. El tiempo computacional para su solución fue de 0.08 segundos. 

La solución de este problema MINLP da como resultado la configuración presentada en la 

Figura C.4, la cual incluye la perdida de agua por evaporación y por arrastre. Los resultados 

numéricos de la solución óptima son mostrados en la Tabla C.5. Este sistema de enfriamiento 

tiene una configuración distribuida y representa un costo total anual de 98,674.031 US$/año. 

Note que el flujo de agua óptimo en la entrada de la torre es generado por la mezcla de los 

efluentes 1 y 2, en tanto que, el efluente 3 es enviado directamente al mezclador final de la 

Figura C.4. Por lo que, la corriente de salida de la torre de enfriamiento y el efluente 3 son 

colectados en el mezclador final previo a la descarga ambiental. 

E1

E2

E3

CT

M1

M2

69.444 kg/s

40ºC

83.333 kg/s
35ºC

125 kg/s
32ºC

152.778 kg/s

37.273ºC

Fwev=2.047kg/s

150.425 kg/s

1.063 m
32.739 m2

275.425 kg/s
28.338ºC 30ºC

Descarga 
ambiental

Fwd=0.306kg/s

 

Figura C.4. Sistema de enfriamiento óptimo para el Ejemplo 1 

La Tabla C.5 también muestra una comparación entre la solución convencional (sistema 

de enfriamiento centralizado) con la solución óptima obtenida a partir del modelo propuesto. 

Note que el flujo de agua en la entrada de la torre en el sistema distribuido es el 55% del flujo del 

sistema centralizado. Esto permite un ahorro del TAC aproximadamente del 9.97%. 

Ejemplo 2. Este ejemplo también fue reportado por Kim y col. (2001), e involucra cinco 

efluentes acuosos, cuyos datos se muestran en la Tabla C.4. 

El problema MINLP consta de 102 variables (incluyendo tres variables binarias) y 123 

restricciones. Resolviendo el MINLP problema, se obtiene el sistema de enfriamiento distribuido 

mostrado en la Figura C.5. En esta figura puede verse que solamente el divisor para el tercer 

efluente está presente en la estructura del sistema óptimo, ya que los demás divisores fueron 

despreciados por el procedimiento de optimización. Por lo que, los efluentes 1 y 2 son enviados 
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directamente a la torre de enfriamiento, el efluente 3 es divido y una parte es llevada hacia la 

torre y otra al mezclador que precede la corriente de descarga, y los efluentes 4 y 5 son enviados 

completamente al mezclador antes mencionado. 

Los resultados numéricos son plasmados en la Tabla C.5; además, en esta tabla también 

se incluyen los resultados para el sistema de enfriamiento centralizado, el cual tiene un TAC de 

230,482.495 US$/año. La solución óptima del problema MINLP posee un TAC de 190,609.646 

US$/año. Esta diferencia se debe a que el modelo propuesto reduce el flujo de agua de entrada en 

la torre de enfriamiento del sistema centralizado en un 36.275% (de 918.889 a 585.557 kg/s). De 

nuevo, corrientes de segregación están presentes y un ahorro del 17.3% es alcanzado. 

En los ejemplos 1 y 2, la diferencia óptima entre la temperatura del agua de entrada y la 

de salida es mayor con el sistema distribuido respecto al sistema centralizado. Este resultado 

incrementa la eficiencia para la transferencia de calor y por lo tanto disminuye el flujo de agua y 

de aire en la torre de enfriamiento, lo que genera costos de operación y de capital menores para 

los sistemas distribuidos. 

Para los ejemplos, el mejor sistema de enfriamiento distribuido reportado por Kim y col. 

(2001) son mostrados en las Figuras C.6 y C.7. En el caso del ejemplo 1, la comparación de las 

Figuras C.4 y C.6 muestra que el flujo de la configuración óptima de este trabajo es diferente del 

reportado por Kim y col. (2001). En la solución óptima obtenida aquí, el segundo efluente va 

directamente a la torre de enfriamiento como puede verse en la Figura C.4. Por otra parte, en la 

solución con el punto de pliegue de Kim y col. (2001) este efluente es divido en dos corrientes: 

una dirigida hacia el mezclador previo a la torre de enfriamiento a razón de 78.889 kg/s, y otro 

dirigida hacia el mezclador final a razón de 4.444 kg/s (ver Figura C.6). Como resultado, el flujo 

de agua de entrada en la torre determinado con el programa MINLP es 152.8 kg/s, el cual es 3% 

mayor que el estimado con la tecnología del punto de pliegue. Respecto al ejemplo 2, 

comparando los sistemas mostrados en las Figuras C.5 y C.7 puede observarse que las 

configuraciones obtenidas con las dos metodologías son las mismas. Sin embargo, en el 

procedimiento simultáneo el flujo óptimo de agua en la torre de enfriamiento es 43.9% más 

grande (585.557 vs. 406.944 kg/s). Esto se debe a un flujo más grande desde el divisor 

correspondiente al efluente 3 hacia el mezclador ubicado en la entrada de la torre de enfriamiento 

(333.334 vs. 154.97 kg/s). 
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Figura C.5. Sistema de enfriamiento óptimo para el Ejemplo 2 
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Figura C.6. Configuración reportada por Kim y col. (2001) para el Ejemplo 1 

Estos resultados revelan que los flujos óptimos de las configuraciones por las soluciones 

del modelo MINLP y el análisis del punto de pliegue no pueden ser diferentes entre sí. Sin 

embargo, el procedimiento propuesto determina flujos de agua en la entrada de la torre 

considerablemente más grandes que los obtenidos por Kim y col. (2001). Además, las diferencias 

entre las ecuaciones de costo y los modelos para predecir el funcionamiento de la torre, estos 

resultados son obtenidos porque el método de Kim y col. (2001) utiliza un procedimiento 

secuencial donde primero se obtiene el flujo mínimo de agua a la entrada de la torre seguido por 

el diseño. En contraste, en el modelo MINLP los flujos y las temperaturas de las corriente son 

determinadas simultáneamente con el diseño detallado y condiciones de operación de la torre de 

enfriamiento (por ejemplo, el flujo de agua a la entrada de la torre, el agua evaporada, flujo de 

aire, temperaturas de entrada y de salida de los efluentes acuosos, altura y área del empaque de la 
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torre, tipo de empaque, consumo de potencia por el ventilador y de la bomba). 

CT
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402.248 kg/s 913.444 kg/s
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27ºC

25ºC
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30ºC

Fwev=4.944 kg/s
E1

E2

E3

E4
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M1

descarga 
ambiental

S3

 

Figura C.7. Configuración reportada por  Kim y col. (2001) para el Ejemplo 2 

 Ejemplo 3. El propósito de este ejemplo es analizar la influencia de los parámetros de 

costo (CCTF, CCTV, CCTMA, and ce) sobre el costo total anual. Los datos de las corrientes y de 

costos son las mismas del Ejemplo 1. La Tabla C.6 muestra los resultados del modelo MINLP 

propuesto cuando el costo fijo asociado a la torre de enfriamiento, CCTF (casos A y B), el 

incremento del costo de la torre debido al volumen del empaque, CCTV (casos C y D), el 

incremento del costo de la torre de enfriamiento debido al volumen de la torre, CCTMA (casos E y 

F), y el costo unitario de la electricidad, ce (casos G y H), son variados independientemente (por 

ejemplo, un parámetro fue cambiado mientras que los otros permanecen constantes). Cuando el 

costo fijo asociado a la torre de enfriamiento cambia desde US$2.80x104 hasta US$3.5x104 

(casos A y B), el TAC óptimo muestra un incremento del 2.4%, desde 97,609.28 hasta 99,949.5 

US$/año. Una tendencia similar se presenta cuando CCTV, CCTMA, y ce son incrementadas, ya que 

costos más elevados se presentan (casos C, D, E, F, G y H). Aunque los costos totales anuales 

óptimos son diferentes para todos los casos, es importante notar que las configuraciones de los 

sistemas de enfriamiento resultantes son las mismas que las obtenidas para el Ejemplo 1 (Figura 

C.4). Por lo tanto, para el sistema particular bajo estudio, las configuraciones del sistema de 

enfriamiento no se ven afectadas por los parámetros de costo, en este sentido, es posible 

desarrollar una configuración del sistema de enfriamiento con los parámetros de costo que puede 

ser usada como una configuración apropiada para diferentes parámetros de costo. Además, para 
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un tratamiento formal de los datos inciertos, el modelo MINLP propuesto puede ser empleado 

junto con técnicas de optimización estocástica (ver por ejemplo, Ponce-Ortega y col., 2004; 

Diwekar, 2008). 

C.6 CONCLUSIONES. 

 Este Capítulo presenta un modelo MINLP basado en una superestructura para encontrar el 

sistema de enfriamiento óptimo para reducir la temperatura de múltiples efluentes acuosos a un 

límite máximo permisible en la descarga ambiental. Una característica principal de este método 

es que utiliza un modelo detallado para la torre de enfriamiento durante la optimización, el cual 

está basado en el método de Merkel. El modelo permite la selección óptima del tipo de empaque. 

Esta selección está limitada a los tipos film, splash y trickle; los cuales tiene diferentes costos así 

como expresiones para el coeficiente de transferencia de masa y de caída de presión. 

Programación disyuntiva (Viswanathan y Grossmann, 1990) es usada para introducir la selección 

del tipo de empaque tanto en el modelo de diseño como en la función objetivo. El coeficiente de 

transferencia y de caída de presión de estos tipos de empaque son calculados con correlaciones 

empíricas reportadas por Kloppers y Kröger (2003, 2005a). 

 La función objetivo es minimizar el costo total anual, el cual involucra el costo de capital 

de la torre de enfriamiento y el costo de operación del ventilador y de la bomba instalados en la 

torre de enfriamiento. Como muestran los resultados la solución de esta formulación matemática 

proporciona simultáneamente la configuración del sistema de enfriamiento que satisface con la 

temperatura máxima permisible en la corriente de descarga al ambiente así como con las 

condiciones de operación y parámetros de diseño requeridos para la torre de enfriamiento. Note 

que las soluciones de los dos primeros ejemplos muestran flujos en la torre de enfriamientos más 

grandes comparados con los reportados por Kim y col. (2001). Además, el ejemplo 3 muestra que 

la variación de los parámetros de costo afecta los parámetros de diseño y las condiciones de 

operación pero no la configuración del sistema de enfriamiento.  
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Tabla C.5. Comparación de las soluciones óptimas y convencionales 

 Ejemplo 1 Ejemplo 2 

 

Solución 
con el 

MINLP 

Sistema 
centralizado 

Solución con 
el MINLP 

Sistema 
centralizado 

Twin (ºC) 37.273 34.900 35.575 33.553 
Twout (ºC) 28.338 30.000 30.000 30.000 
Twdis (ºC) 30.000 30.000 30.000 30.000 
TAout (ºC) 33.458 32.159 32.653 29.458 
Fwin (kg/s) 152.778 277.778 585.557 918.889 

Fwout  (kg/s) 150.425 275.149 579.435 911.918 
Fwdis  (kg/s) 275.425 275.149 912.768 911.918 
Fwev  (kg/s) 2.047 2.073 4.950 5.133 
Fwd  (kg/s) 0.306 0.556 1.171 1.838 
Fa  (kg/s) 96.679 111.111 252.629 367.556 
Fwin/Fa 1.580 2.500 2.318 2.500 

Me 1.275 0.704 0.776 0.452 
Lfi (m) 1.063 0.675 0.713 0.361 
Afr (m2) 32.739 46.607 98.248 154.176 
Tipo de 

empaque Film Film Film Film 

ΔPfi (Pa) 97.619 68.497 79.182 67.787 
Kfi (m-1) 24.611 26.639 26.418 26.639 

PCf (kW) 24.947 13.853 38.080 29.535 
PCp (kW) 26.626 48.410 35.969 51.168 

OPC 
(US$/año) 33,260.892 40,612.229 47,783.952 52,608.411 

CTC 
(US$/año) 65,413.139 68,987.162 142,825.694 177,874.084 

TAC 
(US$/año) 98,674.031 109,599.391 190,609.646 230,482.495 
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Tabla C.6. Efectos de los parámetros de costo sobre la solución óptima 

CCTV 

Caso C Caso D 

splash=1750 splash=2250 

CCTF trickle=1500 trickle=2000 CCTMA ce 

Caso A Caso B film=1400 film=1800 Caso E Caso F Caso G Caso H 

2.800E+04 3.500E+04 1400 1800 950 1400 0.05 0.095 

Twin (ºC) 37.273 37.273 37.273 37.273 37.273 37.273 37.273 37.273 

Twout (ºC) 28.338 28.338 28.338 28.338 28.338 28.338 28.338 28.338 

Twdis (ºC) 30.000 30.000 30.000 30.000 30.000 30.000 30.000 30.000 

TAout (ºC) 33.458 33.458 33.576 33.360 33.130 33.853 33.784 33.287 

Fwin (kg/s) 152.778 152.778 152.778 152.778 152.778 152.778 152.778 152.778 
Fwout  
(kg/s) 150.425 150.425 150.426 150.424 150.422 150.428 150.428 150.423 

Fwdis  
(kg/s) 275.425 275.425 275.426 275.424 275.422 275.428 275.428 275.423 

Fwev  
(kg/s) 2.047 2.047 2.046 2.048 2.050 2.044 2.044 2.049 

Fwd  (kg/s) 0.306 0.306 0.306 0.306 0.306 0.306 0.306 0.306 

Fa  (kg/s) 96.679 96.679 95.559 97.630 99.909 93.002 93.627 98.348 

Fw/Fa 1.580 1.580 1.599 1.565 1.529 1.643 1.632 1.553 

Me 1.275 1.275 1.292 1.262 1.233 1.333 1.322 1.253 

Lfi (m) 1.063 1.063 1.112 1.024 0.994 1.156 1.069 1.060 

Afr (m
2) 32.739 32.739 33.690 31.975 33.922 31.396 27.846 35.601 

Tipo de 
empaque Film Film Film Film Film Film Film Film 

ΔPfi (Pa) 97.619 97.619 89.619 104.804 96.142 99.396 131.359 83.852 
Kfi (m

-1) 24.611 24.611 24.478 24.726 24.400 24.863 25.511 24.175 

PCf (kW) 24.947 24.947 23.509 26.221 24.092 26.154 32.494 21.812 

PCp (kW) 26.626 26.626 26.626 26.626 26.626 26.626 26.626 26.626 
PPC 

(US$/año) 17,494.085 17,494.085 17,494.085 17,494.085 17,494.085 17,494.085 11,449.009 21,753.117 

FPC 
(US$/año) 15,766.807 15,766.807 14,850.268 16,578.709 15,248.235 16,501.021 13,420.775 17,154.065 

OPC 
(US$/año) 33,260.892 33,260.892 32,344.353 34,072.794 32,742.320 33,995.107 24,869.784 38,907.182 

CTC 
(US$/año) 64,348.285 66,688.622 63,843.542 66,787.543 59,295.086 74,486.800 61,587.324 67,610.073 

TAC 
(US$/año) 97,609.178 99,949.514 96,187.895 100,860.337 92,037.406 108,481.907 86,457.108 106,517.255 
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NOMENCLATURA. 

A área de transferencia de la torre, m2 

ka  coeficientes de costo k
CTVC  para los tipos de empaque 

k
lb  coeficientes para la correlación para el cálculo del  Me 

ce  costo unitario de la electricidad, US$/kgWatts, US$/Joules  

cl contantes para la correlación del Me, l=1,2,…,5. 

k
lc  variable desagregada para cl 

cn constantes para evaluar PV, c=-1,…, 3 

k
mc  coeficientes para Kfi para los tipos de empaque 

CCTF  costo inicial de la torre de enfriamiento, US$ 

CCTMA costo relacionado al flujo de aire, US$ s/kg 

CCTV  costo de la torre de enfriamiento debido al volumen del empaque, US$/m3 

k
CTVC  variable desagregada para CTVC  

cp capacidad calorífica, J/kg K 

CT torre de enfriamiento 

CTC costo de capital, US$/año 

dm constantes para la correlación del Kfi, m=1,2,…,6 

k
md  variable desagregada para dm 

Fa flujo de aire seco, kg/s 

Fav flujo aritmético de la mezcla aire-vapor a través del empaque, kg/s 
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Fw  flujo de agua, kg/s 

Fw1,j flujo desde el divisor para la corriente j hacia el mezclador en la entrada de la torre de 

enfriamiento, kg/s 

Fw2,j flujo desde el divisor para la corriente j hacia el mezclador en el final de la 

superestructura, kg/s 

g aceleración de la gravedad, m/s2  

gc factor de conversión para la aceleración de la gravedad 

ha entalpía de la mezcla aire-vapor, J/kg aire seco 

hsa  entalpía de saturación de la mezcla aire-vapor de agua, J/kg aire seco 

HY  horas de operación al año, hr/ año 

K coeficiente de pérdidas, m-1 

kf  factor de anualización, yr-1 

L altura, m 

M mezcladores 

Me número de Merkel  

NEF {j=1,2,…,Nefluentes| NEF es un grupo de efluentes}  

OPC costo de operación, US$/año 

P presión, Pa 

PC consumo de potencia, W 

PV presión de vapor, Pa 

S divisores 

TA temperatura de bulbo seco del aire, ºC  
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TAC costo total anual, US$/año 

TWB temperatura de bulbo húmedo del aire, ºC 

Tw temperatura del efluente, ºC 

TCH constantes de la técnica de Chebyshev 

w humedad, kg-agua/kg-aire-seco 

Yk  variable Booleana para la selección del tipo de empaque, verdadera o falsa 

Símbolos griegos 

Δh diferencia de entalpía, J/kg aire seco 

ΔP caída de presión, Pa  

η eficiencia 

ρ densidad , kg/m3 

Índices 

d arrastre 

dis descarga ambiental 

env medio ambiente 

ev evaporada 

f ventilador 

fi empaque 

fr sección transversal 

i índice para el incremento de la temperatura, i=1, …, 4 

in entrada  
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j efluente 

k tipo de empaque, k=1,2,3 

l constantes para el tipo de empaque, l=1, …, 5 

m constantes para el tipo de empaque, m=1, …, 6 

max  límite superior 

out  salida 

p bomba 

t total 

w agua 

WB bulbo húmedo 
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APÉNDICE D. DISEÑO ÓPTIMO RIGUROSO DE TORRES DE ENFRIAMIENTO A 

CONTRACORRIENTE. 

D.1 RESUMEN. 

En este Apéndice se presenta un modelo riguroso basado en programación mixta entera 

no lineal (MINLP) para el diseño óptimo de torres de enfriamiento a contracorriente. El 

comportamiento y las dimensiones características son representados por un método riguroso en 

conjunto con correlaciones empíricas para los coeficientes de perdidas y de transferencia de masa 

en la región del empaque de la torre. El modelo se compone por las ecuaciones de diseño para 

determinar la geometría del empaque de la torre de enfriamiento y un conjunto de ecuaciones 

diferenciales que representan los fenómenos de transporte en el empaque, las cuales son resueltas 

numéricamente con el método de Runge-Kutta de cuarto orden. La función objetivo consiste en 

minimizar el costo total anual formado por el costo de operación (consumo de agua y potencia 

del ventilador) y el costo de capital (costo fijo de la torre, costo debido al volumen del empaque y 

al flujo de aire). El algoritmo propuesto es aplicado a varios casos de estudio, y los resultados son 

comparados con los obtenidos con el método de Merkel donde significativas mejoras económicas 

y fenomenológicas fueron observadas. 

Este Apéndice es organizado como sigue, en la sección D.2 se presenta la introducción al 

tema, en la sección D.3 se presenta la definición del problema abordado, en la sección D.3 se 

presenta la formulación del modelo, la sección D.4 se muestran los resultados obtenidos con la 

aplicación del modelo propuesto para varios casos de estudio y finalmente en la sección D.6 se 

presentan las conclusiones. 

D.2 INTRODUCCIÓN. 

Debido a que la torre de enfriamiento es un componente muy importante en los sistemas 

de enfriamiento de ciclo cerrado y en el tratamiento de efluentes acuosos como se verificó en el 

Capítulo 2 y en el Apéndice C de esta tesis, existen muchas referencias que presentan los 

fundamentos de éstas (Foust, 1979; Mills, 1999; Singham, 1983; Kloppers y Kröger, 2005a). 

Las torres de enfriamiento pueden ser clasificadas en dos clases: de tiro natural y de tiro 

mecánico (Singham, 1983). En ambos casos, el agua caliente proveniente del proceso entra en la 
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parte superior de la torre y siempre fluye hacia abajo sobre una serie de empaques, mientras que 

el aire fluye hacia arriba (flujo en contra corriente) u horizontalmente (flujo cruzado). 

El relleno de la torre distribuye el agua uniformemente y provee una gran área de interface 

aire-agua para el proceso simultáneo de transferencia de masa y energía. Como resultado del 

contacto directo entre el agua y el aire en la región empacada, parte del agua es vaporizada y la 

temperatura del agua disminuye mientras que la entalpía del aire aumenta. Después, el agua fría 

es recolectada en un estanque desde el cual es reincorporada a la red de enfriadores. El agua 

purgada y la pérdida debida por evaporación y la arrastrada por el aire, es remplazada con agua 

fresca de reposición. Finalmente, el aire abandona la torre por el domo. 

En las torres de enfriamiento de tiro mecánico, el aire circula a través de la torre con la 

ayuda de ventiladores eléctricos. Por otro lado, las torres de enfriamiento de tiro natural utilizan 

la diferencia de densidad del aire caliente para circular a través de la torre. Las torres de tiro 

mecánico pueden ser de tiro inducido (el ventilador es localizado en el domo de la torre) o de tiro 

forzado (el ventilador es localizado en el fondo de la torre). 

La transferencia de masa en torres de enfriamiento a contracorriente comúnmente es 

analizada mediante el método de Merkel (1926), el método de Poppe y Rögener (1991) y el 

método e-NTU (Jaber y Webb, 1989). El método de Merkel (1926) es un balance global de 

energía y describe simultáneamente la transferencia de masa y energía acopladas mediante el 

factor de Lewis; sin embargo, para simplificar el uso y obtención de las ecuaciones no considera 

la perdida de agua por evaporación y una vez dadas las condiciones de entrada del agua y del aire 

las ecuaciones de Merkel predice la entalpía del aire de salida, pero no su humedad ya que 

supone que se encuentra saturado; además predice el número de unidades de transferencia (NTU) 

requeridas en el proceso. El NTU expresa la relación entre el coeficiente de transferencia de masa 

y el coeficiente de transferencia de energía y a partir de éste se determina el volumen de la torre 

necesario para que el proceso de enfriamiento se lleve a cabo. El método de Poppe (1921) no 

realiza las simplificaciones presentes en el método de Merkel (1926), y las ecuaciones 

diferenciales gobernantes permiten evaluar las condiciones del aire de salida en términos de 

entalpía y humedad, la pérdida de agua por evaporación y el NTU son representados por 

ecuaciones diferenciales. Jaber y Webb (1989) desarrollaron las ecuaciones necesarias para 

aplicar el método e-NTU directamente a torres de enfriamiento a contracorriente y de flujo 
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cruzado, este método está basado en las mismas simplificaciones del método de Merkel (1926). 

Además, algunos trabajos mejoraron a estos últimos, por ejemplo, Osterle (1991) propuso un 

sistema de ecuaciones diferenciales para corregir las ecuaciones de Merkel considerando la 

pérdida de agua por evaporación, calculando la humedad y la entalpía del aire de salida y 

corrigiendo los valores de NTU. Al respecto, Osterle (1991) encontró que las ecuaciones de 

Merkel subestiman significativamente el NTU requeridos. Una derivación detallada de las 

ecuaciones de transferencia de masa y energía de torres de enfriamiento a contracorriente fue 

propuesto por Kloppers y Kröger (2005c), en el cual las ecuaciones del método de Poppe son 

extendidas para dar una representación más detallada del NTU. Cheng-Qin (2008) reformuló las 

ecuaciones simples del e-NTU para tomar en cuenta las no linealidades de la humedad, la 

entalpía del aire en el equilibrio y la pérdida de agua por evaporación. 

Algunos autores han evaluado y/o comparado los métodos anteriores para problemas 

específicos. Nahavandi y col. (1975), presentó un estudio para desarrollar a nueva técnica para 

resolver el problema de diseño de torres de enfriamiento incluyendo la pérdida de agua por 

evaporación en la ecuación de balance de energía y comparó la nueva solución con la del método 

de Merkel (1926) y determinó que el error en este último puede alcanzar hasta un 12% 

dependiendo de las condiciones de diseño. La carga de calor y el agua evaporada en torres de 

enfriamiento de tiro natural y mecánico fueron críticamente evaluadas y empleando los métodos 

de Merkel, Poppe and e-NTU a diferentes condiciones ambientales y de operación por Kloppers y 

Kröger (2005b). En su trabajo encontraron que la aproximación de Poppe predice las condiciones 

del aire de salida con mayor exactitud que los métodos de Merkel y e-NTU; el NTU determinado 

con los métodos de Poppe y el e-NTU son respectivamente 9% más grandes y 1% más pequeños 

que el NTU determinado por la aproximación de Merkel; la aproximación de Poppe predice 

cargas de calor mayores que la aproximación de Merkel debido a que esta última ignora las 

pérdidas del flujo de agua en la ecuación de energía; el cálculo de agua que se evapora es 

subestimada por el método de Merkel comparada con la obtenida mediante el método de Poppe 

para torres de tiro natural y para torres de tiro mecánico bajo condiciones muy calientes el 

método de Merkel predice razones de evaporación más grandes que las del método de Poppe; 

finalmente, la temperatura del agua y la carga de calor se encuentran en valores muy cercanos 

entre ambos métodos a diferentes valores del factor de Lewis, sin embargo, el agua evaporada y 

la temperatura del aire de salida no presentan el mismo comportamiento. Chengqin (2006) a 



Desarrollo de estrategias para el uso eficiente del agua en la industria 

 

Doctorado en Ciencias en Ingeniería Química  219 
 

partir de un modelo analítico para procesos acoplados de transferencia de energía y masa  en 

torres de enfriamiento a contracorriente basado en condiciones más realistas que las que 

convencionalmente se adopta con el método de Merkel, reportó que los volúmenes de torres o 

NTU podrían ser subestimados por el método de Merkel, un error relativamente grande en los 

parámetros del aire de salida pueden observarse con el método de Merkel para un volumen 

pequeño. 

A partir de las contribuciones mencionadas anteriormente es claro concluir que el método 

de Poppe es especialmente adecuado para ser empleado en el análisis de torres de enfriamiento ya 

que las condiciones del aire de salida son determinadas de forma segura (Kloppers y Kröger, 

2005c); las técnicas empleadas para el diseño de torres deben considerar las pérdidas de agua por 

evaporación (Nahavandi y col., 1975); sí solamente la temperatura del agua de salida es de interés 

para el diseñador pueden utilizarse las aproximaciones de Merkel (1926) y e-NTU (Jaber y 

Webb, 1989); un análisis rápido y seguro del comportamiento de la torre, condiciones de 

humedad del aire de salida así como perfiles de temperatura y contenido de humedad a través del 

empaque son muy importantes en los cálculos de diseño (Chengqin, 2006) y el método de Poppe 

es en consecuencia el más recomendado para el diseño de torres de enfriamiento porque el 

contenido de agua en el aire de salida es una importante consideración para el diseño de torres de 

enfriamiento (Roth, 2001). 

Ahora, en relación al diseño de torres de enfriamiento, se han desarrollado métodos 

computacionales para el diseño de torres de enfriamiento (Oluwasola, 1987). Olander (1961) 

sugirió un método para estimar los coeficientes de transferencia de masa y de calor en 

condensadores (enfriadores) de contacto directo. Kintner-Meyer y Emery (1995) una vez  dada la 

capacidad de enfriamiento y otras condiciones de diseño prescritas analizaron la selección del 

intervalo y la aproximación en la torre de enfriamiento y presentaron directrices para determinar 

el tamaño de la torre de enfriamiento como parte de un sistema de enfriamiento. Usando el 

método unidimensional e-NTU (Jaber y Webb, 1989), Söylemez (2001, 2004) presentó un 

análisis termo-económico y termo-hidráulico de optimización, el cual consiste en ecuaciones 

algebraicas simples para estimar iterativamente el área óptima de transferencia de masa y energía 

así como el funcionamiento óptimo de torres de enfriamiento a contracorriente de tiro forzado. 

Recientemente, Serna-González y col. (2010) presentaron un modelo mixto entero no lineal para 
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el diseño óptimo de torres de enfriamiento a contracorriente que considera restricciones 

operacionales, la geometría del empaque, la selección del tipo de empaque, el comportamiento de 

la torre es descrito a partir el método de Merkel (1926) y la función objetivo consiste en 

minimizar el costo total anual. El modelo de Serna-González y col. (2010) proporciona buenos 

diseños porque considera restricciones operacionales y la interrelación entre las principales 

variables; sin embargo, los fenómenos de transporte son simplificados debido a que la 

evaporación es despreciada, las resistencias a la transferencia de masa y energía en la interface 

agua-aire y las condiciones del aire de salida se suponen constantes, y por consecuencia, el NTU 

es subestimado. 

Por lo tanto, en este Apéndice se presenta un método para el diseño geométrico detallado 

de torres de enfriamiento a contracorriente, con una representación rigurosa de los fenómenos de 

transporte basada en el método de Poppe (1921). Este método aborda rigurosamente los 

fenómenos de transporte presentes en la torre de enfriamiento porque evalúa la razón de 

evaporación a través del empaque, las resistencias a la transferencia de masa y energía son 

consideradas por medio de la estimación del número de Lewis, las condiciones del aire de salida 

son calculadas, y el NTU son obtenidas a través de la solución de una ecuación diferencial y no 

por integración numérica, permitiendo la obtención de diseños más realistas que con el método de 

Merkel (1926). El modelo propuesto es formulado como un modelo mixto entero no lineal 

(MINLP) y considera la selección del tipo de empaque, la cual está limitada a empaques tipo film, 

splash y trickle; y las principales variables de diseño son: relación aire-agua, flujo de agua, 

temperaturas de entrada y de salida del agua, aproximación operacional de temperatura, tipo de 

empaque, altura y área del empaque de la torre, caída de presión total del flujo de aire, consumo 

de potencia del ventilador, condiciones del aire de salida y NTU. El método de Poppe (1921) es 

utilizado para estimar el tamaño y el comportamiento (procesos de transferencia de masa y 

energía) de la torre. El coeficiente de transferencia de masa y la caída de presión característicos 

del tipo de empaques considerados son modelados con correlaciones empíricas propuestas por 

Kloppers y Kröger (2003, 2005a). La función objetivo está definida como la minimización el 

costo total anual que incluye el costo del consumo agua, consumo de potencia por el ventilador, 

costo inicial de la torre, costo debido al volumen del empaque y al flujo de aire. 
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D.3 DEFINICIÓN DEL PROLEMA. 

Dada la carga de calor a ser removida en la torre de enfriamiento, las condiciones del aire 

de entrada (temperatura de bulbo seco y bulbo húmedo) para calcular la humedad y la entalpía 

del aire de entrada, los límites superior e inferior para la temperatura del agua de entrada y la 

temperatura del agua de salida, respectivamente, la aproximación mínima, la diferencia mínima 

entre la temperatura de bulbo seco y bulbo húmedo en cada intervalo de integración para evitar la

saturación del aire a través del empaque, la eficiencia del ventilador, la presión total en la torre, 

así como parámetros económicos como el costo unitario de la electricidad, el costo unitario del 

agua fresca, el costo fijo de la torre de enfriamiento, el incremento del costo debido al flujo de 

aire y al volumen del empaque y horas de operación al año. El problema entonces consiste en 

determinar el diseño geométrico y operacional (tipo de empaque, altura y área del empaque, caída 

de presión en el empaque, condiciones del aire de salida, intervalo y aproximación, consumo de 

electricidad, flujo de aire y agua, número de unidades de transferencia) de la torre de 

enfriamiento a contracorriente que satisfaga los requerimientos con el mínimo costo total anual. 

D.4 FORMULACIÓN DEL MODELO. 

Las principales ecuaciones para la transferencia de masas y energía en la sección del 

empaque y las ecuaciones de diseño para la torre de enfriamiento son descritas en esta sección. 

Los índices utilizados en la formulación del modelo son definidos primero: in (entrada), out 

(salida), j (constantes para calcular los coeficientes de transferencia), k (constantes para calcular 

los coeficientes de perdida), r (reposición), ev (agua evaporada), d (arrastre), b (purga), m 

(promedio), n (intervalo de integración), w (agua), a (aire seco), wb (bulbo húmedo), fi 

(empaque), fr (transversal), misc (misceláneas), t (total), vp (presión dinámica), f (ventilador), ma 

(mezcla aire-vapor de agua), e (electricidad), s (saturado) y v (vapor de agua). Además, el 

superíndice i es empleado para definir el tipo de empaque. La sección de nomenclatura presenta 

la definición de las variables del modelo y la formulación de este se describe a continuación: 

D.4.1 Transferencia de masa y de energía en la región del empaque para aire insaturado. 

Los métodos más conocidos en la literatura para abordar los fenómenos de transporte que 

se presentan en el empaque de las torres de enfriamiento son: Merkel (1926), Poppe y Rögener 

(1991) y e-NTU (Jaber y Webb, 1989); el método de Merkel desarrollado en la década de 1920 
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realiza severas suposiciones para reducir la solución a cálculos simples. Debido a estas 

suposiciones el método de Merkel no reproduce con mucha certeza los procesos de transferencia 

de masa y de calor. Las principales simplificaciones del método de Merkel (1926) son: 

1. El factor de Lewis que relaciona lo transferencia de calor y de masa es igual a 1. Esta 

suposición tiene poca influencia pero a temperaturas ambientes bajas los resultados son 

afectados en mayor grado. 

2. El aire a la salida del empaque está saturado con vapor de agua y solamente es 

caracterizado por su entalpía. Esta suposición es irrelevante a temperaturas mayores a 

20˚C pero toma relevancia a temperaturas ambientes bajas. 

3. La reducción del flujo de agua debido a la evaporación a través del empaque es 

despreciada, situación que a temperaturas elevadas tiene gran influencia en el balance de 

energía. 

 Bourillot (1983a) establece que el método de Merkel es simple de usar y puede predecir 

correctamente la temperatura del agua fría sí un adecuado coeficiente de evaporación es usado. 

En contraste, es insuficiente para la estimación de las características del aire caliente a la salida 

del empaque y para el cálculo del cambio del flujo de agua por efecto de la evaporación. Estas 

cantidades son importantes para estimar el consumo de agua y predecir el comportamiento del 

aire que sale de la torre. Baker y Shryock (1961) abordaron el efecto de la última simplificación 

en el balance de energía y consideraron tres casos encontrando que el número de Merkel aumenta 

entre más representativo sea el modelo.  

 El método de Poppe desarrollado en la década de 1970 no realiza las consideraciones de la 

simplificación del método de Merkel (1926). El método de Poppe permite predecir la razón de 

agua evaporada a través del empaque de la torre y por ende el cambio del flujo de agua, el 

contenido de agua en al aire que abandona la torre con elevada certeza y considera las 

resistencias a la transferencia de calor con la evaluación del factor de Lewis (Bourillot, 1983a, 

1983b). Kloppers y Kröger (2005c) resolvieron el modelo de Poppe concluyendo que para la 

parte insaturada los resultados entre el método de Merkel y el de Poppe presentaba diferencias 

significativas, sin embargo para aire sobresaturado los perfiles eran muy similares. 
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 A continuación se presentan las ecuaciones que gobiernan la transferencia masa y de 

energía en el empaque de torres de enfriamiento a contracorriente derivadas según el método de 

Poppe, las cuales fueron adaptadas por Bourillot (1983b), Poppe y Rögener (1991), Kröger 

(2004) y Bard (1998); y consideran una región de aire insaturado y sobresaturado. El 

procedimiento para calcular el número de Merkel, según el método de Poppe (1991), es 

extendido en una ecuación diferencial para dar una representación más detallada de la integración 

del número de Merkel en la región de transferencia a contracorriente.  

dz

mw+dmw

iw+diw

ma(1+w+dw)
ima+dima

ma(1+w)
ima

mw

iw

 

Figura D.1. Volumen de control del 

empaque a contracorriente 

dz

mw+dmw

mw ma(1+w)

dmw

h(Tw-Ta)dA

ma(1+w+dw)
ima+dima

 

Figura D.2. Volumen de control del lado del 

aire en el empaque 

 La Figura D.1 muestra el volumen de control en el empaque de una torre a 

contracorriente, y la Figura D.2 es el volumen de control del empaque de la Figura D.1 del lado 

del aire. A partir de balances de materia y energía se obtienen las ecuaciones que rigen el 

comportamiento en el empaque de la torre (Kloppers y Kröger, 2004). Aquí sólo se presentan las 

de la región insaturada, ya que el diseño de torres de enfriamiento se realiza bajo la suposición de 

que el aire debe permanecer insaturado o saturarse a la salida del empaque. 
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  (2) 
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     , , , , , ,1
w

w ma s w ma ma s w ma s w v s w w w

dNTU cp
dT i i Lef i i w w i w w cp T


         

                 (3) 

Donde w  es la humedad a través de la torre de enfriamiento, wT  es la temperatura del 

agua, wcp  es la capacidad calorífica a presión constante a la temperatura del agua, wm  es el flujo 

de agua a través de la torre de enfriamiento, am  es el flujo de aire seco, , ,ma s wi  es la entalpía de 

aire saturado evaluada a la temperatura del agua, mai  es la entalpía de la mezcla aire-vapor de 

agua por unidad de masa de aire seco, vi  es la entalpía del vapor de agua, ,s ww  es la humedad de 

saturación evaluada a la temperatura del agua y Lef es el factor de Lewis. Este último es una 

indicación de la razón relativa de transferencia de energía y masa en procesos con evaporación. 

Bosjankovic (1965) desarrolló una relación empírica para el factor de Lewis para sistemas aire-

vapor de agua (para aire insaturado): 

, ,0.665 0.622 0.622
0.865 1 ln

0.622 0.622
s w s ww w

Lef
w w

       
           

              (4) 

El cambio de la razón de flujo es determinada considerando el volumen de control en la Figura 

D.3. La variación del flujo de agua se determina a partir de conocer el flujo de entrada del agua, 

mwi. A partir del volumen de control de la Figura D.3, un balance de masa proporciona que 

 ,w in w a outm m m w w   . Reordenando la ecuación anterior, 

 ,

,

1w inw a
out

a a w in

mm m
w w

m m m

 
    

 
                  (5) 

donde ,w inm  es el flujo de agua a la entrada de la torre y outw  es la humedad del aire a la salida de 

la torre. 

A partir de las ecuaciones (1), (2), (3), (4) y (5), las condiciones del aire de salida en 

términos de entalpía y humedad y los perfiles de NTU, humedad, entalpía del aire y flujo de agua 

puede ser conocidas. El valor de outw  en la ecuación (5) es desconocido y las ecuaciones 

anteriores deben ser resueltas con un procedimiento iterativo. En este trabajo se utiliza el método 
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de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver las ecuaciones (1)-(3) (Baker y Shryock, 1961; 

Burden y Faires, 1997; Mathews, 1992; Kloppers y Kröger, 2005c), el cual se presenta en detalle 

en el Apéndice F, en tanto que en el Apéndice G (Kröger, 2004) se encuentran las correlaciones 

para el cálculo de las propiedades termodinámicas. 

 El sistema de ecuaciones anteriormente descrito es válido sólo para aire insaturado, 

recuerde que solamente esta región se considera en el diseño de torres de enfriamiento porque el 

aire que sale de la torre no puede saturarse antes de abandonar el empaque. 

Lfi

mwin, Twin

mwout, Twout

mw

ma,imai,win

ma,imaout,wout

ma,ima,w

 

Figura D.3. Volumen de control en el empaque 

D.4.2. Ecuaciones de diseño. 

Las relaciones para obtener el diseño geométrico de la torre de enfriamiento son 

presentadas en esta sección; las cuales dependen del comportamiento descrito por la solución 

numérica de las ecuaciones (1-3) del método de Poppe. 

Carga de calor. 

El calor removido la corriente de agua en la torre de enfriamiento ( Q ) es calculado como: 

, , , , , ,w in w in w in w out w out w outQ cp m T cp m T                                                                                    (6) 

aquí ,w incp  es la capacidad calorífica a presión constante a la temperatura del agua de entrada, 

,w outcp  es la capacidad calorífica a presión constante a la temperatura del agua de salida, ,w inT  es 

la temperatura del agua en la entrada de la torre de enfriamiento, ,w outT  es la temperatura del agua 

en la salida de la torre de enfriamiento y ,w outm  es el flujo del agua de salida de la torre de 

enfriamiento y es obtenido con la siguiente relación: 
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 , ,w out w in a out inm m m w w                              (7) 

Note que la ecuación (6) es una ecuación mejorada para el cálculo del calor disipado 

respecto a los métodos de Merkel o e-NTU, y es empleada cuando las pérdidas de agua por 

evaporación son consideradas y es incluida en el balance de energía (Kloppers y Kröger, 2005b), 

situación modelada en el modelo de Poppe. 

Coeficientes de transferencia y de pérdidas. 

Los coeficientes de transferencia están relacionados con el NTU y dependen del tipo de 

empaque, 

   
2 3

4 51,
1 ,

c c
c cw m a

fi w in
fr fr

m m
NTU c L T

A A

   
       

   
                                                        (8) 

donde frA es el área del empaque, fiL  es la altura del empaque, c1, c2, c3, c4 y c5 son constantes 

que dependen del tipo de empaque utilizado, ,w mm  es el flujo promedio de agua y se calcula 

como: 

, ,
, 2

w in w out
w m

m m
m


                   (9) 

En la Tabla D.1 se muestran valores para las constantes c1-c5 (Kloppers y Kröger, 2005a) 

para los diferentes tipos de empaques considerados en este trabajo. La disyunción siguiente y su 

reformulación por medio de la técnica convex hull (Vecchietti y col., 2003) es empleada para la 

selección óptima del tipo de empaque: 

     
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Y Y Y

splash fill trickle fill film fill
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     
     

      
     

               

 

1 2 3 1y y y                                                                                                                   (10) 

1 2 3, 1,...,5j j j jc c c c j                                                                                                (11) 
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, 1,...,3. 1,...,5i i i
j jc a y i j                                                                                      (12) 

Tabla D.1. Datos para los coeficientes de transferencia 

j 

i
ja  

i=1 
(splash fill) 

i=2 
(trickle fill) 

i=3 
(film fill) 

1 0.249013 1.930306 1.019766 
2 -0.464089 -0.568230 -0.432896 
3 0.653578 0.641400 0.782744 
4 0 -0.352377 -0.292870 
5 0 -0.178670 0 

Los coeficientes de pérdidas ( fiK ) en torres de enfriamiento son análogos al factor de 

fricción en intercambiadores de calor; estos son usados para estimar la caída de presión a través 

de la región del empaque y son calculados utilizando la siguiente correlación para diferentes tipos 

de empaque (Kloppers y Kröger, 2003): 

2 3 5 6

, ,
1 4

d d d d
w m w ma a

fi fi
fr fr fr fr

m mm m
K d d L

A A A A

                                 
                                               (13) 

 La disyunción siguiente es empleada para seleccionar el tipo de empaque: 

     

1 2 3

1 2 3, 1,...,6 , 1,...,6 , 1,...,6k k k k k k

Y Y Y

splash fill trickle fill film fill

d d k d d k d d k

     
     

      
                 

 La disyunción anterior es reformulada como sigue: 

1 2 3 1,...,6,k k k k kd d d d                                                                                              (14) 

1,...,3. 1,...,6,i i i
k k i kd b y                                                                                        (15) 

Valores para los coeficientes d1-d6 dependiendo del tipo de empaque son mostrados en la 

Tabla D.2 (Kloppers y Kröger, 2003). 
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Tabla D.2. Datos para los coeficientes de pérdidas 

k 

i
kb  

i=1 
(splash fill) 

i=2 
(trickle fill) 

i=3 
(film fill) 

1 3.179688 7.047319 3.897830 
2 1.083916 0.812454 0.777271 
3 -1.965418 -1.143846 -2.114727 
4 0.639088 2.677231 15.327472 
5 0.684936 0.294827 0.215975 
6 0.642767 1.018498 0.079696 

 Caída de presión en la torre. 

De acuerdo con Li y Priddy (1985), en torres de enfriamiento de tiro mecánico, la caída de 

presión total a lo largo de la torre, ΔPt, es la suma de la caída de presión estática y la presión 

dinámica ( vpP ). La caída presión estática incluye la caída de presión a través del empaque, ΔPfi, 

la suma de las pérdidas de presión misceláneas, ΔPmisc, por ejemplo, en el eliminador de arrastre, 

en la entrada del aire, en la distribución del agua a través de las tuberías, etc. 

La caída de presión a través del empaque está relacionada con el coeficiente de pérdidas a 

través de la siguiente ecuación (Kloppers y Kröger, 2003): 

2
frm

2
m

fififi A2
mav

LKP


                                                                                                          (16) 

donde mavm es el flujo másico medio aritmético de la mezcla aire-agua a través del empaque y ρm 

es la densidad armónica media de la mezcla a través del empaque, 

2
mavmav

mav outin
m


                                                                                                     (17) 

 outinm 111                                                                                                        (18) 

donde in  y out son las densidades del aire de entrada y de salida, respectivamente, y los flujos 

de la mezcla aire-agua en el relleno a la entrada y a la salida, mavin y mavout, son calculados de la 

siguiente manera, 
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ainain mwmmav                                                                                                              (19) 

aoutaout mwmmav                                                                                                          (20) 

Mills (1999) reportó que las pérdidas de presión misceláneas en los componentes como el 

eliminador de gotas arrastradas, en la entrada del aire, en las tuberías, en los soportes de la torre, 

etc., pueden ser calculadas usando la siguiente ecuación, 

2

2
m m

misc misc
v

P K


   

donde miscK es el coeficiente de pérdidas misceláneas, y mv  y m  es la velocidad y densidad de 

la mezcla aire-agua, respectivamente. Después de reemplazar mv   por m m frmav A , y fijando un 

valor de 6.5 para el coeficiente de pérdidas misceláneas ( miscK ) (Li y Priddy, 1985), se obtiene la 

siguiente relación: 

2

26.5
2

m
misc

m fr

mav
P

A
                                                                                                          (21) 

Otra fuente de caída de presión en las torres de enfriamiento es la debida a la velocidad, 

ΔPvp, la cual depende del diseño del ventilador. De acuerdo con Li y Priddy (1985), la caída de 

presión debido a la velocidad puede ser 2/3 de la caída de presión estática total. En este trabajo, el 

valor reportado por Li y Priddy (1985) es usado para el cálculo de la caída de presión dinámica, 

  miscfivp PP32P                                                                                                    (22) 

Combinando las ecuaciones (16), (21) y (22), la caída de presión total es: 

 miscfit PP667.1P                                                                                                    (23) 

Potencia consumida. 

La potencia requerida por el ventilador ( HP ) de la torre de enfriamiento puede ser 

determinada multiplicando la caída de presión total por el flujo volumétrico del aire en el lugar 

donde se localice el ventilador. Es decir, la potencia requerida está en función del flujo 
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volumétrico del aire a la entrada de la torre para torres de tiro forzado o del flujo volumétrico a la 

salida de la torre para torres de tiro inducido. Debido a que en el presente trabajo se consideran 

torres de tiro forzado entonces, 

in t

in f

mav P
HP

 


                  (24) 

donde f es la eficiencia del ventilador. 

Consumo de agua. 

 El consumo de agua, ,w rm , es debido al agua evaporada ( ,w evm ), el arrastre de agua por el 

aire ( ,w dm ) y la purga de agua para evitar la depositación de sales en los equipos( ,w bm ). En otras 

palabras, , , , ,w r w ev w ev w evm m m m   . 

 ,w ev a out inm m w w                                                                                                     (25) 

,
, ,

w r
w b w d

ciclos

m
m m

n
                                                                                                          (26) 

donde ciclosn  es el número de ciclos de concentración requeridos. Los ciclos de concentración 

son la relación de la concentración de sólidos en el agua circulante a la concentración de sólidos 

en el agua de reposición. Usualmente, esta relación tiene un valor promedio entre 2 a 4 (Li y 

Priddy, 1985). En un buen diseño, las pérdidas por arrastre no deben ser mayores al 0.2% del 

flujo total del agua circulante (Kemmer, 1988), 

, ,0.002w d wi nm m                                                                                                             (27) 

 Combinando las ecuaciones (25), (26) y (27), el consumo de agua ( ,w rm ) es calculado 

con,  

,
, 1

ciclos w ev
w r

ciclos

n m
m

n



                                                                                                          (28) 
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Restricciones de factibilidad. 

La diferencia entre la temperatura del agua de salida y la temperatura de bulbo húmedo 

del aire de entrada a la torre de enfriamiento es la aproximación de la torre. En la práctica, la 

temperatura del agua de salida debe ser a lo menos 2.8ºC mayor que la temperatura de bulbo 

húmedo (Li y Priddy, 1985), 

, , 2.8w out wb inT T                                                                                                            (29) 

 Debido a que las ecuaciones gobernantes (1-3) son validas sólo para aire insaturado, es 

necesario especificar que la temperatura de bulbo seco del aire debe ser mayor que la temperatura 

de bulbo húmedo del aire a través del empaque, 

,

,
, , , ;wb n

a n

T
a n wb n TT T T n N n NTI                                                                           (30) 

donde ,a nT  es la temperatura de bulbo seco y ,wb nT  es la temperatura de bulbo húmedo del aire en 

el intervalo de integración n. ,

,

wb n

a n

T
TT es un parámetro que representa una diferencia mínima entre 

las temperaturas anteriores en cada intervalo de integración y éste es usado para evitar la 

saturación del aire antes de salir del empaque. 

Desde el punto de vista termodinámico, la temperatura de salida de la torre para el agua 

debe ser menor que la temperatura de salida de la corriente de proceso más fría, TMPO. Además, 

la temperatura de entrada a la torre del agua de enfriamiento no debe ser mayor que la 

temperatura de entrada de la corriente de proceso más caliente en la red de enfriamiento, TMPI; y 

se requiere un límite superior en la temperatura del agua de enfriamiento para evitar el 

ensuciamiento de las tuberías. Usualmente, esta restricción establece que la temperatura de 

entrada máxima del agua de enfriamiento debe ser menor de 50°C (Serna-González, 2010). Estas 

restricciones pueden ser expresadas de la siguiente manera, 

,w inT TMPI DTMIN                          (31) 

,w outT TMPO DTMIN                                                      (32) 

, 50ºw inT C                               (33) 
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aquí DTMIN  es la diferencia mínima de temperatura permisible 

 Aunque una torre de enfriamiento puede ser diseñada para operar a cualquier relación 

flujo agua-aire, los diseñadores sugieren (Singham, 1983), 

,0.5 2.5w m

a

m

m
                                                                                                                (34) 

Las correlaciones para los coeficientes de pérdida y las ecuaciones reportadas por 

Kloppers y Kröger (2003; 2005a) están limitadas a los siguientes intervalos, 

,2.90 5.96w m

fr

m

A
                     (35) 

1.20 4.25a

fr

m
A

                     (36) 

Función objetivo. 

 La función objetivo involucra la minimización del costo total anual (TAC ) y éste es la 

suma del costo de capital anualizado (CAP ) y del costo de operación ( COP ), 

FTAC K CAP COP                                                                                                       (37) 

donde FK  es el factor de anualización. 

 El consumo de agua y potencia del ventilador determinan el costo de operación, 

,Y w w r Y eCOP H cu m H cu HP                                                                                      (38) 

donde YH  son las horas que opera la planta en el año, wcu  es el costo unitario del agua fresca y 

ecu  es el costo unitario de la electricidad. 

 El costo de capital de la torre está dado por (Kintner-Meyer y Emery, 1995): 

CTF CTV fr fi CTMA aCAP C C A L C m                                                                                    (39) 
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donde CCTF es el costo inicial de la torre de enfriamiento, CCTV es el costo de la torre debido al 

volumen del empaque, y CCTMA es el costo relacionado al flujo. El costo CCTV depende del tipo de 

empaque y es modelado con la siguiente disyunción (Vicchietti y col., 2003): 

     

1 2 3

1 2 3
CTV CTV CTV CTV CTV CTV

Y Y Y

splash fill trickle fill film fill

C C C C C C

     
     

      
              

1 2 3
CTV CTV CTV CTVC C C C                                                                                                 (40) 

, 1,...,3i i i
CTVC e y i                                        (41) 

Valores para CCTV dependiendo del tipo de empaque son reportados en la Tabla D.3 

(Kloppers y Kröger, 2005a). 

El modelo de diseño se compone por las ecuaciones (1)-(41), aunado a las requeridas para 

la discretización de las ecuaciones (1)-(3) y el cálculo de las propiedades físicas presentadas en el 

Apéndices G. Todo este sistemas de ecuaciones fue programado en el lenguaje de modelación 

GAMS (Brooke y col., 2010). 

Tabla D.3. Coeficientes de costo k
CTVC  para cada tipo de empaque 

ke  
k=1 

(splash fill) 
k=2 

(trickle fill) 
k=3 

(film fill) 
2,006.6 1812.25 1,606.15 

 

D.5 RESULTADOS Y DISCUSIÓN. 

Para demostrar la aplicación del modelo propuesto, seis casos de estudio reportados por 

Serna-González y col. (2010) fueron considerados. Los valores de los parámetros YH , FK , ciclosn ,

wcu , ecu , CTFC , CTMAC , f  y tP , son 8150 hr/año, 0.2983 año-1, 4, 5.283 x 10-04 US$/kg-agua, 

0.085 US$/kWh, 31185 US$, 1097.5 US$s/kg-aire-seco, 0.75 y 101325 Pa, respectivamente. 

Además, 25 intervalos para discretizar las ecuaciones diferenciales fueron empleados, con este 

número de intervalos y con el método de Poppe (1921) son obtenidos los resultados mostrados en 

la Tabla D.4, los cuales son comparados con los resultados obtenidos por el método de Merkel 
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(1926) previamente reportados por Serna-González y col. (2010). 

Como se observa en la Tabla D.4 para los Ejemplos 1, 3, 4 y 6 el diseño obtenido con el 

método de Poppe representa un menor costo total debido principalmente a un costo de operación 

menor; el cual, depende del costo del agua de reposición y del costo de potencia; no obstante que 

este último siempre es mayor con el método Poppe que con el método de Merkel, la disminución 

se debe a la existencia de un menor intervalo en la torre, y por lo tanto un aire de salida con 

menor humedad disminuyendo así la tasa de evaporación que afecta proporcionalmente al agua 

de reposición. Se podría pensar que por la forma de la Ecuación (24), el agua evaporada sería 

mayor conforme el flujo de aire aumenta, pero no es así, ya que como es conocido que la 

humedad del aire de salida disminuye al incrementar el flujo de aire, generando un 

comportamiento como el de la Figura D.4a; en tanto que, sí se grafica la tasa de evaporación 

contra el intervalo en la torre de enfriamiento se tiene algo similar a la Figura D.4b; esto último 

hace evidente que la interrelación entre el flujo de aire y el intervalo determinarán la razón de 

evaporación óptima. Por lo que en la Figura D.5 se presenta un análisis de sensibilidad de razón 

de evaporación con respecto al flujo de aire y el intervalo, encontrando que este último tiene 

mayor impacto, lo que corrobora lo antes dicho. 

El hecho de con el método de Poppe se tenga un mayor costo de potencia se debe a la 

demanda de un mayor de flujo de aire para el mismo intervalo respecto del método de Merkel; 

esto producto de la suposición de las condiciones del aire de salida en la segunda metodología. Es 

decir, no se calculan dependiendo de las condiciones del aire de entrada y de su contacto con el 

agua; permitiendo que este sea determinado por un balance global y por el impacto que tiene en 

la función objetivo; en otras palabras se sobreestima la capacidad de enfriamiento del aire, ya que 

se extiende el punto de saturación a regiones de sobresaturación, lo último fue comprobado 

resolviendo las ecuaciones (1)-(3) con los resultados de ,w inT , ,w outT , ,w inm  y am  obtenidos en el 

modelo de optimización con el método de Merkel y graficando el perfil de temperatura de bulbo 

seco y húmedo en el empaque de la torre; tales resultados son presentados en las Figura D.6 

donde se observa que el aire se satura antes de abandonar el empaque, esto se da donde wbT  es 

mayor o igual que aT . 

En torno al costo de capital para los Ejemplos 1, 3, 4 y 6, nótese que para los Ejemplos 1 
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y 6 el costo obtenido con el método de Poppe es mayor producto de un mayor flujo de aire, área y 

altura del empaque. Sin embargo, en los Ejemplos 3 y 4 tanto el costo de capital como el de 

operación son menores con el método de Poppe; el costo de operación por las situaciones 

mencionadas en los Ejemplos 1 y 6, en tanto que el costo de capital es menor porque al alimentar 

un aire con poca humedad permite manejar un intervalo relativamente grande y flujos de aire 

pequeños similares que con el método Merkel permitiendo así el cálculo de un volumen de 

empaque menor con el método Poppe que con el de Merkel. Esto último tiene su base en el efecto 

del intervalo de la torre y el flujo de aire sobre el volumen del empaque, que puede verse en las 

Figuras D.7a y D.7b que representan el comportamiento inverso y proporcional del volumen del 

empaque con respecto al intervalo y el flujo de aire, respectivamente. Por otra parte, sí se midiera 

el efecto del intervalo sobre el costo de capital se tendría un comportamiento similar al de la 

Figura D.7c, la cual esquematiza el comportamiento del costo de capital por el volumen de 

empaque y el costo de capital por el flujo de aire; observe que existe un intervalo óptimo para 

determinar el costo de capital óptimo. 

Los intervalos estimados en los ejemplos citados anteriormente no son posibles con el 

método de Merkel, ya que sí partimos de la ecuación (6), se tiene que el intervalo en la torre 

determinará el flujo de agua en el empaque, mismo que restringe el límite máximo y mínimo del 

área del empaque mediante la ecuación (35), en ese sentido se tomaron los datos de am , ,w inm , 

,w outm , ,w inT , ,w outT  y fiL  obtenidos en el diseño con el método de Poppe y se resolvió la 

ecuación (8) para el cálculo de NTU con el modelo de Merkel; encontrando que el área del 

empaque calculada viola la restricción de la ecuación (35), generando diseños infactibles, esto se 

puede observar en la Tabla D.5. 
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Tabla D.4. Comparación de la solución óptima con el método de Poppe y el método de Merkel 

 
Casos de estudio 

1 2 3 4 5 6 
Merkel Poppe Merkel Poppe Merkel Poppe Merkel Poppe Merkel Poppe Merkel Poppe 

D
A

T
O

S 

Q (kW) 3400 3400 3400 3400 3400 3400 3400 3400 3400 3400 3400 3400 

Ta,in (ºC) 22 22 17 17 22 22 22 22 22 22 22 22 

Twb,in (ºC) 12 12 12 12 7 7 12 12 12 12 12 12 

TMPI (ºC) 65 65 65 65 65 65 55 55 65 65 65 65 

TMPO (ºC) 30 30 30 30 30 30 30 30 25 25 30 30 

DTMIN (ºC) 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 

win (kg agua/kg aire seco) 0.0047 0.0047 0.0067 0.0067 0.0002 0.0002 0.0047 0.0047 0.0047 0.0047 0.0047 0.0047 

R
E

SU
L

T
A

D
O

S 

Tw,in (ºC) 50 38.8866 50 29.5566 50 45.4517 45 38.8866 50 24.1476 50 42.9877 

Tw,out (ºC) 20 20.0000 20 20.0000 20 20.0000 20 20.0000 15 15.0000 25 25.0000 

mw,in (kg/s) 25.720 29.9843 25.794 60.0479 25.700 22.1726 30.973 29.9843 22.127 59.2602 30.749 31.0874 

mw,out (kg/s) - 29.0818 - 59.1409 - 21.2832 - 29.0818 - 58.2013 - 30.2032 

ma (kg/s) 31.014 43.2373 31.443 71.2273 28.199 31.4714 36.950 43.2373 32.428 85.9841 27.205 35.8909 

mw,m/ma (kg/s) 0.829 0.6824 0.820 0.8358 0.911 0.6897 0.838 0.6824 0.682 0.6824 1.130 0.8530 

mw,r (kg/s) 1.541 1.1234 1.456 1.0492 1.564 1.1268 1.547 1.1234 1.542 1.2539 1.540 1.0960 

mw,e (kg/s) 1.156 0.8425 1.092 0.7869 1.173 0.8451 1.160 0.8425 1.157 0.9404 1.155 0.8220 

Ta,out (kg/s) 37.077 28.3876 36.871 23.3112 36.998 30.2830 34.511 28.3876 36.411 21.2441 39.083 30.6240 

ima,out (J/kg dry-air) - 90,300.56 - 68,671.63 - 99,634.54 - 90,300.56 - 61,057.44 - 101,397.17

Intervalo (ºC) 30.00 18.8866 30.00 9.5566 30.00 25.4517 25.00 18.8866 35.00 9.1476 25.00 17.9877 
Aproximación (ºC) 8 8 8 8 13 13 8 8 3 3 13 13 

Afr (m2) 8.869 10.1735 8.894 20.5291 8.862 7.4847 10.680 10.1735 7.630 20.2316 9.296 10.5566 
Lfi (m) 2.294 1.2730 2.239 0.9893 1.858 1.0631 2.154 1.2730 6.299 3.0518 1.480 0.7831 

HP (hp) 24.637 29.7339 24.474 25.6701 15.205 18.2297 26.852 29.7339 97.077 123.3676 10.754 10.9003 

Tipo de empaque Film Film Film Film Film Film Film Film Film Film Film Film 

Me 3.083 2.3677 3.055 1.6901 2.466 2.0671 2.293 2.3677 7.335 4.3938 1.858 1.4101 

Lefm 1 0.9191 1 0.9141 1 0.9268 1 0.9191 1 0.9112 1 0.9241 
Costo del agua de reposición (US$/año) 23885.1 17412.4 22566.4 16262.7 24239.8 17465.3 23983.4 17412.4 23901.7 19435.6 23865.9 16988.0 

Costo de operación del ventilador (US$/año) 12737.6 32785.4 12653.7 13271.9 7861.0 9425.1 13882.8 32785.4 50190.5 63783.4 5559.9 5635.7 
Costo de operación (US$/año) 36622.7 32785.4 35220.0 29534.7 32100.8 26890.4 37866.2 32785.4 74092.2 83218.9 29425.8 22623.7 

Costo de capital (US$/año) 29442.4 29866.7 29384.6 42637.0 26616.0 23558.2 32667.7 29866.7 43186.5 67320.6 25030.3 25202.8 

Costo total anual (US$/año) 66065.1 62652.1 64604.6 72171.7 58716.8 50448.6 70533.9 62652.1 117278.7 150539.6 54456.0 47826.5 
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Figura D.4. Comportamiento de razón de evaporación respecto al intervalo y al flujo de aire 
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Figura D.5. Análisis de sensibilidad de razón de evaporación respecto al intervalo y el flujo de 
aire 

En cuanto a los Ejemplos 2 y 5 en los que el diseño con el método de Merkel es más 

barato, producto de un sustancial menor costo de capital; se debe a que en el Ejemplo 2 se 

alimenta aire con elevada humedad, esto significa que el aire tiene poca capacidad de 

enfriamiento ya que durante el intercambio de masa debido al proceso de evaporación (principal 

proceso de enfriamiento en las torres de enfriamiento) éste es capaz de recibir poca cantidad de 

agua previo a alcanzar el punto de saturación. Por lo que se requiere gran cantidad de aire para 

cumplir con los requerimientos de enfriamiento aunado a elevados volumen de empaque para 

incrementar el área de transferencia debido a la pobre capacidad de enfriamiento del aire 

alimentado. En torno al Ejemplo 5 se requiere de un agua de salida a muy baja temperatura si 

tomamos como referencia ,wb inT  lo que provoca menor eficiencia en la transferencia de calor por 

los bajos gradientes de temperatura como se muestra en la Figura D.8, donde para un caso de 
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estudio se vario la temperatura del agua de salida encontrando que a menor fuerza motriz (

, ,ma s w mai i ) se requiere de un elevado flujo de aire para evitar la saturación de éste y un 

intervalo pequeño de la temperatura del agua; y por lo tanto un elevado volumen de empaque 

como se puede ver en las Figuras D.7a y D.7b; en base a esto lo conveniente sería tener flujos 

pequeños de aire e intervalos de la temperatura del agua grandes para minimizar el costo de 

capital; lo cual al estar representando los fenómenos de transporte de forma rigurosa dependerá 

de la capacidad de enfriamiento del aire que a su vez está determinada por las condiciones del 

aire de entrada; es decir, siempre y cuando se tenga un aire con poca humedad. 

Para ejemplificar el hecho de que con el método Merkel se hace una estimación errónea 

de la capacidad de enfriamiento y de las condiciones del aire de salida; lo cual afecta fuertemente 

los resultados al diseñar la torre. Por ejemplo, podemos tomar como referencia los Ejemplos 1 y 4 

en los que se tiene un aire de entrada a las mismas condiciones en ambos casos pero con una 

temperatura máxima permisible para el agua en la entrada de la torre de 45ºC y 55ºC para los 

Ejemplos 1 y 4, respectivamente. Al respecto, note que con el método de Poppe los resultados 

son iguales porque independientemente de la máxima temperatura permisible del agua en la 

entrada, el aire tiene una capacidad de enfriamiento determinada por su humedad inicial y en 

función de ésta se determinará el punto de saturación del mismo, lo que influirá en el cálculo del 

intervalo óptimo en la torre y no solo por el efecto que este último tiene sobre la función objetivo 

como es el caso cuando se diseña el comportamiento de la torre con el método de Merkel. Donde 

siempre se tiene el máximo intervalo de temperatura del agua permisible en la torre sin importar 

las condiciones del aire alimentado, ya que como es conocido el mayor intervalo de temperatura 

genera las mejores fuerzas motrices y por ende los procesos de transferencia de energía son más 

eficientes.  

El análisis previo pone de manifiesto el efecto de las condiciones del aire de entrada sobre 

el costo total porque como se observó anteriormente, el costo de operación tiene un 

comportamiento proporcional con el intervalo de la torre (Figura D.4) ya que es generado por el 

agua de reposición y la potencia del ventilador, los cuales son mayores a medida que aumenta el 

intervalo en la torre porque se incrementa la razón de evaporación y la demanda de flujo de aire; 

pero como fue analizado en las Figura D.7, el costo de capital demanda un intervalo tal que 

permita una compensación entre un flujo de aire moderado y un intervalo de la torre 
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relativamente grande a fin de encontrar el costo por volumen de empaque que disminuye con el 

incremento del intervalo tal que compense la demanda del flujo de aire y por lo tanto el costo 

propio por la demanda de éste. Todo esto genera un espacio de búsqueda para la solución óptima 

en términos de costo bastante compleja debido a las interrelaciones entre variables, por lo que, 

según los resultados obtenidos, tal interrelación es mejor entre más capacidad de enfriamiento 

posea el aire de entrada. 

D.6 CONCLUSIONES. 

 En este Apéndice se presentó un modelo mixto entero no lineal para el diseño óptimo 

detallado de torres de enfriamiento a contracorriente, en el cual la función objetivo consiste en la 

minimización del costo total anual que incluye el costo de operación y de capital de torres. El 

modelo riguroso de Poppe es usado para determinar el tamaño y el comportamiento de la torre, 

junto con correlaciones empíricas para los coeficientes globales de transferencia de masa y de 

perdidas en la región del empaque de torres de enfriamiento. El sistema de ecuaciones 

diferenciales que describe el proceso de enfriamiento es transformado a ecuaciones algebraicas 

por medio del algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden y dividendo el empaque de la torre de 

enfriamiento en 25 intervalos de integración. Se encontró que incrementar el número de 

intervalos de integración no causa diferencias significativas en los resultados. 

 La aplicación de la formulación rigurosa propuesta a seis casos de estudio fue comparada 

el algoritmo de optimización basado en el método Merkel previamente reportado por Serna-

González y col. (2010). Encontrando que para todos los ejemplos la aproximación óptima en la 

torre de enfriamiento es la misma; sin embargo, hay grandes diferencias entre las variables de 

diseño y de operación en torres de enfriamiento (por ejemplo, la temperatura del aire de salida, 

los flujos de agua evaporada, la caída de presión total del aire, el número de Merkel, la altura del 

empaque) predichas por el método de Poppe y el de Merkel. Esto es porque la formulación del 

método Merkel desprecia el efecto de las pérdidas de agua por evaporación sobre el cambio de 

entalpía de la corriente de agua, supone el factor de Lewis igual a uno y que el aire de salida está 

saturado. Por lo tanto, tomando en cuenta que el método de Poppe permite describir propiamente 

una torre de enfriamiento sin recurrir a las suposiciones del método Merkel, es claro que con el 

primero se obtienen diseños de torres de enfriamiento más confiables. 
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Figura D.6. Perfil de la temperatura del aire a través del empaque 
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Figura D.7. Efecto del intervalo y el flujo de aire sobre el volumen del empaque y el costo de 
capital 
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Figura D.8. Efecto de la temperatura del agua de salida sobre la fuerza motriz 
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Tabla D.5. Verificación de la ecuación (35) 

  Ejemplo 1 Ejemplo 3 Ejemplo 4 Ejemplo 6 
mw,m (kg/s) 29.666 21.352 29.666 30.058 
Afr (m2) 12.448 30.058 12.448 12.861 
Me 2.223 1.939 2.223 1.322 
mw/Afr 2.383 2.370 2.383 2.337 

 

NOMENCLATURA. 

i
ja   coeficientes desagregados para la estimación del NTU 

Afr  área transversal del empaque, m2 

i
kb   coeficientes desagregados para la estimación de los coeficientes de pérdidas, 

adimensional 

c1-c5  coeficientes para la correlación del NTU, adimensional 

CAP  costo de capital de la torre instalada, US$/año  

CCTF   costo base de la torre de enfriamiento, US$ 

CCTMA   costo de la torre debido al flujo de aire, US$ s/kg 

CCTV    costo de la torre debido al tamaño del empaque, US$/m3 

i
CTVC   variable desagregada para estimar el costo de capital de la torre de enfriamiento, 

adimensional 

COP   costo anual de operación, US$/año  

cj  variables para el cálculo del NTU, adimensional   

i
jc   variables desagregadas para el cálculo del NTU, adimensional 

cpa   capacidad calorífica a presión constante, J/kg-K 

cpv   calor específico del vapor de agua, J/kg-K 
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cpw   calor específico del agua, J/kg-K 

cpw,in  calor específico del agua en la entrada de la torre de enfriamiento, J/kg-K 

cpw,out  calor específico del agua en la salida de la torre de enfriamiento, J/kg-K 

cue  costo unitario de la electricidad, US$/kW-h 

cuw  costo unitario del agua de reposición, US$/kg 

d1-d6  coeficientes para la correlación del factor de pérdidas 

kd   variables usadas en el cálculo del coeficiente de pérdidas 

i
kd   variables desagregadas para el cálculo del coeficiente de pérdidas 

DTMIN  diferencia mínima permisible, ºC o K 

ie   coeficientes para los diferentes tipos de empaques 

HY  operación anual de la planta, hr/año 

HP  potencia del ventilador, HP 

ifgwo  calor latente del agua, J/kg 

ima  entalpía de la mezcla aire-vapor de agua por unidad de aire seco, J/kg aire seco 

ima,s,w   entalpía del aire saturado evaluado a la temperatura del agua, J/kg aire seco 

iv  entalpía del vapor de agua, J/kg aire seco 

Kfi  coeficiente de pérdidas en el empaque, m-1 

KF  factor de anualización, año-1 

Kmisc  componente del Coeficiente de pérdidas por misceláneas, adimensional 

Lfi  altura del empaque, m 

Lef  factor de Lewis, adimensional 
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ma  flujo másico de aire, kg/s 

mavin  flujo másico de entrada de la mezcla aire-agua, kg/s 

mavm  flujo másico promedio de la mezcla aire-agua, kg/s 

mavout  flujo másico de salida de la mezcla aire-agua, kg/s 

mw  flujo másico de agua, kg/s 

mw,b  flujo másico de agua purgada, kg/s 

mw,d  flujo másico de agua arrastrada, kg/s 

mw,ev  flujo másico de agua evaporada, kg/s 

mw,in  flujo másico de entrada de agua, kg/s 

mw,m  flujo másico promedio de agua en la torre, kg/s 

mw,out  flujo másico de salida de agua, kg/s  

mw,r  flujo másico del agua de reposición, kg/s 

NTU  número de unidades de transferencia, adimensional 

ncycle  número de ciclos de concentración, adimensional 

P  presión de vapor, Pa 

Pt  presión total de vapor, Pa 

Pv,wb  presión de vapor saturado, Pa 

Q  carga térmica, W o kW 

Ta  dry-bulb air temperature, ºC or K 

TAC  costo total anual, US$/year 

Ta,int  temperatura de bulbo seco en los intervalos de integración, ºC o K 
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TMPI temperatura de entrada a la red de enfriamiento de la corriente más caliente, ºC o 

K 

TMPO  temperatura de salida a la red de enfriamiento de la corriente más caliente, ºC o K 

Tw  temperatura del agua, ºC o K 

Twb  temperatura de bulbo húmedo, ºC o K 

Twb,in  temperatura de bulbo húmedo en la entrada de la torre, ºC o K 

Twb,int  temperatura de bulbo húmedo en los intervalos de integración, ºC o K 

Tw,in  temperatura del agua en la entrada de la torre, ºC o K 

Tw,out  temperatura del agua en la salida de la torre, ºC o K 

w  fracción de humedad del aire, kg de agua/kg de aire seco 

win   fracción de humedad del aire de entrada, kg de agua/kg de aire seco 

wout   fracción de humedad del aire de salida, kg de agua/kg de aire seco 

ws,w  fracción de humedad del aire saturado,  kg de agua/kg de aire seco 

Variables binarias 

yk  variable binaria para la selección del tipo de empaque 

Símbolos griegos 

ΔPt  caída de presión total, Pa  

ΔPvp  caída de presión dinámica, Pa 

ΔPfi   caída de presión en el empaque, Pa  

ΔPmisc  caída de presión por misceláneas, Pa 

,

,

wb n

a n

T
TT   diferencia entre la temperatura de bulbo seco y la de bulbo húmedo del aire en 

cada intervalo de integración. 
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ηf  eficiencia del ventilador, adimensional 

ρin  densidad de entrada, kg/m3 

ρm  densidad promedio de la mezcla aire- vapor de agua, kg/m3 

ρout  densidad de salida, kg/m3 

Subíndices  

a  aire seco 

b  agua purgada 

d  agua arrastrada 

e  electricidad 

ev  agua evaporada 

 f  ventilador 

fi  empaque 

fr  sección transversal 

in  entrada 

j  constantes para calcular el coeficiente de transferencia de dependiendo del tipo de 

empaque, j=1, …, 5 

k constantes para calcular el coeficiente de pérdidas de dependiendo del tipo de 

empaque, k=1,..,6 

m  promedio 

ma  mezcla aire-vapor de agua 

misc  misceláneas 

n  intervalo de integración 
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out  salida 

r  reposición 

s  saturado 

t  total 

v  vapor de agua 

vp  presión dinámica 

w  agua 

wb  bulbo húmedo 

Superíndices 

i  tipo de empaque, i=1, 2, 3 
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APÉNDICE E. CORRELACIONES PARA LAS PROPIEDADES FÍSICAS EMPLEADAS 

EN EL CAPÍTULO 2 Y EL APÉNDICE C. 

Para la entalpía del aire de entrada a cada torre de enfriamiento (Serna-González y col., 

2010): 

 6.4 0.86582* 15.7154exp 0.0544*in in inha TWB TWB    (E.1) 

Para la entalpía de la mezcla de aire-vapor de agua (Serna-González y col., 2010): 

 6.3889 0.86582* 15.7154exp 0.054398* ,   1,...4i i ihsa Tw Tw i                        (E.2) 

Para la humedad de la corriente de aire en la entrada de las torres de enfriamiento (Kröger, 

2004): 

 
   

 
 

 
   

,

,

0.62509 2501.6 2.3263 
 

2501.6 1.8577 4.184 1.005 

1.00416 
2501.6 1.8577 4.184 

WB inin
in

in in t WB in

in in

in in

PVTWB
w

TA TWB P PV

TA TWB

TA TWB

  
           
 
    

         
(E.3) 

donde PVWB,in es calculada con la ecuación (E.5) y evaluada a T = TWBin. Para la humedad de 

saturación del aire a la salida de cada torre de enfriamiento (Kröger, 2004): 

0.62509
1.005

out
out

t out

PV
w

P PV



                                                                                                  (E.4) 

donde PVout es la presión de vapor calculada con la ecuación (E.5) evaluada a T = TAout, y Pt es la 

presión total en Pa. TAout es obtenida con la ecuación E.6. La ecuación (E.5) fue propuesta por 

Hyland y Wexler (1983) y esta es válida en el intervalo de temperatura de 273.15 K a 473.15 K, 

   
3

1
ln 6.5459673 lnn

n
n

PV c T T


                                                                          (E.5) 

donde PV es la presión de vapor en Pa, T es la presión absoluta en Kelvin, y las constantes tienen 

los siguientes valores: c-1 = 5.8002206 x 103, c0 = 1.3914993, c1 = -4.8640239 x 10-3, c2 = 

4.1764768 x 10-5 y c3 = -1.4452093 x 10-7. Para la temperatura del aire de salida, Serna-González 
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y col. (2010) propusieron: 

 6.38887667 0.86581791* 15.7153617exp 0.05439778* 0out out outhsa TA TA      (E.6) 

Para la densidad la mezcla aire-vapor de agua (Serna-González y col., 2010): 

 1  1
287.08 0.62198

tP w
- w

T w
     

                                                                        (E.7) 

donde Pt y T son expresadas en Pa y K, respectivamente. La densidad de entrada y de salida del 

aire con calculadas a partir de la última ecuación evaluadas en T = TAin y T = TAout para w = win 

y w = wout, respectivamente. 
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APÉNDICE F. REPRESENTACIÓN GENERAL DEL MÉTODO RUNGE-KUTTA DE 

CUARTO ORDEN. 

 La solución de las ecuaciones se realizó con el  Método de Runge-Kutta de cuarto orden 

(Baker y Shryock, 1961; Burden y Faires, 1967; Mathews, 1992). El sistema de ecuaciones para 

el aire insaturado por las Ecuaciones (1), (2 y (3). El primer paso es dividir el empaque en un 

número de intervalos por lo que, 

, ,

numero de intervalos
w in w out

w
T T

T


                                                                                  (F.1) 

 En la Figura F.1 se representa el empaque de la torre divido en 5 intervalos donde las 

condiciones en cada nivel son determinadas utilizando el método ya mencionado. 

 Intervalo 1

 Intervalo 2

Intervalo 3

 Intervalo 4

 Intervalo 5

 nivel 0

 nivel 1

 nivel 2

nivel 3

 nivel 4

 nivel 5

 w(1), ima(1), ma

 w(2), ima(2), ma

 w(3), ima(3), ma

 w(4), ima(4), ma

 wi, imai, ma

 Twi, mwi  wo, imao, ma

 Two, mwo

 ΔTw

 ΔTw

 ΔTw

 ΔTw

 ΔTw

 

Figura F.1. Representación gráfica del método de Runge-Kutta de cuarto orden 

 Implementación del método de Runge-Kutta de cuarto orden. 

Las ecuaciones (F.1), (F.2) y (F.3) son una representación de las ecuaciones diferenciales 

gobernantes y dependen de la temperatura del agua, de la humedad y de la entalpía del aire, 

 , ,ma w
w

dw
f i w T

dT
                                                                                  (F.2) 
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 , ,ma
ma w

w

di
f i w T

dT
                                                                                 (F.3) 

 , ,ma w
w

dNTU
f i w T

dT
                                                                                 (F.4)

 

 Las condiciones en el fondo de la torre son conocidas (Nivel 0) con las cuales son 

determinadas las condiciones del nivel N+1 y así sucesivamente hasta alcanzar el intervalo final 

que corresponde al domo de la torre con el siguiente grupo de ecuaciones, 

        1 1,1 1,2 1,3 1,42 2 6n n n n n nw w J J J J                              (F.5) 

        1 1,1 1,2 1,3 1,42 2 6
n nma ma n n n ni i K K K K
                              (F.6) 

        1 1,1 1,2 1,3 1,42 2 6
n n n n n nNTU NTU L L L L
                             (F.7)

 

donde 

   1,1 , ,
n nw w ma nnJ T f T i w                                       (F.8)

 

   1,1 , ,
n nw w ma nnK T g T i w                                                                                   (F.9) 

   1,1 , ,
n nw w ma nnL T h T i w                                                                                 (F.10)

 

 
   1,1 1,1

1,2 , ,
2 2 2n n

n nw
w w ma nn

K JT
J T f T i w

 


 
       

 
 

                             (F.11) 

 
   1,1 1,1

1,2 , ,
2 2 2n n

n nw
w w ma nn

K JT
K T g T i w

 


 
       

 
 

                             (F.12) 
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 
   1,1 1,1

1,2 , ,
2 2 2n n

n nw
w w ma nn

K JT
L T h T i w

 


 
       

 
 

                             (F.13) 

 
   1,2 1,2

1,3 , ,
2 2 2n n

n nw
w w ma nn

K JT
J T f T i w

 


 
       

 
 

                              (F.14) 

 
   1,2 1,2

1,3 , ,
2 2 2n n

n nw
w w ma nn

K JT
K T g T i w

 


 
       

 
 

                   (F.15) 

 
   1,2 1,2

1,3 , ,
2 2 2n n

n nw
w w ma nn

K JT
L T h T i w

 


 
       

 
 

                   (F.16) 

      1,4 1,3 1,3, ,
n nw w w ma nn n nJ T f T T i K w J                            (F.17) 

      1,4 1,3 1,3, ,
n nw w w ma nn n nK T g T T i K w J                            (F.18) 

      1,4 1,3 1,3, ,
n nw w w ma nn n nL T h T T i K w J                            (F.19) 

 Nivel 0

 Nivel 1

J(1,1),K(1,1),L(1
,1)

J(1,2),K(1,2),L(1
,2)

J(1,3),K(1,3),L(1
,3)

J(1,4),K(1,4),L(1
,4)

1

Tw(1)=Tw(2,1), 
ima(1)=ima(2,1), w(1)=w(2,1)

Two=Tw(1,1), imai=ima(1,1), 
wi=w(1,1)

 

Figura F.2. Representación de un intervalo del empaque de la torre 

La programación matemática se realiza estableciendo un número de intervalos y cada uno 

de estos dividido en cuatro subintervalos. En la Figura F.2 se representa un intervalo de la 
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Figura F.1 dividido en los subintervalos indicados. Donde se especifica que las condiciones 

conocidas en el fondo de la torre serán en el punto de partida para la solución de las ecuaciones, 

así como las condiciones determinadas en el intervalo N serán las del subintervalo (N+1,1). 

La humedad a la salida de la torre es desconocida por lo que el modelo se resuelve con un 

método iterativo en el que se supone outw  y la convergencia se alcanza cuando la outw  supuesta 

es igual a la outw  calculada que en este caso corresponde a la humedad de salida del último 

intervalo. Para determinar el nivel en el que el sire se satura es necesario determinar en cada nivel 

la temperatura de bulbo seco y de bulbo húmedo a partir de las ecuaciones G.1 y G.6; y si 

, ,a n wb nT T  entonces el aire esta insaturado pero si , ,a n wb nT T entonces el aire está saturado. 
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APÉNDICE G. CORRELACIONES PARA LAS PROPIEDADES FÍSICAS EMPLEADAS 

EN EL APÉNDICE D. 

Las relaciones usadas para el cálculo de las propiedades fueron tomadas de Kröger 

(2004). Todas las temperaturas están expresadas en Kelvin. 

Entalpía del mezcla aire-vapor de agua por unidad de masa de aire seco, J/kg-aire-seco 

   273.15 273.15ma a a fgwo v ai cp T w i cp T                                       (G.1) 

Entalpía del vapor de agua a la temperatura del volumen de agua, J/ kg-aire-seco 

 , 273.15v fgwo v w wi i cp T                           (G.2) 

Entalpía del aire saturado evaluado a la temperatura del volumen de agua, J/ kg-aire-seco 

   , , , , ,273.15 273.15ma s w a w w s w fgwo v w wi cp T w i cp T                                           (G.3) 

Calor especifico del aire evaluado a T+273.15/2, J/kgK  

3 1 4 72 31.045356 10 3.161783 10 7.083814 10 2.705209 10acp x x T x T x T                      (G.4) 

Calor específico del vapor saturado evaluado a T+273.15/2, J/kgK 

3 10 5 13 61.3605 10 2.31334 2.46784 10 5.91332 10vcp x T x T x T                                    (G.5) 

Calor latente estándar a T=273.15 K, J/K 

6 3 2 2 33.4831814 10 5.8627703 10 12.139568 1.40290431 10fgwoi x x T T x T                      (G.6) 

Calor específico del agua evaluado a Tw, J/kgK 

3 2 132 68.15599 10 2.80627 10 5.11283 10 2.17582 10wcp x x T x T x T                        (G.7) 

Humedad del aire evaluada a T, kg-agua/ kg-aire-seco 
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 
   

 
   

,

,

0.625092501.6 2.3263 273.15

2501.6 1.8577 273.15 4.184 273.15 1.005

1.00416

2501.6 1.8577 273.15 4.184 273.15

v wbwb

wb t v wb

wb

wb

PT
w

T T P P

T T

T T

 
 

    



   

  
     

 
 
                   

(G.8) 

Presión de vapor evaluada, N/m2
  

10z
vP                             (G.9) 

 

4
10

273.16
8.29692 1 4.76955 1

4273.16

273.16 273.16
10.79586 1 5.02808log 1.50474 10

1 10 4.2873 10 10 1 2.786118312

T

T

z x
T T

x



  


   
      

   

   

   
   
   

   
   
   

                  

(G.10) 
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