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A little learning is a dangerous thing; Drink
deep, or taste not the Pierian spring: There
shallow draughts intoxicate the brain, And
drinking largely sobers us again.

Alexander Pope

Fatiga mucho la imaginacién el ejercitarse
en el entendimiento.

René Descartes
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Resumen

Esta tesis es una revision del progreso hecho en las tltimas décadas en el desa-
rrollo de la termodindmica de medios continuos relativistas con énfasis en fluidos
relativistas. Empezamos con una formulacion breve de la primera y la segunda ley
de la termodindmica por medios relativistas que se propagan en un espacio-tiempo
de fondo cuadridimensional suave (M, g).

En seguida, por propoésitos de coherencia y completez, comenzamos con una breve
descripcién de las leyes de balance para medios continuos clasicos (newtonianos)
e introducimos la termodindmica clésica irreversible (TCI) junto con el postulado
de equilibrio local. Tangencialmente, tocamos el programa de la termodinamica
racional (TR), la desigualdad de Clausius-Duhem, la teoria de las relaciones cons-
titutivas, la emergencia del principio de entropia y su papel en la descripcién de
la termodinamica fuera del equilibrio de medios continuos. Discutimos también la
idea fundamental que introdujo Miiller en el ano de 1967 sobre la entropia de esta-
dos fuera del equilibrio y el nacimiento de las teorias extendidas de termodindmica
irreversible como la teoria irreversible extendida (TIE) y la teoria irreversible ra-
cional extendida (TIRE). Esta tltima teoria dio nacimiento a la idea de que los
sistemas de ecuaciones simétricos-hiperbdlicos son los sistemas favorables para la
descripcion de la termodinamica fuera del equilibrio de medios continuos clasicos.
Después de dar una breve introduccién de los fluidos relativistas, introducimos
la teoria transitoria de Israel-Stewart y discutimos en detalle la estructura del
flujo de entropia que esta teoria asigna a estados cercanos al equilibrio de fluidos
relativistas. En el contexto de la aproximacion hidrodinamica que postuld Israel
y Stewart, derivamos las ecuaciones fenomenolégicas de la teoria y discutimos al-
gunas de sus predicciones.

Mas aun, introducimos la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri que describe la termo-
dindmica irreversible de estados de fluidos relativistas simples y esta teoria tiene
la propiedad caracteristica que bajo elecciones particulares de las funciones cons-
titutivas, las ecuaciones dindmicas constituyen un sistema simétrico-hiperbdélico/-
causal. Identificamos los estados de equilibrio en el contexto de esta teoria, y por
estados cercanos al equilibrio comparamos sus prediciones con la teoria transitoria.
Por el hecho de que en la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri los estados de los fluidos
relativistas simples se caracterizan por 14-variables que satisfacen 15-ecuaciones
dindmicas, contiene un numero menor de funcionas libres en comparaciéon de la
teoria transitoria.



También analizamos la clase de los fluidos disipativos relativistas del tipo di-
vergente, teoria desarrollada en los afios 1990 por Pennisi, Geroch y Lindblom.
Veremos que los estados de estos fluidos estan determinados a través de la funcién
generadora y el tensor de disipaciéon ambos funciones de 14-variables referidas co-
mo los multiplicadores de Lagrange. Estos multiplicadores satisfacen un sistema
de ecuaciones cuasi-lineales manifiestamente simétrico determinado por la funcién
generadora y el tensor de disipacion. Pero por elecciones particulares de la funcién
generadora el sistema es simétrico-hiperbélico/causal.

En suma, los esfuerzos contemporaneos de los relativistas y termodinamistas estan
enfocados en desarrollar teorias cuyas ecuaciones dindmicas constituyen un con-
junto simétrico-hiperbolico y preferiblemente causal de ecuaciones. Por diseno,
estas teorias eliminan la propagaciéon de las perturbaciones con velocidad infinita,
una condicion necesaria para la viabilidad de la teoria.

Aunque es justo decir que un progreso sustancial se ha realizado en el dominio de
la termodinamica irreversible de medios continuos clasicos y muchas predicciones
de las teorias extendidas (como (TIE) o (TIRE)) han sido puestas bajo escruti-
neo experimental, a nivel relativista la situacién es diferente. Aunque el tiempo
invertido intentando desarrollar una teoria sensible (o teorias) de termodindmi-
ca irreversible de fluidos relativistas (o medios continuos) es relativamente corto,
grandes pasos en la direccion correcta han sido dados. Sin embargo, como veremos
en este trabajo, carecemos de una teoria exitosa de disipacion relativista.

Palabras Clave: Termodindmica Fuera del Equilibrio, Relatividad General, En-
tropia, Sequnda Ley, Fluidos.



Abstract

This thesis is a review of the progress made in recent decades in the development
of thermodynamics of relativistic continuous media with emphasis on relativistic
fluids. We begin with a brief formulation of the first and second law of thermody-
namics of relativistic means propagating in a soft four-dimensional space-time
background (M, g).

Then, for purposes of coherence and completeness, we begin with a brief descrip-
tion of the laws of balance for classical continuous media (Newtonian) and introdu-
ce the classical irreversible thermodynamics (CIT) together with the postulate of
local equilibrium. Tangentially, we touch on the program of rational thermodyna-
mics (RT), the inequality of Clausius-Duhem, the theory of constitutive relations,
the emergence of the principle of entropy and its role in the description of ther-
modynamics outside the equilibrium of continuous means. We also discussed the
fundamental idea that Miiller introduced in 1967 on the entropy of states out
of equilibrium and the birth of extended theories of irreversible thermodynamics
such as extended irreversible theory (EIT) and the Rational Extended Irreversible
Theory (REIT). The latter theory gave rise to the idea that systems of hyperbolic-
symmetric equations are favorable systems for the description of thermodynamics
outside the equilibrium of classical continuous means.

After giving a brief introduction to relativistic fluids, we introduced the Israel-
Stewart transient theory and discussed in detail the structure of the entropic flow
that this theory assigns to states close to the equilibrium of relativistic fluids. In
the context of the hydrodynamic approach postulated by Israel and Stewart, we
derived the phenomenological equations from the theory and discussed some of
its predictions.

Moreover, we introduce the Liu-Miiller-Ruggeri theory which describes the irre-
versible thermodynamics of simple relativistic fluid states and this theory has
the characteristic property that under particular choices of constituent functions,
dynamic equations constitute a symmetric-hyperbolic/causal system. We identify
equilibrium states in the context of this theory, and by states close to the equi-
librium we compare their predictions with the transient theory. By the fact that
in the Liu-Miiller-Ruggeri theory the states of simple relativistic fluids are cha-
racterized by 14-variables satisfying 15-dynamic equations, it contains a smaller
number of free functions compared to the transient theory.



VII

We also analyzed the kind of dissipative relativistic fluids of the divergent ty-
pe, a theory developed in the 1990s by Pennisi, Geroch and Lindblom. We will
see that the states of these fluids are determined through the generating fun-
ction and the dissipation tensor both functions of 14-variables referred to as the
Lagrange multipliers. These multipliers satisfy a system of quasi-linear equations
manifestly symmetrical determined by the generating function and the dissipation
tensor. But by particular choices of generating function the system is symmetric-
hyperbolic/causal.

In sum, the contemporary efforts of relativists and thermodynamists are focu-
sed on developing theories whose dynamic equations constitute a symmetric-
hyperbolic and preferably causal set of equations. By design, these theories elimi-
nate the propagation of perturbations with infinite velocity, a necessary condition
for the theory’s viability.

Although it is fair to say that substantial progress has been made in the domain
of the irreversible thermodynamics of classical continuous media and many pre-
dictions of extended theories (such as (EIT) or (REIT)) have been put under
experimental scrutiny, at relativistic level, the situation is different. Although the
time spent trying to develop a sensitive theory (or theories) of irreversible ther-
modynamics of relativistic fluids (or continuous media) is relatively short, great
steps in the right direction have been taken. However, as we will see in this work,
we lack a successful theory of relativistic dissipation.

Key Words: Thermodynamics out of Equilibrium, General Relativity, Entropy,
Second Law, Fluids.
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Notacion

Tensores

(): Simetrizacion e.g. Tiag) = 3(Tas + Tsa)
[ |- Anti-Simetrizacion e.g. Tiag = 5(Tas — Tpa)
0%:

B

o .

Delta de Kronecker (+1 si a = 3, 0 si a # )
Igualdadad por definicién

Espacio-Tiempo

(M,g): M Variedad, g métrica lorentziana
(—+++): Signatura
Indices
a,b,c...=1,2,3: Indices Latinos
a,B,7v,..=0,1,2,3: Indices Griegos
Derivadas

Vx: Derivada Covariante

—:  Derivada Convectiva

dt



1 Introduccion

Empezamos esta tesis dando primero una introduccién sobre los retos que uno
encuentra en el estudio de la mecanica y la termodindmica de medios continuos
relativistas con énfasis en medios que son fluidos relativistas. Los retos estan
estancados en la descripcion termodinamica de estos medios y no tanto en sus
propiedades mecanicas o hidrodindmicas y como veremos, un tema al que conti-
nuamente nos enfrentamos consiste en delimitar la frontera en donde la mecénica
o hidrodinamica de los medios termina y empieza el dominio de la termodinamica.
Esta frontera es borrosa y bastante sutil a definir.

Recordamos que las leyes que describen las propiedades termodinamicas de los
medios continuous (newtonianos) se conocian desde muchos afios antes del esta-
blecimiento de la fisica relativista. Con la llegada de la teoria de la relatividad
especial en 1905 y después con la llegada de relatividad general a finales de 1915,
estas leyes — y todas las leyes fisicas hasta ese momento conocidas — tuvieron que
modificarse para volverse compatibles con el requisito de la covarianza de Poin-
caré o covarianza general. Este reto, atrajo la atencion de varios fisicos lideres de
la época incluyendo a Einstein, Planck, Pauli, entre otros, y estos intentos tem-
pranos tuvierén un éxito parcial ya que hasta el dia de hoy existen desacuerdos
y confusion. Basta con recordar la «contreversia de Planck-Ott» al respecto de la
definicién y propiedades de transformacion de la temperatura relativista, asi como
también la «controversia de Abraham-Minkowski» concerniente con la definicion
de estrés y momento en un medio polarizado.

En esta tesis, el desarrollo de la termodinamica de medios continuos relativistas lo
haremos desde el punto de vista moderno que esta brevemente expuesto en los li-
bros de textos e.g. Misner-Thorne-Wheeler (MTW) [73] o Shapiro-Teukolsky [100].
En este enfoque moderno, los observadores locales! y sus mediciones sobre el me-
dio continuo bajo consideracion, juegan un papel prominente. Son los vehiculos

'En esta tesis, la definicién de un observador local es lo que usamos en relatividad general i.e.
una trayectoria temporal, suave, dirigida hacia el futuro y en general estos observadores para
cada evento a lo largo de su trayectoria llevan un sistema de coordenadas local al respecto del
cual realizan mediciones sobre el estado del medio. Debido a los propdsitos de esta tesis, nos
interesan las familias de estos observadores, los cuales especificamos a través de las curvas
integrales de un campo de 4-velocidad u® i.e. un campo vectorial suave, no singular dirigido
a futuro y normalizado segin g(u,u) = —1.
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para desarrollar las propiedades termodinamicas de los medios y parece que el
empleo de ellos es obligatorio debido a que bajo los principios de relatividad ge-
neral no existe una clase de observadores privilegiados, por ejemplo, la clase de
observadores inerciales globales en fisica prerelativista o los observadores inercia-
les globales en el marco de relatividad especial. Sefialamos que el empleo de los
observadores locales no es suficiente para la descripcion de la termodinamica de
medios relativistas pero en combinacion con el postulado de equilibrio local, el
cual enunciamos en seguida, y las ecuaciones dinamicas que describen al medio
ofrecen una herramienta capaz de desarrollar la termodinamica de estos medios.
De acuerdo con estas lineas, en esta tesis tomaremos una accién doble. Por un
lado, nos enfocamos en la descripcion de la dinamica de medios relativistas y co-
mo veremos a lo largo de este trabajo, la tultima tendencia entre los relativistas y
termodinamicos es a emplear sistemas simétricos - hiperbélicos y causales. Pero
por el otro lado, ponemos esfuerzos en desarrollar herramientas que en combi-
nacion con las ecuaciones dinamicas apoyen en tener un entendimiento profundo
sobre las propiedades termodinamicas del medio. Con estos motivos en mente,
en este capitulo empezamos introduciendo algunos conceptos que seran ttiles en
la descripcién de la termodinamica de medios continuos percibidos por observa-
dores locales y dejamos las consideraciones sobre la naturaleza de las ecuaciones
dindmicas para los capitulos proximos.

Un principio que juega un papel importante en el desarrollo de la termodinamica
es el postulado de equilibrio local. Tal principio desde nuestro punto de vista es
obligatorio? y conecta las mediciones que realizan observadores locales con los
principios de termodinamica. Sujeto a que la hipdtesis del continuo por el medio
bajo consideracién es valida, este principio en términos simples afirma que las
variables termodinamicas medidas por un observador local en su marco en un
evento p satisfacen las mismas relaciones como si el medio estuviera en un estado
de equilibrio global?.

Como veremos en las secciones proximas, el postulado del equilibrio local tiene po-
der predictivo*. Primeramente implica que localmente las variables termodinami-

2En realidad no tenemos una idea de como desarrollar la termodindmica de medios relativis-
tas sin apelar a este principio y tampoco conocemos una manera alternativa (o trabajo de
investigacién) que resulte en un desarrollo de la termodindmica de dichos medios sin apelar
de este principio. Por ejemplo, una examinaciéon de la formulacién de la primera ley de la
termodindmica para un fluido perfecto simple presentada en las pdginas (561 — 562) de la
ref. MTW [73], pueden ver que efectivamente hacen uso de este principio.

3Mencionamos aqui que el principio no dice nada sobre la entropia fisica del estado actual y
este es un punto clave que usaremos en el desarrollo de esta tesis.

4Es interesante mencionar aqui, que este principio parece ser la imagen espejo («the mirror
image» en inglés) de la propiedad caracteristica de una geometria riemanniana, lorentziana
o semi-riemanniana (N, g) en el siguiente sentido: Para el caso de una geometria, para cada



cas medidas por observadores locales no son independientes sino que satisfacen
relaciones que dictan la condicién que en una vecindad alrededor del evento p,
el estado del medio se considera como un estado de equilibrio. Si por ejemplo,
el medio fuera un fluido simple relativista y (p(p), n(p), s(p)) fueran las densida-
des de masa-energia, de particulas y de entropia respectivamente medidas por un
observador local en el evento p al interior del fluido, el principio afirma que es-
tas variables estan restringidas. Segun la formulacion de Gibbs de termodindmica
en equilibrio, necesariamente (p(p),n(p), s(p)) satisfacen una ecuacién de estado
(«equilibrium equation of state» en inglés) de la forma s(p) = s(p(p), n(p)) y por
supuesto como veremos en las secciones préximas también otras relaciones. Como
mostraremos, este postulado nos lleva a una formulacién (local) de la primera
ley de la termodinamica por medios relativistas y nos da pistas para formular la
segunda ley de la termodindamica por tales medios.

Antes de que entremos en los detalles que nos conducen a la formulacién rela-
tivista de la primera ley, hacemos algunos comentarios acerca de la naturaleza
de las clases de observadores locales que frecuentemente empleamos en esta tesis.
Como veremos, la eleccion depende de la situacion fisica. Por ejemplo, para el
caso en que el medio sea un fluido perfecto simple, es natural y ventajoso (pero
no es necesario), emplear la clase de los observadores que se co-mueven con los
elementos de fluido i.e. la 4-velocidad u® de estos observadores coincide con la
4-velocidad del fluido. Pero en otras ocasiones, es preferible eligir otra clase de
observadores. Como veremos mas adelante, un fluido simple pero disipativo defi-
ne de manera natural mas de una clase de observadores preferidos. Por ejemplo,
existe la clase de observadores definidos por el campo vectorial de la 4-velocidad
u% que corresponde con el tinico vector temporal®, dirigido a futuro, eigenvector
del tensor de energia-momento y este u% define la clase de los observadores en
reposo en el marco de energia (o marco de Landau-Lifshitz). Otra eleccién de ob-
servadores viene tomando la 4-velocidad uf; definida por J¢ = nu$; en donde J*
es la 4-corriente temporal de particulas y n la densidad de particulas medida en
el marco definido por u%. Tal u% define el marco de particulas (o marco de Eckart).

p € (N, g) a través de transformaciones de coordenadas, localmente siempre podemos reducir
la métrica g en p a la forma plana (aunque no la curvatura de g), similarmente, al interior de
un medio e irrespectivo de su estado actual, localmente el estado parece para los observadores
locales como un estado en equilibrio. Si empujamos esta analogia al extremo, concluimos que
la produccién de entropia juega un papel andlogo al de la curvatura de g. Mencionamos aqui,
que hay trabajos en donde se geometriza la termodinamica de medios continuos, véase por
ejemplo [87,88].

5Como veremos en el capitulo 3, la existencia de este vector impone restriciones sobre la
naturaleza del fluido.
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Aunque las elecciones de los campos de 4-velocidades (u$, u$;) estan bien motiva-
dos y frecuentemente usaremos esta clase de observadores en el desarrollo de esta
tesis, desde nuestro punto de vista es simplemente una eleccion particular de entre
una infinita clase de observadores (o marcos de referencia) que podemos emplear
para el desarrollo de la termodinamica del medio. De hecho, la teoria transitoria
de Israel-Stewart [50], la cual desarrollamos en detalle en el capitulo 3, para cada
p al interior de la regién ocupada por un fluido simple, se define un cono formado
por (u%, u$;) tal que cada u® al interior de este cono se puede usar como un marco
de referencia admisible® por esta teorfa.

Mencionamos aqui en breve, que la teoria de Liu, Miiller y Ruggeri que desarrolla-
mos en el capitulo 4, proyecta a las ecuaciones dinamicas en el marco de Eckart y
la interpretacion de la teoria viene a través de las mediciones que realizan observa-
dores en reposo al respecto de este marco. La teoria de Pennisi y Geroch-Lindblom
que describe fluidos relativistas del tipo divergente y que desarrollamos en detalle
en el capitulo 5, hace también uso del marco de Eckart. De las tres teorias que
describen la termodinamica de fluidos relativistas, solo la teoria transitoria analiza
con detalles finos la covarianza’ de las ecuaciones fenomenolégicas correspondien-
tes. Como veremos en mas detalle en el capitulo 3, la teoria por disefio exhibe una
«libertad de norma» en el sentido que las ecuaciones fenomenolédgicas se quedan en
forma invariante bajo cambios particulares de marcos que discutimos con detalle
en el capitulo 3. Pero esta invarianza viene bajo la suposicion fuerte que el estado
del fluido es cercano al equilibrio, un término que analizamos en el capitulo 3 y
en el apéndice de ese capitulo.

Las otras dos teorias, es decir, la teoria de Liu-Muller-Ruggeri y la teoria de Pen-
nisi, y Geroch-Lindblom aunque emplean sistemas de ecuaciones dinamicas que
son ecuaciones tensoriales y por lo tanto validas para cada marco, al final la in-
terpretacion fisica de la teoria resultante hace uso de las mediciones realizadas
por observadores locales y especificamente observadores en reposo en el marco
de Eckart. Aunque en la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri analizan estados del fluido
cercanos a estados de equilibrio y derivan la estructura de las ecuaciones fenome-
nolégicas en el marco de Eckart, hasta donde sabemos la covarianza de la teoria
bajo cambio de marco es todavia un problema abierto. Como veremos en el capitu-
lo 5, el mismo comentario se aplica también a la teoria de fluidos relativistas del
tipo divergente.

Con estos comentarios en mente, en las secciones proximas desarrollamos la pri-
mera y la segunda ley de la termodinamica por medios relativistas, aunque el

SEl término «marcos de referencia admisibles» serd definido a lo largo de la teorfa transitoria.
7Aqui el término covarianza se refiere al compartamiento de las ecuaciones fenomenoldgicas bajo
cambio de observador local (6 lo que es equivalente bajo cambio del marco correspondiente).
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énfasis serd sobre fluidos relativistas. Por eso, empezamos asumiendo que al inte-
rior del medio hemos fijado un campo de velocidad u® que identifica la clase de los
observadores locales que hacen las mediciones sobre este medio. A través de las
mediciones de ellos, construimos la forma relativista de la primera y la segunda
ley por este medio. No consideramos en esta seccion, la covarianza de estas dos
leyes bajo cambio de 4-velocidad u® o equivalentemente bajo cambio de marco.
Dicho problema lo consideramos en capitulos proximos.

1.1. La primera ley de la termodinamica por
medios relativistas

De acuerdo con el plan de la secciéon anterior, empezamos esta seccion asumiendo
que en un espacio-tiempo® (M, g) se propaga un medio continuo, por ejemplo, un
fluido simple que tiene la propiedad que para cada evento p al interior de este
medio esta definida una 4-velocidad u® temporal dirigida a futuro y normalizada
de acuerdo a g(u,u) = usu®* = —1.

Sea que en p y relativamente al marco definido por la 4-velocidad u®, considera-
mos un elemento de 3-volumen espacial V' infinitesimal, en el plano tipo espacio,
ortogonal a u®(p). Sean (n, p) la densidad del ntimero de particulas y la densidad
de masa-energia® medidas por el observador co-mévil con esta u®, tal que N = nV
y U = pV representan el nimero total de particulas y la masa-energia total al
interior de V. El postulado de equilibrio termodindmico local en el presente con-
texto, afirma que:

Por un V' lo suficientemente pequenio, las variables termodinamicas definidas al
interior de V', satisfacen las mismas relaciones termodindamicas como si el sistema
estuviera en un estado de equilibrio termodinamico global.

Aceptando esta hipotesis, el hecho de que al interior del volumen V', el fluido
(o mas general el medio) se encuentra en un estado de equilibrio, nos permite

8Estamos asumiendo que (M, g) denota una variedad C°, 4-dimensional equipada con una
métrica lorentziana g, orientable en el tiempo.

9Se debe de tener en mente que todas las variables termodindmicas referidas a continuacién
son locales y debemos indicar explicitamente su dependencia sobre p 6 sobre el conjunto
de coordenadas locales i.e. deberiamos escribir las cantidades de la forma n(p), p(p),... 6
equivalentemente n(xz®), p(z®), ... en donde 2% es un sistema de coordenadas locales alrededor
de p, pero por simplicidad omitimos esta dependencia.
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introducir la densidad de entropia s en p, tal que S = sV es la entropia total en
V. Adicionalmente, en p las variables (n, p, s) (al menos para fluidos) satisfacen
una ecuacion'® de estado en equilibrio de la forma s = s(p,n) y basandose en esta
ecuacion, introducimos las variables intensivas como la temperatura 7', la presion
P y el potencial quimico relativista p. Por la hipotesis de la validez del equilibrio
local, las variables (U, S, N, T, P, u, etc.) satisfacen las leyes de la termodindmica
usuales por estados de equilibrio espacialmente homogéneos. En particular, la
primera ley de la termodindmica toma la forma:

dU = dQ — PdV + pdN, (1.1.1)

en donde d() representa la cantidad de calor que entra al volumen V', mientras
PdV y pdN se interpretan como el trabajo hecho por el (sobre el) sistema para
expandir (o contraer) a V' y el trabajo hecho para agregar (o sustraer) particulas
sobre el sistema.

Para una mezcla de fluidos que involucra a n especies diferentes de particulas,
introducimos n-potenciales quimicos p; ¢ € {1,2,...,n} y denotamos por N; al
numero total de particulas del tipo ¢ en V. Por esta mezcla, en la primera ley
(1.1.1), reemplazamos el término udN por £:1 (i dNj.

i=

Debido a que el sistema al interior de V' se considera en equilibrio (mecénico,
térmico, quimico), tenemos la libertad de emplear el lenguaje familiar de la ter-
modindmica en equilibrio como: transformaciones reversibles, irreversibles, cuasi-
estaticas, variables extensivas e intensivas, etc., teniendo siempre en cuenta que
las consideraciones son estrictamente locales.

En acuerdo con estas consideraciones, sea ahora que una cantidad de calor infi-
nitesimal d() es inyectada reversiblemente al interior de V', entonces d@) = T'dS,
y para esta transformacién reversible, la primera ley (1.1.1) se convierte en la

relacién de Gibbs
dU =TdS — PdV + udN. (1.1.2)

La propiedad de escalamiento de las variables extensivas (U, S, V, N) en la férmula
(1.1.2) conduce a la expresién

10F] lector puede preguntarse sobre la necesidad de este s = s(p,n) y de su origen. En realidad,
esta funcién es un regalo del postulado de equilibrio termodindmico local que nosotros he-
mos empleado. Debido a que el sistema parece estar en equilibrio termodinamico global, la
hipdtesis s = s(p,n) es una manifestacién de la suposicién central de la formulacion de Gibbs
del equilibrio termodindmico (para una introduccién de esta formulacion véase el capitulo
2 en [11]). Segtn la hipétesis central de Gibbs, la entropia S de los estados de equilibrio es
una funcion de las variables extensivas del sistema.
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U=TS — PV + puN, (1.1.3)

la cual implica a su vez, que las variables intensivas (7', P, i) satisfacen la relacién

de Gibbs-Duhem:
SdT — VdP + Ndu = 0. (1.1.4)
Dividiendo (1.1.3, 1.1.4) por V, resulta en
p=Ts— P+ un, sdl — dP + ndp = 0. (1.1.5)

Diferenciando la primera relacién y tomando en cuenta la segunda expresion de
arriba, obtenemos que:

dp = Tds + pdn, (1.1.6)

y por lo tanto, el conocimiento de la ecuacién de estado en equilibrio p = p(s,n)
(0 equivalentemente s = s(p,n)) por este fluido, determina la temperatura (local)
y el potencial quimico (local) medidos por el observador u® en el evento p a través
de la diferenciacion i.e.

o
~ Os

_op

T ) lu_an

(1.1.7)

s

Para una mezcla de fluidos que involucra a n especies, un analisis similar nos
conduce a

dp ="Tds + ) pdn;, (1.1.8)

=1

la cual extiende (1.1.6) al caso de una mezcla de fluidos.

Interpretamos a la relacion (1.1.6) (o su extension (1.1.8)), como la primera ley
de la termodindmica por fluidos simples (o mezcla de fluidos) relativistas. De su
deducciodn, se sigue que (1.1.6) (o la correspondiente (1.1.8)) es una relacion local
pero mucho mas importante para las necesidades de esta tesis es la dependen-
cia de la primera ley del marco («frame dependance» en inglés). Llegamos a la
forma de la primera ley por fluidos simples escrita en (1.1.6) (o (1.1.8) por una
mezcla) asumiendo la existencia implicita del observador con 4-velocidad u®(p), el
cual al respecto de su marco asigna las variables (p, T, s, i1, n), etc., en el evento p
estan bien definidas y casi homogeneas al interior del volumen V. Como veremos
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en los proximos capitulos, la dependencia de la primera ley del marco juega un
papel crucial en la interpretacién de la termodindmica de fluidos relativistas (o
mas general, de medios continuos relativistas). En particular como veremos en
el capitulo 3, la belleza de la termodindmica transitoria de Israel-Stewart [50] se
encuentra en la invarianza de la primera ley bajo un cambio particular de marco
que analizamos con detalle en el capitulo 3.

Frecuentemente es conveniente expresar la primera ley'! (1.1.6) apelando a la
«descripcion por particula». Para esta descripcién notamos que:

N N
v=pv =L pav =P () (1.1.9)

n

e introducimos la entropia por particula § via

S Sn .S
s=y =y =5 5= (1.1.10)

En términos de estas nuevas variables, (1.1.2) se reduce a

d (p?iv) — _pd (f) + Td(3N) + pdN, (1.1.11)

y para cualquier transformaciéon que mantenga el niimero total de particulas N al
interior de V fijo, la primera ley toma la forma equivalente:

P
dp:p+

dn + nTds, (1.1.12)

de donde concluimos que:

- L (%
P(n,3§) —n<8n>§—p, T(n,s) = " <a§>n (1.1.13)

Otra forma conveniente de expresar la primera ley (1.1.6), viene una vez que
introducimos la energia interna e por particula dada por

p=mn(m+e), (1.1.14)

en donde hemos introducido una escala de masa m, la densidad de masa en re-
poso como nm y la energia interna por particula ne. Reescribiendo (1.1.11) por

1Por simplicidad, restringimos nuestra atencién a fluidos simples. La extensién del andlisis que
sigue al caso de una mezcla, es facil de lograr.
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transformaciones que mantengan el nimero total de particulas N fijo y apelando
a (1.1.14), se obtiene:

P .
dv. 1.1.15
- (11.15)

A

de = —PdV +Tds, V =

1 1

—, +— dSs=—=de+
n T

Si sustituimos (1.1.14) en (1.1.5);, encontramos que el potencial quimico relati-
vista por particula pu tiene la forma!?

p=m+e+PV—-T3 <+ pun=p+P—Ts, (1.1.16)

en donde en la formula para un, la entropia por particula § y el volumen especifico
V han sido eliminados. Si en (1.1.15), eliminamos (3, V', e) en favor de (s, p,n) y
usamos las relaciones de arriba regresamos a (1.1.6).

Debido a las necesidades de este trabajo, introducimos en este punto el potencial

térmico (relativista) © y la temperatura inversa (3 via'3

o= % B:;, (1.1.17)
y en términos de estas variables tenemos
s=p(p+P)—0n, ds = fdp — ©dn. (1.1.18)
Por una mezcla, estas dos relaciones toman la forma
s=p(p+P)— zn:@AnA, ds = Bdp — zn:@AdnA. (1.1.19)
A=1 A=1

Validez de (1.1.18) (o (1.1.19) por una mezcla) implica la siguiente identidad
importante la cual fué originalmente derivada por primera vez por W. Israel en

[49} ?

d(sX) = Bd (pX) — ©d (nX) + BPdX, (1.1.20)

12E] potencial quimico cldsico ji.; estd definido a través de e = e + PV — T3, mientras que
el potencial quimico relativista toma en cuenta la masa en reposo y esta definido como:
n= mc? + el -

13Nétese que cuando la constante de Boltzmann & y la velocidad de luz ¢ tienen las unidades

fisicas, © y [ se definen segin: © = % y = ]:—T
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d(sX) = Bd (pX) — fj Oud (naX) + SPdX, (1.1.21)
A=1

en donde X es una funcién suave arbitraria. La validez de estas identidades puede
verse expandiendo, por ejemplo, ambos lados de (1.1.20) dando

X [ds — Bdp + ©dn] = [—s + 8 (p + P) — On|dX, (1.1.22)

mostrando que (1.1.20) es consecuencia de (1.1.18). Con un razonamiento similar
uno puede mostrar también validez de (1.1.21).

Las identidades (1.1.20, 1.1.21) seran extremadamente ttiles para el desarrollo y
la interpretacion de la teoria transitoria de Israel-Stewart. Por el momento vale
la pena notar que las identidades tienen validez general en el siguiente sentido:
que sean vélidas depende de asumir la primera ley (local) y de la propiedad de
escalamiento (1.1.3), y son independientes de la naturaleza del estado del fluido
de fondo. También nétese que las variables (s, p,n, P) que entran en (1.1.20) son
las variables termodinamicas locales medidas por un observador arbitrario en el
evento p, y esta propiedad resultara muy ttil mas adelante.

Aunque nuestra deduccion de la primera ley de la termodinamica asume que el
medio bajo consideracion es un fluido simple a través de un razonamiento similar, y
asumiendo la validez del postulado de equilibrio local podemos formular la primera
ley por otros tipos de medios. Por estos medios, esperamos que la densidad de
energia local p en general puede depender ademés de la densidad de entropia s,
de otros campos como por ejemplo de la tensién (en el caso de medios elésticos),
de campos eléctricos 6 magnéticos, etc., y en tal escenario la relacion (1.1.6) (6
m4s precisamente (1.1.1)), tendra una estructura diferente!®.

Con este comentario, terminamos un pequeiio resumen al respecto de la forma de la
primera ley de la termodindmica por medios continuos relativistas y a continuaciéon
entramos en el aspecto central de esta tesis, que consiste en la nocién de la entropia
y en la estructura de la segunda ley de la termodindmica por medios relativistas.

14Uno espera que las variaciones dp en la densidad de energia en el evento p sean inducidas por
variaciones infinitesimales de las variables extensivas que describen el medio.
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1.2. La segunda ley de la termodinamica por
medios relativistas

Como hemos visto en la secciéon anterior, el postulado de equilibrio local nos
permite introducir a la densidad de «entropia» s a través del estado de equilibrio
que mide un observador con 4-velocidad u® en el evento p. Tal densidad escalar s
tiene la propiedad de que S = sV es la «entropia» total en V. Sin embargo, como
ya hemos mencionado tanto s como S son cantidades formales, i.e. fuera del caso
especial en donde el medio es un fluido perfecto, no existen argumentos fisicos
para interpretar a (s,.S) como la densidad de entropia fisica y la entropia fisica
total dentro de V', que corresponden con el estado actual del fluido de fondo.
Aun asi, es instructivo examinar la evolucion de la «entropia» total S = sV
mientras es transportada en el tiempo a lo largo de las lineas de flujo, i.e. a lo
largo de las curvas integrales de u®. Se sigue entonces que

lef =u*V,4(sV)
= (u"Vus)V + 5 (u*V,V)
= (u*Vas)V + s (Vau*) V (1.2.1)
=V, (su®)V
= (Va5 V,

y esta férmula sugiere que cuando V,5% > 0 entonces S = sV no disminuye
mientras es transportada en el tiempo a lo largo de las lineas de flujo.

Esta propiedad, sugiere asignar por estados arbitrarios de un fluido (6 més general
para cualquiera medio continuo relativista) el vector de flujo de entropia S* que
por el momento se considera arbitrario con la excepcién de que satisface VS >
0. Esta restriccion afirma que para dos hipersuperficies arbitrarias >, >, tipo
espacio no intersectantes que atraviesan un espacio-tiempo asintoticamente plano,
con Y, al futuro de ¥, la entropia total S(¢) definida por

S(t) = /E SedS,, (1.2.2)

satisface que S(t2) > S(t1). En esta tesis y por consenso general entre los rela-
tivistas, aceptamos que la desigualdad V,S® > 0 implementa la segunda ley'®

5Recordamos que dentro de la termodindmica en equilibrio estdndar, la segunda ley aparece
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por estados arbitrarios de medios relativistas. El flujo de entropia S que intro-
ducimos, tiene la propiedad de que un observador arbitrario con 4-velocidad u®,
asigna una densidad de entropia dada por: s(i) = —1,5°.

Tocamos ahora un punto clave de la termodindamica de medios continuos relati-
vistas. El 4-vector de flujo de entropia S* que acabamos de introducir, no tiene
ninguna conexion con los atributos del medio bajo consideracién, por ejemplo, con
el tensor T*? de energia-momento 6 con las posibles corrientes de particulas J¢, es-
tresés, campos electromagnéticos, etc. De hecho, como se hara claro mas adelante:

La relacion entre S y las variables que especifican el estado del fluido (o el esta-
do de un medio continuo relativista) es el tema central de la termodindmica fuera
del equilibrio por medios continuos cldsicos o relativistas, y la naturaleza de esta
relacion serd el enfoque central de esta tesis.

Para ver el significado de esta relacion, consideramos el caso particular de un
fluido simple relativista caracterizado por la propiedad de que el flujo de entropia
fisica S tiene la forma de Tolman, es decir, S* esta dado por S = su® en donde
por el momento la 4-velocidad u® es de los observadores locales y s es la densidad
de «entropia» medida en sus marcos. La aplicacién de la relacién de Gibbs (1.1.18)
implica

VoS = V(su®) = uVus + sVau® s =s(p,n)

—p+ n] + sVau®,

Js Js
dp on

(1.2.3)

|
:{Tp—@n+svﬂﬂy

en donde - significa diferenciacién a lo largo de las lineas de flujo (curvas integrales
de u®). En el caso en que el medio es un fluido perfecto simple, identificamos a u®

en el contexto de la transformacién de calor en trabajo y estd enunciada a través de la
forma de Kelvin-Planck 6 de Clausius (para una discusién relevante véase la ref. [47]). La
desigualdad de Clausius nos permite introducir a la entropia S como una funcién de estado
con la propiedad de que para cualquier sistema aislado, S no decrece hacia adelante en el
tiempo. Aqui vemos que en el dominio relativista, la segunda ley se implementa introduciendo
el flujo de entropia S y se debe tener en mente que esta variable primaria S¢, es distinta
del flujo de «entropia» su®, a veces referida como entropia de Tolman, que surge a través del
postulado de equilibrio local. Pero como veremos mas adelante por estados muy especiales,
la entropia de Tolman su® se aproxima a la entropia verdadera S®.
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con la 4-velocidad del fluido, entonces las leyes de balance (V,J% = V,T% = 0)
nos dan:

VoJ* =0= u"Von+nVyu® =0, (1.2.4)

VoI = 0= u"Vap+ (p+ P)Vou* =0, (p+ PluVau’ + AV, P =0,
(1.2.5)

con el proyector asociado a la 4-velocidad u®, dado por:
AP = g% L y*uP.

Estas relaciones en combinacién de s = S (p+ P) — On que derivamos ante-
rioramente (véase (1.1.18)) implican que el término entre corchetes cuadrados
en la tercera linea de (1.2.3) es nulo. Por lo tanto, la evolucion de los estados
de fluidos perfectos no generan entropia, en el sentido de que la entropia total
S(t) =[x, S*dX, a través de una hipersuperficie tipo espacio ¥; permanece cons-
tante i.e. es independiente de ;. En un estado de equilibrio termodindmico global
se espera que la entropia total S(t) sea méaxima y por lo tanto las variaciones a
primer orden §S(t) inducidas por pequefias perturbaciones §7%%,§J* al respecto
de una configuracion de fondo son nulas a primer orden. Apelando a la relacion de
Gibbs covariante, se sigue que el potencial térmico © es uniforme (constante) y el
4-vector de temperatura inversa % es un campo de Killing temporal, condiciones
que veremos mas adelante en el capitulo 3.

Sea ahora que postulamos por un fluido, que el flujo de entropia S tiene la forma:

SY = su® + Bh® + On®, (1.2.6)

en donde (f3, 6) son coeficientes por el momento arbitrarios mientras que (h®, n®)
representan el flujo de energia (por definicién ortogonal a u®) y el flujo «drift»
(también ortogonal a u®) de particulas relativo al marco definido por u® (re-
cordamos que u® es arbitrario). Este S es compatible con la segunda ley (i.e.
VaS® > 0) sujeto a que (u®, h*, n®) estén restringidos. Como veremos mas ade-
lante, la condicion V,S% > 0, combinada con las leyes de balance nos conducen a
ecuaciones fenomenologicas por los campos (u®, h®, n®) que aparecen en (1.2.6).
Mencionamos por adelantado que en el caso de que el medio sea un fluido relativis-
ta simple, la forma del flujo S en (1.2.6), define la clase de teorfas referidas como
teorias de primer order (para una introduccion de esta clase de teorias véase [45]
y la seccion 3.3.1 de esta tesis). Por esta clase de teorias, mencionamos aqui que
la naturaleza de los estados de equilibrio i.e. estados que obedecen V,S5¢ = 0,
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fuerdn identificados en [45].

Es interesante mencionar que la termodindmica transitoria que vamos a desarro-
llar més adelante viene generalizando la expresién para S escrita en (1.2.6). Esta
generalizacion consiste en aceptar que las contribuciones de segundo orden en la
desviacion del estado de equilibrio entran en la definiciéon del flujo S¢. Al deman-
dar que la entropia extendida S satisfaga la segunda ley V.5 > 0, acoplada
con la estructura de las leyes de balance V,T% = V,J* = 0, nos conduce direc-
tamente a la obtencién de ecuaciones fenomenoldgicas por la teoria transitoria.
En esta descripcion breve de la teoria transitoria dejamos asuntos sin conside-
rar, como el tema de la covarianza de la teoria bajo cambio de 4-velocidad u®,
asunto que necesita ser examinado y esto lo haremos con méas calma mas adelante.

Por dltimo, como una aplicacién del formalismo que hemos desarrollado en estas
secciones, damos una formulacién covariante de la termodinamica que describe
estados de un fluido perfecto. Contrario al desarrollo hecho hasta este momen-
to, la formulacion covariante de la termodinamica por un fluido perfecto tiene la
propiedad de que las relaciones termodinamicas por estados arbitrarios no hacen
referencia a ningtin marco en reposo 6 cantidades definidas relativas a tal marco.
Para construir esta formulacién, sea u® la tinica 4-velocidad hidrodinamica defini-
da por el fluido perfecto y sea A%y = 0% +u%ugz el tensor de proyeccién asociado a
tal u®. Claramente, relativo al marco en reposo u®* = 09, el tensor de proyeccion
esta dado por A% = diag(0,1,1,1) mientras que las componentes del tensor de
energia-momento 7,5 tomadas relativas al marco en reposo definido por u® tienen
la forma

Top = diag(p, P, P,P) <— Tus = pusus + PAypg, (1.2.7)
y la corriente de particulas J* y de entropia S estan dadas por
J* =nu®, S = su®. (1.2.8)
Regresando a la identidad (1.1.20) y tomando X = u®, se sigue que

dS® = —0dJ* — BT, (1.2.9)

u
en donde hemos usado pu® = —ugT o8 ¢ introducido B, = fu, = Ta (tomando

aqui a ¢ = k = 1 en la definicién de 8 dada en (1.1.17)). Mas aun, la relacién
(1.1.18), implica que el vector de entropia S = su® satisface la relacion lineal
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S = PB* — ©J* — BaT*. (1.2.10)

Esta relacién, en combinacién con (1.2.9) incorporan la termodindmica de un flui-
do perfecto simple. Son las versiones covariantes de las relaciones (1.1.18), pero
con la gran diferencia que las formulas (1.2.9, 1.2.10) no hacen referencia a ningin
marco en reposo. La relacién (1.2.9) es la relacién de Gibbs covariante que encon-
traremos en el capitulo 3.

1.3. Sobre la validez de la hipétesis de equilibrio
termodinamico local

En esta seccion regresamos brevemente para ofrecer algunos comentarios sobre
la hipotesis del equilibrio termodinamico local, que hemos enunciado en la sec-
cién 1.1. Como hemos mencionado, esta hipdtesis juega un papel importante en el
desarrollo de esta tesis y sentimos que es importante ofrecer alguno comentarios
adicionales acerca de su validez.

Hemos empezando la seccién 1.1 asumiendo que al interior de la region del espacio-
tiempo ocupado por el fluido, hemos fijado un campo de velocidad u® que identifica
la clase de los observadores locales que hacen las mediciones sobre este medio y
este campo u® determina una coleccién continua de marcos de referencia («local
rest frames» en inglés) al interior del fluido. Para un evento p al interior del fluido
y relativamente al marco definido por la 4-velocidad u®, hemos considerando un
elemento de 3-volumen espacial V' infinitesimal, en el plano tipo espacio ortogonal
a u®(p).

Implicitamente hemos asumido que este volumen V' se considera lo suficiente gran-
de de manera que constituye un sistema termodinamico en el sentido que las fluc-
tuaciones de las variables extensivas como la densidad del niimero de particulas n
y la densidad de masa-energia p, etc., medidas por el observador son despreciables.
Ademas se supone que las variables extensivas tampoco cambian apreciablemente
en la escala de longintude que caracteriza a V' de manera que se justifica la homo-
geneidad espacial de las variables extensivas. Bajo estas suposiciones, hay sentido
en contemplar la validez o mejor a considerar fluidos que cumplen con el requisito
de validez del postulado de equilibrio termodinamico local y en los ultimos dos
capitulos, hemos discutido las consecuencias de esta hipétesis.

Pero sea que ahora en el mismo evento p, consideramos otro marco en reposo
asociado con distinta 4-velocidad 4% y sea V' el 3-volumen espacial y (p, 7) la
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densidad del ntimero de particulas y la densidad de masa-energia medida relati-
vamente al nuevo marco. Como discutiremos con més detalles en el capitulo 3 (en
particular véase el apéndice de ese capitulo), sujeto a que la magnitud v de la
tres velocidad ¢ de 4 al respecto de u® satisface que e = £ << 1, el estado de
equilibrio termodinamico local se cada invariante, es decir, si prevalece al respecto
de u® también prevalece al respecto de u®.

Pero de relevancia aqui, es la escala del parametro ¢ que apenas hemos definido.
Como veremos en més detalles en el capitulo 3, las variables primarias por un flui-
do relativista ofrecen la posibilidad de definir de forma invariante este parametro.
En particular, estados de un fluido relativista que satisfacen la condicién € << 1
son referidos como estados cercanos al equilibrio y como veremos la teoria transi-
toria tiene como finalidad analizar esta clase de estados.

En suma, de aqui en adelante y sin otro aviso, en la descripcion de fluidos re-
lativistas apelamos al postulado de equilibrio termodindmico local y se asumen
estados cercanos al equilibrio en donde la hipétesis del equilibrio local es valida
al respecto de un marco. Por construccion del parametro €, se sigue entonces que
el equilibrio termodinamico local es valido para todos los marcos sujetos a que la
4-velocidad u® se restrinja al interior de un «cono».

1.4. EIl contenido de esta tesis

Nos tomamos ahora el tiempo para dar un breve resumen del contenido de este
trabajo. Esta tesis, adicionalmente a este capitulo introductorio, contiene otros
cuatro capitulos y una conclusién. Ademas se han incluido dos apéndices anexados
en los capitulos 3 y 5 respectivamente.

En el capitulo 2, damos una introducién breve de la fisica de medios continuos,
clasicos, newtonianos y tocamos algunas de las teorias de termodinamica fuera del
equilibrio por estos medios que se han desarrollado desde que la termodinamica
de estos medios aparecié como una disciplina de la fisica.

Comenzamos el capitulo recordando al lector algunos aspectos cineméaticos de me-
dios continuous y en seguida nos centramos en la estructura de las leyes de balance
para la masa, momento lineal y energia total. Este enfoque nos permite notar que
estas leyes en general fallan en constituir un sistema cerrado de ecuaciones, y por
lo tanto reconocer la necesidad de introducir relacionas constitutivas y las teorias
alrededor de estas relaciones. En este punto entramos en el territorio de la termo-
dindmica y en la seccion 2.3 senalamos la importancia que tiene la segunda ley de
la termodindamica en la cerradura de las ecuaciones dinamicas. En este capitulo
también aprovechamos la oportunidad para dar una vista panoramica sobre las
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distintas maneras en que la segunda ley de la termodindmica se ha implementado
en la descripcion de medios clasicos.

Empezamos entonces en la seccion 2.3, con una discusién sobre la manera en que
la segunda ley se implementa dentro de la termodinamica racional (TR), dando
la oportunidad de introducir la desigualdad de Clausius-Duhem. Esta discusion
nos prepara para dar una introduccion del principio de entropia y vemos aqui el
papel que este principio juega como regla de selecciéon de relaciones constitutivas
apropiadas. Analizamos también en la secciéon 2.3.1 brevemente la termodinami-
ca irreversible clasica (TCI), y aqui, discutimos de nueva cuenta el postulado de
equilibrio local, y senialamos como tal postulado dentro del contexto de la teoria
(TCIT) implementa la segunda ley!®.

A continuacién, en las secciones 2.3.2, 2.3.3 damos una introducciéon breve de
la descripcion de las teorfas de termodinamica fuera del equilibrio que llevan el
adjetivo extendida (extended), un adjetivo que nacié después de la sugerencia fun-
damental de Miiller en 1967 sobre la naturaleza de la entropia por estados fuera del
equilibrio. En este contexto introducimos la teoria de termodinamica irreversible
extendida referida en este escrito por (TIE) en donde vemos de manera concreta
como la hipétesis de Miiller asigna entropia por estados fuera del equilibrio. La
otra teoria termodinamica extendida que tocamos en este capitulo es la teoria
referida como teoria irreversible racional extendida (TIRE) la cual desarrollamos
en breve en la ultima seccion 2.3.3. En esta tultima seccién, empezamos a darnos
cuenta, que los sistemas de ecuaciones apropriados para la descripcién de la ter-
modinamica fuera del equilibrio de medios continuos apunta en la direcciion de
sistemas de ecuaciones que son simétricos-hiperbdlicos. Dichos sistemas de ecua-
ciones remueven la propagacion infinita de las perturbaciones por el flujo de calor,
estresés, etc. que plagan al sistema Fourier-Navier-Stokes.

En el capitulo 3, cambiamos el tema. El enfoque de este capitulo y de aqui en
adelante corresponde al estudio de la termodinamica de medios continuos den-
tro del régimen relativista. Aunque nuestra discusién es general, sin embargo,
restringimos nuestra atenciéon a fluidos simples relativistas 6 a una mezcla de flui-
dos simples relativistas. El capitulo esta exclusivamente dedicado al desarrollo de
la termodindmica transitoria («transient thermodynamics» en inglés) de Israel-
Stewart [49], [50].

El camino para desarrollar esta teoria es largo. En la seccion 3.2 empezamos iden-
tificando una clase de estados del fluido particulares los cuales en el contexto de la

16Es importante diferenciar el papel que tiene el postulado de equilibrio local en la formulacién
de la primera ley de la termodindmica en la seccién 1.1 y su papel para implementar la
segunda ley dentro de la termodindmica clésica irreversible (T'CI)



20

Introduccion

teoria transitoria son referidos como estados en equilibrio termodinamico global
(6 local), dos términos que discutimos en detalle en esa seccién. La seccién 3.3
contiene el material clave en que esta basada la teoria transitoria. En esta seccién
definimos el flujo de entropia S® por estados de fluido cercano al equilibrio, y
su relacién con otros atributos del fluido bajo consideracion. Muchas propiedades
importantes de estos estados son discutidas en esta secciéon con el enfoque par-
ticular en la descripcién de la libertad de norma al respeto de la eleccion de los
marcos de referencia que caracterizan a la teoria transitoria. También basandose
en la estructura del flujo de entropia S* recuperamos como un limite particular,
las teorias de primer orden que incluyen como casos particulares a la teoria de
Eckart y a la teoria de Landau-Lifshitz. En la seccién 3.3.2 nos enfocamos en el
desarrollo de la teorfa de segundo orden (i.e. de la termodindmica transitoria) y
en esta seccién definimos la aproximacion hidrodinamica de la teoria transitoria.
También obtenemos las ecuaciones fenomenolégicas y tocamos el tema de la inva-
rianza de las cantidades termodindmicas (6 dicho més propiamente, la invarianza
de la teoria) bajo cambio de marco en reposo. Terminamos este capitulo discu-
tiendo los puntos a favor de la teoria transitoria pero también mencionamos los
puntos débiles en donde esta teoria necesita més trabajo.

El apéndice de este capitulo, sirve para aclarar algunos puntos sutiles y espino-
sos que se encuentran durante el desarrollo de la teoria. Primero aclaramos en
términos precisos a que nos referimos por estados «cercanos» al equilibrio y més
importante como identificamos esta clase de estados. Veremos en este apéndice,
que la teoria nos permite definir en el espacio tangente para cada evento en la re-
gion ocupado por el fluido, un cono y con la ayuda de este cono identificamos a los
estados del fluido que estan cercanos al equilibrio. La existencia de este cono, nos
permitira también introducir una familia de observadores y marcos de referencias
referidos como marcos de referencias «admisibles» y a sus vez veremos que los
marcos de referencias admisibles estan relacionados a través de transformaciones
particulares que conectan las 4-velocidades que definen estos marcos. Tal con-
junto de transformaciones inducen variaciones sobre las variables termodindmicas
implicando que se transforman de una manera particular bajo cambio de marco.
Estas leyes de transformacién nos llevan a establecer que la teoria transitoria ex-
hibe una «libertad de norma» en el sentido que las ecuaciones fenomenologicas se
quedan en forma invariante bajo cambios particulares de marcos que discutimos
con detalle en el capitulo 3.

En el capitulo 4, discutimos una nueva teoria de termodinamica fuera del equilibrio
que describe estados de fluidos simples relativistas. Esta teoria fué desarrollada
por Liu, Miiller y Ruggeri en [66,77] y es una extensién de la termodindmica irre-
versible racional extendida (TIRE) que desarrollamos en la seccién 2.3.3. En esta
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teoria las variables dinamicas consisten de las 4 componentes de la corriente de
particulas J* y de las 10 componentes del tensor de energia-momento 7 los cua-
les satisfacen las leyes de conservacion V,J® = VT = 0, pero adicionalmente
la teoria postula una nueva ecuacién inhomogénea que involucra a la divergencia
de un campo tensorial A*%7 que esta acoplada con el tensor de disipacién %7 i.e
un campo tensorial de segundo order simétrico y sin traza.

Las leyes de balance son aumentadas por la inclusion del flujo de entropia S cuya
divergencia es semi positiva. En esta teorfa, los campos (A**7, I#7, 5%) y la pro-
duccién de entropia o se consideran como funciones constitutivas que dependen
de las 14 variables bésicas (J*, T*%) y como veremos las funciones constitutivas
estan restringidas apelando a: el principio de entropia, la invarianza de las ecua-
ciones dindmicas bajo cambio de coordenadas y al requisito de que las ecuaciones
dindmicas deban constituir un sistema simétrico - hiperbdlico. Los autores toman
ventaja del principio de entropia introduciendo a los multiplicadores de Lagrange
y al menos por estados cercanos de equilibrio, estos multiplicadores estan ligados
a las mediciones que hacen los observadores locales en el marco de Eckart.
Como veremos en este capitulo, la teoria es bastante involucrada, pero al me-
nos por estados cercanos de equilibrio los autores muestran que las ecuaciones
fenomenolégicas contienen solo tres funcionas arbitrarias. En la tltima seccion,
hacemos una comparacién entre esta teoria con la teoria transitoria y discutimos
las ventajas de cada una.

Por 1ltimo, en el capitulo 5 estudiamos una modificacion ligera de la teoria de
Liu, Miller y Ruggeri que fué desarrollada por Pennisi [84] e independientemente
por Geroch y Lindblom [34]. La teorfa describe la termodindmica de una clase
particular de fluidos relativistas referidos como fluidos de tipo divergente y al ini-
cio del capitulo definimos precisamente esta clase de fluidos. Como veremos en
las secciones 5.1.1, 5.1.2, 5.1.3 la hidrodinamica y la termodinamica de fluidos del
tipo divergente estan especificadas a través del conocimiento de la funciéon gene-
radora y v el tensor del disipacion I*° y ambos de estos campos son funciones de
los multiplicadores de Lagrange.

Como veremos en mas detalle, en el formalismo de Pennisi [84] y de Geroch-
Lindblom [34], cuanto estos multiplicadores se consideran como las variables dindmi-
cas satisfacen un sistema de ecuaciones cuasi-lineales simétricas determinado por
la funcién generadora y y el tensor del disipacion 7. Debido a que x es una
funcién libre, veremos que por elecciones particulares de la funcién generadora y
se obtienen sistemas simétricos-hiperbélicos/causales por los multiplicadores de
Lagrange. En la seccién 5.1.1 damos un ejemplo de una funcién generadora yx la
cual genera estados de un fluido perfecto y en la secciéon 5.1.3 damos una discu-
sion sobre la teoria de Eckart y su propiedad particular a ser como una teoria que
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describe fluidos relativistas del tipo divergente. La naturaleza particular de estos
fluidos es discutida en detalle en la seccién 5.2.

Este capitulo esta acompanado de un apéndice en el cual tocamos el tema de la
implementacion del principio de entropia a través del método de Boillat-Ruggeri
(BR). Como discutimos en detalle aqui, la implementacién del principio de en-
tropia a través del método de Boillat-Ruggeri consiste en asumir que el sistema
estd descrito por n leyes de balance acompanadas por una ley de entropia y la cla-
ve de estd innovacion esta en eliminar a las variables bésicas en favor de las nuevas
variables que corresponden con los multiplicadores de Lagrange, cuya existencia
se basa en el trabajo de Friedrichs [31,32] sobre sistemas sobredeterminados de
leyes de conservacion.



2 Termodinamica irreversible de
fluidos simples clasicos

En el capitulo anterior hemos dado una primera vista de la forma de la primera y
la segunda ley de la termodinamica por medios continuos relativistas con énfasis
en medios que son fluidos simples relativistas. Como hemos discutido, la primera
ley de la termodinamica tiene la caracteristica de ser una ley local en donde la
parte prominente involucra a las mediciones que hace un observador sobre el me-
dio bajo consideracién. También hemos discutido el concepto de flujo de entropia
por un medio relativista y en términos de este flujo, hemos formulado la segunda
ley de la termodinamica. Hemos senalado que la relacion entre el flujo de entropia
con otros atributos del medio bajo consideracion, es un punto que necesita méas
analisis.

En este capitulo, nos enfocamos en la manera en que la termodindmica entra en la
descripcion de medios continuos y por razones pedagogicas nos centramos primero
en el estudio de medios continuos clasicos'. Nuestro enfoque consiste en estudiar
la dinamica de estos medios y como veremos mas adelante, este problema tiene dos
componentes: la primera componente involucra a la hidrodinamica mientras que
la segunda componente involucra a la parte termodinamica. En esta tltima parte,
tendremos la oportunidad de introducir el concepto de relaciones constitutivas y
el principio de entropia.

2.1. Mecanica de medios continuos clasicos

2.1.1. Cinematica

Empezamos esta seccion discutiendo primero algunos aspectos cineméaticos del
medio el cual tomamos como un fluido simple. Sin embargo, por razones de ge-

Por medios continuos clasicos nos referimos a medios que se propagan en el espacio Euclideo
(R3,( | )), en la presencia de un tiempo absoluto newtoniano. Por simplicidad, nosostros
consideramos al medio como un fluido simple clasico, pero muchos de los conceptos que
veremos se generalizan a medios arbitrarios.
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neralidad, hablaremos de un medio continuo debido a que la descripcién que a
continuacion bosquejamos es véalida para medios mas generales y no solo por flui-
dos. Especificamente, empezamos con un medio continuo eléctricamente neutro
que a t = 0, ocupa un conjunto acotado, abierto U del espacio Euclideo? R3
con frontera suave QU. La cinematica del medio esta descrita por una familia
uni-parametrica de mapas parametrizados por un paramétro continuo ¢ > 0 que
interpretamos como tiempo y definidas como

b U= & (U)=U, TR X — ¢y(X) = o(t, X), (2.1.1)

tales que para todo t > 0, ¢; es uno a uno, suryectivo y es de clase C* y su
inversa ¢; ! también es de clase® C*. Como consecuencia, los conjuntos o(U)y
U = ¢o(U) son biyectivos, e interpretamos a la familia de imagenes ¢,(U) = Uy,
t > 0, como la evolucién al tiempo ¢ de la distribucién inicial U = ¢o(U).

Coordenadas locales X = (X', X2 X3) sobre U sirven como etiquetas lagran-
gianas para los elementos del medio en el siguiente sentido: Para un X fijo, el
conjunto:

{o(t, X),t >0}, (2.1.2)

describe una trayectoria suave que traza el elemento de fluido etiquetado inicial-
mente por la tripleta X = (X', X2, X?) en U. Por construccion, a lo largo de
esta trayectoria, las coordenadas X se mantienen fijas y la velocidad ‘7(15, X )y la
aceleracion g(t, X ) de este elemento del medio estan definidas por

Lo 0ot X L 0t X) oV X
wmm:‘%gﬁ o(t, %) = %g): E;). (2.1.3)

La velocidad euleriana (¢, Z) esta definida® por

—

i(t,7) = V(t, X) (2.1.4)

R=¢;1(z)

y por la regla de la cadena, se sigue que

2Recordemos que las consideraciones en este capitulo estan restringidas a medios continuos
clasicos.

3Dicho més formalmente, la coleccién ¢y, ¢t > 0 representa una familia uni-pardmetrica de
difeomorfismos entre U y ¢4(U).

4En esta definicién # = (2!, 22%,23) denotan coordenadas cartesianas globales del espacio de

fondo R3.
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—

oV (t, X) Bt ¢u(t, 7)) it &)
ot x=s'@ ot ot

+ - Vit @), (2.1.5)

lo cual indica que la «aceleracién» lagrangiana y la «aceleracién» euleriana estan
relacionadas a través de:
= ou(t, =
g(t, X) = 59157) +u - Vi(t, 7). (2.1.6)
La descripcién lagrangiana y euleriana del medio implican que para cualquier
funcion Q(t, X), asociamos su contraparte ¢(t, Z) de acuerdo a

q(t, ) = Q(t, X) (2.1.7)

X’:(ﬁil(tvf)’
y apelando nuevamente a la regla de la cadena, tenemos que:

0Q(t,X) _Dq _ 9q(t,7)  _ ;
— == . t, 7). 2.1.8
En esta definicion, las coordenadas lagrangianas (¢ ,)E" ) y las coordenadas euleria-
nas (¢, 1) estdn relacionadas via (t,Z) = (t,$(t, X)). De (2.1.8) se sigue que el
operador

D 0

actuando sobre escalares, diferencia a lo largo de las lineas de flujo del campo de
velocidades y frecuentemente lo denotamos con un punto encima de una cantidad.
Por ejemplo, para un f(t, ) lo suficientemente suave, empleamos la notacion:
._Df _of

=— == +1i-VHf. (2.1.10)
A continuacion discutimos dos aspectos importantes que caracterizan a los medios
continuos. Uno de ellos es la nociéon de estrés, que describe las fuerzas internas
generadas por el medio en si mismo. De acuerdo al principio de estrés de Cauchy,
para cualquier elemento de superficie centrada en ¥ con vector normal 77 que se
encuentra dentro del medio, la fuerza t(t,#,7) que el medio genera a (t,7) de-
pende en general del tiempo ¢, el punto espacial & = ¢(t, X ) v el vector normal
1. Extendemos esta definicion para todos los puntos interiores del medio, gene-
rando un campo «vectorial» f(t, Z,1), referido como el campo vectorial de estrés
de Cauchy y como veremos juega un rol importante en la estructura de las leyes
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dindmicas que describen la evolucién del medio.

El otro atributo importante que caracteriza a los medios continuos, es la propiedad
de que tales medios pueden conducir calor. Este fenémeno de conduccién de calor
estd descrito por la funcion referida como flujo de calor A(t, 7, 77) la cual determina
la taza de conduccion de calor a través de cualquier elemento de superficie centrado
en ¥ con vector normal 7 a tiempo t. Mas adelante, veremos que la primera ley
de la termodindmica requiere la existencia de un campo vectorial ¢(t, Z), referido
como el campo vectorial de flujo de calor, relacionado con la funcién flujo de calor
h(t, %, 1) via

h(t,Z,7) = qlt, T) - 7. (2.1.11)

Con la introduccion de la nocién de estrés de Cauchy y la descripcion de la con-
duccion del calor ahora estamos listos para definir las leyes de balance por un
medio continuo clésico.

2.2. Leyes de balance

Como ya mencionamos previamente, la dindmica de medios continuos a grosso
modo esta dividida en una parte «hidrodindmica» y en una parte «termodinami-
ca». La primera parte, esta descrita a través de las leyes de balance i.e. relaciones
que involucran a las variables dinamicas que describen al medio. Dentro del con-
texto de fisica newtoniana, estas leyes incorporan a los siguientes principios:

a) La masa no se crea ni se destruye,

b) La segunda ley de Newton es valida. En el presente contexto, esta ley afirma
que la taza de cambio del momento lineal sobre cualquier region del medio
es igual a la fuerza total que actiia sobre esta region,

c¢) La energfa no se crea ni se destruye,

d) La entropia nunca disminuye hacia el futuro.
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2.2.1. Conservacion de masa

Sea ahora un medio continuo descrito por la familia ¢;, t > 0. A este medio
asignamos la funcién de densidad de masa p(t, Z) que tiene la siguiente propiedad:
para cada ¢,(U), la candidad m(t) = Jsuor) P(Z,£)dV es la masa total del medio al

interior® de ¢;(U). Decimos que esta p(t, ) incorpora el principio de conservacién
de masa, siempre que

d d

G0 =5 [ e =0 (2.2.1)

Esta condicion acoplada con el teorema de transporte conducen al siguiente teo-
rema facilmente verificable:

Teorema 1 Sea ¢;, t > 0 un movimiento y sea p(t, ) la densidad de masa por
este medio, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1) La conservacion de masa es vdlida.
3) La ecuacion de continuidad es vdlida:

Dp . dp .
L= = . =0. 2.2.2
i +pV-i=0 < Y + V- (pu) =0 ( )

en donde py(X) es la densidad de masa a t =0y

2 99,
J(t, X) = det (aX])

es el Jacobiano de la familia de mapas:
0: U= ,(U) : X = 6u(X) = (6;(X), ¢{(X), 6}(X)).

La demostracion de este teorema puede por ejemplo encontrarse en el libro [70].
Mas adelante haremos uso de este teorema en varios lugares.

5De aqui en adelante y sin més avisos, el simbolo qﬁt(U ) representa la evolucién de un conjunto
abierto U de U bajo la accién de las mapas ¢;.
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2.2.2. Conservacion de momento lineal

Junto con la conservacién de masa, viene también la conservacién de momento
lineal. Bajo las mismas condiciones como en el teorema 1, la conservacion de
momento lineal esta descrita por la siguiente definicién:

Definicién 1 Para un movimiento ¢, t > 0 de un medio continuo caracterizado
por la densidad de masa p(t,Z), vector de estrés de Cauchy t(t,Z,7) y bajo la

suposicion de que el medio se encuentre en un campo externo b(t,Z), el balance
de momento lineal se satisface si para cada ¢(U), la siguiente relacion integral es

valida
d —\ — — N7 — Y == A
S B BV = / DDAV + [ HE T A)dA, (2.2.3)
dt Jou(0) 6 (0) 9:(U)

en donde d¢y(U) denota la frontera de ¢,(U), dA denota el elemento de superficie
de 0¢y(U) y el vector de estrés t(t, Z,n) estd evaluado sobre la frontera dpy(U)
con normal .

Al observar (2.2.3), nos convencemos de que esta expresion no es nada mas que
la segunda ley de Newton: el cambio de momento lineal al interior de gbt(U ), es
el resultado de la fuerza generada por el campo externo (primer término del lado
derecho de (2.2.3)) mas la fuerza de estrés de Cauchy (segundo término del lado
derecho en (2.2.3)).

Notese que (2.2.3) es una expresiéon integral, pero bajo condiciones particulares
puede reducirse a una forma local. Para ello, sujeto a que (2.2.3) se cumpla para
cada ¢t(U ), v algunas restricciones sobre la suavidad del movimiento ¢;, ¢t > 0
y sobre el vector de Cauchy f(t, T,1) se satisfagan, se puede mostrar® que existe
un tnico campo tensorial tipo (2,0) referido como el tensor de estrés de Cauchy
y denotado como o(t, %), tal que las componentes de £(t, 7, 77) pueden ser escritas
de la forma:

t*(t, 7, 1) = o™ (t, ¥)gpen® = 0", a,b,c € (1,2,3), (2.2.4)

en donde g,; denotan las componentes de la métrica Euclidiana de R?, % denotan
las componentes del tensor de estrés de Cauchy y n® representan el vector normal
a la superficie 0¢(U).

Con la representacién de £(t,,7) dada en (2.2.4), asumiendo conservacién de

Detalles de la derivacién (que no es simple) se pueden encontrar en el libro [70].
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masa y apelando al teorema de la divergencia se sigue que (2.2.3) implica la ley
de conservaciéon local del momento lineal, escrita como

. . aab
/ﬁ@¢y:v-a+m,(v-@a:é%n abe (1,2,3), (2.2.5)

en donde la significad de (¢, Z) la hemos expilcado en (2.1.10).
Notese que esta ley relativamente a un sistema de coordenadas cartesianas toma
la forma:

ot orb |~ oxb

Mirando a estas ecuaciones, se ve que poseen un caracter formal en el seguinte

a a ab
p(au L ) 0 e abe{1,2,3). (2.2.6)

sentido. No constitye un sistema de equaciones cerrado. Adquieren un significado
matematico bien definido cuando se especifica la dependencia de o(t, T) sobre las
caracteristicas que describe el movimiento del fluido y regresaremos a este punto
central mas adelante.

2.2.3. La primera ley de la termodinamica para medios
continuos

Como hemos mencionado al inicio de este capitulo, los medios continuos en ge-
neral permiten la conduccion de calor y como consecuencia de esta propiedad, la
formulacién de la conservacién de energia total necesita un tratamiento especial.
En breve, para escribir esta ley, necesitamos introducir nuevas variables. Mas alla
de la densidad de masa p(t, T), el tensor de estrés o(t,Z) y el campo externo por
unidad de masa g(t, %), el conjunto de variables, es extendido por la inclusién de

—
Y

a) La energia interna por unidad de masa e(t, ¥)
b) El vector flujo de calor ¢(t, T), tal que h(t, &, i) = —q(t, )it = —gapq®(t, T)nd,

¢) Un suministro de calor por unidad de masa Q(t, T).

Con estas nuevas variables, consideramos también la energia cinética T'(t) y la
energia interna U (t) para cualquier ¢,(U),t > 0 estan dadas por

Tt:/ Y dm, Ut:/AeWudm:dVL 2.2.7
=1 5 o=/, pav(n,  (22)
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y en términos de estas variables, ahora tenemos la siguiente definicién que expresa
el balance de energia total.

Definicién 2 Para un movimiento ¢y, t > 0 el estado del medio definida por
p(t, %), u(t,Z), e(t,Z), h(t,Z, 1), Q(t, T) obedece el principio de balance de energia
siempre que para cada gbt(f]) tengamos la relacion:

d u? -
el —deldn= u-b+Q)dm + u-t+ h)da. 2.2.8
dt Jeu(0) < 2 ) @m)( 9 " ) 228

Esta relacion afirma que dentro de cualquier region ¢t(f] ), la taza de cambio de la
energia total (= energia cinética total + energia interna total) se debe al trabajo
hecho por la fuerza externa b combinada con el trabajo que hizo el vector de estrés
¢ sobre 8@((7 ) aumentada por la cantidad de calor que cruza la frontera 3gbt(U )
6 a la cantidad de calor suministrada a gbt(U ) por un agente externo.

Como en el caso de la ley de balance por el momento lineal, aqui también la ley
(2.2.8) da nacimiento a una ley de conservacion local cuando la funcién flujo de
calor h(t,Z,7) y el campo de estrés de Cauchy #(t, Z, ) estan escritos en térmi-
nos del vector flujo de calor ¢(t,Z) y el tensor de estrés de Cauchy o(t, Z). Bajo
estas condiciones y aplicando el teorema de la divergencia a (2.2.8), obtenemos la

siguiente ley local

D 2 . a b
o (Z—Fe) =p(i-b+Q)+V-(o-u—7q), V-(o-u) = 8(2;:)‘ (2.2.9)
Combinando esta ley local con (2.2.5), obtenemos
De — — — ab
P = pQ —V - -q+o0:Vi, 0 : VU= 0"uqp, (2.2.10)

que describe la manera en que la energia e varia mientras es transportada a lo
largo de las lineas de flujo del campo de velocidades.

Para extraer informacién de la estructura de las leyes de balance que hemos deri-

vado, vamos a asumir que para un medio, el tensor de Cauchy o(t, Z) es espacial-
mente isotropico, es decir, tiene la forma particular:

o (t, 1) = —P(t,2)g”, a,be {1,2,3}. (2.2.11)

Para tal medio, la ley de momento lineal (2.2.5) implica que
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pii(t, &) = =V P(t, %) + pb(t, ), (2.2.12)
que reconocemos como la ecuacién de Euler, en donde P(t, ¥) representa la presién.

Para un medio arbitrario, el tensor de estrés de Cauchy o (¢, Z) frecuentemente se
descompone de acuerdo a

o = —Pg — ", 5 = Py ol othgu =0, (2.2.13)
en donde P es la presion termodinamica, PV es la presion viscosa, mientras que

la parte sin traza afé’) representa el estrés viscoso’. En vista de esta division, la
ecuacion de evolucion de la energia interna e en (2.2.10), toma la forma equivalente

pé = pQ —V -7— (P+ P")V -4 — o} tyap, (2.2.14)

en donde w4 Tepresenta la parte simétrica sin traza de u,y definida a través de
..y 1 1
la descomposicion gy = 5(Uap + Upa) + 5(Uap — Uba) = Uap) + Ujap) tal que

1 1 2 1

U(ap) = (SVCuc) Jab + 5 (ua,b + Upg — {3(chc)gabD = (3chc) Gab + Ut)ab-
(2.2.15)
Para un uso posterior, introducimos el volumen especifico v(t, Z) = 3k el cual

p(t, @
satisface como consecuencia de la ecuacion de continuidad que
D (1 1 Dp 1

) = pn— — — — | = —— ) = va a’ 2216

po pdt<p> pl pgdt] P = Vau (2.2.16)

una formula que sera util mas adelante.

Las leyes de balance que hemos discutido arriba, son aplicables para un gran
ntmero de medios continuos (clasicos). Pero una revisién critica de estas leyes,
revela que fallan en formar un sistema cerrado de ecuaciones y esta propiedad

7"Aqui nace un punto bastante sutil: jcomo uno distingue en principio entre la presién ter-
modindamica P, de la presion PY que nace del estrés viscoso? Como veremos més adelante,
esta sutileza re-aparece en la descripcion de fluidos relativistas y analizaremos este punto
con detalle en el capitulo préoximo. En breve, mencionamos aqui que la resoluciéon a esta
pregunta la ofrece la estructura de la primera ley de la termodindamica. La presion P esta
asociada con el trabajo realizado en un proceso isentrépico.
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es un problema que ocupa el estudio de medios continuos. Como es bien conoci-
do, la cerradura se logra mediante la especificacion de relaciones constitutivas. A
primera instancia, estas relaciones son relaciones funcionales entre variables que
describen el medio y su empleo tiene como finalidad cerrar el sistema de ecuacio-
nes dindmicas.

Por ejemplo, por el caso de un fluido viscoso que permite la conduccién de calor,
las relaciones constitutivas intentan especificar la dependencia funcional del ten-
sor de estrés de Cauchy o(t, %), el vector flujo de calor ¢(t, ¥) y la energia interna
e(t,Z) de entre un conjunto de variables de fluido adecuadas, frecuentemente re-
feridas como variables basicas. Por este ejemplo, el conjunto de variables basicas
consiste en la densidad de masa, la velocidad, la temperatura (y tal vez de sus
derivadas). La asignacion de las relaciones constitutivas que describen a un me-
dio, es un problema bastante importante y delicado. Para proporcionarlas, ciertas
reglas se aplican y en esta etapa la entropia y la segunda ley juegan un papel
central. A continuacion discutiremos la conexién entre las leyes de balance y la
termodinamica, en este punto cruzamos la frontera en donde la «hidrodinamica»
termina y la termodinamica empieza.

2.3. La segunda ley de la termodinamica, el
principio de entropia

Aunque la derivacion de las leyes de balance en las secciones previas estuvo libre
de cualquier ambigiiedad, el asunto se complica considerablemente una vez que
entramos en la tarea sutil de asignar entropia a estados arbitrarios de medios
continuos. De hecho, es justo afirmar que excepto por estados que describen equi-
librio termodinamico, no existe una receta universalmente aceptada para asignar
entropia por estados fuera del equilibrio por medios continuos. Como también he-
mos senalado en el capitulo introductorio de esta tesis, las posibles elecciones de
la entropia fuera de equilbrio y la implementacion de la segunda ley de la termo-
dindmica seran el tema central de esta tesis.

En las siguientes secciones introduciremos la termodindmica clasica irreversible
(TCI), y en esta teoria el postulado de equilibrio termodindmico local determina la
entropia por estados fuera del equilibrio, después introducimos la termodinamica
irreversible extendidad (TIE) y aqui el postulado de Miiller determina la entropia
por estados cercanos al equilibrio, mientras que en la termodinamica irreversible
racional extendida (TIRE), las relaciones constitutivas determinan la entropia por
estados afuera del equilibrio.
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Por razones de presentacion, es mas conveniente comenzar discutiendo el proble-
ma de como asignar entropia y la manera de implementar la segunda ley dentro
del marco de la termodinamica racional (TR) (para una introducciéon de esta
teorfa véanse [21,54,79,102]). Esta teoria mantiene a las leyes de balance para
medios continuos derivadas previamente, pero introduce dos funciones adicionales:

a) La entropia por unidad de masa s(t, %),

b) La temperatura local T'(¢, T)

Mencionamos aqui que dentro del contexto de (TR), la temperatura local T'(t, Z)
es considerada como un elemento absoluto y la teoria implementa la segunda
ley de la termodinamica via la desigualdad de Clausius-Duhem de acuerdo a la
definicién:

Definicién 3 Para un movimiento ¢y, t > 0, el estado de un medio continuo des-
crito por p(t, %), e(t, @), h(t, 7, 1), Q(t, X), s(t, ), T(t, T), satisface la sequnda ley de
termodindmica, st la taza de produccion de entropia al interior de cualquier gzﬁt(U),
i.e.

d
— r,t)dm 2.3.1
dt /@(U)S(x’) ’ (2.3.1)

satisface la desigualdad integral de Clausius-Duhem

d Q h
— sdm >  —=dm + _ =—da. 2.3.2
dt Jou (0 o (0) T o) T’ ( )

Entonces en la termodinamica racional, la taza de incremento de la entropia en
¢(U), es mayor (6 igual) a la entropia generada por el calor suministrado a ¢, (U)
y la entropia generada por el flujo de calor a través de la frontera &bt([j ). Para
estados, sujetos a Q(t,Z) = h(t,Z) = 0, la desigualdad implica

d d

s(Z, t)dm p(Z,t)s(Z,t)dV > 0, (2.3.3)

% oi(U) :% 6:(0)

i.e. la entropia no puede disminuir hacia el futuro.

La desigualdad de Clausius-Duhem puede ser expresada en forma local siem-
pre que uno utilice el vector flujo de calor ¢(t,¥) via h(t,Z,7) = —q(t,Z) -1 =
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—gapq®(t, ¥)n® en donde 7 representa el vector normal al elemento de superficie
8gbt(U ) que apunta hacia fuera. En este caso, la desigualdad de Clausius-Duhem
(2.3.2) se reduce a la forma

Ds _ Qp q d(ps) L 4, _Qp
> S vARN — . —) > — .0.
Py 2T <T> = 5 +V (psu—l—T)_ T (2.3.4)

que es la formulacion local de la segunda ley dentro de esta teoria. Mencionamos
aqui que en el contexto de la termodindmica racional, la entropia s es considerada

como una funcién constitutiva i.e. s depende de un conjunto de variables basicas®.

Coleman y Noll [20] en la década de 1960, fuerdn los primeros en sugerir una ver-
sion limitada de lo que hoy en dia es referido como el principio de entropia. Ellos
sugirierén que la dependencia de la densidad de entropia s sobre un conjunto de
variables basicas debe ser asignada de tal manera que la segunda ley de la termo-
dindmica (2.3.4), debe satisfacerce a lo largo de cualquier proceso termodindmico
arbitrario?. Miiller [75,76] en los afios 1970, refind el enfoque del principio de
entropia formulado por Coleman-Noll y este refinamiento senté las bases de la
version moderna del principio de entropia. Especificamente, Miiller postula que
para cualquier medio, existe una cantidad escalar aditiva, la densidad de entropia
s y un vector de flujo de entropia f, tal que en la ausencia de cualquier fuente de
calor Q(t,T), estos sy f, satisfacen la desigualdad de entropia

a(ais) + V- (psii+J) > 0. (2.3.5)

Mas atun, Miiller postulé que sy J son considerados como funciones constitutivas
y esto introduce un grado adicional de flexibilidad en la formulacion de la segunda
ley!®. En esta versién moderna, el principio de entropia afirma que la dependencia
de sy J (o méas generalmente cualquier funcién constitutiva) sobre las variables
basicas deben de elegirse de tal manera que cada solucion a las leyes de balance
satisfaga la desigualdad de entropia escrita en (2.3.5).

8Como hemos visto en la introduccién, el flujo de entropia S no puede relacionarse de una
manera obvia con las propiedades del medio. Aqui en TR, la teoria solo asume la existencia
de s, pero no nos dice nada sobre la relacién que guarda tal s con el medio bajo consideracion.

9En el lenguaje de los termodindmicos, un proceso termodindmico es cualquier solucién a las
ecuaciones de balance.

10Vale la pena notar que la desigualdad de entropia en (2.3.5), no hace ninguna referencia a la
nocién de temperatura. Como es bien conocido, por estados fuera del equilibrio, la nocién
de temperatura es un concepto sutil.
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Hoy en dia, la desigualdad de entropia y el principio de entropia refinados por
Miiller se encuentran en el corazén de la descripcion de la termodinamica de me-
dios continuos clasicos (y como veremos més adelante permanece asi en la teoria
de medios continuos relativistas). Sin embargo, implementar el principio de en-
tropia es un asunto delicado.

¢ Eriste un procedimiento sistemdtico para escoger la forma correcta de las rela-
ciones constitutivas de modo que se mantenga valido el principio de entropia?.

Desde finales de 1960 hasta hoy en dia, se han inventado varios procedimien-
tos para implementar el principio de entropia y aqui mencionamos algunos: El
procedimiento de Coleman-Noll [20, 22], el procedimiento de Miiller [75, 76], el
procedimiento de Liu [64] y el procedimiento desarrollado por Boillat-Ruggeri y
colaboradores véase [8-10,91,92]. En esta tesis, aplicamos el principio de entropia
apelando al procedimiento de Liu, modificado por Ruggeri y colaboradores. Con
el fin de facilitar las cosas, daremos un apéndice en el capitulo 5, en el que des-
cribimos las caracteristicas bésicas del procedimiento de Boillat-Ruggeri.

Terminamos esta seccién, mencionando que la desigualdad de entropia (2.3.5),
puede ser escrita en la forma equivalente

—

ps+V-J=o, (2.3.6)

en donde el escalar o se interpreta como la produccion de entropia por unidad de
volumen por unidad de tiempo y la restriccion ¢ > 0 implementa la segunda ley
de la termodindmica. La desigualdad de entropia en la forma (2.3.6) serd usada
mas adelante.

2.3.1. Termodinamica clasica irreversible (TCI)

En esta seccién introducimos la primera teoria de termodinamica irreversible que
describe medios continuos clasicos, y esta teoria sugiere una manera especifica
de asignar entropia por estados fuera del equilibrio. La teoria fue iniciada hace
varios anos atras por Onsager [80,81] y Eckart [25,26] y es referida hoy en dia
como termodindmica clasica irreversible (T'CI). Esta teorfa mantiene las leyes de
balance para la masa, momento lineal y energia total introducidas anteriormente
pero la manera en que se asigna entropia por estados fuera de equilibrio viene a
través del postulado de equilibrio termodindmico local apropiadamente extendi-
do. Recordamos que un medio se encuentra en un estado de equilibrio local, si
para cualquier punto (¢, Z) al interior del medio, podemos introducir una celda lo
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suficientemente pequena tal que la celda por si sola la podamos considerar como
un subsistema termodinamico que satisface la siguiente propiedad:

Dentro de esta celda, las variables termodindmicas obedecen las mismas relaciones
termodindmicas como si el subsistema estuviera en un estado de equilibrio termo-
dinamico global.

En el capitulo introductorio de esta tesis, hemos apelando a este principio para
formular la primera ley de la termodinamica por medios relativistas. Pero como
hemos mencionado previamente, diferenciamos el papel que tiene el postulado de
equilibrio local en la formulacion de la primera ley de la termodinamica en la sec-
cién 1.1 y su papel en la termodindmica clésica irreversible (TCI). En el contexto
de la TCI el postulado hace afirmaciones sobre la naturaleza de la entropia fisica
del estado. Especificamente, afirma que la dependencia de la entropia fisica sobre
las variables termodinamicas esta fijada y esta forma funcional es la misma que
encontramos por estados en equilibrio termodinamico global. Por razones de ilus-
tracion, apelamos a este principio para estudiar brevemente estados de un fluido
simple viscoso, conductor de calor dentro del marco de TCI.

Sea entonces un fluido simple que ocupa una regiéon U C R3 y sea que el fluido
se encuentra en un estado en donde el equilibrio local es valido. Para tal estado
y para cualquier (¢, Z) al interior del fluido, la densidad de entropia s(t, Z) depen-
de tnicamente de la energia interna por unidad de masa e(t,Z) y del volumen

1
especifico v(t, ¥) = L7 y mas aun s(t, %), e(t, T), v(t, ¥) satisfacen
pLL,
1
T(t,7)ds(t,7) = de(t, ¥ +Pt,fd< ﬁ>, 2.3.7
(1)d5(0,) = de(t. )+ Pl (237

que es la relacién de Gibbs en equilibrio (con la gran diferencia de que ahora las
variables termodinamicas tienen dependencia temporal y espacial i.e. dependen
de (t,Z)). Aceptando esta relacion, se sigue que la evolucién de s(¢,Z) a lo largo
de las lineas de flujo obedece

Ds_De ,D(1\  D_0
dt — dt dt ’

; =S Laww) v, (2.3.8)

mientras que por dos elementos de fluido cercanos en (t, Z) y (t, £+dZ), la entropia
s(t, &) satisface

TVs(t,z) = Ve(t,Z) + PV ( (2.3.9)

)
pt. 7))’
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en donde V representa el operador gradiente sobre el espacio Euclideo (R?, ( | )).

Escribimos (2.3.8) en la forma

._ P Pp . 0s 1
pS = —e+ —0 §=—4u"Vys, v=—, 2.3.10
T ot p ( )

y usando (2.2.14 - 2.2.16), obtenemos

observando el lado derecho de (2.3.11), vemos que puede ser escrito en la forma:

ps+V-Jg=o0, (2.3.12)
- q VT Pv 1,
Jp=1, o=FEa- & 7 Vau" = oty (2.3.13)

en donde interpretamos a J como el vector flujo de entropia, mientras que o es
la produccién de entropfa por unidad de volumen por unidad de tiempo!!

Cuando @ = 0, entonces (2.3.12, 2.3.13) muestran que la evolucién temporal
de los estados de los fluidos caracterizados por ¢ = PY = UEZ)) = 0 no generan
entropia. Para tales estados, las leyes de balance muestran que estamos tratando
con hidrodindmica euleriana y estos estados pueden ser vistos como estados de
equilibrio dentro del espacio de todos los estados que describen fluidos viscosos
conductores de calor.

Sin embargo, para estados caracterizados por un flujo de calor y estrés de Cauchy
no nulo, la férmula (2.3.13) muestra que su evolucién genera entropia. Una mirada
a (2.3.12), muestra que la segunda ley se satisface siempre que o en (2.3.13) sea
semi-positiva definitiva'?. Si introducimos # y 77 por la collecion de flujos y fuerzas
respectivamente, es decir

(2.3.14)

( vT Vau“ _ u(t)ij )

F=(3P"0l), i R 7

"Es comtin referirse a (¢, PU7JEZ)) en (2.3.13), como los flujos disipativos mientras que a los
términos correspondientes

vT Vau“ u(t)ij
2 1 YT
se les refiere como fuerzas termodinamicas.
12Vemos a (2.3.15 - 2.3.17) como relaciones constitutivas, las cuales fijan al flujo de calor y al

estrés de Cauchy. En este caso las variables bésicas son T', u® y sus gradientes.
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entonce o en (2.3.13) puede ser escrita como ¢ = -7 la cual es una forma
muy suggestiva. El requisito del caracter semi-positivo de o, puede ser entendido
desde un numero de maneras distintas. En general los flujos ¥ pueden depender
arbitrariamente de las fuerzas 7 y variables que describen el flujo. Pero hechos
observacionales y estudios en fisica estadistica confirman que una relaciéon lineal
entre los flujos y las fuerzas que desciben el flujo, es adecuada para la descripcion
de una gran clase de fenémenos fisicos. Restringiendonos de aqui en adelante en
esta tesis a la validez de esta relacion lineal, entonces el caracter semi-positivo de
o es valido cuando las siguientes relaciones lineales entre flujos y las fuerzas se

cumplen'? :
. vT
7= M7 (2.3.15)
Vul
P’ =~ (2.3.16)
ot = — ““T)a", (2.3.17)

en donde los coeficientes pi1, fto, p12 son en general dependientes de la temperatura
y estan sujetos a las restricciones: py; > 0, o > 0y ps > 0. Introduciendo los
coeficientes de conductividad térmica k, viscosidad volumétrica (bulk viscosity) ¢
y viscosidad de cizallamiento (shear viscosity) n via

= kT?, o =CT,  pp=2nT, (2.3.18)
entonces, (2.3.15 - 2.3.17) toman la forma

7= —kVT, P? = —(V,us, ol = —2nU()a, (2.3.19)

que son las formas estandar de las relaciones constitutivas de Fourier y Navier-
Stokes conocidas tiempo atras.

I3Mencionamos en este punto que relaciones no lineales entre los flujos y las fuerzas nos conducen
a relaciones constitutivas non lineales. Uno puede lograr que o sea semi-positivo definido y
relaciones constitutivas no lineales tomando 7 = MZ con M una matriz positiva. Aunque
este andlisis es muy 1til, en esta tesis no entramos en esta direccién. Para una introducciéon
y referencias adicionales al respecto de este tema recomendamos a lector [54] y referencias
citadas en este libro.
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La teoria de Fourier-Navier-Stokes'* de un fluido viscoso, conductor de calor es
la teoria estdndar para describir fluidos de laboratorio y astrofisicos'®. Como una
teoria continua, es confiable cuando nos restringimos a escalas de longitud mayo-
res que ciertas escalas microscopicas (por ejemplo, el camino libre medio para el
caso de un gas). Por otro lado, se conocia desde hacia mucho tiempo atrés, que
como consecuencia de la estructura de las relaciones constitutivas en (2.3.19), el
sistema de Fourier-Navier-Stokes predice que las senales térmicas y viscosas se
propagan con velocidad infinita y esta propiedad insatisfactoria motiva la bisque-
da de teorias alternativas que describen la termodindmica de un fluido viscoso,
conductor de calor.

Un gran nimero de teorias alternativas se han presentado después de que Miiller
en 1967 [74] introdujera una nueva hipétesis sobre la entropia de estados afuera
de equilibrio que a continuacion discutimos.

2.3.2. Termodinamica irreversible extendida (TIE)

Miiller en 1967 [74], sugirié que para un fluido simple, viscoso, conductor de calor,
la entropia por estados fuera de equilibrio difiere drasticamente de lo predicho por
el postulado de equilibrio local en el contexto de (TCI). Para estados cercanos al
equilibrio, Miiller [74] postulé que la entropia recibe contribuciones cuadraticas
de los flujos (¢, P, af”f)) que aparecen en las leyes de balance. Especificamente, él
asigno a tales estados una entropia generalizada sy (t,Z) que tiene la forma

Sge(,) = S1eple,v) + ag - G+ b(PY)? + co0(vyab, (2.3.20)

en donde s, (t, ¥) es la densidad de entropia asignada por el postulado de equili-
brio local y (a, b, ¢) son funciones suaves de (e, v). Notablemente, esta hipotesis da
una teoria que remueve los problemas que el sistema de Fourier-Navier-Stokes po-
see. Apelando a (2.3.20), un nuevo conjunto de relaciones constitutivas se derivan
con una estructura diferente de la predicha por (TCI). Estas nuevas relaciones
constitutivas, son el elemento crucial para obtener un conjunto de ecuaciones
dindmicas para el sistema Fourier-Navier-Stokes que predicen propagacién finita

1 Aclaramos aqui que por el sistema (6 teorfa de) Fourier-Navier-Stokes entendemos al sistema
de leyes de balance por un fluido viscoso que conduce calor, aumentado con la entropia que
viene apelando al postulado de equilibrio local en el contexto de (TCI).

15 Aunque en esta seccién, aplicamos los principios de (TCI) por estados de un fluido viscoso,
conductor de calor, sin embargo, (TCI) puede ser usada para describir estados para una
mezcla de fluidos 6 estados de otros sistemas fisicos (para una introduccién véanse las refe-

rencias [24, 38,39,54,72]).
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para el calor y las ondas de cizallamiento (shear waves).

Debido a la conexién entre el postulado de Miiller con el desarrollo de la termo-
dindmica transitoria de fluidos relativistas, abajo, tratamos brevemente estados
para un fluido simple, viscoso, conductor de calor bajo la hipotesis de Miiller. En
este punto tomamos la oportunidad de introducir una nueva teoria referida como
termodinamica irreversible extendida la cual denotamos de aqui en adelante como
(TIE)'. De acuerdo a esta teorfa, para cualquier estado arbitrario del fluido, y de
acuerdo al postulado de Miiller, uno asigna una entropia generalizada s, (¢, Z) que
es una funcién suave de (e, v, g, PY, agf)) ie. sge = sgele, v, q, P, a%’)). Para esta-
dos cercanos al equilibrio, una expansion en serie de sg.(e, v, q, P*, J?S)) alrededor
de sge(e,v,0,0,0) da (2.3.20) y la teoria resultante condujo a las conclusiones de
Miiller, mientras que por estados lejos del equilibrio esta sy (e, v, ¢, P*, af‘f)) puede
ser expandida en serie alredor de un estado afuera de equilibrio de fondo.

En esta seccién usamos (TIE), para describir estados de un fluido conductor vis-
coso y por esto sea (e, v, q, P, aﬁi’)) un estado de fondo y sea e + de,v + dv,§+
dq, P’ + dP?, 0?5’) + dcr&f’) un «estado cercano no equilibrado». La diferencia entre
las entropias generalizadas de estos dos estados al menos formalmente, puede ser

escrita de la forma

0s 0s 0s 0s 0s
_ 22 e ° g.a 2 APV
ds 8ed€ + avdv + 8qadq + 8Pvd + dot?

do(y), a,be{1,2,3}, (2.3.21)

en donde por conveniencia de notacién, escribiremos s en vez de s, (e, v, ¢, P?, afﬁf’)),
suma sobre los indices (a, b) se entiende y las derivadas parciales de s con respecto
a e se toman manteniedo (v, g, P?, a?jg ) fijas (restricciones similares ocurren para
las otras derivadas). La relacion (2.3.21) dentro de la (TIE) se interpreta como
una «relacion de Gibbs generalizada» e introduce formalmente una temperatura
absoluta por estados afuera del equilibrio © via

_ - P ii 85
S 1(€7UaQ7P 70—(3))) = (86) s (2322)

16Recordamos nuevamente al lector, que en esta tesis, el término (TIE) representa a la teorfa
que asigna una entropia a estados fuera del equilibrio que dependen explicitamente de los
flujos que aparecen en las leyes de balance. La evoluciéon dindmica de esta entropia se obtiene
mediante la imposicién de la segunda ley de la termodindmica combinada con una versién
extendida de la relacién de Gibbs y esta nueva teoria (TIE), es discutida por ejemplo en
[563,54]. Sin embargo, frecuentemente en la literatura, (TIE) representan teorias fuera del
equilibrio, que de una u otra forma estan basadas en la nocién de una entropia extendida
cuya forma esta motivada en gran parte por la idea original de Miiller. Para una descripciéon
de tales teorias véanse [6,19].
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y también por los mismos estados una presion 7 via

1 > pv _ab s
6W(e,v,q,P ,O) = (31}) . (2.3.23)

Las otras derivadas parciales restantes en (2.3.21), se expresan por

0
as = —vaypq®, a€{l1,2,3}, (2.3.24)
q(l
0
P ;U = —vag P, (2.3.25)
88 ab
80?1’) - —UCL210'(U)7 a, be {17 27 3}7 (2326)

ab

. 5 U
en donde las funciones escalares (a1, agg, a91) dependen en general de (e, v, ¢, P?, Ol))-

Con esta notacion, la relacién de Gibbs generalizada (2.3.8) toma la forma

1
ds = 6de + %dv — vaggP'dP’ — vayoq - df — UaglO'?f)dO'gf), (2.3.27)
lo cual implica que la evolucion de la entropia generalizada a lo largo de las lineas
de flujo esta gobernada por

_1 . Pvpy > 5 ab -ab 239

§ = 66 + 61} — vagy —0a10q " ¢ — Va2 03)0(). (2.3.28)
Multiplicando esta ecuaciéon por p y usando (2.2.14 - 2.2.16) bajo la suposicién
que @ = 0, se encuentra

. 1 a pPY a 1 a v U - 5 ab - a
ps = —6Vaq _gvau _60 bu(t)ab_aoop P —a10q~q—a210(f)0'(f), (2.3.29)

en donde w ), representa la parte simétrica sin traza de wu,, y como antes 02’5) es

la parte simétrica sin traza del tensor de estrés 0. Ignorando por el momento los
problemas conceptuales relacionados con el significado fisico de la temperatura
absoluta ©, la presion termodindmica 7, asi como también las derivadas parciales
restantes en la relacion de Gibbs generalizada, la ecuaciéon de evolucién para s
en (2.3.29) puede ser escrita en la forma ps+ V - J = o, en donde la restriccion
o > 0 impone la validez de la segunda ley. El flujo de entropia J en esta teoria,
es considerado como una funcién constitutiva y para estados isotropicos, J tiene
la estructura (véase [53,54])
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J= < +BPG+ B o) - 4, Ow) " q= U?f)%, (2.3.30)

D=y

en donde ' y 3" son coeficientes no especificados que dependen de e y v. Por esta
eleccién de J, la produccion de entropia o toma la forma

o= J )?1 + PUXO + U?E)X(Q)ab, (2331)
con
X; =VO '+ V.- (8'0f)) + V(B'P") — axd, (2.3.32)
Xo = —O07'V,u’ — agoP? + 5'Vaq?, (2.3.33)
X@yab = —O  Uyab — 216 wyap + B (Bap) st (2.3.34)

en donde (0,qp)s representa la parte simétrica sin traza del tensor d,q,. Se sigue de
(2.3.31), que la segunda ley se cumple (i.e. o es semi-positiva definitiva) siempre
que

Xi=md, Xo= P’ X@,, = 20w (2.3.35)

en donde p; > 0,9 > 0,2 > 0, son nuevos coeficientes fenomenoldgicos que
pueden depender de (e,v). Combinando (2.3.35) con (2.3.32-2.3.34), uno obtiene
un conjunto de relaciones constitutivas para esta teoria que son estructuralmente
diferentes de aquellas construidas dentro del marco de (TCI) (comparar (2.3.35)
con (2.3.19)).

Para comprender mejor estas relaciones, en primera instancia se desprecian en
(2.3.35) términos cuadraticos en los flujos y productos de flujos asi como también
gradientes temporales de e y v. Bajo estas simplificaciones, (2.3.35) combinado

con (2.3.31-2.3.33) da

ve)fl + 5”Va . (O’?f)) 4+ BIV(PU) — Gjloq;': /,qu_', (2336)
—O07 'V u® — agyP? + B'Vaq® = poP, (2.3.37)

_@_lu(t)ab - GQId(v)ab + Bll(aaQb)st = K20 (v)ab- (2338)
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Para estados estacionarios y espacialmente homogéneos, los gradientes espaciales
y temporales de los flujos son cero y por lo tanto

l’l’lq_): v(,_‘)*l’ ,LLOPU e —@71vaua7 MQU(U)ab = —@71U(t)ab. (2339)

Al comparar estas relaciones con las féormulas estandares de Navier-Stokes en
(2.3.19), se fijan los parametros pig, i1, f2 a los valores

M1 = (kT)_17 Ho = (CT)_la H2 = (277T)_1’ (2340)

en donde (k,(,n) representan los coeficientes de conductividad térmica, viscosi-
dad de volumen (bulk viscosity) y viscosidad de cizallamiento (shear viscosity) e
identificamos a © con la temperatura en equilibrio local T'. Dejando a un lado los
detalles e introduciendo tiempos de relejacion (7, 71, 72) via

ay = (kT (2.3.41)
ago = To(¢CT) ™1, (2.3.42)
ag = T (2nT) 71, (2.3.43)

las ecuaciones de evolucién linealizadas (2.3.36-2.3.38) toman la forma

7—1(?: _((T‘i‘ KVT) + B/,HTzv * O(v)ab + ﬁ/HT2V‘PU7 (2344)
oP' = —(P'+ (V- @) + f/¢TV - G, (2.3.45)
T20(w)ab = —(T@wyab + 20U(tyan) + 28"1T(VQ)st, (2.3.46)

y estas ecuaciones en el limite en donde 8’ y ” se anulan, se reduce a las ecuaciones
de Maxwell-Cattaneo (MC) (para una introduccién y discusién de las ecuaciones
de (MC) véase [17,18,54))

oPY + P’ = —(V -4, (2.3.48)

T20(t)ab + O(t)ab = —2NU(t)ab- (2.3.49)
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Las ecuaciones de evolucién temporales para los flujos (g, P?, 0%’)) mostrados en
(2.3.44-2.3.46) son una de las implicaciones de (TIE) cuando esta teoria es aplica-
da a estados espacialmente homogéneos. Estas ecuaciones de evolucién combinada
con las leyes de balance da un sistema cerrado de ecuaciones que son muy dife-
rentes que las predichas por (TCI).

Uno de los problemas abiertos en (TIE) es si 0 no, esta teoria predice propagaciéon
finita para las perturbaciones de calor y viscocidad alrededor de una solucién de
fondo. De acuerdo a la referencia [54] pag. 85, parece que esta teoria pasa este
requisito sujeta a que la entropia generalizada s, = sge(e, v, g, P?, Jff)) sea una
funcién concava de sus argumentos, es decir, es una funcién que tiene la propiedad
de que la segunda variacion 6%s,. de s, evaluada sobre el estado de fondo es nega-
tivo definitivo. Mas atin, se enuncia en [54], que cuando la entropia generalizada
54¢ Sea una funcioén céncava de sus argumentos, entonces esta propiedad de sy, es
equivalente a la naturaleza simetrica-hiperbdlica de las ecuaciones dinamicas.

2.3.3. Termodinamica irreversible racional extendida (TIRE),
una introduccion breve

La hipotesis original de Miiller [74], la cual proporciana la nocién de entropia ge-
neralizada discutida al comienzo de la seccion previa, asi como también muchas
de las teorias que surgen de esta idea, han sido puestas bajo escrutineo teérico
y experimental. Estos estudios muestran que una comparacion entre las predic-
ciones de estas teorias extendidas con el sistema de Fourier-Navier-Stokes revelan
signos de preocupacion. En [4,69], la estructura de ondas de choques bajo la
idea original de Miiller fué investigada y comparada con la estructura predicha
por la teoria de Fourier-Navier-Stokes. Se encontro que la estructura regular de
choques existe tnicamente para numeros de Mach lo suficientemente pequenos
y esta predicciéon condujo a cuestionar el concepto de entropia extendida. Esta
crisis, condujo a Liu, Miller y Ruggeri a desarrollar una nueva teoria que trata
con fluidos clésicos, referida como Termodinamica Irreversible Racional Extendi-
da abreviada como (TIRE).

En breve, esta teoria usa a los momentos de la ecuacién de Boltzmann no rela-
tivista para un gas monoatémico clasico truncados en algin nimero entero V.
Usando estos momentos y empleando la funciéon de distribucion de Grad para los
13-momentos, Miiller y Liu en [65] derivarén ecuaciones para el flujo de calor ¢' y
las componentes del tensor de estrés de Cauchy 0% para un gas monoatémico di-
luido clasico. Notaron que estas ecuaciones toman la forma de las leyes de balance
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i.e. ecuaciones de la forma

0.F(@) = f(@), o€{0,1,2,3}, (2.3.50)
en donde
FO= (FO RO ... JEOT PV = (FLFL JFOT ete,
@(t, &) = (ui(t, Z), us(t, @), oo Jun(t, 7)) (2.3.51)

y T quiere decir transpuesta (para mas detalles sobre el sistema (2.3.50) véase el
apéndice al final del capitulo 5).

Los resultados de Miiller y Liu en [65] actuarén como estimulo para el desarrollo
de la nueva teorfa que referimos como (TIRE). Dentro de esta teoria, los momen-
tos de la ecuacién de Boltzmann son tratados como ecuaciones fenomenolégicas
que describen a fluidos viscosos, conductores de calor cuyas ecuaciones dinamicas
satisfacen ecuaciones andlogas a (2.3.50). Esta es la hipotesis central que subyace
a (TIRE) y a primera vista, parece que esta teoria trata con gases diluidos. Sin
embargo, este no es el caso. Se debe tener en mente que el problema de cierre
de los N momentos dentro de (TIRE) involucra el principio de entropia y otros
métodos de la mecanica de medios continuos. En particular, la segunda ley de la
termodinamica se incorpora como una nueva ecuacion la cual junto con las leyes de
balance (2.3.50) conducen a un sistema simétrico-hiperbélico (para més detalles
sobre el nacimiento de este sistema, véase el apéndice del capitulo 5. En la sesion
proxima, discutimos algunas implicaciones fisicas de este clase de sistemas.). La
naturaleza simétrico-hiperbédlica de las ecuaciones dindmicas dentro de (TIRE)
se debe comparar con la naturaleza parabdlica de las ecuaciones dindmicas que
caracterizan por ejemplo al sistema de Fourier-Navier-Stokes.

En resumen, la idea original de Miiller de una entropia extendida eventualmente
actué como un vehiculo en donde los sistemas simétricos hiperbdlicos entrarén
en la termodinamica de medios continuos. El estado actual de (TIRE), esta bien
ilustrado tomando una frase!” de la seccién introductoria en [77]

1"Hay un comentario al respecto del titulo del libro [77]. El término termodindmica racional no
debe ser confundido con la teorfa de termodinamica racional (TR) introducida en [21,79,102].
Los autores en [77], explican el titulo de su libro en la seccién introductoria como sigue:
«Rational Extended Thermodynamics. The literature is full of papers referring to exten-
ded thermodynamics which, however, are devoid of rational methodology and mathematical
cohesion. The epithet rational in the present title is chosen so as to emphasize the systematic
procedure which the book espouses, a procedure typical for a deductive science».
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... la estructura de ondas de choque calculadas en termodindmica extendida... es
peor que la estructura de ondas de choque en la termodindamica ordinaria; y de
nueva cuenta: muchos momentos son necesarios para acomodar las cosas... Cuan-
do suficientes momentos son utilizados para describir el estado, TIRE conduce a
un acuerdo perfecto entre teoria y experimento.

Terminamos este capitulo indicando al lector que el desarrollo de (TIRE), pue-
de verse como el mas reciente avance en el desarrollo de teorias irreversibles de
medios continuos clasicos. La caracteristica central de esta nueva etapa cae en la
naturaleza de las ecuaciones dindmicas. La nueva tendencia por parte de los termo-
dindmicos, es la realizacién que sistemas simétricos-hiperbdlicos deben tener una
conexion profunda con la termodinamica irreversible de medios continuos. Como
veremos en los proximos capitulos, esta tendencia se mantiene a nivel relativista.



3 La teoria transitoria de
Israel-Stewart

3.1. Maedios continuos en espacios-tiempos
arbitrarios

Como hemos visto en el capitulo anterior, la termodinamica irreversible de medios
continuos clasicos tom6 rumbo con direccién hacia donde la dindmica y termo-
dindmica de medios continuos clasicos estan descritos por sistemas de ecuaciones
que forman sistemas de ecuaciones simétricos - hiperbdlicos. En este capitulo, ve-
remos que esta tendencia se retoma pero ahora para medios continuos relativistas.
Para ver como naci6 esta nueva tendencia, damos una breve introduccién de al-
gunos aspectos termodinamicos de medios continuos relativistas que se propagan
en un espacio-tiempo (M, g) suave arbitrario.

La termodinamica de medios continuos relativistas ha sido tema de muchas investi-
gaciones [14-16,27,55,56,59,101], cubriendo asuntos como equilibrio termodinami-
co, la formulacion de la segunda ley de la termodinamica, aspectos relacionados
con la termodindamica irreversible por fluidos simples relativistas, solidos elasticos,
etc. Sin embargo, el objetivo de este y de los siguientes capitulos consiste en dis-
cutir los progresos en las ultimas décadas sobre el desarrollo de teorias viables de
termodinamica irreversible de medios relativistas que predicen propagacion finita
de las perturbaciones alrededor de una solucién de fondo y que admiten estados de
equilibrio estables. En términos matematicos, el objetivo es introducir teorias de
termodinamica de medios relativistas que estén descritas por ecuaciones dinami-
cas que constituyen un sistema simétrico - hiperbdlico y causal. Recordamos que
un sistema simétrico - hiperbodlico tiene la propiedad notable que el problema de
Cauchy esta bien planteado y esta propiedad implica la existencia, unicidad y
dependencia continua de soluciones a través del dato inicial'. En particular la
dependencia continua de soluciones del dato inicial implica que «cambios peque-

!Para una discusién sobre el problema de Cauchy por sistemas de ecuaciones véanse las refs.
[44,103].
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nos» en los datos iniciales en una region S sobre la hipersuperficie no generan
cambios en la solucién fuera del futuro causal J*(S). En el contexto de las teorias
de termodinamica irreversible cuyas ecuaciones dindmicas constituyen un sistema
simétrico - hiperbodlico, esta propiedad garantiza que las perturbaciones de una
solucion de fondo se propaguen dentro del cono de luz. A cambio, esta propiedad
implica que las teorias fuera del equilibrio descritas por sistemas de ecuaciones
simétricos - hiperbodlicos evitan los problemas que poseen el sistema clasico de
Fourier-Navier-Stokes.

Como vimos en el capitulo anterior, las teorias de termodinamica irreversible por
medios continuos clasicos (newtonianos) han evolucionado. En los anos 1930, 1940
hemos visto el desarrollo de (TCI) y en los anos 1990 hemos visto el desarrollo de
(TIRE). Similarmente, las teorias relativistas también se han ido desarrollando.
En el ano de 1940 aparecié la primera teoria de fluidos relativistas disipativos
formulada por Eckart [27] y a finales de la década de 1950 llegé la teoria de
Landau-Lifshitz [59], que es también una teoria de fluidos relativistas disipativos
que admite una representacion distinta a la teorfa de Eckart [27]. A finales de la
década de 1970, Israel [49] e Israel-Stewart [50], introdujerén la teoria de termo-
dindmica transitoria?. A mediados de los afios 1980, Liu, Miiller y Ruggeri [66]
desarrollarén una versién de la termodinamica irreversible para fluidos relativis-
tas que extiende los principios de termodinamica irreversible racional extendida
(TIRE) que hemos discutido en la tltima seccion del capitulo anterior, al régimen
relativista. Motivados por la teoria de Liu, Miiller y Ruggeri, a principios de la
década de 1990 Pennisi [84], Geroch y Lindblom [34,35] desarrollar6n una nueva
teoria de fluidos disipativos relativistas ligeramente distinta de la teoria de Liu-
Miiller-Ruggeri, referida como teoria de fluidos relativistas del tipo divergente.
Propiedades de esta clase de fluidos son una area activa de la investigacién y para
progresos recientes véase por ejemplo [60]. En los capitulos siguientes, discutire-
mos estas teorias e ilustraremos sus principios analizando propiedades de estados
de fluidos simples (o una mezcla de fluidos simples).

Comenzamos preperando la arena para el desarrollo de la termodindmica transi-
toria de Israel-Stewart. Dentro de esta teorfa, estados de un fluido simple?, estan
descritos por un conjunto de variables primarias* que consisten del tensor de
energia-momento 7% = TP que satisface condiciones de energia que discuti-

2«Transient thermodynamics» en inglés.

3Parte de la discusién que sigue es vélida si en vez de considerar fluidos, consideramos medios
continuos mas generales e.g. medios elasticos relativistas, medios polarizados, etc. Para la
descripcién de estados fuera del equilibrio por tales medios véase [51,57, 58]

4Una especificacién completa de los estados por un fluido simple requiere la especificacién de
variables adicionales auxiliares las cuales serdn introducidas més adelante.
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mos mas delante, una 4-corriente de particulas J* tipo tiempo y un 4-vector de
entropia S también de tipo tiempo, sujetos a satisfacer:

Vo T =0, VoJ*=0, V,5%>0, (3.1.1)

en donde como ya hemos visto en el capitulo introductorio, la desigualdad satis-
fecha por S¢ esta dictada por la segunda ley de la termodindmica. Mencionamos
aqui que por el momento, no imponemos ninguna restriccién en la dependencia
funcional de S® de las variables basicas, esta dependencia entrard en nuestras
consideraciones de forma gradual.

Para una mezcla de fluidos, un estado arbitrario involucra n 4-corrientes de
particulas descritas por n-vectores temporales J§ con A € {1,2,...,n} y en ausen-
cia de reacciones quimicas, nucleares, etc., las variables primarias (J¢, 7%, S),
para esta mezcla, satisfacen

Vo T =0, V,J5=0, V,5°>0, Ac{l,2 ...n} (3.1.2)

mientras que en la presencia de reacciones, los n-vectores de corriente J%, satis-
facen que

VQJX:ZCim, i€{1,2,.....,k}, (3.1.3)

en donde k indica el nimero de reaccién que involucra la especie del tipo A, r;
representa la i-ésima taza de reaccién y C son los coeficientes estoquiométricos
(para una introduccion de estos conceptos véase [24,49]).

Para fluidos cldsicos, es comun asumir que el tensor de energia-momento 7,3 sa-
tisface la condicion de energia débil, es decir, Taﬁuo‘uﬁ > 0 para todos los vectores
temporales u® y por tanto apelando al teorema de Synge [101] concluimos que
T*? admite un tinico eigenvector temporal u%, g(ug,ug) = —1 dirigido a futuro
que define el marco de Landau-Lifshitz o marco de energia.

Por otro lado, cada 4-corriente de particulas J¢ define un tinico campo vectorial
temporal dirigido a futuro u% via J§ = nau con g(ua,us) = —1 y cada uno de
estos n-campos uy define su propio marco en reposo. Para el caso de un fluido
simple, el inico uy paralelo a J* define el marco de Eckart o marco de particulas.
De estas consideraciones vemos que los medios continuos relativistas ofrecen la
posibilididad de introducir més de un marco en reposo y en general como hici-
mos claro en la introduccion de esta tesis no existe nunguna razoéon fundamental
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para elegir uno sobre otro. Sin embargo, cuando el estado del fluido se encuentra
dentro de una familia particular referida como estados de equilibrio, las variables
primarias definen un tinico marco en reposo preferido y en este caso, naturalmen-
te las propiedades termodinamicas se expresan relativas a este marco en reposo
especial® (aunque esto no es necesario).

Para estados fuera del equilibrio, es una practica comin entre los relativistas ex-
presar a las propiedades termodinamicas del fluido al respecto del marco de Eckart
o al respecto del marco de Landau-Lifshitz. Esta tendencia da la impresion de que
las leyes de la termodindmica de fluidos relativistas estan atadas a marcos particu-
lares, a pesar de que las variables primarias no senalan tales marcos. Como Israel
ha senalado desde hace muchos anos atras, mientras nos restrinjamos a estados
cercanos al equilibrio térmico, existe una «libertad de norma» al respecto de la
eleccion del marco®. Una teoria termodindmica consistente puede ser desarrollada
que es manifiestamente invariante bajo cambios particulares de la 4-velocidad u®
que define el marco en reposo a otro marco definido por 4*. Como veremos, esto
sucede cuando ambas (u, ) se encuentran dentro del cono con «pseudo-angulo» €
formado” por (u%,u%).

En este capitulo, introducimos una teoria en donde las ecuaciones dinamicas per-
manecen forma invariante bajo cambios particulares de los marcos de referencia®.
Pero esta invarianza viene acompanada de una restriccion fuerte: Los estados del
fluido se encuentran «cercanos» al equilibrio, un término que definiremos con més
detalle en el curso de este capitulo (véase también el apéndice de este capitulo). La
teoria que vamos a desarrollar es la termodinamica transitoria de Israel-Stewart y
para introducirla, primero identificamos a los estados en equilibrio (termodindmi-
co) en el contexto de la termodindmica transitoria y en la seccién que sigue los

definimos en detalle.

5Debemos de estar conscientes de que existen sistemas que no admiten un marco en reposo, en
el sentido de que el marco se mueve a la velocidad de la luz. Esto ocurre por ejemplo, para
el campo de radiacion de Hawking sobre el horizonte de eventos de un hoyo negro.

SEsta propiedad aparecié originalmente en una tesis de maestria escrita en los afios 1960 por
Aitken [3], estudiante de Israel.

"En el apéndice de este capitulo definimos este pardmetro e con més detalle. También mencio-
namos que en esta seccién por simplicidad asumimos que el fluido, es un fluido simple. Las
consideraciones se extienden de manera natural a una mezcla de fluidos.

8 Adelantando un poco, un cambio de marco de referencia se realiza a través de u® — 4%(u) y
la invarianza de las leyes dindmicas corresponde a un grupo de transformaciones u® — 4%(u)
particulares. La naturaleza de este grupo, la discutimos més adelante (véanse los Teoremas
2,3 y 4 de este capitulo).
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3.2. Equilibrio termodinamico global en la teoria
transitoria

Decimos que un fluido simple (o mezcla de fluidos) se encuentra en un estado de

equilibrio (termodinédmico), si tal estado cumple las siguientes condiciones?®:

i) Existe un 4-vector de flujo de entropia S*, que satisface:
V,.S*=0, ac{0,1,23} (3.2.1)

y como ya apuntamos en el capitulo introductorio, esto indica que no hay
produccién de entropia.

ii) Existe una tnica 4-velocidad u®, al respecto de la cual, las variables prima-
rias (J, T S%) pueden descomponerse de la forma:

JG¢ =nu®, T = (p+ P)uu’ + Pg*”, S*=su®, Ae€d{l,2,..n},
(3.2.2)

en donde (n4, p, P, s) denotan respectivamente la densidad de particulas de
la especie A, la densidad de energia, la presion termodinamica y la densidad
de entropia!® medidas por el observador u®.

iii) Existe una ecuacion de estado de equilibrio s = s(p, n.4), de la cual, la presién
termodindmica P(p,n4) puede encontrarse a partir de la expresién!!

_ PP ¢

s — > Ouna, A€ (1,2,..,n), (3.2.3)
T A=1

9Para una discusién mas completa sobre la motivacién de introducir las condiciones que siguen,
véase la discusién en [49]. Mencionamos aqui que las condiciones i) — v) que siguen pueden
derivarse una vez que hemos especificado el flujo S* y luego identificamos los estados de
equilibrio imponiendo la restriccién V,S* = 0. Este punto de vista ha sido desarrollado en
la referencia [43].

10Senalamos aqui que s denota densidad de entropia, mientras que de acuerdo a nuestra notacién
del capitulo introductorio, § denota la entropia por particula.

HEsta expresion esta motivada por las consideraciones que nos condujeron a (1.1.18) del capitulo
introductorio.
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mientras la temperatura Ty los potenciales térmicos O4, A € {1,2,....,n}
se definen a partir de la relacion de Gibbs en equilibrio

n

d
ds =L 3" ©qdny, (3.2.4)
T A=1

y aqui (7,0 ,4) son medidos por los observadores que se co-mueven con u®.

iv) Los potenciales térmicos O 4 y las tazas de reaccion r; satisfacen:
040, =0, 7,=0, ©O4=cte, (3.2.5)
v) El movimiento es rigido en el sentido de Born i.e.
AA’QA‘SE(VA,U(; + Vsu,) =0, A% = 6% + u“ug. (3.2.6)

Cuando estas cinco condiciones se satisfacen simultaneamente, el estado definido
por las variables primarias (J¢, T, S%) en (3.2.2), describe un estado en equili-
brio termodinamico global y estos estados son muy particulares.

Para obtener un entendimiento de sus propiedades, definimos el 4-vector de tem-
peratura inversa (3%, via

g == (3.2.7)

y esta definicién junto con (3.2.6), las leyes de conservacién (3.1.2) y en combina-
cién de (3.2.1, 3.2.2) implican que 3, es un campo de Killing'? i.e. obedece

V,LLBV + Vvﬁ,u = 0. (328)

Esta ecuacion implica que

T\ —g(B,8) =1, (3.2.9)

1215, presencia de este campo de Killing por estados de equilibrio en el contexto de la teoria
transitoria, viene como consecuencia de imponer la condicion: V,5¢ = 0. Adelantando
un poco, como serd aparente en la seccion 3.3.2, en la teoria transitoria la produccién de
entropfa toma la forma V,S8% = A\1¢%qa + Aa(m)? + \37*P 714 = 0 la cual demanda que
qa
llevan a (3.2.8, 3.2.10). Para més detalles sobre esta derivacién véase la referencia [43].

= 1 = 7* = (. Estas restriciones combinadas con las ecuaciones fenomenolégicas nos
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asi como también la ley de Tolman-Klein

TOs\/—g(B, ) = cte. (3.2.10)

De estas consideraciones se ve que, los estados de equilibrio termodindmico que
cumplan con las condiciones i) a v) son especiales. Ademdas de una produccién
de entropia nula (V,5* = 0) y la forma particular de las variables primarias
en (3.2.2), demandan que el espacio-tiempo de fondo (M, g) sea estacionario y
ademés la 4-velocidad u® que aparece en (3.2.2) debe ser paralela al campo de
Killing 5% y estas condiciones son muy restrictivas.

Por otro lado, decimos que estados que satisfacen las condiciones i) — #i7), descri-
ben estados en equilibrio termodinamico local. Estos estados se caracterizan por
una producciéon de entropia nula (V,S5% = 0), la cual es consecuencia de (3.2.2)
y (3.2.3) y debido a que la condicién v) no se impone aqui, el flujo del fluido no
es rigido, y por tanto, el espacio-tiempo de fondo (M, g) no se requiere que sea

estacionario®3.

Los estados en equilibrio termodindmico global o local, forman un espacio de
(n + 4) dimensiones denotado por ¥, parametrizado por los n-potenciales térmi-
cos O4, A € {1,2,...,n}y el 4-vector de temperatura inverso 3% definido en (3.2.7)
y este espacio jugara un papel importante mas adelante.

En la discusién de las condiciones ii) a v) vemos que, el marco en reposo defini-
do por la velocidad u® en (3.2.2) jugé un papel importante. Mediciones hechas
relativamente a tal marco obedecen las condiciones i) — éii) (y posiblemente las
condiciones i) — v)).

Sin embargo, como veremos a continuaciéon, una derivacion covariante de la rela-
ciéon de Gibbs en equilibrio removera esta dependencia de u®. Para derivar esta
forma covariante, notamos primero que (3.2.4) junto con la ecuacién de estado en
equilibrio (3.2.3) implican las siguientes identidades

T7'dP + (p+ P)d(T™") = > nadOu, (3.2.11)
A=1

Td(sX)=d(pX)+ PdX —T > Oad(naX), (3.2.12)
A=1

BExiste una amplia cantidad de sistemas que admiten estados en equilibrio termodindmico
local. Por ejemplo, cualquier estado describiendo a un fluido perfecto simple propagandose
en un espacio-tiempo (M, g) satisface las condiciones i) — ii7).
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en donde X representa una funciéon arbitraria. La eleccion X = 1 arriba, nos
conduce a (3.2.4), mientras que la eleccion X =V = % y por el caso de un fluido
simple nos da'?

ds =T~ (de + PdV), (3.2.13)

en donde 5 = sn~! es la entropia por particula y e representa la energfa interna
por particula definida por p = n(m+-e) (en donde por simplicidad hemos tomado a
la constante de Boltzmann k y a la velocidad de la luz ¢ iguales a 1). Sin embargo,
la relacién mas importante escondida en (3.2.12), viene a través de la eleccién
X = u®. Recordando que estamos tratando con estados que cumplen 7) — ii)
(o posiblemente i) a v)), entonces por la eleccion X = u®, la identidad (3.2.12)
implica que

dSiy) = — ; OadJiyy 4 — BodTs), (3.2.14)

mientras que (3.2.3) da que

Sty = Pp* — Z O4J() T (3.2.15)

Una identidad adicional que serd importante mas adelante viene diferenciando
(3.2.15) y sumando (3.2.14) dando como resultado:

d(PB%) = 3 Jioyad©a + T dBs. (3.2.16)
A=1

en donde arriba (S, J). Tg ) denotan a las variables primarias en un estado de
equilibrio®®

La expresion (3.2.14) es la versién covariante de la relacién de Gibbs (en equili-
brio) la cual involucra solo a cantidades tensoriales y por lo tanto elimina variables
termodindmicas definidas relativas a un marco particular (véase la derivacién de
esta relacién en el capitulo introductorio). Esta version covariante describe trans-
formaciones reversibles desde un estado en equilibrio (local o global) parametri-
zado por (B4, %) a otro estado en equilibrio (local o global) parametrizado por

1Por el caso de mezcla de fluidos y por elecciones particulares de X se obtiene la forma de la
relacién de Gibbs (véase discusién en [49]).

15E] subindice (0) distinguird entre las variables primarias en un estado de equilibrio (local o
global), de las que no lo estén y serd 1til esta diferencia mas adelante.
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(O4+dO 4, [+ dB*) y como veremos en la siguiente seccion, la relacion (3.2.14)
serd fundamental para la formulacion de la termodinamica transitoria.

3.3. Termodinamica transitoria

En el capitulo 2, hemos visto que las deficiencias del sistema de Fourier-Navier-
Stokes se pueden remover haciendo a un lado la hipétesis de que la entropia fisica
de los estados fuera del equilibrio coincide con la entropia predicha por la ecuacion
de estado en equilibrio segtin el postulado del equilibrio local, y en su lugar conside-
rando la nocién de entropia generalizada la cual recibe contribuciones cuadraticas
de los flujos disipativos (¢, P, aéi)). El desarrollo de la termodinamica transitoria
sigue una ruta similar. Israel en [49], motivado por la teoria cinética relativista
de gases diluidos puso por delante la hipétesis de que el estado arbitrario de un
fluido, estd caracterizado por las variables primarias (5%, J%, T*®) pero ademés
de estas variables, estda caracterizado por un conjunto (en principio infinito) de
variables denotadas conjuntamente por X (O;)’B 7 en donde i € {1,2,..}. Méas atn, él
sugirié que existe una ecuacion de estado de la forma:

S =F(J5, T, X3, ie{l,2,.}, (3.3.1)

con las siguientes propiedades:

a) Para cualquier estado de equilibrio, las variables adicionales se anulan X G
0, y en este caso (3.3.1) se reduce a la relacién lineal entre (S%,.J%, T)
escrita por (3.2.15).

b) Por estados cercanos al equilibrio, la entropia S® en (3.3.1) puede ser ex-
pandida en serie de Taylor alrededor de los estados de equilibrio de fondo, y
en esta expansion se consideran solo contribuciones cuadraticas en primera
instancia.

La existencia de la ecuacién de estado (3.3.1) que satisface estas propiedades,

constituye la columna vertebral de la termodinamica transitoria. Asumiendo vali-

dez de a) y b), sea (O 4, /%) un punto en el espacio de estados de equilibrio ¥, tal
ap

que (J(Oé) As T(o) , Sz’f))) denotan las variables primarias que describen este estado de
equilibrio. Sea ahora (dJ?,dT*?,dS®) una perturbacién infinitesimal, tal que

afy.. _
)
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S% =S5 +dSY, T =Tgl+dT?,  J§=J4,+dJ5. (3.3.2)

define un nuevo estado «infinitesimalmente cercano» a (J(%) A T(%)ﬁ , S(%)), pero fuera
de ¥y. El postulado de «liberacion de variaciones» o escrito en inglés «release of
variations», introducido en [49,50], enuncia que las perturbaciones dS®, dT*?, dJ¢
en (3.3.2) no son independientes, sino que satisfacen la relacién

dS* = = > ©4dJG — BedT*”, (3.3.3)
A=1

i.e. una expresion con la misma forma funcional que la relacién de Gibbs cova-
riante (3.2.14), excepto que en (3.3.3), las perturbaciones (dS%, dT*?, dJ*) no son
tangeciales a >, i.e. nos conducen en general fuera de .

Aceptando esta hipdtesis y acoplando (3.2.15), (3.3.3) en (3.3.2), se obtiene:

S = P(O4, 3%)3% — Ag_jl 045 — B, T — Q(8J5,6T°° X(7™),  (3.34)

en donde el término Q¢ guarda las contribuciones cuadraticas y de orden ma-
yor en la expansion en serie de Taylor de S¢ alrededor del estado de equilibrio
parametrizado por (G4, 5%). En esta relacion, P(©4,[3%) representa la presion
termodinamica del estado de equilibrio, mientras (§J¢, §T?) estdn definidas por:
0J% = J* = Jp, §T8 = T8 — T(Oé).
La férmula (3.3.4) relaciona el flujo de entropia S* de un estado arbitrario con
otras caracteristicas del fluido y es la expresion central de la termodinamica tran-
sitoria. Como hemos mencionado en el capitulo introductorio, el conocimiento de
S* efectivamente determina las propiedades termodinamicas de los estados del
fluido y en las secciones que vienen verificamos tal afirmacién.

Noétese también que la estructura del flujo S* en (3.3.4) es similar a la entropia ge-
neralizada sy, (7, t) introducida en la termodindmica irreversible extendida (TIE)
descrita en la seccién 2.3.2, sujeto a que Q“ tiene contribuciones cuadraticas en
desviaciéon del equilibrio local y como veremos mas adelante la teoria transitoria
hace esta suposicion.

El flujo de entropia S escrito en (3.3.4) es suficientemente general e incluye como
casos particulares a las teorias de primer orden como la teoria de Eckart [27] y
la teoria de Landau-Lifshitz [59]. En el contexto de (3.3.4), las teorias de primer
orden, se generan a través de la eleccion Q* = 0, mientras que las teorias de
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segundo orden'® postulan que Q% # 0. Antes de discutir las propiedades de las
teorias resultantes, es conveniente sefialar algunas implicaciones que se siguen de
la formula fundamental por el flujo de entropia S* escrito en (3.3.4).

Mirando cuidadosamente la forma en la que estd escrita (3.3.4), vemos que es un

poco peculiar. Hay una mezcla entre las variables primarias (5%, J§, T, XF;)B’YM)’

con las variables (SE’(‘)), JCao0ys T(%)B ) del estado de equilibrio de fondo y esta mezcla
hace dificil extraer la fisica escondida en (3.3.4). Como enfatizan Israel y Stewart,
una propiedad que facilita entender el significado de (3.3.4) es la observacién que
el estado de equilibrio de fondo el cual es cercano al estado fisico no esta nica-

mente definido.

Israel y Stewart observarén que si los parametros (04, %) que especifican el es-
tado de equilibrio (S(%), Iy - T(%?) el cual es cercano a (S%, Jg,T%%, X&%)ﬁv....)’ son
desplazados a los valores'” (0/y = ©4 + 604, 8, = 8o + §53.), se sigue que el ter-
mino (Q¢, se transforma de una manera especial. Para derivar esta transformacion,

notamos que bajo

(©4,8%) = (04, 8%) = (O4+ 004, B* + 55%) (3.3.5)

tenemos las siguientes expansiones:

P(©4,8%) = P(©) — 604, 8% — 63%) = P(6/y,8*) — dP(©/4, B%)

(3.3.6)
+ 0(6@A7 5B06)n7 n Z 27
, OP OP
P(O a) — — B~ .9.
dP(©, ) a@;f@f‘+ aﬁ,aéﬁ (3.3.7)
O4JG = (0, —00,4)J5 = 0,JF — 60 ,4J5 (3.3.8)
BT = (By — 68)T*" = BT — 58,17, (3.3.9)

16F] término «teorias de primer orden», «teoria de segundo orden», parece ser que fué acuiiado
por Hiscock y Lindblom en [43].

1"Notemos que en esta seccién las variaciones 604, 4 € {1,2,...,n} y §B3, se consideran como
variaciones arbitrarias con la excepcién que nos dejan en el espacio Y. Sin embargo, abajo
veremos que podemos materializarlas como variaciones inducidas por un cambio de marco, sin
embargo, en esta secciéon no tomamos este punto de vista. Las consideramos como «pequenas»
y mantendremos tnicamente términos lineales en estas perturbaciones.
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Usando estas expansiones en (3.3.4), se obtiene:

S = P(O)y — 60, 5, — 0B,)(B° — 55%) — (O, — 604)J% — (B} — 68) T

A=1

— Q*(8.J4, 0T, X[
= [P(6)y, f") — dP(&,, B)](5* — 68%) — Z —004)J5 — (B — 08s)T°7

— Q*(8.J4, 0T, X[5*) + 0(604,68,)", n > 2,

(3.3.10)
y tomando en cuenta que el estado de equilibrio de fondo satisface que
d(P(©)y, 8)5) = 3 Ji3yadOa + Tig)dBs (3.3.11)
A=1
llegamos a
S« = P(©,,3)p Z 0L JG = BT —Q*+0(604,68,)", n>2, (3.3.12)
A=1
en donde el término Q'®, esta definido via
Q" =Q" = Y (J§ — Jiya)d0a — (TP = T))58s. (3.3.13)

A=1

Israel y Stewart interpretaron que la relacién (3.3.12) implica que a una precisiéon
a order O; (que en el presente contexto significa a orden lineal en 00 4 y 60,,), tan-
to (04, Ba) como (0 = O +60 4, B, = Ba+08,) pueden parametrizar el estado
de equilibrio de fondo cercano al estado fisico (7%, J¢, S%, (af 7). A cambio,
esto implica que asumiendo que las perturbaciones cuadraticas en 004 y 03, se
desprecien, el contenido fisico de (3.3.4), es el mismo que en (3.3.12) combinado
con (3.3.13).

Maés adelante, veremos que las perturbaciones 60 4 y §3, en los potenciales térmi-
cos O4 y en el campo vectorial 5%, pueden ser inducidas por el cambio de marco
de referencia y en este contexto, las conclusiones sobre el compartamiento del flu-
jo de entropia S* (o equivalentemente la transformacién del término Q® escrito

n (3.3.13)) serd importante. Por el momento mencionamos que la libertad en
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la eleccion del estado de equilibrio de referencia, tiene otras consecuencias que a
continuacion discutimos.

Dado un estado fisico (S¢, J§, T, X g)ﬁ T, Israel y Stewart asignan un estado de
equilibrio de fondo de la siguiente manera: Primero por el caso de un fluido simple
eligen una 4-velocidad u® arbitraria pero al interior del «cono!®» formado por u%
y u% (para una definicién del cono véase el apéndice de este capitulo). Una vez
hecha la eleccion de u®, las variables primarias (S(O‘O), J(%) A,T(%? ) que identifican
este estado de referencia se eligen de tal manera que las siguientes condiciones
(«fitting conditions» en inglés) se cumplan

—uo(J* = TGy 4) = uaus(T* = TG)) =0 A€ {1,2,...,n}, (3.3.14)

mientras que el resto de las variables termodindmicas s(u), T'(u), P(u), ©4(u) que
especifican el estado de equilibrio, se construyen apelando a la ecuacién de estado
en equilibrio y a la relacién de Gibbs!?.

La vélidez de (3.3.14) implica una relacién entre la densidad de entropia fisica
(—uaS®) v la densidad de entropia (—uaS(‘E))) con S§, el flujo de entropia por
el estado de equilibrio de fondo, medidas por el observador u® que aparece un
(3.3.14). Por definicién de estas densidades tenemos:

18Para una mezcla de fluidos que consiste de n—corrientes de particulas (Ji,Ja, ..., J,), uno
puede definir tal “cono” de la siguiente manera: Primero uno define n 4-velocidades
(u1,ug,...,uy) a través de J§ = nauy, con A € {1,2,...,n} y por lo tanto uno in-

(n+1)(n+2)
2

troduce pseudo dngulos (€1, €2, ...., Eminms2) ) entre ugp y los correspondientes
2

(U1, U2, ..., ur). Un estado es cercano al equilibrio, cuando los W pseudo-angulos

obedecen que €4 << 1 para todo A € {1,2,....,n} y por tales estados uno define un “cono”
de pseudo-angulo € tomando: € = min(ey, €2, ...., € mi1)m42) ) ¥ proceder como en el caso de
un fluido simple. Estos asuntos se discuten con mas detalles en el apéndice de este capitulo.

19 Aqui el contenido del capitulo introductorio es muy tutil. Las variables termodindmicas medi-
das por el observador con 4-velocidad u® satisfacen las relaciones discutidas en el capitulo
introductorio.
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—ua (8% = S§) = —uq [P(04, 8%)8% = 3 OaJG — BT — Q*(3.J5,6T°7, X~

A=1

—PB*+ Y Oudiya+ BTl
A=1

= Ua Z @A(‘]a - *](C(Y))A) - ua6ﬁ<Ta5 B T(Oé)ﬁ) + anaa
A=1

= anaa
(3.3.15)

en donde pasamos a la dltima linea tomando en cuenta (3.3.14). El resultado de
(3.3.15), implica que la densidad de entropia s(z) = —u,S* del estado actual
medida por el observador u® y la densidad de entropia so(u) = —u,S(, del estado
de referencia en equilibrio medida por el mismo observador u®, satisfacen

s(u) — so(u) = uaQ". (3.3.16)

Teniendo en mente que Q% = Q“(6J%,0T*", X (0;)5 ") y como justificamos mads
adelante, Q* contiene contribuciones cuadratics en las perturbaciones (6.J%, §T%),
que expresan desviaciones del estado de equilibrio, la formula (3.3.16) implica que
las dos densidades estan en acuerdo a primer orden en la desviacion del equilibrio y
la diferencia aparece a segundo orden en la desviacién. Mds atn, (3.3.16) muestra
que asumiendo que las condiciones (3.3.14) son vélidas, entonces de entre todos
los estados con las mismas (p(u), n(u)) se sigue que

s(xr) = —uaS?, (3.3.17)

alcanza su maximo valor en equilibrio si y sélo si Q¢ es temporal y dirigido a
futuro.

En seguida discutimos otra consecuencia importante de (3.3.4) o més especifica-
mente de la relacion (3.3.16). En este punto abordamos las sutilezas que hemos
mencionado en la seccion 2.2.3 y como hemos visto en dicha secciéon, por un fluido
viscoso aparece la sutileza de distinguir entre la presion termodinamica P, de la
presion PY que nace del estrés viscoso. Este problema también re-aparece en los
fluidos relativistas y discutimos este punto desde la perspectiva de la teoria que
hemos desarrollado hasta este punto.

)
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Segun las consideraciones hasta este punto, notamos que una vez hecha una elec-
ci6n de u®, las variables primarias (J$, T%?) definen la densidad de energfa p(u) =
T u,u,, y las n-densidades de las especies de particulas na(u) = —Jhu,, A€
{1,2,...n} mientras que la ecuacién de estado de equilibrio s = s(p,n4) a través
de s(u) = s(p(u),na(u)) define la temperatura T'(u) y los potenciales térmicos
Oa(u), A € {1,2,..n} medidos por u®* de la manera en que hemos discutido en el
capitulo introductorio.

Adicionalmente, la relacién fundamental s = T~ 1(p + P) — 3% _, ©an4 define la
presion termodindmica®® P(u) a través de la relacion:

T(u)s(u) = p(u) + P(u) — T'(u) Ai Oa(u)na(u). (3.3.18)

Por otro lado, la presién viscosa (bulk pressure) 7(u) percibida por el observador
u® entra en escena a través de la relacién

1
3 WA (1) = P(u) + 7(u), A%(u) = 0% + u“ug, (3.3.19)

en donde A*(u) es el tensor de proyeccién asociado con la 4-velocidad u® y como
es comun tomamos la presion termodindmica P(u) que aparece en (3.3.18) como
una parte de la traza del tensor 7*?. Entonces, las variables primarias y la eleccién
del observador u® definen la suma P(u)+ m(u) y no individualmente P(u) y 7(u).
Pero, la division entre las dos presiones viene apelando a (3.3.19) una vez T'(u) y
los n-potenciales térmicos © 4 han sido especificados via s(u) = s(p(u),na(u)) o
equivalente la primera ley por procesos isentropicos.

Pero antes de que veamos esta propiedad, primero mostraremos que la presién
P(©4, ) del estado del equilibrio de fondo que aparece en (3.3.4), y la presion
termodindmica P(u) del estado actual que apenas hemos definido, satisfacen que

P(u) = P(©4,8%) = O, (3.3.20)

es decir, las dos presiones estan en acuerdo a primer orden desviacion del equilibrio.
Para mostrar este propiedad, recordamos que de acuerdo con las consideraciones
del capitulo 1, por un fluido simple, la primera ley toma la forma

ds — ; [de + P(u)d (1)] — T (V) + P(w)dV], V= i (3.3.21)

20Esta, presién puede también definirse a través de la primera ley via procesos isentrépicos véase
(3.3.22).
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en donde (8§ = §(u), p = p(u),n = n(u)) son medidas por el observador u® relati-
vamente de su marco. Entonces para cualquier proceso en donde la entropia por
particula § = sn~! permanezca constante, se cumple que:

d(pV) + P(u)dV =0, (3.3.22)
de la cual sigue
d(pV A(poV
Plu) = — V) == (poVo) =P (04,8.) + 0, (3.3.23)
oV sV Vo M(so+uaQ)V no)

en donde (89 = §o(u), po = po(u),ng = ng(u)) son medidas por el observador u®
en el estado de equilibrio parametrizado por (©4,3%) y en (3.3.23) pasamos a la
segunda igualdad tomando en cuenta las condiciones (3.3.14, 3.3.16). Por tanto,
la presién termodindmica P(u) en (3.3.19) y la presién en equilibrio P(© 4, 5%)
que aparece en (3.3.4), estan en acuerdo a primer orden desviacion del equilibrio.
Debido a que en la teoria transitoria estamos interesados solo en la dindmica a
primer orden desviacion del equilibrio, de aqui en adelante no distinguiremos entre
P(u) y P(O4,5%).

Para una mezcla de fluidos, la primera ley toma la forma (véase (1.1.19))

ds = Bdp — ) Oadna,
A=t

y uno no puede derivar de inmediato una féormula andloga de (3.3.23). Para derivar
una férmula andloga de (3.3.23), es conveniente regresar a la identidad (véase
1.1.21),

d(sX) = pBd(pX) — > Oad(naX)+ SPdX,
A=1
y elegir a la variable X como el volumen especifico (andlogo al volume V=n"len
(3.3.21 3.3.23)). Por tal eleccion esta identidad se reduce a la forma de la relacién
de Gibbs (véase la discusién en [49]) y por procesos en donde

d(SX) == i @Ad(nAX) == 0,

A=1

uno deriva una relacién andloga de (3.3.22) de la cual se sigue (3.3.23).
Estas consideraciones aparte de mostrar que la presion P(0 4, 5%) del estado del
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equilibrio de fondo en (3.3.4), y la presién termodinamica P(u) del estado actual
medida por el observador u® satisfacen (3.3.20), también ofrecen una manera de
separar en principio, las dos presiones P(u) y 7(u) que aparecen en (3.3.19). La
primera, es decir, P(u) puede identificarse aplicando la primera ley por procesos
isentrépicos que obedecen (3.3.22) y asumiendo que la traza del tensor de energia-
momento como conocida se identifica m(u).

En seguida consideramos otras implicaciones que surgen de la no-unicidad de la
4-velocidad u® que entra en la teoria imponiendo las condiciones (3.3.14). Tal u®
es arbitraria excepto que esta restringido al interior del «cono» formado por los
marcos u% y u% (o por el caso de una mezcla de fluidos, el «cono» que hemos
definido en el comentario 18 en péginas previas).

Sea que ahora uno hace una eleccién de u® al interior de este «cono». Por tal
eleccion de u®, las variables primarias 7% y J se pueden descomponer?' de
acuerdo a

T = p(uyuu” + Pu)AP (u) + h*(u)u” + DO (upu® + 7°%(u),  (3.3.24)

en donde h®(u), n%(u) representan el flujo de energia y el «flujo» (drift) de particu-
las relativo al marco u®, mientras que el tensor simétrico espacial 7®° representa
el estrés (o tensor de presion) que se descompone segun:

7 ) = m(W)A™ () + 77 (w), 7%, =0, (3:3.26)

en donde 7(u) y 77 (u) representan el estrés de volumen («bulk stress») y el estrés
de cizallamiento («shear stress») respectivamente. Estas descomposiciones de los
campos 7%, J® nos permiten re-escribir una expresién para S la cual es bastante
util. Para derivarla notamos que la relacién (3.3.18) implica

PB* = su® — pp* + zn: Oa(J5F —n%(u)). (3.3.27)
A=1

2LAqui y en las secciones faltantes, escribimos p(u), P(u), h(u), 7 (u), etc., para sefialar al
lector que estas variables son medidas por el observador u®. En general estas variables no
son funciones de u®.
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(hemos multiplicado (3.3.18) por u® y utilizado (3.3.25)). Eliminando P(©4, 5%)
de la relacion fundamental (3.3.4) usando (3.3.20), normalizado el término Q® si
es necesario, y usando la expresién (3.3.24) por T*® encontramos que (3.3.4) toma
la forma equivalente??

S* = s(p(u),n(u))u® — Ai Oa(u)nG(u) + 2?((5)) — Q%(u). (3.3.28)

La dependencia en el lado derecho del flujo S sobre la 4-velocidad u® elegida
arbitrariamente levanta algunas preguntas delicadas concernientes con la inter-
pretacion de la teoria, la implementacién de la segunda ley y a continuacion dis-
cutimos estos asuntos.

Al inico de esta tesis, introducimos a las variables termodinamicas que un obser-
vador local mide y hemos formulado la primera ley en términos de estas variables.
También, hablamos sobre la covarianza de las relaciones termodinadmicas y en
particular la covarianza en el contexto de la teoria transitoria. Ahora llegamos al
punto en donde vamos a desarrollar las herramientas necesarias para establecer la
covarianza de la teoria transitoria.

Como primer paso observamos que en (3.3.24, 3.3.25), las variables

p(u), na(u), P(u), h%wu), n%u), 7%(u), (3.3.29)
y las variables
5(u)7 T(u>7 @A(u>7

definidas por la ecuacién de estado en equilibrio s(u) = s(p(u),na(u)) en combi-
nacion de la primera ley y de el término Q*(u) en (3.3.4), en general dependiente
del observador («observer dependent» en inglés). Pero en el contexto de la teoria
transitoria y en particular, la existencia de observadores cuyas 4-velocidades u®
se hayan al interior del «cono» que hemos mencionado arriba, ofrecen la posibi-
lidad de tratar a estas variables como «observador independiente» y en seguida
discutimos en que sentido estas variables satisfacen esta propiedad.

Para analizar este asunto, sea por el momento que Z(u) es una variable termo-
dindmica arbitraria medida por el observador u® y sea u® — 4%(u), un cambio de
marco de referencia (véase la transformacién (3.3.32) en el teorema 2 que sigue)

ZNétese aqui que (3.3.28) muestra que Sty = s(p(u),n(u))u® con s = s(p,n) la ecuacion de
estado en equilibrio, no representa la entropia fisica del estado actual, un punto que hemos
enfatizado en el capitulo introductorio.
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en un evento al interior del fluido. En el contexto de la teoria transitoria, bajo este
cambio de marco, la variacién 67 = Z(4) — Z(u) puede ser escrita en la forma?

0z = Z(ﬂ) — Z(U) = a101 + a202 + ceey (3330)

en donde (aq, as, ...) son funciones bien definidas y Oy, O, ... representan términos
de primer, segundo,... orden desviacién del equilibrio (local 6 global). Variables
caracterizadas por la propiedad de que a; = 0 se consideran en el contexto de la
teoria transitoria, como marco-invariantes («frame independent» en inglés).

Los siguientes teoremas describen las propiedades de transformacion de varias
variables termodinamicas bajo cambios particulares del marco en reposo y estos
teoremas fueron formulados por Israel en [49].

Teorema 2 Sean (u, ), dos vectores unitarios temporales arbitrarios dirigidos a
futuro al interior del cono generado por ug y uy y con (opening) pseudo-dngulo
€ Y Sea

0% = (14 6%)2u” + 6% 6% =06,  6“Uq =0, (3.3.31)

con 0% sujeto a: ¢ = €* < Oq, tal que el cambio de marco a primer orden esta
escrito por:

Ut = A% = u® + e + 06?2, & <0 (3.3.32)

Sean también las variables primarias J* y TP descompuestas relativas al marco
u® de acurdo a (3.8.24, 3.3.25) mientras que relativo al marco 4, estas descom-
posiciones estdn escritas de la forma:

T = p(a)a*a® + P(0)A“ (4) + h*(2)a” + hP(a)a® + 77 (a), (3.3.33)
J=n(@)a® +n(@), h*(W)ie =0, n*(0)ia =0, 720, =0. (3.3.34)

Entonces, bajo la transformacion (3.53.32) las siguientes relaciones se cumplen

ZNétese que en la férmula (3.3.30) se asume un cambio de marco u% — u%, y por este caso tene-
mos uy; —uf = €* = Oy. Pero en general tenemos la libertad a realizar cambios u® — 4* con
(u®,0*) al interior del cono formado por (uly, u’y). En este caso, las variables termodindmicas
exhiben propiedades de transformacién mas complejas en donde el parametro é* = 4% — u®
aparece. En particular (3.3.30) toma la forma: 67 = Z(4) — Z(u) = a1€01 + 26?05 + ...,
(véanse los teoremas 2-4 que siguen).
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op = p(a) — p(u) = €0y (3.3.35)
Sh® = he (@) — h(u) = —é° (3.3.36)
ona = na(t) — na(u) = €Oy, (3.3.37)

5P = P(@)) — P(u) = 0y, (3.3.38)

67 = 19 (1) — 7% (u) = €0. (3.3.39)
074 = J3 (@) — j4(u) = & (3.3.40)

En este teorema las expresiones j$(u), A € {1,2,..n} representan los n-drifts de
las n-corrientes de particulas definidas por 4 (u) = A%(u).J5, A € {1,2,..n}.
La notacién jj(u) por estos «drifts» aparece en la formulacion original de este
teorema en [49], pero en este capitulo frecuentemente denotamos a estos «drifts»
por n (u) = A%(u)J5, A€ {1,2,..n} (véase las descomposiciones en (3.3.25) y
en (3.3.34)). Un caso especial es en donde u® corresponde con el marco de energia,
denotamos estos «drifts» via v§ = A%(ug)Ji, A€ {1,2,..n}.

Teorema 3 Bajo las mismas suposiciones como en el teorema previo, el 4-vector®

¢*(u) = h*(u) — ——————"n"(u), (3.3.41)

es marco-independiente i.e.

0q”

¢* (@) — ¢"(u) = @20z + ... (3.3.42)

Teorema 4 Bajo las mismas suposiciones como en los dos teoremas previos, las
variables termodindmicas

24 Este vector espacial ¢* en (3.3.41), se puede interpretar como flujo de calor, ya que relativo al
marco de Eckart este ¢*(u) se reduce al flujo de energia h®(u), mientras que relativo al marco
de energia especificado por ug, este ¢®(ug) es proporcional al flujo de particulas v*(ug). Para
el caso de mezcla de fluidos, ¢*(u) es reemplazado por ¢5(u) = h*(u) — %(Z(u)nj(u) que
tiene la propiedad de que si u* se identifica con uno de los u4 que satisface que J* = n ug,
entonces ¢4 (ua) = h*(ua). Para una mezcla de fluidos, los flujos de particulas relativos al
marco de energia denotadas por v son variables mas convenientes (véase relacién (3.3.71)

més adelante).
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s(u), T(u), ©au), Ae{l, ., n}, (3.3.43)
bajo cambio del marco a primer orden i.e.
u® — 0% =u” + €%, (3.3.44)

cambian de la siguiente manera:

ds = s(a) — s(u) = €0y, (3.3.45)
0T =T(u) — T(u) = €0y, (3.3.46)
5@A = @A(ﬁ> — @A(u) = €01, (3347)

Las demostraciones de estos teoremas se encuentran en el apéndice de este capitu-
lo.

Estos teoremas implican que las variables termodinamicas como (p(u),n(u),..)
bajo el cambio de marco u® — 4% escrito por la transformacién exacta en (3.3.31)
cambian de una manera complicada. Pero bajo el cambio de marco u® — 4% es-
crito en (3.3.32) cambian de manera simple. Existen variables como p(u), 7%%(u),
etc., que bajo cambio de marco de primer orden i.e. cambio de marco escritos
por (3.3.32) cambian a orden é0; i.e. se quedan invariantes a orden (7, mientras
que hay variables como h®(u) y el flujo de particulas 7%(u) que cambian a orden é.

El contenido de los tres teoremas, «racionaliza» la libertad de norma al respecto
de los cambios de marco que caracterizan a la teoria transitoria. Uno necesita
expresar a las ecuaciones fenomenolégicas en términos de variables que son in-
variantes a orden (O; bajo cambio de marco, y como veremos mas adelante bajo
elecciones particulares del término Q® en la relacién fundamental (3.3.4), esto es
factible.

Los teoremas anteriores, nos permiten en varias ocasiones eliminar la dependencia
explicita de la 4-velocidad u® que especifica el marco de referencia de las variables
termodindmicas. Por ejemplo, si escribimos la representacién de S® en (3.3.28)
para el caso de un fluido simple y eliminamos el flujo de energia h®(u) en favor
del flujo de calor ¢®(u), entonces S se reduce a

S* = %Ja—l—q?—Qa, JY = nu® +n". (3.3.48)
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Entonces, si por el momento ignoramos el término Q%, la férmula para la entropia
S resultante es invariante a orden O; bajo cambio de marco, sujeto a que despre-
ciemos las desviaciones O, O3, .. del equilibrio. Debido a tal invarianza, en varias
ocasiones escribimos s,n, .. en vez de la forma més apropiada s(u),n(u), etc te-
niendo en mente que la emplead cuatro velocidad u* caya la interior del "cono”
que hemos definido. Esta invarianza es una de los virtudes de la teoria transitoria,
y mas adelante discutimos sobre esta propiedad.

Entramos en seguida al problema central de la teoria i.e. la implementacion de
la segunda ley imponiendo la desigualdad V,S¢ > 0 sobre el flujo S escrito en
(3.34).

Para esto, formamos la divergencia de (3.3.4), y en vista de las leyes de conserva-
cion satisfechas por las variables primarias, obtenemos

n

VoS = Va(P(O4,848%) = 3 J5 (VaOa) = T*VaBs — VaQ®,  (3.3.49)
A=1

y si apelamos a la identidad (3.2.16), escrita como

Va(P(O4,896%) = 3 Ji5)aVaOu + T Vabs. (3.3.50)
A=1

re-escribimos (3.3.49) de la siguiente forma:
Z — J)VaOa + (T — T*P) Vs — VaQ. (3.3.51)

Insertando las descomposiciones por (J{) 4, T (Q’B )y (Jg, T*%) dadas en (3.2.2) y
(3.3.24, 3.3.25) en la relacién (3.3.51), representamos V,S¢ en la siguiente forma:

V.S =W — V,Q° (3.3.52)

con W dado por:
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W = Z(J(Oé)A - J,?{)VQG)A + (T(O‘O)ﬁ _ Taﬁ>va5,8

(3.3.53)

en donde a, = u’Vgu, representa la 4-aceleracién de las curvas integrales del
campo u® y al pasar a la tltima linea hemos tomando en cuenta que el tensor 77
es un tensor espacial.

Las férmulas (3.3.52, 3.3.53) muestran que para implementar la segunda ley, lo
cual es equivalente a derivar las ecuaciones fenomenologicas para la teoria, es
necesario especificar la forma explicita del término Q® y en las secciones que
vienen hacemos varias elecciones para este término.

3.3.1. Teorias de primer orden: Eckart y Landau-Lifshitz

Como hemos mencionado, el flujo de entropfa S* escrito en (3.3.4), es una ex-
presion bastante general e incorpora un niimero de teorias de fluidos desipativos.
Una clase de estas teorias, son aquellas referidas como teorias de primer orden,
que ya mencionamos previamente en el capitulo introductorio. En el contexto del
flujo S* escrito en (3.3.4), estas teorias se generan tomando Q< = 0.
Por tal eleccion, la férmula (3.3.48) implica que el flujo de entropia S* se reduce
a:

S q“

S = —J%+ —, J* = nu® +n°, (3.3.54)

n T
en donde el primer término de S¢ describe el flujo de entropia debido al movi-
miento convectivo mientras que el segundo término es la contribucion irreversible
generada por el flujo de calor ¢*. Aunque este S tiene una forma simple, no de-
bemos perder de vista el hecho de que estamos tratando con estados de fluido que
admiten disipaciéon y conduccién de calor, y en el lado derecho de (3.3.54) esta
escondida la eleccion del marco en reposo u® (su impacto es obvio en la formula



70

La teoria transitoria de Israel-Stewart

por J* en (3.3.54)). Dependiendo de la eleccién del marco en reposo, estas teorfas
incluyen como casos particulares la teoria de Landau-Lifshitz y la teoria de Eckart
y abajo, brevemente las analizamos.

Teoria de Landau-Lifshitz (LL) por fluidos simples

La teoria de Landau-Lifshitz es una teoria de fluidos relativistas disipativos que
fué desarrollada a finales de los anos 1950 y es discutida con detalle en [59]. Para
esta teoria, elegimos como marco en reposo u®, al inico eigenvector temporal ug
del tensor de energia-momento 7,3 y por esta eleccién, la descomposicion de los
campos T, J% en (3.3.24, 3.3.25) toman la forma:

JY = nguf +ng, T = ppuluy + (P + 1) gAY + 79, (3.3.55)

en donde hemos empleamos la siguiente notacion:

ng =n(ug), n%=nug), ps=plug), AY =A(ug), etc. (3.3.56)

que enfatizan la elecciéon del marco. La expresion para la entropia S se obtiene
de (3.3.54) especificada en el marco de energia, la cual da

s(up) q“(up)
n(ug) + T(ug)’ n(ug)uf +n®(ug)
SE « @ q% SE a nEq% Q%
=~ (ngu% +n = = Z \npufp — ———— —
nE(EE ») Ty nE[ P pE‘*'PE] Tg
(3.3.57)
o Sg L.
= Sl —_ _—
PrE lpE + Pg TE] 2
Opng
= Spu% + ————q5.
EUg (p—i—P)EqE

Sustituyendo las descomposiciones (3.3.55) en la férmula (3.3.51) tomando a Q% =
0 obtenemos
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VaS® = —n®V,0 — (1A% + 7%V, B4

= -—n*V,0 — EAaﬁvaug — Laﬁvaw
T T (3.3.58)
T TP

= —nava@ — Tvaua — T<VQU6>,

en donde arriba y en las férmulas que siguen en esta seccién, hemos escrito
u®, n, etc. en lugar de u, ng, etc.

Si empleamos al vector flujo de calor ¢* definido en (3.3.41) con h*(ug) = 0,
encontramos que

ng®

TV,S* =
(p+P)

TV .0 — 7V u® — 1 (Vaug) >0, (3.3.59)

y del lado derecho se ve que la implementacion de la segunda ley en el contexto
de relaciones lineales entre "flujos” y "fuerzas” que discutimos a session (2.3.1),
nos lleva a las relaciones fenomenologicas

a

n
¢ =r—F

1
o PT%aﬁvﬁ@, e T —({(Vaug),  (3.3.60)

en donde hemos introducido los coeficientes (k, (,, () que se interpretan como el
coeficiente de conductividad térmica y los coeficientes de bulk y shear respecti-
vamente?>. Pasemos ahora a la teorfa de Eckart y veamos la diferencia entre las
expresiones derivadas.

Teoria de Eckart por fluidos simples

La teorfa de Eckart?® [27], se genera eligiendo como marco en reposo al 4-vector de

velocidad uy, que obedece J* = nu%,. Con esta eleccion, las variables primarias
(TP J) en (3.3.24, 3.3.25) toman la forma:

25Los corchetes angulares en (3.3.60) y en ecuaciones previas y posteriores, denotan la parte
simétrica, puramente espacial, sin traza del tensor

1 2
(Aup) = §A’\QA“B (AM + A — SAMA”"APU> . (3.3.61)

26M4s adelante, en el capitulo 5, damos una introduccién més detallada de esta teoria con
énfasis en la propiedad de que la teoria de Eckart puede representarse como una teoria de
fluidos disipativos del tipo divergente.
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Jo =nyuS, T = pyuSuls + (P + 1) nAY + houb + hPu + 7%, (3.3.62)

mientras que para el flujo de entropia S¢, se ve de inmediato de (3.3.54) que tiene
la forma:

S = syul + IV (3.3.63)

y sustituyendo (3.3.62) en (3.3.51), con Q* = 0 (removiendo el subindice N por
simplicidad), se muestra que

o o [Qa 1 T ., 7P
VQS =—h |:T - Va (T):l - Tvau - T<VQUﬁ> (3364)

En esta teorfa ¢*(u$) = h® debido a que n®(u%) = 0, por tanto, se concluye de
arriba que las ecuaciones fenomenoldgicas en el contexto lineal, tienen la forma:

T 1
¢~ = —rA*P (V;i + (15) , T= —ggvvaua, Tap = —2C(Vaug). (3.3.65)

en donde los coeficientes (k, (,, () tienen el mismo significado como en el caso de
la teoria de Landau-Lifshitz. Aunque las teorias de Landau-Lifshitz y de Eckart
son teorias simples, sin embargo son patolégicas. Por ejemplo, las perturbaciones
pequenas alrededor de los estados de equilibrio exhiben una velocidad de pro-
pagacion infinita, no existe un problema de valores iniciales bien planteado para
fluidos rotantes y las configuraciones en equilibrio son inestables.

3.3.2. Teoria de segundo orden: La aproximacién
hidrodinamica

En esta seccion, consideramos la teoria de segundo orden generada por una elec-
ci6én particular del termino Q* en (3.3.4) el cual genera la termodindmica transi-
toria de Israel-Stewart (IS).

Como hemos mencionado, motivados por la teoria cinética relativista de gases
diluidos Israel y Stewart, propusierén que por un fluido simple, el flujo de entropia
S (y por lo tanto Q%) en (3.3.4), deberfa ser independiente de los gradientes?’

27Si vemos a S como una relacién constitutiva, la dependencia de S de las variables bésicas
J, T8 debe ser local.
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de J* y de T*% y ser cuadratica en las perturbaciones (6J%,6T*") de un estado
de equilibrio del fondo.

Eligiendo una 4-velocidad u® arbitraria pero al interior del «cono» formado por
(u%, u), y expandiendo las variables primarias (J<, T*") como en (3.3.24, 3.3.25),
el ansatz de Israel y Stewart es que Q*(u) debe ser cuadrético en las variables
m(w), 7% (u), h%(u) y en el vector de flujo de calor ¢®(u), el cual esta definido via

q*(u) = h*(u) — plu) + Plu) (u), (3.3.66)

(véase (3.3.41)). Ellos propusieron que por un fluido simple, Q*(u) tiene la forma?

1
Q%(u) = iuo‘ [Bom? + B1G°qs + o mp,] — aomg® — anm®Pqs + R*(u), (3.3.67)

1 1

B =705 [2¢

*hPhg 4+ 1%hg (3.3.68)

en donde «;, j € {0,1}, 5; i € {0,1,2} son coeficientes indeterminados funciones
de (p(u),n(u)) mientras que R*(u) contiene el flujo de energia h®(u) y no tiene
funciones libres?.

Para una mezcla de fluidos, @*(u) tiene una forma ligeramente diferente de la
que tiene en (3.3.67). Para una mezcla, es conveniente eliminar el flujo de calor
invariante ¢*(u) en favor de los n-flujos®® («n-drifts» en inglés) relativos al marco
de energia. Estos flujos (drifts) estan denotadas por v4, y son definidos segin

v = Ao‘ﬁ(uE)Jg(uE) =n9(ug), Ae{l,2,3,...,n}, (3.3.69)

en donde up especifica el marco de energia. En términos de los v, la forma de
Q*(u) que elige Israel en [49], es:

28En las siguientes férmulas para Q%(u), por conveniencia tipografica evitamos escribir explici-
tamente 7(u), 75 (u),..., etc. aunque escribimos Q*(u) para denotar al marco que estamos
empleando.

2 Como veremos més adelante, la ausencia de funciones libres en la expresién para R*(u) no es
un accidente. La razon fundamental para tal ausencia tiene que ver con el requisito de que
Q% (u) debe poseer propiedades especificas bajo cambio de marco a primer orden.

30Este reemplazamiento es bastante importante para el tratamiento de una mezcla de fluidos y
la razon principal la veremos mas adelante.
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—WZ(LOVA+7TEZ&1VA+ u® (6% —|—ZB yAz/Bﬁ—i-ﬂgmgw'y)jLR“,
(3.3.70)

arriba la suma se extiende sobre todas la n-especies de particulas y los coeficientes
(a%h, a®, Bo, BB, By) con A, B € {1,2,...n} son funciones indeterminadas de p y
de n 4, mientras que el termino R en (3.3.70) conserva su forma como en (3.3.68).
A continuacion ofrecemos algunos comentarios sobre la estructura del término

Q*(u) en (3.3.67, 3.3.70), y sobre el ansatz de Israel-Stewart. Especificamente,
nos preguntamos:

a) (Se pueden hacer elecciones alternativas para Q*(u) 7,

b) (Porqué en (3.3.70) se prefieren a los n—flujos (drifts) v/4 definidos via v/ =
ni(ug), A€ (1,2,...,n) en vez de

nh(u) = A" (u)Jy, A€ (1,2,...,n)7, (3.3.71)

i.e. jqué pasaria si en vez de (3.3.70) se postula

—WZaOnAjLWQBZa{‘nﬁ
A

3.3.72
+ —u” (ﬁ(ﬂT2 + Z 5i43ng”3/3 + 527%7”5) + R7. ( )

AB

DN | —

Por un fluido simple, Israel y Stewart postulan que Q®(u) en (3.3.67) depen-
de del flujo de calor invariante ¢*(u) definido en (3.3.66) que es O; invariante
bajo cambio de marco.

c¢) (Puede ¢* en (3.3.67) ser remplezada por n®(u)?.

Finalmente observamos: de acuerdo al ansatz de Israel-Stewart, la forma
mas general del término R* que es cuadratico en desviaciones del equilibrio,
deberia tener la forma:



Termodinamica transitoria

I0)

1
T(p+ P)R*(u) = §vluahﬁh3 + 727 hg + y3mh*| (3.3.73)

con 1,72 v 73 coeficientes arbitrarios.

d) ;Por qué razén, los coeficientes (71, 72,73) en el término R* dados en Israel
[49] e Israel-Stewart [50] tienen los valores

(M =7=17=0)7 (3.3.74)

La respuesta a las preguntas hechas arriba, parecen recaer en las propiedades de
transformacion del término Q®(u) bajo cambio a primer orden del marco de fondo
i.e. cambios del marco descritos por:

ut = 0% = ut + €, <O (3.3.75)

Las elecciones hechas por Israel e Israel-Stewart para el término Q“(u) se han mo-
tivado por el deseo de que la teoria resultante sea (O, invariante bajo los cambios
de marcos descritos en (3.3.75), y en seguida examinamos la variacién del término
Q*(u) bajo este cambio de marco. Por razones de generalidad construimos la va-
riacién de Q% escrito en (3.3.70).

Observando el lado derecho de (3.3.70), podemos darnos cuenta de que la tnica
parte que no es marco-independiente a orden O, es el término R®. Para ver esta
propiedad, reescribimos Q®(u) en (3.3.70) en la forma

Q%(u) = K%(u) + R*(u), (3.3.76)
con
1
Ku) =7y ajvg + T afv + iua (ﬁo?TQ + 3 BBV vp, + Bamysm ™
A A AB
(3.3.77)

Bajo el cambio de marco escrito en (3.3.75), se obtienen las siguientes variaciones:

SK* = K°() — K*(u) = €Os. (3.3.78)

1
dR* = R*(0) — R%(u) = ~F ['yluo‘hﬁ(u) + Yo7 (u) + ’Vgﬂ(U)gaﬁ} eg + €01,
(3.3.79)
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5Q% = Q“() — Q*(u) = —T* hluahﬁ + Yo7 4 vgﬂgaﬁ] eg + €0y, (3.3.80)

en (3.3.79) hemos empleado la forma general de R*(u) escrita en (3.3.73). A con-
tinuaciéon mostramos estas relaciones importantes.

Para la demostracion de (3.3.78) empezamos de la forma de K*(u) en (3.3.77)
y para construir 6K, es util recordar que por estados cercanos al equilibrio, los

n-flujos (drifts) v§ = n%(ug), A € {1,2,.....,n} y el tensor de presién viscosa 7
obedecen
VG =na(up)Or, A€ (1,2,...n), 7 (ug) = plug)O, (3.3.81)

y durante el processo de variaciéon tratamos a los coeficientes a’s y 's en (3.3.77)
como constantes3.

Bajo estas condiciones, y apelando a la linealidad del proceso de variaciéon, tene-
mos:

(mvg) = w(a)vg — m(u)vg = (m(u) + €O1)v§ — m(u)v§ = eO1vy = €0, (3.3.82)

y de manera similar,

mientras que

S(um?) = a%7*(0) — um*(u) = (u® + )7 () — u*r*(u)

= um?(0) — um? (u) + 7 (0) = u® (73 (0) — 7% (u)) + 73 (@)

A A (3.3.84)
=u® [m(a) — w(uw)] [7(@) + m(u)] + €Oy
= 602.

De este analisis, eventualmente concluimos que bajo el cambio de marco escrito
por (3.3.75) tenemos: 0 K* = €Os.

31Podemos considerar sus variaciones también, pero sus contribuciones dan términos mayores

a 602.
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Ahora, consideramos la variacién del término:
1
T(p+ P)R*(u) = [271u“h5h5 o Phy + 737rh°‘] | (3.3.85)

Bajo el cambio de marco escrito en (3.3.75) tenemos:

~T1
SR = A [ (@)(8) + 727 (2)ha(@) + rsm(@)°(2)]

1 (3.3.86)
—A {271uahﬂ(u)h5(u) + 727 (u)hg(u) + Vgﬂ(U)hQ(u>:| :
en donde A y A estan definidas por:
A= ! A= ! (3.3.87)
T(a)(p(a) + P(a))’ T(u) (p(u) + P(u)) -
Tomando en cuenta los teoremas 2, 3 y 4, y en particular las variciones
O0h® = h*(4) — h*(u) = —(p+ P)e*, du® =a" —u® = €%, (3.3.88)

notemos primero que

A oA

@*hhs = (u* + ) [P (u) = (p(u) + P(w)e”] [hs(u) = (p(u) + P(u))es]

=y — u® [(p(w) + P)] hes + O(e)’

(3.3.89)
7P (@)hs() = (7% (u) + €O1) [hs(w) — (p(u) + P(u))es]
) (3.3.90)
— 79 (u)ha(u) — (p(u) + P(u)Tes + €Oy + €0y,
y de una féormula similar por wh®, se sigue que
1
IR = ~7 [vlu"‘hﬂ(u) + Yo7 (u) + 737T(u)go‘ﬂ} € + €Oy. (3.3.91)

Llegamos a la forma final teniendo en mente que A = A + O,. Esta variacién
combinada con § K = €O, implica la formula (3.3.80).
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Regresamos ahora para discutir la estructura de R*(u) escrita (3.3.68) versus la
forma de R®(u) escrita en (3.3.73) y la pregunta es: ;Porqué el empleo de (3.3.68)
y no el de (3.3.73)7

Para analizar esta pregunta, notemos que la variacién 6Q* de Q“ en (3.3.80) es
una identidad i.e. vélida para todos los valores de ;, i € (1,2,3), mientras que
la variacion dQQ% debe ser consistente con la variacion que se sigue de la relacion
fundamental (3.3.4) (la cual re-escribimos aqui para la conveniencia del lector):

5% = P04, 0")5% = 3, OaTi - BT — Q(8.J4, 6T, X1,

Como mostramos en seguida, la respuesta a la pregunta que planteamos viene
después de que construimos la variacion dQ“ que es consistente con esta relaciéon
fundamental.

Para construir esta variacion, recordamos que en la secciéon 3.3 hemos mostrado
que bajo cambios infinitesimales 004, A € {1,2,.....,n} y 3% en los parametros
(©4, 5") que especifican el estado de equilibrio de fondo que aparece en (3.3.2),
producen un cambio en Q*(u) escrito por:

n

Q" = Q"= Y (3~ Jiya)i04 — (1 = T3, (3:3.92)
A=1

(véase (3.3.13)), y en seguida usaremos esta formula para evaluar la variacién 6Q*
de Q“(u) bajo el cambio de marco escrito por (3.3.75).

Para esto, sea u® la 4-velocidad que entra en la expresion para Q*(u) mediante las
(«fitting conditions») condiciones en (3.3.14). Como hemos visto, esta u® puede
considerarse como la 4-velocidad que define el marco en reposo del estado de
equilibrio de fondo especificado por: © 4(u), 3 = T (u)u®, A € {1,2,....,n}.
Sea ahora el cambio de marco en reposo u® al nuevo marco especificado por 4%
descrito por (3.3.75) i.e.

u® — 1% = u® + €, e < 0.

Bajo este cambio de marco, los parametros (©4,5%), A € {1,2,....,n} cambian
de acuerdo con los teoremas 2, 3 y 4 como

(6% 1 (6%
504 = O4(0) — Ou(u) = €0y, 5% = Te(u) +us ( ) — 4O
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Sustituyendo estas variaciones en (3.3.92) llegamos a:

5Q% = Q°(0) — Q%(u) = — (TP — T(‘gf)TE(i) + €0,. (3.3.94)

Evaluando el lado derecho tomando en cuenta que

(3.3.95)

se sigue que
T(u)oQ” = — [u’h® + 7°%| €5 + €O, (3.3.96)

Una comparacion entre esta variacion con la variacién mostrada en (3.3.80), fija
a los coeficientes ~; a los valores

fyl = ’)/2 = 17 ’}/3 = 07 (3397)

y con estos valores, tenemos finalmente la forma de Q® usada por Israel [49] e
Israel-Stewart [50] en la aproximacion hidrodindmica.

En resumen, vemos que las propiedades de transformacion del término Q®(u) bajo
cambios a primer orden en el marco en reposo fijan a los coeficientes libres v;, que
aparecen en (3.3.73). Desafortunadamente, no hay un método conocido para fijar a
los otros coeficientes a's y 5's que aparecen en el término Q mostrado en (3.3.67)
o en (3.3.70). Por tanto, la aproximacion hidrodindmica de Israel-Stewart para un
fluido simple consiste en eligir el término Q% como en (3.3.67) mientras que para
una mezcla se debe elegir Q® como en (3.3.70), dejando a los coeficientes o's y
['s como funcionas libres.

1
Q% (u) = §Ua [50772 + 514"q + 527/\’}7@\1/} — apmq® — a5 + R*,  (3.3.98)

con R* dado por

1 1
o = |Zu®hPh afp
B0 = 7,5 py (50 e+ 70

y oy, j € (0,1), Bi, ¢ € (0,1,2) son coeficientes indeterminados. Para una mezcla
de fluidos, el término correspondiente tiene la forma (3.3.70) con R* dado como
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arriba. Con esta eleccion, estamos ahora listos para imponer la segunda ley dentro
de esta teoria y derivar las ecuaciones fenomenoldgicas correspondientes.

Una vez que se decide la forma del término Q* en el flujo de entropia S, ahora
procedemos a derivar las ecuaciones fenomenoldgicas. Para esto regresamos a la
expresion V,5* = W — V,Q® escrita en (3.3.52) con el término W para una
mezcla de fluidos escrito en (3.3.53).

Una inspeccién de (3.3.52) en combinacion de W en (3.3.53), muestra que W
contiene términos que cambian a order €. La teoria transitoria por disefio tiene la
propiedad de que estos términos en W se anulan con los términos correspondientes
que aparecen en la divergencia del término R*.

La teoria transitoria por diseno tiene la propiedad que estos términos en W que
cambian de orden e se anulan con los correspondietes términos que aparecen en
la divergencia del término R®. Para ver estas cancelaciones, empezamos con R*
en (3.3.68) y computamos

_1 uahﬁhﬁ 1 Ta’Bh/B
VoR* =V, |z Vo | ==
2T+ P)| " [Tmm]

-1 Uahﬁhg ] Taﬁ hﬁ 7_04,8 hg
=V 57— |+ |Va | =+ +— |Va ,
2T (p+ P)| [ (T)]p—l—P T p+P

(3.3.99)

entonces el termino W — V,R* toma la forma:

1 afs n
W — VR = h®(u) [va <> - “a} _ TVl NS e (0)V,0.4

T) T T —

3.3.100

l Uahﬁhﬂ _ V Ta'BhB ( )
“12T(p+ P) “NT(p+P)|

Re-escribimos los tltimos dos términos usando la segunda linea en (3.3.99), en-
tonces se sigue que (3.3.100) toma la forma

T T p+P

- ()]

W_vaRazh“(u)[Va<1> ] zn: w)VaO4(u) — Mvalet hﬁ]

(3.3.101)
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En la forma en que estd escrito, el lado derecho de esta expresién tiene propiedades
atroces bajo cambio a primer orden del marco. Pero hay una manera en donde
podemos re-arreglar los términos en (3.3.101) resultando en una expresién con
mejores propiedades de transformacién. Para eso, eliminamos los flujos (drifts)
n%(u), A € (1,2,...n) tomados relativos al marco u® en favor de los flujos (drifts)
v relativos al marco de energia u%. Por esta transformacion, notamos que bajo
cambio del marco escrito por (3.3.75) tenemos:

onG =nq(t) —nf(u) = —nae®, Ae(1,2,....,n),
N (3.3.102)
Sh® = h*(4) — h*(u) = —(p + P)e™ + €Ox.
Aplicando estas férmulas, por la eleccion 4% = u%, y tomando en cuenta que
h*(ug) = 0, v* = n*(ug) concluimos que
() = 5 + —A % (w) + O (3.3.103)
nG(u) =vi+ ——h%(u : 3.
A AT+ P) ’

Usando esta formula, regresamos a (3.3.101) y eliminamos n%(u), con lo que re-
sulta en:

N n N Taﬁ hﬁ
W — VQR = _AZ:lVAVQGA(U) — Tva [Uﬁ + p—f-P‘| +

el (3)-

Ly [Ehths G (7P| he
2T(p+ P) T )| p+P

na

— Agl VaOa(u) [(P n P)h“(u) + 02] —

(3.3.104)

De esta formula se ve casi inmediatamente que los primeros dos términos son O,
invariantes, mientras que el resto son O3 invariantes.
Mostramos primero que

Va [UB + hﬁ] (3.3.105)

n Taﬁ
Z=-31° -

pe=t T(u)

es Oy invariante y para esto checamos primero la variacion de cada componente
v3VaO4(u) en la suma. Bajo u* — 4% = u® 4+ €* con €* < Oy tenemos:
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0(viVaOa) = V3 (up)VaOa(t) — v5(up)VaOa(u)

= 15(up) [Va©a(l) — VaOa(u)] = €Oy (3.3.106)

lo cual muestra que (¥4V,04) es Oy y por lo tanto la suma completa es Oy
invariante.
Examinamos en seguida la variacion del segundo término i.e.

7 h o) [ hg(it)
5<T““P”+pfA>: ‘“P”*mmipmﬁ

7% (u)

T(u)

hs(u)
V4W+mm+PwJ

79(u) + <O, hs(u) = (plu) + P(u))es

= —Va |f$ﬂ +€B +

T(u) + €Oy p(u) + P(u) + €Oy

() lu hg(u) ]
T(w) " " o(w) + Pl))
(3.3.107)

Aunque podemos desarrollar los términos y mostrar la O, invarianza, existe un
truco al que podemos apelar para llegar a la misma conclusion més rapido. Notese
que en la variacién

Oh® = h*(a) — h*(u) = —(p + P)e* + €Oy, (3.3.108)

tomando a 4* = u$ combinado con el hecho de que h®(ug) = 0 y la propiedad
up — u® = € se obtiene:

h*(u)

h®(u) & —u” u® + ———
W = ) P

—_— = = u% + Os. 3.3.109
o)+ Pl vE O (33409

Con esta identidad, la variacion del segundo término en Z se simplifica conside-
rablemente:

Taﬁ hﬁ a. B Taﬂ
5 (Tva [u,g o PD — VP (E) (T) (3.3.110)
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y el lado derecho, es €O, en donde, siguiendo el tratamendo de Israel en [49]
tomamos el gradiente de u*(E) como O; y apelamos a las variaciones de los
términos restantes apelando a las féormulas del teorema 3.

Sin embargo, establecer la propiedad O3 en los términos restantes en (3.3.104) es
algo involucrado. Claramente, si los evaluamos en el marco de energia, automati-
camente se anulan y entonces W — V,R® es Oy invariante. Pero para establecer
esta propiedad, afuera del marco de energia, es un poco laboriosos. Sin embargo,
en seguida damos la demonstracion.

Para hacer esto, empezamos con el término:

na

A=— Aé Va4 (u) l(p L+ 02]

en (3.3.104) y usamos la identidad

—éva@A(U)m(u) +Va (;EZ;) + p(u)Va < ! ) =0, (3.3.111)

implicando

=t ) ) o )

Usado esta representacion, (3.3.104) toma la forma

W -V R"‘——Zn:u“V@ (u)—ﬁv ug+ —2
o — AZIA a“vA T e} B p—l—P

#1000 % (70) = 700,
o ) o]

1 u*hPh [ of h
N A 2.
2T(p+ P) I T )| p+P

(3.3.112)

Ahora eliminamos el término de h%a,, del lado derecho en (3.3.112) apelando a la
ecuacién de conservacion A, (u)V,T" = 0 en donde T esta dado por

T = p(u)uu® + P(u) A (u) + h*(u)u’ + P (u)u® + 7% (u). (3.3.113)



84

La teoria transitoria de Israel-Stewart

Después del dlgebra, escribimos A ,5(u)V, T = 0 de la forma
(p+ P)a, + A", (u)V,P = F,, (3.3.114)

en donde

F, = 'V u,+u,h"a, +u,(V,u,)™ —u'V b, —h,V 0 =V, 7", (3.3.115)

De estas dos tltimas relaciones, formamos la combinacion: T~ 'hfa, y usando
la expresion resultante, eliminamos T~'h*a, de lado derecho de (3.3.112). Estos
procesos nos llevan a

W—VR“——fjﬂV@(u)—ﬁv ug+ 12
o — — AVadA T [ B p+ P
h*(V qu,)h? N u*(V hy)h? N uthPh,
T(p+P) ~ T(p+P) " T(p+P) (3.3.116)
1 u"‘hﬂhﬁ B Ta'BhB (1>
“12T(p+P)] p+P “\T)

Para estudiar el comportamiento de los tiltimos cinco términos sera suficiente con-
siderar sus comportamientos bajo u® — u% y por esto cambios (3.3.109) implica
que

h(u) = (ug — u® + O2)(p(u) + P(u)). (3.3.117)
En esta «norma» uno ve que el dltimo término cambia a orden O3 debido a que

T8 — Taﬁ(u) = Taﬂ(uE) + Os = p(ug)O1 + Oy

mientras que

1 1

i[9 (g)] = ¥4 (z) =0
T T ?

implicando que el dltimo término cambia a orden Oj.

Desarrollando la derivada covariante del pentltimo término combinado con los

otros llegamos a que
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h*(V ,u,)h? N u(Vyuho)h? YV, uthfh, 1 u*hPhg
T(p+ P) T(p+ P) T(p+ P) “12T(p+ P)

WAV )b 1V alheh, 1 1
= + = — —u"hPhsVy | o |-
T(p+P) " 2T(p+P) 2" " " \T(+P)

En estos términos, debido a que 4* = uf combinado con el hecho de que h*(ug) =
0 se sigue que los términos proporcionales a h®(u) podemos reemplazarlos por sus
variaciones que son de orden € = Oy, mientras que la divergencia de V, u" es Oy
y la variacion de (T'(p+ P))~! es O,. Con esto se concluye que estos términos son

Os.
3.3.3. La estructura de las ecuaciones fenomenologicas

Con los resultados de la seccién anterior sobre la estructura del término W -V, R,
ahora estamos listos para derivar las ecuaciones fenomenolégicas. Por razones de
generalidad consideremos el caso de una mezcal de fluidos en donde Q® tiene la
forma escrita en (3.3.70) mientras que el término W — V,R* estd dado por

TQB hﬁ n
- Va = a — = | — 1 o . 311
W — VR =V (u5+p+P> AZZIVAV O+ O; (3.3.118)
Se sigue entonces que
n Taﬁ hﬁ
aSa = - a a@ — 7/ Va 5

— Vv,

AB

1 n
Euo‘ (ﬁoﬂz + Z 5{431/2V35 + Bzmmﬂé) +7 Z a‘%uo‘A + 7r°‘5 Z alAVAﬁ + Os.
A=1

(3.3.119)

Siguiendo el enfoque de [49,50], despreciamos los gradientes en los coeficientes
(ah),a?, 6o, B, B2), A, Be(1,2,...n),

y por lo tanto, el lado derecho de (3.3.119), puede ser escrito de la forma

n

VaS* =Y v fl + 7 f + 7 fop, (3.3.120)
A=1
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en donde f2, f, fap son funciones determinadas. Llevando a cabo la diferenciacién
en el lado derecho de (3.3.119) y agrupado los términos, usando la descomposicién

79 = T AP 4 7o

junto con la notacion © = u*V,m, etc., que significa diferenciacién a lo largo del
flujo, llegamos a

V5% = — Z v [VQG)A + ZB?BDBa + a%vaﬂ- + aAlv’Yﬂ-’ya]
A=1 B

AP hg Ay
— 7 | PoTm + T Va Uﬁ“‘m +>ayVai (3.3.121)

1 h "
af B . A
- —Vaolug+ ——= |+ BoTrap + E a7Vl .
[T ( 7 P+P> Bftap A=1 ! Aﬂ]

Podemos reducir més esta expresion, observando que:

h Vaoh®
APY, g+ —L2 ) =V 0+ 22 3.3.122
( ’ p+P p+P ( )
en donde hemos hecho uso de que h®u, = 0 y u*u, = —1, conduciéndonos
finalmente a que:
VaS* == vi [V‘“@A +>_ B 0pa + a4 Var + aANWJ -
A=1 B

. Vau® Vo h* A o

-7 [6077 torp T(p+P) + 24 VQVA] - (3.3.123)

o | Vau 1 h )
— T A [ T 2 + fva (p—i—BP) +527Ta5 —|—XA:aAlVa1/A5] .

Una inspeccion del lado derecho, nos permite escribir las ecuaciones fenomenologi-
cas para (7,7 1) que forcen la segunda ley. Para esto, es suficiente asumir que
(7, 7%, 1) dependen linealmente de los «estresés» i.e.
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VG = —APT? > kag (Vg@g +> BB o + a PV am + alBVVWij)
B c

1 o Vah“ . - A fo
r=-30 (vau + o T+ TAZ:laO Vavi ) (3.3.124)
Vsha

Tap = —2<<V5Ua + P + TﬁQﬁ'aﬁ + TzalAV5l/Aa>,
A

+P

en donde kqap A, B,€ (1,2,...,n), representa una matriz (n X n) semi-positiva
definitiva de variables reales y los corchetes angulares significan que:

1
(Aag) = (AzaA6ﬁ) - SAa,BAMS) Ass. (3.3.125)

Las ecuaciones (3.3.124), son las relaciones fenomenoldgicas que se siguen de la
imposicién de la segunda ley (3.3.52) para la eleccién del término Q* en (3.3.70).
Son vélidas para cualquier marco en reposo u® al interior del cono especificado
por los marcos de Landau-Lifshitz y los n-marcos de Eckart asociados a las n-
corrientes de particulas. Estas ecuaciones se simplifican en el caso en que son
expresadas relativas a un marco en particular e.g. el marco de energia 6 el marco
de particulas. En las siguientes secciones por completez damos las ecuaciones
resultantes para el caso de un fluido simple relativamente al marco de Landau-
Lifshitz y en seguida relativamente al marco de Eckart.

Ecuaciones fenomenolégicas en el marco de Landau-Lifshitz

Las ecuaciones fenomenologicas para un fluido simple al respecto del marco de
energia se obtienen de (3.3.124) tomando h®(ug) = 0, removiendo los indices
(A, B) y el simbolo de suma. Las ecuaciones resultantes tienen la forma:

v = —kAPT? (V0 + Big + agVm + a1 Vur'y)

1 . o
= _ggy (Vou® + TBoi + TagVar®) , (3.3.126)

TaB —2<<V5ua +T527'Toé5 +T6L1V51/a>.

Estas ecuaciones involucran al flujo (drift) v, pero en ocasiones resulta conve-
niente sustituirlo en favor del flujo de calor ¢%, a través de la siguiente relacion
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n(ug)
p(up) + P(ug)

n*(ug) = v (ug) = — ¢“(ug) + Os. (3.3.127)

Pero la estructura de esta ecuaciones se obtienen de la expresion de Q% en (3.3.67,
3.3.68) y tienen la siguiente forma:

1
= _ggu(vaua + 507'7' - aovaqa)>

P
¢* = KTAY ()7'TV 50 — fids + Vm + Vo)), 0= p; g (3.3.128)

Tag = —20(V gt + Bofrag — 1V 5¢a),

y estas ecuaciones estan dadas por Israel [49] e Israel-Stewart [50].

Ecuaciones fenomenolégicas en el marco de Eckart

En esta seccion pasamos a la estructura de las ecuaciones fenomenolégicas para un
fluido simple relativo al marco de Eckart. Estas ecuaciones se obtienen mediante
el término Q® mostrado en (3.3.67, 3.3.68) y teniendo en cuenta que W — V,R"
se reduce a

1 Qg Taﬁvauﬁ
— Va ¢ =q" al= — =| = ——F— . .3.12
W — V.R* =g [v (T) T} 10 (3.3.129)
Las ecuaciones resultantes tienen la forma:
1 « . ~ @
™= _ggv(vau + Borm — aoVagq®),
q* = —mTA?‘VB(T‘lng + ug + 31Q5 — oV + 641V77Tg), (33130)

Tap = —20(Uap + BoTrap — A1V 3¢a)-

Un hecho relevante, es la relacion que guardan los coeficientes que aparecen en las
ecuaciones (3.3.128) y (3.3.130), cuya conexién esta dada através de:

ap—ap=a1—ar =01 — i =[(p+ P, Bo=P5, Bo=0, (3.3.131)
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que nos apoyan a demostrar la equivalencia entra ambas expresiones a primer
orden desviacion del equilibrio, sin embargo, ademas necesitamos de la regla de
transformacién entre marcos

ul =ul + (p+ P) ¢ + Oy, (3.3.132)

asl como también de la relacién

1 1
AQBU_1V5@ = AP [Vﬂ <> —

T T(p+ P) T

(3.3.133)

1
(gg + Vam + vawﬁ)] — =Y.

3.4. EIl estatus de la teoria transitoria

El conjunto de ecuaciones fenomenologicas derivadas arriba dan las ecuaciones de
evolucion para el flujo de calor, los estresés de viscocidad volumétrica y de ciza-
llamiento («bulk» y «shear stresses» en inglés), y estas ecuaciones combinadas con
las ecuaciones que surgen de las leyes de conservacién forman un sistema cerrado
de ecuaciones. Sus soluciones describen el comportamiento de estados cercanos al
equilibrio cuya evolucion es compatible con la segunda ley de la termodinamica.
Aunque la implementacion de la segunda ley es bienvenida, no es suficiente para
la aceptacion fisica de la teoria. Seria de importancia conocer si el conjunto de
ecuaciones dinamicas constituye un conjunto causal de ecuaciones al menos para
estados cercanos al equilibrio. En términos mas concretos: como se comportan las
perturbaciones pequenas alrededor del estado de equilibrio de fondo.

Israel y Stewart salieron de la teoria fenomenolégica y derivaron las ecuaciones
de la termodinamica transitoria a partir de consideraciones microfisicas. Comen-
zando desde la ecuacion de Boltzmann relativista (para una introduccion de este
tema véase [2,28,95-97]) y dentro de la aproximacion de Grad [40] fueron capaces
en [50] de derivar las ecuaciones de termodindmica transitoria mediante la eva-
luacién de los tres primeros momentos de la ecuacién de Boltzmann®?. M4s ain,
fueron capaces de evaluar los cinco coeficientes («;, 3;) que aparecen en (3.3.124)
y mostrarén que son funciones puramente termodinamicas i.e. funciones indepen-
dientes de la seccion eficaz que entra en el término de colision en la ecuacion

32Especificamente en [50], muestran que los primeros tres momentos de la funcién de distribucién
f@,p) ie. J@) = [ f(a,p)pdQ, TP = [ f(z,p)ppPdQ, A°PV(x) = [ f(z,p)p*p’p7dQ,
como consecuencia de la ecuacién de Boltzmann satisfacen: V, Jo = Va’f’ af =, Vaflo‘ﬁ'y =
I%7 en donde P = [ C[f]1p°p7dQ es el segundo momento del término de colisiones C[f]
para la ecuacion de Boltzmann.



90

La teoria transitoria de Israel-Stewart

de Boltzmann. Subsecuentemente, evaluarén las velocidades de los frentes de on-
da por perturbaciones pequetias alrededor del estado de equilibrio y encontrarén
que la velocidades de propagacion de estas perturbaciones son finitas y causales.
Estas conclusiones muestran que la termodinamica transitoria al menos para los
coeficientes («y, ;) predichos por la ecuacién de Boltzmann relativista evita la
propagacién infinita de las perturbaciones alrededor de un estado de equilibrio
y estos resultados parece mostrar que la termodinamica transitoria rectifica las
predicciones de las teorias de primer orden de Eckart y de Landau-Lifshitz. Aun-
que toda la evidencia apunta a que la termodinamica transitoria es alentadora y
la senalan como una teoria robusta, sin embargo, mas trabajo es necesario. Por
ejemplo, no es sabido si las ecuaciones dinamicas constituye un sistema simétrico
- hiperbélico y también la presencia de las funcionas arbitrarias (a4, 8;) que apa-
recen en el ansatz para el término QQ* es otro asunto que necesita consideraciones
adicionales. ;Como eventualmente estos coeficientes van a estar especificados?
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3.5. Sobre estados cercanos al equilibrio

Como vimos en este capitulo, la termodinamica transitoria por diseno se enfoca en
la descripciéon de estados «cercanos» al equilibrio, y en esta seccién discutimos co-
mo identificar esta clase de estados. Como ya hemos dicho en repetidas ocasiones
el tensor de energia-momento T por la clase de fluidos clasicos que empleamos
en esta tesis, define un dnico eigenvector temporal u%, el cual determina el marco
de Landau-Lifshitz (6 marco de energia), mientras que por un fluido simple, la
corriente de particulas J* via J* = nyu$ determina al vector u%, que especifica al
marco de Eckart (6 marco de particulas). La existencia de los vectores (ug, uy),
nos dan la oportunidad de definir la nocién de estados de un fluido cercano al
equilibrio, a través de las siguientes consideraciones.

Para cualquier evento al interior de un fluido simple, sea el vector u% junto con
tres 4-vectores tipo espacio ortonormales, denotados por e,, a € {1,2,3}, de
manera que (ug, e,) forma una tetrada ortonormal. Debido a que la triada e,, no
estd unicamente definida, podemos sin pérdida de generalidad, elegir los vectores
espaciales, de manera que u%, en el evento bajo consideracion admita la siguiente
representacion:

=

1
2\ ~3 2\ —
uy = <1 — Z) ul + % (1 — ;) e}’ = cosh euf, + sinh eef, (3.5.1)

en donde ¥ = ve; es la «velocidad relativa» del marco de Eckart al respecto del
marco de Landau-Lifshitz y hemos introducido el parametro € como el «pseudo-
angulo» entre ug y uy. Tal angulo satisface que:

2

4
coshe = —g(up, uy) = —ufuye = <1 — v2> , (3.5.2)
c

y uno nota que en equilibrio local (o global), uy y ug coinciden, entonces e =
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0. Siguiendo a Israel [49], es natural definir estados de un fluido simple** como

estados cercanos al equilibrio como aquellos estados que tienen la propiedad de

que el pseudo-angulo € en (3.5.2) satisface: € = ¥ << 1 para todos los eventos

ocupados por el fluido. Para tales estados (3.5.1) implica que

v 7 v (u v (u
uy — up ~ eef ~ Ee(f ~ iN = :LNE) = ;LEE) =0, << 1, (3.5.3)

en donde siguiendo la notacién de [49], 7* representa el «flujo»** (drift) de particu-
las relativo al marco de energia y denotamos este flujo como: v*(ug) = 7. Por
lo tanto, estados cercanos al equilibrio se caracterizan por la propiedad de que
el flujo v*(ug) percibido desde el marco de energia satisface (3.5.3) y de aqui en
adelante el simbolo Oy significa desviacion del estado del equilibrio (local o global)
a primer orden.

Ademas de la validez de la condicion (3.5.3), estados cercanos al equilibrio estan
sujetos a otra restriccion: los estresés viscosos medidos al respecto del marco de

energfa, denotados colectivamente por 7% (up) = Tgﬁ , satisfacen
TP
£ =0, <<1, (3.5.4)
PE

en donde pg es la densidad de energia medida al respecto del marco de energia.

La condicién (3.5.3) implica que para cada evento dentro del fluido, en el espa-
cio tangente se define un «cono» de pseudo-dngulo € ~ ¢ = O; << 1 con v la
velocidad relativa del marco de Eckart al respecto del marco de Landau-Lifshitz.
Como hemos visto en este capitulo, cualquier 4-velocidad u® que se encuentre al
interior de este cono, puede ser usada como marco en reposo y observadores en
reposo al respecto de este marco determinan las variables termodinamicas del es-
tado correspondiente. Estas variables tienen en general dependencia del marco que
empleamos y sus compartamientos bajo cambios particulares del marco de refere-

33Para una mezcla de fluidos que consiste de n—corrientes de particulas (Jy, Jo, ..., J,, ), uno pue-
de definir la 4-velocidad u$ del marco de energia y las n 4-velocidades (u1, ug, ..., up) & través
. . 1 ‘
de J§ = nau9, con A € {1,2,....,n} y por lo tanto introducir Mﬂ—pseudo angulos
(61, €2y euuny 6(n+1)<n+2>) entre ug v los correspondientes (u17 U, ..., Uy ). Por esta situacién, un
2

w pseudo-angulos obedecen que €4 << 1.

estado es cercano al equilibrio, cuando los

Por este caso uno puede definir € = min(ey, €g, ...., € mi1)(mi2) ) ¥ proceder como en el caso de
2

un fluido simple.

34En la notacién de Israel [49], este flujo es referido como drift.
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nia estdn escritos por los teoremas (2-4) que demostramos en la siguiente seccion®.

3.6. Demostracion de los teoremas 2, 3y 4

Antes a proceder a demostrar los teoremas 2, 3 y 4, primero hacemos algunos
comentarios preliminares.

Empezamos con dos vectores unitarios tipo tiempo dirigidos a futuro, (u, ) que
se encuentran al interior del cono de pseudo-angulo € que acabamos de definir
en la seccién anterior. Estos vectores definen los ejes temporales de dos marcos
admisibles®® y los complementamos con dos triadas de vectores unitarios tipo
espacio e,, &, con a € (1,2,3) tal que (u,e,) y (4,é,) constituyen dos bases
ortonormales en el evento bajo consideracion. Tal arreglo implica que

a 1
U= “ + 25 , v? = v, (3.6.1)

1 1
EAY C A
c? c?

en donde v® son las componentes de la 3-velocidad del marco u relativo al marco
. Siguiendo a Israel [49], reexpresamos (3.6.1) en la forma equivalente

a4 = (14 6%)2u® + 0% 62 =6%,, 6y =0, (3.6.2)

Vemos a (3.6.2) como una transformacién de u* — 4% y como hemos mencionado
la teoria transitoria no es invariante bajo cambios de marcos escritos por (3.6.2).
Pero asumiendo que la velocidad relativa de u® al respeto de 4% satisface®” que
d << 1, entonces reemplazamos (3.6.2) por

35Por estados fuera del equilibrio, la velocidad relativa del marco uy al respecto del marco
up (u al respecto de 1) no es en general pequeiia y por eso uno no puede controlar el
comportamiento de las variables termodindmicas bajo cambio de marco. Pero, por estados
cercanos al equilibrio, el 4ngulo € entre uy y ug es pequeilo véase (3.5.3), y esta propiedad
permite tener un buen control sobre el comportamiento de las variables termodinamicas bajo
cambio de marco.

36Un marco en esta teoria es admisible, cuando la 4-velocidad u® que define este marco cae
dentro del cono de dngulo € que hemos definido.

3"TNétese que la condiciéon § << 1 siempre se cumple por estados cercanos al equilibrio. Por
estados fuera del equilibrio, la velocidad relativa del marco uy al respecto del marco ug (o
de u al respecto de @) en general no es pequeiia y por este caso uno no puede aproximar (3.6.3)
por (3.6.2). Como consecuencia las variables termodindmicas se transforman de una manera
complicada. Pero, por estados cercanos al equilibrio, el angulo € entre uy y ug es pequeno
(véase (3.5.3)), y esta propiedad permite tener un buen control sobre el comportamiento de
las variables termodinamicas bajo cambio de marco.
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U = 4% = u® + 6% + 0(6%)2, (3.6.3)

y estos tipos de transformaciones son de relevancia para la teorfa transitoria (véase
también la transformacién (3.3.32) en el teorema 2). Introduciendo el pardmetro
€* via

S
I
S
I
=
Q
Il

¢ =¢< 0y, (3.6.4)

en donde é < (; se sigue como consecuencia de que por estados cercanos al
equilibrio ug — uy = ¢ = O; << 1. Este nuevo parametro de «pequenez é»
introducido en (3.6.4) se interpreta como la velocidad relativa de u® al respecto
de 4 y serda importante en la demostracién de los teoremas 2, 3 y 4.
Mencionamos también que durante la demostracién de los teoremas (2-4) y como
pasos intermedios, haremos cambios de marcos escritos por:

ul — 0% = ug 4+ 0% + 0(6%)%, < O (3.6.5)
uf — u® =uk + 4+ 00 <0y, (3.6.6)

en donde u% especifica el marco de energia y en estas transformaciones, (3,7)
se consideran como las velocidades relativas de u% con 4® y u® respectivamen-
te. Debido a que (3.6.3) implica 4% — u® = J* en combinacion con (3.6.4-3.6.6)
obtenemos

§e At =80 =<0,

implicando que la velocidad relativa € de u® relativamente a a“ es la diferencia de
velocidades relativas 6% y 4 que aparecen en (3.6.5, 3.6.6) y esta propiedad serd
util mas adelante.

También en la demostracion de los teoremas empleamos la expansién del tensor
T8 al respecto del marco de energia, es decir, T®? tiene la forma:

T°% = (p(ug) + Pup))uguy, + Plup)g®” +7°" (up).
Con estos conceptos en mente, consideramos la transformacion u® — 4 escrita

en (3.6.2) y construimos las variacién de las variables termodindmicas inducidas
por esta transformacion. Comenzamos con la demostracién de (3.3.35).
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3.6.1. Demostracion del teorema 2

Sean p(a), p(u) las densidades de energia medidas por 4° respectivamente u®,
entonces las siguientes relaciones son validas
6p = p(@) — p(u) = T (Ualip — uaug)
= (p(ug) + P(ug)) ufuy, + Plug)g™ + 7 (ug)| (flails — uaus)
(3.6.7)

= [p(ur) + P(ug)] [(i%uga)’ — (u®upa)’] + 7 (ug) (fails — vaug)

= [p(up) + P(ug)] (62 = 7*) + 7" (up) (6ads — Ya7s)-

Recordando que los estados cercanos al equilibrio satisfacen 7% (ug) = p(ug)O;,
se sigue que

7% (ug)(0ads — Yays) = €20y + €02, (3.6.8)

Por otro lado, el primer término da

A

[p(up) + P(up)] (0° = 7%) = [p(ug) + Plug)] (6 = 7)(0 +7),

y si eliminamos 0“ en favor de § a través de 0% — v* = 0% = €, mientras que

0 + ~v* = O, obtenemos a mayor orden
[p(up) + Plu)] (6° —+*) = €0y, (3.6.9)
y por lo tanto, concluimos que
dp = p(a) — p(u) = €01 + Os. (3.6.10)

Para demostrar el inciso (3.3.36) del teorema 2, empezamos con

ST = B1(2) — W (w)
== [Afya(a)aﬂ - Aﬁ/a (U)U’B] Taﬂ

= — (A (@)is — A, (w)ug] [(p(up) + Plug)) uguly + Plug)g™ + 7% (ug)| .
(3.6.11)
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Sin embargo, notamos inmediatamente que el término P(ug)g®® no contribuye,
mientras que la contribuciéon de menor orden surge del término:

— (A% ()5 — A7, (w)ug] (p(up) + Plup)) ufup.

Mas explicitamente mostramos que

D=

K7 = (A7, (@)ig) ugpuy = —uj (1462)7 + a7 (14 0%),

y eliminando @7 usando @7 = u}, + 07 + O(0")?, encontramos que

K" =614+ 0(58%).

Esto implica que

OhY = W(@) — 17 (u) = [p(up) + P(ur)] (=07 +77) = = [p(ug) + P(ug)] &,
(3.6.12)

el cual es el inciso (3.3.36) del teorema 2.
A través de un procedimiento similar, podemos establecer la férmula (3.3.39) i.e.

67 = 1P (41) — 7% (u) = €0y, (3.6.13)

y para esta prueba, comenzamos con la identidad:

70 (u) = A7 () A% ()T — P(u) A (u)

= A7, (W) A5 (u)[(p(up) + Pup)) ugup + Plu)g™ + 7% (up)] — P(u) A" (u).

«

(3.6.14)

Formado
61 = 198(0) — 78 (u), (3.6.15)
apelando a (3.6.14) y después de algo de dlgebra se sigue que
67 = 798(0) — 9P (u) = €0;.

Con un procedimiento similar mostramos los otros incisos del teorema 2.
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3.6.2. Demostracion del teorema 3

La demostracion del teorema 3 se sigue formando la variacion d¢* de ¢®. Tenemos
por definicion:

Apelando a las conclusiones del teorema 2, tenemos:

SR = h(4) — h'(u) = — (p(ug) + P(ug)) €

onY = —n(ug)e’ + €Oy.

y sustituyendo estas variaciones en (3.6.16) se verifica la conclusion del teorema 3.

3.6.3. Demostracion del teorema 4

Finalmente consideramos la demostracion del teorema 4, y para este teorema
apelamos a la relacion de Gibbs:

ds =T 'dp — Z Oadnga, A€ (1,2,..n),
A=1

la cual mostramos en el capitulo 1 (véase (1.1.18) con k = ¢ = 1). En donde
tomamos las variaciones (ds, dp, dn ) formadas, tomando la diferencia

ds = s(p(u),na(u)) — s(p(u(E), na(u(E))),

en donde u(E), p(u(E),na(u(F)), etc., denota valores en equilibrio. Por la eleccién
de los (a*,u®) al interior del cono de pseudo-dngulo € que hemos definido en la
seccion anterior, tenemos:
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s(u) = s(u(E)) = Ty (p(u) — p(u(E)) — Zn: Oa(u(E)) [na(u) —na(u(E))].
(3.6.18)

Tomando la diferencia y recordado las variaciones de p y n 4 del teorema 2 se sigue
que

ds = s() — s(u) = €0;.

Por otro lado, apelando a las propiededs de las derivadas parciales de s(p(u), na(u))
los potentiales térmicos O 4(u) para cada especie de particulas de la mezcla obe-
dece:

Os(p(t),n(a)) _ 0s(p(u) + €01, na(u) + €0y)
anA(a) (9nA(ﬂ)

O4(t1) = = O4(u) + €0y,

la cual implica que
00,4 = €0;.

Con estas variaciones y apelando a
T(u)s(u) = p(u) + P(u) = T(u) > Oa(u)na(u), (3.6.19)
A=1

por la dobleta (4%, u®) como en el inciso anterior, se sigue que

5T = é0;. (3.6.20)

Con este férmula se concluye la demostracion del teorema 4.



4 La teoria de Liu-Miiller-Ruggeri

4.1. Descripcion de la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri

En el capitulo anterior hemos discutido las propiedades basicas de la termodinami-
ca transitoria propuesta por Israel y Stewart en los anos (1970 — 1980). En este
capitulo! introducimos una nueva teorfa que también se enfoca en la descripcion
de estados de fluidos simples relativistas desarrollada por Liu, Miiller y Ruggeri
originalmente en [66] y discutida con més detalle en la monografia [77]. La teoria
puede considerarse como una extension al régimen relativista de la termodinami-
ca irreversible racional extendida clasica (TIRE) que brevemente discutimos en la
seccion 2.3.3 y por esta razon en ocasiones nos referimos a la teoria de Liu, Miiller
y Ruggeri como (TIRE) relativista.

Motivados por el deseo de poner a la termodinamica irreversible de fluidos relati-
vistas en un fundamento matematico sélido, los autores en [66] introdujerén una
nueva teoria que describe estados de fluidos relativistas. La caracteristica distintiva
de esta teoria es que las ecuaciones dinamicas constituyen un sistema simétrico-
hiperbdlico/causal y por la tanto la propagacién finita de las perturbaciones esta
considerada. En esta teoria las variables dindmicas son las 10 componentes del ten-
sor de energia-momento T = T%* y las 4 componentes del 4-vector de corriente
de particulas J“. Estas 14 variables estan sujetas a satisfacer

VT =V,J* =0, (4.1.1)

!Notacién: (En este capitulo y para estar en acuerdo con las convenciones del articulo
original [66], empleamos la siguiente notacion:)

(+———): Signatura

2

Normalizamos la 4-velocidad segin g(u,u) = ¢?, con c, la velocidad de la luz y el proyector

asociado por la 4-velocidad u tiene la siguiente forma:

AP = —g*F 4 %uauﬁ.
¢
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V., AP = [P (4.1.2)

en donde A%%7 es un campo tensorial completamente simétrico, mientras que 12
es un campo tensorial simétrico con traza nula I%, = 0, y por tanto VaAO"BB =0.
Debido a estas simetrias, el sistema (4.1.1, 4.1.2) involucra a 14 ecuaciones y
por tanto (4.1.1, 4.1.2) pueden servir como las ecuaciones dindmicas para las 14
variables bajo la suposicién que:

AP = AeBv( e ToB) 0B = [oB( g TP, (4.1.3)

i.e. A%%7 e I*P se consideran como funciones constitutivas con (J, T?) actuando
como las variables basicas. Ademas de las leyes de balance (4.1.1, 4.1.2), los autores
completan el sistema, incluyendo un vector de flujo de entropia S que también
es funcién constitutiva? i.e.

S = §e(J*, T, (4.1.4)

y demandan que para cualquier solucién® (J% T%) del sistema (4.1.1, 4.1.2), el
flujo S debe satisfacer:

Vo S*(J*, T%) > 0. (4.1.5)
Los autores imponen restricciones severas sobre la forma de las funciones consti-

tutivas AP (Jo, TP, [P = [*B(Jo T*F) y §* = So(J% T%) apelando a:

a) Principio de entropia.
b) Principio de relatividad.

c¢) Hiperbolicidad.

Desafortunadamente, la aplicacién de estos principios como medio para fijar la
estructura de las funciones constitutivas involucra calculos largos, por tanto, en

2Es interesante sefialar aqui las diferentes filosofias que sustentan a la presente teoria y a la
teoria transitoria desarrollada en el capitulo anterior. Mientras que en la teoria transitoria
el vector de entropia S* (véase (3.3.1)) depende de las variables primarias y tal vez de un

conjunto infinito de variables adicionales denotadas por X 8;3 7 coni € {1,2,...}, en la teoria

presente S® depende tinicamente de las variables basicas J¢ y T%5.
3Una solucién (J, T*?) de las ecuaciones de campo (4.1.1, 4.1.2) y en acuerdo con la termi-
nologia de los termodindmicos, es referida como un proceso termodindmico.
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este capitulo, solo resaltaremos los pasos esenciales en este proceso.

Los autores comienzan rompiendo la invarianza de la teoria bajo cambio de marco
utilizando el marco de Eckart* para realizar sus célculos. Relativamente a este
marco, se descomponen el tensor de energia-momento 7%° y la 4-corriente de
particulas J* de acuerdo a:

1 1
T = gpuo‘uﬁ + (P + m)A* + g(uo‘q +u8¢®) + 7%, J* =nu®, (4.1.6)

en donde® (p, P, 7, ¢%, 7*") tienen la misma interpretacién como aquellas que apa-
recen en las expansiones mostradas en (3.3.24, 3.3.25). Pero nétese que en este
capitulo y para estar de acuerdo con la terminologia en [66], [77], el flujo de energia
h* en (3.3.24) es denotado aqui por ¢* y referido como el flujo de calor, mientras
recordamos al lector, que al respecto del marco de Eckart, el flujo de particulas
(particle drift en inglés) definido en (3.3.25) es nulo i.e. n®(uy) = 0. Para un uso
posterior, notemos que

78 = (A%AB& — ;A“ﬁA75> ", (4.1.7)

mientras que la presién termodindmica P, la presion volumétrica® m (bulk pres-
sion), la densidad de energia p, el vector flujo de calor ¢ y la densidad de particulas
n estan determinados por

1 1
Ptn= gAWT‘J‘ﬁ, p= guauﬁTo‘B, n? = J%,,  ¢* = —A%u, T
(4.1.8)

En el tratamiento que sigue, las 14 componentes de (J*, T*") se cambian en favor
de los 14 campos (p, P + 7, ¢%, 7, n,u®) definidos en (4.1.6, 4.1.8) medidos por
los observadores locales en reposo al respecto del marco de Eckart.

1Es interasante sefalar aqui que el sistema (4.1.1, 4.1.2, 4.1.5) involucra tinicamente campos
tensoriales y en principio no hay espacio para observadores locales, pero como hemos mencio-
nado en el capitulo introductorio progresos en medios continuos relativistas vienen apelando
a las mediciones que realizan observadores locales. La expansion (4.1.6) ofrece pistas para
un mejor entendimiento del contenido de esta teoria.

5Debido a que todos los célculos en este capitulo estan hechos al respecto del marco de Eckart
(u® = u$;) y no hay peligro de confusién, no especificamos la dependencia de (p, P, 7, ¢*, 7*7)
sobre u%;.

5En el capitulo anterior hemos discutido la sutileza entre la distincién y definicién de estas dos
presiones (vease discusion que sigue relacion (3.3.18).
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4.2. Relaciones constitutivas y los principios de
Relatividad y de Entropia

El principio de relatividad, aplicado a las relaciones constitutivas A*%7(J T%),
I8 = [oB(Jo T*P) y S« = §o(J% T*F), dicta que estos objetos deben perma-
necer forma invariante bajo transformaciones arbitrarias de coordenadas. Aunque
alguien podria estudiar la estructura de tales campos tensoriales, los autores evitan
ir en esa direccién. En vez de esto, emplean las componentes de (u®, ¢®, 7%, 7%%)
y escalares, con los que construyen a los tensores 1, A*%7 m4s generales posibles
compatibles con las simetrias que mencionamos en la seccién anterior. Adicional-
mente, restrigen su atencién a la clase de estos tensores que exhiben dependencia
lineal” en (m, 7% ¢®). Estos tensores tienen la forma:

4 1
1% = B wg™? — gBﬂlwuauB + B3P + gB4(qauﬁ +q"u®), (4.2.1)

2
AP = (C° + C™ ) uuPu + %(nmg — C% — O™ ) (g™ + ¢PTu + g7 uP)

6
+Cs(9”70" + 97q" + 97°0") = SCs(u W g + Mgt + w0’
+ Cs(7*Pu” 4+ mP7u® 4 77%uP),
(4.2.2)

en donde (B™, B3, By) y (C%,C™,C3,C5) son funciones de (n, p) por determinar-
se, y m es una escala de masa.

Una construccién similar muestra que la parte de S que contiene terminos hasta
incluso cuadraticos® en (7, 7%, ¢%) tiene la forma:

5% = (ns 4+ A"+ A" 7w + AL qPqs + A TP s YU

4.2.3
+ (A02 + A" m)g” + Aogwaﬂqﬁ, ( )

“Interpretamos esta restriccién como un intento de parte de los autores para ganar intuicién
sobre el contenido de esta teoria. Como veremos en esta seccién, esta eleccion restringe la
atencion a estados cercanos al equilibrio y tal propiedad hace el andlisis manejable para un
tratamiento analitico. La inclusién de términos no lineales complica el asunto considerable-
mente.

8La natuaraleza cuadratica de S* implementa la idea original de Miiller que introducimos en el
capitulo 2 y estructuralmente tal S* es idéntico al flujo de entropia por la teorfa transitoria.
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en donde nuevamente (A", A7, A%, A*, A%, A", A%) son funciones por determi-
nar mientras que (n, s) son la densidad del nimero de particulas y la densidad de
entropia por particula medidas al respecto del marco de Eckart. La determinacién
de los 14 coeficientes (A4, ...B,...C,...) que aparecen en (4.2.1, 4.2.2, 4.2.3) es un
tema delicado y para tal tarea, el principio de entropia juega un papel importante.
En el presente contexto, este principio afirma que la dependencia de las relaciones
constitutivas AV (Jo TP), [*F = [*B(J* T*P) y S = S%(J*, T*?), sobre las
variables basicas (J%, T*?) deben de elegirse de tal manera que cada solucién a
las leyes de balance (4.1.1, 4.1.2) satisfaga la desigualdad de entropia (4.1.5).
Como hemos mencionado en el capitulo 2, la implementaciéon de este principio
es un problema dificil y a lo largo del desarrollo de la termodinamica de medios
continous se han ideado diferentes maneras de implementar este principio. Para
las necesidades de esta tesis, introducimos el procedimiento de Liu para la imple-
mentacion de este principio.

Liu en [64], tom6 un punto de vista drastico para poder implementar este princi-
pio. El elimino la restriccién fuerte

que cada solucion a las leyes de balance debe satisfacer la desigualdad de entropia
por algo mucho mas ligero. El demando que:

por cualquiera configuracion de las variables bdsicas deben que cumplir una de-
sigualdad de entropia extendida.

El precio de remover la restriccion de cada solucion a las leyes de balance por
configuraciones arbitrarias de las variables bésicas, llegd pagando un precio alto:
Uno necesita introducir variables adicionales referidas como multiplicadores de
Lagrange.

En el contexto del sistema (4.1.1, 4.1.2), acoplado con la desigualdad de entropia
(4.1.5), el procedimiento de Liu consiste en introducir los multiplicadores de La-
grange como nuevos campos denotados por: (¢, Ca; Cap) cON Cap = Coa ¥ §PCap = 0
mientras la desigualdad de entropia extendida tiene la forma

Vousa + CVaa]a + CﬁvaT/Ba + Cﬁﬂ(vaAaﬁu - [/BN) 2 07 (424)

y esta desigualdad deberia ser valida para cualquier configuracién de (J<, T%%) y
no solamente para soluciones al sistema (4.1.1, 4.1.2). La existencia de los multi-
plicadores ((, (o, Cap) que satisfacen esta desigualdad es un problema involucrado
y su demonstracién es discutida en la ref. [64]. Aceptando la existencia de los
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multiplicadores (J¢,T%") e introduciendo un nuevo campo S’® via
S = 8% 4 (J* + (TP + (5, AP, (4.2.5)
entonces (4.2.4) puede ser reescrita de la forma
VoS — JV ol — TV o(s — APV o (s, — Ca, 177 > 0. (4.2.6)

Debido a que (J% T%) y ((,Ca, Cap) tienen el mismo ntiimero de componentes,
uno podria pensar en una transformacion invertible de la forma

(‘]a7 Taﬁ) = (Ca Caa Caﬁ): (427)

es decfr, considerar los multiplicadores (, (s, Cag) como funciones de (J@, TP).
Los autores en [66], muestran que esta transformacién® puede ser generada a través
de una funcién vectorial S*((,(a,Cap). Para ver este propiedad, uno primero
desarrolla V5", entonces (4.2.6) da que

85/04 aSla aS/a
—J* | VaC+ — Taﬁ> Vals + ( — AW> Valsy — oy 17 >0,
( oC ) ‘ (acﬁ “ o, o= L
(4.2.8)

y esta desigualdad debe ser vélida para cualesquiera ((, (s, Cap). Este requisito
implica que

S as_ 08" e _ 08" 1, 09"

Jo — 7 _ : = — —¢"g,,—, 4.2.9

¢ 3¢ 06, 10 o, Y

e introduciendo la produccién de entropia o via 0 = —(3,1°7, entonces la vélidez
de (4.2.8) también demanda que

o= (3,17 > 0. (4.2.10)

Pero (4.2.9) implica que las componentes (J%, T, A*%7) se pueden considerar
como funciones dependientes de ((, (s, Cap) ¥ estas componentes se pueden ge-
nerar mediante la diferenciacion del «potencial vectorial» S = S"*((, (a, Cap)s

9Esta transformacién y en particular, su naturaleza global es sutil. En [77] y para el caso de
fluidos no relativistas, los autores discuten este punto en detalle. Muestran que la inver-
tibilidad global estd asegurada si la densidad de entropia s es una funcién céncava de las
variables bésicas. Para el caso relativista, el tema se complica. Sin embargo, como veremos
mas adelante esperamos que la invertibilidad local sea valida.
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sujeto por supuesto a que alguien tiene la manera de construir S’ como funcién

de (CaCaaCaﬂ)‘

Debido al significado de este «potencial vectorial», en [66,77] construyeron una
representacion explicita de S’* como funcién de ((, Ca, Cap) apelando al principio
de relatividad. Este principio requiere que S’® debe ser forma invariante bajo
transformaciones arbitrarias de coordenadas. Dado que S" = S*((, (a, Cap) ¥ los
unicos vectores que se puede construir a partir de los multiplicadores de Lagrange
que sean a lo més cuadraticos en (,3, son

<a7 <&5C67 Cgﬁgﬂv

se sigue que S’* debe ser una combinacion lineal de estos vectores con coeficientes
escalares formados de los multiplicadores de Lagrange. Introduciendo los escalares

Ho=¢ Go = ("G

o= Gy 6= st

H; = tr((2g) Gy = (*C24(" (4.2.11)
Hy = tr(Cop) Gy = ("¢

entonces, se mostré en [66,77] que la forma mas general de S™ cuadratica en (.4
es

ar, | 10°T,
" — T - -z =
S [”aaoGﬁzaag

or 1
G% + TGQG2 + ZFQHQ Cat
0
(4.2.12)

or
+ D1+ 222G | CapC? + Ta25¢P.
G

en donde los (I'g,I'1,I'y) son funciones arbitrarias de ( y Gy = (*(,. Para lle-
gar a (4.2.12), los autores tomarén en consideracién las simetrias de los campos
(T8, A7) y el requisito de que (J, T, A%*7) deben ser funciones lineales de
Cap- Estas condiciones fijan a las funciones (I';,I's) en términos de I'o(¢, Go) y
dos funciones arbitrarias de (. Por lo tanto, aunque en las siguientes férmulas las
funciones I'1, I's aparecen explicitamente, de hecho estan determinadas por I'y y
dos funciones arbitrarias de (.
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Usando la forma de S/, en (4.2.12) combinada con (4.2.11), se sigue que las com-
ponentes de J% T y AP7* a orden lineal en (,p tiene la forma

Je = (aro 0Ty

o 1 o5
n +8<8GOGI)< + SR, (4213)

T =Ty + —— 4 T¢* +2 och
<0+8G0G>g + ¢ + <8G0+6G2 1>CC
(4.2.14)

22 (00 + 0,

1 or
AP = <F1 + 8GZGl> (977¢% + g7¢% + g7 )+

+ STagC0 PG + P05 + (P 4 OGP 4 (P

ary 82F2 B oy 3F2 8 oy b v o B0 ap B0
(4.2.15)
mientras que el vector de entropia S¢ tiene la forma
o [ o~ ol o0°T 0T, ol N
S =— CaC +2 GO+<<8C8G0+2G08G2+38G0 G| (*—
(4.2.16)
or
- r1+¢ g -+ 2Go 1] ¢*7¢s.

La representacién de los campos (J, T AP7* S*) en (4.2.13-4.2.16) es formal
ya que dependen de los multiplicadores de Lagrange (¢, (a, (o) cuyo significado
fisico en este punto no es claro, y tampoco tenemos una manera de construir
la dependencia de estos multiplicadores como funciones de las coordenadas del
espacio-tiempo.

Como segundo paso, los autores en [66,77] expresan a los multiplicadores en térmi-
nos de las cantidades fisicas (p, P+, ¢®, 7, n, u®) que aparecen en las descompo-
siciones de (J%, T*?) en (4.1.6). Para eso, combinando (4.2.13, 4.2.14) con (4.1.6,
4.1.8) se obtiene
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aro 82F1 81_‘1 B
==t == @ o 4.2.1
nmau (5’( +8C3G0G1>C CC 8 (4.2.17)
WB+(P+W)AB+07(uq +uPq®) + quuﬂ—<ro+aG0Go>gﬁ+
ory ar or
af 0 L a8 L (rBra a8
+11¢ +2<8G0+8G201>§c 25 (CC”CWLCC”C)

(4.2.18)

y estas relaciones se consideran como un sistema de 14 ecuaciones que relacio-
nan a los 14 multiplicadores de Lagrange (C, (s, Cap) con las cantidades (p, P +
7, q% ™% n,u®) que aparecen en (4.1.6, 4.1.8). Sin embargo, debido a la no li-
nealidad, resolver estas ecuaciones para los multiplicadores no es una tarea tri-
vial. Los autores en [66,77] resuelven este problema «perturbativamente»: pa-
ra ello primero establecierén la relacién entre ((, (y,Cap) v las variables fisicas
(p, P+ m,q%, 7% n,u®) para los estados de equilibrio los cuales identificamos en
la seccion proxima.

4.3. Estados de equilibrio en la teoria de
Liu-Miiller-Ruggeri

La identificacion de los estados de equilibrio dentro de la presente teoria necesi-
ta algunas consideraciones. Los autores argumentan que los estados en equilibrio
estan caracterizados por una produccién de entropia ¢ nula i.e. 0 = —(g,/ =0
(véase 4.2.10), y esta condicién ademds de requerir /% = 0 requiere adicional-
mente que o en equilibrio debe ser un minimo local implicando que los estados de
equilibrio estdn caracterizados por la propiedad' : (,5 = 0.

Con la propiedad de que los estados en equilibrio cumplen con (.3 = 0 y usando
el subindice F para denotar valores en equilibrio, se encuentra a partir de la ex-
presiones (4.2.16, 4.2.17, 4.2.18), las siguientes férmulas validas para estados de
equilibrio

10Esta restriccién viene notando que la variacién a primer order do de la produccién de entropia
o evaluada en un estado de equilibrio verdadero i.e. ¢ en un minimo local, satisface do =
8Cu I + (61" = 0 + O(6¢)? para todas las variaciones 0¢, 8¢, ¢, y esto se cumple
cuando (,,, = 0 esta en un estado de equilibrio verdarero.
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oo o _ ol | , 0L
5S¢ = Sgu _[ ( e 28GOGO>< ]E (4.3.1)
ol )
nmu® = (| —(* | 4.3.2
(% ) (132)
PA%P 4 ;pu uf = (Fogaﬁ + 2 T gagﬂ) , (4.3.3)
E

en donde Sg es la densidad de entropia escrita por la ecuacion de estado en
equilibrio™ y S% = Spu®. Recordemos que 'y = Ty((,Go) v Go = ((?¢a), se
argumenté en [66], [77], que las tres relaciones de arriba son consistentes sujetas
a que se identifique a (g y Gog = ((*(,) e con la fugacidad « y la temperatura
absoluta T', y mas aun I'o(Cg, Gop) = —P en donde P = P(n, p) es la ecuacién de
estado térmica. En suma, la validez de (4.3.1-4.3.3) requiere:

1
1 (GOE)§ 1 p—TSE+P
T c ) CE T ( nm ) «, O(C: GOE) <n7 p)
(4.3.4)
Més atin, la identificacién T—2¢? = Gog = ((“(,) g, implica que ((,)g = —cu T ?

y por lo tanto, los valores en equilibrio de los multiplicadores estan dados por:

Uq

Qe=—-a, (C)e= T (Cap)E = 0. (4.3.5)

Usando estos valores para los multiplicadores en equilibrio, a continuaciéon los
perturban de acuerdo a:

C:_a—i_Xa

u,
a — _7a+>\a+)\uaa
a="7 (4.3.6)

1 3
Cap = Olap) + 0A0p + = (uaag + ugo,) + 20 Ualip, o® =0,

en donde (x, A, Aa,0,04,045) son las perturbaciones de los multiplicadores en
(4.3.5) y por simplicidad de notacién omitimos el subindice £ que identifica a los

"No confundir esta notacién, con la notacién del capitulo anterior en donde ahi el subindice
F hacia referencia a cantidades medidas en el marco de energia, mientras que en el presente
contexto denotan cantidades en estado de equilibrio y ademéas estamos haciendo todo el
desarrollo al respecto del marco de Eckart.
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términos en estado de equilibrio. Insertando (4.3.6) en (4.2.17, 4.2.18) se obtiene
un sistema lineal para (x, A, A\a, 0, 04, 0ag) cuyas soluciones son funciones lineales
de (¢%, 7, %) y abajo damos una muestra de las soluciones

11,

A= Lo ) g 4.3.7
7D, 0%, (4.3.7)

(0% P o (03
g = 33(] OO_qq s (438)

Ba) _ L _(Ba)
o\ = — g\ (4.3.9)

I

en donde un punto encima de una cantidad significa derivada con respecto al po-
tencial quimico «, mientras que Dj es el determinante de una matriz (3 x 3) que
involucra derivadas de la ecuacién de estado en equilibrio P(«, T') y derivadas de
[ (c, T), mientras que (Sa) representa la combinacién simétrica sin traza. Los
otros términos de los multiplicadores de Lagrange que aparecen en (4.3.6) son
expresiones largas que se pueden encontrar en las ecuaciones (2.39) pégina 115
en [77].

Sustituyendo estas representaciones linealizadas de los multiplicadores de Lagran-
ge en (4.2.15), resulta en una expresion larga para las componentes A“*Y que pue-
den encontrarse en la pagina 116 férmula (2.41) en [77]. Esta representacién de
A7 tiene la misma estructura como la mostrada en (4.2.2) y una comparacién
entre estas dos da los 4 coeficientes (C°, C™,C3,C5) en términos de la ecuacion
de estado en equilibrio P = P(«a,T) y las funciones I'y (o, T'), I'y(«r, T'). Las f6rmu-
las explicitas'? para los coeficientes (C%,C™,Cs,Cs) se pueden encontrar en la
ecuaciones (2.43) de la pagina 116 en [77].

La determinacion de los coeficientes (A™, A”f , A1, ..., A%) que aparecen en el 4-
vector de flujo de entopia S en (4.2.3) son calculadas en [66], [77], notando que
(4.2.5) combinada con (4.2.9) implican

dS* = —(dJ* — (pdT™ — (5,d A7, (4.3.10)
Eliminando a los multiplicadores de Lagrange usando su version linealizada en

(4.3.6) y las expansiones en (4.1.6), la férmula de arriba (4.3.10) puede ser reescrita
en la forma

12Notar que aunque en estas férmulas aparecen los términos I'y (o, T') y I'a (o, T'), estas funciones
estdn determinadas por P = P(«,T') y dos funciones A;(a), A2(a) de o (véanse ecs. (268),
(269) de la pagina 122 en [77]).
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dS® = f%dn + go‘gdqﬁ + Go‘mdﬁm, (4.3.11)
tal que
05 . 0S¢ N 95« .
87:f’ a7(][3:‘957 m_(}m, (4.3.12)

en donde (f*,g%3, G*,) son funciones bien definidas. Una integracion de estas
relaciones y una comparacion de la forma resultante de S* con la mostrada en
(4.2.3), fija los coeficientes (A”l,A“f, At At AY AT, AY) v su forma explicita
puede ser encontrada en la pagina 117 en [77].

Para completar el andlisis, los coeficientes (B™, Bs, B4) que aparecen en el tensor
de disipaciéon I1%® en (4.2.1) necesitan ser considerados. Sin embargo, estos co-
eficientes parecen estar indeterminados excepto por estar restringidos a obedecer
ciertas desigualdades. Estas desigualdades surgen notando que la produccion de
entropfa 0 = —(,sI*" al usar 1°° en (4.2.1) y sustituyendo (.5 de la expresién de
(4.3.6) da

1 1
o = 12B"0,7m% — 25 Bi0gd" 0, Bgﬁwwﬁw > 0. (4.3.13)

El requisito de que o sea no negativo!3, pone restricciones en la forma de las de-
sigualdades y sobre los coeficientes (B™, By, Bs). A partir de estas restricciones,
estos coeficientes permanecen indeterminados y como veremos abajo, estos coefi-
cientes estan relacionados con los coeficientes de bulk viscosity, shear viscosity y
conduccién de calor del fluido. Como un comentario aparte, (4.3.13) muestra que
existen tres mecanismos de disipacion que generan entropia en el fluido, llamémos-
les el flujo de calor y los dos estresés.

Finalmente mencionamos el tema importante de que las ecuaciones dinamicas
formen un sistema simétrico-hiperbdlico y causal dentro de esta teoria. Como
se muestra en mas detalle en [66], [77], este requisito pone restricciones sobre los
coeficientes C'y A que aparecen en A% y S (véanse las ecs. (4.2.2), (4.2.3)). Adi-
cionalmente, la hiperbolicidad impone restricciones en la forma de la ecuacién de
estado en equilibrio P = P(«, T'), aunque esta no es la tinica restricciéon. En efecto,
cuando estas restricciones son validas, en una vecindad abierta alrededor del esta-
do de equilibrio las ecuaciones dinamicas forman un sistema simétric hiperbolico

13Notemos que aunque aperecen los coeficientes o, o, y Fl_l, estos coeficientes se consideran
conocidos y su forma se puede encontrar en la pagina 115 en [77].
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y causal. Aunque desde el punto de vista fisico, hiperbolicidad y causalidad son
muy importante, no discutiremos sus implicaciones sobre (TIRE) relativista. En
el siguiente capitulo abordaremos esta tema en mayor detalle.

4.4. Predicciones de la teoria de
Liu-Miiller-Ruggeri

Todo el trabajo que discutimos en este capitulo, estd dedicado a especificar la
estructura de las funciones constitutivas A%, I*? y S que aparecen en el sis-
tema original (4.1.1, 4.1.2, 4.1.5). Una vez hecho esto, el sistema (4.1.1, 4.1.2)
da un conjunto de 14 ecuaciones dindmicas para las variables auxiliares (p, P +
7, q%, 7w n,u®). Soluciones a estas ecuaciones describen estados cercanos al equi-
librio y estas ecuaciones forman un sistema cerrado sujeto a que la ecuacién
de estado en equilibrio P = P(«,T) haya sido a priori especificada!?. Una vez
hecha la eleccion de P = P(a,T), las ecuaciones dindmicas para los campos
(n, p, P,7,q%, ©) son:

Va(nu®) =0 (4.4.1)
1 a, B af 1 e B o apf
Va {Czpu u” 4+ (P+m)A —|—g(u q¢" +u’q*) + 7| =0, (4.4.2)
1 afy
(AWA,,ﬁ - 3AWAQB> V, A% = Byr, (4.4.3)
AausV, AT = —Bycq,, (4.4.4)
Uaus VLAY = —3B7 r, (4.4.5)

en donde en las tltimas tres ecuaciones, las componentes de A*?7 son las que estan
en (4.2.2) con las «constantes» (C%, C™, Cs, Cs) determinadas por P = P(a,T) (y
dos funciones arbitrarias de «). Como hemos mencionado, estas ecuaciones con-
tienen tres funciones no determinadas que son los (B™, By, B3) que determinan la

14Sefialamos en este punto la filosofia que subraya el trabajo en [66], [77]. Dado que para sistemas
relativistas parece dificil determinar observacionalmente la ecuacion de estado térmica, los
autores apelan a la teoria cinética relativista de gases diluidos para especificar una ecuaciéon
de estado confiable. Por tales medios se pueden especificar familias de ecuaciones de estados
en equilibrio, apelando a la funcién de distribuciéon de Jiittner. Mencionamos sin embargo,
que a excepcién de esta tecnicalidad, el tratamiento en [66,77] es bastante general.
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produccion de entropia.

Vale la pena notar que al evaluar los lados izquierdos en (4.4.3-4.4.5) sobre estados
de equilibrio y denotando sus lados derechos por (’/Téﬁ,’/Tl, ql), uno recupera las
ecuaciones fenomenolégicas de Eckart, que derivamos en el capitulo anterior. Por
tanto, (TIRE) relativista en un limite apropiado, contiene a la teoria de Eckart
de primer orden.

Si por otro lado, en el lado izquierdo de (4.4.3-4.4.5), uno emplea la forma de
A®P7 que contiene contribuciones lineales (Tap, T, qa), UNO Trecupera ecuaciones
fenomenolégicas cuya forma es estructuralmente andloga a las ecuaciones fenome-
nolégicas en (3.3.130) derivadas en la termodindmica transitoria de Israel-Stewart.
Aqui notamos una diferencia pronunciada entre los dos conjuntos de ecuaciones
fenomenologicas. Mientras que las ecuaciones (3.3.130) contiene ocho coeficientes
no especificados de dos variables, a saber ({,, fo, &g, K, By, a, ¢, fa), las ecuaciones
correspondientes dentro de la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri contiene tnicamente
tres funciones desconocidas (B™, By, B3) de dos variables y dos funciones desco-
nocidas de una sola variable (correspondientemente una funcién desconocida de
una sola variable para el caso de un gas relativista cuya ecuacién de estado en
equilibrio térmico surge de la funcién de distribucién de Jiittner). Desde este pun-
to de vista, la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri restringe considerablemente el nimero
de funciones libres que aparecen en la ecuaciones fenomenolégicas.

No vamos a discutir mas similaridades y diferencias entre la teoria transitoria y
la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri debido a que esta tltima se ha modificado drasti-
camente al menos bajo la condicion que el fluido esta descrito por un tensor
de energia-momentum simétrico conservado. La nueva teoria es el contenido del
capitulo siguiente.



5 Fluidos relativistas del tipo
divergente

En el capitulo anterior, discutimos la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri y hemos visto
que las ecuaciones fenomenologicas resultantes involucran sélo a tres funciones ar-
bitrarias de dos variables (mas una 6 dos funciones de una variable, dependiendo
de la naturaleza del medio bajo consideracién). Sin embargo, como hemos visto,
la implementacion del principio de entropia y la implementacion del principio de
relatividad para especificar las relaciones constitutivas, involucra calculos largos
y tediosos, que tienen como consecuencia que las caracteristicas principales de la
teoria se vuelvan opacas.

Pennisi en [84] y Geroch-Lindblom en [34], motivados por la estructura de las
ecuaciones dindmicas (4.1.1, 4.1.2) de la teorfa de Liu-Miller-Ruggeri, introduje-
ron una clase particular de fluidos relativistas que satisfacen las siguientes tres
propiedades:

a) Las variables dindmicas que especifican al fluido son las componentes del 4-
vector de corriente de particulas J* y las componentes del tensor de energia-
momento 7% = Th«

b) Las ecuaciones dindmicas son:

VT =V,J* =0, (5.0.1)

V., AP = [ (5.0.2)

i.e. las mismas que en (4.1.1, 4.1.2), pero ahora el campo tensorial 47" es
simétrico en los indices! a3 y de traza cero. Mds atn, como en la teoria de
Liu-Miiller-Ruggeri, A% e I*# se consideran como funciones constitutivas
i.e. funciones algebraicas de las variables bésicas J* y T,

'Por tanto, el tratamiento de Pennisi y Geroch-Lindblom generaliza ligeramente a la teoria
de Liu-Miiller-Ruggeri. Mientras que en esta tltima teorfa, el tensor A7*% es totalmente
simétrico, en la teorfa de Penissi-Geroch-Lindblom el tensor A7*# solo es simétrico en los
indice a8 y ademés la restriccion A7®, = m?J7 ya no es impuesta.
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c¢) Existe una 4-corriente de entropia S%(J*,T%%), cuya dependencia sobre
(Jo, T%) es tal que el principio de entropia es vélido i.e. para cualquier
solucion (J, T*#) de las ecuaciones (5.0.1, 5.0.2), el flujo S« satisface que

Vo S%(J*, T = o(J*, T*%) > 0, (5.0.3)

en donde o(J%, T*?), es la produccién de entropia que también es una fun-
cién constitutiva.

La teoria definida por las condiciones a) — ¢), es referida como la teoria de fluidos
(relativistas) del tipo divergente y en este capitulo hablaremos de sus propiedades
mas importantes. El andlisis de la (TIRE) relativista, i.e. la teoria de Liu-Miiller-
Ruggeri, en el capitulo anterior, nos dio ya un entendimiento de la estructura de
esta teoria al menos por estados cercanos al equilibrio. Sin embargo, Pennisi [84]
en 1989 e independientemente Geroch y Lindblom en 1990, ofrecierén una formu-
laciéon alternativa para fluidos de tipo divergente y en este capitulo analizamos
esta formulacion.

El formalismo de Pennisi-Geroch-Lindblom introduce nuevamente a los multipli-
cadores de Lagrange? ((, (a, Cup) que satisfacen Cug = (s ¥ 9*°Cap = 0y como en
la teoria de Liu-Miller-Ruggeri, también introducen la funcién vectorial S’ co-
mo en (4.2.5) y la transformacién escrita en (4.2.7). Sin embargo, Pennisi en [84]
y Geroch-Lindblom en [34], notarén que la naturaleza simétrica del tensor de
energfa-momento 7T implica que la transformacién en (4.2.7) puede ser genera-
da por una funcién escalar x((, Ca, (o) relacionado con la funcion vectorial S™ a
través de

ox

S :074_067

(5.0.4)

y esta relacion fundamental es la que hace la gran diferencia entre el formalismo
de Pennisi-Geroch-Lindblom y el formalismo de Liu-Miiller-Ruggeri. Los autores
en [66,77], emplean la funcién vectorial S™, aun el tensor de energia-momento
T°% que emplean es simétrico (véase la ec. (4.1.6) del capitulo anterior.)

Debemos mencionar en este punto, que con la excepcién de las simetrias de A*57,
la teorfa de Liu-Miiller-Ruggeri y la teoria de fluidos (relativistas) del tipo diver-
gente se consideran como «estrechamente relacionadas». En este trabajo, decimos
que un fluido pertenece a la clase del tipo divergente cuando el tensor de energia-
momento 7% es simétrico y (7%, J%) obedecen las ecuaciones dindmica (5.0.1,

2Para, propoésitos de comparacién, denotamos a estos multiplicadores con los mismos simbolos
que los empleados en la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri.
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5.0.2, 5.0.3) citadas arriba. Como veremos en este capitulo, esta clase de fluidos
pueden ser tratados a través de una funcién generadora que simplifica las cosas
considerablemente. Sin embargo, debemos senalar que las herramientas desarro-
llads en el tratamiento de Liu-Miiller-Ruggeri no deben desvirtuarse. Existen mu-
chas situaciones fisicas importantes en donde un fluido relativista interactia con
campos externos o con otros fluidos y en estos casos uno no puede tratarlos a
través de una funciéon generadora, y en estos casos el tratamiento de Liu-Miiller-
Ruggeri puede ser relevante®. Sin embargo en este capitulo y sin otro aviso se
asume que el tensor de energia-momento es siempre un tensor simétrico.

En suma, cualquier fluido que satisfaga las condiciones a) — ¢), esta determinado
a partir del conocimiento del tensor de disipacién 1%%(, (,, Cap) ¥ @ partir de la
funcion escalar x((, (a, Cop) definida en (5.0.4) y referida como la funcién gene-
radora. Esta funcién, como consecuencia de (5.0.4) y en combinacién de (4.2.9)
satisface:

0%y 9%y 0%y
Jr= Lo T = , A= T 5.0.5
9CICa agozagﬁ a<a8C5W ( )

enera la corriente de entropia S¢ via
y p

0
R A T (5.06)

mientras que el término de fuente o en (5.0.3), esta definido a partir del tensor
de disipacion 1%° y (g, via

o= —Capl®. (5.0.7)

Las expresiones (5.0.5, 5.0.6), son las relaciones fundamentales en el formalismo de
Pennisi-Geroch-Lindblom y muestran que las componentes de (J%, T**, A%%7) pue-

den ser consideradas como funciones de los multiplicadores de Lagrange (¢, Ca, Cag)-

Mas atin, las ecuaciones dindmicas (5.0.1, 5.0.2) implican:

o g0 Px\ ox*
0= Vet =V (6@@) e ( o )

82Xa 82Xa aQXa
— X G+ X G+,
acac ¥ T acac, %t acac, ¥

3Debemos mencionar en este punto que el procedimiento de Liu para la implementacién del
principio de entropia debe analizarse nuevamente.

(5.0.8)
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0=V, T% =V, ( Px ) — v, (aw)

2,0 ;faaa ‘e aQaiﬂ (5.0.9)
X X X
= TX Yl o Vil oV,
505, ¢ T acac, o0 T agac, Y oo
X X"
JoB — AveB — —
V V (3@3@5) Va <5Ca/3>
(5.0.10)
O*x" O*x? O*x?
= acac, " Y acac, V1 T 8,00,

Introduciendo indices maytsculos (A, B, C, ...) tal que la dobleta (C4, ) repre-
senta (4 = ((, Ca, Cap), I4 = (0,0, I*%), las ecuaciones de arriba pueden ser escritas
en la siguiente forma compacta:

MABey (=T, a€{0,1,2,3}, (5.0.11)

con 62 N
MABe — _IX B e 10 1,2,3), 5.0.12
9106 { } ( )

y por construccién las cuatro matrices M4 son matrices simétricas cuyas ele-
mentos dependen de los multiplicadores (4 y en (5.0.11) la convencién de suma
de Einstein ha sido extendida a los indices (A, B, ....).

De este analisis, se ve la importancia de la dobleta (x(C, Ca;, Cag), I%?(C, Cas Cap)) €n
el formalismo Pennisi-Geroch-Lindblom. Una vez que este par ha sido especifica-
do, entonces (5.0.11) es un sistema simétrico de ecuaciones cuasi-lineales para las
variables ((, Ca, (o). Soluciones de este sistema especifican la dependencia de los
(€, Ca, Cap) como funciones de las coordenadas locales y con este conocimiento las
relaciones (5.0.5) determinen la solucion.

Aungque el formalismo implica que (5.0.11) es un sistema manifiestamente simétri-
co, el formalismo deja abierta la posibiliadad a obtener un sistema? que es simétric-
hiperbdlico y/o causal. Abajo damos algunos ejemplos de funciones generadoras

4En este capitulo seguimos la terminologfa y las definiciones de [34]. Por lo tanto, decimos que
el sistema MABO‘VQCB = J4 es simétrico cuando MAB« = M EAx Un sistema es simétrico-
hiperbélico en un conjunto abierto de estados de fluido, si la matriz M4B%w, es negativa
definitiva («negative definite» en inglés) para algunas (posiblemente dependiente del estado)
1-formas w, temporales dirigidas a futuro. Finalmente, si MAB2V (g = I es simétrico,
entonces decimos que es causal en un conjunto abierto de estados de fluido (i.e. hiperbdlicos
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X(C, Ca, Cap) fisicamente relevantes y brevemente discutimos las propiedades de
los fluidos resultantes. También mencionamos que por elecciones particulares de
X(C, Ca, Cap) €l sistema (5.0.11) es un sistema simétrico - hiperbdlico causal.

5.1. Ejemplos de fluidos del tipo divergente

5.1.1. Fluidos perfectos

El primer ejemplo de una funcién generadora x (¢, (a, Cap), €s la funcién que genera
estados de un fluido perfecto simple. Como hemos visto en repetidas ocasiones, de-
bido a que la evolucién de los estados de los fluidos perfectos no generan entropia,
y de pistas que vienen de la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri que desarrollamos en la
tltima seccién, elegimos al tensor de disipacién como cero i.e. I = 0 y la funcién
generadora y como una funcién suave que depende sélo de (¢, (%) i.e.

x=a(p), p=C% (5.1.1)

Por esta eleccién, se sigue de (5.0.5) que A*?Y = 0, mientras que la 4-corriente
de particulas Jzp, el tensor de energia-momento T;rﬁi y la 4-corriente de entropia
S%p estan dadas por:

e OPx 0 (ox\ 0 (,0a.,\ . 0a ,
= oo~ 3 ()~ (05) 2gaen 612

con velocidades de propagaciéon menores a la velocidad de la luz), si MAB%w, es negativo
definitivo para todas las 1-formas w, temporales dirigidas a futuro. En general el simbolo
principal M A8y, esté evaluado sobre una solucién de fondo del sistema MAB*V (g =
I#, y en la practica tal solucién corresponde a un estado de equilibrio debido a que es
relativamente fécil conseguirlos (los estados de equilibrio dentro de la presente teorfa serdn
definidos méas adelante). A través de argumentos de continuidad, se sigue que el simbolo
principal mantiene el signo sobre una vecindad abierta de estados de fluidos alrededor del
estado de equilibrio.
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T8 _ 0y 0 (0x 0 5
= s~ o \og) ~ 3 (20

[0 [ O« oo
— . B By
2ﬂﬂ( )<]+z b

ac, au’
(5.1.3)
(9 (_da ,da
-9 B af
aﬂ( <~)<] 22
= 4D 49D,
ol
)
A%pz&?—cﬂ—@JW
foatel foate} o
—9 (e _9 a I e _9 o
o " Xauact " Mgt T2, (5.1.4)

P al
= -2 [Cauac +2uau2] ¢

Comparando los lados derechos de (5.1.2, 5.1.3, 5.1.4) con las férmulas estdndares
para la corriente de particulas, el tensor de energia-momento y el flujo de entropia
de un fluido perfecto, se muestra que (5.1.1) genera estados de un fluido perfec-
to cuya densidad de particulas n, densidad de energia p, presién isotropica P,
medidos al respecto del marco en reposo del flujo, estan dados por:

0« o O

T'=2—— P=—-4u— P=2— 1.

mientras que los multiplicadores de Lagrange ((,(,) estan relacionados con el
potencial térmico O, la 4-velocidad u®, la temperatura local T y la entropia por
particula s, via

p+P u® 1

— 3 . T2 = — =, 5.1.6
e (5.1.6)

(=6-=

Finalmente, por completez, mencionamos que la propiedad de que las ecuaciones
dindmicas para un fluido perfecto simple y bajo restricciones sobre la ecuacion
de estado, formen un sistema simétrico hiperbdlico, puede derivarse apelando al
formalismo de Geroch-Lindblom. Usando a la funcién generadora (5.1.1), y exami-
nando la parte principal de M5 escrita en (5.0.11), Geroch y Lindblom en [34],
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muestran que la causalidad es vélida si y solo si la funcién a((, p) en (5.1.1) esta
restringida a que las cantidades (p, P) satisfacen las siguientes desigualdades:

ap
op

p

p+P >0, J>6P >1 (5.1.7)

¢

5.1.2. Estados de equilibrio

Para fluidos relativistas del tipo divergente, Geroch y Lindblom en [34] definen a
los estados de equilibrio como aquellos que tienen la propiedad que las variables
(Jo, T*P) satisfacen (5.0.1, 5.0.2) con I*#(J* T*%) = 0. Denotamos por (J%, To7)
a los estados de equilibrio y utilizamos el subindice F para distinguir a las variables
evaluadas en un estado de equilibrio. Se sigue entonces que

UE(JEWT]%B) = _Caﬁjgﬁ = 07 (518)

v bajo la suposicién adicional de que para cualquier solucién (J*,T%%) de (5.0.1,
5.0.2) se satisface que o > 0, se sigue que los estados de equilibrio tienen la pro-
piedad de que (.5 = 0, una conclusién que es valida también para los estados de
equilibrio en el contexto de la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri.

Propiedades adicionales de los estados de equilibrio, pueden determinarse consi-
derando una expansién en serie de la funcién generadora x((, Ca, Cap) alrededor
de (¢, Ca, Cap = 0). Tal expansién, lineal en (,4 tiene la forma:

Ix a o o

X@KMQMZQKML+< )cﬂ+0@ﬂﬂ p=C%, (519
aCOcﬁ E

en donde «((, i), es una funcién algebraica suave de ((, ), mientras que las deri-

vadas de x al respecto de (3, evaluadas en estados de equilibrio se parametrizan

segin

) - ¢~ L _ dalen)
<3Ca,8>1; = Al (C ¢ 4H9 )’ B ) = E (5.1.10)

La estructura de (5.1.9, 5.1.10), implica que la corriente de particulas J&, el tensor
de energia-momento Tgﬁ y la corriente de entropia S%, tienen formas idénticas
como aquellas mostradas en (5.1.2, 5.1.3, 5.1.4), mientras que el tensor A*?7 esta
dado por:
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A8 = a?jiﬁ ‘2 (ifﬂ%%[ﬁ(@) (co¢ — o]

_ 9 (caer _ L, LIS aiﬁ_laiaﬂ
— 2(9#{7 (C ¢ - )+5 lC (%7 o 439 (5.1.11)

= 3 (166" ) o g = 0.

Por lo tanto, la densidad del ntimero de particulas ng, la densidad de energia
pr v la presion isotrépica P, medidos al respecto del marco en reposo del flujo®
son idénticas a (5.1.5), mientras que los campos ((, (,) estan relacionados con el
potencial térmico O, 4-velocidad u®, temperatura local T"y entropia por particula
§ como en (5.1.6).

Estados en equilibrio imponen restricciones sobre la forma de las funciones (¢, p)
y B(C, 1) que aparecen en (5.1.10). Estas restricciones surgen de las ecuaciones:

Vol = (sVaTs = (3, Va Ay =0 (5.1.12)
que dan
0 Pa 83
Y Y Y
2o Pa 62
_ Y Y
S (5.1.14)
+2[u83 ]CVVVM—O
2£ _ 07 aﬁ 2ﬂ ~
26 98 (5.1.15)

5Recordemos de nueva cuenta que el subindice E denota estados de equilibrio y no variables
termodinamicas medidas al respecto del marco de energia ug.
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Estas tres ecuaciones pueden ser escritas de la siguiente manera
AP X* =0, X*=(V,(", VOV ), (5.1.16)

en donde la matriz (3 x 3) A, se puede leer de las ecuaciones (5.1.13-5.1.15).
Los elementos A%, de la matriz A estdn formados a partir de las derivadas de
las funciones a((, p), 5(C, ) definidas en (5.1.9, 5.1.10). Si estas funciones son
elegidas de tal manera que detA # 0 en un conjunto abierto U del (M, g) de
fondo, entonces se concluye que

V. ("=V,(=(V,u=0, (5.1.17)
y estas condiciones combinadas con V, AR = 0 implican:
B(Vals + Vi) =0. (5.1.18)

Asumiendo que 3((, ) # 0 en U, se sigue que (, es un campo de Killing temporal
en U, lo que significa que los estados de equilibrio dentro de la clase de fluidos
relativistas del tipo divergente estan caracterizados por la presencia de un campo
de Killing temporal y ( es adicionalmente uniforme en U.

5.1.3. Teoria de Eckart como una teoria del tipo divergente

El andlisis hecho hasta ahora, muestra que el espacio de los fluidos relativistas
del tipo divergente no es vacio. Pero jexisten fluidos disipativos relativistas del
tipo divergente que son fisicamente relevantes, en el sentido de que sus ecuaciones
dindmicas forman un sistema simétrico - hiperbolico que respeten causalidad?

La respuesta a esta pregunta es afirmativa, y abajo discutiremos una familia im-
portante de fluidos relativistas que comparten esta propiedad. Para introducir
esta familia, es conveniente primero dar una reformulacién de la teoria de Ec-
kart que discutimos en la seccién 3.3.3, como un teoria que describe fluidos de
tipo divergente. Aprovechamos este punto para hacer algunos comentarios sobre
el desarrollo histérico y la estructura de la teoria de Eckart.

Recordemos que hemos encontrado esta teoria como un limite particular de la ter-
modinamica transitoria de Israel-Stewart, pero esa no fué la manera en que Eckart
introdujo «su teoria» a mediados de 1940. Eckart introduce su teoria empleado
como variables primarias a (J%, T, S®) que obedecen
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VoJ* =0, V.1 =0, VaS® > 0. (5.1.19)

El expandio (J%, T%?) al respecto del marco de particulas® de acuerdo a:

J¢ = nu®, 7% = pu®u® + (P 4 m)A“? (u) + h*u® + hPu® + 7% (5.1.20)

y postuld que el flujo de entropia S tiene la forma:

S = su —|—?, (5.1.21)
en donde las variables (n,p, P + m,u® h% 7*#) en (5.1.20) tienen el significado
usual i.e. estdn medidas por un observador local co-moviéndose con u®. Como ya
hemos discutido en el capitulo introductorio, la validez del postulado del equilibrio
termodinamico local garantiza la existencia de una ecuacién de estado en equilibrio
s=s(p,n) (0 p=p(s,n)) y una versién (local) de la primera ley con la forma:

_pt+P
B n

dp =Tds + pdn, dp

dn + nTds, (5.1.22)

que define la temperatura local T' y el potencial quimico p en términos de las
derivadas de p = p(s,n) (véanse las ecuaciones (1.1.6), (1.1.7) y (1.1.12)).

Desde el punto de vista matemaético, la teoria de Eckart constituye un sistema sub-
determinado de ecuaciones. Tenemos cinco leyes de balance V,J* = V. T% =0,
acompanadas por la desigualdad V,S% > 0, para un conjunto de 14 variables
dindmicas (n, p, P+ m,u®, h®, 7*%) que describen el fluido, mientras que el conoci-
miento de (p,n) y de la ecuacién de estado s = s(p,n) determinan la temperatura
local T' y el potencial quimico .

Como hemos visto en la breve exposicion de la teoria en la seccién 3.3.1, uno trata
a (p,n,u*,T) como las variables bésicas y mediante la imposicién de V,S* > 0
con S* dado en (5.1.21) resulta un conjunto de ecuaciones fenomenoldgicas (6
conjunto de leyes constitutivas), expresando a (m, h*, %) como funciones de las
variables bésicas (p,n,u®, T) y sus gradientes. La forma explicita de estas re-
laciones estdn escritas en (3.3.65). Como hemos mencionado, aunque la teoria
resultante, es una teoria simple, ya hemos discutido sus propiedades no deseadas.
Tratamos en seguida, a un fluido de Eckart como un fluido relativista del tipo
divergente y tal transicion requiere incrementar el ntimero de las variables bésicas
(p,m,u®,T) que describen los estados del fluido.

5En esta seccién y debido a que trabajamos en el marco de particulas escribimos simplemente
u®, n, etc., en lugar de u%;, ny, etc.
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Especificamente, para describir un fluido de Eckart como un fluido del tipo diver-
gente usamos (5.1.20) y eliminamos las 14 variables (J% T*?) en favor de las 14
variables (n, p, P + m,u®, h®, %) que aparecen en los lados derechos de (5.1.20),
las cuales las consideremos como variables independientes. En términos de estas
variables, un fluido de Eckart del tipo divergente esta especificado dados los cam-
pos (A7 [98 S} y . Siguiendo el tratamiendo de Geroch-Lindblom [34], estos
campos estan dados por:

Cp— (5.1.23)
TP = puu? + (P + m) A% + 2u(¢? 4 7P (5.1.24)
AYBY — QTU(G(QB)’Y + uﬁ)uv) (5.1.25)

T 2T 2
[01,3 — —Tﬂ'Qﬁ S — <ga5 + 4uaur3>ﬂ- — fq(o‘uﬁ) (5126)

¢ 3Go w
5% — snue 4 Lo (5.1.27)

= Snu® + — L
Tq
2 a ap

o=+ 4 Lo T Tap (5.1.28)

AT KT AT

en donde (5 , &,) se interpretan como los coeficientes de la viscocidad volumétrica
(«bulk viscosity» en inglés) y de cizallamiento («shear») definidos antes y con el
propdsito de evitar confusiéon, aqui hemos usado gorros en estos coeficientes para
distinguirlos de los multiplicadores de Lagrange.

Para tener un entendimiento sobre la estructura de los campos (5.1.23 - 5.1.28)
que describen un fluido de Eckart, los comparamos con los campos correspondien-
tes de la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri. Los campos que son relavantes para esta
comparaciéon son (AY? 1% §%) los cuales por la teorfa de Liu-Miiller-Ruggeri
discutida en el capitulo previo, tienen la forma

2
AT = (C°) + CTym)utuu + %(an — C% = CTym)(g*uY + g u® + g7u’)

6
+ G390 + 974" + 97°0") = SCs(u )+ u gt + )

+ O (7P 4 770 4 1),
(5.1.29)
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4 1
1% = B wg™? — nglﬂ'uaUB + Bam®? + 0—234(qauﬂ + ¢ u®), (5.1.30)

5% = (ns + A"+ AT 7% + A% ¢Pqs + AL 7P Ju®

5.1.31
+ (Aoz + ATym)q™ + Aosﬁaﬁ%' ( )

Una comparacion entre estas funciones con las escritas en (5.1.25 - 5.1.28) mues-
tran la naturaleza especial de un fluido de Eckart visto como un fluido del tipo
divergente. Por tal fluido, el campo A% en (5.1.25) no involucra a ninguna de
las variables (7, 7%, h%) que describen desviaciones a primer orden del estado de
equilibrio aunque los tensores de disipaciéon I*? tienen la misma estructura. Sin
embargo, en donde existe una diferencia pronunciada es en el vector de flujo de
entropia S®. Mientras que por estados de un fluido de Eckart visto como un fluido
del tipo divergente, el flujo de entropia S® es lineal en el «flujo de calor» h* (véase
(5.1.27)), estados arbitrarios del fluido dentro de la teoria de Liu-Miller-Ruggeri
estan caracterizados por un flujo de entropia S* mucho méas general. El flujo ¢
es lineal en las tres desviaciones del equilibrio i.e. (h®, 7w, 7?) pero también con-
tiene todas las posibles contribuciones cuadraticas de estas desviaciones (compare
(5.1.27) con (5.1.31)).

Esta comparacion breve muestra que un fluido de Eckart visto como un fluido del
tipo divergente es un fluido muy especial. Fluidos relativistas arbitrarios del tipo
divergente son configuraciones mucho mas complejas, como muestra una compa-
racion adicional de la funcién generadora y que discutimos en seguida.

En [34], se muestra que un fluido de Eckart escrito como un fluido de tipo diver-
gente en (5.1.23 - 5.1.28), puede ser obtenido a través de la funcién generadora

X(C> Com Coeﬁ) dada por

Pt

X =a(( ) .

1= (., (5.1.32)

en donde «((, ) es una funcién arbitraria suave. Por esta funcién y siguiendo
un procedimiento similar como en la teoria de Liu-Miller-Ruggeri, los multipli-
cadores de Lagrange ((,(a,Cap) estan relacionados con los campos observables
(n, p, P,u®, T, m,7") en (5.1.23 - 5.1.28) via

p+P
= — 1.
¢ T S, (5.1.33)
ua
= — 1.34
= (5.1.34)
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" =35

(63 (634 ™ (63 (64
572 |7 B oulg?® + Z(g fruruP)|, (5.1.35)

mientras que las variables termodinamicas como la temperatura 7', la densidad
de particulas n, la presion termodinamica P y la densidad p estan dadas por

T? = — (5.1.36)

nT = 2;:3{, (5.1.37)
P = zgz, (5.1.38)
p+P= —4ng3. (5.1.39)

Geroch y Lindblom en [34], senalan que la teorfa de Eckart es un ejemplo de
una teoria de fluidos disipativos relativistas del tipo divergente, cuyas ecuaciones
dinamicas alrededor de un estado de equilibrio, fallan en constituir un conjunto
causal y por lo tanto no se le puede considerar como una teoria fisica satisfactoria
(esta conclusién era la esperada debido a los resultados mostrados en [43,45]).
De hecho, para la funcién generadora x(C, (s, () definida en (5.1.32), la forma
cuadratica MAPw,Z,Zp con Za = (Z, Zy, Zap) falla en ser negativa definitiva

ya que
Py

oo (5.1.40)

se anula’.

Las ventajas del formalismo de Pennisi, Geroch-Lindblom es la flexibilidad que
ofrece para construir estados de fluidos disipativos con propiedades fisicas intere-
santes. Esta flexibilidad surge debido a la libertad que existe en la eleccién de
la funcién generadora. Los autores en [35], reemplazan a la funcién generadora
X(C, Cay Cap) en (5.1.32) por una nueva funciéon generadora escrita por:

X = (¢, 1) + B¢ )¢ Cals + x2(C Cas Cap), (5.1.41)

"Debemos mencionar que la estructura de la contracciéon M ABVwVZ AZp es bastante compli-
cada, ya que los indices maytsculos A, B corren en el intervalo 1,2, 3, ..., 14. Pero en el caso
de la funcién x en (5.1.32), la anulacién de (5.1.40) hace el andlisis més simple.
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en donde s, tiene la forma®

V(Ii;m (19ap = 2€aCs) (119ys — 26,65)C7 ¢, (5.1.42)

X2 =

y generaron una nueva familia de fluidos del tipo divergente. Geroch y Lindblom
en [34], investigaron la propiedad de causalidad de este estado analizando la forma
cuadratica

M*P ., Z,Zp A B € {1,2,3,...,14}, (5.1.43)

evaluada en y dada por (5.1.41, 5.1.42). Se encontraron que esta forma es negativa
definitiva para todos los estados de fluido con (s = 0 siempre que la condicién de

causalidad de fluido perfecto mostrada en (5.1.7) sea valida y que 8—7 sea suficien-
I

temente grande. Concluyen que la teoria es causal para valores los suficientemente
pequenios de (s i.e. en alguna vecindad abierta de estados de equilibrio, y este
resultado es bienvenido. Esta conclusiéon muestra que la clase de fluidos relati-
vistas del tipo divergente estdn caracterizados por propiedades sensibles como la
propagacion causal de las perturbaciones, un problema de valores iniciales bien
planteado, estabilidad de estados de equilibrio, etc.

5.2. El «post era de Pennisi-Geroch-Lindblom»

Con la teoria de fluidos disipativos del tipo divergente y la teoria de Liu-Miiller-
Ruggeri que hemos desarrollado en este y en el capitulo anterior, se cierra el
circulo de los ultimos intentos por parte de los relativistas en construir teorias
de termodinamica irreversible por fluidos relativistas cuyas ecuaciones dinamicas
constituyen sistemas simétricos - hiperbélicos y/o causales.

La estructura simple de los fluidos relativistas del tipo divergente actuaron como
un estimulo para realizar investigaciones adicionales sobre la naturaleza de este
clase de fluidos. Una basta cantidad de trabajo en la literatura, se ha centrado en
la naturaleza de la funcién generadora x((, (s, Cap) ¥ como su estructura afecta
a las propiedades del fluido resultante. Como hemos visto en este capitulo, los
estados de equilibrio estdn caracterizados por la propiedaed de que (.3 = 0, por

8Noétese que la funcién y en (5.1.41) combinada con (5.1.42), no es la forma m4s general para
la funcién generadora que contiene términos cuadraticos en ¢*?. Para una discusién més
general, consulte [12,13,78,86,89]
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lo tanto, los estados cercanos al equilibrio pueden ser estudiados mediante una ex-
pansion en serie de Taylor de la funcion generadora x alrededor de los estados de
equilibrio hasta la inclusién de términos cuadraticos no nulos de (.. La inclusién
de estas contribuciones cuadraticas en y, permiten estudiar la parte principal de
MABY en las ecuaciones dindmicas en (5.0.11) y por lo tanto abordar cuestiones de
causalidad para estados cercanos al equilibrio. Para una representacion explicita
de familias de funciones generadoras alrededor de estados de equilibrio véase por
ejemplo [12,13,78,86,89].

Otro aspecto relevante dentro de la clase de fluidos del tipo divergente que ha sido
abordado en la literatura esta asociado con la conexion entre la clase de fluidos
de tipo divergente y la teoria cinética relativista de gases diluidos. Como hemos
senalado previamente, para un gas relativista diluido, los primeros tres momentos
ja, 1B y Aeb para una funcién de distribucién f(z, p) solucién de la ecuaciéon
de Boltzmann relativista, satisfacen: Vo J* = VT = 0, Vﬁ,flw‘ﬂ = [P y estas
ecuaciones lucen similares a las ecuaciones estandares (4.1.1, 4.1.2) para la teoria
de Liu-Miiller-Ruggeri y para la teoria de fluidos de tipo divergente. Sin embargo,
esta similitud es enganosa y en [78,89] esa pregunta ha sido discutida. En general,
el segundo momento del término de colisién 1% contiene a la funcién de distri-
bucién y por lo tanto tiene diferente estructura que el tensor de disipacién que
depende tnicamente de J, 7% y por lo tanto, a lo mas depende de los primeros
dos momentos de la funcién de distribucion. En [78,89], los autores construyen
una familia particular de teorias de fluidos disipativos del tipo divergente con la
propiedad de que los campos J*, T? y A*%7 estén expresados como los momen-
tos de una funcién de distribucion adecuada. El sistema resultante de ecuaciones
diferenciales parciales hiperbdlicas es muy simple y nos permite identifacar una
subclase de teorias causales.

Recientemente, una clase de fluidos disipativos del tipo divergente que ha sido in-
vestigado en la literatura esta relacionado con los fluidos disipativos que exhiben
invarianza conforme. Fisicamente, estos fluidos se pueden pensar que representan
el limite de baja energia en una teoria de campos cuanticos conformes (para una
introduccién véase [7]). En la reciente referencia [60], y para esta clase de fluidos,
la funcién generadora y que incluye desviaciones a segundo orden del equilibrio
ha sido construida. Debido a las simetria conforme, la funcién generadora y de-
pende tnicamente de ({4, (ap) v esta propiedad facilita el andlisis. Los estados de
equilibrio dentro de esta teoria, son estados caracterizados por la condicién de que
Cap = 0 y adicionalmente el multiplicador de Lagrange ¢, es un campo de Killing
conforme. También se mostrd en [60], que cuando tales estados de equilibrio se
admiten, existe un conjunto abierto de estados de fluido alrededor del equilibrio
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tal que las ecuaciones dindmicas constituyen un sistema simétrico - hiperbdlico.



Apéndice del capitulo 5.
Implementacion del principio de
entropia: El método de
Boillat-Ruggeri

En el capitulo 2, seccién 2.3.3, hemos dado una discusion sobre las relaciones
constitutivas y el principio de entropia en su forma final propuesto por Miiller.
También hemos mencionado la necesidad de tener un procedimiento algoritmico
para elegir apropiadamente a las relaciones constitutivas de manera que la segun-
da ley de la termodindmica sea valida para cada proceso termodinamico. Hemos
mencionado, que una manera de implementar el principio de entropia viene a
través del concepto de los multiplicadores de Lagrange que fueron introducidos
por primera vez por Liu en [64] y aplicados en [66] (para una introduccion rapida
del procedimiento de Liu, véase el apéndice B en [93]).

En este apéndice discutimos un procedimiento alternativo al mostrado por Liu
[64], en donde también aparecen los multiplicadores de Lagrange, pero ahora vie-
nen desde una perspectiva de la teoria matematica de los sistemas simétricos -
hiperbdlicos. Este procedimiento alternativo, fué inventado después de que Boi-
llat en [9] y Ruggeri-Strumia en [91] notaran que, cuando los multiplicadores de
Lagrange son elegidos como las variables dindmicas (y bajo condiciones adiciona-
les sobre el vector de entropia como convexidad), entonces las leyes de balance
se pueden transforman en un sistema simétrico - hiperbdlico. Varios aspectos del
método de Boillar-Ruggeri han sido discutidos en [8-10,91,92]. Por completez, a
continuacion bosquejamos este método.

El procedimiento de Boillat-Ruggeri-Strumia asume que el medio esta gobernado
por n-leyes de balance de la forma:

—

O F (@) = f(@), ae€{0,1,2,3), (5.2.1)

en donde F° representa los n-flujos de las leyes de balance que tienen la forma
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—

FO=(FO F), ... FOT  F'=(F' F}, ..., F)T, et (5.2.2)

mientras (f, %) representan

—

f(ﬁ) = (fl(ﬁ)7f2(ﬁ)> 7fn(ﬁ))T7 ﬁ(tvf> = (ul(t7f>7u2<tvf)v .__.7un(t7f))T’

en donde T significa transpuesta. Las n-funciones denotadas por 4 i.e. @(t, %) =
(uy (L, ), ug(t, ), ..., un(t, 7)) corresponden con las variables bésicas que descri-
ben al medio bajo consideracién y por lo tanto (5.2.1), representa un sistema de
n-ecuaciones para n-incognitas u(t, 7).

El sistema (5.2.1) viene acompanado de una ecuacién suplementaria, que se inter-
preta como una ley de entropia, de la forma

0.5°(a@) = B(@), < {0,1,2,3}, (5.2.4)

en donde S* son las componentes de un campo vectorial 4-dimensional y ¥ es un
escalar, ambos dependientes de w(t, Z). La inclusion de esta ecuacién en (5.2.1)
implica que el sistema conjunto formado por (5.2.1, 5.2.4), constituye un sistema
sobredeterminado de (n + 1) ecuaciones para n variables.

Cabe mencionar aqui, que dentro de la termodinamica de medios continuos, siste-
mas sobredeterminados de «leyes de conservacion» son encontrados frecuentemen-
te. Por ejemplo, las ecuaciones dinamicas para el fluido de Fourier-Navier-Stokes
pueden ser escritas en la forma (5.2.1, 5.2.4). También las ecuaciones dindmicas
por la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri y por la teoria de fluidos disipativos relati-
vistas del tipo divergente, son casos particulares del sistema (5.2.1, 5.2.4). Para
estas teorias, las 14 variables (uq, us, ..., u14) se identifican con las 14 componentes
(incégnitas) de los campos (J, T%%), y estas 14 variables satisfacen 15 ecuaciones
(véanse 4.1.1,4.1.2, 4.1.5). Dada la frecuencia con que se encuentran tales sistemas
de ecuaciones sobredeterminadas, es relevante describir algunas caracteristicas de
estos sistemas.

Por un sistema de ecuaciones sobredeterminado, en general, no se espera que las
ecuaciones admitan soluciones. Sin embargo, bajo restricciones adecuadas, Frie-
drichs en [31,32] ha mostrado que tales sistemas se pueden convertir en un siste-
ma de ecuaciones simétrico - hiperbdlico y este serd el caso cuando una «relacién
de dependencia principal» se cumpla (véase 5.2.6 abajo) y ademads cierta forma
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cuadratica sea positiva definitiva (véase relacién 5.2.19 mas adelante).

Para ver con mas detalle como las condiciones de Friedrichs nos conducen a un
sistema simétrico - hiperbdlico, primero reescribimos al sistema (5.2.1, 5.2.4) en
la forma

5 T 5
(0aF®,05%)" = (£,2)7, (5.2.5)
y denotamos por un punto - al producto escalar euclideo en R"*!. De esta manera,

la «relaciéon de dependencia principal» de Friedrichs se cumple cuando existe un
campo vectorial de (n + 1) - dimensién denotado por Z(@) tal que la siguiente

relacion
7 (0.F,0.5%) = Z-(f.2), (5.2.6)
se satisface para todo® @y d,ub, b € {1,2,....,n}. Eligimos al campo 7 de la forma
7= (=A@@),1), K@) = (A(@), A*(id), ..., A"(@), (5.2.7)

en donde debido a la propiedad de que si 7 satisface (5.2.6), entonces M7 también
la satisface, tomamos sin pérdida de generalidad Z"™! = 1. Por tal eleccién se
sigue que (5.2.6), es equivalente a

N0 F* 40,5 =—A-f+3, (5.2.8)

y esta relacién muestra que K(ﬁ) juega el mismo rol que juegan los multiplicadores
de Lagrange en el procedimiento de Liu (véase [64,66,77]).

Sea ahora el operador gradiente V en R™ definido como:

. o 0 o
V= (ml’ I aw) : (5.2.9)

usando este operador y demandando que la condicion (5.2.8) sea valida para todo

@, Oqu’, concluimos:

=1

&,3
I
Ng

A-VF* =v§se, (5.2.10)

9Recordemos que los indices latinos corren de 1 a n.
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Haciendo uso del operador derivada exterior d en el espacio euclideo R", las con-
diciones (5.2.10), pueden ser escritas en la forma equivalente

A-dF*=ds*, AK-f=%, ac{0,1,23}. (5.2.11)

Estas dos expresiones, son consecuencias de la «relacion de dependencia principal»
de Friedrichs y sera interesante tener un entendimiento profundo de su significado.
Por lo pronto evitamos esto, y nos enfocamos en explotar algunas de sus conse-
cuencias.

Sea ahora que en el sistema (5.2.1) es posible elegir: 4 = FO. Entonces por esta
eleccion (5.2.11) implica que

980 o 9280 HA
— A = 2.12
oz v T @i o (52.12)
en donde aqui y en adelante
059 05° 0S5° 0%S° 05°
= = — 1<i,j<n. 2.1
oii (&ﬂ”&m) Dot (%@w)’ sijsn (5213)

Supongamos que por esta eleccién particular i.e. @ = F, la densidad de entropia!®
S9(@) es una funcién céncava de @ i.e. que la matriz

0250
— 2.14
Quou’ (5 )

es definida negativa («negative definite» en inglés). Por tal eleccion, (5.2.12) im-

OA
plica que la matriz 57 también es definida negativa. Apelando a los teoremas
U

estandares de matrices Jacobianas, concluimos que la transformacion @ — K(ﬁ)
es globalmente invertible. Esta propiedad nos permite ver que

5% =8%N), F*=FR), f=Ff(A). (5.2.15)

Estas relaciones combinadas con (5.2.11), nos conducen a concluir que existen 4
escalares denotados por S, a € {0, 1,2, 3} tales que

0Fsta propiedad esta bien definida para el caso de medios newtonianos. Sin embargo, para
medios relativistas la covarianza general hace que el concepto de la densidad de entropia no
este bien definido.
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[fe]
Fo dA = dS"™, S =K.F*— 8% — F*= G;K . (5.2.16)

Por lo tanto, el sistema (5.2.1) es compatible con la ley complementaria (5.2.4),
cuando las componentes de F* son los gradientes de S"*(A). Regresando al sistema
(5.2.1) y usando esta representacion de F'“ obtenemos

@8 A= ﬁ(/_\’) _— ﬁa A= fi(A), a€{0,1,2,3} (5.2.17)
oKoN anigns et = i), ,1,2,3}, (5.2

y notamos que las 4 matrices (n x n)

ao = O8N et ) (5.2.18)
i aAZaAJ7 1,7 y iy ey Ty, e

corresponden a las matrices hessianas de S*(A) (con respecto a las componentes
de A) y son por construccién matrices simétricas.

Mas alla de esta propiedad, el sistema (5.2.17) posee otra propiedad notable. Bajo
la suposicién fuerte de que la densidad de entropia S° es una funcién céncava de ,
el sistema (5.2.17) es un sistema simétrico - hiperbdlico. La naturaleza simétrica
- hiperbdlica se puede establecer apelando a la segunda condicién de Friedrichs
(véase la relacién 5.2.19), o revisando directamente si las condiciones sobre la
definicion de sistemas simétricos - hiperbdlicos en el sentido de la definiciéon de
Friedrichs se cumplen por el sistema (5.2.17).

Aqui por completez, mencionamos que la segunda condicién de Friedrichs que
justo hemos mencionado, demanda que exista un covector (i.e. una 1-forma) £ =
(&o,&1,&2,&3) tal que la siguiente forma cuadratica

Q=& [K - 0*F* +625°] > 0, (5.2.19)

sea definida positiva («positive definite» en inglés) para todas las variaciones sua-
ves du(t, ¥) del fondo (¢, ). Validez de esta condiciéon combinada con (5.2.11) da
la condicion deseada. Nétemos sin embargo que podemos llegar a la misma con-
clusiéon apelando a la segunda alternativa i.e. revisando directamente si el sistema
(5.2.17) satisface las condiciones de un sistema simétrico - hiperbélico. Escribiendo
el sistema (5.2.17) en la forma

A% 0N = fj, (5.2.20)
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entonces este es un sistema simétrico - hiperbédlico en el sentido de Friedrichs,
cuando las 4 matrices A%; sean simétricas i.e.

A% =A%, Y aef0,1,2,3),

i

y ademas una condiciéon de «positividad» sea valida. Esta tltima condicion re-

«

quiere la existencia de un covector § = (&o,&1,82,83) tal que la matriz £, A%,

definida positiva.

es

Para el sistema (5.2.17), ya hemos visto que las 4 matrices A%; son todas simétri-
cas. Para establecer la positividad, es suficiente con elegir un covector & = (&, &1, &2, &3) =
(1,0,0,0). Por esta eleccion, la positividad se mantiene sujeta a que la matriz

/
@ (5.2.21)
ONOA
sea definida positiva («positive definite» en inglés). Esta conclusién, sin embargo,
se sigue recordando que para la eleccién u = F 0 la relacién S’ = A-Fo— g
implica que S0 = N-i—S° y por lo tanto S” es la transformada de Legendre
de S°. Esto implica que S° es una funcién céncava de A va que S° se ha asumido
que es una funcién céncava de u. Esta conclusion prueba que el sistema simétrico
(5.2.17) es hiperbdlico.

En el lenguaje adoptado por Ruggeri y colaboradores, los campos S’® son referidos
como los generadores, mientras que los multiplicadores de Lagrange A constitu-
yen el campo principal. Del anélisis hecho hasta ahora, se sigue que si uno fuese
capaz de identificar al campo generador S’®, entonces las relaciones constitutivas
i.c. las funciones F® compatibles con la desigualdad de entropia (5.2.4), son ob-
tenidas mediante la diferenciacion del generador con respecto a las componentes
del campo principal. Aqui vemos una implementacién més concreta del principio
de entropia. La dependencia de las funciones constitutivas F sobre las variables
basicas, tomadas aqui como los multiplicadores de Lagrange, deben ser especiales
para poder ser compatibles con la desigualdad de entropia.

En cuanto a las aplicaciones de los resultados mostrados arriba, es suficiente
senalar que de relevancia es la construccién del campo generador S™, o € {0, 1,2, 3}.
En el caso de la teorfa de Liu-Miiller-Ruggeri, el campo S™ esta definido en (4.2.5)
y expresiones aproximadas para S’* como funcién de los multiplicadores de La-
grange han sido construidas apelando al principio de relatividad (4.2.12). El re-
quisito de que S” es una funcién céncava es discutido en detalle en [66, 77] y
brevemente lo mencionamos en el capitulo 4.

Para el caso de la teoria de fluidos relativistas del tipo divergente que vimos
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en este capitulo, el enfoque es diferente. En esta teoria, las componentes de S’
corresponden con los gradientes de una funcion generadora escalar x(¢, Ca, Cag)
i.e.

5%

o YX
5= A

(5.2.22)

y esta férmula implica que el sistema (5.2.17) es un sistema simétrico. Como he-
mos visto en este capitulo, tal sistema es simétrico - hiperbodlico bajo elecciones
particulares de la funcién generadora escalar x (¢, Ca, Cap)-

Por tdltimo mencionamos que en los enfoque de ambas teorias i.e. de Liu-Miiller-
Ruggeri y la teoria de fluidos divergentes citados arriba, el andlisis es local. La
transformacion A® — ' empleada en estos trabajos (y que también empleamos
en los tltimos dos capitulos de esta tesis), es inicamente localmente invertible, lo
cual es consecuencia de la «relacién de dependencia principal» de Friedrichs y el
caracter definido positivo de la forma cuadratica. En un trabjo separado, hemos
discutido esta propiedad en més detalle [94].



Conclusiones

En esta tesis nos dedicamos en dar una vista panoramica sobre los avances recien-
tes en el campo de la termodindmica fuera del equilibrio de medios continuous
clasicos con énfasis en la termodinamica irreversible de fluidos relativistas.
Empezamos discutiendo brevemente las sutilezas que uno encuentra en la des-
cripcién de la termodindmica de medios continuos relativistas que se propagan
en un espacio-tiempo suave (M, g) arbitrario. Tales sutilezas nacen de la curva-
tura!! del espacio-tiempo (M, g) la cual tiene como consecuencia la ausencia de
clases de observadores y/o sistemas de coordenadas privilegiados. En esta tesis,
y como hemos discutido en la seccion 1.3 la base de la termodindmica de medios
continuos que desarrollamos en esta tesis, se sustenta en el empleo de observado-
res locales combinado con el postulado del equilibrio termodinamico local. Como
hemos visto en el capitulo 1, tal principio es valido al menos por estados de flui-
dos relativistas que son cercanos al equilibrio. Esta tlitima condicién nos permite
definir un «cono» invariante de pseudo-angulo € y como hemos visto, que si por un
observador con 4-velocidad u® al interior de este cono el medio se encuentra en un
estado de equilibrio termodinamico local, entonces tal propiedad se mantiene vali-
da para toda la clase de observadores cuya 4-velocidad se encuentra al interior de
este cono. Desde nuestro punto de vista, el principio del equilibrio termodinamico
local, puede verse como:

El Principio de FEquivalencia Termodindamico,

en el siguiente sentido: No importa cual sea el estado actual del medio continuo
bajo consideracion, a los ojos de los observadores locales cuyas 4-velocidades se
encuentren al interior del «cono» de pseudo-angulo €, el estado del medio parece
localmente como un estado en equilibrio.

Como hemos visto en el capitulo introductorio, los observadores locales en com-
binacién del postulado del equilibrio local fueron de gran apoyo para formular la
primera y la segunda ley de la termodinamica de medios continuos. Pero ademéas

Hncluso para el caso del espacio-tiempo de Minkowski (R*, ), la descripcién termodinamica de
medios continuos es sutil y ha generado muchas controversias cientificas como mencionamos
en el capitulo introductorio. En este trabajo evitamos entrar en estos asuntos controvertidos
apelado a la descripcién local de las propiedades termodinamicas.
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de esto, fueron los conceptos claves en el desarrollo de la tesis, es decir, los uti-
lizamos como elementos esenciales para entender el contenido fisico escondido en
las ecuaciones tensoriales'? que describen la dindmica de medios continuos. Esta
propiedad la hemos visto en el desarrollo de la teoria transitoria de Israel-Stewart,
la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri y la clase de fluidos relativistas del tipo divergen-
te en el formalismo de Pennisi-Geroch-Lindblom. Durante el desarrollo de estas
teorias, hemos visto que sus contenidos fisicos se manifestaron después de que las
ecuaciones tensoriales se proyectaran a los marcos en reposo de clases de observa-
dores seleccionados apropiadamente. Durante el desarrollo de la tesis hemos visto
la propiedad complaciente que exhibe la teoria transitoria de Israel-Stewart i.e.
la invarianza de la teoria bajo un grupo particular de cambio de marco, aunque
como hemos discutido en el capitulo 3 tal invarianza viene a través de restriciones
severas sobre el estado del fluido y repitiendo una vez mas: la teoria describe es-
tados de los fluidos cercanos al equilibrio (y esperamos que tal invarianza persista
por medios continuos méas generales que los fluidos).

En el desarrollo de esta tesis, tuvimos la oportunidad de discutir algunas pro-
piedades de las teorias de fluidos relativistas disipativos que fueron desarrolladas
a tiempos tempranos, como la teoria de Eckart que naci6 en 1940, la teoria de
Landau-Lifshitz desarrollada alrededor de los afios 1950 y maés recientes las teorias
de primer orden desarrolladas en los anos 1980 por Hiscock y Lindblom [43,45].
Estas teorias, referidas como teorias convencionales, predicen una propagacion in-
finita de los efectos térmicos y de los efectos viscosos, crecimiento sin limite en
las amplitudes pequenas de perturbaciones alrededor de los estados de equilibrio,
etc.

Estos efectos indeseables actuarén como estimulos para el desarrollo de teorias
alternativas que describen la termodinamica irreversible de medios continuos cla-
sicos'® y relativistas. Esta busqueda di6 naciemiento a nuevas teorfas con el obje-
tivo de pretender obtener la descripcion de la termodinamica fuera del equilibrio
por medios continuos clasicos y relativistas.

Como hemos visto en los capitulos 2-5, una clase de estas nuevas teorias extien-
de la idea fundamental que hizo Miiller en 1967 al respecto de la naturaleza de
la entropia por estados fuera del equilibrio y con esta extension comenzarén las
teorias con la propiedad caracteristica que las ecuaciones dinamicas constituyen
sistemas de ecuaciones que son simétricos-hiperbélicos y/o causales.

El reemplazamiento de sistemas de ecuaciones parabdlicas por ecuaciones simétricas-
hiperbdlicas y/o causales, por un lado remueve las deficiencias de las teorias de

12E] empleo de campos tensoriales para describir la dindmica del medio, estd dictado por el
principio de covarianza general.

13Como hemos visto en el capitulo 3, la propagacién infinita de las perturbaciones es un ca-
racteristica de las teorias relativistas de primer orden, el sistema de Fourier-Navier-Stokes
exhibe el mismo comportamiento.
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primer order y del sistema de Fourier-Navier-Stokes, pero al mismo tiempo la
transicion hacia las teorias «hiperbdlicas - causales» llega con un precio. Es ne-
cesario extender considerablemente las variables independientes que describen los
estados del fluido!?. Vimos esta extensién en el capitulo 5 en donde por razones
de ilustracion tratamos a un fluido relativista en el contexto de la teoria original
de Eckart versus la descripcion de un fluido de Eckart como un fluido relativista
del tipo divergente.

Pero este crecimiento en el niimero de las variables fisicas que describen los esta-
dos de los fluidos relativistas, por un lado es una «bendiciéon» y por otro lado es
una «maldicién». Es una «maldicién» porque describe la disipacién relativista!®
con un gran numero de variables fisicas, pero por otro lado es una «bendicion»
porque la teoria expone sus virtudes a los observacionalistas y los experimentalis-
tas y esto es muy saludable.

Antes de que entremos en la observabilidad de los campos adicionales que en-
tran en las teorias «hiperbdlicas-causales» de fluidos relativistas, nos hacemos la
siguiente pregunta:

¢ Fs de relevancia fisica la termodindmica de medios continous relativistas para el
Universo en que vivimos o es un asunto que tiene solo interés académico?

Para dar un respuesta a tal inquietud dejamos que los hechos observacionales de
los ultimos afios hablen por si mismos:

La fecha 14 de Septiembre del 2015 permanecera en los anales de la fisica gravita-
cional como una fecha histérica. Ese dia, el Observatorio de Ondas Gravitacionales
por Interferometria Laser con sigla en inglés LIGO capturé ondas gravitacionales
provenientes de dos hoyos negros girando entre si, la primera deteccion de ondas
gravitacionales registrada en la historia de la humanidad. El evento fué anun-
ciado en una conferencia de prensa el dia 11 de Febrero del 2016 y el lector es
referido a la pagina web de LIGO para un analisis exhaustivo de esa deteccién [61].

Dos anos después, especificamente el 17 de Agosto del 2017, la red de observatorios
de ondas gravitacionales LIGO/VIRGO, registré una onda gravitacional referida
como GW170817, consistente con una estrella binaria de neutrones fusionada. Pa-

ra un analisis de esta senal, su interpretacion y consecuencias el lector es referido
a [1,62].

l4Restrigimos la discusién aqui y hasta que termine esta seccién al caso de fluidos relativistas
por falta de desarrollo de teorias «hipebdlicas - causales» para otros medios relativistas.

15Por el término disipacién relativista nos estamos refiriedo al proceso fisico en donde la forma
«organizada» del 4-momento del movimiento estd difundida (repartida) en muchos grados de
libertad que describen la microfisica del medio bajo consideracién.
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El 10 de Abril del 2019, la colaboracién del Telescopio Horizonte de Eventos con
siglas en inglés EHT, publico la primera imagen de la sombra del hoyo negro su-
permasivo en centro de la galaxia M87 [29]. Esta imagen establece la existencia
de un disco de acreaciéon alrededor del hoyo negro y aqui vale la pena recordar
que modelar tal disco, presupone materia viscosa acretante.

Otro desarrollo emocionante, vino a través de los experimentos en el Labora-
torio Nacional de Brookhaven en el Colisionador de Iones Pesados Relativistas
con siglas en inglés RHIC y en el Gran Colisionador de Hadrones en el CERN.
Estos experimentos muestran que en la colision de iones pesados el plasma de
quark-gluon formado en estos «mini big-bangs» esta confiablemente descrito por
un fluido viscoso relativista. Para evidencias que apoyan esta conexion inesperada
véanse [23,30,90].

Estos hechos observacionales, inimaginables digamos hace cincuenta anos, hablan
mucho. Estan destinados a tener consecuencias de gran alcance sobre nuestro en-
tendimiento del Cosmos. A nivel fundamental, una vez mas, nos aseguramos que
la teoria de la relatividad general de Einstein, en palabras de R. Penrose «is a
superb theory» [85]. Con el desarrollo tecnoldgico, vemos que sus predicciones
minuciosas se han ido una tras otra confirmado observacionalmente (o estan en
alcance para confirmarse). Mas ain, en una era en donde los observatorios LI-
GO/VIRGO estan en operacién y en el futuro cercano el observatorio KAGRA
se espera que este en funcionamiento, acreciéon de materia hacia un hoyo negro
y otros objetos compactos, plasmas en el Universo temprano, explosiones de su-
pernovas y colapso de nucleos, estaran bajo escrutineo observacional y en estos
escenarios los fluidos disipativos o mas generalmente medios continuos relativistas
jugaran un rol importante. En esta conexién, mencionamos que los tltimos mode-
los de estrellas de neutrones sugieren que la viscosidad y la conductividad térmica
juegan un rol importante en su estabilidad, mientras que resultados de colisiones
de iones pesados relativistas sugieren que la viscosidad también es relevante en
un dominio subnuclear.

Estos desarrollos en el dominio observacional sugieren que la disipacion relativista
es un fenémeno relevante en el Universo en que vivimos. Mucho maés desafiante
para los relativistas y los fisicos de altas energias es sin duda desarrollar teorias
confiables de termodinamica irreversible de medios continuos relativistas con el
propdsito de enfrentar a estas nuevas realidades observacionales. Esta tesis tuvo
como finalidad ponernos al dia con el desarrollo tedrico en esta direccién y los pro-
blemas abiertos que estan involucrados en la descripcion de disipacion relativista
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y mas general la descripcion de la termodindamica fuera de equilibrio de medios
continuos relativistas.

A lo largo de esta tesis, hemos mencionado que muchas de las predicciones de las
teorias (TIE) y (TIRE) clésicas que desarrollamos en el capitulo 2, han tenido
confirmacién experimental y mas atin han encontrado aplicaciones en la ciencia
y la tecnologia. Por ejemplo, en el tratamiento del transporte de calor a escalas
micrométricas y nanométricas, en la propagacién de ondas de choque en sistemas
hidrodinamicos, en hidrodinamica fenomenoldgica, etc. Para més detalles al res-
pecto de los éxitos (y fracasos) de estas teorias, los interesados pueden consultar
las referencias [54,77].

Sin embargo, a nivel relativista la situacion es diferente. Como hemos visto en esta
tesis hay una tendencia por parte de los termodinamicos y los relativistas hacia
la construccion de teorias irreversibles por estados de fluidos relativistas en donde
las ecuaciones dindmicas constituyen sistemas simétricos-hiperbélico y/o causal.

La termodinamica transitoria de Israel-Stewart que desarrollamos en detalle en el
capitulo 3, ain se desconoce si las ecuaciones dindmicas constituyen un sistema
simétrico-hiperbdlico/causal, sin embargo como ya hemos discutido, trabajos de
Israel-Stewart y de Hiscock-Lindblom sugieren tal propiedad. Es una teoria fle-
xible y con esfuerzos adicionales, apuntando hacia la estructura matematica, es
probable que se vuelva practica y muy 1til. Incluso en el nivel de desarrollo actual,
la teoria ha sido aplicada a varios problemas fisicos.

Un sistema tratable, en donde los efectos transitorios («transient effects» en inglés)
se toman en cuenta, involucra a modelos cosmologicos espacialmente homogéneos
y espacialmente isotropicos. Normalmente, estas cosmologias postulan que el flui-
do césmico se expande adiabaticamente, pero existen procesos en la evolucién
cHésmica en donde esta suposicion puede ser cuestionada e.g. transiciones de fase
— dentro de la teorfa de gran unificaciéon TGU!6, el recalentamiento después de
inflacion, el desacoplamiento de los neutrinos y los fotones de la materia, etc. En
estos escenarios, el fluido césmico puede ser modelado como un fluido disipativo en
donde las variables termodinamicas exhiben grandes variaciones temporales de tal
manera que la termodindmica transitoria seria una teoria apropiada para describir
la fisica subyacente. Por lo tanto, la dindmica de modelos cosmologicos espacial-
mente homogéneos e isotrépicos acoplada con un fluido disipativo ha atraido la
atencion de los cosmologos. Ya que el tensor de energia-momento de un fluido disi-
pativo debe de respetar las simetrias del espacio-tiempo de fondo, se sigue que tales
estados estdn caracterizados tinicamente por una viscosidad volumA®©trica (bulk
viscosity) no nula, y esta propiedad convierte al sistema Einstein-fluido disipativo

16Con siglas en inglés GUT.
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en un sistema tratable de andlizar. Estudios en donde la termodinamica causal ha
sido aplicada a problemas de cosmologia se pueden encontrar en [46,68,83].

El colapso gravitacional también ofrece varios escenarios en donde la termodinami-
ca transitoria encuentra suelo fértil para su aplicacion. Uno de estos escenarios,
corresponde a la fase en donde durante el colapso gravitacional completo de una
estrella, los neutrinos que escapan pasan de un flujo libre (free streaming) a
un régimen atrapado. Durante esta transicién, muchas variables termodinami-
cas muestran variaciones temporales y espaciales abruptas, lo que implica que la
termodinamica transitoria es aplicable. No tenemos conocimiento de ningun tra-
tamiento para este problema dentro del sistema Einstein-fluido disipativo, aunque
algunos intentos en esta direccién se han perseguido [71]. Mas atin, en [98,99], la
termodindmica transitoria ha sido aplicada a fluidos radiativos (una mezcla de
materia ionizada y fotones) con énfasis en el comportamiento de las densidades
de las perturbaciones y sus implicaciones en la formaciéon de estructura.

Es de interés mencionar que la version relativista del disco de acreciéon de materia
geométricamente delgada y opticamente gruesa de Shakura-Sunyaev es modelado
por un fluido viscoso. La descripcién termodinamica de este fluido viscoso emplea
al marco de Eckart y asume relaciones constitutivas sobre el flujo de calor y los
estresés de la teoria convencional de Eckart. Seria de interés tedrico examinar si
las ecuaciones de termodinamica transitoria admiten soluciones de tipo disco que
modelan acrecién de materia y si tales soluciones, si es que existen, tienen alguna
relevancia fisica.

Finalmente, debemos mencionar los esfuerzos que han hecho los fisicos de altas
energias, para simular analiticamente el plasma de quark-gluon generado en co-
lisiones de iones pesados apelando a la teoria transitoria. Debido a que en tal
escenario, los efectos de la curvatura del espacio-tiempo son despreciables, varios
investigadores han orientado sus esfuerzos para construir soluciones analiticas (o
semi-analiticas) de las ecuaciones de termodinamica transitoria sobre un espacio-
tiempo de Minkowski. Hasta ahora, solo algunas familias de tales soluciones han
sido obtenidas (véase [71] y referencias ahi mismo).

En cuanto al estado de la teoria de Liu-Miiller-Ruggeri y la clase de los fluidos
relativistas de tipo divergente, aunque por ajuste de la funcién generadora, las
ecuaciones dindmicas pueden formar sistemas «hiperbdlicos - causales» al menos
en un conjunto abierto de estados alrededor del estado de equilibrio, desafortu-
nadamente carecemos de un criterio que nos permita destacar una teoria univer-
salmente aceptable de disipacién. Como hemos visto en el analisis de la teoria de



142

Fluidos relativistas del tipo divergente

Liu-Miiller-Ruggeri y la discusién de estados de fluidos divergentes, en particu-
lar, la discusién después de la ecuacion (5.1.42), sugiere que puede existir mas de
un tipo de fluidos del tipo divergente que respete causalidad. Por ejemplo, reem-
plazando a la funcién generadora x((, (s, Cap) en (5.1.42) por una combinacién
diferente, otro fluido causal puede ser generado, jcual de estos distintos fluidos,
debemos considerar como el tipo de fluido elegido por la naturaleza?.

Ademas de este tema de unicidad, existe otro problema relacionado con la estruc-
tura de las teorias «hiperbodlicas - causales». Como hemos mencionado, disipacién
relativista en las teorias «hiperbdlicas - causales» esta descrita por muchos grados
de libertad y el problema de la observabilidad de estos campos se vuelve relevante.
Este asunto, es decir, la observabilidad de estos campos adicionales, fué analizado
en el trabajo de Geroch y Lindblom [35,36,63|. En estos trabajos estudiaron una
clase de fluidos relativistas mas general que abarca la clase de fluidos del tipo
divergente como caso particular. Se mostré en estas referencias que la dinami-
ca de esta clase general de fluidos «hiperbdlicos-causales» es tal que los campos
dindmicos se relajan en escalas de tiempo caracterizada por la interacciéon entre
particulas (tipicamente el tiempo libre medio entre colisiones) a los campos co-
rrespondientes que describen la teoria original de Eckart i.e. la teoria que tiene
como variables béasicas a los campos (p,n,u®,T) y sus gradientes, y los campos
(q*, %) son vistos como relaciones constitutivas. Estos resultados sugieren que
los efectos de los campos adicionales presentes en las teorias de fluidos relativistas
«hiperbodlicos - causales» son desde el punto de vista practico irrelevantes.

La conclusién en [36,63] ha sido respondida en [5,41,42], quienes argumentan que
el contenido fisico de las teorias hiperbdlicas - causales es en general, méas amplio
que aquellas del tipo parabdlico. Se argumentan en [5,41,42], que los tiempos de
relajacion presentes en las ecuaciones dinamicas puede ser grande, y por lo tanto
el fenémeno de disipacion (cldsico o relativista) puede tener efectos observables.
Aunque los argumentos en [5,41,42] son convincentes y de hecho Geroch en [37]
explicitamente enuncia que pueden existir sustancias que manifiestan disipacién
en donde las teorias «hiperbdlicas - cuasales» pueden ser de importancia para el
caso especial de fluidos de Navier-Stokes (en nuestra terminologia fluidos relativis-
tas cuyas variables dinamicas relativamente al marco de Eckart son las variables
(p,n,u®, ¢, 7)) este no es el caso. Para fluidos de Navier-Stokes, las teorfas
hiperbdlicas tienen una posibilidad de ser viables, siempre que las ecuaciones sa-
tisfechas por el flujo de calor y el tensor de cizallamiento (shear tensor) dejen de
ser validas en alguna escala de longitud mucho mayor que la escala de longitud
sobre la que las variables (p,n,u®,¢% 7*) deje de ser valida. Sin embargo, los
fluidos de Navier-Stokes, no exhiben este tipo de comportamiento.
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Para un fluido de Navier-Stokes, a escalas lo suficientemente grandes en donde la
descripcion hidrodinamica es valida, parece ser que existe un sistema de ecuacio-
nes, el sistema de Navier-Stokes, que es apropiado para la descripcion de la fisica
del fluido y una segunda familia de sistemas hiperbdlicos, que son apropiados para
las matematicas. Geroch en [37] enuncia:

«esta division de la fisica y la matemdtica es una situacion nueva, y toma algun
tiempo acostumbrarse a ella. Pero con un poco de cuidado, “teorias” de este tipo
pueden ser aplicadas tan efectivamente como las teorias fisicas tradicionales».

En suma, la descripcién de la disipacién en un fluido relativista es un problema
desafiante.

Finalizamos esta tesis mencionando que en este trabajo nos enfocamos en las
teorias de termodinamica fuera del equilibrio referidas frecuentemente como teorias
extendidas, un término que nacié después de la idea de Miller de extender la
dependencia funcional de la entropia de estados fuera de equilibrio, incluyendo
variables adicionales que aparecen en las leyes de balance. Como tal, dejamos
fuera muchas teorias alternativas que tienen como finalidad describir los tipos de
medios continuos (clésicos y relativistas) y su comportamiento termodindmico. En
particular, no discutimos la teoria de Carter de la conducciéon del calor relativista
que toma el punto de vista variacional [16,67], ni tampoco la estructura de la
teoria GENERIC siglas en inglés para general equation for non equilibrium rever-
sible irreversible coupling [33,48,82]. También, dejamos afuera de este trabajo a
los gases poliatémicos y a los gases densos dentro de la teorfa (TIRE) clasica y
relativista etc. Israel en [52] comenta sobre la plétora de las teorias existentes de
la siguiente manera:

There are as many attitudes to nonequilitbrium thermodynamics as there are theo-
ries. They run the gamut from pragmatism to axiomatism, and are represented in
forms ranging from brief papers directed toward specific experiments to monumen-
tal Handbuch articles.

., Cudl de estas teorias describe la naturaleza?. Aqui la respuesta es obvia: los
experimentos y las observaciones van a decidir y esta es una tarea para el futuro.
Por otro lado, el reto por parte de los tedricos consiste en construir teorias que
esten en armonia con los bien establecidos principios fundamentales.
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