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Resumen

Esta tesis es una revisión del progreso hecho en las últimas décadas en el desa-
rrollo de la termodinámica de medios continuos relativistas con énfasis en fluidos
relativistas. Empezamos con una formulación breve de la primera y la segunda ley
de la termodinámica por medios relativistas que se propagan en un espacio-tiempo
de fondo cuadridimensional suave (M, g).
En seguida, por propósitos de coherencia y completez, comenzamos con una breve
descripción de las leyes de balance para medios continuos clásicos (newtonianos)
e introducimos la termodinámica clásica irreversible (TCI) junto con el postulado
de equilibrio local. Tangencialmente, tocamos el programa de la termodinámica
racional (TR), la desigualdad de Clausius-Duhem, la teoŕıa de las relaciones cons-
titutivas, la emergencia del principio de entroṕıa y su papel en la descripción de
la termodinámica fuera del equilibrio de medios continuos. Discutimos también la
idea fundamental que introdujo Müller en el año de 1967 sobre la entroṕıa de esta-
dos fuera del equilibrio y el nacimiento de las teoŕıas extendidas de termodinámica
irreversible como la teoŕıa irreversible extendida (TIE) y la teoŕıa irreversible ra-
cional extendida (TIRE). Esta última teoŕıa dio nacimiento a la idea de que los
sistemas de ecuaciones simétricos-hiperbólicos son los sistemas favorables para la
descripción de la termodinámica fuera del equilibrio de medios continuos clásicos.
Después de dar una breve introducción de los fluidos relativistas, introducimos
la teoŕıa transitoria de Israel-Stewart y discutimos en detalle la estructura del
flujo de entroṕıa que esta teoŕıa asigna a estados cercanos al equilibrio de fluidos
relativistas. En el contexto de la aproximación hidrodinámica que postuló Israel
y Stewart, derivamos las ecuaciones fenomenológicas de la teoŕıa y discutimos al-
gunas de sus predicciones.
Más aún, introducimos la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri que describe la termo-
dinámica irreversible de estados de fluidos relativistas simples y esta teoŕıa tiene
la propiedad caracteŕıstica que bajo elecciones particulares de las funciones cons-
titutivas, las ecuaciones dinámicas constituyen un sistema simétrico-hiperbólico/-
causal. Identificamos los estados de equilibrio en el contexto de esta teoŕıa, y por
estados cercanos al equilibrio comparamos sus prediciones con la teoŕıa transitoria.
Por el hecho de que en la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri los estados de los fluidos
relativistas simples se caracterizan por 14-variables que satisfacen 15-ecuaciones
dinámicas, contiene un número menor de funcionas libres en comparación de la
teoŕıa transitoria.
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También analizamos la clase de los fluidos disipativos relativistas del tipo di-
vergente, teoŕıa desarrollada en los años 1990 por Pennisi, Geroch y Lindblom.
Veremos que los estados de estos fluidos están determinados a través de la función
generadora y el tensor de disipación ambos funciones de 14-variables referidas co-
mo los multiplicadores de Lagrange. Estos multiplicadores satisfacen un sistema
de ecuaciones cuasi-lineales manifiestamente simétrico determinado por la función
generadora y el tensor de disipación. Pero por elecciones particulares de la función
generadora el sistema es simétrico-hiperbólico/causal.
En suma, los esfuerzos contemporáneos de los relativistas y termodinamistas están
enfocados en desarrollar teoŕıas cuyas ecuaciones dinámicas constituyen un con-
junto simétrico-hiperbólico y preferiblemente causal de ecuaciones. Por diseño,
estas teoŕıas eliminan la propagación de las perturbaciones con velocidad infinita,
una condición necesaria para la viabilidad de la teoŕıa.
Aunque es justo decir que un progreso sustancial se ha realizado en el dominio de
la termodinámica irreversible de medios continuos clásicos y muchas predicciones
de las teoŕıas extendidas (como (TIE) o (TIRE)) han sido puestas bajo escruti-
neo experimental, a nivel relativista la situación es diferente. Aunque el tiempo
invertido intentando desarrollar una teoŕıa sensible (o teoŕıas) de termodinámi-
ca irreversible de fluidos relativistas (o medios continuos) es relativamente corto,
grandes pasos en la dirección correcta han sido dados. Sin embargo, como veremos
en este trabajo, carecemos de una teoŕıa exitosa de disipación relativista.

Palabras Clave: Termodinámica Fuera del Equilibrio, Relatividad General, En-
troṕıa, Segunda Ley, Fluidos.



Abstract

This thesis is a review of the progress made in recent decades in the development
of thermodynamics of relativistic continuous media with emphasis on relativistic
fluids. We begin with a brief formulation of the first and second law of thermody-
namics of relativistic means propagating in a soft four-dimensional space-time
background (M, g).
Then, for purposes of coherence and completeness, we begin with a brief descrip-
tion of the laws of balance for classical continuous media (Newtonian) and introdu-
ce the classical irreversible thermodynamics (CIT) together with the postulate of
local equilibrium. Tangentially, we touch on the program of rational thermodyna-
mics (RT), the inequality of Clausius-Duhem, the theory of constitutive relations,
the emergence of the principle of entropy and its role in the description of ther-
modynamics outside the equilibrium of continuous means. We also discussed the
fundamental idea that Müller introduced in 1967 on the entropy of states out
of equilibrium and the birth of extended theories of irreversible thermodynamics
such as extended irreversible theory (EIT) and the Rational Extended Irreversible
Theory (REIT). The latter theory gave rise to the idea that systems of hyperbolic-
symmetric equations are favorable systems for the description of thermodynamics
outside the equilibrium of classical continuous means.
After giving a brief introduction to relativistic fluids, we introduced the Israel-
Stewart transient theory and discussed in detail the structure of the entropic flow
that this theory assigns to states close to the equilibrium of relativistic fluids. In
the context of the hydrodynamic approach postulated by Israel and Stewart, we
derived the phenomenological equations from the theory and discussed some of
its predictions.
Moreover, we introduce the Liu-Müller-Ruggeri theory which describes the irre-
versible thermodynamics of simple relativistic fluid states and this theory has
the characteristic property that under particular choices of constituent functions,
dynamic equations constitute a symmetric-hyperbolic/causal system. We identify
equilibrium states in the context of this theory, and by states close to the equi-
librium we compare their predictions with the transient theory. By the fact that
in the Liu-Müller-Ruggeri theory the states of simple relativistic fluids are cha-
racterized by 14-variables satisfying 15-dynamic equations, it contains a smaller
number of free functions compared to the transient theory.
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We also analyzed the kind of dissipative relativistic fluids of the divergent ty-
pe, a theory developed in the 1990s by Pennisi, Geroch and Lindblom. We will
see that the states of these fluids are determined through the generating fun-
ction and the dissipation tensor both functions of 14-variables referred to as the
Lagrange multipliers. These multipliers satisfy a system of quasi-linear equations
manifestly symmetrical determined by the generating function and the dissipation
tensor. But by particular choices of generating function the system is symmetric-
hyperbolic/causal.
In sum, the contemporary efforts of relativists and thermodynamists are focu-
sed on developing theories whose dynamic equations constitute a symmetric-
hyperbolic and preferably causal set of equations. By design, these theories elimi-
nate the propagation of perturbations with infinite velocity, a necessary condition
for the theory’s viability.
Although it is fair to say that substantial progress has been made in the domain
of the irreversible thermodynamics of classical continuous media and many pre-
dictions of extended theories (such as (EIT) or (REIT)) have been put under
experimental scrutiny, at relativistic level, the situation is different. Although the
time spent trying to develop a sensitive theory (or theories) of irreversible ther-
modynamics of relativistic fluids (or continuous media) is relatively short, great
steps in the right direction have been taken. However, as we will see in this work,
we lack a successful theory of relativistic dissipation.

Key Words: Thermodynamics out of Equilibrium, General Relativity, Entropy,
Second Law, Fluids.
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Notación

Tensores

( ): Simetrización e.g. T(αβ) = 1
2(Tαβ + Tβα)

[ ]: Anti-Simetrización e.g. T[αβ] = 1
2(Tαβ − Tβα)

δαβ: Delta de Kronecker (+1 si α = β, 0 si α 6= β)
≡: Igualdadad por definición

Espacio-Tiempo

(M, g): M Variedad, g métrica lorentziana
(−+ ++): Signatura

Índices

a, b, c... = 1, 2, 3: Índices Latinos
α, β, γ, .. = 0, 1, 2, 3: Índices Griegos

Derivadas

∇X : Derivada Covariante
D

dt
: Derivada Convectiva



1 Introducción

Empezamos esta tesis dando primero una introducción sobre los retos que uno
encuentra en el estudio de la mecánica y la termodinámica de medios continuos
relativistas con énfasis en medios que son fluidos relativistas. Los retos están
estancados en la descripción termodinámica de estos medios y no tanto en sus
propiedades mecánicas o hidrodinámicas y como veremos, un tema al que conti-
nuamente nos enfrentamos consiste en delimitar la frontera en donde la mecánica
o hidrodinámica de los medios termina y empieza el dominio de la termodinámica.
Esta frontera es borrosa y bastante sutil a definir.
Recordamos que las leyes que describen las propiedades termodinámicas de los
medios continuous (newtonianos) se conocian desde muchos años antes del esta-
blecimiento de la f́ısica relativista. Con la llegada de la teoŕıa de la relatividad
especial en 1905 y después con la llegada de relatividad general a finales de 1915,
estas leyes – y todas las leyes f́ısicas hasta ese momento conocidas – tuvieron que
modificarse para volverse compatibles con el requisito de la covarianza de Poin-
caré o covarianza general. Este reto, atrajo la atención de varios f́ısicos ĺıderes de
la época incluyendo a Einstein, Planck, Pauli, entre otros, y estos intentos tem-
pranos tuvierón un éxito parcial ya que hasta el d́ıa de hoy existen desacuerdos
y confusión. Basta con recordar la ((contreversia de Planck-Ott)) al respecto de la
definición y propiedades de transformación de la temperatura relativista, aśı como
también la ((controversia de Abraham-Minkowski)) concerniente con la definición
de estrés y momento en un medio polarizado.

En esta tesis, el desarrollo de la termodinámica de medios continuos relativistas lo
haremos desde el punto de vista moderno que esta brevemente expuesto en los li-
bros de textos e.g. Misner-Thorne-Wheeler (MTW) [73] o Shapiro-Teukolsky [100].
En este enfoque moderno, los observadores locales1 y sus mediciones sobre el me-
dio continuo bajo consideración, juegan un papel prominente. Son los veh́ıculos

1En esta tesis, la definición de un observador local es lo que usamos en relatividad general i.e.
una trayectoria temporal, suave, dirigida hacia el futuro y en general estos observadores para
cada evento a lo largo de su trayectoria llevan un sistema de coordenadas local al respecto del
cual realizan mediciones sobre el estado del medio. Debido a los propósitos de esta tesis, nos
interesan las familias de estos observadores, los cuales especificamos a través de las curvas
integrales de un campo de 4-velocidad uα i.e. un campo vectorial suave, no singular dirigido
a futuro y normalizado según g(u, u) = −1.
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para desarrollar las propiedades termodinámicas de los medios y parece que el
empleo de ellos es obligatorio debido a que bajo los principios de relatividad ge-
neral no existe una clase de observadores privilegiados, por ejemplo, la clase de
observadores inerciales globales en f́ısica prerelativista o los observadores inercia-
les globales en el marco de relatividad especial. Señalamos que el empleo de los
observadores locales no es suficiente para la descripción de la termodinámica de
medios relativistas pero en combinación con el postulado de equilibrio local, el
cual enunciamos en seguida, y las ecuaciones dinámicas que describen al medio
ofrecen una herramienta capaz de desarrollar la termodinámica de estos medios.
De acuerdo con estas ĺıneas, en esta tesis tomaremos una acción doble. Por un
lado, nos enfocamos en la descripción de la dinámica de medios relativistas y co-
mo veremos a lo largo de este trabajo, la última tendencia entre los relativistas y
termodinámicos es a emplear sistemas simétricos - hiperbólicos y causales. Pero
por el otro lado, ponemos esfuerzos en desarrollar herramientas que en combi-
nación con las ecuaciones dinámicas apoyen en tener un entendimiento profundo
sobre las propiedades termodinámicas del medio. Con estos motivos en mente,
en este caṕıtulo empezamos introduciendo algunos conceptos que serán útiles en
la descripción de la termodinámica de medios continuos percibidos por observa-
dores locales y dejamos las consideraciones sobre la naturaleza de las ecuaciones
dinámicas para los caṕıtulos próximos.

Un principio que juega un papel importante en el desarrollo de la termodinámica
es el postulado de equilibrio local. Tal principio desde nuestro punto de vista es
obligatorio2 y conecta las mediciones que realizan observadores locales con los
principios de termodinámica. Sujeto a que la hipótesis del continuo por el medio
bajo consideración es válida, este principio en términos simples afirma que las
variables termodinámicas medidas por un observador local en su marco en un
evento p satisfacen las mismas relaciones como si el medio estuviera en un estado
de equilibrio global3.
Como veremos en las secciones próximas, el postulado del equilibrio local tiene po-
der predictivo4. Primeramente implica que localmente las variables termodinámi-

2En realidad no tenemos una idea de como desarrollar la termodinámica de medios relativis-
tas sin apelar a este principio y tampoco conocemos una manera alternativa (o trabajo de
investigación) que resulte en un desarrollo de la termodinámica de dichos medios sin apelar
de este principio. Por ejemplo, una examinación de la formulación de la primera ley de la
termodinámica para un fluido perfecto simple presentada en las páginas (561 − 562) de la
ref. MTW [73], pueden ver que efectivamente hacen uso de este principio.

3Mencionamos aqúı que el principio no dice nada sobre la entroṕıa f́ısica del estado actual y
este es un punto clave que usaremos en el desarrollo de esta tesis.

4Es interesante mencionar aqúı, que este principio parece ser la imagen espejo (((the mirror
image)) en inglés) de la propiedad caracteŕıstica de una geometŕıa riemanniana, lorentziana
o semi-riemanniana (N, g) en el siguiente sentido: Para el caso de una geometŕıa, para cada
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cas medidas por observadores locales no son independientes sino que satisfacen
relaciones que dictan la condición que en una vecindad alrededor del evento p,
el estado del medio se considera como un estado de equilibrio. Si por ejemplo,
el medio fuera un fluido simple relativista y (ρ(p), n(p), s(p)) fueran las densida-
des de masa-enerǵıa, de part́ıculas y de entroṕıa respectivamente medidas por un
observador local en el evento p al interior del fluido, el principio afirma que es-
tas variables están restringidas. Según la formulación de Gibbs de termodinámica
en equilibrio, necesariamente (ρ(p), n(p), s(p)) satisfacen una ecuación de estado
(((equilibrium equation of state)) en inglés) de la forma s(p) = s(ρ(p), n(p)) y por
supuesto como veremos en las secciones próximas también otras relaciones. Como
mostraremos, este postulado nos lleva a una formulación (local) de la primera
ley de la termodinámica por medios relativistas y nos da pistas para formular la
segunda ley de la termodinámica por tales medios.

Antes de que entremos en los detalles que nos conducen a la formulación rela-
tivista de la primera ley, hacemos algunos comentarios acerca de la naturaleza
de las clases de observadores locales que frecuentemente empleamos en esta tesis.
Como veremos, la elección depende de la situación f́ısica. Por ejemplo, para el
caso en que el medio sea un fluido perfecto simple, es natural y ventajoso (pero
no es necesario), emplear la clase de los observadores que se co-mueven con los
elementos de fluido i.e. la 4-velocidad uα de estos observadores coincide con la
4-velocidad del fluido. Pero en otras ocasiones, es preferible eligir otra clase de
observadores. Como veremos más adelante, un fluido simple pero disipativo defi-
ne de manera natural más de una clase de observadores preferidos. Por ejemplo,
existe la clase de observadores definidos por el campo vectorial de la 4-velocidad
uαE que corresponde con el único vector temporal5, dirigido a futuro, eigenvector
del tensor de enerǵıa-momento y este uαE define la clase de los observadores en
reposo en el marco de enerǵıa (o marco de Landau-Lifshitz). Otra elección de ob-
servadores viene tomando la 4-velocidad uαN definida por Jα = nuαN en donde Jα
es la 4-corriente temporal de part́ıculas y n la densidad de part́ıculas medida en
el marco definido por uαN . Tal uαN define el marco de part́ıculas (o marco de Eckart).

p ∈ (N, g) a través de transformaciones de coordenadas, localmente siempre podemos reducir
la métrica g en p a la forma plana (aunque no la curvatura de g), similarmente, al interior de
un medio e irrespectivo de su estado actual, localmente el estado parece para los observadores
locales como un estado en equilibrio. Si empujamos esta analoǵıa al extremo, concluimos que
la producción de entroṕıa juega un papel análogo al de la curvatura de g. Mencionamos aqúı,
que hay trabajos en donde se geometriza la termodinámica de medios continuos, véase por
ejemplo [87,88].

5Como veremos en el caṕıtulo 3, la existencia de este vector impone restriciones sobre la
naturaleza del fluido.
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Aunque las elecciones de los campos de 4-velocidades (uαE, uαN) están bien motiva-
dos y frecuentemente usaremos esta clase de observadores en el desarrollo de esta
tesis, desde nuestro punto de vista es simplemente una elección particular de entre
una infinita clase de observadores (o marcos de referencia) que podemos emplear
para el desarrollo de la termodinámica del medio. De hecho, la teoŕıa transitoria
de Israel-Stewart [50], la cual desarrollamos en detalle en el caṕıtulo 3, para cada
p al interior de la región ocupada por un fluido simple, se define un cono formado
por (uαE, uαN) tal que cada uα al interior de este cono se puede usar como un marco
de referencia admisible6 por esta teoŕıa.
Mencionamos aqúı en breve, que la teoŕıa de Liu, Müller y Ruggeri que desarrolla-
mos en el caṕıtulo 4, proyecta a las ecuaciones dinámicas en el marco de Eckart y
la interpretación de la teoŕıa viene a través de las mediciones que realizan observa-
dores en reposo al respecto de este marco. La teoŕıa de Pennisi y Geroch-Lindblom
que describe fluidos relativistas del tipo divergente y que desarrollamos en detalle
en el caṕıtulo 5, hace también uso del marco de Eckart. De las tres teoŕıas que
describen la termodinámica de fluidos relativistas, solo la teoŕıa transitoria analiza
con detalles finos la covarianza7 de las ecuaciones fenomenológicas correspondien-
tes. Como veremos en más detalle en el caṕıtulo 3, la teoŕıa por diseño exhibe una
((libertad de norma)) en el sentido que las ecuaciones fenomenológicas se quedan en
forma invariante bajo cambios particulares de marcos que discutimos con detalle
en el caṕıtulo 3. Pero esta invarianza viene bajo la suposición fuerte que el estado
del fluido es cercano al equilibrio, un término que analizamos en el caṕıtulo 3 y
en el apéndice de ese caṕıtulo.
Las otras dos teoŕıas, es dećır, la teoŕıa de Liu-Muller-Ruggeri y la teoŕıa de Pen-
nisi, y Geroch-Lindblom aunque emplean sistemas de ecuaciones dinámicas que
son ecuaciones tensoriales y por lo tanto válidas para cada marco, al final la in-
terpretación f́ısica de la teoŕıa resultante hace uso de las mediciones realizadas
por observadores locales y espećıficamente observadores en reposo en el marco
de Eckart. Aunque en la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri analizan estados del fluido
cercanos a estados de equilibrio y derivan la estructura de las ecuaciones fenome-
nológicas en el marco de Eckart, hasta donde sabemos la covarianza de la teoŕıa
bajo cambio de marco es todav́ıa un problema abierto. Como veremos en el caṕıtu-
lo 5, el mismo comentario se aplica también a la teoŕıa de fluidos relativistas del
tipo divergente.

Con estos comentarios en mente, en las secciones próximas desarrollamos la pri-
mera y la segunda ley de la termodinámica por medios relativistas, aunque el

6El término ((marcos de referencia admisibles)) será definido a lo largo de la teoŕıa transitoria.
7Aqúı el término covarianza se refiere al compartamiento de las ecuaciones fenomenológicas bajo

cambio de observador local (ó lo que es equivalente bajo cambio del marco correspondiente).
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énfasis será sobre fluidos relativistas. Por eso, empezamos asumiendo que al inte-
rior del medio hemos fijado un campo de velocidad uα que identifica la clase de los
observadores locales que hacen las mediciones sobre este medio. A través de las
mediciones de ellos, construimos la forma relativista de la primera y la segunda
ley por este medio. No consideramos en esta sección, la covarianza de estas dos
leyes bajo cambio de 4-velocidad uα o equivalentemente bajo cambio de marco.
Dicho problema lo consideramos en caṕıtulos próximos.

1.1. La primera ley de la termodinámica por
medios relativistas

De acuerdo con el plan de la sección anterior, empezamos esta sección asumiendo
que en un espacio-tiempo8 (M, g) se propaga un medio continuo, por ejemplo, un
fluido simple que tiene la propiedad que para cada evento p al interior de este
medio está definida una 4-velocidad uα temporal dirigida a futuro y normalizada
de acuerdo a g(u, u) = uαu

α = −1.

Sea que en p y relativamente al marco definido por la 4-velocidad uα, considera-
mos un elemento de 3-volumen espacial V infinitesimal, en el plano tipo espacio,
ortogonal a uα(p). Sean (n, ρ) la densidad del número de part́ıculas y la densidad
de masa-enerǵıa9 medidas por el observador co-móvil con esta uα, tal que N = nV

y U = ρV representan el número total de part́ıculas y la masa-enerǵıa total al
interior de V . El postulado de equilibrio termodinámico local en el presente con-
texto, afirma que:

Por un V lo suficientemente pequeño, las variables termodinámicas definidas al
interior de V , satisfacen las mismas relaciones termodinámicas como si el sistema
estuviera en un estado de equilibrio termodinámico global.

Aceptando esta hipótesis, el hecho de que al interior del volumen V , el fluido
(o más general el medio) se encuentra en un estado de equilibrio, nos permite

8Estamos asumiendo que (M, g) denota una variedad C∞, 4-dimensional equipada con una
métrica lorentziana g, orientable en el tiempo.

9Se debe de tener en mente que todas las variables termodinámicas referidas a continuación
son locales y debemos indicar expĺıcitamente su dependencia sobre p ó sobre el conjunto
de coordenadas locales i.e. deberiamos escribir las cantidades de la forma n(p), ρ(p), ... ó
equivalentemente n(xa), ρ(xa), ... en donde xα es un sistema de coordenadas locales alrededor
de p, pero por simplicidad omitimos esta dependencia.
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introducir la densidad de entroṕıa s en p, tal que S = sV es la entroṕıa total en
V . Adicionalmente, en p las variables (n, ρ, s) (al menos para fluidos) satisfacen
una ecuación10 de estado en equilibrio de la forma s = s(ρ, n) y basándose en esta
ecuación, introducimos las variables intensivas como la temperatura T , la presión
P y el potencial qúımico relativista µ. Por la hipótesis de la validez del equilibrio
local, las variables (U, S,N, T, P, µ, etc.) satisfacen las leyes de la termodinámica
usuales por estados de equilibrio espacialmente homogéneos. En particular, la
primera ley de la termodinámica toma la forma:

dU = dQ− PdV + µdN, (1.1.1)

en donde dQ representa la cantidad de calor que entra al volumen V , mientras
PdV y µdN se interpretan como el trabajo hecho por el (sobre el) sistema para
expandir (o contraer) a V y el trabajo hecho para agregar (o sustraer) part́ıculas
sobre el sistema.
Para una mezcla de fluidos que involucra a n especies diferentes de part́ıculas,
introducimos n-potenciales qúımicos µi i ∈ {1, 2, ..., n} y denotamos por Ni al
número total de part́ıculas del tipo i en V . Por esta mezcla, en la primera ley
(1.1.1), reemplazamos el término µdN por

n∑
i=1

µidNi.
Debido a que el sistema al interior de V se considera en equilibrio (mecánico,
térmico, qúımico), tenemos la libertad de emplear el lenguaje familiar de la ter-
modinámica en equilibrio como: transformaciones reversibles, irreversibles, cuasi-
estáticas, variables extensivas e intensivas, etc., teniendo siempre en cuenta que
las consideraciones son estrictamente locales.

En acuerdo con estas consideraciones, sea ahora que una cantidad de calor infi-
nitesimal dQ es inyectada reversiblemente al interior de V , entonces dQ = TdS,
y para esta transformación reversible, la primera ley (1.1.1) se convierte en la
relación de Gibbs

dU = TdS − PdV + µdN. (1.1.2)

La propiedad de escalamiento de las variables extensivas (U, S, V,N) en la fórmula
(1.1.2) conduce a la expresión
10El lector puede preguntarse sobre la necesidad de este s = s(ρ, n) y de su origen. En realidad,

esta función es un regalo del postulado de equilibrio termodinámico local que nosotros he-
mos empleado. Debido a que el sistema parece estar en equilibrio termodinámico global, la
hipótesis s = s(ρ, n) es una manifestación de la suposición central de la formulacion de Gibbs
del equilibrio termodinámico (para una introducción de esta formulación véase el caṕıtulo
2 en [11]). Según la hipótesis central de Gibbs, la entroṕıa S de los estados de equilibrio es
una función de las variables extensivas del sistema.
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U = TS − PV + µN, (1.1.3)

la cual implica a su vez, que las variables intensivas (T, P, µ) satisfacen la relación
de Gibbs-Duhem:

SdT − V dP +Ndµ = 0. (1.1.4)

Dividiendo (1.1.3, 1.1.4) por V , resulta en

ρ = Ts− P + µn, sdT − dP + ndµ = 0. (1.1.5)

Diferenciando la primera relación y tomando en cuenta la segunda expresión de
arriba, obtenemos que:

dρ = Tds+ µdn, (1.1.6)

y por lo tanto, el conocimiento de la ecuación de estado en equilibrio ρ = ρ(s, n)
(o equivalentemente s = s(ρ, n)) por este fluido, determina la temperatura (local)
y el potencial qúımico (local) medidos por el observador uα en el evento p a través
de la diferenciación i.e.

T = ∂ρ

∂s

∣∣∣∣
n
, µ = ∂ρ

∂n

∣∣∣∣
s
. (1.1.7)

Para una mezcla de fluidos que involucra a n especies, un análisis similar nos
conduce a

dρ = Tds+
n∑
i=1

µidni, (1.1.8)

la cual extiende (1.1.6) al caso de una mezcla de fluidos.
Interpretamos a la relación (1.1.6) (o su extensión (1.1.8)), como la primera ley
de la termodinámica por fluidos simples (o mezcla de fluidos) relativistas. De su
deducción, se sigue que (1.1.6) (o la correspondiente (1.1.8)) es una relación local
pero mucho más importante para las necesidades de esta tesis es la dependen-
cia de la primera ley del marco (((frame dependance)) en inglés). Llegamos a la
forma de la primera ley por fluidos simples escrita en (1.1.6) (o (1.1.8) por una
mezcla) asumiendo la existencia impĺıcita del observador con 4-velocidad uα(p), el
cual al respecto de su marco asigna las variables (ρ, T, s, µ, n), etc., en el evento p
están bien definidas y casi homogeneas al interior del volumen V . Como veremos
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en los próximos caṕıtulos, la dependencia de la primera ley del marco juega un
papel crucial en la interpretación de la termodinámica de fluidos relativistas (o
más general, de medios continuos relativistas). En particular como veremos en
el caṕıtulo 3, la belleza de la termodinámica transitoria de Israel-Stewart [50] se
encuentra en la invarianza de la primera ley bajo un cambio particular de marco
que analizamos con detalle en el caṕıtulo 3.

Frecuentemente es conveniente expresar la primera ley11 (1.1.6) apelando a la
((descripción por part́ıcula)). Para esta descripción notamos que:

U = ρV = ρN

n
, PdV = Pd

(
N

n

)
(1.1.9)

e introducimos la entroṕıa por part́ıcula ŝ v́ıa

s = S

V
= Sn

N
= ŝn, ŝ = S

N
. (1.1.10)

En términos de estas nuevas variables, (1.1.2) se reduce a

d
(
ρN

n

)
= −Pd

(
N

n

)
+ Td(ŝN) + µdN, (1.1.11)

y para cualquier transformación que mantenga el número total de part́ıculas N al
interior de V fijo, la primera ley toma la forma equivalente:

dρ = ρ+ P

n
dn+ nTdŝ, (1.1.12)

de donde concluimos que:

P (n, ŝ) = n

(
∂ρ

∂n

)
ŝ

− ρ, T (n, ŝ) = 1
n

(
∂ρ

∂ŝ

)
n

. (1.1.13)

Otra forma conveniente de expresar la primera ley (1.1.6), viene una vez que
introducimos la enerǵıa interna e por part́ıcula dada por

ρ = n(m+ e), (1.1.14)

en donde hemos introducido una escala de masa m, la densidad de masa en re-
poso como nm y la enerǵıa interna por part́ıcula ne. Reescribiendo (1.1.11) por
11Por simplicidad, restringimos nuestra atención a fluidos simples. La extensión del análisis que

sigue al caso de una mezcla, es fácil de lograr.
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transformaciones que mantengan el número total de part́ıculas N fijo y apelando
a (1.1.14), se obtiene:

de = −PdV̂ + Tdŝ, V̂ = 1
n
, ←→ dŝ = 1

T
de+ P

T
dV̂ . (1.1.15)

Si sustituimos (1.1.14) en (1.1.5)1, encontramos que el potencial qúımico relati-
vista por part́ıcula µ tiene la forma12

µ = m+ e+ PV̂ − T ŝ, ←→ µn = ρ+ P − Ts, (1.1.16)

en donde en la fórmula para µn, la entroṕıa por part́ıcula ŝ y el volumen espećıfico
V̂ han sido eliminados. Si en (1.1.15), eliminamos (ŝ, V̂ , e) en favor de (s, ρ, n) y
usamos las relaciones de arriba regresamos a (1.1.6).

Debido a las necesidades de este trabajo, introducimos en este punto el potencial
térmico (relativista) Θ y la temperatura inversa β v́ıa13

Θ = µ

T
, β = 1

T
, (1.1.17)

y en términos de estas variables tenemos

s = β (ρ+ P )−Θn, ds = βdρ−Θdn. (1.1.18)

Por una mezcla, estas dos relaciones toman la forma

s = β (ρ+ P )−
n∑

A=1
ΘAnA, ds = βdρ−

n∑
A=1

ΘAdnA. (1.1.19)

Validez de (1.1.18) (o (1.1.19) por una mezcla) implica la siguiente identidad
importante la cual fué originalmente derivada por primera vez por W. Israel en
[49],

d(sX) = βd (ρX)−Θd (nX) + βPdX, (1.1.20)

12El potencial qúımico clásico µcl está definido a través de µcl = e + PV̂ − T ŝ, mientras que
el potencial qúımico relativista toma en cuenta la masa en reposo y esta definido como:
µ = mc2 + µcl.

13Nótese que cuando la constante de Boltzmann k y la velocidad de luz c tienen las unidades

f́ısicas, Θ y β se definen según: Θ = µ

kT
y β = c2

kT
.



12 Introducción

d(sX) = βd (ρX)−
n∑

A=1
ΘAd (nAX) + βPdX, (1.1.21)

en donde X es una función suave arbitraria. La validez de estas identidades puede
verse expandiendo, por ejemplo, ambos lados de (1.1.20) dando

X [ds− βdρ+ Θdn] = [−s+ β (ρ+ P )−Θn] dX, (1.1.22)

mostrando que (1.1.20) es consecuencia de (1.1.18). Con un razonamiento similar
uno puede mostrar también validez de (1.1.21).
Las identidades (1.1.20, 1.1.21) serán extremadamente útiles para el desarrollo y
la interpretación de la teoŕıa transitoria de Israel-Stewart. Por el momento vale
la pena notar que las identidades tienen validez general en el siguiente sentido:
que sean válidas depende de asumir la primera ley (local) y de la propiedad de
escalamiento (1.1.3), y son independientes de la naturaleza del estado del fluido
de fondo. También nótese que las variables (s, ρ, n, P ) que entran en (1.1.20) son
las variables termodinámicas locales medidas por un observador arbitrario en el
evento p, y esta propiedad resultará muy útil más adelante.

Aunque nuestra deducción de la primera ley de la termodinámica asume que el
medio bajo consideración es un fluido simple a través de un razonamiento similar, y
asumiendo la validez del postulado de equilibrio local podemos formular la primera
ley por otros tipos de medios. Por estos medios, esperamos que la densidad de
enerǵıa local ρ en general puede depender además de la densidad de entroṕıa s,
de otros campos como por ejemplo de la tensión (en el caso de medios elásticos),
de campos eléctricos ó magnéticos, etc., y en tal escenario la relación (1.1.6) (ó
más precisamente (1.1.1)), tendrá una estructura diferente14.
Con este comentario, terminamos un pequeño resumen al respecto de la forma de la
primera ley de la termodinámica por medios continuos relativistas y a continuación
entramos en el aspecto central de esta tesis, que consiste en la noción de la entroṕıa
y en la estructura de la segunda ley de la termodinámica por medios relativistas.

14Uno espera que las variaciones dρ en la densidad de enerǵıa en el evento p sean inducidas por
variaciones infinitesimales de las variables extensivas que describen el medio.
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1.2. La segunda ley de la termodinámica por
medios relativistas

Como hemos visto en la sección anterior, el postulado de equilibrio local nos
permite introducir a la densidad de ((entroṕıa)) s a través del estado de equilibrio
que mide un observador con 4-velocidad uα en el evento p. Tal densidad escalar s
tiene la propiedad de que S = sV es la ((entroṕıa)) total en V . Sin embargo, como
ya hemos mencionado tanto s como S son cantidades formales, i.e. fuera del caso
especial en donde el medio es un fluido perfecto, no existen argumentos f́ısicos
para interpretar a (s, S) como la densidad de entroṕıa f́ısica y la entroṕıa f́ısica
total dentro de V , que corresponden con el estado actual del fluido de fondo.
Aún aśı, es instructivo examinar la evolución de la ((entroṕıa)) total S = sV

mientras es transportada en el tiempo a lo largo de las ĺıneas de flujo, i.e. a lo
largo de las curvas integrales de uα. Se sigue entonces que

dS

dτ
= uα∇α(sV )

= (uα∇αs)V + s (uα∇αV )

= (uα∇αs)V + s (∇αu
α)V

= ∇α (suα)V

= (∇αS
α)V,

(1.2.1)

y esta fórmula sugiere que cuando ∇αS
α ≥ 0 entonces S = sV no disminuye

mientras es transportada en el tiempo a lo largo de las ĺıneas de flujo.

Esta propiedad, sugiere asignar por estados arbitrarios de un fluido (ó más general
para cualquiera medio continuo relativista) el vector de flujo de entroṕıa Sα que
por el momento se considera arbitrario con la excepción de que satisface ∇αS

α ≥
0. Esta restricción afirma que para dos hipersuperficies arbitrarias Σt1 ,Σt2 tipo
espacio no intersectantes que atraviesan un espacio-tiempo asintóticamente plano,
con Σt2 al futuro de Σt1 , la entroṕıa total S(t) definida por

S(t) ≡
∫

Σt
SαdΣα, (1.2.2)

satisface que S(t2) ≥ S(t1). En esta tesis y por consenso general entre los rela-
tivistas, aceptamos que la desigualdad ∇αS

α ≥ 0 implementa la segunda ley15

15Recordamos que dentro de la termodinámica en equilibrio estándar, la segunda ley aparece
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por estados arbitrarios de medios relativistas. El flujo de entroṕıa Sα que intro-
ducimos, tiene la propiedad de que un observador arbitrario con 4-velocidad ûα,
asigna una densidad de entroṕıa dada por: s(û) = −ûαSα.

Tocamos ahora un punto clave de la termodinámica de medios continuos relati-
vistas. El 4-vector de flujo de entroṕıa Sα que acabamos de introducir, no tiene
ninguna conexión con los atributos del medio bajo consideración, por ejemplo, con
el tensor Tαβ de enerǵıa-momento ó con las posibles corrientes de part́ıculas JαA, es-
tresés, campos electromagnéticos, etc. De hecho, como se hará claro más adelante:

La relación entre Sα y las variables que especifican el estado del fluido (o el esta-
do de un medio continuo relativista) es el tema central de la termodinámica fuera
del equilibrio por medios continuos clásicos ó relativistas, y la naturaleza de esta
relación será el enfoque central de esta tesis.

Para ver el significado de esta relación, consideramos el caso particular de un
fluido simple relativista caracterizado por la propiedad de que el flujo de entroṕıa
f́ısica Sα tiene la forma de Tolman, es dećır, Sα está dado por Sα = suα en donde
por el momento la 4-velocidad uα es de los observadores locales y s es la densidad
de ((entroṕıa)) medida en sus marcos. La aplicación de la relación de Gibbs (1.1.18)
implica

∇αS
α = ∇α(suα) = uα∇αs+ s∇αu

α s = s(ρ, n)

=
[
∂s

∂ρ
ρ̇+ ∂s

∂n
ṅ

]
+ s∇αu

α,

=
[ 1
T
ρ̇−Θṅ+ s∇αu

α
]
,

(1.2.3)

en donde · significa diferenciación a lo largo de las ĺıneas de flujo (curvas integrales
de uα). En el caso en que el medio es un fluido perfecto simple, identificamos a uα

en el contexto de la transformación de calor en trabajo y está enunciada a través de la
forma de Kelvin-Planck ó de Clausius (para una discusión relevante véase la ref. [47]). La
desigualdad de Clausius nos permite introducir a la entroṕıa S como una función de estado
con la propiedad de que para cualquier sistema aislado, S no decrece hacia adelante en el
tiempo. Aqúı vemos que en el dominio relativista, la segunda ley se implementa introduciendo
el flujo de entroṕıa Sα y se debe tener en mente que esta variable primaria Sα, es distinta
del flujo de ((entroṕıa)) suα, a veces referida como entroṕıa de Tolman, que surge a través del
postulado de equilibrio local. Pero como veremos más adelante por estados muy especiales,
la entroṕıa de Tolman suα se aproxima a la entroṕıa verdadera Sα.
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con la 4-velocidad del fluido, entonces las leyes de balance (∇αJ
α = ∇αT

αβ = 0)
nos dan:

∇αJ
α = 0 =⇒ uα∇αn+ n∇αu

α = 0, (1.2.4)

∇αT
αβ = 0 =⇒ uα∇αρ+ (ρ+ P )∇αu

α = 0, (ρ+ P )uα∇αu
β + ∆αβ∇αP = 0,

(1.2.5)

con el proyector asociado a la 4-velocidad uα, dado por:

∆αβ = gαβ + uαuβ.

Estas relaciones en combinación de s = β (ρ+ P ) − Θn que derivamos ante-
rioramente (véase (1.1.18)) implican que el término entre corchetes cuadrados
en la tercera ĺınea de (1.2.3) es nulo. Por lo tanto, la evolución de los estados
de fluidos perfectos no generan entroṕıa, en el sentido de que la entroṕıa total
S(t) =

∫
Σt S

αdΣα a través de una hipersuperficie tipo espacio Σt permanece cons-
tante i.e. es independiente de Σt. En un estado de equilibrio termodinámico global
se espera que la entroṕıa total S(t) sea máxima y por lo tanto las variaciones a
primer orden δS(t) inducidas por pequeñas perturbaciones δTαβ, δJα al respecto
de una configuración de fondo son nulas a primer orden. Apelando a la relación de
Gibbs covariante, se sigue que el potencial térmico Θ es uniforme (constante) y el
4-vector de temperatura inversa βα es un campo de Killing temporal, condiciones
que veremos más adelante en el caṕıtulo 3.

Sea ahora que postulamos por un fluido, que el flujo de entroṕıa Sα tiene la forma:

Sα = suα + β̂hα + θ̂nα, (1.2.6)

en donde (β̂, θ̂) son coeficientes por el momento arbitrarios mientras que (hα, nα)
representan el flujo de enerǵıa (por definición ortogonal a uα) y el flujo ((drift))
(también ortogonal a uα) de part́ıculas relativo al marco definido por uα (re-
cordamos que uα es arbitrario). Este Sα es compatible con la segunda ley (i.e.
∇αS

α ≥ 0) sujeto a que (uα, hα, nα) estén restringidos. Como veremos más ade-
lante, la condición ∇αS

α ≥ 0, combinada con las leyes de balance nos conducen a
ecuaciones fenomenológicas por los campos (uα, hα, nα) que aparecen en (1.2.6).
Mencionamos por adelantado que en el caso de que el medio sea un fluido relativis-
ta simple, la forma del flujo Sα en (1.2.6), define la clase de teoŕıas referidas como
teoŕıas de primer order (para una introducción de esta clase de teoŕıas véase [45]
y la sección 3.3.1 de esta tesis). Por esta clase de teoŕıas, mencionamos aqúı que
la naturaleza de los estados de equilibrio i.e. estados que obedecen ∇αS

α = 0,
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fuerón identificados en [45].

Es interesante mencionar que la termodinámica transitoria que vamos a desarro-
llar más adelante viene generalizando la expresión para Sα escrita en (1.2.6). Esta
generalización consiste en aceptar que las contribuciones de segundo orden en la
desviación del estado de equilibrio entran en la definición del flujo Sα. Al deman-
dar que la entroṕıa extendida Sα satisfaga la segunda ley ∇αS

α ≥ 0, acoplada
con la estructura de las leyes de balance ∇αT

αβ = ∇αJ
α = 0, nos conduce direc-

tamente a la obtención de ecuaciones fenomenológicas por la teoŕıa transitoria.
En esta descripción breve de la teoŕıa transitoria dejamos asuntos sin conside-
rar, como el tema de la covarianza de la teoŕıa bajo cambio de 4-velocidad uα,
asunto que necesita ser examinado y esto lo haremos con más calma más adelante.

Por último, como una aplicación del formalismo que hemos desarrollado en estas
secciones, damos una formulación covariante de la termodinámica que describe
estados de un fluido perfecto. Contrario al desarrollo hecho hasta este momen-
to, la formulación covariante de la termodinamica por un fluido perfecto tiene la
propiedad de que las relaciones termodinámicas por estados arbitrarios no hacen
referencia a ningún marco en reposo ó cantidades definidas relativas a tal marco.
Para construir esta formulación, sea uα la única 4-velocidad hidrodinámica defini-
da por el fluido perfecto y sea ∆α

β = δαβ +uαuβ el tensor de proyección asociado a
tal uα. Claramente, relativo al marco en reposo uα = δα0, el tensor de proyección
esta dado por ∆α

β = diag(0, 1, 1, 1) mientras que las componentes del tensor de
enerǵıa-momento Tαβ tomadas relativas al marco en reposo definido por uα tienen
la forma

Tαβ = diag(ρ, P, P, P ) ←→ Tαβ = ρuαuβ + P∆αβ, (1.2.7)

y la corriente de part́ıculas Jα y de entroṕıa Sα estan dadas por

Jα = nuα, Sα = suα. (1.2.8)

Regresando a la identidad (1.1.20) y tomando X = uα, se sigue que

dSα = −ΘdJα − ββTαβ, (1.2.9)

en donde hemos usado ρuα = −uβTαβ e introducido βα = βuα = uα
T

(tomando
aqúı a c = k = 1 en la definición de β dada en (1.1.17)). Más aún, la relación
(1.1.18), implica que el vector de entroṕıa Sα = suα satisface la relacion lineal
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Sα = Pβα −ΘJα − ββTαβ. (1.2.10)

Esta relación, en combinación con (1.2.9) incorporan la termodinámica de un flui-
do perfecto simple. Son las versiones covariantes de las relaciones (1.1.18), pero
con la gran diferencia que las fórmulas (1.2.9, 1.2.10) no hacen referencia a ningún
marco en reposo. La relación (1.2.9) es la relación de Gibbs covariante que encon-
traremos en el caṕıtulo 3.

1.3. Sobre la validez de la hipótesis de equilibrio
termodinámico local

En esta sección regresamos brevemente para ofrecer algunos comentarios sobre
la hipótesis del equilibrio termodinámico local, que hemos enunciado en la sec-
ción 1.1. Como hemos mencionado, esta hipótesis juega un papel importante en el
desarrollo de esta tesis y sentimos que es importante ofrecer alguno comentarios
adicionales acerca de su validez.
Hemos empezando la sección 1.1 asumiendo que al interior de la región del espacio-
tiempo ocupado por el fluido, hemos fijado un campo de velocidad uα que identifica
la clase de los observadores locales que hacen las mediciones sobre este medio y
este campo uα determina una colección continua de marcos de referencia (((local
rest frames)) en inglés) al interior del fluido. Para un evento p al interior del fluido
y relativamente al marco definido por la 4-velocidad uα, hemos considerando un
elemento de 3-volumen espacial V infinitesimal, en el plano tipo espacio ortogonal
a uα(p).
Impĺıcitamente hemos asumido que este volumen V se considera lo suficiente gran-
de de manera que constituye un sistema termodinámico en el sentido que las fluc-
tuaciones de las variables extensivas como la densidad del número de part́ıculas n
y la densidad de masa-enerǵıa ρ, etc., medidas por el observador son despreciables.
Además se supone que las variables extensivas tampoco cambian apreciablemente
en la escala de longintude que caracteriza a V de manera que se justifica la homo-
geneidad espacial de las variables extensivas. Bajo estas suposiciones, hay sentido
en contemplar la validez o mejor a considerar fluidos que cumplen con el requisito
de validez del postulado de equilibrio termodinámico local y en los últimos dos
caṕıtulos, hemos discutido las consecuencias de esta hipótesis.

Pero sea que ahora en el mismo evento p, consideramos otro marco en reposo
asociado con distinta 4-velocidad ûα y sea V̂ el 3-volumen espacial y (ρ̂, n̂) la
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densidad del número de part́ıculas y la densidad de masa-enerǵıa medida relati-
vamente al nuevo marco. Como discutiremos con más detalles en el caṕıtulo 3 (en
particular véase el apéndice de ese caṕıtulo), sujeto a que la magnitud v de la
tres velocidad ~v de ûα al respecto de uα satisface que ε = v

c
<< 1, el estado de

equilibrio termodinámico local se cada invariante, es dećır, si prevalece al respecto
de uα también prevalece al respecto de ûα.
Pero de relevancia aqúı, es la escala del parámetro ε que apenas hemos definido.
Como veremos en más detalles en el caṕıtulo 3, las variables primarias por un flui-
do relativista ofrecen la posibilidad de definir de forma invariante este parámetro.
En particular, estados de un fluido relativista que satisfacen la condición ε << 1
son referidos como estados cercanos al equilibrio y como veremos la teoŕıa transi-
toria tiene como finalidad analizar esta clase de estados.

En suma, de aqúı en adelante y sin otro aviso, en la descripción de fluidos re-
lativistas apelamos al postulado de equilibrio termodinámico local y se asumen
estados cercanos al equilibrio en donde la hipótesis del equilibrio local es valida
al respecto de un marco. Por construcción del parámetro ε, se sigue entonces que
el equilibrio termodinámico local es valido para todos los marcos sujetos a que la
4-velocidad uα se restrinja al interior de un ((cono)).

1.4. El contenido de esta tesis

Nos tomamos ahora el tiempo para dar un breve resumen del contenido de este
trabajo. Esta tesis, adicionalmente a este caṕıtulo introductorio, contiene otros
cuatro caṕıtulos y una conclusión. Además se han incluido dos apéndices anexados
en los caṕıtulos 3 y 5 respectivamente.
En el caṕıtulo 2, damos una introdución breve de la f́ısica de medios continuos,
clásicos, newtonianos y tocamos algunas de las teoŕıas de termodinámica fuera del
equilibrio por estos medios que se han desarrollado desde que la termodinámica
de estos medios apareció como una disciplina de la f́ısica.
Comenzamos el caṕıtulo recordando al lector algunos aspectos cinemáticos de me-
dios continuous y en seguida nos centramos en la estructura de las leyes de balance
para la masa, momento lineal y enerǵıa total. Este enfoque nos permite notar que
estas leyes en general fallan en constituir un sistema cerrado de ecuaciones, y por
lo tanto reconocer la necesidad de introducir relacionas constitutivas y las teoŕıas
alrededor de estas relaciones. En este punto entramos en el territorio de la termo-
dinámica y en la sección 2.3 señalamos la importancia que tiene la segunda ley de
la termodinámica en la cerradura de las ecuaciones dinámicas. En este caṕıtulo
también aprovechamos la oportunidad para dar una vista panorámica sobre las
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distintas maneras en que la segunda ley de la termodinámica se ha implementado
en la descripción de medios clásicos.
Empezamos entonces en la sección 2.3, con una discusión sobre la manera en que
la segunda ley se implementa dentro de la termodinámica racional (TR), dando
la oportunidad de introducir la desigualdad de Clausius-Duhem. Esta discusión
nos prepara para dar una introducción del principio de entroṕıa y vemos aqúı el
papel que este principio juega como regla de selección de relaciones constitutivas
apropiadas. Analizamos también en la sección 2.3.1 brevemente la termodinámi-
ca irreversible clásica (TCI), y aqúı, discutimos de nueva cuenta el postulado de
equilibrio local, y señalamos como tal postulado dentro del contexto de la teoŕıa
(TCI) implementa la segunda ley16.
A continuación, en las secciones 2.3.2, 2.3.3 damos una introducción breve de
la descripción de las teoŕıas de termodinámica fuera del equilibrio que llevan el
adjetivo extendida (extended), un adjetivo que nació después de la sugerencia fun-
damental de Müller en 1967 sobre la naturaleza de la entroṕıa por estados fuera del
equilibrio. En este contexto introducimos la teoŕıa de termodinámica irreversible
extendida referida en este escrito por (TIE) en donde vemos de manera concreta
como la hipótesis de Müller asigna entroṕıa por estados fuera del equilibrio. La
otra teoŕıa termodinámica extendida que tocamos en este caṕıtulo es la teoŕıa
referida como teoŕıa irreversible racional extendida (TIRE) la cual desarrollamos
en breve en la última sección 2.3.3. En esta última sección, empezamos a darnos
cuenta, que los sistemas de ecuaciones apropriados para la descripción de la ter-
modinámica fuera del equilibrio de medios continuos apunta en la direccíıon de
sistemas de ecuaciones que son simétricos-hiperbólicos. Dichos sistemas de ecua-
ciones remueven la propagación infinita de las perturbaciones por el flujo de calor,
estresés, etc. que plagan al sistema Fourier-Navier-Stokes.

En el caṕıtulo 3, cambiamos el tema. El enfoque de este caṕıtulo y de aqúı en
adelante corresponde al estudio de la termodinámica de medios continuos den-
tro del régimen relativista. Aunque nuestra discusión es general, sin embargo,
restringimos nuestra atención a fluidos simples relativistas ó a una mezcla de flui-
dos simples relativistas. El caṕıtulo esta exclusivamente dedicado al desarrollo de
la termodinámica transitoria (((transient thermodynamics)) en inglés) de Israel-
Stewart [49], [50].

El camino para desarrollar esta teoŕıa es largo. En la sección 3.2 empezamos iden-
tificando una clase de estados del fluido particulares los cuales en el contexto de la

16Es importante diferenciar el papel que tiene el postulado de equilibrio local en la formulación
de la primera ley de la termodinámica en la sección 1.1 y su papel para implementar la
segunda ley dentro de la termodinámica clásica irreversible (TCI)
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teoŕıa transitoria son referidos como estados en equilibrio termodinámico global
(ó local), dos términos que discutimos en detalle en esa sección. La sección 3.3
contiene el material clave en que esta basada la teoŕıa transitoria. En esta sección
definimos el flujo de entroṕıa Sα por estados de fluido cercano al equilibrio, y
su relación con otros atributos del fluido bajo consideración. Muchas propiedades
importantes de estos estados son discutidas en esta sección con el enfoque par-
ticular en la descripción de la libertad de norma al respeto de la elección de los
marcos de referencia que caracterizan a la teoŕıa transitoria. También basándose
en la estructura del flujo de entroṕıa Sα recuperamos como un ĺımite particular,
las teoŕıas de primer orden que incluyen como casos particulares a la teoŕıa de
Eckart y a la teoŕıa de Landau-Lifshitz. En la sección 3.3.2 nos enfocamos en el
desarrollo de la teoŕıa de segundo orden (i.e. de la termodinámica transitoria) y
en esta sección definimos la aproximación hidrodinámica de la teoŕıa transitoria.
También obtenemos las ecuaciones fenomenológicas y tocamos el tema de la inva-
rianza de las cantidades termodinámicas (ó dicho más propiamente, la invarianza
de la teoŕıa) bajo cambio de marco en reposo. Terminamos este caṕıtulo discu-
tiendo los puntos a favor de la teoŕıa transitoria pero también mencionamos los
puntos débiles en donde esta teoŕıa necesita más trabajo.

El apéndice de este caṕıtulo, sirve para aclarar algunos puntos sutiles y espino-
sos que se encuentran durante el desarrollo de la teoŕıa. Primero aclaramos en
términos precisos a que nos referimos por estados ((cercanos)) al equilibrio y más
importante como identificamos esta clase de estados. Veremos en este apéndice,
que la teoŕıa nos permite definir en el espacio tangente para cada evento en la re-
gión ocupado por el fluido, un cono y con la ayuda de este cono identificamos a los
estados del fluido que estan cercanos al equilibrio. La existencia de este cono, nos
permitirá también introducir una familia de observadores y marcos de referencias
referidos como marcos de referencias ((admisibles)) y a sus vez veremos que los
marcos de referencias admisibles están relacionados a través de transformaciones
particulares que conectan las 4-velocidades que definen estos marcos. Tal con-
junto de transformaciones inducen variaciones sobre las variables termodinámicas
implicando que se transforman de una manera particular bajo cambio de marco.
Estas leyes de transformación nos llevan a establecer que la teoŕıa transitoria ex-
hibe una ((libertad de norma)) en el sentido que las ecuaciones fenomenológicas se
quedan en forma invariante bajo cambios particulares de marcos que discutimos
con detalle en el caṕıtulo 3.
En el caṕıtulo 4, discutimos una nueva teoŕıa de termodinámica fuera del equilibrio
que describe estados de fluidos simples relativistas. Esta teoŕıa fué desarrollada
por Liu, Müller y Ruggeri en [66,77] y es una extensión de la termodinámica irre-
versible racional extendida (TIRE) que desarrollamos en la sección 2.3.3. En esta
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teoŕıa las variables dinámicas consisten de las 4 componentes de la corriente de
part́ıculas Jα y de las 10 componentes del tensor de enerǵıa-momento Tαβ los cua-
les satisfacen las leyes de conservación ∇αJ

α = ∇αT
αβ = 0, pero adicionalmente

la teoŕıa postula una nueva ecuación inhomogénea que involucra a la divergencia
de un campo tensorial Aαβγ que esta acoplada con el tensor de disipación Iβγ i.e
un campo tensorial de segundo order simétrico y sin traza.
Las leyes de balance son aumentadas por la inclusión del flujo de entroṕıa Sα cuya
divergencia es semi positiva. En esta teoŕıa, los campos (Aαβγ, Iβγ, Sα) y la pro-
ducción de entroṕıa σ se consideran como funciones constitutivas que dependen
de las 14 variables básicas (Jα, Tαβ) y como veremos las funciones constitutivas
están restringidas apelando a: el principio de entroṕıa, la invarianza de las ecua-
ciones dinámicas bajo cambio de coordenadas y al requisito de que las ecuaciones
dinámicas deban constituir un sistema simétrico - hiperbólico. Los autores toman
ventaja del principio de entroṕıa introduciendo a los multiplicadores de Lagrange
y al menos por estados cercanos de equilibrio, estos multiplicadores están ligados
a las mediciones que hacen los observadores locales en el marco de Eckart.
Como veremos en este caṕıtulo, la teoŕıa es bastante involucrada, pero al me-
nos por estados cercanos de equilibrio los autores muestran que las ecuaciones
fenomenológicas contienen solo tres funcionas arbitrarias. En la última sección,
hacemos una comparación entre esta teoŕıa con la teoŕıa transitoria y discutimos
las ventajas de cada una.

Por último, en el caṕıtulo 5 estudiamos una modificación ligera de la teoŕıa de
Liu, Müller y Ruggeri que fué desarrollada por Pennisi [84] e independientemente
por Geroch y Lindblom [34]. La teoŕıa describe la termodinámica de una clase
particular de fluidos relativistas referidos como fluidos de tipo divergente y al ini-
cio del caṕıtulo definimos precisamente esta clase de fluidos. Como veremos en
las secciones 5.1.1, 5.1.2, 5.1.3 la hidrodinámica y la termodinámica de fluidos del
tipo divergente están especificadas a través del conocimiento de la función gene-
radora χ y el tensor del disipación Iαβ y ambos de estos campos son funciones de
los multiplicadores de Lagrange.
Como veremos en más detalle, en el formalismo de Pennisi [84] y de Geroch-
Lindblom [34], cuanto estos multiplicadores se consideran como las variables dinámi-
cas satisfacen un sistema de ecuaciones cuasi-lineales simétricas determinado por
la función generadora χ y el tensor del disipación Iαβ. Debido a que χ es una
función libre, veremos que por elecciones particulares de la función generadora χ
se obtienen sistemas simétricos-hiperbólicos/causales por los multiplicadores de
Lagrange. En la sección 5.1.1 damos un ejemplo de una función generadora χ la
cual genera estados de un fluido perfecto y en la sección 5.1.3 damos una discu-
sión sobre la teoŕıa de Eckart y su propiedad particular a ser como una teoŕıa que
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describe fluidos relativistas del tipo divergente. La naturaleza particular de estos
fluidos es discutida en detalle en la sección 5.2.

Este caṕıtulo esta acompañado de un apéndice en el cual tocamos el tema de la
implementación del principio de entroṕıa a través del método de Boillat-Ruggeri
(BR). Como discutimos en detalle aqúı, la implementación del principio de en-
troṕıa a través del método de Boillat-Ruggeri consiste en asumir que el sistema
está descrito por n leyes de balance acompañadas por una ley de entroṕıa y la cla-
ve de está innovación esta en eliminar a las variables básicas en favor de las nuevas
variables que corresponden con los multiplicadores de Lagrange, cuya existencia
se basa en el trabajo de Friedrichs [31, 32] sobre sistemas sobredeterminados de
leyes de conservación.



2 Termodinámica irreversible de
fluidos simples clásicos

En el caṕıtulo anterior hemos dado una primera vista de la forma de la primera y
la segunda ley de la termodinámica por medios continuos relativistas con énfasis
en medios que son fluidos simples relativistas. Como hemos discutido, la primera
ley de la termodinámica tiene la caracteŕıstica de ser una ley local en donde la
parte prominente involucra a las mediciones que hace un observador sobre el me-
dio bajo consideración. También hemos discutido el concepto de flujo de entroṕıa
por un medio relativista y en términos de este flujo, hemos formulado la segunda
ley de la termodinámica. Hemos señalado que la relación entre el flujo de entroṕıa
con otros atributos del medio bajo consideración, es un punto que necesita más
análisis.

En este caṕıtulo, nos enfocamos en la manera en que la termodinámica entra en la
descripción de medios continuos y por razones pedagógicas nos centramos primero
en el estudio de medios continuos clásicos1. Nuestro enfoque consiste en estudiar
la dinámica de estos medios y como veremos más adelante, este problema tiene dos
componentes: la primera componente involucra a la hidrodinámica mientras que
la segunda componente involucra a la parte termodinámica. En esta última parte,
tendremos la oportunidad de introducir el concepto de relaciones constitutivas y
el principio de entroṕıa.

2.1. Mecánica de medios continuos clásicos

2.1.1. Cinemática

Empezamos esta sección discutiendo primero algunos aspectos cinemáticos del
medio el cual tomamos como un fluido simple. Sin embargo, por razones de ge-

1Por medios continuos clásicos nos referimos a medios que se propagan en el espacio Euclideo
(R3, 〈 | 〉), en la presencia de un tiempo absoluto newtoniano. Por simplicidad, nosostros
consideramos al medio como un fluido simple clásico, pero muchos de los conceptos que
veremos se generalizan a medios arbitrarios.
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neralidad, hablaremos de un medio continuo debido a que la descripción que a
continuación bosquejamos es válida para medios más generales y no solo por flui-
dos. Espećıficamente, empezamos con un medio continuo eléctricamente neutro
que a t = 0, ocupa un conjunto acotado, abierto U del espacio Euclideo2 R3

con frontera suave ∂U . La cinemática del medio esta descrita por una familia
uni-parámetrica de mapas parametrizados por un paramétro continuo t > 0 que
interpretamos como tiempo y definidas como

φt : U → φt(U) ≡ Ut ⊆ R3, ~X 7→ φt( ~X) ≡ φ(t, ~X), (2.1.1)

tales que para todo t > 0, φt es uno a uno, suryectivo y es de clase Ck y su
inversa φ−1

t también es de clase3 Ck. Como consecuencia, los conjuntos φt(U) y
U = φ0(U) son biyectivos, e interpretamos a la familia de imagenes φt(U) ≡ Ut,
t > 0, como la evolución al tiempo t de la distribución inicial U ≡ φ0(U).

Coordenadas locales ~X = (X1, X2, X3) sobre U sirven como etiquetas lagran-
gianas para los elementos del medio en el siguiente sentido: Para un ~X fijo, el
conjunto:

{
φ(t, ~X), t ≥ 0

}
, (2.1.2)

describe una trayectoria suave que traza el elemento de fluido etiquetado inicial-
mente por la tripleta ~X = (X1, X2, X3) en U . Por construcción, a lo largo de
esta trayectoŕıa, las coordenadas ~X se mantienen fijas y la velocidad ~V (t, ~X) y la
aceleración g(t, ~X) de este elemento del medio están definidas por

~V (t, ~X) = ∂φ(t, ~X)
∂t

, g(t, ~X) = ∂2φ(t, ~X)
∂t2

= ∂~V (t, ~X)
∂t

. (2.1.3)

La velocidad euleriana ~u(t, ~x) esta definida4 por

~u(t, ~x) = ~V (t, ~X)
∣∣∣∣
~X=φ−1

t (~x)
, (2.1.4)

y por la regla de la cadena, se sigue que
2Recordemos que las consideraciones en este caṕıtulo estan restringidas a medios continuos

clásicos.
3Dicho más formalmente, la colección φt, t ≥ 0 representa una familia uni-parámetrica de

difeomorfismos entre U y φt(U).
4En esta definición ~x = (x1, x2, x3) denotan coordenadas cartesianas globales del espacio de

fondo R3.
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∂~V (t, ~X)
∂t

∣∣∣∣
~X=φ−1

t (~x)
= ∂~u(t, φt(t, ~x))

∂t
= ∂~u(t, ~x)

∂t
+ ~u · ∇~u(t, ~x), (2.1.5)

lo cual indica que la ((aceleración)) lagrangiana y la ((aceleración)) euleriana están
relacionadas a través de:

g(t, ~X) = ∂~u(t, ~x)
∂t

+ ~u · ∇~u(t, ~x). (2.1.6)

La descripción lagrangiana y euleriana del medio implican que para cualquier
función Q(t, ~X), asociamos su contraparte q(t, ~x) de acuerdo a

q(t, ~x) = Q(t, ~X)
∣∣∣∣
~X=φ−1(t,~x)

, (2.1.7)

y apelando nuevamente a la regla de la cadena, tenemos que:

∂Q(t, ~X)
∂t

= Dq

dt
≡ ∂q(t, ~x)

∂t
+ ~u · ∇q(t, ~x). (2.1.8)

En esta definición, las coordenadas lagrangianas (t, ~X) y las coordenadas euleria-
nas (t, ~x) están relacionadas v́ıa (t, ~x) = (t, φ(t, ~X)). De (2.1.8) se sigue que el
operador

D

dt
= ∂

∂t
+ ~u · ∇, (2.1.9)

actuando sobre escalares, diferencia a lo largo de las ĺıneas de flujo del campo de
velocidades y frecuentemente lo denotamos con un punto encima de una cantidad.
Por ejemplo, para un f(t, ~x) lo suficientemente suave, empleamos la notación:

ḟ ≡ Df

dt
= ∂f

∂t
+ ~u · ∇f. (2.1.10)

A continuación discutimos dos aspectos importantes que caracterizan a los medios
continuos. Uno de ellos es la noción de estrés, que describe las fuerzas internas
generadas por el medio en śı mismo. De acuerdo al principio de estrés de Cauchy,
para cualquier elemento de superficie centrada en ~x con vector normal ~n que se
encuentra dentro del medio, la fuerza ~t(t, ~x, ~n) que el medio genera a (t, ~x) de-
pende en general del tiempo t, el punto espacial ~x = φ(t, ~X) y el vector normal
~n. Extendemos esta definición para todos los puntos interiores del medio, gene-
rando un campo ((vectorial)) ~t(t, ~x, ~n), referido como el campo vectorial de estrés
de Cauchy y como veremos juega un rol importante en la estructura de las leyes
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dinámicas que describen la evolución del medio.

El otro atributo importante que caracteriza a los medios continuos, es la propiedad
de que tales medios pueden conducir calor. Este fenómeno de conducción de calor
está descrito por la función referida como flujo de calor h(t, ~x, ~n) la cual determina
la taza de conducción de calor a través de cualquier elemento de superficie centrado
en ~x con vector normal ~n a tiempo t. Más adelante, veremos que la primera ley
de la termodinámica requiere la existencia de un campo vectorial ~q(t, ~x), referido
como el campo vectorial de flujo de calor, relacionado con la función flujo de calor
h(t, ~x, ~n) v́ıa

h(t, ~x, ~n) = ~q(t, ~x) · ~n. (2.1.11)

Con la introducción de la noción de estrés de Cauchy y la descripción de la con-
ducción del calor ahora estamos listos para definir las leyes de balance por un
medio continuo clásico.

2.2. Leyes de balance

Como ya mencionamos previamente, la dinámica de medios continuos a grosso
modo está dividida en una parte ((hidrodinámica)) y en una parte ((termodinámi-
ca)). La primera parte, está descrita a través de las leyes de balance i.e. relaciones
que involucran a las variables dinámicas que describen al medio. Dentro del con-
texto de f́ısica newtoniana, estas leyes incorporan a los siguientes principios:

a) La masa no se crea ni se destruye,

b) La segunda ley de Newton es válida. En el presente contexto, esta ley afirma
que la taza de cambio del momento lineal sobre cualquier región del medio
es igual a la fuerza total que actúa sobre esta región,

c) La enerǵıa no se crea ni se destruye,

d) La entroṕıa nunca disminuye hacia el futuro.
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2.2.1. Conservación de masa

Sea ahora un medio continuo descrito por la familia φt, t > 0. A este medio
asignamos la función de densidad de masa ρ(t, ~x) que tiene la siguiente propiedad:
para cada φt(Û), la candidad m(t) =

∫
φt(Û) ρ(~x, t)dV es la masa total del medio al

interior5 de φt(Û). Decimos que esta ρ(t, ~x) incorpora el principio de conservación
de masa, siempre que

d

dt
m(t) = d

dt

∫
φt(Û)

ρ(~x, t)dV (t) = 0. (2.2.1)

Esta condición acoplada con el teorema de transporte conducen al siguiente teo-
rema fácilmente verificable:

Teorema 1 Sea φt, t > 0 un movimiento y sea ρ(t, ~x) la densidad de masa por
este medio, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1) La conservación de masa es válida.

2) ρ(t, ~x)J(t, ~X) = ρ0( ~X),

3) La ecuación de continuidad es válida:

Dρ

dt
+ ρ∇ · ~u = 0 ⇔ ∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = 0. (2.2.2)

en donde ρ0( ~X) es la densidad de masa a t = 0 y

J(t, ~X) = det

(
∂φit
∂Xj

)

es el Jacobiano de la familia de mapas:

φt : U → φt(U) : ~X → φt( ~X) ≡ (φ1
t ( ~X), φ2

t ( ~X), φ3
t ( ~X)).

La demostración de este teorema puede por ejemplo encontrarse en el libro [70].
Más adelante haremos uso de este teorema en varios lugares.

5De aqúı en adelante y sin más avisos, el śımbolo φt(Û) representa la evolución de un conjunto
abierto Û de U bajo la acción de las mapas φt.
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2.2.2. Conservación de momento lineal

Junto con la conservación de masa, viene también la conservación de momento
lineal. Bajo las mismas condiciones como en el teorema 1, la conservación de
momento lineal está descrita por la siguiente definición:

Definición 1 Para un movimiento φt, t > 0 de un medio continuo caracterizado
por la densidad de masa ρ(t, ~x), vector de estrés de Cauchy ~t(t, ~x, ~n) y bajo la
suposición de que el medio se encuentre en un campo externo ~b(t, ~x), el balance
de momento lineal se satisface si para cada φt(Û), la siguiente relación integral es
válida

d

dt

∫
φt(Û)

ρ(t, ~x)~u(t, ~x)dV =
∫
φt(Û)

ρ(t, ~x)~b(t, ~x)dV +
∫
∂φt(Û)

~t(t, ~x, n̂)dA, (2.2.3)

en donde ∂φt(Û) denota la frontera de φt(Û), dA denota el elemento de superficie
de ∂φt(Û) y el vector de estrés ~t(t, ~x, n̂) está evaluado sobre la frontera ∂φt(Û)
con normal n̂.

Al observar (2.2.3), nos convencemos de que esta expresión no es nada más que
la segunda ley de Newton: el cambio de momento lineal al interior de φt(Û), es
el resultado de la fuerza generada por el campo externo (primer término del lado
derecho de (2.2.3)) más la fuerza de estrés de Cauchy (segundo término del lado
derecho en (2.2.3)).
Nótese que (2.2.3) es una expresión integral, pero bajo condiciones particulares
puede reducirse a una forma local. Para ello, sujeto a que (2.2.3) se cumpla para
cada φt(Û), y algunas restricciones sobre la suavidad del movimiento φt, t > 0
y sobre el vector de Cauchy ~t(t, ~x, ~n) se satisfagan, se puede mostrar6 que existe
un único campo tensorial tipo (2, 0) referido como el tensor de estrés de Cauchy
y denotado como σ(t, ~x), tal que las componentes de ~t(t, ~x, ~n) pueden ser escritas
de la forma:

ta(t, ~x, ~n) = σab(t, ~x)gbcnc = σacn
c, a, b, c ∈ (1, 2, 3), (2.2.4)

en donde gab denotan las componentes de la métrica Euclidiana de R3, σab denotan
las componentes del tensor de estrés de Cauchy y na representan el vector normal
a la superficie ∂φt(Û).
Con la representación de ~t(t, ~x, ~n) dada en (2.2.4), asumiendo conservación de

6Detalles de la derivación (que no es simple) se pueden encontrar en el libro [70].
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masa y apelando al teorema de la divergencia se sigue que (2.2.3) implica la ley
de conservación local del momento lineal, escrita como

ρ~̇u(~x, t) = ∇ · σ + ρ~b, (∇ · σ)a = ∂σab

∂xb
, a, b ∈ (1, 2, 3), (2.2.5)

en donde la significad de~̇u(t, ~x) la hemos expilcado en (2.1.10).
Nótese que esta ley relativamente a un sistema de coordenadas cartesianas toma
la forma:

ρ

(
∂ua

∂t
+ ub

∂ua

∂xb

)
= ∂σab

∂xb
+ ρba, a, b ∈ {1, 2, 3}. (2.2.6)

Mirando a estas ecuaciones, se ve que poseen un carácter formal en el seguinte
sentido. No constitye un sistema de equaciones cerrado. Adquieren un significado
matematico bien definido cuando se espećıfica la dependencia de σ(t, ~x) sobre las
caracteŕısticas que describe el movimiento del fluido y regresaremos a este punto
central más adelante.

2.2.3. La primera ley de la termodinámica para medios
continuos

Como hemos mencionado al inicio de este caṕıtulo, los medios continuos en ge-
neral permiten la conducción de calor y como consecuencia de esta propiedad, la
formulación de la conservación de enerǵıa total necesita un tratamiento especial.
En breve, para escribir esta ley, necesitamos introducir nuevas variables. Más allá
de la densidad de masa ρ(t, ~x), el tensor de estrés σ(t, ~x) y el campo externo por
unidad de masa ~b(t, ~x), el conjunto de variables, es extendido por la inclusión de

a) La enerǵıa interna por unidad de masa e(t, ~x),

b) El vector flujo de calor ~q(t, ~x), tal que h(t, ~x, ~n) = −~q(t, ~x)·~n = −gabqa(t, ~x)nb,

c) Un suministro de calor por unidad de masa Q(t, ~x).

Con estas nuevas variables, consideramos también la enerǵıa cinética T (t) y la
enerǵıa interna U(t) para cualquier φt(Û), t > 0 están dadas por

T (t) =
∫
φt(Û)

u2

2 dm, U(t) =
∫
φt(Û)

edm, dm = ρdV (t), (2.2.7)
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y en términos de estas variables, ahora tenemos la siguiente definición que expresa
el balance de enerǵıa total.

Definición 2 Para un movimiento φt, t > 0 el estado del medio definida por
ρ(t, ~x), ~u(t, ~x), e(t, ~x), h(t, ~x, ~n), Q(t, ~x) obedece el principio de balance de enerǵıa
siempre que para cada φt(Û) tengamos la relación:

d

dt

∫
φt(Û)

(
u2

2 + e

)
dm =

∫
φt(Û)

(~u ·~b+Q)dm+
∫
∂φt(Û)

(~u · ~t+ h)da. (2.2.8)

Esta relación afirma que dentro de cualquier región φt(Û), la taza de cambio de la
enerǵıa total (= enerǵıa cinética total + enerǵıa interna total) se debe al trabajo
hecho por la fuerza externa ~b combinada con el trabajo que hizo el vector de estrés
~t sobre ∂φt(Û) aumentada por la cantidad de calor que cruza la frontera ∂φt(Û)
ó a la cantidad de calor suministrada a φt(Û) por un agente externo.

Como en el caso de la ley de balance por el momento lineal, aqúı también la ley
(2.2.8) da nacimiento a una ley de conservación local cuando la función flujo de
calor h(t, ~x, ~n) y el campo de estrés de Cauchy ~t(t, ~x, ~n) están escritos en térmi-
nos del vector flujo de calor ~q(t, ~x) y el tensor de estrés de Cauchy σ(t, ~x). Bajo
estas condiciones y aplicando el teorema de la divergencia a (2.2.8), obtenemos la
siguiente ley local

ρ
D

dt

(
u2

2 + e

)
= ρ(~u ·~b+Q) +∇ · (σ · ~u− ~q), ∇ · (σ · ~u) = ∂(σabub)

∂xa
. (2.2.9)

Combinando esta ley local con (2.2.5), obtenemos

ρ
De

dt
= ρQ−∇ · ~q + σ : ∇~u, σ : ∇~u = σabua,b, (2.2.10)

que describe la manera en que la enerǵıa e vaŕıa mientras es transportada a lo
largo de las ĺıneas de flujo del campo de velocidades.

Para extraer información de la estructura de las leyes de balance que hemos deri-
vado, vamos a asumir que para un medio, el tensor de Cauchy σ(t, ~x) es espacial-
mente isotrópico, es dećır, tiene la forma particular:

σab(t, ~x) = −P (t, ~x)gab, a, b ∈ {1, 2, 3}. (2.2.11)

Para tal medio, la ley de momento lineal (2.2.5) implica que
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ρ~̇u(t, ~x) = −∇P (t, ~x) + ρ~b(t, ~x), (2.2.12)

que reconocemos como la ecuación de Euler, en donde P (t, ~x) representa la presión.

Para un medio arbitrario, el tensor de estrés de Cauchy σ(t, ~x) frecuentemente se
descompone de acuerdo a

σab = −Pgab − σ̂ab, σ̂ab = P vgab + σab(v), σab(v)gab = 0, (2.2.13)

en donde P es la presión termodinámica, P v es la presión viscosa, mientras que
la parte sin traza σab(v) representa el estrés viscoso7. En vista de esta división, la
ecuación de evolución de la enerǵıa interna e en (2.2.10), toma la forma equivalente

ρė = ρQ−∇ · ~q − (P + P v)∇ · ~u− σab(v)u(t)ab, (2.2.14)

en donde u(t)ab representa la parte simétrica sin traza de ua,b definida a través de
la descomposición ua,b = 1

2(ua,b + ub,a) + 1
2(ua,b − ub,a) = u(a,b) + u[a,b] tal que

u(a,b) =
(1

3∇
cuc

)
gab + 1

2

(
ua,b + ub,a −

[2
3(∇cuc)gab

])
=
(1

3∇
cuc

)
gab + u(t)ab.

(2.2.15)

Para un uso posterior, introducimos el volumen espećıfico v(t, ~x) = 1
ρ(t, ~x) , el cual

satisface como consecuencia de la ecuación de continuidad que

ρv̇ ≡ ρ
D

dt

(
1
ρ

)
= ρ

[
− 1
ρ2
Dρ

dt

]
= −1

ρ
ρ̇ = ∇au

a, (2.2.16)

una fórmula que será útil más adelante.

Las leyes de balance que hemos discutido arriba, son aplicables para un gran
número de medios continuos (clásicos). Pero una revisión cŕıtica de estas leyes,
revela que fallan en formar un sistema cerrado de ecuaciones y esta propiedad

7Aqúı nace un punto bastante sutil: ¿como uno distingue en principio entre la presión ter-
modinámica P , de la presión P v que nace del estrés viscoso? Como veremos más adelante,
esta sutileza re-aparece en la descripción de fluidos relativistas y analizaremos este punto
con detalle en el caṕıtulo próximo. En breve, mencionamos aqúı que la resolución a esta
pregunta la ofrece la estructura de la primera ley de la termodinámica. La presión P esta
asociada con el trabajo realizado en un proceso isentrópico.
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es un problema que ocupa el estudio de medios continuos. Como es bien conoci-
do, la cerradura se logra mediante la especificación de relaciones constitutivas. A
primera instancia, estas relaciones son relaciones funcionales entre variables que
describen el medio y su empleo tiene como finalidad cerrar el sistema de ecuacio-
nes dinámicas.
Por ejemplo, por el caso de un fluido viscoso que permite la conducción de calor,
las relaciones constitutivas intentan especificar la dependencia funcional del ten-
sor de estrés de Cauchy σ(t, ~x), el vector flujo de calor ~q(t, ~x) y la enerǵıa interna
e(t, ~x) de entre un conjunto de variables de fluido adecuadas, frecuentemente re-
feridas como variables básicas. Por este ejemplo, el conjunto de variables básicas
consiste en la densidad de masa, la velocidad, la temperatura (y tal vez de sus
derivadas). La asignación de las relaciones constitutivas que describen a un me-
dio, es un problema bastante importante y delicado. Para proporcionarlas, ciertas
reglas se aplican y en esta etapa la entroṕıa y la segunda ley juegan un papel
central. A continuación discutiremos la conexión entre las leyes de balance y la
termodinámica, en este punto cruzamos la frontera en donde la ((hidrodinámica))
termina y la termodinámica empieza.

2.3. La segunda ley de la termodinámica, el
principio de entroṕıa

Aunque la derivación de las leyes de balance en las secciones previas estuvo libre
de cualquier ambigüedad, el asunto se complica considerablemente una vez que
entramos en la tarea sutil de asignar entroṕıa a estados arbitrarios de medios
continuos. De hecho, es justo afirmar que excepto por estados que describen equi-
librio termodinámico, no existe una receta universalmente aceptada para asignar
entroṕıa por estados fuera del equilibrio por medios continuos. Como también he-
mos señalado en el caṕıtulo introductorio de esta tesis, las posibles elecciones de
la entroṕıa fuera de equilbrio y la implementación de la segunda ley de la termo-
dinámica serán el tema central de esta tesis.

En las siguientes secciones introduciremos la termodinámica clásica irreversible
(TCI), y en esta teoŕıa el postulado de equilibrio termodinámico local determina la
entroṕıa por estados fuera del equilibrio, después introducimos la termodinámica
irreversible extendidad (TIE) y aqúı el postulado de Müller determina la entroṕıa
por estados cercanos al equilibrio, mientras que en la termodinámica irreversible
racional extendida (TIRE), las relaciones constitutivas determinan la entroṕıa por
estados afuera del equilibrio.
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Por razones de presentación, es más conveniente comenzar discutiendo el proble-
ma de como asignar entroṕıa y la manera de implementar la segunda ley dentro
del marco de la termodinámica racional (TR) (para una introducción de esta
teoŕıa véanse [21, 54, 79, 102]). Esta teoŕıa mantiene a las leyes de balance para
medios continuos derivadas previamente, pero introduce dos funciones adicionales:

a) La entroṕıa por unidad de masa s(t, ~x),

b) La temperatura local T (t, ~x)

Mencionamos aqúı que dentro del contexto de (TR), la temperatura local T (t, ~x)
es considerada como un elemento absoluto y la teoŕıa implementa la segunda
ley de la termodinámica v́ıa la desigualdad de Clausius-Duhem de acuerdo a la
definición:

Definición 3 Para un movimiento φt, t > 0, el estado de un medio continuo des-
crito por ρ(t, ~x), e(t, ~x), h(t, ~x, ~n), Q(t, ~x), s(t, ~x), T (t, ~x), satisface la segunda ley de
termodinámica, si la taza de producción de entroṕıa al interior de cualquier φt(Û),
i.e.

d

dt

∫
φt(Û)

s(~x, t)dm, (2.3.1)

satisface la desigualdad integral de Clausius-Duhem

d

dt

∫
φt(Û)

sdm ≥
∫
φt(Û)

Q

T
dm+

∫
∂φt(Û)

h

T
da. (2.3.2)

Entonces en la termodinámica racional, la taza de incremento de la entroṕıa en
φt(Û), es mayor (ó igual) a la entroṕıa generada por el calor suministrado a φt(Û)
y la entroṕıa generada por el flujo de calor a través de la frontera ∂φt(Û). Para
estados, sujetos a Q(t, ~x) = h(t, ~x) = 0, la desigualdad implica

d

dt

∫
φt(Û)

s(~x, t)dm = d

dt

∫
φt(Û)

ρ(~x, t)s(~x, t)dV ≥ 0, (2.3.3)

i.e. la entroṕıa no puede disminuir hacia el futuro.

La desigualdad de Clausius-Duhem puede ser expresada en forma local siem-
pre que uno utilice el vector flujo de calor ~q(t, ~x) v́ıa h(t, ~x, ~n) = −~q(t, ~x) · ~n =
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−gabqa(t, ~x)nb en donde ~n representa el vector normal al elemento de superficie
∂φt(Û) que apunta hacia fuera. En este caso, la desigualdad de Clausius-Duhem
(2.3.2) se reduce a la forma

ρ
Ds

dt
≥ Qρ

T
−∇ ·

(
~q

T

)
⇐⇒ ∂(ρs)

∂t
+∇ · (ρs~u+ ~q

T
) ≥ Qρ

T
, (2.3.4)

que es la formulación local de la segunda ley dentro de esta teoŕıa. Mencionamos
aqúı que en el contexto de la termodinámica racional, la entroṕıa s es considerada
como una función constitutiva i.e. s depende de un conjunto de variables básicas8.

Coleman y Noll [20] en la década de 1960, fuerón los primeros en sugerir una ver-
sión limitada de lo que hoy en d́ıa es referido como el principio de entroṕıa. Ellos
sugirierón que la dependencia de la densidad de entroṕıa s sobre un conjunto de
variables básicas debe ser asignada de tal manera que la segunda ley de la termo-
dinámica (2.3.4), debe satisfacerce a lo largo de cualquier proceso termodinámico
arbitrario9. Müller [75, 76] en los años 1970, refinó el enfoque del principio de
entroṕıa formulado por Coleman-Noll y este refinamiento sentó las bases de la
versión moderna del principio de entroṕıa. Espećıficamente, Müller postula que
para cualquier medio, existe una cantidad escalar aditiva, la densidad de entroṕıa
s y un vector de flujo de entroṕıa ~J , tal que en la ausencia de cualquier fuente de
calor Q(t, ~x), estos s y ~J , satisfacen la desigualdad de entroṕıa

∂(ρs)
∂t

+∇ · (ρs~u+ ~J) ≥ 0. (2.3.5)

Más aún, Müller postuló que s y ~J son considerados como funciones constitutivas
y esto introduce un grado adicional de flexibilidad en la formulación de la segunda
ley10. En esta versión moderna, el principio de entroṕıa afirma que la dependencia
de s y ~J (o más generalmente cualquier función constitutiva) sobre las variables
básicas deben de elegirse de tal manera que cada solución a las leyes de balance
satisfaga la desigualdad de entroṕıa escrita en (2.3.5).

8Como hemos visto en la introducción, el flujo de entroṕıa Sα no puede relacionarse de una
manera obvia con las propiedades del medio. Aqúı en TR, la teoŕıa solo asume la existencia
de s, pero no nos dice nada sobre la relación que guarda tal s con el medio bajo consideración.

9En el lenguaje de los termodinámicos, un proceso termodinámico es cualquier solución a las
ecuaciones de balance.

10Vale la pena notar que la desigualdad de entroṕıa en (2.3.5), no hace ninguna referencia a la
noción de temperatura. Como es bien conocido, por estados fuera del equilibrio, la noción
de temperatura es un concepto sutil.
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Hoy en d́ıa, la desigualdad de entroṕıa y el principio de entroṕıa refinados por
Müller se encuentran en el corazón de la descripción de la termodinámica de me-
dios continuos clásicos (y como veremos más adelante permanece aśı en la teoŕıa
de medios continuos relativistas). Sin embargo, implementar el principio de en-
troṕıa es un asunto delicado.

¿Existe un procedimiento sistemático para escoger la forma correcta de las rela-
ciones constitutivas de modo que se mantenga válido el principio de entroṕıa?.

Desde finales de 1960 hasta hoy en d́ıa, se han inventado varios procedimien-
tos para implementar el principio de entroṕıa y aqúı mencionamos algunos: El
procedimiento de Coleman-Noll [20, 22], el procedimiento de Müller [75, 76], el
procedimiento de Liu [64] y el procedimiento desarrollado por Boillat-Ruggeri y
colaboradores véase [8–10,91,92]. En esta tesis, aplicamos el principio de entroṕıa
apelando al procedimiento de Liu, modificado por Ruggeri y colaboradores. Con
el fin de facilitar las cosas, daremos un apéndice en el caṕıtulo 5, en el que des-
cribimos las caracteŕısticas básicas del procedimiento de Boillat-Ruggeri.

Terminamos esta sección, mencionando que la desigualdad de entroṕıa (2.3.5),
puede ser escrita en la forma equivalente

ρṡ+∇ · ~J = σ, (2.3.6)

en donde el escalar σ se interpreta como la producción de entroṕıa por unidad de
volumen por unidad de tiempo y la restricción σ ≥ 0 implementa la segunda ley
de la termodinámica. La desigualdad de entroṕıa en la forma (2.3.6) será usada
más adelante.

2.3.1. Termodinámica clásica irreversible (TCI)

En esta sección introducimos la primera teoŕıa de termodinámica irreversible que
describe medios continuos clásicos, y esta teoŕıa sugiere una manera espećıfica
de asignar entroṕıa por estados fuera del equilibrio. La teoŕıa fue iniciada hace
varios años atrás por Onsager [80, 81] y Eckart [25, 26] y es referida hoy en d́ıa
como termodinámica clásica irreversible (TCI). Esta teoŕıa mantiene las leyes de
balance para la masa, momento lineal y enerǵıa total introducidas anteriormente
pero la manera en que se asigna entroṕıa por estados fuera de equilibrio viene a
través del postulado de equilibrio termodinámico local apropiadamente extendi-
do. Recordamos que un medio se encuentra en un estado de equilibrio local, si
para cualquier punto (t, ~x) al interior del medio, podemos introducir una celda lo
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suficientemente pequeña tal que la celda por śı sola la podamos considerar como
un subsistema termodinámico que satisface la siguiente propiedad:

Dentro de esta celda, las variables termodinámicas obedecen las mismas relaciones
termodinámicas como si el subsistema estuviera en un estado de equilibrio termo-
dinámico global.

En el caṕıtulo introductorio de esta tesis, hemos apelando a este principio para
formular la primera ley de la termodinámica por medios relativistas. Pero como
hemos mencionado previamente, diferenciamos el papel que tiene el postulado de
equilibrio local en la formulación de la primera ley de la termodinámica en la sec-
ción 1.1 y su papel en la termodinámica clásica irreversible (TCI). En el contexto
de la TCI el postulado hace afirmaciones sobre la naturaleza de la entroṕıa f́ısica
del estado. Espećıficamente, afirma que la dependencia de la entroṕıa fisica sobre
las variables termodinámicas esta fijada y esta forma funcional es la misma que
encontramos por estados en equilibrio termodinámico global. Por razones de ilus-
tración, apelamos a este principio para estudiar brevemente estados de un fluido
simple viscoso, conductor de calor dentro del marco de TCI.

Sea entonces un fluido simple que ocupa una región U ⊂ R3 y sea que el fluido
se encuentra en un estado en donde el equilibrio local es válido. Para tal estado
y para cualquier (t, ~x) al interior del fluido, la densidad de entroṕıa s(t, ~x) depen-
de únicamente de la enerǵıa interna por unidad de masa e(t, ~x) y del volumen
espećıfico v(t, ~x) = 1

ρ(t, ~x) , y más aún s(t, ~x), e(t, ~x), v(t, ~x) satisfacen

T (t, ~x)ds(t, ~x) = de(t, ~x) + P (t, ~x)d
(

1
ρ(t, ~x)

)
, (2.3.7)

que es la relación de Gibbs en equilibrio (con la gran diferencia de que ahora las
variables termodinámicas tienen dependencia temporal y espacial i.e. dependen
de (t, ~x)). Aceptando esta relación, se sigue que la evolución de s(t, ~x) a lo largo
de las ĺıneas de flujo obedece

T
Ds

dt
= De

dt
+ P

D

dt

(
1
ρ

)
,

D

dt
≡ ∂

∂t
+ ~u(t, ~x) · ∇, (2.3.8)

mientras que por dos elementos de fluido cercanos en (t, ~x) y (t, ~x+d~x), la entroṕıa
s(t, ~x) satisface

T∇s(t, ~x) = ∇e(t, ~x) + P∇
(

1
ρ(t, ~x)

)
, (2.3.9)
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en donde ∇ representa el operador gradiente sobre el espacio Euclideo (R3, 〈 | 〉).

Escribimos (2.3.8) en la forma

ρṡ = ρ

T
ė+ Pρ

T
v̇, ṡ = ∂s

∂t
+ ua∇as, v = 1

ρ
, (2.3.10)

y usando (2.2.14 - 2.2.16), obtenemos

ρṡ = ρ

T
Q−∇ ·

(
~q

T

)
− ~q · ∇T

T 2 − P v

T
∇au

a − 1
T
σij(v)u(t)ij, (2.3.11)

observando el lado derecho de (2.3.11), vemos que puede ser escrito en la forma:

ρṡ+∇ · ~JE = σ, (2.3.12)

~JE = ~q

T
, σ = ρ

T
Q− ~q · ∇T

T 2 − P v

T
∇au

a − 1
T
σij(v)u

(t)
ij , (2.3.13)

en donde interpretamos a ~JE como el vector flujo de entroṕıa, mientras que σ es
la producción de entroṕıa por unidad de volumen por unidad de tiempo11.

Cuando Q = 0, entonces (2.3.12, 2.3.13) muestran que la evolución temporal
de los estados de los fluidos caracterizados por ~q = P v = σij(v) = 0 no generan
entroṕıa. Para tales estados, las leyes de balance muestran que estamos tratando
con hidrodinámica euleriana y estos estados pueden ser vistos como estados de
equilibrio dentro del espacio de todos los estados que describen fluidos viscosos
conductores de calor.
Sin embargo, para estados caracterizados por un flujo de calor y estrés de Cauchy
no nulo, la fórmula (2.3.13) muestra que su evolución genera entroṕıa. Una mirada
a (2.3.12), muestra que la segunda ley se satisface siempre que σ en (2.3.13) sea
semi-positiva definitiva12. Si introducimos ~x y ~η por la collecion de flujos y fuerzas
respectivamente, es decir

~x ≡ (~q, P v, σij(v)), ~η ≡
(
−∇T
T 2 , −∇au

a

T
, −

u(t)ij

T

)
(2.3.14)

11Es común referirse a (~q, P v, σij(v)) en (2.3.13), como los flujos disipativos mientras que a los
términos correspondientes

∇T
T 2 ,

∇aua

T
y

u(t)ij

T
se les refiere como fuerzas termodinámicas.

12Vemos a (2.3.15 - 2.3.17) como relaciones constitutivas, las cuales fijan al flujo de calor y al
estrés de Cauchy. En este caso las variables básicas son T , ua y sus gradientes.
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entonce σ en (2.3.13) puede ser escrita como σ = ~x · ~η la cual es una forma
muy suggestiva. El requisito del carácter semi-positivo de σ, puede ser entendido
desde un número de maneras distintas. En general los flujos ~x pueden depender
arbitrariamente de las fuerzas ~η y variables que describen el flujo. Pero hechos
observacionales y estudios en f́ısica estad́ıstica confirman que una relación lineal
entre los flujos y las fuerzas que desciben el flujo, es adecuada para la descripción
de una gran clase de fenómenos f́ısicos. Restringiendonos de aqúı en adelante en
esta tesis a la validez de esta relación lineal, entonces el carácter semi-positivo de
σ es válido cuando las siguientes relaciones lineales entre flujos y las fuerzas se
cumplen13 :

~q = −µ1
∇T
T 2 , (2.3.15)

P v = −µ0
∇au

a

T
, (2.3.16)

σab(v) = −µ2
u(t)ab

T
, (2.3.17)

en donde los coeficientes µ1, µ0, µ2 son en general dependientes de la temperatura
y estan sujetos a las restricciones: µ1 ≥ 0, µ0 ≥ 0 y µ2 ≥ 0. Introduciendo los
coeficientes de conductividad térmica k, viscosidad volumétrica (bulk viscosity) ζ
y viscosidad de cizallamiento (shear viscosity) η v́ıa

µ1 = kT 2, µ0 = ζT, µ2 = 2ηT, (2.3.18)

entonces, (2.3.15 - 2.3.17) toman la forma

~q = −k∇T, P v = −ζ∇au
a, σab(v) = −2ηu(t)ab, (2.3.19)

que son las formas estándar de las relaciones constitutivas de Fourier y Navier-
Stokes conocidas tiempo atrás.

13Mencionamos en este punto que relaciones no lineales entre los flujos y las fuerzas nos conducen
a relaciones constitutivas non lineales. Uno puede lograr que σ sea semi-positivo definido y
relaciones constitutivas no lineales tomando ~η = M~x con M una matriz positiva. Aunque
este análisis es muy útil, en esta tesis no entramos en esta dirección. Para una introducción
y referencias adicionales al respecto de este tema recomendamos a lector [54] y referencias
citadas en este libro.
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La teoŕıa de Fourier-Navier-Stokes14 de un fluido viscoso, conductor de calor es
la teoŕıa estándar para describir fluidos de laboratorio y astrof́ısicos15. Como una
teoŕıa continua, es confiable cuando nos restringimos a escalas de longitud mayo-
res que ciertas escalas microscópicas (por ejemplo, el camino libre medio para el
caso de un gas). Por otro lado, se conoćıa desde haćıa mucho tiempo atrás, que
como consecuencia de la estructura de las relaciones constitutivas en (2.3.19), el
sistema de Fourier-Navier-Stokes predice que las señales térmicas y viscosas se
propagan con velocidad infinita y esta propiedad insatisfactoria motiva la búsque-
da de teoŕıas alternativas que describen la termodinámica de un fluido viscoso,
conductor de calor.

Un gran número de teoŕıas alternativas se han presentado después de que Müller
en 1967 [74] introdujera una nueva hipótesis sobre la entroṕıa de estados afuera
de equilibrio que a continuación discutimos.

2.3.2. Termodinámica irreversible extendida (TIE)

Müller en 1967 [74], sugirió que para un fluido simple, viscoso, conductor de calor,
la entroṕıa por estados fuera de equilibrio difiere drásticamente de lo predicho por
el postulado de equilibrio local en el contexto de (TCI). Para estados cercanos al
equilibrio, Müller [74] postuló que la entroṕıa recibe contribuciones cuadráticas
de los flujos (~q, P v, σab(v)) que aparecen en las leyes de balance. Espećıficamente, él
asigno a tales estados una entroṕıa generalizada sge(t, ~x) que tiene la forma

sge(~x, t) = slep(e, v) + a~q · ~q + b(P v)2 + cσab(v)σ(v)ab, (2.3.20)

en donde slep(t, ~x) es la densidad de entroṕıa asignada por el postulado de equili-
brio local y (a, b, c) son funciones suaves de (e, v). Notablemente, esta hipótesis da
una teoŕıa que remueve los problemas que el sistema de Fourier-Navier-Stokes po-
see. Apelando a (2.3.20), un nuevo conjunto de relaciones constitutivas se derivan
con una estructura diferente de la predicha por (TCI). Estas nuevas relaciones
constitutivas, son el elemento crucial para obtener un conjunto de ecuaciones
dinámicas para el sistema Fourier-Navier-Stokes que predicen propagación finita
14Aclaramos aqúı que por el sistema (ó teoŕıa de) Fourier-Navier-Stokes entendemos al sistema

de leyes de balance por un fluido viscoso que conduce calor, aumentado con la entroṕıa que
viene apelando al postulado de equilibrio local en el contexto de (TCI).

15Aunque en esta sección, aplicamos los principios de (TCI) por estados de un fluido viscoso,
conductor de calor, sin embargo, (TCI) puede ser usada para describir estados para una
mezcla de fluidos ó estados de otros sistemas f́ısicos (para una introducción véanse las refe-
rencias [24,38,39,54,72]).
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para el calor y las ondas de cizallamiento (shear waves).

Debido a la conexión entre el postulado de Müller con el desarrollo de la termo-
dinámica transitoria de fluidos relativistas, abajo, tratamos brevemente estados
para un fluido simple, viscoso, conductor de calor bajo la hipótesis de Müller. En
este punto tomamos la oportunidad de introducir una nueva teoŕıa referida como
termodinámica irreversible extendida la cual denotamos de aqúı en adelante como
(TIE)16. De acuerdo a esta teoŕıa, para cualquier estado arbitrario del fluido, y de
acuerdo al postulado de Müller, uno asigna una entroṕıa generalizada sge(t, ~x) que
es una función suave de (e, v, ~q, P v, σab(v)) i.e. sge = sge(e, v, ~q, P v, σab(v)). Para esta-
dos cercanos al equilibrio, una expansión en serie de sge(e, v, ~q, P v, σab(v)) alrededor
de sge(e, v, 0, 0, 0) da (2.3.20) y la teoŕıa resultante condujo a las conclusiones de
Müller, mientras que por estados lejos del equilibrio esta sge(e, v, ~q, P v, σab(v)) puede
ser expandida en serie alredor de un estado afuera de equilibrio de fondo.

En esta sección usamos (TIE), para describir estados de un fluido conductor vis-
coso y por esto sea (e, v, ~q, P v, σab(v)) un estado de fondo y sea e + de, v + dv, ~q +
d~q, P v + dP v, σab(v) + dσab(v) un ((estado cercano no equilibrado)). La diferencia entre
las entroṕıas generalizadas de estos dos estados al menos formalmente, puede ser
escrita de la forma

ds = ∂s

∂e
de+ ∂s

∂v
dv + ∂s

∂qa
dqa + ∂s

∂P v
dP v + ∂s

∂σab(v)
dσab(v), a, b ∈ {1, 2, 3}, (2.3.21)

en donde por conveniencia de notación, escribiremos s en vez de sge(e, v, ~q, P v, σab(v)),
suma sobre los ı́ndices (a, b) se entiende y las derivadas parciales de s con respecto
a e se toman manteniedo (v, ~q, P v, σαβ(v)) fijas (restricciones similares ocurren para
las otras derivadas). La relación (2.3.21) dentro de la (TIE) se interpreta como
una ((relación de Gibbs generalizada)) e introduce formalmente una temperatura
absoluta por estados afuera del equilibrio Θ v́ıa

Θ−1(e, v, ~q, P v, σij(v)) =
(
∂s

∂e

)
, (2.3.22)

16Recordamos nuevamente al lector, que en esta tesis, el término (TIE) representa a la teoŕıa
que asigna una entroṕıa a estados fuera del equilibrio que dependen explićıtamente de los
flujos que aparecen en las leyes de balance. La evolución dinámica de esta entroṕıa se obtiene
mediante la imposición de la segunda ley de la termodinámica combinada con una versión
extendida de la relación de Gibbs y esta nueva teoŕıa (TIE), es discutida por ejemplo en
[53, 54]. Sin embargo, frecuentemente en la literatura, (TIE) representan teoŕıas fuera del
equilibrio, que de una u otra forma están basadas en la noción de una entroṕıa extendida
cuya forma esta motivada en gran parte por la idea original de Müller. Para una descripción
de tales teoŕıas véanse [6, 19].
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y también por los mismos estados una presión π v́ıa

1
Θπ(e, v, ~q, P v, σab(v)) =

(
∂s

∂v

)
. (2.3.23)

Las otras derivadas parciales restantes en (2.3.21), se expresan por

∂s

∂qa
= −va10q

a, a ∈ {1, 2, 3}, (2.3.24)

∂s

∂P v
= −va00P

v, (2.3.25)

∂s

∂σab(u)
= −va21σ

ab
(v), a, b ∈ {1, 2, 3}, (2.3.26)

en donde las funciones escalares (a10, a00, a21) dependen en general de (e, v, ~q, P v, σab(v)).
Con esta notación, la relación de Gibbs generalizada (2.3.8) toma la forma

ds = 1
Θde+ π

Θdv − va00P
vdP v − va10~q · d~q − va21σ

ab
(v)dσ

ab
(v), (2.3.27)

lo cual implica que la evolución de la entroṕıa generalizada a lo largo de las ĺıneas
de flujo esta gobernada por

ṡ = 1
Θ ė+ π

Θ v̇ − va00P
vṖ v − va10~q · ~̇q − va21σ

ab
(v)σ̇

ab
(v). (2.3.28)

Multiplicando esta ecuación por ρ y usando (2.2.14 - 2.2.16) bajo la suposición
que Q = 0, se encuentra

ρṡ = − 1
Θ∇aq

a− P
v

Θ ∇au
a− 1

Θσ
abu(t)ab−a00P

vṖ v−a10~q · ~̇q−a21σ
ab
(v)σ̇

ab
(v), (2.3.29)

en donde u(t)ab representa la parte simétrica sin traza de ua,b y como antes σab(v) es
la parte simétrica sin traza del tensor de estrés σab. Ignorando por el momento los
problemas conceptuales relacionados con el significado f́ısico de la temperatura
absoluta Θ, la presión termodinámica π, aśı como también las derivadas parciales
restantes en la relación de Gibbs generalizada, la ecuación de evolución para ṡ

en (2.3.29) puede ser escrita en la forma ρṡ +∇ · ~J = σ, en donde la restricción
σ ≥ 0 impone la validez de la segunda ley. El flujo de entroṕıa ~J en esta teoŕıa,
es considerado como una función constitutiva y para estados isotrópicos, ~J tiene
la estructura (véase [53,54])
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~J = ~q

Θ + β′P v~q + β′′σ(v) · ~q, σ(v) · ~q = σab(v)qb, (2.3.30)

en donde β′ y β′′ son coeficientes no especificados que dependen de e y v. Por esta
elección de ~J , la producción de entroṕıa σ toma la forma

σ = ~q · ~X1 + P vX0 + σab(v)X(2)ab, (2.3.31)

con
~X1 = ∇Θ−1 +∇a · (β′′σab(v)) +∇(β′P v)− a10~̇q, (2.3.32)

X0 = −Θ−1∇iu
i − a00Ṗ v + β′∇aq

a, (2.3.33)

X(2)ab = −Θ−1u(t)ab − a21σ̇(v)ab + β′′(∂aqb)st, (2.3.34)

en donde (∂aqb)st representa la parte simétrica sin traza del tensor ∂bqa. Se sigue de
(2.3.31), que la segunda ley se cumple (i.e. σ es semi-positiva definitiva) siempre
que

~X1 = µ1~q, X0 = µ0P
v, X(2)ab = µ2σ(v)ab, (2.3.35)

en donde µ1 ≥ 0, µ0 ≥ 0, µ2 ≥ 0, son nuevos coeficientes fenomenológicos que
pueden depender de (e, v). Combinando (2.3.35) con (2.3.32-2.3.34), uno obtiene
un conjunto de relaciones constitutivas para esta teoŕıa que son estructuralmente
diferentes de aquellas construidas dentro del marco de (TCI) (comparar (2.3.35)
con (2.3.19)).

Para comprender mejor estas relaciones, en primera instancia se desprecian en
(2.3.35) términos cuadráticos en los flujos y productos de flujos aśı como también
gradientes temporales de e y v. Bajo estas simplificaciones, (2.3.35) combinado
con (2.3.31-2.3.33) da

∇Θ−1 + β′′∇a · (σab(v)) + β′∇(P v)− a10~̇q = µ1~q, (2.3.36)

−Θ−1∇αu
α − a00Ṗ v + β′∇αq

α = µ0P
u, (2.3.37)

−Θ−1u(t)ab − a21σ̇(v)ab + β′′(∂aqb)st = µ2σ(v)ab. (2.3.38)
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Para estados estacionarios y espacialmente homogéneos, los gradientes espaciales
y temporales de los flujos son cero y por lo tanto

µ1~q = ∇Θ−1, µ0P
v = −Θ−1∇au

a, µ2σ(v)ab = −Θ−1u(t)ab. (2.3.39)

Al comparar estas relaciones con las fórmulas estándares de Navier-Stokes en
(2.3.19), se fijan los parámetros µ0, µ1, µ2 a los valores

µ1 = (kT )−1, µ0 = (ζT )−1, µ2 = (2ηT )−1, (2.3.40)

en donde (k, ζ, η) representan los coeficientes de conductividad térmica, viscosi-
dad de volumen (bulk viscosity) y viscosidad de cizallamiento (shear viscosity) e
identificamos a Θ con la temperatura en equilibrio local T . Dejando a un lado los
detalles e introduciendo tiempos de relejación (τ0, τ1, τ2) v́ıa

a10 = τ1(κT 2)−1, (2.3.41)

a00 = τ0(ζT )−1, (2.3.42)

a21 = τ2(2ηT )−1, (2.3.43)

las ecuaciones de evolución linealizadas (2.3.36-2.3.38) toman la forma

τ1~̇q = −(~q + κ∇T ) + β′′κT 2∇ · σ(v)ab + β′κT 2∇P v, (2.3.44)

τ0Ṗ
v = −(P v + ζ∇ · ~u) + β′ζT∇ · ~q, (2.3.45)

τ2σ̇(v)ab = −(σ(v)ab + 2ηu(t)ab) + 2β′′ηT (∇~q)st, (2.3.46)

y estas ecuaciones en el ĺımite en donde β′ y β′′ se anulan, se reduce a las ecuaciones
de Maxwell-Cattaneo (MC) (para una introducción y discusión de las ecuaciones
de (MC) véase [17, 18,54])

τ1~̇q + ~q = −κ∇T, (2.3.47)

τ0Ṗ
v + P v = −ζ∇ · ~u, (2.3.48)

τ2σ̇(t)ab + σ(t)ab = −2ηu(t)ab. (2.3.49)
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Las ecuaciones de evolución temporales para los flujos (~q, P v, σab(v)) mostrados en
(2.3.44-2.3.46) son una de las implicaciones de (TIE) cuando esta teoŕıa es aplica-
da a estados espacialmente homogéneos. Estas ecuaciones de evolución combinada
con las leyes de balance da un sistema cerrado de ecuaciones que son muy dife-
rentes que las predichas por (TCI).

Uno de los problemas abiertos en (TIE) es si o no, esta teoŕıa predice propagación
finita para las perturbaciones de calor y viscocidad alrededor de una solución de
fondo. De acuerdo a la referencia [54] pág. 85, parece que esta teoŕıa pasa este
requisito sujeta a que la entroṕıa generalizada sge = sge(e, v, ~q, P v, σab(v)) sea una
función cóncava de sus argumentos, es dećır, es una función que tiene la propiedad
de que la segunda variación δ2sge de sge evaluada sobre el estado de fondo es nega-
tivo definitivo. Más aún, se enuncia en [54], que cuando la entroṕıa generalizada
sge sea una función cóncava de sus argumentos, entonces esta propiedad de sge es
equivalente a la naturaleza simetrica-hiperbólica de las ecuaciones dinámicas.

2.3.3. Termodinámica irreversible racional extendida (TIRE),
una introducción breve

La hipótesis original de Müller [74], la cual proporciana la noción de entroṕıa ge-
neralizada discutida al comienzo de la sección previa, aśı como también muchas
de las teoŕıas que surgen de esta idea, han sido puestas bajo escrutineo teórico
y experimental. Estos estudios muestran que una comparación entre las predic-
ciones de estas teoŕıas extendidas con el sistema de Fourier-Navier-Stokes revelan
signos de preocupación. En [4, 69], la estructura de ondas de choques bajo la
idea original de Müller fué investigada y comparada con la estructura predicha
por la teoŕıa de Fourier-Navier-Stokes. Se encontro que la estructura regular de
choques existe únicamente para números de Mach lo suficientemente pequeños
y esta predicción condujo a cuestionar el concepto de entroṕıa extendida. Esta
crisis, condujo a Liu, Müller y Ruggeri a desarrollar una nueva teoŕıa que trata
con fluidos clásicos, referida como Termodinámica Irreversible Racional Extendi-
da abreviada como (TIRE).

En breve, esta teoŕıa usa a los momentos de la ecuación de Boltzmann no rela-
tivista para un gas monoatómico clásico truncados en algún número entero N .
Usando estos momentos y empleando la función de distribución de Grad para los
13-momentos, Müller y Liu en [65] derivarón ecuaciones para el flujo de calor qi y
las componentes del tensor de estrés de Cauchy σij para un gas monoatómico di-
luido clásico. Notaron que estas ecuaciones toman la forma de las leyes de balance
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i.e. ecuaciones de la forma

∂α ~F
α(~u) = ~f(~u), α ∈ {0, 1, 2, 3}, (2.3.50)

en donde

~F 0 = (F 0
1 , F

0
2 , .........., F

0
n)T , ~F 1 = (F 1

1 , F
1
2 , .........., F

0
1 )T , etc,

~u(t, ~x) = (u1(t, ~x), u2(t, ~x), .........., un(t, ~x))T (2.3.51)

y T quiere decir transpuesta (para más detalles sobre el sistema (2.3.50) véase el
apéndice al final del caṕıtulo 5).

Los resultados de Müller y Liu en [65] actuarón como est́ımulo para el desarrollo
de la nueva teoŕıa que referimos como (TIRE). Dentro de esta teoŕıa, los momen-
tos de la ecuación de Boltzmann son tratados como ecuaciones fenomenológicas
que describen a fluidos viscosos, conductores de calor cuyas ecuaciones dinámicas
satisfacen ecuaciones análogas a (2.3.50). Esta es la hipótesis central que subyace
a (TIRE) y a primera vista, parece que esta teoŕıa trata con gases diluidos. Sin
embargo, este no es el caso. Se debe tener en mente que el problema de cierre
de los N momentos dentro de (TIRE) involucra el principio de entroṕıa y otros
métodos de la mecánica de medios continuos. En particular, la segunda ley de la
termodinámica se incorpora como una nueva ecuación la cual junto con las leyes de
balance (2.3.50) conducen a un sistema simétrico-hiperbólico (para más detalles
sobre el nacimiento de este sistema, véase el apéndice del caṕıtulo 5. En la sesion
proxima, discutimos algunas implicaciones fisicas de este clase de sistemas.). La
naturaleza simétrico-hiperbólica de las ecuaciones dinámicas dentro de (TIRE)
se debe comparar con la naturaleza parabólica de las ecuaciones dinámicas que
caracterizan por ejemplo al sistema de Fourier-Navier-Stokes.

En resumen, la idea original de Müller de una entroṕıa extendida eventualmente
actuó como un veh́ıculo en donde los sistemas simétricos hiperbólicos entrarón
en la termodinámica de medios continuos. El estado actual de (TIRE), esta bien
ilustrado tomando una frase17 de la sección introductoria en [77]

17Hay un comentario al respecto del t́ıtulo del libro [77]. El término termodinámica racional no
debe ser confundido con la teoŕıa de termodinámica racional (TR) introducida en [21,79,102].
Los autores en [77], explican el t́ıtulo de su libro en la sección introductoria como sigue:
((Rational Extended Thermodynamics. The literature is full of papers referring to exten-
ded thermodynamics which, however, are devoid of rational methodology and mathematical
cohesion. The epithet rational in the present title is chosen so as to emphasize the systematic
procedure which the book espouses, a procedure typical for a deductive science)).
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... la estructura de ondas de choque calculadas en termodinámica extendida... es
peor que la estructura de ondas de choque en la termodinámica ordinaria; y de
nueva cuenta: muchos momentos son necesarios para acomodar las cosas... Cuan-
do suficientes momentos son utilizados para describir el estado, TIRE conduce a
un acuerdo perfecto entre teoŕıa y experimento.

Terminamos este caṕıtulo indicando al lector que el desarrollo de (TIRE), pue-
de verse como el más reciente avance en el desarrollo de teoŕıas irreversibles de
medios continuos clásicos. La caracteŕıstica central de esta nueva etapa cae en la
naturaleza de las ecuaciones dinámicas. La nueva tendencia por parte de los termo-
dinámicos, es la realización que sistemas simétricos-hiperbólicos deben tener una
conexión profunda con la termodinámica irreversible de medios continuos. Como
veremos en los próximos caṕıtulos, esta tendencia se mantiene a nivel relativista.



3 La teoŕıa transitoria de
Israel-Stewart

3.1. Medios continuos en espacios-tiempos
arbitrarios

Como hemos visto en el caṕıtulo anterior, la termodinámica irreversible de medios
continuos clásicos tomó rumbo con dirección hacia donde la dinámica y termo-
dinámica de medios continuos clásicos estan descritos por sistemas de ecuaciones
que forman sistemas de ecuaciones simétricos - hiperbólicos. En este caṕıtulo, ve-
remos que esta tendencia se retoma pero ahora para medios continuos relativistas.
Para ver como nació esta nueva tendencia, damos una breve introducción de al-
gunos aspectos termodinámicos de medios continuos relativistas que se propagan
en un espacio-tiempo (M, g) suave arbitrario.

La termodinámica de medios continuos relativistas ha sido tema de muchas investi-
gaciones [14–16,27,55,56,59,101], cubriendo asuntos como equilibrio termodinámi-
co, la formulación de la segunda ley de la termodinámica, aspectos relacionados
con la termodinámica irreversible por fluidos simples relativistas, sólidos elásticos,
etc. Sin embargo, el objetivo de este y de los siguientes caṕıtulos consiste en dis-
cutir los progresos en las últimas décadas sobre el desarrollo de teoŕıas viables de
termodinámica irreversible de medios relativistas que predicen propagación finita
de las perturbaciones alrededor de una solución de fondo y que admiten estados de
equilibrio estables. En términos matemáticos, el objetivo es introducir teoŕıas de
termodinámica de medios relativistas que estén descritas por ecuaciones dinámi-
cas que constituyen un sistema simétrico - hiperbólico y causal. Recordamos que
un sistema simétrico - hiperbólico tiene la propiedad notable que el problema de
Cauchy esta bien planteado y esta propiedad implica la existencia, unicidad y
dependencia continua de soluciones a través del dato inicial1. En particular la
dependencia continua de soluciones del dato inicial implica que ((cambios peque-

1Para una discusión sobre el problema de Cauchy por sistemas de ecuaciones véanse las refs.
[44, 103].
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nos)) en los datos iniciales en una región S sobre la hipersuperficie no generan
cambios en la solución fuera del futuro causal J+(S). En el contexto de las teoŕıas
de termodinámica irreversible cuyas ecuaciones dinámicas constituyen un sistema
simétrico - hiperbólico, esta propiedad garantiza que las perturbaciones de una
solución de fondo se propaguen dentro del cono de luz. A cambio, esta propiedad
implica que las teoŕıas fuera del equilibrio descritas por sistemas de ecuaciones
simétricos - hiperbólicos evitan los problemas que poseen el sistema clásico de
Fourier-Navier-Stokes.

Como vimos en el caṕıtulo anterior, las teoŕıas de termodinámica irreversible por
medios continuos clásicos (newtonianos) han evolucionado. En los años 1930, 1940
hemos visto el desarrollo de (TCI) y en los años 1990 hemos visto el desarrollo de
(TIRE). Similarmente, las teoŕıas relativistas también se han ido desarrollando.
En el año de 1940 apareció la primera teoŕıa de fluidos relativistas disipativos
formulada por Eckart [27] y a finales de la década de 1950 llegó la teoŕıa de
Landau-Lifshitz [59], que es también una teoŕıa de fluidos relativistas disipativos
que admite una representación distinta a la teoŕıa de Eckart [27]. A finales de la
década de 1970, Israel [49] e Israel-Stewart [50], introdujerón la teoŕıa de termo-
dinámica transitoria2. A mediados de los años 1980, Liu, Müller y Ruggeri [66]
desarrollarón una versión de la termodinámica irreversible para fluidos relativis-
tas que extiende los principios de termodinámica irreversible racional extendida
(TIRE) que hemos discutido en la última sección del caṕıtulo anterior, al régimen
relativista. Motivados por la teoŕıa de Liu, Müller y Ruggeri, a principios de la
década de 1990 Pennisi [84], Geroch y Lindblom [34, 35] desarrollarón una nueva
teoŕıa de fluidos disipativos relativistas ligeramente distinta de la teoŕıa de Liu-
Müller-Ruggeri, referida como teoŕıa de fluidos relativistas del tipo divergente.
Propiedades de esta clase de fluidos son una área activa de la investigación y para
progresos recientes véase por ejemplo [60]. En los caṕıtulos siguientes, discutire-
mos estas teoŕıas e ilustraremos sus principios analizando propiedades de estados
de fluidos simples (o una mezcla de fluidos simples).

Comenzamos preperando la arena para el desarrollo de la termodinámica transi-
toria de Israel-Stewart. Dentro de esta teoŕıa, estados de un fluido simple3, están
descritos por un conjunto de variables primarias4 que consisten del tensor de
enerǵıa-momento Tαβ = T βα que satisface condiciones de enerǵıa que discuti-

2((Transient thermodynamics)) en inglés.
3Parte de la discusión que sigue es válida si en vez de considerar fluidos, consideramos medios

continuos más generales e.g. medios elásticos relativistas, medios polarizados, etc. Para la
descripción de estados fuera del equilibrio por tales medios véase [51,57,58]

4Una especificación completa de los estados por un fluido simple requiere la especificación de
variables adicionales auxiliares las cuales serán introducidas más adelante.
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mos más delante, una 4-corriente de part́ıculas Jα tipo tiempo y un 4-vector de
entroṕıa Sα también de tipo tiempo, sujetos a satisfacer:

∇αT
αβ = 0, ∇αJ

α = 0, ∇αS
α ≥ 0, (3.1.1)

en donde como ya hemos visto en el caṕıtulo introductorio, la desigualdad satis-
fecha por Sα está dictada por la segunda ley de la termodinámica. Mencionamos
aqúı que por el momento, no imponemos ninguna restricción en la dependencia
funcional de Sα de las variables básicas, esta dependencia entrará en nuestras
consideraciones de forma gradual.

Para una mezcla de fluidos, un estado arbitrario involucra n 4-corrientes de
part́ıculas descritas por n-vectores temporales JαA con A ∈ {1, 2, ..., n} y en ausen-
cia de reacciones qúımicas, nucleares, etc., las variables primarias (JαA, Tαβ, Sα),
para esta mezcla, satisfacen

∇αT
αβ = 0, ∇αJ

α
A = 0, ∇αS

α ≥ 0, A ∈ {1, 2, ..., n}, (3.1.2)

mientras que en la presencia de reacciones, los n-vectores de corriente JαA, satis-
facen que

∇αJ
α
A =

∑
i

Ci
Ari, i ∈ {1, 2, ....., k}, (3.1.3)

en donde k indica el número de reacción que involucra la especie del tipo A, ri
representa la i-ésima taza de reacción y Ci

A son los coeficientes estoquiométricos
(para una introducción de estos conceptos véase [24,49]).

Para fluidos clásicos, es común asumir que el tensor de enerǵıa-momento Tαβ sa-
tisface la condición de enerǵıa débil, es dećır, Tαβuαuβ ≥ 0 para todos los vectores
temporales uα y por tanto apelando al teorema de Synge [101] concluimos que
Tαβ admite un único eigenvector temporal uαE, g(uE, uE) = −1 dirigido a futuro
que define el marco de Landau-Lifshitz o marco de enerǵıa.

Por otro lado, cada 4-corriente de part́ıculas JαA define un único campo vectorial
temporal dirigido a futuro uaA v́ıa JαA = nAu

α
A con g(uA, uA) = −1 y cada uno de

estos n-campos uA define su propio marco en reposo. Para el caso de un fluido
simple, el único uN paralelo a Jα define el marco de Eckart o marco de part́ıculas.
De estas consideraciones vemos que los medios continuos relativistas ofrecen la
posibilididad de introducir más de un marco en reposo y en general como hici-
mos claro en la introducción de esta tesis no existe nunguna razón fundamental
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para elegir uno sobre otro. Sin embargo, cuando el estado del fluido se encuentra
dentro de una familia particular referida como estados de equilibrio, las variables
primarias definen un único marco en reposo preferido y en este caso, naturalmen-
te las propiedades termodinámicas se expresan relativas a este marco en reposo
especial5 (aunque esto no es necesario).

Para estados fuera del equilibrio, es una práctica común entre los relativistas ex-
presar a las propiedades termodinámicas del fluido al respecto del marco de Eckart
o al respecto del marco de Landau-Lifshitz. Esta tendencia da la impresión de que
las leyes de la termodinámica de fluidos relativistas están atadas a marcos particu-
lares, a pesar de que las variables primarias no señalan tales marcos. Como Israel
ha señalado desde hace muchos años atrás, mientras nos restrinjamos a estados
cercanos al equilibrio térmico, existe una ((libertad de norma)) al respecto de la
elección del marco6. Una teoŕıa termodinámica consistente puede ser desarrollada
que es manifiestamente invariante bajo cambios particulares de la 4-velocidad uα

que define el marco en reposo a otro marco definido por ûα. Como veremos, esto
sucede cuando ambas (u, û) se encuentran dentro del cono con ((pseudo-ángulo)) ε
formado7 por (uαE, uαN).

En este caṕıtulo, introducimos una teoŕıa en donde las ecuaciones dinámicas per-
manecen forma invariante bajo cambios particulares de los marcos de referencia8.
Pero esta invarianza viene acompañada de una restricción fuerte: Los estados del
fluido se encuentran ((cercanos)) al equilibrio, un término que definiremos con más
detalle en el curso de este caṕıtulo (véase también el apéndice de este caṕıtulo). La
teoŕıa que vamos a desarrollar es la termodinámica transitoria de Israel-Stewart y
para introducirla, primero identificamos a los estados en equilibrio (termodinámi-
co) en el contexto de la termodinámica transitoria y en la sección que sigue los
definimos en detalle.

5Debemos de estar conscientes de que existen sistemas que no admiten un marco en reposo, en
el sentido de que el marco se mueve a la velocidad de la luz. Esto ocurre por ejemplo, para
el campo de radiación de Hawking sobre el horizonte de eventos de un hoyo negro.

6Esta propiedad apareció originalmente en una tesis de maestŕıa escrita en los años 1960 por
Aitken [3], estudiante de Israel.

7En el apéndice de este capítulo definimos este parámetro ε con más detalle. También mencio-
namos que en esta sección por simplicidad asumimos que el fluido, es un fluido simple. Las
consideraciones se extienden de manera natural a una mezcla de fluidos.

8Adelantando un poco, un cambio de marco de referencia se realiza a través de uα → ûα(u) y
la invarianza de las leyes dinámicas corresponde a un grupo de transformaciones uα → ûα(u)
particulares. La naturaleza de este grupo, la discutimos más adelante (véanse los Teoremas
2, 3 y 4 de este caṕıtulo).
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3.2. Equilibrio termodinámico global en la teoŕıa
transitoria

Decimos que un fluido simple (o mezcla de fluidos) se encuentra en un estado de
equilibrio (termodinámico), si tal estado cumple las siguientes condiciones9:

i) Existe un 4-vector de flujo de entroṕıa Sα, que satisface:

∇αS
α = 0, α ∈ {0, 1, 2, 3}, (3.2.1)

y como ya apuntamos en el caṕıtulo introductorio, esto indica que no hay
producción de entroṕıa.

ii) Existe una única 4-velocidad uα, al respecto de la cual, las variables prima-
rias (Jα, Tαβ, Sα) pueden descomponerse de la forma:

JαA = nAu
α, Tαβ = (ρ+P )uαuβ +Pgαβ, Sα = suα, A ∈ {1, 2, ..., n},

(3.2.2)

en donde (nA, ρ, P, s) denotan respectivamente la densidad de part́ıculas de
la especie A, la densidad de enerǵıa, la presión termodinámica y la densidad
de entroṕıa10 medidas por el observador uα.

iii) Existe una ecuación de estado de equilibrio s = s(ρ, nA), de la cual, la presión
termodinámica P (ρ, nA) puede encontrarse a partir de la expresión11

s = ρ+ P

T
−

n∑
A=1

ΘAnA, A ∈ (1, 2, ..., n), (3.2.3)

9Para una discusión más completa sobre la motivación de introducir las condiciones que siguen,
véase la discusión en [49]. Mencionamos aqúı que las condiciones i)− v) que siguen pueden
derivarse una vez que hemos especificado el flujo Sµ y luego identificamos los estados de
equilibrio imponiendo la restricción ∇µSµ = 0. Este punto de vista ha sido desarrollado en
la referencia [43].

10Señalamos aqúı que s denota densidad de entroṕıa, mientras que de acuerdo a nuestra notación
del caṕıtulo introductorio, ŝ denota la entroṕıa por part́ıcula.

11Esta expresión esta motivada por las consideraciones que nos condujeron a (1.1.18) del caṕıtulo
introductorio.
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mientras la temperatura T y los potenciales térmicos ΘA, A ∈ {1, 2, ...., n}
se definen a partir de la relación de Gibbs en equilibrio

ds = dρ

T
−

n∑
A=1

ΘAdnA, (3.2.4)

y aqúı (T,ΘA) son medidos por los observadores que se co-mueven con uα.

iv) Los potenciales térmicos ΘA y las tazas de reacción ri satisfacen:

ΘAC
i
A = 0, ri = 0, ΘA = cte, (3.2.5)

v) El movimiento es ŕıgido en el sentido de Born i.e.

∆γ
α∆δ

β(∇γuδ +∇δuγ) = 0, ∆α
β = δαβ + uαuβ. (3.2.6)

Cuando estas cinco condiciones se satisfacen simultáneamente, el estado definido
por las variables primarias (Jα, Tαβ, Sα) en (3.2.2), describe un estado en equili-
brio termodinámico global y estos estados son muy particulares.
Para obtener un entendimiento de sus propiedades, definimos el 4-vector de tem-
peratura inversa βα, v́ıa

βα = uα

T
, (3.2.7)

y esta definición junto con (3.2.6), las leyes de conservación (3.1.2) y en combina-
ción de (3.2.1, 3.2.2) implican que βα es un campo de Killing12 i.e. obedece

∇µβν +∇νβµ = 0. (3.2.8)

Esta ecuación implica que

T
√
−g(β, β) = 1, (3.2.9)

12La presencia de este campo de Killing por estados de equilibrio en el contexto de la teoŕıa
transitoria, viene como consecuencia de imponer la condicion: ∇αSα = 0. Adelantando
un poco, como será aparente en la sección 3.3.2, en la teoŕıa transitoria la producción de
entroṕıa toma la forma ∇αSα = λ1q

αqα + λ2(π)2 + λ3π
αβπαβ = 0 la cual demanda que

qα = π = παβ = 0. Estas restriciones combinadas con las ecuaciones fenomenológicas nos
llevan a (3.2.8, 3.2.10). Para más detalles sobre esta derivación véase la referencia [43].
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aśı como también la ley de Tolman-Klein

TΘA

√
−g(β, β) = cte. (3.2.10)

De estas consideraciones se ve que, los estados de equilibrio termodinámico que
cumplan con las condiciones i) a v) son especiales. Además de una producción
de entroṕıa nula (∇αS

α = 0) y la forma particular de las variables primarias
en (3.2.2), demandan que el espacio-tiempo de fondo (M, g) sea estacionario y
además la 4-velocidad uα que aparece en (3.2.2) debe ser paralela al campo de
Killing βα y estas condiciones son muy restrictivas.

Por otro lado, decimos que estados que satisfacen las condiciones i)− iii), descri-
ben estados en equilibrio termodinámico local. Estos estados se caracterizan por
una producción de entroṕıa nula (∇αS

α = 0), la cual es consecuencia de (3.2.2)
y (3.2.3) y debido a que la condición v) no se impone aqúı, el flujo del fluido no
es riǵıdo, y por tanto, el espacio-tiempo de fondo (M, g) no se requiere que sea
estacionario13.

Los estados en equilibrio termodinámico global o local, forman un espacio de
(n+ 4) dimensiones denotado por Σ0, parametrizado por los n-potenciales térmi-
cos ΘA, A ∈ {1, 2, ..., n} y el 4-vector de temperatura inverso βα definido en (3.2.7)
y este espacio jugará un papel importante más adelante.

En la discusión de las condiciones ii) a v) vemos que, el marco en reposo defini-
do por la velocidad uα en (3.2.2) jugó un papel importante. Mediciones hechas
relativamente a tal marco obedecen las condiciones i) − iii) (y posiblemente las
condiciones i)− v)).
Sin embargo, como veremos a continuación, una derivación covariante de la rela-
ción de Gibbs en equilibrio removerá esta dependencia de uα. Para derivar esta
forma covariante, notamos primero que (3.2.4) junto con la ecuación de estado en
equilibrio (3.2.3) implican las siguientes identidades

T−1dP + (ρ+ P )d(T−1) =
n∑

A=1
nAdΘA, (3.2.11)

Td(sX) = d(ρX) + PdX − T
n∑

A=1
ΘAd(nAX), (3.2.12)

13Existe una amplia cantidad de sistemas que admiten estados en equilibrio termodinámico
local. Por ejemplo, cualquier estado describiendo a un fluido perfecto simple propagándose
en un espacio-tiempo (M, g) satisface las condiciones i)− iii).
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en donde X representa una función arbitraria. La elección X = 1 arriba, nos
conduce a (3.2.4), mientras que la elección X = V̂ = 1

n
y por el caso de un fluido

simple nos da14

dŝ = T−1(de+ PdV̂ ), (3.2.13)

en donde ŝ = sn−1 es la entroṕıa por part́ıcula y e representa la enerǵıa interna
por part́ıcula definida por ρ = n(m+e) (en donde por simplicidad hemos tomado a
la constante de Boltzmann k y a la velocidad de la luz c iguales a 1). Sin embargo,
la relación más importante escondida en (3.2.12), viene a través de la elección
X = uα. Recordando que estamos tratando con estados que cumplen i) − iii)
(o posiblemente i) a v)), entonces por la elección X = uα, la identidad (3.2.12)
implica que

dSα(0) = −
n∑

A=1
ΘAdJ

α
(0)A − ββdT

αβ
(0) , (3.2.14)

mientras que (3.2.3) da que

Sα(0) = Pβα −
n∑

A=1
ΘAJ

α
(0)A − ββT

αβ
(0) . (3.2.15)

Una identidad adicional que será importante más adelante viene diferenciando
(3.2.15) y sumando (3.2.14) dando como resultado:

d(Pβα) =
n∑

A=1
Jα(0)AdΘA + Tαβ(0) dββ. (3.2.16)

en donde arriba (Sα(0), J
α
(0), T

αβ
(0) ) denotan a las variables primarias en un estado de

equilibrio15.

La expresión (3.2.14) es la versión covariante de la relación de Gibbs (en equili-
brio) la cual involucra solo a cantidades tensoriales y por lo tanto elimina variables
termodinámicas definidas relativas a un marco particular (véase la derivación de
esta relación en el caṕıtulo introductorio). Esta versión covariante describe trans-
formaciones reversibles desde un estado en equilibrio (local o global) parametri-
zado por (ΘA, β

α) a otro estado en equilibrio (local o global) parametrizado por
14Por el caso de mezcla de fluidos y por elecciones particulares de X se obtiene la forma de la

relación de Gibbs (véase discusión en [49]).
15El sub́ındice (0) distinguirá entre las variables primarias en un estado de equilibrio (local o

global), de las que no lo estén y será útil esta diferencia más adelante.
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(ΘA + dΘA, β
α + dβα) y como veremos en la siguiente sección, la relación (3.2.14)

será fundamental para la formulación de la termodinámica transitoria.

3.3. Termodinámica transitoria

En el caṕıtulo 2, hemos visto que las deficiencias del sistema de Fourier-Navier-
Stokes se pueden remover haciendo a un lado la hipótesis de que la entroṕıa f́ısica
de los estados fuera del equilibrio coincide con la entroṕıa predicha por la ecuación
de estado en equilibrio según el postulado del equilibrio local, y en su lugar conside-
rando la noción de entroṕıa generalizada la cual recibe contribuciones cuadráticas
de los flujos disipativos (~q, P v, σij(v)). El desarrollo de la termodinámica transitoria
sigue una ruta similar. Israel en [49], motivado por la teoŕıa cinética relativista
de gases diluidos puso por delante la hipótesis de que el estado arbitrario de un
fluido, está caracterizado por las variables primarias (Sα, JαA, Tαβ) pero además
de estas variables, está caracterizado por un conjunto (en principio infinito) de
variables denotadas conjuntamente por Xαβγ..

(i) en donde i ∈ {1, 2, ..}. Más aún, él
sugirió que existe una ecuación de estado de la forma:

Sα = Fα(JαA, Tαβ, X
αβγ..
(i) ), i ∈ {1, 2, ..}, (3.3.1)

con las siguientes propiedades:

a) Para cualquier estado de equilibrio, las variables adicionales se anulanXαβγ..
(i) =

0, y en este caso (3.3.1) se reduce a la relación lineal entre (Sα, JαA, Tαβ)
escrita por (3.2.15).

b) Por estados cercanos al equilibrio, la entroṕıa Sα en (3.3.1) puede ser ex-
pandida en serie de Taylor alrededor de los estados de equilibrio de fondo, y
en esta expansión se consideran solo contribuciones cuadráticas en primera
instancia.

La existencia de la ecuación de estado (3.3.1) que satisface estas propiedades,
constituye la columna vertebral de la termodinámica transitoria. Asumiendo váli-
dez de a) y b), sea (ΘA, β

α) un punto en el espacio de estados de equilibrio Σ0, tal
que (Jα(0)A, Tαβ(0) , Sα(0)) denotan las variables primarias que describen este estado de
equilibrio. Sea ahora (dJα, dTαβ, dSα) una perturbación infinitesimal, tal que
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Sα = Sα(0) + dSα, Tαβ = Tαβ(0) + dTαβ, JαA = Jα(0)A + dJαA. (3.3.2)

define un nuevo estado ((infinitesimalmente cercano)) a (Jα(0)A, Tαβ(0) , S
α
(0)), pero fuera

de Σ0. El postulado de ((liberación de variaciones)) o escrito en inglés ((release of
variations)), introducido en [49,50], enuncia que las perturbaciones dSα, dTαβ, dJαA
en (3.3.2) no son independientes, sino que satisfacen la relación

dSα = −
n∑

A=1
ΘAdJ

α
A − ββdTαβ, (3.3.3)

i.e. una expresión con la misma forma funcional que la relación de Gibbs cova-
riante (3.2.14), excepto que en (3.3.3), las perturbaciones (dSα, dTαβ, dJα) no son
tangeciales a Σ0, i.e. nos conducen en general fuera de Σ0.
Aceptando esta hipótesis y acoplando (3.2.15), (3.3.3) en (3.3.2), se obtiene:

Sα = P (ΘA, β
α)βα −

n∑
A=1

ΘAJ
α
A − βγTαγ −Qα(δJαA, δTαβ, X

αβγ..
(i) ), (3.3.4)

en donde el término Qα guarda las contribuciones cuadráticas y de orden ma-
yor en la expansión en serie de Taylor de Sα alrededor del estado de equilibrio
parametrizado por (ΘA, β

α). En esta relación, P (ΘA, β
α) representa la presión

termodinámica del estado de equilibrio, mientras (δJα, δTαβ) están definidas por:
δJα = Jα − Jα(0), δTαβ = Tαβ − Tαβ(0) .

La fórmula (3.3.4) relaciona el flujo de entroṕıa Sα de un estado arbitrario con
otras caracteŕısticas del fluido y es la expresión central de la termodinámica tran-
sitoria. Como hemos mencionado en el caṕıtulo introductorio, el conocimiento de
Sα efectivamente determina las propiedades termodinámicas de los estados del
fluido y en las secciones que vienen verificamos tal afirmación.
Nótese también que la estructura del flujo Sα en (3.3.4) es similar a la entroṕıa ge-
neralizada sgen(~x, t) introducida en la termodinámica irreversible extendida (TIE)
descrita en la sección 2.3.2, sujeto a que Qα tiene contribuciones cuadráticas en
desviación del equilibrio local y como veremos más adelante la teoŕıa transitoria
hace esta suposición.
El flujo de entropia Sα escrito en (3.3.4) es suficientemente general e incluye como
casos particulares a las teoŕıas de primer orden como la teoŕıa de Eckart [27] y
la teoŕıa de Landau-Lifshitz [59]. En el contexto de (3.3.4), las teoŕıas de primer
orden, se generan a través de la elección Qα = 0, mientras que las teoŕıas de
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segundo orden16 postulan que Qα 6= 0. Antes de discutir las propiedades de las
teoŕıas resultantes, es conveniente señalar algunas implicaciones que se siguen de
la fórmula fundamental por el flujo de entroṕıa Sα escrito en (3.3.4).

Mirando cuidadosamente la forma en la que está escrita (3.3.4), vemos que es un
poco peculiar. Hay una mezcla entre las variables primarias (Sα, JαA, Tαβ, X

αβγ...
(i) ),

con las variables (Sα(0), J
α
(A0), T

αβ
(0) ) del estado de equilibrio de fondo y esta mezcla

hace dif́ıcil extraer la f́ısica escondida en (3.3.4). Como enfatizan Israel y Stewart,
una propiedad que facilita entender el significado de (3.3.4) es la observación que
el estado de equilibrio de fondo el cual es cercano al estado f́ısico no esta única-
mente definido.

Israel y Stewart observarón que si los parámetros (ΘA, β
α) que especifican el es-

tado de equilibrio (Sα(0), J
α
(0)A, T

αβ
(0) ) el cual es cercano a (Sα, JαA, Tαβ, X

αβγ....
(i) ), son

desplazados a los valores17 (Θ′A = ΘA + δΘA, β
′
α = βα + δβα), se sigue que el ter-

mino Qα, se transforma de una manera especial. Para derivar está transformación,
notamos que bajo

(ΘA, β
α)→ (Θ′A, β

′α) = (ΘA + δΘA, β
α + δβα) , (3.3.5)

tenemos las siguientes expansiones:

P (ΘA, β
α) = P (Θ′A − δΘA, β

′α − δβα) = P (Θ′A, β
′α)− dP (Θ′A, β

′α)

+O(δΘA, δβα)n, n ≥ 2,
(3.3.6)

dP (Θ′A, β
′α) = ∂P

∂Θ′A
δΘA + ∂P

∂β ′α
δβα (3.3.7)

ΘAJ
α
A = (Θ′A − δΘA)JαA = Θ′AJαA − δΘAJ

α
A (3.3.8)

ββT
αβ = (β ′β − δββ)Tαβ = β′βT

αβ − δββTαβ. (3.3.9)
16El término ((teoŕıas de primer orden)), ((teoŕıa de segundo orden)), parece ser que fué acuñado

por Hiscock y Lindblom en [43].
17Notemos que en esta sección las variaciones δΘA, A ∈ {1, 2, ..., n} y δβα se consideran como

variaciones arbitrarias con la excepción que nos dejan en el espacio Σ0. Sin embargo, abajo
veremos que podemos materializarlas como variaciones inducidas por un cambio de marco, sin
embargo, en esta sección no tomamos este punto de vista. Las consideramos como ((pequeñas))
y mantendremos únicamente términos lineales en estas perturbaciones.
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Usando estas expansiones en (3.3.4), se obtiene:

Sα = P (Θ′A − δΘA, β
′

ν − δβν)(β
′α − δβα)−

n∑
A=1

(Θ′A − δΘA)JαA − (β ′β − δββ)Tαβ

−Qα(δJµA, δT µν , X
µνξ..
(i) )

= [P (Θ′A, β
′µ)− dP (Θ′A, β

′µ)](β ′α − δβα)−
n∑

A=1
(Θ′A − δΘA)JαA − (β ′β − δββ)Tαβ

−Qα(δJµA, δT µν , X
µνξ..
(i) ) +O(δΘA, δβµ)n, n ≥ 2,

(3.3.10)

y tomando en cuenta que el estado de equilibrio de fondo satisface que

d(P (Θ′A, β
′µ)β ′α) =

n∑
A=1

Jα(0)AdΘA + Tαβ(0) dββ (3.3.11)

llegamos a

Sα = P (Θ′A, β
′

ν)β
′α−

n∑
A=1

Θ′AJαA−β
′

βT
αβ−Q′α+O(δΘA, δβµ)n, n ≥ 2, (3.3.12)

en donde el término Q′α, esta definido v́ıa

Q
′α = Qα −

n∑
A=1

(JαA − Jα(0)A)δΘA − (Tαβ − Tαβ(0) )δββ. (3.3.13)

Israel y Stewart interpretaron que la relación (3.3.12) implica que a una precisión
a order O1 (que en el presente contexto significa a orden lineal en δΘA y δβα), tan-
to (ΘA, βα) como (Θ′A = ΘA+δΘA, β

′
α = βα+δβα) pueden parametrizar el estado

de equilibrio de fondo cercano al estado f́ısico (Tαβ, JαA, Sα, X
αβγ....
(i) ). A cambio,

esto implica que asumiendo que las perturbaciones cuadráticas en δΘA y δβα se
desprecien, el contenido f́ısico de (3.3.4), es el mismo que en (3.3.12) combinado
con (3.3.13).

Más adelante, veremos que las perturbaciones δΘA y δβα en los potenciales térmi-
cos ΘA y en el campo vectorial βα, pueden ser inducidas por el cambio de marco
de referencia y en este contexto, las conclusiones sobre el compartamiento del flu-
jo de entroṕıa Sα (o equivalentemente la transformación del término Qα escrito
en (3.3.13)) será importante. Por el momento mencionamos que la libertad en
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la elección del estado de equilibrio de referencia, tiene otras consecuencias que a
continuación discutimos.

Dado un estado f́ısico (Sα, JαA, Tαβ, X
αβγ....
(i) ), Israel y Stewart asignan un estado de

equilibrio de fondo de la siguiente manera: Primero por el caso de un fluido simple
eligen una 4-velocidad uα arbitraria pero al interior del ((cono18)) formado por uαE
y uαN (para una definición del cono véase el apéndice de este caṕıtulo). Una vez
hecha la elección de uα, las variables primarias (Sα(0), J

α
(0)A, T

αβ
(0) ) que identifican

este estado de referencia se eligen de tal manera que las siguientes condiciones
(((fitting conditions)) en inglés) se cumplan

−uα(Jα − Jα(0)A) = uαuβ(Tαβ − Tαβ(0) ) = 0 A ∈ {1, 2, ...., n}, (3.3.14)

mientras que el resto de las variables termodinámicas s(u), T (u), P (u), ΘA(u) que
especifican el estado de equilibrio, se construyen apelando a la ecuación de estado
en equilibrio y a la relación de Gibbs19.

La válidez de (3.3.14) implica una relación entre la densidad de entroṕıa f́ısica
(−uαSα) y la densidad de entroṕıa (−uαSα(0)) con Sα(0) el flujo de entroṕıa por
el estado de equilibrio de fondo, medidas por el observador uα que aparece un
(3.3.14). Por definición de estas densidades tenemos:

18Para una mezcla de fluidos que consiste de n−corrientes de part́ıculas (J1, J2, ..., Jn), uno
puede definir tal “cono” de la siguiente manera: Primero uno define n 4-velocidades
(u1, u2, ..., un) a través de JαA = nAu

α
A, con A ∈ {1, 2, ...., n} y por lo tanto uno in-

troduce (n+1)(n+2)
2 pseudo ángulos (ε1, ε2, ...., ε (n+1)(n+2)

2
) entre uE y los correspondientes

(u1, u2, ...., un). Un estado es cercano al equilibrio, cuando los (n+1)(n+2)
2 pseudo-ángulos

obedecen que εA << 1 para todo A ∈ {1, 2, ...., n} y por tales estados uno define un “cono”
de pseudo-angulo ε tomando: ε = min(ε1, ε2, ...., ε (n+1)(n+2)

2
) y proceder como en el caso de

un fluido simple. Estos asuntos se discuten con más detalles en el apéndice de este caṕıtulo.
19Aqúı el contenido del caṕıtulo introductorio es muy útil. Las variables termodinámicas medi-

das por el observador con 4-velocidad uα satisfacen las relaciones discutidas en el caṕıtulo
introductorio.
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−uα(Sα − Sα(0)) = −uα
[
P (ΘA, β

α)βα −
n∑

A=1
ΘAJ

α
A − ββTαβ −Qα(δJαA, δTαβ, X

αβγ..
(i) )

−Pβα +
n∑

A=1
ΘAJ

α
(0)A + ββT

αβ
(0)

]

= uα
n∑

A=1
ΘA(Jα − Jα(0)A)− uaββ(Tαβ − Tαβ(0) ) + uαQ

α,

= uαQ
α,

(3.3.15)

en donde pasamos a la última ĺınea tomando en cuenta (3.3.14). El resultado de
(3.3.15), implica que la densidad de entroṕıa s(x) = −uαSα del estado actual
medida por el observador uα y la densidad de entroṕıa s0(u) = −uαSα(0) del estado
de referencia en equilibrio medida por el mismo observador uα, satisfacen

s(u)− s0(u) = uαQ
α. (3.3.16)

Teniendo en mente que Qα ≡ Qα(δJαA, δTαβ, X
αβγ..
(i) ) y como justificamos más

adelante, Qα contiene contribuciones cuadrátics en las perturbaciones (δJαA, δTαβ),
que expresan desviaciones del estado de equilibrio, la fórmula (3.3.16) implica que
las dos densidades estan en acuerdo a primer orden en la desviación del equilibrio y
la diferencia aparece a segundo orden en la desviación. Más aún, (3.3.16) muestra
que asumiendo que las condiciones (3.3.14) son válidas, entonces de entre todos
los estados con las mismas (ρ(u), n(u)) se sigue que

s(x) = −uαSα, (3.3.17)

alcanza su máximo valor en equilibrio si y sólo si Qα es temporal y dirigido a
futuro.

En seguida discutimos otra consecuencia importante de (3.3.4) o más espećıfica-
mente de la relacion (3.3.16). En este punto abordamos las sutilezas que hemos
mencionado en la sección 2.2.3 y como hemos visto en dicha sección, por un fluido
viscoso aparece la sutileza de distinguir entre la presión termodinámica P , de la
presión P v que nace del estrés viscoso. Este problema también re-aparece en los
fluidos relativistas y discutimos este punto desde la perspectiva de la teoŕıa que
hemos desarrollado hasta este punto.
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Según las consideraciones hasta este punto, notamos que una vez hecha una elec-
ción de uα, las variables primarias (JαA, Tαβ) definen la densidad de enerǵıa ρ(u) =
T µνuµuν , y las n-densidades de las especies de part́ıculas nA(u) = −JµAuµ, A ∈
{1, 2, ...n} mientras que la ecuación de estado de equilibrio s = s(ρ, nA) a través
de s(u) ≡ s(ρ(u), nA(u)) define la temperatura T (u) y los potenciales térmicos
ΘA(u), A ∈ {1, 2, ..n} medidos por uα de la manera en que hemos discutido en el
caṕıtulo introductorio.
Adicionalmente, la relación fundamental s = T−1(ρ + P )−∑n

A=1 ΘAnA define la
presión termodinámica20 P (u) a través de la relación:

T (u)s(u) = ρ(u) + P (u)− T (u)
n∑

A=1
ΘA(u)nA(u). (3.3.18)

Por otro lado, la presión viscosa (bulk pressure) π(u) percibida por el observador
uα entra en escena a través de la relación

1
3Tαβ∆αβ(u) = P (u) + π(u), ∆α

β(u) = δαβ + uαuβ, (3.3.19)

en donde ∆αβ(u) es el tensor de proyección asociado con la 4-velocidad uα y como
es común tomamos la presión termodinámica P (u) que aparece en (3.3.18) como
una parte de la traza del tensor Tαβ. Entonces, las variables primarias y la elección
del observador uα definen la suma P (u) +π(u) y no individualmente P (u) y π(u).
Pero, la división entre las dos presiones viene apelando a (3.3.19) una vez T (u) y
los n-potenciales térmicos ΘA han sido espećıficados v́ıa s(u) ≡ s(ρ(u), nA(u)) o
equivalente la primera ley por procesos isentrópicos.
Pero antes de que veamos esta propiedad, primero mostraremos que la presión
P (ΘA, β

α) del estado del equilibrio de fondo que aparece en (3.3.4), y la presión
termodinámica P (u) del estado actual que apenas hemos definido, satisfacen que

P (u)− P (ΘA, β
α) = O2, (3.3.20)

es dećır, las dos presiones están en acuerdo a primer orden desviación del equilibrio.
Para mostrar este propiedad, recordamos que de acuerdo con las consideraciones
del caṕıtulo 1, por un fluido simple, la primera ley toma la forma

dŝ = 1
T

[
de+ P (u)d

( 1
n

)]
= T−1[d(ρV̂ ) + P (u)dV̂ ], V̂ = 1

n
. (3.3.21)

20Esta presión puede también definirse a través de la primera ley v́ıa procesos isentrópicos véase
(3.3.22).
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en donde (ŝ = ŝ(u), ρ = ρ(u), n = n(u)) son medidas por el observador uα relati-
vamente de su marco. Entonces para cualquier proceso en donde la entroṕıa por
part́ıcula ŝ = sn−1 permanezca constante, se cumple que:

d(ρV̂ ) + P (u)dV̂ = 0, (3.3.22)

de la cual sigue

P (u) = −∂(ρV̂ )
∂V̂

∣∣∣∣
(sV̂ ,n)

= −∂(ρ0V̂0)
∂V̂0

∣∣∣∣
[(s0+uαQα)V̂ ,n0]

= P (ΘA, βα) +O2. (3.3.23)

en donde (ŝ0 = ŝ0(u), ρ0 = ρ0(u), n0 = n0(u)) son medidas por el observador uα
en el estado de equilibrio parametrizado por (ΘA, β

α) y en (3.3.23) pasamos a la
segunda igualdad tomando en cuenta las condiciones (3.3.14, 3.3.16). Por tanto,
la presión termodinámica P (u) en (3.3.19) y la presión en equilibrio P (ΘA, β

α)
que aparece en (3.3.4), están en acuerdo a primer orden desviación del equilibrio.
Debido a que en la teoŕıa transitoria estamos interesados solo en la dinámica a
primer orden desviación del equilibrio, de aqúı en adelante no distinguiremos entre
P (u) y P (ΘA, β

α).
Para una mezcla de fluidos, la primera ley toma la forma (véase (1.1.19))

ds = βdρ−
n∑

A=1
ΘAdnA,

y uno no puede derivar de inmediato una fórmula análoga de (3.3.23). Para derivar
una fórmula análoga de (3.3.23), es conveniente regresar a la identidad (véase
1.1.21),

d(sX) = βd (ρX)−
n∑

A=1
ΘAd (nAX) + βPdX,

y elegir a la variable X como el volumen espećıfico (análogo al volume V̂ = n−1 en
(3.3.21 3.3.23)). Por tal elección esta identidad se reduce a la forma de la relación
de Gibbs (véase la discusión en [49]) y por procesos en donde

d(sX) =
n∑

A=1
ΘAd (nAX) = 0,

uno deriva una relación análoga de (3.3.22) de la cual se sigue (3.3.23).
Estas consideraciones aparte de mostrar que la presión P (ΘA, β

α) del estado del
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equilibrio de fondo en (3.3.4), y la presión termodinámica P (u) del estado actual
medida por el observador uα satisfacen (3.3.20), también ofrecen una manera de
separar en principio, las dos presiones P (u) y π(u) que aparecen en (3.3.19). La
primera, es dećır, P (u) puede identificarse aplicando la primera ley por procesos
isentrópicos que obedecen (3.3.22) y asumiendo que la traza del tensor de enerǵıa-
momento como conocida se identifica π(u).

En seguida consideramos otras implicaciones que surgen de la no-unicidad de la
4-velocidad uα que entra en la teoŕıa imponiendo las condiciones (3.3.14). Tal uα
es arbitraria excepto que esta restringido al interior del ((cono)) formado por los
marcos uαE y uαN (o por el caso de una mezcla de fluidos, el ((cono)) que hemos
definido en el comentario 18 en páginas previas).
Sea que ahora uno hace una elección de uα al interior de este ((cono)). Por tal
elección de uα, las variables primarias Tαβ y Jα se pueden descomponer21 de
acuerdo a

Tαβ = ρ(u)uαuβ + P (u)∆αβ(u) + hα(u)uβ + hβ(u)uα + ταβ(u), (3.3.24)

JαA = nA(u)uα + nαA(u), hα(u)uα = 0, nαA(u)uα = 0, ταβ(u)uα = 0. (3.3.25)

en donde hα(u), nαA(u) representan el flujo de enerǵıa y el ((flujo)) (drift) de part́ıcu-
las relativo al marco uα, mientras que el tensor simétrico espacial ταβ representa
el estrés (o tensor de presión) que se descompone según:

ταβ(u) = π(u)∆αβ(u) + παβ(u), παα = 0, (3.3.26)

en donde π(u) y παβ(u) representan el estrés de volumen (((bulk stress))) y el estrés
de cizallamiento (((shear stress))) respectivamente. Estas descomposiciones de los
campos Tαβ, Jα nos permiten re-escribir una expresión para Sα la cual es bastante
útil. Para derivarla notamos que la relación (3.3.18) implica

Pβα = suα − ρβα +
n∑

A=1
ΘA(JαA − nαA(u)). (3.3.27)

21Aqúı y en las secciones faltantes, escribimos ρ(u), P (u), h(u), ταβ(u), etc., para señalar al
lector que estas variables son medidas por el observador uα. En general estas variables no
son funciones de uα.
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(hemos multiplicado (3.3.18) por uα y utilizado (3.3.25)). Eliminando P (ΘA, β
α)

de la relación fundamental (3.3.4) usando (3.3.20), normalizado el término Qα si
es necesario, y usando la expresión (3.3.24) por Tαβ encontramos que (3.3.4) toma
la forma equivalente22

Sα = s(ρ(u), n(u))uα −
n∑

A=1
ΘA(u)nαA(u) + hα(u)

T (u) −Q
α(u). (3.3.28)

La dependencia en el lado derecho del flujo Sα sobre la 4-velocidad uα elegida
arbitrariamente levanta algunas preguntas delicadas concernientes con la inter-
pretación de la teoŕıa, la implementación de la segunda ley y a continuación dis-
cutimos estos asuntos.

Al inico de esta tesis, introducimos a las variables termodinámicas que un obser-
vador local mide y hemos formulado la primera ley en términos de estas variables.
También, hablamos sobre la covarianza de las relaciones termodinámicas y en
particular la covarianza en el contexto de la teoŕıa transitoria. Ahora llegamos al
punto en donde vamos a desarrollar las herramientas necesarias para establecer la
covarianza de la teoŕıa transitoria.
Como primer paso observamos que en (3.3.24, 3.3.25), las variables

ρ(u), nA(u), P (u), hα(u), nαA(u), ταβ(u), (3.3.29)

y las variables

s(u), T (u), ΘA(u),

definidas por la ecuación de estado en equilibrio s(u) = s(ρ(u), nA(u)) en combi-
nacion de la primera ley y de el término Qα(u) en (3.3.4), en general dependiente
del observador (((observer dependent)) en inglés). Pero en el contexto de la teoŕıa
transitoria y en particular, la existencia de observadores cuyas 4-velocidades uα
se hayan al interior del ((cono)) que hemos mencionado arriba, ofrecen la posibi-
lidad de tratar a estas variables como ((observador independiente)) y en seguida
discutimos en que sentido estas variables satisfacen esta propiedad.
Para analizar este asunto, sea por el momento que Z(u) es una variable termo-
dinámica arbitraria medida por el observador uα y sea uα → ûα(u), un cambio de
marco de referencia (véase la transformación (3.3.32) en el teorema 2 que sigue)
22Nótese aqúı que (3.3.28) muestra que Sα(0) = s(ρ(u), n(u))uα con s = s(ρ, n) la ecuacion de

estado en equilibrio, no representa la entroṕıa f́ısica del estado actual, un punto que hemos
enfatizado en el caṕıtulo introductorio.
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en un evento al interior del fluido. En el contexto de la teoŕıa transitoria, bajo este
cambio de marco, la variación δZ ≡ Z(û)− Z(u) puede ser escrita en la forma23

δZ ≡ Z(û)− Z(u) = a1O1 + a2O2 + ..., (3.3.30)

en donde (a1, a2, ...) son funciones bien definidas y O1, O2, ... representan términos
de primer, segundo,... orden desviación del equilibrio (local ó global). Variables
caracterizadas por la propiedad de que a1 = 0 se consideran en el contexto de la
teoŕıa transitoria, como marco-invariantes (((frame independent)) en inglés).
Los siguientes teoremas describen las propiedades de transformación de varias
variables termodinámicas bajo cambios particulares del marco en reposo y estos
teoremas fueron formulados por Israel en [49].

Teorema 2 Sean (u, û), dos vectores unitarios temporales arbitrarios dirigidos a
futuro al interior del cono generado por uE y uN y con (opening) pseudo-ángulo
ε y sea

ûα = (1 + δ2) 1
2uα + δα, δ2 = δαδα, δαuα = 0, (3.3.31)

con δα sujeto a: δα = ε̂α ≤ O1, tal que el cambio de marco a primer orden esta
escrito por:

uα → ûα = uα + ε̂α +O(ε̂)2, ε̂α ≤ O1. (3.3.32)

Sean también las variables primarias Jα y Tαβ descompuestas relativas al marco
uα de acurdo a (3.3.24, 3.3.25) mientras que relativo al marco û, estas descom-
posiciones están escritas de la forma:

Tαβ = ρ(û)ûαûβ + P (û)∆αβ(û) + hα(û)ûβ + hβ(û)ûα + ταβ(û), (3.3.33)

Jα = n(û)ûα + nα(û), hα(û)ûα = 0, nα(û)ûα = 0, ταβ(û)ûα = 0. (3.3.34)

Entonces, bajo la transformación (3.3.32) las siguientes relaciones se cumplen
23Nótese que en la fórmula (3.3.30) se asume un cambio de marco uαN → uαE , y por este caso tene-

mos uαN−uαE = εα = O1. Pero en general tenemos la libertad a realizar cambios uα → ûα con
(uα, ûα) al interior del cono formado por (uµN , u

µ
E). En este caso, las variables termodinámicas

exhiben propiedades de transformación más complejas en donde el parámetro ε̂α = ûα − uα
aparece. En particular (3.3.30) toma la forma: δZ ≡ Z(û) − Z(u) = a1ε̂O1 + a2ε̂

2O2 + ...,
(véanse los teoremas 2-4 que siguen).
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δρ ≡ ρ(û)− ρ(u) = ε̂O1 (3.3.35)

δhα ≡ hα(û)− hα(u) = −ε̂α (3.3.36)

δnA ≡ nA(û)− nA(u) = ε̂O1, (3.3.37)

δP ≡ P (û)− P (u) = ε̂O1, (3.3.38)

δταβ ≡ ταβ(û)− ταβ(u) = ε̂O1. (3.3.39)

δĵαA ≡ ĵαA(û)− ĵαA(u) = ε̂α. (3.3.40)

En este teorema las expresiones ĵαA(u), A ∈ {1, 2, ...n} representan los n-drifts de
las n-corrientes de part́ıculas definidas por ĵαA(u) = ∆α

β(u)JβA, A ∈ {1, 2, ...n}.
La notación ĵαA(u) por estos ((drifts)) aparece en la formulación original de este
teorema en [49], pero en este caṕıtulo frecuentemente denotamos a estos ((drifts))
por nαA(u) = ∆α

β(u)JβA, A ∈ {1, 2, ...n} (véase las descomposiciones en (3.3.25) y
en (3.3.34)). Un caso especial es en donde uα corresponde con el marco de enerǵıa,
denotamos estos ((drifts)) v́ıa ναA = ∆α

β(uE)JβA, A ∈ {1, 2, ...n}.

Teorema 3 Bajo las mismas suposiciones como en el teorema previo, el 4-vector24

qα(u) = hα(u)− ρ(u) + P (u)
n(u) nα(u), (3.3.41)

es marco-independiente i.e.

δqα ≡ qα(û)− qα(u) = a2O2 + ... (3.3.42)

Teorema 4 Bajo las mismas suposiciones como en los dos teoremas previos, las
variables termodinámicas
24Este vector espacial qα en (3.3.41), se puede interpretar como flujo de calor, ya que relativo al

marco de Eckart este qα(u) se reduce al flujo de enerǵıa hα(u), mientras que relativo al marco
de enerǵıa especificado por uE , este qα(uE) es proporcional al flujo de part́ıculas να(uE). Para
el caso de mezcla de fluidos, qα(u) es reemplazado por qαA(u) = hα(u)− ρ(u)+P (u)

nA(u) nαA(u) que
tiene la propiedad de que si ua se identifica con uno de los uA que satisface que Jα = nAu

α
A,

entonces qαA(uA) = hα(uA). Para una mezcla de fluidos, los flujos de part́ıculas relativos al
marco de enerǵıa denotadas por ναA son variables más convenientes (véase relación (3.3.71)
más adelante).
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s(u), T (u), ΘA(u), A ∈ {1, .., n}, (3.3.43)

bajo cambio del marco a primer orden i.e.

uα → ûα = uα + ε̂α, (3.3.44)

cambian de la siguiente manera:

δs ≡ s(û)− s(u) = ε̂O1, (3.3.45)

δT ≡ T (û)− T (u) = ε̂O1, (3.3.46)

δΘA ≡ ΘA(û)−ΘA(u) = ε̂O1, (3.3.47)

Las demostraciones de estos teoremas se encuentran en el apéndice de este caṕıtu-
lo.

Estos teoremas implican que las variables termodinámicas como (ρ(u), n(u), ..)
bajo el cambio de marco uα → ûα escrito por la transformación exacta en (3.3.31)
cambian de una manera complicada. Pero bajo el cambio de marco uα → ûα es-
crito en (3.3.32) cambian de manera simple. Existen variables como ρ(u), ταβ(u),
etc., que bajo cambio de marco de primer orden i.e. cambio de marco escritos
por (3.3.32) cambian a orden ε̂O1 i.e. se quedan invariantes a orden O1, mientras
que hay variables como hα(u) y el flujo de part́ıculas ĵα(u) que cambian a orden ε̂.

El contenido de los tres teoremas, ((racionaliza)) la libertad de norma al respecto
de los cambios de marco que caracterizan a la teoŕıa transitoria. Uno necesita
expresar a las ecuaciones fenomenológicas en términos de variables que son in-
variantes a orden O1 bajo cambio de marco, y como veremos más adelante bajo
elecciones particulares del término Qα en la relación fundamental (3.3.4), esto es
factible.

Los teoremas anteriores, nos permiten en varias ocasiones eliminar la dependencia
expĺıcita de la 4-velocidad uα que espećıfica el marco de referencia de las variables
termodinámicas. Por ejemplo, si escribimos la representación de Sα en (3.3.28)
para el caso de un fluido simple y eliminamos el flujo de enerǵıa hα(u) en favor
del flujo de calor qα(u), entonces Sα se reduce a

Sα = s

n
Jα + qα

T
−Qα, Jα = nuα + nα. (3.3.48)



68 La teoŕıa transitoria de Israel-Stewart

Entonces, si por el momento ignoramos el término Qα, la fórmula para la entroṕıa
Sα resultante es invariante a orden O1 bajo cambio de marco, sujeto a que despre-
ciemos las desviaciones O2, O3, .. del equilibrio. Debido a tal invarianza, en varias
ocasiones escribimos s, n, .. en vez de la forma más apropiada s(u), n(u), etc te-
niendo en mente que la emplead cuatro velocidad uµ caya la interior del ”cono”
que hemos definido. Esta invarianza es una de los virtudes de la teoŕıa transitoria,
y más adelante discutimos sobre esta propiedad.

Entramos en seguida al problema central de la teoŕıa i.e. la implementación de
la segunda ley imponiendo la desigualdad ∇αS

α ≥ 0 sobre el flujo Sα escrito en
(3.3.4).
Para esto, formamos la divergencia de (3.3.4), y en vista de las leyes de conserva-
ción satisfechas por las variables primarias, obtenemos

∇αS
α = ∇α(P (ΘA, β

µ)βα)−
n∑

A=1
JαA (∇αΘA)− Tαβ∇αββ −∇αQ

α, (3.3.49)

y si apelamos a la identidad (3.2.16), escrita como

∇α(P (ΘA, β
µ)βα) =

n∑
A=1

Jα(0)A∇αΘA + Tαβ(0)∇αββ. (3.3.50)

re-escribimos (3.3.49) de la siguiente forma:

∇αS
α =

n∑
A=1

(Jα(0)A − JαA)∇αΘA + (Tαβ(0) − T
αβ)∇αββ −∇αQ

α. (3.3.51)

Insertando las descomposiciones por (Jα(0)A, Tαβ(0) ) y (JαA, Tαβ) dadas en (3.2.2) y
(3.3.24, 3.3.25) en la relación (3.3.51), representamos ∇αS

α en la siguiente forma:

∇αS
α = W −∇αQ

α (3.3.52)

con W dado por:
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W =
n∑

A=1
(Jα(0)A − JαA)∇αΘA + (Tαβ(0) − T

αβ)∇αββ

= −
n∑

A=1
nαA(u)∇αΘA −

(
hα(u)uβ + hβ(u)uα + ταβ(u)

)
∇αββ

= −
n∑

A=1
nαA(u)∇αΘA −

(
hα(u)uβ + hβ(u)uα + ταβ(u

)( 1
T (u)∇αuβ + uβ∇α

(
1

T (u)

))

= hα(u)
[
∇α

(
1

T (u)

)
− aα
T (u)

]
−

n∑
A=1

nαA(u)∇αΘA(u)− ταβ

T (u)∇αuβ.

(3.3.53)

en donde aα = uβ∇βuα representa la 4-aceleración de las curvas integrales del
campo uα y al pasar a la última ĺınea hemos tomando en cuenta que el tensor ταβ
es un tensor espacial.
Las fórmulas (3.3.52, 3.3.53) muestran que para implementar la segunda ley, lo
cual es equivalente a derivar las ecuaciones fenomenológicas para la teoŕıa, es
necesario especificar la forma expĺıcita del término Qα y en las secciones que
vienen hacemos varias elecciones para este término.

3.3.1. Teoŕıas de primer orden: Eckart y Landau-Lifshitz

Como hemos mencionado, el flujo de entroṕıa Sα escrito en (3.3.4), es una ex-
presión bastante general e incorpora un número de teoŕıas de fluidos desipativos.
Una clase de estas teoŕıas, son aquellas referidas como teoŕıas de primer orden,
que ya mencionamos previamente en el caṕıtulo introductorio. En el contexto del
flujo Sα escrito en (3.3.4), estas teoŕıas se generan tomando Qα = 0.
Por tal elección, la fórmula (3.3.48) implica que el flujo de entroṕıa Sα se reduce
a:

Sα = s

n
Jα + qα

T
, Jα = nuα + nα, (3.3.54)

en donde el primer término de Sα describe el flujo de entroṕıa debido al movi-
miento convectivo mientras que el segundo término es la contribución irreversible
generada por el flujo de calor qα. Aunque este Sα tiene una forma simple, no de-
bemos perder de vista el hecho de que estamos tratando con estados de fluido que
admiten disipación y conducción de calor, y en el lado derecho de (3.3.54) esta
escondida la elección del marco en reposo uα (su impacto es obvio en la fórmula
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por Jα en (3.3.54)). Dependiendo de la elección del marco en reposo, estas teoŕıas
incluyen como casos particulares la teoŕıa de Landau-Lifshitz y la teoŕıa de Eckart
y abajo, brevemente las analizamos.

Teoŕıa de Landau-Lifshitz (LL) por fluidos simples

La teoŕıa de Landau-Lifshitz es una teoŕıa de fluidos relativistas disipativos que
fué desarrollada a finales de los años 1950 y es discutida con detalle en [59]. Para
esta teoŕıa, elegimos como marco en reposo uα, al único eigenvector temporal uE
del tensor de enerǵıa-momento Tαβ y por esta elección, la descomposición de los
campos Tαβ, Jα en (3.3.24, 3.3.25) toman la forma:

Jα = nEu
α
E + nαE, Tαβ = ρEu

α
Eu

β
E + (P + π)E∆αβ

E + παβE , (3.3.55)

en donde hemos empleamos la siguiente notación:

nE = n(uE), nαE = nα(uE), ρE = ρ(uE), ∆αβ
E = ∆αβ(uE), etc. (3.3.56)

que enfatizan la elección del marco. La expresión para la entroṕıa Sα se obtiene
de (3.3.54) especificada en el marco de enerǵıa, la cual da

Sα = s(uE)
n(uE)J

α + qα(uE)
T (uE) , Jα = n(uE)uαE + nα(uE)

= sE
nE

(nEuαE + nαE) + qαE
TE

= sE
nE

[
nEu

α
E −

nEq
α
E

ρE + PE

]
+ qαE
TE

= sEu
α
E −

[
sE

ρE + PE
− 1
TE

]
qαE

= sEu
α
E + ΘEnE

(ρ+ P )E
qαE.

(3.3.57)

Sustituyendo las descomposiciones (3.3.55) en la fórmula (3.3.51) tomando a Qα =
0 obtenemos
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∇αS
α = −nα∇αΘ− (π∆αβ + παβ)∇αββ

= −nα∇αΘ− π

T
∆αβ∇αuβ −

παβ

T
∇αuβ

= −nα∇αΘ− π

T
∇αu

α − παβ

T
〈∇αuβ〉,

(3.3.58)

en donde arriba y en las fórmulas que siguen en esta sección, hemos escrito
uα, n, etc. en lugar de uαE, nE, etc.
Si empleamos al vector flujo de calor qα definido en (3.3.41) con hα(uE) = 0,
encontramos que

T∇αS
α = nqα

(ρ+ P )T∇αΘ− π∇αu
α − παβ〈∇αuβ〉 ≥ 0, (3.3.59)

y del lado derecho se ve que la implementación de la segunda ley en el contexto
de relaciones lineales entre ”flujos” y ”fuerzas” que discutimos a session (2.3.1),
nos lleva a las relaciones fenomenológicas

qα = κ
n

ρ+ P
T 2∆αβ∇βΘ, π = −1

3ζv∇αu
α, παβ = −ζ〈∇αuβ〉, (3.3.60)

en donde hemos introducido los coeficientes (κ, ζv, ζ) que se interpretan como el
coeficiente de conductividad térmica y los coeficientes de bulk y shear respecti-
vamente25. Pasemos ahora a la teoŕıa de Eckart y veamos la diferencia entre las
expresiones derivadas.

Teoŕıa de Eckart por fluidos simples

La teoŕıa de Eckart26 [27], se genera eligiendo como marco en reposo al 4-vector de
velocidad uN , que obedece Jα = nuαN . Con esta elección, las variables primarias
(Tαβ, Jα) en (3.3.24, 3.3.25) toman la forma:
25Los corchetes angulares en (3.3.60) y en ecuaciones previas y posteriores, denotan la parte

simétrica, puramente espacial, sin traza del tensor

〈Aαβ〉 ≡
1
2∆λ

α∆µ
β

(
Aλµ +Aµλ −

2
3∆λµ∆ρσAρσ

)
. (3.3.61)

26Más adelante, en el caṕıtulo 5, damos una introducción más detallada de esta teoŕıa con
énfasis en la propiedad de que la teoŕıa de Eckart puede representarse como una teoŕıa de
fluidos disipativos del tipo divergente.
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Jα = nNu
α
N , Tαβ = ρNu

α
Nu

β
N + (P + π)N∆αβ

N + hαuβN + hβuαN + παβN , (3.3.62)

mientras que para el flujo de entroṕıa Sα, se ve de inmediato de (3.3.54) que tiene
la forma:

Sα = sNu
α
N + qαN

TN
, (3.3.63)

y sustituyendo (3.3.62) en (3.3.51), con Qα = 0 (removiendo el sub́ındice N por
simplicidad), se muestra que

∇αS
α = −hα

[
aα
T
−∇α

( 1
T

)]
− π

T
∇αu

α − παβ

T
〈∇αuβ〉. (3.3.64)

En esta teoŕıa qα(uαN) = hα debido a que nα(uαN) = 0, por tanto, se concluye de
arriba que las ecuaciones fenomenológicas en el contexto lineal, tienen la forma:

qα = −κ∆αβ
(∇βT

T
+ aβ

)
, π = −1

3ζv∇αu
α, παβ = −2ζ〈∇αuβ〉. (3.3.65)

en donde los coeficientes (κ, ζν , ζ) tienen el mismo significado como en el caso de
la teoŕıa de Landau-Lifshitz. Aunque las teoŕıas de Landau-Lifshitz y de Eckart
son teoŕıas simples, sin embargo son patológicas. Por ejemplo, las perturbaciones
pequeñas alrededor de los estados de equilibrio exhiben una velocidad de pro-
pagación infinita, no existe un problema de valores iniciales bien planteado para
fluidos rotantes y las configuraciones en equilibrio son inestables.

3.3.2. Teoŕıa de segundo orden: La aproximación
hidrodinámica

En esta sección, consideramos la teoŕıa de segundo orden generada por una elec-
ción particular del termino Qα en (3.3.4) el cual genera la termodinámica transi-
toria de Israel-Stewart (IS).

Como hemos mencionado, motivados por la teoŕıa cinética relativista de gases
diluidos Israel y Stewart, propusierón que por un fluido simple, el flujo de entroṕıa
Sα (y por lo tanto Qα) en (3.3.4), debeŕıa ser independiente de los gradientes27

27Si vemos a Sα como una relación constitutiva, la dependencia de Sα de las variables básicas
Jα, Tαβ debe ser local.
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de Jα y de Tαβ y ser cuadrática en las perturbaciones (δJα, δTαβ) de un estado
de equilibrio del fondo.
Eligiendo una 4-velocidad uα arbitraria pero al interior del ((cono)) formado por
(uαE, uαN), y expandiendo las variables primarias (Jα, Tαβ) como en (3.3.24, 3.3.25),
el ansatz de Israel y Stewart es que Qα(u) debe ser cuadrático en las variables
π(u), παβ(u), hα(u) y en el vector de flujo de calor qα(u), el cual esta definido v́ıa

qα(u) = hα(u)− ρ(u) + P (u)
n(u) nα(u), (3.3.66)

(véase (3.3.41)). Ellos propusieron que por un fluido simple, Qα(u) tiene la forma28

Qα(u) = 1
2u

α[β0π
2 + β1q

βqβ + β2π
βγπβγ]− α0πq

α − α1π
αβqβ +Rα(u), (3.3.67)

Rα(u) = 1
T (ρ+ P )

[1
2u

αhβhβ + ταβhβ

]
, (3.3.68)

en donde αj, j ∈ {0, 1}, βi i ∈ {0, 1, 2} son coeficientes indeterminados funciones
de (ρ(u), n(u)) mientras que Rα(u) contiene el flujo de enerǵıa hα(u) y no tiene
funciones libres29.

Para una mezcla de fluidos, Qα(u) tiene una forma ligeramente diferente de la
que tiene en (3.3.67). Para una mezcla, es conveniente eliminar el flujo de calor
invariante qα(u) en favor de los n-flujos30 (((n-drifts)) en inglés) relativos al marco
de enerǵıa. Estos flujos (drifts) estan denotadas por ναA, y son definidos según

ναA ≡ ∆α
β(uE)JβA(uE) = nαA(uE), A ∈ {1, 2, 3, ...., n}, (3.3.69)

en donde uE espećıfica el marco de enerǵıa. En términos de los ναA, la forma de
Qα(u) que elige Israel en [49], es:

28En las siguientes fórmulas para Qα(u), por conveniencia tipográfica evitamos escribir expĺıci-
tamente π(u), παβ(u),..., etc. aunque escribimos Qα(u) para denotar al marco que estamos
empleando.

29Como veremos más adelante, la ausencia de funciones libres en la expresión para Rα(u) no es
un accidente. La razón fundamental para tal ausencia tiene que ver con el requisito de que
Qα(u) debe poseer propiedades espećıficas bajo cambio de marco a primer orden.

30Este reemplazamiento es bastante importante para el tratamiento de una mezcla de fluidos y
la razón principal la veremos más adelante.
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Qα(u) = π
∑
A

aA0 ν
α
A+παβ

∑
A

aA1 ν
β
A+ 1

2u
α

β0π
2 +

∑
A,B

βAB1 νβAνBβ + β2πγδπ
γδ

+Rα,

(3.3.70)

arriba la suma se extiende sobre todas la n-especies de part́ıculas y los coeficientes
(aA0, aA1, β0, β

AB
1 , β2) con A,B ∈ {1, 2, ...n} son funciones indeterminadas de ρ y

de nA, mientras que el termino Rα en (3.3.70) conserva su forma como en (3.3.68).

A continuación ofrecemos algunos comentarios sobre la estructura del término
Qα(u) en (3.3.67, 3.3.70), y sobre el ansatz de Israel-Stewart. Espećıficamente,
nos pregúntamos:

a) ¿Se pueden hacer elecciones alternativas para Qα(u) ?,

b) ¿Porqué en (3.3.70) se prefieren a los n−flujos (drifts) νµA definidos v́ıa νµA =
nµA(uE), A ∈ (1, 2, ...., n) en vez de

nµA(u) = ∆µ
ν(u)JνA, A ∈ (1, 2, ...., n)?, (3.3.71)

i.e. ¿qué pasaŕıa si en vez de (3.3.70) se postula

Qα(u) = π
∑
A

aA0 n
α
A + παβ

∑
A

aA1 n
β
A

+ 1
2u

α

β0π
2 +

∑
A,B

βAB1 nβAnBβ + β2πγδπ
γδ

+Rα?.
(3.3.72)

Por un fluido simple, Israel y Stewart postulan que Qα(u) en (3.3.67) depen-
de del flujo de calor invariante qα(u) definido en (3.3.66) que es O1 invariante
bajo cambio de marco.

c) ¿Puede qα en (3.3.67) ser remplezada por nα(u)?.

Finalmente observamos: de acuerdo al ansatz de Israel-Stewart, la forma
más general del término Rα que es cuadrático en desviaciones del equilibrio,
deberia tener la forma:
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T (ρ+ P )Rα(u) =
[1
2γ1u

αhβhβ + γ2τ
αβhβ + γ3πh

α
]
, (3.3.73)

con γ1, γ2 y γ3 coeficientes arbitrarios.

d) ¿Por qué razón, los coeficientes (γ1, γ2, γ3) en el término Rα dados en Israel
[49] e Israel-Stewart [50] tienen los valores

(γ1 = γ2 = 1, γ3 = 0)?. (3.3.74)

La respuesta a las preguntas hechas arriba, parecen recaer en las propiedades de
transformación del término Qα(u) bajo cambio a primer orden del marco de fondo
i.e. cambios del marco descritos por:

uα → ûα = uα + εα, εα ≤ O1. (3.3.75)

Las elecciones hechas por Israel e Israel-Stewart para el término Qα(u) se han mo-
tivado por el deseo de que la teoŕıa resultante sea O1 invariante bajo los cambios
de marcos descritos en (3.3.75), y en seguida examinamos la variación del término
Qα(u) bajo este cambio de marco. Por razones de generalidad construimos la va-
riación de Qα escrito en (3.3.70).

Observando el lado derecho de (3.3.70), podemos darnos cuenta de que la única
parte que no es marco-independiente a orden O2, es el término Rα. Para ver esta
propiedad, reescribimos Qα(u) en (3.3.70) en la forma

Qα(u) = Kα(u) +Rα(u), (3.3.76)

con

Kα(u) = π
∑
A

aA0 ν
α
A + παβ

∑
A

aA1 ν
β
A + 1

2u
α

β0π
2 +

∑
A,B

βAB1 νγAνBγ + β2πγδπ
γδ

 .
(3.3.77)

Bajo el cambio de marco escrito en (3.3.75), se obtienen las siguientes variaciones:

δKα ≡ Kα(û)−Kα(u) = εO2. (3.3.78)

δRα ≡ Rα(û)−Rα(u) = − 1
T

[
γ1u

αhβ(u) + γ2τ
αβ(u) + γ3π(u)gαβ

]
εβ + εO1,

(3.3.79)
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δQα ≡ Qα(û)−Qα(u) = −T−1
[
γ1u

αhβ + γ2τ
αβ + γ3πg

αβ
]
εβ + εO2, (3.3.80)

en (3.3.79) hemos empleado la forma general de Rα(u) escrita en (3.3.73). A con-
tinuación mostramos estas relaciones importantes.

Para la demostración de (3.3.78) empezamos de la forma de Kα(u) en (3.3.77)
y para construir δK, es útil recordar que por estados cercanos al equilibrio, los
n-flujos (drifts) ναA = nαA(uE), A ∈ {1, 2, ...., n} y el tensor de presión viscosa ταβ
obedecen

ναA = nA(uE)O1, A ∈ (1, 2, ...., n), ταβ(uE) = ρ(uE)O1, (3.3.81)

y durante el processo de variación tratamos a los coeficientes a′s y β′s en (3.3.77)
como constantes31.

Bajo estas condiciones, y apelando a la linealidad del proceso de variación, tene-
mos:

δ(πναA) ≡ π(û)ναA − π(u)ναA = (π(u) + εO1)ναA − π(u)ναA = εO1ν
α
A = εO2, (3.3.82)

y de manera similar,

δ(παβν
β
A) ≡ παβ(û)ν β

A − παβ(u)νβA = (παβ(u) + εO1)νβA− παβ(u)νβA = εO2, (3.3.83)

mientras que

δ(uαπ2) ≡ ûαπ2(û)− uαπ2(u) = (uα + εα)π2(û)− uαπ2(u)

= uαπ2(û)− uαπ2(u) + εαπ2(û) = uα(π2(û)− π2(u)) + εαπ2(û)

= uα [π(û)− π(u)] [π(û) + π(u)] + εO2

= εO2.

(3.3.84)

De este análisis, eventualmente concluimos que bajo el cambio de marco escrito
por (3.3.75) tenemos: δKα = εO2.

31Podemos considerar sus variaciones también, pero sus contribuciones dan términos mayores
a εO2.
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Ahora, consideramos la variación del término:

T (ρ+ P )Rα(u) =
[1
2γ1u

αhβhβ + γ2τ
αβhβ + γ3πh

α
]
. (3.3.85)

Bajo el cambio de marco escrito en (3.3.75) tenemos:

δRα = Â
[1
2γ1û

αhβ(û)hβ(û) + γ2τ
αβ(û)hβ(û) + γ3π(û)hα(û)

]

− A
[1
2γ1u

αhβ(u)hβ(u) + γ2τ
αβ(u)hβ(u) + γ3π(u)hα(u)

]
.

(3.3.86)

en donde A y Â estan definidas por:

Â = 1
T (û) (ρ(û) + P (û)) , A = 1

T (u) (ρ(u) + P (u)) . (3.3.87)

Tomando en cuenta los teoremas 2, 3 y 4, y en particular las variciones

δhα = hα(û)− hα(u) = −(ρ+ P )εα, δuα = ûα − uα = εα, (3.3.88)

notemos primero que

ûαĥβĥβ = (uα + εα)
[
hβ(u)− (ρ(u) + P (u))εβ

]
[hβ(u)− (ρ(u) + P (u))εβ]

= uαhβhβ − uα [(ρ(u) + P (u)]hβεβ +O(ε)2

(3.3.89)

τ̂αβ(û)ĥβ(û) = (ταβ(u) + εO1) [hβ(u)− (ρ(u) + P (u))εβ]

= ταβ(u)hβ(u)− (ρ(u) + P (u))ταβεβ + εO1 + ε2O1,
(3.3.90)

y de una fórmula similar por πhα, se sigue que

δRα = − 1
T

[
γ1u

αhβ(u) + γ2τ
αβ(u) + γ3π(u)gαβ

]
εβ + εO1. (3.3.91)

Llegamos a la forma final teniendo en mente que Â = A + O2. Esta variación
combinada con δKα = εO2, implica la fórmula (3.3.80).
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Regresamos ahora para discutir la estructura de Rα(u) escrita (3.3.68) versus la
forma de Rα(u) escrita en (3.3.73) y la pregunta es: ¿Porqué el empleo de (3.3.68)
y no el de (3.3.73)?

Para analizar esta pregunta, notemos que la variación δQα de Qα en (3.3.80) es
una identidad i.e. válida para todos los valores de γi, i ∈ (1, 2, 3), mientras que
la variación δQα debe ser consistente con la variación que se sigue de la relación
fundamental (3.3.4) (la cual re-escribimos aqúı para la conveniencia del lector):

Sα = P (ΘA, β
µ)βα −

n∑
A=1

ΘAJ
α
A − βλT λα −Qα(δJµA, δT λµ, X

µν..
(i) ).

Como mostramos en seguida, la respuesta a la pregunta que planteamos viene
después de que construimos la variación δQα que es consistente con esta relación
fundamental.
Para construir esta variación, recordamos que en la sección 3.3 hemos mostrado
que bajo cambios infinitesimales δΘA, A ∈ {1, 2, ...., n} y δβα en los parámetros
(ΘA, β

µ) que espećıfican el estado de equilibrio de fondo que aparece en (3.3.2),
producen un cambio en Qα(u) escrito por:

Q
′α = Qα −

n∑
A=1

(JαA − Jα(0)A)δΘA − (Tαλ − Tαλ(0) )δβλ, (3.3.92)

(véase (3.3.13)), y en seguida usaremos esta fórmula para evaluar la variación δQα

de Qα(u) bajo el cambio de marco escrito por (3.3.75).

Para esto, sea uα la 4-velocidad que entra en la expresión para Qα(u) mediante las
(((fitting conditions))) condiciones en (3.3.14). Como hemos visto, esta uα puede
considerarse como la 4-velocidad que define el marco en reposo del estado de
equilibrio de fondo especificado por: ΘA(u), βα = T−1(u)uα, A ∈ {1, 2, ...., n}.
Sea ahora el cambio de marco en reposo uα al nuevo marco especificado por ûα
descrito por (3.3.75) i.e.

uα → ûα = uα + εα, εα ≤ O1.

Bajo este cambio de marco, los parámetros (ΘA, β
α), A ∈ {1, 2, ...., n} cambian

de acuerdo con los teoremas 2, 3 y 4 como

δΘA ≡ ΘA(û)−ΘA(u) = εO1, δβα = εα

T (u) + uαδ

(
1

T (u)

)
= εα

T (u) + εO1.

(3.3.93)
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Sustituyendo estas variaciones en (3.3.92) llegamos a:

δQα ≡ Qα(û)−Qα(u) = −(Tαβ − Tαβ(0) ) εβ
T (u) + εO2. (3.3.94)

Evaluando el lado derecho tomando en cuenta que

Tαβ = ρ(u)uαuβ + P (u)∆αβ(u) + hα(u)uβ + hβ(u)uα + ταβ(u),

Tαβ(0) = ρ(u)uαuβ + P (u)∆αβ(u),
(3.3.95)

se sigue que

T (u)δQα = −
[
uβhα + ταβ

]
εβ + εO2. (3.3.96)

Una comparación entre esta variación con la variación mostrada en (3.3.80), fija
a los coeficientes γi a los valores

γ1 = γ2 = 1, γ3 = 0, (3.3.97)

y con estos valores, tenemos finalmente la forma de Qα usada por Israel [49] e
Israel-Stewart [50] en la aproximación hidrodinámica.

En resumen, vemos que las propiedades de transformación del término Qα(u) bajo
cambios a primer orden en el marco en reposo fijan a los coeficientes libres γi, que
aparecen en (3.3.73). Desafortunadamente, no hay un método conocido para fijar a
los otros coeficientes a′s y β′s que aparecen en el término Qα mostrado en (3.3.67)
o en (3.3.70). Por tanto, la aproximación hidrodinámica de Israel-Stewart para un
fluido simple consiste en eligir el término Qα como en (3.3.67) mientras que para
una mezcla se debe elegir Qα como en (3.3.70), dejando a los coeficientes α′s y
β′s como funcionas libres.

Qα(u) = 1
2u

α
[
β0π

2 + β1q
νqν + β2π

λνπλν
]
− α0πq

α − α1π
αβqβ +Rα, (3.3.98)

con Rα dado por

Rα(u) = 1
T (ρ+ P )

[1
2u

αhβhβ + ταβhβ

]
,

y αj, j ∈ (0, 1), βi, i ∈ (0, 1, 2) son coeficientes indeterminados. Para una mezcla
de fluidos, el término correspondiente tiene la forma (3.3.70) con Rα dado como
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arriba. Con esta elección, estamos ahora listos para imponer la segunda ley dentro
de esta teoŕıa y derivar las ecuaciones fenomenológicas correspondientes.

Una vez que se decide la forma del término Qα en el flujo de entroṕıa Sα, ahora
procedemos a derivar las ecuaciones fenomenológicas. Para esto regresamos a la
expresión ∇αS

α = W − ∇αQ
α escrita en (3.3.52) con el término W para una

mezcla de fluidos escrito en (3.3.53).
Una inspección de (3.3.52) en combinación de W en (3.3.53), muestra que W

contiene términos que cambian a order ε. La teoŕıa transitoria por diseño tiene la
propiedad de que estos términos en W se anulan con los términos correspondientes
que aparecen en la divergencia del término Rα.

La teoŕıa transitoria por diseño tiene la propiedad que estos términos en W que
cambian de orden ε se anulan con los correspondietes términos que aparecen en
la divergencia del término Rα. Para ver estas cancelaciones, empezamos con Rα

en (3.3.68) y computamos

∇αR
α = ∇α

[
1
2
uαhβhβ
T (ρ+ P )

]
+∇α

[
ταβhβ

T (ρ+ P )

]

= ∇α

[
1
2
uαhβhβ
T (ρ+ P )

]
+
[
∇α

(
ταβ

T

)]
hβ

ρ+ P
+ ταβ

T

[
∇α

(
hβ

ρ+ P

)]
,

(3.3.99)
entonces el termino W −∇αR

α toma la forma:

W −∇αR
α = hα(u)

[
∇α

( 1
T

)
− aα
T

]
− ταβ∇αuβ

T
−

n∑
A=1

naA(u)∇αΘA

−∇α

[
1
2
uαhβhβ
T (ρ+ P )

]
−∇α

[
ταβhβ

T (ρ+ P )

]
.

(3.3.100)

Re-escribimos los últimos dos términos usando la segunda linea en (3.3.99), en-
tonces se sigue que (3.3.100) toma la forma

W −∇αR
α = hα(u)

[
∇α

( 1
T

)
− aα
T

]
−

n∑
A=1

nαA(u)∇αΘA(u)− ταβ

T
∇α

[
uβ + hβ

ρ+ P

]

−∇α

[
1
2
uαhβhβ
T (ρ+ P )

]
−
[
∇α

(
ταβ

T

)]
hβ

ρ+ P
.

(3.3.101)
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En la forma en que está escrito, el lado derecho de esta expresión tiene propiedades
atroces bajo cambio a primer orden del marco. Pero hay una manera en donde
podemos re-arreglar los términos en (3.3.101) resultando en una expresión con
mejores propiedades de transformación. Para eso, eliminamos los flujos (drifts)
nαA(u), A ∈ (1, 2, ...n) tomados relativos al marco uα en favor de los flujos (drifts)
ναA relativos al marco de enerǵıa uαE. Por esta transformación, notamos que bajo
cambio del marco escrito por (3.3.75) tenemos:

δnαA ≡ nαA(û)− nαA(u) = −nAεα, A ∈ (1, 2, ...., n),

δhα ≡ hα(û)− hα(u) = −(ρ+ P )εα + εO1.
(3.3.102)

Aplicando estas fórmulas, por la elección ûα = uαE, y tomando en cuenta que
hα(uE) = 0, να = nα(uE) concluimos que

nαA(u) = ναA + nA
(ρ+ P )h

α(u) +O2. (3.3.103)

Usando esta fórmula, regresamos a (3.3.101) y eliminamos nαA(u), con lo que re-
sulta en:

W −∇αR
α = −

n∑
A=1

ναA∇αΘA(u)− ταβ

T
∇α

[
uβ + hβ

ρ+ P

]
+

+ hα(u)
[
∇α

( 1
T

)
− aα
T

]
−

n∑
A=1
∇αΘA(u)

[
nA

(ρ+ P )h
α(u) +O2

]
−

−∇α

[
1
2
uαhβhβ
T (ρ+ P )

]
−
[
∇α

(
ταβ

T

)]
hβ

ρ+ P
.

(3.3.104)

De esta fórmula se ve casi inmediatamente que los primeros dos términos son O2

invariantes, mientras que el resto son O3 invariantes.
Mostramos primero que

Z = −
n∑

A=1
ναA∇αΘA(u)− ταβ

T (u)∇α

[
uβ + hβ

ρ+ P

]
(3.3.105)

es O2 invariante y para esto checamos primero la variación de cada componente
ναA∇αΘA(u) en la suma. Bajo uα → ûα = uα + εα con εα ≤ O1 tenemos:
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δ(ναA∇αΘA) = ναA(uE)∇αΘA(û)− ναA(uE)∇αΘA(u)

= ναA(uE) [∇αΘA(û)−∇αΘA(u)] = εO2
(3.3.106)

lo cual muestra que (ναA∇αΘA) es O2 y por lo tanto la suma completa es O2

invariante.
Examinamos en seguida la variación del segundo término i.e.

δ

(
ταβ

T
∇α

[
uβ + hβ

ρ+ P

])
= ταβ(û)

T (û) ∇α

[
ûβ + hβ(û)

ρ(û) + P (û)

]

− ταβ(u)
T (u) ∇α

[
uβ + hβ(u)

ρ(u) + P (u)

]

= ταβ(u) + εO1

T (u) + εO1
∇α

[
uβ + εβ + hβ(u)− (ρ(u) + P (u))εβ

ρ(u) + P (u) + εO1

]

− ταβ(u)
T (u) ∇α

[
uβ + hβ(u)

ρ(u) + P (u)

]
.

(3.3.107)

Aunque podemos desarrollar los términos y mostrar la O2 invarianza, existe un
truco al que podemos apelar para llegar a la misma conclusión más rápido. Nótese
que en la variación

δhα ≡ hα(û)− hα(u) = −(ρ+ P )εα + εO1, (3.3.108)

tomando a ûα = uαE combinado con el hecho de que hα(uE) = 0 y la propiedad
uαE − uα = εα se obtiene:

hα(u)
ρ(u) + P (u) = uαE(u)− uα, =⇒ uα + hα(u)

ρ(u) + P (u) = uαE +O2. (3.3.109)

Con esta identidad, la variación del segundo término en Z se simplifica conside-
rablemente:

δ

(
ταβ

T
∇α

[
uβ + hβ

ρ+ P

])
= ∇αuβ(E)δ

(
ταβ
T
,
)

(3.3.110)
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y el lado derecho, es εO2 en donde, siguiendo el tratamendo de Israel en [49]
tomamos el gradiente de uα(E) como O1 y apelamos a las variaciones de los
términos restantes apelando a las fórmulas del teorema 3.
Sin embargo, establecer la propiedad O3 en los términos restantes en (3.3.104) es
algo involucrado. Claramente, si los evaluamos en el marco de enerǵıa, automáti-
camente se anulan y entonces W −∇αR

α es O2 invariante. Pero para establecer
esta propiedad, afuera del marco de enerǵıa, es un poco laboriosos. Sin embargo,
en seguida damos la demonstración.

Para hacer esto, empezamos con el término:

Λ = −
n∑

A=1
∇αΘA(u)

[
nA

(ρ+ P )h
α(u) +O2

]

en (3.3.104) y usamos la identidad

−
n∑

A=1
∇αΘA(u)nA(u) +∇α

(
P (u)
T (u)

)
+ ρ(u)∇α

(
1

T (u)

)
= 0, (3.3.111)

implicando

Λ =
(
− hα(u)
ρ(u) + P (u) +O2

)[
∇α

(
P (u)
T (u)

)
+ ρ(u)∇α

(
1

T (u)

)]
.

Usado esta representación, (3.3.104) toma la forma

W −∇αR
α = −

n∑
A=1

ναA∇αΘA(u)− ταβ

T
∇α

[
uβ + hβ

ρ+ P

]

+ hα(u)
[
∇α

(
1

T (u)

)
− aα
T (u)

]

+
[

hα(u)
ρ(u) + P (u)) +O2

] [
−∇α

(
P (u)
T (u)

)
− ρ(u)∇α

(
1

T (u)

)]

−∇α

[
1
2
uαhβhβ
T (ρ+ P )

]
−
[
∇α

(
ταβ

T

)]
hβ

ρ+ P
.

(3.3.112)

Ahora eliminamos el término de hαaα del lado derecho en (3.3.112) apelando a la
ecuación de conservación ∆ρν(u)∇µT

µν = 0 en donde Tαβ esta dado por

Tαβ = ρ(u)uαuβ + P (u)∆αβ(u) + hα(u)uβ + hβ(u)uα + ταβ(u). (3.3.113)
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Después del álgebra, escribimos ∆ρβ(u)∇αT
αβ = 0 de la forma

(ρ+ P )aρ + ∆µ
ρ(u)∇µP = Fρ, (3.3.114)

en donde

Fρ = −hµ∇µuρ +uρh
µaµ +uρ(∇µuν)τµν −uµ∇µhρ−hρ∇µu

µ−∇µτ
µ
ρ. (3.3.115)

De estas dos últimas relaciones, formamos la combinacion: T−1hρaρ y usando
la expresión resultante, eliminamos T−1hρaρ de lado derecho de (3.3.112). Estos
procesos nos llevan a

W −∇αR
α = −

n∑
A=1

ναA∇αΘA(u)− ταβ

T
∇α

[
uβ + hβ

ρ+ P

]

+ hα(∇αuρ)hρ
T (ρ+ P ) + uµ(∇µhρ)hρ

T (ρ+ P ) + ∇µu
µhρhρ

T (ρ+ P )

−∇α

[
1
2
uαhβhβ
T (ρ+ P )

]
− ταβhβ
ρ+ P

∇α

( 1
T

)
.

(3.3.116)

Para estudiar el comportamiento de los últimos cinco términos será suficiente con-
siderar sus comportamientos bajo uα → uαE y por esto cambios (3.3.109) implica
que

hα(u) = (uαE − uα +O2)(ρ(u) + P (u)). (3.3.117)

En esta ((norma)) uno ve que el último término cambia a orden O3 debido a que

ταβ = ταβ(u) = ταβ(uE) +O2 = ρ(uE)O1 +O2

mientras que

δ
[
∇α

( 1
T

)]
= ∇αδ

( 1
T

)
= O2

implicando que el último término cambia a orden O3.
Desarrollando la derivada covariante del penúltimo término combinado con los
otros llegamos a que
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hµ(∇µuρ)hρ
T (ρ+ P ) + uµ(∇µhρ)hρ

T (ρ+ P ) + ∇µu
µhρhρ

T (ρ+ P ) −∇α

[
1
2
uαhβhβ
T (ρ+ P )

]
=

=h
µ(∇µuρ)hρ
T (ρ+ P ) + 1

2
∇µu

µhρhρ
T (ρ+ P ) −

1
2u

αhβhβ∇α

(
1

T (ρ+ P )

)
.

En estos términos, debido a que ûµ = uµE combinado con el hecho de que hα(uE) =
0 se sigue que los términos proporcionales a hα(u) podemos reemplazarlos por sus
variaciones que son de orden ε = O1, mientras que la divergencia de ∇µu

µ es O1

y la variación de (T (ρ+P ))−1 es O2. Con esto se concluye que estos términos son
O3.

3.3.3. La estructura de las ecuaciones fenomenológicas

Con los resultados de la sección anterior sobre la estructura del términoW−∇αR
α,

ahora estamos listos para derivar las ecuaciones fenomenológicas. Por razones de
generalidad consideremos el caso de una mezcal de fluidos en donde Qα tiene la
forma escrita en (3.3.70) mientras que el término W −∇αR

α está dado por

W −∇αR
α = −τ

αβ

T
∇α

(
uβ + hβ

ρ+ P

)
−

n∑
A=1

ναA∇αΘA +O3. (3.3.118)

Se sigue entonces que

∇αS
α = −

n∑
A=1

ναA∇αΘA −
ταβ

T
∇α

(
uβ + hβ

ρ+ P

)

−∇α

1
2u

α

β0π
2 +

∑
A,B

βAB1 νβAνBβ + β2πγδπ
γδ

+ π
n∑

A=1
aA0ν

α
A + παβ

∑
a A

1 ν β
A

+O3.

(3.3.119)

Siguiendo el enfoque de [49,50], despreciamos los gradientes en los coeficientes

(aA0, aA1, β0, β
AB
1 , β2), A,B ∈ (1, 2, ..., n),

y por lo tanto, el lado derecho de (3.3.119), puede ser escrito de la forma

∇αS
α =

n∑
A=1

ναfAα + πf + παβfαβ, (3.3.120)
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en donde fAα , f, fαβ son funciones determinadas. Llevando a cabo la diferenciación
en el lado derecho de (3.3.119) y agrupado los términos, usando la descomposición

ταβ = π∆αβ + παβ,

junto con la notación π̇ = uα∇απ, etc., que significa diferenciación a lo largo del
flujo, llegamos a

∇αS
α =−

n∑
A=1

ναA

[
∇αΘA +

∑
B

βAB1 ν̇Bα + aA0∇απ + aA1∇γπ
γ
α

]

− π
[
β0π̇ + ∆αβ

T
∇α

(
uβ + hβ

ρ+ P

)
+
∑

aA0∇αν
α
A

]

− παβ
[

1
T
∇α

(
uβ + hβ

ρ+ P

)
+ β2π̇αβ +

n∑
A=1

aA1∇ανAβ

]
.

(3.3.121)

Podemos reducir más esta expresión, observando que:

∆αβ∇α

(
uβ + hβ

ρ+ P

)
= ∇αu

α + ∇αh
α

ρ+ P
, (3.3.122)

en donde hemos hecho uso de que hαuα = 0 y uαuα = −1, conduciéndonos
finalmente a que:

∇αS
α =−

n∑
A=1

ναA

[
∇αΘA +

∑
B

βAB1 ν̇Bα + aA0∇aπ + aA1∇γπ
γ
α

]
−

− π
[
β0π̇ + ∇αu

α

T
+ ∇αh

α

T (ρ+ P ) +
∑

aA0∇αν
α
A

]
−

− παβ
[
∇αuβ
T

+ 1
T
∇α

(
hβ

ρ+ P

)
+ β2π̇αβ +

∑
A

aA1∇ανAβ

]
.

(3.3.123)

Una inspección del lado derecho, nos permite escribir las ecuaciones fenomenológi-
cas para (π, παβ, ναA) que forcen la segunda ley. Para esto, es suficiente asumir que
(π, παβ, ναA) dependen linealmente de los ((estresés)) i.e.
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ναA = −∆αβT 2∑
B

kAB

(
∇βΘB +

∑
C

βBC1 ν̇Cβ + a B
0 ∇βπ + a B

1 ∇γπ
γ
β

)

π = −1
3ζν

(
∇αu

α + ∇αh
α

ρ+ P
+ Tβ0π̇ + T

n∑
A=1

a A
0 ∇αν

α
A

)

παβ = −2ζ〈∇βuα + ∇βhα
ρ+ P

+ Tβ2π̇αβ + T
∑
A

a A
1 ∇βνAα〉,

(3.3.124)

en donde kAB A,B,∈ (1, 2, ..., n), representa una matriz (n × n) semi-positiva
definitiva de variables reales y los corchetes angulares significan que:

〈Aαβ〉 =
(

∆γ
(α∆δ

β) −
1
3∆αβ∆γδ

)
Aγδ. (3.3.125)

Las ecuaciones (3.3.124), son las relaciones fenomenológicas que se siguen de la
imposición de la segunda ley (3.3.52) para la elección del término Qα en (3.3.70).
Son válidas para cualquier marco en reposo uα al interior del cono especificado
por los marcos de Landau-Lifshitz y los n-marcos de Eckart asociados a las n-
corrientes de part́ıculas. Estas ecuaciones se simplifican en el caso en que son
expresadas relativas a un marco en particular e.g. el marco de enerǵıa ó el marco
de part́ıculas. En las siguientes secciones por completez damos las ecuaciones
resultantes para el caso de un fluido simple relativamente al marco de Landau-
Lifshitz y en seguida relativamente al marco de Eckart.

Ecuaciones fenomenológicas en el marco de Landau-Lifshitz

Las ecuaciones fenomenológicas para un fluido simple al respecto del marco de
enerǵıa se obtienen de (3.3.124) tomando hα(uE) = 0, removiendo los ı́ndices
(A,B) y el śımbolo de suma. Las ecuaciones resultantes tienen la forma:

να = −k∆αβT 2
(
∇βΘ + β1ν̇β + a0∇βπ + a1∇µπ

µ
β

)
,

π = −1
3ζν (∇αu

α + Tβ0π̇ + Ta0∇αν
α) ,

παβ = −2ζ〈∇βuα + Tβ2π̇αβ + Ta1∇βνα〉.

(3.3.126)

Estas ecuaciones involucran al flujo (drift) να, pero en ocasiones resulta conve-
niente sustituirlo en favor del flujo de calor qα, a través de la siguiente relación
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nα(uE) ≡ να(uE) = − n(uE)
ρ(uE) + P (uE)q

α(uE) +O2. (3.3.127)

Pero la estructura de esta ecuaciones se obtienen de la expresión de Qα en (3.3.67,
3.3.68) y tienen la siguiente forma:

π = −1
3ζν(∇αu

α + β0π̇ − α0∇αq
α),

qα = κT∆αβ(η−1T∇βΘ− β1q̇β + α0∇βπ + α1∇γπ
γ
β), η = ρ+ P

n
,

παβ = −2ζ〈∇βuα + β2π̇αβ − α1∇βqα〉,

(3.3.128)

y estas ecuaciones están dadas por Israel [49] e Israel-Stewart [50].

Ecuaciones fenomenológicas en el marco de Eckart

En esta sección pasamos a la estructura de las ecuaciones fenomenológicas para un
fluido simple relativo al marco de Eckart. Estas ecuaciones se obtienen mediante
el término Qα mostrado en (3.3.67, 3.3.68) y teniendo en cuenta que W −∇αR

α

se reduce a

W −∇αR
α = qα

[
∇α

( 1
T

)
− aα
T

]
− ταβ∇αuβ

T
+O3. (3.3.129)

Las ecuaciones resultantes tienen la forma:

π = −1
3ζν(∇αu

α + β0π̇ − ᾱ0∇αq
α),

qα = −κT∆αβ
N (T−1∇βT + u̇β + β̄1q̇β − ᾱ0∇βπ + ᾱ1∇γπ

γ
β),

παβ = −2ζ〈uαβ + β2π̇αβ − ᾱ1∇βqα〉.

(3.3.130)

Un hecho relevante, es la relación que guardan los coeficientes que aparecen en las
ecuaciones (3.3.128) y (3.3.130), cuya conexión esta dada através de:

ᾱ0 − α0 = ᾱ1 − α1 = β1 − β̄1 = [(ρ+ P )T )−1], β0 = β̄0, β2 = β̄2, (3.3.131)
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que nos apoyan a demostrar la equivalencia entra ambas expresiones a primer
orden desviación del equilibrio, sin embargo, además necesitamos de la regla de
transformación entre marcos

uαE = uαN + (ρ+ P )−1qα +O2, (3.3.132)

aśı como también de la relación

∆αβη−1∇βΘ = ∆αβ

[
∇β

( 1
T

)
− 1
T (ρ+ P )(q̇β +∇βπ +∇γπ

γ
β)
]
− 1
T
u̇αN .

(3.3.133)

3.4. El estatus de la teoŕıa transitoria

El conjunto de ecuaciones fenomenológicas derivadas arriba dan las ecuaciones de
evolución para el flujo de calor, los estresés de viscocidad volumétrica y de ciza-
llamiento (((bulk)) y ((shear stresses)) en inglés), y estas ecuaciones combinadas con
las ecuaciones que surgen de las leyes de conservación forman un sistema cerrado
de ecuaciones. Sus soluciones describen el comportamiento de estados cercanos al
equilibrio cuya evolución es compatible con la segunda ley de la termodinámica.
Aunque la implementación de la segunda ley es bienvenida, no es suficiente para
la aceptación f́ısica de la teoŕıa. Seŕıa de importancia conocer si el conjunto de
ecuaciones dinámicas constituye un conjunto causal de ecuaciones al menos para
estados cercanos al equilibrio. En términos más concretos: como se comportan las
perturbaciones pequeñas alrededor del estado de equilibrio de fondo.
Israel y Stewart salieron de la teoŕıa fenomenológica y derivaron las ecuaciones
de la termodinámica transitoria a partir de consideraciones microf́ısicas. Comen-
zando desde la ecuación de Boltzmann relativista (para una introducción de este
tema véase [2,28,95–97]) y dentro de la aproximación de Grad [40] fueron capaces
en [50] de derivar las ecuaciones de termodinámica transitoria mediante la eva-
luación de los tres primeros momentos de la ecuación de Boltzmann32. Más aún,
fueron capaces de evaluar los cinco coeficientes (αi, βi) que aparecen en (3.3.124)
y mostrarón que son funciones puramente termodinámicas i.e. funciones indepen-
dientes de la sección eficaz que entra en el término de colisión en la ecuación
32Espećıficamente en [50], muestran que los primeros tres momentos de la función de distribución

f(x, p) i.e. Ĵα(x) =
∫
f(x, p)pαdΩ, T̂αβ =

∫
f(x, p)pαpβdΩ, Aαβγ(x) =

∫
f(x, p)pαpβpγdΩ,

como consecuencia de la ecuación de Boltzmann satisfacen: ∇αĴα = ∇αT̂αβ = 0, ∇αÂαβγ =
Îβγ en donde Îβγ =

∫
C[f ]pβpγdΩ es el segundo momento del término de colisiones C[f ]

para la ecuación de Boltzmann.
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de Boltzmann. Subsecuentemente, evaluarón las velocidades de los frentes de on-
da por perturbaciones pequeñas alrededor del estado de equilibrio y encontrarón
que la velocidades de propagación de estas perturbaciones son finitas y causales.
Estas conclusiones muestran que la termodinámica transitoria al menos para los
coeficientes (αi, βi) predichos por la ecuación de Boltzmann relativista evita la
propagación infinita de las perturbaciones alrededor de un estado de equilibrio
y estos resultados parece mostrar que la termodinámica transitoria rectifica las
predicciones de las teoŕıas de primer orden de Eckart y de Landau-Lifshitz. Aun-
que toda la evidencia apunta a que la termodinámica transitoria es alentadora y
la señalan como una teoŕıa robusta, sin embargo, más trabajo es necesario. Por
ejemplo, no es sabido si las ecuaciones dinámicas constituye un sistema simétrico
- hiperbólico y también la presencia de las funcionas arbitrarias (αi, βi) que apa-
recen en el ansatz para el término Qα es otro asunto que necesita consideraciones
adicionales. ¿Como eventualmente estos coeficientes van a estar espećıficados?
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3.5. Sobre estados cercanos al equilibrio

Como vimos en este caṕıtulo, la termodinámica transitoria por diseño se enfoca en
la descripción de estados ((cercanos)) al equilibrio, y en esta sección discutimos co-
mo identificar esta clase de estados. Como ya hemos dicho en repetidas ocasiones
el tensor de enerǵıa-momento Tαβ por la clase de fluidos clásicos que empleamos
en esta tesis, define un único eigenvector temporal uαE, el cual determina el marco
de Landau-Lifshitz (ó marco de enerǵıa), mientras que por un fluido simple, la
corriente de part́ıculas Jα v́ıa Jα = nNu

α
N determina al vector uαN que espećıfica al

marco de Eckart (ó marco de part́ıculas). La existencia de los vectores (uE, uN),
nos dan la oportunidad de definir la noción de estados de un fluido cercano al
equilibrio, a través de las siguientes consideraciones.

Para cualquier evento al interior de un fluido simple, sea el vector uαE junto con
tres 4-vectores tipo espacio ortonormales, denotados por ea, a ∈ {1, 2, 3}, de
manera que (uE, ea) forma una tetrada ortonormal. Debido a que la tŕıada ea, no
está únicamente definida, podemos sin pérdida de generalidad, elegir los vectores
espaciales, de manera que uαN en el evento bajo consideración admita la siguiente
representación:

uαN =
(

1− v2

c2

)− 1
2

uαE + v

c

(
1− v2

c2

)− 1
2

eα1 = cosh εuαE + sinh εeα1 , (3.5.1)

en donde ~v = ve1 es la ((velocidad relativa)) del marco de Eckart al respecto del
marco de Landau-Lifshitz y hemos introducido el parámetro ε como el ((pseudo-
ángulo)) entre uE y uN . Tal ángulo satisface que:

cosh ε = −g(uE, uN) = −uαEuNα =
(

1− v2

c2

)− 1
2

, (3.5.2)

y uno nota que en equilibrio local (o global), uN y uE coinciden, entonces ε =
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0. Siguiendo a Israel [49], es natural definir estados de un fluido simple33 como
estados cercanos al equilibrio como aquellos estados que tienen la propiedad de
que el pseudo-ángulo ε en (3.5.2) satisface: ε ≈ v

c
<< 1 para todos los eventos

ocupados por el fluido. Para tales estados (3.5.1) implica que

uαN − uαE ' εeα1 '
v

c
eα1 '

ĵα

nN
= να(uE)

nN
= να(uE)

nE
= O1 << 1, (3.5.3)

en donde siguiendo la notación de [49], ĵα representa el ((flujo))34 (drift) de part́ıcu-
las relativo al marco de enerǵıa y denotamos este flujo como: να(uE) ≡ ĵα. Por
lo tanto, estados cercanos al equilibrio se caracterizan por la propiedad de que
el flujo να(uE) percibido desde el marco de enerǵıa satisface (3.5.3) y de aqúı en
adelante el śımbolo O1 significa desviación del estado del equilibrio (local o global)
a primer orden.

Además de la válidez de la condición (3.5.3), estados cercanos al equilibrio están
sujetos a otra restricción: los estresés viscosos medidos al respecto del marco de
enerǵıa, denotados colectivamente por ταβ(uE) ≡ ταβE , satisfacen

ταβE
ρE

= O1 << 1, (3.5.4)

en donde ρE es la densidad de enerǵıa medida al respecto del marco de enerǵıa.

La condición (3.5.3) implica que para cada evento dentro del fluido, en el espa-
cio tangente se define un ((cono)) de pseudo-ángulo ε ' v

c
= O1 << 1 con v la

velocidad relativa del marco de Eckart al respecto del marco de Landau-Lifshitz.
Como hemos visto en este caṕıtulo, cualquier 4-velocidad uα que se encuentre al
interior de este cono, puede ser usada como marco en reposo y observadores en
reposo al respecto de este marco determinan las variables termodinámicas del es-
tado correspondiente. Estas variables tienen en general dependencia del marco que
empleamos y sus compartamientos bajo cambios particulares del marco de refere-

33Para una mezcla de fluidos que consiste de n−corrientes de part́ıculas (J1, J2, ..., Jn), uno pue-
de definir la 4-velocidad uαE del marco de enerǵıa y las n 4-velocidades (u1, u2, ..., un) a través
de JαA = nAu

α
A, con A ∈ {1, 2, ...., n} y por lo tanto introducir (n+1)(n+2)

2 −pseudo ángulos
(ε1, ε2, ...., ε (n+1)(n+2)

2
) entre uE y los correspondientes (u1, u2, ...., un). Por esta situación, un

estado es cercano al equilibrio, cuando los (n+1)(n+2)
2 pseudo-ángulos obedecen que εA << 1.

Por este caso uno puede definir ε = min(ε1, ε2, ...., ε (n+1)(n+2)
2

) y proceder como en el caso de
un fluido simple.

34En la notación de Israel [49], este flujo es referido como drift.
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nia están escritos por los teoremas (2-4) que demostramos en la siguiente sección35.

3.6. Demostración de los teoremas 2, 3 y 4

Antes a proceder a demostrar los teoremas 2, 3 y 4, primero hacemos algunos
comentarios preliminares.
Empezamos con dos vectores unitarios tipo tiempo dirigidos a futuro, (u, û) que
se encuentran al interior del cono de pseudo-ángulo ε que acabamos de definir
en la sección anterior. Estos vectores definen los ejes temporales de dos marcos
admisibles36 y los complementamos con dos triadas de vectores unitarios tipo
espacio ea, êa, con a ∈ (1, 2, 3) tal que (u, ea) y (û, êa) constituyen dos bases
ortonormales en el evento bajo consideración. Tal arreglo implica que

û = u(
1− v2

c2

) 1
2

+ vaea
c

1(
1− v2

c2

) 1
2
, v2 = vava, (3.6.1)

en donde va son las componentes de la 3-velocidad del marco u relativo al marco
û. Siguiendo a Israel [49], reexpresamos (3.6.1) en la forma equivalente

ûα = (1 + δ2) 1
2uα + δα, δ2 = δαδα, δαuα = 0. (3.6.2)

Vemos a (3.6.2) como una transformación de uα → ûα y como hemos mencionado
la teoŕıa transitoria no es invariante bajo cambios de marcos escritos por (3.6.2).
Pero asumiendo que la velocidad relativa de uα al respeto de ûα satisface37 que
δ << 1, entonces reemplazamos (3.6.2) por
35Por estados fuera del equilibrio, la velocidad relativa del marco uN al respecto del marco

uE (u al respecto de û) no es en general pequeña y por eso uno no puede controlar el
comportamiento de las variables termodinámicas bajo cambio de marco. Pero, por estados
cercanos al equilibrio, el ángulo ε entre uN y uE es pequeño véase (3.5.3), y esta propiedad
permite tener un buen control sobre el comportamiento de las variables termodinámicas bajo
cambio de marco.

36Un marco en esta teoŕıa es admisible, cuando la 4-velocidad uα que define este marco cae
dentro del cono de ángulo ε que hemos definido.

37Nótese que la condición δ << 1 siempre se cumple por estados cercanos al equilibrio. Por
estados fuera del equilibrio, la velocidad relativa del marco uN al respecto del marco uE (o
de u al respecto de û) en general no es pequeña y por este caso uno no puede aproximar (3.6.3)
por (3.6.2). Como consecuencia las variables termodinámicas se transforman de una manera
complicada. Pero, por estados cercanos al equilibrio, el ángulo ε entre uN y uE es pequeño
(véase (3.5.3)), y esta propiedad permite tener un buen control sobre el comportamiento de
las variables termodinámicas bajo cambio de marco.
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uα → ûα = uα + δα +O(δα)2, (3.6.3)

y estos tipos de transformaciones son de relevancia para la teoŕıa transitoria (véase
también la transformación (3.3.32) en el teorema 2). Introduciendo el parámetro
ε̂α via

ûα − uα = δα ≡ ε̂α = ε̂ ≤ O1, (3.6.4)

en donde ε̂ ≤ O1 se sigue como consecuencia de que por estados cercanos al
equilibrio uE − uN = ε = O1 << 1. Este nuevo parámetro de ((pequeñez ε̂))

introducido en (3.6.4) se interpreta como la velocidad relativa de uα al respecto
de ûα y será importante en la demostración de los teoremas 2, 3 y 4.
Mencionamos también que durante la demostración de los teoremas (2-4) y como
pasos intermedios, haremos cambios de marcos escritos por:

uαE → ûα = uαE + δ̂α +O(δα)2, δ̂ ≤ O1 (3.6.5)

uαE → uα = uαE + γα +O(γα)2, γ ≤ O1, (3.6.6)

en donde uαE espećıfica el marco de enerǵıa y en estas transformaciones, (δ̂, γ)
se consideran como las velocidades relativas de uαE con ûα y uα respectivamen-
te. Debido a que (3.6.3) implica ûα − uα = δα en combinación con (3.6.4-3.6.6)
obtenemos

δ̂a − γa = δa = ε̂ ≤ O1,

implicando que la velocidad relativa ε̂ de uα relativamente a ûα es la diferencia de
velocidades relativas δ̂α y γα que aparecen en (3.6.5, 3.6.6) y esta propiedad será
útil más adelante.
También en la demostración de los teoremas empleamos la expansión del tensor
Tαβ al respecto del marco de enerǵıa, es dećır, Tαβ tiene la forma:

Tαβ = (ρ(uE) + P (uE))uαEu
β
E + P (uE)gαβ + ταβ(uE).

Con estos conceptos en mente, consideramos la transformación uα → ûa escrita
en (3.6.2) y construimos las variación de las variables termodinámicas inducidas
por esta transformación. Comenzamos con la demostración de (3.3.35).
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3.6.1. Demostración del teorema 2

Sean ρ(û), ρ(u) las densidades de enerǵıa medidas por ûa respectivamente ua,
entonces las siguientes relaciones son válidas

δρ ≡ ρ(û)− ρ(u) = Tαβ (ûαûβ − uαuβ)

=
[
(ρ(uE) + P (uE))uαEu

β
E + P (uE)gαβ + ταβ(uE)

]
(ûαûβ − uαuβ)

= [ρ(uE) + P (uE)]
[
(ûαuEα)2 − (uαuEα)2

]
+ ταβ(uE) (ûαûβ − uαuβ)

= [ρ(uE) + P (uE)] (δ̂2 − γ2) + ταβ(uE)(δ̂αδ̂β − γaγβ).

(3.6.7)

Recordando que los estados cercanos al equilibrio satisfacen ταβ(uE) = ρ(uE)O1,
se sigue que

ταβ(uE)(δ̂αδ̂β − γαγβ) = ε̂2O1 + ε̂O2
1. (3.6.8)

Por otro lado, el primer término da

[ρ(uE) + P (uE)] (δ̂2 − γ2) = [ρ(uE) + P (uE)] (δ̂ − γ)(δ̂ + γ),

y si eliminamos δ̂α en favor de δ a través de δ̂α − γα = δα = ε̂, mientras que
δ̂α + γα = O1, obtenemos a mayor orden

[ρ(uE) + P (uE)] (δ̂2 − γ2) = ε̂O1, (3.6.9)

y por lo tanto, concluimos que

δρ = ρ(û)− ρ(u) = ε̂O1 +O2. (3.6.10)

Para demostrar el inciso (3.3.36) del teorema 2, empezamos con

δhγ = hγ(û)− hγ(u)

= − [∆γ
α(û)ûβ −∆γ

α(u)uβ]Tαβ

= − [∆γ
α(û)ûβ −∆γ

α(u)uβ]
[
(ρ(uE) + P (uE))uαEu

β
E + P (uE)gαβ + ταβ(uE)

]
.

(3.6.11)
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Sin embargo, notamos inmediatamente que el término P (uE)gαβ no contribuye,
mientras que la contribución de menor orden surge del término:

− [∆γ
α(û)ûβ −∆γ

α(u)uβ] (ρ(uE) + P (uE))uαEu
β
E.

Más expĺıcitamente mostramos que

Kγ = (∆γ
α(û)ûβ)uαEu

β
E = −uγE

(
1 + δ̂2

) 1
2 + ûγ

(
1 + δ̂2

)
,

y eliminando ûγ usando ûγ = uγE + δ̂γ +O(δ̂γ)2, encontramos que

Kγ = δ̂γ +O(δ̂γ δ̂2).

Esto implica que

δhγ = hγ(û)− hγ(u) = [ρ(uE) + P (uE)] (−δ̂γ + γγ) = − [ρ(uE) + P (uE)] ε̂γ,
(3.6.12)

el cual es el inciso (3.3.36) del teorema 2.
A través de un procedimiento similar, podemos establecer la fórmula (3.3.39) i.e.

δταβ ≡ ταβ(û)− ταβ(u) = ε̂O1, (3.6.13)

y para esta prueba, comenzamos con la identidad:

τ γδ(u) = ∆γ
α(u)∆δ

β(u)Tαβ − P (u)∆γδ(u)

= ∆γ
α(u)∆δ

β(u)[(ρ(uE) + P (uE))uαEu
β
E + P (uE)gαβ + ταβ(uE)]− P (u)∆γδ(u).

(3.6.14)

Formado

δταβ = ταβ(û)− ταβ(u), (3.6.15)

apelando a (3.6.14) y después de algo de álgebra se sigue que

δταβ ≡ ταβ(û)− ταβ(u) = ε̂O1.

Con un procedimiento similar mostramos los otros incisos del teorema 2.
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3.6.2. Demostración del teorema 3

La demostración del teorema 3 se sigue formando la variacion δqα de qα. Tenemos
por definición:

δqα ≡ qα(û)− qα(u)

= hα(û)− ρ(û) + P (û)
n(û) nα(û)− hα(u) + ρ(u) + P (u)

n(u) nα(u)

= δhα − ρ(uE) + P (uE)
n(uE) (1 +O2)δnα.

(3.6.16)

Apelando a las conclusiones del teorema 2, tenemos:

δhγ ≡ hγ(û)− hγ(u) = − (ρ(uE) + P (uE)) ε̂γ

δnγ = −n(uE)εγ + ε̂O1.

y sustituyendo estas variaciones en (3.6.16) se verifica la conclusión del teorema 3.

3.6.3. Demostración del teorema 4

Finalmente consideramos la demostración del teorema 4, y para este teorema
apelamos a la relación de Gibbs:

ds = T−1dρ−
n∑

A=1
ΘAdnA, A ∈ (1, 2, ...n),

la cual mostramos en el caṕıtulo 1 (véase (1.1.18) con k = c = 1). En donde
tomamos las variaciones (ds, dρ, dnA) formadas, tomando la diferencia

ds = s(ρ(u), nA(u))− s(ρ(u(E), nA(u(E))),

en donde u(E), ρ(u(E), nA(u(E)), etc., denota valores en equilibrio. Por la elección
de los (ûα, uα) al interior del cono de pseudo-ángulo ε que hemos definido en la
sección anterior, tenemos:
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s(û)− s(u(E)) = T−1
E (ρ(û)− ρ(u(E))−

n∑
A=1

ΘA(u(E)) [nA(û)− nA(u(E))] ,

(3.6.17)

s(u)− s(u(E)) = T−1
E (ρ(u)− ρ(u(E))−

n∑
A=1

ΘA(u(E)) [nA(u)− nA(u(E))] .

(3.6.18)

Tomando la diferencia y recordado las variaciones de ρ y nA del teorema 2 se sigue
que

δs = s(û)− s(u) = ε̂O1.

Por otro lado, apelando a las propiededs de las derivadas parciales de s(ρ(u), nA(u))
los potentiales térmicos ΘA(u) para cada especie de part́ıculas de la mezcla obe-
dece:

ΘA(û) = ∂s(ρ(û), n(û))
∂nA(û) = ∂s(ρ(u) + ε̂O1, nA(u) + ε̂O1)

∂nA(û) = ΘA(u) + ε̂O1,

la cual implica que

δΘA = ε̂O1.

Con estas variaciones y apelando a

T (u)s(u) = ρ(u) + P (u)− T (u)
n∑

A=1
ΘA(u)nA(u), (3.6.19)

por la dobleta (ûα, uα) como en el inciso anterior, se sigue que

δT = ε̂O1. (3.6.20)

Con este fórmula se concluye la demostración del teorema 4.



4 La teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri

4.1. Descripción de la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri

En el caṕıtulo anterior hemos discutido las propiedades básicas de la termodinámi-
ca transitoria propuesta por Israel y Stewart en los años (1970 − 1980). En este
caṕıtulo1 introducimos una nueva teoŕıa que también se enfoca en la descripción
de estados de fluidos simples relativistas desarrollada por Liu, Müller y Ruggeri
originalmente en [66] y discutida con más detalle en la monograf́ıa [77]. La teoŕıa
puede considerarse como una extensión al régimen relativista de la termodinámi-
ca irreversible racional extendida clásica (TIRE) que brevemente discutimos en la
sección 2.3.3 y por esta razón en ocasiones nos referimos a la teoŕıa de Liu, Müller
y Ruggeri como (TIRE) relativista.

Motivados por el deseo de poner a la termodinámica irreversible de fluidos relati-
vistas en un fundamento matemático sólido, los autores en [66] introdujerón una
nueva teoŕıa que describe estados de fluidos relativistas. La caracteŕıstica distintiva
de esta teoŕıa es que las ecuaciones dinámicas constituyen un sistema simétrico-
hiperbólico/causal y por la tanto la propagación finita de las perturbaciones está
considerada. En esta teoŕıa las variables dinámicas son las 10 componentes del ten-
sor de enerǵıa-momento Tαβ = T βα y las 4 componentes del 4-vector de corriente
de part́ıculas Jα. Estas 14 variables están sujetas a satisfacer

∇αT
αβ = ∇αJ

α = 0, (4.1.1)

1Notación: (En este caṕıtulo y para estar en acuerdo con las convenciones del art́ıculo
original [66], empleamos la siguiente notación:)

(+−−−): Signatura

Normalizamos la 4-velocidad según g(u, u) = c2, con c, la velocidad de la luz y el proyector
asociado por la 4-velocidad u tiene la siguiente forma:

∆αβ = −gαβ + 1
c2u

αuβ .
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∇γA
αβγ = Iαβ, (4.1.2)

en donde Aαβγ es un campo tensorial completamente simétrico, mientras que Iαβ
es un campo tensorial simétrico con traza nula Iαα = 0, y por tanto ∇αA

αβ
β = 0.

Debido a estas simetŕıas, el sistema (4.1.1, 4.1.2) involucra a 14 ecuaciones y
por tanto (4.1.1, 4.1.2) pueden servir como las ecuaciones dinámicas para las 14
variables bajo la suposición que:

Aαβγ = Aαβγ(Jα, Tαβ), Iαβ = Iαβ(Jα, Tαβ), (4.1.3)

i.e. Aαβγ e Iαβ se consideran como funciones constitutivas con (Jα, Tαβ) actuando
como las variables básicas. Además de las leyes de balance (4.1.1, 4.1.2), los autores
completan el sistema, incluyendo un vector de flujo de entroṕıa Sα que también
es función constitutiva2 i.e.

Sα = Sα(Jα, Tαβ), (4.1.4)

y demandan que para cualquier solución3 (Jα, Tαβ) del sistema (4.1.1, 4.1.2), el
flujo Sα debe satisfacer:

∇αS
α(Jα, Tαβ) ≥ 0. (4.1.5)

Los autores imponen restricciones severas sobre la forma de las funciones consti-
tutivas Aαβγ(Jα, Tαβ), Iαβ = Iαβ(Jα, Tαβ) y Sα = Sα(Jα, Tαβ) apelando a:

a) Principio de entroṕıa.

b) Principio de relatividad.

c) Hiperbolicidad.

Desafortunadamente, la aplicación de estos principios como medio para fijar la
estructura de las funciones constitutivas involucra cálculos largos, por tanto, en

2Es interesante señalar aqúı las diferentes filosof́ıas que sustentan a la presente teoŕıa y a la
teoŕıa transitoria desarrollada en el caṕıtulo anterior. Mientras que en la teoŕıa transitoria
el vector de entroṕıa Sα (véase (3.3.1)) depende de las variables primarias y tal vez de un
conjunto infinito de variables adicionales denotadas por Xαβγ..

(i) con i ∈ {1, 2, ...}, en la teoŕıa
presente Sα depende únicamente de las variables básicas Jα y Tαβ .

3Una solución (Jα, Tαβ) de las ecuaciones de campo (4.1.1, 4.1.2) y en acuerdo con la termi-
noloǵıa de los termodinámicos, es referida como un proceso termodinámico.
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este caṕıtulo, solo resaltaremos los pasos esenciales en este proceso.

Los autores comienzan rompiendo la invarianza de la teoŕıa bajo cambio de marco
utilizando el marco de Eckart4 para realizar sus cálculos. Relativamente a este
marco, se descomponen el tensor de enerǵıa-momento Tαβ y la 4-corriente de
part́ıculas Jα de acuerdo a:

Tαβ = 1
c2ρu

αuβ + (P + π)∆αβ + 1
c2 (uαqβ + uβqα) + παβ, Jα = nuα, (4.1.6)

en donde5 (ρ, P, π, qα, παβ) tienen la misma interpretación como aquellas que apa-
recen en las expansiones mostradas en (3.3.24, 3.3.25). Pero nótese que en este
caṕıtulo y para estar de acuerdo con la terminoloǵıa en [66], [77], el flujo de enerǵıa
hα en (3.3.24) es denotado aqúı por qα y referido como el flujo de calor, mientras
recordamos al lector, que al respecto del marco de Eckart, el flujo de part́ıculas
(particle drift en inglés) definido en (3.3.25) es nulo i.e. nα(uN) = 0. Para un uso
posterior, notemos que

παβ =
(

∆α
γ∆

β
δ −

1
3∆αβ∆γδ

)
T γδ, (4.1.7)

mientras que la presión termodinámica P , la presión volumétrica6 π (bulk pres-
sion), la densidad de enerǵıa ρ, el vector flujo de calor qα y la densidad de part́ıculas
n estan determinados por

P + π = 1
3∆αβT

αβ, ρ = 1
c2uαuβT

αβ, c2n2 = JαJα, qα = −∆α
βuγT

βγ.

(4.1.8)

En el tratamiento que sigue, las 14 componentes de (Jα, Tαβ) se cambian en favor
de los 14 campos (ρ, P + π, qα, παβ, n, uα) definidos en (4.1.6, 4.1.8) medidos por
los observadores locales en reposo al respecto del marco de Eckart.

4Es interasante señalar aqúı que el sistema (4.1.1, 4.1.2, 4.1.5) involucra únicamente campos
tensoriales y en principio no hay espacio para observadores locales, pero como hemos mencio-
nado en el caṕıtulo introductorio progresos en medios continuos relativistas vienen apelando
a las mediciones que realizan observadores locales. La expansión (4.1.6) ofrece pistas para
un mejor entendimiento del contenido de esta teoŕıa.

5Debido a que todos los cálculos en este caṕıtulo estan hechos al respecto del marco de Eckart
(uα = uαN ) y no hay peligro de confusión, no especificamos la dependencia de (ρ, P, π, qα, παβ)
sobre uαN .

6En el caṕıtulo anterior hemos discutido la sutileza entre la distinción y definición de estas dos
presiones (vease discusion que sigue relacion (3.3.18).
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4.2. Relaciones constitutivas y los principios de
Relatividad y de Entroṕıa

El principio de relatividad, aplicado a las relaciones constitutivas Aαβγ(Jα, Tαβ),
Iαβ = Iαβ(Jα, Tαβ) y Sα = Sα(Jα, Tαβ), dicta que estos objetos deben perma-
necer forma invariante bajo transformaciones arbitrarias de coordenadas. Aunque
alguien podŕıa estudiar la estructura de tales campos tensoriales, los autores evitan
ir en esa dirección. En vez de esto, emplean las componentes de (uα, qα, παβ, παβ)
y escalares, con los que construyen a los tensores Iαβ, Aαβγ más generales posibles
compatibles con las simetŕıas que mencionamos en la sección anterior. Adicional-
mente, restrigen su atención a la clase de estos tensores que exhiben dependencia
lineal7 en (π, παβ, qα). Estos tensores tienen la forma:

Iαβ = Bπ
1πg

αβ − 4
c2B

π
1πu

αuβ +B3π
αβ + 1

c2B4(qαuβ + qβuα), (4.2.1)

Aαβγ = (C0
1 + Cπ

1π)uαuβuγ + c2

6 (nm2 − C0
1 − Cπ

1π)(gαβuγ + gβγuα + gγαuβ)

+ C3(gαβqγ + gβγqα + gγαqβ)− 6
c2C3(uαuβqγ + uβuγqα + uγuαqβ)

+ C5(παβuγ + πβγuα + πγαuβ),

(4.2.2)

en donde (Bπ
1, B3, B4) y (C0

1, C
π
1, C3, C5) son funciones de (n, ρ) por determinar-

se, y m es una escala de masa.

Una construcción similar muestra que la parte de Sα que contiene terminos hasta
incluso cuadráticos8 en (π, παβ, qα) tiene la forma:

Sα = (ns+ Aπ1π + Aπ
2

1π
2 + Aq1q

βqβ + At1π
βγπβγ)uα

+ (A0
2 + Aπ2π)qα + A0

3π
αβqβ,

(4.2.3)

7Interpretamos esta restricción como un intento de parte de los autores para ganar intuición
sobre el contenido de esta teoŕıa. Como veremos en esta sección, esta elección restringe la
atención a estados cercanos al equilibrio y tal propiedad hace el análisis manejable para un
tratamiento anaĺıtico. La inclusión de términos no lineales complica el asunto considerable-
mente.

8La natuaraleza cuadrática de Sα implementa la idea original de Müller que introducimos en el
caṕıtulo 2 y estructuralmente tal Sα es idéntico al flujo de entroṕıa por la teoŕıa transitoria.
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en donde nuevamente (Aπ1, Aπ
2
1 , A

q
1, A

t
1, A

0
2, A

π
2, A

0
3) son funciones por determi-

nar mientras que (n, s) son la densidad del número de part́ıculas y la densidad de
entroṕıa por part́ıcula medidas al respecto del marco de Eckart. La determinación
de los 14 coeficientes (A, ...B, ...C, ...) que aparecen en (4.2.1, 4.2.2, 4.2.3) es un
tema delicado y para tal tarea, el principio de entroṕıa juega un papel importante.
En el presente contexto, este principio afirma que la dependencia de las relaciones
constitutivas Aαβγ(Jα, Tαβ), Iαβ = Iαβ(Jα, Tαβ) y Sα = Sα(Jα, Tαβ), sobre las
variables básicas (Jα, Tαβ) deben de elegirse de tal manera que cada solución a
las leyes de balance (4.1.1, 4.1.2) satisfaga la desigualdad de entroṕıa (4.1.5).
Como hemos mencionado en el caṕıtulo 2, la implementación de este principio
es un problema dif́ıcil y a lo largo del desarrollo de la termodinámica de medios
continous se han ideado diferentes maneras de implementar este principio. Para
las necesidades de esta tesis, introducimos el procedimiento de Liu para la imple-
mentación de este principio.
Liu en [64], tomó un punto de vista drástico para poder implementar este princi-
pio. Él elimino la restricción fuerte

que cada solución a las leyes de balance debe satisfacer la desigualdad de entroṕıa

por algo mucho más ligero. El demando que:

por cualquiera configuración de las variables básicas deben que cumplir una de-
sigualdad de entroṕıa extendida.
El precio de remover la restricción de cada solución a las leyes de balance por
configuraciones arbitrarias de las variables básicas, llegó pagando un precio alto:
Uno necesita introducir variables adicionales referidas como multiplicadores de
Lagrange.

En el contexto del sistema (4.1.1, 4.1.2), acoplado con la desigualdad de entroṕıa
(4.1.5), el procedimiento de Liu consiste en introducir los multiplicadores de La-
grange como nuevos campos denotados por: (ζ, ζα, ζαβ) con ζαβ = ζβα y gαβζαβ = 0
mientras la desigualdad de entroṕıa extendida tiene la forma

∇αS
α + ζ∇αJ

α + ζβ∇αT
βα + ζβµ(∇αA

αβµ − Iβµ) ≥ 0, (4.2.4)

y esta desigualdad deberia ser válida para cualquier configuración de (Jα, Tαβ) y
no solamente para soluciones al sistema (4.1.1, 4.1.2). La existencia de los multi-
plicadores (ζ, ζα, ζαβ) que satisfacen esta desigualdad es un problema involucrado
y su demonstración es discutida en la ref. [64]. Aceptando la existencia de los
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multiplicadores (Jα, Tαβ) e introduciendo un nuevo campo S ′α v́ıa

S ′α = Sα + ζJα + ζβT
αβ + ζβγA

αβγ, (4.2.5)

entonces (4.2.4) puede ser reescrita de la forma

∇αS
′α − Jα∇αζ − Tαβ∇αζβ − Aβγα∇αζβγ − ζβγIβγ ≥ 0. (4.2.6)

Debido a que (Jα, Tαβ) y (ζ, ζα, ζαβ) tienen el mismo número de componentes,
uno podŕıa pensar en una transformación invertible de la forma

(Jα, Tαβ) 7→ (ζ, ζα, ζαβ), (4.2.7)

es dećır, considerar los multiplicadores (ζ, ζα, ζαβ) como funciones de (Jα, Tαβ).
Los autores en [66], muestran que esta transformación9 puede ser generada a través
de una función vectorial S ′α(ζ, ζα, ζαβ). Para ver este propiedad, uno primero
desarrolla ∇αS

′α, entonces (4.2.6) da que

(
∂S ′α

∂ζ
− Jα

)
∇αζ +

(
∂S ′α

∂ζβ
− Tαβ

)
∇αζβ +

(
∂S ′α

∂ζβγ
− Aβγα

)
∇αζβγ − ζβγIβγ ≥ 0,

(4.2.8)

y esta desigualdad debe ser válida para cualesquiera (ζ, ζβ, ζαβ). Este requisito
implica que

Jα = ∂S ′α

∂ζ
, Tαβ = ∂S ′α

∂ζβ
, A〈βγ〉α = ∂S ′α

∂ζβγ
− 1

4g
βγgµν

∂S ′α

∂ζµν
, (4.2.9)

e introduciendo la producción de entroṕıa σ v́ıa σ ≡ −ζβγIβγ, entonces la válidez
de (4.2.8) también demanda que

σ = −ζβγIβγ ≥ 0. (4.2.10)

Pero (4.2.9) implica que las componentes (Jα, Tαβ, Aαβγ) se pueden considerar
como funciones dependientes de (ζ, ζα, ζαβ) y estas componentes se pueden ge-
nerar mediante la diferenciación del ((potencial vectorial)) S ′α = S ′α(ζ, ζα, ζαβ),

9Esta transformación y en particular, su naturaleza global es sutil. En [77] y para el caso de
fluidos no relativistas, los autores discuten este punto en detalle. Muestran que la inver-
tibilidad global está asegurada si la densidad de entroṕıa s es una función cóncava de las
variables básicas. Para el caso relativista, el tema se complica. Sin embargo, como veremos
más adelante esperamos que la invertibilidad local sea válida.
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sujeto por supuesto a que alguien tiene la manera de construir S ′α como función
de (ζ, ζα, ζαβ).

Debido al significado de este ((potencial vectorial)), en [66, 77] construyeron una
representación expĺıcita de S ′α como función de (ζ, ζα, ζαβ) apelando al principio
de relatividad. Este principio requiere que S ′α debe ser forma invariante bajo
transformaciones arbitrarias de coordenadas. Dado que S ′α = S ′α(ζ, ζα, ζαβ) y los
únicos vectores que se puede construir a partir de los multiplicadores de Lagrange
que sean a lo más cuadráticos en ζαβ, son

ζα, ζαβζ
β, ζ2

αβζ
β,

se sigue que S ′α debe ser una combinación lineal de estos vectores con coeficientes
escalares formados de los multiplicadores de Lagrange. Introduciendo los escalares

H0 = ζ

H2 = tr(ζ2
αβ)

H3 = tr(ζ3
αβ)

H4 = tr(ζ4
αβ)

G0 = ζαζα

G1 = ζαζαβζ
β

G2 = ζαζ2
αβζ

β

G3 = ζαζ3
αβζ

β

(4.2.11)

entonces, se mostró en [66,77] que la forma más general de S ′a cuadrática en ζαβ
es

S ′α =
[
Γ0 + ∂Γ1

∂G0
G1 + 1

2
∂2Γ2

∂G2
0
G2

1 + ∂Γ2

∂G0
G2 + 1

4Γ2H2

]
ζα+

+
[
Γ1 + ∂Γ2

∂G0
G1

]
ζαβζ

β + Γ2ζ
2
αβζ

β.

(4.2.12)

en donde los (Γ0,Γ1,Γ2) son funciones arbitrarias de ζ y G0 = ζαζα. Para lle-
gar a (4.2.12), los autores tomarón en consideración las simetŕıas de los campos
(Tαβ, Aαβγ) y el requisito de que (Jα, Tαβ, Aαβγ) deben ser funciones lineales de
ζαβ. Estas condiciones fijan a las funciones (Γ1,Γ2) en términos de Γ0(ζ,G0) y
dos funciones arbitrarias de ζ. Por lo tanto, aunque en las siguientes fórmulas las
funciones Γ1,Γ2 aparecen explićıtamente, de hecho están determinadas por Γ0 y
dos funciones arbitrarias de ζ.
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Usando la forma de S ′α en (4.2.12) combinada con (4.2.11), se sigue que las com-
ponentes de Jα, Tαβ y Aβγα a orden lineal en ζαβ tiene la forma

Jα =
(
∂Γ0

∂ζ
+ ∂2Γ1

∂ζ∂G0
G1

)
ζα + ∂Γ1

∂ζ
ζαβζβ, (4.2.13)

Tαβ =
(

Γ0 + ∂Γ1

∂G0
G1

)
gαβ + Γ1ζ

αβ + 2
(
∂Γ0

∂G0
+ ∂2Γ1

∂G2
0
G1

)
ζαζβ

+ 2 ∂Γ1

∂G0
(ζαζβγζγ + ζβζαγζγ),

(4.2.14)

Aβγα =1
2

(
Γ1 + ∂Γ2

∂G0
G1

)
(gβγζα + gγαζβ + gαβζγ)+

+ 1
2Γ2(gβγζαδζδ + gγαζβδζδ + gαβζγδζδ + ζβγζα + ζγαζβ + ζαβζγ)+

+
(
∂Γ1

∂G0
+ ∂2Γ2

∂G2
0
G1

)
ζβζγζα + ∂Γ2

∂G0
(ζβζγζαδζδ + ζγζαζβδζδ + ζαζβζγδζδ),

(4.2.15)

mientras que el vector de entroṕıa Sα tiene la forma

Sα =−
[
ζ
∂Γ0

∂ζ
+ 2 ∂Γ0

∂G0
G0 +

(
ζ
∂2Γ1

∂ζ∂G0
+ 2G0

∂2Γ1

∂G2
0

+ 3 ∂Γ1

∂G0

)
G1

]
ζα−

−
[
Γ1 + ζ

∂Γ1

∂ζ
+ 2G0

∂Γ1

∂G0

]
ζαβζβ.

(4.2.16)

La representación de los campos (Jα, Tαβ, Aβγα, Sα) en (4.2.13-4.2.16) es formal
ya que dependen de los multiplicadores de Lagrange (ζ, ζα, ζαβ) cuyo significado
f́ısico en este punto no es claro, y tampoco tenemos una manera de construir
la dependencia de estos multiplicadores como funciones de las coordenadas del
espacio-tiempo.

Como segundo paso, los autores en [66,77] expresan a los multiplicadores en térmi-
nos de las cantidades f́ısicas (ρ, P+π, qα, παβ, n, uα) que aparecen en las descompo-
siciones de (Jα, Tαβ) en (4.1.6). Para eso, combinando (4.2.13, 4.2.14) con (4.1.6,
4.1.8) se obtiene
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nmuα =
(
∂Γ0

∂ζ
+ ∂2Γ1

∂ζ∂G0
G1

)
ζα + ∂Γ1

∂ζ
ζαβζβ, (4.2.17)

παβ + (P + π)∆αβ + 1
c2 (uαqβ + uβqα) + 1

c2ρu
αuβ =

(
Γ0 + ∂Γ1

∂G0
G0

)
gαβ+

+ Γ1ζ
αβ + 2

(
∂Γ0

∂G0
+ ∂Γ1

∂G2
0
G1

)
ζαζβ + 2 ∂Γ1

∂G0

(
ζβζαγζγ + ζαζβγζγ

)
,

(4.2.18)
y estas relaciones se consideran como un sistema de 14 ecuaciones que relacio-
nan a los 14 multiplicadores de Lagrange (ζ, ζα, ζαβ) con las cantidades (ρ, P +
π, qα, παβ, n, uα) que aparecen en (4.1.6, 4.1.8). Sin embargo, debido a la no li-
nealidad, resolver estas ecuaciones para los multiplicadores no es una tarea tri-
vial. Los autores en [66, 77] resuelven este problema ((perturbativamente)): pa-
ra ello primero establecierón la relación entre (ζ, ζα, ζαβ) y las variables f́ısicas
(ρ, P + π, qα, παβ, n, uα) para los estados de equilibrio los cuales identificamos en
la sección próxima.

4.3. Estados de equilibrio en la teoŕıa de
Liu-Müller-Ruggeri

La identificación de los estados de equilibrio dentro de la presente teoŕıa necesi-
ta algunas consideraciones. Los autores argumentan que los estados en equilibrio
estan caracterizados por una producción de entroṕıa σ nula i.e. σ = −ζβγIβγ = 0
(véase 4.2.10), y esta condición además de requerir Iαβ = 0 requiere adicional-
mente que σ en equilibrio debe ser un mı́nimo local implicando que los estados de
equilibrio están caracterizados por la propiedad10 : ζαβ = 0.

Con la propiedad de que los estados en equilibrio cumplen con ζαβ = 0 y usando
el sub́ındice E para denotar valores en equilibrio, se encuentra a partir de la ex-
presiones (4.2.16, 4.2.17, 4.2.18), las siguientes fórmulas válidas para estados de
equilibrio

10Esta restricción viene notando que la variación a primer order δσ de la producción de entroṕıa
σ evaluada en un estado de equilibrio verdadero i.e. σ en un mı́nimo local, satisface δσ =
δζµνI

µν + ζµνδI
µν = 0 + O(δζ)2 para todas las variaciones δζ, δζµ, δζµν y esto se cumple

cuando ζµν = 0 esta en un estado de equilibrio verdarero.
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SαE ≡ SEu
α =

[
−
(
ζ
∂Γ0

∂ζ
+ 2 ∂Γ0

∂G0
G0

)
ζα
]
E

, (4.3.1)

nmuα =
(
∂Γ0

∂ζ
ζα
)
E

, (4.3.2)

P∆αβ + 1
c2ρu

αuβ =
(

Γ0g
αβ + 2 ∂Γ0

∂G0
ζαζβ

)
E

, (4.3.3)

en donde SE es la densidad de entroṕıa escrita por la ecuación de estado en
equilibrio11 y SαE ≡ SEu

α. Recordemos que Γ0 ≡ Γ0(ζ,G0) y G0 ≡ (ζαζα), se
argumentó en [66], [77], que las tres relaciones de arriba son consistentes sujetas
a que se identifique a ζE y G0E ≡ (ζaζa)E con la fugacidad α y la temperatura
absoluta T , y más aún Γ0(ζE, G0E) = −P en donde P = P (n, ρ) es la ecuación de
estado térmica. En suma, la válidez de (4.3.1-4.3.3) requiere:

1
T

= −(G0E)
1
2

c
, ζE = 1

T

(
ρ− TSE + P

nm

)
= −α, Γ0(ζ,G0E) = −P (n, ρ).

(4.3.4)

Más aún, la identificación T−2c2 = G0E = (ζαζα)E, implica que (ζα)E = −cuαT−1

y por lo tanto, los valores en equilibrio de los multiplicadores están dados por:

(ζ)E = −α, (ζα)E = −uα
T
, (ζαβ)E = 0. (4.3.5)

Usando estos valores para los multiplicadores en equilibrio, a continuación los
perturban de acuerdo a:

ζ = −α + χ,

ζα = −uα
T

+ λα + λuα,

ζαβ = σ〈αβ〉 + σ∆αβ + 1
c2 (uασβ + uβσα) + 3

c2σuαuβ, σαα = 0,

(4.3.6)

en donde (χ, λ, λα, σ, σα, σαβ) son las perturbaciones de los multiplicadores en
(4.3.5) y por simplicidad de notación omitimos el sub́ındice E que identifica a los
11No confundir esta notación, con la notación del caṕıtulo anterior en donde ah́ı el sub́ındice

E hacia referencia a cantidades medidas en el marco de enerǵıa, mientras que en el presente
contexto denotan cantidades en estado de equilibrio y además estamos haciendo todo el
desarrollo al respecto del marco de Eckart.
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términos en estado de equilibrio. Insertando (4.3.6) en (4.2.17, 4.2.18) se obtiene
un sistema lineal para (χ, λ, λα, σ, σα, σαβ) cuyas soluciones son funciones lineales
de (qα, π, παβ) y abajo damos una muestra de las soluciones

λα = − 1
T

Γ̇1

D3
qα = λqq

α, (4.3.7)

σα = Ṗ

D3
qα0σqqα, (4.3.8)

σ〈βα〉 = 1
Γ1
π〈βα〉, (4.3.9)

en donde un punto encima de una cantidad significa derivada con respecto al po-
tencial qúımico α, mientras que D3 es el determinante de una matriz (3× 3) que
involucra derivadas de la ecuación de estado en equilibrio P (α, T ) y derivadas de
Γ1(α, T ), mientras que 〈βα〉 representa la combinación simétrica sin traza. Los
otros términos de los multiplicadores de Lagrange que aparecen en (4.3.6) son
expresiones largas que se pueden encontrar en las ecuaciones (2.39) página 115
en [77].

Sustituyendo estas representaciones linealizadas de los multiplicadores de Lagran-
ge en (4.2.15), resulta en una expresión larga para las componentes Aαβγ que pue-
den encontrarse en la página 116 fórmula (2.41) en [77]. Esta representación de
Aαβγ tiene la misma estructura como la mostrada en (4.2.2) y una comparación
entre estas dos da los 4 coeficientes (C0

1, C
π
1, C3, C5) en términos de la ecuación

de estado en equilibrio P = P (α, T ) y las funciones Γ1(α, T ), Γ2(α, T ). Las fórmu-
las explicitas12 para los coeficientes (C0

1, C
π
1, C3, C5) se pueden encontrar en la

ecuaciones (2.43) de la página 116 en [77].

La determinación de los coeficientes (Aπ1, Aπ
2
1 , A

q
1, ..., A

0
3) que aparecen en el 4-

vector de flujo de entoṕıa Sα en (4.2.3) son calculadas en [66], [77], notando que
(4.2.5) combinada con (4.2.9) implican

dSα = −ζdJα − ζβdTαβ − ζβγdAαβγ. (4.3.10)

Eliminando a los multiplicadores de Lagrange usando su versión linealizada en
(4.3.6) y las expansiones en (4.1.6), la fórmula de arriba (4.3.10) puede ser reescrita
en la forma
12Notar que aunque en estas fórmulas aparecen los términos Γ1(α, T ) y Γ2(α, T ), estas funciones

están determinadas por P = P (α, T ) y dos funciones A1(α), A2(α) de α (véanse ecs. (268),
(269) de la página 122 en [77]).
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dSα = fαdπ + gαβdq
β +Gα

βγdπ
βγ, (4.3.11)

tal que

∂Sα

∂π
= fα,

∂Sα

∂qβ
= gαβ,

∂Sα

∂πβγ
= Gα

βγ, (4.3.12)

en donde (fα, gαβ, Gα
βγ) son funciones bien definidas. Una integración de estas

relaciones y una comparación de la forma resultante de Sα con la mostrada en
(4.2.3), fija los coeficientes (Aπ1, Aπ

2
1 , A

q
1, A

t
1, A

0
2, A

π
2, A

0
3) y su forma expĺıcita

puede ser encontrada en la página 117 en [77].

Para completar el análisis, los coeficientes (Bπ
1, B3, B4) que aparecen en el tensor

de disipación Iαβ en (4.2.1) necesitan ser considerados. Sin embargo, estos co-
eficientes parecen estar indeterminados excepto por estar restringidos a obedecer
ciertas desigualdades. Estas desigualdades surgen notando que la producción de
entroṕıa σ = −ζαβIαβ al usar Iαβ en (4.2.1) y sustituyendo ζαβ de la expresión de
(4.3.6) da

σ = 12Bπ
1σππ

2 − 2 1
c2B4σqq

γqγ −B3
1
Γ1
π〈βγ〉π〈βγ〉 ≥ 0. (4.3.13)

El requisito de que σ sea no negativo13, pone restricciones en la forma de las de-
sigualdades y sobre los coeficientes (Bπ

1, B4, B3). A partir de estas restricciones,
estos coeficientes permanecen indeterminados y como veremos abajo, estos coefi-
cientes estan relacionados con los coeficientes de bulk viscosity, shear viscosity y
conducción de calor del fluido. Como un comentario aparte, (4.3.13) muestra que
existen tres mecanismos de disipación que generan entroṕıa en el fluido, llamémos-
les el flujo de calor y los dos estresés.

Finalmente mencionamos el tema importante de que las ecuaciones dinámicas
formen un sistema simétrico-hiperbólico y causal dentro de esta teoŕıa. Como
se muestra en más detalle en [66], [77], este requisito pone restricciones sobre los
coeficientes C y A que aparecen en Aαβγ y Sα (véanse las ecs. (4.2.2), (4.2.3)). Adi-
cionalmente, la hiperbolicidad impone restricciones en la forma de la ecuación de
estado en equilibrio P = P (α, T ), aunque esta no es la única restricción. En efecto,
cuando estas restricciones son válidas, en una vecindad abierta alrededor del esta-
do de equilibrio las ecuaciones dinámicas forman un sistema simétric hiperbólico
13Notemos que aunque aperecen los coeficientes σπ, σq y Γ−1

1 , estos coeficientes se consideran
conocidos y su forma se puede encontrar en la página 115 en [77].
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y causal. Aunque desde el punto de vista f́ısico, hiperbolicidad y causalidad son
muy importante, no discutiremos sus implicaciones sobre (TIRE) relativista. En
el siguiente caṕıtulo abordaremos esta tema en mayor detalle.

4.4. Predicciones de la teoŕıa de
Liu-Müller-Ruggeri

Todo el trabajo que discutimos en este caṕıtulo, está dedicado a especificar la
estructura de las funciones constitutivas Aαβγ, Iαβ y Sα que aparecen en el sis-
tema original (4.1.1, 4.1.2, 4.1.5). Una vez hecho esto, el sistema (4.1.1, 4.1.2)
da un conjunto de 14 ecuaciones dinámicas para las variables auxiliares (ρ, P +
π, qα, παβ, n, uα). Soluciones a estas ecuaciones describen estados cercanos al equi-
librio y estas ecuaciones forman un sistema cerrado sujeto a que la ecuación
de estado en equilibrio P = P (α, T ) haya sido a priori espećıficada14. Una vez
hecha la elección de P = P (α, T ), las ecuaciones dinámicas para los campos
(n, ρ, P, π, qα, παβ) son:

∇α(nuα) = 0 (4.4.1)

∇α

[ 1
c2ρu

αuβ + (P + π)∆αβ + 1
c2 (uαqβ + uβqα) + παβ

]
= 0, (4.4.2)

(
∆µα∆νβ −

1
3∆µν∆αβ

)
∇γA

αβγ = B3πµν , (4.4.3)

∆µαuβ∇γA
αβγ = −B4c

2qµ, (4.4.4)

uαuβ∇γA
αβγ = −3Bπ

1c
2π, (4.4.5)

en donde en las últimas tres ecuaciones, las componentes de Aαβγ son las que están
en (4.2.2) con las ((constantes)) (C0

1, C
π
1, C3, C5) determinadas por P = P (α, T ) (y

dos funciones arbitrarias de α). Como hemos mencionado, estas ecuaciones con-
tienen tres funciones no determinadas que son los (Bπ

1, B4, B3) que determinan la
14Señalamos en este punto la filosof́ıa que subraya el trabajo en [66], [77]. Dado que para sistemas

relativistas parece dif́ıcil determinar observacionalmente la ecuación de estado térmica, los
autores apelan a la teoŕıa cinética relativista de gases diluidos para espećıficar una ecuación
de estado confiable. Por tales medios se pueden especificar familias de ecuaciones de estados
en equilibrio, apelando a la función de distribución de Jüttner. Mencionamos sin embargo,
que a excepción de esta tecnicalidad, el tratamiento en [66,77] es bastante general.
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producción de entroṕıa.

Vale la pena notar que al evaluar los lados izquierdos en (4.4.3-4.4.5) sobre estados
de equilibrio y denotando sus lados derechos por (π1

αβ, π
1, q1

α), uno recupera las
ecuaciones fenomenológicas de Eckart, que derivamos en el caṕıtulo anterior. Por
tanto, (TIRE) relativista en un ĺımite apropiado, contiene a la teoŕıa de Eckart
de primer orden.
Si por otro lado, en el lado izquierdo de (4.4.3-4.4.5), uno emplea la forma de
Aαβγ que contiene contribuciones lineales (παβ, π, qα), uno recupera ecuaciones
fenomenológicas cuya forma es estructuralmente análoga a las ecuaciones fenome-
nológicas en (3.3.130) derivadas en la termodinámica transitoria de Israel-Stewart.
Aqúı notamos una diferencia pronunciada entre los dos conjuntos de ecuaciones
fenomenológicas. Mientras que las ecuaciones (3.3.130) contiene ocho coeficientes
no especificados de dos variables, a saber (ζν , β0, ᾱ0, κ, β̄1, ᾱ1, ζ, β2), las ecuaciones
correspondientes dentro de la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri contiene únicamente
tres funciones desconocidas (Bπ

1, B4, B3) de dos variables y dos funciones desco-
nocidas de una sola variable (correspondientemente una función desconocida de
una sola variable para el caso de un gas relativista cuya ecuación de estado en
equilibrio térmico surge de la función de distribución de Jüttner). Desde este pun-
to de vista, la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri restringe considerablemente el número
de funciones libres que aparecen en la ecuaciones fenomenológicas.
No vamos a discutir más similaridades y diferencias entre la teoŕıa transitoria y
la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri debido a que esta última se ha modificado drásti-
camente al menos bajo la condición que el fluido esta descrito por un tensor
de enerǵıa-momentum simétrico conservado. La nueva teoŕıa es el contenido del
caṕıtulo siguiente.



5 Fluidos relativistas del tipo
divergente

En el caṕıtulo anterior, discutimos la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri y hemos visto
que las ecuaciones fenomenológicas resultantes involucran sólo a tres funciones ar-
bitrarias de dos variables (más una ó dos funciones de una variable, dependiendo
de la naturaleza del medio bajo consideración). Sin embargo, como hemos visto,
la implementación del principio de entroṕıa y la implementación del principio de
relatividad para especificar las relaciones constitutivas, involucra cálculos largos
y tediosos, que tienen como consecuencia que las caracteŕısticas principales de la
teoŕıa se vuelvan opacas.

Pennisi en [84] y Geroch-Lindblom en [34], motivados por la estructura de las
ecuaciones dinámicas (4.1.1, 4.1.2) de la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri, introduje-
ron una clase particular de fluidos relativistas que satisfacen las siguientes tres
propiedades:

a) Las variables dinámicas que especifican al fluido son las componentes del 4-
vector de corriente de part́ıculas Jα y las componentes del tensor de enerǵıa-
momento Tαβ = T βα.

b) Las ecuaciones dinámicas son:

∇αT
αβ = ∇αJ

α = 0, (5.0.1)

∇γA
γαβ = Iαβ, (5.0.2)

i.e. las mismas que en (4.1.1, 4.1.2), pero ahora el campo tensorial Aγαβ es
simétrico en los ı́ndices1 αβ y de traza cero. Más aún, como en la teoŕıa de
Liu-Müller-Ruggeri, Aγαβ e Iαβ se consideran como funciones constitutivas
i.e. funciones algebraicas de las variables básicas Jα y Tαβ.

1Por tanto, el tratamiento de Pennisi y Geroch-Lindblom generaliza ligeramente a la teoŕıa
de Liu-Müller-Ruggeri. Mientras que en esta última teoŕıa, el tensor Aγαβ es totalmente
simétrico, en la teoŕıa de Penissi-Geroch-Lindblom el tensor Aγαβ solo es simétrico en los
ı́ndice αβ y además la restricción Aγαα = m2Jγ ya no es impuesta.
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c) Existe una 4-corriente de entroṕıa Sα(Jα, Tαβ), cuya dependencia sobre
(Jα, Tαβ) es tal que el principio de entroṕıa es válido i.e. para cualquier
solución (Jα, Tαβ) de las ecuaciones (5.0.1, 5.0.2), el flujo Sα satisface que

∇αS
α(Jα, Tαβ) = σ(Jα, Tαβ) ≥ 0, (5.0.3)

en donde σ(Jα, Tαβ), es la producción de entroṕıa que también es una fun-
ción constitutiva.

La teoŕıa definida por las condiciones a)− c), es referida como la teoŕıa de fluidos
(relativistas) del tipo divergente y en este caṕıtulo hablaremos de sus propiedades
más importantes. El análisis de la (TIRE) relativista, i.e. la teoŕıa de Liu-Müller-
Ruggeri, en el caṕıtulo anterior, nos dio ya un entendimiento de la estructura de
esta teoŕıa al menos por estados cercanos al equilibrio. Sin embargo, Pennisi [84]
en 1989 e independientemente Geroch y Lindblom en 1990, ofrecierón una formu-
lación alternativa para fluidos de tipo divergente y en este caṕıtulo análizamos
esta formulación.

El formalismo de Pennisi-Geroch-Lindblom introduce nuevamente a los multipli-
cadores de Lagrange2 (ζ, ζα, ζαβ) que satisfacen ζαβ = ζβα y gαβζαβ = 0 y como en
la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri, también introducen la función vectorial S ′a co-
mo en (4.2.5) y la transformación escrita en (4.2.7). Sin embargo, Pennisi en [84]
y Geroch-Lindblom en [34], notarón que la naturaleza simétrica del tensor de
enerǵıa-momento Tαβ implica que la transformación en (4.2.7) puede ser genera-
da por una función escalar χ(ζ, ζα, ζαβ) relacionado con la función vectorial S ′α a
través de

S ′α = ∂χ

∂ζα
, (5.0.4)

y esta relación fundamental es la que hace la gran diferencia entre el formalismo
de Pennisi-Geroch-Lindblom y el formalismo de Liu-Müller-Ruggeri. Los autores
en [66, 77], emplean la función vectorial S ′a, aun el tensor de enerǵıa-momento
Tαβ que emplean es simétrico (véase la ec. (4.1.6) del caṕıtulo anterior.)
Debemos mencionar en este punto, que con la excepción de las simetŕıas de Aαβγ,
la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri y la teoŕıa de fluidos (relativistas) del tipo diver-
gente se consideran como ((estrechamente relacionadas)). En este trabajo, decimos
que un fluido pertenece a la clase del tipo divergente cuando el tensor de enerǵıa-
momento Tαβ es simétrico y (Tαβ, Jα) obedecen las ecuaciones dinámica (5.0.1,

2Para propósitos de comparación, denotamos a estos multiplicadores con los mismos śımbolos
que los empleados en la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri.
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5.0.2, 5.0.3) citadas arriba. Como veremos en este caṕıtulo, esta clase de fluidos
pueden ser tratados a través de una función generadora que simplifica las cosas
considerablemente. Sin embargo, debemos señalar que las herramientas desarro-
llads en el tratamiento de Liu-Müller-Ruggeri no deben desvirtuarse. Existen mu-
chas situaciones f́ısicas importantes en donde un fluido relativista interactúa con
campos externos o con otros fluidos y en estos casos uno no puede tratarlos a
través de una función generadora, y en estos casos el tratamiento de Liu-Müller-
Ruggeri puede ser relevante3. Sin embargo en este caṕıtulo y sin otro aviso se
asume que el tensor de enerǵıa-momento es siempre un tensor simétrico.
En suma, cualquier fluido que satisfaga las condiciones a)− c), esta determinado
a partir del conocimiento del tensor de disipación Iαβ(ζ, ζα, ζαβ) y a partir de la
función escalar χ(ζ, ζα, ζαβ) definida en (5.0.4) y referida como la función gene-
radora. Esta función, como consecuencia de (5.0.4) y en combinación de (4.2.9)
satisface:

Jα = ∂2χ

∂ζ∂ζα
, Tαβ = ∂2χ

∂ζα∂ζβ
, Aαβγ = ∂2χ

∂ζα∂ζβγ
, (5.0.5)

y genera la corriente de entroṕıa Sα v́ıa

Sα = ∂χ

∂ζα
− ζJα − ζβTαβ − ζβγAαβγ, (5.0.6)

mientras que el término de fuente σ en (5.0.3), está definido a partir del tensor
de disipación Iαβ y ζαβ, v́ıa

σ = −ζαβIαβ. (5.0.7)

Las expresiones (5.0.5, 5.0.6), son las relaciones fundamentales en el formalismo de
Pennisi-Geroch-Lindblom y muestran que las componentes de (Jα, Tαβ, Aαβγ) pue-
den ser consideradas como funciones de los multiplicadores de Lagrange (ζ, ζα, ζαβ).
Más aún, las ecuaciones dinámicas (5.0.1, 5.0.2) implican:

0 = ∇αJ
α = ∇α

(
∂2χ

∂ζ∂ζa

)
= ∇α

(
∂χα

∂ζ

)

= ∂2χα

∂ζ∂ζ
∇αζ + ∂2χα

∂ζ∂ζβ
∇αζβ + ∂2χα

∂ζ∂ζγδ
∇αζγδ

(5.0.8)

3Debemos mencionar en este punto que el procedimiento de Liu para la implementación del
principio de entroṕıa debe analizarse nuevamente.
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0 = ∇αT
αβ = ∇α

(
∂2χ

∂ζα∂ζβ

)
= ∇α

(
∂χα

∂ζβ

)

= ∂2χα

∂ζ∂ζβ
∇αζ + ∂2χα

∂ζγ∂ζβ
∇αζγ + ∂2χα

∂ζβ∂ζγδ
∇αζγδ

(5.0.9)

Iαβ = ∇γA
γαβ = ∇γ

(
∂2χ

∂ζγ∂ζαβ

)
= ∇γ

(
∂χγ

∂ζαβ

)

= ∂2χγ

∂ζ∂ζαβ
∇γζ + ∂2χγ

∂ζµ∂ζαβ
∇γζµ + ∂2χγ

∂ζαβ∂ζµν
∇γζµν .

(5.0.10)

Introduciendo ı́ndices mayúsculos (A,B,C, ...) tal que la dobleta (ζA, IA) repre-
senta ζA ≡ (ζ, ζα, ζαβ), IA ≡ (0, 0, Iαβ), las ecuaciones de arriba pueden ser escritas
en la siguiente forma compacta:

MABα∇αζB = IA, α ∈ {0, 1, 2, 3}, (5.0.11)

con
MABα = ∂2χα

∂ζA∂ζB
= MBAα, α ∈ {0, 1, 2, 3}, (5.0.12)

y por construcción las cuatro matrices MABα son matrices simétricas cuyas ele-
mentos dependen de los multiplicadores ζA y en (5.0.11) la convención de suma
de Einstein ha sido extendida a los ı́ndices (A,B, ....).

De este análisis, se ve la importancia de la dobleta (χ(ζ, ζα, ζαβ), Iαβ(ζ, ζα, ζαβ)) en
el formalismo Pennisi-Geroch-Lindblom. Una vez que este par ha sido especif́ıca-
do, entonces (5.0.11) es un sistema simétrico de ecuaciones cuasi-lineales para las
variables (ζ, ζα, ζαβ). Soluciones de este sistema especifican la dependencia de los
(ζ, ζα, ζαβ) como funciones de las coordenadas locales y con este conocimiento las
relaciones (5.0.5) determinen la solución.
Aunque el formalismo implica que (5.0.11) es un sistema manifiestamente simétri-
co, el formalismo deja abierta la posibiliadad a obtener un sistema4 que es simétric-
hiperbólico y/o causal. Abajo damos algunos ejemplos de funciones generadoras

4En este caṕıtulo seguimos la terminoloǵıa y las definiciones de [34]. Por lo tanto, decimos que
el sistema MABα∇αζB = IA es simétrico cuando MABα = MBAα. Un sistema es simétrico-
hiperbólico en un conjunto abierto de estados de fluido, si la matriz MABαwα es negativa
definitiva (((negative definite)) en inglés) para algunas (posiblemente dependiente del estado)
1-formas wα temporales dirigidas a futuro. Finalmente, si MABα∇αζB = IA es simétrico,
entonces decimos que es causal en un conjunto abierto de estados de fluido (i.e. hiperbólicos
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χ(ζ, ζα, ζαβ) f́ısicamente relevantes y brevemente discutimos las propiedades de
los fluidos resultantes. También mencionamos que por elecciones particulares de
χ(ζ, ζα, ζαβ) el sistema (5.0.11) es un sistema simétrico - hiperbólico causal.

5.1. Ejemplos de fluidos del tipo divergente

5.1.1. Fluidos perfectos

El primer ejemplo de una función generadora χ(ζ, ζα, ζαβ), es la función que genera
estados de un fluido perfecto simple. Como hemos visto en repetidas ocasiones, de-
bido a que la evolución de los estados de los fluidos perfectos no generan entroṕıa,
y de pistas que vienen de la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri que desarrollamos en la
última sección, elegimos al tensor de disipación como cero i.e. Iαβ = 0 y la función
generadora χ como una función suave que depende sólo de (ζ, ζα) i.e.

χ = α(ζ, µ), µ = ζαζα. (5.1.1)

Por esta elección, se sigue de (5.0.5) que Aαβγ = 0, mientras que la 4-corriente
de part́ıculas JαFP , el tensor de enerǵıa-momento TαβFP y la 4-corriente de entroṕıa
SαFP están dadas por:

JαFP = ∂2χ

∂ζ∂ζα
= ∂

∂ζ

(
∂χ

∂ζα

)
= ∂

∂ζ

(
2∂α
∂µ

ζα
)

= 2 ∂2α

∂µ∂ζ
ζα, (5.1.2)

con velocidades de propagación menores a la velocidad de la luz), si MABαwα es negativo
definitivo para todas las 1-formas wα temporales dirigidas a futuro. En general el śımbolo
principal MABαwα está evaluado sobre una solución de fondo del sistema MABα∇αζB =
IA, y en la práctica tal solución corresponde a un estado de equilibrio debido a que es
relativamente fácil conseguirlos (los estados de equilibrio dentro de la presente teoŕıa serán
definidos más adelante). A través de argumentos de continuidad, se sigue que el śımbolo
principal mantiene el signo sobre una vecindad abierta de estados de fluidos alrededor del
estado de equilibrio.
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TαβFP = ∂2χ

∂ζα∂ζβ
= ∂

∂ζα

(
∂χ

∂ζβ

)
= ∂

∂ζα

(
2∂α
∂µ

ζβ
)

= 2
[
∂

∂µ

(
∂α

∂ζα

)
ζβ
]

+ 2∂α
∂µ

gβγδγα

= 2
[
∂

∂µ

(
2∂α
∂µ

ζα
)
ζβ
]

+ 2∂α
∂µ

gαβ

= 4∂
2α

∂µ2 ζ
αζβ + 2∂α

∂µ
gαβ,

(5.1.3)

SαFP = ∂χ

∂ζα
− ζJα − ζβTαβ

= 2∂α
∂µ

ζα − 2ζ ∂
2α

∂µ∂ζ
ζα − 4µ∂

2α

∂µ2 ζ
α − 2∂α

∂µ
ζα

= −2
[
ζ
∂2α

∂µ∂ζ
+ 2µ∂

2α

∂µ2

]
ζα.

(5.1.4)

Comparando los lados derechos de (5.1.2, 5.1.3, 5.1.4) con las fórmulas estándares
para la corriente de part́ıculas, el tensor de enerǵıa-momento y el flujo de entroṕıa
de un fluido perfecto, se muestra que (5.1.1) genera estados de un fluido perfec-
to cuya densidad de part́ıculas n, densidad de enerǵıa ρ, presión isotrópica P ,
medidos al respecto del marco en reposo del flujo, están dados por:

nT = 2 ∂2α

∂µ∂ζ
, ρ+ P = −4µ∂

2α

∂µ2 , P = 2∂α
∂µ

, (5.1.5)

mientras que los multiplicadores de Lagrange (ζ, ζα) estan relacionados con el
potencial térmico Θ, la 4-velocidad uα, la temperatura local T y la entroṕıa por
part́ıcula ŝ, v́ıa

ζ = Θ = ρ+ P

nT
− ŝ, ζα = uα

T
, T 2 = − 1

µ
. (5.1.6)

Finalmente, por completez, mencionamos que la propiedad de que las ecuaciones
dinámicas para un fluido perfecto simple y bajo restricciones sobre la ecuación
de estado, formen un sistema simétrico hiperbólico, puede derivarse apelando al
formalismo de Geroch-Lindblom. Usando a la función generadora (5.1.1), y exami-
nando la parte principal de MABα escrita en (5.0.11), Geroch y Lindblom en [34],
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muestran que la causalidad es válida si y solo si la función α(ζ, µ) en (5.1.1) esta
restringida a que las cantidades (ρ, P ) satisfacen las siguientes desigualdades:

ρ+ P > 0, ∂ρ

∂P

∣∣∣∣
J
>
∂ρ

∂P

∣∣∣∣
S
≥ 1. (5.1.7)

5.1.2. Estados de equilibrio

Para fluidos relativistas del tipo divergente, Geroch y Lindblom en [34] definen a
los estados de equilibrio como aquellos que tienen la propiedad que las variables
(Jα, Tαβ) satisfacen (5.0.1, 5.0.2) con Iαβ(Jα, Tαβ) = 0. Denotamos por (JαE, T

αβ
E )

a los estados de equilibrio y utilizamos el sub́ındice E para distinguir a las variables
evaluadas en un estado de equilibrio. Se sigue entonces que

σE(JαE, T
αβ
E ) = −ζαβIαβE = 0, (5.1.8)

y bajo la suposición adicional de que para cualquier solución (Jα, Tαβ) de (5.0.1,
5.0.2) se satisface que σ ≥ 0, se sigue que los estados de equilibrio tienen la pro-
piedad de que ζαβ = 0, una conclusión que es válida también para los estados de
equilibrio en el contexto de la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri.

Propiedades adicionales de los estados de equilibrio, pueden determinarse consi-
derando una expansión en serie de la función generadora χ(ζ, ζα, ζαβ) alrededor
de (ζ, ζa, ζαβ = 0). Tal expansión, lineal en ζαβ tiene la forma:

χ(ζ, ζα, ζαβ) = α(ζ, µ),+
(
∂χ

∂ζαβ

)
E

ζαβ +O(ζαβ)2, µ = ζαζα, (5.1.9)

en donde α(ζ, µ), es una función algebraica suave de (ζ, µ), mientras que las deri-
vadas de χ al respecto de ζαβ, evaluadas en estados de equilibrio se parametrizan
según

(
∂χ

∂ζαβ

)
E

= β(ζ, µ)
(
ζαζβ − 1

4µg
αβ
)
, β(ζ, µ) = ∂α(ζ, µ)

∂µ
. (5.1.10)

La estructura de (5.1.9, 5.1.10), implica que la corriente de part́ıculas JαE, el tensor
de enerǵıa-momento TαβE y la corriente de entroṕıa SαE, tienen formas idénticas
como aquellas mostradas en (5.1.2, 5.1.3, 5.1.4), mientras que el tensor Aαβγ esta
dado por:
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AγαβE = ∂2χ

∂ζγ∂αβ
= ∂

∂ζγ

(
∂χ

∂ζαβ

)
= ∂

∂ζγ

[
β(ζ, µ)

(
ζαζβ − 1

4µg
αβ
)]

= 2∂β
∂µ
ζγ
(
ζαζβ − 1

4µg
αβ
)

+ β

[
ζβ
∂ζα

∂ζγ
+ ζα

∂ζβ

∂ζγ
− 1

4
∂µ

∂ζγ
gαβ

]

= 1
2
∂β

∂µ
ζγ
(
4ζαζβ − µgαβ

)
+ 1

2β
[
4ζ(αgβ)γ − ζγgαβ

]
.

(5.1.11)

Por lo tanto, la densidad del número de part́ıculas nE, la densidad de enerǵıa
ρE y la presión isotrópica PE, medidos al respecto del marco en reposo del flujo5

son idénticas a (5.1.5), mientras que los campos (ζ, ζα) están relacionados con el
potencial térmico Θ, 4-velocidad uα, temperatura local T y entroṕıa por part́ıcula
ŝ como en (5.1.6).

Estados en equilibrio imponen restricciones sobre la forma de las funciones α(ζ, µ)
y β(ζ, µ) que aparecen en (5.1.10). Estas restricciones surgen de las ecuaciones:

∇αJ
α
E = ζβ∇αT

αβ
E = ζβζγ∇αA

αβγ
E = 0 (5.1.12)

que dan

∂2α

∂µ∂ζ
∇γζ

γ + ∂3α

∂µ∂ζ2 ζ
γ∇γζ + ∂3α

∂µ2∂ζ
ζγ∇γµ = 0, (5.1.13)

2µ∂
2α

∂µ2∇γζ
γ +

[
2µ ∂3α

∂µ2∂ζ
+ ∂2α

∂µ∂ζ

]
ζγ∇γζ+

+ 2
[
µ
∂3α

∂µ3 + ∂2α

∂µ2

]
ζγ∇γµ = 0,

(5.1.14)

[
3µ2∂β

∂µ
− µβ

]
∇γζ

γ + 3µ
[
∂β

∂ζ
+ µ

∂2β

∂µ∂ζ

]
ζγ∇γζ+

+
[
3µ2∂

2β

∂µ2 + 6µ∂β
∂µ

+ 2β
]
ζγ∇γµ = 0.

(5.1.15)

5Recordemos de nueva cuenta que el sub́ındice E denota estados de equilibrio y no variables
termodinámicas medidas al respecto del marco de enerǵıa uE .
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Estas tres ecuaciones pueden ser escritas de la siguiente manera

AβαX
α = 0, Xα = (∇γζ

γ, ζγ∇γζ, ζ
γ∇γµ), (5.1.16)

en donde la matriz (3 × 3) A, se puede leer de las ecuaciones (5.1.13-5.1.15).
Los elementos Aβα de la matriz A están formados a partir de las derivadas de
las funciones α(ζ, µ), β(ζ, µ) definidas en (5.1.9, 5.1.10). Si estas funciones son
elegidas de tal manera que detA 6= 0 en un conjunto abierto U del (M, g) de
fondo, entonces se concluye que

∇γζ
γ = ζγ∇γζ = ζγ∇γµ = 0, (5.1.17)

y estas condiciones combinadas con ∇γA
γαβ
E = 0 implican:

β(∇αζβ +∇βζα) = 0. (5.1.18)

Asumiendo que β(ζ, µ) 6= 0 en U , se sigue que ζα es un campo de Killing temporal
en U , lo que significa que los estados de equilibrio dentro de la clase de fluidos
relativistas del tipo divergente están caracterizados por la presencia de un campo
de Killing temporal y ζ es adicionalmente uniforme en U .

5.1.3. Teoŕıa de Eckart como una teoŕıa del tipo divergente

El análisis hecho hasta ahora, muestra que el espacio de los fluidos relativistas
del tipo divergente no es vaćıo. Pero ¿existen fluidos disipativos relativistas del
tipo divergente que son f́ısicamente relevantes, en el sentido de que sus ecuaciones
dinámicas forman un sistema simétrico - hiperbólico que respeten causalidad?

La respuesta a esta pregunta es afirmativa, y abajo discutiremos una familia im-
portante de fluidos relativistas que comparten esta propiedad. Para introducir
esta familia, es conveniente primero dar una reformulación de la teoŕıa de Ec-
kart que discutimos en la sección 3.3.3, como un teoŕıa que describe fluidos de
tipo divergente. Aprovechamos este punto para hacer algunos comentarios sobre
el desarrollo histórico y la estructura de la teoŕıa de Eckart.

Recordemos que hemos encontrado esta teoŕıa como un ĺımite particular de la ter-
modinámica transitoria de Israel-Stewart, pero esa no fué la manera en que Eckart
introdujó ((su teoŕıa)) a mediados de 1940. Eckart introduce su teoŕıa empleado
como variables primarias a (Jα, Tαβ, Sα) que obedecen
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∇αJ
α = 0, ∇αT

αβ = 0, ∇αS
α ≥ 0. (5.1.19)

Él expandio (Jα, Tαβ) al respecto del marco de part́ıculas6 de acuerdo a:

Jα = nuα, Tαβ = ρuαuβ + (P + π)∆αβ(u) + hαuβ + hβuα + παβ (5.1.20)

y postuló que el flujo de entroṕıa Sα tiene la forma:

Sα = suα + hα

T
, (5.1.21)

en donde las variables (n, ρ, P + π, uα, hα, παβ) en (5.1.20) tienen el significado
usual i.e. están medidas por un observador local co-moviéndose con uα. Como ya
hemos discutido en el caṕıtulo introductorio, la validez del postulado del equilibrio
termodinámico local garantiza la existencia de una ecuación de estado en equilibrio
s = s(ρ, n) (o ρ = ρ(s, n)) y una versión (local) de la primera ley con la forma:

dρ = Tds+ µdn, dρ = ρ+ P

n
dn+ nTdŝ, (5.1.22)

que define la temperatura local T y el potencial qúımico µ en términos de las
derivadas de ρ = ρ(s, n) (véanse las ecuaciones (1.1.6), (1.1.7) y (1.1.12)).
Desde el punto de vista matemático, la teoŕıa de Eckart constituye un sistema sub-
determinado de ecuaciones. Tenemos cinco leyes de balance ∇αJ

α = ∇αT
αβ = 0,

acompañadas por la desigualdad ∇αS
α ≥ 0, para un conjunto de 14 variables

dinámicas (n, ρ, P +π, uα, hα, παβ) que describen el fluido, mientras que el conoci-
miento de (ρ, n) y de la ecuación de estado s = s(ρ, n) determinan la temperatura
local T y el potencial qúımico µ.
Como hemos visto en la breve exposición de la teoŕıa en la sección 3.3.1, uno trata
a (ρ, n, uα, T ) como las variables básicas y mediante la imposición de ∇αS

α ≥ 0
con Sα dado en (5.1.21) resulta un conjunto de ecuaciones fenomenológicas (ó
conjunto de leyes constitutivas), expresando a (π, hα, παβ) como funciones de las
variables básicas (ρ, n, uα, T ) y sus gradientes. La forma explićıta de estas re-
laciones están escritas en (3.3.65). Como hemos mencionado, aunque la teoŕıa
resultante, es una teoŕıa simple, ya hemos discutido sus propiedades no deseadas.
Tratamos en seguida, a un fluido de Eckart como un fluido relativista del tipo
divergente y tal transición requiere incrementar el número de las variables básicas
(ρ, n, uα, T ) que describen los estados del fluido.

6En esta sección y debido a que trabajamos en el marco de part́ıculas escribimos simplemente
uα, n, etc., en lugar de uαN , nN , etc.
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Espećıficamente, para describir un fluido de Eckart como un fluido del tipo diver-
gente usamos (5.1.20) y eliminamos las 14 variables (Jα, Tαβ) en favor de las 14
variables (n, ρ, P + π, uα, hα, παβ) que aparecen en los lados derechos de (5.1.20),
las cuales las consideremos como variables independientes. En términos de estas
variables, un fluido de Eckart del tipo divergente esta especificado dados los cam-
pos (Aαβγ, Iαβ, Sα) y σ. Siguiendo el tratamiendo de Geroch-Lindblom [34], estos
campos estan dados por:

Jα = nuα (5.1.23)

Tαβ = ρuαuβ + (P + π)∆αβ + 2u(αqβ) + παβ (5.1.24)

Aαβγ = 2Tu(α(gβ)γ + uβ)uγ) (5.1.25)

Iαβ = −T
ζ̂
παβ − 2T

3ζ̂v
(gαβ + 4uαuβ)π − 2

κ
q(αuβ) (5.1.26)

Sα = ŝnuα + 1
T
qα (5.1.27)

σ = π2

ζ̂vT
+ qαqα
κT 2 + παβπαβ

2ζ̂T
, (5.1.28)

en donde (ζ̂ , ζ̂v) se interpretan como los coeficientes de la viscocidad volumétrica
(((bulk viscosity)) en inglés) y de cizallamiento (((shear))) definidos antes y con el
propósito de evitar confusión, aqúı hemos usado gorros en estos coeficientes para
distinguirlos de los multiplicadores de Lagrange.

Para tener un entendimiento sobre la estructura de los campos (5.1.23 - 5.1.28)
que describen un fluido de Eckart, los comparamos con los campos correspondien-
tes de la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri. Los campos que son relavantes para esta
comparación son (Aγαβ, Iαβ, Sα), los cuales por la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri
discutida en el caṕıtulo previo, tienen la forma

Aαβγ = (C0
1 + Cπ

1π)uαuβuγ + c2

6 (nm2 − C0
1 − Cπ

1π)(gαβuγ + gβγuα + gγαuβ)

+ C3(gαβqγ + gβγqα + gγαqβ)− 6
c2C3(uαuβqγ + uβuγqα + uγuαqβ)

+ C5(παβuγ + πβγuα + πγαuβ),
(5.1.29)
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Iαβ = Bπ
1πg

αβ − 4
c2B

π
1πu

αuβ +B3π
αβ + 1

c2B4(qαuβ + qβuα), (5.1.30)

Sα = (ns+ Aπ1π + Aπ
2

1π
2 + Aq1q

βqβ + At1π
βγπβγ)uα

+ (A0
2 + Aπ2π)qα + A0

3π
αβqβ.

(5.1.31)

Una comparación entre estas funciones con las escritas en (5.1.25 - 5.1.28) mues-
tran la naturaleza especial de un fluido de Eckart visto como un fluido del tipo
divergente. Por tal fluido, el campo Aαβγ en (5.1.25) no involucra a ninguna de
las variables (π, παβ, hα) que describen desviaciones a primer orden del estado de
equilibrio aunque los tensores de disipación Iαβ tienen la misma estructura. Sin
embargo, en donde existe una diferencia pronunciada es en el vector de flujo de
entroṕıa Sα. Mientras que por estados de un fluido de Eckart visto como un fluido
del tipo divergente, el flujo de entroṕıa Sα es lineal en el ((flujo de calor)) hα (véase
(5.1.27)), estados arbitrarios del fluido dentro de la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri
están caracterizados por un flujo de entroṕıa Sα mucho más general. El flujo Sα
es lineal en las tres desviaciones del equilibrio i.e. (hα, π, παβ) pero también con-
tiene todas las posibles contribuciones cuadráticas de estas desviaciones (compare
(5.1.27) con (5.1.31)).
Esta comparación breve muestra que un fluido de Eckart visto como un fluido del
tipo divergente es un fluido muy especial. Fluidos relativistas arbitrarios del tipo
divergente son configuraciones mucho más complejas, como muestra una compa-
ración adicional de la función generadora χ que discutimos en seguida.
En [34], se muestra que un fluido de Eckart escrito como un fluido de tipo diver-
gente en (5.1.23 - 5.1.28), puede ser obtenido a través de la función generadora
χ(ζ, ζα, ζαβ) dada por

χ = α(ζ, µ)− ζαβζαζβ
µ

, µ = ζαζα, (5.1.32)

en donde α(ζ, µ) es una función arbitraria suave. Por esta función y siguiendo
un procedimiento similar como en la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri, los multipli-
cadores de Lagrange (ζ, ζα, ζαβ) están relacionados con los campos observables
(n, ρ, P, uα, T, π, παβ) en (5.1.23 - 5.1.28) v́ıa

ζ = ρ+ P

nT
− s, (5.1.33)

ζa = ua

T
, (5.1.34)
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ζαβ = 1
2T 2

[
παβ − 2u(αqβ) + π

4 (gαβ + uαuβ)
]
, (5.1.35)

mientras que las variables termodinámicas como la temperatura T , la densidad
de part́ıculas n, la presión termodinámica P y la densidad ρ estan dadas por

T 2 = − 1
µ
, (5.1.36)

nT = 2 ∂2α

∂µ∂ζ
, (5.1.37)

P = 2∂α
∂µ

, (5.1.38)

ρ+ P = −4µ∂
2α

∂µ2 . (5.1.39)

Geroch y Lindblom en [34], señalan que la teoŕıa de Eckart es un ejemplo de
una teoŕıa de fluidos disipativos relativistas del tipo divergente, cuyas ecuaciones
dinámicas alrededor de un estado de equilibrio, fallan en constituir un conjunto
causal y por lo tanto no se le puede considerar como una teoŕıa f́ısica satisfactoria
(esta conclusión era la esperada debido a los resultados mostrados en [43, 45]).
De hecho, para la función generadora χ(ζ, ζα, ζαβ) definida en (5.1.32), la forma
cuadrática MABγwγZAZB con ZA = (Z,Zα, Zαβ) falla en ser negativa definitiva
ya que

∂3χ

∂ζµ∂ζαβ∂ζγδ
, (5.1.40)

se anula7.

Las ventajas del formalismo de Pennisi, Geroch-Lindblom es la flexibilidad que
ofrece para construir estados de fluidos disipativos con propiedades f́ısicas intere-
santes. Esta flexibilidad surge debido a la libertad que existe en la elección de
la función generadora. Los autores en [35], reemplazan a la función generadora
χ(ζ, ζa, ζab) en (5.1.32) por una nueva función generadora escrita por:

χ = α(ζ, µ) + β(ζ, µ)ζαβζαζβ + χ2(ζ, ζα, ζαβ), (5.1.41)

7Debemos mencionar que la estructura de la contracción MABγwγZAZB es bastante compli-
cada, ya que los ı́ndices mayúsculos A,B corren en el intervalo 1, 2, 3, ..., 14. Pero en el caso
de la función χ en (5.1.32), la anulación de (5.1.40) hace el análisis más simple.
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en donde χ2, tiene la forma8

χ2 = γ(ζ, µ)
µ2 (µgαβ − 2ζαζβ)(µgγδ − 2ζγζδ)ζαγζβδ, (5.1.42)

y generaron una nueva familia de fluidos del tipo divergente. Geroch y Lindblom
en [34], investigaron la propiedad de causalidad de este estado analizando la forma
cuadrática

MABγwγZAZB A,B ∈ {1, 2, 3, ...., 14}, (5.1.43)

evaluada en χ dada por (5.1.41, 5.1.42). Se encontraron que esta forma es negativa
definitiva para todos los estados de fluido con ζαβ = 0 siempre que la condición de
causalidad de fluido perfecto mostrada en (5.1.7) sea válida y que ∂γ

∂µ
sea suficien-

temente grande. Concluyen que la teoŕıa es causal para valores los suficientemente
pequeños de ζαβ i.e. en alguna vecindad abierta de estados de equilibrio, y este
resultado es bienvenido. Esta conclusión muestra que la clase de fluidos relati-
vistas del tipo divergente están caracterizados por propiedades sensibles como la
propagación causal de las perturbaciones, un problema de valores iniciales bien
planteado, estabilidad de estados de equilibrio, etc.

5.2. El ((post era de Pennisi-Geroch-Lindblom))

Con la teoŕıa de fluidos disipativos del tipo divergente y la teoŕıa de Liu-Müller-
Ruggeri que hemos desarrollado en este y en el caṕıtulo anterior, se cierra el
ćırculo de los últimos intentos por parte de los relativistas en construir teoŕıas
de termodinámica irreversible por fluidos relativistas cuyas ecuaciones dinámicas
constituyen sistemas simétricos - hiperbólicos y/o causales.
La estructura simple de los fluidos relativistas del tipo divergente actuaron como
un est́ımulo para realizar investigaciones adicionales sobre la naturaleza de este
clase de fluidos. Una basta cantidad de trabajo en la literatura, se ha centrado en
la naturaleza de la función generadora χ(ζ, ζα, ζαβ) y como su estructura afecta
a las propiedades del fluido resultante. Como hemos visto en este caṕıtulo, los
estados de equilibrio están caracterizados por la propiedaed de que ζαβ = 0, por

8Nótese que la función χ en (5.1.41) combinada con (5.1.42), no es la forma más general para
la función generadora que contiene términos cuadráticos en ζαβ . Para una discusión más
general, consulte [12,13,78,86,89]
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lo tanto, los estados cercanos al equilibrio pueden ser estudiados mediante una ex-
pansión en serie de Taylor de la función generadora χ alrededor de los estados de
equilibrio hasta la inclusión de términos cuadráticos no nulos de ζαβ. La inclusión
de estas contribuciones cuadráticas en χ, permiten estudiar la parte principal de
MABγ en las ecuaciones dinámicas en (5.0.11) y por lo tanto abordar cuestiones de
causalidad para estados cercanos al equilibrio. Para una representación expĺıcita
de familias de funciones generadoras alrededor de estados de equilibrio véase por
ejemplo [12,13,78,86,89].

Otro aspecto relevante dentro de la clase de fluidos del tipo divergente que ha sido
abordado en la literatura está asociado con la conexión entre la clase de fluidos
de tipo divergente y la teoŕıa cinética relativista de gases diluidos. Como hemos
señalado previamente, para un gas relativista diluido, los primeros tres momentos
Ĵα, T̂αβ y Âαβγ para una función de distribución f(x, p) solución de la ecuación
de Boltzmann relativista, satisfacen: ∇aĴ

α = ∇αT̂
αβ = 0, ∇γÂ

γαβ = Îαβ y estas
ecuaciones lucen similares a las ecuaciones estándares (4.1.1, 4.1.2) para la teoŕıa
de Liu-Müller-Ruggeri y para la teoŕıa de fluidos de tipo divergente. Sin embargo,
esta similitud es engañosa y en [78,89] esa pregunta ha sido discutida. En general,
el segundo momento del término de colisión Îαβ contiene a la función de distri-
bución y por lo tanto tiene diferente estructura que el tensor de disipación que
depende únicamente de Jα, Tαβ y por lo tanto, a lo más depende de los primeros
dos momentos de la función de distribución. En [78, 89], los autores construyen
una familia particular de teoŕıas de fluidos disipativos del tipo divergente con la
propiedad de que los campos Jα, Tαβ y Aαβγ estén expresados como los momen-
tos de una función de distribución adecuada. El sistema resultante de ecuaciones
diferenciales parciales hiperbólicas es muy simple y nos permite identifacar una
subclase de teoŕıas causales.

Recientemente, una clase de fluidos disipativos del tipo divergente que ha sido in-
vestigado en la literatura está relacionado con los fluidos disipativos que exhiben
invarianza conforme. F́ısicamente, estos fluidos se pueden pensar que representan
el ĺımite de baja enerǵıa en una teoŕıa de campos cuánticos conformes (para una
introducción véase [7]). En la reciente referencia [60], y para esta clase de fluidos,
la función generadora χ que incluye desviaciones a segundo orden del equilibrio
ha sido construida. Debido a las simetŕıa conforme, la función generadora χ de-
pende únicamente de (ζα, ζαβ) y esta propiedad facilita el análisis. Los estados de
equilibrio dentro de esta teoŕıa, son estados caracterizados por la condición de que
ζαβ = 0 y adicionalmente el multiplicador de Lagrange ζα es un campo de Killing
conforme. También se mostró en [60], que cuando tales estados de equilibrio se
admiten, existe un conjunto abierto de estados de fluido alrededor del equilibrio
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tal que las ecuaciones dinámicas constituyen un sistema simétrico - hiperbólico.



Apéndice del caṕıtulo 5.
Implementación del principio de
entroṕıa: El método de
Boillat-Ruggeri

En el caṕıtulo 2, sección 2.3.3, hemos dado una discusión sobre las relaciones
constitutivas y el principio de entroṕıa en su forma final propuesto por Müller.
También hemos mencionado la necesidad de tener un procedimiento algoŕıtmico
para elegir apropiadamente a las relaciones constitutivas de manera que la segun-
da ley de la termodinámica sea válida para cada proceso termodinámico. Hemos
mencionado, que una manera de implementar el principio de entroṕıa viene a
través del concepto de los multiplicadores de Lagrange que fueron introducidos
por primera vez por Liu en [64] y aplicados en [66] (para una introducción rápida
del procedimiento de Liu, véase el apéndice B en [93]).

En este apéndice discutimos un procedimiento alternativo al mostrado por Liu
[64], en donde también aparecen los multiplicadores de Lagrange, pero ahora vie-
nen desde una perspectiva de la teoŕıa matemática de los sistemas simétricos -
hiperbólicos. Este procedimiento alternativo, fué inventado después de que Boi-
llat en [9] y Ruggeri-Strumia en [91] notaran que, cuando los multiplicadores de
Lagrange son elegidos como las variables dinámicas (y bajo condiciones adiciona-
les sobre el vector de entroṕıa como convexidad), entonces las leyes de balance
se pueden transforman en un sistema simétrico - hiperbólico. Varios aspectos del
método de Boillar-Ruggeri han sido discutidos en [8–10, 91, 92]. Por completez, a
continuación bosquejamos este método.

El procedimiento de Boillat-Ruggeri-Strumia asume que el medio está gobernado
por n-leyes de balance de la forma:

∂α ~F
α(~u) = ~f(~u), α ∈ {0, 1, 2, 3}, (5.2.1)

en donde ~Fα representa los n-flujos de las leyes de balance que tienen la forma
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~F 0 ≡ (F 0
1 , F

0
2 , ...., F

0
n)T , ~F 1 ≡ (F 1

1 , F
1
2 , ...., F

1
n)T , etc. (5.2.2)

mientras (~f, ~u) representan

~f(~u) ≡ (f1(~u), f2(~u), ...., fn(~u))T , ~u(t, ~x) ≡ (u1(t, ~x), u2(t, ~x), ...., un(t, ~x))T ,
(5.2.3)

en donde T significa transpuesta. Las n-funciones denotadas por ~u i.e. ~u(t, ~x) ≡
(u1(t, ~x), u2(t, ~x), ..., un(t, ~x))T corresponden con las variables básicas que descri-
ben al medio bajo consideración y por lo tanto (5.2.1), representa un sistema de
n-ecuaciones para n-incógnitas ~u(t, ~x).

El sistema (5.2.1) viene acompañado de una ecuación suplementaria, que se inter-
preta como una ley de entroṕıa, de la forma

∂αS
α(~u) = Σ(~u), α ∈ {0, 1, 2, 3}, (5.2.4)

en donde Sα son las componentes de un campo vectorial 4-dimensional y Σ es un
escalar, ambos dependientes de ~u(t, ~x). La inclusión de esta ecuación en (5.2.1)
implica que el sistema conjunto formado por (5.2.1, 5.2.4), constituye un sistema
sobredeterminado de (n+ 1) ecuaciones para n variables.

Cabe mencionar aqúı, que dentro de la termodinámica de medios continuos, siste-
mas sobredeterminados de ((leyes de conservación)) son encontrados frecuentemen-
te. Por ejemplo, las ecuaciones dinámicas para el fluido de Fourier-Navier-Stokes
pueden ser escritas en la forma (5.2.1, 5.2.4). También las ecuaciones dinámicas
por la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri y por la teoŕıa de fluidos disipativos relati-
vistas del tipo divergente, son casos particulares del sistema (5.2.1, 5.2.4). Para
estas teoŕıas, las 14 variables (u1, u2, ..., u14) se identifican con las 14 componentes
(incógnitas) de los campos (Jα, Tαβ), y estas 14 variables satisfacen 15 ecuaciones
(véanse 4.1.1, 4.1.2, 4.1.5). Dada la frecuencia con que se encuentran tales sistemas
de ecuaciones sobredeterminadas, es relevante describir algunas caracteŕısticas de
estos sistemas.

Por un sistema de ecuaciones sobredeterminado, en general, no se espera que las
ecuaciones admitan soluciones. Sin embargo, bajo restricciones adecuadas, Frie-
drichs en [31,32] ha mostrado que tales sistemas se pueden convertir en un siste-
ma de ecuaciones simétrico - hiperbólico y este será el caso cuando una ((relación
de dependencia principal)) se cumpla (véase 5.2.6 abajo) y además cierta forma
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cuadrática sea positiva definitiva (véase relación 5.2.19 más adelante).

Para ver con más detalle como las condiciones de Friedrichs nos conducen a un
sistema simétrico - hiperbólico, primero reescribimos al sistema (5.2.1, 5.2.4) en
la forma

(
∂α ~F

α, ∂αS
α
)T

= (~f,Σ)T , (5.2.5)

y denotamos por un punto · al producto escalar euclideo en Rn+1. De esta manera,
la ((relación de dependencia principal)) de Friedrichs se cumple cuando existe un
campo vectorial de (n + 1) - dimensión denotado por ~Z(~u) tal que la siguiente
relación

~Z ·
(
∂α ~F

α, ∂αS
α
)T

= ~Z · (~f,Σ)T , (5.2.6)

se satisface para todo9 ~u y ∂αub, b ∈ {1, 2, ...., n}. Eligimos al campo ~Z de la forma

~Z =
(
−~Λ(~u), 1

)
, ~Λ(~u) = (Λ1(~u),Λ2(~u), ....,Λn(~u)), (5.2.7)

en donde debido a la propiedad de que si ~Z satisface (5.2.6), entonces λ~Z también
la satisface, tomamos sin pérdida de generalidad Zn+1 ≡ 1. Por tal elección se
sigue que (5.2.6), es equivalente a

−~Λ · ∂α ~Fα + ∂αS
α = −~Λ · ~f + Σ, (5.2.8)

y esta relación muestra que ~Λ(~u) juega el mismo rol que juegan los multiplicadores
de Lagrange en el procedimiento de Liu (véase [64,66,77]).

Sea ahora el operador gradiente ∇̂ en Rn definido como:

∇̂ =
(
∂

∂u1 ,
∂

∂u2 , ....,
∂

∂un

)
, (5.2.9)

usando este operador y demandando que la condición (5.2.8) sea válida para todo
~u, ∂αub, concluimos:

~Λ · ∇̂~Fα = ∇̂Sα, ~Λ · ~f = Σ. (5.2.10)

9Recordemos que los ı́ndices latinos corren de 1 a n.
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Haciendo uso del operador derivada exterior d en el espacio euclideo Rn, las con-
diciones (5.2.10), pueden ser escritas en la forma equivalente

~Λ · d~Fα = dSα, ~Λ · ~f = Σ, α ∈ {0, 1, 2, 3}. (5.2.11)

Estas dos expresiones, son consecuencias de la ((relación de dependencia principal))
de Friedrichs y será interesante tener un entendimiento profundo de su significado.
Por lo pronto evitamos esto, y nos enfocamos en explotar algunas de sus conse-
cuencias.

Sea ahora que en el sistema (5.2.1) es posible elegir: ~u = ~F 0. Entonces por esta
elección (5.2.11) implica que

∂S0

∂~u
= ~Λ, =⇒ ∂2S0

∂~u∂~u
= ∂~Λ
∂~u

, (5.2.12)

en donde aqúı y en adelante

∂S0

∂~u
≡
(
∂S0

∂u1 , ....,
∂S0

∂un

)
,

∂2S0

∂~u∂~u
≡
(

∂S0

∂ui∂uj

)
, 1 ≤ i, j ≤ n. (5.2.13)

Supongamos que por esta elección particular i.e. ~u = ~F 0, la densidad de entroṕıa10

S0(~u) es una función cóncava de ~u i.e. que la matriz

∂2S0

∂~u∂~u
, (5.2.14)

es definida negativa (((negative definite)) en inglés). Por tal elección, (5.2.12) im-

plica que la matriz ∂~Λ
∂~u

también es definida negativa. Apelando a los teoremas
estándares de matrices Jacobianas, concluimos que la transformación ~u → ~Λ(~u)
es globalmente invertible. Esta propiedad nos permite ver que

Sα = Sα(~Λ), ~Fα = ~Fα(~Λ), ~f = ~f(~Λ). (5.2.15)

Estas relaciones combinadas con (5.2.11), nos conducen a concluir que existen 4
escalares denotados por S ′α, α ∈ {0, 1, 2, 3} tales que
10Esta propiedad esta bien definida para el caso de medios newtonianos. Sin embargo, para

medios relativistas la covarianza general hace que el concepto de la densidad de entroṕıa no
este bien definido.
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~Fα · dΛα = dS ′α, S ′α = ~Λ · ~Fα − Sα =⇒ ~Fα = ∂S ′α

∂~Λ
. (5.2.16)

Por lo tanto, el sistema (5.2.1) es compatible con la ley complementaria (5.2.4),
cuando las componentes de ~Fα son los gradientes de S ′α(~Λ). Regresando al sistema
(5.2.1) y usando esta representación de ~Fα obtenemos

∂2S ′α

∂~Λ∂~Λ
∂α~Λ = ~f(~Λ) =⇒ ∂2Sα

∂Λi∂Λj
∂αΛi = fj(Λ), α ∈ {0, 1, 2, 3}, (5.2.17)

y notamos que las 4 matrices (n× n)

Aαij = ∂2S ′α

∂Λi∂Λj
, i, j ∈ {1, 2, ...., n}, (5.2.18)

corresponden a las matrices hessianas de S ′α(~Λ) (con respecto a las componentes
de ~Λ) y son por construcción matrices simétricas.

Más allá de esta propiedad, el sistema (5.2.17) posee otra propiedad notable. Bajo
la suposición fuerte de que la densidad de entroṕıa S0 es una función cóncava de ~u,
el sistema (5.2.17) es un sistema simétrico - hiperbólico. La naturaleza simétrica
- hiperbólica se puede establecer apelando a la segunda condición de Friedrichs
(véase la relación 5.2.19), o revisando directamente si las condiciones sobre la
definición de sistemas simétricos - hiperbólicos en el sentido de la definición de
Friedrichs se cumplen por el sistema (5.2.17).

Aqúı por completez, mencionamos que la segunda condición de Friedrichs que
justo hemos mencionado, demanda que exista un covector (i.e. una 1-forma) ξ =
(ξ0, ξ1, ξ2, ξ3) tal que la siguiente forma cuadrática

Q = −ξα
[
~Λ · δ2 ~Fα + δ2Sα

]
> 0, (5.2.19)

sea definida positiva (((positive definite)) en inglés) para todas las variaciones sua-
ves δu(t, ~x) del fondo ~u(t, ~x). Validez de esta condición combinada con (5.2.11) da
la condición deseada. Nótemos sin embargo que podemos llegar a la misma con-
clusión apelando a la segunda alternativa i.e. revisando directamente si el sistema
(5.2.17) satisface las condiciones de un sistema simétrico - hiperbólico. Escribiendo
el sistema (5.2.17) en la forma

Aαij∂αΛi = fj, (5.2.20)
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entonces este es un sistema simétrico - hiperbólico en el sentido de Friedrichs,
cuando las 4 matrices Aαij sean simétricas i.e.

Aαij = Aαji, ∀ α ∈ {0, 1, 2, 3},

y además una condición de ((positividad)) sea válida. Esta última condición re-
quiere la existencia de un covector ξ = (ξ0, ξ1, ξ2, ξ3) tal que la matriz ξαAαij es
definida positiva.
Para el sistema (5.2.17), ya hemos visto que las 4 matrices Aαij son todas simétri-
cas. Para establecer la positividad, es suficiente con elegir un covector ξ = (ξ0, ξ1, ξ2, ξ3) =
(1, 0, 0, 0). Por esta elección, la positividad se mantiene sujeta a que la matriz

∂2S ′0

∂~Λ∂~Λ
(5.2.21)

sea definida positiva (((positive definite)) en inglés). Esta conclusión, sin embargo,
se sigue recordando que para la elección ~u = ~F 0, la relación S ′α = ~Λ · ~Fα − Sα
implica que S ′0 = ~Λ · ~u − S0 y por lo tanto S ′0 es la transformada de Legendre
de S0. Esto implica que S0 es una función cóncava de ~Λ ya que S0 se ha asumido
que es una función cóncava de ~u. Esta conclusión prueba que el sistema simétrico
(5.2.17) es hiperbólico.

En el lenguaje adoptado por Ruggeri y colaboradores, los campos S ′α son referidos
como los generadores, mientras que los multiplicadores de Lagrange Λ constitu-
yen el campo principal. Del análisis hecho hasta ahora, se sigue que si uno fuese
capaz de identificar al campo generador S ′α, entonces las relaciones constitutivas
i.e. las funciones ~Fα compatibles con la desigualdad de entroṕıa (5.2.4), son ob-
tenidas mediante la diferenciación del generador con respecto a las componentes
del campo principal. Aqúı vemos una implementación más concreta del principio
de entroṕıa. La dependencia de las funciones constitutivas ~Fα sobre las variables
básicas, tomadas aqúı como los multiplicadores de Lagrange, deben ser especiales
para poder ser compatibles con la desigualdad de entroṕıa.

En cuanto a las aplicaciones de los resultados mostrados arriba, es suficiente
señalar que de relevancia es la construcción del campo generador S ′α, α ∈ {0, 1, 2, 3}.
En el caso de la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri, el campo S ′α está definido en (4.2.5)
y expresiones aproximadas para S ′α como función de los multiplicadores de La-
grange han sido construidas apelando al principio de relatividad (4.2.12). El re-
quisito de que S ′0 es una función cóncava es discutido en detalle en [66, 77] y
brevemente lo mencionamos en el caṕıtulo 4.
Para el caso de la teoŕıa de fluidos relativistas del tipo divergente que vimos



El ((post era de Pennisi-Geroch-Lindblom)) 135

en este caṕıtulo, el enfoque es diferente. En esta teoŕıa, las componentes de S ′α
corresponden con los gradientes de una función generadora escalar χ(ζ, ζα, ζαβ)
i.e.

S ′α = ∂χ

∂ζα
(5.2.22)

y esta fórmula implica que el sistema (5.2.17) es un sistema simétrico. Como he-
mos visto en este caṕıtulo, tal sistema es simétrico - hiperbólico bajo elecciones
particulares de la función generadora escalar χ(ζ, ζα, ζαβ).

Por último mencionamos que en los enfoque de ambas teoŕıas i.e. de Liu-Müller-
Ruggeri y la teoŕıa de fluidos divergentes citados arriba, el análisis es local. La
transformación Λi → ui empleada en estos trabajos (y que también empleamos
en los últimos dos caṕıtulos de esta tesis), es únicamente localmente invertible, lo
cual es consecuencia de la ((relación de dependencia principal)) de Friedrichs y el
carácter definido positivo de la forma cuadrática. En un trabjo separado, hemos
discutido esta propiedad en más detalle [94].



Conclusiones

En esta tesis nos dedicamos en dar una vista panorámica sobre los avances recien-
tes en el campo de la termodinámica fuera del equilibrio de medios continuous
clásicos con énfasis en la termodinámica irreversible de fluidos relativistas.
Empezamos discutiendo brevemente las sutilezas que uno encuentra en la des-
cripción de la termodinámica de medios continuos relativistas que se propagan
en un espacio-tiempo suave (M, g) arbitrario. Tales sutilezas nacen de la curva-
tura11 del espacio-tiempo (M, g) la cual tiene como consecuencia la ausencia de
clases de observadores y/o sistemas de coordenadas privilegiados. En esta tesis,
y como hemos discutido en la sección 1.3 la base de la termodinámica de medios
continuos que desarrollamos en esta tesis, se sustenta en el empleo de observado-
res locales combinado con el postulado del equilibrio termodinámico local. Como
hemos visto en el caṕıtulo 1, tal principio es válido al menos por estados de flui-
dos relativistas que son cercanos al equilibrio. Esta úlitima condición nos permite
definir un ((cono)) invariante de pseudo-angulo ε y como hemos visto, que si por un
observador con 4-velocidad uα al interior de este cono el medio se encuentra en un
estado de equilibrio termodinámico local, entonces tal propiedad se mantiene váli-
da para toda la clase de observadores cuya 4-velocidad se encuentra al interior de
este cono. Desde nuestro punto de vista, el principio del equilibrio termodinámico
local, puede verse como:

El Principio de Equivalencia Termodinámico,

en el siguiente sentido: No importa cual sea el estado actual del medio continuo
bajo consideración, a los ojos de los observadores locales cuyas 4-velocidades se
encuentren al interior del ((cono)) de pseudo-ángulo ε, el estado del medio parece
localmente como un estado en equilibrio.
Como hemos visto en el caṕıtulo introductorio, los observadores locales en com-
binación del postulado del equilibrio local fueron de gran apoyo para formular la
primera y la segunda ley de la termodinámica de medios continuos. Pero además
11Incluso para el caso del espacio-tiempo de Minkowski (R4, η), la descripción termodinámica de

medios continuos es sutil y ha generado muchas controversias cient́ıficas como mencionamos
en el caṕıtulo introductorio. En este trabajo evitamos entrar en estos asuntos controvertidos
apelado a la descripción local de las propiedades termodinámicas.
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de esto, fueron los conceptos claves en el desarrollo de la tesis, es dećır, los uti-
lizamos como elementos esenciales para entender el contenido f́ısico escondido en
las ecuaciones tensoriales12 que describen la dinámica de medios continuos. Esta
propiedad la hemos visto en el desarrollo de la teoŕıa transitoria de Israel-Stewart,
la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri y la clase de fluidos relativistas del tipo divergen-
te en el formalismo de Pennisi-Geroch-Lindblom. Durante el desarrollo de estas
teoŕıas, hemos visto que sus contenidos f́ısicos se manifestaron después de que las
ecuaciones tensoriales se proyectaran a los marcos en reposo de clases de observa-
dores seleccionados apropiadamente. Durante el desarrollo de la tesis hemos visto
la propiedad complaciente que exhibe la teoŕıa transitoria de Israel-Stewart i.e.
la invarianza de la teoŕıa bajo un grupo particular de cambio de marco, aunque
como hemos discutido en el caṕıtulo 3 tal invarianza viene a través de restriciones
severas sobre el estado del fluido y repitiendo una vez más: la teoŕıa describe es-
tados de los fluidos cercanos al equilibrio (y esperamos que tal invarianza persista
por medios continuos más generales que los fluidos).
En el desarrollo de esta tesis, tuvimos la oportunidad de discutir algunas pro-
piedades de las teoŕıas de fluidos relativistas disipativos que fueron desarrolladas
a tiempos tempranos, como la teoŕıa de Eckart que nació en 1940, la teoŕıa de
Landau-Lifshitz desarrollada alrededor de los años 1950 y más recientes las teoŕıas
de primer orden desarrolladas en los años 1980 por Hiscock y Lindblom [43, 45].
Estas teoŕıas, referidas como teoŕıas convencionales, predicen una propagación in-
finita de los efectos térmicos y de los efectos viscosos, crecimiento sin ĺımite en
las amplitudes pequeñas de perturbaciones alrededor de los estados de equilibrio,
etc.
Estos efectos indeseables actuarón como est́ımulos para el desarrollo de teoŕıas
alternativas que describen la termodinámica irreversible de medios continuos cla-
sicos13 y relativistas. Esta búsqueda dió naciemiento a nuevas teoŕıas con el obje-
tivo de pretender obtener la descripción de la termodinámica fuera del equilibrio
por medios continuos clásicos y relativistas.
Como hemos visto en los caṕıtulos 2-5, una clase de estas nuevas teoŕıas extien-
de la idea fundamental que hizo Müller en 1967 al respecto de la naturaleza de
la entroṕıa por estados fuera del equilibrio y con esta extensión comenzarón las
teoŕıas con la propiedad caracteŕıstica que las ecuaciones dinámicas constituyen
sistemas de ecuaciones que son simétricos-hiperbólicos y/o causales.
El reemplazamiento de sistemas de ecuaciones parabólicas por ecuaciones simétricas-
hiperbólicas y/o causales, por un lado remueve las deficiencias de las teoŕıas de
12El empleo de campos tensoriales para describir la dinámica del medio, está dictado por el

principio de covarianza general.
13Como hemos visto en el caṕıtulo 3, la propagación infinita de las perturbaciones es un ca-

racteŕıstica de las teoŕıas relativistas de primer orden, el sistema de Fourier-Navier-Stokes
exhibe el mismo comportamiento.
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primer order y del sistema de Fourier-Navier-Stokes, pero al mismo tiempo la
transición hacia las teoŕıas ((hiperbólicas - causales)) llega con un precio. Es ne-
cesario extender considerablemente las variables independientes que describen los
estados del fluido14. Vimos esta extensión en el caṕıtulo 5 en donde por razones
de ilustración tratamos a un fluido relativista en el contexto de la teoŕıa original
de Eckart versus la descripción de un fluido de Eckart como un fluido relativista
del tipo divergente.
Pero este crecimiento en el número de las variables f́ısicas que describen los esta-
dos de los fluidos relativistas, por un lado es una ((bendición)) y por otro lado es
una ((maldición)). Es una ((maldición)) porque describe la disipación relativista15

con un gran número de variables f́ısicas, pero por otro lado es una ((bendición))
porque la teoŕıa expone sus virtudes a los observacionalistas y los experimentalis-
tas y esto es muy saludable.
Antes de que entremos en la observabilidad de los campos adicionales que en-
tran en las teoŕıas ((hiperbólicas-causales)) de fluidos relativistas, nos hacemos la
siguiente pregunta:

¿Es de relevancia f́ısica la termodinámica de medios continous relativistas para el
Universo en que vivimos o es un asunto que tiene solo interés académico?

Para dar un respuesta a tal inquietud dejamos que los hechos observacionales de
los últimos años hablen por śı mismos:

La fecha 14 de Septiembre del 2015 permanecerá en los anales de la f́ısica gravita-
cional como una fecha histórica. Ese d́ıa, el Observatorio de Ondas Gravitacionales
por Interferometŕıa Laser con sigla en inglés LIGO capturó ondas gravitacionales
provenientes de dos hoyos negros girando entre śı, la primera detección de ondas
gravitacionales registrada en la historia de la humanidad. El evento fué anun-
ciado en una conferencia de prensa el d́ıa 11 de Febrero del 2016 y el lector es
referido a la página web de LIGO para un análisis exhaustivo de esa detección [61].

Dos años después, especif́ıcamente el 17 de Agosto del 2017, la red de observatorios
de ondas gravitacionales LIGO/VIRGO, registró una onda gravitacional referida
como GW170817, consistente con una estrella binaria de neutrones fusionada. Pa-
ra un análisis de esta señal, su interpretación y consecuencias el lector es referido
a [1, 62].
14Restrigimos la discusión aqúı y hasta que termine esta sección al caso de fluidos relativistas

por falta de desarrollo de teoŕıas ((hipebólicas - causales)) para otros medios relativistas.
15Por el término disipación relativista nos estamos refiriedo al proceso f́ısico en donde la forma

((organizada)) del 4-momento del movimiento está difundida (repartida) en muchos grados de
libertad que describen la microf́ısica del medio bajo consideración.
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El 10 de Abril del 2019, la colaboración del Telescopio Horizonte de Eventos con
siglas en inglés EHT, publicó la primera imagen de la sombra del hoyo negro su-
permasivo en centro de la galax́ıa M87 [29]. Esta imagen establece la existencia
de un disco de acreación alrededor del hoyo negro y aqúı vale la pena recordar
que modelar tal disco, presupone materia viscosa acretante.

Otro desarrollo emocionante, vino a través de los experimentos en el Labora-
torio Nacional de Brookhaven en el Colisionador de Iones Pesados Relativistas
con siglas en inglés RHIC y en el Gran Colisionador de Hadrones en el CERN.
Estos experimentos muestran que en la colisión de iones pesados el plasma de
quark-gluon formado en estos ((mini big-bangs)) está confiablemente descrito por
un fluido viscoso relativista. Para evidencias que apoyan esta conexión inesperada
véanse [23,30,90].

Estos hechos observacionales, inimaginables digamos hace cincuenta años, hablan
mucho. Están destinados a tener consecuencias de gran alcance sobre nuestro en-
tendimiento del Cosmos. A nivel fundamental, una vez más, nos aseguramos que
la teoŕıa de la relatividad general de Einstein, en palabras de R. Penrose ((is a
superb theory)) [85]. Con el desarrollo tecnológico, vemos que sus predicciones
minuciosas se han ido una tras otra confirmado observacionalmente (o estan en
alcance para confirmarse). Más aún, en una era en donde los observatorios LI-
GO/VIRGO están en operación y en el futuro cercano el observatorio KAGRA
se espera que este en funcionamiento, acreción de materia hacia un hoyo negro
y otros objetos compactos, plasmas en el Universo temprano, explosiones de su-
pernovas y colapso de núcleos, estarán bajo escrutineo observacional y en estos
escenarios los fluidos disipativos o más generalmente medios continuos relativistas
jugarán un rol importante. En esta conexión, mencionamos que los últimos mode-
los de estrellas de neutrones sugieren que la viscosidad y la conductividad térmica
juegan un rol importante en su estabilidad, mientras que resultados de colisiones
de iones pesados relativistas sugieren que la viscosidad también es relevante en
un dominio subnuclear.

Estos desarrollos en el dominio observacional sugieren que la disipación relativista
es un fenómeno relevante en el Universo en que vivimos. Mucho más desafiante
para los relativistas y los f́ısicos de altas enerǵıas es sin duda desarrollar teoŕıas
confiables de termodinámica irreversible de medios continuos relativistas con el
propósito de enfrentar a estas nuevas realidades observacionales. Esta tesis tuvo
como finalidad ponernos al d́ıa con el desarrollo teórico en esta dirección y los pro-
blemas abiertos que están involucrados en la descripción de disipación relativista
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y más general la descripción de la termodinámica fuera de equilibrio de medios
continuos relativistas.

A lo largo de esta tesis, hemos mencionado que muchas de las predicciones de las
teoŕıas (TIE) y (TIRE) clásicas que desarrollamos en el caṕıtulo 2, han tenido
confirmación experimental y más aún han encontrado aplicaciones en la ciencia
y la tecnoloǵıa. Por ejemplo, en el tratamiento del transporte de calor a escalas
micrométricas y nanométricas, en la propagación de ondas de choque en sistemas
hidrodinámicos, en hidrodinámica fenomenológica, etc. Para más detalles al res-
pecto de los éxitos (y fracasos) de estas teoŕıas, los interesados pueden consultar
las referencias [54, 77].

Sin embargo, a nivel relativista la situación es diferente. Como hemos visto en esta
tesis hay una tendencia por parte de los termodinámicos y los relativistas hacia
la construcción de teoŕıas irreversibles por estados de fluidos relativistas en donde
las ecuaciones dinámicas constituyen sistemas simétricos-hiperbólico y/o causal.
La termodinámica transitoria de Israel-Stewart que desarrollamos en detalle en el
caṕıtulo 3, aún se desconoce si las ecuaciones dinámicas constituyen un sistema
simétrico-hiperbólico/causal, sin embargo como ya hemos discutido, trabajos de
Israel-Stewart y de Hiscock-Lindblom sugieren tal propiedad. Es una teoŕıa fle-
xible y con esfuerzos adicionales, apuntando hacia la estructura matemática, es
probable que se vuelva práctica y muy útil. Incluso en el nivel de desarrollo actual,
la teoŕıa ha sido aplicada a varios problemas f́ısicos.
Un sistema tratable, en donde los efectos transitorios (((transient effects)) en inglés)
se toman en cuenta, involucra a modelos cosmológicos espacialmente homogéneos
y espacialmente isotrópicos. Normalmente, estas cosmoloǵıas postulan que el flui-
do cósmico se expande adiabáticamente, pero existen procesos en la evolución
cósmica en donde esta suposición puede ser cuestionada e.g. transiciones de fase
– dentro de la teoŕıa de gran unificación TGU16, el recalentamiento después de
inflación, el desacoplamiento de los neutrinos y los fotones de la materia, etc. En
estos escenarios, el fluido cósmico puede ser modelado como un fluido disipativo en
donde las variables termodinámicas exhiben grandes variaciones temporales de tal
manera que la termodinámica transitoria seŕıa una teoŕıa apropiada para describir
la f́ısica subyacente. Por lo tanto, la dinámica de modelos cosmológicos espacial-
mente homogéneos e isotrópicos acoplada con un fluido disipativo ha atráıdo la
atención de los cosmólogos. Ya que el tensor de enerǵıa-momento de un fluido disi-
pativo debe de respetar las simetŕıas del espacio-tiempo de fondo, se sigue que tales
estados están caracterizados únicamente por una viscosidad volumÃ©trica (bulk
viscosity) no nula, y esta propiedad convierte al sistema Einstein-fluido disipativo
16Con siglas en inglés GUT.



El ((post era de Pennisi-Geroch-Lindblom)) 141

en un sistema tratable de análizar. Estudios en donde la termodinámica causal ha
sido aplicada a problemas de cosmoloǵıa se pueden encontrar en [46,68,83].

El colapso gravitacional también ofrece varios escenarios en donde la termodinámi-
ca transitoria encuentra suelo fértil para su aplicación. Uno de estos escenarios,
corresponde a la fase en donde durante el colapso gravitacional completo de una
estrella, los neutrinos que escapan pasan de un flujo libre (free streaming) a
un régimen atrapado. Durante esta transición, muchas variables termodinámi-
cas muestran variaciones temporales y espaciales abruptas, lo que implica que la
termodinámica transitoria es aplicable. No tenemos conocimiento de ningún tra-
tamiento para este problema dentro del sistema Einstein-fluido disipativo, aunque
algunos intentos en esta dirección se han perseguido [71]. Más aún, en [98,99], la
termodinámica transitoria ha sido aplicada a fluidos radiativos (una mezcla de
materia ionizada y fotones) con énfasis en el comportamiento de las densidades
de las perturbaciones y sus implicaciones en la formación de estructura.

Es de interés mencionar que la versión relativista del disco de acreción de materia
geométricamente delgada y ópticamente gruesa de Shakura-Sunyaev es modelado
por un fluido viscoso. La descripción termodinámica de este fluido viscoso emplea
al marco de Eckart y asume relaciones constitutivas sobre el flujo de calor y los
estresés de la teoŕıa convencional de Eckart. Seŕıa de interés teórico examinar si
las ecuaciones de termodinámica transitoria admiten soluciones de tipo disco que
modelan acreción de materia y si tales soluciones, si es que existen, tienen alguna
relevancia f́ısica.

Finalmente, debemos mencionar los esfuerzos que han hecho los f́ısicos de altas
enerǵıas, para simular anaĺıticamente el plasma de quark-gluon generado en co-
lisiones de iones pesados apelando a la teoŕıa transitoria. Debido a que en tal
escenario, los efectos de la curvatura del espacio-tiempo son despreciables, varios
investigadores han orientado sus esfuerzos para construir soluciones anaĺıticas (o
semi-anaĺıticas) de las ecuaciones de termodinámica transitoria sobre un espacio-
tiempo de Minkowski. Hasta ahora, solo algunas familias de tales soluciones han
sido obtenidas (véase [71] y referencias ah́ı mismo).

En cuanto al estado de la teoŕıa de Liu-Müller-Ruggeri y la clase de los fluidos
relativistas de tipo divergente, aunque por ajuste de la función generadora, las
ecuaciones dinámicas pueden formar sistemas ((hiperbólicos - causales)) al menos
en un conjunto abierto de estados alrededor del estado de equilibrio, desafortu-
nadamente carecemos de un criterio que nos permita destacar una teoŕıa univer-
salmente aceptable de disipación. Como hemos visto en el análisis de la teoŕıa de
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Liu-Müller-Ruggeri y la discusión de estados de fluidos divergentes, en particu-
lar, la discusión después de la ecuación (5.1.42), sugiere que puede existir más de
un tipo de fluidos del tipo divergente que respete causalidad. Por ejemplo, reem-
plazando a la función generadora χ(ζ, ζα, ζαβ) en (5.1.42) por una combinación
diferente, otro fluido causal puede ser generado, ¿cuál de estos distintos fluidos,
debemos considerar como el tipo de fluido elegido por la naturaleza?.

Además de este tema de unicidad, existe otro problema relacionado con la estruc-
tura de las teoŕıas ((hiperbólicas - causales)). Como hemos mencionado, disipación
relativista en las teoŕıas ((hiperbólicas - causales)) está descrita por muchos grados
de libertad y el problema de la observabilidad de estos campos se vuelve relevante.
Este asunto, es dećır, la observabilidad de estos campos adicionales, fué analizado
en el trabajo de Geroch y Lindblom [35,36,63]. En estos trabajos estudiaron una
clase de fluidos relativistas más general que abarca la clase de fluidos del tipo
divergente como caso particular. Se mostró en estas referencias que la dinámi-
ca de esta clase general de fluidos ((hiperbólicos-causales)) es tal que los campos
dinámicos se relajan en escalas de tiempo caracterizada por la interacción entre
part́ıculas (t́ıpicamente el tiempo libre medio entre colisiones) a los campos co-
rrespondientes que describen la teoŕıa original de Eckart i.e. la teoŕıa que tiene
como variables básicas a los campos (ρ, n, uα, T ) y sus gradientes, y los campos
(qα, ταβ) son vistos como relaciones constitutivas. Estos resultados sugieren que
los efectos de los campos adicionales presentes en las teoŕıas de fluidos relativistas
((hiperbólicos - causales)) son desde el punto de vista práctico irrelevantes.

La conclusión en [36,63] ha sido respondida en [5,41,42], quienes argumentan que
el contenido f́ısico de las teoŕıas hiperbólicas - causales es en general, más amplio
que aquellas del tipo parabólico. Se argumentan en [5, 41, 42], que los tiempos de
relajación presentes en las ecuaciones dinámicas puede ser grande, y por lo tanto
el fenómeno de disipación (clásico o relativista) puede tener efectos observables.
Aunque los argumentos en [5, 41, 42] son convincentes y de hecho Geroch en [37]
expĺıcitamente enuncia que pueden existir sustancias que manifiestan disipación
en donde las teoŕıas ((hiperbólicas - cuasales)) pueden ser de importancia para el
caso especial de fluidos de Navier-Stokes (en nuestra terminoloǵıa fluidos relativis-
tas cuyas variables dinámicas relativamente al marco de Eckart son las variables
(ρ, n, uα, qα, ταβ)) este no es el caso. Para fluidos de Navier-Stokes, las teoŕıas
hiperbólicas tienen una posibilidad de ser viables, siempre que las ecuaciones sa-
tisfechas por el flujo de calor y el tensor de cizallamiento (shear tensor) dejen de
ser válidas en alguna escala de longitud mucho mayor que la escala de longitud
sobre la que las variables (ρ, n, uα, qα, ταβ) deje de ser válida. Sin embargo, los
fluidos de Navier-Stokes, no exhiben este tipo de comportamiento.
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Para un fluido de Navier-Stokes, a escalas lo suficientemente grandes en donde la
descripción hidrodinámica es válida, parece ser que existe un sistema de ecuacio-
nes, el sistema de Navier-Stokes, que es apropiado para la descripción de la f́ısica
del fluido y una segunda familia de sistemas hiperbólicos, que son apropiados para
las matemáticas. Geroch en [37] enuncia:

((esta división de la f́ısica y la matemática es una situación nueva, y toma algún
tiempo acostumbrarse a ella. Pero con un poco de cuidado, “teoŕıas” de este tipo
pueden ser aplicadas tan efectivamente como las teoŕıas f́ısicas tradicionales)).

En suma, la descripción de la disipación en un fluido relativista es un problema
desafiante.

Finalizamos esta tesis mencionando que en este trabajo nos enfocamos en las
teoŕıas de termodinámica fuera del equilibrio referidas frecuentemente como teoŕıas
extendidas, un término que nació después de la idea de Müller de extender la
dependencia funcional de la entroṕıa de estados fuera de equilibrio, incluyendo
variables adicionales que aparecen en las leyes de balance. Como tal, dejamos
fuera muchas teoŕıas alternativas que tienen como finalidad describir los tipos de
medios continuos (clásicos y relativistas) y su comportamiento termodinámico. En
particular, no discutimos la teoŕıa de Carter de la conducción del calor relativista
que toma el punto de vista variacional [16, 67], ni tampoco la estructura de la
teoŕıa GENERIC siglas en inglés para general equation for non equilibrium rever-
sible irreversible coupling [33, 48, 82]. También, dejamos afuera de este trabajo a
los gases poliatómicos y a los gases densos dentro de la teoŕıa (TIRE) clásica y
relativista etc. Israel en [52] comenta sobre la plétora de las teoŕıas existentes de
la siguiente manera:

There are as many attitudes to nonequilibrium thermodynamics as there are theo-
ries. They run the gamut from pragmatism to axiomatism, and are represented in
forms ranging from brief papers directed toward specific experiments to monumen-
tal Handbuch articles.

¿Cuál de estas teoŕıas describe la naturaleza?. Aqúı la respuesta es obvia: los
experimentos y las observaciones van a decidir y esta es una tarea para el futuro.
Por otro lado, el reto por parte de los teóricos consiste en construir teoŕıas que
esten en armońıa con los bien establecidos principios fundamentales.
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