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Resumen

Se presenta la demostracién de la existencia de una familia discreta de soluciones
globales, normalizables, estaticas y con simetria esférica del sistema Schrodinger-Poisson
generalizado, el cual considera un nimero impar N = 2/+1 de campos escalares complejos
con masa m; y momento angular ¢. Estas soluciones son conocidas como estrellas de boso-
nes newtonianas con momento angular y hasta el presente fueron construidas tinicamente
de forma numérica.

Palabras clave— Problema de ajuste fino, pardmetro libre, ecuaciones diferenciales,
teorema de existencia, sistema Schrodinger-Poisson.






Abstract

We present a proof for the existence of a discrete family of global, normalizable, static
and spherically symmetric solutions of the generalized Schrodinger-Poisson system, which
considers an odd number of N = 2/ 4+ 1 complex scalar fields of mass m; and angular
momentum ¢. These solutions are known as Newtonian ¢-boson stars and so far were only
constructed numerically.






Introduccion

Las estrellas de bosones son objetos astrofisicos hipotéticos las cuales estan compuestas
por campos bosénicos masivos. Fueron propuestos primeramente por Kaupp [I] y Ruffini
y Bonazzola [2] quienes encontraron soluciones numéricas esfericamente simétricas del
sistema de ecuaciones Einstein-Klein-Gordon (EKG). En los tltimos afios se ha generado
cierto interés, ya sea matematico o fisico, por estas estrellas exéticas y se han explorado en
més detalle en, por ejemplo, las siguientes referencias [3, 4], B, [6] y ver también [7] para una
revisién. Particularmente en [§] se de una demostracién rigurosa de la existencia de las
soluciones encontradas en [I], 2] a las cuales se les conoce en la literatura como “mini-boson
stars” debido a que son objetos diminutos con masa ~ hc/Gm,, donde h es la constante de
Planck reducida, c es la velocidad de la luz, my; es la masa del bosén y G es la constante
de gravitacién universal. La masa de Planck se define como M, = \/hc/G ~ 107® kg y
entonces las estrellas de bosones tienen masa ~ Mg /myp. Aunque las estrellas de bosones
sigan siendo hipotéticas ya que ain no hay evidencia experimental de que existan, éstas
son frecuentemente consideradas como candidatas a imitadores de agujeros negros [9],
objetos compactos masivos hechos de axiones [10] o incluso se ha sugerido que la materia
oscura podria ser bosonica ya que parte de la materia faltante en el universo podria estar
por ahi en forma de estrellas de bosones [I1]. Basado en estas motivaciones, en [12] se
presenta una nueva clase de soluciones estéticas al sistema de ecuaciones (EKG) el cual
generaliza las conocidas estrellas de bosones considerando un niimero impar N de campos
escalares complejos con masa my. La particularidad de estas soluciones reside en que cada
campo escalar individual posee momento angular; sin embargo la configuracién total es
esfericamente simétrica.

Ademas de las estrellas de bosones mencionadas anteriormente, las cuales son configu-
raciones relativistas, también se ha estudiado su contra-parte newtoniana las cuales son
conocidas como estrellas de bosones newtonianas. Estas estrellas hipotéticas se propusie-
ron en [13] donde se encuentran soluciones numéricas esfericamente simétricas del sistema
de ecuaciones Schrodinger-Poisson y algunos anos después en [14] se da una demostracién
rigurosa de la existencia de estas soluciones.

El objetivo de esta tesis es generalizar el sistema de ecuaciones Schrédinger-Poisson
como se hace en [12], es decir, se consideran N campos escalaras complejos en lugar de
solamente uno. Esto cambia las ecuaciones anadiendo un termino centrifugo al potencial
gravitatorio dado que al igual que en la versién relativista, cada campo escalar individual
posee momento angular ¢ pero la configuracion total sigue siendo esfericamente simétrica.
En esta tesis damos una demostraciéon rigurosa de la existencia de soluciones del sistema
Schrodinger-Poisson generalizado.

Con el fin de lograr este objetivo, esta tesis se organiza como sigue. En el capitulo 1



se describe el sistema Schrodinger-Poisson generalizado y partiendo de un ansatz estatico
y esfericamente simétrico se reduce a un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias para ¢(r) relacionado con el campo gravitatorio y la amplitud w,(r) del campo
escalar formado por lo bosones; estas ecuaciones son singulares en el centro de simetria
r = 0, por lo que se imponen las condiciones de regularidad ¢(0) = ¢o, we(r) = a,
¢'(r) = wy(r) = 0 (' denota la derivada con respecto a r) sobre ¢(r) y we(r) para
que sean regulares en el centro, con ¢y y a parametros libres. Debido a esto obtenemos
un problema de “shooting ”, es decir, de ajuste fino donde (como su nombre lo indica)
debemos ajustar correctamente dichos pardmetros libres con el fin de encontrar soluciones
que existan globalmente (0 < r < o0) y decaigan suficientemente rdpido cuando r — oo
para que sean normalizables. Pero debido a que el sistema de ecuaciones diferenciales
obtenido es invariante bajo cierto re-escaleo de ¢(r) y wy(r) podemos fijar ¢g, por lo
que no hay necesidad de ajustar este pardametro y entonces se obtiene un problema de
“shooting ” uni-dimensional, donde solo se debe ajustar el parametro a. Para finalizar este
capitulo se enuncia el teorema principal que se quiere demostrar en esta tesis, el cual nos da
la existencia de soluciones globales, normalizables y esfericamente simétricas del sistema
Schrodinger-Poisson generalizado. En el capitulo 2 usamos el teorema del punto fijo de
Banach para demostrar la existencia de una solucion de las ecuaciones que se obtuvieron
en el capitulo 1, en una vecindad del centro de simetria » = 0 y la cual es inica una vez se
fijan los parametros libres a y ¢g; dicha solucién tiene la propiedad de ser regular cerca del
centro y de depender continuamente de estos parametros libres. Después, en el capitulo
3 se dan algunas propiedades de la extension maxima de la solucién local construida
en el capitulo anterior. En este capitulo, ademas de otros resultados, se encuentra que
existen dos posibilidades para la extension méxima: (1) La solucién explota (diverge)
en radio finito, o, (2) la solucién existe globalmente y decae exponencialmente cuando
r — o00. Luego, en el capitulo 4 se introduce la funcién de rotacién y sus propiedades,
ademés se discute el comportamiento de la solucién para valores grandes y pequenos del
parametro libre en el centro. Finalmente, usando los resultados de los capitulos anteriores,
presentamos la demostracion del teorema principal la cual esta basada en gran parte sobre
los trabajos [§, [14] y generaliza estos trabajos para el caso con momento angular ¢ > 0.
Para terminar se dan algunas conclusiones finales.




Capitulo 1

Ecuaciones de movimiento

Las estrellas de bosones newtonianas son modeladas por el sistema Schrodinger-Poisson,
el cual consiste de una ecuacion de Schrodinger para cada funcién de onda ¥, y la ecua-
ci6én de Poisson para el campo gravitatorio ® (asumiendo que ®(#) — 0 cuando |Z] — o0),
dejando el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales o PDE por sus siglas en
ingles:

hd h?

— =0, - —AT, PV, =0, n=1,2...,N, 1.1

TR " (1.1)
N

AD =4nGp, p=my Y |V,]* (1.2)

n=1

Aqui my, es la masa asociada con el bosén, p es la densidad de masa generada por los NV
campos y A denota el operador laplaciano 3-dimensional. El caso particular con N = 1
corresponde a la situacién analizada en [I3], [14]. Como en estas referencias, en esta tesis
estamos interesados en soluciones estacionarias para las cuales la funcién de onda tiene
una dependencia armonica en el tiempo:

U, (t, %) = e “u, (T), (1.3)
donde w € R es la frecuencia angular y u, () son funciones con valores en C que dependen

de las coordenadas espaciales ¥ = (1, 72, 23) € R? las cuales satisfacen las condiciones de
normalizacion usual

/|un(f)|2d3:p ~ 1 (1.4)

Sustituyendo el ansatz (1.3)) en las ecs. (L.1] deja el problema de eigenvalores no-lineal

7:L2
——Au,, + my®Pu,, = Fu,, (1.5)
2mb
N
A = 47Gmy Y un|’, (1.6)
n=1
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con eigenvalor ' = fw. Para estudiar este problema y siguiendo [13, [14] es conveniente
reescribir este sistema en términos de las siguientes variables [

S, = a tuy,, ¢ =B my® - E), (1.7)
donde 2
h? h?
— = 1.
“ <87TGm§> vy 2my’ (18)

donde a y j3 tienen unidades de (longitud)~*/? y (energifa)(longitud)?. Esto simplifica el

sistema , a

AS, = S, ¢, (1.9)
N

Ag = 1S (1.10)
n=1

Los campos re-escalados S,, y ¢ tienen unidades de (longitud)=2 y como puede ser facil-
mente verificado el sistema es invariante bajo el re-escaleo

(Z, S, &) > (A1, A28, A20) (1.11)

por un parametro A > 0. Ademas, el sistema es invariante con respecto al cambio de signo

(Z, Sn, @) = (T, =Sy, ¢). Dada una solucién (S, ¢) del sistema (1.9 [1.10) para la cual
0< / 1S, (Z))? d*x < 0, (1.12)

el re-escaleo puede ser usado para imponer la condicién de normalizacién (|1.4)).
En lo que sigue, nos enfocamos en configuraciones con simetria esférica para las cuales
el campo S, tiene un nimero de momento angular total fijo £ y N = (2¢ 4+ 1). Tales
configuraciones fueron consideradas primero en [15] en el contexto del colapso critico de
campos escalares en relatividad general. Posteriormente, esta idea se adapté para construir
numéricamente nuevas configuraciones estaticas esféricamente simétricas del sistema de
ecuaciones Einstein-Klein-Gordon denominadas ¢-boson stars [12]. Para una contra-parte
newtoniana de estas soluciones, ver [16] y [I7]. En el caso newtoniano, estas configuraciones
son obtenidas del siguiente ansatz para S, y ¢:

Sul®) = | gy WY W,0) v 6 = 60, (113

donde (7,19, ) son las coordenadas esféricas estdndar en R®, Y™ denotan los esféricos
armoénicos estandar con nimeros de momento angular asociados m y w, es una funciéon
real-valuada que depende solamente de la coordenada radial r. Aqui, cada S,, tiene el
mismo perfil radial wy, pero es asociada con un valor diferente de m. La relacién entre n
y m esta dada por m = n — ¢ — 1, con m variando sobre todo el rango m = —¢,..., 4/

mientras n incrementa de 1 to 2¢ + 1. Sustituyendo el ansatz (1.13)) en las ecs. (L.9|[L.10),

Notar que nuestra cantidad ¢ corresponde a la funcién —V in [L3] [14].
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usando el hecho que Y™ son eigenfunciones del operador esférico de Laplace con eigenvalor
asociado —¢(¢ + 1), y usando el teorema de adicién para los arménicos esféricos (ver por
ejemplo [18]) el cual deja

20+ 1
Y (9, )2 = 1.14
3 = S (114)
obtenemos el problema radial
1 2(0+1),,.17/

Tg(g+1)[r wé] - (bwéu (1.15)

1
772(?”2¢/)/ = r*wyp, (1.16)

donde la prima denota diferenciacion con respecto a r. Observamos que las ecs. (|1.15],
1.16) son singulares en r = 0. La regularidad de las soluciones en r = 0 requiere las
condiciones

we(0) =a, ¢(0) =¢o, wy(0)=0, ¢'(0)=0, (1.17)
con dos parametros reales a y ¢g. En el siguiente capitulo vamos a demostrar que dado
(a, o) € R? existe una tinica solucién (wy, ¢) de , en una vecindad del centro
que cumple con ([L.17). Para ¢ = 0 este sistema se reduce al sistema analizado en [14]
(ver ec. (2.1) en esta referencia y notar la relacion wo(r) = S(r) y ¢(r) = =V (r) entre su
notacion y la nuestra). En [14] se demuestra que para ¢ = 0 el sistema admite una familia
discreta de soluciones (wy(r), ¢(r)), definidas para 0 < r < oo, las cuales son regulares en
el centro r = 0 y satisfacen la condicién de normalizacién (cf. ec. (1.12)))

(e 9]

0< /wg(r)QTQ(”l)dr < 00. (1.18)
0

El objetivo de este trabajo es extender este resultado para valores arbitrarios de ¢. Si-
guiendo [8] damos la siguientes definiciones:

Definicién 1 La extension mdzxima de la solucion (wy, @) del sistema que
satisface las condiciones es llamada la a-orbita.

Definicién 2 Las a-orbitas que existen para todo r > 0 son llamadas globalmente defini-
das.

En el capitulo 3 vamos a demostrar que las a-O6rbitas globalmente definidas son automati-
camente normalizables, es decir, satisfacen la ec. (1.18]). Ahora es posible enunciar el
teorema principal de esta tesis:

Teorema 1 Para cada ¢g < 0, existe una sucesion decreciente de pardmetros a, (n =
0,1,2,3,...) tal que las correspondientes a,-orbitas son globalmente definidas. El indice
n etiqueta el numero de nodos de la funcion wy.

En la siguiente figura se muestran algunos ejemplos numéricos de a-érbitas. Se
puede notar que dependiendo del correcto ajuste del parametro libre a, las a-érbitas son
globalmente definidas o no.
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0.0
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. ’ . / 3
Figura 1.1: La a-6rbita, con £ = 1y ¢9 = —1, en el plano (w;, w)) para diferentes

valores del parametro de ajuste a. Los ejemplos con a = 0.4532696, a = 0.3378315 y
a = 0.2986532 aproximan los estados globales con 0, 1 y 2 nodos de wy, respectivamente.
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Capitulo 2

Existencia de soluciones locales en la
vecindad del centro

En esta seccién se demuestra, usando el teorema del punto fijo de Banach, la existencia
de soluciones locales wy(r), ¢(r) del sistema (1.15| |1.16) en la vecindad del centro de
simetria r = 0 las cuales satisfacen las condiciones de regularidad (|1.17)). Para esto,

convertimos las ecuaciones diferenciales ((1.15] [1.16]) en ecuaciones integrales. Integrando
una vez estas ecuaciones se obtiene

wy(r) = %/gﬁ(:ﬂ)w@(@x?(ul) da, (2.1)
0
o) = % [ utwa s (2.2
0

donde las constantes de integracion se han elegido de tal manera que se satisfagan las
condiciones ([1.17)). Integrando nuevamente y usando integracién por partes obtenemos

wir) = a+%—1+1/0r¢(x)w€(a;) {1-(%)2”1]xdx T (wn ) (), (23)
o) = oot [ uble) (1= %) ¥ do = Towr. o)), (24)

donde nuevamente las constantes de integracién se han elegido de tal forma que se sa-
tisfagan las condiciones . Podemos usar la simetria S,, — —§5,, para asumir a > 0.
Ambos a y ¢y son pardmetros libres en el centro (describiendo el valor del la funcién de
onda y del potencial gravitatorio respectivamente, en r = 0). El sistema de ecuaciones

integrales (2.3] tiene la forma de un problema de punto fijo
k =Tk, k= (wg o), Tk=(T1k, T3k), (2.5)
y en lo que sigue mostramos, que cuando k es definido en una clase de funciones apropiada

sobre el intervalo (0, R], entonces 7" es una contraccién siempre que R > 0 es suficiente-
mente pequeno. La existencia local y la unicidad se sigue entonces del teorema del punto

11
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fijo de Banach (ver por ejemplo [19]). Con el fin de aplicar este teorema, introducimos
para cada R > 0 el espacio vectorial real

Xp = {k:(0,R] = R’|k continua y acotada} (2.6)

equipado con la norma

K] == max{]|we[|oc, [| ]| e } = méX{ sup |we(r)], sup |¢(7~)|}, k= (we, ¢) € Xg.
0<r<R 0<r<R
(2.7)

Se puede verificar que (Xg, ||-||) define un espacio de Banach, es decir, un espacio vectorial
normado completo. Después introducimos

AR = {k: € Xr ’ lg%k(r) = (a,¢0), |we(r)] <a+1y|p(r)] < |po| + 1 para todo 0 < r < R},

(2.8)
el cual es un subconjunto cerrado, no vacio de Xz. Con esta configuracion mostramos

Lema 1 ElmapeoT : Xr — Xg definido por ecs. estd bien definido en Xy,
mapea Agr en st mismo y define una contraccion siempre que R > 0 sea suficientemente

pequeno.

Demostracién. Para probar el lema primero notamos que 0 < 1 — (z/r)? < 1 para todo
0 <z <rytodopée N, loque implica que el mapeo T': Xrp — Xp esta bien definido
para todo R > 0y que Tk(r) — (a, ¢y) cuando r — 0 para todo k € Xg. Después, usando
las integrales

" 2\ 2641 2 + 177
1- (2 dz = =T 2.
/0 { <r> }x YT 23y (2:9)
r " F2(0+1)
1—=) 2 de = 2.1
/0 < r)x YT U+ D@ty (2.10)

se sigue que

(Igol + Da+1) ,

Tik(r)] < a+ s (2.11)
T2k(r)] < |¢o|+2(£ia;;(;é+3) 2641 (2.12)

para todo k € Ap y 0 < r < R. Entonces que T deja Ar invariante siempre que R es
suficientemente pequeno tal que

5 2(20+ 3) ar1) _ 2(£+1)(20+3)
Bl nary =" Gy

(2.13)

Queda por demostrar que T define una contraccion en Agr si R > 0 es suficientemente
pequeno, es decir, debemos probar la existencia de una constante 0 < L < 1 tal que

|Tk — Tk|| < L||k — k||, paratodo Fk ke Ag. (2.14)

12
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Con este propésito estimamos para todo k = (wy, @), k = (i, ¢) € Ag:

. 1 T 20+1
L) - Tk < gy [ @) - sputo) |1- (2)] o] ao
| pa, — owilloo »
- 2(20+ 3) ’
para todo 0 < r < R, lo que implica
- ¢ — dpwelloo
Tk —Tik|s < R°. 2.15
Por otro lado, usando la desigualdad del triangulo, se sigue que
6 — dwlloe = N9 —ws) + w6 — @)l
< [I9lloollwe = welloo + [[wellooll$ = lloo
< (T goDl[we = welloo + (1 + a)ll¢ = |0
< (2+a+|ol)llk— K,
Combinando este resultado con la estimacion (2.15)), se obtiene
g 2 + a + ’¢0‘ 2117
Tk — Tkl < ————R°||k — k||, 2.16
I3k = Tib < 5 SRR — | (216)
para todo k, k € Ag. De forma similar, uno encuentra
k) - Tokn)] < [ [lat@) - wi@)] (1- )| do
0 r
F2(6+1) , ,
< -
S sty il
para todo 0 < r < R, lo cual, junto con la estimacién
107 = willoo < Nl + wellooll e — welloo < 2(a + 1)k = k]|, (2.17)
implica
- a+ 1)R¥HD)
ITok — okl < DI, (218)

(C+1)(20+3)

para todo k,k € Ag. Por lo tanto, se sigue de ecs. (2.13, [2.16, [2.18) que T es una
contraccién sobre Ag, si R > 0 satisface las desigualdades (2.13) y

(2.19)

20
L::RQméx{2+a+|¢0| (a+ DR } 1

2(204+3) T (L+1)(20+3)
U

Mediante el teorema del punto fijo de Banach, obtenemos:

13



Capitulo 2. Existencia de soluciones locales en la vecindad del centro

Teorema 2 Dado a, ¢y € R y cualquier R > 0 satisfaciendo las condiciones 2.19),

existe una tnica solucion k = (we, @) : (0,R) — R? de las ecuaciones

la cual es dos veces continuamente diferenciable, y que satisface lir% k(r) = (a,¢0) y
rT—r

, 12 _
71}_{1(1)1{ (r) = (0,0).

Demostracion. De acuerdo al teorema del punto fijo de Banach y el resultado del lema
anterior se sigue que 7' posee un unico punto fijo k = (wy, ¢) € Ag. Ya que k = Tk se
sigue que lfII(l) k(r) = (a,¢o) y que k : (0, R) — R? es diferenciable con derivada

T—

1 1
K(r)= m/(b(x)wg(x)xz(”l) dx,ﬁ/() w?(x)2? ) dy | | 0<r<R. (2.20)
0
De esta expresién, se puede verificar que k' es diferenciable, h’rr(l) E'(r) = (0,0) y que
r—

k = (wy, ¢) satisface las ecs. (.15} [1.16)) para todo 0 <7 < R.

Respecto a la propiedad de unicidad, si & : (0, R) — R? fuera otra solucién dos
veces continuamente diferenciable de las ecs. (|1.15, |1.16) tal que lir% k(r) = (a,¢0) v
T

HH(I) k'(r) = (0,0) , entonces k serfa también un punto fijo de T en Ag y por lo tanto
r—
coincidiria con k por la unicidad del punto fijo.

0

ntinuacién, demostramos qu ienen ndencia continua en rametr
A continuacién, demostramos que k y k' tienen dependencia continua en los pardmetros
a 'y ¢g, lo cual va a ser 1til en los siguientes capitulos.

Teorema 3 Sean k, k: (0, R) — R? dos soluciones de las ecuaciones que son

dos veces continuamente diferenciables y tales que lir% k(r) = (a, o) y HII(l) k(r) = (a, ¢o)-
r— r—

Si a, ¢ son fijos tales que |a—al < 1y |do—do| < 1, entonces para R > 0 suficientemente
pequeno ezisten constantes Cy := Cy(a, ¢o, R) y Cy := Cs(a, ¢g, R) tales que

|~|/5—k!| < Gy méx{lé—al,wiﬁo—sbol}, (2.21)
IF — k|| < Coméx{|a— al,|do — do|}. (2.22)

En particular, k = k y k' — k' de manera uniforme si @ — a y o — ¢o.

Demostracién. De las ecs. (2.3[2.4) y las integrales (2.9 2.10)) tenemos

[e(r) — we(r)| < |a—a|+ ﬁ OT (B(2) () — b (a)we(x)] {1 _ (%)W] o] du
< |a—al+ “q;g’&f@gi”mr% (2.23)
50) =6l < 1o—ul+ [ [ladte) @) (1-2) 2] ds
< b=l + g 0 — e (221)
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Capitulo 2. Existencia de soluciones locales en la vecindad del centro

para todo 0 < r < R, lo que implica

2

R N
Dy — < la-— —||pw, — 2.2

~ ~ R2(6+1)
60— 0l < o — Po| + 5

E TS L (2.26)

Ahora, de forma similar al procedimiento en la demostracién del Lema [I, usando la
desigualdad del triangulo obtenemos

i} — willse < e + welloolltbe — welloo < (2+ a+ @)k — k|
< (342a)|k— K|, (2.27)
|fie — Pwilloe = ||<Z:5(wz—wz)+we(¢~5—¢)||oo~
< ||¢Hoo|[we—wé||oo+ ||we||oo||¢—¢f||oo
< A+ gD llwe — welloo + (1 + a)l|¢ — Bl
< B+a+|l)k— k. (2.28)

Combinando este resultado con las estimaciones (2.25][2.26]), se obtiene

(3+a+ |go) R
2(2¢+ 3)

) R (3 + 2a) R+
6= ¢llo < |¢°_¢°|+2(£+1)(2£+3)

[wr — welloe < |a—al Ik =kl <la—a| + Lk — k|, (229

ke = K[| < [do — G0l + LIl — k[|(2.30)

con
R . [3+a+]|p] (3+2a)R*
L:=R? : 2.31
max{ 220+ 3) 200+ 1)(20+3) (2:31)
Siempre que R sea lo suficientemente pequeno tal que 0 < L< 1, esto implica
I = kil < Cy méx{|a — al, |G — oo}, (2.32)

A

donde C7 = 1/(1 — L) es una constante que depende de R, a, ¢y. Con esto queda demos-
trada la desigualdad (2.21). Para demostrar la desigualdad (2.22) usamos las ecs. (2.1]2.2)

para estimar como sigue

r

[@5(r) —wh()] < Sl — dule, (2:33)
oY / < T%—H ~2 2 2.34
G0 -d 0] < g5 liE - vl (2:34

para todo 0 < r < R. Sustituyendo las estimaciones anteriores para |¢wy — dpwylls v
|wZ — w?]| tenemos

. (B34 a+|po| )R, ~
jif - upe < EEOHODE Gy 23)
- , (3 + 2a)R¥*HL -
Wl < TP Rk 2.
5 -l < GO E g 2:36)
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Capitulo 2. Existencia de soluciones locales en la vecindad del centro

Finalmente, combinando este resultado con la estimacién (2.32)) obtenemos
1K' = K[| < Cyméix{|do — dol, @ — al}, (2.37)
donde C5 es una constante que depende de R, a, ¢y dada por

R {3+a+\¢0| (3+2a)R2’f}
max .

), = - )
2 1— 1 20 +3 20+ 3

(2.38)
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Capitulo 3

Propiedades de la extension maxima

Para lo que sigue, fijamos ¢y € R y analizamos para cada a € R las propiedades de la
extension méxima (la cual llamamos a-érbita) (wy, ¢) : (0,7.) — R? de la solucién local
construida en el Teorema 2| donde r, = r.(a) es definido como

r«(a) = sup {rl >0 ‘ Existe solucién dos veces continuamente diferenciable

(we, @) : (0,71) — R* de las ecs. (.15} satisfaciendo
tim(wy (1), 6(r)) = (a,60) y Lim(w(r), /() = (0,0} (3.1)

De los resultados del capitulo anterior y de los resultados estandar de sistemas de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias (ver por ejemplo [20]), se sigue que 7.(a) y las normas de k y
k' en intervalos de la forma (0, R] con R < r.(a) dependen continuamente de a. Estamos
interesados en encontrar aquellos valores de a para los cuales la a-érbita es globalmente
definida (tal que r.(a) = o0) y deja una solucién satisfaciendo la condicién de normali-
zacion . Notar que debido al la propiedad de re-escaleo ((1.11)) no hay necesidad de
variar ¢ por lo que el ajuste fino es 1-dimensional.

Para analizar las propiedades globales de la a-6rbita es conveniente introducir las
siguientes funciones

Xo(r) = vy (r), W(r) = o(r) + , r >0, (3.2)

en términos de las cuales ecs. (1.15)) y (2.2) pueden ser re-escritas como sigue:

X/ (r) = (r)X(r), (3.3)
r2)(r) = —w—i—/o X7 (s)ds. (3.4)

Notamos de la expresién (3.2]) que ¢(r) — oo cuando r — 0. Podemos ver también de
(13.3) que X, es oscilatoria mientras ¥ < 0. En lo que sigue escribiremos solamente r, en
lugar de r,(a) cuando no haya peligro de confusion.
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Capitulo 3. Propiedades de la extension maxima

3.1. Explosion de la solucién en radio finito

En esta seccién se dan condiciones suficientes para que la solucion no sea globalmente
definida , es decir, para que r, < co. El siguiente lema muestra que ¢ (y ¢) debe explotar
si la a-6rbita no es definida globalmente

Lema 2 Supongamos que r, < oo, entonces ¥(r),¢'(r), | Xe(r)|, | X,(r)| — oo mientras
=T

Demostracién. La demostracién es por contradiccién. Sea ry € (0,7,) y supongamos

B:= sup [Y(r)] < oc. (3.5)

ro<r<rsk

Afirmamos que esta condicién implica que las funciones Xy, X; y ¢’ son también acotadas
en el intervalo (rg, ), lo cual significa que la solucién puede ser extendida mas alld de
r = r, lo que contradice la definicién de r,. Para demostrar esta afirmacién introducimos
la cantidad

e(r) == X2 (r) + X2(r), r > 0. (3.6)

Diferenciando ambos lados con respecto de r, usando ec. (3.3) y la suposicion (3.5]) obte-

nemos

g(r) = 2 +d(r)]Xe(r)Xy(r)
2(1+ B)|Xe(r)[| X(r)]

<
< (L4 B)XI(r) + XP(r)] = (1+ Be(r),
para todo ry < r < ry, lo que deja
e(r) < eMHB=0)g(p) < O 1= MHB==10) (1), (3.7)

para todo ry < r < r,. Entonces la suposicién (3.5) implica que las funciones X, y X, son
acotadas en el intervalo (rg,r,). Esto a su vez implica que ¢’ es también acotada en este
intervalo, de acuerdo a la ec. (3.4)). Por lo tanto, mientras % es finito la solucién existe.
Queda por mostrar que ¥ no puede divergir a menos infinito. Para esto es suficiente
notar que ¢(r) > ¢o para todo r € (0,7,), ver ec. (2.2)), lo cual trivialmente implica
Y(r) > ¢ para todo r € (0,r,). Luego, si ¥ — oo entonces ¢ — oo cuando r — 7, lo
que implica que |w,| — oo por la ec. y a su vez, por definicién, |X,| — oo cuando
r — r.. Finalmente, las funciones |wj|, ¢’ — oo cuando r — r, por la ecs. , y
entonces, por definicién 1, | Xj| — oo cuando r — 7. 0O

Observacion 1 El lema anterior muestra que puede ocurrir uno de los siguientes dos
casos:

(1) re < 00 con (r) — oo mientras r — 1. (la solucion explota), o,

(2) r. = 00 (solucion global).

En los siguientes resultados damos condiciones suficientes para que ocurra (1).
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Capitulo 3. Propiedades de la extension maxima

Lema 3 Supongamos que 0 < 1y < r, es tal que X,(r1)X,(r1) >0, ¢(r1) >0y ¢'(r) >0
para todo v € (r1,74). Entonces ¥(r), X,(r), X,(r) no tienen ceros en el intervalo r > ry.

Demostracién. Primero notamos que v¢(r) > 0 para todo r € (r1, 7). Luego, multi-
plicamos ambos lados de la ec. (3.3) por X,(r) e integramos, obteniendo asi la siguiente
ecuacion

/ X7 ()X, (s)ds / O(5) Xo(s)2ds. (3.8)

Usando integracién por partes llegamos a

T

X,(r)X(r) = X,(r1) Xo(r1) + /[Xg(s)2 +1(s) Xy(s)?]ds > 0, (3.9)

T1
para todo r € (r1,7,), lo que demuestra la afirmacién del lema.
0

Observacion 2 Bajo las hipotesis del lema anterior observamos que la solucion no puede
ser global y normalizable. De otra forma podemos tomar ro > 11 y usando la simetria

X¢— — X, de las ecs. para asumir que X,(r9), X;(r2) > 0 obtenemos
X7 (r) = 9(r) Xe(r) > ¢(r2) Xe(ra), (3.10)

para todo r > 1. Esto implica que X,(r) crece por lo menos cuadraticamente en r y por
lo tanto no es normalizable, ya que en términos de X,(r) la condicion de normalizacion
es

0< /Xg(r)2d7" < 00. (3.11)
0

Ahora presentamos un resultado mucho mas fuerte. Vamos a mostrar que bajo las mismas
hipétesis del Lema [3] la solucién explota en radio finito.

Proposicion 1 Supongamos que 0 < r < 1, es tal que Xy(r1)X;(r1) > 0, ¥(r1) >0y
Y'(r) > 0 para todo r € (r1,7s). Entonces r, < 0o.

Demostracion. Usando el Lema 3] podemos asumir sin perdida de generalidad que
Xy(r), X;(r) > 0 para todo (r1,r), ademds notamos también que 1(r) > 0 para todo
(r1,74). Luego, supongamos que r, = oo e introducimos para todo r > 0 la siguiente
cantidad

Q(r) := Xo(r) — rip(r). (3.12)
Derivando dos veces con respecto de r y usando las ecs. obtenemos

Q') = - xmee) - 2, (3.13)

r3
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Capitulo 3. Propiedades de la extension maxima

Ademsds definimos también la siguiente funcion

_ Q)? L[e(e+ 1)
TO = R T e 20 1
para todo r > r; y donde £ > 0 es una constante positiva. Su derivada con respecto de r
es
20Q) " X ! 20000+ 1)]?
P = 20 4 squman - B gy - 2R g

Sustituyendo la expresién para Q”(r) obtenemos

]_—/(T>:_[Xg(7“)/r]’ Q,<T)2_4£(€+1)Q’(r)_g[€(£+1)] QW KXZT(T)> 2
(3.16)

[(Xe(r)/r]? PXe(r)/r] e T [X(r)/r]?
para todo r > 71, donde se ha usado la desigualdad 2uv < eu?® +v*/e con v =£({ + 1) y
u=Q'(r)/[X.(r)/r]. Por otro lado, usando de nuevo la ec. (3.3) se obtiene

[73 (Xg(?“)>/:|/ = rp(r)Xo(r) = rip(r1) Xe(r1), (3.17)

r

para todo r > r;. Integramos ambos lados

r’ (Xg(r)> = %1/’(7“1))(2(7’1)(7”2 —71) +r1Xy(r1) = Xo(r) = Ar® + B, (3.18)

r

para todo r > 1. Aqui, A = ¥(r1)Xe(r1)/2 > 0 es una constante positivay B = r X, (r) —
Xo(ry) — (r1)Xe(ry)r?/2 es una constante que puede ser positiva o negativa. Podemos
usar este resultado en la desigualdad (3.16]) para obtener la siguiente estimacién

Q'(r)? B 2
"M <——F= A+ 5 — = 3.19
FO) <~ AT 7~ ) (3.19)
para todo r > r;. Pero veamos que
B 2
At =520, (3.20)

para todo r > ry suficientemente grande y esto implica F'(r) < 0 para todo r > ry > 7.
Por lo tanto

Q(r)? < F(r) < F(ra), (3.21)
para todo 7 > 1o. Sustituyendo la definicién de Q(r) dada en (3.12]) tenemos que

—VF(r2) < Xo(r) —rp(r) < /F(ra). (3.22)

para todo r > ry. Teniendo en cuenta la Observacién [2], de aquf se sigue que

s Xelr) =V F(r) o L %), (3.23)

20



Capitulo 3. Propiedades de la extension maxima

para todo r > 73 tal que X,(r) > 2/F(r3). Entonces de la ec. (3.3) se obtiene la siguiente
desigualdad

1
X1 (r) = () Xlr) 2 5 X0, (321
para todo r > r3. Multiplicamos ambos lados de esta desigualdad por 2X,(r) para obtener
d 1 d
—X(r)? > ——X,(r)? 2
SX? 2 o Xl (3.25)
para todo r > r3. Integrando ambos lados, llegamos a
1
Xy(r)® = Xi(rs)™ = oo [Xe(r)’ = Xo(rs)’), (3.26)
r
lo que implica
1 1
X,(r)? > =Xo(r)* + X)(r3)? — =—X,(r3)? (3.27)
3r 3rs
1 1 1
= —Xo(r)* + =Xo(r)® + X}(r3)* — =—Xo(r3)? 3.28
G X+ X+ Xira)? = Xl (3.25)
1 .
> —X,(r)? 3.29
= 6 g(?") ) ( )

para todo r > r4 suficientemente grande, de lo cual se sigue
Xyr)

Xo(r)32 = f6r’

Finalmente, integrando ambos lados de esta desigualdad obtenemos

Xo(r) > S (3.31)

(Vo = V/r)*

para todo r > r4 y entonces vemos que X,(r) — oo cuando r — 7, con 1, dado por

para todo 7 > ry. (3.30)

V= i+ % o (3.32)

lo que contradice r, = oo.

3.2. Propiedades del potencial efectivo

En esta seccion discutimos algunas propiedades importantes del potencial efectivo .
Primero enunciamos el siguiente lema, el cual muestra que ¢ debe tener un minimo global.

Lema 4 El potencial efectivo ¢ tiene un minimo global en algin punto © € (0,r,).
Ademds, 1 (r) < 0 es necesario para que ezxista una solucion globalmente definida y nor-
malizable.
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Demostracion. Se sigue de la ec. que ¢'(r) < 0 para r pequeno. Sin embargo,
Y'(r) < 0 no se puede mantener para todo r < r,. Si r, < 0o esto se sigue del hecho que
¥(r) — 400 cuando r — ., mientras que si r, = 0o esto se sigue de la ec. la cual
muestra que para r suficientemente grande ¢'(r) debe ser positiva. Entonces, existe un
punto 7 € (0,7.(a)) tal que ¢'(7) = 0. Este punto debe ser tinico, porque

20(0+1)

[y (r)] = X7 (r) + ——5— >0, (3.33)

r
para todo 0 < r < r,, lo cual implica 72¢’(r) > 0 para todo r € (7,7,) y por lo tanto 7 es
un minimo global. Luego, notamos que t(7) > 0 implica ¢ (r) > 0 para todo r > 0. Por

otro lado, tomando el limite r; — 0 en la ec. (3.9) tenemos que

T

Xir)Xyr) = [[05)Xe(5) + X)) >0, (334

para todo r € (0,r,). Concluimos que 7, < oo por la Proposicién .

Lema 5 No hay soluciones globalmente definidas para ¢y > 0.

Demostracién. Ya que ¢ es una funcién mondétona creciente entonces ¢(r) > 0 para
todo r € (0,r,), por lo tanto ¥ (r) > 0 para todo r € (0,7,). Concluimos por el Lema {4|y
Proposicién [1| que la solucién no es globalmente definida.

O

La siguiente proposicion proporciona informacion mas precisa sobre el comportamiento
cualitativo del potencial efectivo ).

Proposiciéon 2 Supongamos que ¢y < 0 y consideremos la a-orbita. Supongamos ademds
que el minimo global de 1) satisface (1) < 0. Entonces, la funcién (r) tiene un inico
cero o en el intervalo (7,r.) y ¥(r) > 0 para todo r € (ro, ry).

Observacién 3 FEn particular, ¢ debe tener un unico cero siempre que ¢y < 0.

Observacién 4 De acuerdo a la Proposicién[l], la condicion X(ro)X[(ro) < 0 en el cero
de 1 es necesaria para que la a-orbita sea globalmente definida y normalizable.

Observacién 5 La proposicion [3 y el Lema [ implica que el potencial efectivo descri-
be un pozo de potencial con minimo negativo para una solucion globalmente definida y
normalizable. Mientras r — 0 se sigue de la ec. que Y(r) ~ L({+1)/r? tiene el com-
portamiento usual dado por una barrera centrifuga, mientras que para r suficientemente
grande, V(1) es positivo.
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Demostracién de la Proposicién 2 Como se explica en la demostraciéon del Lema [4]
se tiene r%¢’(r) > 0 para todo r € (7,7,) lo que implica que ¥ (r) es monétona creciente
para r > 7. Esto implica que 7 (si existe) debe ser tinico.

Para demostrar la existencia, supongamos primero que r, < oco. Entonces, se sigue
del Lema 2| que 9(r) — 400 mientras 7 — 7, y por lo tanto ¢ debe tener un cero en
el intervalo (7,7,). Para analizar el caso restante r, = 0o procedemos por contradiccion.
Supongamos que ¥ (r) < 0 para todo r > 7. Ya que ¢(r) es una funcién monétona creciente
en este intervalo, el limite

thae = lfm ¢(r) <0 (3.35)

7—00

existe. Entonces, la idea es descartar los siguientes casos:

(i) Yoo < —C? con C > 0 una constante positiva,
(i) Yoo = 0.

Asumimos primero que se cumple el caso (i); esto implica que la solucién X, es oscilatoria.
Consideramos los ceros de X(r) localizados después del punto critico » = 7 del potencial
Yenr=r, (n=123)y tomamos el cero localizado en r = ry con N fijo. Entonces
para algin R suficientemente grande con ry < R < ryy1 queremos estimar por abajo la
integral

/ X, (r)2dr, (3.36)

con el objetivo de estimar por abajo 7?9’ en la ec. (3.4)) y llegar a una contradiccién. Con
el fin de hacer esta estimacién introducimos la funcion

(3.37)

la cual satisface
X7 (r)y'(r)
F/ r)= Z— Z O,
(r) P3(r)

para todo r > 7, lo cual implica que F(r) es una funcién mondtona creciente en el
intervalo (7, 00). Ademds, ya que se asume que () es negativo para todo r > 7, se sigue
que F(r) > F(#) > 0 para todo r > 7. En particular, esto implica que X?(r) > F(7) en
cualquier punto critico y, > 7 de X,(r).

Regresando a la expresién que queremos estimar, tenemos

(3.38)

R N-1 Pral
/ Xp(r)ydr > / X2(r) dr. (3.39)
1 n=1 YT
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1
n Yo T+t

Figura 3.1: La funcién X,(r) es acotada por abajo por la funcién lineal mostrada en el
intervalo r, <1 <7,

Sin perdida de generalidad, supongamos que X;(r) > 0 en el intervalo (r,,7,41) con
X,(r) = 0 en el punto critico y, € (rp,7n41). Entonces dado que X, = X, < 0 es
concava, Xy(r) es més grande que la funcién lineal mostrada en la figura para todo
r € (rp,Tne1) y por lo tanto

Tn+1 F -~
X7(r)dr > (")

(Tn—i-l - Tn)u (3'40)

por lo que sumando sobre n obtenemos
F(7)
3

(ry — 1) = @[H = (R— ). (3.41)

R
| xeyar=

La dificultad que queda es estimar la cantidad R — ry < ryy1 — ry, y asegurar que la
distancia entre dos ceros consecutivos de X, no crezca mas rapido que R para N — oo.
Usamos entonces el teorema de comparacién de Sturm (ver, por ejemplo, teorema 3.1
en [2I]) para comparar la solucién X,(r) de la ec. (3.3|) con las soluciones Y (r) = sin(Cr —
9) de la ecuacién mas simple

Y"(r) + C*Y(r) = 0. (3.42)

De acuerdo al teorema de comparacién de Sturm, hay un cero de X,(r) entre cada cero
de Y(r). Por lo tanto, en cada intervalo de longitud =/C hay un cero X,(r). Entonces se
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cumple ry, 1 — 7y < 27/C lo cual trivialmente implica que R—ry < 27/C'y combinando
este resultado con la estimacién (3.41]) obtenemos

/Xe )dr > é){(R— 1)—6}, (3.43)

para todo R > ry. Por otro lado, de la ec. . ) tenemos que

/:Xg(r)dr = / X (r dr—/ X2 (r (3.44)

1 1
= R%'(R) —r3/(r)) —20(£ + 1) (— — —) , (3.45)
™ R
lo cual implica
2,11 2.1/ 1 1 f 2
R*Y'(R) = riY'(r) +20(0+ 1) TR + X;(r)dr (3.46)
R
> () +/ X7 (r)dr, (3.47)
T1
para todo R > r;. Usando la estimacion ([3.43]) obtenemos
(s
R*/(R) > ér) R+Cy, (3.48)

para todo R > ry donde Cy = r?¢/(r1) — r F(#)/3 — 2 F(7)/3C es una constante. Di-
vidiendo por R? e integrando de 7 a R ambos lados de la desigualdad uno obtiene la
siguiente expresion

F(r) R 1 1
R) > log| — ) +¢(r)+Ci| —— =], 3.49
otm) = S0 () + vt 40 (- ) (3.49)
para todo R > r;. Entonces ¥)(R) — oo cuando R — 0o y por consiguiente 1), no puede
ser acotado para —C? como asumimos y por lo tanto descartamos el caso (i).

Ahora asumimos que se cumple el caso (ii), es decir, que ¥, = 0. De forma similar al
caso (i) obtenemos

3

El problema es estimar R — ry. Para esto vemos de la ec. (3.4) que

| xtwar=E00w - = B im—n - r-ri @50

r?)'(r) > e >0 paratodo r>7ry>7, (3.51)

[z [ 5-5 (3.52)

pero ya que ¥, = 0, obtenemos la estimacion

de tal manera que

W(r) < _< para todo 1 > ro. (3.53)
r
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Como en el caso anterior, usamos el teorema de comparacion de Sturm para comparar la
solucién X,(r) de la Ec. (3.3) con las soluciones Z(r) = sin(C,(r, — r)) de la siguiente
ecuacion

Z"(r)+ C2Z(r) = 0, (3.54)

donde C), es una constante que se fijara después. Podemos analizar las ecuaciones (3.3}

3.54) en el intervalo I, = (rp,r, +7/C,). De la ec. (3.53)) se obtiene

—(r) > = > C? para 7€ I, (3.55)
r
si escogemos C,, > 0 tal que
€
C? = m, (3.56)

lo cual, resolviendo la ecuacién cuadratica, implica

T 4F (F)ry
g () -

(e

Luego, de acuerdo al teorema de comparaciéon de Sturm, hay un cero de X,(r) entre cada
cero de Z(r). Por lo tanto, dentro del intervalo Iy existe un cero de X,(r). Entonces esto
implica que ry11 — ry < 7/Cy. Usando la ec. (3.57)) y la desigualdad

4F(r 1
1+ # +1<2 <1 + ;\/F(f)rN) (3.58)
se sigue que
R—ry < Ay + Ay < AIVR + A, (3.59)

para R suficientemente grande tal que ry < R < ry,; donde Ay = 7%/ y A} = 7F(7)/e
constantes. Combinando este resultado con la estimacion (3.50]) obtenemos

() [R—r — AVR — Ay. (3.60)

| x> B0y - -

Finalmente repitiendo el mismo procedimiento que en el caso (i) podemos demostrar que
Y(R) — oo mientras R — oo, llegando asi a una contradiccién. Por lo tanto descartamos
también el caso (ii).

O

3.3. Comportamiento asintético de las soluciones glo-
bales

En esta seccién demostramos que si la solucién es globalmente definida (r. = 00),
entonces | X| decrece exponencialmente y es normalizable.
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Proposicién 3 Si la a-drbita es globalmente definida (r. = 00), entonces la funcion | X,|
decae exponencialmente. Mas precisamente, dado r1 > 0 tal que ¥(r) > 1(r;) > 0 para
todo v > 11 existe una constante A > 0 tal que,

1 Xo(r)| < Ae= €U >y, (3.61)
con C' = +/1(r1). Ademds, el limite
Yoo 1= lm ¢(r) >0 (3.62)
r—00

existe Yy es positivo.

Demostraciéon. Primero notamos que la Proposicion [2| garantiza la existencia de ry.
Ademés por la Proposicion |1] se debe cumplir X,(r1)X/(r1) < 0 para todo r > 71, y por
el Lema {4 podemos asumir que 1(r) > 0 para todo r > r;. Esto implica que:

(i) Xo(r) >0y X,(r) <0, o,
(i) X(r) <0y X;(r) >0,

para todo r > ri. Ya que el sistema es invariante con respecto al cambio de signo X, —
— X/ es suficiente tratar el caso (i). Para esto, se define la siguiente cantidad

1
P(r) = Xy(r) = 5X(r) >0, 1=, (3.63)
donde C' = /1 (ry). Usando la ec. 1D y el hecho que 1 (r) > C?, obtenemos
1
P'(r) = X,(r) — Ew(r)Xg(r) < X)(r) — CX,(r) = —-CP(r), r >, (3.64)
lo cual implica
P(r) < P(r)e U7, > (3.65)
Ya que X,(r) < P(r), se sigue que
0 < Xy(r) < P(ry)e €0, r >, (3.66)

lo cual implica la desigualdad (3.61)) con A := P(ry).
Queda por mostrar que el limite 1., existe y es positivo. Con el fin de hacer esto,
evaluamos ec. (3.4) en 7 = r; y restamos el resultado de ec. (3.4)), lo cual deja

P2(r) = B — w + / " X2(s)ds, (3.67)

donde B := r#y/(r;) + 2¢(¢ + 1)/r; > 0. Usando la desigualdad (3.61)) obtenemos

, 20(0+1)  A? —2C(r—r, A?
r2¢(r)§3—#+%[1—620( )}SB—I—%::D, r>ry. (3.68)
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Dividiendo por r? e integrando de r; a r tenemos

0<¥(r)<iy(r)+D (l - 1) , r>r. (3.69)

1 r

Ya que la ec. (3.67) implica que 1) es mondtona creciente para r grande, se sigue de esto
que el limite ¥, 1= lim,_,o, ¥(r) existe y satisface

0 < Yoo < P(r1) + g (3.70)

|
Observacion 6 Se sigue de la proposicion anterior que la integral
M ::/ Xo(r)?dr < oo (3.71)
0

es finita. Introduciendo la funcion q(r) definida por

M 0(0+1
0) = oo = 3+ LD g, (3.72)
se siqgue de la ec. que
1 o
qd(r) = _ﬁ/ Xy(s)%ds, r>0. (3.73)

Luego, usando nuevamente la desigualdad y el hecho que q(r) — 0 cuando r — oo,
se tiene que

0 < q(r) < Age™ 26—, r >, (3.74)

para alguna constante Ag > 0. ~
Podemos darle interpretacion fisica a las cantidades M y 1Vo,. Para esto recordemos
primero que la masa total M de la configuracion estd dada por

M = 47r/p(7“)r2dr. (3.75)

Usando las ecs. podemos verificar que la relacion entre la masa de la
estrella M y M es

M = drmyo® M, (3.76)

donde o esta dada por la expresion @ Observamos ademds que tomando en cuenta
la condicion de normalizacion _para uy, la masa también esta dada por M = Nmy,.
Entonces la ec. (3.76) implica que M = N/4mwa?, lo que se puede lograr con el re-escaleo
1.11).
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Luego, para 1, notemos que ¥, = ¢, entonces ya que el potencial gravitatorio cumple
¢, = 0 podemos usar la ec. (|1.7) para obtener

¢oo = (377)

donde f esta dada por la expresion ([1.8)). Lo que esta ecuacién nos dice es que 94, nos da
la energia de la configuracién, es decir

2
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Capitulo 4

Existencia global de una familia de
soluciones normalizables

En este capitulo damos una prueba de la existencia de una familia discreta de solu-
ciones globales de las ecs. (2.1}, . Con este fin, seguimos [§] e introducimos la funcién
de rotacién 6(r,a) asociada a la a-érbita, la cual estd definida por

tanf(r,a) = _wg(r), (4.1)
0(0,a) = 0, (4.2)

y 6(r,a) es continua en r. Notamos que la derivada de 6(r, a) con respecto de r esta dada
por

wy(r)* — we(r)wy(r)

o) = we(r)? + w)(r)? (4.3)
y usando la ec. , obtenemos
o wp(r)? + EEwy (r)wy(r) = g(r)we(r)?
0 (r,a) = W - w7 : (4.4)
lo que implica
s + 2wy (s)u(s) — o(s)wn(s)’
O(r,a) = / w(5)? 1w (5)? ds. (4.5)

De esta expresion observamos que, debido al Teorema , 0(r,a) también es continua en a.
Notemos ademas

1 si, we(r) =0
/ o )

0'(r,a) = { —o(r) si, wy(r) = 0. (4.6)
En los resultados que siguen se analiza el comportamiento de la a-érbita en el plano (wy,
wy); entonces cuando digamos, por ejemplo, que la a-6rbita se encuentra en el cuadrante
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3 (Q3 para abreviar) nos referimos a que la proyeccién de la a-6rbita en el plano (w, wy)
estd en Q3. Véase la figura [4.1]

W,'(r)

o(r,a) W, (r)

Figura 4.1: Diagrama del comportamiento cualitativo de la a-6rbita.

Ahora, damos dos propiedades elementales de la funcién de rotacion de las a-orbitas.

Lema 6 Para cualquier entero n > 0 tenemos:

(a) SiO(ry) > (n—1/2)w para algin ri € (0,7,), entonces 6(r) > (n — 1/2)m para todo
r € (r,7.).

(b) Si 0(r1) < nm para algin r; € (0,7,) tal que ¢(r1) > 0, entonces 0(r) < nw para
todo r € (r1,7).

Demostracion.

(a) Observemos que 0(r,a) = (n — 1/2)7 si y sélo si wy(r) = 0. Luego, de la ec. (4.6)
tenemos que 0'(r,a) = 1, lo que implica que #(r, a) no puede cruzar el valor (n—1/2)w
por arriba.

(b) Sir > ryy ¢(r1) > 0 para todo r € (ry,r.), entonces ¢(r) > 0 ya que ¢ es una
funcién mondtona creciente. Después, notamos que 0(r) = nx si y s6lo si wjy(r) =0
y por lo tanto de la ec. obtenemos ¢'(r) = —¢(r) < 0, lo que muestra que
0(r,a) no puede cruzar el valor nm por debajo si r € (11, 7).
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O

Observacion 7 Mientras ¢(r) < 0 la a-drbita puede oscilar y cruzar de Q4 a Q3, después
de Q3 a Q2, luego de Q2 a Q1, etcétera. Pero una vez que ¢(r) > 0 la a-drbita se queda
atrapada en Q1 o Q3 si llega a alguno de estos dos cuadrantes.

Observacién 8 Una consecuencia del lema anterior es que 0(r,a) > —m/2 para todo
r € (0,ry).

A continuacién suponemos que ¢y < 0; de otra forma no hay soluciones globales (Lema [5)).

4.1. Comportamiento de la soluciéon para a pequeno

En esta seccién analizamos el comportamiento de las soluciones para a suficientemente
pequeno. Enunciamos entonces la siguiente proposicion:

Proposicién 4 Para cualquier entero n > 0,existe un b, > 0 tal que para todo a € (0,b,,)
existe un r € (0,7.(a)) con 8(r,a) > nm.

Demostracién. Sea w, = w,/a. Entonces, las ecs. ((1.15} [1.16)) se convierten

1
r2(e+1)

T (4.7)
1
ﬁ(r%’)’ = o, (4.8)
con la siguiente condicion en r = 0:

w(0) =1, ¢(0)=¢g, @' (0)=0, ¢(0)=0. (4.9)
Para a = 0 la ec. (4.8) con las condiciones (4.9) tienen la solucién constante ¢ = ¢y.

Sustituyendo esto en la ec. (4.7)) obtenemos una ecuaciéon de Bessel transformada
r?0y + 2(0 + 1) + |o|r*we = 0. (4.10)

Esta ecuacién fue dada por Bowman [22] y su solucion es

(r,a = 0) = 1= D [ T (VIdolr) + CoVerap(VIdolD) |, (411)

donde Joy1/2(r) v Yig1/2(r) son las funciones de Bessel de primera y segunda especie
respectivamente, de orden ¢ + 1/2. C} y C} son constantes que podemos fijar con la
condicién (4.9). Ya que queremos que la solucién sea regular en r = 0 elegimos Cy = 0,
entonces

Wy(r,a =0) = 017”_(£+1/2)Jg+1/2<\/ |o|7), (4.12)
_ 20+ 1
wy(r,a=0) = Cir 2N/ |golJemr2(V/|golr) — " Jor12(W/ |dolr)| (4.13)
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0+1/2
con Cy = (2 /A \¢0|) I'(¢ + 3/2) y donde hemos usado las relaciones de recurrencia

de las funciones de Bessel. Para continuar con la demostraciéon necesitamos analizar el
comportamiento de w(r,a = 0) y w)(r,a = 0) para r — co. Como podemos ver en [23],
en este caso el comportamiento de las funciones de Bessel es

Jip(z) = /= [sin <z _ %g) + 0(1)} , (4.14)

Tz

Jip(z) = /= {cos (z _ %E) 4 0(1)} | (4.15)

4

donde z = y/|¢p|r. Usando estas expresiones y las ecs. , D obtenemos

2 14

T2 2
14
+ | o] cos® (z — %) + 0(1)}, (4.16)
~ 2 ~ 2 —(2041) 2 .9 ml
@y(r,a = 0)° + ool @e(r.a = 07 = Crr= @0 = [jgyfsin? (2 - T ) +
TZ 2
14
+  |po| cos? (z — %) + 0(1)] (4.17)
Por otro lado, notamos
9 4 9 4
sin® (2 — = + | o] cos Y +0(1) <2+ |¢ol, (4.18)
{4 {4
|| sin® (z — %) + | ¢o| cos? <z — %) +o(1) > @, (4.19)

para z suficientemente grande, lo que implica

~ae41) 2(2 + |¢o)

We(r,a = 0)* +@)(r,a=0)* < Cyr - (4.20)

Tz

~1 M2 ~ Y —(20+1) 2 |¢0|
Wy(r,a = 0)* + |¢o|we(r,a =0)° > Cir — (4.21)

Combinando estas estimaciones con la ec. (4.4]) obtenemos la siguiente desigualdad para
0'(r,a =0) y r > 0 suficientemente grande:

' (r,a=0)> B > 0, (4.22)

~2(2+ ¢ol)

Esto implica que 6(r,0) — oo mientras r — oo y entonces existe r, > 0 tal que 6(r,0) >
nm. Sea r > r, fijo. Dado que 6(r,a) es continua en a, existe b, > 0 tal que si a € (0,b,
vale O(r,a) > nm.

O
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4.2. Comportamiento de la solucién para a grande

En esta secciéon estudiamos el comportamiento de la solucién para a suficientemente
grande. Para ello damos la siguiente proposicién

Lema 7 Para cada ¢g < 0, existe una constante oy > 0 tal que todas las a-drbitas con
a > oy explotan y X,(r) > 0 para todo 0 < r < r.(a).

Demostracién. Podemos verificar que debido a la ec. (1.13), el re-escaleo (|1.11)) induce

el siguiente re-escaleo de los parametros a y ¢y:
(a, do) > (@, do) = (A\**a, Xg). (4.23)

Luego, si ¢y = 0 el Lema [5| implica que X;(r)X}(r) > 0 para todo r € (0,7,), lo que a su
vez implica wy(r) > 0 para todo r € (0,7,). Por lo tanto si ¢y = 0 existe r, € (0,7,), tal
que Xy(ry), Xy(r1),¥(r1),¢'(r1) > 0.

Ahora fijamos @ = 1. Por el Teorema |3 sabemos que la solucién es continua en el
parametro libre restante (/50. Esto implica que existe € > 0 tal que si —¢ < ngﬁo < g,
entonces también vale X,(r1), X;(r1),1(r1),9'(r1) > 0 y we(r) > 0 para todo 0 < r < ry.
Por lo tanto por el Lema 4|y la Proposicion [1|se tiene que la a-6rbita explota y X,(r) > 0
para todo r > ry.

Ahora fijamos ¢ < 0 y elegimos A > 0 suficientemente pequeno tal que

0| = Aol < ¢, (4.24)
lo que implica
A< |(Z—’ (4.25)
Del re-escaleo (4.23]) concluimos que si a cumple la desigualdad
a 1 ol 144/2 |
O= 5 = e ( . = ay, (4.26)

entonces las a-6rbitas explotan y X,(r) > 0 para todo 0 < r < r.(a).

Proposicion 5 Las a-orbitas con a suficientemente grande salen de ()4 directamente a
Q1, de tal manera que —m /2 < 0(r,a) < w/2 para todo r € (0,r,) (Ver el ejemplo a = 0.47

en la Figura .

Demostraciéon. Es una consecuencia directa del Lema Bl
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4.3. Demostracion del teorema principal

Con los resultados de los anteriores capitulos estamos listos para demostrar el Teo-
rema principal [I el cual nos da la existencia de soluciones globalmente definidas de las
ecuaciones , que satisfacen las condiciones de regularidad en el centro y
que son normalizables.

Demostracion de el Teorema Siguiendo [§] introducimos para cadan =0,1,2,...
el conjunto

M, :={a>0]0(r,a) < (n+1/2)r para todo 0 < r < r.(a)}. (4.27)

Por definicién, M,, C M, para todo n = 0,1,2,... y My # 0 por la Proposicién [
Entonces, los conjuntos M,, son no vacios. Ademas, se sigue de la Proposicion | que b, 11
es una cota inferior para M,. Por lo tanto,

ap, = inf M,, > b, > 0, n=0,1,2,... (4.28)

Para demostrar el teorema, afirmamos que las a,-6rbitas son globalmente definidas y
satisfacen nm < 6(r, a,,) < (n+1/2)7 para r suficientemente grande. Por las Proposicién
se sigue que la soluciéon correspondiente es normalizable y de acuerdo al Lema @(a) se sigue
que esta soluciéon tiene precisamente n ceros de wy.

Con el fin de probar esta afirmacién, primero mostramos que a,, € M,,, es decir, a,, es
el elemento més pequeno de M,,. Si no fuera asi, entonces existiria r € (0,r.(a,)) tal que
0(r,a,) > (n+1/2)m [} Por continuidad, se seguirfa que 6(r,a) > (n+ 1/2)7 para todo a
suficientemente cercano a a,, lo cual implicaria que a ¢ M,, para a en una vecindad de a,,
lo que contradeciria el hecho que a,, es el infimo de M,,. Entonces, a,, € M, vy la a,-6rbita
tiene rotacién acotada 6(r,a,) < (n+ 1/2)m para todo 0 < r < r.(a,).

Después, mostramos que la a,-6rbita no explota, es decir, r.(a,) = oco. Asumimos
por contradiccién que 7.(a,) < oo. Entonces por el Lema |2 ¢)(r) — 400 para r — r,,
de tal manera que la a,-6rbita diverge en Q1 o Q3. Por lo tanto existe £k = 0,1,2,...n
tal que (k — 1/2)7 < 0(r,a,) < k7 para r suficientemente cercano a r,(a,). Fijamos tal
valor para r y lo llamamos 7. Por continuidad se sigue que (k — 1/2)7 < 0(r1,a) < kr y
¢(r1,a) > 0 para a suficientemente cercano a a,. Por el Lema [6b) se sigue que tales a-
6rbitas deben satisfacer 0(r,a) < kr para todo r € (r1,r.(a)). Ademds, por el Lema [6]a),
0(r,a) < (k+1/2)7 para todo 0 < r < ry. Esto implica que a € M), C M, para a en una
vecindad abierta de a,, lo que de nuevo contradice el hecho que a,, es el infimo de M,,.

Concluimos que la a,-6rbita es globalmente definida y normalizable. Ademas, por las
Proposiciones (1] y [2| esta a,,-6rbita debe satisfacer X,(r)X;(r) < 0 y por lo tanto también
we(r)wy(r) < 0 para todo r > 0 tal que ¢(r) > 0. Esto implica que la a,-érbita cae en
Q2 o Q4 para tales valores de r. Queda por mostrar que 6(r,a,) > nm para r grande.
Supongamos por contradiccion que 6(rq, a,,) < nm para algin r; > 0 tal que ¢(rq, a,) > 0.
Por continuidad, también se sigue que 0(ry,a) < nw y ¢(r1,a) > 0 para todo a cercano
a a,. Por el Lema[fa) y (b) tales a-6rbitas deben tener §(r,a) < (n+ 1/2)m para todo

1Si O(r,an) = (n + 1/2)m podemos usar el Lema @(a) y reemplazar r por una r un poco mds grande
tal que 6(r,ay,) > (n+1/2)7.
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r > 0y por lo tanto a € M,, para todo a en una vecindad abierta de a,, lo cual contradice
el hecho que a,, es el infimo de M,,.

O
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Conclusiones

Se dio una demostracién rigurosa de la existencia de una familia discreta de solucio-
nes globales, normalizables, estaticas y esfericamente simétricas del sistema Schrodinger-
Poisson generalizado el cual considera N = 2¢ + 1 campos escalares complejos de masa
myp y momento angular £. Nuestro resultado generaliza el trabajo previo [14] que se limita
al caso £ = 0. Las soluciones con ¢ > 0 fueron llamadas estrellas de bosones newtonianas
con momento angular y son frecuentemente consideradas como candidatas a imitadoras de
agujeros negros o también se ha considerado que la materia oscura puede estar formada de
estas estrellas. Hasta el presente, estas soluciones se habian construido tinicamente de for-
ma numérica mientras que los resultados de esta tesis proveen un resultado de existencia
matematicamente riguroso y de esta forma complementa los resultados previos.

Queda para futuros trabajos encontrar una demostracion rigurosa de la existencia de
soluciones de la version relativista de estos resultados, es decir, de las soluciones encon-
tradas en [12]. Ademds, se puede pensar en configuraciones donde cada campo escalar
tenga diferente nimero de momento angular total ¢ pero todos con la misma amplitud
en m para que las ecuaciones mantengan la simetria esférica. En este caso tendriamos un
problema de ajuste fino multi-dimensional, donde habria un parametro que se debe ajus-
tar por cada valos de £ que se quiere excitar. Finalmente, existe la posibilidad interesante
de estudiar configuraciones fuera de simetria esférica lo cual puede ser estudiado usando
teoria de perturbacién, misma teoria que puede ser usada para estudiar la estabilidad
lineal de las estrellas de bosones con momento angular. En [24] se presentaron algunos
resultados recientes sobre la estabilidad lineal en el caso relativista y entonces la idea seria
ampliar estos estudios para una demostraciéon rigurosa de la estabilidad lineal de dichos
objetos.
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