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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar una demostracion del Teorema de Kerékjarté que afirma
esencialmente que toda superficie S estd completamente determinada hasta homeomorfismos por
cinco invariantes topologicos: el género g(S) € NU{oo}, el tipo de orientabilidad, el espacio de fines
Ends(S), el espacio de fines acumulados por género Endss(S) y el espacio de fines acumulados por

género no orientable Endsq(S).

PALABRAS CLAVES: Superficies, Teorema de Kerékjarto, Espacio de fines, Espacio de fines

acumulados por género, tipos de orientabilidad.

Abstract

The objective of this work is to present a proof of the Kerékjarté6 Theorem which states that
every surface S is completely determined up to homeomorphisms by five topological invariants: the
genus ¢g(S) € NU {oo}, orientability classes, the space of ends Ends(S), the space of orientable
ends accumulated by genus Endso(S) and the space of non-orientable ends accumulated by genus

Ends,(S).



INTRODUCCION

Uno de los temas de investigacion que ha sido muy estudiado y que sus resultados son de mu-
cha utilidad en diversas areas es la clasificacién topologica de n-variedades, aunque sblo se conozca
completamente el caso de las variedades reales de dimension 1 y 2; a estas tultimas las llamaremos su-
perficies. Para las superficies compactas su estudio se remonta a los trabajos de M6bius [Mob1861]
y Jordan [Jor1866| a mediados del siglo XIX, aunque por la falta de herramientas técnicas de la
época la primer prueba rigurosa fue dada a inicios del siglo XX. Por otra parte, el teorema de cla-
sificacion de superficies no compactas [Ker23| fue planteado en 1923 por Béla Kerékjarto. En este
escrito se presentaré la demostracion de dicho teorema y la guia timada para la presentacion de este

topico es el articulo de Ian Richards: On the classification of noncompact surfaces [Ian63|.

Es importante poder clasificar las superficie pues éstas aparecen en diversas areas de investiga-
cion, por ejemplo, la superficie invariante natural asociada con el juego de billar X (P) en un poligono
irracional P es homeomorfa al monstruo del Lago Ness, es decir, la tnica superficie topologica de
género infinito orientable con exactamente un fin (g(S) = oo, |Ends(S) = 1|, |Ends(S) = 1| y
|Endso(S)] = 0) [VALO9|.



cAPITULO 1

PRELIMINARES

En esta seccion presentaremos definiciones y resultados necesarios para la demostraciéon del

Teorema de clasificaciéon de superficies no compactas de Kerékjarto.

1.1. Definiciones basicas

Por una superficie topoldgica entenderemos una variedad real 2-dimensional, segundo numera-
bles, separable y conexa. Por definicién una superficie topoldgica no tiene frontera pero se presentan

resultados sobre éstas.

Diremos que un conjunto es acotado si su cerradura en S es compacta, mientras que una subsu-
perficie serd una region cerrada cuya frontera en S consiste de un cantidad finita de curvas cerradas

simples que no se intersecan, es decir, con borde.

Al pensar las superficie como un objeto triangulable definimos la caracteristica de Euler de S,
dada una triangulacion T', como x(X) = V—A+C, donde V', A y C son los nimeros de 0-simplejos, el

ntmero de 1-simplejos y el nimero de 2-simplejos respectivamente, el cual es un invariante topologico.

Un propiedad importante de las superficies es la orientabilidad o no orientabilidad de éstas, tam-
bién la manera en que a partir de una que sea orientable podemos invertir su orientabilidad y es por

ello que se presenta una definicién a partir de la construccién siguiente:

Sea la superficie ¥ = D’ — D C C donde D y D’ son discos cerrados en el plano R? centrados en

el origen con D C D’. Definimos la relacion "~" mediante



x=—x Paraxz, 2’ €D o

z~ 1z siysolo si , ) , ,
rT=x Siz, 2’ e D'—D

Definiciéon 1.1 La superficie S obtenida con la construccion anterior se conoce como cross cap (por

su nombre en inglés) y es no orientable.

Se enuncia, sin demostracion, el teorema fundamental de clasificacién para superficies compactas

con borde el cual serd de mucha utilidad posteriormente.

Teorema 1.2 Dos superficies compactas con borde S y S’ son homeomorfas si y solo si tienen el

mismo nimero de curvas frontera, x(S) = x(S’) y ambas son orientables o no orientables.

Definimos el género de una superficie compacta S con caracteristica de Euler x(.S) como

(8) = 2(2—x(S))  Si S es orientable
9= 2 —x(9) Si S es no orientable

Y una generalizacion de éste, conocido como el género reducido, que aplica a las superficies
compactas con borde, que poseen ¢ curvas fronteras y caracteristica de Euler x(5), y es definido

como:

9(8) =1 5(x(5) +a).

Cuando tenemos dos superficies compactas con borde S; y S unidas a lo largo de r curvas
frontera comunes podemos calcular el género reducido de la suma conexa de éstas por medio de la

formula siguiente:

g(S1US2) = g(S1) + g(S2) + (r — 1).

Se dice que una superficie con borde S es plana si cada subsuperficie compacta es de género
reducido cero (o equivalentemente, de género cero). Una superficie sin fronteras es plana si y solo si

cada curva de Jordan la separa.

1.2. Espacio de fines

En esta seccion definiremos el espacio de fines de una superficie S'y dos subconjuntos importantes
de éste, que son el espacio de fines acumulado por género y el espacio de fines acumulados por género

no orientables, los cuales son invariantes topolégicos.

Definicion 1.3 Una componente frontera de una superficie S es una sucesion anidada P; D Py D ...

de regiones no acotadas conexas en S tales que:
1. La frontera de P, en S es compacta para todo n.

2. Para cualquier subconjunto acotado A de S, P, N A =0 para n suficientemente grande.
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Decimos que dos componentes frontera Py D Py D ...y P{ D P} D ... son equivalentes si, para
cualquier n, existe un entero N tal que Py, C P, y viceversa, [P;] denotara la clase de equivalencia

de las componentes frontera que contienen a [P;] = Py D Py D ... y se le llamara fin.

Definiciéon 1.4 El espacio de fines Ends(S) de una superficie S es el espacio topoldgico que tiene
los fines de S como elementos, y dotado de la siguiente topologia: para cualquier conjunto U en S
cuya frontera en S es compacta, definimos U* como el conjunto de todos los fines [P;], representando
por algin [P = Py D Py D ..., tal que P, C U para n suficientemente grande; tomamos el conjunto

de todos los U* como base para la topologia de Ends(S).

Definiciéon 1.5 Sea [P;] un fin de S representado por [P;] = Py D Py D ... Decimos que:
» [P)] es un fin plano si los conjuntos P, son planos para todo n excepto un nimero finito.
» [P;] es un fin acumulado por género si P, es de género infinito para todo n.

» [P)] es un fin acumulado por género no orientable si P, es no orientable para todo n.

Siguiendo la Definicién 1.5 consideraremos al espacio de fines como un triple anidado de conjuntos
Ends(S) D Endss(S) D Ends,(S), donde Ends(S) es el espacio de fines completo, Endss(S) es
el espacio de fines acumulados por género, y Endsy(S) es el espacio de fines acumulados por género
no orientable. A partir de las definiciones se deduce que Ends(S) y Endss(S) son subconjuntos
cerrados de Ends(S).

Definiciéon 1.6 Una superficie con frontera S es de género infinito y/o infinitamente no orientable

si para todo subconjunto acotado A C S se tiene que S — A no es de género cero y/o orientable.

Definicion 1.7 Definimos cuatro clases de orientabilidad de superficies. Dos clases son las super-
ficies orientables e infinitamente no orientables; una superficie que no pertenece a ninguna de estas
categorias se dice que es de tipo par o impar no orientable de acuerdo a si cada subsuperficie compac-

ta suficientemente grande contiene un nimero par o impar de cross cap, respectivamente(es decir,

tiene por género reducido n o 2”;1 conn €Z).

Enunciamos ahora, algunas propiedades importantes del espacio de fines de una superficie.
Proposicion 1.8 Sea S una superficie

a. Sean U,V C S cuyas fronteras en S son compactas, entonces [UNV]* =U*NV* y [UUV]* =
Uuruve.

b. Si S1 C S es una subsuperficie, entonces

1. ST N Endse(S) # 0 siy sdlo si Sy es de género infinito.

1. ST N Endsa(S) # 0 siy solo si Sy es infinitamente no orientable.
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L. S7 =10 si y sélo si Sy es acotado.

Demostracion: Se probara unicamente a. [U N V]* = U* NV*.
Si[P] =P D P,D..€e[UnNV]* entonces para n suficientemente grande P,, C U NV, asi
tenemos que P, C Uy P, C V, por lo cual, [P;] € U y [P;] € V. La otra inclusion es inmediata.

Ahora demostramos [U U V]* =U*U V™.

Sea [P;] = P D P, D ... € [UUV]*. Como 9U es compacta tomamos n tal que 0UNP,, = 0 y que
P, C UUV. Note que si P, NU = () entonces [P;] € V*, similarmente si P, NV = (). Supongamos
que P, NU # (). Dado que U C int(U) U AU y la eleccion de n tenemos que OU N P, = (), entonces
P, Cint(U) C Uy [P] € (int(U))* C U*. La otra inclusion es inmediata. [ |

1.3. Mas sobre superficies

Proposicion 1.9 Una superficie con borde de género infinito contiene subsuperficies de género ar-

bitrariamente grande.

El lema que se presenta a continuacién puede verse en su forma general en [Shall| pag. 126,

para nuestros fines se demostrara para superficies.

Lema 1.10 Sea S una superficie. Entonces existe una sucesion anidada de subconjuntos abiertos
{W;} en S tales que

1. W,, es compacto para cada n.
2. Wn C Wyy1, para cada n
3. U, Wn=38

Demostracion: Para cada z € S, existe U, vecindad de z y ¢, : U, — B1(0) C R? un carta tal
que @ (z) = 0, entonces S = J, ;' (By/2(0)). Como S es segundo numerable, entonces es Linde-
16ff, por lo que existe un subconjunto numerable K = {z;}icn de S tal que S = ;o 3, (Bi1/2(0)).
Definimos V; = ¢, '(By/2(0)) C S y notemos que V; = gpgil(Bl/g(O)) = o} (m) = 3 Dy 2),

por tanto Vi es compacto.

Sea Wi = V] y supongamos que ya tenemos construido hasta Wj_; de manera que cumpla 1. y
2. Entonces OW),_ es compacta y al cubrirlo con los {V;} obtenemos una cantidad finita de {V;};cs

que también lo cubren, por lo que definimos Wy, = Wj_1 U [J..; Vj] el cual cumple con 1. y 2.

j€J
mientras que 3. se verifica facilmente. |

Los resultados que se presentan a continuacién seran de utilidad para obtener homeomorfismos
entre superficies compactas con frontera a partir de una asignacién dada entre sus fronteras. También,

para construir subsuperficies con género reducido dado y cantidad de componentes fronteras fijas.
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Lema 1.11 Si ¥ y X' son superficies compactas con frontera las cuales tienen el mismo género
reducido, la misma clase de orientabilidad y el mismo nidmero de curvas fronteras. Sea H una
biyeccion entre las componentes frontera de ¥ y Y/, entonces existe un homeomorfismo n: % — ¥/

bajo el cual las curvas fronteras de ¥ y X' se corresponden mediante H.

Lema 1.12 57X es una superficie compacta con borde, . es una curva cerrada simple en la frontera
de ¥ y ¢ : a — «a es un homeomorfismo, entonces @ puede extenderse a un homeomorfismo @ : % —

3 tal que toda curva frontera de X resulta invariante bajo @.

Lema 1.13 Sea ¥ una superficie con borde compacta de género reducido g, y sea I'y,..I'. una
particion del conjunto de curvas frontera de Y. Entonces, para cualquier k < maz(g — %, 0), existen
r—1 curvas cerradas simples en Y que no se cortan entre si las cuales dividen a ¥ en p componentes
Ui, ...,U, tal que T'; C U; para todo i = 1,...,r, Uy es de género reducido k, y U; es de género cero
para 1 < i <r.S1% es no orientable y k es un entero, entonces Uy puede hacerse tanto orientable

como no orientable.

Para una ilustracion del Lema 1.13 ver la Figura 1.1, en cual se presenta el caso de una superficie &
de género reducido 5, con 4 componentes fronteras ~;, la particion dada por I'y = {71}, T2 = {v2,73}
y I's = {74}. En este caso elegimos k = 3 < maz{g—1/2,0} y obtenemos dos curvas o y oy disjuntas
que separan a S en 3 componentes Uy, Us y Us. Note que la componente Uy es de género reducido

3, mientras que Uj tiene género reducido 2.

Figura 1.1: Ty = {m}, o = {72, 13} y '3 = {7}y =5k =3.

Es importante mencionar que U; se puede construir de manera que la frontera sea I't U {a; }i>1

y que U, no tiene restricciéon y su género reducido es g — k.
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CAPITULO 2

TEOREMA DE CLASIFICACION DE SUPERFICIES NO
COMPACTAS

En este capitulo se presentard una demostracion del Teorema de Clasificacion de Superficies no

Compactas, el cual fue obtenido en 1923 por Béla Kerékjarto.

Teorema 2.1 Sean S y S’ dos superficies sin frontera. Entonces S es homeomorfa a S’ si y sélo
si g(S) = g(S"), son de la misma clase de orientabilidad y sus espacios de fines, considerados como

terna de espacios Ends(S) D Endss(S) D Endsa(S), son homeomorfos como espacios anidados.

Demostracion.
Dado que género, tipo de orientabilidad y espacio de fines son invariantes topolégicos, entonces

la necesidad es trivial.

Para probar la suficiencia supongamos que tenemos dos superficies Sy S’ tales que g(S) = g(5’),
son de la misma clase de orientabilidad y sus espacios de fines son homeomorfos como espacios ani-
dados. Asumiremos que el tipo de orientabilidad de ambas superficies es infinitamente no orientables
(es decir, Ends,(S) # () debido a que el resto de los casos seran modificaciones de esta prueba.

Definiremos h como el homeomorfismo entre Ends(S) y Ends(S’).

Construiremos una sucesion anidada de subsuperficies que cubren a S, similarmente con S’. Para
lo cual analizaremos algunos conjuntos que forman la base de Ends(S) descrito en la Definicion 1.4
e impondremos algunas condiciones, respecto a la frontera y el género, que deberan cumplir cada
subsuperficie que queremos construir.

Sea U C S un conjunto conexo, no acotado, con frontera compacta y supongamos que g(U) > 0.

Dado que AU es compacta esta debe ser una unién finita de curvas cerradas simples, supongamos

'Es decir, existe un homeomorfismo f : Ends(S) — FEnds(S’) tal que la f(Endss(S)) = Endsso(S’) y
f(Endsa(S)) = Endsa(S’)
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que hay k de ellas. Luego, por la definicién 1.4 tendremos que U* es un basico en la topologia de
Ends(S). Sin embargo, podemos tomar V' C U conexo no acotado y de frontera compacta, con un

namero curvas frontera k' menor o igual k y tal que V* = U* (Ver ejemplo en figura 2.1(a) y 2.1(b)).

Figura 2.1:

Para dar un uso correcto de los resultados de superficies compactas con frontera, que aplicare-
mos posteriormente, al tener un conjunto no acotado tomaremos el caso en que k' = 1 (Ver Figura

2.1(c)), es decir, la frontera de U es una curva cerrada simple.

Notemos también que si Endss(S) NU* # (), entonces U tiene fines acumulados por género ya
sean orientables o no orientables, por lo que g(U) es infinito, mientras que si Endss(S) N U* = 0,
U tendra género finito. Para la modificacién de esta prueba cuando consideremos el resto de tipos
de orientabilidad sera adecuado que si Endss(S) N U* = () entonces el género de U sea cero. La

eleccion de U de esta manera es posible por el Lema 1.13.

Procedemos a construir una sucesion anidada { B, }, € N de subsuperficies acotadas que cubren
a S de manera cada una de las componentes conexas de S — B,, sean no acotadas y cumplan las
observaciones anteriores, es decir, la frontera sea una curva cerrada simple y sea o de género cero o

género infinito.

Por el Lema 1.10 podemos tomar una sucesién anidada de abiertos Wi C Wy C ... de S tal que

= W; es compacto para todo 1.
u Wl C Wi+1
n S =Uien Wi

A partir de la sucesion {W),},, construiremos por recursividad la sucesion { By, }n>1.

Para definir B; tomaremos a W7 y como éste es compacto, entonces W7 es compacta. Definimos

el conjunto K como la unién de Wi con las componentes acotadas de su complemento, de manera

12



que K es conexo y compacto. Si tomamos U componente conexa de S — K tenemos que es no acotada
y OU es compacta. Como hemos supuesto que Ends, (S) # 0, entonces al ser U no acotada su género

puede ser finito o infinito.

Supongamos, en primer lugar que g(U) = oo. Tomamos U N W3 la cual sera una superficies
acotada de género reducido finito. Tomamos la particién de las curvas fronteras de U N Wy como
'y = {a: aes frontera comtn de UNWy y W1} y I's = {a : « es frontera comin de U NWy y Wa}.
Aplicamos el Lema 1.13 con k = 0 y obtenemos una curva cerrada simple v que divide a U N W5 en

dos componentes disjuntas, U; de género reducido 0 y Uy de genero reducido g(U N W).

En el caso que g(U) sea finito, tomamos M de tal forma que Wj; NU tenga el mismo género
que U. Elegimos k = g(U) y con una particiéon similar al caso anterior encontramos U; de género
reducido k. (Ver Figura 2.2)

(a) g(U) infinito (b) g(U) finito

Figura 2.2: En ambos casos I'; son las curvas en rojo, mientras que I's las curvas en azul.

Aplicamos este procedimiento al resto de las componentes del complemento de K y definimos

Bj como la unién de K con U;’s. De esta forma B; D W7 y es acotado .

Supongamos que tenemos construido hasta B,,, para definir B,y tomamos Wj,, de manera que

War D Bp vy que M > n, v aplicamos el proceso base a Wjy,.
Por tltimo, como W,, C By, entonces S = |J,,cy Wn C U,y Bi, de manera que S = (J;cn Bn.

Hemos obtenido una sucesion anidada { By, }nen de subsuperficies acotadas que cubren a S y de
manera que cada componente conexa de S — B, es no acotada, su frontera es una curva cerrada
simple, de género cero o infinito. De igual forma para S’ construimos {B,}, € N con las mismas

condiciones.

Para definir un homeomorfismo entre S y S’ construiremos inductivamente ternas (fy,4,, A})

13



de tal forma que para cada n tengamos que: A4, y Al sean subsuperficies compactas de S y S,
respectivamente, también que B, C A, C Any1; By, C A, C A}, v que el diagrama siguiente

conmute:

[
An —— Apta

J/fn J{fn«kl

-/
/ n /
An An+1

Donde iy, i, son inclusiones, de manera que el homeomorfismo f : S — S’ se obtendra con la

n

extension de las f,.

Ademas, como en el caso de {B,}, € N, también cumplirdn que cada componente conexa de

S—A, (o S'—A!) seano acotada, su frontera sea una curva cerrada simple, de género cero o infinito.

Impondremos una condicién méas a los homeomorfismos f;,, pues partimos del supuesto que h
existe, entonces necesitamos establecer una relaciéon entre las f, y h, la cual obtendremos de la

siguiente observacion.

Observacion 1: Sean K C S, K’ C S’ subsuperficies de género reducido g y g + 1, respectiva-
mente (las cuales existen por la Proposicion 1.9), y con gk y qxs namero de componentes frontera,

el cual no necesariamente es el mismo.

Supongamos q; < g/, cada componente conexa de sus complementos es no acotada y su frontera
es una curva cerrada simple. Por el Lema 1.13 podemos construir K” C K’ (el Uy) subsuperficie de
género reducido g y con g componentes frontera (ver ejemplo en Figura 2.3). Note que K y K" son

homeomorfas por el Teorema 1.2.

Figura 2.3:

Observacion 2: Como cada U; componente conexa de S — K es no acotada y U; N U; = 0 si
i # j, entonces U N Ujfk =0, y dado que K es acotado tendremos que Ends(S) = L, UF, de igual

forma podemos ver que Ends(S’) = I_I';-’; 1V;". Entonces existe una correspondencia biyectiva entre
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las curvas frontera de K y K", llamaremos G a dicha biyeccion y estara dada por G(9U;) = 9V
si y solo si h(U*) = V*, donde U y V son componentes de S — K y S’ — K” respectivamente. El
homeomorfismo ¢ : K — K", mencionado en la Observaciéon 1, que nos interesara sera el que
cumpla que: si ¢(9U;) = 9V; entonces h(U}") = V.

A partir de esto, si U € S — A, y V C S — A/, son componentes conexas se pedird que si
fn(OU) = OV entonces pediremos que h(U*) = V*.

Regresando a la prueba, iniciamos con Ay = Aj = (), suponemos que ya tenemos construido
hasta (A, A}, fn) con n par (en el caso de tener n impar se hara un trabajo similar intercambiando

los papeles de A, y A}). Queremos construir (fn41, Ans1, 4),4;) tal que B, C A7 ;.

Comenzamos construyendo la subsuperficie A, ;. Como A7, es compacta y la sucesion creciente
{B!}ien cubre a ', existe M € N tal que A}, C int(B),), tomamos m = max(n+1, M) y definimos
t+1 = By, el cual cumple que B}, C A/, (Ver Figura 2.4).

!/
D B???
A

Figura 2.4:

Con esto podemos ver que la frontera de cada componente de A7, | — A] contiene exactamente
una curva frontera de A, y una o més curvas de frontera de A ;. Ademas, si A}, C int(A;_ ),
cada componente de S’ — Aj, contendra una componente no vacia de A7, ; — A}, (Ver ejemplo en
Figura 2.4).

Ya que tenemos a A7, ;, fijamos a V' componente conexa de S’ — A, tal que (B;, — A;)NV # 0,
entonces existe U una componente de S — A,, tal que f,,(0U) = 9V, o en otras palabras h(U*) = V*.
Ahora, tomemos m > n tal que By, D A,, y definimos W, := (B, — A,)NU y W' := (B}, — A/)NV.

Para construir tanto A, 1 como f,,11 analizaremos la relacion entre W,,, y W, es decir, compara-
remos género, orientabilidad y nimero de componentes fronteras. Luego generalizaremos lo obtenido

a todas las componentes de S’ — Aj,. Dado que A],,; esta fijo trabajaremos principalmente en elegir
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el B,, adecuado, para lo cual necesitamos lo siguiente:

Lema 2.2 FExiste m de tal manera que:

a. Sig(W') >0, entonces g(Wy,) > g(W').
b. Si W' es no orientable, entonces Wy, también lo serd.

c. El nimero de componentes fronteras de W' es menor que el niimero de componentes fronteras
de Wy,. En particular, cada componente de U — By, estd contenida la imagen inversa de
alguna componente de V- — A,y1 (dicha relacion de contencion puede definirse utilizando el

homeomorfismo h : Ends(S) — Ends(S’)).

Demostracion de a. Supongamos que g(W’) = k > 0, entonces V. C S’ — A}, tiene género
mayor a cero, recordemos que cada componente de S’ — A/ cumple que su género es infinito o es
cero, asi, V debe ser de género infinito. De esto se sigue que V* N Endss(S’) # 0, como h es
homeomorfismo U* N Ends«(S) = h~H(V* N Endss(S")) # 0, por lo cual U debe ser de género
infinito también. Por la Proposicién 1.9 podemos tomar K subsuperficie compacta de U de tal ma-
nera que g(K) > k. Como los {B,} cubren a S, y tanto A, como K son compactos, debe existir
m de modo que A, UK C By,. Definimos W,,, = (B, — A,) N U y escribimos su cerradura como
Wy = K N (W, — K). Note que ambas superficies son compactas y supongamos que comparten ¢
componentes fronteras, asf por la formula de género obtenemos: g(W,,) = g(K)+g(W, — K)+(g—1)

y como g(W,, — K) + (k — 1) > 0 entonces g(W,,,) > k = g(W’).

Demostraciéon de b. Si W’ es no orientable, entonces también lo serd W, pues si W’ es no
orientable, entonces V' debe ser de infinitamente no orientable, es decir, V* N Endsy(S") # 0 y por
el homeomorfismo h tendremos que U* N Endsy(S) # 0, por lo que U debe ser infinitamente no

orientable y por la Definiciéon 1.6 W,, no puede ser orientable.

Demostracién de c. Definimos ¢ = ntimero de componentes frontera de W', el cual es finito,
y supongamos que para toda m tal que W,,, = (B, — A,) NU # () tenemos que p,,, < q donde p,, =
ntimero de componentes frontera de W,,. Entonces existe m’ tal que pi. = p, para toda & > m/,
es decir, |[U*| es finito, de esta forma tenemos que |V*| > ¢ —1 > |U*| lo cual es una contradiccion
pues al ser h homeomorfismo y U* finito se debe cumplir que |U*| = |V*| pues h(U*) = V*. De esta
manera debe existir un m tal que p,, > ¢. Denotemos Uj ,, C (S — Bp,) NU con j € {1,...,pm — 1}
las componentes conexas de U — By, y V}, C (8" = A}, )NV con k € {1,...,¢ — 1} las componentes

de V' — A!,_ . De esta forma
pm—1

q—1
U* = |_| Ui v Vi = |_|V,:
7=1 k=1
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Utilizamos nuevamente el hecho que h(U*) = V* tenemos para todo j, existe k tal que h(U;m) C
Vi, en otras palabras U7, C h_l(Vk*). |

Como el numero de componentes V de S — A, 41 es finito, podemos elegir M de forma que el

Lema 2.2 se cumpla para toda componente.

Introducimos la notacién que seré usada en el resto de la prueba. Tomemos A C S subsuperficie
compacta tal que la frontera de cada componente conexa de S — A es una curva cerrada simple.
Denotamos por U, la componente de S — A que tiene por frontera la curva «. Similarmente por
Vé cuando nos referimos a las componentes de S’ — A’ con frontera 8. Definimos C' = {«a : a es
componente frontera de By} y €' = {8 : B es componente frontera de Aj, }. Sea H : C — '
dada por H(a) = 8 siy solo si [U,]* C hil([Vé]*) la cual es una funciéon sobreyectiva y se obtiene

a partir del Lema 2.2 c.

Procedemos a la construcciéon de A, ;1. Nuevamente trabajaremos sobre cada componente conexa
de A7, ., — A,. Fijamos Wéo componente conexa de A]  ; — A y elegimos un M suficientemente
grande para que se cumpla el Lema 2.2, asi obtenemos W, componente conexa de By; — A,, de tal
que G(ap) = fo (segun se adectie la Observacion 2. cuando consideramos K = A, y K" = A]).
Ademaés, note que ag es la frontera en comian de By; — A,, con A, y SBp la frontera en comin de
Al — Ay con A (ver Figura 2.5).

(b {2 thp—1 O

Figura 2.5: p > q y G(ag) = Bo
Restringimos H a las curvas en comtn de W con By y de W’ con A, la cual sigue siendo

sobreyectiva y la denotaremos por Hyy.

Supongamos que k es el género reducido de W’ el cual es menor que el de W (Por el Lema 2.2

a.) y tomemos la particion del conjunto de curvas fronteras de By; — A,, como sigue:
» Ty ={ap} U{a;: Hljvl,(ﬁj) = {a;} para algtn j; }.

= I, = Hy;,(B) siempre que |Hy(B)] > 2
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[ = ;Vl, (B) siempre que U, sea de género infinito sea orientable o no orientable. Note que
la eleccion de los elementos ', es a conveniencia y puede ser I'; (i > 2) o uno de los elementos

de I'y, en este caso se deberia modificar I'1. Ademés, I, no esté definida de forma tunica.
Aplicamos el Lema 1.13 a W C B,,, — A,, con la particién anterior y obtenemos:
= Los v; que dividen a W, podemos pensarla como una por cada I'; con ¢ > 2.
» U con género reducido k y sus componentes fronteras son I'y U {7;}i>1.

= U, que puede o no ser de género reducido cero y es subconjunto de una componente conexa

de S — By de género infinito y/o infinitamente no orientable (Ver Figura 2.6).

o] p—1 Qp
gy Tt IO Tl
Lk i : Iee=n
' h

-

.
.
"
-

Figura 2.6: Construccion de U; con fronteras I'1 U {7; }i>1

En el caso que W’ tenga género reducido cero, aplicamos el Lema 1.13 a W eligiendo k = 0,
con la particion dada al considerar los primero dos casos y a diferencia del caso anterior U, esta

contenida en una componente conexa de S — B,,, de género 0.

Observemos que por el Lema 2.2 a. U; tiene la misma orientabilidad que W', el mismo ntimero

de componentes fronteras y el mismo género, por el Teorema 1.2 deben ser homeomorfos.

Tomando todos los U;’s obtenidos y se pegan a A, mediante las fronteras comin entre U;’s y A,

determinando de esta manera a A donde las componentes de A,,.1— A4,, son precisamente los Uy ’s.
n+1, p n+1 n p 1

A continuacion definiremos f,41.

Primero fijamos a Uy y W’ componentes conexas de A,1 — A, y A}, | — A}, donde construire-
mos un homeomorfismo adecuado para extender a f,. Asi, U; y W’ son superficies compactas con
frontera que tienen el mismo género reducido, el mismo ntimero de componentes frontera y la misma
orientabilidad. Por el Lema 1.11 obtenemos un homeomorfismo ny : Uy — W’ cuando establecemos

la correspondencia biyectiva entre las curvas fronteras como sigue:
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= g corresponde a .
= o corresponde a 3; siempre que o; € I'1 y H(oyj) = B;.

= ; corresponde a 3; siempre que la componente conexa de S—A,, 41 cuya frontera es vy contenga

a las componentes de S — By, cuyas fronteras estén en H~1(53;). (Ver ejemplo en Figura 2.7)

Ay Ay Qg 5;‘
C D\~ D
000

Vi
Figura 2.7: Ay Oy, Qg C U%. y H_l,(ﬁj) = {ail,aiQ,ai3}

Es importante comentar que si ny-(a;) = B; implica que h(U},) = Vi, lo cual se cumple debido
a que la asignacion hecha para aplicar el Lema 1.11 se basa en la definicién de la funcién H, que a

su vez estd basado en el Lema 2.2 c.

Ahora, definimos ¢, = 77;‘,1, o fn : @ — a homeomorfismo y notemos que

YU, (ao) - nijvll(fn(QO)) = 7717[/1/(/80) = Qg

En otras palabras ¢, fija la curva frontera oy de Uy, entonces por el Lema 1.12 ¢y se extiende
a oy, + Uy — Uy, de manera que toda frontera de Uy resulta invariante bajo ©py;. Definamos
g:(Ang1 — Ay) — (4], — A7) apartir de las ny’s y ¢ 1 (A1 — Ap) — (Apy1 — Ay) a partir

de las gy, ’s que se obtienen de cada componente conexa, entonces definimos

fon () = (gop)(x) Si z€ App1 — Ay
i Ful) Si zeA,

De esta manera f,11 es continua sobre cada componente frontera de A, y por tanto en todo
Ap41. Observe también que si v es una componente frontera de A, 41 (en particular de algan Uy),
entonces fy41(a) = 3, donde 3 es componte frontera de A, de esta manera:

B = fari(a) = (gop)(a) = nw: ooy, (a) = nw (Pr, (@) = nw ()

Como S = nw-(a)), entonces h(Ugz) = V7, es decir, fn41 cumple la condicién dada en la Obser-
vacion 1. Luego, la terna (fnq1, Any1, Aj,, ) verifica todas las condiciones y definimos f : § — 5’
como la extension natural de la sucesion { fy, }nen-

Por dltimo, se describiréan los cambios en la prueba al considerar el resto de clases de orientacién.
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1. S y S’ son orientables.

a) Sison ambas de género infinito, basta no considerar a. del Lema 2.2.

b) Si son ambas de género finito k, definimos Ay = B,, donde m es el primer entero que
cumple que el género reducido de B, es k. Luego, construimos Aj y fo sin considera a.,
b. del Lema 2.2.

2. Sy S’ son par/impar, es decir, tienen k cross caps tomamos Ay = B,, donde el género reducido
de By, es mayor que k. Luego, construimos Aj con fy dependiendo el caso si Sy S’ son o no

de género infinito y para el resto de ternas se hace como en los casos anteriores. |
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