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Resumen

Estudiamos el comportamiento asintético de las soluciones u(t,x) en el
problema de Cauchy para la siguiente ecuacion de tipo Sobolev

ou—u,)+1+t)uu,—u,=0,x€R, t >0,
u(0,x) =uy(x), x €R,
u(t,x) > a,, x > +o00,t>0,
donde n € N. Encontraremos formulas asintéticas para las soluciones en
tiempos grandes para tres casos diferentes:
Da,==+1, 2)a,=7F1, 3)a,.=0.
Los resultados de la presente tesis han sido publicados en [56].

Palabras Claves: Ecuaciones Seudoparabdlicas, Condiciones de frontera
de Cauchy, Expansiones asintéticas, Onda de raraefaccion, Onda de choque.

Abstract

We consider the large time asymptotic behavior of solutions to the initial-

boundary value problem

o(u—u,)+(1+t)uu,—u,=0,x€R, t>0,

u(0,x) =uy(x), x €R,

u(t,x) —a,, x > +oo,t>0,
where n € N. We find large time asymptotic formulas of solutions for three
different cases: 1)a,==+1, 2) a,=F1, 3) a,=0.
These results can be found in [56]
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INTRODUCCION

En esta tesis estudiamos el comportamiento asintético de las soluciones

u(t,x) en el problema de Cauchy para la siguiente ecuacion de tipo Sobolev

(01) { at(u_uxx)+(1+t)nu ux_uxx:O,XER, t>0,

u(0,x) =uy(x), x e R, u(t,x) > a, x > +00,t>0

donde n € N. Encontraremos féormulas asintoticas para las soluciones en

tiempos grandes para tres casos diferentes a, = +1,a, =F1 ya, =0.

La ecuacion (0.1) con el coeficiente (1 + t)" en el término no lineal modela
un bombeo de la energia. Con el parametro n queremos estudiar los diferentes
escenarios de crecimiento de la no linealidad con el tiempo y c6mo esto influye

al comportamiento asintético de la solucion.

Este tipo de ecuaciones se aplican en diferentes campos de la ciencia, tales
como: hidrodinamica, electodinamica de plasma, biomatematica, ingenieria,
etc.( Los llaman en literatura también como seudoparabélicas). Véase el libro:
[55]

Las ecuaciones tipo Sobolev describen varios procesos fisicos y son el
tema de muchos documentos, por lo que la teoria matematica de estas
ecuaciones toma un importante lugar en la fisica matematica moderna. En
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[50] Sobolev dedujo la ecuacién lineal d?Au + a*3 x23 u =0, x € R®, que describe
pequeiias oscilaciones en un fluido rotativo, y fue el primero en considerar, en
un nivel matematicamente riguroso un problema que no es del tipo Cauchy-
Kovalevskaya. Este documento gener6 gran interés en el analisis de ecua-
ciones no clasicas, denominadas ecuaciones de tipo Sobolev. Posteriormente,
las investigaciones de Sobolev continuaron en otras obras (ver [2], [21], [43],
[38], [39], [53)).

En [3] una ecuacion lineal de tipo Sobolev J,(Au+ fu)+ Au=0con 3 #0
describe el proceso no estacionario de filtracion de fluidos en un medio poroso
fisurado. En [21] y [22] se establecio la existencia de soluciones globales en el
tiempo para problemas de valor inicial y de frontera para ecuaciones en fluidos
estratificados. En [27] se construy¢ la solucién fundamental para el operador
de ondas interiores gravitacionales 92 (Au— Bu) + w? (8}(21 + 8)(22 ) u=0, x €R3,
donde f3 es el parametro de estratificaciéon y w, es la frecuencia Vaisala-Brent.

En [13] se encontraron condiciones para la solvencia de los problemas en
los espacios Sobolev ponderados, se comprobaron los resultados de singulari-
dad y se obtuvieron LP-estimaciones a priori para las soluciones del problema
de Cauchy y el problema mixto para ecuaciones diferenciales y sistemas no
resueltos con respecto a la derivada de mayor orden. También se estudiaron
las propiedades asintéticas de las soluciones de algunos problemas de hidrod-

inamica.

En [52] 1a teoria de semigrupos se aplicado a la teoria general de ecuaciones
singulares de tipo Sobolev. Desde un punto de vista abstracto, las ecuaciones
de tipo Sobolev degeneradas se investigaron en la monografia [19], donde las
ecuaciones de tipo Sobolev se reducen a una ecuacion diferencial con un oper-

ador lineal multivalor. Las ecuaciones de tipo Sobolev con dos no linealidades



Introduccion

se discutieron en [51], donde el método de operadores lineales multivalor prop-

uesto en [19] se desarrollé atin mas.

Con respecto a la unicidad en el problema de Cauchy para la ecuacion
casi lineal J,(u — cAu) = ¢(u) de tipo pseudoparabdlico se investigé en la
clase de funciones de crecimiento ¢(u) en [24]. En [32] obtuvieron resul-
tados sobre la existencia y la no existencia, y en particular demostraron la
explosion en tiempo finito de una solucién positiva de una ecuacién de tipo
Sobolev no lineal J,(u — Au) — Ay (u) + g(u) = 0 con fuente. El control 6p-
timo en problemas lineales para ecuaciones de tipo pseudoparabédlico se in-
vestigé en [37]. Para las ecuaciones lineales de orden superior de Sobolev,
se demostré la existencia de soluciones generalizadas en [46]. El articulo
[14] esta dedicado a la prueba del principio maximo para ecuaciones de tipo
pseudoparabédlico. Las ecuaciones pseudoparabdlicas con una no linealidad
monoétona se consideraron en [49], donde el método clasico de monotonia se
aplic6 ampliamente a varias clases de ecuaciones de fisica matematica y, en
particular, a ecuaciones no lineales de tipo Sobolev con una monotonia no

lineal.

Las ecuaciones de tipo Sobolev rara vez pueden resolverse explicitamente,
por lo que son importantes varios métodos analiticos para estudiarlas. Al-
gunos de los enfoques mas eficaces para el andlisis cualitativo de las ecua-
ciones diferenciales parciales no lineales son los métodos asintético para la
representacion explicita de soluciones. Las formulas asintéticas permiten de-
scribir propiedades de soluciones como la tasa de disminucién (o crecimiento)
en varios dominios, el patrén monoténico u oscilatorio de su comportamiento,
la dependencia con el tiempo de las perturbaciones iniciales, etc. También es
interesante analizar como los términos no lineales en las ecuaciones de tipo
Sobolev influyen en el comportamiento asintético de las soluciones. Por ejem-
plo, a diferencia de las ecuaciones lineales correspondientes, las soluciones de
los problemas no lineales pueden estar oscilando rapidamente, pueden crecer
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o decaer mas rapidamente que las soluciones de las ecuaciones lineales corre-
spondientes, pueden aproximarse a una solucién auto-similar, y asi sucesiva-
mente. Notamos que esta informacion es dificil de obtener mediante experi-
mentos numéricos, por lo que los métodos asintéticos no solo son importantes
desde el punto de vista tedrico, sino que también se usan ampliamente en la

practica como complemento de los métodos numéricos.

La teoria de los métodos asintéticos para las ecuaciones evolutivas no lin-
eales es relativamente joven y las preguntas tradicionales de la teoria general
estan lejos de ser respondidas. Una descripcion del comportamiento asintético
a largo plazo de las soluciones de ecuaciones de evolucién no lineal requiere
principalmente nuevos enfoques y la reorientacion de los puntos de vista en
los métodos asintéticos. Por ejemplo, los requisitos de la infinita diferencia-
bilidad y un soporte compacto generalmente aceptable en la teoria lineal son

demasiado fuertes en la teoria no lineal.

La teoria asintoética es dificil incluso en el caso de ecuaciones evolutivas
lineales. (Ver libros [15], [20]). La dificultad de los métodos asintéticos se ex-
plica por el hecho de que no solo necesitan una existencia global de soluciones,
sino también una serie de estimaciones adicionales a priori de la diferencia en-
tre la solucién y la solucién aproximada (generalmente las normas con peso).
Tambi én las soluciones generalizadas no serian aceptadas por la teori a asin-
totica, por lo que consideramos soluciones clasicas y semiclasicas (suaves), que
pertenecen a algunos espacios de Lebesgue. Ademas, en el caso de las ecua-
ciones no lineales, es necesario probar la existencia global de soluciones clasi-
cas y obtener algunas estimaciones adicionales para aclarar las expansiones
asintéticas. Cada tipo de no linealidad debe estudiarse individualmente, espe-
cialmente en el caso de datos iniciales grandes.

Una gran cantidad de publicaciones han tratado representaciones asin-
toticas de soluciones al problema de Cauchy para ecuaciones de evolucion
4



Introduccion

no lineal en los ultimos veinte afios. Enumeraremos algunos trabajos conoci-
dos [6], [7], [16], [18], [25], [31], [44], [45], donde, en particular, se obtuvieron
estimaciones de tiempo 6ptimo y formulas asintéticas de soluciones de difer-
entes ecuaciones no lineales locales y no locales en el caso del problema de
Cauchy. Sin embargo, hay pocos resultados con respecto al comportamiento
asintético para tiempos grandes de soluciones de problemas de valor inicial y
de frontera.

Para entender la dificultad en el estudio del comportamiento asintético
de las soluciones de la ecuacién de Sobolev vamos a razonar heuristica-
mente y camparamos la velocidad de decaimineto de diferentes términos en la
ecuacién de Sobolev (0.I). Asi podemos ver que la no linealidad en la ecuacién
de Sobolev decrece lentamente con tiempo en comparacién con los tér-
minos lineales y por lo tanto juega el papel principal en el comportamiento
asintoético de las soluciones. Entonces no se puede omitir en primera aproxi-

macion, como frecuentemente pasa en otros problemas no lineales.

Hasta donde sabemos la asintética de la ecuacién de Sobolev no fue
estudiada anteriormente y hasta el momento es desconocida. En este tra-
bajo llenaremos este vacio y encontraremos formulas asintéticas para las solu-
ciones de la ecuacién de Sobolev (0.1). Para esto inventamos un método de
factorizacion modificada para este tipo de ecuaciones de Sobolev con no lin-
ealidad convectivas. Suponiendo que cerca del frente de la onda la solucién
se aproxima con una onda de choque y en la region lejana la solucién parece
una onda de rarefaccion, entonces proponemos una nueva representacion de la
solucion en la forma de un producto de una onda de rarefaccién y otra onda de
choque. Después demostramos rigurosamente, estimando los términos resid-
uos, que esta representacion es valida y realemte describe el comportamiento

asintotico de las soluciones de la ecuacion de Sobolev (0.1).



Todos los resultados obtenidos en el trabajo son nuevos y originales y
fueron publicados en el articulo en revista indezada con arbitraje estricto [56]

(ademas como autor Uinico).

El método de factorizacion con una cierta modificacion se puede aplicar a
otras ecuaciones no lineales de orden mas alto (véase [57], [58]).

Este trabajo ha sido organizado de la siguiente manera:

Capitulo 1: Se expone la teoria basica para facilitar la comprensién del
contenido de este trabajo.

Capitulo 2: En este capitulo demostraremos que si los datos iniciales son
momotonamente crecientes y tienen derivadas de orden superior pequenas,
entonces las soluciones del problema de Cauchy tienden a la onda de
rarefaccion.

Capitulo 3: En este capitulo consideraremos el caso de la onda de choque
a, < a_ y mostraremos que las soluciones tienen solucién similar a
—tanh(x(1+ t)") cuando t — oo.

Capitulo 4: En este capitulo estudiaremos el caso de las condiciones de
frontera cero a, = 0, donde probaremos que las soluciones del problema
de Cauchy puede ser representada como el producto de una onda de
rarefaccion y una onda de choque.

Capitulo 5: En este capitulo, mostraremos con mas detalles algunos calculos

y estimaciones de los tres capitulos anteriores.



NOTACION

R+
CH[E; F]

S(R)
S'(R)
LP(R)

H‘(R)

Campo de los nimeros reales.

Numeros reales positivos.

Espacio de funciones k veces diferenciables del espacio
topoloégico E al espacio topolégico F.

Espacio de Schwartz, espacio de funciones rapidamente decrecientes,
(ver pagina B
Espacio de D_istribuciones, esto es el dual topolégico de S(R),
(ver pagina 1_0

Espacio de Enciones medibles p integrables con 1 < p < oo,

(ver pagina 10).

Espacio de Pgnach de elementos u € S’(R) tal que u™ € L2(R),
0 < m < k; (ver pagina .






Capitulo ]

PRELIMINARES

Denotaremos a lo largo de esta tesis (x) = /1+|x[2, {x} = |x| para todo
x € R. Por [x] denotaremos a la parte entera de x € R; mas prec1samente
[x] = max,, k, donde k € Z.

Se dice que la funcién f es infinitesimal con respecto a la funcién g en un
punto x, € [—00,+00] si

L f)

x=% g(x)

en este caso se escribe f = o(g) cuando x — x,. Por otra parte se dice que las

=0,

funciones f, g son asintéticamente iguales en una vecindad de x, si

lim £ — )

x=% g(x)
se denota f ~ g cuando x — x,. Finalmente, se escribe f = O(g) cuando x — x,
si existe una constante C > 0 tal que la desigualdad |f (x)| < C|g(x)| se satisface
en una vecindad de x,. En particular, una funcion es o(1) o O(1) si esta tiende

a cero o esta acotada respectivamente.

Diferentes espacios funcionales seran utilizados a lo largo del presente
trabajo. Para definir estos espacios es necesario considerar el espacio de
9



medida (R, 8, m), donde %4 representa la o-algebra de Borel y m es la medida

de Lebesgue.

Los espacios de Sobolev y la diferenciabilidad en L? son herramientas
fundamentales en el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales
parciales. Se enlistaran algunos hechos basicos de esta teoria que seran de
gran utilidad en el analisis del comportamiento de las soluciones al problema

no lineal.

Una funcion f € C*°(R) se dice que es rdpidamente decreciente si para

cualquiera n,m € N existe C = C(f) > 0 tal que
|[x"D™f (x)| < C para todo x € R,

siendo D el operador diferencial. El espacio de todas las funciones
rapidamente decrecientes denotado por S(R) (ver [10], [17], [33]).

Espacios de Lebesgue L?(R) = {f €S'(R): IfIl, < oo} , donde

||f||p=( f |f(x)|de)p,

1flleo = ess.sup|f (x)I,
x€R

paral<p<ooy

para p = co. Para mas detalles sobre estos espacios puede consultar: [9], [10],
[11] y [54].

Espacio de Sobolev de orden k > 0, HY(R) = {f €S'(R): ||(i(’3x)kf||2 < oo}
Es claro que H*(R) es un espacio de Hilbert con el producto interno definido
por

(f-¢8) =J f(x)g(x)dx,
R
se sigue para k € Z*. via teorema Plancherel que

H*R)={f € S'(R): D"f € L*(R) para todo m €N, m < k}.
10



Capitulo 1. Preliminares

Teorema de embebimiento de Sobolev: H*'(R) ¢ H*(R) si k; < k,.
Para profundizar en el estudio de los espacios de Sobolev pueden consultar

[1], [4], [23]. Teoria acerca de espacios de Sobolev sobre R" puede ser
encontrada en [8], [11], [34] y [35].

Las siguientes desigualdades seran de uso frecuente en los estimativos.

Teorema 1.1 (Desigualdad de Hoélder). Para f € LP(R™) y g € LI(R™) con
1 < p,q < o0 exponentes conjugados, esto es % + % =1, se tiene que f g € L'(R™)
y la desigualdad de Holder

£ gl < IIf 1l 118l

se satisface.

Para funciones medibles f,g en R™ su convulucién es una funcién f x g

definida por
(f xg)(x) = f flx—y)g(y)dy.
Rm

En el siguiente teorema se expone una propiedad de esta funcién convolucion.

Teorema 1.2 (Desigualdad de Young). Sean 1 < p,q,r < oo tales que
1+ % = % + % Si f € LP(R™) y g € LI(R™) entonces f * g existe en casi todo
punto x € R™ y satisface

I1f =gl < I, gl -

Teorema 1.3 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg). Sean u : R" — R,

1 < qr < oo y m € N. Supongamos también a € R, j € N tales que

1=y (1—2)01 + 1TT“ y # < a < 1, entonces existe una constante C > 0 que

p n r n

depende solo de m,n,j,q,r y a tal que

|Du]|, < D™l ullle.

11



Teorema 1.4 (Desigualdad de Interpolacion).

a): Sifell,gellcon:=1+1<1 entonces fgel'y

1,1
P q

I1f gl < Nf 1l Mgl -

b): Sil<p<qg<oo,fel’nLi entonces f € L" para todor €[p,q]y de
hecho si 1 = 2+ 1;—“ con a € [0,1] entonces

AN < IFIS T

Teorema 1.5. Si k > 1, entonces H’;(]R*) C Loo(R™).

Demostracion. Observemos que w? = —f;oo d(w?) = -2 f:oo ww, dx y con

ello obtenemos
1 1
Wlloo < V2(W]|Z [, |2 < ﬁIIWIIH;

Por el método del articulo [12] tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.6. Sea w € C'((T, T,);L*(R)) y w(t) = sup,r w(t,x) > 0 para todo
t € (T, T,). entonces existe un punto {(t) € R tal que w(t) = w(t,{(t)), ademas
w(t) =w,(t,Z(t)) en casi todo (T, T,).

Demostraciéon. Como w(t) = sup,zw(t,x) > 0y w(t,x) € L*(R) para
cada t € (T T,), existe un punto {(t) € R tal que w(t) = w(t,{(t)) para todo
t € (T, T,). Por la desigualdad

w(s)—w(t) < wis, {(s))—w(t, {(s)) < [wls) —w(t)lleo

J w,(t)drT

para todo s, t € (T, T,) tenemos que Ww(t) tiene variacion acotada sobre (T, T,),

< <ls—tf sup |lw.(?)lloo

co Te(s,t)

por tanto es diferenciable en casi todo (T; T,). Entonces tenemos

W’(t)35220@< e W05, S(0) = (e, £(8)) _

=w,(t,{(t))

T s>t40 s—t

12



Capitulo 1. Preliminares

y
WO—() 9 L0) =, ()

~/ .
w(t)< lim ———~= =w,(t,l(t
(0 < lim S < lim — (6,£())

en casi todo (T, T,), como

w(t,) = lim ——(w(t, )~ w(s, X))

uniformente con respecto a x € R. Por lo tanto w'(¢t) = w,(¢t,{(t)) en casi todo
(T, T,). Hemos asi demostrado el Lema n

13






Capitulo 2

ONDA DE RAREFACCION

Primero investigemos el caso de la onda de rarefaccion. Consideremos el

problema de valor inicial para la ecuacién

+(1+t)" =0, xeR, t>0,
(2.1) {Lpf ( )(p(px

©(0,x) = po(x), x €R,

donde n € N. El dato inicial ¢,(x) € C*(R) es monoténamente creciente
0 < ¢y(x) < C para todo x €R, ¢y(x) — £1 cuando x — £00 y ,(0) = 0.

La solucion al problema esta dada por ¢(t, ¥(t,&)) = ¢o(&), donde las
curvas caracteristicas son y(t,&) = &+ ®(t)py(§), para & € R ,t > 0, donde
d(t) = = [(1 + )t — 1]. Notemos que

n+1

©o(&)

. (t, x(t,8)) = m >

- ©o(&) _ 1 ®(t)py(&) < 1 <c 1
(T+®()py(E))?  @(t) (1 +d(t)py(E))? — ®(t) — (1 + )+
15




para todo t > 1. Como 0 < ¢;(&) < C para todo & € R, entonces

(0(E))? .
) @ O G) B

[PRGIE

IR fR @i(E)dE < C(1+1t) D

para todo t > 1. Por tanto tenemos que

(2.2) e (Ol < C(L+£) 720D, J l6x(TlleodT —0
t
cuando t — oo. Ahora si suponemos que el dato inicial ¢,(&) € C*(R) tenga los
asintoéticos
(2.3) po(§) = HE)+0(IE[P), wyE)=0(IEI™),

el(&) = o(lg"P),  prE)=o(lg ),

cuando £ - +o00,donde >0y HE)=1s1E>0,P(E)=—1s1& <O.
Con ello obtenemos los siguientes estimativos,

oo

el < C(1+t)_3(”+1),f ¢xx(Tlleo dT =0,

t
(o]

(2.4) l@rax(Oll, < CA+ ) 4D, J | sxx (Tl dT — O,

t
oo

o (Dl < C(1+t)_7(”+3),f ¢ (Tl dT — O,

t
(e °]

[Quxe (Ol < C(1+t)_(3"+4),f 192xt(T)lloo dT =0,

t

cuando t — oo. Las verificaciones de estos estimativos se pueden ver en el

Apéndice

Primero mostremos un resultado suficientemente general acerca de la
convergencia t — oo de las soluciones u(t,x) del problema ([0.I) de la onda de
rarefaccion ¢(t,x). Algunas otras trabajos relacionadas se pueden encontrar
en los articulos [36], [40], [41].
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Capitulo 2. Onda de rarefaccion

Teorema 2.1. uy— ¢, € L*(R) y u, > 0. Supongamos que ¢,(x) € C*(R) tal
que satisface la condiciéon (2.3). Entonces

u(t,x)=(t,x)+o0(1)

cuando t — oo uniformemente con respecto a x € R.

Demostracion. Por la diferencia w = u — ¢ obtenemos el problema de
Cauchy

(2.5) 8t(m}_l’vxx - Soxx) + (1 + t)n((W + @)(W + @)x - (P(Px) T Wix T Pxx = 0,
. w(0,x) = w(x),

donde wy(x) = uy(x)—,(x) € L2(R). Por el método del libro [43] se puede probar
facilmente la existencia de una tunica soluciéon w(t,x) € C*°((0,c0); H(R))N
C([0,00);L*(R)). Multiplicando la ecuacién por w y integrando con
respecto a x sobre R, obtenemos un estimativo a priori de tipo energia

LWl + o) + (1 + t)"J

2
I sztpde+2llwxllz+2J W, (@, + 9y )dx =0.

R

Notemos que (1+t)" fR w?p.dx > 0 para todo t > 0, entonces

d
S A+ 1 12) 210,022 [ it ) <0
R

aplicando desigualdad de Cauchy tenemos

d

I (w3 + lwellz) + 21welly < 20welly (il + llpsell,) -

Aplicando los estimativos (2.2), (2.4), obtenemos

d ) , , B
=7 (Iwllz + 1w ll2) + 2wl < € llwelly (1 4+ )72,
Ahora sea v = |wll; + |lw,|l;, entonces [w,|l, < +v, por tanto tenemos

4y < 2/¥(1 + t)2*D integrando con respecto al tiempo t > 0, obtenemos

V= ||w||§ + ||wx||§ <Cyconello|w|,<C y |w,],<C, por tanto

d

2 2 2 1
a (”WHZ + ”Wx”z) +2 ||Wx||2 < C(l + t) 2(""‘1)’

17



ahora integrando con respecto a t > 0 y usando los estimativos respectivos

obtenemos

t
2 2 2
w2 + llw |2+ 2 J W (DIEdr <C
0

entonces fot ||WX(T)||§dT < C. Ahora teniendo encuenta la desigualdad
||W||io < 4||W||§||Wx||§ < C||wx||§ obtenemos fooollw(t)llf;o dt < C. Por tanto
existe una sucesion t; — oo tales que |[w(ty)llcc — 0 ¥y [lw,(t)ll, — O.
Para probar que |[w(t)||c — O cuando t — oo, estimemos sup,.pw(t,x) y
inf,.gx w(t,x) . Dado que w € C((O’oo);Hl(R)) se tiene que lim,_,., w(t,x) = 0,
por lo tanto tenemos sup, . w(t,x) > 0y inf, . w(t,x) < 0 para todo t € (0, 00).
Sea w(t) = sup,cgw(t,x), probemos que w(t) — 0 cuando t — oo. Como
[lw(t )|l — O para alguna sucesién t, — oo, consideremos T, > T; > t, tal
que Ww(t) > 0 para todo t € (T, T,). En virtud del Lema para cada t > 0, sea
(t,2(t)) el punto donde w(t,x) alcanza el supremo, esto es, w(t) = w(t,{(t)).

Luego w,(t,{(t)) =0, entonces de la ecuacién (2.5), tenemos

W — at(l’vxx + (Pxx) + (1 + t)nwsox - Wxx(t: C(t)) - (Pxx(t’ C(t)) =0,

Como w, (t,l(t)) <0, aplicando el Lema a w,(t) = inf..g w,.(t,x) < 0 se tiene
que W, (t) = w (t,5(6)) y Wy (£) = wo (£,(2)) en casi todo t € (T, T,), por
tanto

Wi = Wyrr = P + (L 8)" W, =W, — @, =0,
como (1 + t)"wy, > 0 para todo x € R y todo t > 0, y si hacemos
y(t) =w(t)—w,,.(t) > 0, tenemos entonces que

Yt _wxx < Prx T Prxt
integrando con respecto a t € (T, T,), tenemos

0< f y-(7) df—f W (1) dT < f (€2 (7, C(T)) + @ (7, 4(7))) d7

k

como [* () d7 < 0y [1 (¢rc(m,8(M) + 91 (7, £(7))) d7 < 00, entonces

0

18
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Capitulo 2. Onda de rarefaccion

que

0< J y(1)dt < J (02 (7, C(T)) + @rxe (7, 4(7))) d7

k
ahora por los estimativos (2.4), tenemos entonces

f Prx(T,8(7)) d7T Sf 1@2x(Dlloo dt = 0(1)

J Prre(T,C(7)) d7 SJ [190xe (Ol oo dt = 0(1)

cuando t;, — oo. Asi f:k y.(t) dt — 0 cuando t, — oo, entonces
y(t) < y(tg) + o(1) cuando t;, — oo, esto es, y(t) < w(t,) — W, (t) + o(1)
cuando t; — oo. Como w(t;) — 0 y w,(t;) — 0 cuando ¢, — oo,
tenemos entonces y(t) — 0 cuando t — oo. Por tanto w(t) — 0 cuando t — oco.
Similarmente se pruebe probar que inf, .z w(t,x) — 0 cuando t — co. Con ello
obtenemos ||[w(t)|l.c — 0 Cuando t — oco. Hemos asi demostrado el Teorema

2.1 [

Suponemos ahora que se deben cumplir algunas condiciones mas para el
dato inicial uy(x) y calcular mas precisamente el comportamiento asintético
de soluciones u(x, t) al problema (0.I). Supongamos que el dato inicial uy(x) es
monotonamente creciente y varia lentamente, de tal manera que las derivadas
de orden superior son menos comparadas con las primeras. Mas precisamente

suponemos que el dato inicial uy(x) € C*(R). tiene las siguientes estimaciones.
3
(2.6) 0<uy(x)<e, Juj(x)I<Ce (uz)()c))2 ,Jug ()l < ce? (u:)(x))2

para todo x € R, donde ¢ > 0 suficientemente pequeiio. Por ejemplo, podemos
tomar el dato inicial de la siguiente forma u,(x) = %f_xoo e2(1 + e*&?)dE.
Notemos que uy(+oc0) = 1, también tenemos u)(x) = ¢ (1+ s4x2)_1 ,

ul(x)=—2e(1+ z?“xz)_2 cuy (x) = 2e%(4e*x?—1) (1 + £4x2)_3 .

Por Teorema sabemos que las soluciones de (0.1) son similares a las
de la ecuacion de Hopf (2.1). Por lo tanto, la no linealidad en la ecuacion
19



(0.1) crece mas rapidamente con respecto al tiempo que el término de la
segunda derivada, por lo tanto el comportamiento de las soluciones a tiempo
grande debe ser determinado por los dos primeros términos en la ecuacion
(0.1I). Por tal motivo vamos a resolver la ecuacién por el método de las
caracteristicas. Haciendo un cambio de variable y = u—u,., en (0.1), obtenemos
Oy +(+t)"yy, +(1+6)" (Uy Y, +utty,)—u,, =0, x €R, t >0,
{ ¥(0,x) =y,(x), x €R,
donde y, (x) = uy(x) —ug(x). luego
{ 8ty+yx((1+t)"y+((1+t)"uxx+(1+t)nu;’%ﬂ“))=O,XER, t>0,
y(0,x) =y,(x), x eR.

Definimos las caracteristicas y(t,&) como las soluciones al problema de
Cauchy

{ 2=+ y(6, )+ (14 6w, + E et} 150, £ € R,
x(0,8)=¢&, £€R.

Entonces obtenemos % vy (t, x(t,&)) =0. Integrando tenemos

y(t, x(t,8))=y,(&), &£ €R. Por lo tanto

xe(t,8)
¥5(&)

Ahora si cambiamos la variable dependiente 1 = u,(&), tenemos que el eje real

xe=1+1)"y,(E) + ((1 + )y, + (1 + ) Uty — Uy )

¢ € R es transformado biunivocamente al segmento (—1,1) (debido a nuestra

suposiciones (2.6) tenemos y; (&) = uy (&) —uy'(§) > 0).

Denotemos m(n) = 3—2 =uy (), y Z(t,n) = l’ggi"g) =u,(t, x). Entonces obtenemos

¥o(&)

= m(n) ((1 +t)"+9, ((1 +t) u,, + % (T + )" uu,y — Uy, D X

Luego para Z(t,n) tenemos

oxe = (1+16)"'m(n)+2 ((1 + ) Uy + (T4 6)" Ul — U )

0,Z = —zzLatxg(t, =—-Z%((1+t)"+A),
m(n)

20



Capitulo 2. Onda de rarefaccion

donde

A(t,m) = 9, ((1+t)”uxx+%((1+t)”uuxxx—uxx)

1

= ? ((1 + t)n (Zuxxx - Znuuxxx T U lyyy + uuxxxx) + Znuxx - uxxx)
1 n u

= E ((1 + t) (Zuxxx - nyxuxxx + Uy Uy yex + uuxxxx)

+l Uy, —U )
Z yxx XX XXX
Asi, para Z(t,n) obtenemos el siguiente problema de valor inicial y de frontera

Z,==Z*((1+t)"+A),t>0,n€(—1,1),

okz =0,t>0,k=1,2,
n 'r)::l:].

De la existencia y unicidad de la solucién u(t, x) al problema (0.1), se sigue que
existe una unica solucién global Z(t,n) € C([0, c0); C*(0,1))n C([0, 00); C(0,1))
para el problema de valor inicial y frontera (2.7). Integrando la ecuacién (2.7)

con respecto a t > 0 tenemos la siguiente representacion

(2.8) Z(t,m) =m(n) (1+m(n) (@(t)+f A(T,n) dT)) .
0
donde &(t) = - ((1 + )t — 1).

Probemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Sean u,(x) el valor inicial dado con las condiciones (2.6) y
e > 0 suficientemente pequeiio. Entonces tenemos

sup |A(t,n)| < Ce
ne(-1,1)

para todo t > 0.
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Observaciéon 2.3. Por la representacion (2.8) y el estimativo del Teorema
tenemos los asintéticos

m(n)

1+ m(me(D)(1+0( 1) cuando t — 00,

Z(t,n) =

en efecto, cuando t — 0o, tenemos

1+m(n) (@(t)+J A(T,n) d’r) = 1+m(n)(®(t)+0(1))
0

= 1+m(n)&(t)(1+(1+¢) "o (1))

= 1+m(n)®(t)(1+0(1))
luego
B Yo(&)
2:9) 2 )= T e+ o)
donde
(2.10)

t

2(6,8) =& +o(t)yo(&) +J ((1 +t/) Uy + xg(,t &) (14 ¢) uttyy —uxx)) dt’
¥5(&)

0

Asi vemos que la solucién u(t, x) al problema (0.1) se comporta asintéticamente
como una solucién de la ecuacion de Hopf (2.1). Notemos que mediante las
formulas (2.9) y (2.10) podemos obtener una expansion asintética de orden

superior de la solucién u(t, x).

Demostracién del Teorema 2.2l Por contradiccion y en virtud de la con-

tinuidad con respecto al tiempo podemos encontrar un tiempo T > 1, tal que

sup |A(t,n)| <Ce
ne(=1,1)
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Capitulo 2. Onda de rarefaccion

para t € [0, T]. Entonces tenemos la estiamacién

-1

Z(t,m) = m(n)(1+m(n)(¢(t)+f A(T,n)df))
0

Cn+1)Q+t)™?, te[1,T]
Cm(n), 0<t<1.

Como las estimaciones para 0 < t < 1, son mas sencillas, entonces dedes ahora
consideraremos las estimaciones para tiempos t > 1. Derivando dos veces la
ecuacion (0.1), obtenemos
at(uxx - uxxxx) = -3 (1 + t)n Uy Uy — (1 + t)n Ullyyr T Useyxx
= =3 (1 + t)n ux(uxx - uxxxx) - (1 + t)n Ully s
+(1=3(Q+ )" ty) Uy
Denotemos w, = u,, —u,,,,, entonces tenemos
ow;==30+)"uw, —(Q+t) " ut,, + (1 =31+ )"U) Uppry-
Sea X, el punto tal que u, (t,X;) = max.gu, (t,x). Denotemos

Wy = Uy, (£,X7) — Uy (£,X7), luego

d 3(n+1) -
—Ww

Eﬁ}l = _3(1 + t)n uxwl + (1 _3(1 + t)nux)uxxxx(txxl) < - 1+¢ 1

(% )—3(n+1)

para todo t > 1. Integrando tenemos w, (t) < w, (1) . Por tanto

Max e, (6,) < ey (6,X1) = Uy (6X,) =W, S C(1+ )2 < cz3.
XeE
Similarmente derivando tres veces la ecuacion (0.1)), obtenemos

at(uxxx - uxxxxx) = _4(1 + t)n Uy Uyyxy — 3 (1 + t)n uix
- (1 + t)n Ullyyyex + Uy xxxx
= —4(1+4t)"u,(Uyyy — Upryry) —3 (1 + )" uix

_(1 + t)n Uy yxex + (1 - 4(1 + t)n ux)uxxxxx'
23



Denotemos w, =t ., — Uy rry> lUEEO
ow, = —4(1+t)"uw,—3(1+1¢t)" uix
_(1 + t)n Ullyyyx + (1 - 4(1 + t)n ux)uxxxxx'

Sea X, el punto tal que u,,, (t,X,) = max,gU,..,(t,x). Denotemos

Wy = Uy (£,X5) = Usyrry (£,X5), asi obtenemos

4(n+1)w

d . ~
— Wy, =41+ )" uWy + (1 —4 (1 + )" th) Upyyry (£, X5) < —
70" A+ uw, +(1-4(1+1)u,) (t,X5) T+t

2.
Ahora integrando obtenemos
|uxxx| < Uyxex (t:XZ) — Usexexexx (tJXZ) = VT’z < c (1 + t)_4(n+1) < CZ4'

Similarmente derivando cuatro veces la ecuacion (0.1), obtenemos
8t(uxxxx - uX.X‘X.X‘XX) = _5 (1 + t)n uXuXXXX - 6 (1 + t)n uxqu.X‘X
- (1 + t)n Ullyeyyexx T Usxxxxx
= _5(1 + t)n ux(uxxxx _uXXXXXX)_6(1 + t)n uquXXX

- (1 + t)n quXXXX + (1 - 5 (1 + t)n ux) uXXXXXX'

Denotemos w; =t — Uy rrrrx, €NtONCES
atWB = =5 (1 + t)n U, Wy — 6 (1 + t)n UyeseUsexx — (1 + t)n Ullysexexx
+ (1 —5 (1 + t)n ux)uxxxxxx'

Sea X; el punto talque u,,.,(t,X;) = max, u,.,,(t,x). Denotemos

W3 = Uyypy (£, X3) — Uy rrxx (£, X3), entonces obtenemos

5(n+1) -

0wy =—5(1+t)"u, w3+ (1 =514 t)" t) Uysrrrr (£,X3) < — T e

Integrando como arriba obtenemos
v v ) _ ~ —5(n+1) 5
uxxxx S uxxxx (t’XS) _uxxxxxx (t’XS) - W3 S C (1 + t) " S cz.
Entonces tenemos los estimativos.

] <CA+0)2 ) u | <C@Q+0)* Y u ] <C+0) 0,
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Capitulo 2. Onda de rarefaccion

Ahora estimemos A

1 " u
|A| = ? [(1 + t) (Zuxxx - nyxuxxx + Uy Uyyy + uuxxxx)

1
+Zyxxuxx - uxxx]

L [(1 + o) (Zu u
ZZ XXX Z

(uX.X' - uXX.X'X) u.X'X.X' + uxuxxx + quXXX)

1
< +E (uxx - uxxxx) Uy = Uyxx

< cz2((1+0)'z°+z%) <Ccz? < Ce.

Hemos asi demostrado el Teorema
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Capitulo 3

ONDA DE CHOQUE

Aqui consideramos otro tipo de condiciones de frontera, correspondientes a
las soluciones de una onda de choque. Estudiemos el problema de Cauchy
3.1 o(u—u, )+ +t)uu, —u,, =0, xR, t>0

' u(O,X):uo(X), X E]RJ
Con datos iniciales que satisfacen las condiciones de frontera de las ondas
de choque, uy(x) — F1 cuando x — =+oo. Haciendo cambio de variable
u(t,x)=w(t,y), y =x(1+t)" y reemplazando en (3.1), obtenemos

Y 2 1
w,+nyw, —(1+ )" [—WWy + (2n1—+t + 1)wyy

(3.2) Wy, +NEEW =0,y€R, t>0

1+t }'.Y.Y:I

w(0,y) =uy(y), y €R,

Introducimos una soluciéon aproximada (para t suficientemente grande se

tiene una mejor aproximacion)

m

W(t,y)= > (1+ 7 W (y),

k=0
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donde m > 2n, las funciones W,(y) para 0 < k < m las definimos de forma
recurrente. Sustituimos W en (3.2) para obtener

ZZ (k=1 + O W, () —ny(1+ W (1)
— (146> [f} S+ O FIWW — (20 +1) D11+ )W
[=0s=0 k=0

+ 2 k(1 + )W/ (y) —ny 2.1+ t)—k—lwk’”}
k=1 k=0

Si recopilamos los términos con la mismo potencia de (1 + t)>"*, obtenemos la

ecuaciones

(3:3) WoW, — W =0

k
(3.4) ST W W] —2nW W+ (k= D)W, —ny W}, =0,
. =0

k=1,...,2n

k
i—DW._, —nyW/' . => W,_ W' —2nW/
(3.5) (—DW,,—ny -1 lz(:) k—1YY] k—1

—W/ + (k—1)W/ , —nyw/”

v, (k=j+2n), j=>1.

Como Wy(y) — 1y W;(y) — 0 cuando y — +00, entonces la solucién de la
ecuacién (3.3), es W,(y) = —tanh(3y). En efecto,

/ 7 d 1 2 / / 1 2
WoW, —w, = O@E Vo = Ws :o<:>w0=§(wo—1)<:>

1 1 _ 1 1
fl_—WOdeO = —Ey & tanh 1W0(y)=—§y = Wo(y):—tanh(éy).

Ahora de la ecuacion (3.4), tenemos entonces

k
(3.6) W= D W W+ (k—2n—1)W. —nyw,”|
[=0

k
1
= 39, Z Wi W, + (k—2n— )W, —nyw/”,
=0
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con condiciones de frontera W, (y) — 0 cuando y — oo, k = 1,...

Integrando respecto a y sobre (—oo, y) obtenemos

y 1 y k
J W/(ndr = 2 J 8, Y W (D)W, (1)dT

—oo 1=

0
y y
+(k—2n—1)f Wk”_l(r)dr—nJ W/ (t)dT

—0Q

k—1 y
1
(3.7) W =WWo+ > Wi W+ (k—2n— D)W, — nJ W, (v)dT
=1 —0oQ0

k-1 y
1
W, =W, W, = EZW’HWZ +(k—2n—1)Wk’_1—nf w,” (t)dT

=1 oo
Como W,(y) =—tanh(2y), entonces

%[coshz(%y)wk(y)] = cosh(%y)sinh(%y)wk(y)

+ cosh? (%y) w/(y)
= coshz(1 )tanh(1 )W( )
= 2)’ 2)’ Y

1
+ cosh? (Ey) w/(y)

= cosh® (%y) (W, —W,W,).

Multiplicando a ambos lados por cosh®(1y) obtenemos

k—1

% |:cosh2 (%y) Wk(y)]
y

= cosh? (%y) (% DWW+ (k—2n—1)W, | —n f TWk’fl(T)dT)
=1 %
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e integrando con respecto a y sobre (—oo, y), tenemos

coshz(%z)
cosh? ( % y)

y k—1

—n f TWk’fl(T)dT) dz, k=1,...,2n.

Dé (3.5) obtenemos

k
(3.9) W, o= D> W W+ (k—2n—1)W,/ —nyW,”,
=0
_(] - 1)ij—1 + nij’_l

k
1
W = 1a D W W+ (k—2n— W, —nyw,”,
=0
—( =Wy +nyW,

con condicones de frontera W;(y) — 0 cuando y — +00, k = j+2n, j = 1, ahora
integrando respecto a y sobre (—oo, y) obtenemos
k=1

1
(3.10) W = WW,+ EZWk_IWZ +(k—2n—1)W/_,
=1

y y
—nJ TWk’Zl(T)dT—(j—l)J Wiy (7)dt

—0Q

Y
+nf TV\/j’_l(T)dT.

—0Q0

Como W,(y) = —tanh(3y), entonces multiplicando a ambos lados por cosh®(3y)
e integrando con respecto a y sobre (—oo, y), obtenemos

x coshz(%z) k=1 ,
Wi(y) = _L (5 5 l; Wi W, + (k—2n—1)W,_,

(3.11) —n f W (T)dTt—(—1) f W, (7)dr

+n f TVV]./_l(T)dT)dZ, k=j+2n, j>1.
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Podemos ver que W,(y) es una funcién impar para cada k > 0. En efecto
W,(y) = —tanh(}y) es una funcién impar y si suponemos que W; es una funcién

impar para todo i <k —1 también W es una funcién impar, entonces

n n
f TW/(t)de = TW(T), - f Wi(v)dz
-

-n

n
- _J W(t)dt =0, i=0,...,k—1
-1

n n
J W/ (t)dr = TVVI.N(T)|:zl’ —J w/ (7)dt
-n

-n

n
= —J w/(t)dt=0,i=0,...,k—1
-

Wi(mW(n) = Wi(=n)W,(—n)
lo cual implica que W,(y) es una funciéon impar. La funcién W(t,y) esta cerca
a la onda de choque Wy(y) = —tanh(%y) para tiempos grandes t — ©0, sin
embargo las derivadas con respecto a x de W(t,y) no estan cercanas a la de
W, cuando t — oo. Esta es la razéon por la que introducimos las correcciones
de orden superior W, (y)(1 + t)™*, k > 1 considerando la convergencia con las
derivadas de la solucién u(t, x) cuando t — oo.
Ahora analicemos el comportamiento asintético de Wk(j)(y) cuando y — £o0,
para todo k y para todo j. De tenemos entonces

x 2(1 b4
wWi(y) = f M (—ZnWé(z) — nJ TWO///(T)dT) dz.
cosh® (%y) —c0

Ahora

z

f Wy (t)dT = TW, (7)—W,(1)

—0Q

—0Q

J Wy (T)dT = 2W'(2) = Wy(2) — lim (tW/(r)—W,(1)).
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Dé (3.3) tenemos W' = W,W,, entonces

J TWy(1)dT = 2Wy(2)W,(2) — Wy(2) — ngloo (TWO(T)WO/(T) — W(;(T)) .

—0Q

Como Wy(y) — F1, W/(y) = 0(e ") cuando y — +00, entonces

lim (tWo(n)Wg(n)—Wy(e) = lim W, () (cWo(r)—1)

= lim e*(t—1)=0.
T—H—00

Luego f joo TW"(7)dT = 2W,(2)W, (2) — W;(2), entonces tenemos

—0Q0

y
cosh? 12) #
w,(y) = ng)(—2nwo’(z)—nj TWO/N(T)dT)dZ
)
)

W;(2)(2Wy(2) + 1)dz.

Como tenemos cosh’(3y) = @(e”),Wy(y) — F1, Wi(y) = 0(e™') cuando
y — £00, entonces
y
Wily) ~ e f e*(—ze* —e*)dz cuando y — +00

—0Q0

1
~ e (—Eyz —y) cuando y — +00

~ y%e Y cuando y — 400

Podemos concluir que W,(y) = @(y?e ”!) cuando y — +oo. En forma similar
demostramos que Wl(j)(y) = 0(y%e ") cuando y — +00; para todo j. Ademas
en forma recursiva demostramos que Wk(j)(y) = 0(y*e ) cuando y — oo,
para todo k = 1,...,2n y para todo j (ver Apéndice [2.1I). Ahora usando
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Capitulo 3. Onda de Choque

tenemos

y
cosh2 %z

Wonn(¥) = 1 ZW2n+1 Wi
2

cosh2
—n J W, (t)dT +n f TWi(t)dT |dz.

De la misma manera como se hizo arriba, obtenemos W, (y) = (y*? Ve 11
cuando y — £oo para todo j, y enforma recursiva también tendriamos
Wk(j)(y) = 0(y*e ) cuando y — +oo para todo k =2n+1,---,m y para todo j
(ver Apéndice . Asi obtemos entonces Wk(j )(y) = 0(y*e ) cuando y — 00
para todo k=1,...,my para todo j.

En virtud de (3.2), (3.4) y (3.5), de la diferencia v(¢t,x) = u(t,x)—W(t,y)
donde W(t,y) = > (1 + t)*W,(y) y u(t,x) solucién del problema (3.1),

k=0
obtenemos

(3.12) Ve= Ve T+ ) v, + (1 +t)"0,(VW)—v,, +R=0
donde

R(t: .y) = Wt txx + (1 + t)nWWx - Wxx

= — Z k(1+ )" 'W, +ny Z 1+ o)™ 'w/

k=m—2n k=m—2n

—(1+0)"@n—m)(A1+ )W/ =1+ )" ny(1+ )" 'W”
2m k
+A+0™ (Z Wk_lWl’) (1+¢)*k
k=m+1 \\[=0
Ver Apéndice Integrando con respecto a x sobre (—oo,x) a (3.12),
obtenemos
1
(3.13) V.=V, — 5(1 + (V) +(1+t)"WV, -V, +R, =0
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donde V(t,x) = ffoo v(t,x)dx" y

k=m—2n

Ri(t,y)= (A+t)™! [—ny i (1+ ) W (y)

=S At | Wk(T)dT:|

k=m—2n

—(1+ )" (n—m)W, (y)— (1 + )" nyW; (y)

2m k
31+ (ZWk_z(y)Wz(y))(Ht)"‘

k=m+1 \\[=0

Ahora usando los estimativos de W,, k > 0 y sus derivadas obtenemos

k=m—2n

Ry(t,y)~ e‘y(1+t)‘”‘1[n > Y+

k=m—2n

— > (n+k)y*Q+ t)_k]
_(1 + t)n—m—l(n _ m)yZme—y + (1 + t)n—m—lny2m+1e—y

2m
+1(1+1t)" ( > oy*a+ t)_k) e cuando y — +00,

k=m+1

por tanto
Ri(t,y) ~ Cy ™M1+ t) " e +Cy> (14 ) e
+Cy4m(1 + t)—(m—n+1)e—2y

~ (1+t)"™1y*me™Y cuando y — +00.

Esto es, Ri(t,y) = 0((1 + t)" ™ ly*me=V) cuando y — +oo. Supogamos

que los datos iniciales u,(x) para el problema (0.1) estan cerca de la

solucion aproximada W(t,,y) tal que V(ty,,x)coshax € L* para un a > 0

suficientemente pequeino y para algin tiempo t = t, donde el tiempo inicial

t, > 0, lo consideramos suficientemente grande. Esto significa que la forma

en que el comienzo de los efectos no lineales dominan sobre los lineales

(podriamos reemplazar este requisito considerando un gran coeficiente al

término no lineal en la Eq (0.1)).

Probemos ahora el siguiente resultado.
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Capitulo 3. Onda de Choque

Teorema 3.1. Sea el tiempo inicial t, > 0 lo suficientemente grande y el

dato inicial u(t,,x) € L* cerca de la onda de choque W(ty, x(1+t,)") , es decir
cosh (ax) J (u(t, x)—=W(tg, x'(1+ to)”)) dx' e L*

donde a > 0 es sufientemente pequenio. Entonces existe soluciéon tnica u(t, x)
para el problema de Cauchy ([0.1)) tal que

cosh(ax)J (u(t, x)—=wW(t,x'(1+ t)”)) dx" € C([ty,00); L)
y el estimativo

<C(1+t) ™D,

cosh (ax) f (u(t, x)—W(t,x'(1+ t)")) dx’

oo

es valido para todo t > t,.

Demostracion. Sea g(t,x) = V(t,x)coshax, donde a > 0 suficientemente
pequeno. En virtud de la ecuacion (3.13) tenemos entonces

0, ((1+ a*—2a*tanh® ax)g — g, + (2a tanh ax)g,)
(1+e)

3.14 -~ 7
( ) 2cosh ax

(g, —agtanhax)*—yg—yg, + g, —R; cosh ax
donde
y = a?—2a%tanh? ax —a(1+t)"W(t, y)tanhax, 1 =2atanhax+(1+t)"W(t,y),

ver Apéndice Como 1+ a? —2a*tanh® ax > 0, apliquemos el principio del
maximo a la ecuacion (|3.14), por virtud del Lema sea {(t) la curva tal que
g(t) = g(t, {(t)) = sup,g &(t, x), entonces

1+1t)"
(1+a*—2a’tanh® ax)g, — gy = (+o7 (ag tanh ax)?
2cosh ax

—x &+ & (t,{(t))—R, coshax
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Como g,.(t,(t)) < 0, aplicando el Lema a g..(t) =inf, g g,.,.(t,x) <O se
tiene que &, (t) = &, (£, 8(£)) ¥ &uxe(t) = &xxe(t, {(t)) en casi todo t, por tanto
(1+1)

2coshax
—x&+ &, —R,coshax

(1+ a?—2a%tanh® ax)g, — &, (ag tanh ax)?

IA

1
Eaz(l +t)'8%2—y8+ &, —R, coshax.

Como

W(ty) = D1+ W) =Wo(y)+ D (1+ ) W(y)
k=0 k=1

= —tanh(y/2)+ Z(l + ) Wi (y)

k=1

donde W,(y) — 0 cuando y — +o0, para todo k > 1. Entonces
¥ = a?—2a*tanh*ax —a(1+t)"W(t,y)tanhax

¥y = a*—2a%tanh? ax + a(1 + t)" tanh ax tanh(y/2)

—a(1+t)" tanhai(l + ) W (y)

k=1
= a?—2a’tanh® ax + a(1 + t)"tanh ax tanh(y/2) + 0(1)

para todo t > t,. Si t, es suficientemente grande y a > 0 es suficientemente

pequerio entonces y > ¢ (ver Apéndice [2.5), con ello obtenemos entonces
(3.15) (1+a?—2a’tanh®*ax)g—g,, < %az(l +t)"'g*—cg+ g, —R,coshax.
Como I(t) = (1 + a®—2a?tanh® ax)g(t) — &,,.(t) > 0 y si suponemos

M, = max (1 + a®—2a*tanh® ax) > 0, m; = min (1 + a® — 2a® tanh® ax) > 0,
entonces M, 5(t) > (1 + a®—2a?tanh?® ax)g(t), luego

1 1
—g() < ——((1+a®—2a*tanh® ax)g(t) = Zux (1)) = T-Fux (1)
M, M,

1 1
< ——I(t)— —g,.(t
ORIy NG

36



Capitulo 3. Onda de Choque

y como m,g(t) < (1 + a? — 2a®tanh? ax)g(t) < I(t), en virtud de (3.15) tenemos

entonces

d 1(a) nea € c .
—I<-|—|Q+t)I*——I+|1—— )&, —R;coshax,

sin perdida de generalidad podemos suponer ¢ > 0 suficientemente pequeno
tal que (1 — M%) > 0, entonces

d 1 2
Lr<= (i) (1+ €)1 — ——I —R, cosh ax.
dt 2\m M,

ahora como coshax = @(e!*) y R/(t,y) = 0((1 + t)" ™ 1y*me=) cuando
y — +00, (y = (1+t)"x) entonces |R,(t,y)coshax| < C(1+t)" ™. Asi tenemos

entonces

d
51 <CA+O)I*—rI+C(1+ )™,

Sea I(t) =z(t)e ", entonces

ge "t —rl < C(A+t)g?e > —rI+C(1+t)"™?

(3.16) z, < C(A+t)2%e ™ +C(1+t) ™ e,
Probemos que
(3.17) g(t)< Ce™ (1+t)"™™

para todo t > t,. Por contradiccion supongamos que existe T > t, tal que
z(t) < Ce™ (1+t)" ™ para todo t € [t,, T]. Por (3.16) tendriamos

ca+o)(+ t)”‘me”)2 e+ C(1+ )T et

< C(1+4t) Cm=8nert £ C(1 4 ) (mHi-nert

IA

24

< C(1+ )y mHimert
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integrando con respecto a t, obtenemos

t
z < C +J (14 1) Mt d g
to

(3.18)

IA

t/2 t
C+ J (14 7)1 dr + J (14 1) mHier*dr
to t/2

t/2 t
< C+ e”/ZJ (1+7) I =Ndr + (1 + t/2)_(m+1_”)f e’"dt
to t/2

< CHeP4et(1+1t/2) ™™ < €4 Ce (14 £) M

entonces z(t) < (1+t) ™" ™t para todo t € [t,,T]. La contradiccién
obtenida prueba el estimativo para todo t > t,, con ello tenemos
w(t) < C(1+t) ™1™ y como mg(t) < w(t) entonces (t) < C(1+¢) ™™
para todo t > t,. De manera similar si hacemos g(t) = inf, . g(t, x), obtenemos
el estimativo g(t) > —C (14 t)" ™™, De esta forma el Teorema queda
demostrado. |
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Capitulo 4

CONDICIONES DE FRONTERA CERO

En este Capitulo estudiamos el caso mas dificil cuando los datos iniciales
se descomponen en el infinito. Para facilitar los céalculo aanlizaremos (0.1)
cuando n = 1. Asi que consideramos el problema de Cauchy

O(u—u )+ +tuu, —u,, =0, xR, t>0
u(O,X) = UO(X), X € R:

con dato inicial u,(x) — 0 cuando x — £00. Sabemo (ver libro [43]) que existe
una tnica solucién u(t, x) € C([0, 00); L>)NC*°((0, 00); L*°) siu, € L>. Ahora si el
dato inicial uy(x) es una funcién impar, entonces la solucion u(t, x) sigue siendo
una funcién impar para todo t > 0 y se puede obtenerse como una prolongacion
impar de la solucion del siguiente problema de valor de frontera de Dirichlet

o(u—u,)+1+t)uu, —u,, =0, x €(—00,0), t >0,
(4.1) u(t,—o0) =0, u(t,0)=0, t >0,
u(0,x) =uy(x), x € (—00,0).

Definimos ¢(t,x) una onda de rarefacién como en el capitulo

©(0,x) = po(x), x €R,
39
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donde el dato inicial ¢,(x) es monotonamente creciente ¢ (x) > 0 para todo
x € R, tal que py(x) — 0 cuando x — —oo. Ahora definiremos la solucién de la
onda de choque r(t,x) como la solucién del problema de valor de frontera de

Dirichlet

([ 8.(r—r. )+ +t)err,+ 1+ ), r(r—1)

1
- [(pxxrt + zat((toxrx) + Pelxx + ZSDXTX] —Iyx = 0’ X € (_ oo, O): t> O:
(4.3) ﬁ ¥

r(t,—oo0)=1,r(t,0)=0,t>0,
| 7(0,x) =ry(x), x € (—00,0).

Entonces la funcién u = ¢r satisface el problema de Cauchy (4.I). Por
ejemplo, supongamos que los datos iniciales ¢,(x) decaen al infinito como
@o(x) =—1 + 0(e™!) cuando x — —oo. Utilicemos el método de caracteristicas
para resolver la ecuacion. Definamos la caracteristica y(t,&) como la solucion

al problema de Cauchy
2e=1+0¢(t, )= =~ t>0,E€R,
{ x(0,8)=¢, R
Entonces de la ecuacion obtenemos la ecuacion

@ @
w(t,8) = @+, =9 +0, ((1 + t)tp—ﬂ—ﬂ)
0, ¥,

= at((p - 90)“() + (1 + t)(PSDX Py = 0
para una nueva variable dependiente w(t, &) = ¢(t, x(t,&)). Por lo tanto
w(t, &) = p(&) para todo t > 0, £ € R. Con calculos sencillos obtenemos

(&) 92 0o(8)  poExee(t,8) 1 (%(5))

A N R A7 (S NP3 A (R M O (RS
el(E)  30l(Exe(t,E) W) (E)xeee(t,E)  Bg(E)xZ (¢, &)
83 , , — 0 _ 0 _
A e T N 26O T 4w

y por consiguiente

x:(t, &) [ 1 ( ®o(&) )] 1 ( ¥o(&) )
= — ) o — Vol }
=400 =0 % o5\ 2w )| @ %\ nw o
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Capitulo 4. Condiciones de Frontera Cero

Integrando con respecto al tiempo t > 0, obtenemos

1 1 t / / /
x(t,8) = €+5(1+t)2tpo(€)——¢6(g)3gf0 @, (', x(t',8))dt
1 ‘ 3 1
- / v —8 , , d /.

Definamos la curva &,(t) tal que y(t,&,(t)) =0 para todo t > 0. Entonces

1 .8 1 L
Eo(t) = mj Xg(f,go)%[mag%(t,X(f,io))]dt

0(50) gf %(f’,x(t’,éo))dt’—%(1+t)Z%(Eo)

Facilmente vemos que &,(t) — —oo cuando t — oo. Si suponemos lo
contrario, que &,(t) esta acotado cuando t — oo, entonces ¢y(&,) = C, > 0
y el dltimo término —1(1 + t)*¢,(&,) se porta como —Ct2. Por otro lado la
solucién ¢ y sus derivadas en el intervalo acotado estan acotadas (en realidad
decaen con respecto al tiempo). Entonces las dos primeras integrales crecen
menos que Ct. En total el dltimo término siempre gana. En la primera
aproximacion escribimos y(t,&) =& —%(1+t)2+0(5_1(1+t)3) por consiguiente
£2=3(1+t)*+ 0((1+t)*). Por lo tanto las siguientes expansiones asintética

Eo()=—5(1+0)+0((1+1)°), ¢,,(t,00=—70+0)>+0((1+t)™,
¢, (6,0)=0++0((1+1)), ¢,,,t0==31+)*+0((1+1)7).

son validas para t — co. Aplicando formula de Taylor
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o(t,x) = ¢(t,0) + x¢,(t,0) + 5x%¢,.(t,0) + X7 0,1, (t, ), obtenemos

o(tx) = VZA+O +x(1+ 02+ ——x(1+ )2 + 01 + )

2v/2
o (t,x) = (1+t) 2%+ %x(l +t)3 — gxz(l +t) +o(x*(1+t)°)
purltx) = (1407 =3x(1+ 07+ 001+ 0))
@ (t,x) = —V2(1+t)2—2x(1+1t)>— 2%xz(l + )+ o(x*(1+ 1))
0 (t,x) = =21+t)°— %x(l +)t+6x2(1+ )P+ 0031 +6)9

cuando t — oo. Continuando este procedimiento obtenemos la expansion

asintoética

m

(1+t)e(t,x) = Zak(x)(l F )7+ 0(™(1 + £) D)
k=0

cuando t — oo, donde q,(x) es un polinomio con respecto a x de orden
menor o igual a k, y similarmente obtenemos las expansiones asintéticas para
2 @x (£,X) 2 Pxx(£,X) @e(t,X) 2 Pex (%)
(1 + t) (,DX(t,X), (1 +t 260 (1 + t) o) (1 + t)m, (1 + t) ot Ahora como
en el capitulo[3|contruyamos una solucién aproximada &(t, x) al problema (4.3)
m

de la forma ®(t,x) = D, ¢ (x)(1 + t)*, donde las funciones ¢,(x), 0 < k < m,
k=0
son definidas recurrentemente por medio de ecuciones las cuales son obtenidas

comparando los términos que contienen (1 + t)*. Mediante algunos calculos
(ver Apéndice[3.1) llegamos a las siguientes ecuaciones

(4.4) (/)/ - a0¢0¢(/) =0, (I»’)z/(/ —dy (¢k¢0)/ =z, k>1,
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Capitulo 4. Condiciones de Frontera Cero

donde

>\..

-1 j k—1

z(t,x) = Z(ak—ﬂpj 11+ b1 P z¢z) Zao({b;{_ld’z

j=01 =1

O

—1

Z(bk 19 + e 1—]¢ + G- 1—]¢)
k—

(fk 2 jP; jCk—Z—jﬁb;) + Zjdk—S—j¢j
i= =0
—(k=D ¢y +(k—1)§;_

O

para k > 1, donde b, (x), ci(x), di.(x), ex(x) y fi.(x) son polinomios con respecto
a x de ordenes menor o igual a k. Por las condiciones de frontera tenemos
Po(x) = 1, ¢(x) = 0, k = 1,cuando x - —c0 y ¢(0) =0 k > 0. Integrando
1! con respecto a x sobre (—oo,x) con a, = 1, tenemos ¢,(x) = —tanh(%) y
¢~ (@odi) = [, z(n)dn. Como

ddx [cosh( )fﬁk(x)] = cosh(; )smh(l )<i>k(x)+C°Sh( )q,’)]i(x)

= coshz(%x)tanh(; )¢k(x)+cosh2( )qbk(x)
= cosh? 5 ) ($100) = B x).

Entonces multiplicando a ambos lados por cosh? (%x) tenemos

X

ddx [cosh2 ( 1 ) ¢k(x)] = cosh? ( )f_ 2z (n)dn,

oo

e integrando con respecto a x sobre (—oo, x), obtenemos
X

n
B = — J costi (5 J S ()i dn; k> 1.
cosh (zx) 2

—00 —00
Por induccién tenemos el estimativo ¢, (x)| < C |x[* e ™! cuando x — —o0, para

cada k > 1 (ver Apéndice [3.2). Ahora de la diferencia w(t,x) = r(t,x)— ®(t,x)
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obtenemos

W= Weee = Wee + (14+8) (93W), + 3(1+ ) (ow?),

2
(4.5) 11+ e w? + (1 + g (@ —L)w— (pxwx
: ¥
2 2
_ Pxx — LPtxwx_ (prtx—ﬁWxx‘i‘R -0
¥ ¥ ¥ ¥

donde

R = &,—-9,,, -, +(1+t)pd®, +(1+t)p,d(®—1)

2 2 2
_(’OXX cI)t - Pix x &q)tx - ﬂq)xx - &q)x
Y ' ' Y

®

En virtud de (4.4), de los estimativos de ¢, (x), k > 0y sus derivadas obtenemos

el estimativo R(t,x) = @((1 + t)" "™V |x|*"e"*) cuando x — —oo (ver Apéndice

3.3). Si denotamos W(t,x) = ffoo w(t,x")dx’ e integramos la ecuacién (4.5) de

—00 a x, obtenemos

2 2
(1—h +(2) )Wt—&wtx—wtxx
¥ ¥ Jx ¥

20, 2
—(1+ﬁ)wxx+((1+t)cpq>—&—ﬂ+(&) )Wx
¢ e v\l

4.6)  + ((1 e (&—1)+ (2;’3‘ ) + (%)x - (%)) %

+%(1 + t)ew? + %(1 + )0, (pxw?) = (1+ )8, ((p(@ = 1)), W)
() +(32) -(2) ) )
+o1 (ax[soxx_(chx) ]Wt)% o,

Y2 ¥ Jx

con la condicion de frontera de Neumann W, (t,0) = w(t,0) = 0, donde

R, (t,x) = ffoo R(t,7)d7. Usando el estimativo de R(t,x), tenemos entonces
R, (t,x) = 0((1 + t) ™| x|®me=*) cuando x — —o0.
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Supongamos que el dato inicial r(ty,x) esta suficientemente cerca a ®(t,,x)
para que la funcion W(t,,x)coshax € L°°((—o0,0)) para alg 4n a > 0
suficientemente pequefio y el tiempo inicial t = ¢, sea suficientemente
grande. Esto significa que desde el comienzo los efectos no lineales dominan
sobre los lineales (podriamos reemplazar este requisito considerando un gran
coeficiente en el término no lineal en la ecuacién (0.1)).

Probemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Sea el tiempo inicial t, > 0 lo suficientemente grande y el dato

inicial uy(x) € L* una funciéon impar y cercana a la onda de choque ®(t,, x), es

cosh (ax)J (ZO(():/)) — (¢, x’)) dx' e L*
—00 0

dondea > 0 es sufientemente pequefio y ¢ (x) es tal ¢ (x) > 0 para todo

decir

x € (—00,0) ypo(x) =—1 + 0(e™™!) cuando x —» —oco. Entonces existe solucién
Unica u(t,x) para el problema de Cauchy (0.1) tiene una representacion
asintética

u(t,x) = @(t,—|x[)&(t, —|x|)sign(x) + O(1)

para t — oo y uniformemente con respecto a x € R.

Para que la solucion u(t,x) se represente como u(t,x) = r(t,x)p(t,x), el

resultado del Teorema |4.1| se sigue del siguiente Lema.

Lema 4.2. Sea el tiempo inicial t, > 0lo suficientemente grande y el dato
inicial r(t, x) € L* cercana a la onda de choque ®(t,, x),es decir

coshaxj (r(to,x)—<b(t0,x’)) dx’ e L*®

donde a > 0 es sufientemente pequeno. Entonces existe una tnica solucién
r(t,x) para el problema de Cauchy (4.3) tal que

cosh %xf (r(t,x’) —<I>(t,x’)) dx’ € C([ty,00); L)
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y el estimativo

< C(1+¢)tmHD

oo

cosh %x J (r(t, x)— (¢, x’)) dx’

—0Q

es valido para todo t > t,,.

Asi vemos que la solucién r(t, x) del problema (4.3) tiende a la onda de choque

®(t,x) cuando t — oo uniformemente con respecto a x € (—o0, 0).
Demostracién. Denotemos h(t,x) = w(t,x)coshax, g(t,x) = W(t,x)coshax,

s(t,x) = w(t,x)coshsx y v(t,x) = W(t,x)cosh7x donde a > 0 suficientemente

pequeinio. Demostremos que se tienen las siguientes estimaciones
4.7) ||hlles < Ce™, lIglles < CEP:, Isllee < C(A+t) ™ y |Iv]loo < C(141t)~(mFD),

para todo t > t,, donde t, > O es suficientemente grande. Por contradicciéon
supongamos que existe T > t, tal que

(4.8) Ih(t, )l < Ce™, llg(t,x)lloo < CeP,

ls(t, XMoo < CA+t) ™D y |lv(t,x)]| < C(1+ )"+,

para todo t € [t,, T]. Siguiento el mismo método como en la prueba del
Teorema (3.1}, aplicando h(t,x) = w(t,x)coshax a la ecuacién (4.5) obtenemos

2
o, [(1 + a® —2a?tanh? ax — % + ij atanhax) h
2
(4.9) —h,, + (Za tanh ax — 22% ) hx]
14

=—y,h—Y;h, + (1 + &) h,, — —+—(1+ t)phh, —Rcosh ax
¥

cosh ax
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Capitulo 4. Condiciones de Frontera Cero

con la condicién de frontera h(t,0) = 0, donde

2
¥ = (1 + ﬁ) (az _ 202 tanh? ax + “¥* g tanh ax)
4% 1%

—(1+ t)pPatanhax +(1+ t)%{%
cosh 5x

atanh ax + (&)
¥ Jt

S
&
2

—(1+ )y
cos

2
Y, = (1 + &) (Zatanhax — &) +(1+1t)pd.
12 '

Estos calculos se puede ver en Apéncice [3.4, Observemos que para a > 0

suficientemente pequeino tenemos que

Pax 2,
44 4%

para todo x < 0, entonces podemos aplicar el principio del maximo a la

ecuacién (4.9), por virtud del Lema Sea {(t) el punto tal que

h(t) = h(t,2(t)) = SUP,¢(—c0,0) N(t, X), entonces

1+ a®>—2a?tanh? ax — atanhax > 0

2 ~
o, ((1 +?— 20 tanh? ax — 225 4 2% 5 tanh ax) h—h,(t, C(t)))
44 ¥

= —xlfl + (1 + &)hxx(t, Z(t))—Rcoshax.
¥

Como h,.(t,{(t)) <0, podemos aplicar nuevamente el Lema[1.6|a
P (£) = 1nf, oo 0) hyx (£, X) < 0. Tenemos h,.(t) = h,.(t,{(t)) ¥
h..(t)=h,.(t,(t)) en casi todo t > t,. Por lo tanto

2 .
3t((1+otz—20¢2tanh2 ax — 2 4 pratanhax)h—hxx)
¥ ¥
<—y;h+h, —Rcoshax.

Aplicando el estimativo y; > —c; con ¢, > 0 (ver Apéndice [3.5), obtenemos
2 . -
o, ((1 +a?— 202 tanh? ax — 22 4 292 4 tanh ax) h— hxx)
¥ 4

<c,h+h,, —Rcoshax.
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Como coshax = @(e!*) y R(t,x) = o((1 + t)""V|x|*"e ) cuando x — —o0,

entonces |Rcoshax| < C(1+ t)"™ luego

2 -
3t((1+(12—20£2tanh2 ax — 2 4 (’Oxatanhax)h—hxx)
¥ ¥

<ch+h,, +CQA+t) D,

2 - -
Para J(t) = (1+a2—2a2tanh2ax—&+&atanhax)h(t)—hxx(t) > 0,

¥ ¥
tenemos
d 747 —(m+1)
(4.10) EJ <ch+h, +CA+1t) .
: 2 2 2 Pax chx
Sea m; = min| 1+ a®—2a’tanh” ax — — + —atanhax | > 0, entonces
' 4

- 2 ~
m,h(t) < (1 +a?— 202 tanh? ax — 22 4 2% 5 tanh ax) h(t),

% 2
luego
- 1 2 ~
h < — (1 + a2 — 202 tanh?® ax — 22X 4 &atanhax)h
my ' '
1 2 .~ 1.
= — ((1 +a?—2a%tanh? ax — 2 + 2% g ranhax | h— hxx) +—h,,
my 1'% Y my
1 1.
= —J+—h,
my my
Por (4.10) obtenemos

d )
Ly o< Sy (C—l + 1)hxx +C(1+ £) D)
dt m, m,

C
< LJ+Cc@+ ey =g+ C(1+ ),
my

Sea J(t) = z(t)e"", entonces

ze't +rJ < rd+C(14+t)mD

C(L+t)y Mt

A

2y
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Capitulo 4. Condiciones de Frontera Cero

integrando con respecto a t > t, obtenemos
t
z2<C +J (1+t) Mt < C
to

para todo t € [t,,T], asi J(t) < Ce™ y como m;h(t) < J(t) entonces h(t) < Ce’®
para todo t € [t,, T]. De manera similar si hacemos ﬂ(t) = inf, ¢_co 0y h(t, x),
obtenemos /ﬁ(t) > —Ce'" para todo t € [t,, T]. Por tanto ||h||,, < Ce"" para todo
t € [ty, T]. La contradiccion obtenida prueba uno de los estimativo en (4.7)
[|h]|oo < Ce™ para todo t > t,.

De forma analoga si aplicamos la funcién s(t,x) = w(t, x)cosh 3x a la ecuacién
(4.5) obtenemos el estimativo ||s||.o < C(1 + t)~(™"V para todo t > t, (ver
Apéndice [3.6). Ahora para g(t,x) = W(t,x)coshax tenemos de la ecuacién
(4.6)

(4.11)

2 2
at[(l+a2—2a2tanh2ax—(&—(& )+&atanhax)g
¥ Y Jx

2 2
+coshaxd! (8x [‘Pxx — ( tpx) ] coslguxx) + (Zatanh ax— &) gy — gxx]
¥ ¥ Jx ¥

= —1(1+t)coshaxow?— 3(1 +t)coshaxd,* (¢, w?) — y38 =138,
+ (1 + ﬂ)gxx + F —R,; coshax
¥

con la condicién de frontera g, (t,0) =0, donde

X3 = (1 + &) (a? —2a*tanh® ax) + (1 + t)¢, (@ — 1) — (1 + t)pPa tanh ax
P

2 2 2 2
+( pr-l-—tptx—(ﬂ) )atanhax+8x[ (px+—(‘0tx—(&) ]
¥ ¥ Y /x Y ¥ Y Jx

2 2
+3t[¢xx—( SOX) ]—( ('Ox) atanhax.
(10 (P X (P t

2 2 2
Py = (1+t)(p<I>—( ¢x+&—(&) )+(1+&)2atanhax+( (Px) .
¥ Y Y Jx ¥ ¥ Je
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F o= (1+t)coshax&’;l((apx(@—l))x g )
cosh ax

2 2
+coshaxd ! ((& 4 2P (ﬂ) ) g )
¥ ¥ © )y )y, coshax

2
+coshaxd ! (@ZX[(P“ —( (Px) ] & )
@ ¢ J,|coshax

Estos célculos se pueden ver en Apéndice Observemos

2
coshaxd ! (8x [(p“ —( SOX) ] Cosﬁax)
¥ 4 )x

Sax—l (ax[%x _(2&) g
' ¥ Jx

< sup |g(t,x)|a,:l('ax[i;‘x‘(Z%)X})

x€(—00,0) 2

Como

A(t.x)= 1+ 0®— 202 tanh?ax — h_(zﬂ) )

4 Y Jx
2
e (22 )
¥ Y Jx
para un a > 0 suficientemente pequefio, entonces podemos aplicar el principio

del maximo a la ecuacion (4.11), por virtud del lema sea {(t) tal que
g(t) = g(t, 2(t)) = sup,e(—oc0,0) &(£, X), entonces

2
+&atanh ax + 9" (
2

O [A(t,8(£))§ — 8xx(£,(1))] < —x3§+(1+%)gm(t,5(t))

1
+ sup |=(1+t)coshaxew?
x€(—00,0) 2
1 -1 2
+ sup |-(1+t)coshaxd; ((pxw )
x€(—00,0) 2
+ sup |F(t,x)|—R;coshax
x€(—00,0)

Como g, (t,¢(t)) <0, aplicando nuevamente el Lema|1.6/a

Z..(t)= inf,e_co0 2..(t,x) <0 tenemos g,,.(t) =g, (t, () y
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Capitulo 4. Condiciones de Frontera Cero

vt (£) = g, (£, Z(t)) en casi todo t > t,. En forma analoga como se encontro el
estimativo a y, (ver Apendice|[3.5), obtenemos el estimativo y; > —c, con ¢ > 0,
por tanto

AL L(NE -8t L] S Cof+Fa+ sup |=(1+ ) coshaxpw?

x€(—00,0)

+ sup

x€(—00,0)

+ sup |F(t,x)|—R;coshax.

x€(—00,0)

1
5(1 + t)coshaxd_ ! (p,w?)

Ahora calculemos un estimativo para |F(t,x)|. Por Teorema desigualdad

de Young, tenemos

|(1 +t)coshaxd, " ((p (@ —1)), COsﬁax)|

<(1+6)37 (¢ (@—1)), g

<A+ (@u(@—1) + ¢, 2,) gl

S CA+ ) |l@exlloo (2 —Dglly + CA+ D) o]l oo 1211l
SC(1+ ) [@exlloo 12 =11, &+ C(L+ ) [l oo 1 Dxll5 &-

2 2
coshaxd, ! (8;( [(& T i (ﬁ) )] coslgwx)
¥ ¥ Y Jx

afx[(zﬁ+—2%—(&) ]g
e v\l

()
e ¢ %) v )1l

9
e (2[5 (22) | )
" ¢ J,

XX 2 X
a;[go——( L4 ) ]g

0 ¢ J,

XX 2 X ~
a2 (%2) ]| s

¢ o Jl

-1
<a;

<C

-1
<a;

<C
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Por lo tanto

[F(t,x)] < CA+O)[¢@uelloo 12 =1l &+ CA+ ) [@illoo 19411 &

+C

o [(Bx 20 ()]
Y2 Y2 Y Jx

az[&_(zﬂ)]
S 2 o Jy

como tenemos los estimativos

1

+C

1

lolloo < CA+6)7 llpalloo < CA+1£)72
[Pxilloe <CA+6) -1l < C, I1,l, < C,

on (B 202 )
' ¥ ¥ Jx

92 [&_(2%) ]
“Le ¢ s

Tenemos entonces

<C(1+¢t)3
1

<Cc(+t)* (ver Apéndice (3.8

1

(4.12) |F(t,x)] £ CA+t)2g+CcA+t)g+CA+)3g+C(A+1t)"8

< Cc(1+t)'g,

ahora

1
5(1 + t)cosh onxﬁx_1 (goxwz)

(1+t)coshaxd,’ ((p

IA

(1+t)8x_1(|cpxsz|)
1+ lleelloo 1%,
< CO+ ) glloo llslly sl oo -

IA

cosh §x

Como s(t,x) = ——=-h(t,x), tenemos
cosh 5x cosh 5x
lisll, = = Ihlloo < CllAlleo »
coshax ||; |[coshax||,
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Capitulo 4. Condiciones de Frontera Cero

luego
(4.13) %(1 + t)coshaxd* (pw?)| < CA+t) Alloo lIslloo
< Ce™(1+t)m2
Ahora
%(1 +t)coshaxpw® = %
(4.14) %(1+t)cosho¢xcpw2 < (1+1t)|esh]|

< T+ elleo lIslleo 1Rlloo
< Ce(14t)mtD

y como cosh ax = @(e!™) y R,(t,x) = @((1+t) ™ V|x|>"+1e=*) cuando x — —oo,

entonces |R, cosh ax| < C(1+ t) V. Con todos estos estimativos obtenemos

at[l(t) g(t))g - gxx] < CBg + gxx + Ce”(l + t)_(m+2)
+Ce"t (1 + )y ™ L c(1+ )1 g+ C(1 + £) (mHD
S ng + ng + Cert(l + t)-(m-ﬁ-l) + C(l + t)—(m+1)
Para K(t) = Ag — &,, > 0, tenemos
K,<C3g+8g., +Ce'(1+ t)_(m+1) +C(1+ t)—(m+1)

Sea m; = min A(t, {(t)) > 0, entonces m;g(t) < A(t,{(t))g(t) < K(t) y

. 1 . 1 . 1.
§< —A§=—KZ+—&.0
ms ms ms
por tanto
Cs G - re —(m+1) —(m+1)
K, < —K+([(1+— g, +Ce'(1+1) +C(1+1t)
ms ms

< pK+Ce ' (1+1t) ™Yy c(1+1¢)m+)
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Sea K(t) = z(t)e’'con p > 0, entonces
z,e?' +pK < pK+Ce™(1+4t) M 4 (1 + ) mD
z, < CelPH(14+ ) D 4 Ce (14 ¢) MY,

integrando con respecto a t > t,, obtenemos
t t
z2<C+ f (1 + 1) (Mg g 4 f (1 + 1) (Mg 7
to to

Podemos suponemos que r < p, entonces z < C para todo t € [t,, T], con ello
obtenemos K(t) < CeP' y como m,g(t) < K(t) entonces g(t) < CeP' para todo
t € [ty, T]. De manera similar si hacemos g(t) = inf,¢_o ) &(t,x), obtenemos
g(t) > —CePt paratodo t € [ty, T]. Por tanto ||g||.. < CeP' paratodot €[ty T]. La
contradiccion obtenida prueba uno de los estimativo en [|g]leo < CeP para
todo t > t,. De forma analoga si aplicamos la funcién v(t,x) = W(t,x)coshSx a
la ecuacién obtenemos el estimativo ||v||o, < C(1+t)~ ™V para todo t > t,
(ver Apéndice |3.9]).De esta forma el Lema [4.2| queda demostrado. u
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Capitulo o)

APENDICE

En esta parte del trabajo daremos con mas detalles todos los calculos de los
tres capitulos: y

1. Calculo del Capitulo 2]

1.1. Primer cdlculo. Si Suponemos que el dato inicial ¢,(&) € C*(R) al
problema (2.1) tiene los asintéticos

po(8) = &) +0(I181"), py()=0(Ig[7),
6D #(€) = o(Ier"”), w(&)=0(le "),

cuando £ —» +o0o,donde B >0y HE)=18s1& >0, F(E)=—1si& <0. Con ello
obtenemos los siguientes estimativos,

oo

lpex(Oll, < CA+0)0, f 192 (P)lloodT =0,

t
[ee]

C(1+ )~ f 1920 (Dl oo dT = 0,

t

IA

1922 (1l
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Cdlculo del Capitulo |§|

oo

(5.2) (O, < C(1+t—%<"+3),J 1 (Dllos dT — O,

t
oo

1@uxe (Dl < C(1+t)_(3"+4),f 1@2xe (Pl oo dT =0,

t

En efecto, por (5.1), tenemos entonces YM > 0,3C > O tal que si

] > M implica |(&)| < CIE[T, [pf(&)| < ClEl™ P, |y ()] < C g+,
(la constante C depende de M, ¢/, ¢y, ¢,"). Como

oty (6,8)) = — &
(1+a(t)pi(8)
entonces
; (Q(E))?
= d
Lo (D2 AT st T
[ (e (@(E))
= d
1+ s0e,@r " | T se@r™
-M [E|>M
= I +1,
(pg (&) f @, (&)
h | T e(w©F €= | Trapr@y oS4
< max oo (&) (1+¢(t)%(€))6%/(5)d5
M
1‘(4
< max |gl(®) L o0dE (c=1+ s(0)¢}(E))
el ) ao(e) (104(9)
= Iwé’(a)lf %dr =C (1) < CA+ )™
1

max
®6(t) ce[—M, M]
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Capitulo 5. Apéndice

) (P4
bS] Gree@rt=¢

1E1>M |&|>M
(g—(1+3/3))2

(%
(1+ (0[] Py

d|&]

< C d =
< ¢ | Geaaeydt (£l
{>M
= C@(t)_% [ x20) d ({=x®(t)7)
- ] L) X =x
x>M @(t)ﬁﬁ

1468 [ 1 1468 1

= CO(t) P —dx< C(1+t)y 5 D)
J

_1
x>M &(t) A1

le(OIF < CA+ ) ™D +c(1+ t)-%(nﬂ)

< C(]. + t)_6(n+1)

Ahora, como 0 < ¢((&) < C para todo & € R, sea infzc;_ 5 0;(E) = €, entonces
para £ € [—M, M ], tenemos

_ e 1 .
Puslt X (O = g3 A F < Ty «in |6

1
C <C < C(1+t)30+D
(1+®(t)e)3 ®3(t)e3 ( )

Para |£| > M, tenemos
g

(1+a(0)E[ Y

1
C <C < C(1+ )30+,
®3(t) €] ®3(t)

|(Pxx(t: X(t: g))l < C

Por tanto tenemos que

oo

(5.3)  oe(Olleg < C(1+ )30, f 10 (T)los dT — 0 cuando t — oo.

t
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Cdlculo del Capitulo |§|

Ahora

o6 2(08) = 0 s (0 (e D

(1 +<1>(t)<p0(£))4 (1+3(0)p)())”
= f(£,E) =30t (£, E)E(t,E),

usando la desigualdad de interpolacién tenemos

1@xx (Ol < Mf (O)lz + 3@ (£)g (O],
< F @Ol + 3@ (Ol oo 18 (Ol

A

Ahora

, (py'(£))?
£l = ) 1+ 2(0pp(E))

M

d¢

(¢ (8)) . J (pg (8)) a

d
J G720 @F T AT ee@)

1El>M
= I+

Como 0 < ¢;(&) < C para todo & € R, sea inf_y 4 9o(§) = &, entonces

ey i< [ ey
) Grew@rt = | Gree

< m J (¢///(5))2d§
1

1
< C <C =C(1+ ¢) 8+
(1+ ®(t)e)® ®8(t) ( )
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y

f (' (8))? f (g7 AH4Py2 s

dé <
T+, @r "= | Tre@ey

|El>M |E|>M

(C—(1+4[5))2 B
< T e e (6=1eh
{>M

coy® [ e @ =xeoh)
= t —ax = xP(t
(1+x_/5)8

x>M<I>(t)7%

[

+ 1 + .
= ca(t) " —dx < Co(t) 7 =C(1+ 1) F @D
X

_1
x>M &(t) P

luego

8p+1
IFOIF < cA+e)y ™D pca+e) 7 ™

C(1+ )8+,

IA

Ahora

lg(oll; =

de

J (8(D)¢l(£))"
(1+8(D)pyE)"

R

M
7 2 Vi 2
:f (@()pg(£)) d5+f (@()p; (€)) qc

(1 +&(t)po(8))* (1 +&(t)ps(8))*

—M |E|l>M
= I+,
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Cdlculo del Capitulo |§|

Como 0 < ¢((&) < C para todo £ € R, sea infr_y 1 ¢,(§) = €, entonces

M M
[ @OglE)Y @0 (€)Y
h = f A+ o0 @) = | T+ e(0er
M —M
5 M
@ (t) 1/
< mf #o(8)dS
“M
—2(n+1)
< Cq)z(t)g430(1+t) 2nt+l
(@()pl(£))? J (@(t) |g]71*3P)y2
— d d
£ A+ e @y = | ax e
|E|>M |E|>M

(@(e)g" 3Ry
B (1+ @(e)F)*

{>M

¢ (Z=I&)

—2(1+3p8)

_ 4B+l X 1
= Co(t) 7 f mdx (=x &(t)?)

x>M &(t) P

=+ 1 B+ B+
< Cca(t)T J Sdx < Co(t) 7 =C(1+t)y 7 @D
X
x>M @(t)_ﬁ

luego

g} < CO+0)2D Lel+6) 7 ™D

< C(1+ )2,
Como ||, ()]le < C(1+ t)~3*V cuando t — oo, entonces

[@wxx(Olly < {IF (Ollz + 3 19Ol o lg (0,

(5.4) e (O, < CQ+ )4,
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Capitulo 5. Apéndice

Ahora

(Pxxx(tJX(tjg)) = f(tjg)_ggoxx(LX(t)g))g(t;g)
|0rx (6 2] < 1 (£, )] + 3. (t, (¢, ) 18(¢, ),

para |E| > M, tenemos |, (t, y(t,£))| < C(1+ )", Entonces

7 —(1+4p)
F(6,E)] = % (£) 4‘- S
(1+2()p)() (1+ &(®)1E1)
1 —4(n+1)
= o =TT
y
& 7 —(1+3pB)
L) ()pl(E) < ®(1)|£| =
(1+2(0)p5(&)) (1+a(e)[E[7)
1
< C——— <C(1+t) ™D,
a(t) g™ ()

obtenemos entonces

(5.5)  @rex(Olloe £ C(1+ t)““”“), f 1¢0srx(T)loo dT — 0 cuando t — oo.
t

Ahora

Pt x(6,8)) = —(1+ 0" [@2(t, x(£,E)) + 0o(E)prr(t, 2 (£, E))]
lowOll, < @+ (|20, + leowrx(Dly),

como —1 < (&) < 1 para todo & € R, entonces [[¢yp,.(t)ll; < [l@.(t)ll, ¥y por
desigualdad de interpolaciéntenemos ||<p§(t)||2 < @ (Ol oo 1o ()5, por lo
tanto

lewe(®ll, < A+ (02 (Olloo 92Ol + 102x (Ol
C(1+1e) ((1 + t_)—%(nﬂ) +(1+ t)—S(n+1))

IA

< Cc(1+ t)_%(””) cuando t — 0.
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Cdlculo del Capitulo |§|

y
0w (Olloe < T+ ([|2(0)]| oo + lP00rx(Dlloo)
< (140" (lex(Dlloo Nlex(Dlloo + 102x(Dlloo)
< COA+6)"((Q+ )2 4 (1 4 ¢)3HD)
< C(1+4t) ™2 cuando t — oo,
por tanto

oo

lpxe(Olloo < CE72, J [¢x(T)lleo dT — 0 cuando t — oo.

t

También tenemos

Crxe (L x(£6,8)) = —(1+6)"[Bp, (€, x(£,E)) (£, 2 (£, 8)) + Po(E) Pran(t, x(t,E))]
loree(Olly < A+ (31102 (D)@rx (Dlly + 1000 1xx (Dl,)
< 1+ 0" (B11ex(Olloo 192 (Ol + 102ax (OIl,)
< COA+6)"((Q+ )y 4 (14 ¢) 4nHD)
< C(1+t) " cuando t — oo.
y

[oxee(Ollee < A+ (311020 (Ollo + 100Pcxx (o)
(1+ )" (B10x(Olloo 10xx (Ol oo + 1€ (Dl o)
CL+ )" ((14¢) ™4 4 (14 £)™4+D)

C(1+ t) ®"¥ cuando t — oo,

IA A

IA

por tanto

(e9)

16 (Olloe < CL+ )7, J [¢2xt(P)lloo d7 — 0 cuando t — oo.

t

62
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2. Célculo del Capitulo 3]

2.1. Primer calculo. Usando (3.7), tendriamos para el caso k =1,

y
W) =W, W, —2nW, — nJ TWy(t)dr.
—00
Ahora
y y
J Wy (t)dT = TW, (7)—W,(7)

—0Q

—0Q

Y
f W ()T = y Wy () = Wy(y)— lim (TWy'(2) —Wy(7).

—0Q

Como W;'(y) = W,(y)W,(y), entonces

y
J W (D)dT = yWo(y IWg(y) = Wo(y) — lim_ yWo(y)Ws(y) = Woly).

—0Q

Sabemos que Wy(y) — F1, W,(y) ~ e Yl cuando y — oo, entonces

im_ yWoIW; ()= Wy(y) = _lim_ Wy(z) (xWy(r)— 1)

= lim e*(t—1)=0.

T——00
Por tanto

Yy
f W, (t)dT = yWo(y )W, (y) — Wy(y).

—0Q

Asi tenemos,

W = W,W,—2nW,—n(yW,W;—w;)

como W;(y) ~ y?e ”! cuando y — oo, entonces

W, ~ y?e 4 eVl + ye VI ~ y2e™Vl cuando y — +oo. En forma recursiva
tendriamos entonces Wl(j)(y) ~ y2%e P! cuando y — 4+o00. Para k = 2, por (3.8)
tendriamos

y
he (1
Wa(y) = J m—(fz)GWf(ZH(l—Zn)W{(Z)—nf
) oS )

Z

TWI’”(T)dT) dz.

—0Q
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Cdlculo del Capitulo |§|

De la misma manera como se hizo antes para W,,, tenemos

f W/ (t)dT = 2W/ (z) — W/ (2).

Asi

y

— COShZ(%Z) 1 2 / 1" /

Waly) = fm(§W1(Z)+(1—2n)W1(Z)—n(zW1 (z)_wl(z)))dz
0
y
cosh®(32) (1, / )
B J‘cosh2 (3y) (Ewl (z) + (1 —=)W(z) —nzW, (Z))dz.

Usando los estimativos calculados anteriormente y cosh? (% y) ~ el cuando
y — 00, obtenemos

Y
1
e* (5246_22 +(1—2n)z%* — nzBe_Z) dz

Wo(y) ~ e_yf

0
~ y*™ cuando y — +00

Via y (3.6) obtenemos los estimativos W,(y) ~ y*e ™l y W) (y) ~ y*e
cuando y — oo respectivamente. En forma similar tendriamos

Wz(j)(y) ~ y* P cuando y — Zoo; para todo j. En forma recursiva se
demuestra que Wk(j)(y) ~ y*e~Vl para todo k =1,...,2n y para todo j. En efecto
supongamos que Wl.(j)(y) ~ y%e=l cuando y — +o0o, paratodoi <k < 2ny
para todo j. Observemos

f W, (t)dt =W, (t)—W (1)

— 00 oo

entonces

f W, (t)dt = zW,(”_l(z)—W,:_l(z)—TEr_noo(TWk“_l(T)—W,:_l(T))

= 2W (2)—W,_(2).
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Por tanto reemplazando en (3.8) tendriamos

y

h2
Wi (y) = JCOS ( ZWk Wi

cosh2 2 y

+(k—2n— W/, —nGEW", —W/_))dz
Y

cosh?(3z) (1 &

2 INTW W (k—n— D)W —nzW” |dz.
| 2 S

0

Aplicando los estimativos correspondientes tendriamos entonces
y

W(y) ~ e J e (z%e ™ + (k—n—1)z2F Ve —nz?*le™#) dz
0
~ y%*e™ cuando y — +00.
Asi obtenemos los estimativos

Wi(y) ~ ly|*e™! cuando y — o0, k=1,...,2n.

2.2. Segundo calculo . Encontremos los estimativos para Wk(j ),
k=2n+1...,my j>0. Via (3.11I) tendriamos

y
cosh2
Wona(y) = Z Wons1o W,

cosh2
—n f W, (t)dT +n f TWi(t)dT |dz

Usando los estimativos W) ~ |y

y todo j. Obtenemos entonces

2n
—ZW2n+1 W, ~ y22r D=2 cyando y — 400,
=1

Z Z
J TWy(t)dT ~ J te"dT ~ze* cuando z — 400

—0Q —0o0

e " cuando y — +o00, paracadak =1,..

.2n
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b4 b4
J W, (T)dT ~ J TiHle™ ~ g*t1e™* cuando z — +o00.

—0Q —0Q

Con ello tenemos entonces

y

Wy (y) ~ e_yJ e* (ZZ(Z"“)e_zz —nz*tle™ 4 nze_Z) dz cuandoy — +00
0

2(2n+1),,

~ Yy ' cuando y — +o00.

Por lo tanto

2(2n+1) ,

Wani1 () ~ y ~I cuando y — —00.

Via (3.10) y (3.10) obtenemos los estimativos W, (y) ~ y?@De bl y

W) (y) ~ y*#* el cuando y — +o00 respectivamente. En forma similar
tendriamos Wz(i)+1( y) ~ y2@nDelyl cuaqdo y — £00; para todo j. Aplicando un
proceso recursivo demostremos que Wk(] ) y) ~ y*e Y para todo k = 2n+1,...,m
y para todo j. En efecto supongamos que Wl.(j)(y) ~ y?%e Y cuando y — +o0,

para todo i < 2n+ k y para todo j. Via (3.11) tenemos

y
COShZ (%Z) 1 2n+k—1
W2n+k(y) = f I YZEE) Z W2n+k—lVVl + (k - 1)W2/n+k—1
2 =1

coshz( y) 2
rZ' Z
-n [ W, (D)dt—(k—1) | W_,(7)dT
J
(z‘
+n | TW. (t)dT |dz
J

y con los estimativos

1 2n+k—1 1 2n+k—1
k k) —
2 Z WonsetWi ~ (5 Z C2;1+1<—IC71)712n+ y2@nth) =2y
=1 =1

~ A2n+kn2n+ky2(2n+k)e—2y cuando y — 400,
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2n+k—1
— 00 —o0

Z b4
f W) (T)dT ~ J gAtklemTq A g2kl cyando z — +00,

Z b4
J W,_,(t)dT ~ J 2 De="d 7 ~ 22k Ve~ cyando z — 400,
—00

—0Q

z Z
J W, (t)dT Nf t* e~ dr ~ 2% 1e™* cuando z — +00,

—o0 —00

tenemos entonces

202n+K),,

W (Y) ~ y 1 cuando y — +o00.

Por tanto

Wi(y) ~ |y|*e! cuando y — oo

para todo k=2n+1,...,m.

2.3. Tercer Calculo . Sea W(t,y) = D(1+t)*W(y) y ¥y = x(1 + t)",
k=0
entonces

m m
W, = > (=R + O Wet+ny > (1+07 7w,
k=0 k=0
w, = (1+ t)”Z(l + )W,
k=0

m
Wee = Q+60% > A+ W,
k=0

=
I

e = (1+6)™ [Z(Zn )@+ O)™W +ny > 1+ w |

k=0 k=0
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Luego

R(t: y) = Wt - thx + (1 + t)nWWx - Wxx

= > (A + ) W+ ny > (1+ 07w,
k=0 k=0

—(1+ )™ [Z(Zn — k)1 + )W +ny Z(l + t)_k_lwk”’i|

k=0 k=0
+(1+t)*" (i(l + t)_ka’) (i(l + t)_ka>
k=0 k=0

m
—(1+ )™ Z(l +6)*wy.
k=0

Ahora supongamos m > 2n,

m

2n m
DA+t wr =Y+ w/+ > a+o7w!
k=0

k=0 j=2n+1

Via (3.6) y (3.10) obtenemos

2n 2n 2n
da+ntwy = > a+oFk—2n—1)W —ny > 1+ )W,
k=0 k=1 k=1

2n k
. Z(Z Wk_,m’)(1+ o
=0 =0
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y
m m
DA+ W = > A+0)7G-2n—1W/,
j=2n+1 j=2n+1
—ny >, (L+07wW”,
j=2n+1
— > A+0T( 20— D)Wy,
j=2n+1
+ny Z (1+t)_jW].’_2n_1
j=2n+1
. (ZW Zw)(m)ﬂ
j=2n+1
entonces

i(1+t)_ka” = Z(1+t) W+ Z a+e7w/
k=0

j=2n+1

= 2(1 + ) (k—2n— )W —ny 2(1 + ey W
k=1

k=1
+i(ZWk W, )(1 )k

m
- Z L+ 07 —2n=1)W_5,y
j=2n+

+ny Z a+o7w,,

j=2n+1
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m m—1 m—1
DA+ W = > A+ k—2mW, —ny > (1+ )W
k=0 k=0 k=0

m k m—2n—1
+Z( Wk—lvvl/) t_k _ Z (1 + t)—(k+2n+1)ka
k=0 \I=0

k=0
m—2n—1
—(k
+ny Z (14 ) kr2ntbyy
k=0
por tanto
m m—1 m—1
t2n Z t—ka// = t2n |: t—k—l(k _ 2T1)Wk” —ny Z t—k—lwkl//
k=0 k=0 k=0
m k
D i
k=0 \[=0
m—2n—1 m—2n—1
— t kW, +ny Z A A
k=0 k=0
y como

m m m min(m,k)
(2(1 + t)_ka’) (2(1 + t)_ka) = ZZ ( > Wk_lWl’> (1+¢)7*,
k=0 k=0

k=0 \ [=max(0,k—m)

entonces tenemos

R(t,y) = — > k(1+0™ W+ny > @+ 7w,

k=m—2n k=m—2n

—(1+0*"@n—m)(1+ )™ W/ —(1+ ) ny(1+ )™ 'W”

2m k
+(1+t)* Z (Z Wk—lVVz/) (1+t)7*

k=m+1 \\[=0
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2.4. Cuarto Calculo . Sea g(t,x)=V(t,x)coshax, entonces

V,coshax = g,, V.coshax =g, —agtanhax
V,.,coshax = g, , —ag,tanhax,
V..coshax = g —2atanhax(g, —agtanhax)—a’g,
V.,coshax = g . —2atanhax (g, —agtanhax)—a?g,
V,..coshax = g, . —2atanhax(g, —ag, tanhax)—a’g,.

Reempazando en la ecuacion (3.13)
1
V=V — 5(1 + )"V )2+ (1 +t)"WV,—V,, +R=0,
obtenemos

coslllax I:gt - (gtxx —2atanh ax (gtx —ag; tanh ax) — azgt)
—2(1+t)"—— (g, —agtanh ax)’+(1+t)"W(g, — agtanhax)

coshax

—g,x +2atanhax (g, —agtanhax) +a’g]+R =0,

luego
(1+ a?—2a%tanh* ax)g, — g,vx — % (g, —agtanhax)?
+(2atanhax) g, + (a? — 2a?tanh® ax — a(1 + t)"W tanh ax)g
+(2atanhax +(1+t)"W)g, — g, +Rcoshax =0.
Asi,
o, ((1 + a®—2a’tanh® ax)g — g, + (2atanh ax)gx)
14+¢t)
a+0" (g, —agtanhax)*—yg —yg, + g, —Rcoshax
2cosh ax
donde

y = a?—2a*tanh® ax —a(1+t)"W(t, y)tanhax, ) =2atanhax+(1+t)"W(t,y).
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2.5. Quinto Calculo . Sea
y = a?—2a?tanh® ax + a(1 + t)" tanh ax tanh(y/2) + 0(1)

para todo t > t, donde y = (1+t)"x. Si t, es suficientemente grande y a > 0 es
suficientemente pequefi o tenemos que y > c, en efecto,

a(1l+ t)"sinh ax sinh (x(1+t)"/2)

1+ )" tanh ax tanh(y/2) =
a( )" tanh ax tanh(y/2) cosh ax cosh(x(1+ t)"/2)

Caso 1. ax < x(1+1t)"/2 < 1. como sinhz ~ 2, coshz ~ 1 cuando |z| < 1, entonces

nea; : n 2
a(l+ t)"sinhaxsinh (x(1+t)"/2) N oz_xz(1 L0 > 20252
cosh(x(1 + t)*/2)cosh ax 2

Caso2. 1 < ax < x(1+t)"/2, como sinhz ~ e*, coshz ~ ¢* cuando |z| > 1, entonces

a(l+ t)"sinh ax sinh (x(1+t)"/2)

~a(l+t)" > 2a?
cosh(x(1+ t)"/2)coshax ol ) *

Caso 3. ax <1< x(1+1t)"/2, tenemos

a(1l+ t)"sinh ax sinh (x(1 +t)"/2)

~a*(1+t)"x > 2a%
cosh(x(1 + t)*/2)cosh ax o J'x *

Con ello obtenemos y > c.

3. Calculo del Capitulo 4]

3.1. Primer calculo. Sea ®(t,x) = > ¢(x)(1 + t)* una solucién
k=0
aproximada del problema

( o(r—r. )+ +t)prr,+(A+t)p, r(r—1)

1
- [(Pxxrt + zat(goxrx) + Pelxx + 2(pxrx:l —Iyx = 0: X € (_ oo, O): t> O:
(5.6) i ¥
r(t,—oo) =1, r(t,0)=0,t>0,

| 7(0,x) =ry(x), x € (—00,0),

donde las funciones ¢, (x), 0 < k < m, son definidas recurrentemente por medio

de ecuciones las cuales son obtenidas comparando los términos que contienen
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(1+ t)7*. En efecto, tenemos

m+1

o, = Y g1+, & =—> (k=1 (1+0)7,
k=0 k=1

m m+1
S = > d/A+0 & == (k—=1¢;_ (1+0)*
k=0 k=1

m+1

b = — > (k=1 ¢y (1+1)
k=1

Al reemplazar en (5.6), obtenemos

m+1 m+1

D k=D ¢ 1+ 07+ D (k=1 (1 + )
k=1 k=1

+H(1+1t)y (Z ¢ (1+ t)_k) (Z ¢ (1+ t)_k)
k=0

k=0

m 2 m
+(1+ ), (Z (1 + t)"‘) —(1+0p, ) b1+ )7
k=0 k=0

m+1

ST+ TN k1) gy (10
k=0 L

m+1
2

2 X - !/ L — X / —,
Ny ks TN (k1) gl (L0
Y = ? =

2

—%qu;g(ut)—k— 22N g1+ 0™ =0
k=0 k=0

¥
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Luego

m+1 m+1

D k=D ¢ T+ 0+ D (k=1 (1+ )7
k=1 k=1

1+ 09 DD ¢ld L+ )+ (1+ 9, > > (1 +6)

[=0 s=0 [=0 s=0

—(1+ 0, Y e 1+ =D P+
k=0 k=0

m+1 m
XX —_ 2 X / —_
2N e~ 1) a1+ )= T2 1+ o)
Ly Ly
2(,0x s / —k Pe c 7 —k
22N k=1 (1+ O =2 gl (1 +1)
L v k=0
2 m
- Lp"ch,’c(1+t)"‘ =0.
¥ =

Tomando las aproximaciones

(1+t)p(t,x) = iak(x)(l + )7+ O™ (1 4 £)" M),
k=0

1+t (t,x) = i b ()1 + ) F+0(x™ (1 + ) (mHD),
k=0

(1+ t)% = ch(x)(l + )+ O™ (1 + £) "),

(1+ t)% = kZ:):ek(X)(l + ) F O™ + ¢) (D),

(1+ t)z% = kZ:):dk(x)(l + ) F+ O™ (1 + £) D),

(1+ t)z% = kZ:;fk(x)(l + )+ 0(x™ (1 + )",
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Tenemos entonces

m+1 m+1

D -1+ + > U=y A+
=1

1=1
i: ar‘ibz/‘ibs(l + f)_(HHS) + ii i br¢1¢5(1 + t)—(r+l+s+l)

=0 r=0 [=0 s=0

b,y (14 £) =" (1 + 1)
=0

+

s 10

o

3
o

+

(=D d (40 D=3 D 1 g1+ 0y

r=0 [=0

)
_ e

m m

(=1, (1+ D" e, ¢/(1+ ey 1D

r=0 k=0

N
I
—

M 1V D 1Ps DD
M

M=

erbl/(l + t)—(r+l+1) =0

ﬂ
Il
o
-~
o

Al Recopilar los términos con potencia t°, obtenemos la ecuacién

(/)/ - ao¢o¢6 =0,

los de potencia (1 + t)™!, obtenemos la ecuacién

1/ —dg (¢0¢1)/ = a1¢(/)¢o + booPo— boPo — Co¢(/) - eoqb(/)/.

En general al recopilar los términos con potencia (1 + t)7*, k > 1,obtenemos

J

Z ak—j‘P;_lﬁbz

k
j=0 1=0

—(k=D ¢+ (k=1 +

E

—_

j k=1 k=3
+ b1 j®j1¢1— Z bi—1-jP;— &) + Z Jdi—3-j9;
j=0 j=0

j [=0

o

-
N

k—2 k—1 k—1
=2 fia @ D ek )= 2 e8] = D ciay ) =0
j j=0 j=0 j=0

(-
o
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Asi,
koj k=1 j k—1
C= D @bl b = DD b bibi— D b
i=0 1=0 =0 1=0 =0
k—1 k—1
ek 1—]¢;/ Cr— —](p
j= j=0
k—2 k—2
fioai®) +chk 2 i
j=0
k-3
+ ) jdis i —(k—=1) 1 +(k—1) P,
=0
Como
koj j
> a bl ¢ = aozcﬁk lqbﬁZZak_quJ i
=0 1=0 i=0 1=0
J
= gy o+ do; ¢k+Zao¢k lqbﬁZZak_Jqs, 1.
j=0 1=0
Obtenemos
0 —apPoPy, =0, ¢ —aq (o) =2, k=1,
donde
k=1 j k—1
zi(t,x) = ZZ(ak—jd);_ld)l+bk—1—j¢j—l¢l)+2a0¢]/<_l¢l
j=0 [=0 =1
k—1
(bk—l—j ¢+ e ¢J/~/ t Cp1-j (ib;)
=0
k—2

k=3

(fk 2 jP; jck—z—j¢;)+zjdk—3—j¢j
i= =0
—(k=D¢pq +(k—1)§;_

para k > 1, donde a.(x), bi(x), c.(x), di(x), ex(x) ¥y fi.(x) son polinomios con
respecto a x de orden menores o iguales a k.
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3.2. Segundo Calculo . Sea

X

n
_ 1 2 1 / / .
$r(x) = cosh? (1x) f cosh (27)) J z(n)dn'dn; k=1.

1
2 —0o0 —0o0
donde
k=1 j k-1
z(t,x) = Z (ak—j¢;~_1¢1 + bk—1—j¢j—z¢z) + Z AP P
j=0 1=0 1=1
k-1
=2 (b sds Fea )+ é))
j=0
k—2

_ k—3
- (fk—z—j‘.i’]/- _J'Ck—z—j¢1/-) + Zjdk—S—j¢j
: ey

=0

j

— (k=D ¢y +(k—1) ¢,

los a(x), b(x), cp(x), di(x), ex(x) ¥y fi(x) son polinomios con respecto a x de
ordenes menor o igual a k. Probemos por induccién el siguiente estimativo

$r(x) < Clx[*e ™ k>1; cuando x — —oo.

Para k =1, tenemos

z1(x) = a9, + bo¢(2) —bodpo—eoPy — oy
Como ¢,(x) — 1; x — —oo, entonces byp. — by, — 0; x — —o0o, ademads
¢o(x) = o(e N, ¢y (x) = o(e ™); x — —oo. Entonces z,(x) = @(xe™™);
x — —o0. Asi

n n
f z(n")dn’ ~ f n'e1"ldn’ ~ ne™ cuando n — —oo,

—00 —0Q0

como cosh? (%n) = 0(e!") cuando n — —o0, entonces

x n
_ 1 (1 o
pi(x) = coshz(%x)JCOSh (37) J 51()dn'dn

X
~ e_lxlf elMnedn ~ x2e7* cuando x — —oo.

—0Q
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Por tanto ¢,(x) = @(x?e ™) cuando x — —o0.
¢1(x) ~ x2e ™ cuando x — —o0
¢1(x) ~ 2xe ™ + x?e* ~ x2e7X cuando x — —oo

¢7/(x) ~ x*¢" cuando x — —oo0.

Ahora

Zy(t,x) = aypyPo+ b1¢§ +a,¢1¢0+ boP1do+a;PyP1 + boPody +agd Py
- (b1¢0 +e g + C1¢6) - (b0¢1 +egp) + Co¢1) — fodpy— 1+ ¢/
como ¢,(x) = —tanh(5x), entonces
bi¢p2 — by, = x tanh(3x)[tanh(3x) + 1] — 0 cuando x — —o0, asf
z,(t,x) ~ aye ¥ +a;x%e M+ byxZe ™™+ a,x2e 2 4 g xte 2!

¢ e — pyx2e ™ — ey x2e ™ — ¢ x2e

—e.e
e — 2l 4 y 26l
~ x3e ™ cuando x » —o0

n n
f 2, (0 )dn’ ~ f (n)’ e 1ldn’ ~ ne ' cuando n — —oo,

entonces
x n
1 2 1 / /
$(x) = ——77—= | cosh”| =7 2,(n")dn'dn
cosh (Ex) 2
0 —00

X
~ e_l’dJ eMne Mdn ~ x*e ! cuando x — —oo.
0

Por lo tanto ¢,(x) = @(x*e ™) cuando x — —oo. Supongamos que
¢;(x) = 0(|x|” ™) cuando x —» —o0, 1 < j <k—1. Entonces
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k—1
zi(t,x) = (ak¢6¢o + bk—1¢0¢0) + Zi(ak_j(ﬁ;d)o + bk—l—j¢j¢o)
iz

k—1j-1 k-1

- Zl b (@1 + biajbjahr) + 3% (a1 @5, + by o)
J J=
k—1
+ lzl Qo b1= (b o+ ea by + cia i) = 32 (beory @)+ exaid? + i)

k—2

k—3
~fiay— 2 (fess®) =ik i) + 3 iy = (k=D iy + (k=D
j= j=

Como by_1¢q¢pg— br_1¢o — 0, cuando x — —oo y por hipotesis inductivo, ten-
emos entonces

k=1
zi(t,x) ~ e ¥+ D (ar_jx¥Fe M+ xPem |x|)+Z( xHe M4 by xem2)
=1
i( x2e X+ by xPe ) + qpxe ™ — (e e + ¢ e ™)
j=1
k-1
— > (bpoy_jx¥e ™ +e x2fe_|x|+ck_1_jx21e_|x|)—fk_26_|"|
j=1
k=2

j=

—(k 1) x2(kDe~ |"|+(k—1)x2(k Ve~ N

T
—

cuando x — —oo, como a,(x), b;(x), ci(x), di(x), ex(x) y fi(x) son polinomios

con respecto a x de ordenes menor o igual a k, entonces

k—1 k—1
Zk(t, X) ~ xke—lxl + Z(xk+je—|x| + xk—1+je—|x|) + Z (xk+je—2|x| + xk—1+je—2|x|)

j=1 j=1
k—1 ) k—2 ]
+x2ke—2|x| + xk—le—lxl + Z xk—1+]e—|x| + Xk_2€_|x| + Z xk—2+)e—|x|
j=1 j=1
k-3 )
+ Z Xk—3+]e—|x| + x2(k—1)e—|x| + x2(k—1)e—|x|
j=1

~ xke—lxl + xzk—le—lxl + x2(k—1)e—|x| + xk+le—2|x| + xke—2|x| + X2k6—2|x| + xk—le—lxl

L2k gl g k=2 oIl | 3 20k=2) =] | 3 2(k=3) p—lx| 4 3 2(k=1) p—Ix]
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~ x?1e=IXl cyando x — —oo0,

luego
X n
o (x) = ;Jcoshz(l )Jz( Ydn'd
k COShZ(% ) 27] t\n nan

X
~ e"x'f elMn?ledn ~ |x|* e cuando x — —oo.

—00

Por tanto ¢, (x) = 0( |x[*e~) cuando x — —oo. Hemos asi demostrado el

estimativo deseado.

3.3. Tercer Calculo . Probemos el siguiente estimativo
R(t,x) = 0((1 4 t) (mHDx3me=lxly
cuando x — —o0, donde

R = &,—-9, ., -, +(1+t)pdd, +(1+t)p,d(®—1)
_ Pax 20

m+1 m+1

=— Z (k—=1) ¢ (1+ )+ Z (k=1 ¢, (1+0)*
—qu "(1+t) +((1+t)tp Zak(1+t) )
k=0
+(1+¢)?! ((1+t)2<,0x Zbk(1+t) )@(@—1)

—a+o2|a+ t)zh — S d(1+ t)_k)

kO

(1+1¢) (’Ox—ch(1+t) )

k=0

—(1+t)™

(141t 2((1+t)2 “”“‘ ka(1+t) )

(1+ t) i b, (1+ t)_k)
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2 m
Px _ > 1+ t)_k) d.
k=0

+ (i a1+ t)—k) (i i1+ r)—k) (i /(1 + t)—k)
k=0 k=0 k=0
+(1+16)™ (Z b(1+1t)* (Z ¢ (1+ t)"‘) (Z ¢ (1+ t)"‘)
k=0 k=0

—(1+4+¢)7t

+(1+60)? Dl d(1+ 1)
k=0

|
o2
[
[
(

2.
k=0
Z ek(]. + t) —k
k=0
2.C
k=0

("i (k—1) (14 0)" )

+(1+1t)”

1
—(1+0)™

*J(Ee
(mf(k D, (1+1)" )
[£e0
(&

—(1+t)™

Como

(ki a(1+ t)-k) (ki 1+ t)-k) (ki (1 + t)‘k)
min{m,k} min{m,j}

3m
= 2(1 +oF 2 G b

j= maX{Ok m} [=max{0,j—m}

= 2(1 +1)7* Z Z QP P]

j=01=0
m j
_ /
+ Z (1+0)* 22 G jPj®
k= m+1 j=k—m1=0
. 2m m
_ /
+ Z (1+1) Z Z ak—jd)j—ld)p
k=2m+1 j=k—ml=j—m

(i a1+ t)-k) (i P+ t)-k) (i e t)-k)
k=0 k=0 i .}k:O
min{m,k} min{m,j

3m
= kzzo(l ok Y > G i

j=max{0,k—m} [=max{0,j—m}
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J

k
_Z(1+t ;Z —J¢J l¢l

m

¢ S avot S Saea

k= m+1 j=k—m[=0
. 2m m
_ /
+ Z (1+1) Z Z ak—j¢j—z¢p
k=2m+1 j=k—ml=j—m

(140 ( > by(1+ t)—k) ( > i1+ t)—k) ( > i1+ t)—k)
k=0 k=0 k=0
m+1 m m
== (Z bk—1(1+ t)_k)(z ¢k(1+t)_k)(2 ¢k(1+t)_k)
k=1 k=0 k=0

3m+1 ) min{m,k—1} min{m,j}
= Z (1+1¢) > > by_1-jP 1P
] maX{Ok 1—m} l=max{0,j—m}
m+1 1 ,j
- Z(1+t) Zzbk 1—]¢] l¢l
j=01=0
2m+1 m J
+ > (Q+0)* Db b
k=m+2 j=k—1—m[=0
3m+1 . 2m m
+ > A+ > > bi_1-iPj—1P1
k=2m+2 j=k—1—ml=j—m

(1+06)" (i bi(1+ t)‘k) (i di(1+ t)‘k)
k=0 k=0
m+1 m
= (Z by (1+ f)_k) (Z ¢ (1+ t)_k)
- k=0

2m+1 min{m,k—1}

= > @1+t > br_1-j;

k=1 ] =max{0,k—1—m}

m 2m+1 m

Z 1+6)7* Zbk -+ > (A+0) * > br_1-jP;s
k=1 k=m+1 j=k—1-—m

(14+1¢t)7? (édk(l + t)_k) (rz(k— D (1+ t)_k)

=(1+1t)3 (i d.(1+ t)_k) (ﬁ] ko (1+ t)_k)
k=0 k=0
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m+3 m

= (Z di—3(1+ f)_k) (Z ko (1+ f)_k)
k=3 k=0
2m+3 min{m,k—3}

= Z (1+16)™* > Jbk—s—j®;

] max{Ok —3—m}

m+2 2m+3 m
= Z(1+t) Z]dk 3_J¢]+k2+3(1+t) : kZ:; Jdi—s—;P;s
m j=k—3—m

(1+0) ( SR+ r)-k) (i /(1+ r)-k)

m+1 3m+2 m
- Z(1+t) ka 2—]¢ +k22(1+t)_ kzz fk 2—](15/‘
m+ j= m

(14+¢)7! (f} a1+ t)_k) (nil(k— D¢, ,(1+ t)_k)

k=0 k=1

=(1+4+1¢t)? (i c(1+ t)_k) (i k¢ (1+ t)_k)
k= 0
m+1 2m+2 m
= Z(1+t) Z]ck 2P+ S+ D] jeka—;®]

k=m+2 j=k—1—m

(1+¢)7! (i e (1+ t)_k) (Z ¢ (1+1t) )

k=0
2m+1 m
= Z(1+t) Zek 1P+ > A+ 1 P;
k=m+1 j=k—1—m
(1+¢)7! (Z a(1+ t)_k) (Z ¢, (1+ t)_k)
k
m ° 2m+1 m
Z 1+1t) ch ®i+ 2 A+ X gl
k=1 k=m+1 j=k—1-m
Entonces
m+1 m+1

=— Z (k=D a1+ )"+ Z (k—1) ¢, ,(1+1)"— Z ¢ (+1)7*

PSS Yo g0+ 3 0+0% B Sac e

j=01=0 k=m+1 j=k—mI[=0
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m+1

WGP+ Z (1+¢6) 2 Z]E)bk—l—j¢j—z¢z

2m

3m m

+ > 1+ > >

k=2m+1 j=k—ml=j—m
m j

2 X

2m+1
+ > (Q+0)* by_1-j PP
k=m+2 j=k—1—m[=0
3m+1 L 2m m
+ > 1+ DI bi1-jP 19
k=2m+2 j=k—1—ml=j—m
m k-1 2m+1 m
- 2(1 + ) Z b= 2 A+ X b,
k=m+1 j=k—1—m
m+2 2m+3 " m ]
+ Z(1+t) Z]dk 3 P; + 23(1+t) kz?, Jdi—s—;P;
k=m+ —o—m
m+1 2m+2 ” m
—Z(l'f‘t) ka 2_]¢ kzz(l-l_t)_k kzzl fk 2—]¢
m+ m
m+1 2m+2 . m
+ Z(l +t)” Z]ck Z_qu + > (1+¢) k JCk—z—j‘pJ/-
k=m+2 j=k—2—m
2m+1 m
—Z(1+t) Zek 1_J(;b”—kz 1(1‘|‘f) k kZ ek—l—j¢;~/
m+ =k—1-m
2m+1 ! m
— Z(l + )7k Z ck_l_j(i); — > A+t _ > Ck—l—j¢; +F
k=1 j=0 k=m+1 j=k=1-m
donde

= ((1 +t)p— i a(1+ t)_k) >,
k=0
+(1+t)? ((1 +t)%p, — i b, (1+ t)_k)d) (e—1)
k=0

—(1+1¢)2 ((1 + t)? (’0(;’“ i d,(1+ t)_k) o
k=0
—(1+1t) 2(

(1+ r)Z%— > fa+ t)—k) ®,

(141t 1((1+t)2%‘ ST (146 )
2 k=0

—(14¢)™ ((1 + t) i b, (1+ t)_k) P
¥ k=0

—(1+0) (2“0" — S 1+ t)_k)fbx
% k=0
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y teniendo encuenta las ecuaciones ¢ —a,¢,¢, =0y

k j
— (k=D g+ (k=1 + D> > a9/ ¢

j=0 1=0
k=1 j k—1
+ D> bbb — D b —
j=0 1=0 j=0
k-3
+ D idi b — ka 2 i +chk 2 i
j=0
i 1

ek 1—](]5 ch 1—]¢ kZl

g‘
O

Obtenemos

R= k§<1+t)—k(—<k—1)¢k_1+(k—1>¢,1'_1— "
m k j
+(1+ )™ m (=g, + ¢ ) — Py + kzl(l +1t)7 %lﬁoak_jqu_zcﬁ{ +ag o,
= j=01=

2m § m j 3m y 2m m
+ 2 A+ X Yadad+ X A+ X D a e
k=m+1 j=k—m1=0 k=2m+1 j=k—ml=j—m
k=1 ,j 2m+1 m J
+ 2(1 +O Y Db+ 2 A+ D Db
J=01:o k=m+1 j=k—1—mI=0
3m+1 m m k—1
+ 3 (40t Z 2 b b — A+ by p;
k=2m+2 j=k—1-ml=j—m k=1 j=0
2m+1 m k=3
— > Q+o X bi_1_;jP; + 2(1 +6)F Jdk—s—;®;
k=m+1 j=k—1—m k=3 j=0
k=3 k=3
+(1 + t)_(m+1) Z jdm_z_jd)j + (1 + t)_(m+2) Z jdm—l—j(pj
=0 =0
2m+3 ’ m m ’ k—2
+ Z (1+t)_k Z jdk—B—j¢j_ Z(1+t)_k ka—z—jd);
k=m+3 j =k—3—m j
2m+2
—(1+1t)” (’““)me 10— 2 A+ Z fia @]
k=m+2 ] =k—2—m

+ Z (1+0)* Z fck—z—j¢; + (14 ) Z jcm—l—j¢]/-
k=2 Jj=0

j=0
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2m+2 m m k—1

+ > A+t > ]ck_z_jgi)]’- —>@A+e)*y ek—l—j¢;/
k=m+2 j=k—2—m k=1 j=0
2m+1 m m k—1

- 2 A+ 1P — 2+ C1-jP;
k=m+1 j=k—1—m k=1 j=0
2m+1 " m

- > A+ X Cr1-j P+ F
k=m+1 j=k—1-m

J

R=(+ 07" m (=g, +97)+ 3 (1407 X Ya b9

k=m+1 m[=0
3m . 2m m 2m+1 . m j
— / —

+ 2 A+ > D g+ D (1+1) >, b

k=2m+1 j=k—ml=j—m k=m+1 j=k—=1-m1=0

3m+1 . 2m m 2m+1 ) m
+ D A+ X D> b — > A+ D by ¢

k=2m+2 j=k—1—ml=j—m k=m+1 j=k—1—m

m—2
+(1+ o) mD Y jd, ¢+ (1 + )
o ;

m—1
Jdm—l—j¢j
j= =1

2m+3 m m—1

+ Z (1+ t)_k Z ]dk_3_j¢j —(1+ t)_(m+1) Z fm—l—jd);’
k=m+3 j=k—3—m j=0
2m+2 " m m—1

— > A+ X fk—z—jqul' +(1+ ) 3 ]cm—l—j¢]/'
k=m+2 j=k—2—m j=1
2m+2 . 2m+1 . m

+ 2 @+ ]Ck—z—jd)]/'_ 2 @+ X ek—l—j(p;‘/
k=m+2 j=k—2—m k=m+1 j=k—1-—m
2m+1 m

- 2 A+ > g +F
k=m+1 j=k—1—m

Observemos

J

2m m
> A+t _%_: D Ui P

k=m+1 J m =0
2m . j—1
— / / /
= >, (1+1) Z (ak—j¢j¢o+zak—j¢j—l¢z+ak—j¢0¢j)-
k=m+1 j=k—m =1

2m+1 m ]

m J 2m+1 m j
=(1+¢t) m+D (Z > bm_]-¢j_l¢l) + 2 A+ X b
j=01=0 k=m+2 j=k—1-m1=0
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= (1+¢) (m+ (b

||M§

#5230 ,01)
LY st S (bk_l_j¢j¢o+ibk_l_jcbj_zqsz)

k=m+2 j=k—1—

™Mz

1

:(1+t)_(m+1) (bm¢0¢0+ ( —]¢]¢0+Zb —)¢] l¢l+b —]¢0¢ ))

J

2m+1 m
+ > A+ Y (bk—l—j¢j¢0+zbk—l—j¢j—l¢l)-
k=m+2 j=k—1—m =1
2m+1 m
> A+t X bi_1-;9;
k=m+1 j=k—1-m
m 2m+1 m
=(1+¢)(m+D (Z by )"' DA+t br_1-jP;
j=0 k=m+2 j=k—1—m
m 2m+1 m
=(1+t) (mH)( + 2, bm—j¢j) + > (1+ t)* >, br_1-jp;-
j=1 k=m+2 j=k—1—m

m—2 m—1
(14 ) tmH ) jdmoj¢;+(1+ £y Y Jdm-1-;®;

j=1 j=1

2m+3 m
+ > A+ Jdi—3—P;
k=m+3 j=k—3—m
m—2 m—1
=(1+4¢) mD Z Jdmojp; +(1+ £)~m) Jdm—1-;9;
J j=1
2m+3 m
H(1+¢) m+3) Z]d _ip;i+ > (A+e) : > Jdi—z—; b
j= k=m+4 j=k—3—m
2m+2 m
(1+ )" m me ®i+ 2 A+ Y fia ¢
k=m+2 j=k—2—m
=(1+4¢)(m+D (fm—1¢6 + Z fm—l—j¢;) +(1+ ) m+2) > fm—j¢;
i=0
2m+2 !
£ A+ Y fi 2 9]
k=m+3 j=k—2—m

= (1+t)"mD (fm—1¢6 + mZ fm_l_jqb;) +(1+ ) (fmqﬁé + i fm—f¢§-)
J= J=
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2m+2

a0 Y fi 2P
k=m+3 j=k—2—m
2m+2 m
(1+¢) D Z Jema@it 2 A+ X jos @]
k=m+2 j=k—2—m
m
= (14 ¢) D ng Jema !+ 1+ t)_(m+2)§)jcm—j¢]/'
2m+2 m
+ 2 A+ D o ¢
k=m+3 j=k—2—m
m—1 m
= (1+ )00 ; Jema; @)+ 1+ t)‘(m”);jcm_j%’-
2m+2 m
+ > 1A+ 3 jck—2—j¢]/"
k=m+3 j=k—2—m
2m+1 m
> @+ > er1-jP;
k=m+1 j=k—1—m
2m+1 x m
=(1+1t) (mH)Ze TR 2 Q+0™ X €19}
k=m+2 j=k—1—m
2m+1 m
:(1+t)—(m+1>( 0+ S ) B 3 e
k=m+2 j=k—1—m
2m+1 m
> A+ Ck—1—j¢/~
k=m+1 j=k—1-m
2m+1 m
=(1+1) (mH)ZC Pt 2 A+ Cro1-j P
k=m+2 j=k—1—m
) m 2m+1 " m
—(m / — /
=(1+¢t)m+ )(cm¢0+2cm_j¢l/.)+ Z (1+1¢) . Z Ck—l—j¢j'
= k=m+2 j=k=1-m

Asi

R=(1+t)™Vm(—¢, +¢”)

2m m -1
+ > @A+e)* . ; (ak_jquq,’)(’) + lzlak—j¢j—l¢l/ +ak—j¢o¢;~)
j=k—m =

k=m+1
3m " 2m m
+ > A+ > D a9
k=2m+1 j=k—ml=j—m
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+(1+ ¢y m+D) (bm¢o¢0 + i (bm—j¢j¢o +Z§: by j®j1 ¥+ bm—j¢0¢j))
=1 =1

2m+1 m j
+ > A+ (bk—1—j¢j¢o + 2] bk—l—j¢j—l¢l)
k=m+2 j=k—1—m =1
3m+1 . 2m m
+ > 1+ > 2 bi1-jP 19
k=2m+2 j=k—1—ml=j—m
m 2m+1 m
1+ (b0t Bbu gy )= 3 a0 B b
j=1 k=m+2 j=k—1—m
m—2 m—1
+(1 4 1) 0mD) Z Jnoojd; + (1 + )R Y jd b
j j=1
] 2m+3 ’ m
+(1+41¢) (’"+3)Z]d i+ > A+ Y jdes 9
k=m+4 j=k—3—m

—(1+ £y (mD (fm_1¢6 + Z fm_l_j¢>’~) — (14 e) (fmq% + ifm—f#)
pe

2m+2
S a0t Y fi 2 @)+ (14 £) (™D ZJcm 19
k=m+3 ] =k—2—m
2m+2
+(1+16)” (m+2)210m—1¢ FY a0t Y o 29
j= k=m+3 j=k—2—m
2m+1 m
—(1+ )" (mD (em¢6/ + Z em—j¢]/'/) — > @+t ek—l—j(i);/
j=1 k=m+2 j=k—1-—m
m
—(1+1¢) "t (cm¢g + Zlcm_jcbj-)
2m+1 m ’
— > A+ X Cr1-jP; +F.
k=m+2 j=k—1-m

Teniendo encuenta los estimativos ¢y(x) — 1, qb(()j)(x) =0, j=1y
qb,(cj)(x) =0( |x|2k e, k>1, j =0 cuando x — —oo. Obtenemos

2m m
R~ (14 t) mx2me=lxl 4 3 (14 ¢)7% 3 (acktie 2l 4 xktiel)
“k

k=m+1 j=k—m

3m m

+ > 1+ >
k=2m+1 j=k—m
m

2

m
j=1

2m+1 3m+1 2m
+ Z (1+t)_k (xk—1+je—|x| +xk—1+je—2|x|)+ Z (1+t)_k xk—1+j p=2Ix|
k=m+2 j=k—1-m k=2m+2 j=k—1-m
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m 2m+1 m
—(1+ t)—(m+1) (bm¢o+ Z xm+je—|x|) _ Z (1+ t)—k Z xk=1+j g=Ixl

j=1 k=m+2 j=k—1-m

m—2 m—1 m
+(1 + t)—(m+1) Z xm—2+je—|x| + t—(m+2) Z xm—1+je—|x| + (1 + t)—(m+3) Z Xm+je—|x|
j=1 j=1 j=1

2m+3 m m—1
+ Z (1 + t)_k Z Xk—3+je—|x| _ (1 + t)—(m+1) xm—le—lxl + Z Xm—1+je—|x|
k=m+4 j=k—3—m j=1

3 a2 [ omyel S eyl | S kN k2 el
(1+1) xMe ™+ > x™mtie > (1+1t) >ox e

j=1 k=m+3 j=k—2—m

m—1 m
H(L+ £) D) S ymIt eIl 4 (1 4 ) (m¥2) H et ]
j=1 j=1

2m+2 m ) m )

+ > @+ S xR — (1 4 ¢)~mtD (x”%a"’" +>! x’"”e""')
k=m+3 j=k—2—m j=1
2m+1 m ) m )

— S A4S xk e (14 ) n4D) (xme_|"| +3 xmﬂe—lxl)
k=m+2 j=k—1—m j=1
2m+1 m )

— > @+eyt D xk e,
k=m+2 j=k—1—m

Como x?¢p?2 —xP¢, — 0, cuando x — —oo, para todo p €N,

entonce R ~ (1 + t) ™ Vx3me= Il cuando x — —oo.
3.4. Cuarto Calculo . Apliquemos h(t,x)=w(t,x)coshax a la ecuacion

1
We—=Wex = Wiy + (1 + t) ((Pq)w)x + 5(1 + t) ((sz)x

+%(1 + ) w*+(1+t)p (@—1)w— 20 w,
P w,— 2P ux W, — 2<watx — &Wxx +R =0.
' ¥ ' '
Tenemos

h=wcoshax, w= ﬁh, wsinh ax = htanh ax

h, =w,coshax w,= ﬁht, w,sinh ax = h, tanh ax

h, =w, coshax + awsinh ax = w, cosh ax + ahtanh ax

w,coshax = h, —ahtanhax, w, = ﬁ (h, —ahtanhax),

w, sinh ax = tanh ax (h, — ahtanh ax)
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h., = w, coshax + ah, tanh ax
' (h,, — ah, tanh ax)

Wix = Coshax

w,, sinh ax = tanh ax (h,, — ah, tanh ax)

h,. =w,, coshax + 2aw, sinh ax + a?w cosh ax

= w,, coshax + 2a tanh ax (h, — ahtanh ax) + a?h,
w,,coshax = h,, —2atanh ax (h, — ahtanh ax) — a’h
Wiy = =2— (hyx —2atanh ax (h, — ahtanh ax) — a*h)
w,, sinh ax = tanh ax (hxx —2atanhax (h, —ahtanh ax) — azh)
vy = Wiex cOshax + 2atanh ax (g,, — ag, tanh ax) + a’g,

W, coshax = h,,, —2atanh ax (h,, — ah, tanh ax) — a?h,.

Luego

L_h, — —— (h, —2atanhax (h,, — ah, tanh ax) — a*h,)

cosh ax cosh ax

*— (h,, —2atanh ax (h, — ah tanh ax) — ah)

coshax

(1+6)(p®), ﬁh +(1+t)p®—— (h, — ahtanh ax)

cosh ax

+(14+t)p, ——h—2=s5+ (14 t)p—>—h (h, — ahtanh ax)

coshax ' cosh $x cosh? ax
FA+ D0 (@ — Dl h— 2% 1 (4 ghtanhax)
_ 90(;* ——h,— 2:‘(;“‘ —— (h, —ahtanhax)
_2%‘ m (h,, — ah, tanh ax)
_%ﬁ (hy, —2atanh ax (h, — ahtanh ax) —a?h) + R = 0.

h, — (R, —2atanh ax (h,, — ah, tanh ax) — ah,)
—(hyx — 2atanh ax (h, — ah tanh ax) — ah)
(1+¢6)(p®) h+(1+t)p®(h, —ahtanhax)

+(1+ t)e, COsﬁgxsh + coslllax(l + t)ph (h, — ahtanh ax)

2
+(1+t)p,(@—1)h— Px (h, — ahtanh ax)
2 2
_Prxp  ZPe o ghtanhax) — 22X (h,, — ah, tanh ax)
¢
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92

P (hxx —2atanh ax (h, —ahtanhax)— azh) +Rcoshax =0.
2

h,—h,,, +2atanhax h,, —2a®tanh® ax h, + a’h, —h,,
+2atanhax h, —2a?tanh® ax h+ a?h + (1 +t) (go@) h
+(1+t)pdh, —(1+t)pPa tanhax h+ (1 + t)p, —== cosha ———sh
CoshM(l + t)cphh — COShw(l +t)patanhax hh+ (1 + t)p,.(®—1)h

3 2 2
_2Pxp 2P anhax h— Py, - 2P | 2Pu i g h
0 ¢ ¢ 0 0

2 2
Soxh L= 2P o tanh ax h,— ﬁhxx Pt o atanh ax h,
\4 14

—&Za2 tanh? ax h + &azh +Rcoshax =0.
' "2

2 2
(1 + o — 202 tanh® ax — 22 4 ZPx ) ht—htxx+(2a tanh ax — 22X ) Ry
¥ ¥ ¥

+ (a2 —2a?tanh® ax + (1+t)(¢p®), —(1+t)pPa tanhax + (1 + t)cpx—cosﬁgxs
2
2

—(1+¢t)y s

2
+2%0 0 anh ax — 2202 tanh? ax + & Z)h
' '

atanhax+ (1 +t)p, (@—1)+ atanh ax

h
coshax

29x _ 2P P

¥ <P

(1 + ﬂ)h“ + ——(1+t)phh, +Rcoshax = 0.
¥

+(2atanhax+(1 +t)pd— 2atanhax)h

2 2

(1 +a® — 2a® tanh? ax — 2 4 Z¥x )ht—htxx+(2a tanh ax — 22X ) Ry

¥ Y ¥
+(a? — 2> tanh? ax + (1 + £) (9®), — (1 + t)p@atanh ax + (1 + £)p, =iz

2
—(1+ )5 xatanhax +(1+)p(2—1)+ =y tanh ax
2
+ 22 5 tanh ax — 2202 tanh? ax + 24 z)h
' ' 9 290
+ (Zatanh ax +(1+t)pd— Px 2P | Ptoqtanh ax)h
' Y

(1 + ﬁ)hm +—L_(1+t)phh, +Rcoshax =
¢
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2 2
(1 +a® — 2a® tanh? ax — 2xx 4 2¥x )ht—htxx+(2a tanh ax — 22X ) hy
1% 44 '
((1 + &) (a? —2a%tanh® ax) + (14 t) (¢®), + (1 + )9, (@ — 1) — (1 + t)pPatanh ax
¥p
2 2
+A+ ) — (1 + t)c,ocoshaxatanhax + ( LS + ﬁ) atanh ax) h
2 '4 14
2 2
((1 + ﬂ) 2atanhax + (1 +t)e® — (& + &)) h,
Y 4% 4%

(1 + —)hxx + —=— Coshax tohh, + Rcoshax =
'

2 2
[(1 +a® — 2a® tanh? ax — 2 4 £Px )h—hxx + (Zatanhax— (Px)hx]
14 44 Y
((1+—) 2—2a%tanh® ax) + (14 t) (p®), + (1 + ), (& —1)
—(1+ t)cp@atanh ax+(1+ t)(px@ —(1+ t)cpcoshaxatanhax
2 2
(+( Px | )atanhax ( (px) atanhax+(¢xx) )h
¥ Je Y Jt
2 2 2
+((1+ Las 2atanhax+(1+ t)pd— ( Px +ﬂ)+( tpx) )hx
4% 44 Y Je
(1 + ) Coshom(l + t)phh, +Rcoshax =
2 2
o, (1 + o — 202 tanh? ax — 2 4 Z¥x )h—hxx + (Zatanhax— (px)hx]
1% 44 44
+(( ) 2—2a2tanh® ax) + (1 + t) (@), + (1 + t)p, (& — 1)
—(1+ t)(pcbatanh ax +(1+ t)%c@ —(1+ t)cpcoshaxatanhax
2
Px (1+ (’Dt)atanhax+((’0xx) )h
' Y It )
+((1+—) Px (1+ﬁ))hx
4% 44
(1 + )hxx + ——(1+t)phh, + Rcoshax =
2 2
Gt[(l +a® — 2a® tanh? ax — 2 4 ZPx )h—hxx + (Zatanhax— (Px)hx]
14 44 '
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2
+ ((1 + &) (az —202tanh? ax + 22 g tanh ax) +(1+6)(e2), +(1+ t)p, (@—1)
' P

—(1+t)p@atanhax + (1 + t)@x@ —(1+ t)ﬁP—cosﬁ%thtanhax n (‘Pxx) )h
t

'

2

+ ((1 + &) (Zatanhax - &) +(1+ t)<p<I>) h,
' '

— (1 + &)hxx + —+—(1+t)phh, +Rcoshax = 0.
¥

cosh ax

2 2
o, [(1 + a® —2a?tanh? ax — % + %atanhax)h—hxx + (Zatanh ax — :ﬁx)hx]

2
+ ((1 + &) (az —2a?tanh?® ax + %atanh ax) +(1+6)(p®), +(1+t)p, (®—1)

¥
—(1+t)pdatanhax + (1 +t)p, =z — (1 + t)¢matanhax+(¢xx) )h
2 2 (p .
2
+((1+%)(2atanhax— zx)+(1+t)(pq>)hx

— (1 + %)h” + ——(1+ t)phh, +Rcoshax = 0.

cosh ax

Obtenemos entonces la ecuacién

2
o, [(1 + o — 202 tanh?® ax — 2 1 ZPx 5 anh ax) h
¥ Y

2
—h,, + (Za tanh ax — zx ) hx]

=—y,h—Y.h, + (1 + ﬁ)hxx — ——(1+t)phh, —Rcoshax
'

cosh ax
con la condicion de frontera h(t,0) =0, donde

2
X o= (1 + %) (az —2a?tanh® ax + %atanh ax)

—(1+t)pdatanhax + (1 +t)e, o
cosh 5x

—(1+1t)yp lia atanh ax + ((Pxx)
t

cosh 5x @

2
"’X) +(1+ 0)pd.
¢

Y, = (1 + &) (Zatanhax -
¥
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3.5. Quinto Calculo . Verifiquemos que y,(t,x) = —c,;, con ¢; > 0, para
todo x < 0y para todo t > t,.

. . . 2
Primero analicemos la expresién a®—2a?tanh? ax + Z9x 4 tanh ax para todo x €
'4

(—00,0) y todo t > 0. Observemos que para todo z < 0, tenemos —1 < tanhz < 0,
entonces 0 < tanh®z < 1, por tanto

2 2
=Py < @202 tanh? ax + ZPX g tanh ax < @2 para todo x < 0. Entonces
P \4
2 2
—(az + &a) (1 + &) < (1 - ﬁ) (az —2a®tanh® ax + &atanhax) <a? (1 + &)
' ¥ 14 Y ¥

20,

Como a > 0 es suficientemente pequeno (a < 1), ~(1+t) 1y P (1+¢)t
¥

cuando t — oo, entonces para todo t > t, > 1, donde t, > 0 es suficientemente

grande, tenemos

2
—20*(1+a) < (1 + &) (az — 202 tanh? ax + 2¥% g tanh ax) <a*(1+a)
2 2
2 Pe 2 2 2 20, 2
—4a* < [(14+— ||l a°—2a“tanh®ax + —atanhax | < 2a
'2 '2
2
—4 < (1 + &) (az — 20 tanh? ax + &atanhax) <2
2 2

Ahora analicemos

G(t,x) = (1+8)(¢®), +(1+ ), (2—1)—(1+ t)pPatanhax
= 1+t)e,(22—-1)+(1+1t)p (P, —Patanhax)

Como & ~ —tanh(3), ¢, ~ —ﬁ, para todo x € (—oo,0) tenemos
cosh®(3)

b X 1
G(t,x)~(1+t x(2‘tanh—‘—1)+ 1+t (a tanh ax ’tanh—‘——),
(6,x)~ (1+ 1)y 2 (I+0)p| al | 2| eo?(®)
z < a, entonces

1 1
como —1 §2|tanh§|—1 <ly—3 §a|tanhax||tanh2|—m

—(1+t)p, < (1+t)(px(2‘tanh§‘—1)S(1+t)(,0x

f’_;
2
21 2cosh™(3)

—(1+t)p < (Q+1t)y (altanhaxl ‘tanh ) <A+ t)pa,
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por tanto
-+, +(1+t)e] <G(t,x)<(1+t)p, +(1+t)pa.

Como o~ (1+1t), p, ~(1+t)2cuando t — co

1

X
—(1+t)p<(1+t a [tanh ax ‘tanh—‘——

)<(1+t)<pa

Caso1(x <—3t)(t=¢t,> 1)

—[(1+6)*t+1]

IA

Gt,x)<(1+t) ' +a

—[a+1]

IA

G(t,x) < 2a
—2

IA

G(t,x) <2a
—2

IA

G(t,x)<2

Caso2(-3t<x<0)(t=¢t,>3)
Como (1+t)p, ~(1+t)" y (1+t)p ~ (1 + t) 7y entonces

—[(1+t)_1+(1+t) <G(t,x)<(A+t)'+(1+0)

1+t+|x|] 1+t+]x|

a(l+t) a(l+t) a
1+t+]x| ~ 1+t+|x| ~ 27 entonces

observemos

—2a < G(t,x)<2a
-2 < G(t,x)<2.

S

Ahora analicemos (1+ t)wxm —(1+t)p——-atanh ax para todo x € (—o0,0)

a
cosh 5 x

(A4 t)p—

(1+t)p, atanh ax

cosh 5 x
s

cosh 5x

= (1+1) (¢, —patanhax)

cosh 5x
s
cosh

= (1+¢) (¢, + paltanhax|)

a
EX
Asi,

S

cosh 5x

0<(1+t) (¢, + @altanhax|) < lIslloo (1 +6) (0, + pa).
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ahora de la misma manera como se hizo el estimativo anterior, en los casos 1

y 2, obtenemos

0<(1+1t)
C

S
p—— (px + paltanhax|) < 2alslloo < 2Isloo -
0S EX

Podemos asi concluir que existe un c¢; > 0 tal que y,(t,x) > —c;, para todo x <0

y para todo t > t,.

3.6. Sexto Calculo. Aplicando s(t,x) = w(t,x)coshfx,donde 8 = a/2 a la
ecuaci 6n (4.5), obtenemos
o, [(1 + B2 —2p%tanh* Bx — )s

2
+ (2/3 tanh Sx — ('Ox)sx] — X3S — oS, (1 + ﬁ)sxx
¥ ¥

tanh
_(14pfa—ptanhpx,
hﬂ cosh Bx

(PXX

—(1+ )

—Rcoshfx =0

con la condicion de frontera s(t,0) = 0, donde

Yo = (1+—)(ﬁ2 232 tanh? )

+t(p®), +ty, (®—1)—tpdp tanh fx + ((P;x) .
t

2
SOX) + tpd.
¥

W, = (1 + %) (2/5 tanh fx —

Por Lema sea {(t) la curva tal que 5(t) = s(t, {(t)) = Sup,c(_o0 0)s(t, x), por
tanto s, (t,{(t)) = 0 para casi todo t > t,.
Como (1 + B2 —2B%tanh? fx — T=x 4

principio del maximo,

) > 0, entonces aplicando el

('PDXX

syl c(t))) <
—ptanhfx _

o, ((1 + B2 —2p2%tanh® Bx —

—x2§+(1+;)sm(t () — 12

§* —Rcosh
cosh Bx cosh fx
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ahora y, > c,, para todo x : =3t < x < 0 y para todo t > t,, donde ¢,

suficientemente grande, entonces

2“”"/5tanhﬂx)ﬁ—sm(t,c(r))) <
"2

— @ tanh
—c§+sxx(t,§’(t))—t(px p tan /jxs”z—Rcoshﬁx
cosh Bx

Como s, (t,{(t)) <0, aplicando nuevamente el Lema a
§xx(t) = infxe(—oo,o) Sxx(t:x) < 0 se tiene que §xx(t) = sxx(t: C(t)) y
Sert(t) =s,4.(t,C(t)) en casi todo t, por tanto

2
at((1+/52—2/32tanh2/3x—@+ ‘pX/stanh/sx)s“—gxx) <
o o

— @ tanh x
—c2§+§xx—t% coihﬁx P §2 —Rcosh fx

3, ((1 + % —2f2tanh? fx — 22 4
¢

Como
. ¢, — @ tanh Bx
cosh Bx

Y 1@elloo SCA+1)72 [¢lloo < C(1+t)7, entonces

< Ct(lpxlloo + 11 lloo)

— @ tanh Bx
cosh Bx

Ademss cosh fx = 0(eP¥) y R(t,x) = @((1 + t)~ " D|x|*me ) sobre (—oo,0],

tenemos entonces

<C.

‘(1+t)¢x

COS X| = +t X e
[Reoshfx| < (1+0) " D]x[mel-Dlx

< (14¢)y

Por tanto
2
5, ((1 + B2 —2B%tanh? fx — Pxx 4 “¥xg tanh[o’x)§—§xx) <
e o
—c,§+ C52 + C(1 + t)~(m*D)

tpxx+2

si hacemos J(t) = (1+/52—2ﬁ2tanh2/3’x—

tenemos entonces

wxﬂtanhﬁx)§—§xx > 0,
4

J, <=8+ C2 4+ C(1 +t)~(m+D),
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2
Sea M, = max| 1+ 2 — 2B2tanh? fx — 22 4 ZPx g anh B >0y
’ ¢
Prx | 2P

mz=min(1+[52—2ﬂ2tanh2/3x——+ ﬂtanh[}x)>0,
44 1%

2
M,$(t) = (1 + B2 —2p%*tanh® Bx — Prx 4 &ﬁ tanhﬁx)§(t)
¥ ¥

m,s(t) < (1 + B2 —2p%tanh? Bx — % + 2:5’(/3 tanhﬂx)§(t) <J(t)

entonces

1 2
-5 < —— (1+[32—2/32tanh2ﬁx—&+ %ﬂtanh/}x)s”
M e @

2

1 2 1
= — ((1 + B2 —2p%tanh? Bx — Pax | &ﬁ tanh[o’x)s”—§xx) ——35.
M, ' ¥ M,
1 1 .
= ——J- —Syx
M, M,
y
. 1
(5.7) S(t) < —J(t)
my
luego

J, < —§+5., +CA+0)2+C(1+t) D

C C
< —2J+ (1 — —Z)s"xx +C(1+t)J*+C(1+ ) tm*D
MZ M2

se puede escoger c, > 0 suficientemente pequeiio tal que ( — Zf,l—zz) > 0, entonces

C
J, < —2J+CA+t)J2+C+t) D
M2

J, < —rJ+CA+t)*+C(1+t) D
Sea J(t) = z(t)e %, entonces

ziell—q) < —qJ+C(A+t)J2+C(+t) D
z, < Ce¥(1+t)2%+ Cel'(1+1t) ™.
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De la misma manera, como se demostro|3.16|en el capitulo anterior, obtenemos

entonces
(5.8) z(t) < Cedt (1 +¢)"m+V

para todo t > t,. con ello tenemos J(t) < C(1+ )™ y por tenemos
§(t) < c(1+0) ™Y si hacemos 3(t) = inf, c_c0,0)s(t,x), obtenemos 5(t) >
—C(1 + t)"™*V para todo t > t,. Por tanto tenemos el estiamtivo ||s(t,x)||e <
C(1+t)~™* para todo t > t,.

3.7. Septimo Calculo. Apliquemos g(t,x) = W(t,x)coshax a la ecuacion

2 2
(1_ P +( SOX) )Wt_&wtx_wtxx
¥ ¥ Jx '

2 2
(1 L)k (s e e () )y,
4 ¥ x

¥ ¥

+ ((1 + 1) (®—1)+ (2zx)x M (2%) B (%)) v

+%(1 + ) pw? + %(1 + 087" (e.w?) —(1+ 037 ((p(2— 1)), W)
(@) (%) < (22) (%))
+5-1 (ax[soxx_(zsox) ]Wt)% o,

e e ),

Tenemos

Cosli ax & W sinhax = g tanh ax

— __1 : —
g =W,coshax W,=_5—g, W,sinhax =g, tanhax

g=Wcoshax, W=

g, = W, coshax + aW sinh ax = W, cosh ax + ag tanh ax

W, coshax = g, —agtanhax, W, =——(g,—agtanhax),
W, sinh ax = tanh ax (g, — ag tanh ax)

gix = W, coshax + ag, tanh ax

Wix

W,, sinhax = tanhax (g,, —ag, tanh ax)
100
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gvx = W, coshax + 2aW, sinh ax + a*W cosh ax

= W,, coshax + 2atanh ax (g, — ag tanh ax) + a’g,
W, coshax = g, —2atanhax (g, — agtanhax) — a’g
W,

XX

W, sinh ax = tanh ax (gxx —2atanhax (g, —agtanhax)— azg)

= coshax (gxx 2atanh ax (gx —ag tanh (XX) - aZg)

Zirx = W, coshax +2atanhax (g,, — ag, tanhax) + a’g,

W,,,coshax = g, —2atanhax (g,, — ag, tanhax) — a’g,.

Reemplazando, obtenemos

Pxx 20, 20,
(1 - " ( ) ) COS}llax 8~ Cosfllax (gtx —Qag; tanh ax)
¥ ¢ Jy ¢

——— (g,xx — 2atanh ax (g,, — ag, tanh ax) — a’g,)

coshax

2 2
+ ((1 +t)pd— Sx Py (&) ) —— (g, —agtanhax)
' ' Y Jx

+((1+ D@1+ (22) +(22) (%) )mﬁwg

LHL 00w 31+ 0 () (13 08 (oo 1), W)
(e (%) (%) (%) =)
+0." (8x [(P“ — (2%) ] coshax) +R,=0.

¥ Y Jx

(pxx 2(,0)( 2(10)( 2()0)(
(1— +( ))gt__gtx
'4 Y Jx ' ¥
€. +2atanhaxg,, —2a®tanh® ax g, + a’g,
1+_)gxx (1+ﬁ)2atanhax gx
'Z
Pe

(1 + )Za tanh® ax g + (1 + —) a’g
14

2
(s Dpe—20x 200 (%) )gx
¢ v ¢ Jx

(14_&) 1 (gxx 2atanhax(gx—agtanhax)—azg)
%
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2 2
—((1+t)¢¢—%—%+(%) )atanhax g

oo (2 (2 (2))

+3(1+ 1) coshaxpw? + 3(1+ t) coshaxd; " (o, w?)
—(1+t)coshaxd* (¢ (@ —1)), W)

—COSh(X.X'ax_1 (ax |:(2(px) + (chtx) - (&) :| cosﬁax)
¥ Jx 44 X P Jxx

2
+coshaxd_! (GX [(Pxx — ( (px) ] coifax) + R, coshax = 0.
4 Y Jx

¥ Y Jx

Px

(Za tanh ax —
( "2

(1 + ﬂ) (a2 — 2a?tanh? ax) +(1+ ), (2—1)—(1+ t)pPatanh ax
'

2 2 2 2
+( L& +—(Ptx—(ﬂ) )atanhax+8x[ L& +—(’0“‘—(&) ])g
¥ ¥ Y Jx ¥ ¥ Y /x

2 2
+((1+t)<,0<1>—( wx+&—(ﬁ) )+(1+&)2atanhax)gx
¥ ¥ Y Jx ¥

— (1 + ﬁ) Zox + %t cosh axpw? + %t coshaxd ! (SOxWZ)
¥
—tcoshaxd " ((¢, (@ — 1)), =2—)

cosh ax

2 2
—coshaxd* ((& i 25 (&) ) Cosﬁax)
(p (p (P X/ xx

2
—coshaxd* (ax [( SOX) — %X] Cosi‘ax) + R, coshax = 0.
Y Jx ¥

2 2
Et[(1+a2—2a2tanh2ax—(&—( (Px) )+ (’Dxatanhax)g
¥ Y Jx ¥

2 2
+coshaxd! (8x [(Pxx — ( tpx) ] cosﬁax) + (Za tanh ax — &) gy — gxx]
14 ¥ Jx ¥

+ ((1 + ﬂ) (a? —2a?tanh® ax) + tg,(® — 1) — tpda tanh ax
¥

2 2
(1 _ Py (&) + a? —2a?tanh® ax + &atanhax) &
¥
_.l_

)gtx — 8txx
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2 2 2 2
+( ¢x+—%x—(&) )atanhax+8x[ ¢x+—¢tx—(&) ]

'4 Y P Jx 4 4 Y Jx

2 2
+8t[¢xx—( (px) ]—( SOX) atanhax)g
(P (P X LP t
2 2 2
+(tg0¢>—( ¢x+&—(&)) (1+ﬁ)2atanhax+( (px))gx
44 4% Y /x 4% Y Je

—(1+&)g”+ t coshaxpw? + = tcoshaxa ( WZ)

—t cosh axax_ (((px(q) - 1))x coshax)

2 2
—coshaxd ! ((& I dE (&) ) Cosﬁax)
(10 ()0 ()0 X/ xx

2
—coshaxd* (35( [(P” — ( %) ] cosﬁax) +R; coshax = 0.
¥ Y Jx

Por tanto

2
at[(1+a2—2a2tanh2ax—((p“ —( 90,() )+—atanhax)g

2 2
+coshaxd | o, Pxx _ pr + 2a tanh ax — =2x v — Gx
X ® cosh ax ®

——1(1+t)coshax<pw ——(1+t)coshax8 ( — X288 — Y18,
(1 + ﬁ) g+ + F—R;coshax
¥

donde
= (1 + &) (a? —2a%tanh® ax) + (1 + £)p,(® — 1) — (1 + t)pdatanh ax
2 2 2 2
( Px y ZPux (ﬂ) )atanhax + 0, [ Px g ZPux (&) ]
4 2 Y Jx Y ¥p P /x
2 2
+0, [Qp” —(&) ]—( SOX) atanh ax
()0 (10 X (P t

2 2 2
1p2=(1+t)cp<1>—( ¢x+ﬂ—(&)) (1+&)2atanhax+( SOX)
4 4 © Jx 14 ¥ J¢
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F:(1+t)coshax8x_1((<px(<1>—1))x g )
cosh ax

2 2
+coshaxd ! (32 [(ﬁ+ Pex _(ﬂ) )] g )
i . ¥ ¥ ¢ J, )| coshax

2
+coshaxd! (85( [%X — ( (’Ox) ] & )
¢ ¢ J,|coshax

3.8. Octavo Calculo. Demostremos los siguientes estimativos

<[(e2(2)

LU e %) © Jy
Oex [ 204

at2x|: _( ):|
%) 0 Jy

Para todo t > t,, donde t, > 0 es sufinentemente grande. Como

< Cc(1+1t)3

1

< c(1+6)™

1

— -1 —2 L 2 -3 3 —4
o(t,x) = V20 +t) +x(1+¢t) +2ﬁx A+ +o0(x*Q+)™

-2 i —3_§ 2 — 3 -5
o (t,x) = (1+1t) +ﬁx(1+t) 5% Q1+ *+o(x*(1+1t))

e (t,x) = —V2(1+t)2—2x(1+1t)>— ix2(1 + )4+ 0031 +16)°)
242
3
e (t,x) = —21+t)°2— Ex(l + )+ 6x2(1+t) 7+ 0031 +16)°)
entonces
2¢, -1 -2 2 -3
5 ~ (1+t)  +x(Q+t)°+x%(1+1¢t)
LARNN A+ +x(1+6)2+x*(1+¢6)7°
¥
“";X ~ 1+ 24+ x(1+ )3 +x2(1+6)
(%) N (402 4 x(1 407 221+ 0
2, —2 -3, .2 —4
- A (I+t)“+x(1+e)+x*(1+¢t) 7,
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entonces

2 2
Lt 254 —(&) ~ (1+) T +x(1+)2+x*(1+16)73
% ' Y /x

2
Pxx —( "OX) ~ (T+0) 2 +x(1+6)3+x2(1+6)*
¥ ¥ Jx
Por tanto
2 2
a2, K& it 22 (&) )] ~ (1+) 2 +x(1+) +x*(1+16)7
P Y Y /x

a2 [90(;" — (zz") } ~ (1+) " +x(1+0)°+x*(1+t)°.

Obtenemos asi los estiamtivos

<[(eo2-(2)

A" ) v/
Pex 2,

at%c|: _( ):|
) 0 Jy

< Cc(1+1t)3

1

IA

c(1+¢)™*

1

3.9. Noveno Calculo. Ahora apliquemos v(t,x) = W(t,x)coshfx con 8 =

a/2 ala ecuacion

2 2
(1_ P +( QOX) )Wt_&wtx_wtxx
¥ ¥ Jx 14

2 2
—(1+&)Wxx+((1+t)<pq>— Lp’“—&+(&) )WX
¥ ¥ ¥ P Jx

om0 () C2) (),

+%(1 +)pw? + %(1 + )07 (pw?) — (1 + )3, ((p (@ — 1)), W)
() (), (2).) )
+o-1 (ax[soxx_(zsox) ]Wt)% o,

@ ¢ Jx
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obtenemos
2 2
8, [(1 +/52—2/52tanh2/3x—(@—(&) )+ —“"X/stanh/sx)v
44 ¥ Jx 1%
2 2
+cosh Bxd* (8x [%a — ( (Px) ] Cosﬁﬁx) + (Zﬁ tanh S x — ('Ox)vx —Vxx]
4% Y Jx 4%

= —3(1 + t) cosh Bxpw? — 1(1 + t) cosh Bx 3" (9, w?) — x4V — Y4V,
+ (1 + &) V. + G—R; cosh fx
¢

donde

Ya = (1+%)(ﬂz—Zﬁztanhzﬁx)+(1+t)apx(<1>—1)—(1+t)c,o<I>[3tanh[5x

20, 2 20, 2
( 2 %_(ﬁ) )ﬂtanhﬂx+8x[ 29 %_(&) ]
PR ¢ Jx ¢ v ¢ Jx
2 2
+at["0“—( “0") ]—( “”") B tanh Bx
(P 90 X 90 t
20, 2 2
Y, = (1+t)ap<I>—( (’0"+—(p”—(ﬁ) )+(1+&)2[5tanh/§x+( (’0")
¢ v ¢ )y v ¢ /.

G = (1+¢t)coshpxd ((%@ —1)), cosﬁax)

2 2
+cosh fxd " ((& i 2 30 (ﬂ) ) g )
X @ @ ¢ /), coshax

2
+cosh x| 82 Pxx —( ('DX) g .
x Rl 0 ¢ J,|coshax

Observemos

cosh Bxo* (8x [(Pxx —(

4

S 8—1 (a [(PXX _(Z(Px)
* ULy v

< sup |v(t,x)a! (

x€(—00,0)
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Como

k(t,x)= 1+/52—2/52tanh2/5x—(&—(2&))
Y Y Jx

ofee-(2)])o

podemos aplicar el principio del maximo a la ecuacion (4.11), por virtud del
lema sea {(t) tal que ¥(t) = v(t,{(t)) = suUp,c_co ) IV(t, x)|, entonces

Ak (t, L) —ven (6, ()] < —x4v+(1+%)vxx(t,m))

+

2
6 tanh Bx + 71 (
¢

1
+ sup |=(1+t)coshBxpw?
x€(—00,0) 2

1
+ sup §(1+t)cosh/5x3;1(c,0xw2)
x€(—00,0)
+ sup |G(t,x)|—R;coshfx
x€(—00,0)

Como v, (t,Z(t)) <0, aplicando nuevamente el Lema|1.6
Vi (£) = inf, ¢(_ oo 0y Vax (£, X) < 0 tenemos ¥, (t) = v, (t,{(t)) y

Vert (£) = v,y (£, 8(8)) en casi todo t > t,.

Olx(t, ()7 =Vl < —xaV +Vy

1
+ sup |=(1+t)coshpBxpw?
x€(—00,0) 2
1 -1 2
+ sup (1+t)coshfxa; (apxw)
x€(—00,0) 2
+ sup |G(t,x)|—R,coshpx
x€(—00,0)

podemos obtener y, > ¢, con ¢, > 0 para todo x : =3t < x < 0 y para todo
t > t,. Ademaés en forma andloga a los calculos de los estimativos (4.12), (4.13)
y (4.14), obtenemos entonces

olx(t, ()P =T ] < —c4¥ + TP + Cllslloo Illoo + C(1+ )7 [Illoo llslloo

+C(1+ ) M V]le + C(1 + )"0
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como ||s|lo < C(1+t) ™D y ||h]|o < Ce' entonces obtenemos
B [x(t, L()) V=V ] < —cy¥ + Py + Ce (1 +£)7 M+
+Ce"t (14t ™D L c(1+ ) W+ C(Q+t) MY
< —c, i+ P, +CA+ )T+ Ce (1 + )™ 4 (1 + £) (D,
Para H(t) =¥ —7,, > 0, tenemos
H, <—c, 7+, +CA+t) 9+ Cet(1+t) D,
Sean M, = max«(t,{(t)) >0y m, =mink(¢t,{(t)) > 0, entonces

m,v(t) < x(t,l(t))v(t) <H(t) y M,y > k¥

1 1 1

—V < ——kV=——H——v,,,
M, M, M,
. 1
v < —H
my

por tanto

c C
H;s-—iH+(1——i);x+cu+trﬁf+cu+trmﬂ)
M, M,

se puede de escoger c, > 0 suficientemente pequerio tal que (1 — %) >0,

H, < —AC/[—‘:H +C(1+t)"H+C(1+t) ™D
< —qH+CA+t)*H+C@+t)m
Sea H(t) = z(t)e™", entonces
zie ' —qH < —qH+C(1+t)'H+C(1+t) ™D
z, < COA+t) g4 (1+t)mrbeat,

Como se ha hecho anteriormente podemos probar
2(t) < Cett (1 +) "D

para todo t > t, ( ver ), con ello tenemos H(t) < C(1+¢)m, luego
#(t) < C(1+t) ™ ahora si hacemos ¥(t) = inf,c_c0,0) V(t,x), obtenemos
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V(t) > —C(1+t)~™*Y para todo t > t,. Por tanto tenemos entonces el estiamtivo
V]loo < C(1+ t)~(m+D),
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