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Resumen
Estudiamos el comportamiento asintótico de las soluciones u(t, x) en el
problema de Cauchy para la siguiente ecuación de tipo Sobolev











∂t(u− ux x) + (1+ t)nu ux − ux x = 0, x ∈ R, t > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,

u(t, x)→ a±, x →±∞, t > 0,

donde n ∈ N. Encontraremos fórmulas asintóticas para las soluciones en
tiempos grandes para tres casos diferentes:
1) a± = ±1, 2) a± = ∓1, 3) a± = 0.

Los resultados de la presente tesis han sido publicados en [56].

Palabras Claves: Ecuaciones Seudoparabólicas, Condiciones de frontera
de Cauchy, Expansiones asintóticas, Onda de raraefacción, Onda de choque.

Abstract
We consider the large time asymptotic behavior of solutions to the initial-
boundary value problem











∂t(u− ux x) + (1+ t)nu ux − ux x = 0, x ∈ R, t > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,

u(t, x)→ a±, x →±∞, t > 0,

where n ∈ N. We find large time asymptotic formulas of solutions for three
different cases: 1) a± = ±1, 2) a± = ∓1, 3) a± = 0.

These results can be found in [56]
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INTRODUCCIÓN

En esta tesis estudiamos el comportamiento asintótico de las soluciones
u(t, x) en el problema de Cauchy para la siguiente ecuación de tipo Sobolev

(0.1)

¨

∂t(u− ux x) + (1+ t)nu ux − ux x = 0, x ∈ R, t > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R, u(t, x)→ a± x →±∞, t > 0

donde n ∈ N. Encontraremos fórmulas asintoticas para las soluciones en
tiempos grandes para tres casos diferentes a± = ±1, a± = ∓1 y a± = 0.

La ecuación (0.1) con el coeficiente (1+ t)n en el término no lineal modela
un bombeo de la energía. Con el parámetro n queremos estudiar los diferentes
escenarios de crecimiento de la no linealidad con el tiempo y cómo esto influye
al comportamiento asintótico de la solución.

Este tipo de ecuaciones se aplican en diferentes campos de la ciencia, tales
como: hidrodinámica, electodinámica de plasma, biomatemática, ingenieria,
etc.( Los llaman en literatura también como seudoparabólicas). Véase el libro:
[55]

Las ecuaciones tipo Sobolev describen varios procesos físicos y son el
tema de muchos documentos, por lo que la teoría matemática de estas
ecuaciones toma un importante lugar en la física matemática moderna. En
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[50] Sobolev dedujo la ecuación lineal ∂ 2
t ∆u+ α2∂ 2

x3
u = 0, x ∈ R3, que describe

pequeñas oscilaciones en un fluido rotativo, y fue el primero en considerar, en
un nivel matemáticamente riguroso un problema que no es del tipo Cauchy-
Kovalevskaya. Este documento generó gran interés en el análisis de ecua-
ciones no clásicas, denominadas ecuaciones de tipo Sobolev. Posteriormente,
las investigaciones de Sobolev continuaron en otras obras (ver [2], [21], [43],
[38], [39], [53]).

En [3] una ecuación lineal de tipo Sobolev ∂t(∆u+ βu) +∆u = 0 con β 6= 0

describe el proceso no estacionario de filtración de fluidos en un medio poroso
fisurado. En [21] y [22] se estableció la existencia de soluciones globales en el
tiempo para problemas de valor inicial y de frontera para ecuaciones en fluidos
estratificados. En [27] se construyó la solución fundamental para el operador
de ondas interiores gravitacionales ∂ 2

t

�

∆u− β2u
�

+ω2
0

�

∂ 2
x1
+ ∂ 2

x2

�

u = 0, x ∈ R3,

donde β es el parámetro de estratificación y ω0 es la frecuencia Vaisala-Brent.

En [13] se encontraron condiciones para la solvencia de los problemas en
los espacios Sobolev ponderados, se comprobaron los resultados de singulari-
dad y se obtuvieron Lp-estimaciones a priori para las soluciones del problema
de Cauchy y el problema mixto para ecuaciones diferenciales y sistemas no
resueltos con respecto a la derivada de mayor orden. También se estudiaron
las propiedades asintóticas de las soluciones de algunos problemas de hidrod-
inámica.

En [52] la teoría de semigrupos se aplicado a la teoría general de ecuaciones
singulares de tipo Sobolev. Desde un punto de vista abstracto, las ecuaciones
de tipo Sobolev degeneradas se investigaron en la monografía [19], donde las
ecuaciones de tipo Sobolev se reducen a una ecuación diferencial con un oper-
ador lineal multivalor. Las ecuaciones de tipo Sobolev con dos no linealidades
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Introducción

se discutieron en [51], donde el método de operadores lineales multivalor prop-
uesto en [19] se desarrolló aún más.

Con respecto a la unicidad en el problema de Cauchy para la ecuación
casi lineal ∂t(u − c∆u) = ϕ(u) de tipo pseudoparabólico se investigó en la
clase de funciones de crecimiento ϕ(u) en [24]. En [32] obtuvieron resul-
tados sobre la existencia y la no existencia, y en particular demostraron la
explosión en tiempo finito de una solución positiva de una ecuación de tipo
Sobolev no lineal ∂t(u − ∆u) − ∆ψ(u) + q(u) = 0 con fuente. El control óp-
timo en problemas lineales para ecuaciones de tipo pseudoparabólico se in-
vestigó en [37]. Para las ecuaciones lineales de orden superior de Sobolev,
se demostró la existencia de soluciones generalizadas en [46]. El artículo
[14] está dedicado a la prueba del principio máximo para ecuaciones de tipo
pseudoparabólico. Las ecuaciones pseudoparabólicas con una no linealidad
monótona se consideraron en [49], donde el método clásico de monotonía se
aplicó ampliamente a varias clases de ecuaciones de física matemática y, en
particular, a ecuaciones no lineales de tipo Sobolev con una monotonía no
lineal.

Las ecuaciones de tipo Sobolev rara vez pueden resolverse explícitamente,
por lo que son importantes varios métodos analíticos para estudiarlas. Al-
gunos de los enfoques más eficaces para el análisis cualitativo de las ecua-
ciones diferenciales parciales no lineales son los métodos asintótico para la
representación explícita de soluciones. Las fórmulas asintóticas permiten de-
scribir propiedades de soluciones como la tasa de disminución (o crecimiento)
en varios dominios, el patrón monotónico u oscilatorio de su comportamiento,
la dependencia con el tiempo de las perturbaciones iniciales, etc. También es
interesante analizar cómo los términos no lineales en las ecuaciones de tipo
Sobolev influyen en el comportamiento asintótico de las soluciones. Por ejem-
plo, a diferencia de las ecuaciones lineales correspondientes, las soluciones de
los problemas no lineales pueden estar oscilando rápidamente, pueden crecer
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o decaer más rápidamente que las soluciones de las ecuaciones lineales corre-
spondientes, pueden aproximarse a una solución auto-similar, y así sucesiva-
mente. Notamos que esta información es difícil de obtener mediante experi-
mentos numéricos, por lo que los métodos asintóticos no solo son importantes
desde el punto de vista teórico, sino que también se usan ampliamente en la
práctica como complemento de los métodos numéricos.

La teoría de los métodos asintóticos para las ecuaciones evolutivas no lin-
eales es relativamente joven y las preguntas tradicionales de la teoría general
están lejos de ser respondidas. Una descripción del comportamiento asintótico
a largo plazo de las soluciones de ecuaciones de evolución no lineal requiere
principalmente nuevos enfoques y la reorientación de los puntos de vista en
los métodos asintóticos. Por ejemplo, los requisitos de la infinita diferencia-
bilidad y un soporte compacto generalmente aceptable en la teoría lineal son
demasiado fuertes en la teoría no lineal.

La teoría asintótica es difícil incluso en el caso de ecuaciones evolutivas
lineales. (Ver libros [15], [20]). La dificultad de los métodos asintóticos se ex-
plica por el hecho de que no solo necesitan una existencia global de soluciones,
sino también una serie de estimaciones adicionales a priori de la diferencia en-
tre la solución y la solución aproximada (generalmente las normas con peso).
Tambi én las soluciones generalizadas no serián aceptadas por la teorí a asin-
tótica, por lo que consideramos soluciones clásicas y semiclásicas (suaves), que
pertenecen a algunos espacios de Lebesgue. Además, en el caso de las ecua-
ciones no lineales, es necesario probar la existencia global de soluciones clási-
cas y obtener algunas estimaciones adicionales para aclarar las expansiones
asintóticas. Cada tipo de no linealidad debe estudiarse individualmente, espe-
cialmente en el caso de datos iniciales grandes.

Una gran cantidad de publicaciones han tratado representaciones asin-
tóticas de soluciones al problema de Cauchy para ecuaciones de evolución
4



Introducción

no lineal en los últimos veinte años. Enumeraremos algunos trabajos conoci-
dos [6], [7], [16], [18], [25], [31], [44], [45], donde, en particular, se obtuvieron
estimaciones de tiempo óptimo y fórmulas asintóticas de soluciones de difer-
entes ecuaciones no lineales locales y no locales en el caso del problema de
Cauchy. Sin embargo, hay pocos resultados con respecto al comportamiento
asintótico para tiempos grandes de soluciones de problemas de valor inicial y
de frontera.

Para entender la dificultad en el estudio del comportamiento asintótico
de las soluciones de la ecuación de Sobolev (0.1) vamos a razonar heurística-
mente y camparamos la velocidad de decaimineto de diferentes términos en la
ecuación de Sobolev (0.1). Así podemos ver que la no linealidad en la ecuación
de Sobolev (0.1) decrece lentamente con tiempo en comparación con los tér-
minos lineales y por lo tanto juega el papel principal en el comportamiento
asintótico de las soluciones. Entonces no se puede omitir en primera aproxi-
mación, como frecuentemente pasa en otros problemas no lineales.

Hasta donde sabemos la asintótica de la ecuación de Sobolev (0.1) no fue
estudiada anteriormente y hasta el momento es desconocida. En este tra-
bajo llenaremos este vacío y encontraremos fórmulas asintóticas para las solu-
ciones de la ecuación de Sobolev (0.1). Para esto inventamos un método de
factorización modificada para este tipo de ecuaciones de Sobolev con no lin-
ealidad convectivas. Suponiendo que cerca del frente de la onda la solución
se aproxima con una onda de choque y en la región lejana la solución parece
una onda de rarefacción, entonces proponemos una nueva representación de la
solución en la forma de un producto de una onda de rarefacción y otra onda de
choque. Después demostramos rigurosamente, estimando los términos resid-
uos, que está representación es válida y realemte describe el comportamiento
asintótico de las soluciones de la ecuación de Sobolev (0.1).
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Todos los resultados obtenidos en el trabajo son nuevos y originales y
fueron publícados en el artículo en revista indezada con arbitraje estricto [56]
(además como autor único).

El método de factorización con una cierta modificación se puede aplicar a
otras ecuaciones no lineales de orden más alto (véase [57], [58]).

Este trabajo ha sido organizado de la siguiente manera:

Capítulo 1: Se expone la teoría básica para facilitar la comprensión del
contenido de este trabajo.
Capítulo 2: En este capítulo demostraremos que si los datos iniciales son
momotónamente crecientes y tienen derivadas de orden superior pequeñas,
entonces las soluciones del problema de Cauchy (0.1) tienden a la onda de
rarefacción.
Capítulo 3: En este capítulo consideraremos el caso de la onda de choque
a+ < a− y mostraremos que las soluciones tienen solución similar a
− tanh(x(1+ t)n) cuando t →∞.

Capítulo 4: En este capítulo estudiaremos el caso de las condiciones de
frontera cero a± = 0, donde probaremos que las soluciones del problema
de Cauchy (0.1) puede ser representada como el producto de una onda de
rarefacción y una onda de choque.
Capítulo 5: En este capítulo, mostraremos con más detalles algunos cálculos
y estimaciones de los tres capítulos anteriores.
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NOTACIÓN

R Campo de los números reales.

R+ Números reales positivos.

Ck[E; F] Espacio de funciones k veces diferenciables del espacio

topológico E al espacio topológico F .

S(R) Espacio de Schwartz, espacio de funciones rápidamente decrecientes,

(ver página 10)

S′(R) Espacio de Distribuciones, esto es el dual topológico de S(R),

(ver página 10)

Lp(R) Espacio de funciones medibles p integrables con 1≤ p ≤∞,

(ver página 10).

Hk(R) Espacio de Banach de elementos u ∈ S′(R) tal que um ∈ L2(R),

0≤ m≤ k; (ver página 10).
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Capítulo 1

PRELIMINARES

Denotaremos a lo largo de esta tesis 〈x〉 =
p

1+ |x |2, {x} = |x |
〈x〉 para todo

x ∈ R. Por [x] denotaremos a la parte entera de x ∈ R; más precisamente
[x] =maxk≤x k, donde k ∈ Z.

Se dice que la función f es infinitesimal con respecto a la función g en un
punto x0 ∈ [−∞,+∞] si

lim
x→x0

f (x)
g(x)

= 0,

en este caso se escribe f = o(g) cuando x → x0. Por otra parte se dice que las
funciones f , g son asintóticamente iguales en una vecindad de x0 si

lim
x→x0

f (x)
g(x)

= 1,

se denota f ∼ g cuando x → x0. Finalmente, se escribe f = O(g) cuando x → x0

si existe una constante C > 0 tal que la desigualdad | f (x)|< C |g(x)| se satisface
en una vecindad de x0. En particular, una función es o(1) o O(1) si esta tiende
a cero o está acotada respectivamente.

Diferentes espacios funcionales serán utilizados a lo largo del presente
trabajo. Para definir estos espacios es necesario considerar el espacio de
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medida (R,B ,m), donde B representa la σ-álgebra de Borel y m es la medida
de Lebesgue.

Los espacios de Sobolev y la diferenciabilidad en L2 son herramientas
fundamentales en el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales
parciales. Se enlistarán algunos hechos básicos de esta teoría que serán de
gran utilidad en el análisis del comportamiento de las soluciones al problema
no lineal.

Una función f ∈ C∞(R) se dice que es rápidamente decreciente si para
cualquiera n, m ∈ N existe C = C( f )> 0 tal que

|xnDm f (x)| ≤ C para todo x ∈ R,

siendo D el operador diferencial. El espacio de todas las funciones
rápidamente decrecientes denotado por S(R) (ver [10], [17], [33]).

Espacios de Lebesgue Lp(R) =
�

f ∈ S′(R) : ‖ f ‖p <∞
	

, donde

‖ f ‖p =

�∫

R
| f (x)|pd x

�
1
p

,

para 1≤ p <∞ y
‖ f ‖∞ = ess. sup

x∈R
| f (x)| ,

para p =∞. Para más detalles sobre estos espacios puede consultar: [9], [10],
[11] y [54].

Espacio de Sobolev de orden k ≥ 0, H k(R) =
�

f ∈ S′(R) :




〈i∂x〉
k f






2 <∞
	

.

Es claro que H k(R) es un espacio de Hilbert con el producto interno definido
por

( f · g) =
∫

R
f (x)g(x)d x ,

se sigue para k ∈ Z+. vía teorema Plancherel que

H k(R) =
�

f ∈ S′(R) : Dm f ∈ L2(R) para todo m ∈ N, m≤ k
	

.

10



Capítulo 1. Preliminares

Teorema de embebimiento de Sobolev: H k1(R) ⊂ H k2(R) si k1 ≤ k2.

Para profundizar en el estudio de los espacios de Sobolev pueden consultar
[1], [4], [23]. Teoría acerca de espacios de Sobolev sobre Rn puede ser
encontrada en [8], [11], [34] y [35].

Las siguientes desigualdades serán de uso frecuente en los estimativos.

Teorema 1.1 (Desigualdad de Hölder). Para f ∈ Lp(Rm) y g ∈ Lq(Rm) con
1 ≤ p, q ≤∞ exponentes conjugados, esto es 1

p +
1
9 = 1, se tiene que f g ∈ L1(Rm)

y la desigualdad de Hölder

‖ f g‖1 ≤ ‖ f ‖p ‖g‖q ,

se satisface.

Para funciones medibles f , g en Rm su convulución es una función f ∗ g

definida por

( f ∗ g) (x) =

∫

Rm

f (x − y)g(y)d y.

En el siguiente teorema se expone una propiedad de esta función convolución.

Teorema 1.2 (Desigualdad de Young). Sean 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ tales que
1 + 1

r =
1
p +

1
q . Si f ∈ Lp(Rm) y g ∈ Lq(Rm) entonces f ∗ g existe en casi todo

punto x ∈ Rm y satisface
‖ f ∗ g‖r ≤ ‖ f ‖p ‖g‖q .

Teorema 1.3 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg). Sean u : Rn → R,

1 ≤ q, r ≤ ∞ y m ∈ N. Supongamos también α ∈ R, j ∈ N tales que
1
p =

j
n +

�

1
r −

m
n

�

α + 1−α
q y j

m ≤ α ≤ 1, entonces existe una constante C > 0 que
depende solo de m, n, j, q, r y α tal que





D ju






p ≤ C ‖Dmu‖αr ‖u‖
1−α
q .
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Teorema 1.4 (Desigualdad de Interpolación).

a): Si f ∈ Lp, g ∈ Lq con 1
r =

1
p +

1
q ≤ 1, entonces f g ∈ L r y

‖ f g‖r ≤ ‖ f ‖p ‖g‖q .

b): Si 1≤ p ≤ q ≤∞, f ∈ Lp ∩ Lq, entonces f ∈ L r para todo r ∈ [p, q] y de
hecho si 1

r =
α
p +

1−α
q con α ∈ [0, 1] entonces

‖ f ‖r ≤ ‖ f ‖αp ‖ f ‖1−α
q .

Teorema 1.5. Si k ≥ 1, entonces H k
2(R

+) ⊂ L∞(R+).

Demostración. Observemos que w2 = −
∫ +∞

x
d(w2) = −2

∫ +∞
x

wwx d x y con
ello obtenemos

‖w‖∞ ≤
p

2‖w‖
1
2
2 ‖wx‖

1
2
2 ≤
p

2‖w‖H1
2

�

Por el método del artículo [12] tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.6. Sea w ∈ C1((T1,T2); L∞(R)) y ew(t) = supx∈Rw(t, x) > 0 para todo
t ∈ (T1,T2). entonces existe un punto ζ(t) ∈ R tal que w̃(t) = w(t,ζ(t)), además
w̃′(t) = wt(t,ζ(t)) en casi todo (T1,T2).

Demostración. Como w̃(t) = supx∈Rw(t, x) > 0 y w(t, x) ∈ L∞(R) para
cada t ∈ (T1,T2), existe un punto ζ(t) ∈ R tal que w̃(t) = w(t,ζ(t)) para todo
t ∈ (T1,T2). Por la desigualdad

w̃(s)− w̃(t) ≤ w(s,ζ(s))−w(t,ζ(s))≤ ‖w(s)−w(t)‖∞

≤












∫ s

t

wt(τ) dτ













∞

≤ |s− t| sup
τ∈(s,t)

‖wτ(τ)‖∞

para todo s, t ∈ (T1,T2) tenemos que w̃(t) tiene variación acotada sobre (T1,T2),
por tanto es diferenciable en casi todo (T1,T2). Entonces tenemos

w̃′(t)≤ lim
s→t+0

w̃(s)− w̃(t)
s− t

≤ lim
s→t+0

w̃(s,ζ(t))− w̃(t,ζ(t))
s− t

= wt(t,ζ(t))

12



Capítulo 1. Preliminares

y

w̃′(t)≤ lim
s→t−0

w̃(t)− w̃(s)
t − s

≤ lim
s→t+0

w̃(t,ζ(t))− w̃(s,ζ(t))
t − s

= wt(t,ζ(t))

en casi todo (T1,T2), como

wt(t, x) = lim
s→t

1
t − s

(w(t, x)−w(s, x))

uniformente con respecto a x ∈ R. Por lo tanto w̃′(t) = wt(t,ζ(t)) en casi todo
(T1,T2). Hemos así demostrado el Lema 1.6 �
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Capítulo 2

ONDA DE RAREFACCIÓN

Primero investigemos el caso de la onda de rarefacción. Consideremos el
problema de valor inicial para la ecuación

(2.1)

¨

ϕt + (1+ t)nϕϕx = 0, x ∈ R, t > 0,

ϕ(0, x) = ϕ0(x), x ∈ R,

donde n ∈ N. El dato inicial ϕ0(x) ∈ C2(R) es monotónamente creciente
0< ϕ′0(x)< C para todo x ∈ R, ϕ0(x)→±1 cuando x →±∞ y ϕ0(0) = 0.
La solución al problema (2.1) está dada por ϕ(t,χ(t,ξ)) = ϕ0(ξ), donde las
curvas características son χ(t,ξ) = ξ + Φ(t)ϕ0(ξ), para ξ ∈ R , t > 0, donde
Φ(t) = 1

n+1

�

(1+ t)n+1 − 1
�

. Notemos que

ϕx(t,χ(t,ξ)) =
ϕ′0(ξ)

1+Φ(t)ϕ′0(ξ)
> 0

y

0<
ϕ′0(ξ)

(1+Φ(t)ϕ′0(ξ))2
=

1
Φ(t)

Φ(t)ϕ′0(ξ)

(1+Φ(t)ϕ′0(ξ))2
≤

1
Φ(t)

≤ C
1

(1+ t)n+1
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para todo t ≥ 1. Como 0< ϕ′0(ξ)< C para todo ξ ∈ R, entonces

‖ϕx(t)‖
2
2 =

∫

R

(ϕ′0(ξ))
2

(1+ Φ(t)ϕ′0(ξ))2
dξ≤ C

1
(1+ t)n+1

∫

R
ϕ′0(ξ) dξ≤ C(1+ t)−(n+1)

para todo t ≥ 1. Por tanto tenemos que

(2.2) ‖ϕx(t)‖2 ≤ C(1+ t)−
1
2 (n+1);

∫ ∞

t

‖ϕx(τ)‖∞ dτ→ 0

cuando t →∞. Ahora si suponemos que el dato inicial ϕ0(ξ) ∈ C2(R) tenga los
asintóticos

ϕ0(ξ) = ϑ(ξ) +O
�

|ξ|−β
�

, ϕ′0(ξ) = O
�

|ξ|−β
�

,(2.3)

ϕ′′0 (ξ) = O
�

|ξ|−(1+3β)� , ϕ′′′0 (ξ) = O
�

|ξ|−(1+4β)� ,

cuando ξ→±∞, donde β > 0 y ϑ(ξ) = 1 si ξ≥ 0, ϑ(ξ) = −1 si ξ < 0.

Con ello obtenemos los siguientes estimativos,

‖ϕx x(t)‖2 ≤ C(1+ t)−3(n+1),

∫ ∞

t

‖ϕx x(τ)‖∞ dτ→ 0,

‖ϕx x x(t)‖2 ≤ C(1+ t)−4(n+1),

∫ ∞

t

‖ϕx x x(τ)‖∞ dτ→ 0,(2.4)

‖ϕx t(t)‖2 ≤ C(1+ t)−
1
2 (n+3),

∫ ∞

t

‖ϕx t(τ)‖∞ dτ→ 0,

‖ϕx x t(t)‖2 ≤ C(1+ t)−(3n+4),

∫ ∞

t

‖ϕx x t(τ)‖∞ dτ→ 0,

cuando t → ∞. Las verificaciones de estos estimativos se pueden ver en el
Apéndice 1.1.

Primero mostremos un resultado suficientemente general acerca de la
convergencia t →∞ de las soluciones u(t, x) del problema ( 0.1) de la onda de
rarefacción ϕ(t, x). Algunas otras trabajos relacionadas se pueden encontrar
en los artículos [36], [40], [41].
16



Capítulo 2. Onda de rarefacción

Teorema 2.1. u0 −ϕ0 ∈ L2(R) y u0 > 0. Supongamos que ϕ0(x) ∈ C2(R) tal
que satisface la condición (2.3). Entonces

u(t, x) = ϕ(t, x) + o(1)

cuando t →∞ uniformemente con respecto a x ∈ R.

Demostración. Por la diferencia w = u − ϕ obtenemos el problema de
Cauchy

(2.5)

¨

∂t(w−wx x −ϕx x) + (1+ t)n((w+ϕ)(w+ϕ)x −ϕϕx)−wx x −ϕx x = 0,

w(0, x) = w0(x),

donde w0(x) = u0(x)−ϕ0(x) ∈ L2(R). Por el método del libro [43] se puede probar
facílmente la existencia de una única solución w(t, x) ∈ C∞((0,∞); H∞(R))∩
C([0,∞); L2(R)). Multiplicando la ecuación (2.5) por w y integrando con
respecto a x sobre R, obtenemos un estimativo a priori de tipo energía

d
d t

�

‖w‖2
2 + ‖wx‖

2
2

�

+ (1+ t)n
∫

R
w2ϕx d x + 2‖wx‖

2
2 + 2

∫

R
wx(ϕx +ϕx t)d x = 0.

Notemos que (1+ t)n
∫

Rw2ϕx d x ≥ 0 para todo t > 0, entonces

d
d t

�

‖w‖2
2 + ‖wx‖

2
2

�

+ 2‖wx‖
2
2 + 2

∫

R
wx(ϕx +ϕx t)d x ≤ 0.

aplicando desigualdad de Cauchy tenemos

d
d t

�

‖w‖2
2 + ‖wx‖

2
2

�

+ 2‖wx‖
2
2 ≤ 2‖wx‖2

�

‖ϕx‖2 + ‖ϕx t‖2

�

.

Aplicando los estimativos (2.2), (2.4), obtenemos

d
d t

�

‖w‖2
2 + ‖wx‖

2
2

�

+ 2‖wx‖
2
2 ≤ C ‖wx‖2 (1+ t)−

1
2 (n+1).

Ahora sea v = ‖w‖2
2 + ‖wx‖

2
2 , entonces ‖wx‖2 ≤

p
v, por tanto tenemos

d
d t v ≤ 2

p
v(1 + t)−

1
2 (n+1) integrando con respecto al tiempo t > 0, obtenemos

v = ‖w‖2
2 + ‖wx‖

2
2 ≤ C y con ello ‖w‖2 ≤ C y ‖wx‖2 ≤ C , por tanto

d
d t

�

‖w‖2
2 + ‖wx‖

2
2

�

+ 2‖wx‖
2
2 ≤ C(1+ t)−

1
2 (n+1),
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ahora integrando con respecto a t > 0 y usando los estimativos respectivos
obtenemos

‖w‖2
2 + ‖wx‖

2
2 + 2

∫ t

0

‖wx(τ)‖
2
2 dτ≤ C

entonces
∫ t

0
‖wx(τ)‖

2
2 dτ ≤ C . Ahora teniendo encuenta la desigualdad

‖w‖4
∞ ≤ 4‖w‖2

2 ‖wx‖
2
2 ≤ C ‖wx‖

2
2 obtenemos

∫∞
0
‖w(t)‖4

∞ d t < C . Por tanto
existe una sucesion tk → ∞ tales que ‖w(tk)‖∞ → 0 y ‖wx(tk)‖2 → 0.

Para probar que ‖w(t)‖∞ → 0 cuando t → ∞, estimemos supx∈Rw(t, x) y
infx∈Rw(t, x) . Dado que w ∈ C((0,∞); H1(R)) se tiene que lim|x |→∞w(t, x) = 0,
por lo tanto tenemos supx∈Rw(t, x) ≥ 0 y infx∈Rw(t, x) ≤ 0 para todo t ∈ (0,∞).
Sea w̃(t) = supx∈Rw(t, x), probemos que w̃(t) → 0 cuando t → ∞. Como
‖w(tk)‖∞ → 0 para alguna sucesión tk → ∞, consideremos T2 > T1 ≥ tk tal
que w̃(t)> 0 para todo t ∈ (T1,T2). En virtud del Lema 1.6, para cada t > 0, sea
(t,ζ(t)) el punto donde w(t, x) alcanza el supremo, esto es, w̃(t) = w(t,ζ(t)).

Luego wx(t,ζ(t)) = 0, entonces de la ecuación (2.5), tenemos

w̃′ − ∂t(wx x +ϕx x) + (1+ t)nw̃ϕx −wx x(t,ζ(t))−ϕx x(t,ζ(t)) = 0,

Como wx x(t,ζ(t)) < 0, aplicando el Lema a w̃x x(t) = infx∈Rwx x(t, x) < 0 se tiene
que w̃x x(t) = wx x(t,ζ(t)) y w̃x x t(t) = wx x t(t,ζ(t)) en casi todo t ∈ (T1,T2), por
tanto

w̃t − w̃x x t −ϕx x t + (1+ t)nw̃ϕx − w̃x x −ϕx x = 0,

como (1 + t)nw̃ϕx > 0 para todo x ∈ R y todo t > 0, y si hacemos
y(t) = w̃(t)− w̃x x(t)> 0, tenemos entonces que

yt − w̃x x ≤ ϕx x +ϕx x t

integrando con respecto a t ∈ (T1,T2), tenemos

0<

∫ t

tk

yτ(τ) dτ−
∫ t

tk

w̃x x(τ) dτ≤
∫ t

tk

(ϕx x(τ,ζ(τ)) +ϕx x t(τ,ζ(τ))) dτ

como
∫ T2

T1
w̃x x(τ) dτ < 0 y

∫ T2

T1
(ϕx x(τ,ζ(τ)) +ϕx x t(τ,ζ(τ))) dτ < ∞, entonces

�

�

�

∫∞
0

w̃x x(τ)dτ
�

�

� <∞,por tanto w̃x x(tk)→ 0 cuando tk →∞, y también tenemos

18



Capítulo 2. Onda de rarefacción

que

0<

∫ t

tk

yτ(τ) dτ≤
∫ t

tk

(ϕx x(τ,ζ(τ)) +ϕx x t(τ,ζ(τ))) dτ

ahora por los estimativos (2.4), tenemos entonces
�

�

�

�

�

∫ t

tk

ϕx x(τ,ζ(τ)) dτ

�

�

�

�

�

≤
∫ ∞

tk

‖ϕx x(t)‖∞ d t = o(1)

�

�

�

�

�

∫ t

tk

ϕx xτ(τ,ζ(τ)) dτ

�

�

�

�

�

≤
∫ ∞

tk

‖ϕx x t(t)‖∞ d t = o(1)

cuando tk → ∞. Asi
∫ t

tk
yτ(τ) dτ → 0 cuando tk → ∞, entonces

y(t) ≤ y(tk) + o(1) cuando tk → ∞, esto es, y(t) ≤ w̃(tk) − w̃x x(tk) + o(1)

cuando tk → ∞. Como w̃(tk) → 0 y w̃x x(tk) → 0 cuando tk → ∞,

tenemos entonces y(t)→ 0 cuando t →∞. Por tanto ew(t)→ 0 cuando t →∞.

Similarmente se pruebe probar que infx∈Rw(t, x)→ 0 cuando t →∞. Con ello
obtenemos ‖w(t)‖∞ → 0 Cuando t → ∞. Hemos así demostrado el Teorema
2.1. �

Suponemos ahora que se deben cumplir algunas condiciones más para el
dato inicial u0(x) y calcular más precisamente el comportamiento asintótico
de soluciones u(x , t) al problema (0.1). Supongamos que el dato inicial u0(x) es
monotónamente creciente y varía lentamente, de tal manera que las derivadas
de orden superior son menos comparadas con las primeras. Más precisamente
suponemos que el dato inicial u0(x) ∈ C3(R). tiene las siguientes estimaciones.

(2.6) 0< u′0(x)≤ ε, |u
′′
0(x)| ≤ Cε

�

u′0(x)
�

3
2 , |u′′′0 (x)| ≤ Cε2

�

u′0(x)
�2

para todo x ∈ R, donde ε > 0 suficientemente pequeño. Por ejemplo, podemos
tomar el dato inicial de la siguiente forma u0(x) =

1
π

∫ x

−∞ ε
2(1 + ε4ξ2)−1dξ.

Notemos que u0(+∞) = 1, también tenemos u′0 (x) =
1
πε

2
�

1+ ε4 x2
�−1

,

u′′0 (x) = −
2
πε

6 x
�

1+ ε4 x2
�−2

, u′′′0 (x) =
2
πε

6
�

4ε4 x2 − 1
� �

1+ ε4 x2
�−3

.

Por Teorema 2.1 sabemos que las soluciones de (0.1) son similares a las
de la ecuación de Hopf (2.1). Por lo tanto, la no linealidad en la ecuación
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(0.1) crece más rápidamente con respecto al tiempo que el término de la
segunda derivada, por lo tanto el comportamiento de las soluciones a tiempo
grande debe ser determinado por los dos primeros términos en la ecuación
(0.1). Por tal motivo vamos a resolver la ecuación (0.1) por el método de las
características. Haciendo un cambio de variable y = u−ux x en (0.1), obtenemos

¨

∂t y + (1+ t)n y yx + (1+ t)n (ux x yx + uux x x)− ux x = 0, x ∈ R, t > 0,

y(0, x) = y0 (x) , x ∈ R,

donde y0 (x) = u0(x)− u′′0(x). luego
¨

∂t y + yx

�

(1+ t)n y +
�

(1+ t)n ux x +
(1+t)nuux x x−ux x

yx

��

= 0, x ∈ R, t > 0,

y(0, x) = y0 (x) , x ∈ R.

Definimos las características χ(t,ξ) como las soluciones al problema de
Cauchy

¨

χt = (1+ t)n y(t,χ) +
�

(1+ t)n ux x +
(1+t)nuux x x−ux x

yx

�

, t > 0, ξ ∈ R.

χ(0,ξ) = ξ, ξ ∈ R.

Entonces obtenemos d
d t y (t,χ(t,ξ)) = 0. Integrando tenemos

y (t,χ(t,ξ)) = y0 (ξ) , ξ ∈ R. Por lo tanto

χt = (1+ t)n y0(ξ) +

�

(1+ t)n ux x +
χξ(t,ξ)

y ′0(ξ)
((1+ t)n uux x x − ux x)

�

.

Ahora si cambiamos la variable dependiente η= u0(ξ), tenemos que el eje real
ξ ∈ R es transformado biunívocamente al segmento (−1, 1) (debido a nuestra
suposiciones (2.6) tenemos y ′0(ξ) = u′0(ξ)− u′′′0 (ξ)> 0).
Denotemos m(η) = ∂ η

∂ ξ = u′0(ξ), y Z(t,η) = m((η)
χξ(t,ξ)

= uχ(t,χ). Entonces obtenemos

∂tχξ = (1+ t)n m(η) + ∂ξ

�

(1+ t)n ux x +
χξ(t,ξ)

y ′0(ξ)
((1+ t)n uux x x − ux x)

�

= m(η)
�

(1+ t)n + ∂η

�

(1+ t)n ux x +
1
Z
((1+ t)n uux x x − ux x)

��

.

Luego para Z(t,η) tenemos

∂t Z = −Z2 1
m(η)

∂tχξ(t,ξ) = −Z2((1+ t)n + A),
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Capítulo 2. Onda de rarefacción

donde

A(t,η) = ∂η

�

(1+ t)n ux x +
1
Z
((1+ t)n uux x x − ux x)

�

=
1
Z2

�

(1+ t)n
�

Zux x x − Zηuux x x + uxux x x + uux x x x

�

+ Zηux x − ux x x

�

=
1
Z2

�

(1+ t)n
�

Zux x x −
u
Z

yx xux x x + uxux x x + uux x x x

�

+
1
Z

yx xux x − ux x x

�

Así, para Z(t,η) obtenemos el siguiente problema de valor inicial y de frontera

(2.7)















Zt = −Z2((1+ t)n + A), t > 0, η ∈ (− 1,1),

Z(0,η) = m(η), η ∈ (− 1,1),

∂ k
η

Z
�

�

�

η=±1
= 0, t > 0, k = 1,2,

De la existencia y unicidad de la solución u(t, x) al problema (0.1), se sigue que
existe una única solución global Z(t,η) ∈ C([0,∞);C2(0, 1))∩ C1([0,∞);C(0,1))

para el problema de valor inicial y frontera (2.7). Integrando la ecuación (2.7)
con respecto a t > 0 tenemos la siguiente representación

(2.8) Z(t,η) = m(η)

�

1+m(η)

�

Φ(t) +

∫ t

0

A(τ,η) dτ

��−1

.

donde Φ(t) = 1
n+1

�

(1+ t)n+1 − 1
�

.

Probemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Sean u0(x) el valor inicial dado con las condiciones (2.6) y
ε > 0 suficientemente pequeño. Entonces tenemos

sup
η∈(−1,1)

|A(t,η)|< Cε

para todo t > 0.
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Observación 2.3. Por la representación (2.8) y el estimativo del Teorema
2.2, tenemos los asintóticos

Z(t,η) =
m(η)

1+m(η)Φ(t) (1+O (t−1))
cuando t →∞,

en efecto, cuando t →∞, tenemos

1+m(η)

�

Φ(t) +

∫ t

0

A(τ,η) dτ

�

= 1+m(η) (Φ(t) +O(1))

= 1+m(η)Φ(t)
�

1+ (1+ t)−(n+1)O (1)
�

= 1+m(η)Φ(t) (1+O (1))

luego

(2.9) yχ(t,χ(t,ξ)) =
y ′0(ξ)

1+ y ′0(ξ)Φ(t) (1+O (1))

donde
(2.10)

χ(t,ξ) = ξ+Φ(t)y0(ξ) +

t
∫

0

�

�

1+ t ′
�n

ux x +
χξ(t ′,ξ)

y ′0(ξ)

��

1+ t ′
�n

uux x x − ux x

�

�

d t ′

Así vemos que la solución u(t, x) al problema (0.1) se comporta asintóticamente
como una solución de la ecuación de Hopf (2.1). Notemos que mediante las
fórmulas (2.9) y (2.10) podemos obtener una expansión asintótica de orden
superior de la solución u(t, x).

Demostración del Teorema 2.2. Por contradicción y en virtud de la con-
tinuidad con respecto al tiempo podemos encontrar un tiempo T > 1, tal que

sup
η∈(−1,1)

|A(t,η)| ≤ Cε
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Capítulo 2. Onda de rarefacción

para t ∈ [0, T]. Entonces tenemos la estiamación

Z(t,η) = m(η)

�

1+m(η)

�

Φ (t) +

∫ t

0

A(τ,η) dτ

��−1

≤

¨

C (n+ 1) (1+ t)−n−1 , t ∈ [1, T]

Cm(η), 0< t < 1.

Como las estimaciones para 0< t < 1, son más sencillas, entonces dedes ahora
consideraremos las estimaciones para tiempos t ≥ 1. Derivando dos veces la
ecuación (0.1), obtenemos

∂t(ux x − ux x x x) = −3 (1+ t)n uxux x − (1+ t)n uux x x + ux x x x

= −3 (1+ t)n ux(ux x − ux x x x)− (1+ t)n uux x x

+(1− 3 (1+ t)n ux)ux x x x .

Denotemos w1 = ux x − ux x x x , entonces tenemos

∂t w1 = −3 (1+ t)n ux w1 − (1+ t)n uux x x + (1− 3 (1+ t)n ux)ux x x x .

Sea X1 el punto tal que ux x (t, X1) = maxx∈R ux x (t, x) . Denotemos
ew1 = ux x (t, X1)− ux x x x (t, X1) , luego

d
d t
ew1 = −3 (1+ t)n ux ew1 + (1− 3 (1+ t)n ux)ux x x x (t, X1)≤ −

3 (n+ 1)
1+ t

ew1

para todo t ≥ 1. Integrando tenemos ew1 (t)≤ ew1 (1)
�

1+t
2

�−3(n+1)
. Por tanto

max
x∈R

ux x (t, x)≤ ux x (t, X1)− ux x x x (t, X1) = ew1 ≤ C (1+ t)−3(n+1) ≤ C Z3.

Similarmente derivando tres veces la ecuación (0.1), obtenemos

∂t(ux x x − ux x x x x) = −4 (1+ t)n uxux x x − 3 (1+ t)n u2
x x

− (1+ t)n uux x x x + ux x x x x

= −4 (1+ t)n ux(ux x x − ux x x x x)− 3 (1+ t)n u2
x x

− (1+ t)n uux x x x + (1− 4 (1+ t)n ux)ux x x x x .
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Denotemos w2 = ux x x − ux x x x x , luego

∂t w2 = −4 (1+ t)n ux w2 − 3 (1+ t)n u2
x x

− (1+ t)n uux x x x + (1− 4 (1+ t)n ux)ux x x x x .

Sea X2 el punto tal que ux x x (t, X2) = maxx∈R ux x x (t, x) . Denotemos
ew2 = ux x x (t, X2)− ux x x x x (t, X2) , así obtenemos

d
d t
ew2 ≤ −4 (1+ t)n ux ew2 + (1− 4 (1+ t)n ux)ux x x x x (t, X2)≤ −

4 (n+ 1)
1+ t

ew2.

Ahora integrando obtenemos

|ux x x | ≤ ux x x (t, X2)− ux x x x x (t, X2) = ew2 ≤ C (1+ t)−4(n+1) ≤ C Z4.

Similarmente derivando cuatro veces la ecuación (0.1), obtenemos

∂t(ux x x x − ux x x x x x) = −5 (1+ t)n uxux x x x − 6 (1+ t)n ux xux x x

− (1+ t)n uux x x x x + ux x x x x x

= −5 (1+ t)n ux(ux x x x − ux x x x x x)− 6 (1+ t)n ux xux x x

− (1+ t)n uux x x x x + (1− 5 (1+ t)n ux)ux x x x x x .

Denotemos w3 = ux x x x − ux x x x x x , entonces

∂t w3 = −5 (1+ t)n ux w3 − 6 (1+ t)n ux xux x x − (1+ t)n uux x x x x

+(1− 5 (1+ t)n ux)ux x x x x x .

Sea X3 el punto talque ux x x x (t, X3) = maxx ux x x x (t, x) . Denotemos
ew3 = ux x x x (t, X3)− ux x x x x x (t, X3) , entonces obtenemos

∂t ew3 = −5 (1+ t)n ux ew3 + (1− 5 (1+ t)n ux)ux x x x x x (t, X3)≤ −
5 (n+ 1)

1+ t
ew2

Integrando como arriba obtenemos

ux x x x ≤ ux x x x

�

t, eX3

�

− ux x x x x x

�

t, eX3

�

= ew3 ≤ C (1+ t)−5(n+1) ≤ C Z5.

Entonces tenemos los estimativos.

|ux x | ≤ C (1+ t)−3(n+1) , |ux x x | ≤ C (1+ t)−4(n+1) , |ux x x x | ≤ C (1+ t)−5(n+1) .
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Capítulo 2. Onda de rarefacción

Ahora estimemos A

|A| =
�

�

�

�

1
Z2

h

(1+ t)n
�

Zux x x −
u
Z

yx xux x x + uxux x x + uux x x x

�

+
1
Z

yx xux x − ux x x

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

1
Z2

h

(1+ t)n
�

Zux x x −
u
Z
(ux x − ux x x x)ux x x + uxux x x + uux x x x

�

≤ +
1
Z
(ux x − ux x x x)ux x − ux x x

�

�

�

�

�

≤ C Z−2
�

(1+ t)n Z5 + Z4
�

≤ C Z2 < Cε.

Hemos así demostrado el Teorema 2.2. �
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Capítulo 3

ONDA DE CHOQUE

Aquí consideramos otro tipo de condiciones de frontera, correspondientes a
las soluciones de una onda de choque. Estudiemos el problema de Cauchy

(3.1)

¨

∂t(u− ux x) + (1+ t)nuux − ux x = 0, x ∈ R, t > 0

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,

Con datos iniciales que satisfacen las condiciones de frontera de las ondas
de choque, u0(x) → ∓1 cuando x → ±∞. Haciendo cambio de variable
u(t, x) = w(t, y), y = x(1+ t)n y reemplazando en (3.1), obtenemos

(3.2)











wt + n y
1+t w y − (1+ t)2n

�

−ww y +
�

2n 1
1+t + 1

�

w y y

+wt y y + n y
1+t w y y y

�

= 0 , y ∈ R, t > 0

w(0, y) = u0(y), y ∈ R,

Introducimos una solución aproximada (para t suficientemente grande se
tiene una mejor aproximación)

W (t, y) =
m
∑

k=0

(1+ t)−kWk(y),
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donde m > 2n, las funciones Wk(y) para 0 ≤ k ≤ m las definimos de forma
recurrente. Sustituimos W en (3.2) para obtener

m+1
∑

k=1

�

(k− 1)(1+ t)−kWk−1(y)− ny(1+ t)−kW ′
k−1(y)

�

= (1+ t)2n

�

m
∑

l=0

m
∑

s=0
(1+ t)−(l+s)WlW

′
s −

�

2n 1
1+t + 1

�

m
∑

k=0
(1+ t)−kW ′′

k

+
m
∑

k=1
k(1+ t)−k−1W ′′

k (y) − ny
m
∑

k=0
(1+ t)−k−1W ′′′

k

�

Si recopilamos los términos con la mismo potencia de (1+ t)2n−k, obtenemos la
ecuaciones

(3.3) W0W ′
0 −W ′′

0 = 0

(3.4)

k
∑

l=0
Wk−lW

′
l − 2nW ′′

k−1 −W ′′
k + (k− 1)W ′′

k−1 − nyW ′′′
k−1 = 0,

k = 1, ..., 2n

(3.5)
( j − 1)Wj−1 − nyW ′

j−1 =
k
∑

l=0
Wk−lW

′
l − 2nW ′′

k−1

−W ′′
k + (k− 1)W ′′

k−1 − nyW ′′′
k−1, (k = j + 2n), j ≥ 1.

Como W0(y) → ∓1 y W ′
0(y) → 0 cuando y → ±∞, entonces la solución de la

ecuación (3.3), es W0(y) = − tanh
�

1
2 y
�

. En efecto,

W0W ′
0 −W ′′

0 = 0 ⇐⇒
d

d y

�

1
2

W 2
0 −W ′

0

�

= 0 ⇐⇒ W ′
0 =

1
2

�

W 2
0 − 1

�

⇐⇒
∫

1
1−W 2

0

dW0 = −
1
2

y ⇐⇒ tanh−1 W0(y) = −
1
2

y ⇐⇒ W0(y) = − tanh
�

1
2

y
�

.

Ahora de la ecuación (3.4), tenemos entonces

W ′′
k =

k
∑

l=0

Wk−lW
′
l + (k− 2n− 1)W ′′

k−1 − nyW ′′′
k−1(3.6)

=
1
2
∂y

k
∑

l=0

Wk−lWl + (k− 2n− 1)W ′′
k−1 − nyW ′′′

k−1,
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Capítulo 3. Onda de Choque

con condiciones de frontera Wk(y) → 0 cuando y → ±∞, k = 1, . . . , 2n.

Integrando respecto a y sobre (−∞, y) obtenemos

∫ y

−∞
W ′′

k (τ)dτ =
1
2

∫ y

−∞
∂τ

k
∑

l=0

Wk−l(τ)Wl(τ)dτ

+(k− 2n− 1)

∫ y

−∞
W ′′

k−1(τ)dτ− n

∫ y

−∞
τW ′′′

k−1(τ)dτ

(3.7) W ′
k =WkW0 +

1
2

k−1
∑

l=1

Wk−lWl + (k− 2n− 1)W ′
k−1 − n

∫ y

−∞
τW ′′′

k−1(τ)dτ

W ′
k −WkW0 =

1
2

k−1
∑

l=1

Wk−lWl + (k− 2n− 1)W ′
k−1 − n

∫ y

−∞
τW ′′′

k−1(τ)dτ

Como W0(y) = − tanh
�

1
2 y
�

, entonces

d
d y

�

cosh2
�

1
2

y
�

Wk(y)
�

= cosh
�

1
2

y
�

sinh
�

1
2

y
�

Wk(y)

+ cosh2
�

1
2

y
�

W ′
k(y)

= cosh2
�

1
2

y
�

tanh
�

1
2

y
�

Wk(y)

+ cosh2
�

1
2

y
�

W ′
k(y)

= cosh2
�

1
2

y
�

�

W ′
k −WkW0

�

.

Multiplicando a ambos lados por cosh2
�

1
2 y
�

obtenemos

d
d y

�

cosh2
�

1
2 y
�

Wk(y)
�

= cosh2
�

1
2 y
�

�

1
2

k−1
∑

l=1
Wk−lWl + (k− 2n− 1)W ′

k−1 − n
y
∫

−∞
τW ′′′

k−1(τ)dτ

�
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e integrando con respecto a y sobre (−∞, y), tenemos

(3.8) Wk(y) =
y
∫

−∞

cosh2( 1
2 z)

cosh2( 1
2 y)

�

1
2

k−1
∑

l=1
Wk−lWl + (k− 2n− 1)W ′

k−1

−n
z
∫

−∞
τW ′′′

k−1(τ)dτ

�

dz, k = 1, ..., 2n.

Dé (3.5) obtenemos

W ′′
k =

k
∑

l=0

Wk−lW
′
l + (k− 2n− 1)W ′′

k−1 − nyW ′′′
k−1(3.9)

−( j − 1)Wj−1 + nyW ′
j−1

W ′′
k =

1
2
∂y

k
∑

l=0

Wk−lWl + (k− 2n− 1)W ′′
k−1 − nyW ′′′

k−1

−( j − 1)Wj−1 + nyW ′
j−1

con condicones de frontera Wj(y)→ 0 cuando y →±∞, k = j + 2n, j ≥ 1, ahora
integrando respecto a y sobre (−∞, y) obtenemos

W ′
k = WkW0 +

1
2

k−1
∑

l=1

Wk−lWl + (k− 2n− 1)W ′
k−1(3.10)

−n

∫ y

−∞
τW ′′′

k−1(τ)dτ− ( j − 1)

∫ y

−∞
Wj−1(τ)dτ

+n

∫ y

−∞
τW ′

j−1(τ)dτ.

Como W0(y) = − tanh
�

1
2 y
�

, entonces multiplicando a ambos lados por cosh2
�

1
2 y
�

e integrando con respecto a y sobre (−∞, y), obtenemos

(3.11)

Wk(y) =
y
∫

−∞

cosh2( 1
2 z)

cosh2( 1
2 y)

�

1
2

k−1
∑

l=1
Wk−lWl + (k− 2n− 1)W ′

k−1

−n
z
∫

−∞
τW ′′′

k−1(τ)dτ− ( j − 1)
z
∫

−∞
Wj−1(τ)dτ

+n
z
∫

−∞
τW ′

j−1(τ)dτ

�

dz, k = j + 2n, j ≥ 1.
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Capítulo 3. Onda de Choque

Podemos ver que Wk(y) es una función impar para cada k ≥ 0. En efecto
W0(y) = − tanh

�

1
2 y
�

es una función impar y si suponemos que Wi es una función
impar para todo i ≤ k− 1 también W ′′

i es una función impar, entonces
∫ η

−η
τW ′

i (τ)dτ = τWi(τ)|
τ=η
τ=−η −

∫ η

−η
Wi(τ)dτ

= −
∫ η

−η
Wi(τ)dτ= 0, i = 0, ...., k− 1

∫ η

−η
τW ′′′

i (τ)dτ = τW ′′
i (τ)

�

�

τ=η

τ=−η −
∫ η

−η
W ′′

i (τ)dτ

= −
∫ η

−η
W ′′

i (τ)dτ= 0, i = 0, ...., k− 1

y
Wi(η)Wl(η) =Wi(−η)Wl(−η)

lo cual implica que Wk(y) es una función impar. La función W (t, y) está cerca
a la onda de choque W0(y) = − tanh

�

1
2 y
�

para tiempos grandes t → ∞, sin
embargo las derivadas con respecto a x de W (t, y) no están cercanas a la de
W0 cuando t →∞. Esta es la razón por la que introducimos las correcciones
de orden superior Wk(y)(1 + t)−k, k ≥ 1 considerando la convergencia con las
derivadas de la solución u(t, x) cuando t →∞.

Ahora analicemos el comportamiento asintótico de W ( j)
k (y) cuando y → ±∞,

para todo k y para todo j. De (3.8) tenemos entonces

W1(y) =

y
∫

−∞

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�

�

−2nW ′
0(z)− n

∫ z

−∞
τW ′′′

0 (τ)dτ

�

dz.

Ahora
∫ z

−∞
τW ′′′

0 (τ)dτ= τW ′′
0 (τ)−W ′

0(τ)

�

�

�

�

z

−∞
∫ z

−∞
τW ′′′

0 (τ)dτ= zW ′′
0 (z)−W ′

0(z)− lim
τ→−∞

�

τW ′′
0 (τ)−W ′

0(τ)
�

.
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Dé (3.3) tenemos W ′′
0 =W0W ′

0, entonces
∫ z

−∞
τW ′′′

0 (τ)dτ= zW0(z)W
′
0(z)−W ′

0(z)− lim
τ→−∞

�

τW0(τ)W
′
0(τ)−W ′

0(τ)
�

.

Como W0(y)→∓1, W ′
0(y) = O (e

−|y|) cuando y →±∞, entonces

lim
τ→−∞

�

τW0(τ)W
′
0(τ)−W ′

0(τ)
�

= lim
τ→−∞

W ′
0(τ) (τW0(τ)− 1)

= lim
τ→−∞

eτ(τ− 1) = 0.

Luego
∫ z

−∞τW ′′′
0 (τ)dτ= zW0(z)W ′

0(z)−W ′
0(z), entonces tenemos

W1(y) =

y
∫

−∞

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�

�

−2nW ′
0(z)− n

∫ z

−∞
τW ′′′

0 (τ)dτ

�

dz

=

y
∫

−∞

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�

�

−2nW ′
0(z)− n

�

zW0(z)W
′
0(z)−W ′

0(z)
��

dz

= −n

y
∫

−∞

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�W ′

0(z)(zW0(z) + 1)dz.

Como tenemos cosh2
�

1
2 y
�

= O (e|y|), W0(y) → ∓1, W ′
0(y) = O (e

−|y|) cuando
y →±∞, entonces

W1(y) ∼ e−y

y
∫

−∞

ez(−ze−z − e−z)dz cuando y → +∞

∼ e−y
�

−
1
2

y2 − y
�

cuando y → +∞

∼ y2e−|y| cuando y → +∞

Podemos concluir que W1(y) = O (y2e−|y|) cuando y → ±∞. En forma similar
demostramos que W ( j)

1 (y) = O (y
2e−|y|) cuando y → ±∞; para todo j. Además

en forma recursiva demostramos que W ( j)
k (y) = O (y

2ke−|y|) cuando y → ±∞,

para todo k = 1, . . . , 2n y para todo j (ver Apéndice 2.1). Ahora usando (3.11)
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Capítulo 3. Onda de Choque

tenemos

W2n+1(y) =

y
∫

−∞

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�

�

1
2

2n
∑

l=1

W2n+1−lWl

−n

z
∫

−∞

τW ′′′
2n (τ)dτ+ n

z
∫

−∞

τW ′
0(τ)dτ



 dz.

De la misma manera como se hizo arriba, obtenemos W ( j)
2n+1(y) = O (y

2(2n+1)e−|y|)

cuando y → ±∞ para todo j, y enforma recursiva también tendriamos
W ( j)

k (y) = O (y
2ke−|y|) cuando y →±∞ para todo k = 2n+ 1, · · · , m y para todo j

(ver Apéndice 2.2). Asi obtemos entonces W ( j)
k (y) = O (y

2ke−|y|) cuando y →±∞
para todo k = 1, . . . , m y para todo j.

En virtud de (3.2), (3.4) y (3.5), de la diferencia v(t, x) = u(t, x) −W (t, y)

donde W (t, y) =
m
∑

k=0
(1 + t)−kWk(y) y u(t, x) solución del problema (3.1),

obtenemos

(3.12) vt − vt x x + (1+ t)nvvx + (1+ t)n∂x(vW )− vx x + R= 0

donde

R(t, y) = Wt −Wt x x + (1+ t)nWWx −Wx x

= −
m
∑

k=m−2n

k(1+ t)−k−1Wk + ny
m
∑

k=m−2n

(1+ t)−k−1W ′
k

−(1+ t)2n(2n−m)(1+ t)−m−1W ′′
m − (1+ t)2nny(1+ t)−m−1W ′′′

m

+(1+ t)2n
2m
∑

k=m+1

�

k
∑

l=0

Wk−lW
′
l

�

(1+ t)−k.

Ver Apéndice 2.3. Integrando con respecto a x sobre (−∞, x) a (3.12),
obtenemos

(3.13) Vt − Vt x x −
1
2
(1+ t)n(Vx)

2 + (1+ t)nW Vx − Vx x + R1 = 0
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donde V (t, x) =
∫ x

−∞ v(t, x ′) d x ′ y

R1(t, y) = (1+ t)−n−1

�

−ny
m
∑

k=m−2n
(1+ t)−kWk(y)

−
m
∑

k=m−2n
(n+ k)(1+ t)−k

y
∫

−∞
Wk(τ)dτ

�

−(1+ t)n−m−1(n−m)W ′
m(y)− (1+ t)n−m−1nyW ′′

m(y)

+1
2(1+ t)n

2m
∑

k=m+1

�

k
∑

l=0
Wk−l(y)Wl(y)

�

(1+ t)−k

Ahora usando los estimativos de Wk, k ≥ 0 y sus derivadas obtenemos

R1(t, y)∼ e−y(1+ t)−n−1

�

n
m
∑

k=m−2n
y2k+1(1+ t)−k

−
m
∑

k=m−2n
(n+ k)y2k(1+ t)−k

�

−(1+ t)n−m−1(n−m)y2me−y + (1+ t)n−m−1ny2m+1e−y

+1
2(1+ t)n

�

2m
∑

k=m+1
y2k(1+ t)−k

�

e−2y cuando y → +∞,

por tanto

R1(t, y) ∼ C y2m+1(1+ t)−(m−n+1)e−y + C y2m(1+ t)−(m−n+1)e−y

+C y4m(1+ t)−(m−n+1)e−2y

∼ (1+ t)n−m−1 y4me−y cuando y → +∞.

Esto es, R1(t, y) = O ((1 + t)n−m−1 y4me−|y|) cuando y → ±∞. Supogamos
que los datos iniciales u0(x) para el problema (0.1) están cerca de la
solución aproximada W (t0, y) tal que V (t0, x) coshαx ∈ L∞ para un α > 0

suficientemente pequeño y para algún tiempo t = t0 donde el tiempo inicial
t0 > 0, lo consideramos suficientemente grande. Esto significa que la forma
en que el comienzo de los efectos no lineales dominan sobre los lineales
(podríamos reemplazar este requisito considerando un gran coeficiente al
término no lineal en la Eq (0.1)).

Probemos ahora el siguiente resultado.
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Capítulo 3. Onda de Choque

Teorema 3.1. Sea el tiempo inicial t0 > 0 lo suficientemente grande y el
dato inicial u(t0, x) ∈ L∞ cerca de la onda de choque W (t0, x(1+ t0)n) , es decir

cosh (αx)

∫ x

−∞

�

u(t, x ′)−W (t0, x ′(1+ t0)
n)
�

d x ′ ∈ L∞

donde α > 0 es sufientemente pequeño. Entonces existe solución única u(t, x)

para el problema de Cauchy ( 0.1) tal que

cosh (αx)

∫ x

−∞

�

u(t, x ′)−W (t, x ′(1+ t)n)
�

d x ′ ∈ C([t0,∞); L∞)

y el estimativo












cosh (αx)

∫ x

−∞

�

u(t, x ′)−W (t, x ′(1+ t)n)
�

d x ′












∞

≤ C (1+ t)−(n+1) ,

es valido para todo t ≥ t0.

Demostración. Sea g(t, x) = V (t, x) coshαx , donde α > 0 suficientemente
pequeño. En virtud de la ecuacion (3.13) tenemos entonces

∂t

�

(1+α2 − 2α2 tanh2αx)g − gx x + (2α tanhαx)gx

�

=
(1+ t)n

2 coshαx
(gx −αg tanhαx)2 −χ g −ψgx + gx x − R1 coshαx(3.14)

donde

χ = α2−2α2 tanh2αx −α(1+ t)nW (t, y) tanhαx , ψ= 2α tanhαx +(1+ t)nW (t, y),

ver Apéndice 2.4. Como 1 + α2 − 2α2 tanh2αx > 0, apliquemos el principio del
máximo a la ecuación ( 3.14), por virtud del Lema 1.6, sea ζ(t) la curva tal que
g̃(t) = g(t,ζ(t)) = supx∈R g(t, x), entonces

(1+α2 − 2α2 tanh2αx) g̃t − gx x t =
(1+ t)n

2coshαx
(α g̃ tanhαx)2

−χ g̃ + gx x(t,ζ(t))− R1 coshαx
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Como gx x(t,ζ(t)) < 0, aplicando el Lema 1.6 a g̃x x(t) = infx∈R gx x(t, x) < 0 se
tiene que g̃x x(t) = gx x(t,ζ(t)) y g̃x x t(t) = gx x t(t,ζ(t)) en casi todo t, por tanto

(1+α2 − 2α2 tanh2αx) g̃t − g̃x x t =
(1+ t)n

2 coshαx
(α g̃ tanhαx)2

−χ g̃ + g̃x x − R1 coshαx

≤
1
2
α2(1+ t)n g̃2 −χ g̃ + g̃x x − R1 coshαx .

Como

W (t, y) =
m
∑

k=0

(1+ t)−kWk(y) =W0(y) +
m
∑

k=1

(1+ t)−kWk(y)

= − tanh(y/2) +
m
∑

k=1

(1+ t)−kWk(y)

donde Wk(y)→ 0 cuando y →±∞, para todo k ≥ 1. Entonces

χ = α2 − 2α2 tanh2αx −α(1+ t)nW (t, y) tanhαx

χ = α2 − 2α2 tanh2αx +α(1+ t)n tanhαx tanh(y/2)

−α(1+ t)n tanhα
m
∑

k=1

(1+ t)−kWk(y)

= α2 − 2α2 tanh2αx +α(1+ t)n tanhαx tanh(y/2) +O(1)

para todo t ≥ t0. Si t0 es suficientemente grande y α > 0 es suficientemente
pequeño entonces χ ≥ c (ver Apéndice 2.5), con ello obtenemos entonces

(3.15) (1+α2 − 2α2 tanh2αx) g̃ − g̃x x ≤
1
2
α2(1+ t)n g̃2 − c g̃ + g̃x x − R1 coshαx .

Como I(t) = (1+α2 − 2α2 tanh2αx) g̃(t)− g̃x x(t)> 0 y si suponemos

M1 =max
�

1+α2 − 2α2 tanh2αx
�

> 0, m1 =min
�

1+α2 − 2α2 tanh2αx
�

> 0,

entonces M1 g̃(t)≥ (1+α2 − 2α2 tanh2αx) g̃(t), luego

− g̃(t) ≤ −
1

M1

�

(1+α2 − 2α2 tanh2αx) g̃(t)− g̃x x(t)
�

−
1

M1
g̃x x(t)

≤ −
1

M1
I(t)−

1
M1

g̃x x(t)

36



Capítulo 3. Onda de Choque

y como m1 g̃(t) ≤ (1+ α2 − 2α2 tanh2αx) g̃(t) ≤ I(t), en virtud de (3.15) tenemos
entonces

d
d t

I ≤
1
2

�

α

m1

�2

(1+ t)nI2 −
c

M1
I +

�

1−
c

M1

�

g̃x x − R1 coshαx ,

sin perdida de generalidad podemos suponer c > 0 suficientemente pequeño
tal que

�

1− c
M1

�

> 0, entonces

d
d t

I ≤
1
2

�

α

m1

�2

(1+ t)nI2 −
c

M1
I − R1 coshαx .

ahora como coshαx = O (e|αx |) y R1(t, y) = O ((1 + t)n−m−1 y4me−|y|) cuando
y →±∞, (y = (1+ t)n x) entonces |R1(t, y) coshαx | ≤ C(1+ t)n−m−1. Así tenemos
entonces

d
d t

I ≤ C(1+ t)nI2 − r I + C(1+ t)n−m−1.

Sea I(t) = z(t)e−r t , entonces

zt e
−r t − r I ≤ C(1+ t)nz2e−2r t − r I + C(1+ t)n−m−1

zt ≤ C(1+ t)nz2e−r t + C(1+ t)n−m−1er t .(3.16)

Probemos que

(3.17) z(t)< Cer t (1+ t)n−m

para todo t ≥ t0. Por contradicción supongamos que existe T > t0 tal que
z(t)≤ Cer t (1+ t)n−m para todo t ∈ [t0, T] . Por (3.16) tendríamos

zt ≤ C(1+ t)n
�

(1+ t)n−mer t
�2

e−r t + C(1+ t)n−m−1er t

≤ C(1+ t)−(2m−3n)er t + C(1+ t)−(m+1−n)er t

≤ C(1+ t)−(m+1−n)er t
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integrando con respecto a t, obtenemos

z ≤ C +

∫ t

t0

(1+τ)−(m+1−n)erτdτ

≤ C +

∫ t/2

t0

(1+τ)−(m+1−n)erτdτ+

∫ t

t/2

(1+τ)−(m+1−n)erτdτ(3.18)

≤ C + er t/2

∫ t/2

t0

(1+τ)−(m+1−n)dτ+ (1+ t/2)−(m+1−n)

∫ t

t/2

erτdτ

< C + er t/2 + er t (1+ t/2)−(m+1−n) < C + Cer t (1+ t)−(m+1−n)

entonces z(t) < (1+ t)−(m+1−n) er t para todo t ∈ [t0, T]. La contradicción
obtenida prueba el estimativo (3.17) para todo t ≥ t0, con ello tenemos
w(t) < C (1+ t)−(m+1−n) y como mg̃(t) < w(t) entonces g̃(t) < C (1+ t)−(m+1−n)

para todo t ≥ t0. De manera similar si hacemos bg(t) = infx∈R g(t, x), obtenemos
el estimativo bg(t) > −C (1+ t)−(m+1−n). De esta forma el Teorema 3.1 queda
demostrado. �
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Capítulo 4

CONDICIONES DE FRONTERA CERO

En este Capitulo estudiamos el caso más difícil cuando los datos iniciales
se descomponen en el infinito. Para facilitar los cálculo aanlizaremos (0.1)
cuando n= 1. Así que consideramos el problema de Cauchy

¨

∂t(u− ux x) + (1+ t)uux − ux x = 0, x ∈ R, t > 0

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,

con dato inicial u0(x)→ 0 cuando x →±∞. Sabemo (ver libro [43]) que existe
una única solución u(t, x) ∈ C([0,∞); L2)∩C∞((0,∞); L∞) si u0 ∈ L2. Ahora si el
dato inicial u0(x) es una función impar, entonces la solución u(t, x) sigue siendo
una función impar para todo t > 0 y se puede obtenerse como una prolongación
impar de la solución del siguiente problema de valor de frontera de Dirichlet

(4.1)











∂t(u− ux x) + (1+ t)uux − ux x = 0, x ∈ (−∞, 0), t > 0,

u(t,−∞) = 0, u(t, 0) = 0, t > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ (−∞, 0).

Definimos ϕ(t, x) una onda de rarefación como en el capítulo 3

(4.2)

¨

∂t(ϕ −ϕx x) + (1+ t)ϕϕx −ϕx x = 0, x ∈ R, t > 0,

ϕ(0, x) = ϕ0(x), x ∈ R,
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donde el dato inicial ϕ0(x) es monotonamente creciente ϕ′0(x) > 0 para todo
x ∈ R, tal que ϕ0(x)→ 0 cuando x →−∞. Ahora definiremos la solución de la
onda de choque r(t, x) como la solución del problema de valor de frontera de
Dirichlet

(4.3)























∂t(r − rx x) + (1+ t)ϕr rx + (1+ t)ϕx r(r − 1)

−
1
ϕ
[ϕx x rt + 2∂t(ϕx rx) +ϕt rx x + 2ϕx rx]− rx x = 0, x ∈ (−∞, 0), t > 0,

r(t,−∞) = 1, r(t, 0) = 0, t > 0,

r(0, x) = r0(x), x ∈ (−∞, 0).

Entonces la función u = ϕr satisface el problema de Cauchy (4.1). Por
ejemplo, supongamos que los datos iniciales ϕ0(x) decaen al infinito como
ϕ0(x) = −

1
x +O (e

−|x |) cuando x →−∞. Utilicemos el método de características
para resolver la ecuación. Definamos la caracteristica χ(t,ξ) como la solución
al problema de Cauchy

¨

χt = (1+ t)ϕ(t,χ)− ϕtχχ

ϕχ
− ϕχχ

ϕχ
, t > 0, ξ ∈ R,

χ(0,ξ) = ξ, ξ ∈ R.

Entonces de la ecuación (4.2) obtenemos la ecuación

wt(t,ξ) = ϕt +ϕχχt = ϕt +ϕχ

�

(1+ t)ϕ −
ϕtχχ

ϕχ
−
ϕχχ

ϕχ

�

= ∂t(ϕ −ϕχχ) + (1+ t)ϕϕχ −ϕχχ = 0

para una nueva variable dependiente w(t,ξ) = ϕ(t,χ(t,ξ)). Por lo tanto
w(t,ξ) = ϕ0(ξ) para todo t > 0, ξ ∈ R. Con cálculos sencillos obtenemos

∂χϕ =
ϕ′0(ξ)

χξ(t,ξ)
, ∂ 2

χχ
ϕ =

ϕ′′0 (ξ)

χ2
ξ
(t,ξ)

−
ϕ′0(ξ)χξξ(t,ξ)

χ3
ξ
(t,ξ)

=
1

χξ(t,ξ)
∂ξ

�

ϕ′0(ξ)

χξ(t,ξ)

�

∂ 3
χχχ
ϕ(t,χ(t,ξ)) =

ϕ′′′0 (ξ)

χ3
ξ
(t,ξ)

−
3ϕ′′0 (ξ)χξξ(t,ξ)

χ3
ξ
(t,ξ)

−
ϕ′0(ξ)χξξξ(t,ξ)

χ3
ξ
(t,ξ)

+
3ϕ′0(ξ)χ

2
ξξ
(t,ξ)

χ4
ξ
(t,ξ)

y por consiguiente

χt = (1+ t)ϕ0(ξ)−
χξ(t,ξ)

ϕ′0(ξ)
∂t

�

1
χξ(t,ξ)

∂ξ

�

ϕ′0(ξ)

χξ(t,ξ)

��

−
1

ϕ′0(ξ)
∂ξ

�

ϕ′0(ξ)

χξ(t,ξ)

�

.
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Capítulo 4. Condiciones de Frontera Cero

Integrando con respecto al tiempo t ≥ 0, obtenemos

χ(t,ξ) = ξ+
1
2
(1+ t)2ϕ0(ξ)−

1
ϕ′0(ξ)

∂ξ

∫ t

0

ϕχ(t
′,χ(t ′,ξ))d t ′

−
1

ϕ′0(ξ)

∫ t

0

χξ(t
′,ξ)

∂

∂ t ′

�

1
χξ(t ′,ξ)

∂ξϕχ(t
′,χ(t ′,ξ))

�

d t ′.

Definamos la curva ξ0(t) tal que χ(t,ξ0(t)) = 0 para todo t > 0. Entonces

ξ0(t) =
1

ϕ′0(ξ0)

∫ t

0

χξ(t
′,ξ0)

∂

∂ t ′

�

1
χξ(t ′,ξ0)

∂ξϕχ(t
′,χ(t ′,ξ0))

�

d t ′

+
1

ϕ′0(ξ0)
∂ξ

∫ t

0

ϕχ(t
′,χ(t ′,ξ0))d t ′ −

1
2
(1+ t)2ϕ0(ξ0)

Fácilmente vemos que ξ0(t) → −∞ cuando t → ∞. Si suponemos lo
contrario, que ξ0 (t) esta acotado cuando t → ∞, entonces ϕ0(ξ0) ≥ C0 > 0

y el último término −1
2(1 + t)2ϕ0(ξ0) se porta como −C t2. Por otro lado la

solución ϕ y sus derivadas en el intervalo acotado estan acotadas (en realidad
decaen con respecto al tiempo). Entonces las dos primeras integrales crecen
menos que C t. En total el último término siempre gana. En la primera
aproximación escribimos χ(t,ξ) = ξ− 1

2ξ(1+ t)2+O (ξ−1(1+ t)3), por consiguiente
ξ2

0 =
1
2(1+ t)2 +O ((1+ t)3). Por lo tanto las siguientes expansiones asintótica

ξ0(t) = −
1p
2
(1+ t) +O ((1+ t)2), ϕχχ(t, 0) = 1p

2
(1+ t)−3 +O ((1+ t)−4),

ϕχ(t, 0) = (1+ t)−2 +O ((1+ t)−3), ϕχχχ(t, 0) = −3(1+ t)−4 +O ((1+ t)−5).

son válidas para t →∞. Aplicando fórmula de Taylor
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ϕ(t, x) = ϕ(t, 0) + xϕx(t, 0) + 1
2 x2ϕx x(t, 0) + 1

6 x3ϕx x x(t, x̃), obtenemos

ϕ(t, x) =
p

2(1+ t)−1 + x(1+ t)−2 +
1

2
p

2
x2(1+ t)−3 +O (x3(1+ t)−4)

ϕx(t, x) = (1+ t)−2 +
1
p

2
x(1+ t)−3 −

3
2

x2(1+ t)−4 +O (x3(1+ t)−5)

ϕx x(t, x) =
1
p

2
(1+ t)−3 − 3x(1+ t)−4 +O (x2(1+ t)−5)

ϕt(t, x) = −
p

2(1+ t)−2 − 2x(1+ t)−3 −
3

2
p

2
x2(1+ t)−4 +O (x3(1+ t)−5)

ϕt x(t, x) = −2(1+ t)−3 −
3
p

2
x(1+ t)−4 + 6x2(1+ t)−5 +O (x3(1+ t)−6)

cuando t → ∞. Continuando este procedimiento obtenemos la expansión
asintótica

(1+ t)ϕ(t, x) =
m
∑

k=0

ak(x)(1+ t)−k +O (xm+1(1+ t)−(m+1))

cuando t → ∞, donde ak(x) es un polinomio con respecto a x de orden
menor o igual a k, y similarmente obtenemos las expansiones asintóticas para
(1+ t)2ϕx(t, x), (1+ t)ϕx (t,x)

ϕ(t,x) , (1+ t)2 ϕx x (t,x)
ϕ(t,x) , (1+ t)ϕt (t,x)

ϕ(t,x) , (1+ t)2 ϕt x (t,x)
ϕ(t,x) . Ahora como

en el capítulo 3 contruyamos una solución aproximada Φ(t, x) al problema (4.3)

de la forma Φ(t, x) =
m
∑

k=0
φk(x)(1 + t)−k, donde las funciones φk(x), 0 ≤ k ≤ m,

son definidas recurrentemente por medio de ecuciones las cuales son obtenidas
comparando los términos que contienen (1 + t)−k. Mediante algunos cálculos
(ver Apéndice 3.1) llegamos a las siguientes ecuaciones

(4.4) φ′′0 − a0φ0φ
′
0 = 0, φ′′k − a0 (φkφ0)

′ = zk, k ≥ 1,

42



Capítulo 4. Condiciones de Frontera Cero

donde

zk(t, x) =
k−1
∑

j=0

j
∑

l=0

�

ak− jφ
′
j−lφl + bk−1− jφ j−lφl

�

+
k−1
∑

l=1

a0φ
′
k−lφl

−
k−1
∑

j=0

�

bk−1− jφ j + ek−1− jφ
′′
j + ck−1− jφ

′
j

�

−
k−2
∑

j=0

�

fk−2− jφ
′
j − jck−2− jφ

′
j

�

+
k−3
∑

j=0

jdk−3− jφ j

− (k− 1)φk−1 + (k− 1)φ′′k−1

para k ≥ 1, donde bk(x), ck(x), dk(x), ek(x) y fk(x) son polinomios con respecto
a x de ordenes menor o igual a k. Por las condiciones de frontera tenemos
φ0(x) → 1, φk(x) → 0, k ≥ 1,cuando x → −∞ y φk(0) = 0 k ≥ 0. Integrando
(4.4) con respecto a x sobre (−∞, x) con a0 = 1, tenemos φ0(x) = − tanh

�

x
2

�

y
φ′k − (φ0φk) =

∫ x

−∞ zk(η)dη. Como

d
d x

�

cosh2
�

1
2

x
�

φk(x)
�

= cosh
�

1
2

x
�

sinh
�

1
2

x
�

φk(x) + cosh2
�

1
2

x
�

φ′k(x)

= cosh2
�

1
2

x
�

tanh
�

1
2

x
�

φk(x) + cosh2
�

1
2

x
�

φ′k(x)

= cosh2
�

1
2

x
�

�

φ′k(x)−φ0(x)φk(x)
�

.

Entonces multiplicando a ambos lados por cosh2
�

1
2 x
�

tenemos

d
d x

�

cosh2
�

1
2

x
�

φk(x)
�

= cosh2
�

1
2

x
�

∫ x

−∞
zk(η)dη,

e integrando con respecto a x sobre (−∞, x), obtenemos

φk(x) =
1

cosh2
�

1
2 x
�

x
∫

−∞

cosh2
�

1
2
η

�

η
∫

−∞

zk(η
′)dη′dη; k ≥ 1.

Por inducción tenemos el estimativo |φk(x)| ≤ C |x |2k e−|x | cuando x →−∞, para
cada k ≥ 1 (ver Apéndice 3.2). Ahora de la diferencia w(t, x) = r(t, x)− Φ(t, x)
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obtenemos

(4.5)

wt −wt x x −wx x + (1+ t) (ϕΦw)x +
1
2(1+ t)

�

ϕw2
�

x

+1
2(1+ t)ϕx w2 + (1+ t)ϕx(Φ− 1)w−

2ϕx

ϕ
wx

−
ϕx x

ϕ
wt −

2ϕt x

ϕ
wx −

2ϕx

ϕ
wt x −

ϕt

ϕ
wx x + R = 0

donde

R = Φt −Φt x x −Φx x + (1+ t)ϕΦΦx + (1+ t)ϕxΦ (Φ− 1)

−
ϕx x

ϕ
Φt −

2ϕt x

ϕ
Φx −

2ϕx

ϕ
Φt x −

ϕt

ϕ
Φx x −

2ϕx

ϕ
Φx

En virtud de (4.4), de los estimativos de φk(x), k ≥ 0 y sus derivadas obtenemos
el estimativo R(t, x) = O ((1+ t)−(m+1)|x |3me−|x |) cuando x → −∞ (ver Apéndice
3.3). Si denotamos W (t, x) =

∫ x

−∞w(t, x ′)d x ′ e integramos la ecuación (4.5) de
−∞ a x , obtenemos

�

1−
ϕx x

ϕ
+
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

Wt −
2ϕx

ϕ
Wt x −Wt x x

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

Wx x +

�

(1+ t)ϕΦ−
2ϕx

ϕ
−

2ϕt x

ϕ
+
�

ϕt

ϕ

�

x

�

Wx

+

�

(1+ t)ϕx(Φ− 1) +
�

2ϕx

ϕ

�

x
+
�

2ϕt x

ϕ

�

x
−
�

ϕt

ϕ

�

x x

�

W(4.6)

+
1
2
(1+ t)ϕw2 +

1
2
(1+ t)∂ −1

x

�

ϕx w2
�

− (1+ t)∂ −1
x

�

(ϕx(Φ− 1))x W
�

−∂ −1
x

��

�

2ϕx

ϕ

�

x
+
�

2ϕt x

ϕ

�

x
−
�

ϕt

ϕ

�

x x

�

x

W

�

+∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

Wt

�

+ R1 = 0.

con la condición de frontera de Neumann Wx(t, 0) = w(t, 0) = 0, donde
R1(t, x) =

∫ x

−∞ R(t,τ)dτ. Usando el estimativo de R(t, x), tenemos entonces
R1(t, x) = O ((1+ t)−(m+1)|x |3me−|x |) cuando x →−∞.
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Capítulo 4. Condiciones de Frontera Cero

Supongamos que el dato inicial r(t0, x) está suficientemente cerca a Φ(t0, x)

para que la función W (t0, x) coshαx ∈ L∞((−∞, 0)) para alg ún α > 0

suficientemente pequeño y el tiempo inicial t = t0 sea suficientemente
grande. Esto significa que desde el comienzo los efectos no lineales dominan
sobre los lineales (podríamos reemplazar este requisito considerando un gran
coeficiente en el término no lineal en la ecuación (0.1)).

Probemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Sea el tiempo inicial t0 > 0 lo suficientemente grande y el dato
inicial u0(x) ∈ L∞ una función impar y cercana a la onda de choque Φ(t0, x), es
decir

cosh (αx)

∫ x

−∞

�

u0(x ′)
ϕ0(x ′)

−Φ(t0, x ′)
�

d x ′ ∈ L∞

dondeα > 0 es sufientemente pequeño y ϕ0(x) es tal ϕ′0(x) > 0 para todo
x ∈ (−∞, 0) yϕ0(x) = −

1
x + O (e

−|x |) cuando x →−∞. Entonces existe solución
única u(t, x) para el problema de Cauchy (0.1) tiene una representación
asintótica

u(t, x) = ϕ(t,−|x |)Φ(t,−|x |)sign(x) +O(1)

para t →∞ y uniformemente con respecto a x ∈ R.

Para que la solución u(t, x) se represente como u(t, x) = r(t, x)ϕ(t, x), el
resultado del Teorema 4.1 se sigue del siguiente Lema.

Lema 4.2. Sea el tiempo inicial t0 > 0 lo suficientemente grande y el dato
inicial r(t0, x) ∈ L∞ cercana a la onda de choque Φ(t0, x),es decir

coshαx

∫ x

−∞

�

r(t0, x)−Φ(t0, x ′)
�

d x ′ ∈ L∞

donde α > 0 es sufientemente pequeño. Entonces existe una única solución
r(t, x) para el problema de Cauchy (4.3) tal que

cosh
α

2
x

∫ x

−∞

�

r(t, x ′)−Φ(t, x ′)
�

d x ′ ∈ C([t0,∞); L∞)
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y el estimativo













cosh
α

2
x

∫ x

−∞

�

r(t, x ′)−Φ(t, x ′)
�

d x ′












∞

≤ C (1+ t)−(m+1)

es válido para todo t ≥ t0.

Así vemos que la solución r(t, x) del problema (4.3) tiende a la onda de choque
Φ(t, x) cuando t →∞ uniformemente con respecto a x ∈ (−∞, 0).

Demostración. Denotemos h(t, x) = w(t, x) coshαx , g(t, x) =W (t, x) coshαx ,

s(t, x) = w(t, x) cosh α
2 x y v(t, x) = W (t, x) cosh α

2 x donde α > 0 suficientemente
pequeño. Demostremos que se tienen las siguientes estimaciones

(4.7) ‖h‖∞ < Cer t , ‖g‖∞ < Cept , ‖s‖∞ < C(1+ t)−(m+1) y ‖v‖∞ < C(1+ t)−(m+1),

para todo t ≥ t0, donde t0 > 0 es suficientemente grande. Por contradicción
supongamos que existe T > t0 tal que

‖h(t, x)‖∞ ≤ Cer t , ‖g(t, x)‖∞ ≤ Cept ,(4.8)

‖s(t, x)‖∞ ≤ C(1+ t)−(m+1) y ‖v(t, x)‖ ≤ C(1+ t)−(m+1),

para todo t ∈ [t0, T] . Siguiento el mismo método como en la prueba del
Teorema 3.1, aplicando h(t, x) = w(t, x) coshαx a la ecuación (4.5) obtenemos

(4.9)

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h

−hx x +
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

hx

�

= −χ1h−ψ1hx +
�

1+
ϕt

ϕ

�

hx x −
1

coshαx (1+ t)ϕhhx − R coshαx
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Capítulo 4. Condiciones de Frontera Cero

con la condición de frontera h(t, 0) = 0, donde

χ1 =
�

1+
ϕt

ϕ

��

α2 − 2α2 tanh2αx +
2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

+(1+ t) (ϕΦ)x + (1+ t)ϕx(Φ− 1)

−(1+ t)ϕΦα tanhαx + (1+ t)ϕx
s

cosh α
2 x

−(1+ t)ϕ
s

cosh α
2 x
α tanhαx +

�

ϕx x

ϕ

�

t

ψ1 =
�

1+
ϕt

ϕ

��

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

+ (1+ t)ϕΦ.

Estos cálculos se puede ver en Apéncice 3.4. Observemos que para α > 0

suficientemente pequeño tenemos que

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx > 0

para todo x < 0, entonces podemos aplicar el principio del máximo a la
ecuación (4.9), por virtud del Lema 1.6. Sea ζ(t) el punto tal que
h̃(t) = h(t,ζ(t)) = supx∈(−∞,0) h(t, x), entonces

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h̃− hx x(t,ζ(t))
�

= −χ1h̃+
�

1+
ϕt

ϕ

�

hx x(t,ζ(t))− R coshαx .

Como hx x(t,ζ(t))< 0, podemos aplicar nuevamente el Lema 1.6 a
h̃x x(t) = infx∈(−∞,0) hx x(t, x)< 0. Tenemos h̃x x(t) = hx x(t,ζ(t)) y
h̃x x t(t) = hx x t(t,ζ(t)) en casi todo t > t0. Por lo tanto

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h̃− h̃x x

�

≤ −χ1h̃+ h̃x x − R coshαx .

Aplicando el estimativo χ1 ≥ −c1 con c1 > 0 (ver Apéndice 3.5), obtenemos

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h̃− h̃x x

�

≤ c1h̃+ h̃x x − R coshαx .
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Como coshαx = O (e|αx |) y R(t, x) = O ((1 + t)−(m+1)|x |3me−|x |) cuando x → −∞,
entonces |R coshαx | ≤ C(1+ t)−(m+1), luego

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h̃− h̃x x

�

≤ c1h̃+ h̃x x + C(1+ t)−(m+1).

Para J(t) =
�

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h̃(t) − h̃x x(t) > 0,

tenemos

(4.10)
d
d t

J ≤ c1h̃+ h̃x x + C(1+ t)−(m+1).

Sea m1 =min
�

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

> 0, entonces

m1h̃(t)≤
�

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h̃(t),

luego

h̃ ≤
1

m1

�

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h̃

=
1

m1

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h̃− h̃x x

�

+
1

m1
h̃x x

=
1

m1
J +

1
m1

h̃x x

Por (4.10) obtenemos

d
d t

J ≤
c1

m1
J +

�

c1

m1
+ 1

�

h̃x x + C(1+ t)−(m+1)

≤
c1

m1
J + C(1+ t)−(m+1) = rJ + C(1+ t)−(m+1).

Sea J(t) = z(t)er t , entonces

zt e
r t + rJ ≤ rJ + C(1+ t)−(m+1)

zt ≤ C(1+ t)−(m+1)e−r t ,
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integrando con respecto a t ≥ t0 obtenemos

z ≤ C +

∫ t

t0

(1+ t)−(m+1)e−r t < C

para todo t ∈ [t0, T], así J(t) < Cer t y como m1h̃(t) < J(t) entonces h̃(t) < Cer t

para todo t ∈ [t0, T]. De manera similar si hacemos bh(t) = infx∈(−∞,0) h(t, x),

obtenemos bh(t) > −Cer t para todo t ∈ [t0, T]. Por tanto ||h||∞ < Cer t para todo
t ∈ [t0, T]. La contradicción obtenida prueba uno de los estimativo en (4.7)
||h||∞ ≤ Cer t para todo t ≥ t0.

De forma analoga si aplicamos la función s(t, x) = w(t, x) cosh α
2 x a la ecuación

(4.5) obtenemos el estimativo ||s||∞ ≤ C(1 + t)−(m+1) para todo t ≥ t0 (ver
Apéndice 3.6). Ahora para g(t, x) = W (t, x) coshαx tenemos de la ecuación
(4.6)
(4.11)

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

+
2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

g

+ coshαx∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

g
coshαx

�

+
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

gx − gx x

�

= −1
2(1+ t) coshαxϕw2 − 1

2(1+ t) coshαx∂ −1
x

�

ϕx w2
�

−χ3 g −ψ3 gx

+
�

1+
ϕt

ϕ

�

gx x + F − R1 coshαx

con la condición de frontera gx(t, 0) = 0, donde

χ3 =
�

1+
ϕt

ϕ

�

�

α2 − 2α2 tanh2αx
�

+ (1+ t)ϕx(Φ− 1)− (1+ t)ϕΦα tanhαx

+

�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

α tanhαx + ∂x

�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

+∂t

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

−
�

2ϕx

ϕ

�

t
α tanhαx .

ψ3 = (1+ t)ϕΦ−
�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

+
�

1+
ϕt

ϕ

�

2α tanhαx +
�

2ϕx

ϕ

�

t
.
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F = (1+ t) coshαx∂ −1
x

�

(ϕx(Φ− 1))x
g

coshαx

�

+ coshαx∂ −1
x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

x x

g
coshαx

�

+ coshαx∂ −1
x

�

∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

g
coshαx

�

.

Estos cálculos se pueden ver en Apéndice 3.7. Observemos

coshαx∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

g
coshαx

�

≤ ∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

g

�

≤ sup
x∈(−∞,0)

|g(t, x)|∂ −1
x

��

�

�

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

��

�

�

�

�

Como

λ(t, x) = 1+α2 − 2α2 tanh2αx −
�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

+
2ϕx

ϕ
α tanhαx + ∂ −1

x

��

�

�

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

��

�

�

�

�

> 0

para un α > 0 suficientemente pequeño, entonces podemos aplicar el principio
del máximo a la ecuacion (4.11), por virtud del lema 1.6, sea ζ(t) tal que
g̃(t) = g(t,ζ(t)) = supx∈(−∞,0) g(t, x), entonces

∂t[λ(t,ζ(t)) g̃ − gx x(t,ζ(t))] ≤ −χ3 g̃ +
�

1+
ϕt

ϕ

�

gx x(t,ζ(t))

+ sup
x∈(−∞,0)

�

�

�

�

1
2
(1+ t) coshαxϕw2

�

�

�

�

+ sup
x∈(−∞,0)

�

�

�

�

1
2
(1+ t) coshαx∂ −1

x

�

ϕx w2
�

�

�

�

�

+ sup
x∈(−∞,0)

|F(t, x)| − R1 coshαx

Como gx x(t,ζ(t))< 0, aplicando nuevamente el Lema 1.6 a
g̃x x(t) = infx∈(−∞,0) gx x(t, x)< 0 tenemos g̃x x(t) = gx x(t,ζ(t)) y
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Capítulo 4. Condiciones de Frontera Cero

g̃x x t(t) = gx x t(t,ζ(t)) en casi todo t > t0. En forma análoga como se encontro el
estimativo a χ1 (ver Ápendice 3.5), obtenemos el estimativo χ3 ≥ −c3 con c3 > 0,
por tanto

∂t[λ(t,ζ(t)) g̃ − gx x(t,ζ(t))] ≤ c3 g̃ + g̃x x + sup
x∈(−∞,0)

�

�

�

�

1
2
(1+ t) coshαxϕw2

�

�

�

�

+ sup
x∈(−∞,0)

�

�

�

�

1
2
(1+ t) coshαx∂ −1

x

�

ϕx w2
�

�

�

�

�

+ sup
x∈(−∞,0)

|F(t, x)| − R1 coshαx .

Ahora calculemos un estimativo para |F(t, x)| . Por Teorema 1.2 desigualdad
de Young, tenemos

�

�(1+ t) coshαx∂ −1
x

�

(ϕx(Φ− 1))x
g

coshαx

��

�

≤ (1+ t)∂ −1
x

�

�(ϕx(Φ− 1))x g
�

�

≤ (1+ t)∂ −1
x |(ϕx x(Φ− 1) +ϕxΦx) g|

≤ C(1+ t)‖ϕx x‖∞ ‖(Φ− 1)g‖1 + C(1+ t)‖ϕx‖∞ ‖Φx g‖1

≤ C(1+ t)‖ϕx x‖∞ ‖Φ− 1‖1 g̃ + C(1+ t)‖ϕx‖∞ ‖Φx‖1 g̃.

�

�

�

�

coshαx∂ −1
x

�

∂ 2
x x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

��

g
coshαx

��

�

�

�

≤ ∂ −1
x

�

�

�

�

∂ 2
x x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

��

g

�

�

�

�

≤ C













∂ 2
x x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

��











1

g̃.

y
�

�

�

�

coshαx∂ −1
x

�

∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

g
coshαx

��

�

�

�

≤ ∂ −1
x

�

�

�

�

∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

g

�

�

�

�

≤ C













∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�











1

g̃.
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Por lo tanto

|F(t, x)| ≤ C(1+ t)‖ϕx x‖∞ ‖Φ− 1‖1 g̃ + C(1+ t)‖ϕx‖∞ ‖Φx‖1 g̃

+C













∂ 2
x x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

��











1

g̃

+C













∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�











1

g̃.

como tenemos los estimativos

‖ϕ‖∞ ≤ C(1+ t)−1, ‖ϕx‖∞ ≤ C(1+ t)−2,

‖ϕx x‖∞ ≤ C(1+ t)−3, ‖Φ− 1‖1 ≤ C , ‖Φx‖1 ≤ C ,












∂ 2
x x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

��











1

≤ C(1+ t)−3













∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�











1

≤ C(1+ t)−4, (ver Apéndice 3.8)

Tenemos entonces

|F(t, x)| ≤ C(1+ t)−2 g̃ + C(1+ t)−1 g̃ + C(1+ t)−3 g̃ + C(1+ t)−4 g̃(4.12)

≤ C(1+ t)−1 g̃,

ahora
�

�

�

�

1
2
(1+ t) coshαx∂ −1

x

�

ϕx w2
�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

(1+ t) coshαx∂ −1
x

�

ϕx
s2

2cosh2 α
2 x

�

�

�

�

�

�

≤ (1+ t)∂ −1
x

��

�ϕxs2
�

�

�

≤ C(1+ t)‖ϕx‖∞




s2






1

≤ C(1+ t)‖ϕx‖∞ ‖s‖1 ‖s‖∞ .

Como s(t, x) = cosh α
2 x

coshαx h(t, x), tenemos

‖s‖1 =













cosh α
2 x

coshαx
h













1

=













cosh α
2 x

coshαx













1

‖h‖∞ ≤ C ‖h‖∞ ,
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luego
�

�

�

�

1
2
(1+ t) coshαx∂ −1

x

�

ϕx w2
�

�

�

�

�

≤ C(1+ t)−1 ‖h‖∞ ‖s‖∞(4.13)

≤ Cer t(1+ t)−(m+2)

Ahora

1
2
(1+ t) coshαxϕw2 =

(1+ t)ϕsh
2 cosh α

2 x
�

�

�

�

1
2
(1+ t) coshαxϕw2

�

�

�

�

≤ (1+ t) |ϕsh|(4.14)

≤ (1+ t)‖ϕ‖∞ ‖s‖∞ ‖h‖∞

≤ Cer t(1+ t)−(m+1)

y como coshαx = O (e|αx |) y R1(t, x) = O ((1+ t)−(m+1)|x |2m+1e−|x |) cuando x →−∞,
entonces |R1 coshαx | ≤ C(1+ t)−(m+1). Con todos estos estimativos obtenemos

∂t[λ(t,ζ(t)) g̃ − g̃x x] ≤ c3 g̃ + g̃x x + Cer t(1+ t)−(m+2)

+Cer t(1+ t)−(m+1) + C(1+ t)−1 g̃ + C(1+ t)−(m+1)

≤ C3 g̃ + g̃x x + Cer t(1+ t)−(m+1) + C(1+ t)−(m+1)

Para K(t) = λ g̃ − g̃x x > 0, tenemos

Kt ≤ C3 g̃ + g̃x x + Cer t(1+ t)−(m+1) + C(1+ t)−(m+1)

Sea m3 =minλ(t,ζ(t))> 0, entonces m3 g̃(t)≤ λ(t,ζ(t)) g̃(t)≤ K(t) y

g̃ ≤
1

m3
λ g̃ =

1
m3

K g̃ +
1

m3
g̃x x ,

por tanto

Kt ≤
C3

m3
K +

�

1+
C3

m3

�

g̃x x + Cer t(1+ t)−(m+1) + C(1+ t)−(m+1)

≤ pK + Cer t(1+ t)−(m+1) + C(1+ t)−(m+1)
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Sea K(t) = z(t)eptcon p > 0, entonces

zt e
pt + pK ≤ pK + Cer t(1+ t)−(m+1) + C(1+ t)−(m+1)

zt ≤ Ce(r−p)t(1+ t)−(m+1) + Ce−pt(1+ t)−(m+1).

integrando con respecto a t ≥ t0, obtenemos

z ≤ C +

∫ t

t0

(1+τ)−(m+1)e(r−p)τdτ+

∫ t

t0

(1+τ)−(m+1)e−pτ

Podemos suponemos que r < p, entonces z < C para todo t ∈ [t0, T], con ello
obtenemos K(t) < Cept y como m2 g̃(t) < K(t) entonces g̃(t) < Cept para todo
t ∈ [t0, T]. De manera similar si hacemos bg(t) = infx∈(−∞,0) g(t, x), obtenemos
bg(t)> −Cept para todo t ∈ [t0, T]. Por tanto ||g||∞ < Cept para todo t ∈ [t0, T]. La
contradicción obtenida prueba uno de los estimativo en (4.7) ||g||∞ ≤ Cept para
todo t ≥ t0. De forma análoga si aplicamos la función v(t, x) =W (t, x) cosh α

2 x a
la ecuación (4.6) obtenemos el estimativo ||v||∞ ≤ C(1+ t)−(m+1) para todo t ≥ t0

(ver Apéndice 3.9 ).De esta forma el Lema 4.2 queda demostrado. �
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Capítulo 5

APÉNDICE

En esta parte del trabajo daremos con más detalles todos los cálculos de los
tres capítulos: 2, 3 y 4.

1. Cálculo del Capítulo 2

1.1. Primer cálculo. Si Suponemos que el dato inicial ϕ0(ξ) ∈ C2(R) al
problema (2.1) tiene los asintóticos

ϕ0(ξ) = ϑ(ξ) +O
�

|ξ|−β
�

, ϕ′0(ξ) = O
�

|ξ|−β
�

,

ϕ′′0 (ξ) = O
�

|ξ|−(1+3β)� , ϕ′′′0 (ξ) = O
�

|ξ|−(1+4β)� ,(5.1)

cuando ξ→ ±∞, donde β > 0 y ϑ(ξ) = 1 si ξ ≥ 0, ϑ(ξ) = −1 si ξ < 0. Con ello
obtenemos los siguientes estimativos,

‖ϕx x(t)‖2 ≤ C(1+ t)−3(n+1),

∫ ∞

t

‖ϕx x(τ)‖∞ dτ→ 0,

‖ϕx x x(t)‖2 ≤ C(1+ t)−4(n+1),

∫ ∞

t

‖ϕx x x(τ)‖∞ dτ→ 0,
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Cálculo del Capítulo 2

‖ϕx t(t)‖2 ≤ C(1+ t)−
1
2 (n+3),

∫ ∞

t

‖ϕx t(τ)‖∞ dτ→ 0,(5.2)

‖ϕx x t(t)‖2 ≤ C(1+ t)−(3n+4),

∫ ∞

t

‖ϕx x t(τ)‖∞ dτ→ 0,

En efecto, por (5.1), tenemos entonces ∀M > 0, ∃C > 0 tal que si
|ξ| > M implica

�

�ϕ′0(ξ)
�

� ≤ C |ξ|−β ,
�

�ϕ′′0 (ξ)
�

� ≤ C |ξ|−(1+3β) ,
�

�ϕ′′′0 (ξ)
�

� ≤ C |ξ|−(1+4β) .

(la constante C depende de M ,ϕ′0,ϕ′′0 ,ϕ′′′0 ). Como

ϕx x(t,χ(t,ξ)) =
ϕ′′0 (ξ)

�

1+Φ(t)ϕ′0(ξ)
�3

entonces

‖ϕx x(t)‖
2
2 =

∫

R

(ϕ′′0 (ξ))
2

(1+ Φ(t)ϕ′0(ξ))6
dξ

=

M
∫

−M

(ϕ′′0 (ξ))
2

(1+ Φ(t)ϕ′0(ξ))6
dξ+

∫

|ξ|>M

(ϕ′′0 (ξ))
2

(1+ Φ(t)ϕ′0(ξ))6
dξ

= I1 + I2.

I1 =

M
∫

−M

(ϕ′′0 (ξ))
2

(1+Φ(t)ϕ′0(ξ))6
dξ=

M
∫

−M

ϕ′′0 (ξ)

(1+Φ(t)ϕ′0(ξ))6
ϕ′′0 (ξ)dξ

≤ max
ξ∈[−M , M]

�

�ϕ′′0 (ξ)
�

�

M
∫

−M

1
(1+Φ(t)ϕ′0(ξ))6

ϕ′′0 (ξ)dξ

≤ max
ξ∈[−M , M]

�

�ϕ′′0 (ξ)
�

�

M
∫

−M

1

Φ6(t)
�

ϕ′0(ξ)
�6ϕ

′′
0 (ξ)dξ ( τ= 1+ Φ(t)ϕ′0(ξ) )

≤
1
Φ6(t)

max
ξ∈[−M , M]

�

�ϕ′′0 (ξ)
�

�

∞
∫

1

1
τ6

dτ= C Φ(t)−6 ≤ C(1+ t)−6(n+1)
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I2 =

∫

|ξ|>M

(ϕ′′0 (ξ))
2

(1+Φ(t)ϕ′0(ξ))6
dξ≤ C

∫

|ξ|>M

(|ξ|−(1+3β))2

(1+Φ(t) |ξ|−β)6
d |ξ|

≤ C

∫

ζ>M

(ζ−(1+3β))2

(1+Φ(t)ζ−β)6
dζ ( ζ= |ξ| )

= CΦ(t)−
1+6β
β

∫

x>M Φ(t)
− 1
β1

x−2(1+3β)

(1+ x−β)6
d x ( ζ= x Φ(t)

1
β )

= CΦ(t)−
1+6β
β

∫

x>M Φ(t)
− 1
β1

1
x2

d x ≤ C(1+ t)−
1+6β
β (n+1)

así

‖ϕx x(t)‖
2
2 ≤ C(1+ t)−6(n+1) + C(1+ t)−

1+6β
β (n+1)

≤ C(1+ t)−6(n+1)

Ahora, como 0 < ϕ′0(ξ) < C para todo ξ ∈ R, sea infξ∈[−M ,M]ϕ
′
0(ξ) = ε, entonces

para ξ ∈ [−M , M], tenemos

|ϕx x(t,χ(t,ξ))| =

�

�ϕ′′0 (ξ)
�

�

(1+Φ(t)ϕ′0(ξ))3
≤

1
(1+Φ(t)ε)3

max
ξ∈[−M ,M]

�

�ϕ′′0 (ξ)
�

�

≤ C
1

(1+Φ(t)ε)3
≤ C

1
Φ3(t)ε3

≤ C(1+ t)−3(n+1)

Para |ξ|> M , tenemos

|ϕx x(t,χ(t,ξ))| ≤ C
|ξ|−(1+3β)

�

1+Φ(t) |ξ|−β
�3

≤ C
1

Φ3(t) |ξ|
≤ C

1
Φ3(t)

≤ C(1+ t)−3(n+1).

Por tanto tenemos que

(5.3) ‖ϕx x(t)‖∞ ≤ C(1+ t)−3(n+1),

∫ ∞

t

‖ϕx x(τ)‖∞ dτ→ 0 cuando t →∞.
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Ahora

ϕx x x(t,χ(t,ξ)) =
ϕ′′′0 (ξ)

�

1+Φ(t)ϕ′0(ξ)
�4 − 3ϕx x(t,χ(t,ξ))

Φ(t)ϕ′′0 (ξ)
�

1+Φ(t)ϕ′0(ξ)
�2

= f (t,ξ)− 3ϕx x(t,χ(t,ξ))g(t,ξ),

usando la desigualdad de interpolación 1.4, tenemos

‖ϕx x x(t)‖2 ≤ ‖ f (t)‖2 + 3‖ϕx x(t)g(t)‖2

≤ ‖ f (t)‖2 + 3‖ϕx x(t)‖∞ ‖g(t)‖2

Ahora

‖ f (t)‖2
2 =

∫

R

(ϕ′′′0 (ξ))
2

(1+ Φ(t)ϕ′0(ξ))8
dξ

=

M
∫

−M

(ϕ′′′0 (ξ))
2

(1+ Φ(t)ϕ′0(ξ))8
dξ+

∫

|ξ|>M

(ϕ′′′0 (ξ))
2

(1+ Φ(t)ϕ′0(ξ))8
dξ

= I1 + I2

Como 0< ϕ′0(ξ)< C para todo ξ ∈ R, sea infξ∈[−M ,M]ϕ
′
0(ξ) = ε, entonces

I1 =

M
∫

−M

(ϕ′′′0 (ξ))
2

(1+Φ(t)ϕ′0(ξ))8
dξ≤

M
∫

−M

(ϕ′′′0 (ξ))
2

(1+Φ(t)ε)8
dξ

≤
1

(1+ Φ(t)ε)8

M
∫

−M

(ϕ′′′0 (ξ))
2dξ

≤ C
1

(1+ Φ(t)ε)8
≤ C

1
Φ8(t)

= C(1+ t)−8(n+1)
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y

I2 =

∫

|ξ|>M

(ϕ′′′0 (ξ))
2

(1+Φ(t)ϕ′0(ξ))8
dξ≤ C

∫

|ξ|>M

(|ξ|−(1+4β))2

(1+Φ(t) |ξ|−β)8
d |ξ|

≤ C

∫

ζ>M

(ζ−(1+4β))2

(1+ Φ(t)ζ−β)8
dζ ( ζ= |ξ| )

= CΦ(t)−
8β+1
β

∫

x>M Φ(t)
− 1
β

x−2(1+4β)

(1+ x−β)8
d x (ζ= xΦ(t)

1
β )

= CΦ(t)−
8β+1
β

∫

x>M Φ(t)
− 1
β

1
x2

d x ≤ CΦ(t)−
8β+1
β = C(1+ t)−

8β+1
β (n+1)

luego

‖ f (t)‖2
2 ≤ C(1+ t)−8(n+1) + C(1+ t)−

8β+1
β (n+1)

≤ C(1+ t)−8(n+1).

Ahora

‖g(t)‖2
2 =

∫

R

�

Φ(t)ϕ′′0 (ξ)
�2

�

1+Φ(t)ϕ′0(ξ)
�4 dξ

=

M
∫

−M

(Φ(t)ϕ′′0 (ξ))
2

(1+Φ(t)ϕ′0(ξ))4
dξ+

∫

|ξ|>M

(Φ(t)ϕ′′0 (ξ))
2

(1+Φ(t)ϕ′0(ξ))4
dξ

= I1 + I2.
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Como 0< ϕ′0(ξ)< C para todo ξ ∈ R, sea infξ∈[−M ,M]ϕ
′
0(ξ) = ε, entonces

I1 =

M
∫

−M

(Φ(t)ϕ′′0 (ξ))
2

(1+ Φ(t)ϕ′0(ξ))4
dξ≤

M
∫

−M

(Φ(t)ϕ′′0 (ξ))
2

(1+ Φ(t)ε)4
dξ

≤
Φ2(t)

(1+Φ(t)ε)4

M
∫

−M

ϕ′′0 (ξ)dξ

≤ C
1

Φ2(t)ε4
≤ C(1+ t)−2(n+1)

I2 =

∫

|ξ|>M

(Φ(t)ϕ′′0 (ξ))
2

(1+ Φ(t)ϕ′0(ξ))4
dξ≤ C

∫

|ξ|>M

(Φ(t) |ξ|−(1+3β))2

(1+ Φ(t) |ξ|−β)4
d |ξ|

≤ C

∫

ζ>M

(Φ(t)ζ−(1+3β))2

(1+ Φ(t)ζ−β)4
dζ ( ζ= |ξ| )

= CΦ(t)−
4β+1
β

∫

x>M Φ(t)
− 1
β

x−2(1+3β)

(1+ x−β)4
d x (ζ= x Φ(t)

1
β )

≤ CΦ(t)−
4β+1
β

∫

x>M Φ(t)
− 1
β1

1
x2β+2

d x ≤ CΦ(t)−
4β+1
β = C(1+ t)−

4β+1
β (n+1)

luego

‖g(t)‖2
2 ≤ C(1+ t)−2(n+1) + C(1+ t)−

4β+1
β (n+1)

≤ C(1+ t)−2(n+1).

Como ‖ϕx x(t)‖∞ ≤ C(1+ t)−3(n+1) cuando t →∞, entonces

‖ϕx x x(t)‖2 ≤ ‖ f (t)‖2 + 3‖ϕx x(t)‖∞ ‖g(t)‖2

‖ϕx x x(t)‖2 ≤ C(1+ t)−4(n+1).(5.4)
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Ahora

ϕx x x(t,χ(t,ξ)) = f (t,ξ)− 3ϕx x(t,χ(t,ξ))g(t,ξ)

|ϕx x x(t,χ(t,ξ))| ≤ | f (t,ξ)|+ 3 |ϕx x(t,χ(t,ξ))| |g(t,ξ)| ,

para |ξ|> M , tenemos |ϕx x(t,χ(t,ξ))| ≤ C(1+ t)−3(n+1). Entonces

| f (t,ξ)| =

�

�

�

�

�

ϕ′′′0 (ξ)
�

1+Φ(t)ϕ′0(ξ)
�4

�

�

�

�

�

≤ C
|ξ|−(1+4β)

�

1+ Φ(t) |ξ|−β
�4

≤ C
1

Φ4(t) |ξ|
≤ C(1+ t)−4(n+1),

y

|g(t,ξ)| =

�

�

�

�

�

Φ(t)ϕ′′0 (ξ)
�

1+Φ(t)ϕ′0(ξ)
�2

�

�

�

�

�

≤ C
Φ(t) |ξ|−(1+3β)

�

1+Φ(t) |ξ|−β
�2

≤ C
1

Φ(t) |ξ|1+β
≤ C(1+ t)−(n+1),

obtenemos entonces

(5.5) ‖ϕx x x(t)‖∞ ≤ C(1+ t)−4(n+1),

∫ ∞

t

‖ϕx x x(τ)‖∞ dτ→ 0 cuando t →∞.

Ahora

ϕx t(t,χ(t,ξ)) = −(1+ t)n
�

ϕ2
x(t,χ(t,ξ)) +ϕ0(ξ)ϕx x(t,χ(t,ξ))

�

‖ϕx t(t)‖2 ≤ (1+ t)n
�



ϕ2
x(t)







2 + ‖ϕ0ϕx x(t)‖2

�

,

como −1 ≤ ϕ0(ξ) ≤ 1 para todo ξ ∈ R, entonces ‖ϕ0ϕx x(t)‖2 ≤ ‖ϕx x(t)‖2 y por
desigualdad de interpolación 1.4 tenemos





ϕ2
x(t)







2 ≤ ‖ϕx(t)‖∞ ‖ϕx(t)‖2 , por lo
tanto

‖ϕx t(t)‖2 ≤ (1+ t)n
�

‖ϕx(t)‖∞ ‖ϕx(t)‖2 + ‖ϕx x(t)‖2

�

≤ C(1+ t)n
�

(1+ t)−
3
2 (n+1) + (1+ t)−3(n+1)

�

≤ C(1+ t)−
1
2 (n+3) cuando t →∞.
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y

‖ϕx t(t)‖∞ ≤ (1+ t)n
�



ϕ2
x(t)







∞ + ‖ϕ0ϕx x(t)‖∞
�

≤ (1+ t)n
�

‖ϕx(t)‖∞ ‖ϕx(t)‖∞ + ‖ϕx x(t)‖∞
�

≤ C(1+ t)n
�

(1+ t)−2(n+1) + (1+ t)−3(n+1)
�

≤ C(1+ t)−(n+2) cuando t →∞,

por tanto

‖ϕx t(t)‖∞ ≤ C t−(n+2),

∫ ∞

t

‖ϕx t(τ)‖∞ dτ→ 0 cuando t →∞.

También tenemos

ϕx x t(t,χ(t,ξ)) = −(1+ t)n [3ϕx(t,χ(t,ξ))ϕx x(t,χ(t,ξ)) +ϕ0(ξ) ϕx x x(t,χ(t,ξ))]

‖ϕx x t(t)‖2 ≤ (1+ t)n
�

3‖ϕx(t)ϕx x(t)‖2 + ‖ϕ0ϕx x x(t)‖2

�

≤ (1+ t)n
�

3‖ϕx(t)‖∞ ‖ϕx x(t)‖2 + ‖ϕx x x(t)‖2

�

≤ C(1+ t)n
�

(1+ t)−4(n+1) + (1+ t)−4(n+1)
�

≤ C(1+ t)−(3n+4) cuando t →∞.

y

‖ϕx x t(t)‖∞ ≤ (1+ t)n
�

3‖ϕx(t)ϕx x(t)‖∞ + ‖ϕ0ϕx x x(t)‖∞
�

≤ (1+ t)n
�

3‖ϕx(t)‖∞ ‖ϕx x(t)‖∞ + ‖ϕx x x(t)‖∞
�

≤ C(1+ t)n
�

(1+ t)−4(n+1) + (1+ t)−4(n+1)
�

≤ C(1+ t)−(3n+4) cuando t →∞,

por tanto

‖ϕx x t(t)‖∞ ≤ C(1+ t)−(3n+4),

∫ ∞

t

‖ϕx x t(τ)‖∞ dτ→ 0 cuando t →∞.
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2. Cálculo del Capítulo 3

2.1. Primer cálculo. Usando (3.7), tendríamos para el caso k = 1,

W ′
1 =W1W0 − 2nW ′

0 − n

∫ y

−∞
τW ′′′

0 (τ)dτ.

Ahora
∫ y

−∞
τW ′′′

0 (τ)dτ= τW ′′
0 (τ)−W ′

0(τ)

�

�

�

�

y

−∞
∫ y

−∞
τW ′′′

0 (τ)dτ= yW ′′
0 (y)−W ′

0(y)− lim
τ→−∞

�

τW ′′
0 (τ)−W ′

0(τ)
�

.

Como W ′′
0 (y) =W0(y)W ′

0(y), entonces
∫ y

−∞
τW ′′′

0 (τ)dτ= yW0(y)W
′
0(y)−W ′

0(y)− lim
τ→−∞

yW0(y)W
′
0(y)−W ′

0(y).

Sabemos que W0(y)→∓1, W ′
0(y)∼ e−|y| cuando y →±∞, entonces

lim
τ→−∞

yW0(y)W
′
0(y)−W ′

0(y) = lim
τ→−∞

W ′
0(τ) (τW0(τ)− 1)

= lim
τ→−∞

eτ(τ− 1) = 0.

Por tanto
∫ y

−∞
τW ′′′

0 (τ)dτ= yW0(y)W
′
0(y)−W ′

0(y).

Así tenemos,

W ′
1 = W1W0 − 2nW ′

0 − n
�

yW0W ′
0 −W ′

0

�

= W1W0 − nW ′
0 − nyW0W ′

0.

como W1(y)∼ y2e−|y| cuando y →±∞, entonces
W ′

1 ∼ y2e−|y| + e−|y| + ye−|y| ∼ y2e−|y| cuando y → ±∞. En forma recursiva
tendríamos entonces W ( j)

1 (y) ∼ y2e−|y| cuando y → +∞. Para k = 2, por (3.8)
tendríamos

W2(y) =

y
∫

0

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�

�

1
2

W 2
1 (z) + (1− 2n)W ′

1(z)− n

∫ z

−∞
τW ′′′

1 (τ)dτ

�

dz.
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De la misma manera como se hizo antes para W0, tenemos
∫ z

−∞
τW ′′′

1 (τ)dτ= zW ′′
1 (z)−W ′

1(z).

Asi

W2(y) =

y
∫

0

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�

�

1
2

W 2
1 (z) + (1− 2n)W ′

1(z)− n
�

zW ′′
1 (z)−W ′

1(z)
�

�

dz

=

y
∫

0

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�

�

1
2

W 2
1 (z) + (1− n)W ′

1(z)− nzW ′′
1 (z)

�

dz.

Usando los estimativos calculados anteriormente y cosh2
�

1
2 y
�

∼ e|y| cuando
y →±∞, obtenemos

W2(y) ∼ e−y

∫ y

0

ez
�

1
2

z4e−2z + (1− 2n)z2e−z − nz3e−z
�

dz

∼ y4e−y cuando y → +∞

Via (3.7) y (3.6) obtenemos los estimativos W ′
2(y) ∼ y4e−|y| y W ′′

2 (y) ∼ y4e−|y|

cuando y →±∞ respectivamente. En forma similar tendríamos
W ( j)

2 (y) ∼ y4e−|y| cuando y → ±∞; para todo j. En forma recursiva se
demuestra que W ( j)

k (y)∼ y2ke−|y| para todo k = 1, . . . , 2n y para todo j. En efecto
supongamos que W ( j)

i (y) ∼ y2ke−|y| cuando y → ±∞, para todo i < k < 2n y
para todo j. Observemos

∫ z

−∞
τW ′′′

k−1(τ)dτ= τW ′′
k−1(τ)−W ′

k−1(τ)

�

�

�

�

z

−∞

entonces
∫ z

−∞
τW ′′′

k−1(τ)dτ = zW ′′
k−1(z)−W ′

k−1(z)− lim
τ→−∞

�

τW ′′
k−1(τ)−W ′

k−1(τ)
�

= zW ′′
k−1(z)−W ′

k−1(z).
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Por tanto reemplazando en (3.8) tendríamos

Wk(y) =

y
∫

0

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�

�

1
2

k−1
∑

l=1

Wk−lWl

+(k− 2n− 1)W ′
k−1 − n(zW ′′

k−1 −W ′
k−1)

�

dz

=

y
∫

0

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�

�

1
2

k−1
∑

l=1

Wk−lWl + (k− n− 1)W ′
k−1 − nzW ′′

k−1

�

dz.

Aplicando los estimativos correspondientes tendríamos entonces

Wk(y) ∼ e−y

∫ y

0

ez
�

z2ke−2z + (k− n− 1)z2(k−1)e−z − nz2k−1e−z
�

dz

∼ y2ke−y cuando y → +∞.

Así obtenemos los estimativos

Wk(y)∼ |y|2ke−|y| cuando y →±∞, k = 1, . . . , 2n.

2.2. Segundo cálculo . Encontremos los estimativos para W ( j)
k ,

k = 2n+ 1 . . . , m y j ≥ 0. Via (3.11) tendríamos

W2n+1(y) =

y
∫

−∞

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�

�

1
2

2n
∑

l=1

W2n+1−lWl

−n

z
∫

−∞

τW ′′′
2n (τ)dτ+ n

z
∫

−∞

τW ′
0(τ)dτ



 dz

Usando los estimativos W ( j)
k ∼ |y|

2ke−|y| cuando y →±∞, para cada k = 1, . . . 2n

y todo j. Obtenemos entonces

1
2

2n
∑

l=1

W2n+1−lWl ∼ y2(2n+1)e−2y cuando y → +∞,

∫ z

−∞
τW ′

0(τ)dτ∼
∫ z

−∞
τeτdτ∼ ze−z cuando z→ +∞
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y
∫ z

−∞
τW ′′′

2n (τ)dτ∼
∫ z

−∞
τ4n+1eτ ∼ z4n+1e−z cuando z→ +∞.

Con ello tenemos entonces

W2n+1(y) ∼ e−y

∫ y

0

ez
�

z2(2n+1)e−2z − nz4n+1e−z + nze−z
�

dz cuandoy → +∞

∼ y2(2n+1)e−y cuando y → +∞.

Por lo tanto

W2n+1(y)∼ y2(2n+1)e−|y| cuando y →−∞.

Via (3.10) y (3.10) obtenemos los estimativos W ′
2n+1(y) ∼ y2(2n+1)e−|y| y

W ′′
2n+1(y) ∼ y2(2n+1)e−|y| cuando y → ±∞ respectivamente. En forma similar

tendríamos W ( j)
2n+1(y) ∼ y2(2n+1)e−|y| cuando y →±∞; para todo j. Aplicando un

proceso recursivo demostremos que W ( j)
k (y)∼ y2ke−|y| para todo k = 2n+1, . . . , m

y para todo j. En efecto supongamos que W ( j)
i (y) ∼ y2ie−|y| cuando y → ±∞,

para todo i < 2n+ k y para todo j. Via (3.11) tenemos

W2n+k(y) =

y
∫

−∞

cosh2
�

1
2z
�

cosh2
�

1
2 y
�

�

1
2

2n+k−1
∑

l=1

W2n+k−lWl + (k− 1)W ′
2n+k−1

−n

z
∫

−∞

τW ′′′
2n+k−1(τ)dτ− (k− 1)

z
∫

−∞

Wk−1(τ)dτ

+n

z
∫

−∞

τW ′
k−1(τ)dτ



 dz

y con los estimativos

1
2

2n+k−1
∑

l=1

W2n+k−lWl ∼

�

1
2

2n+k−1
∑

l=1

C2n+k−l Cl

�

n2n+k y2(2n+k)e−2y

∼ A2n+kn2n+k y2(2n+k)e−2y cuando y → +∞,
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∫ z

−∞
τW ′′′

2n+k−1(τ)dτ∼
∫ z

−∞
τ4n+2k−1e−τdτ∼ z4n+2k−1e−z cuando z→ +∞,

∫ z

−∞
Wk−1(τ)dτ∼

∫ z

−∞
τ2(k−1)e−τdτ∼ z2(k−1)e−z cuando z→ +∞,

y
∫ z

−∞
τW ′

k−1(τ)dτ∼
∫ z

−∞
τ2k−1e−τdτ∼ z2k−1e−z cuando z→ +∞,

tenemos entonces

W2n+k(y)∼ y2(2n+k)e−|y| cuando y → +∞.

Por tanto

Wk(y)∼ |y|2ke−|y| cuando y →±∞

para todo k = 2n+ 1, . . . , m.

2.3. Tercer Cálculo . Sea W (t, y) =
m
∑

k=0
(1 + t)−kWk(y) y y = x(1 + t)n,

entonces

Wt =
m
∑

k=0

(−k)(1+ t)−k−1Wk + ny
m
∑

k=0

(1+ t)−k−1W ′
k,

Wx = (1+ t)n
m
∑

k=0

(1+ t)−kW ′
k,

Wx x = (1+ t)2n
m
∑

k=0

(1+ t)−kW ′′
k ,

Wt x x = (1+ t)2n

�

m
∑

k=0

(2n− k)(1+ t)−k−1W ′′
k + ny

m
∑

k=0

(1+ t)−k−1W ′′′
k

�

.
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Luego

R(t, y) = Wt −Wt x x + (1+ t)nWWx −Wx x

=
m
∑

k=0

(−k)(1+ t)−k−1Wk + ny
m
∑

k=0

(1+ t)−k−1W ′
k

−(1+ t)2n

�

m
∑

k=0

(2n− k)(1+ t)−k−1W ′′
k + ny

m
∑

k=0

(1+ t)−k−1W ′′′
k

�

+(1+ t)2n

�

m
∑

k=0

(1+ t)−kW ′
k

��

m
∑

k=0

(1+ t)−kWk

�

−(1+ t)2n
m
∑

k=0

(1+ t)−kW ′′
k .

Ahora supongamos m> 2n,

m
∑

k=0

(1+ t)−kW ′′
k =

2n
∑

k=0

(1+ t)−kW ′′
k +

m
∑

j=2n+1

(1+ t)− jW ′′
j

Vía (3.6) y (3.10) obtenemos

2n
∑

k=0

(1+ t)−kW ′′
k =

2n
∑

k=1

(1+ t)−k(k− 2n− 1)W ′′
k−1 − ny

2n
∑

k=1

(1+ t)−kW ′′′
k−1

+
2n
∑

k=0

�

k
∑

l=0

Wk−lW
′
l

�

(1+ t)−k,
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y

m
∑

j=2n+1

(1+ t)− jW ′′
j =

m
∑

j=2n+1

(1+ t)− j( j − 2n− 1)W ′′
j−1

−ny
m
∑

j=2n+1

(1+ t)− jW ′′′
j−1

−
m
∑

j=2n+1

(1+ t)− j( j − 2n− 1)Wj−2n−1

+ny
m
∑

j=2n+1

(1+ t)− jW ′
j−2n−1

+
m
∑

j=2n+1

� j
∑

l=0

Wj−lW
′
l

�

(1+ t)− j,

entonces

m
∑

k=0

(1+ t)−kW ′′
k =

2n
∑

k=0

(1+ t)−kW ′′
k +

m
∑

j=2n+1

(1+ t)− jW ′′
j

=
m
∑

k=1

(1+ t)−k(k− 2n− 1)W ′′
k−1 − ny

m
∑

k=1

(1+ t)−kW ′′′
k−1

+
m
∑

k=0

�

k
∑

l=0

Wk−lW
′
l

�

(1+ t)−k

−
m
∑

j=2n+1

(1+ t)− j( j − 2n− 1)Wj−2n−1

+ny
m
∑

j=2n+1

(1+ t)− jW ′
j−2n−1
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m
∑

k=0

(1+ t)−kW ′′
k =

m−1
∑

k=0

(1+ t)−k−1(k− 2n)W ′′
k − ny

m−1
∑

k=0

(1+ t)−k−1W ′′′
k

+
m
∑

k=0

�

k
∑

l=0

Wk−lW
′
l

�

t−k −
m−2n−1
∑

k=0

(1+ t)−(k+2n+1)kWk

+ny
m−2n−1
∑

k=0

(1+ t)−(k+2n+1)W ′
k

por tanto

t2n
m
∑

k=0

t−kW ′′
k = t2n

�

m−1
∑

k=0

t−k−1(k− 2n)W ′′
k − ny

m−1
∑

k=0

t−k−1W ′′′
k

+
m
∑

k=0

�

k
∑

l=0

Wk−lW
′
l

�

t−k

�

−
m−2n−1
∑

k=0

t−k−1kWk + ny
m−2n−1
∑

k=0

t−k−1W ′
k

y como

�

m
∑

k=0

(1+ t)−kW ′
k

��

m
∑

k=0

(1+ t)−kWk

�

=
2m
∑

k=0

 

min(m,k)
∑

l=max(0,k−m)

Wk−lW
′
l

!

(1+ t)−k,

entonces tenemos

R(t, y) = −
m
∑

k=m−2n

k(1+ t)−k−1Wk + ny
m
∑

k=m−2n

(1+ t)−k−1W ′
k

−(1+ t)2n(2n−m)(1+ t)−m−1W ′′
m − (1+ t)2nny(1+ t)−m−1W ′′′

m

+(1+ t)2n
2m
∑

k=m+1

�

k
∑

l=0

Wk−lW
′
l

�

(1+ t)−k.
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2.4. Cuarto Cálculo . Sea g(t, x) = V (t, x) coshαx , entonces

Vt coshαx = gt , Vx coshαx = gx −αg tanhαx

Vt x coshαx = gx t −αgt tanhαx ,

Vx x coshαx = gx x − 2α tanhαx (gx −αg tanhαx)−α2 g,

Vx x coshαx = gx x − 2α tanhαx (gx −αg tanhαx)−α2 g,

Vt x x coshαx = gt x x − 2α tanhαx (gt x −αgt tanhαx)−α2 gt .

Reempazando en la ecuación (3.13)

Vt − Vt x x −
1
2
(1+ t)n(Vx)

2 + (1+ t)nW Vx − Vx x + R= 0,

obtenemos

1
coshαx

�

gt −
�

gt x x − 2α tanhαx (gt x −αgt tanhαx)−α2 gt

�

−1
2(1+ t)n 1

coshαx (gx −αg tanhαx)2 + (1+ t)nW (gx −αg tanhαx)

−gx x + 2α tanhαx (gx −αg tanhαx) +α2 g
�

+ R = 0,

luego

(1+α2 − 2α2 tanh2αx)gt − gt x x −
(1+t)n

2coshαx (gx −αg tanhαx)2

+(2α tanhαx) gt x + (α2 − 2α2 tanh2αx −α(1+ t)nW tanhαx)g

+(2α tanhαx + (1+ t)nW )gx − gx x + R coshαx = 0.

Así,

∂t

�

(1+α2 − 2α2 tanh2αx)g − gx x + (2α tanhαx)gx

�

=
(1+ t)n

2coshαx
(gx −αg tanhαx)2 −χ g −ψgx + gx x − R coshαx

donde

χ = α2−2α2 tanh2αx −α(1+ t)nW (t, y) tanhαx , ψ= 2α tanhαx +(1+ t)nW (t, y).
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2.5. Quinto Cálculo . Sea

χ = α2 − 2α2 tanh2αx +α(1+ t)n tanhαx tanh(y/2) +O(1)

para todo t ≥ t0, donde y = (1+ t)n x . Si t0 es suficientemente grande y α > 0 es
suficientemente pequeñ o tenemos que χ ≥ c, en efecto,

α(1+ t)n tanhαx tanh(y/2) =
α(1+ t)n sinhαx sinh (x(1+ t)n/2)

coshαx cosh(x(1+ t)n/2)

Caso 1. αx < x(1+ t)n/2< 1. como sinh z ∼ z, cosh z ∼ 1 cuando |z|< 1, entonces

α(1+ t)n sinhαx sinh (x(1+ t)n/2)
cosh(x(1+ t)n/2) coshαx

∼
α2

2
x2(1+ t)2n ≥ 2α2 x2

Caso 2. 1< αx < x(1+ t)n/2, como sinh z ∼ ez, cosh z ∼ ez cuando |z|> 1, entonces

α(1+ t)n sinhαx sinh (x(1+ t)n/2)
cosh(x(1+ t)n/2) coshαx

∼ α(1+ t)n ≥ 2α2

Caso 3. αx < 1< x(1+ t)n/2, tenemos

α(1+ t)n sinhαx sinh (x(1+ t)n/2)
cosh(x(1+ t)n/2) coshαx

∼ α2(1+ t)n x ≥ 2α2.

Con ello obtenemos χ ≥ c.

3. Cálculo del Capítulo 4

3.1. Primer cálculo. Sea Φ(t, x) =
m
∑

k=0
φk(x)(1 + t)−k una solución

aproximada del problema

(5.6)























∂t(r − rx x) + (1+ t)ϕr rx + (1+ t)ϕx r(r − 1)

−
1
ϕ
[ϕx x rt + 2∂t(ϕx rx) +ϕt rx x + 2ϕx rx]− rx x = 0, x ∈ (−∞, 0), t > 0,

r(t,−∞) = 1, r(t, 0) = 0, t > 0,

r(0, x) = r0(x), x ∈ (−∞, 0),

donde las funciones φk(x), 0≤ k ≤ m, son definidas recurrentemente por medio
de ecuciones las cuales son obtenidas comparando los términos que contienen
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(1+ t)−k. En efecto, tenemos

Φx =
m
∑

k=0

φ′k(1+ t)−k, Φt = −
m+1
∑

k=1

(k− 1)φk−1(1+ t)−k,

Φx x =
m
∑

k=0

φ′′k (1+ t)−k, Φt x = −
m+1
∑

k=1

(k− 1)φ′k−1(1+ t)−k

Φt x x = −
m+1
∑

k=1

(k− 1)φ′′k−1(1+ t)−k.

Al reemplazar en (5.6), obtenemos

−
m+1
∑

k=1

(k− 1)φk−1(1+ t)−k +
m+1
∑

k=1

(k− 1)φ′′k−1(1+ t)−k

+(1+ t)ϕ

�

m
∑

k=0

φk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0

φ′k(1+ t)−k

�

+(1+ t)ϕx

�

m
∑

k=0

φk(1+ t)−k

�2

− (1+ t)ϕx

m
∑

k=0

φk(1+ t)−k

−
m
∑

k=0

φ′′k (1+ t)−k +
ϕx x

ϕ

m+1
∑

k=1

(k− 1)φk−1(1+ t)−k

−
2ϕt x

ϕ

m
∑

k=0

φ′k t−k +
2ϕx

ϕ

m+1
∑

k=1

(k− 1)φ′k−1(1+ t)−k

−
ϕt

ϕ

m
∑

k=0

φ′′k (1+ t)−k −
2ϕx

ϕ

m
∑

k=0

φ′k(1+ t)−k = 0.
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Luego

−
m+1
∑

k=1

(k− 1)φk−1(1+ t)−k +
m+1
∑

k=1

(k− 1)φ′′k−1(1+ t)−k

+(1+ t)ϕ
m
∑

l=0

m
∑

s=0

φ′lφs(1+ t)−(l+s) + (1+ t)ϕx

m
∑

l=0

m
∑

s=0

φlφs(1+ t)−(l+s)

−(1+ t)ϕx

m
∑

k=0

φk(1+ t)−k −
m
∑

k=0

φ′′k (1+ t)−k

+
ϕx x

ϕ

m+1
∑

k=1

(k− 1)φk−1(1+ t)−k −
2ϕt x

ϕ

m
∑

k=0

φ′k(1+ t)−k

+
2ϕx

ϕ

m+1
∑

k=1

(k− 1)φ′k−1(1+ t)−k −
ϕt

ϕ

m
∑

k=0

φ′′k (1+ t)−k

−
2ϕx

ϕ

m
∑

k=0

φ′k(1+ t)−k = 0.

Tomando las aproximaciones

(1+ t)ϕ(t, x) =
m
∑

k=0

ak(x)(1+ t)−k +O(xm+1(1+ t)−(m+1)),

(1+ t)2ϕx(t, x) =
m
∑

k=0

bk(x)(1+ t)−k +O(xm+1(1+ t)−(m+1)),

(1+ t)
ϕx(t, x)
ϕ(t, x)

=
m
∑

k=0

ck(x)(1+ t)−k +O(xm+1(1+ t)−(m+1)),

(1+ t)
ϕt(t, x)
ϕ(t, x)

=
m
∑

k=0

ek(x)(1+ t)−k +O(xm+1(1+ t)−(m+1)),

(1+ t)2
ϕx x(t, x)
ϕ(t, x)

=
m
∑

k=0

dk(x)(1+ t)−k +O(xm+1(1+ t)−(m+1)),

(1+ t)2
ϕt x(t, x)
ϕ(t, x)

=
m
∑

k=0

fk(x)(1+ t)−k +O(xm+1(1+ t)−(m+1)).
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Tenemos entonces

−
m+1
∑

l=1

(l − 1)φl−1(1+ t)−l +
m+1
∑

l=1

(l − 1)φ′′l−1(1+ t)−l

+
m
∑

r=0

m
∑

l=0

m
∑

s=0

arφ
′
lφs(1+ t)−(r+l+s) +

m
∑

r=0

m
∑

l=0

m
∑

s=0

brφlφs(1+ t)−(r+l+s+1)

−
m
∑

r=0

m
∑

l=0

brφl(1+ t)−(r+l+1) −
m
∑

l=0

φ′′l (1+ t)−l

+
m
∑

r=0

m+1
∑

l=1

(l − 1) drφl−1(1+ t)−(r+l+2) −
m
∑

r=0

m
∑

l=0

frφ
′
l(1+ t)−(r+l+2)

+
m
∑

r=0

m+1
∑

l=1

(l − 1) crφ
′
l−1(1+ t)−(r+l+1) −

m
∑

r=0

m
∑

k=0

erφ
′′
l (1+ t)−(r+l+1)

−
m
∑

r=0

m
∑

k=0

crφ
′
l(1+ t)−(r+l+1) = 0

Al Recopilar los términos con potencia t0, obtenemos la ecuación

φ′′0 − a0φ0φ
′
0 = 0,

los de potencia (1+ t)−1, obtenemos la ecuación

φ′′1 − a0 (φ0φ1)
′ = a1φ

′
0φ0 + b0φ0φ0 − b0φ0 − c0φ

′
0 − e0φ

′′
0 .

En general al recopilar los términos con potencia (1+ t)−k, k ≥ 1,obtenemos

− (k− 1)φk−1 + (k− 1)φ′′k−1 +
k
∑

j=0

j
∑

l=0

ak− jφ
′
j−lφl

+
k−1
∑

j=0

j
∑

l=0

bk−1− jφ j−lφl −
k−1
∑

j=0

bk−1− jφ j −φ′′k +
k−3
∑

j=0

jdk−3− jφ j

−
k−2
∑

j=0

fk−2− jφ
′
j +

k−2
∑

j=0

jck−2− jφ
′
j −

k−1
∑

j=0

ek−1− jφ
′′
j −

k−1
∑

j=0

ck−1− jφ
′
j = 0
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Asi,

φ′′k −
k
∑

j=0

j
∑

l=0

ak− jφ
′
j−lφl =

k−1
∑

j=0

j
∑

l=0

bk−1− jφ j−lφl −
k−1
∑

j=0

bk−1− jφ j

−
k−1
∑

j=0

ek−1− jφ
′′
j −

k−1
∑

j=0

ck−1− jφ
′
j

−
k−2
∑

j=0

fk−2− jφ
′
j +

k−2
∑

j=0

jck−2− jφ
′
j

+
k−3
∑

j=0

jdk−3− jφ j − (k− 1)φk−1 + (k− 1)φ′′k−1

Como
k
∑

j=0

j
∑

l=0

ak− jφ
′
j−lφl = a0

k
∑

l=0

φ′k−lφl +
k−1
∑

j=0

j
∑

l=0

ak− jφ
′
j−lφl

= a0φ
′
kφ0 + a0φ

′
0φk +

k−1
∑

l=1

a0φ
′
k−lφl +

k−1
∑

j=0

j
∑

l=0

ak− jφ
′
j−lφl .

Obtenemos

φ′′0 − a0φ0φ
′
0 = 0, φ′′k − a0 (φkφ0)

′ = zk, k ≥ 1,

donde

zk(t, x) =
k−1
∑

j=0

j
∑

l=0

�

ak− jφ
′
j−lφl + bk−1− jφ j−lφl

�

+
k−1
∑

l=1

a0φ
′
k−lφl

−
k−1
∑

j=0

�

bk−1− jφ j + ek−1− jφ
′′
j + ck−1− jφ

′
j

�

−
k−2
∑

j=0

�

fk−2− jφ
′
j − jck−2− jφ

′
j

�

+
k−3
∑

j=0

jdk−3− jφ j

− (k− 1)φk−1 + (k− 1)φ′′k−1.

para k ≥ 1, donde ak(x), bk(x), ck(x), dk(x), ek(x) y fk(x) son polinomios con
respecto a x de orden menores o iguales a k.
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3.2. Segundo Cálculo . Sea

φk(x) =
1

cosh2
�

1
2 x
�

x
∫

−∞

cosh2
�

1
2
η

�

η
∫

−∞

zk(η
′)dη′dη; k ≥ 1.

donde

zk(t, x) =
k−1
∑

j=0

j
∑

l=0

�

ak− jφ
′
j−lφl + bk−1− jφ j−lφl

�

+
k−1
∑

l=1

a0φ
′
k−lφl

−
k−1
∑

j=0

�

bk−1− jφ j + ek−1− jφ
′′
j + ck−1− jφ

′
j

�

−
k−2
∑

j=0

�

fk−2− jφ
′
j − jck−2− jφ

′
j

�

+
k−3
∑

j=0

jdk−3− jφ j

− (k− 1)φk−1 + (k− 1)φ′′k−1

los ak(x), bk(x), ck(x), dk(x), ek(x) y fk(x) son polinomios con respecto a x de
ordenes menor o igual a k. Probemos por inducción el siguiente estimativo

φk(x)≤ C |x |2k e−|x |, k ≥ 1; cuando x →−∞.

Para k = 1, tenemos

z1(x) = a1φ0φ
′
0 + b0φ

2
0 − b0φ0 − e0φ

′′
0 − c0φ

′
0

Como φ0(x) → 1; x → −∞, entonces b0φ
2
0 − b0φ0 → 0; x → −∞, además

φ′0(x) = O (e
−|x |), φ′′0 (x) = O (e

−|x |); x → −∞. Entonces z1(x) = O (xe−|x |);

x →−∞. Así
∫ η

−∞
z1(η

′)dη′ ∼
∫ η

−∞
η′e−|η

′|dη′ ∼ ηe−|η| cuando η→−∞,

como cosh2
�

1
2η
�

= O (e|η|) cuando η→−∞, entonces

φ1(x) =
1

cosh2
�

1
2 x
�

x
∫

−∞

cosh2
�

1
2
η

�

η
∫

−∞

z1(η
′)dη′dη

∼ e−|x |
∫ x

−∞
e|η|ηe−|η|dη∼ x2e−|x | cuando x →−∞.
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Por tanto φ1(x) = O (x2e−|x |) cuando x →−∞.

φ1(x)∼ x2e−|x | cuando x →−∞
φ′1(x)∼ 2xe−|x | + x2e−|x | ∼ x2e−|x | cuando x →−∞
φ′′1 (x)∼ x2e−|x | cuando x →−∞.

Ahora

z2(t, x) = a2φ
′
0φ0 + b1φ

2
0 + a1φ

′
1φ0 + b0φ1φ0 + a1φ

′
0φ1 + b0φ0φ1 + a0φ

′
1φ1

−
�

b1φ0 + e1φ
′′
0 + c1φ

′
0

�

−
�

b0φ1 + e0φ
′′
1 + c0φ

′
1

�

− f0φ
′
0 −φ1 +φ

′′
1

como φ0(x) = − tanh(1
2 x), entonces

b1φ
2
0 − b1φ0 = x tanh(1

2 x)
�

tanh(1
2 x) + 1

�

→ 0 cuando x →−∞, así

z2(t, x) ∼ a2e−|x | + a1 x2e−|x | + b0 x2e−|x | + a1 x2e−2|x | + a0 x4e−2|x |

−e1e−|x | − c1e−|x | − b0 x2e−|x | − e0 x2e−|x | − c0 x2e−|x |

− f0e−|x | − x2e−|x | + x2e−|x |

∼ x3e−|x | cuando x →−∞
∫ η

−∞
z2(η

′)dη′ ∼
∫ η

−∞

�

η′
�3

e−|η
′|dη′ ∼ η3e−|η| cuando η→−∞,

entonces

φ2(x) =
1

cosh2
�

1
2 x
�

x
∫

0

cosh2
�

1
2
η

�

η
∫

−∞

z2(η
′)dη′dη

∼ e−|x |
∫ x

0

e|η|η3e−|η|dη∼ x4e−|x | cuando x →−∞.

Por lo tanto φ2(x) = O (x4e−|x |) cuando x →−∞. Supongamos que
φ j(x) = O ( |x |

2 j e−|x |) cuando x →−∞, 1≤ j ≤ k− 1. Entonces
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zk(t, x) =
�

akφ
′
0φ0 + bk−1φ0φ0

�

+
k−1
∑

j=1
(ak− jφ

′
jφ0 + bk−1− jφ jφ0)

+
k−1
∑

j=1

j−1
∑

l=1

�

ak− jφ
′
j−lφl + bk−1− jφ j−lφl

�

+
k−1
∑

j=1

�

ak− jφ
′
0φ j + bk−1− jφ0φ j

�

+
k−1
∑

l=1
a0φ

′
k−lφl−

�

bk−1φ0 + ek−1φ
′′
0 + ck−1φ

′
0

�

−
k−1
∑

j=1

�

bk−1− jφ j + ek−1− jφ
′′
j + ck−1− jφ

′
j

�

− fk−2φ
′
0 −

k−2
∑

j=1

�

fk−2− jφ
′
j − jck−2− jφ

′
j

�

+
k−3
∑

j=1
jdk−3− jφ j − (k− 1)φk−1 + (k− 1)φ′′k−1.

Como bk−1φ0φ0 − bk−1φ0 → 0, cuando x → −∞ y por hipotesis inductivo, ten-
emos entonces

zk(t, x)∼ ake−|x |+
k−1
∑

j=1
(ak− j x

2 je−|x |+bk−1− j x
2 je−|x |)+

k−1
∑

j=1

�

ak− j x
2 je−2|x | + bk−1− j x

2 je−2|x |
�

+
k−1
∑

j=1

�

ak− j x
2 je−2|x | + bk−1− j x

2 je−|x |
�

+ a0 x2ke−2|x | − (ek−1e−|x | + ck−1e−|x |)

−
k−1
∑

j=1

�

bk−1− j x
2 je−|x | + ek−1− j x

2 je−|x | + ck−1− j x
2 je−|x |

�

− fk−2e−|x |

−
k−2
∑

j=1

�

fk−2− j x
2 je−|x | − jck−2− j x

2 je−|x |
�

+
k−3
∑

j=1
jdk−3− j x

2 je−|x |

− (k− 1) x2(k−1)e−|x | + (k− 1) x2(k−1)e−|x |

cuando x → −∞, como ak(x), bk(x), ck(x), dk(x), ek(x) y fk(x) son polinomios
con respecto a x de ordenes menor o igual a k, entonces

zk(t, x)∼ x ke−|x | +
k−1
∑

j=1
(x k+ je−|x | + x k−1+ je−|x |) +

k−1
∑

j=1

�

x k+ je−2|x | + x k−1+ je−2|x |
�

+x2ke−2|x | + x k−1e−|x | +
k−1
∑

j=1
x k−1+ je−|x | + x k−2e−|x | +

k−2
∑

j=1
x k−2+ je−|x |

+
k−3
∑

j=1
x k−3+ je−|x | + x2(k−1)e−|x | + x2(k−1)e−|x |

∼ x ke−|x | + x2k−1e−|x | + x2(k−1)e−|x | + x k+1e−2|x | + x ke−2|x | + x2ke−2|x | + x k−1e−|x |

+x2(k−1)e−|x | + x k−2e−|x | + x2(k−2)e−|x | + x2(k−3)e−|x | + x2(k−1)e−|x |
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∼ x2k−1e−|x | cuando x →−∞,

luego

φk(x) =
1

cosh2
�

1
2 x
�

x
∫

−∞

cosh2
�

1
2
η

�

η
∫

−∞

zk(η
′)dη′dη

∼ e−|x |
∫ x

−∞
e|η|η2k−1e−|η|dη∼ |x |2k e−|x | cuando x →−∞.

Por tanto φk(x) = O ( |x |
2k e−|x |) cuando x → −∞. Hemos así demostrado el

estimativo deseado.

3.3. Tercer Cálculo . Probemos el siguiente estimativo

R(t, x) = O ((1+ t)−(m+1)x3me−|x |)

cuando x →−∞, donde

R = Φt −Φt x x −Φx x + (1+ t)ϕΦΦx + (1+ t)ϕxΦ (Φ− 1)

−
ϕx x

ϕ
Φt −

2ϕt x

ϕ
Φx −

2ϕx

ϕ
Φt x −

ϕt

ϕ
Φx x −

2ϕx

ϕ
Φx

R= −
m+1
∑

k=1
(k− 1)φk−1(1+ t)−k +

m+1
∑

k=1
(k− 1)φ′′k−1(1+ t)−k

−
m
∑

k=0
φ′′k (1+ t)−k +

�

(1+ t)ϕ −
m
∑

k=0
ak(1+ t)−k

�

ΦΦx

+(1+ t)−1

�

(1+ t)2ϕx −
m
∑

k=0
bk(1+ t)−k

�

Φ (Φ− 1)

−(1+ t)−2

�

(1+ t)2
ϕx x

ϕ
−

m
∑

k=0
dk(1+ t)−k

�

Φt

−(1+ t)−2

�

(1+ t)2
2ϕt x

ϕ
−

m
∑

k=0
fk(1+ t)−k

�

Φx

−(1+ t)−1

�

(1+ t)
2ϕx

ϕ
−

m
∑

k=0
ck(1+ t)−k

�

Φt x

−(1+ t)−1

�

(1+ t)
ϕt

ϕ
−

m
∑

k=0
bk(1+ t)−k

�

Φx x

80



Capítulo 5. Apéndice

−(1+ t)−1

�

2ϕx

ϕ
−

m
∑

k=0
ck(1+ t)−k

�

Φx

+

�

m
∑

k=0
ak(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φ′k(1+ t)−k

�

+(1+ t)−1

�

m
∑

k=0
bk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

�

−(1+ t)−1

�

m
∑

k=0
bk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

�

+(1+ t)−2

�

m
∑

k=0
dk(1+ t)−k

��

m+1
∑

k=1
(k− 1)φk−1(1+ t)−k

�

−(1+ t)−2

�

m
∑

k=0
fk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φ′k(1+ t)−k

�

+(1+ t)−1

�

m
∑

k=0
ck(1+ t)−k

��

m+1
∑

k=1
(k− 1)φ′k−1(1+ t)−k

�

−(1+ t)−1

�

m
∑

k=0
ek(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φ′′k (1+ t)−k

�

−(1+ t)−1

�

m
∑

k=0
ck(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φ′k(1+ t)−k

�

Como
�

m
∑

k=0
ak(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φ′k(1+ t)−k

�

=
3m
∑

k=0
(1+ t)−k

min{m,k}
∑

j=max{0,k−m}

min{m, j}
∑

l=max{0, j−m}
ak− jφ j−lφ

′
l

=
m
∑

k=0
(1+ t)−k

k
∑

j=0

j
∑

l=0
ak− jφ j−lφ

′
l

+
2m
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−m

j
∑

l=0
ak− jφ j−lφ

′
l

+
3m
∑

k=2m+1
(1+ t)−k

2m
∑

j=k−m

m
∑

l= j−m
ak− jφ j−lφ

′
l ,

�

m
∑

k=0
ak(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φ′k(1+ t)−k

�

=
3m
∑

k=0
(1+ t)−k

min{m,k}
∑

j=max{0,k−m}

min{m, j}
∑

l=max{0, j−m}
ak− jφ j−lφ

′
l
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=
m
∑

k=0
(1+ t)−k

k
∑

j=0

j
∑

l=0
ak− jφ j−lφ

′
l

+
2m
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−m

j
∑

l=0
ak− jφ j−lφ

′
l

+
3m
∑

k=2m+1
(1+ t)−k

2m
∑

j=k−m

m
∑

l= j−m
ak− jφ j−lφ

′
l ,

(1+ t)−1

�

m
∑

k=0
bk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

�

=

�

m+1
∑

k=1
bk−1(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

�

=
3m+1
∑

k=1
(1+ t)−k

min{m,k−1}
∑

j=max{0,k−1−m}

min{m, j}
∑

l=max{0, j−m}
bk−1− jφ j−lφl

=
m+1
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0

, j
∑

l=0
bk−1− jφ j−lφl

+
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m

j
∑

l=0
bk−1− jφ j−lφl

+
3m+1
∑

k=2m+2
(1+ t)−k

2m
∑

j=k−1−m

m
∑

l= j−m
bk−1− jφ j−lφl ,

(1+ t)−1

�

m
∑

k=0
bk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

�

=

�

m+1
∑

k=1
bk−1(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φk(1+ t)−k

�

=
2m+1
∑

k=1
(1+ t)−k

min{m,k−1}
∑

j=max{0,k−1−m}
bk−1− jφ j

=
m
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0
bk−1− jφ j +

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
bk−1− jφ j,

(1+ t)−2

�

m
∑

k=0
dk(1+ t)−k

��

m+1
∑

k=1
(k− 1)φk−1(1+ t)−k

�

= (1+ t)−3

�

m
∑

k=0
dk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
kφk(1+ t)−k

�
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=

�

m+3
∑

k=3
dk−3(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
kφk(1+ t)−k

�

=
2m+3
∑

k=3
(1+ t)−k

min{m,k−3}
∑

j=max{0,k−3−m}
j bk−3− jφ j

=
m+2
∑

k=3
(1+ t)−k

k−3
∑

j=0
jdk−3− jφ j +

2m+3
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−3−m
jdk−3− jφ j,

(1+ t)−2

�

m
∑

k=0
fk(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φ′k(1+ t)−k

�

=
m+1
∑

k=2
(1+ t)−k

k−2
∑

j=0
fk−2− jφ

′
j +

3m+2
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
fk−2− jφ

′
j

(1+ t)−1

�

m
∑

k=0
ck(1+ t)−k

��

m+1
∑

k=1
(k− 1)φ′k−1(1+ t)−k

�

= (1+ t)−2

�

m
∑

k=0
ck(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
kφ′k(1+ t)−k

�

=
m+1
∑

k=2
(1+ t)k

k−2
∑

j=0
jck−2− jφ

′
j +

2m+2
∑

k=m+2
(1+ t)k

m
∑

j=k−1−m
jck−2− jφ

′
j

(1+ t)−1

�

m
∑

k=0
ek(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φ′′k (1+ t)−k

�

=
m
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0
ek−1− jφ

′′
j +

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ek−1− jφ

′′
j

(1+ t)−1

�

m
∑

k=0
ck(1+ t)−k

��

m
∑

k=0
φ′k(1+ t)−k

�

=
m
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0
ck−1− jφ

′
j +

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ck−1− jφ

′
j.

Entonces

R= −
m+1
∑

k=1
(k− 1)φk−1(1+ t)−k +

m+1
∑

k=1
(k− 1)φ′′k−1(1+ t)−k −

m
∑

k=0
φ′′k (1+ t)−k

+
m
∑

k=0
(1+ t)−k

k
∑

j=0

j
∑

l=0
ak− jφ j−lφ

′
l +

2m
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−m

j
∑

l=0
ak− jφ j−lφ

′
l
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+
3m
∑

k=2m+1
(1+ t)−k

2m
∑

j=k−m

m
∑

l= j−m
ak− jφ j−lφ

′
l +

m+1
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0

, j
∑

l=0
bk−1− jφ j−lφl

+
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m

j
∑

l=0
bk−1− jφ j−lφl

+
3m+1
∑

k=2m+2
(1+ t)−k

2m
∑

j=k−1−m

m
∑

l= j−m
bk−1− jφ j−lφl

−
m
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0
bk−1− jφ j −

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
bk−1− jφ j

+
m+2
∑

k=3
(1+ t)−k

k−3
∑

j=0
jdk−3− jφ j +

2m+3
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−3−m
jdk−3− jφ j

−
m+1
∑

k=2
(1+ t)−k

k−2
∑

j=0
fk−2− jφ

′
j −

2m+2
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
fk−2− jφ

′
j

+
m+1
∑

k=2
(1+ t)−k

k−2
∑

j=0
jck−2− jφ

′
j +

2m+2
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
jck−2− jφ

′
j

−
m
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0
ek−1− jφ

′′
j −

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ek−1− jφ

′′
j

−
m
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0
ck−1− jφ

′
j −

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ck−1− jφ

′
j + F

donde

F =

�

(1+ t)ϕ −
m
∑

k=0
ak(1+ t)−k

�

ΦΦx

+(1+ t)−1

�

(1+ t)2ϕx −
m
∑

k=0
bk(1+ t)−k

�

Φ (Φ− 1)

−(1+ t)−2

�

(1+ t)2
ϕx x

ϕ
−

m
∑

k=0
dk(1+ t)−k

�

Φt

−(1+ t)−2

�

(1+ t)2
2ϕt x

ϕ
−

m
∑

k=0
fk(1+ t)−k

�

Φx

−(1+ t)−1

�

(1+ t)
2ϕx

ϕ
−

m
∑

k=0
ck(1+ t)−k

�

Φt x

−(1+ t)−1

�

(1+ t)
ϕt

ϕ
−

m
∑

k=0
bk(1+ t)−k

�

Φx x

−(1+ t)−1

�

2ϕx

ϕ
−

m
∑

k=0
ck(1+ t)−k

�

Φx
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y teniendo encuenta las ecuaciones φ′′0 − a0φ0φ
′
0 = 0 y

− (k− 1)φk−1 + (k− 1)φ′′k−1 +
k
∑

j=0

j
∑

l=0

ak− jφ
′
j−lφl

+
k−1
∑

j=0

j
∑

l=0

bk−1− jφ j−lφl −
k−1
∑

j=0

bk−1− jφ j −φ′′k

+
k−3
∑

j=0

jdk−3− jφ j −
k−2
∑

j=0

fk−2− jφ
′
j +

k−2
∑

j=0

jck−2− jφ
′
j

−
k−1
∑

j=0

ek−1− jφ
′′
j −

k−1
∑

j=0

ck−1− jφ
′
j = 0, k ≥ 1.

Obtenemos

R=
m
∑

k=1
(1+ t)−k

�

− (k− 1)φk−1 + (k− 1)φ′′k−1 −φ
′′
k

�

+(1+ t)−(m+1)m
�

−φm +φ′′m
�

−φ′′0 +
m
∑

k=1
(1+ t)−k

k
∑

j=0

j
∑

l=0
ak− jφ j−lφ

′
l + a0φ0φ

′
0

+
2m
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−m

j
∑

l=0
ak− jφ j−lφ

′
l +

3m
∑

k=2m+1
(1+ t)−k

2m
∑

j=k−m

m
∑

l= j−m
ak− jφ j−lφ

′
l

+
m
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0

, j
∑

l=0
bk−1− jφ j−lφl +

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m

j
∑

l=0
bk−1− jφ j−lφl

+
3m+1
∑

k=2m+2
(1+ t)−k

2m
∑

j=k−1−m

m
∑

l= j−m
bk−1− jφ j−lφl −

m
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0
bk−1− jφ j

−
2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
bk−1− jφ j +

m
∑

k=3
(1+ t)−k

k−3
∑

j=0
jdk−3− jφ j

+(1+ t)−(m+1)
k−3
∑

j=0
jdm−2− jφ j + (1+ t)−(m+2)

k−3
∑

j=0
jdm−1− jφ j

+
2m+3
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−3−m
jdk−3− jφ j −

m
∑

k=2
(1+ t)−k

k−2
∑

j=0
fk−2− jφ

′
j

−(1+ t)−(m+1)
m−1
∑

j=0
fm−1− jφ

′
j −

2m+2
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
fk−2− jφ

′
j

+
m
∑

k=2
(1+ t)−k

k−2
∑

j=0
jck−2− jφ

′
j + (1+ t)−(m+1)

m−1
∑

j=0
jcm−1− jφ

′
j
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+
2m+2
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
jck−2− jφ

′
j −

m
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0
ek−1− jφ

′′
j

−
2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ek−1− jφ

′′
j −

m
∑

k=1
(1+ t)−k

k−1
∑

j=0
ck−1− jφ

′
j

−
2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ck−1− jφ

′
j + F

R= (1+ t)−(m+1)m
�

−φm +φ′′m
�

+
2m
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−m

j
∑

l=0
ak− jφ j−lφ

′
l

+
3m
∑

k=2m+1
(1+ t)−k

2m
∑

j=k−m

m
∑

l= j−m
ak− jφ j−lφ

′
l +

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m

j
∑

l=0
bk−1− jφ j−lφl

+
3m+1
∑

k=2m+2
(1+ t)−k

2m
∑

j=k−1−m

m
∑

l= j−m
bk−1− jφ j−lφl −

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
bk−1− jφ j

+(1+ t)−(m+1)
m−2
∑

j=1
jdm−2− jφ j + (1+ t)−(m+2)

m−1
∑

j=1
jdm−1− jφ j

+
2m+3
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−3−m
jdk−3− jφ j − (1+ t)−(m+1)

m−1
∑

j=0
fm−1− jφ

′
j

−
2m+2
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
fk−2− jφ

′
j + (1+ t)−(m+1)

m−1
∑

j=1
jcm−1− jφ

′
j

+
2m+2
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
jck−2− jφ

′
j −

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ek−1− jφ

′′
j

−
2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ck−1− jφ

′
j + F.

Observemos

2m
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−m

j
∑

l=0
ak− jφ j−lφ

′
l

=
2m
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−m

�

ak− jφ jφ
′
0 +

j−1
∑

l=1
ak− jφ j−lφ

′
l + ak− jφ0φ

′
j

�

.

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m

j
∑

l=0
bk−1− jφ j−lφl

= (1+ t)−(m+1)

�

m
∑

j=0

j
∑

l=0
bm− jφ j−lφl

�

+
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m

j
∑

l=0
bk−1− jφ j−lφl
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= (1+ t)−(m+1)

�

bmφ0φ0 +
m
∑

j=1

j
∑

l=0
bm− jφ j−lφl

�

+
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m

�

bk−1− jφ jφ0 +
j
∑

l=1
bk−1− jφ j−lφl

�

= (1+ t)−(m+1)

�

bmφ0φ0 +
m
∑

j=1

�

bm− jφ jφ0 +
j−1
∑

l=0
bm− jφ j−lφl + bm− jφ0φ j

��

+
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m

�

bk−1− jφ jφ0 +
j
∑

l=1
bk−1− jφ j−lφl

�

.

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
bk−1− jφ j

= (1+ t)−(m+1)

�

m
∑

j=0
bm− jφ j

�

+
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
bk−1− jφ j

= (1+ t)−(m+1)

�

bmφ0 +
m
∑

j=1
bm− jφ j

�

+
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
bk−1− jφ j.

(1+ t)−(m+1)
m−2
∑

j=1
jdm−2− jφ j + (1+ t)−(m+2)

m−1
∑

j=1
jdm−1− jφ j

+
2m+3
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−3−m
jdk−3− jφ j

= (1+ t)−(m+1)
m−2
∑

j=1
jdm−2− jφ j + (1+ t)−(m+2)

m−1
∑

j=1
jdm−1− jφ j

+(1+ t)−(m+3)
m
∑

j=1
jdm− jφ j +

2m+3
∑

k=m+4
(1+ t)−k

m
∑

j=k−3−m
jdk−3− jφ j.

(1+ t)−(m+1)
m−1
∑

j=0
fm−1− jφ

′
j +

2m+2
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
fk−2− jφ

′
j

= (1+ t)−(m+1)

�

fm−1φ
′
0 +

m−1
∑

j=1
fm−1− jφ

′
j

�

+ (1+ t)−(m+2)
m
∑

j=0
fm− jφ

′
j

+
2m+2
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
fk−2− jφ

′
j

= (1+ t)−(m+1)

�

fm−1φ
′
0 +

m−1
∑

j=1
fm−1− jφ

′
j

�

+ (1+ t)−(m+2)

�

fmφ
′
0 +

m
∑

j=1
fm− jφ

′
j

�
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+
2m+2
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
fk−2− jφ

′
j.

(1+ t)−(m+1)
m−1
∑

j=1
jcm−1− jφ

′
j +

2m+2
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
jck−2− jφ

′
j

= (1+ t)−(m+1)
m−1
∑

j=1
jcm−1− jφ

′
j + (1+ t)−(m+2)

m
∑

j=0
jcm− jφ

′
j

+
2m+2
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
jck−2− jφ

= (1+ t)−(m+1)
m−1
∑

j=1
jcm−1− jφ

′
j + (1+ t)−(m+2)

m
∑

j=1
jcm− jφ

′
j

+
2m+2
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
jck−2− jφ

′
j.

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ek−1− jφ

′′
j

= (1+ t)−(m+1)
m
∑

j=0
em− jφ

′′
j +

2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ek−1− jφ

′′
j

= (1+ t)−(m+1)

�

emφ
′′
0 +

m
∑

j=1
em− jφ

′′
j

�

+
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ek−1− jφ

′′
j .

2m+1
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ck−1− jφ

′
j

= (1+ t)−(m+1)
m
∑

j=0
cm− jφ

′
j +

2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ck−1− jφ

′
j

= (1+ t)−(m+1)

�

cmφ
′
0 +

m
∑

j=1
cm− jφ

′
j

�

+
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ck−1− jφ

′
j.

Asi

R= (1+ t)−(m+1)m
�

−φm +φ′′m
�

+
2m
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−m

�

ak− jφ jφ
′
0 +

j−1
∑

l=1
ak− jφ j−lφ

′
l + ak− jφ0φ

′
j

�

+
3m
∑

k=2m+1
(1+ t)−k

2m
∑

j=k−m

m
∑

l= j−m
ak− jφ j−lφ

′
l
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+(1+ t)−(m+1)

�

bmφ0φ0 +
m
∑

j=1

�

bm− jφ jφ0 +
j−1
∑

l=1
bm− jφ j−lφl + bm− jφ0φ j

��

+
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m

�

bk−1− jφ jφ0 +
j
∑

l=1
bk−1− jφ j−lφl

�

+
3m+1
∑

k=2m+2
(1+ t)−k

2m
∑

j=k−1−m

m
∑

l= j−m
bk−1− jφ j−lφl

−(1+ t)−(m+1)

�

bmφ0 +
m
∑

j=1
bm− jφ j

�

−
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
bk−1− jφ j

+(1+ t)−(m+1)
m−2
∑

j=1
jdm−2− jφ j + (1+ t)−(m+2)

m−1
∑

j=1
jdm−1− jφ j

+(1+ t)−(m+3)
m
∑

j=1
jdm− jφ j +

2m+3
∑

k=m+4
(1+ t)−k

m
∑

j=k−3−m
jdk−3− jφ j

−(1+ t)−(m+1)

�

fm−1φ
′
0 +

m−1
∑

j=1
fm−1− jφ

′
j

�

− (1+ t)−(m+2)

�

fmφ
′
0 +

m
∑

j=1
fm− jφ

′
j

�

−
2m+2
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
fk−2− jφ

′
j + (1+ t)−(m+1)

m−1
∑

j=1
jcm−1− jφ

′
j

+(1+ t)−(m+2)
m
∑

j=1
jcm− jφ

′
j +

2m+2
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
jck−2− jφ

′
j

−(1+ t)−(m+1)

�

emφ
′′
0 +

m
∑

j=1
em− jφ

′′
j

�

−
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ek−1− jφ

′′
j

−(1+ t)−(m+1)

�

cmφ
′
0 +

m
∑

j=1
cm− jφ

′
j

�

−
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
ck−1− jφ

′
j + F.

Teniendo encuenta los estimativos φ0(x) → 1, φ( j)0 (x) = O (e
−|x |), j ≥ 1 y

φ
( j)
k (x) = O ( |x |

2k e−|x |), k ≥ 1, j ≥ 0 cuando x →−∞. Obtenemos

R∼ (1+ t)−(m+1)x2me−|x | +
2m
∑

k=m+1
(1+ t)−k

m
∑

j=k−m

�

x k+ je−2|x | + x k+ je−|x |
�

+
3m
∑

k=2m+1
(1+t)−k

m
∑

j=k−m
x k+ je−2|x |+(1+t)−(m+1)

�

bmφ
2
0 +

m
∑

j=1

�

xm+ je−|x | + xm+ je−2|x |
�

�

+
2m+1
∑

k=m+2
(1+t)−k

m
∑

j=k−1−m

�

x k−1+ je−|x | + x k−1+ je−2|x |
�

+
3m+1
∑

k=2m+2
(1+t)−k

2m
∑

j=k−1−m
x k−1+ je−2|x |
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−(1+ t)−(m+1)

�

bmφ0 +
m
∑

j=1
xm+ je−|x |

�

−
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
x k−1+ je−|x |

+(1+ t)−(m+1)
m−2
∑

j=1
xm−2+ je−|x | + t−(m+2)

m−1
∑

j=1
xm−1+ je−|x | + (1+ t)−(m+3)

m
∑

j=1
xm+ je−|x |

+
2m+3
∑

k=m+4
(1+ t)−k

m
∑

j=k−3−m
x k−3+ je−|x | − (1+ t)−(m+1)

�

xm−1e−|x | +
m−1
∑

j=1
xm−1+ je−|x |

�

−(1+ t)−(m+2)

�

xme−|x | +
m
∑

j=1
xm+ je−|x |

�

−
2m+2
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
x k−2+ je−|x |

+(1+ t)−(m+1)
m−1
∑

j=1
xm−1+ je−|x | + (1+ t)−(m+2)

m
∑

j=1
xm+ je−|x |

+
2m+2
∑

k=m+3
(1+ t)−k

m
∑

j=k−2−m
x k−2+ je−|x | − (1+ t)−(m+1)

�

xme−|x | +
m
∑

j=1
xm+ je−|x |

�

−
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
x k−1+ je−|x | − (1+ t)−(m+1)

�

xme−|x | +
m
∑

j=1
xm+ je−|x |

�

−
2m+1
∑

k=m+2
(1+ t)−k

m
∑

j=k−1−m
x k−1+ je−|x |.

Como x pφ2
0 − x pφ0→ 0, cuando x →−∞, para todo p ∈ N,

entonce R∼ (1+ t)−(m+1)x3me−|x | cuando x →−∞.

3.4. Cuarto Cálculo . Apliquemos h(t, x) = w(t, x) coshαx a la ecuación

wt −wt x x −wx x + (1+ t) (ϕΦw)x +
1
2
(1+ t)

�

ϕw2
�

x

+
1
2
(1+ t)ϕx w2 + (1+ t)ϕx(Φ− 1)w−

2ϕx

ϕ
wx

−
ϕx x

ϕ
wt −

2ϕt x

ϕ
wx −

2ϕx

ϕ
wt x −

ϕt

ϕ
wx x + R = 0.

Tenemos
h= w coshαx , w= 1

coshαx h, w sinhαx = h tanhαx

ht = wt coshαx wt =
1

coshαx ht , wt sinhαx = ht tanhαx

hx = wx coshαx +αw sinhαx = wx coshαx +αh tanhαx

wx coshαx = hx −αh tanhαx , wx =
1

coshαx (hx −αh tanhαx) ,

wx sinhαx = tanhαx (hx −αh tanhαx)
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ht x = wt x coshαx +αht tanhαx

wt x =
1

coshαx (ht x −αht tanhαx)

wt x sinhαx = tanhαx (ht x −αht tanhαx)

hx x = wx x coshαx + 2αwx sinhαx +α2w coshαx

= wx x coshαx + 2α tanhαx (hx −αh tanhαx) +α2h,

wx x coshαx = hx x − 2α tanhαx (hx −αh tanhαx)−α2h

wx x =
1

coshαx

�

hx x − 2α tanhαx (hx −αh tanhαx)−α2h
�

wx x sinhαx = tanhαx
�

hx x − 2α tanhαx (hx −αh tanhαx)−α2h
�

gt x x =Wt x x coshαx + 2α tanhαx (gt x −αgt tanhαx) +α2 gt

wt x x coshαx = ht x x − 2α tanhαx (ht x −αht tanhαx)−α2ht .

Luego

1
coshαx ht −

1
coshαx

�

ht x x − 2α tanhαx (ht x −αht tanhαx)−α2ht

�

− 1
coshαx

�

hx x − 2α tanhαx (hx −αh tanhαx)−α2h
�

(1+ t) (ϕΦ)x
1

coshαx h+ (1+ t)ϕΦ 1
coshαx (hx −αh tanhαx)

+(1+ t)ϕx
1

coshαx h 1
cosh α

2 x s+ (1+ t)ϕ 1
cosh2 αx

h (hx −αh tanhαx)

+(1+ t)ϕx(Φ− 1) 1
coshαx h−

2ϕx

ϕ
1

coshαx (hx −αh tanhαx)

−
ϕx x

ϕ
1

coshαx ht −
2ϕt x

ϕ
1

coshαx (hx −αh tanhαx)

−
2ϕx

ϕ
1

coshαx (ht x −αht tanhαx)

−
ϕt

ϕ
1

coshαx

�

hx x − 2α tanhαx (hx −αh tanhαx)−α2h
�

+ R= 0.

ht −
�

ht x x − 2α tanhαx (ht x −αht tanhαx)−α2ht

�

−
�

hx x − 2α tanhαx (hx −αh tanhαx)−α2h
�

(1+ t) (ϕΦ)x h+ (1+ t)ϕΦ (hx −αh tanhαx)

+(1+ t)ϕx
1

cosh α
2 x sh+ 1

coshαx (1+ t)ϕh (hx −αh tanhαx)

+(1+ t)ϕx(Φ− 1)h−
2ϕx

ϕ
(hx −αh tanhαx)

−
ϕx x

ϕ
ht −

2ϕt x

ϕ
(hx −αh tanhαx)−

2ϕx

ϕ
(ht x −αht tanhαx)
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−
ϕt

ϕ

�

hx x − 2α tanhαx (hx −αh tanhαx)−α2h
�

+ R coshαx = 0.

ht − ht x x + 2α tanhαx ht x − 2α2 tanh2αx ht +α2ht − hx x

+2α tanhαx hx − 2α2 tanh2αx h+α2h+ (1+ t) (ϕΦ)x h

+(1+ t)ϕΦhx − (1+ t)ϕΦα tanhαx h+ (1+ t)ϕx
1

cosh α
2 x sh

+ 1
coshαx (1+ t)ϕhhx −

1
coshαx (1+ t)ϕα tanhαx hh+ (1+ t)ϕx(Φ− 1)h

−
2ϕx

ϕ
hx +

2ϕx

ϕ
α tanhαx h−

ϕx x

ϕ
ht −

2ϕt x

ϕ
hx +

2ϕt x

ϕ
α tanhαx h

−
2ϕx

ϕ
ht x +

2ϕx

ϕ
α tanhαx ht −

ϕt

ϕ
hx x +

ϕt

ϕ
2α tanhαx hx

−
ϕt

ϕ
2α2 tanh2αx h+

ϕt

ϕ
α2h+ R coshαx = 0.

�

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

ht−ht x x+
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

ht x

+
�

α2 − 2α2 tanh2αx + (1+ t) (ϕΦ)x − (1+ t)ϕΦα tanhαx + (1+ t)ϕx
1

cosh α
2 x s

−(1+ t)ϕ h
coshαxα tanhαx + (1+ t)ϕx(Φ− 1) +

2ϕx

ϕ
α tanhαx

+
2ϕt x

ϕ
α tanhαx −

ϕt

ϕ
2α2 tanh2αx +

ϕt

ϕ
α2
�

h

+
�

2α tanhαx + (1+ t)ϕΦ−
2ϕx

ϕ
−

2ϕt x

ϕ
+
ϕt

ϕ
2α tanhαx

�

hx

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

hx x +
1

coshαx (1+ t)ϕhhx + R coshαx = 0.

�

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

ht−ht x x+
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

ht x

+
�

α2 − 2α2 tanh2αx + (1+ t) (ϕΦ)x − (1+ t)ϕΦα tanhαx + (1+ t)ϕx
s

cosh α
2 x

−(1+ t)ϕ s
cosh α

2 xα tanhαx + (1+ t)ϕx(Φ− 1) +
2ϕx

ϕ
α tanhαx

+
2ϕt x

ϕ
α tanhαx −

ϕt

ϕ
2α2 tanh2αx +

ϕt

ϕ
α2
�

h

+
�

2α tanhαx + (1+ t)ϕΦ−
2ϕx

ϕ
−

2ϕt x

ϕ
+
ϕt

ϕ
2α tanhαx

�

hx

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

hx x +
1

coshαx (1+ t)ϕhhx + R coshαx = 0.
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�

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

ht−ht x x+
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

ht x

+
��

1+
ϕt

ϕ

�

�

α2 − 2α2 tanh2αx
�

+ (1+ t) (ϕΦ)x + (1+ t)ϕx(Φ− 1)− (1+ t)ϕΦα tanhαx

+(1+ t)ϕx
s

cosh α
2 x − (1+ t)ϕ s

cosh α
2 xα tanhαx +

�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ

�

α tanhαx
�

h

+
��

1+
ϕt

ϕ

�

2α tanhαx + (1+ t)ϕΦ−
�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ

��

hx

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

hx x +
1

coshαx tϕhhx + R coshαx = 0.

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h− hx x +
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

hx

�

+
��

1+
ϕt

ϕ

�

�

α2 − 2α2 tanh2αx
�

+ (1+ t) (ϕΦ)x + (1+ t)ϕx(Φ− 1)

−(1+ t)ϕΦα tanhαx + (1+ t)ϕx
s

cosh α
2 x − (1+ t)ϕ s

cosh α
2 xα tanhαx

�

+
�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ

�

α tanhαx −
�

2ϕx

ϕ

�

t
α tanhαx +

�

ϕx x

ϕ

�

t

�

h

+

�

�

1+
ϕt

ϕ

�

2α tanhαx + (1+ t)ϕΦ−
�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ

�

+
�

2ϕx

ϕ

�

t

�

hx

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

hx x +
1

coshαx (1+ t)ϕhhx + R coshαx = 0.

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h− hx x +
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

hx

�

+
��

1+
ϕt

ϕ

�

�

α2 − 2α2 tanh2αx
�

+ (1+ t) (ϕΦ)x + (1+ t)ϕx(Φ− 1)

−(1+ t)ϕΦα tanhαx + (1+ t)ϕx
s

cosh α
2 x − (1+ t)ϕ s

cosh α
2 xα tanhαx

+
2ϕx

ϕ

�

1+
ϕt

ϕ

�

α tanhαx +
�

ϕx x

ϕ

�

t

�

h

+
��

1+
ϕt

ϕ

�

2α tanhαx + (1+ t)ϕΦ−
2ϕx

ϕ

�

1+
ϕt

ϕ

��

hx

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

hx x +
1

coshαx (1+ t)ϕhhx + R coshαx = 0.

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h− hx x +
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

hx

�
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+
��

1+
ϕt

ϕ

��

α2 − 2α2 tanh2αx +
2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

+ (1+ t) (ϕΦ)x + (1+ t)ϕx(Φ− 1)

−(1+ t)ϕΦα tanhαx + (1+ t)ϕx
s

cosh α
2 x − (1+ t)ϕ s

cosh α
2 xα tanhαx +

�

ϕx x

ϕ

�

t

�

h

+
��

1+
ϕt

ϕ

��

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

+ (1+ t)ϕΦ
�

hx

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

hx x +
1

coshαx (1+ t)ϕhhx + R coshαx = 0.

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h− hx x +
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

hx

�

+
��

1+
ϕt

ϕ

��

α2 − 2α2 tanh2αx +
2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

+ (1+ t) (ϕΦ)x + (1+ t)ϕx(Φ− 1)

−(1+ t)ϕΦα tanhαx + (1+ t)ϕx
s

cosh α
2 x − (1+ t)ϕ s

cosh α
2 xα tanhαx +

�

ϕx x

ϕ

�

t

�

h

+
��

1+
ϕt

ϕ

��

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

+ (1+ t)ϕΦ
�

hx

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

hx x +
1

coshαx (1+ t)ϕhhx + R coshαx = 0.

Obtenemos entonces la ecuación

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

h

−hx x +
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

hx

�

= −χ1h−ψ1hx +
�

1+
ϕt

ϕ

�

hx x −
1

coshαx (1+ t)ϕhhx − R coshαx

con la condición de frontera h(t, 0) = 0, donde

χ1 =
�

1+
ϕt

ϕ

��

α2 − 2α2 tanh2αx +
2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

+(1+ t) (ϕΦ)x + (1+ t)ϕx(Φ− 1)

−(1+ t)ϕΦα tanhαx + (1+ t)ϕx
s

cosh α
2 x

−(1+ t)ϕ
s

cosh α
2 x
α tanhαx +

�

ϕx x

ϕ

�

t

ψ1 =
�

1+
ϕt

ϕ

��

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

+ (1+ t)ϕΦ.
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3.5. Quinto Cálculo . Verifiquemos que χ1(t, x) ≥ −c1, con c1 > 0, para
todo x < 0 y para todo t ≥ t0.

Primero analicemos la expresión α2−2α2 tanh2αx +
2ϕx

ϕ
α tanhαx para todo x ∈

(−∞, 0) y todo t > 0. Observemos que para todo z < 0, tenemos −1< tanh z < 0,

entonces 0< tanh2 z < 1, por tanto

−α2 −
2ϕx

ϕ
α < α2 − 2α2 tanh2αx +

2ϕx

ϕ
α tanhαx < α2 para todo x < 0. Entonces

−
�

α2 +
2ϕx

ϕ
α

��

1+
ϕt

ϕ

�

<

�

1+
ϕt

ϕ

��

α2 − 2α2 tanh2αx +
2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

< α2
�

1+
ϕt

ϕ

�

Como α > 0 es suficientemente pequeño (α < 1),
2ϕx

ϕ
≈ (1+ t)−1 y

ϕt

ϕ
≈ (1+ t)−1

cuando t →∞, entonces para todo t ≥ t0 >
1
α , donde t0 > 0 es suficientemente

grande, tenemos

−2α2 (1+α) <
�

1+
ϕt

ϕ

��

α2 − 2α2 tanh2αx +
2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

< α2 (1+α)

−4α2 <

�

1+
ϕt

ϕ

��

α2 − 2α2 tanh2αx +
2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

< 2α2

−4 <

�

1+
ϕt

ϕ

��

α2 − 2α2 tanh2αx +
2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

< 2

Ahora analicemos

G(t, x) = (1+ t) (ϕΦ)x + (1+ t)ϕx(Φ− 1)− (1+ t)ϕΦα tanhαx

= (1+ t)ϕx(2Φ− 1) + (1+ t)ϕ (Φx −Φα tanhαx)

Como Φ≈ − tanh( x
2 ), Φx ≈ −

1
2 cosh2( x

2 )
, para todo x ∈ (−∞, 0) tenemos

G(t, x)≈ (1+ t)ϕx

�

2
�

�

�tanh
x
2

�

�

�− 1
�

+ (1+ t)ϕ

�

α |tanhαx |
�

�

�tanh
x
2

�

�

�−
1

2 cosh2( x
2 )

�

,

como −1≤ 2
�

�tanh x
2

�

�− 1< 1 y −1
2 ≤ α |tanhαx |

�

�tanh x
2

�

�− 1
2cosh2( x

2 )
< α, entonces

−(1+ t)ϕx ≤ (1+ t)ϕx

�

2
�

�

�tanh
x
2

�

�

�− 1
�

≤ (1+ t)ϕx

−(1+ t)ϕ ≤ (1+ t)ϕ

�

α |tanhαx |
�

�

�tanh
x
2

�

�

�−
1

2 cosh2( x
2 )

�

< (1+ t)ϕα,
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por tanto

− [(1+ t)ϕx + (1+ t)ϕ]≤ G(t, x)< (1+ t)ϕx + (1+ t)ϕα.

Como ϕ ≈ (1+ t)−1, ϕx ≈ (1+ t)−2 cuando t →∞

−(1+ t)ϕ ≤ (1+ t)ϕ

�

α |tanhαx |
�

�

�tanh
x
2

�

�

�−
1

2cosh2( x
2 )

�

< (1+ t)ϕα

Caso 1 (x ≤ −3t) (t ≥ t0 >
1
α)

−[(1+ t)−1 + 1] ≤ G(t, x)< (1+ t)−1 +α

−[α+ 1] ≤ G(t, x)< 2α

−2 ≤ G(t, x)< 2α

−2 ≤ G(t, x)< 2

Caso 2 (−3t ≤ x < 0) (t ≥ t0 >
1
α)

Como (1+ t)ϕx ≈ (1+ t)−1 y (1+ t)ϕ ≈ (1+ t) 1
1+t+|x | entonces

−
�

(1+ t)−1 + (1+ t)
α

1+ t + |x |

�

≤ G(t, x)≤ (1+ t)−1 + (1+ t)
α

1+ t + |x |
,

observemos α(1+t)
1+t+|x | ≈

α(1+t)
1+t+|x | ≈

α
2 , entonces

−2α ≤ G(t, x)≤ 2α

−2 < G(t, x)< 2.

Ahora analicemos (1+ t)ϕx
s

cosh α
2 x − (1+ t)ϕ s

cosh α
2 xα tanhαx para todo x ∈ (−∞, 0)

(1+ t)ϕx
s

cosh α
2 x
− (1+ t)ϕ

s
cosh α

2 x
α tanhαx

= (1+ t)
s

cosh α
2 x
(ϕx −ϕα tanhαx)

= (1+ t)
s

cosh α
2 x
(ϕx +ϕα |tanhαx |)

Así,

0< (1+ t)
s

cosh α
2 x
(ϕx +ϕα |tanhαx |)≤ ‖s‖∞ (1+ t) (ϕx +ϕα) .
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ahora de la misma manera como se hizo el estimativo anterior, en los casos 1
y 2, obtenemos

0< (1+ t)
s

cosh α
2 x
(ϕx +ϕα |tanhαx |)≤ 2α‖s‖∞ < 2‖s‖∞ .

Podemos así concluir que existe un c1 > 0 tal que χ1(t, x)≥ −c1, para todo x < 0

y para todo t ≥ t0.

3.6. Sexto Cálculo. Aplicando s(t, x) = w(t, x) coshβ x ,donde β = α/2 a la
ecuaci ón (4.5), obtenemos

∂t

��

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

s

−sx x +
�

2β tanhβ x −
2ϕx

ϕ

�

sx

�

−χ2s−ψ2sx

�

1+
ϕt

ϕ

�

sx x

−(1+ t)
ϕssx

coshβ x
− (1+ t)

ϕx −ϕ tanhβ x
coshβ x

s2 − R coshβ x = 0

con la condición de frontera s(t, 0) = 0, donde

χ2 =
�

1+
ϕt

ϕ

��

β2 − 2β2 tanh2β x +
2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

+t (ϕΦ)x + tϕx(Φ− 1)− tϕΦβ tanhβ x +
�

ϕx x

ϕ

�

t
.

ψ2 =
�

1+
ϕt

ϕ

��

2β tanhβ x −
2ϕx

ϕ

�

+ tϕΦ.

Por Lema 1.6, sea ζ(t) la curva tal que s̃(t) = s(t,ζ(t)) = supx∈(−∞,0) s(t, x), por
tanto sx(t,ζ(t)) = 0 para casi todo t ≥ t0.

Como
�

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

> 0, entonces aplicando el

principio del máximo,

∂t

��

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

s̃− sx x(t,ζ(t))
�

≤

−χ2s̃+
�

1+
ϕt

ϕ

�

sx x(t,ζ(t))− t
ϕx −ϕ tanhβ x

coshβ x
s̃2 − R coshβ x
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ahora χ2 ≥ c2, para todo x : −3t ≤ x < 0 y para todo t ≥ t0, donde t0

suficientemente grande, entonces

∂t

��

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

s̃− sx x(t,ζ(t))
�

≤

−cs̃+ sx x(t,ζ(t))− t
ϕx −ϕ tanhβ x

coshβ x
s̃2 − R coshβ x

Como sx x(t,ζ(t))≤ 0, aplicando nuevamente el Lema 1.6 a
s̃x x(t) = infx∈(−∞,0) sx x(t, x)< 0 se tiene que s̃x x(t) = sx x(t,ζ(t)) y
s̃x x t(t) = sx x t(t,ζ(t)) en casi todo t, por tanto

∂t

��

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

s̃− s̃x x

�

≤

−c2s̃+ s̃x x − t
ϕx −ϕ tanhβ x

coshβ x
s̃2 − R coshβ x

Como
�

�

�

�

t
ϕx −ϕ tanhβ x

coshβ x

�

�

�

�

≤ C t
�

‖ϕx‖∞ + ‖ϕ‖∞
�

y ‖ϕx‖∞ ≤ C(1+ t)−2, ‖ϕ‖∞ ≤ C(1+ t)−1, entonces
�

�

�

�

(1+ t)
ϕx −ϕ tanhβ x

coshβ x

�

�

�

�

≤ C .

Además coshβ x = O (eβ |x |) y R(t, x) = O ((1 + t)−(m+1)|x |3me−|x |) sobre (−∞, 0],

tenemos entonces

|R coshβ x | ≤ (1+ t)−(m+1)|x |3me(β−1)|x |

≤ (1+ t)−(m+1)

Por tanto

∂t

��

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

s̃− s̃x x

�

≤

−c2s̃+ Cs̃2 + C(1+ t)−(m+1)

si hacemos J(t) =
�

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

s̃ − s̃x x > 0,

tenemos entonces

Jt ≤ −c2s̃+ Cs̃2 + C(1+ t)−(m+1).
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Sea M2 =max
�

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

> 0 y

m2 =min
�

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

> 0,

M2s̃(t) ≥
�

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

s̃(t)

m2s̃(t) ≤
�

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

s̃(t)≤ J(t)

entonces

−s̃ ≤ −
1

M2

�

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

s̃

= −
1

M2

��

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
ϕx x

ϕ
+

2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

s̃− s̃x x

�

−
1

M2
s̃x x

= −
1

M2
J −

1
M2

s̃x x

y

(5.7) s̃(t)≤
1

m2
J(t)

luego

Jt ≤ −c2s̃+ s̃x x + C(1+ t)s̃2 + C(1+ t)−(m+1)

≤ −
c2

M2
J +

�

1−
c2

M2

�

s̃x x + C(1+ t)J2 + C(1+ t)−(m+1)

se puede escoger c2 > 0 suficientemente pequeño tal que
�

1− c2
M2

�

> 0, entonces

Jt ≤ −
c2

M2
J + C(1+ t)J2 + C(1+ t)−(m+1)

Jt ≤ −rJ + C(1+ t)J2 + C(1+ t)−(m+1)

Sea J(t) = z(t)e−qt , entonces

zt e
−qt − qJ ≤ −qJ + C(1+ t)J2 + C(1+ t)−(m+1)

zt ≤ Ce−qt(1+ t)z2 + Ceqt(1+ t)−(m+1).
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De la misma manera, como se demostro 3.16 en el capitulo anterior, obtenemos
entonces

(5.8) z(t)< Ceqt (1+ t)−(m+1)

para todo t ≥ t0. con ello tenemos J(t) < C (1+ t)−(m+1) y por (5.7) tenemos
s̃(t) < C (1+ t)−(m+1) , si hacemos bs(t) = infx∈(−∞,0) s(t, x), obtenemos bs(t) >

−C(1 + t)−(m+1) para todo t ≥ t0. Por tanto tenemos el estiamtivo ‖s(t, x)‖∞ ≤
C(1+ t)−(m+1) para todo t ≥ t0.

3.7. Septimo Cálculo. Apliquemos g(t, x) =W (t, x) coshαx a la ecuación
�

1−
ϕx x

ϕ
+
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

Wt −
2ϕx

ϕ
Wt x −Wt x x

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

Wx x +

�

(1+ t)ϕΦ−
2ϕx

ϕ
−

2ϕt x

ϕ
+
�

ϕt

ϕ

�

x

�

Wx

+

�

(1+ t)ϕx(Φ− 1) +
�

2ϕx

ϕ

�

x
+
�

2ϕt x

ϕ

�

x
−
�

ϕt

ϕ

�

x x

�

W

+
1
2
(1+ t)ϕw2 +

1
2
(1+ t)∂ −1

x

�

ϕx w2
�

− (1+ t)∂ −1
x

�

(ϕx(Φ− 1))x W
�

−∂ −1
x

�

∂x

�

�

2ϕx

ϕ

�

x
+
�

2ϕt x

ϕ

�

x
−
�

ϕt

ϕ

�

x x

�

W

�

+∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

Wt

�

+ R1 = 0.

Tenemos

g =W coshαx , W = 1
coshαx g, W sinhαx = g tanhαx

gt =Wt coshαx Wt =
1

coshαx gt , Wt sinhαx = gt tanhαx

gx =Wx coshαx +αW sinhαx =Wx coshαx +αg tanhαx

Wx coshαx = gx −αg tanhαx , Wx =
1

coshαx (gx −αg tanhαx) ,

Wx sinhαx = tanhαx (gx −αg tanhαx)

gt x =Wt x coshαx +αgt tanhαx

Wt x =
1

coshαx (gt x −αgt tanhαx)

Wt x sinhαx = tanhαx (gt x −αgt tanhαx)
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gx x =Wx x coshαx + 2αWx sinhαx +α2W coshαx

=Wx x coshαx + 2α tanhαx (gx −αg tanhαx) +α2 g,

Wx x coshαx = gx x − 2α tanhαx (gx −αg tanhαx)−α2 g

Wx x =
1

coshαx

�

gx x − 2α tanhαx (gx −αg tanhαx)−α2 g
�

Wx x sinhαx = tanhαx
�

gx x − 2α tanhαx (gx −αg tanhαx)−α2 g
�

gt x x =Wt x x coshαx + 2α tanhαx (gt x −αgt tanhαx) +α2 gt

Wt x x coshαx = gt x x − 2α tanhαx (gt x −αgt tanhαx)−α2 gt .

Reemplazando, obtenemos

�

1−
ϕx x

ϕ
+
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

1
coshαx gt −

2ϕx

ϕ
1

coshαx (gt x −αgt tanhαx)

− 1
coshαx

�

gt x x − 2α tanhαx (gt x −αgt tanhαx)−α2 gt

�

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

1
coshαx

�

gx x − 2α tanhαx (gx −αg tanhαx)−α2 g
�

+

�

(1+ t)ϕΦ−
2ϕx

ϕ
−

2ϕt x

ϕ
+
�

ϕt

ϕ

�

x

�

1
coshαx (gx −αg tanhαx)

+

�

(1+ t)ϕx(Φ− 1) +
�

2ϕx

ϕ

�

x
+
�

2ϕt x

ϕ

�

x
−
�

ϕt

ϕ

�

x x

�

1
coshαx g

+1
2(1+ t)ϕw2 + 1

2(1+ t)∂ −1
x

�

ϕx w2
�

− (1+ t)∂ −1
x

�

(ϕx(Φ− 1))x W
�

−∂ −1
x

�

∂x

�

�

2ϕx

ϕ

�

x
+
�

2ϕt x

ϕ

�

x
−
�

ϕt

ϕ

�

x x

�

g
coshαx

�

+∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

gt
coshαx

�

+ R1 = 0.

�

1−
ϕx x

ϕ
+
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

gt −
2ϕx

ϕ
gt x +

2ϕx

ϕ
α tanhαx gt

−gt x x + 2α tanhαx gt x − 2α2 tanh2αx gt +α2 gt

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

gx x +
�

1+
ϕt

ϕ

�

2α tanhαx gx

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

2α2 tanh2αx g +
�

1+
ϕt

ϕ

�

α2 g

+

�

(1+ t)ϕΦ−
2ϕx

ϕ
−

2ϕt x

ϕ
+
�

ϕt

ϕ

�

x

�

gx
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−
�

(1+ t)ϕΦ−
2ϕx

ϕ
−

2ϕt x

ϕ
+
�

ϕt

ϕ

�

x

�

α tanhαx g

+

�

(1+ t)ϕx(Φ− 1) +
�

2ϕx

ϕ

�

x
+
�

2ϕt x

ϕ

�

x
−
�

ϕt

ϕ

�

x x

�

g

+1
2(1+ t) coshαxϕw2 + 1

2(1+ t) coshαx∂ −1
x

�

ϕx w2
�

−(1+ t) coshαx∂ −1
x

�

(ϕx(Φ− 1))x W
�

− coshαx∂ −1
x

�

∂x

�

�

2ϕx

ϕ

�

x
+
�

2ϕt x

ϕ

�

x
−
�

ϕt

ϕ

�

x x

�

g
coshαx

�

+ coshαx∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

gt
coshαx

�

+ R1 coshαx = 0.

�

1−
ϕx x

ϕ
+
�

2ϕx

ϕ

�

x
+α2 − 2α2 tanh2αx +

2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

gt

+
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

gt x − gt x x

+
��

1+
ϕt

ϕ

�

�

α2 − 2α2 tanh2αx
�

+ (1+ t)ϕx(Φ− 1)− (1+ t)ϕΦα tanhαx

+

�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

α tanhαx + ∂x

�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

��

g

+

�

(1+ t)ϕΦ−
�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

+
�

1+
ϕt

ϕ

�

2α tanhαx

�

gx

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

gx x +
1
2 t coshαxϕw2 + 1

2 t coshαx∂ −1
x

�

ϕx w2
�

−t coshαx∂ −1
x

�

(ϕx(Φ− 1))x
g

coshαx

�

− coshαx∂ −1
x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

x x

g
coshαx

�

− coshαx∂ −1
x

�

∂x

�

�

2ϕx

ϕ

�

x
−
ϕx x

ϕ

�

gt
coshαx

�

+ R1 coshαx = 0.

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

+
2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

g

+ coshαx∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

g
coshαx

�

+
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

gx − gx x

�

+
��

1+
ϕt

ϕ

�

�

α2 − 2α2 tanh2αx
�

+ tϕx(Φ− 1)− tϕΦα tanhαx
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+

�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

α tanhαx + ∂x

�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

+∂t

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

−
�

2ϕx

ϕ

�

t
α tanhαx

�

g

+

�

tϕΦ−
�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

+
�

1+
ϕt

ϕ

�

2α tanhαx +
�

2ϕx

ϕ

�

t

�

gx

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

gx x +
1
2 t coshαxϕw2 + 1

2 t coshαx∂ −1
x

�

ϕx w2
�

−t coshαx∂ −1
x

�

(ϕx(Φ− 1))x
g

coshαx

�

− coshαx∂ −1
x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

x x

g
coshαx

�

− coshαx∂ −1
x

�

∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

g
coshαx

�

+ R1 coshαx = 0.

Por tanto

∂t

��

1+α2 − 2α2 tanh2αx −
�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

+
2ϕx

ϕ
α tanhαx

�

g

+ coshαx∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

g
coshαx

�

+
�

2α tanhαx −
2ϕx

ϕ

�

gx − gx x

�

= −1
2(1+ t) coshαxϕw2 − 1

2(1+ t) coshαx∂ −1
x

�

ϕx w2
�

−χ2 g −ψ2 gx

+
�

1+
ϕt

ϕ

�

gx x + F − R1 coshαx

donde

χ2 =
�

1+
ϕt

ϕ

�

�

α2 − 2α2 tanh2αx
�

+ (1+ t)ϕx(Φ− 1)− (1+ t)ϕΦα tanhαx
�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

α tanhαx + ∂x

�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

+∂t

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

−
�

2ϕx

ϕ

�

t
α tanhαx

ψ2 = (1+ t)ϕΦ−
�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

+
�

1+
ϕt

ϕ

�

2α tanhαx +
�

2ϕx

ϕ

�

t
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F = (1+ t) coshαx∂ −1
x

�

(ϕx(Φ− 1))x
g

coshαx

�

+ coshαx∂ −1
x

�

∂ 2
x x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

��

g
coshαx

�

+ coshαx∂ −1
x

�

∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

g
coshαx

�

3.8. Octavo Cálculo. Demostremos los siguientes estimativos












∂ 2
x x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

��











1

≤ C(1+ t)−3













∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�











1

≤ C(1+ t)−4

Para todo t ≥ t0,, donde t0 > 0 es sufinentemente grande. Como

ϕ(t, x) =
p

2(1+ t)−1 + x(1+ t)−2 +
1

2
p

2
x2(1+ t)−3 +O (x3(1+ t)−4)

ϕx(t, x) = (1+ t)−2 +
1
p

2
x(1+ t)−3 −

3
2

x2(1+ t)−4 +O (x3(1+ t)−5)

ϕt(t, x) = −
p

2(1+ t)−2 − 2x(1+ t)−3 −
3

2
p

2
x2(1+ t)−4 +O (x3(1+ t)−5)

ϕt x(t, x) = −2(1+ t)−3 −
3
p

2
x(1+ t)−4 + 6x2(1+ t)−5 +O (x3(1+ t)−6)

entonces

2ϕx

ϕ
≈ (1+ t)−1 + x(1+ t)−2 + x2(1+ t)−3

ϕt

ϕ
≈ (1+ t)−1 + x(1+ t)−2 + x2(1+ t)−3

ϕx x

ϕ
≈ (1+ t)−2 + x(1+ t)−3 + x2(1+ t)−4

�

ϕt

ϕ

�

x
≈ (1+ t)−2 + x(1+ t)−3 + x2(1+ t)−4

�

2ϕx

ϕ

�

x
≈ (1+ t)−2 + x(1+ t)−3 + x2(1+ t)−4,
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entonces

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x
≈ (1+ t)−1 + x(1+ t)−2 + x2(1+ t)−3

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x
≈ (1+ t)−2 + x(1+ t)−3 + x2(1+ t)−4.

Por tanto

∂ 2
x x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

��

≈ (1+ t)−3 + x(1+ t)−4 + x2(1+ t)−5

∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

≈ (1+ t)−4 + x(1+ t)−5 + x2(1+ t)−6.

Obtenemos así los estiamtivos












∂ 2
x x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

��











1

≤ C(1+ t)−3













∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�











1

≤ C(1+ t)−4

3.9. Noveno Cálculo. Ahora apliquemos v(t, x) =W (t, x) coshβ x con β =
α/2 a la ecuación

�

1−
ϕx x

ϕ
+
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

Wt −
2ϕx

ϕ
Wt x −Wt x x

−
�

1+
ϕt

ϕ

�

Wx x +

�

(1+ t)ϕΦ−
2ϕx

ϕ
−

2ϕt x

ϕ
+
�

ϕt

ϕ

�

x

�

Wx

+

�

(1+ t)ϕx(Φ− 1) +
�

2ϕx

ϕ

�

x
+
�

2ϕt x

ϕ

�

x
−
�

ϕt

ϕ

�

x x

�

W

+
1
2
(1+ t)ϕw2 +

1
2
(1+ t)∂ −1

x

�

ϕx w2
�

− (1+ t)∂ −1
x

�

(ϕx(Φ− 1))x W
�

−∂ −1
x

��

�

2ϕx

ϕ

�

x
+
�

2ϕt x

ϕ

�

x
−
�

ϕt

ϕ

�

x x

�

x

W

�

+∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

Wt

�

+ R1 = 0.
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obtenemos

∂t

��

1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

+
2ϕx

ϕ
β tanhβ x

�

v

+ coshβ x∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

v
coshβ x

�

+
�

2β tanhβ x −
2ϕx

ϕ

�

vx − vx x

�

= −1
2(1+ t) coshβ xϕw2 − 1

2(1+ t) coshβ x∂ −1
x

�

ϕx w2
�

−χ4v −ψ4vx

+
�

1+
ϕt

ϕ

�

vx x + G − R1 coshβ x

donde

χ4 =
�

1+
ϕt

ϕ

�

�

β2 − 2β2 tanh2β x
�

+ (1+ t)ϕx(Φ− 1)− (1+ t)ϕΦβ tanhβ x
�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

β tanhβ x + ∂x

�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

+∂t

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

−
�

2ϕx

ϕ

�

t
β tanhβ x

ψ4 = (1+ t)ϕΦ−
�

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

+
�

1+
ϕt

ϕ

�

2β tanhβ x +
�

2ϕx

ϕ

�

t

G = (1+ t) coshβ x∂ −1
x

�

(ϕx(Φ− 1))x
g

coshαx

�

+ coshβ x∂ −1
x

��

2ϕx

ϕ
+

2ϕt x

ϕ
−
�

ϕt

ϕ

�

x

�

x x

g
coshαx

�

+ coshβ x∂ −1
x

�

∂ 2
t x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

g
coshαx

�

.

Observemos

coshβ x∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

v
coshαx

�

≤ ∂ −1
x

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

v

�

≤ sup
x∈(−∞,0)

|v(t, x)|∂ −1
x

��

�

�

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

��

�

�

�

�

.
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Como

κ(t, x) = 1+ β2 − 2β2 tanh2β x −
�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

�

+
2ϕx

ϕ
β tanhβ x + ∂ −1

x

��

�

�

�

∂x

�

ϕx x

ϕ
−
�

2ϕx

ϕ

�

x

��

�

�

�

�

> 0,

podemos aplicar el principio del máximo a la ecuacion (4.11), por virtud del
lema 1.6, sea ζ(t) tal que ṽ(t) = v(t,ζ(t)) = supx∈(−∞,0) |v(t, x)|, entonces

∂t[κ(t,ζ(t))ṽ − vx x(t,ζ(t))] ≤ −χ4 ṽ +
�

1+
ϕt

ϕ

�

vx x(t,ζ(t))

+ sup
x∈(−∞,0)

�

�

�

�

1
2
(1+ t) coshβ xϕw2

�

�

�

�

+ sup
x∈(−∞,0)

�

�

�

�

1
2
(1+ t) coshβ x∂ −1

x

�

ϕx w2
�

�

�

�

�

+ sup
x∈(−∞,0)

|G(t, x)| − R1 coshβ x

Como vx x(t,ζ(t))< 0, aplicando nuevamente el Lema 1.6
ṽx x(t) = infx∈(−∞,0) vx x(t, x)< 0 tenemos ṽx x(t) = vx x(t,ζ(t)) y

ṽx x t(t) = vx x t(t,ζ(t)) en casi todo t > t0.

∂t[κ(t,ζ(t))ṽ − ṽx x] ≤ −χ4 ṽ + ṽx x

+ sup
x∈(−∞,0)

�

�

�

�

1
2
(1+ t) coshβ xϕw2

�

�

�

�

+ sup
x∈(−∞,0)

�

�

�

�

1
2
(1+ t) coshβ x∂ −1

x

�

ϕx w2
�

�

�

�

�

+ sup
x∈(−∞,0)

|G(t, x)| − R1 coshβ x

podemos obtener χ4 > c4 con c4 > 0 para todo x : −3t ≤ x < 0 y para todo
t ≥ t0. Además en forma análoga a los cálculos de los estimativos (4.12), (4.13)
y (4.14), obtenemos entonces

∂t[κ(t,ζ(t))ṽ − ṽx x] ≤ −c4 ṽ + ṽx x + C ‖s‖∞ ‖h‖∞ + C(1+ t)−1 ‖h‖∞ ‖s‖∞

+C(1+ t)−1 ‖v‖∞ + C(1+ t)−(m+1)
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como ‖s‖∞ ≤ C(1+ t)−(m+1) y ‖h‖∞ ≤ Cer t entonces obtenemos

∂t[κ(t,ζ(t))ṽ − ṽx x] ≤ −c4 ṽ + ṽx x + Cer t(1+ t)−(m+1)

+Cer t(1+ t)−(m+2) + C(1+ t)−1 ṽ + C(1+ t)−(m+1)

≤ −c4 ṽ + ṽx x + C(1+ t)−1 ṽ + Cer t(1+ t)−(m+1) + C(1+ t)−(m+1).

Para H(t) = κṽ − ṽx x > 0, tenemos

Ht ≤ −c4 ṽ + ṽx x + C(1+ t)−1 ṽ + Cer t(1+ t)−(m+1).

Sean M4 =maxκ(t,ζ(t))> 0 y m4 =minκ(t,ζ(t))> 0, entonces

m4 ṽ(t)≤ κ(t,ζ(t))ṽ(t)≤ H(t) y M4 ṽ ≥ κṽ

−ṽ ≤ −
1

M4
κṽ = −

1
M4

H −
1

M4
vx x ,

ṽ ≤
1

m4
H

por tanto

Ht ≤ −
c4

M4
H +

�

1−
c4

M4

�

ṽx x + C(1+ t)−1H + C(1+ t)−(m+1)

se puede de escoger c4 > 0 suficientemente pequeño tal que
�

1− c4
M4

�

> 0,

Ht ≤ −
c4

M4
H + C(1+ t)−1H + C(1+ t)−(m+1)

≤ −qH + C(1+ t)−1H + C(1+ t)−(m+1)

Sea H(t) = z(t)e−qt , entonces

zt e
−qt − qH ≤ −qH + C(1+ t)−1H + C(1+ t)−(m+1)

zt ≤ C(1+ t)−1z + (1+ t)−(m+1)eqt .

Como se ha hecho anteriormente podemos probar

z(t)< Ceqt (1+ t)−(m+1)

para todo t ≥ t0 ( ver ), con ello tenemos H(t) < C (1+ t)−(m+1) , luego
ṽ(t) < C (1+ t)−(m+1) , ahora si hacemos bv(t) = infx∈(−∞,0) v(t, x), obtenemos
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bv(t)> −C(1+ t)−(m+1) para todo t ≥ t0. Por tanto tenemos entonces el estiamtivo
||v||∞ ≤ C(1+ t)−(m+1).
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